MINISTERIO DE CULTURA Y EDUCACION

INSTITUTO NACIONAL PARA EL MEJORAMIENTO
DE LA ENSENANZA DE LAS CIENCIAS

(I. N. E. C.)

OLIMPIADA MATEMATICA
ARGENTINA

BOLETN N°. 7 Y 8




I. N. E. C.

Director
Pror. Anaen Herwvatz
Secretario Téenico
Ing. Fraxcrsco VaL

OLIMPIADA MATEMATICA ARGENTINA
0. M. A.

CONSEJO SUPERIOR
Dr. MANUEL BaLanzat
Dr. AuBErTo GonzaLEz DoMmMiNGUEZ
Dgr. Luis SANTALO
Pror. RExaTo VOLKER
Director
Pror. Juan Carros Darmasso

JURADO NACIONAL

Presidente
Dr. Anrtonio Diego

Vocales: Licenc. Ratn Craiarpa - Licexc. Lurz MoNTEIRO

COMISION ORGANIZADORA

Administracién Nacional de Ensefianza Media y Superior
Inspectora: Pror. Cristina V. DE BanFr

(lomisién Nacional para la Ensepanza de la Matemdtica
Inspector: Pror. Arino Prana

Consejo Nacional de Educacién Técnica
Inspector: Dr. ENRIQUE IMERITO

Instituto de Matemdtica, Fisica v Astronomia (U. N. C.)
Pror. Crara Torosa DE BARRERA

Instituto Nacional para el Mejoramiento de la Ensefianza de las Ciencias
Pror. BEaTRriz S. pE Pavnau - Pror. Lipta M. pE (CASTRILLO

Ministerio de la Provincia de Buenos Aires
Inspector: Pror. Aupo GUGLIELMI

Superintendencia Nacional de Ensefianza Privada
Supervisora; Pror. Linia CAVANNE
Universidad Nacional de Buenos Aires
Dr. César TrEJO

SECRETARIA DE COORDINACION
Pror. CarmeEx E. pE GémEZ

SECRETARIA DE DOCUMENTACION
Pror. MarcariTA Orfs DE CHOUHY AGUIRRE

SECRETARIA DE APOYO
Inspector: Pror. Josi Emriro Excivas

Coordinacién Administrativa con INEC
Srra. Lipia Samos




TEORIA MATEMATICA DE LA
ESTRATEGIA

Por Dr. ALBERTO GONZALEZ DOMINGUEZ
Del Consejo Superior de O.M A.

1. INTRODUCCION

1.1. — ;Recuerda el lector al colegial amigo de Augusto C. Dupin, imbatible
en el juego de pares o nones? He aqui como el famoso detective relataba el caso
a su amigo Edgard Allan Poe (““La carta robada’, Aguilar, Madrid, 1931, pég.
436) :

“El juego, que es sencillo, se juega con bolitas. Uno de los jugadores tiene en la
mano cerrada un cierto ndmero de bolitas, y pregunta al otro si ese nidmero es
par o impar. Si aclerta, gana una bolita; si se equivoca, pierde una. El muchacho
a quien me refiero se quedaba con todas las bolitas del colegio. Tenfa un sistema
de adivinacion que consistia en la simple observacién de la inteligencia de sus ad-
versarios. Supongamos, por ejemplo, que es un tonto el que, mostrando la mano
cerrada, pregunta: “;Par o impar?”’ Nuestro colegial responderd “impar”, y pierde.
Pero gana en la segunda vuelta, porque se dice: “Este tonto ha puesto pares la
primera vez, y su astucia no alcanza a otra cosa que a poner nones la segunda.
Diré, pues, “impar”’. Dice “impar”, y gana. En cambio, jugando contra un ad-
VErsario un poco menos simple razona asi: “Ese muchacho ha observado que la
primera vez he elegido 1mpa1 v su pl]lIlEl impulso serd, en la segunda vuelta,
adoptar una simple variacién de par a impar, como hizo el tonto; pero una se-
gunda reflexidén le bugenm que es ésta una variacién demaalado sencﬂla y final-
mente se deudna por “par”, como la primera vez. Dird “par”, por tanto. Dice
“par”, y gana.’

Este chlcn habia fabricado para su uso particular una teoria perfecta del juego
de pares o nones. Pero es claro que toda teoria es posible —y toda teoria sobra—
si se postula en su utilizador la inteligencia suprema del chico de Poe.

Cabe, pues, preguntarse si ese postulado es realmente esencial; esto es, si tiene
sentido imaginarse una teoria del juego accesible a toda persona normal que esté
dispuesta a hacer el esfuerzo de aprenderla. En términos mds precisos: jPuede
existir una teoria matemdtica de los juegos que prescriba reglas para jugar de la
mejor manera, cualquiera sea el juego que se practique y cualquiera sea el adver-
sario?

NO, contestara la mayoria de log lectores, arguyendo que la infinita complejidad
de la pugna de espiritus que late en una partida de poker jamés podria reduecirse
al basto esquema de un conjunto de férmulas.




Apresurémonos a recalear que nos referimos exclusivamente a aquellos juegos en que inter-
viene de manera esencial, ademds del azar, la habilidad de los jugadores; como el bridge,
el tresillo, el truco (y la mayoria de los juegos de cartas), el ajedrez, las damas, el chaquete,
ete., ete., quedando excluidos los juegos puramente de azar (ruleta, bacearat, 30 y 40, ete.),
acerca de los cuales nuestra pregunta admite respuesta trivialmente negativa: no puede
existir una teorfa de tales juegos, y no existen, por consiguiente, métodos o sistemas para
ganar (o para no perder) cuando se los practica.

1.2. — Este argumento, que se ha esgrimido bajo distintas formas para negarle
a la matemética beligerancia en el campo de los fenémenos psicolégicos (el espi-
ritu es cualidad pura y la matemdtica triunfa sélo de la cantidad, etc., etc.),
no es probatorio, aunque no es ficil —y quizés no tenga sentido— rebatirlo con
otro argumento de andloga indole verbal.

Es posible, en cambio, aunque mucho més largo, demostrar su esencial falsedad
exhibiendo una teorfa que llena los requerimientos antes apuntados, creada por
el gran matemético J. von Neumann.

Sélo un reducido niimero de especialistas se interesé en la memoria en que el ge-
nial hingaro dio a conaocer su teoria de los juegos (Mathematische Annalen, vol.
100, 1928); tuvo, en cambio, inmediata resonancia el libro que él mismo escribid,
en colaboracién con Otto Morgenstern, dieciséis afios mas tarde (Theory of games
and eccnomic behavior; Princeton, 1944), que contiene, ademds, aplicaciones de
importancia capital a la fundamentacién matemdtica de la economia politica. En
este libro nos hemos inspirado para la redaceién del presente articulo, donde in-
tentamos dar a conocer, con un minimo de recursos mateméticos, la idea esencial
de la original creacién de von Neumann.

2. DEFINICIONES Y TERMINOS TECNICOS

2.1. — Comencemos con algunas necesarias definiciones. Distinguimos entre
“juego’”’, que es el conjunto de reglas que lo definen, y “partida”, que es la reah-
zacién particular de un juego. Un juego consta de “movimientos”; una partida se
compone de “jugadas’.

Limitaremos nuestras consideraciones a aquellos juegos en que intervienen sélo
dos bandos o “teams’, como el truco, el ajedrez y el bridge. Supondremos, ademés,
que todos esos juegos se juegan por dinero, y que la suma perdida por uno de los
bandos es ganada por el otro (o viceversa). Admitiremos, finalmente, que el juego
consta de un niimero finito de movimientos.

Para estos juegos “finitos, de dos personas, de suma cero”, es vélido el famoso
teorema de von Neumann (el “minimax’), que afirma la existencia de una ma-
nera 6ptima de jugar, y que esta manera Optima es calculable con precigién abso-
luta por medio de la mateméatica.

La demostracion del “minimax” —esencia de toda la teorfa— es facilitada de
manera decisiva por un ingenioso artificio, la “normalizacién”, en virtud del cual
la infinita variedad de juegos queda reducida a uno solo, de naturaleza extrema-
damente simple. La normalizacién se logra a su vez mediante la introduccién del
concepto de estrategia, que es bésico, por consiguiente, para toda la teoria.
Tenemos, pues, el esquema:

estrategia —s normalizacién —s minimax

que serd el hilo de nuestra exposicién.
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2.2. — Imaginemos a dos peregrinos jugadores que en vez de practicar el juego
de la manera usual, discurriendo su jugada en funcién de la jugada anterior del
adversario, inician la partida provistos de antemano de un plan de aceidn com-
pleto que les prescriba la respuesta a toda posible jugada del rival en toda situa-
cién imaginable; es decir (usando el término ya cldsico infroducido por von Neu-
mann), provistos de una estrategia pura. Muy poco tiempo durard en tal caso la
partida. Bastard, en efecto, con que cada uno se decida por una estrategia (en
ignorancia completa de la eleccién del contrario) e informe de su eleccién a un
drbitro (no menos peregrino que los jugadores, ciertamente), pues éste, con una
simple consulta a sus registros (recordemos que el niimero de estrategias, y el de
partidas, que puede ser enorme, es finito), decidird cudl ha sido el resultado de
la brevisima partida. En esta extrema simplificacion consiste lo que von Neumann
llama normalizacion del juego.

Todo juego (finito, de dos personas, de suma czro) puede, pues, mediante la nor-
malizacion, reducirse a un eguivalente juego rectangular, cuya definicién general
es la siguiente:

El jugador J; elige un nimero i del conjunto 1, 2, 3,. . ., m;el jugador Js, ignorante
de la eleccidn de Ji, elige un ntimero k del conjunto 1, 2, 3,. . ., n;el arbitro, ente-
rado de ambas elecciones, dispone que Js le pague a J la cantidad (positiva, nula
0 negativa) aiw. El conjunto de nimeros aix i=1, 2,...,m; k=1, 2,. .., n),
que forma parte naturalmente de la definicién del juego, se llama tabla de pagos.
Consignamos para ilustracién y futura referencia las tablas de pagos de algunos
Juegos particulares.

‘ ESTRATEGIAS DE Ja
Ja
i 2 ¥ n
Ja
1 ai a1z 81 a1n
= 2 az1 aszn &E,Y a2n
=
=)
=
=
é 1 aty ajz ELi,Y fin
3 ey
B
»n
=]
m ami a amn
Sy

Figura 1. — Forma general de la tabla de pagos de un juego reciangular.

En el juego cuya tabla de pagos estd reproducida en la figura 2, el primer jugador
(1)) puede elegir entre las estrategias de ntimero de orden 1, 2, 3; v el segundo (J2),
entre las estrategias de niimeros de orden 1, 2, 3, 4. Supongamos que los confrarios
deciden jugar una partida. Las acciones se desarrollarin de la siguiente manera:
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LESTRATEGIAS DE J;
Js
ik 2 3 4 Minimos de fila

FaEn
j 1 an = 2 a1z =1 ais = 3 a1g-=1 1
=
a1 2 as=0 | aw=1000 | asa = 1000 | au=1 — 1000
&
a
& 3 an = 3 a3 =1 asn = 1 az =1 —1
=

MAXIMA

DE 3 1 1600 1
COLUMNA

Figura 2. — Tabla de pagos de un juego rectangulor determinado.

J; opta por la estrategia pura N.° 3 y Ja por la estrategia pura N.° 4 (ignorando
cada uno la eleceién del otro), e informan al arbitro de estas elecciones. Este dis-
pone entonces, de acuerdo con la tabla de pagos (ase = — 1), que Ji le pague a Ja
una (1) unidad.

3. JUEGOS RECTANGULARES

3.1. — Concentremos nuestra atencién exclusivamente sobre los juegos rectan-
gulares (esto es licito, repitdmoslo, en virtud de la normalizacién), y para fijar ideas
consideremos aquél cuya tabla de pagos estd representada en la figura 2, formu-
lindonos la pregunta esencial: jCudles son las jugadas éptimas para nuestros dos
rivales? (Ya sabemos que cada uno de ellos puede hacer una sola jugada.)
Comencemos por J;. Si éste (que controla las filas) se decide por la primera, ga-
nard cuando menos una unidad; si opta por la segunda, lo peor que puede suce-
derle es perder 1.000; y si su eleccién recae sobre la tercera, perderd cuando mds
una unidad. Puede, pues, optar entre tres minimos: 1, — 1.000, — 1, y como aspira
a hacer mdxima su ganancia (y postulamos que es persona normal), su eleceién
recaerd en definitiva sobre la fila a la que corresponde el maximo de estos minimos,
que es 1, es decir, sobre la primera. Obrando asi se asegura, cualquiera que sea la
‘columna que elija Jo, una ganancia minima de una unidad.

FEllrazonamiento de Js, que controla las columnas, es completamente anédlogo.
Los maximos de columna son 3, 1, 1.000, 1; el minimo de estos maximos de co-
lumna, o sea 1 (que es también, seglin acabamos de ver, el miximo de los mini-
mos de fila), corresponde a las columnas 2¢ y 42 Sobre una de estas dos debera
recaer la eleccién de Js si es que quiere pagarle a J; la suma minima (que es una
unidad), o sea si desea reducir al minimo (una unidad) la ganancia méxima de su
adversario.

Podemos, pues, decir que el valor del juego (para Ji) es una umdad (= maximo
de los minimos de fila = minimo de los maximos de columna), puesto que J; pue-
de, jugando bien (eligiendo la primera fila), ganar cuando menos una unidad; y al
mismo tiempo J» puede, jugando bien (eligiendo la 22 o la 4: columna), lograr
que J; gane cuando mas una unidad (de aqui en adelante nuestra unidad de pa-
gos serd el peso).

6



Dicho de otra manera: haria pésimo negocio quien, encandilado por la teéricamente posible,
ganancia de 1.000 pesos (eventual coincidencia de J, y Jz en la casilla (2, 3), le comprara a J,
por la médica suma de dos pesos, su derecho a jugar con J», pues éste puede, como hemos
visto, reducir a un peso la ganancia mdxima de Ji. Por andloga razén mereceria J, ser ca-
lificado de ignorante timorato si, espantado ante la posible pérdida de 1.000 pesos (eventual
coineidencia de J; y J: en la casilla (2, 2) se apresurara a malbaratar por 90 centavos su de-
recho a jugar con Ji.

3.2. — Las consideraciones del pardgrafo anterior siguen valiendo —mutatis
mutandis— en el caso de un juego rectangular cualquiera. He aqui el resultado
a que se llega.

Admitamos que la tabla de la figura 1 contiene un cierto nimero de elementoss:

Aipjo, A1, . ., dikjk

(donde ig, i1,..., 1x no son todos necesariamente distintos, y lo mismo se diga de
o, 11, J2, - - -, Jx), tales que cada uno de ellos es al mismo tiempo el minimo de su
fila y el miximo de su columna (por ejemplo, a;2 ¥ a14 en el caso de la tabla de
la figura 2). En tal caso, el juego cuya norma es la tabla de pagos de la figura 1
se llama “‘estrictamente determinado”, y son validas las tres proposiciones a
continuacion consignadas.

a) Bl conjunto de estrategias “optimales” (es decir, de jugadas optlma,s) para Jy
estd constituido por (la eleccidn de las filas de numero de orden) iy, i1,- . ., ik}
b) el conjunto de estrategias optimales para Js estd constituido por (la eleccién
de las columnas de ntmero de orden) jg, ji,. . -, jk;
¢) el nimero
v = apjp = aij; = maximo de los minimos de fila = minimo de los miximos
de columna,
es el valor del juego (para Jy).

Es interesante observar que tanto J; como J; pueden ‘“‘cantar’” su jugada sin peligro alguno,
pues tal informacién de nada sirve al adversario.

4. JUEGOS DE INFORMACION PERFECTA

4.1, — FEl interés de estos resultados es acrecentado por un profundo teorema de
von Neumann, segtin el cual son estrictamente determinados todos los juegos “de
informacién perfecta’”. Asi se llaman aquéllos en que ambos adversarios estin
informados; cada vez que les toca el turno de jugar, de todas las jugadas que se
han hecho hasta ese momento en el curso de la partida.

Son juegos de informacién perfecta, por ejemplo, el ta-te-ti, el ajedrez, las damas,
el chaquete y el juego de “nim”. El truco, en cambio (y la mayoria de los juegos
de cartas), no es juego de informacidn perfecta, pues J; no conoce las cartas que
Js tiene en la mano, y viceversa (observemos que el “dar” las cartas es también
una jugada).

4.2. — Son 1lustrativas las consecuencias que se derivan del teorema de von Neu-
mann aplicindolo a un juego complicado de informacién perfecta, como el ajedrez,
por ejemplo. Siendo éste un juego de informacion perfecta, por lo tanto estricta-
mente determinado, las proposiciones del pardgrafo 3.2. garantizan para él la
existencia de un valor y de estrategias optimales. Pero nos veriamos en grave
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aprieto si algiin lector curioso nos preguntara cuél es ese valor y cuiles esas es-
trategias. Para responder a tales preguntas habria, en efecto, que ‘“rectangulizar”
(0 normalizar) el ajedrez. Pero tal desideratum, que es tedricamente alcanzable,
précticamente no lo es, a causa de la cantidad fabulosa de filas y columnas de tal
tabla de pagos, que son nimeros de mis de 50 cifras. Sabemos (en virtud dei teo-
rema de von Neumann) que en esta tabla hay (por lo menos) una casilla en cuyo
interior estd inscripto el valor del juege. Pero jquién es capaz de encontrarlas?
Aun disponiendo de las mds rdpidas miquinas electrénicas de cdleulo, su indivi-
dualizacién demandaria una cantidad enorme de miles de billones de afios.
Agreguemos que el “valor” del ajedrez puede ser sélo 1, — 1, 6 0, ya que todo
nimero de la tabla coincide con uno de esos tres (J; gana o pierde un peso, segtin
gane o pierda la partida, y no gana ni pierde si la partida es tablas).

Ello significa que si conociéramos de manera perfecta la teoria del ajedrez, el pri-
mer jugador sabria de antemano si tiene la partida ganada (v = 1), o perdida
(v =-—1), o si serd tablas (v = 0). Cuando tal cosa suceda (acabamos de ver
que todo temor al respecto es prematuro) el ajedrez dejard se der juego interesante.
Es precisamente lo que ya ha acontecido con juegos (de informacién perfecta) mds
simples, como el ta-te-ti.

4.3. — Mencionemos finalmente que pueden construirse miquinas que jueguen
de acuerdo con la teoria. Tal posibiidad es puramente tedrica para juegos tan
complicados como el ajedrez (por las razones hace un momento apuntadas). En
cambio, hay aparatos que juegan (de manera perfecta) al ta-te-ti y al juego de
“nim’’. Este antiquisimo juego chino se juega como sigue:

Hay fésforos (o porotos u otras unidades cualesquiera) dispuestos en varios mon-
tones. Los rivales van retirando alternativamente cantidades arbitrarias de alguno
de los montones (incluso un montdén entero), pero tocando cada vez un solo mon-
tén. Gana el jugador que retira el ltimo fésforo.

La teorfa de este juego se conoce de manera perfecta, y se realiza en él, porlo
tanto, la posibilidad a que nos referimos hace un momento con respecto al ajedrez:
el ganador se conoce antes de comenzar la partida. Enunciemos la regla, sin de-
mostrarla.

Supongamos, por via de ejemplo, que los montones son cuatro. Eseribamos en
el sistema binario el ndmero de fésforos de cada montén, disponiéndolos uno
debajo del otro, como si fuéramos a sumarlos:

10010 (niimeros de fdsforos del montdn 19)
10711 ( » » » » 3 20)
! B i I » » » » 3 30

VR » » > » % o)

Si en cada columna hay un nimero par de unos, el primer jugador estd perdido.
Si tal cosa no sucede, tiene la partida ganada.

Le bastara para lograrlo con retirar un ndmero de fésforos tal que su adversario,
termine por encontrarse ante la situacién recién descripta, lo cual siempre puede
hacerse. El “nimatrén”, cuyo funcionamiento se basa en la regla que acabamo
de consignar, se exhibi6 en la Feria Mundial realizada en Nueva York en 1938.
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5. JUEGOS NO ESTRICTAMENTE DETERMINADOS

5.1. — Si todos los juegos fueran estrictamente determinados dispondriamos,
en las proposiciones del pardgrafo 3.2, de una teoria completa de los juegos. Pero
ello no sucede, pues la mayoria de los juegos no son estrictamente determinados.
Clonsignemos algunos ejemplos que nos serdn ttiles dentro de muy poco.

El méis simple de los juegos no estrictamente determinados es el de cara o cruz,
o su equivalente el de “pares o nones’.

Si Jp acierta, gana un peso; si se equivoca, pierde un peso. Su tabla de pagos es la
que puede verse en la figura 3.

L ESTRATEGIAS DE Jq

Ja
7 1? (eara) | 2% (eruz) | Minimos de fila
1
1% (cara) an =1 aiz =1 —]
ESTRATEGIAS
DE J1 =
2" (cara) an = 1 a2 = 1 —k
Méximas 1 1
de columna

Figura, 3. — Tabla de pagos del juego de cara o cruz.

Se advierte que no hay ningtin nimero de la tabla que sea a la vez el minimo de
su fila v el maximo de su columna, no cumpliéndose, por consiguiente, la condicién
caracteristica de los juegos estrictamente determinados, que es, como sabemos:

méaximo de los minimos de fila = minimo de los méximos de columna. (1)

Otro juego no estrictamente determinado es el yan-ken-pon, practicado en el Ja-
pén desde tiempo inmemorial. La tabla de pagos es la figura 4.

JUGADAS DE Tn
1* (yan) | 2" (ken) | 3® (pon) | Minimos de fila
1 (yan) | an=0| aiz=1| as—1 —
JUGADAS DE 51 | 2® (ken) | ann—1 | aw =0 | an=1 ==
3* (pon) | an =1 apn =—1| asu =10 =1
Midximas
de 1 1 1
columna

Figura 4. — Tabla de pagos del yan-ken-pon.




Se advierte que cada jugador tiene tres jugadas entre que elegir: yan (o sea papel),
que en la practica del juego se da a conocer mostrando la mano abierta; ken (es
decir, piedra), que se denota ensenando el pufio; ¥ pon (que es la traduccién japo-
nesa de tijeras), que se significa extendiendo los dedos indice y mayor. La regla
de pagos es que yan vence a ken, ken vence a pon y pon vence a yan, y el vencido
debe pagarle un peso al vencedor. Si amhos muestran yan, ken o pon, hay empate.

Es fdeil recordar esta tabla de pagos por medio del esquema sefialado como fi-
gura 5, donde las flechas significan “vence a”.

yan_(papel)

pon (tijera)

\

ken (piedra)

Figura 5. — Esquema de la tabla de pagos del yan-ken-pon.

5.2. — Propongémonos aislar la peculiar dificultad de los juegos no determinados,
eligiendo como corpus vile el més sencillo de todos ellos, que es el de cara o cruz.

(Hay una fila que sea “‘éptima’ para J1? Es ficil convencerse de que no. En efecto,
s1 J; opta por la primera (segunda) fila, ganard o perderd (perderd o ganard) un
peso, seguin que Js elija la primera o la segunda columna. La conclusién a que lle-
gamos es que ahora lo que importa es enterarse de la jugada del rival, lo cual ca-
rece de interés en los juegos determinados. (Cfr. la observacién consignada al
final del pardgrafo 3.2.) Para estos juegos en que la psicologia de los rivales es lo
realmente primordial, no parece posible formular reglas intrinsecas, andlogas a
las a), b), ¢) del pardgrafo 3.2., que sean funcién exclusivamente del juego v no de
los jugadores.

5.3. — No desmayemos, sin embargo, en nuestro intento de salvar la casi perfecta
teorfa a cuya exposicion hemos dedicado las pdginas que preceden, y recurramos
para ello a la experiencia.

(Coémo procederia el lector si tuviera que vérselas con un adversario de la talla
del chico de Poe? Es claro que renunciaria de entrada a adivinar la eleccién de su
adversario, concentrando modestamente sus esfuerzos en impedir que su propia
eleccién fuera descublerta. Pero jeémo lograr tal desideratum frente a rival de
tan fenomenales dotes de psieélogo? Después de mucho pensarlo, quizas el miedo
le aconseje renunciar a ser €l mismo quien elija, delegando la peligrosa misién en
el azar, representando, por ejemplo, en un dado, algunas de cuyas caras corres-
ponden a “cara”, v las restantes a “cruz”.

5.4. — Sigamos adelante con la idea, admitiendo por simetria que también el
adversario decide regir sus decisiones por un dado. Ambos rivales, impulsados
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por reciproco miedo, tratan ahora de escudarse tras el azar, eligiendo no filas o co-
lumnas, sino probabilidades.

Supongamos, para concretar, que Ji desea elegir la primera o segunda fila con pro-
babilidades respectivas xi, x2; y que yi, y2 desempefan andlogo papel con res-
pecto a las columnas (para Jo). Estos ntimeros, como son probabilidades, deben
satisfacer a las siguientes evidentes relaciones.

n=y >0 , X=x>0
a=1l—y =0 ; m=1—x >0, ' (2)
Yit+y:=1 o Xt m=1

Otra manera de describir el nuevo procedimiento consiste en decir que J; elige
no una de las filas, sino las dos filas a la vez, con probabilidades x;, x2; y que anéloga
politica adopta Js con respecto a las columnas.

Las estrategias puras han cedido su lugar a estrategias estadisticas o aleatorias;
von Neumann las ha bautizado (con todo derecho, pues es el padre) con el nombre
de estrategias mixtas.

J1 tiene a su disposicién dos estrategias puras (tantas como filas); puede elegir,
en cambio, entre infinitas estrategias mixtas (todo par de niimeros reales x;, xs)
que cumpla las condiciones (2), es una estrategia mixta de J; (claro que en este
caso especial basta con elegir un solo nimero x, pues el otro esti determinado
por la relacién xy = 1-—1x3). Consideraciones completamente andlogas pueden
hacerse con respecto a Jo.

5.5. — Para completar la formulacién estadistica del juego sélo nos falta hacernos
claridad sobre la adecuada definicién de la tabla de pagos de este juego estadistico.
Ello no ofrece dificultad una vez que se ha captado la idea fundamental de von
Neumann, o sea la aleatorizacion. Ahora lo natural es hablar no de ganancia a se-
cas, sino de ganancia estadistica o ganancia media.

Sea una magnitud variable (una variable aleatoria) z que puede tomar I valores vi, vs,. . .
vi con las respectivas probabilidades pi, ps...p:, (verificdndose por supuesto la igualdad
Pi -+ Pz + P . D1 = 1).

Supongamos que hemos sometido z a n pruebas (independientes), y que los valores obtenidos
sean zi, 2,. . ., &n; la expresidn:

Fai Lyl .o+ 2a)

n

Un =

es un valor medio de la magnitud z en esas n pruebas; si el segundo miembro de esta igual-
dad tiende a un limite v cuando el nimero n de pruebas se hace indefinidamente grande,
es natural llamar valor medio de z a este niimero v. La determinacién efectiva de este limite v
(en caso de que exista) exige infinitas pruebas, y por tanto, tiempo infinito. Afortunadamente,
la llamada “ley fuerte de los grandes niimeros’’ nos proporciona un medio simplicisimo de
calcular v. Afirma este fundamental teorema del edleulo de probabilidades que hay la certeza
practica (es decir, probabilidad 1) de que el limite v exista; y que su valor coincide con la
llamada esperanza matemitica de la variable aleatoria z, que es por definicién la suma de
los I valores posibles de la variable z multiplicadas por sus respectivas probabilidades:

AE g e i A o

n —Co n— o n

=p=mp + par + ... + pnl @)
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En el juego de cara o cruz “estadistico”, la ganancia es una variable aleatoria de
dos valores:

Vi =1 (4)
vo=—1 (5)
v las probabilidades respectivas de estos valores son:
i3y P olli—X). (1 =yl =1 -=[g-L 5 2uy) (6)
PE= Tl —w Lyl % = by — gy (7)

Reemplazando en (3) obtenemos, pues, para la ganancia estadistica de Ji, la ex-
presion : _
BEbyl=0.p+ (0. ;=

= 1. l—(x+y—2xp9)]+ (1. x+y—2xy) =
1 1
= fme e (8)
2 2

5.6. — Ahora estd definitivamente claro cudl es el correcto planteo *“‘aleatorio”
de nuestro problema: J; aspira a elegir, si ello es posible, una “estrategia mixta
optimal”’; esto es, un par de niimeros no negativos, x1 = x, x2 = 1 — x, que hagan
méxima su ganancia estadistica E (x, y); v anilogo propdsito persigue J; con la
eleccién de su estrategia mixta optimal y; =y ;ya =1 —y.

La “aleatorizacion” del juego de cara o cruz por parte de ambosz adversarios los
ha llevado, en definitiva, a practicar el juez> en la siguiente forma:

J1 elige un nimero x (0 £ x = 1) y Jyun niimero y (0 = y = 1), ignorantes cada
uno de la eleceién del otro; el drbitro, en conocimiento de ambas elecciones, dis-
pone que Jy le pague a J; la suma

2 2

La novedad consiste en que tanto J; como J, pueden optar entre infinitas estra-
tegias. Aparte de esto, su estructura es completamente andloga a la de los hasta
ahora considerados, y todos los razonamientos que nos condujeron a la determina-
ci6n de las filas y columnas dptimas se aplican sin cambio a este juego de infinitas
estrategias posibles. Si existe, por lo tanto, un punto de niimeros xy, yo (0 < x9 < 1;
0= yp = 1) sea simultdneamente el méiximo de los minimos y el minimo
de los méximos, el nimero E (xo, yo) serd el valor del juego, y los niimeros x;, Yo
serdn las estrategias optimales para J; v para Js, respectivamente.

1 1
E(Xa Y):—l /X‘*f | (V_—
4

ESTRATEGIAS DE Jg

1 2
1 a1 a1z
ESTRATEGIAS DE JI;
2 ast A

Figura 6. — Tabla de pagos de dos filas y dos columnas,
de un juego determinado.
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i
ESTRATEGIAS DE Ja
Ji = cara Jy = cruz
Ji = cara 10 =i
ESTRATEGIAS DE Iy
J: = cruz — 1 1
Figura 7. — Tabla de pagos del juege de cara o cruz con ventaja.

5.7.— Es ficil comprobar que nuestro juego infinito es estrictamente determi-
nado. Comencemos, para verificarlo, por determinar los minimos de “fila”. Para
cada x fijo, el minimo de la funcién de E (x, y) el variar y entre 0 y 1, tiene, segin
se comprueba sin dificultad, el siguiente valor:

1
minimo E (x, y) = —2| %— — ‘; (9)
Dis iy 1 b
1
pero el segundo miembro es nulo para x = xy = —, y es negativo para los
2
demsds valores de x; luego el miximo de los minimos es 0, y corresponde al nimero
1
X =
2

Idéntico razonamiento nos permite concluir que el minimo de los mdximos es
también cero, y corresponde al niimero

Llegamos, pues, a la conclusion de que el valor del juego es:

S e |
v=mix. minn. E (& y) = E (—, —) = (), (10)
0<x=<1 0<y=<1 2 2

y de que las estrategias optimales para Ji, J» son, respectivamente:

1

n=Xx=xX= —, (11)
2
1

iy (12)
2

Las formulas (10), (11) y (12) son decisivas, pues, en virtud de la equivalencia
del juego infinito con el juego de cara o cruz en su versién aleatoria, también dan
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ellas solucién completa a los problemas que este ultimo plantea. Llegamos asi, si
recordamos las definiciones y notaciones introducidas en el pardgrafo 5.4 (espe-
cialmente las férmulas (2)), a las siguientes conclusiones:

a1) La estrategia mixta optimal para J; es el par

1 1 1
X =%X—— Zp=1l—x=1— = = —, (117)
2 2 2
b;) La estrategia mixta optimal para J; es el par
i 1 1
Vi=g= = melapn=1l—— ==, (12’)
2 2 2
c1) El valor del juego es
1 1
V:E(—, —)=0 (13)
2 2

5.8. — Recapitulemos. Hemos logrado, merced a la adecuada idealizacién de
fenémenos de una cierta categoria (que tienen que ver con la prictica de juego
de cara o cruz), asignar un valor y determinar estrategias optimales para un juego
no estrictamente determinado; cosa que pareceria imposible a la luz de las con-
sideraciones del pardgrafo 5.2. Pero no nos apresuremos a cantar victoria. No
basta con que nuestras definiciones y teoremas estén exentos de contradiceion:
es menester comprobar que ellos “sirven”. Una teoria que conduce a predicciones
0 resultados en desacuerdo con los hechos debe modificarse o desecharse.

Afortunadamente, en nuestro caso la teoria sale bien librada de esta crucial ex-
periencia. Recuerde el lector el objetivo que él mismo se propuso con la adopeién
de las estrategias mixtas (20 pdrrafo del parigrafo 5.3.): impedir que su propio
plan fuera descubierto por el inteligentisimo adversario. ;Qué aconseja la teoria

para lograr tal propésito? La estrategia mixta
1
M=%~ 5

o sea carencia de plan.

Debe convenirse en que es éste el tinico plan absolutamente seguro frente a un
adversario que con certeza va a descubrirlo.

6. EL TEORAMA FUNDAMENTAL O MINIMAX

6.1. — Muy poco trabajo va a costarnos extender al caso general las definiciones
y razonamientos que tanto éxito han tenido en el caso simplicisimo del juego
de cara o cruz.

Sea, pues, un juego no estrictamente determinado, cuya tabla de pagos represen-
tamos en la figura 1.

Llamaremos estrategia mixta de J; y designaremos por la letra x a todo conjunto
de m niimeros xi, Xs,. .., Xm que cumplan las condiciones

X= 0 e =0, ome= 10, (14)
X1+ X+ ... Fxm=1. (15)
14
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Analogamente, llamaremos estrategia mixta de Js, v la designaremos con la letra
v a todo conjunto de n nimeros yi, ys,..., ¥r, que cumplen las condiciones

vi=0, y3= O;...,y'ns 0, (16)
yvity:+ ... +ya=01L (17)
Diremos que el nimero
m n
E(xy)=) )&%y (18)
i=1 j=I

es la ganancia media de J;.

Tstas definiciones son extensién immediata v trivial de las que formulamos en
el pardgrafo 5.4.

Bl llamar ganancia media al nimero definido por el segundo miembro de (18) se justifica
por las consideraciones siguientes:

Supongamos que J; decide elegir las filas con probabilidades x;, %»,..., xm (0 sea adopta
la estrategia mixta x), y J» decide elegir lag columnas con probabilidades yy, v, . . - ,yp) adopta
la estrategia mixta y). La ganancia (de Ji) se transforma asi en una variable aleatoria que
puede tomar los mn valores aij con las respectivas probabilidades xiyj. La ganancia media
de J; tendr4, de acuerdo con la férmula (3), el valor:

m

B (& yi= 5‘ Z a5 X ¥

|

6.2. — Definiremos ahora un juego infinito, que llamaremos I, perfectamente
andlogo al descripto en el pardgrafo 5.6. J; elige una x (o sea, un conjunto cual-
quiera de m numeros que cumplen las condiciones (14), (135); Js, ignorante de la
eleccidn de Ji, elige un y (o sea un conjunto cualgquiera de n nimeros que cumplan
las condiciones (16), (17); el drbitro, enterado de ambas elecciones, dispone que
Js le pague a J; la suma E (x, y) (definida por la férmula 18).
En el caso particular de la tabla de pagos de la figura (3) hemos logrado demostrar
directamente, en el pardgrafo (5.6.), que el juego I tiene soluciones (es decir, que
existen estrategias puras optimales), y éste ha sido el hecho decisivo que nos per-
mitidé definir un valor, y estrategias mixtas optimales para el juego de cara o cruz.
En el caso general nada sabemos. Si el juego I tuviera siempre soluciones, podria-
mos definir, exactamente como lo hicimos para el juego de cara o cruz, un valor
v (por lo menos un par) de estrategias mixtas optimales (una para cada jugador)
para todo juego no estrictamente determinado. En cambio, si llegara a probarse
que I no es estrictamente determinado, y carece, por lo tanto, de estrategias puras
\ optimales, todas nuestras esperanzas habrin sido en vano y serd menester admi-
tir que eran falaces nuestras esperanzas y casual nuestro éxito en el caso del juego
de cara o cruz.
Claro que el lector ya se imagina cudl va a ser el desenlace. El juego I es estricta-
mente determinado.
Este es el contenido esencial del célebre teorema de von Neumann, que asegura
la existencia de estrategias mixtas optimales, haciendo asi posible una teoria ge-
neral delos juegos.
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6.3. — He aqui el enunciado completo del gran teorema de von Neumann:

Sea K un juego cunalquiera no determinado, y admitamos que su tabla de pagos
es la representada en Ia figura (1). Existe entonces por lo menos una estrategia
mixta optima! y, (para J;) y una estrategia mixta optimal x, (para J,), para las
cuales se verifica la relacion:

E (XJ YD) = E (XO: Yo) =E (XUJ .,V) (19)

El niimero
v=E (x, y0)
es el valor de K (para Jy).

No estard de mds insistir sobre el significado de estas proposiciones, dada su im-
portancia capital para toda la teoria.

Por medio de la eleccién de xp (recordemos que xp simboliza un conjunto de m
numeros que satisfacen a las relaciones (14) y (15), J; se asegura (en virtud de la
validez de la segunda desigualdad (19), una ganancia estadistica cuando menos
1gual v, cualquiera que sea la estrategia y que elija Jo; por su parte, Js, por medio
de la eleccidén de vg, logra (en virtud de la validez de la primera desigualdad (19),
que la gananecia estadistica de J, sea cuando mas igual a v, cualquiera que sea la
estrategia x que éste elija. Estd, pues, justificado el llamar valor de K al nimero
B (xﬂr YU)

Observe el lector la sorprendente semejanza de estas consideraciones con lag que
hicimos en la parte final del pardgrafo 3.1. La introduccién del concepto de estra-
tegia mixta nos ha permitido, a través del gran teorema de von Neumann, salvar
la entera teoria de los juegos estrictamente determinados, haciéndola aplicable
a los juegos no determinados.

La indole de este articulo nos veda detenernos en la demostracién y aun en la idea de la
demostracién de este profundo teorema. Demostrado por primera vez por von Neumann
en 1928 (en la memoria citada en la Introduccién), apelando a dificiles teoremas de Topolo-
gia; en 1938 por J. Ville, que establecié su conexién con la teoria de los conjuntos convexos;
v luego por el mismo von Neumann, por Kakutani, por Hermann Weyl y por varios otros
matemdticos, el teorema, aun en sus versiones mds “elementales”, sigue siendo un hueso
dure de roer, y no es por cierto nada evidente.

6.4. — Asegurada por el teorema fundamental de von Neumann la existencia de
(por lo menos) un par de estrategias mixtas optimales, se plantea el problema de
la determinacion efectiva de esas estrategias. Para juegos cuyas tablas de pago
contienen un nimero grande de filas y columnas ello requiere cdlculos extremada-
mente laboriosos.

Para el caso maximamente simple de juegos cuyas tablas de pagos tengan dos filas
y dos columnas, el problema no ofrece dificultad.

Las férmulas siguientes (cuya demostracién encontrard el lector en la pdgina 172
de la obra de von Neumann-Morgenstern, segunda edicién), permiten en todos los
casos determinar las estrategias (mixtas) optimales (xi, x) (para J1), ¥ (yi, ¥2)
para Ji), y también el valor v del juego.
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ESTRATEGIAS DE J» (Holmes)

C(anterbury)
C(anterbury) ain = 100
ESTRATEGIAS DE J
: D(over) an =10

Figura 8.-— Tabla de pagos del duelo Sherlock Holmes-Moriarty

El valor del juego es:

X] =

Y=

Ya=

=

gz — g1

a; + ag2 — a2 — 4

an — ap

’

a1 + am—ap—ay

dgp — 832

ap + am—ap — 32:’

a1 — a9

a31 + Az — a;p— ag

an az — 412 A

an + as—ap —ay

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

6.5. — Apliquemos, por via de ejemplo, las féormulas que preceden a algunos
Juegos particulares. Consideremos en primer lugar, el juego de cara o eruz, cuyas
estrategias optimales y cuyo valor ya hemos determinado directamente en el pa-
ragrafo (5.6.). Teniendo en cuenta los valores de a;; en el presente caso (cfr. fig. 3,)
obtenemos de las férmulas anteriores:

X1 =

X2

Y1

y2

1—(—1)

15

==l e =)

IF——1i)

1+1—(—D—(1

fe—(—1)

I+1—(—1)—(—1)

I—¢1)

I +1—(—3)— (1)

b B—=1 =1

I+1—(—1D— (1

no

3
2

o] =

=

b
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Consideremos en segundo lugar el juego cuya tabla de pagos es la sigulente:
Ts ésta la tabla del juego de cara o cruz con ventaja. Cuando J1 y J; optan ambos
por cara ,Js le paga a Jy no 1 peso, sino 10. Los demds ntimeros de la tabla perma-
necen inalterados. Las férmulas 21-25 conducen a los siguientes resultados:

o 1— (1) S i
e T T -l ——i "
J 2 11
ol T
10— (—1) 250

ATt — =D —=—5 13’

s Y
2 13 13

o 30 -~ =N 8
T W0+l —(—1)—(—1) 13 -

Tistos interesantes resultados merecen comentario. Es evidente que en este juego
tiene ventaja el primer jugador. Pero jcudnta es la ventaja y e6mo jugar para sacar
de ella el méximo provecho?. A la primera pregunta responde la teoria informando
del valor del juego. En un perfodo largo, la ganancia media de Ji es exactamente
9/13. Mucho més interesante es la respuesta a la segunda cuestion. Un jugador
inexperto (en el puesto de J;) estaria tentado de elegir “cara’” muy a menudo, ya
que en el caso de acertar recibird de J; la desproporcionada suma de 10 pesos (los
demés valores de la tabla son los mismos que en el juego usual de cara o cruz). Sin
embargo, la teoria aconseja (v el consejo es sano) hacer exactamente lo contrario.
De cada 13 veces, sélo 2 debe elegir cara J;. Dejamos al lector el problema de jus-
tificar la interesante respuesta.

Observemos, finalmente, que J; puede ser substituido cémodamente por una méa-
quina; a la Jarga, J; saldrd infaliblemente desplumado. Tal cosa sucede, evidente-
mente, en todo juego de valor positive para el primer jugador.

7. EL DUELOS HERLOCK HOLMES-MORIARTY

7.1. — Muchas situaciones de la vida real, con su caracteristica pugna de intere-
ses, pueden, a pesar de la tremenda seriedad de alguna de ellas, asimilarse a un
juego de dos personas, quedando asf a tiro de la teoria de von Neumann. Es ins-
tructivo comparar los resultados a que se llega en algtin caso tipico, siguiendo por
una parte las prescripciones de esta “teorfa matemdtica de la conducta” y acu-
diendo por otra a la tradicional receta de “ponerse en el lugar del contrario” y pen-
sar una vez mis de lo que éste haria (no otro era el infalible método del chico
de Poe para quedarse con todas las bolitas).

Elegiremos para ello un episodio del famoso duelo de Sherlock Holmes con el
capitdn Moriarty, gran matemético y criminal inteligentisimo, que eulminé con
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la. muerte de ambos rivales en las cataratas de Reichenbach. (A. Conan Doyle,
Memorias de Sherlock Holmes. El problema final.)

Sherlock Holmes, asustado por primera vez en su vida ante la cientifica persecu-
cidn del matemdtico, opta por desaparecer de Londres y pasarse una temporada
en el “continente”; y desde el tren que camino a Dover se aleja de Victoria
Station, divisa aliviado a Moriarty tratando furiosamente de abrirse paso en el
andén. Por esta vez se ha salvado; pero sabe que Moriarty procederd en tal cir-
cunstancia como el mismo procederia: contratando un tren expreso que lo ponga
en Dover antes de su partida para el continente.

Y ahora, el problema. Holmes tiene dos alternativas: descender en Canterbury
—iniea estacién intermedia— o seguir hasta Dover; e idéntico problema se plan-
tea a su perseguidor. Si los rivales coinciden en una misma plataforma (Dover
o Canterbury), el detective es hombre muerto; si éste logra llegar a Dover, elu-
diendo a Moriarty, puede darse provisionalmente por salvado,

La solucién de Clonan Doyle es conocida. *Usted ve, Watson, que la inteligencia
de nuestro amigo tiene limites. Hubiera sido un coup-de-maitre de su parte el que
hubiera deducido lo que yo deduciria, y hubiera obrado en consecuencia”, le dice
triunfalmente Holmes a su amigo mientras contempla, escondido en una pila
de hatles, el expreso que se aleja raudo de la plataforma de Canterbury. Sherlock
Holmes ha triunfado.

Es, segin se ve, la misma solucién de Poe. Solucién de artista, a base del ecmodin
de la inteligencia ilimitada.

7.2. — Pagemos a la solucién de von Neumann, anteponiendo las necesariag con-
venciones.
El primer jugador (J;) serd Moriarty, ya que es él el que quiere “‘acertar’” en esta
peculiar partida de cara o eruz (acertando, es decir, coincidiendo con Holmes en
una de las plaformas. lo liquida). Cada rival puede optar entre dos estrategias
puras:|

v bajar en Canterbury,

15 A seguir hasta Dover.

Nos falta lo esencial: la tabla de pagos. Tratemos, pues, de evaluar, reduciéndolos
a ntimeros, los deseos y los temores de los rivales. La coincidencia de ambos en la
eleccién es fatal para Holmes, v constituye por consiguiente el ideal de Moriarty.
Inscribimos, pues, en las respectivas easillas (1, 1) y (2, 2) un nimero elevado,
por ejemplo, 100. La casilla (1,2) es la mds desgraciada para Moriarty, pues Hol-
mes logrard salvarse en el Continente. Inscribamos en ella un nimero negativo,
grande en valor absoluto, aungue menor que el fatidico 100; por ejemplo,
a;z = — 50. La casilla (2,1) corresponde una especie de empate (ninguno de los
rivales logra completamente su propodsito); pongamos en consecuencia ag = 0, y
nuestra tabla estd completa,

La solucién del problema es ahora inmediata: basta con reemplazar valores en
las férmulas 21-25. Llegamos asi a los siguientes resultados:

= Llisell = o ORI bl o A
Xy = 100 F100—0—(—350) _ 5 probabilidad de bajar en) Cantercury;
2 3
Xg=1— 5 = Eh = probabilidad de seguir a Dover;
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—(— 3
100 +1(;?)O _(0 jozf 50) i = = probabilidad de bajar en Canterbury;
3 2 i ;
] e = ?- = probabilidad de seguir a Dober;
. 100—0 1
Ny 100 . 100 _ 10000 _ o

100 + 100 — 0 — (— 50) 250

He aqui, pues, el consejo de von Neumann a los duelistas:

: s 2
bajar en Canterbury con probabilidad ——
para Moriarty 2
seguir a Dover con probabilidad -
B
: " o 3
bajar en Canterbury con probabilidad —
para Holmes <
; ! 2
seguir a Dover con probabilidad -

Se comprueba que las decisiones que efectivamente adoptaron Holmes y Moriarty
(es decir, Conan Doyle) son las decisiones mas probables de acuerdo con von

Neumann
( 3 )
= Nr=0 e
5

Una tltima observacién: nétese el alto valor del juego para Moriarty (v = 40):
en esta memorable ocasién el gran detective salvé el pellejo por milagro.

8. ALGUNOS JUEGOS MAS COMPLICADOS

8.1. — Dejemos el campo de log simplicisimos —y por eso mismo interesantes
desde el punto de vista diddctico— juegos de tabla de pagos de dos filas y dos co-
lumnas, para pasar revista a algunos juegos més complicados. Ya conocemos uno
de 3 filas y 3 columnas: el yan-ken-pon (cfr. fig. 4y 5). Se comprende, por razones
de simetria, que las tinicas estrategias optimales (para Ji y para Jo) sean en este
o mi=xn=X3=1@3, NnN=n2=¥8 < 1/3, y que el valor del juego sea
v = 0. Es decir, que la tnica manera (para ambos jugadores) de que su ganancia
media no sea 0 (o sea, de no perder sistemédticamente), es optar por yan, ken o
pon con probabilidad 1/3 (recurriendo, por ejemlo, a un dado en dos de cuyas
caras figure inseripto yam, en dos ken y en dos pon).

8.2. — Otro juego no determinado, practicado desde hace siglos en la Italia del
sur (y también, desde no tan remotos tiempos, en nuestros “holiches’” de extra-

muros) es la morra (de tres dedos). Cada uno de los contrarios “eanta’” uno de
los ntimeros 1, 2, 3 y simultdneamente muestra uno, dos o tres dedos. Si el nimero
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de dedos mostrados por uno de los rivales coincide con el nims=ro “cantado” por
el otro, el primero le paga al segundo tantas unidades como suman log dedos mos-
trados por los dos. Si ambos “cantan’ el nimero de dedos mostrado por el otro,
hay empate.

He aqui la tabla de pagos de la morra (de tres dedos), donde con el simbolo (a, b)
denotamos la estrategia pura consistente en mostrar a dedos y “cantar’” b.

TUn par de estrategias optimales (para ambos jugadores) es:

5 B s T {
T T

5 4 3
Vs—T, y5_ﬁ’ ‘W:ﬁ-’
Vi=ye=W=Ys=Yyz=Yys=10
ESTRATEGIAS PURAS DE Jp

10 | 20 | 30 | 42 | 52 | 6o | 7o | 82 | go
| 11 |12 | 138 | 21 | 22 | 23 | 31 | 32 | 33
| e | an o| 2 2 | —3 v T T 0
; y T o =gl w ol w| sl sl—=a] Wl s
| =l g [Tom | —= o . ah—3 w] wl ol 2 4
| g e |y | 8 Bl e | gl | 0
f 59 | (22 Bl =8 ) @ x| vl 4] ol 0
| § 69 | @3 gl —al ) R e 5
é 72 | @ 4l a2l w o (O P R A 1
Al e | @2 o| o |—6 4| 4 ¢| wof @] —8
9o [ @ | o| o|—6| 6| 0|—6 gl 6| @

Figura 9. — Tabla de pagos de la morra de tres dedos.
En definitiva: J; puede asegurarse de que su ganancia media no serd negativa,

mostrando un dedo y cantando 3 con probabilidad 102 :

mostrando dos dedos y cantando 2 con probabilidad %—,

= 3
mostrando tres dedos y cantando 1 con probabilidad T

Analoga regla vale para Js.
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9. EL PROBLEMA DEL CORONEL BLOTTO

9.1. — No estard de mas consignar por lo menos un ejemplo de determinacion
efectiva de las estrategias mixtas optimales en un juego cuya tabla consta de més
de cuatro elementos. Elegiremos para ello el problema del coronel Blotto, en una
de sus versiones. El coronel Blotto debe trazar, por encargo de su general, un plan
estratégico para defender tres pasos de montaiia, contando para ello con tres uni-
dades. El enemigo dispone sélo de dos. El coronel gana un punto por cada paso de
que se apodera (se admite que se aduena del paso el bando que ha apostado en él
més unidades) y por cada unidad enemiga que aniquila (admitiéndose que la lu-
cha es a muerte y que el contrincante menos numeroso es el vencido); y pierde
un punto en cada uno de los casos inversos.

He aqui la tabla de pagos del juego de Blotto, en la cual con el simbolo (a, b, ¢)
designamos la estrategia pura (de Blotto), consistente en asignar a unidades al
primer paso ,b al segundo y ¢ al tercero (a + b + ¢ = 3). Simbolos andlogos
utilizamos para designar las estrategias puras del enemigo (en este caso deberd
ser naturalmente (a +b + ¢ = 2).

Estrategias ESTRATEGIAS PURAS DEL ENEMIGO
Puras de :

Blotto 200 020 002 110 101 011
300 3 0 o | 1 L =
030 0 3 0 1 = 1
003 0 0 371 = 1 1 1

........ 2 10 1 s 7 2 2 0
201 1 1 —1 2 2 0
120 ==l iy 1 2 0 2
021 1 i} ~1 2 0 2
102 —1 i 1 0 2 2
012 2 1 1 0 2 2

111 ......... i 0 0 ; 1 1

Figura 10. — T'abla de pagos del juego del coronel Blotlo.

9.2. — No nos descorazonemos ante esta formidable tabla de pagos, que no lo es
tanto como parece. Se comprueba, en efecto, que se descompone en seis tablas
parciales (que se han indicado en la figura); y si se suman los elementos de las filas
o de las columnas de cada una de éstas, se obtendrd un mismo nimero (distinto
en general para cada una de las seis). Por ejemplo, las filas y columnas de la pri-
mera tabla parcial (superior de la izquierda) suman 3, las de la segunda (superior
de la derecha) suman 1, etc. Ello puede expresarse diciendo que cuando Blotto
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asigna sus tres unidades a un solo paso y el enemigo las dos suyas también a uno
solo (1¢ tabla parcial), la ganancia promedio del coronel es 1:

3P040 - 0-a 0 b0 8
3 ~ 3 = i3 -

e interpretacién andloga tienen las cinco tablas restantes. En virtud de ello, po-
demos limitarnos a considerar la tabla reducida de pagos medios de la fig. 11.

ESTRATEGIAS PURAS DEL ENEMIGO

1%:20 2l
1

1*:30 1 ==
3

ESTRATEGIAS PURAS

" 1 4

o 2°:21 — —_
DE BLOTTO 3 3
3% :111 0 1

Figura 11. — Tabla reducida de pagos medios del problema de Blotio

Esta tabla es mucho mas manejable que la anterior. Tiene, en efecto, sélo dos co-
lumnas; y en los juegos cuya tabla consta de dos filas o dos columnas, la determi-
nacién de las estrategias optimales no ofrece dificultad, y se puede incluso efectuar
graficamente.

Se obtienen asi (el lector interesado encontrard una exposicién detallada del mé-
todo en el excelente libro de J. C. C. Me Kinsey, “Introduction to the theory of
games”’, New York, Mec Graw-Hill, 1952, pdg. 52) las siguientes estrategias opti-
males para el juego, cuya tabla es la de la figura 12.

Estrategia mixta optimal para Blotto:

3 2
‘ Fi= i ya=—; y3=0.
‘ 5 5

Estrategia mixta optimal para el enemigo:

3 2
X=—) X =—:
B 5
Valor del juego (para Blotto)
11
e
15
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Con estos resultados nuestro problema estd esencialmente resuelto. Recordemos,
en efecto, que la primera estrategia (para Blotto) de la tabla 11, o sea (30), co-
rresponde a las tres estrategias (300), (030), (003) de la tabla 10; de modo que la
probabilidad y; = 3/5 con que Blotto debe elegir la estrategia (30) asigna la pro-
balidad /5 a cada una de las estrategias (300),030), (003); y observacién anélo-
ga vale para las restantes tablas parciales. Se llega asi, en definitiva, a la siguiente
solucién completa del problema del coronel Blotto.

Estrategia mixta optimal para Blotto:

1 i} 1 i | 1 1 1 1 1
(__; e (—J S e RO R 0 ’
5 H 3] W L5 R 1R 57 (5 5 I 5

Valor del juego (para Blotto):
1kl
"' e
15
Medite el lector sobre las sugestivas implicaciones militares del resultado obtenido.

10. — EL POKER Y EL TRUCO

10.1. — Quizd eche el lector de menos entre nuestros ejemplos su juego favorito
v se pregunte si el poker, el bridge, el truco o el tute habanero caen dentro de la
trampa de von Neumann. Asi es, en efecto: pues ya sabemos que el “minimax”
asegura para todos los juegos de dos personas, de suma cero, la existencia de un
valor y de maneras 6ptimas de practicarlos.

Claro que estamos seguros de que esta afirmacién nuestra no dard pibulo en el
honesto lector al deseo inconfesable de encontrar, en las piginas que siguen, lo
lista completa de las estrategias optimales del juego del poker; aunque de todos
modos tal deseo quedaria insatisfecho. Esa lista puede calcularse; pero a su compu-
to efectivo se oponen dificultades por ahora infranqueables provocadas por el
nimero colosal de estrategias puras, o sea, de filas y columnas de la tabla de pago
del poker “rectangularizado’ (cfr. cuanto dijimos en el pardgrafo 4.1. a propdsito
del ajedrez).

Debe, no obstante, insistirse en las que las dificultades son de indole practica;
y para que hasta el lector més incrédulo se rinda ante la evidencia, vamos a desecri-
bir un poker simplificado (inventado por el matematico H. W. Kuhn, de Prin-
ceton), para el cual tales dificultades no existen, logrdandose el desiderdtum
determinar el valor del juego v todas las estrategias optimales.

10.2. — Se juega el poker simplificado entre dos jugadores, que continuaremos
llamando Jy v Jz. Cada uno de ellos recibe una carta, que llamaremos 1, 2, 3, de
un mazo de tres; la carta 3 vale mas que la 2, y ésta més que la 1. Al iniciarse la
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partida, ambos jugadores deben poner sobre la mesa una “lug” de una unidad. El
juego tiene dos lances: “‘paso” y “‘juego”; y el anuncio “‘juego” debe ir acompa-
fiado por la postura de una unidad. Con dos “juego” o dos “paso” dicho sucesiva-
mente por los rivales, termina la partida, ganando el jugador que tiene carta mAis
alta, la cantidad puesta sobre la mesa por el contrario.

También termina la partida con un “paso’” dicho a continuacién de un “‘juego”
por el otro, perdiendo el que pasa la “luz” que ha puesto. He aqui el esquema del
juego y los pagos correspondientes a las distintas posibilidades.

Se comprueba que Ji tiene 27 estrategias puras, y Jo, 64. El valor del juego (para
J1) es v = — 1/18. Esto significa, en virtud del signo negativo, que el juego es
desfavorable para J;; lo que debe atribuirse a que el ser “mano” es en este caso
desventajoso (la obligacién de tomar la iniciativa lleva aparejado el descubrir, en
cierta medida, el juego que se tiene).

PRIMERA VUELTA SEGUNDA VUELTA PAGO
J 1 J'z 3
PRI e e e e 1 el que tenga carta mds alta
Paso / g Paso 1adJs
et [ Sesaeatedmes
( quiero 2 el qua tenga carta mds alta
) E g7z (2 I e e B e e e lald:
quiero 3
( GUIBEG.  [lenaasmnemamma sienamssesiisi: 2 el que tenga carta mds alta

Figera 12. — Esquema del péker simplificado de W. Kuhn.

El lector interesado podrd encontrar en el articulo de Kuhn (“Contributions to

the theory of games’, pag. 97; Princeton, 1950) la tabla de pagos del poker sim-

plificado y la lista completa de las estrategias optimales. Para nuestro objeto

bastard consignar la lista de estrategias de Ji, y para ello llamaremos e, es, e3, e

lag cuatro siguientes estrategias puras (de Ja).

e;: Jugar con 3, y pasar en los demds casos.

es: Jugar con 3, y pasar con 1; jugar o pasar con 2, segiin que J; haya dicho “paso”
o “Juego”.

es: Jugar con 3 y pasar con 2; jugar o pasar con 2, seglin que Ji haya dicho “paso”
o ‘“juego”.

es: Jugar con 3; jugar o pasar con 2, segin que Ji haya dicho “juego™ o “paso’’;
jugar o pasar con 1, segin que J; haya dicho “paso” o “Juego”’.

He aqui las estrategias mixtas ganadoras de Js, que son dos (cfr. las notaciones

introducidas en el pardgrafo 6.1., férmulas 16 y 17).

4

1 1 i
El:Xl:'_, 3= T X3=T,X4=0,

2 1
Ey: %1 = 3 x= 0x3=0, x4 = =



Adoptando cualquiera de estas dos estrategias, J se asegura una ganancia media
de 1/18, cualquiera sea la manera como juegue J;. Observamos que serfa ficil
construir una maquina que pusiera en préctica las estrategias ganadoras i, Es.
Tal mdquina practicard el bluff (pues en E; figura la estrategia pura es, y en Es
figura la e,: ambas prescriben decir “juego” con 1; es decir, preseriben el bluff”);
v contra este “bluff” deshumanizado nada podré la habilidad del méas ducho de
los jugadores de carne y hueso.

11. JUEGOS INFINITOS

11.1. — Terminaremos con una rapida mencién de los juegos infinitos, asi llama-
dos porque cada jugador tiene a su disposicién infinitas estrategias puras. Ya he-
mos tropezado con uno de ellos en el pardgrafo 6.1. Basta substituir la particular
funcién de pagos E (x, v) que alli figura (férmula 18) por una funcién general de
dos variables K (x, v), (0 <= x= 1,0 = y =< 1) para llegar a la definicién general
de los llamados juegos continuos sobre el cuadrado.

Se prefija una ‘“funcién de pagos” K (x, y); J1 ¥ J2 eligen, ignorando cada uno la
eleccidn del otro, sendos ntimeros del intervalo (0, 1). El drbitro, enterado de estas
decisiones, dispone que Js le pague K (x, y) unidades a Ji.

Estos juegos pueden, naturalmente, ser o no estrictamente determinados (el jue-
go I lo es, seglin sabemos,y éste es el contenido esencial del “minimax”); y asi
como los juegos finitos no determinados nos condujeron por aleatorizacién a un
juego més general, los juegos infinitos no determinados llevan naturalmente a con-
siderar un tipo més general todavia que describimos a continuacién.

Se prefijan dos conjuntos (o “espacios’”) de funciones: el conjunto X (espacio de
las estrategias de J1) ¥ el conjunto Y (espacio de las estrategias de Js). Se prefija
ademés una “funcional”’ de pagos K (¢, ), (o sea una correspondencia que a cada
par de funciones ¢, ¥, pertenecientes a los espacios X, Y, respectivamente, asigna
un mimero real).

J1 v Ja eligen sendas funciones ¢, ¢ y el drbitro, a raiz de estas elecciones, dispone
que Jo pague a Ji1 K (¢ ¢) unidades.

Obsérvese que la estructura de nuestro juego (de dos personas, de suma cero),
no ha cambiado a lo largo de todo este articulo. Lo que si ha cambiado, experi-
mentando sucesivas ampliaciones, es la definicion de estrategia. Comenzé siendo
un niimero entero: luego fue un niimero real; finalmente ha llegado a ser una fun-
cion.

El que una estrategia se haya convertido en una funcién, lleva aparejado que dis-
ponemo ahora de infinitos pardmetros libres en cada eleccién lo cual va a permi-
tirnos someter al esquema de! “‘minimax” complejisimas situaciones reales, re-
beldes en apariencia a todo intento de matematizacion.

11.2. — El ejemplo que consignamos para terminar es un esquemético duelo (que
muy bien podria ser entre aviones) transmutado en juego funcional. J; y J2 son
ahora abstractos duelistas; Ji, el atacante, se propone destruir a su contrario;
Js, el atacado, trata de sobrevivir. Los rivales, que disponen cada uno de una ame-
tralladora y de un cierto niimero de balas (no necesariamente el mismo), acortan
distancias a medida que el juego se desarrolla. Los duelistas conocen las proba-
bilidades, P1(d), P2(d), de que un disparo efectuado desde la distancia d sea fatal
para el adversario; y el problema que se les plantea es determinar la mejor manera
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de administrar su respectiva provisién de balas; o sea, en términos precisos, las
respectivas densidades de fuego ¢ (d), ¢ (d) (ntimero de tiros por unidad de lon-
gitud). Admitiremos que para medir la distancia variable que separa a los adver-
sarios se ha adoptado una unidad tal que la densidad méixima de fuego (de cada
uno de los asversarios) resulte igual a la unidad (1 tiro por unidad de longitud).
Nuestras estrategias son, pues, funciones ¢ (d); ¢ (d) de la distancia. Sélo nos falta,
para completar la traduccién de nuestro duelo en juego neumanniano, definir la
funcional de pagos. Como tal elegiremos la probabilidad K (¢, ) de que J; sea
destruido por J; en el curso del duelo.

Esta probabilidad K puede efectivamente calcularse, y el lector interesado encontra-
r4 en la memoria original de Danskin y Gillman (Revista di Matematica della Uni-
versitd di Parma, 4 (1950), pdg. 84), la expresién explicita de K.

El juego neumanniano estd ahora completo. J; trata de hacer méxima la proba-
bilidad K disparando con una densidad de fuego (estrategia) 6ptima ¢q; y Ja trata
de hacerla minima utilizando su provisién de balas de acuerdo con la estrategia
Demuestran Danskin y Gillman que el juego es estrictamente determinado; esto
es, que existen (y ademds son tnicas) dos estr: ategias optimales puras ¢y, v'/g Lo-
gran, ademds, utilizando elevadas recursos de la mds moderna matemética, de-
terminar efe(,tlvamente estas estrategias optimales. La solucién que asi obtlenen
tiene la interpretacién siguiente:

Mientras la distancia que separa a los rivales, se mantiene por encima de una
cierta dg, ninguno de los dos debe disparar un solo tiro (lo cual se explica, pues el
hacerlo equivaldria :malgastarlos). Cuando la distancia es exactamente dy deben
apretar el gatillo por primera vez, disparando con densidad de fuego D; (distin-
tas para cada uno y variables de punto a punto) perfectamente determinadas (y
consignadas en el articulo citado; pdg. 93, férmula 2), hasta llegar el momento en
que la distancia, que disminuye gradualmente, llega a hacerse igual a una cierta
d;. En este momento llega el duelo a su punto culminante. J,, que justamente
en ese punto debe disparar su dltimo tiro, se llama a silencio.

El atacante, en cambio, debe intentar entonces el esfuerzo supremo, disparando
continuamente con su maxima densidad de fuego hasta el instante del encuentro.
Observe el lector que la estrategia de Jo puede resumirse en tres palabras: pegar
desde lejos. Es la clisica estrategia del mas débil, que ostenta ahora el aval ma—
temdtico de von Neumann. Obsérvese también la extraordinaria similitud de la
estrategia del atacante con la del baturro del cuento (“Pescaré pocos; jpero al
que pesque!’”), que habia dejado de lado el anzuelo y pescaba con garrote.
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EL INSPECTOR DE VIALIDAD Y
EL VIAJANTE

SHERMAN K. STEIN

Si fijamos Ia vista durante un rato suficientemente largo en el diagrama de una
red eléctrica, podrfa, por ilusién éptica, parecer un mapa de carreteras y ciudades.
Este diagrama, por ejemplo, formado por diez lineas y seis vértices, donde estan
goldados los cables,

Fig. 1

podria convertirse en un mapa de diez secciones de carreteras uniendo seis po-
blaciones. Aunque no tuvieramos los datos del circuito eléetrico como voltaje,
intensidad de corriente y resistencia, este diagrama sigue presentando proble-
mas interesantes, no concernientes a electrones, sino a un inspector de carre-
teras y a un viajante de comercio.

Un inspector de vialidad econdmico tiene este problema. Querria encontrar una
ruta que le permitiera pasar por cada seccidn de camino exactamente una sola
vez. Después de todo, él no desea gastar el dinero de los contribuyentes en ins-
pecciones innecesarias.

Un viajante tiene otro problema. Querria una ruta que le permitiera ir a cada
ciudad una vez sola. El no tiene interés en recorrer cada seccién de carretera.
Procuremos hallar para el inspector y el viajante las rutas anheladas en este sen-
cillo sistema de seis ciudades y nueve secciones de carretera:

Fig. 2

*  Mathematics - The Man Made Universe. Ed. W. H. Freedman and Company. San
Francisco.
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Después de unos cuantos ensayos el lector podria llegar a la siguiente ruta para
el inspector:

(El inspector)

Comienzo
Final

Fig. 3
v a ésta para el viajante:

/ (E1 vigjante)
Comlenzo
Finel
Fig. 4

Observe que el inspector tiene ademdis la ventaja de terminar la inspeccién en
la ciudad de donde salid; no necesitara dos cabeceras. El viajante pudo terminar

su recorrido en una poblacién adyacente a la de partida.
- - : .\ L - .
Ensayemos otro sistema’de carreteras; por ejemplo el siguiente, con cinco ciu-

dades y cinco seeciones de camino.

Fig. 5

Dedicdndonog primero al problema del inspector, observamos que los puntos
terminales de su ruta tienen que ser las ciudades d vy D. Como pue de verificar
facilmente el lector, ninguna de las dos rutas de D a d cubre todas las secciones
de carretera. Tendremos que informar al inspector que para este recorrido no
hay ruta que le permita pasar una sola vez por cada seccidn.

Pasando al problema del viajante para el mismo sistema de carreteras, vemos
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que su viaje tiene que tener también sus puntos terminales en d y D. De las dos
rutas de d a D, una, afortunadamente, lo lleva a través de cada pueblo.

Final

a_ vl

Fig, &

Comienzo

He aqui un sistema de carreteras con cuatro ciudades y tres secciones, el cual,

como el lector puede comprobar, contraria tanto al inspector como al viajante,
pues para ninguno existe la ruta que desea.

Fig. 7

Para terminar he agui un sistema de cinco cindades y cinco secciones, que satis-
face al inspector pero no al viajante, como puede comprobar el lector:

Fig, 8

Pero la mera acumulacién de ejemplos no es Matemdtica, asi como un diccio-
nario no es una novela. Lo que queremos es un conocimiento de los sistemas de
carreteras que nos capacite para determinar qué sistemas tienen una ruta
para el inspector o para el viajante y cudles no la tienen. ;Hay algin procedi-
miento para averiguar si pueden encontrarse tales rutas en un sistema de carre-
teras especifico sin realizar quizd mil ensayos? Consideraremos primero el pro-
blema del inspector.

Indaguemos mds profundamente el problema del inspector examinando atenta-
mente el sistema que sigue:

c

Fig. 9
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Concentremos nuestra atencién sobre la ciudad A. Supongamos, por el momento,
que el inspector no inicia su recorrido en la ciudad A. Cuando pasa por A ins-
pecciona dos de las secciones que llevan a A; una cuando se acerca a A y otra
cuando deja A. Esto lo deja con una de las secciones que llevan a A atin por ins-
peccionar. Cuando haga la inspeecién se encontrard en A sin salida. Si va a re-
correr cada seceién una sola vez tiene que hacerlo antes de quedar encerrado en A
— es decir que su recorrido tiene que terminar en A. Recordemos que para lle-
gar a esta conclusién supusimos que no salia de A.Vemos, pues, que de disponer
el inspector de una ruta, ésta tiene que comenzar o terminar en A.

Con andlogos razonamientos (concentrando su atencién en una ciudad por vez)
puede el lector mostrar que la ruta del inspector tiene también que comenzar
o terminar en B; que tiene que comenzar o terminar en C y que tiene que co-
menzar o terminar en D. Por lo tanto, si el inspector de vialidad tiene una ruta,
ésta debe tener cuatro puntos terminales. Pero, como todos sabemos, un camino
no puede tener mas que dos puntos extremos. Con este andlisis nos enteramos
de que el inspector de vialidad no puede encontrar ruta para este sistema.
Nuestra investigacién nos sugiere que el numero de secciones gue unen una
poblacién con otras es muy importante al estudiar el problema del inspector.

Vamos a llamar GRADO de una ciudad al niimero de secciones gue tienen un
extremo en esa ciudad. Por ejemplo, una ciudad con una sola via de entrada
tiene grado 1. Toda ciudad con una sola via de entrada la llamamos ciudad
terminal. Con el mismo razonamiento que aplicamos a la ciudad A en el sistema
considerado; se prueba el

Teorema 1. Siuna ciudad es de grado impar, el inspector tiene que o iniciar o ter-
minar su viaje de inspeccién en esa cindad.

Y, asi como sefalamos que el gistema citado no tiene ruta para el inspector, po-
demos demostrar:

Teorema 2. Si hay més de dos cindades de grado impar en un sistema, entonces
el inspector no dispone de ruta (que le permita recorrer cada seccion una sola vez).

Bl teorema 2 no es de los que agradan al inspector. Puede, con todo, haber una
posibilidad de complacerlo si consideramos los sistemas que contienen no mas de
dos ciudades de grado impar. Pueden considerarse tres casos: sistemas que no
contengan ciudad de grado impar; sistemas que contengan una ciudad de grado
impar; y sistemas que contenga dos ciudades de grado impar. (El lector puede
ensayar algunos ejemplos por su cuenta y adivinar lo que descubriremos para el
mspector),

Demostraremos ante todo que el segundo de los tres casos no puede ocurrir.

Teorema 3. No existe un sistema de carreteras con exactamente una ciudad de
grado impar.

Demostraciéon. Probaremos que un sistema que contiene una ciudad de grado
impar debe contener por lo menos otra ciudad de grado impar. En efecto, sea T
una ciudad de grado impar e imaginemos que salimos de T en viaje de vacaciones.
Viajaremos sin itinerario fijo, excepto comprometernos a no usar nunca dos veces
la misma seccion de carretera.

Cada vez que pasemos por una ciudad tendremos derecho a elegir como salida
cualquier seccién por la cual no hayamos viajado.
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Hagamos el viaje, empezando en T. 51 no tenemos suerte, el viaje puede resultar
bien corto. Con suerte, podremos hacer un viaje largo. Pero puesto que el mimero
de gecciones tiene un limite, nuestras vacaciones deberdn terminar en alguna ciu-
dad que denominaremos E. (End).

;Podria E ser simplemente T? Observe que, ya que salimos de T, habia sin utilizar
un ndimero par de secciones desde T'; de alli que cada vez que volviamos a T que-
daba una ruta de escape. Luego E no es T.

Si E fuera de grado par, cada vez que entrdbamos podriamos haber encontrado
una salida. Pero ya que en E terminaba nuestro viaje el grado de T tiene que ser
impar. Lo prueba el teorema.

Nog quedan sélo dos casos preliminares a la solucién completa del problema del
inspector: s'stemas que carezcan de ciudad de grado impar y sistemas con dos
cindades de grado impar. Considerando primero el de ninguna ciudad de grado
impar, demostraremos

Teorema 4. Si un sistema de carreteras no contiene ciudad de grado impar, el
inspector podrd encontrar una ruta que le permitird recorrer cada seccion una
sola vez. (Mds atn, podrd iniciar su inspeccién en cualquier ciudad; su ronda
termina donde empezé.

Antes de empezar la demostracion deberia el lector dibujar un sistema con nin-
guna ciudad de grado impar y comprobar que tiene una ruta para el inspector
v que termina en la ciudad donde comenzd.

Mencionaremos algo que hasta ahora hemos aceptado ticitamente en todos nues-
tros sistemas; hemos supuesto que estdn conectados. Un sistema es CONECTADO
si es posible viajar por sus carreteras de cualquier ciudad a cualquier otra. Por
ejemplo, dentro de lo probable, el sistema de carreteras de los Estados Unidos
es conectado.

Ahora estamos preparados para la

Demostracién del Teorema 4. No solamente demostraremos que el inspector
puede hallar una ruta a través de cualquier sistema (conectado) sin ciudades de
grado impar, sino que le ensefiaremos como encontrarla.

Elija cualquier ciudad T dentro del sistema. Probaremos que el inspector tiene
una ruta que comienza en T y cubre todas las secciones (es obvio que esta ruta
tiene que terminar en T).

Aqui va la receta para descubrir tal ruta. Tome un coche en T, y viaje a la ven-
tura como en la demostracion del Teorema 3. Eso equivale a no recorrer ninguna
seccién dos veces, v terminar su ronda en una ciudad de la que no puede salir.
Como el sistema de carreteras tiene un ntimero limitado de secciones, este viaje
sin itinerario fijo, debe tener un final. ;Dénde terminard? Ya que todas las ciu-
dades son de grado par, debe terminar en T. Este itinerario elegido al azar, pro-
bablemente no cubre todas las secciones. Si no lo hace, alargaremos el viaje, en
una excursién de la siguiente manera.

Si el viaje no pasG por todas las secciones, debe haber en el recorrido una ciudad
que es el final de una de las secciones no recorridas (ya que el sistema es conec-
tado). Llame a esta ciudad U. Salga al tunttin en viaje subsidiario desde U, siem-
pre sin recorrer una seccién ya cumplida y, por afiadidura sin recorrer dos ve-
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ces una misma seccién. Tal viaje complementario tiene que terminar en U. Po-
demos combinar la primera vuelta con la subsidiaria formando un solo viaje
saliendo de T, siguiendo el primer recorrido hasta llegar a U, desviando por el
segundo circuito de U a U, v continuando nuestro primer paseo volviendo a T.
Podemos continuar afiadiendo més viajes laterales, formando eon ellos rutas
més y més extensas, hasta obtener finalmente una ruta que utilice todas las
secciones. Una ruta como esa comienza en T, lleva al inspector una vez por cada
seccién y lo deposita en T. El inspector tiene una ruta en cualquier sistema de
carreteras sin ciudad de grado impar y sabe ¢émo encontrarla afadiendo reco-
rridos laterales.

Queda demostrado el Teorema 4.

El método proporcionado en la demostracion del Teorema 4 es muy ficil de apli-
car. Observemos al inspector descubriendo la ruta a través del siguiente sistema
que no tiene ciudades de grado impar.

Fig. 10

Empieza por_elegir una ciudad como cuartel general y sale a dar una vuelta has-
ta que queda bloqueado. Quiza sea éste su viaje:

Cuartel generai

Fig. 11

Luego incluye una excursién desde una de las ciudades por las_que pasé la pri-
mera vez:

Fig. 12




Estos dos recorridos los puede reunir en uno solo:

Cuartel aeneral

Fig. 13

Como todavia no ha cubierto todas las secciones, agrega otra excursién por sec-
ciones no inspeccionadas todavia:

Cueartel general

Fig. 14

Ahora ha cubierto todas las secciones y puede combinar su primer vuelta con las
dos laterales formando una ruta que lo hace pasar una vez por cada seccién.

Cuartel-general /

¢

Fig. 15

Se comprende que con un sistema mis complicado el inspeetor tendria que uti-
lizar mas recorridos laterales para arribar a una ruta que eubra todo el sistema.
El tinico caso que nos queda estd cubierto por el

Teorema 5. Si un sistema de carreteras contiene dos ciudades de grado impar
el inspector puede hallar una ruta que lo lleva a recorrer cada seccién exacta-
mente una vez. (Por otra parte, tiene que iniciar su inspeccién en una de las
dos ciudades de grado impar y terminarla en la otra).

Dejamos al lector la demostracién de este teorema, similar a la del Teorema 4.
Hemos resuelto por completo el problema del inspector. Con un rdpido recuento
de las ciudades de grado impar podemos informar si hay ruta; si hay, tenemos.
un método para encontrarla. Pero con todo el inspector no estd contento.

“Fin estos caminos estrechos puedo inspeccionar ambas manos al mismo tiempo .
Pero dentro de poco seré ascendido y tendré que inspeccionar autopistas, dond e
a veces las dos manos estdn muy separadas. ;Cémo podré saber entonces si
puedo encontrar una ruta?”’

34



El inspector ha propuesto un nuevo problema. Después de todo, hasta ahora no
nos ha preocupado la direceién que elegia al viajar para cubrir una seceién. He-
mos podido considerar una seceién como una linea y no como una tlecha de un
solo sentido. Tendremos que reemplazar ahora cada seccién por dos secciones,
cada una provista de una flecha indicando el sentido permitido para recorrerla.
Por ejemplo, en lugar de un sistema de carreteras como éste

A\

Fig. 16

tenemos éste, consistente en pistas de una sola mano:

Fig. 17

Aunque podriamos suponer el nuevo problema més dificil que el ya resuelto, no
es asi, pues resulta bien sencillo. Observe que el nimero de pistas de una sola
mano que entran en cierta ciudad es igual al nimero de pistas de una mano que
salen de esa ciudad. No solamente cada ciudad es de grado par, sino que cada
vez que el inspector entra en una ciudad (que no sea el cuartel general) la puede
abandonar (legalmente). El lector puede utilizar el mismo tipo de razonamiento
con que se demostrd el Teorema 4 para demostrar el

Teorema 6. Si para cada cindad en un sistema de cindades y carreteras de una
sola mano hay tantas carreteras que entran como las que salen, tendra el inspec-
tor una ruta que le permite inspeccionar cada carretera de una mano exactamente
una vez. (Por anadidura, puede elegir como su cuartel general cualquier cindad.
Su ronda termina donde empezo).

La demostracién de esto es casi idéntica a la prueba del Teorema 4, y se le deja
al lector. En realidad el Teorema 6 significa més de lo que requiere el inspeetor.
Incluye un sistema como éste

Fig. 18
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(Observe, por ejemplo, que las ciudades denominadas A y B estédn unidas por una
sola. carretera de una mano).

Tl Teorema 6 se puede también aplicar a sistemas con lazos, tales como

\,@/
YA

Fig. 19

Obsérvese que tantas rutas de una mano entran en una ciudad como las que salen.

En el capitulo siguiente emplearemos el Teorema 6. Utilizaremos, en especial siste-
mas con lazos, tales como el del dibujo anterior, con el fin de analizar una antigua
palabra empleada en la India como auxiliar para memorizar cierfos modelos rit-
micos.

Aunque hemos complacido al inspector no hemos hecho nada por el viajante de
comercio que quiere saber cuando podrd encontrar una ruta que lo haga pasar
por cada ciudad exactamente una vez. Este problema, propuesto por W. R. Hamil-
ton en 1859, no estd resuelto atin. Quizd no haya un método general para decidir
si un sistema de carreteras tiene ruta para un viajante, excepto probar de encon-
trar una. El inspector tendrd que contar las ciudades de grado impar. Si no hay
ciudad de ese tipo, o si hay dos, sabrd que dispone de una ruta; en todos los demds
casos sabrd que no tiene ruta. Si el problema del viajante de comercio tiene solu-
cién, probablemente serd mucho més complicada.

Hay pares de problemas que se asemejan en la formulacién, pero que presentan
dificultades diferentes. Es fcil probar que existe un solo nimero primo que tiene
una unidad menos que un cuadrado, pero nadie sabe cudntos nimeros primos son
iguales a un cuadrado més uno. Es f4cil también probar que el conjunto de nime-
ros primos es infinito, pero no se sabe si lo es el conjunto de primos gemelos. (El
autor llama primos gemelos a los que difieren en 2 unidades, por ejemplo 11 y 13).
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PROBLEMAS

e I

e 2

;Tiene el viajante ds comercio un eamino en este sistema?

Fig. 20

[Tiene el vigjante de comereio un camino en este sistema? ;Lo tiene el
inspector?

Fig. 21

a) Cuente las ciudades de grado impar en varias redes camineras.
bj Cuente las ciudades de grado par en varias redes camineras.
¢) Plantee una conjetura probable.

. Aplicando el método que usamos para probar que no puede haber una sola

ciudad de grado impar, pruebe que en una red caminera comin (con un
ntmero finito de secciones) el nimero de ciudades de grado impar es par.

. Pruebe el teorema N.° 5. Pruebe el teorema N.° 6.

6. El problema del inspector fue resuelto en 1735 por Euler, quien esecribio:

“En la ciudad de Konigsberg hay una isla llamada Kneiphof, alrededor de
la cual fluyen dos ramales del rio Pregel. Hay 7 puentes que cruzan esos
dos ramales. La cuestion es saber si una persona puede programar un paseo
con un recorrido que lo haga cruzar uno de esos puentes una vez, pero no
més de una vez. ...Sobre la base de esta situacion he formulado para mi
mismo, este problema muy general: Dada una configuracién de un rio y sus
ramales, como también un nimero cualquiera de puentes, determinar si es
0 no posible eruzar uno una vez y solamente una.

Este es el diagram de los siete puentes de Konigsherg:

Fig. 22
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/Se puede encontrar un recorrido que cruce todos los puentes una vez y
solamente una vez?

. ;Puede encontrarse un recorrido que pase por cada puerta de esta casa

o 7
una tnica vez?
e e il
Fig, 23
e 5. Idem.

Fig. 25

e 10. Pruebe que el viajante puede recorrer este sistema, visitando cada ciudad
una sola vez y volver al punto de partida.
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B

@ 11. Usando la técnica empleada para probar el teorema N.° 4, encuentre un
recorrido para el inspector de vialidad, en esta red de carreteras.

Fig. 27

@ 12. Aplicando la misma téenica anterior, encuentre un recorrido para el ins-
pector en este sistema:

Fig. 29

e 13. Aplicando el proc?dimiento que usamos para probar que no puede haber
una unica ciudad de grado impar, pruebe que en una red de carreteras (con
un niimero finito de secciones) el numero de ciudades de grado impar,
es par.

@ 14 Disefie un sistema de carreteras con una tnica ciudad de grado impar (pero
con un ntmero ilimitado de secciones v ciudades de grado par).

<

. a) Pruebe que si se suprime una seceién del sistema de carreteras, la va-
riacién del nimero de ciudades de grado impar, es par.
b) Aplicando a) pruebe que el niimero de ciudades de grado impar es par.

ol

e 16. En una red de carreteras dada, sea T'(d) el mimero de ciudades de grado d.
T(1), por ejemplo, es el niimero de ciudades terminales.
a) Registrando el nimero de secciones que proporciona cada ciudad,
pruebe que:
L T{1)+2 T2+ 3 TH3) 44 T) 4+ ..o
es igual al doble del niimero de seceiones.
b) Aplicando a) pruebe que el nimero de ciudades de grado impar es par.
e 17. ;Cudntos inspectores se necesitan para una red de carreteras con cuatro
ciudades de grado impar si ninguno de ellos debe recorrer una seceién mas.
de una vez? No hay restriccidn para el ntiimero de ciudades de grado par.
a) Realice tres pruebas;
b) Haga una conjetura;
¢) Demuestre su conjetura.
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e 18,

e 19.

o 20.

e 21.

e 22.

e 23.

e 24.

® 25.

40

Una red de carreteras estd formada por tres cindades, cada dos de las
cuales se comunican por un solo camino de una sola mano.

a) Existen en esencia dos sistemas. Dibiijelos,
b) Compruebs que en ambas el viajante dispone de una ruta.

Aplicando E 18, pruebe que en cualquier sistema de cuatro ciudades, co-
municadas cada dos, por un camino de una sola mano, existe una ruta
para el viajante.

a) Aplicando E 19, pruebe que cualquier sistema de cinco ciudades comu-
nicadas cada dos por un camino de una sola mano, tiene una ruta para
el viajante.

b) Haga extensivo el resultado a cualquier niimero de ciudades.

En un torneo de volleyball. en que todos deben jugar contra todos, cada

uno de los 673 equipos jugd una sola vez contra cada uno de los demds. No

hubo empates. Pruebe que es posible designar los equipos Ty, Ts, T3,. ... ... .

Te72, Tera de modo que Ty derrotard a Ty, Ty derrotard a Ts, Ty a Ty, v asi

sucesivamente.

Sugestion: Tome en cuenta 20(b).

Se llama “circuito” en una red de carreteras a una ruta que empieza en al-

guna ciudad y, sin pasar dos veces por seccién alguna, vuelve a esa ciudad.

Llamamos “4rbol” a una red de carreteras sin circuitos. (No es preciso que

el sistema sea conectado).

a) Haga el diseiio de un “drbol”;

b) Suprima un camino que una dos ciudades “terminales’”;

¢) Del drbol que queda, suprima un camino que una dos de sus eiu-
dades “terminales’’;

d) Continie hasta haber suprimido todas las secciones;

e) Cuente el nimero de caminos suprimidos;

f) Repita el procedimiento en el migmo “drbol” (si es posible usando ca-
minos diferentes) y cuente el nimero de caminos removidos;

g) Cuente el nimero de ciudades impares en su “arbol”;

h) Haga una conjetura;

i) Pruebe su conjetura.

En E 22 se definié un arbol. Sea ¢ el niimero de ciudades y s el niimero de
secciones en un drbol conectado.

a) Halla s y ¢ para tres arboles conectados;
b) Conjeture una relacién entre s y ¢ para cualquier drbol conectado.

Pruebe su conjetura de E 23.
-3

Dibuje una red de carreteras conectada que no es un drbol (o sea que tenga
circuitos). La policia quiere instalar vallas en el medio de algunas seccio-
nes de tal modo que en ningtn circuito se podran correr carreras pero serd
siempre posible viajar de una ciudad cualquiera a cualquier otra, sin en-



e 26.

e 27.
o 28.

® 29.

e 30.

e 31.

contrarse con una valla. En resumen, la policia lo que quiere es hacer cor-
tes en el sistema a fin de convertirlo en un arbol conectado.

a) Senale (en la red de carreteras que dibujé) algunas de las diversas ma-
neras en que la policia puede ubicar las vallas;

b) Cuente el nimero de vallas en cada caso;

¢) Plantee una conjetura probable;

d) Ensaye su conjetura en otra red de carreteras.

a) En una red de carreteras coloque vallas como en E 25. Cuente ?, el nt-
mero de ciudades; cuente s, el nimero de secciones, y b, el niimero de
vallas;

b) Repita esto en otras tres redes de carreteras;

¢) Proponga una manera de conectar s, ¢ y b.

Demuestre la conjetura E 26 (¢). (Aplique E 23 y E 24).

Fl gerente de un sistema de trasporte metropolitano quiere que sus émni-
bus cubran cierto recorrido por las calles de una ciudad de modo que (1)
cada ruta describa un lazo o sea que termine donde empiece y pase a lo
sumo una vez por cada interseccién, y (2) que cada seccién de calle perte-
nezeca a una sola ruta.

a) Diagrame un conjunto de calles sin caliejones sin salida para el cual no
sea posible encontrar rutas como las indicadas;
b) ;Para qué conjunto de calles podrdn hallarse tales rutas?

Un juego de dominé comtn estd formado por 28 piezas; del doble cero

al doble seis.

a) ;Es posible ordenar todas estas piezas en linea recta de modo que cada
par de mitades adyacentes tenga el mismo nimero de puntos?

b) ;Es posible ordenarlos en forma que describan una linea cerrada, siem-
pre cumpliendo con la condicién (a)?

Llamemos juego de doble-seis al juego comun que llega hasta el doble seis.
Generalizando, un juego doble-n estd formado por todas las fichas desde
el doble cero al doble n. Por ejemplo un juego doble-cuatro tiene 15 piezas
(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (0,4), (1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,2), (2,3), 2,4),
(313)1 (304)7 (4:4)

a) Como E 29 (a), (b), pero para un juego de doble-cuatro.

b) Como E 29 (a), (b), pero para un juego de doble-tres.

¢) Como E 29 (a), (b), pero para un juego de doble-n.

Si un quimico mirara nuestros planos podria interpretar que las ciudades
eran Atomos, las secciones uniones entre los dtomos y toda la red de carre-
teras una molécula. Lo que nosotros llamamos “grado de una ciudad” el
lo llamarfa “la valencia de un 4tomo”. La valencia del hidrégeno es 1; la
valencia del oxigeno es 2. Asf la moléeula de agua Hy0O corresponde, en
nuestro lenguaje, al drbol H-O-H.
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® 52,

e 33.

La valencia del dtomo de ecarbono es 4. Que una molécula tenga ¢ dtomos
de carbono, h dtomos de hidrdgeno, @ dtomos de oxigeno, y s uniones.
a) Pruebe que 4¢+2a + h =0

b) Si la molécula es un drbol, pruebe, aplicando E 23 que

ct+at+h—1=10

(“Arbol” fue definido en E 22.)

¢) Combinando (a) y (b), pruebe que en un drbol de dtomos de earbono,

hidrégeno y oxigeno
h=2c+2

La férmula quimica de la glucosa es CsHy0Og. jPuede la féormula de la
glucosa ger un arbol?

Haga un digefio de la posible disposicion de los dtomos.

Pruebe que, en cualquier sistema conectado en que todas las ciudades son
de grado 2, tanto el inspector como el viajante de comercio tienen una ruta.

Aplicando E 22, pruebe que un “drbol”’ con s secciones y ¢ ciudades de gra-
do par tiene que tener un camino con por lo menos 2s;t secciones. (Por
supuesto que el nimero de seceiones es siempre un nimero natural. Quizas
serfa mejor decir: “Existe un camino en que el nimero de secciones es por
lo menos 2s;t."")

Referencias:

1. J. R. Nawuman, The World of Mathematics, vol. 1 Simon and Schuster, New York. 1956.
(Euler’s solution of the inspector problem in pp. 573-580.)

2. 0. Ors, Graphs and Their Us

s, Random House, New York, 1963. (“Linear graph’ is the

technical term for “highway system’.)

3. B. A. Traxuareneror, Algorithms and Automatic Computing Machines, Heath. Boston, 1963.
(Highway systems applied to game theory on pp. 8-24).
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PROBLEMAS PARA ENTRENAMIENTOS

Problema N.° 75

1. W. L. Piensa un ntimero cualquiera. Stimale 11. Multiplica el resultado por 2.
Réstale 20 (veinte). Multiplica el resto por 5 y al resultado réstale el producto
del niimero que pensaste por 10. Obtendrds como resultado 10. ;Por qué? Justifica.

Problema N.° 76
1 H. G. Elisa, Helena y Maria discuten sobre sus respectivas edades y durante la
discusién afirman lo siguiente:
Elisa: Tengo 22 afios.
Tengo dos afios menos que Helena.
Tengo un ano mds que Maria.
Helena: No soy la mis joven.
La diferencia entre mi edad y la de Marfa es de 3 afios.
Maria tiene 25 afos.
Maria: Soy méds joven que Elisa.
Elisa tiene 23 afios.
Helena tiene 3 afios mds que Elisa.

Seria mucho pedir que tres mujeres que hablan de sus edades no mintieran un
poco. Cada una de ellas ha mentido una sola vez. jPuedes deducir ahora sus eda-
des?

Respuesta: Helena 25 anos. Elisa 23 anos. Maria 22 anos.

Problema N.° 77

2. 0. P. Prueba que la suma de 2 niimeros naturales consecutivos y la suma de
sus cuadrados son primos entre si.
S: Sea s la suma de los nidmeros naturales y t la suma de sus cuadrados
s=n+m+1)=2n+1 t=n’4+ (m+1*=2n*4+2n + 1
s2=4n’+4n+1;2t—s2=1

vemos que todo divisor comin de s y t es un divisor de la unidad, en consecuencia
8 y t no tienen divisores comunes mayores que 1 = que son primos entre si.
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Problema N.° 78

2. 0. P. Prueba que las alturas de un tridngulo no rectdngulo son las bisectrices
de los dngulos de un tridngulo cuyos vértices son los pies de las alturas dadas.

Fig. 1
S: Sea
s es el punto de interceccién a las alturas de abe
smen tienem =n = 1R = ¢ +s5=2R =
= smen estd nseripto en una Cf. de didmetro sc.
A A
= emn = scn (4ngulos inscriptos en arcos iguales)
De la misma manera smbp inscripto en una Cf.:
¥ A A
smp = shp
pero A A A
sen = gbp = 90° — bac
A A
= smn = smp

= la altura am es bisectriz del 4ngulo nmp.

Problema N.° 79

2. 0. M. Calcula sin aplicar trigonometria el perimetro y la superficie de un
tridngulo rectdngulo en que los d4ngulos agudos son de 60° y 30° respectivamente
y en que la altura correspondiente a la hipotenusa es de 5 em.
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A ’ X .
S: ¢ = 60° = bme es la mitad de un tridngulo equildtero. Trazando las

A
bigectriz de abm corta a am en s.
abm = 60° porque amb rectingulo
A
= shm = 30° bs = x porque sbe es equildtero.
sha = 30° = asb es is6sceles = as = sb ~ ag = x
=ge = 2x

En bme i el

4
3 4% 1 %2
= 4
100 = 5%°
=20
ae = 2x
Yy = (2x)% + &

V2 4‘2 + \2
yi=4 .20+ 20
2 =100 =y =} 100 = 10
Perfmetro de abe = 10 + 120 + 220 = =10+3 120 =1046}5
Supetficie de abe = 10 . J20 = 10 . 275=207Y 5

Problema N.° 80

3.K.G. Un recipiente lleno de liquido tiene dos grifos. Si se abren ambos grifos
durante a h, y luego se cierra el segundo, el liquido restante se escurrird por el
primero en un plazo de b h; pero si al cabo de a h se cierra el primero en lugar del
segundo, el liquido se escurrird por el segundo en ¢ horas.

JCudnto tiempo tardaria todo el liquido en escurrirse independientemente por
cada grifo?

S:

Supongamos que el agua se escwrre por el primer grifo en x h, y por el segundo,

1 : ) : 1
en y h. Entonces = el caudal horario del primer grifo y ¥ el del se-
gundo grifo. De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos el siguiente
sistema de ecuaclones 1 1 1
(—+—)a+—Db=1;
b ¥ X
1 1 1
(—+ —)at+—c=1,
X ¥ ¥

de donde resulta que

- ab -+ ac + be ab + ac + be
¢ g = b ;
Respuesta: ab + ac + be : ab + ac -+ be
e hy v= e h.
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2.2 Introduccién a las Ciencias Fisicas. Guia del Profesor... » 17,00
2.3 Experiencias de Fisica (INEC) ......cvvvnvevivrnnns > 2,00
24 Baterfas de test (INEQY .iu ivevsnmhoseiiows sonm s > 1,50
2.5 Introducecién a la Fisica Moderna (INEC) .......... > 3,00
2.6 Monografias Cientificas (O.E.A.) cada una .......... » g'gg

3. — MATEMATICA

3.1 Conjuntos, de Nelly V. de Tapia y Elsa de Martino » 2,70
3.2 Relaciones, de Nelly V. de Tapia y Elsa de Martino » 2,70
3.3 Numeros Reales, de Nelly V. de Tapia y Elsa de Martino. » 2,70

3.4 Numeros Complejos, de Nelly V. de Tapia ......... ¥ 270
3.5 Geometria del Espacio, Tapia-De Martino .......... > 2,70
3.6 Geometria Intuitiva, Tapia-De Martino ............. » 13,50
3.7 Estadistica y Probabilidades para Educadores, de Marta

M. de Mastrogiovanni. (Ed. Estrada) .............. » I5b
3.8 Curso Introductorio de Evaluacién Pedagégica (INEC).. » 1,50
3.9 Distribucién Normal de Probabilidad (INEC) ....... » 1,60
3.10 Mateméatica Moderna, Matemética Viva, de André Revuz » 2,50
3.11 Matemética Moderna, Gabba-Dalmasso.............. » 12,00
3.12 Algebra vol. I — Masced, Cataneo, Hinrichgen ....... » 10,50
3.13 Algebra vol. II — Mage6, Cataneo, Hinrichsen ....... > 9,656
4, — QUIMICA
4.1 Suscripeién a la Revista Iberoamericana de Educacién

Quimica (4 ejemplares anuales) .................... » 10,00

Podrén adguirirse en INEC, o remiliendo un giro postal por el
valor total de las publicaciones que seleccione, a nombre del Profesor Angel
Hernaiz — INEC. - Av. Madero 235 - 7° piso - Buenos Aires.
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MONOGRAFIAS CIENTIFICAS DE MATEMATICA

Ol EI- .A.'

(Temas fundamentales para la actualizacién del profesor de ensefianza

secundaria.)

Espacios VECTORIALES Y GEOMETRIA ANATLITICA ........ i
por Luwis A. Santals.
Tratamiento intuitivo de los vectores. Espacios vectoriales
de dimensién dog. Fl plano euclideano. Ejemplos y apli-
caciones. Geometria analitiea del espacio. El producto vee-
torial y aplicaciones.

BATRUOTURAS ATGEBRATTAR 12+ vis s thois 88500t o o toase s Foatmas p s
por Enzo Gentile.
Conjuntos. Operaciones, teoremas, aplicaciories. Estruc-
tura v tipos de anillos. Extensiones algebraicas. Teoria
de Galois.

FoncroNEs bl VARAELE COMPEBIA. . . o0s s s v ss s
por José S. Nielo.
Definicién y propiedades de nimeros complejos. Funcio-
nes de variable compleja. Las ecuaciones de Cauchy-Rie-
mann. Teorema de Laurent. Teorema de Rouché.

ATEIHRN FTERTAL o s B s oW v oo dim o 2 Tl o on .
por Orlando E. Villamayor.
Introduccion con ejemplos de aplicacién a la geometria,
dlgebra y fisica. Espacios vectoriales. Bages, Transforma-
ciones lineales y geométricas.

HrstoriA DE LAS IpEAS MODERNAS EN MATEMATICA ., ..,.
por José Babini.
Lasgeometrias no euclideanas. La teoriade grupos. Las nue-
vas dlgebras, La ldgica matemdtica. Teoria de conjuntos.

B CONCERID DR -INOMERD: = 2y veies Sam o iis siiatis s R
por CUésar A. Trejo.
Il nimero entero y racional, El nimero natural. El nimero
real, Fl niimero complejo.

InTRODUCCION A EA ToronoGfA GENERAL .........cuveinins
por Juan Horvdth.
11 Cuerpo de los Niimeros Reales. La Topologia del Espacio
Euclideano. Espacios Métricos. Espacios Topoldgicos.

PROBABILIDAD E INFERENCIA ESTADISTICA .. .oovnieeiivan.
por Luis A. Santalé. (De reciente aparicién)
La definicién cldsica de probabilidad y primeros ejemplos.
Definicion axiomatica de probabilidad y primeras conge-
eneneias. Variables Aleatorias. I'unciones de probabilidad.
Distribucion binomial. Ley de los grandes niimeros, ete.
Formulas. Tablas,
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Podrdn adquirirse en el INEC, o remitiendo un giro postal por el
valor tetal de las publicaciones que seleccione, a nombre del Profesor Angel
Hernaiz — INEC, - Av. Madero 235 - 7° piso - Buenos Aires.
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