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"GEOMETRIA

CAPITULO I

CANTIDADES

PROGRAMA, — Definicion de cantidad. Cantidades homogéneas. Cantidades com-
parables. Comparacion de cantidades. Razon de dos cantidades. Medida de una
cantidad. La razén de dos cantidades es igual. .. Simplificacion. Cantidades
proporcionales. Si cuatro cantidades son proporcionales los mimeros que ex-
presan sus medidas también son proporcionales y reciprocamente. Propieda-
des de las proporciones entre cantidades. Propiedades particulares de las
proporciones cuando sus términos son cantidades homogéneas y en especial
cuando sus términos som Segmentos.

' ¥1. Definicién de cantidad. — Se llama cantidad a eada uno de
los elementos de un conjuunto de entes entre los cuales estd defini-
da la igualdad y la suma.

NorAcioN. — Lias cantidades se representan por letras maytsculas
de imprenta A, B. C...

\

Decir que entre los elementos de un conjunto estd definida la
ignaldad, significa que existe entre ellos una relacién, que se indica
con el signo =, caracterizada por las siguientes relaciones :

I) CArAcTER ENTICO. —Hs A=A
IT) CarAcTER RECIPROCO.—RBi A =B es B=A

IIT) CARACTER TRANSITIVO.—Si A=B y B=C es A=C.

Decir que entre los elementos de un eonjunto esta definida la suima,
significa que tiene sentido entre ellos una operacién, que sé indica




_ I)-PROPIEDAD« UNIFORME. — Si A = A’ ; B =B ey N= N TS
EREE L en A+B+,...+N=A'+B'+'.;.+N'

WEE & II) PROPIEDAD CONMUTATIVA. —
A+B+C+...+N=C+N+A+...+B=..'

““_ z v‘_ i I]:[) PROPIEDAD ASOCIATIVA, — , ,
' A¥4B+C+...4N=ALB+0O)+ .‘.N=‘...

cantidad nula o mddulo de la suma (&M
) ) - b

Si ‘ e S ,0" el médulo.

“ Esmupros, — Son cantidades los nimeros naturales, los enteros, '
los racionales, los segmentos, los dngulos, los arcos de una mismaz’ &
-circunferencia, los sectores de un mismo eirculo ... pues al esmd;gr
esos entes hemos definido entre ellos la igualdad y la suma, y'h'

menes. s0n también cantidades.
g ,. PR Cantidades homogéneas. — DEFINICION. — Se llaman ca/miuh{ :

“des homogéneas a las que pertenecen a uno de esos conjuntos en
cuyos elementos ests definida la igualdad y la suma.

, — 14  son cantidades homﬂgéneas'

oe -'Ud> oa‘ =

~
M
AB




¥ 3. Cantidades comparables. — Para poder establecer la compa- |

racion entre dos cantidades se requiere, en primer término, que
éstas sean homogéneas, pues no tiene sentido decir, por ejemplo,
que un nimero es menor que un dangulo. que un angulo es mayor

 que un segmento, ete.

Pero eso no basta, pues hay cantidades homogéneas que no son
comparables, asi por ejemplo, entre las fuerzas desarrolladas separa-
damente por dos caballos que actuan sobre un mismo vehiculo no

~ se puede saber cudl es la mayor de ellas, pues segun la direccion

y el sentido en que actien serd distinta su eficacia.
Para que dos cantidades homogéneas sean comparables deben sa-
tisfacer las condiciones que se indican en la siguiente:

+ DErINICION. — Se llaman cantidades comparables a las cantidades
homogéneas entre las cuales estan definidas las relaciones de mayor

'y de menor, y que satisfacen ademas los Postulados de Arquimedes

y de la Divisibilidad.

Decir que entre cantidades homogéneas estin definidas las rela-
ciones de mayor y menor, significa que existen entre ellas dos rela-
ciones que se indican con los signos > y <, respectivamente, y que
estan caracterizadas por las propiedades siguientes:

fRirA» Ryl B>0" a8, AL
S R SRR e el BB e

eI iA < B - es) B >A

I1T) DadasAyBesA>ByentalcasoA:l:ByA<B
oA SR i i» Y » APByALB
o ARy iy s AxByAPRB

Decir que cumplen el Postulado de Arquimedes, significa que:
Dadas dos cantidades A y B tales que A sea menor que B, es siem-
pre posible, sumando cantidades iguales a A, obtener wuna suma ma-
yor que B, o sea:

m

Si A<B es A A, A SB




M

Nora: A 4 A... + A se indica por A.m y se llama el pro-
ducto de la cantidad A por un wimero natural m.

Decir que cumplen el Postulado de la Divisibilidad significa que:
Dada una cantidad A y un ndmero natwral cualquiera m, existe Y-
es unica, la cantidad B, Uamada emésima parte de A o parte alicuo-
ta de A, tal que la suma de m swmandos iguales @ B dé por resul-
tado a A.

- ———m—
Dada A y el nimero m existe solo B tal que B+ B +...+ B = A.

La cantidad B se llama el cociente de la cantidad A por el

L A
numero natural m y se iudica asi: B — e

EJEMPLOS DE CANTIDADES COMPARABLES. — Son cantidades compa-
rables los segmentos entre si, los arcos de una misma ecircunferen-
cia, los nimeros racionales entre si, etc., pues cumplen las condi-
ciones que caracterizan a tales cantidades (ver Mat. curso I).

Los ntimeros enteros, en cambio, no son cantidades compa-
rables enire si, pues ellos no satisfacen al Postulado de la di-
visibilidad.

* 4. Comparacion de dos cantidades homogéneas. — (onsidere-
mos dos cantidades homogéneas cualesquiera, por ejemplo los seg
mentos M y N. 8i los comparamos puede suceder:

PRIMER 0As0. — Que M contenga exactamente m veces a N, es
decir que M sea igual a la suma de m sumandos iguales a N.

0 sea: M:N+N—4—...—f—N=NXm

Por ejemplo: Seg. M = seg. N + seg. N -+ seg. N = seg. Nx3




-

SEGUNDO CASO. — Que M no contenga exactamente a N sino que
sea igual a m sumandos N mds un resto, pero que contenga en
cambio a una parte alicuota de B.

mn

M=N+N+...+N+R sendo ' R<N.

Sea por ejemplo los segmento M y N

e M
\ IN N i

l_.—)

Seg. M = seg. N + seg. N+ seg. Ry siendo seg. R; < seg N,

Probamos entonces si M contiene a una parte alicuota de N, por
ejemplo a la mitad de N y vemos que tampoco esta contenida exac-
tamente sino que

R L TLIRE, 3} i e
g VY AR W [ I e A TR RS
¢ N N N N
seg. M = seg. 5 T seg. 5 + seg. - + seg. - + R,

Probamos entonces si contiene la tercera parte de N, v vemos que
en efecto la contiene 7 veces, es decir que:

(T

T e L S
3 3 3

N N N. N N N N N 2
M=*3>+~J+3+'3*+*3—+?+—3—=~3*><1
En general se tendrda que:
| _ AN N N N
' u M—?‘-—*IIT-I-...-}'T—'.—_X”Z

7
m —




- TERCER CASO- — Puede suceder todavm. que la . canmdad )

MR

'oontenga exactamente a la segunda B, ni a su uutad

B B, st A
i S A=T+7++7+Rn siendo Rn<~n—

Seg. e seg. B + seg R, siendo Ry < B
: B B fers .
Seg. A =’seg.§~+ seg.?—}— seg. Rs i Rs <—-l§- .
e o) Seg. A = seg. 3 +seg 3 -+ seg. 3 +seg'. 3 +§;egR3

AT Sgg.A"==‘.seg.-l—0—.—i}-seg.E+ S LU .v+seg,v1~6+segl3=Rm
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pudiéndose demostrar geométricamente que no hay ninguna parte
alicuota de B que estd contenida un nimero exacto de veces en A.

Nora. — En este dltimo caso se puede decir también que A es
igual al producto de B por un cierto numero, que estaria expresado
por infinitas cifras decimales no periddicas.

A ese nimero, que se llama irracional, lo representaremos con la
letra a. ‘

Asi, como en el caso de nuestro liltimo ejemplo puede demostrar-
se que:

4
B B+mo + 00 B ++
se escribe que: A =B X 14142 . . .
Este nimero irracional 1,4142 . .. que es el resultado de la com-

paracién entre la hipotenusa y un cateto de un tridngulo rectangulo
isésceles se representa por V2 luego

Hipotenusa A = cateto B X v 2

5. Postulado. — La deflnicion de producto de una cantidad por
un ntimero se completa con el siguiente

PostuLavo. — Dadas dos cantidades homogéneas ewxiste stempre
un. mimero (entero, fraccionario o irracional), y sélo uno, tal que la
primera es igual al producto de dicho nimero por la otra Y, recipro-
camente.

En simbolos: dadas A v B existe un solo ntimero o tal que:

A =Bxa
6. Razon de dos cantldades. — DEFINICION. — Se llama razén
entre dos cantidades A v B, al ntimero (entero, fraceionario o irra-

cional) que multlphcado por la segunda B sea igual a la primera A.

. . 1 T



i

La primera cantidad A se llama antecedente v la segunda B conse-
cuente de la razén.

A
Noracion. B expresa la razén entre A y B.

En simbolos: —ﬁ—:a si A'—=B.a.

EseMpro I — Dados los segmentos A y B, hallar su razon.

c 7 o M ) B
\E SR r R LR AN e )

seg. A

B “seg. B

=3 puesto que seg. A — 3 seg. B.

Esempro II. — Dados los rectangulos M y N, hallar su razén,

_rect. M

Trect. N — 3 DPuesto que rect. M = 5 rect. N.

3

7. Medida de una cantidad. — Dadas varias cantidades compa-
rables se elige una cualquiera de ellas, que se llama wwidad, con
el objeto de hallar la razén entre cada una de las primeras y dicha
unidad,

Asi, por ejemplo, entre todos los segmentos se toma como unidad
un segmento llamado. metro, entre todos los angulos se toma .como
unidad uno llamado grado, ete.




T 13A =l
. DEFINICION. — Se 1lama medide de una cantidad A eon respecto

A
a la unidad U, a la razén T entre dicha cantidad y esa unidad.

EJEMPLO:

ﬁ' = A & — 3 = r—U—g
e A U e U e €

; A
Medida de A con respecto a U = 7 i 5.
OBSERVACION. — La medida de una cantidad es siempre un nii-
mero.

8. Teorema. La razén entre dos cantidades es igual a la de sus
medidas respecto de una misma unidad.

A
Hip.) A y B cantidades. Tesis) 5 = %
A
3 med. A = A
med. B = % ==D

Demosrt.) Siendo por hipétesis:

A A
H—c e 6) A=a U luego. U= —  Por def. de cociente
B : : B : :
i b es (6) B=bU luego U = 5 Por igual razén
A B
por lo tanto : —a — p Dor consec. caracter trans.
y por deflnicién de cociente A= —Z— B
A
luego B % por definicién de razon.

9. Simplificacién. — Sabiendo que A =aU y que B=5bU re-

sulta:
A U
2 a donde

m e G e 3

se observa que se ha pasado del segundo al tercer miembro supri-



s ilhy; P

miendo la U, es decir, como si se hubiera «simplificado» por U.
Siendo A, B y U cantidades cualesquiera resulta que la observacién
hecha se puede expresar en la siguiente:

REeGLA PRACTICA. — Para hallar la razén entre dos cantidades se
reemplazan éstas por sus wvalores con respecto a wna misma unidad
y se suprime dicha unidad.

M : b e
EsEMPLO.—Si M =35 em. y N = 17 em. es — Sadal, %.

N2 17 cnk o

10. Cantidades proporcionales.— Derinicion. — Dadas, en un
cierto orden, cuatro cantidades A, B, C y D, se dice que forman wuna pro-
porcion, o que son proporcionales, cuando la razén entre las dos pri-
meras es igual a la razén entre las dos tltimas.

A C
En simbolos: A, B, C y D son proporcionales si B
OBSERVACION. — Para que las cantidades A, B, C y D puedan
cumplir la definicién anterior, deben ser A y B homogéneas y C y D
también homogéneas aunque no lo sean con respecto a A y B.

EsemprLo L
= Ay e S
—B— £ ED . ._g
e L G g o U S
Siendo ——=2—*—724=2 y T_ 5U,— 5=2
A C :
es 5 dinadi luego A, B, C y D son proporcionales.



S 1, i

Eijempro II.

e sam Q-

3 £ 2
Siendo s i e Al e O

A
es o i -g— luego A, B, C y D son proporcionales.
Esempro III.
! S ¢ U
A ' B U D !
Soreies R Ues B o LR R
R T T B T R e
P S li i
es B luego A, B, C y D son proporcionales.

DEFINICIONES. — Lias ecantidades dadas A, B, C y D se llaman tér-
minos de la proporcién, el antecedente A de la primera razén y el
_consecuente D de la segunda razén se llaman extremos, y el conse-
cuente B de la primera razén y el antecedente C de la segunda se
llaman medios.

DEFINICION. — Se dice que una proporeién es continua cuando
sus medios son iguales.

o|w

A 3
EJEMPLO. W es una proporeién continua.



11. Teorema.— Si cuatro cantidades son proporeiodales los niimeros
que expresan sus medidas (con respecto a una wnidad comin para las
dos primeras y a una unidad comiin para las dos wultimas), también
son proporcionales y reciprocamente.

A

C
_ Hip.) i el proporeion entre cantidades.

med. A resp. U = nitm. a; med. C resp. U/ = nim. e

med. B resp. U = nam. b: med. D resp. U' = num. d

TEsIS) % = —Z— proporciéon numérica.
: A a
DEmosr.) Siendo B — p Dor el teor. ant, (8)
e e
y D — g DPor la misma razon
A s 1 - hi [+ ) i =

como B = T b }p., €8 = —7 DPOr consec. carsc. trans.
Reciprocamente.

" a C A a 'C e\

Bt “Aetat Dl ioame fmar s me Ty s = e

s A C

resulta por [1] 5 IR

12. Propiedades de las proporciones entre cantidades. — Del

teorema anterior se deduce el siguiente:

CoroLarto. — A las proporciones cuyos términos son cantidades
les som aplicables las propiedades de las Proporciones muméricas siem-
pre que las operaciones que se hagan con los niémeros se puedan
hacer también con las cantidades consideradas (%

(*) Esta ultima condicion es necesaria puesto que en ciertas proporciones, como por

) 5 12
ejemplo la %:3 = TO%' no es cierto que el producto de los medios es igual al de los

extremos, pues no tiene sentido multiplicar metros por pesos.



il i una proporcion entre cantidades

~a y b alas medidas de A y B‘resp. U T ) fﬁ;""

B LSRR e, e : e Tesultaiiv=

teyda las medidas de C y D resp. U’

por el teorema anterior. Como esta ultlma proporcléné

resnlta Tl S ‘ el ‘
P e o0

—_—— —

.

0

Jg? a
TNy

e c+d

L Qi
G- el
e

o

l_, .

i A Enunciado y expresi6én simbélica de las propiedades de
las proporciones entre cantidades. — Las propledades demostra-
das en el pérrafo anterior para las proporclones entre cantidades

P
f‘ se enuncian asi: f
| La 1: 8i en una proporcion entre cantidades se invierten sus .

raznmas, se obtieme otra proporcion. i :
b, A0 By
b B sfinbolos: (81 == =i es o= T
L s A=
" La II: 8i en una proporcién entre cantidades sc permutan las
‘razones se obtiene otra proporcion.
Pl s @ A

Encsimbolog: Sl === 288 === 00

i e Y W O PR o

|“ v | h ; .
(f) Ver el capitulo 1V sobre Razones y proporciones, pag. 145 y siguienta&-_'

’




e

La III: En toda proporcién entre cantidades, la suma de antece-

dente y consecuente de la primera razon, es a su antecedente, como'
la suma de amtecedente y comsecuente de la segunda razén es a su -

antecedente.

ok - 102 SO S
D R

+

~ En simbolos: Si % e

La IV: En toda proporcién enire camtidades, la swma de ante-
cedente y consecuente de la primera razém, es a su consecuente, come
la suma de antecedente y consecuente de la segunda razom es a su
consecuente.

En simbolos: Si g
B

La V: En toda proporcién entre cantidades, la diferencia entre
antecedente y consecuente de la primera razém, es a su amtecedente,
como la diferencia de antecedente y consecuente de la segunda razon
és a su antecedente.

e 2 ALH NG A-B_(J——D
En simbolos: Si B e

La V1: En toda proporcién entre camtidades, la diferencia entre
antecedente y consecuente de la primera razén, es a su consecuente,
como la diferencia de antecedente y consecuente de la segunda razén
es @ su consecuemnte.

R N e R
En simbolos: S; Tk T e = A

14. Propiedades particulares de las proporciones cuyos térmi-
nos son todas cantidades homogéneas. — Si los cuatro términos de
una proporeién son cantidades homogéneas, dicha proporeién goza
de todas las propledades enunciadas anteriormente y ademés de
las siguientes:



S

a) Si en una proporcién entre cantidades homogéneas se permu-
tan los extremos, se obtiene otra proporcion. ;

¥

En simbolos: Si

En efecto: Siendo

y como si

se verifica también que

oz ole o|e

I

I

I

&lo UIC‘) UIO

@
7]

@
/]

o]
w®

S
B LA
—(bi = —% (Teor. no 11)
1 ;
_;_:7”,- (Arit. no 45, ID)
B
Bt aA

b) Si en una proporcion entre cantidades homogéneas se permu-
tan los medios se obtiene otra proporcion.

A

En simbolos: Si —
B

. A

En efecto: Siendo "

\ a

Yy como si T

se verifica también que

|

C

D
B
D

(]

Aol

PR Fm |

a o

- =7 (Teor. no 11)

a bl

s (drit. no 45, II)
Ael B

G F2D

¢) En toda proporcién entre cantidades homogéneas, la suma de
los antecedentes es a la suma de los consecuentes, como un antece-
dente es a sw consecuente.

En simbolos: Si

En efecto: Siendo

y como si

se verifica también que

B Oy 8
B+D T'B
_‘g_:_‘r’l_ (Teor. no 11)
P S 0 el
B+D T B



[BY v ye

15. Propiedad particular de las proporciones cuyos términos
son segmentos. — DEFINICION. — Se llama producto de un seg-
mento a (multiplicando) por otro b (multiplicador) a la superficie del
rectingulo que tiene por base al segmento multiplicando a y por al-
tura al segmento multiplicador b.

En simbolos:  seg. a X seq. b = sup. rect. (a, b)

EJrmPLoO.

a X b = sup.

7.

a
Basdndose en la definicion anterior y en propiedades geométricas
" de los rectangulos se demuestra: que: el producto de segmentos goza de
las mismas propiedades que el producto de nimeros.

TEOREMA. — Fn toda proporcion entre segmentos el producto de los
extremos es igual al de los medios.

R T R
a 8 SRS RO P i ]
NSNS W Al seg. seg. ¢
: NS B A Hrp) ~seZ 5= ?éLd_-
e . g_
(T
8 2l
: T il TESIS)
A e seg. a X seq. d=seg. b X seg. c.
-

L i e
seg. b seg. d por hipotesis

DrmonsT.) Siendo

med. seg. a med. seg. ¢

Sy med. seg. b~ med. seq. d

y como la medida de una cantidad es un numero, resulta que'esta




‘d = iseg.. b'x ‘s'eg. c por def prod seg~ %

il A )

f prdporcwnahdad szempre gue se conszderen COmo eaztwmo 'Tosv
el przmer pvmducto y como Medws los &el otro producta. e




CAPITULO I

SEGMENTOS PROPORCIONALES

ProGrAMA. — Si varias paralelas som cortadas por dos tramsversales, a
segmentos iguales de una de éstas corresponden . . . Teorema de Thales.
Toda paralela a un lado de un tridngulo que corte a los otros dos, de-
termina sobre éstos, segmentos proporcionales. Division de un segmento
en partes iguales. Construccin de un segmento que sea cuarto propor-
cional a otros tres segmenios dados. Construccion de wn segmento que
sea tercero proporcional a otros dos segmentos dados. Dividir un seg-
mento en partes proporciondles a otros dos segmentos dados. Dividir un
segmento en dos partes cuya razén sea igual a un wimero dado.

¥16. Teorema.— 8i tres o mdas paralelas son cortadas por dos
transversales, a segmentos iguales de una de éstas corresponden
segmentos tguales en la otra.

Hie) AA’[|BB'| OC || DD’ 4l oo
ty t' transversales. Bﬁ'\th \B'
2
AB—BC=¢CD cﬁoi}w c
D ::':\P \D‘
Tests) A'B —B'C = 0D I: AN

Denmost.) Trazando por los puntos A, B y C en que la transver-
sal ¢t corta a las paralelas AA’, BB’ y CC’ respectivamente, las AM,
BN y CP paralelas a t/, se forman los tridngulos: '




A [ AB=BC = CD por hipétesis.
L @« =—da =a » cor. entre BB | CC"||DD"ysec. ¢

y 'CDP
que tienen B =p =B » »  » AM| BN || CP Yy sec.

A JAN
B luego ABM — BCN = CDP por el segundo ecriterio de igualdad

de triangulos.
Por lo tanto AM — BN —CP [1]
pei'o AM — A’B’; BN — B¢’ y ‘CP — C’D’ por lados opuestos

de los paralelogramos AA’B’M, BB’C’N y CC’D’P respectivamente.
Luego, sustituyendo en [1] resulta

A’B’=DB’C’ = C’'D’ que es la tesis.

4 17. Teorema de Thales.— 8i tres o mds paralelas son cortadas
por dos transversales, la razén de dos segmentos cualesquiera de
wna de ellas, es igual a la razén de los segmentos correspondientes
de la otra.

Hie) AA'||BB'[CC

t y t' transversales.

TEsIS) ;A_.Ii_—_ A B
C BC

I / »

DemosT.) Probamos si el segmento menor AB esté contenido exac-
tamente en el BC. Si no lo est, probamos 1 la mitad de AB; si no lo
esté, probamos la tercera, cuarta, ete. de AB. Podré suceder que BC
contenga exactamente un niimero n de veces a la emésima parte ali-
cuota de AB o bien que BC no contenga exactamente a ninguna
parte alicuota de AB.

Consideremos el primer caso. Llamando U a la emésima parte de
AB, tendremos, de acuerdo con lo expuesto, que AB contiene a U, m



sy R

~ weees (en la figura m — 2) y BC contiene a U, n veces (en la figura
n=3); '

0 sea AB=mU y BC=nU
AB m U m
luego T B kb [1] por una regla ant. (n° 9).

Como AB y BC contienen m y n veces respectivamente a U, divi-
diendo a AB Y BC en m y n partes iguales y trazando por los pun-
tos de divisién paralelas a las rectas paralelas dadas, queda dividido
el segmento A’B’ en m partes iguales y el B’C’ en n partes iguales
(teorema anterior).

Llamando U’ a una cualquiera de esas partes iguales, se tiene

A Bl S oy B ==, T (enlafig.m =2 y n=3)
AB . mU |

m
—— — e — < [9] nor a regla ant. (n.c 9
B! w7 n [2] por un 2, kil )

De [1] y [2] resulta

AB A’B

e por consecuencia cardcter transitivo.
BC B'C

En el caso que BC no contenga exactamente a ninguna parte
alicuota de AB, se demuestra, en estudios superiores, que la propie-
dad considerada sigue siendo valida.

« 18. Corolario. — Toda paralela a un lado de un tridngulo que
corte a los otros dos determina sobre éstos, segmentos proporcionales.

JAS
Hip)) ABC
MN || AC
MNcortaa ABenMyaBCenN

BM BN

MA - NC

TEsIS)




=o5a

Dexost.) Trazando por B la PQ || MN, como MN || AC, por hip.
resulta PQ || MN || AC por el cardcter transitivo del paralelismo.
Considerando las rectas BA y BC como transversales, resulta que
S

— —— por el teorema de Thales.
MA NC

OpsErvAcTON. Considerando a los lados BA y BC del tridngulo
ABC y a los segmentos determinados sobre dichos lados por la pa-
ralela MN al tercer lado, se tiene, por el Teorema de Thales que:

BA . BC SRR A
BM BN : MA. . NO_
_ 19. Problema I.— Dividir un segmento en n partes iguales.
DaATos CONSTRUCCION
G
£
Segmento A B Esy ‘
g : [ D/?' s i
R N:C;//,'{ ; /{ !
I ot IB
72 S R S B
AI Cy Dv E. ’ F‘

SOLUCI(')N Sobre una semirrecta auxiliar cualquiera de origen A,

la AM _por ejemplo, se construyen 5 segmentos eonsecutivos iguales
AC— CD—DE — EF TG. Se une el punto G con el otro extre-
mo B del segmento dado. Se > trazan por los puntos C, D, E y F para-
lelas a GB. Estas cortdn a AB en C’, D/, E’ y F’ respectivamente, -
con lo cual queda dividido el segmento AB dado en cinco partes
iguales, es decir,

: AC — 0D’ —DE —EF —=FB

' En efecto: siendo las rectas NN’ || CC’ | DD’ || EE’ || FF’ || GB
cortadas por las transversales AM y AB determinando segmentos

igunales sobre la primera, pues AC—CD DE — EF — FG por
construcclon resulta por un teorema anterior (n® 16) :



AC — 0D —D'E —EF =B

Nora. — Hste problema es independiente de la semirrecta y del
segmento auxiliar que se eligen para efectuar la construceién, pues

dada una cantidad AB y un ntimero 5, existe una cantidad —AEB— y

solamente una, euyo producto por 5 sea igual a AB (Post. del n° 5).

SEcUNDO METODO. — Por el extremo A del segmento dado, se traza

. L A . .
una semirrecta auxiliar cualquiera AM, en uno cualquiera de los
semiplanos que determina AB, y por el

,
F—Ei__/ e otro extremo B la semirrecta gﬁ Il A_ﬂ en
‘E‘ . el semiplano opuesto. Sobre cada una de
, ,/ R estas semirrectas se construyen 5 segmen-
A A C D l? F B tos consecutivos iguales
0 Ly IRl e L e e
"‘,..VI'C:D’ =FUEN B/D"— D”C” C”Au
1\,1/’ (0 Uniendo A con A”, C” econ C/,. .. B’
con B, los segmentos AA”, C'C” ... BB
cortan al AB en los puntos A, C, D . . . B respectivamente, pues los

puntos que unen pertenecen a los semiplanos opuestos respecto de
AB, por construceidn.

Estos puntos dividen al AB en 5 partes iguales.

En efecto: siendo AC’ — A”C” y AC’ || A”C” es AC'C”A” un
paralelogramo por tener dos lados opuestos iguales y paralelos, lue-
go AA" || C'C" por ser lados opuestos de un_paralelogramo.

Por igual razdén resultan

¢’C” || D’'D”; D'D” | B’E” . .. F'F” || B'B
luego AA” | C’C” | D’D” || E’E” || F’F” || B'B por cardc. trans.
y como AC’ = C'D’ — D’'E’ — E'F' = F'B’ por construecién

resulta AC — CD — DE — EF — FB por un teorema ante-
rior (n°® 16).
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A

Nor4. — Este método presenta la ventaja de que exige trazar ex-

— —> gt 4
presamente una sola paralela, BN || AM, pues las restantes BB’,
F'F” . . . AA” resultan de la simple unién de los pares de puntos
RGPy B oAy AT respectivamente.

DeriNioiéN. — Si euatro cantidades A, B, C y D estin en propor-
cién, se dice que la dltima D es cuarta proporcional a las otras tres.

90. Teorema.— Dadas tres cantidades, en un cierto orden, existe una cantidad y silo una

que sea Lo, cuarta proporcional a las tres primeras.

Hip.) A, B y O cantidades

A y B homogéneas
o ) : v . Ao e
Trsis) Existe y es finica la cantidad D tal que R

A ; .
Dexost.) Llamando » & la razon B para que A, B, C y D estén en proporeion de-

C s s
be ser D — 7 por definicion (n° 10).
Poro dada la cantidad C y el niimero 7 existe una cantidad D y soélo una tal que
=1 (Past. n® b).
D
Nora. — Decir gue existe una cantidad y solo uns que séa cuarta proporcional a
otras tres dadas. significa que si varias cantidades cumplen esa condicién, son fodas

iguales.

_/ Problema II. — Construir un segmento que sea cuarto propor-
cional a ofros tres segmentos dados.

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCCION

A
N

% e Seg. x tal que

a C

b T

A\
SoLucIéN. — Se construye un Aangulo cualquiera MAN 7y sobre
—
uno de sus lados, AM por ejemplo, los segmentos consecutivos
—>

AB—a y BC =17 y sobre el otro lado, AN, el segmento AD —ec.
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2] 23_:_.‘,

Se une B con D y se traza por C la paralela a la recta BD, la

iy
eual corta a la AN en un punto E, con lo que queda determinado
el segmento DE — z buscado.
Efectivamente: En el tridngulo ACE, siendo BD || CE

AB AD : . :
es =~ —- == bor un corolario anterior (n.c 18)
BC DE
e
0 sea T TR

Nora. — La solucién de este problema es independiente del angulo
que se elija para resolverlo, pues dadas tres cantidades seg. a, seg. b
y seg.c existe y es tnico el seg.z cuarto proporcional a los tres
segmentos dados (n°® 20).

DErINICION. — Si tres cantidades A, B y C forman una propor-
cién continua se dice que la Gltima eantidad C, es tercera propor-
cional a las otras dos.

£ Problema III. — C’onétruir un segmento que sea tercero propor-
cional a otros dos segmentos dados.

Damros INcOGNITAS CONSTRUOCION
{a
b Seg. = tal que
‘ a -’ b
b

; N\
SoLucién. — Se construye un angulo cualquiera MAN, y sobre
uno de sus lados, AM, por ejemplo, los segmentos consecutivos

Al =T oy Aiady
AB—=a y BC =1, y sobre su otro lado AN, el segmento AD — b,
Se une B con D y se traza por C la paralela a la recta BD, la cual



. M R

iy ol

—>
corta a AN en un punto E, con lo que queda determinado el seg-

mento DE — z buscado.
Efectivamente: En el tridngulo- ACE siendo BD || CE  es

AB AD i !
B por un corolario anterior (n° 18)

0 sea

DEFINICION. — Se dice que wun segmento se ha dividido en dos
segmentos aditivos proporcionales a otros dos dados, cuando la razén
de los dos primeros es igual a la de los dos fltimos y la suma de
aquellos es igual a dicho segmento.

Problema IV.— Dividir un segmento dado en partes proporcio-
nales a otros dos segmentos dados.

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCOION

Segs. @ e y, tales que D ///'W,
A i i
a z+y—AB ,\\/ \
2 gl
AL st
Y b /// i \
it >l 3\
AB A A )

SonuciéN. — Por el extremo A del segmento AB dado, se. traza

una semirrecta auxiliar cualquiera AM y sobre ella se construyen
los segmentos consecutivos AC — ¢ y CD =D5. Se une D con B y se
traza por C la paralela a BD,la cual corta a AB en un punto N, in-
terior a AB, con lo que quedan determinados los segmentos AN — z
y NB — y buscados:

Efectivamente: 4+ y — AN + NB — AB por definicién de suma.



AN, WA
e por el cor. teor. de Thales (no 18)
NB CD
Lol i
0 sea S
Problema V. — Diwidir un segmento en dos partes cuya razén

sea igual a un ndmero dado.

DaTos INCOGNTTAS CONSTRUCCION
s
L o,? X
Segmento AB  Segs. x e y, ta- o
¥ ;
3 les que: Vs 7
— = n.c dado S TS AT T
/5] x4+ y=—AB N\ WY i
Q \)/ ’
Hé o Y !
il \\)/ o ':
Y 5 NS ,Ml ]
o il J
\_x_J\_._y__/B

SoruciéN. — Por el extremo A del segmento dado AB, se traza

nna semirrecta auxiliar cualquiera A—i y sobre ella se construye el
AM igual a 3 veces un un segmento arbitrario « y luego un segmento
MN consecutivo de AM e igual a 5 veces u. Se une el extremo N
con el otro extremo B del segmento dado, y se traza por el extremo M
del tercer segmento u la paralela a NB. Esta paralela corta al seg-
mento AB en un punto interior M’, eon lo que quedan determi-
nados los segmentos AM’' —z .y m—y buscados.

Efectivamente: z + y — AM’ + M'B — AB por definicion de su-

ma. Ademiés, en el ANB siendo MM’ ]| NB es

AM' AM
e por el cor. teor. de Thales
M'B MN ~
ax 3u

0 sea

I

|

I
o] e

o
ot
~
=

g

QU —— T ]

T Y iy Wy R e

At LR = e e L T
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CAPITULO 111

PUNTOS ARMONICOS

PROGRAMA. — En todo tridngulo la bisectriz de wno de sus dngulos interiores
divide al lado opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados.
Si en un trigngulo la bisectriz de uno de sus dngulos exteriores corta « la
prolongacion del lado opuesto ... Definicién de grupo arménico de puntos.
Ejemplos. Dados tres puntos de uma recta, hallar el conjugado arménico de

' amo de ellos con respecto a los otros dos.

‘%9 Teorema.— En todo tridngulo la bisectriz de uno de sus dn-
gulos interiores divide al lado opuesto en segmentos proporeionales

a los otros dos lados.

N
A el
Hip.) ABC P OC‘;:
Lt 1 A B, P I
BM bisectriz de B ’ ‘l
; !
b (L1 sl (ol '6 1
1 4 o !
TESIS) L A;E— H B
MC BC ! i
A i G

Drmost.) Llamando o y B a los dngulos que determina la bisee-

S A
triz BM del 4ngulo B, se tiene, por definicién de biseetriz :

(1]

a=—p [

Trazando por C la paralela a BM, ella corta a la recta AB en un

punto N,



%

L lagin

En el tridngulo ACN la recta BM es paralela al lado CN ¥ corta
a los otros dos en los puntos B y M, luego

AM AB
e 107l [2] por cor. Teor. de Thales.
? MC N i

Observando esta proporcion se ve que para obtener la Tesis basta
demostrar que BN es igual BC.

Para ello, llamando a’ al correspondiente de a, entre BM || CN
y la secante BN, se tiene

oa=q' [3] por prop. ant. (Mat. I, no 39)

y llamando {3 al alterno interno de f entre las mismas paralelas yla
secante BC, se tiene:

B =P [4] por un teor. ant. (Mat. I, no 40)
Luego como - W= por [1], resulta de [3] y [4]
o= B y por lo tanto, en el BCN

' Lado opuesto ¢ ' = lado opuesto a B'

BN.

I

es decir BC

Sustituyendo en [2] BN por su igual BC, resulta la tesis

|
|

=
=
=
|t

|
|
|

=
—
O
W
Q

DeriNici6N. — Se dice que un punto M divide a un segmento AC
en dos segmentos sustractivos proporcionales a otros dos dados, cuan-
do el punto M pertenece a la recta AC que contiene al segmento, es
el exterior al mismo, la razén de los dos primeros segmentos ADM
y CM es igual a la de los 08 dos Gltimos y la diferencia de aquéllos es
igual a dicho segmento AC (fig. del n® 23).
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%23. Teorema.— Si en un tridngulo la bisectriz de uno de sus dn-
gulos exteriores corta a la prolongacion del lado opuesto, lo divide
en dos segmentos sustractivos proporcionales a los otros dos lados.

; A g
Hir,) ABC
—_— ’
BM hisectriz de! ang.
)
ext. adyacente a B.
-
BM corta a AC en M
AM AB

TEsIS) T B0 A

Deyogr.) Llamando o y § a los dngulos que determina la bisee-
e /N
triz BM del angulo exterior RBC se tiene o=£ [1]

Trazando por C la paralcia a BM, ella corta a la recta AB en

un punto N.
En el tridngulo ABM, siendo CN || BM es

AM AB

oM NGB [2] por el cor. Teor. de Thales

Llamando a’ al eorrespondiente de o entre CN || BM y sec. BN
y B’ al alterno interno de B entre CN || BM y sec. BC

se tiene a = o [3] y B =P [4] por teor. ants.(Mat. T, n* 39 y 40)
Luego como =1 por [1], resulta de [3] y [4]
A
¢l —p y por lo tanto, en el BCN

Lado opuesto a o — lado opuesto a '

es decir C — BN.

+ 0

Sustituyendo en [2] BN por su igual BC, resulta

“

AN
o

!

|

w
(@,
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v 24. Segmentos dirigidos. — Consideremos una recta v sobre elld
dos puntos A y B. Sea M un punto de la misma interior al seg-
mento AB. Si imaginamos un mévil que parte de A y va hacia M
y otro que parte de B y va hacia M, observamos que dichos méviles
caminan en sentido contrario. 3

Se acostumbra a llamar positivo el sentido del que va de A hacia
M y negatiwo al que va de B hacia M o viceversa; y en cualquiera de
los dos easos se dice que los segmentos AM y BM tienen sentido
contrario.

SIS S A A 3 L

A M B A M B

Teniendo en cuenta estas observaciones daremos la siguiente:

DeriNtc16N. — Se dice que dos segmentos AM y BM tienen sen-
tido contrario cuando M es interior al segmento AB.

Consideremos una recta y sobre ella dos puntos A y B. Sea N un
punto de la misma exterior al segmento AB. Si imaginamos un mé-
vil que parte de A y va hacia N y otro que parte de B y va hacia N,
observamos que dichos méviles caminan en el mismo sentido.

Se acostumbra a llamar positivo el sentido del que va de A hacia
N y megativo al que va de N hacia A o viceversa, y en cualquiera
de los casos se dice que AN y BN tienen el mismo sentido.

T = £

A Bl T N A B
| i 'f——Q' Ylﬁ_"—ﬂ, i \. o
A B N N o3 A B

Teniendo en cuenta estas observaciones daremos la siguiente :

DEFINICION. — Sé dice que dos segmentos de AN y BN tienen el
mismo sentido cuando N pertenece a la recta AB y es exterior al
segmento AB.

DreriNici6N. — Se dice que la razdn entre dos segmentos es positi-
va 0 negativa, seglin que dichos segmentos tengan el mismo sentido
o sentidos contrarios, respectivamente.
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7( 25. Definicién de grupo arménico de puntos. — Dados cuatro
puntos, A, B, M y N de una recta, en un cierto orden, se dice que

g forman un grupo. arménico, cuando la razén de los segmentos :
" determinados por cada uno de los dos primeros con el tercero, es
igual en valor absoluto y de signo contrario a la razén de los seg-
mentos determinados por cada uno de los dos primeros con el cuarto.

En simbolos: A, B, M y N forman un grupo arménico >

| 2

(1]

: : T
si los valores absolutos: '—__ e ‘
. [ BM ) BN |
AM AN
signo de ——— contrario a . signo de ——- 2
4 J BM 4 BN (2] :

Las eondiciones [1] y [2] se pueden reunir en una sola expre-

: si6n asi:
| AW AN
BM . BN
Nora. — El signo — que precede a la segunda razén indica que

ésta es de signo contrario al de la primera.

Esevpro 1:

A Nises, " ST
e T St - B

A, B, M y' N forman un grupo arménico puesto que:

e
i=

K

Y

=2l
+|

42
6

= 2

l
+
|8V

l

Y

|
B
|

I

& |
| =
b
2

es decir

)

z')
w‘
2
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/Esempro II. — Consi- 5 AR
 derando un triangulo
escaleno ABC, si se tra-
za la bisectriz de un
angulo interior (!, por
ejemplo, y la del é&n-
gulo exterior adyacen-

o -t O Y o s SISU L (Pl s ' ey
te a él, se tiene: &L’M e g S
AM G
———| = | —— | por prop.dela bisectriz del an mterlor no 29
e I ’ CB | por prop. g (n° 22)
AN AC
y AR _._’ { por prop. de la biseetriz del 4ng. exterior (no 23)

Pero siendo M interior a AB; AM y BM tienen sentido contrario

5

N
luego la razon

|

€s negativa

o
=

y siendo N exterior a AB, AN y BN tienen el mismo sentido,

|

; AN o
luego la razon == @5 positiva
BN
A AN -
por lo tanto o ST il osea A, B, My N for-
BM BN

man un grupo armdénico.

¥ Luego: Los extremos de un lado de un triangulo escaleno y los
puntos en que dicho lado y su prolongacion son cortados por la
bisectriz del dngulo opuesto y la del dngulo exterior adyacente g él,
forman un grupo arménico.

VDeFINTOI6N, — Si cuatro puntos A, B, M y N forman un grupo

armoénico, se dice que N es el conjugado armémico de M con res-
pecto a A y B.

e 4 e e o

T T Y TP S T A e 1T
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¥ 26. Problema.— Dados tres puntos de una recta hallar el conju-

gado arménico de uno de ellos con respecto a los otros dos.

DATos INCOGNITAS CONSTRUCCION
S
/ -\-\ ~
A By M pun- X perteneciente a a, I." P: R )
tos de @ tal que A, B, My [ iO /,,"\‘.
X sea un grupo “‘\ ./Er’/:' "/1,‘ \\.
armoénico 3 s s ; A LA
A M7 B X
R

Soruci6N. — Se traza la mediatriz p del segmento AB, y con cen-
tro en un punto O cualquiera de la misma, la eircunferencia Cio y 67,
que pasa por A y B, puesto que OA — OB por una propiedad de la
mediatriz (Mat. 1, no 96).

Por otra parte, llamando R y S a los puntos en que la nmediatriz p

. eorta a la Cwo y on), y considerando por ej. el R, tendremos deter-

minados los arcos AR — RB.
Trazando la reecta RM ella corta a la C en otro punto C.

- Uniendo C con A y B y trazando la blsectrlz del dngulo DCB ex-

terior al tridngulo ACB y adyacente al ACB decimos que el punto
X en que la bisectriz CX corta a la recta ¢ es el conjugado armoé-
nico de M con respecto a A y B. X
A il A
En efecto: En el ACB es CM bisectriz del dngulo interior C, pues

~ A
ACR — BCR por ser inseriptos en Cio) y abarcar arcos iguales

(Mat. I, n°® 146). Ademém como CX es, por econstruecion bisectriz

del angulo exterior DCB adyacente al C resulta que A, B My X
forman un grupo arménico por lo visto anteriormente (n° 25),

luego X es el econjugado arménico de M con respecto a Ay B.

OBSERVACION. — El trazado de la biseetriz CX del dngulo exterior

N\
DCB puede obtenerse uniendo S con C, pues asi resultaria el dngu-
e

" lo SCR = 1 R, luego CX | CM y como la perpendicular a la bi-

sectriz de un 4ngulo es bisectriz del angulo adyacente a él, resulta
N\
CX bisectriz del DCB.



CAPITULO 1V

TRIANGULOS SEMEJANTES

PRrOGRAMA. — Definicion. Dos tridngulos iguales som semejantes. Caracteres de

la semejamza de tridngulos. Teorema fundamental: Toda paralele a wn lado

de un tridngulo forma con los otros dos wn muevo tridngulo semejante al pri-
mero. Casos de semejanza de iriangulos. Las alturas homdlogas ‘de dos tridngu-
los semejantes son proporcionales a los lados correspondwntes Corolario. Las
medianas homélogas de dos trmngulos semejantes son proporcionales a los la-
dos correspondientes. Corolario. Las bisectrices homdlogas de dos triangulos
semejantes son proporcionales a los lados correspondientes. Corolario.

»30. Definicién de triangulos semejantes. — Se dice que un trian-

gulo ABC es semejante a otro A’B’C’, cuando los 4ngulos del pri-

mero son respectivamente iguales a los angulos del segundo y los
lados del primero son proporcionales a sus homélogos del segundo.

A A A
¥ Noraci6n. — ABC e A’B’C” expresa que el ABC es semejante
al A’B’(. El signo e reemplaza a la frase < es semeyante a>.
En simbolos:

\

Bk A A
A N
A Y=
ABO ATBICE a0 '
si SERE E &
AR G KB P ¢
A® . BC KO C

El teorema que sigue nos permite dar un ejemplo de tridngulos

semejantes.
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»31. Teorema.— Dos triangulos iguales som semejantes.
A’

: A A
Hre.) ABC=A'B'C’

] A A
Tesis) ABCea A’B’C”

W

B. A B’ X C

Demosr.) De acuerdo con la definicion de tridngulos iguales se
tiene que:
Igualdad de los angulos:

A A ' .
Por ser ABC = A'B'C’, por hipétesis, es [1] l

Il

AR g

QY ) B>

Proporcionalidad de los lados:

ey AB

AB—A'B’ luego [2] -——=1 por def. de razén
A'B'
Por ser A
B nr e o BC

A A BC=B'C’ luego [3] *BA,(”—:I por def. de razén
ABC = A'B'C' es i

o Lo Ryt 3] :
CA=C'A" luego |4] »—C—_J_J-_—_l por def. de razén

De (2], [3] ¥ [4] resulta:

LB, BE  CA
AB . BC Ok

[5] por consecuencia de cardcter transitivo.

A A
Luego por [1] y [5] se tiene: ABC «s A’B’C’ por definicion de
tridngulos semejantes. ,

39. Caracteres de la semejanza de triAngulos. — Basandose en
los caracteres de igualdad de dngulos (Mat. I, n° 17) y en la defi-
nicién de trifingulos semejantes resulta que:

CARACTER IDENTICO. — ZTodo tridngulo es semejante @ si mismo. ”

A A
En simbolos: ABC e ABC



. CARACTER RECIPROCO. — Si wn tridngulo es semejante a otvo, este
lo es al primero,

A A X A
En simbolos: Si ABC oo A’B’C’ es A’B’( a3 ABC.

. CARACTER TRANSITIVO. — 8i un tridngulo es semejante a otro y
éste @ su vez es semejante a un tercero, el primero es semejante al ;
tercero. E

En simbolos :

-

A A A A R
Si ABCes A’B’C’ y A’B'C’''ea A”B”C” es ABC oo A”B”(Q”

‘;\/33. Teorema fundamental de 1a semejanza de triangulos.— 7o- ]
da paralela a un lado de wn tridngulo forma con las rectas a que 9
pertenccen los otros dos un nuevo tridngulo semejante al primero.
A
Hre.) ABC
MN || BC
MN corta a las rectas AB y AC.

- A A ‘r(
Tesis) AMN e ABC LR PG

<DEemosrt.) 1¢* Caso. — La paralela MN corta a los lados AB y AC
en los puntos M y N respectivamente.
Igualdad de los dngulos.
TAHISEIAN
comun

A A i

AMN y ABC | A A
M = B por corresp. entre MN|[BC y sec. AB

AN

C

tienen 1]
' por corresp. entre MN || BC y see. AC
Proporcionalidad de los lados.

JAN : B
En el ABC siendo MN || BC y cortando a AB y AC en M y N
respectivamente, se tiene:

AT M e

o
=

[2]

|
I
|
|

0 por el cor. del Teor. de Thales

-
w
B>




e

T T~ 7 1

e T

SRR {0

Trazando por N la PN || AB, ella corta al lado BC en un punte
P, con lo que se tiene:

[3] — — — ———_ por el cor. del Teor. de Thales

De [2] y [3] resulta , —= = —= = —= [4] por el car. trans.

Pero MNPB es un paralelogramo por ser MN || BP. y NP || BM,
luego BP — MN. Sustituyendo en [4] BP por MN queda
AM AN MN

AB AC BC

A A
~De [1] y [5] resulta AMN o3 ABC por definicién de tridangulos

semejantes.

l\/ 02° CASO — La paralela MN corta a AB y AC en los puntos M y

D)

N exteriores a los lados AB y AC respectivamente.

A

A Considerando el AMN gse tiene,

por el caso anterior

A A

ABC e AMN

B \C A A ,
o ! luego AMN ea ABC por el carée-
N "N ter reciproco de la semejanza de
tridngulos.

13" Caso. — La paralela MN corta a las BA y CA en los puntos
M v N exteriores a los lados AB y AC respectivamente.

Tomando sobre AB el AN/ — AM
y trazando por M’ la M'N’ || BC ésta
corta a AC en N/, con lo que se ob-
tiene:

A A
ABCies AM'N’ [1] por el
1er  caso.




—_—a0
Ademas los tridngulos

VAN AM =AM por construceién
AM'N'=AMN A
M'AN'=MAN por opuestos por el vértice
por tener |-° 2N 5 T : 3
M =M por alt.int. entre M'N’ || NM y sec. MM’

A . ]
luego AM'N” oo AMN [2] por un teorema anterior (no 31).

Z\ A
De [2] y [1] resulta AMN es ABC por cardcter transitivo y reei-
proco de la semejanza de tridngulos.

" CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS.

Hemos visto que, por definicién, para que dos tridngulos sean
semejantes deben tener sus &ngulos respectivamente iguales y sus
lados homélogos proporcionales ; pero, como veremos a continuaecién,
dichas condiciones no son independientes y por lo tanto, basta
que se cumplan algunas de ellas para que se verifiquen las res-
tantes.

Las condiciones que deben eumplir los elementos de dos tridngulos
para que se pueda afirmar que ellos son semejantes, dan origen a
los lamados: Casos de semejanza de tridngulos.

¥ 34. Primer caso.— TroREMA. — Dos tridngulos son semejantes
cuando tienen dos lados respectivamente proporcionales, y el dngulo
comprendido igual. :

A A X ’
Hip) ABC y A'B'C’ ; A
‘AB s &G
A'B A'C N c
7\ /\, C
A=A M B
A A
Tesis) ABC ~» A'B'CY B

‘&f




g

7

s
DEMOST) Construyendo sobre la semirrecta AB el segmento

. AM — A’B’ y trazando por M la MN || BC, forma con AB y AC el

-

; A ey 6.
. tridngulo AMN a2 ABC [1] por el teorema fundamental
j A'B'—AM por construceion
NI BN
Ademas A=W\ .por hipétesis
sy i e
. ! B A
A'B'C’ y AMN —_ ——_——— por hipétesi
\A'C'_—AN Sorsar] BT B ot e
tienen J
b B R g
4° prop. en: ‘ AB_ AC por cor. teor. Thales
L AM AN y ser AB =AM

: A JA
luego A’B C’ —AMN y por lo tanto A’B’C’es AMN [2]
De [2] y [1] resulta, por caracter transitivo y-reeiproco de la
semejanza '
A
ABC o A’B’(Y

¥ 35. Segundo caso. — TEOREMA. — Dos tridngulos son semejantes
cuando tienen dos dngulos respectivamente iguales.

A A A >
Hr.) ABC y A’B'C 3% 2

Py A\

ALL A

/N N .

B—D . C

e L

A A 4 B

Tesis) ABC e A’B’CY B

—>
Demost.) Construyendo sobre la semirrecta AB el segmento
AM — A’B’ y trazando por M la MN || BC forma con AB y AC el

triangulo

A A
AMN a1 ABC [1] por el teorema fundamental



ABTY VI L . \

ATS' — AM por construceién
Ademas A i : ;
A A A'=A  por hipitesis
A'B'C' y AMN /N} /ﬁ o
i L8 por corresp. entre || y
e RBE=—1) por ser
l B — B’ por hipétesis

' A A A A
luego A’B’C’ —=AMN, y por lo tanto A’B’C’ s AMN [2]
De [2] y [1] resulta, por carédcter tramsitivo y reeiproco de la
semejanza,

A A
- ABC e A’'B’C’

¥ 36. Tercer caso.—TEOREMA.— Dos tridngulos son semejantes cuan-
do tienen sus lados respectivamente prozsorc'ionales.
A A e A
Hiw)" . ABC vy ABIEGH

< AB BC AC.

AT WO A

RS A
TEesis) ABC ~o A'B'C/

e

DEMOST) Construyendo sobre la semirrecta AB el segmento

AM — A’B’ y trazando por M la MN || BC forma con AB y AC
el tridngulo

A VAN s

- AMN ~ ABC [1] por teorema fundamental
Luego AB BOC AC 01‘def triang. semejant
——— =4 e = g . a . .

A TS T e Ak A

AB . .2%BG. 2'AC ; iyl

también /f— = ———= —— [2 AM = A'Bf

y N e Tx [2] por ser
B ASBE AT

|

pero e — [3] por hipdtesis

=
=
=
Q
=
Q




R PP e

I R R o b~

=45 =

Comparandd:
las 1* y 2¢ razones de [2] y [3] resulta MN — B’C’ [4]
' las 1* y 3% razones de [2] y [3] resulta AN — A’C’ [5]

por ser Unica la cuarta prm)rcion_ai a tres cantidades dadas AB,
A’B” y BC (n® 17) o AB, A’B’ y AC respectivamente.

Ademas A'B'= AM por construccion
A A =
A’B'C' y AMN tienen { B/C'= MN por [4]

A'C' =AN por [5]
A A A A
luego A’B’C’ — AMN y por lo tanto, A'B'C'ea AMN [6]

De [6] y [1] resulta, por cardeter transitivo y reciprecode la
semejanza,

A A
ABC e A’B’C’

> 37. Guarto caso.— TuoREMA. — Dos tridngulos som semejantes
cuando tiemen dos lados proporcionales y el dngulo opuesto al ma-
yor de ellos iguakes.

; A A
Hip) ABC y A'B'CY
Lehi_a Ela ! A A
B - A0
AR AT
AB > AC N 4
A'B'> A'C! M 3C
S B
C= 8
A

Tesis) ABC ~ A'B'C’

—
_ Dewmosr.) Construyendo sobre la semirrecta AB el segmento
AM — A’B’ y trazando por M la MN || BC forma eon AB y AC el
triangulo



)T s

A JAY
AMN e ABC

Ademas A'C'= AN porser
FinnN A 3 :
ABC y AMN) 1 POP- em
~tienen ~
AN

A
C'=N  porser

A A ‘
Luego A’B’C’ — AMN por el 4° caso de igualdad de triingulos.

A A :
Por lo tanto, A’B’C’ e AMN [2] por un teorema anterior (n? 31).
Luego, de [2] y [1] resulta, per cardcter transitivo y reciproco

de la semejanza,

i

\/38 Propiedad de las alturas homdlogas de los trisngulos seme-
jantes. — TEOREMA. — Las alturas homélogas de dos triangulos se- i
mejantes son proporcionales a los lados correspondientes.

L A
Hip.) ABC ~ A'B'C’
hq y hg alt. corresp. a a y a'

ha a

hy a

TESIS)

i

Dewmosr.) Considerando los triéngulos rectangulos

A
A A M
AMC y A'M'C' que tienen

TR LD L A ;
C = C" porser ABC~uA'B'C' por hip.

resulta AMC e~ A'M'C’ por/ el 20 caso semejanza de tridAngulos

)

[1] por el teorema fundamental

A'B'=AM por construceion

=5+ 0oF hipofesis
A

A
=M

A
ABC 0 A’B’C

A 2
%
// /1". B’
B4 M &
por rectos

I

AC por cor. teor. Thales
AN y AM — A'B’

A
C por. corresp. entre |
o P
&) por hipotesis
P :

~ B

A



LSl geatt

h L v £y ‘
luego h“, e por defin. de tridngulos semejantes
a
a b ¢ < A lAI r
Yy como P et p el L W ABC ~ A'B'C
t Pieulbaly ¥ 0 -
se tiene P
s ¢ a hy, b hc [
o¢ j s = ' = e
nilogamente se demuestra que =0 g o
CorovLARIO. — Las alturas homdlogas de dos tridngulos semejantes
son propoicionales.
A VAN h hy, h
- En simbolos: Si ABC ~ A'B'C" es LR
ha’ hb' }lc'

5 39. Propiedad de las medianas homélogas de dos triangulos se-
mejantes. — TEOREMA. — Las medianas homdologas de dos tridngulos
semejantes son proporcionales a los lados. correspondientes.

& A
Hrp.) ABC ~ A'B'C’
mg y mq medianas correspon- b
dientes a @ y a'. | mg
a M
TESIS) oo AT — B Pyl
Mg a

DemosT.) Considerando los tridngulos

b a ; A JAN
3 = g Por ser ABC ~ A'BIC' y
Ao kb, :
AMC y AM'C| & = wo P CRACR
s a 2 C A
== o == —aee— POIPIOR, ANt
~ que tienen ¢ %- Y
AN A A
C=0C" porser ang. hom. en ABC~ A’B'C’




AR ] (D) . - 0 AUty 3 . 1 0 Ly U
ﬂ?‘ﬁ”}’n"'?vr o i =¥ v o £l il
{ A TR T e ,

v

LT
A )
resulta AMC ~ A'B'C’ por 2¢ caso semejanza de triangulos
, Mayaid
luego L T
a b c A ,A, s
y como e == LN O s eTHATE Ol ALB(
a b c . ¢
. mﬂ a
se tiene = —.
= Maq’ a
Angl demuestr — e
\n ogamente se demuestra que e e Y
CororaRIO. — Las medianas homdlogas de dos tridngulos semejan-
tes son proporcionales. '
‘ TA A m m m
En simbolos: Si ABC ~ A'B'C’ es I ll o S AR L
Mg’ mp* mc’

« 40. Propiedad de las bisectrices homglogas de dos triangulos se-
mejantes.— TEOREMA. — Las bisectrices homdlogas de dos tridngu-
los semejantes son proporcionales a los lados correspondientes.

A A
Hir.) ABC.~ A'B'C’
ba y bar bisectrices co-
rrespondiente a a y a'-

b
TEsIS) b_:- =] ai,

Demost.) Considerando los triangulos

7N R A A
C=C" por ser homdélogos en ABC ~ A'B'C’

A AN i&\—@ or 4angs. homdlogos °
AMC y A'MC eRl bl i &

A IO
N N 8
que tienen MAC=M'A'C’ porser) ! ABC ~ A'B'C’

) <

N\ A AN
y MAC==y M’A'C’:‘-%—




e

R I N N R M & e

e | — 49 —

resulta AMC ~ A'M'C’ por 20 caso semejanza de tridangulos
i 7 R |
luego YAy
a by : :
y €omo e i R por def. de tridingulos semejantes
by i
es Ddr Ty
! : B b be c
Analogamente se demgestla gRet s e W e e
CoRrOLARIO. — Las bisectrices homdlogas de dos tridngulos seme-

jantes son proporcionales.

A A b b, D
Bn simbelos: Si  ABC ~ A'B'C' es = 2 — 0
bar by ber
Aplicaciones. — Como una aplicacién dé las propiedades anteriores, de-

mostraremos que: :
Si varias rectas concurrentes son cortadas por dos paralelas, los segmentos co-

rrespondienies delerminados en éstas son proporcionales.

P
Hre.)) a, b, ¢, d concurren en P //\\\ i
mifn / |
A —

B
B BC C E

A D G S8

— = — = ete. A7

AI 7 BICI CIDI ‘1 b

A A
Demost.) El PAB ~ PA’B" porser m|| n osea AB || A'B’

|
|

P
- [

o)

o)
e
|5

luego =

r
=
=
=
e
e



f_ﬂ‘-,.m‘"" o~

A A .
Andlogamente el PBC ~ PB'C' porser m | n o sea BC || B'C

g
4
_—rr ot . .
PB C PC !
luego _ = — = — i2] : 1
P-B’ B'C’ P - :
2
A A _ ; v
y el PCD ~ PC'D' porser m|ln osea CD || ¢'D’ AL
bt
= iy i
PC CD A '
luego » b — e W -
025 0L CD! }
. I
De [1], [2] ¥ [3] resulta: = B
AB BC CD o

—— = T —— =i——— " [4]. épor car, ‘transitive .

AIBI BICI CIDI

]

Corolario. — Si AB = BC = CD como las razones [4] son iguales +
tienen sus antecedentes iguales también los serdn los consecuentes

0 sea JABE =BG Y lo que se expresa:

St varias rectas concurrentes al -ser cortadas por dos paralelas, determinan sobre i

una de las paralelas segmentos iguales, lambién son iguales los determinados sobre
la segunda




CAPITULO V

RELACIONFS METRICAS ENTRE LOS LADOS DEL TRIANGULO A

PROGRAMA. — Proyeccion de un punto‘ sobre un eje. Proyeccion de un segmento.
Relaciones que se werifican en wn tridngulo rectdngulo cuando se traza em
él la altura correspondiente a la hipotenusa. Cuadrado de wun segmento. De-
mostracion del teorema de Pitagoras. Corolarios. Cuadrado del iado opuesto a

Fun dngulo agudo o a un dngulo obtuso en un tridngulo. Consiruccion del seg-

mento medio proporcional entre dos segmentos dados.
' o
</ 42. Proyeccion de un punto sobre un eje. — DEFINICION. — Se
llama proyeccion de un puntosobre una recta, llamada eje de proyeccion, al
s ' pie de la perpendicular trazada por el punto

}? a la recta.

-
EsempLo: P' es la proyeccién de P sobre a.
4 Nora.—Si un punto A pertenece al eje, su
P: A’

proyeccién sobre él, es el mismo punto A.

\/ 43 Proyeccién de un segmento. — DEFINICION. — Se llama proyec-
cion de un segmento sobre un eje, al segmento determinado por las
proyecciones de sus extremos sobre dicho eje.

EsempLos: A’'B’esla proyececién A B sobre @

CG'Dl 5w » D » »

M'N' » » » MN » »

Q
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D
i
i M N
H :
Y ; ]
el [ |
A S DIE=F? 2 M N’

Nora. — Si un segmento EF es perpendicular al eje, su pro- -
yeceién sobre el mismo es el pie E’ — F” de la recta a que pertenece
dicho segmento sobre el eje.

OBSERVACION. — En los ejemplos anteriores puede verse que la
proyeccién de un segmento sobre un eje es menor que dicho segmen- -
to, enando éste es oblicuo al eje, es nula cuando es perpendicular y
es ignal cuando es paralelo al mismo eje.

TR T N W SR L —

g

,,/44. Relaciones que se verifican en un tridngulo rectangulo :
cuando se traza en é1 1a altura correspondiente a la hipotenusa. ]
—TEOREMA.—8 en un tridngulo rectdngulo se traza la altura COrrespon-
diente a la hipotenusa, se verifica que: I) Cada cateto es medio pro- ,
porcional entre la hipotenusa y la proyeccién de dicho cateto sobre :
ella. 1T) La altura es media proporcional entre los segmentos que de- :
termina sobre la hipotenusa. I1I11) La altura es cuarta proporcional‘ ' J
a la hipotenusa y los catetos. :

4 I) Cada cateto es medio proporcional entre la hipotenusa y la pro-
yeccion de dicho cateto sobre ella.

A
Hie.) BAC rectingulo

AH | aen H
¢’ proy. de ¢ sobre a
b s » b » 4
a b a (i
W U sl et




B - i = i e S o

LS e
Demost.) Considerando los tridngulos rectangulos

P

Bt e
=.C Jomtn
A A
BAC y AHC que tienen
o T
A = 1« por rectos

resulta BAC @ AHC por el 20 caso de si1.ejanza de triangulos.

AN /N !
luego B=HAC » def. de wiangulos seme)antes

por la misma razén

'a A
0 (hip®iel BAC) b (cat. op. B en BAC)

A
b (hip. del AHC) b’ (cat. op. HAC en AHC)
; s

: @ . b
el b b

Anélogamente de los tridngulos BAC y BHA se obtiene

~/1I) La altura es media proporcional entre los segmentos que de-
terming sobre la hipotenusa.

A
Hip.) BAC rectangulo;

hg L. BC en H
b h
TESIS) 77— = (A,a
a 7

DEeMosT.) Considerando los tridngulos recté,ngulds
A l [
CHA 7 AHB CHA = AHB por rectos

AN
fintihsoon l = BAH por ser ambos iguales-a-90° -—B
i th’_, S ‘\ oAz L




resulta CHA ~ AHB por el 20 caso de semejanza de triangulos

2 75 /N .
lueet H A G == 2B por definicion de triangulos seinejantes.
- Lol et
y b’ (cat. op. HAC en CHA) . hg(cat.op. C en CHA)
A\

‘ AN ZXUT A
hq (cat. op. B en AHB) ¢’ (cat. op. BAH en AHB)

por la misma razén, o sea
e :

J

VAN
Hip.) BAC rectangulo
hge l a en H..

TESIS) % = h—c
‘a

-

v ( AA
A A ; U= G~ comiin'
BACy AHC que tienen f C e
A=H por rectos.
resulta BAC ~ AHC por 20 caso de semejanza de tridangulos

A A\ A i
a (hip. del BAC) = ¢ (cat. op. C en BAC) por def. tridng.

luego 238
b A , A a seme;j.
b (hip. del AHOC) hg(cat. op.C en AHQC)
R
0 sea 7 'b— — T
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45. Cuadrado de un segmento. — DErFINICION. — Se llama cua-
drado de wn segmento, al produecto de dicho segmento por si mismo.

En simbolos: (seg. a)f = seq. a X seg. a.

CoNSECUENCIA. — De acuerdo con la definicién anterior y la de
producto de segmentos resalta:

(seg. @) = seg. a X seg. a = sup. rect. (a, @) = sup. cuad. (@)

es decir: El cuadrado de un segmento es igual a la supeificie de un
cuadrado que tiene por lado al segmento dado.

¥ 46. Teorema de Pitagoras. — El cuadrado de la hipotenusa de un
tridngulo rectingulo es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos.

A
Hir.) BAC rec: en A.

Tesis) a® = b* 4 ¢

Demost.) Trazando la altura h, correspondiente a la hipotenusa,
y llamando b’ y ¢’ a las proyecciones de los catetos b y ¢, respectiva-
mente, sobre la misma, se tiene, por la el parte del teorema
anterior,

|-+

— de donde a@.b' = b* por una propiedad ant. (n° 12)

(ol

o

QIQ e|a
l
>

Y. a.¢ =c* » » » » (11‘O 12)

(o]

Sumando m.a m. queda ab’ 4~ ac’ =0b* - ¢* por prop. unif. de la suma
Sacando a factor comin a (b’ 4 ¢') = b* - ¢?
pero b' + ¢'=a luego a Xa="b* + c*

0 bhien a® =Db?* 4 ¢® por def.de cuad. deunseg.
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~/47. Raiz cuadrada.— DErFINICION — Se llama raéz cuadrada de
una cantidad, a otra cantldad que elevada al cuadrado sea igual a
la dada.

En simbolos: VA=X s Xp=A

EJEMPLOS: \/ 9 =3 porque’: 3% ="19
TR 5\ 25
s e (2]

\/ sup. cuad. (@) = seg.a pues (seg.a)*=seg.a X seg. a = sup. cuad, (@)

De la definicion anterior se deduce el siguiente corolario:

CoroLArI0. — Una cantidad mo altera, si se la eleva al cuadrado y
al resultado se le extrae la raiz cuadrada, o si se le extrae la raiz
cuadrada y se eleva al cuadrado.

En simbolos: J ASR=EN AR (q/ A )2=
En la misma forma que se hizo en Aritmética al estudiar la radi-
cacién de ntimeros naturales (Matematica curso I) se puede demos-

trar que la extraceion de raices cuadradas de cantidades, goza de
las siguientes propiedades:

PROPIEDAD UNTFORME.— 84 se extraen las raices cuadradas de am-
bos miembros de una igualdad entre cantidades, se obtiene otra
igualdad.

En simbolos: Si A =B es JA: \/ B

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA. — La radicaciom es distributiva con res-
pecto a la multiplicacion y a la division.

En simbolos: /A B — VA . /B ; ‘l/’/1—= T




BRIy

\\
/ 48. Corolarios del Teorema de Pitagoras.— CoroLARIO .— En todo

tridngulo rectangulo el cuadrado de un cateto es igual al cuadrado
de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto (figura anterior).

En simbolos: En BAC rectidngulo, es b —a®>—¢* y c? = a>—b?
En efecto: ;

Siendo a* ="b*+c¢* por el Teor. de Pitadgoras
- resulta g? — ¢* = b* al pasar ¢* al primer miembro
y b®=0®>—c¢* por cardc. reciproco de la igualdad.

Por las mismas razones se tiene:
¢ =ag®>—b?

. "Corovario I1. — La hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual
@ la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos (fign-
ra anterior).

En simbolos: En B%C rectangulo es ey \/ m
En efecto:
Siendo at = b | ¢ por el Teor. de Pitagoras
es ‘ x/?z‘*’ =~/b_”:——c_2— » prop. unif. radicacion
0 sea (= \/}7;74_—7:27- simplificando v~ con cuadrado.

" Coronario III. — Un cateto de un tridngulo reétdngulo es igual a
la raiz cuadrada de la diferencia entre el cuadrado de la hipotenusa
y el cuadrado del otro cateto.

' VAN e e
En simbolos: En BAC rectangulo es b= J at g8 iy gle= \/a" — b
En efecto:

Siendo b* = a@* —c¢* y ¢ = a® — b por el cor. anterior

es ;,/b—g = \/az— ey \,/c_2 = g/;i" — b  » prop. unif. radicac.

luego-—t b= ¢/u” —c y Cli== /a’— b*  » cor. def. raiz cuad.

-
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W 49. Teorema.— El cuadrado del lado opuesto a un cingulo agudo
de un tridngulo cualquiera, es igual a la suma de los cuadrados de

los otros dos lados, menos el duplo de uno de ellos por la proyeccion
del otro sobre éste.

A
Hip.) ABC
N
B agudo.
AH LB G
U’ proyec. de b sobre a
C' b» o L » a

TrsIS) B2 = a® + ¢ — 2 a¢’ L

s A }
Dumost.) En el tridngulo rectingulo AHC se tiene:

b2 — b’z AT? [1] por teorema de Pitag.
pero b —a—c’
luego b*="(a—¢’)? vy aplicando la definicién de cuadrade

=(a—c)(a—c) =a*+c?—2ac

: A
Ademés, en el trifingulo rectdngulo AHB se tiene
. AH? —¢?—¢? [3] por cor. Teor. Pitag.

luego reeinplazando én [1], AH? y b por sus iguales de [2] y [3]

reéulta b*=a*+c¢?—2ac¢ + ¢*—c¢’? y simplificando queda
I)"-=c12‘—-2(ztz’—}-c2 :
o bien . b*=a%+ 2—2qc’

- 50. Teorema.— En todo tridngulo obtusingulo, el cuadrado del
lado opuesto al dngulo obtuso es igual a la suma de los euadrados de
los otros dos lados, mds el duplo de uno de ellos por la proyeccién
del otro sobre éste.

»
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AN
A Hire. ABC
APt
B obtuso
AH | BC

¢' proyeccion de ¢ sobre a.
; Bitnng SRSl Y
Ht-— ¢+ & Trsis) b —='a® +.¢* | 2 ac'.

‘DEMOST.) En el tridngulo rectangulo AHC se tiene:

b’

b?=—"bt? —|—-AT£[2 [1] por el Teorema de Pitagoras =

pero bV=a+tc
luego b2 = (a4 ¢’)2=(a+¢) (a+c) por defin. de cuadrado
—a*+42ac’ +c¢* [2] por cuadrado de suma

‘Ademés, en el tridngulo rectangulo AHB se tiene:
AH?—c¢?>—¢? [3] por un cor. del Teorema de Pitdgoras
Iuego, reemplazando en [1] Kﬁ y b’? por sus iguales de [2] y [3]
resulta b?*=a*+2ac’ +¢* 4+ c*— e’
simplificando queda:
b2 =a®+ 2ac’ + ¢

. 0 sea b*=a*+ 4+ 2ac

./ 51. Construccién de la media proporcional.— ProsLEMA. — Cons-
truir un segmenmto que sea medio proporcional entre dos segmen-
tos dados.

DaTos CONSTRUCCION
m gy
n
\\
hY
\\
. \
INCOGNITAS \
\
fou !
m & R -
seg.x tal que — = — B
x n o
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SoLUCI6N. — Primer procedimiento: Sobre una semirrecta cnal-
—_—>
quiera 'BX se construyen, a partlr de B, los segmentos BC — m y

BH — 2 (sim > n). Se traza HX’ ! BC en H, y con el segmento

BC como didmetro la sem1c1rcunferenc1a BMC en el semiplano res-
pecto de BC que contiene a HX’ Llamando A al punto en que la

—
semicircunferencia corta a la perpendicular HX’, decimos que el
segmento BA — z es el medio proporcional buseado.

A
En efecto: Uniendo A con C se obtiene el angulo BAC=1R
por ser inseripto en una semicircunferencia.

A
Luego en el tridngulo rectdngulo BAC se tiene
BA
BH
hy
7

por la 1.2 parte de un teor. ant. (n.o 44)

-1z £

0 sea

—>
Segundo procedimiento. — Sobre una _semirecta cualquiera BX
se construyen los segmentos consecutivos BH — m y HC = n..
SN

Se traza la HX’ | BC en H, y con el segmento BC como didmetro
la semiecircunferencia BMC en el semiplano respzeto de BC que

X! contiene a la perpendicu-
s —
e L) -'a lar HX’. Llamando A al
M- e punto en que la semicir-
(4 @t % .
B TR cunferencia corta a la
7 M ; e =TS
Y X SR perpendicular” HX’, de-

i, ok cimos que el segmento

il o Dis. g AH — 2 es el medio pro-
- AL m_—%& o poreional buseado.

/\
En efecto: Uniendo A con B y C se obtiene el BAC —1R por
ser inscripto en una semicircunferencia.
Luego en el tridngulo rectdngulo BAC se tiene:

BH AH
_—— por un teorema anterior n° 44 (parte II)
AH HC
) m-.x
Dined o




R T

MMMHMW&*J&”:MWWH Mi.ua.u:umm" ]

(0 D 4014p)x9 $9 J opund 17 :0SVO MEWIEg — ("Isoma(

9 PIUBISUOD =" =,0 I XDd
5 AIXEd =YXV (158

0 & o ue 0y v w00 0d
g £ g ue (0 w100 g4
v £ v ws ©)y e 81100 YV
soquroes D £ g4 ‘Vd

(0) op ouerd 1e sdeualrad g
(0 (‘g

29UDISU0D 2 DAOULD JUNIAL
D) WO 2JUDIFS DPDI 2P UGID0ISLIUL P S0] fi oqund 0yorp Jod SOPDU
-WULLD)P SOJUAULBRS S07 aP 03oNPoId 12 ‘DWSIUL D] D SO)UDIIS UDZDL) 05
D1OUBIL Junos0 DUN op oupid 9P Ojund un 10d 1§ —eWII0d T, "9G }

UOEDL DWDITI i DIPIW UD 0QULWHIS U 9P UQISWN( "0WDL [op i 043120
1D DIOUDISIP NS IP UOWUNJ UD DIOUILL JUN0MD DUN D 0309dSIL 09 0pund uN 9P
vwusiod D) 9P LOIDA ‘0110400 *° "puciorodosd 0wpous s3 Mousbuvy ap jo A
oqund 92 108 OPPWWIIIAP 0UIWLBIS o DWSIWL D) D 2JUD22s pun fi 23uaHUDY
DU UDIDLY 98 DU JUNOLD DUN D 0WAIED ojund un Lod 1S ‘mwus30d V] 2P
oub1s 0 23U [24 UQWUIAUC) “DIDUDLY[UNIO DUN D 0302dS9.4 w0d opund un ap
vousjod op ugwWLET *(S0SDO SOPUUSI) T CuQwIIswpuy dp $0) K opund
oyorp Lod SOPDUULIIIPP SOJULUWHIS SO PP 0)oNPOLL )2 ‘DS D] D SIJUDI
-98 uzDI) 28 DIOuLL UMY wun 2p ounld )ap Ojund un Lod 1Y — VILVEDOU(

VIONTYTANNDUID VNA V STINADNVL A
STINVOIAS Ad SOINAWODIS TAINA SVOIMLEW SANOIDVIZU

IA OTOLIAVD




ST S

Uniendo A eon B’ y B con A’, resultan los tridngulos:

[ AN
A A P=7P comin
PAB' y PBA’ que tienen % e

. B'= A’ por inseriptos en AA'B
A

luego PAB"~ PBA’ por el 20 caso de seinejanza de triing

AN N\
por lo tanto PAB'—=PBA' 'y

i A A
PA(lado op. @ B', en PAB) PB'(_Ig{o op. PAB' en PAB’)

A L A A
PB\lado op. A en PBA’ PA'\lado op. PBA’ en PBA'

s PA PB
0 sea : _— =
PB PA’

luego PA X PA'=TPB X PB' [i] por teor. anter. (no 15)

Como en la misma forma se puede demostrar que

PB x PB=P0 X PC [2]

resulta de [1] y [2] PA X PA'—=PB X PB' =P

Q
Q

X SEGUNDO ©ASO:
El punto P es interior a Cig.

Uniendo A con B’ y A’ con B re-
gultan los triangulos:

A\ 7N
APB’' = A’PB por opuestos por vértice
que ftienen
AL ! : LA
L ) por inseriptos en. A’BB’



luego

Ay aalle

7N
PAB e PBA’

/N AN

Br — AI

por el 20 caso de semejanza de triang.

por def. tridngulos semejantes

e N A el A A
PA\lado op. B’ en PAB')  PB'\lado op. A en PAB)
AN
B

5 A A
PB\lado op. A" en PBA’) "

por la misma razon, o sea

uego

o
|l =]

PA’ (lado op.

PB

Z|

A
en. PBA'

[1] PAXPA = PB X PB' porun teor.ant.(n° 15)

Como en la misma forma se puede demostrar que

resulta de [1] y [2]:

5|
los]
o)

bagilsy

PACRAY

3l
Q

&

X

X

'ﬁ
Q

(2]

FasiBil S Pl

=
oo}

ATErcER cAsO: El ‘punto P pertenece a C .
En tal caso las secantes PA, PB y PC tienen los puntos A’, B’ y
C’ eoincidentes con el P y por lo tanto resulta:

PAL=—
Luego, como
- !
resulta

Bl

=

= "PiEH—"()
P_-':P_xO
PB’ — PBx0
PC — PCx0
PAXPA’' —PBx
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5/ 57. Potencia de un punto con respecto a una circunferencia. —
DeriNicI6N. — Dada una circunferencia y un punto de su plano, se
llama potencia del punto con respecto a la circunferencia al 'produc~
to de los segmentos de secantes trazadas por dicho punto, y compren-
didos entre el mismo y los puntos de interseecién de cada secante

con la cirecunferencia.
Noraci6N. — Pot. P(o) significa po-

tencia del punto P con respecto a la
cirecunferencia de centro O.

EiempLo. —

Pot. Pioy = PM. X PM!

58. Convencién referente al signo de la potencia.— Teniendo en
cuenta -que cuando un punto es exterior a una circunferencia, los
segmentos determinados por dicho punto con los de interseccién de
cada secante con la circunferencia, tienen el mismo sentido (n°® 24),
y que en cambio dichos segmentos tienen semtidos contrarios cuando
el punto es interior a la circunferencia, se ha convenido, por analo-
gia eon la regla de los signos del producto de dos niimeros enteros,
en atribuir signo al produeto de dichos segmentos de acuerdo con la
siguiente :

CoNVENCION. — Se dice que la potencia de un punto con respecto
a una circunferencia es positiva o megaliva, segun que los segmen-
tos determinados por dicho punto con los de interseccion de cada una
de las secantes, trazadas por dicho punto, con la circunferencia ten-
gan el mismo sentido o sentido contrario respectivamente.

EJEmPLO. —
Pot P = + (PA X PA?)
Pot Ry =+ (RM X RM')

Fot S =— (SN X SN’

e

B P T | T -
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OBSERVACION. — La potencia de un pumto com respecto a una cir-
cunferencia es positiva o negativa segin que el punto sea exierior o

. amterior @ dicha circunferencia, respectivamente.

\

ot

(59. Teorema. — Si por un punto exterior a una circunferencia se
trazam una tangente y una secante a la misma, el segmento determi-
nado por el punto y el de tangencia es medio proporcional entre los
segmentos determinados por el punto y cada uno de los de intersec-

. eion de la secante con la circunferencia.

Hip.) P exterior a Cro
PT tangente

see. PA corta a Cioy en A y A’

D D
Trs1s) P_A = 4k
PT PA'

Demosr.) Uniendo T con A y A' resultan:

HNC AN
- Pi="P

comuin
PAT y PTA’, que tienen | PTA=PA'T por seminscripto e ins-

cripto en AA'T, respectivamente

A A ,

luego PAT e~ PTA’ por 2° caso semejanza de triangul.
/\.

por lo tanto PAT =PTA' por def. de tridngulos semejantes

y por la misma razén

LS AL les T
PA (lado op. PTA en PAT)

A A
T (lado op. PAT en PAT)

Loy A A L A A
PT (lado op. PA'T en PTA") PA’ (lado op. PTA’ en PTA’)

PA _ PT
il PT DA’
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60. Corolario. — La potencia de un punto exterior a una circun-
ferencia es igual al cuadrado del segmento determinado por él punto
v el de contacto de la tangente a la circunferencia trazada por aquél.

_2
En simbolos : Pot Py =PT (figura anterior).
PA P : ;
En efecto: Siendo — = ik por el teorema anterior
i PA’
es . PAXPA=PT X PT por un teorema anter. (n° 47)
0 sea PAXPA' =PT" por def. cuadrado de un segm.

Pero como  PA X PA’ = Pot. Poy  por definicion de potencia

resulta Pot. de Pioy—=PT" por consecuencia del caric-
ter transitivo de la igualdad.

61. Valor de la potencia de un punto con respecto a una circun-
ferencia en funcién de su distancia al centro y del radio. — Tro-
REMA. — La potencia de un punto con respecto a una eircunferencio
es igual a la diferencia entre el cuadrado de su distancia al cenlro
y el cuadrado del radio de dicha circunferencia.

Hie.) P punto del plano de Cioyn

e PO=d i
M M’
TEs1S) Pot. de Pioy = d? — »?

DEemosT.) PRIMER cASO: P es exterior a Co y 1),

S

Trazando por P la PO, ésta corta a la circunferencia en dos pun-
tos M y M' (Mat. 1, no 63) siendo M interior al PO y M’ exterior
al mismo segmente.

Por otra parte " Pot. P o, — PM x PM" por definicién de pot.
y eomo PM — PO — OM por def. difer. de seg.
y PM’ — PO -+ OM’ por def. de suma de seg.
se tiene Pot. Pioy =(PO— OM) X (PO + OM’) [1]




S

-+ 67 4
Pero eomo PO—=d ¥ OM — OM’ —»  sustituyendo en

[1] resulta Pot. de .Poy=(d—r)(d+r)

‘

y como (d—r)(d +r)=d?*—r* por producto de una suma
« por una diferencia
se tiene Pot. Pioy=d*—1r? por caracter transitivo de
la igualdad.
M

SEGUNDO cAs0: P es interior a Co y r).

Trazando la recta que pasa por P y O
ella corta a la circunferencia en dos pun-
tos M y M (Mat. I, n° 63), siendo

exteriores a PO. M

Por otra parte  Pot. P :——(—_MXP_M’) [1] por def. de poten.
y como PM—=0OM — OP por def. de difer. de seg.
y PM' = MO+ OP por def. de suma de seg.
se tiene PM X PM’' = (OM — OP) X (M0 4 OP)

Pero como PO=d y OM=O0OM =7r sustituyen. en [1]
resulta Pot. Pgy=—(r—4a)(r +d)
y como (r—d)(r+d)=1r*—d* por producto de una
suma por una diferencia
se tiene Pot. Pgy=—(r*—d?)

OBsErvACION. — Como con los productos de segmentos se puede

operar en la misma forma que con los nimeros enteros, resulta que
d2—rt—=—(r2—d?) s d® <'r?

y por lo tanto: Pot. Py = d* —r*
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Lo que nos dice que la expresion que da el valor de la potencia
de un punto interior a una circunferencia es la misma que la que da
dicho valor cuando el punto es exterior.

P TERCER cASO: P pertenece a'Clo y »),
En tal caso es [1] Pot: de Foy=— 0 por
un teorema ant. (n° 56), y como d=—r por
pertenecer P a Cpoy » es d =" e

por-lortanto; L d? L2 =0 [2]

Luego de [1] y [2] resulta Pot. Poy=d? —r? pox consecuencia
del cardcter transitivo.

62. Division de un segmento en media y extrema razén. — Dg-
FINICION. — Se dice que un punto divide a un segmento en media Y
extrema razdn, cuando uno de los segmentos determinados por dicho
punto con los extremos del dado, ‘es medio proporcional entre el
segmento total y el restante.

EsempLo. — El punto X divide al AB en media y extrema razén
si AX es. tal que

o
| s/l

i
F t 1

A B B AX

OBSERVACION. — Siendo X interior a AB es AB>AX por defini-
cion de segmento mayor que otro,

AB AB AX AX
Luego —=>1 y como —=—= resulta — >1
X AX XB XB
y por lo tanto AX > X B lo que nos dice que:

Al dividir un segmenco en media y extrema razén, el segmento que
es medio proporcional entre el dado y el otro, es mayor que este otro
segmento.

-

2 hr s
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\ 63. Problema. — Dividir un segmento en media y exirema razom.

N
DaTos INCOGNITAS PP g by S
/ ‘l P
s / ¥
/oy Punto X de AB tal ,/ Ko /’\
Segmento AB i 5 T i %
w AB_AX g ,‘
e D T Y 2 /
: AX X IYI,\'\\\’ | o
) S \\\ \\;i - ’
A X B

SonucioN. — En el extremo B del segmento AB dado se traza la

ENE =— AB '
BN | AB, y se construye sobre ella el BO= Lol Se traza la

4

=l
circunferencia C(O y AB ), y la semirrecta AO la cual corta a
2

la misma en los pﬁntos M _v_P Con centro A y radio AM se traza la
C(a y ) que corta al AB en el punto X el cual divide al seg-
mento en media y extrema razén. i

I

2|z

En efecto: Siendo por un teor. anterior (n° 59)

<= |

AP — AB —AM
resulta [1] ——A-r — —mI&:M— por prop. propore. (n° 12 ﬂ

M — AX por construceién

\
|

Pero. AP— A

ol
I
el
|
=
)
I
b

9
I

s
&

AB—A

o
|
2
I

y por igual razon.

v

Luego sustituyendo en [1] resulta:

”

Bl b4
N” w|

o sea el punto

=il
silte)
I
|

y también

s
&

X divide a AB en media y extrema razoén.

g
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CAPITULO VII ki

POLIGONOS SEMEJANTES

PROGRAMA. — Definicion. Caracteres de la semejanza de poligonos. Forma. Con-
vencion referente a la ordenacion de los vértices consecutivos de un pol(gono.
Teorema fundamental. Si por dos vértices homdlogos de dos poligonos seme-
Jantes se trazan en cada uno de éstos todas las diagonales posibles, ete. Razén
de los perimetros de dos poligomos semejantes. Problemas relativos a la cons- Wit
truccion de poligonos semejantes. :

65. Definicion de poligonos semejantes. — Se dice que un poligo-
no es semejante a otro, cuando los angulos del primero son respectiva- :
mente iguales a los dngulos del segundo y los lados del primero pro- .-
porcionales a sus homélogos del segundo.

EJEMPLO:_
B : f&\ = /K'
c! B=T7 |
A e
c i ]
si AB " BO e e
LM
MN'
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66. Caracteres de la semejanza de poligonos. — Siendo la defini-
¢ion deé poligono semejante a otro la misma que la de tridngulo
semejante a otro, los caracteres de la semejanza de tridngulos se-
guirin siendo validos para la semejanza de los primeros, pues sus
demostraciones podrian aplicarse sin modificacién alguna. Es decir,

tendriamos :

CarkorEr mENTICO. — Todo poligono es semejante a si mismo.

En simbolos: ABC .. M~ ABC... M

CarkcTER RECTPROCO. — Si wn poligomo es semejante a otro, éste lo
es al primero.
Si ABC...M ~A’B’CY...M’ es A’B'C’...M ~ABC... M.

CARAOTER TRANSITIVO. — Si un poligono es semejante a otro y éste
@ su vez es semejante a un tercero, el primero es semejante al tercero.

8 ABC..MesA’B'C/..M y ABC...MweaA”B”C”.. M”
es ABC:, .. Moo A¥BYC LMY

66. Forma.— Clomo la semejanza de poligonos es una relacién que
cumple los caracteres idéntico, reciproco y transitivo, resulta que
los-poligonos semejantes tienen algo igual que es lo que llamaremos
forma de los poligonos y que definiremos asi:

DerFmNIcION. — Se llama forma de un poligono a lo que tiene igual
dicho poligono con todos los que le son semejantes.

67. Convencion referente a la ordenaciéon de los vértices conse-
cutivos de un poligono. — CoNVENCION. — Ordenados los vértices
3017 consecutivos de un poligono a partir de
uno de ellos, convendremos en llamar
primer lado al que une los vértices I y
11, segundo lado al que une los vértices
11 y III, ete.; primera diagonal a la que
une los vértices Iy III, segunda dia-
gonal a la que une los vértices I y
[V, ete. '




68. Teorema fundamgntal de la semejanza de poligonos. — S
86 ordenan los vértices consecutivos de un poligono a partir de wno
de ellos y por un punto del primer lado se trazq lg paralela al segun-
. Ao hasta cortar g lg primera diagonal, por este punto la paralelg al
tercer lado hasta cortar ¢ lg sequnda diagonal vy asi sueestwamente
hasta cortar al Wltimo lado, el poligono que asi se forma es semegjan-
te al dado.

Hir.) ABCDE
B’ punto de AB
BFCIBC, ¢ » » &G
ODANED 5B s . KD
DR, o 0 5

Trsis) A'B'C'D'E’ ~ ABCDE

Demosr.) Igualdad.de los dmgulos.

CAS ST
Siendo A=A por cardc. identico
il A ;
Bi=R por correspondientes entre ||
AN A ; s
Como  B'C'A —BCA Por correspondiente entre ||
N\ G
y ACIE== A (T por la misma razén

LI R SR A A
es BCA+AC'D'=BCA4+ACD 0 sea C'=(C
N N\
Como C'D'A = (DA Por correspondiente entre ||

A 7R :
y AD'E' = ADE por la misma razén =

; R
A\ \

AN AGS : A
es O'D'ALAD'E = CDALADE o sen

dientes entre paralelas,



e che
Proporcionalidad de los lados.

' A VSN g '
Siendo en el ABC, B’C'||BC; en el ACD, C'D’||CD y en el

ADE, D'E' || DE por hipétesis, resultan, por el teorema fundamental-
(no 33) de la semejanza de tridngulos:

A A AB' B r or definicién
AB'C' s ABC luego ——— _C_l = Aﬁ [1] p‘ :
AB BC AC tridang. semej.
A A ' 5D AD or definicién

AC D' es ACD luego L3S Al [2] p.
4 AC CD AD tridng. seme;j.
A A AD' DE AR or definicién

y AD'E'es ADE luego ~ F e L [3] p.
s AD DE AE triang. semej.

De [1], [2] y [8] resulta, por el caricter transitivo de la igual-
dad que:

|
|
|
|
|

AR pper KO GD e ADR |, DR R
AB BC AC CD AD DE AE
: AR o O LoD DE . -AE
yenparticllal § —— it == o
A C C DE AE

Luego por tener sus éngulos respectivamente iguales y sus lados
homélogos proporcionales, resulta:

AB’C’'D’E’ « ABCDE  por def. polig. semej.

69. Teorema.— Si por dos vértices homdlogos de dos  poligonos
semejantes se trazan en cada uno de éstos todas las diagonales posi-
bles, ambos poligonos quedan descompuestos en igual nimero de
triangulos ordenadamente semejantes.



Hip.)

R r‘ ! C

ABCDE e~ A’B'C'D'E />
A’ homologo de A,

el 7 B
‘" ACy AD diag. hom.

a A’C' y A'D' resp. A

A A A A A A
Tgsis) ABCeoA'B'C' ; ACD~A'C'D" ; ADEeaA'D'E
Demost.) Llamando 1 y 1/, 4 y 4/, Ty 7 a los &ngulos en que que-
PATEIEIN
dan divididos A y A’ respectivamente por las diagonales trazadas;

: N RO
2y 2,3y 3 alos angulos en que quedan divididos C y C’ respecti-
vamente por las dlagonales AC y A’C’; 5y 5, 6 y 6 alos angulos

en que quedan divididos D y D' respectlvamente por las diagonales
AD y A’D’, se tiene:

A A Sl
El ABC ~ A’Br(C’ por tener 4 por definicién de

l AL i poligon. seme-
B e B jantes
e g Pt N AR BC Al
lnego it == 17 ], " 2==0202 S = e R
g [ ] [ -] y A,B' IC' A'C' [ ] por

definicion de tridngulos semejantes.

et SN
SlendoC C'por def. polig. semej. y2 2" por [2]

DTN AN BN SN
C—2=0C —2" osea 3=135[4]

P4

€es




s "
i ~7y por def. de
A A €. .-ED :
AT T — —_—— — —— polig. seme-
ACD=A'C'D'y AC Y, Snes B'C C'D’"  jantes
por tener ATC bl B AC
7 — —— por [3]
L B AC
AN A TS REe 8 O A
luego 4 —4 [5]; F=9! [b] ¥ m — (;,—’ - DA [l_l por
definicion de tridngulos semejantes.
AN

N AN
Siendo D =D’ por def. polig. semej. y 5=25" por 16]

~ ’ \
es [ i e R 0 sea

e /\ N
El 6 = 6  por 8]
A A G ERD DE  por definic.
ADENA'D'E'ﬁ et —— ; —?—.—':——,__—.' ot 1
DA DE C D pol. seme;j.
et T ) SR i
por tener | D D'E D D
b —_— p()[‘ [7]
i L @D . D&

70. Teorema.— La razém de los perimetros de dos poligonos se-
mejantes es igual a la razém de dos lados homdlogos cualesquiera.

Hir.) ABCDE c A'B'C'D'E'

o)

Perimetro de ABCDE AB

TESIS)  ~Perimetro de A'B'C'D'E "B




E ‘ E’

Demost.) Siendo ABCDE «s A’B’C’D’E’ por hipétesis

AR | BU"TD DE EA S Y
LK B0 s O L D e R ey
: AB 4 BC 4+ CD + DE + BA AB por prop. propor-
Qesgs = == =

ETI—ES’C’ -l;C'D’ _—}-D'E' +EA AB ciones (n° 14, ¢)
pero AB o4 BC 4 CD + DE 4 EA =— Perimetrode ABCDE

y A'B4+BC 4+CD+DE + Fr_ Perimetro de A'B'C'D'E!

Perimetro de AB CD E A

luego Perimetro de A'B'CD'E — B’

71. Problema. — Dado un poligono y un segmento correspondiente a
uno de sus lados, construir sobre este segmento como lado un poligo-
no semejante al primero.

DaTos INCO6GNITAS

Polig. ABCDE,
A’B’ homélogo de AB. A’B’C’D’E’ «a ABCDE

o NSRS



B e T, iy

il 7, ol

SoLUcION. — Sobre_ﬁ se construye el segmento AB” — A'B’,
y se trazan por el vértice A todas las diagonales posibles en el po-
ligono dado.

Trazando por B” la paralela al lado BC hasta cortar a la prime-
ra diagonal AC en C”, y por C” la paralela al tercer lado CD has-
ta cortar a la segunda diagonal AD en D” y por D” la paralela al
eunarto lado hasta cortar al tltimo en el punto E” resulta:

A B”C”D”E” ea ABCDE por el teor. fund. (n° 68)

Construyendo sobre A’B’ el poligono igual AB”C”D”E” resul-
ta el poligono A’B’C’D’E’, que es el busecado.



CAPITULO VIII

POLIGONOS REGULARES

PROGRAMA. — Definicion. Si una cireunferencia se divide en tres o mds arcos
iguales y se trazan las cuerdas determinadas por los pares de pumtos consecu-
tiwos. .. St una circunferencia se divide en tres o mds arcos iguales y por los

. puntos de division se trazan tangentes a ella... Todo poligono regular es ins-
criptible a una circunferencia. Todo poligono regular es circunscriptible a una
oircunferencia. Inseripeién del tridangulo e'qm‘ldtero, cuadrado, pentdgono re-
gular y de cualquier poligono regular empleando el iransportador. Imseripcion
del cuadrado con regla y compds. Cdleulo del lado y de la apotema en funcién
del radio. Inscripeion del octégono. Inscripeion del exdgono regular com trams-
portador, Cdleulo del lado y de la apotema en funcién del radio. Imseripcién
con regla y compds. Inseripcion del dodecdgono. Inseripeion del tridngulo equi-
ldtero con regla y compds. Caleulo del valor del lado y de la apotema en fum-
cion del radio. Inseripeién del deedgomo regular con tramsportador. Demostra-
cion de que ¢l lado es igual a la parte mayor del radio dividido en media y
extrema razom. IﬂsaripciénA con regla y compds. Dos poligonos regulares de
igual ndmero de lados son semejantes.

73. Definicién. — Se dice que un poligono es requlor cuando tie-
ne todos sus lados y todos sus angulos iguales.

Eisempros. — El tridngulo equilatero y el cuadrado son poligonos
regulares.

Daremos ahora el procedimiento que permite obtener poligonos re-
gulares de cualquier ntimero de lados. Ese procedimiento se funda
en el siguiente:

SR S R |, ST

= UL A




N £ S

4. Teorema.— Si una circunferencia se divide en tres o mds ar-
cos iguales 1y se trazan las cuerdas determinadas por los pares de
puntos de division comsecutivos, el poligono inseripto que se obtiene
es regular.

Hie.) Co

Tesis) ABEDE regular.

Demost). — IGUALDAD DE LOs ANGULOS. — Recordando que los 4n-
gulos inseriptos en arcos iguales son iguales, (Mat. I, n° 148), se
tiene que:

N\
siendo A inscripto en el EAB

7 i —
B inscripto en el ABC

ZeN i =
E inscripto en el DEA
¥ EAB=ABC=...=DEA por ser suma de arcos iguales
/N A A
resulta Bl = e e ST ]

IauArpAD DE LOS LADOS; — Recordando que en” una misma circun-
ferencia o en circunferencias iguales a arcos iguales corresponden
cuerdas iguales (Mat. I, n® 136), resulta que:

Siendo AB=BC=CD=...=RA por hip6tesis
es AB=BC=CD=...=EA [2]

De [1] y [2] resulta que ABCDE es un poligono regular por de-
finicion.
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L75. Teorema. — Si wna circunferencia  se divide en tres o mds
arcos iguales y por los puntos de divisién se trazan las tangentes a
ella, se obtiene un poligono circunscripto que es regular.

Hirp.) Cioy
AB=BC=0D=...—BA=2
n =3
RM, MN, NP . .. QR tangentes en
7. AN o E O Sl Aty respectivam.

Trsis) RMNPQ regular.

o JRRTET P

DEMOsT.) IGUALDAD DE L.0S ANGULOS. — Uniendo A con B, B con C,
Ccon D, D con E y E con A resulta el poligono ABCDE que es re-
gular por el teorema anterior,

Ademas los tridngulos

A A{A—-B:Iﬁz(m:—ﬁ:ﬂ por lados
AMB , BNC | poligono regular
) /N A\ N\ VAN N\
A A I MBA = NGB =PD0—QED — RAE  por semi.
CPU L, " DOER TP :
Inscriptos que abarcan arcos iguales
X A N A A ~ A ;
y ERA tienen | MAB=NBC=DCP=EDQ =AER por semi-

inseriptos que abarcan arcos iguales

A A A A A
luego AMB=BNC=CPD=DQE=ERA por 2o eriterio iguald.

de triangulos

-

y ﬁ 15 /1\} = /ﬁ il /Q\ == /R\ [1] por def. de trign-
gulos iguales
MB = NC = PD = QR RA  por la misma razén
BN = CP — DQ = ER — AM por la misma razon
suman. lﬁv NP = PQ = QR RM [2] por prop. uniforme

de suma de segmentos

De [1] y [2] resulta que el po}igono MNPQR es regular.
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76. Teorema.— Todo poligono reqular es inscriptible en wna cir-
cunferencia.

Hip.) ABCDE regular

Trsis) ABCDE es inscriptible

Demost.) Sea O el centro de la cireunferencia que pasa por los
vértices A, B y C (Mat. I, n° 143). Vamos a demostrar que ella
pasa también por los otros vértices del mismo.

Uniendo O con A, B y C resultan los triangulos isésceles:

[ AB=BC por lados de poligono reg
A A a0t S
OAB =0BC por tener 4 OB= 0B  comiin
OC por radios de Co)

; O|
e
l

luego por definicién de tridngulos iguales, resulta:

/N /N — A
ABO = CBO por lo tanto BO es bisectriz de B
N AN
y OAB=—10€B
A
Pero como el triangulo O AB es isosceles, se tiene:

A /\

N\ e A B AN TR

OAB=ABO y como ABO = 5 resulta OAB = -

— %
luego AO es bisectriz del A.

& —_ § A
En la misma forma se prueba de CO es bisectriz del C.



AN
A\ B AN T /ﬁ —
pero OBC= - ycomo B=D es ODC=? luego DO es
PAS

bisectriz del D.

Como OA=OB=0C por ser radios de Cwy y OB=0D por [1]
resulta / OA=0B=0C=0D.
En la misma forma se probaria que OE es también igual a OA,

luego la Cio y ©a) pasa por A, B, C, D y E, es decir, ABCDE es
inseripto a dicha circunferencia.

77. Teorema. — Todo poligono regular es circunseriptible @ una cir-
cunferencia.

Hir) Poligono ABCDE regular

Tesis) ABCDE es circunseriptible

Dumost.) Sea O el centro de la circunferencia circumcripta al po-

ligono dado (teor. ant.), y ﬂl, ON, OR, 0S y OT las distancias

de O a los lados _A_I_i B—C, D, DE y EA, respectivamente.

Siendo AB=BC—=0CD=DE=TA por lados de un pol. reg.

es OM=ON=O0OR=08 =0T porque las cuerdas igua-
les equidistan del centro (Mat. I, n® 146).

Rk e



luego la Co y o3) pasa por M, N, R, S y T y es tangente a los la-
dos del poligonos en dichos puntos (Mat. T, no 153), es decir, es
circunseripta a dicho poligono.

DErFINICION. — Se dice que una circunferencia es wnscripta o cir-
cunscripta a un poligono cuando éste es circumscripto o inseripto,
respectivamente, a dicha circunferencia.

DeriNiciéN. — Se llama centro de un poligono regular, al centro
(comfin) de las cireunferencias inseripta y circunscripta a dicho po-
ligono, radio del mismo a la distancia del centro a uno de los vérti-
ces y apotemga a la distancia del eentro a uno cualquiera de sus lados.

Esempro. - En la figura del teorema anterior: O es el centro del
poligono, OA, OB . . . sus radios y OM, ON ... sus apotemas.

78. Inscripcién de poligonos regulares empleando el transpor-
tador. — De acuerdo con un teorema anterior (n® 74) resulta que pa-
ra inscribir en una ecircunferencia un poligono regular de n lados,
basta dividir a dicha circunferencia en m partes iguales y unir los
puntos de division eonsecutivos. :

Pero si una circunferencia se divide en » arcos iguales, los 4ngu-
los centrales correspondientes a dichos arcos también son iguales
(Mat. T, no 134) por lo tanto el valor de cada uno de ellos es igual

4R 360° \ }
A —— 0sea ——=, Teniendo en cuenta estas observaciones resolvere-

mos los siguientes problemas:
X 79. Inscripcién del triangulo equilatero.— PRoBLEMA. — Inscribir

en una circunferencia un triangulo equildtero empleando el trans-
portador.

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCCION

Co) Triangulo equilatero

n=3 - inseripto en Co




SO

SoLuci6N. — Llamando o al dngulo central correspondiente al

arco subtendido por un lado cualquiera del triangulo, resulta que
como en este caso n — 3 es @ — —3§L= 120°.

g i ~ A 7~ '
Luego si se construyen los angulos AOB — BOC — COA — 120°
y se une A con B, B con C y C con A resulta el tridngulo ABC bus-
cado. En efecto:

, AN N\ N\
Siendo AOB =BOC ='COA por construcecién
es AB = BC = CA por defin. arcos iguales
A
luego ABC  es regular por un teorema anterior (no 74)
es deeir ABC es equilatero.

80. Inscripcién de cuadrado. — PRoBLEMA. — Inscibir en UNG cir-
cunferencia un cuadrado empleando el transportador.

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCCION

Cio) Cuad. inseripto
| :
n =4 en Co)
: 360°
SOLUCION. — Siendo. n =4 es o = i 90°. Luego constru-

N A\ A\ N ;
yendo los angulos AOB — BOC — COD — DOA — 90° y uniendo
A con B, B con C, C con D y D con A, resulta el cuadrado ABCD
buscado.

En efecto:

S 2
Siendo A/SB = B/GC = COD =DOA = 90° por construceién

“es AB==VBC CD' —+ DA por def. arc. iguales
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luego ABCD es regular por un teorema anterior (m® 74), es decir
que ABCD es un cuadrado.

81 Inscripcién del pentagono regular. — Inscribir en una circun-
feremcia un pentdgono regular empleando el tramsportador.

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCCION

Cio Pentdagono regular

=5 inscripto en Cqo)

360°
5

SoLpcION. — Siendo n—=25 es a— — T72°. Luego constru-

-\ /N /N N A\
yendo los éangulos AOB=BOC=CO0D=DOE=EOA=7172°y
uniendo A con B, B con C, C con D, D con E y E con A resulta el
pentidgono ABCDE buscado. En efecto: ’

/N A\ A\ s N\ )
Siendo AOB =BOC=CO0OD=—DOE=EOA por construccion

es AB — BC — CD = DE = EA por def. arcos ig.

luego ABCDE es regular por un teorema anterior (n° 74).
Como en la misma forma se procederia para inseribir un poligo-
no regular de cualquier niimero de lados, podemos dar la siguiente:

REcrA. — Para inscribir en wna circunferencia un poligono regu-
lar de n lados, se construyen, empleando el tramsportador, n dngu-

o

los cemtrales consecutivos iguales a

o Y Se umen los puntos conse-

cutivos determinados por las intersecciones de los lados de dichos dn-
gulos con la circunferencia.
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82. Problema. — Inscripcion del cuadvado con regla y compds
Cdlculo del lado y de la apotema en funcion del radio.

DATos INCcOGNITAS CONSTRUCCION

rd

Cioyn I) Cuadr. inscripto en Gy n
II) Valor de I, en funcién de »

III) Valor de a, en funcién de »

Soructén 1) Trazando los difmetros perpendiculares: AC | BD

y uniendo A y C eon B y D resulta el ABCD que es el cuadrado bus-
cado. En efecto:

Siendo AC | BD por construceion
N\ N A AN
es AOB=BOC=COD=DOA por teor.ant. (Mat. I, n° 23)
luego AB — BG =CD = DA por defin. de arcos iguales

y por lo tanto el cuadrilatero ABCD es regular (n® 74), es deecir,
ABCD es un ceuadrado.

II) Cadleulo del lado en funcién del radio.

En el tridngulo rectangulo AOB se tiene: ul
AB =y OA®+ OB* por un cor. del Teorema de Pitagoras

0 sea Iy ~/ 2o = \/'2 ”

luego li= \/? \/7_2 4 por prop. dist. de la rad. respec. mult.

pe P _,‘__A_/"'_,‘,,'b-)vf 2

y Ii—_— 7 v' 9 por un corol. de la def. de raiz cuad.

I =TT S T AT TSt i o s Ty B O
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II1) Cdleulo de la apotema en funcién del radio. &
Siendo - OM | AB por definicion de apotema
es AM = MB = A—)B— por una prop. del diam. (Mat. I, n° 153)

Luego el triangulo AMO es rectdngulo y es también isdsceles pues

A 0—45"

8|
zl
:

luego

pero como OM=ga, y BC=1 y L= ry 2, resulta

83. Inscripcion del octégono. — PROBLEMA. — Inscribiv en una
circunferencia un octégono regular con regla y compds.

3
£

DaTos INCOGNITAS CONSTRUCCION

R

- Coyn Octégono regular

inseripto en Cioy )

SoLucION. — Tr{zando los di&metros perpendiculales AE 1L GC

resultan los angulos AOC COD EOG GOA (Mat I, n® 23)

S e f _y trazando la bisectriz BF de los angulos AOC y GOE v la bisec-

- triz HD de los angulos AOG y COE resultan los dngulos:

o X1l L,



LRt

A A o
G AOR B0 DR W
luego AB = BC = CD = .. .= HA por def. areos ignales

¥y por lo tanto el octégono ABCDEFGH es regular (n® 74).

84. Inscripcién del exagono regular con transportador. — Pro-
BLEMA. — Inscribir en una circunferencia un exdgono regular em-
pleando el transportador. Céleulo del lado y de la apotema en fun-
cion del radio.

DaTos - INCOGNITAS CONSTRUGCCION

Cioyn I) Exagono reg. inscripto en Cio)

II) Valor de l; en funcién de

HI) Valor de. @, en funcién der

360°
6 .
N\
los; Sngvlos AOB—BOC= "\ | L FOA 605 5 wnidods & oo
B, B con C ... Y F con A resulta el exdgono regular ABCDEFR
(Regla n* 81). :

Sorucron: 1) Siendo n — § BEth = = 60°. Construyendo

II) Célculo del lado en funcién del radio.
A A '
Siendo el AOB isésceles, y AOB = go

22N 2\ OL 2 BO° o)
es OAB = OBA — &2_&:_,139,,,:600
' A A :
luego como AOB — §0e resulta que el AQB es equilédtero, ‘es decir:

—_— —_— P—

AO=0B=AB. Pero AO=0B=+ y AB=—1y, luego




—igg-
IIT) Cdlculo de la apotema.

A FE TV, sty
Siendo el AOB equilatero y OM 1L AB por def. de apotema, es
_— l
AM=Tf- por una propiedad de la altura del tridngulo isosceles

(Mat. I, no 101).
En el triangulo rectdngulo OMA, se tiene:

o bien |a; =

\/ 85. Problema.— Inscribir en una circunferencia un exdgono regu-
lar con regla y compds.

DaATOS INCOGNITAS CONSTRUCCION

Coyn Exagono regular

inscripto Co y )
SorvciéN. — Con radio r y a partir de

un punto cualquiera A de la C) se la
corta en los puntos B, C, D, E y F.




flneataiatoay oA

— 90—

Luego AB=BC=CD=. . .=FA—1» por construceion
S —— e — T C(O)

y AB=B(C =CD = =FA — (Mat. 1, 136)

6
por lo tanto ABCDEF es un exagono régular (n® 74).

86. Problema. — Inscripcion del tridngulo  equildtero con regla

y compds. Cdleulo del valor del lado y de la apotema enw funcién del
radio,

Daros INcOGNITAS CONSTRUCOION

Coyn I) Triang. equildtero inscr. en Cyo,

II) Valor de Iy en funcién de »

III) Valor de @y en funcién de r

Sorucién I) Como para la inseripeién del exdgono regular con re-
gla y compés se determinan los puntos A, B, C, D, E y F tales que

AB=BC=CD=DE=EF—TA (1]
Uniendo los puntos de divisién no consecutivos A, C y E resulta

el tridngulo ACE pedido.
En efecto: Por [1] se tiene

AB +BC=TCD + DE—EF + FA

0 sea AC—=CE=TA ’ y por lo tanto

ACE es regular, es decir, es equildtero (n® 74).
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v II) Cdleulo del lado en funcion del radio (figura anterior).

Uniendo D con A y con C se obtiene el tridngulo ACD que es ree-

/N
tangulo en C por ser el C inscripto en una semmlrcunferencm
(Mat. T, no 147). B s i ’f es 54

L T g s

i’i

R T

i e e e WS
Luego AT we 5/ AD® — DC® pofrun Cor del Te01 de Plt (n° 48)

ycomo AG=Ty , AD=2r y DC=1 e

resulta ly —;/ (2r)E— — -=\/3; =~/?\/_r=_

T ool (fl i P A SN 4] 3

0 sea -ls-=m/?

I1) Céleulo de la apotema en funcion del radio. : /

Siendo OM | EC por definicion de apotema divide al arco EC
en dos arcos iguales (Mat. I, no 139) y
por lo tanto pasa por el punto D.

Uniendo C econ O y con D se tieme el
triéngulo OCD que es isosceles por ser
0C — CD =r, y como CM es la altura co-
rrespondiente a su base es también CM me-
diana (Mat. I, no 101).

luego OM = —5

0 sea a3 =5
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87. Inscripcién del decagono regular con transportador.— Pro-
BLEMA. — Inscribir un decigono regular empleando el tramsporta-
- dor. Cdleulo del lado en funcién del radio.

DaTos INCOGNITAS . CoNSTRUCCION.

Coyn 1) Decigono reg. inseripto en Coo,

G
IT) Valor de l;, en fun. del radio

60°
SoLucion. I) Siendo n = 10 es o« =— —SW = 36°. Construyendo
N\ A P -
AOB.=BOC = =~ JOA = 36°, y uniendo A con B, B con C, ...

y J con A, resulta el decagono regular ABCDEFGHI1J (no 74).

II) Cdleulo del lado en funcién del radio.

Siendo el triingulo AOB isésceles y
(A5
@i==365
AN AN 180°—36°
=B PR

es A 5

&

=, 729

Bl A
luego trazando la bisectriz AM del 4ngulo A

-Tso A

/\ A\ :
resulta OAM — MAB = = 36°, y por lo tanto el OMA es

isésceles, luego OM — AM [1].

B

A A
En el MAB como MAB = 36° vy =12° es

A
BMA == 180°— (86° - 72°) = 72°




biiasy s el

A Bee R
luego el MAB es isisceles y por lo tanto AB — AM
y como por [1] es OM — AM
resulta AB — OM = L.

Sy A A
Por otra parte siendo AM bisectriz del A en el OAB

M A : :
= i [2] por un teor. ant. (n° 22)

es .
MB

=

pero como -O—A=r; AB—OM —1l1o y MB=—0B —OM —r—lo

sustituyendo en [2] resulta

/d Lo

- lo que nos dice que:
i = 1 1

El lado del decdgono regular inscripto em una circunferencia es
igual ¢ la parte mayor del radio dividido en media y extrema razon.

88. Problema.— Inscribir en una circunferencia un decdgono re-
gular con regla y compds.

DATos. INCOGNITAS. CONSTRUCCION.

Coyn Decagono regular

inseripto. en Cqo)

SoLuciéN. — Dividiendo al segmento OA — r en media y extrema
razén (n°+63) resulta el segmento AX — 1o de acuerdo con la con-
clusién del problema anterior. Con radio ljp y a partir de un punto
A cualquiera de la C o, sela corta en los puntos B, C, D, ... d.



>
ox)
I
I
|
[
b
|

y st =JA= -0 (Mat. T, ne 136)

por lo tanto ABCDEFGHIJ es un decigono regular (n® 74),

89. Inscripcién del pentagono regular con regla y compis. —
PROBLEMA. — Inscribir en wuna circunferencia un pentdgono regu-
lar con regla y compds.

DarTos. INcOGNITAS. CONSTRUCCION.

Coyr Pentagono regular

inscripto en Coy

SoLuci6N. — Como para la inseripeién del deedgono regular con
regla y compés se determinan los puntos A, B, C, D ...J tales que

AB=BC—=CD =...=T1J = JA (1]
Uniendo los puntos de divisién no consecutivos A, C, E, G, I, re-

sulta el pentigono ACEGI pedido.
En efecto: Por [1] se tiene

Sy S — — —_ ——

AB+BC=CD;{-DE=...=-IJ+JA
0 sea @=..(§E=§@=f}-\1=—-ﬁ, y por lo tanto

ACEGI es un pentigono regular (n° 74).
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90. Teorema.— Dos poligonos regulares de igual nimero de la-
dos son semejanies.

Ar
2
) E' B
B B
D C, D (o

Hir.) ABCDE y A’B’C’'D’E’ Tesis) ABCDE e A’B’C’D’E’,

pol, regs. de n lados.

Demost.) Igualdad de los dngulos.

Vi R
Por ser A=A’
N AH ; 2R (n — 2}
ABCDE y A'B'C'D’E’ | B =B’ ¢ por ser iguales a R e
OGNS Mat. I, no
poligonos regulares es LE=— ; { oy
Proporcionalidad de los lados.
Por ser ' AB = BC =...= BA pordef. pol. reg.
ABCDHE v AR CIDEBAvdis e iis i M
poligonos regulares es || A'B' =DB'C' =. . .= E'A’ pordef. pol. reg.
AB BC EA ;
y por lo tanto s ——=, . .==—— pordef.derazén
A' r Bl C’ El AI

luego ABCDE s A’B’C’D’E’ por definicion de poligonos seme-
jantes.
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92. Teorema. — La razén de los perimetros de dos poligonos re-
gulares de igual mimero de lados es igual a la de los radios o apote-
mas respectivos.

B
D
Ey o
E G
d
/] i
A M B A’ M' Bv

Hie.) ABCDE y A'B'C'D'E’ poligonos regulares de » lados

r y ¢’ radios

r
ap y @p apotemas

A Ferimetro de ABCDE A
B Perimetrode AB'C'D'E’ = v = dp

Demost.) Siendo ABCDE s A’B’C’D’E’ por el teor. ant.

Pertmetro de ABCDE = E~[1] o8 Hat i)
©8  "Pertmetro de A'B'C'D'E'  Arg L4 POF Unteor- ant. (A% ¢t

A A 0= O':—n* = Aoy
Pero ABO e A'B' O L
e et por ser
por tener : L OA' OB 2[—0, F—— O'B — ¢
A OA A r
] —_—— e ——— 0 sea = e 2
uego A B Ol [ A'B’ E [ ]

o i Perimetro de ABCDE ok 3]
De [1] y (2] resulta Fertmetro de A’B'C'D'E — o




- ‘!‘ e

gt

A

Ademis por ser a, y a’p alturas de los triangulos semejantes OAB

-y O’A’B’ respectivamente, se tiene:

~—af,p ST [4] por un teorema anterior (n° 37)
a'p i
Perimetro de A B C D E . ap
Heuade [o].y. [1] resglia Perimetro de A'B'C'D'E — 17 T ap
93. Corolario. — La razén del perimetro de un poligono regular

al didmetro de la circunferencia inscripta o-circunscripta, es conms-
tamte para todos los poligonos regulares de igual niimero de lados.

En simbolos: Si ABCDE y A’B’C’D’E" son pol. regs. n lados

Perimetro de ABCDE  Perimetro de A'B'C’'D'E
SR i 2 nt

—...=—=constante

Perimetro de ABCDE Perimetro de A'B'C'D'E’
ST, g ST . ke T, =—...=—= constante
2 ap .

B etectos Sivndo. . Ferimetro de ABODE
n-electos Siendo. . = povimetrode A'B'C'D' B

o
= 7 por el teor. ant.

Perimetro de ABCDE 2

e Perimetrode A'B'C'D'E . 24

y como los términos de esta proporcién son todas cantidades homeo-
géneas, se tiene

_"Perimetro de_{_&BCDE e _Ifgm‘metro clg A’B’C’D’E’

or | g o)

En la misma forma se demuestra que:

Perimetro de ABCDE  Perimetro de A'B'C'D'E!
2 ap b e 2dp
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Apl_ii:aéﬁnes. - Reédlvéfenios dos problemas sobre poligonos regulare
mo aplicaciones de las propiedades anteriores.

Problema I. — Dado el lado de un poligono regular inscripto, caloular
. do de un poligono regular mrcunmpto |
A Jjante. ey

'
B/,__A_BNA 8 AB'=1 esel lado del polfgono

lar inseripto, trazamos

"OM L AB

que encuentra Cioy en T.

Trazamos A’B’ L OT en T y prol
mos los radios OA y OB hasta cortar
ek tangente en A’ y B’.

El segmento A’B’ = z es el lado del poligono circunseripto ‘que v
a calcular. ‘ !

AT s N
El OMA ~ OTA’ por feor. fund. semejanza pues AM |
AM oM 0A
luego e
A'T oT OA’ ’

! 7 A
SR T R OM
s = s S RO D
z 7 2 r
2
R CAAE ST 2 § ok e B
pero en. OMA rect. es OM = P RS T \/ d) 72 == il
1 »
5 21l
2 e e T

l
luego D e i S R \/41@—12
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Problema II. — Dado el lado de un poligono reqular inscripte, ealeular el la-
do del poligono regular wnscripto de doble mai-
mero de lados. C
e A B
Si AB = [ es el lado del poligono regu-
lar inseripto de n lados, trazamos

OM L AB

que encuentra a C(o)‘ en C.

Uniendo A con C el segmento AC = z
es el lado del poligono regular de 2 n lados
que vamos a calcular.

A i) Ll
En AMOC rectdngulo es AC: = AM? 4+ CM2  por teor. de Pitdgoras

Tz el 2 e
y reemplazando valores g2 = ( 2) + CM? = ) + CM? [1]
pero é—i/l—=r—h_/i_6 C‘K/I-Z.=r2+1@-'—2r.l\ﬁ [2]

A 2l 2 = T 2
En OMA rect. es MO?* = 12 — Bl 'y MO = ” — -
reemr plazando en [2]

o r
Q. ¢ =r?+<r’—-——

luego




ARITMETICA

CAPITULO I

- NUMERACION DECIMAL

PrOGRAMA. — Objeto de la nwmeracion. Numeracion decimal. Todo nimero
puede escribirse en forma de polinomio. Numeracion oral. Numeracion escri-
ta. Escritura de un mamero en forma oral. Lectura de un mimero dado en
forma escrita. Descomposicién polindmica de un niamero.

1. Objeto de la pumeracién. — Habiamos visto, en primer afio,
que la sucesién fundamental de ntimeros naturales era un conjunto
infinito. Luego no se podra dar.a cada uno un nombre particular arbi-
rario, ni representar cada ntimero con un simbolo arbitrario diferente,
pues resulta imposible imaginar y recordar infinitas palabras e in-

 finitos -signos. :

Hs necesario, pues, someter la obtenclon de estos nmombres y de
estos simbolos, a reglas fijas que permitan construir uno cualquie-
ra de ellos cuando se conozecan algunos otros.

El conjunto de tales reglas, forma lo que se llama un Sistema
de Nuwmeracion, cuyo objeto es mombrar a todos los. mimeros netu-
rales, mediante el empleo de pocas palabras y representarlos grdfica-
mente por medio de pocos signos, combinados entre st de tal manera
que a cada nimero le eorresponda una sola combinacion de dichos
SIGNOS.

El niimero de signos diferentes que se usan en cada sistema de
numeracién, se llama base del szstema, y puede ser un nimero cual-
quiera mayor que uno.

2. Numeracién decimal. —- Se llama Sistema Decimai de Nume
racién, al que tiene por base al ndmero diez, es decir, al sistema

E = . R - T v

el CUS Sl RS 4

L
1
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que permite representar cualquier ntiimero matural mediante el em-
pleo de sélo diez signos.

Estos signos son, segtin sabemos, las cifras 0, 1. 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,
llamados también guarismos o cifras mgmfwatwas excepto 0 que se
llama cifra insignificativa.

Los ntimeros que ellos representan se llaman digitos, en contra-
posicién a los polidigitos que son los representados por varias
cifras, '

El estudio de un sistema de numeracién comprende dos partes
que se llaman Numeracion oral y Numeracion escrita seglin que
den el método para nombrar o para escribir cualquier ntiimero.

3. Numeraciéon oral. — Para obtener el primer método en el
Sistema de Numeracién Decimal es necesario: 1°) dar nombre a los
diez primeros niimeros; 2°) formar las unidades de los diversos 6r-
denes y 3°) descomponer los ntameros en forma polindmica.

1° NOMBRE DE LOS DIEZ PRIMEROS NUMEROS, — Se da a cada uno
de los numeros menores que la base diez, un nombre distinto.
Esos nombres son, segtin dijimos anteriormente,

cero, uno, dos, tres, cuatro, einco, seis, siete, ocho, nueve,

2° UNIDADES DE DIVERSOS ORDENES. — Se forman las unidades de
diversos 6rdenes de la manera siguiente:

Al ntimero uno se le llama wnidad sitmple y como un nfimero
natural cualquiera n > 1 es igual a la suma de m sumandos igua-
les a 1, se podrd decir ahora que: wum mimero cualquiera mayor
que uno, es suma de unidades simples, asi:

1 = una umdad simple
2=1-+1 = dos unidades simples
3=1-+1+41=tres unidades simples, etc.

La suma de diez unidades simples, se llama decena o unidad de

primer orden; la suma de diez decenas se llama centena o unidad
de segundo orden; la suma de diez centenas se llama unidad de mi-

'BIBLIOTECA NAC'ON‘
DE MAESTR OS
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Uar o millar o umidad de tercer orden; y andlogamente se llama,

decena de mullar o unwidad de cwarto orden, centena de millar o wni--

dad de quinto orden, unidad de wmilldn o millon o unidad de sexto

orden, ete. ... respectivamente, a la suma de diez unidades del or-
den inmediato anterior.
Luego:
Una umidad simple el
- 10 \
> decena e=] 10 A =10 10—=10 — 10"
: r 10 )
> centena =10 4+10 +...4+10=10 .10 = 10?
— 10 \
» wmidad de mallar =1024-10%4-. . .4-10°=10%. 10 = 10®
e O A A =
» decena de millar =10*-+10°+...4+10*=10%. 10 = 10*
e 10" gl
> centena de millar C =10*410*4-...410*=10*. 10 = 10°
i 10 N
> unidad de millén =10°-410°4-. . .4+10°=10°. 10 = 10°
- 10 5 .
> decena de millon =10¢4-10°+. . .-+10°=10°. 10 = 107
e 10 N
> centena de millon =10"-}-1074...4+10"=107. 10 = 10¢

P 10

s unidad de millar de millén =108-10%--. . . 4-108=108%. 10 — 10°

3° ESCRITURA POLINOMICA DE LOS NUMEROS. — Tratemos de ex-
presar el nimero n de los alumnos de un Colegio con los 10 primeros
niimeros. Para ello formamos grupos de 10 alumnos o decenas y su-
pongamos que quede un grupo que solo tenga 7 alumnos o unidades.
Si los grupos de decenas son méas de 9 formaremos a su vez grui)os
de 10 decenas de alumnos o sea de cenfenas y supongamos que se ha-
yan formado 4 grupos de centenas y haya quedado un grupo que
solo tiene 9 decenas. Liuego el ntimero n se puede eseribir:

ehimah s -
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n — 4 centenas - 9 decenas + 7 unidades

0 sea G 4,102 L 9:10 7 - y en general
por ejem.: n = d.10°4¢.104+5.10 + ¢ [1]
siendq -a, b, ¢ y d nfimeros menores que 10

De la observacién de este ejemplo y la consideracién de que proce-
diendo de manera anéloga se podria, en cualquier caso, expresar el
ntimero de elementos de un conjunto por un polinomio anélogo
al 1], resulta la siguiente. : :

PropiepAD. — Todo mimero mayor que uno, puede escribirse en
forma de un polinomio ordenado respecto o las potencias de 10, sien-
do los coeficientes de sus términos mimeros menores que 10.

Hiti Can 1

TESIS) = II0m A g d 108 e 108 4 6510 -

siendo /,...d, ¢, b y a menores que 10.

DevosT.) Siendo m un niimero natural se puede eseribir

— n 3
- n=1—}—1+1+1+.....+1+1—|—1+1+1

pongamos que de ese modo, se

Asociemos los sumandos 1 en grupos de diez y su
anee

forme un eierto niimero de grupos de 10 sumandos 1 y un fltimo grupo que no ale
a contar 10 sumandos, sino sblo a.

— 10 ~ = 10 N
0 sea n:(1+1+...-|—1)+(1-|-1+...+1)+,..
(A 10 N\ O a N
.+(1+1+...+1)+(1-|—.....—}—1)

Pero la suma de 10 sumandos 1 es el nfimero 10 y la suma de g sumandos 1 es a.

luego n=10+10+.......+10+a

de ese modo se forme

Asociemos los sumandos 10 en grupo de diez y supongamos que
alcance a contar

an cierto nimero de grupos de 10 sumandos ¥y un filtimo grupo que no
10 sumandos, sino sélo 6.
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TR 10 ™ TR PR L. S e
0 sea B = (L0 10 L L L 10) (10410 - L0 Ak 5
- 0 — b—
...+(10+10+...+10)+(10+....+10)+a
r 10— N : .
Pero 10 4+ 10 4+ . . . 4+ 10 = 10.10 = 102 por def. de producto y de potencia.
| )
y 10 4+ . . . + 10 = 10.6 = b.10 por def. de producto y propiedad
conmutativa.
luego 7= R0%He 1Rk S0 ST 00 3410 + a

En la misma forma asociemos los sumandos 102, en grupos de diez ¥ supongfimonos que
56 hayan formado au cierto nimero de grupos de 10 sumandos 102 y un dltimo grupo
que no aleance a contar 10 sumandos, sino sélo €.

g A 10*—\ prenr ey 10 ———
0 sea (N 6§ PR S S ) YR T 0 e KA 4+ 102) 4, . .
- 10 ~ Ve c N
$ =+ (102 + RT3 B Ry & ) S SR e T 1 St g o+ &
10 — ¢
Pero 102 4. . . 4 102 = 102 . 10 = 108 por def. de producto y de potencia
o — ¢
y 102 + . . 02 = 10%.¢ = ¢.102 por def. de producto y propiedad
conmutativa. }

luego n:103+103+......+103+c.102+b.10+a

Supongamos por ltimo que los sumandos 10% no alcancen a contar 10, sino sélo d.

X d 5
o sen 0= 0 F AT s 100 e A8 3 b10 b a 5
- g — ~ : ’
Pero 1028 + 108 4, ., 4 108 = 10%.d = ¢.10* por def. de producto ¥ propiedad
conmutativa,
Luego n=4d.10° + ¢.102 4 6.10 + a y el teorema estarfa demostrado.

8i por el contrario el ntimero de sumandos 108 fuera mayor que 10 los hubiéramos
anflogamente asociado en grupos de 10 obteniendo por ejemplo:

D=10° .. .4 105 4 g 10 D d10° 4 ¢ 105 4 6.10 + a

¥ asi se continuarfa asociando sumandos en grupos de 10 hasta llegar a una suma de
sumandos 10™ cuyo nimero / fuera menor que 10

e —
o sea PO L 10m) 4L Lt eld0f 0108 €100 16,10 - g
Luego n=10M + . L. 4 6104 f d.108 .10t -+ 6.10 + a.
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La propiedad que acabamos de ver nos permite -nombrar un ni-
‘mero tal como el

n=>5.10°+48.102+3.10 4 6

< cinco umdades” de mallar, mds ocho centenas, mds tres decenas,
‘mds seis unidades sumples s :

A

diciendo

0 ¢ cinco umdades de tercer ordem, mds ocho wnidades de segundo

orden, mdas tres unidades de primer orden, mds seis unidades

stmples »

pero como estos nombres resultan demasiado largos se adoptan, con

el objeto de simplificarlos, los siguientes convenios.
%

El ntimero 10 4-1 se llama once

» » 10 + 2 P doce

» > 100" B s trece

» » 10 44 P D catorce
Vi iy » 10450550 5 quince

y en los restantes hasta 10 - 9
mds por la letra y, es decir:

inclusive se reemplaza la palabra

El ntmero 10 + 6 ' se llama diez y seis

» > 1047 »
> > 10 4+ 8 »
» » 10+ 9 »

El n® 10+ 10=2.10 se llama veinte

> > 105 Sty
> 471D s
> > L5060 L)l S S
» > 9 1005 3 iep

*

» diez y siete
» diez y ocho

» diez y mueve

treimta I W
cuarenta '» » »
cincuenta > > >

noventa R TRt

v

tres
cuatro
einco

nueve

en lugar de dos decenas

>
>
»

>
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Para nombrar los ntimeros comprendidos entre veinte y treinta
se nombra primero el prefijo veinti seguido del nombre de las uni-
dades simples es decir

El niimero 2.104q se llama veinti-o
Eowu.: 2.10 44 2 veinticuatro

Anilogamente se procede para nombrar los ntimeros, eomprendi-
. dos entre treinta y cuarenta, cuarenta y cincuenta, . . . , noventa

y cien, y se tiene:

El ntimero 3.10 +a se llama trewnta y a

» > 4.101g¢ N cuarenta y a

> > 9.10+a 300 noventa y a

Eam:. ¢ 3.10 4+ 8 Sl treinta y ocho

9.10 +9 SRt ‘noventa y nueve
.y en general 0.10 4+ a oy b-enta y a
% % %
Il niimero 107 se llama ciento en lugar de una centena
2L oy dos cientos » » » doseentenas

yengeneral ¢.10% » ' » c-cientos’ > » > ¢ centenas

Se exceptiian 5.10° que se llama quinientos en lugar decincocientos
7.102 » » » setecientos » » » siete cientos
9.10° » » » novectentos » » snuevecientos

Para nombrar los ntimeros compuestos de centenas, decenas y
unidades, se nombra el nimero de centenas seguido del nomhre del
ntimero formado por las decenas y unidades.

El ntmero ¢.10* 4 .10 4 a2 se llama c-cientos b-enta y a
Eoms.: 8.10°4-4.10+2 » »  ochocientos cuarenta y dos
9.10°4+9.10+9 » »  movecientos noventa y nueve
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* * ¥*
El numero 10° se llama mil en lugar de millar
[ 2.10° » » dosmil » » » dos millares
| g 8.10° » » tresmil » » > ftres millares

y en general d.10° » » d-mil > > > d millares

Uy Para nombrar los nimeros compuestos de millares, centenas, de-
cenas y unidades, se nombra el nfimero de sus millares seguido del
nombre del ntmero formado por las centenas, decenas y unidades.
Es decir: el ntimero

d.10° 4 ¢.10° +5.10 +a  se llama
d-mil c-cientos b-enta y a

Bous.: 2.10° +4.10° 4 8.10 47 se llama
dos mal cuatrocientos ochenta y siete

9.10349.10+9.10+-9 se llama
nueve mil movecientos moventa y nueve

El ntimero ¢.10" =(¢.10) 10>  se llama
3 c-enta mil en lngar de c-decenas de millar

£.10° =(£.10*)10®  se llama
f-ciento mil en lugar de f-centenas de millar

Bawms.: 7.10* =(7.10) 10°  se llama
i setenta mil en lugar de siete decenas de millar

6.10° —(6.10?)10® se llama
seiscientos mil en lugar de seis centenas de mallar

Para nombrar los ntimeros comprendidos entre mal (10°) y un
millon (10°) se agrupan sus sumandos de tres en tres a partir de
la derecha y se saca 10° factor comtn en el grupo de la izquierda.
Se nombra el nimero contenido en el paréntesis de la izquierda,
segnido de la palabra mil y a continuacién se nombra el niimero
contenido en el segundo paréntesis, es deeir:
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Bos.:  8.10° 4 3.10* 4+9.10° 4+ 2.10° 4 7.10 - 1 —
—(8.10° - 3.10 + 9)10° - (2.10° 7.1041)

se llama ocho cientos treinta y nueve mil,, dosuentos setenta Y uUno

Esu.: 9. 105+9 10* 4 9.10° 4+ 9.10°4-9.104 9 —
—(9.10% 4 9.10 + 9)10° + (9.10% -+ 9.10 + 9)

se llama movecientos noventa y nueve mil, novecientos noventa y mieve

En general: 1.10° + €.10* - d.10° + ¢.10% - 4.10 4+ ¢ —
—(f.10° + ¢.10 + d)10° ++(c.10? - 5.10 +a

se llama - f-ciento e-enta y d-mil, c-cientos b-enta y a

Para nombrar los ntimeros comprendidos entre un millén (10%) ¥
un ballén (10'?) se agrupan sus sumandos de seis en seis a partir
de la derecha y se saca 10 factor comtin en el grupo de la izquierda.

Se nombra el niimero contenido en el paréntesis de la izquierda
seguido de la palabra mallones y a continuacién se nombra el ni-
mero contenido en el segundo paréntesis. Es decir: el nfimero

Esa;  7.10%-43.10° 4-2.10° + 5.107 L 1,10°
+9.10° +6.10* 4- 2.10° +1.10° 4 7.10 + 9 —

(7 104+3 10° 4+ 2.10° -+ 5.10 4 1)10° -+
+(9.10° 4 6.104 4 2.10° - 1.10% 4 7.10 - 9) —

= [(7.10 4 8)10° +(2.10° - 5.10 + D] 10°
1(9.102 4 6.10 + 2)10° - (1.10% - 7.10 - 9) ]

se le nombra

setenta y tres mal, -doscientos cincuenta y un millones, novecientos
sesenta y dos mil ciento setenta y nueve.

Anélogamente, se' nombrarin los nimeros comprendidos entre un
billon y un trillén, entre un trillén v un cuatrillén. .. asociando.
los sumandos en grupos de seis a partir de la derecha, sacando
Iuego 10° factor comtin del segundo paréntesis, 1012 del tercero, 10®
del cuarto, etc., contando a partir de la derecha.
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Se nombrard el ntmero del tltimo paréntesis seguido del nom-
bre de la unidad que se ha sacado factor comfin; a continuacién
se nombraria el nimero del paréntesis siguiente. .., hasta nombrar
el nimero del primer paréntesis.

Cuando algunos de los términos del polinomio que representa a
un n@mero tiene por coeficiente el ntmero cero, se conviene, al
enunciar el nimero, en omitir el nombre de dicho término.

Asi, por ejemplo, el niimero

6.10° 4 0.10 - 1.10 - 9

se leerd seis mil diez y nueve en lugar de seis mil cero - cientos
diez y nueve
y el 2.10° 4+ 0.10*4+0.10 -7 ;

se leera dos mil siete en lugar de dos mil eero cientos cero-enta
y siete.

Nora. Después de las convenciones anteriores que tienen por ob-
jeto abreviar el nombre de los ntimeros

el - m=5.10*+8.10>}+-3.10 - 6 que se nombraba

« cinco umidades de millar, mds ocho centenas, mds tres decenas, mds
seis umidades simples »

se llama ahora  «cinco mil ochocientos treinta y seis »

4. Numeracién escrita. — Es el método que permite represen-
tar a cualquier ntimero, mediante el empleo de pocos s1gnos opor-
tunamente combinados.

Por el teorema anterior, dado un ntimero cualquiera n > 1 se
lo podra representar por

=/.10"+ ..-4+d.10® +¢.102 +- 6 .10 + a [1]

0 sea este numero estard determinado cuando se conozcan los ni-
meros a, b, ¢, d.../ que como sabemos son menores que 10.
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Luego con los diez primeros ntimeros naturales se puede eseribir
un niimero cualquiera. ! |

Pero la escritura de un nimero en la forma anterior [1] resulta
demasiado larga, por cuyo motivo trataremos de simplificarla acep-
tando las convenciones siguientes:

CoNVENCIONES. — Cuando un numero cualquiera m estd descom-
puesto en sus unidades de diversos érdenes se podré representarlo
conviniendo :

1) En eseribir las cifras que representan el nimero de unidades
de cada orden de derecha a izquierda de manera que el 1°7 lugar
lo ocupen las unidades simples, el 2° las decenas, el 3° las cente-
nas, el 4° ... ete.:

IT) Que st un mimero carece de unidades de un determimado oi-
den se escribird en el lugar correspondiente la cifra 0.

Luego el nimero n se podrd escribir

Fanesidedia en lugar de

I.10"'+...+_d.103+c.10’3—]‘—b.10+a

n

n

Bom.: 7.10°4+6.10°45.10+1—=7651
» 2.10* 4 0.10° 4+ 3.10°+0.10 +-7=20307

Como se nota en esta nueva representacion las cifras literales van
con una rayita para evitar que se confunda con su produecto.

Consecurncia 1* — Cada cifra significativa de un niimero, tiene
dos valores; el llamado walor absoluto que es el ntimero natural que
ella representa y el valor relativo que es el nimero de unidades del
orden que representa segtin el lugar que ocupe en la eseritura del
niniero.

Asi en ¢l ntimero 7651 la cifra 6

tiene ecomo valor absoluto — seis

v » »  relativo 6.10% — seis cientos

.- ConsEcueNciA 22 — (Cada cifra situada a la izquierda de otra re-
presenta unidades de orden inmediato superior al de esta otra.
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5. Escritura de un ndmero dado en forma oral. — Ejem-
plo: Eseribir el ntimero ochocientos siete mil quinientos cuatro.
Por numeéracién oral este nimero es igual

n—8.10° 4 7.10° 4+ 5.10% + 4
o también n— 8.10° 4 0.10* 4 7.10° -+ 5.10% 4 0.10 4 4

Tuego n = 807 504 por numeracién escrita.

En general : eseribir el nimero

f-cientos e-enta Y d mil, ¢-cientos b-enta y a.
Hste ntimero por la numeracién oral es igual a

(F.10° + e.10 + a) 10* + (e . 10° + 6. 10 + a)

= f.10° + .10+ d.10> + ¢ . 10> + 6 .10 + a
nuneracion esecrita.

fedcba por

De aqui la siguiente

ReerA. — Para representar wn nimero se escriben sucesivamente
el nimero total de las unidades de cada orden que se va nombrando
de izquierda a la derecha, hasta escribir las cifras de las umidades
simples.

6. Lectura de un nfimero dado en forma escrita. — Ejem-
plo: Leer el ntimero 340 274.
Por numeracién eserita este nimero es igual a

340724 — 3.10° 1 4,10 4 0.10° + 7.10° 4+ 2.10 - 4 —
—(3.10% 4 4.10 1 0)10° 4-(7.10> - 2.10 4 4)

que se lee {res cientos cuarenta mil, setecientos veinticuatro
in general el nimero representado por

fedeba =1 .10° +¢.10' +d . 10° + ¢.10* 4 6. 10 - a =
=(F.10° + 6.10 + a). 10° + (¢. 10> + 6 .10 + a)

se lee f-cientos e-enta y d-mil, ¢-cientos b-enta y a.
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De aqui la siguiente :

REGLA. — Para leer wn nimero se le supone dividido de derecha
a izquierda, en periodos de tres cifras y se lo lee comenzando por
la izquierda, enunciando el nimero de unidades de cada periodo,

seguido del mombre del orden de las uwidades de la Witima cifra de.
cada periodo.

7. Descomposicién polinémica de un nimero cualquiera de
dos o mas cifras.— Después de lo convenido anteriormente resulta
que un ntimero cualquiera mayor que 10 puede representarse de dos
maneras distintas, a saber:

Escribiendo las cifras de sus unidades de diversos érdenes, unas
a continuacién de otras, comenzando por-las de orden superior y
terminando por la de las unidades simples; o bien como suma de
las unidades de sus diversos 6rdenes.

Asi, por ejemplo, el ntimero cuatro mal, trescientos ochenta y nueve
se puede eseribir :

agi’ - 4389 o 4.10° +3.10* 4-8.10 4+ 9
y en general d -mil ¢ - cientos §-énta Yy a se puede escribix
asi decba o d.10° + ¢.10° + 6.10 - a

Cuando se representa un néimero como suma de sus unidades de
diversos érdenes se dice que est4 escrito en su forma polinémica.

REGLA. — Todo nimero natural de dos o mds cifras puede descom-
ponerse en un polinomio cuyos términos son los productos de cada
una de sus cifras por las potencias de diez, de -exponentes iguales’ al
nimero que indica el orden de las unidades que representan dwhas
cifras respectivamente.

NOTA — Por las consideraciones anteriores los nfimeros 107,
. 10%... ete. se escriben ahora 100, 1000, 10 000. . . ete., y por
10 tanto:

‘deba = d. 1000 +¢.100 + 6 .10 + a.




CAPITULO II

MECANISMO DE LAS OPERACIONES ARITMETICAS
FUNDAMENTALES (*)

PROGRAMA. — Suma de nimeros digitos, de un polidigito y um digito y de
dos o mds polidigitos. Resta de mimeros digitos, de un polidigito y un digito
y de dos polidigitos. Multiplicacién de nimeros digitos, de un polidigito por
un digito. Multiplicacion de polidigitos, multiplicacion por la unidad seguida
de ceros, por una cifra significativa seguida de ceros y caso general. Division
de un mimero digito o polidigito, siendo digito el cociente. Division de polidi-
gitos siendo digito el cociente. Lema. Regla. Diisién de polidigitos (caso
general). Lemas. Regla. Raiz cuadrada entera de los nimeros mayores. que
cien. Lemas. Regla.

MECANISMO DE LA ADICION

10. 1.°* Caso. — Suma de dos nameros digitos. — Sea hallar
la suma de 643

Como 3—1--1-+1 pornnaconsecuencia de def. de suma
es 64+3=6-+1+1+1
luego 6-L3=[(6-+1)+1]+1=[7T+1]4+1=84+1=9
es deecir que:

Para sumar dos digitos basta sumar sucesivamente al primero las
unidades del segundo. \

(#) Bste capitulo tiene por objeto dar al futuro maestro los fandamentos del meca-
nismo de las operaciones que ensefiard a sus alummnos y por lo tanto se supondran
conocidos solamente los niiméros naturales y las operaciones con polinomios cuyas le-
tras y coeficientes representen esa clase de niimeros.

3 N
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11. 2.9° Caso. — Suma de un polidigito con un digito. —

*Sea, por ejemplo, hallay la suma 764 15

Siendo 764 =17.10>+6.10 + 4 por descom, polinémi-
ca (n? T)

v 5= 5 por caracter idéntico
de la igualdad

es 764 +5=17.10>+46.10 (4 +5) por prop. unif. y asoec.
de la suma

764 +5=7.10>4+6.10 + 9 por el 1°r caso

luego 764 + 5= T69 por regla numeracién

escrita.

Esempro II. — Sea hallar la suma 184 -9

Siendo 184 —1.10* 4 8.10 + 4 por descomp. polindm.

y gz Sl por caracter idéntico
: , de la igualdad.

es 184 +9=1.10>48.10 +(4 4+ 9) por unif. y asoc. suma

¥y como A R e B [ I B

resulta 184 -9 —1.10>-+(8.10 +1.10)--3—1.10 - 9.10 + 3

luego 184 + 9 =193 por la regla de la numeracién escrita.

_ Observando que en todos los casos se ha sumado el ntimero digito

a la cifra de las unidades del polidigito y teniendo en cuenta que
en la misma forma se puede proceder cualesquiera que sean los
ntimeros dados, podemos enunciar la signiente:

REeGrA. — Para sumar a un polidigito un digito se le suma éste a
la cifra de las unidades; si la suma es un nimero de una cifra se
escribe ésta conservando todas las demds, en caso contrario, se escribe
solamente la cifra de las unidades de dicha swma parcial y se suma 1
a la cifra sigwiente y para esta suma se aplica el mismo criterio.

G O o o el
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OBSERVACION. — Para sumar tres o méis digitos basta aplicar la
propiedad asociativa de la adicién y las reglas dadas en los casos an-
teriores. Sea, por ejemplo, sumar: 4-45--8 -+ 6

445484 6—[(4+5)F8]+6=[9+8]+6=17 4 6 — 23

por definicién de suma algebraica.

12. 3.°F Caso. — Suma de dos o mas polidigitos. — Sea, por
ejemplo, sumar 645 4+ 74 4 3028
Siendo 645 — 6.10* +4.10 45
T4 = - 7.104+4
3028 =3.10* 4+ 0.10*+2.10 - 8 es

8 = 8.10° -+ (6 + 0)10 4 (4 + T+2)10 + (5+4+8)

niforme de la adicién y la regla de sumar polinomios.

e la suma contenida en el primer paréntesis de la
de las unidades de los ntimeros dados, la contenida en
de las decenas, ete., y como eada una de dichas sumas
estd incluida en uno de los casos anteriores, efectudndolas tendriamos :

645 - 74 |- 3028 = 3.10° 4 6.10% + 13.10 4~ 17
y como 13.10-=(10+43).10=1024+38.10 y 17=1047

resulta 645 4-74 4 3028 = 3.10° - 6.10> 410 +3.10 10+ 7
=3.10°47.10°+4.10 + 7
luego 645 +- 74 - 3028 — 3747

Puede observarse que cuando una de las sumas parciales consta de
dos cifras, se escribe solamente la de las unidades y se suma la de
las decenas a la cifra de orden inmediato superior. Teniendo en
cuenta lo anterior y lo dicho més arriba podriamos haber obtenido
el mismo resultado disponiendo los nfimeros uno debajo del otro y
sumando en columna las cifras del mismo orden
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645
4+ T4
3028

3747

ReGLA. — Para swmar varios polidigitos se suman las unidades de
un mismo orden, comenzando por las unidades simples,de cada suma
parcial se escribe solamente la cifra de las unidades, sumando la ci-
fra de las decenas de dicha swma parcial con las unidades de orden
immediato superior.

MECANISMO DE LA SUSTRACCION

13. 1.* Caso. — .Resta de ntimeros digitos. — Sea, por ejemplo,
hallar la diferencia entre 9 y 4. Por definicién de di_fe cl se tiene

9—4 =g sizestal que .1:—!—4=9~‘

Luego estas operaciones se hacen mentalmente empleando la tabla
de sumar.

REGLA. — Para restar digitos se hallg mentalmente el nimero que
sumado al sustraendo dé el minuendo.

14. 2.9° Caso. — Restar de un polidigito un digito.— Sea, por
ejemplo, restar de 436 el namero 4.

~ Siendo 436 —=4.10° + 3.10 + 6 25
y 4 — 4. por car. idént. de la ig.
es 436 —4 =4.10>+3.10 4-(6 —4) por propiedad unifor-

me de la substraccién y regla de resta de polinomios.
Siendo 6 > 4, de 6 puede restarse 4 y da 2

luego - 436 —4 —4.10> 1 3.10 + 2 — 432
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BEsemero IT. — Restar de 1063 el ntmero 8

Siendo 1063 — 1.10°4-0.10246.104-3
y 8= 8  por car. idént. igualdad

es 1063 —8 —1.10°40.10>46.104+3-8 por propiedad unifor-
me de la substraccion.

Pero siendo 3 < 8 de 3 no puede restar- 8. No obstante podremos
efectuar la operacién propuesta valiéndonos de un artificio eonoei-

. do por los alumnos desde la Escuela Elemental.

Dicho artificio consiste en sumarle 10 a la cifra de las unidades
del polidigito, para hacer posible la resta entre dicha unidad y el
digito, y en restarle 1 a la cifra de las decenas del polidigito dado.
Esta forma de proceder estd justificada pues siendo:

6.10 =[(6—1)4-1]10 =(6 —1)10 4+ 10
resulta, sustituyendo en la ‘igualdad anterior

1063-—8=1.103+O.4102+(6——1)10+10+ 3 —8
—1.10°+0.10> +(6—1)10 413 —8 por prop. asoe.
1063 — 8 —1.10° + 0.10% 4 5.10 4 5 = 1055

Nota. — Si la cifra de las decenas fuese cero para poderle restar
la unidad hubiésemos recurrido al mismo artificio que para hacer
posible la resta 3 — 8. '

En la practica las operaciones anteriores se disponen asi:

436 1063
ke R
432 1055

De lo visto se deduce la siguiente .

ReeLA. — Para restar de un polidigito un digito se resta éste de
la cifra de las unidades de aquél. Si esa resta es posible se escribe su
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resultado y se comservam las demds cifras del polidigito. Si la cifra
de las unidades del polidigito es menor que el digito se le suma diez
a dicha cifra, para hacer posible la substraccion y se le resta umo a
la cifra de orden inmediato superior y se aplica o esa diferencia &
criterio anterior.

14. 325 Caso. — Restar dos polidigitos. — HjempLo. — Restar
de 9324 el ntimero 563. :
Procediendo como en el ejemplo anterior, se tendria

9324 — 9.10¢ - 3.10 42,10 44
563 — 5.10° 16.10 48
9324 — 563 — 9.10° + (8 — 5)10% 4 (2 — 6)10 + (4 — 3)

Para poder efectuar las diferencias (3—5) y (2—6) aplican.os
el artificio explicado en el nimero anterior, es deeir: le sumamos 10
a 2 con lo que el minuendo de la segunda diferencia da 12> 6; le
restamos 1 a 3 y le sumamos 10, que le quitamos a la cifra ante-
rior, con lo que el minuendo de la segunda diferencia da 12 > 5 es
decir tendriamos:

9324 — 8.10° 4 12.10* - - 12.10 g

563 — 5.100 4 6.10 o'y
luego 9324563 — 8.10° (12 —5)10° +(12—6)10 44 — 3
obien 9324 563 — 8.10° - 7.10° 4 6.10 -+ 1 8761

En la préctica la operacion se dispone asi

9324
— 563

8761

De lo visto se deduce la siguiente:

REeGLA. — Para restar de wn nimero polidigito otro polidigito me-
nor, se resta cada cifra de éste, de las que representan unidades del
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mismo orden que el minwendo, comenzando por las de orden imferior.
Cuando una cifra del minuendo es menor que su correspondiente en

el sustraendo, se le suma diez para hacer posible la sustraccion cwi-

dando de restar la wnidad a la cifra de orden iwmediato superior y de
aplicar a esta resta el mismo eriterio si fuese necesario.

MECANISMO DE LA MULTIPLICACION

15. 1°f Gaso. — Producto de dos digitos. — Sea, por ejemplo,
multiplicar 7 por 3.
Esta operacion puede hacerse aphcando la definicién de produe-

to asi:
TX3=T4+T7T+T=21

pero en la préictica se hace mentalmente recordando la tabla de mul-
tiplicar o Tabla Pitagdrice.

OBSERVACION. — Bl producto de dos mivmeros digitos tiene una o
dos cifras. En efecto, siendo a y b digitos es por definicion « < 10
¥l B 10
luego @b <10.10=100 que es el menor ni-

mero natural de tres cifras.

16. 2.9° Caso. — Multiplicar un polidigito por un digito. —
Sea. por ejemplo, multiplicar 5841 por 5.

siendo 5841 = 5. 103 +8.10* +4.10 +1
y X 8= 5
es 5841 X b —5.5.10° +8.5.10*+4.5.10 4 1.5

Los productos de cada una de las cifras del polidigito por el di-
gito 5 X 5, 8 X 5, 4 X 5 y 1 X 5 pueden constar de una o de dos
cifras. En el primer caso la escribimos, en el segundo escribiremos
solamente la cifra de las unidades y sumamos la de las decenas al
producto del digito dado por la cifra del polidigito de orden inme-
diato superior a la considerada. Liuego tendriamos:



5841 X 5'—25.10° £ 40,107 4 20.16 + 5
5841 X 5— 2.10*+ 9.10° 4 2.10° 4 0.10 45— 29205

- En la practica la operacion se dispone asi:

5 841
X h
29 205

y se efeetian mental y simultdneamente los productos de cada cifra
del multiplicando por el multiplicador y las sumas de esos produe-
tos con la cifra de las decénas del anterior, siempre que sea necesario
hacerlo.

ReGLA. — Para multiplicar un polidigito por wn digito se multi-
plica el digito por cada cifra del primero comenzando por la de las
umidades si el producto es wn mimero de una cifra se escribe ésta, si
es de dos cifras se eseribe sélo la de las unidades y se suma la de las
decenas al producto siguiente.

OBSERVACION. — Para multiplicar tres o méas digitos se aplica la
propiedad asociativa de la multiplicacién y las reglas de los casos
‘anteriores. Asi, por ejemplo:

BX4AXEX2—(3X4)X8X2—=12X8X2— »
—(12 X 8)X 2— 96 X 2 —192

17. Multiplicacién por l1a unidad seguida de ceros. — THEORREMA, -

— El producto de un nivmero por la wnidad seguida de n ceros estd
formado por las mismas cifras del primero seguida de n ceros.

Hrwr.) 385 ; 1000 TEsIs) 385 % 1000 = 385 000
Dswmosr.) Siendo
385—=3.10°>48.10--5
Y 1000=10?

es 385X 1000= (3.10°+8.104-5)10° por prop. unif. de mult.
=3.10°8.10*45.10* por prop. dist. de mult.
0 bien 385%1000=3.10°48.10*+5. 10°+-0.10°+0.10+4-0=385 000

S 1T <12
il e .
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~ 18. Multiplicacién por una cifra significativa seguida de ceros.

— TmorEMA. — Kl producto de wn mimero por una cifra significa-
tiva segwida de m ceros estd formado por las mismas cifras que el
producto de dicha cifra por el nimero dado seguido de n ceros.

Hre.) - 385 ' ; 50 000 Tesis) 385 X 50 000 =19 250 000
385 < b= 1925
Demost.) Siendo :
50 000 = 5 X 10 000 por el teorema anterior

es 385 X 50 000 — 385 X 5 X 10 000
y 385 X 50000 —'(385%5) X 10000 por prop. asoe. mult.
luego = 385 X 50 000 = 1925 X 10 000
o bien 385 X 50 000 = 19 250 000 por el teorema anterior

19. 3.°* Caso (caso general). — Multiplicaéién de polidigitos. —

* Sea multiplicar 4237 por 325.

Siendo 4237 X 325 — 4237(300 + 20 -+ 5)

es 14937 X 325 — 4237 . 300 -1 4237 % 20 1 4237 X 5
Pero 4237 4937 4937 21185
% 300 X 20 X 5 .y -4 84740
1271100 84 740 21185 1271100

4 327 325 =1 377 025

En la practica no se escriben los ceros sino que debajo del primer
producto parcial se escribe el segundo corrido un lugar a la izquier-
da, debajo el tercero corrido dos lugares, ete. Es decir se adopta la
siguiente disposieién ; i
4 237

325

21185
84 74
12711

1377 025
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RecrAa. — Para multiplicar dos polidigitos se multiplica el mul-
tiplicando por la cifra de las unidades del multiplicador; se escri-
ben debajo los productos del multiplicando por la segumda, terce-
ra, ete., cifra del multiplicador corridas wnos, dos, tres, etc., lugares
respectivamente, a la izquierda y se suman estos productos parciales.

MECANISMO DE LA DIVISION

Para que el cociente entre dos ntmeros sea digito, es decir menor
que 10, debe ser el dividendo menor que el producto del divisor
d por 10. :

Si Da<id 10 587 (D) i+ d < 10

y como d.10 se obtiene agregando a la derecha de las cifras del di-
visor un cero, podemos deeir:

La condicion para que el cociente seq digito es que el dividendo
sea menor que el nimero que resulta de agregar un cero a la derecha
del divisor.

!
20. 1.°* Caso. — Divisién de un digito o polidigito por un di-
gito, siendo digito el cociente.

Ejem. 1°) Determinar el cociente de dividir 63 por 7.
El cociente serd digito pues 63 < 70.

Si (63) :7— o debeser .7 <63 < (24-1).7 y como por la
tabla de multiplicar 9X 7=63 es 9 el ecociente buscado

0 sea (63):7=19
EJjem. 2°) Determinar el cociente de 51 por 6.

Si (61):6 — 2 debe ser 2.6<51 <(z -+ 1).6 y como
porlatabla 8 X 6 <51 y 93X 6>51 es8 el cociente buseado
0 sea (61)#6 =8  y.resfo -51 —8 X 6=23

L R S T S SRR e ¥ W
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21. 2.9° Caso. — Divisién de polidigitos, siendo digito el co-
ciente. — Determinar el cociente de 9845 por 2124. El cociente es
digito puesto que 9845 < 21240.

Para resolver este caso demostraremos el siguiente

Lema. — 89 se suprimen de la derecha del dividendo y divisor tan-
tas cifras como tiene el divisor menos una, y se dividen los mimeros
que resultan, el cociente que se obtiene es igual o mayor que el de los
nivmeros dados.

Hip.) 9/845 ;0 27124 Tesis) (9): 2 = (9845) : 2124

Denrost. )

Como (9): 2=—=4"'es 429 <'5.2 por def. coe. entero
y en particular glsching
multip. por 1000 9000 < 5.2000 por ley mon. mult.

Suméandole 845 a 9000 el signo de la designaldad se conserva, pues
por ser ambos miembros multiplos de 1000 ‘difieren por lo menos de
1000 y sélo se le ha sumado al primero 845 que no alcanza a 1000.

luego ; 9845 < 5.2000
Yy con mayor razon 9845 < 5.2124

Como el (9845) : 2124 debe ser tal que multiplicado por 2124 dé
un ntmero < 9845 no podré ser 5 ni mayor que 5 ya que

5.2124 > 9845
Luego (9845) : 2124, ser4 por lo tanto, 4 o un ntimero menor que 4

0 sea (9845): 2124 <4 o 4 = (9845): 2124
Yy conio (e 2=4
resulta que (92 9845) : 2124,
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ApLICACIONES. — EJBMPLO I. Aplicando el lema en el ejemplo
(9845) : 2124 vimos que el cociente podia ser 4 o menor que 4.

Si  fuera (9845) : 2124 — 4 debiera ser 4 X 2124 < 9845
y eomo 4 X 2124 — 8496 < 9845 es 4 el cociente buscado.

Esempro I1. — Obtener el (7239) : 985.
El cociente es digito pues - 7239 < 9850.

Separamos de la derecha del dividendo y divisor tantas cifras co-
mo tiene el divisor menos una, o sea dos, y nos queda 72’39 v 9’85,
y dividimos los ntimeros 72 y 9 asi obtenidos.

Pero (72): 9 = 8, luego el cociente de los nfimeros dados seré,
por ¢l lema anterior, 8 o menor que 8.

Si fuera  (7239): 985 —8 debiera ser 8 X 985 < 7239
pero 8 X 985 — 7880 > 7239 luego 8 no es el cociente
luego tendria que ser 7, 6 6, 6 5, ete.

Si fuera  (7239): 985 —7 debiera ser 7 X 985 < 7239
¥ eomo T X 985 — 6895 < 7239 es T el cociente buseado

¥ su resto es 7239 — 6895 — 344
En la practica la operacién se dispone asi:

7239 | 985

M Ty

¥ se efectia simultdnea y mentalmente la diferencia entre el dividen-
do y el producto del divisor por el cociente.
Lo dicho anteriormente nos permite enunciar la siguiente

ReerA. — Para dipidir un polidigito por otro, siendo digito el co-
ciente, se separan de la derecha del dividendo y divisor tamtas cifras
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como tiene el divisor menos una y se dividen los niimeros que ast se
obtienen; el cociente de éstos se multiplica por el divisor y si el pro-

“ducto es menor que el dividendo, dicho cociente es el de los nimeros

dados, en caso contrario se toma el nimero anterior a ese cociente y
se ensaya con dicho mimero como en el caso anterior y asi se contintia
hasta obtemer una cifra cuyo producto por el dipisor sea menor que el
dividendo. Se resta ese producto del dividendo, y el resultado de esta
sustraccién es el resto de la division. ‘

22. 3.°* Caso. — Divisién de polidigitos. — Para encontrar el
cociente de dos polidigitos cunalesquiera, se emplean los lemas que de-
mostramos a continuacién, en los cuales se designard con d el nlimero
total de decenas de un ntimero dado y con « el de las unidades sim-
ples.

Lema 1. — Hl cociente de dividir el niimero de decenas del dividen-

do por el divisor, es igual al nimero de decenas del cociente.

Hrp.) 1589 | 26 26 o Tesis) 158 26
.14 d.10 + u B

Dewm.) Siendoel (158): 26 =6 porel 2° caso, pues 158 < 260,
es 6 26 <158 < T X 26 por def. coc. entero
Multi. por 10 da 60 X 26 <1580 < 70 X 26

Suméndole 9 a 1580 el signo — entre 60 X 26 y 1580 desaparece.
El signo < entre 1580 y 70 X 26 se conserva, pues por ser ambos
miltiplos de 10 difieren por lo menos en 10 y sélo se le ha sumado
al primero 9 que no aleanza a 10

luego 60 X 26 < 1589 < 70 X 26

Como el (1589): 26 debe ser tal que multiplicado por 26 dé un
niimero < 1589, estard comprendido entre 60 y 70 y podra, por lo
tanto, valer a lo sumo 69.

Y como el ntimero de decenas de 69 es 6 resulta que

(decenas 1589): 26 — 6 y como (158): 26 —=d =06
es (decenas 1589) : 26 =d
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Lema II. — 8i se resta del dividendo el producto del mimero de
decenas del cociente por el divisor seguido de un cero, y se divide la
diferencia por el divisor, el cociente y el resto que se obtiemen, som
respectivamente, la cifra de las unidades del cociente de los niimeros
dados y el resto de la division de los mismos.

Hip.) 1589 | 26 Tes1s) (1589 — d.260):26 = u
" | d.10 + u

‘Dem.) Siendo (1589):26—=d.10--w y r resto por hipétesis

es 1589=26 (d.104u)-+r y r<26 por teor. ant.
desarrollando 1589=26.d .10--26.u-}r por prop. distrib. mult.
y también 1589=d .260 - 26 u"—l— 7 por prop. conm. y asociat.

Restando d.260 a ambos miembros y simplificando
resulta . 1689 —d.260 =26u +r 'y r<26.

Considerando al primer miembro como un solo nfimero y a los
tres niimeros restantes 26, « y », y observando que los dos tltimos
cumplen las eondiciones de cociente y de resto respectivamente

resulta (1589 — d.260) : 26 — u y resto r.

Los lemas anteriores nos permitirAn hallar el cociente de dos
nimeros polidigitos cualesquiera.

APLICACIONES. — EJempLo. — Sea dividir 1589 por 26.

Siendo 1589 > 260 el cociente de 1589 : 26 es polidigito luego es-
tard compuesto por decenas y unidades.

Para determinar la totalidad de esas decenas debemos aplicar el
lema 1°, con lo que tendriamos

158 | 26
[1] ;

6

de acuerdo con la regla anterior del 29 caso, pues 158 < 260.
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El ntimero 6 obtenido dividiendo el niimero 158, que resulta de
separar de la izquierda del dividendo tantas cifras como sea nece-
sario para obtener un ntmero mayor que el divisor, pero menor
que el producto de éste por diez, es la primera cifra del cociente
buscado.

Para hallar dicho cociente nos falta calecular la cifra de las uni-
dades. Procediendo eomo lo indica el lema 2° tendriamos:

1589 — 6 X 260 — 29

luego la cifra de las unidades del cociente buscado es

(2] (29): 26—1 y el resto 3
o0 bien 1589 ':772

29 | 61

>

Conviene hacer notar que para obtener el ntimero 29 basta agre-
gar al primer resto 2 la primera cifra 9 no separada del dividendo.

Nora. — Los dividendos de las divisiones [1] y [2] se llaman
respectivamente primer y segundo dividendos parciales.
Lo dicho anteriormente nos permite enunciar la siguiente

RucrA. — Para dividir dos polidigitos cuyo cociente sea también
polidigito, se separan de la izquierda del dividendo tamtas cifras co-
mo sea mecesario para formar wun mumero mayor que el divisor y
menor que el mismo sequido de un cero.

Dicho mimero se divide por el divisor, aplicando la regla del se-
gundo caso. El cociente obtemido es la primera cifra del cociente
buscado. e multiplica ese cociente por el divisor y se resta el pro-
ducto del mimero formado por las cifras separadas en el dividendo.
A la derecha del resto se coloca la primera de las cifras mo separa-
das, y el nimero formado se divide por el divisor, obteniéndose asi
la segunda cifra del cociente. Con la nueva cifra se procede como
con la primera y se continiia hasta haber operado con la Wltima de
las cifras separadas. El resultado de la niltima resta es el resto de la
division.



MECANISMO DE LA POTENCIACION

Lia practica de esta operacion se reduce a la de efectuar multi-
plicaciones sucesivas, para lo cual se procede en la forma que
hemos indicado en los parrafos ntimeros 15 a 19.

MECANISMO DE LA RADICACION (¥)

23. 1.°* Caso. — Raiz cuadrada entera de un niimero menor
que cien. — [lyEMPLO. 1,0) Determinar la raiz cuadrada de 81.
Si \/TSF— 2z - debe ser @ = 8l < (& + 17 Y eomo

por la tabla de multipiicar es 92 = 81 resulta 9 la raiz buscada
0 sea vV (8L =.9.

E_JﬁMPL)O 2°) Determinar la raiz cuadrada de 67.

Si \/W= @ - debe ser o= 0Tr< (:i' - 1)

y como por la tabla es 82 =64 < 67 y 9>°=81 > 67 resulta 8
la raiz buscada. :

0 sea vV (67) = 8 y resto r =67 —8 =3
En la prictica estas operaciones se hacen mentaimente.

RecrA. — Para hallar lo raiz cuadrada entera de un nidmero me-
nor que cien, se halla mentalmente el mayor nimero que elevado al
cuadrado sea menor o igual que el dado.

24. 2.9° Caso. — Raiz cuadrada' entera de nimeros mayores
de cien. — Para encontrar la raiz cuadrada de un polidigito cual-

i

(*) Conviene insistir en ¢l mecanismo de esta operaciéon porque es en el que menos
se han ejercitados los alumnos en la Escuela Primaria.

e
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quiera se emplean los lemas que damos a continuacién, en los cua-
les se designard con d el ntmero total de decenas y con w el de
unidades.

Asi por ej.: V1843 = d. 10 + u
Lema I.— Lg raiz cuadrada entera del nimero de centenas de un

nimero dado, es igual al nitmero de decenas de la raiz cuadrada en-
tera de dicho nmimero dado.

Hie) V (1843) =d-10+wu  Tesis) V. (18)'= d

Desyosr.) Siendo la Y a8). = 4 [1] por primer caso
es por definicion de raiz entera 42 = 18 i< 52 y multiplicando
por 100 de 43,100 £ 1800 < 52.100 ;

Suméndole 43 a 1800 el signo = entre 42.100 y 1800 desaparece. El signo < entre
1800 y 52.100 se conserva pues por ser ambos miiltiplos de 100 difieren por lo menos en
100 y s6lo se le ha sumado al primero 43 que no alcanza a 100.

Luego 42 100 < 1843 < 52.100
pero 42,100 = 42,102 = (4.10)2 y 52,100 = 52.102 = 502 por prop. de pot.
sustituyendo queda 402 < 1843 < 502

Como Ia V (1843) debe ser el mayor nimero cuyo cuadrado sea < 1843, estard com-

prendida entre 40 y 50, es decir, tendri que valer, por lo menos 40 y a lo sumo 49,
siendo sus decenas = 4 o sea

4, como Y (18) = 4. ='id

resulta VORI T =1d que son las decenas de la raiz de 1843..

decenas de V (1843)

Il

Lema II.— Si del radicando se resta el cuadrado del nimero de
decenas de la raiz, segwido de dos ceros, y se divide el nimero de
decenas del resto por el duplo del nimero de decenas de la raiz, el
cociente es igual o mayor que la cifra de las unidades de la raiz.

Hie. V (1843) = d.10 + u

Tusis)  (decenas de [1843 — d?.100]) :2d 2 u
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DeMosT.) Siendo V (1848) = d.10 + wu ¥ r el resto
es 1843 = (d.10 + w)? 4 por un teor. anterior
desarrollando 1848 = d?100 + 24d.10.u + (u* 4 r) por teoremas anteriores _

restando d?.100 a ambos miembros y simplificando da:

1843 — d2100 = 2d.w.10 + (w2 + r)
luego dee. (1843 — d*100) = dee. (2d.1w.10) + dee. (w2 + r)
0 sea dee. (1848 — 42100) = 2.d.u -+ dec. (u® 4+ r) .

Como puede haber o no decenas en (u? -+ r) se tiene

decen-ak (1843 — d*100) = 2d.w

Como el cociente de dec. (1843 — d2100) por 2 d debe ser el mayor ntimero que
multiplicado por 2d dé un niimero < que el dividendo resulta que ese cociente es 4 ©
un nimero mayor.

es decir (decenas de [1843 — d2100]): 2d = u

Los lemas anteriores nos van a permitir hallar la raiz cuadrada
de cualquier ntimero mayor que cien.

APrLICACIONES. — EJEMPLO. — Sea hallar la (854 931)

Siendo 854 931 > 100 su raiz serd un ntmero polidigito luego
constard de decenas y unidades.

Para determinar la totalidad de esas decenas debemos, por el le-
ma I, extraer la raiz cuadrada de

[1] v (8549)

¥, a su vez, para obtener las decenas de esta raiz debemos volver a
aplicar el mencionado lema, con lo que tendriamos

[2] ‘ vV (85) = 9 y resto 4

Kl ntimero 9, obtenido hallando la raiz cuadrada del ntimero 85
que resulta de separar del radicando tantos periodos de dos cifras,
a partir de la derecha, hasta llegar a un ultimo periodo tal que sea
< 100, es la primera cifra de la raiz busecada.
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Para hallar la raiz [1] nos falta calcular la cifra de las unidades.'
Procediendo como lo indica el lema II, tendriamos

8549 — 92.100 — 8549 — 8100 — 449
luego la cifra de las unidades de la raiz [2] es mayor o igual que

(decenas de 449) : 9 X 2 =(44): 18 =2 y resto 8

o bien \/ 8549 | 92
81
449 | 9.2 =18 ; (45):18 =2

Conviene observar que para obtener el nimero 449 basta agre-
gar al primer resto 4, el primer periodo no separado del radicando.

Para comprobar si 2 es la verdadera cifra que buscamos, eleva-
mos 92 al cuadrado y si el resultado es menor o igual que el radi-
cando es 2 la cifra buscada.

Pero siendo 92 — 90 - 2

es 922 — (90 4+ 2)2 =90° 4+ 2 X 90 X 2 4 2° por
ser el 'cuadrado de la suma de dos nimeros.

Pero como ya hemos restado 90 a 8549, lo que nos di 449, tene-
mos que restar a 449 la suma

2% 90X 2422 —2(90 X 2 4 2)=(180 4-2)2 =182 X 2
es decir el producto por 2 del duplo de 9 seguido por la misma cifra 2.

El producto de 2 X 182 — 364 es menor que 449 luego 2 es la
cifra busecada. Y como 449 — 364 — 85 resulta:

\/'(é549) = 92 .y el resto es 85.

El n@mero 92, es por lo que dijimos, la totalidad de las decenas
de la raiz buscada. Para determinar el ntimero de unidades, volve-
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mos a aphcar el Iema segundo pero xecoxdando que si 85 es el resto
de 4/ (8549) se tiene, por definicién :

8549 — 922 — 85
¥ por lo tanto 854931 — 92.100 — 8531 por lo que se acaba de obser-
var, es decir, que para hallar la diferencia entre el radicando y el
cuadrado de la raiz hallada multiplicada por 100, basta agregar al

segundo resto el otro periodo no separado del radicando. La clfra.
de las unidades buscada serfa mayor o igual que

(decenas de 8531): 92 X 2 —(853): 184 — 4

y ecomprobando como en el caso anterior tendriamos que, siendo
85631 < 1844 X 4, es 4 la cifra buscada.

Luego v (854 931) = 924,

En la préctica la operacion se dispone asi:

V 854931} 924
81 EEE
449 9X2 =18 ; (44): 18 =2 : 182 X 2 = 364
3b4 ;
85392 X 2 = 184 ; (853):184 =4 - 1844 X 4 = 7376
7376
1135

Los razonamientos anteriores permiten dar la siguiente:

RuGLA. — Para extraer la raiz cuadrada de un nimero mayor que
cien se lo divide en grupos de dos cifras a partir de la derecha, pu-
diendo resultar que el dltimo tenga sélo una cifra. Se extrae la raiz
cuadrada del 4ltimo grupo, con lo que se obtiene la primera cifra de
la raiz buscada. Después se resta del primer grupo, el cuadrado de
la cifra encontrada y a la derecha de este resultado se escribe el gru-
po siguiente, separando la primera cifra de la derecha del nimero
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formado, con una como en lo alto, y se divide el niimero restante por
el duplo de la ratz. El cociente de esa division podrd ser la segunda
cifra de la raiz. Para comprobar si lo es, se la escribe a la dereche
del divisor anterior y se multiplica el ndmero asi formado por la
misma cifra. Si el producto puede restarse del nimero que resulie
agregando al dividendo anterior, la cifra separada, es esta la sequn-
da cifra de la raiz.

En caso contrario se considera la cifra inmediata inferior y se la
comprueba en la misma forma, y asi se continuard hasta obtemer la
cifra buscada.

Se efectiia la resta anterior, y a la derecha del resultado se escribe
el grupo siguiente separando la primera cifra de la derecha, y divi-
diendo el nimero restante por el duplo del nimero formado por las
dos primeras cifras de la raiz. El cociente que se obtieme podrd ser
la tercera cifra de la raiz.

Se la comprueba como el easo anterior y se continiia en la misma
forma hasta haber considerado el primer grupo.

Aplicaciones. — Ejemrro I. jCudntas unidades de millar, cudntas centenas y
cudntas decenas hay en los ntimeros 223 184; 7 236; 5267

Essmrro IT ;Qué diferencia existe, en cada uno de los ntimeros anteriores, entre
el ntimero de centenas y la cifra de las centenas?

Esempro ITI. Eseribir en la forma més simple los ntimeros: cinco billones, un
millén, cien mil millones. (Téngase presente que 1 billon = 102 .. ?

Emvpro IV. Hallar los valores que deberdn tener las letras para que se veri-
fiquen las igualdades:

a? = 162409 ; V9000000 =¢; 64160100 = ¢~

Esempro V. ;Cudl es el menor ntimero que hay que restarle a 567 para obtener
un cuadrado perfecto?



CAPITULO II1

SISTEMA METRICO DECIMAL

PROGRAMA. — Historid. Ventajas del sistema métrico decimal sobre los demds
sistemas. Medidas de longitud, superficie, volwmen, capacidad y peso. Co-
rrespondencia entre las unidades de wvolumen y peso. Peso especifico. Ejerci-
¢ios y problemas.

27. Historia del sistema métrico decimal. — Hasta fines del
siglo XVIII, todos los paises, sin excepcién, empleaban para sus
mediciones, sistemas particulares distintos y en los eunales sus uni-

- dades no guardaban relaciones determinadas. i

Agi, por ejemplo, para medir las longitudes se empleaba en Ingla-
terra la yardo, en Espafa la vara, y en Francia la toesa.

HEsta diversidad de unidades, que aun dentro de un mismo pais,
variaba de una provincia o ciudad a otra, traia como consecuencia
errores y fraudes y hacia ademas complicado el célculo a que da-
ban lugar ciertas operaciones comerciales.

Con el propésito de uniformar y facilitar las mediciones, la Asam-
blea Constituyente reunida en Paris a principios del afio 1790 de-
cret6 la supresion de las viejas unidades de medida y la ereacién
de un nuevo sistema, misién esta Gltima que confié a la Academia
de Ciencias, quien a su vez design6 a los sabios Berthollet, Borda.
Lagrange, Delambre, Laplaee, Mechain y Prony, para tal objeto.

Esta comisién resolvié que la unidad de longitud del nuevo
sistema, fuera sacada de las dimensiones del globo terrestre, para
lo cual dos de los mencionados sabios, Delambre y Mechain, mi-
dieron en toesas el arco de meridiano comprendido entre Dunkerque

MAL e N il i W el s e e R
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y Barcelona. Esta medicién, con otras ya efectuadas anteriormente,
permiti caleular la longitud del cuarto de meridianc terrestre, su-
puesta esférica la Tierra. Este céleulo dié por resultado 5130 740
toesas de Paris.

Las diez millonésima parte de la lon-
gitud ‘del cuarto de meridiano, o sea
0,5130740 toesas (poco més de media
toesa), fué adoptada ecomo unidad de lon-
gitud del nuevo sistema y designada con
el nombre de metro.

Para poder reproducir la unidad y
utilizarla en los diversos paises, se cons-
truy6 una barra de platino iridiado, que
a la temperatura del hielo en fusién, te-
nia la longitud de un metro. Dicha barra fué depositada en los Ar-
chivos Nacionales de Francia en el afio 1790 y se conoce con el nom-
bre de metro patrin.

]
|
|
I
:
qdor
1
I
I
I

Nora. — Mediciones mas precisas han probado que el ‘metro no
es exactamente la diez milonésima parte del cuarto de meridiano
terrestre sino algo menor; de manera que actualmente el metio se
define diciendo que es la longitud del metre patrin,

: .
:

98. Ventajas del sistema métrico decimal+sobre los demas
sistemas. — Se llama Sistema métrico decimal al=que tiene por uni-
dad fundamental al metro que es la unidad principal de longitud. Di-
cho sistema ecomprende ademés las unidades dessuperficie, volumen,
capacidad y peso, todas las cuales estidn relacionadas con la unidad
principal de longitud. Asi: la unidad prineipal de superficie es el
metro cuadrado que es la superficie de un euadrado cuyo lado tie-
te un metro de longitud; la unidad prineipal de volumen es el me-
tro citbico que es el volumen de un cubo cuya arista tiene un metro
de longitud.

Lia unidad principal de capacidad es el litro, aue es el volumen
de un cubo cuya arista tiene una longitud igual a la déecima parte
del metro. Ademés de las unidades principales que acabamos de
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definir, se consideran dentro de cada magnitud, otras unidades, lla-
madas secundarias, que son miltiplos o submiltiplos de las prime-
ras, segun potencias del numero 10.

Para designar a estas unidades, basta anteponer al nombre de la
unidad principal los prefijos:

MtrrIPLOS SUBMULTIPLOS
Deca  que significa 10 - deci  que significa 0,1
Hecto » » 100 centi » Bt A
Kilo  » » 1000 mali » > 0,001

Miria > » 10000

Asi, por ejemplo, el metro lineal que se representa por m, se
divide en 10 partes iguales, cada una de las cuales se llama deci-
metro y se representa por dm; el decimetro se divide en 10 par-
tes iguales, cada una de las cuales se llama cenfimetro y se repre-
senta por cm., y éste se divide en 10 partes iguales, cada una de las
cuales se llama milimetro, y se representa por mm.

Por otra parte la suma de 10 metros se llama Decdmetro y se
representa por Dm; la suma de diez Decametros se llama Hecto-
metro y se representa por Hm; la suma de 10 Hectémetros se lla-
ma Kilémetro y se representa por Km.

En la praetica suele darse preferencia, en ciertas mediciones, a
determinadas unidades secundarias. Asi, por ¢jemplo, para medir la
distancia entre dos ciudades se emplea el Kilometro, en cambio se
emplea el centimetro para medir un segmento.

El empleo de las diversas unidades secundarias, para medir las
cantidades de una misma magnitud, nos conduce al problema de
expresar o reducir unidades de un orden a las de otro.

Esempro I. — Sea, por ejemplo, reducir a centimetros 3 Dm.

Siendo. 1 Dm—=10m 1 m=—10dm y 1 dm=10 em
es 1 Dm=10.10.10 em = 1000 em luego 3 Dm — 3000 ém.

EJEMPLd I1. — Hallar euantos metros hay en 7 dm.

Siendo ldm=01lm es7dm=01mx7=0,7m
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En resumen; el Sistema métrico decimal presenta sobre los demas
sistemas las siguientes ventajes:

1°) Siendo casi umiversalmente adoptado, elimina la diversidad
de unidades existentes en los distintos paises.

2%) Las relaciones entre las diversas umidades principales som,
por definicion, muy sencilas, lo que facilita su control.

3°) La sencillez de los cdleulos con las mediciones efectuadas en
dicho sistema, pues son aplicables a ella las reglas de cdlculo estu-
diadas para los mimeros decimales.

29. Medidas de longitud. — Hemos visto que la unidad prin-
cipal de longitud es el meiro (m). Las unidades secundarias son

Decimetro (Dm) = =10m

Hectémetro (Hm) = 10 Dm = 100 m

Mulktiplos
Kilémetro (Em) =10 Hm = 1000 m
| Miriémetro (Mm) =10 Km =10 000 m
( decimetro  (dm) = =0,1m
Submultiplos cenﬁmetro (em) = 0,1 dm = 0,01 m

milimetro = (mm) = 0,1 cm = 0,001 m

Se emplea ademés para mediciones de gran precisiéon el mi-
erén — 0,000 001 m y que se representa por la letra griega W que
se lee « mu ».

DEFINICION. — Se llaman unidades reales o efectivas, aquellas uni-
dades de medida que se construyen materialmente, para efectuar
précticamente las mediciones.

Las medidas efectivas de longitud son, el doble decimetro y el do-
ble decimetro (cadena). '
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30. Medidas de superficie. — La unidad principal es el metro
cuadrado (m?). Las unidades secundarias son las superficies de cua-
drados que tienen por lados los miltiplos y submiltiplos del me-
tro. Asi por ejemplo el Decdmetro cua-
drado es la superficie de un cuadrado de
10 m de lado, y que se compone de 100
cunadrados de 1 m de lado; por lo tanto
1 Dm? = 100 m=.

Anilogamente el Hectometro cuadrado es
igual a 100 Dm? y en general, cada unidad
‘s igual a cien unidades del orden inmedia-
to inferior:

[ Decametro cuadrado (Dm*)=(10m )*=100 m*

Heetémetro cuddrado (Hm?) = (10 Dm)>=10 000 m*

Multiplos :
 Kilémetro cuadrado (Km®)=(10 Hm)*=1 000 000 m?

Miridgmetro cuadrado (Mm?*)=(10 Km)>=100 000 000 m*

 dectmetio cuadrado ( dm?*)=(0,1m )2=0,01 m*
Submalt. 4 centtmetro cuadrado ( em*)=—(0,1 dm)*=0,0001 m*
milimetro cuadrado (mm?)= (0,1 e¢m)*=0,000001 m*
OBsERVACION. — Las expresiones de la forma (5 m)?; (10 em)?;

(0,02 Dm)?; ete., se tratan en el cdleulo como potencias de mono-
mios. Asi: :

(5m)2=25m? ; (10 cem)2=100ecm?* ; (0,02 Dm)?—=0,0004 Dm?

Tgualmente prbductos de la forma 8 m X 3m; 9em X 0,2 em; ete.

se efectiian como productos de monomios. Asi:

8m X 3m=—24m?; 9cem X 0,2 cm = 1,8 cm?.
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Es corriente expresar la superficie de los campos, utilizando co-
mo unidades al Hm?, al Dm? y m? con los nombres Hectdrea, Area
y Centidrea respectivamente. Es deeir :

Hectdrea (Ha)== Hm?
Area (a )=Dm?

Centidrea ( ca )==m?

OBsERVACION. — No se construyen medidas efectivas de superficie
pues éstas no se miden directamente. Asi, por ejemplo, la superficie
de un rectangulo se determina conociendo las longitudes de la ba-
se y de la altura, y en general la superficie de una figura cualqnie-
ra, se halla midiendo las longitudes de ciertas lineas que pertenecen
a ella, y procediendo como indica en cada cgso la Geometria.

31. Medidas de volumen.— La unidad principal es el metro cit-
bico (m?). Las unidades secunda-
rias son los voltimenes de cubos
que tienen por lados los miltiplos
y submiltiplos del metro. Asi por ]
ejemplo, el Decdmetro cibico es el &
volumen de un cubo de 10 m lado, | J:
y que se compone de 1000 cubos ‘
de 1 m lado; por lo tanto 1 Dm® — |
1000 m". \l

|
l

Anélogamente el Hectdmetro ci- [
bico es ignal a 1000 Dm? y en [ |
general cada unidad es igual a
1000 unidades del orden inmediato inferior.

BSIT! [Che! v
(T\

[ Decametro cibico (Dm*)=(10m )*=1000 m®
i | Heetgmetro éubico (Fm®)— (10 Dm)?*=1000 000 m?
tiplos | Kilémetro cibico (Km?)— (10 Hm)?*=1000.000000 m?
| Miridmetro ciibico (Mm*)—(10 Km)?—1000.000.000.000 m®



— 140 —

[ decimetro cibico ( dm®)=(0,1m )?=0,001 m?®
Sub-

centimetro cibico ( em®)=—(0,1 dm ) *=0,000 001 m?
mult. '

milimetro cibico (mm®)=— (0,1 em ) *=0,000 000 001 m*

OBSERVACION. — Las expresiones de la forma (3 m)* ; (10 cm)3 ;
(L,2Km)®; ete. se tratan en el céleulo como potencias de mono-
mios. Asi: '

(83m)* —27m®; (10 em)® — 1000 em?®; (1,2 Km)® — 1,728 Km®

Igualmente productos de la forma 2 mX0,5 mX}6m; 2 m*x0.8 m;
ete., se efectfian como productos de monomios. Asi:

2m><0,5m><6‘m=6m3 ;0 2m? X 0,8m = 1,6 m?

La tinica medida efectiva de volumen, es el m® que con el nombre
de estereo se usa para medir la lefia.

32. Medidas de capacidad. — [,4 ynidad principal de capacidad
es el litro (1), que es igual a un deeimetro ctibico. Lias unidades se-
cundarias son :

Decdlitro  (D1) — =101
Hectolitro (H1)= 10 DI — 100 1
Miltiplos
Kilolitro (K1) =10 H1— 1000 1
\ Miridglitro  (M1) =10 K1 = 10 000 1
" decilitro (dl )= =011
. Bubmiltiplos centilitro (el)=0,1 dl — 0,01 1
mililitro (ml) = 0,1 el = 0,001 1

Estas unidades se construyen de metal o de vidrio para los li-
quidos y de madera para los 4ridos.

ol o
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33. Unidades de peso.— La unidad principal es el gramo (gr),
que es el peso, en el vacio y en un lugar determinado, de 1 em?
de agua destilada y a la temperatura de 4°. Las unidades secun-
darias son;

( Decagramo (Dg)= =10 gr

Hectégramo (Hg)=10 Dg = 100 gr

Kildgramo (Kg)=—10 Hg —1000 gr —1 Kg
Multiplos . < ;
Miridgramo (Mg)=10 Kg=10000 gr —10 Kg
Quintal ( q )—10 Mg — 100000 gr — 100 Kg

| Tonelada ~ ( t )—10 g — 1000000 gr — 1000 Kg

( decigramo  (dg)= =0,1 gr

Submailtip. 1 centigramo  (eg)=0,1 dg =0,01 gr

 miligramo ~ (mg)= 0,1 cg = 0,001 gr

Siendo el gramo una unidad pequefia, en la préetica se toma co-
mo unidad el Kilogramo y se agregan ademés dos miltiplos: el quin-
tal métrico (q) y la tonelada métrica (t), como puede verse en el
cuadro de los multlplos. ‘

MEDIDAS EFECTIVAS. — Se emplean en la préctica, medidas efee-
tivas iguales a los miltiplos y submiltiplos del kilogramo, a su du-
plo y a su mitad. Los pesos efectivos més grandes se construyen de
hierro fundido, los otros de bronee y los mas pequefios de plata o
de platino.

34. Correspondencia entre las unidades de volumen y peso.
— Al definir las unidades de volumen y de peso vimos que un gramo
era el peso de un centimetro cibico de agua destilada a 4°C de tem-
peratura. Por esa razén las unidades gramo y centimetro cubico y
sus miltiplos se llaman wnidades correspondientes.
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A continuacién damos un cuadro en el que se consignan las uni-
dades correspondientes mas usadas:

Unidades de peso || gr " Kg t

I
Unidades de Volumen H em® |° dm® | m®
‘ \ |

35. Peso especifico. — DurinicioN.— Se llama peso especifico de
una substancia, en un lugar determinado, al cociente de la medida del
peso de un cierto volumen de la misma, en ese lugar, por la me-
dida de dicho volumen tomada con respecto a unidades correspon-
dientes.

Indicando con P el peso de un volumen V de un cuerpo, y supo-
niendo que peso y volumen han sido medidos con unidades correspon-
dientes, se tiene:

~ med. P o ] i
P = [1] donde p.e. se lee peso especifico.

Tratemos de hallar, por ejemplo, el peso especifico del aluminio.
Tomando un volumen V = 4 em?, su peso expresado en gr, que es la
unidad correspondiente al em?, es P = 10,4 gr, luego:

=

=20

oo med 104gr 104
' Pt ="ed. & cm® 4

Baemero I1) Hallar el peso especifico del agua destilada.
Siendo por definicién 1gr el peso de 1 em?® de agua destilada a
4°C resulta

'n}gd.lg‘r‘___ 1,_1 deci
med. 1 em® 7 -1 . el

Pre—
El peso especifico del agua es igual @ 1.

OBSERVACION. — De los ejemplos anteriores resulta que:

Decir que el peso especifico de un cuerpo, por ejemplo el alumi-
o, es p. ej. = 2,6 significa que un determinado volumen de esa subs-
tameia pesa 2,6 veces mas que el mismo volumen de agua.

P N N N Tt e
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Asi, por ejemplo, si el peso especifico del mercurio es p: ej. — 13,6,
eso significa que 1 em® de mercurio pesa 13,6 veces mas que 1 cm?
de agua, es decir 13,6 gr.

Anilogamente, si el peso especifico del corcho es 0,24 eso sig-
nifica que 1 em® de eorcho pesa 0,24 de lo que pesa 1 em® de agua,
es decir 0,24 gr puesto que 1 em® de agua pesa 1 gr.

De la férmula [1] que da el peso especifico, resulta:
aed. P — . ¢ X med. V PRI A e e 13]

que expresan respectivamente:

El peso de un cuerpo tiene por medida al producto de su peso es-

pecifico por la medida de su volumen tomados con unidades corres-

pondientes.

El volumen de un cuerpo tiene por medida al cociente de la medi-
da de su peso, tomado con la unidad correspondiente a la del volu-
men, por su peso especifico.

APrLicACIONES. — ¢ Cudl serd el peso de 4 m® de acero si su peso
especifico es 7,52

Sabemos que: med. P = p.e. X med. V

luego en nuestro caso es med. P —1T,5 X med. 4 m®,

Adoptando como unidad de medida para el volumen 4 m® el m?,
¥ su unidad correspondiente la tonelada t para el peso P, tendremos:

P »
&y med.4mP= 2.5 VWS 4

med. Pr=

y por lo tanto

de donde P=1T75X4t=30t es el peso de los 4 m? de acero.
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Eaempro II) ;Cudl es el volumen de wna barra de bronce cuyo pe-
s0 es de 110 Kg si el peso especifico del bronce es 8,82

ed. P
Sabemos que: med, V = %2
p-e
d.
luego en nuestro caso es med. V —= Y ;%Ogg_

Adoptando como unidad de medida para el peso 110 Kg el Kg,
y su unidad correspondiente el decimetro ctibico para el volumen V,
tendremos

% 110 Kg
med. V = dm® Y  med.110 Kg. = Tie o 110
v 110
y por lo tanto T 88
110 dm?
de donde Ni== —WIL —=12,5dm® es el volumen

de los 110 Kg de bronce.

Aplicaciones. — Ejempro I. Expresar en milimetros un decdmetro, en cen-
timetros un hectémetro y en decfmetros un kilémetro.

Essvrro II. jQué parte del hectémetro es el decfmetro? jqué fraccién del mi-
rigmetro es el decdmetro?

Esempro III. Expresar en decdmetros cuadrados las superficies siguientes:
6 m? 12 dm? 18 em?; 630 m’' 5401 mm?; 54 mm?.

Esempro IV. Escribir en forma de fracciones decimales, tomando al metro
ciibico como unidad, los volimenes siguientes: .

12 m® 428 dm?® 40 em® ; 18 dm® ; 12847348 dm® ; 8 mms.

Esempro V. Eseribir, tomando al kilogramo por unidad, los pesos siguientes:
20 gr. 3 cgr; 5 dgr 30 mgr; 98 t; 498 dgr.

Erevrro VL. ;Cusl es el peso total de un barril de aceite de 225 litros de capa-
cidad si pesa vacio 63,5 Kg y el peso especifico del aceite es 0,927




CAPITULO IV

'

¥ RAZONES Y PROPORCIONES NUMERICAS

PRrROGRAMA. — Definiciones. Proporeion continua. Teorema fundamental de las
proporciones. Rectproco. Caso particular en que la proporcion es continua.
Cdleulo de un extremo o de un medio desconocido en una proporeion ordinaria
o continua. Las siete nuevas proporciones deducidas de una dada. Nuevas pro-
porciones deducidas de una. dada por adicion o sustraccion de sus términos.
Series de razones iguales. Propiedad fundamental.

38. Definicién I.— Se llama razén entre dos niimeros reales
distintos de cero, dados en un cierto orden, al cociente exacto del
primero por el segundo. El primero se llama anfecedente y el se-
gundo ‘consecuente.

g ? @ : :
En simbolos: la razén entre ¢ y b es —=a:b siendo ¢ y b na-

b
meros reales.
EJEMPLOS :
La razon entre 8 y — 4 es _—i— =i ‘
> > w0, 3y 668 —Oé—g—=0,05
e %: 3:&:2.
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DEriNicioN II. — Dados en un cierto orden cuatro nimeros rea-
les distintos de cero, se dice que forman una proporeion, cuando

la razoén entre los dos primeros es igual a la razén entre los dos
tltimos.

En simbolos: Dados a, b, ¢, y d si -y

una proporcién y se lee «a es a b como ¢ es a d 3.

C
Tg % b, ¢ y d forman

Esempros:
Sy ot s és una proporcién pues L = Al 2
0% & L sl LR TR g s
sk ifimad 2 =

-+ 2 4 9 2 9
bR e p S 3 > » S0 T SR e
s R T

6 9 6 9

Dermyicioy III. — Los nimeros dados se llaman términos de la
proporcion, el antecedente de la primera y el consecuente de la se-
gunda razén se llaman extremos y el consecuente de la primera ra-

o

zon y el antecedente de la segunda se llaman medios.

a C A
Asi en b d ey d son extremos y b y ¢ medios.

Nora. — Estas denominaciones provienen de la forma en que se
acostumbra también a escribir las proporciones.

a:b::¢:d - [1]

OBSERVACION. — La definicién de proporcién puede enunciarse
brevemente diciendo : proporcion es la igualdad de dos razomes.

e AT TR T T

T
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39. Proporcién continua.— DeriNICION. — Se dice que una
proporeién es continua cuando sus medios son iguales.

b .
En simbolos: % =, 68 una proporcién continua.
Eim.: ot A ol i son prop. continuas
ey e G RAT L1098 g B

En cada proporeién continua se dice que el medio b es medio pro-
porcional entre los extremos a y ¢, y que el extremo c¢ es fercero
proporeional al medio b y al otro extremo a.

40. Teorema fundamental.— Consideremos la proporciéon entre

3 3 4
numeros enteros W =Y

Como cada razén es un niimero racional y ademas son éstos igua-
les, los productos cruzados de sus términos también lo son, es deeir,
3.12 — 4.9 de acuerdo con la definicién de nlimeros racionales igua-
les. Pero como los factores del primer produecto son los extremos de
la proporeién, y los factores del segundo los medios de la misma, se
tendra que en la proporcién considerada: el producto de los extre-
mos es igual al producto de los medios.

El teorema que sigue prueba que esta propiedad es valida, cuando
los términos de la proporcién son enteros, fraccionarios o irraciona-
les, es deecir, niimeros reales cualesquiera.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS PROPORCIONES. ~— En toda propor-
cién el producto de los extremos es igual al de los medios.

a

Hip.) T Tesis) w.d = ¢.b.

W
d
DemosT. ) Puesto que en la igualdad de la Tesis, no hay diviso-

res, para llegar a ella partiendo de la Hipébtesis procuremos hacer-
los desaparecer en ésta. Para que desaparezea el divisor b en la pri-
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mera razon, basta multiplicarla por b, y a fin de que subsista la
igualdad, habré que multiplicar a la segunda razén por b; para que
- desaparezea el divisor d en la segunda razén, basta multipliearla por

d y a fin de que subsista la igualdad habrs que multiplicar la pri-

mera razén por d. Por lo tanto para que desaparezean los dos divi-
sores de la igualdad de la Hipétesis basta multiplicar ambos miem-
bros por b.d y simplificar.

Tenemos pues que

‘ a ¢ il b
* siendo e iy por hipétesis
b d
v Sl bid— b, por caracter idéntico.
{ i @ ¢ y 1
Miltipl. m. a m. =ik b= e bd  por prop. unif. de multiplic.
simplificando queda a.d=eb con lo que el teorema resul-

ta demostrado.

41. Teorema reciproco.— Si ¢l producto de dos nimeros es
igual al producto de otros dos (siendo uno de ellos distintos de cero)
se puede formar con’ ellos una proporcion siendo extremos los fac-
tores de un producto y medios los del otro.

Hr.) a.d=c.b TESIS) %:.,d,

a, b, ¢ y d distintos de cero.

Denosr.) Siendo, por hip.,, a.d=c.b _ y ademds

distinto de cero el producto  bd = bd

Dividiendo m. a m. da a_dzﬁ_ por prop. unif. divisién.
bd bd

e

b d

Simplificando queda

i P I e | e
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42. Teorema fundamental de las proporciones continuas. —
En toda proporcién continua el producto de los extremos es igual al
cuadrado del medio.

5
e Thsrs) g.e=ib2
¢

Hip.) % =

Drmost.) Aplicando el teerema fundamental a la proporciéon de
la hipotesis, se tiene:

a.c=Db.b
0 sea a.c==b* con lo que el teore-
ma queda demostrado.

TEOREMA RECiPROCO. — 8¢ el producto de dos nmimeros es igual al
cuadrado de un tercero, se puede formar con ellos una proporcién
continua siendo extremos los factores del primer producto y medios
el tercer mimero.

b
Hrre.) ac=0? TrsIs) g =
Demosr.) Siendo, por hip., ac="0
y be=be por cardcter idéntico
2
Dividiendo m. a m. da o
be be
: . a b
Simplificando, queda T o

43. Calculo de un extremo desconocido en una proporcion
ordinaria o continua. — ProBLEMA I.— Calcular el extremo des-
c

; SRR
conocido en la proporeion 5=

Siendo en la proporeién ant. @.xz=—c.b por teorema fundam.

pasando ¢ al 2° miembro da: o — Jaaa lo que nos dice que:

@

Un extremo desconocido es igual al producto de los medios dividi-
do por el extremo conocido.
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ArLicaciones, — Calcular = en la proporcidn% = %
I Al :
%5 el e
4
Caleular » en la proporeién bt
0,5 7 E
e e L N e S R
ST Tl e
4 4
ProBLEMA TI. — Oaléular el extremo desconocido en la proporcion
céntinua —Z’- e %

Siendo en la proporcién dada @.x =105 por el teorema funda-

mental de las proporciones continuas

b? : .
pasando a al 20 miembro- da I lo que nos dice que:

Un extremo desconocido en wuna proporcion continua es igual al
cuadrado del medio dividido por el extremo conocido.

ArricacioNes. — Calcular  en la proporcién £ L % ’
8* 64
I AR g e D &
| 1 = i .
SN f
Caleular & en la proporcién L — i

adibed oS 4 LT e
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el o &

pasando ¢ al 1er miembro da & — Z

1o B -t R
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44, Calculo de un medio desconocido en una proporcién

* ordinaria o continua.— ProBLEMaA IIT. — Calcular el medio des-
. Lo ¢
conocido en la proporcién — = ;-

Siendo en la proporcion dada a. d—=c.®

lo que nos dice que

Un medio desconocido es igual al producto de los extremos dividido

por el medio conocido.

9 .
ApricacioNss. — Caleular z en la proporeién S e —__—(:r)—
12.(—5) — 60
6 6
0,8 T
C 1 1 1 reid = = =
aleular « en la proporeion —— 05
70,8059 045000 Ol
oy == o ——_4:—‘__1—‘ Oal
ProeLimA IV, — Calcular el medio desconocido en la proporeion
a x ;
continua —— — .+
&L c
Siendo en la proporeién dada a.c =z’
extrayendo la raiz cuadrada x— \/ a.c lo que nos dice que:

El medio desconocido en uma proporciom continua es igual a la
raiz cuadrada del producto de los extremos.

3 S 3 @
APLICACIONES. — (falcular 2 en la proporcion et

me=y3.21 =y 81 =9.
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8
Calcular « en la proporecién — -

BT e
g LR

45. Las siete nuevas proporciones deducidas de una dada —
CororarIo 1. — 8i en una proporcién se invierten Sus razones, se
obtiene otra proporcién.

Si A P a
O et i e
< a c . :
En efecto: Siendo - b — g Porhip.es a.d=c.b por teor. fund.
0 bien b.c—=d.a por. car. recip. Y prop. conm. mult.
b d
luego @« — e bor el teor. reciproco del fundam.
Corovrario IT. — Si en una proporeién se permutan los extremos,
se obtiene otra proporeién.
: a c d c
5% SR P e e
: a 4 -
En efecto: Siendo b ADUE hip. es @a.d=c¢.b por teor. fund,
0 bien d.a=c.b por prop. conmutativa de multipl.
c
luego et L el teor. reciproco del fundam.
Corovrario . III. — Si en una proporeion se permutan los medios,
se obtiene otra proporcién. ;
’ a ¢ a b
i SR (gt S Y W

eas
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En efecto: Siendo % d por hip. es a.d—=e¢.b por teor. fund. -
o bien a.d=2b.c por prop. conmutativa de multipl.
a b 4 ¢
luego e BE teorema reciproco del fundam.

Corovario 1V.— 8i en una proporcién, se permutan las razones,
se obtiene otra proporcion. .

Si e es i

En efecto: Bs cierto por el caracter recxptoco de la igualdad de
niimeros reales.

Liss 0cHO FORMAS DE ESCRIBIR UNA PROPORCION. — Los cuatro co-
rolarios anteriores nos permiten deducir de una proporcién dada
otras siete proporciones:

2 a (s St

12) Asi de: T resultan las siguientes:
b d : Tt

2a) a7 quese obtiene invirtiendo las razones en la 1a
d ¢ 1 4l

32) 5 = 5 que se obtiene permutando los extremos en la 1
a b 3 :

42) o = 7 Que se obtiene permutando los medios en la 12

Permutando las razones de las proporciones 12, 22 3* y 4% se obtie-
nen respectivamente

52) %=~ % permutando las razones en lg 1a
62) % = —2— » » » » » 2a
72) %— = % » » » » » 3a
8a) —Z— — % » » » » » 4a
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~ 46. Nuevas proporciones deducidas de una dada por adicién
o sustraccién de sus términos.— TroremMA 1. — En toda propor- '
ciém la suma de antecedente y consecuente de la primera razom, es a ) %
su consecuente, como la suma de antecedente y consecuente de la se- i
gunda razén es a su consecuente. e
\
:

a c g a -+ b ¢t d \
Hip.) 5 M ik TEeSIS) - A R W _ &
DEemosT.) Siendo % —=—§— por hipétesis, sumando 1 a

(<]

ambos miembros da b + ]l == —+ 1 por prop. unifor. de la suma

piedad distributiva de la division con respecto a la adicion.

a b ¢ d :

Yegen R bty Sy T :
]

b d ‘ !

luego ﬂafb*_ — = G——JZ_ por la reeiproca de la pro- A
(! o %

¢

~£ TrorEMA II. — En toda proporcion la diferencia de amtecedente
y comsecuente de la primera razin, es a su consecuente, como la di-
ferencia entre amtecedente y consecuente de la segunda razém es a
su consecuente.

a ¢ a -b c—d
Hip.) -2 == o TrSIS) PRV s N T
3 % )
Dumost.) Siendo % o P L hip., rest. 1 a ambos miembros
It iyl T
resulta =1 b 10 e
a b c d

0 sea AR, S e a1

a—>b c—d . !
luego Rl o e 3 T la reciproca de la propie-

dad distributiva de la divisién con respecto a la resta.
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x47. Serie de razones iguales. — DrriNicION. — Se llama se-
rie de razones iguales, a’la igualdad de dos o més razones.

En simbolos: Flang! — _e_ =, , .= —— es una serie de ra-
b d /i
zones iguales,
- o 8 2 1 2 3 b
EiempLos: Yoy $ e e N

OBSERVACION. — Como puede verse en el primer ejemplo, una
proporeién es un caso particular de una serie de razones iguales.

¥ 48. Propiedad fundamental de la serie de razones iguales. —
TroOREMA. — En toda serie de razones iguales la suma de los ante-
cedentes, es a la swma de los consecuentes, como un antecedente es
@ Su consecuente.

a e e m
HIP.) —b—=7 =7 vl L A - ’n'
TESIS) b e 5
b4+d+f4...+n b
@
Drmost.) Representando el valor de la razon 5 Por ¢, como las
Gt CNEEe m ; e ¢
TAZODOE. 5y~ e son iguales por hipdtesis, son también
_('; ( i e m
q T /.—q,..‘, P 2
; a
Siendo it SUE e b.q por def. de razén y de cociente
c
» Yk S Vi == Ao b SRS SR IR SRR el
. :
» =q » A i s S IR TG SRR TR »
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Sumando m. a m. y sacando factor comiin ¢ en el 2° miembro

se tiene a—{-c—l—e-{—...—l—m=(b—{.—d-l-f-{—...—{—n)q

ateted...4m
b—l—d%—...—]—n ==

luego

y reemplazando a ¢ por su igual % resulta

a-+ct+e+t+...+m a

T era e e o

Nora. — Aplicando este teorema a la proporeién
x £ result Bl 2 1 nos
7 g ReRta e 0 que nos

dice que: En toda proporciém la suma de los antecedentes es a la de
los comsecuentes como un antecedente es a su respectivo consecuente.

8 g 8 -} 2 10 2
Esempros: En T es ——Iq:—_ e
g i Ly B g9 AL G Tl Z o8 58, ] SR :
AU T R TR UL G Y T TN

Aplicaciones. — EjemprLo 1. Hallar la cuarta proporecional entre a, ab y c¢;
Idem entre a?, 2 ab y 3 b2 :

Esempro II. Hallar 1a tercera proporcional entre a2 y ab y la media propor-
cional entre 223 y 8z.
\ i 5 i
Esempro III. Hallar la razén entre x + 5 e y — 2z sabiendo que. == 7:
Y
Esemero IV. Hallar dos ntimeros sabiendo que la razén del primero al segundo

1 : 3
es —- y la suma de ellos es igual a 9. :




T et o LI

CAPITULO V

MAGNITUDES

PROGRAMA. — Definicion de magnitud. Propiedades de las razones enire canti-
dades. Magnitudes directa e inversamente proporcionales. Magnitud propor-
cional a varias otras.

- 50. Habiamos visto en el capitulo I de Geometria de este curso
que: Se llama cantidad a cada uno de los elementos de un conjunto
de entes entre los cuales esti definida la tgualdad y la swma y que
la primera relacion entre esos elementos cumplia los caracteres idén-
tico, reciproco y tramsitivo. ;

Esto equivale a decir que las cantidades homogéneas tienen algo

tgual o, como también se dice, una cualidad comiin.

Asi, por ejemplo, la cualidad comiin que tienen todos los segmen-
tos iguales se llama longitud.

La cualidad comtn que tienen los éngulos iguales se llama am-
plitud o abertura.

La cualidad comtn que tienen las figuras equivalentes se llama
superficie.

La cualidad comiin que tlenen los cuerpos equivalentes se llama
volumen.

La longitud, 1a amplitud, la superficie, el volumen, ete., se llaman
en general magnitudes. Estas tiltimas pueden definirse asi:

51. Definicién de magnitud. — Se llama magnitud a la cuali-
dad abstracta con respecto a la cual las cantidades homogeneas se
pueden considerar como iguales o desiguales.

Recordemos también la relacién que habia entre las cantidades y
sus medidas que se expresaba diciendo: La razén entre dos cantida-
des, es igual a la de sus medidas respecto de una misma unidad. -
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Asi, por ejemplo: ¢ :
: L L o gegivM il yddu T
Si seg. M=34cem y seg 17 em e.s N 7 2

Vamos a demostrar ahora otra propiedad que necesitaremos en lo
que sigue y que dice asi: '

52. Teorema. — Kl producto de la razén de una cantidad a otra
por la razén de esta ultima a una tercera es igual a la razén de la
primera a la tercera.

{

Hr.) A, B y O cantidades. TrSIS) -]‘—;—

i)
QT O

Dewmosr.) Sea U una cantidad que se elige como unidad, y a, b
y ¢ las medidas correspondientes a A, B y C respecto de U. Se ten-
dria entonces

U S5 1 s AR 50 o T o Bl Y UG [3].

.De‘ [1] ¥ [2] se tiene % =Z_g-= % por la regla ant.
De [21 y [Si se tiene —g—- = I;g = % ~ por la regl)a ant.
VMult. m. a m. da- %,%:%—x%=_g_ [4]
Por otra parte, de [1] y [3] resulta:
_[5] % — -g'—g— = —;i por la regla ant.
luego fie [4] v [5] %% = % por conse. IT carde. trans.
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OBSERVACION. — Considerando la tesis del teorema anterior
AyiBul A se observa
RBEC GG

que se ha pasado del primer miembro al seguﬁdo suprimiendo las
B, o como suele decirse « simplificando la B que multiplica con la
B que divide ».

w 53. Definicién de magnitudes directamente proporcionales.—
Se dice que dos magnitudes son directamente proporcionales, cuan-
do entre sus cantidades existe una correspondencia tal que a cada
cantidad de una de ellas le corresponde una cantidad, y sola una,
de la otra y en forma tal que si una cantidad es dos, tres, ... n veces '
mayor o menor que otra, la cantidad correspondiente de la primera
magnitud es 2,3, ... n veces mayor o menor, respectivamente, que
la correspondiente de la 2* cantidad. -

Si Ay, A, Aj, A, son cantidades de una cierta magnitud quei
representaremos por (A)

L

of.

X Bi, By, Bs, B, son las cantidades correspondientes de la ..
magnitud (B) /S

Indicaremos que la magnitud (A) es proporcional a la (B) eseri-.

biendo
(A) A (B) (™)

Bisempro. — La Fisica enseha que, los voliimenes de un cuerpo
homogémeo son proporcionales a sus pesos.

Es decir: (Volumen) 7 (Peso)

asi, por ejemplo: 2 dm® de azficar pesan 3 Kg.

7. A, » » 6 »

3 LU RHEE SR S » b I 5

I Bis s » » 75 »
6 vt > » Q-7 »

(*) El signo X se lee «es proporcional a» v no debe confundirse con el signo A de
coordinabilidad.

L
P UL
4

P
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En el ejemplo anterior, puede observarse que siendo 6 dm? el pro-
ducto de 2 dm® X 3 es también su peso correspondiente 9 Kg el pro-
ducto del correspondiente de 2 dm® por 3 es decir 3:Kg X 3; que
siendo 5 dm?® el cociente de 10 dm?® : 2, su peso correspondiente
7,56 Kg, es también el cociente de 15 Kg : 2 ;

Como la misma observacién, puede hacerse con las ecantidades de
dos magnitudes proporcionales cualesquiera, se deduce que:

Si dos magnitudes son proporeionales, al producto o cociente de una
cantidad de una de ellas por un nidmero le corresponde el producto
o cociente, respectivamente, de la correspondiente de dicha cantidad
por el mismo nimero,

% 54. Definicién de magnitudes inversamente proporcionales.—

Se dice que dos.magnitudes son inversamente proporcionales, cuando
entre sus cantidades existe una correspondencia tal, que a cada can-
tidad de una de ellas, le corresponda una cantidad, y solo una, de
la otra, y en forma tal que si una cantidad es dos, tres, ... 7 veces

£ mayor o menor, la cantidad correspondiente de la primera magnitud

i sz:ru /de 2 3,6, - M Veces menor o mayor, respectivamente, que la co-

_tt&,, ¢ ~

£

pondlente de la segunda magmtud _ s 5
[ SR SR »_’ 2 can C

No'erIéN { ) (B) mgmflea que (A) y (B) son inversa-

AV Zmente proporclonales El signo , V. se lee «es mversamente propor-

£ wecional g > fodH T O el miailse A [/
&l ¥ A
EseMpLo. — Para medir el trabajo manual producido por obreros

en una determinada obra, se toma como unidad, el trabajo que un
obrero ideal produciria en cierto intervalo de tiempo, por ejemplo
un dia, trabajando de manera que en tiempos iguales produciese
trabajos iguales. Esto equivale a convenir que el trabajo producido
por varios obreros es proporeional al miymero de éstos.

Si en cambio relacionamos el ntmero de obreros, con el tiempo
necesario para efectuar un trabajo, y observamos que si emplea-
mos el doble de obreros el tiempo se reduce a la mitad, que si
empleamos el triple, el tiempo se reduce a la tercera parte, ete.,
podemos aceptar, como se hace en la praectica, que el tiempo em-
pleado en realizar wna obra es inversamente proporcional al nimero
de obreros empleados.

1
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Es deeir (Trabajo) V. (Tiempo)

Asi por ejemplo, para realizar una cierta obra

2 obreros emplean 30 dias
3 » » 20 »
4 » R
5 » » 1250
6 » » 10 »
10 » » 6 »

En el ejemplo anterior, puede observarse que, siendo 4 obreros el
producto de 2 obreros X 2, el tiempo correspondiente de 4 obreros,
que es 15 dias, es el cociente por 2, del correspondiente a 2 obre-
ros que es 30 dias y que reciprocamente, siendo 3 obreros el eocien-
te de (6 obreros: 2) el tiempo correspondiente de 3 obreros, que es
20 dias, es el producto por 2 del correspondiente de 6 obreros, que
es 10 dias. Como la misma observaciéon puede hacerse con las can-
tidades de dos magnitudes inversamente proporcmnale.s cualesquie-
ra, se deduce que:

8i dos magnitudes sow inversamente proporcionales, al producto
de ung cantidad de una de ellas por un nmimero, le corresponde, el
cociente de la correspondiente de dicha cantidad por dicho mimero
y reciprocamente.

55. Magnitud proporcional a varias otras.— DerINICION. — Se
dice que una magnitud (A) es proporcional a varias otras (B), (C),
(D) si es directa o inversamente proporcional a cada una de ellas
cuando las cantidades de las demés permanecen constantes.

TN

Hn simbolos: (A) (B) (0) (D) expresa
< V

que la magnitud (A) es y ala (B) ya (D) y que (A) es V ala (C).
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Esempro. — Se ha convenido en que el tiempo empleado para
hacer una excavacién, es directamente proporcional al volumen de
tierra extraida e inversamente proporecional al trabajo de los hom-
bres empleados, es decir

— A ~
(Tiempo) (Volumen) (Hombres)
N \/ A

Esto puede verse observando las cantidades que siguen:

9 dias 300 m? 15 hombres

45 » 300 » 3 »
3. » 300 » 45 »
3 i 100 » 45 »
4 » 400 » 45 >
1 5 700 » 21 >

En efecto: observando la primera, segunda y tercera fila vemos
que siendo constantes las cantidades de la magnitud (Volumen) las
magnitudes (Tiempo) y (Hombres) son inversamente proporcionales.

Anélogamente observando las filas tercera, cuarta y quinta ve-
mos que mientras las ecantidades de la magnitud (Hombres) son eons-
tantes, las magnitudes (Tiempo) y (Volumen) son directamente pro-

porcionales, ete.

Aplicaciones. — Ejevmpro I. Hallar Ia razén entre las cantidades A y B sa-
biendo que A = 2Cy C = 4 B.
Esemero IT. Hallar la razén entre las cantidades M y N sabiendo que M = — P

N e P
¥ N =P

w |



CAPITULO VI

REGLA DE TRES SIMPLE Y COMPUESTA

ProarAMA. — Regla de tres simple: su objeto. Resolucidén de problemas de
regla de tres simple con wimeros enteros, fraccionarios o decimales, por et
método de reduccion a la unidad y por proporciones. Regla de tres compuesta:
su objeto. Regla de tres compuesta directa, inversa o mizta. Resolucién de
problemas con nimeros enteros, fraccionarios o decimales, por el método de
reduccién a la unidad y por proporciones.

~/ 57. Regla de tres simple: su objeto. — Se llama Regla de tres
simple, al procedimiento de céleulo mediante el cual se resuelven
problemas del tipo siguiente:

Sabiendo que wna magnitud es directa o inversamente proporeio-
nal a otra, y conociendo una cantidad de la primera, correspon-
diente a una cantidad de la segunda, hallar la cantidad de lo sequn-
da que corresponde a otra cantidad dada de la primera.
 98. Resolucién de problemas de regla de tres simple por el
método de reduccién a la unidad.— Este método consiste, en cal-
cular la cantidad de la segunda magnitud, correspondiente a la uni-
dad de la primera, y en base a ella la cantidad de la segunda magni-
tud correspondiente a la segunda cantidad de la primera.

ProBLEMA 1. — El precio de una tela es proporcional a su longt-
tud. 8i 30 m. de esa tela cuestan 180 §; scudl serd el precio de 55 m.
de la misma?
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(Precio) 7. (Longitud)

PLANTEO : 30 m 180 ¢
55 m — z$
SorucioN: Si 30 m 180 $
1m- 138(? $ por ser magnitudes

" directamente proporcionales (n® 53)
¥y 2 55 m

- luego

ProsLeMA II. — Siendo los espacios recorridos por wn mévil ani-
mado de movimiento wniforme, proporcionales a los tiempos emplea-

\ y g
" dos en recorrerlos, si un automévil recorre 125 Km. en 1 hora y =

£$=—330% S

180. 55

o

gcudnito -tiempo tardard en recorrer 200 —i— Km.?
(Espacio) A (Tiempo)
3 7
Pranteo: 125 Km 1+Th=z-h
7 1007 -
2B = ot m «'h
SOLUCION : !
si 125 Km _Z. h
—7— .
4
i 125
1007 3
- 1007 B TX100T _ 7049
5 500 ~ B500.5 2500

e

— 2h 49 min 10 seg. 95
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ProsrEMA III. — El tiempo empleado en construsr una obra es
inversamente proporcional al mimero de obreros wtilizados. Si 28
obreros tardan 90 dias para hacer una casa §cudnto tiempo tardardn
en hacerla 7 obreros? i

(Tiempo) V. (Trabajo)

PLANTEO : 28 ob.l————r——_190 dias
T ——z  »
Sorvcién: 28 ob. —————— 90 dias
Tiig it L ig0 e 98 pepiany. brop. {n% od)
7 » g0 >7< 28 dfas — 360 dias
Iuego z dias = 360 dias — 1 afio

Prosrema IV. — El tiempo que tarda un mvil en recorrer cier-
ta distancia es inversamente proporcional-a su velocidad. St un ae-
reoplamo, que marcha a 180 Km. por hora, ha tardado 5 horas em
‘recorrer cierta distancia, gcon qué velacidad marchard otro aeropla-

! 3 ? 1
no que recorre la misma distancia en 3 — horas?

(Tiempo) V. (Velocidad)

PLANTEO :
S I RIER, 11 & S
3 byl e B
SOLUCION :
5h —— 180 Km/h
1ih ————— R0 Kan/h
1 7 180.5 1 180.5.2 1800
3+—2-h=-§h 7 Km/h = - i
9

luego z Km/h = 257,14 Km/h
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59. Resolucion de problemas de regla de tres simple por el
método de las proporciones. — Hste método consiste en obtener
una proporcién en la que la ineégnita es uno de sus términos y luego
despejaria.

ProBLEMA. — El tiempo empleado en excavar wna zanja es in-
versamente propaorcional al nimero de obreros utilizados. Si 3 obre-
ros excavan la zanja necesaria para colocar el tubo de aspiracion de
una bomba, en 5 dias, jcudntos obreros se tendrdin que emplear pa-

I : s i
ra terminar el masmo trabajo en 1 -5 dias?

(Tiempo) L (Trabajo)

PLANTEO : 5 dias —————— 3 ckreros
1S & 5y
g 5 dias B dias ————— z obreros
3 \in 3
— dias o — o
- 3 obreros 3
SorueIoN ;| 2.y L ol o ditile Lo i
5 dias & obreros 5 x
543 15 30
R el — e
2 '}
luego z obreros ———— 10 obreros.

60. Regla de tres compuesta: su objeto. — Se llama Regla de
tres compuesta directa al procedimiento de céleulo mediante el cual
se resuelven problemas del tipo siguiente:

Sabiendo que una magnitud es directamente o inversamente pro-
poreional a varias otras y conociendo una eantidad de la primera co-
rrespondiente a cantidades dadas de esas otras, hallar la cantidad de
la primera, que corresponde a cantidades, también dadas, de las otras.

Se llama Regla de trés compuesta mizta al procedimiento de cilcu-
lo mediante el cual se resuelven problemas del tipo siguiente:

Sabiendo que una magnitud es directamente proporcional a algu-
nas magnitudes e inversamente proporcional a otras, y conoeiendo

o

W T R e

el

|l i
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una cantidad de la primera correspondiente a cantidades dadas de
esas otras, hallar la cantidad de la primera que corresponde a can-
tidades, también dadas, de las otras.

61. Resolucion de problemas de Regla de tres compuesta por
el método de reduccién a la unidad.— Este método consiste en des-
componer el problema de Regla de tres compuesta, en problemas
de Regla de tres simple, y resolver a éstos por el método de reduc-
cién a la unidad, en la forma como se indica a eontinuacion.

ProsLEMA. — La longitud de una pieza de tela es directamente
proporcional al peso de hilo empleado para tejerla e inversamente
proporcional al ancho de la misma. Si para tejer una pieza de 35
m. de largo y 0,95 m. de ancho, se emplearon 17,900 Kg. de hilo, qué
longitud tendrd una tela de 0,65 m. de ancho si se tejié con 14,5 Kg
del masmo hilo?

R o s

(Longitud)  (Peso)  (Ancho)

< V o
PLANTEO : . -
179 Kg' ol 0 905 m oo g5
TBeR el g ey Lol b e
SoLveIon :
oW o e SRS 0T S T S
1 Kg ——— 0,95 m — 1?59 m
(a0 M St v 351'713’5 2
145 Kg 1 - 35.14,5.0,95
179
= - 35.14,5,10,9
145Kg — 065 m = 00 = 4143 m
luego rm = 4143 m.
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62. Resolucion de problemas de Regla de tres compuesta por
el método de las proporciones.— Este método consiste en descom-
poner el problema de Regla de tres compuesta, en problemas de Regla
de tres simple, y resolver a éstos por el método de las proporeio-
nes, en la forma como se indica a continuacion.

PRrOBLEMA. — Para construir un canal de 200 m. de largo, 120 obre-
ros trabajando 8 h. por dia han precisado 20 dias. ;Cudntos dias em-
pleardn para construir wn camal de 140 m. de largo, 80 obreros tra-
bajando 7 horas diarias?

PranTuO : i
200 m ————— 120 ob 8 h 20 dias
140 m —— 80 ob Th z dias
SoLUCION :
(%200 m ———— 20 dias*®
i-lél() m-————— y dias®™
200 m 20 dias 200 20
98 dopde 140m . ydias O 140 g [1]
(4120 ob, — 4 dias=
20 I
JL- 80 ob. ————— > dias %
_ 80 ob.  y dias RO
o doude- 120 ob. ~ zdias. Y 120 "2 [2]
((#8h — 2 dias =
38 <
Il =Th — 2 diag®
7 h z dias i 2 ;
i R 7 e e e A G
: ] 200 15 B0 T 200 it
Multip. m. a m. [1], [2 3] d im0 N L e L B
5 1il2] 3 13) da . s y o w
Efee. las o § . queds: 200.80 .7 _ 20
peraciones y simp. queda 110120 8 = (ne 52)
Tuego P (e L e SRR e B

200.80.7

Sl e L Sl

B ¢ ALl e e W= VL IR e =

o
Ao s v o RRERA G o

pa— TR
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Aplicaciones. — Resolver los problemas siguientes:

19) Un fabricante ha empleado 436 toneladas de remolacha para extraer 32 294
kilogramos de azticar jqué cantidad de aztcar podrd extraer de 100 kilogramos
de remolacha? ¢

29) Si 27 obreros hacen un trabajo en 8 dias jcudntos obreros serdn necesarios
para hacer el mismo trabajo en 18 dias?

30) Si 324 obreros trabajando 5 horas por dia tardaron 40 dfas en embaldozar
un patio rectangular de 225 m de largo por 150 m de ancho jcudntos obreros serd
necesario emplear para embaldozar en 18 dfas, trabajando 12 horas por dia,
otr® patio rectangular de 195 m de largo por 120 de ancho?

40) Para suministrar a 400 hombres durante 144 dias,.800 gramos de pan por
hombre v por dia se necesitan 387 bolsas de harina de 100 kilogramos cada una
seudntas bolsas de harina de 125 kilogramos cada una se necesitardn para suminis-
trar a 500 hombres durante 300 dias 900 gramos de pan por hombre y por dia?

5° Un tren que marcha con una velocidad de 42 Km por hora debe recorrer
cierta distancia en 9 horas. Después de recorrer 126 Km se detiene 3/4 de hora
seon qué velocidad debe continuar la marcha para llegar a la hora fijada?

6°) Dos caballos, cuyos valores han sido apreciados directamente proporcional
a sus fuerzas e inversamente proporcional a sus edades, tienen: el primero 5 anos,
8 meses y el segundo 7 afios 3 meses; la fuerza del primero es a la del segundo co-
mo 3 es 4 1/2 jeudl serd el precio del primero, si el segundo se ha vendido por 540
pesos?

7°)-En 8 dias, 36 obreros han levanado una pared de 32 m de largo, 6 de alto y
0,75 m de espesor; 12 obreros jeuéntos dias empleardn para hacer otra pared de
21,60 m de largo 5 de alto y 0,60 de espesor, sabiendo que la fuerza de los primeros
obreros es a la de los segundos como 5 es a 4 y que la dificultad del trabajo para
la primera pared es a la del trabajo para la segunda como 3 es a 27



CAPITULO VII

CUESTIONES DE ARITMETICA COMERCIAL

PROGRAMA. — TInterés simple: deduccion de las formulas y aplicacién de las
mismas. Descuento comercial: formulas y aplicaciones. Reparticién propor-
cional. Regla de compaiiia. Regla de aligacion: Problemas directo e inverso.

65. Interés simple: deduccién de las formulas y aplicacién
de las mismas. — DErINICION. — Kl préstamo a interés es una ope-
racién comercial que consiste en prestar una cantidad de dinero lla-
mada capital, por un cierto tiempo, con la condicién de que el deudor
pague al prestador, al cabo de dicho tiempo, una cierta cantidad
llamada interés del capital.

Este interés, es fijado por la ganancia de 100 pesos en la unidad
de tiempo, por lo cual se llama fanto por ciento y se indica con el
signo °/,. Comunmente se toma como unidad de tiempo el afio y el
tanto por ciento se llama anual, en cambio se llama mensual ecuando
la unidad es el mes.

DErINICION. — Se llama interés simple a la ganancia producida por
un capital constante, e interés compuesto a la producida por un ca-
pital que aumenta por la acumulacién de las ganancias en cada uni-
dad de tiempo.

Solo nos ocuparemos del interés simple, dejando para cursos su-
periores el estudio del compuesto, razén por la cual, cuando se ha-
ble de interés se sobreentendera que se trata de interés simple.
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En las operaciones de préstamo a interés son ires las magnitu-
des que intervienen: Capital, Tiempo e Interés. Se considera justo -
que un capital doble, triple, ete., de otrc, produzea un interés do-
ble, triple, ete. del que produce este Gltimo, respectivamente, asi co-
mo también que siendo doble, triple, etec., el tiempo que ha perma-
necido el primer capital sea doble, triple, ete., respectivamente, el
inlterés que produce. Es por eso que se acepta la siguiente

CoNVENCION. — El Interés es directamente proporcional al Capi-
tal y al Tiempo, o sea:

r T ==,

by g |

B
(Capital) (Tiempo) (Interés)
Los problemas a que da lugar el préstamo a interés son, pues, pro-
blemas de regia de tres compuesta.

Damos a continuacién el esquema de esos problemas.

ProBLEMA. — 81 200 § en 1 afio producen r §, ;cudl serd el inte-
rés i § correspondiente a ¢ § en t aiios?

PraNteo: 100 $ ~———— 1 afio —————» §
c$ —— tafios———— 1§

SoLUcI6N : PRIMER METODO. — Por reduccién a la unidad.

100 $ 1 afio r$
.. I $
1% 1 afio 100
5 r.c
c$ 1 afio 100 $
3 ! Pt
c$ t afios 100 $
Ly Gabiir
luego l$_W$
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; e e ' ‘J
o bien : == : (1 i
SeeuNDO MfTODO. — Por proporciones. )"
-
e 1006 ——-1r$ o)
I) Paral afio o g
1008 r$ 100/ 440
de donde % T v — =

1afio—— =z $§ i it
t afios ———— 1 $

II) Parac $ {

45 doh 1aﬁo_w$ R e :
bl o tanos . 1% Y ol j
S 100 1 e
Multiplicando m. a m. queda T
: y 100 7
Efectuando las operaciones y simp. da: W T
Despejando el extremo 7, se tiene: 1
¥ R RS
g e iR A

Como se ve, por uno u otro método se llega a la férmula [I], la
que nos dice que: la medida del interés, que producen ¢ § en t aios
al r % anual, es igual producto de la medida del capital, por la me-
dida del tiempo, por la medida del tanto por ciento, dividido por 100.

En la prictica se sobreentiende la palabra medida y se expresa la
férmula I diciendo:

El interés es igual, al capital, por el tanto por ciento, por el tiem-
po sobre 100.
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Conviene saber de memoria la férmula que da el valor del inte-

rés, o la regla que la traduce en palabras, para evitar de hacer

su deduceion en las aplicaciones.
Puede suceder que la inebgnita sea el capital, o el tanto por

ciento, o el tiempo y que se conozean las restantes cantidades. En
tales casos, la formula [I] nos permitir, encontrar la medida de di-

chas cantidades, asi:
Pasando 100 al primer miembro de la igualdad [1], se tiene:

1.100 =c.t.r
o también c.t.r=—1.100 por caréqter reciproco'
luego:
100 .1 100 .2 100 . ¢
i lII] ol WE s 1 [HI] yit= iy [IV]

férmulas estas que (eon omisién de la palabra medida), se expre-

san asi:

YEl capital es igual a cien por interés sobre tamto por ciento por

tiempo.
VKl tanto por ciento es igual a. cien por interés sobre capital por

tiempo.
El tiempo es igual a cien por interés sobre el capital por el tanto

por ciento.

Qe observa en las tres tltimas férmulas que el numerador es siem-
pre 100.4 y el denominador el producto de los dos datos restantes.

ProBLEMA. — ¢Cudl serd el interés producido por 4700 $ coloca-
do al 7 % amual durante 3 aiios Y %2
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SOLUCION :
S A0y Férmula: 1= i
£ fo i i
1 7 e T LS
taﬁos=3+7.=7a110s 4700 _;_ 7 4000
i$ =z AR T D ’W*T(jﬁ‘f
4700.7.7 47.7.7 A
R (R RRh R Tl
luego . i$ = 1151,50 §.
PRrOBLEMA. — ;Cudl serd el tiempo durante el cual un capital de

120 § colocado al 8 y */5 % anual produzca 6,25 § de interés?

SOLUCION :
$ =120 % 100 . @
S $ Formula: ¢ = =
i3 =6,25% C.7
L _ 2 100 . 6,25 625 . 3
7 Yy =84 5 = = by PR et oy o i S
8 3 25 50 95
190,245 120 . 25
t afios == 2 anos 3
253 Wk 20 5
B 0 e o T
3 Sy By 1
luego t anos = g 200s =T meses y 5

En el problema general que se acaba de resolver, el tiempo es-
tad dado en afios lo mismo que el tanto por ciento, pero pasa fre-
cuentemente que aunque el tanto por ciento sea anual el tiempo
estd dado en meses o en dias.

Supongamos que el ecapital haya permanecido un tiempo t— ¢’

r

; L= 5 5
meses. Como #” meses son igunales a 19 anos, las formulas serdn aho-
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i . : t
ra las siguientes, que s€ deducen reemplazando a ¢ por su igual 1o en

las formulas 1, II; ITT y IV. Asi se obtienen:

2 W clotlom
; Y 127 it
el s Ty T T 1000, - IOpK 1
! e AR
iy aglime T 1y
de 1a [I1] Do AR 4 Ul e 1O0IRD 100.¢.12
n el r.t . b
12 12
1200 . @
luego e : 1]
dela [ 1= 2t — 100.4 _ ~100.i.12
¢ t ¢.t coi !
Ere 12
1200. ¢ ‘
luego £/t . -
i t 100 @
de la [IV] I =
L 1200 ¢
luego el o [IV']

Donde puede observarse que cuando el tiempo estd dado en meses
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y el tanto por ciento es anual, basta sustitwir ew las fdrmulas gene-
rales a 100 por 1200.

ProBuEMA. — ; Cudl serd el capital que eolocado al 5 % anual pro-
dujo al cabo de 6 meses 13540 § de interés?

SOLUCION:
i % g Férmula: c = -it(,)gl—
7% =5 % _ E
t' meses = 6 meses _ AT, 1200 . 135,40 Y 200 . 135,40
g SR 6.5 1.5
s

c$ = 5416,00 §.
£ ox

Supongamos que el capital haya permanecido un tiempo ¢= ¢’

"

dias. Como ¢’/ dias son iguales aWaﬁos, (*) las férmulas serén

ahora las siguientes, que se obtienen reemplazando a ¢ por su igual

t" i
en las férmulas I, II, I1I y IV. Asi se obtienen

360
4 " Gl
(i 2 TR0 by M LUBBOT c.t.x
il HEY T 00 L T00, . 1100,.860
Wi T )
luego i = —%BTO-;— [1"]

(*) El atio comercial se considera de 360 dias.




100 .1 100 . ¢ 100. 7. 360

de la [II] c= Gk - = ey
"' 7360 "360
36 000.%
luego c = )' L [IIH]
Ao A
100 . ¢ 100 .14 100. ¢, 360
de la [II]r— S R TR c.t"
£+ 360 360
36000.17 o
luego | : g B [1I1]
SR 2 100. 4 . 100.1.360
de la [IV] S0 T ey de donde ¢ = o
i 36 000. 1 L
1ueg0 " = _C—’l‘_ [IV ]

Donde puede observarse, que cuando el tiempo estd dado en dias
y el tanto por ciento es anual, basta sustitwir, en las férmulas gene-

rales, a 100 por 36 000.

ProBLEMA. — ;Cudl serd el tanto por ciemto a que ha sido colo-
cado un capital de 12 680 § que al cabo de 45 dias produjo 126,80 $

de interés?

SorLucIoN :
o % IR BE . Férmula: ro= 3660(1(')7_,1
18— 19680 8 ;
p I 36 000 . 126,80 36000 . 1
o A it "= 12680.45  100.45
e i e &Y 360

P = =8

45

Y, = 8‘ o



— 178 —

Si el tiempo ¢ estuviese expresado en aiios, meses y dias, se re-
duce todo a dias y se aplican las férmulas tltimamente obtenidas.

ProBLEMA, — g Cudl serd el interés producido por 10 600 § colo-
cados al 4,5 % anual en 8 meses 20 dias?

¢ $ =10600%

s rlan i = B

t’” dias = 8 meses 20 dias
— 260 dias

% G =i 1

SoLuoI6N :
. ! e ttp

Formula ¢ = 26000

; 10 600 . 260 . 4,5 iR 106.26 .45

: 36000 Hoi 36

53.13.4,5 y b

A L—?— o= 53 .13 .05 = 344,50

$ = 34450'% .

66. Descuento comercial: féormulas y aplicaciones. — En el
comercio los préstamos de dinero se hacen mediante docuwmentos, que
estipulan las condiciones en que éstos se realizan, como son el pla-
zo acordado y la suma a devolver. Entre estos documentos el més
comtn es el llamado pagaré del cual damos el modelo que sigue:

Poremi

: %M;ﬁzm_ Ve ‘ /Z?/

&

| )

) /;4

i /,W,dﬂ/,ﬁilé’/)l

0

B = A L, T IR

W RS Wt | g
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El dia en que el deudor N. N. debe pagar, se llama vencimiento del
documento, en nuestro caso es el 1° de Abril de 1927, y la cantidad
de dinero a pagar, que es la que se indica en el documento se

llama valor nominal del mismo. Aun cuando el deudor se ecompro-

mete a abonar el valor nominal, en realidad no ha recibido esa can-
tidad, sino la que resulta después de restarle el interés que se co-
bra por anticipado. Asi por ejemplo, si el tanto por ciento conveni-
do, es el 6 9%, en el caso considerado el interés es, segiin la férmu-
la [I], 45 $ y el firmante del pagaré habri recibido en realidad
300 $—4.5% —=295,5%, no obstante lo cual se compromete a pagar
a los noventa dias 300 $.

Puede suceder que el deudor N. N. desee pagar antes del ven-
cimiento, por ejemplo el 1° de Marzo, es decir, 30 dias antes del
mismo. En este caso el deudor debera abonar menos de los 300 $;
pues durante los 30 dias que se ha anticipado, el eapital producira
intereses que ya se han cobrado. Hste nuevo valor del documento, que
depende del ntmero de dias que faltan para el vencimiento, se lla-
ma valor efectivo o actual del docwmenio y se obtiene restando al va-
lor nominal una eantidad que se llama descuento.

Representando al walor nominal por n$, al valor efectivo por ¢$
¥ por d $ al descuento, se tiene:

n$p—d$=¢$ yporlotanto n—d—e

ConvENcION. — En el Comercio se ha convenido que: El descuen~
to que debe hacerse a un documento, sea igual al interés simple del
valor mominal del mismo producido en el tiempo que falte para pa-
gar el vencimiento, y tomando un tanto por ciento convenido que se
llama tanto por ciento de descuento..

Luego de acuerdo con esta convencién, de las férmulas que se
acaban de estudiar se podrédn obtener las de descuento sustituyendo
en las primeras el

capital ¢ por walor nominal n

interés 1 »  descuento d
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con lo cual se obtienen las siguientes férmulas:

i C o Pk
de A1,=———10—-0
100.1¢
(8, g i il
: e 5
100 .17
de el e
c.t
¢ a i' 100. 7
2 g e

que con la féormula ya establecida

.t

i e T,
100.d

la n=————
7.t

: 100.d
la (= ey
n.t

I Sl 100.d
n.r
e=mn—d

(1]
[11]
[111]

(1V]

[V]

constituyen las férmulas fundamentales del descuento. En las apli-
caciones suelen emplearse una de las cuatro primeras y la [V].

Como se hizo al estudiar el Interés, se pueden obtener las for-
mulas que resuelven las cuestiones relativas al descuento, cuando
el tiempo estd expresado en meses o en dias, reemplazando en las
férmulas [1], [II], [III] y [IV] a 100 por 1200 6 36 000, respectiva-

mente.

ProBLEMA. — ;Cudl serda el descuento que sufrird un pagaré de
4750 $ que es descontado al 5 %, 45 dias antes de su vencimiento?

« SOLUCION :

f A’_ s Formula:
n$ =4750%

¢ dias = 45 dias

d$ —=z$

d$ = 29,68 §.

w.t e
36000
 4750.45.5
7 36000
475.45.5  475.1.5
3600 80
475.1.1 5 s
= = 9
% Ty

T ST L A | A T S e P S e Wy
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ProBLEMA. — ; Cudl serd el valor efectivo de un pagaré que, des-
contado al 6 y Yo %, 12 dias antes de su vencimiento, sufrié un des-

cuento de 1,52 $2

SoLUcION :
a$ = 2
$ 1,523 Formulas: 7 = -—W s e=mn—d
1 13 A
SR i et it
7 36 000. 1,52 36000 . 1,62 . 2
¢ dias = 12 dias. AR R p 12.13
€ $ =X $; - 2
80001,52.:2 9120
) BB T R
n$ =701,54 $
e = 701,54 — 1,52 = 700,02
luego e$ = 700,02 §. -

ProBLEMA. — gCudnto tiempo antes de su vemcimiento fué des-
contado un pagaré de 2342 § al 5 %, que sufrid wn descuento de
F 42 §?

3 |
SoLucIéN :
= Sd
n$ o329 Foérmula: ¢ = -——36 2007'
d $ = 428% i
i e AT 36000.42  7200.42
9342 .8 « 2349,
t"" dias = z dias ol FoddL
4 3600 .42
x 3 —_— = 12 ias.
e . : 171 129 dias

t'" dias =129 dias — 4 meses 9 dias.
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¥ 67. Reparticién proporcional. — DEFINICION. — Repartir un

numero m en partes proporcionales a otros nwivmeros dados a, b, c, . . .

h, es descomponerlo en sumandos z, ¥, 2,... w, tales que las razones

formadas por cada uno de éstos y los niimeros dados sean iguales.
En simbolos: Repartir n en partes proporcionales a

@, b, ¢ ... h es hallar los ntimeros z, y, 2 ... w
it Al AN
tales que T e e e A 5
siendo r+ytet...tw=mn

Damos a continuacion el esquema general de un problema de re-
particién proporeional.

- ProBLEMA. — Repartir el niimero n en partes proporcionales a los
mtmeros o ST S o

PranTEO:
[.a
b
" S e S
[ n w x4y -+ +w=n
SoLucIoN. — Siendo 0 P % % = .. = —Ih- por defini-

cién, aplicando la propiedad fundamental de la serie de raiones
iguales (n? 48) resulta

d—}—bi—]—c—k'.: +h a 1]
Ropy-beb b il y 5
Al pal gk g [2]
o it i S s AL

LBt T R [
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Pero eomo z -+ y + 2z 4 ... - w = n por definicién, sustituyendo
a los antecedentes de la primera razén de las igualdades [1], [2]...
[m], por su igual n, y teniendo en cuenta que un medio es igual
al producto de los extremos dividido por el otro medio, resulta:

i n &€ =
e e R
SRR LA S st et O T R L
AT B LR e YRy = e e R

7 n.h

w R e e i 1
Nt B DOt N U Sl ol o o O R

Observando las expresiones que nos dan los valores de los nime-
ros buseados z, 4,2, ..., w resulta la siguiente:

REGLA. — Para dividir un nitmero en partes proporcionales a va-
rios otros, se multiplica dicho mimero por cada uno de los mimeros
a los cuales deben ser proporcionales los buscados, y se divide el pro-
ducto por la suma de los niimeros dados.

]

PrOBLEMA. — Repartir el nitmero 840 en partes proporcionales a
8, 10y 12. )
SoLUCION :
e 7f,849;$ 22 EO_S_ — 994
(e x = 811012 e
840{ Wy L Baganr . e D g
. Fon i W T DR T e
11 e |
840.12 A2
o+ y 42— 840 Prdr i L fickoi DM

BI0-12 | 20 30

DErFINICION. — Repartir una cantidad N, en partes proporcionales
a otras cantidades dadas A1, As, ... An, es descomponerla en suman-
dos X;, Xo, ... X, tales que sus medidas zy, Z» ..., Z, sean los ni-
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meros que resultan de descomponer la medida n de N, en partes pro-
porcionales a las medidas @i, @s, ... d, de las cantidades dadas A;,
Apil Ay,

Esempro. — Repartir 5000 $ en partes proporcionales a 8 afios,
5 afios y 7 afios significa encontrar las cantidades z$, y$ v 2 $ tales
que sus medidas z, y y 2 sean los niimeros que resultan de repartir
el nfimero 5000, en partes proporcionales a los niimeros 8, 5y 7, 0 sea

5000.8  5000.8
A P NS Lr VA AR B lgerh L I8
T T 20 A
G e
5000 5 5000 5
5000{ plcic e g Vot = g e 4950
% S 50007 5000.. 7

18]

o S @ AEB ORI TN Calaf 1 o
Luego z$=—2000%, y$=1250% y 2$=—1750% son las can-

tidades que resultan de dividir a 5000 $ en partes proporcionales a
8 afios, 5 afios y 7 afos.

68. Regla de compaiija. — En el Comercio es frecuente, que el
~ capital invertido en un negocio cualquiera, pertenezca a varias per-
sonas que forman lo que se llama una Compadiia o Sociedad. Esta
compaiiia suele, con el tiempo, reforzarse con nuevos asociados cuyos
capitales van a aumentar el eapital eomtn. Supongamos que los aso-
ciados en un negocio formado en esas econdiciones, quieran liquidar
las ganancias o conocer las pérdidas correspondientes a cada uno
de ellos. Esto da lugar a un'problema que se resuelve por la aplica-
cién de la Regla de Compaiiia de la cual daremos la siguiente

Derinici6n. — Se llama Regla de Compaiiia, al procedimiento de
calculo mediante el cual se obtienen las ganancias o las pérdidas co-
rrespondientes a cada uno de los miembros de una sociedad que han
colocado sus capitales, durante cierto tiempo.
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Para la resolucién de los distintos problemas, se consideran tres
casos, seglin que:
1° Los tiempos que han permanecido los capitales en la sccwdad
sean iguales.
2° Los capitales sean tguales.
3% Los capitales sean distintos, asi como también los tiempos du-
rante los cuales han sido colocados.

PRIMER cAS0. — Se considera justo que si un capital, ha sido colo-
cado en una sociedad y produce una cierta ganancia o una pérdida
al cabo de cierto tiempe, otro capital doble, triple, ete. del primero,
produce, en el mismo tiempo, una ganancia o pérdida doble, triple, ete.
respectivamente. Por esta razén se acepta la siguiente

CoNVENCION. — Las ganancias o las pérdidas de varios capitales,
que han estado el ‘mismo tiempo en una sociedad, son proporcionales
a dichos capitales. :

ProBLEMA. — A, B y C formaron una compaiiia. A puso 5000 $,
B puso 6000 $ y C puso 4000 § dejando dichos capitales durante el
masmo tiempo. Habiéndose obtenido al cabo de ese tiempo una ga-
nameia de 1500 $, zcudnto le corresponde o cada uno?

PLANTEO: -
A puso ¢’ $=—50004 —— g'$==z%
B puso ¢”$—6000§ ——— ¢g”"$=y$ g — 1500 $
C puso c¢”$= 4000 $ — - g =—z2$

SorucIi6N. — De acuerdo con el convenio anterior el problema se
reduce a repartir la ganancia g y en partes proporeionales a los capi-
tales ¢’ ¢y c¢"’.

Aplicando la regla de reparticion proporcional resulta:

, g 1500.5000 _ 7500000 _ 7500 oo
9% = 5000 4 6000 4- 4000 '~ - 16000 . 15 = T
Woe ' '1500.6000 . 9000000 ' 9000 .. .
9" $ = 600 - 6000 £ 4000 — 15000 15 T 0008

. 5 0
1500 . 4000 _ 5000000 _ 6000 _ . ¢

9" % = 5600 + 6000 4 4000 15000 15
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Liuego a A le corresponden 500 §, a B 600 $ y a C 400 $.

SEGUNDO CAS0. — Se considera justo que si un capital ha sido co-
locado en una sociedad y produce una ganancia o una pérdida al
cabo de cierto tiempo, otro capital igual al primero en un tiem-
po doble, triple, ete. que el primero, produce una gananeia o pér-
dida doble, triple, ete. respectivamente. Por esta razén se acepta
la siguiente

CoNVENCION. — Las gamamcias o las pérdidas de wvarios capitales
iguales que han estado distintos tiempos en una sociedad, son pro-
porcionales a dichos tiempos.

ProBLEMA., — A y B formaron una compaiiia colocando capitales
iguales. A lo dejé 3 y Yo afios y B 2 y */s aiios. Habiéndose obtenido
una ganancia de 5400 $, ;cudnto le corresponde a cada uno?

PLANTEO :
Y g o IS /o,
A dej6 su capital ¢/ afios =3 + - afos =  afios ] :
2 2 % gananeia
1 7 $ = 5400 $
Bt s » 1”7 afios=—2 + 3 afios = T afios 3

SoruciéN. — De acuerdo con el eonvenio anterior el problema se
reduce a repartir la ganancia g en partes proporcionales a los
tiempos ¢’ y t”.

Aplicando la regla de reparticién proporcional resulta:

ATl 5400. 7
TR A S )
N R U RSO BV B o ot ST Sl
TR 3 67
5400 . - Ll !
s 3 =_d ~i 5400.7.6 — 9180%%
TR 35 35,3
B g

Luego a A le corresponden 3240 $ y a B 2160 $.

R TR TR R RS e AR | S s e O,
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TERCER €ASO. — Se considera justo que si un capital de 2000 $
ha estado colocado 5 afios en una sociedad y otro de 3500 $ ha es-

tado 2 afios, las ganancias obtenidas por dichos capitales son las mis-

mas que las producidas, en 1 afio, por un capital de 2000 $ x 5 y de
3500 $ X 3 respectivamente, es decir, que:

2000% en 5 anos producen tanto como $ 2000 x 5 en 1 afio
350086 » 2 afios : AR » $3500 x2 » » »

Por esta razon se acepta la siguiente:

ConvenciON. — Las ganancias o pérdidas de varios capitales dis-
tintos que han estado diferentes tiempos en wna sociedad, son pro-
porcionales a los productos de dichos capitales por el mimero de amos,
meses o dias que han estado colocado esos capitales.

ProsLEmMA. — A4, B, C y D forman wna compaiiia. A puso 500 §
por 6 anos, B puso 3000 § por 5 giios, C puso 1200 § por 3 aiios
y D puso 4000 § por 2 aiios. Habiéndose obtenido una peérdida de
2500 §, jeudnto perdié cada uno?

A puso ¢/= 500 §———— ¥ =6 aﬁosl
B » ¢7=3000 $——— 1" =5 afios
pérdida = $ 2500
C » ¢’ =1200 $ ——— /" =3 afios :
D > —4000 §— 77 —2 afios |

Soruci6N. — De acuerdo con el convenio anterior el problema se
reduce a repartir la ganancia g en partes proporcionales a los pro-
ductos de los capitales por el nimero de afos c'xt’, ¢"xt", ¢"st"
y clI"xt”"

Aplicando la regla de reparticién proporcional resulta:

i v BROD a0 N s
9 ® = "500.6 + 3000.5 + 1200.3 + 4000.2 =
2500 . 500. 6.

=~ o5g00 = § 283,37
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2500 . 3000 .5

g’l — S -

3000 -+ 15000 + 3600 - 8000
2500.3000.5

So a0 = $1266,80
2500. 1200. 3
9 = 3000 - 15000 - 3600 - 8000
= %.—1 @ § 30405
2500 . 4000 . 2
9= 73000 + 15000 4 3600 4 8000
R0 400002 7L o
29600, 1 o ’

Liuego a A le corresponde $ 253,37, a B $ 1266,89, a C $ 304,05
y a D $ 675,67 de pérdida.

69. Regla de aligaciéon. — Problema directo. — Otro de los
problemas que se presentan en el Comercio, es el que se refiere a la
determinacién del precio de una mezela de una misma o de varias
substancias de calidades diferentes, conociendo el precio y las canti-
dades de cada uno de los componentes. Este problema se resuelve por
la aplicacién de la llamada Regla de aligacion directa, de la cual da-
remos la siguiente:

DeriNiciON. — Se llama Regla de aligacién directa al procedi-

miento de céleculo, mediante el cual se obtiene el precio unitario

(*) de una mezcla, cuando se conocen los precios unitarios de las
sustancias mezeladas y los valores de las cantidades componentes
respecto de las unidades a que se refieren los precios.
Damos a continuacién el esquema general de un problema de ali-
‘ gacion directa:

ProsLEMA. — Se han mezclado sy Kg. de una sustancia de p; $

el Kg., con ss Kg de ps § el Kg. y con sz Kg. de p3 § el Kg. gCuanto

vale el Kg. de la mezcla?

(¥) Por precio unitario de una sustancia se entiende el precio de cada unidad de
la misma, por ejemplo de cada Kg. o de cada litro. ete.




S

PLANTEO :
Se han mezclado si Kg——p1 $ el Kg
sy g~ $ 1>
ss Kg————p3 $ > »
(s14+524s3) Kg——— 2§ » »
SOLUCLON : \
8i1Kgde lal.2sust. cuesta p; $, syKg cuestan ————p; §; $
» » » » 2.8 » » P % Kg » — P %$
» I B St VS » ps $, 53 Kg » e
Luego s; Kg+ s, Kg - s, Kg cuestan pis, $ 42 5153 $
es decir (8,4 5 + s3) Kg » (P18 PesitPssa)$
= (P181 + PaSa+Ps53) B
* lo tant 1K t :
y por 1o tdn'o g cuesta 1+ % + %
| P18, T P2 Ss+ P3Ss
luego 1 Kg de la mezcla cuesta « $ —
e 8 L ¥ 34 + 82 1 83

Observando el numerador y el denominador del segundo miembro
de la Gltima igualdad, se deduce la siguiente:

RegLA. — Para hallar el precio de una mezcla se swman los pro-
ductos de las medidas de las cantidades de las sustancias mezcladas,
por sus precios unitarios, y se divide este resultado por la suma de
las medidas de dichas cantidades.

ProsLEMA. — Se han mezclado 20 Kg. de yerba de § 1,60 ¢l Kg.,
con 30 Kg. de $ 1,30, con 35 Kg. de $ 0,90 el Kg. y con 50 Kg. de
$ 1,10 el Kg. ;Cudnto vale el Kilo de la mezcla?
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SoLUcION :

81=20 5 D1 =1,60

P151+P2‘?2,+P333 +P4j5'4
95 =280 5 ps==1.30 Pyl ot 4 8

Férmula: p=
) 1,60.20 4 1,30.30 4+ 0,90.35 -+ 1,10.50
PR a0 e IS B e N B e B s

5s=50 ; ps =110 524400 315 +55
p =2 e Lo 18 S

= STHLGH e

Luego el Kg de la mezcla vale $ 1,17.

70. Problema inverso. — Reciprocamente: cuando se conocen los
cios de una misma o de varias sustancias de distintas calidades, se
fija el preecio unitario de la mezela y se trata de encontrar las can-
tidades de cada una de estas sustancias, se obtiene un problema lla-
mado de Regla de aligacion inversa, de la cual daremos la siguiente:

DrriNiciON. — Se llama Regla de aligacion inversa, al procedimien-
to de calculo mediante el cual se obtienen las cantidades de las di-
versas sustancias, que deben emplearse para obtener una mezecla de
precie dado, conociendo el preecio unitario de cada una de ellas,

Nos ocuparemos primero de resolver problemas en los que se re-
fieran a mezclas de dos sustancias. El esquema general de uno de
esos problemas es el siguiente:

ProBLEMA. — Se desea mezelar wna sustancia de py § el Kg. con
otra de ps § el Kg. de modo que el precio del Kg. de mezcla re-
sulte a p §, ;eudntos Kg. de cada wna de las sustancias deben mez-
clarse?

PraNTEO:
Se han mezclado z Kg——p; $ el Kg
yKg———p $» >
(&4 9) i Kp e dn g e s
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_Soruci6N. — Supongamos que el precio unitario de la primera
sustancia p; sea mayor que ps. Bl precio p de la mezela debe es-

tar comprendido entre los precios de las sustancias mezcladas, es
deeir

P1>P > P2
Al vender la mezcla a p$ el Kg, por cada Kg

de la 1° sustancia se pierde (p1—p)$ y por z Kg, (;1—p) 2z $

> »2 > » gana (p—p2)$>» » yKg (p—p2)y $

y como las ganancias deben compensarse con las pérdidas, debemos
tener

(p—p2) Yy $=(p1—p)z$

luego (p—p2) y =(P1—p)z
por lo tanto g BT
Z P—P:

Esta igualdad nos indica que una solucién del problema seria
Yy==P1—P it T=p-—P2

puesto que la razén entre y y z debe ser igual a la razén entre
(pr—p) ¥ (p—p2), luego

zKg—(p—p2) Kg ; yKg—(p1—p)Ke.

Pero si tomamos z—m (p—p2), € y=m (p1—p), siendo m
an nimero racional positivo, como en este caso es también

Yy mp—p) PP

= resulta
T m (p — Pa) P — Pe
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que estos valores de z e y son también soluciones del problema, es
decir,

cKg—=m(pi—p) Kg ; yKg=m(p.—p)Kg
Observando los valores obtenidos para x e y se deduce la sig_uienteA

RecnA. — Para hallar las cantidades de uma mezcla de dos sus-
tancias de precios conocidos y fijado el precio de la mezcla, basta
tomar tantas unidades de cada sustancia como indique la diferen-
cia entre el precio unitario de la mezcla y el precio de la otra sus-
tancia, en el finico sentido posible o un miultiplo o submailtiplo de
dichas cantidades.

En la practica el problema se resuelve directamente asi:

rKg=(p—p)Kg 0o m(p—ps)Kg

i {pi $|pi—p
PSP —P yKg=(p,—p Kg o m(p —p)Kg'
ProprLEMA. — Un almacenero desea meézclar vino de $ 0,90 el li-

tro con otro de clase'i'nfem'ovr de $ 0,55 el litro, de modo que €l precio
de la mezcla resulte de $ 0,70 el Utro. ; Cudntos litros de cada una
de las clases de vino deben mezclarse?

PLANTEO :

De $ 0,90
» $ 0,55

Lol :
y.1 } (x+y)l—————$0,70 el litro

SOLUCION : _

‘ $ 0,90 0,90 — 0,70 = 0,20 | 1 =0,15.1 6 15.1 6 30.L...
$ 0,70 f
? $0,55‘[0,70—0,55=O,15Tyl==0,20.l 6 20.1 6 40.1...

Luego pueden mezclarse 15.1 de % 0.90 con 20.1 de $ 0.55 el litro.
Consideremos ahora el caso de mas de dos sustancias. Haciendo

mezelas parciales de dos sustancias tales que el precio de una de
ellas sea mayor que el precio fijado y el de la otra menor, en la
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forma indicada en el caso anterior, hasta que figuren todas las
sustancias componentes y reuniendo todas esas mezelas parciales
que han resultado todas al precio dado, la nueva mezcla serd de
este mismo precio. Con este criterio resolveremos el siguiente
problema : g

ProBLEMA. — Se desea mezclar café de 1,40 §, 2,00 §, 3,20 $ y
2,50 § el Kilogramo de modo que el precio de la mezcla resulte de
a 2,40 § el Kg. ;Cudntos Kilogramos de cada una de las sustancias
deben mezclarse?

PrLANTEO :

De 1,40 $ —— 52 Ke

i il vl s U N R G
T y 2 w T Ay e g

» 3208 ———— 2z Kg i

AL R PEEES Ry o

SoLuciéN : Primer problema parcial. — Mezelando el de $ 1,40
con el de § 3,20 el Kg, se tiene:

s <r % 1,40 | 2,40 — 1,40 = 1,00 z Kg = 0,80 Kg
ST L 3,20-1-3,20— 2,40 %= 0,80 z Kg = 1,00 Kg

Segundo problema parcial. — Mezelando el de $ 2,50 con el de
$ 2,00 el Kg, se tiene: !

s o4 | 8200 | 240— 200 = 0,40 ‘ ' y Kg=0,10 Kg
Sx 4 Jl $ 2,50 | 2,50 — 2,40 = 0,10 | : w Kg = 0,40 Kg

Luego de $ 40— 080 Kg o 8 Kg o 80 Kg...
deben » $200———— 010 Kg o 1Kg o 10 Kg...
mezclar- » $ 320—— 1,00 Kg o 10 Kg o 100 Kg...

 se > $250———— 040 Kg o 4 Kg o 40 Kg...
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Aplicaciones — ProsreMa L. — Se ha mezclado café de 2 § el Kg con
otros de $ 3 y de & 3.60. Si se quiere vender la mezcla a § 2,75 el Kg. jCubn-
tos Kg de cada precio entraran para formar 520 Kyg. de mezcla?.

5 Py =
PrantEO: De  $o z Kg Ot ik $ 275 el Kg
o e e S
> $360—— z Kg R A
SoLuctén. — Mezclaremos café de 2 § con ¢/u de las otras clases
BN ($2 |27 — 2 =107|zKg=025Kgo25Kg
: J‘Lssa 3 — 275 = 025{y Kg'= 0,75 Kg o 75 Kg
Skl $2 |275— 2 =075|2Keg = 045 Kg o8 Kg
"1 ¢360|360—27 =085|zKg =075 Kgo 75 Kg

Luego las cantida- De $ 2 — 25 Kg + 85 Kg = 110 Kg
des a mezclar deben » - $ 3 75 Kg
ser proporcionales > § 3,60 75 Kg

Como se deben obtener 520 Kg de la mezcla, repartiremos 520 proporeiona-
les a 110, 75 y 75.

520.110 520.110
110 ———— 8 |'z'= = = —— = 220
110 4 75 + 75 260
520 75 v
520.75 2
75—t U g = N = e S =150
260

Luego se deben mezclar 220 Kg de café de $ 2 el Kg, con 150 de § 2 ¥
con 150 Kg de $ 3,60 el Kg para obtener una mezcla de 520 Kga $ 2,75
el Kg.

ProsreMa II. — Un comerciante quiere mezclar vinos de 8 85, $ 40y § 45 el
Hl ganarido 15 9, sobre un precio de venta de § 42 el HI. ;Cuantos HI de cada
precio debe mezelar?.

~SoruciéN. — Si el precio de venta al ptiblico es de § 42 con una ganancia
de 15 % el precio de la venta serd de

$42 — $42 X 0,15 = $42 — $6,30 = $ 35,70 el Hi
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Luego queda reducido a un problema de regla de mezcla inverso andlogo al
que planteamos:

De § 35 ———— z Hl -
» 1§40 ————rg Hl (x + y + 2) Hl ————— § 35,70.
> $45 ——— z Hl

ProBrema III. — Mezclar vinos de & 0,75, & 0,70, 8 0,65,-8 0,60 y § 0,40
el litro hasta alcanzar a 539 | a un precio de § 0,60 el litro. ;Cudntos Zzlma de -
cada precio se mecesitan, si del primero se toman 60 litros?.

De $ 0,75 bO]]

> 8070 ——— 2l | B04+2e+y+z+w)] ——— $0,60ell
2 S08E e ]

0SB0 i E e s 60+z+y+2z+w= 539

» 30,40———-le

Para facilitar la solucién haremos entrar en un solo problema el vino de
$ 0,75

$ 0,75 | 0,75 — 0,60 = 0,15 |[del 1° = 0,201 o 201
$ 0,60

[1[
$ 0,40 | 0,60 — 0,40 = 0,20 wl=0151 o 151
($0,70 | 0,70 — 0,60 = 0,10 z1=0101 o 101
$ 0,60 4
L $ 0,50 | 0,60 — 0,50 = 0,10 21 =0101 o 101
e i( $ 0,65 | 6,65 — 0,60 = 0,05 y1=0101 o 101
" 1 80,50 | 0,60 — 0,50 = 0,10 21 = 0051 681

Por el primer problema parcial [1] deben mezelarse 20 1 de 0,75 el litro con
15 1 de 0,40 o multiplos de estas cantidades. Como de acuerdo con los datos

del problema deben mezclarse 60 1 de $ 0,75, bastard triplicar esas cantida-
des, o sea.

Para mezcla f de $ 0,75 ———— 60 1 } total ya se han mezclado
44, 0,60 el T L. 4 8 040 s a5 601 + 451 = 1051
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Por otra parte como la mezcla total debia ser de 539 1y del primero y tl-
timo se han tomado 105 1, solo quedan para las restantes clases

5391 — 1051 = 434 1

El proble[ﬁa ha quedado reducido a repartir 434 1 en partes proporcionales
a los ntmeros de litros de =z, 7, 2, obtenido en los problemas parciales 2° y 3°

434.10

. —— 10 x=y=————~—_,.—_—124
Repartir 3 10 + 10 + 15
y —_—
434 1 434.15
2z 0+5=15|2 = ———— = 186
35
(5 D8 075 ot DRRER T
Luego de- 3 910,70 124 1 que dan un total de
; $ 0,65 124 1 +
el i » $ 0,50 ———— 186 1 l 5391 a § 0,60 el l
e pa0 e i

Aplicaciones. — Resolver los problemas siguientes:

1°) ;Qué conviene mds: comprar por $15 800 una propiedad que produce $ 835
por afio o colocar la primera suma al 4,75 %, de interés?

29) Si se compra por $ 53 600 una propiedad que produce $ 3000 por afo, ja
qué tanto por ciento se ha colocado la suma invertida?

30) Al cabo de cudnto tiempo un capital colocado al 5 %, se duplica?
49) yQué descuento sufriré un pagaré de $ 3 170 a 90 dias al 5 % de interés?

~ 5°) {Qué valor efectivo tiene el 7 de Mayo un pagaré de $ 375 que vence el 31
de Agosto, si se descuenta al 5 %7

6°) Tres obreros recibieron $ 120 por un trabajo hecho en comun. El primero
trabaj6 12 dias el.segundo 15 y el tercero 10 jeudnto debe recibir cada uno?

7°) Tres asociados han obtenido en sus negocios un beneficio de $ 18000
Jeudnto le toca a cada uno de ellos si el primero puso $ 15000 durante 2 afios
el segundo $ 21000 durante 18 meses y el tiltimo $ 25 000 durante 15 meses?

89) jEn qué proporeién tendrdn que mezclarse vino de $ 0,45 el litro con
otro de $ 0,37 el litro para que la mezcla resulte a $ 0,40 el litro?

1
ah
&
1
;

‘i

|
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CAPITULO VIII

ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

ProOGRAMA. — Igualdades: Identidades y ecuaciones. Eeuaciones enteras frac-
cionarias. Feuaciones equivalentes. Si a ambos miembros de una ecuacién se
les suma un mismo nimero o wna misma expresion entera, se¢ obtiene una
ecuacién equivalente, Trasposicion de términos. Si ambos miembros de una
ecuacion se multiplican o dividen por um mismo mamero distinto cero, se o0b-
tiene una ecuacion equivalente: pasaje de factores o divisores numéricos de
un miembro a otro. Heuaciones enteras de primer grado con una incogwita.
Resolucion de las mismas. Eeuwaciones fraccionarias: Supresion de demomina-
dores. Si se multiplican los dos miembros de una ecuacién por una expresion
entera, se obtiene wna ecuacion con las mvismas raices que las dadas, pero
que puede admitir, ademds, nuevas raices. Eeuaciones fraccionarias de primer
grado: resolucién de las mismas.

72. Igualdades: identidades y ecuaciones. — DEFINICION. — Se
llama igualdad algebraica a la expresion formada por dos expresio-
nes algebraicas separadas por el signo igual, y que se reduce a una
igualdad numérica al menos para algin sistema de valores atribui-
dos a las letras que en ella figuran.

Nota. — Los sistemas de valores que convierten a una igualdad
algebraica en una numérica se dice que safisfacem o wverifican la
igualdad. ’

Hab dac 2.6
Esgmpro: La expresién g - S 3'1 = 2 '‘ab —19 e
una igualdadA algebraica, pues se satisface al menos para el sistema

de-valores & — 2,6 — 3, ¢ = 5, * —.6, puesto que
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Valor numérico
del 1.er miemb. = 5';":'3 -+ 4'?'5 — 2'2'6 =5-4+8—-20=—-7
Valor numérico
del 2.0 miemb. =2.2.3 —19 =12 — 19 = —1T.

Consideremos las igualdades algebraicas:
(84 a)ym =3 m -+ am, y z? — 3z =10,

y veamos lo que ocurre al asignarles valores cualesquiera a las le-
tras que en ellas figuran.

Bn la primera igualdad (3 +a)m =3 m + am se tiene:

para a= 0 ll.el‘miemb. B+am= B+01=3.1=3 :
a
yimpe=l 12.0 » ‘3m-t+am =3.1401=3.1=3 .

igualdad se verifica :

N)I —
|
.

v =
|

10| =

para a=— 2| 1.°* miemb. (34 a)m=[3+(— 2)]

| =

wl.—a

o) o
|
L
I

b ] 1
2l2e > 3mtam=38 (- 2);

b

N

tqualdad se verifica

para @ = 0,02| L.er miemb. 3 4 a)m=(340,02) .y 2 = 3,02.¢/ 2.
v m=vV2|o0 » Smtam=3./2+002y/2=(3 1 002)y2
igualdad se verifica

Si continuaramos asignando valores cualesquiera a ¢ y a m com-
probariamos siempre que la igualdad considerada se verifica, pues-

to que de acuerdo con la propiedad distributiva de la multiplica-
cién lo indicado en ella es valido para cualquier valor de a y de m.
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‘

Enla segunda igualdad z°> —3 z =10 se tiene

para x =0 :zc”——3/m=02—3.0=0:§= 10

=1 i s R PR R (0]

> w=25 a* —3x=>5"—-35=25—15=10 la igualdal se
verifica

pe= 1 @—3x=(—1R=3(—1)=1-4+3=4% 10

» r=—2 @—-3x=(—22—3.(—2)=4-46=10 la igual-
dad se wverifica. -

Si continudramos asignando valores cualesquiera a « veriamos
que la igualdad considerada no se verifica. Puede demostrarse (los
alumnos lo verdn en 3¢ afio) que los tnicos valores de z para
los cuales se verifica la igualdad considerada son x =5y & —-—2.

Los ejemplos tratados nos muestran que las igualdades se pueden
clasificar en dos clases, que se distinguen de acuerdo con las siguien-
tes definiciones:

Derinioion 1) Se llaman identidades a las igualdades que se veri-
fican para todos los valores asignados a las letras que en ellas figuran.

Esempro. (3 4+a)m =3 m -+ am es una identidad.

DeriNtgI6N 1I) Se llaman ecuaciones a las igualdades que s6lo se
verifican para determinados valores de algunas de sus letras, llama-
das incégmnitas. ‘ '

Las incégnitas de una eeuacién se representan por las filtimas le-
tras del alfabeto: z, y, 2, ete.

BoeMpLo. 3 2z—2—4 es una ecuacién, pues puede demostrarse
que s6lo se verifica para el valor de la ineégnita x — 2,

DEFINICION. — Se: llaman raices de una ecuacion, a los valores de
las incégnitas que satisfacen a la misma.

Bsempro. 2 es la raiz de la ecuacién 3 z— 2 =4.
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73. Clasificacién de las ecuaciones.— DermNiciON I. — Se dice
que una ecuacion es entera cuando las ineégnitas no figuran en ella
ecomo denominador o con exponente negativo.

1 25
EJEMPLO: 02x -+ 5y —53 — 7 & esuna ecuacién entera

DErinicION II) Se dice que una ecuacién es fraccionaria cuando
las inebgnitas figuran en alguno de sus términos como denominador
0 con exponente negativo.

1 2 .
JEMPLO : D — — D wpyTs————— leg;una ecuac: fraction.
E g e

DreriNici6N III) Se dice que una ecuacidn es vrracional ecuando las
incégnitas figuran en alguno de sus términos hajo el signo radical. ;

\ /) 1. 1 1 3 :
EJEMPLO: 2%V 4o+ 5= % 1= °Sunaecuac. irracion,

74. Ecuaciones equivalentes.— DrriNicI6N. — Se dice que dos.
ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas raices.

i
3
|
l
A
i
1
:

Erempro I.— Formemos una ecuacion cuya raiz sea o — 4 escribien-
do el primer miembro arbitrariamente y el segundo de modo que
tome el valor numérico de ese primer miembro para x —= 4.

Asi, por ejemplo, tedriamos: '

g 7 cuya raiz es =4

I

(8]

Jt

Formemos del mismo modo una nueva ecuacion que tenga la
misma raiz x = 4, por ejemplo la

— 727 © cuya raiz.es x—4

I

ik
luego 3z—6=T7 y z—5=—Tzx+27 tienen la raiz

£ =4 comtn, y como puede demostrarse que es la finica raiz de
ambas ecuaciones resulta que ellas son equivalentes.
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Esempro II) 3+ 4=10 tiene por raiz et
e =

x? 4+ 8 =12  tiene por raices 1
| 2=-—2

luego 3z-+4=10 y 22—+ 8=—12 no son equivalentes

OBSERVACION. — La definicién de ecuaciones equivalentes que se
acaba de dar se puede expresar también asi: Dos ecuaciones son equi-
valentes cuando 1°) toda raiz de la primera es raiz de la segunda
¥ 2°) cuando toda raiz de la sequnda es ratz de la primera.

PROPIEDADES DE LAS ECUACIONES EQUIVALENTES

75. Teorema I.— Su g ambos miembros de una ecuacién se les su-
ma un mismo niwmero, se obtiene una ecuacion equivalente.

Hrr.) 3g—4—2z-16 [1]

9 = ntmero cualquiera

TrsIS) 3z—4+4+9=x+464+9 [II] equivalente a la I.

Demost.) Para que sean equivalentes la ecuaciéon de la Hipétesis
v la de la Tesis debemos probar que:

I) Toda raiz de la I es raiz de la I1.

Si 3x—4—2-6 tiene porraiza z—=—25
es 3.5—4=5-16 por definicién de raiz
¥ como 9==10 - por caracter idéntico igualdad

resulta 3.5—4 +9=5-46-19 por prop. uniforme de la adicién

lo que nos dice que z =5 esraizde3z—4 + 9 — z - 6 - 9 por def.

BIBLIOTECA, NACION
~'DE MAESTROS
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11) Toda raiz de la II debe ser ratz de la I. ~

S 3z—44+9—2+6+49 tiene por raiz a £ =25
es 3.5—4+9=5-1+6-+9 por def. de raiz
y como 9—10 por car. idé. de iguald.
Rest. m. a m. da 3.5——4=—5H-16 por prop. unif. sust.

lo que nos dice que z =5 es raiz G2 83go—4—z-6 por def.

76. Teorema 1I. — Si a ambos miembros de una ecuacmn se le su-
ma ung misma expresion entera se obtiene una ecuacion equwalente

Hip.) 3z—4=2-+6 [1]
' 2z expresién entera en .
Tesis) 3x—4+22—x-+6+422 [II] equivalente a la L.

Demost.) Para que sean equivalentes las ecuaciones de la Tesis
debemos probar que:

1) Toda raiz de la I es raiz de la II.
Si 82z—4—x1 6 tiene por raiz a =D

es 3.6—4=5-146 por defin. de raiz
Sust. en 2z, ¢ por 5 da 2.5—2.5 por carée. idén. ig.

Sumandom.a m, 3.5—44+2.5—=5-+4 6+ 25 por prop. unif. adic.

lo que nos dice que z =5 es raiz de IL.

IT) Toda raiz de II es raiz de 1.
Si 3z—44+2r—x-1+6-4 2z tiene por raizaz =5

es 3.5—4+25=—5+46412.5 por defin. de raiz
Sust en 2z, z por 5 da 2:56—=2.5 por carée. idéntico
Restando m. a m. resulta 3.5—4 =056 por prop. un. sust.

lo que nos dice que z = D5 es raiz de 3.2 —4 =246
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77. Trasposicién de términos.— CoroLARIO. — Si en una ecua-
¢idn se pasa un término de un miembro a otro con signo contrario,
se obtiene unma ecuacion equivalente a la dada.

Efectivamente: Si un niimero o una expresién entera es término
de una ecuacién y se suman a ambos miembros de la misma, dicho
ntimero o expresién con signo contrario, al simplificar, este término
desaparece del miembro en el cual figuraba y aparece en el otro con
signo contrario, obteniéndose una ecuacién equivalente a la dada
(teors. 75 y 76, respectivamente).

Esempro 1) Sea la ecuaciéon 32 —2—>52—4 cuya Unica raiz
es 2 =1. A

Para pasar el término — 2 del 1°F miembro al 2° se suma a am-
bos miembros de la ecuacién el contrario de dicho ntimero que es
42, y se tiene:

32—24+2=5z—4-+2
ysimplif. queda 3 z—=—5x—4 4 2 cuya raizes z =1 (teor. 75)
Esempro IT) Sea la ecuacién de 52—T7=2x—19 cuya finica
raiz es x = —3. ,
Para pasar el término z del 2° miembro al 1°, se suma a ambos

miembros de la eecuacién el contrario de dicho término que es — z,
¥ se' tiene’:

52— T+(—z)=2—19 +(—=z)
simp. queda 52—7—2=—19 cuya raiz es £ =—3 (teor. 76)
78. Teorema III. — Si ambos miembros de una ecuacién se multi-

_ tiplican por un mismo nmimero distinto de cero se obtiene una ecua-
cion equivalente.

Hip.) 32°—4=2-+6 [I] raiz x=a; 2—=—ntmero=0
Trsis) (322 —4)2=(x+6)2 [II] equivalente a la I.



— 208 —

Demost.) Para que sean equivalentes la ecuacion de la Hipétesis y
la de la Tesis debemos probar que:

1) Toda raiz de la I es raiz de la I1.
Si 8242—4—2x-+6 tiene por raiz z=a

es : 3.0°—4=a-F6 por definicién de raiz

y como 20 por car. idént. de ignaldad

Mult. m, am. da (3.a>—4)2 = (¢ + 6)2 por prop. unif. de-la nmult.
lo que nos dice que z = a es raiz de (3 22 —4)2 — (2 + 6)2 por dgf.
11) Toda raiz de la II es raiz de la 1.
Si (322 —4)2—(z+6)2 tiene por raiz z—b

es (8.52—4)2 = (b + 6)2 por definicion de raiz

v como . 2=2 por cardcter idéntico

Divid. m. a m. da 3.b0*>—4 =016 por prop. unif. de divisién

lo que nos dice que z—> es raiz de 3.2° —4 =2z 6 por def.

14 . . . AT .
78'. Teorema IV.— Si ambos miembros de una ecuacion se dividen
por un mismo nimero distinto de cero se obtiene una ecuacion equi-
valente.

Hr.) 32°—4—x-+6 [I] ecuacién de raiz z=a

2 ntm. ==0

(T
TEsIs) At 2 il —‘i— 8 [11] equivalente a la I
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(B2F—4)% —(a+6) 5

3a'+4  x+6

2 2

0 sea

|~ que es equivalente a 32*—4—2x -2 por el teorema anterior.

79. Pasaje de factores o divisores numéricos de un miembro a
otro. — COROLARIO. — Si en una ecuacion se pasg un factor o divisor
distinto de cero de un miembro a otro como divisor o factor respecti-
vamente, se obtiene una ecuacion equivalente o la dada.

Efectivamente: Si un nfimero es factor de todo un miembro de
una ecuacién, y se dividen ambos miembros de la misma por dicho
factor, al simplificar éste desaparece del miembro en el cual figura-
ba y aparece en el otro eomo divisor, obteniéndose una ecuacién equi-
valente a la dada (teor. 78’).

F EoempLo.—Sea la ecuacién 2(8 x — 5)— 7 x — 13 cuya raiz @ == 3.

1 Para pasar el factor 2, del 1¢" miembro al 2°, se dividen ambos
| miembros de la ecuacién por dicho factor; y se tiene:

| 23x—5)  Te—13

| 7 TR e Tt Rl

l ; J Ta'—13 7 g
. y simp. queda 3 —5 = ———— cuyaraizes x=3 (teor. 78")
| 2

' Por otra parte: Si un ntimero es divisor de todo un miembro de
[‘ una ecuacién, v se multiplican ambos miembros de la misma por di-
| cho divisor, al simplificar éste desaparece del miembro en el cual fi-
f guraba y aparece en el otro eomo factor, obteniéndose una ecuacién
f equivalente a la dada (teor. 78).

i . T2 =510 A
BiempLo. — Sea la ecuacién 4 -5 = —3 —— ¢uya lnica

t ]
L ralz es ml=—=—b.
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Para pasar el divisor 3 del 2° miembro al 1° se multiplican ambos
miembros de la ecuacién por dicho divisor y se tiene:

(4m+5).3=—‘f;—m.3

simp. queda  (4a -+ 5).3 =72 — 10 cuyaraizes x=—>b (teor.78)

80. Ecuaciones enteras de primer grado con una incégnita.—
DEFINICION. — Se llama grado de una ecuacion entera con wuna n-
cogmita, al grado dado por el mayor exponente con que figura la in-
cégnita en dicha ecuacion.

Esgmpro: 33 2@ = — — 3% ‘es una ecuacion de 3er grado

! :
5% +3 =9 —w es una ecuacién de 1er grado

Si consideramos una ecuaciéon de primer grado con una incognita
3 3 2 5 1 ;
por ejemplo la « —l——2—w + 9= T -+ 44 &« 5, y reduci
mos en ambos miembros los términos semejantes tenemos:
5 3 19
TR i gt o

5
&

En general, dada una ecuacion de primer grado eon una ineogni-
ta se podra, reduciendo los términos semejantes en ambos miembros,
reducirla a una expresién del tipo

ar +b=cx+d siendo, a, b, ¢ y 4

ntmeros reales conocidos.

Los términos b y d en los cuales no figura la incégnita se llaman
términos independientes.
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31. Resolucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita.
-— DerINICION.— Resolver una ecuacién significa hallar sus raices.

El procedimiento que se sigue para obtenerlas, consiste en reem-
plazar sucesivamente la ecuacién dada por otras equivalentes, hasta
llegar a una de la forma x = m, cuya raiz es m. Siendo esta ecua-
e¢i6n equivalente a la propuesta resulta que m es raiz de dicha
ecuacion.

OBSERVACION. — Como la ecuacién & — m tiene por raiz solamente
a m, porque si un ntmero es distinto de m no puede ser igual a z,
y ademaés la ecuacién & — m es equivalente a la dada resulta que és-
ta tiene a m como tnica raiz. En general: Toda ecuacion de primer
grado con una incognita tiene una sola raiz. '

Tratemos de resolver la ecuacién de primer grado con una ineog-

nita :
ar +b=cx+d

Observando que los términos que contienen la incégnita son seme-
jantes, y que los términos independientes son niimeros conocidos, pa-
rece conveniente agrupar a los primeros en un miembro y a los se-
gundos en el otro para poder reducirlos.

En nuestro caso pasando el término ¢z al primer miembro y el
término independiente b al segundo, tendriamos:

ax—cx —=d—D> ecuacion

que es equivalente a la dada por teoremas anteriores (75 y 76).
Reduciendo los términos semejantes se tiene

(a—ec)z=d—D>

Dividiendo ambos miembros por el coeficiente (a—c) de la in-
cognita resulta la ecuacién

d—b

& =——_" que es equivalente ala dada (78"



Pero es la raiz de esta ecuacion, pues si se reemplaza en
AR — b d—b
¢ iene la identida =
ella @ por - — - se obtiene ide d A DR luego
7

es también raiz de la ecuacion dada.

El procedimiento seguido, que es general, nos permite dar la si-
guiente:

REGLA. — Para resolver una ecuacion de primer grado con una e
cogmnita :
1°) Se traspomen todos los términos que contengan la incégnita

a un miembro y los independientes al otro.
29) Se efectitan las operaciones indicadas en ambos miembros.

3°) 8i la incégnita queda afectada por um coeficiente, se pasa
éste al otro miembro como divisor. , §

APLICACIONES : BapMPIO I) Resolver la ecuacién 7z — 3 = 21 z—9.

10) Te—2le=—9-3
20) | — 4= —6
=iH 3
i o
2 1
Esempro II) Resolver la ecuacion T i 2—.::-—{— 2
2 1
10) ce—gr=2+1
3
20) -56-%'—3
3 3.20
39) w:_—3_:_3_—=20

Y
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Esempro III) Resolver la ecuacién z — 3 — —3(4 —21x)
19) z—3=—1246=x
z—6x=—12+43
2%) : —b5r=—9
— 9 9
v : g bl T SOy gt 4t % L1
el Esempro IV) Resolve‘r la ecuacién 3 - 1 - g + T il
! i TR e s
4 1 1 1 1
% (7+r+§+ﬁ“ﬂﬁ=—l

8+4+241—16 '
16 o

E
f T
| =il —1.
| 39) g i S IR
| ‘ = ek
: 16
t
. i L
] 53 €z S 142 x
Esem. V) Resolver la ecuacién T R e (?_ _3_) —0

Como esta ecuacién no estd reducida al tipo az + b = ¢z + d, efec-
tuamos las operaciones indicadas y reducimos los términos semejan-
tes para transformarla en una de esa forma.

g I Nl A A o i ¢

2 —1
e E
/ — 2
BT Ak 0
s trh-dageo

B T N | T e ma¥{ T oo -
" T - .



X @ @ 1 2
) g R
T SR 454
(F-stele=—wn
8848 1
18 AHTVB0
—1 —1
7 BET ke
=
30 (), 18050 18
3° PR~ = A
) S T g TR TR
18

892. Ecuaciones fraccionarias: 8- esion de denominadores.—

! % ; ¢ x + 3
Sea por ejemplo la ecuacion fraccionaria 8 e P - 5"

Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacién dada, por un
miltiplo de los denominadores en que figura la ineégnita y simpli-
ficamos, desaparecen dichos denominadores. En la préctica se toma
como miltiplo de los denominadores su M. C. M.

Para nuestro caso tendriamos que:

g——1= z—1

Siendo M. C. M. . l-—-: 2> —1 resulta
*T

—1—(e+1)E—1 ]

w@2—1) 4@-1) , 3@ -1
e W 54
S R e e e R
y simplificando queda:
aQ B el 1
82— 1) —axx+1) = 44 _o_(a:{)_) que es una ecua-

cion entera.

La observacién de este ejemplo y la consideracién de que en
cualquier otro caso puede procederse de la misma manera, nos con-
ducen a dar la siguiente:
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RucLA. — Para suprimir los denominadores que contienen a la in-
cégnita em una ecuacion fraccionaria :
1°) Se halla el M.C.M. de dichos denominadores.
2%) Se multiplican ambos miembros de la ecuacion por el M. C. M.
hallado. \
3°) Se hacen todas las simplificaciones posibles.

APLICACION. — Suprimir los denominadores en la ecuacién

7 LR L
5 a® T 2xP— 2w 3
MM | fae e g
Q 1 Nt Ve (o —
1°) Siendo M. C. \l 2x2—2x=2x(:v—1)J
i x 0} I
20) ?wz(w £ = x2 (x—1) = 2w2_t2a: x?(x—1)
(2 1)
30) %wz(w-—l)—(a}——l):i‘))}f

OBsERVACION. — Suprimir los denominadores en que figura la in-
cbgnita de una ecuacién fraccionaria, equivale a transformarla en
una ecuacion entera. Conviene, sin embargo, advertir que atin no

sabemos si la ecuacién que resulta es equivalente a la dada.

Habiamos visto (n® 78) que si se multiplican ambos miembros de
de una ecuacién por un mismo niéimero, se obtiene una ecuacién equi-
valente a la dada. Veamos ahora qué sucede cuando se multiplican
ambos miembros de una ecuacién por una misma expresién entera.

83. Teorema V.-— Si se multiplican los dos miembros de una ecua-
cion por una expresion entera, se obtieme wna ecuacién con las mis-
mas raices que la dada pero que puede admitir, ademds, nmuevas
raices.

Hr.) 32°~—~4=2-46 [I] ; 2z expresién entera.

Tesis) (32 —4)2z—(x -+ 6)22 [II] tiene las mismas raices
que la I, pero puede tener raices ademéas otras raices.



— 212 —
Demost.) PriMErA PARTE. — Toda raiz de la I es raiz de la 11.
Qi 82°—4—z-16 tiene por raiz z=ua

es 3.a*—4=0a-1+6 por defin. de raiz

Sust. en 22, x por a da 2.0=2.0 por car. idén. igual.

Mult. m. a m. queda (3.2 —4)2.a = (a-6)2 a por prop. un. mult.
lo que nos dice que z = a es rajz de (322 —4)2z=(z -+ 6)2z.

Como z — a es una raiz cuglquiera de la I, resulta que toda raiz
de la I es ratz de la II.

QEGUNDA PARTE. — La ecuacidén 11 puede temer raices que mo som
las de la I.

Si z—0 es tal que 22 — 0 la ecuacién (3 22—4)2z —(z+6)2z
se satisface para ese valor de z,

pues (3.0 —4)0=(0-+6)0=0 luego z =0 es raiz de la II -
aun enando no lo sea de la I, lo que nos dice que z — 0 puede ser raiz
de 1a II sin serlo de la T.

BiEMPLO. — Sea por ejemplo la ecuaeion

3r—4=—5 [I] cuya raiz es z=—3

y (Bz—4)(z+2)=5(x+2) [II] la ecuacién que se obtie-

ne multiplicando ambos miembros por z + 2. Lias raices de esta-

ecuacién son z—3 y xz=——2. Puede observarse que efectiva-
mente el valor z — — 2 es el que anula a la expresién entera por la
que se ha multiplicado, puesto que z + 2 para x——2 es igual a

—242=—0y que para ese mismo valor de z es
5 O, T SV | (U,

luego z=——2 es raiz de la [II] pero no de la [I].




R e i e

SIS
84. Ecuaciones fraccionarias de primer grado.— Habiamos defi-
nido las ecuaciones enteras de primer grado (n°® 80), veremos aho-
ra que se entiende por ecuacién fraccionaria de primer grado.
DerINIcION. — Se dice que una ecuacion fraccionaria es de primer
grado euando quitados sus denominadores y reducidos sus términos

semejantes, se obtiene una ecuacién entera de prlmer grado equi-
valente a la dada.

85. Resolucion de ecuaciones fraccionarias de primer grado.—
Sea por ejemplo la ecuacién

S_iendo M. C. M. (7@, #, 2a)— @, multiplicando ambos miembros
de la ecuacién por a para suprimir los denominadores queda
1 3
;77.39—{—?. @X -—*__)vﬂ o -—’23 o ]
y simplificando —|- gt % e

y como esta ecuacién es entera y de primer grado, se resuelve de
acuerdo con la regla correspondiente (n°® 81), lo que nos da:

9 1 /5]
gg Ei e B i
0 f W Snel L up LigR e
T R R 14 o %
9
e e
e Tey S T
28

Como al multiplicar por z ambos miembros de la ecuacion da-
da, puede suceder que la ecuacién que resulta tenga raices que no lo
sean de la propuesta, vamos a verificar si es = 2 la raiz buscada.
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Reemplazando en la ecuacion T +—— 5—= == a la in-

cognita z por 2, se tiene:

1.e7 miembro

que es igual al segundo miembro, luego z — 2 es raiz de la ecuacién
dada.

Observando que el procedimiento seguido en este ejemplo es ge-
neral se deduce la siguiente:

REeLA. — Para resolver una ecuacion fraccionaria :

1°) Se suprimen los demominadores, para lo cual se multiplican
ambos miembros de la misma por el mimimo comiim multiplo de los
demominadores en que figure la incégnita y se hacen todas las sim-
plificaciones posibles.

2°) 8i la ecuacion entera obtemida es de primer grado se la re-
suelve (Regla m® 81).

3%) Se verifica la raiz obtenida desechdndola si no satisface a lo
ecuacion dada.

15— T—x

ApricAacioNES: Esmwmpro I) Resolver la ecuacién = B e

Siendo M. C. M (z— 18, x — 8)—(x —18) (z —8)
1°) Quitando denominadores se tiene:
. (15 —2z) (z—8)=(T—=z) (z — 18) ‘
152—120 —2* 4+ 82 =Tx—126 — 2?4+ 18z '
— 24 a* 41524 82z—Tz— 182 — —126 -} 120

0 sea —2x=—6
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b b et G e - IR,
30) VERIFICACION: Primer miembro —s——g = "—35 = ek
; 7T—3 4
Segundo miembro —5—g = "%
Esempro 1I) Resolver la ecuaeién ) We R Bt — b
' ! 2¢—3 20> —3x o
=0
Siendo M. C. M. 2¢ —3=2x—3 =Rz —3)x
94 —3x—=QRa—3)
1%) Quitando denominadores se tiene
R imte) AL G 2t R
o sl i (s
z—3=5(2z2z—3)
29) z—3=10z—15
—9z=—12
‘ ) i pited 2 WA
E & g SR PR
' ' 39) VERIFICACION. — Primer miembro
: 3 it Y 3 TR e 2
i 42 TR i g A
k-1 Pigr= ol age (__)_ =t i e L
[ : 3 215 35 3 3 3 4
AL A 1 S SR VST
TLg—9 32 — 36 -1 —4
5 9 3 9
27 — 12 4 27 15
R T R R L
f Segundo miembro ~Z- = —54—% = if— que el igual al primer
e
4
miembro, luego x = 5 es la raiz de la ecuacion.
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Aplicaciones. — Resolver las ecuaciones sigunientes:

IR
1°) —— = 10
. 3z — &
o y 0
2°) >
z — 1
BojEis AN ey
3°) -
49) 2z oz 0
5 7

Be) e B
e

Y
’ 7
z T xr
() P, S IRECIR GRS~ TR ity
72) 3 5
5 + 4 r— 3
8°) 5 - ‘—5
3z + 1 52 — 1
9°) 7 6 =8
& z — 3 19 z + 4
“10° JEEE Sk e T - i e e S i
oy 3 3 el
4y Y 14
110) —— 3y =t 41 PR
) 5‘+6(y+) 5+ +15
z 4z 3 [z
foa) iy S g TR e R I R I
o e a) e (54
; 5z — 15 2 2 =
TRl . +2)  5(—1)
4 3 6

146) _i_.'.i:a-l—n
n a

2 nx
T BRI o
n 2¢

16°) .%4.1 =;M+i

a
]_70)7:0—-'-3=2
A g |

3

rafz z = 14

.Tafz

I
Al
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! CAPITULO IX

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO C‘ON UNA INCOGNITA

ProGRAMA. — Planteo, resolucion de la ecuacion obtewida e interpretacion o

discusion del resultado. Ejercicios. Problema de las edades. D’iscusién_del re-
sultado.

88. Problemas de primer grado con una incégnita.— Ciertas cues-
tiones o problemas que se presentan en la practica, pueden ser resuel-
tos por medio de ecuaciones.

Cuando el problema a resolver tiene por objeto la determinacién
de un solo niimero, que cumpla ciertas condiciones que permitan
ser expresadas por una igualdad, dicho problema puede resolverse
mediante una ecuacién en la cual la inedgnita es el ntimero buscado.

En este capitulo nos ocuparemos solamente de los problemas que
conducen a ecuaciones de primer grado con una incégnita.

Todo proviema consta de fres paries:

I) El planteo, que consiste en precisar bien que es lo que se bus-
ca, en representar al ente busecado por una letra, y en escribir la
ecuacién que traduzea las condiciones que dicho ente debe cumplir.

II) Resolucion de la ecuacién obtenida, es decir, ecalcular su raiz.

IIT) Discusion del resultado, es decir, interpretacién concreta del
mismo para ver si tiene sentido.

Sea por ejemplo resolver el siguiente :



1§

il LS il St o el S ol
s T T g S | e b O R SN TN ey

UL opgi

PROBLEMA. — Encontrar un nimero tal que sw triplo mds su mi-

tad, sea igual al cuddruplo del mismo menos dos.

B

i

PranTEO. — Llamando z al nimero buseado, resulta que 3 z es su

triplo, i su mitad y 4 « su cuadruplo, luego por las condiciones del

problema tendremos

Bt =dx—2

@
RESOLUCION: 3at—5 —de=—2
6w —8x a
5 = —2
Ll
2
r = BT ==

Discusién. — Es 2 — 4 el ntimero buscado puesto que

su triplo es =12

su mitad es — 2

su cuédruplo es = 16 } el cuddruplo —2 =16 —2 =14

La observacién del procedimiento seguido en la resolucién del

problema anterior nos conduce a dar la siguiente:

RearA. — Para resolver un problema de primer grado con una

medgnita :

1%) Se representa la incégnita por wuna letra (generalmente

por la z).

' 20) Se someten dicha letra y los demds datos que intervienen
en el problema, a las operaciones indicadas por el enunciado, tal co-

el triplo 4 la mitad =12 4+ 2 =14
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mo se haria la verificacion en el caso en que se conociera el valor

de la 'mcogmta Se obtiene ast una igualdad que es la ecuacion del
problema.

3°) Se resuelve la ecuacion asi obtenida.

49) Se discute la solucién hallada, es decir, se averigua si la so-
lucwn de la ecuacion, satisface también av problema concreto pro-
puesto.

89. Aplicaciones. — Damos a continuacién ejemplos de algunos
de los problemas que se presentan con méis frecuencia en la préec-
tica:

ProsrEma 1) Si a la suma de dinero que tiene Juan, se le agre-
gan 10 $, se obtiene lo mismo que si del triplo de dicha suma se sa-
can 22 $. ;Cudntos pesos tieme Juan?

PranTEo. — Lilamando z al nfimero de pesos que tiene Juan; co-
mo z -+ 10 debe ser lo mismo que 3 x — 22, la ecuacién del proble-
ma es: ‘

2410 — 32 —22

RESOLUCION. r—3xr=-—22—10
—2x=—32
32
L= 16

DiscvsiéN. — Bs 2 — 16 $ el dinero que tiene Juan puesto que
164 +10$—26% y 3.166—22$—48% —228—26%
ProsreMA II) Repartir 100 § entre tres personas A, B y C, de ma-

nera que la segunda reciba 10 § mds que la primera, y la tercera
5 § mds que la sequnda. ;Cudnto corresponde a cada persona?
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PranTEO. — Llamando = a la parte correspondiente a A, se tie-

ne que :

a A le corresponden z$

~aB» » (z4+10) $
aC» » [(z+10)+ 5] $=(=+15) $
§
y como la suma de lo que le corresponde a A, B y C es igual a 100 $
resulta:
z4+ao4104+21+15—100%

RESOLUCION. 42+ 2x=100—10—15
3x="1T5
mE
x — {.: —9h

DiscusioN. — Es z$ —25$ lo que le corresponde a A, porque en
tal caso a B le corresponden (z }+10) $=25$1+10$=35%, a C
(z+15)$—25$+15$—=40% y 25$+35% +40$=100%.

PROBLEMA IIT) La suma de dos mivmeros es igual 6 y el triplo de
la diferencia de los mismos es 9. ;Cudles som esos mimeros?

PLANTEO. — Llamando # al 1-¢* ntimero buscado
es 6—z el 2° » " puesto que la suma

de ambos es 6.

Por otra parte: © — (6 — ) es la diferencia de los mismos; lue-
go por las condiciones del problema resulta:

?[x-—-(G-——::l] =19

RESOLUCION. 3e—3(6—2z)=9
3z—18+32x=9
 3z43z—9118
6 2=27
o

27
X = = =
6 2
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: 9 3
Siendo z= % el primer nimero, el segundoes 6 —xz=—=6— i
9 3 ! 3 '
DiscusioN. — Es 5 el primer numero y 5 el segundo puesto que
9 3 12
e et

PropreEMA IV. — Una persona ha colocado la mitad de su capital
al 5 % de interés, la tercera parte del mismo al 6 % v el resto al
9 % obteniendo anuwalmente un producto de 3000 $. ;Qué capital
tieme?

Praxtro.—Llamando « al ntmero de pesos que tiene. esa persona:

b Taomitad del capital % produce $ % X 0,056 en 1 afio
a tercera parte » » %— » $ i;* X006 » » »
elresto ¢— ( ke ) AL R od. = X 0,09

b 6 pl . 6 , A » » »

y como ia suma de las ganancias es igual a 3000 $, se tiene:

005+—- 0,061 6 . 0,09 = 3000

REsoLucION. — Efectuando la operacion del primer miembro da:

0,025 =z + 0,02 4 0,015 # = 3000
0 sea 0,06 = 3000
3000

= T,OT . 50000



Discusién. — Hs $z = 50000 $ el éapital pues:

Interés de la mitad . . ... = 25000 $ X 0,05 = 1250 &

» > » teréera, parte = w = 1000 %
[ /del resto . L g e D I0000 008 iy g
Total 3000 $
90. Problema de las edades: discusion. — Un padre tiene p‘

anos de edad y sw hijo h anos; gal cabo de cuantos aitos la edad del
padre serd igual a m veces la del hijo?

Praxteo. — Llamando @ al numero de aifios que deben transcurrir

para que se verifique lo preguntado en el problema, resulta que al
cabo de dicho tiempo tendriamos:

Edad del padre = p+z aiios. ;

2

m veces la edad del hijo = m (h-+z) afios

luego pt+ax=mh 4+ x

Ii

ResoLvoron: p & = mh + mx
me— & = p -— mh

(m — 1)z =p-—mh

Y vt
m — 1
DiscusioN. — Como m es un entero nimero posmvo y mayor que
1 el denominador
w— 1> 0.

Como en el numerador figura una diferencia consideramos los
casos en que el minuendo p Z sustraendo mh.

B
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1er Caso. — Cuando p > mh.

Si p>mh es p— mh >0 y como el denominador m—1 >0
T ta > 0 (es decir positivo) lo que nos dice que la edad de
padre sera m veces la del hijo x afios después del instante en que
se considero el problema.

Ejemplo numérico: si p = 45 afios, h = 15 afos y m = 2 es

_p—mlz_ »45——?@__ i
x = o | AT = 15 afos

20 Caso. — Cuando p = mh.

Sip=mh es p—mh=0 ycomo m—1 +0

es : dee e a1

es decir la edad del padre es m veces la del hijo en el instante de
considerar el problema.

Ejemplo numérico: Si p = 60 afios, h = 20 afios y m =3 es

_ p—mh - 60—20:3
R L 3—1

0 2
T orns 0 anos.

3er Caso. — Cuando p < mh.

Si p<mh es p—mh<0 ycomom—12>0

resulta @ < O (es decir negativo) lo que nos dice que la edad del
padre ha sido m veces la del hijo 2 anos antes del instante en que
se consider6 el problema.

Ejemplo numérico: Si p = 32 anos, h = 12 afios y m =3 es

s 32 —3.12 32— 36 =
o 4 mh a oot DA RN = L9 afios;

g g 1 2 )
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Aplicaciones. — Resolver los problemas siguientes:

1°%) Dividir el nimero 224 en dos partes tales que su cociente exacto
sea igual a 7. : Respuesta: 196 y 28.

2%y Dividir el ntimero 149 en dos partes tales que el cociente entero
de la primera por la segunda sea 4 y el resto 4. Respuesta: 120 y 29.

3?) La edad de un nifio es, actualmente, igual a los % de la que tendra

_ dentro de 8 afios. ;Qué edad tiene? Respuesta: 12 anos.

49) La altura de un rectdngulo es el cuadruplo de su base. Si su al-
tura fuese 8 cm més corta y su base 3 em més larga su superficie seria
104 em? mayor. ; Qué longitudes tienen la base y la altura?

Respuesta: altura 128 em, base 32 cm.

5?) 3 A qué hora entre las 4 y las 5 las manecillas de un reloj estarin
juntas?
— Llamando # al niimero de minutos que deben transeurrir para que se ve-
rifique la coincidencia de las manecillas, y teniendo presente que el rinutero
se mueve 12 veces mas rapido que el horario, resulta que durante ese tiempo

el minutero ha recorrido z divisiones del reloj y el hora,rmE divisiones,

¥y eomo a las 4hla ventaja del horario sobre el minutero es de 20 divisiones
se tiene: '

= 20

r. —

Sk

aue es la ecuacién del problema.

6°) ;En qué instante entre las 7h y las 8 h la maneecilla del minatero
estard 10 minutos de espacio delante del horario?

7°) i Cuantos litros de agua deben ser agregados a un litro de aleohol
de 90 9, de pureza para obtener una solucién al 3 9, ?

8%) Un jugador comienza a jugar y pierde % de lo que tenfa. Luego
gana 90 $; y pierde % de lo que poseia después de esta ganancia; luego

gana 60 $, y por dltimo perdiendo {% de los que nuevamente tenfa se

coeuentra con 360 $. ; Cuénto ha ganado o perdido en total?




CAPITULO X

SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO '

CON VARIAS INCOGNITAS

PROGRAMA. — Una ecuacion de primer grado con dos incégnitas admite infini-
tas raices. Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.
Métodos de sustitucion, igualacion y reduccién. Resolucién de un sistema de
dos ecuaciones literales de primer grado con dos incégnitas: Férmulas, De-
terminantes de segundo orden. Bapresion de las férmulas anteriores por medio
de determinantes. Resolucién de sistemas de dos ecuaciones de primer grado
con dos incognitas por determinamtes.

93. Ecuaciones de primer grado con dos incégnitas. —DEFINICION
— Se dice que una ecuacion con dos incégnitas es de primer grado,
cuando éstas no figuran en un mismo término y su mayor exponente
es la unidad.

2 4o :
EJjempLo. g 4y +2=y—4 es una ecuacién de primer
grado con dos incdgnitas.
DeriNIcION. — Se llama raiz de una ecuacion de primer grado con
dos incogmitas, al par de valores que asignados a las ineégnitas satis-

facen a la ecuacién.

Sea, por cjemplo, la ecuacién 2z -—y = 5.
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Tratemos de encontrar los pares de valores de z e y que la satis-
facen. Para eso demos valores arbitrarios a z y caleulemos los co-
. rrespondientes de y.

[20——y=5
Para =10 es { —y=>5 y=——>5
| y=—5 J
Elpar =0;y=—5 esraizdela ecuacion puesto que
2.0 —(—5)=5
Bl g e b
el |
Para! =1 &8 =—3
e Pl e 4
[ jeey
Elpar z=1; y=—3 esraizde la ecuacién puesto que

9 i 35

[2+—$~y=5 ]
—6—y=>5
Para z=—3 es y=-—11
—y=5—|—6=11j
L S
El par ¢ ——3, y=—11 esraizde la ecuacién puesto que

s g L DO DI 6oy 3

Dando valores arbitrarios a y y caleculando en forma anéloga los
eorrespondientes de z se obtiene para cada valor de y un valor de z,
siendo ese par de valores raiz de la ecuacion.

ey
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Asi, por ejemplo,

y* 1 Sast P
2% ? = 9
1 g L7 N
para Y = 5= €8 .Jcc__5+__7__7 e
s dl
Mg
: 11 i il = el
Elpar o= ; Y= 5 ©8 raiz de la ecuacion puesto que
At bR T
A
OpsErvACION. — Dada una ecuacién de primer grado con dos in-

ebgnitas, como cada una de dichas incégnitas puede tomar infinitos
valores, y para cada umo de ellos corresponde un solo valor de la
otra, resultando ademds el par de valores correspondientes raiz de la
ecuacién dada, se deduce que:

Una ecuacién de primer grado con dos incégnitas admite infinitas
g .
raices.

Nora. — En la practica se eseriben las raices de una ecuacion de
primer grado con dos ineégnitas en la siguiente forma: En una co-
lumna los valores de z atribuidos arbitrariamente, en otra los valo-
res correspondientes de y dados por la ecuacién que resulta de sus-
tituir = por el valor asignado, y cuidando que queden en la misma
linea los valores de las incognitas que constituyen cada raiz. La deter-
minacién del valor de y se hace mentalmente.

Para el ejemplo anterior tendriamos la siguiente tabla de raices:

&z Y
0| — 5
1| — 3
B B
L1 1
4 2
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94. Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incog-
nitas.— Dadas dos ecuaciones de primer grado con dos inebgnitas,
como cada una de ellas admite infinitas raices, cabe preguntarse si en-
tre las infinitas raices de la primera y las infinitas raices de la segun-
da existen algunas eomunes. Hagamos la investigacion en un caso
particular, por ejemplo, en el siguiente par de ecunaciones:

2x—6y=—10 4x+3y=25
MBS x| y
i 053_5__
it 1’ 7
4| 3 4| 3
_._Q! 1 —2 | 11

Las tablas de raices, nos muestran que las ecuaciones dadas tienen

la raiz comtin z =4, y=—3.
Las ecuaciones que como las dadas tiemen raices comunes, consti-

tuyen lo que se llama un sistema de ecuaciones que se define asi:

DeriNicéN. — Se llama sistema de dos ecuaciones de primer gra-
do con dos incégnitas a todo par de ecuaciones de primer grado con
dos ineégnitas que tengan raices comunes.

Esempro. — Las ecuaciones 2z—6y——10; 4243y =25,
del ejemplo anterior, forman un sistema, pues tienen la raiz eomin
z=4, y=23.
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Noraci6N. — Se indieca que dos ecuaciones forman un sistema es-
cribiéndolas una debajo de otra y poniendo a la izquierda de las mis-
mas una llave. 4

Asi para indicar que las ecuaciones del ejemplo anterior forman
un sistema se escribe:

22—6y=—10
42z +3y=25

DEFINICIONES.— Si un sistema de ecuaciénes con dos incdgnitas s6-
lo admite una raiz comtin, se llama determinado y si admite infi-
nitas raices comunes, se llama indeterminado.

2z—6y=—10

Eisempro I) El sistema
) { 4z +3y=25

es determinado, pues sélo admite la raiz comfin =4, y=3.

2z-+ y=28 [1]

Esempro II) El sistema {2.5m—l— A 2]

es indeterminado, pues cada una de las infinitas raices de la primera
transforma a dicha ecuacién en una identidad, la que multiplicada
por 5 da otra identidad que serd la misma que se obtendria sustitu-
yendo la raiz considerada en la segunda.

Asi, por ejemplo, el par z =1, y =6 es raiz de la ecuacién [1]
puesto que

2.1 4+6=38
y es también raiz de la [2] puesto que
2.5.145.6—8.5

Anélogamente se comprobaria que los pares de valores

z=2 ,y=4; =38, y=2; x=—%,y=9;.... son

raices del sistema.
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OBSERVACION. — Puede por dltimo suceder que dos ecuaciones de
primer grado con dos incoégnitas no tengan raices comunes, €n cuyo
caso no se podria decir que forman un sistema. Sin embargo con
el objeto de no hacer exepciones, diremos que tales pares de ecua-
ciones forman un sistema imposible.

z+ y=3=8 ,
Asi es un sistema imposible pues cada
4rxt+4y=28.5

una de las infinitas raices de la primera transforma a dicha ecua-
cién en una identidad, luego si multiplicamos al primer miembro de
esa identidad por un ntmero, 4, ¥ al segundo por otro nimero, 5, no
se obtiene otra identidad; que es lo que sucede si se sustituyen a
y a y por sus valores en la segunda ecuacion.

DEFINICION DE SISTEMAS EQUIVALENTES. — Se dice que dos sistemas
de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas raices.

B aMpLO. — Formemos un sistema de ecuaciones cuya raiz sea

z—5,y—2 escribiendo los primeros miembros arbitrariamente y
los segundos de modo que tomen los valores que tengan aquellos pri-
meros miembros para z —5 e y — 2. Asi, por ejemplo, tendriamos:

{ 2z—3y=—4 * i 5 g
ue tiene por raiz *x=—>o , Y = &
Badb Bunady o Y 4

Formemos del mismo modo un nuevo sistema que tenga la misma
rajz z—>5, y=—2, por ejemplo el

{Gw—wy=0

cuya raiz es =325, y=2.
Py =3

Liuego los sistemas asi formados son equivalentes.

DErFINICION, — Resolver un sistema significa hallar sus raices co-
munes.

Por lo tanto para resolver un sistema se puede formar una tabla
de raices de cada una de las ecuaciones que lo forman, y ver cuéles

e (o et
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son las raices comunes, como se hizo en el parrafo nimero 94. En la
practica no se emplea este procedimiento, pues podria resultar exce-
sivamente largo e inseguro y se prefiere reemplazar el sistema dado
por otros equivalentes hasta llegar a uno que tenga una de las ecua-

ciones con una sola inedgnita.
Hay distintos metodos de resolucién de sistemas, que trataremos

a continuacion:

<95 Método de sustitucién. — Tratemos de resolver el sistema
ecuaciones de primer grado con dos incbgnitas:

2z—6y=—10 [1]
{4m+3y=25 2]

Suponiendo conocido ¢l valor de z en la ecuacién [1] y resolvién-
dola con respecto a y se tiene:

LGy e 105 9

= — 9
Liuego o= —1—0_—6—3 3]

Sustituyendo en [2] este valor de y, resulta

10— 2«

42+ 3 5 — 25 que. es una ecuacion de

primer grado con una sola incdégnita. Resolviéndola se tiene:

—2z+3(—10—2z)= 25.(—6)
—2472—30—6~=-—150
—24 2 —6r=—150 -+ 30

—30z=—120
— 120
el luego | € =4

Procediendo de la misma manera, podria caleularse el valor de
la otra incégnita, pero en la préctica se procede asi.
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Se sustituye el valor hallado de la incégnita z en una de las ecua-
ciones, la [2] por ejemplo y se tiene

441 3y=25 ecuac. de 1°* grado en ¥
resolviéndola 3y=25—16
5 9
luego y=———2') 3 ie =3 0 sea =13

Veamos si el par z—4, y =3 es raiz del sistema.
Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores se tiene:

1% ecuacion : 2.4—6.3 =—10 la ecuacion [1] se satisface
28 » 7/ Bl B A 2 T » [2] » »

luego el par z—=4, y =3 es raiz del sistema dado.

. El procedimiento seguido, que es general, nos permite dar la si-
guiente :

REGLA. — Para hallar la raiz de un sistema de dos ecuaciones de
primer grado con dos incégnitas, por el MfTopo DE SusTITUCION.

1°) Se halla el valor de wna de las incégnitas en una cualquiera
de las ecuaciones de dicho sistema, suponiendo conocido el de la otra
imeognita.

29) Se sustituye el valor hollado en la oira ecuacién del sis-
tema, obteniéndose asi una ecuacién de primer grado con uma sola
inecognita.

3°) Se resuelve la ecuacion asi obtenida, con lo que queda deter-
minado el valor de la incégmita que se supuso conocer.

4°) Se sustituye el valor hallado en wuna de las ecuaciones del
sistema, obtemiéndose ast una ecuacién de primer grado con una in-
cégnita. Resolviéndola queda determinado el valor de la otra incdg-
mita del sistema.

59) Se werifica si el par de valores hallados es raiz del sistema ;,:3 :

dado.

7~
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ApricacioNEs. — EJemMPLO I) Resolver el sistema

3zp—y=1 [1]
{2y—x=8 (2]

1°) Suponiendo conocido el valor de z en la ecuacién [1] y re
solviéndola con respecto a y se tiene:

—y=1—32
luego y=—1+432x=3z—1
2°) Sustituyendo en [2] este valor de v, resulta:

2(3z—1)—z—8

0 sea 6r—2—2—28 que es una ecuacidén de
primer grado con una sola incégnita.
3°) Resolviéndela resulta:

6z—z=8-42

5z=10
10
T = ?—:2

4°) Sustituyendo este valor de z en la ecuacién [1] da:

3.2—y=1
luego y=3.2—1=5

5°) Verificacion del par 2 =2 , y =5 en {

18 ecuacion 3.2 —5=1 la ecuacién [1] se satisface

22 ecuacion 2.5 —2 =28 » » [2] » »
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Esempro II) 1 4
gt 3

l\')lv—l
<
I

Resolver el sistema
\

T — 0

0S| =
<
|

1°) Despejando x en la segunda ecuacién (*) se tiene:

\

U [1]

I

i
e=0+4+ 35y

2°) Sustituyendo este valor de « en la primera ecuacién, da

3 e | 1 4
sg g Y =iy
. 1 1 4 s
0 sea 5 Y =+ 5 Y= 5 ecuac de 1¢r gr. con una ine6gn.

o 4 4
39) Resolviéndola da TV
2

: SR e )

e e Tl 1 Sl
6

40) Sustituyendo este valor de ¥ en la ecuacién [1] da:

1

?.2:1'

&=

5°) Verificacién del par z =1, y =2 en el sistema

; 1 2 4 : :
12 ecuacion 3 - Yy Y la ecuacién [1] se satisface
i / 1 1 ! ;
28 ecuacion - 5 — 5 =0 la ecuacién [2] se satisface

(*) La préactica ensefia en cada caso cual es la incégnita que més conviene despe-
ar. En nuestro caso despejamos ¢ en la segunda ecuacion porgue en ella tiene el coe-
ficiente igual a 1.
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96. Método de igualacion. — Tratemos de resolver el sistema:

22— 6y=—10 [1]
{4z+3y= 25 [2]

Suponiendo conceido el valor de z en ambas ecuaciones y despejan-
do el valor de y se tiene:

— 10 =2
=50
25-—4@‘
3

De [1] —6y=—10—22 luego ¥y =
De [2] "8y .= 95— 4x luego Y=
igualando los segundos miembros resulta:

=0 =25 - 25— x
— 6 35 3

que es una ecua-

cién de primer grado en z. Resolviéndola se tiene:

3(—10~2w)é—6(25;4x)

E —30—6s——150 424z
' —62—242——150 430

| | — 802 =—"120
b luego b L AT
! & TR

Procediendo de la misma manera podria caleularse el valor de
la otra ineégnita, pero en la practica se procede asi:

Se ‘sustituye este valor de z en una de las ecuaciones, la [2] por
ejemplo, se tiene:

e et

4.4+ 3y=25 ecuac. de 1°r grado en y

resolviéndola 3y=25—16
e | BEUBE ST =0
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Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] los valores de z e y ha-
" 1lados, se tiene:

1* ecuacion 9.4—6.3=—10 la ecuacién [1] se satisface
28 » i Aot LBl 28 » .» [2] » »

lo que nos dice que el par =4, y — 3 es raiz del sistema dado.
El procedimiento seguido, que es general, nos permite enuneiar

la siguiente:

REGLA. — Para hallar la raiz de wn sistema de dos ecuactones dé
primer grado con dos incégnitas, por el METODO DE IGUALACION :

1°) Se halla el valor de una de las incégnitas en cada una de las
ecuaciones del sistema, suponiendo conocido el valor de la otra in-
cognita.

20) Se igualan los segundos miembros de las expresiones obteni-
das, con lo que resulta una ecuacion de primer grado con wna in-
cognita.

3°) Se resuelve la ecuacion asi obtemida, con lo que queda de-
terminado el valor de la incognita que se supuso conocida.

4°) Se sustituye el valor hallado en wna de las ecuaciones del
sistema, obtemiéndose asi una ecuacion de primer grado con wna -
cégnita. Resolviéndola queda determinado el valor de la otra nedg-
mita del sistema.

5°) Se vemfwa st el par de valores hallados para las mcogmtas

es raiz del sistema.

ArricacioNEs. — Egempro I) Resolver el sistema
0,752 —1y =2 [2]

1°) Suponiendo conocido el valor de z en ambas ecuaciones y
despejando el valor de y se tiene:

De [1] —3y=1—2z
I=—"x
Yt o [3]
De [2] —y=2—0,752

y=0T5z—2 [4]
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2°) Igualando los segundos miembros de [8] y [4], resulta:

»1:.;6 = 0THx'— 2 ecuac. 1¢r grado en wx,
39) , 1—z=-3(0,752—2)

1oz 995% 46
9955 —z—6—1

5]
1,252 =5 luego x=ﬁ5—- =4
49) Sustituyendo este valor de z en la ecuacién [2] da
0,75.4 —y =2
luego y=075.4—2=3—2=1

5%) Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] los valores de x
e y hallados, se tiene:

1% ecuacion 4 —3.1=1 la ecuacién [1] se satisface

2 » 075.4— 1=2 » » [2] » »

lo que nos dice que el par z=4 , y =1 es raiz del sistema dado.

97. Método de reduccion. — Sea, por ejemplo, resolver el sistema;

{2x—6y=—10 [1]
dr+3y— 25 [2].

Tratemos de igualar el valor absoluto de los coeficientes de los
términos que contienen a la incégnita x. Para ello se multiplica

la [1] por 4 y se tiene 8z —24y——40
3 [2] » 2» 5 » 8xz+ 6y= 50
Restando m. a m. da — 30y =—90 que es una

ecuacién de primer grado con una sola incégnita. Resolviéndola re-
sulta

# 80
luego y=3
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Sustituyendo este valor de y en una de las ecuaciones, la [2] por
ejemplo, se tiene:
42 +3.3=25 ecuac. de 1°* grado en z
resolviéndola 4x=25—9

4
Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] los valores de z e y ha-
llados, se tiene:

1* ecuacion 2.4 —6.83=—10 la ecuacion [1] se satisface
2 ecuacion 4.44+38.3= 25 » » 21 » =

lo que nos dice que el par z—4 , y — 3 es raiz del sistema dado.
El procedimiento seguido, que es general, nos permite enunciar la
siguiente :

REGLA. — Para hallar la raiz de wn sistema de dos ecuaciones de
primer grado con dos incégnitas por el METODO DE REDUCCION :
1°) 8e iguala el valor absoluto de los términos que contienen a
wna misma incoégnmita en las dos ecuaciones; para lo cual se multipl.
can ambas por factores convenientes.
2?) Se suman o restan miembro a miembro las ecuaciones asi ob-
temidas, segin que los coeficientes tengan distinto o igual signo, res-

pectivamente, obteniéndose asi wuna ecuacién de primer grado con

una sola incégnita.

3°) Se resuelve esta ecuacion, con lo cual quéda determinado el
valor de una de las incégnitas.

4°) Se sustituye el valor hallado en una de las ecuaciones del
sistema, obtewiéndose asi una ecwacién de pmmer grado con una in-
cogmita. Resolviéndola queda determmada el valor de la otra incig-
nmita del sistema.

5°) Se wverifica si el par de wvalores hallado para las incégnitas
es raiz del sistema.

ApricacioNEs. — EgemprLo I). Resolver el sistema

(6z+ 5y=—16 [1]
B0 18 o e e 100 T

AR AN

Ml b Faim ™ e L D
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1°) Mult. a la ecuae.-[1] por 12 da T2x2z+4+60y= 192
e SN (2 yentiniEs 20— 60y =— 95

2?) Sumando m. a m. se tiene 97 z et 97

y 7
3°) luego B 1

4%) Sustituyendo este valor de z en la ecuacién [1]

6.14+5y—16
5y=16—6
Yy=2

5°) Sustituyendo los valores de z e ¥ hallados en las ecuaciones [1]
y [2] resulta:

1® ecuacion 6.14 5.2=— 16 la ecuacién [1] se satisface.

R0y 51—12.2=—19 » » [2] » »

lo que nos dice que el par z=1, y =2 es raiz del sistema dado.

* * *
OBsErvACION 1) Cuando en un sistema son iguales los coeficientes
de una de las incégnitas, se halla el valor de la otra incégnita su-

mando o restando, directamente, las ecuaciones dadas y resolviendo
la que resulta de tal operacidn.

z+y=20 [1]

EJempLo Resolver el sist
el sistema {2x—y=22 2]

1*) Observando que los coeficientes de y son iguales en valor ab-
soluto y de distintos signos, sumando las ecuaciones.
x4 y=20
20 —y=—22

se tiene 3z — 42 ecuac. de 1.¢ grado en z
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29) Resolviéndola da =g =14 [3]

y se procede luego como, en el caso general.

OnsErvACION II) Cuando en um sistema el coeficiente de una de
las incégnitas de una de las ecuaciones es multiplo del coeficiente que

tiene dicha incégmita en la otra, se igualan los coeficientes respecto

de dicha incégnita multiplicando la segunda ecuacion por el cocien-
te de dividir el coeficiente multiplo por el otro.

6z +24y= 0 1]

Esempro. — Resolver el sistema § 3z 8y=10 [2]

1°) Observando los coeficientes de z se tiene que, como 6 es mil-
tiplo de 3 bastard, para igualar sus coeficientes, multiplicar a la 2°
ecuacién por el cociente de dividir, el coeficiente miiltiplo por el
otro, es deeir por 6:3 —=2. :

luego como la [1] es 6z4+24y=0

multi. [2] por 2 se tiene —6z+ 16 y = 20

Sumando m. a m. 40y — 20 ecuac. 1°7 gradoen y
20) Resolviéndola WAL
40 2

y se procede luego como en el caso general.

Opservacion TI1) Cuando en un sistema, los coeficientes de una
de sus incégnitas mo son primos enire si, se igualan los coeficientes
respecto de dicha inedgnita, multiplicando cada ecuacién por el co-
ciente de dwidir el minimo comim 7miltiplo de dichos coeficientes por
el coeficiente respectivo. .

EiempLO. — Resolver el sistema

: -_%
L e

|

G b e e oE)
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Observando que los coeficientes de ¥ no son primos entre si, pues
tienen el factor comiin 2, y que ei M. C. M. (8 y 6)= 24, multipli-
cando cada ecuacién por el cociente de dividir el M.C.M. por el
coeficiente de ¥y que tiene en las mismas, resulta:

10) Multiplicando la [1] por 24:8 = 3 da

[

—7.32+8.3y=-.3 o0sea —2lx+24y=25

3

Multiplicando la [2] por 24:6 =4 da

2 8
11.4m—6.4y:§.4 0 sea 4493—243/:3
23
20) Sumando m. a m. da 23 x = ecua-
cién de 1er grado en
23
: '3 23
39). Resolviéndola % = 53-= g3v3
luego s
g =3

y se procede luego como en el caso general.

99. Resoluciéon de un sistema de dos ecuaciones literales de pri-
mer grado con dos incégnitas.— Si en una ecuacion de primer gra-
do con dos incégnitas, se efectian las operaciones indicadas, se tras-
ponen los términos que contienen las ineégnitas a un miembro, los
términos independientes al otro y se reducen los términos semejan-

tes, la ecuacién dada queda reducida a una expresion de la forma:

ax -+ by = c.

Luego la expresién general de un sistema de ecuaciones de primer
grado con dos inecbgnitas es la siguiente:

{@x-|-b1y=cl [1]
as % + by = c2 [2]
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Resolviendo este sistema por el método de reduccién tendriamos:
Multiplicando la [1] por b,

(a la derecha) da a1bax 4+ b1 bay = c1 b2
Multiplicando la [2] por by
(a la derecha) da @by x4 ba by y = c2 b1

Restando m. a m. y'simp. da (@1 ba — @2 b1)x =1 bs — c2 by

C1 bz —Cy b1
luego r= m;*d‘;bl [3]

Multiplicando la [1] por a,

(a la izquierda) da oGy &+ A2 b1 Y = a2 €1
Multiplicando la [2] por a,
(a la izquierda) da 02T+ b2y =010z

Restando m. a m. y simp. da (@ by — @1 b2)y = as €1 — @3 Co
@y Cy — Gy Cy

luego Ll R
E ey T

(4]

Observando que el dencminador de la expresion [4], que da el va-
lor de y, sblo difiere del denominador de la [3] en los signos de sus
términos, se pueden igualar dichos denominadores multiplicando am-
bos términos de [4] por (— 1), con lo que se tiene:

- (as ey —ay c) (— 1) - —agCitaic; | @16 — @3¢y 15]
(as by = ag by) (— 1) —asbyta,by "~ | ay by —ay by S

Sustitugendo en las ecuaciones [1] y [2] valores de x e y dados
por [3] y [5] resulta:

¢1by —c, b Ay Cy — Qs C
102 2 01 1 G2 2 Cq

12 ecuacion a = —s =y
" a, by — s by B a1 bs — as by :
a, (c,by— c,b b, (a, ¢, — asc
Sulnando i > ) 1) + i( 4 2 2 i) erd 01
a,; by —ayc;
a, b, ¢, — ay by ¢ a, byco — ay by ¢
operando 102 €y 1016 + a;by¢s 9 01 €1 i

ay b2 - Wy bi

: a, bye;, — a b, ¢
reduciendo 1 92.C4 Cliie e RIS ?
; /! a/‘bQ —agbl
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100. Férmulas de resolucién de los sistemas de ecuaciones de
primér grado con dos incoégnitas.—Siendo las ecuaciones del sistema
resuelto del tipo méas general posible, las férmulas que nos dan los
valores de z e y nos permitirdn hallar la raiz de cualquier sistema
de ese tipo, con solo reemplazar los coeficientes literales y los térmi-
nos independientes que en ellas figuran, por los valores numéricos
particulares que toman en el ejemplo que se quiere resolver.

PRrOBLEMA. — Resolver el sistema

,f 10:10—1— 4y::3 —.,

aplicando las férmulas
A g 4 ‘
Siendo ai— 10, by=4, =3 1
y (12=———5, b2=20, 02=4 p
resulta §
b cub e by B 90 T i 6016 A4 T
= By oy by 10,20 — ()4 [T 1200/~ 20, 7 52207 5 g
ik, er - 1040 (B A0 T 00
U b, ayh, | 3020, (=514 20020 7T 2200 1k w‘!
1
VERIFICACION: i
: S Eoe . : |
13 ecuacion: 10.--,;—{— 4.1:3 la ecuacion se verifica
¢ 1 1 i X g

28 ecuacion: — 5. 5 —+20. i 4 la ecuacion se verifica

1 il ) :
Luego el par =z Y= 4 28 la raiz del sistema.

'f
101. Determinantes de segundo orden. — Tias férmulas obteni- 3
das en el parrafo anterior, que permitian resolver cualquier sistema 4
de ecuaciones de primer grado con dos inedgnitas, se recuerdan fécil- \!

of
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mente representando las diferencias de dos productos, compuestos ca-
da uno de dos factores, por medio de un simbolo especial. Asi:

que se

5X 2 —4 X8 se representa por el simbolo ‘ i
llama determinante de segundo orden.

Los ntmeros 5 y 4 forman la primera columna y los ntimeros 8 y
2 la segunda. ‘

En general para representar simbolicamente la diferencia de dos
productos, compuestos cada uno de dos factorés haremos el siguiente:

ConveENIO. — El simbolo

llamado determinante de sequndo

n q .
orden, representa a la diferencia entre el producto del primer n{imero

de la primera columna por el segundo de la otra y el producto del se-
gundo numero de la primera columna por el primero de la segunda.

Es decir

m p '
= mg— np
n q

Nora. — Los produectos antes mencionados se llaman productos
cruzados de los elementos del determinante.

102. Expresion de las formulas de resolucién de sistemas por
medio de determinantes.— De acuerdo con el convenio anterior
resulta

€y b‘ - @y Cy
¢, by — c3by = §Ey Dy i B =
cy by Ay €y
O b!
ayq bg — g bl =
a; by

y por lo tanto, los valores de las ineégnitas z e y dados por las fée-
mulas

¢1 by — ¢y b4 ay, Cy — @y €, ;
T L e e e e e A B TR P RO S G LA
a b, — az b,

€X = -~
a, by — a,b,;



¢y by a, ¢
Cy by g Cy - :
or —— e . S e e — respectivamente
p;_w- a, b1 2 Y ‘ ay bi | P i
a, by Ly by
gt =

las que expresadas en palabras nos permiten dar la siguiente:

Regra. — Para hallar el valor de cada wna de las incognitas de un
sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas, se fors
ma una fraccion que tenga por denominador al determinante forma-
do por los coeficientes de las mismas, de modo que queden en columna
los coeficientes de cada incégnita, y por numerador el determinante
que resulta de reemplazar en el anterior, la columna de los coeficien-
tes de la incognita que se quiere hallar, por la de los términos inde-
pendientes. Se verifica si el par de wvalores hallados es raiz de la
ecuacion.

4r43y= 25

AprricacioNEs.—EJEmpLo I) Resolver el sistema :
2¢6—6y=—10

25 3
20 —6' 2Bl ) (2 10).8
S T T e T @ e
ey
L 150480 _ —120
P DR e o e e BN
‘ 4 25 :
g iy | e R B
R BT s T 0 oy
g -l
_ —40—50 . —90

ELo LT R

b
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VERIFICACION.
1* ecuacion: 4.4+ 3.3= 25 la ecuac. [1] se satisface.
2Ny 24—6.3=—10 » » [2] »

Luego el par £ —4, y — 38 es raiz del sistema.

z—3y=1 [1]
Esempro II) Resolver el sistema | g
—r— y=2 [2]
4
1 —3
b 2 —1 __1.(-—1)—2(—3) —1—|—6 5..-20
o —a ] 3. AR
5 1.(.—1)—1(—3) —I—I—— 57y
P
1 1
3 ! 3 3 5
— 2 . — = s
yv_4 —12 41 _2 4_4—1
S T g T8
ol Iy~
|4
VERIFICACION.
1% ecuacion : 4—31-=1 la ecuac. [1] se satisface
2.y %4— TR RN D e L
Luego el par z=4, y =1 es raiz del sistema.
Es %y—l [1]
EsemprLo III) Resolver el sistema
5 3
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5
L g
3 (_ i) (_i) ey GO
S T ) e
L—E_é'iépéyfq_i)__i4ﬁi
4 6 4° 4 6 6 16 36
L
6 4
— 9 -+ 20 11
A 12 T 1
—81-1600.7". 119 7 19
144 144
3
& 2
}E 2 ( Eg ity E 1 i __é Ak
b ik e S 2 e
TR R 19 T I T e A T
144 144 144 144
/ a1 BDLRS | gl : _A
1% ecuacion : T T la ecuac. [1] se satisface
) 0 o A e e UG :
22 ecuacion : R TR kT Y la ecuac. [2] se satisface
Luego el par = = —1139i I ?—g es raiz del sistema dado.

Aplicaciones. — Resolver los siguientes sistemas por el método de adiecién
y sustraceién:

it £u el

19) z 4y 5 e+ y 1
it—y—z z—y =

aiter g

39) 2y+z=—3 e C y 6
z+y=-—1 1 SNy



Tt
LT

M

o
L

t.

i

\

|

Por cualquier método:

. 5°) <

=d

Il
o

b
z
b
z

(1 3(@2z—57)
52—2y

4(G5z+2y)

2 (5494
3+y

=-—24

15°) <
i o)
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[
o 4
g
8°) J
11
15
10°)
L
120) <

L

o {

I

=

3 4( 3)
x—-— -
5 Y

et |

2 +3( 4
y¥t3 z—4)

em+dn =d + ¢

dn—em =d-—¢

i

07
10,15



CAPITULO XI

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

PROGRAMA. — Problemas de interés, descuento, reparticion proporcional, re-
gla de compaiiia y mezclas, resueltos por ecuaciones. Descuento matemdti-
co. Problema de los méviles. Discusion. .

103. Problema de primer grado con dos o mas incégnitas.—Tra-

taremos, ahora, de la resolucién de problemas que tienen por objeto .

la determinacién de dos o més nimeros, que cumplan ciertas condi-
ciones que permitan ser expresadas por igualdades. Estos problemas
se resuelven mediante un sistema de ecuaciones, en el cual las incég-
nitas son los niimeros buscados.

En este capitulo nos ocuparemos solamente de los problemas que
conducen a un sistema de ecuaciones de primer grado con dos in
cogmitas.

Sea, por ejemplo, resolver el siguiente :

PROBLEMA. — Dividir 8600 $ entre dos personas, de manera que la
parte de la primera sea o la de la segunda como 2 es @ 3.

PLaNTEO. — Llamando # al niimero de pesos que le corresponden
a la primera persona, y al que le corresponde a la segunda, resulta,
por las condiciones del problema,

w]w

el sistema !

8
+
QQQI&

= 8600 que es primer grado en x € y.
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Quitando denowminadores y trasponiendo términos, se tiene:

f3z—2y =0
| 24+ y = 8600

REsoLucion. — Resolviéndolo por determinantes, resulta:

0 —2
8600 1| 0+ 8600X2 _ 17200
i geme i T - St R S
1
U
1 8600]  3.8600—0 _ 25800 _,
e e e TR e o e
iy

Drscustoy. — Bs 2 $ = 3440 §  Io que le corresponde al primero
y - y$-= 5160 - > » » » » segundo

puesto que

. 9
- = 5 ¥ 3440 § + 5160 § = 8600 $.

ProBLEMA II.— Herdn de Siracusa hizo hacer una corona de oro
que pesaba 7465 g. Para conocer si el orfebre habia reemplazado el
oro por plata, Arquimedes sumergié la corona en el agua, donde ella
perdié 467 g. de su peso. Se sabe que el oro pierde en el agua 0,052
de su peso, y la plata 0,095. ;Cudnto de oro y cudnto de plata temia
la corona?

PranTEO0. — Llamando z la eantidad de oro que tenia la corona e y
la de plata, se tiene por las condiciones del problema, el sistema :

z -+ y = T465
L 0,052z -+ 0,095y = 467 que es de 1°" grado en z e ¥.
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REesoLUcION. — Resolviéndolo por determinantes da:

7465 | 1
467 0,095 709,175 — 467 242175
LU e Oy 1 B D A Y S
0,052 0,095
1 7465
7 — 388 78,
5 0’02?04346‘ e 0,046:;3 e s,s:.so T

DiscusiON. — La corona tenia 5631,97 gr. de oro y 1833,03 gr. de
plata, puesto que:

5631,97 gr. + 1833,03 gr. — 7465 gr.
y 5631,97 X 0,052 gr. + 1833,03 XX 0,095 gr. — 467 gr.

104. Problemas de Aritmética Comercial resueltos por ecuacio-
nes.—Algunos problemas sobre Cuestiones de Aritmética Comercial, re-
sueltos anteriormente en el Capitulo VII, pueden, como veremos
en seguida, tratarse mediante sistemas de ecuaciones.

Sea, por ejemplo, resolver el siguiente:

105. Problema de interés.— Un capital ha sido colocado al 6 9,
anual durante 3 afios y 5 meses. Sabiendo que la suma del capital y
de los intereses asciende, al cabo de ese tiempo, a § 4506,70, averi-
guar cudl es el capital y cudl es el interés.

Damos INCOGNITAS
t" =3 afios 5 mes. — 41 mes. capital ¢=z
r%=6%
c+1—4506,70%  [1] interés 1 =y.

Pranteo. — De la condicién ¢ - ¢ =4506,70 del problema, ,

; ; cotir
y de la férmula V=G0 que da el

interés cuando el tiempo est4d expresado en meses, se obtiene, sus-
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_ tituyendo a t’ y r por los datos correspondlentes, ac por Ty aipor

y, el sistema:
_ x.41.6
V=T 1500

@ + y = 4506,70
Resor.uci6n. — Transforméndolo en otro del tipo general, resulta:

{ 246 x — 1200y =0
z -+ y — 4506,70 que es de 1°" grado en = e y.

Resolviéndolo por determinantes, se tiene

Dl
) .4506,39 1 | _ 045408040 _ 5408040 _ . o
‘e | 246 1200 | T 24641200 1446
| |
\ 1 1|
246 6]
| 1 45060 | - 11086482 -
— TR e 0
y 1446 1446 il

DiscusioN. — BEs ¢ $—=23740$ el capital e % = T766,70% el in-
terés buscado, puesto que

(¢ +1)$ — 3740 $ - 766,70 $ — 4506,70 $
3740.41.6

y ademds i = 766,70 — 7‘)@*

106. Problema de descuento.—Un pagaré fué descontado al 5 %,
45 dias antes de su vencimiento. Sabiendo que se recibieron por dicho
documento $ 4720,32, averiguar cudl era su valor nominal y cudl fué
el descuento sufrido.

DaTos INCOGNITAS
r°% 0 =5%% valor nominal n =2
/7 — 45 dias
n—d=472032¢% descuento d = y.
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PranTEO. — De la condicién, _n -~ d — 4720,32, del problema' y

Wb

de la férmula d= 36000 que da el des-

cuento cuando el tiempo estd expresado en dias, se obtiene, sustitu-
" yendo a r y " por los datos correspondientes, a n por z y a d por y,
el sistema: ' :

@ — y = 4720,32

ResoLuciON. — Transformandolo en otro del tipo general, se tiene s

{ 225 z — 36000 y =0
T — y = 4720,32

Resolviéndolo por determinantes, resulta:

0 —36000 |
472032 © —1 | _ 0+169931520 _ 169931520 _ i

| 225 —36000| ~ —225+36000 — 35775 o

by fig

|22 Ot

| 4 472032 | 1062072 — 1062072 b 3
g et L LRI e O = 2968

35775 35775 35775

Discusién. — Es n$—=4750% el valor nominal del documento,
y d$=29,68 el descuento, puesto que

(n — d) $ = (4750 — 29,68) § — 4720.32 $

4750.45..5 A |
36 000 L g

y ademas d = 29,68 =
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107. Descuento matematico. — Habiamos visto (Arit. n° 66)
que el descuento que debe hacerse a wun documento, es igual al in-

' terés simple del valor nmominal del mismo producido enm el tiempo

que falte para pagar el vemcimiento.

Este descuento, llamado comercial, no es sin embargo equitativo,
pues toma como capital el valor nominal del documento en lugar de
tomar el valor efectivo del mismo en el momento que se quiere des-
contar. Es por esta razén que existe otro descuento, llamado racio-
nal o matemdtico que se define asi:

DeriNici6N. — Se llama descuento matemdtico de un documento
al interés simple del valor efectivo del mismo, producido en el tiem
po que falte para pagar el vencimiento. :

Luego llamando d,, al desecuento matemético de un documento cu-
yo valor efectivo es e, resulta:

e.t.m

100

Como no se conoce el valor efectivo de un documento, sino su va-
lor escrito o nominal, trataremos de caleular el descuento mateméti-
co del mismo y su valor efectivo en funcién del valor nominal, para
lo cual resolveremos el siguiente:

dm e

ProBLEMA. — ¢ Cudl es el descuento matemdtico y cudl es el valor
efectivo de un pagaré de n § que ha sido descontado t aiios antes de
su vencimiento, al r % anual?

Daros INcOGNITAS
n, ” A=z
e =y

PranTro. — Como el valor efectivo es la diferencia entre el valor
nominal y el descuento, es decir,

e=n—dn

S 3
y el descuento d,,,=—elwr, sustituyendo dn por = y e por y re-
sulta el sistema :
[y=n—s 1]

4 y.t.r

l 2 - [2] que es de 1¢r grado en z e y.
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‘Resolviéndolo por el método de sustitucién, se tiene sustituyendo

el valor de z de [2] en la [1] I
2 e :
ol T
100y =100n —y.t.r
(100 4 £ r)y =100 n .
100 » 5
luego e Ty P AT I Tir

Sustituyendo el valor de y hallado en [1], da: ' g

100 n
100 b i
100 n 1

0 sea X =n— W :

) 100 » + ntr — 100 n

g 100 - ¢.»

ntr
luego x =='m—t—7_
DiscusioN. — Son dm=_ﬁon__lt_r_t7 y e=—ﬁ0_|0_—?7 el des-

cuento mateméatico y el valor efectivo buscados, respectivamente,
puesto que:

100 » ;
ntr . 100 +ib.r o luego se cumple d e tar
100 + t.» 100 la condicion "™ T 100
100 n ntr luego se cumple i d
104¢.r " 100F¢.r la condicion  © T " %m

En resumen, el descuento mateméatico y el valor efectivo de un
documento estdn dados, respectivamente, por las férmulas

n.t.2 100 n

TR 1] Ty ey [II] para el caso

dm

en que el tiempo f esté expresado en afios.
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Teniendo en cuenta que ¢ = n— dn [II1], resulta de [I] y [III]

e.t

100 dy,

W e

(e ol

Como se hizo al esrudiar el Interés (Arit. n® 65), se pueden obtener
las formulas que resuelven las cuestiones relativas al descuento, cuan-
do el tiempo estd expresado en meses o en dias, reemplazando en las
formulas [I], [II], [IV] y [V] a 100 por 1200 & 36000, respectiva-

mente.

ProBLEMA I1. — g Cudl serd el descuento matemdtico que sufrird un
pagaré de 4750 § y cudl su valor efectivo si-es descontado al 5 %,
45 dias antes de su vencimiento?

SoLuciéN
n = 4750 g it e
P59/, Formulas:  d; = '736705(')4— e Sl o
1" = 45 dias e 4750.45.5 1068750
dn—=2z% ™ 36000445 .5 36 225
luego el descuento es dn$ = 29,55 $

e = 4750 — 29,565 — 4720,45

\ luego el valor efectivo del pagaré es e $ — 4720,45 $

ProsrEMA I11. — ; Cudnto tiempo antes de su vencimiento fué des-
‘contado un pagaré de 2342 § al 5 % que sufrié un descuento mate-

mdatico de 42 32

SoLuciON
”— 2342 s e B SR 0 s 2
dm—42$ ormulas: = S =N — dn
r%o =5 ¢ — 2342 — 42 — 2300
" — z dias

. 86000.42
B 0By R

Cuando ocurre, como en el presente caso, que la f6rmula conduce
a un cierto ntimero de dias y fraccién de dias, se acostumbra en la
préctica de los negocios considerar tan sélo la parte entera.

El resultado del problema anterior seria entonces

¢ t’” dias — 131 dias = 4 meses 11 dias.




107. Problema de los méviles.—Dos mdwiles M y M' animados con
movimiento uniforme recorren en el mismo sentido la recta c. En un
cierto instante, M pasa por el punito A con velocidad vy y M’ pasa por
¢l punto B con velocidad vs. Caleular a qué distancia del pumio A
¥ al cabo de cudnto tiempo se encuentran los méviles sabiendo que
lo distancia entre A y B es de d metros?

DaTos INCOGNITAS

Velocid. M — v; m por unid. de tiempo Distancia de A al pun-
- Velocid. M/ =—=vom » » > e, to de encuentro = .

Tiempo transeurrido
desde que los maviles
pasan por A y B has-
ta su encuentro = .

M i E
=} : = :
8 2 —

PraNTEO. — Llamando z a la distancia del punto A al de encuen-
tros B de los méviles, se tiene que z— d es la distancia de dicho pun-
to a B. Llamando y al tiempo transcurrido desde el paso de los
méviles por A y B hasta el instante del encuentro y teniendo en
cuenta que los espacios recorridos por un mévil animado de mo-
vimiento uniforme, son proporcionales a los tiempos empleados en
recorrerlos, resulta que:

E

Si . recorre en 1 unidad de tiempo vim
» » yunidades » » Viym=zm [1]
Si b > » lunidad » » ve M »
» » yunidades » » veym=(z—d)m |2]

De [1] y [2] resulta el sistema

MMYy==
| vey=a—d que es de 1°¢" grado en z e ¥.
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ResorLucidN. — Transforméandolo en otro del tipo general, se tiene:

z—uvy=0
T— v Y =d

Resolviéndolo por determinantes da:

0 — (%1
d — v, 0—(—wud vid
xX = == =
l 1 — 1 —= D (—- 'Ul) Vi — Us
1 o 'Ug
[ 1 0
|t gt kM
y 1o — i Uy — Uy
I — v
v d il __d 5
luego i e R

o

Discusi6N. — Pudiendo tomar v; y v, valores cualesquiera pue-

>
de resultar la o, = .

Caso a) Cuando vy es mayor que vo.

Sivi>ws es v1—v2 >0 yceomo w3 >0 y d>0, resulta:
por [1] >0 y por [2] ¥ > 0 (es decir positivos) lo que nos di-
ce que los méviles se encuentran sobre la semirecta AB y después de
haber transcurrido y unidades de tiempo desde el instante de sus pa-
808 por A y B.

Caso b) Cuando vy es igual a vs.
Si vi=wy es v1—v2=0 y como v;=0 y d==0, resulta:

’Uld
por [1] z=- )

d J
y por [2] y= o Cexpresiones que care-

cen de éentido, lo que hace suponer que el problema es imposible.
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Rfectivamente : marchando los méviles eon igual velocidad, se con-
servan siempre separados de la distancia d, es decir, nunca se en-
contraran, o lo que es lo mismo, es fmposible que se encuentren.

Caso ¢) Cuando vy es.menor que Va.

Sivy<wvs e8 v13—v: <0 y como vy >0 y dy >0, resulta:
por [1] z<0 y por [2] y <O (es decir negativos) lo que
nos dice que los méviles se encontraron sobre la semirrecta de ori-
gen A que no contiene B, y unidades de tiempo anfes de sus pa-
sos por A y B.

Las mismas consideraciones pueden hacerse cuando 'los méviles
se mueven en sentido opuesto al indicado en la figura.

Los resultados anteriores pueden resumirse en el siguiente
- cuadro:

vy — v, >0y como v; >0y d >0 resulfa:

P2 vl—d. >0 a SEQ
vy > U, { vy — Uy gt )
—_— k
luego los méviles se encuentran sobre la AB y uni-
[ dades de tiempo después de pasar M por A y M’ por B.

v, d d
v, — v, =0 y como x= e y= - carecen
vy =
£ . de sentido resulta que los moéviles nunce se encuen-
( tran.
(v -—v, < 0y como v, >0y d >0 resulta:
) vy d d
g o et QLI 1 e 0
Vi — Uy Yy — Uy
v < Uy 4

luego los méviles se han encontrado en la semirrecta
de origen A que no contiene al punto B, y unidades
| de tiempo antes de pasar M por A y M' por B.
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Aplicaciones. — A continuacién damos otros problemas de aritmética co-
mercigl, que creemos pueden interesar a los alumnos.

Problema I. — Tres séptimos de un capital han sido colocados al 4,50 %,
y el resto al 5 9. ; Cudl es el capital si al cabo de 7 meses ha producido
540 $.

DaTos INcéaNTITAS
3 ¢
7c colocado al » = 4,50 9% produce 7 : c =z
3 4 ' 50 ok
c——¢c =—c¢ » 3 5 opti= »
7 7 $ i
72 +2 = 540
ok . k i : 1 e
PranTEO0. — De la condicién 2 + 2/ = 540 y de férmula i = %
_ se obtiene de acuerdo al enunciado:
3 4
—— a1t —=rert
7

L =540
1200 T 1200

y sustituyendo r, v’ y &' por los datos del problema y a ¢ por z resulta
la ecuacién de ler grado en z:

3 4
— z.4,5.7 = A
7 7

1200 1200

0 sea
13,2z + 20z = 540 X 1200
33,5z = 648000

648 000
33,5

= 19343,28 luego c$ = $ 19343,28

Problema II. — Dos capitales cuya suma es igual a 8400 § han dado en um
afio un tnterés de 384 8. El primero fué colocado al 5 Y, anual y el segundo al

8
4 T, & cudles son estos capitales ?



Datos
c$ + ¢'$ = 8400 §
¢ coloeado al r = 5 % produce 7 e 2y

41 A
s =4 R T
* . 4%

iS4 =388

. Pranteo. — De las condiciones ¢ + ¢’ = 8400 ; 7 + i = 38

'

 tafos = 1 afio del problema y de la ‘férmul‘a =

i e lgua.l a 1 se obtiene el sistema

4% 5 y X 4,25 ) ‘ o
5 = ) 1 ! il i i
100 + 100 384 pues es la suma de los mte?eses“,

bigetn il y =800 » > » > » > capitales

Multiplicando la 1* ecuacién por 20 para 1gualar los coeﬁclentes de z en am )
ba.s ecuaciones, resulta: e |

o = \ . fz + 085y = 7680
z + y=$400

Restando [2] y [1] da 0,15y = 7200 - .".
RN 0 s I 5 = 4500
4 { Iy = — = 16! s ]
i ‘ Y 0.15 ~ luego ¢ X
e 5 & = 8400 — y = 8400 — 4800 = 3600 > ¢’ $ = 3600 §

'_.v M i
iy .




-—Llamando z a.lmimero de pesos de A, ya] de B Yz al (ie
do como en el problema I del n° 103, resulta:

b — 2y
4y — 2z
5400

x4+ oyt

; “'M\ﬂuphcando a Ia (1] por 2 y sumdadole la [2] da { 02— z=0 [
4x+ 52 = 21600 [5]'}

luego A =2z§= 4008

1
g

vy $ = 1000 $

—28=-40008

obtiene el sistema:

Jz = 3000 S
1 e L cuyas soluciones son‘ <y = 2400
& = 580 Lz = 400




Aplicaciones. — Resolver los ‘problemas siguientes:

1°) Ha lar dos niimeros sabiendo que su suma es 7 y su diferencia — 3.

) 10
20) Hallar dos ntimeros sabiendo que su suma es 98 y su cocienteTl- 2

: 2
3°) Hallar la fraccién que es igual a 5 cuando a cada uno de sus términos se .

3
le resta 1, e igual a‘z cuando la se le suma 1 a cada uno de esos términos.

40) Un obrero trabajé 7 dias con su hijo v 5 dias solo y recibi6 § 74. Otra vez
recibié $ 50 por 8 dias de trabajo durante los cuales trabajé 5 dias con su hijo
Jcudnto ganaba por dia el obrero y cudnto su hijo?

5°) Dos personas deben juntas $ 180, la primera podria pagar esa suma si le

2 g
agregara a la que tiene los =y de 1o que posee la otra; y ésta podria pagar si tuviera

T de lo que tiene la primera jcusnto tiene cada persona?

6°) Un contratista hace trabajar un cierto nimero de obreros; si les da a cada

uno § 3 por dia, el gana $ 15 por dia; sile da $ 3,60 por dia pierde 6 $. Se pregun-
ta jeudntos obreros emplea y qué suma retira por dia del producido?

7°) Un cambio se puede recorrer en 5 horas, con una cierta velocidad por hora,

y se puede recorrer en una hora menos aumentando en un kilsmetro la velocidad

jeudl es la longitud del camino?

89) Al dividir un nimero de dos cifras por el que resulta invirtiendo el orden ¥

de éstas se tiene 2 por cociente y 7 de resto, y al dividir el ndmero invertido por la
cifra de sus unidades, resulta, 4 por cociente, 6 de resto jeudl es el niimero?

Sep a0 CEl cuadrado de la suma de las dos cifras que componen un ndimero es 121,
Si de este cuadrado se resta el cuadrado de la. primera cifra y el doble del produco.
de las dos, se obtiene 81 jcudl es el nimero? -
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CAPITULO XII

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

& Wt e 45 i
PROGRAMA. — Variables. Funcién y argumento. Variacion de la funcién y ke

Coordenadas cartesianas ortogonales. Abscisa y ordenada. Signos. Dado wun
punto del plano hallar sus coordenadas y reciprocamente. Representacion gré-

a 3 - 4 g
fica de la funcién y z?.Rep'resemacMn grafica de la funcidn lineal. Re-

presentacion grifica de ecuaciones de primer grado con. dos incégnitas. Otras
aplicaciones de la representacion grdfica. Resolucién grifica de sistemas de
ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas.

108. Variables.— DEFINICION. —En una expresién algebraica se

llaman wariables las letras a las cuales se les pueden atribuir in
finitos valores.

EsempPLo. — En la ecuacion 22—y —>5; las letras z e Yy son
variables, pues como se vi6 en el pérrafo ntmero 93 se le pueden
atribuir a cada una de ellas infinitos valores, resultando para la
otra también infinitos valores.

. 109. Funcién y argumento.— DeriNICION.— Se dice que una va-
riable y es fumcidn de otra variable z, llamada argumento, cuando
a cada valor de la segunda z corresponden uno o varios valores de
la primera y.

EJsempLos. — Representando por y el valor de un polinomio en
"z, en el que se supone que z es la tnica variable, resulta y funcién



A

de z, pues para cada valor de z toma y un determinado valor. Asi

y=2z 41
y=—232*—4z+10.
y=5a:3'—2x2-|—%:v—8

Las funciones de este tipo se representan abreviadamente por el
stmbolo y — f(z) que se lee y es igual a <efe> de .

En el ejemplo primero f(z) representa a 2z 1
> > » segundo f(z) > » 322 —42 +10

> » » tercero f(x) » »5x3—2x2+-};x—8

a
110. Variaciones de la funcion y = e Sea el ejemplo y = o

en el que ¢ = 2. Formemos una tabla de valores, tomando a 2 como ar-
gumento y hallando los valores correspondientes de y. Luego ten-
driamos:

x“ 5'—4[—3|—2|—1]O|1|2|3|4,5...crece
yl\—i~ ——% —'—g-;——- 1 ‘— 2 exni;)te 2 1‘%,}—\2...@67‘3&

donde puede observarse que a medida que z crece y decrece ¥ viee-
versa, que a valores positivos de z corresponden valores positivos de
¥, ¥ que a valores negativos de z corresponden valores negativos de y.

La forma en que varia una funcién con respecto a las variaciones
de su argumento, se puede apreciar méas fécilmente, y de un solo
golpe de vista, mediante una figura en que estin representadas esas
variaciones. En dibujar esas figuras consiste la representacion grd-
fica de las funciones, que pasamos a estudiar.

DEFINICIONES. — Dada una recta X’X, llamada eje, un punto cual-
quiera O de la misma, llamado arigen, y un segmento arbitrario U

como unidad, se lama abscisa de un punto cualquiera A del eje KX

a la medida, con respecto a la unidad U, del segmento OA determi-

R TS e T A e e n

P o o e
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nado por dicho punto A con el origen O. y euyo signo ss positivo o
negativo, segiin pertenezca a una o a otra de las semirrectas deter-
minadas por O.

EJempLO:
) +
N | | I e} I 1 { | I { o |l
X' B (—3) (0] l_U—l : A 4) WaX
Abscisa de A — QUA‘ =4 ; Abscisa de B i % =—3
OBSERVACION. — Las abscisas de los puntos de un eje son nimeros.

De la definicion de abscisa resulta que: A cada punto de un eje le
corresponde wn mimero y solo uno, su abscisa.

Reciprocamente: 4 cada nimero le corresponde sobre un eje un
punto, y solo uno, que lo tiene por abscisa.

En efecto: Dado un segmento U y un niimero real o existe un seg-
mento y s6lo uno cuya medida con respecto U es igual a a.

111. Coordenadas cartesianas ortogonales.—Derinic1oN.—Consi-
derando dos ejes XX’ e YY’ que tengan el origen comfin O y sean
perpendiculares, se llaman coordenadas cartesianas ortogonales de
un punto eualquiera M del plano de esos ejes, a las abscisas de las
proyecciones de dicho punto sobre cada uno de los ejes.

Yi+
P —:l ll;’ ﬁ!ll
: !
5 N | U +
X1 [T _[Pr_[o]U M (X
l
1 I
SRR
N
Yy-
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B Odorderatosa M! abscisa de M’ =4
JEMPLOS.— Uooraenadas ae
‘ | abscisa de M”’ =3

‘

Is Pl=—
Coordenadas de P Jl abseisa de
L

abscisa de P/ =2

v =3

DrriNicroNEs. — Al eje XX’ se le llama eje de las «equis» o de las
abscisas y se lo toma horizontal, y al YY” se le llama eje de las «ies»
o de las ordenadas.

A la abscisa de un punto sobre el eje de las = se le {lama simple-
mente abscisa de dicho punto y se la representa por la letra z, ¥ a
su abseisa sobre el eje de las y se le llama ordenada del mismo y se
la representa por la letra y.

NoracioN. M (z/y) significa el punto M tiene por abscisa z ¥
por ordenada a ¥.

Asi para el punto M de la figura anterior se tiene M (4/3).

112. Signos de las coordenadas.— Las semirrectas determinadas

sobre cada uno de los ejes por el origen de los mismos, se llaman

semi-¢jes y convendremos en que

4 . . .y . .
OX sea el semi-eje positive de las abscisas
iy
OX’ »

—* . . o g
OY » » semi-eje positivo de las ordenadas

». semi-eje negativo de las abscisas

OY’ » » semi-eje negativo de las ordenadas
“El plano de dos ejes coordenados queda dividido por éstos en cua-
tro dngulos que se llaman cuadrantes. El 4ngulo que tiene por la-

dos los semi-ejes positivos OX y OY se llama primer cuadrante, los
puntos del mismo tienen abscisas y ordenada positivas. Bl dngulo

que tiene por lados a los semi-ejes OY y 0X’ se llama segundo cua-
drante y sus puntos tienen abscisa negativa y ordenada positiva. El

angulo que tiene por lados a los semi-ejes OX’ y 0Y’ se llama fer-
cer cuadrante y sus puntos tienen abscisa y ordenada negativas. El
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En la practica se usan frecuentemente y en forma inadvertida las

coordenadas cartesianas. Asi, si queremos indicar a una persona el
punto de una pared en el que debe colocar un clavo, ¢s necesario
darle la altura de dicho punto con respecto al piso y ademés su dis-
tancia a una de las aristas de esa pared.

En la ciudad de Buenos Aires, la ubicacion de una casa queda
determinada por el nombre de la calle, que da su distancia a la ri-
bera, y por el nimero, que indica sobre esa calle su distancia a la
calle Rivadavia. Queda también determinado si pertenece dicha ca-
sa a la zona norte o sud de la ciudad con respecto a Rivadavia, pues
los nombres de las calles perpendiculares a esta tiltima tienen nom-
bres distintos segiin se encuentren en una o en otra zona.

a
113. Répresentacion grafica de la funcién y = T Habiamos

- visto (n® 110) que fijado un wvalor para q, p. €j. a =2, cuales
eran los valores correspondientes de z e y. Tomando los valores de «
como abscisas y los correspondientes de y como ordenadas, en nn
sistema de ejes coordenados ortogonales, quedan determinados pun-
tos cuyo conjunto constituyen lo que se llama la grdfica de la fun-

5 a
cion y — —-.

Siendo infinitos los pares de valores correspondientes que se pue-
den obtener de una funcién tal ecomo la dada, en la préctica solo se
representan algunos de los puntos de su gréafica y se los une por un
trazo continuo. '

Teniendo en cuenta la tabla de valores que damos a éontinuaci()n,
resulta la grafica de la figura:

| 1 1
wt...—5‘——4|—3‘—2‘—1—;| 0 T123]4!5
o ]
g 1 2 | no 2 a2
e O AR T O ) SO | ___h) O Ty 55 PO Bl .
!/H 5 l 3 | 1' 2 4existe4|2|l‘3 5|5
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114, Rgpresentacién grafica de la funcién lineal.—Sea, por ejem-

plo, representar la funcién y — — i) z -+ 2.

Dando valores al argumento z, y hallando los correspondientes
de y se obtiene el siguiente cuadro de valores:

w’ —2|—1 |0|1’2’3|4| 5|
y” : 3’ 2% 2 %'1‘%’0"—1) el cual,

. tomando ecomo unidad al lado de una de las cuadrienlas, nos permi-



werD

ten obtener los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, ... Uniendo estos pun-
tos con trazo continuo se obtiene la grafica de la funcién dada.

vL l
e o |
il l :
= T
e
]| E
=3 l.F G +
X' 0 , X
\
M~
, :
‘» ,
|
| | i

OBSERVACIONES. — En la figura anterior puede notarse que la
b b 1 e -
grafica de la funcion y =— S - 2, que es una ecuacién de pri-

mer grado con dos incégnitas, es una linea recta, es decir que: los
puntos que tienen por coordenadas pares de valores correspondientes
en esa funcién pertenecen a wna nvisma recta.

Reeiprocamente sean M, N y P los puntos cualesquiera de la gra-
fica obtenida. Hallando las coordenadas de estos puntos tendriamos:

M(8/—2) ;N(—4/4) ; P2 i/g)
Veamos si estos pares de valores son raices de la ecuacién

y=-—% z -+ 2. Para

1
=8 jy=—32da—2 =—7-"81+4 2 la ecuac.se satisf.
1 3
r=—4 ; y=4da 4 =—+.(—4)+2 la ecuac. se satisf.
, A G An ; o
L, Yoy Py da R Wby + 2 laecu(lc.sesatls.

luego: los puntos de la grafica de la funcién considerada tienen. por
coordenadas pares de niimeros que son raices de la ecuacion.
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Como para cualquier ecuacién de primer grado con dos incégni-
tas, podrian hacerse estas mismas observaciones resulta que:
La grifica de una ecuacion de primer grado com dos incégnitas

es una recta (*)

Es por esta razén que las funciones del tipo
y=azr+b se llaman funciones lineales.
115. Representacion grafica de ecuaciones de primer grado con
dos incégnitas. — EijeMpro I) Sea, por ejemplo, representar la

ecuaecién 5o — 2y — 10.
Si se despeja el valor de y resulta:

Y= ’2‘ r—5 que es una funecién

lineal, luego su gréafica es una recta.

Por lo tanto bastara encontra- '
dos puntos de la misma para po- { TYFF {" (
derla representar. | Y
] %A ]
Asi, para z=1 : 7 f
B 1 ! |
es y=?-1_5=‘_‘2? / : [
= ' + |},
y para =4 o 0 | /M X
i/
5 - +B
es = ? 4 —5=25 /
1 N
Inego los puntos, A (1 / — 2 _—2) v 7
B (4/5) determinan la recta AB que | i
g x [ [ 17]¥]=1 | {
es la gréafica de la ecuacion dada. ‘ r*r : ‘ i ’*, T

OBsERVACION. — La grafica antecior corta a los ejes en los pun-
tos M y N cuyas coordenadas son:

(¥) Se reserva para cursos superiores la demostracion de esta propiedad.
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para M =2 y=0, y para N 2=0 y=—0.

' Puede observarse que las coordenadas del punto M, en que la recta
corta al eje de las =, se obtienen haciendo y =0 y calculando el va-
lor de z correspondiente, y que las del punto N, en que la recta cor-
ta al eje de las y, se obtienen haciendo z — 0 y caleculando el valor
de y correspondiente.

EJsempro II. — Sea representar la ecuacion 3z —5y= 0.

Como esta ecuacién es de primer grado con dos inedgnitas su
grafica es una recta (ejemplo I), luego para representarla basta
determinar dos de sus puntos.

Asi para =0 es

3.0 —5y=0 luego y =20 es
P “— decir la recta 3z—5y =0
pasa por el origen 0.
L1 ol s Como para y == resulta-
taria @ = 0 es decir el mis:
mo punto O, es necesario de-
] terminar otro punto.

hY

L Para ¢ =5 es 3.5 —5y=0

¥l 8.8
luego y=35— =}

Los puntos O (0/0) y P(5/3) determinan la gréfica buscada.

Nota. — Las ecuaciones de primer grado con dos incégmias que,
como la dada, carecen de término independiente, tienen por grdfica
una recta que pasa por el origen de los ejes.

Luego para representar una ecuacién cuyo término independien-
te es 0, basta encontrar un punto distinto del origen y unirlo con
éste.

Ya se ha visto que la representacién grafica sirve para poner en
evidencia las variaciones de una funcion, ahora la emplearemos en
las diversas cuestiones que se tratan a continuacién.

e il L
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116. Resolucién grafica de sistemas de dos ecuaciones de pri=-
i - mer grado con dos incégnitas. — Sea, por ejemplo, resolver el
sistema:

9§y 10
4dr4+3y= 25.

Representando sobre un mismo par de ejes cartesianos a las ecua-
ciones dadas, utilizando los cuadros de valores correspondierntes,

22 —6y=—10 \
| : Y
| \
.0 —5 N,
[ {
5 L { R :
|+ o X
N A 0
N 2+" |
: , L
4z 4+3y=25 T N
i / N
25  |= =t L,
x 0 ’ T X DS 0 X
QS T ey ) e \

2 N Ay
o
| =Y
| L e i
[ : se observa que las graficas de dichas ecuaciones se cortan en el

punto M(4/3). El par de valores £ —4 y — 3 es raiz del sistema

~ dado. En efecto: por pertenecer el punto M a la grafica de la ecua-
cion 2z — 6 y — — 10, sus coordenadas satisfacen a la ceunacién [1]
(n® 114) considerada. Pero M pertenece también a la grafica de la
ecuacién 4 z -+ 3 y = 25, luego sus coordenadas satisfacen a dicha
ecnaeién (n® 114).

La observacién del ejemplo anterior que es general nos permite
enunciar la siguiente:
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REGLA. — Para resolver grdficamente un sistema de dos ecuacio-
nes de primer grado con dos incognitas: ;

1°) Se construyen, sobre un mismo par de ejes coordenados
cartesianos, las grdaficas de las ecuaciones dadas.

2°) Se hallan las coordenadas del pumto de interseccion.

]
N +Y Apr1cACIONES. — Resolver
N 3 | el sistema
e e |
2 \ ‘ 00 z+y=1 [1]
22 +y=4 [2]
‘ L z (0|1
Y o] e \GRE 19)
nE : + yll1]o
X 0 X
= T x| 0]2
j = L e (IR
e Nk y4alo
b \ luego la raiz del sistema es
= — =8 ,y=—2 pues el
o 1’_ Y’ 1 \ punto de interseccién es el
5 1 (3/—2).
Aplicaciones. — Esempro I. Representar grédficamente los puntos 3/0)

(0/6); (3/—8); (—2/6); (—2/0); (—2/—2).
Esevero II. Representar los puntos (4/0); (0/4): (—4/0); (0/—4) ¥y
hallar el ntmero de cuadrados de lado igual al segmento unidad contenidos en -

la figura que tiene por vértice a esos puntos.

Essmpro III. Representar gréfleamente las funciones y =2z; y-+=z =0;
y—6=0; y+3z2=3; y=2%

Esempro IV. Resolver gréficamente los sistemas

{y=2z+3 { Yy =3z {29:_-— =G
y+ z=6 2z+y =18 3z—5y =15

i — 02— AW B
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Definicion de cantidad. Cantidades homogéneas. Cantidades comparables-
Comparacion de cantidades. Razén de dos cantidades. Medida de una can-
tidad. La razon de dos cantidades es igual... Simplificacion. Cantidades

. proporcionales. Si cuatro cantidades son proporcionales los nlimeros que

expresan sus medidas también son proporcionales y reciprocamente. Pro-
piedades de las proporciones entre cantidades, Propiedades particulares de
las proporciones cuando sus términos son segmentos.

Borinra II. — Segmentos proporcionales . .. . .. .......... depig 22a 30

8i varias paralelas son cortadas por dos transversales, a segmentos iguales
de una de éstas corresponden... Teorema de Thales. Toda paralela a los
lados de un triingulo que corte a los otros dos, determina sobre éstos,
segmentos proporcionales. Division de un segmento en partes iguales. Cons-
truccion de un segmento que sea cuarto proporcional a otros tres seg-
mentos dados Dividir un segmento en partes proporcionales a otros dos
segimentos dados. Dividir un segmento en dos partes, cuya razén sea igual
a un namero dado.

Bovmwua III. — Puntos armoénicos R RNl PR e A DR T - T 1 7 27

En todo triingulo la bisectriz de uno de sus éngulos interior divide al lado
opuesto en segmentos proporcionales a los otros dos lados. Si en un tridn-
gulo la bisectriz de uno de sus dngulos exteriores corta a la prolongacion
del lado opuesto... Definicion de grupo armonico de puntos. Ejemplos.
Dados tres puntos de una recta, hallar el conjugado armoénico de uno de
ellos con respecto o los otros dos.

Boriura IV. — Tridngulos semejantes . . . . . . . .. .. .. .. ... depig 88a 49

Definicion. Dos tridngulos iguales son semejantes. Caracteres de la seme-
janza de tridngulos. Teorema fundamental: Toda paralela a un lado de un
tridngulo forma con los otros dos un nuevo tridngulo semejante al primero.
Casos de semejanza de triangulos. Las alturas homologas de dos tridngulos
semejantes son proporcionales a los lados correspondientes. Corolario. Las
medianas homologas de dos tridngulos semejantes son proporcionales a los
lados correspondientes. Corolario. Las bisectrices homologas de dos trién-
gulos semejantes son proporcionales a los lados correspondientes. Corolario.

Borinra V. — Relaciones métricas . . . . ... .... o ey ol w iy de phg, Bl & 80

Proyeccién de un punto sobre un eje. Proyeccion de un segmento. Rela=
ciones que se verifican en un tridngulo rectdngulo cuando se traza en él



la altura correspondiente a la hipotenusa. Cuadrado de un segmento. De-
mostracion del teorema de Pitédgoras. Corolarios. Cuadrado del lado opuesto
a un angulo agudo o & un dngulo obtuso en un tridngulo. Construceion
del segmenjo medio proppreional entre dos segmentos dados.

Bormnna VI. — Relaciones métricas entre segmentos de secantes y tangentes

a una circunferencia. . . . . .. . . . ... O O e WAL Voo depé.g.Gia.SQ'
Si por un punto del plano de una circunferencia se trazan secantes a la .
misma. el producto de los segmentos determinados por dicho punto y los

de interseecion., .. (Distintos casos). Definicion de potencia de un punto con

respecto a una circunferencia, Convencion referente al signo de la potencia.

Si por un punto exterior a una circunferencia se trazan una tangente y

una secante a la misma, el segmento determinado por el punto y gl de
tangencia es medio proporcional... Corolario. Valor do la potencia de un

punto con respecto a una circunferencia en funeion de su distancia al cen= .
tro y del radio. Division de un segmento en media y extrema razon. 5

Bovinua VII. — Poligonos semejantes . . . + . . « v« - . « + « -« . (e pig 70877

BonrLua VIIT. — Poligonos regulares. o . . . o + o ot o s oo oo - o s de pag. 188 99

Definicion. Caracteres de la semejanza de poligonos. Forma. Convencicn
veferente a la ordenacion de los vértices consecutivos de un poligono. Teo-
rema fundamental, Si por dos vértices homologos de dos poligonos seme-
jantes se trazan en cada uno de éstos todas las diagonales posibles, ete.
Razon de dos perimettos de dos poligono semejantes. Problemas relativos
a la construcecion de poligonos semejantes.

Definicion. Si una circunferencia se divide en tres o més arcos iguales y

se trazan las cuerdas determinadas por los parves de puntos consecutivos...

o por los puntos de division se trazan tangentes a ella... Todo poligono

regular es inscriptible y circunscriptible a una circunferencia. Inseripeion

del trigngulo equildtero, cuadrado. pentdgono regular y de cualquier po-

ligono regular empleando el transportador. Inscripeiéon del cuadrado con

regla y compds. Cileulo del lado y de la apotema en funcion del radio. )
Inseripeiéon del octégono. Inseripeion del exéigono regular con transporfa= . N
dor. Ogleulo del lado y de la apotema, Inscripeién con regla y compas. ¥
Inscripeion del dodecagono. Inseripeion del tridngulo equildtero con regla
y compés. Céleulo del valor del lado y de la apotema. Inscripeion del de=
cégono regular con transportador. Demostracion de que el lado es igual &
la parte mayor del radio dividido en media y extrema razon. Inseripeiéon
con regla y compés, Dos poligonos regular de igual nitmero de lado son
‘semejantes. La razén de los perimetros de dos poligonos regulares es
ignal... Corolario. :
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Borinra I. — Numeracién decimal . . ., .. ... .......... de pag 100 a 112
Objeto de la numeracion. Numeracion decimal. Todo ntiimero puece escri-
birse en forma de polimonio. Numeracion oral. Numeracion eserita. Escri=
tura de un nimero dado en forma oral. Lectura de un ntmero dado en
forma eserita. Descomposicion polinémica de un ntumero.

Borinra II. — Mecanismo de las operaciones aritméticas . . . . . . de pég. 113 a 133
Suma de ntmero digitos, de un polidigito y un digito y de dos o més po=
lidigitos. Multiplicacion de nimeros digitos, de un polidigito por un digito.
Multiplicacion de polidigitos, multiplicacion por la unidad seguida de ceros,
por una cifra significativa seguida de ceros y caso general. Division de un
numero digito o polidigito, siendo digito el cociente. Lema. Regla. Divi-
sion de polidigitos (caso general). Lema. Regla.

Bormuna ITI. — Sistema métrico decimal . . . . . .. . ... . ... de pag. 184 a 144

Historia. Ventajas del sistema métrico decimal sobre los demés sistemas.

Medidas de longitud, superficie, volimen, capacidad y peso. Corresponden-

cia entre las unidades de volimen y peso. Peso especifico. Bjercicios y
. problemas.

Borinna IV, — Razones y proporciones numéricas . . . . . . . . . . de pag. 145 a 166
Definiciones. Proporcién continua. Teorema fundamental de las propor-
ciones. Reciproco. Caso particular en que la proporcion es continua. Cal-
culo de un extremo o de un medio desconocido en una proporcién ordi-
naria o continua. Las siete nuevas proporeiones deducidas de una dada.
Nuevas proporciones deducidas de una dada por adicién o sustraccion de
sus términos. Series de razones iguales. Propiedad fundamental.

Bormra V. — Magnitudes . . . .. ... . ... ... 0. ... .. de pag 157 a 162
Definicion de magnitud. Propiedades de las razones entre cantidades, Ma=
gnitudes directa e inversamente proporcionales. Magnitud proporcional a
varias otras.

Bomx.m VI. — Regla de tres simple y compuesta . . . . . ... .. de pag. 163 a 168
Regla de tres simple: su objeto, Resolucién de problemas de regla de tres
simple con niimeros enteros, fraccionarios o decimales, por el método de
reduceion a la unidad y por proporciones. Regla de tres compuesta: su
objeto. Regla de tres compuesta directa, inversa o mixta. Resolucién de
problemas con nimeros enteros, fraccionarios o decimales, por el método
reduccion a la unidad y por proporciones.




Bourna VII. — Cuestiones de aritmética comercial . . . . . . . . . de pig, 170 a 196
Interés simplet deduccion de las formulas y aplicacion de las misma. Des- {
cuento comereial: formulas y aplieaciones. Reparticion proporcional. Re«
gla de compaiiia. Regla de aligaciéon: Problemas directo o inverso.

Borinua VIII, — Ecuaciones de primer grado con una incégnita . . de pag. 197 a 216 S Ry
Igualdades: Identidades y ecuaciones, Ecuaciones enteras fraccionaria e Rrka
irracionales. Ecuaciones equivalentes. Si a ambos miembros de una ecua- 8
eion se les suma un mismo nimero o una misma expresion entera, se ob- A
tiene una ecuacion equivalente. Transposicion de términos. Si ambos miem-
bros de una ecuacion se multiplican o dividen por un mismo numero dis= RN

L tinto cero, se obtiene una ecuacion equivalente: pasaje de factores o divi~

sores numéricos de un miembro a otro. Ecuaciones enteras de primer gra- : h
do con una incégnita. Resolucion de las mismas. Ecuaciones fraccionarias: Fe
Supresion de denominadores. Si se multiplican los dos miembros de una

scuacion por una expresion entera, se obtiene una ecuacion con las mismas

raices que las dadas, pero que puede admitir. ademds, nueva raices. Ecua-

ciones fraccionarias de primer grado: resolucion de las mismas.

Boritua IX. — Problemas de primer grado con una incégnita . . . de pag. 217 a 224
Planteo, resolucion de la ecuacion obtenida e interpretacion o discusion del
resultado. Ejercicios. Division de unisegmento en otros (aditivos o sustrac- .
tivos) que estén entre si en una razon dada, Discusion del resultado. Ny

R

BouiLLa X.—Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas de pag. 225 a 249
Una ecuaciéon de primer grado con dos incagnitas admite infinitas raices.
Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas. Métodos
de sustitucién, ignalaciéon y reduccion. Resolucion de un sistema de dos .
ecuaciones literales de primer grado con dos incognitas: Formulas. Deter- ;:
minantes de segundo orden. Expresion de las férmulas anteriores por me= :
dio de determinantes. Resolucion de sistemas de dos ecuaciones de primer l
grado con dos incognitas por determinantes. 5 ‘!‘

.

Borinua XI. — Problemas de primer grado con dos incégnitas . . . de pag. 250 a 264
Problemas de primer grado con dos incognitas. Problemas de interes y
descuento resneltos por ecuarim.cs. Descuento matematico. Problema de i
los moviles. Discusion. )

Bonmua XII. — Representacién grafica de funciones . . . .. ... de pig 265 a 276
Variables. Funcién y argumento. Variacion de la funeion y = —g— . Coorde- !

nadas cartesianas ortogonales. Abscisa y ordenada. Signos. Dado un punto

del plano hallar sus coordenadas y reciprocamente. Representacion grafica
de la funcion y = —Z— . Representacion grafica de la funcion lineal. Repre= " ;
sentécion grifica de ecuaciones de primer grado con dos inedgnitas. Otras !
aplicaciones de la representacion grafica. Resolucion gréafica de sistemas

de ecuaciones de primer grado con dos incognitas.
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