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PREFACIO

En el Prefacio que la Casa Editora ha puesto al frente del
Volumen I, han sido expuestos los antecedentes y las modalidades de
estos libros de Aritmética y Algebra. Poco cabe agregar aqui ya que
el presente Volumen II se ajusta estrictamente a los mismos crite-
rios, sobre todo, en lo relativo a principios fundamentales y defi-
niciones: para una ensefianze secundaria som, desde luego, las nocio-
nes empiricas de unidad y de su particion cuwando ello es posible, .
que deben servir de base a todo el edificio, evitando palabras hwecas
y la intervencion de entidades metafisicas. v

En este concepto se han definido, por ejemplo, las lamadas
“cantidades irracionales”. Podrdn werse mayores consideraciones
sobre el particular, encaradas dentro de un terreno mds vasto, en
el libro del autor, titulado TLa TLogique Empiriste,” que le han
merecido la aprobacién muy honrosa del ilustre fildsofo Leon
Brunschwicg. !

Los dos wltimos capitulos de este volumen tratan la Introdue-
cion al Algebra, y distinguen biew esta ciencia del calculo literal,
lo que no se hace generalmente y es sin embargo importante senalar.

Terminaré estas breves consideraciones observando que, en el
presente volumen mds que en el primero, se encuentran cuestiones
abstrusas para los alumnos, que no conviene abordar o solo hacerlo
después de poseer la practica de las mismas y es, si queda liempo
y st la capacidad de los educandos lo permite. Citaré, por ejemplo,
el cdleulo de los errores, las teorias de las raices cuadrada y ciibica
y otros temas impresos con caracteres menores. Hay también cues-
tiones, como las relativas a las monedas que, hoy més que nunca,
estam sujetas a continuas mudanzas, circunstancias, que serd me-
nester tomar en cuenta o realizar,

Por lo demas, los numerosos ejercicios que acompaiian el texto,
faciles unos, dificiles otros, todos con sus soluciones, permiliran a
los sefiores profesores una buena practica electiva de los temas.

Enero 1938.



CAPITULO '1 4
CANTIDADES Y NOMEROS FRACCIONARIOS DECIMALES

1. Manera de representarlos. Convenciones. Notaciones. — Un
némero fraccionario cuyo denominador es 10 6 una potencia de
10, se llama decimal, y entonces suele representirsele de una manera

2
especial; asi, el nfimero fraccionario —, se eseribe 0.2 6 .2: el nu-

v

17 ¢
mero se escribe 0,17 6 .17; de igual manera se tienen las si-
100
guientes ignaldades convencionales :
103 457
—— =10,3 =10.3; ——— = 0,00457 = .00457.
10 100000

La convencién anterior puede enunciarse de la manera siguiente :
Para escribir en forma entera wun wmiimero fraccionario deci-
mal, se escribe, primero, el numerador; luego se cuentan, a partir
de la cifra de la derecha, tantas cifras cuantos ceros tiene el deno-
manador, agregando, si es necesario, ceros a la 1zquierda del nume-
rador, y se pone en seguida una coma (o wna sefa que, @ veces, es
un punto a la izquierda de Ta wltima cifra asi contada, siempre
que mo lraiga confusion). Cuando se pone una coma se escribe un
cero delonte de dicha Wwllima cifra, siempre que no hubiese ya una
cifra escritu. Viceversa, para dar la forma ordinaria a un nimero
eserito en la forma recién indicada, se suprime la coma (o la sefia),
y se divide el mimero resultante por la potencia de 10 cuyo exponen-
te tieme tanlas wnidades como cifras hay a la derecha de la seiia
suprimida. Asi, en vez de 0,3476 y de 43,76 se escribird
3476 3476 - 4376
—— = 43/16= ; efe.
104 10000 100
2. Para enunciar verbalmente un nfimero de esta clase, se
tienen en cuenta las siguientes observaciones: si s6lo existe una cifra
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a la derecha de la coma, ello significa que el denominador es 10, de
modo que, al quitar la coma, el ndmero qué representan las cifras, es
el numerador; y como el denominador es diez, ese ntimero representa
décimos. De igual manera, si existen dos cifras a la derecha de la
coma, el nimero que representan todas las cifras al quitar la coma,
es el de centésimos del ntimero fraccionario dado; y asi sucesiva-
mente tendriamos milésimos, diez milésimos, cien milésimos, millo-
nésimos, diez millonésimos, cien millonésimos, ete. Por consiguien-
te, para leer un nimero decimal escrito bajo forma entera, se lee
el niimero como si no existiera la coma y se .agrega una de las pa-
labras anteriores: décimos, centésimos, ..., a saber, la que corres-
ponde a la ultima cifra, contando a partir de la coma hacia la
derecha. Asi, el nimero fraccionario decimal 3,56789 se leerd:
trescientos cincuenta y seis mil selecientos ochenta y nueve cien
milésimos; 0.0003 se leerd: tres diez milésimos.

3476
Consideremos el ntmero fraccionario decimal: s
100
Tenemos que
3476 T 6
=34+ —4—,
100 10 100
pues
7 70 3400 '
pu , S =—
10 100 100

de modo que, efectivamente,

7 6 3400 70 6 3400 + 70 46 3476
b —f—=—t —= =—
10 100 100 100 100 100 100

Se deduce que también puede leerse un niimero fraccionario
de la siguiente manera:

Se lee, primero, el niimero a la izquierda de la coma y se agre-
ga la palabra enteros; luego se lee el ntimero a la derecha de la
coma y se agrega la palabra que corresponde al rango de la tltima
cifra de la derecha. O también: se lee cada cifra a la derecha de
la coma, una después de otra, empezando por la inmediata a la
coma, agregando sucesivamente las palabras décimos, centésimos,
eteétera.



ARITMETICA ¥ ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. I 3

Asi, la fraccién decimal anterior 34,76 se leerd 34 enteros y
76 centésimos o 34 enteros, 7 décimos y 6 centésimos. ;

3. Reflexionando sobre la regla dada para representar un
niimero fraccionario decimal bajo forma entera, se deduce que,
en resumen, consiste en la aplicacién del sistema de numeracién
decimal al caso de representar los ntimeros cuando se tiene en cuen-
ta la posibilidad de fraccionar la unidad que sirve de base, econsi-
derindola como un conjunto de diez unidades idénticas llamadas
décimos; estas Gltimas como el de otras diez llamadas centésimos,
etcétera. i

4. Ahora bien, si al conjunto de diez unidades fundamentales
se le llama una decena, y al de diez de éstas una cenfena, etc., y si,
para representar un niimero, se conviene en escribir al lado, unas
delas otras, las cifras que representan, respectivamente, el nimero de
unidades, de decenas, de centenas, etc., escribiendo de izquierda
a derecha de tal manera que la cifra de la derecha sea la de las
unidades, conviniendo, ademds que una cifra escrita a la izquierda
de otra expresa unidades diez veces mayores, es racional que, para
representar los décimos — que son unidades diez veces menores que
las unidades fundamentales,— se escriba el nimero de dichos déci-
mos a la derecha del relativo a las unidades que sirven de base,
y luego a la derecha de la cifra de los décimos la de los centési-
mos, ete. Pero ahora, para poder distinguir cuil de las cifras ex-
presa las unidades que sirven de base, es preciso agregar una indi-
cacién (la coma o el punto), cosa que antes no era necesario, pues
sabiamos que esta cifra era la de la derecha.

Asi como no se altera a un nfimero entero agregindole ceros a su
izquierda, no se altera tampoco un ntimero fraccionario dezimal escri-
to en forma entera, agregando ceros a su derccha; pues quedando la
coma en su lugar, cada cifra conserva, sin alterar su valor abso-
luto y relativo. Asi:

43 57 = 43,570 = 043,57000.

5. Se puede también observar que

Si en un nibmero fraccionario decimal se traslada la coma, wno
o mas lugares hacia la derecha o la izquierda, dicho nmimero queda
mul iplicado o dividido por una potencia de 10 cuyo exponente
es el entero que indica de cudntos lugares se ha corrido la coma;
por lo tanto, si se suprime la coma, el wimero queda multiplicado
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por 10 elevado a la potencia indicada por el mimero de cifras de-

cimales que ewxistian,
BIBRCICIOS

Escribir en cifras los nameros fraccionarios decimales siguientes :

1. Dos mil treinta y cinco millonésimos ; tres millones veintiocho mil nueve
unidades, ochenta y siete millonésimos; veintitrés millones, cuatrocientos mil
nueve billonésimos.

2. Leer los siguientes nimeros fraccionarios decimales:

0.000107 :  43007500,0127015; 1000001,1000001 ;

3. Hscribir en forma de numeros fraccionarios ordinarios los niimeros
fraccionarios decimales :

6,574 ; 0,050; 0,0005; 101,00009; 430000,101.

4. Multiplicar y dividir por 1000 los nimeros:

40.005; 3.1; 1224.31; 0.00345: 959.413267.

5. 2Qué peso de pan se necesita para alimentar 10000 soldados durante
100 dias, si cada soldado consume 0,730 unidades de peso por dia?

6. Un empresario necesita 1500 pesos para pagar el trabajo de 25 obreros,
que ganan 4 pesos diarios cada uno, /cuantos dias han trabajado dichos obreros?

7. Una barra de hierro de 1 unidad de largo se alarga 0,0000126 de la
unidad cuando la temperatura aumenta de 1 grado, jcudl serda, a 100 grados,
la longitud de mna barra de hierro que, a 0 grado, tiene una longitud de 10
unidades ?

K. Expresar cada uno de los signientes ntmeros fraccionarios decimales
como suma de ntimeros fraccionarios de forma ordinaria cuyos denominadores
sean 10, 100, 1000, etec.:
4.6: 157,9: 05: 6,0052; 0,1579; 2,006; 1,1003: 0,003467; 3,0075; 3,006.

9. Expresar, en forma de nimeros fraccionarios decimales, los siguientes :

6 5 4 1 6 9 9

I : et .
10 100 1000 10000 1000000 16 100000

6. Calculos. — Las observaciones anteriores demuestran que los
calculos con cantidades y ntimeros fraccionarios decimales son exacta-
mente iguales a los que ese efectiian con los nfimeros y cantidades
enteras, s6lo que, al terminar la operacién y obtenido el resultado, es
necesario saber dénde debe ponerse la coma o €l punto que indica la
cifra relativa de las unidades enteras.

7. Adicion y substraccién. — No requiere explicaciones la si-
guiente :

Regla practica. — Para adicionar varios mitmeros fraccionarios
decimales, se escriben ellos, los unos debajo de los otros, cuidando
de que las comas se hallen en una misma columna: se efectia luego
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la adicion como si se tratara de niimeros enteros; obtenida la suma,
se coloca la coma debajo de las de los sumandos.

Anidloga regla para la substracecion.

Ejemplos.— Sea adicionar 0,0987 con 121, con 38,74 y con
2,936; y sea restar 0,7982 de 28,53. Dispondremos las operaciones
de la manera siguiente:

Adicion ' Substraceion
0,0987
121,
38,74 28,53
2,936 0,7982
suma: 162,7747 resta: 27,7318

EJERCIC108

Efectuar las adiciones siguientes:

10. 38,08 4 237,007 + 89 + 3,3 + 420,906 4 27,5401.

11. 504,16 4 403,81 - 66,17 + 48,91 + 43,01 - 36,19 + 0,75.

12. 0,679 4+ 0,1234 + 1,79 + 0,9004 + 9,558 + 0,113 + 6,67 4- 80,1662,

13. .05 -+ .0051 4 .0001 + 365.00009 4 .000001 ; 2.0002 4 2,002 + 1.001
+ .02, i

14. Tres cajas pesan: la primera 39,50 unidades, la segunda 12,75 més
que la primera, y la tercera 0,5 més que las dos primeras juntas, jcuil es el
peso de cada una de estas dos ultimas, y cual el total?

15. Un mercader ha vendido 17.25 unidades de longitud de género por
108,50 pesos, luego 9,75 unidades por 97,50 pesos, y por Gltimo 26 unidades
por 296,25 pesos. ;Cudntas unidades de género ha vendido en total y qué
suma ha obtenido de la venta?

Efectuar las substracciones siguientes:

16. 154,29 —107,81; 340,201 — 60,07 ; 4130,401 — 201,72,

17. 0,00999 — 0,00989 ; 1 -— 0,98765; 70— 50,810525.

18. 0,01 — 0,0025; 462 — 3,001004.

19. Una persona hace una compra por valor de 107,83 pesos y paga con
dos hilletes de 100 pesos, iqué vuelto debe entregarsele?

20. Una persona adeuda 1035,75 pesos y paga 634,35, jcudnto debe atn?

21, Una persona tiene 70 pesos y compra diversos objetos cuyos precios
son respectivamente, 8 pesos, 13,50 pesos, 24.T5 pesos y 4,25 pesos, 7cudnto
le queda?

22, Un negociante tiene en caja 1675,50 pesos, compra mercaderias por
valor de 420,75 pesos y las paga, luego abona una factura de 595 pesos, recibe
después, de dos clientes, primero, la suma de 375,25 pesos y luego 209,30 pesos,
.qué suma le queda en caja?

23. A pesa 67,5 unidades de peso; B pesa 0,851 unidades méas que A; C
1,025 mas que B: D 5,75 més que A, ;cudl es el peso total de A, B, C, y D?
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24. La distancia entre A ¥ B es 25,384 unidades; la distancia de C a A es
12,625 unidades y la de D a B son 17,249 unidades, ;qué distancia media entre
C y D si ambos estan situados entre A ¥ B?

25. 3.576 unidades de peso de té se colocan en paquetes respectivamente de
1.205, 0.968 y 1.128 unidades, jcuanto queda sin empaquetar ?

8. Multiplicacion. — Si uno de los factores es entero, se efec-
tia la multiplicacién como si se tratara de. nlimeros enteros, y el
producto expresa unidades de mismo orden que el de la ultima cifra
del factor decimal, de suerte que la coma se colocard sepurando tan-
tas cifras a la derecha como tenga el factor decimal.

Esta regla no necesita demostracion después de lo observado
en el n.° 6.

Veamos el caso en que ambos factores son nfimeros fraccio-
narios decimales. Supongamos que uno tiene m cifras decimales,
es decir m cifras a la derecha de la coma, y el otro n cifras decima-
les; si se les diera la forma general de los nimeros fraccionarios, el
denominador del primero serfa 10m, y el del otro 107, de modo que
al multiplicar los denominadores segiin la regla del n.’ 262 (pa-
gina 140, vol. I), el producto tendria por denominador 107 X 107,
es decir 10m+7 o sea 1 seguido de m + n ceros; Juego, al eseribir
el nimero fraccionario en la forma especial usada para los ntimeros
fraccionarios decimales, se tendrd ‘que poner la coma delante de
la cifra que ocupa el lugar m +n a partir de la derecha; de aqui
se desprende la siguiente:

Regla. — Para multiplicar dos factores fraccionarios decima-
les, se hace la operacion como si fueran enteros y, para pomner la
coma, se cuentan tantas cifras, a partir de la derecha, como cifras
decimales tiemen ambos factores Juntos.

Ejemplos. — Sea multiplicar 24,349 por 48 (0 48 por 24,349);
12,35 por 2,70 y 0,034 por 0,008.

Dispondremos las operaciones asi:

24,349 12,35 © 0,034

48 9,70 0,008
194792 36453 0,000272
97396 2470

1168,752 33,345
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=1

Como es féacil comprenderlo, la propiedad conmutativa de la

multiplicacién permite aplicar, para verificar el resultado, la prueba
2eneral.

También puede usarse la prueba por nueve, pues la teoria de esta
prueba puede aplicarse al caso de multiplicacién de niimeros frac-
«ionarios decimales escritos en la forma entera.

EJERCICIOS

Efectuar las multiplicaciones siguientes y aplicar la prueba por 9:
26. 0,004143 X 310; 9,832 X 175; 0,65066 X 4500.
27. 100,057 X 810,000; 0,00007201 X 9541 ; 0,0005089 X 0,00452.

28. 00000256 por 17 y por 5.1; 5.756 por 7, por 6.3 y por .504.

29. 00167 por 6.541, por 654.1 y por .00006541; 150.3205 por .087218.

30. Se compra un tonel de vino de 228 unidades de capacidad a razon
«de 1,05 pesos la unidad, ;qué suma debe abonarse? §

31. Un obrero gana 0,60 pesos por hora de trabajo, jeudnto gana por
semana, sabiendo que trabaja 6 dias y 9 horas diarias?

32. Se llena un tonel de 225 unidades de capacidad con 132 unidades
de vino comprando a 0,55 peso la unidad, y el resto con vino comprado a
0,60 pesos la unidad, ;qué beneficio se realizard vendiendo el tonel a 145 nezos?

33. Un negociante compra 80 docenas de platos a 5,25 pesos la docena ;
en el transporte se rompen 9 platos, si el negociante vende los otros a razén
de 0,65 la pieza, ;qué beneficio realizara?

34. Una barra de hierro se alarga de 0,0000126 veces su longitud para un
aumento de temperatura de 1 grado, y para 30 grados 30 veces mas, ;cuil
sera la longitud de una barra a 30 grados sabiendo que a 0 grado su longitud
es 3,835 unidades.

Simplificar las siguientes expresiones:

b e B S BT (T BT kTR W D 853G 1.5 % 5:D3¢ .05,

36. <1 %.10.2 X .3 X .5X .2; .834 % .12 X 8.012 X 50.0001.

37. Una milla equivale a 1.6093 kilometros, expresar en kilometros el valor
de 5.2625 millas.

-

38. La renta producida por una casa es de 80 pesos en el primer piso;
la del segundo piso es .725 la del primero, la del tercer piso es .725 la del

segundo, y la del piso bajo es 1.04 la del tercer piso. Hallar la renta de cada
piso.

9. Divisién. —El cociente de dos ntmeros fraccionarios deci-
males no es, en general, otro nfimero decimal. Asi:

3 4 300 30 15

10 100 40 4 2
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pero puede serlo; por ejemplo:

51.-3 510,17

100 10 300 10
luego
0,51.:2010,3:="1,7¢.

Esto sucederd, como puede sin dificultad comprobarse, cuando el
numerador del dividendo sea un multiplo del divisor; én este caso,
la regla para multiplicar dos factores fraccionarios decimales per-
mitird deducir la relativa a la division. Si el dividendo tiene p de-
cimales y el divisor n, el cociente debe tener p — n decimales, a fin
de que el producto de este dltimo por el divisor tenga p decimales
como lo exige la regla relativa a la multiplicacién. Por consiguiente :

10. Para dividir dos mimeros fraccionarios decimales escritos en
la forma especial, se efectia la division prescindiendo de las comas,
como si se tratara de dividir mitmeros enteros, la division debe ser
exacta para que el cociente sea también un nimero fraccionario de-
cimal, y obtenido dicho cociente, se pondra la coma delante de la
cifra que ocupa el lugar p—n, a contar de la derecha, siendo p y n
los miumeros de cifras decimales que tienen respectivamente el divi-
dendo y el divisor. ;

La regla anterior comprende el caso particular de que el divi-
dendo o el divisor sean ntimeros enteros, pero si el dividendo es
entero, se le agregard, en forma de cifras decimales, tantos ceros
a su derecha como cifras decimales tenga el divisor, a fin de que
la substraccion p —n sea posible; en este caso p—mn serd igual a
cero, lo que prueba que el cociente debe ser entero.

Ejemplos. — Efectuar las divisiones siguientes:

1710,81°:53 ;945 :3,56 5 191,25 : 0,09

tendremos :

1710,31 | 53 945,0 | 3,5 191,25 | 0,09
120 32,27 245. 270 11 2125
o 0 99 :
371 45
0 0
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EJERCICIOS

Efectuar las divisiones siguientes:

39. 8385,536 :256; 117,990 :2700; 26616,384 : 246,448,

40. 7451,325 :256,5; 5441928 :8632,5; .00750116 : 1354.

41, .01001 dividido por 5, 25, 125 y 625; 856406 dividido por 22537
¥y por 112685.

42, 3.6288 dividido por 3, 63, 126, 189.

43. 932,463 dividido por 287, 861, 574.

44, .0011355: .003, 12.5:.000025, 2560,0160001: 1,59601.

45. Dividir 0,003125 X 0.48 por 0,000125; 0,16016 por 1.43, 14.3,
143,  0,0000143.

46. ;Cual debe ser el peso de 1,25 unidades de longitud de pafio, si’ 100
unidades pesan 20 unidades de peso?

47. Para subir hasta la cispide de una torre de 48,75 unidades de altura
se necesita salvar 325 escalones, jcudl es la altura de cada escalon?

48. Un ciclista hace 20,70 unidades de recorrido por hora, sabiendo que
anda 8 horas por dia, jcuintos dfas empleard para recorrer 828 unidades?

49, Tl diametro de una pieza de moneda es 0,025 unidades de longitud,
;cuantas monedas sera necesario poner en linea recta a continuaciéon unas de
otras para obtener 15,75 unidades de longitud?

50. 4En cuantos bultos cada uno de 2,35 unidades de peso puede dividirse
una masa de 338,40 unidades?

51. ¥in un vagén hay un cierto ndmero de bultos que pesan cada uno
5,325 unidades; existe un ntmero 7 veces mayor de bultos pesando cada uno
10,34 unidades ; 12 veces mas pesando 15,175 unidades y 25 veces mas pesando
17,365 unidades. Si el peso total es 10408,95 unidades, ;cuantos bultos existe?

52. ;En cudntas longitudes de 0,1535 unidades puede descomponerse una
de 1,68 unidades? scual es la longitud restante?

53. Bl producto de dos niimeros es 0,15252, Si se aumenta uno de ellos
en 0,02 el producto resulta ser 0,1525446. Hallar los nfimeros.

11. Potenciacién. — De la regla dada para la multiplicacién re-
sulta que:

Para elevar a una cierta potencia un nimero fraccionario deci-
mal escrito en la forma especial, se efectiva la potenciacion como su
no ewvistiera la coma y se tratara de mimeros enteros; obtenida la
potencia se separa con la coma tantas cifras a la derecha cuantas
indica el producto del miimero de cifras decimales de la base mul-
tiplicado por el exponente de la potencia.
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Ejemplo. — (0,03)3 = 0,000027 ; se ha separado 2 (nimero de cifras
.decimales de la base) X 3 (exponente de la potencia) = 6 cifras.

12. NoTA. — Cuando, en una operacion, existen niimeros fraccionarios cuales-
quiera y otros decimales escritos con su notaciéon especial, se da a éstos la

2 i 2 352 9
forma general. Asf, — 4+ 352 + — = — 4+ —— + —.
. 3 5 3 100 5

EJERCICIOS

v
54. Elevar al cuadrado los nGmeros siguientes:
0,04; 0,0072; 2,4; 0,01; 455; 099; 99; 7,005
55. Blevar al cubo los nimeros siguientes:

3,2; 0,5; 0,07; 0,001; 10,5.



CAPITULO 11

CONVERSION DE UN NUMERO FRACCIONARIO
CUALQUIERA EN OTRO DECIMAL Y CONSECUENCIAS

13. Naturaleza del problema.— El problema de que tratamos
en este capitulo consiste en lo signiente:

Dado un nimero fraccionario no decimal, hallar el mayor nivme-
ro andlogo decimal, con un niimero,de cifras decimales fijado, que
no sea mayor que el dado.

@ .
Sea — el nfimero fraccionario dado (a y b representan, por
b
ahora, ntimeros enteros) ; busquemos cudl es el mayor nimero frac-

cionario decimal de n cifras decimales, menor que —; escribiendo el

¢
ntimero buscado en la forma general, podrd representarse asi:
107
y se verificardn las desigualdades:
¢ a ¢+ 1 a
=K , - -oitambién | e E— X 10T e R
10m b 10n b

Estas desicualdades hacen ver, claramente, que ¢ es la parte entera
a X 107

del nfimero fraccionario , 0, si se quiere, el cociente de la

divisién natural de a X 107 por b, tal cual se interpreté en el n.° 136
(Vol. 1, pag. 69). Luego:

14. Para hallar el mayor miimero fraccionario decimal de n cifras
decimales, inferior o igual a otro nimero fraccionario no decimal
dado, se multiplica éste por 10"; se busca la parte entera de la di-
division de ese producto, por el denominador y se sefiala en esta
parte entera n cifras decimales.
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15. Valor decimal aproximado de un nfimero fraccionario no
decimal. — Si consideramos la serie de ntimeros fraccionarios siguien-

1
tes, cada uno de los cuales se forma agregando al que le
107
precede :
1 2 3 c ¢
07 b ) JUrr2ey, ) &
10 10n  10n 10 10n
: a
se nota que: o bien el namero fraccionario — es igual a uno de
i b
3 5 ¢ e+l
ellos, o estd comprendido entre dos consecutivos Yy ——; en el
107 10n
a
primer caso, — se diferenciard de cualquier ntmero fraccionario
e 1
decimal que no sea , por lo menos en ; en el otro caso, es
107 107 s

a
decir, si — no es igual a un nfimero fraccionario decimal de =
b

a (G a c+1
cifras decimales, las diferencias entre — y y entre — y ————
107 b 10n
1
seran menores que ——, y relativamente a los demis ntimeros deci-
107
1

males, tales diferencias serdan mayores que

; en este caso, entre
1011

a
los n@imeros fraccionarios decimales de n cifras inferiores a —, es

¢ ¢
el que mas se acerca a él; ese niimero —— se dice ser el valor
107 107

1

i a
aproximado por defecto de — en menos de , 0 simplemente el
b

107
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.

a ; c+ 1
walor aprozimado de — con n cifras decimales; el ntumero
10n
a 1

se dice ser el valor aproximado de — POr exceso en menos de 2
b 10‘)1

Si a X 107 es un miltiplo de b, es decir si la divisién de a X 107
a

por b es exacta, el namero fraccionario no decimal — habrd que-
D

dado transformado exactamente en otro decimal; en caso contrario,
la divisién admitird un resto r y se tendra:
aX10m=¢ Xb+nr,
© también ;
a X 107 cXDb r

= -+ 2
10m X b 10n X b 107 X b

© también
a ote r Made ¢ 7
b 107 107 X b b 107 107 X b
a ¢
lo que nos hace conocer el valor de la diferencia entre — ¥y X
b 10m

16. Por ejemplo, consideremos el niimero fraccionario no de-
26

cimal — y supongamos que se quiera hallar su wvalor aprovimado
rr
(

por defecto en menos de , es decir de 0,00001. Efectuaremos

105
la division natural de 26 X 105, o sea 2600000, por 7; y siendo el
cociente 371428, separaremos 5 cifras decimales (a fin de dividirlo
por 105) y obtendremos 3,71428, y como se tiene que
2600000 = 371428 X T4

resulta
26 4
T = 371428 + 0,00001 X —;
q sl
o 4 ; 4
lo que demuestra que la diferencia — — 3,71428 es — de cien mi-
: 7 7

lésimos. {



14 ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. IT

17. La operacién efectuada pone de relieve la notable pro-
piedad siguiente: si se quieren obtener, sucesivamente, los valores

26 i 1 3
aproximados de — por defecto en menos de 1, —, ——, ——,
10 100 1000

cada operacién puede aprovecharse para efectuar la siguiente. En
efecto, primeramente debe efectuarse la division natural de 26 por
T, el cociente es 3 y el resto 5; luego, para obtener el valor apro-

1
ximado por defecto en menos de —, es menester efectuar la divi-
0

sién natural de 260 por 7, pero como ya se calculé la primera cifra
de ese cociente, que resulta ser 3, y se obtuvo el resto 5, basta
agregar un cero a la derecha de dicho resto y dividir 50 por 7
para obtener la segunda cifra del cociente, que rvesulta ser 7, y s

@

(

o

obtiene el resto 1; luego el valor aproximado por defecto de

1 |

en menos de 0,01 es 3,7. Para obtener, ahora, el valor aproximado
en menos de 0,001 se debera dividir 2600 por 7, y co-
mo ya tenemos las dos primeras cifras del cociente
y el resto 1, relativo a ellas, bastara dividir 10 por 7

25k g
50 3,71428

10 y se tendrd la tercera cifra, 1, del cociente y el res-
30 to 3, resultando 3,71; y asi sucesivamente. Se dis-
20 pone la operacién como se indica a la izquierda. Las
60 consideraciones anteriores justifican la regla pric-

4 tica y observaeiones que siguen:

18. Regla practica. — Para obtener el wvalor aprozimado de un
mimero fraccionario no decimal, con n cifras decimales, se efectiia
la. division natural del numerador por el denominador, el cociente
expresa la parte entera del mimero fraccionario decimal buscado,
es decir, su valor aprovimado en menos de ‘wna unidad; se pone la
coma a continuacion del cociente hallado, se escribe un cero a la
derecha del resto y se divide el miimero asi formado por el denomi-
nador, obteniéndose lu primera cifra decimal y otro resto: se con-
tiniia amdlogamente escribiendo cada vez un cero a la derecha del
resto hasta tener el nmimero de cifras decimales que se desea; el
nimero fraccionario decimal escrito a titulo de cociente, viene a ser
el wvalor aproximado buscado, y su diferencia con el nimero frac-
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cionario no decimal dado es igual al producto de una unidad de-
cimal del orden de la dltima cifra del cociente, por un mitmero
fraccionario no decimal, menor que el nimero uno, cuyo numerador
es el wwltimo resto de la division y cuyo denominador es el del nitmero
fraccionario dado.

19. Cuando se tiene el valor aproximado por defecto con n
cifras decimales, basta enunciar una, dos, tres,... cifras decimales
para tener el valor aproximado del nimero fraccionario dado en

1 1 1

menos de —, ——, ——,...; forzando, es decir aumentando de 1
10 lOO 1000

la tltima cifra decimal de la derecha, se obtienen los valores apro-

ik 1 1
ximados por exceso en menos de —, ——, ——,. ..
10" 100" 1000

20. Teniendo el valor aproximado de un nfimero fraccionario
a o
}— con n eifras decimales, se obtiene evidentemente el valor apro-
s}
ximado del producto de dicho ntimero multiplicado por 10, 100,
1000, ..., con n—1, n—2, n—3, ... cifras decimales, adelantan-
do simplemente la coma de uno, dos, tres, ... lugares hacia la
derecha; e inversamente. Por ejemplo, si se buscan los valores apro-

) 31 3100
ximados sucesivos de — y de ——, se halla exactamente las mis-

=

7 [
mas cifras en el cociente, y los mismos restos parciales en igual
orden, sélo que en el segundo caso la parte entera se compone de
dos cifras méds que la relativa al primero.

EJERCICIOS

Hallar el cociente aproximado de:

56. 2893232 : 4285 por defecto en menos de 0,01.
57. 279512 : 129 por exceso en menos de 0,1.

58. 2893232 : 4285 por defecto en menos de 0,001.
59. 67618 :422 por defecto en menos de 0,001.
60. 96177 : 1485 por defecto en menos de 0,001,
61. 51900 : 1400 por defecto en menos de 0,001,
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1
Hallar el cociente aproximado en menos de — de los siguientes nimeros
108

fraccionarios :
Lo Ay ams ng 1 e e R Il
62. —, — — — — 63. —, — — 2—, 2
7t Sl R [l [ b 22.2642 12 13

9 6 1 4 . 37
64. 8—, 24—, 2—, 3—, 3—.
14 17..27 45 96

21. Ntimeros fraccionarios no decimales, reducibles y no redu-
cibles a otros decimales. — La operacién tratada anteriormente se
llama, aunque impropiamente en general, conversion de un-niimero
fraccionario no decimal en. otro decimal.: Sélo es correcta esa de-
nominacién en el siguiente caso:

a
22. Supongamos que ‘el nfimero fraceionario no decimal —

resulte ser igual a uno decimal con n cifras decimales; calculando
1

@
los valores -aproximados de — por defecto en menos de i
107
se obtendrid necesariamente el nimero fraccionario decimal a que es

- @
igual — y se conocerd este hecho en la circunstancia de ser nulo

el resto de la divisién parcial que corresponde a la enésima cifra
decimal; si se quisiera continuar la operacién todas las demas ci-

: a
fras del cociente serian ceros; en cambio, si — mno es igual a

ningtin nfimero fraccionario decimal, la operacién podri continuar-
se indefinidamente sin obtener jamés un resto nulo.

23. Es conveniente saber reconocer de antemano si el niimero

a
fraccionario no decimal — es o no igual a otro decimal; a ese efec-

to, simplifiquémoslo, si hay lugar a ello, de manera que sus términos
a
sean primos entre si. Si — es igual a un ntimero fraccionario decimal
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; a
de n cifras decimales, deberemos tener la igunaldad — =
} b 10m

« ax10n
que r indica un nimero entero; luego, como v = ———, debe verifi-

, en la

carse que si se agrega n ceros a la derecha de a, el ntiimero entero
obtenido debe ser divisible por b, pero como b es ahora primo con a,
es menester que b divida 107, esto es, 27 X 5%; luego, si b se descom-
pone en factores primos, éstos no deben contener otros factores que
2 y 5 elevados a una potencia menor o a lo suma igual a n.

Inversamente, la menor potencia de 10 tal que su producto por
a sea divisible por b, tendrd un exponente n igual al mayor ex-
ponente de los factores 2 y 5 de b, descompuestos en factores pri-
mos.  Luego, podemos establecer que:

24. La condicion necesaria y suficiente para que el nimero

a
fraccionario no decimal cuyos términos som primos entre si —,

sea wgual a otro decimal, es que el denomanador b, descompuesto en
factores primos, no admita otros factores que 2 y 5; el mimero frac-
cionario decimal equivalente al dado tendra tantas cifras decimales
cuantas indique el mayor de los exponentes a que se encuentran ele-
vados 2 6 5 en la descomposicion de b. Ejemplos:

=05; ——=025; ——=10,125; —— = 0,0625; — =10,2;
=192 8§ — 21 16— 2% 35

PQIH
=

1
=0,008; —— = 0,0016.

125 =53 625 = 5*

25. Cuando el denominador b contiene factores primos distin-
tos de 2 y 5, no existe un nimero fraccionario decimal equivalen-
te al dado y la operacién indicada en el n.° 17 no tendrd fin.

18

26. Supongamos que se quiera convertir — en un ntmero fraccionario deci-
: 19
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18
mal ; se tiene, efectuando la divisién, que — = 0,94736, aproximadamente, en me-

nos de 1 cien milésimo, por defecto; pero el cociente podria
(nos. 247 del Vol. I, pag. 131; y 16 de ¢ste), expresarse

180 |19 18 16 16 16 oy
T asf: — = 0,94736—, en la que — expresa, no — de la
IR 19 19 19 19
16 16 i |
70 unidad, sino — de un cien milésimo, es decir — X
130 19 19 100000
16 16
1900000

Esta observacion permite, a veces, obtener un ndmero considerable de
cifras decimales sin gran trabajo, como se ve en el ejemplo siguiente. Sea

reducir — ; se tiene:
g

1 5
— = 0,0588235 —; (1y
17 : b

multiplicando (1) por 5
] 8

— = 0,2941176— ;
17 T 17

reemplazando en (1)

8
— 0,05882352041176— ; (2)
17
multiplicando (2) por
0,47058828529411— ;
17

| oo | =

(=
-1

.. reemplazando en (2)
1 13
— = 0,0588235294117647058823529411—.

1 b {

BJERCICIOS

Examinar cada uno de los ntimeros fraccionarios siguientes y establecer si
pueden reducirse o no exactamente en numeros analogos decimales:
i o (ki BT s |

213 13 157 11T 717
625 128 256 264 8125



ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. 1I

231 94 117 208 91

(]

512" 400 350 1200 264000

Expresar en ntmeros fraccionarios decimales 10s siguientes :

70.

71.

72.

8T THIEE8 W ISELD.

20’ 20’ 25 250
111 560 17 5 9

125 125 40 16 16
IR T 23
DNET g R e e
5120 16 64 = 32 320

19

97. Ntmeros fraccionarios decimales periédicos. — Supondremos
que se trata de cantidades menores que la unidad; si asi no suce-
diera, bastarfa substituir el numerador por el resto de la divisién

natural de aquél por el denominador.

13

(onsideremos el ntmero fraccionario no decimal —; como

14 =92 X 7, no existe nfimero fraccionario decimal equivalente al
dado y entonces la operacién indicada en el n.° 17 serd interminable.
Observemos la marcha de esta operacion. Encontramos como

130 |14
126 0,9285714
40
28
120
112
80
70
100
98
20
14
60
56

40

dividiendo parciales sucesivos 130, 40, 120, 80,
100, 20, 60, 40; es evidente que a partir de este
filtimo, obtenido ya anteriormente, las opera-
‘ciones van a reproducirse exactamente en el
mismo orden en que se han producido con ante-
rioridad; en nuestro ejemplo volveremos a en-
contrar los dividendos parciales 120, 80, 100,
20, 60, 40 y las cifras del cociente, 2, 8, 5, 7, 1,
4; y asi indefinidamente. Este resultado debia
por otra parte tener lugar indefectiblemente,
pues como los dividendos parciales provienen
todos de agregar un cero a la derecha de los
rectos parciales, y como éstos son menores que
el dividente (en este caso, menores que 14) no
pueden ser sino los nfimeros inferiores a dicho
dividente (o sea 1, 2, 3, ..., 12, 13), luego, a lo
sumo después de 13 divisiones parciales, debe
aparecer forzosamente un resto parcial ya prece-

dentemente obtenido o uno igual al numerador del mtimero fraccio-
nario dado, y entonces las operaciones parciales se reproduciran perio-
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dicamente y no habra dificultad en escribir el ntimero fraccionario
decimal aproximado por exceso o por defecto con tantas cifras
como uno desee.

Llamase wmtmero fraccionario decimal periédico un simbolo
escrito en forma de niimero fraccionario decimal pero en que se
supone una serie indefinida de cifras decimales, las que, a partir de
una de ellas, se reproducen periédicamente siempre las mismas y
en el mismo orden.

28. El conjunto de las cifras que se reproducen, se llama el
periodo del ntimero fraceionario decimal periddico; las primeras ei-
fras que no se reproducen, si existen, constituye lo que se llama
parte no periédica o parte irregular. Para indicar tal ntimero frae-
cionario se escribe la parte no periédica, luego el periodo y a con-
tinuacién nuevamente el periodo o las primeras cifras de él a fin
de que pueda distinguirsele bien, y, finalmente, unos puntos sus-
pensivos; también se suele a veces suprimir los puntos suspensivos
y la repeticion de todo o de parte del periodo poniendo un punto
encima de cada una de las cifras de éste, o de la primera y la alti-
ma del mismo. Asi, el nimero anterior se escribiria de las maneras
siguientes :

0.9285714285714...  0.9285714285... 0.9285714  0.9285714.
En este ntimero fraccionario decimal periddico, 285714 es el
periodo y 9 la parte irregular o no periédica.

z 13
29, El ntimero fraccionario no decimal (en nuestro caso, —
14

que da lugar a establecer un namero fraccionario decimal peri6-
dico cuando se busca los valores aproximados por defecto de aquél

1 1 1
en menos de —, ——, ——, ... suponiendo que las operaciones se
10 100 1000
contintan indefinidamente, se llama numero fraccionario engen-
drador o fraccién generatriz del ntimero fraccionario decimal pe-
riédico considerado.
: Los ntimeros fraccionarios decimales periddicos se dividen en
simples o en mixtos segiin tengan o no parte irregular; el anterior

era mixto, el 0,'3.6 es simple,
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30. Facilmente podrian comprobarse las siguientes igualdades :

1 . 1 i i 5
_— —=.1 — = .09
3 9 i

2 3 2 . b : 2 Ry
— =6 —_—=.2 — = .18
3 9 e

1 & 3 : 3 5
— = .16 —=.3 — = .27
6 9 11

5 . + 4 .
— = .83 — = .4 — = .36
6 9 i

i I R A 5 J 5 o
— = .142857 — = .3 — = .45
7 9 € 11

A = 6 6 3
— = .2856714 —=.6 — = .54
T 9 11

S 7 ! 7 .
— = .428571 —_— =T — = .63
7 9 11

7 S ot AT 8 8

— = .571428 —=.8 — = .72
i 9. BL

e ST 9 3 9 U
— = .T14285 — = .9 — = .81
T 9 11

{1 gl S e R e 9 4 10 ay
— = .857142 —=1=.9 — = .90
¥ 9 11

1

31. Llama especialmente la atencién la forma fraccionaria periédica co-
rrespondiente al denominador 7. Siempre figuran en ellos los mismos digitos 1, 4,
2, 8, 5, 7; si se disponen éstos ciclicamente, como se indica al margen, se vera

que, empezando a girar en el sentido 15402, 8, 5 T L

/ ! \ se obtiene sucesivamente los nfimeros 142857, 428571,

3 g 4 285714, 857142, 571428, 714285, los que corresponden
) §

K ‘1 precisamente a los periodos relativos a los numeros 7,

5 2 — — — —, —. Bs curioso también el hecho de que
A S TR T ]

los tres dltimos digitos 8, 5, 7, se obtienen restando de 9

los 3 primeros (9—1 =28, 9—4 =25, 9—2 =17), asf como que, dispuestos

estos digitos en el orden 1, 2, 4, 5, 7, 8 de magnitud, vienen a ser los pri-

3 !

meros nameros del periodo de los ntimeros ordenados también en magnitud '7,

-\ —, —; —, —. Analogas propiedades se observan para los ﬁﬁmeros deci-
fh kA8 L A A
males periédicos procedentes del denominador 13, ete.
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32. Todo nimero fraccionario decimal periddico admite en ge-
meral una fraccion generatriz. — Dado un ntimero fracecionario de-
cimal periddico cualquiera, cabe preguntar si admite una fraccién
generatriz. Desde luego, si admite una, ésta serd tnica; notemos,
en efecto, que si se reduce a fracciones decimales dos fracciones no

@y
decimales diferentes — y —, continuando la operacién indefini-
by
damente, deberi forzosamente obtenerse fracciones decimales dife-
rentes, pues si asi no fuera, y se obtuviese siempre las mismas ci-
fras decimales, prolongando suficientemente la operacién se obten-
.aria valores aproximados de ambas fracciones no decimales cuya

4y
diferencia seria menor que —— y por pequeia que fuera la
n
@iy
diferencia entre — y — podria siempre tomarse un nlimero n
b b
1
bastante grande de cifras decimales para que fuera menor que
107
a ay
— ——, lo que es absurdo.

Establecido lo anterior consideremos en primer lugar el caso
de que falte la parte no periddica, sea, por ejemplo, 0,3636. ..

@
El ntimero fraccionario no decimal con términos enteros —

a
serd el engendrador de 0,3636... si, reduciendo —, se halla como'
b

parte entera 0 (es decir, que a < b) y como primeras cifras decimales
3 y 6 y luego un resto igual al numerador a; esto equivale a esta-
blecer que la division natural de a X 100 :b es 36 y el resto a.
Luego a X 100 =15 X 36 + a; o también, restando a a ambos miem-
‘bros de la igualdad anterior:

a X U(100—1) = a1% 99 = b X 36, luego- | —==—:

¥, reciprocamente, esta fltima igualdad supone la primera. Luego,
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i o
<i se toma para — uno cualquiera de los ntmeros fraccionarios
b

36
equivalentes a —, se tendrd que a X 100 =0 X 36 + a, y como «a ‘es

menor que b, desde que 36 es menor que 99, se ve que efectnando
la division natural de a X 100, por b, se tendrd por cociente 36 y

36
por resto. Luego — es la fraccién generatriz de 0,3636. ..

T.a demostracién falla en un solo caso, y es el del namero

o

fraccionario decimal periédico simple 0,99999... porque entonces
a
al formar — se hallaria que a= b, lo que permite establecer la

igualdad 0,999... = 1. Luego:

33, Regla. — Todo mimero fraccionario decimal periodico Sum-
ple cuya parte entera es 0y cuyo.periodo no sea 9, admite una frac-
cién gemeratriz cuyo numerador es el periodo y cuyo denominador
estd formado por tantos 9 como cifras tiene el periodo.

34. Si el namero fraccionario decimal periédico admitiera parte
entera (si se tratara, por ejemplo, de 375,3636...) se reduciria al
caso anterior, de la siguiente manera:

& s 36 375 X 99 + 36 37161
375,36 = 375 + 0,36 = 375 + —= —
99 99 99

35. Consideremos ahora el caso en que existe una parte irre-

gular; sea, por ejemplo, 0,37536 en el que la parte entera es 0.

) 375 X 99 4 36
Hemos visto recién que €l nfimero fraccionario

engendra 375,5;(.5, de suerte que los valores aproximados de aquél por
defecto en menos de 0,1; 0,01; 0,001; ... son respectivamente :

375.3: 375,36; 375,363;  375,3636;. ..
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Luego, los valores aproximados por defecto en menos de 0,0001,
375 X 99 +'36
0,00001, 0,000001, ... del nfimero fraccionario ————————— son
99 X 1000
(n.2 20):
0,3758 ; 0,37536 ; 0375363 ; 0,3753636; ...
375 X 99+ 36

- Lumego, —————————— es la frac:i6n generatriz del ntmero
99 X 1000
fraccionario decimal periédico mixto 0,375353636 ... y puede escri-

birse asi:
375 X (100—1) + 36 37500 — 375 + 36 37536 — 375

99000 99000 99000
Si el periodo fuera constituide por 9; por ejemplo, si se tra-
tara de 0,3759999... se obtendria como fraceién generatriz

375 X 99 + 99 99(375 + 1) 376
— = = 0,376

99 X 1000 - 99 X 1000 1000
lo que conduce a establecer la igualdad 0,375999... = 0,376 y de-
muestra que 0,3759 no admite fraceidn generatriz. De lo anterior
resulta la siguiente:

36. Regla. — Todo mimero fraccionario decimal periddico mixto
cuya parte entera es 0 y cuyo periodo no sea constituido por 9,
admite una fraccion generatriz cuyo numerador se obliene restando
el periodo, del nimero constituido escribiendo la parte irregular y a

sw derecha el periodo, y cuyo denominador se obtiene escribiendo
tantos 9 como cifras tiene el periodo, y u la derecha de éstos tantos
ceros como cifras tiene la parte irregular.

Si la parte entera no es cero se reduce al caso anterior en la
forma indicada en el n.° 34. Asi, sea el niimero

. i 37536 — 375
43,87536 =43 + 0,375686 =43 + — —— —
99000
43 X 99000 + 37536 — 375 4294161

99000 99000

o tamhién
i R 4337536 — 43375 .
43,37536 = 0,4337536 X 100 = —— X 100.
9900000
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EJERCICIOS

Convertir en ntimeros fraccionarios decimales los siguientes :

1192 59 560 173,001 3 16 8
AR L BRI Lo e

73. y Sy
36 . T 52 990 11 37 30

Th— —
25 75 1250 625 160 26 35

4 1 13 ) I T 9T B

il e A0 e e T
15 15 15 18 30 12 900 37
7.13:10 @ 1235 3 ML 6 3 5 13
{ A et e bl S SR v
75 22 99 11111 41 41 85 148 56 77

Hallar las fracciones generatrices de los siguientes nimeros fraccionarios
periédicos:

T 788, 631842 s v RAE

78, 108, 621, .216, L4671, .1881.
79. 5.285714, 10,571428, .056, .156.
80,0033, 15.86, 5.01136,  3.07671.
81, 2.37481, 9.98754, 2.3905484.

82. 15.194398, 8.1902327, " 1.2013438.

83, 5.161881.
37. OBSERVACIONES. — Consideremos la fraccion generatriz de un ndamero

17
fraccionario decimal periodico, por ejemplo, la fraccion — engendradora del
99

ntmero 0.17: esta fraccibn mo sera, en general, irreducible, pero como el
denominador es primo con 2 y con 5 quedarda siempre primo con 2 y con B,
aun cuando se simplifique la fraceién hasta su menor expresion. Luego, un
nimero fraccionario ordinario irreducible que engenara un numero fracciona-

rio peri6dico puro tiene su denominador primo con 2 y 5.

23417 — 234
38. Sea, ahora, la fraccion ————————— engendradora del numero frac-
99000

ceionario periddico mixto 0,23417 ; su numerador no puede terminar en 0, pues,
como es facil verificarlo, si asi sucediera, la parte no peri6dica tendria una
cifra menos : luego, dicho numerador, es primo con 10 y por lo tanto con 2 6 con
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5, pero como el denominador es divisible por 10% resulta que, simplificando
en lo posible la fraccion generatriz en cuestion, si el denominador de la
misma, una vez que dicha fraccién sea irreducible, se descompone en facto-
res primos, contendrid los factores 2 6 5 elevados a un exponente igual al
nimero de cifras de la parte irregular.

89. Reciprocamente, todo namero fraccionario irreducible cuyo denomi-
nador no es divisible ni por 2 ni por 5, dard nacimiento a un ndmero frac-
cionario uecimal periédico simple, desde que no puede dar lugar a uno mixto
ni a uno de namero limitado de cifras (n. 24). Todo ndmero fraccionario
jrreduciple en el que el denominador es divisible por 2 6 por 5 ¥y por algin
otro namero primo, dari nacimiento a un ntamero fraccionario decimal peria-
dico, mixto desde gque no puede orviginar uno s.mple ni uno de nimero limita-
do de cifras: el namero de cifras de la parte no peridaica serda igual al ex-
ponente de aquel de los factores 2 6 5 que entra con el mayor exponente
en el denominador del nimero fraccionario dado descompuesto en factores
primos.

40. Divisién de dos nfimeros fraccionarios decimales. — Hemos
indicado en el n.° 10 c¢émo se dividen dos niimeros fraccionarios
decimales y hemos visto que, en general, el cociente es un nimero
fraceionario no decimal; pero, si se quiere, puede reducirse éste a
otro decimal aproximado, caleulando una, dos, tres, ... cifras deci-
males o, como se dice, llevando la divisién hasta los déeimos, hasta
los centésimos, ete. f

7342689 '
41, Sea dividir 7342.689, es decir ————, por 428; aplicando
1000

lo dicho en el n.* 254, pag. 135 (Vol. 1), el cociente serd la fraccion

7342689 7342689
¢=— os decir, el cociente de la fraccibn ¢y =———

428000 428
dividido por 1000; pero en base a lo establecido en el n.° 20, la re-
duccién en ntmeros fraccionarios decimales de ¢ y ¢; viene a
ser una sola y misma operacion, las cifras se siguen en el mismo
orden, pero en el segundo caso representan unidades mil veces ma-
yores que en el primero; el nimero de unidades simples de ¢ serd,
por consiguiente, el de millares de ¢y, de suerte que el niimero en
cuestion es el de los miles de la parte entera de ¢y, es decir, del co-
ciente de la divisién natural de 7342689 por 428 y se obtiene efec-
tuando la division natural de 7342 (ntmero de millares de 7342689)
por 428, o también dividiendo el niimero de unidades simples, 7342,
del dividendo primitivo 7342,689 por el dividente 428.
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42. A este efecto, se adopta la disposicion siguiente:
Se escribe el dividendo y el dividente como si se tratara de nime-
ros enteros, se divide la parte entera, 7342, por el dividente 428, tam-
bién como si se tratara de ntimeros en-

7342,689 | 428 teros, el cociente hallado es la parte ente-
428 17,155881. . . ra del que se busca; después de obtenido
2069 aquél, se pone una coma a .la derecha y
5 99:‘. se continlia ]:a d1v1su_)n bajando sucesi-
vamente las cifras decimales, y se obtiene

0666 asf, cifra por cifra, la parte decimal del
198 cociente buscado supuesto convertido en
CRy niimero fraccionario decimal; cada cifra
2388 que se escribe en el cociente representa
2140 unidades del mismo orden que la cifra que
2350 se aca}aa de.bajzn'. .En el ejemplo anterior
e la dltima cifra bajada es un cero que €o-
2140 rresponderia, en el dividendo, a un cero
3490 no escrito representando cien milésimos;
3494 luego, la .cifra 1 correspondiente del co-

o ciente representa también cien milésimos;
660 si se considera el dltimo resto, 232, como

428 representando igualmente cien milésimos,

il es decir, si se escribiera 0,00232, existird
282 entre el dividendo, el dividente y el resto
y asi interpretado, la misma relacion que
existiria si se tratara de niimeros enteros;
es decir, que el dividendo serd igual al
producto del dividente por el cociente mis el resto. Efectivamente,
tratdndose de niimeros enteros se verificaria que

734268900 = 428 X 1715581 + 232;
Inego dividiendo por 100000 resulta:
7342,68900 = 428 X 17,15581 4 0,00232.

Si el dividente no fuera entero, por ejemplo, si se tratara de

. 7342689 428
dividir 7342,689 por 4,28, o sea ——— : , se reduciria este

1000 100
caso al anterior avanzando la coma hacia la derecha, en el divi-
dendo y en el dividente, de tantos lugares cuantas cifras decimales
tiene el dividente, con lo que quedaria reducido éste a un nimero
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342,689 = 7342689 = 428

entero; sabemos, efectivamente, que = —=
4,28 1000 100
7342689 100 7342689 il 734268,9
- X = X = g
428 1000 10 498 428

Las observaciones anteriores justifican la siguiente :

43. Regla practica. — Para efectuar la division de dos niimeros
decimales y reducir simultdneamente el cociente a mimero frac-
‘ciondrio decimal, se corre la coma en el dévidendo (agregando
ceros, si es nmecesario) de tantos lugares a la derecha como cifras
decimales tiene el dividente; se efectia luego la division como si se
tratara de nimeros enteros, pero se ¢oloca una coma en el cociente,
después de haber hallado la cifra de éste que corresponde al divi-
dendo parcial cuya dltima cifra es la de las unidades. del dividendo
obtenido por la primera operacién indicada, y se continiia la divi-
sion bajando sucesivamente las cifras decimales del dividendo, cifras
que se reemplazan por ceros cua-pdo se han agotado todas y se desea
tener mas cifras decimales en el cociente. Si el dividente es un wiimero
entero, mo es mecesario efectuar la operacion previa, indicada, de
correr la coma.

44. Ejemplo. — Sea dividir 1,414213 por 0,00647. Se dispone
la operacién asi:

141421,3 | 647 Como el dividente tiene cinco cifras deci-

1294 218,58 males, se ha corrido la coma de cinco lugares a
1202 la derecha del dividendo, se ha puesto la coma
647 después de obtener la cifra 8 del cociente, por-
5551 que procede de div'idir el dividendo garcial
5176 5551, cuya filtima cifra es la de las unidades
e del dividendo 141421,3; deseando obtener cen-
3753 tésimos en el cociente, se ha bajado un cero
3236 después de bajar la dltima cifra 3 del divi-
o D180 dendo. Puede verificarse que se tiene
5116

4

1,414213 = 0,00647 X 218,58 - 0,0000004.
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BJERCICIOS

S4. Caleular en menos de una unidad por. defecto, los cocientes de
309,7026 :0,3141; 70,602 :28,845; 418,589 :5.45.
85. Caleular el cociente. aproximado por defecto en menos de 0. 01, de
814,637 : 38. '

BJBRCICIOS RELATIVOS A NUMEROS FRACCIONARIOS DECIMALES

86. Una persona alquila un departamento por la suma de 750 $ anua-
les y paga, ademdis, como contribuciones, una suma de 42,50 §, zcual es el
precio del alquiler: 1. por trimestre, 2.° por mes, 3.9 por semana, 4.° por
dfa? (Considérese el ano de 52 semanas y de 365 dfas).

S7. Una mujer tiene cierto ntdmero de huevos: vende .3 de ese nimero

L -
¥ uno mas a una persona; .3 de los restantes a una segunda persona; .o
de lo restante a una ‘tercera: le quedan 15 huevos, ;jcuidntos tenfa?

88. Siete personas deben pagar en comifn 681,80 $: como varias de
ellas son insolventes, las otras deben pagar cada una 73,05 pesos mds, Jcuan-
tas personas son insolventes?

89. Cierto ntimero fraccionario teniendo por denominador 148, origiua un
nimero fraccionario decimal periodico mixto cuya parte no periGgdica se com-

pone de dos cifras, seguidas de T85: sabiendo que la parte no periédica es los

del numerador, hallar éste.

|

90. Con 856,75 $ debe pagarse H7 obreros; 25 de ellos han ganado 14,75 ¥
cada uno, zqué suma corresponde a cada uno de los otros?

91. Mostrar que hay dos ntimeros fraccionarios ovdinarios irreducibles
¢uyo denominador es 148, iguales ambos a una fraccion decimal periddica

constituida por una parte irregular de 2 cifras seguidas de 567,

92. Un tendero ha comprado género a razén de 63 $ las 9 unidades de
longitud ; lo vuelve a vender a 52,50 $ cada 7 unidades y obtiene 234 § de
beneficio, jendntos. metros de género habia comprado ?

93. Para pagar el alquiler de su campo. un arrendatario vende 18 car-
neros a 34 $ csda uno y cierto ntmero de bolsas de trigo a 18 § cada una.
scudntas holsas debe vender si el alquiler que paga es de 1926 §7

94. En una unidad de peso de agua de mar hay 0.035 unidades de sal,
scudnta sal hay en 1500 unidades de capacidad de agua de mar, sabiendo que
una unidad de agua de mar pesa 1,026 unidades de peso?

95. Dos personas posefan economfas cuyo total alcanzaba a 502,20 $.
Habiendo gastado una de ellas los 2/s de su parte y la otra los 3/r de la
suya, queda a la primera dos veces méis que a la segunda, scudles son las
economfas - de cada uno?
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96. Se ha comprado un tonel de vino de 140 unidades de capacidad por
135 § con todos los gastos comprendidos en ese precio. Se pone el vino en
botellas que cuestan 15 § el ciento y con tienen 0,65 unidades cada una.
La colocacién del vino en botellas cuesta 6,50 $ y se pierde en la operacién

2,2 unidades, za cuénto debe venderse la botella para ganar 45 $ en total?

97. Un labrador compra a un vifiero 7 barricas de vino de 225 unida-
des de capacidad a 49,50 $ la barrica, y le vende 15,50 medidas de trigo a
16,50 $ cada una, jcuidnto dinero debe entregar el labrador para saldar su
cuenta y cuénto paga por unidad de vino?

98. Para pagar sus obreros, un patrén les ha distribuido una suma de
907,50 %, la cual ha sido repartida entre 15 hombres, 18 mujeres y 4 nifios.

12
L.a parte de una mujer es l—.'; de la de un hombre ¥y T) de la de un nifio,
,qué suma han percibido los hombres, las mujeres y los nifios?

99. Sabiendo que cierto volumen de agua pesa 773 veces mas que otro
igual de aire, hallar el peso de unidad de volumen de aire, sabiendo que la
‘unidad de agua vale 1. Hallar el peso del oxigeno encerrado en una unidad
de aire sabiendo que el aire encierra los 0,23 de su peso de oxigeno.

100. Un tonel de vino ha costado 145 §, se entrega los 2%/5 a 0,75 ¥
la unidad de capacidad y los %s a 0,70 $ la unidad. El resto se vende a
0,68 $ la unidad y produce 36,72 $. Calcular el beneficio total y la eapaci-
dad del tonel.

101. Una empresa de ferrocarril cobra por el transporte del ecarbon,
0,97 § por cierta unidad de peso y de distancia: se paga ademis un derecho
fijo de 2,12 § por vagén de 3240 unidades de peso distintas de las primeras
y equivalentes a 0,082 de ellas. Una usina paga anualmente al ferrocarril
25800 $ por transportar los carbones que consume; el recorrido es de 2,375
unidades de distancia. Calcular el nimero de unidades de carbén transportadas.

102. Dos bharricas estdn llenas de vino cuyo precio es 0,65 $§ la unidad
de capacidad. La primera, que es doble de la segunda, ha costado 74,75 $
mas que ésta, gcudl es la capacidad de cada una?

103. Un hombre hace 0,01 de unidad de longitud en 15 pasos. icudntas
unidades hace en una hora si hace 100 pasos por minuto?




CAPITULO 111

CALCULOS APROXIMADOS

45. Generalidades. — En muchas ocasiones una suma de dine-
ro estd expresada con suficiente exactitud conociéndola hasta los
centavos, en otros casos basta conocerla hasta los pesos. Cuando
hos referimos al tiempo, basta en ciertos casos conocer los segundos,
en otros bastan las horas, en otros los dias, ete.

Un ntimero se dice ser lo suficientemente aproximado, cuando
estd bastante cerca del verdadero a los propdsitos del caso. Supon-
gamog, por ejemplo, que una persona compra una pieza de género
de 3 metros de longitud por 5 pesos. Si quisiera ‘comprar solamente

2
1 metro, el precio de éste serfa 1— de pesos o sea 1 peso més

.

5 2
66,666. .. centavos; pero como no es posible pagar— de peso, esto
es 66,666... centavos, debemos considerar la suma de 1 peso 67

centavos como el valor aproximado de un' mefro del género en
cuestion.

46. De igual manera, tratindose de largos periodos de tiempo
como los que transcurren entre dos acontecimientos histéricos muy
alejados uno del otro, el periodo de tiempo en cuestion estd sufi-
cientemente aproximado conociendo simplemente el ntimero de afios
transcurridos entre uno y otro acontezimiento, ete.

47. Generalmente, basta, para los usos corrientes, conocer una
cantidad hasta sus dos primeras cifras decimales.

48. Errores. — Supongamos que uua’'cantidad cuyo valor exacto
os 9,45843 unidades, es reemplazada por la cantidad 9,458 unidades,
Ja diferencia entre 9,45843 unidades y 9,458 unidades = 0,00043
unidades es lo que se llama el error cometido al tomar una por
otra. Vemos que si, en el caso anterior, en vez de tomar 9,45843
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unidades, se hubiera tomado 9,459, el error seria 9,459 — 9,45843 =
= 000057 unidades, mayor que antes. Si se conviene en expresar
una cantidad con sélo las dos o tres primeras cifras decimales, se
debe, evidentemente, tomar éstas de tal manera que el error sea
el menor posible. Asi, en el caso anterior, en vez de 9,45843 podria-
mos usar 9,458 6 9,459, pero debemos optar por la primera porque
el error cometido es entonces menor. Igualmente si, en vez de
62,19999642, basta expresar el mismo ntimero con solo 5 decimales,
tendriamos dos ntimeros que responderian, a saber 62,19999 y 62,20,
pero. debemos elegir este tltimo porque el error cometido seria
menor. Es fécil comprobar que la cuestién estd regida por la si-
guiente regla:

49. Si la primera de las cifras omitidas es igual o mayor que
5, se aumentard en 1 la wltima de las cifras retenidas; en caso con-
trario, bastard suprimir las cifras que se desprecian.

Asi, 3,4562499, expresado con cuatro cifras decimales, se vol-
vera 3,4562, y 3,4562501 se volvera 3,4563.

50. Muchos ntimeros pueden ser tratados de la manera ante-
rior. Por ejemplo, en las tablas estadisticas, pueden a veces igno-
rarse, sin inconvenientes, las centenas, decenas y unidades. Asi, el
valor aproximado admisible sin inconveniente, de 37624392, sera.
en este caso, 37624000; el de 84304663 seria 84305000.

BEJERCICIOS

Indicar los nimeros enteros aproximados anteriores y posteriores respec
tivamente a los siguientes niameros, determinando al mismo tiempo el mias
aproximado de ambos:

104. 6,75; 11,01; 18,564; 17,394; 220,09: 5H67,61; 85,91,

105. 745,831 ; 1001,6504 ; 10,924; 999,51,

Determinar los nimeros con dos cifras decimales mis proximos a los
siguientes :

106. 3,456 : 6,1484; 18,432; 24,376,

107. 2,183 ; 0,06673;: 3,8952; 0,917; 18,764.

Determinar con tres cifras decimales :

108. 37,4132; 13,2051 24,3643;: 8,4175.

109. 45738 ; 21,3626 ; - 57,7112: 19,8939.

110. 7,6381; 23,4235; 47,3843; 10,2957.

111, 3,5968; 19,9991 ; 399,9997.

Escribir los nimeros més aproximados a los siguientes, siendo ceros sns
tres tdltimas cifras (aproximados a los millares) :

112. 36325:; 134369; 91638: 78809.
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113..45234 ; 273724 ; 98315; 147471

114. 56943 ; 239968; 1899243 197572 5

115. 30791 ; 125441; 374814; 399903.

51. Adicién y substraccién. — Tratemos de hallar la suma de
dos o méis nfimeros, o la diferencia de dos nameros, lo mis exactas
posible, con cierto nfimero de cifras decimales.

Sea, por ejemplo, hallar la suma y la diferencia de 3,79841159321
v 5,62018078024 con cuatro cifras decimales. Retendremos, en los
datos, seis cifras decimales (es decir, dos mis de las cuatro que
debe tener la suma y la diferencia), y escribiremos los niimeros en
columnas, como se indica al margen; no se escribe la quinta y
sexta cifra decimal del resultado, pero si la quinta cifra resulta
mayor que 4, se forzard en 1 la cuarta cifra, como sucede en este
ejemplo. y

El objeto de retener en los datos dos

5,620181 cifras decimales mis que las que se piden

3,798412 en el resultado, es para conocer la cifra

ek siguiente de este resultado a fin de saber

si la dltima cifra decimal conservada es

o no mayor que 4; es ficil cerciorarse de

para ello no bastaria una sola cifra mas

conservada en los datos, pues la suma o diferencia de esta cifra puede

ser modificada por la suma o diferencia de la siguiente; en cambio

seria infitil retener tres cifras mis, pues en general, las terceras, en
nada influirfan sobre el resultado relativo a las primeras.

i e A S 9,4186
diferencia .. 1,8218

BJERCICIOS

Hallar las sumas con dos decimales, lo mis aproximada a las exactas de

116. 15,67301 + 4,370956 + 5,21562 4 18,86483,

117. 3,15792 4 0,314157 + 6,354671 4 0,637205.

Hallar las diferencias con dos cifras decimales lo mas aproximadas, de:

118. 10,9843 — 8,6734; 3,6725 — 0,6697.

119. 8,6201 — 5,4983; 3,4795 — 1,5249.

Hallar la suma aproximada con cinco ecifras decimales, de los siguientes
nameros fraccionarios periédicos :

120. .3, .6, .12, 121, .648, .2621, .108.

122. .005, .18, .42 123, (7641, 11881, 6.7671.

124, 7,50011, .80020, .789, 85,13

125. 2,101, .243183, .1236, 45,29.
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126, 036, 5,015, .059, .648, .02, 1.006.
127. 6,568, 1,56, .018.

198, 2,00358, 08388094, 35,1612, 1,000
129. 83,7671, .0621, .016, .24.
BEfectuar las substracciones siguientes expresando los restos con cineo

vifras decimales lo més aproximadamente posible:

130, 4315 — 9,14, 6,4—55, 32,181 — 25,2086.

131, 3276321094, 8,2085625 — 1,2012561, 10,101 — 35061,

132, 15,0051 — 7,37, 4,73%10 — 3,1416.
365 22

113 T

52. Multiplicacién. — Hemos visto que, para obtener el valor
de Ja suma de varios niimeros fraccionarios decimales con cierto
nfimero de cifras decimales que sea lo més apreximado al verda-
dero, se conserva, en los datos, dos cifras decimales mas de las que
se piden en el resultado; en consecuencia, desde que, en el proceso
de la multiplicacién, determinamos un nimero de productos par-
ciales y hacemos la suma de ellos, serd necesario que cada uno de
estos productos parciales esté determinado con dos cifras decima-
les mas que las pedidas. Sea, por ejemplo, hallar el producto apro-
ximado de 123,76592 por 324,786 sin decimales.

Como en eada producto parcial debemos con-
123,76 | 592 gervar dos cifras decimales, colocaremos la cifra

324 | 786  de las unidades, 4, del multiplicador debajo de la
WT%_'T;}# segunda cifra decimal, 'G, del multiplicando tra-
9 475’32 ‘ zz}rgmos una raya vertical a.la. derecho de los
495’06 | digitos 6 yj.4 y te_ndremos cuidado de colocar la

o 6’63 l fegunda cifra decimal de cada producto parecial
i inmediatamente a la izquerda de dicho raya. Pri-
9,90 | meramente multiplicaremos el multiplicando por

4 l‘ la cifra 3 de las mds altas unidades del multipli-
4019743 | cador, el cunal representa 300 en este caso, por

40197 cuya razon empezaremos multiplicando por 9, cuar-

ta cifra dezimal del multiplicando, pues este pro-
ducto origina la segunda cifra decimal del producto parcial en cues-
ti6n ; diremos, pues, 3 X 9 = 27, pero, en vez de escribir 7, escribire-
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mos 8, pues se ve inmediatamente que la“tercera cifra decimal de dicho
producto parcial, obtenido multiplicando 3 por 2, seria mayor que 4;
obtenemos asi 37129,78. Multiplicaremos, ahora, el multiplicando
por 2, cifra de las decenas del multiplicador, como ésta representa
20, empezaremos a multiplicar por 5, tercera cifra decimal del mul-
tiplicando, pues obtendremos asi la zegunda cifra decimal del pro-
ducto; tenemos 2 X 5 =10, pero no eseribamos 0 sino 2, porque la

tercera cifra decimal de este producto seria 18, de suerte que, por

tener una decena, la segunda cifra decimal seria 1, y como la
tercera resultaria ser 8, mayor que 4, deberd escribirse como se-
ounda cifra 1+ 1=2; obtenemos asf el producto parcial 2475,32.
Asi continuaremos; al multiplicar por 7, primera cifra deci-
mal del multiplicador, se empezard por la cifra T, primera cifra deci-
mal del multiplicando, ete. Sumando los productos parciales se
obtiene 40197,43, y por lo tanto el producto buseado es 40197.

53. A continuacién se indican otros dos ejemplos:

Hallar el producto aproximado con 1 cifras decimales de 56,876
X 000144, y hallar el producto aproximado con cifras decimales
de 0,00040685 X 241,6358.

Disposiciones @ 0. 0040635

241 | ,6358
56,876000
76,8760 4l el 0,08127000
S T T 1625400 |
056876 gl
22750 A
2275 A
7 1 203
0,0819 | 32
0.098189 |

EJERCICIOS

Hallar los productos siguientes, aproximados con 2 decimales :
134, 3.207 X 0,321; 4,367 X 0,208 ;- 2,563 X 0,672.

185. 6,825 X 0,623; 29,582 X 0,476 ; 21,347 X 10,365.

136. 14,287 X 25,804 ; 35,478 X 168,825, 12,847 X 352,457.
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Hallar los valores aproximdados con 5 cifras decimales de:

137. 32,1598 X 563089 ; 3,72 X 0,0005962.
138. 0,005762 X 3,20876; 0,0006284 X 840,32105.
139. 28,5631 X 0,37642567 ; 3,208943621 X 8,4230156201.
140. 4,320972148 X 5,630142197; (0,0087624)>.
141. (3,8456)%— (3,1zu6)2
142, Hallar el producto aproximado, sin decimales, de 7,3129 X 115,73.
© 143. Hallar el peso de 15,35 unidades de longitud de alambre sabiendo
que 1 unidad pesa 6,735 unidaaes de peso; expresar dicho peso aproximado
en unidades de peso, sin decimales.
144, Hallar, en pesos, sin centavos, el costo aproximado de 57,315 uni-
dades de una substancia a razon de 5,78 pesos la unidad.

Hallar los productos, aproximados con 3 decimales, de:
145. 7,6 X 3: 5y 75 .15 X 2; 6 y 8; 17,3674 X 560.
146. 008876 X 762; 8,097 X .00061; 45,6208 x 28,31.
147. 189,3514 X 846,521; 49,49 X 612,57525.

148, .0006 X .028; 6,8351 X .7; .5 X .4; .018 X .03
(Para resolver este tultimo ejercicio conviene hallar las fracciones gene-
ratrices de las decimales).

54. Division. — En el n.° 43 hemos indicado cémo se halla el
cociente aproximado de dos ntimeros fraccionarios decimales con
cierto ntimero de cifras. Las rveglas y los ejemplos siguientes no
requieren mayores explicaciones después de lo dicho relativamente
a la multiplicacion.

55. Regla. — Para obtener el cociente aprozimado de dos ni-
meros con cierto niimero de cifras decimales, se efectita la divisién
de los mimeros dados como se indicé en el n.° 43 hallando en el
cociente una cifra decimal mds de las que se piden; si ésta es mayor
que L, se aumenta en 1 la anterior; cuando, en el curso de la ope-
racion, falta determinar, en el cociente, dos cifras menos de las que
tiene el dividente, en vez de bajar la cifra sigwiente del dividendo, se
tacha la dltima del dividente y ast se comtiniia hasta el fin, recor-
dando, al hacer los productos parciales de cada cifra del cociente
por el dwvidente, lo dicho en el n.° b2.

56. Ejemplo.— Hallar el cociente aproximado, sin cifras deci-
males, de 673,1489 :0,41432.
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La divisién anterior es equivalente, como sabemos, a la 67514890
: 41432.

Luego tenemos:

67314890 | 41437 Después de determinar las cifras 1 y 6
41432 1624,7 del cociente queda solamente por determinar
958898 tres cifras, es decir, dos menos que las que

tiene el dividente, luego, dejaremos de bajar

st cifras del dividendo y tacharemos cifras a la
10237 derecha del dividente, pero en vez del dividendo
8286 parcial 10236 escribiremos 10237 porque si hu-

: biéramos bajado la cifra siguiente del divi-
1951 dendo, éste hubiera sido 9; igualmente, al mul-
ﬁz tiplicar la cifra 4 del cociente por 414 escri-
994 biremos 1657 en vez de 1656, porque si hubié-
200 ramos multiplicando por todo el dividente, la ci-

fra siguiente al 5 hubiera sido 7, como se veri-
. ; fica en seguida; de igual manera en vez de
41 X7 escnblremos 290; el cociente pedido resulta ser 1625.

A continuacién se indiea c6mo se halla el cociente aproximado
de 2,7182818 por 3,1415927 con 6 decimales.

27182818,0| 31418921 Procediendo a dividir 27182818 por
95132741 6/0,8652559 51415927, debemos hallar 7 cifras decima-
es; después de hallar 0 y 8, queda por de-

2050076 4 5 : 4 :
1884955 6 terminar en el cociente 6 cifras decimales,
=S esto es, dos cifras menos que las del dividen-
165120 8 te; empezaremos entonces a tachar cifras a
157079 6 la derecha del dividente y efectuaremos los
8041 2 productos parciales teniendo cuidado de au-
6283 2 mentar la cifra de la derecha de estos pro-
1758 0 ductos en la forma indicada; se halla como
1570 8 cociente 0,865256.
187 2
1571
301
288

18



38 ARITMBTICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. Il

Ea ERCICIOS

Hallar los cocientes aproximados, con 2 cifras decimales, de las siguien-
tes divisiones:

149. 0,552073 : 0,321562; 0,463672 : 0,208431.

150. 0,2995824 : 0,476126; 88,25 : 3,04783.

151. 5,804 : 14,2873 ; 2,457 : 1,28474.

Hallar los cocientes aproximados, con 4 cifras decimales, de:

132, '3476,321 : 1248.,4176; 56,9812 : 47,87631.

153. 37,20518 : 0,1462304; 18537612 : 0,8764032.

154, 0.13751432 : 1,8763015; 17,1890865 : 0,13249672.

155. Si la luz tarda 499 segundos de tiempo para venir del Sol a la
Tierra y siendo 149504000 kilometros la distancia entre estos dos astros, hallar el
camino ¢ue recorre la luz en una hora despreciando las unidades menores

que los millares.

156. Sabiendo que 576,73 unidades de longitud de una tela cuestan 2435
pesos 35 centavos, hallar el precio del metro de género aproximado en me-
nos de un centavo.

Hallar los valores aproximados, con 3 cifras decimales, de los cocientes de

157. .3 dividido por 3, B, 7; .3325 dividido por 5, 254 125;

caate ese
158, 37,087 dividido por 5 por 9 y por 45 ; 380694 dividido por .003, y .025.

159, 10101 dividido por 18 y por 0,00036: .2001 dividido por 1001 por
100,1 y por 1,001.

160, 20.18975 dividido por 42.1: 645,7536736 dividido por 14.155.

161 318.236520639 : 1.003446: .6 : .7; .054 : .02,

162. L0009 : .0909: 3936117 : .18: .013¢26 : .03327.

57. Valor aproximado de un néimero dado en memnos de otro
dado. — Dado un nfimero a cualquiera y otro entero o fraecio-
nario @ (*), lldmase valor aprozimado por defecto de a en menos
de @, al mayor miltiplo de « inferior o igual a a; ese valor, aumen-
tado con « es el valor, aprozimado por exceso, de a en menos de a;
si & es el entero por el cual debe multiplicarse o para tener el
valor aproximado por defecto de a en menos de « se deberd tener,
segfin definicidn:

- kasa< (b + Da,

o también

a
ks—<k+1;

a

(*) Bl sfmbolo « es una letra griega que se lee alfa.




!

ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL, II 39

a
Tuego k es la parte entera del cociente —. '~
a
355 1
Asi, los valores aproximados de ——— en menos de — se ob-
113
355 X T 2485
tendran hallando la parte entera del cociente ———— = 3 8e
113 113
obtiene como cociente 21 y como resto 112; luego, el valor apro-
21 22
ximado por defecto huscado es — =3, y el por exceso —.
=
T

58. Errores. Definiciones. — Recordemos que cuando se reem-
plaza un nimero, considerado como exacto, por otro aproximado, el
error cometido es la diferencia entre ambos niimeros; el error es por
exceso o por defecto, segfin que el segundo nimero sea mayor o0
menor que el primero.

Ordinariamente no se conoce ni el ntimero exacto ni el error,
sino finicamente wn nfimero respecto del cual el error es inferior;
ese niimero se llama un limite superior o, simplemente, un limite del
€rror.

Se dice que a; es un valor aproximado de @ con un error me-
mor que e por exceso o por defecto, segun que el error sea en menos
o en més.

59, Operaciones. Calculos aproximados. — Adicién. — Sean a, b,
¢, d, ... nfimeros incégnitos de los que se conocen valores aproxi-
mados a,, by, €1, dy, ..., ¥ s€aD @, By, 8, - .- (*) los limites su-
periores de los errores respectivos. Siendo los nameros a, b, ¢, d,

mayores que @; —a, by —f3, ¢;—y, dy— 38, ... y menores que
a1 +a b+ B 1+ vy di+8, ... la suma a+b+e+d+ ...
estard comprendida entre los ntimeros.

(ag—a) + (b —B) + (e1—v) + (d—8) + ... =
=g 4+bi4+etdit...—(a+Bty+s+..)

(34 a)+ (b1 +B) +(1+y) + @ +8)+...=
g Uy eyt o G By S i)

(*) TLos sfmbolos @, Y. 3. son letras minfisculas del alfabeto griego y ‘se
leen : beta, gama, delta, respectivamente.
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los cuales difieren ambos de (¢ +b+c¢+d+ ...) en un namero

igual a e+ B+ y+8+ ... Luego, al tomar como valor apro-
ximado de la suma de los ntmeros a +b+c¢+d+ ... la de sus
valores aproximados @; + by -+ ¢y +dy+ ... se cometera un error

menor que la suma de los limites de los errores.

Si se conoce el sentido de los errores, por ejemplo, si suponien-
do cuatro sumandos se sabe que los dos primeros errores son por
defecto y los otros dos por exceso, se podrd asegurar que, siendo
aq, by, ¢y, dy, inferiores respectivamente a a; +a, by + B ¢1 5 dyy
y superiores respectivamente a ay, by, ¢; — vy, dy — 8, la suma esta-
ra comprendida entre a; +by +¢;+di—(y+8) y a3+ by +e¢p+
dy + (@ + B), y que, por tanto, ay + by + ¢y +d; serd un valor
aproximado de la suma con un error menor que la mayor de las dos
sumas obtenidas efectuando por una parte la suma de los errores
por defecto y por otra la suma de los errores por exceso.

60. Byempros. — 1. Hallar wn wvalor aprowimado de la suma de los tres
nimeros 31,428 ; 7,825 y 14,642, siendo todos los errores menores que 0,001,
31,428 Se efectuara la operacion indicada al margen. El error que
7,825 afecta la suma 53,895 es menor que 0,003 y la suma verdadera
14,642 estd comprendida entre 53,898 y 53,892; 53,80 es un valor apro-
53,895 ximado cuyas cifras son exactas.

1

I1. Calcular con wn error menor que — la suma de los numeros fracciond-
104

18257 423678 27
o8

32549 59474 9953
Reduciendo cada uno de los nGmeros {raccionarios a otros decimales con

cineo cifras decimales y sumando los valores aproximados asi obtenidos,
a
o

el error que afectard la suma sera inferior a y por lo tanto, con mayor
108

razén. que —. Se obtiene el siguiente resultado :
104

0,56090 El valor 7,6873 es aproximado por defecto con un error inferior

7,12375 3 7 1

0,00271 a — 4+ — = —, y, por consiguiente, es el valor aproximado de la
105 105 104

7,68736 1
suma de los tres ntmeros fraccionarios dados en menos de —.
5 104

61. Substraccién. — Es evidente que si a; y by son valores apro-
ximados de los néimeros @ y b con errores menores que a y f3, el
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nfimero a; — by serd un valor aproximado de a—b con un error
menor que a+ 8. Si a; y by son valores aproximados en el mismo
sentido, ambos por defecto o ambos por exceso, el error cometido
tomando- a; — by por valor aproximado de a—b es menor que el
mayor de los valores a o B.

BJERCICIOS

i § 1 1
163. Hallar el valor aproximado de 1 + —— + 4 —F ..
1.2 1.2.3 1.2.3.4

en menos de 0,00000005.
164. Una cantidad expresada aproximadamente con 3 cifras decimales
exactas se multiplica por 24, icuales son los limites del error del resultado?
165. Tres cantidades expresadas aproximadamente con 3 cifras decimales
exactas se juntan, ;cudles son los lfmites del error cometido en la suma?
Hallar los valores aproximados econ 5 decimales de las sigmentes canti-
dades expresadas en forma de series de un nimero ilimitado de términos:

el A
166 — + —+ —+ —+ ..
i ciiios e 8

1 1 1
16T, L=k S e
g Bup L BiBT
2 4 8 16
1A% =t i
5  5.10 . 5.10:15 . 5.10.15.20
1 1 1 1
169. + it TEE R o
Lo P A0 - TnE0e A8, 10518 118
PR gl bty S MR 1 i
S = i R e el L et o e T (e e
e STy RS A B 239. '3
1 1 1
. 4T A
2398 5 2395

62. Multiplicacién. — Sean a; y b; valores aproximados de
@ y b con errores menores que « y f; el producto ab estard com-
prendido entre .
(a1 —a) (b]_ = ‘B) = a1b1 i a]ﬁ = bla -+ aﬁ
y (ay +a) (by + B) = a1by + 18 + bia + af;
los cuales difieren de a,b, en una cantidad igual o menor que
@18 + bia + af =a;8 + (b1 + Bla= bia + (a1 + a)B, la que pue-
de ser considerada como un limite superior del error que se comete



42 ARITMETIOA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. IT

tomando @, b, como valor aproximado de ab. Se calcula grosso-
modo este limite reemplazando a, y b, + B por nlimeros mayores, pero
que permitan cdlculos rapidos, por ejemplo, por los niimeros que se
deducen de a; y b; forzando la primera cifra de la izquierda y
reemplazando todas las otras por ceros.

Cuando @4 y by son valores aproximados en sentido contrario, por
ejemplo a,; por defecto y by por exceso, @ y b son respectivamente
mayores que a; y by — B y son respectivamente inferiores a ay + a
¥ by; luego, el producto estd comprendido entre a;by — w18 y a1by
+ b,a; puede pues tomarse en éstos, como limite del error come-
tido substituyendo a, b, por ab, al mayor de los ntimeros ;8 y b;a-

63. Ejemplo.— Los wvalores aproximados de dos mnumeros son 18,751 y
0,0934 ; los errores correspondientes son inferiores a L Yy i; hallar el
2 X 108 10%
valor aproximado del producto.
Tomando 18,751 X 0,0934 = 1,7513434 como valor aproximado del pro-
ducto, se comete un error menor que

1 2 3
— X 01+ -—X20=——d -
2 X 108 10% 2 X 10+ 103 10%

Ahora bien, al tomar como valor aproximado 1,75 se cometera, por el hecho
2

de suprimir las cifras decimales que siguen, un error inferior a —; luego,
108

3 2 1
el error total seri menor que — -+ — 0 sea que
108 108

; en resumen, el nGmere

1,75 se aproxima al verdadero en menos de una media unidad del orden de la
altima cifra decimal.

64. Division. — Sean a, y b, valores aproximados de ¢« y b con

a

errores menores que « y 3, respectivamente; el cociente — estard
b

G—a 04 Ta ay @

comprendido entre ——— y ———, la diferencia entre — y —

by P8ty —B by b

serd, por consiguiente, inferior a la mayor de las dos diferencias.

a G —a ap ta 0

by b1+ﬁ’ bi— @by

2

R R R N R N RN S Nm—
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y como se tiene:
@y 0 —a ay(by + B) — by(ay —a) 1B + bia

by bi+B bi(by + B) by 4B
a4 + a ty (a7 + @) by —aq by —B) a1 + bia
bi—B by by(by—B) b —B)
estas dos diferencias son inferiores a
al,B o bla
(b —B)? : :
luego, podra tomarse esta expresion como limite superior del error
a a '
cometido cuando se substituye o por —. Para calcular esa ex-

1

presién, se reemplaza a; y by en el numerador, por nimeros mayo-
res, por ejemplo, por los que se obtienen forzando la primera
cifra de la izquierda y reemplazando las otras por ceros; al con-
trario, en el denominador, se reemplazard by — B por un niimero
menor, por ejemplo, por el que se deduce de b, reemplazando por
ceros todas las cifras menos la primera de la izquierda. Si los

errores son de igual sentido en el numerador y en el denominador,

ay
por ejemplo, si ambos estin aproximados por exceso, la relacién —
i ’ (R 43 i
estd comprendido entre ——— y ———, y como se tiene
: 1 b— B
G —a a ay ay a1 a1
————— =y T =T < 3
by by by by—B by bi(by—B) (b1 —B)
a

se podrd tomar como limite del error cometido reemplazando —

tq @ a3
por —, el mayor de los ntmeros — ————
y 9
bl bl (bl = B)“
65. Bjemplo: ap = 3,1415927 y b = 0.0178964 son wvalores .aproximados

i
de a y b ambos por ewceso con errores Menores que ———— icon cudntas cifras
2 X 107
2

a
decimales exactas puede tenerse el cocignte —7
b
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En vez de ai, tomaremos 4, y en vez de b1 0,01; entonces de acuerdo con

ax o

lo recién indicado, el error cometido al tomar — como valor aproximado de —
b1 b

es menor que el mayor de los nimeros

¥ 1
N 4 x . g
2°X 107 il 2:%.10" 2
- = ¥ —_—
0,01 2 X 10° (0,01)2 108

: a
es decir, menor que 0,002 ; efectuando la reduccion de — hasta la tercera cifra
b

decimal, se cometerd, por ese hecho, un error inferior a 0,001 ; luego, al adoptar
tal valor como cociente, se comete un error menor que 0,02 + 0,001 = 0,003 ;

a ’
se halla 175,543 ; luego, — esti comprendido entre 175,546 y 175,540, su valor
b

aproximado en menos de 0,01 es 175,54. Son, por consiguiente, dos las cifras
decimales exactas del cociente buscado.

66. Potenciacion. — De lo dicho relativamente a la multiplica-
cién, se deduce que si @y es un valor aproximado de a con un error
menor que a, a® se diferenciara de a;2 en menos de 2a;a + o®; se
tendria, andlogamente, que a?® se diferenciaria de a;® en menos de
3a:2e + Ba1a2 + o, y asi sucesivamente; se calculard el error grosso -
modo, reemplazando a; y a por nGmeros mayores, por ejemplo
forzando las cifras, como se indicé al tratar de la multiplicacién.

EJERCICIOS

Determinar cuales son las cifras de los productos y cocientes siguientes
que pueden considerarse exactas, suponiendo que los datos puedan considerarse
lo mas exactos posibles con las cifras en que estin expresados :

171. 3,34 X 5,71; 52,31 X 75,05; - 374,3 X 5,75.

172. 342,71 X 17,8; 567,84 X 25,125.

173, 846,812 X 15,6241; 3,72 :1,6; 37 :5,21.

174. 3,721 : 0,126; 846,5 :0,0124; 576,5 : 25,75.

i 35,75 X 0,17 345 X 26,7 175,32 X 15,7

3,76 ’ 245 . 26,54

Hid

175. 93,642 : 3.712;




: CAPITULO IV
EL CONCEPTO DE LIMITE MATEMATICO

EL NUMERO IRRACIONAL

a
67. Bl Concepto de limite matemético. — Sea — wnidades, una
b

cantidad fraccionaria no decimal, ni reducible a una decimal; sean,
también, a. unidades y B unidades, sus valores aproximados, res-
1

; se tiene

pectivamente por exceso y por defecto, en menos de
10
entonces :
a i
a/:§—<Bu, B::—an:—:
b 107

1a diferencia entre — unidades y una cualquiera de las cantidades «

b

1

unidades y B . unidades es, a lo suma, igual a , v puede tomarse

()n

1

n bastante grande para que sea inferior a cualquier namero

107
por pequefio que sea éste; se expresa lo anterior diciendo que es
posible aproximarse a una cantidad fraccionaria cualquiera no deci-
mal, ya en méis, ya en menos, por medio de otras cantidades frac-
cionarias decimales. Tomando un ntimero fijo ¢ (*) tan pequefio como
se desee, es posible hacer corresponder a ¢ un namero entero n

a
tal que, para ese ntimero y otros mayores, la diferencia entre —

(*) & letra griega mintscula que se enuncia epsilon.
65. Ejemplo. a; = 3,1415927 y by = 0,0178964 son valores aprozimados
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a
unidades y an unidades, o entre — unidades y . unidades, sea menor

que g. Se expresa lo anterior diciendo que las cantidades varia-

a
ble any Bn tienen por limite matemdtico — cuando n crece indefi-
b

nidamente.

68. En general, 1llimase limite matematico de una serie de
grandores matemditicos variables segiin cierta ley, a una cantidad
fija a la que pueden aquéllos, en base a la ley que rige su varia-
bilidad, acercarse tanto como se desee a punto de que las diferen-
cias entre ellas y los valores de la cantidad fija, sean inferiores a
cualquier cantidad dada por infima que sea ésta, sin poder, empero,
alecanzarla.

69. Asi, en el caso anterior, cuando n crece incesantemente,
a tiende hacia —, sin alcanzarlo jamis, no obstante aumentar sin

a \ a
cesar; — es el lmite malematico superior de a.; al contrario, —
b

es el limite matemdtico inferior de B. cuando n ecrece indefini-
damente.
3 i1 n—+1
De igual manera vemos que 14— o sea ——, tiene por
n n
limite matematico 1 cuando n crece indefinidamente; igualmente, la
serie de valores:

3 4 b n—+1
W L T i e e e D
28wt 4 n
tiene por limite matemitico 1; lo mismo que las siguientes:
2 8 4 n 3 g 2n+1
== Sl S de e aMSTE s g i b Sy A LA e i
3 4 5 n—+1 2 b q In

Por tltimo, es evidente que el limite matemético de los niime-
ros fraccionarios decimales siguientes :
0,36 3 0,37536 ; 4,36 ; 4,37536
0,3636 ; 0,3753636  ; 4,3636 ;5 4,3753636
0,363636 ; 0,375363636 ; 4,363636 : 4,375363636

B R ——
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son las fracciones generatrices de los niimeros fraccionarios decima-
les periédicos 0.36, 0.87536, 4.36, 4.37536, es decir:

36 37536 —375 4 X994+36 437536 —4375 Sy
L - (n.° 32 y sigulen-

2 b} ]
99 99000 99 99000
tes).
El limite matemético de la serie 0,9; 0,995 0,999; ... es 1 y el
de la 4,9: 4,99: 4,999; ... es 5.

70. Los conceptos de cantidad y de niimero irracional. — Las
operaciones inversas de la potenciacién serdn tratadas més adelante
pero desde ahora podemos encarar el caso que ellas no sean posibles.

71. Supongamos que se trata de grandores continuos y se pre-
gunte cuil es la cantidad que elevada al cuadrado, da 3 unidades.
No existe desde luego ningfin conjunto compuesto de un niimero
entero de unidades que satisfaga a la cuestion puesto que un conjunto
de una unidad elevado al cuadrado reproduce ese mismo conjuntoe
de una unidad; y, por otra parte, un conjunto de dos unidades,
elevado al cuadrado, da cuatro unidades, o sea ya mis de 3 unidades,
v a medida que aumenta el niimero de unidades del conjunto base,
aumenta también el de su euadrado.

Podemos, por lo tanto, escribir:
(1 unidad)? < 3 unidades < (2 unidades)?.

Para abreviar la escritura vamos a representar la unidad con
la letra u.

DPe acuerdo con lo observado en el Vol. I (n.° 266, pig. 143):
ese nfimero entero 3 que no es potencia de otro ntimero entero,
tampoco podrd serlo de uno fraccionario. No existe pues ninguna
cantidad que sea raiz cuadrada de 3u, pero hay cantidades fraceio-

narias cuyo cuadrado se aproxima a Su tanto como se quiere.

10
Efectivamente, los conjuntos lu y 2u, puede indicarse asi: —u y
10
20 Y 11
—u: si consideramos entonces las cantidades fraccionarias —u,

10 10
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12 19
—u, ..., —u, observamos que, elevadas ellas al cuadrado e inter-
10 10

pretadas esas operaciones como quedé indicado en el Vol. T (pig. 143,
n.° 265), obtenemos cantidades que comienzan con lu y terminan

17 18
con 4u; hay entonces, dos intermedios, que resultan ser —u y —u,
; ; 0

satisfaciendo a las condiciones

&N (18 A\ 2
—u <3u< ( —,
00 10

17 18 170
Pero esos conjuntos —u y —u pueden indicarse asi: Wy
10 10 100
180 171 172
——u, de modo que considerando los intermedios: u, 1,
100 ' 100 100
179
..., ———u, obtendremos, como antes, dos de ellos, que resultan ser
100
173 174
——u y —u, satisfaeiendo las condiciones :
100 1
173 2 174 \ 2
—u ) <3u< | —u
100 100

Y asi indefinidamente, ya que como hemos recién recordado,
nunca encontraremos una fraceion que elevada al cuadrado, dé 3.

1% 173 1732 2
72. Las cantidades 1u, —u, —u, U, ..., aumentan sin
p 10 100 100

cesar, pero en virtud de las desigualdades anteriores quedan siempre
inferiores a cualquiera de las cantidades de la segunda serie: 2u,
18 LATd s L1738
—u, ——u, by lais
10 100 1000

A su vez las cantidades de esa segunda serie, decrecen sin cesar
quedando, sin embargo, siempre superiores a una cualquiera de las
cantidades -de la primera.




ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. II ! 49

73. Resulta asi que si bien la pregunta inicial ;qué cantidad ele-
vada al cuadrado origina una de 3 unidades?, debe contestarse di-
ciendo que no existe tal cantidad, sin embargo, esa pregunta ha da-
do lugar a la determinacién de dos series indefinidas de cantidades
fraccionarias cuyos cuadrados se aproximan a 3 unidades cada vez
més y més unos por defecto, otros por exceso, pudiendo acercarse
2 ese valor tanto como se desee de manera que la diferencia sea
menor que cualquier cantidad dada por pequeiia que sea; todas las
cantidades de una de las series tienen sus cuadrados que se APTroXi-
man a 3 unidades en menos y todos los de la otra se aproximan en
mis a ese valor; 3 unidades es, entonces, el limite matemitico in-
ferior o superior de esa serie de cuadrados.

74. Al proceso de .cilculo que ha determinado la formacion de
esas dos series, o, si se quiere, a la ley que hace salir los elementos
de esas series es a lo que se ha dado el nombre de nimero irracional
si se prescinde de la unidad, y de cantidad irracional, en caso con-
trario.

75. Como veremos més adelante (n.° 212), la operaciéon que
consiste en buscar qué cantidad, «, elevada a una potencia dada, n,
origina una cantidad dada, a unidades, se llama radicacion y se
expresa asi:

n
glb e 2 THE
2= V a unidades
Si pues a =38, y n =2 se tendrd que
@ =/ 3 unidades

significa preguntar qué cantidad, x, elevada al cuadrado, da lugar a
3 unidades, o sea precisamente la pregunta formulada en el n:o 7.

76. Ya vimos que esa pregunta da lugar a un proceso de ecéleulo
al que se ha dado el nombre de mimero o de cantidad irractonal. Se
ha convenido en representar el primero con el simbolo ¥/ 3, 0 sim-

plemente V 3; y al segundo con V 3 unidades. En base a ese proce-

so de cdleulo realizado o eshozado en los n.%% 71 y 72, se eseribe
VAR B [0 R ;

lo que significa, en suma, que, si se eleva al cuadrado 1,7321 se ob-

tiene no precisamente 3, pero si un nimero (que aqui es 3,00017041),
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que se diferencia muy poco de 3.y que se diferenciard tanto me-
nos cuantos més decimales pongamos en el lugar de los puntos sus-
pensivos, determindndolas por aplicacién del referido proceso de
céleulo. Mis adelante (en los nfimeros 251 y siguientes, pégs.

y ), se indicard cémo se ejecuta en la prictica ese céleu-
lo, y cémo se estiman las aproximaciones

77. El raciocinio anterior puede repetirse siempre que se ha-
ga la pregunta paradojal ;cudl es el conjunto que elevado a la poten-
cia b origina un conjunto de @ unidades, no existiendo ningin con-
junto entero o fraceionario que elevado a esa potencia entera b
origine el de a unidades?

Tendremos, entl?noes, simb(’)licagaente

/ V a unidades = V ¢ unidades
)
V a siendo el simbolo que define el proceso de caleulo que da lu-
gar a dos series indefinidas de cantidades fraccionarias, que
constituyen lo que hemos abreviadamente Illamado un mimero irra-
cional.

78. A las cantidades enteras y fraccionarias se les dice en
general, cantidades racionales, lo mismo que a los nimeros ente-
ros y fraccionarios se le dice nlmeros racionales, justamente pa-
ra diferenciarlos de las cantidades y nameros irracionales que aca-
bamos de definir. Aquéllos corresponden a procesos finitos; éstos
a procesos anilogos, pero que se prosiguen sin término. Méis de-
talles se darin en los n°s- 249 y siguientes.



CAPITULO V
MEDIDA DE LOS GRANDORES MATEMATICOS
MEDIDA DEL TIEMPO

79. Definiciones. — En lo que sigue consideraremos grandores
matematicos continuos. Fijada la wumidad, la cantidad a expresar
estd determinada enunciando el ntimero entero o fraccionario de
unidades que comprende, y de las que por consiguiente pueden consi-
derarse suma, agregado o conjunto. Kse niimero se llama también
medida de la eantidad en base a la unidad adoptada.

Medir la cantidad es determinar ese niimero entero o fracciona-
rio. Claro estd que si se habla de “cantidades irracionales” (como

en el n.° 77), no hay caso de hablar de mediciones, por eso y para

distinguirlas desde ese punto de vista, se las dice “cantidades in-
conmensurables”.

80. Grandores matematicos continuos mas usuales. — Eleccion
de las unidades. Los grandores continuos méis senecillos y que mas
usualmente se presentan en la préictica son los siguientes: las lon-
gitudes, las areas, los volimenes, el peso de los cuerpos, las sumas
de dinero, el tiempo. Las unidades idénticas en que pueden con-
siderarse descompuestas estas cantidades no vienen ya impuestas
por su naturaleza como en los grandores discontinuos, sino que
pueden elegirse libremente, sélo que, una vez elegida una unidad,
no conviene variarla; lo mismo decimos de las unidades secun-
darias en que pueden aquéllas considerarse descompuestas a su
vez. Veremos més adelante un sistema de unidades llamado mé-
trico decimal; entre tanto, hablaremos especialmente del tiem-
po como cantidad matemditica. ‘

81. Unidades de tiempo. — El tiempo que tarda. la Tierra para
dar una vuelta alrededor de si misma se llama un dia (¥) ; este tiempo

(*)Bs el dia sideral; el dia solar medio es el que tarda la Tierra, en dar
1a vuelta alrededor de sf misma, hasta volver a pasar frente al llamado sol medio ;
es el dfa que encaramos en el texto.
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puede tomarse como unidad de tiempo. A su vez el dia puede con-
siderarse como un conjunto de 24 unidades idénticas de tiempo
llamadas horas, las horas, a su vez, como un conjunto de 60 unida-
des llamados minutos, el minuto como el conjunto de 60 segundos;
un tiempo que corresponde a 365 dias se llama, en general, un afio,
el que corresponde a 100 afios un siglo. Luego, un siglo es el tiempo
que comprende 100 afios, el afio el que comprende 365 dias, un
dia el que comprende 24 horas, la hora el que comprende 60 mi-
nutos y el minuto el que comprende 60 segundos. Kl tiempo que
corresponde a T dias se llama una semana. Kl que corresponde a
¢inco afios, un lustro.

82. Reduceién de unidades. — Si un minuto es el tiempo equi-
valente a 60 segundos, una hora, que equivale a 60 minutos, equi-
valdrd a 60 X 60 o sea 3600 segundos; de igual manera, un dia
equivaldrd a 24 X 60 o sea 1440 minutos y a 1440 X 60 = 86400
segundos, y asi sucesivamente; viceversa, 500 dias equivalen a 1
afio y 135 dias; 80 horas equivalen a 3 dias y 8 horas; 70 minutos
equivalen a una hora y 10 minutos, etc. La regla que hay que
seguir para hacer estas reducciones es, evidentemente, la siguiente:

83. Para pasar de wunidades superioves a otras inferiores se
multiplica el mimero de aquéllas por el que indica cudntas uni-
dades inferiores existen en la supervor. Para pasar de unidades in-
feriores a superiores, se divide el mimero de aquéllas por el que
indica cudntas unidades inferiores se mecesitan para originar ung
superior, el cociente de la division es el buscado, el resto indica
cuantas unidades inferiores quedan sin alcanzor a originar ung
superior.

84. Asi, para reducir 5 siglos y 7 afios a afos, multiplicare-
mos 5 por 100, que es el ntimero de anos que existen en un siglo,
y agregaremos los T afios; tendriamos 507 afios; o viceversa, para
reducir 507 anos ‘a unidades superiores dividiremos 507 por 100,

el cociente 5 nos dard el niimero de siglos y el resto T el de afios

que no alcanzan a formar un siglo; tendremos que 507 afos equi-
valen a 5 siglos mis 7 afios.

85. Unidades de tiempo. — El afio real o tropice, como se le llama, no se
compone de 365 dfas solares medios, como hemos supuesto, sino de 365,24225 dfas;
generalmente se le considera de 365, pero entonces, para compensar el cuarto de
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dfa despreciado, cada cuatro afios se considera un afio de 366 dias que se llama

bisiesto; sin embargo, como de esta manera se comete un pequeflo error inverso

que es de 3 dfas en cada 400 afios, se suprime en 4 siglos tres afnos bisiestos.
El cuadro siguiente da una idea clara de la cuestion:

Dias

ARG ATOPACGr o 2hat A T S w e A A AN (o i B it Wi L 365,24225
ADO) COMTIR. 45 s e s 4715 o b Aalb 7 7 e Fae b sy s Sy an o oy parens 365
AGTHEBO oo d N S s 0,24225
Atraso en 4 anos 0,969
Reforma llamada juliana, adicién de un dia .... i
Adelanto, cada 4 afi0S ..., .. ... i vanmeiaese i 0,031
Adelanto en 100 afios o sea 25 veces 4 afios .... 0,775
Reforma llamada gregoriana, quitando un dia cada

101800172 9070 SR B O e e Ty e ol K
Afrase’ren OO SBBOE" i, b SN ey ers o A 0,225
AXraso-on ,, 400/ (GRORL ol it «n s slesse dioiaiea s 0,9
Otra reforma gregoriana, adicion de un dfa cada

SO0 ADOET 5o e D s e A A ap s e Uk SIS e bl (oi7s 1
Adelarttiory = fuildns oo L Sar T i Sl se= L N E R 0.1
Adelanto en 2000 AR0E, 15 5 o i dy sl ol DS 1

Puede notarse que la expresion

i i 1 i 1
54+ ————F ———
100 400 4000
reducida a ntimero fraccionario decimal origina 365,24225.

De aquf la siguiente regla:

El afio civil se compone de 365 dias, pero aquellos afios cuyo wnumero de
orden es un miltiplo de 4, tienen 366 y se laman Dbisiestos; pero los anos
seculares cuyo niumero de orden no es divisible por 400 no son Dbisiestos, @
excepcién de aquellos que son divisible por 400.

Asf, 1807 es un afio ordinario de 365 dias, 1896 es bisiesto, 1900 también,
pero el afio 2000 no lo es.

En cuanto a los meses, no son todos de 30 dias, sino que, como es sabido,
se verifica que enero, marzo, mayo, julio, agosto, octubre y diciembre tienen
31 dfas, los otros meses tienen 30 dias a excepcion de febrero que tiene 28
dfas en los afios ordinarios y 29 en los hisiestos.

En las transacciones comerciales se supone el afio de 360 dias, y se le
llama financiero o comercial.

PROBLEMA. — Hallar qué dia de la semana corresponde al 19 de marzo de
1853, sabiendo que el 10 de noviembre de 1902 es un lunes.

Tenemos que, desde el 19 de marzo de 1853 al 10 de noviembre de 1853
son 12 + 30 + 31 + 30 + 31 + 81 + 30 + 31 + 10 = 236 dfas. De 1853 a
1902 inclusive van 49 afios o sea 38 afios ordinarios -+ 11 bisiestos.

Total : 236 + 38 X 365 + 11 X 366 = 236 + 13870 + 4026 = 18132 dfas,
o sea 2590 semanas mas 2 dfas.

Se trata, pues, de un sdbado (dos dfas antes de lunes).
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BJERCICIOS
176. (De cuantos minutos se compone 3 dias?
177. ;A cudntos segundos equivalen 3 siglos y 7 semanas?
178. ;A cudntas horas equivalen 2 afios y 5 dias?

=

179. ¢ A cuédntos lustros equivalen 7 siglos y 40 afios?

180. ¢ A cudntos minutos equivalen 3 lustros y 5 horas?
181. ;A cudntos dfas equivalen 4 siglos y 10 semanas?
182. ;A cuéntas semanas eguivalen 8 lustros y 2 afos?

183. ;A cuantos minutos equivalen 2 siglos, 3 afios y 5 semanas?

184. ;A cuidntos segundos equivalen 3 siglos y T minutos?

185. Expresar en base a unidades méas altas las siguientes cantidades: 75
dfas; 1452 horas: 7457 minutos y 437 segundos; 575 lustros 827 horas y 628
minutos ; 1457890 segundos.

Véase también los ejercicios nos.737 a 745 pag. 274.

86. Adicion de cantidades matematicas continuas. — Es eviden-
te que si dichas cantidades estidn expresadas en base a una misma
unidad, basta sumar los nimeros que indican cudntas unidades tie-
nen las cantidades a sumar, para tener el ntmero de unidades de
la suma. Asi, la suma de 7 afios, de 3 anos y de 2 afios, es 12 afios.
Ahora, si las cantidades no estin expresadas en base a una finica
unidad, se puede, o expresarlas todas en base a la unidad mis pe-
quena, como se indicé en el Vol. T (n.© 228, pag. 121), o sumar sepa-
radamente las unidades de cada categoria, expresindolas después en
la forma que se desee mediante una nueva reduccién a unidades mas
altas o més bajas. Por ejemplo, si se quiere resolver el promlema
siguiente : '

Investigar qué tiempo separa dos acomtecimientos historicos
sabiendo  que otro acontecimiento intermediario se wverificé 3 si-
glos, 47 anos y 87 dias después del primero y 2 siglos, 6}
anos y 355 dias antes quie el segundo.

Es evidente que bastard hacer la suma de los dos periodos
indicados, a saber, 3 siglos, 46 afos, 37 dias; y 2 siglos, 64 afios
355 dias; el primer periodo reducido a dias nos da 3 X 100 X 365
-+ 47 X 365 + 37 =126692 dias; el otro equivale a 2 X 100 X 365
+ 64 X 365 + 355 = 96715 dias; luego el tiempo buscado es 126692 +
96715 = 223407, dias; reducidos a unidades superiores, resulta que
223407 dias equivalen a 612 afios, 27 dias, y como 612 afios equi-
valen a 6 siglos, 12 afios, resulta que el tiempo buscado es 6 siglos,
12 afios y 27 dias. ;
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87. Podiamos también haber efectuado la operacién de la si-

i guiente manera:
3 siglos 47 afios 37 dias Diremos: 37 dias+ 355 dias son
M 64 1y 1385, 3992 dias; 47 afios + 64 afios son 111
5 siglos 111 afios 392 dias afios; 3 siglos + 2 siglos son 5 siglos;
6

5 T R T s luego, el tiempo buscado se compone
de 5 siglos, 111 afios y 392 dias; pero
1 1 392 dias son 27 dias més 1 afo, de

3 siglos 47 afos 37 dias suerte que como ya qgue en el tiempo
D s 64—, 1 9D5 s habia 111 afios, resultan 112 afios, o
6 siglos 12 afios 27 dias sea 1 siglo mds 12 afios; y como ya

habia 5 siglos resulta 6 siglos; practi-
camente se efectfia de una vez la operaciéon como se indica en el
cuadro inferior.

Tas explicaciones anteriores justifican la siguiente:

88. Regla préactica. — Para adicionar varias cantidades de una
misma especie expresadas en base a distintas unidades, se escriben
sus simbolos unos debajo de los otros de tal manera que se encuentr:i
en una misma columna los niimeros que expresan las unidades idén-
ticas de las cantidades a sumar; se adicionan, luego, separadamente
estas unidades idénticas, teniendo cuidado, si esta suma origina un
mimero mayor que el de las unidades de la misma especie contenidas
en la unidad superior, de haber la reduccion, reteniendo el nimero
de unidades de la especie superior para afadirla a la suma de las
mismas.

EJERCICIOS

Bfectuar las adiciones siguientes :

186. 29 dfas 12 horas 44 minutos 2 segundos -+ 27 dfas T horas 43 mi-
nutos 11 segundos.

187. 5 dfas 35 minutos 42 segundos -+ 28 horas 48 minutos 14 segundos
4+ 6 horas 45 segundos -+ 52 minutos 10 segundos -+ 2 horas 18 minutos.

188, 43 siglos 8 afios 300 dfas 18 horas 40 minutos 30 segundos -+ 18
siglos 97 afios 89 dfas 23 horas 38 minutos 56 segundos + 57 siglos 2 afos
99 dfas 19 horas 49 minutos 16 segundos + 111 siglos 99 afios 359 dfas 23
horas 59 minutos 59 segundos.

189. 144 siglos 4 minutos 2 segundos - 37 afios 47 horas + 364 dias
98 horas -+ 1 siglo 7 afios 2 minutos.
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89. Substraccién. — Si las cantidades estdn expresadas en ba-
se a una misma unidad, basta restar el niimero que expresa cuintas
unidades hay en el substraendo, del que expresa cuintas hay en el
minuendo, para tener el relativo a la resta. Asi, 7 afios menos 2
afios son evidentemente 5 .afios. Si las cantidades estdn expresa-
das en base a diversas unidades, se puede expresarlas todas en base
a la menor de dichas unidades como se indicé en el n.° 86, o bien
restar separadamente las unidades de cada especie del substraendo
de las de ‘igual especie del minuendo; si alguna de estas substrac-
ciones parciales es imposible, se la hace posible agregando al mi-
nuendo parcial una unidad de la especie inmediata superior, tenien-
do cuidado de descontar esta unidad al efectuar la substraccién par-
cial siguiente. Por ejemplo:

90. Sea restar de 6 siglos, 12 afios y 27 dias un periodo de 3
siglos, 47 afios y 87 dias. Reduciendo todo a dias tendremos que
restar de 223407 dias (equivalentes a 6 siglos, 12 afios y 27 dias),
126692 dias (equivalente a 3 siglos, 47 afios y 37 dias); obtenemos
96715 dias o sea 2 siglos, 64 afios y 355 dias.

91. Podriamos también efectu‘lr la operacién como lo indica el
cuadro siguiente:
Diremos: 37 dias no pueden ser restados de 27 dias, agrego, en
consecuencia, un afio a 27 dias y tengo
6 siglos 12 afios 27 dias 27 + 365 = 392 dias; 37 dias restados
B e B de 392 dias nos da 855 dias; 47 afios
2 siglos 64 afios 355 dias  mno pueden ser restados de 11 afios (es
decir de 12 afios menos 1 afio extraido
para agregarlo a 27 dias), por consiguiente, agrego 1 siglo a 11 afios
y tengo 111 afios, menos 47 afios son 64 afios; 3 siglos restado de
5 siglos, es decir, de 6 siglos menos 1 siglo (extraido para agregar
a los 11 afios) son 2 siglos; luego, el resto buscado es 2 siglos, 64
aflos y 355 dias.

92. Regla practica. — Para substraer una cantidad de otra de
misma especie expresada en base a distintas unidades, se escribe el
substraendo debajo del minuendo de tal manera que se correspondan
las unidades idénticas; se substrae luego separadamente las unidades
de cada categoria del substraendo, de las correspondientes del mi~
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nuendo, agregando a estas ultimas, si necesario es, una unidad del
orden inmediato superior, en cuyo caso se descontard esta unidad de
las idénticas del minuendo, o se agregara und de las mismas, a las
idénticas del substraendo.

EJERCICIOS

Efectuar las substracciones siguientes:

190. 7 siglos H dias — 3 afios 25 segundos.

191. 8§ semanas T horas 3 segundos — 15 dfas 13 minutos.
192. 17 siglos 9 afios 20 dias — 3 siglos 99 afios H9 segundos.
193. 5 siglos 14 afios 15 dfas — 80 afios 20 dfas 7 horas.

194. 3 afios 1 dfa 1 hora 1 minuto — 2 afios 359 dfas 23 horas 59

minutos,

93. Multiplicacion. — Es evidente que, para multiplicar una
cantidad expresada en base a distintas unidades por un ntmero,
basta multiplicar separadamente los conjuntos de unidades de las
varias especies por dicho ntimero, y efectuar las reducciones a uni-
dades superiores que hubiera lugar. También puede reducirse las
diversas unidades a la de orden inferior, multiplicar el nimero de
éstas por el multiplicador y efectuar luego la reduccién a unida-
des de especie superior.

94. Bjemplo.— Sea multiplicar por 10 el periodo de 6 siglos,
12 afios y 27 dias. El producto se compondri de 6 X 10 = 60 siglos,
12 % 10 = 120 afios y 27 X 10 = 270 dias, o sea 61 siglos, 20 afios y
970 dias. También, reduciendo a dias se tendrd 293407 dias X 10 =
9934070 dias, lo que, reducidos a unidades superiores, originarian
el mismo resultado anterior.

BJERCICIOS

Tifectuar las multiplicaciones siguientes :

195. (93 afios 7 dias) X 24.

196. (7 siglos 10 afios 9 minutos) X 15.

197. (99 afios 359 dfas 23 horas 59 minutos) X 999.

198, Un fenémeno se produce periédicamente cada 29 dias T horas &
minutos 19 segundos, jcuidnto tiempo se requiere para que se produzcan bl
veces ?
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95. Divisién. — Basta reducir a unidades inferiores, efectuar
la divisién, que supondremos exacta, y reducir luego el resultado a
unidades superiores.

Asi, para dividir por 10, 61 siglos, 20 afios y 270 dias, reduci-
remos a dias el dividendo y tendremos que dividir 2234070 dias por
10, lo que nos da 223407 dias o sea 6 siglos, 12 afios y* 27 dias.

Es evidente que si los diversos grupos de unidades componentes
son divisibles por el divisor, bastard efectuar estas divisiones parcia-
les. Asi, 6 siglos, 12 afios y 240 dias, divididos por 3, corresponden a

6 12 240
— siglos — afios
3 3 3

dias o sea 2 siglos, 4 afos y 80 dias.

.

96. Potenciacion. — Esta operacién supone cantidades expre-
sadas en base a una sola unidad y, por lo tanto, no es apreciable a los
conjuntos expresados en base a distintas unidades, salvo que, pre-
viamente, se especifique a cual de estas unidades deben referirse.

Asi, para elevar 2 pesos al cuadrado en base a centavos, se ten-
dra que 2 pesos equivalen a 200 centavos y como 2002 = 40000, re-
sulta que el cuadrado pedido es 40000 centavos, o sea 400 pesos.
Si debiera elevarse al cuadrado en base a la unidad peso, se tendria
que 2 pesos elevados al cuadrado, son 4 pesos.

EJERCICIOS

BEfectuar las operaciones siguientes :

199. (7 siglos 10 dfas 20 horas) : 10.

200. (61 siglos 20 afios 270 dias) : (6 siglos 12 afios 27 dfas).

201, Dividir 999 siglos 16 horas 39 minutos por 999.

202. Si un fen6meno se verifica periédicamente cada 29 dfas T horas 8
minutos 19 segundos, jcuantas veces se verificard en 4 afos 209 dfas 22 horas
54 minutos 3 segundos?

203. Elevar al cubo 7000 centavos en base a la unidad centavo.

204. Elevar al cuadrado 29 dias 7 horas 8 minutos 19 segundos tomando
como unidad el segundo.



: CAPiTULO VI
§ 1.— SISTEMA METRICO DECIMAL

97. Unidades principales. Multiplos ¥ submiltiplos. — El sis-
tema métrico se aplica para expresar especialmente las siguientes can-
tidades mateméticas: longitudes, dreas, vollimenes, pesas Yy monedas.

Ta unidad fundamental del sistema es el metro (por esta ra-
26m se le llama métrico). El metro es la longitud que tiene a 0° de
temperatura, una regla de platino depositada en los archivos ma-
cionales franceses. Corresponde, aproximadamente, a la cuarenta
millonésima parte de la longitud de un meridiano terrestre.

Para cada especie de cantidades, (es decir, de longitudes, dreas,
voltimenes, etc.) existe una unidad principal; a saber: el metro
para las longitudes, el melro cuadrado para las 4reas, el metro
citbico para los volamenes, el gramo para las pesas, y el franco
para las monedas. Todas ellas estdn ligadas ingeniosamente con el

- metro, seglin se vera oportunamente.

A cada unidad principal corresponden otras secundarias, las
cuales son miltiplos o submiiltiplos decimales de esas unidades (por
eso se llama decimal este sistema).

Los miltiplos se designan con las particulas deca, hecto, kilo,
miria (que significan diez, cien, mil y diez mil) antepuestas al
nombre de la unidad prinecipal.

Los submiltiplos se designan andlogamente con los prefijos
deci, centi, mili (que significan décimo, centésimo y milésimo)
antepuestos al nombre de la unidad principal.

98. Unidades de longitud (¥).— Hemos ya definido la unidad
fundaniental llamada metro. Esta se designa abreviadamente asi:
m. (*%). De lo dicho anteriormente tenemos las siguientes umni-
dades secundarias:

(*) La definicién exacta de la mnocién de longitud de una linea, es del
resorte de la Geometria; pero la nocién vulgar, de sentido intuitive, nos basta
para el caso.

(**) Las abreviaturas que indicamos son las establecidas oficialmente en
1878 por una comision internacional; y su uso es obligatorio en Francia en
virtud de la ley de 11 de julio de 1903 y del decreto presidencial de 28 de
julio de 1903.
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( El decdmetro (dam.) que vale 10 metros.
mialtiplos ! El hectometro (hm.) que vale 100 metros.
( El kilémetro (km.) que vale 1000 metros.

El miridmetro (Mm.) que vale 10000 metros.

El decimetro (dm.) que vale 0,1 metro.
submiltiplos | El centimetro (cm.) que vale 0,01 metro.
El milimetro (mm.) que vale 0,001 metro.

Se usan también a veces el megdmetro (un millén de metros),
v el micron () que es un millonésimo de metro.

99. Numeraciéon. — Como los miltiplos o submiltiplos cons-
tituyen unidades de diversos drdenes ligadas por la relacién de que
cada una es diez veces mayor que la precedente y diez veces menor
que la siguiente, las cantidades se expresan en este sistema como
los nmeros enteros o los fraccionarios decimales; para indicar la
cifra de la unidad elegida se escribe una coma a su derecha y
después del ntimero se eseribe el sfmbolo representativo de dicha
unidad. Asi, 4,5 m. representa 4 metros 5 décimos de metro, esto
es 4 metros 5 decimetros; 8,532 km. significa 8 kilémetros 5 hectd-
metros 3 decametros 2 metros u 8 kilometros 532 metros. Se escribe
también a menudo asi: 4m5; 8km 539,

100. Eleccion de la unidad. — La unidad principal se elige en
cada caso segin el valor de las longitudes a expresar. Generalmente
se elige el metro. Esto sucede, por ejemplo, cuando quiere expresarse
la altura de un edificio, la longitud de una pieza de género, etc.

Para hallar priacticamente la medida de una longitud a expre-
sar en metros, se hace uso de instrumentos de diversas formas.

Asi, para apreciar la longitud de una pieza de género, se usa
lo que se llama metro - cinta, el cual viene a ser una cinta de un
metro de longitud dividida en centimetros; también se usa un metro
de madera, el cual consiste en una vara de madera de un metro
de longitud igualmente dividida en centimetros.

Los albafiiles y demds obreros constructores de edificios usan
el metro plegadizo (fig. 1), compuesto de diez trozos articulados
de 1 decimetro de longitud cada uno, divididos en centimetros y el
primer trozo en milimetros.
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Fig. 1.— Metro plegadizo, tamafio natural.
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Para las medidas de campos y en agrimensura, se usa como
unidad el decimetro, y como instrumento la cadena de agrimensor,
formada por 50 eslabones de 2 decimetros cada umno, o la cinta de
agrimensor de 10 metros de longitud, dividida en declmetroq y a
veces en centimetros y milimetros.

Para pequeiias longitudes se usa el centimetro y el milimetro
como unidades. Asi, los espesores de las maderas, en carpinteria, y
el didmetro interior de los cafiones estdn expresados respectiva-
mente en centimetros y milimetros.

101. Medidas itinerarias.— Para grandes longitudes se usa
como unidad el kilémetro y a veces el miridmetro. Las longitudes
de los caminos y de las vias férreas se indican con postes distantes
un kilémetro uno de otro. Entre ellos se colocan postes mis peque-
fios los cuales sirven para apreciar los hectémetros.

En geografia y navegaciéon se usa a veces como unidad la

o

legua métrica que equivale a cuatrs kilémetros.

102. Unidades superficiales (*).— La unidad principal es el
metro cuadrado, que es el drea que corresponde a un cuadrado
cuyos lados tienen un metro de longitud. Se expresa abreviada-
mente asi: m.2,

Los miltiplos y submiltiplos vienen a ser los siguientes:

Corresponde al area
de un cuadrado

Mﬁltiplos: cuyos lados tienem
de longitud

Decametro cuadrado (dam.2) ............ CE 1 dam..
Hectémetro cuadrado (hm.2) . 1 hm.
Kilémetro ‘enadrado (km.2) ................. a 1 km.
Miriametro cuadrado (Mm.2) ................ 1 Mm.

Submiltiplos :
Decimetro cuadrado (dm.2) 1 dm.
Centimetro cuadrado (em.2) et 1 cm.
Milimetrp cuadrado (mm.2) .,............... 1 mm.

(*) La definicién exacta del nimero que mide una area dada, corresponde
a la Geometria.
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103. Area de una superficie.— Consideremos el cuadrado
MNPQ (fig. 4). Si sus lados MN, NQ, QM, QP, tuviesen un metro
de longitud, la porcién de papel encerrada por &l seria, entonces,
1 m.2. Ahora bien, se llama en general drea de una superficie limi-
tada por una linea, a la porecién de ella encerrada por dicha linea

T
= S
a0 Rl

i C 5™ c

Fig. 2. Fig. 3.

expresada en base al metro cuadrado. Asi, el area encerrada por
la linea ABCD (figs. 2 y 3) serfa 15 metros cuadrados, suponiendo:
que AB tuviese 5 metros y BC, 3 metros; y entonces se puede con-
siderar ABCD como el conjunto de quince cuadrados iguales al
metro cuadrado.

En general, para medir el drea de una porcion de superficie
plana, se busca cuintos metros® cuadrados, decimetros cuadrados,
ete., contiene.

En ciertos casos, como en el de las figuras 2 y 3, esta opera-
cion no presenta dificultad. Si cada una de las porciones igua-
les en que estd dividido BC, tuviese en vez de un metro, un cen-
timetro, siendo también AB igual a 5 centimetros, se tendria ABCD
descompuesto en quince centimetros cuadrados; su drea seria, pues,
15 em.2.

Las porciones superficiales de la forma ABCD de las figuras
2 y 3, se llaman rectingulos; AB, BC, CD y DA, se llaman los
lados, la longitud de uno de los lados mayores AB o CD, se llama
el largo, la de uno de los otros dos, el ancho del rectingulo.

104. Numeracion. — Una unidad superficial cualquiera contiene
cien unidades superficiales del orden inmediato inferior. Asi:
1 dam.2 contiene cien metros cuadrados

1 hm.2 contiene cien decdmetros cuadrados
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1 km.2 contiene cien hectémetros cuadrados
1 m.2 contiene cien decimetros cuadrados
1 dm.2 contiene cien centimetros cuadrados
1 em.2 contiene cien milimetros cuadrados.
Es facil -.comprobar tal prineipio.
Imaginemos dibujados un cuadrado y divididoe cada lado en
diez partes, iguales, uniendo los puntos de division por rectas, como

N
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Fig. 4.

indican las figuras 4 y 5, salta a la vista que el cuadrado primi-
tivo resulta descompuesto en cien cuadrados iguales mas pequeiios,
cuyo lado es la décima parte del lado del cuadrado primitivo.

Por de pronto se forman (fig. 4) diez bandas (una de ellas
ABCD), las cuales resultan después descompuestas cada una en
diez cuadrados (uno de ellos es el ACMN, fig. 5); luego resultan
10 X 10 = 100 cuadrados.

Si el cuadrado grande MNPQ es 1 m.2 cada uno de los chicos
en que esti descompuesto serd 1 dm.2. Luego 1 m.? equivale a
100 dm.2, y de aniloga manera se demuestran las otras equivalen-
cias establecidas.

De lo anterior se deduce también que 1 m.2 equivale a 100 X
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100 = 10000, centimetros cuadrados, y a 100 X 100 X 100 = 1000000,
milimetros euadrados. ;
1 hm.2 equivale a 10000 m.?
1 km.2 > 1000000 m.2; ete.
Para enunciar un niimero que expresa unidades superficiales,
es menester tomar algunas precauciones debido a la circunstancia

BLEREEEEEE
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Fig. 3.
de que las unidades crecen de 100 en 100 en vez de crecer de 10
en 10, como en el caso de las longitudes.

Asf, una drea de 45261 hm.2 comprende 4 hmz2 52 dam.? y
61 m.2, puesto que 52 centésimos de hm.? son 52 dam.?, desde que
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la centésima parte de un hm?2 es dam.?, y asi sucesivamente. De
aqui la siguiente:

Regla. — Para leer un wiimero expresando una dred, se subdi-
vide mentalmente la parte decimal del niimero en secciomes de dos
cifras a contar del signo decimal. Se enuncia primero la parte entera
sequida del mombre de la unidad principal, luego, a continuacion,
las secciones de dos cifras, sequidas de los nombres de las unidades
de orden inferior sucesivas. Si el nimero de cifras decimales es
impar, se agrega un cero a la derecha.

También puede, evidentemente, extenderse, a la parte entera,
la descomposicién hecha a partir del signo decimal, nombrando las
unidades sucesivas superiores.

Asi, la expresién 13456,789030 m.?, se enunciaria 13456 m.?
%S dm.2 90 em.2 30 mm.2, o bien 1 hm.2 34 dam.2 56 m.2 78 dm.*
90 cm.2 30 mm.2

Resulta también delo anterior, que si se quiere cambiar la
unidad principal, el nimero que expresa el drea de una superficie
debe multiplicarse o dividirse por 100, 10000, 1000000, seglin que
se tome una unidad 102, 104, 106 veces mayor o menor; esto equi-
vale a correr la coma de 2, 4, 6 Ingares a la derecha o a la izquierda.
Asi, en vez de decir 1434 m.? 7840, puede decirse 14,347840 dam.?
o 143478,40 dm.2.

105. Medidas agrarias.— Para medir campos, prados o bos-
ques, se toma como unidad el dam.? que se llama entonces especial-
mente drea (a.); en estos casos, se usan exclusivamente como mil-
tiplos y submiltiplos, la hectdrea (ha.) y la centidrea (ca.), uni-
dades que representan respectivamente 100 dreas y 0,01 drea, o sea
un hectémetro cuadrado y 1 metro cuadrado. Por ejemplo, 78,23 a.
se leen T8 dreas 23 centidreas y equivale a 7823 m.2 o a 78 dam.?

93 m.2; lo mismo, 45 ha. 713 se lee 45 hectdreas 71 dreas 30 cen-

tiareas.
En resumen, tenemos la siguiente correspondencia:
Hectarea (ha.) equivale al hectémetro cuadrado;
Area (a.) equivale al decametro cuadrado;
Centifrea (ca.) equivale al metro cuadrado.
Fig. 6.

T A=
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106. Unidades de volumen (*).— La unidad principal de vo-
lumen es el metro cibico, que es el volumen de un cubo (un
cuerpo en forma de dado), (fig. 6), cuyas aristas tienen 1 metro
de longitud. 2

Se designa el metro ctibico asi: m.3.

Generalmente no se usan miltiplos del cubo, pero estos serial
el decimetro ctibico (dam.3), el hectémetro ctibico (hm.3), ete., los
cuales representarian los volGimenes de los cubos cuyas aristas tu-
vieran respectivamente 1 dam., 1 hm., etc., de longitud. Los sub-
miltiplos, usados bastante frecuentemente, son los siguientes:

Representa el vo-
lumen de un cubo
cuyas aristas tie-
nen una longitud

e
Decimetro cibico (dm.3) ....covieniiiionian. ; 1 dm.
Centimetro cfibico (emB) ..ovvivniion s ionss 1 em.
Milimetro ctibico (mm.2) ......... s 1 mm.

107. Volumen de un cuerpo. — Medir un volumen es hallar
cudntos m.3, dm.3, em.3, mm3 contiene. En ciertos casos esta ope-
racién no ofrece dificultad alguna. Asi, el volumen de un cuerpo
de 1a forma de la figura 7, cuyas aristas tienen, respectivamente,
6 cm. 4 em y 3 em. es 6X 4 X3 =72 em.?, como lo indica clara-
mente la figura misma, pues se pueden considerar cuatro capas
de 3 X 16=48 cubos de un centimetro efibico constituyendo el
cuerpo. Si el cuerpo cuyo volumen quiere medirse es hueco, verbi-
gracia, si es un recipiente, puede pricticamente conocerse su volu-
men interior o capacidad, como se dice, tomando a este efecto otro
recipiente de capacidad conocida, por ejemplo, 1 dm.3, llenindolo
de agua, y vertiendo ésta en el otro, repitiendo la misma opera-
cién cuantas veces fueren mnecesarias hasta llenarlo. Si ha debido
verterse, por ejemplo, 14 dm.3 de agua, la capacidad buscada es,
evidentemente, 14 dm.5.

Tos cuerpos de la forma del de la figura 7 se llaman paralele-
pipedos rectos rectangulares. Las aristas de ese cuerpo sou iguales
de cuatro en cuatro y hay tres grupos de distinta longitud. Existen,

(*) La definicion precisa de la nocién de volumen es el resorte de la
WGeometria del BEspacio.
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pues, tres longitudes de aristas; la mayor (de 6 cm. en la figura)
se llama largo del cuerpo; la intermedia (de 4 em. en la figura)
ancho, y la menor (de 3 em. en la figura) alto o espesor del cuerpo.

108. Numeracion. — Una unidad de wvolumen cualquiera equi-
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Fig. 7.

vale a mil unidades de volumen del orden inmediato anterior. Asi:

1 m.3 contiene 1000 dm.?

1 dm.? contiene 1000 ¢m.?
1'em.? contiene 1000 mm.3.
Por consiguiente: >

1 m.? contiene 1000 X 1000 = 100000 = 108, em.? y 1000 X 1000
X 1000 = 1000000000 = 109, mm.?,

Facilmente puede comprenderse la razén de esta equivalencia.
La figura 8 lo demuestra con toda claridad.

Consideremos el cubo de la figura 8, descompongamos el cua-
drado AC. de base en 100 partes, como se hizo al tratar de las
figuras 4 y 5; vemos que sobre cada uno de los cien cuadraditos
iguales en que ha quedado descompuesto AC, pueden colocarse diez

cubos iguales superpuestos, pues AQ =— m. El cubo dado se halla,
10
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por consiguiente, descompuesto en 100 X 10 = 1000 cubos parciales
iguales, cuyas aristas tienen una longitud diez veces menor que
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la del cubo dado. Luego, si este tiltimo es 1 m.3 se ve que con-
tendrda 1000 dm.?; y de igual manera si fuera 1 dm.? resultaria
contener 1000 mm.5.

Un raciocinio enteramente andlogo al efectuado relativamente
a las unidades superficiales (n.° 104) hace ver que:

Para leer un nimero que expresa un volumen, se descompone
mentalmente la parte decimal del mimero en secciones de 3 cifras
a partir del signo decimal; se enuncia primeramente la parte entera
y se la hace seguir del nombre de la unidad principal; luego se lee
sucesivamente cada una de las secciones (completando la ultima con
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umo o dos ceros si resulta tener dos o una cifra), seguida del nom-
bre de las unidades de los érdenes inferiores sucesios.

Asi, 3,86 m.3 se lee 3 m.® 860 dm.?; igualmente 73281,73795
dm.3 se lee 73281 dm.® 737 em.® 950 mm.?; también puede decirse,
evidentemente, 73 m.? 281 dm.® 737 cm.? 950 mm.?.

109. Unidades para cubicar lefia. — Para determinar el volumen de la
lefia destinada a la calefaccion, se usa a veces un cajon de madera de la forma
indicada en la figura 9, cuya capacidad viene a ser un m?; en este caso el m.?

gecibe el nombre de estéreo; se le representa por el sfmbolo (e.) y el Gnico
miltiplo y submdltiplo usado es el decastéreo (das.) y el decistéreo (ds.) ; el
primero equivale a 10 estéreos y el otro a la décima parte del estéreo.

Pero se prefiere hoy vender la lefia al peso o a la astilla.

110. Unidades de capacidad. — Hemos dicho que por capacidad
de un vaso se entiende el volumen interior del mismo.

La unidad principal de capacidad es el litro (1), que equivale
.al decimetro cibico (*).

Los multiplos y submiltiplos del litro son:
Miltiplos : i

Decalitro (dal.), que equivale a 10 litros;

Hectolitro (hl.), que equivale a 100 lifros;

(*) Los metrélogos definen al litro como siendo el volumen de una masa
de 1 kg. de agua a 4° a la presién de 76 cm. de mercurio. Excede asf al dm.?
+n menos de 1/30000.
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Kilolitro (kl.), que equivale a 1000 litros.
Submiltiplos :

Decilitro (dl.), que equivale al décimo de litro;

Centilitro (cl.), que equivale al centésimo de litro;

Mililitro (ml.), que equivale al milésimo de litro.

I'ig. 11. — Decilitro para liquidos, tamafio natural.

Para la veuta al por mayor de liquidos, de granos y de carbén
de coke se usa como unidad principal el hectolitro.

Kl decalitro sirve como unidad prineipal para la venta de fru-
tas y legumbres secas.
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En la practica se usan, para medir las capacidades, los reci-
pientes indicados en las figuras 10 a 12. Los de las figuras 10 y
11 se usan para liquidos y estan constituidos por vasos cilindricos
de estafio, de cobre estafiado y de latén, provisto de un asa. La
altura es igual o doble del didmetro de la base. La serie comprende:
el doble litro, €l litro, el medio litro, el doble decilitro, el decilitro,

Fig. 12. — Decilitro para aridos, tamafo natural.

el medio decilitro, el doble centilitro y el centilitro. La figura 12
representa una de las medidas usadas para granos y legumbres
(4ridos). Son vasos cilindricos de roble con guarnicion de hierro
cuya altura es ignal al didmetro de la base. La serie comprende
el hectolitro, el medio hectolitro, el doble decalitro, el decalitro, el
medio decalitro, el doble litro, €l litro, el medio litro, €l doble deci-
litro, el decilitro.
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111. Unidades de masa y de peso (*).—La unidad de masa
es el gramo, que wviene a ser la milésima parte de la masa de um
prototipo internacional de platino iridado, depositada en los archi-
zos franceses. El gramo es muy aprovimadamente la masa de un
centimetro clbico de . agua destilada, en el vacio, @ su mdximao
densidad.

Se designa el gramo con el simbolo (g.). He aqui sus miltiplos
y submiltiplos:

Miltiplos:

Decagramo (dag.), que equivale a 10 gramos;

Hectogramo (hg.), que equivale a 100 gramos;

Kilogramo (kg.), que equivale a 1000 gramos.
Submltiplos :

Decigramo (dg.), que equivale a 1 décimo de gramo;

Centigramo (cg.), que equivale a 1 centésimo de gramo;

Miligramo (mg.), que equivale a 1 milésimo de gramo.

Se deduce de ello que para eseribir y leer las cantidades de

Fig. 13. — Pesas de fundicion de 20 y de 50 kilogramos.

esta naturaleza expresadas con el sistema de unidades indicadas,
rige la misma ley que para las unidades de longitud.

Asi, 83,715 g. se lee, 83 gramos 715 miligramos; 54,238 kg.
se lee 54 kilogramos 238 gramos y puede también decirse 54 kilo-
gramos, 2 hectogramos, 3 decagramos, 8 gramos.

112. Eleccién de las unidades. — Practicamente sélo se emplean
tres unidades principales a saber: el gramo, el kilogramo y la tone-
Jada métrica, que vale 1000 kilogramos.

(*) La fuerza de atraccién que la gravedad terrestre ejerce sobre una
masa, es el peso de esta.
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El gramo se usa Gnicamente en el comercio de pequenas can-
tidades de substancias al peso, como ser en las boticas.

El kilogramo es la unidad prictica mis comfin. La tonelada
(t.) se usa {inicamente en el comercio al por mayor, en las indus-

1

Fig. 14.— Pesa en fundicion de 1 kilogramo, tamafio natural.

trias, en las tarifas de transportes y en general para expresar todos
los pesos considerables.

Se usa a veces otra unidad, el quintal (métrico), que vale 100
kilogramos.

118. Pesas. — Para apreciar el peso de un cuerpo se usan en
la practica unos aparatos llamados balanzas y unas masas meta-
licas (pesas) de peso conocido.

Las pesas usadas en la practiea tienen la forma indicada en
las figuras 13, 14 y 15. Por disposicion legal cada unidad de estas
pesas, tiene lo mismo que las indicadas en las figuras 10 y 11,
su duplo y su mitad.

Las pesas considerables de 50 y de 20 kilogramos son de fun-
dicién, su forma (fig. 13) es la de un tronco de pirdmide de base
rectangular.
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Las pesas medianas comprendidas entre 1 hectogramo y 1 kilo-
gramo se construyen también en fundicién, pero en forma de tronco
de pirdimide con base exagonal, del tipo indicado en la figura 14.

Sil

Fig. 15. — Pesas de cobre, tamafio natural.

1 hectogramo.

Existe también una serie de pesas cilindricas de cobre de 1 gramo
a 5 kilogramos (fig. 15).

Por daltimo, las pesas de menos de 1 gramo, llamadas pesas
pequenas se construyen en forma de liminas de cobre o de niquel
muy finas, cuadradas, con un canto levantado para poderlas asir
ficilmente. \
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He aqui un resumen de las piezas marcadas en uso:

g 50 kg.
De fundieion ¢ 20 »
R ? 10 »
16 g,
2 »
S0 o) 51 » 1
De fundicion o cobre 5 he o 500 e
(2 » 200 »
i M 100 »

\ 5.dag. 0. 50 g 5 g 5dg 8 cg.. b
De cobre ! 2 » 90 37 Dby e BN gl 0B
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114. Correspondencia entre los pesos y los volumenes. — Re-
cordemos las siguientes relaciones:

1 em.3, o sea un mililitro de agua, pesa 1 gramo;
1 dm.3, o sea un litro de agua, pesa 1 kilogramo;
1 hectolitro de agua pesa 1 quintal;
1 m.3, o mil litros de agua, pesa 1 tonelada.

Por esta razén las unidades de peso y de volumen:

gramo, centimetro eibico,
kilogramo, litro o decimetro ciibico,
tonelada, metro ciibico,

se dicen correspondientes y los nfimeros que expresan, en base a
estas unidades, un volumen de agua y el peso del mismo son igua-
les. Asi, 25 litros de agua pesan 25 kilogramos; 7 centilitros de
agua pesan 70 gramos, pues T centilitros equivalen a 70 em3, y
1 em.® de agua pesa 1 gramo.

115. Densidad. Llamase densidad o peso especifico de un cucrpo al
nimero que expresa el peso de la unidad de volumen de dicho cuerpo, estando
ambas cantidades expresadas en sus unidades respectivas, De lo dicho anterior-
mente resulta que la densidad del agua es 1, Decir que el mercurio tiene
por densidad 13,6 significa que el litro de mercurio pesa 13,6 kilogramos o
que 1 cm? de mercurio pesa 13,6 gramos, o también que 1 m.? de mercurio
pesa 13,6 t.

Si llamamos p y v respectivamente los ndmeros que expresan el peso ¥y
el volumen de un cuerpo en base a las unidades correspondientes (n.° anterior)
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resulta, evidentemente, que la densidad d de este cuerpo se obtendrd divi-
diendo p por v y se tendra la relacién

»
ad=— (1)
v
de la que se deducen estas otras:
P
V= — (2)
d
v p = vd. (3)

_Estas relaciones o férmulas (*), como se llaman, permiten encontrar uno de
los tres ntmeros v, p 0 d conociendo los otros dos,

BEipmrros. — L Sabiendo que la densidad del cobre es 8,8, joudl es el
peso de 15 cm?2 de cobre?

Aplicando la férmula (3) se tiene v =15y d = 8,8 .. p = 15 X 8,8 = 132
y como la unidad de peso correspondiente al em.® es el gramo, se tiene que el
peso buscado es 132 gramos.

I1. La densidad del alcohol puro es 0,79, jcudanto pesan 28 litros?

Se tiene p =28 X 0,79 = 22,12, Luego el peso pedido ez 22,12 kg. o sea
22 kg 12 g.

I11. 23 litros de un liguido pesan 25,715 kg., ioudl es la dexsidad del
liquido ?

v 25,715 ’
Se tiene d = — .. d = —— = 1,118. Se ha dividido aqui directamente
v 23
25,715 por 23 en virtud de ser el kg. y el litro unidades correspondientes ;
pero si el peso hubiese sido dado en gramos, hubiera sido necesario dividir por
1090 el namero de gramos a fin de tener el relativo a kilogramos.
‘

116. Unidades monetarias. — La unidad fundamental es el
franco, que consiste en una moneda constituida por una aleacién
de plata y de cobre del peso de cinco gramos (*). Se designa abre-
viadamente asi: fr.

El franco no tiene miltiplos pero si dos submultiplos a saber:
el décimo, o sea la décima parte del franco, es decir 0,1 fr.; el
cémtimo, o sea la centésima parte del franco, es decir 0,01 fr.

Raras veces se usa el décimo. Asi 7,8 gramos se lee 7 francos

80 céntimos, o simplemente 7 francos 80.

117. Monedas argentinas. — Existen legalmente cuatro clases de
monedas en la Reptiblica Argentina; las monedas de oro, las de plata,
las de bronce de niquel y las de cobre.

(*) Llamase formula una expresion en que figuran letras, y con la que,
mediante ciertos datos o cantidades conocidas, puede obtenerse elementos des-
conacidos, pues liga unos con. otros, de manera a hacer tal obtencién realizable.

(*) Valor comprendido entre 43 y 49 mg. de oro al titulo de 900 milésimos
de fino. (Ley del 2 de octubre de 1936).
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118. Ley de una aleacion. — Para fabricar una moneda nunca
se emplea un metal fino (oro o plata) puro, porque las piezas que
ast se obtendrian no serian bastante duras y se deformarian facil-
mente.

Para aumentar la resistencia de las monedas se agrega a las
de oro cierta cantidad de cobre y a las de plata cierta cantidad
de cobre, o de cobre y cine; a las de cobre cierta cantidad de
estafio y cine.

Fundir de esta manera varios metales constituye lo que se
llama hacer una aleacién.

Tlamase ley de una aleacién, al nimero cociente del peso del
metal fino dividido por el peso total de la aleacién.

Asf, una moneda de 5 francos que pesa 25 gramos contiene
99,5 gramos de plata, su ley, por consiguiente es 22,5 : 25 = 0.900,
v se dice que es de 900 milésimos.

Llamando ! a la ley, p al nfimero que expresa el peso del
metal fino, P al andlogo relativo al peso total de la aleacién, se
tiene la férmula I=p : P, de las que se deducen estas otras dos
p=IP y P =p :1, las cuales permiten hallar uno de los tres ni-
meros, [, p, P, conociendo los otros dos; los pesos deben estar, evi-
dentemente, expresados en base a la misma unidad.

119: Monedas de oro.— La ley de esta clase de monedas es
0.900. En la Reptiblica Argentina se usan dos tipos de monedas de
oro (¥). El patrén oficial es el peso oro, cuyo valor es de 5 francos
y se divide en 100 partes iguales llamadas cenfavos (cts.); existe .
la moneda llamada argentino y la llamada medio argentino, equi-
valentes, respectivamente, a 5 pesos oro y a 2% pesos oro. La
palabra peso, tratdndose de monedas, se representa por el simbolo $.

El peso del argentino es de 8,0645 gramos. Su didmetro es de
92 mm.; el didmetro del medio argentino, es de 19 mm.

En el sistema métrico propiamente dicho figuran monedas de
oro de 100, de 50, de 20, de 10 y de 5 francos, pero las dos pri-
meras son muy escasas y la dltima ya no se acufia.

El cuadro signiente da cuenta del peso legal y del didmetro
de estas piezas: - :

(*) Ley n.° 1130, de 5 de noviembre de 1881.
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Peso legal | Tolerancia Diametro

Piezas Ley en gramos |en milésim.| en milimetros
100 fr.| 0,900 32,25806 1 ‘ 35

50 » » 16,12903 2 28

20 » » 6,45161 2 21

10 » » 3,22580 2 | 19

5 » » 1,61290 2 17 |

120. Monedas de plata.— He aqui las piezas de este metal
usadas en la Reptiblica Argentina:

LEY PESO LEGAL {

v . Equiva-
alor Justo |Tolerancia Justo | Tolerancia | Didmetro | lencia

milésimos | milésimos gramos milésimos | milimetros | francos|

|

1 peso 0,900 1 2 25,00 3 | 37 5,00
50 cts. » 3 12,50 | 5 i 30 2,50
20 » » ‘ 5 5,00 ) \ 23 1,00
10 » » 5 2,50 7 : 18 0,50
5 » » ‘ 5 1,25 10 | 16 0,25

El cuadro siguiente da cuenta de las piezas de moneda de
. plata en el sistema propiamente métrico decimal:

PESO LEGAL
Piezas o hm e sresni e
ey
Justo Tolerancia i i
francos . Ty )
gramos milésimos | milimetros
5.00 0,900 25,00 3 i 37
2.00 0,835 10,00 3 | 27
1.00 » 5,00 5 23
0.50 » 2,60 7 1R

121. Monedas de bronce de niquel. — En la Reptblica Argen-
tina se usan las siguientes piezas de bronce de niquel (*):

(*) Ley n.° 3321, de 4 de diciembre de 1895,
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LEY PESO LEGAL sl Equiva
e i, 2
Eican Niquel Cobre Justo Tolerancia lenole
pesos | milésimos | milésimos gramos | milésimos |milimetros | francos|
0,20 25 75 4 4 21 1,00
0,10 25 75 3 5 19 0,50
0,05 25 75 2 5 17 0,25

122. Monedas de cobre.— El cuadro siguiente se refiere a las
monedas de cobre 'usadas entre nosotros.

| ALEACION PESO LEGAL
Valor de |~ = ~| Didmetro | Equiva-
las piezas| jyysto |Tolerancia!| Justo | Tolerancia lencia
centavos | milésimos | milésimos gramos milésimos. | milimetros | francos|
| e
o Neobre 95 10 J 44 10 30 0,10
1 "estano 4 5 ( 5 10 25 0,05
[ cine ) 5 ’

En Francia se usa las piezas de 0,10, 0,05, 0,02 y 0,01 de
franco, de igual aleacién a las usadas aqui y de peso legal igual,
respectivamente, a 10 gramos, 5 gramos, 2 gramos y 1 gramo. Los
didmetros son de 30 mm., 25 mm., 20 mm. y 15 mm.; existe una
tolerancia de 10 milésimos en el peso para las piezas de 0,10 y
0,05 francos y una de 15 milésimos en las otras dos.

Observaciones. — Puede notarse que fuera de la introdueccién
del %5 argentino, nuestro sistema monetario sigue en todo los prin-
cipios del sistema métrico. Hasta en los tamafios de las piezas
se nota tal corrélacién, pues sumando los didimetros de 42 argenti-
nos y 4 medios argentinos resulta

42 X 22 mm. +4 X 19 mm. =924 mm. + 76 mm. =1 m.
vy lo mismo se verifica sumando los diametros respectivos de

10 monedas de plata de 1 $ y 21 de 50 cts.
53 monedas de plata de 10 cts. y 2 de 20 cts.
30 monedas de cobre de 2 cts. 4 de 1 centavo.
25 monedas de niquel de 20 cts. y 25 de 10 ets.
40 monedas de cobre de 1 centavo.
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"En las monedas hay que distinguir el walor legal determinado
por la ley y el walor efectivo fijado por el comercio; asi 1 § oro ¥
1 § plata tienen el mismo valor legal pero no comercial, pues nin-
gfin comerciante recibe por el mismo valor un peso pluta y un
peso oro. Terminaremos haciendo notar que cuando debe recibirse
una suma considerable 'de monedas, por lo general, las casas ban-
cavias en vez de contarlas las pesan para mayor comodidad y
rapidez; resulta efectivamente que, como puede comprobarse teéri-
camente:

Una cantidad de oro pesa tantos gramos como veces 62 cen-
tavos vale;

TUna cantidad de plata pesa tantos gramos como veces 4 cen-
tavos vale; i

Una cantidad de 'cobre pesa tantos decagramos como yeces 2
centavos vale.

123. Hacia 1987, muchos Bstados habfan cambiado o se aprontaban. en
abandonar sus patrones tipos monetarios oro para substituirlos por monedas
flotantes de papel, de menor valor, reglamentado por el curso de los cambios.
Asf, en Francia, una ley (2 octubre 1936), ha instituido un nuevo franco re-
presentado por un peso de oro al tftulo 900 comprendido entre 43 y 49 mili-
gramos. Bn Italia, un decreto del 5 de octubre 1936 asigna, provisoriamente.
a la lira, un curso regido por el de la libra esterlina, a razén de T6 liras
por cada libra. En los Hstados Unidos se anunciaba también una desvolari-
zacién siendo su valor fijado provisoriamente al 6090 del déllar - oro. (*“An-
nuaire du Bureau des Longitudes” para 1937).

Ese mismo Anuario, después de hacer la manifestacion anterior, trae el
siguiente cunadro de unidades monetarias:

AFGHANISTAN (14 marzo 1926). — Unidad : afghani - plata, peso 10 gramos
plata 900. Moneda corriente, rupia de Kabul.

ALBANIA. — Unidad : franco-oro (5 lek), peso 0g.3225806, al titulo de
900 milésimos, o sea, 0g.2903 oro fino, igual al antiguo franco -oro francés.

ALEMANIA (30 agosto 1926). — Unidad : reichsmark - oro, representado por
0g.358423 de oro fino. Moneda basada sobre el patrén oro, pero sin oroc en
circulacion ; estdn previstas piezas de 10 y 20 reichsmarks, al titulo 900.

ARGENTINA (5 noviembre 1881).— Unidad: peso o peso - 010, peso 12.6129.
titulo 900, conteniendo 1g.451613 de oro fino: la moneda o0ro no estd en
circulacién.

AUSTRIA (30 jumio 1925). — Unidad : schilling - oro, peso 0g.21172086 de
oro fino. El acufiamiento de piezas de 25 y 10 schillings esta prevista.

BiLGIcA (26 octubre 1926).— Unidad: belga - oro, representado por
0g.20921 de oro fino.

BoLivia (2 septiembre 1928).— Unidad: boliviane - 0ro, con 0g.564917 de
oro fino. No hay piezas de oro en circulacion,

» BRASIL. — Unidad : milreis - oro. Se han acufiado monedas de 10 y 20 mil-
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reis. La pieza de 20 milreis pesa 17g.929 de oro al titulo de 916 2/s milé-
simos. Desde 1891 no se ven mds estas piezas en la circulacion. Una ley
de fecha 18 diciembre 1926 ha creado una nueva unidad : erugiero - oro con 2g.
de oro al titulo 900, o sea 1g.8 de oro puro.

BULGARIA (27 mayo 1880). — Unidad : leva - oro, representada  por
02.2903225 de oro fino igual al antiguo franco oro francés. Actualmente el
Jeva ha sido estabilizado en base a 92 leva = 1g. de oro fino.

CANADA (4 mayo 1910).— Unidad: dollar - oro con 1g.504636 de oro fino
como el dollar-oro de U. S. A. La pieza de 10 dollars, al titulo de 900, pesa
16g.718.

CHILE (14 octubre 1925).— Unidad: peso-oro con 0g.183057 de oro fi-
no. El Odéndor: 40 pesos = 1 libra esterlina oro. La moneda que estd, de
hecho, en circulacion, es el peso papel.

CHINA (8 marzo 1933).— Unidad: yuan - plata, peso 26g.6971, titulo 880
milésimos y conteniendo 23g.493448 de plata fina. 1 yuan = 100 zen;
1 zen = 10 1i.

CoLoMBIA (12 junio 1907).— Unidad: peso - 070, peso 1g.59761, titulo
916 2/s, equivalente a la quinta parte de una libra esterlina y conteniendo
1g.4645 de oro fino.

CosTA RicA (26 octubre 1896). — Unidad : Colén - 0ro, peso 7g.78 ; titulo
900, conteniendo Tg. de oro fino. Las piezas de oro han casi desaparecido de
la circulacion.

CuBA (7 noviembre 1914).— Unidad : peso - 010, peso 1g.6718, titulo 900,
contenido 1g.5046 de oro fino, como el dollar-o0ro canadiense.

Dantzic (22 octubre 1923).— Unidad: florin o gulden - 0ro, representado
por 0g.292895 de oro fino. 25 florines = 1 libra esterlina oro.

DINAMARCA (23 mayo 1873).— Unidad: krone - oro, con 0g.403226 de oro
fino. L

Hcuapor (4 marzo 1927).— Unidad: swcre-oro, con 02.300933 de oro
fino: 24,3 sucres = 1 libra esterlina. Ha sido prevista una nueva unidad
suere -oro conteniendo 0g.73224 de oro fino.

Beipro (18 octubre 1916). — Unidad: libra egipcia - oro al peso de 8g.5,
al titulo de 875, conteniendo 7g.437H de oro fino.

Bspaf¥a (19 octubre 1868). — Unidad : peseta - 0ro, 0g.290322 de oro
fino equivalente al antiguo franco - oro francés. El acufiamiento de las monedas
metalicas estd interrumpido desde 1914 y las monedas de oro no estin ya en
circulaeion.

TsTADOS UNIDOS DE N. AMERICA (12 febrero 1873 ¥ 14 marzo 1900).—
Unidad ; dellar - oro, de Deso 12.6718, al titulo 900, conteniendo 1g.50464 de
oro fino. La pieza de 1 dollar-oro no se fabrica desde 1890. Bl dguila (10
dollares) al titulo 900, pesa 16g.71818.

EsTONTIA (1.9 enero 1928). — Unidad: Eestikroon - 0ro (Corona estonia),
igual a la sueca; pesa 0g.448 de oro 900 y contiene, pues, 0g.403226 de oro
puro.

FinLipiNas (13 junio 1922). — Unidad peso - plata, de peso 20 g. al tftulo
800 milésimos, equivalente a 50 cents - 0ro U. 8 A. La paridad con el oro
esta mantenida por el Gold Standard Fund Act del '13 junio 1922,
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k FINLANDIA (1929). — Unidad : markka - oro. La pieza de 100 markka pesa
4g.21053 de oro 900, conteniendo, pues, 3g.78945 de oro fino.

FRANCIA (26 junio 1928). — Unidad franco - éro con 0g.0655 de oro 900;
son, pues, 0g.05895 de oro fino. La Ley del 25 de junio 1928 ha mantenido
para el pago de los empréstitoq extranjeros contraidos en francos-oro, antes
de aquella fecha, el antiguo valor del franco-oro definido por la Ley del 17
germinal afio XI, representado por 32¢g.26 de oro 900 (29¢g.03, oro fino).

GRECIA (12 mayo 1928).— Unidad : drachma - oro, representado por Og.
01952634 de oro fino. 375 drachmai = 1 libra esterlina oro.

GUATEMALA. — Unidad : quetzal - oro, igual al dollar-oro de los EE. UU.
de América (18.50464 oro fino).

HAITi. — Unidad : gurda - oro, 0g:30092 oro fino. 1 gurda = 20 cents - oro.
ol 8 0

HoONDURAS. — Unidad : peso o dollar - plata, peso 25 g. al tftulo de 900
milésimos. TUna ley de 1926 ha auterizado la creacién de una nueva unidad
monetaria : el lempira - oro igual a 50 cents-oro. U. S. A.

HuNGRIA (4 noviembre 1925).— Unidad: pengo - 6ro con 0g.263158 de oro
fino.

INDIAS INGLESAS (2 marzo 1906). — Unidad : Indian - rupee - plata, peso
112.664 al titulo 916 milésimos. Un “Indian Currency Act”, de 1927, ha
creado una nueva rupee-o0ro, que pesa 8g2.47512 conteniendo 0g.54919 de
oro fino. .

INGLATERRA (22 abril 1870).— Unidad: sovereingn o libra esterlina - oro,
con peso 7g.9881 al titulo 916 %/; milésimos y conteniendo 7g2.3224 de oro fino.

IRAN. — Unidad : kranm - plata, con peso 4g.6, plata 900. La ley del 18
marzo 1930 ha creado un patrén en oro; el rial representado por 0g.3661191 de
oro fino y el pahlavi equivalente a 20 riales.

ITALTA (22 diciembre 1927).— Unidad: lira-ore 0g.079191 de oro fino.

LBTONTA. — Unidad : lat - oro (08.2903226 de oro fino).

LITUANTIA (16 agosto 1922).— Unidad: lita-oro (0g.150462 oro fino).

MesoroTAMIA [I raq]l (25 noviembre 1930).— Unidad: dinar-oro (7g.
322382 oro fino).

Mexico (29 abril 1925).— Unidad: peso-oro (0g.75 oro fino).

NICARAGUA (1912).— Unidad: cérdoba - oro, peso 1g.6718, oro 900, equi-
valente al dollar-oro U. 8. A. (1850464 oro fino).

Nrrron (Japén) (5 marzo 1907).— Unidad: yen - oro (2 jun) con 0g.75 de
metal fino.

NorUEGA (16 octubre 1875). — Unidad: krone - oro, peso 0g.448 al titulo
900 y conteniendo 0g.403226 de oro fino, como el krone-oro danés. La pieza
de 20 kroner pesa 8g.960572 de oro 900.

PAfses BAJos (28 mayo 1901, 31 diciembre 1906, 1.° julio 1909 y 31
octubre 1912).— Unidad: jflorin-oro o gulden. Kl patréon monetario es la
pieza de 10 florines que pesa 6g.720 al titulo 900 milésimos, conteniendo
6g.048 de oro fino.

PanaMA (27 junio 1904). — Unidad : balboa - 070 con peso 1g.672 al titulo
900 milésimos, conteniendo 1g.505 de oro fino. Wl balboa es, legalmente.
equivalente al dollar-oro U. S. A.



A

ARITMETICA ¥ ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. I 85

PerO (13 febrero 1930). — Unidad: sol-oro con 0g.60185 de oro fino.
Un sol equivale a 40 cents -oro (U. S. A.).

PoLONIA (13 octubre 1927).— Unidad: zloty - oro representado por 0g.
1687 de oro fino. 1 kg. oro fino = 5924,44 zlotyes.

PoRTUGAL (22 mayo 1911).— Unidad: escudo-oro equivalente al mil-
reis - oro. La pieza de oro de 10 escudos pesa 18g.065 al titulo de 900 milé-
simos y contiene 10g.2585 de oro fino. La circulacion monetaria estd, de hecho,
exelusivamente constituida por papel moneda.

RUMANIA (8 febrero 1929).— Unidad: lew-oro (0g.01 de oro 900 o sea
0g.009 de oro fino).

: SALVADOR (16 julio 1920).— Unidad tedrica: colon-oro (0g.836 de oro
900 o sea 0g.7524 de oro fino). Los signos monetarios son, principalmente,
papel moneda. y

S1AM (mayo 1926).— Unidad: baht-oro (0g.66567 de oro fino); 11
bahs = 1 libra esterlina oro. No se ha fabricado la moneda de oro.

Suecria (27 mayo 1873, 16 octubre 1875.— Unidad: krona-oro (0g.448
de oro 900 o sea 0g.403226 de oro fino como el krone-oro danés y noruego).
La pieza de 20 kronor pesa 8g.960572 de oro 900 conteniendo 8g.0645 de
oro fino.

SUIZA. — Unidad : franco - oro (0g.3226 de oro 900, 0g.2903225 oro fino,
o sea 0cg.218 menos que el antiguo franco-oro francés). La pieza de 20
francos pesa 6g.4516 al titulo 900 o sea 5 cg. menos que la antigua pieza de
20 francos franceses).

TCHECOSLOVAQUIA (octubre 1929). — Unidad : corona-oro (0g.04458 oro
fino).

TERRANOVA. — Unidad : dollar - oro que normalmente equivale a 4 s. 1%/s d.
de la moneda de oro inglesa.

Turoufa (17 abril 1916).— Unidad: peso de 40 paras. La libra turca
(100 pesos) pesa 7g.216 de oro 916 y contiene 6g.6147 de oro fino.

UNI6N DB LAS REPOBLICAS SOVIBTISTAS socianistas (U. R. 8. 8.).—
Unidad teérica: rublo-oro (08.774234 de oro fino). Los signos monetarios
son, en su mayorfa, papel moneda. También se utiliza como moneda de tran-
sdaceién, tchervonetz equivalentes a 10 rublos - oro.

URrRv&UAY (6 diciembre 1906).— Unidad: peso - oro (1g.697 al titulo 917
milésimos), conteniendo 1g.55 de oro fino. Para conmemorar el centenario
del Uruguay, en 1930, se ha emitido cierto ntimero de piezas de oro de 8 g.
de peso al titulo de 485 milésimos. So6lo circula papel moneda.

VENRZURLA. — Unidad : bolivar - oro equivalente a 0g.290323 de oro fino.
los signos monetarios consisten, principalmente, en papel moneda.

YUGOESLAVIA. — Unidad : dinar - oro = 0g.0265 de oro fino. En ‘la préic-
tica, la circulacion monetaria consiste en papel moneda.

125. Moneda corriente en la Argentina (1937), — La moneda corriente en
la Argentina es el billete del Hstado que tiene curso legal. Su valor es 44
centavos oro por cada peso papel (o $ 227,27 m/n por 100 $ oro).

126. Valor comparativo de un peso oro argentino (ano 1937). — Vale
0.933 de un peso oro uruguayo; 0,965 dollar - oro norteamericano ; 1.764 mil-
reis - oro brasilefio; 0.89 milreis-oro portuguées; 5 francos-oro (pesetas - oro
espafiolas o liras-oro italianas) ; 4.05 marcos oro alemanes; 3 chelines, 11 1/2
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peniques oro ingleses; 2381 florines - oro holandeses; 3.60 coronas-oro escan-
dinavos.

127. Valor legal para circular en lao Argentina (ley 2 diciembre 1881).

Monedas Ide oro Peso Fino Valor
o aolen UCRerh). DRt LT A e e A 8,0645 900 5,028
25 pesetas (Espafia) ........... 8,0645 900 B
20, /milreis; - (Brasgil) =" a5l s 17,929 916%/3 11,326
Onzag | (MEXICO), - las vt vhhs 4% 27,00 875 16,275
Seallal GRS 0k s e e e 16,717 900 10,364
CHndor 7 (CREIG) it nels st i ad walad 15,253 900 9,455
Dobl6n  (Espafia) = .. ceavaeseoas 8,336 900 5,16
Soberano (Inglaterra) .......... 7,9881 9162/3 5,044
20 francos (I'rancia) .....:i...: 6,451 900 4,00
20 marcos (Alemania) ......... 7.965 200 4,938
EJERCICIOS
Longitudes

205. ;A cuantos mm. equivale el km.?

206. ;A cudntos cm. equivale el dam.?

207. (A cuintos dm. equivale el mm.?

208. Reducir mm, a hm.; cm, a Mm. y dm. a dam.

209. Escribir con cifras y sumar las cantidades siguientes tomando el dm.
como unidad: cuarenta -y cuatro metros ocho centfmetros; cincuenta y dos
decAmetros siete decimetros; setenta y cinco milfmetros ; diez y seis hectémetros
ciento veintidés decimetros; cincuenta decimetros ochocientos nueve milimetros ;
tres kil6metros: un decimetro; seiscientos veinticinco metros cuarenta y ocho
centimetros.

210. Tomando el metro como unidad, escribir las siguientes cantidades :
47 ‘'m. 23 mm.; 68 dam. 7 dm.; 5482 cm.; 3 hm. 4 mm.; 7 m. 17 mm.; 222
dm. 1 mm.; 16 hm. 7; 253 dam. 025; 0,00493 km.; 1628,2 cm.; 32,1 km.

211. Un carpintéro ha suministrado 35,45 m. de tablas a 0,75 pesos mo-
neda nacional el metro, jcudntos pesos debe abondrsele?

212. Una locomotora recorre 8 hm. 9 dam. 4 m. por minuto, jcuiantos
metros recorre en un segundo y cuintos kilometyos en 6,5 horas?

213. Fl1 paso ordinario de un hombre es 0,8 m., jcudnto tiempo empleard
un viajero para recorrer 40 kilémetros haciendo 100 pasos por minuto?

214. Siendo de 636,2 Mm., aproximadamente, el radio de la tierra, jcuén-
tas veces mayor es esta longitud que la altura de una montafia de 7821 m.?

215. Una resma de papel contiene 20 manos y cada mano 235 hojas, sa-
biendo que 50 resmas ocupan una altura de 6,70 metros, jcuil es en mm. el
espesor de una hoja de papel?

9216. Dos viajeros parten simultineamente de Buenos Aires para encon-
trarse en un pueblo situado a 270 miridmetros; el primero hace 45 hm. por
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nhora, el otro 4 km. por hora: el primero anda 8 horas por dia y el otro 10
horas por dfa, jcndnto tiempo empleardn uno n otro para hacer el trayecto y
de cudnto serd el adelanto en km. del primero que llegue, respecto del otro?

Areas

1
217. ;A cuantos cm.? equivale — dam.*?
4

218, ;A cuantos dm.? equivale 1 Mm.*?

219. ;A cudntos centésimos de mm.? eguivale un décimo de 22

220. Escribir con cifras las siguientes cantidades y efectuar luego la suma
de las mismas tomando como unidad el dm.*; ocho m.* veintidés cm.?, trecientos
veintiocho dm.?; siete dam.? ocho m.? ochenta em.?; nueve hm.? cincuenta y un
mil seiscientos veinte dm.?; sesenta y un mil ochenta y cinco em.?; veinticin-
€0 mm.*

2921. Expresar en dreas las siguientes cantidades: 14 dam.® 5 m.2?; 417 m.?
33 em.?; 8 km.> 7T m.2; 48025 m.2; 1235 hm.? 25 dm:2; 0,6 m.2,
22 Expresar en m.” las siguientes cantidades: 17,63 ha.; 5,79 a.; 0,07 a.;
" 64,4879 ba.; 16,25 ca.; 47 ha,

223. Efectuar la suma siguiente tomando como unidad el &drea: 17 a 82 ca.;

17 ha. 82 ca.; 170 ha. 8 a. 2 ca.; 82 ha. 17 a.; 8 ha. 217 «ca.; 9425 ca.

224, Bl area de una hoja de cartén es de 24 dm.? jen cnantos pedazos

de 16 em.? puede cortarse aquélla?

3 5

225, ;Cuél es el area equivalente a los = de 42 em.? y cuil a los —

& ‘
de 3 m.2?

226. La poblacion especifica de una nacion se expresa por el nimero medio
de los habitantes que encierra por km.. Sabiendo que la poblacion de una
ciudad es de 950891 habitantes y su drea de 181,41 km.2?, determinar su po-
blacién especifica. :

927. Un jardin pidblico tiene Z2ha. 50 a., jcudntas veces estd dicho jardin
contenido en la ciudad cuya érea es de 230 hectareas?

228, Una estancia de 85 ha. que habia costado 250000 § se vuelve a
vender en dos lotes, uno de 59 ha. 40 a. a raz6n de 4000 $ la hectirea; y
el restante al precio de 3500 § la hectdrea, ;qué suma se ha ganado o perdido
en la venta?

299, Sabiendo que los adoquines de granito tienen 22 cm. de largo por
13 de ancho, ;cufntos adoquines seran necesarios para adoquinar un terreno
de 5 ha. 9 a. 41,52 ca.? :

230. En el medio de un terreno cuadrado se ha construido un pabellon
cuadrado. Ta distancia entre la construccién y el lado de la propiedad es de
6 m.: sabiendo que el espacio que no ha sido ocupado por el pabellon es de
440 m?, cual es la extensién del terreno?

231. Una propiedad cuyo valor total es de 14778,70 § se compone de
una casa y de un terreno especial de 3,26 ha. Deduciendo 1392 § del valor
de la casa se obtiene el valor de 2 ha. de tierra, jcual es el precio de la
casa y cudl el del terreno especial?
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Volumenes

232, ;A cuéntos mm.? equivale un dm.??

233. 1Qud relacién existe entre el cm.® y el dam.®?

934, ;Qué relacién existe entre la centésima parte de 1 m? y la décima
parte de 1 mm.®?

235. ;Qué relacion existe entre la décima parte de 1 dm.® y la centésima
parte de 1 cm.3?

236. Bfectuar la adicién siguiente expresando el resultado en m.*: 9m.?
835 dm.? 27 cm?® + 25 m? 7 dm.? 3232 mm3 4 13 dm# 4 13 cm3 413
mm.? 4 437 em.? 70 mm.3. 1

237. BEnunciar las cantidades siguientes en base a las distintas unidades en-
teras: 9,268 m.3; 17,3472 m.?; 0,06 m.3; 0,009 m.3: 53,748723 m.? ; 0,00000009%
metros®,

238. Bl m.? de buenas mamposterfa cuesta 25 §, jcuanto costara 8 m.*
400 dm.* de la misma mamposteria?

239. Para construir una pared, se ha empleado 25 m? y 48 dm.? de mam-
posteria a 4,60 $ el m.? ;sa cuanto sale?

240, Un estanque tiene una capacidad de 4378 m.* 240 dm.?: y otro
3948 m? 700 dm.%, ;cudntas veces mayor es el primero?

241. Se ha construido una pared de 83 m.S® T0 dm.? con ladrillos de
2 dm2 400 em.?, jcuantos ladrillos se ha invertido?

242, ;Cuéntas cajas de 32 cm.® podridn colocarse en un cajon de 1 m.®
600 dm.3?

243, ;A cuintos m.? equivale 10 estéreos; a cuantos decistéreos equivale
15 m.2 835 dm.??

244. Relacionar con el decastéreo y con el decistéreo: 38,3 estéreos:
148,2 estéreos; 0,9 estéreos; 1289.8 estéreos.

245. ¢Cuantos decistéreos vale el doble estéreo? jcudntos decimetros ci-
bicos y cudntos décimos de metro cibico?

246. En un ineendio, un aserradero que contenia 340 decastéreos de lefia
se han quemado enteramente; si el decastéreo costaba 195 §, jcudl es la
pérdida ?

247. Un carrero ha transportado 48 estéreos de lefia en varios viajes:
su carro contiene 2 estéreos 4 decistéreos, jcuéintos viajes ha hecho?

248, Se ha empleado cierto namero de obreros para aserrar 390 estéreos
de lefia; cada obrero ha serruchado 32 estéreos 5 decistéreos, jcuantos obre-
ros han sido empleados?

249. Si el desistéreo de madera cuesta 1,75 §, ;qué cuesta el estéreo,

. el decastéreo, el doble estéreo y el medio decdstereo?

250. 1A cuéntos decilitros y centilitros equivale el decalitro?

251. ;A cuantos hectolitros equivale el decalitro, el decilitro, el dmJp3, el
décimo de m.?, el centilitro, el centésimo de m.3?

252. Efectuar la suma siguiente y expresar el resultado en litros: 44 1.
8 cl. + 55 dal. 7 dl. 4+ 61 el. + 16 hl 28 dl. + 15 dal. 802 cl. + 1 el
+ 729 1. 40 el

253. Tomando el dl. como unidad, expresar los nfimeros siguientes: 47 1.
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2 ¢l 60%dal. T dl:; 7602 el 9 L 20,75 hl.; 99- dl: 235 1.5 0,19 L;-28
dal. 28 .el.; 1001,1 1.

254. Convertir en m.? las cantidades siguientes: 5470 1.; 21 hl.; 3675 dal.;
89057 hl.; 29 .ecl.; 0,004 1.

255. Un hombre puede transportar 13,5 dal. de trigo, iecuantos viajes
hard para transportar 66,15 hl,?

256. Se quiere llenar de agua un {rasco de 75 c¢l. con un dedal de 2,5
cm.?, jeudntas veces serd necesario vaciar en el frasco el contenido del dedal?

257. ;Cuantos dobles decilitros debe verterse en un decalitro para llenarlo
hasta la mitad?

258. Un algibe contiene 474 m.® de agua; diariamente se extrae 96 baldes
de 22,5 litros cada uno, ien cuanto tiempo se vaciari el algibe?

259. En una quinta de 5 ha. 40 a. se ha plantado manzanos a razon
de 75 por ha. Si un manzano produce, término medio, 18 dobles decalitros de
manzanas y gue un hectolitro de manzanas produce 50 litros de cidra, jcuédn-
tos hectolitros de cidra produce la quinta?

260. 1 dm.* de hielo pesa 0,9189, zcuil es el peso en menos de 1 kg..
de aproximacién de un block de hielo de 53 X 27 X 0,039, m.3?

Pesas

261. Reducir hectogramos a miligramos, kilogramos a dobles decigramos ;
medios decagramos a toneladas.

262. Tomando el kg. como unidad, ;qué unidad representan los milési-
mos, las decenas, los décimos, los diez milésimos, las centenas, los centésimos,
los millares, los cien milésimos, los millonésimos?

263. Bfectnar la adicion siguiente expresando el resultado en decigramos:
58 g. 2 mg. + 40 dag. 9-dg. + 71 cg. + 3 kg. 50 g. -+ 1 mg. + 7 hsg.
+ 80,025 dag. + 1 t. i

264. Cudl sera el peso de los siguientes volimenes de agua pura: 38 1.;
4,23 hl.; 0,39 1.;.23,48 1.; 253 dl; 18 m.*; 3,4 m3; 0,5 dm3; 439 cm.®;
8,66 1. ; 4’ cl; 2,045 1.; 5;21 ¢l

265. Qué pesas deben colocarse en el platillo correspondiente de la ba-
lanza para efectuar las pesadas que se expresan a continuaciéon, disponiendo
de las siguientes pesas:

Una de 500 g., dos _de 2 hg., una de 1 hg.;

Una de 50 g., dos de 20 g.; una de 10 g.;

Una de 5 g., dos de 2 g., una de 1 g.

Pesadas a efectuar: 25 gr.; 250 g.; 13 g.; 7 g; 9 g.; 47 g.; 749 g.;
3,6 hg.; 1 ke ; 999 gr.

266. Cudl es el peso total de un barril de aceite sabiendo que su capacidad
es de 225 litros, que vacio pesa 63,5 kg.; y que la densidad del aceite es 0,92.

267. Un pan de azticar pesa 9 kg. 40 dg., jcudl serd el peso de 548
panes de azficar de igual especie?

268. Un recipiente vacio pesa 15,875 kg., lleno de alecohol pesa 3839 dag.,
;cudl es su capacidad, sabiendo que la densidad del alcohol es 0,797

269. Un block de hierro cuyo volumen es de 5830 cm.? pesa 44 kg. 891 g.,
icual es la densidad del hierro?
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9270. Un rollo de alambre pesa 20,988 kg.; se quiere fabricar con él
clavos de 37,5 mm. de longitud, ;cudntas docenas de clavos podrda fabricarse
sabiendo que el metro de alambre pesa 1325 gramos?

271. Una barra de hierro tieme 2,45 m. de longitud, 7 c¢m. de ancho ¥y
0,025 m. de espesor, jcudl es su peso sabiendo que el dm.3 pesa 7,7 kg.?

279. Un tonel vacio pesa 40 kg. 5 dag.; lleno de agua pesa 578694 gramos,
geuantos litros de agua es preciso extraerle para que pese tnicamente 2638
hg.? jeudl es la capacidad del tonel?

273, ;Cual es el peso de un pedazo de tiza de 0.05 m. de longitud
0,01 m. de ancho y 0,01 m. de espesor, siendo la densidad de la tiza 2,17

974. Se puede extraer de un guintal de trigo 52 kg. de almidén. La hecta-
rea de tierra produce 1363 litros de trigo y el hectolitro de trigo pesa 78 kg.,
icual es el peso del almidén que podrd extraerse de la cosecha de trigo de
un terreno de 36435 m.2?

975. A volumen igual, el corcho solo pesa 0,25 del peso del agua,
scudl es el peso de cien tapones de corcho de 41/: em.??

9276. Un mercader vende 137 dag. de azicar, se pregunta ;qué pesas ha
puesto en la balanza y cuil serfa el volumen de agua que equilibra al azdcar?

277. ;Cuantos dm.? de aire hay en una caja de 0,54 m. de longitud,, 0,45 m.
de ancho y 0,31 m. de alto? ;qué pesa ese aire a razén -de 1,3 gr. el dm.3?
ieuantos dm.? han sido necesarios para construir esta caja?

Monetarias

278, ;Cuantos pesos existen en 425 centavos? jen 1457 centavos?

279. Restar 81,25 § de 100 §.

280. ;Cuéntas monedas de 100 francos puede acuiiarse con un kilogramo
de oro?

281. ;Qué suma en plata pesa 1 kg.?

282, ;Cuéntos argentinos se requiere para ootener 5 millones de francos?

283. Siendo de 1:.')y2 1a relacion legal entre las monedas de oro y las
de plata, gcual serfa el peso de una moneda de plata de 20 francos?

9284, ;Cuanto cobre habria que agregar a 5 kg. 40 dag. de plata para
obtener moneda francesa, y qué suma se obtendrfa despreciando los gastos de
fabricacion ?

285. ;Cudl es el peso de 692 pesos en oro a la par?

9286. Suponiendo que un hombre pueda cargar 75 kg., iqué suma en oro’
y cudl en plata podrfa cargar?

287. En uno de los platillos de una balanza se pone 8§ monedas de 1 §
argentino en plata, 17 monedas de 2 francos, 21 monedas de 2 centavos ¥y
300 gramos: en el otro platillo se pone un frasco vacio cuyo peso es de 152 g.,
{qué volumen de agua serd necesario introducir en el frasco para establecer -
el equilibrio?

288, Hallar el peso de oro puro. asi como el de cobre contenido en una
suma compuesta de 12 argentinos y 4 .Dpiezas de 10 francos.

9289, Un obrero que gana 3,80 $ por dia y trabaja 6 dias por semana;
después de 52 semanas de trabajo solo ha recibido una suma que, en plata,
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pesarfa 5,396 hg., icuantos dfas ha dejado de trabajar y a cudnto alcanzan
las economias del obrero si su gasto medio es de 2,75 § diario?

9290. Una bolsa con monedas de plata tiene un peso neto (es decir, sin
contar el de la lolsa) de 4495 g compuesto del mayor ntdmero posible de
piezas de 5 fr.. luego de las de 2 fr., de las de 0,50 fr. y de las de 0,20 fr.
;Qué namero de piezas de cada clase existe dentro de la bolsa ?

291. Una pila de piezas de 20 francos, cuyo valor es de 1000 fr. tiene
una altura de 64 mm. ; una pila de piezas de 5 francos en plata valiendo 100 fr.
tiene 54 mm. de altura. Calcular con estos datos, el espesor de cada una
de las monedas: la altura de una pila de oro de valor de 5 mil millones ;
la altura de una pila de monedas de 5 fr. valiendo también cinco mil millo-
nes de fr.

Hjercicios diversos sobre el sistema métrico

202. Un terreno de 3 ha. 15 ca. se ha pagado 27000 '$, sa cuanto serfa
menester vender el m.? para obtener una ganancia de 17 pesos por area?

293. Dos personas efectian un cambio; la primera cede a la segunda
lefia, y ésta le entrega vino, a saber: 0,05.1. de vino por 0,002 m.? de lefia.
;Si la primera entre 3 estéreos ¢ decistéreos de lefia, seuanto vino debe
entregar la segunda?

204. Un balde lleno de agua pesa 17,750 kg., cuando se saca la mitad
del agua so6lo pesa 10,50 kg., icudnto debe pesar cuando vacfo y cudl es su
capacidad?

205, ¢Cuantas monedas de 20 centavos en plata se necesitan para equi-
librar en una balanza un vaso que pesa 0,7 kg. conteniendo tres litros de agua?

206. Un cultivador posee 32 kg. de semillas de trébol con los cuales desea
sembrar a razén de 22 kg. por hectarea un terreno de 208 m. de longitnd,
icudl es el ancho del terreno?

207, Diez litros de nieve, al fundirse, producen 1 litro de agua, ¢cudl
es el peso soportado por un techo de forma reectangular teniendo 25 m. de
Jongitud y 6.80 m. de ancho encima del cual la nieve forma una capa de
espesor uniforme de 7 cm.?

298, Bl agna proveniente de la fusién de la nieve expresada en el ejer-
cicio anterior se recoge en “un recipiente de 12,25 m. de longitud por 3,40 m.
de ancho, ;a qué altura alecanza el agua en el recipiente?

299. Un lingote de plata pura pesa 2,468 kg, quiere acufiarsele en mo-
nedas. de manera que se tenga un nfimero igual de monedas de 5 y de 2 fr.,
;qué peso de cobre habri que agregar y cual sera el valor total de las piezas
fabricadas? .

300. Una botella de 0,75 1. pesa, vacia, 250 gr.: llena de alcohol hasta
las dos. terceras partes de su capacidad pesa 660 g. Se compra 24 botellas
enteramente llenas de este alcohol, cuyo peso bruto es de 21,165 kg. Se pre-
gunta si hay fraude y, en caso afirmativo, cuantos litros de agua se ha
substituido al alcohol puro?

301. Dos barricas llenas de vino de 80 $ el hectolitro se han vendido

a precios que difieren de 36 $. Se sabe que los de la ecapacidad de la pri-

@]Ul
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10
mera equivalen a los — de la capacidad de la segunda, jcudl es, en litros,
13

'a capacidad de ambas barricas?

302. Una persona compra un litro de leche y tiene la precaucién de
pesarla. Hncuentra wun peso de 1 kg. 24 g ; ahora bien, un litro de leche
pura debe pesar 1 kg. 30 g. Admitiendo que lo que se ha vendido por leche
pura sea una mezcla de leche y de agua, se pregunta, ;cudntos centilitros de
*leche pura y cufintos de agua componen el litro vendido?

303. Para disminuir una carpeta rectangular de 1,75 m. de longitud por
1,56 m. de ancho, se ha quitado de los cuatro costados una tira de género
de 0,11 m. de ancho. Esta carpeta ha sido luego forrada enteramente con un
género de 0,67 m. de ancho al precio de 32,60 fr. la pieza de 120 m. y
luego bordeada con un cordon de 4.30 § la pieza de 100 metros, ;cuil es el
precio de la reparacion efectuada y qué superficie de género se ha quitado?

304. Un m.3 de estiéreol pesa T50 kg. en circunstancias de venderse. Se
pregunta jcudntos miles de kg. de estiércol se necesitari para cubrir un campo
de 38 areas, sabiendo que se exparse 80 m.? por hectdrea?

305. Una, canilla suministra 3,60 1. de agua por minuto: dejandola abierta
durante 4,35 horas, ja qué altura subird el agua en el estanque correspon-
diente sabiendo que éste tiene la forma de un paralelepipedo recto rectangular
cuyos lados inferiores son de 1,5 m. y 0,80 m.?

306. Sabiendo que un litro de semilla de lino pesa 62 dag. y que la

§2
semilla en cuestién puede producir aceite a razén de los — de su peso, se
i)
pregunta ;qué suma se obtendrd con la venta del aceite suministrado por la
semilla recogida en un terreno de 16 V_, a., admitiendo que cada 4rea sumi-
nistra 12 litros de semilla y .que el aceite de lino vale 1,50 fr. el kg.?

807. 3Cual es el peso de las monedas contenidas en un saco sabiendo que
se compone de 8 argentinos, 7 monedas de 5 francos en plata, 24 monedas de
0,5 fr. y 3 monedas de 0,10 fr.?

308. Un posadero ha comprado 45 bharricas de vino, de 225 litros cada

2 } 1
una, a 125 § la barrica. Vende —3— de ese vino a 0,65 §$ el litro; el S a 0,60 §
B
el litro y el resto a 0,55 $§ el litro, ;qué beneficio ha obtenido?

“309. Se quiere hacer una aleacién con 100 fr. en piezas de plata de 5 fr.;
50 fr. en monedas de 2 fr. y 25 gramos de cobre puro, icuil es la ley de
la aleacién asi obtenida?

310. Un lingote de aleacién deé plata y cobre tiene por ley 0,840 y
ha sido obtenido haciendo fundir en wun crisol dos lingotes de diferente ley,
los cuales han suministrado: el primero 1417,5 g y el otro 15781,5 g de
plata fina. El que suministré mayor peso de plata, suministré también 2961 g.
de cobre mas que el otro, ;cudl era la ley de cada lingote?
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§ 2.— EXTENSION DEL/SI STEMA METRICO

OTROS SISTEMAS DE UNIDADES EN Uso (%)

128. a) Extensién del sistema métrico. —— Fuera de Francia el sistema
métrico fué adoptado desde los comienzos del siglo XIX por algunas provin-
cias de Italia; en 181G se le declard obligatorio en los Paises Bajos, a la
saz6n reunidos (Bélgica, Holanda, Luxemburgo). Espafia lo. acept6 en 1849,
v desde 1860 las adhesiones fueron cada vez en aumento. Hn 1872, una
Comisién Internacional, en la que estaban 30 estados representados, se reunio
en Parfs por invitacién del gobierno de Francia a fin de establecer los pro-
totipos internacionales. Para la ejecucion de los nuevos prototipos del metro
v del kilogramo se tomaron, como punto de partida, los patrones de los
Archivos franceses.

Una oficina internacional de Pesas y Medidas fué creada de acuerdo con
una convencion diplomética en 1875 (Convencion del Metro) ; se instalo” en
<l pabellon de R‘reteuil (Sevres). Su misiéon fué construir y conservar los
patrones definitivos y compararlos con 1los patrones nacionales suministrados
por los diversos estados.

Los patrones definitivos del metro y del kilogramo fueron sancionados
por la Conferencia General de 1889 y depositados en los s6tanos del pabellon
de Breteuil (Sévres). :

Actualmente (1937), treinta y tres estados se han adherido a la Con-
vencion del Metro, a saber: Alemania, Argentina (*%). Ausiria, Bélgica, Bul-
garia, Canada, Chile, Dinamarca, Espafa, Estados Unidos de América, Finlan-
dia, Francia y Algeria, Gran Bretaiia, Tlolanda, Hungria, Iran. Islandia, Italia,
México, Japon, Noruega, Pert, Polonia, Portugal, Rumania, Siam, Suecia, Suiza,
“Pehecolosvaquia, Turquia, Uruguay, U. R. S. 8. v Yugoslavia.

Desde la conferencia de 1872, los progresos del sistema métrico han sido
muy rapidos.

Actualmente ese sistema es tedricamente obligatorio en los paises siguien-
tes: Afganistan, Alemania, Argentina, Austria, Bélgica y Congo Dbelga, Bo-
livia, Brasil, Bulgaria, Chile, Colombia, Costa Rica, Cuba, Dinamarca e Islan-
dia, Ecuador, Espaiia, Estonia, Filipinas, Finlandia, Francia y Colonias fran-
cesas, Grecia, Guatemala, Haitf, Holanda y Colonias, Honduras, Hungria, Iran,
Italia con la Tripolitana y la Cirenaica, Letonia, Lituania, Luxemburgo, Malta,
Marruecos, Mauricia, México, Nicaragua, Nippon (Japén), Noruega, Pert, Polo-
nia, Portugal y Colonias, Rumania, Salvador, Seychelies, Siam, Suecia, Suiza,
Siria (Libano), Tehecoslovaquia, Tinez, Turquia, U. R. 8. 8., Uruoguay, Vene-
zuela y Yugoslavia,

(*) Annuaire pour Udan 1937 publié¢ par Le Bureau des Longitudes.

(**) En la Repiiblica Argentina el sistema métrico es obligatorio desde el
1.0 de enero de 1878, en virtud de la ley n.° 845, de julio 13 de 1877 ¥
decreto reglamentario de la misma; de junio 27 de 1878
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Tiene uso facultativo en Abisinia, Canada, Dominicana (Rep.). Egipto.
Jstados Unidos de N. A., Gran Bretana, Irlanda, Panama, Palestina, Paraguay,
Union del Africa del 8. En China la ley autoriza al Ministerio del Comercio
para declararlo obligatorio en las administraciones de su dependencia, y ya
1o es en los ferrocarriles.

129. b) Medidas inglesas y estadounidenses. — Las unidades [undamenta-
les del sistema que utiliza Inglaterra estdn definidas por los patrones - tipo: la
varda, que es la distancia a 620 Farenheit (16°2%/3 c¢.) entre dos trazos grabados
sobre pastillas de oro sostenides por una barra de bronce, llamada la *“‘Imperial
Standard Yard”, y la libra *‘Aveir - dupois™ (pound) que es la masa de un
patrén en platino llamado “Imperial Standard Pound’.

En los Estados Unidos de Norte América las unidades homénimas de las
inglesas estan definidas por sus relaciones con las unidades del sistema métrico :

3600
1 yard (U. 8. A) = m.
3937
1 pound av. (U. 8. A) = 0453592428 kg.
(ley del 28 de julio 1866 confirmada en 5 de abril 1893 por el “Secretary of
Treasury’).

130. Resulta de esas definiciones que los factores de conversion entre las
unidades americanas y las métricas estan fijadas con caracter invariable, mien-
tras que las unidades inglesas y métricas quedan sujetas a revisiones en cuanto
se haga cualquier nueva determinacién experimental. Y asf, las dltimas medidas
han dado los nameros siguientes:

1 yard (G. B.) = 0.91439841 m. (en 1928)

1 pound (G. B.) = 0453592338 kg. (en 1933)
que acusan, respecto de 10s valores americanos, un apartamiento de 3 millo-
nésimos para las longitudes y de 2 diez millonésimos paré las masas. Esos
niimeros generalmente utilizados por los metrdlogos, son ligeramente distintos
de aquellos que resultan de los valores legales. que se dan a continuacion, -los
cuales datan, respectivamente, de los afios 1895 y 1883,

Longitudes !

Inglaterra E. U. de N..A.
Inech +(2<)3 i c(RO00" wuil), .ol le Riort- L0 25,309978 mm. 25.4000508 mm.
Hoot it el FES (LA M), anlt 2200 304. 79074 mim. 304,80061 mm.
Nardy d = BNTE) It Lo 914,3992 mn. 014,40183 mm.
Fathom * (8 1)~ 1 Lol gn savdigih 8287984 m. 1,8288037 m.
Pole i (o perehu) (168 fb) ‘.. . s 5,0291956 m. 5.0292101 m.
G (22 a5 - st S L L 20,116782  m. 20,116840 m.
Trleng (220, Yd)ri o s ies vaah i 201,16782  m. 201,16840  m.
Mile (statute) (1760 yd) ........ 1609,3426 m. 1609,3472 m,
Mile (nautical) (6080 ft) ....... 1853,1824 m. —
Mile (nautical) (6080,20 ft)  .... — 1853,2489 m.

(*) Inch o pulgada se representa asf: (In, /). La milésima parte de um
inch es un mil.

(**) Foot o pie, se representa por (Ft., ’’).
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Areas

Inglaterra K. U.de N. A.
Sgaarei-Ineh Vo s R e b it Vet e 6,45159 cm.? 6,45163 cm.*
Square foot (144 sqg. in.) ............. 929,029 ecm.? 929,034 cm.?
Squape’ yard- {97 800 BE) 1t s il s 0,836126 m.? 0,836131 m.2
Acre (4840 8q.0 Yyd. ) . .ol I 40,4685 a. 40,4687 a.
Square mile (640 acres) . .-........... 258,998 ha. 259,000 ha.

Voliimenes
L) (IR il - st SR B0 S e T D o 13,3870 em.? 13,3872 cm.*
Gy s oot Al o s ol el et BTV E et b ons 28,3168 dm.? 28,3170 dm.?®
A LRI e S, RS A R B sl ey YOS Kl 5 B 764,553 dm.® T64,556 dm.®
Capacidades
Bashel hEHap! 'sos 05 tngieh e sl JU b s 35:3677 1. 35,2383 1L
SallOn)  (GAEY L & o ooy et e ot b boriteia Bzl by 4,54506 1. 3,78533 )
Quant = (Qe)sEe sl nl S e A 113649 1. —
47270 L0 B 11 E D e I by BN N S R SR T O e — 0,9463331 1.
BIRE PP EN R e el e S S e 0,568245 1. —
(¢ ¢ 0 T PSR T vopl ool I B 5 B WS 2y iy 0 48 0,142061 1. —
Fluid ounce (480 minims) ..........e..4 28,4123 ml. 29,6729 ml.
Fluid drachm (60 minims) ............... 3,50153 ml. 3,69661 ml.
M s T OB e e b v e AR 0.0591922 ml. 0,0616102 ml.
Magas

1.2 Medidas Awoir du poids (empleadas generalmente) :
REai W TOBDIDY, il e 37t Srmttingi e A i s 414 i LB 5 iy a T 64,7T98918  mg.
Bran dr (/256 THY0 5 50r ahl 8 bl hieis s settilscs ryrat g iteve 1,7718454 g.
62 AT 0 W LR e i ) So R B D S e I B 28,34953  g.
FORILL - TH L & o i s i e sl Il o et ts Vv ot et A g v i 453,692428 g.
Saort Won’ {2000, THY us e s Sk, I e et o cony Kal ekl 907,1849 kg.
NEONE: (T4 T UD) | 5 ey T8 5 SR Rt et T s (8 (5 i B 6,350294 kg.
Hundredwelgh, o v (X122 3h) oS ted ML e i LT s o s 50,80235  kg.
Ton 2240, 10 = RO VOWEN. o5 o imittit me s 5 ov s s i SR g 1016,047 kg.
2.0 Medidas Troy (usadas para los metales preciosos) :
GERITY LEr L e RS 1 s S (TR Rl Hh bl L R S 64,798918 mg.
Penpny WOIEht (24 Sralfig) ' 55 s ailims atirs s5 s & Alearswis 1,555174 g.
Mroy) ounice:: (480 sgraine)ifs . e IR VIR Sl o LG - e 31,10348 ¢g.
Proy ' Dound (DT B0, eraing) iy il s aeabanry sk ale, datunsia-sta ol 373,2418 =
3.0 Medidas Apothecaries (usadas en farmacia) :
GEain HAPT000 B s 10 R e Rl o L A el 64,798918 mg.
Saruple (20 SYATMEY L, i s 45 etaty Wi p L G mezad iy a e 1,295978 g.
s e I R 8y IR I a0 e, SO (R WA T e 3,887935 g.

Troy ounce (480 grains)

31,10348  g.
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Monetarias
St ( Soberano, 20 shilling (£). 7.988g.)0,9162%/3fino  5.044 § oro arg.
et
i (§74 soberano, 10 shilling . 3.994 g.) 2.522 »
, Corona, 5 shilling ...... 28.276 g.\ 1.161 »
T4 COTONMA  ....oonieen.. 14.138 g. 0.582 »
Plata 2 florines, 4 shilling ... 22.620g. 0.928 »
QALY (70 [ s M Rl S 11.310 g.( 0.925 fino 0.464 »
BhiTHngy c(sa)e © ool Al 5.655 g.\ 0.232 »
. 6 peniques (y2 shilling) (d.) 2.828 g./ 0.116 »
Moneda corrviente! 1 guinea (21 shilling) ......... ... 5.296 »

139. ¢) Otras unidades de medidas usuales:

Hegunimarizal oageogTAfica il Lol 1 S i e et i b e 5555,5565 m.
TIEZUASHOTLORIPE | U i tlete W s, P4 Seah e @ista73 Pl R sl & 7 KA 4[5 Sosnsas ald ey s 4444444 m.
IBHEE S RTRT IR s o it Sy, i B L G e o Al s, 1852,000 m.
Y EALY B EE o R T ey e o e S ot v 5 e st SR i P 2055 mg.

140. d) Divisién de la circunferencia y de los angulos:

Para apreciar porciones o arcos de circunferencia se supone dividida la
circunferencia en 360 partes iguales que se llaman grados, cada uno de éstos
en otras 60 partes iguales que se llaman minutos, y éstos en 60 partes iguales
o segundos. Bl grado se indica con el signo °; el minuto con ’ y el segundo
asi: /. Un arco de 46 grados 22 minutos y T segundos se escribird por con-
siguiente : 4302277,

1.0 mismo ocurre para con los dngulos: el dngulo recto se supone dividido
en 90 grados, cada uno de ¢stos en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos.

Esta division se llama sewagesimdl.

141. Otro sistema consiste en tomar como unidad el cuadrante o el dngulo
recto, v las divisiones son centesimales,

Refiriéndonos s6lo a los dngulos, tendremos el siguiente cuadro:

Simbole Valor

ENGUTo  recko T iy . Sy B s s el S LBt B T A D 13D
Grado) . (centesimal)s . 5 v vile e e SUSUN LSO qr 1/100 D
005 0 £ s Lo e Rt b S ECE 1 %~ U LRI, S o, - dar 1/1000 D
CONtICPRA0 -k ¥ an oo o s Cr gy il e Aoy tises S DY e egr 1/10000 D
R 2 o Y e S BRI B e T e ST e mg 1/100000 D
Grado (5eXageSImAL). . .0 an s enn s v e s e e b 36 d o °(*) 1/90 D
Minuto de angulo ....... A R LS R AR e A 2 1/60 d
SNoeido - Te=anBHI0! Ly o5 2o vt s o8 s ers betielt koo ¥ srezs /5 2 1/60

(*) Bl simbolo ° puede emplearse cuando, por la naturaleza de la unidad
considerada, no puede haber dudas, especialmente cuando el dngulo comprende
también minutos.

e e ae
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142. Refiriéndonos a la circunferencia resultan asi las siguientes corres-
pondencias :

Sistema Sistema

dexagesimal centesimal

\ 200 4 100 gr.

Cuarto de circunferencia (cuadrante) | 5407 o, 1000 dgr.
i | 10000 cgr.

100000 mgr

/
143. e) Antiguas medidas y pesas espafiodas. — Como aun suele usarse entre
Tosotros, en parte, el sistema antiguo espafiol de pesas y medidas, indicaremos
este dltimo someramente, dando también su correlacion con el sistema métrico
decimal. *

144. Unidades de longitud:

HBquivalente en metros
legal (*) wusual (**)

Legua (lg.) equivalente a 40 cuadras .............. 5193,60 5190,0

Cuadra (cd.) equivalente a 150 varas ............. 128,99 129,90
Vara (v.) ‘equivalente a3 DI6S ..o oot v oy oo i 0.8666 0.866
Pie (p.) equivalente a 12 pulgadas ..:.. . ., .cotousis 0,2888 0,288
Pulgada (plg.) equivalente a 12 lineas ........ ey, ofs 0,02407 0,024
Linea (1) equivalente a 12 puntos .........«c..... 0.002006 0,002

La unidad prinecipal era la warg, la que, en ciertos casos, solfa dividirse
en dos medias varas o codos, en cuartas o palmos, y el palmo en 12 dedos.
145, Unidades superficiales:
Equivalencia en metros cuadrados

L legal usual
Yiogua! etad. —=-"1600 ecd2" . . .. Aus .8 2703584,00 26G998416,0
Cuadry eugd, =, 220500 72" 1 Rt Hons 16897.40 16897.4
Vaka, eadl == ipin s s i e e e 0,750995 0,749956
Pl cuad: =t 4d plg i S i e 0,083444 0,083328
Puleada euad. . — T4 2 o] TS T T s 0,00057947 0,000579
) 45 -1 T 111 e o e R e e S e 0,00000402 0,000004

Se solia usar también la manzana que era un cuadrado, en general de
140 varas de lado; el cuarto de tierra que era un rectidngulo de 17 14 varas
1

de frente por 70 varas de fondo, o sea — de manzana. También se usaba el
16

solar, el sitio, ete.

146. Unidades de volumen:

Varas cRbiea e S ol oo Lt B bt o ks e eniL I B =20, pies ctbicos
e BUBICO = s Bate s e T R 12% = 1728, pulgadas cfibicas
PolzHde olbICAT 1z s b s T D s S 123 = 1728, lineas ctihicas

La wunidad principal era la vara ciibica.

é*) Decreto del gobierno de la provincia de Buenos Aires de 29 de julio
de 1881.
(**) Hstablecida por el ex Departamento de Ingenieros.
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147. Unidades de capacidad.— Para liquidos :
Equiv. métrica

litros
°
Pipa (pp.) equivalente a 4 cuarterolas o 6 barriles ......... 456,02647
CUBTET TR s5 s il dests o e i aTA R 4141 8 p4 o e[ &idianminta s ¥ o038 o 3 0 8 2 114,00661
Barril (bar.) equivalente a 32 frascos ........c.ccccecvenveen 76,00438
Frasco (fr.) equivalente a 4 CUBrfas .........coo-voeeeeoerees 2,376137
Cuarta (ct.) equivaleﬁte a 2 medias cuartas .......ice e 0,5937844
Media cuarta, equivalente a 2 0Ctavas ........c.....cenneacin 0,2968922
(D sl narkamee sy SR} SR She o SRS, - B T N SO SR P g el 0,1484432

La unidad principal era el frasco. Se usaba también el galdén. equivalente
8
a — de frasco, y la caneca, equivalente a 8 frascos.
5
Para aridos :
Equiv. métrica

decalitros
Fanega., equivalente a 2 medias fanegas ............... 13,7272
Media fanega, equivalente ‘a 2 cuartillas ........... alhs 6,8636
Cuartilla, equivalente a 2 medias cuartillas: ............ 3.4318

148. Unidades de peso.— Del comercio:
Equiv. métrica

kilogramos
" fonelada (ton.) equivalente a 20 quintales ................ 918,80
Quintal (qq.) equivalente a 4 arrobas 45,94
Arroba (@) equivalente a 25 LDras .....c.c..oiivavranenn. 11,4850
Libra (Ib.) equivalente a 16 ONZAS ...vwvceveercrurnmsae.ns 0,4594
Onza (onz.) equivalente a 16 adarmes .................... 0,0287125
Adarme (ad.) equivalente a 36 granos ................... 0,0017945
AT § gt bhvye g e s o ikt w2 dless T R Ol v N SN el & skava s 4 0.000049848
Pesada de cueros secos, equivalente a 35 1b.
» » salados, equivalente a 60 1b.
» » de carnero lavados, equivalente a 30 1b.

Farmacéuticas : Equiv. métrica

gramos
Libra, equivalente a 12 ONZAS . ..........cerneaananaiiniy 344,55
Onza, equivalente a 8 ArACMAS .. ...v.ensieoiinnanannenn 28,7125
Dracma, equivalente a 3 escripulos ...............co... 3,089
Escripulo, equivalente a 2 dvalos ............ R I I 1,1963
Ovalo, equivalente a 12 granos ............c.c..veveeians 0,5981
Gpanolirmesd 85y RSN i b T et R Y SR el e B Lt 0.04985

Monetarias :
La onza de oro, equivalente a 15,75 pesos fuertes.
El peso fuerte (5.17 francos), equivalente a 8 reales.
El real, equivalente a 12,50 centavos.
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De estas unidades antiguas atin se nsa la vara y la vara cua-
drada, equivalentes, como se ve, a 0,866 m. y 0,751 m.* aproxima-
damente. De aqui la siguiente:

149. Regla.— Para reducir aprovimadamente varas a metros,
se multiplica por 0,866 para reducir metros a wvaras se divide por
0,866 o se multiplica por 1,1547. Para reducir varas cuadradas a
melros cuadrados se multiplica por 0,751; pura reducir metros cua-
drados a varas cuadradas se divide por 0,751 o se multiplica por 1,331.

EJERCICIOS
Medidas inglesas

311. Multiplicar 8241 £ (*) 9 s, 1114 d. por 945 y dividir el resultado

por 319. .
312, 4 Cual es el costo de un telegrama enviado a 3800 millas sabiendo
que el telegrama se compone de 300 palabras-inglesas y 150 persas siendo de’
‘/3 d. por milla el costo de la transmision de cada 50, palabras inglesas y 34 d.
el costo de la transmisiéon de cada 30 palabras persas, por milla?

313. La suma de 7 % d. ha sido repartida entre tres personas, A, B y C,
de tal manera que A recibe 1% d. més que C, y B 2% d. menos que LA i1
un soberano se reparte en la misma forma, ;qué suma recibira A, B y C?

314. El ntmero de alumnos de un colegio aumenté de cuarenta a cin-
cuenta, habiéndose de esta manera obtenido una economia de 2 £ 5 §. por
alumno. Si el aumento total en el gasto es de 525 £, ;cudl es el costo de man-
tenimiento de cada uno de los 40 alumnos?

315. El namero de pasajeros de segunda clase de un tren es tres veces
mayor que el de primera clase; el nfimero de los de tercera clase excede al
de las otras dos clases juntas en 36 unidades. Kl pasaje por milla de primera
clase es doble del de segunda y triple del de tercera: si la distancia media
recorrida por cada uno de los viajeros de 1.* clase es de 120 millas, la reco-
rrida por cada uno de los de 2.* clase 50 millas y por los de 3.* 25 millas,
y si el gasto total efectuado es de 390 £ 1 s. 8 d. jcuantos pasajeros de
cada clase han viajado?

316. Si 121 toms. 1T cwt. 2 qrs. de carbén cuestan 137 £ 2 s, 2% d.,
scuil es el precio de la fon. y qué precio por ton. debe pagar un obrero si
paga T Ibs. por cada penique?

317. Siete partes en peso de oro se mezclan con ocho partes en peso
de plata, y el peso del total es 250 ozs., ;cudl es el valor de la mezcla siendo
el precio del oro y de plata respectivamente de 3 £ 17 s. 9 d. vy 40 % d. la onza?

318. Sabiendo que 5760 grains forman una libra (pound) 7Troy y que
7000 grains forman una libra avoir du poids, hallar cudntas libras y onzas
Troy equivalen a 3 grs. 12 libras avoir du poids.

\

(*) El simbolo £ se escribe, en la préactica, delante del ntmero que 1o
afecta, pero en obsequio a la logica, lo escribiremos después, como 10s demas
sfmbolos de unidades.

1
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319. ;Cuéntos postes de telégrafo se requieren para sostener un hilo de
78 mi. 3 fur. 16 rods., suponiendo que el intervalo entre cada poste sea
de 99 ft. :

820. Un chimenea es protegida por un pararrayos constitufdo por 17
barras de cobre, las cuales se atornillan una con otra en 3 in. en cada junta.
Las tres barras méas altas tienen 7 pies cada una de longitud total, las ocho
siguientes 11 ft. cada una, y las 6 dltimas 13 ft. cada una. Bl pararrayo
sobresale 6 ft. encima de la chimenea ¥y esta enterrado en el suelo 9 ft., jcual
es la altura de la chimenea?

391. Un club de cricket compra un terreno de 10 ae. 3 ro. 28 po. por
la suma neta de 17500 £, geudl es el costo del acre?

399, Determinar el nfimero de links (cadenas) cuadradas de un terreno de
314 acres de extension, sabiendo que una cadena de agrimensor de 100
links tiene 22 yds. de longitud,

293, Reducir 35469099 cub. in. a ft. cub.

394, Un lechero compra leche a 10 d. el gallon, vende diariamente 57
gais., inclusos los domingos, ia qué precio debe vender la qt. para obtener
un provecho anual de 346 £ 15 s.?

25. Si un pie cabico de agua pesa 1000 0z., jcudntas yardas cdbicas de
agua pesan 337 % toms.?

396. Si Neptuno se halla a 2706920000 millas de distancia de la Tierra
y si la luz recorre 185000 millas por segundo, ;qué tiempo invertird para
pasar de la Tierra a Neptuno.

327. Un buque sale de Plymouth el 28 de junio a las 6 a. m., llega a
Auckland a las 9 a. m. del 14 de agosto. Ha hecho escala en Tenerife, en
el Cabo, y en Hobart, perdiendo exactamente 2 14 dias en estos puertos. Sa-
biendo que la distancia fotal recorrida es de 12500 millas, jcudl es el camino
recorrido por hora por el bugue?

3928, 990 gals. de cerveza comin y 3474 gals. de cerveza doble, deben co-
locarse enteramente en barrilles del mismo tamafio ¥ lo méas grande posible
sin mezclar ambas clases de cerveza, iqué capacidad debe tenmer cada barril ?

329. Kl oro cuesta 8 £ 17 s. 10 % d. por onza, ;jcudl es el menor nfi-
mero de onzas que puede acufiarse para obtener un ntmero entero de so-
beranos ?

350, 4Cual es la longitud mayor de las que 18 wds. 1 ft. 3 in y 20 yds.
1 ft. 9 in. son miltiplos? A

331, Hallar el m. c¢. d. de 36 £ 0 s. 4% d.; 48 £ 14 5. 714 d. ¥
861 £ T s. 4% d.?

332. ;Cual es la menor suma de dinero que contiene exactamente las si-
guientes sumas: 5 s. 5 d.; TR Al T e T dny B 8 11 d.¥

333, Hallar la menor longitud que contiene exactamente: 6 yds. 5 in.;
6 wds. 2 ft. T in.; 8 yds. 2 ft. 11 in.

334, Hallar la menor suma del dinero de la que cierto namero de hom-
bres, mujeres y nifos puedan respectivamente recibir 1 £ 7 s. 6 d.; 18 s.
9 d. y 8 s 3 d. cada uno. , -

335, Dividir 4 £ 2 s. y 6 d. entre tres personas A, B, C de tal manera
que la parte de A sea los %s de la de B; vy la de B 114 vez la de o
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Zhe 17w 6 d. 2 cwt. 2 grs. 10 1bs.
336. Hallar la diferencia entre

¥ "
122 183, 9 d. 12 cwt. O grs. 19 bs.

3 3
387. ¢Qué fraccion de 4 s. 7 d. excede los — de 5— de 2 5. 1 d. en
Tl

1.8 b d.2
7 4 8
338. Reducir — de 3 s 11 % d. +— de 10 £ 14 s. 6 d.— — de:
19 33 17

18 5. 5 d. a una fraccién de 5 £ 12 s. 9 d.
339. Reducir 17 cwt. 2 qrs. 24 1% 1bs. a una fraccién decimal  de
2 tons. 5 cwt,

340. Hallar el valor en tons., cwts., qrs., ete., de 2,1é de 3 tons. 12 cwt.

341. Hallar el valor de 3.3:128571 de 0,49 £.

0.94
342, Hallar el ntimero de poles existentes en ———— de 6 ac. 1 rd. 35 po:
3.863
2.3888... de 27 £ 35.94d.
343. Reducir a su més simple expresion

3.9090... de 19 £ 7s.9d.

344. Hallar el valor, en $ oro argentino, de 47 kg 8 dag. 4 g. de
un artieulo cuyo precio es 23,57 £ el kg.

345. Un acre equivale a 0,40467 ha. y una libra esterlina a 25,25 fr.
Un estado vende 1927 ha. de tierras por 10100000 fr.,, jcudl es el precio
por acre en £, s. y d.?

Monetarias

346. Se tiene 6 cubiertos de plata con ley de 0,920. Bl peso de cada
uno es 125 g. Se les hace fundir y se fabrica moneda inglesa (piezas de 1
shilling), ¢cudnta plata habrd que agregar?

347. Una suma en oro acufiado con ley de 0,9 ha sido convertida a ley
de 0,835 por el agregado de 650 gramos de cobre, jcudl era esa suma?

348, ;Cudl es el nimero de monedas de 20 centavos en plata que pue-
de fabricarse con un trozo de plata pura de 126 cm.® sabiendo que la plata
pura pesa 10 14 veces méis que el agua

349. 7200 § oro americano han sido ahonados en Londres con 1477 £
10 5. 3Cual es en £, s. y d. el valor de 1 $ oro americano?

350. Si 25 fr. equivalen a un soberano, ;qué gana o pierde una persona
que recibe el pago de una deuda de 16 £ 5 s. en francos calculados a

3
9 —ad. cada uno?
4

351. Si un soberano equivale a 25.15 francos, ;cudnto por ciento pierde el
que lo recibe por 25 francos?

BIBLIOTECA NACIONAL
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4

352. Si 1 dollar equivale a 4 s. 3 d. y a 5,439 fr., jcuantos francos

ol
equivalen a 1 €7

353. $Qué vale 1 £ en Paris si 12 fi. 2 ¢. valen 1 £ y 9 fl. 50 ¢ valen
20 fr. en Paris?

354. Bn Berlin 500 g. de oro equivalen a 1392 marcos y en Londres
una onza de metal fino equivale a 3 £ 17 8. 9 d., ;qué relacion existe entre
el metal fino de Berlin y el de Londres? (Una onza pesa 31,1035 g.).

355. Si 3 £ equivalen a 20 thalers; 25 thalers a 93 fr. ¥ 27 ir. .4
5 sou.: 62 sen. a 135 gul. jcudntos gulden existen en 2082

Antiguas monedas espanolas

956. Reducir 19 quintales espafioles a libras.
7. Reducir 3 barriles y 7 frascos a pipas.
4
358. Reducir — varas a Dpies.

359, Reducir a onzas 48 libras.
360. Reducir 5346 onzas a unidades stiperiores.

361. Reducir varas a distintas unidades,

alr

362. Reducir 7 1bs., 9 onz. 4 adarmes a fracciones de arroba.
363. Reducir a onzas 12 arrobas, 8 libras y T onzas.

364. Reducir a unidades inferiores 0,14 de mn barril.

365. Efectuar la adicion siguiente:

4 quintales 3 arrobas & Ibs. T onzas

0 » 1 » 1 » 4 »
16 » 2 » 22 % 92/ »
366, Efectuar la substracecion: (32 varas, 2 pies, 4 pulgadas) — 17 varas.

1 pie, 9 pulgadas).

367. Hallar el valor de 3 arrobas de un articulo sabiendo que una
arroba cuesta 8 pesos 6 reales.

368. Una fanega de trigo pesa 3 arrobas, 8 libras y 6 onzas, jcuanto
pesaran 19 fanegas? !

369. Una vara de tela vale 6 reales, jeuanto valdran 3 varas y 5 pul-
gadas ?

370. Una arroba de cacao ha costado 2 pesos, ;cuénto costardn 2 arro-
bas, 6 libras y 8 onzas?

371. Habiendo costado 2 pesos 5 ¥ 14 reales, 7 varas, 1 pie vy 4 pul-
gadas, ;cudnto costard una vara?

372. Si una arroba ha costado 4 pesos y b reales, jcudntas arrobas,
libras y onzas se podrin comprar con 27 pesos y 6 reales?

373. Un mbvil recorre en tiempos iguales espacios iguales ; sabiendo que
en 1 hora ha recorrido 13 varas, 2 pies, 5 pulgadas y 6 lineas, ;qué espacio
recorrera en 20 horas, 36 minutos y 20 segundos ?

374. Un movil anda en 1 minuto 50 % varas, jcuantas andard en 10
minutos y 25 segundos?
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375. Si en un dfa, 10 horas, 10 minutos se han tejido 1000 varas y
2 pies de tela, ;jcuantas varas corresponden a una hora de trabajo?

876. 13 @ y 5 1bs., costaron 528 §, jcudnto cuesta la @7

377. Se ha comprado un-terreno de 10 varas de frente por 40 de fondo

al precio de 7560 §, ;cudnto se ha pagado por pie cuadrado?

Unidades sexagesimales

378 Reducir a segundos 100 16/ 27 sexagesimales.

379. Reducir 39987 a grados, minutos y segundos sexagesimales.

380. Efectuar las operaciones siguientes:

400 307507 X 9 364°37/30 : 9 (sexagesimales).

2 horas, 4 minutos, 8 segundos X 15.

120 87 24" X 15,

12937 1 15,

4 horas, 7 minutos, 3 segundos : 15. ) =

381. zQué edad tiene el 12 de febrero de 1871 un sujeto que nacié el
10 de octubre de 17817

Conversion de unidades

382, Convertir en metros:

259 vrs., 1 p., 5 plgs., 10 s

5,402 m. en varas y submiltiplos.

8,2046 kg. en libras espanolas y submiltiplos

707,80 litros en frascos,

383. Calcular la cantidad de dm.® contenidos en un barril sabiendo que
la capacidad de un frasco es de 170 pulgadas cibicas méas 1080 lineas ctbicas.

384, Sabiendo que la distancia del Retiro a Belgrano es de 72 cuadras
¥ 28 varas, expresar esta distancia en metros.

385. Una quinta que tiene 8 ecuadras cuadradas de superficie mas 5000
varas cuadradas, se ha vendido en 13592945 §, sa cudnto sale el m.*?

150. Regla conjunta (o de la cadena). — El problema llamado
regla conjunta tiene por objeto, dada una cantidad expresada en
base a un sistema de ‘unidades, hallar la expresion de la misma
en base a otro sistema de unidades, mediante ciertas equivalencias
o relaciones que ligan uno y otro sistema de ‘unidades.

Los ejemplos siguientes dan una idea clara de la naturaleza
de la cuestion.

EsemprLo 1.°— ;Cudntos pesos costarian 40 kilogramos de (é,
sabiendo que 8 libras espanolas de té cuestan 12 pesos y “que 23
Fkalogramos equivalen a 50 libras?

Sea = $ el costo buscado; escribamos enfrente una de otra,
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empezando por ¥, cOmMo Se indica al margen, las cantidades que
ale se corresponden en el problema, de manera que
z $ 40 keg.' la unidad de la cantidad de la derecha de cada.
23 ke. = 50 1b.  fila sea 'igual a la de la izquierda de la fila si-
8. 12% guiente; resulta, necesariamente, que la primera
y la fltima cantidad asi escritas, estin expresadas
en base a una misma unidad; ademis, la segunda fila implica una
igualdad’ por cuya razén se ha puesto el signo =i
Diremos ahora, si 40 'kilogramos cuestan $, .40 X 23 kg-
costardn 23 X @ $; pero 40 X 23 kg. son 40 X 50 libras en virtud
de la igualdad establecida. Luego 40 X 50 libras cuestan 23 X & $3
luego 40 X 50 X 8 libras costarin 23 X X8 $, pero en virtud
de que 8 libras cuestan 12 $; se infiere que 8 X 40 X 50 libras
costardn 12 X 40 X 50 $.
Tenemos, pues, en resumen, la siguiente igualdad:

93 X o X 8% =40 X 50 X 12 §.
40.50.12

23.8
El ejemplo anterior justifica la siguiente :

151. Regla practica.— Para resolver una regla conjunta, se for-
ma con los datos y la incégnita una serie de filas de dos cantidades,
de manera que la- cantidad de la izquierda de cada fila sea de la
misma unidad que la de la derecha de la fila anterior; la wl-
tima cantidad debe resultar de misma unidad que lo primera; se
obtienen, asi, dos columnas de cantidades; multiplicando los miimeros
que figuran en ambas columnas, debe obtenerse dos mimeros igud-
les, y de esta igualdad se deduce el valor de la incognita.

ByeMPLO 2.9 — jCudntas libras esterlinas equivalen a 2000 reales
espaiioles, siendo el cambio en Hamburgo de 45 chelines por cade
20 reales y el de Hamburgo con Londres de 220 chelines pori hibra
esterlina? ‘

Tenemos que
o £= 2000 reales
90 reales = 45 chelines
2920 chelines=1 £
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Yy por consiguiente
2.20.220 = 2000.45.1

2000 X 45 5
r=— =90 &
220 X 20 11

Esempro 3.— Hallar en pesos moneda nacional ¢l valor de 76
kilogramos de café sabiendo que 10 kilogramos equivalen a 22 libras
inglesas, que 112 libras inglesas de dicho café valen'? gwineas, que
la guinea equivale a 252 peniques, que 150 peniques equivalen @
15 pesetas espanolas y que 5 peselas equivalen a 2,27 pesos moneda
nacional.

Del cuadro

x $ % 76 kg.
10 kg. = 22 libras
112 libras 7 guineas
1 guinea = 252 peniques
150 peniques = 15 pesetas B
5 pesetas =2,27 $ %
resulta ‘ ,
#.10.112.1.150.5 = 76.22.7.252.15.2,27
76.22.7.252.15.2,27

via ik — = 119,56, $ 2.
10.112.150.5

EJERCICIOS

386. Si 20 manzanas valen tanto como 12 peras, si 9 peras valen tanto
como 4 naranjas y 12 naranjas tanto como 240 nueces, jcuanto costaran
25 manzanas, 5 peras y 10 naranjas siendo de 0,45 $ el valor del ciento de
nueces 7 F ; .

387. A puede copiar 6 péginas mientras B copia 5, B copia 15 mientras
C copia 12, C copia 4 mientras D copia 3. A, que puede copiar 20 pAginas
por dfa, recibe un original de 240 paginas para copiar y después de haber
copiado la cuarta parte, llama simultdneamente a B, C y D para que lo
ayuden, jen cudnto tiempo quedard terminada la copia?

388. Supondremos que 4 obreros ingleses pueden hacer en un dfa tanto
trabajo como 5 franceses, y que 4 franceses tanto como 7 negros. 13 obreros
ingleses y 12 franceses efectuaron un trabajo en 3 dfas, gen cudnto tiempo
lo efecturian 10 mnegros?

389. Suponiendo que 5 lbs. (inglesas) de café cuestan tanto como T Ibs..
de chocolate, 10 1bs. de chocolate tanto como 2 Ibs, de té, 5 Ibs. de té
tanto como 35 1bs. de azicar, 7 lbs. de azficar tanto como 2 lbs. de cacao
¥ que 1 cwt. de cacao cuesta 8 £ 6 s. 8 d., hallar el precio de 1 1b. de café.



3 CAPITULO VII
RAZONES Y PROPORCIONES®

§ 1.— Razoxes

152. Definiciones. — Lldmase razén o relacion entre dos can-
tidades matemdticas de la misma especie consideradas en cierto
orden, al nfimero cociente de la divisién de la primera por ‘la se-
gunda. Cuando se habla de razones entre dos cantidades tomadas
en cierto orden, la primera, es decir el dividendo, se llama el
antecedente de la razén, la otra el consecuente.

El antecedente y el consecuente de una razén se llaman los
términos de la misma. Por extensién se habla también de razones
entre dos ntmeros.

La relacién o razén entre un conjunto de 8 hombres y otro
de 2 hombres, es el niimero 4 que expresa el cociente de la divisién
de la primera cantidad por la segunda. Si se tomaran las cantidades
anteriores en el orden inverso, el cociente o sea la razén seria el

2 hombres
nfimero fraccionario —, de suerte que la expresion ———— kilo-
8 hombres
metros expresaria 14 kilémetro, es decir 250 metros.

De igual manera, la razén entre las cantidades V8 km. y

5 V'8 =)
V4 km. es el niimero irracional —— o sea V 2.
V 4

Si la unidad en base a la que se expresan las dos cantidades
que se consideran, fuera la segunda de ellas, la razén entre ambas
serfa, evidentemente, la medida del antecedente segfin resulta del
n.° 79; puede, por consiguiente, establecerse que la razén entre
dos cantidades consideradas en cierto orden, es el ntmero que
expresa la medida de la primera cantidad tomando la segunda
eomo unidad. Si la razén es un ndmero entero, la segunda canti-
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dad se dice ser una parte alicuota de la primera. Si la razén es
un ntimero racional, las dos cantidades se dicen comensurables, una .
con respecto de la otra y entoneces la razén entre ella se dice ser
una medida comin entre ellas. En easo contrario, las dos canti-
dades se dicen inconmensurables la una respecto de la otra.

153. Propiedades. — Las identidades siguientes, ya demostra-
das (n.° 231, Vol. I, pag. 123 y siguientes) :

a 1
— 6))
b b
@
o
a am a m
Rl e B ) A @)
b bm b (b |
J:L)
a a b
—_=—X— (3)
0 b ¢ ‘

pueden enunciarse de la siguiente manera:

(1) La razon entre dos cantidades consideradas en cierto orden,
es inversa (Vol. 1, pdg. 141) de la razon entre estas mismas cantida-
des consideradas en orden inverso; o también :

Bl niimero medida de a, tomando b como unidad, es inverso del
nimero medida de b tomando a como unidad;

(2) La razon entre dos cantidades no altera si se multiplican o
dividen ambas por una misma cantidad o por un mismo wimero;
o también, refiriéndose a la segunda parte del enunciado:

Si dos grandores a y b son comensurables con un tercero m.,
son comensurables entre si; el nimero medida de a, cuando se toma
b como unidad, es la razon entre los mimeros medidas de a y b
cuando se toma m como unidad;

(3) Si a es comensurable con b y b lo es con ¢, a es también
comensurable con ¢ y la medidu de a en base a la unidad ¢ es el
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producto de la medida de a en base o la unidad b multiplicada por
la medida de b en base a la unidad c.

Consideremos dos cantidades @ y b, y sea a :b la razén entre
ellas; esta razén serd menor, igual o mayor que 1 seglin que a <iihy
a=1"0, a>h. La identidad:

a a+ o ax — bx x(a—D)

b h4x btz  bb+2)

I

a a4z
nos demuestra que si a > b, la diférencia ———— tiene un valor
b+w
a a+
determinado y que, por tanto, — > ; que si a = b, esta dife-
b b+ :
a a+tw
rencia se hace nula, y por lo tanto —=-———; ¥ por tltimo, que
b+
si @ < b, la expresion a—b carece de sentido, lo que significa que
a a4+
—< ;
b b+
Luego:

Si se agrega al antecedente y al consecuenle de una razén una
misma cantidad, esta razon disminuye, no altera o aumenta segin
que el antecedente sea mayor, igual o menor que el consecuente
¢ inversamente, si en vez de agregar, se quita una misma cantidad,
a los dos términos de la razom.

154, Si varias razonmes son iguales, pueden deducirse algunas
consecuencias importantes.

Por ejemplo, si se tiene

a ¢
bood o f
resultara

e at+cte+ ...

—_— e =

C
ek OOt e

a
b
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Pues, si llamamos k a cualquiera de las razones iguales, resulta,
de las propiedades conocidas, las siguientes igualdades:

a=bk; c=dk; =Tl o5
luego, sumando ordenadamente y sacando k, factor comiin,

at+ect+e+...=0+d+f+..)k,
es decir,

. atct+et ...
I P

es decir

c e a+c+e+ ...
B i e R g T

BEJERCICIOS

390, Hallar la razén existente entre 8 km., 7 m., 10 dm. y 937 metros.
9 J
391. Hallar el nimero cuya razén con 7— es igual a la razén existente

entre 3 £ 1 s. 83d.y4 £ 13 s. 11 d.
392. Hallar la razén entre 17 horas, 45 minutos, 28 segundos y 124 ho-
ras, 18 minutos, 16 segundos y presentarla en la forma més sencilla.

7
395. Hallar un ndmero fraccionario cuya razén con — sea la existente
2

14 13
enfre — y la tercera parte de —.
15 20

394. Si los dos décimos de un nidmero son iguales a los 4 centésimos de
otro, jcudl es la razén entre ambos ndmeros?

395. En una ciudad existen 15933 Dblancos y 50055 negros. Hxpresar
en su forma mAs simple la razén entre el namero de blancos y el total de
la poblacién.

24
396. La razon entre dos ntimeros es —, el m. ¢. m. enfre ellos es 720.
30

2 Cudles son esos ntameros?

307. Expresar lo més sencillamente posible la razén entre 4,333... y 10 —

-+ 3,0333...

398. Si 226 miembros de un congreso representan 12832803 personas, ;cudl
es la razén cuyo antecedente es 1, entre la representacién y la poblacién,
vy cuantos miembros debe, por lo menos, tener en el parlamento una pobla-
<¢ién de 189860 habitantes?
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399. En una escuela, la razén entre los alumnos de la primera clase al
1 5
total es —; la razén entre los de la segunda y el total es —: la razon entre
- 24
i
8
Ja de la tercera y el total es —; el restante de alumnos son 15 nifiitos.
9

Hallar el ndmero total de alumnos de la escuela.

(i
a

400. La razoén entre dos longitudes es 3

la segunda es 29856 m..

scudl es la primera?

155. Definicion. — Si dos razones son iguales, la igraldad que
establece esta circunstancia recibe, en ciertos casos, el nombre de
proporcién v entonces las cuatro eantidades necesarias para esta-
blecer esa proporeién, se dicen proporcionales en el orden en que
estan consideradas.

Por ejemplo, si las cuatro cantidades de misma especie a, b,

a
¢, d, son tales que la razén — entre las dos primeras, es igual a la

b
¢ .
razéon — entre las dos segundas, dichas cuatro cantidades son pro-
a ¢
porcionales en el orden indicado y se tieme la proporcion —=—,
b d

que se expresa diciendo: a es a b como ¢ es a d, ¥ se escribe tam-
bién a :b ::c :d. '

Los términos a y d son.los extremos, b y ¢ los medios de dicha
proporcién. En general, a, b, ¢ y d se llaman los términos de la
proporeion.

En vez de las cantidades mismas se suele, a menudo, escribir
los nfimeros que las expresan en base a una unidad establecida; en
el ejemplo anterior las cuatro cantidades proporcionales se compo-
nen de a, b, ¢ y d unidades; por extension se prescinde también fre-
cuentemente de la nocién de unidad y se consideran proporciones
finicamente entre nameros.
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De acuerdo con estas convenciones, las igualdades

"’)
3 6 8

') | )
(13

son proporciones entre los nfimeros 3, 2, 6, 4 por un lado, y entre

ST
los nimeros —, —, 25 y 28 por otro.
8 10

Supondremos esencialmente en lo que sigue que ninguna de
las razones consideradas, y por lo tanto que ninguno de los tér—
minos, sea nulo, i

156. Principales propiedades. — Si se tiene

@ ¢ ad ¢b
— = — se deduce que —=—, es decir, que ad = cb.
b d bd bd )
Luego:
En toda proporcion el producto de los extremos debe ser igual
al producto de los medios.
Por consiguiente, si tres de los términos de una proporeién
son conocidos, puede hallarse el cuarto. Asi, si a, ¢, d son dados

ad
en la proporcion anterior, se tiene que h=—.
¢

a ¢

Inversamente, si tenemos ad = bec se deducird que —=—,

d

esto es, que cuatro cantidades, ninguna de ellas nulas, conteniendo
respectivamente a, b, ¢, d unidades tales que ad = be, son propor-
ctonales en el orden indicado.

157. Varias cantidades a, b, ¢, d, ... se dicen estar en propor-

cion ‘continua cuando se tiene ————=—=—"_'— |



2 ARITMATICA Y ALGEBRA ELEMENTALES.— VOL, II

158. Una proporcién se dice continua si los medios son iguales;

; a b
por ejemplo: — = —.
¢

El medio comfin b se dice medio proporcional entre los extre-

mos a y ¢; su valor es b=V ac.

Il extremo ¢ se llama una tercera proporcional entre a y b;
b2
su valor' es ¢ = —.
a

159. En la proporcién a :b ::c :d, d se llama la cuarta pro-
porcional entre a, b y c.

160. Si a:b::c:d y e:f::g:h se tendra evidentemente,
multiplicando ordenadamente las dos igualdades.

que
ae : bf ::eg :dh.

161. Especialmente, si se tiene

@2 'bsze—d
b:xicd iy,
se tendra @ ST BEC 2

Si se verifica la proporcion

a c
— :—g, es decir si ad = be, (1)
se verificaran también las siguientes:
b d a b a+b c+d
@ gl & s Bas o0
a—b ¢c—d a+b c+d
b - d ; a—Db ) s

Efectivamente, en todas estus expresiones se verifica que el
producto de los extremos es igual al producto de los medios (n.° 156)
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siempre que la igualdad (1) exista, es decir, siempre que las canti-
dades expresadas por a, b, ¢, d, sean proporcionales.
Combinando las transformaciones anteriores, resultan también

@
estas otras proporciones derivadas de la —=—:
¢
at=b cxd a+b a—D T o 8 e
= 5 = 5 =—; ete.
@ ¢ c+d c—id b+d

162. Todo lo anterior se enuncia diciendo:

Si cuatro cantidades son proporcionales en un cierto ordem
g @) ?

—=—| también lo son si este orden se cambia de manera que
d

b
' b d
se substituyan los antecedentes por los consecuentes | —=—
a ¢
d c
o se reemplacen entre si los extremos | — =— |, o los medios
b a
a b
—=— ). También son proporcionales las cantidades obtenidas
c d

reemplazando los antecedentes por la suma o diferencia entre ellos

a-+b e
Yy sus consecuentes respectivos ——:———) 3 0 los comse-
L ESh dis~7
cuentes por la suma, o diferencia entre ellos y los antecedentes
a ¢
respectivos | ———— = ——— o un antecedente y sw respectivo

\a-b c+d
consecuente por la suma o diferencia entre los antecedentes y lu
akE=e €
suma o diferencia entre los consecuentes | ———=— | ; o, final-
2 =il
mente, los antecedentes por la suma de ellos con los consecuentes,
u los consecuentes por la diferencia entre el antecedente y dicho

a+b c+d
consecuente | ———=———, ele.
a—Db c—d
También puede decirse:
Dadas cuatro cantidades proporcionales en un cierto orden, el

A v I

o

e
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exceso de la primera sobre la segunda (o viceversa) es a la segunda
como el exceso de la tercera sobre la cuarta (o viceversa) es a la
cuarta, ete.

EJERCICIOS

Hallar los términos que faltan en las siguientes proporciones:

401. 287 : 492 :: o
402, x : 17 :: 804 : 6

-1 o

376 ; 64 ; x:: 576 1 225
$ 832 : 122 ::.@ ;" 2440,

Hallar la” cuarta proporcional entre:

6 e | 3
403. 18,35 y 12—; —, —y —; 0.45, 0.8 y 0.369.
T 9 4 8 f
3 2
2 3 ) 4 8
404, — de — cwt., 21 — 1bs., tons. (medidas inglesas).
3 + 8 8 2
9 3
4 8
405. Hallar la tercera proporcional entre 5 y 005; 7y 100; —y —=
15
2
44—y 8.
3
13 12
iy S S
o 15
406. Hallar z en esta ecuacién: —— = A
7 &
12 + —

407. Hallar la media proporcional entre 36 y 81,

43 4343
408. Demostrar la igualdad de las razones — y
65 6565

aplicando el prin-
cipio del n.° 154,

409. Hallar una razén igual a — y tal que la suma de sus términos sea 90.
6

410. Hallar una razon igual a — y tal que la diferencia entre sus tér-
9
minos sea 8,

411. Hallar una media proporcional entre
9y 16; 12 y 48; 386 y 81; & y 125.



CAPITULO VIII

CANTIDADES DIRECTA O INVERSAMENTE
PROPORCIONALES

163. Definicién. — Consideremos por una parte, los ntimeros
6, 8, 24, 16, 12,
¥ por otra los niimeros
3, 4, 12, 8, 6; :
cada término de la primera serie se obtiene multiplicando por 2
€l término correspondiente de la segunda; inversamente, cada tér-
mino de la segunda se obtiene multiplicando por 2 el término
correspondiente de la primera.

Puede también decirse que la razén entre un término de la
primera serie y el correspondiente de la segunda es siempre 2 o
que la razén entre un término de la segunda serie y el correspon-
diente de la primera es constantemente 5; en esa condiciones,
se dice que los ntmeros 6, 8, 24, 16, 12 son proporcionales a los
nameros 3, 4, 12, 8, 6.

164. En general, dadas dos series de ntimeros a, b, ¢, d, ... ¥
@y, by, €, dy, ..., en las que se supone que ninfin niimero es cero,
se dird que los ntimeros de la primera serie son proporcionales a los
de la segunda si se tiene

a; by ey dy
Jo cual implica que se tenga también

a, bl (&} dl

a,_—l)—c d

165. Propiedades. — Si designamos con la letra 7 a la razén a: a;
se tendrd evidentemente a=ayr, b ="0by, ¢=¢y7, ... y aniloga-
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@ b ¢
mente a4y =—, by=—, ¢ =—, ... Luego, dadas dos series de
r r r
niimeros proporcionales, los términos de una de ellas se obtienen
multiplicando los de la otra por la razén entre un término de ésta
v el correspondiente de la otra; reciprocamente, dadas dos series
de ntimeros correspondientes, si cada término de una de las series
se obtiene multiplicando el término correspondiente de la otra por
un factor constante, los términos de una de las series son evidente-
mente proporcionales a los de la otra.

Esta observaciéon permite, conociendo dos términos correspon-
dientes de dos series, escribir en una de ellas todos los ntmeros
que se desee y calcular luego los términos correspondientes de la otra
-de manera que ambas series sean proporcionales. :

Supongamos, por ejemplo, que los ntmeros 4 y 3 deban corres-
ponderse en la primera y segunda serie; cada ntmero de la segunda
serie deberd ser igual al correspondiente de la primera multiplicado

3
por —, de suerte que si, en la primera serie se considera los niimeros

8, 12, 16, 7, los correspondientes de la segunda serdn

-] 8

§X—=6, 12X —=9, 16X —=12, TX —=
4 e 4 4

Si se consideran dos series de nitmeros proporcionales, la razow
entre dos términos de la primera serie, es igual a la razén entre
los dos términos correspondientes de la segunda serie.

Pues si los términos de una de las dos series

MUt Dna s Ci el &

aq, bl’ C1y dl""

son proporcionales a los términos de la otra, se tendri, por ejem-
plo, que

7) d n 7) bl
by dy d dy
Reciprocamente :

Si dos series de miimeros son tales que la razon entre dos térmi-
nos cualesquiera de una es siempre igual a la razon entre los dos
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términos correspondientes de la otra, los términos de una de las
series son proporcionales a los de la otra.
Pues si se tienen las series
e S L
Tl D5 D RO s

y se verifica

b 7)1 C Cq d dl
e —_=— —_=— -y
a a6 €8 e | ML
se tendrd también que
b Renitc et s a b clomt
T e e e e R o —_———_=—= ...
bl ay €1 ay dl al aq bl C1 dl

166. Ntimeros inversamente proporcionales.— Cuando varios
nfimeros son proporcionales a varios otros, se dice a menudo, y en
el mismo sentido, que son directamente proporcionales; pero general-
mente se suprime esta nueva palabra.

Consideremos ahora dos series de niimeros

(1 R s S G PR

@y D15 Cip @yyne s
tales que ninguno sea nulo, se dice que los términos de una serie son
inversamente proporcionales a los de la otra, si son proporcionales
a los inversos de ésta, es decir si las series siguientes

A ol (]

B A e

g o =Bl g ]
ayy by, €1y dyse -
son proporcionales (directamente).

Para que esto suceda es condicién necesaria y suficiente que
la razén entre uno cualquiera de los ntimeros de la primera serie
y el inverso de la otra, es decir, que el producto de dos nimeros
correspondientes de ambas series sea constante, pues debe tenerse

Lizgt NG se

ay bl 61
es decir
da = DY == 0y =t e
Asi, los nlimeros
1, 3, 4, 8, 12, 24
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v los ntimeros
94 8, 6,3,2 1
son inversamente proporcionales; pues se tiene
1><24:3><8:4><6_—_8x3:12 X2= ...

De una manera enteramente andloga a la empleada ya al tratar
.de las series de nimeros proporcionales se demostraria que:

Si se considera dos series de niimeros inversamente proporciond-
les, la razén entre dos términos de la primera serie es inversa de
la existente entre los dos términos correspondientes de la segunda se-
rie; y reciprocamente.

3

167. Grandores directa o inversamente proporcionales. — Una
cantidad A se dice variar directamente con otra B, o que es directa-
mente proporcional a otra B, cuando ambas cantidades estén liga-
das de tal manera que si B cambia, A también cambia, y la razén
entre dos valores cualesquiera de B es igual a la razén entre dos
valores correspondientes de A.

Dos cantidades se dicen variar inversamente o ser inversamen-
te proporcionales, si los valores de una de ellas dependen de los
.de la otra, de tal manera que la razén entre dos valores cualesquiera
de una es inversa o reciproca de la razén entre los valores eorres-
‘pondientes de la otra.

Si en vez de las cantidades mismas consideramos los nimeros
que las expresan en base a una unidad dada, los prineipios estable-
cidos en los nos- 165 y 166, nos hacen ver que la serie de ntmeros
que se relacionan con los valores variables de A y la serie de
ntimeros relativos a los valores correspondientes de B, son pro-
porcionales, directa o inversamente, segiin que A sea directa o inver-
samente proporcional a B.

Ejemplos. — El salario de un obrero es proporcional al tiempo
durante el cual ha trabajado.

Pues si un obrero gana 3 pesos por dia, en dos dias ganard
6 pesos, en 3 dias 9 pesos, etc., y se tiene que existe proporciona-
Tidad en las dos series siguientes;

pesos 3, 6, 9,
dias 1,95 8y 5.

Tenemos igualmente que, en general, el precio de una mercade-
ria es proporcional a su peso «i se vende al peso, es proporcional
‘a su volumen si se vende al volumen; el precio de una tela, de un
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hilo, de una cinta, etc., que se vende a tanto el metro, es propor-
cional a su longitud, ete.
El tiempo necesario para efectuar cierto trabajo es inversamen-
te proporcional al niimero de obreros empleados para efectuarlo.
Pues si un obrero emplea 60 dias para efectuar un trabajo,

60
dos obreros emplearin la mitad de tiempo, es decir, ?: 30 dias;

60 60
3 obreros lo harin en — dias =20 dias; 4 en — =15 diasg, etc., ¥
3

se tiene que las series

obreros 1 2 38 4 5 6 :
dias 60:230 .20 15 12--10 ...

son inversamente proporcionales ya que se tiene

1X60=2X30=3Xx20=4X15=...

168. Grandores directa o inversamente proporcionales a varios
otros. — Cuando un grandor depende de varios otros, se dice que
es directamente proporcional a uno de estos fltimos, o bien que
varia en razon directa de uno de ellos, si es directamente propor-
cional a éste cuando los demis grandores de los que también depende
permanecen fijos.

Igualmente, cuando un grandor depende de varios otros, se
dice que es inversamente proporcional a uno de ellos o bien que
varia en razon inversa de uno de ellos, si es inversamente propor-
cional a éste cuando los demis grandores de los que también depende
permanecen fijos. ;

Asi, el salario de un grupo de obreros, es simultdnea y directa-
mente proporcional al ntimero de obreros y al tiempo que han tra-
bajado. El tiempo necesario para que un estanque, alimentado por
un cafio, se llene, es directamente proporcional a la capacidad del
estanque e inversamente proporcional al volumen de liquido que
sale del cafio en la unidad de tiempo.

EJERCICIOS

412, El precio de un diamante varfa proporcionalmente con el cuadrado
de su peso; sabiendo gque un diamante de 0,411 g, vale $ 200, ;cuédnto valdra
un diamante de 0,687 g.
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413. Un viajero ha empleado 83— dias para efectuar los — de su camino,
4

4
icudnto tiempo invertird para recorrer los —r—?
5

414. La cafda de los cuerpos en el vacfo estd regida por la siguiente ley:
los espacios recorridos son proporcionales al cuadrado de los tiempos emplea~
dos en recorrerlos. Seghin esto, jcudl serd el espacio recorrido por un cuerpo
al cabo de 5 segundos de cafda, sabiendo que el espacio recorrido en el primer
segundo es 4,9 m.

415. ;Cuénto tiempo empleard un cuerpo para caer libremente desde una
oltvia de 313,6 m.? _

416. Bl cuadrado del tiempo que emplean los planetas para dar la vuelta
alrededor del Sol varfa directamente con los cubos de sus distancias a ese
astro, ;Qué tiempo emplearia Venus, sabiendo que la Tierra emplea un afo
y que la razén entre las distancias de Venus y de la Tierra al Sol es de
0,723337

417. La rafz cuadrada de « varfa inversamente con el cuadrado de .

Si # —-8 cuando ¥ = 3, hallar & cuando ¥y = 1—.
2

418. Bl cuadrado de a varfa proporcionalmente al cubo de y. Cuando
: §

92
V3

419, Bl ntmero de vibraciones que una cuerda estirada efectia por se-
gundo varfa en razén inversa de su longitud. Sentado esto y sabiendo que una
cuerda de acero tendida con un cierto peso efectiia 814 vibraciones por segundo,
siendo su longitud de 0,75 m., zqué longitud deberd tener esa cuerda para
que, estando igualmente tendida, dé doble ndmero de vibraciones ?

420, Si los términos de dos series son respectivamente proporcionales a
los términos de una tercera serie, aquéllos son proporcionales entre si.

421. Dadas dos series de nfmeros proporcionales a, b, ¢,...; @, b, ¢
di,... se podria, designando por m, n, P, q,..., nimeros cualesquiera distintos
de cero, introducir en la primera serie de ntmeros, los nimeros ma, mb, mec,
md,... con tal de introducir como términos correspondientes en la segunda los
términos may, mbi, mci, mdi...; también se puede introdueir en una de las
series la suma o diferencia de dos o méas términos, a condicién de introducir
en la otra serie, como términos correspondientes, la suma o diferencia de los
términos correspondientes de la otra serie.

z = 3, ¥y = 4, (qué valor tendra y cuando r =
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CAPITULO IX
APLICACIONES
§ 1. — REGLAS DE TRES

169. Definiciones. — La consideracién de los grandores directa
o inversamente proporcionales origina cuestiones que se resuelven
mediante una regla de tres. Regla de tres se llama también al pro-
blema mismo: Tratindose de un grandor directa o inversamente
propor:ional a varios otros se conoce el valor de este grandor que
corresponde a valores dados de aquellos de que depende y se quiere
calcular un segundo valor correspondiente a otros valores dados de
aquellos de que depende.

La regla de tres se dice simple, si sélo se trata de dos grando-
res directa o inversalmente proporcionales; se llama simple y di-
recta en el primer caso, y simple e inversa en el segundo.

La regla de tres se dice compuesta, cuando afecta mis de dos
grandores.

170. Resolucién. — Toda cuestién de esta naturaleza se resuelve,
en la prictica, por el procedimiento llamado de reducciin a la unidad.
La dificultad consiste en reconocer en cada caso si los dos grandores
que se consideran son directa o inversamente proporcionales, y pa-
ra ello bastard suponer que los valores de uno de los grandores se
vuelvan dos, tres, ... veces mayores y observar si entonces los va-
lores correspondientes del otro grandor se vuelven dos, tres, ... ve-
ces mayores 0 menores.

Los ejemplos siguientes dan una idea mds concreta de la
cuestion.

171. Regla de tres simple y directa. — Ejemplo: Sabiendo que
25 litros de wvino cuestan 32,25 $, jcudnto costardn 37 litros del
mismo vino?
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El precio del litro de vino es, evidentemente, proporcional a la
cantidad de vino; luego, llamando « al costo pedido deberemos tener
la siguiente igualdad:

B8 37 X 32,25

—_— .. =

3295 25 _ 25

También puede hacerse el raciocinio siguiente :
Si 95 litros de vino cuestan 32,25 $, un solo litro costard 25
32,25

= 49,78,

b .
veces menos, es decir $, y si un litro cuesta —— $, 37 litros
3 B 25

25 25
. 82,25 X 81
costardn 87 veces mis, esto es —————$

Ambas maneras de raciocinar, en el fondo, vienen a ser idén-
ticas; pero, en la primera, se suprime, por decir asi, el raciocinio;
se la llama método por la cuarta proporcional, pues el valor busca-
do figura como una cuarta proporcional entre tres valores conoci-
dos. El otro procedimiento, més recomendable, es el llamado mé-
todo por reduccién a la unidad.

172. Regla de- tres simple e inversa. — Ejemplo: Ocho obreros
han necesitado 18 dias para efectuar cierto trabajo, cudnto tiempo
necesitardn 12 obreros para efectuar el mismo trabagjo?

Método por la cuarta proporcional. — El tiempo necesario a
diferentes nfimeros de obreros para efectuar un mismo trabajo es
inversamente proporcional a estos niimeros, suponiendo que, en el
mismo tiempo, cada obrero ejecuta el mismo trabajo. Luego, lla-
mando z el nfimero de dias que necesitardn 12 obreros para efectuar
el trabajo ejecutado en 18 dias por 8 obreros se tendré:

18 12 _ 18 X 8
e ik e =

12

8
(o o]

178. Método por reduccion a la unidad. — Si 8 obreros han ne-
cesitado 18 dias para efectunar cierto trabajo, un solo obrero nece-
sitard 18 veces mis tiempo para efectuar el mismo trabajo, esto es,
necesitard 18 X 8 dias; y como 12 obreros lo efectnarian 12 veces
mis ligero, es decir en 12 veces menos tiempo que un obrero, se
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18X% 8
dias,

deduce que estos 12 obreros efectuaran €l trabajo en

esto es, en 12 dias.

174. Regla de tres compuesta. — En una regla de tres compues-
ta interviene un grandor que varia en razén directa o inversa con
varios otros. Para resolver un problema de esta especie bastard apli-
car el raciocinio correspondiente a una regla de tres simple, tantas
veces cuantos grandores rigen la variacién de aquél cuyo valor
incognito se buseca.

Para aplicar el método de reduceién a la unidad se hace, en
cada caso, un raciocinio apropiado, del que dan cuenta los ejemplos
siguientes:

Ejemplo 1.°— Se han pagado 1920 $ por 2}, barricas de vino de
298 litros de capacidad cada una, §cudl seria el precio de 58 barri-
cas del mismo vino, teniendo cada una 130 litros de capacidad?

Tl precio del vino es proporcional al ntmero de barricas y al
ntmero de litros que contiene cada

94 barricas 228 litros 1920 $ una. Después de disponer los da-
58 - 130 ,; & tos y la incégnita en la forma in-
dicada al margen se dice: Si las

barricas tuvieran todas la capacidad de 228 litros, al costar 1920 $
1920

las 24 barricas, una sola costaria 24 veces menos, esto es, —— 3,
24

1920 X 58
y 58 barricas —— $. Sila capacidad comiin de las barricas

en vez de ser de 2928 litros fuera de 1 litro, el precio de las 58
1920 X 58
$; pero

barricas hubiera sido 228 veces menor, esto es,
24 X 228

como la capacidad efectiva de las 58 barricas es de 130 litros cada
1920 X 58 X 130 E

una, el precio de ellas resulta ser $. Luego

24 X 228

1920 X 58 X 130 150800
= $= $ = 2645,61 $.

94 x 228 BT
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175. De lo precedente se deduce la siguiente:

Regla practica. — Si el grandor cuyo wvalor incognito se busca
varia proporcionalmente a todos los demds, se forma el cuadro rela-
tivo al problema, se escribe antes que todo el miimero que estd es-
crito encima o debajo de X, luego se multiplica este nivmero por el
producto de los miimeros que estin en la fila de la incégnita y se
divide por los niimeros que aiin restan. El resultado nos da el va-
lor buscado. *

Asi, en nuestro caso, ante todo escribiremos el ntimero 1920, que
esti escrito encima de @, luego lo multiplicaremos por 58 X 130,
producto de los nlimeros que pertenecen a la fila en que se encuen-
tra z, y lo dividiremos por 24 X 228, producto de los nfimeros res-
tantes. 3

Esemrro 2.°— 500 obreros de ferrocarril, trabajando 10 horas
diarias, han colocado 2300 melros de via em 28 dias, icudntos me-
tros de via colocarian }25 obreros, trabajando 8 horas diarias du-
rante 42 dias?

El ntmero de metros colocados (incdgnita del problema) es
directamente proporcional al nfimero de obreros, al ntimero de dias
y al de horas diarias de trabajo. Formemos el cuadro.

500 obreros 10 horas 2300 metros 28 dias
4925 » 8 » & » 42 »

Aplicando la regla anterior tenemos:

2300 X 425 X 8 X 42
= = 2346 m.
500 X 10 X 28

Si se quisiera raciocinar se diria:

Si 500 obreros, trabajando 10 horas diarias, durante 28 dias,
han colocado 2300 metros de via, un obrero trabajando en la misma
forma, es decir, 10 horas diarias, durante 28 dias, hubiera colocado

2300
500 veces menos longitud de via, es decir metros, y 425 obre-
500
2300 X 425
ros, 425 veces mas, es decir —————— metros. Si en vez de tra-
500

bajar 10 horas por dia hubieran estos 425 hombres trabajado finica-
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mente 1 hora diaria, hubieran colocado 10 veces menos longitud de
2300 X 425 9300 X 425 X 8

m. y trabajando 8 horas
500 X 10 : 500 X 10

Si en vez de trabajar 28 dias hubieran trabajado un solo
dia, hubieran colocado 28 veces menos longitud de via, es deeir

m.

via es decir:

2300 X 425 X 8 9300 X 425 X 8 X 42
T m.; y trabajando 42 dias m.
500 X 10 X 28 500 X 10 X 28
Tsta operacion puede efectuarse asi: !
Bl 3
g 2 AU
230% X 423 X 8 X 42
=23 X 17 X 2 X 3 = 2346.
B00 X 10 X 28
e e
1 1

Se tacha los dos ceros de 2300 y los dos de 500, lo que equivale
a dividir por 100 ambos términos del niimero fraccionario y, por lo
tanto, a no alterarlo, luego se divide 425 y el 5 que queda de 500,
por 5, y se tiene 85 y 1; luego dividimos por 5 a 85 y 10 queda
17 y 2; luego dividimos por 9,49,y 2 y queda 21 y 1; luego divi-
dimos por 4 a 8 y 28 ¥ quedan 2 y T; luego dividimos por Ta 21y 7
quedando 3 y 1; asi hemos eliminado el denominador y queda el
valor 23 X 17 X 2 X 3 = 2346.

Esempro 8.0 — 32} obreros trabajando 5 horas diarias durante
40 dias, han pavimentado una plaza rectangular de 225 metros de
longilud y 150 metros de ancho, jcudntos obreros se necesilardn para
pavimentar, en 18 dias, trabajando 12 horas diarias, otra plaza rec-
tangular de 195 metros de longitud y 120 de ancho.

Formemos el cuadro siguiente: :

394 obreros 40 dias 5 horas 225 m. largo, 150 m. ancho

o » 18 » 12 » 195 » 120 »
] El nfimero de obreros varia en razon inversa del ntimero de dias
y horas diarias de trabajo, y en razén directa del trabajo a efectuarse.
Luego, si para hacer el trabajo indicado, trabajande 5 horas diarias,
394 obreros ‘necesitan 40 dias, para realizarlo en un dia en las mis-
mas condiciones se hubiera requerido 324 X 40 obreros, y para efec-
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324 X 40
tuarlo en 18 dias ————— obreros. Si en vez de trabajar los obre-
18

ros 5 horas diarias hubieran trabajado éstos 1 hora, se hubiera nece-
sitado, para hacer el mismo trabajo, 5 veces mis obreros, es decir

324 X 40 X b
——— obreros y trabajando 12 horas diarias 12 veces menos
18

324 X 40 X 5
obreros es decir ——— — obreros. Si conservando el mismo
18 X 12

ancho la plaza rectangular hubiera tenido 1 metro de largo en
vez de 225, hubieran bastado, para hacer construir el pavimento
en las condiciones anteriores, 225 veces menos obreros, es decir:
324 X 40 X 5

18 X 12 X 225

324 X 40 X 5 X 195
se requerira obreros; si en vez de tener la plaza
18 X 12 X 225

150 metros de anzho hubiera tenido 1 solo metro de ancho, hubiera
bastado para construir el pavimento en las condiciones anteriores,

324 X 40 X 5 X195
150 veces menos obreros, es decir: obreros. Pero
: 18 X 12 X 225 % 150
324 X 40 X 5 X 195 X 120
como tiene 120 metros, se necesitara =
18 /% 12 X 225 X 150

obreros, Pero teniendo la plaza 195 m. de longitud

208 obreros.
Puede efectuarse esta ultima operacion asi:

324 X 40 X 5 X 195 X 120

18 X 12 X 225 X 150
(3829 X (8.8) X B X (3.5.13) X (2.5.20)

(F.9) X 12 X (§.5.9) X (3.5.19)
=8.18.:2 =208,

Examinando el valor incognito se deduce la siguiente:

176. Regla practica.— Para obtener el valor incégnito se for-
ma primero. el cuadro relativo al problema; se escribe luego el
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niimero que se halla encima o-debajo de X, luego se multiplica éste
por los nivmeros que se hallan en su misma fila y que corresponden
a grandores que varian en razén inversa de aquél a que se refiere X,
y por los de la otra fila que corresponde a grandores que varian en
razén directa de aquél a que se refiere X, y se divide el producto
por los nimeros restantes del cuadro.

En nuestro caso, por ejemplo, escribiremos primero 324, ni-
mero es-rito encima de 2 en el cuadro formado, luego multiplica-
remos 324 por 40 y por 5, ntimeres de la fila donde no se encuentra
z y que corresponden a los grandores dias y horas diarias, los
cuales, en este problema, varian en razén inversa del mamero de
obreros, grandor a que se refiere a; multiplicaremos también por
195 y 120, ntmeros de la otra fila relativos a los grandores largo
y ancho de la plaza, los cuales varfan en razén directa del niimero
de obreros, al que se refiere x, y el producto de 824 X 40 X 5 X 195
% 120 lo dividiremos por el producto 18 X 12 X 225 X 150 de los
niimeros restantes del cuadro. g

En cada caso, sin embargo, conviene ademis hacer el raciocinio,
a fin de salvar los errores que es posible cometer.

EypMpLo 4.° — Un manufacturero ha gastado, una primera vez
1560 § para pagar 52 obreros, cada uno de los cuales ha trabajado
durante 50 horas; una segunda vez ha gastado 4158 pesos para pagar
cierto mivmero de obreros, cada uno de los cuales ha trabajado 6
horas, cudl es ese mimero, suponiendo que en ambos casos cada
obrero recibe la misma paga por hora de trabajo?

Si, para pagar 1560 pesos durante 50 horas, se necesitan 52
obreros; para pagar la misma suma durante 1 hora, se necesitara
que los obreros sean 50 veces més numerosos, es decir, que sean
52 X 50 y para pagar 1 peso durante 1 hora se necesitard 1560

52 X 50
veces menos obreros es decir ; para pagar 4158 pesos
1560
durante 1 hora se necesita que los obreros sean 4158 veces més
52 X 50 X 4158

1560
ma suma en 6 horas bastarin 6 veces menos obreros, es decir
52 X 50 X 4158 o

numerosos, es decir que sean y para pagar la mis-

e = 1555 obreros.
1560 X 6
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Ahora bien, aun cuando este raciocinio nos conduce a un re-

sultado aceptable, contiene un intermediario absurdo, pues la expre-
52 X 50 5

8ibn ——— obreros = — obreros carece de significado; en este
1560 3

caso, efectivamente, tritase de cantidades discontinuas; pero puede

salirse del paso introduciendo otras unidades ficticias, imaginando,

por ejemplo, que cada obrero pueda reemplazarse por 3 nifios, los

que efectuarian en el mismo tiempo el mismo trabajo.
En ese caso, el niimero de obreros que se obtiene deberd tri-

plicarse, y en vez de — de hombres se tendria 5 nifios.

En cada caso anilogo, puede salirse del paso de la manera
indicada. Si el resultado, final es también una cantidad fraccio-
naria, por ejemplo, si el resultado definitivo anterior hubiera sido

1
1555— obreros, se debe interpretar como que representaria 1556

hombres.
Practicamente no tiene la cuestion importancia alguna.

177. Problemas que implican un incremento uniforme.— Consideremos el
siguiente problema : .

8 bueyes comen el pasto de un prado en 2 dias, en qué tiempo lo come-
ran 16 bueyes?

Vemos que en este problema debe considerarse una proporcién simple,
pero el crecimiento uniforme del pasto debe también considerarse, Efectiva-
mente, si el pasto crece uniformemente y 8 bueyes lo comen en dos dfas no
puede deducirse que 16 bueyes 10 comeran en 1 dfa, sino que, como el creci-
miento del pasto en dos dfas es doble del crecimiento en 1 dia, es menester,
para resolver el problema, conocer la altura inicial y el crecimiento uniforme
del pasto, u otros datos que suplan a éstos.

Daremos dos ejemplos de problemas de esta clase.

BreMpLo 1.°— Si 3 ovejas emplean 30 dias, y 5 ovejas 15 dias en comer
el pasto de un prado, jcudntas ovejas comeran el pasto en 12 dias suponiendo
que éste crezca uniformemente? Tenemos:

3 ovejas comiendo 30 dias equivalen a 90 ovejas comiendo 1 dia.

b ovejas comiendo 15 dfas equivalen a 75 ovejas comiendo 1 dfa.

90 ovejas comiendo 1 dia consumen el pasto original més el crecimiento
de 30 dias. ;

75 ovejas comiendo 1 dfa consumen el pasto original més el crecimiento
de 15 dias.

Luego se deduce que:

15 ovejas comiendo 1 dfa consumen el crecimiento de pasto de 15 dfas.
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Y que 1 oveja comiendo 1 dfa, consume el crecimiento del pasto de 1 dfa.
Como ahora se trata de 12 dfas en vez de 30, hay una pérdida de 30— 12
= 18 ovejas, debida al crecimiento de los 18 dfas de diferencia.
Luego pues, si 90 ovejas comen, en 1 dia, todo el pasto mas el crecimiento
de éste en 30 dfas, ss necesitardn 90 — 18 = 72 ovejas para comer en un dia
2
todo el pasto, mAs el crecimiento de éste en 12 dias, ¥ .177 = 6 ovejas para co-

mer la misma cantidad en 12 dias.

EJeMPLO 2.0 — 8i 32 bueyes comen el pasto de un prado en 42 dias, y
29 bueyes pueden hacerlo en 49 dias, jcudntos dias tardardn 25 bueyes para
comer todo el pasto, suponiendo que éste crezca uniformemente. Diremos :

32 bueyes comiendo 42 dfas equivalen a 1344 bueyes comiendo 1 dfa.

29 Dueyes comiendo 49 dias equivalen a 1421 Dhbueyes comiendo 1 dia.
Luego :

El alimento de 7 dfas corresponde a 77 bueyes comiendo 1 dia.

Y el alimento de 1 dia corresponde a 11 bueyes comiendo 1 dia.

Ahora bien, 1344 Dbueyes comiendo 1 dia comen el pasto primitivo més
42 dfas de crecimiento de pasto; pero el crecimiento de 42 dias es comido
por 42 X 11 = 462, luego (1344 — 462) bueyes, o sea 882 bueyes comiendo en
1 dia, comen todo el pasto primitivo. Pero, 25 bueyes comen, en el tiempo
buscado @, el pasto original més el crecimiento durante ese tiempo. Luegp:

882

i4

= 63.

25x = 882 4 11z S 14z = 882 o=

EJERCICIOS

4929, Un prado de 3,57 areas ha costado 1785 §, icuil es, en m.? el drea
de un prado de igual calidad pagado 49285 §7?

423, Si cierto peso puede ser llevado a 184 km. por 23,80 $, jcudnto
costara su acarreo a 82 km. 8 hm? |

424, 1323 kg. de trigo han sido comprados por 490 $. El hectolitro cuesta
30 §, icudl es el peso del hectolitro?

4925. S8i 81 m. de cable pesan 62,346 kg., gcual sera la longitud de un
cable idéntico cuyo peso es 3250 kg.?

426. Un tonel encierra 304 Dotellas de T5 centilitros, ;cuantas botellas
de 95 centilitros contiene?

4927. Si 75,346 m. de género cuestan 57 £ 14 s. T ii d., scudl serd el
costo de 115,84 m. del mismo género?

428, Dos cuadrillas de obreros podrfan ejecutar el mismo trabajo, una
en 12 dias, otra en 16 dfas. Se toma /3 de la primera y 4/; de la segunda,
jen cufintos dias se efectuara la obra?

4929, Un constructor ha emprendido la construccion de 97 %4 km. de via
de ferrocarril en 40 semanas. Emple6 2160 hombres y al finalizar las 13
semanas, 32 % km. de via estaban colocadas, ;cuinta gente debe poner enton-
ces para terminar en el plazo fijado?

430, Una ciudad tiene viveres de reserva para sostener un sitio de 6
semanas, siendo su poblacién de 20000 habitantes, ¢cudnta gente debe desapa-
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recer de la ciudad para que siendo Ia racion por cabeza la misma duren los
viveres 8 semanas?

431. Si 35 hombres pueden hacer una obra en 45 dfas y si 7 hombres
se retiran cada quince dias, jcudnto tiempo transcurrird antes que terminen
la obra?

432, Si 6 hombres y 2 nifios construyen un muro en 27 dias, jen cuantos
dfas lo construirdn 27 hombres y 9 mifios?

433, Un fuerte tiene provisiones para 200 soldados durante 30 dias: des-
pués de H dias, 50 hombres mas entran en el fuerte, jcudnto tiempo durarin
los viveres?

434. Una guarnicion de 2000 hombres tiene viveres para 54 dias; después
de 15™dfas llega un refuerzo debido al cual los viveres s6lo alcanzan para 20
dfas més, sde cuantos hombres se componia el refuerzo?

4385, Una plaza fuerte de 1800 hombres tiene viveres para 12 semanas,
jcuanto tiempo duraran los viveres si 600 hombres més se introducen en la
plaza y la raci6n diaria de cada hombre es disminuida en una tercera parte?

436. Se ha pagado 1200 $ para hacer transportar 30 toneladas de mer-
caderfas a una distancia de 85 km., jcuanto deberd pagarse para transportar
17 toneladas a 97 km.?

437. Si 7 hombres pueden efectuar un trabajo en T10 dias, ;cuénto tiempo
empleardan 70 hombres para efectuarlo, descansando un dfa cada 157

438. Si 8 obreros, trabajando 5 dfas, han segado un campo de 95 m. de
longitud por 12 de ancho, jendntos dias necesitardn 10 obreros para segar
un campo de 50 m. de longitud por 20 de ancho, suponiendo las deméas condi-
ciones andlogas? -

439. Si 33 hombres ganan 288 £ 15 s. en 25 dfas, cudnto ganaran 17
mujeres en 12 dias,.siendo el salario de la mujer 5/; del de un hombre?

440. Una plaza fuerte de 4500 hombres tiene viveres para 15 semanas,
siendo la racién diaria de cada hombre de 13 onzas inglesas, jcuanta gente
debe salir de la plaza para que los viveres duren 27 semanas, disminuyendo
a 10 onzas la raciéon diaria?

441. Un obrero debe recibir por un trabajo de 3 semanas, la suma de
144 $; s6lo ha trabajado 6 dfas y 5 horas, jcudnto recibira? Se supone 10
horas de trabajo diario, y 6 dfas semanales.

442, Una fortaleza tiene 1140 hombres y viveres para 40 dfas; después
de 16 dfas, queda disminuido el personal en '152 hombres, pero se ha introdu-
cido viveres en una cantidad equivalente al 1/:z de los existentes en ese mo-
mento. ;Para cudntos dfas méas hay viveres en la fortaleza ?

448, Si 12 hombres, trabajando 8 horas diarias, emplean 15 dias en efectuar
una obra, jcudnto tiempo empleardn 16 nifios, trabajando 10 horas diarias, para
efectuar la misma obra? El trabajo de dos nifios se supone equivalente al
de un hombre.

444, Una ciudad defendida por 1200 hombres, con viveres para 42 dias
ra razon de 18 onzas (inglesas) por dfa, recibe un aumento de 200 hombres,
jcuil debe ser la racién de cada hombre a fin de que existan viveres para 54 dias-

445. Si 1200 hombres sitiados en una ciudad tienen viveres para 7 se-
manas con una racion diaria de 12 onzas para cada hombre y reciben un
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refuerzo de 600 hombres, y si la raci6n diaria es entonces reducida a T onzas,
ipara cudnto tiempo habra viveres en la cindad?

446. Dos obreros han empleado 44 dfas para construir una muralla de
110 m. de longitud, 8 de altura ¥ 3 de ancho, jcuanto tiempo emplearian los
mismos obreros para construir un muro analogo de 150 m. de longitud, 10
de altura y 4 de ancho?

447. Si 18 bombas levantan 2150 toneladas de agua en 10 dfas traba-
jando 7 horas diarias, zen cuantos dias 16 bombas levantarian 1634 toneladas
trabajando 9 horas diarias? Expresar también la contestacion en horas.

448. Si 75 hombres pueden terminar una obra en 12 dfas de 10 horas de
trabajo cada urLo, ;cuantos hombres terminaran una obra dos veces mayor
en la décima parte de tiempo, admitiendo que trabajen el mismo namero de
horas diarias y que dos hombres de estos Gltimos hagan, en el mismo tiempo,
tanto trabajo como 3 de los primeros ?

449. 12 hombres pueden hacer un trabajo en 9 dias de 10 horas. ; cudntos
hombres se necesitardn para hacer el mismo trabajo en 15 dias de 8 horas,
si 3 hombres deben ayudarlos al principiar el cuarto dia ¥ 4 hombres mas
al empezar el décimo? - :

450. Cada pagina de un libro de 560 paginas contiene 40 lineas ¥y cada
linea contiene término medio 41 letras, icudntas péginas debe haber en otra
edicién de la obra siendo las paginas de ésta de 60 lineas y cada linea una
cuarta parte mayor que las primitivas, sabiendo también que el tipo de im-
prenta usado es mayor que el empleado en la primera edicién segln la razoén
de 6 : B?

451. Un copista puede transcribir 3 paginas de cierta obra en 1 14 horas,
4cuanto tiempo emplearan 3 hombres, trabajando con la mitad de rapidez,
para copiar 36 paginas de.otra obra; las péginas de ésta contienen 1/3 mas
material que la primera citada ?

452. Para suministrar a 400 hombres, durante 144 dias, 840 gramos de
pan a cada uno diariamente, se ha necesitado 3o sacos de harina de 100 kg.,
icudntos sacos' de harina de 125 kg. se necesitard para suministrar a 500
hombres, durante 320 dfas, 900 gramos de pan a cada uno diariamente?

453. Si 7 hombres plantan 945 hileras de papas en 3 dias de 9 heras
de trabajo cada uno, jcuantas mujeres se necesitardn para plantar 1200 hileras
en 5 dias de 8 horas, si 4 mujeres hacen el trabajo de 3 hombres?

454. Si 6 cajistas de imprenta, en 16 dias de 10 % horas cada uno, com-
ponen 720 péaginas de 60 lineas cada una con 40 letras en cada linea, jen
cuantos dias de 7 horas, compondrin 9 cajistas 960 paginas, cada una de 45
lineas y de 50 letras por linea?

455. Un empresario se compromete a hacer una obra en cierto tiempo
empleando 15 hombres trabajando 9 horas diarias. Después de transcurrir /s
del tiempo convenido resulta haber hecho s6lo 3/ de la obra. Si 3 hombres
mas se emplean entonces, jcuantas horas diarias deberan trabajar para terminar
1a obra en el plazo fijado?

456. 5 hombres deben trabajar a razon de 7 horas por dia para hacer
una obra. Después de 4 dias de trabajo resultan haber hecho /i de trabajo.
Se emplean entonces 6 hombres mas y se les hace trabajar a todos T 14 horas

.
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diarias, jcudndo estard terminado el trabajo, suponiendo todas las demés con-
diciones iguales?

457. El precio del diamante es proporcional al cuadrado de su peso. Un
diamante vale 3600 §, se le rompe en dos pedazos uno de los cuales es el /s
del primitivo, zcudl es el valor de ambos trozos y cudl la pérdida sufrida?

458. Si 5 mulas y 2 caballos pueden mover 50 toneladas de pasto en
cierto tiempo, ;cudntas toneladas podran mover ¢ caballos y 3 mulas, siendo
3 caballos equivalentes para el caso a 4 mulas?

459. Si 10 ¢m.® de oro y 16 cm.® de plata pesan 361 g., vy si 7 cm.?® de
oro y 22 cm.? de plata pesan 366,1 g. hallar el peso de una placa rectangular
de plata de 12 em. de longitud, 7 cm, de ancho y 0,5 mm. de espesor, dorado
de un lado, siendo de 0,04 mm. el espesor de la capa de oro?

460. »i 3 bueyes emplean 30 dfas y 5 bueyes 15 dfas en comer el pasto
de un prado, jcudntos bueyes comerin éste en 6 dfas, suponiendo que crece

uniformemente ?

461. Si 20 bueyes comen el pasto de un prado en 30 dias y 16 en 45
dfas, cuantos bueyes lo comerdn en G0 dias?

462, Si 23 Dbueyes consumen 8 ha. de pasto.en 26 dias y 25 consumen
7 ha. del mismo en 20 dias, cuantos bueyes comeran 3 ha. en 57/ dias.

463. Un estanque que contiene ya cierta cantidad de agua vecibe una
entrada suplementaria uniforme de agua por medio de un cafio. Si puede ser
vaciada por 8 canillas de desagiie en 16 minutos o por 10 en 12 minutos,
iquintas canillas se necesitard para vaciarlo en 3 minutos?

§ 2. — InrTERESES. DESCUENTOS

a) Interés simple

178. Definiciones. — Cuando el duefio de una suma de dinero
la facilita a otra persona, exige, en general, de parte de ésta y a
titulo de alquiler o de remuneracién, una cierta suma llamada
interés. La suma de dinero prestada o colocada se llama entonces
el capital.

De acuerdo con convenciones generalmente admitidas, el inte-
rés llamado simple se hace proporcional al capital y a la duracién
del préstamo.

Llamase tanto por ciento, al interés devengado por una suma
de 100 pesos en un afo.

El tanto por ciento se designa usualmente con el simbolo %,
que significa por ciento (¥). Asi, la expresién 6 % se lee 6 por

(*) De igual manera el sfmbolo % se usa para significar tanto por mil.
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ciento y significa que cien pesos prestados producen 6 pesos de
intereses en un afio.

Lldmase renta de un capital, al interés producido por este
capital en un afio. :

Tratindose de cileculos de intereses, se considera tnicamente
el afio que hemos llamado comercial (n.° 85), es decir constituido
por doce meses de treinta dias, lo que equivale a considerar el
afio de 360 dias. Sin embargo, en el comercio y en los bancos,
sucede frecuentemente que la duracién de los préstamos de dinero
no alecanzan a un afio. Para avaluar la duracién se atribuye en-

.tonces a cada mes el nimero real de dias que tiene, contando el

dia del préstamo y no contando el del vencimiento, es decir aquel
en que el capital debe devolverse al prestamista.

179. Regla de interés simple.— Esta regla suministra una ex-
presién o férmula que liga entre si el capital prestado, el interés
devengado, el tiempo en que ha durado el préstamo y el tanto
por ciento.

Designemos con las letras ¢, », ¢, 4, respectivamente, al capital,
al tanto por ciento (o renta de 100 pesos), al tiempo y al interés
del capital.
~ Si cien unidades de dinero producen r unidades de dinero en
una unidad de tiempo, una unidad de dinero, en estas mismas

r
condiciones, producird 100 veces menos renta, es decir , ¥ en
. ; rt
¢t unidades de tiempo ¢ veces mis interés, es decir, . Luego
p o %
una unidad de dinero, en ¢ unidades de tiempo, produce uni-
100
dades de dinero, luego ¢ unidades de dinero producirin ¢ veces
crt :
més, es decir, ; se tiene, por consiguiente:
crt
= 1)
100

que es la férmula buscada.
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180. La férmula anterior permite hallar una cualquiera de las
cantidades i, ¢, 7, t, conociendo las restantes; debe tenerse muy en
cuenta las unidades adoptadas como lo indican claramente los ejem-
plos que damos a continuacion.

Si se busea ¢ se usard la formula:

2 X 100
= : (2)
rt

Si se busea r se usard la férmula:

2 X 100
= : (3)
ct
Si se busca ¢ se usard la férmula:
2 X 100
= 5 (4)
cr

Ejemplo 1.°— Hallar el interés que devenga de 10 anos un
capital de 5000 pesos impuesto al 5 por ciento anual.
Aqui, la unidad de dinero es el peso, y la de tiempo el afio,
‘aplicaremos la férmula () y tendremos:
¢ = 5000, Pa=di] L=y
Resulta:
crt 5000 X 5 X 10

D= = = 2500.
100 100

Luego, el interts buscado es 2500 pesos.

Ejemplo 2.°— Hallar el interés que devenga en ) meses un
capital de 25000 pesos impuesto al 6 por ciento anual.

La unidad de dinero es el peso y la de tiempo el mes.

Entonces, segin la formula (1):

6
¢ = 25000, t—=4, r=—
12
puesto ‘que si en un aiio, 100 pesos producen 6 de renta, en 1

mes producirdin — de peso. Por consiguiente,
12 :
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6
25000 X — X 4
i 12 25000 X 6 X 4
= = =.800.
100 1200

Luego el interés es 500 pesos.

Ejemplo 3.9— Hallar el interés que devenga 25712 pesos im-
puestos al 8V5 por ciento durante 2 aiios, 6 meses, 17 dias.
Tomemos como unidad de tiempo el dia; entonces
32
¢ = 25712, r=—,
360

t =2 afios 6 meses 17 dias =
(2 X 360 4+ 6 X 30 + 17) dias = 917 dias,

31
25712 X X 917
360 95712 X 314 X 917
= = = 229230
100 36000

pesos, aproximadamente.

Ejemplo 4.0 — ;Qué capital, colocado al 4,5 por ciento anual,
durante 228 dias, produce 50 pesos de intereses?

Aplicaremos la férmula (2), tomando como unidad de tiempo
<l dia, tenemos

4,5
1= 50, r=—-—:7 - 1=1928.
360
Tuego
50 X 100 50 X 100 X 360
o— = = 1754,38.
4,50 4,5 X 228
X 228
360

El capital buscado es 1754,38 pesos.

Ejemplo 5.°— jA qué tanto por ciento ha sido impuesta una su-
ma de. 23600 pesos que ha devengado 3845 pesos en 45 meses?
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Tenemos, tomando como unidad de tiempo el afio y aplicando
la férmula (3):
3245 X 100
r=———0—/—=23,,66.

45
23600 X —
12

Ejemplo 6.°— ¢ Durante cudanto tiempo debe prestarse una su-
ma de 6500 pesos impuesta al },5 por ciento anual para obtener un
interés de 500 pesos? :

Adoptemos como unidad de tiempo el afio. Aplicando la for-
mula (4) resulta:

500 X 100 415
t afios = ————— ahos = 1
6500 X 4,5 585

afios = 1 afio 8 meses 15 dias

181. Observaciones.— Si sblo se quiere conocer la renta de um
capital, el tiempo debe tomarse entonces igual a 1 aflo.

Si quiere saberse en, qué se convierte al terminar el tiempo
t unidades, un ecapital ¢ unidades, impuesto al r por ciento, ten-
dremos que, representando por € la suma del capital prestado ¢
y de los intereses devengados en los ¢ afios:

ert rt
C=c+i=ic+ =i ( 1+ 5)
100 100

De cuya férmula puede obtenerse también, ¢, » o ¢ conociendo
las otras tres cantidades; asi:

100 C
Gl (6)
100 4 ¢

(C—¢)100

el ™
¢t

(C—¢)100

e (8)

cr
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182. Ejempro 1.°— jConviene mds colocar 15000 pesos al 5 por
ciento, que colocar 9000 pesos al 5,25 por ciento y el resto a 4,75
por ciento?

En la primera forma de colocacién la renta obtenida es, to-
mando como unidad de tiempo el afo:

cr 5
= = 15000 X —— = 750,
100 100

es decir, 750 pesos.

En la segunda forma, la renta es

5,25 4,75
+ (15000 — 9000)—— = 472,50 + 285 = 757,50 $.
100

9000 X
100

Luego, la segunda forma de colocacién es mis ventajosa.

Ejempro 2. — Hallar en qué se convierten al cabo de 7 afios
8500 pesos impuestos al 6 por ciento de interés simple. Tendremos,
aplicando la férmula (5):

6 X7
C = 8500 14+——— | =8500 X 1,42 = 12070.
100

Luego, se convierten en 12070 pesos.

EiemrrLo 8.° — ;Qué capital se tramsforma en 180,38 pesos
ampuesto al J,5 por ciento anual, durante 228 dias?

Apliquemos la férmula (6), tomando por unidad de tiempo
el dia:

100 X 1804,38
c=—————=175438.
4,50
100 + —— X 228
360

Luego el capital buscado es 1754,38 pesos.
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BJERCICIOS

464. ;Qué vale una casa de la que se saca 3000 $ de alquiler anual ¥
produce el 4,5 %.

i 465. Calcular el interés de 6000 $ colocados al 4 % durante un afio.
466. Calcular el interés de 2260,30 $ colocados al 43/s % durante un afio.
467. Calcular el interés de 35300 $ colocados al 3 % durante 10 afos.
468. Calcular el interés de 1440 % colocados al 4%s % durante 8 meses.
469. Calcular el interés de 9685,75 $ colocados al 4 % durante 3 meses.
470. Calcular el interés de 7500 § colocados al 4 14 % durante &8 dfas.
471, Calcular el interés de 6508,67 § colocados al 4 % durante 17 dias.
472, Calcular el interés de 7500 § colocados al 63/4 % durante 83 dias.
473. Calcular al 4%/s % la suma de los intereses de los capitales:

7461,85 $ desde el T de octubre al 10 de noviembre ;
1239,34 $ desde el 10 de marzo al 5 de junio;
4321,50 $ desde el 5 de junio al 10 de agosto.

Se atribuird a cada mes el namero de dias que. fija el calendario y se
contaré, sin embargo, un afio como de 360 - dias.

474. Bn enero. 1.° de 1870 una persona pidi6 en calidad de préstamo una
suma de dinero al 5 % de interés. Al afio, el tanto de interés qued6 reducido
al 414 %. El importe total de los intereses abonados al fin de 1875 impor-
taban 1760 £, jcudl es la suma prestada?

475. Una suma de 1200 § es prestada de manera a producir un tanto
por ciento de renta, ¥ 1600 $ se prestan de manera a producir un tanto
de interés de 1% % anual més que la otra. Si el interés anual del segundo
capital es doble del del primero, jcudl es el interés de cada uno?

476. Una persona que ha colocado en un banco, a interés simple, cierta
suma, obtiene a los 10 meses, 12600 $ por capital e intereses. La persona deja
afn la suma, en las mismas condiciones, durante 2 14 afios. Saca su dinero
v cobra 14490 §. ;Cudl es el tanto por ciento del interés y cudl es la suma
primitivamente colocada ?

477. Los 4/5 de una suma, colocados a 4,5 %, deben producir 1200 § de
interés en 8 meses. ;Durante cuinto tiempo debe colocarse el resto de la suma
al 5,5 % para obtener en total 1500 $ de intereses?

478. Dos capitales producen juntos 2640 $ de intereses anuales. Uno es
colocado al 6 %, el otro al 4 % ; éste produce 290 $ mas que el otro, ;cudles
son los capitales?

479. Se coloca cierto capital al 4 9% durante 130 dfas. Vencido este
término, el capital y los intereses reunidos se vuelven a colocar al 6 9% durante
420 dfas. Se ha obtenido asi 365,2 $ de intereses, ;cudal era el capital primitivo ?

b) Descuentos

183. Definiciones. — En el comercio de cierta importancia, el
pago de las mereaderfas no se hace en general al contado, es deczir
en dinero efectivo en seguida de realizada la compra; al « ontrario,

RN EE—S
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se efectia por lo que se llaman efectos de comercio, pagaderos en
el plazo de 1 a 6 meses. Existen dos especies de efectos de comer-
cio, segfin que sea el comprador o el vendedor quien lo extienda.
La letra de cambio es extendida por el vendedor; por ella, éste
ruega al comprador que se sirva pagarle a él personalmente o a
toda persona que se presentara a su nombre (a su orden) la suma
adeudada en una fecha dada, llamado el vencimiento de la letra.

El pagaré, en cambio, es extendido por el comprador, el cual
se compromete a abonar al vendedor el importe de la venta en
una fecha fija, llamada el vencimiento del pagaré.

Un comerciante poseedor de una letra o de un pagaré, puede
ceder su propiedad a otra persona. Es lo que se llama endosar el
pagaré o la letra.

Para efectuar esa operacion, escribe al reverso del documento
la siguiente férmula:

Paguese a la orden de N. (nombre del nuevo dueiio); luego,
pone la fecha y su firma. La letra puede asi servir como dinero
para pagar un crédito, puede circular por varias manos antes del
dia del vencimiento. El duefio de un efecto de comercio se llama
el tenedor del efecto; el que cede a otro, dicho efecto, se llama
el endosante del mismo.

Atendiendo a su vencimiento, los efectos de comercio pueden
ser: a la vista o a la fecha, y a tantos dias, vista o fecha. En los
dos primeros casos, el pago debe efectuarse en el dia que se pre-
sente la letra o en el que fija la fecha; en los dos dltimos, debe
efectuarse el dia que terminan los tantos que se consignan en el
texto de la letra, contados desde el siguiente a su presentacién o
al que indica la fecha de la misma.

Si el duefio o tenedor de un efecto de comercio quiere hacerlo
efectivo, es decir, cobrar antes de su vencimiento y encuentra quien
le tome, recibe en el acto una cantidad de dinero, menor que el
valor escrito en la letra o pagaré, valor que es llamado monto o
valor nominal del efecto. Este valor recibido se llama valor actual
o efectivo del efecto de comercio.

La diferencia entre el valor nominal y el efectivo se llama
descuento; descontar una letra o pagaré es hallar su valor efectivo
en un dia anterior al de su vencimiento. Generalmente, el tenedor
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de un efecto de comercio pagadero en cierto plazo, cuando quiere
cobrarlo en seguida, endosa el efecto a la orden de un banguero.

Se dice entonces que negocia el efecto o que lo descuenta. El
descuento que hace el banquero es a titulo de interés por el ade-
lanto de dinero que hace al endosante.

El descuento de las letras, pagarés y demis documentos mer-
cantiles andlogos, se regula en un tanto por ciento que fija el
comercio, o por el convenido entre el tenedor de la letra y el
tomador; ese tanto se llama el tanto por ciento de descuento.

Se distingue dos clases de descuento, el comercial y el racio-
nal o matematico.

184. Descuento comercial.— Il descuento comercial, usado en
la prictica, es el interés que produciria el valor nominal de la
letra en el tiempo que falta para su vencimiento. Se calcula, por
consiguiente, mediante la férmula (1) (n.° 179) en la que ¢
representard ahora el valor nominal del efecto de comercio, y ¢ el
tiempo que falta para el vencimiento. Si llamamos d al descuento,
tendremos en consecuencia.

crt

g=

100

Es claro que, restando del valor nominal el descuento, se tiene
el valor efeetivo. Lmego, si » indica el valor efectivo de la letra

crt rt
v=¢c—d=c———=¢ | 1— ) @)
100 100

Igualmente se tiene que
v (valor efectivo)

o 2)
100

¢ (valor nominal) =

1+

Los ejemplos siguientes aclaran la cuestién.

Eagmpro 1.°— ;Cual es el descuento de una letra de 3170 pesos,
pagadera a 90 dias, siendo el tanto de descuento 5 por ciento?

Tendremos tomando como unidad el dia:
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5
3170 X % 90
¥ 360 - 5 X 90 X 3170 5 X 90 x 3178
foh 100 T 360x 100 990 x100

4

1585
= ——= 39,625, $.
40

El valor efectivo de la letra es, por consiguiente,:
3170 — 39,625 = 3130,375 pesos.

Ejemrro 2.°6— ;jCudl es el monto de wna letra, pagadera a
los 45 dias, por la cual un banquero ha cobrado un descuento de
6,40 pesos al 6 por ciento?

Aplicando la férmula (2) (n.° 180), se tiene, tomande como
unidad de tiempo el dia:

1004 100 X 6,40 36000 X 6,40 .
i e = = 853,35.
7t 6 6 X 45
— X 45
360

El monto es 853,35 pesos.

Ejempro 3.0— Una letra de 1698,60 pesos, pagadera a los 1)
meses, solo wvale actualmente 1579,70 pesos, jcudl es el tanto de
descuento?

Aplicando la férmula (3) (n.° 180) y tomando como unidad
de tiempo el afo, tendremos:

100d 100(1698,60 — 1579,70)
r= — =06
cf 14
| 1698,60 X —
12

Z

185. Descuento matematico. — Cuando el plazo del vencimiento
es algo largo, el descuento comercial se vuelve abusivo y hasta
puede ser mayor que el capital; lo justo seria que se entregase, al
descontar una letra, la suma que, al cabo del tiempo que falta para

el vencimiento de ella, se convierta en el valor nominal; el des-
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cuento efectuado en esta forma se llama, y con razén, descuento
matematico o racional.

Si ¢ es el valor nominal de la letra, v; el valor real, y ¢ el
tiempo que falta para que venza la letra, v; debe ser el capital que,
en el tiempo 7, se convierte en ¢. Aplicando la férmula (6) (n.”
181), resulta que entre ¢, vy, t y r existe la siguiente relacién:

100¢
)

0 1004 et

luego, si llamamos d; al descuento ¢ —wv; tendremos:

100¢ crt
di=c—vi=c¢— = (3)
100 + »t 100 + rt
100 + 7t vyrt
di=c—vy =0, ——————— v, = - (4)
100 100

férmulas que permiten hallar una de las cantidades d,, ¢, vy, 7, £,
conociendo tres de las otras convenientemente elegidas.

Para recordar riapidamente las férmulas anteriores, basta hacer
el raciocinio siguiente: si r es el tanto por ciento de descuento en
la unidad tiempo, y ¢ el nfimero de unidades de tiempo que falta
para el vencimiento, diremos: 100 pesos de valor efectivo en este
momento se transforman en 100 + r¢ al cabo de ¢ tiempo; luego,
si el valor nominal de la letra fuera de 100 + »f, el real seria 100
si el valor nominal de la letra fuera 1 peso, el efectivo seria 100 + 7t

100
veces menor, es decir ———— y siendo ¢ el valor nominal, el
100 + »t
100
efectivo seria ¢ ———,
100 + »t
100
e

e T
100 + 7¢



ARTTMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL, II 143

Eseyrero. — Descontar comercialmente y matemdticamente al.
5 por ciento una letra de 25.000 pesos que vence a los 40 dias.

40
25000 X 5 X ——
360
d=———— —138,90 $.
100

40
25000 X 5 X ——
360
diy=——————— —=132/43 §.
40
100 4+b X —
360

EJERCICIOS

480. Calcular, al 4 % anual, el descuento y el valor actual de un efecto
de comercio de 9725,19 $, pagadero a los 90 dias.

481. Descontar el 2 de abril una letra de 1500 $ pagadera al 24 de abril,
al 435 9% anual.

482. Se pregunta cual es el valor colectivo, el 15 de junio, de las letras
siguientes : )

1061487 §, pagadera el 10 de julio;
1234,75 $, pagaddera el 15 de julio;
984,20 %, pagadera el 12 de agosto.

El tanto por ciento anual de descuento es 3 %.

483. ;Cual es el valor nominal de una letra, pagadera a los 60 dias v
que producirfa 1000 § si fuera descontada al 6 % anual?

484. Un pagaré cuyo vencimiento tiene lugar a los 57 dias, ha sido des-
contado al 3 % anual; ha producido un valor actual de 8214,40 §, cudl es su
valor nominal ?

485, Un corresponsal debe a un comerciante, en cierto dfa, 8229,50 §.
Este le envia una letra cuyo vencimiento se verificard a los 69 dias y cuyo
descuento podra hacerse al 4 34 % cobrandole ademéas el valor del sello que
es de 16 % (4,5 §), icual es el valor nominal de esa letra?

486. Un corresponsal debe, en el difa de la fecha, 11923,16 $ a cierta
persona, ¢cudl serd el valor nominal de una letra enviada por ésta, siendo el
vencimiento a los 63 dfas, descontable al 4 14 9%, agregando el valor del sello
del 1% %% (6,50 $) v % % de su valor nominal de comision?

487. Hallar el valor que tiene el 1.° de marzo una letra de 3724 £ 10 s.
5 d., pagadera el 30 de noviembre con el descuento del 5 % anual.

488. Una letra de 1698,60 $, pagadera a los 14 meses, vale actualmente
1579,70 $, scudl es el tanto del descuento?

489. Hallar el valor del descuento comercial de una letra de 364 £ 3 s.
5 d., pagadera el 17 de julio y descontada al 4 % el 5 de marzo.
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490. Un comerciante lleva a un banquero una letra de 1272 §, pagadera
a los 90 dias; el banquero entrega por ella $ 1256,10, jcuil es el tanto del
«descuento ?

491. Hallar el valor del descuento de una letra de 329 £ 13 s 3 d.,
pagadera el 11 de julio 1893 y descontada al 2 % % el 2 de febrero 1892.

492. Se presenta a un banquero, el 19 de junio, una letra de 900 $y el
banquero entrega al portador 884,55 §, icual es la fecha del vencimiento,
siendo el descuento de 6 %7

498. ;Qué suma podri pedirse prestada al 3 % de interés anual durante
96 dfas, comprometiéndose a pagar al fin de ese tiempo 9000 $ por el capital
a devolver, aumentado de sus intereses?

494. Calcular el valor actual y el descuento racional de 21625,40 §$, paga-
deros a los 90 dias, al tanto de 4°%/s % anual.

495. Demostrar que la razén entre el descuento comercial y el racional
s igual al valor adguirido por la unidad monetaria colocada a interés hasta
el dia del vencimiento.

496. Demostrar que la diferencia entre el descuento comercial y el racio-
nal es el interés simple del descuento racional.

497. Hallar la diferencia entre los dos descuentos de un capital ¢, siendo
el tanto de 4 % y la duracién 90 dias.

498. Una letra de 3397.20 $ es pagadera a los 7 meses, jqué suma debiera
entregar el banquero al portador de la letra en cambio de ésta siendo el tanto
de descuento racional 6 %7 ;Cudal serd el valor actual de la letra calculada
por el método de descuento comercial?

499. Si una suma de dinero es 19 veces mayor que su descuento racional
en cierto tiempo, y si el interés de esa misma suma por ese tiempo, al mismo
tanto por ciento, es 2 £ 3 s. 4 14 d., jcudl es esa suma?

500. Una letra cuyo valor nominal es de 3397,20 $ se descuenta al 6 %
vy su valor actual racional es de 3282,30 §, ien qué tiempo debe pagarse
la letra?

501. Hallar el descuento racional de 386 dol. 25 ¢, por 9 meses al 4 %.

502. Un negociante tiene &0 barriles de azticar a 57 § cada uno paga-
deros a los 8 meses de plazo, pero con un descuento del 6 9% anual si paga
al contado, qué suma debe pagar sabiendo que se le otorga 5 % de tara (véase
ejercicio 505) y que el descuento se hace mateméaticamente?

503. ;A que tanto por ciento de descuento racional, debe hacerse el des-
cuento de 357 £ 17 8. 8 d. en 2 afios para que ese descuento resulte ser
29 £ 41 s,

504. ;Cual es el valor nominal de una letra pagadera a los T meses ¥
cuyo valor actual matematico es 2292,30 §? El tanto de descuento es 6 %.

§ 3. — CUESTIONES DE PORCENTAJES

186. Descuento al contado, rebajas.— Hemos ya indicado
(n.° 183) que en el comercio al por mayor, se paga raras veces
al contado, es decir, al recibir la mercaderia; generalmente se paga
a los 30, 60, 90 dias después de la entrega; pero si ¢l comprador
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ofrece pagar al contado, el vendedor le acuerda lo que se llama
una rebaja o descuento, que se caleula a razén de un tanto por
ciento.
Por ejemplo, si una persona ha comprado un objeto que cuesta
¢ pesos y al pagar al contado recibe una rebaja o descuento de r
cr

por ciento, pagard ¢ — ;
100

Existen otras muchas cuestiones andlogas.

Esempro. — Una obra que cuesta al piblico 3,50 pesos, es pa-
gada al autor, por el librero, 2,80 pesos, jcudl es el descuento acor-
dado a los libreros por el autor?

Tenemos aqui:

cr r
¢ =8,00; ¢c———=2,80 c ( 1— = 2,80
; 100 \ 100
280 A 2,80
r=100 (1 ——— | = ( = X 100:=20"
¢ | 3,00 |

Luego el descuento es de 20 por ciento.

187. Vencimientos comunes. — El problema llamado del ven-
cimiento comtn consiste en reemplazar varios efectos de comer-
cio por uno solo conveniente. Los ejemplos siguientes dan una idea
clara del mismo.

Egeypro. — Se tiene cuatro letras: la primera de 2000 pesos,
pagadera a los 10 dias; la segunda de 1500 pesos, pagadera a los
20 dias; la tercera de 1800 pesos, pagadera a los 35 dias; la cuarta
2400 pesos, pagadera a los 60 dias. Quiere reemplazarse esas cua-
tro letras por una vinica de 7700 pesos, siendo 6 por ciento el tanto
del descuento, jen qué tiempo debe vencer esa winica letra?

El valor actual de la letra finica debe ser igual a la suma de
los valores actuales de las cuatro letras a las que debe reemplazar;
en otras palabras, el descuento de la letra tinica hasta el dia de su
vencimiento debe ser igual a la suma de los descuentos de las
cuatro letras hasta los respectivos vencimientos.
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Tenemos:
descuento de la primera letra:
10 2000
r=6X —X-—=23,33 §;
360 100
descuento de la segunda letra:
20 1500
y=6X —X——=15§;
360 100 :
descuento de la tercera letra:
25 1800
F= 6 X X ——=10,50 &;
360 100
descuento de la cuarta letra:
60 2400
P= B e ———he— =10 $.
360 100

La suma de los cuatro descuentos serd:
333 %+ 5%+ 10,50 $ + 24 $ = 42,83 §.

Es menester ahora determinar en cuinto tiempo una suma de
7700 pesos produce 42,83 pesos. Ese tiempo es igual (férmula 4,
n.° 180):

100 42,83
t =360 X — X
7700 6

=33 dias.

188. Fondos pablicos. — Cuando un IKstado necesita dinero,
hace un empréstito piblico emitiendo papeles del Estado.

Toda persona que facilita al Estado una suma de dinero, recibe
en cambio un papel de Estado en el que estd consignado su valor
nominal igual o superior al facilitado. Este papel viene a ser, en
definitiva, un recibo dado por el Estado, en el que éste se com-
promete a entregar al poseedor del papel una renta anual deter-
minada o a reembolsarle el eapital nominal del papel.

El prestamista no tiene derecho a exigir el reintegro del capi-
tal, pero el Estado tiene derecho a hacerlo en cualquier momento.

. Existen dos clases de papeles de Estado.
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El perpetuo o consolidado, que el Estado no tiene obligacion
de reembolsar, y el amortizable, que el Estado reembolsa poco a
poco devolviendo anualmente el importe de un cierto ntimero de
papeles a la par hasta devolver todo el empréstito en un nfimero
determinado de afios fijado de antemano.

Los problemas mds frecuentes relativos a la renta del papel
del Estado son los siguientes:

1.o0 Hallar la renta que produce un determinado valor nominal
de papeles del Estado:

2.° Hallar el wvalor efectivo que corresponde a un valor nomi-
nal dado; ;

3.2 Hallar el walor efectivo de papeles del Estado que habra
que adquirirse para obtemer una renta dada;

4.° Hallar el tanto por ciento anual que produce el capital que
se ha invertido en papeles del Hstado.

Para resolver los tres filtimos problemas se requiere conocer
<l cambio del papel en el dia en que se hace la operacién. Efectiva-
mente, un papel del Estado, siendo impersonal, constituye una ver-
dadera mercaderia que se compra y vende, y tiene, por consiguiente,
un precio variable llamado el cambio. Asi, cuando se dice que el
cambio del 3 por ciento amortizable es 98,75, se entiende que un
papel de Estado que produce 3 pesos de renta anuales para un
capital nominal de 100 pesos, se compra o se vende en la Bolsa
por 98,75 pesos.

Cuando el cambio es igual al valor nominal, se dice que el
papel estd a la par. Si es inferior o superior se dice respectivamente
que estd debajo o encima de la par.

Los ejemplos siguientes dan una idea suficiente de la manera
de resolver los problemas usuales relativos a los fondos piblicos.

EsemprLo 1. — jQué renta anual produce 35000 pesos nomi-
nales del 4 por ciento? Aplicando la féormula (n.° 179) tenemos

35000
=4 X

= 1400 $.
100

Ejempro 2.°— Hallar el valor efectivo de 25.000 pesos nomi-
nales del 5 por ciento amortizable al cambio de 95,70.
Diremos: si 100 pesos nominales se compran por 95,70 efec-
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95,70

tivos, 1 peso nominal se comprard por pesos efectivos; luego
95,70 X 25000

95.000 pesos nominales se comprardn por T:%’Q% $.
0

EseMpLO 3.9— Qué capital hay que invertir en papeles del 4

por ciento al cambio de 75,40 para obtener una renta de 3000 pesos?

Diremos: si 75,40 pesos efectivos producen 4 pesos de renta,
75,40

1 peso de renta se obtendrd con pesos efectivos, y 3000 $ de

75,40 X 3000 :
renta ¢on —————————— 56550 $.
4

Esempro 4.°— Qué tanto por ciento produce un papel de k
por ciento comprado a 75,40? :
Diremos: si 75,40 pesos efeztivos produce 4 pesos, 100 pesos
100

efectivos, producirin 4 X —— = 5,28.
75,4

EseMPLO 5.°— jCudl deberia ser el cambio de los papeles de
estado Otomanos del J por ciento, para que el tanto de colocacion
fuera 51/, por ciento?

Es cuestién de buscar qué capital al 5 1% por ciento produce
4 pesos por afo; este capital resultard ser

4
100 X — = 172,72
5,
Luego el cambio es 72,72.

EJERCICIOS

505. 30 sacos de café comprados en Hamburgo pesan, al desembarcar,
1986 kg.; la aduana acuerda una tara legal (lldmase tara la Dbonificacion
acordada a un comprador por el peso del embalaje y del continente, en general,
de la mercaderia) de 3 % y calcula los derechos de entrada a razon de 10 §
cada 100 kg., ;a cuanto se elevan esos derechos?

506. Buscar el descuento al 2 9% correspondiente a una factura cuyo im-
porte es de 7874,82 §.
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507. El precio de un libro es fijado en 5 $ el ejemplar. El editor acuerda
a los libreros 13 ejemplares por 12 y concede una rebaja de 20 %. Avaluar
a qué tanto por ciento del precio establecido alcanza el importe de las rebajas
acordadas por el editor.

508. ¢A cudnto se eleva una factura de 470 cajones de vidrio para
puertas, encerrando cada uno 100 pies cuadrados ingleses, de acuerdo con las
siguientes notas y especificaciones :

130 cajones a 30 fr. los 100 pies cuadrados franceses (3 pies franceses
valen, mas o menos, .0,975 m. o 3 pies ingleses, 1 yarda, o sea 0,914 m.)

330 cajones a 32 fr. los 100 pies cuadrados franceses ;

10 cajones a 36 fr. los 100 pies cuadrados franceses ;

A deducir 6 9% para las medidas inglesas;

Rebaja 70 %, descuento 3 9%, gastos de embalaje 2 fr. por cajon.

509. Se propone arreglar por un pago Gnico, con fecha 10 de agosto 1936,
las siguientes deudas:

3000 $ pagaderos el 5 de agosto 1936

2000 » 7 » »

1500 » 20 » »
al 5 % de interés anual.

510. Una persona debe 9522,38 § pagaderos el 7 de mayo; 4251,26 $
pagaderos el 15 de junio; 32357,75 § pagaderos el 10 de agosto. Il acreedor
consiente en recibir 20000$ el 1. de julio, y lo restante el 31 de agosto si-
guiente, Calcular ese saldo, teniendo en cuenta los intereses de 4 14 por ciento
anual.

511. Dados varios capitales:

3000 $ pagaderos el 5 de agosto
2000 » 7 »
1500 » 20 »

hallar el vencimiento de un capital tnico igual a su suma, 6500 $, de tal
manera que a la fecha del primer pago, el 5 de agosto, el valor descontado
del capital Gnico sea igual a la suma de los valores descontados de los primi-
tivos capitales. :

512. Una persona debe: 8971,85 $ al 12 de mayo, 419,31 $ al 4 de
junio; 2365143 al 9 de julio; paga 20000 $ el 1.°c .de junio, ien qué época
debe abonar el saldo?

512. §Cudles son los valores nominales de dos letras cuyos vencimientos
son el 8§ de abril y el 31 de mayo y cuyo pago podri extinguir una deuda de
3421,50 § pagadera el 10 de mayo. La suma de los valores nominales desco-
nocidos debe ser igual al importe del capital tnico.

514. Una persona que debe 24613,40 $ el 15 de julio, pagara: 5000 $
el 15 de mayo; 5000 $ el 30 de junio; 5000 $ el 31 de julio. Para librarse
completamente propone abonar el saldo en dos pagos que se harian el 10 de
agosto y el 31 de agosto. Hallar el importe de ambos pagos.

515. Una persona compra mercaderias por valor de 850 $; las paga al
contado con un descuento de 2 9% ; las vuelve a vender por 1000 § ofreciendo
ella misma un descuento de 2 %, jcual es su ganancia?
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516. Si un papel del estado produce 4— de intereses efectivos jcudl es
37

el cambio, sabiendo que el interés nominal es de 4 %7

517. Una persona al pagar una factura, entrega 63,70 § después de bene- '
ficiar de una rebaja de 2 %, icual era el monto de la factura?

518. Un librero ha comprado 84 tomos, cuyo precio marcado es de 1,50 %,
con una rebaja de 15 % y ademds obtiene 13 tomos por 12. Los vuelve a

‘vender al precio marcado, jcudl es su beneficio total?

519. Una escuela tiene 380 alumnos; 5 % tienen una edad comprendida
entre 12 y 14 afios, 10 % entre 10 y 12 afios: 35 % entre 8 y 10 afos; los
demds tiemen menor edad, jcudntos alumnos hay de cada categoria de edades 7

520. La poblacion de una comarca aumenta de 3 9% antualmente, pero
decrece por emigracién en % % anual, ;Cudl serd el aumento en tanto por
«wiento a los tres afios? :

521. Si el precio del carbén aumenta en un 10 %, ;de cudnto por ciento
debe, un consumidor, reducir el consumo para no tener aumento en su gasto”

522. El costo por tonelada de los dos principales cuerpos usados en la
preparacion de un producto, estdn en la razén 5 :4; las cantidades de ellos
usadas estdn en la razén 4 y 3; la mano de obra y otros gastos resultan
ser 6 € por tonelada del articulo terminado, el cual es vendido con un descuento
de 8 % de su precio nominal de venta. Las cantidades vendidas son iguales
a la suma de los dos principales componentes, por despreciarse los otros/ pro-
ductos secundarios. La utilidad estd calculada en 25 %, pero si los precios de
los dos principales componentes aumentan en 10 % y si el precio de venta
desciende de 10 9% la utilidad resulta ser 3 % %, icudl es el precio nominal
de venta de la tonelada del producto?

523. El agua de mar contiene mis 0 menos 2.5 % de su peso en sal;
un litro de agua de mar pesa 1,026 kg., /cuantos litros de agua debe evaporarse
para obtener 400 g. de sal?

524, Hallar el 28 % de 8569 £ 17 s. 6 d. y el 8/ de 89 km. 58 dam.

525. Un vendedor tiene una comisién de 1,25 9% sobre el importe de sus
ventas, ha ganado cierto dia 35 $, squé suma ha vendido?

526. un hombre debe 235 £ a otro y le paga 110 £, ;qué tanto por
.ciento de la deuda queda sin pagar?

527. Bn ciertas administraciones del Estado, el sueldo de los funcionarios
sufre una merma de 5 %, ;cudl es el sueldo mensual de un empleado que ha
«cobrado 3420 § al afio?

528. ;Cual es el importe de una letra Gnica pagadera a los 60 dias desti-
nada a reemplazar tres letras: una de 600 $, pagadera a los 30 dias; otra de
900 $, pagadera a los 60; otra de 100 $, pagadera a los 90, siendo el tanto
-del descuento 6 %?

529. Si la poblacion de un pafs, en 1861, era de 20066224 habitantes y
en 1891 de 29002165, jcudl es el aumento por ciento en 30 afios?

530. Un comerciante compra por valor de 15000 $ de mercaderias, de las
que debe pagar la mitad a los 4 meses, la tercera parte a los 9 meses ¥ el
iresto al afio. Quiere hacer un solo pago, ien qué época debe efectuar ese pago?

531. Una persona compra un objeto y lo vende ganando el 5 %. Si lo
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tubiera comprado al 5 9% menos y vendido el mismo a 1 s. menos, hubiera
ganado el 10 %, jcudl es el precio de compra?

532. ;kis mas conveniente comprar papeles de Estado del 3 % al cambio
de 102,40 $ o papeles del 3 % 9% al cambio de 102,977

533. Un especulador hizo cuatro operaciones con su fortuna; en la pri-
mera gand 100 9% : en cada una de las otras tres perdi6 20 %, jcudl es la
ganancia por ciento de su primitivo capital?

534, ;Qué valor nominal de papeles de' BEstado del 3 % y al cambio de
102 se obtendrd por 15000 $ (incluso gastos de sellos y de corretaje ; 0,1275 $
por 102 §)7 ¢

535. Un comerciante ha comprado 120 kg de mercaderfas a razén de
240 $ el kg. con una rebaja de 1 % ; el embalaje ha costado 10 §; los gastos
de transporte son de 8,50 $. Volviendo a vender la mercaderia al menudeo a
razén de 1,50 $ los 500 g., ieuil es el tanto por ciento de ganancia?

536. Cierto ntmero de manzanas fueron compradas a 4 por un penique,
vy un namero ignal de manzanas a 3 por un penique. El todo fué vendido a
7 por 1 penique, jcudl es la ganancia o la pérdida por ciento?

537. Una persona compra un terreno de 5 a. 62 ea. Vende los 3/r por
11250 $ con un bheneficio de 8 2/3 %, sa cuanto habri pagado el m.*? Si el
resto del terreno se ha vendido con un beneficio de 93%/s %, icudnto por ciento
se ha ganado en el negocio?

538. Si un papel de Hstado del 3 9% tiene un cambio de 91, y otro del
31 9% el cambio de 106, ;cudl es la diferencia entre los tantos por ciento
de intereses efectivos obtenidos por ellos? jcuanto si se tiene en cuenta la
comision de 1% 9% que debe pagarse al comprar el segundo titulo?

539. Una persona que quiere colocar 24600 $ duda entre adoptar una
de las tres soluciones siguientes: 1.8, comprar una casa que le procurara 4,75 %
de su valor pero en la que anualmente serd menester efectuar reparaciones
avaluada en 10 % de la renta; 2.8, comprar un campo que le procurard 4,25 %
después de verificados todos los gastos; 3.8, comprar papeles de Estado del
3 % al cambio de 99,85. ;Qué solucién le conviene mas desde el punto de vista
de la renta?

540. Una persona invierte 14970 £ en comprar papeles del Estado del
3 9% al cambio de 90 efectivo y otros al 3 1% % al cambio de 97. Si el interés
total es de 500 £, ;cudntos papeles de cada clase debe comprar?

541. Un agricultor tiene trigo para vender; se le ofrece 27,60 $ por el
quintal métrico; rehusa la venta y s6lo puede efectuarla a los 7 meses al
precio de 26,30 $: en ese lapso se ha secado y perdido el 2 9% de su peso,
jcual es la pérdida por quintal teniendo en cuenta los intereses al 4.5 %?

542, 144 ‘acciones de una compafifa se venden a 856 £ 16 s. cuando
¢l dividendo es de 7 9%, icuiantas acciones podra comprarse con 1193 £ 8 s.
cuando el dividendo sea de 9 %7

543. Una persona ha comprado papeles de Hstado del 3 14 9% de manera
a tener 100 $ de renta, y ha pagado, con gasto de sellos y corretaje compren-
dido, 4365,95 $, scudl es el cambio? Bl sello es de 0,560 § y el corretaje de
1/300 del precio de adquisiciéon del titulo.
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§ 4. — REPARTICIONES PROPORCIONALES. Mgezcras

189. Definicién. — Repartir una magnitud M en partes pro-
porcionales a los grandores o a los niimeros a, b, ¢, ... signifiea
descomponerla en tantas magnitudes parciales que Illamaremos A,
B, ¢, ... como grandores o nimeros «, b, ¢, ... se dan, de ma-
nera que se verifiquen las igualdades g

ARG )

a b ¢ d

190. — Resolucién. — De lo establecido en el n.° 154 se tiene
que

oy et @y p R TSl —6  TERY S RN O AR 6
d

-a+b+c+d+...v a b ¢
Estas igualdades permiten hallar A, B, C, ... pues se tiene
M M
= s B==—————— b ...
a+b+c+ ... a+b+e+ ...

Luego: Para repartir una magnitud M en partes proporcionales
a varias otras a, b, ¢, ... basta multiplicar cada una de estas mag-
nitudes a, b, ¢, ... por la razén entre la magnitud a repartir M
y la suma a+ b+ ¢+ ... de las magnitudes a, Lo T

bied
EseMpLO. — Repartir 1740 en partes proporcionales a —, —,
- : R
0.7: tendremos: i \
1 3
M=1740; © a=—; h=—; ¢ =07
2 5
Luego:
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1740 1 1740 1 1740 X5 1450
20 e e T
S S S
9 .5 : 5
1740 3 1740 2030
== L =B8R0 O:—-——OT:——
g % 3
9 9

191. Aplicaciones. Regla de compafiia o de sociedad. — La re-
gla de sociedad, resuelve el problema de repartir beneficios (o pér-
didas) entre socios que han puesto capitales comunes en un negocio.

192. Cuando varias personas refinen sus capitales para explo-
tar un negocio cualquiera, forman una sociedad o compafiia mer-
cantil. Cada uno de los individuos que forma parte de la soeie-
dad, es un socio; el eapital que aporta a la misma se llama su
imposicién, y la suma de todas ellas, es el capital social. La ga-
nancia o pérdida obtenida por la sociedad se llama el dividendo
general. La parte de ella que corresponde a cada socio es un
dividendo parcial.

La regla de compaiifa ensefia a distribuir las ganancias o pér-
didas obtenidas en una sociedad, entre los socios que la componen,
o sea hallar los dividendos parciales conociendo el dividendo general.

En las grandes empresas comerciales, el capital de la sociedad
se reparte en un gran niimero de partes iguales llamadas acciones.
El dividendo general es también repartido en tantas partes cnan-
tas acciones hay y la parte de cada una se llama el dividendo de
la acci6n.

Una aceién tiene, como un papel de Estado, un valor comer-
cial que puede comprarse o venderse ; tiene, por tanto, un cambio
que varia segfin la marcha de los negocios de 1a empresa que la
ha emitido.

La regla de compaiiia se dice simple, cuando se aplica a socios
que han aportado sus capitales durante un mismo tiempo. En ese
caso, la reparticion de los beneficios (o pérdidas) se hace, como es
natural, proporcionalmente a los capitales aportados,
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La regla en cuestién se dice compuesta, cuando se aplica a ca-
pitales colocados durante tiempos diferentes. Se veparten- en-
tonces las utilidades o las pérdidas proporcionalmente al producto
de los ntimeros que indican la imposicién de cada socio y el tiempo
durante el cual ha cooperado en el negocio.

Este tltimo caso sucede raras veces, pues cuando un socio
se retira de una sociedad, se disuelve o liguida ésta, y se forma
una nueva; sin embargo, como envuelve la resolucion de un pro-
blema més general, indicaremos algunos ejemplos al respecto.

-Ejemplo 1. — Una compania mercantil de tres socios A, B y
C gané en tres afios L5000 pesos. Kl socio A aporto a ella
80000 pesos durante los tres anos; el socio B aporté 15000 pesos
durante 2 aios, y el socio C' 20000 pesos durante afio y medio.
éQué dividendo corresponde a cada socio?

Tenemos que repartir 45000 pesos proporcionalmente, a los nii-
meros 30000 X 3 = 90000; 15000 X 2 = 30000; 20000 x 1 /5 = 30000.
Luego:

45000
dividendo de A = X 9000 =
90000 4+ 30000 + 30000

45000

= X 90000 = 27000 ;
150000

45000
dividendo de B=
150000

X 30000 = 9000 ;

45000
150000
Estos dividendos son, por consiguientes, 27000 $, 9000 $, 9000 $.

dividendo de C = X 30000 = 9000.

Ejemplo 2.°— Una sociedad comprende 500 accionistas. Kl di-
videndo total relativo a un afio es 35600 pesos. §Cudl es el dividendo
por accion?

35600

500

= 171,20 $.

Seri, evidentemente,
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Ejemplo 3.°— Repartir un beneficio de 30000 pesos enmtre dos
socios, sabiendo que A ha aportado 150000 pesos y B 330000. Ten-
dremos :

30000
A= X 150000 = 9375 $.
150000 -+ 330000
30000 g
B=————— X 330000 = 20625 $.
150000 ~+ 330000

198.- Prorrateo. — Existen muchas cuestiones tales como el re-
parta de contribuciones, socorros mutuos, ete., llamadas de prorra-
teo o de distribucién a prorrata, que se resuelven como la regla
de compaiia, es decir, dividiendo una cantidad dada en partes pro-
porcionales a ciertos ntimeros.

Ejemplo. — Los contribuyentes de las cuatro primeras clases de
cierto pueblo convinieron en costear la construccion de un paseo
presupuestado en 1400 pesos; de aquéllos, 7 pagan 180 pesos de
contribucion; 17 pagan 110 pesos; 20 pagan 80 pesos y 24 pagan
50 pesos, gecon cudntos pesos debe comtribuir cada wumo para pa-
gar dicha obra?

Dividiremos 1400 pesos en partes proporcionales a 7 X 180,
17 X 110, 20 X 80, 24 X 50, es decir a 1260, 1870, 1600, 1200 y ob-
tendremos para la cuota de cada clase:

1260 = 20747
1400 ) 1870 = 441,48

X s
AT 1600 = 377,74
1260 4 1870 + 1600 + 1200 ’
* 23 ( 1200 = 283,31.

Luego, a cada uno de los contribuyentes de la primera clase
297,47
le correspondera

$=42,50 $; a cada uno de los de la se-

441,48 377,14
$=2597 $, a cada uno de los de la tercera

gunda

3,31

= 18,89 $, y a cada uno de los de la cuarta $=11.80 $.




156 ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. Il

194. Algunos casos particulares de reparticion en partes pro-
porcionales.

a) Se dan las razones pero no la suma a repartir.

A, B y C poseen un dominio; las partes de cada yno son proporcionales
@ 4, 2% y 1%. A vende la mitad de su parte a C y C wvende 100 hectdireas
a B y resulta asi que las partes de B y C salen iguales. ;Oudntas hectireas?

Sea « el nfimero de hectdreas del dominio. Tenemos que :

442% +1% =8

es la suma de las partes proporcionales.
Los factores relativos a cada parte son:
4 2% 1% 8. 5 3
—, , - .es degir —, — ¥ i—.
8 8 8 16 16 16

Iistas partes som, por consiguiente :

8 5 3
wha.; —aha.; y —iha,
16 16 16

Pero como A vende la mitad de su parte a C, tenemos como nuevas partes

4 5 T
~— 2 ha., —axha. y —xzha., Pero C vende 100 ha. a B, luego esas partes se
i .

transforman en

4 5 7
—x ha., | — = 4+ 100 ha., —gi— 100 hua.
L 16 16 16

y por la hipdtesis hecha

T )
—a— 100 ha. = —a + 100 | ha.
( 16 ) ( 16 )
2
i .= 200

16

200 X 16

z'ha, = ha. = 1600 ha,

2
Lauego, al principio, A, B y C tenian respectivamente:

’

8
— X 1600 = 800 ha.
16

=
— X 1600 = 500 ha,
16 !

— X 1600 = 300 ha.
16

e s e e gl A

A
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b) Cantidades expresadas en base a distintas unidades.
Cudntos Vs soberanos, Y% coronas y 6 peniques valen juntos 57912 £.
Bl ndmero de monedas estan en la proporcion de 3 %, 4 %4 y 5% respective-
mente.
Tenemos que
T 17 16 42 51 64
31 + 4% F6h=—+—F—=—+—+—
2 4 3 12 12 12
Lilego, los nfimeros de cada clase de piezas de moneda estdn en la rela-
cion de 42, 51 y 64. Si hubiera este niimero de cada clase de piezas. el valor
de ellas seria, en base a la unidad 6 peniques (siz pence) .

42 X 20 = 840 l
51 X 5 =250\ 1159, Tero 579 % £ = 23180 veces 6 peniques.
B84 1= 64 =

Luego :

23180 X 840

soberanos es —— — 16800 veces 6 peniques; el valor

«l valor en %

1159

3180 X 255

en Yo coronas. € ———————
1159

— 5100 veces 6 peniques: el valor en 6 peni-

23180 X 64 ;
ques es —————— = 1280 veces 6 peniques.
1159

Pero 16800 sia pence = 420 £ =840 medios soberanos.

5100 = 127 % £ = 1020 medias coronas.
1280 — 32 £ — 1280 veces 6 peniques.

La respuesta es, por consiguiente: 840, 1020 y 1280.

¢) Caso en que figuran proporciones continuas.

Repartir 3900 $ entre A, B, C, D, de tal manera que la parte de A y la
de B sean proporcionales a los numeros 3 y 47 las partes de B y C propor-
cionales @ 8 ¥y 9: las de C y D a 9 y 16.

Tenemos :
A B
A:-B::3:4 o también A : B :: 6 : 8 o también — = —
6 8
B «
B G St S e 9 — =
8 9
@ D
Gzl D a9 516 . — =
9 16
A B c D
Luego — = — = — = -, Se trata, pues, de repartir 3900 $ en partes
6 8 9 16
proporcionales 6, 8. 9 y 16: se obtiene 600 §, 800 §, 900 $. 1600 $. res-

pectivamente.
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d) Partes proporcionales compuestas.
Un hombre, una mujer y wn nifio efectian un tradbgjo por 15 £ T 8.7
el hombre trabaja 9 dias, la mujer 10 y el nino 12. Los trabajos hechos
por ellos estan en la proporcién de Y, Ys, s, icudnto le toca a cada uno?
Si los trabajos efectuados por um hombre, una mujer y un nifio estan
en la proporcion de 14, s y /s los trabajos efecuados por ellos en 9, 10 y 12

9 i 10 1 12
dfas  estan ‘en; ‘la’ relacion de 9 X ¥ '=—; 10X —=—45 12 X — = —
2 3 3 5 5
. 9 10
Se trata, pues, de vepartir 15 £ 7 s. en partes proporcionales a , — ¥
>,

12
—; se obtiene 6 £ 15 d.; 5 £ y 13 £ 12 s respectivamente para el
5

hombre, la mujer y-el nifio.

BIERCICIONS

1:°1 1
544. Repartir 124000 § en partes proporcionales a —, — ¥y —.
2 3 5
545. Un general levanta una contribucién de 870 § entre 4 aldeas de
250, 300, 400 y 500 habitantes respectivamente, ;qué suma debe pagar cada
aldea proporcionalmente a su poblacién?
546. Dividir 630 $ en dos partes tales que la segunda sea los % de la
primera.
547. Dividir 180 $ entre A, B y C de tal manera aue A reciba 3 veces
mias que B; y B y C juntos la mitad de A.
548. La antigua poélvora de guerra era una mezcla de 75 % de natron,
12 % 9% de azufre y 12 1, de carbén, jcuill era el peso de cada una de estas
substancias existentes en 1160 kg. de polvora?
549. 2228 £ 16 s. deben repartirse entre un nifio y dos nifias; el nifio
debe tener 3 partes y eada nifia 2 partes, jcudnto deben recibir cada una?
550. Tres vecinos han alojado tropas de hombres y ecaballos: el primer ve-
cino alojo 6 hombres y 4 caballos -durante 15 dfas; el segundo 8 hombres y
3 caballos durante 12 dfas; el tercero: 10 hombres durante 9 dias. Se les
acuerda una indemnizacion de 180 $. Repartir ésta teniendo en cuenta que
dos caballos deben contarse como si se tratara de 1 hombre.
551. Dividir 1690 $ entre 4 personas, de tal manera que la primera pueda
: 1 2
percibir 1—1 mias que la segunda, la segunda 2-— mdas que la tercera y la
cuarta tanto como la segunda y la tercera.
552, Un comisionista en mercaderias compra una pieza de género de 20
m. de longitud. Guarda la cuarta parte y cede el resto en tres partes cuyas
longitudes son proporcionales a 'los nameros 11, 15 y 24. Sabiendo que esas
partes han sido cedidas: la primera a razon de 24 $ el metro, la segunda
a razon a 18 § el m. y la tercera a razén de 25 § el metro y que el
beneficio realizado es de 8 % del precio de compra. se puede calcular: 1.0,
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cual es el precio de compra; 2.9 a qué grecio el comisionista debe vender =1
resto que le queda para obtener una utilidad de 33 % sobre el precio de
compra de ese resto.

553. Un padre de tres hijos deja 9656 £ a dividir entre éstos propor-
cionalmente a las edades que tendran el dia del fallecimiento de aquél ; ha-
biendo resultado ser esas edades 25, 22 y 21 afios respectivamente, seual
es la parte de cada uno? jcudl es la diferencia entre cada una de estas
partes y la que le hubiera correspondido a cada hijo si el padre hubiera
vivido un afio méas? ;

554. Una suma de 630 $ es dividida entre 10 hombres, 32 mujeres y
48 nifios. Cada hombre recibe dos veces mas que una mujer; y 32 mujeres
reciben tanto como 48 nifios, jcudl es la parte de cada uno?

555. Si el trabajo efectnado por un-hombre, una mujer y un nifio estd
en la proporcion de 3, 2, 1; y si 12 hombres, 15 mujeres y 15 nifios
pueden efectuar cierta obra en 210 dfas, jen qué tiempo 18 hombres, 12 mu-
jeres y 12 nifios podrian efectuarlo?

556. Seis monedas tienen el mismo peso y son de oro y plata aleadas.
En una de ellas el oro y la plata estin en la razén de 2 a 1; en otras dos
en la razén de 3 a 5 y en las restantes en la razéon de 7 a 5. Si se funden
las seis monedas, jen qué razén estardn el oro y la plata del metal re-
sultantes ?

557. La poblacion de cierta ciudad es tal que el nfimero de hombres es
el de las mujeres como 13 es a 15. De los hombres, el nimero de casados
es al de los no casados como 6 es a T; y los nimeros anilogos relativos a las
mujeres estdn en la razén de 7 a 5. Sabiendo que hay 25 mujeres no casadas,
acudl es el total de la poblacién adulta, cudntos hombres y mujeres?

558. Las rentas de dos personas son tales que si una fuera disminuida
en 8% y la otra aumentada en 15 9%, resultarfan iguales. Kl total de la
renta es 67125 $, icuales son esas rventas?

559, En las tres aulas de un colegio cursan 222 nifios; el namero de
los alumnos de la primera aula es al de la segunda como 3 : 5; los relativos
a la 28 y 3.2 aula estin entre sf como 7 : 11; determinar el nimero de
alumnos de cada aula.

560. Tres nifios resuelven el mismo ntimero de problemas durante el afio,
vy entre los tres resuelven correctamente 1064, Uno de los nifios resuelve
2 problemas bien entre 3, otro resuelve 3 bien ‘entre 4, y el dltimo 4 entre 5,
icuantos problemas resuelve correctamente durante el afio cada nifio?

561. Tres personas contribuyeron con 50000 $. 7500 $ y 2500 $ respec-
tivamente en un mnegocio. La ganancia es de 3000 $, jcudl es la parte de
cada uno?

362, Dividir 144 14 § entre tres personas en la proporcién de .3, .33, y .8,

563. Hn un examen, un alumno tomé cinco temas escritos y obtiene en
cada uno notas en la proporciéon de 6, 7, 8, 9, 10. A la nota superior de
sobresaliente le correspondia el mismo ntdmero de puntos para cada tema y
el alumno obtuvo en total %5 del total maximo de puntos. Determinar en
cuantos temas obtuvo mis de la mitad del maximo de puntos.

564, Dividir 7872 en tres partes tales que la primera sea 4 veces la
segunda 'y 3 veces la tercera.
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565. Un padre tiene 3 hijos de 24, 16 y 8 afios respectivamente y deja
una herencia a rvepartir en razén directa de las edades. Ocho anos después
el segundo hijo falleci6 y dejo su parte de herencia para ser dividida entre
los hijos sobrevivientes en razin inversa a sus edades, i_qué parte de la pri-
mitiva herencia tocara a cada uno de los dos hijos vivientes ?

56G. A inici6 un negocio con 450 $; después de cuatro meses tomé un
socio B con 300 $: dos meses después tomo otro socio € con 500 $, pero tres
meses después, (! sacé 250 $ de su capital. Al finalizar los doce meses resul-
ta una ganancia de 2502-1% %, jcuédnto correspondera a cada socio?

567. Dos personas A y B alguilaron un campo en sociedad por H4 £ ; A
puso 23 caballos durante 27 dfas. B 21 caballos durante 39 dias, ;jqué parte
del alquiler debe pagar cada uno?

568. A y B entraron en una especulacion, A puso 50 $ vy B 45 $; des-
pués de 4 meses, A retiré la mitad de su capital y al finalizar los 6 meses
B retiré a su vez s de su capital. Iin esas condiciones otra persona C entra
en el negocio con T0 $. Después de 12 meses la ganancia resulté ser 254 §,
scuanto le corresponde a cada socio?

569. Los dividendos aportados en un negocio por dos socios son 5500 %
y 8000 $. si el beneficio a los 9 meses es de 1275 $, scual es la parte de
cada socio y cudl es el tanto por ciento anual de ganancia ?

570. A y B pusieron respectivamente 5000 & y G000 $ en un negocio.
A es el fnico socio que se ocupa del negocio. FHabiendo una ganancia de
770 $, la parte que recibe A, es a la que'recihe B como 3 es a 4, jcudnto
se le paga a A por su trabajo? e

571. A y B entran como socios en el siguiente negocio: B pone una vez
y medio el capital de A. A, que es el socio encargado del negocio, debe recibir
de los heneficios el 8 % de su capital y B el 4 9% del suyo; el resto de los
benificios deben repartirse proporcionalmente a 1los capitales. Al Tinalizar el
primer afio A recibe 2456 § y B 3084 §, icual es el capital puesto por cada
socio en el negocio?

572. Dos negociantes se han asociado, el primero trajo 1500 $ mas que
¢l segundo, éste, por ser el encargado, recibe: 150 $ al afio en tal concepto.
Después de 3 afios, los beneficios brutos caleulados en 15 9% anuales resultan
ser 2025 § una vez deducido el sueldo del segundo socio. Hallar el capital
primitivo de cada socio y la parte que le corresponde de la ganancia.

573. A, B y C alquilan un campo por 279 §. A pone 500 ovejas durante
4 meses; B, 600 durante 3 meses y €, 1200 durante 2 meses, ijqué parte
del alquiler deben pagar cada uno?

574. A y B forman una sociedad durante 1 afo: A contribuye con 500 $
desde el 1.° de enero:; B contribuye desde el 1.° de mayo con una suma tal
que al final le corresponde la misma zanancia que el primecro, jeon eudnto
contribuye B?

575. Dos personas entran en un mnegocio con 3000 § y 4500 $ respecti-
vamente. Después de 8 meses, la primera adelanta 2500 § mas. Siete meses
después se concluye el negocio con una utilidad de 1040 $, 4como se repartird
ésta?

576. Una persona entra en un negocio con 2500 § en sociedad con otra
que aporta 4000 §. Después de un afio resulta una pérdida de 250 $ y los
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capitales quedan reducidos proporcionalmente. En esas condiciones, entra en
la sociedad una tercera persona con 4500 $. Al afio resulta una ganancia de
2358 §, scomo se repartird?

517. A y B entran en mn negocio; A pone 50 $, B 45 $. Después de 4
meses A retira la mitad de su capital; al fin de 6 meses B retira 1/3 del
suyo. En esas circunstancias entra C con 70 $ de capital. Después de 12
meses el Dbeneficio resulta ser 254 §, scomo se repartira?

578. A entra en un negocio con 4000 £. Después de 3 meses toma a B

. como socio con TO00 £ de capital; 4 meses después entra C en la sociedad

con 3000 £. Al finalizar el afio el beneficio es tal que, por la parte que le
corresponde, A debe pagar un impuesto sobre su ganancia (income-tax) de
6 £. Sabiendo que este impuesto es de 6 d. para cada ‘£, hallar el beneficio
total obtenido.

a79. De dos socios A y B, B ha puesto 1 14 veces el capital de A a los
8 meses B retira la mitad de su capital y dos meses después A retira 1 del
suyo. Siendo el beneficio del afic de 530 §, ;como se repartira?

580. A y B alquilan un potrero por 38 $. A pone 30 caballos durante
6 meses; B, 20 caballos durante 10 semanas. Obtienen 57 $ vendiendo ‘pasto,
4qué parte del alquiler y cudl de la ganancia debe pagar cada uno?

581. Los capitales de A, B y € son proporcionales a los nameros 2,
3 ¥y 4. Se asocian y obtienen un beneficio de 7200 '$: A puso 145 del capital
durante 4 meses; B puso /3 durante 3 meses; C 14 durante'2 meses. La
ganancia viene a ser de 20 %. Hallar los capitales respectivos y las ganan-
cias de cada socio.

582. A y B forman una sociedad; A pone 3/; de su capital. Al fin del
primer ano obtienen un Deneficio de 3 14 por ciento: al fin del segundo obtie-
nen una utilidad de 5 %, y al fin del tercero quievran y sélo pagan la mitad
de la deuda. El dinero que poseen entonces es 16663 14 $. scon cuanto debe
contribuir cada socio?

583. A, B y C alquilan un prado por un afo. A pone 500 ovejas durante
la primera mitad del afno: B, 750 durante la segunda mitad y €., 400 durante
todo el afio. Kl pasto se desarrolla dos veces mas en la segunda mitad del
ano que en la primera. Determinar: 1.0, qué parte del alquiler deben pagar
A, B y C: 209, qué parte debe pagar A, B y € cuando la parte de C es
21 § mas que la de A.

584. Dos personas se asocian, la segunda tiene un sueldo como encarga-
do del negocio. A pone 30000 $ y B 18000 $. Las ganancias en el afio son
11200 § de los cuales 3/; se invierten en gastos y 5 % en seguros. La
primera persona recibe 5000 $ por su parte de beneficio, jcuénto se le paga
a B como sueldo por su trabajo?

585, Tres negociantes constituyeron una sociedad el 1.° de enero de
1890, y convinieron en acumular los beneficios durante 10 afios. Bl primero
©ooperd con la quinta parte del capital y 1000 £ maés; el segundo con %
del capital y el tercero con 1/: del capital. Bl primero retiré su capital el
31 de diciembre 1896, el segundo el suyo el 30 de junio 1898. ;Cémo se
repartird el beneficio de 35500 £, obtenido en los 10 afios y cual era el capital?
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§ 5.— MEZOLAS Y ALIGACIONES
195. Definiciones. — Llimase media aritmética entre dos can-
tidades o nimeros, a la semisuma de ellos La media aritmética
entre varias cantidades es el cociente de la suma de ellas, dividi-
da por el nfmero de las mismas. Asi, la media aritmética de los

adb ]
nimeros @ y b es ——; la media aritmética entre las cantidades
a+b+c+d
a, b, ¢;d, g ——————
' 4

Lidmase mezela la reunién de dos o mds substancias en pro-
porciones cualesquiera y conservando cada una su propia natu-
raleza, Aleacién, como ya hemos visto, es la mezela que se obtiene
de la fusién de dos o més metales.

Llimase precio de una substancia, la razén entre su valor o
costo total y la cantidad de la misma; expresadas ambas cantida-
des en base a unidades determinadas.

Hemos ya indicado lo que se llama ley de la aleacion.

La regla de aligacién tiene por objeto resolver estos dos pro-
blemas:

1.0 Hallar el precio de una mezcla, conociendo las cantidades
mezcladas 1y sus precios respectivos; ;

9.9 Hallar las cantidades que deben mezclarse de dos o mds
substancias cuyos precios conocemos para que la mezcla resulte
a un precio dado.

; El primer problema suele llamarse regla de aligacién directa,
el segundo regla de aligacion inversa.

196. Regla de aligacion directa.— Sean ¢y, Ca, C3, C4y --+5 €;
los nfimeros que expresan las cantidades mezcladas en base a una
unidad establecida.

El costo ¢ de la cantidad obtenida en la mezcla es igual a
(57 W ol 7 T 67 o R W ok /0

Si llamamos respectivamente py, ps, Pa, ---5 P, los nimeros
que expresan los precios de las substancias mezcladas en base a una
unidad dada, el costo de la mezcla seria c¢qpq + copo + C3ps + - - -

+ Gy p-n s
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.

Si llamamos p al precio de la mezcla, se debe tener:
Cp = C1Py + Copp + g3+ ... + ¢, p,

clp1+ Copo + CaPy th e o CuPu ;
01+C2+C3‘+ il +C”

p:

p indica el precio, en base a la unidad monetaria adoptada al ex-
presar py, ps, Ps, ..., de la unidad a que se refiere ¢y, ¢y, cg,
Rl NG

Luego: El precio de lo mezcla se obtiene sumando los valares
de las cantidades mezcladas vy dividiendo esta suma por la de dichas
cantidades; es la media aritmética de los wvalores de los compo-
nentes.

Ejemplo 1°. — Un negociante de vinos ha mezclado 150 litros
de vino de 0,45 pesos el litro con 40 litros de vino de 0,60 pesos el
litro, y 60 litros de vino de 0,50 pesos el litro, jeudl es el precio del
litro de la mezcla?

Aqui Ja unidad monetaria es el peso y la de capacidad el litro:
e =150, =40, cy=60, p;=045 py=0,60, ps=1050,

¢ =150 + 40 4 60 =250

150 X 0,45 4 40 X 0,60 + 60 X 0,50
p= = 0,486.
250

Por lo tanto, el precio del litro de la mezcla es 0,436 §$.

Ejemplo 2.°— Un persona posee 220 lilros de wino que cuesta
0,60 pesos el litro, jeuanta agua debe agregar para obtener una mez-
cla de 0,50 pesos el litro?

Aqui conocemos

p=1050,  ¢;=220, ¢x=z, p;=060, p;=0,
pues suponemos que el agua no se paga.

220 X 0,60 220 X.0,60
000 =——— .. 2+4+220=——— =264
@ + 220 0,50
z = 264 — 220 = 44.

Habra, por consiguiente, que agregar 44 litros de agua.
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197. Regla de aligacion inversa. — Consideremos una mezela
de dos substancias.
Las férmulas halladas anteriormente: cp = ¢ipy + CaPa,
¢ = ¢y + ¢4, conducen a esta otra:
I (c1+ €2)p = €1P1 T CoPoy
o también
€D 4 cop = €1P1 i Coba.
o también, suponiendo py > py:
c1(p—p1) = ca(P2— ),

L1 " p2—P

Coipe S B

198. Generalmente se dispone la operacién asi:

€y P1 \ /P:z 4
ol p\
Cy Po e,
S A )
La razén — es la que debe existir entre las cantidades de
p—p1

substancia de p, y de p;.

Bs decir, que las cantidades de dos substancias mezcladas son
inversamente proporcionales a las diferencias. entre sus Precios res-
pectivos y el de la mezcla.

El ejemplo siguiente justifica también esa regla:

Ejemplo 1.0 — jEn qué proporcion debe mezclarse vino de 0,45
pesos el litro con vino de 0,37 pesos el litro, para poder vender el
litro de la mezcla a 0,40 pesos. :

Tomando un litro de 0,45 pesos, se perderd, al vender un litro
de la mezcla:

0,45 — 0,40 = 0,05,

pero, para cada litro a 0,37 pesos se ganara
0,40 — 0,37 = 0,03.

Luego, tomando 5 litros de 0,37 pesos se ganard 0,03 X 5= 0,15
pesos, pero tomando 3 litros a 0,45 pesos se perdera 0,05 X 3= 0,15
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pesos. Luego el beneficio iguala la pérdida y la mezcla debe efec-
tfuarse en la proporeién de 3 litros de vino de 0,45 pesos por 5 li-
3

tros de vino de 0,37 pesos. La razén asi obtenida, —, es precisamen-
5

te inversa de la existente entre las diferencias 0,45 — 0,40 y 0,40°
— 0,37 del precio entre cada clase de vino y el precio del litro de-
la mezcla.

199. Usando la disposicién indicada mis arriba tendremos:

0,37 0,05

TR

0,40

STl

0,45 0.03

0,05 5 '
= — es la razon entre las cantidades de vino de 0,37 y de 0,45..
003 3

Como se ve, los problemas de esta especie son generalmente:
indeterminados, pues s6lo nos permiten hallar la razén entre las
cantidades a mezclar.

Para hacerlos determinados seria menester conocer también
la cantidad de una de las substancias a mezclar o la cantidad que:
debe resultar de la mezcla.

Ejemplo 2.°— ;Qué cantidad de agua deberemos mezclar con
40 Uitros de wino de 0,80 pesos el litro para que la mezcla resulle
de 0,50 pesos el litro? :
Representando por 2 el ntmero de litros de agua a mezclar
tendremos, segiin la regla enunciada:
z 080—0,50 3 40 X 3
e S e e e = e iR =G
40 050—0 . 5 5
Debe, pues, mezclarse 24 litros de agua con 40 de vino.
Ejemplo 3.°— i Qué cantidad de oro de ley 0,800, deberemos alear-
con otro de ley 0,950 para que resullten 2 kilogramos de una aleacion.
cuya ley sea 0,900?
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Representemos por @ e y los nimeros de kilogramos de oro de
cada clase a mezclar, tendremos
0950 —0900 1

Y 0,900 — 0,800 2
Luego debemos repartir 2 kilogramos en diez partes ‘que estan
en la razén de 1 a 2; se tiene

% 1 L 1 2
= et R iy P A i
3

s4y 142 g

-+
g = = 1,333 kg.
3

Cuando las substancias a mezclar sean mis de dos, se va com-
parando las substancias dadas de dos en dos, de modo que entre
los precios de cada par, quede comprendido el de la mezcla; aun-
que, para ello, sea mnecesario comparar una substancia dada dos o
més veces.

Ejemplo: Se tienen lingotes de plata de 0,720, de 0,850 de
0,950, de 0,600, y uno de plata pura, jen qué proporcion deberdn
alearse para que resulte plata cuya ley sea 0,9007

Ley de los lingotes Ley de la aleacion Cantidad
5% 720 50
5.9 850 50
318 950 900 180 + 50
4.0 600 100
B2 1000 300

Comparando 1.2 a 3.0, cuyas leyes comprenden la ley de la
aleacién, encontraremos como razén 50 : 180 ; comparando 2.° con 3.°
encontramos 50 : 50; por dltimo, comparando 4.° con 5.° obtenemos
la razén 100 :300. Luego debe alearse 50 unidades ponderables de
1.2, con 50 de 2.°, con 230 de 3.°, 100 de 4.°, 300 de 5.°.

Es decir que los pesos de lon lingotes diversos a alear en el
orden indicado deben ser proporcionales a los némeros 50, 50, 230,
100 y 300.

Pero, podria haberse hecho la comparacién en otro orden y por

lo tanto el problema tiene diversas solueiones.
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EJERCICIOS

986. Calcular el precio medio del litro de una mezcla compuesta de
volimenes iguales de vino de 0,70 $ y de 0,80 $ el litro.
587. Un almacenero mezcla 30 kg de café de 2,80 $ con kg. de café

.de 2,05 $, senal es el precio medio del kg. de la mezcla?

588. En una familia se han hecho los gastos siguientes : enero, 460,50 § ;
febrero 375,10; marzo 296,25 $; abril 318,30 $:; mayo 275,50 $: junio
436,40 §; julio 310,05 $; agosto 217,10 §; septiembre 358.25 $; octubre
302,15 $; noviembre 247, 50 $: diciembre 317,20 §. Se pide: 1.0 ;cual es
el gasto medio mensual, semanal y diario? 2.° ;qué economia ha realizado
la familia sabiendo que sus recursos son 4800 $ anuales?

589. Con vino de 0,90 $ v de 0,76 $ el litro, formar una mezela de
336 litros a 0,80 $ el litro.

590. Se han mezclado 60 litros de 0,50 $ el litro con 80 litros de vino
de 0,65 § y con 16 litros de agua, ;cudnto vale el litro de la mezcla?

591. ;Cuanta agua hay que agregar a 448 litros de vino de 1,20 § el
litro para poder rebajar el precio hasta 0,75 y ganar atn 0,05 $ por litro?

592. Un tonel de 228 litros de capacidad contiene 198 litros de vino que
cuesta 120 §. Se concluye de llenar el tonel con agua, luego se quita 15
litros de la mezcla y se reemplaza por agua, iqué cantidad de vino queda
en un litro de la mezcla y cudl es el precio del litro de éste?

593. Qué volumen de alcohol a 80° debe mezclarse con 108 litros de
alcohol a 90° para obtener alcohol a 8407

594. ;Cuéantos hectolitros de granos de a $ el hl. debe mezclarse con #
hi. de granos de b § el hl. para que el precio medio de la mezcla sea de ¢
$ el hlL 3

595. Una disolucién de carbonato de potasio contiene 14 % de su Deso en
sal y pesa 228 kg, jcuinta agua debe agregarse para que sélo encierre 9 %
de sal? ;

596. Un negociante tiene vino de 2 § el litro y de 1,60 $§ el litro, ;cudntos
litros de vino de la calidad inferior debe mezclar con 580 litros de la primera
calidad, de tal manera que agregando a esta mezcla 5 % de agua se obtenga
una mezcla definitiva de 1,80 § el litro.

597. ;Cudntos litros de vino de b $ debe mezelarse con m litros de a $
para que, agregando a esta primera mezcla p por % de agua se forme una
mezela definitiva cuyo precio por litro sea de ¢ $% Determinar las condi-
ciones de posibilidad.

598. Formar una mezcla de 360 litros con vino de 1,65 §, de 1,50 §,
de 1,10 § y de 0,95 $, de manera que un litro de la mezcla cueste 1,20 §.

599. Hacer una mezcla de 3000 kg. de una mercaderfa cuyo precio me-
dio serd 0,82 el kg con 3 calidades al precio de 0,70 $, 0,80 $ v 090 §
el kg.

600. Se funde juntos un lingote de oro de 840 g., de ley 0,900, y otro
de 720 g, de ley 0,835, scudl es la ley de la nueva aleacién?

601. Se tienen dos lingotes de oro, la ley del primero es 0,840 y la del
otro de 0,750, jcudl es la razén entre los pesos que debe tomarse de ambos
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lingotes para obtener una aleacidon nueva cuya ley sea 0,8007%, jcudles son
esos pesos si se desea que la aleacion pese 3600 gramos?

602. Un lingote se compone de 370 g. de oro y 30 g. de plata; otro tiene
252 g de oro y 48 g. de plata. Quiere formarse con ellos una aleacién
conteniendo 459 g. de oro y 51 g de plata, jcomo hacer?

603. Un lingote de oro y de cobre, de ley 0,850, pesa 8700 g.. quiere
ujinarsc‘; es decir, aumentarse su ley hasta 0,900 ; en este caso, jeudnto
oro puro debe agregarse o cudnto cobre debe quitarse? Generalizar la cuestion.

604. Dado un lingote de 5 kg., de ley 0,945, quiere rebajarse su ley
reduciéndola a 0,900, zcuanto oro debe quitarse o cuanto cobre agregarse? Ge-
neralizar la cuestion.

605, Se tiene dos clases de vinos; el hectolitro de la primera puede ser
vendida al precio de 92,20 §, pagadero en 80 dias; el hectolitro de la se-
gunda al precio de 65,50 $ pagadero en 30 dias, jendnto debe tomarse de cada
uno de eilos para formar una mezcla de 105 hl. pudiendo ser vendido sin
ganancia ni pérdida a 75,20 § el hectolitro, pagadero a los 90 dias. Kl tanto
del descuento es G 9% anual.

606. Cual es la ley de un lingote de una aleaccion de plata y cobre for-
mada por la fusion de cinco lingotes cuyos pesos ¥y leyes son los siguientes:

o

Tn lingote de 17,525 kg. de peso y 0,980 de ley.

v 6,125 ; 0,910 4 ¢
: 3,005 3 0,820 .,
» 10,300 i 0,850
h 9.900 - 0,870

Se pide también qué cantidad total de cobre habra que agregar para que
la ley de la aleacién resulle ser 0,835,

607. En una casa de monedas se ha acufiado monedas de plata por
un, valor de 1000000 f{r.: con los ¥/x de esta fabricacion se ha acuiado mone-
das de 5 ir. con ley de 0,900; lo restante es empleado en otras piezas de
ley de 0,835. Se pide: 1.°, el peso de la plata pura empleada; 2.0, el importe

_ de los gastos de fabricacion de las monedas de 5 fr. siendo la tavifa de 1,50
£ el kg. de plata acufiada. ]

GOR. Se tiene una suma de 500 fr. en monedas de 5 fr. de plata. Ana-
diendo cierta cantidad de cobre, se consigue, por medio de la fusion, alear estas
piezas con ley ‘de 0.835 y se acufia piezas de 0,50 fr. ;De cuanto la suma
primitiva ha sido aumentada y cuénto cobre se ha agregado? jcudntas pie-
zas se pueden acufar?

609, Se tiene 25 barricas de vino de 228 litros cada una ; este vino acusa
10 grados de aleohol. 1.°, jcuidnto alcohol de 90 grados debe agregarse para
obtener un vino acusando 14 grados? 2.0, si el vino vale 35,50 $ el hectolitro
v el alecohol empleado 3.20 $ el lifro, jcual es el precio de hectolitro de la
nueva mezcela? (Bl grado de alcohol de un mezcla indica la cantidad de ~
aleoliol en volumen que entra en cien partes de' dicha mezcla) .

610. Se tiene dos clases de vino; el hectolitro de la primera clase debe
venderse al precio de 78,50 $, pagadero a 90 dias; el hl, del segundo es
avaluado a 63.25 $, pagadero a 150 dias, jcuanto debe tomarse de cada clase
para obtener 87 hl. de una mezcla que puede cederse sin pérdida ni ganan-
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cia al precio de T0.45 $ el hectolitro, pagadero a seis meses? Descuento
comercial.

611. La aleacion usada para la fabricacion de campanas se compone de
8 partes de cobre y 2 de estafio. Kl cobre vale 4,75 $ el kg. y el estafio
3,25 §. Los gastos de fabricacién y de instalacién importan el 10 % del pre-
cio del material, jqué suma gastara un municipio para adquirir una campana
pesando 1345 kg.?

612. Se tienen dos lingotes de oro: el primero cuya ley es de 0,900, pesa
820 g. menos que el otro cuya ley es de 0,800, ;qué peso tendrd cada uno,
sabiendo que el segundo vale 1693,441 § mds que el primero? Se despre-
ciard el peso del cobre. El gramo de oro monetario cuya ley es 0,900 vale
3,10 fr., y los gastos de fabricacién, cuyo importe es de 6,70 fr. cada kilo-
gramo de oro a la ley 0,900, varfan proporcionalmente a la ley.

613. Una aleacién de oro y de cobre, cuya ley 'gs de 0,910 pesa 4 veces
mas que otra aleacién cuya ley es de 0,860; por otra parte, el valor del pri-
mero es mayor que el del segundo en 2866,458 §$. Se sabe que el kg. de
oro puro cuesta 3437 $§ y que el valor de la aleacion se reduce a la del
oro puro que contiene. Hallar el peso de cada una de -esas dos aleaciones ¥
la ley del lingote resultante de la fusion de ellos.

-



CAPITULO X

OPERACIONES INVERSAS DE LA POTENCIACION

200. Repaso de la potenciacion. — En el Vol. T (n. 113 a 119,
pags. 57 a 62) hemos hablado de la potenciacién. Vamos a recor-
dar lo esencial de lo alli expuesto.

Comenzaremos considerando niumeros enteros.

Sea la operacion:

G XK XA RK WK .

que expresa que debe reunirse a colecciones cada una de ¢ unidades,
y luego reunir otra vez a de las colecciones asi obtenidas y asi
sucesivamente. Una operacién asi encarada estd determinada dando
el ntimero a de unidades del conjunto primitivo y el nimero =
de factores. El conjunto final obtenido se dice la potencia ené-
sima del eonjunto a, llamade base. El nimero n es el exponente.

Si la potencia tiene b unidades, se escribird, convencionalmente
av="

201. La segunda potencia se dice cuadrado, la tercera, cubo;
la operacién misma es la potenciacién. Como caso particular de
la multiplicacién es una operacién uniforme; no es conmutativa
en el sentido de que no es igual a® que b% Asi 2% = 8 mientras que
32=—29.

202. Si consideramos la expresién (a.b)™, si'gnifica a.bXa.b

X a.bX ... (n veces); y atento a las propiedades conmutativas
y distributivas de la multiplicacién podremos escribir (a.h)"=a.
a.a.a... Xb.b.b.b...=a".b", de modo que

(a.b)r=ar.b"
y analogamente
(arbecldpns)t=aibr.ch.dr ..
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Lo mismo se tiene

lo que se expresa diciendo que: la potenciacion es una operacion
distributiva respecto de la multiplicacion y de la division (propie-
dad distributiva para diferentes bases).

203. Pero no es completamente distributiva porque, para que
lo fuese, serfa menester que se tuviese n®X?=n¢ X nP o que

[
-+ ne

n i
n?=—, lo que no es exacto debido a que la potenciacion no es
nb
n -
conmutativa, por ejemplo 31 X2=9 y 31 X 32 =27,

204. Consideremos la expresion a” X a’.
Significa :

aXaxXaxXaX ... (m veces) XaXaXaxX (n veces)
es deeir
aXaXaxXaX...[(m+n) veces]
0 Sea
qm-+n

Lo mismo se vera que
am X ar X ab X al X ... = gntntrtat. ..

(Propiedad distributiva para una misma base).

Luego, para multiplicar varias potencias de wna misma base,
se eleva dicha base comin a una potencia igual a la suma de las
potencias de los factores. -

Si se tratase de la operacion:

(,,"L

a'ﬂ
se comprobard, andlogamente, que es igual a a™—" (pues a™ "
X a==a™) es decir que para dividir dos potencias de una misma
base, se eleva dicha base comiin a una potencia que sea la dife-
rencia entre la del dividendo y la del divisor.
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205. Sea (a™)™, tendremos
(@)t =am X @™ X a™ X ... (n veces)
= am+m+m+ ... (m veces) — gmn

(Propiedad asociativa).

906. Observaciones. —a) El exponente de una potencia puede
ser otra potencia. Asi
a(be)

Hay que tener cuidado de mno confundir esta expresion con
esta otra:
: (ab)¢ = abe.
b) TUna potencia de 10 puede representarse por 1 seguido de tan-
tos ceros como indica el exponente:
Asi, 10°=10 X 10 X 10 % 10 X 10 = 100000.

Como la unidad de orden p, es escribe 1 seguido de p-1 ceros,
aquella unidad puede representarse asi: :
102-1,

Por consiguiente, un nfimero n que tiene p cifras, a, b, ¢, ...
ke, 1, lefdos de izquierda a derecha, podri expresarse asi:
n = al100-1 4+ 51072 + ¢102-3 + ... + k10 + 1.
¢) Es evidente que, para cualquier niimero 7, se tiene: 0" = 0,
dre==r15 !
d) Si a> b, vesulta a > b
e) Si p> g, resulta a? > al.

; am
£) Sien la expresion —== @™ fuese m = n o m < n, el cociente
a’l'l-
amn careceria de sentido, pero como entonces tendriamos respecti-
vamente
am am  am 1
—=13 b ILEEH R ==L
am am-+» amal  a?

llegamos a la conclusion de que:

Si se quiere conservar las reglas del caleulo relatiwo a la divi-
sién de dos potencias de una misma base, debe establecerse que las
' ; 1
expresiones a® y a™ significarin, convencionalmente, 1y—.
a')‘l
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i
La expresion — como cantidad fraceionaria ha sido ya inter-
a‘n
pretada.
Y cabe observar que si, como vimos antes, se¢ conviene en que
1 1 1

— X —=-———— = @ entonces este tiltimo resultado puede obte-
am an am-—+n

nerse directamente eseribiendo los factores en la forma « ', a™ pues
entonces

(l"‘"’a X a'ﬂ e a"lll'll
de modo que, desde el punto de vista del mecanismo del cileulo, se
puede conservar las reglas establecidas para los productos de po-
tencias de misma base aun en el caso de que se empleen simbolos

con exponentes afectados del signo — delante. Como es a veces
1 .

méis eémodo eseribir a que —, las ventajas de esos exponentes
a’n

afectados del signo — quedan, desde ese punto de vista, hien esta-
blecidas.

g) Tenemos, cvidentemente, que

" a ¢ 0 a m /e n
b d . b d ,

- ¢\ m "a m e\

( b ) b d

L) El moédulo de la potenciacién es el nfimero 1 ya que, en ge-

neral, la tnica potencia de un ntimero cualquiera que lo repro-
duce es 1.

y lo mismo

207. Cuadrado y cubo de una suma indicada. — Multiplicando
(a + 1) por si mismo, se obtiene
a? + 2ab + b2
Tenemos, pues, la identidad

(a+b)2=a®+ 2ab + b* e
Analogamente se obtiene
(a+ )3 =a® + 3a2b + 3ab? + b* b)

=3 + 03 + 3ab(a + 1)
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como casos particulares, sacamos:

(a+1)2=0a?>+2a+1 e) .
(a+1)3=a3+38a%+ 3a+1; d)
o también : :
(a+1)2—a?=2a+1=a+ (a+1) e)
(a+1)83—a2=3a2+3a+1 )

Igualmente se obtiene:

(a+b) (a—0b) = a®>—b> )
(@ —b)2 = a?2— 2ab + b? h)

Puede comprobarse féeilmente que
(a+b)2= (a— )2 + 4ab.
Sia+b=s, a—b=dy p=ab, la identidad anterior se podra
escribir asi:
s2=d? 4 4p. i)
Por dltimo:
(a —b)3 = a®—3a2b + 3ab®> — b* i)

208. Todas estas consecuencias se enuncian abreviadamente asi:

a) El cuadrado de la swuma de dos nivmeros es igual al cuadrado
del primero; mas el doble producto del primero por el segundo; mds
el cuadrado del segundo.

b) El cubo de la suma de dos nibmeros es igual al cubo del pri-
mero; mdas el triplo del producto del cuadrado del primero por el
segundo; mds el triplo del producto del cuadrado del segundo por
el primero; mas el cubo del segundo.

O también :

Bl cubo de la suma de dos nivmeros es igual a lo suma de los
cubos de esos dos niimeros, aumentada de tres veces el producto de su
suma por su producto.

¢) El cuadrado de un entero es igual al del anterior en la serie
natural mds dos weces este Ultimo, mads uno. -

d) El cubo de un entero es igual al cubo del que le precede en
la serie matural, mds tres veces el cuadrado de este wltimo, mas tres
veces ese mismo, mds UNO.

e) La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros consecu-
tivos, es igual al duplo del menor, mds uno; o también, a la suma
de esos milmeros. '
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f) La diferencia entre los cubos de dos mimeros conseculivos
es igual al triplo del cuadrado del menor, mds el triplo del menor,
mas uno. :

@) Bl producto de la suma de dos nivmeros, por la diferencia
de las mismas es igual a la diferencia entre los cuadrados de dichos
nLmeros.

h) Bl cuadrado de la diferencia de dos nimeros, es igual al
cuadrado del primero menos el doble del producto del primero por
el seqgundo mas el cuadrado del segundo.

Ejemplos numéricos:

a) 132=(10+3)2=102+42 X 10 X 3 +32 =100+ 60+ 9

=169
lo que puede también enunciarse diciendo que el cuadrado de un
nimero compuesto de decenas y de unidades, es igual al cuadrado

de las decenas, mds dos wveces el producto de las decenas por las
unidades, mds el cuadrado de las unidades.

h) 1283 = (10 4+ 2)3 =103+ 23 + 3 X (10 X 2) X (10 + 2)

= 1000 + 8 + 60 X 12
= 1000 + 8 4 720 = 1728.

c) 42=324+92X3+1

d) M=434+3X42+3 x4+ 1

e) 6 52=9X54+1=6+5

f) 63 —53=8x%X52+3X5+1

g) (0= 8) (1 —8)==F"— 3%

h) (T—3)2=12—8 X T X3+ 32

i) (B+2)2=(5—2)2+4X5x2

1) (T—2)3=T—3XxT2X24+3XTX2—2%

= , G p :
209. Todo lo anterior se refiere a ntmeros enteros, pero vimos

@
, " . 5 " 3 !
(Vol. I, n.> 265, pdg. 143) que si — es un numero fraccionario, se
b
tiene también :
( b ) m @G am
\ a b bbb hm
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a ¢ \™m ac )m amem g ¢ “a \m ., [ e \™,
( b Lo bd pmagm  hm o qm (b ) (fz
a ¢ )m <a >m <C >1n_
b Lid b, d

Cuando un entero no es potencia de otro entero tampoco lo es
de un fraccionario, porque la potencia de un nimero fraccionario
irreducible es otro niimero fraceionario irreducible; y reciprocamente.

Cuando un ntimero fraccionario irreducible es potencia de otro,
sus dos términos son potencias exactas; y reciprocamente.

Los ntimeros mixtos pueden potenciarse como sumas. Asi:

1 1 1 1
a— 2= 4+ D424 9 x4 X —+ (—)
3 3. 3 3

910. Practica de la potenciacién en el sistema decimal. —a)
Cuadrados. — 1.° Cuadrado de un digito.— Los cuadrados de los
digitos se encuentran en la tabla de multiplicacién y tenemos:

Digitosl s Ssihritel gl PO PR T T R G

Cuadrados de los d:guﬁm .1 4 9 16 25 36.49 64 81

l
X
|
|

92.° Cuadrado de una potencia de diez.— Hemos visto que para
multiplicar un nfmero por 10 hasta agregarle un cero a la dere-
cha. Tuego:

102 = 100, (100)2 = 100 X 100 = 100 X 10 X 10 =
= 1000 X 10 = 10000 :
de igual manera
10002 = 1000000.

Luego: Bl cuadrado de un witmero representado por 1 seguado
de ceros se representa escribiendo 1 sequido de un mimero doble de
ceros.

3¢ Cuadrado de un niimero representado por un digito seguido
de ceros. — Sea el ntimero 4000. Tenemos:
4000 = 4 X 1000; (4 X 1000)2 = 42 X (1000)? (n.° 202).
Segfin las reglas anteriores tendremos entonces:
(4000)2 =16 X 1000000 = 16000000,
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Luego: Bl cuadrado de un mimero representado por un digito
seguido de ceros, se obliene escribiendo, a la derecha del cuadrado
del digito, un miimero de ceros doble del que tiene el mimero dado.

4.° Cuadrado de un nimero de dos cifras cualesquiera. — Sea
el nfimero 32. Tenemos: 32 = 80 + 2. Pero del n.° 207 resulta:

392 = (380 4+ 2)2 =302 +2 X 380 X 2 + 22,
v de acnerdo a los casos anteriores tenemos:

302 =900, 922=4.
Luego
322 = 900 4120 + 4 = 1024,

Podemos por consiguiente decir:

Bl cuadrado de un nimero de dos cifras es igual al cuadrado
de las decenas mds el duplo del producto de las decenas por las
unidades mas el cuadrado de las unidades.

5.° Cuadrado de un niimero cualquiera.— Sea cl ntimero 318.
Tenemos :
318 =310+ 8
y segun el n.° 207:
3182 = (310 + 8)2 = (310)2 +2 X 310 X 8 + 82,
Pero
910 =31 % 10;
luego
3102 = 312 x 102 = 312 X 100.

Como se ve, el cuadrado del ntimero dado depende ahora del
del nfimero 31, que tiene una cifra menos que aquél; y siguiendo
de esta manera queda reducido al caso 4.°. Asi:

24372 = (2430 + 7)2 = 24302 + 2 X 2430 X T + 7
= 2432 % 100 + 2 X 2430 X 7 + 72
= (240 +3)2 X 100+ 2 X 2430 X T+ 7
= (242 X 100 + 2 X 240 X 3 +32)100 4- 2 X
X 2430 X T + T=.
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b) Tabla de cuadrados.— Lo establecido en el n.® 208 c¢) permite obtener
rapidamente los cuadrados de los ntmeros consecutives. Escribamos la serie
natural de los nfimeros enteros y, encima, la serie de los ntimeros impares
de esta manera :

s WPt i (R ¢ Ao o R [ RO
1 2 3 4 5 6 Ticres
Si se considera un ntamero cualquiera « + 1 de la serie 1, 2, 3, 4, ...,

fuera del 1, se ve que el niimero escrito encima es precisamente 2a + 1. El cua-
drado de 1 es 1; el de 2 =1 4+ 1 se obtendra segtin el n.© 208 c¢) agregando a
1 el ntGmero impar que estd ecscrito encima y se obtendra 4. El cuadrado de
3 =24 1 sera iguas! al de 2 mas ¢l ntimero impar escrito encima, esto es,
44+ 5 =29, ete. Se ve que ¢l cuadrado de un numero cualquiera « es la suma
de los @ primeros mimerss nupares. Asi se ha confeccionado la tabla siguiente,
que da los cuadrados de los 102 primeros nimeros.

Tabla de cuadrados

R A e S o R R S e L R R B

S5 8 By a a2 8 bEd

z = 7 r 5 % 5 A l 3 7z & 7z 5

1 1| a8 a2s] 55| 1205] 52 | o704 60 | aver| se | 7306
2 4| 19| s61] 36 | 1206 53 | 2809 | 70 | 4900 | 87 | 7569
3| 9f 20| 400| 37| 1369 | 54 | 2016 71| 5041 | 88 | 7744
4] 16| 20 441) 88 | 1444 | 55 | 8025 | 72 | 5184 | 89 | 7921
5| 25| 22| 484) 39 | 1521 | 56 | 3136 | 73 | 5829 | 90 | 8100
6| 36|22 529) 40 | 1600 | 57 | 5249 | 74 | 5476 | 91 | 8281
T 49| 24 5761 41| 1681) 58 | 3364| 75 | 5625 | 92 | 8464
8| 64| 25| 625| 42 | 1764| 59| a481| 76| 5776 | 93 | 8649
9| sif| 26 676| 43| 1840 60 | 83600 | 77 | 5920 | o4 | 8836
10| 100| 27 ; 720| 44 | 1936 61 | 8721 | 78 | 6084 | 95 | 9025
11| 121 28 | 784| 45 | 2025 62 | 8844 | 79 | 6241 | 96 | 9216
12 | 144| 29 | s41| 46| 2116 | 63 | 3969 | 80 | 6400 | 97 | 9409
13 | 169] 30 | 900 | 47 | 2209 | 64 | 4096 | 81 | 6561 [ 98 | 9604
14 | 196| 31 | 961| 48 | 2304 | 65 | 4225 82 | 6724 | 99 | 9801
1 | 225 32 | 1024| 49 | 2401 66 | 4356 83 | 6889 |100 | 10000
i6 ! 256| 33 | 1080 | 50 | 2500 | 67 | 4489 | 84 | 7056 [101 | 10201
17 | 289 | 34 | 1100 | 51| 2601 | 68 | 4624 | 85 | 7225 [102 | 10404

Observando esta tabla se comprueba que los cuadrados de los nameros
aumentan rapidamente en valor. Los cuadrados escritos en ella expresan ni-
meros llamados cuadrados perfectos; los ntmeros comprendidos entre éstos no
son cuadrados perfeetos y mno tienen, por consiguiente, rafz cuadrada exacrta.
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¢) Cubos.— 1. Cubo de digitos. — Efectuando las' multiplica-
ciones se obtienen como cubos de los digitos, los siguientes nimeros :

DRgitos, Wi cuntsiot bt o 02 g B S S 58 D

Clubos oA EO R 1 8 27 64 125 216 343 512 729

2.° Cubo de potencias de 10. — De lo dicho en el n.c 27 (Vol. I,
pag. 16), resulta que para elevar al cubo una potencia de 10 se
escribe a la derecha del niimero 1 tres veces tantos ceros cuantos
tiene el ntmero dado. Asi:

103 =102 X 10 = 100 X 10 = 1000
1003 = 1002 X 100 = 10000 X 100 = 1000000.

3. Cubo de un nimero representado por un digito seguido de
ceros. — Tenemos que, por ejemplo:

4003 = (4 X 100)3 = 43 X 100% = 64 X 1000000
= 64000000
5003 = 53 X 1003 = 125000000 ; etc.

Luego, para obtener el cubo, basta elevar a esta potencia el
digito y agregarle a su izquierda tres veces mis ceros que los que
tiene el niimero dado.

4.° Cubo de un nfimero de des cifras.— Sea el ntfimero 34,
tenemos segin el n.° 208 b):

34 = (304+4)*=3034+3 X302 X 4+3 X 30 x42+43
= 2700 4+ 3 X 900 X 4 + 3 X 30 X 16 + 64.

Luego: Kl cubo de un nitmero de dos cifras se obtiene sumando
al cubo de las decenas, el triplo del cuadrado de las decenas multi-
plicado por las unidades, mds el triplo del producto de las decenas
por el cuadrado de las unidades, mdas el cubo de las unidades.

5. Cubo de un ntmero cualquiera.— Sea el ntimero 327. Te-
nemos :

327 =320+ T7.

Luego
323 =320% 4+ 3 X 3202 X T4+ 3 X 320 X T2 4 T3.
Pero
320 = 32 X 10,
Tuego

3203 = 323 X 103,
Como se ve, el cubo del ntimero buscado depende del de otro
que tiene una cifra menos, de suerte que, en resumen, podri ese
<ubo hacerse depender del cubo de un nfimero de dos cifras (caso 4.°).
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Para elevar al cubo un ntimero, se puede, de varias maneras,
descomponer éste en la suma de otros dos de menos cifras, faci-
litando asi la operacion haciéndola depender de la elevacion al cubo
de nfimeros de menos cifras. Por ejemplo para efectuar ‘la opera-
cién 346723, podria escribirse

347628 = (34000 + 762)3
347623 = (34700 + 62)3.

d) Tabla de cubos.— La jdentidad f establecida en el n.c 208 permite cons-
truir facilmente una tabla de los cubos de los ntimeros. Efectivamente, la tabla
de los cuadrados permite calcular los valores de 3a® + 8a + 1 reemplazando
apor 1, 2, 3,4, +es

Eseribamos los valores de 3a® 4 3¢ - 1 para los nueve primeros nimeros
en la forma siguiente:

Valores de 3a2 +3a 4+ 1 .....ccess 7 19 37 61 91 127 169 217 271 ...
Nameros 12 8 4 50868 7 8 /9. 10
esto es, escribiendo el valor de 3a* -+ 3a 4+ 1 encima del niumero siguienie a
aquel a que corresponderia.

El cubo de 1 es 1; el cubo de 2 se obtiene sumando al de 1 el valor
4a2 + 3a + 1 correspondiente a 1, esto es, el nimero escrito encima de 2, se
obtiene 8: el cubo de 3 se obtiene sumando al de 2, esto es a 8, el namero
eserito encima de 3, se halla 27, y asi sucesivamente. .

Se ha formado de esta manera el cuadro siguiente que da los cubos de los
102 primeros nimeros :

Tabla de cubos

loa | 8l 2|2l & |8 2|8 =213 ¢
2 = ] = ()
o il |2 B [ zZ 2l ° | &
1 l 1] 18 t 5832 35 42875| 52| 140608 69| 328509 SGI 636056
2 8] 19 6859| 36 46656| 53 | 148877 70| 343000| 87| 658503
'3 27| 20 8000 37 50653| 54| 157464| 71| 357911| 88| 681472
4 64 21 9261] 38 54872| 55| 166375| 72| 373248| 89| 704969
5 125| 22 | 10648| 39 50319| 56 [ 175616| 73| 389017| 90| 729000
6 216] 23| 12167| 40 64000| 57| 185193| 74 l 405224 | 91| 753571
7 343 24 | 13824| 41 68921| 58 | 195112| 75 | 421875 92| 778688
8 512| 25 | 15625] 42 74088| 59 | 205379| 76 | 438976| 93 | 804357
9 l 720| 26 | 17576] 43 79507| 60| 216000| 77 | 456533 94 | 830584
10| 1000] 27| 19683 44 85184| 61| 226981| T8 | 474555 95| 857375
11| 1331 28| 21952| 45 91125| 62| 238328 79 | 493039] 96| 884736
12| 1728 | 29 | 24389| 46 97336| 63| 250047| 80 l 512000] 97 | 912673
13| =2197| 30| 27000| 47| 103823| 64| 262144 81 | 531441| 98| 941192
14 | 2744| 31| 29791| 48| 110592| 65| 274625 82 l 551368| 99| 970299
15| 2375| 32| 82768| 40| 117649| 66| 287496 83| BH71787[100 | 1000000
16| 4006| 33| 35937| 50 |. 125000| 67 | 300763| 84 592704 101 | 1030301
17| 4913| 34 | 30304| 51| 132651| 68| 314432| 85| 614125102 | 1061203
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¢) Cuartas potencias.— Elevando dos veces a la segunda po-
tencia un nfimero se obtiene la cuarta potencia del mismo. Asi:

254 = 25% X 252 = 390625.

) Potencias superiores.— De igual manera las potencias su-
periores de un ntmero pueden reducirse a cuadrados y cubos. Asi:

767 = 2763 X 2763 X 276 = 2762 X 2762 X 2762 X 276.

EJERCICIOS

G14. Elevar al cuadrado los nimeros siguientes:
210, 520, 8400, 835, 1204, 14018.
615. Elevar al cubo los nGmeros siguientes:
190, 280, 6700, 139, 325, 506007.
616. Hallar dos ntimeros consecutivos sabiendo que la diferencia entre sus
cuadrados es 27.
617. La diferencia entre los:cuadrados de dos nfimeros enteros consecutivos
es 28731, hallar esos nimeros, A
618. El cuadrado de un ntimero termina en la misma cifra que el cuadrado
de sus unidades. :
619. Todo ntimero que termina en 2, 3, 7T u 8 no es cuadrado perfecto.
620. Todo nimero que termina en un cero 0 en un ndmero impar de ceros
no es un cuadrado perfecto.
621. Toda potencia de nfimeros terminados en 5 6 6, termina también
en 5 6 6.
622. ;Puede terminar en 125 el cuadrado de un ntimero que termina en 57
623. Sumar los cuaarados de los ntimeros 7666, 1298, 570 y 430. Expresar
resultado verbalmente y dividirlo por 6648.
624, Todo cuadrado de un nfimero par es divisible por 4.
625. Todo cuadrado impar disminuido de 1 es un miltiplo de 8.
626. Todo cuadrado de un nimero impar disminuido de 1 es divisible por 4.
627. Todo cuadrado entero es un mfdltiplo de 5 6 se vuelve mdltiplo de 5
sumando o restandole 1.
628. Todo cuadrado entero es un mdltiplo de 3 6 se vuelve tal restidndole 1.
629. Si la suma de dos ntimeros termina en cero, los cuadrados de dichos
niimeros terminan en la misma cifra,
630. La diferencia entre los cubos de dos enteros consecutivos dividida por
6 da por resto 1.

211. Operaciones inversas de la potenciacion. — Como la po-
tenciacién no es una operacién conmutativa, da lugar a dos opera-
ciones inversas, una de ellas, llamada radicacién, consiste en hallar
la base de la potencia conociendo a ésta y al exponente. La otra,
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llamada logaritmacion, consiste en determinar el exponente cono-
ciendo la potencia y la base.

a) RADICACION

2192. Definicién. — Segiin acabamos de ver, esta operacién con-
siste en determinar la base de una potencia conociendo ésta y el
exponente. Dadas una coleccion b y un namero a, la extracecién de
raices se propone hallar qué coleceién elevada a la potencia a ori-
gina b. Responde, por consiguiente, a la ecuacioén

=D

(Carecera de sentido si no hay coleccion que elevada a la

potencia a origina b.

47
213. Se indica la operacion de esta manera: Vb, y se lee
raiz a de b: el signo V se llama radical, la coleccion b,
subradical, y el nfimero a se llama el indice de la raiz; cuando a
es 2 se dice raiz cuadrada de b, si es 3 se dice raiz ciibica de 0,
y asi se dice sucesivamente raiz cuarta, quinta, ete., enésima de b.

Cuando @ =2, no se escribe; asi, la expresion V 9 se lee raiz cua-
drada de nueve.
214. De las definiciones anteriores se deduce que

W N
Va )J=a

Se convendri que Va = a, pues a = a (n.° 113, Vol. I, pag. 58).

915. Propiedades. — La extraccién de raices es, evidentemente,

1 2
una operacién univoca. No es conmutativa, asi, V2 =2; =il
De la definicién de esta operacién y de las propiedades de la

elevacién a potencias se deducen las siguientes identidades :

916. De distribucion:

R ——

R R R R,
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pues

n N ) e _\n noo_\n
(\/71-\/_1) = (\/'a ) (V b ) =ab (n.° 114,Vol. 1, pig. 58).
n___n___

Luego V a V b es la raiz buscada, desde que, elevada a la po-
tencia n, origina la subradical ab.

De la misma manera se demostraria la identidad (2). Ambas
formulas se expresan diciendo que la extraccién de raices es una
operacién distributiva respecto de la multiplicacion y de la division.
Pero no es completamente distributiva; por ejemplo:

1x2 . Ll sy
V4=2 y V44X V4=8,

217. No es tampoco asociativa en el sentido de que, por ejemplo:

‘ v
\/256 = V256 = 16

en tanto que

\7% ): \/24_:2;

pero existen las siguientes propiedades de asociacion:

P Sige
Vo ) =V a4 )
Tt TR TR
Vo= "Via= NV, 4)
Efectivamente
Py NG L e
Va =V a Va ... (gveces)=

P e
=VaXaXa...(q veces) [identidad (1)] = V aZ.

DY
Designemos con la letra b a V a tendremos:
»a

Va=Db

a = bP? = (b»)4
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q Zp oy g \a
Va=V@®p)a=  V? = by

{/q va
Via=0b— Via
y analogamente

N

Por fltimo, tenemos también
P np

Val= V al (5)
pues si
s
V al:=Db
tendremos
al = bP
adn = ‘bpn

pn p__
Vanr=b=V a4

Tendriamos anidlogamente:

D__
Val= an
suponiendo que p y ¢ sean divisibles por 7.

918. En todas las identidades anteriores se supone que las ex-
presiones que figuran en ellas tengan sentido, para lo cual basta,
evidentemente, que lo tengan los segundos miembros en las identi-
dades (1) y (2), vy los primeros en las (3) y (5). En la cuarta, si
un miembro tiene sentido, deben necesariamente tenerlo también

los otros dos.
a " .
Una expresion de la forma VO indica, evidentemente, la ausen-

0
cia de cantidad; y otra de la forma V a, un absurdo o imposibilidad,
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0__\0
puesto que deberia tenerse ( Vv a)z a=1 (n.0 135, Vol. I, pig. 69).
]

—ag_—
El simbolo V' D debe interpretarse como , sl se quiere mantener

a—
Vb
e
las reglas del cdlculo; pues si llamamos @, a V b, tendremos:

—Q —@ —(

Vb= s N BRI S ==
1
b= =— (n.° 206 f).
x(L
1 1
s =— .. z=—
: VT

219. Médulo. — El médulo de la extraceién de raices es uno;
1 &
pues V a=a.

220. Otra acepcién de la extracciéon de raices. — Puede darse
otra acepcién a esta operacién diciendo que, dada una coleccion b
y un namero a, se propone hallar dos colecciones z e y tales que
se tenga

b=av+y; (x+1)2>b.

Si b es una potencia exacta de @, y se hace igual a 0 y caemos
en la acepcién anterior de la operaciim.

En esta nueva acepeién la extraccién de raices tiene swmpre un
significado, cualesquiera que sean los datos b y a. :

221. Si prescindimos de la nocién de coleccién y sblo consides
ramos los niimeros, podemos decir que extraer la raiz n de un ni-
mero a consiste en hallar otros dos b y r tales que satisfagan a la
sgualdad

a=br+7r; -~ (41" >a,
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b) Logaritmacion

999. Definicién. — La elevacién a potencias admite, como vi-
mos, otra operacién inversa, que es la logaritmacion. Ilimase
logaritmo de a en la base b (que se escribe log, a) al exponente de
la potencia a que debe elevarse b para obtener a; se tiene pues la
identidad .

blogb = q.

La logaritmacién tiene por objeto hallar esos exponentes y

responde a la ecuacién
b=
Este caleulo carecerd de significado si a no es una potencia

de b.

993. Propiedades. — Las propiedades de la elevacién a poten-
cias conducen a las siguientes identidades :

log, (pq) =log, p +1log, q €Y
P
log, (— )E log, p —log, ¢ (2)
q
logs (p™) = m logs p (3)
m 1
logs V p=—1logs p (4)
m
loge a
logs a = ()
loge b

en las que se supone que las operaciones indicadas tienen sentido.
Efectivamente, supongamos que p=b" y g = b, entonces

Pg = pmpn = pm-+tn

1o que demuestra la identidad (1).

p
Supongamos ahora que —=17, entonces se tendra
q

p=aqr
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luego

log® p=log, g +log,

P
log, p—1log, g=1log, p=log, ( __) ;
q
lo que demuestra la identidad (2).

224. Igualmente

pm=p.p.p.p ... (m veces)

lozs (pm) =logs p +logs p+logs p+ ... (m veces) = mlogs, p
queda, pues, demostrada la identidad (3).

m
Supongamos ahora que V p sea igual a r; se tiene
rm=p

m logs r=1ogs p
1

logw r=—1ogs p
m

m___ 1
loge{f V p =—1logs p;
m

queda demostrada asi, la identidad (4).

225. Por tiltimo, supongamos que log. @ = p, entonces c?=a,
supongamos también que log. b= g, entonces ¢?="0. Pero pode-
mos escribir en vez de ¢? =a y ¢ = b respectivamente

chd = y cPq = |hp,
Luego
ad=0be LS. loge gl=p ot qllegn a’=ps
por consiguiente
y log. a
log p 4 =—= -
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996. Todas las identidades anteriores se enuncian verbalmente
de la manera siguiente: .

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logarit-
mos de misma base de los factores.

Bl logaritmo de un cociente es igual a lo diferencia entre los
logaritmos de misma base del dividendo'y del divisor.

El logaritmo de una potencia es igual al logaritmo de misma
base de 1o base de la potencia multiplicado por el exponente de ésta.

Bl logaritmo de una raiz es igual al logaritmo de misma base
de la subradical dividido por el indice de la raiz.

El logaritmo de un niimero en cierta base, es igual al logaritmo
del mismo nivmero en otra base, dividido por el logaritmo de la pri-
mitiva base tomado en la segunda.

297. Antilogaritmos. — Llamase a veces antilogaritmo de ¢ en
la base b, al niimero cuyo logaritmo en la base b es ¢. Luego si se
tiene b¢=a, resulta que a es el antilogaritmo de ¢ en la base D.
Y podemos escribir:

antilog, c=0b=a

antilogs (logs a) = logs (antilogs @) =a.

928. Logaritmos de la base del sistema y del nimero uno. —
Representando, como vimos, las expresiones a® y al; respectiva-
mente 1 y a, se deduce que

loge 1=10= ¢1) y Ioga o = L. (2)

Esto es, que cualquiera que sea la base de un sistema de loga-
ritmos, el logaritmo de 1 es 0 y el de la base es 1.

999, Médulo. — La férmula (2) nos hace ver que el mddulo
del cileulo de logaritmos es el namero 1.

230. Rangos de la operaciones. — La adicion y la substraceion
se dicen operaciones de rango primero; la multiplicacién y la divi-
sion se dicen de rango segundo; la potenciacién y radicacién, de
rango tercero.
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931. Practica de la radicacion en el sistema decimal.

a) Raiz cuadrada

Teoria. — Recordemos que el problema de hallar la raiz cua-
drada de un nfimero a, en su acepcién més general, consiste en hallar
dos ntimeros b y » que vespondan a las condiciones

a=0b2+1r; b+1)2>a.

1.° El ntimero es menor que 100. — Basta recordar los euadra-
dos de los digitos y restar del namero dado el cuadrado inmediata-
mente menor que él, se obtendrd asi los ntmeros b y 7. Asi, sea el
niimero 57; este niimero estd comprendido (véase pag. 178) entre los
nimeros 49 y 64, cuadrados respectivamente de T y 8, restando 49
de 57 obtenemos el resto 8. Luego b= T, r = 8. Efectivamente

BT=12+8, '82>5L

90 El nfimero es mayor que 100. — En este caso la raiz b con-
tiene decenas y unidades, luego b* contiene el cuadrado de las dece-
nas de b, esto es, un nfimero exacto de centenas, mas el doble pro-
ducto de las decenas por las unidades, esto es, un nimero exacto
de decenas; mas el cuadrado de las unidades; agregando a la suma
anterior el resto debe obtenerse el nimero propuesto. De lo ante-
yior resulta que el cuadrado de las decenas de la raiz estd conte-
nido en las centenas del nfimero propuesto; es el mayor cuadrado
contenido en las centenas; efectivamente, supongamos que la raiz
cuadrada de a, o sea b, contenga 18 decenas sin alcanzar a tener
19 decenas, entonces a contiene el cuadrado de 18 decenas sin
aleanzar a contener el de 19, pero el cuadrado de 18 decenas, esto
es, 182 decenas, es un niimero exacto de centenas, y el cunadrado
de 19 decenas o sea 192 decenas, es también un nimero exacto de
centenas; luego, el niimero de centenas de a contiene 182 sin con- -
tener 192. Como se ve, la proposicién recién demostrada reduce el
problema de hallar las decenas de a, a la investigacién de la raiz
cuadrada de un nfimero que tiene dos cifras menos que el propuesto.

Supongamos hallado el nfimero de decenas de a en cuestion,
fhcilmente se obtendrd entonces el de unidades. Efectivamente, sean
18 el namero de decenas de b, entonces, a es la suma de cuatro
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nimeros, a saber: 1.°, el cuadrado de 180; 2.° el doble producto
de 180 por el ntimero de unidades de b; 3.% el cuadrado de este
iltimo; 4.°, el resto.

Tuego la diferencia a— 180% viene a ser la suma sé6lo de los
tres tltimos sumandos y por lo tanto uno de estos sumandos es
el doble producto de 180 por las unidades; luego, si se divide esa
diferencia por el duplo de 180 se tiene un cociente que serd igual
o mayor que la cifra de las unidades de b. El duplo de 180 se obtiene:
multiplicando por 10 el duplo de 18; sale 36. Para obtener el
cociente de ¢ — 1802 dividido por 36 X 10, pueden (n.° 147, Vol. i@,
pég. 73), dividirse a — 1802 primero por 10, lo que equivale a separar
una cifra a la derecha de a — 1802, y en seguida dividir el cociente
ast obtenido por 36. Luego: Restando del nivmero dado a el cuadrado-
de las decenas de su raiz cuadrada y separando una cifra a la derecha.
de la diferencia y dividiendo luego el nitmero representado por las:
cifras de la izquierda por el doble del nivmero de decenas, se obtiene
como cociente un mimero igual o superior al de las unidades de
esta raiz.

Supongamos que el niimero asi obtenido sea 5, para compro-
bar si es realmente el dé las unidades de b, se formard el cuadrado
de 185, presunta raiz hallada, si éste es igual o menor que a, 5 es
realmente la cifra de las unidades y entonces el resto » es la dife-
rencia entre a y 1852. Si 1852 resultara mayor que a se probaria
la cifra 4, elevando al cuadrado 184, etc, y asi hasta obtener la
cifra conveniente. :

Para simplificar la ejecucion de estos ensayos, se aprovecha
el resto @ — 1802 ya hallado, pues tenemos

a— 1852 = t—(180+5)2Ea——1802—(‘2X5X]80+52)
de manera que «— 1852 se obtiene restando del resto ya obtenido,
a— 1802, la suma (2 X 180 X b + 5%); esta suma se obtiene facil-
mente asi: eseribamos 36, doble de 18, nfimero de decenas hallado,
v a su derecha 5, se obtiene 365; pero 365 = 360 + 5 de suerte que
multiplicando por 5 el niimero 365 se obtiene la suma 360 X 5 + 52,
que es efectivamente la que debiamos substraer del resto a — 1807
ya obtenido. Si esta Gltima substraceion es imposible, se ensayard
el niimero 4, restando de a — 1802 el producto 184 X 4, y asi suce-
sivamente hasta obtener el nfimero conveniente; el resto de la subs-
tracciéon final que le corresponde es el » buscado. Es evidente que
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si la primera cifra a ensayar resultara mayor que 9 se la reempla-
zaria por esta ultima.

Como la diferencia entre los cuadrados de dos ntimeros enteros.
consecutivos es igual al duplo del menor mis 1 [n.° 119, ¢), Vol. I,
pag. 607, podrd saberse <i un ntimero de unidades ensayado al acaso es
el verdadero, pues entonces el resto que le corresponde serd menor que:
el doble de la raiz obtenida mds 1. Asi, si en el ejemplo anterior qui-
siéramos ensayar el niimero 5 y resultara que la substraceién (@ —
180%) — 185 X 5 es posible, serd 5 el verdadero niimero, siempre que:
el residuo de aquella divisién fuera menor que 2 X 185 + 1; si el
residuo fuera igual a esta diferencia significaria que el nfimero hus-
cado es 6, si fuera mayor, dicho niimero seria 6 u otro mayor.

Supongamos, como ejemplo, que se desea obtener la rafz cua-
drada de 61375.

232. El nimero de decenas de la raiz serd la raiz cuadrada del
mayor cuadrado contenido en 613, ntimero éste que expresa las cen-
tenas contenidas en el nimero dado. Queda, por lo tanto, reducida
la cuestién a hallar la raiz cuadrada de 613, pero a su vez el niimero
de decenas de esta raiz es la raiz cuadrada del mayor euadrado
contenido en 6, esta raiz es 2; en cuanto al namero de unidades
de la raiz de 613, se obtiene como quedé indicado, esto es, restando-
de 613 el cuadrado, 400, de las decenas halladas y se tiene 613 — 400
=213 se separa la cifra 3 de la derecha de 213, el ntimerc 21 que
queda a la derecha se divide por el duplo, 4, del ntimero de las
decenas, se obtiene un cociente 5 que es igual o mayor que el ntimero
de las unidades de la raiz cuadrada de 613; para probarlo se mul-
tiplica 45 (esto es, el nimero formado por la cifra duplo de la de
las decenas y por la que se prueba, eserita a la derecha) por 5y
se tiene 225, ntimero mayor que 213, luego 5 es demasiado elevado;
se ensaya 4, y se tiene 44 X 4 = 176, nfimero menor que 213, luego
4 es la cifra de las unidades; en rvesumen, la raiz cuadrada de 613
contiene 24 unidades. Obtenido de esta manera el nfimero de dece-
nas de la raiz cuadrada del ntmero propuesto 61375, para obtener
el de las unidades, se repite el procedimiento indicado: se eleva al
cuadrado 240 y el resultado, 57600, se resta de 61375, se obtiene
3775, se separa el 5 de la izquierda y el nfimero 377 asi originado
se divide por el duplo, 48, del niimero de decenas hallado ; se obtiene
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7, para ensayarlo se resta de 3775 el producto 487 X T=3409;
como esta substraccién es posible, 247 es la rafz hallada y el resto
3775 — 3409 = 366 es el buscado, y en efecto, puede comprobarse
que

61375 = 2472 4- 366; 2482 > 61375.

Tas explicaciones anteriores justifican la siguiente:

233. Regla practica general. — Para extraer la ratz cuadrada de
wn niimero, se escribe éste, afectado del signo radical, en una linea
horizontal, dejando espacio libre a la derecha y debajo de él. A la
derecha del mimero se traza una raya vertical y luego una hori-
zontal que parte de ésta un poco abajo del nivmero, extendiéndose
hacia la derecha, arriba de esta iltima raya y a la derecha de aqué-
lla, esto es, o continuacion del niimero escrito, es donde se escri-
bird la raiz. Se seiala en el wmiimero escrito, secciones de dos
cifras, a contar de la derecha, de suerte que la wltima seccion de
la izquierda podra temer una o dos cifras. Se eatrae la raiz cua-
drada del mayor cuadrado contenido en el mitmero indicado por la
primera seccion de la izqui'erda y esta raiz es el nimero de las mas
altas unidades de la raiz buscada, se resta de la primera seccion de
la izquierda el cuadrado de la raiz hallada y @ la derecha del residuo
obtenido se escribe la seccién siguiente del nivmero dado; se separa
la primera cifra de la derecha de este residuo (llamado primer resto
parcial) y se divide el nimero representado por las cifras restantes
(primer dividendo parcial) por el duplo de la raiz hallada, el co-
ciente se mulliplica por el mimero originado escribiendo ese mismo
cociente a la derecha del duplo de la raiz hallada; si el producto
obtenido puede restarse del primer resto parcial, dicho cociente es
la sequnda cifra de la izquierda de la raiz buscada; si la substraccion
es imposible se reemplaza en todas las operaciones recién indicadas el
cociente anterior por el mimero inmediatamente inferior a él y se re-
pite la operacién; si tampoco da resultado, se disminuye ain el nimero
ensayado, y se continiia asi hasta oblemer una substraccion posible
y entonces la wltima cifra ensayada es la segunda de lao “izquierda
de la raiz del wimero buscado. Se forma un segundo residuo parcial
eseribiendo 'a la derecha del resto de la wdltima substraccion de
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ensayo la seccion sigutente (es decir la tercera a contar de la
izquierda) del mimero propuesto y se divide el sequndo resto, previa
separacion de la cifra de la derecha (segundo dividendo parcial),
por el duplo del mimero constituido por las dos cifras ya halladas
de la raiz y se contintia como antes hasta agotar todas las secciones.
Bl ltimo resto es el de la raiz. Al efectuarse los emsayos puede
aprovecharse la observacion hecha en el n.° 119¢ (Vol. 1., pdg. 60).
Las operaciones auwiliares se efectian debajo de la raya horizontal
como se ve en los ejemplos siguientes:

wJ 61375 | 247
4 45 - 44 487
213 4 y :
176 225 176 3400
3775
3409
366

234. Observaciones practicas. — En la practica se efecttian men-
talmente las operaciones de multiplicar y restar, disponiéndose la
operacién asf: ;

1J 61875 | 247 \j65917235 7994
913 | 44 1491 149
3775 :;7 15072 1589

N I;igg 15984

En las casillas de la derecha se eseribe el duplo de la raiz par-
cial ya hallada y a la derecha la cifra siguiente de la raiz y se
multiplica mentalmente por ésta el ntimero asi formado restando
también mentalmente del residuo parcial correspondiente.
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Consideremos la radicacién siguiente:

189 9 8 q
1875 | 261 224 189
1029 | 344 343

4 3

1376 1029

Como se ve, para hallar la segunda cifra han sido necesarios
tres ensayos. Si se hubiera ensayado al acaso el niimero T se com-
probaria que ‘es el verdadero, porque 302 —172=13 es menor que
9 % 17 + 1. Pero si se hubiera ensayado el 6 la misma regla hubiera
probado que seria demasiado bajo. El resto final debe ser, por las
mismas causas, menor que el duplo de la raiz més 1. En este caso
dicho resto es 346, duplo de la raiz, y es por consiguiente el valor
méaximo del resto; en efecto, si el ntimero dado fuera 30276, su

raiz cuadrada seria exactamente 174

935. Ntmero de cifras de la raiz. —La regla anterior prueba
que la raiz de un ntmero tiene tantas cifras cuantas secciones puede
sefialarse en éste, en la forma establecida para efectuar la opera-
¢ibn, pues a cada seccidn corresponde una cifra de la raiz; luego,
si el nfimero propuesto tiene 2n o 9n—1 cifras, su raiz tiene n
cifras. Asi, un ntimero de 7-cifras tiene una rafz cuadrada de 4

cifras.

936. Simplificacién. — Disponiendo de la tabla (pag. 178), puede
hallarse en seguida la raiz cuadrada del nimero formado por las
dos primeras secciones de los niimeros dados.

937. Prueba de la raiz cuadrada.— Elevando al cuadrado la
raiz hallada y sumando el resto debe obtenerse el namero dado.
Asi, en los ejemplos anteriores se tiene:
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2472 4 366 = 61375
79942 + 13199 = 63917235
1732 + 346 = 30275.

b) Raiz cibica

238. Teoria. — Si el ntimero tiene tres cifras, su raiz cubica es
an digito y bastard rvecordar los cubos de los digitos (pig. 179)
para efectuar en seguida la operacién. Por ejemplo, sea extraer la
raiz cabica de 710. Como

S}

88 =512 y 93 =729

b

tendremos :
T0=—512 =198

TLuego la raiz buscada es 8 y el resto 198; en efecto

710 = 83 + 198.

Si el ntimero tiene mis de tres cifras, su raiz ctibica conten-
drd decenas y unidades y entonces el cubo de ésta se compondra
del cubo de las decenas, esto es, un niimero exacto de millares, mis
el triplo del cuadrado de las decenas por las unidades, esto es, un
ntmero exacto de centenas, més el triplo de las decenas por el
cuadrado de las unidades, lo que da un ntimero exacto de decenas,
mas el cubo de las unidades; agregando a la suma precedente el
resto, debe obtenerse el niimero propuesto. De lo anterior resulta
que el cubo de las decenas de la raiz estd contenido en los millares
del ntimero propuesto. Es el mayor cubo contenido en los millares
Efectivamente, sea a el ntmero propuesto, b su raiz ctibica y »
€l resto. Debe tenerse

a="03+r; b+ 1)2>a.

Supongamos que la raiz cibica de «, o sea b, contenga.23
decenas sin alcanzar a temer 24 decenas, entonces a contiene el
cubo de 23 decenas sin alecanzar al de 24, pero el cubo de 23
decenas es un ntmero exacto de millares, lo mismo que el de 24;
luego, el niimero de millares de a contiene 233 sin contener 243.
«Como se ve, lo anterior reduce el problema de hallar las decenas
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de a a la investigacién de la raiz cibica de un nimero que tiene
tres cifras menos que el propuesto.

Supongamos hallado el nimero de decenas de a, ficilmente se
obtendré el de las unidades. Efectivamente, sea 23 el niimero de
decenas de b, entonces a es la suma de cinco niimeros, a saber:
1.2, el cubo de 230; 2.9, el triplo del cuadrado de 230 multiplicado
por el niimero de unidades de b; 3.%, el triplo de 230 multiplicado
por el cuadrado del ntimero de unidades de b; 4.°, el cubo de estas
fltimas; 5.9, el resto. Luego la diferencia a— 2303 s6lo contiene
los cuatro dltimos sumandos y entre otros el ftriplo del cuadrado
de 230 multiplicado por el nfimero de unidades de b. Luego, si se
divide esa diferencia por el triplo del cuadrado de 230 se obtendra
un cociente que serd igual o mayor que el nimero de unidades de
b; como 230 =23 X 10, resulta que 3 X 230% =3 X 23% X100 y que
debe dividirse a — 2308 por 3 X 232 X 100, y entonces, primero puede
dividirse por 100, lo que equivale a separar dos cifras a la derecha
de a— 2303, y luego dividir el nfimero formado por las cifras res-
tantes por 3 X232. Por consiguiente:

Restando del niimero dado a el cubo de las decenas de su raiz
ctbica, separando dos cifras a la derecha de la diferencia y divi-
diendo en seguida el nitmero que queda a la izquierda por el triplo
del cuadrado del mimero de decenas, se obtiene como cociente un
niimero igual o superior al de las unidades de esta raiz.

Supongamos que la cifra hallada sea T; para comprobar si es
realmente la de las unidades de b, se formard el cubo de 237, pre-
sunta raiz ctibica hallada; si este cubo es igual o menor que a,
7 es realmente la cifra de las unidades y entonces el resto r es la
diferencia entre a y 2373. Si 2373 > a se probaré la cifra 6 elevando
al cubo 236, ete. y asi hasta obtener la cifra conveniente.

239. Supongamos, por ejemplo, que se desea extraer la raiz
cibica de 17749863. El nfimero de decenas de la raiz serd la raiz
ciibica del mayor cubo contenido en 17749, niimero que expresa los.
millares contenidos en el niimero dado. Queda, por lo tanto, redu-
cida la cuestién a hallar la raiz ctbica de 17749, pero, a su vez,
el ntimero de decenas de esta fltima raiz es la raiz ctibica del
mayor cubo contenido en 17, la cual es 2; en cuanto al niimero de
unidades de la raiz cibica de 17749, se obtiene como quedd indi-
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cado, esto es, restando de 17749 el cubo, 8000, de 20 y se tiene
17749 — 8000 = 9749, se separa las dos tltimas cifras, 49, de la
derecha de este resto y el niimero 97 que queda se divide por el
triplo, 12, del cuadrado de la raiz hallada, se obtiene un cociente
8 que es igual o mayor que el niimero de unidades de la raiz cua-
drada de 9749; para probarlo, se eleva al cubo, 28 (esto es el nfimero
formado por la cifra de las decenas y por la que se prueba) y se
obtiene 21952, niimero mayor que 17749; probemos entonces el 7,
tenemos que 27% = 19683, niimero afin mayor que 17749; probando
el 6 sale 263 =17576; como este nfimero es menor que 17749, es
el de las unidades de la raiz ctibica de 17749.

Obtenido de’ esta manera el niimero de decenas de la raiz ciibica
del ntimero propuesto, 17749863, para obtener el de las unidades
se repite el procedimiento indicado: se busca el resto 17749 — 263
=173, se separan dos cifras a la derecha y el niimero 1, formado
por la que queda a la izquierda, se divide por el triplo del cuadrado
de 26, parte de la raiz ya obtenida, y el cociente es igual o mayor
que la cifra de las unidades; como este nfimero resulta ser cero, la
raiz buscada es 260; si hubiéramos obtenido un nfimero mayor que
cero, se comprobaria elevando al cubo el némero constituido por
las cifras ya halladas de la rafz y por la que se ensaya colocada a
la derecha de aquéllas; si este cubo resulta menor que el resto 173,
dicho ntdmero .serd el buscado, sino, se repetiria la operacién con
el niimero inmediato inferior a aquél, y asi hasta obtener la cifra
conveniente. Elevando al cubo la rafz hallada y restidndola del
nimero dado se obtiene el resto de la operacién. En nuestro caso
se tiene como resto 17749863 — 2603 = 173863.

Pricticamente, en vez de elevar cada vez al cubo las raices
parciales obtenidas con el objeto de comprobar si la dltima cifra
de éstas, que es la que se ensaya, es realmente la que corresponde,
se simplifica la operacién en la forma que se indica en el ejemplo
siguiente, el cual hace ver también cémo puede disponerse la ope-
racién a fin de simplificarla en lo posible.

240. Sea hallar la raiz ctbica de 48723410. Véase la operacién
en la pagina siguiente:
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El niimero de decenas de la raiz es la raiz cibica del mayor
cubo contenido en 48723; a =u vez, el ntimero de decenas de aquel
niimero es la raiz cibica del mayor cubo contenido en 48, esto es 3,
eseribimos 3 a la derecha del niimero dado y, para obtener la segunda
cifra de la raiz, debemos elevar al cubo 3, restar este cubo, 27, de
48, luego escribir a la derecha del resto, 21, la seccidn siguiente
723 y dividir 217 (nfimero formado por las cifras que quedan a la
izquierda de 21723 después de apartar las dos cifras de la derecha)
par el triplo, 27, del cuadrado de 3, primera cifra de la izquierda
de la raiz; dividiendo 217 por 27 se obtiene un cociente que debe
ser mayor o igual al ntmero indicado por la segunda cifra de la
raiz, este cociente es 8; ensayemos el nfimero 6: para esto debemos
elevar al cubo el ntimero 36 y ver si este cubo es igual o menor
que 48723, pero podemos simplificar esta operacion'observando que
(36)3 = (30 + 6)3 = 303 +3 X 302 X 6 + 3 X 30 X 62 + 62 (n.°
210, pig. 179, 4.°), de suerte que el resto de 48723 — 36° se obtiene
restando sucesivamente de 48723, 30% 3 X 30% X 6,3 X 30 X 62, 63, pe-
T0 como ya hemos restado de 48723 ¢l nimero 302, habiendo obtenido
21723, nos basta, para hallar aquel resto, restar de 21723 la suma 3 X
30% X 6 + 3 X 30 X 62 + 63; esta suma puede obtenerse de la siguiente
manera: 3 X 30 + 6 se obtiene. en seguida multiplicando 8, primera
cifra hallada de la raiz, por 3, y agregando la segunda cifra 6 que
se ensaya, se obtiene 96; multiplicando esta dltima cantidad por
6, cifra que se ensaya, se obtiene el ntimero (3 X 30+ 6)6=3 X
30X 6 4 62 = 576; escribamos 576 debajo de 27 teniendo cuidado
de correr las cifras de 576 dos dugares a la derecha, se obtiene asi
la suma 3276, que representa 3 X 302+ 3 X 30 X 6 + 62, multipli-
cando a su vez esta suma por 6, cifra que se ensaya, se obtiene
19656, que representa (3 X 302 +3 X 30 X 6+ 62) X 6 =3 X 302 X 6
+ 3 X 30 X 62+ 6%, que es precisamente el niimero que debiamos
restar de 21723 para obtener el resto de 48723 — 363. Efectuada esta
operacion, se obtiene como resto 2067, y si se hubiera ensayado 7
no hubiera sido posible efectuar dicha resta, pues hubiéramos obte-
nido

21
9 T =1 619

3379 X 7= 23653.

Luego, 6 es efectivamente la segunda cifra de la izquierda de,
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la raiz y, como se ve, la comprobacién se hace ripidamente. Obte-
nido el néimero de decenas, 36, de la raiz, para obtener el de las
unidades debemos dividir 20674 (undmero obtenido agregando a la
derecha del resto 2067 la seccion de tres cifras, 410, marcada a la
derecha del mtmero dado, y separando luego las dos cifras a la
derecha del nfimero asi obtenido) por el triplo del cuadrado de
36 el cociente es igual o mayor que el ntimero indicado por la
cifra buscada de Ias unidades; en vez de elevar al cuadrado 36 y
multiplicarlo por 3, bastard agregar a los nfimeros ya obtenidos,
576 y 3276, el cuadrado de 6, es decir 36: la suma de ellos, 3888,
serd el triplo del cuadrado de 36; recordemos, en efecto, que 576
era 3 X 30 X 6 + 62 y que 3276 era 3 X 302 + 3 X 30 X 6 + 62 Luego:
576-}-3276+36:3><30><6+62—|-'3><3()‘~’+3><30><6—|—62+(52
:3(3()2+2X3()><(5+(,$‘~’)::3(:-3()+6)2:3><362.

Luego, dividiendo 20674 por 3888, asi obtenido, se halla el co-
ciente 5; para ensayar éste, debemos efectuar la operacion

48723410 — 3653,
Como

3653 = (360 + 5)3 = 3603 + 3 X 3602 X 5 + 3 X 360 X 5% + 53,
deberemos restar de 48723410, primero 3603, es decir 363 X 10°; pero
como el resto, 2067, era precisamente 48723 362, el ntimero 2067410
que se encuentra ya escrito, serd evidentemente 48723410 — 360%;
luego, bastard restar de 2067410 la suma 3 X 3602 X 5 4+ 3 X 360 X
52 4 53, Para obtener esta suma, se procederi de la manera siguien-
te: multiplicando por 3 la raiz parcial 36 hallada y agregando el
niimero ensayado 5 a la derecha del producto y multiplicando el
nfimero 1085 asi obtenido, por 5, se obtiene evidentemente (3 X
360 +5)5 = 3 X 360 X b + 5%, sumando éste a 388800 se obtiene el
ntimero 394225, el cual expresa entonces' 3 X 3602 +3 X 360 X 5
+ 52, y multiplicando éste por 5 se tiene 1971125 o sea 3 X 3602 X
513 X 360 X 52 4 53, es decir la suma que debiamos restar de
2067410 para obtener el resto de la operacion, sale 96285 luego 5
es efectivamente la cifra de las unidades de la raiz; ésta resulta
ser 365 y el resto 96285. Puede comprobarse, en efecto, que

48723410 = 3653 4 96285.

Tas observaciones precedentes justifican la siguiente:
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241. Regla practica. — Para eatraer la raiz ciibica de un nii-
mero, se sefiala en éste secciones de tres cifras empezando por la
derecha, de suerte que la primera seccion de la izquierda puede tener
una, dos o tres cifras; se traza una raya vertical a la derecha del
nimero y otra horizontal en la misma forma que para exvtraer la
raiz cuadrada; encima de esta raya, horizontal se escribe la raiz a
medida que se van determinando sus cifras. Se extrae la raiz ciibica
del mayor cubo contenido en la primera seccion de la izquierda; se
escribe esta raiz y se obtiene ast la primera cifra de la izquierda de la
raiz buscada, se eleva al cubo la raiz hallada y se resta este cubo del
nivmero representado por la primera seccion mencionada. A la dere-
cha de este primer resto se escribe la seccion siguiente; en el nimero
ast representado (primer resto parcial) se separan las dos cifras de
la derecha, se divide el nimero ewpresado por las restantes (primer
dividendo-parcial) por el triplo del cuadrado del nimero indicado
por la cifra hallada de la raiz; el cociente es igual o mayor que el
nimero indicado por la segunda cifra de la izquierda de la raiz
buscada; para ensayarlo se escribe debajo de la raya horizontal Y
un poco a la derecha de lu vertical el triplo del cuadrado del digito
conocido de la raiz, y debajo, contra la raya vertical, se escribe el
triplo de dicho digito, escribiendo a su derecha la cifra que se ensaya;
el miimero asi representado se multiplica por dicha cifra de ensayo, es-
cribiéndose el producto, que Uamaremos p, debajo del triplo del cua-
drado ya escrito teniendo cuidado de correr dos lugares a la derecha las
cifras de p; se suman ambos nimeros suponiendo que el Primero
termina en dos ceros, y se multiplica la suma, que lamaremos S,
por el mimero que se ensaya: si el producto es menor que el primer
resto parcial, la cifra ensayada es efectivamente la segunda de la
raiz, de lo contrario debe ensayarse de la misma manera la inme-
diata inferior y asi sucesivamente hasta encontrar la convenienle ;
se halla la diferencia entre el primer resto parcial y el producto, s,
conveniente, y se escribe a la derecha de esta resta la seccién si-
guiente del milmero cuya raiz se busca, se separa del asi obtenido
(segundo resto parcial) las dos cifras de la derecha y se divide el
nimero expresado por las restantes (segundo dividendo parcial) por
la suma S de p, de s y del cuadrado de la segunda cifra recién
hallada de la raiz, para lo cual se escribe convenientemente este
cuadrado debajo de p y's y se traza una raya debajo para efectuar

BIBLIOTECA NACIONAL
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la suma; el mimero representado por la tercera cifra de la izquierda
de la raiz es igual o menor que el cociente hallado. Para ensayar
éste, se escribe en la linea, debajo de S y contra la raya, el tripto
del mimero representado por las dos primeras cifras halladas de la
raiz, se escribe a la derecha de este triplo el mimero a ensayar, y
¢l nuevo miimero asi representado se multiplica por dicho mimero a
ensayar; el producto, que llamaremos D1, se escribe debajo de S,
teniendo cuidado de correr las cn‘ras de py dos rangos a la derecha
de la S, se suma S con py, suponiendo que S termina en dos ceros,
y la suma, que llamaremos Sy, se mulliplica por el mimero repre-
sentado por la cifra a ensayar, y si el producto es menor que el
sequndo resto parcial, dicha cifra es efeclivamente la tercera de la
izquierda de la raiz buscada, de lo contrario se ensaya la inmediata
inferior y ast hasta obtener la conveniente. Se substrae del segundo
resto parcial el producto final de ensayo y, @ la derecha “del nuevo
resto, se escribe la seceion siguiente del miimero dado, se obtiene el
tercer resto parcial, del cual se separa las dos cifras de la derecha
Yy se obtwne a la 1zquierda el tercer dividendo parcial. Se suma Py
con s; y con el cuadrado de la tercera cifra de la raiz, el cual se
escribe ordenadamente debajo de aquéllos, se traza una raya, se
escribe la suma S, debajo de ésta y se divide por Sy el tercer divi-
dendo parcial; el cociente es un nimero igual o mayor que el repre-
sentado por la cuarta cifra a contar de la izquierda de la ratz bus-
cada, Para emsayarlo, se escribe en la linea debajo de Sy y contra
la raya vertical, el triplo del nitmero representado por las tres pri-
meras cifras halladas de la raiz, se escribe a la derecha de este triplo
el nimero a ensayar, y el nuevo nimero asi representado se mul-
tiplica por el de ensayo, obteniéndose un producto ps, que se escribe
debajo de Sy teniendo cwidado de correr las cifras de Dy dos lugares
a la derecha de las de Sp; se swma Sy con ps, supowiendo que
S; termina en dos ceros, y se multiplica la suma s, por el miumero
representado por la cifra a ensayar, y si el producto es menor que
el tercer resto parcial, dicha cifra es la buscada, de lo contrario, se
ensaya la inmediata inferior hasta encontrar la convemiente. Se
resta del tercer dividendo parcial el producto final del ensayo, y a
la derecha del resto se escribe la seccidn siguiente, y se continia
de la misma manera hasta agotar todas las secciones que se 'han
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sentalado en el wmimero dado: el wltimo resto parcial es el de la
operacion.
A continuacién se indican otros ejemplos :

By
\J183153661839 5679

125
5
s 156 X 6 = 936
- 36
7537661 e
6668263 9408
TETAT o || T687 T = . 11809
869398839
869308839 952609
i 49
0
964467
17019 x 9= 153171
‘ 96599871
P A 47003
\J 103843282269754 | ——
64 . &
Aol ‘ 127 X 7= 889
ey
fggi; 5689
par 49
20282269754 66270000
- 19882269027 | 141003 X 3= 423009
400000727 6627423009

En el primer ejemplo, el niimero dado es el cubo exacto de
5679. El segundo mos indica cémo se simplifica el cileulo cuando
una o mas cifras de la raiz son ceros; basta entonces agregar, pa-
ra cada cero de la raiz, dos ceros a la derecha de la dltima suma
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correspondiente, bajando entonces dos periodos simultineos en los
restos parciales.

242. Observaciones. — Se ve que la raiz de un ntmero tiene
tantas cifras como periodos de tres cifras puede formarse con él,
en la forma indicada, y una mis si sobran una o dos cifras, pues
a cada seccién corresponde una cifra en la raiz; luego, si un na-
mero tiene 3n, 3n — 1 6 3n— 2 cifras, su raiz ciibica tiene n cifras.
Un ntumero de 23 cifras tiene una raiz chbica de 8 cifras.

243. Simplificacién. — Si un ntimero no tiene mas de nueve
cifras, la tabla del n.” 210 (pag. 180) permite obtener inmediata-
mente las decenas de la raiz y sélo se tiene que determinar una
cifra.

244, Prueba de la raiz ctbica. — Elevando al cubo la raiz ha-
llada y sumando el resto debe obtenerse el nfimero dado. Asi, en
el dltimo ejemplo, se comprobard que

470038 4 400000727 = 103843282269754.

245. Método analitico de Horner, para extraer la raiz cubica.— Sea N el
nimero cuya rafz se busca, e imaginemos que su raiz tenga tres cifras, por
5 b
——, —, ¢.los nimeros de - centenas, decenas y unidades que con-
100 10 i
tiene la raiz, entonces N— (¢ + 0 + ¢)*—R = 0. Hemos visto ya como se
obtiene inmediatamente «: los cuadros siguientes hacen ver cémo puede obte-
nerse b y c.

ejemplo,

@ ( gnma | @ E suma

a ) 2a*
ALY = N={(a+b+4c¢)
2a 3a* (div. de ensayo para obtener b)| @*

u + (Ba+b)b | N3
3a 4+ b 30 4 3ab 4 b* ‘, Sa*b+38ab*+-b?

b +3ab 4202 N-(a-4b)* g
3a + 2b 3(a+b)* (div. de ens. para obt. ¢) 3(a+0)* c+3(a+b) +c*+c*
b + {3(a+0) +c}e N—(a+b+c)2=0.

U Bld+b)+e |3(a+b)2+3(atb)e+c?

Obtenido a por los procedimientos generales, se forma 2a, 3a, 3a*, N—a?;
dividiendo N — a® por 3a?, primer dividente de ensayo, se obtiene b, con el que
se forma 3a + b, 3(a + b), 3a* + Ba*b + Bab* + b*; si b es realmente el ni-
mero relativo a las decenas, N — «® debe ser igual o mayor que 3a*b + 3ab? 4 b3}
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en caso contrario. se ensaya otro mayor hasta encontrar el valor exacto de b.
Bl nuevo dividente de ensayo 3(a -+ b)* permite encontrar ¢, dividiendo por
él-a N (e -+ D)3, ete.

Apliquemos los cuadros anteriores a un ejemplo numérico.

——

Sea extraer la rafz ciibica de TT308TT6.

Disposicion practica :
i6 \/TTZ;OHTT(S [ 426

4
4 32 G4
8 4800 13308
4 244
122 5044 1 10088
2 248 3220776
124 529200
2 7596 3220776
1266 536796 0
Ezplicaciones. — La operacién exige tres columnas.

La primera se construye por via de adicién.

La segunda se construye por via de adiciones y multiplicaciones por los
elementos de la primera. i

La tercera se construye por via de substracciones y multiplicaciones por
los elemenfos de la segunda.

Cada digito de la rafz exige tres adiciones en la primera columna, dos en
la segunda y una substraceién en la tercera.

Para cada digito, en la tercera adici6n de la primera columna, se agrega
dicho digito a la derecha, lo gue equivale a multiplicar por 10 y agregar el
digito; asi, 12 se vuelve 122 = (12X 10 4 2).

La segunda columna es una columna de cuadrados: asi 16 = 4°, 4800 =
(16 4 32) X 100 6 (16 4 32) X 10%, y asi sncesivamente. Se tiene también :
244 = 122 x 25 248 — 124 9% 2. 7506 = 1266 X 6:

TLa tercera columna es de los cubos y se obtiene de la misma manera:
64 = 16 X 4; 10088 = 5044 X 2; 3220776 = 536796 X 6.

Los divisores de ensayo estan en la segunda columna y son- respectivamente
Sa* (4800), 3(a -+ b)2 (529200), ete.

Toda cifra innecssaria se suprime. A,

Los restos y divisores se toman por sus valores relativos y no por sus
valores representativos y reales.

+ Los perfodos se bajan a medida.

Si e usa el método italiano de division, se simplifica la operacién de la

manera siguienie:

4 16 TT308776 | 426
8 4800 13308 s

122 5044 3220776

124 329200 0

1266 HRETH6
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246, Método aproximado de Hutton.— Si N es el nimero dado, r una raiz
2N 4+ R
ciibica aproximada y R el cubo de esta raiz, se tiene que ————— X r es otro
N + 2R
valor mas aproximado ain de la raiz. Asi:
Sea hallar la rafz cibica de TT308776; una raiz clibiea aproximada es 400,
pues 400% — 64000000. Luego » = 400, R = 64000000.
Por consiguiente :

2N + R 154617552 -+ 64000000
- X =——— X 40 =
N + 2R T7308776 -+ 128000000
2186175562 X 400
_ =426, mAs 0 menos.
205308776

247. Raices de indice superior a 3.— Raras veces ocurre tener que extraer
raices de indice mayor que 3, por cuya razbén s6lo indicaremos que las rafces de
indices 4, 8, 16, ... de un nidmero, cuando estas rafces son exactas, pueden
obtenerse buscando, primero la raiz cuadrada de dicho ntmero, luego la raiz
cuadrada de esta raiz cuadrada, ete. Asi:

8

V616 :\/v’ V6161 = ViVl e s

La rafz sexta de un nimero puede obienerse buscando primero la raiz clibica
HEUPEL Y
del mismo y luego la raiz cuadrada de dicha raiz cibica, pues V V& = Va, ete.
Bl método de Horner puede extenderse a casos de indices mas elevados, pero
carece de utilidad préactica.
2N 4+ R

—— % r referente a la raiz
N 4+ 2R

Puede también reemplazarse la expresion -

ciibica por la

4+ HN 4+ (n— 1)a"

(n—21)N -+ (n 4 1)a’

en la que n és el indice de la rafz y «x una raiz encsima aproximada.

0

EJERCICIOS

Txtraer la raiz cuadrada de los nameros siguientes :

631. 529, 1369, 6889, 9801, 961, 120600, 5793649, 903543481, 1002001.

632. 4040100, 5179, 49098652, 64609480 1748076, 7659999, 674541903025,
4160580062500, 17167550625, :

633. Extraer la raiz cibica de los nfimeros siguientes :

1728, 625, 15625, 18225, 2460975, 361201, 217081801, 1035361, 1058089859,
273904756, 143384152004, 2749884201000, 47824087, 1122334466, 99999999,
7645373, 58863869, 2571353,

634, Hallar un ndmero entero n tal que n(7 + 2) = 440.
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635, Bl producto de dos nimeros es 978123 ; uno de estos nimeros es el
triplo del otro. jcudles son estos dos nameros?

636. La suma de los cuadrados de dos nimeros es 79250; y la diferencia
de los cuadrados de esos mismos ntmeros es 78672, Hallar dichos ntimeros.

637. Hallar la raiz cuarta de 256, 6561, 14641, 38950081, 104976, 1500625.

638, Extraer la raiz sexta de 117649, 2085984, 11390623, 4826809.

639. Todo cuadrado perfecto terminado en 5 tiene su raiz cuadrada ters
minada también en 5; ningiin nimero terminado en 5 puede ser un cuadrado
perfecto si no termina en 25, :

640. Extraer la rafz octava de 1679616, 2562890625, 214358881.

641. Extraer la rafz novena de 262144, 198359290368,

342, Extraer la rafz quinta de 59049, 16807, 7962624, T776.

643, Extraer la raiz duodécima de 13841287201,

644, Extraer la rafz décimaoctava de 3814697265625,

248. Radicacién de cantidades fraccionarias.— Se tiene, evi-
dentemente, que i

m YR ——
n

@ Voa
—_——— ya que
o) L

b Vb
" m Mo \m
Va ( Voa ) a
e LN v h
\a Vb

Luego

Para extraer la raiz de una cantidad fraccionaria se extrae la
raiz del mismo indice del numerador y la del denominador y se di-
vide la primera por la sequnda.

Ejemplo:

. i
s e

925 b

249. En el n.” 11 hemos indieado eémo se realiza la potencia-
cién en el caso de ntimeros fraccionarios decimales escritos en la
forma especial. Féacilmente se comprende que, inversamente :

Para extraer la raiz n de wn wimero, fraccionario decimal es-
crito en la forma especial, se supone que la coma no existe y se
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extrae la raiz n comd si se tratase de un nitmero entero. Obtenida
ast, la raiz, que supondremos por ahora exacta, se separa tantas
cifras a la derecha como indica el cociente del mumero de cifras
decimales de la subradical, dividido por el indice de la raiz.

Ejemplo:
; v 0.00027 = 0.03
se han separado dos cifras porque

6 (numero de cifras de la subradical)

7 L

3 (indice de la raiz)

Este nfimero tiene que resultar siempre entero y, por €so, hay
que poner previamente, a la derecha del ntimero dado, los ceros que
sean necesarios.

Cuando en una operacién, existen ntimeros fraceionarios ordi-
narios y otros decimales escritos con su notacién especial, se da a
éstos, la forma general. Asi:

2 o g

+3594 —=— ik

g 10 B
BIBRCICIOS

Extraer la raiz cibica de los siguientes nameros
645. 129,559582830382343 ¢ 34,328125.

950. Raices aproximadas.— Dado un ntmero entero a, que
supondremos no ser un cuadrado (o una poténcia n) perfecto, exis-
ten siempre dos miimeros enteros consecutivos entre cuyos cunadra-
dos (o potencias m) se encuentra comprendida a. Estos dos ntime-
ros enteros consecutivos se llaman respectivamente las raices cua-
dradas (o de indice n) de a, en menos de una unidad de apro-
ximacion por defecto o por exceso respectivamente; estos nameros

se investigan, tratindose de raices cuadradas o chibicas, como quedd
indicado en los n°s, 233 y 241; pero puede uno proponerse deter-
minar nimeros fraccionarios cuyos cuadrados (o potencias n) se
aproximen mis que aquéllos a a. Asi, 14 es la raiz cuadrada apro-
ximada por exceso en menos de una unidad, de 175, pues 182 = 169
y 142 =196, pero 13,2288 es un ntmero fraccionario cuyo -eua-
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drado se aproxima por exceso més a 175 que el de 14, pues 142 = 196
v (13,2288)2 = 175,000114944.

251. Designando con a un ntimero entero o fraccionario, se lla-
ma raiz 7 de @ aproximada por defecto en menos de @, al mayor
miiltiplo de @ cuya potencia n estd contenida en a. Se obtiene esta
raiz n aproximada, determinando la raiz »n en menos de una uni-

a
dad por defecto de la parte entera de — y multiplicando el resul-
an

tado por a.

252. Efectivamente, sea pa la raiz n de a por defecto en me-
nos de @, siendo p un entero desconocido; se deberd tener, segifin
la definicién dada, que

(Pa)" < a < [(p+ Da]";
o también Fret a
pnanZa< (1) +])11.au; pn i Ty (P+1)"-
a“
Estas tltimas desigualdades hacen ver que p es la raiz n, apro-

a
ximada por defecto en menos de una unidad, de —.
a?l
: @
253. Si a es de la forma —, siendo & un namero entero, —
k a
toma entonces la forma ak”, y se ve que la raiz n de a, en menos de
1
I de aproximacién por defecto, se obtiene extrayendo la raiz n de

la parte entera de ak® en menos de una unidad por defecto, y divi-
1

diendo el resultado por k. Asi, la raiz cuadrada de 2 en menos de —
« 5

por defecto, se obtiene extrayendo la raiz cuadrada de 50, aproxi-
mada por defecto en menos de una unidad, y dividiendo el resul-
tado por 5; se obtiene 7 como raiz, y entonces el niimero buscado es

7
—; de igual manera se comprobaria que la raiz cuadrada de 2;
5 .

aproximada por defecto en menos de —, es =

e
gl g
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Ejemplo.— Sea obtener la raiz cuadrada de 17 con un error
i

1
menor que —. lenemos: \
et 1Tx9 . J18Tr 31
N e —_— =—
92 92 9
3/ 3 1
9254, Sea ahora obtener — con un error menor que —.
) 14 25
Tenemos:
3 3
3 3
— — X 253 3348—
\/ S 14 14° 14
14 258 258 95

955. Bl caso més interesante es el de la investigacién de la
raiz de un ntmero @ aproximada por defecto en menos de 0.1,

0.01, 0.001, ...; siguiendo la regla general, para obtenerla, se
multiplica @ por 107, 1007, 1000%, ...; se extraerd luego la raiz n

de la parte entera de ese producto aproximado en menos de una
unidad por defecto y se dividird el resultado por 10, 100, 1000, ...

Si @ estd escrito en forma de nfimero fraccionmario decimal,
las multiplicaciones por 107, 1007, .. se efectian répidamente, co-
rriendo la coma u, 2n, ... lugares hacia la derecha, agregando
ceros si es necesario, obteniéndose asi inmediatamente la parte en-
tera del producto.

Supongamos que en la parte decimal de a se haya sefialado
secciones de n cifras de izquierda a derecha, designindolas respec-
tivamente con el mombre de primera, segunda, tercera, ... sec-
cién decimal. Cada uno de los nfimeros que se forman colocando
a la derecha de la parte entera de a la primera, luego la primera
v segunda, luego la primera, segunda y tercera seceibn deeimal,
etc., contiene a la izquierda las mismas cifras que las anteriores
y el niimero de decenas de la raiz de uno de esos nilimeros es pre-
cisamente la raiz n, aproximada en menos de una unidad por de-
fecto, del nfimero precedente; de suerte que si se quiere calcular
sucesivamente la raiz n de a aproximadamente, por defecto, en
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menos de 1, 0.1, 0.01, 0.001, ... cada operacién servird para la
siguiente y sblo se tendrd que determinar la dltima cifra, opera-
cion que se efectia entonces de acuerdo con las reglas de la
radicacion. 1

A continuacién se indica algunos ejemplos.

it
256. Sea determinar las raices cuadradas de 2 y de
T000
T Eat e AR W U o £ V 0,0001428571 | 0,01195
100 Vg, v I i iy
96 | 24 i 21
400 _281 0;? 229
981 9894 2385
i 2185
11900 98989
11296 FE— e 2061
= 282841 ————
60400 12471
56564 ; 11925
383600 | 546
282841
110759

Para efectuar la operacién V' 2 nos hemos contentado con es-
eribir los diez ceros a medida que se mecesitaba. En cuanto al

1
ntmero fraceionario

se le ha substituido por el decimal

0,0001428571, que expresa el valor aproximado de aquél, por de-

q;
fecto en menos de ——.
1010
Vemos que las raices cuadradas aproximadas de 2 en menos
de 1, 0.1, 0.01, 0.001, ... por defecto y por exceso, son respec-
tivamente: . : ;
1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41491, ...
9, 1.5, 1.42, 1.415, 1.4143, 1.41492, ...
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Fstas dos series resuelven, en lo relativo a V2, el problema de
hallar nfimeros cuyas potencias n difieran de a™ tan poco como se
desee. Se nota, en nuestro ejemplo, que las ‘diferencias entre 2 y
los cuadrados de log nfimeros 1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.42491,

son respectivamente 1, 0.04, 0.0119, 0.000604, 0.00003836,
0.0000100759, ... y disminuyen muy ripidamente.

; 3/ 1
Si se tratara de V 2 y de \/e—— tendriamos andlogamente:
p

< W

7000
Ve . 1,25992
1000 3
T |
G b dig
B 4
46875090 439
42491979 365 1825
4383021000 45025
4282778799 25
109242201000 16875
___fj%f%??%f?f 3759 33831
4999808512 4791331
81
4755243
37779 340011
475864311
81
476204403
377972 755944
47621196244
4
47621952192
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Bf o T o
\/0,00()142857100 10,0522 i

125

17857 =«
15608 {

2249100 |
1628648 |

620452 |

152

1562

75
304

T804
4

8112
3124

814324

257. Si se tratara de nfimeros fraccionarios, por ejemplo, de

nf a
\/——. podria siempre transformarse la operacién en otra equiva-
b

lente, en la que solo se tendria que efectuar una radicacién apro-
ximada, pues, multiplicando ambos términos del niimero fraccionario

por b"—1, sale

@ abn—1 ./ a

T 3 b

n
vV oabr—1

b >

también tendriamos, multiplicando por a*—1, que

n

a a

Tl A A
V bav—1

2568. Ejemplos:

21 D R 1
e =i rafz aproxim. en menos de — |} .
81 < 0 : 9

V81

1321 Vvi321T V36

8649

V8649

—_—— (rafz aproxim. en menos de ___

1
93
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961 V25 1B 5 gl T e
Ll — - raiz aproxim. en menos [ (e IE DRIy
12 ; ( ) 4 19
4 V12 V12 B
15 15 % 27 /405 20 1
L= — it raiz aproxim. en menos de
27 2 X 21 272 27 27

-

18 18 x 18 18 3
— rafz aproxim, en menos ghe N Foal)

93 23 % 18 12 70

BJERCICION

646. Extraer la raiz cuadrada aproximada. por defecto en- menos de una
unidad, de las cantidades expresadas por 108 nimeros 5179 ; 40098652 ; 64609480 ;
12324,853.

647. Calcular la raiz cuadrada de B aproximada en menos de 0,01 por
defecto.

648. Calcular la raiz cuadrada de 43

por defecto.
649. Calcular la raiz cuadrada de 78504 aproximado en menos de 0,01

789 aproximada en menos de 0,1

por defecto.
650. Calenlar la rafz cuadrada de 0,9 aproximada en menos de 0,1 por

defecto.
3556

651. Calcular la raiz cuadrada de aproximada en menos de 0.001 por

defecto.
652. Calcular la raiz cuadrada de 3,141592 aproximada en menos de 0.01

por defecto.
653. Calcular la rafz cuadrada de 197 5.30469136 aproximada en menos de

- 0,0001 por defecto.
@654. Calcular la rafz ctibica de 103843282269754 aproximada en menos

de 1 por defecto.
655. Calcular la rafz cfbica de 220,073 aproximada en menos de 0,1 por

defecto.
656, Calcular la raiz cfibica de 0,00101202 aproximada en menos de 0,0001

por defecto.
657. Calcular la raiz ctibica de 0,92371951 aproximada en menos de 0,001

por defecto.
658. Calcular las raices cuadradas de 1,96 y de 86,49 aproximadas en menos

de 0,1 por defecto. :
659. Calcular rafces cuadradas de 1.4161, 28.8369 v 331.24 aproximadas

en menos de 0.01 por defecto.
660. Calcular las raices cuadradas de 121,2201 v de 8.678916 aproximadas

en menos de 0,001 por defecto.
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661. Calcular las raices cuadradas de 26,04469156 y 4.06506244 aproxi-

‘madas en menos de 0,001 por defecto.

662. Calcular las raices cuadradas de 206,53167686G41 y de 25,3130740641
aproximadas en menos de 0,00001.
6G63. Calcular las rafces cuadradas de 0.00010201 y 0.00047961 aproxima-

«das en menos de 0,0001.

664. Calcular las raices cuadradas de 0,0000001849 y de 0.0000005184 apro-
ximadas en menos de 0,00001.

259. Mecanismo del calculo relativo a los llamados cantidades y
niimeros irracionales. — En los n.os 70 a 76 hemos definido las no-
ciones de cantidades y ntimeros irracionales. Veamos, ahora, qué
clase de célculo pueden hacerse al respecto.

Sea hallar la raiz cuadrada de la cantidad a en el concepto de
esta operacion establecido en el n.° 220. Llamemos b a la raiz y r
al resto. Debemos tener

a=0b24+r; (b+1)2>a;
por consiguiente, tendremos:
a2 = (b2 +r)2=b*+ 20%r + 12; (b+ 12> a?;

luego, resulta que b es también’la raiz cuarta de a2, siendo el resto
4
2b%r + r2; luego, la raiz cuarta de a2, o sea Va?, es la misma que

la raiz cuadrada de a, o sea Va, variando finicamente el resto.
Por consiguiente, refiriéndonos al n.° 250 y siguientes, obten-

driamos las mismas series de valores, ya efectuando la operacidn
i d-- 2n
Va, ya la Va2, ya en general, la operacién Va’, y mas general-

mente afin, tenemos que las series obtenidas mediante la operacion
Sis - ne
Va son las mismas que las obtenidas con la operacién Va?; por

e
consiguiente, la cantidad y nfimero irracional (n.° 77) Va unidades
e cn on (] (822
~ Va son los mismos que Va" unidades y Va*. Luego, Va= Va®

a
¥
el pidll
v de igual manera se tendria VaP = a™, suponiendo que ¢ y p
sean divisibles por m; puede establecerse, por lo tanto, que:
Una cantidad irracional no altera si se multiplica o divide el
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indice de ella y el evponente de la cantidad subradical por un mismeo

nmero.

260. Reducciéon de varios nmeros irracionales de distinto

indice a otros de igual indice. — Sean los numeros irracionales.

m n (8
Va, Vb, Ve, de distinto indice, pueden reducirse a otros del mis-

mo indice aplicando el principio anterior, multiplicando el indice
v el exponente del clemento subradical de cada nfimero por el pro-

ducto de los demds indices. Asi se tendra:
mnr

”l__‘_ ‘I"/n‘r__ n mnr___ | -
e Vi V=i Vig=—=n Vierms
mnE oy T
y ahora los nuevos niimeros e T N T T AR
tienen los mismos indices y son, como se dice, homogéneos; si los
fndices no son primos entre si, admiten un minimo miltiplo comun
més simple que el producto de ellos, en ese caso conviene adoptar
dicho m. ¢. m. como indice comin, multiplicando el indice de la
raiz y el exponente de cada cantidad subradical por el cociente del

m. c. m. en cuestion dividido por el indice correspondiente,- Kjem-
2 3 4 24 24 24

plo: V8, V4, V5 son equivalentes a V313, V45 V55, o también

s Lo

a V36, va% V53, pues el m. c. m. de 2,8 y 4 es 12.

961. Simplificacion. — Si el indice de la raiz y el exponente
del elemento subradical admiten un factor comtn, puede simplifi-
carse ¢l simbolo del nimero irracional, sin alterar éste, dividiendo
dichos indice y exponente por el factor comin; se obtendrd la
mayor simplificacion posible dividiendo por el m. c. d.; en ese
caso el simbolo se dice irreducible.

Qe conocerd, por consiguiente, si un simbolo representativo de
un nmero irracional es irreducible, comprobando: que el indice de
la raiz y el exponente de la cantidad subradical son primos entre
si. Ejemplo:

161 - K L
VA2 es equivalente a V4®

expresion més sencilla; como el m. c.'d de 16 y de 12 es 4, el
16

412
1800 < )
simbolo irreducible equivalente a V42 es Y 4 , es decir, V4.
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262. Céalculo. — Una cantidad irracional estd definida por se-
ries de cantidades racionales (n.° 77), v estd representada por el
simbolo de radicacién que constituye la ley de formacién de
aquéllas.

Ninguna dificultad existe en interpretar una suma o una dife-
rencia de cantidades irracionales, asi como el producto o el cociente
de una cantidad irracional, por un niimero entero y, finalmente,
el producto o el cociente de una cantidad irracional por un ntimero
fraccionario: basta hacer esas operaciones con las series que defi-
nen la cantidad irracional, se obtiene otras dos series que definan la
nueva cantidad irracional resultado.

Nos toca, ahora, interpretar el concepto de multiplicadores y
divisores irracionales. Veamos, por consiguiente, qué significado
puede darse a la expresion 5 unidades X V3. Si reemplazamos
V3 por la serie de valores que la definen, se comprobaria, en
virtud de la propiedad conmutativa de la multiplicacion, la iden-
tidad siguiente:

5 unidades X V3 = V3 unidades X 5;
Yy en general
' LR
aVb= Vb a.
m—
De la misma manera se comprobaria que Va wunidades X
m

m
Vb tiene por valor Vab unidades, y en general

LR T IR S e S e
Va Vb= Vgl Vp E\/a}lbi’;

Y mas generalmente atin:

D5 r par. ..
Van Vbm Vel . . = Vagnar-.. pmpr... elpg. ..

263. Establecido el significado de los multiplicadores irraciona-
les, queda de paso establecido el de los divisores. Como consecuencia,
tenemos que

n n m

m___ 7 = Qg m__ A m__
(Va X Vb) Ve='Va (Vb X Ve);
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.

i m__ n (PR m____ m _m Mm__\n m n
Va.Vb) =Va Va...VDh Vb...= Va) »\77)-);

i s q '

PN LGN oy Qs
(Vai\/b>\/c—E\/a Ve -+ Vb Ve,

Py DY iq
Va Va4 al
== g !
q pq hp
Vb V. bhp $
porque :
pq py pq
al 9. a4 Pq . adhp Pq »
L s VP = : = Val= Va;
bp by Lhp
P _\m » » » B »
Va) = Va Va...= Vaaa :..= V™
b BRI mp__\m mp s
: Va = Va pues \/a‘) = Van=Va.

n
m ——
Finalmente, de Va®=am se desprende que si n no es divi-

i
=T m

sible por m convendrd que la expresion a™ represente Var, para
mantener las reglas del caleulo; el exponente fraccionario juega,
como se ve, el rol de un operador.

Aplicando las propiedades distributivas de la multiplicacién

tenemos, por ejemplo, que

D o

v i Bl S A 3 4\pot
9Val +— Vagd——Var=[2+——— JVai=
5 3 :

RO G902 g L
S B RO e R R

15 15

Il

Si quiere obtenerse el valor diremos (*) aproximado del nimero
irracional que resulta de un cierto cileulo efectuado combinando

(*) Como por nimeio irracional se entiende una ley procesal de caleulo,
no cabria hablar de valores aproximados de un nimero de esa naturaleza, pero
por una ficeion de lenguaje puede usarse esa manera de hablar, maxime si se
tiene en vista el concepto radicacion definido en el n.° 220, y lo dicho en el

nos. 250 y siguientes.
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’

otros nimeros irracionales, se substituyen éstos, en las operaciones,
por sus valores convenientemente aproximados, segin el grado de
exactitud que se desee.

Por ejemplo, si se quiere obtener el namero irracional V75 -4

V8 aproximado, diremos, en menos de 0,001 por defecto, se reem-

plazard V75 y V8 por 8,660 y 2,828, valores de estos niimeros
aproximados por defecto en menos de 0,0005 en el concepto estable-
cido en los n%. 250 y siguientes; se obtendra como resultado 11,488

0 5,832, nlimeros que expresan respectivamente los valores aproxi-

mados por defecto en menos de 0,001, de V75 + V8 y de V76— V8.
Se tendria andlogamente

V75 = 8,6605 en menos de 0,0005 por exceso.
V8= 2,8285 » » »

V75 + V8 =11,489 en menos de 0,001 por exceso.

Para obtener mayor aproximaciéon conviene calcular alternati-
vamente un sumando por exceso y otro por defecto.’
De igual manera tenemos:

V75 X9 = 8,660 X 9 = 77,940 aproximado por defecto.
No insistimos sobre este punto por haber sido ya tratado en
el n.° 59 y siguientes.

264. Caracteres de irracionalidad. — Si un ntimero es divisible
por otro primo y no por su potencia n, la raiz n de ese ntimero es
irracional, pues si fuera racional se tendria que el ntmero dado,
siendo potencia n de otro deberia ser el producto de las potencias n
de los factores primos en los que podria descomponerse este otro
namero. Luego, para saber si un namero tiene una raiz n exacta,
se descompone el ntimero, si es entero, o el numerador y el deno-
minador, si es fraccionario, en sus factores primos y éstos deben
figurar todos elevados a la potencia n; en caso que esto no suceda,
la raiz n del ntimero en cuestién no puede ser exacta y determina

" un ntmero irracional.

265. Cantidades y nfimeros llamados logaritmicos. — Suponga-
mos que se trata de interpretar la expresién (logs, 3) metros. Si
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elevamos un conjunto de dos metros a la primera potencia, tendremos
el mismo conjunto de dos metros; si lo elevamos al cuadrado tendre-
mos uno de cuatro metros. Podemos, por consiuniente, escribir:

21 >8 222
De modo que, si log, 3 expresara algfin niimero, éste estaria com-

prendido entre 1 y 2; luego el simbolo (logs 3) metros, a repre-
sentar algo, expresard una longitud intermediaria entre 1 6 2 me-

10 : 20
tros o sea entre — metros y — metros.
10
i Lk bR e S 19
Ensayemos entonces las operaciones 210, 210, 210 910 . 920,

tal cual fueron interpretadas en el n.° 263. Notaremos que los valo-
res asi obtenidos crecen empezando por 2 y terminando por 4; habri,
15 16

por consiguiente, dos consecutivos, que resultan ser 210 v 210  que
llenen la condicién.

15 16
210 <18 < 210,

‘Luego, podemos decir que la expresion (log® 8) melros, si
indica algo, indicard una longitud comprendida entre las cantidades

15 16
racionales — metros y — metros; hemos reducido asi el trecho entre
10 10 ;
el cual se encuentra la longitud hipotética. Escribiendo estas dos
: 150 160
lougitudes asi: —— metros y metros y ensayando las opera-
100 100
151 152 159
ciones 2100, 9100 9100  epcontraremos de la misma manera que
158 159

hay dos consecutivas 2100 y 2100 que satisfacen a la condicion

158 159
9100 < 3 < 9100,
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La longitud hipotética (logs 3) metros estd ahora encerrada
158 ! 159

metros y
100 100

Igualmente hallaremos

metros.

entre las dos longitudes

1584 1585

91000 < 3 < 91000

¥ encontraremos que (logs 3) metros debe estar comprendido entre

1584 1585
metros y
1000 1000

Si al continuar esta operacién encontrdramos alguna expresion

metros; y asi sucesivamente.

o

»

de la forma 2¢ = 3, entonces, la expresion log, 3 metros expresaria
P :

— metros; pero puede suceder, como en este caso, que no encon-
q

tremos tal expresién y consideremos entonces las dos series de can-
tidades siguientes:

Las cantidades que constituyen

21 metros 2 metros la primera serie aumentan constante-
15 16 mente, pero siempre son inferiores a
910 > 910 ¥ una cualquiera de las de la segunda
158 159 serie; un raciocinio andlogo al efec-
21;'0 N 217,0 : tuado' en e.l n.° 73 nos hace cor}o.c*ei‘
N 1585 la existencia de un proceso definido
s — por el simbolo (logs 3) metros. En

91000 Sodonps ] > St
& resumen, una expresion de la for-

ceen s na (log. b) unidades, en el caso en

que no existe potencia alguna de for-

ma racional que origina el conjunto b, puede considerarse como

indicando una cantidad o mejor dicho un proceso especial llamada

Jogaritmico; de suerte que la expresién log. b que liga el concepto

de unidad con el de esta cantidad, da nacimiento a un n@mero
logaritmico.

266. Establecido esto, las adiciones y substracciones con canti-
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(85}
(55}
(S

dades logaritmicas no ofrecen dificultad en la interpretacién, lo-
mismo que las multiplicaciones con multiplicandos logaritmicos.

Por otra parte, reemplazando las cantidades o los niimeros loga-
ritmicos por los términos de las series que ellos definen, se interpre--
tarfa expresiones de la forma ¢ X loga b y loga b X log. d, y sus
inversos en la division, potenciacién y radicacion.

Por una ficeién de lenguaje podra decirse que se obtendrin va-
lores aproximados de cantidades y ntimeros logaritmicos tomando
términos de las series que los definen; y el error cometido se apre-
ciaria como quedd indicado en los n.9% 59 y 'siguientes.

BJERCICIOS
IHallar los valores aproximados con 3 cifras decimales. de los siguientes
nameros irracionales (racionalizairlos) :
9 Ji 1 1
665, ————  ——— : {
WiGas va—1 V5 +1 V6 + 1

1 1 1 1
666, ——— ———y —————— 2
VB 2 Y62 V3 v2 Va4 ve
I 2 2 2
667. 3 — = X -
V5 4+ V3 VR ES | N1 Vo—1
N3 /B V5 N B
668, ek - q L

V5—1 VB VB VB V8L A

(&

V2 1 VA | 5+ 1 D
669. 5 : , Yo M
SV A VT S | B —1 V2 +

,

=

ot V34 V2 . VB—V8 VB4 VZ - VB+1I
V. (] £ 1 R
VE—V2 VB4 VS V841 VB 4+ V2

o V3 4+ vb V34 VT \/ ;
3 = et = oA 26, ard
ATy AV = VT i P dielal i s

—_— 5 T V3 +1 N —23/3
672 V12 4 sz, \/'+V—'—, \/ <o \/

V3e—1 2VT + 2V3

Hallar nameros equivalentes a los siguientes con un denominador racional &

i 1 V10 + V5— V3
673. —, — ) = :
i g NS Va4 Vvb+ Va+ b V3 + vio— V5

WPV T STe—————
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674, —mM8M8M8M8M8 -
VS L 85 Vao—1—V2¢+ Va+ 1

V2t /8 ) VB

(V34 VB) (V5 + V2)

3 3
=3 SV VB + vE
675, : ) )
3

8 3
V3 +1 VEE VO  VE— V4

Hallar los valores de:

V 26 —15 v3 6+ 2v3 :
676. ’ \/-+———
52>~ 384 53 28 -—=19v3
=<3 1
677. Hallar el valor de (28 —10 v 3)>—
1
(T+4V3)2
1

2
3.

678. Hallar el valor de (26 4 15 V3)

2
(26 + 15 V3T
679. Dado el valor de V5 = 2,23607, hallar el valor de

10 V2 V10 + V18

VA A Bl e Rl AP e T

2

9



CAPITULO XI

INTRODUCCION AL ALGEBRA

967. Bl concepto de direccion en dos sentidos opuestos. —
Para precisar ese concepto empezaremos con un ejemplo.

Supongamos que la linea a (fig. 18) representa un camino
(o una linea férrea) y que una persona (o un tren) se pasea (o

———
e
0 A . B
Fig. 18.

circula) por ella. A veces lo hard en la direccién de la flecha, que
convendremos en llamar “hacia adelante” o en la direccién “posi-
tiva”, a veces en el sentido contrario o “hacia atras” o en la direc-
cién “negativa” (¥).

268. Para ir de A a B, el pasajero caminara (o el tren mar-
chara) hacia adelante, o en la direceién positiva; para ir de B a A
lo hard hacia atrds, en la direccién negativa. Concretemos®al caso
del viajero y supongamos que camina dando pasos todos iguales;
podri, entonces, medir los caminos o las distancias vecorridas con-
tando el nfimero de pasos que dé, llamando pasos positivos a los
dados hacia adelante y negativos los dados hacia atrds. Si, por
ejemplo, para ir de A a B requiere dar 50 pasos positivos, para ir
de B a A tendrd que dar 50 pasos negativos.

969. Convendremos en designarlos respectivamente por (+ 50)
pasos y por (— 50) pasos.

B

(*) Como se comprende, es indiferente considerar como positiva, o ‘“hacia
adelante”, a la direccion de izquierda a derecha o a la de derecha a izquierda.
1o esencial es que, después de elegida como “positiva™ la que se quiera, no_debe
ya variarse esa eleccion en todo el curso de la cuestién o problema que se trata.
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Mias adelante indicaremos el porqué del uso de los signos +
¥y — que tienen ya, para nosotros, el significado de las operaciones
de adicion y substraccion; pero desde ahora podemos observar que
51 se desea abreviar la escritura, puede convenirse en suprimir la
direccién positiva -+, estableciéndose que, cuando eso se hace, se
trata de la direccion positiva; se tendrd entonces: de A a B,
pasos y de B a A (—50) pasos (*).

270. Y esos distingos son mnecesarios porque no es igual, en la
practica, ir de A a B que de B a A. Si sélo decimos que de A a B
o de B a A hay 50 pasos, como se hace en aritmética, la distancia
de A a B, que es la misma que la de B a A, estd sin duda perfecta-
mente determinada del punto de vista aritmético; pero no lo esta
la direcciéon seguida por el viajero o por el tren; mientras, en
cambio, las dos cosas lo estardn agregando a 50 el signo convenido
para indicar las direcciones; y asi (4 50) pasos (o simplemente 50
pasos), significard el recorrido AB de A hacia B; y (— 50) pasos,
significara el recorrido BA, o sea de B hacia A.

271. Diremos también que, para evitar que estos signos de di-
reccién + y — se confundan con los de adicién y substraccién,
los primeros vendrin siempre acompafiando la cantidad que afec-
tan, encerrado el conjunto dentro de un paréntesis, como lo hemos
hecho mas arriba; con tal de que, naturalmente, no hagamos
uso de la simplificacién indicada en el n. 269, que se aclarara
mejor en el momento oportuno, para evitar las confusiones en
cuestion.

272. En estas estipulaciones de caminos dirigidos en uno u otro
de dos_sentidos opuestos, AB y BA, cabe, entonces, distinguir lo
que se llama el valor absoluto o equivalente aritmético, que es la
longitud comiin de AB y BA (50 pasos en este ejemplo); y el
equivalente algebraico, que es el valor absoluto acompafiado o com-
pletado con el signo o la indicacién de la direccién en que se le
supone recorrido por un mévil. En el ejemplo considerado, el
equivalente algebraico del camino AB recorrido de A hacia B es
(+50) pasos, mientras el de BA, recorrido de B hacia A, es (—50)

(*) Por el momento no haremos uso de esta simplificacion, pelo s1 mas
adelante (n.° 286).
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pasos. Naturalmente, es necesario fijar previamente la direccitm
considerada como hacia adelante o positiva (el de la flecha en la
figura).

973. Estas distinciones se imponen para resolver o precisar
ciertas cuestiones o problemas. Asi, si se nos dice que en una
linea de ferrocarriles hubo un choque a km. de una determinada
estacién, no nos bastarfan esos datos para precisar el lugar del
siniestro y concurrir a ese lugar, pues debe también decirse en cual
de los dos costados de la estacién, recorriendo la linea férrea, se
ha producido el hecho. :

Lo mismo ocurre en el caso de la siguiente pregunta:

Un habitante de la ciudad de Dolores, viaja frecuentemente en
la linea Buenos Aires- Bahia Blanca; a veces lo hace en direccion
a la primera, a veces en la de la sequnda; cada dia apunta la dis-
tancia a que se encuentra de Dolores; el lunes esa distancia era
de 40 km., el martes lo era de 60 km. ;Qué distancia ha reco-
rrido del lunes al martes?

Es obvio que tales datos son insuficientes para contestar a la
pregunta, pues que si los dos puntos en que se encontraba el viajero
el lunes y el martes, estdn ambos ya hacia Buenos Aires, ya hacia
Bahia Blanca, con respecto a Dolores, le habrd bastado recorrer
(60 — 40 = 20) kilémetros para ir-de un punto al otro; pero si un
punto estd hacia Buenos Aires y el otro hacia Bahia Blanca, siem-
pre con respecto a Dolores, habrd tenido que recorrer (60 4+ 40 =
100) kilometros.

Tuego pues, para resolver el problema, hay que asociar a los
datos 40 km. y 60 km. la nocién de direccion en uno u otro de
los dos sentidos opuestos con respecto a Dolores, uno hacia Buenos
Aires, otro hacia Bahfa Blanca, siguiendo la considerada linea
férrea que une esas dos ciudades pasando por Dolores.

E1 termémetro marcaba ayer 3° de temperatura, hoy marca 2°.
i Cudndo hacia mds frio, ayer w hoy?

Para saberlo nos falta conocer si esos grados estin arriba o
debajo de 0°; si ambos estdn arriba, hace mas frio hoy; si ambos
estdn debajo hacia mas frio ayer; si los 3° estaban arriba y los 2¢
debajo, hace mas frio hoy; y al revés si los 3° estaban debajo v
los 2° arriba.

Tuego este problema requiere también, para poder resolverse,
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asociar a las dos cantidades 2° y 3° la direccién o sentido respecto
de la temperatura 0° que se toma como origen comin para contar
las temperaturas.

974. Tos problemas relativos a la fijacion de fechas en los
diversos calendarios donde los afios son contados a partir de
un determinado acontecimiento histérico, siendo asi que antes suce-
dieron otros, dan origen a las mismas observaciones; e igualmente
los problemas del debe y haber de un comerciante.

975. Vamos a ver, pues, qué clase de operaciones son compa-
tibles con ‘esta asociacién de los conceptos de cantidad y de direc-
cién en uno u otro de dos sentidos opuestos; y de como esas ope-
raciones afectan ambos conceptos. Por lo demés, se comprende que
ol estudio de esta clase de operaciones puede reducirse, en todos
los ecasos y por analogia, al que cabe efectuar con longitudes,
tomadas en una linea y, en particular, en una linea recta, esto es
la que dibuja un hilo bien estirado: basta equipar la unidad de
la cantidad que se estudia, con la unidad de longitud tomada en
la linea, y repetir, luego, todos los raciocinios hechos con las longi-
tudes, cambiando la unidad de longitud por la de unidad de la
cantidad que se considera.

9276. Si la recta es la a de la fig. 18, y en ella elegimos un
punto u origen O a partir del cual tomamos o consideramos longi-
tudes en uno u otro de los dos sentidos opuestos en esa recta, todo
camino recorrido, por ejemplo el AB, tiene, como vimos, dos extre-
midades bien diferenciadas, una, el punto de partida del mévil que
lo recorre en determinado sentido; y, el otro, el punto de llegada
del movil cuando ha recorrido el camino. :

Un segmento de recta asi orientado se llama un wvector, se le
designa indicando, primero, el punto de partida y, después, el de
llegada. El vector AB no es el mismo, pues, que el vector BA; el
primero  se supone recorrido partiendo de A y llegando a B;
el otro, partiendo de B y llegando a A. Ambos tienen la misma
longitud o equivalente aritmético, pero son de signos contrarios.

A esta clase de vectores asi dispuestos, AB y BA, se les dice

_opuestos o simétricos.
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277. Definicion del Algebra. — Iista ciencia tiene esencialmente
por objeto el estudio de las operaciones matemiticas compatibles
con la asociacién de los conceptos de cantidad aritmética y de
direceién en uno u otro de dos sentidos opuestos. Hs la ciencia de
los wvectores dirigidos en uno w otro de dos sentidos opuestos.

278. Cantidades o vectores algebraicos. Numeros relativos o alge-
braicos. — Una cantidad afectada, como se ha explicado, con una
direccion en uno u otro de dos sentidos opuestos, se dice una can-
tidad (o wector) algebraico. Para individualizarla debe darse la
unidad y el nitmero de unidades componentes, como en aritmética,
pero ademds, la direccion correpondiente. Es decir que, a la de-
terminacién de la wnidad, debe agregarse algo que afecta a la
vez al niimero de unidades y a la direccidn.

Ese algo que resulta asi de la fusién de los conceptos de nii-
mero aritmético y de direceién, y que liga la unidad con el vector
algebraico, se le llama mimero relativo o mimero algebraico.

Por ejemplo, cuando se dice (—15) km., el agente que hace
pasar la unidad kilémetro al vector (— 15) km., es el nfimero alge-
braico, negativo en este caso, y que esti representado por el simbolo.
(—15); corresponde a lo que hemos designadofen el n.. 272 con
el nombre de equivalente algebraico.

Veamos ahora las operaciones fundamentales que pueden reali-
zarse con esas cantidades algebraicas y la justificacion de las mis-
mas en la prictica.

279. Adicién algebraica. — Supongamos que el viajero que se
pasea sobre el camino a (fig. 19) hace 5 pasos adelante o sea

Fig. 19.

(+ 5) pasos y luego 2 hacia atrés, o sea (— 2) pasos. Primero, 1legd,.

digamos, de A a B; luego de B a O; es obvio que hubiese llegado

de A a C directamente dando 3 pasos adelante [(+ 3) pasos].
Expresamos el hecho diciendo que el camino AC es la suma
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algebraica de los caminos AB y BC cada uno de los cuales son
los sumandos de dicha suma, se eseribe ya sea asi:

AC2= AB + BC,
o con los equivalente algebraicos

(4 3) pasos = (4 5) pasos + (— 2) pasos.

280. Se ve de inmediato, que la suma algebraica es muy dis-
tinta de la aritmética. Aritméticamente, el viajero que mos ocupa
ha dado 5+ 2 =17 pasos, pero como los 2 pasos fueron dados en
diveccién contraria a los 5 pasos, en definitiva sélo se avanzé de.
3 pasos, y ésta es la suma algebraica, que sélo se preocupa de rela-
cionar el punto de partida con el de Ilegada sin preocuparse de
otras cosas, por ejemplo del cansancio del viajero, el cual hubiera
podido dar 1003 pasos adelante seguidos de 1000 para atrds sin
haber, por eso, adelantado més que antes respecto del punto de
partida.

Anilogamente, tendriamos que:

(+5) pasos + (+2) pasos = (+17) pasos' a)
(— 5) pasos + (+ 2) pasos = (—3) pasos b)
(—5) pasos + (—2) pasos = (—7) pasos c)

expresiones que significan lo siguiente:

a) Cinco pasos hacia adelante, seguidos de dos hacia adelante
equivalen a siete pasos positivos.

b) Cinco pasos hacia atrds, seguidos de dos hacia adelante
equivalen a tres pasos hacia atris. ‘

¢) Cinco pasos hacia atrds, seguidos de dos hacia atrds, equi-
valen a siete pasos hacia atris.

281. Deducimos la siguiente regla:

Para obtener la suma de dos cantidades dirigidas en el mismo
sentido, se suman sus valores absolutos y se afecta esta suma del
signo de la direcciéon comitn; si estan dirigidas en sentido contra-
710, se resta el de menor valor absoluto, del mayor, y al resultado se
afecta del signo de la direccion que tiene el sumando de mayor
valor absoluto.
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Ejemplos (prescindiendo de la unidad):

+3)+ (=4 =D
(+125) + (—200) = (—T5)
(—8250) + (—3) = (—3253)
(—1000) + (+2) = (—998)
(—1010) + (4 2000) = (+ 990)
(+134) + (—134) = 0.

989, Este tltimo resultado expresa la suma de dos vectores
algebraicos opuestos o simétricos (n.o 276) cuya suma algebraica
es siempre, evidentemente, nula.

983. Adicién de varias cantidades dirigidas. — Se suman las
dos primeras, luego, a esta suma, se le adiciona la tercera, etc.

984, Propiedades conmutativa y asociativa de la adicion alge-
‘braica. — Sea, por ejemplo, ejecutar la adicién
(+ 12) pasos + (—5) pasos + (—28) pasos + (+ 13) pasos.
Si primero se dieron 12 pasos hacia adelante y luego 5 hacia
atrds, se dieron, en definitiva, 7 hacia adelante: lo mismo ocurre
invirtiendo el orden de esos dos sumandos, ya que, cinco pasos
hacia atris, seguidos de 12 hacia adelante, siempre nos conducen
a 7 hacia adelante. Luego
(+12) pasos + (—5) pasos = (— 5) pasos + (+12) pasos.
*  Del mismo modo veriamos que:
(— 28) pasos + (+ 13) pasos = (+ 13) pasos + (— 28) pasos.
Tsto mos demuestra la propiedad conmutativa de la adicién
algebraica.

985. Por otra parte: La suma de varios grandores algebraicos
no altera reemplazando varios de 1os sumandos por la suma parcial
de ellos (propiedad asociativa).

Asi, en el ejemplo que estamos considerando, podemos observar
que ya que 12 pasos hacia adelante seguidos de 5 hacia atris equi-
valen a 7 hacia adelante; si estos son seguidos de 28 hacia atrds
1os resultard un total de 21 hacia atras; pero, de igual manera, 12

" pasos hacia adelante seguidos de [(—5) + (—28)] o sea de 33
pasos hacia atrds, nos conduce siempre a un total de 21 pasos
hacia atrds. Luego:
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[(+12) + (—5)] pasos + (—28) pasos = (+ 12) pasos +
[(—5) 4+ (—28)] pasos

que es la expresién de la propiedad asociativa para el caso.

286. De ahi resulta que: Para calcular la suma algebraica de
varios sumandos, puede swmarse, primero, todos los sumandos posi-
tivos, como en aritmética; luego, de igual.manera, todos los ne-
gativos. Se resta luego, como se indico en el n.° 281, del mayor valor
absoluta, el menor; y al resultado se le ‘afecta del signo de direc-
cion de aquél.

Ejemplos (siempre prescindiendo de la unidad) :

(+2357) 4+ (—3824) + (+325) + (—1024) + (+ 1004)
= (+[2357 + 325 + 1004]) + (—[324+1024]) =
= (4 3686) + (—1348) = (+ 2338).
Si se ufilizase la notacién abreviada apuntada en el n.° 269, el
ejemplo anterior podria haberse escrito asi:

9357 + (—324) + 325 + (—1024) + 1004 =
= [2357 + 325 + 1004] + (-—[324 + 1024]) =
=3686 + (—1348) = 2338.

En algunas de las expresiones anteriores hemos, para simplificar
la escritura, prescindido de indicar la unidad, pero por las mismas
razones invocadas en Aritmética (Vol. I, n.o 89, pag. 24), se puede,
aunque impropiamente y sélo por simplificacién de lenguaje, hablar
de la adicion algebraica de ntimeros relativos y comprobarse que
el dnico nfimero que, sumado con otro, no lo altera, es el ntimero
cero; o sea que el modulo: (Vol. I, n.o 42, pig. 26) de la adicién
algebraica, lo mismo que el de la adicién aritmética, es el niimero
cero.

287. Resulta, en definitiva, que la adicion algebraica tiene exac-
tamente las mismas propiedades caracteristicas de la adicién arit-
mética, y que satisface, por consiguiente, a lo que el matemitico
German Hankel llamaba principio de comservacion de las reglas
formales; y esa es la razén porque a una y otra de esas operaciones
se les designa con el mismo nombre de adicidn.

288. Substraccion algebraica. — Consiste en hallar uno de los
sumandos de una suma algebraica conociendo ésta y el otro su-
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mando. Al sumando buscado se le llama resto, al conocido, subs-
traendo y a la suma dada, minuendo. ‘

Asi, substraer (4 3) pasos de (+5) pasos es hallar cudntos
pasos hay que dar después de haber dado (+ 38) pasos, para obtener
un total de (+5) pasos. Se obtiene (+ 9) pasos ya que efecti-
vamente g

. (+8) pasos + (+2) pasos = (+5) pasos.

Analogamente tendremos que, substraer
(—3) pasos de (4 b) pasos, es dar (4 8) pasos

ya que efectivamente
(—3) pasos + (+8) pasos = (+ 5) pasos.

Se usan, como vemos, 10s mismos términos que en aritmética,
o sea minuendo, substraendo, residuo; y el mismo signo, —, para
indicar la snbstracion.

289, Regla. — Para substraer. (o restar) una cantidad dirigids
de otra, se adiciona al minuendo, el substraendo dirigido en sentido
contrario (o sea, se le suma Ja cantidad o vector, simétrico m
opuesto a dicho substraendo).

Asi para restar (+ 3) km. de (+ 5) km. se agrega el minuendo
(+5) km. el vector (—3) km. cimétrico u opuesto al substraendo.

s una consecuencia de la propiedad apuntada en el n.o 282
relativa a que la suma de dos vectores algebraicos opuestos es ntila,
de modo que si, a una cantidad algebraica dada, por ejemplo (4 8)
km. se le suman simultdneamente, dos’de esos vectores simétricos,
ella no altera. )

Pongamos que los' vectores agregados sean (+3) km. y (— 3)
km., resulta entonces

(+8) km. + (+3) km. + (—38) km. = (+8) km.

Sea, entonces, efectuar la substraccion

(+8) km. — (—3) km.

decimos que el resto es

(+8) km. + (+3) km. = 11 km.

Pues, efectivamente, si ese es ol resto buscado, se ‘conocera
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esa circunstancia, sumédndolo con el substraendo (4 3) km., debe
dar el minuendo, y es lo que resulta, segiin la férmula

(+ 8) T, +(4 3) dam. & (= 8) k. = (4 8) km.

resto substraendo minuendo

Y lo mismo tendriamos que

(+8) Jm. — (+38) km. = (+8) km. + (—3) km. = (+5) km.

290. Viceversa, puede la adicién cambiarse en substraceidn,
invirtiendo la direcciéon de un sumando.

La operacién que consideramos es evidentemente uniforme, no
conmutativa ni asociativa y de médulo ecero como la homénima de
la aritmética; y de ahi, precisamente, esa homonimidad. Pero aqui,
a diferencia de la substraccién aritmética, la operacidn, por su
naturaleza, es siempre tedricamente posikle ya que se la puede redu-
¢ir a una adicion.

291. Por eso, la combinacién de la adicion con la substraccién
algebraica no ofrece el interés que tenia en aritmética, pudiéndose
concretar las observaciones relativas a esa combinacién, sélo a las
relativas a la adicién. '

292. Un polinomio algebraico puede, por esa causa, escribirse
en la misma forma y con las mismas notaciones, que un polinomio
aritmético (Vol. I, n.° 57, pig. 85). Y efectivamente, con la con-
veneién hecha en el n.° 269, puede eliminarse el signo (+) de
direccién posiliva; y en cuanto a la direceién negativa, la podemos,
cambiando la adicién en substraccién o viceversa, hacerla positiva.

(El primer término del polinomio puede siempre suponerse
sumado con 0).

293. Quedan asi, en suma, eliminados todos los signos de direc-
cién, y dado al problema algebraico el aspecto de un polinomio
aritmético; pero no hay que olvidar las convenciones que para
ello ha sido necesario establecer.

Si, por ejemplo, apareciese una expresion’ de la forma 3 —T
imposible en aritmética, aqui expresarfa (+3) — (+7) o sea
(+38) + (—17) = (—4). Si el primer término fuese — 3, expre-
saria el nfimero algebraico (—3).
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En suma hay que tener eh cuenta, al eliminar asi todos los
signos de direccién, que:

294. Si al efectuar esa eliminacion resultaran substracciones
aritméticamente imposibles por ser el minuendo menor que el subs-
traendo, habra que invertir estos términos a fin de hacer la opera-
¢ién aritméticamente posible y afeclar al resto de la direccion nega-
tiva. Bl signo (—) colocado delante de cualquier cantidad aislada
expresard que esta orientada en el sentido negativo.

La ausencia de signo, o el signo (+) delante de una cantidad
aislada significa que esta orientada en el sentido positivo. Final-
mente, una expresion de la forma —p—q, significa —(p+a)-

295. Resulta asi que, tratandoser de cantidades algebraicas, no
existen casos de imposibilidad de substracciones como sucede en
las cantidades aritméticas, cuando el minuendo es menor que el
substraendo.

La substraccion (a+b—c+ ...) —(p+qg—r+s—t+ ...)
es ignal a a+b—ec+...—p—q+r—s+t—...), pues que
este resultado, sumado con el substraendo, origina el minuendo, y
asi debe ser por la misma.razén invocada en el n.° 289.

Es decir que, para restar algebraicamente un polinomio de otro,
basta sumar a éste, el polinomio, diremos opuesto o simétrico, del
substraendo.

296. Y viceversa, una suma algebraica de dos polinomios puede
transformarse en una diferencia algebraica, substituyendo al su-
mando que se quiere transformar en substraendo, el opuesto o
simétrico; es decir, por el que se obtiene dando direccién opuesta
a cada uno de los términos que lo componen. Y eso puede ejecutarse
teniendo en cuenta la propiedad commutativa y asociativa de la
suma algebraica.

Ejemplos:

@+b—ct+d)+(@+tg—r+s)=
a+b—ct+d—(—p—q+r—s);
a+b—ct+d—e+f—g=
a—c—e—(—b—d—7f-+g). :
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Ejemplos varios

297. Eseyero 1.— Un pasajero domiciliado en un punto situa-
do en el trayecto recorrido por una linea de tranvia que une la
plaza de Mayo con la de Flores, toma fremte a su casa un coche
de dicha linea y hace 20 cuadras hacia Flores; vuelve hacia la plaza
de Mayo y recorre 30 cuadras; hace nuevamenie 15 cuadras hacia
Flores. §En qué punto se encuentra respecto de su casa?

Considerando como direccién positiva el trayecto recorrido de
la plaza Mayo hacia la de Flores, la solucién resulta de la siguiente
adieién algebraica:

20—30+ 15 =35,

El viajero se encuentra, pues, a cinco cuadras de su casa hacia
Flores.

298. EsemprLo 2. — Un inspector de ferrocarriles tiene orden de
encontrarse en un punto de la linea situado a 60 km. a la izquierda
de cierta estacién. El inspector em cuestion sale de la estacion y
antes de trasladarse uw ese punto, inspecciona 80 km. de via a la
derecha de dicha estacién; regresa luego y recorre 120 km., y dis-
poniendo aun de tiempo, vuelve hacia la derecha recorriendo 50 km.
sQué camino debe hacer para concurrir al punto que se le indicé
al principio y en qué sentido debe moverse?

Si el camino positivo se supone ser el izquierda a derecha de
la estacion, el camino que se busca es la diferencia entre el total
de la estacion al punto sefialado, o sea — 60 km. y lo que ya
recorrié o sea

(—60) — (80—120 +50) = — 60 — 80 + 120 — 50
= 120 — 190 = — 70.

Debe pues recorrer 70 km. de derecha a izquierda.

299. Esemrro 3.— Dos wiajeros marchan en el camino Buenos
Aires - La, Plata; el primero, que estd 15 km. mds cerca de Buenos
Aires, hace 5 km. hacia La Plata, el otro hace 8 en direccion a
Buenos Aires. §Qué distancia los separa en ese momento?

Consideremos positiva la direccién Buenos Aires - La Plata y
convengamos en llamar distancia del primer viajero al segundo, la
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distancia aritmética del camino que debe regresar el primero para
aleanzar al segundo juntamente con su signo de direccion; esa
distancia era al principio (4 15) km. ya que el primero estaba
15 km. més cerca de Buencs Aires. Al andar el primer viajero
5 km. hacia La Plata, su distancia al segundo, supuesto inmévil,
queds en 15— 5=10 km., pero como el otro avanzé 8 km. en
direccién a Buenos Aires, la distancia que les separa quedd en
definitiva siendo
(15—5—8) km. = 2 km.

estando en ese momento el primer viajero hacia el lado de Buenos
Aires y el otro hacia el lado de La Plata.

Si el caleulo hubiera dado 0 km. se desprenderia que los via-
jeros se han encontrado; si hubiese salido (— a) km. significaria que
el segundo viajero pasé al primero, encontrandose ahora mas cerca
que éste de Buenos Aires en a km.

300. Ejempero 4. — Tiempo positivo y tiempo negatiwo. Un
acontecimiento ha tenido lugar 50 afios antes del descubrimiento
de América (1492); otro tuvo lugar 70 anos después de ese descu-
brimiento; un tercero 80 aiios antes del segundo acontecimiento.
i Qué lapso separa el primer acontecimiento del tercero?

Considerando positive el tiempo en el sentido pasado - futuro,
_y tomando como origen el primer acontecimiento, la solucién esti
evidentemente dada por el polinomio algebraico

+ 50 4+ 70 — 80 = 40

es decir que el fltimo acontecimiento tuvo lugar 40 afios después
del primero, o sea, diez afios antes de 1492 (en 1482).

Fn este ejemplo podria decirse que —50 afios es la suma
algebraica de todos los lapsos, incluso el que se busca, de modo
que, esta es la diferencia algebraica entre — 50 y la suma
70 %+ (—80), que son los sumandos conocidos, sacamos efectiva-
mente:

— 50— 70 + 80 = —40.

301. Esemrro 5.— Debe y Haber.

a) Un comerciante tiene 1000 $ en caja, compra mercaderias
por valor de 500 $, vende por valor de 800 y compra nuevamente
por valor de 700. ;Cudl es el estado de su caja?
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Afectando con signo negativo los "gastos, es evidente que el
estado pedido, de su eaja, resulta del polinomio algebraico
1000 $ — 500 $ -+ 800 $ — 700 $ = 600 $.
b) Juan poseia 100 $, recibié 12, gasto 25, cobré 7 y gasto 50.

éCuanto tiene aclualmente?

R 1006+ 12$ —2586+ 7% — 50§ =44 §.

@) Pedro tenia 100 §, firmé un pagaré por 125, recibic 10.
iQué le queda? ! ;

R 100 — 125 4+ 10 = — 15 &
es decir, tiene una deuda de 15 $.

d) Diego debe 25 8, recibe 50 y gasta 10, jqué le queda?’

Ras — 258 4+ 50 8 — 10 % = 15 &.

302. Nora.— Generalmente, los comerciantes emplean para re-
solver los problemas de esta especie, el método indicado en el
n.° 281.

Al efecto, inscriben en dos columnas diferentes las sumas de
dinero positivas y mnegativas, las que llaman respectivamente
Debe y Haber. No tienen entonces sino sumar separadamente las
dos columnas y restar la de menor valor aboluto de la otra, dando
al resultado el signo de la columna a que corresponde la de mayor
valor absoluto.

308. Para terminar con la adieién y substraccién algebraicas,
repitamos que, a esas operaciones, no vienen unidas las nociones
de aumento o disminucién del valor absoluto de los datos, como
sucede en las operaciones homénimas relativas a la aritmética; y
eso porque la introduccién de la noeién de direccién modifica los
valores absolutos de los datos en sentido distinto al correspon-
diente. a las operaciones aritméticas homénimas (n.° 280).

PROBLEMAS DE ADICION Y SUBSTRACCION ALGEBRAICAS

680. Bl 1.0 de enero, Juan debia 60 $ a Diego; el 5 del mismo mes, Diego
recibi6 50 $ de Juan; el 10, Diego remiti6 a Juan 38 § de mercaderfas; el 15
Diego ha encargado a Juan de pagar por su cuenta 43 $ a Pedro; el 20, Juan
pidi6 10 $ a Diego; el 25, Diego recibis 100 $ de Juan, ;jcomo dehe arreglar
las cuentas al fin del mes?

681. Un alpinista sale de una estacién cuya altura es 320 m.; sube en tren
50 m., en coche 200 m., a pie 2350, baja a pie 2240 m., sube nuevamente en
coche 50 m. y vuelve a bajar en tren 412 m., ;a qué altura se encuentra?
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304, Multiplicacién algebraica. — Multiplicar una cantidad
algebraica (multiplicando) por un nfimero algebraico (multiplica-
dor), es hallar otra cantidad algebraica (producto) cuyo valor abso-
Iuto sea el producto (aritmético) de los valores absolutos de los
factores (multiplicando y multiplicador), y cuya direccion sea posi-
tiva si los factores tienen igual direccién, o negativa en caso con-
trario.

Se emplean los mismos signos que en Aritmética. Asi se fiene:

(+4) pasos X (+38) = (+ 12) pasos
(+4) pasos X (—3) = (—12) pasos
(—4) pasos X (4 3) = (—12) pasos
(—4) pasos X (—3) = (4 12) pasos.

Convencionalmente se habla también, impropiamente, del pro-

ducto de dos niimeros algebraicos y se escribe:
(+4) X (+3) = (+12); (+4) X (—8) = (—12)
(—=4) X (+3) = (—12); (—4) X (—38) = (+12).
' O también simplificadamente, como se indicé en el n.° 269:
453 = 12 4 X (—38)=—12
—4X3=—12 —4 X (—3) = 12

305. Puede comprobarse sin difienltad, que la operacion es uni-
forme y conmutativa, interpretando esa frase en el mismo senti-
do que se hizo en Aritmética (Vol. I, n.° 85, pig. 45), es decir, sin
olvidar que el multiplicando es una cantidad y el multiplicador un
niimero.

Puede también comprobarse que se trata de una operacién dis-
tributiva respecto de la adicién y, por lo tanto, de la substraec-
cién (¥). Y si se combina esta propiedad con la propiedad conmu-

(*) Los alumnos pueden, a titulo de ejercicio, desarrollar esa demostracién.
Graficamente la cosa es sencilla. Consideremos, por ejemplo, la operacién
(31— 4w+ 5u) X (—2). Para probar que el producto es [3u. X (—2)1

B. O A G
Fig. 20.
———— - Lo oy o
c A 0.8
Fig. 21.

+ [(—4u) X (—2)] + [+ 5u) X (—2)] basta considerar la figura 20, en
la que, a partir del origen O ¥ en la direccién de la flecha, supuesto que es la
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tativa, se ve que la multiplicacién algebraica es una operacién
completamente distributiva respecto de la adicién y, por lo tanto,
de la substraccién, ya que ésta se reduce a aquella. Es decir que
tenemos, en suma, que por ejemplo,

Bu—2utbu) X (—2)=2u) X B—4+5) =
—6u+8u—10u=—=8u,

Puede igualmente comprobarse que es también una operacién
asociativa, o sea que cumple la condicién

a. (B e hie= (B}, 0. (P!

El médulo de la multiplicacién resulta ser (4 1).

Resulta asi que la multiplicacién algebraica refine todas las
propiedades fundamentales de la multiplicacién aritmética, satis-
face al recordado principio de Hankel; y de alli que se le haya dado
el nombre de multiplicacion.

306. La multiplicacién de un polinomio algebraico por otro, no
ofrece dificultad después de lo ya dicho. Sea, por ejemplo, mul-
tiplicar

(B—4+4+9—78)
por (—145—86).

positiva, se ha tomado: primero, el segmento OA que corresponde a 3u, luego el
AB que corresponde a (— 4u) ; luego el BC, que corresponde al + Su.

El muitiplicando es entonces el segmento OC = - 4u,

Para multiplicar ese segmento OC, por el multiplicador (—2), podemos
suponer mirada la figura con un lente de aumento que la duplique e invierta,
(fig. 21), entonces el segmento OC resulta asi duplicado y dirigido en sentido
inverso, o sea efectivamente multiplicado por (— 2) : pero la misma figura. nos
hace ver que ese nuevo segmento OC, es siempre la suma de los tres segmentos
OA, AB, BC, cada uno de los cuales resulta respecto de la fig. 20 duplicados
y de sentido inverso, o sean multiplicados por (—2), lo que demuestra asf,
fisicamente diremos, la propiedad distributiva de la multiplicacion algebraica.

La demostracion puramente analftica consistirfa a examinar todas las com-
binaciones de signos posibles en los casos de s6lo dos sumandos en el multipli-
cando, ¥ efectuar cada vez las operaciones a fin de comprobar que efectivamente,
siempre se cumple la regla. ’

No habrd, después, dificultad en extenderse al caso de un namero cualquier:
de sumandos en el multiplicador.

(*) Ejercicio que pueden realizar 10s alummos; basta observar que la pro-
piedad asociativa existe para los valores absolutos, ya que es cuestion de arit-
métiea (Vol. I, n.o 91, pag. 47) ; y en cuanto a los signos de direccién ocurre la
misma propiedad pues que, simbélicamente, se tiene siempre:

)Gl e = (FR)LT (=) =)= =, etc,
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Tenemos, sucesivamente, que designando por m al multiplicador
—1+5—6
la operacién toma la forma
(B —A iR im = §m—4 m+.2 m—8 m

0O sea
+3(—1+5—6)—4(—1+4+5—6) +
+2(—1+5—6)—8 (—1+5—6) =

=_34+15—184+4—20424—2 + 10 —12 4+ 8 —40 + 48.

307. Complementos sobre las operaciones con polinomios arit-
méticos. — Antes de seguir adelante con la multiplicacién algebrai-
ca, es conveniente recordar y completar lo dicho sobre las opera-
ciones con polinomios aritméticos en el Vol. 1 (pdg. 37) n.os 61 a 63.

a) Substraccion de polinomios aritméticos.

Oonsideremos la substraccion de dos polinomios aritméticos.
Sea, por ej., restar de

at+b—c+d—e+f ...
el polinomio
m—mn+p—qg—r—+szt ...

Recordemos que, segiin la definicidn de substraccion, el resi-
duo, que es tdnico, sumado con el substraendo, debe oviginar el
minuendo. Cumple esta condicién el conjunto representado cuando
se escribe, primero, el minuendo, y a continuacién cada uno de
los conjuntos parciales que eomponen el substraendo, sumados o
restados, segin ‘que, en el substraendo, figuren como cantidades a
restar, o cantidades a sumar. En el caso anterior obtendriamos :

(@+b—c+d—e+f+...)—(m—n+tp—qg—r+st C) =
Ea—l—b—c—i—d—e—l—f—_i:...—-m+n‘—p+q+r——s$...)

Qi este Gltimo conjunto, segundo miembro de la igualdad, es real-
mente el residuo buscado, bastard comprobarlo suméndolo con el subs-
traendo, se debe originar el minuendo. Asi ocurre evidentemente,
dada la forma cémo se ha formado el presunto residuo. Luego:

308. Para expresar el residuo de la substraccion de dos polinomios
aritméticos, se escribe el minuendo y, a continuacion, cada uno de los
conjuntos parciales que componen el substraendo, el primero restado y
los demds sumados o restados, segin que en el substraendo figuren
respectivamente restados o sumados. ]




ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL, 11 241

b) Multiplicacion de polinomios aritméticos.

309. Tenemos, de una manera general y por extensién de 1o
establecido en el Vol. I, (n.°s 90 y 91, pégs. 46 y 47) que aritmé-
ticamente se verifica:

(ayHoatagt - .o+ 1. 460) X (Bybbatbgt. .. that ... bu) =
=ay b,+a, bota, byt ... +a; bs + ... +a, bu +
g bytas botas b+ ... Fasbst ... Fasba +
as I)_l'i'ag b2+a3 b3+ cee g b« + > oa +a3 bm +

ar bytar botar byt ... tar bt ... Fa-ba+
n b1+a i b2+(lu b3+ ces Qn bs+ cae Fan bm (d)
La expresién a; + as + ag + ... + a- + ... -+ aq se representa
r=mn
con el signo 3 ar;la letra que se repite, es decir, @ en este caso, es
r=1

la que figura a la derecha del simbolo S, que se lee sigma mayiiscula
o simplemente sigma; la letra r y las dos igualdades » =1 yr=mn
indican que, en a., debe substituirse » por niimeros desde 1 hasta
n, y sumar las cantidades asi obtenidas; resulta, evidentemente asi la
suma,

ayt+as+ag+ ... +ar+ ... +an.

De la misma manera:

s=m
by+bo+byg+ ... +bst ... +bu= 3 b..
=l
r=uw s=1
El simbolo 3 %  ar bsindica que, en a y b, debe po-
=1 s ="

nerse, en vez de r y s, todos los valores de 1 a n para »; y de
1 a m para s, y sumar asi todas las combinaciones de productos par-
ciales obtenidos. Se obtiene, evidentemente al hacer esto, el segundo
miembro de la igualdad a). Luego, esta altima puede escribirse
abreviadamente :

r=mn S=m r=mn $s=m
R T R B S0« (b)
r=id g = e |
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Se ve asi la notable simplificacion que aporta en la escritura
ese signo 3, extensivo del signo +, ¥ usado por el matemitico La-
grange en 1772. : :

De las formulas a) y b) resulta la siguiente regla que ya hemos
enunciado en aritmétiea:

310. Para multiplicar la swma indicada de varios conjuntos por
wna suma indicada de varios mimeros, se multiplica cada uno de
los sumandos del multiplicado, por cada wno de los sumandos del
multiplicador, y se suman los productos parciales ast obtenidos.

De igual manera se comprueba la identidad

r=mn s=m L= r=n s=m 't=p
E a X 21 be X 2 Gt E E 2 arbsce (0)
r=1 =11 =il D I S M R

que puede extenderse.

Supongamos ahora que el conjunto @ — b debe repetirse (p = @)
veces como sumando (las substracciones se suponen posibles). Efec-
tuemos la operacién p 4= ¢ y designemos con m al resultado, se
tiene asi

(a—1b) (p =+ q) = (a—Db)m=am—bm
(a—b) pq)=a@=xq—b@xq=aprag—1tp = bg.

Observando este resultado se deduce la siguiente regla :

311. Para multiplicar un conjunto de la forma a £ b, por un
whimero p == q, se multiplica cada uno de los conjuntos parciales
(0 términos del multiplicando) por cada uno de los mimeros com-
ponentes del multiplicador; se suman los productos parciales, en los
que el conjunto y el wimero figuran, en los factores, como ambos a
sumar o ambos restar; y se restan de la swma anterior todos los
demds productos parciales. Se obtiene ast el producto buscado.

Por ejemplo:

(Bu=3uw)(1+4) =guXT+6uXa—3uXT—=3uxX4

Los productos parciales 6 u X T y 6u X 4, se suman porque el
conjunto 6w y los ntimeros T y 4, figuran en los factores como tér-
minos a sumar; los productos parciales 3w X 7y 3u X4, se restan
porque el conjunto 3w y los ntmeros T y 4 figuran en los factores
dados, el primero como conjunto a restar y los otros como niimeros
a sumar.
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Esta regla puede extenderse a polinomios aritméticos de cual-
quier nfimero de términos.
Asi sea la operacion:

(@+b—ct+d—e+fHt ... ) Xm—untp—qg—r—sz ...).
Efectuando, primero, la operacion parcial
(@a+b—c+d—e+f=H...)
v designando con k al resultado, tendremos:
k(m—nt+p—q—r+s=* ...) = (m—n+p—g—r+s*t ... )k =

= (m—n+p—q—r+s+ ...) + (m—ntp—q—rts=* ...) + ...
(k veces)

Em—l-m+m+..‘.—(12';}-'n,+';z.._.)—I—(p—}-p—l—p.l.)—

(g+qg. . )—C@+r... )t G+s...) .. =
= mk —nk + pk —qle —rk + sk =+ ...
Y reemplazando ahora k por a+b—c+d—e+f = ..., sale
(a+b—ec+d—e+f+...) (m—n+p—qg—r+s+t...)=
4+ (@+b—c+d—e+f+...)m +
—(a+b—ct+d—e+f=x=...)n +
+(@a+b—ct+d—e+f=+=..0p +
—(@a+b—ct+d—e+fx...)qg +

Observando atentamente este' resultado se ve que, en el pro-
ducto definitivo figuran todos los productos parciales (am, bp, ...
cq, ...) obtenidos multiplicando cada uno de los sumandos del mul-
tiplicando, por cada uno de los sumandos del multiplicador; y que
cada producto parcial figurari en el producto final eomo cantidad
a sumar o a restar seglin que, en los factores iniciales, los dos
elementos que componen ese producto parcial figuren ambos como
entidades a sumar o a restar, o que uno lo sea a sumar y el otro
a restar.

Por ejemplo, los productos parciales am y en figuran en el
producto total como cantidades a sumar, porque sus elementos com-
ponentes @ y m, e y n figuran en los factores iniciales como canti-
dades stmultdneamente a sumar o simultdneamente a restar, y en-
tonces al efectuar las operaciones, les toca tener delante el signo
de adicion de acuerdo con las reglas anteriores para la adicién y
substraccién de conjuntos (n.c 308).

-
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En cambio, los productos parciales an y c¢p figuran restando
porque a y m, asi como ¢ y P figuran en los factores dados, el uno
como cantidad a sumar y el otro como-nimero a restar, o viceversa,
y entonces la regla recién recordada les hace asignar el signo de
substraceién en el resultado final.

De aqui la siguiente regla mnemotéenica general:

812. Para multiplicar dos polinomios aritméticos, se mulliplica
cada uno de los términos del mulliplicando, por cada uno de los
términos del multiplicador; se suman aquellos productos parciales
que resultan de multiplicar dos elementos que figuran en los factores
dados ambos sumando o ambos restando (es decir, ambos precedidos
del signo + o del signo —) y de esta suma se restan aquellos pro-
ductos parciales que resultan de multiplicar dos elementos que figu-
ran en los factores dudos, precedidos de signos distintos; el polino-
mia aritmético asi obtewmido es el producto buscado.

813. Multiplicacién de dos polinomios algebraicos. — Refirién-
donos ahora al ejemplo tomado en el n.” 306 el cual puede gene-
ralizarse tomando otro cualquiera, cabe comprobar sin dificultad
que, en la multiplicacién de dos polinomios algebraicos, rige exacta-
mente la misma regla anterior en base a la convencién hecha en
el n.o 269 y a la regla de los signos de direccién establecida por la
definicién de la multiplicacién  algebraica.

314. También puede encararse la cuestitn desde otro punto de
vista, observando que si, como sabemos, una substraccién algebraica
puede cambiarse en una adicién, un polinomio algebraico puede
también siempre encararse como una adicién de conjuntos; por
lo tanto el producto de dos polinomios algebraicos puede realizarse
de acuerdo con las reglas y las formulas de los n.os 309 y 310, o sea:

r=n S=u r=mn s=mn
r 2 (A= 2 2 arb;,...

p= 1 e =1 o=l ST |
en las que a- b s representan el producto de dos conjuntos parciales,
uno del multiplicando, el ,otro, del multiplicador, afectados de los
signos de direccién correspondientes, de modo que el signo del pro-
ducto parcial en cuestién serd + si aquellos signos son los mismos,
v del signo — si son diferentes.

T T e I e SRSy o A -
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316. Division algebraica. — Esta operacién tiene por objeto
hallar uno de los factores (cociente), de un producto algebraico, co-
nociendo a éste (dividendo), y al otro factor (divisor).

De esta definizién se desprende que el valor absoluto del co-
ciente, es el cociente del valor absoluto del dividendo, divido por el
del divisor; y que, el signo de direccién del cociente sigue idéntica
ley que en la multiplicacion. Asi, usando los mismos signos de
divisién que en aritmética, tendremos:

(+ 8) pasos (+ 8) pasos

HEela e = (+4) pasos; ————— = (—4) pasos
(+2) i d)

(+ 8) pasos (+ 8) pasos

et e e (Gl ———— =(—4)

(4 2) pasos (—2) pasos

(—8) pasos (—8) pasos

————— = (—4) pasos; ——— = (+4) pasos
+2) % 015 9)

(—8) pasos (—8) pasos

AT S e T ISl e

(+ 2) pasos (—2) pasos

Si prescindimos de la unidad, podemos escribir

[+(adb)] it [-—(ab)]_

- s

(+ a) (+a)
[—(ad)] [+(ab)]
i el ST i O
(—a) (—a)
[—(ad) ] + [+(bd)] — [—(cd)]

= (gta)- (b)) —i(+c)
(—d) e

316. Todo ello es una consecuencia de las propiedades de la mul- -
tiplicacion algebraica. Puede verificarse la exactitud de los resul-
tados multiplicando el presunto cociente por el divisor; se compro-
bard que, por fuerza, debe obtenerse el dividendo. La divisién alge-
braica es, en suma, una operaciéon uniforme, incompletamente distri-
butiva respecto de la adicién (y, por tanto, de la substraccién); de
modulo (+ 1). De ahi su nombre.
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Si usamos la convencién hecha en el n.° 269, podemos escribir
las expresiones anteriores asi:

ab —ab —ab ab

e e B e e =—hb;

—ad + bd + ed
—d

=a—b—c.

317. Cantidades fraccionarias y nimeros fraccionarios dirigidos.
— Acabamos de ver que, en la divisién de dos cantidades algebraicas,
o de una cantidad algebraica por un ndmero algebraico, debe aten-
derse a la divisién aritmética de sus valores absolutos y luego asignar
al resultado el signo positivo si el dividendo y el divisor tienen el
mismo signo de direccién; y del signo negativo un caso contrario.
Pues bien, en lo relativo a la division de los valores absolutos, es-
tamos en aritmética y, por tanto, si el cociente no es entero, existe
siempre un nfimero fraccionario que satisface a ese cociente tratin-
dose de grandores continuos. Podemos escribir pues,

(+a) l: (a. ] (—a) l: ( a )]
—_—=| ; ———=| =\ —
(e 7’)_ b ) (+=h) )

o simplemente y

a a ==l
=+ — et

a
b b = ) b

[+

318. Una cantidad fraccionaria algebraica no altera si se mul-
tiplica (o divide) simultineamente el numerador y el denominador
por una misma cantidad (o nimero) algebraico. Es una consecuen-
cia de la misma propiedad aritmética y de la regla de los signos

de direceidn.
a a
Asi, sea ; expresa ) b
b

Multiplicando el numerador, +a, y a la vez el denominador,
(—Db), por ( ==¢), tendremos

(Zac) ( ac )_( a )
Grne) SN e b
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Como antes. Lo mismo sucederia si, en vez de multiplicar co-
mo se ha hecho por ( = ¢), se hubiese dividido por (== ¢).

Establecido esto, ninguna dificultad ofrece la interpretacién de
la adicién, substraccién, multiplicacién y division algebraica de
cantidades o niumeros fraccionarios dirigidos en uno u otro de dos
sentidos opuestos, ya que los valores absolutos de los resultados de
estas operaciones son los mismos de la Aritmética, y en cuanto a
la direccién de estos resultados, estd ella dada por las reglas de los
signos pertinentes a cada una de esas operaciones.

Tenemos asi:

el s
Biadase
—b d —f —h —g

I o

— adf — ¢bf —ebd  gj + ih
X

bdf hj
(—adf — bef — ebd) (gj + ih)

bdfhy

I

l

319. Utilidad practica de la multiplicacion y division algebraicas.
—a) Definicion del movimiento uniforme.— Volvamos a  consi-
derar la fig. 19 (pdg. 228) : Un mévil representado por 4, se desplaza
en el camino indicado con la linea a; si ese movil, en tiempos iguales,
‘recorre siempre caminos de igual longitud y en el mismo sentido,
0, en otros términos, si recorre longitudes algebraicas iguales, en tiem-
pos igunales, se dice que su movimiento es uniforme. Por ejemplo, si
durante una hora se ha desplazado de (+ 15) km. o de (— 15) km,,
ocurrira que en cualquier otro lapso de una hora habri recorrido tam-
bién (4 15) km. o (— 15) km., respectivamente.

Cuando una persona se pasea, avanza mis o menos de canti-
dades iguales en tiempos iguales, y si camina siempre en la misma
. direccién, su movimiento serd, aproximadamente, uniforme,

Llamase velocidad de un movimiento uniforme, la cantidad, al-
gebraica, siempre igual, recorrida en la unidad de tiempo; si ésta’
ha sido fijada en wma hora y un tren recorre 20 km. en una hora
en la dirveccién fijada como positiva, la velocidad de ese tren en'
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esa marcha se indicard con (4 20) km./hora o simplemente co®
20 km./hora; la marcha idéntica en sentido contrario, se expresa-
rd entonces por (— 20) km./hora.

De lo anterior resulta que, para especificar exactamente la
velocidad de un movimiento uniforme, deben indicarse:

1.0 Su valor absoluto numérico (20 en el ejemplo anterior).

9.0 Fl sentido [(+) en el ejemplo].

3.0 Ta unidad de longitud (el km. en el ejemplo).

4.0 La unidad de tiempo (la hora en el ejemplo).

Claro estéd que, en el movimiento uniforme, el sentido del movi-
miento corresponde al signo de la velocidad.

b) Eeuacion del movimiento wniforme. — Pongamos que el mo-
vil considerado en el ejemplo, recorre la linea a en sentido positivo
y en cierto instante pasa por el punto 4; se quiere saber dénde
se encuentra el mévil en un tiempo #, contado antes o después
de su pasaje por A, conociendo su velocidad que indicamos con la
letra v incluyendo en esa letra el signo de direccidén positivo o ne-
gativo y la unidad.

Al efecto buscaremos a qué distancia e de A se encuentra el
punto buscado B, y de qué costado; es decir, especificaremos el
vector algebraico AB.

Si con la letra ¢ indicamos a la vez su valor numérico y su
signo de direccion, podremos decir para todos los casos que sien la
unidad de tiempo el mévil se desplaza de la cantidad algebraica v,
en t unidades de tiempo se desplazard de la cantidad algebraica vt,
producto de la cantidad algebraica v por el niimero algebraico 3
TLuego,

e =vt.

Esta es la expresion llamada ecuacion del movimiento uniforme.

¢) Discusion de la formula del movimiento uniforme.— Dis-
culir una formula es examinar los diferentes valores especiales que
pueden tomar los elementos constitutivos de dicha férmula, siempre
que aquéllos merezcan Ilamar la atenecion.

En la ecuacién e =ot, los datos son v y ¢, veamos, pues, qué
valores interesantes pueden tener y cémo influyen en e.

1.° v y ¢ son ambos positivos, es decir, que el tren marcha
en sentido positivo o sea, dada la direccién adoptada, de izquierda
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a derecha, y el tiempo es futuro; claro estd, entonces, que el punto
B se halla a la derecha de A; e es positivo.

2.2 v es positivo y ¢ negativo. La pregunta significa, pues, ya
que el tren marcha de izquierda a derecha y el tiempo es pasado
respecto del instante de paso por 4, que el punto buscado B esta
situado a la izquierda de A ; es decir, ¢ es negativo.

3.2 v es megativo y t positivo.

El tren marcha de derecha hacia la izquierda y el tiempo es
futuro. B se halla entonces, evidentemente, a la izquierda de A ;
¢ es megativo.

4.° v y 1 son negativos. Un raciocinio anilogo. nos evidencia
que B estd a la derecha de A y e es positivo.

Vese, pues, satisfechas las reglas de la multiplicacién algebrai- -
ca: factores de mismo signo de direccién, producto positivo. Fac-
tores de direcciones distintas, producto negativo. Valor absoluto del
producto, producto de los valores absolutos de los factores.

Y asi podria tratarse enalquier otro ejemplo.

320. Potenciacién algebraica.— Es un caso particular, como
en aritmética, de la multiplicacién algebraica. Se usan los mismos
términos. Sila base es (4+a) o (—a), y el exponente p 6 2n 6 2n +1,
(2n indica un ntmero par: 2n + 1, uno impar), se deduce: (4 a)?
=(+a?) ; (—a)=(+a*) ; (—a)tl=(—g>+1) lo
que se enuncia diciendo que: toda potencia de una cantidad (o im-
propiamente de un mimero) posiliva, es positiva; que toda potencia
par de una cantidad (o milmero) negativa, es positiva; y que toda po-
tencia impar de una cantidad (o miimero) megativa, es negativa.

Resultan también las siguientes expresiones.

[(—ab) . (—¢)]9=(—a)?.bd. (—c)i= —qd . bd. (—c% a)
r=m=n 2 = .8 =i

( 53 aa‘) =iy S wrab b)
=]l gl le=l

r=mn L r=n.s=n =mn

S a3 b S ... ar Q... (conm Sy mletras)
==l p=ikee =y f=—="1

(a+b) (a—b)=a%2—0b2 c)

esta tltima expresion significa que: lo suma de dos cantidades al-

gebraicas multiplicada por la diferencia de las mismas es igual a la
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diferencia de sus cuadrados los que, como tales, estdn siempre dirigi-
dos en el sentido positivo. Esta regla se aplica evidentemente aun
cuando las cantidades fuesen fraccionarias, irracionales o logarit-

micas
321. Anilogamente tenemos:
P Wat b)]2= a2 + 2ab + b2
[ = (a—b]2=a?—2ab + b?
La potenciacién algebraica es uniforme, no comunicativa, dis-

tributiva respecto de la mulfiplicacién y divisién, lo mismo que la
potenciacién aritmética; y por eso la homonimidad de ambas.

392. Ninguna dificultdad, dijimos, ofrece la interpretacion de
potencias de cantidades algebraicas fraccionarias. Asi:

[(_a)] 2n a ( a )L‘n— azn
AT SR R e

|:(+ a) }2;:-{4 ( a O\ 2n+1 a2n41
(—0b) e b ) R p2n+1

Es claro que Ja nocion de exponente excluye la de direceién,

de suerte que las expresiones
(+a)(+® ; (—a)D
carecen de sentido en dlgebra (*)

393. Radicacién algebraica.— Como su homoénima de aritmé-
tica, esta operacién se propone hallar la base de una potencia
(algebraica) conociendo ésta y el exponente. Se usan los mismos
términos; subradical, indice, raiz, y 1os mismos signos.

Secfin ha podido notarse en las tres operaciones anteriores, la
cuestion se reduce a efectuar la misma operacién de aritmética en
lo relativo al valor absoluto de la raiz buscada, o sea a hallar la
raiz del indice dado, del valor absoluto de la cantidad subradical,
y luego asignar una diveccion al resultado: Esta dltima determi-

(*) Vimos que, en aritmética, desde otro punto de vista, independientemente
1

del concepto de direccién, la expresion a—b se interpreta como significando —.
ab

e
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nacién es, pues, lo @nico nuevo a estudiar aqui. La regla de los
gignos de direccién de la potenciaeién nos informarda respecto de
los de la radicacién: Asi de las férmulas n.° 320 se desprenden

‘las siguientes:

7 WSER
V(+a)P=V(+a) =a
2n Pl B, 2n+1
V(—a)?"= Va2re= = q[pues (L a)2n=a2]. V(—a)2tl=
2n+41 J
V—afntl=__gq
Resulta asi que:

234. Las raices de indice impar de uma cantidad algebraica
positiva, es también positiva.

Las raices de indice par de una cantidad algebraica positiva,
puede ser tanto positivas como negativas. Las raices impares de
cantidades megativas son siempre negativas.

325. No puede haber raices pares de canmtidades megativas, ya
que toda cantidad positiva o negativa elevada a una potencia par
da un resultado siempre de direccién positiva,

S T

La expresion V— a2" importa pues, algebraicamente, una con-
tradiceion, un contrasentido, una pregunta imposible de satisfacer.

Se desprende de lo anterior que la radicacién algebtraica mno es
siempre uniforme; a veces es biforme, y otras imposible. Su médulo

s .
es 1 ya que VZ=a=—+a y es el tinico indice que satisface esa
condicién como es facil darse cuenta. Se le llama “radicacion™ por
ser operacién inversa de la potenciacién, como en aritmética.

326. Naturalmente, la nocién de indice no admite el caricter

algebraico;.es siempre un ntimero aritmético por su misma esencia.
(+a)__ (=a) .
Asi que las expresiones Vb o Vb importan contrasen-
tidos (*).

327. Ninguna dificultad existe en la consideracién de cantida-
@ '
des irracionales dirigidas algebraicamente; asi V(4 b) cuando no

(*) Aritméticamente vimos antes (n.” 218) que, desde otro punto de vista,

—_a 1 %
la expresion Vb se interpreta como indicando 2 :

V.
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existe ninguna base que, elevada a la potencia a origina b; expresa
: a | 241
entonces la « cantidad irracional dirigida + Vb; y V(—b)
261 05
expresa: — Vb.

2a
Hemos visto que V(— b) expresa una contradiceion.

328. Consideremos las expresiones
e ()
Vb VRO b
(—a) y V=i
Si repetimos los raciocinios del n.° 259, encontramos que para que sean
aquellos raciocinios vilidos, es necesario que los denominadores de los nimeros

a
c ety

fraccionarios que se ponen en vez de los irracionales Vb sean impares, para no
2+ : 2n

caer en las expresiones absurdas (—a) an , esto es en V(—a)2p+1. Tomada

= 29 2p41

esa precaucién, observamos que las expresiones (—a) en1 ¥V (— @) 2n41

que son valores correspondientes de las dos series cuyo limite comdn fué inter-
¢ c

Vb VD _
pretado como representando una cantidad correspondiente a (— @) v l/ —

tiene distinta direccién, de suerte que cada valor sucesivo de los elementos de
una de las series cambia constantemente de direccion. T.uego no es posible asig-
nar interpretacion a los simbolos encarados..

329. Logaritma.cién algebraica. — [sta operacién consiste en ha-
1lar el indice (logaritmo) de una potencia y la.base de dicha potencia.
Rige la misma notacién que en aritmética.

De las férmulas: p
[(+a)]? = (+a?) = (+ b)
[(=£ a)]?P = (+ a??) = (+¢)
[(—a)]?Ptl = (—a?Pt1) = (—d)
se desprende que
log (1 gy (+D) =p;log (1 o) (+e)=2p; log. g (+0)=2p;
log (—oj (= =2 +1, >
o simplemente :
log o b=2p: log (+q) c=2p; log g (—ad)=2p+1.
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La’ expresion log (4 o (— b), que implicaria el absurdo (4 a)?

— (—b), constituye un contrasentido.
Lo mismo ocurre con las expresiones log(y ya y log (4@

siendo a distinto de la unidad.

La expresién log = (+ b) puede resultar absurda si en la
expresién (— a)® = (+ b), x fuese impar porque entonces se debiera
tener (—a)2n+1= (4 b). Igual cosa ocurre con la expresién
log (—a) (—D) s en la igualdad (—a)* = (—b), x es par.

330. Las tablas de logaritmos de que hablaremos oportunamente
¥ que se suponen de base positiva pueden, sin embargo, aprovecharse
para simplificar los céleulos en todos los casos, seglin veremos mas
adelante, pues ellas contribuyen a facilitar la ejecuciéon de los cilcu-
los relativos a la determinacién de los valores absolutos; la cuestién
de los signos de direccion debe resolverse con las correspondientes
reglas en cada caso.

331. La logaritmacién es generalmente uniforme; pero no siem-
pre. Asi las expresiones

log () (=, log(_ 4, (+ 1), log(_“ (=1}

tienen una infinidad de valores.

Aceptado el concepto de ntimero logaritmico, ninguna dificul-
tad habria en interpretar cantidad logaritmicas dirigidas por ejem-
plo en el sentido algebraico o sea, en uno u otro de dos sentidos
opuestos.

332. La expresion log . , ¢, o su equivalente (—a)®=c,
cuando ninguna potencia, entem de (—a) origine ¢, debe mterpre-
tarse como en el n.° 70 y siguientes.

Y teniendo en cuenta lo expuesto, se estd en condiciones de
poder interpretar cualquier expresién o de reconocer si admite una
interpretacién o si es un contrasentido.
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333. Recapitulaciéon. — Terminaremos con una recapitulacion
relativa a las operaciones aritméticas y algebraicas fundamenta-

les (*).

a) Operaciones aritméticas. Las cantidades estan especificadas
agqui mediante la unién de dos conceptos: el de mimero de objetos
v el de unidad. En los grandores discontinuos, la unidad es impuesta
por la naturaleza misma de la eantidad; la especulacion versa enton-
ces exclusivamente sobre el concepto de ntimero.

334. En los grandores continuos, en cambio, la- eleccién de la
unidad es libre, y por tanto, agrega a la teoria de los grandores
discontinuos todo lo relativo a la particién de la unidad.

Algunas de las operaciones compatibles con los grandores mate-
miticos vinculan datos constituidos por conjuntos (adicién, subs-
traccién, divisién (caco a), logaritmacién) ; otras vinculan conjuntos
con nfmeros; asi, en la multiplicacion, divisién (caso b), poten-
ciaeién y radicacién, los multiplicadores, divisores, exponentes indi-
¢es, son nimeros.

335. Las operaciones inversas (*), en cambio, no siempre son
realizables y entonces constituyen contrasentidos, tratindose de can-
‘tidades discontinuas. En cambio, tratdndose de cantidades continuas,
se puede en algunas llegar a darles una interpretacién, introduciendo
se puede, en algunas, llegar a darles una interpretacion, introduciendo
expresadas en funcién de la unidad de medida primitiva, se designan
con el nombre de cantidades fraccionarias o, por convencién y abre-
viacién en lenguaje figurado, inconmensurables (irracionales y
logaritmicas). ;

Estas cantidades implican pues el concepto de unidad inicial
y de algo que, por una ficcion, desempefia el papel del primitivoe
concepto de ntimero entero y que por eso se denomina, mimero frac-
cionario o nivmero irracional.

(*) Una operacion es, en general, un acto consistente en combinar de
cierta manera lo que se llaman datos a fin de obtener, por ese hecho, cierto resul-
tado. Si los datos son @ y b, la operacidn que los liga se expresa genéricamente

st

asf: a b.

(¥*) Dada una operacién a. b = ¢, llamase operacion inversa la que con-
siste en hallar @ o b de la primera, conociendo el resultado ¢ y el otro elemento,
b o a, respectivamente.
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336. Pero esos ntimeros, por su naturaleza, son incompatibles
con las nociones de multiplicadores, divisores, exponentes e indices,
los que, por su misma definicién, sélo se avienen con la nocién de
niimero entero; por eso, cuando se quieren introducir aquéllos en
los elementos en cuestion, deben modificarse las definiciones de las
operaciones asi afectadas (que son todas, menos la adicién, substrac-
¢6n, division (caso a) y logaritmacién), cuidando de que las nuevas
definiciones permitan conservar las propiedades o las leyes formales
(principio de Hankel) de las primitivas operaciones homénimas a fin
de que no se alteren las reglas del cilculo.

337. Por eso es que hemos buscado considerar todos los casos
de combinaciones de los conceptos que se indican en estas dos
columnas.

Multiplicador ....... nimero entero
Divisor (caso b) ... niimero fraceionario
Exponente .......... ntimero irracional
Indiee: 52 s s ws

A fin de dar a cada una de esas combinaciones de un elemento
de una de las columnas, con uno cualquiera de la otra, una inter-
pretacién que permita conservar las citadas reglas del edleulo.

338. Es menester no confundir la wnidad, que es una cantidad,
con Uno, que es un mtmero, es decir un voeablo.

En un ejército, la unidad es un soldado, en una colmena es
la abeja. El ntimero wumo, en cambio, es algo abstracto, siempre
idéntico; es una palabra que, por si sola, nada significa. Podria de-
cirse que el uno sirve de punto de partida a los nifimeros llamados
enteros; la unidad, partida en partes iguales, da lugar, por el con-
trario, a los conceptos de nfimeros fraccionarios, irracionales.

339. Dado un conjunto o cantidad continua, y fijada arbitra-
riamente la ‘unidad, existen partes de estos conjuntos que se com-
ponen de una, dos, tres, etc., unidades. Estas cantidades se expre-
san mencionando dicho ntmero y el nombre de la unidad, por
ejemplo: fres metros.

Son las cantidades enteras: los niimeros que, con la unidad,
determinan esas cantidades, son los nimeros enteros.
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340. Otras cantidades no confienen un nimero entero de las
unidades prefijadas, pero entonces deberdn contener un niimero
entero de partes de esas unidades, previa particion de  éstas en
porciones iguales; para determinar aquéllas, deben acompanarse a la
indicacién de la unidad primitiva, dos ntimeros enteros dados en cierto
orden, el segundo de los cuales expresa en cuantas partes iguales
se ha dividido o fraccionado la unidad inicial y el primero cuantas
de esas partes contiene la cantidad encarada. Ese conjunto de dos
ntimeros asi ordenados y con ese significado, constituyen lo que
se llama nifimero fraccionario, y la cantidad correspondiente que,
con el concurso de dicho niimero fraccionario y de la unidad inicial,
queda asi determinado, es una cantidad fraccionaria.

341. Las operaciones inversas de la potenciacion dan lugar a
procesos de caleulos de los que resultan dos series indefinidas de
cantidades fraccionarias vinculadas de cierfa mamera y que apa-
rentan rvepresentar una cantidad imposible de ser expresada en
base a la unidad inicial por pequeiias que sean las partes en que
ésta se subdivide. Por una ficcién de lenguaje se designa ese pro-
ceso con el nombre de cantidad inconmensurable, y se habla de
ndemero irracional el cual, unido al concepto de wunidad, determina-
ria aquella cantidad.

342. Con esto quiere significarse que, en general, el coneepto
de nimero es el de algo que liga o enlaza una unidad dada con la
cantidad encarada, aun cuando ésta sea meramente un proceso de

céleulo como el referido en el n.° precedente. Primero se definid:

el ntumero entero, que importa un concepto familiar, luego el ni-
mero fraccionario que comporta mayor sutileza, y por altimo el
ntmero irracional que supone un grado aun superior de refina-
miento.

343. Recordemos, para terminar, que cuando se habla de su-
mas, restas, productos, cocientes, potencias, raices o logaritmos de
niimeros, se entienden, en lo relativo a la adicién y a la substrac-
¢ién, a los mimeros que indican cuantas unidades existen en la
suma o resta de conjuntos que tienen tantas unidades como expre-
san los nameros dados. Y en lo relativo a las restantes operaciones,
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por ejemplo a la multiplicacién, se entienden los nfimeros que
expresan cuantas unidades existen en los productos de conjuntos,
que tienen tantas unidades como indica el nfimero multiplicando,
multiplicado por el niimero que hace de multiplicador. Es decir,
en definitiva, que con esas expresiones, se entiende los niimeros que
afectarian los resultados de operaciones hechas correctamente con
conjuntos, si después de verificadas las operaciones, se prescinde
de la unidad dejando sélo los ntimeros dados en el orden establecido.

344. El resumen de las propiedades de las operaciones funda-
mentales son (%) :

Adicion: Uniforme, conmutativa, asociativa. Médulo 0.
Substraccion: Uniforme. Médulo 0.

Multiplicacion: Uniforme, conmutativa, asociativa, completa-
mente distributiva respecto de la adicién y substraccién. Médulo 1.

Division: Uniforme, distributiva pero no completamente res-
pecto de la adicién y de la substraccién. Médulo la undad, o 1.

Potenciacion : Uniforme, distributiva, pero no completamente
respecto de la multiplicaciéon y de la division. Médulo 1.

Radicacion: Uniforme, distributiva, no completamente respec-
to de la multiplicacién y division. Médulo 1.

o

Logaritmaciéon : Uniforme. Mddulo la unidad.

1

b) Operaciones algebraicas.

345. En Algebra, a todo lo que acaba de resumirse, debe agre-
garse la nocién de direceién en uno u otro de dos sentidos opuestos.

(*) I.a operacion a b se dice ser commutativa si se tiene que a b =D a; se
dice ser asociativa con otra ¢ si (a b) ¢ = a (b ¢). Se dice que ab es distributiva
—
respecto de otra operacién que indicaremos con 1‘, si (a Tb) c= (a c;T(b c)
———
osia (hT e)=(a b)f (a c¢). Si estas dos igualdades se verifican simultinea-
mente, se dirda que la operacion — es completamente distributiva respecto de la
operacién T
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La introduccién de esta nueva nocién no modifica las propie-
dades fundamentales de las operaciones que se acaba de resumir,
. pero las operaciones de adicién y substraccién no van necesariamente
unidas a las ideas de un aumento o disminucién de lo que hemos
llamado el valor absoluto o equivalente aritmético de las cantidades,
que es el nimero de unidades que estas contienen. La substraceion
¢s siempre posible; pero la introduceion del concepto de direccién
algebraica en la multiplicacion revoluciona los resultados al punto
de que se producen, para las operaciones inversas de la potencia-
¢ibn, casos de contradiceién en que no es posible dar una inter-
pretacion a esas operaciones, anilogamente a lo que sucede en
aritmética cuando el substraendo es mayor que el minuendo. La
radicacién tiene a veces dos soluciones: una positiva y otra nega-
tiva ambas de igual valor absoluto, ¥ lo mismo ocurre con la loga-
ritmacién ; y asi otras anomalias. El ntimero algebraico, como siempre
conserva el cardcter de algo que, unido al concepto de unidad, deter-

mina la cantidad algebraica.

P T -




CAPITULO XII
CALCULO LITERAL

346. Uso de letras para indicar cantidades y nfimeros. — En
el Vol. T (pag. 26, n.° 43), hemos, por primera vez, aludido a la
conveniencia, en ciertos casos, de usar letras alfabéticas para indi-
car un namero cualquiera.

Asi se generalizan las cuestiones, ya que, indicado un ntmero
por medio de una letra, esta expresa que dicho nfimero es cual-
quiera. A veces «conviene indicar con esa letra la cantidad misma
o sea el niimero y a la vez la unidad que determina dicha cantidad;
en este caso se entiende que la cantidad representada es cualquiera,
naturalmente dentro de las convenciones hechas en cada caso.

347. Vamos a insistir ahora sobre ese particular ya que, si
bien el empleo de letras en esas condiciones no es de la exclusividad
del dlgebra, esta Gltima hace, diremos asi, un uso permanente de
las mismas, pues busca siempre las generalizaciones.

348. La Aritmética, en sus operaciones, hace casi siempre cilcu-
los numéricos utilizando cifras y nfimeros escritos en un sistema
de numeracién; las operaciones vienen ejecutindose sin quedar ras-
tros de las mismas, de modo que si se presenta un caso anilogo,
no puede aprovecharse lo que ya se hizo en el otro. Eso no ocurre
utilizando letras para representar los datos, es decir si se hace un
ealeulo literal en vez de hacerse uno numérico.

349, Veamos algunos ejemplos.

Consideremos los dos enunciados signientes:

Veinte cuadernos han costado 10 $, écudnto costardn diez
sets cuadernos iguales a aquéllos?

Quince cuadernos han costado 9 $, icudnto costarin doce cua-
dernos como esos?

En realidad, estas dos preguntas si bien no idénticas, consti-
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tuyen, sin embargo, un mismo problema con datos numéricos dis-
tintos; para resolverlos habrd que hacer los mismos Taciocinios y
analogas operaciones.

Las operaciones dardn lugar a resultados numéricos diferentes
en cada caso; sin que pueda sacarse ningfin partido de la identidad
de los raciocinios que habra que hacer, porque estos no se expresan
con nfimeros. Habria, sin embargo, ventajas en utilizar de una vez
por todas tal identidad, por cuanto, si es menester resolver a me-
nudo problemas como estos, es fastidioso y poco acertado repetir
en cada caso el mismo proceso mental para llegar a lag soluciones.

350. Al contrario, conviene establecer lo que se llama una for-
mula, es decir algo que ligue directamente los datos con los resul-
tados buscados y que permita obtener inmediatamente esos resul-
tados cualesquiera que sean los datos.

Asi, en vez de los dos problemas particulares enunciados més
arriba, se procurard resolver el siguiente, de cardcter general:

Sabiendo que cierto nimero de cuadernos cuestan determinada
suma de dinero, enconlrar el costo de otro cierto nimero de cua-
dernos iguales a aquéllos.

Para eso usaremos letras y cambiaremos el enunciado anterior
por el siguiente:

Si a . cuadernos cuestan p pesos, écudnto costardn b cuadernos
iguales a aquéllos?

El raciocinio es sencillo; diremos: si a cuadernos cuestan p

»
pesos, un cuaderno costard a veces menos, o sea —; y b cuadernos,
Ca

b veces més, o sea, — .b.
a
Esta es, pues, la férmula buscada.
Para resolver el primero de los enunciados numéricos del n.”
349, cambiaremos en la f6rmula recién hallada, a, por 20, b, por
16 y p por 10; sacamos

10 X 16

20

Los 16 cuadernos valen, pues, 8 §.
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Para el segundo enunciado sacaremos, anilogamente :

9% 12
— =17.20.
15

Los 12 cuadernos costardan 7.20 §.

Y asi cualquiera que fueran los problemas numéricos que ten-
gan ese tipo de enunciado; la férmula hallada nos suministran
immediatamente la solucién de una manera automdtica, cosa que
no hubiera sucedido diferentemente.

351. En Aritmética Elemental se hace relativamente poco uso
de las férmulas, pero ese uso es casi enteramente general en Algebra,
aun elemental, y es importante, pues, enseiiar como puden hallarse
esas férmulas en cada caso, es decir, como se puede suministrar
un lenguaje abreviado que permita efectuar fdcilmente raciocinios
generales y enunciar de una manera sencilla reglas generales.

352. Alcance del calculo algebraico. — Es claro de que la teo-
ria de los grandores comprende la de los grandores algebraicos: basta
suponer que las cantidades estén dirigidas todas en el mismo sentido.
Luego, si se desea generalizar, conviene siempre tratar los problemas
en toda su extensién (limitada aqui a las cantidades susceptibles de
ser dirigidas en uno u otro de dos sentidos opuestos). Se supone,
por eso mismo, que los grandores indeterminados de que esos pro-
blemas encaran estdn, si son susceptibles de ello, dirigidos en uno
u otro de dos sentidos opuestos. Si al proceder asi se obtuviera, al
final, para uno de esos grandores indeterminados, algo imposible,
eso significaria que el problema es absurdo en la forma como se
le enuncia, pero se habrd siempre ganado de no tener que rehacer
los raciocinios — como se verd en los ejemplos que oportunamente
seran dados. .

353. Observaciones respecto del cdlculo algebraico. — Debiendo.
el mecanismo del cdleulo ser lo méds simple posible a fin de evitar
errores y pérdida inatil de tiempo, se elimina de él todo aquello
que no sea estrictamente necesario. Asi, el signo X que en la teoria
de las operaciones hemos empleado muchas veces a los efectos fni-
cos de facilitar la comprension de las demostraciones, se elimina
por completo en la prictica. ITgualmente, los paréntesis, listones y
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corchetes, sélo se ponen cuando sean estrictamente indispensables,
suprimiéndose en caso contrario (por ejemplo, no se escribe (a.b)¢
sino, simplemente, abe). Tampoco se escribe == (== a) sino direc-
tamente ‘@ o (—a) segin se tenga + (+ a), — (—a) o +(G—a),
— (+a).

354. En el cileulo, las letras son supuestas indicando grando-'
res dirigidos, es decir, afectados de su signo de direccién incluido
en la letra; asi la letra a puede significar: 1o mismo 5 km., que
(—5 km.); por eso, cuando se quiere expresamente indicar una
cantidad dirigida en el sentido positivo, se eseribe a2 ya que toda
potencia par es siempre positiva; y se escribe (— a?n+1) para expre-
sar una cantidad esencialmente negativa (n.° 320, pig. 249); en
esos  ejemplos, podrd ser « positivo o mnegativo pero siempre a"
serd positivo y (— a2n+1), negativo.

355. Ya sabemos que toda cantidad esencialmente par se repre-
senta por 2n (miltiplo de 2), y que una cantidad impar, en con-
secuencia, por 2a -+ 1 (milfiplo de 2 més 1, impar).

356. Expresion literal. — Llamase expresion literal algebraica,
o simplemente expresion literal a un conjunto de nfimeros, letras,
signos de operaciones (eseritos o sobre entendidos), de tal manera
que pueda hallarse el valor de dicha expresién cuando se atribuyan
a las letras valores determinados; las letras representan, como diji-
mos, cantidades algebraicas.

857. Una expresion literal se llama racional cuando las ope-
raciones a efectuar con las letras no comportan radicaciones o loga-
ritmaeciones. ;

Asi, las expresiones

a 3¢2
s e NG T ——
b W12

Son racionales a pesar de que figuran en algunas de ellas radi-
caciones, porque estas afectan a nfimeros y no a letras. Si ocurre
esto wltimo, las expresiones son irracionales (radicales o logaritmi-

cas). Por ejemplo

s 3 m__ n__
et 3Vas Va+bs Va+ Ve; log. b+ loge b.
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388. Cuando una expresion literal no tiene denominadores li-
terales, se dice ser enfera; easo contrario, es fraccionaria. E,]emplo.

4 a+b+te
ua’b—}-—n"b~ es una expresion literal entera, ————— 1o es

) c—a
fraccionaria.

359. — Valor numérico de una expresién literal. — Es el valor
numérico que foma la expresién cuando se reemplaza cada letra
que en ella figure por valores numéricos vy se ejecutan las ope-
TACIONES. ’

Ejemplo: Sea la expresion literal

a + be.
Si se hace en ella a=2, b=3 y c=4, la expresion consi-
rada tiene el valor
243X 4=2+12=14.

14 es, pues, el valor numérico de dicha expresion para los refe-
ridos valores dados a las letras que la compouen.

Hay que tener cuidado de no efectuar las operaciones numi-
ricas equivocadamente. Asi, en el ejemplo anterior, seria un error
-eseribir '

243 X4=5X4=20,
que corresponderia a la expresion
(a+Db)e
¥ no a la dada.
La regla general a seguir es la siguiente:

360. Para hallar el wvalor numérico de wna expresion literal
que mo contiene paréntesis, listones o corchetes, no evistiendo tam-
poco en ella expresiones literales parciales figurando ¢omo numerado-
res, denominadores, cantidades subradicales o logaritmicas, se efec-
tian, primero, las potencias, multiplicaciones y divisiones indicadas,
u finalmente las adiciones y substracciones. Si existen paréntesis,
listones, corchetes o expresiones figurando como numeradores o de-
nominadores, cantidades subradicales o logaritmicas, se empieza por
caleular a éstas, cada una por separado, asi como las operaciones
encerradas por los paréntesis, listones q y corchetes, aplicando al efecto
lo dicho precedentemente, y luego, de la misma manera, las opera-
ciones restantes.
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Ejemplos. Determinar los valores numéricog de las siguientes
expresiones literales:

¢
1. azb —ab3® + —
b
pararig— Aoy a2 fre =4
¢
Primero calcularemos los productos a2b, ab® y la division —3
b

obtendremos :
gih =125 D = S h Al O IR -b—'—‘
luego efectuaremos las adiciones y restas
2—8+2=—4.

El valor numérico buscado es, consecuentemente, (—4).

m n? n
II. (a+—0) (m+—b)+(a+12) (m—3)+7—(a+3) para
n b
== i =8 S = A

(lalcularemos, primero, cada una de las expresiones encerradas
dentro de paréntesis:

)

m
ab b= g =144 =35
n 4

n2 16
m+——=8+—=8+8=16
b 2
a+12=18 ; m—3=5__; a+23:4.

Luego procederemos como en el ejemplo anterior y resulta
4
5% 16 +13 X 5+ —4 =80+ 654 8=153.
; 2
IIT. [(@+b)?+c]*—[(d—e)® +]*

para a=2, b=3, ¢c=38, d=4, e=5, f =6 obtenemos el siguiente
resultado:
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(a+b)2= (@ +3)2=52=25
(d—e)P=3—52=(—-1D*=
[(@+ D)2+ cl3= (25 + 3)3=283= 21952'
[(d—e)?+f]?= (—1+5)*=52=25.
El valor numérico buscado es, por consiguiente:
21952 — 25 = 21927.
a+b atc

IV. d-+ + Va2 4 21
o2 log ., —(b+d)

para a=2,b'=38, c =4 d=1>,

Tenemos: )
Qe B a+c—0
log_ ,—(+d)= og (=8 =3 [pues:=2)2 = 8]

Va2 +21=V4+91=35
El valor numérico buscado resulta asi:
55 6 137

— b+ —+5=—
16 3 16

361. Expresiones literales equivalentes. Identidades. — Dos ex-
presiones literales se dicen equivalentes cuando tienen siempre el
mismo valor numérico cualesquiera que sean los nfimeros o canti-
dades representadas por las letras que contienen.

Es evidente que esas dos expresiones literales son en realidad
una misma escrita de otro modo por transformaciones hechas de
acuerdo con las reglas del cdleulo.

Ejemplos:

a+b b+a
a+(b—ec) v at+b—e
a— ((b—¢) 'y a—b-+ec

a3b

(5

y ab

9

a2
(a+0)2 vy a?+ 2ab+ b2

Nos hemos referido ya (Vol. I, n.° 43, pag. 26), varias veces a
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estas clases de expresiones y sabemos que, reunidas por un signo
de igualdad, constituyen una identidad; y que el signo de igunaldad
se transforma aqui en el de identidad. Ejemplo:

(a—Db)(a+b) =a>—b*
EJERCICIOS (*)

682, 8 - 5a2 + Ta—6 para o= 2. : \
1683, at + ab®— a?b* +a*b —b* para @ =5, b= 3.
5a2 — 30° 1

684. pard-ai= 2, b=
4a3 — 9a2b — Tab? — 206° 4]

685. a(b + ¢) + b(ec + a) + cla + D) para a2, D= S =y
686. Y para a = 2,135, b = 3,125, c¢= 4,005.

3 5 12
687. ¥ para d =—, b =— ©€=—.
t 4 6 11
—m '
@ el mn b Lt R
688.a(1ogh r'+\/m)+b(a—am 7) £ .—c—ba"'(gth

para‘qg =2, b=3, c¢=1Y, m=4
5a? 4+ 48a — 18
—2a? + 150 — 27

689.

para. ¢ = 6.

—9a® + 8ab + 12ab® + H6*
690. pELE. = 2,50 =.3:
—3a® 4+ Tab + 4b*

. y s
691. log , b ‘v'd (log, f—d ) +Dlos_, (—ff')] s

d

YR [e e i _l'l
+( Vb= ) L@ loge (f4) + (—a)7 (ab) |
e

para a =3, b=2T, ¢ =2, =16, e=4,. f =064

b \?
'692.“(0—{-b).\/a—zb—l—c\/u-}—c—i—logc(a—-—;) Va—cC

para o = 13, b =2, =12y

693, [m VEF T+ (m+1) VEF 312 jpara a=2 Db=3 c=4
92

SN P R 1 R RL e o o O p= VE
3

695. [p V@ F T+ (p+ 1) V& + 31

(*) La resolucion de estos ejercicios debe hacerse sin in_trodncir para nqda
el mecanismo del cdlculo literal, es decir, sin transformar las expresioies lite-
rales dadas.




ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. IT

267

Dados los nameros %, y wi, se supone que se determinan otros ntameros

s, Uz, sy Uz, ... por las férmulas:
Uz = 2u1 + e
Uz = 22 + w1
Uy = 2uUs + Uz
w5 = 2Us + Us

Calcular los 10 primeros numeros suponiendo que

696, o =q 5 =13
697, W= 035 a4t = 1.
1
698. wo——; w1 = 1.

o

699. Si se tiene:

1 1
.= 5 o By
1+ o 14+
2 | 1
e e Y —
14 ue 1 4 un
Calcular estos valores s, @1, @z, ... teniendo wo, %1, w2 ... w_ los valores

del ejercicio anterior.

Calcular ws, us, #s, us suponiendo que:

net; 4

700. w, 4, = 3u,—u

n—1 ¥

ALY P ur i Su, —u

T RS T

Ww=—1 ; w=—1.

702. y,= Vu,* + 1 para valores de n desde 0 a 5, teniendo u 10s valores

del ejercicio precedente.
T03. w3 = uz +_ w1+ o,
Us = Uz + U2 + U,
uu,+1 = " n+ un+1 s un-}- 2

Calcular ws, w1, Us, Us, U, Us, Uy
U0, siendo %o = 0, w1 = 0, %2 = 1.

T04. El mismo ejercicio para o = —1, w1 =1, w2 = 2.
wn—+ 5

705, zn = ———— (n comprendido desde 1 a 5, teniendo % los valores del
Un+1 ejercicio precedente).

2n F Up+1 o+ und2
G e T e e A sl S AR S s
n -+ 3

—— (n comprendido desde 1 hasta 5 teniendo

2y u los valores del ejercicio precedente).

362. Observaciones relativas a las formulas literales. Eleccion
de las unidades. — Toda vez que, con una letra, puede lo mismo en-
tenderse en esta ciencia un nfimero que una cantidad (por ejemplo,
« puede significar tanto 3, como 3 metros), al hallar valores numé-
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ricos por aplicaciéon de férmulas a casos particulares, hay que to-
mar ciertas precauciones ya que algunas cuestiones afectadas por
la teoria de las operaciones se relacionan exclusivamente con el con-
cepto de miimero y otras con el de unidad, de modo que cuando se
nos da una expresion literal, no siempre han de representar las
las letras exclusivamente ntimeros como lo hemos supuesto en los
ejemplos que acabamos de dar; muchas letras pueden afectar al
concepto de unidad y para hallar el valor numérico no bastara dar
el ntimero sino que también habra que tener en cuenta la unidad
elegida.

363. En la mayor parte de los problemas se especula, sin embar-
go, con una sola clase de cantidades; se trata, por ejemplo, de lon-
gitudes de dreas o volamenes, de pesas, de dinero, ete.; entonces, la
férmula se presenta de tal manera que las diversas cantidades que en
ella figuran estin todas expresadas en base a una anica mnidad que
debe indicarse junto con la férmula. Pero si existen dos o més cla-
ses de unidades, entonces es menester indicar cudles letras se rela-
cionan con tal unidad, y cuiles con tal otra. Tomada esa precaucion
se comprueba entonces que las formulas ewpresan unicamenle ope-
raciones a efectuar con nilmeros como se indicé en los n°s. 279 y 360
estos nimeros cuando correspondan a cantidades, indicardan entonces
cudntas unidades (de la especie gque se indica juntamente con la
formula) componen dichas cantidades. Bl niimero que asi resulte de-
finitivamente como valor numérico de la férmula, acompanado de la
unidad gque debe también indicarse con la formula, expresard la can-
tidad buscada. Claro estd que unma formula de esta especie NO DARA
el resultado exacto si, al hallar su valor numérico, en determinado
caso, no se reemplaza cada letra por el nimero que corresponde
la wnidad para la cual estd la formula establecida y que debe indicarse
como repelimos, junto con ella. Por ejemplo:

La longitud de una barra constituida por dos barras pareiales de
metales diferentes, estd expresada por la formula

r=a@+eat)+b A+ L)

en la que @ y b indican las longitudes de dichas barras parciales cuan-
do estin colocadas en el hielo; ¢ es un nfimero que sirve para ex-
presar la temperatura a que estd sometida la barra; a y B repre-

B
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sentan dos longitudes especiales que tienen un valor fijo conocido
para cada metal.

Supongamos que se quiere hallar la longitud de una barra de
dicha especie formada por dos barras parciales una de hierro 'y otro
de cobre sometidas a una temperatura dada; debemos substituir a, b,
#, a y B por los valores numéricos correspondientes al caso, pero jcua-
les son esos valores numéricos? Si en la formula precedente a y b
se refieren a metros, bastard poner en vez de @ y b los ntimeros que
expresan cuantos metros de largo tiene cada barra parcial sumergida
en el hielo. Si esas longitudes fuesen de 1 m. y 2 m., respectivamente,
reemplazaremos a por 1 y b por 2; pero si a y b se refieren a centi-
metros, habri que reemplazar a por 100 y b por 200. Claro esta
que no se va a obtener el mismo valor numérico para la férmula po-
niendo 1 y 2 en vez de a y b, que poniendo 100 y 200; forzoso es,
pues, que junto con la formula, se diga en qué unidades estdn en
ella expresados ay b. Lo mismo cabe decir de ¢, de @ y B. Sit
estd expresado en grados centigrados, su valor numérico sera dis-
tinto que si le estd en grados Farenheit o Réaumur; si @ y B estan
expresados-en metros no gerdn, anilogamente, iguales su valores nu-
méricos que expresados en milimetros.

En suma, la férmula anterior deberd expresarse con més indi-
caciones, por ejemplo, asi:

x—a (Lat) b (L= BE)

estando dados x, a, b, a y B en metros, y t en grados centigrados.

Ahora toda dificultad ha desaparecido. Supongamos que a =1
m., b =2 m., {=30° los nimeros que afectan « y B relativos al
hierro y al eobre son, respectivamente, 0,000012204 y 0,000017182 se-
ghln resulta de las experiencias fisicas; luego la longitud en metros
de la barra a la temperatura de 30° resulta ser

x=1 (14 0,00012204 x 30) + 2 (1 + 0,000017182 X 30) = 3,0139.

La barra tiene, pues, 3,0139 metros.

Damos, a continuacién, un segundo ejemplo:

Consideremos un depdsito de agua en forma de cajon; si el alto,
ancho y largo de éste estin indicados por @, b, ¢, el peso p del agua
que cabe dentro del depésito esté expresado por la férmula

='gbe.
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Pero, para ‘poder aplicar esta férmula es menester, evidentemen-
te, acompanarla de una indicacion relativa a las clases de unidades
en que debe tomarse a, b, ¢ y p. ;

Si @, b, ¢, estdn expresadas en decimetros, p resultard expresado
en kilogramos;: si a, b, ¢, estdn expresados en metros, p lo estard en
toneladas. ]

EJERCICIOS

I. Un capitalista coloca a intereses simples tres sumas si, sz, s, expresadas
en pesos moneda nacional, a los tantos por ciento anuales 71, e, I3, respecti-
vamente ; estas sumas han quedado colocadas, 11, t2, ts afios. Il total de inte-
reses producidos estd dado por la férmula

syrats + Sa2rate -+ sarsts
100

en la que a representa el nfimero de pesos m/n. (,‘élcu]a_r este total suponiendo :

X =

T07. 51 = 10.000 § 1= 9 Ty, 1= 0
s = 30.000 § 12 = 6 fa = 3
$3 = 00.000 § 18 =1 ts = 4.

708. Las tres sumas son 5.000 § oro, 6.000 § oro, 10.000 § oro; los tres
tantos por ciento anuales son 3, 4, 5, respectivamente (el oro se supone al cami-
bio de 230) : los tres tiempos, 10 meses, 25 meses ¥y 36 meses, respectivamente.

709. Las tres sumas son 7.000 argéntinos, 8.000 francoes oro, 10.000 mar-
cos oro; las tres rentas 1 % mensual, 10 % anual, /2 % mensual; los tres
tiempos, 18 meses, 2 afios y tres meses, 500 dfas.

11. La cantidad ¢ de agua que sale por un orificio practicado en el fondo:
del recipiente gue la contiene, estd dada por- la férmula siguiente llamada- de
Toricelli : i

¢ =38 VZgn

en la que g expresa el namero de m.? por segundo, s el area del orificio en m.35
¢ es 9.81 metros, h la altura del agua en metros dentro del recipiente.

Calcular la cantidad de agua que sale de un recipiente, suponiendo el nivel
del agua fijo, en el siguiente tiempo y con los siguientes datos:

710. Tiempo: una hora; Area del orificio: 1 dem.?; altura del agua:
50 cm.

711. Tiempo : medio dfa; area: 30 mm.?: alt.: 427 mm. %

712. Tiempo: 47 minutos; drea: 5 cm.?; alt.: 7 dem.

1I1. Una vasija de cierta substancia, de forma cilindrica, estd llena de:
un liguido hasta cierta altura a. Al calentar esta vasija, la altura en cuestion
varfa debido a la dilatacion de la vasija y de la del liquido. La diferencia
d — a—x entre estas dos alturas, expresada en metros, viene dada por la

férmula:

(1+oct )
d=a —_—1
1+ 24¢
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€n la gque ¢ indica la altura primitiva en metros; 3 y oc son, respectivamente,
dos mnimeros relativos a longitudes expresadas en metros y caracteristicos
del material de la vasija, y al liguido; ¢ es eu aumento de temperatura en
grados centigrados.

(Calcular la férmula anterior para los siguientes datos:

713. Altura primitiva, 1 m.; variacion de temperatura, 50 grados; coefi-
ciente de dilatacién del ligquido oc = 0,0011 (acido nfitrico), coeficiente de di-
latacion del vidrio = 0,000008613.

714. Altura, 776 mm.; variacién de temperatura, —25°; oc : relaciona-
do a centimetros 0,07 (esencia de trementina); {8 relacionado a milimetros
0.029417 (cinc). )

715. Altura, 2 varas; variacion de temperatura 30° Réaumur; oc =
0,001543 (mercurio) ; g = 0,00091466 (oro fino).

<

364. Observaciones respecto de las notaciones literales. — La
eleccion de tal o eual letra para expresar cantidades es, desde luego,
arbitraria, pero hay conveniencia en guardar cierto orden, ya con-
sagrado por el uso, y destinado a facilitar el recuerdo y la aplicacién
de las formulas.

Una primera convencién es, como vimos, la de designar con las
primeras letras del alfabeto latino a, b, ¢, d, e, f, g, h, las cantida-
des conocidas; con las dltimas, en el orden z, ¥, 2z, u, v, w, las desco-
nocidas o inedgnitas. -

Conviene también asociar las letras siguiendo cierto orden cuan-
do existen en una misma cuestién cantidades anilogas. Asi, si se
habla de tres cantidades anilogas, se las designara con a, b, ¢; con
f. g, h; o con 1, m, n; o con p, g, ©*; 0 con &, Y, Z; O CON U, ¥, W.
Pero raras veces con mn, 0, p, 0 ¢on ¢, f, g.

Por ejemplo, si se tienen tres sumas de dinero colocadas a
intereses simples a tres tantos por ciento diferentes, se designarin
preferentemente las tres sumas, con a, b, ¢; los tres tantos por ciento
anuales, por p, q, r; v los tres intereses de las mismas, al cabo de
un afio por x, y, z. Se tendrd asi:

p q r
s=w—= 0y =Db H A
100 100 100
expresiones mas faciles de retener que si estuviesen escritas de este
otro modo:

q d e
2= 5o x=Db 3 y=r .

100 100 100
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365. En general, para expresar cantidades se usan letras mi-
niisculas del alfabeto; a veces, sin embargo, se usan las maytisculas
y también las del alfabeto griego introducidos por grupos, a«, B, v,
(alfa, beta, gamma), correspondientes a a, b, ¢: A, p, v, (lambda,
mu, nu), correspondientes a I, m, n; & n, ¢ (ksi, eta, dzeta), corres-
pondientes a z, y, 2.

366. Cuando, en una cuestion, es necesario introducir muchas
letras, quedaria el alfabeto pronto agotado. En esos casos las can-
tidades andlogas se expresan con una misma letra afectada de diver-
sos indices, es decir, como ya vimos, g, ay, @s, @3, ... que se leen @
sub-cero, a sub-umo, a sub-dos, ete. Si no trae confusion puede leer-
se también abreviadamente, a cero, a uno,.a dos, ... ete., sélo que
como en esa misma forma se leen las expresiones a% al, a2, ..., po-
dria haber confusién y es preferible enunciarlas de la otra manera.
También pueden usarse las notaciones, por otra parte no tan reco-
mendables, al, all, ¢l @IV, ... que se leen a prima, a segunda, a
tercera, a cuarta, ... ete.

Finalmente, se combinan, a veces, ambas notaciones en la for-

ma apl, ag™, aglL, ... ayl, ay1L, a1, .. que se leen a cero prima,
a cero segunda, a cero tercera; a sub-uno prima; a sub-uno segunda,
S Esieey

Ejemplo:

Se tienen varias sumas de dinero ay, as, ag, ..., @, colocadas a
intereses, a los tantos por uno py, ps, Ps, ..., P,, anuales; si se

busca el interés total de esas sumas al cabo de un afio, se tendré:

m=n
&= aypq + asps + azpz + o AP =3 Qi P
mi=1

PROBLEMAS DE RECAPITULACION GENERAL

716. Determinar con cuatro cifras decimales el valor de 2V 3 —12V12

+ VZIT.

717. Bl area de un cuadrado es 5 % mayor que la de otro. ;Qué nime-
ros. cada uno menor que 100, representarin con la mayor aproximacion posi-
ble. la razon entre los lados de esos dos cuadrados?

718, Calewtar:v2'X V2—v3 (14 vE )

P e
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719. Caleular: 21V 2 v3 (\/'ﬁ‘—\/“z‘) (2 4 \/?)

720. ;Cuantos niimeros fraccionarios irreducibles menores que 1 y de
denominador 900 pueden haber, y cuédntos de éstos son cuadrados perfectos?
721. No existe ntdmero fraccionario de términos enteros que, agregando

-

i
36 14 a ambos términos, resulte igual a —.
1

722. Sean a y b dos nimeros enteros: se divide a—1 por b; luego ab—1
por b%; ab>—1 por b¥, ete. ;Qué relacion existe entre los cocientes obtenidos?
3 i
724. Si n es un entero mayor que 3, se tiene V3 > Vil

a ¢
724, 8Si — = — se tendra (ab + cd)? = (a* 4 ¢*) (0?4 a*).
b d

725. Si un namero es irracional, queda irracional sumandolo, restandolo,
multiplicindolo por un ntmero racional distinto de cero, o dividiéndolo por
un nfimero racional.

726. Si x es un namero irracional y si @, b, i, by, -son nimeros raciona-

ax + b [0 b
les, el nimero —————— es irracional, a menos que se tenga — — —.
ar -+ b a1 b1

727. 8i a, a1, b, b1, son nimeros racionales de ios cunales los dos dltimos no
son cuadrados perfectos, no se puede tenmer u+\0 = a1+ sino euando ¢ = ai,

b =.bi; no se puede tener a-+ V0 = @1—\/ 01

728. En una eleccién, 10 % de la lista de votantes se abstuvo de votar
¥ 60 votos fueron rechazados por falsos o ilegales. La mayoria de votos
a favor del candidato triunfante fué de 308 y vesulta ser el del 47 % del
ramero total de la lista. ;Cual fué el ntmero legal afectado a cada uno de
los candidatos ?

729. Tres viajeros desean trasladarse en el menor tiempo posible a un
punto distante 25 km. Disponen unicamente de un coche con dos asientos y
convienen que dos de ellos saldran en coche mientras el tercero ira a pie.
F1 coche abandonara a cierta distancia los dos primeros y regresa para reco-
ger al tercero, el cual deberd llegar simultaneamente con los otros dos, que
efectuardn a pie el restante del viaje, fcudl es la duracion total del viaje
y cudl es la fraccion del recorrido hecha a pie por eada uno de los via-
jeros, sabiendo que el coche anda 12 km. por hora y los peatones tres veces
maés despaecio? .

T730. Dos personas distantes una de otro 27 km. se ponen en marcha
simultdneamente ; marchando en el mismo sentido se encuentran a las 9 horas
de marcha ; marchando en sentido opuesto se encuentran a las 3 horas, jcuén-
tos km. recorre cada persona por hora? f

731. Dos ciclistas A y B efectian el trayecto entre dos ciudades M y N,
distantes 405 km., mientras un tercero C recorre la misma distaneia en sen-
tido inverso. Salen simultdneamente, se supone que A anda més ligero que
B. Sabiendo que, después de 9 horas, A estd a igual distancia de B y C;
que B recorre en 36 minutos lo mismo que A en 30 minutes y que C en 22
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minutos 30 segundos, determinar: 1.0, cuénto recorren A, B ¥ (! por hora?
9.0 ¢l momento en que B estd a igual distancia de A y C.

732. Dos cindades A y B distan 900 km. Dos trenes salen simultd-
neamente, uno de A hacia B, otro de B hacia A; el primero llega a B 4
horas después de haberse cruzado con el otro y el segundo llega a A 16
horas después del cruzamiento, ja que distancia de A se han cruzado y cuinto
recorre cada uno por hora?

733. Dos canillas pueéen verter agua en un estanque. Kl primero lle-
narfa dicho estanque en 50 horas, el segundo en 40 horas. Se deja prime-
ramente correr el agua por la primera canilla durante 15 horas, luego la
segunda canilla durante 16 horas. Se quita luego 900 litros de agua def
estanque y se deja abiertas ambas canillas. Se comprueba que el estanque
acaba de llenarse a las 10 horas, ;cudl es su capacidad ?

734. Una persona posee 366000 §. Invierte una parte de esta suma para
adquirir una casa y compra una propiedad que le cuesta los 5/s del precio
de la casa; lo restante, colocado a intereses la mitad al 5% y la otra al
4,5 9%, produce 8740 §, scudl es el precio de la casa y cudl el de la pro-
piedad ?

755. En un campo de T8 areas, 50 centiareas, el espesor de la capa arable
es, término medio, de 0,35 m. Quiere introducirse /s de su volumen de cal.
El precio de compra de la cal es de 3,060 $ los 100 kg.; el transporte cuesta
0,45 $ la carretilla de 8 hl. ¥y el sembrado 0,45 $ el dam.” Calcular el gasto
a efectnar sabiendo que el m? de cal pesa 1750 kg. ¢De cuanto debe aumen-
tarse el valor medio por darea cosechada durante 3 afios para que este au-
mento cubra los gastos?

736, Un negociante ha comprado 27 barricas de vino cuyo peso total es
de 24453 kg, por 2045 fr. El peso de las harricas vacfas es la doceava parte
del peso del vino, cuya densidad es 0,99. El negociante vende 26 hl. con un
beneficio bruto de 12 %. 1 comprador paga con un letra firmada el 1.° de
noviembre, dia de la compra, siendo el vencimiento el 1.° de marzo del afio
siguiente. Hallar el monto de la letra sabiendo que el vendedor exige un
interés de 52%/a % anual.

737. :En qué dia de la semana cayeron el 1.° de enero de 1897 y de 19007

738. ;En qué dfa una persona nacida el 1.0 de junio de 1897, habra vivido
4000 dias?

739. Demostrar que el mismo cuanto del mes cae el mismo dia de la
semana en marzo y noviembre.

740. Una lampara quema durante 36720 minutos habiéndose apagado a
las 8 a. m. del lunes 1.0 de enero 1900, zqué dia de la semana y a qué hora
de la mafiana o de la tarde se ha encendido?

741. Un afio solar contiene 865,242218 dfas; hallar hasta el segundo
exacto, el error cometido en 2000 afios en nuestro calendario, el cual, por
medio de los afios bisiestos, intercala 97 dfas en 400 afios.

742. Un afo sideral, que se subdivide en la misma forma que el ordi-
nario, equivale a 23 horas 56 minutos 4,09 segundos de tiempo medio ordinario.
Demostrar que la diferencia entre 100 gsegundos siderales y 100 segundos de
i{iempo medio ordinario es algo menor que un cuarto de segundo ordinario.




ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL, 11 275

743. En mayo 15 de 1872 una persona ha vivido 30000 dias. ;Cudl es el
afio y dia del mes de su nacimiento?

744. El teniente general Bartolomé Mitre nacié el 26 de junio de 1821 y
fallecio el viernes 19 de enero de 1906, ;qué dia de la semana nacid?

745, n qué dia de la semana tuvieron lugar los siguientes acontecimientos
historicos :

a) Independencia argentina (25 de mayo 1810) :

b) Toma de la Bastilla (14 de julio 1789) ;

¢) Jura de la libertad argentina (9 de julio 1816).

746. No puede un nfimero ser simultdneamente un cuadrado y un cubo
perfecto si no es una sexta potencia exacta.

747. Una fabrica ha consumido en un afio, 4836470 kg. de hulla. ;Qué
volumen ocupaba esa hulla en la mina, sabiendo que el m.? de hulla en trozos

o

representa s6lo — de m.? de la hulla en la roca ; el peso de la hulla en trozos

es de 81 kg. el hl? y

748. Un comerciante ha comprado 350 litros de aguardiente a 1.35 § el
litro. ;Cuédnta agua debe agregarle para venderlo a 1.756 § el litro y ganar
30 %7

749. Se quiere preparar una mezcla de 663 litros de vino al precio de
0,50 § v 0,63 $ el litro para venderlos a 0,60 § el litro y ganar 10 %. ;Como
se hara la mezcla? 5

750. Un comerciante adquiere por 2000 $, 216 hl. 08 de trigo: vende
160 hl. al por mayor, mediante la suma de 1490 %, y lo demds al por menor
al precio medio de 9 $ 45 el hl. ;Cual es su utilidad en la venta al por mayor
v cual en su venta al por menor.

751. Una substancia cuesta 865 § la tonelada : las preparaciones que se
le hace experimentar para revenderla, cuestan 0,18 % el kg. y motivan un
desperdicio de 3,5 %. 4A -cudnto hay que vender el kg. para ganar 12 %?*

752. Demostrar que la suma, la diferencia, el producto y el cociente de dos
fracciones periodicas simples son siempre fracciones periddicas simples.

753. El producto de tres nimeros enteros consecutivos no puede ser un
«<unadrado perfecto.

754. Caleular con ecuatro cifras exactas las expresiones siguientes:

R* 2,7182818 X 3,4589567
V2 V3
18
755, Calcular con aproximacién de 0,01, la expresi6n —————.
14 v2

756. Un alumno, al efectuar una divisién, ha tomado el dividendo por el
<divisor y viceversa. Ha encontrado como cociente 0,658. ;Cudl es el verdadero
<cociente ? i
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93 m. de género cuestan tanto como 17 hl. 4 L de vino; 15 decalitros

757,
cuestan tanto como 2530 gr. de cierta mercaderia y 100 decagramos

de vino
de esta como cinco jornales de un obrero. Iiste recibe 58,60 § por trece
jornales de trabajo. ;Cudntos metros de género podria adguirirse con 935,20 $?

758. Los numeradores de varios quebrados iguales, son equimdltiplos, respec-
tivamente, de los cocientes hallados diviendo los denominadores por su m. c. d.
759. Hallar una fraccion ordinaria tal que si después de agregarle su
denominador a sus dos términos se les resta del resultado, el resto es igual a

la primera fracecién.
2a + 1

— €8
3a + 1

760. Si a es un entero cualquiera, demostrar que la fraceion

irreducible.

761. ;En qué condiciones una raiz cibica estd aproximada en menos de
1/, unidad?

762. El producto de cuatro enteros consecutivos no puede ser cuadrado

perfecto.
763. Hallar dos nimeros tales que la diferencia de sus cuadrados sea igual

a la suma de esos dos nimeros. .




SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS

1. 0,002035; 3028009,000087 ; 0.023400009.

2. Ciento siete millonésimos, cuarenta y tres millones siete mil quinientos
enteros, ciento veintisiete mil quince diez millonésimos; un millén uno enteros,
un millén un diez millonésimos.

574 1 1 9 101
6——; —5 —; 101———; 430000——. !
1000 20 2000 10000 1000

4. 40000.5, 0.0400005 ; 3100, 0.0031 ; 1224310, 1.22431; 8.45, 0.00000345 ;
959418.267, 0.959413267.

5. 73,0000. 6. 15. 7. 10,0126.

6 2 5 60 5 2 1 5 ¥ 9
B (A tapre Pt
10 1010 - 10 1000 10000 10 100 1000 10000
20 6 11 3 3 4 6 7 30 7

370 b Sdsi T e ¢ 1000 ' 10000 ' 100000 ' 1000000 10 | 1000

5 30 6

— —t—

10000 10 1000

9. 0.6541; 0,000006; 0,00009. 10. 815. 8331.

11. 1103. 12. 100. 13. 365,055291; 5.0232.

14. 52.25, 92.25, 184. 15. 53, 497,25,

16. 46,48; 280,131; 3928,681.
17. 0,0001; 0,01235; 19.139475.
18. 0,0075; ' 458,998996. 19. 92,17,
20. 401.40. 21. 19.50. £2. 1244.30.
28. 287.477. 24. 4.49. 25, .275,

26. 1,28433; 1720,6; 2477.97.

27. 81046,17; 0.68704741; 0,000002300228.

© 28, .00004352, .000013056; 40.292, 86.2628, 2,901024.
29. .01092347, 1.092847, .0000001092347 ; 13.110653369.
30. 239,40. 31. 3240 $. 32. 16.60 §..
33. 198.15 § 34. 3,3644963.

36. 0.000001; 0.108125. 36. 0,003366; 40,09128184096.
37. 8.46894125. 38. 80, 58, 42.05, 43.732.
39. 82,756 ; 0,0437; 108.
40. 29.05; 630,4; 0,00000554.

41. 0.002002 5 0,0004004 ; 0,00008008 ; 0,000016016 ; 0,00038 ; 0,000076.
42. 1.2096; 0,0576; 0.0288; 0.0192,
43. 8,249; 1,083; 1,6245.

44. 0.3785; 500000 ; 1604,01.
45. 1205 0.112; 0,0112; 0.00112; 11200.
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46. 0.25. 47. 0.15. 48. 5. 49. 630. 50. 144.
51. 15, 105, 180, 375. 52. 37, 0.0005. :
53. 124 y /0,00123.

54, 0,0016; 0,00005184; 5.76: 0,0001: 2070,255 0,9801 ;

49.070025.

55. 32,768; 0,125: 0,000343; 0,000000001 : 1157,625.
56. 675,2. b57. 2166,8. 58, 675,2.

59. 160,232. 60. 64,765. 61. 37,071.

62. 0,333333; 0,166666; 0,428571; 0,5556555'7 10,272727.

63. 0,681818; 0,269231; 0,309524; 2.916667; 24,846154.
64. 8.642857; 24,352941; 2.037037; 3.088889 : 3.385417.

65, Sf, no, si, no, si. 66. 81, &1, no, sl st

67. No, si, sf, sf, sf. 68. S1, sf, si, no, si.

69. $i, sif, no, no, no. 70. 0.15, 0.35, 0.72, 0.076.

71. 0,888, 4,48, 0,425, 0,3125 0.5625.

72. 0,0005859375, 9.1875, 2.171875, 8,59375, 105,071875.

78. 33.1; 8,458571; 10,769230; 0,078738; 0,27: 0,432; 0,26.

74. 0.28, 0.08, 0.0648, 0.1776, 0.04375. 0.1923076, 0.1142857.

b5, 26, ..06, /.86, 10.88, 51.56, .588, .107, 3.135.

93,013

76. 003, .590, .10, .11115, .02489, .31707, 3.1714285, 02027,

407 11424

11 11 3 38 87
4. '98s B IBBRTS 19 2 4 28 31
T oy e L g B e
87 87 37 3333 101 7 7. 495 198
1 15 A | 2557
80 ———= 115

5 15— B 8————.
300 15 ' 88 33330
253 24664 128881
{0} 9.

81.. 2 i 9 ] .
675 24975 330000

485551 25339 26819 47 327
5 3 1 83

82. 15 g B 5 2 BaDr—=r, =
249750 133200 133200 468 2020

g4 986; 2  76. 85, 21,43.

86. 198,125 66,0416; 15.24; 2,17. 87. 69.
88. 3. 89. 87. 90. 15.25. 92. 468.

93. 73. 94. 53.865. 95. 388,80: 113,40.

96, 103. 97. 90,75; 0,22.

1 23
08, 565,60 ; - 818,20 ;29,199 — == =——"7.
733 73800

100, 26.72; 240. 101. 11160,4747. 102. 230, 115.

1108, 4.5 1046y ;0 IL Y, A3 18 vy 16; 17 y 18; 220 y 221; 567
v 568: 85 y 86. 105. 745 y 746; 1001 y 1002; 10 y 11;

999 y 1000.
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107. .
108.
109.
110.
o b i 2
112.
113.
114.
115.
116.

120.
124.

128.
131.
132.
134.
136.
138.
140.

143,
1486.
147.

148.

149.
151.
153.
155

156.

158,
159.
160.

161.

162.
163.
166.
169.
171.

172.
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3,46 ; 6,15; 18,43; 24,38,

2,18; 0,065 3,90; 0,92; 18,76.

37,143; 13,205; 24,364; 8,417 u 8,418.
4,574 213633 57,711; 19,804.

7,688 ; 23,423 6 23,424; - 47,384 : 10,296.
8.597; 20;. 400,

36000 ;- 134000; 92000; 79000.

45000 ; 274000: 98000; 147000.

57000; 240000; 190000; 198000.

310005 125000; 375000; 400000.

44,12, 117. 10,46. 118. 2,31; 3,10.- -119. 3,12; 1,95.

1,12, 121, 1,0189. 122. 0,6116. 123. 8,714
94,2124, 125, 47,71783. 126. 6,7876. 127. 8,14740.

3825534, 129. 4,08535. 130. 84,01; 0,8;: 6,9725.
0.23679; 2,00731; 9,75049.

7,72187; 1,59044. ‘133. 0,00126.

1,03; 0,91: 1,72. 135, 4,25; 14,08; 221,26,
360.95; 5989,57; 4528,02. 137. 18,07667; 0,00222,
0.01849; 0,52806. 139. 10,75188 ; 27.02898. :
24,32769 ; 0,00008. 141. 0,945775: 142. 846.

- 279

103.- 144. 331, 145, 23; 38,3; 58,65 0,30; 0,00 1,21 ; 4125785,

6,383 : 0,002; 1291,507.
160289,966; 30319,381,

20 ey

0,00001925; 5,3162; 0,246918580 = —; 0,0006 = — .
81 1650

1,09; 2,22, 150. 0,63; 24,87.

0,41; 1,91. 152. 2,7846; 1,1902.

254,4285; 2115,1922. 154, 0,0733; 129,7322.

1077872000 kilémetros.

4,7. 157. 0,1; 0,06; 0,048: 0067; 0,013; 0,008,

7,417; 4,121; 0,824; 12689,823; 1522,778
0.006; 280,584;: 0,020; 0,200; 19,990.
0,478 ; 45,620,

3,171; 0,857142; 2,45,
0.00999; 2,1648; 0,4125.
1,71828. 164. +0,012. 165. =+ 0,015.

0,14286. 167. 1,41069. 168. 0,49182.
0,04167. 170. 0,78540.

2 cifras; producto = 19, exacto en menos de una unidad ;

8 cifras; producto = 3930, exacio en menos de una decena ;
8 cifras; producto = 2150, exacto en menos de una decena.

1 cifra; producto = 6100, exacto en menos de una centena ;
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173.

174.

176.
176.
179.
182.
185.
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4 cifras; producto = 14267. exacto en menos de una unidad.

4 cifras; producto = 13231, exacto en menos de una decena ;

1 cifra; el verdadero valor esta comprendido entre 2,39 ¥ 2,67 ;

0 cifra, cociente = 7, exacto en menos de unh unidad.

2 cifras; el cociente estd comprendido entre 29 y 30:

1 cifra; el cociente = 70,000, exacto en menos de 10000 ;

3 cifras; el «cociente = 22,4, exacto en menos de 0,1.

3 cifras; el cociente — 25,2, exacto en menos de 0.1; 2; 4000; 100.

4320. 177. 9465033600. 178. 17640.

148. 180. 7884300. '181. 146070.

2190. 183. 106747200. 1£4. 9460800420.

9 afios 27 dias; 8 semanas 4 dias 12 horas; 5 dias 4 horas 24 minutos

17 segundos; 28 siglos 15 lustros 4 semanas 6 dias 21 horas 28 minutos; 16
dfas 20 horas 58 minutos 10 segundos.

186.
187.
188.
189.
190.
191.
192.
193.
194.
195.
196.
197.
198.
199.
201.
202.
204.
205.
208.
209.
210.

56 dias 20 horas 27 minutos 13 segundos.

6 dias 14 horas 84 minutos 51 segundos.

231 siglos 8 afios 120 dfas 14 horas 8 minutos 41 segundo.
145 siglos 45 afios 2 dfas 3 horas 6 minutos 2 segundos.

6 siglos 97 aifios 4 dias 23 horas 59 minutos 35 segundos.
5 semanas 6 dias 6 horas 47 minutos 3 segundos,

13 siglos 10 afios 28 dfas 23 horas 59 minutos 1 segundo.
4 siglos 33 afios 359 dfas 17 horas.

6 dias 1 hora 2 minutos,

292 siglos 32 afios 168 dias.

106 siglos 50 afios 2 horas 15 minutos.

998 siglos 86 afios 114 dias 7 horas 21 minutos.

4 afios 209 dias 22 horas 54 minutos 3 segundos.

70 afios 1 dia 2 horas. 200. 10.

1 siglo 1 minuto.

57. 203. 3430000000 pesos.

2031 siglos 79 afios 250 dfas 23 horas 1 minuto 1 segundo.
1000000, 206. 1000. 207. 0,1.

0.00001; 0,00001; 0,01.

440,8 ; 5207; 0,753 16122; 500809 ; 30000; 1; 6254,8: 63034,44.
Cuarenta y siete metros veinte y tres milimetros ; seiscientos ochenta

metros siete decimetros ; cincuenta y cuatro metros ochenta y dos centimetros;
trescientos metros cuatro milimetros; siete metros diez y siete milfmetros;
dos mil dos cientos veinte metros un milimetro; mil seiscientos setenta metros;

dos mil

quinientos treinta metros, veinte y cinco centfmetros; cuatro metros

naventa y tres centfmetros; ciento sesenta y dos metros ochenta y dos centi-
metros ; treinta y dos mil cien metros.

211.

213.

215.
216.
217.
219.

26,5875. 212. 14.9: 348,66, 7

8527
8 horas 20 minutos. 214. 813——.
7821

0,27,

67 dias 12 horas, 270 km.; 75 dias; 67 dias 12 horas, 270 km.
250000. 218. 10000000000,

10000000.




220,
221.
222,
223.
226.
229,
231.
232,
236.
237.
99 mm.3.
240.
243,
245,
247,
250.
252.
0,019 ;
254,
255.
259.
261.
262.
263.

265.

266.
269.
272.
273.
275.
277.
278.
281.
284.
286.
288.
290.
291.
292,
295.
299.
302.
304.
307.
311.

28,028 ; 100,11.
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800,22; 328; 70800,80; 9051620; 610,85; 0,0025; 9124159,8725.

14,055 4,170083; 80000,07; 480,25; 128500,25: 0,006,
176300; 579; 7; 64879; 16,25; 470000.

27840,08. 224. 150. 225. 18 em.; 18750 cm.2

5242. 227. 92. 228. Se ha ganado 77200 §.

1781172. 230. 592 1/y m.2

6482 $; 8296,70 $.

10% 233. 10°% 234. 10% 235. 104

34,355480315.

9268 dm.®; 17347200 cm.’; 60 dm.S; 9 dm?; 53748723 cm.?;

238. 210 $. 239. 117,21 §.
437824 :391870. 241. 34613. 242. 5000.

10; 158,35. 244. 3,83, 383; 14,82, 1482; 0,09, 9; 128,98, 12898.

20, 2000, 20. 246. 66300 $.

20, 248. 12. 249. 17,5; 175; 35; 87,5.

100; 1000. 251. 0,13 0,001; 0,01; 1; 0,0001; 0,1.
3085,62. 253. 4,702; 60,07; 7,602; 0

5,47; 2,1; 36,75; 8905,7; 0,00029;  0.000004,
49. 256. 300. 257. 25. 258. 220 dfas.

729. 260. 51282,8901 kg.

100000 ; 5000; 0,000005,

8.1 Mg.; hg.; dg.; quintales; dag.; t.; eg.; mg.
13044596,13. 264. 21899,0361 kg.

935 2075: 0,99

23,5 ;

20g. + 5g.; 2hg. + 50g.; 10g. +28. - 1g.; b5 L2 5 =+ 2g.
+ 28.; 20g. + 20g. + 58. + 2¢2.; 500g2. + 2hg. + 20g. + 20g. + 5g.
+ 2g. 4 2g.; 2hg. 4 1hg, 4 508. 4+ 10g. ; 500g. + 2hg. 4 2hg. + 1
hg; 500g. -+ 2hg. + 2hg. + 508. + 20g. 4+ 20g. + 58. + 2g. + 2g.

270,5 kg. 267. 5151,2 kg, 268. 28,5 1.
7.7 270., 852. 271, 33,01375 kg.
314,894 litros; 538,644 litros,

10,5 g 274. 2014,246 kg.

1,125 dg. 276. 1 kg, 2 kg, 1 hg, 5 dg., 2 dg.; 1,370 dm.3.

75,330 ; 97,929 g ; 1.0958.

4.25; 14.57. 279, 18,75, 280. 31.

200 fr. 282. 200000. 283. 100 &

1,067. 285, 1,1161268 kg.

232500 fr.; 15.000 fr, 287. 0,728 1.

98.71 gr. de oro y 10,97 de cobre. 289. 28; 78,20 fr.
17 monedas de 5 fr.; 2 de 2 fr.; 1 de 0.5 fr.; 2 de 0,20 fr.
1,28 mm.; 2,7 mm.; 320 km.; 2700 km.

1,07 $. 263. 97,5 1. 294. 3,25 kg.; 14,5 1.

740. 296. 69 m. 297. 1180 kg. 298. 0,0285 m.

332 8., 560 fr. 300. 2,25 1. 301. 540, 585.

80 y 20. 303. 0.6798 m.%; 1,10 $.

2,28, 305. 82,5 cm. 306. 73,656,

329,516 g. 308. 720 $. 309. 0,850. 310. 0,9; 0,835,
7788215 £, 10. 8., 7% d.; 24414 £,9s8,4% a.
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312. 106 £, 17 8., 6 d. 3138. A, 11 s, 4 d.; B, 18, 4 d.; G- 7 8 d i
314. 63 £, 15 5. 815. 1.3, 122; 2.8, 366; 3., 524.

316. 1 £, 2 s, 6 d. 317. 456 £, 0 8., 10 d.

318. 116 Ibs., 8 ozs. troy. 319. 3916. 320. 168 ft.

321. 1592 £, 14 s, 4 1 d. aproximadamente.

322. 32500 sq. lks.

323. 20526 cub ft, 171 cub in. 324. 3 ¥ d.

325. 448. 326. 4 horas, 3 minutos, 52 segundos.

653
3827. 11— 328. 18 gals. 329. 160 o0z.
1077

330. 3 ft., 3 in. 331. 1 1% d.
332. 32 £, 4 s, 7 d. 333. 116 yds., 1 ft., 11 .
334. 20 £, 12 8., 6 d. 335. 1 £,2s,6d;1 £,16 5./ 1 £, 4 &

4 2 1
336. ——. 337 1—, 338, —. 839. 0.39375.
423 5 6

5
340. 7 toms., 17 cwt., 1 gr. 12 1bs., 12— oz,
L 42

725

841. 1 £,18 8,5V 4, 342. 253 poles. 343. 5
846
344, 5597,67927472 § oro; 1109 £, 15 8§, 4.7712 d.
845. 84 £. 346. 50.
347. 8350 gramos Oro. 348. 2940. 349, 4 8., 1% d.
15 11
350. Gana 5 8., — d. 351, Pierde 1 £. 852. 25,2. 353. 25— fr.
16 . 19
864, 22,27....¢ 855. 20 gulden.
103 12
356. 1900. 357 ——— 358. —. 8569. 3.
198 5

: 6
860. 3 qq., 1 @, 9 1bs., 2 onzas. 361. 3 varas, 1 pie, 8 pulgs. 6— lineas.
! 7

97
362. — @. 363. 4935. 364, 4 fr., 2 cuartos.

320
2
365. 21 qq., 3 @, 4 1bs., 4— onz 366. 15 varas, 7 pulgadas.
3
367. 27 pesos fuertes, 368. 63 @, 9 libras, 2 onzas.

6 4
369. 2 pesos fuertes 2— reales. 3870. 2 pesos fuertes 4— reales.
6 25

871. 2 reales. 372. 6 @.

134
373. 284 v., 2 pies, 3 pulg., 3 lineas, 2 puntos.

1
374, 528 v., 1 pie, 11 pulg., 83— lfneas.
64

375, 29 v., 10 pulg., 4 lineas, 4 puntos.

T TN TSSO =0N-
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40. 377. 2,10 .

36987. 379. 1196’27,

364°37°30" ; 40°30'50"”; 1 dfa, 7 horas, 2 minutos; 18296 ;
16 minutos, 28 /5 seg. 381. 89 afios, 4 meses, 2 dias.

22488 m; 6 v., 8 pulg, 6 lineas, 8 puntos; 17 Ibs.,, 13 onz., 11 ad.,

35 gramos; 1 pipa, 3 barriles, 10 frascos. 383. T76. 384. 9377,048,

385.
naranjas.
387.

389.

393.

397,

401.
404.

405.

407.

411,
415,
419.
422.
427.
431.
semanas.

436.
441,
446.
450.
456.

459.
463.
467.
471.
475.
478.
480.

2.50 §. 386. 6 $ las 25 manzanas; 2 $ las 5 peras; 9 § las 10

6 dias desde el prineipio. 388. 14.831 dias.

8008 1
1 8; 3 4. 390. ——. 391. 5. 392. —.
7 7

196 1 113

= 894. —. 895 ———. 396. 144,180.

169 5 8

30 1

— 898 —————;- 8 399. 252. 400, 108,228,
91 56782,314

27 £
3136; 25. 402. 204; 16640. 403, 25 —4 0.656.
6

17 cwt., 1 gr., 14 1bs., 4 ozs.
4 16 5 73
0,0005; 1428—; —; 18—, 406. 18——-.
7 45 T 130

36 28
54. 409. —. 410. —.
54 36

12; 24; 54; 25. 412. 558,80 $. 413, 8 %1 dias, 414. 122.50,

8 segundos. 416. 221 % dfas, 417. 128.  418. 1%/,

0,375 m.

9857. 423. 10,71 $. 424. 81 kg.  425. 1616. 426. 240.

88 £., 15 5., 1 % d. 428. 15%/s 429. 80. 430. 5000.

75 dias. 432. 6 dfas. 433. 20 dfas. 434. 1900, 435. 18 %

29
776 $. 437. 75 dias. 438. 3 dias —. 439. 51 £. 440. 1250.
57

52. 442. 30 dfas. 443, 18. 444. 12 onzas. 445, 8 semanas.

13 %
100 dfas. 447. 6— dfas, 59— horas. 448, 1000. 449, 5.
20 20
358,4. 451. 16 horas. 452, 921 3/;. 453. 8. 454, 20 455. 10,
10
18 ?/3 dias. 457. 576, 1296, 1728. 458. 80—.
23

50,5848 g. 460. 11. 461. 14. 462. 33.

14. 464. 66666,67. 465. 240. 466. 107,37.

10590. 468. 42. 469. 96,86. 470. 82,50.

12.30. 472, 116,72, 473. 78,60. 474. 6704 £, 15 8., 2%z d.
86 y 72. 476, 65 12000. 477. 196.

19.583,35: 384,625. _ 479. 18000.

9627,94. 481. 1495,87. 482. 12798,87.
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483. 1010,10. 484, 8253,59. 485. 8305,11. 486. 12039,52.

75
487. 3589 £, 11 s., 11— d:, descuento racional. 488. 6 %.
83

1367 589
489. 5 £, 8 8,; 6——d. 490. 5 %. 491, 10 £, 15 8., 11— d.
4500 400

492, 30 septiembre. 493, 8928,57. 494. 21378,22.
497. C: 10100. 498. 3282,30; 3278,30. 499. 39 £, 9 d. 500. 7 meses.
601. 11 -d., 25 c. 502. 4165,38. 503. 4 1%. 504. 3407,53,
505. 192,60 $. 506. 157,50. 507. 26,15. 508. 4993,86.
509. 6500,83. 510. 26442,07. 511. 9 de agosto. 512. 26 julio.
513. 1335,69: 2065,81. 514. 7229,50 $; 17383,90 $. 515, 147 §.
516. 92,50. 517. 65 §. 518. 29,40. 519. 19, 38, 133, 190.
520. 7,689 %. 521. 9Yu %. 522. 62 £, 10 s. 523. 15,59 litros.
524. 2399 £, 11 8., 3,6 d.; 7 km, 465 m. 525. 2800.
526. 53 Yyr. 527. 3600. 528. 2498,11.
529. 44,53. 530. 7 meses. 581, :1:10 8
532. Conviene més el 3 5. 538, 2 /5. 534. 14980,20.

2 2

535. 18.45. b536. pérdida 2 . 537. 42,98 $; 9—.
. 49 7

538. Kl tanto por ciento obtenido para el segundo es /i veces mayor
100

el relativo al primero; ———— en favor del segundo.
77259

539. La primera. 540, 10166 £ 13 s. 14 d.; 6000 £.

541. 2,5505 $. 542. 156. 543. 152,60.

544. 60000, 40000, 24000. 545. 150, 180, 240, 300.

546. 360, 270. 547. 120, 40, 20.

548. 870 kg., 145 kg., 145 kg. b549. 955 £ 4 s8.; 636 £ 16 5.

550. 66,67: 63,33; 50. b551. 480, 440, 165, 605.

552. 315 §, 105 §.

553. 3550 £, 3124 £, 2982 £ ; 3536 £, 3128 £, 2092 £.

554, 15; 7.5; 5. 555, 243 dfas. 556. 19 :17.

2
557. 112; 24. 558. 873, 298—. b559. 42,70; 110.
i 5
560. 320: 360. 384, 561, 1000, 1500, 500. 562. 45: 49,5; 50.

563. In los dltimos cuatro.
564. 5904 ; 1476; 492,

130 0%
565. —; —. 566,270, 120, 112 ¥%. 567. 23 £ 5 5. 9d.; 30 £ 14 5 38 d.
18 18
568. 80, 90, 84. 569. 825, 450, 20 %. 570. 165.
1 12
571. 10000: 15000. 572. 4000; 1523—; 2500; 951—.
13 13

673, 90; 81; 108.

1 L
574. 750. 575. 500 :540. 576, 517—, 828, 1012—.
2 2
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577. 80, 90, 84. 578. 630. 579. 230, 300

580. 18 § v 20 $ el primero; 27 $§ y 30 $ el segundo.

581. A: 24000 $, 12000 %, 3200 $; B: 36000 $, 12000 ¥, 2400 $: C:

48000 &, 12000 §, 1600 $.

2 20, 15- 24 S

582. 18400, 12266—. b583. —, —, —; A: 105 B: 78—, C: 126.
3 59 59 59 4

584. 1040.

5856. 7000: 8500; 20000; 20000,

586. 0,75.. b87. 2.50 $. 588, 326,19: 75,26; 10.72; 385,70,

589. 96 1.; 240 L.

590. 0,562 % 591. 320 1. 592. 0,81 1. 0.49 % 593, 162,

n(c-b)
594, —.  595. 126,66 kg. b96. 220.
a-c
) "
m I:a-—(‘ ( 14—
- 100
597. . 598. 100, 20, 60, 180.
» -
(4 (1 + — ) —b

100 -

599. 600, 1200, 1200. 600, 0,870. 601. 5 :4; 2000; 1600.
P(ba) P(b-a)

602. 360, 150. 603. 4.350 kg.: 4831: g. —

10 b(l-a)
a-b a-b
804.12:25 kg.5 W gy Pa——yiP—r—
1-b a(1-b)

605. 34, 86931 hl.; 70.,13041 hl. 606. 0.9087: 4139 kg.

607. 4483750 g.; 7125 fr. 608. 38,50 fr.: 194.61 g.; 1077.

609. 300 1.: '49.725 §. 610. 37,7208 hl.; 49,2714 hl. :

611: 6583,775 $. 612. 4,085819 kg, (ler. lingote) : 1905819 kg, (2.°
lingote).

618. 300 g. 1200 g. 0,9.

614. 44100; 270400; T70560000; 697225; 1449616 ; 196504324,

615. 6359000; 21952000; 300763000000; 2685619 : 84328125,
129559592830382343.

616. 13, 14, 617. 14365, 14366. 622. No puede.

623. Sesenta millones novecientos sesenta y dos mil ciento sesenta; nueve
mil .ciento setenta.

631. 23; 387; 83: 99; 81; 360; 240735 30059; ' 1001.

632. 2010; 71, 138; 7007, b573; 8088, 36; 1322, 1292; 2767, 3710,
521805 ; 2039750; 131025,

633. 12; 8, 113; 25; 26, 649; 135, 600; 71, 8290, CO1; 101,
5061 ;- 1019 ; 301, 123855, 5234; 14010, 362, 387059 ; 1039, 712147
464, 102655; 389; 137.

634. 20. 635. 571. 636. 17,281,

637.:4; 9 113 79; 385525 "G88. 7T, 12 185 13:

640. 6; 15; 11, 631.4; 18. 648, 9 7; 24; 6

643. 7. 644. 5. 645. 506007 ; 3.,25.
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646. 5179 = 712 4 128 ; 49098652 = 7007% + 603 ; 64609480 —='8038% 436 ;
12824,853 = 111% 4 3;853.

647. 5 = (2,23)% + 0,0271.

648. 209,2; resto 24,36,

649. 280,18; resto 3,1676. 650. 0,9: resto 0.09,

651. 1,77; resto 0,0086. 652, 1,772; resto 0,001603.

653. 44,4444, 654. 47003 ; resto 400000727. 655. 6; vesto 4,073,

656. 0,1003. 657. 0,973. 658. 1,4; 9,3

659. 119; 5,37; 18,2. 660. 11,01; 2,946.

661. 5,1034; 2,0162. 662. 14,37121; 5,03121.

663. 0.0101; 0,0219. 664. 0,00043; 0,00072.

665. 2,414; 1,366; 0,309; 0,290.

666. 0,236; 2,225; 3,146; 0,318

667. 0,252 ; 0,7832; 2,782; 1,618.

668. 1,809; 5,449; 0,564; 1,410,

669. 5,828 0,268; 2,618; 0,098,

670. 9,899; 0,127; 1,336; 0,748,

671. 4,828 ; 4,051; 3,146; 3,646

672. 4,828; 1,366; 1,932; 0,457.

L 2 4+ V2 4+ V6 aVvD + bVa— Vabla - b)
673. g
4 2ab

'

3V30 + 5V15 —12 —10V?Z
b e

3+ V6 + vis w—1+ Vat—1 + V2ala—1)
674, —m—— ,
8 a—1

2
VB 4+ VB4 VE
2 3 2 1
675. 133 +3° —( CISPTRN RS TRo0E TR T )
2

25+36_+2“ 4+ 20 426 4 26 41
31 E

1
676. — V3 ; 8V3 -+ 5. 677, 3. @78. 8V3.
3

679. 3 + V5 = 5,28607. ' .
680. Diego debe a Juan 85 §.
681. 318 m.

682. 36. 683. 829. 684, 2—  685, 52, 686. 55.46755
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687.

694,
696.
697.

698.

699,

700.
701.

702,
703.
704.

705.

706.

707.
709.
711,
7138.
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31 15
4—.  688. 44. 689 (—50). 690, 5—.
44 29

65 « 20735
. —=2356. 692. 107, 893. — ’
3 9
12,7398 + 0,0618VI20.  695. 91 + 38V3 + 4523 + 2\/ 546,
0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169, 408, 985.

0, —1, —2, —8&, —12, — 29, — 70, — 169, —_ 408, — 985,
1 1 1 1 1
—— 1, 1—, 4, 9—, 23, 55—, 184, 323—,
2 2 2 2 2
TR (e T 1 2 1
2 e e e L e

2 5 5 21 24 113 135 649 782
11,2 5 13, a4,
==l gl e S A
V2, V3, V5, V6, VI70, VI0s7.
0, 0, 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44.

—1, 1, 2, 2, 5, 9, 16, 30, 55, 101.
Bie 4 - |7 an

_1 Ty SR A (.

2’3 8 @ 10

11 65 23 157 47

B ‘B 9\ A% a0

20400, 708, 4887,50 $ papel,

4199.041 § papel. 710. 112, 75524 m.Y
8,7511424 mJ3, 712. 52.25319 m.3,

54.09 mm. 714. —12.416 mm. 715. —19.05 mm.

28
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