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PREFACIO

En los fundamentos que acompaian el actual programa de matemdlicas,
se estableee claramente: ‘¢ Que los programas vigentes siguen un método
intuitivo y razonado que se apoya en imégenes reales y concretas, adoptado
con éxito, entre otros paises, en Francia, Alemania e Italia.’’

Aplaudimos sin reservas la adopeién de esta nueva orientacién, con el
convencimiento del éptimo resultado que esperamos se logrard entre nues-
tra juventud estudiosa.

Ateniéndonos, pues, a la orientacion establecida, nos hemos ajustado a
los siguientes criterios:

Hemos precedido las definiciones, de a?guna explicacion sencilla, a fin
de aclarar el concepto.

Con igual finalidad hemos precedido los enunciados de propiedades y
reglas, de algim ejemplo eonereto, y, en lo posible, su('tdo de la wida
practiea.

Hemos impreso los enunciados de propiedades y reglas con letra gmesn,
a fin de que el alwmno pueda distinguwir inmediatamente cudles son las
partes que debe estudiar y vepetir con toda exactitud, de cudles podrd
stmplemente leer y. retener lo principal.

Hemos impreso con letra chica, las demostraciones de las propiedades
cuye lectura se podrd transferir, sin inconveniente, para €l repaso. Al
respecto, y por ser mwy alpicable a nuestro medio, diremos, como lo expresa
en el prefacio de wna de sus obras diddcticas elementales ¢l insigne pe-
dagogo y matemdtico italiano SEVERI: ¢ Teoremas mds ¢ teoremas
menos, poco importa para le finalidad formativa de la ensenanza. Ll
tiempo dedicado a hacer comprender el espiritu de una definicién es, por
el contrario, siempre éptimamente empleado. El nifio tiene wna infinita
curiosidad por ver como estdn hechos los juguetes y las cosas que caen
entre sus manos; st lo queremos interesar, es mecesario andlogamente que
le mostremos cémo esta hecho la Ciencia, antes que ofrecerle, sin predm-
bulos, definiciones ¢ ideas bien compucstas y pulidas. Las definiciones
debe construirlas él por si mismo, partiendo de las nmociones de sentido
comiin que posee’’.

Es posible que esta obrita tenga mo pocas 1mperfeo(~w'nee, pero, desde
ya, agradecemos a los colegos toda indicacion que al respecto se sirvam
trasmitirnos a fin de mejorar las futuras ediciones, si es que ésta tuviese
favorable aceptacion,

EL AUTOR.

Buenos Aires, marzo de 1937.
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CAPITULO I
NUMERACION
Sucesion natural de los nimeros

1. Conjuntos, — Consideramos intuitivo el concepto ‘de
conjunto, grupo o coleccién de objetos; asi, por ejemplo, todo
estudiante sabe qué se entiende por grupo de alumnos, con-
_Jjunto de casas, de flores, coleccion de monedas, ete.

Obsérvese que en un conjunto figuran objetos de la misma
«especie.

Uno cualquiera de los objetos de un conjunto, se llama
-unidad del mismo.

2. Nimeros enteros. — Desde el primer afio de la es-
cuela, el estudiante sabe contar las unidades de un conjunto.
Tista operacién consiste en pronunciar las palabras:

uno, dos, tres, cuatro, cinco, ete., ete.

a medida que se consideran, uno por wno, los objetos del con-
junto, sin omitir alguno ni considerar un objeto méis de
wna vez.

Asi, por ejemplo, podemos contar las monedas que se en-
cuentran en una caja coloeindolas una por una sobre una
mesa y pronunciando sucesivamente las palabras: umo, dos,
tres,... ete. Si la tltima palabra pronunciada fuera, por
<ejemplo, dieciocho, se dird que el wmimero de monedas es
dicetocho.

Si la caja estd vacia y se pregunta cudntas monedas con-
tiene, se contesta: mingune. En lugar de usar esta palabra,
se dice que el mimero de monedas es cero.

Las palabras cero, uno, dos, tres, cuatro, cinco, ... que
sirven para expresar cudnmfos son los objetos de un conjunto
se llaman niimeres enteros o nfimeros naturales, o simple-
‘mente, nimeros,

Se indican con los signos bien conocidos:
0 v dinr By Sans bt -
Al nimero 1 se le llama también unidad.
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3. Sucesién natural de los nimeros. — Un nfimero entere
o natural se llama sucesivo o comsecutivo de otro, si se ob-
tiene de éste contando después de él una sola unidad.

Llamamos sucesion natural de los niameros, al conjunto de
nimeros naturales ordenados de modo que a cada nimero
siga el consecutivo. ~ F. ‘

De las definiciones anteriores deducimos que:

La sucesion natural de los mimeros est¢ limitada en un
sentido e ilimitada en el otro. En efecto: clla debe empezar
por cero, y no tiene limite superior, porque cada nimero
natural tiene su consecutivo.

4. Principio fundamental. — Cuando contamos los objetos:
de un conjunto, cada uno de ellos tiene una posicion deter-
minada: decimaos que los objetos se cuentan en, determinado
orden.

Contando nuevamente los objetos en otro orden, es evi-
dente que el resultado no altera. Admitiremos, pues, como
cierto, el siguiente PRINCIPIO FUNDAMENTAIL: DE LA
ARITMETICA.

El nimero de objetos de un determinado conjunto es el
mismo, cualquiera que sea el orden en que se cuenten aque-
llos objetos.

5. Objeto de la Aritmética. — Lo Aritmética es la cien-
cia de los niimeros. — Para su estudio, hacemos abstracciom
de todas las propiedades de las cosas que se estudian en las
otras ciencias,

Ella comprende: 1. La manera de formar, enunciar y
escribir los ntmeros. -

2.2 La manera de efectuar las operaciones con los niimeros..
3. El estudio de las propiedades de los ntmeros.

Igualdad y desigualdad

6. Axiomas fundamentales. — La Aritmética, como to-
das las ciencias de Trazonamiento, utiliza algunas proposi-
ciones relacionadas entre si, que se llaman definiciones,
axiomas, postulados, teoremas, etc.

a) La definicién es la proposicién que establece el signi-
ficado de una palabra o la naturaleza de una cesa.
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b) Axioma es una verdad evidente por si misma; basta
enunciarla para que todos la eomprendan.
Los axiomas principales son:

1.° Toda cantidad puede reemplazarse por su itgual.
2.° Dos cantidades iguales a una tercera son iguales entre st.

3.° El todo es igual a la suma de sus partes y mayor que
cualquiera de ellas.

4° Si con cantidades iguales hacemos operaciones iguales,
obtenemos resultados iguales.

¢) Postulado es una proposicién cuya verdad se admite
sin pruebas y es necesaria para servir de base en ulteriores
razonamientos.

d) Teorema es una proposicién que contiene una verdad,
pero que es neeesario probar mediante un razonamiento que
se llama demostracién.

En el enunciado de un teorema se distinguen normalmente
dos partes: la hipdtesis, es el conjunto de relaciones que se
admiten; la tesis, es la propiedad que es necesario demostrar.

Si en el enunciado de un teorema sc cambia la hipdétesis
por la tesis y viceversa, se obtiene un nuevo teorema que se
llama inverso o reciproco del primero.

¢) Corolario es una consecuencia que se deduce de una
o mas verdades demostradas.

/) Problema es una proposicién a resolver.

7. Notaciones. — Cuando queramos dar mis generalidad
a las cuestiones que trataremos en lo sucesivo, representa-
remos los nimeros mediante letras del alfabeto latino.

Asi, representaremos con ¢ y b los niimeros que expresan
cudntos son los objetos de dos conjuntos. Si quitamos de
éstos, al mismo iiempo 1y sucesivamente, un objeto, puede
suceder que log dos conjuntos se agoten simultineamente, o
bien, que uno de ellos, por ejemplo, el primero, se agote
antes que el otro. En el primer caso, decimos que los dos
conjuntos tienen el mismo ntmero de ohjetos, o que a es
agual a b, y se escribe:

ghi=—nh i)

En el segundo caso, a es menor que b, o lo que es lo

mismo, b es mayor que a, y se escribe: '

o

a<b obiem b>a [2]
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La [1] se llama dgueldad; el signo = se llama signo de
sgualdad, y se lee: es igual a o bien, igual a.

Las [2] se llaman desigualdades; los signos <, > se leen
respectivamente menor que, mayor que.

El nGmero que estd delante del signo de igualdad o de
desigualdad, se llama primer miembro de la misma; el que
estd después, segundo miembro. Asi, en la igualdad [1], el
primer miembro es a, y el segundo es b. -

8. Propiedades de las igualdades. — Admitiremos como
evidentes las siguientes propiedades, que se llaman leyes o
caracteres formales de las igualdades :

1.2 Todo mitmero es igual a si mismo (ley reflexiva).
a="q

2. 8i un nimero es igual a otro, éste lo es al primero (ley
simétrica).

Si e=0"b, tenemos b —a.

3.2 Si un nimero es igual a otro y éste, a su vez, es igual
a un tercero, el primero es igual al tercero (ley transitiva).

i Ogfe=iplnly == gl Ffenemon’ T igh=="g%

En este caso podemos eseribir: a = b =c¢ .

9. Postulado de las igualdades. — Efeciuando con los

dos miembros de una igualdad una determinada operacion
con um mismo numero, se obtiene otra igualdad.

10. Propiedades de las desigualdades. -— Las designal-
dades tienen las siguientes propiedades:

§ s Si a <b, tememos b > a.

2: Si a=Db y b>ec, tenemos & > c
Siioaes= b abioe ¥ ¢ < e

3> A G i, v s a>c
BifNgl e 4t PUTH== ov) i a < ¢

4° SIS, o= s i )
St < b b e 1 a < ¢

11. Postulado de las desigualdades. — Efectuando con
los dos miembros de una desigualdad una determinada opera-
ciém, se obtiene otra desigualdad en el mismo sentido que la
primera.
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NUMERACION

Numeracion decimal

12. Sistema de numeracién, — Desde los primeros aiios
de la escuela primaria, el alumno ya sabe que es posible,
mediante pocos vocablos y pocos signos convenientemente
relacionados, expresar cualquier nimero.

También ha aprendido a usar el método generalmente
adoptado desde hace mucho tiempo, que se llama sistema
de numeracién decimal, Nos limitaremos, pues, a su ripida
revision,

Los signos suficientes para escribir cualquier niimero, son:

0 2 1 ? 2 ) 3 2 4 b 5 7 6 b 7 J 8 ’ 9 )

aque se llaman cifras ardbigas (llamadas asi, porque se atri-
buye su origen a los Arabes). Se les llama también nimeros
digilos, porque los conjuntos que representan, pueden con-
tarse con los dedos de ambas manos. (*)

13. EI eriterio en que se basa el sistema de numeracién decimal se
evidencia con el ejemplo siguiente.
Propongdmonos contar las mnaranjas contenidas en un ecajon,

1.0 Se refinen en grupos de a diez; cada grupo se llamari una
decena (de naranjas). Supongamos que, terminada la operacién, nos
sobren 6 naranjas,

2.2 Si las decenas son més de 9, las reunimos en grupos de diez
decenas eada uno; ecada grupo se llamarid una centena (de naranjas).
Supongamos que después de esta operacién, nos sobren 2 decenas.

5.° Si las centenas son mfs de 9, las reunimos en grupos de diez
centenas cada uno; cada grupo se llamard un millar. Supongamos que
se hayan obtenido 4 millares sin que hayan sobrado centenas, Diremos
que el cajon contiene 4 millares, 2 decenas y 6 naranjas, o méis bre-
vemente, cualre mil veintiséis naranjas; dicho mimero se expresa con
cifras ardbigas escribiendo 4026, y habiendo colocado la cifra cere
para dar a entender que faltan los grupos de centenas de naranjas.
Por esta razén, se llama cifra no significativa, mientras que a las otras
nueve se les llama cifras significativas.

14. Valor de una cifra en la numeracién decimal. — Del
ejemplo del parrafo anterior, deducimos que en la escritura
de los ntimeros del sistema decimal, una ecifra sigmificativa
tiene un valor que depende del signo con que se representa
y del lugar que ocupa respecto de las otras cifras.

(*) La palabra digito proviene del latin digitus, que significa dedo,
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EJeMPLO. — Si escribimos que una poblacién tiene 8628 habitantes,
el primero y el dltimo lugar estin ocupados por la misma cifra 8;
pero el 8 que ocupa el lugar de la izquierda, indica 8 millares de per-
sonas, y el que esti a la derecha, 8 personas.

Cada cifra significativa ’nene, pues, dos valores: el valor
absoluto es el que se le asigna por convenciéon a la forma
de la cifra; el valor relativo que depende del lugar que la
cifra ocupa en el namero escrito.

EJEMPLO. — La cifra 6 del ntmero 8628 tieme el valor absoluto de
6 unidades simples; el valor relativo de la misma es de 6 centenas,
o sea de 600 unidades simples,

15. Téngase presente el siguiente PRINCIPIO FUNDA-
MENTAL DE LA NUMERACION DECIMAL ESCRITA,
que se llama también principio del valor relativo.

Cada cifra colocada inmediatamente a la izquierda de
otra, representa unidades diez vieces mayores que la que
le sigue a la derecha.

16. Nomenclatura. — Es probable que el empleo del sis-
tema de numeracién decimal por casi todos los pueblos, se
deba a que, al principio, los hombres contaron con los de-
dos; la divisién de cada dedo en tres falanges, es probable
tamblen que haya dado la idea de division en los tres
ordenes (unidades, decenas y centenas), que componen cada
clase.

En el cuadro siguiente resumimos la sucesion de las
unidades de los diversos érdemes y clases que forman el
sistema decimal:

unidades simples . . . . . . . . . . 1°* orden
1.* clase { decenas A S R s I 1 e O e
centenas » R e ey S
i dossides - millne Ll Gty miraine T ot ilede
2.2 clase decenas ’? V7 § o« it Tanmeuinie xeigldbite O
eentenag 77 "’ o el e pmp ahonbod BioRlAA
unidades de nnllon ¥ TANSY
3.* clase decenas 22 et M Mot lliion e il
centenas ' 77 B N T NP i
tnidades «de millat,; de. ElOHra 1o ol nq by 10208, 7]
4.* clase decenas " s " SR o S D TG A
: centenas " ¢ = 3 . R
TNEaaeR da bilen s et i Laeseess g Sy B ge 22
5.* clase decenag 7’ ! ol v Al | WA -
centenag 7 7’ R I oD 3 A

- . - . - - . . . . . . - .
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Nora. — Un millén de millones se llama billén; un millén
e billones se llama #rillén; un millon de trillones, cuatrillon,
y asi sucesivamente, No confundir con el billén francés (o
aillard), que vale mil millones.

17. Base del sistema. — El ntGmero diez, que, de acuerdo
won el principio del valor relativo (N.° 15), indica que cada
diez unidades de un orden forman diez unidades del orden
inmediatamente superior, se llama base del sistema de mu-
ameracion,

Por ser diez la base de nuesiro sistema de numeracion, le
Alamamos sistema decimal.

Nora, — Como cualguier ntmero podria ser elegido por
base de un sistema, se podrian, en consecuencia, formar otros
sistemas de numeracion, analogos al decimal.

18. Modo de escribir un niimero. — En virtud del prin-
cipio fundamental de la numeracién eserita (N.° 15), de-
ducimos la siguiente

ReGrA. — Para expresar con cifras un nimero emmcwdo
0 eserito con letrps, se procede de szquierda o derecha, escri-
biendo primeramente la cifra que representa las unidades
del orden mds elevado; luego, sucesivamente, las cifras de
los érdenes inmediatamente inferiores, y recordando emplear
da cifra cero para los érdenes que faltan.

BEJeMPLOS. — 1.2 El ntGmero trescientos diecisiete, que contiene
3 centenas, 1 decena y 7 unidades simples, se eseribe: 317,

2.2 El ntimero cuarenta mil quinientos treinta, que contiene 4 decenas

de mil 5 centenas y 3 deceras, faltando las unidades de mil y las
simples, se eseribe: 40530,

19. Modo de leer un ntmsro. — 1.° Si el mitmero tiene
@ 1o sumo 3 cifras, no estimamos necesario enunciar regla
alguna, porque entendemos que todo estudiante sabrd leer
muy bien dicho nfimero, con los conocimientos adquiridos
en la escuela.

EJEMPLOS, — F1 nimero 16 se lee: dizsciséis. El nimero 58 se
{ee: cincuenta y ocho. El nGmero 23 se lee: veintitrés, (Lios nlimeros
<ompuestos de dos decenas, se leen mediante una sola palabra. a fin
de evitar la repeticion del diptongo ei).

2° Si el nitmero tiene a lo swmo 6 cifras, se separan las
tres de la derecha y se lee el primer grupo de la izquierda,
agregando la palabra. mil, y luego se lee el grupo de la
derecha.
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EsemprLo, — El niimero 38 508 se lee: treinta y ocho mil quinientos
ocho. El ntmero 965216 se lee: mnovecientos sesenta y cinco mil dos-
cientos  dieciséis.

3.° Si el nuimero tiene mds de 6 cifras, se agrupan de &
en 6 a partir de la derecha, y se enuncian sucesivamente los-
trillones, billones, millones y unidades, aplicando a cada gru-
po de seis cifras, la regla anterior.

Bigmrro. — El ntmero 8570243 se lee: ocho millones, quinientos
setenta mil doscientos cuarenta y tres. El ntmero 2 072 507 910 se lee:
dos mil setenta y dos millones, quinientos siete mil novecientos diez. EV
nfimero 1 216 307 000500 se lee: un billdn, doscientos dicciséis mil tres-
cientos siete millones, quinientos.

20. Numeros ordinales. — Estimamos conveniente recor-
dar los adjetivos ordinales; ellos son:

Primero, sequndo, tercero, cuarto, quinto, scxto, séptimo,
octavo, noveno (o mono).

Décimo, undécimo, duodéctmo, décimotercero, décimocuar-
to,... décimonono.

Vigésimo, vigésimoprimero, wvigésimosegundo, vigésimoter-
cero,. . - i

Cuadragésimo, cuadragésimoprimero,. . .

Quincuagésimo,. . .

Como  estos adjetivos resultan algo complicados para nlimeros gran-
des, en estos casos se prefiere usar el nimero natural, excepto para los
adjetivos sencillos, como centésimo, milésimo, ete. Asi, por ejemplo, se-
dird: ‘““N N es el niimero 54 de la lista’’) en vez de ‘“N N es el
quincuagésimocuarto de la lista’’.

)

Numeracion romana

21. Cifras romanas. — La numeracién escrita de los Ro-
manos aun se emplea en algunos casos, como ser en la ins-
cripeion de fechas en los monumentos, para indicar las ho-
ras en los cuadrantes de los relojes, ete. Resulta util, pues,
su conocimiento.

Los signos representativos de las cifras romanas son
letras mayusculas, de valores respectivos:

I v X L C D M
1 5 10 50 100 500 1000

Los signos I, X, C, M se llaman fundamentales, y
los otros, secundarios,
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22. Escritura de nfimeros (*). — Para la escritura se
establecieron las siguientes convenciones :

1.* Toda cifra eserita a la derecha de otra mayor o igual,
se suma con ésta.

BIEMPLOS. — 1T  signifiea wno y uno o sea, 2
VI %2 eineo Yy uno AR, 6

XII ” diez y uno y uno 12 24 e

CLV 7 cien y cineuenta y cinco ' 7" 155

2 Toda cifra colocada a la 1zquierda de otra mayor, se
resta a ésto.

BieMpLOS. — 1V significa cinco menos uno, o sea 4
XC L cien mencs diez, i 90
LM 22 mil menos cincuenta, 7’ 77 950

3." Toda cifra con una rayite horizontal en la parte supe-
rior, significa unidades de millar de esa cifra; con dos rayitas,-
unidades de millon; con tres rayitas, unidades de millar de
millon, etc.

Eaeyrros. — XIT significa 12 mil; XL significa 40 millones.

A fin de que un mismo ntimero no pueda representarse por
dos simbolos diferentes, se ha convenido, también, que:

La I sélo se antepone ala V. y ala X ; la X silo se
antepene ala L yale C;la C, ala D y ala M.

Los simbolos secundarios mo se antepomen ni se repiten.

Los simbolos fundamentales sdlo pueden repetirse tres ve-
ces, a lo sumo.

23. De acuerdo con las convenciones anteriormente esta--
blecidas, los treinta primeros mimeros de la sucesiéon natu-
ral son:
derp e Tl o 1A, I o5, oW e, 1 SYTIR, S NARERT jppliin i O i
XTGXTE, XA XTIV, XV, XV OXWIT) XVILT, XX XX
KT XX XXTLE NIV XXVE RN S Ry

Los signos siguientes significan:

X1 H AR, ol IBE L TRER 7 TRE e,
40 50 60 70 80 90 100

(*) Como en este parrafo se emplean las operaciones de sumar y restar, qus”
£e estudiardn en los pirrafos que siguen, podria transferirse, pues, su lectura,
para después de haber estudiado dichas operaciones,
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£¢, ©eCc, CDb, D, DC,\ DCC; . DCEC,; OMy Mz
200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Las unidades de millar se escriben asi:

MM ; MMM, IV, Vo Mgt X o XX
2000 3000 4000 5000 6000 10 000 20 000

Analogamente, tenemos:

I
|

! RN F it Moo X
1 R 5, 10 millones;
¥ R g e
1, 10,... 5 millares de millones
"BJEMPLOS, — 709 se escribe en cifrag romanas asi: DCCIX, — E] aiio

de la fundacién de Buenos Aires (1536) se escribe asi: MDXXXVI, —
“El aiio actual (1937) se escribe: MCMXXXVII. g

La suma

24. Operaciones fundamentales.—El conjunto de procedi-
mientos y reglas que nos enseflan a obtener, partiendo de
dos o més nameros dados llamados cantidades conocidas o
datos, otro nimero desconocido llamado resultado, es lo que
se llama operacién aritmética.

Las operaciones aritméticas se clasifican en directas e in-
VErsas. :

" Si con dos niimeros dados (a) y (b) se efectita deierminada

operacién aritmética obteniendo como resultado el mnimero
(¢), la operacion que debe realizarse con (¢) y con uno de
los dos nitmeros dados para obtener el otro, se llama INVERSA
de la primera.

Las operaciones directas son: la adicion (o suma), la mul-
tiplicacion y la potenciacion; las operaciones inversas: la sus-
traceién (o resta), la division, la radicacion (o extraceién de
raiz), y la logaritmacion.

La sustraccion v la division son las operaciones inversas
respectivamente de la adicién y de la multiplicacién; la radi-
cacion 'y la logaritmacién son operaciones inversas de su
potenciacion. :
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La adicién, sustraccién, multiplicacién y division, constitu-
ve el grupo de las CUATRO OPERACIONES FUNDA-
MENTALES;

25. Definiciones. — Trataremos de la primera de las
operaciones fundamentales, la suma, iniciando su estudio con
la imagen concreta del siguiente

EJEMPLO. — En un canasto tengo 6 manzanas y en ¢tro 5. ;Cudntas
manzanas tendré si las pongo todas en un canasto? Para contestar a
esta pregunta, puedo reunir todas las manzanas, formando de los dos
<conjuntcs uno solo, y luego contar: obtengo 11 manzanas. Pero tam-
bién puedo proceder tomando una manzana de uno de los conjuntos
y agregéndola al otro; por ejemplo, tomando una del conjunto de 5
y agregindola al de 6, y decir 6 y 1, 7; repito la misma operacién
4 veces mis diciendo sucesivamente: 7 y 1, 8; 8 y 1, 9; 9 y 1, 10;
10 y 1, 11. Hemos hecho una primera operacién aritmética: Decimos
que el nimero de manzanas de este tnice grupo es la suma de 10s
aumeros de manzanas de los conjuntos considerados.

La segunda de las operaciomes deseriptas para hallar la suma de los
dos conjuntos, facilita la comprensién de la siguiente

DEriNtCION. — Se llama SUMA de dos nameros al que se
obtiene contando sucesivamente después del primero, tantos
niimeros como unidades tenga el segundo.

Por ejemplo, la suma de 8 con 4 es el nGmero que se
obtiene contando cuatro niimeros consecutivos al ntmero 8;
se Hega asi al ntimero 12, que se llama suma de 8 con 4.
En este ejemplo, el niimero 12 es el resultado de la operacién.

Para indicar que la suma de 8 con 4 es 12, se escribe:
§ idi==12

que se lee, 8 mds 4 es igual ¢ 12, o méas brevemente: 8 ¥
4,12. Como vemos, la palabra mds se abrevia con el signo -}-.
Por definicién tenemos: 0 + 5 =5 ; 5 -+ 1 =6, vale
decir, que 6 es el ntimero comsecutivo de 5.
Convenimos, también, que: 5 +0=25 ; 8 + 0 =8,

ete., es decir, que la suma de un nimero con cero es el mis-
mo MUMero, :
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26. La SUMA de varios nfimeros se obtiene sumando los
dos primeros, luego sumando el resultado con el tercero, ek
nuevo resultado con el cuarto, y asi sucesivamente, hasta-
que se hayan considerado todos los niimeros.

Asi, la suma de los ntumeros 5, 3, 13 y 24 es el nimero-
que se obtiene sumando 5 eon 3, el resultado con 13, y ek
_nuevo resultado con 24. Pero, en lugar de ederibir

o= 8 =.8; 8 & 18— 21 5,21 | 24 = 45,
se escribe 5 + 3 + 13 + 24 =

Los numeros cuya suma hay que hallar, se llaman suman--
dos o términos de la suma,

La ADICION es la operacion aritmética mediante la cual
hallamos la suma de varios nfimeros.

Las palabras: adicionar, sumar, agregar, son sindnimas, y
todas significan: efectuar la adicién.

EjempLo I. — En una casa de tres pisos habitan: 18 personas en la
planta baja, 15 en el primer piso, 12 en el segundo y 14 en el tercero..
iCuédl es el ntimero de habitantes de la casa?

‘Bl ntimero pedido es: 18 4 15 4 12 4 14 = 59, obtenido-
efectuando la suma de los cuatro niimeros dados.

EsemPLo II. — Para indicar la suma de $ 5, con $ 3, con $ 13
y con $ 24 se escribird indiferentemente:
$5+$3+$13+$‘74—$450b1en $(5 1 13 4 24) = § 45

Obsérvese en los ejemplos antermres, que los términos:
de una suma y el resultado de la operacién son cantidades
de la misma especie; no tendria sentido una suma de can-
tidades de distinta especie.

27. Paréntesis. — Obsérvese en el tltimo ejemplo, que se
ha empleado el simbolo () que se llama paréntesis. Ge-
neralmente, al encerrar una operaeién dentro de un parénte-
sis, significa que se desea calcular previamente el resultado
de esa operacion, para luego operar sucesivamente.

Asi, por ejemplo, si ponemos
(5 + 3) + (13 + 24)

significa que debemos caleular separadamente las sumas
5+3=8 y 13 + 24 = 37, y luego sumar los resul-
tados: & -+ 37 =
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Cuando un paréntesis debe encerrar otro, se le reemplaza
por un paréntesis recto o corchete ![1] .

Asi, por ejemplo, si ponemos

5+ (38 +13)] + 24

significa que debemos ecaleular primeramente la suma
3 4 13 ==16, la que se agregara a b, obteniendo 5 -+ 16 = 21;
luego se agregara 24 a este resultado, obteniendo 21 - 24 — 45,

También se emplean las llaves{ }en lugar del paréntesis,
<unando éste debe encerrar corchetes.

Propiedades fundamentales de 1a suma

28. Propiedad conmutativa. — Supongamos, por ejemplo,
<que disponemos de tres bolsas, que contienen: la primera,
% manzanas, la segunda 3 y la tercera 4; nos proponemos-
reunir todas las manzanas en una sola eaja; evidentemente,
<ualquiera que sea el orden en que 'se viertan las bolsas,
<btenemos siempre el mismo niimero de manzanas en la caja.

Podemos expresar este hecho escribiendo:
64+3+4=34+6+4=6-+4+8=... =13

Como este razonamiento puede repetirse para cualesquiera
que sean log nameros, podemos, pues, representarlos con
letras (N.* 7), ¥ poner

a+bte+d=c+b+dt+a=d+ct+at+b=...

Esta igualdad origina el siguiente enunciado general:

‘El valor de una suma no cambia, si se altera el orden
de los sumandos,

La denominacién de conmutativa para esta propiedad, pro-
viene de la palabra commutar, o sea, cambiar entre si los
sumandos.

Nora, — Esta propiedad se justifica también fhcilmente teniendo-
presente el principio fundamental de la Aritmética (N.° 4); en efecto:
alterando el orden de los sumandos, lo finico que hacemos es alterar el
‘orden en que estéin dispuestas las unidades del total, y sabemos que
su nlimero es independiente del orden en que se cuentan esas unidades.
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29. Propiedad asociativa. — Supongamos, por ejemplo,
que disponemos de cuatro bolsas que contienen: la primera,
7 manzanas, la segunda 2, la tercera 8, y la cuarta 9; nos
proponemos reunir todas las manzanas en un solo cajon.

Podemos proceder de distintos modos:

1.° Verter en el cajon, sucesivamente, las manzanas de cada
bolsa; esta operacién se indica asi: 7 + 2 4 8 4+ 9

2.° Verter en la segunda bolsa, las manzanas de la tercera,
luego verter en el cajén, sucesivamente, las manzanas de
la primera, segunda y cuarta bolsa; esta operacién se in-

dica asi: T4+ 2+ 8) + 9

3.2 Verter en la primera bolsa las manzanas de la tercera,
y en la cuarta bolsa las manzanas de la segunda, luegor
verter en el cajén, sucesivamente, las manzanas de la pri-
mera y cuarta bolsa; esta operacion se indiea:

T8+ (942
Asi, sucesivamente, podriamos continuar variando la for-
ma de reunir las manzanas de cada bolsa.

Evidentemente, cualquiera de los modos adoptados u otro
que se empleare, daria como resultado, que en el cajon se
encontraria siempre el mismo-niimero de manzanas. Pode-
mos expresar este hecho escribiendo la igualdad de los va-
lores expresados anteriormente:

T+24+84+9=7+(2-+8)+9=
= T+8+O+2)=...=26

~ Como podemos repetir.el razonamiento con otros nimeros,
empleando el lenguaje abreviado de las letras, tenemos:

e+ b Le+d=a+(b+d)tc= .._.:(a +ec+d)+b= ..

que origina el siguiente enunciado general:
El valor dé una suma no altera si se sustituyen dos ©
mis sumandos por su suma efectuada.

. La denominacién de .asociativa para esta propiedad, pre-
viene de la palabra asociar, o sea, reunir varios sumandos.
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30. Propiedad disociativa. — La igualdad

a+b+ct+d=ae+ b+4d) +ec

que expresa la propiedad anterior, puede escribirse inver-
tida, en virtud de la ley simétrica (N.2 8-2.%), y tenemos:

a+ (b+d) +ec=a+4+b-+ct+d

que mnos permite enunciar aquelia propiedad de este otro
modo : & rre :

Si dos o mds sumandos estin encerrados dentro de parénte-
sis, se pueden quitar dichos paréntesis; en otros términos:

El valor de una sumsa no cambia si se sustituyen dos o
méas sumandos por otros, cuya suma sea igual a la de los
primeros.

EJEMPLO, — Por ser 7 = 3 4 = 2 4 5 = 7

=14+8=44 5= ...lasuma 7 4 9 podm cseubuse asi:

T4 9 =1@if )t 9=T4 (I 4 8) = .
= (3 dpld)p gy b= i =16

La denominacién de disociativa para esta propiedad, pro--
viene de la palabra disociar, o sea, en este caso, descomponer”
un sumando en otros.

APricACION. — Fsta propiedad reeiproea de la asociativa, eonjunta-
mente con ésta y con la conmutativa, se: aplican frecuentemente en el
cdlculo mental, que trataremos con detalle en el dltimo Capitulo; no-

ohstante, desde el comienzo del curso, haremos aplicaciones del eéleula
mental, como lo establece ¢l programa vigente.

Asi, por ejemplo, debiendo sumar 46 4 69, se efectia mas fécil-
mente la suma descomponiendo (disociando) los dos sumandosg eomo’
sigue: "

45 4 69 = (4() + 5) + (60.+ 9) = (40' 4+ 60) + (5 + 9) =
= 100 4 14 =

- En la priectica no se escriben todas estas igualdades, sino que se”

opera mentalmente asi:

deecenas  unidades
4 5
6 9

10 14

7

es decir, 100 + 14 = 114,
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En resumen, se adicionan separadamente los nimercs enteros de las
Aecenas, se reducen a unidades, y a éstas s¢ le agrega la suma de las
~Lifras de las unidades.

31. Expresiones aritméticas. — Una o mis operaciones
.con ntmeros, indicadas mediante los signos convencionales
respectivos, constituyen una expresion aritmética. Asi, por
cjemplo, lo son las siguientes:

345+ 6+2)+1; 5+ @+1)] +3

Justificacion de la regla operatoria
de 1a suma

82. Si para ballar la suma de varios nimeros de varias
.cifras, apliciramos el procedimiento indicado en la defini-
cién de sama (N.” 25), tendriamos que contar sueesivamente
.después del primero, las unidades del segundo, a continua-
cién de este resultado las unidades del tercero, y asi sucesi-
vamente; la operacién resultaria excesivamente larga, por lo
.cual, en la practica se usa un procedimiento abreviado, que
explicaremos mediante algunos ejemplos.

33. Suma de dos nfimeros de una cifra. — Desde los pri-
meros afios escolares, el

TABLA DE SUMAR
alummo ya sabe sumar

mentalmente dos niimeros
e o Ol ot B st Bt o de una cifra cada uno,
1/2/3[4|5(6[7|8|9[10) g&in tener mecesidad de
2/3|a|5|6|7|8|9|10/11| aplicar la definicion de
3/4|5|6|7]8]9[10]11]12] S d(,g'"d%)- 1 i‘a

aprendido de memoria los
41816 7,6/9 WITHABNI rgsultados de las sumas
5/6(7|8|9]/10/11/12{13{14]] de los nueve primeros ni-
6| 718|9[10/11/12/13[14/15| meros, los que se indiean
71 8|9 |10[11[12]13]14]15]16] 2 102 tabla, llamada

tabla de sumar.
8|9|(10(11|12(13|14[15(16|17 La suma de dos nfime-
9110/11(12/13|14|15/16(17|18 ros se encuentra en la

casilla de interseccién de
Ja columna encabezada con uno de los sumandos dados, y la
-fila que empieza por el otro sumando.
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EJEMPLO, — Se suma 5 4 8, se encuentra en la casilla de intersee-
<ibn de la columna encabezada con el ntimero 5, y la fila que empieza
«con el nimero 8. En dicha casilla leemos el némero 13, que es la
suma que buscdbamos,

34. Suma de un nfimero cualguicra con otro de una cifra.
— Sea, por ejemplo, la suma 46 - 7. Agregando, como
en el caso anterior, las 7 unidades del segundo nimero a
las 6 del primero, se obtiene 13 unidades, o sea 1 decena
vy 3 unidades. Esta decena, sumada con las 4 decenas del
gprimer ntmero, da 5 decenas. Lia suma es, pues, 5 dece-
mas y 3 unidades, o sea, 53.

35. Suma de varios nfimeros cualesquiera. — Todo niime-
xo de varias cifras, puede considerarse como la suma de los
valores relativos de las mismas; es decir, como la suma de
as unidades de los distintos 6rdenes contenidas en el mis-
wno namero. Asi, por ej., 5764 = 5000 + 700 -+ 60 + 4.

Segiin esto, propongamonos sumar los niimeros 5764,
492, 4786 .

Descomponiendo cada uno en las unidades de los distintos
Srdenes, tenemos:

5764 = 5000 -+ 700 4 60 + 4
492 — 400 4 90 + 2
4786 = 4000 -+ 700 + 80 + 6

Es natural que (N2 11, 3.%), sumando las once partes
«en que se han descompuesto los ntimeros dados, tendremos
todas las unidades contenidas en los mismos, es decir, que
tendremos la suma. Pero estas partes pueden sumarse en
cualquier orden (N.° 28); sumaremos, pues, primeros las
unidades, luego las decenas, después las centenas, luego los
mmillares.

Disponemos la operacién ecomo se indica al lado, 5764
-y empezando por la derecha, decimos: 4 unidades 492
y 2 son 6, y 6 son 12, es deeir, 1 decena y 2 uni- 4 786
.dades; escribo éstas en el orden de las unidades, ———
-y llevo nuna decena para sumarla con las decenas 11042
.de los nimeros dados.

Pasando a las decenas, decimos: 1 decena que llevaba y

6 son 7, y 9 son 16, y 8 son 24 decenas, es decir, 2 cente-
2
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nas y 4 decenas; escribo las 4 decenas en su orden, y llevo
2 centenas para sumarlas con las de los ntimeros dados.

Pasamos a la columna de las centenas diciendo: 2 cen-
tenas que llevaba y 7 son 9, y 4 son 13, y 7 son 20 cen-
tenas, es decir, 2 millares; escribo cero en el orden de las
centenas, y llevo los 2 millares.

Pasando a los millares, decimos: 2 millares que llevaba
Yy 5 son 7, y 4 son 11, es decir, 1 millar y 1 decena de mi-
Har; las escribo en el orden respectivo,

La suma es, pues: 11042.
De este ejemplo podemos enunciar la siguiente

REeGLA. — Para sumar varios niimeros, se escriben orde-
nadamente cada uno debajo del anterior, de modo que las
unidides del mismo orden se encuentren en la misma co-
lumna. Debajo de estos sumandos se traza un segmento de
recta para separarlos del resultado que se escribird debajo.
Se suman primeramente todas las cifras de la fltima co-
lumna de la derecha; si el total no excede de 9, se escribe
debajo de esta columna; si excede de 9, se escriben sola-
mente las unidades y se llevan mentalmente las decenas a.
la columna siguiente, Se opera anilogamente con cada una.
de las otras columnas hasta la Gltima, cuya suma se escri-
bird integra a la izquierda de la cifra anteriormente hallada.
El nimero formado por todas estas cifras, es el resultado.

Nora. — Se empieza la adicién por la columna de la
derecha, a fin de llevar a la columna siguiente las decenas
provenientes de la suma de la colummna anterior. Si la
suma de las cifras de cada columna no excediera de 9, po-
drian sumarse las columnas en cualquier orden.

36. Prueba de la suma. — Se llama prueba de una ope-
racién, una segunda operacién que sirve para verificar la
primera.

La prueba de la suma puede realizarse de varios modos e
eitaremos dos: i

1.° Prueba por inversion. — Se efectta otra vez la adicién
pero en sentido inverso, es decir, sumando de abajo para
arriba (si la primera operacién se hizo en la forma habitual,
es decir, sumando de arriba para abajo). Los dos resultados:
deben ser iguales, en virtud de la propiedad conmutativa de
Ta suma.
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2.2 Prueba por sumas parciales. — Con todos los sumandos

EJEMPLO: 3856 se forman dos o méas grupos,

9023 hallando las sumas de los tér-

417 13296 minos que forman cada gru-

——— po; luego se halla el total de

8709 estas sumas parciales y su

39162 resultado debe ser igual al

297 48168 de la primera operacién, en

virtud de la propiedad asocia-
61464 61464 tiva de la suma.

37. Notas practicas. — 1.* Cuando los nGimeros a sumar
son muchos, en la practica se acostumbra sumarlos en gru-
pos, v luego se suman los resultados de dichos grupos, como
va lo hicimos en la prueba de la suma (N.° 36-2.%).

2.* Cuando los sumandos no se hallan esecritos en columna,

1o es necesario esta Gltima disposicién para hallar su suma.
Basta con empezar a sumar las ultimas cifras de la dere-
cha de cada ntmero, pasar luego a las pentultimas, y asi

. sucesivamente como indicamos en la regla (N.? 35). Para
evitar que las cifras no se consideren en su justo orden,
‘es conveniente, cuando se considera cada cifra, poner sobre

| ella una marca por ejemplo, un punto.

' Presentamos a continuacién un ejemplo, en que los ntime-
ros estan escritos en cualquier orden:

245 269 7573
387 6372 :

Sumo las cifras: 7, 12, 14, 23; eseribo 3 (a la derecha)
y llevo 2; las penultlmas 10, 14 21, 27; 7"y llevo 2; 5,
7, 10515 5 5 y llevo 1; 7.

3." En los cuadros estadisticos, presupuestos, ete., general-
mente interesa conocer las sumas de los nimeros colocados en
cada columna y las de cada fila. Las sumas de los ntimeros
de las columnas se escriben en la Gltima fila, y las de las filas
en la uGltima columna. El total gemeral se obtiene sumando
los ntimeros de la ultima fila, o bien los de la Gltima columna.
En la préctica, se calcula este total general por los dos pro-
cedimientos, a fin de verificar todas las adiciones efectuadas.
A continuaeién presentamos un ejemplo.

Obsérvese que, en este ejemplo, para obtener las sumas de
los nimeros de cada fila, conviene emplear el punteado de
cada cifra, como lo indicamos en la nota anterior.
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38. Representacion grafica de la suma. — Suponga-
mos que un segmento de recta (M N) represente cierta uni-
dad. Si sobre una semirrecta Oz, que se acostumbra colo-
car horizontalmente y con el origen O a la izquierda, lleva-
mos a partir de O el segmento (M N), una o mas veces, ob-
tendremos segmentos compuestos de aquel segmento unidad.

M N

ez

o) A B C D E F G

2z eSSy S S a: fee
Y 1 2 3 4 5 6 7 e

Por ejemplo, el segmento (O C) se compone de 3 unida-
des; el segmento (O E) de 5, ete.

Al punto O llamamos origen, y a los puntos C, E, F, ...
gxtremos de los segmentos 0C, OE, OF, ...

La semirrecta Ox se llama eje orientado (en el caso de la
figura, la orientacién es de izquierda a derecha).

Numerando los extremos de los segmentos como lo hicimos
en la figura, es decir, empleando la sucesién natural de los
ntimeros, decimos por ejemplo, que al punto C corresponde
el nfimero natural 3; al punto D corresponde el nimero 4,
ete. Al origen le corresponderd el niimero cero.

Reciprocamente, dado un ntmero cualquiera, queda fijada
la posicién de un punto sobre el eje; en consecuencia, queda
fijado también un segmento de origen O, cuyo extremo es
aquel punto; aquel segmento se llama segmento representa-
tivo del namero.

Hemos visto, pues, eémo se representan graficamente los
nameros naturales.

BIEMPLO. — Al néimero 3 corresponde el punto €, siendo su seg-

mento representativo, el (O0(C). Al ntimero 5 corresponde el punto £,
siendo su segmento representativo el (0 E).

M N
=== gmmkmm:mg
e Iy 543 £ Srnsdry
AN & AN AR o 1 i,
O\ 1 2 3 4q ,5\ 6 7 8 9 10 o«
S - b A R G E i T = \_——\f-—-‘
5 3

Para hallar gréficamente la suma de nameros, sean, por
ej., los nimeros 5 y 3 que deseamos sumar.

| RIBLIOTECA NAGIONAL |
DE MAESTROS
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Si sobre el eje orientado Oz, a continuaciéon del segmente
(O E) llevamos 3 veces el seﬂmento unidad (M N), o sea,
llevamos un segmento (E H) = (0 C) = 3, obtenemos el
segmento (O H), a cuyo extremo corresponde el ntmero 8,
es decir, la suma 5 + 3

El segmento (O H) representa, pues, graficamente, la
suma 5 4 3,

Del ejemplo anterior, que también hubiera podido estable-
cerse en forma analoga para otros ntmeros, deducimos la
giguiente

ReGLA. — Para sumar grificamente dos niimeros se em-
plea un eje orientado (por ejemplo hacia la derecha) ; a con-
tinuacion del segmento representativo de uno de los sumandos
se lleva (siempre hacia la derecha), un segmento igual al
representatwo del otro sumando; el segmento que tieme por
origen el del eje orientado y por extremo el del segundo su-
mando, representa, graficamente, la suma pedida.

Si fueran més de dos los sumandos, procederiamos como
indicamos en el (N.° 25).

Como ejercicio, demuéstrese graficamente la propiedad con-
mutativa de la suma,

Calculo mental en la adicién

39. Para el cdlculo rdpido, es muy conveniente acostum-
brarse a efectuar, desde un prineipio, algunas operaciones
numéricas mentalmente, es deci,r sin emplear lapiz, ni papel.

40. Suma de cifras. — Mas adelante veremos que, dos
cifras son complementarias cuando su suma es igual a 10,

Los pares de cifras complementarias son, pues: 1 y 9 ;
2y8; 3y7; 4y 6; 5y 5, que conviene recordarlas;
decimos también, que 1 es el complemento de 9; 2 es el
complemento de 8; ete.

Sumaremos, pues, las cifras complementarias cuando sean
sumandos de ubicacién préxima en el esquema de la suma.

Asi, por ej., obtenemos répidamente la siguiente suma: 8 4- 5 4 2 = 15
cbservando que 8 y 2 son cifras complementarias.

‘Andlogamente: 6 4 7 + 4 4+ 3 4 8 = 28 observando que 6 y 4
son ecifras complementarias, asi como 7 y 3.

3
et
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41. Suma de dos nfimeros de dos cifras.——Sumamos men-
talmente por un lado las decenas y por otro las unidades,:
reuniendo luego los resultados.

Asi, por ej., decimos: 34 4 52 = 86. Mentalmente hemos efectuado
80 + 50 = 80; 4 4+ 2 = 6; 80 + 6 = 86,

Este procedimiento es ventajoso cuando la suma de las
cifras de las unidades es menor que 10.

Cuando la suma de las cifras de las unidades es mayor
que 10, procedemos como antes, pero conservando sélo la
cifra de las unidades de esta suma y aumentando en una
unidad la cifra de las decenas.

Asi, por ej., decimos 85 4 67 = 152. Mentalmente hemos efectuado
80 + 60 = 140; 5 4+ 7 = 12; 140 4 10 4 2 = 152,

42. Suma de dos nfimeros cualesquiera. — Descompene-
mos mentalmente cada ntmero en las unidades de sus dis-
tintos Ordenes; efectuamos las sumas de esas unidades em-
pezando por las de orden mds elevado y sumamos luego los
resultados parciales.

Asf, por ej., decimos: 743 4 285 — 1028. Mentalmente hemos efec-
tuado 700 4+ 200 = 900; 40 4 80 — 120; 3 4+ 5 — 8. Luego:
900 4+ 120 = 1020; 1020 4- 8 = 1028.

Nora, — Conviene no pasar de un ejercicio al siguiente sin haber
antes practicado bastante con el anterior. Es necesario que e] estu-
diante logre operar mentalmente con rapidez y sin mayor esfuerzo,
efectuando, podriamos deecir, simultineamente las distintas operaciones.

Para el estudiante que posea algo de memoria visual, le resultari més
ficil el ecédleulo mental, imaginindose los nfimeros escritos em wuna
pizarra imaginaria; en otres términos, wviendo los niimeros sobre los
que opera.

La resta

43. Definiciones. — Iniciacemos e] estudio de la segunda
de las operaciones fundamentales, la resta, apoyandolo sobre
la imagen real y concreta del siguiente ejemplo.

Si tengo 12 pesos y presto 3 a wn amigo, ;cudntos me quedan? - .

Primeramente le entrego un peso y me quedan 11; le entrego un
segundo peso y me quedan 10; le doy un tercero y me quedan 9..

Por consiguiente, después de haber entregado los tres pesos a mi
amigo, me quedan 9. La operacién realizada se llama sustraccién o
resta, y lo que me queda, es decir, los 9 pescs, se llama diferencia -
entre 12 y 3, :
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Observemos que, si mi amigo me devuelve los 3 pesos, éstos, agre-
gados a los 9 que tengo, forman los 12 pesos que tenia; resulta, pues,
Jjustificada la siguiente

DeriniciOn, — Se llama DIFERENCIA entre dos niimeros:
(no siendo el segundo mayor que el primero), aquel nimero:
que sumado al segundo, da como resultado el primero.

Asi, para indicar que la diferencia entre 12 y 3 es 9,
se escribe:

12 —3=9

que se lee, 12 menos 3 es igual a 9, o més brevemente, 12
menos 3, 9, queriendo con esto expresar que swmando 9 com
3 se obtiene 12. Como vemos, la palabra menos se abrevia.
eon el signo —.

El ntimero mayor (o a lo sumo igunal al segundo ntmero),
se llama mainuendo; el nimero que se resta (nGmero que se
sustrae), se llama sustraendo; ambos niimeros son los- térmi--
nos de la diferencia.

Por definicion tenemos:

8 —8=0 puestoque 8-+ 0=28;
5—~0=25 4 Prm@i-prbae=5"

La SUSTRACCION es la operacién aritmética mediante-
la cual hallamos la diferencia entre dos nimeros.

Las palabras: sustraer, quitar, restar son sinénimas, y
todas significan efectuar la sustraccion.

Para indicar que restando 25 kilogramos de 38 kilogramos,.
obtenemos 13 kilogramos, se escribird indiferentemente :
Kg. 38 — Kg. 25 = Kg. 13; 0 bien, Kg. (38 — 25) — Kg. 13

Obsérvese que los térmings de una sustraccién y la dife-
rencia son cantidades de la misma especie; no tendria sen--
tido una diferencia entre cantidades de distinta especie.

Propiedades fundamentales de la resta

44, Propiedad 1.* — Recordando el ejemplo que precede
a la definicién de diferencia (N.* 43), vimos que si de $ 12
que tenia, prestaba a un amigo $ 3, me quedaban § 9, lo-
que se expresaba asi: 12 — 3 = 9.

También vimos que volvia a poseer los $ 12 cuando eB
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amigo me devolvia los $ 3 prestados, puesto que los adi-
cionaba a los $ 9 que me habian quedado, o sea:
12 =3|= 9
En general, podemos deeir:
El minuendo es igual a la suma del sustraendo, con la-
diferencia.
Una expresién literal de esta propiedad la tendriamos lla-

mando, por ejemplo, m al minuendo, s al sustraendo y d a
la diferencia; en consecuencia, podemos escribir

m=s + d

De aqui que podamos dar también la siguiente definicién::

La SUSTRACCION es la operacién mediante la cual, dado’
el valor de la suma de dos nimeros, hallamos uno de ellos
concciendo €l valor del otro.

45. Propiedad 2. — Supongamos, por ejemplo, que de
una caja que contiene 30 pesos, tengo que sacar 13 pesos
para pagar: 3 a un primer acreedor, 4 a un segundo, 6 a
un tercero. Puedo, en una sola vez, sacar los 13 pesos y pagar
3 al primero, 4 al segundo y 6 al tercero; el nimero de pesos-
que quedan en la caja resulta asi:

30 — (3 +4 + 6) = 17
o bien, puedo sacar de la caja, sucesivamente, primero 3 pe~
s0s que pago al primer acreedor, luego 4 que pago al se~
gundo, y en fltimo término 6 que pago al tercero; el ni~
mero de pesos que quedan en la caja es:
30 —3 —4 —6=17

Evidentemente, los resultados de operar con ambos proce-

dimientos son iguales; por tanto, podemos escribir:

30 —(3+4-+6)=30—3—4—6
Como el mismo razonamiento podriamos repetir para nf-
meros cualesquiera, tendriamos la siguiente expresién literal 7

e—(b+ec+d) =a—b—c—d

que origina el siguiente enunciado general:
Para restar de un nimero una suma de otros, se puede
restar del nimero sucesivamente los términos de la suma.
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46. Propiedad 3.* — Observemos la figura adjunta:
At @ @ @ OO @ @ O @
2¢ ’” o . o o . '

¥ supongamos que todos esos puntos representen objetos
de la misma especie. Imaginemos, por un momento, gque no
existan los puntos situados a la izquierda de la doble linea
de division; la diferencia entre el nimero de puntos de
la primera horizontal (que contiene 5), y el nimero de
puntos de la segunda horizontal (que contiene 3), es 2,
que representamos escribiendo:

5 —3=2
Supongamos ahora que no exista la doble linea de divi-
8i6n; la diferencia entre el niimero de puntos de la primera
horizontal (que ahora contiene 5 - 4), y el nGmero de

puntos de la segunda (que contiene 3 - 4), como se ve, es
aun 2; por consiguiente, podemos escribir:

G+4—@B+4 =
Repitiendo el razonamiento para ntmeros cualesquiera,
representando con m, s, d, respectivamente al minuendo, sus-

traendo y su diferencia, y siendo m un ndmero cualqulera )
tendremos que

m—s=d, dedonde (m -+ n)— (s-|n)=

Se origina, pues, el siguiente enunciado general:

Agregando un mismo nimero al minuendo y al sustraendo
de una sustraccion, la diferencia no altera.

47. Anilogamente, se verifica que si 9 — 7 = 2, tene-

(9 —4) — (T — 4) = 2, y, en general, con la

convencién de letras anteriormente establecida, tendremos
que:

(m —n) — (s—n) =d

-

_Como ejercicio, enuncie el estudiante la propiedad para
este tltimo caso.

R
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48. Andlogamente dejamos como ejercicio, que el alumno

pruebe, mediante un ejemplo numérico, y eseriba luego las

expresiones literales de las propiedades siguientes:

4 Aumentando o disminuyendo en un nimero al minuen-
do sin alterar el sustraendo, la diferemcia resulto respecti-
vamente aumentada o disminuida en aquel nimero.

5. Aumentando o disminuyendo en un mimero al Sus-
traendo sin alterar el minuendo, la diferencia resulta réspec-
tivamente aumentada o disminvida en agquel nimero,

6. Para restar un numero a una suma, besta restario @
uno cualquiera de los sumandos.

Justificacion de la regla operatoria
de la resta

49. Para hallar la diferencia entre dos nmumeros, podria—
mos aplicar uno de los dos procedimientos indicados en el
ejemplo del (N.° 38). Aplicando el primero, tendriamos que
contar sucesivamente, pero en orden imverso (o. sea descon-
tar), a partir del ndmero mayor, tantas veces como unidades
tiene el mumero memor; el ultimo ntmero contado seria la
diferencia. Asi, la diferencia entre 12 y 3 la obtendriamos
contando en la forma indicada, tres veces a partir de 12,
©o sea: 11, 10, 9; el dltimo nimero 9 es la diferencia que
‘buseabamos.

Aplicando el segundo procedimiento, tendriamos que con-
tar sucesivamente, a partir del wiimero menor de los mimeros
dados hasta obtener el mayor; el ntunero de veces contadas
seria la diferencia que busecibamos.

Asi, la diferencia entre 12 y 3 la obtendriamos contando:
4,5, 6, 7, 8 9, 10, 11, 12; como son 9 las veces contadas,
este niimero es 1a dlferencm

La operacién realizada con cualqmera de los dos procedi-
mientos anteriores, resultaria excesivamente larga; por con-
siguiente, en la préectica se usa un procedimiento abreviado
(como lo usamos también en la suma), que explicaremos me-
diante algunos ejemplos. i

50. Caso qus el menor de los nimerosz y la, diferencia
tengan sélo una cifra, — En este caso podria aplicarse
cualquiera de los procedimientos indicados en el pérrafo
anterior; es lo que haecen los nifios, en sus primeras opera-
ciones de cileulo, contando con los dedos. Pero, es prefe-
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rible ejercitarse para obtener los resultados mentalmente,
que también los proporciona la tabla de sumar.

Asi, por ejemplo, la diferencia 15 — 7 se obtiene bus-
cando en la tabla cudl es el niimero que sumado con 7 da.
15; se encuentra 8.

51. Caso general. — 1. Cada cifra del sustraendo es me-
nor que la del mismo orden del minuendo. Por ejemplo, en:
la sustraceién de los nimeros 9485 y 3172

Para ello restamos: las unidades de las unidades; las:
decenas de las decenas, y asi sucesivamente.

Disponemos la operaciéon como se indica al 9 485
lado, eseribiendo el sustraendo debajo del mi- ~=817Z
nuendo, y de modo que las unidades del mismo ————
orden se encuentren en la misma columna; luego 6313

decimos: 5 unidades menos 2 son 3 unidades; 8

decenas menos 7 es 1 decena; 4 centenas menos 1 son 3
centenas; 9 unidades de mil menos 3 son 6 unidades de mil.
La diferencia es, pues: 6313.

9.° Algunas cifras del sustraendo son mayores que las del-
mismo orden del minuendo.

Por ejemplo, en la sustraceién de los nameros 8532 y 6479.

En éstos, la sustraccién de las unidades y de las decenas:
‘no es posible, Razonamos entonces asi:

No pudiendo restar 9 de 2, agrego 10 unida- 8532
des al 2, y tengo 12; la sustraccion resulta en- — 6479
tonces posible y nos quedan 3 unidades, las que ———
escribo en la columna de las unidades, debajo 2 05%

de la raya. Pero, por haber aumentado el mi-

nuendo en 10 unidades, compenso el error aumentando tam-
bien el sustraendo en 1C¢ unidades (N.° 46), es decir, au-
mentando en 1 decena las 7 del sustraendo, lo que da &
decenas.

Paso a la segunda columma: de 3 decenas no puedo res-
tar 8; agrego 10 decenas al 3, y tengo 13; 8 al 13 van 5.
Pero, por haber aumentado el minuendo en 10 decenas,
compenso el error aumentando en 1 centena las 4 del sus-
traendo, lo que da 5 centenas. ‘

Paso a la tercera columna, y digo: 5 al 5, 0; luego &
1a cuarta: 6 al S van 2.

La diferencia es, pues, 2053.
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De aqui la siguiente

REgLa. — Para restar dos niimeros se escriben ordenada-
amente el menor debajo del mayor, de medo que las unidades
el mismo orden se encuentren en la misma columna. De-
‘bajo del sustraendo se traza un segmento de recta para se-
parar el resultado que se escribird debajo. Luego se restan
sucesivamente las unidades, las decenas, las centenas, ete.,
del minuendo, y se escribe cada diferencia debajo de las
cifras de donde provienen. Si alguna de las sustracciones
resultara imposible, se aumenta en 10 la cifra del minuendo;
luego, hecha la sustraccién, se agrega una unidad a la cifra
del orden siguiente del sustraendo antes de restarla de la
cifra correspondiente del minuendo.

EJEMPLOS : 38 542 253 407
—19265 — 8061
19 327 T 245 346

52. Prueba de la resta, — En el (N.° 36), ya indi-

camos qué se entendia por prueba de una operacion. Para
ja sustraccién, indicaremos dos:

1.° Prueba por suma. — Se realiza aplicando la primera
de las propiedades fundamentales de la resta (N.2 44),
o sea, sumando el sustraendo con la diferencia; nos debe
dar como resultado el minuendo.

No es necesario efectuar aparte esta suma; se utiliza el
mismo esquema de la resta, y se suma de abaJo para arrlba
1a diferencia con el sustraendo.

2° Prueba por diferencia. — Se realiza restando la dife-
rencia al minuendo y nos debe dar el sustraendo.

Esto se justifica también mediante la propiedad (N.° 44).
Como ejercicio, dejamos que el estudiante haga esta demos-
tracion.

Nora. — Por ser méis facil sumar que restar, en la prae-
tica, se opta por la primera de las pruebas indicadas.

53. Nota practica. — Cuando los términos de una diferen-
cia no se hallan escritos en columna, puede efectuarse la ope-
racion sin cambiar disposicién: basta para ello, con seguir
el procedimiento indicado para la suma (N.? 37-2."), es decir,
de poner un punto sobre cada una de las cifras consideradas.
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54. Representacién grifica de la diferencia. — Sean los
nimeros 5 y 3 cuya diferencia nos proponemos hallar gré-
ficamente.

Como en el caso de la’ suma (N 37), sea (O E) el seg-
mento representativo del ntimero 5, y (0 C) el del niimero 3.

Si sobre un eje orientado Oz, a partir del extremo E
del minuendo llevamos 3 veces el segmento unidad (M N),
pero hacia atrés (es deeir, hacia la izquierda en un eje orien-
tado hacia la derecha), o sea, llevamos un segmento
(EB) = (0 () = 3, obtenemos el segmento (0 B) a cuyo
extremo corresponde el niimero 2, es decir, la diferencia 5 —3.

M N O N, G
== [Zocrre N i it NI o [ aanrmcs s v sina]
roe 53 ool ctie 3= E

i g e ey T B

El segmento (O B) representa, pues, graficamente la di-
ferencia b — 3.

Del ejemplo anterior, que también hubiera podido estable-
corse en forma analoga para otros nilimeros, deducimos la
siguiente

REGLA. — Para restar grdaficamente dos mitmeros se emplew
un eje orientado; a partir del extremo del segmento represen-
tative del minuendo, se lleva el segmento representativo del
sustraendo, pero hacia atrds (es decir, en sentido contrario
al del eje orientado); el segmento que tiene por origen el
del eje orientado y por extremo el extremo libre del sustraen-
do representa, graficamente, la diferencia pedida.

Complemento, de un nimero

55. Derivicion. — Se llama COMPLEMENTO de un nd-
mero a la diferencia entre dicho nimero y la unidad del
orden decimal inmediata superior.

Asi, por ej., el complemento de 8 es (10 — 8) = 2 ; rel
de 537 es 1000 — 537 = 463 ; el complemento de 301785
es 1000000 — 301785 = 698215.

Facilmente se justifica la siguiente

REGLA. — Para hallar el complemento de un nimero s&
resta de 10 la Altima cifra significativa y las restantes de 9.

Asi, el complemento de 406 es 594 ; el de S740 es 1260 .
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56. Aplicaciones. — 1 En el (N2 40) ya aplicamos al
caleulo mental, el complemento de una cifra.

2. Se llama ntmero redondo, el que termina en cero
(puede terminar también en mas de un cero),

Redondear un mamero, significa sumarle un nimero tal,
que la suma sea un nmero redondo.

Se comprende fécilmente que, para redondear un nimero
basta sumarle el complemento de la cifra de sus unidades.

Asi, por ej., para redondear 48, se le suma 2, obteniendo 50. Para

redondear 583, se le suma 7, obteniendo 590.

3." Cuando es necesario efectuar un conjunto de sumas
y restas, pueden reemplazarse por una sola suma, empleando-
la sustraccion por el complemento, que indicaremos en el pé-
. rrafo siguiente.

Sustraccién por el complemento

57. RecLA. — Para restar dos nfimeros por el método del
COMPLEMENTO, se. escriben ordenadamente el minuendo
y debajo el complemento del sustraendo, de modo que las
unidades del mismo orden se encuentren en la mismd co-
lumna; lu2go se efectfia la suma, pero en el resultado sera
necesario restar 1 a la cifra de las unidades de orden inme-
diato superior a la mis alta del sustraendo.

EJempos. — 1.° Para calcular la diferencia de los niimeros
26738 y 549, como el complemento del sustraendo 549 es-
451, disponemos la operacién como indica el primero de los-
dos esquemas que siguen :

PRIMER EJEMPLO SEGUNDO EJEMPLO
Minpende e i . ;s cnte i fab 26738 547
Complemento del sustraendo . . . . 451 796
Erimasass | S, Ghametiee s STRG 1348
Diferencia que busefbamps. . . . . 26189 343

2° Para caleular la diferencia de los nfimeros 547 y 204 ,.
como el complemento de 204 es 796, disponemos la operacién:
como indica el segundo de los esquemas adjuntos. La diferen-
¢ia que buscabamos resulta 343, '
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58, La vegla auterior se justifica, para el primero de los ejemplos
“tratados, por la serie de igualdades siguientes, y, anélogamente para
otros.

26738 — 451 = (26738 4 1000) — (451 4 1000) =
(26738 + 100¢) — 451 — 1000 = 26738 4+ (1000 — 451) — 1000 =
minuendo -+ compl. del sustraendo — 1000.

El pasaje del primero al segundo miembro se justifica por la pro-

piedad del (N.° 46); el del segundo al tercero, en virtud de la propiedad

del (N.2 45); el del tercero al eunarto, en virtud de la propiedad del
(N.> 48-6.%).

Calculo mental en la sustraccion

59. Sumar un niimero cue difiere muy poco de 100, 1 009,
10 000, etc. — Para ello sumamos 100, 1000, 10 000, ete.,
vestando luego el exceso del niimero agregado sobre el ni-
-mero dado.

Por ejemplo, si tenemos que sumar 97 = 100 — 3, sumamos 100 y
-restamos 3. Asi, deeimos: 538 4 97 = 635; mentalmente hemos
efectuado 538 + 100 — 3 = 638 — 3 = 635.

Obsérvese que, en cada uno de los dos ejemplos tratados, la cifra que
restamos es el complemento de la de las unidades del nimero que de-
.Seamos sumar,

60. Restar un nimero que difiere muy poco de 100, 1000,
210 000, etc. — Para ello restamos 100, 1000, 10 000, ete.,

s ” ”
.sumando luego el exceso del numero restado sobre el nu-
-mero dado.

Por ejemplo, para restar 996 -= 1000 — 4, restamos 1000 y suma-

Jmos 4; asi efectuaremos 35872 — 996 = 35872 — 1000 4 =
= 34872 4 4 = 34876. ;

61. Resta de dos nimeros cualesquiera. — Segun la Pro-
piedad 2.* (N.® 45), para restar a un namero otro, podemos
-restar sucesivamente al primero las unidades de los diver-
.s08 6rdenes del segundo. i
Asi, por ej., para efectuar la sustraccién 826 — 354, efectuamos
826 — 300 = 526; 526 — 50 = 476; 476 — 4 = 472.

NOTAS HISTORICAS

La mumeracién. — Los pueblos primitivos contaban los objetos que
.cambiaban entre si para sus usos, marcando sigros sobre los tronecos de
~Arboles y sobre los huesos do animales.

Loa chinos contaban los objetos mediante nudos que hacian en euer-
.das especiales, y también mediante piedrecillas que coleccicnaban con-
~venientemente.
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Los babilonios usaban un sistema de numeracién bastante perfeceio-
mado, eomo lo atestignan tablas que datan de mas de 2000 afios antes
e J. C,

En la época del romano Boecio (siglo V), ya se aplicaba el prin-
cipio del valor relativo de nuestro sistema de numeracion decimal. Se
utilizaba en los edleulos un dispositivo que se llamaba Mesa pitagiriea,
que mis tarde fué llamado ‘‘dbaco’’. Cada ficha del abaco llevaba es-
erito, en cardcter especial, un signo representativo de cada uno de
los nueve primeros ntmeros; a continuacion reproducimos dichos signos.

I GXRREYPNS 9

Se dejaba vacia la ranura correspondiente al orden de unidad que
faltase. Hubiera hastado con agregar a los mueve simbolos, otro que
representase el cero, para llegar asi a nuestra numeracién escrlta

El sistema de numeracién moderna, basado en la colocacién de las
-cifras y en el uso del cero, se empleo inicialmente en la India; en el
siglo VITI llegé a conocimiento de los 4rabes, quienes lo trasmitieron
@ Europa en el siglo XIIT por intermedio de] matemAtico italiano Leo-
wardo de Pisa.

En euanto a los signos 4, 5, 6, 7, 9, y aun el 8, parece que han
«derivado de las letras mlclales de las palabras correspondlentes del
alfabeto indio, usado por el afio 150 a J. C., mientras que los signos
Jpara los niimeros 1, 2, 3, parecen derivarse de uno, dos, tres trazos de
pluma eseritog en cursivo
, En cuanto al cero, parece que, inicialmente, los 6rdenes se indicaban
-<con puntos; por ej.: 3. = 30; 5.-. — 500'() ete.; es probable, pues,
‘que se hayan transformado diehos puntos en: pequeﬁos circulos.

Los signos. — Los actuales signos se adoptaron después de conocerse
«el calculo aritmético. El signo de igualdad = fué empleado inicial-
:mente por el mateméitico inglés Roberto Recorde a mediados del siglo
XVI, justificandole asi: ‘‘Nada hay més igual que dos rayas iguales
5 paralelas” Los signos de des1gualdad > y <, fueron empleados
por primera vez por el inglés Harriot, a me-
diados del siglo XVI.

Los paréntesis fueron empleados inicialmen-
te por el holandés Alberto Girard, en el si-
glo XVII.

El empleo de las letras para representar
los ntimerog en la forma sistemética actual,
se debe al mateméitico francés Francisco Vieta
(siglo XVI), ereando con el ello el Algebra
elemental,

Los 'signos 4+ y — aparecen por el siglo
XV, reemplazando las antiguas iniciales p

FRANCISCO VIETA . p ; for-
(1540-1603) ¥y m, de plus (més) y minus (menos). Esos sig

nos fueron empleados por el matematico aleman
Juan Widman, luego por Stifel y adoptados mas tarde por Fieta.

* ¥k %



CAPITULO II

MULTIPLICACION
Definiciones

62. Producto de dos ntimercs. — Ilustraremos este con-
eepto con un ejemplo:

Dispongo de 4 canastos que conticnen cada uno 12 mancanas, y vierto
los 4 canastos en un cajén, ;Cudntas manzanas contendrd el cajon?

Ef ntmero que buscamos es evidentemente la suma

19 dep19 e 98 L. 12

aue tiene la siguiente particularidad: todos los sumandos scn iguales.
Una suma de varios swmandos iguales se llama producto; mis conere-
tamente, la swma anteriormente indicade se llama producto de 12 por 4.
Resulta, pues, aclarada la sigaiente

DeriNicién, — Se llama PRODUCTO de dos nfimeros el
que se obtiene efectuando la suma de tantos sumandos igua-
les al primero como unidades tenga el segundo.

Por ejemplo, en lugar de eseribir
34+3+3+3+3=15
se escribe
3 X. 5—-15u70: bien 13:0; =415
que se lee, tanto en un' caso como en el otro, ¢l producto de

3 por 5 es 15, o bien 3 multiplicado por 5 es igual a 15, o
mas brevemente: 3 por 5, 15.

63. EI namero que se suma con si mismo, se llama mul-
tiplicando; el que indica cudntas veces debe tomarse el
multiplieando como sumando, sz llama multiplicader; ambos
se llaman factores.

Podemos decir, pues, que la multiplicacién es una suma
abreviada.

 Nora, — Con cualquiera de las notaciones
(Kg. 3) 5 =Kg. 15; Kg. (3 X 5) = Kg. 15
K, 508 5 &= Kg, 15

e -
B e i e e s
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con las que indicamos el producte de Kg. 3 por 5, se con-
viene en abreviar la suma .

Kg. 3 + Ke. 3 + Kg. 3 + Kg. 3 4 Kg. 3 = Kg. 15
. Obsérvese, pues, que el producto es de la misma especie
que ¢l multiplicando, mientras que el multiplicador debe ser

un mimero abstracto, puesto que indica cudntas veces debe
sumarse el multiplicando con si mismo.

64. Producto de varios nimeros. — Ilustraremos este con-
cepto con un ejemplo:

)

Es mecesario eolocar los widrios de las wentanas de un -edificio de 5
plantas, con 18 wventanas en cade plantia y 2 wvidrios en cada ventand.
¢ Cudntos vidrios se mecesitan para todo el edificio?

Podemos razonar asi: empecemos por calenlar el ntmero de vidrios
para cada planta. Siendo 18 las ventanas de una planta y llevando 2
vidrios cada una, su nimero estari representadc por el producto

[ o 2 X 18

Para todo el edificio, es decir, para las 5-plantas, serd necesario un
nimero de vidrios igual al produeto por 5 del nfimero de vidrios nece-
sarios para cada planta. Efectoando el producto encontramos:

(2 X 18) X 5 = 36 X 5 = 180 .

Y contestamos que el ntimero de vidrios necesarios para todo el edificio
es. de 180. 1

- Si omitimos el paréutesis que hemos nsado en el ejemplo
anterior para indicar que debe multiplicarse por 5 el re-
sultado de la multiplicacién de 2 por 18, tendremos la ex-
presién:

2 X 18X 5

que se llama producto indicado, o simplemente producto
de tres nfimeros 2, 18, 5. En general:

Se llama PRODUCTO DE VARIOS NUMEROS el que se
obtiene multiplicando el primero por el segundo nfimero, el
producto obtenide por el tercero, el nuevo producio por el
cuarto, y asi sucesivamente, hasta considerar todos los ni-
meros. i

Asi, por ejemplo, el producto de 5 por 2 y por 8 es el
nimero que se obtiene multiplicando 5 por 2 y el resultado
por 8. Pero, en lugar de escribir

5 X 2'=110 ;114 10X 8 == 80
se escribe: 5 X Z X 8= 80

que. se lee -brevemente: 5 por 2, por 8, igual a 80.
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La MULTIPLICACION es la operacion aritmética me-
diante l1a cual hallamos el producto de varios nimeros.

65. El producto de dos o més ntmeros se llama también
MULTIPLO de aquellos niimeros. Asi, en lugar de decir 35
es el producto de 7 por 5 o de 5 por 7, podemos deeir:
35 es multiplo de 7, y también es multiplo de 5.

En general, si al producto de dos nmeros 6 y m lo re-
presentamos con la letra @, tendremos:
a=>b X m
igualdad ésta que nos dice que a es miltiplo de b segin m ;
o bien, que @ es maltiplo de m segin b.

Un nimero se llama par si es miltiplo de 2; de lo con-
trario, es impar.

Propiedades fundamentales de la
multiplicacion

66. Propiedad conmutativa.— Producto de dos factores.
— Siendo la multiplicacién una suma, y como ésta se efectiia
contando los objetos sumados, el resultado seri, el mismo,
aunque se varie el orden con que se cuenten los objetos (N." 4).

Asi, por ejemplo, propon-
® ®© ®© ® ¢ ® o 2imonos contar los bancos
del salén de clase, que re-
® ® ® @ presentamos con puntos en
la figura de al lado.
® © © o Si contamos los bancos
por filas horizontales, en-
® ® @® O contramos 4 filas de 7 ban-
cos cada una, o sea

R T e e e (R

Contandolos por columnas verticales, encontramos 7 co-
lumnas de 4 bancos cada una, o sea

4+4+4+4+44+4+4=4XT7

Pero, como indicamos anteriormente, siendo evidentemen-
te siempre el mismo el ntimero de objetos, cualquiera que
sea el modo de contarlos, tendremos:

T X ==y 5 T
Como el razonamiento podria repetirse para cualesquiera
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que sean los ntmeros de filas y de columnas, y aun para
otros objetos, representando los ntimeros por letras, podemos
establecer la igualdad

aXb=0>bXa

que origina el signiente enunciado general:
El valor de un producto de dos factores no cambia, si se
altera el orden de los mismos,

Producto de varios factores

67. La propiedad conmutativa también se cumple para
el producto de mas de dos factores. En efecto: en la figura
siguiente se representa también un conjunto de bancos
dispuestos en dos filas y divididos en grupos mediante las
barras verticales,

Cada par de barras comprende un ntimero de bancos igual
al produeto 3 X 2. Como los pares de barras son 4, ten-
dremos un niimero total de bancos igual a 3 X 2 X 4.

Pero como el niimero de bancos comprendidos entre cada
par de barras puede representarse también con 2 X 3, el
nimero total de bancos serd: 2 X 3 X 4,

Podemos, pues, escribir:

B¢ 2K =24 3014
(cambio de los 2 primeros factores).

Si ahora contamos por filas, en cada una tenemos 3 X ¢
baneos, y puesto que son 2 filas, el total sera 3 X 4 X 2,
que igualado con la primera de las expresiones anteriores,
nos da:

3X2X4=3X4X2

(cambio de los dos tltimos factores).
Aplicando sucesivamente uno u otro de los dos cambios
anteriores, podemos llevar los factores a cualquier posicion.
La propiedad puede gemeralizarse para cualquier nilmero
de factores.
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* Podemos, pues, en todos los casos, establecer'la igualdad

i

g.b.c.d.e=b.d.a.6.c=c.d.a.b.e=..,

que origina el siguiente enunciado general:

El valor de un producte no cambia, si se altera el orden
de los mismos.

68. Prepiedad asociativa. — Volvamos al ejemplo citado
en el (N.2 64), al ilustrar el concepto de producto de va-
rios factores:

Tis mecesario colocar los vidrios de las ventanas de un edificio de 5
planta.s, oon 18 ventanas en cada planta y 2 vidrios en cada ventand.
;Cudntos vidrios se mecesitan para todo el edificio?

. 'Ya hemos resuelto este problema, caleculando primeramente el nfiimero
de vidrios que necesitaba cada planta, encontrando finalmente el produeto:
(2 X 18) X 5 \

Se hubiera podido hacer otro razonamiento: ealcular primeramente el
nmero total de ventanas del edificio: siendo 18 las ventanas de una
planta y 5 el némero de plantas, el producto (18 X 5) expresa el
ntmero total de ventanas; como cada ventana necesita 2 vidrios, el
ntmero tota]l de vidrios que necesitari el edificio lo indica el producto

2 X (18"X &)

Podemos, pues, eseribir la siguiente ignaldad:

(2 X 18) X5 =2 X (18 X 3)

que nos expresa la propiedad asociativa de la multiplicacion. .

" El producto de tres mimeros es el mismo, ya que se multiplique el
producto de los dos primeros por el tercero, ¢ ya que se multiplique el
primero por ¢l producto de los otros dos.

Consideraciones anélogas a las del ejemplo anterior, nos
permiten extender la propiedad asociativa al caso de més
de tres factores, y recordando también que, mediante la
propiedad conmutativa, podemos, en un producto de varios

factores, disponer consecutivamente de cualesquiera de.

ellos, estableceremos, pues, la siguiente igualdad:

0 b e N == gt (B ) K e

y el siguiente enunciado general nabsise.

El valor de un producto no altera si se sustituyen: dos o
mas factores cualesquiera por su producto =fectuado.

1
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Al sustituir dos o mis factores por su producto efectuado,
decimos- que hemos asociado esos factores, vocablo que justi-
fica la denominacién de asociative para esta propiedad.

,BEJempro. 25 X 637 X 4 = 637 X (25 X 4) = 637 X 100 = 63700

" (Se caleulé mentalmente el producto de 25 por 4, y luego también
€l producto final).

69. Propiedad disociativa. — TLia igualdad
a3 Bl Xidis= g (b ac) ¢ d

que expresa la propiedad asociativa del producto, puede es-
eribirse invertida, en virtud de la ley simétrica (N.* 8), ¥
tenemos :

a X (b Xe)Xd=aXbXecXd

ue nos permite enunciar aquella propiedad de este otro modo:
Si dos o mds factores estin encerrados dentro de paréntests,
se pueden quitar dichos paréntesis; en otros términos:
El valor de un producto no cambia si se sustituyen dos

o mas factores por otros factores cuyo producto sea igual al
de los primeros.

Asi, por ejemplo, tendremos:
6 X 8= (2.3)8 =16(24) = 6(2.2.2) = (2.3)(24) ==:..=48

Como corolario de la propiedad anterior, tenemos que:’

Para multiplicar un producte indicado por wn mnimero,
basta multiplicar wno de los factores por ese mimero, conm-
servando los restantes factores.

Ejempro, — El producto de (5 X 2 X 6) por 3, que es igual &
60 X 3 = 180, puede obtenerse también asi:

(6 X 8) 12 6= 15 SN 2N — 180, | 0. bied
5X (2x3) X6=05 X% 6% 6=180; ete.

Multlphcaclon de una suma o diferencia
por un numero

70. Propiedad distributiva. — Cuando se quiere indicar €l
PRODUCTO DE UNA SUMA POR UN NUMERO se¢ encie-
rra la suma dentro de paréntesis. Asi, por ejemplo, queriendo
indicar el producto de la suma 3 + 2 por 4, se escribe indi-
ferentemente :

(3+2) X4 obien (3+2).4, oaun (34 2) 4.
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Efectuando la suma y multiplicando el resultado por 4,
tenemos:

(83+2)4=5X4=20

Observemos ahora cémo podemos llegar al mismo resultado:
por otro procedimiento:

Fl esquema de al lado contiene

Oy Q005 BBy filas, de (3 + 2) circulos cada

fila, y comprende en total, un nime-

g it ro de cireulos igual a (3 + 2) X 4.

O O O @ @ Pero teniendo en cuenta los colo-

res de esos circulos (blancos y ne-

O O O @ @ gros), y contando primero los blan-

cos y luego los mnegros, tememos 4

filas de 3 circulos blancos, y 4 filas de 2 circulos mnegros, o

sea un namero total de circulos de (3 X 4) + (2 X 4).
Igualando ambos ntmeros, resulta:

342 X4=3BX4 +2X49 [a]
Haciendo operaciones, tenemos:
B4+2) X4=12+8=20
resultado éste igual al obtenido por el primer proeedimiento..
El razonamiento empleado para obtener la igualdad [af

podria aplicarse a nfimeros cualesquiera, y establecer en ge-
neral la igualdad

(a—i—b—l—c).m:a.m—l—b.m—l—c.m

Como en virtud de la propiedad conmutativa tenemos tam-
bien que

(e+b+e¢).m=m.(a +b+c)

podemos, pues, establecer el siguiente enunciado general:

Para multiplicar una suma, no efectuada, por un nimero
0 un niimero por una suma, puede multiplicarse cada tér-
mino de la suma por el niimero, y sumarse los productos:
parciales.

‘Esta regla constituye la propiedad distributiva de la mul-
tiplicacion respecto de la suma.
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Otra demostracion de la propiedad distributiva de la multiplicaci6n®
respecto de la suma, es la siguiente:

Por definicién de producto (N.¢ 62), tenemos, por ejemplo:
(B+5+2)X3=(84+5+2) + (B+5+2)+ (8 + 5 + 2)

En virtud de la propiedad disociativa de la suma (N.° 30), podemos
suprimir los paréntesis del segundo miembro de la igualdad anterior;
luego, aplicando a ese miembro la propiedad conmutativa de la suma-
(N.2 28), tenemos:

B4+54+2)X3=8+84+84+54+5+54+2+4+242

Finalmente, aplicando la propiedad ascciativa de la suma (N.° 29) y

luego la definicién de producto de dog factores (N.® 62), resulta:
84+5+4+2)X3=8X34+5X3+2X3

igualdad ésta que demuestra la propiedad.

71. Reciprocamente: 3 X 4+ 2 X 4 =4 X (3 4.2).

Es decir: La suma de varios productos que tienen un factor
comun, es igual al producto de este factor por la suma de
los otros.

Decimos entonces, que se pone en cvidencia un factor, o
bien que se saca un factor comin.

T2. Si se trata del PRODUCTO DE UNA DIFERENCIA.
POR UN NUMERO, puede también procederse como en el
(N.2 71), pero en lugar de sumarse los productos parciales,
se restan. Asi, por ejemplo, tendremos:

(8-—6) X3=8X3—6X3

Como ejercicio, enuncie el estudiante la regla general en’
este caso, que constituye la propiedad distributive de la mul-
tiplicacion respecto de la diferemcia.

-Reciprocamente, se comprende fcilmente que:
12 X 613 — 12 X 40 = 12 (6138 — 40)

En este caso decimos, también, que hemos sacado el factor
comun 12,

73. Una expresién compuesta de sumas y vestas, por ej., 8—541—3,
se llama suma algebraica o polinomio; para multiplicarla por un ntime-
ro, se procede anilogamente que en los (N.°5 71 y 73), es decir, mul-
tiplieando cada término por el namero y lnego sumando los productos
parciales, excepto cuando el término multiplicando es un sustraendo, que
sera entoneces necesario restar el producto parcial respectivo.,

EJgMpLOs
(8—5+1-—-3)2=8X2—5X234+1X2—3X2=

=16 — 1042 — 6 =2
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APLICACIONES, — Vimos que existen dos procedimientos
para multiplicar una suma o una diferencia, por un ndmero;
se aplicard uno u otro de ellos, segin los casos.

Por ejemple, si se desea conocer el importe total de la signiente venta:
1§ m. de una mercaderia a $ 3 el metro; 15 m. de otra a $ 3 el
metro, y 21 m. de una tercera a $ 3 el metro; dicho importe seri de
$ (18 X 3 + 15 X 3 4+ 21 X 3). Pero, observando que el preeio uni-,
{ario es el mismo, la operacién resultard mis breve sacando el nfimero
3 como factor comn, y tendremos (18 4+ 154+ 21) X3=54X3= 162,
o sea, que el importe de la venta es de $ 162.

Otro caso es el siguiente: Si se desea multiplicar 253 por 99, es
preferible poner el ntimero 99 en la forma (100 — 1), y 8e tendra
entonces: 253 X 99 = 253 (100 — 1) = 25300 — 253 = 25047

Volveremos sobre este easo al tratar el ¢“Caleulo mental’’,

Multiplicacion por uno y por cero

74. Factor uno. — Como el producto 1 X 5 o sea
14+1+1+1+4+1,es igual a 5, anélogamente se COn-
viene que b X 1 sea igual a 5. A la expresion 5 X 1 le lla-
mamos producto de 5 por 1, si bien a ella no podemos
aplicarle la definicién de multiplicacién (porque la suma no
puede constar de un solo sumando).

Teniendo, pues, 1 X 5 =5 X 1= 5, diremos que:

Si uno de los dos factores de umn producto es igual @ i
el producto es igual al otro factor.

Podemos decir también que la unidad tomada gomo factor
no altera un producto.

75. Factor cero. — Como el producto 0 G Eo" Sui
0+ 0+ 0+ 0+ 0, es igual a cero, anélogamente se
conviene que 5 X 0 sea igual a 0. A la expresién 5 X 0
le llamamos producto de 5 por 0, si bien a ella no pode-
mos aplicarle la definicion de multiplicacién (puesto que,
siendo 0 el multiplicador, tendriamos una suma sin sumandos,
lo que carece de sentido).

Teniendo, pues, 0 X 5 =35 X 0 = 0, diremos gue:

" Si uno de los factores de um producto es cero, el producto
¢s cero. Reciprocamente: ’
" 8i un producto es igual a cero, debe ser cero por lo menos
uno de los factores. '
De lo anterior, deducimos:

La conditién mecesaria y suficiente para que un producto
8ea cero, es que Sea cero por lo menos uno de los factores.
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Justificacién de las reglas operatorias
de la multiplicacion

76. Si para multiplicar dos ntmeros tuviéramos que re-
currir siempre al procedimiento indicade por la definicion
de la operacién (N.? 62), es deeir, en transformar la muiti-
plicacién en una suma, en la mayoria de los casos resultaria
una operaecifn algo larga. Asi, por ejemplo, para multiplicar
425 por 397, tendriamos que escribir el nimero 425 como
sumando, 397 veces y luego sumar.

En la prictica se abrevia la operaciéon con los procedi-
mientos que veremos a continuacidn,

T77. Producto de un namero per 10, 100, 1000, etc. —
Para multiplicar un nimero por la unidad segwida de ceros,
basta colocar a la derecha del miimero tantos ceros como Siguen
a dicha unidad.

Por ejemplo, el producto de 12 por 100 es igual al de 100 por 12

(segin 1a prop. conmutativa del producto). Pero 100 x 12 es la suma
de 12 ntimeros iguales a 100, o sea 12 centenas, vale deeir, 1200,

78. Producto de dos nimeros de una sola cifra. — Sea,
por ejemplo, la multiplicacion de 8 por 5. Segun la defini-
c¢iébn (N.2 62), tendriamos que efectuar la stma de 5 na-
meros iguales a 8; tendremos, pues:

T S sy s e S e L

No es p0s1b1e dar otra regla para obtener los productos
de dos factores de una sola cifra. Conviene, por consiguiente,
TABLA DE MULTIPLICAR aprender dichos produe-
tos de memoria, para lo
o|3lals|e|7]/8l9 cual se emplea la Tabla
4|68 10 12114 16|18 de multiplicacion, o de

6

Pitdgoras, que figura al
9]12/15/18| 21/24|27 lado, ya muy conocida
8(12(16|20| 24|28/32|36 por el estudiante desde la

15/20|25/30|35/40/45  Iscuela Primaria.

12[18/24|30/36|42|48[54 En ella, LoE %Jemplo»

el producto 8 X 5 se en-
s 4 L o ki cuentra en el cruce de la
1624/32/40/48|56(64|72 columna encabezada ¢on
18(27/36/45(54/63|72(81 el 8 y la fila que eifl-
pieza con el 5, o al revés.’

W00 I~ W, W N |-
-
o
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Pasemos ahora al procedimiento de la multiplicacién, dis-
tinguiendo tres casos, ademés del referente al de dos fac—
tores de una sola cifra.

79. PrIMER cAs0. — Producto de un niimero cualquiera por
otro de una sola cifra. — Sea, por ejemplo, la multiplicaciém
de 5768 por 4.

El multiplicando equivale a la suma

8 unidades + 6 decenas -+ 7 centenas 4 5 millares
por consiguiente, se obtendra el producto aplicando la pro-
piedad distributiva (N.® 70), y usando la tabla de multi--
plicacion. Tendremos, pues:

9768 X 4 = (8 unid. + 6 dec. + 7 cent. + 5 mill.) X 4 =
= 32 unid. 4 24 dec. |+ 28 cent. + 20 millares.

En la practica, se efectia la suma de estos resultados
parciales al mismo tiempo que la multiplicacién, operando-
ecomo sigue: 4 veces 8 son 32 unidades, o sea 3 decenas y
2 unidades; escribo éstas en el orden de las uni-
dades y llevo 3 decenas. 4 veces 6 decenas son 5768
24 decenas, y 3 que llevaba son 27 decenas, o X 4
sea 2 centenas y 7 decenas; escribo 7 decenas —
y llevo 2 centenas; ete. 23 072

Del ejemplo anterior podemos enunciar la siguiente

ReGLA, — Para multiplicar un nimero cualquiera por-
otro de una sola cifra, se multiplican por ésta cada una de
las cifras del multiplicando, empezando por la derecha, y
se escribe cada producto en el orden respectivo, si no excede
de 9. Si un producto excede de 9, sélo se escriben las uni-
dades, y se llevan las decenas para agregarlas al producto-
siguiente.

Practicamente, la operacién se dispone en la forma va:
conocida por los estudiantes, que indicamos al margen.

Si bien esta disposicion es cdmoda, mo es necesaria; ejer-
citese el alumno en efectuar multiplicaciones con los factores:
en linea, y aun con otra disposicién, (Empléese un procedi-
miento andlogo al de la segunda Nota del N.? 37).

80. SEcuNDO €As0. — Producto de un ntimero cualquiera-
por otro formado por una sola cifra significativa seguida-
de ceros.
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Sea, por ejemplo, el producto de 2385 por 700. Como 700
es igual a 7T X 100, podemos eseribir, aplicando en su orden
Jas propiedades disociativa y asociativa:

2385 X 700 = 2385 X (7 X 100) = 2385 X 7 X 100 =
= (2385 X 7) X 100 = 16695 X 100 = 1 669500
es decir, que basta multiplicar 2385 por 7 y agregar dos
<eros a la derecha del resultado (N.* 77).
Del ejemplo anterior dedueimos la siguiente

REucrA, — Cuando el multiplicador consta de una sola cifra
significativa seguida dz ceros, se multiplica el multiplicando
por dicha cifra como en el (N.2 79); luego se escriben a
la derecha del producto tantos ceros como tenga a su dere-
«<ha el multiplicador.

81. TercEr ca80. — (Caso general). Producto de dos ni-
ameros cualesquiera,
Sea, por ejemplo, el producto de 782 por 943. 782

Siendo el multiplicador igual a (3 -+ 40 - 900), X 943
el producto se obtendrd multiplicando 782 suce- ———
sivamente por 3, 40, 900, y sumando luego los 2 346
productos parciales (N.* 70). Pero, como cada 31 280
una de estas multiplicaciones pertenece a uno 703 800
de los casos anteriores, no estimamos necesario ———
mas detalles. Generalmente se dispone la opera- 737 426
«¢ién como indicamos al lado. En la practica no

se escriben los ceros terminales de los productos 782
parciales, dejando su lugar en blanco, como in- X 943
dicamos en la segunda de las operaciones de al ————
lado. 2 346
Podemos, pues, establecer la siguiente 3128
703 8
REcrA. — Para multiplicar dos niimeros cua-

lesquiera se escribe el multiplicador debajo del 737 426
multiplicando y se traza debajo de los factores

un segmento de recta. Luego se multiplica el multiplicando
ordenadamente por cada cifra del multiplicador, empezando
por la de la derecha, y escribiendo estos productos parciales
uno debajo del otro, pero desplazando cada uno de un lugar
hacia la izquierda respecto del precedente. La suma de los
productos parciales asi escritos, nos da el producto total.

82. Notas practicas. — 1.* Si alguna cifra del multiplica-
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v
dor es 0, es intil efectuar el producto del multiplicando por
esa cifra; se pasa, en ese caso, a la cifra inmediata de la iz-
quierda (a no ser que ella también sea 0) y el respectivo
: producto parcial se escribe desplazado en dos
3257  lugares hacia la izquierda respecto del anterior.
X 6004  Sien el multiplicador existen dos ceros seguidos,
——— el producto parcial de la primera cifra signifi-
13028  cativa que le precede, se escribe desplazado en
19 542 ires lugares hacia la izquierda, respecto del an-
——  —  terior; y asi sucesivamente. Véase el e,)emplo
19 555028 « de al’ lado :

2.# Bn la multiplicacién de dos nmeroes, por comodidad y
en virtud de la propiedad conmutativa, se toma como multi-
plicador el miimero que tiene menos cifras significativas.

3.° El producto de dos nimeros, uno de los cuales o ambos
terminan con ceros, se efectia multiplicando los nimercs
obtenidos suprimiendo los ceros finales y eseribiendo a la
derecha del producto los ceros que se habian suprimido.

Fécilmente se justifica esta regla medlante el siguiente
ejemplo:
43700 X 260 = 437 X 100 X 26 X 10 =

, =437 X 26X 100 X 10 = (437 X 26) X 1000
que nos indica que es necesario primeramente multiplicar 437

por 26, y el produecto obtenido multiplicarlo por 1000, es
decir, agregarle tres ceros (N.° 77).

83. Prueba de la multlphcaclon — La prueba de la mul-
tiplicacién se realiza aplicando la propiedad conmutativa
(N.* 66) ; vale decir, tomando como multiplicando el factor
que antes era multiplicader, e inversamente. No existiendo
error en la operacién, ¢l nucvo produeto debe ser igual al
primero.

Potencia
84. Definicicnes. — Sean los productos:

T se indica con el simbolo 72 que sé lee segunde
potencia de T; 7 es la base de la potencia y 2
el exponente o grado de la potencia.

se indieca eon el simbolo 5° que se lee tercem
potencia de 5; 5 es la base y 3 el ewponente
de la potencia.

o
A
N

5X
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88 X8 .8 X8 p=8%: 1534 15 <15 3% 15.=m15%:etc-
De estas igualdades resulta que el exponente indice cudntos

son los factores del producto, todos iguales a la base.
Diremos, pues, que

Una potencia es un producto de varios factores iguales.

‘La notacién, por ej., 15* se lee también: 15 elevado a 4, o
15 a la cuarta.

En general, si ¢ y » representan ntimeros cualesquiera, "
representa el producto de n factores iguales al nimero a.

A la segunda potencia de un ntimero se le llama, tam-
bién, cuadrade del ntimero; a la tercera potencia, cubo, y a-
la cuarta, bicuadrado. Lias denominaciones de cuadrado 7y
cubo, provienen de las figuras geométricas cuadrada o ct-
bica que se pueden formar con a®> o @® objetos, respectiva-
mente, '

Se 1laman potencias semejantes las que tiemen el mismo
exponente. Lias potencias semejantes son, pues, del mismo gra-
do. Por ej., 7* y 5* son potencias semejantes de 7 y de 5.
También lo son: 29, 15°% 428,

La POTENCIACION es la operacion aritmética mediante
la cual hallamos la potencia de un nimero.

Por definicién, cualquier potencia de O es igual a 0.

En efecto: 0t =0 X 0 X 0x0=0,
Anfdlogamente, cualquier potencia de 1 es igual a 1.
En efecto: 18, =15 1 agul sl 26 T A=l

Se conviene, ademéis, en que cualquier ndmero elevado a 1 es igual al
mismo nimero (aun cuando la idea de producto requiere por lo menos
dos factores).

Por ejemplo: 121 = 12; 4261 — 426 ; ete.

También se conviene en que cualquier nimero (diferente de 0) elevado’
a 0 es igual a 1,

Por ejemplo: 59 = 1 ; 432 — 1 ; ete.

85. Obsérvese también en las igualdades
101 = 10; 102 = 10 x 10 = 100 ; 103 = 1000 ; 104 = 10000 ; ete.
que toda potencia de 10 es igual a un nimero formade por la unidad
seguida de tantos ceros como unidades tenga el ewponente.

‘Reciprocamente: un ndmero formado por la unidad seguida de cercs
es tgual a una potencia de 10 que liene por exponente aquel nimero
de ceros. s
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86. Obtencién de potencias.—Por definicion, para hallar
4a potencia de un namero, no hay més que calcular el pro-
dueto de tantos factores iguales al ntimero como indica el
exponente.

Asi, por ej., la tercera potencia de 5 se obtendra caleu-
Jlando el producto 5X5X5 = 125; 2° = K IAHAAK K2 — 32,

Conviene que el estudiante recuerde los cuadrados de los
Adoce primeros nimeros; ellos son:

Nemerog: = 1, 2. 8,.4. 5 6 7,8 9 10, 11, 12
Cuadrados: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144

Al final del libro presentamos una tabla de cuadrados ¥y
cubos de nmameros enteros. Ejercitese el estudiante en su
manejo.

Asi, por ej., el enadrado y el eubo del ntmero 57 se encuentran en
la fila que empieza por 57, y en las columnas encabezadas con n2 y n?,
-respectivamente, encontrando 3249 y 185 193.

Céalculo mental en la multiplicacion

87. Multiplicacién por 2, 4, 8, 16, etc. — Cuando multi-
-plicamos un niimero por 2, se dice también que lo duplicamos.
“Puede efectuarse la duplicacién de un niimero agregéndolo
~a si mismo.

Asi, por ej., para duplicar el nimero 324, efectuamos mentalmente la
.suma 324 + 324, que nos da 648.

‘Para multiplicar un ndmero por 4, se le duplica 2 veces.

Anélogamente, para multiplicar por 8 = 2 X 2: %12, 88
Je duplica 3 veces,

Asi, por ejemplo, el producto de 413 por 8, lo obtenemos dupli-

cando 3 veces, Decimos: el doble de 413 es 826; el doble de 826
«es 1652; el doble de 1652 es 3304. El producto que busedbamos es 3304,

88. Multiplicacién por 11. — a) Si- el multiplicando
.consta de una sola cifra, ésta se repite dos veces.
Asi, tendremos: 8 x 11 = 88,

b) Si el multiplicando tiene dos cifras, se suman esas dos
.cifras y luego se eseribe el resultado entre aquellas dos cifras.
Si dicha suma tiene més de una cifra, se llevan sus decenas
para sumarlas a la cifra de la izquierda.
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. para hallar el producto 34 x 11, efectuamos: 3 + 4 = 7, ¥
?luego eser1b1mos el 7 entre el 3 y el 4; el producto serd 374,

Anélogamente, para el producto 58 x 11, efectuamos 5 4 8 = 13:
«escribimos el 3 entre el 5 y el 8, pero aumentamos una unidad al 5.
El prodoeto serda 638.

¢) Si el multiplicando tiene méis de dos cifras, se le mul-
tiplica primeramente por 10 y a este resultado se le suma
«] nimero primitivo.

Asi, el producto 8574 x 11 se obtendri sumando 85740 y 8574,
«obteniendo 94314 .

CUomo ejercicio, justifique cl estudiante este procedimiento; para ello
‘tenga presente que 11 = 10 4 1, y luego aplique al producto la pro-
piedad distributiva.

89. Multiplicacién per 9, 99, 999, etc. — Para efectuar
estos productos se multiplica por 10, 100, 1000, ete., al
multiplicando, y al resultado se le resta el ntimero primitivo.

Asi, por ej., el producto de 573 x 99 se obtendté, efectuando la
~diferencia 57300 — 573 = 56727.

Se justifica el precedimiento observando que 9 — 10 — 1;
99 = 100 — 1; 999 = 1000 — 1; ete.

90. Otras multiplicaciones. — @) Para multiplicar un
mimero por otro compuesto de varios factores, se le puede
‘multiplicar sucesivamente por cada factor (N.° 69).

Asi, por ej., para multiplicar por 15 = 5 x 3, multiplicaremos
wpor 5 y el resultado por 3, o vieeversa.

Anilogamente, para multiplicar por 6, multiplicamos por 2 y por 3.

b) Para multiplicar por un ntimero que difiera poeo de
un namero redondo (es el que termina en uno o varios
«ceros), se multiplica por el nimero redondo, y al resultado
®e le suma o resta, sezin los casos, el producto del nimero
.dado por la diferencia entre el niimero redondo y el mul-
‘tiplicador.

Este procedimiento ya lo hemos aplicado en el (N.¢ 88, e).

Asi, para multiplicar por 19, 29, 39, ete. por ser 19 — 20 — 1;
29 = 30 — 1; 39 = 40 — 1; etc.,, podemos multiplicar por 20,
30, 40, ete., y restar al producto el nimero dado. Por ejemplo:

B6 X 89 = 36 x 40 — 36 = 1440 — 36 — 1404,

Anélogamente, por ser 98 = 100 — 2, tendremos, por ej. el si-
sguiente producto: 23 X 98 = 2300 — 23 X 2 = 2-300 — 46 = 2 254.

3
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91. Multiplicacién de dos nimeros de dos cifras cada.
uno. — Estimamos interesante exponer el método de mul-
tiplicacién cruzada, usado desde épocas remotas (siglo XII).

Se multiplican las cifras de las umdades y s€

64  escribe la ultima cifra de este producto llevando las

X 'decenas; luego se multiplican en cruz las cifras de

57 los factores y se efectia la suma de los dos pro-

—  ductos, agregando a esta suma los decenas que lle-

3648 wabamos; se escribe la ultima cifra del resultado Y

se llevan sus decemas; finalmente, se multiplicon las

cifras de las decenas, al producto se le agrega lo que lleva-

bamos y €l miimero que se obtiene se antepone o las dos cifras
ya escritas.

Con un poco de practica, el método resulta facil y util. De

la cruceta colocada entre los dos factores, proviene el actual
signo de multiplicacién.

NOTAS HISTORICAS

El signo X de la multiplicacién, se debe al matemético inglés Ough-
tred (siglo XVII); empleado por Wallis, Newton, ete., se Lizo univer-
sal. Leibniz simplificé este signo redueiéndolo a ua punto.

Cardan {1637), no usé signo alguno interpuesto entre dos factores,
eolocandolos uno al lado del otro (Lucas lo atribuye a Stiefel en 1544).

Los egipeios multiplicaban mediante adiciones y duplicaciones. Los
griegos ya conocian la tabla de multiplicar,
debiéndose a Pitdgoras (siglo VI a. J. C.),
la disposieién de la tabla a doble entrada que
lleva su nombTe.

El actual procedimiento de multiplicacion
se debe a los indios, que lo transmitieron &
Europa por intermedio de los Arabes.

La nocién de potencia aparecié desde muy
antiguo en los problemas geométricos, como
1o indican las palabras cuadrado y cubo, esta

3 ?’ (ltima de origen griego.

JUAN WLls Las potencias y raiees de grado superior

(1616-1703) aparecieron més tarde con Diofanto (siglos:

III y IV y los Arabes del siglo XII,
La notacién actual do potencia mediante el exponente, se debe
a Descartes (1637). El simbolo de raiz se debe a Rudolff (1526).

r




CAPITULO IIT |
DIVISION b ke,
Cociente exacto

92. Definiciones. — Tlustraremos este concepto con un
ejemplo:

Con 15 litros de wino, ;cudntos recipientes de 5 litros se pueden le-
nar? Puedo proceder asi: lleno un recipiente y me sobran 10 litros;
repito la operacién dos veces més, y veo asi que con los 15 litros puedo
llenar 3 de aquellos recipientes. He efectnado, pues, las tres restas
sucesivas siguientes:

15 —5=10; 0—5=5; 5—5=0

El niimero 3 se llama cociente entre 15 y 5. Resulta, pues, estable-
cida para el cociente una primera,

DerinicioN, — Se llama COCIENTE entre dos nameros,
dades en cierto orden, al nimero que indica cudntas veces
se puede restar sucesivamente el segundo del primero.

Podemos decir, pues, que la division es una resta abreviada.

93. El cociente tiene también otro significado, que ilustra-
remos con un ejemplo:

Dispongo de 15 cuadernos para distribwirlos en partes iguales enire
5 alumnos. ;Cudntos les tocard a cada wno? Para contestar a esta pre-
gunta, puedo comenzar por dar un cuaderno a cada alumno, en total
9 cuadernos, y me quedan 10; repito aun la operacién otras dos veces
mis. De esta manera veo que los 15 cuadernos se han distribuido a
los 5 alumnos déndole 3 a cada umo.

El ntmero 3 determinado en la forma indicada, se llama cociente
entre 15 y 5. Resulta, pues, establecida para el cociente una segunda

DreriNicion, — Dados dos niimeros en cierto orden, si con
las unidades del primero se forman tantos grupos como
unidades tenga el segundo, el nimero que indica cuantas

unidades componen cada grupo, se llama COCIENTE entre
los dos niimeros.

84. Para indicar que el cociente entre 15 y 5 es 3, se
escribe ;

15 :5 =3

que se lee, 15 divido por 5 es igual o 3, o mis brevemente:
15 dividido 5, 3.

BIBLIOTECA NACIONAL |

DE MAESTROS

i



52 M. COPPETTI. — ARITMETICA (PRIMER ANO)

El ntmero 15 se llama dividendo, el 5 divisor; ambos son
los términos del cociente.

La DIVISION es la operacién aritmética mediante la cual
hallamos el cociente de dos niimeros.

La operacién realizada en les ejemplos anteriores se llama
divisién exacta, y es inverse de la multiplicacién, puesto que
el producto del divisor por el cociente es igual al dividendo:

b, X, 3 — 15
divisor cociente dividendo

El cociente de una division exacta se llama COCIENTE
EXACTO.

Nora. — Del coneepto de division dado en el parrafo anterior, o
sea el de distribucion; deriva el nombre de divisién dado a esta operacién.

Resto

95. Cociente entero. — Tlustremos el concepto con un
ejemplo:

Supongamos que se desea dividir $ 17 entre 5 personas: en este
caso la division no puede realizarse ewactamente, puesto que a cada
persona le corresponderian $ 3 y sobran $ 2. En estos casos se dice
que 5 es el cociente entero entre 17 y 5 y que 2 es el resto de la
divisién.

Obsérvese que 3 es el mayor nimero cuyo producto por 5 no supera
17. Podemos establecer, pues, para el cociente, una tercera

DrerinicioN. — Se llama COCIENTE entre dos nifimeros,
dados en cierto orden, al mayor niimero cuyo producto por
el segundo no supere al primero.

La operacién realizada en el ejemplo anterior, se llama
division inexacta o entera.

96. DeriniciON. — Se llama RESTO a la diferencia entre
el dividendo y el producto del divisor por el cociente.

Asi, por ej., el resto de 17:5 es 2, porque 17 — 5 X 3 = 2.
De la definicién se deduce que el resto debe ser menor que
el dwisor.,

97. Hallar el cociente entre dos ntmeros, dividir un na-
mero por otro, hallar cudntas veces un nGmero estd conte-
nido en otro, son frases sinénimas.

En lugar de decir, por ej., el cociente de 17 por 5 es 3 y
el resto es 2, se dice también: 5 estd contenido 3 veces en 17
con un residuo de 2.
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98. Noras. — 1." Obsérvese que
5:1=05, porque 1 X 5=
Tendremos, pues:

El cociente de un niimero por 1 es el mismo nimero.

2.* Tenemos: 13:13 = 1, porque 13 X 1 = 13 o sea:

El cociente de un niimero por si mismo es igual a 1.

3.* Tenemos: 0:26 = 0, porque 26 X 0 =0.

El cociente de 0 por un nimero (distinto de cero), es igual
a 0.

4 Basdndonos en la definicién, no tiene sentido dividir un
namero distinto de 0 por 0. En ese caso, convenimos en decir
que la divisién es imposible. Asi, por ej., 42 :0 es una divi-
si6n imposible, o también diremos que es un simbolo de im-
posibilidad, -

B.2 Por definicién cualquier mimero es el cociente 0 : 0,
porque cualquier ntimero multiplicado por 0 da 0. Diremos
que 0 :0 es un cociente indeterminado, o bien, que es un
simbolo de indeterminacién,

6.2 Recordando lo indicado respecto de la naturaleza del
producto (Nora del N.° 63), podemos establecer lo siguiente:

a) Si el dividendo y el divisor son cantidades de la misma
especie, el cociente es un numero abstracto.
Asi, por ejemplo, en el problema: Si se gastaron $ 63 en mercaderias
a § 7 el kilogramo, jcuantos kilogramos se compraron?
Se contesta con la indicacién siguiente:
($ 63): (3 7) = 9 (ntimero de kilogramos de mercaderia).

b) Bi el dividendo y el divisor expresan cantidades de
distinta especie, el cociente es de la misma especie que el
dividendo, y el divisor se considera ecomo niimero abstracto.

Asi, por ejemplo, en el problema: Si se gastaron $ 63 para comprar
9 kilogramos de mercaderias, jcudnto se pagé por cada kilogramo?
Se contesta con la indicacién siguiente:
($63):9 = $ 7 (costo de cada. kilogramo).
Con las notaciones:

($15):83 =4¢5 ;" 'm(54:6) —'m9
expresamos que la tercera parte de $ 15 es $ 5, o bien que
$ 15 es el triplo de $ 5; que la sexta parte de m.54 es m.9,
o bien que el séxtuplo de m.9 es m.54.

¢) El resto es, en todos los casos, de la misma naturaleza
que el dividendo.
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Formula fundamental

99. En la divisién, por ej., de 17 por 5, vimos que el
cociente es 3 y el resto 2. De la defincién de resto (N. 96),
tenemos, pues, la igualdad

1% =80 nX 312
de la que, por definicién de diferencia (N.° 43), podemos
escribir

1T=5 X3 4 2

Llamando D al dividendo, d al divisor, ¢ al cociente y r al
resto, en general tendremos:

D=4d X ¢+ r,siéndo r < d

que constituye la FORMULA FUNDAMENTAL de la divi-

si6n, y puede enunciarse asi:

El dividendo es igual al producto del divisor por el co-
ciente mas el resto,

100. Ta divisibn exacta puede considerarse como un
caso particular de la inexacta en que el resto vale cero. La
férmula fundamental anterior origina, pues, para la divisién
exacta, esta otra: D — d X c.

Asi, por ej., escribiremos:

42 +7 =16, porque 42 =7 X6
En este caso, decimos que 42 es diwvisible por 7, o bien, por

lo indicado en el (N.° 65), que 42 es multiplo de 7.
También diremos que 7 es submiltiplo o divisor de 42.

Cunando el resto es 0, podemos decir que el dividendo es
divisible (o bien, multiplo) tanto por el divisor como por el
cociente (N.° 65).

Propiedades fundamentales de 1a division

101. Propiedad distributiva. — (Nos referiremos en esta
propiedad, asi como en las cuatro siguientes, a la divisién
exacta). Supongamos, por ejemplo, que un chacarero va al
mercado con tres cajones de melones; un cajon contiene 90,
otro 72 y el otro 54. De acuerdo con el precio de plaza,
vende los melones a razén de 9 por $ 1. ; Cudntos pesos cobra
vendiendo todos los melones que llev)?
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Es natural que, para contestar a esta pregunta podemos
razonar de dos modos:

1.° Se caleula el nimero total de melones que el chacarero
ilevé al mercado, y el nimero que buscamos es el cociente de
aquel total (90 + 72 - 54), dividido por 9, que se indica asi:

(90 + 72 - 54) : 9

2.° Se calcula cuantos pesos se han cobrado por la venta de
los melones de cada cajon y se suman los tres ingresos; el
mumero que buscamos resulta ahora representado mediante la
suma

(90:9) + (72:9) + (54:9).

Siendo evidentemente la misma la suma cobrada, ya se
razone de uno u otro modo, podemos igualar las expresiones
anteriores, y tendremos:

(90 4 72 4 54) :9 = (90 :9) + (72 :9) + (54 :9)
¥y, en general

(@ +b+e¢):m=a6:m4+b:m+ c:m

que se puede expresar asi:

Para dividir una suma indicada por un ndmero, se puede
dividir cada término de la suma por el nimero, y se suman
los cocientes parciales.

102.- Anéalogamente, para dividir una diferencia indicada
por un nimero, tenemos:

(e —b)m =a:m —0b:m

Como ejercicio, enuncie el estudiante la regla respectiva.

Las dos reglas anteriores constituyen la propiedad disiri-
butiva de la division respecto de la suma y de la resta, res-
pectivamente.

EaevmprLo. — El cociente de 21 — 15 por 3 es,
21:3 — 15:3 =7 — & = 2,
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103. Propiepsp 1. — Un nimero no altera cuando se le
multiplica por otro y el resultado se divide por este ultimo,
o si se le divide por otro y el resultado se multiplica por ek
mismo niimero.

Asi, por ej., tendremos:

(5% 3):83=5; (24:6) X 6=24

¥, en general

(aXn):n=a; [(a:n) Xwv=a

Esta propiedad puede considerarse como un corolario de
1a definiciéon (N.? 95).

104. Propiepap 2.* — Para dividir un producto de varios
factores por el producto de algunos de los mismos factores,
basta suprimir del dividendo los factores del divisor,

Asi, por ej., tendremos
(83X 5 X'2X8):(8X2) =5XS3.

Para justificar el cociente hallado, basta multipliecarlo por -
el divisor, y ver que se reproduce ¢l dividendo (N.* 100).
Efectuando operaciones y aplicando las propiedades disocia-
tiva y conmutativa de la multiplicacién, resulta:
BX3HX(BX2=5X3X8X2=8X5X2X$3

El daltimo miembro es, precisamente, el dividendo.

En general, tendremos:

(g beod) < (b d) =NE e

105. Como corolario de la propiedad anterior, tenemos:

Para dividir un producto de varios factores por uno de
ellos, basta suprimir del producto este factor.

Asi, por ej., teudremos:

(B X <12 SGBx 19) 60 6v=2=8 X 2550

En general: (@ibie)ib =gie
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106. PrormEpAp 3. — Para dividir un producto por un ni-
mero, basta dividir por ese nimero uno solo de los factores-
(conservando los restantes).

Asi, por ej., tendremos:

(412X 17 :6=4X (12:6) X7
Para demostrarlo, basta multiplicar el segundo miembro-
por el divisor y ver que se reproduce el dividendo. Indicando-

la multiplicacién y aplicando propiedades ya demostradas-
(N.** 69, 67, 103), tendremos:

[4 X (12:6) X T X 6 =4 X (12:6) X T X 6 =
=4 % (12:6) X 6 X T=4 X 12X 7T
Reproduciéndose en el filtimo miembro el dividendo de la-

divisién propuesta, queda, pues, demostrada la propiedad.
En general, tendremos

(d.b.c.d) sn= a.(bsn)sc:d

107. Propiepap 4. — Para dividir un niimere por un pro-
ducto de varios factores, puede procederse dividiendo suce-
sivamente por cada uno de ellos,

Vale decir que, para dividir un niimerg N por el producto-
(a.b.c ), decimos que el cociente se puede obtener divi-
diendo N por g, luego dividiendo el resultado (N :a) por it
y finalmente dividiendo el nuevo resultado [(N :a) :b]
por ¢. Esto se indica mediante la igualdad general

N:(a.b.e) = [(N :a) :b] ¢

Efectuemos directamente la demostracién literal, en la que
estimamos que el estudiante no tendré dificultad alguna com
la practica ya adquirida a esta altura del curso.

Representando con g al cociente de la division de N por-
(a¢.b.c), tendremos:

N:(a.b.e) =g¢q [a]

de donde, N = (a¢.b.c).q, osea N=a.b.c.q
Dividiendo los dos miembros de la titima igualdad por @ »
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obtenemos otra ignaldad (en virtud del Postulado del N.? 9);
resulta, pues, aplicando también el (N.2 105):
Ni:ga=10.¢c.q
Dividiendo ahora los dos miembros de esta ultima igualdad
por b, resulta:
(N:a) :b=2¢.q
y dividiendo luego por ¢ :
[(N:a) :3] :c = ¢ (B8]
De las igualdades [a] y [B] resulta:
N :(@.b.c) = [(NV :a) :b] :¢
«que constituye la propiedad que mnos proponiamos demostrar.
EJeMPLO. — Para dividir 180 por 3 X 5 X 6 podemos proceder asfi:
180:3 = 60; 60:5 — 12; 12:6 = 2

El resultado es el tltimo cociente hallado, o sea 2, Procediendo di-
rectamente, caleulariamos previamente el divisor 3 x 5 x 6 = 90,
¥ luego dividiriamos 180 : 90 — 2.

108. Leyendo la propiedad anterior en orden inverso
(ley simétrica del N.° 8), podemos decir que

‘Para efectuar varias divisiones consecutivas (supuestas
posibles), puede procederse dividiendo de una vez por el
producto de los divisores empleados.

En cada caso se optard por el procedimiento de céleulo que
mas convenga.

Nora. — Como en el divisor (@¢.b.¢) de la propiedad an-
terior podemor invertir el orden de los factores (N.° 67),
también podremos, en consecuencia, invertir el orden de las
divisiones sucesivas.

EJjemPLo. — Considerando nuevamente el ejemplo anterior, en lugar
de dividir sucesivamente por 3, 5, 6, podemos dividir, por ejemplo,
primeramente por 5, luego por 3 y por 6. Asi tendremos:

180:5 = 36; 36:3 = 12; 12:6 = 2

109. Proriepap 5. — 8i se multiplican o dividen los dos
términos de una divisién por un mismo nfimero, el cociente
no altera, pero el resto queda multiplicado o dividide por
€l mismo nf@imero, respectivamente,

Empezaremos verificando la propiedad mediante un ejem-
plo, para el caso que se multiplique. Sea la divisién de 43 por
5; obtendremos 8 como cociente y 3 como resto; por consi-
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guiente, de acuerdo eon la férmmla fundamental (N2 99),
podemos escribir:
43 =56 X"3 +'38
Multiplicando ahora tanto el dividendo 43, como el divisor
H por un mismo nimero, por ej., 10 y efectuando la divisién
de los nameros que resultan, es decir, efectuando 430 : 50,

obtenemos el mismo cociente 8, pero el resto es 30 (o sea
3 X 10). En efecto

430 = 50 X 8 + 30.

En términos generales, si llamamos D al dividendo, d al
divisor, ¢ al cociente y r al resto de una divisién, sabemos
que la formula fundamental (N.# 99), expresa:

D=dXc¢+ r,siendo r <d

1° Multipliquemos por m ambos miembros de la igualdad
v de la desigualdad anteriores; obtendremos, respectivamente,
otra igualdad y otra desigualdad (N.”” 9 y 11). Pero obser-
vemos que el segundo miembro de la igualdad, por ser una
suma de dos partes, sera necesario multiplicar por m cada
una de ellas (N2 71); y que la primera parte d X ¢ siendo
un producto de dos factores, para multiplicarla bastard eon
multiplicar sélo el factor d. Tendremos, pues:

DXm=({@Xm)Xec+rXm; rXm<dXm

las que demuestran que dividiendo (D X m) por (d X m)
se obtiene por cociente ¢ y por resto r X m.

Por tanto, las dos divisiones, la de D por d, y la de (D X m)
por (d X m), dan el mismo cociente ¢; pero, mientras que
en la primera el resto es r, en la segunda es r X m.

Queda, pues, demostrada la propiedad.

2° Para el caso que se dividan los dos términos de una
divisién por un mismo ndmero, serd necesario emplear en la
demostracién la propiedad (N.? 101), luego la {N.2 106), ¥
razonar como en el caso anterior. Como ejercicio, dejamos para
el estudiante esta demostracion.

APLICACION, — La propiedad anterior se aplica, por ejemplo, para
gimplificar las divisiones, cuando el dividendo y el divisor tienen un
factor comiin §ue resulta facil suprimir. Asi, la division de 15 009
por 2500 resulta méis cOémoda si se dividen previamente ambos térmi-
nos por el factor comin 100, presentédndose entonces la divisién 150 : 25
que tiene el mismo cociente que la primitiva; si interesa conocer el
resto de la primera, habra que multiplicar el de la segunda por 100.
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Justificacion de las reglas operatorias
de la division
110. Si para dividir dos niimeros tuviéramos que recurrir
al procedimiento indicado en el (N. 95), tendriamos que
formar los productos suecesivos del divisor por los nimeros.
1, 2, 3, 4, 5, ete., hasta encontrar un producto igual al

dividendo, o bien, hasta obtener el mayor producto posible-
menor que el dividendo.

Asi, por ejemplo, el cociente de 86 por 12 se obtendria ocaleulando-
los multiples sucesivos de 12 que son:

12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96,

Vemos que el mayor miiltiplo econtenido en 86 es 84, que es 12 X Ts;.
12 estd4 contenido al maximo 7 veces en 86; el cociente es, pues, 7;.
el resto serd 86 — 84 = 2.

El procedimiento resulta, en la préctica, algo largo, sobre-
todo cuando el dividendo es grande, por lo cual se abrevia.
mediante las reglas que veremos a continuacion.

Nota, — Téngase presente que, en este Primer curso de
Aritmética, sélo nos ocuparemos de la parte entera del co-
ciente, a la que llamaremos simplemente cociente. En el pré-
ximo curso volveremos sobre ello, al tratar las fracciones
decimales, y veremos c¢omo se puede continuar la. division
para obtener un cociente mas aproximado, en forma de nifi-
mero decimal.

Empecemos por caleular el ntimero de cifras del cociente,.
sin efectuar la division.

111. Numero de cifras del cociente. e la
divisiéon de 22372 por 34, Si a la derecha del divisor 34
agregamos un cero, obtenemos 340, que es menor que 22 372,
Agregando otro cero, tenemos 3 400 que aun es menor que:
el dividendo. Finalmente, un tercer cero da 34000 que es:
mayor que el dividendo. Por consiguiente, el dividendo con-
tiene més de 100 veces y menos de 1000 veces al divisor.
Como el cociente es el niimero de veces que el dividendo
contiene al divisor, este nfimero estara comprendido entre-
100 y 1000: tiene, por consiguiente, tres cifras; podemos:
dar, pues, la siguiente
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Recra. — El nfimero de cifras de un cociente es igual
al menor nfimero de csros que es necesario agregar a la de-
vecha del divisor, para que éste contenga al dividendo.

Biempros. — Los cocientes 65 :8, 3926 : 472, son de una cifra.
El cociente 80536 : 95 tendrd tres cifras.

Distinguiremos en la divisién cuatro casos:

112. Privrr caso. — El divisor y €l cociente tienen una
sola cifra entera.

En este caso procedemos como indicamos en el (N.2 110},
buscando el mayor miltiplo del divisor contenido en el divi-
dendo. Esta investigacién se abrevia usando la tabla de mul-
tiplicar (N.° 78), que contiene en una misma columna todos
los multiplos de la cifra que encabeza dicha columna.

Asi, por ej., sea la divisi'n de 56 por 9. Utilizamos la columna
encabezada por 9 y busecamos en ells, el mayor de los ntmeros infe-
riores a 56; encontramos 54. Este es el mayor miltiplo de 9 con-
tenido en 56, y corresponde a 9 X 6. El nimero 6 es, pues, ia parte
entera del cociente; el resto de la divisién es 56 — 54 = 2.

Conviene acostumbrarse a efectuar esta operacion mental-
mente, es decir, sin recurrir a la tabla.

113. SeguNnDo cAso. — El dividendo y el divisor son cua-
lesquiera, y el cociente tiene una sola cifra entera.

Este caso se reconoce porque tendremos que agregar uUmn
cero a la derecha del divisor para obtener un niimero mayor
que el dividendo (N.2 111).

Sea, por ej., la division de 38169 por 7241.

Puesto que el cociente es de una sola cifra, para hallarla
tendriamos que formar los productos sucesivos del divisor por
fos nameros 2, 3, 4, ... 8 y 9 hasta encontrar el mayor pro-
ducto menor que el divisor.

Pero estos ensayos se abrevian observando que el producto
de la cifra 7 (de los millares) del divisor por 6, ya forma
un nimero 7 X 6 = 42 mayor que los 38 millares del divi-
dendo. Se comenzari, pues, ensayando por el 5.

Vemos, pues, que estos ensayos se simplifican considerando
provisionalmente sélo la primera cifra del divisor y las umi-
dades del mismo orden del dividendo, y empezando cl ensayo
del cociente de la dwisién asi reducida.
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. Se multiplica luego el divisor por la cifra asi obtenida, y
el producto se resta del dividendo. o

Si puede efectuarse la sustraccitn, la cifra ensayada es
valida, y la diferencia es el resto de la operacién. De lo
contrario, se disminuye en una unidad aquella cifra y se
efectia un nuevo ensayo, hasta que el producto pueda res-
tarse del dividendo. La cifra correspondiente al @ltimor ensayo
es el cociente que buseabamos,

En la préctica se abrevian estas operaciones, efectuando al
mismo tiempo el producto del divisor por el cociente y la
sustraceion,

Asi, por ej., en la division de 38169 por 7241, se dispone la ope-
raeién como sigue:

aividendo 38169 | 7241 divisor

resto 1964 | 5 cociente

Decimos: 5 por 1 es 5, al 9 van 4; 5 por 4 son 20, al 26 van 6
y levo 25 5 por 2 son 10, y 2 que levaba son 12, al 21 van 9 y
llevo 2; 5 por 7 son 35 y 2 son 37, al 38 va 1. Las cifras 1964 for-
man el resto,

Como puede verse en el ejemplo anterior, para efectuar al
mismo tiempo ambas operaciones (multiplicacién y sustrac-
cién), hemos multiplicado sucesivamente las unidades de los
diversos 6rdenes del divisor por el cociente, y restado los
productos de las unidades correspondientes del dividendo.
Cuando se nos ha presentado una resta imposible, como por
ejemplo las 20 decenas que no podian restarse de 6, se han
agregado al minuendo las unidades necesarias del orden in-
mediatamente superior, agregéndolas también al sustraendo
en el producto siguiente, con lo cual la resta no altera
(N.251; 2.9).

Podemos dar, pues, la siguiente

Recra. — Cuando el cociente es de una sola cifra, se ob-
tendrg ésta empezando por ensayar la que resulta de dividir
por la primera cifra del divisor las unidades del mismo
orden del dividendo. Si el producto de esta cifra por todo
el divisor puede restarse del dividendo, esta cifra es el co-
ciente, de lo contrario, se disminuiri en una unidad dicha
cifra y se ensayari otra vez, y asi sucesivamente, hasta.
obtener un producto inferior al dividendo.

La diferencia entre el dividendo y el producto del divisor
por el cociente es el resto.
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114, TEeRCER cAS0, — El divisor es un nimero de una sola
cifra, y el cociente es un nimero cualquiera.

Sea, por ej., la divisién del nimero 968 por 7.

Descomponemos el dividendo en las unidades de los diversos ¢rdenes,
y tendremos:

968 = 9 centenas + 6 decenas -- 8 unidades

Empezamos por dividir las 9 centenas (que llamamos primer divi~
dendo parcial), por 7: nos da 1 centena como cociente, y un resto de
9 — 7 X 1 = 2 centenas; la cifra 1 es la de las centenas del co-
ciente, es decir, la primera.

El resto de 2 centenas, o sea 20 decenas, lo sumamos con las 6 de-
cenas del dividendo, obteniendo 26 decenas (que llamamos segundo divi-
dendo parcial), que dividido por 7 nos da 3 decenas como. cociente, y
un resto de 26 — 7 X 3 = 5 decenas; la cifra 3 es la de las decenas’
del cociente, o sea la segunda.

El resto de 5 decenas, o sea 50 unidades, lo sumamos con las 3
unidades del dividendo, obteniendo 58 unidades (tercer dividendo par<
cial), que dividido por 7 mos da 8 unidades como cociente, y un resto-
de 58 — 7 X 8 = 2; la cifra 8 es la de las unidades de] cociente, o
sea la dltima. Bl cociente total es, pues, 138 y el resto 2.

Dispondremos la operaeién del ejemplo anterior en la forma acos-
tumbrada, y efectuaremos las multiplicaciones y sustraceiones para hallar
los restos o dividendos pareiales, en la forma abreviada en que lo hici~
mos para el caso anterior.

dividendo 968 | 7 divisor

segundo dividendo parcial 26 | 138  cociente

tercer dividendo parcial 58 :
resto 2

Decimos: 9 entre 7 es 1; 1 por 7 es 7, al 9 van 2. Se baja la-
cifra siguiente 6; 26 entre 7 son 3; 3 por 7 son 21, al 26 van 5. Se’
baja la cifra siguiente 8; 58 entre 7 son 8; 8 por 7 son 56, al 58 van Z.-
E] cociente total es 138 y el resto 2.

Estimamos que, con el ejemplo anterior y la practica que
en esta operacion ya tendra el alumno de la Escuela Prima-
ria, resultard suficientemente justificada la siguiente

ReerA, — 8i el diyisor es un nfimero de una sola cifra,
se empieza separando de la izquierda del dividendo tantas
cifras como sean necesarias y suficientes para obtener un
nimero mayor que el divisor. Luego se divide el niimerc
asi formado, llamado primer dividendo parcial, por el di-
visor, de acuerdo con la regla del Primer caso (N. 112);
el cociente obtenido es la primera cifra del cociente total.
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Agréguese a la derecha del resto, la cifra siguiente del di-
“videndo, y con el nimero asi formado, llamado segundo
.dividendo parcial, se procede como con el primero, escri-
‘biendo la cifra cociente a la derecha de la anterior, y agre-
.gando a la derecha del resto, la cifra siguiente del dividendo,
formando asi el tercer dividendo parcial; se continfia asi
‘hasta agotar todas las cifras del dividendo.

Las cifras de los cocientes parciales sucesivos forman el
-cociente total; el filtimo resto es el de la operacién. Cuando
-alghn dividendo parcial resulte menor que el divisor, se es-
-cribe un cero en el lugar de la cifra correspondiente del
-«cociente y se continiia la operacién bajando una cifra més
.del cociente.

EjeMPLo. — Sea la division de 18165 por 6. El primer dividendo
parcial es 18 que contiene a 6 tres veces; la primera cifra del cociente
es, pues, 3. El primer resto parcial es 0. Bajamos

18165 | 6 la cifra siguiente 1 del dividendo; el segundo divi-
016 | 3027 dendo parcial es 1 que no contiene al divisor, La
45 segunda cifra del cociente es, pues, 0. Bajamos la

3 cifra siguiente del dividendo 6; el segundo dividendo

pareial es ahora 16 que contiene 2 veces al 6, econ
-un resto 4. La tercera cifra del cociente es, pues, 2. Bajamos la cifra
«siguiente 5 del dividendo; el tercer dividendo parcial es 45, que con-
diene 7 veces al 6, con un resto 3. La fltima ecifra del cociente es 7.
El cociente total es 3027, y el resto 3.

115" CASO GENERAL. — Divisor y cociente de varias
-cifras. — Sea, por ej., la divisién de 37569 por 82.

Segtin la regla del (N.2 111) el cociente tendrd 3 cifras,
-es decir, que constard de centenas, decenas y unidades, Des-
compongamos entonees el dividendo en la suma de sus
-centenas, decenas y unidades:

37569 = 375 centenas + 6 decenas -+ 9 unidades

En general, el primer sumando de esta descomposicion se
-obtendré separando en el dividendo, a partir de la izquierda,
tantas ecifras como sean necesarias y suficientes para obtener
un nimero mayor que el divisor.

Luego procedemos como en el caso anterior, empezando por
«dividir el primer grupo de cifras 375 por el divisor 82; da
4 de cociente y 47 de resto, seglin la regla del (N.° 113).
‘Tanto el cociente como el resto obtenido, son de la misma
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especie que el dividendo parcial, es decir, centenas; la cifra
4 representa, pues, las centenas del cociente, o sea la primera
«ifra del cociente que buscamos. (Sigase el ejemplo de la
pagina siguiente).

Al resto obtenido de 47 centenas se le agregan las 6 dece-
mas del dividendo, formando asi el niimero 476, que llama-
‘mos segundo dividendo parcial; ete.

La operacién se contintia aplicando la regla del caso an-
tterior, de acuerdo con el esquema siguiente:

dividendo 37569 | 82 divisor

segundo dividendo parcial 476 | 458  cociente
tercer dividendo parcial 669
resto 13

El cociente total es 458, y el resto 13.

La REGLA, en este caso, es la misma que en el caso an-
terior.

116. Prueba de la divisién. — TLa prueba de la divisién
se efectiia aplicando la formuia fundamental (N.2 99); vale
decir, multiplicando el cociente por el divisor y agregindole-
-l resto al producto obtemido, No existiendo error en la ope-
xacién, el resultado debe ser igual al dividendo.

Asi, en la divisién del ejemplo anterior, tenemos:
82 X 458 4 13 = 37556 - 18 — 37569

Noras. — Comon casos particulares de la divisién, dejamos para el
estudiante la verificacién de las siguientes reglas:

l.a Para dividir un niimero cualquiera por la unidad seguida de eceros,
e tachan a la derecha del nimero tantas cifras eomo ceros tenga el
divisor, Fi resto lo forman las cifras tachadas, y el cociente las que
«quedan.

2% Para dividir un nimero cualquiera por otro terminado en ceros, se
:suprimen éstos, y se tachan a la derecha del dividendo tantas cifras
«<omo ceros tenmia el divisor, hallando luego el cociente de los ntmeros
asi reducidos. El resto se forma con el que resulta de esta divisién
«olocindole a la derecha aquellas cifras tachadas.

‘Asi, por ej., el cociente de la divisién de 25384 por 100 es 253, y el
mwesto es 84. El cociente de la divisién de 934675 por 5200 es el mismo
«ue el de 9346 por 52 o sea 179. Ll resto de esta filtima divisién es
38; por tanto, el de la primera serd 3875.

4
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Calculo mental en la division

117. - Divisién por 2. — Conviene que el estudiante recuer-
de el doble de los 50 primeros numeros, que seran los 50
primeros ntimeros pares: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., 100. (N.2 63)..

Recordando esa coleecciéon de numeros, podemos, pues, con-
testar en seguida cuidnto es la mitad de un ntmero menor
que 100; si el namero es par, recordando cudl es el ntmero
cuyo duplo es el nimero dado; si el ntimero es impar, se
le resta una unidad y se toma la mitad del nGmero par
que resulta.

Asi, por ej., se contestarid sin {itubecs: la mitad de 58 es 29; la
mitad de 67 es 33 con el resto 1.

La division por 2 de un namero cualquiera es una ope-
racién que puede efectuarse, sin dificultad, mentalmente..
Para mayor rapidez, pueden considerarse dos cifras a la vez.

Asi, por ej., para hallar la mitad de 6431, decimos: la mitad de

64 es 32, la de 31 es 15 y el resto 1; la mitad que buscamos es, pues,.
5215 y el resto 1.

118. Multiplicacién por 5. — Como 5 = 10:2, para mul-
tiplicar por 5, podemos multiplicar por 10 y dividir por 27
vale decir que, agregamos un cero a la derecha del niimero
y luego tomamos la mitad del resultado.

Asi, para multiplicar 5317 por 5, tomamos la mitad de 53170, quer
es 26585,

119. Divisién por 5.— Para dividir por 5, podemos divi-
dir por 10 y multiplicar por 2; esto se logra suprimiendo
la tltima cifra de la derecha y duplicando el ntmero ask
obtenido, al que se le suma 1 si la cifra suprimida es igual
o mayor que 5. '

Asi, el cociente de 3872 por 5 se obtiene duplicando 387, logrande:
774 y el resto es 2.

Anélogamente, el cociente de 8627 por 5, se obtiene duplicando 862,
o sea 1724 y agregando 1, lo que da 1725; el resto serd 7 — 5 = 2.

120. Divisién por 4, 8, 16, etc. — Para dividir por
4 — 2 X 2, dividimos dos veces consecutivas por 2.
Para dividir por 8 = 2 X 2 X 2, dividimos tres veces

eonsecutivas por 2, ete.

Asi, por ej., la cuarta parte de 5732, tomo primeramente la mitad=
2866; luego la mitad de esta mitad: 1433.
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121. Multiplicacién o divisién por 25. — Como 25 = 100: 4,
para multiplicar por 25, podemos multiplicar por 100 y
dividir por 4; vale decir que agregamos dos ceros a la de-
recha del nfimero y luego tomamos la mitad dos veces.

Asi, por ej., el producto de 321 por 25 lo obtendremos tomando pri-
meramente la mitad de 32100, o sea 16050, y luego la mitad de esta
mitad, resultando 8025.

Para dividir por 25, podemos dividir por 100 y multi-
plicar por 4.

122. Otras divisiones. — Para dividir un ntimero por otro
compuesto de varios factores, se le puede dividir sucesiva-
mente por cada factor (N.® 107).

Asi, para dividir por 15 = 5 X 38, dividimos por 5 y luego por 3.

Por ej., el cociente de 345 por 15 lo obtenemos dividiendo primero
por 5, obteniendo 69, y luego por 3, resultando 23.

Para dividir por 6, dividimog por 2 y por 3.

Para dividir por 12, dividimos por 4 y por 3.

Para multiplicar por 125 = 1 000:8, multiplicamos por
1000 y dividimos por 8.

Anélogamente, para dividir por 125, dividimos por 1000
y multiplicamos por 8.

NOTAS HISTORICAS

La motacién de cociente mediante la raya de quebrado la utilizaron
; los indios. Bl matemético italiano Leonard®
de Pisa (en 1202), introdujo en Europa dicha
notacién laméandole nimerus ruptus (nimero
roto, quebrado). Posteriormente se utilizaron
las iniciales M y D para indicar la multi-
plicacién y divisién, respectivamente.

El signo : de la divisién fué empleado
por primera vez, en 1657, por el matemitico
inglés Qughtred.

Es probable que el signo = que a veces se
emplea para indicar la divisién, resulte de la
combinacién de la raya de quebrado —, 3
del sfmbolo : que expresa la 7azén entre
dos mimeros.

GUILLERMO OUGHTRED
(1575-1660)



CAPITULO 1V

DIVISIBILIDAD

123. Fundamentos. — Supongamos que nos proponen el
siguiente problema :

“Disponiendo de una pieza de género de 126 metros, jes
posible cortarla en trozos de 9 m. cada uno sin que haya
sobrante? ;Sucederia lo mismo si los trozos fueran de 10 m.
cada uno? ;Y si la pieza tuviera 127 metros?”’

A estas preguntas podemos contestar haliando el cociente,
en cada caso, segtin la definicién del (N.° 95); pere, en estos
casos no interesa conocer el valor del cociente, sino que inte-
Tesa, sobre todo, saber si la divisién es exacta o inexacta, vale
decir, si el dividendo es o mo divisible por el divisor dado,
denominaciones estas ya empleadas anteriormente (N.° 100).

Se puede saber si un niimero es divisible por otro sin efec-
tuar la divisién, mediante el conocimiento de ciertas condi-
ciones que se llaman criterios o caracteres de divisibilidad.

i

‘Multiplos y divisores

124. Definiciones. — Recordemos (N.? 100) que si tene-
mos, por ej., 42:7 = 6, por ser esta divisién exacta, po-
demos escribir, 42 = 7 X 6 ; decimos entonces que 42 es
divisible por 7, o bien que 42 es mdltiplo de 7.

En general, si un nimero N es el producto de dos fac-
tores @ y b, o sea si tenemos

N=aX'b

decimos que N es MULTIPLO de «, y también de b.

Los ntimeros @ y b se llaman SUBMULTIPLOS, o bien
DIVISORES, o factores, o una parte alicuota de N.
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. Propiedades fundamentales

125. Proriepsp 1.* — Todo ntmero es divisible por cual-
quiera de sus factores.

Esta propiedad es una consecuencia inmediata de las defi-
siciones dadas en el péarrafo anterior.

Asi, por ej., el nimero 24 = 8 X 3, es divisible por 3, porque
este 1ultimo nimero es factor de 24; por andloga razén decimos que
24 ey divisible por 8. Si escribimos 24 =2 X 4 X 3, podemos
decir que 24 es también divisible por 2 y por 4, ete.

126. PropiEpap 2." — El producto de un miltiple de un
namero por cualquier factor es también miltiplo de dicho
nimero.

Asi, 42 es miltiplo de 7, porque 42 = 7 X 6.

Si multiplicamos a 42 por otro nlmero cualquiera, por ej., por 3,
tendremos: 42 x 3. Sustituyendo 42 por su valor (= 7 x 6), resulta

P

T X 6 X 3; vemos que este producto es también miltiplo de 7
(porque 7 figura como factor). Como el razonamiento ' podria reali-
zarse para nfimeros cualesquiera, queda, pues, probada la propiedad.

Puede enunciarse, también, asi:

St un nimero divide a otro, divide tambzen. a cualquier
multiplo de éste.

Por ej-, 2 divide a 6, por consiguiente dividirA a cualquier mfltiplo
de 6, es decir, a 12, 18, 24, ete.

127. Proriepap 3.* — La suma de varios miltiplos de un
nimero es también un miltiplo de este nimero.

Asi, por ej., 12, 9, 18 son mdltiplos de 3; decimos que la suma
12 4+ 9 4 18 = 39 es también un miltiplo de 3.

Esta propiedad resulta inmediatamente de la operacién de ‘‘sacar un

factor comfn’’ (N.2 71). En efecto, si los ndmeros 12, 9, 18 son

mniltiplos de un mismo numero 3, equivale a decir que este nimero es
factor eomtn; sacéndolo, tendremos:
12 + 9 4 18 =3 x (4 4+ 3 4 6)

Vemos, pues, que la suma (12 4 9 4 18) tienc el factor 3, o sea,
es también un miiltiplo de 3.
. 'Puede enunciarse, también, asi:

Si un nimero divide a otros, divide también a la sume
de éstos.

Por ej., 2 divide a 6, 14, 16; por counsiguiente dividird a la suma
6 + 14 4+ 16 = 36.
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Nora, — Se comprende féicilmente que esta propiedad es
valida aun en el caso de que en lugar de una suma se tenga
la diferencia de dos ntimeros (N.” 72),

Por ej., 5 divide a 60 y a 35; por consiguiente, dividird a la dife-
rencia 60 — 35 = 25,

128. Proriepsp 4. — Si en una suma de dos sumandos,
uno de ellos es milltiplo de un nfimero y el otro no lo es,
la suma tampoco s multiplo de ese namero.

A fin de no apartarnos del cardcter elemental de este
curso, admitiremos sin demostraciéon esta propiedad, que el
alumno podrid comprobar mediante ejemplos.

Asi, por ej., 12 es miltiplo de 3, y 16 no lo es; la suma 12 4 16 = 28
no es miltiplo de 3.

Puede enunciarse también asi:

St un niumero divide a uno de los dos sumandos de una
suma y al otro mo, la suma no es dwisible por aquel nimero.

Nota, — Obsérvese también que el resto de la division de
la suma por el niimero es el mismo que el de la division del
segundo sumando.

Asi, en la suma 28 del ejemplo anterior, el resto de la divisién por

a2

3 es 1; el resto de dividir el segundo sumando 16 por 3 es también 1,
es decir, el mismo.

Caracteres de divisibilidad

Ya indicamos en el N.? 123 qué se entendia por caracteres
o criterios de divisibilidad. Trataremos ahora los de algunos
nimeros particulares.

129. Divisibilidad por 10, 100, 1000, etc. — Sea un
ntimero cualquiera que termina en cero; por ej., 270. Po-
demos descomponerlo en el producto de dos nlmeros: el
formado por sus decenas, y el otro el nimero 10. Analoga-
mente, para cualquier otro nimero que termine en cero. Asi,
tendremos :

270:==:27: X 10
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Siendo 10 factor de 270, este ntimero resulta, pues, divisi-
ble por 10, en virtud del (N.2 125).

"En forma anéloga podemos establecer las igualdades:
85700 = 857 X 100 ; 4000 = 4 X 1000; ete.

que nos condueen al siguiente eriterio general :

Un miimero serd divisible por una potencia de 10 (es decir,
10, 0 100, 0 1000, ...) cuando termine en tantos ceros como
amidades tenga el exponente de la potencia.

Nora. — Hubiéramos podide llegar al mismo resultado teniendo pre-
sente la, Nora 1. del (N.° 116), que establece que el resto de la divi-
si6n de un nGmero por la unidad seguida de ceros, es el formado por
#antas cifras de la derecha del nfimero como ceros tenga el divisor,

130. Divisibilidad por 2 y 5. — En el péarrafo anterior
vimos que, un nimero que termina en cero tiene el factor
10. Pero como 10 = 2 X 5, vemos, pues, que todo niimero
que termina en cero tiene los factores 2 y 5; en consecuen-
«ia, sera divisible por estos tltimos nimeros.

Por otra parte, cualquier niimero podemos descomponerlo

en dos partes separando las decenas de las unidades, por
ejemplo:

3875 = 8810 + 5

La primera parte, por terminar en cero, es siempre divi-
sible: por 2 y por 5. La segunda parte es la cifra de las
unidades del namero dado; si ésta es cero o una de las cifras
pares, el niimero serd divisible por 2, en virtud de la pro-
piedad 3.2 (N.° 127). Diremos, pues:

Un nimero serd divisible por 2 cuando termine en 0 o
en cifra par,

Razonando anadlogamente para investigar la divisibilidad
por 5, resulta:

Un nimero serd divisible por 5 cuando termine en cero
0 en 'b.

En el ejemplo numérico anterior, 3875 no es divisible por 2, porque
5 mno es cifra par; en cambio es divisible por 5 por terminar en 5.
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131.. Divisibilidad por 4.y 25. — Un nfimero que termine
en dos ceros tiene el factor 100 — 4 X 25, en virtud deb
(N.2 129). Razonando como en el parrafo anterior, veria-
mos, pues, que el ntimero dado es divisible por 4 y por 25.

Sea ahora un ntmero cualquiera; podemos descomponerlos
en dos partes: sus centenas por un lado, y sus decenas ¥
unidades por otro. Asi, tendremos, por ej.:

796 = 700 + 96 ; 3675 = 3600 + 75 ; ete

La primera parte, por terminar en dos ceros, es siempre:
un miltiplo de 4 y 25; para que también lo sea el niimero
dado, bastard,* pues, que lo sea la segunda parte, es decir,
el niimero formado por las cifras de las deecenas y unidades..
Diremos, pues:

Un niimero sera divisible por 4 o 25, cuando las dos ulti--
mas cifras sean ceros, o formen un ndmero miltiplo de 4 o 25,.
nespectivamente.

Asi, en los filtimos ejemplos, el nfimero 795 es divisible por 4, por--
que 96 = 4 X 24 es un miltiplo de 4; no es divisible por 25, porque-
26 no es miltiplo de 25. El nimero 3675 no es divisible por 4, por-

que 75 no es multiplo de 4; en cambio es divisible por 25 porque
75 = 3 X 25 es miltiplo de 25.

EJempLo, — Un conjunto de 136 alumnos de un colegio podran formar
filas de a 4, porque 36 es miltiplo de 4.

132. Divigibilidad por 8 y 125. — Un ntimero que termina
en tres ceros tiene el factor 1000 = 8 X 125,

También; cualguier nimero puede descomponerse asi, por
ejemplo:

68375 = 68000 - 375

.En consecuencia, razonando como en el caso anterior, ten-
driamos el siguiente criterio:

Un nimero serd divisible por 8 o 125, cuando las tres
ultimas cifras seam ceros, o formen un nimero miultiply de
8 o 125 respectwamente

En, el e]emplo propuesto, 68375 es divisible por 125 porque
375 = 125 X 3 es mﬁltlplo de 125,
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133. Divisibilidad por 9 y 3. — Dividiremos esta demos-
tracién en tres partes:

1.2 La unidad seguido de ceros es igual a un multiplo de
9, mds la unidad.

(Abreviaremos las palabrag ‘‘multiplo de’’ con la inicial M)..

Asi, tendremos, poi- ej.:
1000=999 +1 =9 X 111 +1=M9+1

23 Una cifra significative cualquiera seguida de ceros, €s
igual a un miltiplo de 9, mds el valor absoluto de dicha cifra..
En efecto, tenemos, por ej.:

4000=4X1000=4X (M9+1)=4X M9 1+ 4

(en la tltima transformacién hemos aplicado la propiedad-
distributiva de la multiplicacion).

Pero 4 X M 9 es otro miltiplo de 9, en virtud de la pro-
piedad 2. (N.? 126), y que replesentamos con M’9; por con-
siguiente, tendremos:

4000 =M’9 + 4

3. Cualquier nitmero es igual a un miultiplo de 9, mds la
suma de sus cifras (consideradas en sus valores absolutos).

En efecto, tomando, por ej., el nimero 4 863, tenemos:
4:863=4000 - 800 -} 60 4 3

Pero 4000=M’ 9-}4
800=M"’ 948
60=DM""" 96

3== 3

Sumando ordenadamente estas tltimas cuatro igualdades,
es decir, sumando por un lado los primeros miembros y por’
otro les segundos, obtenemos otra lgualdad (en V1rtud del
axioma 4.% del N.2 6):

4863 = (M9 -+ M”79 4 M’9) -~ (4 + 8 + 6 + 3)

Pero la suma (M’9 4 M’?9 -+ M’’9) de varios mialti~
plos de 9 es también un miltiplo de 9, que representamos corr
M 9; por consiguiente, tendremos: 4863 =M9 + 21
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Conclusion. — Para el estudio de la divisibilidad por 9
observemos que tode niimero es igual a la suma de dos su-
mandos: el primero es siempre un miltiplo de 9; si el se-
gundo también lo es, entonces la suma, o sea el nimero dado,
también sera un multiplo de 9, es decir, que serd divisible
por 9 (en virtud del N.2 127).

Si el segundo sumando no es un miltiplo de 9, la suma
mo serd divisible por 9 (N.2 128).

Pero como el segundo sumando es la suma de las cifras
del ntmero, podemos, pues, enunciar el siguiente eriterio:

Un miimero serd divisible por 9 cuando lo sea la suma de
las cifras que lo forman.

Para el estudio de la divisibilidad por 3, obsérvese que en
la igualdad anterior podemos reemplazar M 9 por M 3, por-
que cualquier miiltiplo de 9, por contener el factor 9 =23 X 3,
contiene también al factor 3, es decir, que es también un
miiltiplo de 3. Tendremos, pues:

4863 = M 3 + 21

Razonando con esta igualdad en forma anéloga a la ante-
rior, llegariamos al siguiente ecriterio:

Un mimero serd divisible por 3 cuando lo sea la suma de
las cifras que lo forman,

En el ejemplo anterior, el niimero 4863 no es divisible por 9, por-
que 21 no es divisible por 9 (la suma de las cifras de 21 da 3, que
€s miltiplo de 3 = 3 x 1).

134. Nora. — Obsérvese también que, el resto de la divi-
si6m de un miumero cualquiera por 3 o por 9 es igual al resto
de la division por 3 o por 9, respectivamente, de la suma de
las cifras significativas del nimero (Nota del N.° 128).

Asi, por ej., el resto de la division de 4863 por 9, que es 3 en virtud
de la ignaldad 4863 = 9 x 540 4 3, es el mismo que el de la divisién
de 4 + 8 4+ 6 4+ 3 = 21 por 9.

Para hallar ese resto, pricticamente decimos: 4 y 8 son 12; de 12
resto 9 y me quedan 3; 3 y 6 son 9; 9 menos 9 es 0; 0 y 3 son 3;
este 1ltimo nimero es el resto que busedbamos. (Véase que para hallar
e] resto de la divisién por 9 de la suma de las cifras del nimero dado,
hemos restado al dividendo, sucesivamente, el divisor 9; la tltima dife-
vencia es el resto de la divisién),
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135. Divisibilidad por 11. — La demostracién ‘de este
criterio es andloga a la de la divisibilidad por 9. Se divide
también en tres partes:

1.* Una cifra significativa cualquiera sequida de un mi-
mero PAR de ceros, es igual a un muh‘zplo de 11, J[AS el
valor absoluto de dicha cifra.

En efecto, tendremos, por ejemplo:

100 =99 4+ 1 =11 X 9 +1 = M 11 + 1

10000 = 100 X 100 = (M 11 + 1) X 100 = M’ 11 4 100 =

=M1l 4+ M11 + 1—M"11 A
700 = 100 X 7= (M11 -+ 1) X 7= M11 4 7
50000 = 10000 X 5 = (M11 4+ 1) X 5 = M11 + 5

2" Una cifra significativa cualquiera seguida de un ni-
amero IMPAR de ceros, es igual a un miltiplo de 31, MENOS
el valor absoluto de dicha cifra,

'Asf, por ej., tendremos:

10 =11 — 1
1000 = 100 X 10 = (M11 -+ 1) X 10 = M’11 4 10 =
=M1 411 —1=M'11—1
40 =10 X 4= (11 —1) X 4 = M11 — 4
8000 — 1000 X 3 = (M11 —1) X 3= M11 — 3

3.2 Cualquier nimero es igual a un multiplo de 11, mdas la
diferencia entre la swma de las cifras que ocupan el lugar
par ¥ la suma de las que ocupan el lugar impar.

Consideremos un numero cualquiera, por ejemplo, 853 946 ; po-
demos descomponerlo asi:

8531946 = 8§90 000 4 50 000 + 3000 4 900 4 140 4 6 =
=M1 —8) 4+ M11 +5) + (M 11 — 3) +

"L (M11 4 9) + (M11—4) +6=M11 4+ M1l LM 11 4
4+Mil4+MI11 4549 4+6—8-—3—4

Tendremos, pues: : e
863946 =M 11 4 [(5+ 9+ 6) — (8+3 + 4)]

+ Razonando como en la ‘‘Conelusién’’ del (N.” 133), llega-
riamos al siguiente ecriterio:
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Un wimero serd dwisible por 11 cuando la diferencia entre
la suma de las vifras de lugar par y la de las cifras de lugai~
ampar sea cero, 11 o un miultiplo de 11 (se efectia la resta
en el sentido que sea posible).

Asi, por ej., el nfimero 853946 no es divisible por 11, porque
5+ 9+6) — (8434 4) =2 —15=25n0es0 11 ni mal-
tiplo de 11.

El ntimero 85624 es divisible por 11 porque

B 46 £ 4)—(5"¢2)=18-T¢=

Prueba por 9 de la multiplicacién
y division

136. Para cada una de las cuatro operaciones fundamen-
tales, hemos visto cémo se efectia la prueba; pero, para la
multiplicacién y divisién se prefiere, en la generalidad de los:
casos, la prueba por 9, que expondremos a continuacion. (Nb
damos la de la suma y resta, por no ex1g1rlo el programa,.
dado su escaso interés practico).

NoTA. — La prueba por 9 de las cuatro operaciones, no da la segu-
ridad de que el resultado de la operacién sea exacto, puesto que si

el error cometido en la operacién es un mialtiplo de 9, la prueba
resulta igual.

137. Multiplicacion. — La prueba por 9 de la multiplica-
cion se efectiia hallando los restos por 9 de los factores. ET
producto de los dos niimeros dados y el producto de los restos,.
dwididos por 9, deben dar restos iguales.

EJEmPLO:
473 El resto de 473:9 es 5
x 52 B Bt 528 A 11 %
946 J Producto,  35. El resto de 35:9 =
23 65 ' -
24 596 El resto de 24596:9 = 8
En la prictica, resulta cémodo disponer los re- 5|7
sultados de las divisiones por 9, en la forma como  8[8

indicamos al lado,

|
i
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138 Divisién. — La prueba por 9 de la division se efectia
hallando los restos por 9 del divisor, del cociente y del resto,
# al producto de los dos primeros se le agrega el tercero. La
suma que se obtiene y el dividendo, divididos por 9, deben
dar restos iguales.

3675 | 214  El resto de 214:9 -es 7
1535 | 17 AR L A T b SRR R
37 3
56 (producto)
2 2 72 37: 9 (13 1
57 (suma)
1 resto de 3675:9 es 3 ; el resto de 57:9 es 3.

Como en la multiplicacién, en la divisién también se omiten todas
flas indicaciones hechas para hallar los restos, escribiéndolos Ginicamente
en un esquema andlogo a aquél.

Nora. — DPara recordar més fécilmente esta prueba, obsérvese que
«<on los restos (de la divisién por 9), se efectian las mismas opera-
<iones que se tendrian que efectuar con los nGmeros enteros, para com-
probar la operacion mediante la otra prueba de la division (N.© 116).

NOTAS HISTORICAS

Los indios ya conocian la divisibilidad por
3 y por 9. La divisibilidad por 11 recién se
descubrié varios siglos después (XVIL y
XVIII).

El matemitico franeés Pascal (siglo XVII)

di6 la regla para hallar los caracteres de
divisibilidad por cualquier nfraero.

Desde muy joven, Pascal se perfilé como
un gran matemético; a la edad de 14 afios
ya era admitido en las sesiones de eminentes
BLAS PASCAL geémetras, de donde surgi6 la famosa Aeca-
(1623-1662) demia Francesa.




CAPITULO V
DIVISORES Y MULTIPLOS COMUNES

Numeros primos entre si

139. Un mimero puede temer varios divisores, o mo temer
ninguno, excepte st mismo y la unidad,

Asi, por ej., el nimero 12 que tiene los divisores 1, 2,
3, 4, 6, 12, se llama nimero compuesto; mientras que ef
niumero 5, que solamente tiene como divisores 1 y 5,
se llama mimero simple o primo.

140. Divisores comun2s. — Un niimero se llama divisor
comin de varios niimeros dados, cuando es divisor de cada
uno de ellos. Los nameros 15 y 18 tienen como divisor comin
el nimero 3. Los nameros 24 y 180 tienen como divisores:
ecomunes, 2, 3, 4, 6, 12,

141. DrriNiciON., — Dos 0 mas numeros se llaman PRI-
MOS ENTRE SI cuando no admiten otro divisor comin
que la unidad.

Asi, por ej., son primos entre si los numeros 15 y 165
también lo son 10, 21, 11.

Maximo comun divisor

142. En el segundo de los ejemplos del (N.° 140), vimos
que los divisores comunes de los ntmeros 24 y 180 son: 2,
3, 4, 6, 12. Observemos que el mayor es 12, que se llama
maximo comin divisor de los nimeros 24 y 180 (se abrevia
M. C. D.). Podremnios establecer, pues, la siguiente

DEeFINICION, — Se llama MAXIMO COMUN DIVISOR de
dos o més nimeros, al mayor de sus divisores comunes.

Para expresar que e! M. C. D. de dos nimeros a y ¥
es igual a ¢, eseribimos: D (¢, b) =c¢
Para el ejemplo anterior, tendremos: D (24, 180) = 12.
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Determinacion .del M. C. D. por divisio-
nes sucesivas — Su justificacion

143. M. C. D. de DOS numeros. — Para justificar el
método que emplearemos para hallar el M. C. D. de dos nu-
meros, es necesario el conocimiento de las dos propiedades
siguientes.

Propiepap T. — Si dos nifimeros son tales que el mas’
pequeiio divida al mas grande, su M. C. D. es el nimero
més pequeiio.

Hsta propiedad resulta casi evidente. Asi, por ej., sean los ndme-

ros 72 y 12; observemos primeramente que 12 es divisor de T7Z, y
como es también divisor de si mismo, es, pues, divisor comin de 72 y 12.

Luego observemos que, cualquier nimero mayor que 12, mno divi-
diendo a 12, ya mo puede ser divisor eomn de 72 y 12.

Nors, — Por razén aniloga: Si de verios mitmeres, el Mmos
Al

pequeiio divide a todos los otros, él es cl M. C. D, de todos.

144 Propepap 1. — Si dos néimeros son tales que el
més pequefio no divide al mis grande, su M. C. D. es el
mismo que el del niimero mas pequefio y del resto de la
division,

Asi, por ej., sean los nimeros 210 y 45. El cociente de
dividir 210 por 45 es 4 y el resto 30. Decimos que el M. G D,
de 210 y 45 es el mismo que el de 45 y 30.

En efecto, en virtud de la relacién fundamental de la divisiém
(N.? 99), tenemos:

210 — 45 X 4 + 30 [e]
de donde 30 = 210 — 45 X 4 [8]

Podo nimmero que divida a 210 y a 45 divide también a 45 X 4,
porque sabemos que $i un ndémero divide a otro divide también a cual-
quier maltiplo de éste (N.,° 126). Pero dividiendo dicho nimero a los
dos términos de la diferencia del segundo miembro de la [B] dividird,-
pues, a la diferencia, o sea al ntimero 30. (Nota del N.2 127),

Vemos, pues, que todos los diviscres comunes del dividendo (210}

y del divisor (45), son también divisores comunes del divisor (45) y°
del resto (30).

Inversamente, todo nimero que divida a 45 y a 30 divide tawm-
bién a 45 X 4 (N, 126). Pero dividiendo dicho ntmero a los dos
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-sumandos del segundo miembro de la [4] dividird también a la suma,
o sea al mimero 210 (N.» 127).

Vemos, pues, que todos los divisores eomunes del divisor (45) y
.del resto (30), son también divisores comunes del dividendo (210) ¥
del divisor (45).

Como los dos pares de nimeros (210, 45) (45, 30)
tienen los mismos divisores comunes, tendrin también el mismo maximo
.coman divisor,

Como el razonamiento seria andlogo para cualquier par de niime-
ros, resulta demostrada la propiedad.

145. Maximo comiin divisor de DOS némeros. — Pro-
pongédmonos hallar, por ej., el M. C. D. de los niimeros
210 y 45.

1. Divido 210 por 45. Si la divisién resultara exacta, 45
-seria el M. C. D. (N.? 144). Pero se obtiene el cociente 4 y
resto 30; por consiguiente, el M. €. D. que buscamos es el
mismo que el de 45 y 30 (N.2 145).

2. Divido 45 por 30. Si la division resultara exacta, 30
serfa el M. C. D. (N.2 144), Pero s2 obtiene el cociente 1 v
resto 15; por consiguiente, el M. C. D. que buscamos es el
mismo que el de 30 y 15 (N.° 145).

3. Divido 30 por 15, Ahora la divisién resulta exacta;
por consiguiente, 15 es el M, C. D. de 30 y 15, y por tanto,
también de los ntimeros dados 210 y 45.

En la practica, la operacién se dispone ecomo en el esquema
-siguiente :

l.4].1] 2
=t
210 | 45 | 30 | 15
(e ey
30 15| 0| D (210,45) = 15

Del proceso anterior se deduce la siguiente

REerA. — Para hallar el M. C. D. de dos nfimeros, se divide
€]l mayor por el menor; si la divisién resulta exacta, el me-
‘nor es su M. C. D.; si la division resulta inexacta, se divide
-el niimero menor por el resto de la divisién, el primer resto
por el segundo, el segundo por =l tercero, y asi sucesiva-
‘mente hasta llegar a una divisién exacta; el divisor de esta
-hltima divisién es el M. C. D. de los dos nimeros dados.
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146. Nora. — Como consecuencia de la definicion de
mumeros primos entre si, resulta:

Si el M. C. D. de dos nitmeros es igual a la unided, los
qiimeros son primos enire si.

EJeampro. — Los ntmeros 84 y 65 son primos entre si, porque
D (84,65) = 1.

g g (ol oy 19
. | | |
| | | |

84 (65|19 | 8] 3| 2| 1

IR L M kg e =
19| 8| 8] 2] 1] 0]

147. M. C. D. de MAS de dos niimeros. — Para justificar
el procedimiento, es necesario el conocimiento de las euatro
propiedades siguientes.

Proprepap 1. — 8i se multiplican dos nfiimeros por un

tercere, su M. C. D. resulta multiplicado por este tercer
‘niimero,

Volvamos al ej. del (N.* 145) ; vimos que D (210, 45) =15.
La propiedad expresa que, si multiplicamos los dos ntimeros

dados por un numero cualquiera, por ej., por n, tendremos:
D210 X w45, K ) -=15" X w,

En efecto, observando el esquema correspondiente (N.? 182) de las
divisiones sucesivas, vemos que el M. C. D. de 210 y 45 se obtuvo
-dividiendo i

210 por 45 con resto 30
45 &2 B0 o Xinhe %aels
30 2 15 2 1) 0
Pero en virtud de la propiedad (N.2 109), que expresa: si se mul-
diplican los dos términes de una division por wun mismo namero, el
<ociente no altera, pero el resto queda multiplicado por dicho nimero,
tendremos que el M. €. D. de 210 X n y 45 X n se obtiene dividiendo
2100 X n por 45 X m con resto 30 X m
45 X e AT 3 N g B 28S 3 1E iy,
30 X 21E1E SXC gt L’ 0 —

Como vemos, el M. C. D, de 210 X n y 45X n es 15 X n, vale

decir que es igual al de 210 y 45 multiplicado por n.

148. Proriepap II. — Tode divisor comin de dos nii-
Tmeros es divisor de su M. C. D.

Vimos que D (210,45) = 15. Decimos que todo divisor
de 210 y 45 es también divisor de 15.

6
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En efecto, observando el csquema eorrespondiente del (N.° 145) y
aplicando sucesivamente la Propiedad II (N.? 144), resulta que, todo:
nimero que divida a 210 y 45 divide también al resto de la divisién,
es decir, a 30. El mismo ntmero dividiendo a 45 y 30 divide al resto
de su division, es decir a 15, que es el M, C. D. de 210 y 45.

149. Reciprocamentc:

Todo divisor del M. C. D, de dos nfimeros, es divisor de
aquellos dos nimeros.

En efecto, volviendo al ejemplo numérico anterior, todo divisor de:
15, es decir, del M. C. D. de 210 y 45, es también divisor de estos
dos ndimeros, por ser ellos maltiplos de 15, y sabemos que si un nimero-
divide a otro, divide también @ cualquiera maltiplo de éste (N.© 126).

150. Como corolario de la Propiedad II (N.° 148), te-
nemos: J

Si dos niimeros se dividen por un divisor comiin, su M. C. D..
resulta dividido por dicho divisor.

Ejempro. — D (210,45) = 15; si dividimos a 210 y 45 por
5 obtenemos 42 y 9 ; cuyo M. C. D. serd entonces 15: 5 = 3 ; es deeir
que tendremos D (42 ,9) = 3.

151. Propiepsp I1I. — 8i dos nimeros se dividen por su
M. C. D. los cocientes que se obtienen son niimeros primos.
entre si.

En el ejemplo anterior, si dividimos 210 y 45 por su M. C., D., es:
decir por 15, obtendremos dos cocientes, 210: 15 = 14 y 45:15 = 3,
cuyo M. C. D. es, en virtud de la propiedad anterior, 15: 15 = 1 ;
pero si el M. C. D. de dos niimeros es la unidad, diohos nimeros sow
primos entre si (N.® 146).

..162. Proriepap 1V. — EI M. C. D. de varios nimeros es:
igual al M. C. D. del grupo de niimeros que se obtiene reem-
plazando dos cualesquiera de ellos por su M. C. D.

Para facilitar la demostracion, consideremos un ecaso numérico:
sean los cuatro ntmeros 210, 45, 90, 175.

El M. C. D. de dos cualesquiera de ellos, por ej., de 210 y 45
es 15. Pero sabemos que todo divisor comtn de 210 y 45 es divisor de
15 (N.° 148); por congiguiente, todo divisor comin de los cuatro
ntimeros dados 210, 45, 90, 175, es también divisor comdn del
grupo de tres nimeros 15, 90, 175.

Reciprocamente: todo divisor de 15, es divisor comin de 210 y 45
(N.c 149) ; por consiguiente, todo divisor comtn de 15 90 , 175 es
también divisor comtn de 210, 45, 90, 175.

El grupo de cuatro mtmeros 210, 45, 90, 175, tiene los:
mismos divisores comunes que el grupo de tres nimeros 15, 90, 175
por consiguiente, ambos grupos tendrén el mismo M, C. D,
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153. De la propiedad anterior deducimos la siguiente

RecrA. — Para hallar el M. C. D. de varios niimeros, se
halla primeramente el de dos cualesquicra de ellos; luego
se halla el M. C. D. del niimero hallado y de uno de los
restantes niimeros dades, y asi se continfia hasta considerar
todos los mfimeros. El fltimo M. C. D. hallado es el que
buscabamos,

En.el ejemplo numérico tratado en el parrafo anterior, tendremos:
D (210, 45, 90, 175) =5

Nora, — En virtud de la Propiedad V, se compren-
de facilmente que las propiedades del M. C. D. de tres o
méis nfimeros son las mismas que las del M. C. D. de dos
nimeros.

Definicién y propiedades del M. C. M.

154, Miltiplo comin. — Consideremos, por ej., el na-
mero 12; es un miltiplo de 3, 4 y 6. El namero 12 es,
pues, un maltiplo comiin de estos tres nimeros.

Un nitmero se llama MULTIPLO COMUN de dos o mas
nitmeros, cuando es multiplo de cada uno de eilos.

155. Minimo com@n mfltiplo. — Volviendo al ejemplo
anterior, observemos que, ademds del ntamero 12, también
24 es un miltiplo comdn de 3, 4 y 6; asi como lo son
también: 36, 48, ... ete. El ndmero 12, por ser el menor
de los miltiplos comunes, se le llama el Minimo comvin mil-
tiplo de los nmeros 3, 4 y 6 (se abrevia M. C. M.). Po-
dremos establecer, pues, la siguiente

DeriniciéN, — Se llama MINIMO COMUN MULTIPLO
de dos o mAs nfimeros, al menor de sus miltiplos comunes.

Para expresar que el M. C. M, de los nfimercs @ ¥ h es
icual a m, escribiremos: M (e, b) = m.

Para el ejemplo anterior, tendremos: M (3, 4, 6) = 12,
156. Propiedades del M. C. M.

Si m es el M, € M. de dos niimeros a y b, los productos
mX1, m X2, mX3, mX4, mXS§5, ...
de m por los nfimeros naturales, son los infinitos multiplos comunes
de @ y b (y lo son también de m). Cualquier otro ntmero que no
forme parte de aquel econjunto de productos, no puede ser maltiplo comin
de a y b. Deducimos, pues, la siguiente
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Proriepap I. — Un miltiplo comin de dos o mas niime-
ros, es miltiplo de su M. C. M.

157. Propiepap II. — 8i un namero es divisible por otro.
su M. C. M. es el mayor de dichos niimeros.
Sean, por ejemplo, los nimeros 36 y 12; el mayor, 36, es divisible

por 12. Por consiguiente, 36 es su M. C. M., porque un nimero me-
nor que 36 pedrd ser maltiplo de 12, pero no de 36,

158. Propiepap III. — El M. C. M. de dos niimeros es
igual al producto de dichos niimeros dividido por su M. C. D.
Asi, por ej., siendo D (45, 63) == 9 , tendremos

M (45, 63) = (45 X 63):9 = 315.

En general, sean ¢ y b los dos nameros dados, d su M, C. D. y
m su M. C. M. Demostraremos que m = (a X b):d.

En efecto, la division (a X b):d pucde cfectnarse (N.” 106) de dos
modos:
(@ X b):a=aX (b:d), obien, (a X b):d=>b X (a:4d)

El cociente (a X b):d resulta, pues, miltiplo comiin de @ y de b
¥, en virtud del (N“ 157) serd tamblen miltiplo de su M, G M.
decir, de m.

P01 consiguiente, podremos eseribir

(@ X b):d =m X k la]

siendo k wun niamero entero.

Dividiendo los dos miembros de la igualdad [4] por a, tenemos

[(e¢ X B):d]:a = (m X k):a

Aplicando al primer miembro sucesivamente log (N.2s 108 y 109), y

al segundo el (N.¢ 10()), resulta :
= (m:a) X k

Dividiendo los dos miembros de la [¢] por b, y procediendo como

antes, resnlta:
= (m:b) X &k

Bstag dos dltimas igualdades nos muestran que los cocientes (b: d)
y (a: d) tienen un factor comim ¥ ; pero dichos cocientes tienen que
ser primes entre si (N.° 151); por consiguiente, tendrenios que tener
k¥ = 1 (N. 141). La igualdad [«] se transforma entonces en la
siguiente

(a X b):d =

aue constituye la tesis que nos propcniamos demostrar.

159. Como corolario dz la propiedad anterior, tenemos:
Bl M. C. M. de dos mimeros primos entre si, ¢s igual @ $i
producto. (Puesto que d == 1).
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160. ProriEpap 1V. — Si se multiplican dos nimeros por
un tercero, su M. C. M. resulta multiplicado por ese tercer
niimero.

En efecto, con las notaciones de las propiedades anteriores, tenemos
(¢ X b):d = m,
Multiplicando los ntmeros dados a y b por un mismo n@mero 7,
en virtud de la Propiedad I (N.° 147), tendremos:
D@Xmn. bXn =dXn.
Por consiguiente, el M. €. M, de a X n y b X n cs en virtud de
la propiedad anterior:
M(aXn,bXn)=(aXn XbXn):«!)(n:(a)(n)(b):d:
= [(a X b):d] n=m X n.

161. PropiEnap V. — 8i se dividen dos nfimeros por un
divisor com@n, su M. C. M. resulta dividido por dicho divisor.

Como ejercicio, dejamos para el estudiante esta demostracién que rea-
lizard en forma andloga a la anterior; aplicard el (N.¢ 150).

162. Propiepap VI. —— El M. C. M. de mﬁs de dos nfi-
meros, es igual al M. C. M. de dos de ellos y de los restantes
nimeros. !

Sean @, b, ¢, d, los nimeros dadosy m el M. C.M.de a y b.
En virtud de la propiedad del (N.° 156) sabemos que, todo miltiplo
comin de @ y de b, es miltiplo de m ; por conmsiguiente, todo mil-
tiplo comn de a, b, ¢, @, serd también miltiplo comtn de m, ¢, d -

Reciprocamente, todo miltiplo de m, es miltiplo comin de @ ¥

de b, y, por consiguiente, todo mdltiplo ecomin de m, ¢, d, es
también miltiplo comtn de a, b, ¢, d.

En resumen, los conjuntos de nimeros ¢, b, ¢, d, y m, ¢, a,
que tienen los mismos mGltiplos comunes, tendrén, pues, el mis-
mo M. C. M.

La propiedad anterior justifica la siguiente

ReGLA. — Para calewlar el M. O. M. de tres o mds nitmeros,
se halla el de dos cualesquiera de ellos; luego, el M. C. M.
del nimero hallado y de un tercero de los miimeros dados, Y
asi se contintin hasta agotar los mitmeros dados. El dltimo
M. C. M. hallado es el M. C. M. de los nimeros dados.

Las propiedades de M. C. M. de méds de dos niimeros, son
Jas mismas que las del M. C. M. de dos nlimercs.



CAPITULO VI
NUMEROS PRIMOS

Divisores primos

163. Definiciones. — Al principio del Capitulo anterior
(N.” 163), vimos que, un nimero puede tener varios divisores,
por ¢j., el ntimero 12 tiene como divisores: 1, 2, 3,..., s

. mientras que otros sélo tienen como divisores si mismos y la
unidad, por ej., el nimero 5, que cuyos Unicos divisores
son ‘1" y"'5.

Se llama NUMERO PRIMO el nfimero entero que sélo es
divisible por si mismo y por la unidad.

En los otros casos, se llama NUMERO COMPUESTO.

Por ej. son primos los ntmeros 2, 3, 5, 7, 11, ..., 97, ...
son compuestos: 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, ..., 36, ...

Nora, — Excluiremos a la unidad de la sucesiéon de niimeros
primos, por motivo de que algunas propiedades de dichos
ntimeros no se cumplirian si se la considerara entre los ni-
meros primos.

164. Numeros primos menores que 100. — Conviene que
ol estudiante recuerde los nimeros primos menores que 100;
ellog son:

1, g R AR, AT A, S8 28, B
ST, - dl | dBnh AT 21568 51 60, 614 BT Ty T8, 1 T9K
83 . vaa 9PN

(57§
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165. Propiepap I, — £i un nimero no es primo, el mas
pequefio de sus divisores es un niimero primo.

Asi, por ej., 45 tiene por divisores: 3,5, 9, 15 y 45
vemos que el més pequefio de estos divisores, o sea 3, es
un nimero primo.

En general, llamemos N al ntimero dado; no siendo éste un namero
primo, admite por definicién uno o mAs divisores distintos de si mismo
-y de la unidad. Si llamamos d al mds pequeiio de esos divisores, demos-
traremos que d es primo.

En efecto, si d no fuera primo, admitiria un divisor d’ menor que
d y mayor que 1, resultando entonces que el nimero d’ serfa tam-
bién divisor de N, en virtud de la conocida propiedad de que, si
ain ndmero divide a ctro divide también a cualquiera de sus miltiplos
(N.2 126); en este caso N tendria, pues, un divisor menor que d, Io
«que es imposible, desde que habiamos supuesto que d era el mis pe-
«queiio de los divisores de N . No admitiendo el nimero d otre divisor
mis que si mismo y la unidad es un niimero primo, y por consiguiente
resnlta demostrada la propiedad.

166. Propiepsp 1I. — Si un nfimero no es primo, admite
como divisor un nimero primo, cuyo cuadrado no supera
aquel niimero.

Asi, por ej., el ntimero 3 es el més pequeiio de los divisores
primos de 15; por consiguients, 3> = 9 no supera a 15. EI
mnimero 7 es el tnico divisor primo de 49; por consiguiente
‘7> = 49 no supera a 49, sino que lo iguala.

Sea N un ntmero no primo, y d el mas pequefio de sus
divisores que, como sabemos, es un namero primn (N.” 165).
Decimos que d°® tiene que ser menor, o a lo sumo igual a N,
es deeir que p

d? < N
En efecto, llamando ¢ al cociente de dividir N por d, ten-
«dremos:
N:d = ¢, de donde, N = o¢.d
y de esta Gltima tenemos también, N:e¢ = d, la que signifiea que ¢
es un divisor de N ; pero habiamos supuesto que d era el méis pe-
quefio de los divisores de N, por consiguiente tendremoss

d <L c

Multiplicando los dos miembros por d, resulta:
dd < cd, osea, @ < N
Como corolario de la propiedad anterior, tenemos:
Si un nimero no admite nmingidn divisor primo cuyo cua-
drado no lo supere, aquel niimero es primo,
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Forma de reconocer si un numero
es primo

167. Si el numero verifica alguno de los caracteres de
divisibilidad de los ntmeros estudiados en el capitulo IV,
podemos contestar que el niimero es compuesto. De lo con-
trario, parece que tendriamos que efectuar las divisiones
por todos los nameros menores que él, Pero no es asi, por-
que esta investigacion se abrevia aplicando la Propiedad an-
terior (N.° 166). Segtn ella, tendremos la siguiente

REcLA, — Para reconceer si un nitmero es primo, basta in-
vestigar su divisibilidad por cualquiera de los mirmeros primos
cuyos cuadrados mo superen al nivmero dado; si no es divisidle
por ninguno de ellos, afirmamos que aquel nimero es primo.

Asi, por ej., el ntimero 269 no es divisible por ninguno de
los nameros primos 2, 3, 5, 7, 11, 13 . (Bl cua-
drado de 13 es menor que 269). El niimero primo siguiente
a 13 es 17. Pero siendo 17 = 289 mayor que 269, podemos:
afirmar, pues, que 269 es un ntimero primo (N.° 166).

Para reconocer que 17% es mayor que 269, se puede obser-
var que 17 estd contenido en 269, menos de 17 veces, o sea
que el cociente de 269 por 17 es menor que 17. Segtin esto,
para reconocer si um niumero es primo resulta mas practico:
emplear esta otra

" RmGrA. — Para reccnocer si un niimero es primo o com-
Puesto, se divide por los niimeros primos sucesivos, 2, 3,
5, 7, 11, etc.; si se llega a un cociente igual o menor que
el divisor sin haber obtenido ninguna divisién exacta, ef
nfimero es primo; de lo contrario, compuesto.

Esempros. — Propengdmonos averiguar si 1037 es primo o com-
puesto. No es divisible ni por 2, ni por 3, ni por 5. Dividiéndolo
por 7, encontramos’ el resto 1. No es tampoeo divisible por 11, ni
por 13. Finalmente, 17 da una divisién exacta con 61 como ecociente.
Tenemos, pues, 1037 = 17 x 61. El nfimero 1037 eg, pues, compuesto..

Sea ahora el nimero 1059. No es divisible por 2, 3, 5; 7 da el resto
3; mno es divisible tampoeo por 11, 13, 17, 19, 23, 29; por 31 da e¥
eociente 34 y 7Testo 5; por 37 da el cociente 28 y resto 23; siendo este
1ltimo cociente .menor que el divisor, podemog afirmar que el niimero
1659 es primo.
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Tabla de nimeros primos

168. Criba de Eratéstenes. — Propongdmonos formar
una table de mitmeros primos menores que cierto namero, por
ej., que 100. Sz aplica, para ello, la siguiente regla, llamada
Criba de Eratostemes: (%)

TABLA DE NUMEROS PRIMOS DE 1 A 1000

431|103 | 173 | 241|317 | 401 | 479 | 571 | 647 | 739 | 827 | 919

2

3| 47107 (179|251 | 331|409 | 487 | 577|653 | 743 | 829 | 929
5| 53 (109|181 257|337 1419 491 |587 (659 | 751 | 839 | 937
71 59|113 (191 (263|347 [421 | 499|593 |661 [ 757 [ 853 | 941
11 [ 61 (127|193 |269 | 349 | 431|503 |599 [ 673 | 761 | 857 | 947 ||
13 | 67|131(197 271|353 | 433|509 | 601 | 677 | 769 | 859 | 953
17 | 711137199 |277 359 | 439 | 521 | 607 | 683 | 773 | 863 | 967 [
19 | 73 (139|211 281|367 443|523 613|691 |787 | 877 >971
23 | 79149223 | 283|373 449|541 (617|701 [797 | 881 [977|f
29 | 83| 151|227 293|379 |457 [ 547 | 619|709 | 809 | 883|983 |}
31 | 89 (157|229 307|383 (461|557 631|719 (811 (887|991 '
37 | 97163233 |311|389|463 | 563 | 641 | 727 | 821|907 | 997

41 | 101|167 | 239 | 313|397 | 467 [ 569 [ 643 | 733 | 823|911 | —

Se escribe, empezando por 2, la sucesion natural de los nil-
meros, suprimiendo los mimeros pares mayores que 2 (puesto
que éstos, siendo divisibles por 2, no son primos).

De los mitmeros restantes, el que sigue a 2 es 3; se supri-
men luego todos los mitmeros multiplos de 3, excluyendo el 3.

(Para ello se tachan los nimeros contando de fres en tres,
a partir de 3% = 9, puesto gue los multiplos de 3 menores
que 9 ya habian sido suprimidos).

?)—Emtdstenes, célebre filosofo y matemético griego del siglo IIT
a. J. C. Se le atribuye el empleo de un procedimiento anélogo al que”
usamos actualmente para la construceién de una tabla de ntmeros pri-
mos, pero grabando en una placa de cobre los nimeros y agujereando

los lugares de los nimeros compuestos; después de esta operaciém, la-
placa resuli6 una verdadera ecriba,
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De los nimmeros restantes, el que queds sin suprimir des-
pués de 3 es el O; se suprimen luego todos los nimeros mul-
tiplos de 5, excluyendo el 5 (se empieza suprimiendo 52 =25,
puesto que los miultiplos de 5, menores que 25, ya habian
sido suprimidos en las operaciones anteriores).

Procediendo andlogamente, se suprimen los miltiplos de T,
excluyendo el T, y empezando la supresion a partir de 7* = 49.

Después de la operacion anterior, el primer miltiplo de 11
que quedaria, es 11* = 121, puesto que mediante las opera-
ciones anteriores, resultan suprimidos todos los mailtiplos de
11 menores que 121. Pero como 121 estd fuera del limite de
la tabla que deseamos comstruir, la operacién resulta, pues,
terminada.

Los nGmeros primos menores que 100, figuran en las dos
primeras colnmnas de la tabla anterior, son los 25 primeros
nimeros primos que, como ya lo indicamos en el (N.° 164),
conviene recuerde el estudiante.

La sucesién de los niimeros primos

169. Rroriepap. — La sucesién de nimeros primos es
ilimitada.

Equivale decir que, por grande que sea un namero primo,
existe siempre otro mayor que él

Por ser ilimitada la sucesion natural de los nimeros
(N.2 3), nos induciria a admitir que también es ilimitada
la sucesién de nimeros primos, en virtud del procedimiento
empleado en el parrafo anterior para su obtencién. No
obstante, daremos su demostracién rigurosa.

En efecto, llamemos p & un nimero primo eualguiera, Gue po-
demos suponer tan grande eomo queramos,

Efectuemos el predueto de todos los nimeros primos hasta p ; agre-
guemos a este producto el atmero 1, y llamemos S a la suma.
Tendremos la igualdad:

(2.3.5.7... p) + 1 =28

Si S resultara un ndmero primo, siendo mayer que P, ya que-
Jaria demostrada la propiedad.

Si 8 no es primo, el més pequefio de sus divisores, que llama-
mos d, es un nimero primo (N. 177 ¢). Este nimero d mno puede
ger uno de los encerrados demtro del paréntesis, porque si lo fuera,
seria un factor del producto (2.3.5.7... p), ¥ por tanto dividiria
a este producto; pero entonces dividiendo a la suma S y al primero
de sus dos sumandos (2.3.5.7... p), tendria que dividir también
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{N.® 155) al otro sumando, o sea al nfimero 1, lo que es absurdo.
No siendo el nimero primo d uno de los encerrados dentro paréntesis
s, por consiguiente, mayor que 9 .

Resulta demostrado, pues, que la serie de nmeros primos no tiene
iimite superior.

Descomposicion de un niimero en sus
factores primos

170. Definicién. — En el capitulo II referente a la mul-
tiplicacion (N.° 64), vimos que se llama producto de varios
factores al ntimero que se obticne multiplicando los dos pri-
meros factores, el resultado por el tercero, el nuevo resultado
por el cuarto, ete.

Asi, por ej., 2 X 5 X T=10 X T = 70 ; el primer
miembro, 2 X 5 X T, es el producio indicado, y el tltimo,
70, es el producto efectuado.

171. Propiepap 1. — 8i un nimero no es primo, es un
Pproducto dz factores primos.
Asi, por ej., 70 es el producto de los factores primos 2,
517,00 weass T0 =20 S
En general, sea N un nfimero no primo; admitird como divisor
an nfimere primo . Llamando ¢ al eociente, tendremos:
N:a =g, dedonde, N =a X q. [o]
Si g es un nimero primo, la propiedad ya quedaria demostrada,
porque N es el producto de dos niimeros primos ¢ y q.
Si ¢ no es primo, admite como divisor un ntmero primo b, y
dlamando ¢’ al eociente, tendremos:
q:b=4¢q’, dedonde, g=25bb X ¢q’.
Sustituyendo este @ltimo valor de ¢ en la [g], resulta:
N=aXbXq [6]

Si ¢’ es un nimero primo, la propiedad ya quedaria demostrada;
de lo contrario, procediendo como antes, llegariamos a la igualdad:

N=aX b XoXqg? []
en la que a, b, ¢, son nimeros primos y ¢q’° es el cociente de la
divisibn de ¢’ por ¢. Si q’’ no fuera primo, continuariamos razo-
nando como antes, obteniendo otras igualdades de forma andloga a

las [a], [61, [p].
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Pero, de las divisiones sucesivas efectuadas, vemos que ¢ es menos”
que N, que q’ es menor que ¢, q’’ menor que ¢’ y asi sucesi-
vamente; e deeir, que los cocientes sucesivos ¢ s 4’y Q5 <o VAL
siempre disminuyendo, y como no hay sino un nimero limitado de ni-
meros menores que uno dado, también se limitara el nimero de divi-
siones sucesivas. Se llegard, pues, a un &ltimo cociente que serd primo,.
y entonces N resultars un producto de factores primos.

Bsta propiedad justifica la descomposieién de un namero en sus-
factores primos, que trataremos a continuaeién.

172. La DESCOMPOSICION DE UN NUMERO EN SUS
FACTORES PRIMOS significa hallar los nAUMEros Primes
que multiplicados entre st, dan por resultado ¢l mimero dado.-

Sea, por ej., el nfmero 300 que nos proponemos descomponer en fae-

tores primos, El menor ntmero primo que lo divide es 2.y -el. ca=
ciente es 150; tendremos, pues: 300 = 2 % 150. Este namero 150¢
admite también el menor divisor 2, ¥ ¢l cociente es 75; tendremos,.
pues: 300 = 2 X 2 x 75. Este namero 75 admite el menor divisor:

que lo sigue a 2, que es 3, y el cociente es 25; tendremos, pues,.
800 — 2 X 2 X 3 x 2. EH ntimero 25 ya mno es divisible por 3,
pero si por 5, ¥ el cociente es 5; tendremos, pues
300'=2.><2)(3)(5)(5:22><3><52
Tos factores primos del méamero 300 son: 22208 o
El proeeso anterior, aplicable a cualquier nimero compuesto, nos:
conduce. a la siguiente

RrcLA, — Para descomponer un namero en sus factores:

primos, se empieza ensayando si es divisible por 2, 3, 5,

7, 11, ..., hasta que resulte una division exacta, obtenién-

dose asi el menor divisor primo del namero; el cociente
obtenido se divide a su vez por su menor divisor primo, y
asi se opera sucesivamente con cada cociente, hasta llegar
a otro igual a 1.

EseMmPrLos, — Descompongamos los nimeros 300 y 4410,
En la préctica, la operacién se dispone asi:

£ /300 | 2\ g 2
1150 |2 /82 205 | 3
S \“5B lelieag 785 | 3
2)7513 28 e =
2) 25| 5\2A 245'| 5
31%13)° w1
x ° A 77
Sy 1|

Tendremos, pues:
; 300 = 2
i 4410 = 2 X

v X
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173. Nora. — Obsérvese que, mediante la aplicacion de la
vegla anterior, obtenemos los factores primos de un nfmero
en forma ordenada, de menor a mayor. Pero no es indispen-
sable seguir el orden indicado en las divisiones sucesivas; en
ciertos casos conviene alterar dicho orden, que el resultado
es/ el mismo (nota del N.° 108).

Asi, por ej., tendremos:

2400 = 24 % 100 =8 %X 3 x 102 =23 X 3 x 22 X 52 =25 x 3 X 52

Cualquiera que sea el orden que se siga, el resultado es
siempre el mismo.

Como ejercicio, descompdngase e]l nimero 240 siguiendo otro orden
«en las divisiones sucesivas, y econstitese la igualdad de resultados. Higase
io mismo con otros niimeros compuestos.

En el péarrafo siguiente demostraremos esta propiedad de
los niimeros compuestos.

174. Propievap 1I. — La descomposicién de un niimero
en sus factores primos sélo es posible de una manera.

Supongamos que un nfimero N pueda descomponerse de dos ma-
neras; por ej.,

N =la X b ey 5 N=a’X b Xie
siende a, b, ¢, a’, b’, ¢’ todos factores primos. Tendremos:
a XbXe=a Xb Xc

Como e] factor ¢ divide al primer miembro de la igualdad ante-

vior, debe dividir también al segundo miembro, es decir, que debe dividir

por lo menos a uno de los factores a’, b’, ¢’ ; pero eomo estos
1ltimos son nimeros primos, el niimero @ no podrd dividir a ninguno
4le ellos sin serle igual, es decir que a = a’.

Simplificando la igualdad anterior, tendremos:
b Xe=0b Xc

_— - . . z

Razonando como antes en esta tltima ignaldad, obtendriamos b = b’;
andlogamente, llegariamos a ¢ = ¢’. El razonamiente seria el mismo
<cualquiera que fuera el nimero de factores primos supuestos para N .

Las dos descomposiciones N — a.b.c y N = a’.b’.¢’ son, pues,
idénticas.

Propiedades

175. ProriEpap I. — Si un n@imero divide al producto
de dos factores, y es primo con uno de ellos, divide al otro
factor.

Asi, por ej., 3 divide a 48 = 8 X 6, y es primo con 8 ;
divide, pues, al otro factor 6.
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En general, sea n un niimero que divide al producto a X b, ¥y
es primo con a ; demostraremos gue 7 debe dividir al otro factor b .

En efecto, por ser n y a primos entre si, tenemos
D(n, a) =1
Pero, por la Propiedad T del (N.° 147) resulta

b
D®Xb, aXb)=1Xb=1D
El ntmero 7 divide al producto n X b (por ser factor del mis-
mo), y divide también al producto @ X b (por hipétesis); por consi-
guienfe, divide al niimero b, que es su M, C. D. (N 182¢),

17€. Proriepip II. — Si un namero primo divide al
producto de varios factores, divide a uno de los factores.

Esta propiedad es una consecuencia inmediata del (N.” 125).

Asf, por ej., 3 divide a 420 == 4 X 7 X 15 ; el nimero
3 divide también a 15, que es uno de los factores de 420.

177. CoroLARIO, — Si un namero primo divide a una
potencia de un nimero, divide a dicho niimero.

Demostraremos la propiedad para los casos de dos o més factoves:

1.2 Si se trata del producto de dos factores ¢ X b, y un ni-
mero primo n divide a dicho producto, dividird también, por lo menos,
a uno de los dos factores, en virtud de la propiedad anterior.

2.° Si se trata de un producto de tres faetores, a X b X ¢, ¥
un nimero primo n divide a dicho producto, dividird también, por lor
menos, a uno de los tres factores. En efecto, aquel producto puede eseri-
birse asi: @ X (b X ¢), en virtud de la propiedad asociativa de la
multiplicacién (N.2 68); si n mno divide al primer factor «, debe
dividir al producto (b X ¢), estando, pues, en el easo anterior.

Analogamente se demostraria para mayor nimero de factores. |

178. Propienap 1II. — £i des nimeros son primos entre
si, lo son también dos de sus potencias con exponentes cua-
lesquiera.

Seam @ y b dos ntimeros primos entre si; demostraremos que dos:
potencias cualesquiera, a™, ", de dichos ntmeros, son tumbién pri-
mos entre si

En efecto, si no lo fueran, admitirian un divisor ecomtn primo p .
el que dividiendo a ¢™ dividiria también al namero o (N.° 177), ¥
dividiendo a b" dividiria al ntimero b ; pero entonces los dos nimeros
a y b .admitirian un divisor eomfin, lo que es absurdo, por ser eon-
trario a la hipétesis.
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Determinacion del M. C. D. mediante la
descomposicion en factores primos

179. Divisores comunes. — Para formar divisores de ww
nimero, se le descompone en sus factores primos (N.? 170),
y luego se multiplican algunos de dichos factores con expo-
nente que no exceda del que tiene cada factor en el ntimero.

Asi, por ej., serfin divisores de 120 = 23 x 3 x 5, los ntmeros:

22 x5 = 20; 28 X 5 = 40; 2 X 3 = 6; 3 x 5 = 15;
22 X 3 X 5 = 60; ete., ete.

Para hallar los divisores comunes a varios ntimeros, es de-
cir, los divisores de todos ellos al mismo tiempo, se formarin
los productos de los factores primos contenidos en todos ellos-
(los factores comunes), y afectando cada factor de un expo-
nente que no exceda al que tiene en ninguno de los niimeros:
dados,

EJEMPLO. — Para hallar log divisores comunes de los nfimerog:
24 = 28 % 3 y 180 = 32 x 22 x 5, hallamos primeramente log
divisores primos comunes, que son 2 y 3, y los eclevamos a exponentes:

que no exeedan de 2 y 1, respectivamente,
Los divisores comunes serdn, pues: 2 ; 22 — 4, 3 P )

o

einZ 8 =12
Prescindiremos del divisor comin 1, qua lo es de todos los nimeros.

7

180. Méximo comin divisor. — En el ejemplo anterior
hallamos que los divisores comunes de los niimeros 24 y 180
eran: 2, 3, 4, 6, 12. Observemos que el mayor es 12;
este niimero es, pues, el M, C, D. (N.° 142).

Para hallar el M. C. B. de dos o més nlimeros, no es ne-
cesario hallar todos los divisores comunes de dichos ntimeros:
(operacién que generalmente resulta algo larga), para luege:
elegir el mayor; se halla directamente mediante la siguiente

REGLA., — Para hallar el M. C. D. de varios nfimeros des-
compuestos en sus factores primos, se forma el producto de’
los factores primos comunes, tomados una sola vez, con el
menor de los exponentes que tenga en los niimeros dados.

En efecto: no podria cbteserse un divisor comin mayor, porque-
tendria que temer los mismos factores primos con exponentes majores,
o bien, tendria que temer un nuevo factor primo, lo que es imposible,-
porque entonces, en cualquiera de los dos ecasos, ya no seria divisor der
alguno de los niimeros dados.
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A continuacién presentamos dos ejemplos ‘de céleulo del
M. C. D. de dos grupos de nimeros:

126 —2.32.7

D.—2.32=18
180 =—22.32.5 IMC
400 =2¢.5* )
1400=2%5.7  M.C.D.=2°.5=40
520 == 2%.5 3\

181, Téngase presente (N.o° 143 y 152) que:
Si un mimero de um grupo es divisor de los otros, él es
dambién el M. C. D, de los miimeros del grupo.

EJeMpLOS. — D (10 20) = 10, porgue 10 es divisor de 20.
D (12, 60, 84) == 12, porque 12 es divisor de los otros dos n'imeros.

182. Miltiplos comunes. — En el (N.* 154) indicamos
“qué se entendia por miltiplo comiin de dos o mis nameros.

Obsérvese que el producto de dos mimeros es miltiplo de
ambos,

Asi, por ej., para hallar los miltiplos de 7 basta multiplicar este
numero por los enteros sucesivos 1, 2, 3, 4, ..., obteniendo dichos
-moltiplos: 7, 14, 21, 28,

Obsérvese también que, para que un nimero sea multzplo
.de otro, basta que contenga los factores primos de este ultimo
.con exponentes, respectivamente, iguales o mayores. Asi, por
ej., 2°.34.7 es miltiplo de 2%.3%

Para hallar miiltiplos comunes de varios ntimeros, se for-
maran los productos de los factores primos comunes y no
.comunes, y afectando cada factor de un exponente que no
.sea inferior al que tiene en nmguno de los ntimeros dados.

Se comprende ficilmente que, asi como un nimero tiene
4nfinidad de miltiplos, un grupo de nfimeros tiene también
-una infinidad de multiplos comunes.

EsemprLo, — Para hallar maltiplos comunes de 24 = 28 X 3 y de
180 = 32 x 22 x 5, hallamos primeramente todos los divisores primos,
.que son 2, 3, 5, y los elevamos a exponentes que no sean inferiores
-a 3, 2, 1 respectivamente, Miltiplos comunes serédn, pues:

28 % 32 x 5 = 360; 2¢ x 32 X 5 = 720; 28 x 33 X 5 = 1080;
2% % 32 X 52 = 1800; ete., etec.

183, Minimo comin multiplo. — En el ejemplo anterior
thallamos los primeros multiplos comunes de los nGmeros 24
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y 180, encontrando que eran: 360, 720, 1080, 1860, etec., ete.
Observemos que el menor es 360; este niimero es, pues, el
M. C."M. (N2 .15b)-

En la préctica no se procede asi para hallar el M. C. M. de
dos o mds niumeros, sino que se aplica la siguiente

REGra. — Para hallar el M. C. M. de varios niimeros des-
compuestos en sus factores primos, se forma el producto de
los factores primos comunes y no comunes, tomados una
sola vez con su mayor exponente.

En efecto: no podria obtenerse un miltiplo comfin menor, porque
tendriamos que suprimir algn factor primo, o bien, tendriamos que

disminuir algin exponente; pero entonces dejaria de ser miltiplo del
aiimero o nimeros de que procede dicho factor o exponente.

Asi, por ej., sean log niimeros 120, 132, 1350,
420 = 28.3.5; 132 = 22.3.11; 1350 = 2.338.52,
M (120, 182, 1350) = 28.33.52.11 = 59400

Calculos mentales

184¢. M. C. D. y M. C. M. de niimeros pequefios. — En
estos casos conviene acostumbrarse a descomponer los ntme-
ros dados en factores primos, mentalmente, y luego determi-
nar el M. C. D, o el M. C. M. mediante las reglas respecti-
vas (N.°* 180, 183).

Asi, por ej., para los nimeros 10 y 42 tendremos: 10 = 2 X 5;
42 = 7 X 3 X 2. Por consiguiente,

D (10, 42) = 2.; M (10, 42) = 2 X 3 X.56 X 7 = 210,

185. Calculo rapido del M. C. D. — EI procedimiento es-
tablecido por la regla del (N.® 180) para calcular el MAXI-
MO COMUN DIVISOR de varios ntmeros, se puede abre-
viar buscando solamente los factores primos comunes a los
nimeros dados, como se indica en el esquema siguiente (los
ntmeros dados son los mismos del segundo ejemplo del
(N.° 180), o sea; 400, 1400, 520.

2 | 400 1400 ° 520
2 | 200 700 260
2 | 100 350 130
5 | 50 175 65

| 10 35 13

Los factores primos comunes se encuentran a la izquierda
«e la linea; tendremos, pues:
D (400, 1400, 520) =2 X 2 X 2 X 5 =40
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186. Céhleulo rapido del M. €. M. — Téngase presente
que, como consecuencia de la definicién de niimeros primos
entre si, y de la Propiedad del (N.° 158), tenemos:

El M. C. M. de dos niumeros primos entre si es su_producto.

Asi, por ej., tendremos: N
M(35, 6) =35 X 6 =222 ; M(8,15, 11) =8 X 15 X 11 = 1320..

Téngase presente, también, que:

a) Si un nimero de un grupo es multiplo de los otros,
él es también el M. C. M. de los mimeros del grupo.

EsemprLos. — M (48, 12) = 48, porque 48 es miltiplo de 12;
M (45, 15, 9) = 45, porque 45, es multiplo de los otros dos nimeros;

b) En la investigacion del M. C. M. de varios nimeros;
pueden suprimirse aquellos que sean divisores de umo cual-
quiera de los nimeros dados.

Asi, por ej., si nos proponemos hallar el M (48, 12, 36, 9)
tendremos: M (48, 12) = 48, y M (36,9) = 36, en virtud
de la propiedad anterior (b). Por consiguiente, se hallari solamente eF
M (48 , 36), que es 144, Tendremos, pues:

M (48, 12, 36, 9) =M (48, 36) — 144
NOTAS HISTORICAS

La teoria de los ntimeros primos, asi como la demostracion de que
la serie de ntimeros primos es ilimitada, ya se encontraba en los famo-
sos ‘‘Elementos’” de Euclides, obra del célebre mateméitico griego dek
siglo IIT a J. C.

Las primeras tablas de niimeros primos fueron publicadas por Kruger.
Las tablas méis difundidas son las de Chernac y de Burkhardt, llegande
las dltimas hasta el mamero 3 035 000 .

Existen tablas de nimeros primos hasta 9 millones.

El niimero primo mas grande que se conoce es:

262 — 1 = 2305 843 009 213 693 951



CAPITULO VII ’

FRACCIONES
Definiciones

187. Concepto de fraccién. — Una hoja de papel, un mon-
tén de arena, una harra de hierro, ete., son magnitudes que
se pueden dividir o imaginar divididas en tantas paries 1gua-
les como queramos. ‘

Si una magnitud se divide en dos partes iguales, cada
parte es la mitad o un medio de la magnitud; si se divide
en tres partes iguales, cada parte es un tercio de la magnitud;
si se divide en cuatro ..., diez, catorce ..., mil... partes
iguales, cada parte es un cuarto, un décimo, un catorceavo,
un milésimo, ete., de la magnitud.

Las frases un medio, un tercio, un cuarto, un décimo, un
catorceavo, un milésimo, ete., se indican, respectivamente, con
los simbolos

1 I il 1 1

-~ Y ) e ) A ol L T W e )

SR TR S 14 1000
que se llaman unidedes fraccionarias. La unidad fraccionaria
i [N . . . <
% indiea que se considera la quinta parte de la unidad en-

TR ; !
tera; -y indica que se considera la cuarta parte de la unidad
entera. Por comodidad tipografica, dichas unidades se indi-
can también asi: 1/5, 1/4, o bien /5, Y.
Los nameros 5, 4, ... indican en cuintas partes iguales

se ha dividido la unidad, y se llaman denominadores de las
unidades fraccionarias. Y

188. Es evidente que la cuarta parte de una manzana es
mayor que la sexta parte de la misma manzana, es decir,
1/4 > 1/6. :

También medio peso ($ 0.50) es mayor que un quinto de
peso ($ 0.20), es decir, 1/2 > 1/5.

‘En general, se comprende fécilmente que, cuanto mayor
sea el mimero de partes en que se divide una misma Mmagni-
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tud, tanto menor sera cada una de estas partes; tendremos,
pues, que

WS> YWy =4 SV S L0 > YV o e 3

es decir: de varias unidades fraccionarias, es mayor la que
tiene menor denominador.

189. Si una magnitud se divide, por ej., en 4 partes igua-
les, tres de éstas forman tres veces un cuarto de la magnitud;
si se divide en T partes iguales, cinco de estas partes forman
cinco wveces un séptimo de la magnitud; ete.

En lugar de la frase tres weces um cuarto, decimos mas
brevemente tres cuartos, que se indica asi: % , 03/4,0 3.
Anélogamente decimos cinco séptimos, ete.

Lios naimeros 0, 1, 2, 3, ... se pueden indicar también
con los simbolos

0 1 2 3.

que se leen: cero unidades, una unided, dos unidades, tres
unidades, ...

190. Las expresiones
o 1 2 T g3 ST Trini 9 10 11

— P R — s —_— — -

3 “an ’ y 3’

b
e B rvichin b s s - o 10 10 10
se llaman fracciones o nimeros racionales. (*)

cer

Las expresiones anteriores se llaman también quebrados, o
fracciones ordinarias (esta Ultima denominacién, para distin-
guirlas de las ‘‘fracciones decimales’ que se estudiaran en el
proximo curso).

Noétese, pues, que los nitmeros racionales son el conjunto de
los mimeros enteros y fraccionarios.

(*) Consideremos un conjunto de manzanas iguales que dividimos
cada una en cuartos; supongamos que reunimos un cierto nfimero de
estos cuartos; por ej., 15. Decimos entonces que hemos contado 15
cuartos de manzana, y eseribimos asi: 15/, .

Nétese que, asi como un ndmero entero sirve para contar las uni-
dades de un conjunto (N.2 2), también una fraccién desempeiia papel
andlogo; el ceonjunto que cuenta estd formado por partes iguales de
una magnitud (o de magnitudes iguales). Por esta razén es que, una
fraceién se considera-como un ‘‘nimero’’, y se le llama namero racional.
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En la fraecién —7‘— , los dos ntimeros 5 y 7 que la forman, se
llaman términos de la fraccién; el nimero 7 se llama deno-
minador, porque denominag la fraccién e indica en cudntas
partes iguales se diwvidié una magnitud o puede imaginarse
dwidida; el 5 se llama numerador, porque numera las partes
que se consideran,

En general, diremos, pues, que:

Una fraccién es un simbolo con el cual se expresa que una
magnitud se ha dividido (o que s piensa dividir) en cierto
nfimero de partes iguales y que se han reunido algunas de
estas partes.

Asi, por ej., la fraecién */y significa el conjunto de cuatro
unidades fraccionarias iguales a /p, o sea

(*/s + /o + Yo + /o).
Son fracciones de la misma especie las que tienen igual
denominador. Asi, por ej., lo son: /7, 2/7, /s, ete.

191, Equivalencia entre la raya de quebrado (—) y el
signo de divisién (:). — Una_fracciin es igual al cociente
de su numerador por su denominador.

Sea, por ej., la fraceién */y; decimos que */y = 4:9.

En efecto: por la definicién de fraccién tendremos

g, = e il F Hat M
Pero siendo 1/, una de las nueve partes en que dividimos-a la uni-

dad, expresa (N.° 85) el cociente de 1 por 9; por consiguiente po-
dremos eseribir:

e = (1:9) + (1:9) + (1:9) 4 (1:9)
Pero dividir separadamente cuatro unidades por 9 y sumar los co-
cientes, equivale (N.® 91), a dividir por 9 la suma de las ecuatro
umdaueq Tendremos, pues:

o= 1+ 1414 1):9 =
La fraccién, por ej., */y se lee también asi: 4 dividida 9;
4 sobre 9.

192. Clasificacién. — Comparando entre si los términos
de una fraceién, establecemos la siguiente clasificacién :

FRACCION PROPIA es aquella cuyo numerador es me-
nor que el denominador.

Asi, por e]., son propias las facciones: ®/5, 2/7, */100, /25

Nora, — Una fraccién propia es menor que 1.

BIBLIOTECA | CIONAL
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FRACCION IMPROPIA es la que tiene el numerador ne
menor del denominador.

8 27 100-
Asi, por ej., son impropias las fracciones: — , — , ——.

a2 127 8
Nota. — Una fraccion impropia es igual o mayor que 1.

FRACCION APARENTE es aquella cuyo num"rador es

‘maltiplo del denominador.
g i 81 H0EEHEE30

© Asi, por ej., son fracciones aparentes: — , — , — , — , -,
5 8 #paig uHg
Nora. — Una fraccion aparente es igual a un niimero en-
tero.

193. Como vimos en el (N.? 189), tenemos: 3

Un niimero entero es siempre igual a una fraccion aparente
que tieme por denominador la wwmidad, y por mumerador el
MISMO nUmMero.

Transformacion de fracciones

194. Fracciones equivalentes, — Mediante la figura ad-
junta, podemos ver que, dividir una magnitud en 2 partes
iguales y considerar una de esas partes es lo mismo que di-
vidirla en 4 partes iguales y considerar 2, o bien, dividirla

- en 6 partes y considerar 3, o en 12 y considerar 6, ete. Esto
significa que las fracciones /s, */4, */6, ¢/12, ... tienen el
masmo valor.

F 2
1 MR
= 2 2 3
3 : 3 3
1 1 2 . ) 4 ! L ; ! b
) | 1 ] | 1 1 b
1 2 3 4 5 6
; 6 6 3 0 6 6
{8l oG8 o8 saal 1B v @ A GMEAL 12
e B2 ol B dBien 0 12 sl B s 12 B0 W24 i
[ 15 i | i | = i 1 1 1 = 1 1 a0, (o
L) L T3 v
¢ 1 2 3 3
; 4 4 T 4
e ———— = unijidad entera ——————— —f
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- Anélogamente podemos ver en la figura que

1/3—_~‘/(s—4/12= voe 3 ==
Se justifica, pues, que:
Se llaman FRACCIONES EQUIVALENTES las que tie-
nen el mismo valor y términos diferentes.

195, Propiedades fundamentales. — 1.* Obsérvese que los
términos de las fracciones 2/4, */¢, ®/12, ... se obtienen de
los correspondientes términos de la fraceién %5, multipli-
eéandolos ambos por 2, 3, 6, ..., respectivamente. Teuemos,
pues, la siguiente propwdad de las fracciones:

Multiplicando los dos términos de una fraccion por um
mismo nimero (diferente de 0), se obtiene una fraccion
equivalente.

Mediante esta propiedad, foda fraccion puede transfor-
marse en infinidad de fracciones equavalentes.

Asi, por ejemplo, de la fraccion 2/;, tenemos:

By ="/g =20y =1}, "= g wm L

196. 2.» Obsérvese que los términos de las fracciones ...
2 /ey 2/4, /s, se obtienen de los términos correspondientes de
la fraccién /12, dividiéndolos ambos por ... 2, 3, 6,'res-
pectivamente. Tenemos, pues, la siguiente propiedad.

Diviendo los dos términos de una fraccién por un divisor
comin, se obtiecne una fraccién equivalente.

Asi, por ej., tendremos: °/g == ®/30; hemos obtenido la
segunda fraecién dividiendo los dos términos de la primera
por 2.

197. Transformar una fraccién en otra equivalente de
denominador dado (miltiplo del de la fraccién primitiva).
—Sea, por ej., la fraccion /4, que queremos transformar
en otra equivalente de denominador 20 . _

Basta notar que, si 20 debe ser el nuevo denominador,
es mnecesario multiplicar el denominador 4 por 5 (cociente
de 20 por 4) y que, por otra parte, para obtener una frae-
¢ién equivalente, es necesario entonces multiplicar también
por 5 el numerador (N.° 195). -

14 {f TX5 35

Tendremos, pues: — — — — ———— = —

De aqui que podamos establecer la siguiente
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REcuA. — Para transformar una fraccién en otra equiva-
Tente de denominador dado, se divide este denominador por
el de la fraccién primitiva y se multiplican por el cociente:
obtenido los dos términos de la fraccion primitiva.

Nora. — Para que esta transformacion sea posible, es nece-
sario que, previa reduccion de la fraccion a su mds simple
expresion (operaciéon que veremos en el N.” 200), el denomi-
nador dado sea miltiplo del de la fraceién primitiva.

Asi, por ej., la fraccin 7/, no podria transformarse en otra equiva-

lente de denominador 10, o 18, o 25 ete, porque estos nimeros.
no son multiplos de 4.

Simplificacion de .fracciones

198. Definicién. — De dos fracciones iguales, decimos:
que una de ellas tiene forma mds simple que la otra cuan-
do se presenta con términos mas pequefios.
fo:::;i; glé sels;;j;lxszmar;ze/rior, 10/00 = 5/50, decimos que 5/g, tiene

) Yo

La transformaciéon de una fraccién en otra equivalente,
pero con términos mds pequefios, se llama simplificacién.
Tendremos, pues, que:

Una fraceion se puede simplificar dividiendo (cuando es

posible) sus dos términos por un divisor comin.
Asi, por ej., la fraecién 5/4, puede simplificarse dividiendo sus dos
términog por 5, y tendremos 3/,, = 1/g.

192. Fracciones irreducibles, — Si una fraceiéon no se
puede simplificar, significa que sus términos no tienen divi-
sores comunes, es decir, que son nimeros primos entre si.
En cse caso, la fraceién se llama drreducible, o también, se
dice que estd reducida a su minima expresion.

Asi, por ej., la fraccién 85/, es irreducible, porque D (85 yAl) 1= Liys
vale decir, por ser 85 y 41 nimeros primos entre si, Analogamente
son irreducibles: 24/,., 10/54.

260. Para REDUCIR UNA FRACCION A SU MAS SIM-
PLE EXPRESION, pueden seguirse dos métodos:

EMPLEO DE LOS DIVISORES COMUNES. — Se dwiden los dos:
términos de la fraccion sucesivamente por sus divisores comu-
nes hasta agotarlos.

En esta operacién aplicaremos los criterios de divisibilidad
tratados en el ecapitulo IV.
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Ejempro, — Para redueir la fraceifn 42/,., diremos: 42 y 48 sow
ambos divisibles por 2, porque terminan en cifra par; por tanto, efec-
tuando las divisiones por 2 de los términos de la fraccién tendremos-

42 21

48 24

21 y 24 son ambos divisibles por 3; efectuando el par de divisiones’
21 7 42 7
tenemos: — = —. Por consigniente, tendremos: — = —,
24 8 48 8

201. EwmprEO DEL M. ¢. D, — Se dividen los dos términos
de la fraccion por su mdaximo comum divisor,

Con este método se obtiene directamente, con un solo par
de divisiones, la forma irreducible de la fraccion (N.° 151),

EJeMPLO. — Sea 252/336 la fraccién dada. Tenemos: D (252, 336)ﬁ84;
dividiendo los dos términos de la fraccién dada por 84, obtenemos la
forma reducida 3/, .

NOTA IMPORTANTE. — En general, resulta siempre
conventente reducir una fraccion a su minima expresion antes:
de operar con ella.

Reduccion de fracciones a un comin
denominador

202. Pronto veremos (al comparar, sumar y restar frac-
ciones), que es mnecesario saber transformar los nfimeros
racionales (fraccionarios y enteros) en fracciones equiva-
lentes que tengan todas el mismo denominador, transforma-
cion que se llama reduceion a comiin denominador, Para ello
basta, pues, hallar un multiplo comin de todos los denomi-
nadores de las fracciones dadas y transformar cada una de
éstas en una fracciéon que tenga por denominador dicho
miltiplo eoman (N.° 197).

Ahora bien, como un miiltiplo comin de los denominado-
res es su producto (N.° 65), tendremos, pues, la siguiente

ReeLa, — Para reducir fracciones a un COMUN DE-
NOMINADOR, basta multiplicar los des términos de cada
una de ellas por los denominadores de las otras.

Recuérdese (N.° 201), que es conveniente reducir previa-
mente las fracciones a su minima expresién.
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Esemrro I. — Reduciremos a coman denominador las fraeciones
87 A s 7

Simplificamos previamente la primera fraceién: aquéllas se transfor-
man entonces en 3/, y 5/;- Aplizando la regla anterior, tenemos:

3 3x T 21 5 5% 4 20
:=4x7=;87 _7—7x4_2_8
Ejempro II. — Reduciremos a comfn denominador 7/,, 5, 1/,.
Tendremos:
£y g L Ex4x2 40 1 1x4 4
T Y Nl Tt o A g - o

203. Empleo del M. C. M. — Los denominadores de las
fracciones 2/3, 7/6, 5/9 admiten los miltiplos comunes 18,
27, 36, ... ete. Por consiguiente, dichas fracciones pueden
reducirse de modo que tengan por denominador comin uno
cualquiera de estos miltiplos.

Siendo 12 el M. C. M. de los denominadores, serd, pues,
el minimo comiin denominador.

Reduciendo las fracciones al denominador 12, decimos que

reducimos las fracciones al minimo denommador comiin, Po-
demos enunciar la siguiente

RecrA. — Para reducir varias fracciones irreducibles al
MINIMO DENOMINADOR COMUN, se transforman en
otras equivalentes que tengan por denominador el minimo
comin miltiplo de los denominadores de las fracciones
dadas. Podemos decir también que:

Para reducir varias fracciones al minimo denominador
coman, se reducen primeramente a su mds simple expresion;
luego se toma como nmuevo denominador comin el M. C. M.
de los demominadores. Los numeradores se obtiemen multipli-
cando cada umno de los anteriores por el cociente de dividir
dicho M. C. M. por el denominador respectivo.

EJEMPLO. — Sean las fraeciones: 2/q s /e » 5/

M, C. M, de los denmominadores: = 18
Cocientes por los denominadores: 18:3 =6, 18:6 =3, 18:9 =2

2 %6 12 7%3 21 b2 10

Fracciones transformadas:

3x6 18 6x3 18 9x2 18
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Igualdad y desigualdad de fracciones

204. Fracciones de igual denominador. — Todos sabemos
que 34 de Kg. es més que Y4 de Kg.; que °/10 de metro es
mis que °/10 de metro; que °/» de litro es méds que °/» de
litro, ete. Podemos, pues, escribir

3% > Y ;%10 > w03 /2> 32 ete.
y establecer la siguiente propiedad:

De dos o mis fracciones de IGUAL DENOMINADOR, es
mayor la que tiene mayor numzrador.

Por otra parte la definicién misma de fraccién (N.° 189), justifica.
esta propiedad. En efecto: sabemos que las fracciones de la misma
especie, es decir, de igual denominador n se forman con la unidad
fraccionaria 1/n, de la misma manera como se forman los nimeros
enteros con la unidad entera, Por consiguiente, para comparar dos frae-

ciones de igual denominador, bastari, pues, comparar los numeradores
entre si.

205. Fracciones de igual numerador. — Como ya lo indi-
. camos en el (N.2 188), se comprende facilmente que asi como
14 de manzanas es mis que /¢ de la misma manzana, tam-
bién 34 de manzana serd mas que °/¢ de la misma; an-
logamente que */ de metro es més que °/10 de metro; que
4/5 de Kg. es mis que */s de Kg., ete. Podemos, pues, eseribir

> Y ; 3h > 8le's 3/2 =i/ ¢ ete.
v establecer la siguiente propiedad:

De dos o méas fracciones de IGUAL NUMERADOR, es
‘mayor la que tiene menor denominador.

206. Fracciones cualesquiera. — Para comparar fracciones
que no tienen ni los numeradores ni los denominadores igua-
les, es necesario reducirlas previamente a comin denomina-
dor y luego aplicar la propiedad del (N.® 204).

Asi, por ej., para comparar las fracciones 3/, y 4/, redueiéndolas
a comiin denominador, tenemos:

3 21 4 20 21 20

3 4
—_—=—, — = —3; como — > — resulta — > —
5 35 Fiiciugh. 35 ~ .35 5 S0y



CAPITULO VIII

OPERACIONES CON FRACCIONES
Justificacion de las reglas operatorias

207. La adicion. —Caso de fracciones de igual demomina—
dor. Asi como para sumar unidades enteras de la misma es-
pecie, por ej., 2 Kg., 1 Kg. 4 Kg., decimos:

2Kg. +1Kg +4Kg. — (24 1+ 4) Kg
analogamente, para xumar unidades fraccionarias de la mis-

ma especie, por ej., 2 novenos, 1 noveno, 4 novenos, decimos:
2 novenos + 1 noveno -+ 4 novenos = (2 + 1 4 4) novenoss
que se escribe asi: -

2 1 4 24144

e Spetate, sifr s, o abs '

9 9 9 9

En general, podremos escribir

a b ¢
gt Al i gl
d d d d

que origina la siguiente

Recra. — Para SUMAR dos o més fracciones de IGUAL
DENOMINADOR, se suman los numeradores y a esta suma-
se le pons el denominador comiin,

EJsEMPLO, €/, 4 8/, + 2/, + 1/, = 17/..
208. Caso de fracciones de distintos demominadores. — S¥

las fracciones no tienen igual denominador, se suman aplican-
do la siguiente

e e e e
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Recra, — Para SUMAR dos o méis fracciones de DISTIN-
“T0OS DENOMINADORES, se reducen previamente a comin
4lenominador y luego se suman aplicando la regla anterior.

Ejempro, — Sea la suma 1/, 4+ 5/, 4 7/4q.

Reduciendo previamente las fraceiones a comfin denominador, tenemos:
1 5 7 12 45 14 71
3 4 18 36 36 36 36

209. Caso de un nitmero entero con una fraccion. — Para

sumar un numero entero eon una fraceién, se reduce el en-

tero a fraccion (N.° 189), y se procede luego como en el
«caso anterior.

15 2 17
+ — R —

i) 5

210, Ndumeros mixtos. —Se llama niimero mizto a la suma
de um mumero entero con una fraccién propia.

En un ntmero mixto, por ej., 2 + */5, que se acostumbra
escribir asi: 25, v se lee: 2 y */5. El nfimero 2 es la parte
entera y */s la parte fraccionaria. :

Por lo indicado en el (N.° 209), vemos que un namero
‘mixto puede reducirse a fraceion impropia equivalente, para
lo cual conviene aplicar la siguiente

ReerAa. — Para REDUCIR UN NUMERO MIXTO A
‘QUEBRADO, se multiplica la parte entera del niimero mix-
‘to por el denominador dsl quebrado, al resultado se le suma
<l numerador, y a la suma obtenida se le pone como deno-
‘minador el del quebrado.

2 3 2
EJEMPLO, 3 4 —=— 4 — = —
5 1 5 5

2 4x542 2049 22
Asi, por ej., tendremos: 4 — = =

5 5 5 5
211. Inversamente, veamos ecomo podemos reducir un que-
brado a nGmero mixto. Sea, por ej., la fraceién 23/7. Di-
vidiendo el numerador por el denominador, obtenemos el co-
ciente entero 3 y el resto 2; por consiguiente, en virtud
de la férmula fundamental de la division (N.2 99), podemos
escribir :

23 T%3+-2

23 =79 X 3+ 2, de donde —
7 7
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La fraccion 23/7 puede considerarse, pues, como suma de

TX3 2
las dos fraceciones ——— y — ; la primera es una frac-
7 (i
cién aparente de valor 3, y la segunda es propia. Por con-
: 23 2 2
siguiente, podemos eseribir — =3 4+ — =3—
7 T 7

Podemos, pues, establecer la siguiente

Recra, — Para TRANSFORMAR UNA FRACCION IM-
PROPIA EN NUMERO MIXTO, se divide el numerador
por el denominador; el cociente entero obtenido es la parte
entera del nimero mixto que se busca; el resto de la divi-
sién es el numerador de la parte fraccionaria, la que tiene
por denominador el de la fraccion dada.

Asi, por ej., para transformar 17/, dividimos 17 por 3; nos da el

17 2

cociente entero 5, y resto 2; por consiguiente, tendremos: — = 5—
3 3

212. Recordando el (N.” 191), vemos, pues, que esta regla
permite completar un cociente cuando la divisién es inexacta
(N.° 95) ; se agrega al cociente entero wna fraccion que tiene
por numerador el resto y por demominador el divisor.

Asi, por ej., la divisiébn de 48 por 5 da por cociente entero 9 ¥y

2

3 3
resto 3; por consiguiente, podremos eseribir 48:5 = 9 4 — = 9—
5 5

213. La sustraccion. — Procediendo andlogamente que en
la suma, sea, por ej., el siguiente problema: Si de una barra
metélica de °/10 de m. de longitud, cortamos un trozo 7/ie
de m., ;cuanto nos queda?

Diremos: 9 décimos de m. — 7 déeimos de m. — 2 déci-
mos de m.; en términos abstractos eseribiremos:
9 7 2
10 10 10 e

Como ejercicio, enuncie el estudiante la REGLA corres-
pondiente, que serd analoga a la de la suma para fraccio-
nes de igual denominador (N.® 207).
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Si las fracciones tienen distinto denominador, se empieza -
por reducirias a comin denominador, y luego se efectua la
sustraceiéon como antes.

8 % 7 3x5 56 15 41

3
7 5% 17 7%x5 35 35 35

EJEMPLO.

twlm

214. Multiplicaciéon de una fraccién por un entero. — Al
definir la multiplicacién en el (N.* 63), vimos que, con la-
notacién, por ej., (Kg. 3) X 5, se indicaba el producto
de Kg. 3 por 5, que abreviaba la suma

Kv%.3+Kg.3+Kg,3—i—Kg.3+Kg.3

Anélogamente, el producto (3 séptimos) por 5 abrevia la
suma 3 séptimos -+ 3 séptimos + 3 séptimos + 3 sépti-
mos -+~ 3 séptimos; esto se puede escribir asi:

3 3 3 3 B 3
—Xb=—+ —F—F+ —+ —
7 i i 7 d i

Pero la suma indicada en el segundo miembro de esta igual-
dad se efectiia con la regla del (N.° 207), y resulta:

3 34+3+3-+3+3 et
T (f 7
En general, tendremos:

I
X
|

RegLA. — Para MULTIPLICAR una fraccién por un en-
tero, se multiplica el numerador por el entero y se conserva
el mismo denominador.

215, Leyendo en orden inverso la tGltima igualdad, pode-
mos enunciar la siguiente propiedad :

Si se multiplica el numerador de una fraceién por un ni-
mero, el valor de la fraccion resulta multiplicado por es#
niimero,
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4 42 8
Asi, por ej., si tenemos la fraceifn — , la fraeecién
5 5 b
4%x3 12
= — seré triple de la primera, ete.
5 5
216. Cuando el denominador de la fraceion es divisible por
¢l entero, y sélo en este caso, puede efectuarse la multiplica-
-€i6n dividiendo el denominador por el entero, sin alterar el
-aumerador.

-serd doble de la primera;

5 5 5
Asi, por ej., tendremos: — XK= — =
12 12: 3 4

Este procedimiento se basa en la siguiente propiedad :

81 se divide el denominader de una fraccion por un mimero,
-l valor de la fraccidon resulta multiplicado por ese mimero.

Esta, propiedad se evidencia también mediante la figura del (N.° 194).

Asi, en el ejemplo anterior, establecimos que 5/, es el triplo de 5/;,.

En efecto: puede verse que la unidad fraccionaria 1/, es el triplo
.de la unidad fracciomaria 1/, porque 1/, = 3/;, = (1/;,) X 3,
por consiguiente, 5 veces 1/, serd también el triplo de 5 veces 1/;,,
.0 sea que 5/, es el triplo de 5/4,.

Como ejercicio, enuncie el estudiante la REGLA corres-
-pondiente para efectuar la multiplicacion.

217. Divisién de una fraccién por un entero.  F Sean por
-€j., las divisiones siguientes

15 5
— 5 ¥y — 2
7 6

En el primer caso, siendo el numerador de la fraccién di-
-wisible por el entero, dividimos el nmwmerador por el entero,
-eonservando el mismo denominador, y resulta:

15 15:5 3

Es evidente que 3/, es efectivamente el cociente, es decir, la quinta
parte del dividendo 15/., porque ambas fracciones tiemen igual deno-
yminador, y comparando los numeradores (N.o 204), vemos que 3 es la
gquinta parte de 15, porque 3 X 5 = 15.
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Podemos, pues, enunciar la siguiente propiedad :

Si se divide el numerador de una fraccidn por un nimero,
el valor de la fraccién resulta dividido por ese nimero.

Como ejercicio, enuncie el estudiante la REGLA. -corres-
pondiente para efectuar la divisién.

218. En el segundo caso, no siendo el numerador divisible
por el entero, multiplicamos el demominador por el entero
conservando el mismo numerador, y resulta:

5 5 5
—_— 2= — = —
6 6 X2 12
La fraceién 3/;, es, efectivamente, el cocieute, es decir, la mitad del
dividendo 5/5. En efecto: en la figura del (N.2 194), vemos que 1/4a
6s 1a mitad de 1/, porque 1/ = 2/i5, = (1/19) X 2; por consiguiente,
5 veces 1/;, serd {ambién la mitad de cinco veces /g, O Sea que 5/42
es la mitad de 5/g- : )
Ejemplos anéalogos justifican, pues, la siguiente igualdad:

e
que origina la siguiente

RecLs. — Para DIVIDIR una fraccién por un entero, se
multiplica el denominador por el entero y se CONSErva el
mismo numerador.

219. Multiplicacién de fracciones. — Esta operacién se
origina en los problemas concretos de multiplieacién y di-
visién combinadas.

Supongamos, por ej., que nos proponen la siguiente cuestién: Si un
auto emplea %/, de minuto en recorrer 1 Km., geufinto empleard en
recorrer 9/,, de Km.?

Fl problema se reduce a hallar los /4, de ¢/, operacién que indi-
camos con la multiplicacién de fraceiones, o sea: ®/10) X (¢/5)-

Razonaremos asi: Si 1 Km. lo recorre en %/, de minuto, 1/ de

4 4

Km, lo recorrerd en 10 veces menos, o sea en — 10 =
5 5% 10
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de minuto, y 9/, de Km. en 9 veces mis, o sea en
4 4X9 9X4
5 x 10 5% 10  10%5

Tendremos, pues:

9 4 9 X4
— >< pe—
10 5 10 X 5
Ejemplos anélogos para otras unidades, nos conducen @
establecer la siguiente igualdad general:

o G =k ¢
d b X.d

que origina la siguiente

ReerA, — Para MULTIPLICAR dos fracciones, se forma
otra fraccién cuyo numerador es el producto de los nume-
radores y cuyo denominador es el producto de los deno-
minadores.

220. S1 los factores son méas de dos, es facil verificar que
la regla también se cumple en ese caso.

Prr———— il 4 24 8
Asi, por ej., tendremos: — X — X — = ——— = — = ——

5 79 5% T x9 315 105
221, Division de fracciones. — Sea, por ej., la divisién

de */3 por °/;. Tenemos que encontrar una fraceién que,
multiplicada por el divisor °/z, nos dé el dividendo 2/5. El
cociente se obtiene con la siguiente

RecLA. — Para dividir dos fracciones, se multiplica la

fraccién dividendo por la fraccién divisor invertida.
Es decir, que:

A g T R o 1

e =0 S >< — ) —_ =

$ i rer 8 ageabari o8 X BaitytendB
En general: - _ aXd
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axXa
La fracecién es, efectivamente, el cociente, porque multiplicada
b e
por el divisor ¢/d, nos da:
ax d e axdxe a
e e
bxe d bxexd b

es decir, que nos reproduce el dividendo.

222. La division de un entero por una fraccién es un
caso particular del anterior, dando al entero la forma frac-
cionaria (poniéndole por demominador 1).

Asi, por ej., tendremos:

2 5 2 §Vrs 5%3
D:_=——:—=—_'X_= =
1 2 1x2

w | &

Como ejercicio, enuncie el estudiante la REGLA corres-
pondiente en este casc.

223, Numeros reciprocos o inversos.— Dos nitmeros se la-
man reciprocos o inversos, si sw producto es 1.

Por ej., son reciprocos los niimeros 5 y */5; 12 y */10, ete.

224, Observaciones. — 1.* Téngase presente que, antes
de efectuar el producto indicado de ntimeros racionales, con-
viene dividir los factores del numerador y del denominador
por los divisores comunes que tuvieran,

2.* Para efectuar operaciones en la que intervengan ni-
meros mixtos, generalmente conviene reducir previamente:
estog Gltimos a ntimeros fraceionarios.

Aplicaremos las dos observaciones anteriores en el signiente-

EJEMPLO:

3 4 11 4 1lx5x4 x5 ik
LFEARED. X e R e = ="
4 3 4 3 133 3 3
225. Extension de las propiedades fundamentales a las:
cuatro operaciones. — Como ya vimos al tratar algunas.

operaciones con fracciones, razonamos con las wunidades.
fraceionarias como con las enteras,

Admitiremos, pues, que las propiedades de las operaciones :
con nimeros enteros som vdlidas para los mimeros fraccio--
narios.

Nos referimos a las propiedades expresadas mediante igual--
dades literales.

)
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Asi, por ej., la suma y producto de ntmeros racionales
gozarin de las propiedades conmutativa, asociativa, disociati-
va, ete.

Demostraremos una de esas propiedades, por ej., la conmutativa de
multiplicacién. Para las otras se sigue un proeedimiento anilogo que,
como ejercicio, dejamos lo desarrolle el estudiante,

Demostraremos que 2/, X 4/, = ¢/, X 2/,. Para ello, apheando
sucesivamente log (N.°% 219, 66) y la mvla. inversa del (N.? 219) al pri-
mer miembro de la tesis, obtenemos el segundo:

2 4 2K 4 4AXY 4 2

Compo el razonamiento seria el mismo para otros nimeros cualesquiera,
queda demostrada la generalidad de la propiedad.

Producto y cociente de una suma
o diferencia por un nimero

226. En los Capitulos IT y TIT hemos tratado de la
propiedad distributiva de la multiplicacion y de la divisién
respecto de la suma y de la diferencia, para los casos que los
términos de la suma o diferencia, asi como el inultiplicador
0 divisor respeectivos, fuesen nimeros enteros.

Veremos ahora que dicha propiedad es gemeral; vale decir,
que se eumpls aunque aquellos términos, o multiplicador o
divisor, sean mwimeros racionales cunalesquiera,

227. Producto de una suma o diferencia por un niimero.
— Sea, por ej., la suma */5 4+ */; que multiplicaremos por */s.
Demostraremos que

(*/5s + 2/7) X X 4o ="2/; X /o 5v X */a
En efecto, aplicando al primer miembro de la tesis, sucesi-

vamente, los (N.°° 208, 219, 71), las reglas inversas de los
(N.°* 207, 219), v el (N.° 198), tenemos:

d2 3 4 2XT 4 3X5 4 (2XT +3X5)X4
=
B {
: S
5XTX9 5XTX9 5XTX9

X —= ——m8 7 —— _—e———— =

9 5% 7T 9 5XTX09

o7 4 3%5 4 2 4 3 4
semlabnlaine Jeely gl

2XTX4 4 3XIX4 2XT X4 3X5X4
3T 9 5XT 9 5 9 7 il

)
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Como el razonamiento empleado podria aplicarse a niime-
ros cualesqiera, podemos establecer, pues, la igualdad gene-
ral y regla siguientes:

a

e e T e L e

b d / n bt Slgpl v lup fralling
RecLA. — Para multiplicar una suma de fracciones por

otra fraccién, puede multiplicarse cada término de la suma
¢ por la fraceidn, y sumarse los productos parciales.

228. Para el caso del producto de una diferencia de frac-
ciones por otra fraceién, se procede anélogamente, llegando
al siguiente resultado general:

m

a c m
X X
n

=13

_ 8y <
b d

n

Como ejercicio. enuncie ¢l ostudiante la regla correspon-
diente. ;
Asi, por ej., tendremos, (+/3—2/;) X ¢/, =4/, X 8 foyim2 25 K18 o

229. Cociente de una suma o diferencia por un nfimero.
— Sea, por ej., la suma */5 4 */7 que dividiremos por °/y
Se demuestra que

(*/s + %/n) 2% s =3/s:%a+ ¥/2:%s

Para ello se sigue un procedimiento anélogo al empleado
en el (N.” 227); es decir, que se aplican al primer miemhbro
de la tesis, sucesivamente, los (N.* 208, 217, 101), las reglas
inversas de los (N.*® 207, 217), y el (N.° 198).

Como ejercicio, dejamos que el estudiante efectiie las trans-
formaciones correspondientes. Se lega al siguiente resultado
general :

a (4 m a m C
=i e S e e e 2
(b d n b n d

2|3

Enuncie el estudiante la regla correspondiente,
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230. Para el caso del producto de una diferencie por una
fraccién, se procede andlogamente, llegando a un resultado
-analogo al de la filtima férmula, pero reemplazando los signos
de sumar por los de westar.

Asi, por ej., tendremos que, (¢/; — ¥%): % = #/;: % — %A %

Como ejercicio, enuncie el estudiante las reglas correspon-
«dientes a este caso y al anterior.

Potencia de una fraceion

231. La potencia de una fraccién tiene el mismo signi-
ficado que la de un namero entero (N.* 84).

Asi, por ej., 2/5 X %/5 es el cuadrado de ®/5; se indica
(3/5)2. La fraceién /5 es la base y 2 el erponeade.

Anilogamente diriamos para las otras potencias.

232. Por definicién tenemos, por ejemplo:
3 3 3 3.3.3.3 4 S1
e —~—><—><—><—=—_——= -

5 BE 625

(J4]

I

St
L=l
o
o
o
<t

o

‘de la que se.deduce la igualdad general y regla siguientes:

n .
a a’
b b n

RrerA. — Para elevar una fraccion a un exponente, se

forma otra fraccién cuyos términos sean los de aquéila ele-
vados al mismo exponente,

933. Prorimpap, — Cualquicr poiencia de uma fraccion
wreducible, es otra fraccion irreducible. )

En efecto, elevando la fraceiln irreducible /b a la poten-
cia m, obtenemos la igualdad literal del pAarrafo anterior.

Pero, en virtud de la Propicdad del (N 178), si ¢ ¥ b
son primos entre si, lo son también o' y B"; por consi-
guiente, la fraccion «'/b" es irreducible.




CAPITULO IX

CALCULO MENTAL

Ejercicios y problemas de recapitulacién
general

234. Preliminares. — Los ejercicios y problemas que pro-
ponemos en este Capitulo, deberan resclverse desde el co-
mienzo del curso (como lo establece ¢l programa vigente), v
a medida que se estudie la operacién correspondiente. Al
efecto, al tratar las diversas operaciones, ya dimos algunas
normas generales y presentamos algunos ejemplos, que debe-
rén tenerse presentes para la resolucién de los ejercicios de
la colecciin que sigue.

No deberd perderse la oportunidad de hacer frecuentes y
nuinerosas aplicaciones del edlenlo mental durante todo el
curso, que, ademas de contribuir a afirmar los conocimientos
matematicos adquiridos, y a facilitar las aplicaciones praeti-
cas de la matemitica a cuestiones de la vida corriente, cons-
tituyen también una excelente gimnasia para el desarrollo
intelectual,

Hemos creido 1itil incluir también en este Capitulo, una
pequeiia coleccién de ejercicios sobre ‘“Matemética recrent:

22

va', que esperamos despertardn la curiosidad del alumnado.

TALCULO MENTAL EN LA SUMA y

1-6. Empleando la propiedad de las cifras complementariasg,
efectuar las siguientes sumas:

At G- W5 B4 LB gy R T 8 33 6 46 4
2F 48 L6119 TRl 020 404 BB T 0T L5

7-9. Efectuar las siguientes sumas: 46 4 10 ; 235 4+ 20 ;
30 4 75 + 10.

10-13. Idem: 35 - 21; 47 4+ 52; 185 + 300 4 12; 430 + 13 + 25.

14-18. Contar: de 2 en 2, a partir de 2; de 2 en 2, a partir
de 1; de 5 en 5, a partir.-de 5;" de 5 en 5, a partir de 3; de
Y en 9, a partir de 4.
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19-21. Usando las propiedades asociativa y conmutativa ecalcu-
lar las siguientes sumas:

19998 + 574 + 2 ; 18756 + 125 4 4602 ; 999 4 997 4- 53 + 3 4 1.

22. ;Cuantos son los alumncs de un Colegio que en primer afio
tiene 54 alumnos, en segundo 45, en tercero 40, en cuarto 44, y
en quinto 427

23. La distancia por ferrocarril desde Buenos Aires a Quilmes
es de 17 kilémetrcs; de Quilmes a Pereyra de 20 kilometros y de
Pereyra a La Plata de 16 kilémetros. ;Cudl es la distancia Bue-
nes Aires-La Plata (Via Quilmes)?

24, Una obra cientifica se compone de 4 volumenes: el pri-
mero consta de 456 paginas; el segundo 368; el trecero 512 y el
cuarto 480. ¢De cuantas paginas se compone la obra?

25. Un recipiente contiene 485 litros de agua y se necesitan
315 para llenarlec. (Cual es la capacidad del deposito?

26. Se adquirieron mercaderias por valor de $ 1450 y, al reven-
derlas, se ganaron $ 268. ;Cual es el precio de venta?

27. La distribucién étnica de la poblacién de la Argentina, se-
gin el ultimo censo (afio 1933), era: nativos de sangre eurcpea
9100 000; mestizos 300 000; extranjeros 2 600 000. ;Cudl era el total
de la pcblacion?

28. EIl destino actual de la explotacion del suelo argentino, ex-
presado en millones de hectdreas, es el siguiente: tierras bajo
cultivo 30; campos de pastoreo 124; montes y bosques 50; super-
ficie yerma, poblacicnes, montaias, lagos y rios 75. ;Cudl es el
total? -

CALCULO MENTAL EN LA RESTA

1-8. Efectuar las siguientes restas: 75 — 35 ; 88 — 15 ;
80 — 30 ; 7590 — 6400 ; 83 — 31 ; 264 — T0 ; 425 — 35 :
§52 — 42.

9-15. Efectuar las siguientes operaciones: 628 - 98; 5678 | 97;
73000 4+ 9999 ; 688 — 98 ; 87886 — 998 ; 780 — 60 4 130 ;
815 4 135 — 150. ]

16. El kilometraje ferrcviario en Cdrdoba es 695 y en Alta
Gracia 743. ;Cudal es la distancia kilométrica entre Coérdoba y Alta
Gracia?

17. La linea aérea Buenos Aires a Santiago tiene el siguiente
horario: B. Aires 6,30 h. — Mendoza 11,00 h. — Santiago 13,30 h.
;Qué tiempo se emplea en cada una de las dos etapas del viaje?

18. ;Qué edad tenfa Belgrano al fallecer, si naci6 en 1770 ¥y
murié en 18207

19. Isaac Newton, insigne matematico inglés, nacié en 1642 y
murié en 1727. ;Qué edad tenia al fallecer?

20. De una pieza de género de 40 metros de longitud se cortan
primeramente 8 metros, luego 5 y finalmente 4. ;Cuanto queda de
la pieza?

21. El censo de la poblacién argentina en el afio 1900 fué de
8250000 y el de 1933 de 12000 000. ;Cudl fué el crecimiento de
la poblacién argentina en el periodo indicado?

R N R R R R TR SI—=——.
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CALCULO MENTAL EN LA MULTIPLICACION
1-3. Efectuar las siguientes multiplicaciones:
3 X 100 ; 49 X 1000 ; 650 X 10.
3-7. Duplicar los siguientes numeros: 11; 36; 108; 2136; 6432 .
3-7. Duplicar los siguientes ntumeros:
3y 36 3 4085 21236 ; 6432,
8-10. Multiplicar yor 4 , 8 , y 16 los siguientes ntmeros:
12100 2180 52,
11-13. Efectuar las multiplicaciones siguientes:
45 X 2000 ; 58 X 800 ; 62 X 4009.
14-18. Multiplicar por 11 los siguientes numeros:
6, 25 , 86, T426 ; 1420.
19-22. Multiplicar por 9 , 99 y 999 los siguientes ntmeros:
46 ;- 58 ; 542 ; 1964,
28-24. Efectuar las multiplicaciones siguientes: 15X 90; 5363X907..
25-36. Idem, 46 X 19 ; 74 X 22 : 154 X 39 5 806 X 101 :
86 X 1001 ; 6850 X 402.

31-36. Aplicando oportunamente la propiedad conmutativa ¥ aso-
ciativa, calcular los siguientes productos:

634 x 25 x 4 ; 2653 x 125 x 8 ; 26 x 15 x 4 x 6 ;
T-XT2 X b 55 14 x4 % b 26 x 12 x 4 .

37. (A cuantes dias equivalen 52 semanas?

38. ;Cudntos minutos contienen 1 , 2 , 3 , ... 10 horas?

39. (Qué cantidad forman 30 biiletes de $ 50?

40. ;Qué suma percibird en un ano, un empleado que cobra
$ 160 mensuales?

41. La luz recorre aproximadamente, 300000 kilémetros por
segundo; si la Iuz del Sol emplea 493 segundos en llegar a la
Tierra, ¢cual es la distancia de la Tierra al Scl?

42-45, Aplicando la propiedad distributiva, efectuar las siguien--
tes multiplicaciones:

(18 + 4) X 2; (5 + 6 + 1) X 4; (16 — 12) X 10; (256 — 10) X 8.

46. Un dia se compone de 24 horas, cada hora contiene 60 mi-
nutos, y cada minuto 60 segundos. ;Cuintos segundos contiene
un dia?

47. En el sistema antiguo espaficl de medidas de longitud, que
se usaba entre nosotros, tenifamos: una legua equivalente a 40
cuadras; una cuadra equivalente a 150 varas. ;Cudntas varas me-
dia una legua?

48. Idem, una vara equivalia a 3 pies; un pie 12 pulgadas.
¢Cuéantas pulgadas media un pie?

49. Entre las medidas antiguas de capacidad teniamos: una pipa,
equivalente a 6 barriles; un barril, equivalente a 32 frascos.
¢Cuantos frascos contenia una pipa?

50. ;Cuanto es el cuadrado del cubo de 2?
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CALCULO MENTAL EN LA DIVISION Y EN LA DIVISIBILIDAD
1-5 ¢Cudnto es la mitad de cada uno de los N.°s 24, 56, 57, 82, 837
6-11. Hallar la mitad de los niimeros 200, 148, 846, 467, 1008, 2746.
12-16. Multipiicar por 5 los N.* 48, 106, 420, 44, 126, 145, 1023.
16-24. Dividir por 5 los numeros 105, 260, 4830, 185, 2005, 1835 .
25-30. Dividir por 4 los nimeros 144, 368, 1072, 2008, 552, 1892.
31-36. Dividir por 8 los nlimeros 248, 360, 152, 2504, 1264, 3560 .
37-41. = Multiplicar por. 25 lcs nGmeros 12, 24, 124, 352, 1016.
42-47. Dividir por 25 les ntmeros 175, 2300, 750, 1025, 5975, 1000 .
48-53. Dividir por 15 los numeros 120 180, 105, 165, 330, 57
54-58. Multiplicar por 125 los nameros 96, 160, 54, 134, 2045,
59-63. Dividir por 125 los ntmeros 375, 1375, 1125, 1500, 1750 .
64. Un obrero recibe $ 42 en 7 dias de trabajo. (Cudl es el
jornal?

75. Una familia gasté en un afic § 4800. ;Cudl es el promedio
mensual de gastos?

66. ;Cudntos metros de pafio se pueden adquirir con § 150
si cada metro cuesta § 6%

67. Una cuadrilia de 15 obreros ejecuta 120 metros de cierta
obra. jCudntos metros hace cada obrero?

68-73. Calcular los siguientes cocientes:

25 3¢ 12:12 5 427 w 48 3¢ 15:(15 X -48) 5 48 X818 .
(9.6.7)2:6- 3, (12:3.5)2.(375), s (15, 18 200=0(BL6AT0 .

74-79. Aplicando la propiedad distributiva, calcular los siguien-

tes cocientes:
(35 4- 50): 6 5 (A2 41835 3 5 (275 - 125): 25 ;
(85 W =0y gy (@5 P10 —IE)SE & (20 16) 4 .

80-82. Decir los diez primeros nimeros divizibles por 2; los pri-
meros diez divisibles por 3 y los primeros diez divishiles por 5.

83-85. Decir les cinco primeros nitmercs divisibles al mismo
tiempo por 2 y por 3; andlogamente por 2 y por 5; idem por 3
WSpUr 15

86. Decir todos los numeros comprendidos entre 100 y 200 divi-
sibles por 4 y que terminan con la cifra §.

87-89. Reccnocer cudles de los ntimeros del siguiente grupo, son
divisibles por 4; cudles por 25, y cudles por 4 y 25 al mismo
tiempo:

63508 ; 388750 ; 8412 ; 6360 ; 35700 ; 1075.
90. Diganse tres numeros divisibles por 2, 3 y 5 al mis- -
mo tiempo.

91. Se dispone de tres piezas de género de longitudes respec-
tivas 96 m., 108 m. y 72 m. y se desea saber si es posible cor-
tarlas en trozos ignales de 3 m. de lengitud, y en cudntas partes
-se podran cortar.

92. Un afio es bhisiesto cuandp es divisible por 4 (excepto los
afios “seculares”, como 1500, 2 000...). Indiquese cudles de los
siguientes afics fué o serd hiziesto. 1924 , 1930 . 1936, 1940 ,
A952° ;- 1978.
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“CALCULO MENTAL EN EL M. C. D.,, EN EL M. C. M. Y EN
LOS NUMEROS PRIMOS
1. Descomponer en factores primos los siguientes niimeros:
15,12, 28, 33.

2-7.  Sin efectuar las operaciones, indicar el M. C. D. de los
siguientes nimeros: 24, 12; 9, 45; 60,30, 16; 2,3,4,5;
Biye 12, 124,082

Sin efectuar operaciones, indicar el M, C, M. de los seis grupos
«de ntmercs del ejercicio anterior.

14. Indicar cudles de los grupos de ntmeros siguientes, son
Dprimos entre si: (6, 21) 3 (6, 35) ; (4,9,35) ; (12, 25, 21).

15. Se desea embaldosar un piso rectangular de 21 dm. de an-
cho por 33 dm. de largo, con baldosas cuadradas del mayor lado
posible, ;Cudl es la dimensién de la baldosa?

16. Tres viajeros se dirigen a Buenos Aires en intervalos regu-
lares; el primero cada 10 dias, el segundo cada 15 y el tercero
cada 20 dias. yDespués de cudntos dias se encontrarin nuevamente
juntos en Buenos Aires, empezando a contar los dias desde la
ultima vez que se encontraron en el mismo dia?

17. Un almacenero dispone de tres cajas que contienen respec-
tivamente 24 Kg., 32 Kg. y 18 Kgz. de café. Desea empaquetar el
café en holsas que contengan todas la misma cantidad de café
¥y que ella sea la mdxima posible, ;Cudnto contendri cada bolsa?

MATEMATICA RECREATIVA

1. Tabla mistericsa. — Con las cinco filag de nfimeros siguisn-
tes, pedemcs adivinar el nimero que habra pensado una persona,
desde 1 a 31, sabiendo solamente en cudles de las filas se on-
‘cuentra.

19 1, 8, 5 17, 9,11, 18, 15, 17, 19, 21, 23, 25, 27, 29, 31, ...
28) .2, 8, 6, 7,10,.11, 14, 15, 18, 19, 32, 23, 26, 27, 30, 3L, ...
35 4, 5, 6, 7,12, 13, 14, 15, 20, 21, 22, 23, 28, 29, 30, 31, ...
44 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 24, 25, 26, 27, 25, 29, 30, 31, ...

5.2) 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 2S, 29, 30, 3L, ...

El nimero pensado es la suma de los primeros niimeros de lag
filas donde se encuentra. Asi, por ej., si dicen que se encuenira
en las filas 1.2 3.2 y 4a serd: 1 4+ 4 + 8 = 13 ; si dicen que
estd en la 3.2 y 5.2 serd: 4 + 16 = 20 .

La tabla que limitamos en el numero 31, se construye asi: la
1.® fila estd formada por la sucesién de numercs impares; cada
fila de las siguientes empieza coa las potencias sucesivas de 2.

La 2. fila se obtiene sumando al primer ntmero de ella, suce-
sivamente, el primero de la fila siguiente, o sea, sumando 4,
obteniendo 2 4 4 =6, 6 + 4 = 10,..., 14, 18, 22, 26, 30, ¥
Gisponiendo estos numercs en lugares de dos en dos, para inter-
calar luego el nimero consecutivo a cada uno de elles, hasta com-
pletar los Iugares disponibies; es decir, al 2 seguimos el 3; al
6 el 7T, ete. :
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La 3.* fila se obtiene sumando al primer nimerc de ella, suce-
sivamente, el primero de la fila siguiente, o sea sumando 8,
obteniendo 4 + 8 = 12, 12 4- 8 = 20 , ..., y disponiendo estos
ntmeros en lugares de cuatro en cuatre, para intercalar luego los
nameros consecativos a cada uno de ellos, hasta completar los
lugares disponibles; es decir, al 4 seguimos el 5, 6, 7; al 12
seguimos el 13, 14, 15; ...

La 4.* fila se obtiene andlogamente, es decir, sumando sucesiva-
mente 16 , obteniendo asi 24 , 40 , e intercalando los conse-
cutivos al 8 , al 24,

La 5.* fila se forma andlogamente; como ejercicio, enuncie el
estudiante la regla correspondiente. Como otro ejercicio, prolongue
el estudiante la tabla mds alld del nimero 31, debiendo entonces
agregar también nuevas filas. g

2. Producto de dos nimeros comprendidos entre 5 y 10. -—— Como
curiosa aplicacion del “complemento” de un nimero, multiplica-
remos dos numeros comprendidos entre 5 y 10 preocediendo
asi: Cerrar tantos dedos de una mano como lo indique el com-
plemento del multiplicando, y tantos de la otra como lo indique el
complemento del muiltiplicador; efectuar el producto de los nime-
10s de los dedos cerrados en cada mano, y al producto sumar
tantas decznas como dedos quedaron sin cerrar La suma que se
obtenga es el producto que buscdbamos.

3. Adivinar el nimero pensado. — EJrMPLO. -— Digo a un amigo:
Fiensa un nimero, mulliplicalo por 2, siwmale 5, multiplica la suma
por 5, agrégale 10, multiplica por 10, y dime el resultado. Si.de éste
quito 350 y suprimo los dos ceros finales, tendré el ntimero pensado.

(La justificacién del procedimiento, asi como la de los proble-
mas andlogos que siguen, no corresponderia a este primer afio
de Aritmética, debide a que es necesario el empleo de “paréntesis
superpuestos”, gue se estudiaran en el segundo; no obstante, las
expondremos, a fin de satisfacer la curiosidad del buen estudiante}.

Si llamamos % al numero pensado, el procedimiento se justifica
con la serie de operaciones que indicamos a continuacién:

([(n X 2 4 5) X 5 4+ 10] X 10 — 350): 100 =

4. EJEMPLO. — Digo a an amigo: Piersa un nimere par. Toma 1a
mitad. Agrega 1 al resultado. Multiplica el resultodo por 6. Divide el
resultado por 3. ;Cudnte te dié? (Restaré 2 al ntmero que me dird el
amigo y ese serd el mimero que é] persd).

En efecto, sabemos que la expresion n X 2 representa siempre un
nfimero par, cualquiera que sea 7. Por tanto, indicando las operaciones
enunciadas anteriormente, tenemos la expresién

({[(n % 2):2 +1] x 6}:3)—2
y efectuando operaciones se transforma asi:
({in + 1] x6}:3)—2 = ({»x6+6}:8)—2=
= (nx2+4+2 —2=mnx?2

Como vemos, el resultado de las operaciones es el nimero par n X 2
que pensé el amigo.
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5. EJEMPLO. — Piensa un ntmero y tripiicalo. Agrégale 1 al
resultado. Triplica el nuevo resultado y agrégale el nimero pen-
sado. ;Cuanto te di6? (Se resta 3 al resultado que dictard el amigo,
v la cifra de las decenas del resto serd el niimero pensado).

Si llamamos @ al ntimero pensado, este juego numérico se justifica cou
1la expresion

[(z[(axn +1]x3£ +“)—3]:10=a

6. EJEMPLO. — Piensa un numero y triplicalo. Agrégale umno
«cualquiera de los nimeros 1, 2, 3. Triplica el resultado y agré-
gale el nimero pensado. ;Cudnto te di6?

Si m es el resultado, el cociente entero de la division de m por
10 es el ntimero pensado.

7. Problemas capciosos. — Se denominan asi algunos problemas
cuya verdadera solucién no es la primera que se le ocurre a la
.generalidad de las personas.

ProBLEMA. — Se hallan alineados 16 soldados, siendo la distan-
_cia entre dos consecutivos de 3 metros. ;Cudl es la distancia del’
primero al ultimo soldado?

Respuesta: 3 m. X 15 = 45 metros (y no 3 m. X 16).

8. ProBLEMA. — Un caracol trepa por una pared de 6 metros de
altura. Cada dia sube 3 metros y cada noche baja 2 metros. ;Cudn-
tos dias emplearda en llegar a la cima del muro?

Respuesta: después de 4 dias (y no después de 6).

9. ProBLEMA. — Cada minuto sale de la Plaza del Congreso un
6mnibus que va a la Estacién Retiro en 6 minutos y luego re-
gresa. ;Con cuantos émnibus se encontrard uno cualquiera de ellos
en el viaje de la Plaza a la Estacién?

Respuesta: 11; pergue 12 son los 6mmibus que realizan el ser-
vicio, y uno de ellos encontrard los otros 11.

10. ProsLEMA. — Dos embarcaciones, A y B, partieron en el
vuelta a Rio de Janeiro, distante 1200
mismo momento, de! Puerto de Buenos :&_
Aires, para realizar un viaje de ida ¥
millas, aproximadamente. La embarcacién A mantiene una veloci-

.idad de 8 millas por hora en el viaje de ida y 12 millas por hora
en el de vuelta; la embarcacion B mantiene una velocidad. cons-
tante de 10 millas por hora en los dos viajes. ;Llegardn juntas al
regreso a Buenos Aires?

Respuesta: B regresa 10 horas antes que A.

11. ProBLEMA. — Un comerciante aumenta en un 20 por ciento
los precios marcados en sus mercaderias; luego, anuncia a sus
clientes que hara un descuento del 20 por ciento sobre los precios
marcados. ;Qué descuento hizo, en realidad, sobre los prcios pri-
mitivos?

Respuesta: el 4 por ciento.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
para resolver

(Presentamos los resultados de algunos ejercicios, a fin de que
el estudiante pueda contralorear su propia preparacion).

CAP. I. — NUMERACION. — SUMA Y RESTA.

1. La longitud del meridiano terrestre es, aproximadamente, de 40’
millones de metros; escribase con cifras este nfimerc.

2, L distancia méaxima de la Tierra al Sol es, aproximadamente,,
152 millones de kilémetros, y la minima 146 millones de kilémetros;
eseribanse con cifras dichos nameros.

3. Léanse los ntmeros 876543 ; 20202002 ; 1000462904 ; y es-
cribanse lag palabras correspondientes.

4. Egeribanse con cifras los ntmeros: quinientos mil millones treinta
mil quinece; quince billones ocho mil veinte; dos millones ochocientos tres.

5. Leer el numero 35975542106, y clasificar las unidades de
sus diversos ordenes.

6. ;Cual es el mayor ntmero que se puede eseribir con las ecifras
8,46, 8; 1%

7. Escribir en cifras arabigas los siguientes numeros escritos
en cifras romanas:

VIIL, XL, XLIII, IC, LXXIV, DC, MCD, CCXXIl, MDCC

8. BEscribir en cifras romanas los siguienies ntumeros:

25, 146 , 503 , 714 , 999 , 1054 , 4266 . 5089 , 8754

9. El viaje por ferrocarril de Buenos Aires a Mendoza, se rea-
liza con los siguientes recorri-
dos (indicaremos dentro e Pa- = o S c— s
réntesis la distancia en kil6- _m_
metros de cada recorrido): Est.

Retiro-Mercedes (112), Mercedes-Alberdi (224), Alberdi-J. Daract
(318), Daractd{La Paz (269), La Paz-Mendoza (140). ;Cual es la
longitud total del recorrido?

10. Los ferrocarriles de la Argentina se clasifican asi: Ferro-
carriles del Estado 9417 Km.; Ferrocarriles particulares de juris-
diceién nacional 30 821 Km.; Ferrocarriles de jurisdicciéon provin-
cial 1292 Km.; Lineas secundarias 3 044 Km. Hallar el total gene-
ral, sin disponer los sumandos en columna.

11. Durante el ano 1933, dictaron clases en todo el territorio de
la Nacién, en los establecimientos de ensefianza oficial, los siguien-
tes numeros de profesores: Colegios nacionales 2 535; Escuelas
rormales 3 207; Institutos especiales 1913; Escuelas de orientacién
rural 118. Hallar el total general.

12. Hallar la suma total invertida en la ensefianza oficial du-
rante el afio 1932, que se distribuye asi: Universidades 20 264 995;
Colegios nacionales 10 609 143; Escuelas normales 12 445 645; Es-
cuelas industriales 2816936; Escuelas profesionales de mujeres.
1839 215; Escuelas de comercio 2 477 718; Otros institutos de ense-
flanza 2 016 738; Establecimientos varios 839 925; Escuelas de orien-
tacién rural 369 300; Gastos varios 379 000.
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13. EIl arrendamiento de un campe cuesta $§ 850; en su prepara-
cién se gastaron $ 123, y en mano de obra $ 387. Habiéndose obte--
nido un beneficio de $ 924, ;cudl es el precio de venta de la cosecha?

Resultado, § 2284
14, Un comerciante comprd mercaderias por valor de $ 649 y las.

‘vendié con una pérdida de $ 153, por. averia. 4Cudl es el precio de

venta?

Resultado, $ 496.
15. Tres personas se dividen cierta suma de dinero: la primera
recibe § 836, la segunda $ 469 mas que la primera, y a la tercera
le tocan $ 95 mas que a las dos primeras juntas. ;A cudnto asciende-

la suma de dinero distribuida?
Resultado, § 4 377
16. Una persona deposité en un Banco cineo
sumas diferentes: la 1.* de § 3450; ;a 2.2 equiva-~
lente a la 1a y 5.2; la 3.2 equivalente a la 22 y b.a;
la 4a de $ 6 000, y ia 5.2 equivalente a la 1.2 y 4.2,

¢Qué suma deposité en tctal?
Resultado, $ 89 150
17. Bl obelizco de la Plaza de la Republica,
de la ciudad de Buenos Alres, tiene 69 metros de
altura; el obelisco de Washington, 169 m.: la
torre Eiffel de Paris, 300 m.; y la pirdamide méas
alta de Egipto, 142 m. Calecular la diferencia de
alturas entre cada una Je. Ia.s construcciones h}di— OBELISCO
cadas y cada una de las siguientes en esta némina. pg Bs. AIRES

18. QCaleular la edad de los siguizates hombres célebres, de los que se-
dan las fechas del nacimiento y de la muerte: San Martin (1778-1850) ;
Cervantes (1549-1616) ; Pericles (499-429 a. J. C.); Julio César (100-
44 a. J. C.); Beethoven (1770-1827).

19. Calenlar la duracién de los periodos histéricos comprendidos.
entre las siguientes fechas: Descubrimiento de América (1492) y des-
cubrimiento del Estrecho de Magallanes (1520); Fundacién de Buenos
Aires (1536), e Instalacién del Cabildo Atierto (181C) ; Batalla de Cha--
cabuco (1817), y Declaratoria de la Independencig (1816),

20. La duracion del viaje aéreo Rio de Ja-
neiro-Porto Alegre-Buenos Aires es de 12 horas, i
y la de Rio de Janeiro-Porto Alegre es de T
horas. ;Cudl sera la duracién del viaje Porto Alegre-Buenos Aires?

21, Verificar que la diferencia entre un nimero formado por tres:
cifras consecutivas y el ntimero que resulta de invertir las cifras, es
siempre 198. (Ej.: 765 — 567 — 198).

22. Escribase un ntimero formado por tres cifras decrecientes;
inviértanse de lugar sus cifras, efectuese la diferencia de los dos:
numerns, y a esta diferencia agréguese la misma con las cifras.
invertidas. Se hallard siempre 1089. Asi, por ej., 852 — 358 — 495 ;
495 4+ §94 = 1089. =
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23. Luis XIV naci¢ en el afio 1638; empezd su reinado a los 5 afios
.de edad, y murié en 1715. ;Qué edad tenia al morir, y cuénto tiempo
reind?

24. Completar las siguientes igualdades y decir qué propiedad se aplica
.en la resolucion del ejercicio:

352 — 874 ; 8736 — ... = 1382 ; 1253 4 ... = 2T39.

25, Tres personas A, B, C, tienen, en conjunto, $ 30467; las sumas
,de B y C forman un total de $ 18265, y las de A y C $ 21604. jCuén-

to tiene cada una?
Resultado: A — $ 12202 ; B — $ 8863 ; C =8 9 402

.CAP. II. ~~ MULTIPLICACION.

1. El alquiler trimestral de un apartamento es de $ 240. §Cuial es
.el alquiler anual?

Resultado, $ 960

2. Dos trenes que marchan en sentido contrario por vias paralelas,

recorren, respectivamente, 845 y 775 metros por minuto, ;A qué dis-

tancia se encontrarin las locomotoras después de 18 minutos de haberse

ceruzado?
Resultado, 29 160 metros

3. TUna obra consta de 12 tomos; cada tomo tiene 240 paginas:
cada pagina 52 lineas y cada linea 48 letras. ;Cuantas letras con-
-tiene toda la obra?

4. Tl Sol es 1384472 veces mas grande que la Tierra, y ésta
49 veces mas grande que la Luna. ;Cudntas veces mds grande es
el Sol que la Lmna?

5. Un auto marcha con la velocidad constante de 15 metros
por segundo. ;Cudnto recorrerd en una hora? (o sea, cuil es su
velocidad horaria).

6. Un auto parte de cierto lugar con una velccidad de 750 me-
tros per minuto y después de 10 minutos trata de alcanzarlo otro
auto que marcha con una velocidad de 950 metros por minuto.
:Qué distancia separard aun los dos .autos media hora después de
la salida del segundo, suponiendo que hayan marchado regular-
mente?

7. Un obrero gana $ 6 por dia de trabajo y gasta § 120 por
mes. Sabiendo que trabaja, término medio, 25 dias por mes, ;ecuanto
habrid economizado en un afio?

8-10, Caleular los valores de las siguientes expresiones aplicando la
.propiedad distributiva y verificar el ejercicio por otro procedimiento:
BG4+2) X8; (8414413 X5; (15 — 3) X 2.

11-12. Transformar en una suma los siguientes productos: 245 X 3 ;
10009 X 12,

13. Sin efectuar la operacién, decir en cudnto aumenta el producto
14 X 3 si se suma el nimero 5 a uno de los factores.

14. ;En cuanto disminuye el producto 25 X 15, si se dismi-
nuye el nimero 3 al multiplicando?

15. TUna cuadrilla estd formada por 8 obreros, ¥ cada uno de
ellos ejecuta 10 metros diarios de una obra; otra cuadrilla estd
formada por 12 obreros y cada uno de ellos ejecuta 9 metros dia-
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rios de la obra. Si cada metro de obra se paga $ 2, ocual serd el
gasto «diario para pagar a todos los obreros? v

16. Verificar, efectuando la multiplicacién, que si- el nl’lmero
12 345 679 se multmhca por 9 o por cualquiera de sus miltiplos
hasta 81, cada producto se compondrs de cifras 1gualles entre si.

-17. Una persona se encuentra alineada entre dos poblaciones A y B,
cuyos relojes estin. perfectamente regulados con el suyo. Observa que,
cuando el reloj de A da las horas, su reloj marca 3 segundos mis, y
que, después de 5 segundos, percibe las horas del reloj de B. Calcular
la distancia entre las dos poblaciones, sabiendo que el -sonido recorre
340 metros por segundo. ' _ .

Resultado, 2 720 metros

18, Una ecanilla vierte en un depésito 8 litros de agua por minuto,
otra 16 litros, y una tercera deja salir del depésito 10 litros. jCuéntos
litros contendrd el depésito después de 2 horas, si antes que las canillas
empezaran a funcionar contenia 350 litros?

Resultado, 2030

19. Sabemos que un dia tiene 24 horas; cada hora 60 minutos, y
eada minuto 60 segundos. jCuédntos segundos contiene un dia?

Resultado, 86400

20. En el afno 1934, las Provincias de Buenos Aires y Santa
Fe tenian, en conjunto, 4 663 160 habitantes; Buenos Aires y Cor-
doba, 4392592; Santa Fe y Cordoba, 2569 516. (Calcular la po-
blacién de vada una de las tres provincias indicadas.

21. Un comerciante compré 315 metros de tela a $ 5 el metro;
vendi6 145 metros a $ 6 el metro, 93 metros a $ 7 y el resto a $ 4.
¢Cudnto gané en la venta?

Resultado, 254

22. Se estima que la superficie de] cuero cabelludo humano es de
775 centimetros cuadrados, y que cada centimetro contiene a lo sumo
165 eabellos. Demostrar que en una ciudad de 150 mi] habitantes existen,
por lo menos, dos personas que tienen igual nfimero de cabellos. (EI ma-
yor numero de cabellos que puede tener una persona es 775 X 165 = ...
por consiguiente, ...).

23-26. Esecribir los signientes productos introduciendo el simbolo de
petencia: 2

b xbxbxbtb; 3.3.3.3.3; 1X1X1; 3.3.2.3.2.2
© 27-30. (Calcular las poteneias: 13 ; 25 ; (5 — 3)4 ; (1 + 4)2.
. 31. ;Qué diferencia existe entre el cubo del doble de 2 y el doble
del cubo de 2 ¢ ;
.32, Una ‘‘docena’’ es un conjunto de 12 objetos; una ‘‘gruesa’’ es
un conjunto de doce docenas. Indicar en forma de potencia el nimero
de objetog de una gruesa, y ecaleular su valor.

33. Al fina] de un pnmer afio, una rama de una planta se bifurea;
al final del segundo aiio, se bifurcan cada una de estas nuevas ramas
y asi sucesivamente. Expresar en forma de potencia, el numero de
ramas que habrd producido la pruuera, al final del décimo afio.

9
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CAP. IL — DIVISION.

1. $Cual es el menor nimero que es posible restar a 537 para obte-
ner un ndmero divisible por 24%

Resultado, 9

2. ;Cuédl es el mayor nimero de veces que se puede restar sucesiva-
mente 128 a 14407%

Resultado, 11

3. E] cociente de dos nfimeros eg 14 y el westo 21. jCudl es el divi-
dendo si el divisor es 241

Resultado, 357

4, Dividir 7845 por 74 y deecir qué numero debe agregarse al divi-
dendo para obtener un cociente exacto.

i Resultado, 73

5-7. Completar las siguientes expresiones, y decir la propiedad que
se aplica en cada una:

Vet 836 =210 3 4165: ... =49y .3 64 = 4672 .

8. Dos ruedas dentadas de 12 y 72 dientes respectivamente, se ha-
llan engranadas, ;Cuéntas vueltas dard la menor para cada vuelta que
dé la mayor?

Resultado, 6

9. La Tierra da una vuelta alrededor de su eje en 24 horas.
;Cuantos metros por segundo recorrera un objeto colocado en el
Ecuador, si éste mide 40003 200 metros?

Resultado, 463

10. La superficie total de la Republica Argentina es de 2 797 113
kilometros cuadrados y su poblacion de 12 300 000 habitantes. ;Cual
es la poblacién por kilémetro cuadrado?

11, Caleular la longitud en metros de una milla marina, sabiendo que
es la longitud de un minuto de ecircunferencia méxima terrestre, te-
niendo esta filtima 40 millones de metros aproximadamente.

Resultado, 1852

12. Con igual nimero de monedas de 20, 10 y 5 centavos, se
formé la cantidad de 840 centavos. ;Cuantas monedas se em-
plearon?

Resultado, 24

13. En un viaje en ferrocarril desde Santa Fe a San Francisco,
se emplean 5 horas. Si los kilometrajes respectivos son de 480 y
717, icual es la velocidad horaria del ferrocarril? (es decir, el nt-
mero ‘de kilémetros recorridos en una hora).

14. Un obrero ejecuté un trabajo en dos meses, ganando en
total $ 369. ;Cudnto gand en el primer mes y cudnto en el segundo,
si el numero de dias que trabajé en el segundo es doble de los
que trabajo en el primerc?

15. Un auto recorrié 810 kilémetros. Durante la tercera parte
de su recorrido, anduvo a 45 kilometros por hora. ;Con qué velo:
cidad habra tenido que recorrer el resto del camino para realizar
el viaje ccmpleto en 16 horas? :

16-17. Calcular los valores de las siguientes expresiomes:

(513.276):12 °; (300:12).5 ; 492:3.5:4 ; 420:5:3:2:7 .
Resultados: 11799 ; 1256 ; 206 ; 2
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18. Multiplicando un niimero por 6, el resultado por 7, y el nuevo
resultado por 11, se obtiene eomo producto 2310. ;Cual es el nimero?

Resultado, 5

19, Deben dividirse $ 25700 entre euatro personas, eon la condicién

de que, a la mig anciana, debe corresponderle $ 1600 mis que a cada
una de las otras. j;Cuénto recibié cada persona?

Resultado: 1.2 — 2.8 = 3.8 = § 6206 ; 4.2 = § 7625

>

20. Multipliquese un nimero cualquiera por 11, al producto agré-
guese el mismo nimero, dividase el resultado primero por 6, y Inego
dividase el cociente por el nimero primitivo; se obtendrd siempre 2.
Indiquense qué propiedades se aplican para justificar este juego,

21. En una comida participaban 12 personas. Habiéndose alejado
4 de ellas sin pagar, cada una de las otras tuvo que pagar $ 5
de més. ;A cudnto ascendia el costo de la comida?

22. Un contratista de obras compré 24 millares de ladrillos a.
$ 18 el millar, y los hizo transportar con un carro que carga 800
por viaje. ;Cudl es el costo total, si cada viaje de carro le cues-
ta § 32

23. La distancia entre dos ciudades es recorrida por un tren en
18 horas coa una velecidad media de 48 kilémetros: ;Cuéntas horas
necesitaria para reccrrerla ctro tren que viajara con una velocidad
rmed‘ig de 36 kilometros por hora?

24. Para efectuar un pago de § 728 se emplearon billetes de
$1, 85y $ 10; en igual numero los hilletes de a § 1 y § 19, v
en numero triple log ‘de $ 5. ;Cudntos billetes se emplearon de
cada clase?

25. ;Cuél es la densidad de la poblacién de la provincia de
Santa Fe que, segin el ultimo censo, tiene 1392467 habitantes,
sobre una superficie de 134 827 kilémetros cuadrados? (Calctlese
solamente el cociente entero).

CAP. IV. -—— DIVISIBILIDAD.

1. Eseribir tres ntimeros de cuatro cifras cada uno que sean
divisibles al mismo tiempo por 2 y mor 3.

2. Bscribir tres numeros de cuatro cifras cada uno que sean
divisibles al mismo tiempo por 4 y por 5. L

3. Escribir tres nameros: unc de 5 cifras, otro de seis y otro
de siete, que sean divisibles por 11.

4. Sin efectuar la division, ealeular los restos de dividir los siguien-
tes nlmeros por 2, por 3, por 5, por 9, por 11:

535 ; 144; 1470 ; 5640 ; 8371 ; 26364,

5. gPor qué, si se escriben dos cifras iguales antes o después de un
nimero divisible por 11, se obtiene otro nimero también divisible por 11%
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6. E] ntmero 2061 es divisible por 3. Hallar otros nimeros formados
con las mismas cuatro cifras y que sean divisibles por 3 y por 5;
por 2 y por 5 ; por 2, por 3 y por 5.

7. En el ntimero 1406 sustitiiyase el cero. con una cifra tal que resulte
un nimero divisible por 4.

8. Verificar .mediante algunos ejemplos numeéricos, que restando
a un numero cualquiera ia suma de sus cifras, el resultado es
siempre divisible por 9.

9-15, Efcctfiense las siguientes operaciones y las pruebas por 9 res-
pectivas:

3021 X 43 ; 1111 X 532 ; 837 X 543 ; 456 X 37 X 58 ;
76440: 245 ; 825307:123 ; (642)2.
16. Si a un mamero formado por un nimero par de cifras se le

suma el mimero invertido, verificar que la suma es siempre divisible
por 11 (por ej., lo serd la suma 3529 -+ 9253).

_ 17. Indiquese qué cifras se pueden colocar en el ‘lugar del punto
en cada uno de los ntimercs siguientes, para que resulten divisibles
por 4: b54. ; 30. ; 176 ; N2y 168

18. - Indiquese qué cifras se podrian colocar a la derecha de cada
uno de los numeros siguientes, para obtener niumeros divisibles
por 9: 345 ; 107 ; 7536 ; 1084 ; 2118

19. Verificar, mediante algunos ejemplos, que un numero es
divigible por 4, si la cifra de las unidades mas ¢l doble de la
cifra de las decenas, da una suma divisible por 4.

"20. Idem, verificar que un numero es divisible por 8, si la
cifra de las unidades agregadas al doble de la cifra de las decenas
v al cuadruplo de la de las centenas, da una suma divisible por 8.

21. Si del cubo de un niamero se resta el ‘mismo nimero, veri-
ficar que la diferencia es siempre divisible por 3.

29, Verificar que el cuadrado de un nimero impar, disminuido
en 1, es siempre divisible por 8.

23. Reemplazando la letra » por un nimero entero cualquiera
en la expresion n X (n 4+ 1) X (2°X n 4 1) verificar que se ob-
tiene siempre un ntmero divisible por 6.

. CAPS. V y VL —
DIVISORES, MULTIPLOS COMUNES Y NUMEROS PRIMOS

1. Indicar tres pares de numeros primos entre si. i
2. De los grupos de numeros que siguen, indicar cuales son
primes entre si: (12 ,. 35) ; (16, 25, 15)i5 (1055 21 5 <148).
3.5, Calcular, por el método de las divisiones sucesivas, el
M. C. M. de los siguientes. grupos .de numeros: (1050 , 840) ;
(1520 , 2184) ; (5040 , 3600). '
. 6-3. Idem para los grupos de nimeros: (1800 , 2016 , 2610) ;
42520 , 1800 , 4200) ; (350, 252, 396 , 1296).
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9-11. Calcular el M. C. M. de los numeros de los siguientes gru-
pos, aplicando la Precpiedad 1II de la pagina 84 (4855 18y
(840" T20)4 (A2 1 "6L). )

12-18. Averiguar sn son primos o compuestos los siguientes
Ttimeres: | 221 ; 361 ;769 ; 2047 ; 3577 ; 8403 ; 4739.

13-24. Descompone~ en sus factores simples los siguientes ndi-
NIETOS:

4320 ;6480 ; 12540 ; 4050 ; 81000 ; 67375

25-30. Mediante la descomposicién en sus factores primos,
calcular: : .

D(16 , 48, 72) ; D(1040 , 300) ; D(1232 , 4532 , 5632).

M¢15 , 40, 60) ;- M(90 , - 945) ;. M(2970 , 1485).

Resultados: 8 ; 20 ;44 120. ; 3.780. ;' 2970
- 381- 32. Determinar, mediante la descompo:ﬂclén simultanea en
factores primos, el M C. D. de las dos ternas de numeros si-
guientes: (288 432 , b76) ; (648 ; 1260 ; 1680)

33-37. Hallar wtodc-s los divisores simples y compuestos de los
nimeros: 12 5 B3 192 ;. 336 ;;..1080:. "

-38. Hallar el mayor numero que divida a los ntimeros 2538,
8107, 2211, y dé por restos 18, 20 y 6, respectivamente.

; Resultado: 63

39. Se desea emhuldosar el piso -le un salén rectangular de 2520 em.
de largo por 410 cm. de ancho, con baldosas cuadradas del mayor lado
posible. ;jCuénto medird el lado de dichas haldosas, y cuéntas se ne-
cesitaran? :
: Resultado: lado = 10 em. : n = 10332

40. Un comerciante cobra. cierto erédite cada 15 dias de parte da A,
cada 20 de B, eada 30 de C y cada 45 de D. ;Cada cudntos dias
se realizardn los cobros de los créditos en el mismo dia? .

Resultado, 180

41, Un propietario de tres terrenos cuyas &reas son: 1680 m?2,
1920 m.2, 2400 m.2, desea venderlos subdividiéndolos en fracciones todas
iguales y de la mayor area pesible. jCudl serd el 4rea de cada fraccién
y cuéntas podrd hacer?

: Resultado: 240 m2 ; n = 25

42. El ntmero de alumnos de un colegio no llega a 500. Contan-
dolos-de 4 en 4, 0 de 5 en 5, o de 6 en 6, o de 7 en 7, siempre
sobra 1. ;Cudntos scn los alumnos?

43. Un campo de forma rectangular tiene 220 metros de largo
por 180 de ancho. ¢Cual serd la longitud de la mayor cinta mé-
trica que mida exactamente las dos dimensiones?

44. Alrededor de una plaza dehen colocarse lamparas eléctricas
a la mayor distancia posible una de la otra, y de modo que entre
dos consecutivas exizta siemore la misma distancia. Si los lados
de la plaza son, respectivamente, 120 m., 140 m., 160 m. y 180 m.,
calcular el nimero de lamparas que se necesitan.

45. Una campana susna con 10 segundos de intervalc entre dos
repiques, otra con 15 y una tercera con 18 segundos de intervale.
Si dan el primer golpe simultineamente, ;después de cudntos se-
gundos volverdn a coincidir los repiques?
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46. Sabiendo que el M. C. D. de dos niimeros es 60, su M.C. M.
1800, y el menor de los dos nameros 180, calcular el nimero
mayor.

47. Verificar que el nimero de los divisores de un numero cual-
quiera es par, excepto que dicho ntimero sea un cuadrado.

48. Verificar que el cuadrado de un numero primo (mayor que
3) disminuido en 1, es siempre divisible por 12.

CAPS. VII y VIII. — FRACCIONES.

1. Indicar cuiles de las fracciones siguientes son propias, cudles im-
propias y euéles aparentes:

8/8 ; 9/1% ; 36/71 ; B/ ; 9/1.

2. Ordenar por valores crecientes lag fracciones: 5/8 , 3/8 , 9/8.

8. Ordenar por valores decrecientes lds fracciomes: 9/4 , 9/5, 9/2.

4, ;ICudles son las fraceiones con denominador 4 comptendidas entre
los nimerogs 7 y 10?7 ;

Resultado: entre 28/4 y 40/4

5. Expresar: 8 en tercios; 12 en quintos; 5 en catorceavos,

6-13. Reducir a su mas simple expresion las fraceciones: 9/15—;
20/16 ; 12/36 ; 140/350 ; 540/918 ; 5005/605 ; 27036/76032 ;
120076,/30008 .

14. Un grado del termémetro centigrado vale 80/, . de un grado
Réaumur, Expresar esta relacion mediante una fracemn irreducible.

. Resultado, 4/5

15. Transformar la frac:ién 7/, a otra que tenga por denominddor
uno de los nfmeros 20 , 100 , 2i5.

' Resultados: 28/20 ;; 140/100 ; 301/215

16-23. Simplificar las siguientes fraeciones antes de efectuar las ope-
raciones que se indican en ellas:

4:-5-6 §:6-5  12:18-21 . 42-33-8

Tedeg ¢ dogegy T(Fcqder - 9:7-11 °

2.3 5 &.12-25 3-7¢-22 48 - 15

345 (2548 49-3%-11 " 16-9-7 °
Resultados: 6/7 ; 4/5 18 ; 10 ; 3/5 ; 2/26 ; 2/3 : b/7T
24-31. Completar las mguxentes 1gua,ldades

3 . 36 S ) .—5—=—— _§_=——— H

S5 =35 ° 48" %W ' 12 487 23 253

42 _ 1 ; SRR UV | R

B it B 0B e B A, B8 SO

32-37. Reducir a comin denominador, después de efectuar las sim-
plificaciones, los siguientes grupos de fraeciones:

b 6 .8 ol T » .8 4.
T dime ST T R TR A R [0t ol <+ 20kt
S pir . 125 o 3 7 L il )
B R T e 1og" * 9" 15t
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38-39. Reducir al minimo comfn denominador los siguientes grupos
de fraceiones: 15/4, 3, 21/27  40/30 ; 15,30, 70/45, 4, 126/90.

40. En el juego del “‘tiro al blaneco’’, Eduardo erré 4 tiros en 27;
Adolfo 1 en 7. 3Quién fué mds habil?

Resultado, Adolfo
Adicidn y sustraceion.

41-46. Calcular mentalmente, y reducir los resultados a su minima
@xpresién :

L.

.-

+

®|on o) eo

®]es o=
®|= o

.+.

47-51. Efectuar las siguientes operaciones y simplificar los resultados:
gk Wail Ua Uy b Wy =g § Yy T i IR s s
52. Un obrero hace un trabajo en 8 dias, otro lo haria en 6, y un
tercero en 12 dias. ;En cuéinto tiempo lo harian trabajando juntos?
Resultado, 2 dias y 2/3
53. En cierto momento se hallan en la eclase, estudiando, 2/, del
rumero de alumnos que forman el grupo, 1/, leyendo y 1/. es-
«cribiendo. ;De cuidntos alumnos se compone el grupo, teniendo
presente que faltan 47?

Resultado, 60
54-57. Efectuar las siguientes operaciones y simplificar:

15 2 ] A (_5_+_l_)_(i__1_).

Pl Huye e A S 5 2

6 4 W Rt Edag.

503 T TR )RR SRS
Resultados: 49/15 ; 97/60 ;s 439/120 ;s 107/40

58, Transformar mentalmente en niimeros mixtos: L1 50 28/ o

59-65. Efectuar las siguientes operaciones y simplifiear:

1 2 2 1 : 5 3
B T M ST T i S
4+ 5 67 3 6+24.
1 1 4 5 3 2
Topddeg ¢ Ggiefa s)“?
3 6 2 7 2 3 4
A Y (i O i e Ol e
= (7+3)' AT (53 7 5)

Resultados: 113/20 ; 125/21 ; 43/12 ; 83/10 ;
6521/840 ; 103/84 ; 2161/420 \
Multiplicacién y division

66, Hacer 5 veces mayor la fraeceién 4/15: 1.2) sin alterar el deno-

minador; 2.°) sin alterar el numerador. Idem tomar la mitad de la
fraceion.
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. 67. Si.un metro de una tela cuesta $ 5, jeudnto euestan 2 3/, metros
de la misma fela?
Resultado, § 13
68. El sonido recorre, aproximadamerte, 340 metros por segundo. ;A
_qué . distancia se produjo una descarga eléetrica, si se oy6 el frueno
después de 7 2/, segundos de haberse visto el relampago?
Resultado, 2 606 m.

69-79. Efectuar las siguientes operaciones:

+ 5 11 o 2 1 11
bWl BN SE,, T
3 i 93 . = .l 2 52
W ST AR e F TR
I L R godl 18

g plt it e T B B :

i 2 4 1 1 15 S 5
(T+?).,'(—5——T)’ (37——16)'(‘4“—7)'
418 3 1 1 2 3
_2"(2+T+T— —4—)——5"?

2 6 1 1 8 1 6

(“3‘-. —7""4‘)' ek e kT

() (BB

( 7
(o D=3 e Bt

10/T+ 110 ' 8 2+3s
Resultados: 9/20 ; 3/2 ; 31/12 ; 37/1&

84.-93. ' Efectuar las siguientes operaciones:

31

3 4 3y a2 31 54

-—5-:5,: -ﬁﬁg. 24 ¥ 5:
6 1 7 7 53 62

o PR o e | — 18—,
78 413'9 73 et
1 3 3 2 4 1

e Al 3 3 2\ (s _1

(" )R iy (4+5) (5 3)'
1
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94-99, Caleular los valores de las siguientes expresiones:

47 1\ 4 2 2
6‘-‘@+ﬂ3; . B X095
3 l, 7 7 1 6 5 [2 25
stigiss. L EoiE 3e-h—uﬂ
3 2 1
K 7

i 5% S WEL e st s ay
(3+7)(5+—)_ E+§'T+2<2 2)@

23 15 g o ;1 o
(7-1):(1- 93) § Targe 3+ (r-5)
Resultados: 47/20 ; 14/3 ; 48/205 ; 39/20 ; 92/9 ; 78/55

100. En los exameénes de fin de curso, la mitad de los alunmoy
de ciertc Colegio fueron reprobades, pero, de éstos, soélo 1L
presentd a los exdmenes de reparacién y solo t/c de estos ultunos
fueron aprobados. Calcular el nimero total de alumnos examinados
a fin de curso, sabiendo gue en los dos pericdos de exdmenes fue-
ron aprobados en toial 76 alumnos.

Resultado, 120°
101, Calcular el cuadrado y el eubo. de 1/2, 5/4, 3 L
102-110, Efectuar las signientes operaciones: E

-6 B

W G )

N 1 4
2-+T—r(l————):2
Resultados: 1/32 ; 729/156256 ; 1/81 ; 1/6 ; 3% ; 8 &
213/16 ; 11/50 ; 11/4

111. EIl sueldo mensual de cierio empleado es § 360, y el mes pro-
ximo pasado ahorré 2/,. del misme. ;Cuédnto ahorré en dicho mes?
112, Lef un libro €n 4 dias. En el primero lel 1/, en el se-
gundo 1/, y en el tercero 3/,,. ;Qué parte lei en el cuarto dfa?

118. Un surtidor vierte 9 litros de agua en 5 minutos, y otro 12
litros en T minutos. ;Qué cantidad de agua vierten juntos en un
minuto?
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114-117. Efectuar las siguientes operaciones:

4

L T 1 4 3) 1

KB g Lfaed 3w

ral 2(“5 A M
'(1os§+2ol - 126 = ) (1 '-7-)- o

3 36 3 17$-9%) 5%
5 3 15
R S A
A 7 -t 517 ) X \3808 ~ 39) * 2925
25— g 65 -5%

118. Se ha dibujado un objeto reduciéndolo de 50 a 3. De este
.dibujo se hizo otra reduccién de 5 a 1. ;Qué longitud tendra una
linea en esta segunda reduccién, si tenia 75 metros de tamaifio
natural?

119. La duracion del afio, segin Julio César, era de 365 14 dias;
hoy, se considera de 365 6/,.. ;Qué error cometia JulioCésar?

120. Un depésito de agua recibe cada minutc 12 3/, litros de
agua y pierde 3 1/,. (Cuantos litros tendria que recibir de mas
para que por cada minuto pudiera retener el depbsito 12 litros?

121. Qué cantidad “de harina ss necesita para fabricar 228 kilo-
gramos de pan, si el peso de la harina es los 5/, del del pan que
se fabrica?

122. Un tren recorre 60 kilémetros en 1 !4 hora. ;Cudnto em-
pleara para hacer un viaje de 422 2/, kilémetros, si en las paradas
en las estaciones pierde en conjunto 3/, de hora?

123. De un capital se emplean 3/, en la compra de terrenos,
2/. en la compra de titulos mdustrlaleq Quedan aun § 1900. ;A
cuanto ascendia el capital?

124. Por descuido, en lugar de agregar un cero al numerador
de 1la fraccién 2/,., lo agregué al denominador. La fraccién 3/,
resultante en cuanto difiere de la otra 80/, que debia ‘de haber
obtenido.

125. Cuatro socios fueron electos en tres distintas sesiones. El
primero tuvo 26 votos sobre 38; el segundo 32 sobre 47, y el ter-
cerc 34 sobre 55. ;Cudl de los socios ha sido mejor votado?

126. Un premio de $ 2340 debe repartirse entre un coronel, un
mayor, un capitin y un teniente, de mocdo que para cada glado
la cuota aumente en la mitad de la anterior. ; Cuanto le corresponde
a cada uno?

127. Para resolver cierto problema, un estudiante emplea 2/,
del tiempo prefijado para meditarlo, 1/, para resolverlo, y el resto
del tiempo para corregirlo y pasarlo en iimpio. Luego observa que
para corregirlo y pasarlo en limpio, empleé 16 minutos menos que
para meditarlo. ;Cual era el tiempo prefijado?



TABLA DE CUADRADOS Y CUBOS
de los numeros 1 a 200

[
(Y 1| nén| n? ndn|n?| w3 n|n? n
1 1| - 1] 51| 2601/ 132651 {|101 | 10201 1030301 || 151 22801 | 3442951
1l 2 4 8 (| 52| 2704) 140608 || 102 | 10404 | 1061208 || 152] 23104 | 3511808
il 3 9 27 || 58| 2809| 148877 || 103 | 10609 | 1092727 || 153| 23409 | 3581577
4 16 64 || 54| 2916| 157464 || 104 | 10816 | 1124864 || 154| 23716 | 3652264
5 25| 125 || 55| 3025| 166875 || 105 | 11025 | 1157625 || 155] 24025 | 3723875
6 36| 216 (| 56] 3136] 175616 [ 106| 11236 | 1191016 || 156] 24336 | 3796416
7 49( 843 (| 57| 3249) 185193 || 107| 11449 | 1325043 || 157| 24649 | 3869893
il 8 64| 512 (| 58| 3364] 195112 ([ 108| 11664 | 1259712 || 158| 24964 | 8944312
dl 9 81| 729 || 59| 34811 205379 |l 109| 11881 | 1295029 | 159| 25281 | 4019679
| 10| 100{ 1000 |l 60| 3600( 216000 || 110| 12100| 1331000 (| 160]| 25600 | 4096000
A1 121 1331 | 61f 3721) 226981 || 111| 12321 1367631 || 161) 25921 | 4173281
12 144( 1728 || 62| 3844 238398 || 119| 12544 | 1404928 || 162 26244 | 4251528
M 13| 169| 2197 (| 63| 3969 250047 || 113| 12769 | 1442893 | 163| 26569 | 4330747
14|  196| 2744 || 64| 4096| 262144 || 114| 12096| 1481544 || 164| 26896 | 4410944
15| 225( 3375 | 65| 4225( 274625 || 115| 13225| 1520875 || 165| 27225 | 4492125
16 256 66| 4356| 287496 || 116| 13456 1560396 || 166| 27556 | 4574296
17 289| 4918 || 67| 4489 800763 || 117| 13689| 1601613 || 167 27889| 4657463
18| 824| 5832 | 68| 4624) 314432 || 118( 13924 | 1643032 || 168| 28224 | 4741632
19| 361| 6859 | 69| 4761) 328509 || 119| 14161 1685150 || 169| 28561 | 4826309
20| 400| 8000 || 70| 4900| 343000 || 120| 1 1728000 || 170( 28900| 4913000
21] 41| 9261 || 71| 5041| 357911 1771561 || 171| 29241 | 5000211
22| 484/ 10648 || 72| 5184| 473248 1815848 | 172 29584 | 5088448
23| 529| 12167 || 73| 5329| 389017 1860867 || 173| 29929| 5177717
|| 24| 76| 13824 || 74] 5476| 405224 1906624 | 174| 30276 | 5268024
25| 625/ 15625 || 75| 5625 421875 1958125 || 175 5359375
26( 676| 17576 || 76| 5776| 438976 2000376 || 176 6| 5451776
27| 729| 19683 || 77| 5929| 456533 2048383 || 177| 31329| 5545233
28| 784 21952 || 78| 6084| 474552 2097152 || 178] 31684 | 5639752
29| 841 24889 || 79| 6241] 493039 2146689 || 179 32041) 5735339
80| 900( 27000 || 80 512000 2197000 || 180 32400) 5832000
31| 961| 29791 || 81| 6561| 531441 2248091 || 181) 32761 | 5929741
32| 1024 32768 || 82| 6724| 551368 2299968 || 182 33124 6028568
33| 1089| 85937 || 83| 6889| 571787 2352637 || 183| 33489| 6128487
34| 1156 89304 || 84| 7056| 592704 2406104 |[ 184| 33856] 6229604
85| 1225 42875 || 85| 7235| 614125 2460375 || 185 84225| 6331625
36| 1296 | 46656 || 86| 7396| 636056 2515456 || 186 | 34596 | 6434856
37| 1369| 50653 || 87| 7569 658503 2571353 |[ 187 34969 | 6539203
38| 1444 | 54872 || 88| 7744| 681472 2628072 || 188 | 35344 | 6644672
39| 1521 59319 || 89| 7921 704969 2685619 || 189| 35721| 6751269
40| 1600 90| 8100 729000 2744000 || 190| 36100| 6859000
41| 1681 68921 || 91| 8281( 753571 2803221 (| 191 | 36481| 6967871
42( 1764 74088 || 92| 8464 | 778688 2863288 || 192| 26864 | 7077888
43| 1849 79507 || 93| 8649 804357 2924207 || 193 | 37249 | 7189057
44| 1936| 85184 || 94| 8836 | 830584 2955984 || 194 | 37636 | 7301384
45| 2025 91125 || 95| 9025 | 857375 3048625 || 195 | 38025 | 7414875
46| 2116 97336 || 96| 9216 884736 3112136 || 196 | 38416 | 7529536
47| 2209 (103823 || 97| 9409 | 912673 3179523 || 197 | 38509 | 7645373
48| 2304 (110592 || 98| 9604 | 941192 241792 || 198 | 39204 | 7762392
49| 2401117649 || 99| 9801 | 970299 3307949 || 199 | 39601 | 7880599 |!
50| 2500 (125000 ||100 | 10000 [1000000 3375000 || 200 | 40000 8000000
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