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PROLOGO

El nuevo programae oficial de Geometria del espa-
cio se limita a reproducir con escasas alteraciones
de ordenacién (que seguramente tendrdn alguna jus-
tificacion, aunque la Comision técnica no las ha ex-
plicado) el indice del Capitulo II del conocido epito-
me que hace un tercio de siglo publicé Ewmilio Borel
para uso de las escuelas primarias y que después fué
utilizado parae los cursos elementales de Artes y Ofi-
cios, escuelas de institutrices Yy primer ciclo de ba-
chillerato, como ampliacion de la ensefianza de pdr-
vulos y preparacion para el bachillerato propiamen-
te dicho.

No dejard de producir sorpresa este descenso brus-
co desde una ensefianza matemdtica totalmente abs-
tracta y con pretensiones criticas de indole universi-
taria, a otra de nivel netamente primario, singulari-
zdndose ast el bachillerato argentino, ya por uho o
por el otro extremismo. Se contestard quizds que
aquella accion exagerada obliga a esta reaccion igual-
mente exvagerade y aun se aducird el ejemplo del
péndulo, que propende a alcanzar su posicion de equi-
librio oscilando alternativamente a uno Yy otro lado
de ella; pero, ;cudntas oscilaciones, esto es, cudntos
cambios de planes y de programas de estudio serdn
necesarios para acercarse asintéticamente al bachi-
llerato estable?, y ain ocurre preguntar si tantos y

¢



tales cambios, ensayos y tanteos, serdn beneficiosos;
y si no habria sido quizd mds conveniente informar-
se antes de las conclusiones universalmente admiti-
das acerca del cardcter y finalidad del bachillerato,
dotando asi ol pais de una ensenanzo secundaria
digna del alto grado de cultura que ya tiene alcanza-
do.

Empresa imposible es remediar lo situacion den-
tro del estrecho muarco de los programas oficiales ;
pero, aun acatdndolos literalmente, habria sido co-
barde renunciacién a principios doctrinales limitar-
se a diluir en algunas pdginas mds el contenido del
escaso centenar de ellas que componen el capitulo I1
del epitome de Borel; materia que escasamente al-
canza para un trimestre de enseiianza, ya que el li-
bro entero estd escrito para un solo curso.

MOSTRAR objetos, evocar imdgenes y despertar
intuiciones es provechosa labor educativa siempre
que se cultive parejamente la razén pure y se apren-
da @ DEMOSTRAR; si no como sistema, al menos
como modelo.

Conservando y aun acentuando el contacto con la
realidad viva, multiplicando los ejemplos y ejercicios
coneretos, segun hemos preconizado en varias oca-
siones, hemos creido mo obstante un deber de digni-
dad profesional contribuir en nuestra modesta esfe-
ra de aecién o que los bachilleres tengan idea de lo
que es una demostracion geométrica, y adquieran al-
guna noticia de la génesis de los conocimientos cien-
tificos que les suministramos en las aulas bajo for-
mas eristalizadas.



CAPITULO I

RECTAS Y PLANOS

1.—EL PLANO.

El tablero de la mesa o el pizarréon de la clase nos
dan la idea de trozo de plano, prescindiendo de su es-
pesor. Imaginandolo prolongado indefinidamente, te-
nemos la idea de plano geométrico.

En la superficie del pizarrén o del tablero de la mesa, es
decir, sobre el pizarrén y sobre el tablero de la mesa, pode-
mos sehalar cuantos puntos se quiera.

Si también queremos dibujar rectas, empezaremos por apo-
yar la regla sobre el tablero o sobre el pizarrén; decimos
que la superficie del tablero es plana cuando, aplicada sobre
él una regla, coincide exactamente en cualquier posicién que
se coloque.

La propiedad caracteristica del plano, que le sirve indi-
rectamente de definicién, es, por tanto ésta:

Cada plano tiene infinitos puntos y fuera de él hay
infinitos puntos.

La recta determinada por dos puntos cualesquiera
lel plano esta situada en éL

NOTA. — En la practica se coloca la regla de canto, pa-
ra evitar la flexién, inevitable por su poco espesor.

No basta que haya contacto en una sola posicién, ni bas-
taria tampoco que lo hubiera en infinitas posiciones, para
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asegurar que la superficie es plana; por ejemplo: se puede
aplicar de infinitos modos una regla sobre un cafio cilindri-
co obteniendo coincidencia perfecta y sin embargo no es pla-
na esta superficie.

2.—INTERSECCION DE PLANOS.

Puesto que el plano contiene la recta completa si
contiene dos de sus puntos, resulta que, si A y B son
dos puntos comunes a dos planos, toda la recta AB
esté situada en ambos.

Cabe que dos planos carezcan de puntos comunes,
como se ve por ejemplo en el piso y el techo de una
habitacién, si se suponen indefinidamente prolonga-
dos; pero si dos planos tienen un punto comun, tie-
nen algun otro y por tanto toda una recta comfn,
que se llama interseccion de ambos.

Enunciaremos esta observacion diciendo: La inter-
seccion de dos planos que se cortan es una recta.

3.—POSICIONES RELATIVAS DE RECTAS Y PLANOS.

PLANO Y PLANO. — Puesto que s6lo caben dos
posiciones relativas de dos planos, convieng.introdu-
cir dos términos para caracterizarlas.

Dos planos se llaman paralelos cuando no tienen
ningin punto comin.

Dos planos se llaman secantes cuando tienen una
recta comun.

EJEMPLOS: El cielo raso y el piso de una habitacion son
paralelos; el piso es secante de todas las paredes. Las pare-
des contiguas se cortan en una recta, pero en una habitacién
de planta rectangular las paredes opuestas son paralelas.
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RECTA Y PLANO. — Este mismo eiemplo nos
muestra las diversas posiciones de una recta respec-
to de un plano. Si en el pizarrén o en la pared dibu-
jamos rectas, observamos que algunas de ellas no
cortan al plano del piso; tales son, por ejemplo, los
bordes superior e inferior del pizarrén; otras, en
cambio, convenientemente prolongadas, cortan al pi-
£0 en un solo punto; finalmente, la pared en que es-
ta el pizarén tiene una recta situada en el piso.

Estas observaciones nos muestran las tres posicio-

nes de una recta respecto de un plano, que enuncia-
remos asi:

Una recta y un plano se llaman paralelos si
carecen de puntos comunes.

Una recta y un plano se dicen see antes si tienen
un solo punto comin.

Ademés de estas dos posiciones, sélo cabe que la
recta esté situada o contenida en el plano.

4—DETERMINACION DE UN PLANO.

La frase “determinar un plano” mediante condi-
ciones prefijadas, quiere decir que existe un plano,
¥ s6lo uno, que cumple dichas condiciones. La demos-
tracién debe, pues, constar de dos partes.

Una puerta lisa puede considerarse como un trozo de pla-
no si se prescinde del espesor. Si la fijamos al marco por una
sola bisagra, la puerta no queda fija, y girando alrededor de
ese punto fijo puede tomar infinitas posiciones. Si la fijamos
con dos bisagras A y B, el movimiento de la puerta queda ya
menos libre, pues sélo puede girar alrededor de su arista; fi-
nalmente, si fijamos un tercer punto de la puerta, caben dos
casos: si este punto se elige en la misma linea de las dos bi-
sagras (p. ej., si se coloca una tercera bisagra bien alineada
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con las otras dos), la puerta sigue quedando libre en su movi-
miento; pero si ese tercer punto C que se fija no estd alinea-

do, —por ejemplo: si se sujeta la manija del picaporte con la
mano,— la puerta que tiene ya tres puntos fijos no alinea-
dos no se puede mover, es decir, queda determ inada
su posicién en el espacio.

También queda determinada fijando la recta A By el punto
C. He aqui, pues, dos modos de fijar o determinar el plano, y
pedemos enunciar:

Por una recta pasan infinitos planes. Una recta y un
punto no perteneciente a ella determinan un plano, al
cual pertenecen.

Tres puntos no alineados determinan un plano, al cual
pertenecen.

La primera figura representa una recta a y un punto A no
situado en ella.

La segunda figura representa los infinitos planos que pa-
san por la recta a, los cuales forman un haz de planos.
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La tercera figura representa el unico de esos infinitos pla-
nos que pasa por el punto A. Este es el significado de la de-
terminacion del plano por un punto y una recta..

He aqui un tercer modo de determinar el plano, que
puede justificarse por la observacién o bien deducir-
se de los anteriores, es decir, cabe demostrarlo, como
hacemos a continuacién, a modo de ejemplo de mé-
todo racional.

TEOREMA. — Dos rectas que se cortan determi-
nan un plano, al cual pertenecen.

HIP.) a y b se cortan en C.

TESIS) 1.2 Hay un plano a que contiene a y b.

2.9 Si dos planos contienen a y b, coinciden.

C /C
Demostraeion.—1.2) La recta ¢ y un punto cual-
quiera A de b distinto de C determinan un plano a
29) Si otro plano j contiene a y b, también con-
tiene @ y A ; luego coincide con o, segln el primer mé-
que, ademés de contener la recta a, contiene la b, por
pertenecer a él los dos puntos 4 y C.

todo de determinacién del plano.
APLICACION: Segilin acabamos de ver, una recta que cor-

ta en puntos distintos a dos rectas secantes engendra un pla-
no. Asi hacen los pisos los albafiiles, como indica la figura,

-~
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apoyando una regla sobre dos listones fijos que tienen el pun-
to comtn A, o bien un hilo tirante.

La definicién de rectas paralelas exige que estén
en un plano; y no puede haber otro que las contenga,
en virtud del primer método de determinacién del
plano; luego resulta un cuarto método para la deter-
minacién del plano:

Dos rectas paralelas determinan un plano, al cual
pertenecen.

APLICACION. — Los albaiiles colocan dos reglas o dos hi-
los paralelos y engendran un plano mediante otro hilo tiran-
te que se apoya en ambos.

EJERCICIOS. — 1. ;Por qué asientan bien las mesas de
tres patas sobre cualquier piso y no las de cuatro?

2. Si al mirar desde lejos un poste aparece coincidente con
otro ;puede asegurarse que estdn en un mismo plano?

3. Compruébese si un hilo tenso, sostenido con ambas ma-
nos, estd o no en un plano con rectas trazadas en el suelo o
en las paredes.

4. Mediante un hilo con un nudo intermedio, trazar por un
punto del espacio (por ejemplo, una esquina de un mueble), la
paralela a una recta trazada en el suelo.

5.—POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS.

Hemos visto en el ler. curso que si dos rectas estan
en un plano, se cortan o son paralelas; cabe un ter-
cer caso: que las dos rectas no estén en un mismo
plano, y entonces diremos que se cruzan *.

(*) Nos parece esta momenclatura mejor que la de rectas
alabeadas, pues la palabra ardbiga alabe de que procede in-
dica curvatura.
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Asi como en Geometria plana puede afirmarse el
paralelismo de dos rectas cuando no se cortan, en
Geometria del espacio cabe que se crucen. Para de-
mostrar el paralelismo es preciso probar: que no se
cortan y que estdn en un plano.

Wil Y A

La 12 figura representa dos rectas coincidentes, materiali-
zadas por dos jalones superpuestos; la 22, dos rectas parale-
las; la 32, dos rectas secantes; la 42, dos rectas que se cruzan.

6.—PARALELISMO DE RECTAS Y PLANOS

La observacién de objetos reales conduce a estas
conclusiones evidentes, que no exigen demostracién:

a)—Dos planos paralelos a otro son paralelos en-
tre st.

EJEMPLOS: Los diversos planos que forman los pisos de
una casa. Las cartas de una baraja. Las hojas de un libro ce-
rrado.

En estos ejemplos se observa, ademés:

b)—Por cada punto pasa un plano paralelo a otro
Y solo uno.

¢)—Si una recte o plano corta a un plano, corta a
todos sus paralelos.
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Fijémonos, por ejemplo, en una pared de un edificio la cual
corta a todos sus pisos, siendo paralelas las intersecciones. Si

se corta una resma de papel con una guillotina, o una tabla
con un serrucho, resultan bordes paralelos. Por tanto:

d)—Las intersecciones de un plano con planos pa-
ralelos son rectas paralelas.

Si una recta a es paralela a un plano, los diversos planos
que pasan por ella determinan sobre éste rectas paralelas a
aquélla; reciprocamente, basta que a sea paralela a una sola
recta del plano para que sea paralela a éste. Ambas propie-
dades se retinen en este enunciado:

e)—La condicion necesarie y Suficiente para que
una recte sea paralela a un plano es que sea paralela
a una recta de éste.

De otro modo: Si a es paralela al plano a, Y por un
punto B de éste se traza la paralela a la recta a, estd
contenida en o.

Si una recta es paralela a dos planes que se cortan,
es paralela a la interseccion de ambos.
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En efecto: Si por un punto C de la interseccién off
trazamos la paralela a la recta a, debe estar en a, en
virtud de e), y por la misma razén debe estar en B
luego es la interseccién of.

No basta, como vemos, que un plano «’, contenga
una recta paralela a la recta del plano » para que
sea paralelo a =, puesto que por » pasan infinitos pla-

SN\L 7.\/
{R[}/‘/‘

nos secantes del =; pero si por el punto P’ se traza la
recta s’ paralela a otra recta s secante de la r, el
plano paralelo queda determinado. Es decir:

g) St por un punto ewxterior a un plano se trazan
dos rectas paralelas a él, el plano que dichas rectas
determinan es paralelo al primero.

De otro modo:

Todas las rectas paralelas a un plano trazadas por
un punto exterior al mismo, pertenecen al plano pa-
ralelo a aquel trazado por dicho punto.

EJERCICIOS — 1. Con una hoja de cartén suficientemente
ancha, de bordes paralelos, trazar por un punto exterior al
plano de la mesa la recta paralela a una recta trazada sobre
este plano.

2. Comprobar si una recta trazada en la pared es paralela
al suelo (o sea horizontal), sin otro instrumento que un hilo.

3. Con un hilo, en el cual se formarin nudos adecuados, tra-

zar por un punto del espacio la recta paralela al suelo y a una
pared.
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7—LA TRASLACION

El movimiento de un ascensor, el del cajén de una
mesa, el de un tren que recorre un trozo recto de via,
dan idea del movimiento de traslacion, que puede ca-
racterizarse asi:

a)—Los diversos puntos describen segmentos igua-
les de rectas paralelas.

b)—Las diversas posiciones de cada recta o plano
en movimiento son paralelas entre si.

¢)—Por ser la traslacion un movimiento, se conser-
van los segmentos y los dngulos.

Entre las infinitas rectas descritas por los puntos del cuer-
po que se traslada, se eligen dos como guias de la traslacion;

tal se observa en el ascensor, en el tren, etec. También el ca-

jon tiene sus guias, que son los bordes inferiores de las dos
tablas laterales.

EJERCICIOS. — 1. Enumérense movimientos de traslaciéon
de la vida corriente, y diversos mecanismos para producir tras-
laciones.

2. ;Depende el movimiento de traslacién del par de guias
que se elijan? ' .




RECTAS Y PLANOS 19

2—ANGULO DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO.

La traslacién nos permite comparar las direcciones
de dos rectas que se cruzan, trasladando una de ellas
hasta cortar a la otra, o bien trasladando ambas.

Angulo de dos rectas que se cruzan es el formado por
dos paralelas a ellas trazadas por un mismo punto.

Cualquiera que sea el origen elegido, el angulo que resulta
es el mismo. En efecto, si por P se trazan las paralelas r y s
a las dos rectas dadas, y por P’ se trazan las rectas r’' y s’
también paralelas a las mismas, los dos planos rs y r's’ re-
sultan paralelos en virtud de la propiedad g) y el par r’s’ pue-
de considerarse como resultado de trasladar el par rs, siendo
por tanto iguales ambos dngulos.

EJERCICIOS. — 1. Senalar en una habitacién pares de
aristas cruzadas y aplicar el método expuesto para determi-
nar el angulo que forman, utilizando aristas de la misma ha-
Litacion.

2. Apreciar a simple vista el dngulo que forman dos hilos
cruzados, notando que tal medida depende de la posicién del
punto de vista y es por tanto inadmisible. Triacese por un
punto de uno de ellos un hilo paralelo al otro, determinando
asi el angulo que forman.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

La ensefianza de la Geometria del espacio serd, no solamente
inutil, sino perjudicial, degenerando en estéril memorismo, si
no logra educar el sentido de la visién tridimensional de las
figuras representadas en proyeceién, sentido poco desarrollado
en la mayoria de los hombres, que exige dotes especiales de
imaginacién.

Multiples son los recursos ideados para ayudar al profesor
en esta dificil tarea (haces luminosos proyectados sobre mo-
delos de hilos, anaglifos, etec., etc.) pero los medios més efi-
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caces son los mas sencillos y por tanto mas accesibles; y los
mejores modelos geométricos son los construidos por el mismo
sscolar. Alambres, hilos y cartulinas son los elementos que bas-
tan para realizar un eficaz aprendizaje de Geometria del espa-
cio. Mediante ellos podra el profesor construir sobre la mesa
del aula toscos armazones, que evocardn en las mentes infanti-
Jes imagenes abstractas mucho més claras que las méas perfec-
tas figuras.

Orientados en el mismo sentido realista de la ensehanza es-
t4n muchos de los ejercicios intercalados en el texto y agre-
gados al final de cada capitulo.

1. Por un punto exterior a dos rectas que se cruzan, trazar
una recta que corte a ambas. (Utilicense dos hilos tirantes ata-
dos por sus extremos con clavos o chinches de dibujo y un hilo
clavado por un extremo y mantenido tirante con la mano).

2. ;Cuéntas secantes comunes tienen tres rectas cruzadas?
(Constriiyanse varias, mediante el método arriba explicado e
indtzease la contestacion).

3. ;Cémo son los dos bordes, superior e inferior, de cada pa-
red de una habitacion?

4. Mediante dos hojas de cartén, que tengan dos bordes pa-
ralelos, construir el plano paralelo al tablero de una mesa, por
un punto exterior.

" 5. Compruébese con una tercera hoja de cartén que toda pa-

ralela al plano de la mesa, trazada por el punto, esté en el pla-

no paralelo.
6. ;Son paralelas dos paredes no siéndolo sus intersecciones
con el suelo?

7. Aun cumplida esta condicién ipueden ser exactamente
paralelas las paredes construidas con la plomada?

RESENA HISTORICA

LA GEOMETRIA EGIPCIA. — Aunque ya hemos expuesto
en el primer curso los origenes de la geometria y las caracte-
risticas de cada civilizacién, parece obligado aludir siquiera
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en este libro de Geometria del espacio al mas grande monu-
mento geométrico que haya construido la humanidad, es de-
cir, a las tres pirdmides cuadrangulares de Cheops, Chefren

¥ Micerinos. Acerca de las singulares relaciones geométricas
que se han notado en la gran piramide, primera de las citadas,
ya hemos dado noticia en el volumen anterior,

ESCUELA DE ATENAS. — La liberacién del yugo
persa en el afio 479 a. C. sefiala el despertar de todas las
actividades mas nobles del pueblo heleno, que habian de
inmortalizar el siglo de Pericles, pero el apogeo filoséfico
llega con retraso.

Hipéerates de Chios, comerciante arruinado, abrié hacia el
afio 450 a. C. una escuela de Geometria con fines de ense-
flanza, redactando con tal objeto el primer tratado de Geo-
metria que se conoce, el cual sirvié probablemente de base a
Euclides. Por haber convertido la Geometria en fuente de
ingresos, fué aislado y menospreciado por los pitagéricos, sus
maestros, y este dato es buena muestra del admirable des-
interés que caracteriza a la ciencia griega y a sus hombres.

Los descubrimientos geométricos de Hipécrates se refieren
a la teoria de las 4reas, que trataremos en otro curso, pero
st médximo mérito es el de haber contribuido con sus ense-
nanzas pitagoricas al advenimiento ulterior de Platén.

ESCUELA DE ALEJANDRIA. — Bien justo es el dictado
de magno con que se denomina al joven macedonio Alejandro,
hijo de Filipo, que en un plazo de diez afios funda un gran im-
perio que enlaza Oriente y Occidente; pero también lo merece
por el alto espiritu con que protegié la ciencia. ‘Discipulo de
Aristételes, lo subvencioné tan generosamente, que éste pu-

| BIBLIOTECA NACIONAL
" DE MAESTROS
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do disponer de un millar de colaboradores para sus explora-
ciones de naturalista; y a uno de sus generales (Tolomeo So-
ter) que le sucedié en la posesién de Egipto, se debe, hacia
el afio 300 a. C., la fundacién del Museo de Alejandria (cen-
tro consagrado a las musas), que es la primer universidad
conocida, con una inmensa biblioteca anexa. De este magnifi-
co centro de investigacién y ensefianza surgen altisimas fi-
guras: Euclides, Arquimedes, Apolonio, Eratéstenes, Hipar-
€O0iux ¢

Los Elementos de Euclides, escritos para la ensefianza en
el Museo, contienen toda la cosecha lograda en tres siglos de
actividad helénica, en Aritmética, Geometria, Perspectiva y
Misica; no solamente sistematizada de modo admirable, que
he resistido veinte siglos de critica, sino también enriquecida
con aportaciones de su autor. De obra tan excelsa, la mas di-
fundida después de la Biblia, se han hecho méis de 1500 edi-
ciones en todas las lenguas, y hasta hace pocos afios era el
texto de mateméaticas en los colegios secundarios ingleses.
En él estd contenida toda la doctrina de Aritmética y Geo-
metria que se estudia en el bachillerato y de su sistema de-
duetivo proceden todos los libros actuales de Geometria ele-
mental.

LOS CONCEPTOS DE EUCLIDES. — Las definiciones
dadas por Euclides para los elementos geométricos son muy
imperfectas, como era inevitable, por no ser posible reducir
tales conceptos a otros mas sencillos.

“Punto es lo que tiene partes’. “Los extremos de una linea
son puntos”. “Linea es longitud sin anchura”. “Los limites de
las superficies son lineas”. “Recta es una linea uniforme res-
pecto de todos sus puntos”. “Superficie es lo que tiene sola-
mente longitud y anchura”. “Plano es una superficie unifor-
me respecto de todos sus puntos”.

“Punto es lo que no tiene partes”. “Los extremos de una linea

definir antes longitud, anchura, etc., empresa tan dificil co-
mo la de definir punto, linea, superficie. Modernamente se re-
nuncia a tan imposible empefio, limitdndose a poner ejem-
plos de la vida real que aproximadamente corresponden a
tales elementos, y a estudiar sus relaciones.



CAPITULO II

RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES

1.—PLANOS PERPENDICULARES A UNA RECTA

Se ha demostrado en el curso anterior que, en
un plano, cada recta admite una sola perpendicular
en cada punto; pero si consideramos los infinitos pla-
nos que pasan por una recta, en cada uno hay una
perpendicular. ;Seran todas distintas? ;Estarin to-
das en un plano?

Observemos el movimiento de la puerta que gira; el borde
inferior, que es perpendicular al eje de giro, describe un pla-
no que sensiblemente coincide con el piso, es decir: todas las
perpendiculares a una recta en uno de sus puntos estan situa-
das en un plano.

Sellama plano perpendicular auna
recta en uno de sus puntos, al plano formado por to-
das las perpendiculares. a la recta en ese punto.

También se dice que la recta es perpendicular al
plano, o que la recta y el plano son perpendiculares.

He aqui otro modo de enunciar la misma propie-
dad:



24 RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES

Si una recta corta a un plano y es perpendicular «
otras dos rectas de éste que pasan por el punto de in-
terseccion, es perpendicular o cualquier otra recta
del plano que pase por dicho punto.

mé

m*‘ryg S =

EJERCICIOS — 1 Sl se coloca soble una mesa un libro
abierto de modo que se apoye en ella por los bordes inferiores
de las hojas ;qué posicién ocupardn respecto del plano de la
mesa las rectas que forman los dobleces de los diversos cua-
dernillos ?

2. Con una hoja de papel que tenga un solo borde recto,
construir la recta perpendicular al plano de la mesa en un
punto dado. ’

3. Si el borde inferior de una puerta toca el suelo en ciertas
posiciones y no en otras ;qué defectos puede tener la puerta?

HORIZONTALES Y VERTICALES. — La super-
ficie de las aguas tranquilas es aproximadamente un
plano, el cual se llama horizontal; los planos y rectas
paralelas a él se llaman horizontales; las rectas per--
pendiculares a un plano horizontal se llaman verti-
cales. {3l |

Para mantener vertical un mastil basta que sea
perpendicular a dos rectas del suelo mediante dos pun-

tales. |
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Las aristas de un biombo japonés se conservan ver-
ticales por esta misma propiedad.

APLICACIONES: Para colocar una rinconera horizontal,
es decir, perpendicular a la arista en que se cortan las dos pa-
redes, basta trazar en cada pared la perpendicular a dicha
arista en el punto P en que se desea colocar la rinconera, lo
que se consigue facilmente mediante una escuadra, como in-
dica la figura.

EJERCICIOS. — Cualquiera que sea el nivel de que dis-
ponga el profesor (aunque sea el de albafiil, bien facil de
improvisar) convendrd que efectiie ejercicios de nivelaciéon en
el aula o en el patio, sirviéndose de una mira improvisada.
Puede servir como tal una regla ordinaria de dibujo, o una
varilla en la que se marquen centimetros con tinta, tiza o
pintura.

Con el nivel de albanil, o mejor el de aire, se lograri un
trozo de plano horizontal, bien con una mesa o una tabla apo-
yada sobre tarugos, ladrillos, libros; con esta base se deter-
‘minardn las diferencias de nivel de diversos puntos del jar-
din, si lo hay, o de algin terreno accidentado, midiendo con
un metro o cinta las distancias horizontales y con estos datos
se construird un plano topografico donde figuren los niveles
de los puntos més importanes.

Si el terreno tuviera ondulaciones, podrin trazarse bajo la
direccion del profesor las curvas de nivel.
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Se efectuaran también, teniendo a la vista un mapa de la
Republica en que esté indicada la altitud de las diversas ca-
pitales y puntos importantes, los calculos de las diferencias
de nivel con la capital que darédn al alumno una nocién mas
clara de la topografia del pais.

2.—ANGULOS DIEDROS

Se definen de modo completamente analogo al de
los angulos rectilineos, considerando planos en vez
de rectas y semiplanos en lugar de semirrectas..

Consideremos dos semiplanos a y p que tengan una
misma recta origen 7. Al girar a alrededor de r has-
ta coincidir con 6 describe una region de espacio que
se llama dngulo diedro, o brevemente diedro, y se re-
presenta asi: aff. La recta » es su arista.

En particular, si a y p son semiplanos opuestos,
cada uno de los dos semiespacios que su plano deter-
mina se llama diedro lUano.

Como el movimiento puede efectuarse en dos sen-
tidos, se definen asi dos diedros y se sobreentiende
que nos referimos al menor que un diedro llano; cuan-
do haya peligro de confusién, lo llamaremos conve-
zo al uno y céncavo al otro.

NOTACION. — El diedro de caras of y arista »
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se designa por off o simplemente por 7, sin que haya
peligro de confusién.

La figura 12, representa un diedro convexo, habiéndose
dibujado con contorno grueso los semiplanos que lo forman.
Los planos que pasan por r quedan divididos en dos semipla-
nos, y la figura representa algunos de los semiplanos conte-
nidos en el diedro. La segunda figura representa el diedro
concavo con algunos de los semiplanos que contiene.

Dos diedros aff y By que tienen una cara comin se
llaman consecutivos si las otras dos estan separadas
por aquélla; por tanto, ambos diedros no tienen més
puntos comunes que los de la cara o.

Varios diedros off, fy.... se llaman consecutivos
cuando cada uno es consecutivo del siguiente. Sefia-
lense en las figuras anteriores los diedros consecuti-
vos.

3.—ANGULO PLANO CORRESPONDIENTE AL DIEDRO.

Se llama asi a la seccién producida en el diedro
por un plano cualquiera perpendicular a la arista.

Segtin (1) las intersecciones con ambas caras son
rectas perpendiculares a la arista; y reciprocamente,
las perpendiculares a la arista en cualquiera de
sus puntos, trazadas en ambas caras, determinan un
plano perpendicular a la arista; luego también se pue-
de definir asi:

Seccién recta o normal de un diedro es el dngulo for-
mado por dos perpendiculares a la arista, trazadas una
en cada cara.
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En la figura 2.2 se han dibujado dos secciones nor-
males AOB y A’O’B’ del diedro of. En la figura 1*

las dos secciones son paralelas, pero no normales.

Efectuando un movimiento de traslacién del die-
dro sobre si mismo, hasta que O coincida con O, se
superponen las dos seciones normales de vértices O
y O, luego resulta:

Las secciones paralelas de un diedro son iguales.
Las secciones normales de un diedro son iguales.

EJERCICIOS. — 1. Indicar en un libro abierto los diedros
céneavos, los convexos, los consecutivos y las secciones rectas.

2. Trazar secciones normales del diedro formado por dos
paredes contiguas.

3. Dibujar en dos paredes contiguas dos secciones parale-
las del diedro y comprobar su igualdad con un hilo.

4. IGUALDAD DE DIEDROS

Se dice que dos diedros son iguales cuando tienen
iguales sus secciones normales. ;
Si se imaginan dos diedros materiales y se super-
ponen sus secciones normales iguales, la arista de uno
debe coincidir con la del otro, por ser perpendicula-
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res al mismo plano; por tanto, las caras de uno coin-
ciden con las del otro.

La figura representa dos diedros iguales, por serlo sus sec—
ciones rectas. Si se materializan construyéndolos de cualquier
materia sélida (por ejemplo de madera), no es posible la su-
perposicion, pero se puede construir en eada uno su seccién
normal y medir éstas con instrumento adecuado; por ejem-
plo: el compds de ramas curvas; o bien se comparan ambos
con un diedro de chapa, como indica la figura.

Como las secciones normales de dos diedros off ¥
o'’ opuestos por la arista son angulos opuestos por
el vértice, resulta:

Dos diedros opuestos por la arista son iguales.

4—PLANOS PERPENDICULARES.
Su definicién es la misma dada para las rectas per-
pendiculares.

Planos perpendiculares son los que forman cuatro die-
dros iguales. Los planos que no son perpendiculares se
llaman oblicuos.

En la figura siguiente se han dibujado dos planos
perpendiculares, que forman cuatro diedros iguales,
es decir, son perpendiculares.
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Para asegurar la perpendicularidad basta que dos
de los diedros adyacentes sean iguales, pues los otros
son opuestos por la arista.

Las propiedades fundamentales de los planos per-
pendiculares pueden justificarse intuitivamente por
la observacién. Dejando al cuidado del profesor la
prueba experimental mediante hilos, reglas, carto-
nes, etc., he aqui las demostraciones racionales:

TEQREMA — Si una recta es perpendicular o un
plano, todo plano que pase por ella es perpendicular
al primero.

HIP.) blaenP.
{ pasa por D.
TESIS) B La.

TEOREMA 1°. — Si una recta es perpendicular o
un plano, todo plano que pase por ella es perpendicu-
lar al primero.

Demostracién. — Trazando en o la recta a perpen-
dicular a la arista, como también lo es b, el angulo ab
es la seccién recta del diedro off; y como bl a por
ser perpendicular a todas las rectas que pasan por
su pie, resulta recto el dngulo ab, asi como también
los @’b, ab’ y a’b’ luego of es diedro recto, y lo mismo
los otros tres.

COROLARIO. — Por cada punto pasan infinitos
planos perpendiculares a otro, que son todos los que
pasan por la recta perpendicular trazada por dicho
punto.

i
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Hemos formado los planos perpendiculares a otro
mediante las rectas perpendiculares a éste; se prue-
ba que asi se obtienen todos demostrando el re-
ciproco:

TEOREMA 2.9 — Si dos planos son perpendicula-
res, toda recta de uno de ellos perpendicular a la in-
terseccion es perpendicular al otro.

5.—CLASIFICACION DE LOS DIEDROS.

He aqui algunas definiciones que son completamen-
te analogas a las ya conocidas para los dngulos pla-
nos.

Diedro recto es cada uno de los formados por dos pla-
nos perpendiculares.

Diedro agudo es el menor que un recto.

Diedro obtuso es el mayor que un recto, y menor que
un llano.

La figura representa un diedro recto, uno agudo
¥y uno obtuso.

Recordando las definiciones de diedro menor y
mayor, resulta:

Un diedro es recto, agudo u obtuso, segin que su
seccion recta sea un angulo recto, agudo u obtuso.
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Como los dngulos rectos son iguales, resulta:
Todos los diedros rectos son iguales.

Dos diedros se llaman complementarios o suplementa-
rios entre si, segin que sus secciones normales sean an-
gulos complementarios o suplementarios. :

De otro modo: son complementarios los diedros cu-
ya suma es un diedro recto, y suplementarios los die-
dros cuya suma es un diedro 1lano.

En la figura son complementarios los dos primeros
diedros, y suplementarios los otros dos.

El caso mas sencillo que se presenta de diedros su-
plementarios es el de los diedros adyacentes.

Los diedros adyacentes son suplementarios.

En efecto, las secciones normales de los dos diedros
adyacentes son dos angulos que tienen un lado comtn
y los otros dos opuestos, por ser secciones de semipla-
nos opuestos ; luego dichas secciones normales son an-
gulos suplementarios por ser adyacentes. Los dos die-
dros son, pues, suplementarios.

EJERCICIOS. — 1. Clasificar los diedros que forman las
paredes de una habitacién irregular.

92.. Si dos paredes son paralelas ;como son los diedros que
forman con otra?

3. Construir con hoja de lata el diedro complementario de
otro y el suplementario.



RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES 33

6.—_TEOREMA DE LAS TRES PERPENDICULARES.

Puesto que una recta perpendicular a un plano lo
es a todas las rectas que pasan por su pie, parece na-
tural generalizar el concepto, diciendo que también
es perpendicular a las rectas que no pasan por su pie,.
las cuales se cruzan con ella.

Dos rectas cruzadas se llaman perpendiculares cuando
cada una estd en un plano perpendicular a la otra.

Esta definicién exige demostrar que si una recta
estd en un plano perpendicular a otra, ésta tiene ana-
loga propiedad, es decir, estd en un plano perpendi-
cular a la primera. Esta propiedad es la que demues-
tra el teorema llamado de las tres perpendiculares.

St una recta es perpendicular a un plano que pase
por otra recta, ésta es perpendicular a un plano que
pase por la primera.

Supongamos que la recta p es M.
perpendicular al plano =, en el N
cual estd la recta ¢; y sea Q el
pie de la perpendicular a ¢ tra-
zada por el pie P de p; vamos
a probar que ¢ es perpendicu-
lar al planoc MPQ.

Demostracion. — Tracemos por P las rectas PA y
PB, siendo A y B dos puntos de ¢ simétricos respecto
a @; por tanto, siendo PA y PB oblicuas que se apar-
tan igualmente de la perpendicular PQ es: PA — PB.

Los tridngulos MPA y MPB son rectangulos en B,
por definicién de plano perpendicular; y como tienen
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iguales dos catetos y comun el otro, son iguales; lue-
go MA — MB; por tanto, es MQ la mediatriz de AB,
es decir: AB 1 MQ.

Resulta, pues, ¢ perpendicular a MQ v ademas a
PQ por construccién ; luego es perpendicular al plano
que determinan.

7—PROPIEDADES DE LAS RECTAS Y PLANOS
PERPENDICULARES.

Con apelaciones a la intuici6n, sirviéndose de va-
rillas y cartones, podra el profesor justificar las pro-
piedades siguientes, alguna de las cuales podra dedu-
cirse también racionalmente como itil ejercicio.

a) Por cada punto de un plano pasa una recte per-
pendicular al plano y solamente una. s

b) Por un punto exterior a un plano pasa una rec-
ta perpendicular al plano y solamente una.

¢) Dos rectas perpendiculares « un plano son para-
lelas. :

d) Todo plano perpendicular o una de dos rectas
paralelas es perpendicular o la otra.

e) St dos planos son perpendiculares, la perpendi-

15 ¢
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cular a uno de ellos trazada por un punto del otro estd
contenida en éste.
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f) La interseccion de dos planos perpendiculares
« un tercer plano, es perpendicular a éste.

EJERCICIOS. — 1. Trazar en una habitacién pares de
rectas que ocupen las tres posiciones posibles.

2. Con dos hojas dobladas de papel tricense dos perpendi-
culares al plano de la mesa, y obsérvese, por visuales que es-
tdn en un plano.

3.. Con un hilo en el que se formarin nudos conveniente-
mente dispuestos, trazar por un punto prefijado del espacio
la paralela a una recta trazada en el suelo o en la pared.

4. Trazada una perpendicular a un plano y dibujada en éste
una recta cualquiera, trazar por la primera el plano perpen-
dicular a la segunda. Elijase, por ejemplo, una arista verti-
cal de una habitacién y una recta trazada en el suelo.

5. Trazar por un punto (la esquina de un mueble), las infi-
nitas rectas perpendiculares a la recta del suelo determinada
por una pared (Instrumento: un hilo el cual puede servir, ade-
mas, de compdas).

6. Comprobar si dos rectas que se cruzan son o no perpen-
diculares.

8.—TRIEDRO TRIRRECTANGULO.

Si en un plano trazamos dos rectas perpendicula-
res entre si z, ¥, y en su punto O de interseccién se
levanta la perpendicular z, la figura formada por es-
tas tres rectas se llama triedro trirrectdngulo, por
formar estas tres rectas tres dngulos rectos y, ¥z, 2.

Mas frecuente es adoptar esta otra definicién que
sera la tnica usada en este curso:

Triedro trirrectingulo es la figura formada por tres
semirrectas del mismo origen perpendiculares dos a dos.
Los tres angulos que éstas determinan se llaman caras
del triedro.
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Los diedros que forman cada dos de estos planos:
son también rectos, puesto que cada plano contiene
una perpendicular al otro.
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El triedro trirrectdngulo se presenta en multitud de obje~
tos materiales que nos rodean. Las tres aristas que concurren
en un rincén de una habitacién corriente prolongadas indefi-
nidamente, forman un triedro trirrectangulo por ser perpen-—
diculares dos a dos.

En las cajas corrientes de madera aparecen asimismo por-
ciones de ocho triedros trirrectdngulos en sus vértices.

EJERCICIOS. — 1. Contar el ntimero de triedros trirrec—
téngulos que aparecen en la caja de huevos representada en
la figura.

9. Idem en la estructura de hormigén para una casa, con-
tando también el nimero de caras que apareceran una vez
construidos los tabiques.

9._SIMETRIA RESPECTO DE UN EJE.

Algunos objetos materiales ofrecen la particularidad
de que al girar 1809 alrededor de una recta vuelven
a coincidir consigo mismos. Esta propiedad se llama
simetria respecto de esta recta.
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EJEMPLOS. — Hégase girar 1809 una puerta giratoria de
cuatro hojas como la representada en la figura ¥ no se notara
el cambio si las cuatro hojas son exactamente iguales.

A A
o | |

EJE

Si no fuera por la numeracién de las cabinas del coche dor-
amitorio seria imposible distinguir si en la maniobra le han da-
do vuelta, es decir, ha girado alrededor del eje vertical tra-

%LLLUZ{ T“ \]}

==

zado por el punto O. He aqui, por tanto, un cuerpo simétrico
respecto de este eje vertical.

Si no fuera por las aberturas del obelisco de Buenos
Aires, nadie notaria media vuelta al mismo, por tener eje
de simetria. No lo tiene en cambio la Pirimide de Mayo, por
<ausa de la figura que en ella tiene su pedestal ¥ que carece
de eje de simetria.

Un cuerpo se dice simétrico respecto de una recta lla-
mada eje de simetria, si coincide consigo mismo des-
pués de girar 1809 alrededor de esta recta.

Un par de puntos AA’ es simétrico respecto del eje e
si el segmento AA’ corta perpendicularmente al eje e,
vy es bisecado por él.




»
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Bisecar quiere decir: el punto de interseccién es
e! punto medio del segmento.

Esta propiedad del par simétrico, que también pue-
de tomarse como definicién es consecuencia de la de-
finicién anterior. '

En efecto, al girar el segmento AA’ describe el
plano perpendicular a ¢ en el punto O y si la rota-
cién es de 1809 el segmento OA coincide con el OA’

Estos puntos A y A" que forman un par simétrico
se llaman puntos simétricos respecto del eje e.

En general: dos figuras se dicen simétricas respec-
to de un eje, si cada una esta formada por los puntos
simétricos de los de la otra; o sea, si un giro de 180°
alrededor del eje lleva cada una a coincidir con la
otra.

Recordando la definicién general de igualdad re-
sulta:

Dos figuras simétricas respecto de un eje son igua-
les.

10.—SIMETRIA RESPECTO DE UN PLANO.

Dos puntos A y A’ se llaman simétricos respecto de
un plano si el segmento AA’ es perpendicular a este
v queda bisecado por él.

Dos figuras formadas por puntos simétricos, se lla-
man simétricas.

Obsérvese que en esta simetria no hemos utilizado
el concepto de movimiento, por no ser posible. Fn
efecto, dos figuras simétricas respecto de un plano
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no son iguales a pesar de tener como veremos todos
sus elementos iguales. Los ejemplos aclararan esta
sorprendente novedad.

EJEMPLOS. — Si juntamos las manos palma con palma

Y

(fig. 1?) ambas manos son evidentemente simétricas respec-
to del plano que las separa; sin embargo, no son iguales y a
causa de esta desigualdad no sirve el guante de una mano
para la otra.

Figuras simétricas respecto del plano de un espejo son un
objeto cualquiera y su imagen reflejada en el mismo. Que
ambas no son iguales es bien sabido; al mover la mano dere-
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cha, mueve la imagen su mano izquierda y todos los movi-
mientos de la persona y de la imagen tienen sentido opuesto.

Aunque las figuras simétricas no sean superponi-
bles, tienen todos sus elementos iguales, como resul-
ta de la figura. En efecto, si los segmentos MN y M'N’
son simétricos, respecto del plano =, también son si-
métricos respecto de la recta PP’ que une los pies
de las perpendiculares sobre el plano y por tanto es
MN = M’N’. Resulta asi la igualdad de segmentos ho-
moélogos y analogamente la de los angulos homdlo-
208, como se demuestra sin dificultad. Es decir:

‘4" M ' V

oy |
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Dos figuras simétricas respecto de un plano tienen
iquales los segmentos y dngulos homoélogos.

EJERCICIOS. — 1. Comprobar la imposibilidad de la su-
perposicién de las dos figuras VABC y V'ABC representa-
das en la figura, siméfricas respecto de un plano.

9. Citar objetos reales simétricos respecto de un plano, y
enumerar todos los planos de simetria que tiene cada uno.

11.—SIMETRIA RESPECTO DE UN CENTRO.

Dos puntos se dicen simétricos respecto de un centro
si el segmento que los une estid bisecado por éste.

Dos figuras formadas por puntos simétricos se lla-
man simétricas.
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Recordemos objetos corrientes que tienen centros
de simetria.

EJEMPLOS. —— En el esferoide (*) terrestre cada punto
‘tiene su antipoda que es su simétrico respecto del centro de
la tierra.

Una pelota de rugby, un melén, una naranja, tienen también
centro de simetria.

En cambio carecen de centro de simetria el cuerpe huma-
ne, una pera, una banana, un tomate, un trompo, a pesar de
que tienen eje de simetria y planos de simetria, o ambos a
la par.

EJERCICIOS. — Determinar todos los elementos de sime-
tria (centros, ejes, planos) de los objetos citados en este pa-
vafo y de otros elegidos por el mismo alumno.

NOTA: Tampoco hemos utilizado el movimiento para definiv
la simetria respecto de un centro, pues dos figuras simétri-
cas respecto de un centro son en general desiguales. Sobre
este punto volveremos en el Cap. VII.

12—RELACIONES ENTRE LAS DIVERSAS SIMETRIAS.
Comencemos por comparar dos figuras simétricas
de una misma figura respecto de dos centros distin-

C

(*) Sabe el lector que las mediciones de la Tierra condu-
cen a atribuirle aproximadamente la forma de una esfera
algo aplastada por los polos, la cual se llama esferoide.
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tos. En el dibujo se ha representado un tridngulo
ABC, su simétrico A’B’C’ respecto del centro O’ y su
simétrico ABC” respecto del centro O”, y vamos a
ver la sorprendente relacién que existe entre estas
dos figuras

Recordemos con tal objeto esta propiedad demos-
trada en el curso anterior: El segmento que une los
puntos medios de dos lados de un triangulo es para-
lelo al tercer lado e igual a su mitad.

Segtin esta propiedad, aplicada al tridngule AA’A”,
el segmento A’A” es paralelo al 0’0" e igual al doble
de éste; la misma conclusién vale para todos los pun-
{os, es decir todos los segmentos A’A”, B’B”, C’C”,. ..
son paralelos al 0’0" y de longitud doble que éste, lue-
go todos ellos son paralelos entre si e iguales. Puesto
que la figura A”B”C”... se deduce de la A'BC’. ..
mediante esta relaciéon que hemos llamado traslacion,
resulta en definitiva: )

RELACION 1.2: Dos figuras simétricas de una
misma respecto de dos centros distintos son 1guales
entre si y cada una se deduce de la otra mediante
una traslacién definida por el duplo del segmento
0'0”.

Consideremos ahora una simetria respecto de un
centro y otra respecto de un plano. El punto A4 tiene
como simétrico respecto del plano el punto A’ y como
simétrico respecto del centro O el punto A”. Tenemos
de nuevo ocasién de aplicar la propiedad recordada
del triangulo pero en esta segunda forma: La recta
trazade por el punto medio de un lado de un tridn-
gulo paralelamente a otro lado pasa por el punto me-
dio del tercer lado.
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Aplicada esta propiedad al tridngulo A A’ A” si tra-
zamos por O la paralela al lado A A’ pasard por el
punto @, medio del lado A’ A” y como adema4s es per-
pendicular a él por serlo a su paralela OP como lo es
la AA’, resulta en definitiva que los puntos A’ y A”
son simétricos respecto del eje 0Q.

Resulta asi: ;

RELACION 2.2: Dos figuras simétricas de una
misma respecto de un plano y de un centro son simé-
tricas respecto de un eje.

Conviene insistir sobre la trascendencia de estas
dos propiedades que acabamos de deducir aplicando
a una misma figura dos simetrias del tipo que no con-
serva la igualdad, es decir, respecto del plano o cen-
tro; la comparacién de ambas transformadas da en
ambos casos este resultado: la relacién existente en--
tre ellas es un movimiento; traslacién en un caso, ro-
tacion en otro. Las dos figuras que son desiguales
respecto de la figura inicial, resultan iguales entre si.

¢ Sucedera lo mismo si se aplican dos simetrias res-
pecto de planos distintos? Asi acontece en efecto co-
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mo el lector demostrara inmediatamente mediante
la figura 1.2. De ella resulta:

RELACION 3.2: Dos figuras simétricas de una
misma respecto de dos planos perpendiculares son
simétricas respecto de la recta de interseccion de am-
bos.
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Demuéstrese anilogamente mediante la figura 2:

RELACION 4.2: Dos figuras simétricas de una
misma respecto de dos planos paralelos son iguales
y la relacion existente entre cllas es una traslacion.

EJERCICIOS. — 1. Demostrar que dos figuras simétricas
de una misma respecto de dos planos secantes cualesquiera
son iguales y cada una se deduce de la otra mediante una ro-
tacién de amplitud igual al duplo del angulo diedro que for-
man ambos planos.

2. Demostrar que en el caso de planos paralelos la relacién
existente entre las dos transformadas de una misma figura
es una traslacion de amplitud doble que la distancia entre am-
bos planos.



RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES 45

13.—FIGURAS CON CENTRO, EJE O PLANO DE
SIMETRIA.

La simetria tiene considerable importancia en la
vida. Un barco, un tren, un aeroplano, un dirigible,
tienen como condicién ineludible un plano vertical de
simetria, pues cualquier desigualdad en la distribu-
cién de material a uno y otro lado, perjudicaria su
movimiento. Un barco cargado asimétricamente se es-
cora (es decir se inclina) y hasta puede hundirse.
Obsérvese que no interesa la igualdad de ambas mi-
tades del cuerpo simétrico, sino la igualdad de dis-
tanciag, la cual se conserva como hemos visto.

En un trasatlantico tienen igual precio los cama-
rotes de estribor (derecha) o babor (izquierda) den-
tro de la misma categoria. La tnica causa de asime-
tria esta en el curso del sol, que hace preferibles unos
u otros segun sea el viaje de ida o vuelta.

EJEMPLOS. — Cuando pedimos medio pollo, el mozo no
pregunta si queremos del lado derecho o izquierdo, porque
ambos tienen la misma cantidad y calidad de carne a causa
de la simetria; pero si pedimos un cuarto de pollo debemos
aclarar si deseamos de pierna o pechuga, por la falta de si--
metria.
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Es la simetria respecto de un plano més importan-
te y los ejemplos que hemos puesto de mecanismos
giratorios muestran el interés que también tiene la
simetria axial mientras que la simetria central por si
sola tiene menos importancia.

NOTA: En multitud de objetos materiales se observan
ciertas relaciones que pueden caracterizarse brevemente asi:
hay un cierto movimiento del cuerpo que lo lleva a coincidir
consigo mismo, sin que cada punto vuelva a su primitiva
posicion. Es deeir, el cuerpo no varia respecto de ese movi-
miento.

EJEMPLOS. — Si un vaso corriente se hace girar de mod»s
que ocupe la misma base que antes tenia, en su nueva posicién
ocupa el vaso la misma porcién de espacio que antes. Diremos
brevemente: el vaso ne varia respecto de las rotaciones. Lo
niismo acontece a multitud de vasijas, jarrones, etec., cuya su-
perficie se llama de revolucién y sera estudiada mds adelante.

Anilogamente un cajén cerrado puede colocarse de cuatro
modos distintos, ocupando la misma porcién de espacio. Si una
cara y su opuesta son cuadradas, este niimero se eleva a 8.
cara y su opuesta son cuadrados, este ntimero se eleva a 8.
Si también son cuadradas las otras caras es decir si tiene for-
ma cubiea, el nimero de movimientos posibles sin variar la
figura geométrica en forma ni posicion alcanza a 24.

Compruébense estas afirmaciones a modo de ejercicio.

EJERCICIOS. — 1. Determinar todos los elementos de
simetria (centros, ejes, planos) de los objetos materiales ci-
tados en los parrafos anteriores y de otros varios elegidos por
el mismo alumno: p. ej. silla, cama, mate, boquilla, tinteros
e diversos tipos, ete.

Por ejemplo: una naranja prescindiendo de sus pequeiias
irregularidades, tiene un centro de simetria, un eje de sime-
iria, infinitos planos de simetria que son todos los que pasan
por su eje y ademas el plano que, por analogia con la deno-
minacién geogrifica, puede llamarse ecuatorial.
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2. Un paquete de algodén hidréfilo, una bolsa de yerbé
mate, y demés figuras anilogas de forma cilindrica, tienen
los mismos elementos de simetria que la naranja, los cuales
acabamos de enumerar. En cambio un cilindro infinito, es de-
¢ir, un cafo que se extiende indefinidamente en ambos senti-
dos, tiene infinitos centros de simetria, infinitos planos de
simetria que pasan por el eje central, més infinitos perpen-
diculares a él e infinitos otros ejes que son todos los perpen-
diculares a éste en sus diversos puntos.

\

g oy ey e

Z.

3. ¢ Qué elementos de simetria tiene una banadera ordinaria,
una de un frente y una de dos frentes?

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Las mismas consideraciones hechas en el capitulo anterior
valen para éste. Ademés de los sencillos elementos alli indi-
cados (cartones, hilos, alambres) convendra disponer de una
escuadra, un compéds y un transportador de angulos.

Altamente instruetivas son las dificultades de orden préc-
tico que se presentan al materializar las figuras geométricas
abstractas. Asi por ej. la comparacién y medida de die-
dros debe hacerse de modo muy diferente seglin sean hue-
cos o macizos; dicho méas exactamente: segin se opere den-
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tro (como sucede en los diedros de una habitacién) o fuera
(p. ej. los diedros de las paredes externas de una casa). El
modo de superar tales problemas por los alumnos dara la
medida de su aprendizaje geométrico.

1. Medir los diedros que forman las paredes contiguas de
una habitacion.

9. Construir con una hoja de lata, diedros cuya medida sea.
un cierto nimero de grados.

3. ;Qué diedros mide el teodolito? ;Cuales son sus seccio-
nes rectas?

4. Construir con una hoja de lata un diedro que sea suma
de varios o diferencia de dos diedros dados.

5. Dados tarugos de madera de formas arbitrarias, com-
parar y ordenar de menor a mayor sus diversos diedros.

6. Comparar los angulos diedros que forman las paredes.
contiguas de una habitacién irregular.

7. Pénganse ejemplos de figuras simétricas respecto de un
eje, de un centro, o de un plano, elegidas entre objetos co-
rrientes.

8. Demostrar que un rectangulo tiene tres ejes de simetria.
y uno sélo los demés paralelégramos.

9. ;Cuéntos planos de simetria tienen los diversos parale-
l6gramos ?

RESENA HISTORICA

LA NIVELACION EN LA ANTIGUEDAD. — Que los Egip-
cios dominaban perfectamente desde siglos muy remotos la
técnica de la nivelacién, esto es, el trazado de verticales y ho-
rizontales, esta bien patente en sus grandiosos monumentos..

La construccién de obras de riego es uno de los problemas
practicos que dieron origen a la Geometria. Los niveles maés.
antiguos que se conocen son babilonios y egipcios y coinciden
exactamente con el actual nivel de albafil como se ve en la
figura que reproduce uno de 4000 afios de antigiiedad, exhibi-
do en el museo del Cairo.
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Los conocimientos necesarios para las nivelaciones y men-
suras, que primitivamente eran privilegio de los sacerdotes y

que después dieron origen a la especialidad de los arpedonap-
tas (tendedores de cuerdas) constituyeron la doctrina empirica
en que se inspiraron Tales y otros contemporaneas, quienes
después de sus viajes de estudio organizaron la Geometria
griega.

Como las verticales de los diversos puntos de la superficie
terrestres concurren en el centro de la Tierra, interesa medir
el angulo que dos de ellas forman entre si. Si los dos puntos
distan pocos metros, como acontece en la construccién de
edificios, seria imposible medirlo por su pequefiez: pero en la
medida de grandes distancias, interesa medir el dngulo de dos
verticales. Tal problema fué resuelto por Eratdstenes, que
determiné el dngulo formado por la vertical de Siene (hoy
Azuan) y la de Alejandria, en Egipto.

El problema geométrico que se propuso era éste: ;Cual es
el angulo SOA que forman los radios terrestres de Siene y de
Alejandria? Tal medicién era necesaria para averiguar el
tamano de la Tierra.

Sabia Eratéstenes que cierto dia del afio, el Sol iluminaba
2 medio dia el fondo de los pozos de Siene (es decir, que el
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Sol llegaba al Zenit o punto més alto de la esfera celeste,
mientras que ese dia el Sol quedaba algo mas bajo mirado
desde Alejandria, que aproxima-
damente estd en el mismo meri-
diano. Le basté, pues, medir en
Alejandria el dngulo ¢ formado
por la vertical con la visual hacia
el Sol; y por la igualdad de los
angulos correspondientes esa mis-
ma es la medida del angulo SOA;
la cual resulté ser, aproximada-
mente 1|50 de 4ngulo completo, es
decir, 79 y 1|5 de grado.

ORIGEN DE LA GEOMETRIA DEL ESPACIO. — La ver-
ticalidad de todos los planos que pasan por una recta verti-
cal parece conocida desde tiempo remoto; pero la verticalidad
de la interseccién de dos planos verticales es, probablemente,
un descubrimiento griego. Estas sencillas relaciones quedan
incluidas en la doctrina de las rectas y planos perpendicula-
res debida a ARKITAS de Tarento, figura prominente de la
Escuela de Atenas, que es el creador de la geometria del es-
pacio. :

Mientras los conocimientos de Geo-
metria del espacio contenidos en el pa-
piro de Ahmes son puramente empiri-
cos y se refieren al céleulo de sencillos
voltimenes, Arkitas inicia la teoria de
los planos y superficies, estableciendo las
propiedades fundamentales contenidas
en estos dos primeros capitulos, y tam-
bién las mas importantes de los conos y
ARKITAS ° cilindros, trabajos que mas tarde utili-
(s. — 1IV) z6 Euclides.




CAPITULO III

LA ESFERA

1._CENTRO, RADIO, DIAMETRO.

Se llama superficie esférica de centro O y radio r, al
lugar de todos los puntos cuya distancia a O es r.

Es decir: superficie esférica es la figura formada
por los puntos que cumplen esta condicién y sélo
ellos.

Se llaman interiores los puntos cuya distancia al
centro es menor que 7, y exteriores los que distan
mas de 7.

Los puntos de la superficie esférica de centro O y
radio 7, més los puntos interiores, forman un cuerpo
lamado esfera.

Dos esferas se llaman iguales cuando son iguales
sus radios, pues si se imaginan coincidentes sus cen-
tros coinciden las dos superficies esféricas, asi como

Toda recta que pasa por el centro contiene dos
puntos PQ, que distan » del centro, es decir, el seg-
también las dos esferas.

DE MAESTROS
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mento PQ es suma de dos radios opuestos y se llamz
didgmetro de la superficie esférica o de la esfera.

2.—SUPERFICIES DE REVOLUCION.

Los puntos de la superficie esférica situados en u
plano que pasa por el centro (plano diametral) forman
una circunferencia de radio r en virtud de la defini-
cién dada en el primer curso. Si consideramos otro
plano diametral produce como seccién otra ecir-
cunferencia igual, que tiene con aquella un didme-
tro comtn PQ, luego al girar uno de los planos alre-
dedor de la recta PQ ambas cricunferencias coinci-
den. Por consiguiente:

La superficie de radio r puede engendrarse por
una circunferencia de radio r que gira alrededor de
wno de sus didmetros.

Aparece asi la superficie esférica incluida dentro
{fe una categoria muy amplia de superficies que pue-
den engendrarse por la rotacién o revolueién de una
curva, llamada meridiano, alrededor de una recta fi-
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ja que se llama eje de la superficie y ésta recibe el
nombre genérico de superficie de revolucion.

Superficie de revolucién de eje e es la engendrada por
una curva llamada meridiano, situada en un plano que
pasa por €l al girar una vuelta completa alrededor del
eje.

Examinemos los objetos que nos rodean y entre
ellos encontramos multitud de superficies de revolu-
«cion .

Las patas torneadas de una mesa, las tinajas de barro, los
Jarrones y vasijas de loza o porcelana tienen una superficie
exterior que ha sido modelada en el torno, méaquina primitiva
que ha sido muy perfeccionada en su técnica pero no en su

esencia, la cual se reduce a ésto: el cuerpo que se desea mol-
dear limitindolo por una superficie de revolucién, se hace
girar a gran velocidad y la curva que se elige como genera-
triz o meridiano de la superficie, se mantiene fija o bien me-
-diante una plantilla, o mejor se va describiendo con una he-
rramienta adecuada.

En el torno de carpintero se coloca el tarugo en un eje
‘horizontal que gira rapidamente y la herramienta que traza
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la eurva meridiana es una gubia afilada que se mueve a ma-
no o automaticamente, siguiendo una plantilla. La segunda-
figura representa el torno de alfarero sobre el cual se colo-
ca la masa plastica (arcilla, caolin,.. .) que la mano va mol-
deando, actuando como plantilla que forma la curva meridia-
na.

Cada punto que gira alrededor del eje engendra
una circunferencia cuyo centro esti en el eje y se lla-
ma paralelo de la superficie de revolucién. Esta for-
ma circular de los paralelos salta a la vista, pero
también se puede demostrar deduciéndola de la pro-
piedad II, 1 . En efecto, si P es el pie de la perpen-
dicular sobre el eje, trazada desde el punto A al girar
el plano Ae alrededor del eje todas las posiciones de
la perpendicular AP al eje en los diversos planos es-
t4n en el plano perpendicular a e trazado en el punto
P; luego la curva engendrada por A es plana. Ade-
més son iguales las distancias PA=PA’=PA”—. .. .;
luego el paralelo es la circunferencia de centro P y
radio 7 situada en el plano perpendicular al eje.

La superficie de revolucién tiene, como vemos, in-
finitos paralelos, y el nombre de éstos estd justifica-
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do como una abreviacién de este otro mas expresivo:
secciones de la superficie por planos paralelos.

3—LA ESFERA COMO SUPERFICIE DE REVOLUCION.

Volvamos a la superficie esférica sonsiderada co-
mo superficie de revolucién: para engendrarla como
dijimos mediante la rotacién de la circunferencia de
didmetro PQ basta en realidad un giro de media vuel-
ta, es decir, de 180°. Si se desea engendrarla median-
te la rotacién completa, es decir de una vuelta (3609),
basta’ tomar una de las semicircunferencias de dia-

metro PQ, puesto que al cabo de un giro de 180° ven-
dra a coincidir con la otra semicircunferencia. Resu-
miendo estas observaciones podemos enunciar:

La superficie esférica es una superficie de revolu-
eion respecto de cualquiera de sus recios diametia-
les PQ.

Los meridianos de la superficie esféricn son semi-
circunferencias de didmetro PQ y los paralelos son
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las seceiones por planos pervendiculares o lo recta
diametral.

Obsérvese que esta propiedad distingue a la superficie es-
férica de todas las otras superficies de revolucién, las cuales
tienen un solo eje. El lector aficionado a la Geometria racional
demostrara como ttil ejercicio que si una superficie es de re-
volucion respecto de dos ejes concurrentes en un panto O es
una superficie esférica de centro O..

4 —INTERSECCION DE LA SUPERFICIE CON UN PLANO.

CIRCUNFERENCIAS MAXIMAS Y MENORES.

Hemos visto que las secciones de la superficie esfé-
rica por planos perpendiculares a un didmetro son
circunferencias cuyo radio es menor o igual que 7,
siempre que la distancia al centro sea menor que 7.
Consideremos ahora un plano cualquiera y tracemos
la recta perpendicular a él por el centro O; como la
superficie es de revolucién respecto de esta recta re-
sulta que aquel plano cortara a la superficie segin
una circunferencia, si la distancia del centro al pie
de la perpendicular es menor que 7. Vemos aqui la
gran simplicidad de esta superficie gracias a la infi-
nidad de ejes de revolucién. Puesto que el radio de
la circunferencia seccién es la semicuerda de la cir-
cunferencia meridiana y entre ellas es maxima la que
pasa por el centro, es decir, el radio, resulta:

Las secciones planas de la superficie esférica son
circunferencias cuyo radio es el mismo de la superfi-
cie si el plano pasa por el centro Yy es menor st no pasa
por éL. :

Queda justificada asi la definicién siguiente:
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Circunferencias maximas de la superficie esfé-
rica son las secciones por planos diametrales. Las seccio-
nes por planos que ne pasan por el centro se llaman
circunferencias menores.

Con frecuencia se habla de circulos mdximos y
~circulos menores refiriéndose a las circunferencias,
pero convendra mantener la esencial distincién entre
ambos conceptos, aun en los casos en que se admita
por la fuerza de la costumbre la citada sinonimia.

5—POLOS CORRESPONDIENTES A UN CIRCULO DE
I.A ESFERA. !

Acabamos de ver que a cada seccién plana de la
superficie esférica corresponde un didmetro perpen-
dicular, el cual determina sobre la superficie esféri-
ca dos puntos diametralmente opuestos P y Q. Estos
puntos extremos del diametro perpendicular a una
circunferencia de la superficie esférica se llaman po-
los de ésta.

Esta denominacién tiene origen geogrifico. Todos
los lectores conocen la nomenclatura que en Geogra-
fia se adopta para designar las diversas circunferen-
cias y puntos de la superficie terrestre. La diferencia
esencial estd en que mientras en la superficie terre «
tre hay dos unicos polos y un solo sistema de circun-
ferencias llamadas paralelos terrestres, en Geome-
tria se llaman polos todos los pares de puntos diame-
tralmente opuestos y les corresponden infinitos pa-
ralelos situados en planos perpendiculares.

También el nombre de semicircunferencia meridia-
na o brevemente meridiano tiene origen geografico
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pues en cada punto de la superficie terrestre la di-
reccion de la sombra al mediodia verdadero es la de
la semicircunferencia meridiana.

6.—PLANO TANGENTE A UNA ESFERA. PROPIEDAD
FUNDAMENTAL.

Si P es un punto cualquiera de la superficie esfé-
rica y consideramos los diversos planos perpendicu-
lares a la recta PO del radio, en los diversos puntos
de esta recta, hemos visto que el plano resulta secan-
te de la superficie, a la que corta segin una circun-
ferencia si la distancia OM es menor que el radio.

s plano tangente

tangents

M

0

\
N\

)

En cambio, si el punto M es el mismo P, es decir, si
se trazan las perpendiculares a PO en el punto P cada
una es la tangente al respectivo meridiano por ser
perpendicular al radio en su extremo, luego el plano
que forman todas esas tangentes tiene comun con la
superficie esférica el tnico punto P. Por esta razén
se llama plano tangente a la superficie o tangente a
la esfera.
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Plano tangente a una superficie esférica o a una es-
fera en uno de sus puntos es el plano perpendicular en
ese punto al radio correspondiente.

La propiedad fundamental de tal plano es como he-
mos visto la de tener un solo punto comin con la su-
perficie siendo todes los demés exteriores a la super-
ficie y también a la esfera.

7—SIMETRIAS DE LA ESFERA—

Puesto que la rotacién de 1809 en torno de la recta
diametral PQ hace coincidir la superficie esférica
consigo misma, es un eje de simetria, segtin la defini-
cién que dimos en I1.9.

Que el centro O es centro de simetria es consecuen-
cia inmediata de la igualdad de radios OP=0Q.
~ Consideremos el plano perpendicular a PQ en el
centro O. Este plano corta a cada plano meridiano se-
guin una recta que por ser didmetro es eje de sime-
tria de la circunferencia meridiana; luego el plano
perpendicular al didmetro en el centro es plano de si-
metria de la superficie esférica.

Resumiendo estos resultados tenemos:

La superficie esférica tiene un centro de simetria
que es su, centro de figura; infinitos ejes que son las
rectas diametrales; infinitos planos que son todos los
planos diametrales.

8. _POSICIONES RELATIVAS DE DOS ESFERAS.

Si por la recta OO’ determinada por los centros de
dos esferas trazamos un plano cualquiera, corta a las
dos superficies seglin dos circunferencias méximas.
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Recordando las posiciones relativas de dos circunfe-
rencias en un plano, resultan los siguientes casos se-
gun como sea la distancia d de los centros respecto
de la suma de radios: '

CASO 19: d >r v

Cualquiera que sea el plano diametral, ambas cir-
cunferencias carecen de punto comun; las dos esferas
carecen, pues, de puntos comunes y se llaman exte-
riores.

CASO20:d—7r 47

Las dos circunferencias tienen un solo punte co-

min situado en la recta OO’; las dos esferas se lla-
man tangentes exteriormente.

CAS0 38%:d < r 41 ;pero:d >r—7

Las dos circunferencias maximas tienen dos pun-
tos comunes; y la circunferencia cuyo centro es su
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punto medio y que pasa por ellos, tiene todos sus pun-
tos distantes » de O y 7’ de O’; luego pertenece a am-
bas superficies esféricas.

Las dos esferas se llaman secantes: y las dos su-
perficies esféricas tienen una circunferencia comun,
cuyo plano es perpendicular a la recta de los centros.

CASO 4°: d=r—7

pi

Las dos circunferencias diametrales son tangentes
interiormente y las dos esferas se llaman tangentes
interiormente.

CASO 53%: d <7 —71

De las dos circunforencias diametrales, una es in-
terior a la otra y esto mismo sucede para todo plano
diametral. Una de las esferas se dice interior a la
otra.

EJERCICIOS. — 1. Enunciar las posiciones relativas de
dos superficies esféricas de radios 8 y 5, cuyos centros disten
10, 8, 6, 2, 6 bien 1.

2. Dado un tridngulo, ;qué posicién relativa ocuparan dos
superficies esféricas, cuyos radios sean dos de los lados y la
distancia de los centros sea el tercer lado?

3. Construydse la figura correspondiente al caso 5°, and-
loga a las del texto.
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NOTAS Y COMPLEMENTOS

1.—FIGURAS ESFERICAS.
He aqui algunas de las porciones de esfera o de superficie
esférica que han recibido nombre especial: «

Casquete esférico es cada una de las dos partes en que
divide a la superficie esférica un plano secante.

Anélogamente:

Segmento esférico es cada una de las dos partes en
que divide a la esfera un plano secante.

La circunferencia (o el circulo) determinada por el plano
secante se llama base del casquete (o del segmento); y altura
del casquete y del segmento es el segmento de radio perpen-
dicular al plano limitado por el segmento esférico.

Huso esférico es la parte de superficie esférica inte-
rior a un diedro cuya arista es una recta diametral.
Se llama cufia esférica a la parte de esfera interior

a tal diedro.

Amplitud del huso o de la cufia es la medida del diedro.

Zona esférica es la parte de superficie esférica com-
prendida entre dos planos secantes paralelos.

Anilogamente: Se llama segmento esférico bibasico a la
parte de esfera comprendida entre dichos planos.
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La distancia entre éstos se llama altura de la zona vy del
segmento, y las dos circunferencias o circulos determinados
por los planos secantes son las bases.

EJERCICIOS. — Asignar los nombres geométricos que co-
rresponden a las porciones siguientes de superficie terrestre:

Parte comprendida entre dos paralelos,

Parte comprendida entre dos meridianos.

Partes en que divide a la superficie un paralelo.

2.—RECTAS SECANTES, TANGENTES Y EXTERIORES.

Para obtener los puntos comunes a una recta ¥ una super-
ficie esférica dadas, basta trazar por la recta el plano dia-
metral, es decir, el determinado con el centro el cual deter-

mina en la superficie esférica una circunferencia de centro O
v radio r. Caben tres casos:

19) Si la distancia d del centro a la recta es menor que r,
la recta tiene dos puntos comunes con la circunferencia y se
llama secante de la superficie esférica.

29) Si la distancia d del centro a la recta es igual a r, la
Tecta tiene un solo punto comin llamado de contacto y se lla-
ma tangente a la superficie esférica.

39) Si la distancia d es mayor que r la recta no tiene puntos
<comunes con la superficie esférica y se llama exterior.
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3 _DETERMINACION DE LA SUPERFICIE ESFERICA.

TEOREMA. — Por cuatro puntos 10 pertenecientes a umn
mismo plano pasa una superficie esférica y solo una.

HIP.) A, B, C, D puntos no situados en un mismo plano.

cuatro puntos A, B, C, D.
TRESIS) 19) Hay una superficie esférica uge pasa por los:
20) Sélo hay una.

DEMOSTRACION. -— Los puntos A, B, C, no estan alinea-
dos; pues entonces estarian los cuatro en el plano; sea o el
plano ACD y analogamente [5 el BCD, siendo distintos ambos,.

por hipétesis.

St

Toda superficie esférica que contenga ABCD debe contener
la cireunferencia ACD y la BCD, y su centro debe estar en la
perpendicular p a o en el centro P de ACD; y en la perpen—
dicular p’ a [} en el centro P’ de BCD; como estas rectas no
pueden tener més de un punto comiun, no hay mas de una
superficie esférica que pase por A, B, C, D.

Ahora bien, ;existe una, es decir, se cortan py p'?

La seccién normal del diedro (1(3 en el ;;unto medio de CD
estd formada por las perpendiculares a la recta CD en su

punto medio, situadas en o ¥ ﬁ respectivamente, las cuales
contienen a P y P’; luego las rectas p ¥ p’ estan en ese plano,
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¥y como son perpendiculares a dos rectas secantes, se cortan
en un cierto punto O que equidista de todos los de la circun-
ferencia ACD, por estar en p, y de todos los de la BCD por
estar en p’; luego equidista de ABCD, y es el centro de la su-
perficie esférica buscada.

EJERCICIOS. — 1. Calcular el radio de Ia circunferencia,
seccién de una superficie esférica de radio 5 por un plano que
diste 4 del centro. Idem si la distancia es 2.

2.. Construir una superficie esférica que contenga una cir-
cunferencia y un punto exterior a su plano

3. Construir la superficie esférica que’ pase por dos circun-
ferencias que tienen dos puntos comumnes vy no estan situadas
en el mismo plano.

4, Estudiar la variacién de la seccién producida en una su-
perficie esférica por un plano variable trazado por una recta
tangente a la superficie.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1. Asignar los nombres geométricos que corresponden a las
porciones siguientes de superficie terrestre:

Parte comprendida entre dos paralelos.

Parte comprendida entre dos meridianos.

Partes en que divide a la superficie de un paralelo.

2. Demostrar que las secciones de la superficie esférica
equidistantes del centro son circunferencias iguales y reci-
procamente.

3. Demostrar que las cuerdas de la superficie esférica equi-
distantes del centro son iguales; y reciprocamente.

4. Determinar un punto cuyas distancias a los tres vérti-
ces de un tridngulo sean segmentos dados. Dibiijense en el
plano las circunferencias que tiene estos radios con centro
en los respectivos vértices A, B, C, asegurando por la simple
inspeccién de la figura si existe solucién y cuantas hay.

5. Demostrar que las tangentes a la esfera por un punto
exterior son iguales.

6. Demostrar que todo tetraedro tiene una esfera inscripta
y otra circunscripta. Dar un método para determinar sus res-
pectivos centros.
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7. Construir un tetraedro de cartulina construyendo sus
cuatro alturas con hilos, y compruébese que en general no
conecurren en un punto.

RESERXA HISTORICA

GEOMETRIA DE LA ESFERA. — De igual modo aue la
agrimensura dié origen a la Geometria del plano, la Astro-
nomia dié la pauta para la Esférica, o estudio geométrico de
la esfera.

Se ignoran los conocimientos que sobre la esfera poseian
los caldeos, pero se suponen bastante avanzados, sabiendo su
elevada cultura astronémica. Corresponde a Grecia la investi-
gacion desinteresada y sistematizacion de estos conocimientos
babilonios y egipcios.

El primer gedémetra de la esfera es AUTOLYKOS (afio -330);
&l dié le nombre de circulos maximos, que ha subsistido, mien-
tras fracasaron otros mas modernos, como circulos fundamen-
tales, grandes circulos, circulos magnos, etc. También intro-
dujo la denominacién de polos (de polein—girar) y descubrio
que las secciones planas son circunferencias, que dos circulos
maximos se cortan en un diametro, etc.

Poco después EUCLIDES (afio -300) definia la esfera por
rotacién de una semicircunferencia y completaba las aporta-
ciones de Autolykos.

TEODOSIO de Tripoli (afio -55) di6 tres siglos después la
definicién de la superficie esférica como lugar de puntos equi-
distantes del centro; demostré que el plano tangente sélo tie-
ne un punto comin con la esfera y es perpendicular al radio
del punto de contacto; determiné el centro de la esfera; es-
tudié la variacién de las secciones planas segtin su distancia
al centro y descubrié multitud de propiedades que salen del
cuadro muy elemental de este libro.

En esta trinidad: Autolykos, Euclides y Teodosio tenemos
los autores de la materia expuesta en este capitulo y de otros
resultados importantes, que no caben en el mismo.



CAPITULO IV

CILINDRO DE REVOLUCION

1.—EJE, RADIO, GENERATRICES.

Hemos estudiado la superficie de revolucién en-
gendrada por una circunferencia, es decir, la super-
ficie esférica; pero no es ésta la més sencilla super-
ficie de revolucién, pues falta examinar el caso en
que la generatriz es una recta. Cuando ésta es per-
pendicular al eje, ya hemos visto que Ia superficie
engendrada es un plano perpendicular a este eje,
pero falta examinar el caso en que la recta es pa-
ralela al eje, que conduce a las superficies cilindri-
cas, estudiadas en este capitulo y también cuando
sea oblicua, en cuyo caso resultan las superficies c6-
nicas de que trataremos en el capitulo siguiente.

Superficie cilindrica de revolucién es la
engendrada por una recta que gira alrededor de un eje
paralelo.

Cada punto de la generatriz engendra una circun-
ferencia cuyo radio es la distancia al eje. Esta dis-
tancia es la misma para todos los puntos de la gene-
ratriz que son equidistantes del eje como hemos vis-
to (ler. curso) y esta distancia entre la generatriz y
el eje se llama radio de la superficie cilindrica.
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En lugar de hablar de revolucién de la generatriz
puede decirse también que se traslada apoyandose
en una directriz que es una circunferencia de plano
normal a ella.

Las secciones de una superficie cilindrica por pla-
nos perpendiculares al eje son circunferencias 1guc-
les cuyos centros son los puntos de interseccion con
el eje.

base

CILINDRO

UPERFICIE CILINDRICA

{Q |
e
G

En efecto por ser la generatriz a paralela al eje ¢
es OA — O0’A’ y al girar alrededor del eje estos seg-
mentos iguales engendran circunferencias iguales.

EJEMPLOS. — Entre los objetos de uso corriente abundan
los “limitados por trozos de superficie cilindrica de revolu-
cién.”

Los cafios rectos de hierro, los cuerpos de bomba y sus ém-
bolos, los alambres corrientes bien estirados, los palos de’
amasar, y multitud de varillas de usos diversos, son cilindri-
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cos; encerrando en esta sola palabra, la frase mis expresiva,
pero excesivamente larga, que arriba hemos destacado entre
comillas.

Otros objetos de apariencia muy diversa, pero en esencia
de la misma categoria desde el punto de visto geométrico, son
las monedas, fichas del juego de damas y otros discos cir-
culares, cuya superficie lateral es también cilindrica.

Como todos los objetos de forma cilindrica o limi-
tados por una superficie cilindrica suelen estar ade-
mas limitados por dos circulos perpendiculares al
eje, merece estudio especial este cuerpo geométrico
que definiremos asi:

Cilindro de revolucién es el cuerpo limitado
por una superficie cilindrica de revolucién y dos planos
perpendiculares al eje.

EJEMPLOS. — Los discos y monedas antes citados (pres-
cindiendo del relieve de su cufio), los trozos de alambre bien
cortado a sierra, perpendicularmente al eje, las bolsas de yer-
ba mate prensada, son aproximadamente cilindros de revolu-
cién; o bien, como diremos brevemente en lo sucesivo, son
cilindros, sobreentendiéndose que son de revolucién.

Conviene adaptar a los cilindros la nomenclatura
adoptada para las superficies cilindricas. Asi dire-
mos: generatrices del cilindro son los segmentos de
recta generatriz de la superficie cilindrica limitados
entre los dos planos que la limitan.

Bases del cilindro son los dos circulos que estos
planos determinan con la superficie.
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2.—INTERSECCION CON PLANOS PARALELOS AL EJE.

La superficie cilindrica se puede engendrar tam-
bién por traslacién de una circunferencia paralela-
mente a su plano; el centro describe el eje, cada
punto de la circuferencia describe una generatriz.

Si en el plano de la circunferencia mévil traza-
mos una recta y ésta se traslada al mismo tiempo
que la circunferencia, engendra un plano paralelo
al eje y la posicién de este plano respecto de la su-
perficie cilindrica depende de la que tenga aquella
recta respecto de la circunferencia mévil.

Si la recta es exterior a la circunferencia, es de-
cir, si su distancia al centro es mayor que el radio,
el plano resulta exterior a la superficie cilindrica y
también al cilindro que limita, el cual es interior a
ella.

Si la recta es tangente a la circunferencia movil,
es decir si su distancia al centro es igual al radio,
el plano tiene comun con la superficie una sola ge-
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neratriz que es la engendrada por el punto de con-
tacto.

Si la recta es secante de la cirecunferencia, es de-
cir, si dista de su centro menos que el radio, los dos
puntos de interseccién engendran dos generatricex
de la superficie cilindrica.

z

secante

=
=

En resumen:

Los planos peralelos al eje de una superficie ci-
lindrica tienen comiin con ella dos generatrices, una
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o minguna, segin que su distancia al eje sea menor,
igual o mayor que el radio de lo superficie.

La figura indica sintéticamente las tres posiciones
esenciales del plano y el transito continuo de una a
otra al trasladarse el plano.

=

3.—PLANO TANGENTE. PROPIEDAD FUNDAMENTAL.

Entre las diversas posiciones estudiadas en el Péa-
rrafo anterior que un plano paralelo al eje puede te-
ner respecto de la superficie cilindrica, merece espe-
cial atencién la segunda alli citada.

Plano tangente a una superficie cilindrica es
todo plano que solamente tiene comiun con ella una ge-
neratriz.

Acabamos de ver que tales planos son engendra-
dos por una recta que dista del centro el radio; y
como la distancia entre el plano y el eje es esta mis-
ma, resulta:

Y

Son planos tangentes aquellos cuyas distancias al
eje son iguales al radio.
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Que éstos son los tnicos planos tangentes resulta
inmediatamente del anilisis del parrafo anterior,
pues el plano tangente debe ser paralelo al eje (por
contener una generatriz que es paralela a él) y ya
hemos visto que tales planos paralelos solamente re-
sultan tangentes en el segundo caso.

Puesto que el radio es perpendicular a la recta tan-
gente y también lo es a la generatriz, resulta perpen-
dicular al plano tangente. Obtenemos asi la propie-
dad fundamental del plano tangente, andloga a la
que caracteriza las rectas tangentes a la circunferen-
cia.

Los planos tangentes a la superficie cilindrica son
perpendiculares a los radios correspondientes a la
generatriz de contacto.

EJEMPLOS. — Un rodillo cilindrico que rueda sobre un pla-
no se conserva siempre tangente a éste, al cual toca en todos
los puntos de una generatriz.

Conviene subrayar la importancia de la propiedad de ser el
plano tangente perpendicular al radio, que caracteriza los eci-
lindros de revolucién y los hace insustituibles para el trasporte
de objetos pesados. La primera figura indica cémo carga el pe-
so sobre el rodillo de revolucién, esto es normalmente al plano
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de apoyo y sobre el punto en que el rodillo toca al suelo; en
cambio si el rodillo aun siendo cilindrico no es de revolucién,
la carga tiende a hacer girar el rodillo y abandonada sobre
éste no quedaria en reposo. Por estas razones, aparte de la ex-
tremada sencillez de su construccién, son los cilindros de revo-
lucién los tinicos usados en casi todas las artes y por ello huel-
ga el calificativo “de revolucién” solamente necesario cuando

haya que distinguirlos de algin otro.

EJERCICIOS. — 1. Determinense generatrices de un ci-
lindro de madera, hierro u otro material consistente apoyan-
dolo sobre un plano bien liso y sefialando dos puntos de con-
tacto.

9. Demostrar que la curva dibujada en la fig. 3 mediante
seis arcos de circunferencia con centros en los vértices de un
tridngulo equildtero tiene anchura constante, es decir, dos tan-
gentes paralelas tienen la misma distancia r-R.

3. Constriyase un disco de cartén con este perfil, observan-
de que al girar dentro de un cuadrado cuyo lado sea esta
anchura toca siempre a los cuatros lados.

4. Indiquense las caracteristicas de un rodillo que tenga
como seccién normal esta figura. ;Se conserva a altura cons-
tante el tablero apoyado en tales rodillos? ;La carga apo-
yard en la direccion de los puntos de contacto, como aconte-
ce en el cilindro de revolucién, o sucedera como en la segunda

figura?

4 —ESFERA INSCRIPTA.

Relacionemos la superficie esférica y la cilindrica
engendrando ambas a la vez. Para ello consideremos
la cirecunferencia meridiana y una recta tangente pa-
ralela al eje de revolucién, es decir tangente y eje son
perpendiculares al mismo radio como indica la figu-
ra 12, Al girar en torno del eje, la circunferencia en-
gendra una superficie esférica y la recta una super-
ficie cilindrica del mismo eje, las cuales tienen sola-
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mente comunes los puntos de la circunferencia ecua-
torial engendrada por el punto de contacto.

ala
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Como la superficie esférica estd determinada por
su radio y éste puede ser cualquiera de la cilindrica,
resulta:

Toda superficie esférica cuyo centro estd en el eje
de la superficie cilindrica y tiene el mismo radio de
¢ésta, tiene con ella comunes solamente los puntos de
la cireunferencia mdxima determinada por el plano
perpendicular al eje.

Tales superficies esféricas y también las esferas
correspondientes se llaman inscriptas en la superfi-
cie cilindrica: y también se dice que ésta es o esta
circumnscripta a aquella.

Una y otra superficie tienen los mismos planos
tangentes en todos los puntos de la circunferencia
de contacto, pues en cada uno el plano tangente a la
esfera es el perpendicular al radio correspondiente
y este plano es también tangente a la superficie ci-
lindriea.
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EJEMPLOS. — Si se empaquetan varias bolas de billar ds
jgual tamafio en un cartucho cilindrico, este resulta circuns-
<ripto a todas ellas.

En los antiguos cafiones de balas esféricas éstas quedaban
inseriptas en el dnima del cafién, es decir, en la superficie
cilindrica interna al prepararlo para el disparo.

5.—PLANOS TANGENTES POR UNA RECTA PARALELA
AL EJE.

Todo problema relativo a la circunferencia condu-
ce a otro problema andlogo para la superficie cilin-
drica. Asi, p. ej., sabemos trazar tangentes a una
circunferencia por un punto exterior; al efectuar la
traslacién de la circunferencia resulta una superfi-
cie cilindrica v en la misma traslacién el punto en-
gendra una recta paralela a las generatrices. Las dos
tangentes engendran sendos planos tangentes a la
superticie cilindrica y los puntos de contacto engen-
dran las generatrices de contacto.

Resulta asi esta regla practica:

Para trazar planos tangentes a una superficie ci-
lindrica por una recta exterior paralela al eje se
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corta la recta y la superficie por un plano perpen-
dicular ul eje y se resuelve el problema de trazar
tangentes a la circunferencia seccién por el punto
seccion.

P

NOTA: Ocurre preguntar qué sucedera si la recta no es
paralela al eje; pero como todas las rectas de cada planc
tangente son tangentes a la superficie, solamente en este caso
tendria solucién el problema estando determinada por la recta
y la generatriz del punto de contacto.

6—PLANOS TANGENTES A UNA ESFERA POR UNA
RECTA.

Si la superficie dada es esférica y la recta exte-
rior a ella, el razonamiento es anédlogo. Basta trazar
un plano diametral perpendicular a la recta, es decir
se traza por O el plano perpendicular a ella y el pro-
blema se reduce a trazar tangentes a la circunferen-
cia maxima asi obtenida por el punto P de intersec-
cién con la recta. En efecto, si M es un punto de con-

tacto, el radio OM es perpendicular a la tangente PM
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v también es perpendicular a la recta @, puesto que
ésta lo es a todas las situadas en el plano diametral
perpendicular a ella, luego el plano aM es tangente
v lo mismo el aN.

También cabe considerar la figura 22 como seccién
recta del cilindro circunscripto a la esfera y siendo
los planos aA, aN, tangentes al cilindro lo son tam-
bién a la esfera.

EJERCICIOS. — (Qué resultado da la construccién ante-
rior cuando la recta sea perpendicular a un radio en su ex-

tremo, es decir, cuando la distancia al centro sea igual al ra-
«dio?

2. Razonar esta conclusién: Por una recta pasan dos planos
tangentes a la esfera o uno o ninguno segiin que la distancia
al centro sea mayor, igual o menor que el radio. .

3. Entinciese la conclusion andloga para el cilindro.

7.—PROPIEDADES DE SIMETRIA DE LA SUPERFICIE
CILINDRICA Y DEL CILINDRO.

Por ser superficie de revolucién son planos de
simetria todos los que pasan por el eje, los cuales se
llaman planos meridianos. Todos estos planos son
también de simetria para el cilindro.
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Ademés son planos de simetria de la superficie ci-
lindrica todos los perpendiculares al eje, puesto que
cada generatriz es simétrica respecto de cada uno

de esos planos por ser perpendicular a él (fig. 2);
pero entre ellos solo uno lo es del cilindro, y es el
equidistante de ambas bases, es decir, el que biseca
todas las generatrices (fig. 3).

El eje del cilindro o de la superficie cilindrica es
eje de simetria de ambas figuras, puesto que cada
plano trazade por él corta en dos rectas simétricas o
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dos segmentos simétricos, respectivamente. O bien,
por ser superficie de revolucién; pues si la superfi-
cie coincide consigo misma después de cualquier ro-
tacién alrededor del eje, en particular se verifica
esta propiedad cuando el giro sea de 180°.

Finalmente, cualquier punto del eje es centro de
simetria de la superficie cilindrica, pues las dos rec-
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{as paralelas equidistantes del eje que forman cada
seccién meridiana son simétricas respecto de estos

infinitos centros.

En cambio solo uno de ellos es centro del cilindro
y es el punto medio del segmento determinado por los
centros de las bases.

8. INTERSECCION DE UN CILINDRO CON UN PLANO
CUALQUIERA.

Mientras en el capitulo IIT hemos considerado sec-
ciones de la superficie esférica por planos cuales-




CILINDRO DE REVOLUCION 81

quiera, resultando circunferencias siempre que tales
secciones existen, hemos eludido en cambio el pro-
blema andlogo para el cilindro, considerando sola-
mente planos normales al eje. ; Qué seccién producen
los planos oblicuos? La figura 12 indica claramente

- >,.:>’- -

que la seccién, la cual es circunferencia cuando el
plano es normal al eje, se va alargando a medida que
el plano se inclina; mientras que su anchura es siem-
pre igual a 2r por estar encerrada entre dos planos
tangentes paralelos.

Tales curvas se llaman elipses.

La forma circular de la seccién normal no apare-
ce muy claramente en el dibujo, porque siendo una
proyeccién sobre el papel de la figura del espacio,
también aparece la circunferencia en forma de elip-
se, pero pueden realizarse las experiencias siguien-
tes que confirmarin el razonamiento anterior.
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EJEMPLOS. — 1. Témese una esfera, es decir, una bola
cualquiera y al exponerla al sol o bien al iluminarla con una
luz lejana, proyecta una sombra cuya forma depende de la
inclinacién de la pantalla. Si ésta es normal a los rayos lumi-
nosos la sombra es circular; pero se va alargando tanto mas
cuanto més se inclina el plano de la pantalla.

2. Témese un cilindro de material blando y cortese con un
cuchillo dando a éste inclinaciones variadas y resultarén elip-
ses tanto mas alargadas cuanto més se incline respecto de las
generatrices. Recuérdense, si no se tiene a mano tal ecilindro,
las secciones oblicuas que suelen darse al salchichén al cor-
tarlo en rodajas, las cuales no tienen forma circular, sino
eliptica.

Construccion de la elipse: — Puede hacerse por
puntos muy facilmente observando que es simétri-
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ca respecto del plano diametral que le es perpendi-
cular. Adoptado éste como plano del dibujo, el pla-
no secante se proyecta segtn la recta AB y las cuer-
das perpendiculares a AB son iguales a las corres-
pondientes de la seccién normal, que es una circun-
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ferencia. Es decir MP=M'P’, NQ-=N’Q’, como se ve
en la segunda figura. Por tanto, basta llevar perpen-
diculares al segmento AB cuyas longitudes sean igua-
les a las correspondientes cuerdas de la circunferen-
cia, las cuales se determinan como indica la figura 1.

: N% U' éM § A\L/]B

REGLA PRACTICA : Se eligen diversos puntos de
AB, se proyectan sobre AB’, se mide la cuerda M’'P’
¥y se trasporta perpendicularmente sobre AB en una
figura auxiliar. Obtenidos asi varios puntos se di-
buja a pulso la curva que pasa por ellos como indica
la figura final.

RESENA HISTORICA

La palabra cilindro proviene del verbo griego kilindein —
rodar, y ha perdurado en todos los idiomas.

Aunque Euclides define el cilindro por la rotacién de un
segmento y andlogamente el cono, no introdujo nombre nin-
guno para designar al segmento que hoy llamamos generatriz
(Herén lo llamaba klima—inclinacién).

Cilindro y cono aparecen inseparablemente unidos en la His-
toria y las notas del préximo capitulo son la natural con-
tinuacién de éstas.

ELIPSE. — He aqui la construccién llamada del jardine-
ro por ser la usual para el trazado sobre el suelo. Fijado un
hilo por sus extremos en dos puntos F y F’, llamados focos
al estirarlo con una estaca moviendo ésta alrededor de los fo-
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cos, resulta el lugar geométrico de los puntos cuya suma de
distancias a los focos es la longitud total del hilo.

Cc

Que la curva asi trazada es una elipse; y, reciprocamente,
que toda seccién oblicua del cilindro puede trazarse asi, se
demuestra sin dificultad mediante la adjunta figura. La 12
representa la secciéon meridiana del cilindro, la traza del pla-
no secante y las dos circunferencias inscriptas. Hégase girar
alrededor del eje y resulta la fig. 22. Aplicando la propiedad

de ser iguales las tangentes a la esfera por cada punto exte-
rior (Ejercicios y problemas III 5) se demuestra facilmente
la identidad de ambas definiciones, uno de los méas bellos des-
cubrimientos anteriores a Euclides.

Gracias a él pudo Kepler formular las tres leyes inmor-
tales del movimento de los planetas, que sirvieron después a
Newton para descubrir la ley de la gravitacion.



CAPITULO V

CONC DE REVOLUCION

1.—EJE. VERTICE. GENERATRICES.

Ya hemos advertido en el capitulo anterior que s¢
definen y estudian estas superficies cénicas de revo-
lucién de modo muy anélogo a las cilindricas; perc
conviene advertir que su importancia en la vida co-
rriente es inferior a la de aquellas (*).

Superficie céonica de revolucion es la engen-
drada por una semirrecta que gira alrededor de un eje
oblicuo que pasa por su origen.

Cada punto de la generatriz engendra una circun -
ferencia cuyo radio es la distancia de ese punto al
eje. Esta distancia varia de punto a punto Yy por
s0 no existe en la superficie cénica ninglin segmen-

(*) Su importancia especulativa reside sobre todo en ha-
ber dado origen a la teoria de las secciones cénicas de Apolc.
nio. Estas son la elipse (ya conocida como seccién cilindrica).
la hipérbola y la paribola. De estas tres la importante por sv
significado en Astronomia es la elipse, pero las tres han sido
cbjeto de extensisimos estudios por los gebémetras, prescindien-
do de sus aplicaciones.

En cambio, las superficies cénicas en general son el funda-
amento de la Perspectiva y Teoria de sombras.
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to constante notable, analogo al radio de las cilin-
dricas.

Los tGnicos elementos fijos que caracterizan la su-

perficie conica son: vértice, eje, dngulo de la gene-
ratriz con el eje.

vértice.

‘al>

3
/”{‘119"7

ountdt? \

Este angulo, también llamado abertura de la su-

perficie cénica, viene a sustituir al radio de las ci-
lindricas.

En las artes suele llamarse abertura de la superfi-
cie cénica al duplo de este angulo, es decir, al angu-
lo que forman dos generatrices opuestas; pero es muy
preferible conservar la definicién anterior.

Si la abertura es 909, es decir, si la generatriz es
perpendicular al eje, engendra, como ya sabemos,
un plano perpendicular al eje; como hemos excluido
este caso en la definicién, resulta que no considera-
mos al plano como superficie cénica; pero no hay
inconveniente es incluirla entre ellas como caso ex-
tremo o limite de ellas (figura 3). El otro caso ex-
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tremo serd aquél en que la generatriz coincida con
el eje, en cuyo caso no resulta superficie, pues al gi-
rar se tiene solamente la misma generatriz, es decir,
la superficie se reduce a una semirecta.

Lo mismo que hicimos para los cilindros, omitire-
mos el calificativo “de revolucién”.

CONOS. — En las aplicaciones se usan cuerpos
limitados por una superficie cénica y un plano per-
pendicular al eje. Son estos cuerpos llamados conos
los que estudiaremos a continuacién:

Cono (de revolucién) es el cuerpo limitado por una
superficie cénica (de revolucién) y un plano perpendi-
cular al eje que corta a todas las generatrices segin
una circunferencia.

Veérlice.

Base del cono es el circulo limitado por la circun-
ferencia seccidn.

Generatriz del cono es el segmento de generatriz
de la superficie limitado entre el vértice y la base.
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Eje del cono es el segmento de eje de la superficie
contenido en el cono; es decir, es el segmento que
{iene como extremos el vértice y el centro de la base.

Para asegurar la condicién de que el plano corte
a todas las generatrices basta que corte a una y para
ello es suficiente que no pase por el vértice y corte al
eje del cono VO como se ve en la figura 12.

EJEMPLOS. — No abundan entre los objetos de uso co-
rriente los conos. La copa representada en el dibujo, la he-
rramienta para ensanchar agujeros en la madera (fig. 22),
que usan carpinteros y toneleros, son aproximadamente conos.

El ejemplo méis importante de superficie conica lo suminis-
tran los focos luminosos; si se expone ante uno de ellos una
esfera, los rayos luminosos quedan clasificados asi: los inter-
ceptados por la esfera y los no interceptados. Los rayos que
tocan a la esfera, o tangentes a ella, forman como veremos,
una superficie cénica de revolucién. En cambio, si se interpo-
ne un disco circular a los rayos luminosos, la superficie céni-
cu obtenida no es de revolucién, a no ser que se cuide de in-
clinarlo de modo que sea perpendicular al rayo VO corres-
pondiente a su centro. En la pag. 95 se representa una lamina
con un agujero circular dispuesta de modo que la superficie c6-
nica sea de revolucién y su seccién por una pantalla paralela
(es decir normal al eje), es también circular, mientras que en
la fig. 12 la pantalla es oblicua y la seccién no es circular.
Pronto veremos qué es eliptica. (V. figura de pag. 95).
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2—INTERSECCION CON PLANOS QUE PASAN POR EL
VERTICE.

Como la superficie cénica estd formada por semi-
rrectas de origen V, y también el plano que pasa por
V, basta cortar ambas por un plano perpendicular al
eje y determinar los puntos comunes a la recta sec-
cién del plano con la circunferencia seccién de la su-
perficie edénica.

Como una recta y una circunferencia pueden tener
dos puntos comunes o solo uno, o bien ninguno, asi re-

sultaran respectivamente dos generatrices comunes, o
solo una, o ninguna.

La figura representa los tres casos pesibles, y para
saber cudl de los tres se verifica, es decir, cuintas
generatrices de la superficie est4n en el plano basta-
ra ver cuantos puntos tiene comunes con la circun-
ferencia seccién la recta a en que corta el plano con-
siderado o; para ello basta ver si la distancia de O
a dicha recta a es mayor, igual o menor que 7.

La distancia d, por ser perpendicular a ¢ determi-
na con el eje el plano VOP proyectante del eje sobre
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el plano o; y basta medir el angulo OVP que forma
el eje con a; si este angulo es menor que la abertu-
ra de la superficie, es OP < r y a corta en dos puntos
a la circunferencia generatriz; si el angulo es igual
a la abertura, resulta OP—r, y es o tangente a la cir-
cunferencia; si el 4ngulo es mayor que la abertura,
es OP > r y no hay puntos comunes.

El plano se llama secante en el primer caso, tan-
gente en el segundo y exterior en el tercero.

Llegamos asi a esta conclusién general :

Los planos que pasan por el vértice de una su-
perficie eénica circular cortan a ésta en dos genera-
trices, en una o en ninguna, segun que el dngulo que
forman con el eje sea menor, igual o mayor que la
abertura del cono. E

3.—PLANO TANGENTE. PROPIEDAD FUNDAMENTAL.

Merece especial atencién el segundo de los casos
anteriores, es decir, aquél en que el plano tiene co-
mun con la superficie una sola generatriz, caso que
se presenta cuando el angulo del plano con el eje es
igual a la abertura de la superficie coénica.

La propiedad fundamental de este plano tangen-
te resulta inmediatamente observando lo siguiente:
la tangente @ a la circunferencia es perpendicular
al radio del punto de contacto, como se sabe ya de
Geometria plana; ademds, es perpendicular al eje,
por estar situada en el plano perpendicular a él;
luego por el teorema de las tres perpendiculares es @
perpendicular a la generatriz g del punto de contac-
to P. Siendo, por tanto, a perpendicular a las rectas
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OP y VP es perpendicular al plano OVP y también
lo es por consiguiente el plano tangente por conte-
ner la recta a perpendicular a dicho plano OVP. He-
mos demostrado, en resumen, la siguiente propiedad
del plano tangente, andloga a la del plano tangente
al cilindro:

El plano tangente a una superficie cénica a lo lar-
go de una generatriz es el perpendicular al plano me-
ridiano correspondiente a esta gemeratriz.

4.—ESFERA INSCRIPTA.

Sigamos el mismo método ya utilizado para la su-
perficie cilindrica. Al mismo tiempo que hacemos gi-
rar una circunferencia alrededor de un didmetro,
para engendrar la superficie esférica, hagamos gi-
rar conjuntamente una tangente oblicua respecto del

V V

mismo eje. Fsta tangente oblicua engendrari, como
sabemos, una superficie cénica, la cual tendri co-
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min con la superficie esférica solamente la circun-
ferencia engendrada por el tnico punto comin a la
circunferencia y su tangente. Diremos que la super-
ficie esférica y la superficie cénica son tangentes a
lo largo de esa circunferencia, que se llama de con-
tacto ,0 bien que la esfera estd inscripta en la super-
ficie, o también se dice que la superficie conica esta
circunseripta a la esfera o a la superficie esférica.

Estos nombres estdn justificados, pues la esfera
es interior a la superficie conica y ésta envuelve a
aquella, como se observa en la figura.

EJEMPLOS. — Introdtzcase una esfera en una copa como
la representada en la figura de pag. 88 y se observara que
toca al vidrio en una circunferencia, quedando inscripta en la
superficie conica que forma el interior de la copa. Lo mismo
sucede en un vaso corriente, si la esfera tiene tamafio con-
veniente para entrar en él, sin llegar al fondo. La esfera ex-
puesta a los rayos de una lampara como se ha representado
en pag. 95 estd inscripta en el cono de rayos que separa la
regién iluminada de la regién de sombra.

5—PLANOS TANGENTES A UNA ESFERA POR UN
PUNTO.

La relacién existente entre la esfera y sus conos
circunseriptos facilita la resolucién de este proble-
ma: Trazar los planos tangentes a una superficie e~
férica que pasen por un punto exterior V.

Observemos para ello que el plano tangente al co-
no circunscripto, es perpendicular al plano OVA y
como el radio OA esta en este plano y es perpendi-
cular a la recta VA, traza del plano tangente al co-
no, es también perpendicular a éste, luego dicho pla-
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no tangente al cono es también tangente a la super-
ficie esférica, y reciprocamente.

El problema de trazar los planos tangentes a la es-
fera (o a la superficie esférica) se reduce asi al de
trazar los planos tangentes al cono circunscripto cu-
yo vértice sea V.

El trazado de este cono circunscripto se hace asi:
Por el punto V se trazan las tangentes a la circun-
ferencia meridiana determinada en la superficie es-
férica por un plano que pasa por la recta VO. Al gi-
rar ésta alrededor del eje VO resulta la superficie ¢6-
nica circunscripta y todos los planos tangentes a és-
ta lo son a la superficie esférica.

6.—SIMETRIA DEL CONO. EJE Y PLANOS DE SIMETRIA.

Por ser la superficie cénica de revolucién son pla-
nos de simetria todos los que pasan por su eje. Como
también son planos de simetria del plano de la base,
también lo son del cono que ambas superficies limi-

tan.
Plap,
m
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También el eje de la superficie conica es eje de si-
metria de ambas superficies y por tanto del cono.

Obsérvese la pobreza de simetrias que ofrece el co-
no comparado con los cilindros y precisamente es
ésta la principal razén de sus escasas aplicaciones en
la vida corriente. (*)

7.—INTERSECCION DEL CONO CON UN PLANO CUAL-
QUIERA. CURVAS QUE RESULTAN.

La misma razén que nos hizo dejar de lado las sec-
ciones oblicuas del cilindro, hizo que Euclides dejara
de considerar las secciones oblicuas del cono. Fué
Apolonio quién més tarde abordé este problema que
sale de la Geometria elemental y del cual daremos
solamente ligeras nociones.

Vemos en la figura de pagina siguiente que la
sombra proyectada por una esfera sobre una panta-
lla tiene forma parecida a la elipse, ya definida en
el Cap. IV como seccibn oblicua del cilindro. ;Sera
1a misma curva? Esta identidad, que se demuestra
sin dificultad (como en pagina 84) constituye uno de
los més importantes descubrimientos de Apoclonio.

No hay, pues, novedad, mientras el plano secante
de la pantalla corta a todas las generatrices de la
superficie cénica; pero si este plano se inclina, hasta
ser paralelo a una generatriz, la curva seceidn se

(*) El programa cita también el ceniro de simetria del co-
no, que no existe.

Si se consideraran rectas generatrices, en lugar de semirrec-

{as, se engendraria una figura cuyo centro de simetria seria
el vértice.
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alarga infinitamente como indica la figura y recibe
el nombre de pardbola.

Cabe todavia hacer girar la pantalla, o plano se-
cante de tal modo que corta a una porcién de la su-
perficie cénica y también a su opuesta por el vérti-
ce. La interseccién se llama hipérbola y es una cur-
va que tiene dos ramas separadas si se considera el
cono llamado completo, es decir, los dos CONnos opues-
tos por el vértice.

La elipse, la hipérbola y la parédbola se llaman cur-
vas de segundo grado, y también secciones conicas,
como las designé Apolonio; o bien, mas brevemente,
conicas.

La figura representa un cono de eje vertical. En
la pantalla casi horizontal aparece una sombra ca-
si eliptica. Al girar ésta hasta ser paralela a una ge-
neratriz, llega a prolongarse infinitamente y la som-
bra se dice parabélica. Si la pantalla se inclina mas,
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por ejemplo si se coloca verticalmente, resulta una
sombra hiperbélica. La otra rama de curva resulta-
ria en el cono opuesto, o simétrico respecto de ¥

EJEMPLOS. — Caso andlogo se presenta al fotografiar un
circo desde su centro. Como las gradas son circunferencias.
horizontales (en otros circos como el de Verona son elipticas)
el cono de rayos que la proyectan es de revolucién con eje

vertical, tal como el representado en la figura. La placa fo-
tografica se coloca en la cdmara verticalmente y sobre ella
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aparece una rama de hipérbola que es la fotografia de la gra-
da circular.

Las diversas curvas que aparecen en la fotografia interior
de una Plaza de toros o del Coloseum de Roma, son por
tanto ramas de hipérbolas distintas.

El grabado representa en reproduccién fotografica el in-
terior del famoso Panteén de Roma, el mas bello y mejor con-
servado de los monumentos romanos. Obsérvese Ia linea de la
cornisa, la cual, en virtud de lo explicado, es una rama de
hipérbola. También son trozos de hipérbolas diversas las lineas
de nivel del artesonado, de las que se alcanza a ver varias
cuya verdadera forma es circular, y finalmente la linea del
piso, que también es en la proyeccién una rama de hipérbola,
pero dirigida en sentido contrario, por estar mds baja que el
objetivo de la edmara fotografica.

RESENA HISTORICA

CONOS. — La palabra cono designa en griego el pino y
también las pifias.

El estudio de conos y cilindros se remonta a Arkitas, ini-
ciador de la Geometria del gspacio.

A la figura formada por dos conos iguales con base co-
mun, la llamaba Arquimedes rombo, palabra que después se
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aplicé a la figura plana seccién meridiana de este cuerpo de
revolucién.

CONICAS. — FEl1 descubridor de las cénicas o curvas de se-
gundo grado no es, como suele creerse, Apolonio, sino ME-
NECHMO (-370, -325) quien las estudié no como secciones
cénicas, sino como lugares geométricos de segundo grado, asi
como también otras curvas més complicadas de grado su-
perior. Parece ser que no llegé a darse cuenta de que tales
curvas de segundo grado (que fueron llamadas algin tiempo
triada menechmiana) pueden obtenerse como seciones de un
cono. Esto fué visto por su discipulo ARISTEO (-320) pero
durante mucho tiempo no progresé la teoria por empefiarse en
engendrar tales curvas mediante secciones de un cono por
planos normales a una generatriz, debiendo variarse la aber-
tura del cono para obtener las tres curvas.

Euclides y Arquimedes no avanzan mucho en su estudio por
esta causa y finalmente encuentra Apolonio el buen camino,
engendrando las tres curvas mediante un solo cono al variar
la inclinacién del plano secante.

Los nombres impuestos por Apolonio a las tres curvas, que
han _perdurado definitivamente, proceden de las palabras:
parabole — igualdad; elipsis — defecto; hiperbole — exceso;
y estdn bien justificados por ciertas propiedades que caracteri-
zan las tres curvas.

Tan completo fué el estudio de Apolonio que hasta Descar-
tes en pleno siglo XVII, es decir, mil afios después, no se en-
cuentra progreso esencial. Y todavia podemos agregar que
en las definiciones de Mechnemo y Apolonio como lugares
geométricos de segundo grado estd en germen la Geometria
analitica.

Euclides (-300), Arquimedes (-287, -212), Apolonio (-250,
-200) y Eratéstenes (-250, -294), los cuatro grandes coetd-
neos que dieron fama a la Escuela de Alejandria, aparecen en
este mismo orden, con pocos afios de intervalo, ¥y algo hemos
dicho ya de sus aportaciones a la Geometria dejando para otro
curso el magno descubrimiento de Arquimedes, que éste desed
fuera grabado sobre su tumba.



CAPITULO VI

PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN
PLANO

1.—RELACIONES ENTRE LAS PERPENDICULARES Y
OBLICUAS DESDE UN PUNTO EXTERIOR.

Si colgamos una plomada de modo que casi toque al suelo,
se observa que al oscilar apartdndose de su posicién vertical,
s decir, al dejar de ser la recta del hilo perpendicular al pla-
no del suelo, la punta inferior se aleja del suelo. La misma ob-
servacién puede hacerse en el péndulo de un reloj. Esto re-
vela que entre todas las distancias de un punto exterior a los
diversos puntos del plano la menor de todas es la perpendi-
cular. Este hecho experimental puede demostrarse racional-
mente como sigue:

Mt M

TEOREMA 1° — Entre todos los segmentos que
Zienen un extremo exterior a un plano y el otro si-
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tuado en éste el segmento perpendicular es menor
que todos los oblicuos.

HIP.) MP L =; Q punto de =, distinto de P.

TESIS) MQ > MP.

Demostracién. — El tridangulo MPQ es rectangulo
en P, por ser MP L PQ (II,1) luego la hipotenusa es
MQ > MP.

También resulta:

RECIPROCO. — Si un segmento MP es menor que
todos los demds limitados entre el punto y el pla-
no, es perpendicular al plano.

Consideremos ahora dos segmentos oblicuos MQ y
M@’ por el punto exterior M, cuyos extremos Q y Q"
(también llamados pies) estén situados en el plano.
Estos segmentos forman tridngulos rectangulos comn
el segmento perpendicular MP y si hacemos girar
uno de los tridngulos alrededor del eje MP resulta:

Si PQ — PQ’ (fig. 12) llegan a coincidir y resulta
por tanto MQ == MQ’. Es decir:

TEOREMA 2°. — Dos segmentos oblicuos com-
pfendid-os entre un punto y un plano, y cuyos pies
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equidisten del de la perpendicular trazade por el pUN-
to al plano, son iguales.

En cambio si es PQ < PQ (fig. 22), al superpo
Tner por rotaciéon los planos de ambos tridngulos, el
segmento oblicuo M@’ cuyo pie se aparta del pie de
la perpendicular mas que el MQ es mayor que el
MQ” = M@ en virtud de lo demostrado en Geome-
tria plana, luego podemos enunciar :

TEOREMA 3°. — De dos segmentos oblicuos com-
prendidos entre un punto y un plano, es mayor aquél
cuyo pie dista mds del de la perpendicular trazada
por el punto al plano.

Analice el lector ambas propiedades y vera que
son equivalentes a estas dos, que constituyen los teo-
remas llamados reciprocos de aquellos porque la hi-
pétesis de cada uno es la tesis del otro: Se ve en efec-
to que demostrados aquellos dos resultan estos dos
reciprocos; y si se admiten estos dos resulta como
sconsecuencia aquel otro par.

Si dos segmentos oblicuos limitados entre un pun-
to y un plano son iguales, sus pies equidistan del
pie de la perpendicular desde el punto al plano.

De dos segmentos oblicuos comprendidos entre un
punto y un plano, el mayor dista mds del pie de la
perpendicular trazada por el punto al plano.

2—DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO.

Puesto que la distancia perpendicular es menor
que las oblicuas parece natural adoptarla como dis-
tancia del punto al plano ya que estd bien determi-
nada entre todas ellas.

BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS
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Distancia de un punto a un plano es el segmento de
perpendicular a éste trazada por el punto y limitada
entre el punto y el plano.

En virtud de la propiedad de minimo que hemos
demostrado puede adoptarse esta definicién equiva-

lente:

Distancia de un punto a un plano es la menor de
las distancias del punto a los diversos puntos del pla-

no.

Al caer una piedra al suelo sigue la trayectoria vertical, es:
decir, la distancia mas corta al suelo. La lampara que cuelga.
del techo hace adoptar a la cadena que la suspende la posi-
cién vertical, es decir, el segmento que forma es la distancia.
de la lampara al techo.

-
— —Proyeccidn =—
— A ——

M o Punto proy ectade. = =

euesiaQ

Distancias

P Proyeccion
plano de proyeccién 7 iy

EJERCICIOS. — 1. Comprobar experimentalmente los tes-

remas 19, 29 y 39.

2. Atese un hilo a un garfio del techo y determinese el pie
de la perpendicular sobre el suelo, buscando la minima distan-

cia.
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3. Obsérvese que a pesar de su exactitud tebrica hay una
gran indeterminacién en este método y sustitiyase por éste:
Se marcan en el suelo tres puntos A, B, C, equidistantes del
punto M del techo jecémo encontrar ahora la proyeccion de
M?

4. Para contestar a la pregunta anterior demuéstrese esta
propiedad: El lugar geométrico de los puntos de un plano que
distan de un punto exterior un segmento dado, es una circun-
ferencia cuyo centro es el pie de la perpendicular desde el
punto al plano.

3—PROYECCION SOBRE UN PLANO.

La piedra M cae al suelo en el punto P, pie de la perpendi-
cular al plano o extremo de la distancia, es decir, se proyecta,
pror la accién de la gravedad en el punto P, el cual se llama por
esto proyeecién de M sobre el plano del suelo.

Este concepto se ha generalizado al caso en que
el plano es cualquiera, adoptandose la definicién si-
guiente:

Proyeccién de un punto sobre un plano es el pie de la
perpendicular a este plano trazada por el punto.

En la figura es M el punto proyectado y P su pro-
yeccién sobre el plano =, también llamado plano de
proyeccion.

La proyeccién de la lampara sobre el techo es el punto
de donde estd suspendida. La proyeccién de cualquier punto
de un plano sobre este plano es el mismo punto.

El concepto de proyeccién es uno de los mas im-
portantes de la Geometria y como después se gene-
raliza convendria precisar que solamente estudia-
mos aqui la proyeccién ortogonal. La palabra ortogo-
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nal deriva de orto (recto) y gonei (dngulo) y expre-
sa que el rayo proyectante es perpendicular al plano
de proyeccion.

Definida la proyeccién de un punto se define la
proyecciéon de una figura cualquiera como conjunto
de las proyecciones de todos los puntos de la figura
proyectada.

Apliquemos esta nocién general de proyeccién a
recta y a un segmento, en los diversos casos que pue-
den presentarse y resulta:

La proyeccién de una recta sobre un plano es:

19 Una recta que pasa por la traza o interseccion
de aquella con el plano si es secante. ‘

29 Una recta paralela a la recta proyectada si ésta
es paralela al plano de proyeccion o coincide con ella
si estd situada en el plano de proyeceion.

39 La misma recta, si estd en el plano.

49 Se reduce a un punto si la recta proyectada es
perpendicular al pleno de proyeccion.

En efecto, las rectas proyectantes de los diversos
puntos de la recta proyectada, estan situadas en un
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plano perpendicular al plano de proyeccién en vir-
tud de II, 7 y su interseccién con éste es una recta
que en el primer caso pasa por el pie, traza o in-
terseccién, cuya proyeccién es ella misma; y en el
segundo caso es paralela a la recta proyectada en
virtud de I, 6 y en el tercero coincide con ella y
en el cuarto caso todos los rayos proyectantes coin-
ciden con la recta proyectada, coincidiendo por tan-
to todas las proyecciones en un solo punto que es
la traza de la recta sobre el plano de proyeccidn.

La figura representa los cuatro casos posibles.

4.—ANGULOS DE UNA RECTA CON LAS RECTAS DE
UN PLANO QUE PASA POR SU PIE.

Hemos visto en el capitulo IT que una recta per-
pendicular a un plano es perpendicular a todas las
rectas del plano que pasan por su pie, es decir, for-
ma con cualquiera de ellas angulo recto. En cambio,
si una recta es oblicua a un plano, forma angulos di-
versos con las rectas que pasan por su pie.

Por lo pronto se observa que no siendo perpendi-
cular a todas las rectas que pasan por su pie, es pre-
ciso considerar separadamente las dos semirrectas
que componen cada una y los angulos que con ellas
forma son suplementarios.

Elijamos un punto arbitrario A en la semirrecta
OA oblicua respecto del plano y proyectemos A so-
bre éste, es decir, tracemos la perpendicular AP
siendo P el pie de esta perpendicular o sea la proyec-
cién de A sobre el plano y comparemos el angulo
AOP con el AOQ que forma con otra semirrecta de
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origen O situada en el mismo plano. Para ello trace-
mos en el plano AOQ la perpendicular desde A sobre
dicha semirrecta. Se forma asi un tridngulo AOQ
que tiene la misma hipotenusa OA que el tridngulo
AOP pero el cateto AQ es mayor que el AP por ser
segmento oblicuo respecto del plano, mientras que
el AP es perpendicular, y se sabe de Geometria pla-
na que el dngulo opuesto al mayor cateto es mayor
que el opuesto al cateto menor, luego llegamos a esta
importante conclusién AOP < AOQ. Es decir:

El dngulo agudo que una recta oblicua respecto de
un plano forma con su proyeccion sobre éste es me-
nor que el formado con cualquier otra recta del pla-
no trazadae por su pie.

5. ANGULO DE UNA RECTA CON UN PLANO.

Nos encontramos aqui ante una propiedad muy
analoga a la estudiada en (1). Vimos alli que entre
todos los segmentos limitados entre un punto exte-
rior a un plano y los diversos puntos de éste el de-
terminado con su proyeccién (es decir, el perpendi-
cular) es minimo; y ahora hemos probado que en-
ire los diversos angulos que una recta secante obli-
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cua forma con las rectas del plano trazadas por su
pie, el menor de todos es el dngulo agudo formado
con su proyeccién. Parece, por tanto natural definir
el angulo de una recta con un plano que la corta,
adoptando como tal este dngulo minimo y bien de-
terminado que forma con su proyeccién:

Angulo de una recta con un plano que la corta obli-
cuamente es el angulo agudo que forma con su proyec-
cién sobre éste.

El dngulo de una recta con un plano perpendicular es
recto y con un plano paralelo es nulo.

Obsérvese que el caso de la recta paralela puede
considerarse incluido en el de la recta oblicua, convi-
niendo en que el 4ngulo que forma con su proyeccion
es nulo, por ser paralela a ella; pero en el caso de
la recta perpendicular al plano, como la proyeceién
se reduce a un solo punto, es preciso definirlo direc-
tamente.

He aqui una definicién general que vale para to-
dos los casos:

Angulo de una recta con un plano es el menor de los
angulos que forma con las trazas sobre este plano de
los diversos planes que pasan por aquella.

6.—ANGULO DE UNA RECTA CON LA NORMAL A UN
PLANO.

Segin la definicibn que hemos dado de &ngulo
de una recta con un plano es necesario proyectar la
recta sobre el plano y medir el angulo que forma
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con la proyeccién OP. Suele ser mas conveniente me-
dir el dngulo complementario OAP que la recta for-
ma con la recta proyectante AP la cual es normal al
plano, o bien con cualquier otra de las normales, por
ejemplo, la perpendicular al plano levantada en el
punto O traza de la recta dada; pues siendo todas
ellas paralelas el dngulo es el mismo.

Resulta asi esta regla préctica:

El dngulo que una recta secante de un plano forma
.con éste es el complemento del dngulo agudo que la
recta forma con la normal al plano en el punto de
amterseccion.

7—LINEA DE MAXIMA PENDIENTE.

Se dice que un plano estd inclinado respecto del
suelo cuando no es perpendicular ni paralelo a éste,
es decir, forma con él un angulo mayor que 0 y me-
nor que 90°. Esta denominacién se aplica a todo pla-
10 que forma con otro secante un angulo agudo, pe-
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ro cuando se dice simplemente plano inclinado se so-
breentiende que lo es respecto del plano horizontal.

Si dejamos caer una bolita sobre un plano inclina-
do se observa repetidamente este hecho importante:
La recta de caida es perpendicular a la traza del pla-
no inclinado con el plano horizontal. Tales rectas si-
tuadas en un plano inclinado, perpendiculares a su
traza horizontal, se llaman lineas de mdxima pen-
diente y esta denominacién estd justificada por el
razonamiento siguiente:

Tracemos la normal ON al plano B, es decir, la ver-
lical correspondiente a ese punto. Entre todas las
rectas del plano o que pasan por O, la que forma 4n-
gulo minimo con ON es la proyeccién de ON sobre a;
pero esa proyeccién es precisamente OA puesto que
€l plano AON es perpendicular a la traza OM, por
contener dos rectas perpendiculares a OM: la ON,
por ser normal al plano § y por tanto a toda recta de
él; la OA por construecién. Siendo, por tanto, OA4.
la proyeccién de ON sobre a el dngulo que OA forma
con ON es menor que el formado con esta misma por
cualquier otra recta del plano o trazada por O Yy por-
tanto el dngulo complementario, que es el formado
por OA con el plano B es mayor que el formado por
cualquier otra recta OB del mismo plano a.

Queda asi demostrado:
Las rectas de un plano inclinado que son perpendi-

culares a su traza con el plano horizontal, forman
con éste mayor dngulo que las oblicuas.
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De aqui procede el nombre de lineas de maxima pendiente
o de maxima inclinacién. Son las lineas de caida de los graves
por los planos inclinados y en las regiones aproximadamente
planas de las laderas de las montafias son las lineas que si-
guen los torrentes de agua; asi como en la planicie inmensa de
la pampa siguen los rios la direccién de la linea de méaxima
pendiente del plano inclinado que aproximadamente forma
en cada regién el suelo, a no ser que la heterogeneidad de la
composicién de éste obligue a las aguas a torcer su curso bus-
cando-la huella de minima resistencia.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.—Demostrar que el lugar geométrico de los segmentos
jguales con un extremo fijo exterior a un plano y el otro si-
tuado en este plano, es la superficie lateral de un cono de re-
volucién.

9. Utilizando la propiedad anterior determinar la proyec-
<ién de un punto exterior a un plano sobre este plano.

3.—Demostrar que el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de dos planos paralelos es el plano medio. Si los
planos se cortan, el lugar estd formado por los dos planos bi-
sectores de los cuatro diedros que forman.

4—Demostrar que el lugar de las rectas que forman éngu-
Tlos iguales con dos planos secantes y cortan a la recta de in-
terseccién estd formado por los dos planos bisectores antes
citados.

5.—; Cudles son todas las rectas que forman dngulos igua-
les con dos planos secantes?

6.—Determinar las rectas que forman angulos iguales con
4res rectas concurrentes en un punto.




CAPITULO VII
ANGULOS TRIEDROS

1.—ELEMENTOS DEL ANGULO TRIEDRO.

Dadas tres semirrectas VA, VB, VC, llamadas aris-
tas, con el mismo origen V, llamado vértice, y no si-
tuadas en un mismo plano, determinan tres planos,
ab, be, ca, llamados caras, las cuales encierran una
porcidn de espacio que se llama triedro o dngulo trie-
dro. También suelen llamarse caras a los angulos ab,
be, ca; y diedros del triedro a los diedros formados
por cada dos de estos planos, que contienen en su in-
terior el triedro.

NOTACIONES. — El triedro de aristas a, b, ¢, lo
designaremos por a b c; las caras, por ab, be, ca;
los diedros por la misma letra de la arista, o sea:
@, b, ¢, respectivamente.

Los tres dngulos que forman las caras del triedro
Yy los tres diedros se llaman elementos de éste.
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2.—TRIEDROS IGUALES Y SIMETRICOS.

El concepto de igualdad de triedros, como la igual-
dad de dos figuras geométricas cualesquiera, se apo-
ya en la idea de movimiento.

Dos triedros se dicen iguales cuando un movimiento
de uno de ellos lo lleva a coincidir con el otro.

Por tanto: Si dos triedros abe y a’b’c’ son iguales,
tienen iguales las caras y diedros correspondientes;
es decir:

be="0b'c co=c'a ab =a’b’

Puede probarse que tres igualdades de éstas son
consecuencia légica de las otras tres.

Dos triedros abe y a'b’e’ se dicen simétricos o bien
opuestos por el vértice, cuando las aristas de cada uno
son las semirrectas opuestas a las aristas del otro.

Basta, pues, prolongar al otro lado del vértice las
tres aristas a, b, ¢, para obtener las ¢/, (3 ik

Dos triedros opuestos por el vértice tienen tguales
sus elementos homdélogos. Es decir:
a=a, =b’, e=¢
ber—ble; ca —=ca, ab =a’'b’.
En efecto, los diedros a y @’ son simétricos respec-

to del centro V, luego es a=a’; ¥ analogamente
b="b,c=c.

e oo
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Los angulos be y b’¢’ son opuestos por el vértice,
por estar formados por semirrectas opuestas, luego
son iguales; y analogamente, por la misma razon, es
también ca = c’a’, ab = a’b’. _

Nada encontramos hasta aqui de sorprendente,
pues ya sabemos que la simetria de segmentos y an-
gulos implica su igualdad; lo inesperado es ver que
dos figuras simétricas tan sencillas como son los
triedros opuestos por el vértice, no sean iguales, co-
mo vamos a probar.

Sea abe un triedro de caras desiguales y coloqué-
moslo como indica la figura, con la cara bc sobre el
plano del dibujo. Como suponemos desiguales las ca-
ras ab y ac la arista @ quedara hacia uno u otro la-
do de la bisectriz d del angulo be (*). Por ejemplo,
suponiendo ab > ac la arista @ quedard como se ve
en la figura 12 delante del plano del dibujo y hacia

(*) En rigor deberiamos hablar del plano bisector cuya tra-

za es la recta d, pero el rigor perjudica a veces a la claridad.
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la izquierda, mientrasque la semirecta opuesta a
quedara detrds del plano del dibujo y hacia la dere-
cha de la citada bisectriz.

Intentemos ahora la superposicién del triedro a’b’¢’
con el abe. Para ello es preciso superponer el angulo
b’¢’ con el be, y esto puede hacerse de dos modos: lle-
vando b’ a coineidir con b y ¢’ con ¢, para lo cual bas-
ta efectuar la rotacién de 180° sobre el plano del di-
bujo; pero asi no se logra la coincidencia de los trie-
dros, puesto que la arista @’ que estd situada detrds
del plano del dibujo, sigue detras y por tanto no pue-
de coincidir con la a, que esti delante (fig. 2%). Por
tanto, hay que desechar ese movimiento y ensayar
el segundo modo de superposicién del angulo b’¢’ con
el be, que consiste en superponer b’ con ¢y ¢’ con b;
para lo cual basta efectuar una rotacién alrededor de
la segunda bisectriz e como indica la tercera figura;
pero entonces resulta que la semirrecta ¢’ queda a la
derecha, mientras que la a estd hacia la dzquierda.

Puesto que ninguno de los dos inicos modos de su-
perposicién de los dos éngulos planos conduce a la
superposicién de los triedros, ésta resulta imposible.

Es claro que si el triedro es isdsceles, es decir si tie-
ne iguales dos caras ab y ae, este segundo movimiento
conduce a la superposiciéon de ambos triedros; pero
si las tres caras son desiguales, los dos triedros son
desiguales, a pesar de tener iguales sus elementos co-
rrespondientes.

EJERCICIOS. — 1. Comprobar la igualdad o desigualdad
de los dos triedros que forman las paredes con el suelo en dos
vincones de una misma habitacién o de dos habitaciones dis~
tintas.
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2. Comparar los ocho, triedros que forman tres planos con-
currentes en un punto O. ;Cuantos casos de igualdad pueden
presentarse, es decir, ;cudntos triedros pueden ser iguales v
<cuantos desiguales?

3—SENTIDO DE UN TRIEDRO.

El hecho sorprendente estudiado en el parrafo
anterior deja de serlo si nos fijamos en la igualdad
de figuras planas. La figura 12 representa dos trian-

M

:
N :
A — B 'm
— <
A s =
\
N S|
B M

gulos ABC y A’B’C’ que son iguales puesto que se
pueden superponer mediante un movimiento y lo mis-
mo la segunda figura; pero nétese una diferencia
esencial : mientras la superposicién de los dos prime-
ros tridangulos puede hacerse sin salir del plano, me-
diante un deslizamiento de éste sobre si mismo, es de-
cir, por una operacién de Geometria plana, en cam-
bio la superposicién de los segundos tridngulos es im-
posible mediante un deslizamiento analogo y solamen-
te se logra por un rebatimiento, operacién solo rea-
lizable en el espacio tridimensional.
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Para un ser bidimensional que desconociera la ter-
cera dimensién, los dos tridngulos MNP y M’N’F’
“serian desiguales a pesar de tener sus elementos res-
pectivamente iguales. Para nosotros, seres tridimen-
sionales, incapaces de concebir una cuarta dimension,
la imposibilidad de lograr la coincidencia de los trie-
dros simétricos es analoga.

Es sabido cémo se distinguen ambos casos; en el
primero se dice que los dos tridngulos son iguales y
del mismo sentido; en el segundo se dice que tienen
sentido opuesto. Recorramos el contorno ABC como
indican las flechas y anilogamente el A’B’C’; en am-
bos recorridos queda el tridngulo a la dzquierda. En
cambio si se recorre el contorno MNP, como se ve en
la figura, dejando el tridngulo a la izquierda, y se re-
corre anilogamente el contorno homélogo M’N’P’
queda el triangulo a la derecha del observador que
haga ese recorrido.

Cual de los dos sentidos se adopte como positivo es
indiferente, pero se ha convenido en adoptar aquel
sentido del recorrido del contorno que deja la figura
a la izquierda, y cuando ésta queda a la derecha, se
dice que el sentido es negativo.

Procedamos analogamente con los triedros. Para
apreciar méas comodamente el sentido del recorrido
de las aristas, elijamos un punto en cada una; resul-
tando asi un triangulo ABC que puede considerarse
como seccién plana del triedro por el plano determi-
nado por estos tres puntos. Parece natural adoptar
como sentido positivo sobre el triedro aquel de los
dos sentidos de recorrido del contorno ABC que es
positivo visto desde el vértice V. (*)
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Examinemos nuevamente la figura de los triedros
simétricos y vemos que si un observador recorre el

contorno A’B’C’ con la cabeza dirigida hacia el mis-
mo lado del vértice (tal sucederia si el triedro esté si-
tuado verticalmente, apoyado sobre el tridngulo
A’B’C’) queda el tridngulo a su derecha, es decir el
sentido es negativo; en cambio, si recorre el contorno
ABC con la cabeza hacia el vértice (es decir hacia

abajo) queda el tridngulo a su izquierda, es decir, el
sentido es positivo.

(*) En Geometria analitica suele adoptarse como sentido
positivo en el triedro el opuesto a éste. Ambos criterios tienen
ventajas e inconvenientes que explican el dualismo, sin que
ninguno de ambos se imponga universalmente sobre el otro.

(**) Obsérvese que el criterio adoptado para distinguir el
sentido se basa en la idea de derecha e izquierda y lo mismo
sucede con todos los criterios andlogos (véanse los ejercicios).
Para reeducar a una persona que después de un ataque de
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Podemos expresar este hecho diciendo brevemen-
te:

Dos triedros opuestos por el vértice tienen sentidos
opuestos.

Ambas figuras tienen iguales todos los elementos
dos a dos, pero hay un algo que impide la coinciden-
cia o sea la igualdad, y es la ordenacién de estos ele-
mentos.

La segunda figura representa un triedro trirrec-
tangulo (II, 8) cuya importancia es capital para la
Geometria analitica, pues sirve de referencia para.
situar todas las figuras; el sentido de este triedro
abe es positivo si el vértice O estd detras del trian-
gulo ABC.

EJERCICIOS. — 1. Numerar con 1, 2, 3 las tres aristas de-
una habitacién que concurren en un rineén del suelo y cla-
sificar el triedro asi ordenado. Idem para los triedros que tie-
nen el vértice en-el techo.

2. Extiéndanse los dedos pulgar, indice y medio de la ma--
ne derecha y clasifiquese el triedro asi ordenado que definen
estos tres dedos. Idem para la mano izquierda.

3. Si un hombre sentado en el suelo extiende y separa sus
piernas, éstas y el tronco forman un triedro que se puede con-
siderar ordenado de diversos modos. Clasificar estos como po-
sitivos y negativos.

amnesia hubiera olvidado el significado de las palabras dere-
cha e izquierda, no cabria definirle ambas; seria preciso la
ayuda de la mimica o de un dibujo, o de un objeto material
(p. ej. un reloj).

La misma dificultad habria para ensehar Geometria a un
extranjero en su lengua, si el profesor desconociera las pa-
labras que traducen las nuestras derecha e izquierda.
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4. Un observador puede considerarse como vértice de un
triedro cuyas aristas estdn dirigidas hacia el E. hacia el N. v
hacia el zenit. Clasifiquese en esta y en otras ordenaciones.

4—PLANOS ORIENTADGS Y TRIEDROS DIRIGIDOS.

Fijémonos de nuevo en los triangulos iguales del
parraro 3. riemos explicado alli que el tridngulo ABC
asi ordenado es positiwo porque al recorrer su contor-
no en el orden ABCA queda el tridangulo a la izquier-
da del observador; pero al decir ésto se sobreentien-
de que la figura se coloca horizontalmente, con la ca-
ra impresa hacia arriba y que el observador camina
sobre su contorno. Si, por el contrario, colocamos la
figura en el suelo, con la cara impresa hacia abajo
(imaginese impresa en papel transparente) al reco-
rrer su contorno ABC queda el tridngulo a la dere-
cha del observador, es decir, ahora es negativo el
triangulo. Resulta, pues, que el concepto de sentido
positivo o negativo se refiere a una cierta cara del
plano; y al contemplar las figuras por la cara opues-
ta el sentido cambia.

He aqui un concepto nuevo que completa la nocién
de plano geométrico dada en la primera leccién de
Geometria. La ldmina sin espesor que evoca en nues-
tra imaginacién la idea de plano geométrico define
dos entes distintos segiin que se considere como po-
sitiva una u otra de sus dos caras. Esto equivale a
definir cual de los dos sentidos de rotacién se con-
sidera como positivo.

EJEMPLOS. — En la hoja de papel consideramos como
positiva la cara visible y con este convenio podemos decir que

los tridngulos ABC, A’B'C’ y MNP dibujados en pagina 115
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son positivos, mientras es negativo el M’N’P’. Para un ob-
servador que prefiera adoptar como cara positiva de la misma
hoja de papel la cara de pag. 116, los sentidos de tales figu-
ras serdn opuestos. En un reloj, el plano del disco (que por
costumbre suele llamarse esfera) tiene dos caras, de las cuales
consideramos positiva la visibie, donde estan daipbujadas las
hofas. Con este convenio el sentido de rotacion de las saetas
en los relojes usuales es negativo.

Si se traza la normal al plano llamaremos semi-
recta positiva la dirigida hacia el lado positivo del
plano y megative a la opuesta. Es lo mismo adoptar
un sentido para cada cara o para cada semirrecta nor-
mal.

También los dngulos diedros tienen dos sentidos
como los angulos planos, segin que se considere la
rotacién menor que 180° que lleva la cara a a coin-
cidir con la { o bien la p a concidir con la o. Si cor-
tamos el diedro por un plano perpendicular a su aris-
ta y es ab la seccién normal, el sentido ab puede con-
siderarse como positivo o negativo segin la cara del
plano ab que se adopte como positiva, lo que equivale,
como ya hemos dicho, a elegir un sentido en la nor-
mal que en ese caso es la arista. En definitiva: el sen-
tido positivo de rotacion alrededor de una recta estd
definido adoptando un sentido sobre esta recta.

EJEMPLOS. — Si un observador del hemisferio Sur elige
en la vertical como sentido positivo hacia arriba, queda de-
finido en el plano horizontal un sentido positivo de rotacidn,
que es el opuesto al de las saetas de un reloj colocado horizon-
talmente con el horario hacia arriba. El curso aparente de los
astros es por tanto positive, por ser opuesto al asi definido.
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5.—ANGULO DE LAS NORMALES A LAS CARAS DE UN
DIEDRO.

Puesto que la medida de un diedro es la de su sec-
cién recta, que es un angulo plano, tiene sentido cla-
ro decir que un idngulo plano es igual a un diedro o
que un angulo plano es suplementario de un diedro.

EJEMPLO. — La figura 12 representa un diedro af, y un
angulo plano ed que son suplementarios como se comprueba
comparando éste con la seccién recta del diedro.

Recordado esto, demostraremos esta propiedad, que
aplicaremos a renglén seguido:

St por un punto interior o un diedro se trazan las
perpendiculares a sus caras, el dngulo que forman las
dos semirrectas perpendiculares y dirigidas hacia las
respectivas caras es suplementario del diedro.

La figura 22 indica claramente la disposicién del
diedro aff y del angulo formado por las dos semirrec-
tas normales. El plano determinado por éstas es per-
pendicular al a por contener la perpendicular o’ T ¥
es perpendicular al plano B por contener la recta b’
perpendicular a €l; por tanto, ese plano ab es perpen-
dicular a la arista ¢ y determina la seccién recta
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AOB del diedro; pero los 4ngulos planos AOB y APE
tienen sus lados perpendiculares y los lados de uno
estan dirigidos hacia los del otro, luego son suple-
mentarios.

6.—TRIEDROS SUPLEMENTARIOS.

Dos triedros se llaman suplementarios cuan-
do las caras de cada uno son angulos suplementarios de
los diedros del otro.

Veamos eémo se pueden construir triedros suple-
mentarios de un triedro dado abe.

Si por un punto interior a un triedro se trazan las
semirrectas que tienen por origen ese punto y cortan
perpendicularmente a las caras, el triedro que for-
man es suplementario del triedro dado.

Sea: V’ interior al triedro @ b c.

@ — V' A’ perpendicular al plano b c.
I’ =V’ B’ perpendicular al plano ¢ a.
¢ — V’ ¢’ perpendicular al plano a b.
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TESIS) Angulo b ¢ y diedro « suplementarios.

7 ca bt 3
2 a b ¢ 3
27 b! c; a 3
” c) Cl,’ b 2
29 a 0/ c 2

Que el angulo ¢’b’ es suplementario del diedro de
arista c, acaba de verse en el parrafo anterior y ana-
logamente resulta que b’¢’ es suplementario del die-
dro @, y el angulo ¢’a’ es suplementario del diedro b.
Quedan asi demostradas las tres tltimas relaciones.

Por otra parte, siendo « perpendicular a b’ y ¢’ lo
es al plano b’¢’ y andlogamente es b perpendicular al
plano ¢’a’ y ¢ es perpendicular al plano ¢'b’. Es de-
cir: la relacién existente entre ambos triedros es reci-
proca; cada uno tiene sus aristas perpendiculares a
las caras del otro; y por tanto quedan demostradas
las tres primeras relaciones que son las mismas tres
ultimas permutando ambos triedros.

7.—CASOS DE IGUALDAD DE TRIEDROS. .

Son andlogos a los ya estudiados para los triangu-
los, con una sola excepcion ; y ademas ofrecen la no-
table sencillez de ser correlativos dos a dos.

1? Dos triedros son iguales si un diedro de uno y las
dos caras que lo forman son tguales a sus correspon-

dientes en el otro y estdn dispuestos en el mismo sen-
tido.

Enunciado de otro modo:
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19. Dos diedros son iguales si tienen dos caras y el
diedro comprendido respectivamente iguales, Y dis-
puestas en el mismo sentido.

v \4 HIP.)
o=a
ab=a'l’
ac—=a'c
TESIS)
abe =a’b’c

Superpongamos el segundo triedro sobre el prime-
ro de modo que la semirrecta @’ coincida con la a y
los dos planos que forman el diedro @’ coincidan con
los que forman el a. Como las caras ab y ac son igua-
1es a sus correspondientes ab y ac, ¥ estan en el mis-
mo sentido, la arista ¢’ viene a coincidir con la ¢ y la
b’ con la b; luego ambos triedros coinciden y por tan-
to son iguales.

20 (Correlativo). Dos diedros son iguales si dos
diedros y la cara comiin de uno son iguales a los co-
rrespondientes en el otro y dispuestos en el mismo
sentido.

En efecto, los triedros suplementarios de abc y
&’b’c tienen iguales dos caras y el diedro que for-
‘man, luego son iguales por el criterio 1°, y siendo
&stos iguales, también lo son los dos triedros abe ¥
a’b’c’.
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39 Dos triedros son iguales si tienen sus caras res-
pectivamente iguales y en el mismo orden dispuestas.

HIP.)
ab — B TESIS)
be — b’e abe — a,b’c’
ca—c'a

El profesor habil lograra trasmitir a los alumnos la eviden—
cia de esta proposicién, sirviéndose del método constructivo,
mediante el desarrollo, utilizado en el parrafo (8). Para los
espiritus més exigentes que no logren plenamente llegar a
esta intuicién y sientan un vacio en su conviecién, agregamos:
la demostracién légica.

\4

Para demostrar la igualdad de ambos triedros su-
pongamos agudos los dngulos de sus tres caras ¥ eor--
témolos por planos perpendiculares respectivamen-
te a las aristas a y o, a distancias iguales de los vér-
tices, es decir, sea VA — V’A’.
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Los triangulos VAB, V'A’B’, rectdngulos en A tie-
nen iguales los catetos V A y V’A’, y también los an-
gulos AVB — A’V’B’ por hipétesis; luego son iguales,
siendo por tanto:

AB—=A'B', VB=V'PB

Anilogamente resulta de la comparacién de los
triangulos VAC y V'A'C’:

AC=AC vC=VC

Los tridngulos VCB y V'C’B’ tienen, por tanto,
iguales los 4ngulos en V y V' y también los lados que
los forman; luego resulta BC = B’C’..

Los tridngulos ABC y A’B’C’ tienen, por consi-
guiente, iguales sus tres pares de lados correspon-
dientes y también son iguales, por tanto, los angulos

CAB=CA’B’

Como estos son las secciones rectas de los diedros
ay «, estos diedros son iguales y estando ambos trie-
dros dentro del primer caso de igualdad, por tener
un diedro de uno y las caras que lo forman iguales a
sus homélogos y dispuestos en el mismo orden, son
iguales.

Si dos de las caras del triedro son édngulos obtusos,
por ejemplo las ab y ac, basta considerar los triedros
obtenidos prolongando la arista a, como indica la se-
gunda figura y de la igualdad de los @ y @ asi obte-
nida se llega a la misma conclusién que antes, en vir-
tud del caso 1°.
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Todavia quedaria por considerar el caso especial
en que alguna de las caras sea un angulo recto; esti-
diese como ejercicio.

./a
A

i

4?) (Correlativo.) Dos triedros son iguales si tie-
nen sus diedros respectivamente iguales.

En efecto, los triedros suplementarios de abe y
@’b’¢’ tienen iguales sus caras (por ser suplementa-
rias de aquellos diedros iguales), luego son iguales,
por el criterio anterior; y por tanto, son también
iguales abe y a’b’c’.

EJERCICIOS. — 1. ;Existen triedros semejantes, pero no
iguales?

2. La igualdad de dos diedros a sus homélogos ;lleva consi-
go la igualdad del tercer par de diedros?

La contestacién negativa surge ya claramente en el caso
mas sencillo de dos diedros rectos.

8—RELACIONES ENTRE LAS CARAS DE UN TRIEDRO.

Construyamos un triedro de cartulina, limitando sus caras
arbitrariamente; por ej. segtin segmentos rectilineos que for-
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men un triz’mgulo.ABC, seccién del triedro, como se ve en la
figura. Si lo apoyamos sobre la mesa sobre esta base ABC
y pretendemos extenderlo sobre el plano oprimiendo el vérti-

ce, observamos que el triedro se abre, tanto més cuanto me-
nores sean los angulos ab, be, ca., adoptando la figura plana
asi obtenida una forma como la dibujada y que se llama
ei desarrollo del angulo triedro, el cual es un 4angulo aa’ tan-
to menor cuanto menores sean los angulos de las caras. Aun
suponiendo un triedro muy abierto, es decir, con sus tres ca-
ras muy obtusas, cercanas a 1809, al oprimirlo contra el pla-
no se abre, es decir, resulta como desarrollo un 4angulo menor

que 360°.

Observaciones empiricas son éstas que evocan en
nosotros con clara evidencia (*) la verdad general de
esta propiedad de los triedros:

La suma de las caras de cualquier triedro es me-
nor que cuatro rectos.

(*) Esta intuicién es mucho mas firme y clara que otras
consideraciones también intuitivas en que algunos autores se
apoyan para demostrar la propiedad de ser cada cara menor
que la suma de las otras dos; propiedad de la cual suele de-
ducirse la arriba enunciada y que es equivalente a ella.
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Enunciado de otro modo:

Condicion 12. — FE's condicion necesaria para que
con tres dngulos dados se pueda construir un triedro,
que la suma de éstos sea menor que cuatro rectos.

Saquemos una consecuencia importante y sencilla
de esta propiedad de la suma de las caras. Para ello

prolonguemos una arista ¢ como ya hemos hecho an-
teriormente, y aplicando al nuevo triedro a’be la pro-
piedad citada, tendremos:

@’'b + be 4+ ca’ < 4R

Pero las relaciones existentes entre las caras del
triedro abe y las del a’be son éstas:

ac + e’ — 2R
ab + ba’ — 2R

Sustituyendo en vez de 4R la suma de estos cuatro
angulos resulta:

@’b + be + e’ < ab + ba’ -+ ac + ca’
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y simplificando los términos iguales subrayados en
ambos miembros resulta en definitiva:

be < ab + ae

Llegamos asi a esta importante propiedad que re-
laciona las tres caras de todo triedro y es completa-
mente aniloga a la que relaciona los tres lados de un
tridngulo:

En todo triedro cada cara es menor que la suma de
las otras dos.

Obtenemos asi otra condicién mecesaria para que
con tres dngulos dados se pueda construir un trie-
dro que tenga sus caras iguales a ellos..

Condicién 22. — La mayor de las caras debe ser
menor que la suma de las otras dos.

Obsérvese que esta sola condicién equivale a las
tres obtenidas en el enunciado anterior, pues claro
es que cada una de las dos caras menores es menor
que la suma de las dos restantes.

Hemos demostrado esta nueva condicién 22 como conse-
cuencia légica de la anterior y de las relaciones entre angu-
loc suplementarios, pero aun esta sencilla demostracion habria
podido omitirse, pues la intuicién nos afirma fuertemente en
la conviceién de esta verdad. Imaginese un triedro abe apoya-
do sobre su cara mayor be en el tablero de dibujo (fig 12),
v recortado a lo largo de su arista a doblemos las otras dos
caras sobre la be; pero no como antes abriendo el triedro sino
cerrandolo, es decir, de modo que se superpongan estas dos ca-
ras sobre la be (fig. 22). Vemon en esta experiencia material
mente, y aun sin hacerla vemos imaginativamente para todo
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<aso posible, que una de las dos caras dobladas monta sobre
la otra, es decir, ambas se recubren parcialmente, y esto vale
danto como decir que su suma supera al angulo bec.

Reciprocamente supongamos que el mayor de los tres an-
gulos dados verifica la relacién

be < ab | ac (condicién 22).

ademas de ser la suma de los tres inferior a 3609 (cond 12).
Para comprobar esta condicién 12 se disponen estos tres
angulos consecutivamente como se hizo en la pagina 128 con
el mayor entre los otros dos, viendo que no llegan a formar
angulo completo, comprobandose la condicién la. mediante
el doblado que representa la figura 22. Al abrir este plega-
do o bien al cerrar el de la pig. 128 llegan a unirse las semi-
rrectas a y a’ en una sola que es la tercera arista del triedro.

Llegamos asi a esta conclusién final:

La condicion mecesaria y suficiente para que con
tres dngulos dados se pueda construir un triedro que
tenga caras iguales a estos dngulos, es que la mayor
de ellas sea menor que la suma de las otras dos y la
suma de las tres sea menor que cuatro rectos.

EJERCICIOS. — 1.. Por simple comprobacién de las con-
diciones 12 y 22 contéstese si es o no posible construir triedros
con las caras siguientes:
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300, 600, 900; 309, 609, 600; 459, 309, 60°.
Constriyanse con regla y compés estos dngulos y recortade

el papel o cartulina, compruébense las conclusiones obtenidas.
2. El mismo ejercicio anterior, para los angulos:

159, 1009, 909; 1209, 1409, 1609; 1009, 1109, 120°.

construyéndolos mediante el transportador de dngulos.

3. Demostrar que si los tres dngulos son obtusos, basta com-
probar la condicién 12, cumpliéndose siempre la 2.

4. ;Basta que dos éngulos sean obtusos para que se pue-
dz prescindir de la condicién 2a?

5. Demostrar que en todo triedro cada cara es mayor que
la diferencia de las otras dos.

6. Escribase el cuadro de las siete relaciones demostradas
entre las tres caras de un triedro.

9—SUMA DE DIEDROS DE UN TRIEDRO.

El triedro suplementario de otro sirve para demostrar la
siguiente relacion entre los diedros:

La suma de los diedros de un triedro es mayor que dos rec-
tos y menor que seis.

HIP.) abe triedro.
TESIS) 2R < a L b c < 6R.

Demostracion. — Si formamos el triedro suplementario
a’b’e’, en él se verifica la relacion ya demostrada:

O < be | ca’ | alk’ < 4R.
Si restamos de 6R los tres miembros de esta desigualdad,.

como a mayor sustraendo corresponde menor diferencia, re-
sultan invertidos los signos; es decir:

6R > 6R — b'¢ —ca’—a’h’ > 2R

6R > (2R—bc’) L (2R —¢'a’) - CR—a'’h’) > 2R;
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-y como los suplementos de las caras del triedro a'b’e’ que figu-
ran en los paréntesis son iguales a los diedros del triedro su-
plementario abe, resulta esta desigualdad equivalente a la te-
sis:

6R>a+b+c>2R

EJERCICIOS. — 1. Deducir de las condiciones 12 y 22 en-
tre las caras las que deben eumplir los tres diedros dados para
que exista un triedro cuyos diedros sean iguales a ellos.

2. Estas condiciones son la obtenida en este parrafo y ade-
mas esta otra:

Si a es el menor de los diedros debe ser
b-fc—a< 2R

3. Clasificar las ternas de diedros siguientes: R, R, R (es
decir: los tres diedros rectos).

3/4R, 5/4R, 74 R; 3|2R, 5I12R, 7|2R; 1]2R, 1[3R, 34R
1359, 1459, 1559; 159, 1209, 759; 1409, 1509, 909
Seglin que exista o no un triedro que tenga estos diedros.

3. Calcular todos los elementos posibles de los triedros su-
Pplementarios de todos los triedros anteriores. Naturalmente

«deben quedar excluidos los casos en que no existe triedro.

Dadas varias semirrectas a, b, c. . ., h, k, de origen
«comin V, tales que el plano determinado por cada
dos consecutivas deja a las demés a un mismo lado,
los angulos planos ab, be,..., ke limitan una poreion
e espacio que se llama dngulo poliedro convezo. Si
alguno de los planas atraviesa o divide el angulo po-
liedro éste se llama céncavo.

Las semirrectas abe. .. se llaman aristas, V es el
wértice, los dngulos ab, be. .., hk, ka, son las caras,
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v los diedros de cada dos caras consecutivas son los
diedros del angulo poliedro.

LA LTSI IDE /s VIS 2 1ol T IO TV [P0 TS

La figura primera representa un dngulo poliedro de cuatro:
caras, las cuales han sido recortadas por segmentos rectilineos.
mediante un plano secante, sobre el cual aparece apoyado, pe-
ro es preciso imaginarlas prolongadas indefinidamente. Re-
sulta asi mas c6moda la prolongacion de las caras, es decir,
el trazado de los planos que las contienen, pues sus trazas so-
bre el plano en que se apoya la figura son rectas AB, BC, CD,.
DA y se observa que el poligono queda a un lado de cada una
de estas rectas, luego el angulo poliedro es convexo. En cam-
bio en el dngulo poliedro de la figura segunda, alguno de los
planos de las caras (por ej. el AVB) atraviesa o divide al
angulo poliedro, como se observa en sus trazas sobre el pla-
no de apoyo; por esta razén se dice que este dngulo poliedro
es concavo.

11.—RELACIONES ENTRE LAS CARAS.

Basta repetir el experimento real o ideado ya hecho para
los triedros y resultan conclusiones analogas: al oprimir por
su vértice el angulo poliedro convenientemente recortado (co-
mo indica la figura) sobre el plano en que se apoya, se abre,
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esto es, resulta un desarrollo de todas las caras cuya suma
no llega a formar un dngulo completo o de una vuelta. Es de-
cir:

87l

7]
/1]

i
i

En todo dngulo poliedro la suma de sus caras es
menor que cuatro rectos.

Lo mismo acontece con el segundo plegado que haciamos con
el desarrollo del triedro. Es evidente que si nos dan varios
4ngulos, que disponemos consecutivamente, y resulta que el
ab supera a la suma de los restantes, como indica la figura,

=9

R"\, \\ \

no hay posibilidad de unir las semirrectas a y a’ para cerrar
el angulo poliedro sin forzar el dngulo ab, es decir sin encor-
var el plano; luego, resulta imposible construir el dngulo po-
liedro. Llegamos asi a la misma conclusién ya sabida para
los triedros, que ahora alcanza su maxima generalidad:

1
|
e et
i
|
|




136 ANGULOS TRIEDROS
En todo dngulo poliedro cada card es menor que la

suma de las restantes. by
Esta propiedad puede demostrarse reduciéndola

al caso del triedro, como se indica a continuacion
con el simple propdsito de ejercitar el método ra-

cional .
HIP.) abede dngulo poliedro convexo.
TESIS)
ab < be + ed -+ de + eaq.
Demostracién. — En el triedro
abc ess
ab < be + ac
En el triedro acd es:
ac < ed + ad
En el triedro ade es:
ad < de + ea
Sumando y suprimiendo los sumandos ac y ad en
ambos miembros, resulta:
ab < be + ed + de + ea.
Se ve claramente que el mismo razonamiento vale

para cualquier angulo poliedro, cualquiera que sea
el nimero de sus caras.

EJERCICIOS. — 1. ;Existen angulos poliedros semejantes,
pero no iguales?

2. ;Es suficiente la igualdad de caras homologas para la
igualdad de los dngulos poliedros?

3. ;Es suficiente la igualdad de diedros homoélogos para la
igualdad de los angulos poliedros?

4.. Descomponer un angulo poliedro en el menor nimero
posible de angulos triedros.




CAPITULO VIII

POLIEDROS

1.—EJES DE SIMETRIA DE ORDEN SUPERIOR.

Consideremos por ejemplo, un tridngulo equilate-
ro y el punto O que se llama su centro, es decir, el
centro de la circunferencia circunscripta; pero éste
centro no tiene la propiedad que ha servido para de-
finir los centros de simetria, pues al girar 1809, es de-
cir media vuelta, la figura no coincide con su posi-
cién anterior. En cambio, si se hace girar un tercio
de vuelta, esto es, 1209, se logra la superposiciéon
deseada. He aqui, pues, una nueva forma de simetria
que se puede llamar de tercer orden o ternaria. Ana-
logamente el pentdgono regular ofrece simetria qui-
naria, es decir, al girar un quinto de vuelta retorna
a su posicién inicial. Estas mismas consideraciones
valen para los ejes de simetria y sugieren la defini-
cion siguiente:

Eje de simetria n-ria o de orden n de una fi-
gura es una recta tal que las rotaciones de un n-simo de
vuelta dejan invariable la figura.

La simetric hasta aqui estudiada es, por tanto,
binaria o de segundo orden.



138 POLIEDROS

EJEMPLOS. — El obelisco de Buenos Aires tiene simetrin
cuaternaria, pues al girar un cuarto de vuelta, es decir un an-
gulo recto, alrededor de su eje. seguiria ocupando la misma
posicién.

En cambio otros obeliscos tienen planta triangular equilate-
ra y por tanto simetria ternaria. .

Los lapices de seccién exagonal tienen simetria de orden 6,
ete.

Es evidente que si una figura tiene simetria de or-
den par, también tiene simetria binaria u ordinaria;
pues si la simetria es por ejemplo de orden 6, es decir,
si la figura no varia al hacerla girar un sexto de
vuelta, tampoco variara repitiendo el giro tres veces,
esto es, haciéndola girar media vuelta.

Los cuerpos de revolucién admiten giros de ampli-
tud cualquiera y por tanto tienen simetrias de 6rde-

nes 2,0, 4, By - sees By ogwi
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2—SIMETRIA DE LOS TRIEDROS. (*)

Se llama triedro equildtero o regular al que tiene
iguales sus tres caras.

Si a partir del vértice se llevan sobre las tres aris-
tas segmentos iguales VA — VB — V, los tres trian-
gulos AVB, BVC, CVA son iguales por tener dos la-
dos iguales y el angulo comprendido, luego resulta ia
igualdad :

4

AB=BC—=CA

es decir, el tridngulo ABC es equildtero. Si O es su
centro son iguales los tridngulos OVA, OVEB y OV(C
por tener sus tres lados respectivamente iguales.
Por tanto, al girar la figura alrededor del eje VO ca-
da uno viene a coincidir con los otros v las rectas OA,
OB, OC son, por consiguiente, perpendiculares a la
VO en el punto 0. La medida de estas rotaciones vie-

(*) El programa dice “Simefria de la recta, del plano y de

los triedros” eomo el libro de Borel de donde ha sido tomado;
pero con el cambio de orden que ha hecho para la simetria
corresponde al Cap. II y no a éste la simetria de la recta
y del plano.
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ne dada por los angulos planos correspondientes y en
el plano ABC se ve que los angulos de giro para que
el tridngulo ABC coincida consigo mismo son 120° y
sus multiplos. En resumen:

El triedro regular tiene eje de simetria ternaria.

A este mismo resultado se llega de otro modo:

En todo triedro isésceles (es decir, con dos caras iguales),
es plano de simetria el plano bisector del diedro que éstas for-
man.

En efecto, si es ab — ae, y se forma la figura simétrica de
la cara ae respecto del plano bisector del diedro a, debe re-
sultar sobre el plano ac una semirrecta b’ que forme con a
-un angulo ab’ — ab, luego esta semirrecta b’ coincide con la e.

Como el triedro regular es isésceles respecto de cada par
de caras, hay tres planos bisectores que son planos de sime-
tria, los cuales concurren en una recta (por el mismo razona-
miento que se hace con las bisectrices del tridngulo) y el pla-
no perpendicular a ésta corta segin un tridngulo equildtero
repitiéndose ahora el mismo razonamiento anterior.

EJERCICIOS. — 1. Partiendo de un tridngulo equildtero
.construir triedros regulares.

2. Partiendo de un tridngulo isésceles construir triedros
isésceles.

3. Partiendo de poligonos regulares construir dngulos pn-
liedros con simetria de orden prefijado.

2.—DEFINICION DE POLIEDRO.

Dados varios puntos llamados vértices, los cuales
determinan poligonos llamados caras,, de tal modo
que el plano de cada una deja a un solo lado a los de-
mas vértices, se llama poliedro convexo, a la porcién
de espacio limitada por los planos de las caras.



POLIEDROS 141

Los poliedros se llaman tetraedros, pentaedros,
exaedros, ..... si tienen 4, 5,6 ..... caras; los de
12 caras se llaman dodecaedros, los de 20 se llaman
icosaedros, etc.

Multitud de objetos que produce el arte humano
y algunos que nos ofrece la naturaleza tienen forma
poliédrica.

EJEMPLOS. — 1. La sal comin, la pirita de cobre y otros
minerales, aparecen formando cristales cibicos; otras especies

aparecen en cristales de formas muy variadas cuyo estudio
constituye la Cristalografia.

2. Objetos comunes de formas poliédricas son los cajones,
las mesas corrientes, las habitaciones, las casas (si se prescin-
de de adornos), ete.

3.—ESPACIOS PRISMATICOS Y SUPERFICIES PRISM.A-
TICAS.

Asi como varias semirrectas del mismo origen en
un cierto orden determinan un &ngulo poliedro,
analogamente se dice que varias rectas parale-
las abe. ..k determinan un espacio prismdtico con-
vexo cuando cada plano ab, be,... ha definido por
cada dos aristas consecutivas, deJa a todas las de-
mas a un mismo lado; y la regién del espacio limita-
da por estos planos se llama espacio prismdtico con-
vexo o brevemente prisma convexo.

Las rectas a, b, ¢. .., h se llaman aristas ;v se lla-
man caras a las zonas o partes de plano limitadas por
cada dos aristas consecutivas.

Se llama superficie prismdtica al conjunto de las
caras del espacio prisméatico.
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Las figuras representan un espacio prismatico trie-

dro y otro pentaedro.

< ... C

e

La seccién de un prisma por un lado que corte a las
aristas es un poligono de tantos vértices como aris-
tas. En las figuras hay dos secciones del pentaedro,
que son pentagonos.

Al trasladar una seccién plana segin la direccidén
de las aristas resultan sobre el prisma secciones
paralelas e iguales. Por tanto:

Las secciones de un prisma por dos planos parale-
los que cortan o las aristas, son poligonos iguales.

Los dos poligonos ABCD... y A’B’C’D’. .. tienen,
pues, iguales los angulos correspondientes y los lados
correspondientes.

Qe llaman secciones mormales a las determinadas
por los planos perpendiculares a las aristas; basta
trazar el plano correspondiente a una arista en un
punto, el cual cortara a las demds perpendicularmen-
te en virtud de I1 7 d.

Las secciones normales de un prisma, segin el teo-
rema anterior, son iguales.
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Dos espacios prisméticos se dicen iguales cuando
son iguales sus secciones normales. Facilmente resul-
ta que son iguales las caras y los diedros.

En las figuras anteriores se han trazado dos sec-
-ciones normales de cada uno de los espacios prisma-
ticos, resultando dos tridngulos iguales en la primera
y dos pentagonos en la segunda.

EJERCICIOS. — 1. Pénganse ejemplos de cuerpos prismé-
ticos tomados de la vida corriente.

2. Descomponer un espacio prismético de n aristas en espa-
‘cios prisméticos triangulares.

3. ¢ Cémo son los lados de una seccién oblicua de una super-
ficie prismatica comparados con los lados correspondientes de
una seccién normal ?

4.—PRISMAS, CARAS Y BASES.

Si limitamos un espacio prismatico por dos planos
secantes paralelos, se obtiene un cuerpo llamado
prisma.

Estos dos planos cortan al espacio prismatico en
dos poligonos iguales, llamados bases.

Los paralelégramos determinados por los dos pla-
nos en las caras del espacio prismético se llaman
caras laterales del prisma; y los segmentos iguales
determinados en las aristas del espacio prisméatico se
llaman aristas laterales del prisma.

Altura del prisma es la distancia entre los planos
de las bases.

La figura representa un prisma pentagonal, con
-estos elementos:

Bases: ABCDE vy A’B’'C’'D’E’.
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Avristas laterales: AA’, BB’ CC’ DD’ EE’.

Caras laterales: ABB’A’, BCC’B’, CDD' C,
DEE'D’, EAA’E’.

Seccién recta: A”B”’C"D"E”.

5—PRISMA RECTO Y OBLICUO.

Un prisma se llama recto cuando los planos de
sus bases son perpendiculares a las aristas. |

La figura siguiente representa dos prismas rectos.
Como una arista lateral cualquiera es la distancia
entre los planos de las bases, resulta:

La alture de un prisma recto es cualquiera de las
aristas laterales.

Las caras laterales son rectdngulos.

Dos prismas se dicen iguales cuando superpuestos
coinciden, y por consiguiente tienen iguales todos
sus elementos homoélogos: caras, aristas y diedros.

Dos prismas rectos que tienen respectivamente
iguales las bases y las aristas son iguales, pues al su-
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perponer la base de uno sobre la del otro coinciden
todas las aristas laterales y también por tanto las
bases opuestas.

focad LK
«\?//
E’

;

G

BEC B @
DESARROLLO DEL PRISMA. — Se construye facilmente
un prisma de cartén, con base dada, dibujando las caras yuxta-
puestas, como indica la figura, y una vez recortado este po-
ligono suma, que se llama desarrollo del prisma, se dobla por

las aristas, pegando después los bordes libres por cualquier
procedimiento.

D C
\ ;
A B G D |
A C D A
D C

6.—PRISMA REGULAR.

Los prismas que mas frecuentemente se presentan en las
artes y oficios y en multitud de objetos corrientes (cuadra-
dillos, lapiceros exagonales, ete.) son los regulares.
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Prisma regular es el prisma recto cuya base es
un poligono regular.

DESARROLLO DEL PRISMA REGULAR. — Basta obser-
var la figura, donde se indica la construccion del desarrol'o
de un prisma regular triangular y otro cuadrangular.

EJERCICIOS. — Construccién mediante el desarrollo en
cartulina, de prismas regulares cuyas bases sean exagonos
regulares. Idem pentagonos construidos con regla y compas
seglin se aprendi6 en el curso anterior.

Facil es, por tanto, la construccién de prismas regu-
lares. Témese como base un poligono regular y
levantando en sus vértices segmentos perpendiculares
iguales se tienen todos los vértices, que unidos por
segmentos ordenadamente dan todas las aristas.

Las propiedades de los prismas regulares son com-
pletamente anélogas a las de los poligonos regulares.
ya estudiadas, bastando un simple cambio de pala-
bras, que el lector podra hacer en cada una, ejercitan-
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«dose en el conocimiento de los prismas y repasando
los poligonos. Por ej.:Todo prisma regular estd ins-
cripto en un cilindro y circunseripto a otro.

La figura representa los dos cilindros correspon-
dientes a un prisma triangular y a otro exagonal; su
«construcciéon es inmediata recordando lo aprendido
€n el primer curso.

EJERCICIOS. — 1. Dado un prisma regular de madera o
«carton determinar su eje.

Dibijese un poligono igual a la base tomando del modelo
1a medida necesaria; determinese con regla y compés el cen-
tro de este poligono y traslddese después sobre el modelo.

2. Construir el minimo rectangulo de cartén necesario para
embalar un prisma de madera dado en un cartucho cilindrico.
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3. Una varilla con tuerca exagonal cuyo lado mide una pul-
gada debe entrar en un cano. Caletilese el calibre minimo de

éste, es decir, el didametro de la superficie cilindrica Interna,
que es de revolucién.

4. Idem si la tuerca es cuadrada.

7—PARALELEPIPEDOS.

Los prismas cuyas bases son paralelogramos se lla-

man paralelepipedos.

Hemos visto que en todo prisma son paralelégra-
mos las caras laterales y reciprocamente, si todas las
caras laterales son paralelégramos, las bases son pa-
ralelas, por tener varias rectas paralelas entre si. Por
tanto, podemos definir los paralelepipedos por la con-
dicién de tener sus seis caras paralelogramos.

Resulta, pues, que las bases pueden ser dos caras
cualesquiera que no tengan arista comin; tales caras
se llaman opuestas, y por ser bases de un prisma, son
iguales.

Dos vértices no pertenecientes a una misma cara
se llaman opuestos.

El segmento que une dos vértices opuestos se llama
diagonal. Todo paralelepipedo tiene cuatro pares de

vértices opuestos y, por tanto, cuatro diagonales.
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Como en cada vértice concurren tres caras, las
otras tres determinan el vértice opuesto al primero.
Hay, por tanto, tres pares de vértices opuestos.

La figura representa un paralelepipedo, que tiene
estos elementos:

Diagonales:

AC’, BD’,CA’, DB,.
Aristas opuestas:
C AB,C'D’; BC, A’'D’; CD, A’B’;

DA, B'C’; AA’, CC'; BB, DD’

2.-—PROPIEDADES FUNDAMENTALES.

TEOREMA 1°. — Las diagonales de todo parale-
lepipedo concurren en un punto que divide a cada una
en dos partes iguales.

Demostracién. — Por ser las aristas opuestas igua-
les y paralelas, determinan un paralelégramo, cuyas
diagonales se cortan en partes iguales; por tanto:
la diagonal BD’ pasa por el punto medio de la AC’;
y también la CA’ y la DB’; luego todas concurren en
un punto O que es punto medio de.cada una.

TEOREMA 2°. — La seccién de un paralelepipedo

por cualquier plano que corte a cuatro aristas para-
lelas es un paralelégramo.
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Demostracion. — Comor
los planos de las caras
opuestas son paralelos, sus
secciones por el plano se-
cante son rectas paralelas,
en virtud de (1.6); luego la
secciéon es un cuadrilatero
[ que tiene paralelos sus dos
pares de lados opuestos y
es, por tanto, un paraleld-
gramo.

TEOREMA 3°. — EIl punto de interseccion de las
diagonales del paralelepipedo es centro de simetria
del mismo.

Cualquier plano que pase por una diagonal corta
a dos caras de un triedro y a dos del opuesto, luego
corta al paralelepipedo segun un paralelégramo, cu-
yo centro es el punto medio de la diagonal, o sea el
mismo del paralelepipedo, que es centro de simetria
en el paralelogramo. Dado cualquier punto de la su-
perficie, determina con una diagonal un paralelégra-
mo, luego el simétrico pertenece al contorno y, por
tanto, a la superficie del paralelepipedo.

EJERCICIOS. — 1. Cortar un paralelepipedo por un plano,
de modo que resulte un exégono

2. Cortar un paralelepipedo por un plano paralelo a una
arista. Estudiar la variacién de esta seccién al moverse el pla-
no paralelamente.

3. ;Tiene ejes o planos de simetria un paralelepipedo obli-
cuo?
9. —PARALELEPIPEDO-ORTOEDRO-CUBO.

Como el paralelepipedo es un prisma, cuando éste
s recto, es decir, cuando cuatro aristas paralelas son
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perpendiculares a las bases, se llama paralelepipedo
recto. Si ademas son las bases rectangulos, se llama

paralelepipedo recto rectdngulo, o méas brevemente:
ortoedro.

Ortoedro es el prisma recto de base rectangular.

Todo paralelepipedo recto tiene cuatro caras que
son rectangulos, por ser prisma recto; el ortoedron
tiene las seis caras rectangulos.

También son rectangulos los paralelégramos de-
terminados por cada dos aristas opuestas, por ser
éstas perpendiculares a los otros dos lados que son

diagonales de las bases. Y como éstas son iguales,
resulta:

En todo ortoedro son iguales las cuatro diagonales.

B’ A’
La figura representa un
C’ 1Y #
/. r
s \\ D ortoedro, con su centro y
\'\\ \O},"I" .
}( sus diagonales.
AN
AT s Sus cuatro diagonales
DT A€
& \ son: AA’, BB’, CC’, DD’.
A B

Ya sabemos que el punto de interseccién de las dia-
gonales es centro de simetria, como en todo paralele-
pipedo.

Por ser prisma recto, los planos medios de las ba-
ses, es decir, los planos trazados por el centro para-
lelos a cada par de bases, son planos de simetria.

Por ser la base un rectdngulo, que tiene como cen-
tro de simetria el punto de interseccién de las diago-

BIBLIOTECA NACIONAL |
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nales, es eje de simetria del ortoedro la interseccién
de los dos planos diagonales que éstas determinan,
los cuales se cortan en la perpendicular a la base en
su centro. '

Resultan, por tanto, los siguientes elementos de si-
metria:

El punto de interseccion de las diagonales es cen-
tro de simetria.

Las perpendiculares a las caras trazadas por el
centro son ejes de simetria.

Los planos paralelos a las bases que cada dos ejes
determinan, son planos de simetria.

Total: un centro, tres ejes y tres planos de sime-
tria.

EJERCICIOS. — 1. Enumerar objetos corrientes de forma
ortoédrica.

2. Construir un ortoedro dadas dos aristas y una diagonal.

3. Demostrar que los puntos medios de las seis aristas de
un paralelepipedo no concurrentes en ninguno .de dos vértices
opuestos, estan situados en un plano.

4. ;Qué clase de cuadrildtero determinan dos aristas opues-
tas de un paralelepipedo? ;Y si éste es un ortoedro?

5. ;Cémo debe ser un paralelepipedo para que sea equilate-
ro el tridngulo formado por los tres vértices consecutivos de
un vértice del paralelepipedo?

EL CUBO.

Se llama cubo o exaedro regular a todo or-
toedro que tiene sus aristas iguales.

Por tanto:
Las caras son cuadrados.
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Cada plano diagonal es bisector de los dos diedros
cuyas aristas contiene, y es plano de simetria..

Dos planos diagonales cualesquiera son perpendi-
culares.

Los tres planos medios de los tres pares de caras
opuestas son planos de simetria.

Las 6 diagonales de las 3 secciones medias, 0 sea
las rectas que unen los puntos medios de las aristas
opuestas, son ejes de simetria.

Las 38 rectas que umen los centros de las caras
opuestas, son ejes de simetria.

Las cuatro diagonales son iguales.

EJERCICIOS. — 1. Enunciar objetos de forma ctbica.
2. Construir un cubo dada el drea de su superficie total.

3. {Qué clase de tridangulo forman los tres vértices conse-
cutivos de un vértice del cubo?

4. ;Qué clase de exdgono forman los puntos medios de las
seis aristas del cubo que no contienen ninguno de dos vértices
opuestos ?

10.—PIRAMIDES - VERTICE, CARAS, BASE.

Si se corta un angulo poliedro por un plano que no
pase por el vértice y corte a todas las aristas, la sec-
cién es un poligono; la parte de angulo poliedro que
contiene al vértice se llama pirdmide.

Las semirrectas del angulo poliedro quedan dividi-
das por el plano secante en dos partes, de las cuales
s6lo pertenece a la pirdmide el segmento comprendi-
do entre el vértice y la interseccién con el poligono.
Reciprocamente, todo segmento determinado por el
vértice y un punto del poligono pertenece a una se-
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mirrecta del angulo poliedro, luego podemos estable-
cer esta definicién equivalente:

Piramide es el cuerpo formado por los puntos de
todos los segmentos de origen V, llamado vértice, y
extremo perteneciente a un poligono, llamado base.

Se llaman caras los tridngulos determinados por
el vértice con cada lado de la base. :

Las secciones paralelas o la base de una pirdmide
son poligonos semejantes a ella.

Como las secciones de un diedro son angulos igua-
les las dos secciones paralelas de una pirdmide trian-
gular son triangulos con los angulos correspondientes .
iguales, y por tanto semejantes. Si la piramide tiene
mayor niimero de caras las secciones paralelas se des-
componen en tridngulos semejantes igualmente dis-
puestos y por tanto son poligonos semejantes.

La figura representa
una piramide de base pen-
tagonal, con una seccion
paralela a la base, y, por
tanto, semejante a ella.

. La distancia VO del vér-
\D tice al plano de la base es
la altura de la piramide.

11.—PIRAMIDE REGULAR.

Se llama pirdmide regular ala que tiene re-
gular el poligono base y el vértice en la perpendicular a
su plano en el centro de la base. Esta recta se Hlama
eje.
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v

Las figuras representan pirdmides regulares, cu-
yvas bases son: un tridngulo equildtero, un cuadrado

% 4

vV un exagono regular; se llaman piramide triangu-
lar, cuadrangular y exagonal, respectivamente.

Por ser la base un poligono regular, su centro equi-
dista de los vértices; luego las aristas laterales de la.
pirdamide son segmentos oblicuos cuyos pies se apar-
tan igualmente del pie de la perpendicular, siendo,

por tanto, iguales. Por consiguiente resulta:

Las caras laterales de una pirdmide regular son
tridngulos isésceles iguales.

Las alturas de estos tridngulos isdsceles se llaman
apotemas de la piramide. En la piramide exagonal
de la figura esta dibujada la apotema VM.

Como las secciones paralelas a la base son poligo-
nos semejantes a ésta, segtin se ha visto en el parra-
fo anterior, resulta:

Las secciones paralelas a la base de una pirdmide
regular son poligonos regulares.

Ademads, como a segmentos iguales en un plano co-
rresponden segmentos iguales en el otro, el punto en
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que el plano secante corta al eje equidista de los vér-
tices de la seccién; luego:

El centro del poligono determinado por un plano
paralelo a lo base es el punto de interseccién con cl
eje de la pirdmide.

EJERCICIOS. — 1. Descomponer una pirdmide cuya base
tiene n lados en piramides triangulares. ;Cudl es el minimo
ntmero de éstas?

2. Compérense las aristas laterales de una pirdmide regular
con las alturas de las caras y éstas con la altura de la pirami-
de.

12.—SIMETRIA DE LOS PRISMAS.

El plano medio entre las bases de un prisma recto
biseca no sélo las aristas, sino todo segmento perpen-
dicular a ella limitado entre las bases, luego éstas son
simétricas respecto de dicho plano medio. Cada uno
de dichos segmentos queda bisecado por el plano me-
dio en dos segmentos simétricos; luego resulta:

1. En todo prisma recto, el plano medio de las ba-
ses es el plano de simetria del mismo. (fig. 1%).
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II. Si la base del prisma recto tiene centro de si-
metria, la perpendicular en él a la base es eje de si-
metria del prisma. (fig. 2%).

IIL. Si la base del prisma recto tiene eje de sime-
tria, el plano perpendicular en él a la base es plano de
simetria del prisma. (fig. 1¢).

IV. Todo eje de simetria de la base media es eje de
simetria del prisma. (fig. 2¢%).

Los prismas regulares tienen por tanto los siguien-
tes elementos de simetria:

El eje que une los centros de las dos bases, y los
ejes de simetria de la base media.

El plano de la base media y los planos perpendicu-
lares a ella en sus ejes de simetria.

El centro de la base media.

EJERCICIOS. — 1. Sefialar en la figura o mejor en un mode-
lo los elementos de simetria de un prisma cualquiera. (Por ej.
un trozo de listén de madera).

2. Sefnalar en los modelos de prismas regulares todos sus
elementos de simetria.

3—SIMETRIA DE LA PIRAMIDE.

Supongamos ahora que la pirimide es regular.
Los ejes de simetria de la base que es un poligono
regular, son:

1° Las rectas OA, OB,
OC'. .., que unen el centro con
los vértices.

29 Las rectas OH, OK. ..,
que unen el centro con los
puntos medios de los lados.

Consideremos, por ejemplo,
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una de éstas, OH; si N y N’ son dos puntos simétricos
respecto de ella, la recta NN’ es perpendicular a OH,
luego también lo es al plano VOH por el teorema de
las tres perpendiculares; y como estan NN’ a distinto
lado y equidistantes, son simétricos respecto de .di-
cho plano VOH.

Lo dicho para los puntos de la base vale para cual-
quier seccién paralela, que también es poligono regu-
lar, luego resulta:

Todo plano que pase por el eje y una arista latercel
de una pirdmide regular, es un plano de simetria.

Todo plano que pase por el eje Yy una apotema de
una pirdmide regular, es un plano de simetria.

EJERCICIOS. — 1. Dibujar en las pirdmides de que se dis-
ponga sus elementos de simetria.

2. Enumerar los elementos de simetria de las pirdmides re-
gulares cuyas bases tengan 3, 4,5, 6,7 8 lados.

14—EJES DE SIMETRIA DE ORDEN SUPERIOR EN LOS
PRISMAS Y PIRAMIDES REGULARES.

Prismas y piramides regulares nos ofrecen buenos
ejemplos de la simetria de orden superior que hemos
definido al comienzo de este capitulo.

La coneclusién es sencilla: cada prisma o pirdmide
tiene la misma simetria de su base, puesto que el
movimiento de rotacién alrededor del eje hace girar
1a base sobre si misma y si esta coincide con su posi-
ci6n primitiva, lo mismo le sucedera al prisma o pi-
Tamide.

Por tanto: Un prisma o pirdmide regular cuya ba-
se tiene n lados es simétrica de orden n respecto de
Su eje.
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EJEMPLOS. — EI fundamento de la llave que hace girar
la tuerca cuadrada de un bulén es precisamente la simetria
cuaternaria, pues mediante un giro de un cuarto de vuelta o
sea de 902 queda el cuadrado de la tuerca en posicién igual
a la anterior y por tanto puede aplicarse otra vez la llave.
En cambio cuando hay algin obstdculo para efectuar giro tan

amplio, se usa tuerca exagonal, la cual por su simetria de or-
den 6 coincide consigo misma después de una rotacién de 60°
V puede aplicarse nuevamente la llave para un nuevo giro,
apretando o aflojando la tuerca segin sea el sentido del giro.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

1.—Clasificar objetos corrientes de forma poliédrica, asig-
nandoles sus nombres geométricos.

2.—Construir los desarrollos de prismas, pirdmides y pa-
ralelepipedos rectos y oblicuos, formando mediante ellos los
poliedros correspondientes.

3.—Deducir por razonamiento la forma de la seccién pro-
ducida en un paralelepipedo por un plano que se mueve para-
lelamente, y comprobar las conclusiones en el modelo cons-
truido.

4.—Construir paralelepipedos cuyas caras sean rombos. De-
mostrar que tales poliedros, llamados romboedros, tienen to-
das las aristas iguales. Estudiar en especial el caso en que to-
das las caras sean iguales, enumerando todos los elementos
de simetria del poliedro.

5.—Suele llamarse también romboedro al paralelepipedo rec-
tangulo cuyas bases son rombos. Determinense todos sus ele-
mentos de simetria.
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6. — Si todas las caras de un poliedro son poligonos regu-
lares de una misma especie (p. ej. cuadrados) deben ser to-
dos iguales, puesto que cada dos caras contiguas tienen un
lado comtn; p. ej.: si a un cubo se le yuxtaponen seis cubos
iguales en sus seis caras, resulta un poliedro con 30 caras que
son cuadrados iguales, pero no tienen igual nimero de ca-
ras concurrentes en cada vértice y por esta causa no es regular.

Forme el lector poliedros cuyas caras sean triangulos equi-
lateros iguales partiendo del tetraedro o del exaedro regula-
res (capitulo IX) y también partiendo de un prisma triangu-
lar cuyas nueve aristas sean iguales. ;Cabe hacer lo mismo
cuando las caras sean otros poligonos regulares ?

7. — Se llaman poliedros semiregulares los poliedros con-
vexos cuyas caras son poligonos regulares de dos o méis es-
pecies. Construir algunos de los descubiertos por Arguimedes.

RESENA HISTORICA

La palabra paralelepipedo, como paralelégramo, es de Eu-
clides. El paralelepipedo de caras rectangulares (ortoedro)
era llamado cubo por Heron, pero prevaleci6 el sentido actual
que es el de Euclides.

Prisma viene de priein — aserrar; se crey6 mucho tiempo
que piramide procede de pir — fuego porque Pitagoras supo-
nia que el fuego estd compuesto de particulas tetraédricas;
pero en verdad procede de la palabra egipcia piremus con que
designaban a la generatriz.

Sobre los poliedros regulares véase pag. 170; los semirre-
gulares fueron estudiados por Arquimedes, que catalogé los 13
tipos siguientes:

Numero Niamero de lados de las caras

de

caras 3
8 4
14 3
14 —
14 8
8

20

26
26
32
32
32 20
38 32
62 20
62 —
92 80
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5
12
12
12
12
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CAPITULO IX
POLIEDROS REGULARES

1.—LOS CINCO POLIEDROS REGULARES.

Un poliedro se llama regular cuando sus caras son
poligonos regulares iguales y concurren el mismo nu-
mero de ellas en cada vértice.

Veamos cémo se pueden construir poliedros regu-
lares de 4, 6, 8, 12 y 20 caras, es decir: tetraedros,
exaedros, octaedros, dodecaedros, icosaedros; y de-
mostraremos que estos cinco son los tnicos tipos de
poliedros regulares.

Designaremos por ¢ el nimero de caras, por v el

nimero de vértices, y por a el nimero de aristas de
cada poliedro.

TETRAEDRO REGULAR.

Dibujados cuatro tridngulos equilateros iguales,
como indica la figura, y recortado el papel o cartu-
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lina por el contorno, doblemos dos de los triangulos,
p. €j.: ABD y BCD’ hasta formar con el ABC el
triedro de vértice B, lo cual es posible por ser la su-
ma de angulos en B dos rectos.

Por ser BD = BD’, coincidiran D y D’, resultando
un triangulo ACD de lados iguales, es decir, equi-
latero, con el cual vendréd a coincidir el ACD”, si se
dobla alrededor de AC, cerrando el triedro.

La simple inspeccién de la figura muestra que pa-
ra el tetraedro es:

EXAEDRO REGULAR.

Si recortamos la figura formada por 6 cuadrados
iguales y se doblan las caras que circundan a la ABCD,

E

Ub

se forman cuatro triedros trirrectdngulos en A, B,
¢, D, y coinciden los vértices por la misma letra;
luego resulta un cubo.

Evidentemente es:

c=6, v=8, a=12.
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OCTAEDRO REGULAR.

Construyamos cuatro tridngulos equilateros igua-
les, dispuestos tres de ellos en torno del cuarto, como
indica la figura, formando con ellos una piramide
cuadrangular ABCDE de base cuadrada; si se for-
ma otra igual y se unen ambas por sus bases, resul-
ta un poliedro de ocho caras iguales, que es regular
por tener cuatro concurrentes en cada vértice.

Para el octaedro es: c=8, v—6, a—12.

NOTA: Obsérvese que el octaedro tiene igual ntmero de
arjstas que el exaedro, y que los nimeros de caras y vértices
estdn permutados, propiedad que pronto mostrard su intere-
sante significado.

EJERCICIOS. — 1. Construir con cartulina tetraedros,
exaedros y octaedros regulares.

2. Comparar las 4reas del tetraedro, exaedro y octaedro re-
gulares que tienen igual arista.

3. ;Qué poliedro determinan los puntos medios de las aris-
tas de un tetraedro regular?

Idem de un cubo (no resulta poliedro regular).
Idem de un octaedro.

4. ;Qué poliedro determinan los centros de las caras de
un tetraedro, exaedro u octaedro regular?
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DODECAEDRO REGULAR.

Si recortamos la figura formada por 6 pentédgonos
iguales y se doblan las cinco caras que circundan al
pentdgono central, hasta que coincidan los vértices
designados por la misma letra, se forma un casque-
te de contorno quebrado en que los &ngulos entrantes
son iguales a los salientes.

Construido otro casquete exactamente igual, se
observa que ambos contornos pueden hacerse coin-

cidir, ajustando los angulos salientes de uno con los
entrantes del otro. El poliedro formado por los 12
pentagonos iguales es regular, por tener tres caras
concurrentes en cada vértice.

En efecto, en los vértices del poligono central de
cada casquete, concurren tres caras del mismo; y en
cada vértice del contorno quebrado concurren dos
caras de un casquete y una cara del otro.
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La demostracién de que ambos casquetes encajan
exactamente, es demasiado larga y la omitimos, de
igual modo que en los otros poliedros, pero clara-
mente se ve que es: ¢c—=12, v—20, a—30.

La figura representa el dodecae-
dro regular asi construido; po-
liedro que vino a cerrar inespe-
radamente la serie de los polie-
dros regulares que se creia com-
pleta con los ya conocidos, esto
es: el tetraedro, el cubo y el octaedro, que hemos es-
tudiado, mas el icosaedro de que vamos a ocuparnos
ahora, el cual fué descubierto por los pitagéricos an-
tes ‘que el dodecaedro.

NOTA: En la préactica de la construccién del dodecaedro se
recortan dos rosetas como la representada en la figura, uni-
das por una arista, dejando en cada arista libre un estrecho
reborde para facilitar la pegadura.

TCOSAEDRO REGULAR.
Recortando la red de 20 triangulos equilateros di-
bujada en la figura y soldando los bordes designados

AB, se forma un anillo, en el que se logra que sean
regulares los pentagonos BCDEF y GHJKL ; doblan-
do los tridngulos superiores hasta cerrar una pira-
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mide pentagonal y lo mismo los de abajo, se forma
un poliedro que es regular por tener sus caras igua-
les e igual nimero de ellas concurren en cada vér-

tice, como facilmente se comprueba.
La figura representa el icosaedro asi
construido, cuyo descubrimiento signi-
fica un gran éxito de la escuela pitago-
rica, teniendo en cuenta su compleji-

dad, comparativamente con los tres poliedros regu-
lares que antes se conocian.

Examinando el icosaedro se observan los siguien-
tes nimeros caracteristicos:

c—=20,v=—12, a =30

(V. Resefia histérica al final)

LOS UNICOS TIPOS DE POLIEDROS REGULARES.

Asi como hay poligonos regulares de tantos lados como se:
quiera, no acontece lo mismo con los poliedros regulares.

Para ver todos los tipos posibles de poliedros regulares,
procedamos ordenadamente, segtn la naturaleza de sus caras.

Caras triangulares. — Siendo el dngulo del tridngulo equi-
latero de 609, solamente puede formarse angulos poliedros
con 3 6 con 4, 6 con 5, pues con mayor nimero resultaria
3609 6 mayor la suma de las caras del édngulo poliedro; el
triedro formado sélo admite una cara mas si se forma el te-
traedro; el angulo tetraedro da origen al octaedro; el angulo-
pentaedro da origen al icosaedro.

Caras cuadradas. — Si se agrupan 3 cuadrados en cada vér-
tice resulta el cubo o exaedro; mayor nimero no se pueden
agrupar, por resultar 3609 6 mayor la suma de angulos en ca-
da vértice.
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Caras pentagonales. Si se forma un triedro de pentigo-
nos iguales y se van completando los triedros abiertos con
nuevos pentdgonos, resulta el dodecaedro; mayor nimero de
pentagonos no puede haber en cada vértice.

Con exdgonos no se pueden formar poliedros; pues de-
biendo concurrir al menos tres en cada vértice, la suma de
angulos seria 3609; y mayor si son poligonos de 7, 8, .... la-
dos.

Resumen: no existen otros tipos de poliedros regulares,
mas que los cinco estudiados.

2—SIMETRIA DE LOS POLIEDROS REGULARES.

Sin entrar a demostrarlo, obsérvanse en los polie-
dros construidos, como se ha explicado, los elemen-
tos de simetria siguientes:

Tetraedro. — No tiene centro ni ejes de simetria
ordinaria pero tiene cuatro ejes de simetria ternaria.

Planos de simetria son los determinados por cada
arista y el punto medio de la arista opuesta.

Ezaedro. —- Las 3 rectas que unen puntos medios
de caras opuestas son ejes de simetria y su punto
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de interseccién es centro de simetria; los 3 planos
medios entre los tres pares de caras opuestas son

planos de simetria. Las diagonales son ejes de sime-
tria ternaria.

Octaedro. — Las 3 diagonales son ejes de sime-
tria cuaternaria y su punto de interseccién es cen-
tro de simetria; los tres planos que cada dos de estos
determinan, son planos de simetria.

Dodecaedro. — Las 15 rectas que unen los puntos
medios de las aristas opuestas son ejes de simetria
y su punto de interseccién es centro de simetria; los
15 pares de aristas opuestas determinan 15 planos
de simetria.

Ieosaedro. — Tiene los mismos elementos de si-
metria que el dodecaedro, de igual modo que octae-
dro y exaedro tienen igual nimero de elementos de
simetria.

Esta correspondencia entre octaedro y exaedro,
entre dodecaedro e icosaedro se expresa diciendo que
son poliedros conjugados.
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Se puede demostrar que el poliedro cuyos vértices
son los puntos medios de las caras de otro, es el con-
Jjugado de éste.

EJERCICIOS. — 1. Construir con cartulina dodecaedros e
icosaedros regulares.

2. .Comparar las areas del dodecaedro y del icosaedro re-
gular que tengan igual arista.

2.—POLIEDROS CONJUGADOS.

Los centros de las caras de un poliedro regular
son vértices de otro poliedro que también es regu-

e N

lar, como vamos a probar en uno de ellos siendo el
razonamiento valido para todos.

Consideremos los centros de las caras del cubo
como indica la figura; por la simetria ternaria res-
pecto de la diagonal, al girar un tercio de vuelta en
torno de ella cada centro va a coincidir con otro, es
decir el tridngulo coincide consigo mismo y por tan-
to es equildtero. El nuevo poliedro, que se llama con-
jugado del cubo, tiene por tanto tantas caras como
vértices el cubo, o sea 8, es decir es un octaedro. Re-
ciprocamente, si se parte del octaedro y se forma
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un poliedro cuyos vértices sean los centros de sus

caras, resulta un cubo.
Anélogamente son conjugados el dodecaedro e
icosaedro, relacién que estd de acuerdo con los nu-
meros de caras y vértices de cada uno, que son igua-
les a los ntimeros de vértices y caras del otro.
" Finalmente, el conjugado del tetraedro es otro te-
traedro, como se ve en la figura 32
Los puntos medios de las aristas del cubo son vér-
tices de cuatro exagonos regulares, secciones planas
del cubo; la fig. 1# representa uno de ellos.

Otra relacién interesante es la representada en la
figlira 22: las diagonales de las caras del cubo for-
man dos tetraedros regulares, uno de los cuales esta
dibujado de trazo lleno y el otro de trazo interrum-

pido.

EJERCICIOS. — 1. Demostrar que los tetraedros formados
por las diagonales de las caras de un cubo son regulares.

2. Demostrar que los puntos medios de las aristas de un
cubo forman exigonos regulares secciones del cubo por los
planos perpendiculares a cada diagonal en su punto medio.
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RESENA HISTORICA

Parece seguro que Pitdgoras conocié en su viaje a Egipto
los més sencillos poliedros regulares: tetraedro, exaedro y
octaedro, tinicos descubiertos por los egipcios. Pronto descu-
brieron los pitagoéricos el icosaedro, creyendo asi haber agota-
do todos los poliedros regulares. Llevados de su espiritu cos-
molégico les asignaron a estos cuatro poliedros el caricter
de componentes del universo, suponiendo que los cuatro ele-
mentos: tierra, aire, fuego y agua, estaban compuestos por
particulas de estas cuatro formas poliédrieas.

Tal teoria atémica fracasé cuando més tarde descubrieron
el dodecaedro; pero pronto le encontraron interpretacién fi-
sica, admitiendo que el Universo entero tiene esta forma po-
liédrica. p

El descubrimiento del dodecaedro constituye uno de los
timbres. de gloria de la escuela pitagérica. Se atribuye con
fundamento a Hipaso, discipulo directo de Pitagoras; y lle-
no de legitimo orgullo, falté al juramento de guardar secre-
to, como era regla de la secta pitagérica, divulgando su des-
cubrimiento. El perjuro perecié en el mar, segiin unos por
castigo divino y segin otros condenado por sus mismos con-
discipulos.

Vemos en esta consigna del silencio una concepciéon obje-
tiva de la ciencia que sacrifica modestamente al individuo
en aras de la obra, criterio que méas tarde se modifica, asig-
randose a cada investigador la paternidad de sus descubri-
mientos; pero que vuelve a reaparecer después de Galileo,
cuyos discipulos, agrupados en la famosa Academia del Ci-
mento, publicaban colectivamente sus descubrimientos, dilu-
yendo su personalidad en la magna empresa colectiva. Sana
costumbre que pronto desaparece, recuperando la ciencia, co-
mo el arte, su caracter de obra individual, con lamentables
ejemplos de plagios, discusiones y falsificaciones de paterni-
dad, que llenan la historia de la ciencia, oscureciendo el bri-
llo de altisimas figuras.



POLIEDROS REGULARES

Examine el lector los ntimeros que hemos llamado ¢, v, a
de caras, vértices y aristas de los cinco poliedros regulares y
notara que en todos ellos se verifica la relacién siguiente:

clv—a=—2

Esta relacién importante, llamada teorema de Euler, no es
caracteristica de los poliedros regulares, sino que se verifi-
ca también para todos los poliedros convexos y aun para mu-
chos otros. En realidad era ya conocida de Arquimedes, y Des-
cartes fué el primero en enunciarla claramente.

Compruebe el lector la relacién citada en cualquier polie-
dro, aun no siendo convexo, y vea que en cambio no se veri-
fica en ciertos poliedros més complicados de forma anular, co-
mo es por ejemplo un marco de ventana.
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