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PREFACIO

(PARA LOS SENORES PROFESORES)

La aprobaciin de los nuevos programas de matemdticas pone
fin @ un estado de incertidumbre que restringié durante los wltimos
anos lo publicacion de Libros de enseflamza sobre las materias que
aquéllos comprenden.

Bl estudio de esas ciencias, por su indole, no admite modifica-
ciones parciales: una reforma de los programas respectivos exige
por lo tanto la removacién total de los textos que debem interpre-
tarlos.

Las matemdticas en los institutos de instruccion secundaria,
normal y especial plantea problemas dificiles de resolver puesto que
la ensenanza. de esas disciplinas debe contemplar simultdneamente
propositos muy distintos.

Las matematicas son, por una parte, materias instrumentales o
augiliares, cuyo conocimiento prdctico—y en algunos aspectos
empirico— es indispensable al alumno para imiciarse com éxito en
el estudio de otras asignaturas (fisica, quimica, geografia, ciencias
naturales, etc): pero som .también, ciencias independientes y abs-
tractas con aplicaciones practicas propias, y que llenan, ademds, otra
finalidad didactica superior: la educacion intelectual del estudiante
en el orden del raciocinio y de la disciplina mental; por eso se les
ha llamado “cursos de l6gica prdctica”.

Este dualismo de finalidades, y el cardacter de la enmsefianza
media que prepara para profesiones y especialidades distintas, expli-
can la diversidad de criterios sobre la téemica diddctica que con-
viene aplicar. Los nuevos programas siguen un método “intwitivo”
¥ “razonado” que parte de la realidad conereta y que se apoya en
ella. A juicio de sus autores, esta orientacién es mds favorable al
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desarrollo mental del alummo Yy se aplica con éxito en Francia,
Alemania e Italia entre otros paises.

La eficacia de todo programa depende, en cierta medida, de su
interpretacion. Por ese motivo, nuestra Casa ha resuelto encomen-
dar la preparacion de los textos que desarrollarin los nUeVOs Pro-
gramas a especialistas consagrados y con larga actuacion al frente
de cdtedras.

Después de insistentes gestiones, esta Editorial ha conseguido
que la delicada tarea de escribir una serie completa de textos para
para desarrollar los nuevos programas de aritmética y dlgebra, sea
aceptada por el doctor Claro €. Dassen, cuya autoridad cientifica
Y cuyo prestigio como matemdtico, profesor y publicista nos eximen
de toda presentacion. Sw libor de especialista y su actuacion en la
cdtedra como maestro orientador de varias generaciones som ¢ono-
cidas dentro y fuera del pais.

Cuando solicitamos su colaboracion, decliné el ofrecimiento,
alegando que en el difundido tratado en varios tomos que él publi-
cara hace algunos aiios, ya habia expuesto esas materias ajustan-
dose estrictamente a su eriterio personal y sin aceptar lLimitaciones
de programa alguno. Nuestra Casa insistic en su propuesta haeién-

dole presenle que la obra publicada, por su contenido y exlension,

es indiscutiblemente un texto de mérito, muy Wil para los alumnos
que desean prepararse para estudios superiores de esas materias,
pero que como texto, resulta excesivo con relacion a los programas
actuales de ensenanza media: agregando que — a nuestro juicio —
podria cumpliv en adelante la funcion de obra de consulta para
estudiantes.

Nuestra Casa significo, ademas, al doctor Dassen que la coin-
cidencia entre la orientacion metodologica de los programas actua-
les y la que ¢l ha difundido desde la cdtedra y aplicado en todos sus
libros, era un motivo mds para insistir en nuestro pedido, que fué
aceptado finalmente.

Al remitirnos los originales de este primer volumen que sale
hoy a luz, nos ha manifestado el autor, entre otras cosas, las siguien-
tes que tewtualmente transcribimos:

“ Aunque no contiene nada de fundamentalmente nuevo respecto
“del Tratado inicial arriba aludido — el cual puede continuar con-
“servando, si asi se le quiere dar, un cardcter de texto de comsulta

’
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“ para los alumnos— sin embargo, al redactar el nuevo libro, he
“ procurado ponerlo mds al alcance de los estudiantes aprovechando,
“desde luego, la experiencia dada por el tiempo transcurrido, sal-
“vando las deficiencias observadas y teniendo en cuenta las re-
“ flexiones que, sobre la ensenanza de esas disciplinas han emitido,
“aun hace poco, eminentes sabios y pedagogos en el ramo.

“Me he préacupado de la correccion y exactitud del lenguaje,
“y cuando la necesidad de abreviar el discurso exige una forma no
“del todo correcta en la expresion, he insistido mucho en sefialar
“esa circunstancia para no provocar dudas wi errores. He cuidado
“mucho también lo relativo a conceptos fundamentales: no con-
“fundir por ejemplo, el concepto de nimero, con el de umdad Y
“con el de conjunto.

“ Respecto de la definicion de nimero, ha recalcado reciente-
“mente, el eminente profesor del Instituto de Francia, H. Lebesque,
“en su trabajo Sur la Mesure des Grandeurs (1933), que siendo
“mejor, para la ensenanza de la aritmética, comsiderarla netamente
“como una ciencia experimental al igual que las demds, libre de
“toda metafisica, conviene definir a los nimeros como simples
“wocablos de una prefijada y ordenada serie de palabras. La enu-
“meracién determina, en cada caso, al vocablo que afecta la co-
“leccion enumerada y el vocablo o nmitmero usi determinado cons-
“tituye la descripeion completa de ese mismo acto de la numeracion.

“ En esta ensefanza media, en suma, no habrd que entender por
“ntmero a un ente a quien se da un nmombre con el que no debe
confundirse, sino a un vocablo que evoca o describe un acto, el de la
enUMeracion.

“ Desearia referirme a otros puntos y extenderme en otras con-
“sideraciones, pero alargaria demasiado estas lineas preliminares.
“Me conformaré con seialar que en los capitulos que conlienen
“temas mwy abstractos como el relativo a la divisibilidad, miltiplos
“y divisores comunes, he procurado hacerlos mds accesibles a 1os
“alumnos, conservando, sin embargo, en tipo menor las demostra-
“ ciones. Esta parte sefialada con caracteres menores, puede consi-
“derarse también wn simple complemento, pero siempre serd
“mds pedagigico, cuando los temas resulten demasiado abstractos,
“que los profesores prescindan de las demostraciones, sobre todo si
“los alummnos no pueden enlenderlas por su corta edad o por sus
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“escasas aptitudes. Es mds witil una buena practica sin justifica-
“cin teérica, que insistir sobre ésta, malograndolo todo.

“He conservado muchos de los ejercicios de mi Tratado ante-
“rior, agregando otros, e incluyendo al final las soluciones perti-
"

nentes.

“He agregado, asimismo, algo sobre el cdleulo mental ya que
“se ha asignado a éste, no sin razon, una importancia particular”.

Con estas palabras cierra el doctor Dassen la presentacion de
la obra que hoy agregamos a nuestro indice bibliogrifico, con la
certidumbre de servir los intereses de la enseRanza.

Los Ebrrogres.
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CAPITULO I

FUNDAMENTOS

1. La Aritmética; sus fundamentos; su origen.— La ciencia
de que nos vamos a ocupar estd basada en las nociones de coleccidn,
de combinacion de colecciones, en la de orden y, en definitiva, en
las de contar y de nfimero entero, — como lo expresa la etimologia
de su nombre—que es uno u otro de los dos vocablos griegos:
aritmeo (eontar) o aritmos (ntmero). :

Como todas esas nociones se adquieren en la prictica desde la
més tierna infancia, se pasan de definiciones y de comentarios (*).

Por otra parte, es muy natural que los hombres, desde que existen,
hayan hecho comparaciones entre los objetos que los rodean, que hayan consi-
derado conjuntos de esos objetos; que se hayan preocupado de distinguirlos v
combinarlos. Por eso se ha dicho que la aritmética tiene su origen en esas
operaciones del espiritu y que es tan antigua como el hombre mismo.

La Aritmética es, en suma, una ciencia experimental, 1o mismo que lo son
las demds ciencias; pero su particularidad consiste en que, para establecerse,
le han bastado poquisimas y sencillas experiencias, repetidas tantas y tantas
veces desde el origen de la humanidad que ellas nos han dado, al respecto,
una certeza superior a la de cualquier otra ciencia, asf como una seguridad
de aplicacién tal, que nos permite, en presencia de un caso dado, resolver de
inmediato, sin vacilacion alguna, si esa aplicacién de la aritmética le es o no
posible.

Y por eso se ha dicho también que la Aritmética es la ciencia humana-
mente perfecta y que préicticamente nunca nos engaifia.

Por las causas apuntadas serfa vano, pues, definir las nociones bidsicas de
la aritmética. Debemos limitarnos a disquisiciones respecto de ellas.

Es lo que vamos a hacer en lo que sigue.

2. Las nociones de coleccion y de unidad. — Tomaremos un caso
concreto: En nuestra mesa de trabajo tenemos, entre otras cosas,
varios libros. Reunimos estos libros y los guardamos en una valija.

(*) «Desde la época remota en que la humanidad aprendié a contar, el
nimero (entero) fué uno de aquellos datos fundamentales con que nuestro
pensamiento obra ; dato tan claro a la inteligencia, que cualquier analisis que
se intente a su respecto s6lo consigue obscurecerlo». (P. BouTroux, Principes de
VAnalyse Mathématique. § 2).
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El contenido de ésta es ahora una coleccion, un agregado o conjunto
de libros. Cada libro es una unidad del conjunto. No importa que
dichos libros traten distintos temas, que unos sean léxicos, otros
geografias, etc.; para el caso sélo se tiene en cuenta la condicion
comnn a todos: de ser libros. Por eso se dice que las unidades de un
conjunto son, con respecto a él, equivalentes. Pero es necesario que
cada unidad conserve su individualidad, es decir, que sea distingui-
ble de cada una de las demis (*).

Una compania es un conjunto de soldados; una congregacion
un conjunto de sacerdotes; una arbolada, un conjunto de drboles. En
estos tres altimos conjuntos las unidades son, respectivamente, un
soldado, un sacerdote y un drbol, cualesquiera que sean los apelli-
dos de las personas componentes, o las especies de los arboles.

TN REBANO, MANADA 0 HATO, es un conjunto de animales de la misma especie
ya se trate, en particular, de una PIARA, 0 de una VACADA, O de una TORADA, 0 de
una RECUA, o de una MULETADA, 0 de una CARNERADA (O BORRREGADA), que son
todos rebafios especiales cuyas respectivas unidades son especialidades diversas
del animal unidad (cerdo, vaca o buey, toro, asno, mula, carnero, cordero o
horrego).

3. Unidades - conjuntos. Generalidad de la nocion de conjunto.
— Las unidades pueden, a su vez, ser colecciones. Asi, un RrEGI-
MIENTO es un conjunto de batallones; cada BATALLON un conjunto
de companias. En uno y otro caso las unidades son a su vez con-
juntos, ya que una coMpPANiA es un conjunto de soldados.

Se consideran también conjunto de unidades inmateriales, que existen
no en el espacio sino en el tiempo; es lo que sucede cuando se dice que una
SEMANA, Un MES, son conjuntos especiales de dias; que un SIGLO es un con-
junto especial de aiios. Y ecabrfa hacer més distingos al respecto.

4. La nociéon de orden. — En algunos conjuntos desempefia un
papel importante la nocién de orden. Asi, en un diccionario,.con-
siderado como un conjunto de palabras escritas, es el orden alfa-
bético.

En la frase: «La aritmética es la ciencia de los namerosy
— que es también un conjunto de palabras,—el orden, es aquel

(*) Por ejemplo, si en una jaula reunimos un lobo con un cordero, aquel
devorara a éste y existiendo asf una unidad del conjunto de los animales re-
unidos que pierde su individualidad, no resulta la aritmética aplicable al caso.
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en que estan ellas escritas, pues una alteracién de ese orden podria
cambiar el significado de la frase y aun anularlo.

En general, cuando se enuncian los objetos o unidades de una
coleccion, no hay necesidad de hacerlo siguiendo un determinado
orden; y lo mismo es, por ejemplo, decir un cuaderno, un libro y
un tintero; que: un Lbro, un ftintero y un cuaderno; o que un
tintero, un libro y un cuaderno, etc. En otros casos puede, sin ser
ello estrictamente indispensable, haber conveniencia en seguir un
orden. Si, v, gr.,, se quisiese enunciar un conjunto de nifios, podria
convenir hacerlo por orden de edad, o de estatura.

5. La serie natural de los niimeros enteros.— Una coleccién
de unidades puede destruirse retirando de ella —ya sea efectiva-
mente, ya con la mente —, una después de otra, y al acaso, todas las
unidades que la componen; e inversamente puede reconstruirse,
tomando, real o mentalmente, al acaso, una (*) de las unidades asi
separadas, luego otra, y asi siguiendo hasta juntarlas todas.

Haciendo esta operacion tendremos, al principio, ninguna uni-
dad, se dice cero unidad; luego una (**) unidad; luego una y una
unidades; luego wna y una y wne unidades, ete.

En vez de una y una, se dice dos; en vez de una y una y una,
se dice tres; luego se dice cuatro, cinco, seis, siete, ocho, nueve,
diez... Para no tener que crear indefinidamente nuevos nombres
—que, por otra parte, ninguna memoria, por feliz que fuese,
podria retener, aun limitdndose a las necesidades de la vida usual —
se ha ideado una manera de resolver esa dificultad. La expon-
dremos en el capitulo siguiente.

6. Los vocablos asi creados se llaman niimeros enteros y escri-
tos o considerados en el orden en que se les ha ido estableciendo,
o sea en este orden:

cero, uno, dos, tres, cuatro, cinco,. . .
constituyen lo que se llama la serie natural de los niimeros enteros,
que es evidentemente indefinida.

Limitada esta serie hasta un nfimero cualquiera se obtiene un
conjunto ordenado de palabras.

(*) Bl vocablo «una» es aqui, gramaticalmente, un articulo indeterminado
¥ no un adjetivo numeral.

(**) Aquif «una» es un adjetivo numeral cardinal.
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7. Comparaciéon de conjuntos. — Consideremos dos coleccio-
nes cualesquiera; tomemos, al acaso, una unidad de una de ellas,
v en la misma forma, una unidad de la otra. Juntemos estas dos
unidades asi separadas.

Repitamos luego esa misma operacién tomando una nueva
unidad, al acaso, del primer conjunto y otra del segundo, y junte-
mos esas dos unidades.

Asi, continuando puede suceder una de estas dos cosas: o se
agotan simultineamente las dos colecciones, o una se agota antes
que la otra.

En el primer caso, al retirar la Gltima unidad de la primera
coleccién, se retira también la dltima unidad de la segunda. Se
dice entonces que las dos colecciones son aritméticamente equiva-
lentes o numéricamente iguales.

En el segundo caso se dice que la coleccion que se agotd antes
que la otra es aritméticamente (o numéricamente) menor que ésta;
o, también, que la que no se agotd es aritméticamente (o numéri-
camente) mayor que la otra.

8. Cuando las colecciones son equivalentes puede establecerse
entre sus unidades componentes una correspondencia biuniforme,
de modo que, cuando se piensa en una unidad de una de las colec-
ciones, este pensamiento evoque el de oftra, bien determinada ¥y
Gnica de la segunda; y reciprocamente, que el pensamiento de esta
filtima unidad traiga a la mente el de la misma unidad previa-
‘mente pensada en la primera. Se dice entonces que las colecciones
son coordinables o que se corresponden mutua y perfectamente;
y un objeto de una de las colecciones se dice ser correspondiente
de aquel de la segunda cuyo pensamiento evoca.

En el ejemplo dado anteriormente, la correspondencia entre
las unidades de una y otra colecciones fué decidida por el azar,
pues a cada objeto de una coleccién correspondia. aquel de la otra
que salié por extraceién, al acaso, y con quien se juntd. Pero, a
veces, la correspondencia entre las unidades de dos colecciones,
aritméticamente equivalentes, puede establecerse de otro modo.

Consideremos, por ejemplo, todos los pares de zapatos exis-
tentes en una zapateria. Podemos hacer un conjunto con los zapa-
tos izquierdos y otro con los derechos.

Estos dos conjuntos son evidentemente equivalentes del punto
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de vista aritmético: se corresponden mutua y perfectamente de
manera que a un zapato derecho corresponda, en la otra coleccion,
el finico zapato izquierdo con el que aquel formaba par, y recipro-
camente. Fécilmente se comprueba que si dos colecciones son equi-
valentes a una tercera, son equivalentes entre si. El puente de paso
es dicha tercera coleceidn.

9. El acto de contar. Propiedad invariante del niimero entero.
— (onsideremos una coleccion de unidades cualquiera, y la colec-
cién de voeablog constituida por la serie natural de los niimeros
enteros, limitada convenientemente (n.° 5). «De buen grado cabe
imaginar —y las comprobaciones hechas en ciertas poblaciones pri-
mitivas parecen confirmar esa hipétesis — que, por un mecanismo
andlogo al expuesto en el pardgrafo anterior, los hombres, cuando
quisieron comparar dos colecciones, cayeron en. la operacion de
contar, es decir, de comparar las dos colecciones con una coleccion
tipo, 0 sea precisamente con esa coleccién ordenada de palabras
que constituye la serie natural de los nimeros enteros. Para contar
o enumerar se adscribe, o se hace corresponder mentalmente, a cada
unidad de la coleccién a contar, uno de los voeablos de la serie
natural en cuestion en el orden en que estin escritos, empezando
vor el ntimero wno; el dltimo nfimero pronunciado al agotar la
coleccion dada, se dice ser el niimero de unidades de la coleccidon.

Ese nimero es considerado como el resultado de la operacion
experimental de la enunciacion, porque constituye la informacion
completa de dicha operacion. Un resultado experimental permite
dispensarse de otras experiencias; las reglas de las cuatro opera-
ciones mnos dispensan de las operaciones de la enumeracién para
ciertos conjuntos que puede formarse a partir de conjuntos ya
enumerados.

Clon. motivo de esas reglas se comprueban hechos diversos enun-
ciados ordinariamente como proposiciones a demostrar, pero cuyas
pretendidas demostraciones no son en realidad otra cosa que veri-
ficaciones experimentales fundadas especialmente en esta compro-
bacién general que: El numero de unidades de un conjunto es
independiente del orden que se ha seguido al contarlas (*).

Esta Gltima proposicién es lo que se llama la «Propiedad inva-
riante del nimero entero».

(*) H. LEBESGUE. Sur la Mesure des Grandeurs. § 1 (1933).
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10. Relacién. Valor de una coleccion. — Conociendo el nimero
que afecta una coleccién y a su unidad, se conoce la coleceion.
Por eso se dice, a veces, que €l niimero define la relacién de la
coleccién respecto de su unidad.

T.a reunién del niimero que corresponde a una coleceitn y de
1a definiciéon de las unidades componentes, se llama el valor de
la coleccion.

11. Nfimeros cardinales y nimeros ordinales. — Como puede
observarse, el nfimero recién considerado responde a la pregunta
Fcuénto? o jcudntas veces? e

Se llama némero cardinal para diferenciarlo del ntimero ordi-
nal, el cual expresa el lugar que ocupa un objeto en una coleccion
ordenada. Tos ntimeros ordinales se enuncian asi: primero, segun-
do, tercero, cuarto, quinto, sexto, séptimo, octavo, noveno, décimo,
undécimo, duodécimo, décimotercero, ete.

Txiste una regla gramatical para continuar componiendo esos
nombres en base a los ntimeros cardinales correspondientes (véase
n.° 30, pag. 18).

Cuando se usa simplemente la palabra «niimero», sin otro cali-
ficativo, se entiende que es el niimero cardinal.

12. Observemos, para terminar, que la formacién de una co-
leccion por el agregado, uno a uno, de sus unidades componentes,
da lugar a una serie de colecciones parciales sucesivamente de
una, dos, tres,... unidades hasta obtener la coleccién considerada.
(Oada una de esas colecciones tiene una unidad mds que la anterior
v una unidad menos que la siguiente, empezando por aquella a
quien corresponde el ntimero wno. T.a serie de colecciones parcia-
les, asi encaradas, estd, pues, ordenada.

13. Conjuntos de conjuntos. Composicion y descomposicion de
conjuntos. — Se concibe sin dificultad que varios conjuntos de
mismas unidades puedan reunirse en uno {inico. Y analogamente,
un conjunto dado puede descomponerse en varios parciales de mis-
mas unidades.

Asf un conjunto de nifios, otro de mujeres y otro de hombres,
que tiene todos una unidad comin, la persona, pueden reunirse
en un mismo local, constituyendo asi un conjunto fnico de perso-
aas. Y viceversa, este tltimo puede descomponerse en un conjunto
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parcial de nifios, otro de mujeres y otro de hombres; o de cualquier
otra manera, juntando varias de sus unidades y considerando que
ellas forman un conjunto parcial; luego reuniendo varias de las
unidades restantes del conjunto inicial y considerando que éstas
constituyen un nuevo conjunto parcial; y asi siguiendo.

EJERCICIOS

1. Coordinar el conjunto casa, campo y ciudad con el conjunto hombre,
mujer y mnino.

2. Si dos colecciones son coordinables y a cada una de ellas se agrega
© quita una unidad, las nuevas colecciones siguen siendo coordinables.

Y viceversa.

3. Si una coleccién es coordinable con otra y parte de ella lo es con
parte de la otra, el complemento de la primera es coordinable con el comple-
mento de la segunda.

4. Si una colecciémw es parte comin de otras dos colecciones coordinables,
los complementos de estas tltimas son coordinables.



CAPITULO 11
SISTEMAS DE NUMERACION
1) DECIMAL

14. Objeto. — Los sistemas de numeracion tienen por objeto
designar los ntimeros cardinales enteros usuales, ya oralmente, ya
con signos especiales escritos llamados cifras. Con relativamente
pocas palabras cuyas composiciones indican, en lo posxble, el lugar
que el ndmero designado ccupa en la serie natural, y con apenas
unos pocos signos, se puede nombrar y representar en ]a escritura
cualquier ntimero.

Exponemos a continuazion el sistema decimal, de uso general.

15, Sistema decimal. _ Como indicamos en el n. 5, los 1111—
meros ntmeros [dejando de lado a cero cuya cifra (*) es 0],
designan asi:

uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis, siele, ocho, nueve,
a los que se hace corresponder las cifras:
o 2= sl e AR el Gins 7)1 8, s

Bstos constituyen los niimeros digitos (*¥*).

El ntimero que sigue, se designa oralmente diciendo diez.

Todos los sistemas de numeracién, para no ftener que crear
muchos nombres nuevos y no hacer uso de nuevas cifras en la
escritura, recurren a las nociones de unidades - conjuntos (n. 3)
v de conjuntos de conjuntos (n.° 13). El sistema que nos ocupa
lo hace a partir de diez y por eso se llama decimal.

Se dice también que diez es la base de este sistema.

16. Ley fundamental de agrupamiento. — Consideremos un
conjunto cualquiera de unidades; llamaremos a estas {iltimas : unida-

(*) Precisamente la palabra cifra viene del arabe céfer, nombre propio de
cero. ;
(**) Del latin digitus, que significa dedo, pues afectan colecciones que
pueden contarse con los dedos.
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des simples o de primer orden. Reunamos. estas unidades simples
en grupos de a diez. Llamaremos a cada uno de estos grupos wUni-
dades de segundo orden o decenas. Formemos asi, con las unidades
simples, tantas decenas como sea posible; quedara en general un
remanente de unidades simples que no aleanzan a diez, y entonces
la coleceion dada quedard reemplazada por una coleceitn de decenas.
vy una de unidades simples que no aleanza a una decena.

Operemos luego de idéntica manera con las decenas formando
con ellas tantos grupos de diez o unidades de tercer orden o
centenas como sea posible. La coleccion de las decenas queda, en-—
tonces, reemplazada por una de centenas y una de decenas que
no aleanzan a una centena.

De esta manera, la coleceién inicial queda reemplazada, por
una de centenas, una de decenas que no aleanzan a’ formar una
centena, y una de unidades simples que no aleanza a formar una
decena.

Operando después con las centenas, formaremos con ellas
tantos grupos de diez o unidades de cuarto orden o millares,
como sea posible, ete.

Y asi siguiendo, llegard, evidentemente, un momento en que
no se podrd continuar por no alcanzar a diez las wnidades - con-
juntos del orden mis elevado hasta ese momento alcanzado; y la
operacion del agrupamiento quedard terminada.

17. Resulta asi que cualquier coleccion de wunidades simples
puede ser substituida por una coleccion de colecciones de unida-
des de diversos drdenes a las que corresponden uno de los mimeros
digitos (0, 1, 2, 3, }, 5, 6, 7, 8, 9), todos los cuales pueden ser nulos
salvo el que afecta la coleccion de grado mds elevado, el cual es
por “lo menos igual a 1.

La forma como se ha hecho el agrupamiento pone en evidencia
que, conjuntos equivalentes, dan lugar a idéntico agrupamiento, y
que conjuntos desiguales, a desiguales agrupamientos.

18. Numeracién oral. — Los nombres de los nfimeros que siguen
a diez se establecen de la siguiente manera:

a) El conjunto no contiene unidades del orden superior al ter-
cero, es decir, es inferior a un millar.

Para designarlos se enuncian los digitos que afectan respecti-
vamente las centenas, decenas y unidades simples, seguidos: el

o
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primero de esos nombres, de la palabra cientos, y el segundo, del
sufijo enta acomodado eufénicamente, como se indica mas adelante.

Si uno de los digitos en cuestién es cero, no se le nombra, ni
tampoco se nombra la unidad correspondiente.

Si el digito de las centenas es 1 se dice simplemente cien o
ciento.

Excepcionalmente se usan nombres especiales como se indica
& continuacion:

diez;

diez y uno, se dice once;

diez y dos, se dice doce;

diez y tres, se dice trece;

diez y cuatro, se dice catorce;

diez y cinco, se dice quince;

diez y seis;

diez y siete;

diez y ocho;

diez y nueve;

dos enta, se dice veinte;

veinte y uno,

veinte y dos; ‘

veinte y nueve;

tres enta, se dice treinta;

treinta y uno;

treinta y nueve;
cuatro enta, se dice cuarenta;
cuarenta y uno;

cuarenta y nueve;
¢inco enta, se dice cincuenta;
cincuenta y uno;

cincuenta y nueve;
seis enta, se dice sesenta;
sesenta y uno;

sesenta y nueve;
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siete enta, se dice setenta;
setenta y uno;

setenta y nueve,
ocho enta, se dice ochenta;
ochenta y uno;

ochenta y nueve;
nueve enta, se dice noventa;
noventa y uno;

noventa y nueve;
cien;
ciento uno;

ciento noventa y nueve;
doscientos o docientos;
doscientos uno;

doscientos noventa y nueve;
trescientos o trecientos;
trescientos uno;

trescientos noventa y nueve;
cuatrocientos;
cuatrocientos uno;

cuatrocientos noventa y nueve;
¢inco cientos, se dice quinientos;
quinientos uno;

quinientos noventa y nueve;
seiscientos; A
seiscientos uno;

seiscientos noventa y nueve;
siete cientos, se dice setecientos;
setecientos noventa y nueve;
ochocientos;

11
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ochocientos noventa y nueve;
nuevecientos o novecientos;
novecientos noventa y nueve;
mil.

19. b) El conjunto es mayor que un millar.

Si una unidad de cuarto orden se llama un millar, nada impide
considerar esa unidad, mallar, como una nueva unidad simple, en-
tonces la unidad de quinto orden que sigue podrid llamarse una
decena de millar (unidad de 5.° orden) y la siguiente una cenfena

de mallar (unidad de 6.° orden).

De esta manera, para numerar una coleceién en base al mallar
siendo la coleccién inferior a mil millares (unidad de 7.° orden),
bastaran también {res digitos, uno que indique el ntimero de
centenas de millares, otvo el de decenas de millares y otro log
millares simples. y

De igual manera, si mil millares (unidad de 7.° orden), se
designa con el nombre de millén, la de octavo orden podra llamarse
decena de millon, y la de 9.° orden centena de millon, entonces.
una coleceién, por ejemplo, de cinco unidades de 9.° orden, unida
con otra de siete de 8.° orden y otra de 3 unidades de 7.° orden
podrd enunciarse diciendo gquinientos setenta y tres millones, etc.

Esta observacién permite dar facilmente nombres a los ntime-
ros después del millar.

Para ello se hace una nueva agrupacion de unidades en la
siguiente forma:

Las unidades de 1.%, 2.° y 3. orden, constituyen las unidades,
decenas y centenas de la primera clase considerada como una nue-
va unidad simple. .

Las unidades de 4.° 5.° y 6.° orden constituyen las unidades,
decenas y centenas de una uwidad de segunda clase o millar.

Las unidades de 7.9, 8.2 y 9.0 orden, constituyen las wnidades,
decenas y centenas de millén o wunidad de tercera clase.

Las unidades de 10.°, 11.° y 12.° orden, constituyen las unida-
des, decenas y centenas de billones o unidad de cuarta clase.

Y asi tendremos el trillon o unidad de quinta clase; el cuatri-
1l6n, unidad de sexta clase; el quintillon, ete.

Raras veces hay que ir mis alld.
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20. Segfin ésto, la regla para designar los nimeros que siguen
a mil, es la siguiente:

Se descompone la coleccion correspondiente en grupos de uni-
dades principales de las diversas clases (millares, millones, billones,
trillones, ete.), ¥ se enuncian los niimeros (que son inferiores a mil),
sucesivamente de cada una de esas unidades de diversas clases emvpe-
zando por las mds altas: y se hace seguir esas enunciaciones del nom-
bre de la unidad principal de la clase correspondiente, suprimiendo la
enunciacion del niimero y de la unidad relativos a una clase cualquie-
ra, si dicho nimero que la afecta es cero.

Supongamos, por ejemplo, que debemos numerar una coleccion
que tiene:

dos unidades de primer orden (unidades simples)
cineo » » 20 »  (decenas)
cuatro » 3.0 »  (centenas)
cero » » 4.0 » (millares=)
nueve » » 5. »

€ineo » » 6.0 »

cuatro » P WP »  (millones)
ocho » » 8° »

dos > %90 »

ocho » » 100 »  (billones)
una » - L »

ocho » R AL »

dos » =y g elae »  (trillones)
ocho » » 140 »

una » e ([ »

siete » » 16.° »  (cuatrillones)
dos » » 17.° »

Agrupadas por clases obtendremos:

cuatrocientas cincuenta y dos unidades deprimera clase

quinientas noventa » » segunda  » (miles)

doscientas ochenta y cuatro » » tercera  » (millones)
ochocientos diez y ocho oY » cuarta » (billones)
ciento ochenta y dos » » quinta » (trillones)

veinte y siete » » sexta » (cuatrillones)
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El ntimero se enumerari:

Veinte y siete cuatrillones, ciento ochenta y dos trillones, ocho-
cientos diez y ocho billones, doscientos ochenta y cuatro millones,
quinientos moventa mil cuatrocientos cincuenta y dqs.

21. Numeracion escrita. — Para representar en la escritura
todos los ntimeros que siguen a nueve utilizando exclusivamente
las ecifras K

O] <, Bk B8, - B B8,
se hace la siguiente convencién : iy

Cuando wvarias cifras estan escritas las wnas al lado de las
otras en fila horizontal, la primera cifra de la derecha ewpresard
simplemente el wimero que representaria escrita aisladamente: la
cifra que le sigue hacia la izquierda expresard tantas decenas como
unidades simples expresaria si estuviese escrita aisladamente; de
tgual manera, la que le sigue hacia la izquierda expresard tantas
centenas como unidades simples expresaria escrita atsladamente,
y asi siguiendo.

Finaimenfe, el conjunto de todas las cifras— (conjunto que
llamaremos guarismo) — expresa el conjunto total de todos los con-
Juntos (n.° 13, pag. 6 y n.° 17, pig. 9) que cada cifra expresa sepa-
radamente de acuerdo con lo recién convenido.

Ejemplo, la agrupacién de cifras, o sea, el guarismo

37.415.926
significa un conjunto de 6 unidades simples, 2 decenas, 9 cente-
nas, 5 millares, 1 decena de millar, 4 centenas de millar, 7 millones
v 3 decenas de millones.:

22. Segin esta convencion, el simbolo 10 indica diez; el sim-
bolo 100, cien; 1000, mil; 10000, diez mil; 100000, cien mal;
1000000, wn millon; 10000000, diez millones : 100000000, cien mi-
llones : 1000000000, un billén, ete.

23. Y de esta misma convencién resulta también que: para
representar con cifras el niimero relativo a una coleceién cualquiera,
es decir, para hallar su guarismo correspondiente, se transforma
la coleccion en grupos de unidades de los diversos érdenes y se
escribe de izquierda a derecha, empezando por los del orden méas
elevado, las cifras que corresponden a los grupos de las unidades
de los distintos érdenes.
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Hay que tener cuidado de hacer corresponder la cifra 0 a
un grupo de unidades de determinado- orden que faltase.

Por ejemplo, el nfimero frescientos moventa millones cuatro-
cientos wveinte y siete mil doscientes calorce, tiene el siguiente
guarismo :

390427214.

24. Como de una manera ftnica puede una coleceién ser
transformada en una agrupaciéon de unidades de los diversos drde-
nes del sistema decimal, resulta que, a una coleccién dada, le
corresponde un finico guarismo (n.° 17); y viceversa.

25. Enunciar un ntmero representado con cifras.-—a) Si el
guarismo no tiene més de tres cifras, se enuncian esas cifras una
después de la otra, sucesivamente de izquierda a derecha, haciendo,
para las dos primeras cifras, seguir al nombre de cada una, el de
las unidades del orden que representa o sea: cien o ctenfos para
la tercera cifra de la izquierda (3.er orden), y enta para la segunda
cifra (2.2 orden), teniendo en cuenta las excepciones y eufonias.
(Véanse los términos en el n. 18).

Asi, 8 se lee ocho; 49 se lee cuarenta y nueve; 203 se lee
doscientos tres. ‘

26. b) Si el guarismo tiene mis de tres cifras, se separa las
cifras componentes en secciones, de tres en tres, empezando por
la derecha, de modo que la primera seccion de la izquierda puede
tener una, dos o tres cifras.

Empezando luego por la izquierda, se enuncia sucesivamente
y de acuerdo con el caso precedente los ntimeros, inferiores a mil,
constituidos por las diversas secciones, haciendo seguir cada una
de ellas del nombre de los unidades principales de la clase que
representa. No se enuncia el niimero, ni el nombre de las unidades
principales de una clase, si su lugar estd marcado por una seceibn
de tres ceros.

Por ejemplo, para leer el nfimero cuyo guarismo es:

27182818284590452
haremos la siguiente distribucién mental:
cuatrillones trillones billones millones miles
1. 182. 818. 284. 590. 452
que se leerd, como se ha dicho en la pag. 14:
Veinte y siete cuatrillones, ciento ochenta y dos trillones, ocho-
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cientos diez y ocho billones, doscientos ochenla y cuatro millones,
quinientos noventa mil, cuatrocientos cincuenta y dos.

El guarismo:

1.001.001

se leerd: un millon, mil uno.

Fn la escritura, para facilitar la lectura, se acostumbra dejar
un pequefio intervalo o un punto entre las secciones, como hemos
Thecho en los dos ejemplos recién dados.

97, Resumen. — De lo expuesto mas arriba se desprende:

a) Que toda cifra colocada a la izquierda de otra representa
una unidad de un orden inmediatamente superior a ésta. Asi, en
182, 8 representa decenas; 1, centenas.

b) Que toda cifra que acompafia a otras, en la forma indi-
cada, tiene un significado diferente del que tiene cuando estd aisla-
da. El significado que tiene cunando estd aislada se llama su valor
absoluto, mientras que el otro se llama su valor relativo. Asi, en
284, el 8 representa ocho decenas o sea ochenta unidades simples,
mientras que, aisladamente escrito, expresa ocho unidades simples.

¢) Si se agrega un cero a la izquierda de una cifra, el valor
relativo de esa cifra pasa a un orden inmediatamente superior.
Asi, sea el guarismo 45 cifra que, refiriéndose a una coleceidn, indi-
ca que Osta tiene 45 unidades simples, mientras que 450, en las
mismas condiciones, indica 45 decenas.

d) Cero agregado a la izquierda de una cifra no modifica el
significado de ésta. Asi, 8, 6 03 tienen el significado: tres.

e) La cifra cero, cualquiera que sea su lugar en un guarismo,
representa siempre cero. Las otras cifras, que representan nhme-
ros distintos segfin el lugar que ocupan en el guarismo, se llaman
cifras significativas; de modo que un niimero escrito con cifras
puede considerarse como afectando al conjunto de los conjuntos
(n.° 18, pig. 6), expresados por los valores relativos de cada una
de sus cifras significativas.

Asf, el guarismo 31416 puede considerarse como expresando
€l conjunto de los conjuntos de tres decenas de millares, de un
millar, de cuatro centenas, de una decena y de seis unidades simples.:

f) Para conocer si el conjunto que, contado, estd expresado
con un determinado guarismo, es mayor (n.° 7, pag. 4) que otro
expresado en la misma forma, se cuentan las cifras de cada uno
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de esos guarismos; el que tiene mis ecifras es, desde luego, el que
expresa el conjunto mayor; si tienen igual namero de cifras, basta
comparar una a una la cifra de la izquierda de cada expresién;
la cifra que tiene un rango mis avanzado en la serie 0, 1, 2, 3,
4, 5,6, 7, 8, 9, se refiere, evidentemente, a un conjunto mayor.
Si fueran iguales esas cifras de la izquierda, se pasaria a compa-
rar las que le siguen hacia la derecha, etc.

28. Sistema de numeracién llamado «largo». — Kl sistema de
numeracién decimal que se ha expuesto se llama, a veces, «corto»
para distinguirlo de una variante, usada especialmente por los
sajones, y que se llama «largo». En este tiltimo, después del millon,
las unidades de orden superior siguen de la siguiente manera:
millon (unidad de orden 7.°); decena de millon (orden 8.°); cen-
tena de millon (orden 9.°); millar de millén (orden 10.°); centena
de millon (orden 11.°) ; millar de millén (orden 12.°); billén (orden
13.°); decena de billon (orden 14); ...; millar de billén (orden
16.9); ...; centena de millar de billén (orden 18.°); ...; trillém
(orden 20.°); ...; centena de millar de trillén (orden 24.°); cua-
trillon (orden 25.°); ...

Existe, por consiguiente, una periodicidad constituida por un
grupo de seis unidades que se repiten empezando por las de primer
orden hasta la centena de millar que es de sexto orden.

Esto equivale a decir que se refinen las clases del otro sistema,
de dos en dos, para constituir las secciones. El conjunto de las dos
primeras clases constituye la seccidn de las unidades simples; el
conjunto de la tercera y cuarta clase, la seccién de los millones;
el conjunto de las dos siguientes clases, la seccién de los billones,
y asi siguiendo, la seccion de los trillones, etc.

El ntimero correspondiente a un guarismo se lee, como hemos
visto, enunciando sucesivamente los nfimeros inferiores a un mi-
116n, correspondientes a los grupos de unidades de las distintas sec-
ciones, empezando por la més elevada y haciendo seguir a ese niimero
€l nombre de la unidad principal, saltando las constituidas por
ceros, si los hay.

Por eso es que, en la escritura con cifras, conviene separar
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las cifras en grupos de a seis a partir de la derecha. Por ej.: el
ntimero
167043267847654312

que, en el sistema corto, se enunciaria de la siguiente manera:

cuatrillones trillones billones millones miles

167. 043. 267. 84T 654. 312

ciento sesenta y siele CUATRILLONES, cuarenta y tres TRILLONES, dos-
cientos sesenta y siete BILLONES, ochocientos cuarenta y stete MI-
LLONES, seiscientos cincuenta y cuatro i, trescientos doce; y en el
sistema largo se expresaria asi:

billones millones

167043 .267847.654312

ciento sesenta y siete mil cumrenta y lres BILLONES, doscientos se-
senta y siete mil ochocientos cuarenta y siefe MILLONES, seiscientos
cincuenta y cuatro mil trescientos doce.

Asi pues que un billon del sistema «largo» equivale a un millén
de millones o sea a un trillén del sistema «corto».

Tl sistema corto parece preferible y es mis usado. De todas
maneras, como pocas veces hay que usar conjuntos de més de un
millén de unidades simples y siendo asi que, hasta ese limite, los
dos sistemas son equivalentes, resulta que no se nota en la . prac-
tica dificultades al respecto.

29. Fn Francia, durante los siglos XI ¥y XI1I se llamaba también wun
billon a un millon de millones. En el transcurso del siglo XVIII ese vocablo
billon se cambié en milliardo, palabra creada a mediados del siglo XVI para
designar mil millones.

30. Namero ordinal. —Para expresar los doce primeros niime-
ros ordinales se dice, seglin vimos: 3

primero o primo, segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto, sép-
timo, octavo, noveno, décimo, undécimo, duodécimo.

Se dice después:

décimotercero, décimocuarto, décimoquinto, ..., décimonove-
no, vigésimo, vigésimo primero, ..., vigésimo noveno, trigésimo,
trigésimo primero, ..., trigésimo noveno, cuadragésimo, ..., quin-
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cuagésimo, ..., sexagésimo, ..., septuagésimo, ..., octogésimo,
..., nonagésimo, ..., nonagésimo noveno, centésimo, centésimo
primero, ..., centésimo undésimo, ..., ducentésimo, ..., tricentési-
mo, ..., cuadringentésimo, . .., quigentésimo, ..., seiscentésimo, ...,
septingentésimo, ..., octingentésimo, ..., nonigentésimo, ..., mi-
lésimo, - .., millonésimo,

. BJERCICIOS

5. Expresar verbalmente los nimeros:

99, 909, 191, 919.

111, 1101, 1011, 1111, 10111, 11011, 11110.
3164, 6314, 1346, 4163.

1000001, 1001001, 111001, 1000010, *1010101.
11111111, 10000001, 111000001, 101010101.
46000530004, 9900009990090.
28426540000680050243762996.

En el sistema corto y en el largo.

6. Hallar los guarismos de:

Veinte y cinco millones, sesenta mil cuatro unidades.

Cinco trillones trescientos millones setecientos mil cuatro unidades,

Sesenta y tres Dillones setecientos cuarenta mil cuatrocientos seis millones
doscientos un mil treinta y cinco unidades (expresadas en el sistema ‘“largo’).

7. Cudles son los mayores y menores nimeros cuyos guarismos tienen
cinco cifras.

8. Un nimero tiene 18 cifras, cudl es el orden de sus unidades més altas,
en el sistema corto y en el largo.

9. Cudntas cifras tiene un nfimero cuyas mas altas unidades son dece-
nas de trillones en el sistema largo.

10. Qué cambio experimenta un ndmero cuando se introducen uno o va-
rios ceros entre sus cifras, Analizar diversos casos.

11. Cuéntos caracteres de imprenta son necesarios para numerar todas
las pdginas de un libro que tiene 1625, suponiendo que se utiliza cada cardcter
s6lo una vez.

12, Cuantas paginas tiene un diccionario cuya compaginacién ha nece-
sitado el empleo de 10.681 caracteres.

2) SISTEMA DE NUMERACION ROMANA

31. Su uso. Simbolos que emplea. — Esta numeracion se em-
plea especialmente para las inscripciones funerarias, arquitecténi-
cas y artisticas en general; para consignar fechas memorables, para
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designar los capitulos de un libro, los personajes de una dinastia
o lista de soberanos, etc.

Utiliza como simbolos las siete maytsculas M, D, C, L, X,
V, I, que corresponden a los nfimeros mil, quinientos, cien, cin-
cuenta, diez, cinco y uno, respectivamente, de la numeracion decimal.

Para los ntimeros restantes se procede asi:

1.c Se conviene, desde luego, que la repeticién de una mayis-
cula significa juntar las colecciones que ellas numeran, pero las
maytsculas V, L y D no se repiten, y de las restantes, salvo la
M, tampoco se acostumbra repetirlas mis de tres veces. Segfin
esto, se tiene que:

1T corresponde a 2 XX corresponde a 20
IIT » » 3 REXLX: » » 30
ce » » 200 MM » » 2000
ccC » » 300 MMM » » 3000

. MMMM » » 4000

9.0 Se conviene también en que cualquiera de las maytsculas
utilizadas en esta numeracién, colocada delante de otra que corres-
ponde a un menor niimero de unidades, importa reunir las unida-
des de los dos conjuntos que separadamente numerarian. Asi:

MD corresponde a 1500
MDC » » 1600
MDCC » » 1700
MDCCC » » 1800
MDCCCL » » 1850
MDCCCLX » » 1860
MDCCCLXX » » 1870
MDCOCCLXXX » » 1880
MDCCCLXXXV : » » 1885
MDCCCLXXXVI » » 1886
MDCCCLXXXVII » » 1887
MDCCOCLXXXVIII > » 1888

MMMDCCCLXXXVIIT » » 3888

3.0 Se conviene igualmente que cualquiera de las referidas ma-
yhsculas colocada delante de ofra que corresponde a un mayor
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ntmero de unidades importe retirar del conjunto, que esta tltima
mayiiscula numera, tantas unidades como numera la primera. Asi:

IV corresponde a 4 (*) [V (cinco) menos I (uno)]

IX » » 9 [X (diez) menos I (uno)]

XL » » 40 [L (cincuenta) menos X (diez)]
XC » » 90 [C (cien) menos X (diez)]

CD » » 400 [D (quinientos) menos C (eien) ]
CM » » 900 [M (mil) menos C (cien)]

4° Una raya horizontal colocada encima de una mayfiscula,
o de un grupo de mayfsculas, representa el nfimero de unidades
de mil conjuntos, como el que esa mayfscula o ese grupo de ma-
yuaseulas numeran aisladamente. Asi:

I significa igual que M
Ak » » » MM
V. » » » MMMMM
X » 10 000
T » 50 000
ai » 1 000 000 000
X » 10 000 000 000
(¥ » 100 000 000 000

32. Otra manera de expresar 500 y 1000. En vez de la mayiscula D, se usa
a veces el simbolo ID. Mil se indica también, en vez de M, con CID. Cada D
escrita a la derecha de 1) significa diez veces mds unidades. Asi:
1D significa 500
100 » 5.000
000 > 50.000

Cada O puesta a la derecha de CID juntamente con una C puesta delan-
te, significa diez veces mds unidades. Asi :
L
CCID0. significa 10000
CCCIDDD 2 100000
CCeeINNNO % 1000000
De modo que mil puede, en este sistema romano, representarse tanto por
M, como por CID; como por I.

(*) En los cuadrantes de los relojes, 4 es frecuentemente indicado por
IIII, ¥y no por 1IV; pero, en general, se utiliza la representacién que exige
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2.000 puede representarse, ya con MM o con CIDCID OEOBﬁ-
5.000 puede expresarse con MMMMM o con IDD o con V.
10.000 puede igualmente escribirse CCIDD © T‘i

50.000 puede expresarse con IDDD o con L.

33. En la compaginacién de los prefacios de los libros, y a
veces en la designacién de las fechas, se utilizan mintsculas en
vez de maytsculas. En este sistema, si un niimero debe terminar
en i se cambia ésta en j. Asi se escribe cij por 102; memxxxvij
por 1937.

EJERCICIOS

Escribir en cifras ordinarias (arabigas), It;s siguientes ntmeros escritos
con caracteres romanos :
13. CDXCIX, DCCXXI, CDXXIX,
XMCCLXXXVI, XMMMDCXCIYV,
LIXCDLII, XCIXCDXIX,
MDLXVIIDCCCXL, MMMCDLXXVIDXXI,
14. mxmiij, mdeeix.

15. Hscribir con caracteres romanos los siguientes gaurismos :

3050, 3149, 2139, 3273, 2768,
67241, 40069, 98762, 45798, 99999,
560749, 3651109, 499904.



CAPITULO III X
LAS OPERACIONES EUNDAMENTALES
1.—TLa AbpiordN.

34. Definiciones. — En lo que llevamos expuesto hemos tenido
ocasion, especialmente en el n.° 13 (péig. 6), de hablar de la reunién
de varias colecciones de unidades equivalentes, en una tnica. Esta
operacion se llama adicién; la coleccién resultante se dice ser la suma
de las colecciones parciales reunidas, las cuales se llaman los suman-
dos de la suma. Se dice también que las colecciones se han adicio-
nado o sumado.

Todo lo anterior supone, desde luego, que la operacion es, prac-
tica o tedricamente, realizable.

35. Por lo deméas se sobreentiende también que cada una de
las unidades de las colecciones sumadas conserva su individualida-
des en la suma (*).

36. De la definicion misma se deduce que la coleceién, suma
de otras, tiene més unidades que cada una de las colecciones su-
mandos; y, por consiguiente, que cada una de las colecciones
parciales es aritméticamente menor, o sea, tiene menos unidades
que la coleccién suma.

37. Signos y convenciones. — De lo expuesto en el n.° 5 (pdg. 3),
se desprende que una coleceion cualquiera puede considerarse como
la suma de sus unidades componentes. Los conjuntos parciales de
una, dos, tres,... unidades que asi viene obteniéndose hasta cons-
tituir la coleccién dada, son tales que cada una es mayor que la
precedente y menor que la siguiente.

38. Se conviene para abreviar el lenguaje, suprimir la expre-
sion de la unidad y escribir convencionalmente:

IKTCE << 2 <L

(*) Por ejemplo, si se reuniera en una jaula comfn los pajaros encerra-
dos en varias jaulas, podrfa suceder que algunos devorasen a otros.
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Bl signo < se lee «menor que.
O también se escribe: ... > 5>4>3>2>12>0.

El signo > se lee «mayor que».

Sea una coleccién de tres unidades y otra de cinco, adicio-
néndole obtenemos una coleccién suma que tiene ocho unidades.

Prescindiendo, como se ha dicho, de la expresién de las uni-
dades, escribiremos convencionalmente:

3+5=8.

El signo + se lee «més», el signo-= se lee «igual» y el total
de lo escrito se llama una «igualdad».

La parte de la igualdad a la izquierda del signo = se llama
el primer miembro de la ignaldad; la que estd a la derecha, el
segundo miembro de la igualdad.

39. Para expresar correctamente, en palabras, la igualdad ante-
rior, habria que decir como més arriba: tres unidades sumadas comn
otras cinco dan ocho unidades, suponiendo que todas las unidades
sean equivalentes.

Para no hablar tanto se dice simplemente que

tres mas cinco igual ocho

pero no debe olvidarse que esa ewpresion es incorrecta y que solo
se emplea en aras a la abreviacién del lenguaje y sobreentendién-

dose siempre la palabra unidad después de la expresion de cada

nfimero; recuérdese, en efecto, que por la definicion dada en el
n.° 5, los nfimeros son, para nosotros, simplemente vocablos espe-
ciales pertenecientes a una serie ordenada.

La adicién —y lo mismo la substraccién que estudiaremos
luego —, supone la reunién o la descomposicién de conjuntos de
unidades equivalentes; por eso no €s necesario referirse a estas
mencionandolas a cada rato. Por eso, también, la especulacién
versa exclusivamente sobre el acto de contar y sobre el niimero
entero, lo que permite, entonces, usar el lenguaje conveneional,
aunque impropio, que hemos indicado.

40. Propiedades de la adicién. —a) De la propiedad invariante
del ntimero entero (n.° 9, pag. 5), resulta inmediatamente que el
nfimero que afecta la suma de varias colecciones es iinico, lo que
se expresa diciendo que la adicién es una operacién wumiforme o
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univoca. Esto equivale a decir que un #nico nimero puede ser la
suma de warios otros dados. O también que: si a dos mimeros
iguales se les suma un mismo nimero, los resultados son iguales.

b) Esta misma propiedad invariante nos dice igualmente que
la suma de varios conjuntos es siempre la misma, cualquiera sea
el orden seguido para juntar los sumandos. Esta propiedad se
expresa diciendo que la adicién es una operacién conmutativa.

Observemos, con tal motivo, que una coleccién puede consi-
derarse como la suma de los grupos que es posible formar con sus
unidades simples, siempre que sean tomadas todas ellas, sin excep-
@ién ni repeticién, y cualquiera que sea el orden seguido para
juntar los grupos en cuestion.

¢) Ademis, y siempre por la misma causa, para sumar varios
conjuntos, se puede, o reunirlos simultineamente, o reunir primero
dos de ellos, luego reunir el conjunto asi obtenido com otro de los
conjuntos restantes, y el conjunto parcial asi obtenido juntarlo
con otro, etc., y eso en cualquier orden y forma.

Sea, por ejemplo, sumar conjuntos de 2, 3, 6 unidades, respec-
tivamente. Para efectuar esa operacién puede reunirse primero los
conjuntos de 2 y 3 unidades, con lo que se obtiene uno de 5 uni-
dades, el cual puede, luego, juntarse con el de 6 unidades. O bien
puede juntarse con el conjunto de 2 unidades, el conjunto consti-
tuido por la suma parcial de los de 3 y 6 unidades, ete.

Fsto se expresa diciendo que

2+4)+6=2+(4+6)=2+4+6.

El signo (...) se llama paréntesis; significa que, ante todo, debe
efectuarse la o las operaciones encerradas por dichos paréntesis.

Puede extenderse esa propiedad de la adicién, que se llama
asociativa, al caso que se tuviese mds sumandos; y se tiene asi,
simbdélicamente

[[@+8) +6]+8+T=[2+E+6)]+ B+
=Q24+4+6)+@B+D= ... =24+44+6+8+4+T.

Los signos [..] y }..{se llaman listones y corchetes, respectiva-
mente, y expresan que, después de realizar las operaciones indizadas
dentro de los paréntesis, deben efectuarse las indicaciones dentre
de los listones, primero, y las de los corchetes después; y entonces la
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igualdades recién escritas significan que si deben adicionarse
colecciones de 2, 4, 6, 8 y 7 unidades respectivamente, el mismo resul-
tado daria sumar primeramente las de 2 y 4 unidades y, hecho ésto,
juntar a la coleccién asi obtenida, la de 6, y luego a la coleceion
asi obtenida, la de 8, o bien sumar primero las de 4 y 6, luego las
de 8 y 7, y luego juntar la de 2 con las dos nuevas colecciones obte-
nidas; o también que juntar primero las colecciones de 2, 4 y 6
unidades, y luego juntar las de 8 y 7 y luego juntar las dos colec-
ciones parciales asi obtenidas; o que seguir cualquiera otro orden.
Cuando se tiene una expresién como la anterior

e S U e

relativa a la suma de varias conjuntos, cada una de las expresiones
numéricas relativas a los sumandos, o sea, aqui, los ntimeros 2, 4,
6, 8, 7, se llaman los términos de la suma.

d) Se desprende también que si una coleceion tiene mis unida-
des que otra, la primera puede considerarse como la suma de dos
colecciones; una de las cuales es la segunda (la de menos unidades),
y de otra unica. . :

41. Prescindiendo dé las unidades, con el lenguaje abreviado
condicional indicado mis arriba (n.° 89), diremos: dado un nimero
mayor que otro sélo ewiste un nimero que, sumado con el menor,
da el mayor. ’

42. Por consiguiente, el finico niimero que sumado con otro no
lo altera, es el milmero cero. Se dice que cero es el modulo de la
adicién. Y también resulta que sélo puede ser nula la suma de dos
0 mis niimeros si éstos lo son todos simultineamente. Y asi tam-
bién podemos escribir las igualdades siguientes en las que a designa
un namero entero cualquiera:

o+a=a+o ; 04+0=0.

43. Fl uso de una letra alfabética para indicar un nimero cuul-
quiera se hace para poder generalizar, pues, entonces, se entiende
que puede substituirse la letra a por cualquier nfimero escrifo en
el sistema de numeracién adoptado.

El signo = significa que la igualdad que resultaria si‘se le
substituyese por el signo =, se verificard cualquiera que sea el
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valor que se dé a la letra (o letras), que figuran en ella. La igualdad
se llama entonces una identidad y el signo = se llama de identidad.
a+b=>5 no es una identidad porque mno se puede dar a a y b
cualquier valor.

Puede dejarse constancia de que si a dos ntimeros iguales se
les agrega un mismo nfimero, los resultados son iguales.

Es por otra parte una consecuencia de que existe un solo ni-
mero que pueda ser la suma de varios dados.

44, Desigualdades. — Si se tienen tres colecciones tales que la
segunda sea mayor que la primera y la tercera mayor que la segunda,
resulta de inmediato que la tercera es, con mdas razén, mayor que
la’ primera.

Simbélicamente se escribe
8§>4 12>8 .. 12> 4
El signo .. se lee «luego» o «por tanto».

En general si
b>a y e>b resulta ¢ > a.

Si los sumandos de una suma son respectivamente mayores
que las de otra, es obvio que la primera suma es mayor que la segunda.

Por ejemplo, si 8, 7, 5 representan los niimeros de unidades
de una suma y 6, 4, 3 los de otra, claro estd que

B8R0+ 5 > 64t

Pueden escribirse, en vez de esta desigualdad, las siguientes
igualdades:
8+7T+5=(6+2)+@+3)+(8+2)
=6+2+4+34+3+2
=(64+4+3)+@2+3+92).

De modo que, para obtener la suma (8 + 7+ 5) hay que adicionar
(2+34+2) ala otra suma (6 +4 + 3).

Naturalmernte que el resultado serfa el mismo si algunos de los
sumandos de la primera suma fueran iguales a algunos de la segunda,
con tal de que, de los restantes, ninguno fuera menor y hubiera
por lo menos uno mayor.

45. Un caso particular se enuncia asi (con el lenguaje conven-
cional referido en el n.° 39):
Adicionando a un mismo mimero, dos miimeros diferentes, las
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sumas son también diferentes; la mayor corresponde al mayor -
mero sumado.

Puede también dejarse constancia de que: Si a dos nameros
desiguales dispuestos en cierto orden de valor, se les agrega, respec-
tivamente, dos niimeros desiguales dispuestos en el mismo orden
de valor que aquéllos, los resultados son desiguales y dispuestos siem-
pre en el mismo orden de valor.

Asi, si

I G RN .
se tiene 3+T7<5+8,
pues 34+2=5
T+1=8
3+24+T741=5+8
B+D+@24+1) =548 (n.° 40)
3+7<54+8 (n.> 36)

46. Practica de la adicién en el sistema de numeracién decimal.
— Insistiremos una vez mis en observar que, para abreviar el len-
guaje, hablaremos a menudo de sumar nimeros a pesar de ser ello
enteramente incorrecto. Que cuando asi diremos, debe entenderse
que deben sumarse las colecciones que tienen esos niimeros de uni-
dades. Igualmente cuando se use la frase sumar cifras o su-
mar un nimero con una cifra o con un guarismo (n.° 21, pag. 14), se
entiende sumar, de acuerdo con la anterior convenecion, los ntimeros
que esas cifras representan o los ntimeros con los que las cifras o los
guarismos representan.

Esto sentado de una vez por todas, vamos a considerar la pric-
tica de la adicién en el sistema decimal.

a) Suma de un digito con un guarismo terminado en cero.

Sea, por ejemplo, sumar cinco con 320 6 320 con 5. Basta re-
emplazar el 0 del guarismo por la cifra 5. Se obtiene 325; y efec-
tivamente, de acuerdo con lo establecido en el n.° 27 b) péag. 16, se
tiene que

325 =320+ 5

Inatil repetir que la suma de un ntmero con 0 no lo altera.

b) Suma de varios guarismos terminados en ceros.

Sea, v. gr., sumar 240 con 5400, con 620 y con T0.

Expresando los conjuntos correspondientes con la unidad decena,
la operacién consiste, en definitiva, en sumar
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94 decenas con 540 decenas, con 62 decenas y con T decenas.

Ta suma buscada es (24 + 540 + 62 4+ 7) decenas, de modo que
para expresarla en unidades simples, bastard, segilin las conversacio-
nes hechas, agregar a la cifra que da la suma de las decenas en
cuestién, un cero a la derecha. Resulta asi que para resolver el pro-
blema propuesto puede suprimirse el cero con que terminan to-
dos los guarismos sumandos, y una vez efectuada la suma sin ese
cero, agregarlo a la derecha del guarismo obtenido.

¢) Suma de dos digitos. !
Sea, por ejemplo, sumar dos colecciones, una de 4 unidades y
otra de tres unidades.

Se puede decir
4+3=44+14+1+1
44-1=86: B41=6:  6F+1=7

Algunas personas hacen esta suma utilizando los dedos: levan-
tan tantos dedos como indica el segundo sumando, en este caso tres
dedos, y cuentan con los dedos asi levantados a partir del niimero
que sigue al que corresponde al primer sumando. En este ejemplo
dira cinco, seis, siete.

Es preferible retener en la memoria los resultados de la suma de

_dos digitos. :

47. Estos resultados estdn escritos en un cuadro que se llama
tabla de adicién, la cual se construye de la siguiente manera:

0 il 2 3 4 5 6 i 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9. 10
2 3 4 5 6 T 8 L (o) b |
3 4 5 6 T 9 = 10 A e 515
4 5 6 7 8 R RS b B 1 R
5 6 7 8 9.~ 0 AT 18 il
6 T 8 9., 510 TS S 19 SE B Tk i B
1 8 Ce SRR ) f (o et S 0 o A P b s T Lo
8 (oI £t (ML T S S U D (R
(eI [ AR b R e W e i 5 ol i € e

En una primera linea horizontal o fila se escriben, empezando
por 0, los digitos en el orden natural. Debajo de cada uno de esos
niimeros es escriben los mismos digitos empezando por 1 y terminan-
do ahora con 10. Debajo de los anteriores se escribe otra fila empe-
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zando por 2 y terminando por 11; y asi siguiendo, hasta una décima
fila que empieza por 9 y termina por 18.

Un ntimero cualquiera de una fila resulta igual al ‘que tiene
encima, agregado con 1.

Si con esta tabla quiere hallarse la suma, por ejemplo, de 7 con
8, se busca en la linea horizontal que empieza por 7, el ndmero que
resulta situado en la columna vertizal encabezada con 8; se ve que
es 15. Y asi debe ser, ya que por la observacién recién hecha, ese
nfimero resulta de agregar a 8, siete veces 1 (tantas veces como filas
tiene debajo, y ese ntimero de filas estd indicado por el niimero
con que empieza cada fila (¥).

d) Sumar dos niimeros cualesquiera. .

Sea, como ejemplo, sumar los ntimeros correspondiente a los
guarismos

357, 2325, 8979, 323.

Puede reducirse la cuestién a los casos anteriores descompo-
niendo (n.° 18, pig. 6), cada uno de los sumandos en base a decenas y
unidades simples asi:

357 =350+ 17
9395 = 2320 + 5 (1)
8979 = 8970 + 9

323 = 320 + 3.

La suma de los digitos 7+ 5-+9+ 3 se hace como acabamos
de indicarlo, mentalmente, diciendo:

siete més cinco, son doce;

doce mis nueve, son wveinte y uno;

veinte y uno mas tres, son veinte y cuatro.

Como 24 = 20 +4, la suma buscada resulta ser la de

(350 + 2320 + 8970 + 320 + 20) + 4.

N »(*) Tgmbién puede usarse un par de reglitas: una fija F (fig. 1) que lleve
divisiones .1g.u§lles numeradas de izquierda a derecha de 1 a 18, y otra mévil M
llevando divisiones iguales a las de la otra y numeradas de 1 a 9. Para sumar

M L9 3 [va i5 |8 |7 8|9
F 1]2|3la|5 6 |7 | 8|9 [to]rt]12]i3]ia ls’lsll7lla1
Fig. 1

5 con 8, se disponen las reglas como indica la figura (el 1 de la regla M encima
del 6 de la I, y debajo del 8 de M, figura la suma 13 buscada. Esta maniobra
y el resultado se entienden y explican sin mayores dificultades.
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La parte entre paréntesis estd en el caso b) y una vez efec-
tuada, como terminard en cero, nos hallaremos en el caso a) y se
advierte sin dificultad que la suma buscada tendrd
(35 4+ 232 + 897 + 32 + 2) decenas y 4 unidades simples.

Pero
35+232+897T+32+2=
(30+230—I-890—|—30)+(5+2+7+2+2):
(30 + 230 + 890 + 30) +18 =
(30 + 230 + 890 + 30 4 10) 4 8

lo que significa que la suma buscada se compone de
[(30 + 230 + 890 + 30 + 10) + 8] decenas
y de 4 unidades simples, es decir, de

(3423489 + 3 4+ 1) centenas,
8 decenas,
4 unidades simples.

Pero
34+234+89+34+1=(204+80)+@B+3+9+3+1)
= 100+ 19
= (100 4+ 10) + 9
= 110 + 9.

De modo que la suma buscada tiene 11 millares

-9 centenas
8 decenas
4 unidades simples.

Es, por consiguiente,
11984

Estas explicaciones justifican la siguiente:

48. Regla practica. — Para hallar la expresion numérica de la su-
ma de varios conjuntos, se escriben las expresiones numéricas (es
decir, los guarismos), de cada uno de los sumandos, las unas debajo
de las otras de tal manera que las cifras que correspondan a unida-
des del mismo orden se encuentren en una misma columma vertical.
Debajo de la wltima expresion se traze una raya horizontal, que se-
parard aquella Wltima expresion, de la expresion de la suma a escri-
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bir. Se suman, luego, los digitos que corresponden, en cada sumando,
a las unidades simples; si esta suma parcial es también un digito, se
eseribe debajo de la columna correspondiente, y, entonces, esa cifra
serd la de las unidades simples del total. Si esa suma parcial tiene
mds de una cifra, se escribe sélo la @ltima de la derecha, la cual
serd, ahora, la de las unidades simples del total y se retiene el mii-
mero constituido por las cifras restantes en el orden en que estan
escritas, y a ese mimero se le suman los digitos que comstituyen la
columna de las decenas; y se sigue como antes. De esta manera
continuando, se llega a la pentllima columna de la izavierda; cuando
se ha efectuado la suma del niimero retenido en esta columna, conm
los digilos de la wltima de la izquierda se escribe el resultado a la
izquierda de las cifras ya halladas del total y queda ast escrito este
ultimo.

Cuadro explicativo Disposicién usual
NI CRD
LI 357
D W %= TG 2325
Al Ry R 8979
g 2 8 323
10 18 16 24 11984

Como se indica en el cuadro explicativo de la izquierda, en la
columna vertical encabezada por la letra U (unidades simples) es-
tin escritas las cifras 7, 5, 9, 3, de las unidades simples de los
sumandos; la suma de éstos es 24, se escribe solo el 4 (cuadro de
la derecha) y se retiene 2 para sumarlo con los digitos 5, 2, 7, 2 que
se encuentran en la columna de las decenas, encabezada por la D;
como la suma de éstos es 16, (cuadro de la izquierda), agregando el 2
retenido, sale 18; se escribe 8 debajo de la columna de las decenas
v se retiene 1, y asi se ccntinta.

Se ve que todo se reduce a saber sumar un digito con un ni-
mero cualquiera y, en definitiva, un digito con otro.

49, Prueba de la adicién. — Al efectuarse los cilculos recién de-
tallados, es posible equivocarse; conviene hacer una verificacién
al respecto. COlaro estd que puede uno equivocarse nuevamente al
efectuar tal verificacion, pero se disminuye, asi, considerablemente
las probabilidades de que subsista un error.
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No es recomendable hacer la prueba de la adicién repitiendo
exactamente las mismas operaciones hechas la primera vez, porque
la experiencia ensefia que cuando se efectfia dos veces seguidas una
misma operacion hay una manifiesta tendencia en repetir el mismo
error. Mias recomendable, por eso, es hacer la prueba de la adi-
c¢ién, disponiendo los sumandos en otro orden. A fin de no eseribir
dos veces los guarismos, conviene efectuar las adiciones parciales;
primero, de arriba abajo, y luego, de abajo arriba, lo que importa
invertir el orden de los sumandos. '

También se puede hacer la suma parcial de un cierto nimero de
sumandos, luego la de otros, ete., y sumar, finalmente, estas sumas
parciales (¥).

Todas estas pruebas estdn fundadas en la propiedad invariante
del nfimero entero (n.° 40 a y ¢).

50. Calculo mental. — Para lo relativo al calculo mental véase
més adelante pag. 146.

EJERCICIOS

16. ;Cudntos ntmeros superiores a 9 pueden representarse como suma
de dos digitos?

Efectuar las adiciones:

17. 38192 -+ 48980 + 7629 + 5011 4 17786
18. 9999 + 8765 + 6666 | 5544 -+ 6688
19. 61616 4 16161 + 61661 + 16616 + 66161

20, ;Bs posible ejecutar una adicion empezando por la izquierda? Caso
afirmativo, ;como se ejecutarfa?

921, Hallar la suma de los méas pequefios nidmeros que pueda expresarse
repectivamente con una, des, tres, cuatro, cinco y seis cifras.

9. — LA SUBSTRACCION

51. Definiciones y propiedades.— La substraccion tiene por
objeto hallar uno de los sumandos de una suma de dos coleccio-
nes, conociendo esa suma y el otro sumando.

Asi, sea, prescindiendo de las unidades, la suma 6 +3=9. Su-

(*) Cuando se tiene que efectuar una larga adicion, conviene seguir ese
procedimiento o sea, repartir los sumando en grupos, hacer la adicién de cada
grupo y luego sumar las sumas parciales asf obtenidas.
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puesto conocido 9 y el sumando 3; la substraccién tiene por ohjeto
hallar el otro sumando 6. Se escribe: 9 — 3 = 6.
El signo — se lee «menos». Se tiene también 9 — 6 = 3.

52. De acuerdo con la observacién del n.° 41 (pag. 26), sabemos
que ese otro sumando es dnico, y por eso se dice que la substraceién
es una operacién univoca o uniforme. Para que ella tenga sentido,
es evidente que la suma dada, que se llama el minuendo, no de-
be ser menor que el sumando dado, que se llama el substraendo. Si
el minuendo fuese igual al substraendo, el otro sumando, que se lla-
ma, en general, el resto, residuo o diferencia, serfa nulo. Cero es el
finico niimero que restado de otro no lo altera. Se dice que cero es
el médulo de la substraccién.

83. De lo anterior resulta que sumando el resto con el subs-
traendo debe obtenerse el minuendo, y que hay un solo resto que sa-
tisface a esa condicién, lo que permite verificar la exactitud del
mismo en todos los casos; basta sumar el presunto resto con el subs-
traendo y si se obtiene el minuendo queda establecido que ese pre-
sunto resto es realmente el resfo, ya que no puede haber otro.

54. Si de un conjunto de unidades se retira o substrae, sucesi-
vamente, varios conjuntos parciales de esas unidades constitutivas,
el conjunto resultante podria, evidentemente, obtenerse retirando
de golpe el conjunto constituido por la suma de todos los conjuntos
parciales retirados.

Por ejemplo, si en una caja hay cincuenta fésforos ¥y se sacan
de ella, sucesivamente: primero, cinco fésforos; luego, diez; luego,
quince, quedan en la caja el mismo ntmero de fésforos que si se
hubiese, de golpe, retirado de ella 5410415, o sea, 30 fésforos.
Se escribe asi:

[(30—5) —10] —15= 50— (5 + 10 - 15).

Y viceversa, retirar de la caja 30 fosforos de una vez, deja en
la caja el mismo nfimero de fésforos que si retivaran estos 30 fosfo-
ros en tres veces: primero, 5 fasforos; luego, 10; luego, 15; de modo
que tenemos otra vez la igualdad

50— (5+10+15) = 50 —5—10—15
es un hecho de tal evidencia, qué toda demostracién es ociosa.

55. Combinacion de la adicién con la substraccién. Polinomio

aritmético. — Puede formarse una coleccién de unidades tomando,
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primero, una coleccién cualquiera de esas unidades; luego, restdndo-
le una coleccién parcial de las mismas; luego, agregéndole otra cual-
quiera, siempre de unidades equivalentes; luego, quitindole una
coleccion parcial de la coleceion hasta ese momento obtenida, ete. Se
comprueba que el orden que se sigue para efectuar esas adiciones y
substracciones sucesivas es indiferente siempre, como es natural,
que ese orden permita efectuar las substracciones y que sean las
mismas colecciones parciales las que se sumen o resten.

En efecto si, por ejemplo, un negociante recibe 9 pesos, paga
luego 3, recibe luego 8 y paga 7 y luego 4 y por tltimo recibe 5,
el niimero de pesos que le quedarin al final es evidentemente el
mismo que si hubiese recibido de golpe 9+ 8+ 5 pesos y luego
pagado de golpe 3 + 7 4 4.

Luego

9—3+4+8—T—44+5=(9+8+5)—(B+T7+4)'=8

56. De donde se desprende que, por de pronto:

a) Toda serie de adiciones y de substracciones puede reducirse
a dos adiciones y a una substraccién final,

Hemos visto que, en las adiciones, el orden de los sumandos
puede ser cualquiera, de modo que, en el caso que tratamos, pueden
en definitiva realizarse las adiciones y las substracciones en un
orden cualquiera con tal de que éste permita realizar las substrac-
ciones y de que sean siempre los mismos, los conjuntos que se
suman y los mismos los que se restan.

57. Definicién. — En general se llama polinomio aritmético a
una expresién constituida por nfimeros, indicados con cifras
separadas las unas de las otras por los signos + o —. Indica el
resultado obtenido efectuando sucesivamente las operaciones a que
deben ser sometidos los nimeros, lefidos de izquierda a derecha, de
acuerdo con los signos que los preceden. Este polinomio carece evi-
dentemente de significado, si una o mis de las operaciones suce-
sivas indicadas es imposible. Los nfimeros constitutivos del polino-
mio en cuestién se llaman los términos del polinomio. Aquellos
precedidos del signo + se dicen positivos o aditivos; los prece-
didos del signo — se dicen negativos o substractivos.

EI primer término, aunque no viene precedido de signo, se con-
sidera como aditivo, pues se lo puede considerar como el resultado
de adicionarlo a 0. ,
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Si el polinomio tiene s6lo dos términos se llama binomio; si
tiene tres, trinomio y si tiene cuatro, cuatrinomio.
58, Consideremos el polinomio 9 — 6 + H_—5—44+8—2. Se
tiene:
9——6+7—5——4+8—2:8+9——6——4——5+7——-2
pues ambas expresiones o polinomios aritméticos son iguales respec-
tivamente a
O+T+8) —(B+5+4+2)
yai
(8+9+7)—(G+4+5+2)
pero no podria escribirse
9—6+7—5——4+8——2:9——6——2—5—|—7—4-|—8

porque 9—6—2—5 carece de sentido.

Esta posibilidad de cambiar el orden de las adiciones y subs-
traceiones permite simplificar las expresiones en las que dos con-
juntos de mismo ntimero de unidades figuran respectivamente uno
sumando y otro restando, pues basta eliminarlos.

Asi:

8+7—6—8+3=7+8——8——6+3:7——6+3.

59. También resulta de esto que no se altera la diferencia de
dos comjuntos de objetos si se agrega @ cada uno de ellos un conjunto,
cada uno de igual nimero de unidades.

Pues, efectivamente, y como ejemplo, la diferencia 8 —4 es
la misma (8 +5) — (4 + 5).

(8+5)——(4+5)—_—8+5—4——5 (n.o 54)
=8—4

To mismo ocurriria si, en vez de agregarse conjuntos iguales, se
restasen estos fltimos simultdneamente del minuendo y del subs-

traendo.
Qe escriben, en general

a—b=(at+c)— (bt c)
El signo + se lee mas 0 menos.

60. Finalmente, consideremos el caso de restar un conjunto
que sea la suma de varios conjuntos parciales, de otro constituido



ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES.— VOL. I 37

en la misma forma, y con el mismo nimero de términos; si los
términos del minuendo son respectivamente no menores que los
correspondientes del substraendo, se puede efectuar la resta, restando
cada término del substraendo del respectivo término del minuendo
v sumando los restos parciales asi obtenidos.

Por ej., sea restar (5 +4+3+2) de (9+8+ 7+ 6) que cum-
plen las condiciones impuestas. Tenemos :

O+8+74+6)—(G+4+3+2)=
)+ 8+T+6—5—4—3—2
=(—5)+@B—4) + (1T—3)+(6—2).

61. Substraccion de un polinomio aritmético, de un néimero. —
Sea vestar 9 — 6 + 11 — 8 + 12 de un ntimero cualquiera, 57 por ej.
Bastard escribir después del nitmero, los términos del polinomio, comn
un signo contrario al que le precede. Se tendrd asi que

57— (9—6+11—8412)
=5T—9+6—11+4+8—12 i

Compruébese efectivamente, que 57 —9+6—11+8— 12 es
el resto, porque sumando con el substraendo 9—6-+11—8+2 queda,
atento al cambio de signos efectuado, sélo del minuendo 57. Y ecomo
el resto es finico, resulta probada la proposicidn, seglin observamos
en el n.° 53,

62. Una consecuencia de esa proposicion es que: Hn un polino-
mio aritmético se puede encerrar entre paréntesis a los lérminos que
se desee, afectandolos de un signo contrario, con tal que el agrupa-
miento dentro del paréntesis tenga un sentido y que se someta ese
agrupamiento a ser substraido. Es menester, ademds, que en el nue-
vo polinomio, la sucesion de operaciones puede ser efectuada.

63. Claro estd también que en un polinomio- aritmético, se puede
encerrar entre paréntesis a los términos que uno desee, con los mis-
mos signos que tienen delante con tal de que el agrupamiento, den-
tro del paréntesis, tenga un sentido y que se le someta a una adicion.
Ademids, en el nuevo polinomio, la sucesién de las operaciones debe
ser posible.

Ejemplo: se tiene que el polinomio 1449 —7+11—2—5,
puede escribirse asi:

n—2— (74+5—9)+14
o asi:
11 —T74+ (9 —2—5) + 14
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Es una consecuencia de lo establecido en los n°* anteriores.

64. Otras consecuencias.— Anotemos algunas otras consecuencias resul-
tantes de 1o establecido en los ntimeros anteriores y que son de inmediata veri-
ficacion. Los alumnos pueden desarrollarlas a titulo de ejercicio.

65. Si la diferencia entre dos mimeros a y b es igual a la diferencia entre
otros dos ¢ y d, se tiene que a4+ d=c+0b. Y si a>c, la diferencia
a—c=">b—ad.

66. Reciprocamente : Si la swma de dos mimeros a y b, es igual a la suma
de otros dos ¢ y d; y si a>c, entonces a—c¢ = d—D.

67. 8i, dados dos conjuntos, se disminuye el primero y se awmenta el se-
gundo con un mismo conjunto, Sw Suma no alterda.

68. Si en una suma se disminuye cierto sumando, la suma disminuye en
ptro tanto.

69. Para restar un niumero, de una swma de dos swmandos, puede res-
tarse ese miumero de uno de los swmandos, si ello es posible, y agregar el otro
sumando al resultado obtenido.

70. Si en wuna substraccion se awmenta el minuendo agregdndole cierto
namero, el resto viene aumentado de otro tanto. )

71. Ri en una substraccién se disminuye el minuendo o si se aumenta el
substraendo en cierto mumero, el resto queda disminuido en otro tanto.

72. Para restar de un miimero la diferencia de otros dos, se puede sicmpre
agregar al nimero el substraendo de la diferencia en cuestion, y al resultado res-
tarle el minuendo.

73. Si en une substraccion se disminuye el substraendo en cierto nime-
vo, el resto queda aumentado en otro tanto.

v 74, Practica de la substraccién en el sistema de numeracién
decimal. — a) Diferencia entre un nfimero menor que 20 y un digito.

Reteniendo en la memoria los resultados obtenidos sumando un
digito a uno cualquiera de los primeros nfimeros 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
8, 9, 10, —resultados que son siempre inferiores a 20 —se obtiene
de inmediato la diferencia entre un ntmero menor que 20 y uno
de los nfimeros 1, 2, 3, 4..., 10, cuando aquel es mayor que éste.

Para retener en la memoria esas diferencias hay que ejercitarse
ayudéndose, si se quieve, con la tabla de sumar referida en el n.> 47
(pig. 29).

También puede hacerse uso de los dedos o de las reglas (fig. 1,
pag. 30). Establecido lo anterior veamos el caso en que

b) El guarismo del minuendo y el del substraendo terminan
en Ccero.

De acuerdo con la observacién hecha en el n.° 46 b), pag. 28,
se deduce de inmediato que la diferencia buscada se obtiene pres-
cindiendo de esos ceros, y calculando la diferencia entre los gua-
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rismos constituidos por las cifras restantes; y agregando un cero
a la derecha del guarismo diferencia.

Asi, para hallar la diferencia 970 — 250, se buseca la diferencia
entre 97 y 25 y se agrega un cero a la derecha del guarismo asi
hallado.

¢) La cifra de las unidades del guarismo minuendo no es menor
que la correspondiente del substraendo.

Sea restar 3416 de 7859. Tenemos :

7859 = 7850 + 9
3416 = 3410 + 6.

Ya observamos que es lo mismo retirar de un conjunto de golpe
3416 unidades que retirar primero 3410 y luego 6.

Podemos pues escribir:

7859 — 3416 = 7859 — 3410 — 6
0 sea:
= (7850 4 9) — 3410 — 6
lo que es también equivalente a (n.° 58) :
(7850 —3410) + (9 —6)
La diferencia 9—6=13 estd en el caso a) y la diferencia
7850 — 3410 en el caso b); la cuestién queda pues reducida a saber
hallar la diferencia entre 785 y 341, y luego agregar un 3 a la
derecha,
d) La cifra de las unidades del minuendo es menor que la
correspondiente del substraendo.
Sea hallar la diferencia entre 9321 y 2584.
Tenemos que
9321 = 9320 + 1
2584 = 2580 + 4.

Que puede escribirse asi:
9321 = 9310 + 11
2584 = 2580 + 4.

Luego

9321 — 2584 = (9310 — 2580) 4 (11 —4)

= (9310 —2580) + 7

Queda reducida la cuestién a obtener la diferencia entre 931 v
258 que se encuentre en el caso ¢) o en este mismo caso d) pero
con una cifra menos. Aqui es el caso d).
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También puede hacerse la descomposicién asi: agregando 10 a
la vez al minuendo y al substraendo, lo que no altera el resto
(n.° 59, pag. 36).

10 4+ 9321 = 9320 + 11
10 + 2584 = 2590 + 4,

la cuestion queda reducida a saber hallar la diferencia entre 932
¥y 259.
De todas las explicaciones anteriores surge la siguiente :

75. Regla practica. — Para hallar el guarismo de una resta, se
escribe el guarismo del substraendo debajo del del mainuendo de tal
manera que se correspondan las cifras de las distintas unidades ; se
traza una raya horizontal debajo del substraendo, y debajo de esa
raya se escribird el resto. Para hallar éste se empieza la operacion por
la derecha: se resta, si es posible, el digito de la derecha del subs-
traendo del correspondiente del minuendo: la diferencia, es el digito
de las unidades simples de la resta buscada; se escribe la cifra co-
rrespondiente debajo de la raya en el lugar respectivo. Si esa subs-
traccion es irrealizable, se agrega 10 al digito de las unidades simples
_del minuendo 'y, a la suma asi obtenida se le resta el digito corres-
pondiente, o sea, el de las unidades simples, del substraendo. Ahora
la vesta es posible y la cifra del digito de la diferencia se escribe en
el lugar correspondiente, debajo de la raya. En esle iiltimo caso,
para compensar el 10 agregado, se agrega mentalmente 1 al digilo
de las decenas del substraendo. Luego, se resta el digito de las dece-
nas del substraendo (awmentado en 1 en el caso indicado), del digito
de las decenas del minuendo; la resta da el digito de las decenas del
resto buscado y la cifra correspondiente se escribe debajo de la raya
en el lugar correspondiente, a la izquierda de la cifra, ya hallada,
de tas unidades simples. Si la substraccion en cuestion es imposible,
se agrega 10 al nimero de las decenas del minuendo y se agrega 1
al de las centenas del substraendo; la substraccion es ahora posible
y nos da la cifra de las decenas del resto buscado. Se continta ast,
hasta terminar, es decir, hasta agotar todas las cifras del substraendo ;
cuando se han restado los nivmeros relativos a las unidades del mas
alto orden del substraendo, se coloca a la izquierda de la parte ya
escrita del resto, el guarismo formado por las cifras mo empleadas
de la izquierda del minuendo, tal cual estdn si la wltima subst raccion
parcial ha sido directa, o disminuida de 1 si ha sido mecesario, para

e e e L
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efectuar esta ltima substraccion parcial, agregar 10 al nimero que
corresponde a las unidades mds elevadas del substraendo. Se obtiene,
de esta manera, el resto buscado.
Asi para restar 25673 de 4817519, se dispone la operacion de
la manera siguiente:
4817519
25673

4791846

v se dice: 3 restado de 9 da 6; T restado de 11, da 4; 7 restado de
15, da 8; 6 mstado de T, da 1; 2 restado de 11, da 9; 1 restado
de 48, da 47. ‘ ;
Esta manera de hacer substracciones se llama método de las
compensaciones. Puede también seguirse el llanmdo de los préstamos
o de las descomposiciones.
' 76. Método de los préstamos o de las descomposiciones.
Sea la resta 8346 — 5857,
I.a descomposicion se hace asi:
8346 = 8000 + 300 + 40 + 6 = 7000 + 1200 + 130 + 16
5857 = 5000 + 800 + 50 4+ 7 =5000 + 800 + 50 4 7

2489 = 2000 + 400 4+ 80+ 9
Como no se puede restar T de G, se hace un préstamo a las decenas; qui-
tando una de éstas quedan 3 decenas y 16 unidades: y ahora puede restarse
7 de 16 quedan 9 que es la cifra de las unidades del resto. Como no se-
puede restar 5 decenas de las 3 que quedaron, se hace un préstamo a las 3
centenas, quedan 2 centenas y 13 decenas: de éstas pueden restarse las 5 y
quedan 8 decenas o sea 80 unidades simples, que se escriben; y asi se con-
tinda. Practicamente no se hace la descomposicion sino que, de cabeza, se
dice: 7 de 16 qguedan 9; 5 de 13 quedan S; 8 de 12 quedan 4; 5 de T
quedan 2. .
La diferencia con el otro método consiste en que, en vez de reforzar las
cifras del substraendo, se reducen las del minuendo.

77. Método de substraccion por adiciones complementarias (*).
— La diferencia entre un nfimero y el que expresa la unidad de
orden inmediatamente superior se llama el complemento de dicho
namero. Asi, 4 es el complemento de 6; 27 el de 73, ete.

En la practica, se escribe inmediatamente ese complemento como-
se indica a coutinuacion:

(*) Para mas detalles, véase nuestro «Tratado de Aritmética Elemental»..
paginas 83 y S4
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Sea, por ej., hallar el complemento de 314159. Se escribe otro
guarismo de igual ntimero de ecifras tal que cada cifra sea lo que
falta a la correspondiente del guarismo dado para valer 9 (com-
plemento a 9) salvo la cifra de la derecha que es el complemento
= 107(*). :

Asi, para el ejemplo tomado, ese complemento es 685841,

Puede comprobarse que, efectivamente,

314.159 + 685.841 = 1.000.000.

Para restar un ntimero de otro puede utilizarse el complemento
del substraendo. Sea, por ejemplo, efectuar la substraceion

. 536789 — 348765.

El complemento de 848765 es 651235. En virtud de las propie-
dades ya conocidas, es lo mismo realizar la operacién dada que la
536789 4 651235 — (348765 + 651235)

0 sea que la
536789 + 651235 — 1000000 = 188024.
Practicamente se dispone la operacion asi:

SXPLICACION
536789
€51235 Se escribe el guarismo minuendo; debajo, el complemento
del guarismo substraendo; se efectia la suma y se resta 1 a la
188024 cifra de la suma que resulte inmediatamente superior a la de

la mas alta unidad del substraendo.

Esta aplicacién del complemento aritmético sélo presenta ven-
tajas cuando ha de efectuarse una serie de sumas y de restas, porque,
mediando ella, se reduce todo a efectuar una suma.

78. Prueba de la substraccién. — Se efecttia, evidentemente,
como ya vimos (n.° 53, pig. 34), sumando el resto al subtraendo
.y viendo si, de acuerdo con la misma definicién de la substraceidn,
se obtiene el minuendo. También puede restarse el resto del minuendo
y ver si se obtiene el substraendo.

79. Célculo mental. — Para lo relativo al cilculo mental, véase
mis adelante, pag. 146.

(*) Si la dltima cifra de la derecha del guarismo dado fuese cero, habria
que reemplazarlo por 10 y restar 1 a la cifra de las decenas. Asi, el comple-
mento de 25680 es T4320.
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EJERCICIOS

22, Efectuar las siguientes substracciones :
95467 — 87283
111111 — 9999 90909
12345678 — 3456789 9876543210 — 987654321,
99

23, La suma de dos niimeros es 63759 ; uno de ellos, disminuido de 26790,
da 29474. §Cudles son esos nameros?

24. 4Como se podria ejecutar una substraccion empezando por la izquierda ?

25. La diferencia entre dos nimeros es 6995, el menor de ellos es 4548.
¢4 Cuédl es su suma?

26, La diferencia entre dos ntimeros es 3887 y uno de ellos es 6162.
#Cual es el otro? (Hay dos soluciones).

27, Efectuar las operaciones siguientes previa transformacion de las ex-
presiones en polinomios :

(785 i
436 + (7563 — 543) — 205

28. ;Qué alteracion experimenta la diferencia de dos nameros: 1.° si se
aumenta el minuendo en 86 y se disminuye el substraendo en 29: 2.0 si se au-
menta el minuendo en 239 y se aumenta el substraendo en 58; 8.° si se aumen-
ta el minuendo en 65 y se aumenta el substraendo en 203 ; 4.° si se disminuye el
minuendo en 650 y se disminuye el substraendo en 397; 5.0 si se disminuye
el minuendo en 493 y se disminuye el substraendo en 684; 6.9 si se dismi-
nuye el minuendo en 358 y se aumenta el substraendo en 26359

29. Dados tres ntimeros ecualesquiera, demostrar: 1.0 que el excedente de
la suma de los dos primeros respecto de la diferencia entre el primero y el ter-
cero, es igual a la suma del segundo y el tercero; 2.0 si se agrega la dife-
rencia de los dos primeros a la suma del segundo y del tercero, obtiénese la
suma del primero y del tercero.

3. — La MuLTIPLICACION.

80. Definiciones. —Si se deben adicionar varias colecciones,
todas de igual ntimero de unidades, el nfimero de unidades de la
coleccién suma quedard determinado dando ese ndmero de unidades
comin de las colecciones sumandos, y el niimero de sumandos, Pre-
sentada la adicidn en esta forma, o sea, con esta determinacion, recibe
el nombre especial de multiplicacién: la coleccion que se repite se
llama multiplicando; el niimero de veces que se repite, multiplicador,
y la suma especial, producto. El multiplicando y el multiplicador
se dicen ser los factores del producto.

El caso que consideramos es el tratado en el n.° 3, (pig. 2) con
el nombre de unidades-conjuntos, porque efectivamente, el producto
no es otra cosa que una coleccidn de unidades-conjuntos.
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La unidad-conjunto que se repite, es el multiplicando; el ni-
mero de dichas unidades-conjuntos que afecta a la coleccién de
ellas, es el multiplicador.

Se representa un producto a efectuar escribiendo, primero, el
multiplicando; luego, en la misma linea, el multiplicador, separin-
dolos por el signo X (o por . si no trae confusién), que se lee
multiplicado por. Cuando se usan letras para indicar nimeros, se
suprime todo signo.

Segtin ésto, la suma 2 hombres + 2 hombres 4+ 2 hombres, se
escribird :

2 hombres X 3, 6 2 hombres . 3.

Y, si se prescinde de la unidad, podrd convencionalmente

escribirse
SEITG oD B

81. Pero es importantisimo observar que el multiplicando es
una COLECCION, mientras el mulliplicador es un NCMERO que responde
a la pregunta jcuintas veces se ha tomado el multiplicando como
sumando ?

Kl producto es una coleceion. Segin acabamos de ver, es la
coleceion de tantas unidades-conjuntos como indica el multiplicador.

Si por ejemplo, se dice que una compania tiene cien soldados
y se pregunta cudntos scldados tiene un batallén constituido por
veinte compafias, la contestacién importa efectuar una multiplica-
ci6n; el multiplicando es 700 soldados, el multiplicador el mimero 20.

82. La expresién 2 X 3 suele leerse asi: multiplicar dos por tres
o repelir dos, lres veces, o encontrar un mimero tres veces mayor
que dos; o bien: nuwmerar, en base a sus unidades simples una colec-
cién de wnidades-conjunto cada uno de tres unidades simples.

aXb o a.b o ab se leen, anilogamente: ¢ multiplicado por
b repetir a, b veces, ete.

83. El resultado de multiplicar una coleccién o, incorrectamente,
de multiplicar un nimero, por 2, 3, 4, 5..., se dice el duplo, el tri-
plo, el cuadruplo, el quintuplo, ete., de dicha coleceién o de dicho
nimero.

84, Multiplicador considerado como una relacién. — Si como lo hicimos en
el n.© 10. decimos que el wmimero define la relacién de una coleccién respecto
de su unidad. la observacion precedente permite decir que el multiplicador defi-
ne la relacién entre elsproducto y el multiplicando. Entonces, la multiplicacion
puede definirse diciendo que, dada wuna coleccion Ilamada MULTIPLICANDO ¥ 4
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nuimero Wamado MULTIPLICADOR, la MULTIPLICACION ¢ propone hallar una €o-
leccién lamada PRODUCTO, tal que el madtiplicador sea la relacidn entre ella ¥
el mulplicando.

Y si imaginamos un conjunto que tenga tantas unidades simples como indi-
ca el multiplicador, este tltimo define la relacion entre aquel conjunto y la
unidad simple.

Por eso, prescindiendo ahora de los conjuntos y hablando sélo de nimeros,
se dice, a veces, aunque muy incorrectamente, que la multiplicacién es unda ope-
racion que tiene por objeto, dado un niimero lamado multiplieando y otro lla-
mado multiplicador, hallar un tercero llamado producto tal que su relacién con
el multiplicando sea igual « la relacion del multiplicador con el wimero 1.

No es una definicién recomendable.

85. Propiedades de la multiplicacién. — Siendo la multiplicacién
un caso particular de la adicién, es una operacion univoca o uniforme.

También es conmutativa. Y en efecto, tomando un ejemplo
cualquiera, sean las multiplizaciones.

3 hombres X 2; 2 hombres X 3
f4cil es comprobar materialmente que el producto de una y otra €s
€] mismo. El producto 3 hombres X 2, significa
3 hombres + 3 hombres.
Podemos disponer los dos sumandos asi:

3 hombres = 1 hombre + 1 hombre -+ 1 hombre
3 hombres = 1 hombre + 1 hombre + 1 hombre

3h. +3h. =2 hombres + 2 hombres + 2 hombres
3h. X2 =2 hombres X 3.
Se comprende sin dificultad que esta demostracitn experimeln-
tal puede extenderse a cualquier otro ejemplo.
- La propiedad en cuestién se enuncia también diciendo que:
El orden de los factores no altera el producto.

86. Combinacién de la multiplicacién con la adicion. — Sea efee-
tuar la operacion (3 + 4) X 2. Significa que una coleccion formada
por dos colecciones parciales respectivamente de 3 y 4 unidades debe
ser juntada con otra formada de la misma manera; es evidente que
al efectuar esta suma, se obtendrian dos colecciones parciales de 3
chjetos y dos de 4, de manera que

(84 4) X 2=103%2) + (£X2).

87. Ordinariamente, cuando se debe, como en el ejemplo ante-

rior, indicar sumas de proeductos, se suprimen los paréntesis que en-
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cierran los productos; asi, en vez de (3 X 2) + (4 X 2) se escribir
3 X 2+4 X 2. IHabrid cue tener cuidado de no hacer la operacién
sumando 2 con 4; antes que nada se efectuarin multiplicaciones.

En general se demostraria de la misma manera que

(@ 4+ b)m = am + bm
¥y que
: (a+b+c+...) m=am~+bm—+cm+ ...

88. La propiedad anterior se expresa diciendo que la multipli-
cacién es una operacion distributiva respecto de la adicién, o tam-
bién que: para mulliplicar una suma de varios conjuntos de objetos
(0o de mibmeros) por un mivmero se multiplica separadamente cada
uno de los conjuntos (o de los nimeros) por el multiplicador y se
suman los productos parciales obtenidos.

89. Cuando en vez de la expresion
am + bm + em +dm + ...

se escribe su equivalente (a+b+c¢+d+ ...)m se dice que en la
primera se ha sacado m factor comiin.

La operacién 2 (3 +4) indica que deben juntarse 3 + 4, o sea.
7, conjuntos de dos objetos.

En virtud de la propiedad conmutativa de la multiplicacién, el
resultado es idéntico al de la multiplicacion.

(B4+4) X2 que es 3 X2-+4X%2
0 sea:
2X34+2x4.
Se tendrd en general, que
m(a+ b) = ma + mb
m@a+b+c+d+...) =ma+mb+mec+md+ ...

Se expresa la propiedad anterior diciendo que la multiplicacion.

es una operacion completamente distributiva respecto de la adicién..

Todo lo anterior justifica la siguiente proposicién :

90. Para multiplicar un conjunto por la suma indicada de dos
o mds numeros, se multiplica el conjunto por cada uno de los nime-~
ros y se suman los productos parciales.

Esto equivale a decir que si, en una multiplicacién, se aumenta
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uno de los factores, el producto acrece del producto parcial de ese
awmento por el otro factor.
Consideremos ahora la operacién

(2+4+38) X (4+5).
De acuerdo con lo anterior esto equivale al producto
(2+3)44+(2+3)5
0 sea:
2X4+3X4+2X543X%X5.

Lo mismo tendremos que
@+3+4) X (B+6)= @+3+4H)X5+(2+3+4) X6

=2Xb6+3X54+4X5+2X6+3X6+4X6.

Usando letras en vez de cifras, tendremos:

(a+b) (c+d)=alc+d) +b(c+d) =ac+ ad+ be+ bd

Lo que puede expresarse diciendo que si: en una multiplicacion se auwmente
simultaneamente el multiplicando y el multiplicador, el producto acrece: 1.° del
producto del aumento de multiplicando por el multiplicador ; 2.¢ del producto del
aumento del multiplicador por el multiplicando; 3.° del producto del aumento
del multiplicando por el awmento del multiplicador. En general, pues:

91, Para multiplicar una suma de conjuntos (o de mimeros) por
una suma de mimeros, se multiplica cada uno de los sumandos del
multiplicando por cada uno de los sumandos del multiplicador y se
suman los productos parciales. :

92. El simbolo (4 X 3) X 5 significa que debe efectuarse pri-
mero el producto 4 X 8, esto es, sumar tres conjuntos de cuatro obje-
tos cada uno (o tres niimeros iguales a 4) y luego multiplicar a su
vez este producto por 5. Luego

(X)) X5=(44+44+4)5=4X54+4X54+4X5—=
=45 +5+5)=4x (5 X 3).
Luego
(4X3) X5=4%(3x5).

No hay; por consiguiente, ventaja en poner paréntesis, y puede
escribirse simplemente 4 X 3 X 5, siendo indiferente multiplicar pri-
mero 4 X 3 y luego el producto por 5, o multiplicar 4 por el pro-
ducto 3 X 5.

93. Se tendria en general que
@ . (brrey=I(a. b .lc:
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La propiedad anterior se expresa diciendo que la multiplicacitn
es una operacién asociativa. Si prescindimos de los objetos de las
colecciones y nos atenemos finicamente a los nlimeros, veriamos de
una manera completamente general que el producto de tres o mis
ntmeros @, b, ¢, d,... ordenados de cierta manera (producto que
<o obtiene multiplicando el producto de los dos primeros por
€l tercero, luego el producto-de los tres primeros por el cuar-
to, v asi sucesivamente), no se altera invirtiendo el orden esta-
blecido (¥). Los ntimeros a, b, ¢, d,... son los factores del producto
v por lo tanto el orden de los factores no altera el producto.

Anotemos las consecuencias siguientes:

94, En un producto de varios factores puede reemplazarse un
<cierto nitmero de ellos por el producto de los mismos.

Asi en el producto a . b . ¢ .d .e.f.g podemos reemplazar los
factores b, d, f, por el producto bdf de los mismos. Efectivamente,
hemos visto que se tiene

a.b.c.d.e.f.gza.b.d.f.c.e.gEa.(bdf)c.e.g.

Tnversamiente, en un producto de varios factores de los que algu-
nos son a su vez productos de otros, puede reemplazarse dichos fac-
tores por aquellos de los cuales son productos. Asi:

3X (AX5X6)XT=3X4XHX6XT;
4XBXT=4X(2X38)XT.

95. Para multiplicar un producto indicado de varios factores por
un nmbmero, basta multiplicar uno de estos factores por el niimero.

Asi, si el producto 7 X 4 X 5 X 6 debe multiplicarse por 9, bas-
tard reemplazar, por ejemplo el factor 4, por el producto 4 X 9.
Efectivamente se tiene (n.° 93):

(TXAXBX6) X9 = TXAXIX6XI=TX(4X9) X5X6.

96. Para multiplicar un niimero por un producto indicado de

(*) Ast axXbXexXxdxXxe=cxXaXexXbxd
pues tendremos sucesivamente
abede = a(be) (de) = a(ceb) (ed) =acbed = (ac) (be)d = (ca) (eb)d =caebd

seglin las propiedades conmutativas y asociativas demostradas. Lo mismo se
«lemostraria cualquier otro caso.
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varios factores, puede multiplicarse ese nmimero por wno de los fac-
tores, luego este producto por otro factor, etc., hasta agotar éstos. Asi:

TXL9 X 8B =TX9 %X 68X 5.

97. Los multiplicadores 0 y 1 carecen de significado en base a
la definicién de multiplicacién, pero, para conservar a esta opera-
¢ién su propiedad conmutativa y como 0 X a=0 y la=a (pues
1+1+1+4+1+4...=a), se conviene que el producto de cualquier
niimero o coleccién por cero, sea cero y que el producto de cualquler
nimero por 1, sea el mismo ntimero, escribiremos entonces:

axX0=0, 0X0=0, a X 1= a.

98. Médulo. — Es evidente que un producto es siempre diferen-
te del multiplicando, salvo el caso en que el multiplicador sea 1. Por
eso se dice que 1 es el mddulo de la multiplicacion.

99. Multiplos. — Del n.° 97 resulta que para que el producto
de varios factores sea nulo se requiere que uno por lo menos de
éstos lo sea.

Lldmase miltiplo de un nfimero al producto de éste por un nfi-
mero natural, asi:

TX4 TX5 TX9

son miiltiplos de 7. En ese caso se dice que el niimero en cuestién
es un divisor o submiiltiplo de sn miltiplo.

100. Es también evidente que si el nimero natural por el que
se ha multiplicado el ntimero es mayor que 1, sus miltiplos serén
mayor que €l e irdn creciendo cada vez, es decir, a medida que el
multiplicador aumente.

101. Los miltiplos de 2, a saber: 2, 4, 6, 8, ... se llaman nii-
meros pares y se pueden representar asi: 2p; los demés nfimeros se
llaman impares y pueden representarse asi: 2p + 1.

102. Observaciones relativas a la multiplicacién. Aplicacién a las des-
igualdades. — Si un namero no es nulo, multiplicado por otro mayor que 1,
queda aquél acrecido.

Asf a>0 b>1
ab>1 (n.c 100)

103. Si se multiplican dos mumeros desiguales (a, b) dispuestos en cierto

orden de valor, por un mismo entero (m) no nulo, los productos son desiguales
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u dispuestos en el mismo orden de valor; o también: si un misma numero (m),
no nitle, se multiplica por dos numeros desiguales a y b), dispuestas en cierto
orden de wvalor, los productos son también desiguales, y dispuesto en el mismo
orden.

Bs una consecuencia de lo establecido en el n.° 44 (pag. 27).

Expresada la cuestion con letras eseribiremos:

Si m no es nulo y se tiene a >m, entonces se tendrd también

am >bm o sea ma > mb.

104. Si se multiplican dos ndmeros dispuestos en cierto orden de valor, res-
pectivamente, por otros dos nidmeros dispuestos en ese mismo orden, 168 pro-
ductos son desiguales y dispuestos siempre en ese mismo orden.

Con letras: -
a>m b>n ab>mn

En efecto, las desigualdades a>m y b>n implican que ¢ y b no son
nulos ; luego, ab > mb seglin lo anterior, puesto que a >m pero como b >n,
con més razén se tendrd ab > mnj y eso aunque m y n fuesen nulos.

105. Combinacién de la multiplicacién con la substraccion.

— Sea efectuar la operacién
(T—2) X3

De acuerdo con la definicién de multiplicacién y lo estableci-

do en el n.° 56 (pag. 35).
T—2)X3="T—2D+T—2)+ (1—2)
=04+ 74+71—2+2+2)=TX38—2X3.

De modo que para multiplicar la diferéncia entre dos niimeros,
por un tercero, puede multiplicarse el minuendo y el substraendo
por dicho tercer nitmero y restar el segundo producto del primero.

En general se tiene

(a—Db)e=ac—be
1o que se expresa diciendo que la multiplicacién es distributiva res-
pecto de la substraccion.

106. Sea el producto

(a+Db) (ec—d) (1)
designando con m la diferencia entre ¢ y d, tendremos, de acuerdo
al caso anterior, que (a-+b)m =am—bm. Y siguiendo los célcu-
los, podremos escribir

am+ bm= a(e—d) +b(c—d)
=ac—ad+be—hbd (2)

107. La operacion
T ‘ (a—b) (e—d)

.
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nos condueiria, andlogamente (haciendo ¢—d=m), a lo siguiente:
(a—Db) (c—d) = am —bm=a(ec—d) —b(e—d)
—ac— ad — (be—bd) .-
(a—Db) (¢—d) =ac—ad—be-+bd (3)
Reemplazar (1) por (2) es desarrollar (1). Lo mismo, reempla-
zar el primer miembro de la igualdad (3) por el segundo, se dice
desarrollar aquél.
Todas esas proposiciones pueden, sin inconveniente, extenderse a
polinomios aritméticos.

108. Practica de la multiplicacién en el sistema de numeracion
decimal.

a) Multiplicacién por 10, 100, 1000, 10000, etc.

Sea mulliplicar 3 unidades por 1000. Por la propiedad conmu-
tativa de la multiplicacién, el producto es el nimero mismo que el
‘de 1000 unidades multiplicadas por 3.

Este puede ejecutarse en forma de suma, como se indica
1000 a la izquierda, y se ve que se reducen a multiplicar 1X 3 y
1000 agregar tres ceros a la derecha.

1000 Pudiendo extenderse el raciocinio anterior a cualquier
——  multiplicando resulta que
3000 Para multiplicar por 10, 100, 1000, 10000, efec., se escri-

be a la derecha del niimero multiplicando, tantos ceros como
tiene el multiplicador.
b) Formar los nueve primeros miltiplos de un ndmero. Tabla
de multiplicacién o de Pitagoras.
Para hallar los nueve primeros miiltiplos de un nimero, es decir,
el producto de éste por los digitos, se dispone la operacién de la
manera siguiente. Sea, por ejemplo, el niimero 31416.

1| 31416 Primero se escriben en columma vertical, los di-
2 62832 gitos sucesivos y frente a 1 se escribe el ntmero da-
3 94248  do, 31416; debajo, frente al 2, se escribe 62832 obte-
4 | 125664 nido sumando 31416 consigo mismo, lo que equivale
5 | 157080 a multiplicarlo por 2;-luego, se suma 31416 con
6 | 188496 62832 y el resultado, 94248, se escribe enfrente de 3,
7 | 219912  pues la operacion efectuada equivale a 31416 tomado
8 | 251328  tres veces como sumando; luego, se suma 94248 con
9 | 282744 31416, y el resultado, 125664, se escribe frente al 4,

»

ete.; hasta llegar a 9. Comgeg
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el dltimo namero hallado, 282744, con el dado, 31416, debe obtenerse
este mismo con un cero a la derecha, pues el resultado es el pro-
ducto de 31416 por 10.

Precisamente es asi c¢oémo se procede para construir lo que se
llama tabla de multiplicacion o de Pilagoras.

En una fila horizontal se escriben los nueve digitos; debajo, los
resultados de sumar cada uno con si mismo; en una tercera fila,
Jos resultados de sumar las dos primeras filas; luego, los de sumar
la tercera con la primera; en seguida, los de sumar la cuarta con
la primera; y asi sucesivamente hasta la novena linea. Se obtlene, de
esta manera, el cuadro siguiente:

1]t s e e 8] w80
2| 4| 6| s]10]|12]14] 16|18
3] 6| 912 | 15|18 21|24 |27
4] 8|12 |16 |20 24| 28]32]36
510 | 15|20 | 25| 30| 3854045
6|12 |18 |24 |30 3642|4854
7] 14 | 21|28 |35 |42] 495663
8] 16|24 32|40 48| 56]64]|72
9 18 | 27 [ 36 | 45 | 54 | 68 | 72 | 31

Disponiendo de este cuadro, si se quiere, por ejemplo, hallar el
producto de 7 por 8 se seifiala el niimero 7 en la primera fila ho-
rizontal, y luego en la 8.2 fila, es decir, en aquélla que empieza por
8, se encuentra, en frente del 7, es decir, en la interseccién de
la columna vertical, que empieza por 7 con la fila horizontal que
empieza por 8, el producto buscado, el cual resulta ser 56.

El cuadro anterior es simétrico respecto de la fila oblicua que
parte del 1.y llega al 81. Dicha fila contiene los productos de los
digitos consigo mismo o, como se dice (n.° 113, pag. 57), los cuadra-
dos de los digitos; y la simetria indicada es una consecuencia de la
propiedad conmutativa (n.° 85, pig. 45), de la multiplicacién.

¢) Producto de dos digitos. Estin indicados en la tabla de
multiplicacién y deben retenerse en la memoria.
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d) Uno de los factores es digito sin serlo el otro. En virtud de
la recordada propiedad conmutativa, podemos suponer que el factor
digito es siempre el multiplizador.

Sea, entonces, efectuar la operacién 271828 X 3. Podria efec-

tuarse la suma equivalente a esa multiplicacién como se
- 971828  indica al margen; pero se efectfian de un golpe las sumas
271828  parciales, observando que basta, para ello, multiplicar por
271828 3 cada cada una de las cifras del multiplicando; si hay
cifras retenidas en los diversos produectos parciales, se
815484  suman, al producto parcial siguiente, después de efectua-

do éste. Asi, en el caso considerado, se dird: 3 por 8, 24;
eseribo 4 y retengo 2; 3 por 2, 6; 6 més 2 retenido, 8; escribo 8;
3 por 8, 24; escrito 4 y retengo 2; 3 por 1, 3; mas 2. retenido, 5;
escribo 53 3 por 7, 21; escriko 1 y retengo 2; 3 por 2, 6; mas 2
retenido, 8; eseribo 8. La operacion se dispone asi:

271828 57721
3 8
815484 - 461768

De ahi la siguiente

Regla practica. Para multiplicar un mitmero de varias cifras
por un digito, se escriben ambos nimeros uno debajo del otro, de
preferencia el digito abajo; se traza una raya horizontal debajo de
los nimeros ast escritos y se escribe el producto debajo de la raya
haciendo corresponder las cifras de los diversos drdenes del producto
con las del multiplicando. Se mul iplica la cifra de la derecha del
multiplicando por el digito y- se escribe la cifra de las unidades
simples del producto, reteniendo la cifra de las decenas, si las hay;
se multiplica luego la cifra de las decenas del multiplicando por el
digito y al producto oblenido asi, se le suma el mimero antes rete-
nido, si lo hubo; la cifra de las unidades del resultado es la cifra
de las decenas del producto buscado; se escribe en su lugar y se re-
tiene las decenas, si las hay; y se contintia asi hasla agotar todas
las cifras del multiplicando. .

e) Uno de los factores es un digito seguido de ceros. Sea, por
ejemplo, efectuar la operacion

78093 X 500.
Tenemos: 500 =5 X 100 (caso a)
Luego, 78093 X 500 = 78093 X 5 X 100.
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La operacién 78093 X 5 se encuentra en el caso d) y la multi-
plicacién subsiguiente por 100 en el caso a).

En general, pues, para resolver el caso indicado, se prescinde
de los ceros; se multiplican los factores, uno de los cuales es ahora
un digito, y al producto obtenido se le agrega a la derecha tantos
ceros como fueron suprimidos.

f) Caso general. Multiplicar dos nfimeros cualesquiera. Sea
multiplicar 98756 por 8§23.

Tenemos:
823 = 800 + 20+ 3

Luego,

98756 X 823 = 98756 X (800 - 20 + 3)
= 98756 X 800 + 98756 X 20 4 98756 X 3 (.n° 90, pag. 46)

Estas multiplicaciones entran en los casos anteriores. Se dis-
pone la operaciéon como se indica a continuacién:

Se escribe, primero, el multiplicando, y debajo, el multiplicador;
debajo de éste se tira una raya horizontal; debajo de’la
98756 raya se escriben los productos del multiplicando por 3,
823 20 y 800, los unos debajo de los otros, de manera que
se corresponden las unidades de los diversos érdenes en
296268 en una misma columna vertical. Estos productos se 1la-
1975120 man parciales. Generalmente se evita escribir, uno, dos,
79004800 tres ceros a la derecha del primero, segundo, tercer pro-
ducto parcial, pero se cuida de poner las otras cifras en
81276188 el lugar que les corresponden como si estuvieran eseri-
tos los ceros. Luego se suman los productos parciales
como se indicé (n.° 48, pag. 31). Esta suma, que en nuestro ejemplo
es 81276188, es el producto buscado. Si alguna cifra del multiplicador
fuera 0, originaria un producto parcial constituido por puros ceros;
se evita escribirlo a condicion de colocar las cifras del producto
parcial siguiente como si esta linea de ceros existiera.

La multiplicacién
31416 X 458
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se ejecutaria pricticamente en una de estas dos formas:

31416 31416
458 458
251328 125664
157080 157080
125664 251328
14388528 14388528

Ounando los factores terminan en ceros se efectiia el producto
como si éstos mo existieran, pero se agrega a la derecha de éste,
luego de hallado, tantos ceros como tenian ambos factores.

Por ejemplo, si debe multiplicarse 98756000 por 8230000, estos
nimeros pueden escribirse asi:

98756 x 1000, 823 X 10000
vy su producto es
- 98756 X 823 X 1000000 (1n.° 93, pag. 48)

luego una vez efectnado el producto de 98756 X 823 basta (n.° 108,
pig. 51), agregar 3 + 4 =T ceros, suma de los ceros de los factores a
la derecha de aquél para obtener el buscado; éste resulta ser
]12761880000000.

109. Regla préictica. Para mulliplicar dos nimeros de varids
cifras, se suprimen los ceros colocados a la derecha de los mimeros,
si existen; se escribe el multiplicador (el mimero de menos cifras)
debajo del multiplicando y debajo de é1 una raya horizontal. Se.
multiplica sucesivamente el multiplicando por los niimeros indica-
dos por cada cifra del multiplicador siguiendo el orden de derecha a
izquierda. Se escribe cada producto parcial debajo del anterior re-
culando de un rango hacia la izquierda, es decir, de manera que la
cifra de las unidades de un producto parcial esté debajo del de las
decenas del anterior, etc. Si hay algin cero en el multiplicador se
saltea, pero el producto parcial siguiente se recula de dos luga-
res hacia la izquierda respecto del producto parcial anterior. Si
haubiera dos ceros sucesivos en el multiplicador al escribir el pro-
ducto parcial siguiente se reculard de tres lugares hacia la izquierda
respecto del anterior, etc. Una wez escritos todos los productos par-
ciales, se suman éstos y se obtiene el producto buscado. Si se hubie-
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re quitado ceros a los factores, se agregarin éstos a la derecha del
producto, tantos cuantos se han quitado.

110. Pruebas de la multiplicacién. — La propiedad conmutativa
de la multiplicacién nos permite hacer la prueba de la misma, cam-
biando el multiplicando en multiplicador y viceversa.

111. Producto de varios factores.— Si deben multiplicarse va-
rios factores se empieza multiplicando dos de ellos, luego el produc-
to obtenido se multiplica por el tercero, etc., o en cualquier otro
orden (n.° 93, pig. 48).

112. Ntmero de cifras del producto. — Supongamos que el mul-
tiplicando @ tenga 5 cifras y que el multiplicador b tenga 3 cifras;
este Gltimo es menor que 1000 y a lo menos igual a 100, el
producto serd, por consiguiente, menor que a X 1000 y a lo menos
igual a a X 100; estos dos tltimos productos se obtienen colocan-
do 3 6 2 ceros a la derecha del ntimero a; se obtiene asi como pro-
ducto un niimero de 5 4 8 o de 5 + 2 cifras. Luego el producto tiene
8 6 T cifras. Andlogamente se demostrari que, en general, el pro-
ducto de dos mimeros tiene tantas cifras como ambos factores juntos
0 UNna Mmenos.

EJERCICIOS

30. Demostrar que la suma de dos nlimeros es siempre menor que el pro-
ducto de los mismos, salvo que uno de los sumandos sea 1 0 que ambos sean 2.
31. Demostrar que, dada una coleccién de n objetos, el doble del namero
de colecciones distintas de dos ohjetos, que pueden formarse con ella es igual
A n (n—1).
32. El producto de tres nimeros consecutivos es un miltiplo de 6.
33. 4Qué ntmero debe agregarse a 7486993 para hacerlo 100 veces mayor ?
34. Efectuar las multiplicaciones siguientes :
12378965 X 48765
840076 X 37005
180302 X 900463

35. Multiplicar un millén mil uno, por cien mil cien y expresar verbal-
mente el resultado.

36. Para multiplicar un ntimero por 99997, se agregan cinco ceros a su
derecha y se resta del nfimero obtenido tres veces el ntimero dado.

37. Para multiplicar un ntdmero por 12111, se multiplica dicho ndmero por
11, y el producto asi obtenido se vuelve a multiplicar por 11; se agrega dos
ceros a la derecha de este dltimo producto y se suma el primer producto.

38. Efectuar el producto de un ntimero cuyo guarismo tiene p cifras igua-
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les a 9, por un ntimero cuyo guarismo esté constituido por p cifras iguales,
y hallar la ley de formacién de ese producto. Por ejemplo: 9 X 2 : 99 X 22 ;
999 % 2222 ¢ . il

39. 1Como altera el producto de dos factores :

1.0 Cnando se aumenta el multiplicador con 3.

2.0 » » » » multiplicando con 13.

.0 » » disminuye » multiplicando con T.

4.0 » » » » multiplicando con 11.

b.o » » multiplica uno de los factores por 4.

6.0 » » » uno de los factores por 5 y el otro por 8.

0 » » aumenta 1 a cada factor.

8.0 » » disminuye 1 » » »

9.0 » » agrega 8 a uno de los factores y se disminuye 2 al otro?

40. Efectuar los céalculos siguientes, transformando los productos en poli-
nomios : v

(17 —8) X (42— 5) (1T A=8) a2 255

41. Demostrar que la suma de todos los nameros contenidos en la tabla
de multiplicacién hasta 9 es igual a la suma de los nueve primeros digitos
multiplicada por si misma. :

42. Sabiendo que un libro tiene 499 péaginas, cada una de 39 lineas y que
cada linea tieme 47 letras ;cudntas letras contiene ese libro?

43. Calcular el efectivo de una brigada compuesta de 3 regimientos, cada
uno de 5 Dbatallones; cada batallon encierra 4 compafifas de 120 hombres
cada una.

4. LA PoTeNCIACION

113. Definiciones. — Si todos los factores de un producto de
varios factores son iguales, basta, para hallar ese producto, conocer
el factor que se repite y el niimero de veces que se repite como
factor. La multiplicacién presentada en esa forma, o sea con tal
determinacién, se llama potenciaciéon. El factor constante se llama
la base; el niimero de factores, el exponente. La operazién se indica
escribiendo la base y luego, a su derecha y algo arriba, en tipo me-
nor, el exponente. Asi, la multiplicacién 3 X 3 X 8 X 3, se desig-
nard 3% 3 expresa la base; 4 el exponente; el resultado se llama
potencia. La segunda potencia se llama cuadrado; la tercera, cubo.
Las demés se expresan diciendo cuarta, quinta, sexta potencia. Asi
la expresién anterior 3* se leera, la cuarta potencia de 3. La cuarta
potencia se expresa a veces con el vocablo bicnadrada.

Llamaremos primera potencia de una coleccion (y, por exten-
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si6n, para abreviar, primera potencia de un wimero), a esa misma
coleceién, (o a ese mismo niimero).
El exponente 1 generalmente se sobreentiende. Asi tendremos:

al=a.

a2 —a. a.

a8 =a. a. a.

al = a. a. a. ... (n veces). Se lee «enésima potencia de a».

Se conviene en que el simbolo a® signifique 1. Es decir a® =1
por la razén que se da mis adelante (n.° 135, pag. 69).

114. Propiedades de la potenciacion.— De la definicién misma
se desprende:

a) Propiedad distributiva para una misma base. Sea, por ejem-

plo, ejecutar la operacion
R TE LTS ). =+

En general se tiene aPad = ap+a,

b) Propiedad distributiva para diferentes bases. Sea, por ejem-
plo, la operacion:

5368 = 5.5 5.6.6.6 = (5.6).(5.6) .(5.6) = (5 X 6)3
En general se tiene
aPbPeP = (a.b.c)P
¢) Propiedad asociativa. Sea, por ejemplo, la operacion: '
(42)3 =424242 =44, 4.4. 44, = 45X2
En general se tiene:
(40)a = ap4

115. Observaciones.— a) Bl exponente de una potencia puede

a su vez ser una potencia. Asi:
58 = 5(2%)

Hay que tener cuidado, en esos casos, de no confundirse. Kn
general se acepta que la notacién
abe gignifica a(bc) y no (ab)e, Asi 43° =49 y no 43° =45 X 43 =44,

b) Una potencia cualquiera de 10 es igual a 1 seguido de tan-
tos ceros como indica el exponente.

Asi

105 = 100000.
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Como la unidad de orden p,-es 1 seguido de p-1 ceros, esa uni-
dad se representard asi:

100-1,

Por consiguiente, un ntimero n que tiene p cifras, a, b, ¢, ..., k,
1, leidas de izquierda a derecha, podrd expresarse asi:
n=a X 10P-1 4 b.10P2 4 ¢, 1073 4 ... + k.10 + 1.
¢) Es evidente que para cualquier nfimero n se tiene
=0 In=],
d) Si a>Db resulta a» >bn .,
e) Si p>q resulta ar >aq,

Estas dos tltimas propiedades son consecuencias de lo establecido en el
n.o 104, pag. 50. :

116. Cuadrado y cubo de una suma indicada.— Si hubiera de
calcularse el cuadrado de (a+b), habria que multiplicar (a+Db)
por si mismo, es decir, hacer el producto (a + b), (a + b).

De acuerdo a lo dicho en el n.0 91 (pdg. 47), efectuado el pro-
ducto se encuentra el polinomio aritmético:

a X a - ab+ ab + bb
como ab + ab = ab X 2 = 2ab.

Resulta en definitiva, la identidad: (a +b)2 = a2 + 2ab + b2.

Que se expresa diciendo:

El cuadrado de la suma de dos colecciones (es decir, el resul-
tado de reunir esa colecciéon-suma con otras iguales a ella tantas
veces como lo indica el niimero que la afecta), es igual al cuadra-
do de la primera de las colecciones, méis el doble producto de esa
primera colecién por el ntmero que afecta la segunda y més el
cuadrado de la segunda.

Mis abreviadamente, aunque més incorrectamente, se dice:

117. El cuadrado de la suma de dos niimeros es igual al cuadra-
do del primero, mas el doble del primero por el segundo, mds el cua-
drado del segundo. :

De igual manera se demostrard la identidad
(a+b)3= a® + 3a2b + 3ab2 + b3 = a3 + b? 4 3ab(a + b).
Hay que ejecutar las operaciones
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(a+b)(a+b)(a+b) =(a+b)2(a+b) = (a2+2ab+b2)(a+b) .
= (a2 + 2ab + b2)a + (a2 + 2ab 4+ b2)b
= a% + 2a%b + ab2 + a2b + 2ab2 + b3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3,

Este resultado se expresa abreviadamente asi:

118. El cubo de la suma de dos mimeros es igual al ‘cubo del
primero, mds el triplo del cuadrado del primero por el sequndo: mds
el triplo del primero por el cuadrado del segundo; mds el cubo del
segundo.

O también:

El cubo de la suma de dos nimeros, es igual a la swma de los
cubos de esos dos mimeros aumentada de 3 veces el producto de su
suma por su producto.

119. Otras identidades importantes. — De las 1dent1dade\:

(a+1)2=a2+2 +1 a)
(a4+1)3=a3+38a2+3a+1 b)
Se deducen estas otras:

(a+1)2—a2=2a+1=a+ (a+1) e)
(a+1)8—a3=38a2+3a+1 d)

Todas ellas pueden enunciarse asi.

a) Bl cuadrado de un nimero es igual al del anterior, mds dos

veces este ullimo, mds uno.

b) Bl cubo de un niimero es igual al del anterior mds tres veces
el cuadrado de este tiltimo, mds tres veces este MiSMo, mds UNo.

¢) La diferencia entre los cuadrados de dos niimeros consecuti-
vos es igual al duplo del menor, mds uno, o también a la suma de
0808 ML Meros.

d) La diferencia entre los cubos de dos mitmeros conseculivos es
igual al triplo del cuadrado del menor, mds el triplo del merior,
mas uno.

Ejemplos:

a) 2=3242.3+1.

b) 53 =43 +3.424+3.4 41,
e) 62—52=254+1=6-+5.
d) 68 —5%=3.524+3.5+1..
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También tenemos las identidades:
(a+b)(a—Db) =a2+ ab—ab + b2 = a2 — b2 e)
(a—Db)(a—b)=a2—ab—ab+b2=a%2—2ab+Db> f)
Que se _enun‘cian diciendo

e) Bl producto de la suma de dos nitmeros, mulliplicada por
la diferencia de los mismos, es igual a la diferencia de los cuadrados
de dichos mimeros.

) El cuadrado de la diferencia de dos mimeros es igual al
cuadrado del primero, menos el doble producto del primero por el
segundo, mds el cuadrado del segundo.

Ejemplos:

e) (T+8)(7T—3) =172—32

f) (1—3)2=72—2.7.3+ 32

@) Consideremos ahora la identidad f):

(a—Dh)2= a2 —2ab + b2.

Agregando y restando al polinomio a%— 2ab + b2, el producto
4.ab. puede escribirse la identidad asi:
(a—h)2= a2 — 2ab -} b2 + 4ab — 4ab
a? — 2ab + 4ab + b2 —4ab
a2 + 2ab + b2 —4ab
(a-+Db)2—4ab

111 |

(a——b)2 (a+b)2—4ab
o también
(a+Db)2=(a—Dh)2 + 4ab (9)

que se enuncia diciendo:

@) Si al cuadrado de la diferencia de dos milmeros se le agre-
ga cualro veces su producto, se obtiene el cuadrado de su suma.

Por ejemplo:
(B+22=(—2)2+4.5.2
Si designamos por s la suma de dos nfimeros y por d su diferen-
cia y por p su producto, la identidad g) puede expresarse asi:
s2=d2+4p j
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<

expresién que permite encontrar uno de los tres niimeros s, d y p
conociendo los otros dos. .
h) Finalmente tenemos también la identidad facil de demostrar:

(a—h)3 = a3 — 3a2b + 3ah2 + bs.
EJERCICIOS

44, Efectuar ripidamente las operaciones:
(3794)2 — (37564)*
(16436G9)2 — (164119)2
45. Hallar el producto de la suma por la diferencia de doscientos treinta
y ocho mil cuatrocientos veinte y ocho por ciento cuatro mil sesenta y nueve.

46. La diferencia entre los cuadrados de dos ntmeros consecutivos es
28731 ; hallar esos ntmeros.

47. Todo cuadrado de un nimero par> es un mdltiplo de 4.

48. Calcular los cinco productos que se obtienen multiplicando cada una
de las cinco primeras potencias de 8 por esas mismas potencias de 5.

49. Demostrar que se obtiene el producto (10™ - a) X (10 » 4 b), multi-
plicando 10=por 10m -+ a4 b y agregando a X b. Aplicarlo a casos par-
ticulares.

5.— La Division.

120. Definiciones. — Esta operacién consiste en hallar uno de
los factores de un producto, conociendo éste y el otro factor. El
producto dado en esas condiciones se llama dividendo, el factor
conocido divisor y el que se busca cociente. Si el factor conocido, o
divisor, es el multiplicando del producto (es decir, del dividendo),
el factor buscado (o0 sea el cociente) es el multiplicador, esto es,
un numero cardinal; si, en vez el factor conocido es el multipli-
cador, el busecado es el multiplicando, esto es, una coleccién de
objetos.

Asi, el producto de una coleccién de 3 unidades, por 2, o sea,
el resultado de sumar 3 colecciones, cada una de 2 objetos, es una
coleceién de 6 objetos; luego, dividir una coleccion de 6 objetos
(dividendo), por una coleccién de 3 objetos (divisor), es hallar el
ntimero (cociente) — 2, en este caso—de colecciones de 3 objetos
que deben sumarse para obtener otra de 6 objetos.

Pero también puede decirse que, dividir una coleccién de 6
objetos (dwidendo) por el ntmero 2 (divisor) es hallar qué colec-
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cién (ecociente),—una de tres objetos en este caso,—repetida 2
veces como sumando, origina una coleccién de 6 objetos. En el pri-
mer caso, el divisor es una coleccién y el cociente un nimero; en
el segundo el divisor es un nfimero y el cociente una coleccidn.

Es evidente que la divisién carecerd de sentido si el dividendo
no es un multiplo (n.° 99, pag. 49) del divisor.

121. Si se prescinde de los objetos de las colecciones puede
hablarse de division de miimeros, asi la division de 6 por 3 se dice
ser 2, porque la divisién de una coleccién de 6 objetos por una
de 3 objetos es 2. Cuando, en lo sucesivo, se hable de division de
nimeros, no hay que olvidar la convencién anterior.

122. Propiedades. — Designemos con « al dividendo de una di-
visién, con b al divisor y con ¢ al cociente; hemos visto que a debe ser
un mdltiplo de b para que la operacién tenga sentido. Ademds, b
no debe ser 0, pues todo miltiplo de 0 es cero (n. 97, pig. 49). Si
fuese 0, la operacién careceria de sentido, a menos que @ fuese tam-
bién cero, pues, en este caso, cualquier ntimero podria ser cociente,
desde que la igualdad @ = be tomaria entonces la forma 0 =0¢ y
cualquier valor de ¢ la satisfaceria (n.° 97). En este caso la opera-
ciébn no seria univoca o uniforme, siéndolo en todos los demas casos
seglin se desprende del n.° 100.

123. Se representa la division de ¢ por b de la siguiente manera:

i a
—, y se tiene entonces — = ¢. En vez de — se escribe, a veces, a/b
b

o @ :b. De lo anterior se deduce que:
a
(—) X b =a siempre que b no sea nulo. Efectivamente, si el co-
b 2
* a‘ . .
ciente de — es ¢, se tendrdn, por definicién, las siguientes igual-
b
dades:
a a
=g a=Dhbe: a="b(—) = (—)b.
b b
124. Luego: No se altera un nidmero dividiéndolo primero ¥

maltiplicandolo después por un mismo nivmero, siempre que éste no
sea nulo. Veremos mis abajo que un nfimero puede también mul-
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tiplicarse primero y dividirse después por un mismo niimero no nulo,
sin alterar aquél (n.° 128, identidad 3.%).
a .
125. También es evidente que — = a; es un caso particular del
1

anterior, pues el nimero que divide y multiplica a es 1.
126. Las férmulas

a @
— =g, a = bc, b=—,
b c
tienen el mismo significado siempre que a, b, ¢ no sean nulos. Luego,
si uno de los ntimeros a, b o ¢ es desconocido, puede ser aislado
v determinado conoziendo los otros dos. En la primera férmula estd
aislado ¢, en la segunda « y en la tercera b.

127. El médulo de la divisién es el niimero 1.

128. Combinaciéon de la divisién con la adicién, substraccion y
multiplicacién. — De la definicién (n.° 120) de division se deducen

Jas siguientes identidades:

(a+b) a b
1.8 , = <—> = (—) 5
m mn m
(a —b) < a b
25 S _) - _> ]
m mn 7

/b (ab) (ac)
B a —) = -; .. (Sib=c resulta —=a;
¢ ¢ ¢
b
L
(b:) c

6
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En las férmulas 1.2, 22, 3.2, 62 y 7.3, se puede, sin temor de
incurrir en ambigiiedades, suprimirse los paréntesis, y aun cuando
en las 4.2 y 5.2 las rayas indican bastante claramente el orden en
que deben efectuarse las operaciones, conviene, para mayor claridad,
dejar los paréntesis.

Se supone, en las formulas anteriores, que las divisiones indica-
das tengan sentido.

La justificacién de esas identidades se hace asi:

"1.2 y 2.2 De la propiedad distributiva de la multiplicacién res-
pecto de la adicion y de la substraceién (ns 88 y 105) resulta que
a b a b
— |l xm=—m+ —m=atbd
mn m 7 -

]

! b

Luego, a + b resulta ser el producto de los dos factores <; e >

1 L,

axh a b

¥ m, y se tiene, segfin la definicién de divisién, que ———= — £ —.

m m m

Las propiedades recién demostradas se indican diciendo que la

divisién ‘es una operacién distributiva respecto de la adicion y de

la substraccion.

3.2 Se tiene:

b b Bkl g :
a(—)E —>aE—+——|——.‘. (@ veces) =

¢ v F . i

b4+b+b...(a veces) I |

= - (identidad 1.3y ="—, :
; ¢

4.2 Designemos con la letra d al cociente de. , se tendrd
- (bo) :
@

gt s BT bled)
(be)
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()
> pec,
.-(—>=cal AR
b ¢
.. reemplanzando d por su valor: ( a )
b a

(be)

IIf

[+

5.2 Hagamos a

c ¢
a d
b ¢
Considerando, en esta ltima igualdad, d como dividendo, ¢ como

a
divisor y — como cociente, se tendri:
b

a
d=c¢ <—- > -"« reemplanzando d por su valor:
[

B

6.2 y 7.2 Designemos al cociente de — con la letra ¢, tendremos -
b

a=Dbhe

a b
am = bimne : —=—c

m  m

<a>
am (B

=i H .—m—:c

bm

et
~
-
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. reemplazando ¢ por su valor: ( a )
bm _ b -~

b
am a <; )

Se ve que en las férmulas 1.2, 2.2 y 7.2, si las divisiones indicadas
en el segundo miembro son posibles, el primer miembro debe tener
sentido. Al revés sucede en la 3.2 y 4.2, es decir, que si las divisiones
indicadas en el primer miembro son posibles, el segundo miembro
debe tener sentido. En cuanto a la férmula 6.2 si.un miembro tiene
sentido, el otro también debe tenerlo.

a
b

129. Las férmulas 1.2 y 2.2 pueden, evidentemente, extenderse y
enunciarse diciendo.

Para dividir un conjunto formado por adiciones y substracciones
sucesivas de conjuntos parciales, por un wimero, puede dividirse se-
paradamente cada uno de los conjuntos parciales por dicho mimero
(siempre que estas operaciones tengan sentido), y luego reunir los
cocientes por adiciones y substracciones en el mismo orden en que
lo estdn los conjuntos parciales respectivos que constituyen el divi-
dendo, y viceversa, puede expresarse como un cociente Unico, un
conjunto de cocientes parciales ligados entre st por adiciones y
substracciones. Asi:

244+8+—10 2 -+ 8 10

9 g g e
g R g g g
g gl g 3

130. Si los divisores fueran diferentes, la identidad 6.2 per-
mitird hacerlos iguales, pues bastari multiplicar el dividendo y el
divisor de cada cociente parcial por el producto de los demds diviso-
res. Asi:

8 9 10 8x3X5 9 %2KE | AOHKIZIXS

-+ -
2 3 5 9% 8Xb 3X2X5 5 X2X3
8X83X5H—9IX2XB4+10X2 X3
2X3X56

131. La propiedad asociativa de la multiplicacién y las identi-
dades 8.2, 4.2 x.5.8, leidas en uno u otro sentido, nos ensefian cémo
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se multiplica o divide un ntmero por un producto o un cociente y
también cémo se multiplica o divide un producto o un cociente por
un nfimero. Los factores y divisores pueden colocarse en cualquier
orden sin que el resultado final cambie.

Ejemplo:

{x5) ()

3 X 8
= (identidad 3.2) =

e I

(identidad 4.2) =

3 X8 3 X8
= (identidad 3.2) = X 3 (identidad 5.2) =
2 X 9> 2X9
'3 |
356 8 X3
T 2x09

132. Segtin lo anterior:

Para dwidir el producto de factores, por un nitmero que di-
vida exactamente a uno de esos factores, basta reemplazar, en el
producto, dicho factor por el cociente de su division por el nimero.

Asi, el cociente de la divisién de (5 X 14X 8) :7 es, ya que
4 1) =9, hic g 8,

Basta hacer la prueba: (5 X2X8) XT=5X(2X17) X8=
5 X 14 X 8, es decir, el dividendo.

133. Una consecuencia de ello es que para dividir un producto
de varios factores por uno de ellos, basta suprimir ese factor en el
producto.

‘ 134. El cociente de la division de dos potemcias de un mismo
niymero, cuando el exponente del dividendo es mayor que el del di-
visor, es igual a una potencia de ese mimero cuyo exponente es la
diferencia entre el ewponente del dividendo y el del divisor.

Asi: 714 ;78 =76, Basta hacer la comprobacién 78 X T6= 714,

En general se tiene que como aPaq = a?+4
am

se deduce que = @™ ya que
3 an

am-ngh — gM-n-+n — gm,
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a"l a”n
=1, se tiene que 1=
a"l- am

135. Exponente cero.— Como

= gm-m = q°; de modo que la expresion a® debe entenderse como ex-
presando el niimero 1 a fin de conservar las reglas «del céleulo.

136. Otra acepcién de la division. — Definicion. En vez de con-
siderar a la division como la operacién inversa de la multiplica-
pién, puede dérsele otro significado mis general, considerdndola
como un caso especial de substracciones sucesivas. En ese caso se
llama, a veces, divisién natural para distinguirla de la otra acep-
cion. Se dird, entonces: ,

Dadas dos colecciones de objetos, la division natural de lo pri-
mera por la seqgunda consiste en averiguar cudntas colecciones parcia-
les de tantos objetos como liene la segunda, puede extraerse de la
primera, y determinar la coleccion restante cuando quede en la pri-
mera un nimero de objelos menor que el de la segunda. El nimero
de substraceiones sucesivas que puede efectuarse es el cociente de la
divisién ; el resto de la dltima substraccién es el resto de la divisién
natural,

La primera coleccion es el dividendo; la segunda el dividen-
te (¥). Ejemplo:

Supongamos que un nifio quiere repartir entre dos compafleros
nueve bolillas contenidas en una caja, dando a cada uno un ni-
mero igual de bolillas. Podrd proceder de la siguiente manera:
dard, primero, una bolilla a cada compaiiero, habra quitado asi 2
bolillas de la eaja; luego, dard a cada uno otra bolilla; habré qui--
tado asi dos veces dos bolillas de la caja o sean 4 bolillas, y que-
dardn cineo; volverd a darles una y quedardn tres; repetird la
operacién y quedard una; ahora no podrd dar ya una a cada uno
puesto que, para ello, deberian quedar dos en la caja. La opera-
cién, por consiguiente, ha terminado; el niimero 4 de distribuciones
de bolillas hechas, indica el de veces que se ha extraido o substrai-
do dos bolillas de la caja; esto es, de la coleccién de las nueve bolillas
primitivas, es el cociente, e indica también cudntas bolillas ha re-

(*) Bl dividente suele, ordinariamente, continuar llamindose «diyvisors
como en la otra acepcion de la divisién, pero atento a la definicion de divisor
que se dan en los nos. 99 (pag. 49) y 158 (pag. 82), hay evidente incongruencia
en adoptar el mismo nombre. .
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cibido cada nifio. La coleccién de bolillas remanente en la caja, es
€l resto de la divisién, esto es, de la operacién efectuada; las nueve
bolillas primitivas constituyen el dividendo; la coleccién de los dos
alumnos entre los que se han repartido las bolillas, constituyen el
dividente. Como se ve, la coleccion de nueve holillas primitiva se
ha descompuesto en dos colecciones parciales de cuatro bolillas
y una de una; de suerte que, reuniendo nuevamente estas coleccio-
nes, se reconstituiria la primitiva coleccion de nueve bolillas; luego
el resto de la divisién es la diferencia entre la coleccién primitiva
o dividendo y la suma de las colecciones parciales, todas de igual
ntimero de holillas; suma que es igual al producto del dividente por
el cociente. Por consiguiente, puede escribirse: -

9=2X4+1.

Si designamos con la letra @ al dividendo, con b al dividente,
con ¢ al cociente y » al residuo, tendremos la igualdad

a=he+r

en la que r es menor que b.

137. Como se ve, puede también decirse que la division natu-
ral es una operacion que consiste en descomponer el dividendo en
un cierto mimero de colecciones parciales de fantos objetos como
tiene el dividente y en un resto menor que el dividendo. El nfime-
ro de colecciones parciales en cuestion es el cociente.

138. Si el dividente es un divisor (n.2 99) del dividendo, el
resto de la divisién es cero. Se dice, entonces, que la divisién es
exacta, o que el cociente es exacto y corresponde a la definicion
del n.° 120. Entonces se dice, también, seglin vemos, que el divi-
sor y el cociente son submultiplos del dividendo.

Resulta asi que esta nueva acepeion de la divisién comprende
a la primera. Es mis amplia que ésta y siempre tiene sentido,
cualesquiera que sean los datos.

139. La definicion de divisién dada en el n.° 187, viene a redu-
cir esta operacién a un caso particular de la operacién de extraer
de un mismo conjunto de a objetos, varios otros conjuntos par-
ciales de p, ¢, r objetos; la divisién supone que los nfimeros p, g, 7,
son iguales. El conjunto @ es, entonces, el dividendo; uno cualquiera
de los conjuntos parciales de igual nfimero de objetos extraidos, el
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dividente; el resto de la divisién es el conjunto restante cuando no
puede extraerse mas el dividente; y, como se ve, este resto es el mis-
mo que se obtendria restando de « el producto del dividente por el
cociente, es decir, la suma de las colecciones parciales extraidas.

140. Cociente cero. — Si el dividente fuera mayor que el divi-
dendo, el cociente seria cero y el resto igual al dividendo. Si el
dividente es igual al dividendo podria considerarse el cociente igual
a 0 y el resto igual al dividendo; o bien que el cociente es igual
a uno y el resto cero, pues en ambos casos se tiene que el dividen-
do es igual al producto del divisor por el cociente mis el resto.
Pero la segunda solucién es la finica que satisface a la condicion
de que debe ser el resto menor que el dividente.

141. Si prescindimos de los objetos de la coleceion y sélo aten-
demos a los ntimeros, podemos decir que:

Dados dos niimeros a y b lamados, respectivamente, DIVIDENDO
2/ DIVIDENTE, la divisién tiene por objeto hallar otras dos, ¢ y 7, la-
mados, respectivamente, cociente y resto, tales que se verifiquen las
condiciones : 1

a=bec+r r < Db.

142. Como se ve, el problema de la divisién implica hallar dos
incognitas ¢ y r y los raciocinios de los nos, 136 y 137 demuestran
que siempre existe una solucién, Gnica, del problema.

Puede decirse que, en las férmulas anterioves, be es el mayor
miltiplo de b contenido en a (es decir, inferior o igual a ). Cuan-
do 7 es nulo, @ es un miltiplo de b; se dice, como vimos también
entonces, que la divisién se hace exactamente y que a es (exacta-
mente) divisible por b o aun que b es un divisor de a o un sub-
miltiplo de a (n.° 99, pag. 49).

143. Si dos ntmeros a y a: (*) son tales que, por el mismo dividente o
médule b, originan el mismo resto, se les llama congruentes con el médulo b y
=e escribe

a—a; (mod. b)

Una identidad de la forma anterior se llama congruencia.

144, Propiedades especiales a la nueva acepcion. — Dados dos
nfimeros a y b, formemos una tabla de los miltiplos sucesivos de b,

(*) Cuando se quiere hacer corresponder dos objetos que pertenecen cada
uno a una coleccién diferente (o a los nameros que afectan dichos objetos),
conviene. a veces, designarlos con la misma letra agregando a una, o a las dos,
letras una indicacion ; asf se eseribird a y a1 que se leen a y a sub uno; si hay
mas letras puede ponerse @, @1, @2, ... :
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esto es, los productos de b por los nameros 0, 1, 2, 3, 4, ...; como
estos miltiplos aumentan constantemente en valor (n.° 100, pig. 49),
acabarin por ser mayores que a. Dos casos pueden presentarse:
1.2 @ figura en la tabla, entonces existe un ntimero ¢ tal que
4= box ]

Ese ntimero ¢ y el nimero » =0 satisfacen a las condiciones
impuestas al cociente y al resto.

2.° @ no figura en la tabla; existen entonces dos niimeros en
la tabla entre los cuales se halla a. Si ¢h y (¢4 1)b son los dos
nameros entre log que estd a; se verificarin las siguientes des-
igualdades:

a>be a< (e+1)D
las que pueden escribirse asi:
be < a< (¢c+1)b.

Se dice entonces que ¢ es el cociente aproximado en menos
de una unidad por defecto. Se dice, igualmente, que ¢ +1 es el
cociente aproximado en menos de una unidad por exceso. Tambiéir
resulta que a + 1 < (¢ +1)b; (¥) porque si (¢ + 1)b es mayor que «
debe, por lo menos, ser igual a a + 1 pudiendo ser mayor que (a + 1).

Si r es la diferencia entre be y a, resultara:

a > be+r Pl b
v la divisién queda ejecutada.

En general ambos casds 1.° y 2.° pueden reducirse a uno nie-

diante las expresiones

a> be a—l—l?b(c—i—]).

145. Divisién de un namero por un producto de factores. — Sea « un ntme-
ro que se divide sucesivamente por %k, I, m. Sean b, ¢, d, 1os cocientes sucesi-
vos, Segin lo anteriormente expresado, se tienen las siguientes desigualdades :

a > kb (1) a+1 <k (b+1 )
béle (2) b+1§1(c+1) (5)
¢ > md (3) c+1< m(d+1) (6)

Por otra parte, mulitplicando la (2) por k y la (3) por kl y comparando,
sale ;
a S kb > Ick Skmld: (7)
Repitiendo la misma operacién con las desigualdades (4), (3), (6) sale,
andlogamente :

a+1) Sk (b+1) <kl (¢+ 1)< kim (d + 1) (8)

(*) El signo >: se lee *‘igual o mayor que' ; el signo zse lee *“igual o
menor que'.
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o sea: también las dos desigualdades

a S klmd (9) a+1< Kim (d+ 1) (10)

El sistema (9), (10) pone en evidencia que d es el cociente de dividir «
por kbmn.

146, Y como ese producto no altera cualquiera que sea el orden de los fac-—
tores k, I, m, se desprende que si se¢ divide un niamero sucesivamente por varios
otros, se obtiene siempre un mismo cociente final, cualquiera que sea el orden
en que se efectian las divisiones parciales.

En cuanto a los restos, si los designamos con Ii, Y1, I, tendremos que-

Fr—a-—kb 5 ma=b—1lec 3 T3=c-—md.

Lauego podremos escribir las siguientes igualdades :

=75 kib )
r2 k = bk —lke ki )
rs kI = ckl — klmd ﬂ

Ahora hien. el resto i de la division definida por las designaldades (9)

vy (10) es

r = a— Kklmd (12)
Sumando ordenadamente las desigualdades (11) ¥ simplificando se de-
duce que
ri 4 12k + rakl = a— klmd (13)
lo que pone en evidencia comparando (12) con (13) que
r=1r1+4 2k + 13kl

Para que r sea nulo, debe tenerse a — klmd y atento a que, segiin la des-
igualdad (7), kb ¥ lck estan comprendidas entre a y klmd, siendo éstas iguales,,
tambi¢n tendran que serlo las intermedias ; luego

a = kb = kle = klmd

En definitiva, entonces:

147. Si se divide wn mimero a por el producto de varios factores, k, 1, m, el
cociente obtenido es igual al ultimo que se obtiene dividiendo a sucesivamente,.
primero por k; luego, el cociente asi obtenido, por 1, ¥y luego el nuevo cociente
asi obtenido por m, ete. Y eso cualquiera que sea el orden que se siga para
efectuar esas divisiones parciales. En cuanto al resto "de la division de a por-
el producto klm, es igual a la suma de los restos parciales obtenidos en las divi-
siones parciales indicadas, previa multiplicacion de segundo resto por k del ter-
cero por ki, ete.

148. Si se tiene entrve los ntimeros a, b, ¢, y  la relacién
= betr ;
sdlo podrd afirmarse que ¢ es el cociente de la division de a por b,
en el ¢aso en que » sea Menor que b; supongamos que r > b y lla-
menos ¢; y 1 ¥ r el cociente y al resto de » dividido por b, tendremos-
r= hoy ==y
a=be+be;+r = (e+e)b+n
como ahora r, < b, esta igualdad prueba que el cociente de a divi-
dido por b es ¢+ ¢; y el resto r;. Luego una relacién de la forma
a=0e -+
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en el caso que ¢ no sea el cociente de a; b permite simplificar la
investigacion de dicho cociente, una de cuyas partes ¢ es ya cono-
cida: para tener la otra parte, ¢y, basta dividir » por el niimero
b, que es menor que a; el resto de esta tltima divisién es el buscado,
] cociente de la misma es la otra parte del cociente buscado.

Se obtendrd este altimo sumando las dos partes ¢ y ¢;.

Es obvio, finalmente, que si a contiene ¢ veces b, y da un resto #
menor que «, y se extrae (c—m) veces b de a: lo que queda de a, o sea
#@l— (e — m)b no contendrd ya méas que m veces d y dejari el mismo resto 7.
Eso resulta de las expresiones a = be 4+ r; a— (e—m) b = a — be -+ mb, pues
reemplazando en el segundo miembro de esta igualdad a por be + r, sale

a— (c—m) b =be +r—be + mb = mb } r
con r<h

149. Observaciones. — a) HIl resto de una division a : D, puede tomar todos
los valores desde O hasta b— 1, como méaximo ; cuando toma ese valor maximo
tendremos

a="hbe 4+ (b—1)
~de donde
a+1=be+b=D>b(c-+1).
Paxa el 1estn 0, tendremos
8= be,

Vemos, pues, nuevamente (n.© 144) que puede cal‘actenmme una division

natural ya por las expresiones:

a="he +r r<b
«0 por las:
a> e Bt 1 hle 1)
150. Otras propiedades.—a) Si entre los ntimeros a, b, d, existe

la relacidn

a > bd
«d podrd, a lo sumo, ser igual al cociente ¢ exacto, o al cociente
aproximado en menos de una unidad por defecto, de la divisién a,
b; ¢ es, por consiguiente, igual o mayor que d.

Si entre esos mismos nfimeros a, b, d existiese, en cambio,
la relacién

a < bd
un raciocinio andlogo establecerd que ¢ es, a lo sumo, igual a d.

Asi que el cociente exacto o aproximado en menos de una
unidad por exceso es, en este caso, igual o menor que d + 1.

b) Si se multiplica (o divide) el dividendo y el dividente de
una division natural por un wimero, el cociente no altera, pero el
wresto queda multiplicado (o dividido) por dicho wmimero.

Pues si se tiene a = be + r r<b
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multiplicando por un ntmero n, tendremos
an = bne +rn rn < bn,

lo que demuestra que el cociente de an :bn es siempre ¢ ¥ el res-
to es »n.
Andlogamente ocurre si se divide por n en vez de multiplicar.

151. Practica de la divisién en el sistema de numeracién deci-
mal. — Consideremos la division en la acepcién mis general indi-
cada en el n.o 136 (pag. 69).

a) Bl dividente es una potencia de diez. Sea, por ejemplo,
efectuar la division 43725 : 1000.

La igualdad 43725 = 43 X 1000 + 725, pone en evidencia que
el cociente es 43 y el resto 725. Y como esta consideracion puede
extenderse a cualquier otro ejemplo, se desprende que: 3

152. Para dividir un nitmero por una potencia de 10, se sepa-
ra a la derecha de ese mimero tamtas cifras como ceros tiene el
dividente; el ntmero que queda a la izquierda es el cociente; el
constituido por las cifras separadas, el resto.

b) El dividente y el cociente son digitos. Se conoce que el
cociente es un digito, agregando un cero a la derecha del dividente;
si el ntimero asi obtenido es mayor que el dividendo, ¢l cociente
es evidentemente menor que 10. Asi, 73 :9 tiene un cociente di-
gito, porque si fuere 10, multiplicado por el dividente 9 daria 90,
niimero mayor que el dividendo T3.

La tabla de multiplicacién (pég. 52), nos suministra los milti-
plos sucesivos de 9, y vemos que T3 estd comprendido. entre 72,
(9X8) y 81 (9%X9). Luego el cociente buscado es 8, siendo el
vesto 1. En efecto, 73 =9 X 8+ 1. Con prictica se efectfia esta
operacién instantineamente.

¢) Bl cociente es un digito sin serlo el dividente. Se¢ cono-
cerd si esta eircunstancia se verifica, agregando un cero a la de-
recha del dividente; si el nfimero obtenido es mayor que el divi-
dendo, el cociente es menor que diez.

La operacién se efectfia, entonces, por tanteos; algunas ob-
seryaciones permiten disminuir el nfimero de ensayos a efectuar.

Sea, por ejemplo, dividir 47385 por 5837; como 58370 > 47385
el cociente es un digito.

Si en vez de dividir 47385 por 5837, se dividiera 47385 por
5000, el cociente sélo podria aumentar, pues 5000 estd contenido
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en 47385 por lo menos tantas veces como 5837. Para dividir 47385
por 5000, es decir, por 5 X 1000, puede dividirse aquél, sucesiva-
mente, por 1000 y por 5 (n.° 128, 4.°). El cociente de 47385 por 1000
es 47, v el cociente de 47 por 5 es 9 (caso 1.2). Luego el cociente

buseado es 9 u otro ntmero menor; se dice que 9 es un limite
superior del cociente de la divisién propuesta.

Tgualmente, si se dividiera 47385 por 6000 en vez de dividirse
por 5837, el cociente no podria sino disminuir; pero ese cociente
se obtiene dividiendo 47385 por 1000 y luego por 6, y se tiene, asi,
sucesivamente, como cociente 47 y T; se dice que T es el limite
inferior del cociente buscado; este tiltimo, por consiguiente, podrd
ser 7, 8 u 9; bastard, entonces, ensayar tUnicamente estos tres co-
cientes. El producto de 5837 por 7 es 40859, ntimero inferior a
473857 el producto de 5837 por 8 es 46696; el producto por 9 da
52533, nfimero mayor que 47385. Luego, el cociente buscado es
8 y el resto 47385 — 46696 = 689. :

Sea, como segundo ejemplo, dividir 9989 por 1999 ; siguiendo el procedimiento
indicado debemos dividir 9989 por 1000, el cociente es 9, para ensayar 9 se
multiplica 1999 por 9 y se obtiene 17991 mayor que 9989 ; luego, el cociente
buscado es menor que 9; ensayemos 8: tenemos 1999 X 8 = 15992 ; luego. el
cociente es menor . que 8; como 1999 X 7 = 13993 debemos ensayar 6: 1999 X 6
= 11994 ; aun el cociente es menor que 6; 1999 X 5 = 9995 ; 1999 X 4 = 7996 ;
el cociente buscado por consiguiente, es 4 y el resto de la division es 9989 —
7996 = 1993. Este ejemplo demuestra que, en ciertos casos desfavorables, pue-
den ser necesarios hasta cinco ensayos; pero, en la practica no se realizan
todos pues se hacen las multiplicaciones con las dos primeras cifras de la
izquierda del dividente y se compara el producto con las dos primeras cifras
del dividendo. En el ejemplo anterior se dira, para ensayar 7, :T por 9 son 63,
7 por 1 son 7, mas 6 son 13, el producto de 19 por 7 es 133, luego el pro-
ducto de 1999 X 7 contendra por lo menos 13 millares y sera superior a 9989 ;
el cociente es, por consiguiente, menor que 7. La practica facilita la eleccion
a primer golpe de vista del cociente buscado; para comprobar si este namero
es el verdadero, basta multiplicarlo por el dividente, y ver si el producto puede
restarse del dividendo dejando un resto menor que el dividente.

Para obtener, en el ejemplo anterior, el limite inferior del cociente, se
dividira 9989 por 2000 y se tendra 4, el cual resulta ser el cociente huscado.

Si se tuviera que efectuar la division siguiente: 12725 por 1984, se divi-
dirfa 12725 por 1000y se obtendria 12, pero como el cociente es un digito, se
empezarian los ensayos a partir de 9; el cociente es 5.

153. Lo anterior justifica la siguiente
Regla practica. Cuando el cociente es un digito, se suprime a
la derecha del dividendo, tanmtas cifras como tiene el dividente,
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menos una; se divide el nimero restante (que tiene una o dos cl-
fras) por la primera cifra del dividente; si el cociente en cueslion
es un digito, éste viene a ser um limite superior del cociente bus-
cado; en caso contrario se toma 9 como limite superior. Se ensaya
le eifra hallada como limite superior, multiplicando el dividendo
por ella; si el producto es igual o menor que el dividendo, dicha
cifra es el cociente buscado y entonces el resto es wual a la dife-
rencia entre el dividendo y ese producto. Si el producto es mayor
que el dividendo, se ensaya el digito anterior al que se ensayo, y
ast, sucesivamente, hasta obtener el cociente buscado.

Se obtiene wn lmite inferior del cociente, dividiendo el nit-
mero conservado a la derecha del dividendo por la primera cifra
del dividendo, aumentada de 1.

determina el cociente, cifra por cifra empezando por la izquierda,
en base del principio siguiente:

d) Caso general. Si el divisor y el cociente no son digitos, se

Para obtener el niimero de decenas, de centenas, de millarves, etc.,
del cociente, basta dividir por el dividente, el mimero de decenas, de
centenas, de millares, etc., del dividendo.

Supongamos, por ejemplo, que el nimero de millares del co-
ciente sea 35; esto significa que el dividente estd contenico 35000
veces en el dividendo y que mo estd contenido 36000 veces; pero
35000 veces el dividente y 36000 veces el dividendo son respectiva-
mente ndmeros exactos de millares que se obtienen multiplicando
<l dividente por 35 y por 36; el primero de ellos estéd contenido
en el ntimero de millaves del dividendo, mientras el segundo no lo
estd; pero esto equivale a decir que 35 es el cociente de dividir
el nfimero de millaves del dividendo por el de millares del dividente.

Asi, en la divisién de T48765 por 4325, para obtener el niimero
de millares del cociente, basta dividir 748 por 432.

Esta proposicion y lo establecido en el n. 148 respecto del
caso en que se ha separado el dividendo en dos partes de las que
una es un miltiplo del dividente, explican el meecanismo de la
division.

Sea por ejemplo dividir 236485 por 297; si se quisiese tener
ol nfimero de decenas del cociente se dividiria 23648 por 297; si
se quisiera tener el de las centenas, dividiriamos 2364 por 291,
pero ahora el cociente serfa un digito, luego las cifras de las
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més altas unidades del cociente representa centeénas y se obtendrd
dividiendo, 2364 por 297, divisién que estdi en el caso c¢), se
obtiene, como cociente 7 y como resto 2364— 297 X 7= 2364 —
2079 = 285, este resto constituye lo que se llama el primer resto
parcial; el producto del dividente, 297, por 700, es 207900, y para
obtener la diferencia entre 236485 y 207900, bastard, evidentemente,
agregar a la derecha del primer resto parcial, 285, las dos dltimas
cifras, 85, del dividendo, lo que da 28585. Se ve que se ha sepa-
rado el dividente en dos partes, una igual a 297 X 700, otra igual
a 28585; luego, se obtendrd el cociente de la division propuesta

agregando a 700 el cociente de la divisién de 28585 por 297. Este -

cociente es evidentemente inferior a 100, pues, de lo contrario,
28585 contendria a 297, por lo menos 800 veces; la primera cifra
de este cociente representari por consiguiente decenas y se obten-
drd dividiendo 2858 por 297 (caso ¢); se.obtiéne como cociente
9 y como resto 185. Este tiltimo constituye el segundo resto parcial
y repitiendo el raciocinio anterior se comprueba que basta agregar
a su derecha la fltima cifra, 5, del dividendo, para obtener la
diferencia entre 28585 y 90 veces el dividente 297, y que, divi-
diendo esta diferencia, 1855, por 297 (caso ¢) se obtiene la cifra,
6, de las unidades del cociente buscado y el residuo, 73, de la divi-
sién propuesta. Se dispone la operacion asi:

236485 | 297

2079 796

28585
2673

1855
1782

3

Las explicaciones anteriores justifican la siguiente:

154. Regla practica. — Para dividir un mimero a por otro b,
se escribe en una misma horizontal, el dividendo a la izquierda y
el dividente o divisor a la derecha; se separa ambos por una raya ver-
tical; debajo del dividente se traza una raya horizonlal y es debajo de
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esta ultvma donde se escribird el cociente, cifra por cifra. Se separa
a la wzquierda de a un nimero, tal que el cociente de éste por b
sea un digito; este nitmero es el primer diwidendo parcial. El orden
de las unidades que expresa en el dividendo la dltima cifra de ese
dividendo parcial, es el orden de las mds altas unidades del cociente
el cociente de la division del primer dividendo parcial por el divi-
sor, es la primera cifra del cociente; se multiplica el dividente
por el niimero indicado por esa cifra y se escribe el producto debajo
del primer dividendo parcial, de tal manera que las cifras de las
unidades de mismo orden se correspondan; se traza una raya debajo
de dicho producto y se escribe debajo la diferencia entre el pri-
mer dividendo parcial y ese producto; esta diferencia es el primer
resto parcial; se forma el segundo dividendo parcial escribiendo a
la derecha de ese resto la primera de las cifras del dividendo que
sigue del primer dividendo parcial, o, como-se dice, se baja esa
cifra; se divide el segundo dividendo parcial por el dividente y se
obtiene la segunda cifra de la izquierda del cociente; esta cifra se
escribe a la derecha de la ya hallada; se multiplica el niimero indi-
cado por esta cifra por el dividente y el producto se resta del
segundo dividendo parcial en la forma ya indicada, el resto obte-
nido constituye el segundo resto parcial; se escribe a la derecha_
de éste la cifra a la derecha de la ya bajada y se obtiene el tercer
dividendo parcial, el cual suministrard la tercera cifra de la iz-
quierda del cociente, y asi sucesivamente. Cuando se haya bajado
la Wiltima cifra del dividendo, se obtendrd el witimo dividendo par-
cial, el cual, dividido por el dividente, suministrard la cifra de las
unidades del cociente. Restando de este dltimo dividendo parcial
el producto del dividente por el mimero indicado por dicha cifra,
se obtendra el ultimo resto parcial, el cual serd también el resto de
la division. Cuando alguna cifra del cociente resulte ser cero, la
multiplicacion y substraceion corwspondzente se efectivan sin escri-
bir nada.

Cuando el cociente de una division contiene muchas cifras, conviene for-
mar una tabla de los nueve primeros mdltiplos del dividente, como se ha
indicado en el n.° 108, b, pag. 51; esta tabla permite, en efecto, suprimir los
ensayos en cada division parcial suministrando inmediatamente la cifra corres-
pondiente del cociente; de manera que s6lo deben efectuarse substracciones.

Cuando el dividente es un digito, practicamente se escribe el dividendo e
inmediatamente debajo el cociente, efectuando mentalmente los productos A
restas parciales. Asf, sea dividir 4878967 por 4, se dira: 4 dividido por 4 da 1,
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v se escribe 1 debajo de 4; 3 dividido por 4 da 0 y queda 2, se eseribe 0
debajo de 3; 37 dividido por 4 da 9 y queda 1, escribo 9 debajo de T; 18
dividido por 4 da 4 y queda 2, escribo 4 debajo de 8; 29 dividido por 4 da
T ¥ queda 1, escribo 7 debajo de 9; 16 dividido por 4 da 4, escribo 4 debajo

«e 6; 7 dividido por 4 da 1, queda 3. Luego el cociente es 1094741 y el resto 3.

155. Método llamado «italiano» o «comprimido» para dividir.

— Consiste en hacer mentalmente las substracciones del método
corriente. El ejemplo siguiente da cuenta de este método.

Sea dividir 87564 por 23. La operacion se dis-

87564 | 23 pone como se indica al margen. Se dice: 87 dividido
—— . por 23, da 3; multiplico 3 por 23 y resto, de cabeza,

185 3807 el produecto, de 87; para esto digo asi: 3 X 3=19;
16: 94+ 8=17; escribo 8 y retengo 1; 3 X2=6; 6

mis el 1 retenido =7; T+ 1 =8; escribo 1 y bajo 5.
Obtengo asi el primer dividendo parcial, 185, y la primera cifra,
3, de-la izquierda del cociente que eseribo en su lugar. Divido 185
por 23; obtengo 8; 8 X 3=24; 2441 =25, escriho 1 y retengo
2; 8X2=16; 16 mas 2 retenido, da 18; 18 —18 =0; bajo el 6
y obtengo el segundo dividendo parcial 16 y la segunda cifra 8
del cociente que escribo en su lugar; 16 no puede dividirse por
23; escribo 0 en el cociente y bajo el 4. Formo asi el daltimo divi-
dendo parcial, que dard anidlogamente la tltima cifra 7 del co-
ciente y el resto 3.

156. Prueba de la division.— Se efecttia multiplicando el
dividente por el cociente y agregando el resto: debe obtenerse el
dividendo. También puede efectuarse restando el resto del divi-
dendo y dividiendo el resultado por el cociente: debe obtenerse el
divisor. Si la division es exacta puede dividirse el dividendo por
el cociente: debe obtenerse el divisor.

157. Ntmero de cifras del cociente. — De lo dicho en el n.° 112,
(pag. 56), resulta que el cociente tiene tantas cifras como indica la
diferencia entre el ntiimero de cifras del dividendo y la del dividente
<0 una mas. :

BJERCICIOS

Efectuar las divisiones:

50. 16513000 : 2859 ; 2704812 : 33; 4441455 : 45; 284040408 :32124.

51. 1284444321 :1111; 2535453196195 : 314159 ; 31087012380 : 370055
1831785144200 : 45007006.

y 52. ;{Cuantas unidades de tiempo tardarfa un viajero para recorrer 23458
unidades de distancia, a razén de 37 unidades por 60 unidades de tiempo?
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53. S§i 109 se multiplica por un cierto ntimero es aumentado en 2071.
Hallar el multiplicador.

54. BEn una division, el dividente es 20 veces mayor que el cociente y 4
veces mayor que el resto, icudl es el dividendo sabiendo que el resto es 76?2

55. Dividir la diferencia de los cuadrados de 9409 y 10609 por la suma
de los cuadrados de 97 y 103.

56. Si un ntmero, dividido por 323, origina un resto de 125, ;cudl serd
el Testo cuando el mismo nimero sea dividido por 19?2

57. En una divisién, el dividente es 23, el cociente 3807 ¥ el resto 3,
¢cudl es el dividendo?

58. Bn una divisién el dividendo es 123456789, el cociente es 123580 y el
resto 369, jcudl es el dividente?

59. Si al dividendo de una division natural se agrega un miltiplo, md,
del dividente d, el cociente aumenta en'm quedando igual el resto.

60. El resto obtenido dividiendo la suma de varios nimeros .por un divi-
dente, es igual al resto de dividir por ¢l mismo dividente la suma de los
restos que dichos ntimeros originan al ser divididos separadamente por el
dividente.

61. ;Cual es el mayor nimero gque puede agregarse al dividendo, sin cam-
piar el cociente, ¥ cudl para que el cociente sea exacto si no lo era?



CAPITULO IV

DIVISIBILIDAD

158. Definiciones. — Recordemos que un niimero se dice mil-
tiplo de otro si es el producto de éste por un niimero cualquiera
de la serie natural. Y que un ntumero se dice factor, divisor o
submiltiplo de otro, si lo divide exactamente (n.° 99).

Se dice que un nfimero es divisible por otro, si este otro es
factor, divisor o submdltiplo del primero.

Conviene, a menudo, saber si un nfimero es divisible por otro
sin necesidad de realizar la divisién, con la inspeccién de sus
cifras. Los criterios que sirven para ese conocimiento se llaman
los caracteres de divisibilidad; estin basados en ciertas proposi-
ciones fundamentales que se expresan a continuacién.

159. Proposiciones fundamentales.— Si dos nimeros son divi-
sibles por un tercero, la suma y la diferencia de los mismos son
también divisibles por dicho tercer nimero.

Al mayor de los dos niimeros lo designaremos por a, el otro
por b.

Designemos por n al tercer ntimero y sean: a; ¥ by (*) los
cocientes, exactos por hipdtesis, de @ :m y b :n.

Tendremos entonces:

a = nay, b = nb;.
Sumando y restando ordenadamente a estas igualdades obten-
dremos : !
| a =+ b=mn(a; + by)
lo que equivale a decir que a==b es divisible por n.
Asi, si los niimeros son 321 y 30 y el tercero 3:
321430 321 30
—_— = — 4+ —=107 4+ 10=117.
3 3 3

*

(*) Xsas expresiones se leen como se ha dicho (n.c 143) a sub uno;
b sub uno.
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160. De una manera enteramente aniloga se comprobara que:
Si varios nameros «, b, ¢, d, e, ..., son todos divisibles por otro =,
el polinomio (n.° 57, pag. 35), obtenido sumando o restando aqué-
llos en cierto orden, es también divisible por =, ¥ el cociente se
obtiene efectuando las sumas y restas, en el mismo orden, de los
cocientes respectivos ay, by,... de a, b, ¢, por m. '

161. Si la suma o la diferencia de dos nimeros es divisible por
un tercero, y uno de aquellos nimeros tamhbién lo es, el otro es
igualmente divisible por el tercero.

a==b a a=th a
Pues que si ——— = ¢ y — = a, entonces, como ¢ = ——— = —
n n n n
b b b
£ — =y =—, se desprende, de esa igualdad, que a; &= — = ¢ luego,
n n n
b b
0o —=c¢—ay, 0 —=a; —¢, es decir, que b es divisible por n.
n n

162. Si un ntimero a es divisible por otro b, todo miltiplo de a
es también divisible por b.
Pues si am es un miltiplo de a, se le puede considerar como
la suma de m nfimeros a, todos ellos, por lo tanto, divisibles por b;
luego esa suma es divisible por b; y si @y es el cociente a : b, ten-
dremos que
am : b =may

Puede también decirse que:
163. Si uno de los factores de un producto es divisible por un

niimero, también es divisible por éste el producto en cuestién, y
ello es exacto cualquiera que sea el nimero de los factores.

164. Si en una divisién natural se anmenta o disminuye el divi-
dendo en un multiplo del dividente, no altera el resto.

Pues si a, b, ¢, r representan, ordenadamente el dividendo, el
dividente, el cociente y el resto de la divisién, se tendra:

a=bec+r, r<b’ 1)
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si bm es un multiplo cualquiera del dividente, podremos escribir en
vez de 1) :

aibm:bcfbm+r:b(ci'1n)+r r <D,

lo que significa que 7 sigue siendo el resto de la divisién de (e ==
bm): b, s6lo que el cociente es, ahora, ¢ 2= m.

t 165. Si en una divisién natural el dividendo es un pelinomio
aritmético, no altera el resto, al aumentar o disminuir uno, varios
o todos los términos del polinomio en un miltiplo del dividente.
' Pues, la operacién hecha, equivale a aumentar o disminuir el
dividendo en un maultiplo del dividente.
Una consecuencia de lo anterior, es que:

166. No altera el resto de la divisién natural de un polinomio
aritmético por un nimero, si se reemplaza cada término por el resto
de su divisién por dicho numero.

Pues, la operacién indicada equivale a disminuir cada término
del polinomio en el mayor miltiplo del dividente que estd contenido
en el dividendo.

167. Caracteres de la divisibilidad. — Conviene, a menudo, co-
nocer el resto de una divisién sin hallar el cociente y, en particular,
saber si dicho resto es o no nulo. En estos casos, en vez de efectuar
la divisién, es comodo apoyarse en Jos principios rezién demostrados
a fin de substituir el dividendo por otro namero mis simple y que,
sin embargo, permite hallar, lo mismo, el resto buseado.

168. Caracteres de divisibilidad por 2, 5, 4, 25, 2", LT
De la igualdad
10/=23 X5

sale
102 =100 =22 X 52 =4 X 25
103= 1000 = 28 X 33 =8 X 125
¥, en general
107 = 27 X 57,

Siendo 10 divisible por 2 y por 5, todo miltiplo de 10 serd
divisible por 2 y por 5 (n.° 162); analogamente, siendo 100 divisible
por 4.y por 25, todo miltiplo de 100 sera también divisible por 4 y
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y por 25, y todo miltiplo de 1000 lo serd por 8 y por 125, ete.
Luego, si se busca el resto de la divisién natural de un ndimero por
2 6 por 5 podrd dejarse de costado las decenas, centenas, etc., del
nfimero, ya que siendo ellas, por fuerza, divisibles por 2 y por 5,
dejan un resto nulo. Sélo habrd que atender, entonces, a la cifra
de las unidades del guarismo.

Por la misma razon, para conocer el resto de la division de un
nfimero por 4 y por 25, bastard hallar el resto, de la divisién por 4
o por 25 del nfimero representado por las dos cifras de la derecha
del guarismo respectivo.

Y para conocer el resto de la divisién de un nGmero por 8 6
por 125, bastard determinar el resto de la divisién por 8 o por 125
del niimero representado por las tiltimas tres cifras de la derecha
del guarismo respectivo.

Por ejemplo: el resto de la divisién de 7849838 por 4 es el de la
division de 38 por 4, o sea, 2. i

El resto de la division de ese mismo nfimero por 125 serd el
de la division de 838 por 125, que es 88.

De lo anterior se desprenden las siguientes muy importantes
consecuencias:

169. Estando un niimero escrito en el sistema de numeracion
decimal, puede saberse de inmediato, sin efectuar la divisién y por
la sola inspeccién de sus tdltimas cifras, si es divisible por 2, 5, 4,
25, 8 0 125,

Lo serd por 2 si termina en 0 o en cifra par.

Lo serad por 5 si termina en 0 o en 5.

Lo serd por 4 si las dos cifras de la derecha de su guarismo
representan un ndmero divisible por 4, o en dos ceros.

Lo serd por 25 si su guarismo termina en dos ceros, 25,
50 6 75.

Lo sera por 8 si el niimero expresado por las tres altimas cifras
de la derecha de su guarismo es divisible por 8, o si son tres ceros

Lo serd por 125 si el ntimero expresado por las tres tltimas
cifras de la derecha de su guarismo es divisible por 125, o son tres
Ceros.

Ete., ete.

Y es claro que se trata de condiciones necesarias y suficientes.
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170. Caracteres de divisibilidad por 9 6 por 3.— Kl resto de la
division de un niimero por 9 o por 3 es el mismo que el de la divi-
sién por 9 o por 3 de la suma de los mimeros representados por las
cifras significativas de su guarismo.

Efectivamente, toda potencia de 10 dividida por 9, da por
resto 1. Asi: 10000 = 9999 + 1 = miltiplo de 9 + 1.

Luego:

- 70000 =7 X 10000 =7 X (miiltiplo de 9) +7=midlt. 9+ 1T,
de modo que:

Todo niimero representado por un guarismo constituido por una
cifra significativa seguida de ceros, es un matltiplo de 9 mas el
digito que expresa aquella cifra significaliva; por tanto, el resto de
la divisién por 9 del miimero en cuestion es ese digito.

Consideremos ahora un niimero cualquiera, por ej., T4321895;
tenemos las siguientes igualdades:

70000000 = miltiplo de 9 + 7

4000000 = » » 9-4+4
300000 = » » 943
20000 = » » 9+2
1000 = » » 9+1
800 = » » 948

90 = » » 949

b= » » 9+5

74321895 = miltiplo de 94+ (T +4+3+2+1+8+9+5).

Asi es que todo mimero es igual a un milliplo de 9 mds la
suma de los digitos expresados por las cifras significalivas de sw
" guarismo. .

Como 9 es un miltiplo de 3, resulta también que todo nitmero
es un miltiplo de 3 mds la suma de los digitos expresados por las
cifras de su guarismo.

Segfin ésto, para obtener el resto de la divisién natural de un
niimero por 9 6 por 3, basta hallar el resto de la divisién por 9 6
por 3 de la suma de los referidos digitos.

Y esa tiltima divisién puede tratarse otra vez como si se tratase
de un nuevo numero. '

Asi en el ejemplo considerado el resto de la divisién por 9 6
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por 3 de la suma 7T+4+3+2+1+8+9+5 de los digitos se
hallard asi:

THA=11=9-+2 " 9-F8=5: " b42="T; . W -+1=28;

84+8=16=9+7; 7T+5=12=0+3.

Por consiguiente, el resto de la division del polinomio, por 9,
es 3; y el de su divisién por 3, es 0. Como se ve, se saltean las
cifras 9 que se vienen encontrando.

De lo anteriormente dicho resulta que:

171. Estando un nimero escrito en el sistema de numeracion
decimal, si la suma de los digitos representados por las cifras sig-*
nificativas de su guarismo es 3, o un mualtiplo de 3, ese nfimero
seré divisible por 3, siendo ésta una condicion necesaria y suficiente.

En las mismas condiciones, si la suma de los digitos en cues-
tién es 9, o un miltiplo de 9, el niimero es divisible por nueve, siendo
ésta una condicién necesaria y suficiente.

Asi 432018 es divisible por 9 y por lo tanto por 3, pues:

4+834+24+041-48=18,

miltiplo de 9 y por lo tanto de 3.

42 es divisible por 3, pero no por 9, pues 4+ 2 = 6, miltiplo
de 3 y no de 9. :

172. Caracteres de divisibilidad por 11. — Para obtener el resto

de la division por 11 de un niimero cualquiera, puede emplearse el
procedimiento siguiente:

Se suman los nivmeros que representan las diversas unidades de
orden par (suponiendo que la cifra de las unidades simples corres-
ponda a un rango impar) y se efectiva la suma andloga de las de
orden impar. St la seqgunda suma es inferior o igual a la primera,
se la resta de ella y entonces el resto buscado es el mismo que se
obtiene dividiendo por 11 esa diferencia; si la segunda suma es supe-
rior a la primera, se efectiva la substraceion en la misma forma, previa
agregacion a la primert, de un miltiplo conveniente de 11 a fin de
hacer la substraccién posible.

Efectivamente, los restos de la division por once, de 10 y de
100 son, respectivamente, 10 y 1, pues 10 =11 X 0 + 10; 100 =9 X -
114 1; luego, los restos de dividir por 11 a los términos de la
serie 10, 100, 1000, 10000, ..., son, alternativamente, 10 y 1, desde
que 1000 =100 X 10 = (miltiplo de 11+ 1) X 10 = miltiplo de 11
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+10; 10000 = 100 X 100 = (mtltiplo de 11+1) (maltiplo de 11
4 1) = miltiplo de 11 + 1; ete.

Consideremos ahora un nimero cualquiera, por ej., 3487621 =1
+ 2 % 10 4+ 6 X 100 + 7 X 1000 + 8 X 10000 4+ 4 X 100000 + 3 X
1000000.

No se altera el resto de la divisién por 11 reemplazando, en el
segundo miembro, los factores 10, 100, 1000, etc., por sus restos, es
decir, por 10, 1, 10, 1, 10, 1... (n.c 168); luego, el resto en cuestién
es el mismo que el que corresponde a

1+6+8+34+10X (24+T+4),
o también:
1+6+8+48+11—1) X (2+T+4),
es decir, pues:
1+ 6+ 8+ 3 + miltiplo de 11— (2 + 7+ 4).

De modo que el resto de la divisién del nfimero dado por 11,
es el mismo que el obtenido dividiendo por 11 la diferencia entre
14 64 8+ 3, suma de los nimercs indicados por las cifras de or-
den impar, empezando por la derecha, y la suma andloga relativa a
las cifras de orden par; o bien, si esa diferencia es imposible, entre
la suma de los néimeros indicados por las cifras de orden impar mis
un miltiplo de 11 conveniente, y la suma andloga relativa a las
cifras de orden par. En el ejemplo dado se tiene, pues, como resto
18— 13 = 5.

Si se tratase del nfimero 234160, como 0+ 143 <6+4+2,
obtendriamos como resto, 114+0+1+3—(6+4+2) o sea
15— 12 =3. :

De lo anterior se desprende que:

173. Estando un nitmero escrilo en el sistema de numeracion
decimal, si la suma de los wimeros representados por las cifras de
- orden impar es igual a la suma andloga de las cifras de orden par;
o0 si la diferencia entre la mayor y la menor es 11, o un maltiplo de
11, ese nfimero es divisible por 11, siendo ésta una condicion nece-
saria 1y suficiente.

174. Caracteres de divisibilidad por 7, 11 y 13.— De la igual-
dad T X 11 X 13 = 1001, se desprende que 1000 es un miiltiplo de
7, de 11 y de 13, menos 1. Luego 1000000 = 1000 X 1000, resulta
ignal a un miltiplo de 7, 11 y 13, més 1; y asi, alternativamente,
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1000 X 1000 X 1000 = mtltiplo de 7, 11, 13, menos 1; 1000 X 1000
X 1000 X 1000 = miltiplo de 7, 11, 13, mas 1, ete.

175. Luego, para conocer, sin hacer la division, si un mimero
escrito en el sistema de numeracion decimal es divisible por T, 11 6
13, se divide en secciones de tres cifras a con’ar de la derecha; se
hace la suma de los mimeros indicados por los guarismos secciones,
de lugar par; luego la suma andloga de las restantes (de lugar im-
par) ; la diferencia entre ellos debe ser 0, T, 11, 13; o un muutiplo
de T, de 11 o de 13, respectivamente.

Asi, 228.724.132 es divisible por 7, pues las secciones aludidas
son 228, 132 por un lado, cuya suma es 360; y la restante T24;
724 — 360 = 364 = 52 X T = maltiplo 7.

Igualmente se comprueba que 3113 es divisible por 11, pues
113—8i= 110:= 11 5 10 = maltiploy 11,

Y 1.438.437 es divisible, a la vez, por 7, 11 y 13, porque 437 + 1
—438 = 0.

176. Prueba por 9 de la multiplicacién. — Si¢ warios nimeros
a, b, ¢, ..., al ser divididos por otro n, dan como restos Ta, Ts, Tey ...y
la suma (a+b-+c—+ ...) de aquéllos y la suma (ra+1 +7rc + ...),
dan el mismo resto, v, cuando ellas se dividen por n.

« Se tiene, efectivamente:

a = miltiplo n+ra

b = mailtiplo n + r s

¢ = miltiplo n 47 «

sumando ordenadamente

(a+b+c+...)=miltiplon+ (ra+7rs +rc + ...)
lo que significa que (a+b+c+...) y (ra +1r0 +re +...) di-
fieren en un miltiplo de n.

Deben, por consiguiente, dar el mismo resto (n.° 165) si se di-
viden esas sumas por n.

Si n es 9, hemos visto en el n.° 170 ¢émo se obtienen ficilmente
los restos 7a, 74, e, ..., aplicanco una regla que exige la interven-
ciébn de todas las cifras de los guarismos de los nfimeros dados a,
b, ¢, ..., lo que no ocurre con las divisiones por 2, 4, 5, 8, ..., ya
que, en éstas, son fnicamente la Gltima o las filtimas cifras del ni-
mero dado que entran en el eriterio.
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Esta observacién indica la conveniencia de valerse del ntimero 9
cuando se aplica la propiedad demostrada para efe-tuar la prueba
de una de las operaciones aritméticas fundamentales.

Supongmos que se trate de comprobar la exaztitud del resultado
obtenido multiplicando dos ntimeros. Se tiene la siguiente

177. Regla. — Para efectuar la prueba por 9 de una mulliplica-
cion, se calculan los restos de la division por 9 del mulliplicando, del
mulliplicador y del producto (aplicando la regla del n.° 170). Se
multiplican entre si los restos relalivos al multiplicando y al multipli-
cador y se halla el resto de la division por 9 de ese producto. Este
wltimo resto debe ser igual al oblewido para el producto cuya exac-
titud se estda verificando.

Practicamente se dispone la operacion asi. Sea multiplicar
342 X 569 :
3427
569

0/
30843 5 5
20562 / \
17135 2
1949963

Se dibuja una cruz: en dos 4ngulos opuestos por el vértice se
eseriben los restos 7 y 2 de la division por 9 del multiplicando y
del multiplicador; se multiplican éstos, se escribe en uno de los
dngulos restantes el resto, 5, de la division por 9 de dicho pro-
ducto; finalmente, en el dltimo dngulo se escribe el resto relativo
al producto que se estd verificando; estos dos Gltimos restos deben ser
iguales. En nuestro caso diremos 3 +4=17,742=29, T; escribo T en
el dngulo superior de la cruz; 54+ 6=11, 11—9=2, 2+ 9=11,
11—9 = 2: escribo 2 en el dngulo inferior de la cruz; 7 X 2 =14,
14+4=25: escribo' 5 en el dngulo de la izquierda; 14 4=35,
54+6=11, 11—9=2, 2+3=25: escribo 5 en el dngulo de la
derecha; como estos dos tltimos restos son iguales es de presumir
que el producto es exacto.

178. Podria también aplicarse la prueba por 9 a las otras tres operaciones
fundamentales pero ello careceria de ventaja practica, lo mismo que la prueba

por 11, que consistiria en buscar los restos de la division por 11, como se
indic6 en el n.© 172, en vez de buscar los restos de la division por 9.
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La prueba por 9, si da éxito y si ha sido aplicada sin error, prueba tnica-
mente que el error, si existe, es un mialtiplo de 9. Esta prueba no avisaria,
por ejemplo, un error cometido no colocando los productos parciales en el
sitio que les corresponde. 1

179. Divisibilidad por 6.— Es evidente que si un ntmero n es divisible
n n

simultineamente por 2 y por 3, debe serlo por 6, pues si — = py — = ¢
2 3

se tendra:
n

n=2p 3 —=—,
3

n P
y como — — ¢, es necesario que — sea un nf@imero entero, que llamaremos
3 3

1, luego
n n
— =2p; s — = P

3 6

120. Resumen. — Estando un nGmero escrito en el sistema decimal es
divisible :

Por 2 (es decir que es par), si termina en 0 o en cifra par;

Por 3, si la suma de los niimeros representados por sus cifras significativas
es divisible por 3; ’

Tor 4, si termina en dos ceros, o si el nimero representado por sus dos
dltimas cifras se divisible por 4 ; es decir, si es 25, 50 6 75

Por 5, si termina en 0 0 en 5;

Por 6, si lo es a la vez por 2 y por 3;

Por T, si dividido en grupos de a tres cifras a partir de la derecha, se
verifica que sumados los nimeros indicados por los grupos impares y los repre-
sentados por los de Iugar par, la diferencia entre dicha suma es 0, 7 o un
miltiplo de T;

TPor 8, si termina en tres ceros o si sus tres dltimas cifras de la derecha
representan un ntGmero divisible por 8;

Por 9, si la suma de los digitos representados por las cifras significativas
es divisible por 9;

Por 10, si termina en 0;

Por 11, si efectuada la suma de los digitos representados por las cifras
significativas de rango par y la anéloga relativa a las cifras de rango impar,
se verifica que la diferencia entre ambas es 0 o es divisible por 11 ;

Por 13, misma regla que por 7, substituyendo 7 por 13;

Por 25, si el nimero termina en 00, 25, 50 6 75;

Por 100, si termina en 00;

Por 125, si las tres cifras de la derecha del nlimero son ceros o repre-
sentan un ntmero divisible por 125; ete.
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EJERCICIOS

62. Determinar si los ndmeros 288, 1050, 3563, 166648, 123456789, son
divisibles por 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 11.

63. Agregar un digito a la derecha de cada uno de los ntimeros siguientes :
31221, 4756657, 426486082, a fin de que el nimero restante sea divisible por 11.

64. Reemplazar el asterisco por un ntimero en 10s ejemplos siguientes :

34*7 de tal manera que el namero resultante sea divisible por 9

1*567 » » » 11
159% » » » 6
q**217 » » » 99
635** fn by » » 5

65. Hallar el resto de la division por 3 de los nameros 4376540123,
14790887602, 08765456789, 93338642, 831546, 3694051, 4917803, 113766143.

66. Hallar los restos de la divisién por 3 y por 9 de los nimeros 40004,
6146, 46008, 7060, 54601, 14343, 05618 y el de la suma de los mismos.
Comprobar (véase ejervicio 60, pig. 81) que el resto de la divisién por 3 6 por
9 de la suma de los restos parciales es igual al resto analogo relativo a la suma
de 1os nfimeros dados. (Prueba de la divisibilidad por 3 6 por 9 de la adicién).

67. Bl mismo ejercicio anterior relativo a las adiciones siguientes :
7654 + 4567 + 3258 4 TT48
123456 + 789012 -+ 3456789 + 123456789.

68. Hallar los restos de la divisién por 3 y por 9 de los nimeros 29312.
68577 v el de la diferencia entre ellos, y demostrar que si se hace la substrac-
¢ién de los restos parciales (del minuendo y del substraendo), y se halla el
resto de la divisién por 3 6 por 9 de esta substraccién, se obtiene el mismo
ntmero que el resto hallado relativo al residuo de la substraccion de los
nameros dados. (Prueba de la divisibilidad por 3 6 por 9 aplicada a la
substraccién).

69. Mismo ejercicio que el anterior relativo a las substracciones siguientes !

449558 — 31033, 91266 — 52385, 549063 — 41409.

70. Multiplicar 913257 X 87242 y efectuar la prueba por 9.

71. Mismo ejercicio relativo a las siguientes multiplicaciones :
99999 X 1111, 908172 X 6318.

72. BEfectuar la division (que es exacta) exacta de 3663281856 : 72384, y
aplicar la prueba por 9 deduciéndola de la ya conocida relativa a la multipli-
cacion.

73. Mismo ejercicio anterior relativo a las divisiones siguientes:

879534 : 6714 ; 588922344 : 90008, 8535284977632 : 9875236.

T4. Efectuar las operaciones siguientes; hallar la prueba por 9 relativa
a esta clase de operacion (division inexacta) ; y aplicarla :

39832783456 : 14057 ; 15328727 : 5407 ; 195076425 : 150645 ;
698779 : 372.



CAPITULO V

CODIVISORES Y COMULTIPLOS DE UN NUMERO,
MAXIMO CODIVISOR Y MINIMO COMULTIPLO

1. MAXIMO COMUN DIVISOR (M. C. D.)

181. Definiciones. — Es evidente que un ntmero puede admi-
tir varios divisores (m.° 158): desde luego siempre tiene necesa-
riamente dos divisores, a saber: el mtimero 1 y el mismo ndmero
considerado; pero puede tener otros; asi 6 tiene ademis de 1 y 6,
los divisores 2 y 3. Pero el nfimero de estos divisores es limitado,
desde que todos los divisores, a excepcién de uno de ellos, deben
ser inferiores al ntmero dado. Hay que hacer una excepcién
sin embargo para cero, pues como cero dividido por cualquier ni-
mero es cero, resulta que cero puede considerarse como un miltiplo
de un ntimero cualquiera; dado el caricter excepcional de este
nimero, lo excluiremos en nuestros raciocinios, de suerte que al
hablar de los divisores de un ntmero supondremos que éste no
es cero; de igual manera, al hablar de los maltiplos de un ntimero
excluiremos el ntimero cero.

182. Ciertos ntimeros admiten divisores comunes; asi 48 y 60
admiten los divisores comunes 2, 3, 4, 6 y 12; en general, dados
varios nfimeros a, b, ¢, ..., diferentes de cero, pueden existir varios
otros que los dividen a todos, y desde luego se nota que el ntime-
ro 1 cumple esta condicién; esos Gltimos niimeros se llaman divi-

sores comunes o, abreviadamente, codivisores de a, b, ¢, ... El ni-
mero de estos divisores comunes es limitado, pues ninguno puede
ser mayor que el menor de los nimeros dados a, b, ¢, ...; existe

necesariamente, pues, uno de estos divisores que es mayor que todos los
demis, y se le llama méaximo comin divisor o méximo codivisor y
abreviadamente lo indicaremos asi: m. e. d.
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183. Principios fundamentales.— I. Los codivisores de dos o
mas nfmeros son los mismos que los divisores del maximo comin
divisor de aquéllos, o, en otros términos: todo divisor de dos o mds
wiimeros es un divisor del mdwximo comin divisor de aquéllos; y
viceversa.

Consideremos, en primer lugar, el caso de dos ntmeros a y b-
Si a es divisible por b, todo divisor de b es también divisor de su
miiltirlo a (n.° 162, pig. 83); por consiguiente, log divisores comunes
de a y b son los mismos que los de b. Si a y b no son divisibles uno
por el otro, los dos ntimeros @ y b son nezesariamente diferentes.
Supongamos que a > b; sean ¢ y r el co-iente y el resto de la divi-
si6bn de a por b; tendremos que a = be¢+ r; luego, todo nimero
que divide b y r debe dividir ¢ (n°s. 161 y 162), por consiguiente,
los divisores comunes de @ y b son los mismos que los de b y 7,
desde que, si se forma un cuadro con los divisores comunes a
ay b, y otro con los comunes a b y r, todo niimero que figura en
el primer cuadro debe figurar en el segundo, y viceversa, los dos
cuadros estin constituidos, pues, por los mismos niimeros.

Si 7 divide b, los divisores comunes de r y b, y por lo fanto
de @ y b, son los mismos que los de 7.

Si r no divide b, se habrd conseguido hacer depender la in-
vestigacién de los factores comunes a a y b, de la de los factores
comunes a b y r; como r es menor que b se ha simplifizado la
cuestién. Sean ¢; y 7y el cociente y el resto de dividir b por r;
tendremos que b =rc¢;+r, y un raciocinio anilogo al anterior
prueba que los factores comunes a b y r son los mismos que los
comunes a r y ry, y que si ry divide r, los factores comunes a 7
y 71 (y por lo tanto a » y b, o sea a a y b) son los factores de 7;.
Si 7y no divide r tendremos nuevamente una igualdad » = rycs + 795
y asi sucesivamente; como los restos rq, 75, ..., disminuyen cada
vez, su ntmero debe necesariamente ser limitado, pero esta limi-
tacion implica obtener un resto que divide forzosamente al pre-
cedente ; luego, esta tltima circunstancia debe nezesariamente produ-
cirse. Sucederd esto, especialmente, si el dltimo resto es 1, pues
este resto divide siempre al procedente; pero, en general, si r» es
el dltimo resto, es decir, el que divide al precedente 7. --¢, los
divisores comunes a 7» ¥ ra—q (y por lo tanto a los anterio-
TeS Ta—q ¥ Tn— g, etc, y, por iiltimo, a @ yb), son los divisores
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de 7a. El problema de hallar los divisores comunes a @ y b queda
asi reducido a hallar los divisores de 7a.

Podemos decir, en consecuencia, que:

184. Dados dos mimeros a y b, distintos de cero, ewiste un
mimero ta tal que los divisores comunes a a y b son los mismos
que los diwvisores de r. ; este wltimo nmibmero, que puede obtenerse por
una serie de divisiones sucesivas, se llama, segiin vimos, el maximo
comiin divisor de a y b; nombre justificado por el hecho de que es
el mayor divisor de r«» y por lo tanto de a y b.

Veamos un ejemplo. Sean los ntimeros 11256 y 8428. Divi-
diendo el primero por el segundo, se tieme por' cociente 1 y por
resto 2828; dividiendo 8428 por 2828 se obtiene por cociente 2 y
por resto 2772; dividiendo 2828 por 2772 se obtiene por cociente
1 y por resto 56; dividiendo 2772 por 56 se obtiene por cociente 49
y por resto 28; dividiendo 56 por 28 se obtiene por cociente 2 y
por resto 0. Luego, los divisores comunes a 11256 y 8428, son los
divisores de 28, y el méximo comiin divisor es, por consiguiente, 28.

185. Practicamente se dispone la operacién escribiendo los co-
cientes encima de los divisores como se indica a continuacién:

cocientes il 2 1 49 2

11256 8428 | 2828 | 2772 | 56 | 28

2828 2772 56 532 | 0 |Restos
28

Podemos en resumen, enunciar la siguiente

186. Regla practica.— Para hallar el mdaximo comin divisor
de dos miimeros, se divide el mayor por el menor; si la division es
exacta, el menor nimero es el mdximo comin divisor; si no sucede
ast, se divide el menor niimero por el resto; si la division es exacta,
el resto es el mdximo comin divisor; de lo contrario se divide el
primer resto por el segundo resto; si esta lercera division es ewac-
ta, el segundo resto es el mdximo comin divisor; de lo contrario
se diwide el segundo resto por el tercero y asi se continiia hasta
oblener un resto que divida exactamente al precedente. Ese ltimo
resto es el maximo comin divisor.
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187. Consideremos ahora el caso de varios ntmeros: a, b, ¢, d,
... Desde que los divisores comunes a ¢ y b son los de su méximo
comiin divisor p, es evidente que los divisores comunes a a, b, ¢,
d, ..., cson los comunes a p, ¢, d, ... y que estos @ltimos son, a su
vez, los comunes a ¢, d, ..., siendo ¢ el miximo comin divisor de
p y c¢; y asi sucesivamente. Siguiendo de esta manera se llegard
finalmente a s6lo tener dos nfimeros; y, entonces, los divisores
del miximo comfin divisor de estos dos niimeros, sern los diviso-
res comunes a los ntimeros dados a, b, ¢, d, ...

Luego: Dado tantos niimeros cuanto se desee, exviste un nime-
ro cuyos divisores som los mismos que los divisores comunes a los
nimeros. dados; se le da el nombre de méximo comfn divisor de
dichos niimeros; la investigacion de este m. c. d. se reduce al caso
de dos mivmeros, basindose en que puede reemplazarse dos de los
numeros dados por el m. c. d. de ellos, y es evidente, por otra parte,
que puede reemplazarse dos, tres, cuatro de dichos wimeros por el
m. ¢. d. de ellos.

Consideremos los nfimeros 360, 225, 600 y 345. El m. e d.
de 360 y 225 es 45; el m. c. d. buscado es, por consiguiente, el
mismo que el de los tres ntumeros 45, 600 y 345.

El m. c. d. de 45 y 600 es 15; luego, el m. e. d. buscado es
el mismo que el de 15 y 345, el cual es 15.

Podemos, seglin esto, enunciar la siguiente

188. Regla practica. — Para hallar el m. c. d. de varios nime-
ros, se busca primero el m. ¢. d. de dos de ellos. Luego el m. c. d.
entre el m. ¢. d. recién hallado y otro de los nivmeros dados. Luego
se busca el m. ¢. d. entre el m, ¢. d. recién hallado y un cuarto
nuwmero, y ast sucesivamente hasta agotar todos los niimeros dados.
El wltimo m. ¢. d. encontrado es el buscado.

El método recién indicado para hallar el m. ¢. d. de varios
nimeros se llama método por divisiones sucesivas. Mas adelante
(n.° 209, pag. 110), indicaremos otro.

Ejemplos.— Hallar el m. c. d. entre los ntimeros 1666, 2254,
9849, 690.

i 2 1 5
2254‘ 1666 ‘ 588 490 | 98

588 \ 490 ' 98 00 '
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luego el m. e. d. entre 1666 y 2254 es 98.
29
2842 | 98

882
0
luego el m. c. d. entre 98 y 2842 es 98.
T 24 [ 2
690 98 4|2
4| 18 0

9

luego el m. e. d. entre 98 y 690 e

s

Luego el m. e. d. buscado es 2.

En la prictica conviene a menudo, para simplificar, empezar
por hallar el m. e. d. de los nfimeros menores.

189, II. Cuando se multiplican o dividen dos o mas nlimeros por
un mismo factor, el m, ¢. d. queda multiplicado o dividido por dicho
factor. (La proposicién anterior significa que el m. c. d. de los
nuevos ntimeros- obtenidos es el mismo primitivo, multiplicado o
dividido por el nimero por el que se han multiplicado o dividido los
nameros dados).

Al hablar de dividir, se supone, esencialmente, que esa divisién
es exacta.

Sean @ y b los dos ntimeros propuestos, » el resto de la divi-
sién de a por by 7y el resto de la divisién de b por r; rp el de la
divisién de » por 7y y asi sucesivamente, y 7. el m. c. d.

Si se multiplica o divide @ y b por m, es decir, si se reem-

a b
plaza a y b por am y bm, o por — y —, el resto » queda también
m m
multiplicado o dividido por m (n.° 150, b; pag. T4) ; e igual cosa suce-
de con los restos 7y, 15 .. 7a. Luego los m. ¢. d. de am, bm y de
a b ‘ T'n
—, — son, respectivamente, raX m y —.
m m m
Asi, el m. c. d. de 360 y de 172 es 4; el de 360 X 5, 0 sea de
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. 360 172
1800 y de 172 X 5, o sea de 860, es 4 X 5 =20. El de — y de >
9 9 -

) 4
o sea de 180 y de 86, es —= 2.

Z

Consideremos ahora el caso de tres nameros a, b, ¢; sea d el

m. ¢. d. de @ y b; dy el m. c. d. de d y ¢, es decir, el m. c. d. de

a, b, ¢; se trata de demostrar que el m. c¢. d. de am, bm, em es
[ b c dl

dym; y el de —, —, — es —; efectivamente, el m. c. d. de am y
momm m

bm es dm, segtn lo recién demostrado; el m. c¢. d. de dm y de em,

es decir el m. e. d. de am, bm, cm, es, por la misma razén, dym.

d] a b (5

Lo mismo se demostraria que — es el m. e. d. de —, —, —.
m m m m

Ninguna dificultad existe en extender la demostracion al ca-
s0 de cuatro o méis niimeros. En particular, si se divide los niime-
ros a, b, ¢, ..., por su m. ¢. d., el maximo comin divisor de los co-

d

cientes dq, by, €1, ... serd — =1. Luego, dichos nfimeros ay, by,
d

€y, ... N0 tienen otros comtn divisor que 1. Reciprocamente, si los

nameros aq, by, €1, ... tienen a 1 como m. c. d., y si d es un nimero
cualquiera, el m. c. d. de a;d, bid, ed, ..., es d.

190. Definicién, — Cuando el m. c. d. de varios ndmeros es 1,
se dice que esog niimeros son primos entre si. Asi, 8 y 11 son pri-
mos entre si. Puede decirse, por consiguiente, que: cuando se di-
vide varios wiimeros por sw. m. ¢. d., los cocientes son primos entre

360 172

si. Asi, =90 y —— =43 son primos entre si; y reciprocamen-

te: cuando wvarios mimeros son prumos entre si y se les multiplica
por un tercero, ese tercer mimero es el m. ¢. d. de los productos.

191. III. El m. c. d. de dos ntimeros, es también el de uno de
ellos y del producto (o cociente) del otro multiplicado (o dividido)
por un factor primo con el primero.

Sean, por ejemplo, los niimeros 360 y 172, cuyo m. c. d. es 4.
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Se trata de probar que 4 es también el m. ¢. d. de 360 X T y 172,
siendo 7, como es, un nfimero primo con 172.

Efectivamente, los divisores comunes a 360 y 172 son también,
evidentemente, divisores comunes a 360 X T y 172. Bastard pues
demostrar que, reciprocamente, todo divisor comtin a 360 X 7 y 172,
divide a 360. Como el m. ¢. d. de 172 y 7 en 1, ya que esos niimeros
son primos entre si, resulta que el m. ¢. d. de 360 X 7 y 360 X 172,
es 360 (n.° 189). Pero todo nimero que divide 172 y 360 X 7 divide
también 172 X 360 y 360 X 7 y, por tanto, divide a su m. e. d., 360,
lo que se queria demostrar.

En general si los mdmeros son «¢ y by y m un nimero primo con b, el
principio establece que si @ es el m. ¢. d. de.a y b, d sera también el m. c. d.
de am y b.

Efectivamente, los divisores comunes a @ y b son también comunes a an
¥ b: bastara, por consiguiente, demostrar que los divisores comunes a am y b
son también divisores comunes de @« y b, es decir, que dividen a; pero el m.
¢. d. entre m y D es 1; luego el m. c. d. entre am y ba es ¢ (n.c 189) ; pero
todo niimero que divide b y am divide también ba y am, y divide, por lo tanto,
el m. c¢. d. de éstos, a.

Analogamente, no se altera el m. c. d. entre dos ndmeros a y b divi-
diendo uno de ellos por un nfimero primo con el otro (se supone esencialmente
que la division sea exacta), pues desde que se verifica que si m es un numero
primo con b, el m, ¢. d. entre ¢ y b es el mismo que el m. ¢. d. entre ma y b,
resulta, inversamente, que si d es el m. c. d. entre ma y b, d es el m. c. d. entre
@ y b, es decir, entre uno de los ntimeros y el cociente del otro dividido por
un ntimero primo con el primero.

192. Consecuencias. — 1.2 Si un nimero divide a un producto
de dos factores y es primo con uno de éstos, divide al otro.

Pues si b divide al produeto ma, siendo primo con m, el m.
e. d. entre b y ma es b, y por lo tanto b es también el m. c. d.
entre b y a desde que m es primo con b. Luego b divide a.

Asi, T divide al ploducto 28 X 3 =84, como T es primo con 3,
divide 28.

2.8 Todo wimero que es primo con dos factores de un producto,
es primo con este producto.

Pues si b es primo con @ y con m, debe ser primo con am desde
que siendo 1 el m. c. d. entre @ y b, 1 es también el m. c. d. entre
am y b, en virtud del prineipio TTI (n.¢ 191). Asi, siendo 3 un ntime-
10 prlmo con 5 y T, es también primo con el producto 5 X 7= 35.
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Ninguna dificultad existe en extender las consecuencias anteriores

al caso de un producto de varios factores.

# Sea, efectivamente, a, b, ¢, tres factores de un producto; si
# es un namero primo con @, con b y con ¢, debe ser primo con
el producto abe, pues siendo primo con @ y b es primo con ab, y
siendo primo con ab y con ¢, lo es con abe. Lo mismo se demos-
traria para el caso de un ntimero cualquiera de factores,

EJERCICIOS

Hallar el m. e. d. de los nimeros siguientes :
75. 46 y 138; 135 y 225; 900 y 3474: 741 y 57.
76. 535075 y 1259; 112 y 32; 126 y 99; 5292 y 9450.

77. 16632 y 2808; 53163 y S8209; 2744 y 13721; 83160 y 332647T.
78. 48, 860 y 2024; 4998, 3381 y 4116; 1666, 2254, 2842 y 690.
79. 1213, 1421 y 1127; - 464321 y 683111; 116039, 122067 y 13713T.

§ 2. — aiNnmvMo coMUN MULTIPLO (M. C. M.)

198. Definiciones. — Un nfimero, no nulo, se dice miltiplo co-
midn o comultiplo de varios otros cuando es divisible por todos ellos.

Asi, 105 es miiltiplo com@n de 3, 5, T, porque es divisible por

3, ‘5 y 7.

194. Consideremos el cuadro siguiente de los mdltiplos de 2,

nores que 25

8 | 10| 12| 14 'm 18 || 20 |
9 |2 15 13 21

16 20

22

3 v 4, me-

|

oo
&=

(S
-~

[

examinandolo vemos que 4 es un miltiplo a la vez de 2 y de 4, es decir un
analtiplo comin de 2 y 4; también vemos que 6 y 18 son miltiplos comunes
de 2 y 3; que 8, 16 y 20 son tres multiplos comunes de 2 y 4: por iltimo,

que 12 y 24 son miltiplos comunes de 2, 3 y 4.

Es evidente que si a, b, ¢, ..., son nfimeros dados, el producto
de todos ellos multiplicado por un factor arbitrario, no nulo, es un
maltiplo comfin de aquéllos; varios ntimeros dados admiten, por
consiguiente, tantos miultiplos comunes como se quiera; entre ellos

T M A D oY

existe. uno menor que todos los restantes; pues, o ese miltiplo
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comtn menor es el producto abe... de todos los niimeros, o es un
nimero menor que ese producto, y como los nlimeros menores que
el producto abe. .. son limitados, sucede lo mismo con los miiltiplos
comunes inferiores al producto abe...; entre éstos debe, por consi-
guiente, existir uno menor que todos los otros.

Asf, en el cuadro anterior, 12 es el menor de los multiplos
comunes a 2, 3 y 4. .

195. Principios fundamentales. Minimo comfn miltiplo (m: c.
m.). — Un miltiplo comin de dos mimeros dados, procede de mul-
tiplicar uno de ellos por el cociente del otro dividido por el m. c. d.
de ambos.

Tomemos un ejemplo cualquiera: Sean los ntimeros 360 y 172,
cuyo m. c. d. es 4. Vimos més arriba (n.° 190) que los cocientes
360 172
=90y

4 4
procede de multiplicarlo por un factor cualquiera m, de modo que
ese miltiplo puede expresarse asi 360 m o 4 X 90 X m. Para que ese
miltiplo de 360, sea también un miltiplo de 172, debera tener, ani-
logamente, la forma 172m, o sea, 4 X 43 X n. De modo que ten-
dremos la condicién

=43 son primos entre si. Todo miltiplo de 360

Y XA4Xm=43 X4 X n
0 sea
90 m = 43 n.

Como 43 divide el segundo miembro de la igualdad, debe dividir
al primero; y siendo primo con 90, debe dividir m. De modo que m
debe ser un miltiplo de 43. Esta condicién, necesaria como se ve,
es también suficiente, porque si m es divisible por 43, también lo es
90 m, de modo que 90 m X 4, es divisible por 43 X 4 o sea por 172.
Los miltiplos comunes a ¢ y b tienen, pues, la forma
360 X 172
90X 4XE43=90 X433 X4 X b=—"TT "—EF
4

360 X 172
El mis pequeiio es ——— . Se le llama el minimo comin
+
mitltiplo, (se escribe abreviadamente m. c¢. m.), de 360 y 172, de modo

BIBLIOTECA NACIONAL |
" DE MAESTROS |
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196. Bl minimo comin multiplo de dos mitmeros se obliene di-
vidiendo el producto de ellos por su mdximo comin divisor: los
maltiplos comunes de los dos miimeros son los miltiplos de ese

m. ¢. M.

En general, si los nimeros dados son a y b; siendo d su m. ¢, d.; a1 ¥ I

Jos cocientes a : d; b : d, se tiene
a = wd b = bid
¥y sabemos que @1 ¥ b1 son primos entre si (n.© 190).

Todo miltiplo de « se obtiene multiplicando @ por un cierto ntimero m;
puede, por consiguiente, representarse asi: am o0 @din; para que este nuevo
nimero aidm sea también miltiplo de b, debe elegirse m de tal manera que
aidm sea divisible por b, es decir, por bid; luego podra escribirse, si llamamos
¢ al cociente de la division:

L aidm = bide,
o bien simplificando

aym = bic;
b1 debe, por lo tanto, dividir a @um, y como es primo con a: debe dividir a m.
Reciprocamente, si m es divisible por bi, lo mismo sucederd con amm, luego
qumd serda divisible por id, es decir por b. De lo anterior resulta que todo
miltiplo com@n de ¢ y b se obtendrid multiplicando @id por un mdultiplo de bs1,
¥ reciprocamente, todo nimero obtenido de esta manera es un miiltiplo comin
de a y b; como. todo miltiplo de b1 es de la forma kb, siendo %k un namero
cualquiera, resulta que todo miltiplo comin de @ y b es de la forma
L ad X (kb)) = wabid X k.,

y reciprocamente,

Fm resumen, los maltiplos comunes de @ y b son los miltiplos de aibid:
¥ se les obtiene dando a k los diversos valores 1, 2, 3, ... El menor es aibid.

Asf, el menor miltiplo comin a 180 y 86 es 7740, pues el m, c¢. d. es
d =2 y se tiene

180 86
= — = 90, bi=—=43;
2 2
luego
a1bid = 90 X 43 X 2 = T740.

Los miltiplos de 7740 son los miltiplos comunes a 180 y 86.

Si los ntimeros @ y b son primos entre sf, d = 1, y entonces a1 = «a, ba = b
¥ se tiene que @ibid = ab, luego, los miltiplos comunes de a y b son los mil-
tiplos del producto ab.

ab
El namero aibid, que puede escribirse abi, 0 aib, 0 —, se llama el minimo
d

_comun miultiplo o minimo comaltiplo de los ntimeros ¢ y b, y lo indicaremos

asf: ‘m. € m:

Consideremos, aliora, ¢l caso de varios ntimeros a, b, ¢, d. ..

A los efectos de encontrar los multiplos comunes a todos ellos,
puede reemplazarse dos de dichos nfimeros, a y b por ejemplo,
por su m. c. m. m, pues es evidente, ceglin el final del n.° ante-
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rior, que los miltiplos comunes de a, b, ¢, d, ..., son los miltiplos
comunes de m, ¢, d, ...; si se designa por my el m. ¢. m. de m y ¢,
puede igualmente reemplazarse m y ¢ por my a los efectos de hallar
los mfltiplos comunes de m, ¢, d, ..., o sea, de a, b, ¢, d, ... Si
ms indica el m. ¢. m. de my y d, verfamos andlogamente que los
multiplos comunes de mq, d, e, ..., son los comunes a my, €, ...
Siguiendo de esta manera llegaremos finalmente al caso de dos
nimeros, y el m. ¢. m. ma de estos dos serd el de todes los nlimeros
dados a, b, ¢, d, e, ..., y los miltiplos de m u serdn los miltiplos
comunes a dichos niimeros dados. Luego:

198. Dados tantos niimeros cuantos se quiera, existe un niimero
tal que los malltiplos comumes a aquéllos son los multiplos de ese
{iltimo nivmero, el cual se llama minimo comin miltiple de los
Primeros.

En la investigacion de dicho m. ¢. m. de varios niimeros puede
reemplazarse dos o varios de ellos por el m. e. m. relativo a los
mismos. Asf, el m. ¢. m. de 360, 172, 18 y 21 es el m. c. m. de
15480 (m. ¢. m. de 360 y 172) y de 126 (m. c. m. de 18 ¥ 21)s oy
como 18 es el m. ¢. d. de 15480 y de 126, el m. ¢. m. buscado es el

126

producto de 15480 X =1T)o zea 108360.

S
EJERCICIOS

Hallar el m. ¢. m. de los nimeros siguientes:

80. 360 y 80850; T4256 y 84942; 8, 12, 27 y 30; 27, 260 y 121.

81. 3127, 3551 y 8953; 156, 168, 208 y 432; 2059 y 4189.

82, 1517, 1739 y 1927; 1404, 3042 y 663; 8, 10, 15, 16, 18 ¥ 203
de los diez ntimeros digitos; de los 12 primeros ndmeros pares.

83. Cuél es el menor namero que, dividido por 12, 27, 70 y 45, produce
cada vez un resto igual a G.

84. Una persona trabaja cuatro dias y descansa el quinto ; sabiendo que
vielve a trabajar un lunes después de haber descansado el dia anterior, jen
cudnto tiempo le tocard descansar nuevamente un domingo ?

83. Cuatro vapores parten con igual destino: el primero sale cada cinco
dfas, el segundo cada 8 dias, el tercero cada 12 y el cuarto cada 15. Habiendo
salido simultdneamente, sen cuénto tiempo volveran a partir juntos ?

8G. Dos ruedas dentadas engranadas tienen respectivamente 66 y 24 dien-
tes, la primera da 12 vueltas por 60 segundos. Suponiendo una disposicién
inicial, en cuanto tiempo se encontrardn en la misma posicion ?

87. Dos reglas divididas en partes iguales estén aplicadas una contra la
otra teniendo un extremo comtn ; las divisiones de la primera regla valen 84
unidades y las de la segunda 90 unidades, jcuales son los trazos de una regla
que coinciden con los de la otra?



CAPITULO VI
NGCMEROS PRIMOS

199. Definicion. — Llamase ntimero primo al que, fuera de si
mismo y del ntmero 1, no admite otros divisores.

Asi, 5 es un ntimero primo, perque no es divisible por 2, 3, 4.

No debe confundirse el concepto de nilmeros primos con el de
nmimeros primos entre si (n.° 190); asi, los nfimeros 4 y 9 son pri-
mos entre si en tanto que, separadamente, no son ntimeros pri-
mos; el primer concepto afecta un solo ntimero, por eso, puede
llamarse a éste, ntimero primo absoluto, en tanto que el otro concepto
afecta dos o mis ntmeros, de suerte que cada uno de éstos, con-
siderado en esta forma, es primo sélo relativamente a los otros. Es
evidente que todo ntimero primo (absoluto) lo es también relativa-
mente a otros eualesquiera; pero hemos visto que la reciproca no
es exacta.

200. Principios. —I. Todo nimero no primo admite necesaria-
mente un divisor primo fuera de si mismo y del nfimero 1. Pues desde
que dicho néimero, a, no es primo, admite divisores distintos de s mis-
mo y del ntimero 1; estos divisores son menores que él, y como el ni-
mero de ellos debe ser limitado, el menor, b, debe ser primo, ya que
de lo contrario, admitirfa un divisor menor que él, fuera del ntimero
1, y ese divisor dividiria también a, lo que es contradictorio con
la hipétesis hecha de ser b el menor de los divisores de a.

IL. La serie de niimeros primos es ilimitada. Es decir, que por
grande que sea un nimero primo, existen siempre otros mayores
que €l

Efectivamente, si existiera un néimero primo p mayor que cual-
quier otro, formando el producto de todos los ntmeros inferioves
a p, que representaremos asi: 1.2.3.5.7...p, y agregéndole
1, obtendriamos un nimero (1.2.3.5.7...p)+1 que no po-
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dria ser primo por la hipétesis hecha; pero entonces admitiria un
divisor diferente de 1, y ese divisor no puede ser ninguno de los.
ntmeros 2, 3, 5, 7, ..., p, pues sino dividiria al sumando 1.2.3.
5.%7...p,y como también dividiria la suma (1.2.3.7...p) +1,
deberia dividir al otro sumando 1 (n.° 161, pig. 83), lo que es
imposible; llegamos, pues, a una contradiccion.

201. Formacién de una tabla de ntimeros primos. — Con objeto de simpli-
ficar el lenguaje, en el presente parrafo, no considaremos a 1 como nimero
primo ; y cuando hablemos de miltiplos y submifltiplos o divisores, se enten-
dera tratarse de divisores distintos de 1 y de mdultiplos obtenidos multiplicando-
el nimero por factores distintos de 1.

Para formar una tabla de nimeros primos nos basaremos en el principio-
siguiente :

Si un miimero n es inferior al cuadrado de un numero a; y si no es divisible
por niiguno de los wimeros primos inferiores a a, puede asegurarse que m
es primo.

Supongamos que n no sea primo, y que p sea el menor de los nfimeros.
primos que dividen a n,; sea ¢ el cociente de n dividido por p, tendremos:
n = pc.

Desde que n no es divisible por ningtin namero primo inferior a a es, por:
lo menos, igual a a; ¢ es inferior a «, pues el producto de dos niimeros iguales
o superiores a a, es, por lo menos, igual a @ X a y, por lo tanto, mayor que-
n, contrariamente a lo supuesto; pero entonces resultara que n es divisible
por c, y, en consecuencia, por cualquier divisor primo de ¢, es decir, por um.
nimero primo inferior a ¢, y en todos casos menor que . Caemos, plies, en
una contradiceion.

Sentado esto, para formar la tabla de los ntimeros primos inferiores o igua--
les a un nimero dado m, se escribe la serie natural de los nimeros de 2 a n:i

2, 3, 4,5, 6, ...m
se tacha todos los ntiimeros multiplos de 2, es decir, 4, 6, 8, 16, ... ; ahora después:
de 2, se encuentra 3, no tachado, pero ya no queda en la tabla ning{in nimero-
divisible por 2, es decir, por el tGnico ntmero primo menor que 3. luego, en
virtud del principio recién demostrado, todos los nfimeros que subsisten en la
tabla y son inferiores a 3 X 3 son primos; se tacha todos los mdltiplos de 3,
empezando por 3 X 3, pues todo miltiplo de inferior a 3 X 3 no ha podido
subsistir en la tabla (*). Después de 3 se encuentra el 5 no tachado, y como-
ya han sido tachados los multiplos de 2 y de 3, es decir, de los ntimeros primos-
inferiores a 5, resulta, en virtud del principio anterior, que todos los maultiplos
de 5 inferiores a 5 X 5 no han podido subsistir en la tabla, “luego tachamos
los miltiplos de 5 empezando por 5 X 5 (**); de igual manera, después de
5 encontramos 7 y tachamos los mdaltiplos de 7, empezando por 7 X T; luego
tachamos los miltiplos de 11 empezando por 11 X 11, Si, continuando de esta.

(*) Es evidente, por lo demds, que 3 X 2 debe haber sido tachado por ser
miltiplo de 2.

(**) Los miltiplos 5 X 2, 5 X 3, 5 X 4 deben evidentemente haber sido-
tachados por ser miltiplos de 2 y de 3.
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manera, se llega a tachar los mdltiplos de un namero primo p, y si g es el
primero de los nimeros primos de la tabla no tachados después de p, estd uno
seguro de que todos los nimeros que subsisten y son inferiores a ¢ X g son pri-
mos; si ¢ X g es superior a n, la operacion ha terminado.

. 202. La tabla siguiente nos da los ntmeros primos comprendidos entre
1 y 1000. )

1 101 211 _ 307. 401 503 601  TOL 809 ' 907
5 103 223 811 409 509 607 709  S8i1 ~ 911
3 407 227 813 419 - 521 €13 ' 719 821 919
5 10D .- .999.  dig,. 42T (523 - Gi7 - 727 823 . 9ag
7. 118 . 233 831 | 43 = B4l 619 733 827 - 937

11 127 239 . 337 433 54T 631 739 820 941
3 131 241 847 489  B5T 641 . 743 830 047

17 137 951 849 443 563 643 751 853 958

19 130 9257 353 449 569 647 75T 85T 967

23 149 263 359 457 571 653 761 859 971

29 151 269 367 461 577 659 769 863 977

31 157 971 313 483 587 . 661 713 . 81T 083

87 168 977 379 467 593 673 787 881 991

41 167 281 883 479 599 677  TOT 883 097

43 173 283 389 487 683 887

47 179 298 397 491 691

53 181 499

59 191

61 193

67 197

71 199

73

7

83

89

97

203. Reconocer si un niumero dado es primo. — Para investigar si un ntmero
‘7, no existente en la tabla, por ser superior al limite de ésta, es primo, se apli-
ca las conocidas reglas de divisibilidad por 2, 3, 5, 7, 11, 13, y luego se sigue
-ensayando por division directa los divisores primos 17, 19, 23, ..., p hasta
hallar un cociente ¢ menor o igual al nimero primo ¢ que sigue al p en la tabla;
si ningtn dividente ha resultado ser divisor, puede afirmarse que el niimero
-dado es primo, pues se tiene

n<plc+1)<pXa:
¥ entonces, no siendo n divisible por ning@n nimero primo inferior a g, es pri-
mo en virtud del prineipio establecido en el n.® 201.

Asi, el ndmero 2311 es primo; pues, como se ve en seguida, no es divi-
-sible por 2, 3, 5, 11; las divisiones por 7, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53 no son tampoco exactas, pero la ultima da por cociente 43, nimero
dnferior al nimero primo 59 que sigue a 53; si se hubiera tratado del nimero
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1009, hubiera bastado ensayar la division hasta por 31, porque esta iltima da
por cociente 32, numero inferior al nimero prime 37 que sigue a 31.

i no se dispone de una tabla de ntmeros primos, se ensayaran los diviso-
res 2, 8, 4, 5, 6,... en su orden, evitando ensayar aquellos.como 4, 6, 8,...
que se sabe netamente no ser primos, suspendiendo los ensayos cuando se
obtenga un cociente ¢ menor que el divisor p, pues se tendra entonces que

n<plec+1) <p?

¥ con ello la seguridad de que 7, no admitiendo divisores primos menores que
p, serd primo.

204. Forma factorial de un némero. Descomposicién de un ni-
mero en factores primos. — Empezaremos demostrando las siguientes
proposiciones :

1.2 Si un nivmero primo divide el producto de varios factores,
divide a lo menos uno de ellos. Pues si fuera primo con todos los
factores, serfa también primo con el producto, segiin lo demostrado
en el n.° 192, lo que es contrario el supuesto.

2.2 Todo niimero no primo puede descomponerse en un producto
de factores primos distintos de 1; y la descomposicion silo puede
efectuarse de una dnica manera.

Sea » un nfimero no primo, es decir que admite por lo menos
un divisor primo, a, distinto de 1 y de n (n.° 200) ; sea ¢ el cociente
de la divisién de n por a, resulta n=agq.

Si ¢ es primo, queda descompuesto n en el producto de dos
factores primos; si ¢ no es primo admitird un factor primo b
distinto de 1 y de qq, se tendrd ¢=bgy y n = abgq,.

Si ¢y, cociente de ¢ dividido por b, es primo, queda n descom-
puesto en el producto de tres factores primos; si gy no es primo
admitird de igual manera otro factor ¢ primo distinto de 1 y de
g3 si s es el cociente de g dividido por ¢, se tendra:

q1 = ¢qs n = abeqs.

Si ¢ es primo tendremos descompuesto n en el producto de
cuatro factores primos; de lo contrario, podrd ¢, tratarse como ¢,
ete.; como los mimeros ¢, ¢y, ¢s, ... disminuyen cada vez (desde
que se obtienen dividiendo el anterior por un niimero mayor que 1),
y como s6lo hay un nfimero limitado de ntimeros inferiores a
uno dado, es menester que la serie de divisiones sucesivas termine
¥ se obtenga un filtimo cociente ¢« , primo, y entonces n = abe ... qn
se hallard descompuesto en un producto de factores primos. Nada
impide que algunos de estos factores primos sean iguales.
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Ahora bien, la descomposicién anterior sélo puede verificarse
de una manera, pues si se tuviera simultaneamente

n=abed ... q 1)
n=abicid, ... (2)

siendo los factorves a, b, ..., ¢; ay, by, «.., gy todos primos, se tendria
necesariamente que (admitiendo que no figura 1 entre dichos fac-
tores) si @ divide » en virtud de la primera igualdad, debe dividir
uno por lo menos de los factorves ay, by, ¢y, ... ¢, en virtud de la
segunda igualdad y de lo establecido més arriba; pero como estos
tltimos factores son primos, no puede @ dividir a ninguno de ellos
sin ser igual a uno de ellos. Supongamos, por consiguiente, que
a = ay, suprimiéndolos en la igualdad

abed ... g=aibiey «..qy (3)

deducida de las dos anteriores, resulta bz ... qg="Dbic; ... qq, vy de
una manera enteramente aniloga a la anterior se desprende que b
debe ser igual a uno de los factores del miembro de la derecha;
suponiendo que b = by se tendria ¢d ... ¢=c¢{dy ... q,, y continuan-
do de la misma manera llegariamos a probar que cada factor del
miembro de la izquierda de la igualdad (3) debe ser igual a uno
correspondiente del miembro de la derecha, y viceversa; las dos
descomposiciones (1) y (2) son, por consiguiente, idénticas.

205. Ejemplos.— Consideremos el ntimero 180; empecemos la
divisién con los mameros primos sucesivos, ayudindonos, siempre
que se pueda, en los caracteres de divisibilidad: 180 es divisible por
2, el cociente es 90; 90 es divisible por 2, el cociente es 45; 45 no
es divisible por 2 pero lo es por 3, el cociente es 15; 15 es divisible
por 3 y el cociente es 5, nlumero primo.

206. Practicamente se dispone la operacién como se indica a
continuacién: arriba, a la izquierda, se escribe el ntimero dado, se
traza a la derecha una raya vertical; enfrente del ntimero,

180[ a la derecha de la raya, se escribe el primer divisor pri-
90 | 2  mo, y debajo del ntimero, el cociente; enfrente de ese co-
45 |3 ciente se escribe el segundo divisor primo y debajo del pri-
15 | 3 mer cociente, el segundo; y asi sucesivamente hasta obtener

5 ] 3 un cociente primo, el cual se vuelve a escribir debajo de los
divisores primos.

Lo
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Es claro que se tendrd sucesivamente:
5; 15=5x3; 45=15X3=5X8X3;
90 =45 %2 =5 X3 X 3X 2;
180 =90 X 2=5 X3 X3X2X2=5X8%X 2%

La forma factorial de un nfimero, es decir la manera de repre-
sentar un ntimero cualquiera por un producto de factores primos,
es Gtil en muchas circunstancias, pues facilita diversas operaciones
¥ pone en evidencia diversas propiedades de los niimeros.

Veamos algunas proposiciones.

207. — Divisores comunes a varios nfimeros. — Para que un nii-
mero a, descompuesto en factores primos, sea divisible por otro b,
descompuesto igualmente en factores primos, es condicion necesaria
w suficiente que todos los factores primos que figuran en b se encuen-
iren en a elevados por lo menos a la misma potencia.

Sea ¢ el cociente de a dividido por b, tendremos a=0b X ¢
descomponiendo b en factores primos, vemos que @, como producto
de b por ¢ debe contener todos los factores de b elevados por lo
menos a la misma potencia, pues multiplicando los factores de b
por los de ¢, no puede sino aumentarse los factores primos ya conteni-
dos en b o aumentar la potencia de los ya existentes en b sin poder
hacer desaparecer ningfin factor de b ni disminuir la potencia a
que estd elevado. Por otra parte, si @ contiene todos los factores
de b elevados por los menos a la misma potencia, podrin separarse
&stos y eonstituir ast b; a figuraréd entonces como producto de b
por otros factores; a serd, en resumen, divisible por b y el cociente
serd el producto de los otros factores restantes. Por ejemplo, si
Aes2XIXBXBEXTXTX11 yb=2 X5 X 11, se escribird:

a=@2XBXI) X (2X3IXTXT=bX@2X3XTXD.

208. Hallar todos los divisores de un nimero 0 expresar un nimero en su
forma factorial. — Sea 1 un namero descompuesto en sus factores primos ; todo
.divisor de m, a excepcion de 1, deberd poder descomponerse en factores primos
que figuran en n, con exponentes iguales o menores. Luego, para hallar los divi-
sores de m, bastara escribir todos los nimeros formados por el producto de los
factores que cumplan las condiciones indicadas.

Para no olvidar ninguno y proceder con método, se efecttia la operacion
«e la siguiente manera:

Sea, por ejemplo, hallar todos los divisores de 180 = 22 % 132 X B,
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En una primera linea se escriben los ntimeros g
1y 25 29 (1)
en otra linea escribamos
LIS s (2)
Ahora, si se multiplica cada uno de los divisores de la primera fila por
cada uno de los de la segunda se formardn los niimeros
i 2 28
1xX3 2 X3 2T X 3
T3 as 25X 32 RO
R los cuales vienen a ser, evidentemente, con excepcién de 1, todos los divisores
en los que sdlo entran como factores primos 2 y 3.
De igual manera, multiplicando cada uno de los divisores recién hallados por-
1, 5 (3)
se tendran los divisores siguientes:

1, 2, 22, '1X3 2X8 22%x8 1x8 2x8, 2x3 1x5, 2xX5,
2X5, 1X3X5, 2X8%X5, LX8X5 1xX8X5 2X3X5,
22 X 32X 5.

0 sea

1, 2, 4, 3, 6, 12, 9, 18, 36, 5, 10, 20, 15, 30, 60, 45, 90, 180.
los cuales, con excepcion de 1, son todos los nuameros en los que soélo entran:
los factores primos 2, 3 y 5 elevados a potencias iguales 0o menores que en el
nimero dado 180: son, por consiguniente, los divisores buscados. Kl nimero de
éstos es, evidentemente, el producto de los nimeros de términos que se encuen-
tran escritos en las lineas (1), (2) ¥y (3), es deeir, en general, el producto.
de los exponentes, aumentados de 1, de los factores primos diferentes que figu-
ran en la descomposicion del namero dado n; asi, en el caso del nimero 150, se
tendra (3 X3 X 2 = 18) factores. IIse nfimero seri par, si uno de los ex-
ponentes es impar; s6lo serd impar si todos los exponentes son pares, en cuyo
caso n es el cuadrado de un ndmero. Para expresar este tltimo, se divide por
2 el exponente de cada factor primo contenido en n y se multiplican estos.
factores asi afectados con exponentes mitades. Asi, si se tiene
fn o= 2336 T8

el nimero de divisores serda 3 X 5 X 7= 105, y = serfa el cuadrado de
2 X 3*X T3, puesto que (2 X 3% X T8)2 = 22 X 3+ X 76,

209. Hallar el m. c¢. d. de varios nﬁmeros.—Descompdniendo.
estos ntmeros en sus factores primos se comprueba en seguida si
tienen algtin divisor comtin distinto de 1, pues tal divisor, descom-
puesto en factores primos, sélo puede comprender los factores
primos comunes a todos los niimeros dados; inversamente, todo pro-
ducto de factores primos comunes a los ntimeros dados, es un divisor
comiin de ellos, y el mayor serd evidentemente aquel formado por el
producto de todos los factores primos comumes; si estos factores
estin elevados a distinta potencia se tomard, naturalmente, la me~
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nor potencia comiin, De la regla de formacion de los factores comu-
nes, resulta claramente que los divisores comunes a los nfimeros
dados son los mismos que los divisores del m. c. d. Podemos, por
consiguiente, enunciar la siguiente:

210. Regla. — Para formar el m. c. d. de dos o mds mimeros
descompuestos en factores primos, se efectiia el producto de todos los
factores primos diferentes comunes a esos niimeros Y se afecta cada
uno de ellos de un exponente igual al menor de los exponentes que
afectan este factor en los distintos mibmeros.

Por ejemplo, sean los ntuimeros

a=9% %83 % B2 X T x 118 . b =i985¢:82 X 5B X 2 X 112
o= QW SCBE S S 9% d=2 X 38 5% X T+ x 133
el m. e. d. serd
9 X 82X b.

Si los ntimeros dados no tienen factores primos comunes, SO
primos entre si. =

Lo dicho recién demuestra de una manera evidente las propo-
siciones enunciadas en los n°s. 189 y siguiente, como ser:

211, Si.dos o mas nitmeros se multiplican o dividen por otro, el -
m. ¢. d. de los productos es el mismo deé antes, multiplicando o divi-
diendo, respectivamente, por ese otro wimero; si se dwide wvarios
nigmeros por el m. ¢. d. de ellos, los cocientes son mimeros primos
entre si, puesto que después de efectuada la divisién no quedan ya
factores primos comunes.

212. Hallar el m. c. m. de varios ntmeros. — Descompuestos.
los ntimeros en factores primos, es evidente que un miltiplo comiin
de dichos ntimeros, descompuesto a su vez de igual manera, debe
contener todos los factores que figuran en cada uno de los ntme-
ros, y cada uno de éstos debe aparecer elevado a una potencia por
lo menos igual a la mayor que afecta dicho factor en los niimeros
dados; y reciprocamente, todo ntimero expresado por el producto de
factores primos que satisfacen a estas condiciones, es un miltiplo de
los ntimeros dados; el menor, es decir el m. ¢. m., se obtendrd toman-
do tnicamente los factores distintos existentes en los ntimeros dados
afectados cada uno de la potencia igual a la mayor de las que
figuran en los ntimeros que se consideran, de aqui la siguiente:
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213. Regla. — Para formar el m. ¢. m. de varios niimeros expre-
sados por un producto de factores primos, se forma ¢l producto de
todos los factores primos distintos que figuran en los nimeros dados
y se afecta cada uno de ellos del exponmente que tiene en aquel de los
atmeros considerados en que figura con el mayor exponente.

Por ejemplo, el m. ¢. m. de los ntuneros

_ PROKIBS K 5 0 88 % BB 1T, 1825 55K 12 %¢ 93
es 285085 X B2 X (2 X 1T X .28,

Observemos que si se divide el m. ¢. m. de los ntimeros dados,
obtenido como se acaba de indicar, por cada uno de ellos, los co-
clentés carecerdn de factores primos comunes, pues si existiere algiin
factor de esta clase, al multiplicar los cocientes por los correspon-
dientes ntimeros dados, el factor primo comiin de que hablamos
figuraria ahora, en alguno de esos productos con un exponente mas
elevado aun que en aquel de los ntimeros dados que lo tenia en el
orado mas alto de todos.

EJERCICIOS

Descomponer en factores primos los siguientes ntimeros:
88. 45, 105, 2310, 360, 124146, 64, 2187.
89. 371280, 9261000, 7909200, 58744125, 3477547,

90. La condicién necesaria y suficiente para que un nfimero sea potencia
perfecta del grado =, es que los exponentes de sus factores primos sean mil-
tiplos de n.

91. Hallar los factores primos comunes a los dos nfimeros :

4908 y 5356 ; 14850 y 8840.
92. Hallar la forma factorial de 496 y demostrar que la suma de todos
Jos nimeros exactamente divisibles por 496 (incluso 1 y excluido 496) es 496.

93. Descomponer en factores primos el producto de los diez primeros ni-
‘meros, buscando cuantas veces cada namero primo entra como factor en el
‘producto.

94. Descomponer en factores primos los niimeros 625, 11664, 128164,
#883600. ;De qué nidmeros son los cuadrados?

95. Descomponer en factores primos los ntimeros 216, 21952, 35287552, ;De
qué nameros son los cubos?

96. Hallar un nimero n tal que n(n - 1) = 42,
97. Hallar dos ntmeros & e y tales que (z +¥) (z—y) = 7.
98. Hallar todos los cuadrados divisores de un ntmero dado.
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99, Hallar todos los cuadrados divisores comunes de dos ntimeros dados.

Hallar el m. c¢. de los siguientes” nlimeros:

100. 3213 y 2200; - 2250 y 1080.

101. 3654 y 63; 25020 y 834.

102. 1080, 22950 y 50715.

103. 8064, 3600, 28224 y 66528.

104. Hallar el m. ¢. d. y el m. ¢. m. de los nimeros 2700, 45360 y 83600.

105. Las ruedas delanteras de un coche tienen 24 unidades de longitud de
elrcunferencia y las de atras 36 unidades, ;cuantas unidades. ha recorrido el
coche en un trayecto en que las pequefias ruedas han efectuado 1000 vueltas
més que las grandes?

106. El producto del m. ¢. m, de dos nimeros por el m. c. d. de los mis-
mos es igual al producto de dichos dos nameros.

107. Descomponer 3150 en dos factores digitos, de tantas maneras como
sea posible.



CAPITULO VII
CANTIDADES Y NUMEROS FRACCIONARIOS

i 214. Definiciones. — Consideremos un conjunto de lamparas
eléctricas; como no puede partirse una limpara sin destruirla, o sin
hacerle perder su individualidad, el conjunto considerado s6lo po-
dra modificarse agregando o retirando limparas y no partes de éstas,,
pues estas partes no serian ya lamparas.

Consideremos, en cambio, un conjunto de ldpices; como puede
partirse un lipiz en dos y cada pedazo seguir siendo un lapiz, es
posible modificar el conjunto teniendo en cuenta esa circunstancia.
La unidad ldpiz se presta a una especulacion a la que no se presta
la unidad lampara.

215. Conjuntos continuos y conjuntos discontinuos. — Por los
ejemplos recién dados, se ve que cabe clasificar los conjuntos en dos
categorfas: aquellos cuyas unidades no pueden, por su naturaleza,
ser descompuestas en otras equivalentes a ellas; y aquellos en que
tal cosa es posible, tedrica o practicamente.

Un conjunto de soldados, una coleccion de huevos, pertenecen
a la primera categoria; el conjunto de las hojas de un bloque de
papel, a la segunda, Los conjuntos de la primera categoria se dicen
discontinuos.

216. Grandores matematicos. — Se designa con el nombre de
grandor matematico, o de cantidad (o magnitud) matematica,
a todo aquello que puede equipararse a un conjunto de unida-
des equivalente y perfectamente definidas. Respecto de esos gran-
dores se sabe, por consiguiente, definir la igualdad y la suma. Y
resulta que si dos grandores matemiticos son iguales a un tercero,
lo son entre si. Y de que la adicion de varios grandores matematicos
es independiente del orden seguido para adicionarlos o sumarlos.

Cantidades matemiticas de la misma especie son aquéllas cuyas
-unidades responden a una misma definicién; son esta clase de can-
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tidades, evidentemente, aquellas que se pueden concebir iguales y
adicionar, !

Si esos grandores se resuelven en conjuntos discontinuos, se
dice que son grandores discontinuos o discretos.

Si la descomposicion de la unidad, en los conjuntos no discon-
tinuos, puede suponerse en teoria realizable indefinidamente, los
conjuntos se dicen continuos, y los grandores matematicos que le son
equiparables, se dicen continuos,

Siendo indivisible la unidad en los grandores discontinuos, la
especulacién con ellos versa exclusivamente sobre el concepto de
niimero entero. No sucede lo mismo con los grandores continuos,
pues, con ellos cabe especular, ademis, sobre lo relativo a la subdi-
visién de la unidad.

217. Definicion de la Aritmética y de la Matematica. — Preci-
samente la Aritmética es la ciencia que estudia los grandores ma-
teméticos independientemente de todo concepto extraiio a la nocidin
de nfimero entero y a los que nacen, en los grandores continuos, de
la particion de la unidad.

Tas ciencias que estudian las cantidades matemaiticas, en gene-
ral, es decir, en si mismo o asociadas con otras nociones compatibles
con su naturaleza, se llaman las matematicas.

La matematica es el conjunto de lag matemaiticas.

En adelante cuando usemos las palabras cantidad, grandor o mag-
nitud, se referirdn a las que son matemdticas o determinables.

A O O e o R

C o———o0D

Fig. 2.

218. Cantidades y ntimeros fraccionarios. — Supongamos, (fig.
2), que AB represente un lipiz y CD una parte cortada de él

Si AB se ha cortado en tres partes iguales, se dird que el
largo, 1, de AB es tres veces el largo, u, de CD y se eseribird I = 3u.
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s o—=0 B
A @)
c o—u-—oD Yig. 5.

Podra considerarse I como un conjunto de tres u; u es la unidad, y el
nimero 3, el que afecta al conjunto.
Consideremos ahora la figura 3.

/
A O—oo o oo oo oo o0eo0Of

t
M o—e N

Fig. 4.

Aqui AB no puede considerarse como tres €D, sino como tres (D
mds un trozo OB que no aleanza a CD, es decir, que I es mayor que
3u. Pero si CD fuese cortado en 4 partes iguales (fig. 4), una de
esas partes MN podria caber exactamente dos veces, por ejemplo, en
OB, y entonces, si designamos con ¢ al largo de MN, podriamos
escribir

1= 3u + 2t.

Vendria a estar, asi, expresado I en base a unidades distintas.
Conviene generalmente expresar I en base a una sola unidad estable-
cida de antemano e invariable.

Si en el caso presente esa unidad es U, para expresar | seran
necesario dar dos milmeros: uno que exprese en cuintas partes idén-
ticas, £, se considera partida, fraccionada o quebrada la unidad u ele-
gida, y otro que exprese cudntas de esas partes, #, contiene I.

En nuestro ejemplo, esos dos niimeros son, respectivamente, 4 y
14, pues % se parti6 en 4 partes iguales de largo ¢ y en I caben exac-
tamente 14 de esas partes. Por la razén que daremos luego, se ex-
presan ambos niimeros escribiendo el segundo encima del primero,
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separados por la raya de division; asi se escribird, en el caso del
14 14

ejemplo tomado, —, y se dird que | =—u.
4 -+

Fl conjunto de dos niimeros enteros enunciados e interpretados
como acaba de indicarse, constituye lo que se llama un nimero
quebrado o fraccionario, y si se le llama también niimero, es por
analogia al nfimero entero, pues uno y otro implican el concepto de
algo que, asociado al concepto de unidad, determina el conjunto o
cantidad 1 considerada, conjunto o cantidad que, por esta razon, se
llama cantidad fraccionaria.

919. Nomenclatura. — Si la unidad primitiva u se considera
como €l conjunto de dos unidades idénticas, éstas se llaman medios;
si se considera como el conjunto de tres unidades idénticas, éstas
e llaman fercios, y asi sucesivamente se dice: cuartos, quintos, sex-
tos, séptimos, octavos, novENos, décimos, onceavos, doceavos, trece=
avos, catorceavos,. .. diecinueveavos, veinteavos,. .. noventa y nae-
weavos, centavos, o centésimos,ciento un avos,. .. novecientos noventa
y nueve avos, milésimbs, mil y un avos,... NUeve mil novecientos
noventa y nueve avos,... diez mal milésimos, ete.

. 14

9920. Por consiguiente, el ntimero fraccionario — se leerd cator-

14
ce tercios, y la cantidad fraccionaria 1= —u se expresard diciendo
2
(3]
catoree tercios de w;: locucién que significard que 1 puede consi-
derarse como un conjunto de 14 unidades idénticas al tercio de w.

921. El concepto de cantidad y niimero fraccionario derivado de
la divisién considerada como operacién inversa de la multiplicacion.
— Recordemos que, considerada como operacién inversa de la mul-
tiplicaci6n, la divisién se propone obtener uno de los factores de un
producto conociendo éste y el otro factor. Segfin esto, tal operacién
carecerd de sentido si el dividendo no es el producto del divisor por
un nfimero, o si no existe cantidad alguna que multiplicada po¥ el
divisor origine el dividendo. Por ejemplo, si se pudiera determinar
en cudntos grupos de dos nifios puede repartirse uno de 5 nifios, la
operacién careceria de significado, porque para que fuera posible
serfa necesario que hubiese un nifio més o uno menos; de igual
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manera, si se pregunta: jcufntos nifios debe haber en un conjunto
para que, juntados de a dos, se origine otro de cinco nifos? la
operacién seria igualmente imposible.

Tratandose de grandores matemiticos continuos puede, sin em-
bargo, darse una solucién a una division de la dltima especie.

222. Por ejemplo, si se tratara de dividir por 2 al lapiz AB
(fig. 5), igual a 5u, el conjunto cociente no podria ser ni 2u, ni
Su, ni ninglin nimero entero de w; pero si se adopta como unidad no

A o et Sl —=9 B

u
cC o—o)D
Fig. 5.
ya w, sino la mitad, m, de u (fig. 6), entonces AB contendria
(2 X B5)m, y el conjunto cociente de dividirlo por 2 se compondria

evidentemente de cinco m y seria 5m. En general, si se tiene la ope-

¢ unidades
, en que ¢ y b representan ntimeros, y se adopta co-
')

mo unidad, no la primitiva, sino otra b veces menor que aquella, el

racién

A O—t—e—o o o o o . . OB

u
CO—.-—-OD
'".LN

Fig. 6.

dividendo contendri a X b de esas nuevas unidades y entonces la divi-
. a unidades
sibn ————— referida a las nuevas unidades, se expresara
b ;

(@ X b) nuevas unidades
asi: , v el cociente serd a nuevas unidades.

b
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923. Interpretada la operacién de esta manera tendra un sig-
nificado preciso, aun en el caso en que el dividendo. sea menor que
el divisor.

Ta figura 7 demuestra, por ejemplo, que AB=3MN, CD=5

3
MN vy, por consiguiente, que AB = — CD; y también que la divisién
B
3w
— representa una cantidad, AB, obtenida considerando 1 como el con-
5
junto de 5 unidades idénticas MN, y tomando 3 de estas nuevas
unidades. I

A e e GRS

e G g oA A STt ST » |

m
& =y

i N Fig. 7.

994. Cuando las cantidades fraccionarias son, como en el caso
anterior, menores que la unidad que sirve de base para indicarlas,
se llaman a veces fracciones o quebrados propios o fracciones
de la unidad: en caso contrario, pueden expresarse como suma de
un nfimero entero de unidades y de una fraceién de la unidad;
cuando se expresan de esta manera se las llama cantidades frac-
cionarias mixtas. Asi, en el ejemplo del n.° 218, puede indicarse

2
la cantidad fraccionaria 1 de la siguiente manera: 411—!—711, 0
2 2 iy
44— | u, o simplemente escribiendo 4—u, siendo entonces 4—
3 3 5
el nfimero llamado mixzto, por ser formado de un entero y de uno

fraccionario propiamente dicho.

a unidades

995. Reasumiendo, vemos que la divisin —-——?———— tiene
)

siempre un significado cuando se refiere a grandores continuos, por-
que si no puede efectuarse tal operacién expresando las cantidades
en base a la unidad primitivamente establecida y seglin la que estd
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expresado el dividendo, podrd efectuarse tomando como nueva uni-
dad, para expresar la cantidad, y por lo tanto el dividendo y el
cociente, ofra b veces menor que la primitiva, esto es, considerando
la primitiva unidad como un conjunto de b nuevas unidades idén-
ticas entre si, en cuyo caso el cociente sera un conjunto de a de
estas nuevas unidades.

226. Este cociente existe, pues, y corresponde a una cantidad
Hamada fraccionaria o quebrada, porque para expresarla en base a
la unidad establecida ha sido necesario partir, fraccionar o quebrar
esta altima en partes iguales. Luego, en base a una unidad esta-
blecida de antemano, una cantidad se-dice entera o se dice frac-
cionaria, segun que, para expresarla, no sea necesario fraccionar o
partir la unidad, o que esta tiltima operacién sea indispensable. En
el primer caso, para enunciar la cantidad basta enuneciar un ntime-
ro entero, el cual indica de cudntas de las unidades establecidas
puede considerarse compuesta la cantidad a expresar; en el segundo
caso, es indispensable enunciar dos ntimeros enteros, a saber: uno
que indica en cudntas partes iguales se ha fraccionado la unidad
primitiva, otro que indica cudntas de estas partes o nuevas unida-
des componen la cantidad expresada. THemos visto que el conjunto
de estos dos niimeros, presentados en cierta forma, constituye lo
que se llama un niimero fraccionario. -

a unidades
227, La divisiln —————— expresa, pues, la cantidad fraccio-

a
naria — unidades (se lee @ sobre b unidades), y lo anterior explica
b

a
por qué un nimero fraccionario se escribe en la forma — (se lee a
: b
sobre 1) ; el ntimero b que expresa en cuintas partes iguales se ha
descompuesto la unidad primitiva, se llama el denominador del nii-
mero fraccionario, el otro, @, que expresa cudntas de estas partes
componen la cantidad fraccionaria, se llama el numerador.
Si la divisién es tomada en el sentido de determinar por qué
niimero debe multiplicarse el divisor para obtener el dividendo (por
bu
ejemplo, en la divisién 2—, y si sucede, como en este ejemplo, que
w
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tal divisién es imposible por no ser el’dividendo un miltiplo del
divisor, se conviene, a fin de mantener las reglas del cdleulo, que
el cociente de esta divisién sea un ntmero fraccionaric, cuyo nume-
rador es el namero que afecta al dividendo, y el denominador, el

B

que afecta al divisor; en el mismo ejemplo este niimero seria —.
1 5

Es evidente, en efecto, que si la expresion — w representa la can-
_ 2

tidad formada por cinco unidades iguales a la mitad de u, la expre-

D
sion — (2u) expresard una cantidad doble de-la anterior, puesto

4

que el nimero fraccionario — afecta ahora una cantidad 2w doble
9
5
de antes; pero entonces — (2u) representa un conjunto de diez uni-
2
dades iguales a la unidad de u, es decir, cinco unidades iguales a u.
5 ; Bu-=1B
En resumen, se tiene — (2u) = 5u; por lo tanto, al eseribir —=—,
2 u 2
se conserva la definicién de divisién, desde que se verifica que el

Bl
dividendo 5u es igual producto — (2u) del divisor 2u por el co-
2

5
eiente —.
2
228. Puede comprenderse, por lo que antecede, que una can-
tidad fraccionaria es, en resumen, una magnitud expresada en base
a distintas unidades, y que estd caracterizada por el hecho de que
s6lo se enuncia la unidad superior. Asi, el lapso de tiempo 1 dia
3 horas, o sea 27 horas, estari expresado en forma fraccionaria
27 27
diciendo — dias, pues — dias representa el tiempo constituido por
24 24
la suma de 27 unidades veinticuatro veces mis pequenas que el dia,
es decir, 27 horas. Como se ve, al enunciar una cantidad en forma
fraccionaria, en vez de dar un nombre especial a las unidades infe-
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riores, se indican éstas con un nombre genérico (medios, tercios,
cuartos, ete.), que expresa en cudntas partes se ha dividido la uni-
dad finica que se enuncia.

229. Las cantidades y ntimeros enteros o fraccionarios se llaman,
genéricamente, cantidades o niimeros racionales. Kl numerador y el
denominador de un ntimero fraccionario se llaman los férminos del
nfimero fraceionario.

EJERCICIOS

108. Bseribir en cifras los ntimeros fraccionarios siguientes: nueve quintos,
trece veinticincoavos, mil veinticincoavos, dos mil doscientos ventidosavos, cua-
renta y tres mil cuarenta y tres, cincuenta y dos milésimos.

109. Escribir con todas letras los nameros fraccionarios siguientes :

350 1001 34043 8000 1100011
999 10001 990099 23900 111000111

110. BEscribir con cifras los ntmeros fraccionarios siguientes: ciento once
enteros, mil ciento once, novecientos noventa y nueveavos.

111. Una fuente ha derramado 137 unidades de capacidad de agua en un
estanque cuya capacidad es de 450 unidades, gqué fraccion del estanque ha
llenado 7 '

Dar forma de fraccién propia a los siguientes nimeros mixtos :

2 2 3 3 3 5 T 8 5 5
112, 1—, 2—; 2—, 38—, 4—, 65—, 6—, H—, 4—, 12—
3 3 4 5 5 6 8 9 9 8

3 4 3 b
113, 7, 12—, 17—, 20—, 10—, 14—; 15—
A 10 3 5 9 5 6

29 1L 13 6 8 13
114. 206—, 317—, 620—, 2607—, 183 —, 127—.
53 15 1 29 21 28

115. ;Entre cuantas personas puede repartirse 10 manzanas de tal manera

que cada una reciba — de una manzana? jy entre cudntas, si cada una
2

31 e 1

recibe —, —, —?

3 4 10




CAPITULO VIII

MECANISMO DEL CALCULO CON CANTIDADES
0 NOUMEROS FRACCIONARIOS

230. Supondremos en lo que sigue que las cantidades fracciona-
rias estdn expresadas en base a una misma unidad.

231. Propiedad fundamental.— No altera una cantidad frac
cionaria si se multiplica (o divide) por un mismo mimero entero a la
ves el numerador y el denominador del niimero fraccionario que
la afecta. )

a
Sea la cantidad fraccionaria — unidades, se trata de demostrar

am a:m

que las cantidades fraccionarias — unidades (o
bm b:m

poniendo que @ y b sean mfltiplos de m, a fin de que las divisiones

a b

— y — sean exactas) representan la misma cantidad primitiva. Esto

m m

es, en resumen, que se tienen las identidades

unidades, su-

a am a:m
— unidades = — unidades = unidades,
bm b:m
o simplemente que
E a am a :m
b bm b :m

232. Efectivamente, la expresion — wunidades representa una
b

cantidad que puede considerarse como el conjunto de ¢ unidades b
veces més pequefias que la primitiva; es decir, que si se considera
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a la unidad primitiva como el junto de b unidades idénticas, la can-

a
tidad — wunidades, contiene a de esas nuevas unidades. De igual ma-

b
am a:m
nera — wunidades y ——— unidades, representan, respectivamente,
b b :m

cantidades que pueden considerarse como el conjunto de am unidades
o de (a :m) unidades, bm o b : m veces mas pequenas que la primiti-
va s es decir, que si se considera a la unidad primitiva como el conjunto
am a i
de bm o de — unidades idénticas, la cantidad — unidades, o la
m bm b :m
unidades, contienen am o a :m de ellas; pero entonces es la misma
cantidad de antes, porque si, por una parte, la unidad primitiva se
ha partido en un nimero m veces mayor o menor de partes iguales,

am a:m
por otra, las cantidades fraccionarias unidades y ——— unidades
bm b :m
contienen un ntimero m veces mayor o menor de ellas.
6
233. La figura 8 demuestra claramente que si AB=—CD,
-4
A TR e~ I A SR S~ W ey
T y \&), u O T @), y
C O—+—0—+—0—+—0—+—0 D
R M
Ao O O OB
Al —O oD
Fig. 8.
12 3

también se tiene que AB=—CD y AB = —CD porque, en el pri-
8 2
mer caso, C'D se supone compuesto de 4 unidades C'M habiendo 6
12
de ellas en AB; en el segundo caso se tiene que — CD proviene de

dividir en dos partes iguales cada uno de los CM, obteniéndose uni-
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dades nuevas iguales a CR, el nfimero de las cuales, en AB, es natu-
12 )

ralmente doble de antes o sea 12, de manera que — CD significa
8

1o mismo que — OD; por filtimo, — CD significa que la nueva uni-
2

dad es la mitad de CD, esto es, el doble de CM, es decir CP; esta

unidad estd contenida en AB la mitad de veces que lo estaba la CM,

(2
esto es, 3 veces; luego, — CD y — de CD son las mismas cantidades.
2 4+

a

934. Reduccién a iguales denominadores. — La propiedad enun-
ciada en el n.0 128, 6.2 v 7.0 (pig. 64), queda, por consiguiente, ge-
neralizada; y lo mismo que se indied alli, pueden reducirse varios
nfimeros fraccionarios al mismo denominador si es que éstos son
diferentes; basta, como vimos, multiplicar el numerador y denomi-
nador de cada ntimero fraccionario por el producto de los denomi-
nadores de los demds, con lo que dichos niimeros, sin alterar, resultan
con el mismo denominador.

2 14 17
Asi tenemos que —, —, —, son nfimeros fraccionarios que
e IR

: XK B M XB X AT X 3K D
expresan lo mismo que

, ) , es decir
Bt B e S BT, T3 D
70 294 255

que

105 105 105

Puede, sin embargo, obtenerse a menudo un denominador comin
menor que el que resulta aplicando el procedimiento anterior; ese
denominador comfin menor es evidentemente el m. ¢. m. de los

denominadores, y ninguna dificultad existe en comprender la si-
guiente:

235. Regla practica. — Para reducir varios mimeros fracciona-
rios de distintos denominadores, a otros iguales, uno a uno, pero con
wn mismo denominador que sea el menor posible, se busca el m. c. m.
de los denominadores y se multiplica los dos términos de cada uno de
los nitmeros fraccionarios dados por el cociente de dividir el m. c.
m. hallado por el denominador respectivo. A



126

236. Asi, sean los ntimeros fraccionarios —, —,
4
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o
6 105

, los que

se quiere reducir a otros equivalentes con el mismo denominador,
el menor posible. El m. ¢. m. de 4, 6, 105 es 420 y tenemos que

analogameute

420
8.8 4 8%105
4 4 40 40
4
15 1050 7 98

6 420 105 490

237. Si los denominadores de los ntimeros fraccionarios dados
fueran todos primos entre si, el m. e. m. seria el producto de ellos
y la regla no ofréceria novedad sobre el procedimiento indicado en

el n.° 234,

238. De la definicion dada para los naimeros fraccionarios se deduce que:
Quedando fijo el denmominador, la cantidad fraccionaria auwmenta o disminuye
junto con el numerador; y que, viceversa: quedando fijo el numerador, la canti-
dad fraccionaria disminuye o awmenta cuando el demominador aumenta o dis-

minwye.

EJERCICIOS

116. Reducir a un mismo denominador los ntimeros fraccionarios siguientes :

o | o

| v

3

o 2385 49 21 51 69
—y — y— @ — —y—
25 50 3852 603 40 90 135
5 Rlakaar i i RS 18
TS e e e e e —
G Ioe B oo 319 3 19 19 10

117. Disponer por orden de grandor relativo los siguientes ntimeros trac-

cionarios :

8 615 27 14 31 9 12 23
010 22 36 18" 35 11’ 27 72
5 11 19 15 13 719 4 15
7’ 14 35 28 21 16 24 5 32
bl LS R S S R AT R S ST

10 20 15 30 36 2" 9’ 11 18 33 8 16 27
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118. Disponer por orden de grandor todos los niimeros fraccionarios irredu-
cibles (véase n.© 239) cuyos términos sean menores que 7 vy aquellos irredu-
cibles tales que la suma de sus términos sea menor que s

239, Simplificacién de niimeros fraccionarios. — Dividiendo am-
bos términos de un nfimero fraccionario por un factor comtn a ellos,
se obtiene otro equivalente y expresado con nlimeros menores; se
dice entonces que dicho niimero fraccionario se ha simplificado. La
mayor simplificacién posible se obtendrd, evidentemente, dividiendo
los dos términos del nfimero fraccionario por el m. c. d. de ellos; los
términos del nfimero fraccionario asi obtenido son primos enftre si
v corresponden al niimero fraccionario mds simple entre todos los
equivalentes al dado. Los nfimeros fraccionarios que retinen esta
condicién, es decir cuyos términos sean primos entre si, se llaman
irreducibles. :

210

240. Por ejemplo el niimero fraccionario es equivalente al

210

( 2 108 5

e “ex decirig , ¥ también al — obtenido dividiendo los dos
126 63 3
5

4

126

términos 210 y 126 del niimero fraccionario dado por 42, m. c. d.
entre 210 y 126,

Para simplificar un nfimero fraccionario y transformar-

7 lo en otro irreducible, se procede a veces como se indica a

continuacion. Sea simplificar el nfimero fraccionario ante-

a5
105 . 210 2L

2 rior . como 210 y 126 son divisibles por 2, se tacha
2410 126

126 ambos nfimeros y se escribe los cocientes 105 y 63 de la
65 division; resulta ahora que 105 y 63 no son divisibles por 2
9t 7pero si por 3, se tacha 105 y 63 y se escribe los cocientes

3 35 y 21; se observa luego que 35 y 21 no son divisibles por
92, 8, 5 pero si por 7, se tachan y se escriben los cocientes
7 v 33 como éstos son primos entre si resulta que el ntimero frac-

cionario irreducible equivalente al dado, es —.
3
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b2
bo
@

EJERCICIOS

Simplificar los nfimeros fraccionarios siguientes :

4 350 936 3420 111804
1395 ————y —— 120, ——, —.
6 910 104958 4860 266805
18176 7200 280 42237
121, ———, ——— 122, y ————
191808  T04075 945  TH582
7497 5400 32436 6435
2B, ey ———— 124, ———— ——.
15729 30105 68400 7293

125,

1213641 47325

4
126. Hallar un nfimero fraccionario equivalente a — cuyo denominador
5

sea 39
25
127. Hallar un ndmero fraccionario equivalente a — cuyo numerador sea
82
1000.
1
128. Hallar un ntimero fraccionario equivalente a — cuyo numerador
40
sea 1000.

129. Un cafio suministra 23 unidades de capacidad de agua por minuto
y alimenta un estanque cuya capacidad es de 72900 unidades. Si se abre el
cafio durante 12 horas, squé fraccion del estanque llenard en ese tiempo?

e e 7
130. Hallar un nfimero fraccionario equivalente a — y cuyos términos
12
sumen 95,
4
131. Hallar un nidmero fraccionario equivalente a — y cuyos términos
T

tengan una diferencia igual a 45.

241. Adicién. — Estando diversas cantidades fraccionarias ex-
presadas en base a una misma unidad, es evidente que si los ni-
meros fraccionarios que afectan a aquéllas tienen el mismo deno-
minador, el nfimero fraccionario que afecta la suma de aquéllas
tiene también el mismo denominador que los sumandos y como nume-
rador la suma de los numeradores de los sumandos.

242. Por ejemplo, supongamos (fig. 9) que se trata de adicionar
longitudes y que la unidad de longitud en base a la cual estin
expresadas las longitudes de AB y CD, a sumar, sea u, longitud
de MN'; supongamos que w = 4f, siendo f la longitud de PQ; vemos
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que las longitudes de AB y (D son respectivamente 3f y Tf o sea

3 i
—auy —u;
-+ 4
la suma de dichas longitudes es, por consiguiente, AD = (3 + T)f =
10 3 7 10 )
10f = —u, lo que demuestra que — w + —w = — u, o simplemente,
P, 4 4 /
SR e S G
refiriéndonos a los nfimeros fraccionarios, que — + —=—— = —,
4 4 +
w=4{ K
3
A B —u=238%
4 b
7
C O —0—0=Omt—0—0—@ D = u="Tf

A@-—O—D 1_011:]0f
4

Fig. 9.

a b a-+Db

243. En general, se tiene — 4+ —=———; y de igual manera
mm m
a b ¢ d a+b+e+d+ ...
T TR R e A

m m m m m

244. Si los nameros fraccionarios a sumar tuvieran distintos
denominadores, se reduciria el caso al anterior, reemplazando los
niimeros fraccionarios dados por otros equivalentes de mismo deno-
minador, obtenidos como se indica en el n.° 235.

Por ejemplo:

8 2 5 63 56
— unidades 4+ — unidades + — unidades = — unidades + — uni-
4 : 7

3 [ S84 84
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60 63 + 56 + 60 179
dades + — unidades = ———— unidades =
S84 84 S84

unidades. Igual-

mente:
1. 6 49 30 6 8. 13

7
49 s B4 9e. 9424 4

245, Si las cantidades estan expresadas en base a distintas uni-
dades, se transforman previamente en otras equivalentes expresa-
das en base a una misma unidad.

7 2 X366 2
Asi, — afios + — dia equivalen a ——— dias + — dia o sea
3
T665 + 8 673
-— dias = dias
12 12

246. Si algunos sumandos son cantidades enteras, se suman por
separado y se agregan a la suma de los sumandos fraccionarios como
se indieé en el n.° 224, pag. 119.

3 T 5] T 15 128
Asi, 24+—4+14+—=24+14+—4+—=83+ —-
4 5 4 b 20
43 = -3 X 20" A3 60 + 43 103 43
=3+—= +—= =——; o también 3+ —=38 +
20 20 20 20 20 20
3 3
22— =5—.
20 20

Analogamente, si se tratara de nimeros fraccionarios mixtos,
la propiedad asociativa y conmutativa de la adicién hace ver que
puede sumarse separadamente los ntimeros enteros y los fracciona-
rios. Asi:

2 1. 14 21 56+ 63 119 1!

I e e e e =9—,
3 4 3 -4 12 12 12
resultado que puede también obtenerse asi:

2 1 2 i 2
4+ —+b+—=445+—F—=9+—+—=9
3 4 3 4 3
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247. Sea ¢ y r respectivamente el cociente y el resto de la divi-
sién natural de a por b, se tendrd

a=be -+ r;
por consiguiente
a. bet'r be! wr r
e T ——i—— = Ok
b b b b

Luego, puede establecerse que si al eomente de una dxvmon natu-
ral se agrega una cantidad fraccionaria cuyo numerador es el resto
de la divisién y cuyo denominador el dividente, se obtiene exacta-
mente la cantidad fraccionaria, expresada por la divisién indicada,
considerada como operacion inversa de la multiplicacion.

BJERCICIOS

Efectuar las adiciones siguientes :

3 8 9 16 q 5 9
132, — 4+ —+ —+ —; o—+8—+1 +1o—+~.
il s Ly g S 0 i A 11 1l R A
1 1 1 1 7 3 e R AT 9 18
188 b e e et st e e o o
2 3 4 5 15 4 it b SR L R Wlaesch (ST (12
2 1 8 94 525 e | 1 7
134. 6 — +8— 4183 — + —+—+ — i 4—F+5—4 66—
30 3 i 2 16~ 188 1050 6 2 12
2 5 % 6 39 14 3
135. 20— + 17— + 6+ 24—; 5—+ — +—+— i
¢ 8h-. 5 TS0 3 40
R )
I e
B A S )

136. Un obrero efectuaria cierto trabajo en 10 dfas, otro en 9, otro en
12 y otro en 13, jqué fraccion del trabajo se efectuarfa en un dia trabajando
los cuatro obreros simultineamente?

187. Un obrero efectuarfa un trabajo en 25 dfas, otro en 27, un tercero
en 21, ;qué fracecién del trabajo se efectuarfa si trabajaran simultineamente
el 1.0 y el 3.0; cual trabajando el 2. y el 3.0; cual trabajando el l.o y el
2.0; cudl trabajando juntos?

6 1

138. Un cafio suministra 6 — unidades de capacidad por minuto, otro 35—

15 5
més que el primero en el mismo tiempo, ;qué fraceién de un estanque de capa-
cidad de 1400 unidades pueden esos dos cafios llenar juntos en una hora o sea,
en 60 minutos?
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948. Substraccién.— Si los ntimeros fraccionarios a restar tie-
nen el mismo denominador, el ntimero fraccionario que afecta el
resto tiene por numerador el ntimero que se obtiene restando ordena-
damente los numeradores, y el mismo denominador que aquéllos. Asi:

[ 9 5
i 4
— unidades — — unidades = — unidades,
3 i 3
pues
7 5
— unidades = — unidades + — unidades (1n.° 243) ;
3 3 3
y en general
a b a—1b
RO ey 3
mm m
pues
a—D b a—b+D a
RS s
m m m m

249, Si los denominadores son distintos, se reemplazan los ni-
meros fraccionarios dados por otros equivalentes y del mismo deno-
minador. Asi:

a ¢ ad | ¢b  ad—le

b e ibdobd o bd

250. Si las cantidades no estén expresadas en base a una misma
unidad, se hace previamente la reduccién a la misma unidad.

7 2 ]
Ejemplo. — Sea la substraceion afios — — dia; tendremos:
3
7 T %X 365 7 2 2555
afios = ——— dias; luego, — afios —— dia equivale a
4 4 3
2 7665 — 8 7657
dias — —dia = dias = dias.
B

251, Si se tratara de nfimeros fraccionarios mixtos podria evi-
dentemente restarse separadamente la parte entera, luego la fraccio-
naria y sumar ambos restos. Asi:

o
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2 2 2 2 2 #
%“AF:%+——1MmJ:W+——M——
£o0E 3 5 3 5
gt e
=9 — 144+ ———=13—
B g 38

959. Si el minuendo o el substraendo son cantidades enteras,
se supondri que son fraccionarias con denominador igual a 1. Asi:

4 3 4 15—4 11 1

Jbm e =9
) 1 ) 5 5) 5
i if 2 T—4 3 1
kT —_——= =i
2 2 1 2 2 2
BJERCICIOS
Efectuar las substracciones siguientes :
14 6 431 3 16 T
139. ———3; _—— —_———
31 31 999 999 81 165
35 9 9
140, 1 ——; i Ll L RE
49 11 1x
3¢ 20 8
141. 45 —— 17— 51 —9—.
T 71
9 3 4 b
142, 28 — —T—3; 20 ——9
14 11 15 9
3

143. Una persona ha gastado —de su patrimonio, 1qué parte de éste le queda?
3

12

2 3
144. Después de vendido las—y las
7

partes de una pieza de género, ;qué

parte de ésta queda?
i 1
145. Un acontecimiento tuvo lugar el 17 de septiembre a las 3— de la tarde,
4

otro el 24 del mismo mes a las 3 horas y 20 minutos de la mafiana, ;qué
tiempo ha transecurrido entre ambos acontecimientos? (Recuérdese que un dia
tiene 24 horas y cada hora 60 minutos).

146. Con el vino contenido en un tonel de 225 —unidades de capacidad,

Oll.h

se han llenado otros tres més pequefios. Los dos primeros contienen juntos 131 —
10
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unidades ; el tercero 15 — unidades mas que el segundo, ;cual es la capacidad
76

de estos tres toneles?

Efectuar las operaciones siguientes:

7 11 1 11
i L A T, SRS,y S ) e (R
16 80 2 20
7 4 ' 25 1
AR R edo Bt e Ta e
12 9 144 7
1 5 5 1 ol 1 A
AU A o gt s LR e B .
9 8 S T Eor o 4

Reemplazar los asteriscos por digitos convenientes en las expresiones si-
guientes :

TRDL AL L et
By B BB T
2 3 * 1 1
15T e ahe o i =3
8 4 y 12
it 1 55
TG0 Tl g
57 19¢ . UBT
3 * 9 5 3
s e e e e e R N
17 *k 187 33 187
13
953. Multiplicacion y division. — Sea — unidades a multiplicar
4
13 18 {
por 5; tendremos: — unidades X b =— unidades 4+ — unidades +
4 4 4
13 13 13 13 +13 +13 + 13 4+ 13
— unidades + — unidades 4 — unidades =
4 4 4 4
18 X 5 a ac
unidades = ———— unidades; y en general, — X ¢ =—.

b

Luego, para multiplicar un ntimero fraccionario por uno entero,
se multiplica el numerador por el multiplicador y se deja el mismo
denominador.
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954, Inversamente, sea dividir — unidades por 53 o bien, sea
65 13
dividir — unidades por — unidades. En el primer caso, se reem-
65 . .
plazard en — unidades, 65 por 65 : 5, dejando el mismo denomina-

dor 4. En el segundo caso, se reemplazari 65, por 65 :13, y 4 por
65 65 : 5
4 :4. Tendremos asi que — unidades : 5 =——— unidades; y que
’ 4 4

(i35} 13 65 : 13
— unidades : — unidades =———=
4 4 4:4

Esos l‘(‘Sllltﬂ(]OS S0n exac-

ox

tos, pues verifican, de acuerdo a lo establecido en el niimero anterior,
B5u2H 65 13
que ——— unidades X 5, iguala — unidades; y que — unidades X
4 4 :
65 :3 65 6535
% 5, iguala — unidades. En vez de eseribir ————, podremos
4 :4
65
escribir ———, segtin el principio del n.° 128, pig. 64; lo mismo, en

65 :3 65 X 4
vez de escribir ———, podemos escribir ———— En general se

4:4 4 X3 -
a

ad a a el el

I

a
tiene — : ¢ = = _pues —Xe=—y —X—

¢
v o
b be b d be be b a e

a
—b— nos, 253 y 231).

Luego, para dividir una cantidad fraccionaria por un nimero
entero, se substituye, en el niimero fraccionario que afecta aquélla,
el denominador por el producto de él por el entero; y para dividir
dos cantidades fraccionarias se multiplica el numerador del divi-
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dendo por el denominador del divisor y se divide este producto por
el producto del denominador del dividendo multiplicado por el nu-
merador del divisor; el nimero asi obtenido es el cociente.

255. Multiplicadores fraccionarios. — El multiplicador, por su
naturaleza, debe ser siempre un nfimero entero; sin embargo, como
a ac

— unidades X ¢ = — unidades, se conviene, a fin de conservar la
b

2]
propiedad conmutativa de la multiplicacién, que ¢ unidades X —,

b
ca a ) ac
represente — unidades, y que — unidades X — represente — uni-
b b d bd
dades. En resumen, el multiplicador fraccionario es un operador
que significa que el multiplicando debe multiplicarse por el nume-
rador de dicho operador y el producto dividirse por el denominador;
por consiguiente, si el multiplicando es una cantidad fraccionaria,
un multiplicador fraceionario expresa que el producto debe ser otra
cantidad fraccionaria, cuyo numerador es el producto de los nu-
meradores de los factores y el denominador el producto de los
denominadores de los mismos; asi se conserva la propiedad conmu-
tativa y asociativa de la multiplicacién (véase también n.° 128,
pag. 64).

@ [ ac
256. Efectivamente, si — unidades X — se define como expresando — unida-

b da bd

*3e a ac
des, tendremos que — unidades X — representard también — unidades; la pro-
A d b E: bd

piedad conmutativa de la multiplicacién queda, por tanto, conservada. Prescin-
diendo de la unidad podemos, por consiguiente, escribir que

4 (4 e ae e ace @ c e [ ce ace
=X —==—X—= —;—X|—XZ|=—Xx—= 1 =
f ba f bdf b ! b
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(n c) ¢ @ (u c)
B P e e |
b d I b da i

lo que demuestra que la propiedad asociativa de la multiplicacién esta con-
servada.

Finalmente :
a (4 ¢ m adf...£ebf,. . £ebd.. . £ .. m
e R e s o —re X
b i} i n bdf. .. n

adf... m =+ cbf...m £ ¢cbd, .. m X .

bdf...n
adf.. . 4 ebf. .. n ebd. . . m
| [l | [t b B o= b i
bdf. .. n bdf. .. n bdf. .. n
@ m ¢ m e m
=l—x—)xl—%x—)| £ |=X—)F..
b i d n | f n

Luego. queda también conservada la propiedad completamente distributiva
de la multiplicacién respecto de la adicién y substraccion.

M

« ¢ e
257. NoTA. — La expresion de la forma anterior — X — X —— constituye
b d
w {43 e
lo que se llama a veces fraccion de fraccion, y se lee: los — de — de —.
b d
258. Veamos algunas explicaciones.
2
Se ha comprado — unidades de longitud de género a 3 pesos
{3
la unidad, §cudnto debe pagarse?
2
ITaremos ¢l siguiente raciocinio: si en vez de — de unidad se
5

hubiera comprado 2 unidades, se habria pagado, a razén de 3 pesos por
cada unidad, 3 pesos X 2 = 6 pesos; pero como se ha comprado cinco
veces menos longitud, se deberd pagar cinco veces menos o sea 6 pesos

() 3 X2
1 5, esto es, — pesos 0 sea ——— pesos. Al mismo resultado llegamos
5

2
usando el multiplicador fraccionario —, como quedd definido, pues

\ 2 3X2
tendrfamos que 3 pesos X — = ———— pesos. Se ve claramente que el
5 5)
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2
multiplicador fraccionario — viene a funcionar como un operador

que expresa que el multiplicando debe multiplicarse por el nume-
rador de dicho operador y dividirse por el denominador del mismo.
Un raciocinio andlogo haria ver que si se hubiera pagado en vez

3 2 3 2X3
de 3 pesos, — de pesos, se habria gastado — pesos X —=——
i, b i 5XT

pesos; bastaria, para ello, suponer primero que sélo se hubiera pa-
gado 3 pesos la unidad, y entonces, ya sabemos que el gasto hubiera

3 X2

sido de ——— pesos, de suerte que si hubiéramos pagado 7 veces
&
19

veces menos la unidad, el gasto habria sido 7 veces menor, esto es
3 X2

5 X7

PESOS.

TLos dos ejemplos anteriores justifican, por consiguiente, la
introduceion, en el cileulo, de los multiplicadores fraccionarios tal
cual han sido definidos.

259. El admitir multiplicadores fraccionarios implica también
admitir divisores y cocientes numéricos fraccionarios. Asi tendre-
mos que

(§ (G 2 ,
— pesos : 3 pesos = ——— = —, (1)
5 R B
y que
6 3 6XfT 42 14
— Pesos : — pesos =—— =—=—3 (2)
7 bX 3 5 5

lo que significa en resumen que, en base a la definicion dada de
multiplicador fraccionario, se tiene

6 ‘ 2716 3 14
— pesos = 3 pesos X —; — Pesos = — pesos X —.
5 G s 7 5

Igualmente se tiene:
AL S8 ND _
6 pesos : — = ——— pesos = 15 pesos; (3)
5
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6 2 6 X5

— pesos 1 —= pesos = 3 Pesos; (4)
& 5 SR

6 2 6X5 3

— pesos 1 — = pesos = — Pesos (5)
35 5 2 X 35 7

‘Lo que significa que un divisor fraccionario es un operador que
expresa que debe multiplicarse el dividendo por el denominador de
dicho operador y dividirse el producto por el numerador.

260. T.os problemas inversos de los anteriores justifican la no-
cion de divisor y cociente numéricos fraceionarios. Si se pregun-
tara, en efecto:

6
i Habiéndose gastado en una compra de género — pesos a ra-
5

26m de 3 pesos la unidad de longitud de género, cudntas unidades de
éste se ha comprado? Diriamos: si se hubiera pagado a razén de

1 peso la unidad, se habria podido comprar — unidades; como se
B
pagd 3 veces mdis, solo se habrd podido comprar tres veces menos
6 2
género, esto es ————2—:? unidades; luego el ntmero de unidades
5 X ¢

buscado es el del cociente de — pesos: 3 pesos tal cual ha sido
v 5

hallado mas arriba (1).

Qs ’ 3

Si en vez de haber pagado 3 pesos se hubiera pagado — pesos,

L

{

es decir T veces menos, hubiera podido comprarse T veces mis uni-

BOSAT e 9XT - 14
dades, esto es ——— unidades, es decir ———=— unidades; nt-
5X3 by B

6
mero que resulta también de dividir — pesos por — pesos (2)-
-
i

Tdentidades de las formas (3), (4), (5) se aplicarian respecti-
vamente a los enunciados siguientes:
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2
Tlabiendo gastado 6 pesos en la compra de gémero a razon de —
5
pesos la unidad, jeuantas unidades se han comprado?
6 2
Habiéndose gastado — pesos comprando género a razon de —,
5 ]
pesos la unidad, jewintas unidades se han comprado?
(3 2
Habiéndose gastado — pesos en comprar género a razom de —
Qh S
59 15}

pesos la unidad, §cudntas unidades se han comprado?
Al resolver estos problemas se llegarfa a justificar plenamente
el uso de las identidades (3), (4) y (5).

261. En resumen, si prescindimos ahora de la unidad y consi-
deramos exclusivamente los ntGmeros fraccionarios, tendremos las
siguientes identidades:

a ac
cX —=— (1)
b b
c a a A
—X—=—X—=— (2)
d b b d bd
a ¢h : ;
Ci—=— 3)
b o
¢ "t ch
geslem i, )
dosb Srad

262. Todo lo cual se expresa diciendo que:

Para multiplicar un nmiimero entero por olro fraccionario, se
multiplica el entero por el numerador del fraccionario y se divide el
producto por el denominador.

Para multiplicar un nwimero fraccionario por otro, se multiplica
entre si los numeradores y se divide el producto por el producto de
los denominadores.
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Para dividir un nidmero entero por uno fraccionario, se multi-
plica el entero por el denominador del fraccionario y se divide por
el numerador.

Para dividir un witmero fraccionario por otro, se multiplica el
aumerador del dividendo por el denominador del divisor y el producto
se divide por el producto de los otros dos términos.

Se deduce de lo anterior que:

Si el numerador de wn nimero fraccionario se multiplica o
divide por un mimero entero, el mimero fraccionario resulta multi-
plicado o dividido, respectivamente, por el mismo nimero entero.

963. Tratindose de ndmeros fraccionarios mixtos, podrian redu-
cirse éstos a ordinarios, o efectuarse el producto por partes. Asi:

3 2 13 14 182 2
e B — i =12 —,
& 3 5 3 15 15
o también
3 2 3 2 S 2
9+ — )4+ )=2x4+4x—F2X—F+—X—=
5 3 5 F, H s
: 12 4 6 36 + 20+ 6
53 3 15 15
62 2 9
S U Y0 QR ) g
15 15 5

964. Inversas de cantidades. — Se dice que un nimero es inver-

g
so de otro, cuando el producto de ellos es 1; asi, 3 es inverso de —;
3
2
(9]

— es inverso de

7

c'.‘-o]-q

Dos cantidades expresadas en base a una misma unidad, se dicen
inversas, cuando vienen afectadas por nfimeros inversos. Asi, Su es
1 3 7
inversa de —u; —u es inversa de —u.
5 i
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BEJERCICIOS

Efectuar las operaciones siguientes:

87 4 9 15
1 R AR s e G e
BT 17 23
2 d 3 i 80
155, o 5 — et 0= kL
B T T AL 30 81

1
156. — . 44 8 —1.—} 194+ —). |14+ —|
15 07 5 7 5
157.(

45 2 15
158. 14+ X BK=— K6+ —] H—
7 3 4
¢ 27 19
159. 10—)(11; 2— % 22; — X 3514.
34 5 56
1 1 1 2
160. 2— X 1— 1 —de2—.
4 2 S 5
5 8
4 — 6—
3 9 q 1 T 1 2
161. — de de 5 1— X — :5—de2—.
14 2 2 8 3 5
5 — 11—
6 T
Btk 8 49
162, — :—; 40 4+ —| {21+ —].
15 3 15 553
7 11 i
— X — X 12—
48 13 8 3 2
163. —]169.:=]; 125 : 21—
5 17 A N 3
e 2 K
3 15 4
243 8 2 3 81
164. 16 — : 32; — :81; 1—:6—; 3 1 —.
T 560 a5 7 8 133
1 T 2 2 2 5 1
33— — X 3— — = 4 —
2 6 8 3 25 3 % 18
165. —_— s 2
1 il 1 3 1 4 7
2— 4— — X 8—:T— — X 6 11—
4 2, 3 4 2 5 12
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5 3
166. Demostrar que los — de los — de un nidmero equivale a la cuarta
6 10

parte de dicho nimero.

o 4
167. Hallar las — parte de las — partes de un dia.
5 11
168. En una bolsa hay 324 bollilas, se distribuye la tercera parte entre
cuatro nifios v el resto entre otros seis nifnos, ieuantas bolillas le toca a cada
nifno ? S

2 10 1 2 5 16
169. Hallar 3— X — : 3— de 3— de — de 1—.
5 11 T T 44 33
12
170. ;Cuintos minutos y segundos hay en de hora?
3 2

-

171. ;Cudl es el valor, en minutos, de 1— de — siglos, T segundos?
4 3

172. Se ha comprado por 450 pesos de mercaderias y se quiere, al vorverlas
2
a vender. realizar un beneficio igual a los — del precio de compra, ;cudl debe
i 3
ser el precio de venta de esas mercaderias?

, 4cuan-

GlUl

173. Si de un espacio de tiempo de 8— dias han transcurrido los
4
tas horas quedan adn por transcurrir?

965. Potenciacion. — De lo dicho anteriormente resulta que

Al a a a™
e = i S — e
b ] b b o
Por tanto f
(L c m a (. m ’l Illcln (l e c"l a m c "
— X =(—] = =—.—=|—) .| -
i d bdd bmdm e b d
v anilogamente
a e\ ™ a \™ "C m
S e e e =
B a T b 7

lo que demuestra que las propiedades distributivas de la potencia-
¢ién ge han conservado.  *

266. Es facil comprobar que la potencia de un niimero frae-
cionario irreducible es otro néimero fraccionario irreducible; y reci-
procamente. Y que por lo tanto:

Cuando un nitmero entero no es potencia de otro mimero entero,
tampoco lo es de un fraccionario.
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Se comprueba también que:

Para que un mimero fraccionario irreducible sea potencia de un
mumero fraccionario, es preciso y suficiente que sus dos términos
sean potencias exactas.

Si se tratara de ntmeros mixtos, podria elevirseles a la poten-
cia n considerindolos como una suma. Por ejemplo:

1\2 1)\2 1 12
4— =(4+— :42+2><4><-—+(—) :
3 3 3

pero es preferible reducirlos a la forma crdinaria; se tendrd en

nuestro ejemplo
( | )2 ( 13 )‘—’ 132
ST AN e

3 3

EJERCICIOS

Ilfectuar las operaciones siguientes:

LA 1A Ly
174. (3—) 175. ( 7) 176. (27—)‘
T 6 2

267. Maximo comtn divisor y minimo comifin multiplo de dos o més cantidades
fraccionarias. — 101 m. c¢. d. de varias cantidades fraccionarias o de varias
cantidades, unas enteras y otras fraccionarias, es la mayor de las cantidades
enteras o fraccionarias contenidas en aquéllas un ntmero entero de veces. Lue-
g0, si se divide cada una de aquellas cantidades por su m. e. d., los cocientes
deben ser nimeros enteros.

De lo anterior resulta que el denominador del m. c¢. d. debe ser un mil-
tiplo comin de los denominadores, y el numerador un divisor comin de los
numeradores. y que el primero debe ser lo mds pequeiio posible y el segundo,
contrariamente. lo mas grande posible. Luego :

El m. ¢. d. de dos o mas cantidades fraccionarias (o de cantidades enteras
Y fraccionarias) tiene por numerador el m. e. d. de los nwmeradores u 5or
denominador el m. ¢. m. de los denominadores.

i 3 4 5
Por ejemplo, el m. ¢. d. de —, —, — y — tiene por numerador el m. c.
2 BT 21
d. de 1. 3, 4 y 5, esto es, 1. ¥y por denominador el m. ¢. m. de 2, 5, 7T y 21,
1
o sea 210: dicho m. c¢. d. es, por consiguiente,
1 SR R 77 1 3505 .5
Si se tratara de los nameros 1—, 1—, y 2—, vy 10, o sea de —, —, —;,
2¢4 3 6 T 24 3 6

15 10
— y.—, el m, ¢, d. seria
( 1
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268. Bl m. ¢. m. de dos o mas cantidades fraccionarias es la menor de las
cantidades enteras o fraccionarias que contiene a cada una de aquéllas un ni-
mero entero de veces.

Luego, si el m. ¢. m. de un cierto nimero de cantidades fraccionarias
se divide por cada una de ellas, los cocientes son nimeros enteros, y por
tanto, es menester que el nuwmerador de dicho m. c. m. sea el m. ¢. M. de los
numeradores de las cantidades fraccionarias, en tanto que el denominador debe
ser el m. c¢. d. de los denominadores.

g =14 5
Por ejemplo, el m. ¢. m. de —, —, ¥
28" 2
c. m. de 1, 3, 4 vy 5, esto es, 60, y tiene por demominador el m. c. d. de
2, 5, 7. 21, o sea 1. Luego, dicho m. c¢. m. es 60. .
11, 2 1
Andlogamente, el m. ¢. m. de 1—, 1—, 1— ¥y 2
24 3 6 0

tiene por nmumerador el m.

| &

s | =
|8
4
w | e

, 0 sea de

| =

175 1
, 0 sea 58—,

3 3

¥ , €S

=] 8]

EJERCICIOS

Hallar el m. ¢. d. y el m. ¢. m. de los siguientes nimeros fraccionarios:

sl 11 Y8 1012, 200 1 T
M 2—, — T — — 178, '— = = iy =
4 3 5 5 4 4 5 6 7 3
s SR Sl | 4 4 1 1
179, = — — 180, —, 4—, 3—, 13—
9 12 6 15 9 3 3
2 4-6 8 2 2 3 2 . 10
I8L. | — — — 182. 83—, 1— 1—, 2—, 8—.
3 5 7T 9 7 3 8 9 - 12
: 5 1 1 ! 9 1
83. 1—, 1—, 83—, 184, T—, 19—, 20—
28 21 7 9 25 4



CAPITULO IX

CALCULO MENTAL

1. — ApiciON Y SUBSTRACCION

269. Ejercicios fundamentales.— Para poder calcular pronto y
bien, es menester, desde la edad temprana, ejercitarse en el calculo
mental, o calculo de cabeza, o de memoria, sin el auxilio del papel,
lapiz o pluma.

Unas de las operaciones mis simples a ese respecto es retener
en la memoria los complementos a 10 de los digitos; a saber:

digitos : 12 S84, 5N, 18, 98
complementos: 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.

|8

Y acostumbrarse a sumar, de cabeza, enunciando de inmediato
la suma de varios digitos, cuando esa suma es diez o un nimero
exacto de decenas.

Haciendo asi, se puede, en efecto, cada vez que se hace la suma
de los digitos de una columma, reunir dos, tres y cuatro cifras en
bloque. Por ejemplo, si esas cifras son: 6, 2, 7, 2, se dird, de cabeza:
seis y dos, ocho; y dos diez; luego la suma es 17.

Otro ejercicio muy necesario es acostumbrarse a redondear un
nimero, o sea, agregarle otro tal que la suma sea un mimero redondo,
o sea, terminado en uno o més ceros. Se hace uso, para ello, del
complemento aritmético (n.° 77, pag. 41), de la cifra de la derecha
o del guarismo constituido por las dos cifras de la derecha, o
por el de las tres, ete.

Asi, sea redondear 4357; se puede hacerlo, ya agregindole 3,
ya agregandole 43; ya 643; ya 5643, que son los complementos res-
pectivamente de 7, de 57, de 357 y de 4357. Obtiénese asi 4360,
4400, 5000, 10000,

He aqui otros ejercicios:
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970. Descomponer un nimero en la suma de otros y calcular,
de inmediato, lo que debe agregarse a un nimero para obtener otro
mayor.

Empezando por los digitos se dira: 8 puede ser 7T+ 1, 0 6+ 2,
o 5+ 3, ete. Luego se pasard a un polidigito, y entonces serd facil
vealizar la operacién mental de saber lo que debe agregarse a un
nfimero para obtener otro mayor dado. Por ejemplo: 5 Qué debe
agregarse a 746 para obtener 8107; es 64.

Suma mental de mimeros.— Se empezard ejercitindose con ni-
meros cuyos guarismos tengan dos cifras.

Para ello se hard la suma mental de las decenas y, separada-
mente, la de las unidades y se sumard, de cabeza, los resultados.

Asi, para sumar 53 con 64 se dird mentalmente: 50 + 60 = 110,
344 =17; total, 117 i

Cuando la suma de las unidades. simples pasa de 10, y aun
mejor, cuando la cifra de las unidades de uno de los ntimeros sea
7, 8 y 9, conviene redondear el mayor de esos nameros, y al niimero
obtenido con ese redondeamiento, agregarle el otro disminuido del
nfimero que se agregd, para redondear, haciendo los cdleulos de
cabeza.

Asi, se dird: 384 54=92, pues 38 +2 =40, 54—2 =252,
40 + 52 = 92.

Cuando se trata de nfimeros con guarismos de mas de dos eifras, -
se descompone mentalmente cada uno en sus unidades de los diver-
sos ordenes, y se hacen las sumas mentales empezando por las mds
altas.

Asi, si se quiere sumar de cabeza 543 con 697, se dird: qui-
nientos, més seiscientos son 1100; cuarenta méis noventa son 1303
tres més siete son 10; 1100 mis 130 son 1230, y 10, 1240.

Si se logra practicar la tabla de sumar hasta 99 499, se pro-
cederd mis répidamente sumando los nfimeros por secciones de dos
cifras.

Agregar a otro, un nimero DOCO diferente de 100, 1000,
10000, ete.

Se agrega 100, 1000 y 10000, y se resta o suma de cabeza, res-
pectivamente, lo que se agregd o restd para redondear el namerc
dado.
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Asi, para agregar 98 a un niimero cualquiera, se agrega a este
100 y se le resta 2, todo de cabeza.
46905 + 997 = 46905 + 1000 — 3 = 47905 — 3 = 47902;
75 + 103 = 75 + 100 + 3 = 175 4+ 3 = 178.

271. Restar de otro, un nimero poco diferente de un miulti-
plo de 10. ]

Se resta este miltiplo y se agrega o resta de cabeza, respecti-
vamente, lo que se agregdé o quité para redondear.

Asi, 48615 — 997 = 48615 — 1000 + 3 = 49615 + 3 = 49618
6781 — 1003 = 6781 — 1000 — 3 = T778.

Con bastante ejercicio o prietica pueden extenderse estos cilcu-
los al caso en que la aproximacion con el multiplo de 10 hecha para
redondear, sea un guarismo de dos o mas cifras. Habrd entonces
que redondear las cifras de las unidades, decenas, centenas, etec.

1000 — 872 = 1000 — 880 + 8 = 120 + 8 = 128.

Ejecutar mentalmente la diferencia entre dos nfimeros dados.

Se hace la operacion mental basindose en las substracciones
sucesivas de las unidades de los distintos drdenes empezando por
las mas altas.

Sean los niimeros 8349 y 5857. Mentalmente se dira:

8349 — 5000 = 3349,
3349 — 800 = 2549,
2540 — 50 = 2499,
2499 — T =2492.

2. — MunripLicactoN v Division

272. Multiplicacién por 2, 4, 8, 16, ... — Para multiplicar por
2, se suma, de cabeza, el ntmero dado consigo mismo; si se vuelve
a repetir la operacién con el resultado obtenido, el ntmero dado
quedard evidentemente multiplicado por 2 X 2 =4; y asi siguiendo

ol

otra vez, tendremos la multiplicacién por 8, ete.

273. Multiplicacién por 11.— Si se trata de un digito, bastaria
repetir la cifra. Asi: 8 X 11 = 88.

Si el ntimero dado tieme dos cifras, se suman estas dos cifras
y el resultado, si es un digito, se intercala entre las dos cifras.
Asi, sea 54X 11: 54+4=9; 54 X 11 = 594.
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Si la suma de las dos cifras tiene decenas, se intercala la cifra
de las unidades; y la de las decenas se agrega a la cifra de la
izquierda del ntimero dado.

Sea, por ejemplo, la operacién 68 X 11: 6 +8=14; intercalo
4 entre 6 y 8 y cambio 6 en T; tengo efectivamente que 68 X 11 = T48.

Qi el nfimero tiene més de dos cifras, se deja como esta la
cifra de las unidades; la cifra de las decenas se obtiene sumando
la cifra de las decenas al de las unidades; la cifra de las centenas
se obtiene sumando la cifra de las decenas con el de las centenas, ete.
La Gltima cifra de la izquierda es también la cifra de la izquierda
del producto. Si una suma parcial pasa de 10, se traslada a la suma
siguiente.

Asi, sea multiplicar 548 X 11; se dird 8+ 4 =12, escribo 2
y retengo 1; 44+5=9+1 retenido, 10; escribo 0 y retengo 5 bt
5+1 (retenido) =6; escribo 6; el producto, ‘por consiguiente,
es 6028. 1

También puede multiplicarse el nimero dado por 10, para lo
cual basta agregarle un 0 a la derecha; y luego, ese producto, su-
marlo con el ntmero dado: asi en el ejemplo anterior

548 X 11 = 548 X (10 + 1) = 5480 + 548. :

974. Multiplicacion por 101, 1001, etc. — Si se trata de un di-
gito, se cambian las cifras 1 de 101, de 1001, ete., por ese digito.

Asi: 815 101 =808,

, 9 % 1001 = 9009.

Si el ntmero dado tiene dos cifras, se procede andlogamente,
pero suprimiendo el 0 de las decenas de 101, 1001.

Asi: 39 X 1001 = 39039.

Si el nfimero tiene més cifras, se le multiplica por 100, 1000, ete.,
v al producto se le suma el ntimero dado.

Asi:

5724 % 1001 = 5724 (1000 + 1) = 5724000 4 5724 = 5729724.

275. Multiplicacién por 9, 99, 999, ... — Como 9=10—1;
99 =100 —1, ... basta multiplicar el nfimero dado, por 10, 100,
1000, ete., y al producto restarle el nfimero dado.
Asi:
6729403 X 9 = 67294030 — 6729403 = 60564627,
La regla anterior relativa a la multiplicacién por 9, 99, ...
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explica los curiosos resultados de algunas multiplicaciones especia-
les. Por ejemplo, las siguientes:

gx1+2=11 9X9+T7=286
9x1243=11 9 X 98 4 6 = 888
9 X123 +4=1111 9 X 987 4 5 = 8888
9 X 1234 + 5 = 11111 9 X 9876 + 6 = 88888
9 X 12345 4+ 9 = 111111 9 X 98765 + 3 = 888888
9 X 123456 4+ 7=1111111 9 X 987654 + 2 = 8888888

9 X 9876543 + 1 — 88888888
9 X 9876543 X 2 +11= 888888888

976. Combinacién de las reglas anteriores.—a) Para multipli-
‘car un namero por otro, cuyo guarismo es 2, 4, 8, 16, seguido de
‘ceros, se multiplica aquel por 2, 4, 8, 16, ..., y se agrega el nt-
mero de ceros correspondientes a la dervecha del producto.

Para multiplicar por 12, 15, se tiene en cuenta que 12 =3 X 4;
15 = 3 X 5.,. También para mutiplicar por 15, puede multiplicarse
por 10 y agregarse al producto la mitad de éste (15 =10+ 5).

b) Para multiplicar por 19, 29, 39, ..., se multiplica por 20, 30,
40, ..., v se resta el nimero dado del resultado (19 =20—1, .. = )%

¢) Para multiplicar por 21, 31, 41, ..., se multiplica por 20, 30,
40, ..., y se suma el ntimero dado al resultado (21=20+1, iy

d) Para multiplicar por 98, 998, 9998, ..., se multiplica por
100, 1000, 10000, ..., y se resta del resultado el duplo del nimero
dado (98 =100—2, ...).

e) Tomar la mitad de un némero dado, o sea, dividirlo por 2,
4, 8, ... Se aplica de cabeza la division por un digito (n.° 154,
pig. 79, tltimo pérrafo). Tratindose de la division por 2, para
saber si la divisién es exacta, basta fijarse si el ntimero dado ter-
mina en cero o en cifra par (2, 4, 6, 8). Si termina en cifra
impar (1, 3, 5, 7, 9), dard un resto igual a 1. Para dividir por
4, 8, ..., se repetird la operacion anterior las veces necesarias.

) Multiplicacién y divisién por 5, 25, 125, ... Para la multi-
plicacién por 5, se agrega un cero a la derecha y se divide por 2:
e & sy 5 —=10-22.

: i(.’éﬁl‘:g)l;;‘f 5, se duplica el nimero y se divide por 10.
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An#logamente, para proceder por 25, 195, ..., se tiene en

100 1000
;125 = ——. Asi es que para multiplicar un

cuenfa que 250 = ——
4+ 8

nfimero por 25, 125, se agregan dos, tres ceros a la derecha del nt-
mero y se divide por 4, 8, ... También puede multiplicarse dos o

o

tres 0 més veces consecutivas por 5, (25 =15 X 5; 125 =5 X5 X 5).

Para dividir por 25, 125, ..., se multiplica el niimero dado res-
pectivamente por 4, 8, ..., ¥ se divide por 100, 1000, ...; o, tam-
bién, se divide dos o tres o mis veces consecutivas por 5.

Naturalmente, esto supone que las divisiones son exactas; caso
contrario habria que proveer al resto. Si se trata de 1a divisién por
5, basta suprimir la cifra de la derecha y duplicar el nfimero asi
obtenido previa agregacién de la unidad, si la cifra suprimida es
igual o mayor que 5.

Asi, sea dividir 67438 por 5; se duplica 6743, lo que da 13486,
se agrega 1 porque la cifra apartada es 8, superior a 5. El cociente,
entonces, es 13487 y el resto 8 —5=3.

¢) Dividir un ndmero por 3. Si se retiene en la memoria los
miltiplos de tres de muchos niimeros, se facilitard la operacidn, la
cual, por otra parte, puede realizarse de acuerdo con la regla para
dividir un nfimero por un digito.

977. Combinacién de las reglas. — Para dividir por 6, se divide
por 3 y por 2. ‘
Para dividir por 12, se divide primero por 3 y luego por 4.
Para dividir por 15, se divide primero por 3 ¥y luego por 5, ete.
978. Tabla de multiplicacién de los digitos por niimeros comprendidos entre
10 y 20.— Prolongando la tabla de Pitagoras hasta que tenga 19 filas hori-

zontales, se obtiene una tabla complementaria que, si se retiene en la memo-
via, suministra un poderoso recurso para el cdlculo mental.

BIBLIOTECA NACIONA
DE MAESTROS

He aquf la tabla de referencia:
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1 2 3 4 5 6 7 8 9
10 + 20 30 40 50 60 70 80 90

. 11 22 33 44 55 66 7 88 99
12 24 36 48 60 72 84 96 108
13 26 39 52 65 78 91 104 117
14 28 42 56 70 84 98 112 126
15 30 45 60 - 75 90 105 120 135
16 32 48 64 80 96 112 128 144
17 3 51 68 85 102 119 136 153
18 36 54 72 90 108 126 144 162
19 38 57 76 95 114 133 152 171

279. Multiplicacién rapida.— Sea multiplicar 46 X 38; el producto de
8§ X 6 o sea 48, nos indica que el producto contiene desde luego 8 unidades
simples, que pueden ya escribirse y 4 decenas que se retienen; ahora bien, las
decenas del producto, aparte esas 4 retenidas, provienen también del producto de
las decenas de uno de los factores multiplicados por las unidades del otro; en
el ejemplo serfan 4 X 8 =32 mias 3 X 6 = 18. En total, pues, 4 + 32 +
18 = 54 escribo 4 a la izguierda del 8 y retengo las 5 centenas.

En cuanto a las centenas del producto, aparte de esas 5 retenidas, provie-
nen del producto de las decenas de los factores: en el ejemplo son 4 X 3 =12;
méas las 5 retenidas son 17 centenas que se escriben a la izquierda del nimero
48 ya escrito. Las operaciones sucesivas pueden verse griaficamente en el si-
guiente esquema : [

o e . -\/. .
LA

8 Be.] 748
Este otro esquema corresponde al producto de dos ntimeros de tres cifras.

38 .

546 e s e . -><- .\-/. .\/- . * o e
733...‘ RS, /\ W
8 48 » 948 2048 402948
Se dird sucesivamente :
G158 =48 pgorib0 B ¥ TELenE0l @ s vd ST el o 54 ¢ 4 oW Sla e e e 8
4 X8 =32; 6 X3=18; 32 -+ 18 4 50; méas lo 1etenid0 = 54; es-
BTIDOY 4% . TELeRZO!: Bacesidas b ass & ¢ ws s iaoisi s 48
5X8=40; 4X3=12; TX 6=42; 40+1"—|—4"—|—u (rete-
nido) = 99; eseribo 9 y retengo 9 ........ 948
HBX3=15; 4 X T =28; 15 4 28 4+ 9 (retenido) = 52; escribo 2
FILETONEO B (5ie st sslsize i 6 os g R GO e 2048
B X T=235+45 retenido = 40; escribo 40 ........c.ocvireunnnn 402948

Podria extenderse facilmente la regla al caso del producto de ntdmeros con
guarismos de cuatro o mas cifras.
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280. Diposieién musulmana. — Puede realizarse la multiplicacién escribien-
do directamente los productos elementales. :

La siguiente disposicion musulmana da cuenta del procedimiento : sea mul-
tiplicar 34581 X 672. En una hoja
de papel cuadriculado, dispuesta de
manera que las diagonales del cua-
driculado estén colocadas vertical-
mente, se traza un rectangulo cons-
titufdo por tres lineas de cinco cua-
drades cada una y se escribe de
izquierda a derecha, las cifras del
multiplicando y del multiplicador co-
mo indica la figura, encabezando
cada cifra de uno de los factores
una linea y cada una del multipli-
cador una columna. Los productos
elementales 1 X 6=6, 1X7T=07T,
1xX2=28xX6=48 8 X T=156,
8 X 2 = 16, etc., se escriben en la
interseccion de la linea y de la co-
lumna oblicua que encabeza las ci-
fras que se maultiplican. Féacilmente se comprueba que las cifras de esos
productos parciales, relativos a unidades del mismo orden, estdn bien en columna
vertical, de modo que sumando ordenamente se obtiene el producto buscado.

\

281, Multiplicacién aproximada.— Cuando se debe multiplicar dos niimeros.
de wvarias cifras, ocurre a menudo, que sé6lo interesa conocer las primeras
cifras de la izquierda del producto, pudiéndose reemplazar las otras por ceros
(cuyo objeto es expresar el valor relativo de las cifras conservadas). En esos

_casos pueden abreviarse los procedimientos empleando el método llamado de-
la multiplicacion abreviadae, cuya regla enunciaremos aqui sin demostracién de-
jando que ésta la halle el lector, como ejercicio.

Supongamos que s6lo se quiere conservar, en el producto, las cifras que
representan unidades a lo menos del orden k -+ 2. Se escribe el multiplicando-
¥ debajo el multiplicador eserito al revés colocando la cifra de las unidades
simples debajo de la cifra del multiplicando (completando con ceros a la izquier-
da, si es necesario), que representa las unidades del orden k. Para efectuar
cada producto parcial no se toman en consideracién, en el multiplicando, las.
cifras colocadas a la derecha de la columna vertical que contiene la cifra del
multiplicador que se emplea ; cada producto parcial asi obtenido representa uni-
dades del orden k; se dispondran, por consiguiente, esos productos parciales
los unos debajo de los otros, de manera que las dltimas cifras de la derecha
estén en una misma columna vertical. Se efectia la suma, la cual representa
entonces las unidades del orden k; se suprimen las dos ultimas cifras y el
nimero obtenido, que representa unidades del orden % -+ 2, es igual al nimero:
de unidades del orden k -+ 2 del producto buscado, o bien lo es inferior en una.
unidad.
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Sea por ejemplo, multiplicar 4532169 por 3141592 teniendo en cuenta que
5610 se desea conocer las unidades de octavo orden, se dispondra la operacion
asf:

45321
1812864
4532169

135965070

142382251

! El resultado 142382251 expresa el niimero de decenas de millones del pro-
ducto. Se evita escribir los productos parciales que resultan nulos,

3. Mixivo Contx MtrripLo

982. Minimo comfn multiplo.— Para calcular el m. c¢. m. de
varios niimeros pequefios (es decir de los primeros de la serie natu-
ral), se observa que, desde luego, si esos nfimeros son primos, su
m. ¢. m. es el producto de ellos. Para los otros, hay que acostum-
‘brarse a descomponerlos, de cabeza, en factores primos. Se empieza
por descomponerlos en el producto de dos factores, y si éstos no son
primos se les descompone a su vez en dos factores, y asi se contintia
hasta obtener factores primos. Por ejemplo, 77 =7 X 11; 120=3 X
A B0 — o o )19t E R 9 0= 313 98 SEG,

Efectuadas estas operaciones para todos los ntmeros dados, es
f4cil obtener mentalmente el m. e¢. m. aplicando la regla del n.° 213
pag. 112).



APENDICE

EQUIDIFERENCIAS. ECUACIONES

283. Comparacion de dos cantidades. — Dadas dos cantidades a y D
{supondremos « >b), comparar una con otra es: o investigar de cuanto
©s mayor una que otra, es deecir, hallar la diferencia a«—D0, o determinar
cudntas veces es mayor una que otra, o sea, hallar la relacién o razén a :b.
‘Considerada la cuestisn bajo este punto de vista, el valor @ — b se dice ser la
razén por diferencia entre ¢ y b: la razén @ :b se dice entonces ser por cociente,
para distinguirla de la primera. La primera cantidad se llama el antecedente de la
razén (por diferencia o por cociente) ; la segunda se llama el rcosecuente.
La igualdad de dos razomes por cociente se llaman una proporcién; asi tam-
bién la igualdad de dos razones por diferencia se llama una proporcién, pero
para distinguirla de la primera, se Jlama a ésta, proporcion por cociente ¥
a la otra, proporciéon por diferencia o equidiferencia. Segin ésto, cuatro canti-
dades a, b, ¢, d, consideradas en cierto orden, se dicen estar en proporcién por
diferencia si se verifica que ¢—0b = ¢—d siendo a > b;oque b—a=d—c¢
siendo @ < b (supondremos, como hemos dicho, que @ > b en lo que sigue) ; es
decir, que la razén por diferencia entre las dos primeras, es igual a la razdn
por diferencia entre las dos segundas, teniendo cuidado de que el orden en que
debe tomarse las cantidades sea el mismo en la primera y segunda razon;
a. b, ¢, y d son los términos de la proporcién ; el antecedente de la primera
razén y el consecuente de la segunda son los extremos de la proporeién, los
otros dos términos son los medios de la proporcién. Si los medios son iguales,
es decir, si se tienea—b =b—¢, b se dice ser un medio diferencial entre a y ¢.
¥ que la proporcion es continua.

Por ejemplo, en la equidiferencia 15—8 = 8—1, 8 es un medio dife-
rencial entre 15 y 1.

Sin dificultad se comprueban las siguientes proposiciones.

En toda equidiferencia, la suma de los extremos es igual a la swma de
los medios.

Efectivamente, si se tiene a —0 = c——'d, resulta, sumando a ambos miem-
bros de esta igualdad la cantidad b + d ¥ simplificando, que i
¢a—b+b+d=ec—d+b+a.. a+d=c-+ Db

Si la suma de dos cantidades es igual a la suma de otras dos, con las
cuatro puede formarse una equidiferencia, siendo 10s extremos los sumandos de
wna suma y los medios los sumandos de la otra.
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Por ejemplo, si se tiene @ +d = ¢ + b, restando d 4+ b a ambos miem-
bros de esta igualdad se tendrd, después de simplificar, a — b = ¢ —d.
Nof.emos que la igualdad @—b = ¢—d implica las siguientes :
a—c=b—d o ¢—a=d—D>b (segin que a>c¢ o a<c),
a=b—d+e¢ b=a—c+d c=a—b+d, d=c—a -+ Db
Tratandose de proporciones continuas se tiene que si a—b =bh—c¢ se

verifica
a+e=Db+D 0 sea @+ c¢c=2D
« ¥ luego
a+c
a=2b—e¢, ¢c=2b—a, b= ———.
2

Todo lo cual se expresa diciendo que: Si se cambia de lugar los medios
o de los extremos de una equidiferencia se obtiene siempre una equidiferencia.

En toda equidiferencia, un extremo es igual a la sumae de los medios menos
el otro extremo, y un medio es igual a la swma de los extremos menos el otro
medio. Si la equidiferencia es, continua, el medio es igual a la semisuma de 108
extremos, y un extremo es igual al duplo del término medio menos el otro
extremo.

Por dltimo, se tiene también que:

1. Si a los cuatro términos de una cquidiferencia se les suma o se les resta
wuna misma cantidad, o si ésto se hace s6lo con los antecedentes o con los conse-
cuentes o con los términos de una w otra razénm, las cuatro cantidddes asi obte-
nidas estan también en proporcion por diferencia.

En efecto, si a— b = ¢—d, se tendrd, en virtud de lo establecido en el
n.© 59, pag. 36, que:

(atm) — (bxm) =(exm) — (dxtm)
(@xm) —(bxtm) =c—d; a—b= (cxtm)— (dxtm);

también se tiene que: '
(a+m) —b= (ecxtm) —d; a— (bxtm) =c— (dxtm). :
En todas estas igualdades se supone que las substracciones indicadas ten-
gan sentido,
I1. Si los antecedentes de una equidiferencia son iguales, también lo somw
los consecuentes. 3
Tues si a— b — a—d, es menester que b = d, en virtud de la propiedad
de la substraccion (n.°c 52, pag. 34). 1
II1. Si dos equidiferencias tienen una razon comin, con las otras dos puyede |
formarse una equidiferencia.
Pues si a —b=m—n y ¢—d = m—mn, se tiene que:
m—mn=a—b=c—d .. a—b=c—d.

284. Ecuaciones. — Una igualdad que contiene una o varias letras cuyo
valor es desconocido, que s6lo se verifica para ciertos valores de esas letras
o incognitas, y que se expresa en forma de preguntar cudles son esos valores,
se llama una ecuacion.

Resolver una ecuacion, es hallar los valores que deben darse a las incog-
nitas para verificar la ecuacion.
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Asf la igualdad 7T =

una letra # cuyo valor se busca ;
por un valor 4, de .

157

3 4+ x considerada como expresando la pregunta: ;jqué
nimero debe agregarse a 3 para obtener

77 es una ecuacién. pues contiene

Y se ve que esa igualdad sélo se satisface

El estudio detenido de las ecuaciones se reserva para el algebra, pero, aun
en aritmética, las ecuaciones pueden prestar muy iitiles selvwios para facilitar

la resolucién de problemas.

El ejemplo siguiente muestra la diferencia existente entre un 1aciocimo
sin empleo de ecuaciones, y otro con el empleo de ellas, y hace ver la conve-

mniencia de este nltimo.

ProBLEMA. — Diofantes, matemdatico griego. pasé la sexta parte de su vida

en’ la infancia; la doceava parte en la adolescencia :

luego tomé esposa y paso

con ella la séptima parte de sw wida mds cinco aios, antes de tenér un hijo,

@ quien sobrevivio 4 anos;
edad murio Diofantes?

Solucion sin el uso de ecuaciones

; En la infancia y adolescencia pasé
Diofantes la sexta mas la doceava
parte de su vida, esto es, dos do-
ceavas mas una doceava partes de
ella o sea la cuarta parte de la
“vida.

Entre su casamiento y el naci-
miento de su hijo, transeurrié un
séptimo de su vida mas cinco afios:
luego, desde su nacimiento hasta su
paternidad, transcurrié wun cuarto,
mas un séptimo, méas cinco afos,
7 4
el
28 28

0 sea ) de su vida, mas cin-

11 ]
— de su vida, mas
9

«co afios, es decir,

«cinco afios.

Desde el nacimiento del hijo hasta
la muerte de Diofantes, transcurrié
un tiempo igual al que vivié el hijo
més 4 afios y como el hijo vivié la
mitad del tiempo que vivié el padre,
resulta que Diofantes, después del
nacimiento del hijo, vivié la mitad
~de su vida mas cuatro afios. Luego,

11 1
en todo vivio— 4+ —de su vida,
28 2

améas 5 afios, mas 4 afios, es decir

habiendo el hijo vivido la mitad del padre; ja qué

Solucién con €l empleo
de ecuaciones

Llamemos x la edad, en afios, que
tenfa Diofantes al morir.
La sexta parte de la vida de Dio-

x
fantes estard expresada asf: —; la
6

xz

doceava parte de la misma, asf —;
12

la séptima parte mas cinco afios, asf:
— 4 5. Los afios que vivié el hijo
¢
a
—. Como la vida de Diofantes se

compone de la que pasé en la infancia

i ;
(——), mAs la que pasd en la ado--
6

@
lescencia (—) méas la que vivido' ca-
12

x
sado y sin hijos (~ -+ 5,, mas la
T

@ 4
que vivié su hijo L-——) ; mas la que
sobrevivié a éste, 4 afios. Se debe
tener:

PN [ Sl ) gy ST S

ey
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11 14 X _ Multiplicando ambos miembros de
2% Tt 58 de su vida + 9 afios, 0 sea la igualdad por 1008, se obtiene
;5 = 168z + S84z + 114z + 5040 -
= de w4 D ahob 504c 4+ 4032 = 1008z
28 J. 900z + 9072 = 1008z ;
Como 1a vida de Diofantes se com- restando a ambos miembros 900z
28 . P,
puso de — de ella, resulta que los ol T
28 (1008 — 900)z = 9072
9 anos representan la duracién de 108z = 9072
3 25
los — que faltan a los —. ; 9072
28 28 i = = 84 afios.
o 108

o
Luego, si 5 de la vida de Dio-

1
fantes viene a ser 9 afios, — de ella

9 28
viene a ser — — 3 afos, y los
3

28
serdan 3 X 28 = 84 aiios.

Luego Diofantes murié a los 84
afios.

Este ejemplo hace ver que la resolucién de un problema por medio de las:
ecuaciones se basa en ciertas transformaciones que debe hacerse sufrir a los
miembros de la misma hasta dejar ¢ solo en un miembro. o, como se dlce, hasta
despejar @ y resolver por lo tanto la ecuacion.

Dejaremos para el Algebra el estudio detenido de los fundamentos de estas.
transformaciones y entre tanto s6lo daremos algunas nociones y ploced1m1entos
para resolver las ecuaciones mds sencillas.

Haremos observar que las ventajas del uso de las ecuaciones para resolver
los problemas se nota especialmente en ciertas soluciones largas, poco claras,.
llenas de circunlocuciones o basadas en observaciones que no siempre se le ocu-
rren al que debe resolver el problema.

285. Principio en que se basael empleo de ecuaciones. — Se dice que dos
ecuaciones son equivalentes cuando admiten las mismas soluciones.

1. Cuando se adiciona o substrae una misma cantidad @ los dos miembros:
de una ecuacion, se obtiene otra equivalente.

Asi, la ecuacién 2x -+ 13 = 5z + 4 tieme la rafz 3, y también tienen las
mismas rafces las ecuaciones 13 = 3z + 4 y 9 = 32, que se obtienen restando-
de los dos miembros de la primera 2z y 2x 4 4 respectivamente.

II. Cuando se multiplica o divide los des miembros de una ecuacion por
wna misma cantidad que no sea nula ni fraccionaria con denominador nulo, se
obtiene otra ecuacion equivalente.

9
Asf, la ecuacion 9 = 3z tiene la rafz 3, asi como la z = — = 3, obtenida.
3

dividiendo ambos miembros de aquélla por 3.
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Si la incégnita no figura bajo un denominador, se llama grado de la
ecuacién, que supondremos con una sola incognita, al mayor de los exponentes
en que figura esta incognita.

En lo que sigue consideraremos finicamente ecuaciones de primer grado.

286. Procedimiento a seguwir.— Designado con la letra 2 la incégnita, se:
escribe, de acuerdo con las indicaciones del enunciado del problema a resolver,
la igualdad que permitirfa verificar el valor de x si fuera conocido. La igunaldad
asf obtenida constituye la ecuacion del problema y se dice que éste esta pltinteado.
Asi, en el ejemplo anterior, el problema quedé planteado cuando obtuvimos la.

@ ® F &
ecuacion — 4+ — f+— 4+ 5+ — 4+ 4 = .
6 12 7 2

Para resolver una ecuacién de primer grado con una incégnita, se aplica
el principio II, mientras la ecuacién contenga denominadores, y se quita éstos
multiplicando ambos miembros de la ecuacién por un comiltiplo de los mis-
mos ; luego, aplicando el principio I, se hace pasar todos los términos conocidos
de la ecuaci6én en un miembro y los desconocidos en el otro, la ecuacién pre-

: b
senta entonces la forma ax = b, y resulta que # = —. Puede comprobarse sin
a

dificultad que, para hacer pasar un término de la ecuacién de un miembro a
otro, se borra dicho término en el miembro en que se encuentra y se escribe
en el otro con signo contrario.

Asf, si tenemos 2z + 4 =2 —2 resulta 20 =0 —2—4 = x—86.

Los dos ejemplos siguientes aclaran las reglas anteriores.

Ejemplo 1.o— Un colegio tiene en total 300 alumnos. Hay 10 alumnos mds
en 4.° ano que en el 5.°, 40 alwmnos mds en el 3. que en el 4.2, 10 mds
en el 2.0 que en el 3.9 y 20 mdas en el 1. que en el 2.°, jeudntos alumnos
hay en el primer aino?

Llamemos # al ntmero de alumnos que hay en el primer afio, entonces,
en el segundo habrd #-—20; en el tercero #— 20— 10; en el cuarto » — 20
—10—40, ¥ en el quinto z— 20 — 10 — 40 — 10.

Como el total de alumnos es de 300, tendremos :

&+ (2—20) 4 (2—20—10) + (#—20—10—40) + (z—20—10—40—10) = 300.
o también
bz — 200 = 300;
pasando 200 del primer miembro al otro, se tiene
5z = 300 4 200 = 500 ;
Iuego

500
z = — = 100.
5

Bjemplo 2.0 — Un tonel lleno de vino tiene tres canillas, la primera lo
vacia en dos horas, la segunda en tres horas y la tercera en cuatro. Una cuarte
canilla, comunicando con un depdsito de vino, lo lenaria en cinco horas estando
vacio, ien cudnto tiempo se wvaciaria el tonel si las cuatro canillas estuvieran
simultaneamente abiertas?
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Llamemos z al tiempo en cuestién, expresado en horas, y tomemos como
unidad de ecapacidad la del tonel. Como la primera canilla puede vaciar el
tonel en dos horas, en una hora vaciara la mitad del tonel y en & horas una

T
parte del tonel expresada por —. De igual manera, la segunda canilla vaciara
2

@ I @
en & horas una parte igual a —, y la tercera una parte expresada por —.
3 4

La cuarta canilla, en cambio, habra llenado durante x horas una parte igual a
&

—. Como después de este tiempo el tonel queda vacio, debemos establecer que
5

la cantidad de vino salida, menos la entrada, corresponde a la capacidad total
el tonel, tomado, segiin, convinimos, como unidad. Luego:

@ x &£ xr
—t =t ———=1
2 3 4 5 y

Multiplicando ambos miembros por 60, miltiplo comin de 2, 3. 4 y 5,
«esapareceran estos denominadores y se tendra:

80z 4 20x 4 152 — 122 =60 . B3z =60 .. 2=

21 8

(213
(V-]

«le hora, o sea 1 hora 7 minutos 55 segundos.

BEJERCICIOS

185. Dos Dbanqueros hacen un balance de su caja, el uno posee el doble
«del otro, y juntos tienen 38700 pesos, ;cudnto tiene cada uno en caja?

186. Repartir 1800 pesos entre dos personas A y B, de tal manera que la
parte de A sea los 2/7 de la de B.

187. Dos personas desean comprar en sociedad un objeto, la primera sdlo
puede pagar la. quinta parte del costo, la otra la séptima parte. Para adquirirlo
atin les faltarfa 276 pesos, ;cudl es el precio de dicho objeto?

188. Se debe repartir 1160 pesos entre tres personas A, B, C, en relacién
a sus edades. La edad de B es un tercio mayor que la de A, la cual
es la mitad de la de C, ;cuanto les toca recibir a cada uno?

189. Cuatro acreedores A, B, C, D, deben repartirse 21000 pesos. La parte
de A es 2/3 a la de B; la de B es 4/5 de la de C, y la de C es
6/7 de la de D, jcuanto les toca a cada uno?

190. Un negociante ha efectuado tres ventas en un mismo dia; en la pri-
mera perdié la sexta parte del- valor total de los objetos vendidos durante el
«dfa ; en la segunda perdi6 la décima parte de lo mismo: en la tercera gané la
tercera parte. Efectuado el balance, resulta haber ganado 3 pesos, ;cudl es el
importe total de los objetos vendidos?

191. Un padre deja 2520 pesos a sus cuatro hijos A, B, C, D; C recibe
‘860 pesos, B tanto como C y D juntos;. A el doble de B menos 1000, ;cudnto
Teciben A, B y D?

192. Un ecuartel tiene 1250 hombres entre caballerfa e infanteria; cada
hombre de caballerfa recibe 15 pesos mensuales, y los de infanteria 10 pesos;
€l sueldo total mensual es de 13500 pesos, jcuantos hombres de cada clase
<xiste en el cuartel?
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PROBLEMAS DE RECAPITULACION (GENERAL

193. Sabiendo que los rfos mis grandes del mundo tienen las siguientes
extensiones :

Miss-Mo ...... 6.758 kilometros NHEGI 555 is v wine 5.200 kilémetros
INIION 4o: B ctine e 6.436 Mackenzie ..... 4.063 5
Amazonas ...... 5.793 = Mekong ....... 4,022 s
OB | s v o a5 bk 5.249 5 Mississippf ..... 4.900 %
Tang-ts€é ...... 5.188 0 Parani- ., ...bs 3.942 o
Missouri ....... 4.738 . MEULTRTAE, 5 a4 3.657 b
OMBD o o 21 o A0 4.266 75 Tane PIORR s 3.717 +
ARE s e 4.466 o VGEEAT & ¢ o a0 s 3.640 53
175 7 SRR e I o, 4.602 = YHRBI 2 s o0 0 mwios 3.300 »
Yenissei ....... 5.305 3 Madeira ....... 3.518 x
Hoang-ho ..... 4.144 i Colorado, Arizona 3.218 17

Indicar qué longitud abarcarfan si se pusieran unos a continuacion de
los otros, v cuantas veces darfa esa corriente de agua la vuelta de la Tierra,
sabiendo que una vuelta abarca 40.077 kilometros.

194. Bl area de bajo cultivo del suelo argentino de acuerdo con las cifras
del afio 1933 - 36, se distribuye asf:

Granos (cereales y lino) ................. « 20.191.480 hectareas
Frutales y otros Arboles . ......ee.eeonsns 638.715 o
Cultivos inQustriales ... .. eesiomevoseonisns 737.932 -
Forrajeras (alfalfa y SOPg0S) .........coan 5.725.366 o
Hortalizas 'y legumbres ... ..se.sscsaco- 300.450 o
OBEOE S % o T s s s A s i ve Sle s 4 ANy e 142.150 e

Suponiendo que el adrea de la Reptiblica Argentina sea de 2.987.553 kil6-
metros cuadrados, y que un kilometro cunadrado tenga un millon de metros
cuadrados y un hectarea 10.000 metros cuadrados, ;qué fraccién de la Repi-
blica corresponde a la extension de los bajos cultivos?

195. Bl Censo Ganadero Nacional acusaba, el 1. de julio de 1930, los
datos que constan en la pagina siguiente.

Indicar cuintos de esos ganados (vacuno, lanar, etc.), corresponde a cada
habitante de la Repfhblica, suponiendo que la poblacién de ésta sea de 12.028.646
habitantes.
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196G, Sabiendo que las extensiones ¥ las poplaci

de 1a América del Sur eran, en 1937, las signientes :

Repiblica Argentina ...........o.onen
BOTIVIA e 545 as's otk o'ahe e borlv o e SIRUTR s iE T o o Lo
Brasil
Chile
ColomBia ... . » s i eiereisiais sre soa s o s aleia
Beugaor ;.. iaaseeeeisimme s e ds 3 n a3
Paraguay .......ccsesssosssacsssecs
0250 R e VD R P R s
Posesiones inglesas ....... RN L3 S
-4 fIANCESAS 4o snsossonmmen
neerlandesas .....ccccnnaen

TIETENAY © 1 75 o s e a6 6 v s wwahal 4 g (10 do ialoii o
G741 C-0,1010) - Yo R PE e S AR st A O s

Extension
en centenas
de kilometros
cuadrados

o B =

— "
T e T e =T T

=t
<

Determinar la poblacion y la extension total de
como la densgidad de la poblacion para las diversas naciones y para la totali-
dad de la América del Sur. Por densidad de la poblacion se entiende el nu-

mero de habitantes por kilometro cuadrado.

971

. 328

512

418
622
012
.BT7
LT84
436
.160
417
. 869
.204

Poblacion
en centenas

16:

de habitantes

1

4

22.270
37.500
78.039
44,655
83.682
27.300
9.633
69.000
3.241

350
2.450
22,300
4.000

U

21
)

ones de los diversos estados

la América del Sur, asi

197. Tguales preguntas para la Repiblica Argentina, exclusivamente, con

los siguientes datos:

Superficie
en millares
de kilometros

cuadrados
Capital Federal .......ovcoee 185: 1000
Pycia. de Buenos Aires ...... 307
n Catamares .. ....s. 8
v COraoba s osess s 168
o Corrientes ........ 89
%o Entre RI08 .. viadsa 8
- TN Tavsrmtats o oere 43
& La Ripja. &:qosassas 86
3% Mendoza: oo:viseoas 149
3 Salta 126
5 San Juan ......e. 89
San duuis, L es v 7
37 Banta Te . 21t e s aihe 135
" Santiago del Estero. 138

$e MUCUTARIT | 2 + v neass)e 5 23

2
o
)

-
[ SR B

=3
He W e

o = W =

Poblacion
en centenas
de habitantes

467
.874
380
.688
L137
.T00
.040
040
.680
921
L9353
.T98
.392
.331
.940
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Territorio de Chaco ......... . 98 876
5 Chuabut .- o e 226 594
Formosa ...... 5 330

La Pampa .... 144 2.220

Los Andes .... 3 28

Misiones ....... 30 920

Neuquén . ...... 96 430

Rfo Negro ..... 201 667

Santa Cruz ... 243 301

Tierra del Fuego 21 38

198. ;Qué ntmero, multiplicado por 172, da el mismo producto que 163
multiplicado por 8607

199. Se quiere hacer al namero 83547, diez mil veces mayor. ;Qué ni-
mero hay que agregarle?

200. Un comandante, que tiene cierto namero de hombres a sus Ordenes,
observa que si los hace desfilar de a cuatro en fondo, en vez de seis, tiene
-132 filas méas. ;Cudntos hombres tiene en total?

201. ;Cuéantos saltos debe dar un galgo para alcanzar a una liebre que
le lleva 75 pasos de ventaja, sabiendo que el galgo da dos saltos mientras la
liebre da tres, y que cinco saltos de ésta valen dos pasos de aquél?

202. Tres personas tienen respectivamente 275, 150 y 225 pesos, con los
que quieren comprar caballos al méas alto precio, por cabeza, que les permita
invertir todo su dinero pagando cada uno con su moneda los caballos que
compra, ;cudl debe ser el precio de cada caballo?

203. Un maestro de escuela quiere distribuir sus alumnos, consistentes
en 221 varones y 143 mujeres, de tal manera que formen clases separada-
mente de varones y de mujeres de igual namero de alumnos cada una y
que cada clase tenga el mayor niémero posible de alumnos. ;Cémo hard?

204. Dos cuerpos de ejército se componen respectivamente de 12028 y de
12772 soldados. ;Cudl es el regimiento mas numeroso que puede formarse supo-
niendo que cada cuerpo esté dividido en un namero exacto de regimientos de
igual nimero de soldados cada uno.

205. Bl m. c. d. de dos numeros puede siempre ser considerado como la
diferencia entre un miltiplo del primero y un miltiplo del segundo.

206. En un pais sbélo existen dos tipos de monedas de oro, equivalente la
una a 45 pesos y la otra a 18 pesos, ;jcudl es la suma menor que puede
pagarse en ese pais usando tnicamente monedas de oro (apoyarse en el ejer-
cicio anterior).

207. Un namero no puede simultaneamente ser miiltiplo de 8 aumentado de
1 y maltiplo de 12 aumentado de 3.

208. @ + b y 2a -+ 30 tienen el mismo m. c¢. d. que @ y b.

209. ;Cuédl es el nimero mayor que origina un resto igual a 7 cunando
divide 151, y uno igual a 3 cuando divide 437

210. Hallar el. mayor ntimero que divide 4352 y 9039 dejando el resto
9 en cada caso.

211, ;Cuél es el mayor ntmero que divide 2000 y 2708 y deje restos
iguales a 11 y 17 respectivamente?
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512, Hallar el mayor de los nimeros tales que, cuando 12288, 19139 y

200 se dividen por €l, los restos son iguales.

913. Hallar el mayor de los niimeros tales que, cuando 142408, 153599 y
166402 se dividen por él, los restos son iguales.

214. Si dos productos son tales que cada factor del uno es primo con
cada factor del otro, los dos productos son primos entre si.

215. Dos niimeros consecutivos son siempre primos entre si.

916. Si dos ndmeros son primos entre si, uno de ello es primo con toda
potencia del otro; toda potencia del uno es prima con toda potencia del otro.

217. ;Cuél es el m. c. d. de los productos 360 X 473 ; 172 X 3617

218, Entre los ntmeros inferiores a 100, jcudles son los que tiemen conm
260 el m. c. d. 47

219. Si b es primo con a y si se dividen por b los numeros ¢, 20; 34,55 25
(b— 1)a, se obtendran (b-—1) restos distintos y no nulos; estos restos son
los nimeros 1, 2, 3, ..., b—1, ordenados de cierta manera.

220. Si a1 es primo con b y si b1 es primo con «, el m, ¢. d. de a y b
es el mismo que el m. ¢. d. de aw y de bbs

991. Si el m. ¢. d. de los ntimeros m, b, ¢, es 1, el m. c¢. d. de los
ires ntmeros ma, b y ¢ es el mismo que el de los tres nimeros a, byec

999 Si d es el m. ¢, d. de @ y b, y si di es el m. ¢. d. de m ¥
U1y si @y d son primos entre sf, el m. c¢. d. de am y de bby es dda.

223. Si se aplica el método para hallar el m. c¢. d. a dos términos suce-
sivos de la serie (de Fibonacei) 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... (u, 4 , =%, 4 -+
u,), se obtienen como restos sucesivos, los términos de la misma serie que pre-
ceden a los que se considera. Dos términos consecutivos de esta serie son
primos entre si. '

224, Si el m. ¢ d. de los nameros m, a, b es 1, el m. ¢ d. de m
v de ab es igual al producto del m. c¢. d. de m y de a por el m. ¢, d, de
m y de b.

225, Hallar la relacion que liga tres restos consecutivos en la inves-
tigacién del m. c¢. d. de dos nimeros y demostrar, basindose en ella, que
cada resto es mayor que el doble del que le sigue de dos lugares.

226. La condicién necesaria y suficiente para que m sea el m. e¢. m.
de los niimeros @, b, ¢, ... es que m sea divisible por cada uno de esos
utimeros y que los cocientes sean primos entre si.

227. Cuando se multiplica o divide varios ntmeros @, b, ¢, ... por un
mismo ndmero n, el m. c¢. m. de los nimeros @, b, ¢, ... resulta multipli-
cado o dividido por n.

228. Bl m. ¢. m. de dos nimeros es 96; uno de esos nfimeros es G,
icudal puede ser el otro? £

229, Si n es primo con b, el m. ¢. m. de na y b es igual al producto
por n, del m. ¢. m. de ¢ y b.

230. Si A es el m. ¢. m. de p nameros, @ a2, ..., a7 , y si B es el
m. e¢. m de q ntmeros bi, bz, ..., bv; el m. e. m. de los pg productos
que pueden formarse tomando un factor entre los ntimeros a, ¢z, ..., ap ¥y el
otro factor entre los niimeros b1, b2, ... b es AB.

231. Demostrar el ejercicio anterior reemplazando las palabras my e
m. por m. c. d.
232. Hallar el menor cuadrado multiplo comin de dos o mas numeros dados.
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933, Descomponer en factores primos el nimero
1X2X3XAXIX06XTX8 XHX10 X ... X 100.

34. W1 producto n(n + 1) (2n -4 1) es siempre divisible por 6.

235. Todo numero primo puede escribirse en la forma Gn = s

36. Pruébese que (a+b4+¢+ ...)n={(an 4 bn+4 cn + ...) -+ miltiplo

2 o

de mn.

237, Si k no es un miltiplo del nimero primo p, la diferencia kr—1—1 es
divisible por p.

238, Si @ y b son primos entre sf, =D es primo con ab.

239. Disponer los ntimeros 1, 2, 3, 5, 9, 9 de tal manera que se ob-
tenga un ntmero divisible por 1375.

240. Se tiene cuatro nameros primos, el producto de los tres primeros es
2431, el de los tres tltimos 4199, el del primero, segundo y cuarto 2717,
el del primero, tercero y cuarto 3553. Hallar dichos cuatro ntimeros.

241. Hallar el ntimero que, dividido por los factores de 231, empezando
por el menor y siguiendo en orden de magnitud, origina como restos 2, by 9,
siendo 21 el cociente del nimero dividido por 231.

242, Hallar el namero tal que, dividido por los factores de 264 origina
como restos 2, 3. 6, siendo 3562 el cociente del ntimero buscado dividido por 264.

243. Demostrar que el ndmero 1321 es primo.

244. Demostrar que para hallar el m. c¢. m. de varios nidmeros puede
procederse de la siguiente manera: 1.° se escriben los nimeros al lado de
los otros separados por comas; 2.9 se dividen por cada nimero primo que
divide exactamente dos por lo menos de los ntimeros; 3.° se escribe debajo de
los nameros los cocientes de la division anterior, escribiendo nuevamente los
nimeros que no eran divisibles por el divisor primo empleado; 4.° se conti-
nia ensayando asi todo los divisores primos en orden hasta que los nimeros
obtenidos como cocientes sean todos primos; 5.° el producto de los divisores
por estos wltimos cocientes es el m. ¢. m. buscado; si algunos de 10s nimeros
dados u obtenidos sucesivamente fuera divisor de otro de los mismos se suprimi-
ran aquéllos. Por ejemplo, hallar el m. ¢. m. de 8 10, 15, 16, 18, 20 se
procedera asi:

2 ) 8 10 15, 16, 18, 20

AT EL LTS e T e e e
3|15, 4 9, &
5, 4, 8

245. Dado el ntmero 144, y otro tal que el m. e¢. d. de ambos sea
16 y el m. e. m. 2880, hallar ese otfo namero. Mismo problema siendo
uno de los ntumeros 12096, el m. c¢. d. 168 y el m. ¢. m. 3060288,

246. ;Cual es el menor de los nameros tales que, divididos por 16, 24,
30 y 32, dejan el resto 57

247, Mismo ejercicio siendo los divisores 15, 20, 48 y 36 y el resto 9.

248. Hallar los tres numeros comprendidos entre 2500 y 3500, que son
divisibles por los numeros 21, 24 y 28.

249. Hallar un niimero entre 30000 y 31000 exactamente divisible por
79 y 97.

LS VO WP T § S e e TSN
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250. Hallar el menor niimero mayor que G que deja el mismo resto cuando

se divide por 15, 35 y 42.

951, Mismo problema siendo el nimero mayor que
divisores 121, 145 y 319.
2. ;Cudl es el menor niimero que, cuando se divide por 12

5, el resto 5 y los

.20y 30 6 54

9
deja el resto 47
258, ¢Cudal es el menor

nfimero que, dividido por 9, 99, 999 6 9999, deja
4 como resto?

Reemplazar los asteriscos por digitos convenientes en las ecuaciones si-

gnientes :
1 1 8 6 1
254, *— 42— =93 5— X *¥*— = 18—,
5 i 27 13 L
* * * 20 #*
255, 4— X *— = 858} 30—: *— = 6—;
16 17 51 T
4 2 9
10=—: Fe = 10—,
xk LOT ol
9256, Un recipiente contiene 1000 unidades de capacidad de agua, oOtro
i
tiene —— de la capacidad del primero, un tercer recipiente tiene una capacidad
8

9
igual a los -—— del segundo, fqué capacidad tiene cada uno de esos recipientes ?

Efectuar las operaciones siguientes:

\‘ " B G ) 1
257 1 ¢4—1: 5 —de 1— :(‘_’—:.".——)~
( ) 7 13 5 4
1 1 1 G 1 1 T 1 3
258, | 83—+ 4——5H— de — | : 3——4— de — + 4— de —
5 3 4 T 2 3 26 5) 4
259. Una persona recibe — de una herencia, que resulta importar 15000
s .
2
pesos, 4eudnto habria recibido si hubiera tenido derecho a — de la herencia?
5 )

Ifectuar las operaciones siguientes:

2 1
i 5 ¥ 5 1— de 1—
3 — 2— 3— 2— 3 4 4 15
g i 8 1 8 -+ de —.
260, >4 3 2 5 G 6
3 5 @ 5 3— 4+ — btf——
3 X 2— 3— de 2— 3 19 8
11 8 1— T4+—
41 )
26G1. Un sastre emplea los — de una unidad de longitud de género para

hacer un chaleco, jcudntos chalecos podria hacer con 18 unidades de género?
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Efectuar las operaciones siguientes:

i
3 4) 5 7 — - __de 3 siglos 8 dfas.
— 4 — |de — + — 1
4 5 6 8 4
262. , 7 |
sy 5 1 2— %
=—ce—de [ — 4 — 2
4 5 6 8 S
13
7 1
263. Se han comprado 16— unidades de longitud de género por :.'98—2—
12
pesos, jcudl es el precio de la unidad de dicho género?
62
264. La diferencia entre dos niimeros es 2— y el menor de ellos es
91
2
04 —
5
——————; 4cudl es el mayor?
1 2
—de 8
5 5
3 12
265. ;Qué ndmero, multiplicado por — de 3, da como producto — de 8
13 19
26
dividido por —?
57

=t

266. Con 298 — pesos se desea comprar una tela de 18 pesos la unidad de
o

longitud. jcuantas unidades puede comprarse?

2 3 2 5
— de — —de
3 4 5 8
267. ;Cuantas veces la diferencia entre - - Y - estd conte-
1 2
— — de 4—
2 9 2

nida en su suma?

268. Una familia consume diariamente 2 unidades de una bebida compuesta
1 2

de — de vino y — de agua, ;qué gasto efectuard en 90 dfas si paga 60 pesos
3 3 3

lag 100 unidades de vino?

3
269. Un zorro hace 2 — pasos por segundo:; ha hecho 30 — pasos cuando
3 4

- 1
un galgo ha sido lanzado tras él. Sabiendo que el galgo da 4 — pasos por
2

segundo, jen qué tiempo alcanzara al zorro?



g gy T ——

ARITMETICA Y ALGEBRA ELEMENTALES. — VOL. I 169
183 3

270. Bl producto de tres nimeros es 3057 — ; el mayor de ellos es 17 3
256 4

il
v, de los otros dos, el mayor no sobrepasa de 3— ni baja de 2— del otro,
16 4

hallar los limites entrei los que debe estar el menor de dichos ntimeros.

1
971 Tn estanque puede ser llenado por una fuente en 1— dia, por otra en

1 1
9, por otra en 3—; estando las tres fuentes abiertas, ique fraccion del
3 6
2
estanque llenardn en 7 -— horas?

272, Simplificar

2
273. Un viajero hace el primer dia los — del recorrido que debe efectuar:
53
T

el segundo dia hace los —, el tercero los — y el cuarto el trayecto restante,
0 19

que es de 20__— unidades. ;Cuédl es el recorrido total y cuénto ha recorrido
5

cada dfa?

274. Efectuar la operacién :

9 13 1 it 5
55 —de23 —de13 ——43 —de 17T —de 15 —
11 13 17 5 7 9
i
i = ¥ BT
o x . 3 T de 2 % 1
5—def 1 ———— Q)4+ 5—del 1— + 5—de
15 2 3 3 1 3 5 1,
2— 2— — — 5——de2—
4 12 4 6 5
D =~ T: T 3
275. Un tren hace 2 o unidades de recorrido en 3 — minutos; otro hace
25 g

8 F i |
3 iT unidades en 40— minutos, jcudl anda mas ligero y, admitiendo que salen
B )

] 2
juntos y andan en el mismo sentido, ;qué distancia los separard en 2 -— horas?

U Y g | S S L T U S
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276. Los productos obtenides multiplicando dos a dos tres nimeros son 3,

2

4—y 8 ; hallar dichos nimeros.
8

U‘[ 3

277. Dos obreros trabajando juntos emplearfan 25 dias para hacer cierto
trabajo; pero después de haber trabajado juntos durante 10 dfas, uno de ellos
abandona la labor y el otro la termina solo en 18 dias. ;Cudntos dias invertiria
cada obrero si trabajara solo para ejecutar el trabajo?

278. Un legado se divide entre tres hermanos de tal manera que el menor
2 3
recibe — de él, el segundo — y el tercero lo restante, que es 35 pesos menos
3 8
que la parte del menor, ;de cudnto es el legado ?
279. Repartir 18515 pesos entre cuatro personas de tal manera que la

5

de la segunda y la cuarta

segunda tenga los — de la primera, la tercera los
4 :

los — de la tercera.
13

280. BEn una eleccion, A recibe promesas de votos de parte de la mitad
9

de los votantes, B de los —; 400 votos, sin embargo, se han prometido a ambos
40

candidatos, a saber, eventualmente 300 a B y 100 a A. l.os electores no com-
prometidos no votaron. B gan6 por 80 votos. ;Cual era el nimero de votantes
para cada uno?

281, Un negociante ha comprado una pieza de género a razon de 20 pesos
1

la unidad de longitud; vende la mitad a 24 pesos la unidad, — a 20 pesos, —
i} 12

a 30 pesos y el resto a 27 pesos; ha ganado en todo 220 pesos, jcudntas uni-
dades tiene la pieza?

16
282, Tin una votacién, los —= de los votantes prometieron su voto a X y los
15
2— a Y; los deméas no votaron, pero el — de los votantes habian prometido
2 D5
33 22

9
simultaneamente sus votos a X e Y. Kl dia de la eleccion. los — de estos
. 1

{iltimos votaron por Y. quien gané por 40 votos, icudntos votantes estaban ins-

criptos en el registro?

283, Dos personas han heredado de una suma total de 18300 pesos. La

primera ha gastado los — de su parte y la segunda los — de la suya; le queda
; 5 T

entonces a la primera dos veces mas que a la segunda. ;Cudles eran las partes

de cada una en la herencia?
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2
284, Bl mayor de dos hermanos heredé de su padre — mas que el otro.
5

o
3
Desde el dia de la herencia, el hermano mayor aumenté su capital en — de
' g
su valor o.riglnal y el menor perdid TOT pesos; resulta que éste tiene 43 pesos
por cada 100 que tiene el otro hermano, ;cudnto heredé cada uno ?

285. Un tonel contiene 100 unidades de capacidad de vino, se saca 20 uni-
dades y se reemplaza por agua. Se secan nuevamente 20 unidades de la mezecla
v se reemplazan por agua, y se repite una tercera vez esta operacion. ¢Cuantas
unidades de agua y de vino contiene entonces el tonel ?

3
8

286. Un padre deja — de su fortuna al mayor de sus hijos y lo demas
15

al menor. Bl primero gasta — de su parte y divide lo restante por partes iguales
25
24
entre sus tres hijos; el menor gasta — de su parte y reparte igualmente lo
175
restante entre sus cuatro hijos. Uno de los hijos de aquél se casa con una de
las hijas de éste. ;Qué parte de la herencia vesulta tener el matrimonio?
ik |
287. Tl mar cubre los — de la superficie del globo terrestre. La superficie
14

=
o

d! 22

del Asia es veces la de Huropa; la de Africa es — la de Europa; la de
i f

o

111 31
América y Oceanfa, respectivamente la — ¥y — partes de la de Europa. Supo-
) 9'{

= =

niendo que la superficie del Africa sea de 297 X 107 unidades de superficie
(hectdreas), caleular la de las otras partes del mundo y la superficie del globo.
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1 1 139
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6 3 168
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w0

20, Sf.

T

1—

10
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7
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60

1
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50

3 1
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; 3
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