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PREFACIO

El presente volumen contiene el desarrollo del programa
de Geometria del espacio para el segundo aito de los Colegios
Nacionales.

Nos hemos ajustado estrictamente al muevo programa mi-
wisterial (de fecha.emero 9 de 1937), tratando de exponer la
materia en forma simple y facil, y, al mismo tiempo, rigurosa,
suprimiendo dificultades intitiles inherentes al método clasieo;
nos henios apartado, en lo posible, pues, del método formal y
aziomdtico, que constituye un inconveniente para el desarrollo
de la mentalidad del alumno.

Como en muestras obras anteriores para los Colegios Na-
cionales, Temos sequido el método inductivo razonado que es-
tablece el programa oficial, apoydndonos en imdgenes reales
y coneretas. Hemos tratado de sustituir el estudio estdtico de
los fendmenos por el estudio dindmico, tendencia ésta caracte-
ristica del método moderno ya adoptado con gram éxito em
otros paises.

Al efecto, hemos empleado con frecuencia las considera-
ciones de simetria, desplazamientos y rotaciones, obtewiendo
asi demostraciones mds sencillas y mds faciles que con el mé-
todo euclidiano.

Esperamos que el profesorado de enseiianza secundaria
acogerd favorablemente este método, y mos trasmita las valio-
sas observaciones que les sugerird sw adopcion con el alum-
nado, impresiones que tendremos muy en cuenta al editar las
futuras ediciones, si la presente tuviese la misma aceptacion
que las anteriores obras.

Er AvuToR.

Buenos Aires, noviembre de 1937.
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CAPITULO 1

RECTAS Y PLANOS
Generalidades

Para abreviar la exposicion, y para mantener la unidad indispensable
ontre la materia de este curso y la del anterior, al referirnos a una
propiedad ya tratada en el primer afio de Geometria plana, lo haremos
con la abreviatura (G. P. N _..), correspondiendo el niimero al pé-
rrafo de muestro texto ‘‘Geometfria, Primer afio’’ para los Colegios
Nacionales.

1. Geometria del espacio. — En el Primer Curso de Ma-
tematicas nos hemos ocupado de las figuras planas, cuyo
estudio geométrico constituye la Geomeiria plana.

Nos ocuparemos ahora de las figuras del espacio, es decir,
de las figuras que no se encuentran completamente en un
mismo plano, cuyo estudio constituye la Geometria del espa-
cio (o Estereometria). (*)

2. Representacién de figuras. — Para dibujar las figuras
del espacio sobre una superficie plana
i} G (generalmente en la pizarra, en una
hoja de papel, ete.), es necesario ha-
cerlo en perspectiva, es decir, tal como
se presentarian en una fotografia. Asi,
i la (fig. 1) representa un dado, cuyas
E: F caras son todas, en realidad, cuadrados;
A % pero en perspectiva pueden presentarse
como cuadrados solamente dos de las

(fig. 1) caras opuestas.

D

{(*) Véase al final del Capitulo, ‘“Notas histéricas®’ referentes a la Geometrias,
2



2 M. COPPETTI, — GEOMETRIA DEL EsPACIO

Las lineas que se presentan ocultas al observador se dibu-
jan entrecortadas o punteadas.

La (fig. 2) es el dibujo de una repisa construida com
tablas rectangulares, las que resultan representadas en pers-
peetiva mediante paralelogramos.

— ; i i
>

(fig. 2)

Cuando el alumno se haya habituado a wver las figuras del espacio ¥
dibujarlas en el plano, el estudio de esta parte de Ja Geometria le resul-
tard muy féeil, puesto que volverd a encontrar muchas propiedades ani-
logas a las ya estudiadas en Geometria plana.

3. El plano. — Como vimos en el primer eurso (. P.
N.® 13), se caracteriza por los siguientes

Postunapos. — 1.° El plano es una superficie ilimitada
que divide el espacio en dos partes llamadas semiespacios.

2.° Toda recta que tiene dos puntos sobre un plano, estd.
toda ella contenida en el plano.

Son imdgenes aproximadas de superficies planas: la de
l9s pizarrones, espejos, aguas tranquilas, puertas, mesas,
libros, ete.

Para verificarly experimentalmente, tomemog un hilo Yy, mantenién-
dolo en tensién, apliquemos sus dos extremos sobre una mesa; veremos
que todos los puntos del hilo se hallarin sobre la mesa. Podemos efee-
tuar andloga verifieacién con el borde de una regla previamente veri-

fieada (G. P. N 14),

NorA. — Existen otras superficies que no son planas y sobre las
aue puede aplicarse una recta (por €j., la superficie lateral de una
columna); pero sobre ellas mo se puede aplicar la recta en cualquicr
direccion.
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Para representar un plano lo suponemos limitado por un
rectdngulo; por consiguiente. e perspectiva, lo representa-
nios con un paralelogramo.

Para distinguir un plano de otro, es costumbre emplear
para cada uno de ellos una letra mayis:ula o una letra

griega: a (alfa), B (beta), 7 \gama), o (delta), ...

Como propiedad importante del plano, haremos notar que:

Niempre es posible hacer coincidir dos planos o y B8 :
luego, manteniendo esa coincidencia, y supuesto fijo uno de
los planos o, se puede desplazar el otro, B, de modo quie
tna recta cualquiera de plano B coineida con una recta cual-
quiere del plane o .

Asi, por “ej., la expe.iencia nos muestra que las superficies de dos

cristales hien pulidas, desplazdndose una sobre la otra, coinciden eons-
tantemente,

4. Como consecuencia inmediata del Postulado 2.° del
plano, tenemos:

Por una recta pasan infinitos
[Pt planos,

A
: e Asi, por ejemplo, por la recta
A B (fig. 8), pasan los planos :
a, B, 7, ete ;
= El conjunto de estos planos for-
B ma lo que se llama un haz de

planos, o de semiplanos, siendo la
(fig. 3) recta A B el eje.

e

Intersecciéon de planos

5. Dos superficies que no coinciden Yy que tienen puntos
comunes, pueden tener, en general, una infinidad de pun-
tos comunes, los que forman una linea: ésta se llama la
linea de interseccion, o, simplemente, la interseccion de las
dos superficies.
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€. Trorzma., — La intersecciéon de -dos plancs es una

linea recta.

En efecto: sean P y.@ los planos (dig. 4), y
terseecién. Si por dos pun-
tos cunalesquiera M y N
de esta intersececién traza-
mos una recta, ella se en-
contrard al mismo tiempo
en cada uno de los planos
(en virtud del Postulado
2.2 del N.° 3); esta recta
coincidird, pues, eon la in-
terseceién de los dos pla-
nos.
EJEMPLO. — Bn la generalidad de las habitaciones, las lineas de in-
terseccién de las paredes entre si, las paredes con el techo y con el piso,

son rectas.

la linea M N su in-

Posiciones relativas de rectas y planos

7. Ya vimos que, si una recta tiene dos puntos comunes
con un plano, estd toda ella contenida en el plano N B
Postulado 2.%). Asi, por
ejemplo, si A y B son
D dos puntos del plano o
' o) o (fig. 5), la recta A B esta
contenida en el plano .
oC Dos rectas situadas en
un mismo plano, se llaman
coplanares.
Si una recta tiene sola-
(fig. 5) mente un punto coman
con un plano, se dice que la recta y el plano se cortan, o
que se wnfersecan, o se interceptan; el punto comin se llama
la interseccion, traza, o pie de la recta sobre el plano. Por
ejemplo, en la (fig. 5) el punto €' es la interseccion de la
recta €' D con el plano «.
Si una recta y un plano no tienen ningiin punto co-
mun (aun cuando se imaginen indefinidamente prolongados)

©
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ge llaman paralelos, o mejor ann, se dice que lo recte es
paralela al plano, o que el plano es paralelo .a lo recte.
En consecuencia, podremos dar la siguiente

DeriniciON, — Una recta s paralela a un plano cuando
no tiene ningan punto comin con el plano.

NotaciON, — Si una recta ¢ y un plano « son paralelos,
escribiremos: a || a, o bien: a || a.

8. En resumen, una recta sélo puede oeupar con respecto
a un plano, una de las tres posiciones siguientes:

a) Puede estar contenida en el plano.

b) Puede cortar al plano en un solo punto.

¢) Puede no tener wingiin punto comiin con-el plano (de-
cimos que es paralela al plano).

Nors. — (Como indicamos en el (N.° 3), un plano. s divide el es-
pacio en dos semiespacios (que se Haman opuestos) ; éstos son tales-que:

a) Des puntos de diferentes semiespacios determinan un segmento de
recta que corta el plano g .

b) Dos puntos de un mismo semiespacio determinagn un segmentio de
vecta que no corta al plano g .

Determinacion de un plano

9. Determinar un plano mediante condiciones prefijadas,
quiere decir que existe un plano, y solo wno, ¢ue cumple
dichas condiciones. Seglin esto, los elementos dados fijan la
posicion del plano.

10. Determinacion por tres puntos. — Al tratar las pro-
piedades del plano en el curso anterior (G. P. N.° 13), vimos
eémo tres puntos determinan su posieion.

Asi, recordemos que si la (fig. 6) representa el plano del
tablero de una puerta que estd sujeta al marco mediante las
dos hisagras A y B, la recta A B estd toda ella contenida en
el plano de la puerta (Post. 2." del N.” 3). Este plano puede
oirar alrededor de la recta A B y tomar infinitas posiciones,
es deeir, que puede formar un haz de planos.
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Pero si sujetamos la puerta por un tercer punto, por ej.,
el C (que puede ser el pestillo, pasador, ete.), logramos asi
fijar su posicién, siempre que el punto ¢! no se encuentre
sobre la recta A B. Este hecho nos justifica la siguiente

Proriepap. — Tres puntos no situados en linea recta deter-
sitnan un plano.

(fig. 6) (fig. T)

El plano determinado por los tres puntos 4, B y ( se
Hama plano A B (.

EJEMPLOS. — En virtud de la propiedad anterior, resulta fijado el
plano de una mesa de {res patas, Andlogamente, se utiliza el #ripode
(que indiea tres' pies), para fijar una maquina fotografica, un nivel,
un teodolito, ete.

La (fig. 7) indica el plano de una bandeja, fijado por los tres
puntos 4, B y €, extremos de los dedos.

11. Determinacién por una recta y un punto. — Sabemos
que dos puntos determinan una recta que pasa por ellos:
en consecuencia, en la determinacion del plano dada en el
parrafo anterior, podemos reemplazar los dos puntos 4 y B
por la recta A B, y tendremos, pues, la siguiente »

ProriEDAD. — Una recta y un punto no pertencciente a ella,
determinan un plano.

Por ejemplo, en la (fiz. 8) se determina la posiciéon del
plano de la tapa de un libro, mediante la recta 4 B del lomo
del libro y un punto fijo (/, que podria ser el extremo de
un dedo.
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12. Determinacién por dos rectas. — Si en la (fig. 8)
unimos los puntos fijos B y ¢ mediante la recta B C que se
corta con la B4 en el punto B, podemos enunciar, pues,
la siguiente )

Proriepap. — Dos rectas que se cortan determinan un planao.

El plano determinado por las rectas a y b, se llama
plano ab ..

SETSELTN
CLEWAND

(fig. 8)

Egempro. — La propiedad anterior la utilizan los albafiiles para colo-
<ar las baldosas de un piso, o para construirlo de hormigén. Colocan dos
reglas 4B y B (fig. 9) que se cortan en B ; luego, apoyan una
tercera regla. M N sobre las primeras. El movimiento de la regla M N,
se realiza sobre el plano que determinan las rectas 4B y BC, en vir-
iud de la propiedad anterior. En consecuencia, basta colocar las baldosas
de manera que toquen la regla mévil M N, para lograr una superficie
plana.

°
13. Sabemos que dos rectas son paralelas cuando, estando
en un mismo plano, no tienen ningln punto comin; podemos
enunciar, pues, la siguiente

Propiepan. — Dos rectas paralelas determinan un plano.

En resumen, un plano resulta determinado por una de las
cuatro formas siguientes: «) Por tres puntos no situados en
linea recta. — /) Por una recta y un punto no perteneciente
a ella. — ¢) Por dos rectas que se cortan. — d) Por dos
Tectas paralelas.

Como ejercicio, indique el estudiante qué planos del salom
de clase resultan determinados por dos rectas paralelas.
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14. Generacion del plano, — Como indicamos en el ejent-
plo del (N.° 12) el movimiento de la recta M N (fig. 9), que
se apoya constantemente sobre dos rectas fijas AB y BC
que se cortan en B, genera el plano A B C .

15. Analogamente, la determinacién del plano indicada.
en el (N.° 11) fundamenta la generacion del plano o (fig. 10),
obtenido haciendo girar la recta € M alrededor del punto

(fig. 10) (fig. 11)
fijo €, y apoyindola constantemente sobre una recta fija
A B, en los puntos M’, M, MY

16. La déterminaciéon del plano indicada en el (N." 13)
justifica la generacion del palno g (fig. 11), mediante el
movimiento de la recta r que se apoya constantemente sobre
las rectas paralelas m y m, tomando las sucesivas posicio-

nes T et ? P

APLICAICTONES PRACTICAS., — a) Para cerciorarse si una tabla

cepillada es bien plana, los carpintéros le aplican el horde de una regla
en varias direcciones; ensayan primeramente aplicando la regla en di-
reeeidn longitudinal, luego tranmsversal, y finalmente en varias direc-
ciones diagonales; si en todas estas posiciones el borde de la regla
eoincide eon la tabla, su superficie es plana (definicion de plano).

b) Ctrag veees se emplea un procedimiento visual: se mira uno de
los bordes de la pieza a verifiear, por ejemplo, el 4 B (fig. 12), y s¢
hace girar la pieza alrededor de ese borde hasta que el otro borde € 1
desaparezea, previa coineidencia visual con el anterior A B ¥y mante-
niéndose visible, al mismo tiempo, toda la superficiec comprendida entre
los segmentos A B y CD. Logrando este resultado, el plano determi-
rado por el ojo y 4 B contiene CD, e inversamente 4B y CD estan
en un mismo plano, No logrando este resultado, significa que la super-
ficie de la pieza a verifiear, no es plana; se le llama entonees super=
ficie alabeada.
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¢) Para preparar piezas de ajuste que deben presentar una graw
precision, se emplea la plating (fig. 13), que es una amplia pieza de
acero de superficie muy plana, de esmerada construecién. Se la cubre
con un débil enlucido de aceite eoloreado con pintura en polvo, aplicando
luego sobre eclla la pieza a verificar, que se desplaza en varias diree-

R
I platina

(fig. 12) (fig. 13)

ciones. Se obtienen, asi, puntos o zonas de econtaeto coloreadas, que
indican los lugarves: donde debe rebajarse el material de Ta pieza, Des-
pués de vaiias de estas verificaciones seguidas de retoques, se logra
cbtener superficies hien planas,

Posiciones relativas de dos rectas

17. Dos rectas pueden estar situadas en un mismo plano;
Se presentan,; entonees, tres casos:

a) Tienen un solo punto comim; este es el caso general:
decimos que las rectas son concurrentes, o que se cortan.

b) Tienen mdis de un punto comiin; en este caso las dos
rectas se confunden (definicion de recta) ; se les llama rectas
coincidentes,

¢) No tienen ningdn punto comin; las rectas son paralclas.

18. Dos rectas pueden no estar situadas en un mismo
plano. Para demostrarlo, sea A B una recta trazada en el
plano o (fig. 5); por un punto (' del plano, tomado fuera
de la recta A B, tracemos la recta C'D que intercepte el
plano; decimos que las rectas 4 B y € D no pueden estar en
un mismo plano. En efecto, si un plano contuviera 4 B y
(' D, pasaria por la recta A B y por el punto (', por tanto
se confundiria con el plano o (N.° 11), lo que es absurdo,
porque el plano o mno contiene a la reeta C D, silo la in-
tercepta. '
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De dos rectas no situadas en el mismo plano se dice que
se cruzan. !

Asi, por ej., en ¢l dado de la (fig. 1) se eruzan las rectas
de los bordes AD y EF ; DC v GF ;... ete

Como ejercicio, indique el estudiante un par de rectas que
se eruzan pertenecientes a objetos del salon de elase.

Propiedades correspondientes al parale-
lismo entre rectas y planos

' 19. Postulado del paralelismo. — El postulado de Eucli-
des que enunciamos en el curso anterior (G. P. N.” 69),
subsiste en Geometria del espacio:

Por un punto O exterior a una recta A B, s6lo pasa una
paralzla a dicha recta.

En efecto, para trazar por O una paralela a A B, ten-
dremos que trazar primeramente un plano que pase por la
recta A B y por el punto O, existiendo solamente un plano
en esas condiciones (N.° 11); luego, en ese plano, tenemos
que trazar por el punto O una paralela a la recta A B, exis-
tiendo solo wuna - (Postulado de Euclides).

20. TeorEMA. — Si una recta es paralela a otra recta
de un plano, es paralela al plano (fig. 14).
o
a | 8%
HIPOTESIS 3
\/ b recta de a
TESsIS: all a
(fig. 14)
DEMOSTRACION. — La recta @, por encontrarse con la recta b en

un mismo plano @, no podria encontrar al plano g sino en su inter-
seecién con el anterior, es decir, sobre la recta b ; pero, por hipétesis,
la recta ¢ mno puede encontrar a la b ; por consiguiente, la recta @
tampoeo encontrari al plano s, vale decir que le es paralela (lo que
constituye la tesis).

ST R——
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21. TreorEmMa RECiPROCO. — 8 una recta es paralela a un ,'
plano, todo plano gque pase por ella y corte al primero, de-
termina con éste una recta paralela a la dada (fie, 15,

/la |l a;

HIPOTESIS ¢ & i por. ,a;
( b interseccién

de o y 8
TESIS: b || e
(fig. 15)
DEMOSTRACION.  (Método por ‘‘reduceién al absurdo’’. *) — 8i la

recta @ encontrase a la b tendria un punto comin con el plano g,
o que es absurdo por resultar contrario a la hipétesis; por consiguiente,
a y b 1o se cortan, y, como estdn en un mismo plano, son paralelas
{lo que constituye la tesis).

22. (lomo consecuencia de los teoremas anteriores, tene-
mos los siguientes |

CoroLARIOS, — 1.° Si una recta es paralela a un plano,
toda paralela a ella trazada por un punto del plano, perte-
nece a éste (fig. 16).

alla

HIPOTESIS s B esti en a
I ? BC|l a

& TESIS : B C estaena
(fig. 16)

En efecto: el plano determinado por la recta @ y el punto B corta
al plano o por cierta recta o’ que es paralela a la reécta a (N.° 21);
pero, por el punto B sélo se puede trazar una paralela a la recta a
(Postulado de Euclides); por consiguiente, dicha paralela @ coincide
con la reeta B¢ del plang o,

i

(*) Véase nuestra teometria -- Primer afio’’: llamada de la pag. 70.
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2.° Si una recta es paralela a dos planos que se cortan, es
paralela a la interseccién de ambos (fig. 17).

al|l a allB

HIPOTESIS{a ¥y B se cortan
i en ¢
TESIS: al|le

(fig.. 1L.7)

En efecto: si por el punto M de la interseceién ¢ de los planos
o ¥y B trazamos la paralela a la recta @, dicha paralela se cuncon-
trard en el plano 4 (en virtud del covolario anterior), y por igual
razén se encontrari también en el plano B ; es, pues, la interseecitn
¢ de ambos planos.

Traslacion

23. Concepto de traslacion. — Al tratar las rectas para-
lelas en el curso de Geometria plana, vimos que, si deslizi-
bamos una escuadra a lo largo del borde de una regla,
logrdbamos asi un mo-
vimiento de traslacién
con guia, o direetriz,
en dicho borde (G. P.
N.* 6T).

- Andlogamente en
W Geometria del espa-
L.V cio, si sobre la escua-

dra apoyamos un cuer-

po limitado por pla-

N 10§, por ej., una caja,

(fig. 18) o mejor atn, si desli-
zamos directamente la caja apoyando una de sus caras sobre
el plano de la mesa (fig. 18), y uno de sus bordes ¢n la
regla M N, decimos que en este caso se efectia, también,

[T Tr—

T —
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una trastacion. El borde M N de la regla es la directriz o
guia del movimiento.

Todos los puntos del cuerpo describen rectas A A’, B B’,
(7, ... paralelas a la guia M N , las cuales se deslizan sobre
st mismas y son, por tanto, otras tantas guias de traslacion.

Podriamos prescindir del plano sobre el que se apoya el
cuerpo, si fijaramos dos de esas guias, las que determinarian
la traslacion.

Puntos como los B, B’, B”,... se llaman puntos homo-
logos; andlogamente, A B, A’B’, A’ B’’, ... son rectas ho-
mdlogas, y ABC, A’B’(°, ... son planos homdlogos.

BaemMPLOS. — Bl movimiento de traslacién de un ascensor resulta de-
termmado por dos guias paralelas (fig. 19); andlogamente, el movimiento

ﬁ///) : !Ei_ =

(fig. 19) (fig. 20)

del cajon de una "mesa (fig. 20). El movimiento de la tapa de una
caja, por mas de dos guias (fig. 21).

24. Planos paralelos. — Observemos que, durante la tras-
lacion anteriormente indicada, todos los puntos de una de
las caras planas, por ej., de la cara A B (' (fig. 18), se alejan
igualmente de su posieién inicial; andlogamente sucede con
cada punto de las prolongaciones de esa cara.

El plano A’ B’ ("’ determinado por una cualquiera de estas
nuevas posiciones, no puede encontrar al plano 4 B C. Los
planos homélogos A BC y A’B’(’ se llaman paralelos.
Daremos, pues, la siguiente
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DeriNiciON. — Dos planos son paralelos cuando no tienen
ningin punto comin.

Suele decirse que dos planos paralelos se corfan en el
infinito.

Como se comprende facilmente, puede darse también para
planos paralelos la siguiente

DeFiNtciOn. — Dos planos son paralelos cuando pueden
coincidir mediants una traslacién.

Si trasladamos la caja hasta que la cara A4 B € pase por el
punto P, decimos que hemos trazado por P el plano
A’ B C” paralelo al A BC .

Los planos homélogos A BC, A’B'C’, A B’ (", ...
forman un sistema o un haz de planos paralelos.

Noracion. — Si dos planos « y B son paralelos, eseribi-
remos: a || B, o bien: g || a.

25. Propiadades de los planos paralelos. — Como conse-
cuencia de la operacién deserita anteriormente, podemos
establecer las siguientes propiedades:

1. Por un punto exterior a un plano, sélo pasa un plano
paralelo al- primero,

2. Dos planos paralelos a un fercero lo son entre si (pues-
to que los tres planos pueden obtenerse mediante una misma
traslacion).

3. 8i una recta corta a un plano, corta también a todos
sus paralelos (puesto que bastaria tomar la recta como
cuia).

26. Trorema, (*) — Las intersecciones de dos planos
paralelos por un tercero, son rectas paralelas (fig. 22).

(*) Este teorema y el siguiente son también una consecuencia inmediata del
concepto de traslacién anteriormente expuesto; no obstante, como ejercicio de
razonamiento, los demostraremos independientemente de aquel concepto.
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RECTAS Y PLANOS

all B
‘ ” HIPOTESIS y intercepta: a en »
: y Ben? '

TESIS: 7 || 7

DEMOSTRACION, — Las rectas » y 7.

ademas de estar en un mismo plano y

(fig. 22) no pueden tener ningtim punto comi

(lo que constituye la tesis), puesto que este punto, por per-

tenecer a las rectas r y r’ estaria en los planos o y B, lo
que es contrario al paralelismo de estos planos.

EJEMPLO. — Siendo el piso y el techo del salén de clase planos paralelos,

las rectas de interseccién con una cualquiera de las paredes son paralelas.

Nora, — El reciproco del teorema anterior no es verdadero.

27. Treorema., — Dos segmentos de rectas paralelas com-
prendidos entre planos paralelos son iguales (fig. 23).

r{|7; allB
A y B interseccio-
Hivd nes de r con a y B.
IPOTESI ’, r o3
S5 A y B’ intersec-
ciones de 7 con a

y B.
TESIS: AB = A'B’
DEMOSTRACION, — Los segmen-

tos AB y A’ B’ de rectas para-
lelas 7 y 7’ estdin en un mismo
plano, el que intercepta o« y g
por las paralelas 4 A° y BB’ (N.” 26). En consecuencia, el
cuadrilitero 4 A’ B’ B es un paralelogramo; y seglin sabe-
mos del curso anterior (G. P. N.” 208), los lados opuestos
AB y A’B’ son iguales (lo que constituye la tesis).
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28. TrorEMA, — Si por un punto exterior a un plano
se trazan dos rectas paralelas al mismo, el plano que deter-
minan es paralelo al primero (fig. 24).

Hwporpss | ALY M
a y b pasan por P

TESIS: abd || =

DeMosTRACION. — Si  ambos
planos se cortasen en una recta
(fig. 24) r, tendriamos:

@l r en virtud del teorema del (N. 210).
b H r 22 7y 19 20
Pero como en el plano @b no pueden haber dos rectas
a y b que pasen por un mismo punto P y sean a la vez
paralelas a otra recta r (Postulado de Eueclides), es absurda
la. hipdtesis de que ambos planos se cortan; en consecuencia,
aquellos planos son paralelos.

Angulo de dos rectas en el espacio

29. Definicién. — Si dos rectas se cortan, su dngulo es
el que forman las mismas rectas, estando el vértice en su
punto de interseceién, ‘

Si las rectas no se cortan, se lama dngulo de las dos rectas
al formado por una cualquiera de elas y la paralela la
otra trazada por un punto cualquiera de la primera.

Asi, por ej., si las rectas dadas son A B y CD, y por el
“punto A trazamos la recta A E de modo que AE||CD, el
Angulo de aquellas rectas es el BAE.

30. Fl angulo de las dos rectas es el mismo cualquiera
que sea el punto de una de ellas por donde se trace la pa-
ralela a la otra; y es también igual al formado por las
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paralelas a las rectas dadas trazadas por un punto ecual-
quiera del espacio. Esto resulta inmediatamente del siguiente

Teorema, — Dos angulos que tienen sus lados respectiva-
mente paralelos y dirigidos en el mismo sentido, son igua-
les (fig. 25). :

X OX ||OX' y
Hipimests del mismo sentido.
: e S oY ||OYy
1! g del mismo sentido
DA TESIS:
B Y - ang. X0Y =ang, X’0'Y’
(fig. 25) '
DemosTRACION. — La traslacion que lleve a coinecidir el

punto O con O°, hard coincidir también la recta O X con
su paralela 0’ X’, y anélogamente hard coincidir O Y con
su paralela 0’Y’. Coincidiendo los lados de los #Angulos
XOY y X’0°Y’, son, pues, iguales.

Noras. — 1. Este teorema presenta los casos anilogos a
los-de Geometria plana, cuando los sentidos de los lados son
opuestos, o bien, dos en el mismo y dos en sentido contrario
(G. P. N 109 y 110). Como ejercicio, enuncie el estu-
diante estos casos.

2." Los planos X 0Y y X’0’Y’ resultan paralelas por
ser planos homoélogos de una traslacién (N.° 23); o bien, en
virtud del teorema del (N.” 28).

NOTAS HISTORICAS

Se acepta generalmente qué la Geometria tuvo su origen en- los problemas
sobre deslindes de tierras, originados por las inundaciones periddicas del Nilo.
Geometrin significa, precisamente, medida de la tierra (Geos, tierra; metron,
medida).

En tiempos muy remotos, toda la ciencia geométrica se reducia a las reglas

3
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que sirven para medir y caleular dreas y volimenes sencillos, como las que se
ensefian en las escuelas primarias,

Los documentos més antiguos provienen de Babilonia y Egipto. Les primeros
se ‘escribieron unos 2000 afios antes
de la era cristiana, en pequefias ta-
blas o planchas de arcilla, cocidas
luego al sol. Revelan gue los autores
| ya tenfan algunos conocimientos de
. los procedimientos de medidas de tie-
rras, y probablemente, ya habian lle-
gado hasta determinar el &rea del
trapecio,

MEDIDORES DE TIERRAS EGIPCIOS El primer documento que da una.
(1400 afios antes de J. C.) idea clara del estado de las Mate-
i e dticas en el antigno Egipto, es una

Escena de la tumba de un inspector de 40 ,
limietes en Tebas. (];e una s?otograﬁa. copia hecha en papiro por Ahmés.

2 P veipei 1 t
en el Museo de Ciencias Britanico.) ;zi‘:’;‘iigteugipmlo,’mguea%’;:b?;f;le" d:

nuestra era. El original que copié, eserito por el ano 2300, no se conoce; la
copia se conserva en el Museo Britdnico. KEste manuscrito, que estd casi todo
consagrado a las fracciones, contiene algo relativo a la medida de dreas. Pero
mucho antes de Ahmés, es evidente que los egipecios tenian conocimientos im-
portantes de geometria préictica, como lo atestiguan las construcciones de las
pirdmides y de muchos templos y canales,

Los griegos cimentaron en hase cientifica la geometria prictica de los egipcios.
Thales (siglo VI antes de J. (.), que figuraba entre los siete sabios de Grecia,
fundé la célebre escuela jonica de Mateméticas y Filosofia, e importé de Egipto
valiosos conocimientos.

El discipulo mis célebre de Thales, asi como uno de los hombres mas famosos
de la antigiiedad, fué Pitagoras, a quien se debe el famoso teorema que lleva su
nombre, que relaciona los tres lados de un triingulo rectingulo.

Tres siglos més tarde Euclides, llamado el padre de la Geometria, formé una
recopilacién magistral de diversas proposiciones y propiedades geométricas que
se hallaban dispersas entre las escuelas griegas de Thales de Mileto y la pitagé-
rica, legindonos sus famosos ‘‘Elementos’’.

Siguen a Euclides otros genios en el campo de la Geometria; Arquimedes
(siglo IIT antes de J. C.), Apolonio, Herén (contemporineo de J. C.), Menelao
(siglo 1), Ptolomeo (siglo 1I), Pappus (siglo III), ete.

Mas tarde (siglo XVII), Cavalieri, Descartes, Fermat, Roverbal y Pascal, lle-
varon a un alto grado de adelanto la Geometria de los antiguos.

Se crea luego la Geometria moderna (siglo XVIII), figurando, en primera linea,
Monge, Chasles, Carnot, Poncelet, Cremona y mmuchos otros, a quienes debemos
el estado actual de perfeccionamiento de esta importante rama de la Matemética.

B p— T SaR——_—



CAPITULO- 11

PLANO PERPENDICULAR A
UNA RECTA

Propiedades correspondientes

cl. Recta y plano perpendicular. — Apoyemos las tapas
de un libro abierto sobre el plano o de una, mesa, ¢omo
indica la (fig.. 26), es deeir,

de modo que los hordes infe-
rioves BC y BD de las ta-
pas se encuentren sobre la me-
sa. Si fijamos una de las tapas,
por ejemplo, la A BC, y lue-
2o hacemos girar la otra alre-
dedor del lomo 4 B (que es
A 2 perpendicular a los bordes in-
i ffzrim.'os de las' tapas), la expe-
;%: 5 riencia nos dice que el borde
: B D describe un plano, que
(fig,736) contiene la_ recta mévil B D
en sus infinitas posiciones BD’, BD", ... todas ellas per-
pendiculares a la recta A B,

Peirpendicular

De la experiencia anterior resulta la siguiente

PropiEpap, — Todas las perpendiculares a una recta por
un punto de ella estdn en un mismo plano.

Este plano se llama PERPENDICULAR o NORMAL a la
Tecta en ese punto, o bien, se dice que la recta es perpen-
dicular o normal al plano.

Nora. — La operacion anteriormente descripta, de hacer
girar una figura alrededor de una recta fija, se llama rota-
cidn alrededor de un eje; AB es el eje de rotacidn.
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Como de cualquier punto del espacio no situado sobre el
eje, se puede trazar una perpendicular a dicho eje (N.” 11
v G. P. N.° 32), vemos, pues, que: durante una rotacion alre-
dedor fl(-; wUn 0,)(‘. los puntos del eje permanecen inmoviles, y
cualquier punto del espacio deseribe una circunferencia ciyo
centro se encucatra sobre el eje y cuyo plano es perpendicular
a dicho cje.

Si una reeta encuentra un plano y no le es perpendicular,

Hama eblicue al plano.

NoTAciON, — Si una reeta ¢ <y un plano « son perpen-
diculares, escribiremoy: a L a, o bien: o L «

Otro ejemplo de reeta y plano perpendiculares se presenta en el mo-
vimiento de una puerta cuyo lLorde inferior es perpendicuiar a la recta
que contiene las bisagras; aquel borde
deseribe un plano gne casi coineide
con el del piso, v diremos que la
reeta gue contiene las bisagras de la
pucita ¢s peipendicular al plano  del
piso. :

Los planos horizontales v las rectas
verticales, constituyen también otros
ejemplos de perpendicularidad dque se
L'gugnhu, presentan frecuentemente en la prag

2o tica. Asi, en 12 (fig. 27), la recta
(fig.-27) {verties xl) del hilo de la plomada, ve-
9u1t‘1 perpendicular al plano (horizontaly de la superficie libve de las
aguas en reposo.

32. Como consecuencia de la propiedad indicada en el
parrafo anterior, podemos establecer la siguiente

DeriNicioN, — Una recta es perpendicular a un plano
cuando lo es a todas las rectas que pasan por su pie en
el plano.

33. La condicion de perpendicularidad anterior resulta
abreviada en la préctica en virtud del siguiente

Teoreyma. — E€i una recta es perpendicular a otras dos
que pasan pcor su pie en el plano, es perpendicular al plano.

Sea en la (iig. 28) P M la perpendicular a las dos rectas
P-A y PB que pasan por el pie P de la primera en el
plano a.

g Ay 7 44 e . s
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Para demostrar que P M es perpendicular a a, basta de-
mostrar que lo es a cualquier otra recta, por ejemplo, a la
P (', que pasa por su pie en el plano o (N. 32).

Podremos, en consecuencia, establecer el siguiente resumen :
720/ Sl I s
PUM P R
£-A. P By
P C pasan por

V24 y estan en

el pleno a

o Pk TESIS: PM | PC
N (fig. 28)
DuMOSTRACION. — Sea P N la prolongacion de la recta M P.

Es siempre posible elegir los puntos 4 y B sobre las rectas
dadas, de manera que se hallen separados por la recta P ('.
Trazando la recta A B, ésta corta la PC en € ; unimos
los puntos 4, B y € con los M y N

Como P A es mediatriz de M N, el punto 4 equidista de
M y N (G. P. N* 52), y analogamente B equidista de M
y N es deeir, que tendremos:

SAM = AN SR M == BN

En consecuencia, los tridangulos A ¥ B y AN B son igua-
les por tener dos pares de lados iguales y el A B comun. -,

Si hacemos girar uno de estos tridingulos alrededor del
lado 4 B, coincidira eon su igual, es decir, que el punto M
coineidird con N ; pero como en este movimiento el punto
(' no ha cambiado de posicion, resulta: M (=N C . ;

Esto nos dice que el triangulo M (! N es isésceles; pero,
por construecién, I’ (' ey mediana del tridngulo M (N, ¥
sabemos que la mediana correspondiente a la base de un
tridngulo isésceles ‘es perpendicular a esta base (G. P. N 145),
es. decir, que -P:C L PM 1o que umsmu\g la teblh.

BlBLlOTECA NACIONAL
DE MAESTROR
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34. Trazado del plano perpendicular a una recta. — Se-
gan el teorema anterior, para trazar el plano perpendicular
a una recta por un punto de ella, basta trazarle dos rectas
perpendiculares por ese punto, y el plano que determinan
dichas perpendiculares es el que se descaba obtener.

llJEMPLOS, — Para colocar un estante (horizontal), perpendicular a
una columna (vertical), basta colocar os escuadras de manera que un
horde de cada una de ellas y el vértice del Angulo reeto eoineidan con
la eolumna, como indicamos en la (fig. 29), v apoyar luego el estante
sobre el otvo par de bordes.

Andlogamente, para cortar un tirante (fig. 30) en el punto 4, por

(fig. 29) = (fig. 30) ‘
un plano perpendicular a la arista longitudinal 4 B, trazamos pri-
meramente las perpendiculares 4 C y AD a la reeta 4 B, que nos
determinan el plano C 4 D por donde debemos efeetnar el corte.

Para trazar el plano perpendicular a una recta A B (fig. 31)
por un punto M exterior de ella, trazamos primeramente la

: perpendicular M P a la recta A P

A en el palno determinado por ésta
y el punto M ; luego, por el pie
Pl oM P trazamos la perpendicular P N
a la misma recta A B en otro pla-

no cualquiera ¢ue econtenga la
recta A DB .
El plano M PN de las rectas
(fig.31) P M y PN es el perpendicular
~ pedido (N.® 33).

35. Como la perpendicular M P desde M es inica, asi
también como la PN, y siendo éstas las que determinan
el plano M PN, podemos establecer la siguiente

Proriepap, — Por un punto no se puede trazar mas que
un plano perpendicular a una recta.
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Los ejemplos del (N." 34) nos inducen a afirmar que la
propiedad anterior es vélida también cuando el punto se
encuentra sobre la recta,

36. Andlogamente, la experiencia indicada en el (N.° 31)
nos dice que, si sujetamos el lomo del libro por un punto,
la perpendicnlar obtenida es inica; de aqui, la siguiente

ProrizpAp. — Por un punto no se puede trazar méis que
una perpendicular a un plano.

Es natural que el punto puede estar sobre el plano o
duera de él,

37. Trorema. — Si una recta es perpendicular a uno de
dos planos paralelos, es perpendicular al otro (fig. 32).

A .
&

B

/ ' Tesis: “AB 1 B
' : DEMOSTRACION, — Sea (' el
. e ¢ punto de interseccién de A B
/O/\‘ C\ con B y M un punto cualquie-
Mf

all B
AB 1 a

HIPOTESIS

1

M : ra de B. El plano A C M in-
: terceptard al a en la recta
| BN y al B en C M, que es
(fig. 32) paralela a BN (N.” 26).

Siendo la reeta A B perpendicular a o lo sera también
a BN (N 32), y por consiguiente, a su paralela C M .

Repitiendo el razonamiento anterior para otro punto cual-
quiera M’ del plano B, demostrariamos analogamente gque
AB 1 CM,

En consecuencia, seetin el teorema del (N.” 33), A B Te-
sultard perpendicular al plano B (lo que constituye la tesis).

EJEMPLOS. — 1.° Las aristas longitudinales de las patas de una mesa

son perpendiculares al plano de lJa misma; cuando la mesa es paralela al
plano del piso, aquellas aristas resultardm perpendiculares al piso.
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2.° TUna recta vertical es perpendicular a un plano horizontal; en con-
secuencia, serf también perpendicular a cualquier otro plano horizontel
(los planos horizontales son paralelos).

Teorema de las tres perpendiculares

38. TeoreEMA, — Si una recta P () es perpendicular a un
plano o, y desde su pie P se traza la perpendicular I’ A
a una recta M N del plano, la recta A B que une el pie 4
de esta segunda perpendicular con un punto cualquiera B
de la primera, es perpendicular a aquella recta 3/ N (fig. 33).

0 .

(fig. 33)

PQ J-d

MN recta decr
Hip.{ PA 1 MN

B estd en la

recta P Q

Teois: AB | MN

(Né6tense las tres perpendiculares referidas en el enuncia-
do del teorema, que son: PQ, PA y AB.)

CONSTRUCCION —Sobre la recta M N tomamos A € = A D ;
unimos C y D con P y B.

DEMOSTRACION, — Los segmentos de oblicuas PC y P D
trazadas desde P serdn iguales, por tener proyecciones igua-
les sobre 1a recta MN (G. P. N.* 35), es decir, que: PC=PD.

Los tridngulos BP (' y BPD son rectingulos en il
por definicién de recta perpendicular a un plano (N2 32);
y como tienen iguales dos catetos y comfin el otro, son igua-
les; luego B C = B D . Pero como en un triangulo isdsceles
BC D sabemos que la mediana B A es perpendicuiar a la
base O D, tendremos A B L M N, que constituye la tesis.

o v T———
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39. Noras. — 1.* La reecta M N, que es perpendicular
a AP y AB, es perpendicular al plano P A B, que de-
terminan estas dos tltimas rectas, propiedad esta que justi-
fica este otro enuncialo del teorema anterior: ‘

Si una recta P Q  es perpendicular a un plano o que
pase por otra wvecta M N, ésta es perpendicular al plano
P AB que pasa por la prinera.

2.* El reeiproco del teorema de las tres perpendiculares
seria :

St una recta P Q es perpendicular ¢ un plano o, y -desde
un punto cualquiera B de ella se traza la perpendicular
BA a una recta M N del plano, la recta A P. que une el
pie A de esta sequnda perpendicular con el pie P de la
primera, es perpendicular a la recta M N .

Dejamos esta demostracion como ejercicio para el estu-
diante ; empleara la (fig. 33).

40. Como aplicacion del teorema de las tres perpendi-
culares, demostraremos el siguiente

TrorEMA, — Dos rectas perpendiculares a un mismo plano
gon paralelas (fig. 34).

b
al AB’ HIP(')TESlsg o

h | d

. TesIS: all b

CONSTRUCCION. — Trazamos las rec-
tas 4B, AB, AD; estas dos tlti-
mas en el plano ¢, de modo que
4D 1| AB, yla primera en el plano
(fig, 34) de las paralelas @ y b.

DEMOSTRACION. — EI plano B 4 B’ es perpendicular a la recta 4 D,
en virtud del (N.° 39); por consiguiente, dicho plano contiene la recta
a, puesto que ésta es perpendieular a 4 D. Estando, pues, las rectas a
Yy b en un mismo plano y siendo ambas perpendiculares a la misma recta
A B, son paralelas.

A
1
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41. TeorEMa RECiPROcO. — Si dos rectas son paralelas,
todo plano perpendicular a una de ellas lo es también a la
otra (fig. 34).

He6resis: af|lb y o L b 5 Tesis: a Loa. :

DEMOSTRACION. — Si por el punto 4 de la recta ¢ suponemos trazada
ama perpendicular al plano ¢, dicha perpendicular tendrd que ser pa-
. ralela a la recta b, en virtud del teorema anterior; se confundird, pues,
con la recta @), puesto que por un punto sélo se puede trazar una paralela
a una recta dada.

42. CoronArio. — Dos rectas paralzlas a una tercera son
paralelas entre si (caricter transitivo del paralelismo).

Sea a|l¢ y b|[e. Si por un punto enalquiera de la recta ¢ su-
ponemos trazado un plano perpendicular a dicha recta, este plano serd
también perpendicular a las rectas a y b, en virtud del (N.o 41);
en eonsecuencia, estas dos tiltimas reetas son paralelas (N.° 40).

43. Distancia entre planos paralelos. — Como consecuen-
cia de los teoremas de los (N.” 27 y 37), tenemos:

Los segmentos de perpendicular eomim a dos planos para-
lelos som iguales, : '

La medida de esos segmentos se llama distancia entre
los planos paralelos.

Todos los puntos de un plano distan, pues, igualmente,
del plano paralelo, es decir:

Dos planos paralelos son equidistantes.

44. La equidistaneia anteriormente indicada tiene una
aplicacion interesante, en la préctica, para la construccién
de planos paralelos, que indicamos en el ejemplo que sigue.

BieMPLO. — En las columnas ver-
ticales que han de soportar los pisos
de una construccién (fig. 35), ya se
encuentran marcados los puntos
donde se acoplardn las vigas hori-
zontales de apoyo de los distintos pi-
sos; de manera que, siendo equidis-
tantes estos puntos, basta colocar los
pies de las columnas en el mismo
plano horizontal, para que también
resulten horizontales los distintos pi-
sos que con ellas se obtienen.

= S —

pory

e
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Anguib de dos planos. — Diedro

46. Si dos planos o y B se cortan (fig. 36), dividen
el espacio en cuatro partes que llamamos dngulos diedros, o
simplemente diedros. Cada diedro esta limitado por dos caras,
que son semiplanos que tienen el borde comiin con la inter-
seceion, lNamada arista. (La palabra diedro quiere decir:

dos caras).
A wllll””lm

(fig. 36) (fig. 37)
En consecuencia tendremos la siguiente

DeriNiciON, — Se llama DIEDRO a la parte de espacio
limitada por dos semiplanos que tienen el mismo borde.

Dos de los semiplanos indicados forman dos diedros: uno
convero y el otro edncavo (fig. 37).

Teniendo presentes las definiciones dadas en Geometria
plana, el estudiante podrd definir facilmente, en forma ané-
loga, los diedros concavos, convexos y llanos (G. P, N.°* 25
¥y 27).

En el salén de clase podemos observar varios éngulos diedros; por
ejemplo, los formados por dos paredes consecutivas, ¢ por las paredes y
el techo, o por las paredes y el piso. (Indique el estudiante eufintos soh
estos angulos.) '

46. Para leer un diedro se leen ordenadamente: un punto
de una cara, la arista, y un punto de la otra cara. Asi,
por ej., el diedro de la (fig. 37) se leerd: M A BN, o bien
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NABM. Si la arista A B la designamos con la letra «,
podemos leer también: M aN, o hien Nall.

Nora. — De los dos diedros formados por dos semiplanos
(el eonvexo y el eoncavo), consideramos generalmente el pri-
mero. Si queremos referirnos al dngulo edmeavo, serd nece-
sario decirlo expresamente.

Algunos autores sustituyen el convencionalismo anterior
definiendo el dngulo diedro asi:

Diedro es la parte de espacio comin a dos semiespacios.

47. Igualdad de diedros, — Como los dngulos planos,
también los diedros pueden ser iguales. Esto puede verifi-
carse construyendo un tercer diedro de carton u hoja de lata
(marcado con letras A, B, (', D, ... en las tres figuras
siguientes), y observando si puede coincidir con los primeros.

I

L

(fig. 38) - (fig. 39) (fig. 40)

Esta coincidencia puede realizarse de dos maneras, como
indican las (figs. 38 y 39), si los diedros son convexos: si son
concavos, sera necesario colocar el diedro de eartén empleado
para la comparacion, ¢omo indica la (fig. 40). :

Asi, por ej., son iguales los diedros de una caja de carton
v de su tapa.

La comparacién de diedros es aun mas sencilla, puesto que
se reduce a la comparacién de dos dangulos planos, como indi-
caremos en el parrafo siguiente,
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Angulo plano correspondiente
a un diedro

48. Definicion. — Si en un punto O (fig. 41) de la arista
A B de un diedro y en cada una de las caras, trazamos las
perpendiculares O M y ON 2
la, arista, formaremos un an-
gulo plano M O N, que se lla-
ma el rectilineo o angulo plano
correspondiente al diedro, o,
simplemente, dangulo plano del
dredro. /

Como las perpendiculares en
un mismo punto de una recta
determinan un ‘plano y per-
pendicular a la recta A B
(N.* 33), podremos decir:

El rectilineo de un diedro, es el dngulo formado por las
intersecciones de sus caras con un plano perpendicular a la
arista; por este motivo se le llama, también, seccién recta
0 normal del diedro.

Si en lugar del punto O tomamos otro punto cualquiera 07,
y repetimos la construecion, obtendremos otro éangulo, el
M’ O’ N’, que resulta igual al primero. En efecto, si efec-
tuamos una traslacién tomando como directriz la recta A B,
vy llevamos el punto O a coineidir con 0’, las perpendiculares
OM y ON a la recta A B coincidirdn con las perpendi-
culares O’ M’ vy O'N’ en el punto O’ a dicha arista; el
angulo M O N coincidira con el M’ 0’ N’ y, por tanto, serin
iguales.

49. En virtud de la propiedad anterior de las secciones
normales, tenemos :

Todas las secciones normales de un mismo diedro son
iguales.

En consecuencia, para comparar dos diedros basta compa-
rar dos cualesquiera de sus secciones normales. Asi, por ejem-
plo, diremos que un diedro es mayor que otro cuando el
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rectilineo del primero es mayor que el del segundo; dos die-
dros son igumales cuando tienen los rectilineos respectiva-
mente iguales,

También resulta que, para medir un diedro, no es necesario
emplear un diedro unidad, sino que puede medirse empleando
el rectilineo correspondiente; en -otros términos:

Un angulo diedro se mide por el rectilineo correspondiente.

50. Propiedades de los angulos diedros. — Segtin la pro-
piedad anterior, todo lo que se ha estudiado en Geometria
plana referente a los dngulos planos de vértice ecomtn, se
aplica también a los angulos diedros de arista comtn.

Como ejercicio, dejamos para el estudiante los enunciados
de las definiciones y propiedades correlativas. Asi, por ejem-
plo, dira:

Dos diedros son complementarios, cuando su swma vale 1w
recto. Dos diedros opuestos por la arista son iguales. Btcétera.

Planos perpendiculares

51. Definicion. — Como para las rectas perpendiculares
tratadas en Geometria plana, damos la siguiente

Derinicion. — Dos planos son PERPENDICULARES,
cuando al cortarse forman cuatro angulos diedros iguales.

La (fig. 42) representa dos planos perpendiculares, « y 3,
que forman los diedros 1, 2, 3 y 4, iguales entre si. Cada
uno de estos diedros es un die-
dro recto. B

Para asegurar la perpendi- N
cularidad, basta que dos die-
dros adyacentes sean iguales, i
pues los otros también lo serdn, 3
por resultar opuestos por la
arista. b

EJEMPLO. — Los diedros formados A
por dos paredes que se cortan en las
habitaciones corrientes, son reetos: (fig. 42)
esto se verifica, ohservando su sec-
¢ién recta determinada por el techo o por el piso (supuestos horizontales).
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52. TrorEMA. — Si una recta es perpendicular a un pla-
no, todo plano que pase por ella es perpendicular al pri-
mero (fig. 42).

§ ONLa en'O,

HipOTESIS | B pasa por ON.

TesiS: Bl

DEMOSTRACION. — Sea A B la interseccion de « y B. Por
0, trazamos en el plano o la recta O M perpendicular a
A B. El angulo M O N es recto, puesto que O N es perpen-
dicular a « ; siendo, ademds, dicho dngulo el rectilineo del
diedro formado por los planos « y B, estos planos son
perpendiculares, ; ;

EJjEMPLOS. — 1.° Las puertas giratorias de los hoteles, cafés, ete.
(tig. 43), constan de un eje 4 B perpendicu-
lar al plano del piso; las hojas de la puerta
pasan por aquel eje, y, en consecuencia, resul-
tan perpendiculares al piso.

2. Toda recta vertical es perpendicular a
un plano horizontal (ej. del N.° 31); en con-
secuencia, todo plamo que contenga una recta
vertical resultard perpendicular a cualquier
(tig. 43) plano horizontal.

53. TeorEMA RECiPROCO. — Si dos planos son perpendicu-
lares, toda recta de uno de ellos perpendicular a la intersec-
cion es perpendicular al otro.

En efeeto: en la misma figura del teorema directo (fig. 42), si desde
un punto cualquiera del plano B trazamos la perpendicular a la inter-
seceién A B de los planos ¢ y B, dicha perpendicular serd paralela
a la recta ON, y, en consecuencia, perpendicular al plano gz, en vir-
tud del (N.o 41); resulta, pues, demostrado el teorema.

Observemos también que, conteniendo el plano B todas las perpendicu-
lares trazadas desde sus distintos puntos al plano ¢, podremos enunciar,
en consecuencia, el siguiente

Corovarto 1.° — Si dos planos son perpendiculares, la per-
pendicular a uno de ellos trazada por un punto del otro estd
contenida en este Ultimo plano.
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CoroLaRrIO 2. — Lg interseccién de dos planos perpendicu-
lares a un tercero, es perpendicular a éste (fig. 43).

En efecto: si por un punto B de la interseccién de los planos B ¥
trazamos la perpendicular al plano 4 , €sta se encontrari en el plano B
y en el plano ,, (en virtud del corolario anterior) ; coincidird, pues, eon
la interseccién 4 B de estos dos planos.

Triedro trirrectangulo

94. Concepto de triedro. — Si observamos un rineén del
salon de clase, notamos tres planos (los de dos paredes con-
tiguas y el piso), que forman una figura geométrica llamada
angulo triedro. La misma figura se nos presenta en muchos
objetos; por ejemplo, en las esquinas de un cajén, o del
pupitre, ete,

Asi, en la (fig. 44) se representa el triedro a que nos refe-
rimos recientemente. Vemos que estd formado por tres planos
(ue pasan por umn mismo pun-
to O, que se llama vértice
del triedro. Los tres planos
estdn limitados por tres ree-
tas 04, OB, 0C, que se
llaman aristas. Los #&ngulos
planos AOB, BOC, 00 A,
se llaman caras, y los diedros
formados por dos caras conse-
cutivas se llaman diedros del
s triedro.

Si las tres caras son diferentes, el triedro se llama escaleno ;
si s6lo tiene dos caras iguales se llama isésceles, y si las tres
caras son iguales se llama equildtero.

55. Triedro trirrectingulo. — i las tres caras de un
triedro son fngulos rectos, los tres diedros también son rec-
tos. En efecto (fig. 44), siendo los 4ngulos AOC=B0(C=90",
el dngulo 4 O B es el rectilineo del diedro 4 C O B ; pero
como el dngulo 4 OB — 90° (por hipdtesis), aquel diedro
serd, pues, recto. Andlogamente se demostraria que son rec-
tos los otros dos diedros del triedro.

(fig. 44,
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El angulo triedro cuyas tres caras son dngulos rectos (y en
consecuencia también los tres diedros), se Uama TRIEDRO
TRIRRECTANGULO.

Los triedros trirrectangulos se presentan corrientemente
en los rincones de las habitaciones, cajones, muebles, ete.

Si una de las caras de un triedro trirrectdngulo es horizontal, las
otras. dos serin werticales; es el caso del piso de una habitacién y las
dos paredes que forman un rineén de la misma, (fig. 44).

Recordemos del primer curso (G. P. N.° 9), que un plano es hori-
zental cuando es paralelo a la superficie de las aguas en reposo.

Para averiguar si un plano es horizontal, se emplea el nivel (ya sea
el de aive, de agua. de albaiiil, ete.), investigando si son horizontales
dos rectas del plano que no sean paralelas, de preferencia rectas apro-
ximadamente perpendiculares; si ellas son horizontales, lo es también
el plano que las eontiene.

Un plano es vertical, cuando contiene nna recta vertical (G PN 10).
Para averiguar la verticalidad de una recta, se emplea la plomada,
instrumento de trabajo muy conocido.

La interseccién de dos planos verticales es una recta vertical (N. 53,
Cor. 2.0, y dltimo ej, del N.o 31).

Simetria respecto a un eje, a un plano
Y a un punto
96. Definiciones, — En el curso anterior de Geometria,
tratamos de la simetria en el plano, ya respecto de un eje,

como respecto de un punto (G. P, N.** 22 y 98). Trataremos
ahora de la simetria de las figuras en el espacio.

centro
O-———O0-—— 9o
A o A
(fig. 45) (fig. 46) (fig. 47)

Dos puntos 4 y A’ son siméiricos respecto a un punto O,
cuando O es el punto medio del segmento de recta 4 A4’
(fig. 45). El punto O se llama centro de simetria.

3
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Dos puntos A y A’ son simétricos respecto a un eje = y
(fig. 46) o respecto a un plano P (fig. 47), cuando aquel
eje o este plano es perpendicular en el punto medio de la
recta A A7

Dos FIGURAS son SIMETRICAS respecto a un punto, a
un eje o a un plano, cuando cada punto de la primera
tiene su simétrico en la segunda, y reciprecamente.

Los puntos simétricos de dos figuras se llaman homdlogos.

57. ProriEpap. — Dos figuras simétricas respecto a un
eje son iguales,

Asi, por ej., si A y A’ (fig. 46), son puntos homélogos de
dos figuras simétricas respecto al eje zy, es evidente que
haciendo girar la primera figura alrededor del eje un 4dngulo
de 180°, el punto A coincidird con el A’ en virtud de la per-
pendicularidad del eje y A A4°, y por ser MA = MA’;
analogamente, para cualquier otro par de puntos homoélogos,
B y B’, ete. Cada punto de la primera figura coincidiri
con su homdlogo de la segunda, y las dos figuras coincidirén,
es decir, (ue son iguales.

58. Kl razonamiento empleado en el pirrafo anterior,
nos justifica esta otra

DeriNicioN. -— Dos figuras son simétricas respecto a un
eje, cuando pueden coincidir mediante una rotacién de 180°
de una de las figuras alrededor del eje.

Cuando una figura coincide consigo misma mediante una
rotaciin de 180" alrededor de un eje, se llama simétrica res-
pecto a dicho eje; o bien, decimos que admite aquel eje como
eje de simetriq.

Norsa. — Ta simetria respecto a un eje, no ofrece nada de parti-

cular; por consiguiente, en lo sueesivo, s6lo nos ocuparemos de las otras
dos simetrias.

59. Teorema, — Dos figuras I’ y F’’ simétricas de una
misma figura F con respecto a dos centros diferentes O
y O’, son iguales (fig. 48).
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Si 4”7 y A son puntos homélogos de A respecto de los
centros O y 07, respectivamente, tenemos:

0OA=04", 0'A=0"4"

Por tanto, en el tridngulo 44’ A”’, el segmento 0 0’ que
une los puntos medios de dos lados es paralelo al tercer lado
A’A”, e igual a su mitad (G. P. N.° 225); anélogamente,
con los triangulos BB’ B>’ y (07 0", se demuestra que 0 0
es paralelo a B’B” y a C’(’’, e ignal a su mitad.

Siendo los segmentos A’A”, B’B", ¢'(C” iguales al
duplo de un mismo segmento O 07, son, pues, iguales entre
si; son también paralelos, en virtud del cardcter transitive
del paralelismo (N.® 42). ‘

Por consiguiente, si tomando ecomo guias las paralelas
A’A”, B’B”, ..., efectuamos una traslacién de la figura
F’ en una magnitud A’ A7 — 2(00°), A’ coincidirda con
A’ ; el B’ con B ; ete.; coincidiendo todos los puntos de
la figura F’ eon los de la #°7, esas figuras seréin, pues, iguales.

~ €0. Como corolario del teorema anterior, podemos de-
cir, que todas las figuras simétricas de una figura dada,
eualquiera sea el centro de simetria adoptado, son iguales; o sea:

La posicion del centro de simetria no influye en la forma
de la figura simétrica de una figura dada.
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Relaciones entre las diversas simetrias

61. TeoremA, — Dos figuras F'’ y I/’ simétricas de una
misma figura I, la primera con respecto a un plano P, y
la otra respecto a un punto, son iguales (fig. 49).

En virtud del corolario del (N.° 60), podemos tomar el
centro de simetria en un punto cualquiera O del plano P .

Sean 4 un punto cualquiera de la figura F, A’ su
simétrico respecto al plano P, y A’ su simétrico respecto
al centro O ; el segmento 4’ A" es paraielo a O O’, en vir-
tud de unir este Gltimo los puntos medios de 4.4’ y de
A4 (G. P. N. 223).

El plano A A’ A’ que pasa

i /?A por A A’ es perpendicular al pla-

o no P (N. 52). Si en el punto O

e | trazamos la perpendicular M N

/ "L____"‘gO’ al plano P, tendra las siguientes
/ P e . propiedades: estd contenida en el
= T plano 4 4> A”’ (N.” 53, Cor. 1.°) ;

pd | es paralela a 4 A’ (N.” 40) y per-
f\%————fﬁ_—_{’&' pendicular a O O’ (N.° 32); por

consiguiente, M N es también
perpendicular a A’ A’ por ser
A’ A7 || 0 0. Los tridngulos rectingulos 4 0°0 y O M A”
son iguales, por tener, respectivamente, iguales la hipotenusa

y un angulo; en consecuencia, O O’ = M A’’ . Pero también
tenemos OO0 > = M A’ (por ser lados opuestos de un rectin-
gulo) ; de donde resulta M ==t

Bs decir, que los dos puntos A’ y A’’ son simélricos res-
pecto al eje M N . Como esto sucede cualquiera que sea el
punto A, las dos figuras I’ y I’ son siméiricas respecto
del eje fijo M N, y, por consiguiente, son iguales (N.° 57).

62. Coronsrlo. — Dos figuras simétricas de una misma
figura I’ respecto a dos planos diferentes, son iguales entre
si. En efecto, cada una de ellas es igual a la simétrica de
F respecto a un punto cualquiera O del espacio.
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63. En resumen, las figuras simétricas de una figura dade
F, ya sea respecto a un punto cualquiera del espacio, 0o @ U
plano cualquiera, son siempre superponibles. g

En consecuencia, al tomar la figura simétrica de una
figura dada, no es necesario indicar con qué clase de sime-
tria ha sido obtenida.

64. Aplicaciones. — 1.* La figura siméirica de una figu-
ra plana B es una figura plana igual @ la primera. En efecto,
si tomamos la figura simétrica de F con respecto al plano
que la contiene, hallamos la misma figura F .

Clomo caso particular, la figura simétriea (respecto a un
punto, o a un plano), de una recta, es una reeta; de un seg-
mento de recta, un segmento igual; de nn dngulo, un angulo
igual; de una circunferencia, una circunferencia igual; ete.

2 La figura simétrica de un dngulo diedro es un diedro
igual al primero. En efecto, si tomamos la figura simétrica
respecto a un punto de la arista, haliamos el diedro opuesto
por la arista, que es igual al primero.

Elementos de simetria de las figuras

65. Centro y plano de simetria de una figura. — Cuando
los simétricos de todos los puntos de una figura F respecto
a un punto O se hallan sobre la- misma figura, decimos que
O es el centro de simetria de la figura.

Andlogamente, cuando los simétricos de todos Jlos puntos
de F respecto a un plano P se hallan sobre la misma figura,
decimos que P es un plano de simetria de la [igura.

Clomo ejercicio, justifique el estudiante las propiedades si-
guientes:

a) Si una figura tiene dos planos de simetria perpendicu-
lares entre si, la interseccion de esos planos es eje de sime-
tria de la figura.

b) Si una figura tiene tres planos de simetria perpendicu-
lares entre si dos a dos, el punto de interseccion de esos tres
planos es centro de simetria de la figura.
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Como caso particular de esta tltima propiedad, tenemos:

Si una figura plana tiene dos ejes de simetria perpendicu-
lares entre si, su punto de interseccion es centro de simetria
de la figura.

Asi, por ej., en el cuadrado, la interseccion de sus dos
diagonales es centro de simetria.

66. Nors, — En el (N.* 58) vimos que dos figuras simé-
{iricas respecto a un eje, pueden coineidir mediante un giro,
y por tanto, son iguales. Pero facilmente puede constatarse
que dos figuras simétricas respecto de un centro, o de un
plano, no pueden coincidir, a pesar de tener respectiva-
mente iguales sus elementos: distancias, dangulos y diedros;
en este ultimo caso, las figuras se llaman inversamente iguales.

Asi, por ej., nuestras dos manos, 0 nuestros dos pies, son
figuras simétricas respecto al plano de simetria que tiene la
figura humana; no obstante, no pueden cambiarse de manos
los gnantes, ni de pies los zapatos, ete.

Figuras con plano de simetria, con
’ centro y con eje
67. En la préctica se presentan infinidad de figuras con

plano de simetria; asi, por ej,. las fachadas de muchos edi-
ficios, puertas, muebles, vehiculos, ete., ete. (fig. 50), hasta

(tig. 50)

en la naturaleza se presentan figuras con planos de simetria,
como ser la figura humana, la de animales, ete.
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Muchas construcciones, ecomo ser, puentes, - alcantarillas,
piezas de méiquina, etc., nos presentan dos planos de simetria
perpendicular entre si, cuya interseccion es un eje de sime-
tria (N.° 66). En estos casos, para representarlos en un dibujo
téenico, suele limitarse su representacién, ya sea a una mitad,
o mejor aun, a la cuarta parte comprendida en uno de los
diedros rectos formados por los planos de simetria.

Asi, por ej., en la (fig. 51), que representa un puente sobre un

canal, la parte indicada eon la letra (a) representa la mitad del frem-
1e; (b) es la mitad del corte longitudinal; (¢) es la mitad vista a

(a) (b)

(fig. 51)

vuelo de pajaro; (d) es la cuarta parte cortando por un plano hori-
zontal antes de colocar las veredas; y (e) es la cuarta parte cortande
por un plano horizontal, a la altura del arranque del arco que forma
la béveda del puente,

Vemos, pues, gue con la representacién anteriormente indi-
cada, se logra presentar en un solo dibuje, lo que hubiera
requerido dos, tres, o méis dibujos.
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68. Figuras con eje de simetria, también se presentan muy,
frecuentemente en la praectica; asi, por ej., tienen eje de
simetria los jarrones, lamparas, hélices de barcos cuando tie-
nen un nimero par de paletas, ete.

eje

69. Figuras con centro de simetria no se presentan tan
frecuentemente en la practica; lo son, por ej., una bocha,
un dado (fig. 1), una caja de conservas, etec.

Las figuras del espacio con un centro de simetria, que
suelen presentarse en la préctica, tienen, también, uno o mas
planos de simetria.

Al estudiar las figuras geométricas en los capitulos que
siguen, veremos otros ejemplos de figuras con planos, ejes o
centro de simetria.

La simetria desempefia un papel importante en el estudio
de la materia cristalizada. Las formas primitivas de los cris-
tales poseen centros, ejes y planos de simetria, cuya determi-
nacion es muy util para la especificacién de los cuerpos que
los presentan, y de sus propiedades fisicas. §




CAPITULO III

ESFERA
Centro — Radio — Didametro

70. DeriNicioNES, — E] lugar geemétrico de los puntos del
espacio equidistantes de un punto fijo O, se llama SUPER.
FICIE ESFERICA.

El punto O se llama centro de la superficie esférica. .

Los puntos que distan menos que el radio se dicen inte-
riores, y los que distan més, erteriores a la esfera.

El conjunto de los puntos inte- :
riores y los de la superficie esfé-
rica, forman un cuerpo ilamado
esfera (fig. 52), :

Un radio de la esfera es el seg-
mento de recta que tiene su origen
en el centro de la esfera ¥ su
extremo en un punto cualquiera
de la superficie esférica.

Por definicién de superficie es-
férica, resulta : (fig. 52)

Todos los radios de una misma esfera son iguales.

Una cuerda de la esfera es el segmento de recta que tiene
Sus extremos sobre la superficie esférica.

Un didmetro es una cuerda que pasa por el centro. La
longitud de un didmetro es igual al duplo de un radio.

Bs evidente que, todos los diagmetros de una esfera som
iguales entre si (porque son duplos del radio), y mayores

que cualquier cuerda,



%2 M. COFPETTI, — GEOMETRIA DEL ESPACIO

Idea de superficie de revolucion

71. Definiciones, — Ya hemos visto en otras oportuni-
dades (G. P. N.° 8), que el movimiento de una linea en el
espacio engendra una superficie.

Sea ahora una recta X' Y,

y una linea plana cualquie-

A ra AB, sitnada en un plano
que contenga X Y (fig. 53).

Haciendo girar el plano
alrededor de X Y hasta que
vuelva a la posicion inieial,
la linea A B describe una
superficie, que se llama su-
perficie de revolucion alre-
dedor del eje XY.

(tig. 53) Daremos, pues, la siguiente

DEriNiciON, — Se 1llama SUPERFICIE DE REVOLUCION .
la engendrada por una linea plana al girar alrededor de una
Tecta situada en su plano.

La linea A B que engendra la superficie, se llama genera-
triz, meridiano, o linea meridiana de la superficie, y la recta
fija XY ‘es el eje.

Las eireunferencias descritas por los diverses puntos del
meridiano, se llaman paralelos.

Un plano meridiano de la superficie es el que contiene
¢l eje; en consecuencia, intercepta a la superficie por un
meridiano.

Anélogamente, se llama cuerpo de revolucién el engen-
drado por la rotacién de una figura superficial.

Hjemplos de superficies y cuerpos de revolucién se presentan frecuen-
temente en la vida prictica: la generalidad de las botellas, patas
redondag de lag mesas, eolumnas, trompos, ete. La construecién de mu-
chos de estos cuerpos sucle hacerse empleando el forno de carpintero
o de alfarero.

" El plano puede considerarse como una, superficie de revolueién: la
generatriz seria una semirrecta perpendicular al eje.
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72. Propiedades. — Como consecuencia inmediata de la
definicion de superficie de revolueién, tenemos:

a) En una rotacion alrededor de sw eje, una superficie de
revolucion se desliza sobre si misma.

b) Todos los meridianos de una superficie de revolucion
son iguales, puesto que pueden coincidir mediante una rota-
cién alrededor del eje.

¢) Un punto cualquiera del eje equidista de los puntos de
un mismo paralelo, por ser esa distancia diferentes posicio-
nes de un mismo segmento de recta.

d) Una superficie de revolucion tieme infinitos planos de
simetria que pasan por el eje de la superficie; este wltimo
¢s también eje de simetria de la superficie (N.° 65, a).

73. TroreEmMA. — 8i se ccrta una superficie de revolucidn
por un plano perpendicvlar al zje, se obtiene una circun-
ferencia con el centro sobre el eje.

En efecto, si desde un punto M de A B (fig. 53) se traza
M P perpendicular al eje, puesto que durante la rotacién
M P se conserva perpendicular al eje X Y, las infinitas
posiciones de M P se hallarin en un mismo plano perpen-
dicular a X'V (seglin vimos en el N.” 31); por consiguiente,
€l punto M deseribird una cireunferencia de centro P .

Esta circunferencia se llama paralelo de la superficie.

La esfera como superficie de revoluciéon

74. Dada la semicircunferencia A M B (fig. 54) de cen-
tro O, si la hacemos girar alrededor de A
su didmetro A B, engendrard una super- e M
ficie de revolucion, cuyos puntos distardn
todos del punto fijo O una magnitud

igual al segmento O M ; en consecuen- o
cia, dicha superficie de revolucién es

también una superficie esférica (N.” 70). Rl
Podemos dar, pues, para la superficie es- B

férica, esta otra (fig. 54)
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DeriNicioN, — La superficie de revolucién que tiene por
generatriz una semicircunferencia A M/ B de centro 0 y
por eje el didmetro 4 B qu2 la limita, se llama SUPER.
FICIE ESFERICA de centro O y radio O A .

~ 75. Es evidente que la superficie esférica puede conside-
rarse como superficie de revolucién de infinitas maneras,
puesto que cualquiera de sus didmetros puede considerarse
como eje de revolueién. '

En consecuencia, para aplicar a la superficie esférica, con
precision, las denominaciones de meridiano y paralelo, serd
menester indicar, previamente, cual de los didmetros se con-
sidera como eje de revolueidon.

Interseccién de una esfera con un plano

76. Secciones planas. — Como cnalquier didmetro de la
superficie esférica puede tomarse como eje de rotacién, y
como vimos en el (N.” 73) que las secciones de una super-
ficie de revolucion por planos perpendiculares al eje son
cireunferencias, tendremos:

Todas las secciones planas de la superficie esférica son cir-
cunferencias; vale decir, que la interseccion de una esfera
con un plano es un circulo.

El plano que pasa por el centro de una esfera se llama
plano diametral, el que divide a la esfera en dos hemisferios.

77. Posiciones de un plano respecto a una esfera. — Para
que un plano intercepte una esfera (fig. 55), es necesario
que el segmento de perpendicular O P trazado desde el céntro
de la esfera al plano, sea menor que el radio de la esfera.

El segmento O P se llama distancia de O al plano P
este altimo se llama plano secante.

St aquella distancia es ahora O T (fig. 56) igual al radio
de la esfera, el plano tiene un solo punto comin con la es-
ferlir, ySS(; llama plano tangente. (Volveremos sobre ello en
el N.” 83).
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Si la distancia O E (fig. 57),

A 45

es mayor que el radio de

la esfera, el plano no tieme ningin punto comin con la

esfera, v se llama plano exterior.

(tig. 55) - (fig. 56)

(tig. 57)

Circulos maximos y menores

78. Definiciones y propiedades. — Las secciones de la
esfera por planos que pasan por el centro de la misma, se
llaman circulos maximes, y en la superficie esférica, cir-

cunferencias maximas.

Como todos estos eirculos tienen el mismo radio (el de la

esfera), som iguales entre si.

La denominacién de circulo mdrximo se justifica, puesto
que cualquier otra seceién (ue no contenga el centro de la

esfera, resulta un cireulo de radio
menor que el primero; de alli que
este ultimo se llame circulo menor.

Asi, en la (fig. 58}, siendo O
el centro de la esfera, la distancia
MN del punto M al didmetro
A B es menor que el radio O K
de la esfera (por ser M N una
semicuerda que no pasa por el cen-
tro) ; por consiguiente, el circulo
de radio M N serd menor que
el de radio O E .

(fig. 58)
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T9. Se necesitan tres puntos de la superficie esférica para
determinar un circulo menor (N.” 10 y G. P. N.” 91), mien-
tras que dos puntos bastan para determinar un cireulo méi-
Ximo, puesto que dehe pasar por el eentro dado de la esfera.
En este altimo caso, los dos puntos no tienen que encon-
trarse alineados con el centro de la esfera, porque entonces
se encontrarian sobre un mismo didmetro, y por él pasarian
infinitos circulos maximos (N.° 4).

Polos correspondientes a un circulo de la
esfera; aplicacion a la Tierra como esfera

80. Definiciones. — ILios extremos A y B del didmetro
perpendicular al plano de un ecireulo cualquiera de una
esfera, se llaman polos de aquel circulo (fig. 58).

Si consideramos la esfera como cuerpo de revolucion alve-
dedor del didmetro 4 B, en virtud del (N.” 72, ¢), tenemos:

Cada pelo de un circulo equidista de todos los puntos de
la circunferencia de dicho circulo,

Esta distancia se llama distancia polar del circulo dado.
Como un eciréulo tiene dos polos, para eliminar la ambigiie-
dad, nos referiremos finicamente al de menor distancia po-
lar, salvo que se indigue lo contrario; cuando el circulo es
maximo, ambos polos equidistan de la ecireunferencia res-
pectiva,

Inversamente, el lugar geométrico de los puntos de una
superficie esférica situados a una distancia constante (menor
que el didmetro) de un punto de aquella superficie, es una
circunferencia que tiene dicho punto como polo. :

81. Trazado de circunferencias sobre la superficie esfé-
rica. — La equidistancia anteriormente indicada (N.° 80),
nos permite trazar una ecircunferencia sobre una esfera s6-
lida; para ello se emplea el compds de piernas curvas (fig. 59),
llamado compds esférico.

Colocando una de sus puntas sobre un punto 4 de la



ESFERA 47

superficie esférica y desplazando la otra sobre la superficie,
se traza una circunferencia de polo A .

Desde un mismo polo A de una esfera de centro O, se
pueden trazar infinidad de cireunferencias, siendo todas ellas
paralelos de la esfera considerada como cuerpo de revolucion
alrededor del eje O A.

polo..A

AR

e
¢

B ™Polo Sur
(fig. 59) (fig. 60)
Para trazar en la superficie esférica arcos de circunferen-
cia méxima, es necesario que la separacion. A E entre las
puntas del compas, sea igual a la cuerda de un cuadrante de
circunferencia maxima.

82. Aplicaciones a la Tierra. — La Tierra es aproxima-
damente esférica, y gira alrededor de un eje que pasa por
los polos, llamado eje del mundo (fig. 60); es, pues, una
superficie de revolucién alrededor de dicho eje. Lios meri-
‘dianos y paralelos de esta superficie se llaman meridianos Y
paralelos terrestres, respeetivamente.

Los meridianos terrestres y el Ecuador son circunferencias
méximas;. los paralelos terrestres son circunferencias meno-
res. Los polos del Ecuador se llaman polos terrestres (Polo
Norte y Polo Sur).

Las denominaciones de meridiano, paralelo, ... ete., em-
pleadas en Geografia, provienen de su empleo en Astrono-
mia y Geodesia.
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Plano tangente a una esfera; propiedad
fundamental

83. En el (N 77) indieamos que un plano es tangente
a una esfera de centro O (fig. 56), cuando s6élo tiene un
punto comin 7' con la superficie esférica; el punto 7 se
llama punto de contacto, o de tangencia,

Demostraremos ahora la siguiente

Propiepap. — El plano P perpendicular en el extremo 7
de un radio es tangente a la esfera (fig. 61).

En efecto, tomando un
punto eualquiera M del pla-

. T M no P, excepto el punto 7,
p Y b s Yy trazando los segmentos
Z ' i MT y MO, se forma un

tridngulo rectingulo M T O

(N.* 32) ; como la hipotenu-

sa O M es siempre mayor (ue

¥ el cateto O T (C, P, N.* 125,

4.°), el punto M es exterior

a la esfera (N.° 70), y, por

consiguiente, no puede ser

(g, 61) comun, Sigendo T el tnico

punto comun entre la super-

ficie esférica y el plano P, éste es tangente a la esfera.

84. Como corolario de la propiedad anterior, tenemos:
Por un punto de la superficie esférica, stempre se puede

trazar un plano tangente a dicha superficie, y silo uno
(N.* 33).

Nora. — EI plano tangente a la superficie esférica en un
punto 7' contiene las tangentes en ese punto a todas las cur-
vas que se pueden trazar por dicho punto sobre la superficie
esférica.
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Simetrias en la esfera: centro, ejes y
planos de simetria

85. Como los extremos de un didmetro equidistan del
centro de la esfera (N.° 70), tenemos:

El centro de una esfera es CENTRO DE SIMETRIA de
lg superficie esférica que la limita.

86. La figura simétrica de una esfera es otra esfera igual
a la primera, puesto que puede llevarse el centro de simetria
4 coincidir con el centro de la esfera (N.° 60), y éste es cen-
iro de simetria (N.° 85).

87. Siendo la esfera un cuerpo de revolucién alrededor de
uno cualquiera de sus didmetros (N.° 75), y siendo el eje
de una superficie de revolucién, eje de simetria de la misma
(N.* 72, e), tenemos:

Cualquier didmetro de la esjera es EJE DE SIMETRIA
de la superficie esférica; cualquier plamo que pasa por el
centro de la esfera (plano diametral), es PLANO DE SIME-
TRIA de la superficie esférica.

Posiciones relativas de dos esferas

88. Sean O y 0’ los centros de dos circunferencias; si
las hacemos girar alrededor de la recta de los centros O O’
engendraran dos esferas, cuyas posiciones relativas estudia-
remos. Para ello se estudiardn las posiciones relativas de las
circunferencias meridianas, que son dos circunferencias mé-
ximas de las esferas; se presentan, pues, seis casos, andlogos
a los estudiados en el primer curso para las posiciones rela-
tivas de dos circunferencias (G. P. N.° 57).

En la (fig. 62) presentamos las posiciones relativas de dos
esferas, en los seis casos posibles, cuyas denominaciones res-
pectivas se indican en la figura.

Conociendo la distancia entre los centros de dos esferas,
que representaremos con d, y comparéindola con la suma o
diferencia de los radios B y r, podemos prever cuil de las

4 .
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posiciones relativas le corresponderd; las indicamos a com-

tinuacion :

RELACIONES ENTRE d, B y T POSICIONES Relat. de 2 ESFERAS
L i S SR . Exteriores.
Ny e e e S R T Tangentes exteriormente.
3*d < R+ryd>R—r .. Secantes.
A2 dre—=B == g3 et S e .. Tangentes interiormente.
SO R S R e S Interiores,
B e (N e s - 2 S e s Conecéntricas,

Exteriores Tangentes exteriormente Secantes

Tangentes interiormente Interiores Concéntricas
(fig. 62) '

La 1. posicién no requiere explicacién alguna.

Para la 2.° (esferas tangentes exteriormente), observemos
que los meridianos son tangentes en un punto A del eje; por
tanto, las dos esferas tiemen el plano tangente en A comin,
y estan situadas a uno y otro lado de ese plano tangente. El
punto A comln a las dos esferas se llama punto de contacto-

Para la 3." (esferas secantes), observemos que los meridia-
nos se cortan en dos puntos 4 y A4’ simétricos respecto al
eje, y que durante la rotacién el punto A deseribe una cir-
cunferencia comin a las dos esferas, cireunferencia de dia-
metro 4 A’ y euyo plano es perpendicular al eje.

-

La 4. posicion es andloga a la 2.%; la 5. ¥ 6. tampoco

requieren explicacién alguna.

PR



CAPITULO IV

CILINDRO DE REVOLUCION
Eje — Radio — Generatrices

89. Definiciones. — Sea el rectdngulo O A A7 0’ (fig. 63),
que hacemos girar alrededor del lado O O’; el lado opuesto
A A’ engendra una superficie de revolueién de eje O 07
(N.° T1) que se llama superficie ctlindrica; los lados O A ¥
0’ 4’ engendran dos circulos de centros O y ‘O’ euyos pla-

nos son perpendiculares al eje.

Para el cuerpo de revolucion engendrado por el rectangulo

O A A’ 0’ daremos la siguiente

DeriniciON, — Se llama CILINDRO DE REVOLUCION
al s6lido engendrado por un rectangulo al girar alrededor

de uno de sus lados.

La recta XY que contiene el
lado fijo O O’ del rectangulo, se
llama eje del cilindro,

Los ecirculos de eentros O y
O’ se llaman bases, y su radio
0A = 0’ A’ se llama radio del
cilindro.

La superficie cilindrica que li-
mita lateralmente el cilindro, se
llama superficie lateral; una cual-
quiera de las generatrices 4 A’
de esta superficie, se llama ge-
neratriz del cilindro.

La distancia O O’ = AA’ en-
tre las dos bases, se llama altura
del eilindro.

Cualquier seccion del ecilindro

Y
? 3
O’ A-;-
i
N
ot - |
~
5 2
& T
o |
A--‘

(fig. 63)

paralela a las bases, es

BIBLIOTECA NACIONAL
* DE MAESTROS
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deeir, perpendicular al eje, se llama seccién recta o seccidén
normal del cilindro, y es un circulo igual al de las ba-
ses (N.° 73).

Nora, — Si la generatriz del cilindro es una recta en lugar
de un segmento de recta A A’, la faja comprendida entre
ambas paralelas deseribe una regién del espacio que se llama
cilindro indefinido de revolucion.

Si cortamos el cilindro indefinido por dos planos perpen-
dicular al eje, obtenemos el cilindro de revolucion indicado
antes (fig. 63).

Muchos objetos que se presentan en la vida practica, son cilindrieos.
Asi, por ej., un lapiz sin cortar, es un ecilindro cuya altura es grande
con respecto al radio de la base; una moneda es otro cilindro euya
altura es pequefia con Tespecto al radio.

90. Otro modo de engendrar el cilindro. -— En la rota-
cién del rectingulo O A A’ O’ alrededor de O O’, cualquier
punto M de la generatriz A4 4’ (fig. 64), engendra una ecir-
cunferencia cuyo plano es perpendicular
al eje y cuyo centro N esta sobre el eje;
esta circunferencia es, pues, un parae-
lelo de la superficie lateral del ecilin-
dro (N.* T1).

Todos los paralelos del cilindro son
circunferencias iguales a las de las ba-
ses, por tener el radio igual a la dis-

i tancia entre las paralelas 0 0’ y 4 A’

Un paralelo cualquiera de la super-
‘Oli » ficie cilindrica puede coincidir, por
A tanto, con cualquier otro paralelo.
(fig. 64) Podemos decir, pues, que

Un cilindro de revolucién puede considerarse engendrado
por el movimiento de traslacion de un circulo de radio cons-
tante, cuyo centro se desplaza sobre una recta, llamada eje
del cilindro, siendo el plano del circulo perpendicular al eje.

El movimiento de traslacién del cireulo de centro N es andlogo al
de un pistén de un motor dentro de su eilindro, El pistén es un eilin-
dro maeizo, que se desliza dentro de un ecilindro hueco.

g

1|

5
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91. Al cilindro de revolucién se le llama, también, cilin-
dro circular recto. La denominacion de circular por ser la
base un cireculo; la de recto, por ser las generatrices per-
pendiculares a los planos de las bases.

92. Generalizacion. — Sea una curva plana cerrada M N (fig. 65)
y una recta XV mno paralela al plano de la curva. Consideremos una
recta indefinida G G’ que ge des-
plaza manteniéndose paralela a
XY y apoyindose constante-
mente sobre la eurva M N .

La recta GG* engendra una su-
perficie ilimitada que se llama
superficie cilindrica indefinida.

La reeta movil G G’, en cual-
quiera de sus posiciones, se llama
una generatriz de la superficie.

La curva M N es la directriz de X
la superficie cilindrica.

Es evidente que: Una super-
ficie cilindrica puede deslizarse sobre si misma, puesto que basta tomar
como guias, dos cualesquiera de sus generatrices.

(fig. 65)

Las secciones de una superficie cilindrica por dos planos paralelos
son iguales, puesto que mediante una traslaeién pueden superponerse.

Si cortamos una superficie cilindrica por dos planos paralelos
(que no lo sean a las generatrices), el sélido limitado por las dos
secciones y por la parte de superficie cilindrica comprendida entre
los planos de las secciones, se Ilama CILINDRO.

Las dos secciones indicadas se llaman bases, y la distancia entre
ellas, altwra del cilindro,

Un cilindro es recto cuando los planos de las bases son perpendicu-
lares a las generatrices; de lo contrario es oblicuo.

Si la base de un cilindro recto es un circulo, obtenemos lo que llama-
mos cilindro circular recto (N.° 91).

Interseccion con un plano paralelo al eje

93. Plano secante. — Sea P un plano paralelo al e¢je
0 0’ de un cilindro, y » la recta de interseccién de P con
el plano « de la bhase del cilindro; pueden presentarse
tres casos:

a) La recta r es secante en los puntos A y B a la circun-
ferencia de la base (fig. 66).
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Las generatrices A 4> y BB’ del cilindro, estarin en-
toneces contenidas en el plano P (N.” 22, Cor. 1."). En este
caso decimos que el plano P es secante al cilindro por dos
de sus generafrices.

b) La recta r es exterior a la circunferencia de la base

- (fig. 67). En este caso, el plano P no tiene ningtin punto
*gomfan con el cilindro, y se llama plano exterior.

X (%

(fig. 66) (tig. 67) (fig. 68)

¢) La recta r es tangente en el punto A a la circunferencia
de la base (fig. 68). La generatriz A A’ del cilindro estara
entonces contenida en el plano P (N.° 22, Cor. 1°), y es
{inica, por ser A el fGnico punto comin de la recta r y la
circunferencia de la base.

En este caso decimos que el plano P es tangente al cilin-
dro por una de sus generatrices. Esta ultima se llama
generatriz de contacto.

Asi, apoyando un eilindro material sobre una mesa, por ejemplo un

rodillo de madera, el plano de la mesa es tangente al cilindro por la
generatriz que estd en contacto con la mesa.

Plano tangente. — Propiedad
fundamental

94. En el parrafo anterior indicamos cuando un plano
es tangente a un cilindro (N.° 94, ¢). Como propiedad fun-
damental del plano tangente a un cilindro, daremos el si-
guiente
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TroreMA, — El plano tangente a un cilindro es PER-
PENDICULAR al plano meridiano que contiene la genera-
‘triz de contacto,

Sea P el plano tangente al cilindro (fig. 68), y O A A’
el plano meridiano que contiene la generatriz de contacto
A A’ Si AB es la recta de intersececion de P con el plano «
«le la base del cilindro, tendremos que demostrar que el diedro
BAA’O es recto.

En efecto, siendo B A perpendicular en el extremo A del
radio O A de la base (G. P. N.* 54), tenemos que el angulo
B A O es recto. Pero este tltimo angulo es el rectilineo del
diedro B A 470 (N.” 32), por tanto, dicho diedro es recto.

Esfera inscripta

95. Definiciones. — Sea O el centro de una circunferen-
weia (fig. 69) de radio OT, y A A’ la perpendicular en el
extremo de un radio, es decir, la tangente a la circunferencia.

Si hacemos girar aquella figura :
alrededor del eje X Y que pasa por A'@
€ y es paralelo a la recta A A7, la ;
cireunferencia engendrari una su- :
perficie esférica (N.® 74) y la recta
engendrard una superficie cilindri-
ca (N. 89). Los tnicos puntos co-
munes a ambas superficies son los
engendrados por la rotacién del punto
T ‘que es el unico punto comlGn de
la recta A4 4’ con la cireunferencia
generatriz de la superficie esférica;

el lugar de estos puntos comunes es P P
una circunferencia méxima de la es- Ak~ Ix )
fera, porque tiene por radio O T el \_./
de la esfera, y es también una sec- (fig. 69)

cién recta del cilindro, porque su plano es perpendicular
4l eje.
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DerINICION, — Una esfera se llama INSCRIPTA EN UNA
SUPERFICIE CILINDRICA, o una superficie cilindrica
CIRCUNSCRIPTA A UNA ESFERA, cuando sélo tienen
comin una circunferencia maxima de la esfera,

96. - Propiedad. — La esfera y la superficie cilindrica tie-
nen el mismo plano tangente en todos los puntos de la cir-
. cunferencia de contacto.

En efecto, en un punto cualquiera T de la circunferencia
de contacto (fig. 69), el plano tangente a la esfera y el plano
tangente al cilindro son ambos perpendicuiares al radio O T
en su extremo 7 (N.” 83 y 94); por consiguiente, coin-
ciden (N.° 35).

BiemrLo, — Cuando una esfera es iluminada por un haz de rayos
paralelos a una direccién dada = (fig. 70),
inciden en la superficie esférica un con-
junto de rayos luminosos que forman un
cilindro circunseripto a la esfera, siendo
el plano de la circunferencia C de con-
tacto. perpendicular a r. Esta cirecunfe-
rencia se llama contorno de la sobra propio,
y divide a la superficie esférica en dos he-
misferios: uno iluminado y otro en sombra.

El cilindro eireunseripto se Ilama cilin-
dro de sombra; la sombra que origina la
esfera sobre un plano g se llama sombra
- arrojada, la que estd limitada por una

(fig. 70) curva C’, interseceién del eilindro de som-
bra con el plano. Mas adelante veremos que €’ es una curva especial
llamada elipse (N.° 104).

Planos tangentes a un cilindro, que
pasan por una recta paralela al eje

97. Sea el cilindro de revolucién de eje 0 0’ (fig. 71), «
el plano de una seceién recta, y r una recta paralela al eje
del cilindro. La recta r es, pues, perpendicular al plano e
(N.° 41).
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Si desde el pie P de esta perpendicular en el plano a,
trazamos las tangentes PA y P B a la base del cilindro,
determinardn dos planos rA y rB, que son tangentes al
cilindro y que pasan por la recta r.

En efecto, los planos 7 A y r B son perpendiculares al o
(N.° 52), y, por consiguiente, contienen las generatrices AA
y B B’ del cilindro (N.” 53, Cor. 1.) ; los planos r 4 y rB

que s6lo tienen comin con el cilindro las generatrices A A’
y B B’ respectivamente, son, pues, tangentes al cilindro
(N2 94).

98. Si la recta dada r es exterior al cilindro, vemos, pues,
que existen dos planos tangentes; si la recta r estuviera
sobre el cilindro, los dos planos se reducirian a uno solo, es
decir, al plano tangente por una de las generatrices; si la
recta r fuera interior del cilindro, ningiin plano se podria
trazar por ella tangente al ecilindro.

99. Recta tangente al cilindro. — Si en el plano r 4 tan-
gente a un citindro, trazamos una recta M N que corte a la
generatriz_de contacto 4 A’ en un punto M (fig. T1), éste
serd, el Ginico punto comfin de la recta con el cilindro; dicha
recta se llama tangente al cilindro, siendo 3 el punto de
tangencia.
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Planos tangentes a una esfera, que pa-
san por una recta determinada

100. Para trazar los planos tangentes a una esfera de cen-
{ro O, (ue pasan por una recta determinada r (fig. 72),
se empieza por circunseribir a la esfera un cilindro de gene-
ratrices paralelas a la recta 7 ; luego se trazan los planos
tangentes a ese cilindro que pasan por dicha reeta (N.° 97),

(fig. 72)

cada uno de los cuales tendrd comiin con la esfera un solo
punto: 7 y T’ respectivamente. Dichos planos rT ¥y T’
son los planos tangentes a la esfera,
siendo T y T’ los puntos de tan-
gencia o de contacto.

Q6lo existird soluciéon cuando la
recta dada no corta a la esfera.

Asi, por ejemplo, si apoyamos una
hocha entre dos tablas, como indica
la (fig. 73), la bocha se apoyara
sobre cada tabla en un solo punto
y serd, pues, tangente a los planos
de dichas tablas.
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101. Recta tangente a la esfera. — Si en el plano r T
tangente a una esfera, trazamos una recta T N que pase por .
el punto de tangencia T (fig. 72), éste serd el tnico punto
comin de la recta con la esfera; dicha recta se llama tan-
gente a la esfera, siendo T el punto de tangencia.

102. Si desde un punto N exterior trazamos dos tangen-
tes NT y NT’ ala esfera, los segmentos de tangentes son
iguales, es decir, que NT = N T

En efecto, el plano determinado por el punto N y los dos
puntos de tangencia T' ¥ T°, corta a la esfera por una eir-
cunferencia, cuyo Unico punto comiin con la recta NT es
el punto T, y con la recta N7’ es el punto T’; es decir,
que dichas rectas son tangentes a aruella circunferencia, y, en
consecuencia, segin una conocida propiedad de las tangentes
2 una circunferencia trazada desde un punto (G NE RN 170),
dichos segmentos de tangentes son iguales.

Propiedades de simetria del cilindro
Eje, centro y planos de simetria

103. Un cilindro indefinido de revolucion admite como
planos de simetria, todos los planos que pasan por el eje, ¥
todos los planos perpendiculares al eje; admite como ejes
de simetria, el eje del cilindro y todas las perpendiculares
a este eje en todos sus puntos; admite como centro de sime-
tria todos los puntos del eje del cilindro.

Un cilindro de revolucién (limitado por los dos.circulos que
forman las bases perpendiculares al eje), admite como planos
de simetria todos los planos que pasan por el eje, y el plano
perpendicular a dicho eje en su punto medio; admite como
eje de simetria el eje del cilindro y todas las perpendieu-
lares al mismo trazadas en su punto medio; admite como
centro de simetria el punto medio del eje.
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Interseccion de un cilindro con un plano
cualquiera. — Forma y nombre de
las curvas que resultan

104. Ya vimos que si cortamos un cilindro de revoluciom
por un plano perpendicular al eje, obtenemos un circulo
(N.° 89); si lo cortamos por un plano paralelo al eje, obte-
nemos dos rectas paralelas (N.° 93).

Estudiaremos ahora la intersecéién de un cilindro con un

plano cualquiera.

Sea 0 0’ el eje de un cilindro (fig. 74), A M B un plano
secante cualquiera, y 4 A’ B B’ un plano meridiano del eilin-

(fig. 74)
denadamente estas dos igualdades, resuita:
MF 4+ MF =MMNW + MM” =
—= MEMP— A7 A — BB —iconsth:

dro perpendicular a dicho pla-
no secante. Consideremos las
esferas O y O’ inscriptas en
el cilindro y tangentes al plano
secante en los puntos F' y F’.

Tomemos un punto M cual-
quiera de la linea de intersec:-
cion del cilindro con el plano
secante; tracemos las rectas
MF, MF’ y la generatriz
que pasa por M, que cortara
en M’ y en M’’ a las circun-
ferencias de contacto del cilin-
dro con las esferas.

Siendo M F y M M’ tangen-
tes a la esfera O desde el pun-
to M, tendremos (N.° 102),
MF — MM’ ; anilogamente,
respecto  de la esfera O,
MF’ — M M. Sumando or-
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Vemos, pues, que para cualquiera que sea el punto M de
la linea de interseccién, tenemos:

MF -+ M F’ = const.

Pero en el curso de Geometria plana vimes (G. P. N.° 52,
Ej. 11D, que el lugar geomélrico de los puntos cuya swma
de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, es constante,
es una curva cerrada, llamadae elipse. En consecuencia, te-
nemos :

La curva de intersecciéon de un cilindro de revolucién con
un plano cualguiera, es una ELIPSE.

Los focos son, pues, los puntos F y I”.

105. Forma de la elipse. — Recuérdese del primer curso
de Geometria que, la propiedad anteriormente indicada de
los puntos de la elipse, se
utiliza para su trazado
(método del jardinero).

Para ello se toma un cor-
del y se fijan sus extremos
en los focos I/ y I’ de la
elipse (fig. 75); luego se
desliza la punta M de un
lapiz sobre el cordel en
tension, obteniendo asi el
dibujo de la elipse por tra-
zo continuo.

Hs natural que variando
la longitud del cordel, o la distancia entre los focos, o ambas
cosas a la vez, se obtienen elipses diferentes.

(tig 175)

106. Generalmente disponemos como datos para el tra-
zado de una elipse, de las longitudes de las cuerdas mayor
y menor que se pueden trazar en ella, que son A A’ y B B’;
estas cuerdas se llaman ejes de la elipse (4 A° =2 a es el
eje mayor, y BB’ = 2 D el eje menor), siendo rectas per-
pendiculares entre si em sw punto medio. Se llaman ejes,
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porque son ejes de simetria de la curva. El punto O de in-
terseccién de los ejes se llama centro de la elipse, por ser
el centro de simetria de la curva.

Para la determinacion de los focos F y I'" cuando se co-
nocen los ejes A A’ y BB’ de la elipse (fig. 75), se hace
centro en uno de los extremos B o B’ del semieje menor, y
con radio igual al semieje mayor (BF = O A), se corta a
este 1ltimo eje en los puntos F y I'” que son los focos de
la elipse.

El procedimiento anteriormente empleado para el trazado
evidencia que la elipse es una curva cerrada.




CAPITULO V
CONO DE REVOLUCION
Eje. — Vértice. — Generatrices

107. Definiciones. — Sea el tridngulo O P A (fig. T6)
rectangulo en P, que hacemos girar alrededor del cateto
O P ; la hipotenusa O A engendra una superficie de revolu-
cion de eje O P (N.° 71), que se llama superficie cdnica; el
otro cateto P A engendra un cireculo de centro P cuyo plano
es perpendicular al eje.

Para el cuerpo de revolucién engendrado por el tridngulo
O P A daremos la siguiente

DerFiNicION, — Se llama CONO DE REVOLUCION el

solido engendrado por un tridngulo rectangulo al girar
alrededor de uno de sus catetos.

Y

X (fig. T6) (tig. 77)

Ta recta X Y que contiene el cateto fijo O P del tridn-
gulo, se llama eje, y el punto O se llama vértice del cono.
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El eirculo de centro P se llama base, y su radio P A se
llama radio del cono.

La superficie conica que limita lateralmente al cono, se
llama superficie lateral; una cualquiera de las generatrices
0 A de esta superficie, se llama generatriz, lado o apote-
ma del cono.

El segmento O P de perpendicular a la base trazado por
el vértice, se llama altura del cono.

El dngulo PO A formado por el eje y una cualquiera
de las generatrices, se llama semigngulo al vértice,

Cualquier seccion del eono paralela a la base, es decir,
perpendicular al eje, se llama seccién recta, y es un circu-
lo (N.* 73).

Nora. — Si la generatriz dél cono es una semirrecta en
lugar de un segmento de recta O A, el semidngulo al vér-
tice describe una region del espacio que se llama cono inde-
finido de revolucion; y si es una recta completa, el cono que
origina consta de dos partes llamadas hojas del cono (fig. 77).

108. Generalizacion. — Sea una curva plana cerrada M N (fig. 78)
y un punto O ewmterior al plano de la curva. Consideremos una semirrecta
O M que tenga su origen en O y que se
(0] desplace apoydndose constantemente sobre

la curva M N .

La semirrecta O M engendra una super-
ficie indefinida que se llama superficie
‘conica.

La semirrecta mévil O M, en cualquiera
de sus posiciones, se llama generatriz de la
superficie. La curva M N es la directriz,
y el punto O el vértice de la superficie
coniea.

Si la generatriz, en Iugar de ser una
semirrecta, es una recfa, la superficie c6-
nica consta de dos partes, que se llaman
hojas de la superficie coéniea.

Si cortamos una superficie ednica por un
(fig. 78) plam‘) que encuentre todas las g(?neratrices,

el solido limitado por la seccién y por
la parte de superficie conica que contiene el vértice se llama CONO.

La seccién indicada se llama base, y el segmento de perpendicular a
la base trazado desde el vértice, se llama altura del cono,
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Un cono es recto cuando liene su vértice en la perpendicular trazada
al plano de la base en el centro de la misma; de lo contrario, es oblicuo.

Si la base de un cono reeto es un circulo, obtenemos lo que llamamos
cono circular recto. Obsérvese que un cono ecircular recto es, pues,
un cono de revolucion.

Interseccion con un plano que pasa
por el vértice

109. Plano secante. — Sea ¢ un plano que pasa por el
vértice O de un cono, y r la recta de interseccién de ¢ con
¢l plano a de la base del cono; pueden presentarse tres casos:

@) La recta » es secante en los puntos A y B a la circun-
ferencia de la base (fig. 79). Las generatrices O A y OB
del cono estaran entonces contenidas en el plano. En este
caso deeimos que el plano @ es secante al cono por dos de sus
generatrices.

b) La recta r es exterior a la circunferencia de la base
(fig. 80). En este caso el plano @ no tiene ningfn punto
comin con el cono (excepto el vértice).

¢) La recta r es tangente en el punto A a la circunferen-
cia de la base (fig. 81). La generatriz O A del cono estard
entonces contenida en el plano @ y es Ginica, por ser A el

(tig. 79) (tig. 80) (fig. 81)

inico punto comin de la recta r y la circunferencia de la base.

En este caso, decimos que el plano @ es tangente al cono
por una de sus generatrices; esta fltima se llama generatriz
de contacto.

5
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Plano tangente. Propiedad fundamental

110. En el péarrafo anterior indicamos cuando un plano
es tangente a un cono (N.” 109, ¢). Como propiedad funda-
mental del plano tangente a un cono, daremos el siguiente

TeorEMA, — El plano tangente a un como es PERPEN-
DICULAR al plano meridiano que contiene la generatriz
de contacto.

Sea ( el plano tangente al cono (fig. 81) y O P A el plano
meridiano que contiene la genetratriz de contacto 0OA. Si
A B es la recta de interseccién de @ con el plano o de la
base del cono, esta recta es perpendicular al plano meridia-
no OPA (N° 39, Nota 1.'); en consecuencia, el plano Q
que pasa por la recta A B, es perpendicular a dicho plano
meridiano (N.° 52).

Esfera inscripta

111, Definiciones. — Sea C el centro de una circunfe-
rencia (fig. 82) de radio CT, y TO la perpendicular en
el extremo del radio, es decir, la tangente a la circunferencia.

(fig. 82) (fig. 83)

Si hacemos girar aquella figura alrededor del eje C 0 que
no es paralelo a la recta T O, la circunferencia engendrara
una superficie esférica (N.° 74) y la recta engendrara una
superficie edénica (N.” 107). Los Ginicos puntos comunes a
ambas superficies son los engendrados por la rotacién del
punto T, que es el Gnico punto comtGn de la recta T O
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con la circunferencia generatriz de la superficie esférica; el
lugar de estos puntos comunes es una circunferencia menor
de la esfera, porque tiene por radio P T (menor que el S i
de la esfera), y es también una seccion recta del cono, por-
que su plano es perpendicular al eje.

DEerFINICION. — Una esfera se llama INSCRIPTA EN UNA
SUPERFICIE CONICA, o una superficie cénica CIRCUNS-
CRIPTA A UNA ESFERA, cuando sélo tienen comin una
circunferencia menor de la esfera.

La circunferencia comtn a la esfera y al cono, se llama
circunferencia de contacto o de tangencia.

EJempLo., — Si apoyamos un cuerpo esférico, eomo ser
una bola de billar, en un vaso ebénico, como lo indica la
(fig. 84), tenemos la imagen de una esfera inseripta en
un cono.

112. Prepiedad. -— La esfera y la superficie conica. tiewen
el mismo plano tamgente en todos los pumtos de la circun-
[erencia de contacto.

En efecto, en un punto cualquiera 7' de la circunferencia
de contacto (fig. 82), el plano tangente a la esfera y el plano
tangente al cono son ambos perpendiculares al radio CT
en su extremo T (N.° 83 y 110); por consiguiente, coin-
ciden (N.° 35).

Planos tangentes a una esfera, que
pasan por un punto determinado

113. Sea ( el centro de la esfera y O el punto dado
(fig. 82) ; si circunseribimos a la esfera el cono de vértice 0,
todos los planos tangentes a este econo serdn también tan-
gentes a dicha esfera (N.” 112), y pasaran por el punto O.

En este caso, decimos que los planos tangentes a una esfera
trazados por un punto O envuelven un cono de revolucién
de vértice O, circunseripto a la esfera.
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Propiedades de simetria del cono
Eje, centro y planos de simetria

114. Un cono indefinido de revolucién de dos hojas, admi-
te como planos de simetria, todos los planos que pasan por
el eje, y el plano perpendicular al eje trazado per el vér-
tice del cono; admite como ejes de simetria, el eje del cono
y todas las perpendiculares a este eje trazadas por el vér-
tice; admite como centro de simetria, el vértice del cono.

Un cono de revolucion (limitado por el vértice y una sec-
¢ién recta) admite como planos de simetria todos los planos
que pasan por el eje; admite ecomo eje de simetria, el eje
del cono; no tiene centro de simetria,

Interseccién del cono con un plano
cualquiera: forma y nombre de las
curvas que resultan . :

115. Ya vimos que si cortamos un cono de revolucién
por un plano que pase por el vértice, obtenemos dos reclas 0
una (generatrices), o un punto (vértice) (N.” 109).

Si lo eortamos por un plano que no pase por el vértice, y
es perpendicular al eje del cono, obtenemos un circulo (N.° 107).

(fig. 84) (fig. 85) (fig. 86)

Si el plano secante no es perpendicular al eje, pero corta
a todas las generatrices de una misma hoja del cono, la sec-
cién es una elipse (fig. 84); si el plano secante es paralelo
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a una sola de'las generatrices, la seccién es una curva llamada
pardbola (fig .85); 'si el plano es uno cualquiera que sec-
ciona las dos hojas del cono, se obtiene una curva liamada
hipérbola, formada por dos ramas (fig. 86).

Estudiaremos separadamente cada uno de estos tres casos.

116. Plano que intercepta todas las gemneratrices de una
misma hoja del cono. — Sea O 0" el eje del cono de re-
volucion (fig. 87),-A M B un plano secante cualquiera, y
A O B un plano meridiano del
cono, perpendicular a dicho
plano secante.

Consideremos las esferas
0’ y O’ inseriptas en el co-
no y tangentes al plano se-
cante en los puntos F y F’.

Tomemos un punto M
cualquiera de la linea de
interseceion del cono con
el plano secante; trace-
mos las rectas MF, ME”’

y la generatriz que pa-
sa por M, que eor-
tara en M’y en M”’
a las circunferen-
cias de contacto del
cono con las esferas.

Razonando como
lo hicimos para el
cilindro (N.” 104),
resulta:

MF + M I'? = const.

En consecuencia (G. P. N.° 52, Ej. IIT), en. este caso,
la curva de interseccion del plano secante con el cono de
revelucién, es una ELIPSE, siendo F y F’ los focos, y el
segmento A B, el eje mayor. En el (N.° 106) ya indicamos
la forma y trazado de la elipse.
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117. Plano de intersecciéon paralelo a una sola de las

generatrices, — Sean M AN (fig. 88) el plano secante pa-
ralelo a la generatriz O B del cono de revolucién del vértice
O O, y BOA el plano meri-

diano perpendicular a dicho
plano secante, los que se
cortan por la recta P D .

Consideremos la esfera O’
inseripta en el cono y tan-
gente al plano secante en el
punto F .

Tomemos un punto M
cualquiera de la linea de in-
terseccién del cono con el
plano secante, y tracemos la
generatriz O M, que corta-
14 en M’ a la circunferencia
de contacto del cono con la
esfera. Siendo M B N el pa-
ralelo que pasa por M, te-
1NEmos :

B MEP =MM = BC

(fig. 88) Por otra parte, la inter-
seceién del plano secante con el plano de la circunferencia
de contacto, es una recta DK perpendicular al plano me-
ridiano, y PD = M E es, pues, la distancia del punto M
a la rvecta DE ; pero PD = BC (por partes de paralelas
entre paralelas), por consiguiente resulta:

MF—=BC =PD = ME.

Vemos, pues, que cualquiera que sea el punto M de la
linea de interseccién, tenemos: MF = ME.

Es deeir, que el punto M equidista del punto F y de la
recta D E . Pero el lugar geométrico de los puntos equadistan-
tes de una recta fija llamada divectriz, y de un punto fijo
llamado foco, es una curva que se llama parabola.

En consecuencia, en este caso, la curva de interseccion
del plano secant2 con el cono de revolucion es una PA-
RABOLA.

El foco es, pues, el punto I, y la direectriz, la recta D E .
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118. Forma de la pardbola. — La propiedad anteriormen-
te indicada de los puntos de la pardbola se utiliza para
su trazado.

Sean (fig. 89) la recta D D’ la directriz, y el punto r
el foco de la pardbola que de- ap :
seamos trazar. Para ello, hace- ﬁ
~ mos coincidir uno de los bor- /

des de una regla con la direc- /
triz, y apoyamos en ella uno de /
los bordes del dngulo recto de N
una eseuadra; luego tomamos
un hilo cuya longitud sea la AT A S ons e
del otro borde N E de la escua- |7
dra, y sujetamos los extremos
del hilo, uno en el foco F, ¥ %
el otro en el extremo E de Z
1a escuadra. Después deslizamos
la escuadra contra la regla, ¥
mediante la punta de un lapiz,
mantenemos el hilo en tensién, pero apoyando parte de él en
el borde N E de la escuadra; el punto M perténecera a la
paréhbola.

En efecto, es evidente que la longitud MF del trozo de
hilo en tensién entre los puntos M y F es igual al trozo
MN que falta del borde de la escuadra perpendicular a la
directriz; resultando entonces iguales los segmentos MF y
M N, que son respectivamente las distancias del punto M
al foco F y a la directriz DD’, significa que M perte-
mece a la parébola.

Es natural que, si variamos la distancia F A del foco a la
directriz D D’, se obtendrédn pardbolas de diferente forma.
En consecuencia, para cada valor de esta distancia, que se
llama pardmetro de la parabola, tendremos una sola curva.
Diremos, pues, que una parébola resulta determinada comno-
ciendo su parametro.

Como la construccion puede realizarse igualmente en el
otro semiplano que limita la recta A F, es evidente, pues,

Dl

(fig. 89)
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que cada punto M tendrd su simétrico M’ respecto de dicha
recta A I' ; ésta es, pues, eje de simetria, y por tal motivo
se llama eje de la parabola.

FAcilmente se concibe que, si el hilo N E empleado para
el trazado fuera suficientemente largo, los puntos M y M’ se
alejarian todo lo que querriamos de la directriz y del foco,
y la pardbola se extenderia, pues, indefinidamente.

El procedimiento anteriormente empleado para el trazado
evidencia que la pardbola es una curve cbierta que Se €x-
tiende al infimito.

119. Plano que intercepta las dos hojas del cono. — Pro-
cediendo como en el caso anterior (N.° 117), pero conside-
rando las esferas inseriptas en
cada una de las hojas del cono
(fig. 90), tenemos:
MF=MAy MF"=MA4"

Restando ordenadamente es-
tas dos igualdades, resulta:

MP —MP =MA—MA’

PeroMA—MA'=A4’A=
= const.

Vemos, pues, que para cual-
quier punto M de la linea de
interseccion, tenemos:

MFP — MF’> — const.

Pero, el lugar geométrico de
los puntos cuya diferencia de
distancias a dos puntos [ijos,
llamados focos, es constanle, es

una curva abierta, lamada hi-
pérbola, que consta de dos

(fig. 90) ramas.

1in consecuencia, en este caso, la curva de interseceién del
plano secante con el cono de revolucién es una HIPERBOLA.
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120. Forma de la hipérbola. — La propiedad anterior-
mente indicada de los puntos de la hipérbola se utiliza para
su trazado.

Sean F y F’ (fig. 91) los focos de la hipérbola. Se apoya
el extremo F’ de una regla en el foco F’; luego tomamos
un hilo cuya longitud sea menor que el borde E F’ de
la regla, y sujetamos los
extremos del hilo, uno en
el foco #, y el olro en
el extremo E de la regla.
Después  deslizamos la
punta M de un lapiz so-
bre el hilo en tensidn,
como indica la (fig. 91),
y haciendo girar la regla
alrededor de F’ obtene-
mos el dibujo de una de
las ramas de la hipérbo- ,
la por trazo continuo. (fig.o1)

En efecto, la diferencia de distancias del punto M a los
focos I y F’, es constantemente igual a la diferencia entre
la longitud F’E de la regla y la del hilo.

Permutando los papeles de F y F' se engendra la otra
rama de la hipérbola.

Es natural que variando la magnitud de la diferencia en-
tre la longitud de la regla y la del hilo, o variando la dis-
tancia entre los focos, o ambas cosas a la vez, se obtienen hi-
pérbolas diferentes.

La recta de los focos ' F’ es eje de simetria de la hipér-
bola, asi como también lo es la mediatriz del segmento F F”.
El punto O de interseceién de los ejes se llama centro de la
hipérbola por ser cemtro de sumetria de la curva.

121. Cénicas. — Las tres curvas indicadas, elipse, para-
bola e hipérbola, se llaman conicas, porque se originan de
las secciones de un cono.
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Ademais de los procedimientos empleados para el dibujo de
las eénicas por trazo continuo, existen otros, que se expon-
dran en el proximo eurso de Geometria, conjuntamente con
algunas de las muchas propiedades de interés tedrico y prae-
tico que tienen dichas curvas.

EJEMPLO. — Cunando una esfera es iluminada per un foeo tan pe-
queiio que pueda considerarse como un punto, inciden en la superficie
esférica un conjunto de rayos luminosos que forman un cono de revo-
lueién circunseripto a la esfera, que se llama cono de sombra.

La sombra arrojada por la esfera sobre un plano, es la interseecién
del cono de sombra con dicho plano; es, pues, una de las tres conicas.

(fig. 92)

En la (fig. 92) se presentan las tres conieas. Obsérvese que en el
tercer caso, la sombra arrojada por la esfera es sélo una de las ramas
de la hipérbola; para obtener pricticamente la otra rama, seria neee-
sario disponer de otra esfera simétrica de la primera respecto del foco
luminoso (se ha dibujado con lineas entrecortadas esta segunda esfera
y la otra rama de la hipérbola).



CAPITULO VI

PERPENDICULARES Y OBLICUAS A
UN PLANO DESDE UN PUNTO
EXTERIOR

Proyeccion de un punto sobre un plano

122. DeriNiciON, — Se llama PROYECCION ORTOGO-
NAL de un punto sobre un plano al pie de la perpendicular
trazada del punto al plano.

Asi, por ej., si A A’ L a (fig. 93), el punto A’ es la pro-
yeeeién ortogonal del punto A sobre el plano a.

La proyeccion de un punto sobre un plaro puede ser también oblicua :
en ese caso, la proyeccifn se realiza paralelamente a una direccion dada.
Para ello se traza por el punto una paralela a dicha direceion; y su
interseceién con el plano dado es la proyeccion colioua del punto.

En lo sucesivo, solo mnos ocuparemos de las proyeeciones
ortogonales y diremos, simplemente, proyeceion.

El plano sobre el que se proyecta, se llama plano de pro-
yecciom. La perpendicular trazada del punto al plano es la
proyectante del punto.

123. Proyecciéon de una li-
nea. — Se llama proyeccion de
una linea sobre un plane, a la
formada por las proyecciones
de todos los puntos de la linea
dada. -

Sea, por ej. (fig. 93), la linea
AB y el plano 5. Si imaginamos
trazadas desde todos los puntos

A,M,N,B,...delalinealas :
proyectantes . 4 4, M M, N N, (fig. 43)
BB’ ... el lugar geométrico de los puntos 4’, M’, N’, B’, ... es una

linea A’ B’ del plano ¢, que constituye la proyeccion de la linea AB.
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124. Proyeccién de una recta. — La proyeccion de una
recta sobre un plano que no le es perpendicular, es olra recta
determinada por las proyecciones de dos punios cualesquiera
de la primera.

- A D Sea O D la recta (fig. 94) que
/ intercepta al plano o de proyec-

o ¢iéon en el punto O .
i La proyeccion de O es el mismo

s punto (punto doble); la de otro

L A punto cualquiera A, es A7 ; la

e - recte O A’ es la proyeccién de

(fig. 94) la recta O A. El plano 40 4°

se llama plano proyectante de la recta dada, y es perpendicu-
lar al plano « (N.° 52).

Como corolario de la propiedad anterior, tenemos:

Las proyecciones de dos rectas paralelas sobre un mismo
plano son paralelas. -

Sean a y b las rectas, ¢’ y b’ las proyecciones respecti-
vas sobre un plano «. (Como ejercicio, eonstruya el estu-
diante la figura respectiva).

Si p es la proyectante de un punto cualquiera de la recta
¢, y q la de un punto cualquiera de la recta b, ambas son
paralelas (N.° 40), y los 4ngulos de las rectas ap y bg¢
tienen sus planos paralelos (N.” 30); por consiguiente, las
rectas ¢’ y b’ de intersecciéon de estos planos eon el o son
paralelas (N.® 26).

Nota. — Si la recta es perpendicular al plano, su proyec-
cion se reduce a un Solo punto.

Si la recta es paralela al plano, su proyeccién es paralela
a la recta dada (N." 21).

125. Prcyeccion de figuras. — La proyeccion de una figura
sobre un plano, es la formada por el conjunto de las proyec-
ciones de los diferentes puntos de aquella figura sobre dicho
plano.

Lo que llamamos plano o planta de una construccion, de
un terreno, ete., es el dibujo de las proyeceiones de los puntos
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y lineas notables de la construecién, o del terreno, ete., sobre
un plano horizontal.

Asi, por ejemplo, cuando un terreno es muy accidentado, se emplean
para su representacién las llamadas cuwr-
vas de mnivel, que son las que unen en
el plano puntos que tiemen igual nivel
en ¢l terreno; las curvas de mnivel som,
pues, las proyecciones de las intersee-
ciones del terreno con planos horizon-
tales a distintas alturas. Cada curva
s¢ acompafia de un nimero, que indica
la altura de todos los puntos de la
misma sobre ecierto plano horizontal,
Jlamado planc de referencia; esos ni- ! o=
meros se llaman cofas-de los puntos. (fig. 95).

Para dar una idea ajustada de la magnitud del relieve, es necesario
gue la cota de eada uno de aquellos planos de interseceidn difiera de
1a del inmediato en una cantidad eonstante. En el ejemplo de la (fig. 95),
las cotas varian cada diez metros.

La equidistancia que se adopte varia segln que el terreno sea més
o menos accidentado.

lanc horizontal "0 7
77

plono del terreno

Relaciones entre perpendiculares y oblicuas

126. Si desde un punto O exterior a una plano a (fig. 96),
trazamos el segmento perpendicular O P y diversos segmen-
tos de oblicuas 04, OB, 0C, OD, ..., tendremos las
siguientes

Propiepapes, — De todos los segmentos de recta compren-
didos entre un punto y un plano:

1.* El segmento perpendicular es el méas corto.

2.2 Dos segmentos obliculos que tengan proyecciones igua-
las, son iguales,

3.+ Dos segmentos oblicuos que tengan proyecciones des-
jguales, son desiguales, y es mayor el que tiene proyeccién
mayor, |
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Reciprocamente, de todos los segmentos de recta compren-
didos entre un pumto y un plano:

1.° El mds corto es perpendicular al plano.

9° Dos segmentos oblicuos iguales, tienen proyecciones
iguales. :

3. Dos segmentos oblicuos desiguales, tienen ProYyecciones
desiguales; el mayor tiene mayor proyeccion.

Demostraremos en su orden las propiedades:

1° La esfera de centro O y radio O P es tangente en i

al plano « (N.° 83); por consiguiente, todos los puntos del
plano o son exteriores a dicha esfera, y su distancia al cen-
tro O es mayor que el radio O P (N.” 70).

9° Sea 0 A un esgmento de oblicua; si hacemos girar el
tridngulo rectingulo O P A alrededor del cateto 0P, se en-
gendrara un cono de radio PA.

o Las diversas posiciones de O A ,

A\ como ser O B, 0C ... ete., son
segmentos de oblicuas iguales;
también son iguales las diversas
posiciones de P A, como ser P B,

PO, ... ete, que son las proyec-
. ciones de aquellos segmentos de
(b5 96) oblicuas.

3° Sean 0 A y OD los segmentos de oblicuas que quere-
mos comparar, tales que para sus respectivas proyecciones
gobre el plano « se tenga PA < PD.

Considerando, como en el caso anterior, el cono de gene-
ratriz O A, el segmento O D tiene su pie en el exterior del
cireculo A B C... de la base de dicho cono, y se encuenira
en cierto plano meridiano O P C conjuntamente con la obli-
cua O D . Pero en este plano meridiano, sabemos del curso
anterior (G. P. N.° 35) que siendo PC < P D, tenemos
0 (¢ < 0D, y reciprocamente; como PC =P Ay 0C = 0A,
tendremos, pues, que para PA < P D, resulta 04 < oD,
y reciprocamente.
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Nora, — Téngase presente, como en Geometria plana, que en la
propiedad anterior, en lugar de deeir ‘“oblicuas que tienen proyecciones
iguales o desiguales’’, también suele decirse, respectivamente: ¢‘oblicuas
que se apartan igualmente o desigualmente del pie de la perpendicular’’.

Distancia de un punto a un plano

127. La primera de las propiedades del (N.° 126), puede
también expresarse asi:

La menor distancia de un punto a un plano, se obtiene
gobre la perpendicular trazada del punto al plano.

Esta propiedad puede utilizarse en el terreno para obtener la perpendicu-
lar desde un punto a un planc. Basta sujetar el origen de una cinta mé-
trica en el punto dado, y luego, man-
teniéndola en tensién, medir las dis-
tancias a varios puntos del plano;
suando por tanteos convenientes logra-
mos la menor lectura en la cinta, es
decir, cuando se encuentra en posicién
de medir la menor distancia, la recta
asi determinada por la cinta métrica re-
sulta perpendicular al plano dado. (Es
conveniente que el estudiante practique
esta operacion, aun valiéndose de una
cuerda o piola.) : e Q7

En la (fig. 97), que representa (ElRRT)
mmo de los mojones kilométricos que se encuentran en el camino de Sap
Juan a Mendoza, la perpendicular desde el vértice 0 del mojoén al plano
de la pared, es la recta OP, que corresponde a la distancia 2,56 m.,
menor que cualquiera de las otras: 2,58 m., 2,61 m., 2,63 m. ...

Angulo de una recta con un plano
Propiedad fundamental

128. Angulos de una recta con aquellas que pasan por
su pie en el plano. — En la (fig. 94) vimos que la recta
0 A’ es la proyeccién de la recta O A en el plano a; el
angulo A O A’ es decir, el dngulo agudo que forma una recta
con su proyeccién sobre un plano, se llama angulo de la
recta con el plano. .
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Si la recta O A es perpendicular al plano, forma &angulo
recto con cualquier recta que pasa por su pie; en este caso,
decimos que la recta forma angulo recto con el plano.

Si la recta O A es paralela al plano, su proyeecién sobre
el plano es paralela a la reeta dada (N." 21); en este caso,
decimos que la recta forma un angulo nulo con el plano.

Si una recta O A es oblicna a un plano o (fig. 98), fécil-
mente puede verse que dicha reeta no forma el mismo angulo
con todas las reetas 0.4°, O B, ... que pasan por su pie O
en el plano.

129. TrorEMA FUNDAMENTAL. — E1 ANGULO DE UNA
RECTA CON UN PLANO es el menor de los angulos que
forma la recta con las diferentes rectas que pasan por su
pie en el plano, _

Sean en la (fig. 98) O A la recta, O A’ su proyeccion sobre
el plano «, y O B otra recta cualquiera del plano a, y que
pasa. por O.

O A’ proyec-
cién de O A
HiIpOTESIS BobnE. 4.
O B recta de
a por el pie
de O A.
TESIS:
(fig. 98) dng. AOA’ < dng. AOB.
CoNSTRUCCION, — Tomemos el segmento 0 B = 0 A’.
DEMOSTRACION, — Los triangulos A O A’ y A O B tienen:

A O comiin; O B — 0 A’, por construccin; A A’ < AB,
en virtud del (N.” 126, 1.°).

Segtin un conocido teorema (G. P. N.° 143), si dos trian-
gulos tienen dos lados respectivamente iguales y el tercero
desigual, al menor de estos tultimos lados se le opone menor
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angulo; es decir, que tendremos: ang. 4 O A’ < ing. AOB,
lo que constituye la tesis. '

NoTa., — En virtud de la propiedad de igualdad de angulos
de lados paralelos (N.° 30), resulta:

El dngulo de una recta v y un plano a, es igual al angulo
de una recta cualquiera v’ paralela a x y un plano cual-
quiera o paralelo al a.

130. Se comprende facilmente que el iangulo que forma
una recta con la prolongacion de su proyeccion sobre un
plano, es el mayor de los angulos que forma la recta com
las que pasan por su pie en el plano, siendo éste el suple-
mento del angulo de la recta con el plano.

Angulo de una recta con la normal
a un plano

131. Teorema. — El ANGULO DE UNA RECTA CON
LA NORMAL A UN PLANO es el complemento del dngulo
que forma la recta con el plano.

Sean en la (fig. 99) O A la rec-
ta, O A’ su proyeccion sobre el
plano a«, y ON la normal a di-
c¢ho plano.

El plano proyectante A O 47,
siendo perpendicular al o, con-
tiene la recta O N (N.° 53, Cor.
1.°) ; estando las rectas 0 4, O 4’
y ON en un mismo plano, ¥y
siendo recto el dngulo N O A%, los dngulos NOA y A0 A’
son, pues, complementarios.

(fig. 99)

Nors. — Al estudiar triedros en el préximo capitulo ve-
remos que, si las tres rectas O 4, OA’, ON no estin en
in mismo plano, el dngulo N O A’ ya no es igual a la suma
de los angulos NO A y 40 A’ sino que es menor.

6
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Linea de maxima pendiente

132. Teoremi, — Si dos planos se cortan, la recta de
uno de los planos que forma el mayor dngule con el ofro,
es perpendicular a la interseccion de los dos planos.
Sean los dos planos o« y B (fig. 100), que se cortan por
la recta B C . Segln el teorema anterior (N.” 131), la recta
del plano B que formara el mayor
angulo posible con el plano a seré
la que forme el menor dngulo con la
normal ON al plano a. Pero la
recta del plano B que forma el me-
nor angulo con dicha mormal, es la
proyeccion O A de O N sobre el pla-
no B (N.° 129).

Sélo nos falta demostrar que la
recta O A es perpendicular a BC .
En efecto, puesto que el plano N O A que proyecta O N sobre
B es perpendicular a este plano, y es también perpendicular
al o« (en virtud de contener ON L a, N.” 52), dicho plano
N O A serd perpendicular, pues, a la interseccién B C de los
planos o« y B (N.* 53, Cor. 2.°) ; por consiguiente, las rectas
OA y BC(C son perpendiculares (N.° 31).

Cuando el plano a es horizontal, la linea O A se llama
linea de méxima pendiente del plano B, o, simplemente,
lineq de pendiente.

133. Propiedades de la linea de méixima pendiente. —
Como corolarios del teorema anterior, tenemos:

1.° Por cada punto del plano B pasa una linea de pendiente,
y una Sola. -

9.° Todas las lineas de pendiente del plano B son paralelas
entre si, y sus proyecciones sobre el plano a lo son también.

3.° Bl anguls de una linea de pendiente del plano B con el
olano a, es igual al rectilineo del diedro formado por los
planos o y f.

4° El dngulo de dos planos es el complemento del angule
que forma umo de los planos con la mormal al otro.

(fig. 100)




" CAPITULO VII

TRIEDROS
Elementos de los triedros

134. Definiciones, — En el (N.” 54) ya dimos el con-
cepto de angulo triedro, o simplemente, triedro. Asi, recor-
demos que, en la practica, esta figura geométrica se nos
presenta, por ej., en un rincén del salon de clase; la forman
tres planos: los de dos de las paredes y el del techo ([fig. 101).
Daremos, pues, la siguiente

DerINICION, — Se llama TRIEDRO la parte de espacio
limitada por los planos de tres angulos cuyos lados son tres
semirrectas 04, OB, O0C, no situadas en un mismo
plano, y de origen comin O .

Or=

(fig. 101) (fig. 102)’

El punto O es el vértice del triedro; las semirrectas
04, OB, OC son las aristas; los dngulos planos 4 O B,
BOC, (OA, son las caras, y los diedros formados por
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dos caras consecutivas, son los diedros del triedro, que se
designan generalmente leyendo su arista; asi, leeremos:
diedros 04, OB, 0C,

Nora. — Tres planos que se cortan forman ocho triedros,
como se indica en la (fig. 102). Para determinar uno de
ellos, diremos: _

Triedro, es la parte de espacio comin a lrés SEIIESPUCIOS.

Por ¢j., en la musma figura, si suponemos el plano o ho-
rizontal y el B vertical, el tricdro N2 1, es la parie de
espacio comun a los siguientes semiespacios: el que esta arriba
del plano «, delante del B y a la derecha del vy

Como cjercicio, indique el estudiante qué semiespacios for-
man el triedro N.° 6.

135. Para leer un #ngulo triedro, se lee primeramente
el vértice y despucs un punto de cada arista. Asi, el trie-
dro de la (fig. 101) se leeri: O ABC. )

Dicho triedro consta de seis elementos: las tres caras, cuyas
medidas designaremos con @, b, ¢, y los tres diedros,
cuyas medidas designaremos con A, By 65

Se dice que las aristas y los diedros O 4, OB, 0 (C, son
respectivamente opuestos a las caras B 0C—=a, COA=D,
BIOF A == o

Triedros iguales y simétricos

136. Dos triedros son iguales cuando pueden superpo-
nerse. Hs natural que, en ese caso, los triedros tendrin sus
sews elementos respectiwamente iguales.

Pero la reciproca ne es verdadera; es decir, que dos trie-
dros pueden tener sus elementos respectivamente iguales, sin
ser figuras superponibles. Veremos que esto acontece para
un triedro escaleno (N.° 54) y su simétrico econ respecto a
un punto, por ej., con respecto al vértice del triedro.
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137. Triedros simétricos escalenos. — Sea OABC un
triedro cualquiera (fig. 103); prolonguemos las aristas del
otro lado del vértice, por las semirrectas 0 4’, 0B’ 0C".
Formaremos asi otro tricdro 0 A’ B’ C', que se llama stmé-
irico del primero.

(fig. 103) (fig. 104)

Dos triedros simétricos 0 A BC y 0 A’ B’ (', tienen sus
geis elementos respectivamente iguales: las caras AOB y
A’0L’, BOC y B’OC’, ... son iguales por ser angulos
planos opuestos por el vértice; los diedros O A ¥ 04,
OBy B s, 801 iguales por ser opuestos por la. arista.

Pero, a pesar de tener todos sus elementos respectiva-
mente iguales, dos triedros simétricos no son figuras su-
perponibles.

En efecto, si para fijar ideas, suponemos que la arista O C
¢e encuentra detanie del plano A 0 B, su prolongacion O gz
e encontrarda detrds de dicho plano. Ensayaremos la super-
posicion de los dos modos posibles.

1° En la (fig. 103) supongamos que Se haya trazado por
el punto O la perpendicular al plano A O B ; si luego ha-
cemos girar el triedro O A’ B’ ¢’ un angulo de 180° alrededor
de aquella perpendicular, la arista O 47, que en ese MOVi-
miento no sale del plano A OB, ird a coineidir eon 0 4 ;
analogamente O B’ coincidira eon O B . Pero la arista 0 €’
permanecera siempre delrds del plano A OB ; por consi-
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guiente, en esta nueva posicién, el triedro O A’ B’ €7 no coin-
cidira eon 0 A BC . [

2° Fn la (fig. 104) sea M N la bisectriz del dngulo 4 O B’ ;
si luego hacemos girar el triedro O A’ B’ (7 un angulo de 180°
alrededor de aquella biseetriz, la arista O B’ saldra del plano
AOB e irh a coineidir con 0 A, y andlogamente O A’ coin-
cidird con O B. La cara B’0 A’ coincidird, pues, con la cara
A OB, y, ademas, la arista O C’ ocuparé la posicién O €7
delante del plano 4 O B.

Esta nueva posicién O €7 de O C’ no podré coincidir con
1a arvista O €, porque siendo en general desiguales los angulos
diedros de aristas O A y O B, también seran desiguales los
diedros de aristas 04’ y OB, y, por consiguiente, no
podran coincidir los planos BOC” y BOC, por resultar
desigualmente inclinados sobre el piano BO A .

138. Triedros simétricos isésceles. — La superposicién es
posible tnicamente cuando el triedro O A B C tiene iguales
entre si dos éngulos diedros O A ¥ O B ; en efecto, en este
caso, los planos BO C” ¥ B O ¢ resultaran igualmente in-
clinados sobre el plano BO A, y, por consiguiente, coinci-
dirén. Tgualmente sucederd con los planos 4 0C"7 y A )

y, por consiguiente, las aristas 0 C y 0 C” se confundirén.

Observemos que, en este caso, la cara .C *0Q A’, que es igual
a C0A, llega a coincidir con C 0B ; vale decir, que la
igualdad de dos diedros 0A y OB implica la igualdad de
las caras opuestas COB y €O A, o sea, que el triedro es
isésceles.

Podemos enunciar, pues, la siguiente

PropiEpaD. — Un triedro podrid superponerse con su simé-
trico, Ginicamente en el caso de que tenga dos angulos
diedros iguales; en este caso, las caras opuestas a los die-
dros iguales son iguales, es decir, que el triedro es isosceles.
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Sentido de un triedro

139. La imposibilidad de hacer coincidir dos triedros
simétricos, se debe a la diversidad de disposicién de sus
elementos, la que da origen a una noeién importante en
este estudio: la del sentido de un triedro.

Sea el triedro 0 A BC (fig. 105), es decir, el triedro de
~vértice O y aristas 0 A, O B, 0(C, que suponemos leidas
en un orden perfectamente determi- .
nado. Si imaginamos que un obser-
vador se halle colocado sobre la
arista O A, con la cabeza en 0y
los pies en A, pero mirando hacia
ol interior del triedro O A B ¢, verad
que las aristas O 4 , 0B, 0C (lei-
das en este orden), se le presentan
de derecha a izquierda; mientras que, (tig. 105)
observadas en otro orden, por ej., 0B, 04, 0C, se le
presentan de izquierda a derecha. Bn este caso decimos que
los dos triedros tienen sentidos contrarios.

Se ha convenido en llamar sentido positivo el de derecha @
izquierda, y sentido negativo al otro. -

Para abreviar el lenguaje, decimos que un triedro es po-
sitivo, cuando sus aristas se eseriben o leen en ese sentido;
anélogamente para un triedro negativo, cuando sus aristas se
leen o eseriben en sentido negativo.

Asi, por ej., son positivos los triedros OABC, OBCA,
O CAB ; son negativos los triedros OBAC, 0AC B,
OCBA.

Obsérvese que, si se permutan dos aristas, el triedro cam-
Lia de signo; asi, por ej., son de signos contrarios los triedros
OABC, y OBAC.

BIEMPLOS. — 1.0 Si se separan los dedos de la mano derecha como®
indica la (fig. 106), el dedo medio, indice y pulgar, considerados en ese
orden, nos dan una idea de triedro positivo, 0 A BC. En cambio, con-
siderados los mismos dedos en igual orden, pero de la mano izguierda,
nos dan una idea de triedro negativo,
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2.0 El obelisco O 4 de la Plaza de la ‘Reptblica (fig. 107), su sombra
OB a cierta hora y su sombra O C algunas horas més tarde, nos pre-
senta una imagen de un triedro negativo. En cambio; si se tratara de
un ejemplo analogo pero para una torre situada en el hemisferio Norte,
el triedro seria positivo.

c- .

& > e
(tig. 106) (tig. 107) (fig. 108)

3.° Un hombre de pie, extendiendo sus dos brazos hacia adelante y
separandolos uno del otro, forman la imagen de un tricdro positivo: su
brazo derecho O A , su brazo izquierdo O B, y su columna vertehral
0 C, considerados estos elementos en el orden indicado,

140. Dos triedros siméiricos tiemen sentidos opuestos. Asi,
el triedro O A B ¢ (fig. 103), es de sentido negativo, mien-
tras que su simétrico O A’ B’ €’ es positivo (sobreentendién-
dose que el orden respectivo de las aristas es el mismo en
ambos triedros).

En consecuencia, podemos decir que dos triedros que
tengan sus elementos respectivamente iguales y sean de
distinto signo, no pueden coincidir; mientras que coincidi-
ran dos triedros que tengan sus elementos respectivamente
iguales y sean del mismo signo.

Nora. — Obsérvese la analogia entre los resultados de esta conven-
eién de signos de los triedros y la de signos de los nimeros reales;
éstos también podrén, coineidir en nna grifica cuando tengan igual valor
absoluto y el mismo signo, mientras que no coineidirdn cuando tengan
igual valor absoluto y signos contrarios.

\

Planos orientados y diedros dirigidos

141. Plancs orientados. — Un angulo plano y un arco,
también tienen wun sentido, y, en consecuencia, podemos
asignarle un signo. Este se determina fijando previamente
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el lado desde donde se mira el plano que contiene aque-
llas figuras.

Para ello, consideremos una normal cualquiera O N al
plano dado P (fig. 109), la que resulta dividida por el plano
en dos semirrectas: una se llama normal positiva y la otra
normal negativa; todas las normales positivas estaran situadas,
pues, del mismo lado del plano.

(Cuando para un plano determinado se ha optado por un
centido de las normales positivas, decimos que el plano es
orientado.

Para un dngulo A O B de ese plano orientado, podemos
asignarle, pues, un signo, de acuerdo con la siguiente con-
veneion :

Un dngulo menor que 180° es positivo o megativo, segun
lo sea respectivamente el triedro ONAB formado por la
normal positiva ON y los lados del angulo, considerando
esos lados en el orden como se escriben para designar €l
dangulo.

Asi, por ej., en el plano orientado de la (fig. 109), el
sngulo A O B es positivo, mientras que el dngulo BO A
es negativo.

Para un arco A B de centro O rige la misma conveneitn:
A B seria un arco positivo, y B A negativo.

P

(fig. 109) (fig. 110)

142. Diedros dirigidos. — Un 4ngulo diedro tiene tam-
bién, como los dngulos planos, un sentido, y, en consecuen-
cia, podemos asignarle un signo. Hste se determina fijando
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previamente un sentido positivo sobre la arista; en ese caso,
decimos que el diedro es dirigido.

Asi, por ej., si en el diedro BO A C de la (fig. 110) fija-
mos ¢l sentido positivo sobre la arista mediante la semirrecta
0 A, al diedro le asignamos un signo, de acuerdo con la
siguiente conveneion:

Un diedro menor que 180° es positivo o megativo, segin
lo sea respectivamente el triedro O ABC  formado por la
semirrecta O A que define el sentido positivo sobre la arista,
y las semirrectas OB y O C mormales a la arista trazadas
en las caras B y C .del diedro.

As, por ej., en el diedro dirigido de la (fig. 110), BOAC
es un diedro positivo, mientras que el diedro COAB ¢s
negativo.

EiEMPLO. — Si abrimos este libro de modo que sus tapas no lleguen
a formar un Angulo de 18C°, y fijamos como sentido positivo de la

arista el indicado por el orden natural de las palabras impresas en el
Tomo, el diedro formado por la tapa de atras y la del frente es positivo.

Angulo de las normales a las caras
de un diedro

143. TroreMA, — Si desde un punto de la arista de un
diedro se trazan las semirrectas normales a las caras del
diedro y en el mismo semiespacio que se halla el diedro, el
dngulo que forman dichas normales es suplementario del
rectilineo del diedro. ;

Sean M A BN el diedro (fig. 111), ON’ y O M’ las se-
mirrectas respectivamente las normales a las caras, NAB y
M A B, semirrectas situadas en el mismo semiespacio que se
halla el diedro, y M ON el rectilineo del diedro. Demos-
traremos que los dngulos N'O M’ y MON son suplementarios.

En efecto, las cuatro rectas O M, O N, O M’, ON’ estan
contenidas en un mismo plano perpendicular en O a la
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_arista A B (N.° 48); ademés, siendo O N’ perpendicular al
plano NO A, es perpendicular a O N, y analogamente
O M’ es perpendicular a O M . Los dngulos MON y M’ON’
que estdn en un-mismo plano y tienen sus lados respectiva-

(fig. 111) (fig. 112)

‘mente perpendiculares, son iguales o suplementarios (G. P.
N.° 111); para demostrar ¢ue son suplementarios, falta de-
mostrar, pues, que son de distinta clase, es deeir, uno agudo
y el otro obtuso. Al efecto, si el 4ngulo M ON es agudo
(fig. 111), el dngulo M’ O N’ encigrra el sngulo recto M O M’
'y, por consiguiente, es obtuso; si M O N es obtuso (fig. 112),
el angulo M’ O N’ estd contenido en el angulo recto MOM
¥y, por consiguiente, es agudo. j

Triedros suplementarios

144. Dwrinicion, — Si desde el vértice de un triedro se
trazan las semirrectas normales a las caras del triedro y en
el mismo semiespacio que se encuentra el triedro, el nuevo
triedro que se forma se llama SUPLEMENTARIO del
‘primero. ‘

En el triedro O AB(C (fig. 118), si 04’, 0B’, 007,
son las semirrectas respectivamente perpendiculares a las ca-
ras BOC, C0OA, AOB, semirrectas sitnadas en el mis-
mo semiespacio que se encuentra el triedro dado, el triedro
O A’ B’ C’ es suplementario del O ABC .’
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145. TeoreMa, — Si un triedro es suplementario de otro,
el segundo es suplementario del primero.

Sea OA'B’C’ el triedro suplementario del OABC (fig. 113) ;
decimos que este tltimo es suplementario del 0A’B’C’.
Bastard con demostrar, pues, que
las aristas del triedro O 4 B C son
respectivamente perpendiculares a
las caras del O A’ B’ ('’ y coloca-
das en el mismo semiespacio de
este triedro.

En efecto, siendo O €’ perpen-
dicular a la cara A O B, es per-

(fig. 113) pendieular a O 4 ; analogamen-

L te, por ser O B’ perpendicular a

la cara 4 O, es perpendicular a O A. Resultando O A

perpendicular a O (¢’ y O B’, sera perpendicular, pues, &

la cara B 0 (C’. Ademas, O A se encuentra en el mismo

semiespacio que O A’, y por consiguiente que el triedro
0 A’ B’ (’, respecto de la cara B’ 0 (’,

Anéilogamente se demostraria para las otras aristas OB y OC.

Nora. — De acuerdo con el teorema anterior, podemos
decir que la relacion entre- un triedro y sw triedro suplemen-
tario es reciproca.

146. Las caras de un triedro se llaman correspondientes
de los diedros del otro cuyas aristas son perpendiculares a
las caras del primero. Asi, por ej., la cara A O B es corres-
pondiente del diedro de arista O C’, y la cara A’ OB’ es
correspondiente del diedro de arista O C.

Empleando las notaciones indicadas en el (N.° 135), te-
nemos: la cara ¢ es correspondiente del diedro ('’ ; la cara
¢’ es correspondiente del diedro € ; ... ete.

147. TreoreMa. — Si dos triedros son suplementarios, las
caras de cada uno de ellos son los suplementos de los die-
dros correspondientes del otro.

Sean los dos triedros suplementarios 0 ABC y 0 A’ B’ i
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(fig. 113); decimos que la cara A O B es el suplemento del
rectilineo del diedro de arista 0 C’; o sea, que ¢+ =150,

En efecto, la arista O 4 es perpendicular a la cara B’ 0 (¢’
y se halla situada en el mismo semiespacio que el diedro de
arista O C’ ; analogamente, O B es perpendicular a la cara
A’0C’ y se halla situada en el mismo semiespacio que el
diedro de arista 0 C”. En virtud del teorema del (N 143)
resulta, pues, demostrada la propiedad.

148. El teorema anterior es muy importante en el estudio
de triedros; en efecto, nos permite establecer las formulas:

7 == SOkt b’ = 180° — B, ¢’ = 180° — C ;
A =180" — . , B> = 180° — b , ¢’ = 180° — c¢.

De manera que, conociendo una propiedad enalquiera de un
4ngulo triedro, es decir, una relacion entre sus elementos
s Dy 05 Ay B, ¢, y aplicando aquellas formulas a los
elementos a’, b, ¢, A’, B’, C’, del triedro suplemen-
tario, y luego sustituyendo estos olementos por los valores
que dan aquellas férmulas, tendremog una nueva relacién
entre @, B, ¢, A, B, (, es decir, una nueva propiedad

del triedro primitivo.

Casos de igualdad de triedros

149. Durinicion. — Dos triedros son iguales cuando las
caras y diedros de uno de ellos son respectivamente iguales
o las caras y diedros del otro, y los dos triedros tiemen el
mismo sentido (N.” 139).

De la definicién anterior, deducimos inmediatamente las
sigulentes ’

PropiepAbpEs. — 1.* Dos triedros iguales a un tercero son
iguales entre st.-

9+ Si dos triedros son iguales, sus triedros suplementarios
también son tguales (N.° 148).
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150. Inversamente, para investigar si dos triedros som
lguales es indispensable investigar previamente si tienen el
mismo sentido, y luego basta investigar si tienen tres elemen-
tos respectivamente iguales. Trataremos los cuatro casos
clasicos de igualdad de triedros.

Para abreviar la exposicién, designaremos una cara o un
diedro de un triedro con la letra que indica su medida
(N.” 135); asi, para un triedro O A B (' designaremos la
cara 4 O B con la letra c¢; el diedro de arista O A con la
letra A4 ;... ete.

Nora 1MPORTANTE. — En los cuatro casos que trataremos, su-
pondremos siempre que los triedros tienen el mismo sentido.

151. PrimErR caso, — Dos triedros son iguales si tienen
respectivamente iguales dos caras y el diedro comprendido.

Sean OABC y O0’A’B’(’ los dos triedros (fig. 114)
que suponemos tengan: b =158’, ¢=¢ , A=A4".
Demostraremos la igualdad de los triedros, por superposi-

(fig. 114)

cién. Al efecto, si hacemos coincidir la cara b con su igual
b’, de modo que la arista O A coincida con 0’ 4’, y 0C
con 0’C’, las aristas O B y 0O’ B’ se hallaran en el mismo
semiespaeio respecto al plano de la cara b, en virtud de
tener ambos triedros el misme sentido. Slendo Wuales los
diedros A y A’/ la cara ¢ coincidird con su igual ¢’ i B0
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arista O B coincidird con 0’ B’; coincidiendo las tres aristas,
coinciden las tres caras y los tres planos que forman los die-
dros, es decir, que coinciden también los diedros; coincidien-
do los seis elementos, los triedros son, pues, iguales (N.” 149).

152. SEGUNDO caso. — Dos triedros son iguales si tienen
respectivamente iguales una cara y los dos diedros adya-
centes.

Este caso resulta inmediatamente del primero. En efecto,
como los dos triedros suplementarios de los propuestos tie-
nen respectivamente iguales un diedro y las dos caras que
lo comprenden (N.” 148) son, pues, iguales; por consiguiente,
también serin igunales los triedros primitivos (N.* 149,
Prop. 2.#).

También se puede realizar tacilmente la -demostraciom
directa de este caso, empleando la superposicién, como lo
hicimos en el primer caso; como ejercicio, dejamos la rea-
lice el estudiante.

153. TERCER CAs0. — Dos triedros son iguales si tienen
respectivamente iguales las tres caras.

Qean OABC y 0’ A’B’(C’ los dos triedros (fig. 115)
que suponemos tengan: a = @, b=b, c=c.

(fig. 115)

Demostraremos la igualdad de los triedros, por Ssuperpo-
sicién. Al efecto, tomemos sobre las aristas seis segmentos
todos iguales, y formemos luego los tridngulos A B C 'y A’B’C’.



96 M. COPPETTI, — GEOMETRIA DEL ESPACIO

Los triangulos isésceles 0 AB y 0'A'B’, OBC y 0’B'C’
0CA y 0°C°A°, son iguales dos a dos, por tener respecti-
vamente iguales dos lados y el dngulo comprendido, por con-
siguiente, AB = A’B’, BC = B'C’ y AC = A’C’; es
deecir, que los triangulos 4 B y A’B’C’ son iguales.

Si proyectamos el punto O sobre el plano A B (', por
ser iguales las tres oblicuas O A, OB, OC, la proyeccion
P equidistara de 4, de B,y de € (N. 126, Recip. 2.");
gerd, pues, el centro de la cireunferencia circunseripta al
tridngulo A B (. Analogamente, proyectando el punto O’
sobre el plano 4’ B’ (¢, la proyeccion P’ serd el centro de
la circunferencia circunscripta al tridingulo 4’B’C’. Por
consiguiente, si superponemos los tridingulos iguales A BC
y A’B’C’, el punto P’ coincidira con P, y la semirrecta
P O coincidira con la P’ 0’. Pero los dos tridngulos rectan-
gulos APO y A’P’0’ son iguales, por tener respectiva-
mente ignales la hipotenusa y un cateto (P A = P’ A’); por
consiguiente, PO = P’ 0’, y el vértice O’ coincide con 0%
Coincidiendo las aristas de ambos triedros, coinciden, pues,
los triedros, es decir, que son iguales.

154, CUARTO CAso. — Dos triedros son iguales si tienen
respectivamente iguales sus tres angulos diedros.

Este caso resulta inmediatamente del anterior. En efecto,
los triedros suplementarios de los propuestos, tienen respec-
tivamente iguales las tres caras (N.” 148), son, pues, igna-
les; por consiguiente, también serdn iguales los triedros
primitivos (N.° 149, Prop. 2.7).

Relaciones entre las caras de un triedro

155. Comparacién de caras. — Recortemos en cartén o
cartulina, tres dngulos AOB ==¢; A0OC=10b; BOC = a,
de los cuales supondremos que ¢ es el mayor de todos ellos.

Hagamos coincidir los tres vértices, los lados O A por una
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parte y los lados O B por otra; los lados O C podrin o no
coineidir. Se presentarin tres casos:

1° (Fig. 116). Si ¢ > b -+ @ los lados O C de los angu--
los @ y b no podran coincidir, y tomarén las posiciones O C’
Y 0C” sobre el plano del angulo ¢ ; en este caso, no se
forma triedro.

B

7
(fig. 116) (fig. 117) (fig. 118)

2° (Fig. 117), 8i ¢ = b + a los lados O C de los 4n-
gulos ¢ y b coincidirdn, pero se encontraran sobre el plano
el angulo ¢ ; en este caso tampoco se forma triedro.
. 8° (Fig. 118). Sie¢ < b + a los lados O C de los angulos
@ y b coincidirdn, encontrindose fuera del plano del angu-
lo ¢; en este caso se forma el triedro O A B C .

Por consiguiente, para que exista triedro, es necesario que
se cumpla la siguiente

PropiEpAD. — La mayor de las caras de un triedro debe
ser menor que la suma de las otras dos.

156. En consecuencia, andlogamente que para los lados
de un tridangulo, podemos enunciar el siguiente

TrorEMa, — Cada cara de un triedro es menor que la
suma de las otras dos, :

Si bien hemos evidenciado el teorema anterior mediante

un  procedimiento intuitivo, estimamos conveniente exponer
su demostracion racional. :

"
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En el triedro O A B ( (fig. 119), consideremos la cara
A OB, que podremos suponer mayor que cada una de las
00 otras dos, puesto que si fuera menor-
' o igual a una de ellas, seria, con
mayor razén, menor que la suma de
las otras dos. Tomemos en dicha cara =
ing. BOD = dng. BOC = a ¥
tracemos la recta A B ; sea D su
interseccién con O D . Tomemos lue-
g0 0C = 0L, y tracemos CA ¥
C B. En el tridngulo 4 B C el lado
(fig. 119) A B es menor que la suma de A C

y CB, o sea: AD + DB < AC + CB.

Pero, en virtud de la igualdad de los tridngulos D OB y
C O B (por tener respectivamente iguales dos lados y el an-
gulo comprendido), tenemos D B = O B ; por consiguiente,
la desigualdad anterior se simplifica y nos da: LD AC
Los triangulos 40D y A OC tienen, pues, dos lados res-
pectivamente iguales y los terceros AD y AC desiguales;
sabemos (G. P. N.° 143), que al menor de estos lados se le
opone menor angulo, es decir, que dng. AOD < ing. 40 iz
Sumando a los dos miembros de esta desigualdad el angulo
a, resulta:

ing. AOD + dng. DOB < dng. AOC + ing. COB

que simplificada, nos expresa la propiedad que deseabamos
demostrar :

ing. AOB < dng. A0 C + dng. COB

157. Como consecuencia inmediata del teorema anterior,
tenemos que

Cada cara de un triedro es mayor que la diferencia de
las otras dos.

Se demuestra como en los triangulos plancs (G. P. N.° 119).




" RIEDROS 99

158. TrorEvs. — La SUMA DE LAS CARAS de un
triedro es menor que cuatro rectos.

Qea O A B el triedro (fig. 120). Trazando la semirrecta
0 A’ opuesta a la arista O A, se forma otro triedro O B C A’
que tiene la cara B O C comin con
el primero. Siendo «, b, ¢, las
caras del triedro-dado, las del nue-
vo triedro serdn: a, (180° — b),
(180° — ¢).

Aplicando al triedro O BC A4’ la
propiedad del (N.” 156), tenemos:

o< 80 e By -k (80 = )

y pasando los términos b y ¢ al (fig. 120)
primer miembro, resulta a+ b4 e < 360°
0 sea: a -+ b+ ¢ < 4 recios

que expresa la propiedad que desedbamos demostrar.

159. Como aplicacién de la propiedad anterior, daremos
el siguiente

TrorsMs. — La SUMA DE LOS DIEDROS de un triedro
estd comprendida entre dos y seis rectos.

En efecto, sea O B A C un triedro y 0’A’B’C° su triedro
suplementario. Por la propiedad anterior (N.” 158), fenemos:
@ + b+ ¢’ < 360°

Pero las férmulas del (N.° 148) nos dan:
o’ — 180° — A, b? = 180° — B, ¢’ ="180" — Cc
y sustituyendo estos valores en la desigualdad anterior, re-
sulta : 180° — A -+ 180° — B + 180° — € < 360°
de donde 180° < A + B + C, o sea, 2reclos < A + B + C
Resulta demostrada, pues, la primera parte del teorema.

La suma A -+ B -+ € es evidentemente menor que 6 rec-
tos, porque cada una de sus partes es menor que 2 rectos,
con lo enal queda demostrada la segunda parte del teorema.
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‘Podemos resumir las dos propiedades en la expresion:
2 rectos < A+ B + € < 6 reclos

Angulos poliedros; concavos y convexos

160. Definiciones.—Dado un poligono cualquiera ABCDE
(fig. 121) y un punto cualquiera O, no situado en el plano
del poligono, considérense los
angulos convexos AOB, BOC,
COD, DOE, EOA, for
mados por las semirrectas que
unen O con los vértices del po-
ligono. La superficie formada
por esos angulos limitard una
parte del espacio, que se llama
angulo poliedro.

Como en el caso de triedros:
0 es el vértice; las semirrectas
OA, OB,... son las arislas; .
\ los éngulos planos 4 O B ,

(fig. 121) BOC,... son las caras; los

’ diedros EOAB, AOBC,.,.

formados por dos caras consecutivas, son los diedros del &n-

gulo poliedro. Si tiene tres caras obtenemos el triedro ya de-

finido anteriormente (N.° 134). (Triedro, quicre decir tres
caras; y poliedro, varias caras). ‘

161. Un éngulo poliedro se llama convexo o céncavo,
segin lo sea respectivamente el poligono empleado para
construirlo (G. P. N.° 175). ;

Un éngulo poliedro convexo se encontrard situado, pues,
completamente en el semiespacio determinado por el plano
de una cualquiera de sus caras.

Para leer un dngulo poliedro se procede como para los
triedros: se lee primeramente el vértice y después un punto
de cada arista. Asi, el dngulo poliedro de la (fig. 121) se
leec: OABCDE .
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Relacién entre una cara y la suma
de las demas

162. Comparacién de caras. — En el (N. 156) ya de-
mostramos que en todo triedro una cara cualquiera es menor
que la suma de las otras dos. Para un angulo poliedro
convero cualquiera, demostraremos ahora el siguiente

TroreMs. — Cada cara de un angulo poliedro es menor
que la suma de las demas,

En efecto, en el 4ngulo poliedro de la (fig. 121) aplicando
convenientemente a cada uno de los triedros O ABC,
0ACD, OADE, la propiedad del (N.° 116) tenemos:

ing. AOB < dng. BOC 4+ dng. CO A
ing. COA < dng. COD 4+ dng. DO A
ing. DOA < dng. DOE 4 dng. EOA

Sumando ordenadamente estas desigualdades y suprimien-
do los términos comunes de ambos miembros, resulta:
ing. AOB < dng. BOC —+ ang. COD ~+ dng. DOE + ang. E0A
que expresa la propiedad que deseabamos demostrar para el
dngulo poliedro de cineo caras de la (fig. 121). Es natural
que el razonamiento hubiera sido el mismo para cualquisra
que fuere el niimero de caras del angulo poliedro dado.

163. Un angulo poliedro no resulta determinado cono-
ciendo solamente sus caras, es decir, que se puede deformar,
de manera analoga que no resultan determinados los poligo-
nos con s6lo dar sus lados.

164. Suma de las caras, — Construya el estudiante un
dngulo poliedro de cartén o ecartulina (fig. 122); cortelo
luego a lo largo de una de sus aristas como indiea la figura,
y extiéndalo sobre un plano. Vera asi, que la suma de las
caras del angulo poliedro primitivo resulta menor que 360°, o
sea, menor que 4 recios; con esta experiencia, resulta verificada

la siguiente
——— -—-1

BIBLIOTECA NACIONAL

" DE MAESTROS
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ProriEpAD. — La suma de las caras de un angulo poliedro
convexo es menor que cuatro rectos.

(fig. 122

Esta propiedad puede observarse en las sombrillag japonesas, las que
se pueden abrir hasta que las varillas se encuentren en un mismo planc;
en este caso, la suma de los dngulos planos formados por cada dos varillas
consecutivas es igual @ cuatro rectos. Cerrando en parte la sombrilla, las
varillas se dispondrdn segin las aristas de un dngulo pcliedro. De esta
manera, los: dngulos formados por cada dos varillas comsecutivas resulta-
r4n ahora menores que antes y, por consiguiente, su suma serd también
menor que la anterior, es decir, menor que cuatro rectos.

165. La propiedad anterior, evidenciada mediante un
procedimiento intuitivo, puede enunciarse en forma de feo-
rema; expondremos, pues, su demostracion racional.

Sea O A B0 DE el angulo poliedro (fig. 123). Como las
dos caras AOB y DOE tie-
nen el punto comin O, se in-
terceptardan por una recta O M
que, con las rectas 0 A y OFE
forman el triedro O M A E , cuya
cara A O E es comtn con el an-
gulo poliedro dado.

Si para abreviar notaciones, a
la cara 4 O B la designamos con
(fig: 123) a,laBOCconb,...,laEO0M

con n, yla MO A con m, apli-
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eando al triedro O M A B la propiedad del (.N." 156) tenemos:
e < m + n

Sumando a los dos miembros de esta desigualdad las earas
del angulo poliedro dado exceptuando la cara e comin con
el triedro O M A E, resulta:

(a+b+ec+d) +e< (m-+a) +b+4c—+ (d + m)

Pero, por estar en un mismo plano las caras m y @, te-
Nemos : m + a = dng. MOB.

Analogamente, d+ n=dng. DOM.

Por consiguiente, la desigualdad anterior puede escribirse

asi: a+b+c+d—l—e<c’mg.MOB+b+c+dng.DOM

Por ser la suma indicada en el primer miembro de la des-
igualdad anterior, la de las cinco caras del angulo poliedro
.dado, la representaremos con S5, y la del segundo miem-
bro, por ser la de las cuatro caras del angulo poliedro OMBCD
1a representaremos con Sy ; podemos escribir, pues:

S5<S4

Repitiendo el razonamiento para el poliedro de cuatro caras,
.demostrariamos que la suma de sus caras es menor que la
suma de las caras de un triedro, que representamos COI Ss,
y tendriamos, pues:

8, < 8s
Pero como en virtud del (N.° 158) tememos S < 4 rectos
aplicando a estas desigualdades la ley transitiva, resulta:
S: < Ny < S3 < 4 rectos , 0 sea S5 < 4 rectos

Se comprende facilmente que el razonamiento serd el mis-
mo cualquiera que fuese el ntimero de caras del dngulo po-
liedro dado.



104 M. COPPETTI, — GEOMETRIA DEL ESPACIO

166. Para satisfacer la curiosidad del buen estudiante, a conti-

nuacién daremos otra demostracion
del teorema anterior.

Sea (fig. 124) el angulo poliedro
OABCDE . Cortemos todas sus aristas
por un plano, determinando asi un po-
ligono ABCDE. Cade vértice de
este poligono es, a su vez, vértice de
un fngulo triedro; aplicando a cada
uno la propiedad del (N.° 156) y em-
pleando las notaciones de la figura, ten-
dremos:

a < @+ a Al O S A c < ¢ 40" ; ... ete

Sumando miembro a miembro estas desigualdades, resulta:
6+ b+ot+dte<cd+ a4 [ L I e AL s

Pero el primer miembro expresa la suma de los éngulos del poligono
ABCDE ; en general, si suponemos tenga 7 lados, dicha suma (véase
G. P. No 176) valdra 180° (n — 2)..

Por otra parte, si representamos con (8.0) a la suma de los dngulos
planos (o caras) del dngulo poliedro de vértice O, y recordando que la
suma de los #éngulos de un tridngulo vale 180°, tendremos, para el
conjunto de los. n tridngulos 0 4B , QLBCN S w Y jete:

(8.0) + (@ 4 a" + ¥ +b" + ... +¢") = 180° Xn

de donde

al+all+bl+'bll+'

.4 e = 180°n — (8.0).

Sustituyendo estos valores en la dltima desigualdad, tendremos:
180° (n — 2) < 180° n — (8.0)

y simplificando resulta:
— 360° < — (8.0)

y 40 8Sea, (8.0) < 3860°




CAPITULO VIII

EJES DE SIMETRIA DE ORDEN
SUPERIOR

167. Definiciones. — En el (N.° 58) vimos que, cuando
una figura coincide consigo misma mediante una rotacién
de 180° alrededor de un eje, es decir, de 360°: 2, se llama
gimétrica respecto a dicho eje. Pero, para distinguir dicha
simetria de otras que veremos en seguida, se le llama simetria
binaria (o de orden dos), para indicar que la figura puede
ocupar dos posiciones diferentes, pero coincidentes.

Asi, por ejemplo, tiene eje de simetria binaria el jarrén
dibujado en la pagina 40.

También puede ocupar una figura tres posiciones diferen-

tes, pero coincidentes, mediante rotaciones de 360°:3 = 120°
: |2
b
I5 lo
Is s
E ;

=
S

lo. =
le ‘
(fig 125) (fig. 126) (fig. 127)

alrededor de un eje; en ese caso, decimos (ue la figura tiene
simetria ternarig (o de orden tres) respecto a dicho eje.

Asi, por ejemplo, tiene simetria ternaria la lampara de
tres luces indicada en la (fig. 125).
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Anéalogamente, mediante rotaciones de 360°:4 = 90° =3e
define la simetria cuaternaria (o de orden cuatro) ; mediante
rotaciones de 360°:5 = 72° se define la simetria de orden

cinco; mediante rotaciones de 360°: 6 = 60° la simetria senaria
(o de orden seis); ete.

Estas simetrias se llaman de orden superior. En general,
podemos dar la siguiente .

DerinicioN, — Cuando una figura puede tomar n posi-
cicnes diferentes, pero coincidentes, mediante rotaciones de
360°.n, decimos que tiene un eje de simetria de2 orden = .

HsEMpPLOS. — Bl capitel de la (fig. 127) tiene un eje de simetria
cuaternaria; la eabeza de bulén de la (fig. 127) tiene un eje de
simetria senaria; la hélice dibujada en la pig. 40 tiene un eje de
simetria cuaternaria.

Se comprende facilmente que, si un eje de simetria es de
orden m, es también de orden d, siendo d un divisor cual-
quiera de ™.

Un eje de simetria de orden par es, pues, también, un
eje binario.

Un cuerpo de revolucién puede considerarse como una figura
con un eje de simetria de cnalquier orden, es decir, que a %
puede asignérsele cualquier valor; decimos entonces (ue un
cuerpo de revolucién es una figura con un eje de simetria
de orden infinito.

El estudio de la simetria de orden superior tiene gran
aplicacién en Cristalografia y, en esepcial, las simetrias
binaria, ternaria, cuartenaria y senaria.

Simetria del plano, de la recta y de
los triedros

168. EI conocimiento de los elementos de simetria de las
figuras simples es de inmediata aplicacién para determinar
elementos de simetria de las figuras compuestas de aquéllas;
al efecto, serdn elementos de simetria de las figuras com-
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puestas los elementos comumnes de las figuras simples que, las
componen.

169. Simetria del plano. — Recordando las definiciones
de simetria dadas en el (N.° 56) y siguientes, podemos de-
¢ir que un plano « admite los siguientes elementos de simeiria:

a) Como PLANOS DE SIMETRIA : el mismo plano a, Y
todos los perpendiculares al a.

h) Como EJES DE SIMETRIA : todas las rectas situadas
en el plano a, v todas las que le son perpendiculares.

¢) Como CENTRO DE SIMETRIA : todos sus punios.

Nora., — Si se tratara de un semiplano, tendria como pla-
nos de simetria: el mismo semiplano, y todos los planos per-
pendiculares a su borde. :

Como ejercicio, determine el ostudiante si ‘el semiplano
{iene ejes y centro de simetria.

170, Simetria de la recta. — Como en el parrafo ante-
rior, podemos decir que una recta 7 admite los siguientes
clementos de simetria:

a) Como PLANOS DE SIMETRIA : todos los planos qué
contienen lg recta v, y todos los plamos que le son perpen-
diculares.

b) Como EJES DE SIMETRIA : la misma recta r, Y
todas las que le son perpendiculares. ]

¢) Como CENTEO DE SIMETRIA : todos sus puntos.

Nots. — Si se tratara de una semirrecta, tendria como pla-
nos de simetria todos los planos que la contienen; como eje
de simetria la misma semirrecta; no tendria centro de simetria.

Como ejercicio, determine el estudiante los elementos de
simetria de un segmento de recta.

171. Simetria de figuras compuestas de planos y rectas.
— Sea, por ej., la figura formada por dos rectas O A y OB
que se cortan en O (fig. 128).

De acuerdo con el (N.° 168) dicha figura tendréd como
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elementos de simetria los elementos comunes a las rectas O A
v O B. Tendréi, pues: como plano de simetria, el plano 4 O B
C que forman las rectas dadas; como

i / B eje de simelria, la perpendicular

O C al plano A O B ; como cén-

tro de simetria, el punto O de
AFSIE interseceion de las dos rectas

70 dadas.

/ i Nétese que los elementos asi
N / | A (}Elf)fmill&d(}s pueden no ser ?03

(tig. 128) unicos. Asi, la figura anterior

tiene ademas: como ejes de sime-
tria, las bisectrices O M y O N de los angulos de las rectas
dadas; como planos de simetria, los planos que contienen di-
chas bisectrices y son perpendiculares al plano 4 O B de las
dos rectas dadas.

En resumen, la figura formada por dos rectas 0 4 y OB
que se cortan en O tiene como elementos de simetria: fres
ejes, tres planos y un centro de simetria, que son respectiva-
mente las tres aristas, las tres caras y el vértice del triedro
trirrectdngulo O M N €' formado por las hisectrices O M, O N
de los éngulos de las rectas dadas, y la perpendicular O (f
al plano de dichas rectas.

172. Como otro ejemplo, sea la figura formada por une
recta O A y un plano o que se intercepion en O (fig. 129).

A

A S SRS SN o W

O A

(tig. 129) (tig. 130)
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Si la recta es oblicua al plano, de acuerdo con el (N.° 168),
tendrd, pues: como plano de simetria, el plano A O A’ per-
pendicular al a« y que contiene la recta 0 A ; como eje de
simetria, la recta B (' trazada por O en el plano a, perpen-
dicularmente a O 4, es decir, perpendicular al plano AOA’;
como centro de simetria, el punto O

Si la recta dada es perpendicular al plano (fig. 130), ten-
dré: como plano de simetria, todo plano que contenga la recta
0 A, asi como el mismo plano a.

Como ejercicio, determine el estudiante los restantes ele-
mentos de simetria.

173. Simetria del triedro. — El triedro no tiene elemen-
tos de simetria, excepto cuando es isésceles, que admite un
plano de simetria.

Sea, por ej., el triedro O A B C (fig. 131), que suponemos
tenga iguales las caras AOB y AO0C. ‘

Bl plano 4 O M, bisector del diedro de arista O A, es

| PLANO
| BISECTOR

Il
!
'
'
'
'
'
1
'
1
1

(fig. 131)

plano de simetria del triedro dado. En efecto, la recta simé-
trica de O B respecto a dicho plano estd contenida en el plano
AO0(C y forma con O A, por hipétesis, un angulo igual al
AOB; es, pues, la recta O C. Las rectas OB y OC se
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encuentran, por consiguiente, en un mismo plano B O C per-
pendicular al plano bisector A O M, y se cortan por la bi- -
sectriz O M del angulo B O C .

Con esta simetria resulta demostrado, pues, que los diedros
OB y OC opuestos a earas iguales de un triedro isbsceles
son iguales, por ser figuras simétricas respecto a un plano
(N2 64, 2.%).

174. Cuando el triedro es equildtero, admite fres planos
y un eje de simetria.

Sea, por ej., el triedro O A B ¢ (fig. 132) que suponemos
tenga iguales las tres caras; de acuerdo con la propiedad del
parrafo anterior, admitird como planos de simetria los tres
planos bisectores de los diedros del triedro.

Como la figura formada por dos de dichos planos, admite

i (o)

(fig. 132)

el tercero como plano de simetria, y por ser esos tres planos
los bisectores de los diedros de un triedro, se interceptarin
por una misma recta (lugar geométrico de los puntos equi-
distantes de las tres caras del triedro); aquellos tres planos
contendran, pues, una misma recta O M, que es el eje de
stmetria del triedro.

La recta O M es un eje de simetria ternaria. En efecto, si
trazamos un plano A B € perpendicular a la recta O M, la
intereeptard en O’ y a las aristas del triedro en los puntos
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A, By €; ¢ tridngulo A B C asi formado, por tener como
ejes de simetria las rectas A0, BO, CO°; &8 equilatero
(G. P. N.° 148) y admite como eje de simetria ternaria la
perpendicular O M trazada en O’ a su plano; analogamente
respecto del triedro dado.

Poliedros

175. Definiciones. — Si observamos un cristal, que es la
forma que toman ciertos cuerpos en la naturaleza (por ej.,
en ¢l grupo de cristales de cuarzo de la fig. 133), o los que
se obtienen en laboratorio cuando dichos cuerpos pasan al
estado solido (por ej., los cristales de alumbre de la fig. 134),

(fig. 133) (fig. 134)

vemos que estd limitado por poligonos planos; esta forma
geométrica se llama poliédrica.

En general, tendremos la siguiente

DeriNicion, — Se llama POLIEDRO la parte de espacio:
limitada por poligonos planos.

Los poligonos que limitan el poliedro se llaman caras; los
lados y los vértices de dichos poligonos se llaman, respecti-

-

vamente, aristas y vértices del poliedro.

Qe llaman diagonales de un poliedro los segmentos de
rectas que tienen sus extremos en dos vértices no perte-
pecientes a una misma cara.

Un poliedro no puede tener menos de cuatro caras; en este
caso se llama tetraedro. Si tiene cinco caras es un pentaé~
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daro; ...; de 15, pentadecaedro; de 20 icosaedro. Se sigue una
nomeneclatura analoga a la empleada en Geometria plana para
los poligonos.

Un poliedro se llama conviexo si el plano de una cual-

quiera de sus caras deja al poliedro en uno solo de los.

semiespacios que determina. En caso contrarvio, es céncavo.
En lo sucesivo, trataremos solamente de los poliedros con-
vexos. En la (fig. 135) presentamos algunos poliedros
CONVEXO0S.

(fig. 135)

Para designar un poliedro, se leen las letras de sus vér-

tices. Asi, por ejemplo, el tetraedro de la figura se leera:
ABCD.,

Prismas — Caras y bases

176. Superficie prismatica. — Dado un poligono convexo
ABCDE (fig. 136), tracemos por sus vértices las rectas
AA’, BB’, CC’, DD’, EE’, paralelas entre si y no situa-
das en el plano del poligono. Las fajas limitadas por dos pa-
ralelas sucesivas forman una superficie, que se llama super-
ficie prismdtica indefinida; el espacio que limita esta su-
perficie se llama prismma 1ndefinido.

Las rectas 4 A°, BB’, ... se llaman aristas, y las fajas,
caras del prisma indefinido.

Un plano que corte una de las aristas, cortara a todas
las otras, y por tanto, cortard al prisma segin un poligono,
que se llama una secccién del prisma; si el plano es perpen-
dicular a las aristas, se obtiene lo que llamamos seccién
recta, de lo contrario se obtiene una seccion oblicua.
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177. TrorEMA. — Las secciones paralelas de una super-
ficie prismitica indefinida son iguales.
Jn efecto, consideremos dos secciones paralelas
«quiera, indicadas con lineas de punto y raya en la (fig. 136).

cuales-

altura

O-f==

(fig. 136) (fig. 137)

Serdn poligonos de lados ordenadamente paralelos e igua-
les (por ser lados opuestos de paralelogramos) ; los angulos
de las secciones también resultardn ordenadamente iguales
en virtud del (N.” 30), por tanto, los poligonos serén iguales.
Como corolario de la propiedad anterior, tenemos:
Todas las secciones rectas. de una superficie prismatica

son iguales.

178. Definiciones. — Si se corta una superficie prisma-
tica indefinida por dos planos paralelos, se determinan, como
seeciones, dos poligonos iguales, y sobre las caras tantos pa-
ralelogramos como lados tenga uno de aquellos poligonos. En
consecuencia, daremos la siguiente

DeriNicion. — Se llama PRISMA el poliedro limitado por
dos poligonos iguales, situados en planos paralelos, y por
tantos paralelogramos como lados tenga uno de aquellos
poligonos (fig. 137).

Los dos poligonos indicados, ABC y A’B’C’, se Jlaman bases
del prisma, y los paralelogramos, ABB’A’, BCC'B’, ...,
caras del prisma. '

i :
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El conjunto de las caras laterales de un prisma se llama
superficie letaral, y el de todas las caras, superficie total.

Las aristas del prisma no pertenecientes a las bases se
llaman aristas laterales; en el prisma de la (fig. 137) son
los segmentos: 4 4°, BB’, CC(C".

Las aristas laterales de un prisma son iguales (por ser dos:
a dos lados opuestos de un paralelogramo).

Se llama altura de un prisma a la distancia entre las
dos bases (P A’ en el prisma de la fig. 137).

Un prisma se llama triangular, cuadrangular, pentago-

nal, ... etc., segin que la base sea un tridngulo, un cuadrild-
tero, un pentdagono, ... ete.
Asi, por ej., en la (fig. 137) presentamos un prisma trian-
El
Al i D’
B’ | Cj
|
g =
o G il ——
AT E TIADT
B G
(fig. 138) : (fig. 139)

gular; en las (figs. 138 y 139), prismas pentagonales (el
poligono X Y U ZV es la seceion recta del segundo prisma).

Prisma recto y oblicuo — Prisma regular

179. Deriniciéx., — Un prisma es RECTO cuando las
aristas son perpendiculares a los planos de las bases; de lo
contrario es OBLICUO.

En la (fig. 138) presentamos un prisma recto, y en las
(figs. 137 y 139), prismas oblicuos.

En un prisma recto,-se puede tomar como altura una cual-
quiera de sus aristas laterales; las caras laterales son rec-
tangulos,
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Un prisma es REGULAR cuando es Tecto y tiene como
bases un poligono regular. '
En la (fig. 138) presentamos un prisma regular.
180. Tronco de prisma, — La parte de prisma indefinido

comprendida entre dos planocs mno paralelos, se llama tronc®
de prisma. Si el prisma indefinido es triangular, euadrangu-

lar, pentagonal, ... se obtiene, respec- A
tivamente, un tronco de prisma trian-
gular, cuadrangular, ... ete.

En la (fig. 140) presentamos un tron-
co de prisma triangular A B C A’B’C°.
Los poligonos determinados por aque-
llos dos planos, se llaman base del tron- Al
co de prisma; en el de la (fig. 140) las /.
bases son los trifingulos ABC y A’B’C”.
Las aristas del tronco no perteneecien- A
tes a las bases, se llaman aristas latera- B
les ((AA% BB e (fig. 140)

El tridangulo 4’7 B’’ (”’ obtenido seccionando el tronco de
prisma por un plano a perpendicular a las aristas laterales,
se llama seccidn recta del tronco de prisma.

==

181. Desarrollo del prisma recto. — Supongamos que
construimos con cartulina un prisma recto (fig. 141)
ABCDEA’B’C’D E’; si lo cortamos por una de las
aristas laterales y por las de las bases, excepto una en cada
base, y extendemos luego la figura obtenida sobre un plano,
obtendremos lo que se llama el desarrollo del prisma.

Como las caras laterales del prisma recto son rectangulos
de igual altura, resulta facil ver en la figura, que su des-
arrollo estard formado por un rectingulo AA’A” A’ de
altura igual a la del prisma y de base igual al perimetro de
uno de log poligonos de las bases, y ademés, dos poligonos
ABCDE y A’B’(’D’E’ iguales a las bases.

Inversamente, si recortamos dos poligonos igunales y un
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rectangulo cuya base sea igual al perimetro de uno de aque-
Ilos poligonos, y los doblamos convenientemente, podremos
construir un modelo de prisma recto (fig. 142). La unién

CI
DG

T

esarrollo del prisma

(fig. 141) (fig. 142)

de las earas se realiza pegando unas tiras de papel del lado
exterior, o dejando a algunas aristas unas tiras de la misma
cartulina, que luego se pegan del lado interior.

NoTA. — Consideramos muy conveniente que, empleando el procedi-
miento recientemente indicado, construya el estudiante un prisma reecto,
para luego emplearlo en la verificacion del caleulo previo que hard del
nfimero de vértices, arvistas, dngulos 'planos, caras y diedros.

Paralelepipedos. — Propiedades
fundamentales

182. DmriNicioN. — e llama PARALELEPIPEDO el
prisma cuyas bases son paralelogramos (figs. 143 y 144).

Todas las caras de un paralelepipedo son, pues, parale-
logramos. '

Se llaman caras opuestas de un paralelepipedo, las que no
tienen aristas comunes; por ej., las caras ABCD y A’B'C°D’.

Dos aristas paralelas y no sitnadas en una misma cara, se
dice que son opuestas; por ej., las aristas BC y A’ D’.
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183. Un paralelepipedo puede. considerarse como prisma
de tres modos diferentes; es decir, considerando como bases
dos caras opuestas cualesquiera. En consecuencia, y por ser
iguales las bases de un prisma, podemos enunciar la siguiente

PropiepaDp, — Las caras opuestas de un paralelepipedo son
paralelas e iguales,

Como consecuencia inmediata de esta propiedad, tenemos:

Las aristas de un paralelepipedo son iguales y paralelas
cuatro a cuatro.

184. Si las doce aristas de un paralelepipedo son iguales
entre si, sus ecaras serdn entonces seis rombos iguales, y el
paralelepipedo se llama romboedro.

(liertos cristales importantes, como el espato ‘de Islandia,
tienen la forma romboédrica. Notese que, en un romboedro
se pueden elegir dos vértices opuestos, donde los tres angulos
planos sean agudos, o los ires obtusos. .

185. TrorEma, — Las diagonales de un paralelepipedo se
cortan en su punto medio.

’ Fotd
Di— c
3 s
A TS B
b s =SS iRl
e SR
PR TS
\ - O W N,
} SRR s, =
D= TN G
/ SN
A / T
(fig. 143) (fig. 144)

Sea A BC D A’B’C’D’. el paralelepipedo (fig. 143), cuyas
euatro diagonales son A €7, B, CA DB Demostraremos
que el punto medio 0 de dos eualesquiera de ellas, por ejss

-

de BD’ y C A’ es comun. En efecto, en el cuadrilatero
RO D’A’, que es un paralelogramo, por tencr los lados B U
y A’D’ iguales y paralelos, sabemos (@. P. N.° 208, 3.°), que

Jas diagonales se cortan en Su punto medio.
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186. Paralelepipedo rectangular. — Un paralelepipedo,
como el prisma, puede ser recto (fig. 144) u oblicwo. Si la
base de un paralelepipedo recto es un rectangulo, se llama
paralelepipedo rectangular, y sus seis caras son entonces
rectangulos.

Un paralelepipedo rectangular es un prisma recto, cualquie-
ra que sea la cara que se considere como base, puesto que cada
arista es perpendicular a sus aristas contiguas y, por consi-
guiente, a los planos de las caras que ellas determinan.

Todo paralelepipedo rectangular consta de ocho triedros
trirrectangulos, y se le llama, también, ortoedro.

La generalidad de las habitaciones y cajas tienen la forma
de paralelepipedos rectangulares.

En un paralelepipedo rectangular las tres aristas coneu-
rrentes en un vértice se llaman dimensiones del paralelepipe-
do. (Por ej., en la fig. 144 las tres dimensiones pueden ser:
AB, AD; A A%).

A las tres dimensiones de un paralelepipedo rectangular
se les suele llamar, también: largo, ancho y alto, respecti-
vamente.

187. TroremA, — En un paralelepipedo rectangular las
diagonales son iguales. o

Demostraremos que dos diagonales cualesquiera, por eJ.,
BD’ y CA’ son iguales. En efecto, si el paralelepipedo
ABCD A’B’°C’D’ (fig. 144) es rectangular, el cuadrilatero
BCD’A’, formado por dos aristas opuestas B C y ADE
es un rectangulo, porque las aristas B C y A’D’ son perpen-
diculares a las caras paralelas A BB'A’ y D (’D’; pero
sabemos (G. P. N.° 219), que las diagonales BD' y C A’ de
un rectangulo son iguales entre si.

188. Cubo. — Kl paralelepipedo rectangular cuyas tres
dimensiones son iguales se llama cubo (fig. 1).

Lias caras de un cubo son seis cuadrados iguales.

El cubo resulta determinado con sélo dar la arista.
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Piramide — Vértice — Caras laterales
y base

189. Derinicion, — Se llama PIRAMIDE la parte de
4Angulo poliedro comprendida entre el vértice del mismo ¥y
un plano que corte todas las aristas (fig. 145).

El wvértice O del angulo poliedro se o
llama vértice de la pirdmide.
El poligono de seccifn, 0 sea la cara

ABCDETF es la base,

Es natural que esta definicion equi-___
vale a esta otra:

Se llama PIRAMIDE al poliedro en
¢l que una de las caras es Un poligono
cualquiera, y las otras soi triangulos
que tienen por bases respectivas los di-
ferentes lados de la cara poligonal Y,
como vértice comin, un punto exterior a dicha cara.

Las caras triangulares 4 B 0, BCO,... se llaman caras
laterales. ‘

El conjunto de las caras laterales de una piramide se llama
superficie lateral, y el de todas las caras, superficie total.

Las aristas 0 4, O B, ... no pertenecientes a la base, son
las aristas laterales.

La distancia O P del vértice al plano de la base es la
altura de la pirdmide.

Una pirdmide se llama triangular, cuadrangular, pentago-
nal, ... ete., segin que la bhase sea un triangulo, un cuadri-
ldtero, un pentdgono, ... ete.

Asi, por ej., es hexagonal la pirdamide representada en
la (fig. 145).

BEn la piramide triangular, que se llama también tetraedro®
(N° 175), una cualquiera de sus caras puede considerarse
como base, y como vértice, el opuesto a esa base.

(fig. 143)
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190. Tronce de pirdmide. -— Si seccionamos una pird-
mide por un plano paralelo al de la base, queda descom-
puesta en una pirdmide menor y un poliedro llamado tronco

o

de pirimide o pirdmide truncada (fig. 146).

(fig. 146)

Hsta seceién y la base de la pirdmide se llaman bases
del tronco (base mienmor y base mayor respectivamente).
La distancia entre las dos bases se llama altura del troneo.

Piramide regular

191. Definiciones. — Una ‘pirdmide es recta, cuando s
base es wn poligono circunscripto a una circunferencia, cuyo
centro es el pie de la altura de la piramide; de lo contrario,
la pirdmide es oblicua. .

Las (figs. 147 y 148) representan piramides rectas, y la
(fig. 145), una pirdamide oblicna, siendo O P las alturas res-
pectivas.

Como caso particular, en una piramide recta la base puede
ser un poligono regular (fig. 148); damos entonces la si-
guiente ’

- DeFINICION. — Una pirdmide es REGULAR, cuando es
recta y tiene como base un poligono regular.
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192. Propiedades, — 1.* Las aristas laterales de una pi-
ramide regular som iguales. En virtud de ser 04, OB,
0C, ... (fig. 148) segmentos de oblicuas de proyecciones
iguales (N.” 126).

(fig. 147) (fig. 148)

9 Las caras laterales de una piramide regular son tridn-
gulos isésceles iguales. Son isosceles, en virtud de la propie-
dad anterior, e iguales, por tener también iguales entre si
los lados del poligono de la base (por ser regular).

193. La altura O M comin a las caras laterales de una
pirdmide regular, se llama apotema.

La apotema de una pirdmide es, pues, mayor que la altura
de la misma (por ser la primera el segmento de oblicua, y
la segunda el de perpendicular, desde el yértice al plano de
la base).

Si un troneco de pirdmide ha sido obtenido seceionando
una pirdmide regular, se llama tronco de pirimide regular.
En este caso, las caras laterales son trapecios isosceles igna-
les; la altura comun de todos ellos, se llama apotema del
tronco.

194. Desarrollo de la pirdmide. — Andlogamente que
para el prisma, podremos construir una pirdmide regular
mediante su desarrollo, recortando en cartulina el poligono
de la base y tantos tridngulos equildteros iguales como lados
tenga la base, que dispondremos como indica la (fig. 149).
Doblando luego el desarrollo por las aristas como indica la
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(fig. 150) y pegando los bordes convenientemente, obtendre-
mos la pirdmide que nos proponiamos construir (Fig Abl).

(fig. 149) (fig. 150) (fig. 151)

Como aplicacion muy ftil del desarrollo de prismas y pirdmides, cons-
truya el estudiante un prisma recto triangular 4 B C 4’B’C’, como
indica la figura ‘que sigue; luego, con sus elemeutos, constrayanse las
tres pirdmides 4 BCB’, 4 A’CB’, A’B'C’C que, yuxtapuestas, forman
aquel prisma. !

En la parte inferior de la figura se presentan los desarrollos res-
peetivos del prisma y de las tres pirdmides.

Con esta construccién se evidencia, experimentalmente, una propiedad
que se estudiari en el cuarto curso de Matematicas: que el volumen
de una piramide triangular es la tercera parte del volumen de un prisma
de igual base e igual altura.
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Propiedades de simetria de prismas
y piramides
Plano, ejes y centro de simetria

195. Simetria de un paralelepipedo cualquiera. — TEO-
REMA, — El punto de interseccion de las diagonales de un
paralelepipedo, es CENTRO de simetria del mismo.

Sea el paralelepipedo ABCDA’BC’D’? (fig. 182) y 0
] punto de interseccién de sus diagonales. Si M es un punto
cualquiera de la superficie del paralelepipedo, demostra-
remos que Su «imétrico M’ respecto al punto 0, se en-
cuentra también sobre la A D’
superficie del paralelepipedo.

En efecto, el plano M B D’

ue contiene el punto My
una cualquiera de las diago-  s&-1-
nales del paralelepipedo, in-
tercepta al poliedro por el
cuadrilatero BN D’N’, que (fig. 152)
s un paralelogramo, porque siendo paralelas las caras opues-
tas de un paralelepipedo, sus secciones por un plano son
rectas paralelas (N." 26). Pero el punto medio O de la dia-
gonal B D* del paralelogramo B N D’ N’ es centro de simetria
del mismo (G, P. N.° 209, 3°), vale decir que el punto M’
simétrico del M respecto al punto 0, se encuentra sobre la
superficie del paralelepipedo, porque se halla sobre la recta
D’ N’ de interseccion del plano B N D’ con la cara A D D'A’
del paralelepipedo.

196. Simetria del prisma recto, — TEOREMA. — EIl plano
que pasa por los puntos medios de las aristas laterales de un
prisma recto, es PLANO de simetria del mismo.

Qea A BC D E A’B’°C’D’E’ un prisma recto (fig. 153) y @
¢l plano que pasa por los puntos medios 477, B 0. 1de
las aristas laterales; demostraremos que o €S plano de sime-
tria del prisma.
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B! efect - por figer b Asd = A4’ BB = BB,
() ("’ = (7€’ Tos planos de
las bases del prisma son,
pues, paralelos al o y equi-
distantes de é1 (N." 43) ; por
consiguiente, todo punto de
una de las bases tendra su
siméirico, con respecto -al
plano a, sobre la otra base.

Anélogamente, todo punto
de una de las caras laterales
del prisma, por ej., de la
cara A B B’A’, tendrd su
simétrico sobre la misma ca-
ra, por ser ésta perpendicular al plano «, e interceptarse
por la recta A’’B’’ que es'eje de simétria del rectangulo
(G P. N> 221);

197. TrorEMA. — Ni la base de un prisma recto liene eje
de simetriu, el plano que lo eontiene y es perpendicular a la
base es PLANO de simetria del prisma.

Sea, por ej., A BC D A’B’C’D’ un prisma recto (fig. 154)
cuya base es un romboide (A B=A4D, CB = CD); como
la diagonal A € es eje de simetria del romboide (G. P. N.* 232),
y la arista A A’ del prisma recto es perpendicular a las bases,
el plano ¢ AA’ que contiene la diagonal A(' es pmpendl—
cular a las bases (N 12) y es plano
de simetria del prlsmd.

En efecto, si M es un punto cual-
quiera del lado B € del rombo, su
simétrico M’ respecto a la diagonal
A € se encuentra sobre el lado D (',
es decir, sobre la superficie del pris-
ma, teniéndose:

OM —=0M y MM’ 1 AC

Ademés, 3 M’ es perpendicular al
plano (" 4 A7 en virtud del teorema
(fig. 154) de las tres perpendiculares (N.” 39).

(fig. 153)
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En consecuencia, los puntos M y M’ son simétricos respecto al
plano € 4 A°.

Qi M no fuera un punto de una de las bases, sino cualquier
punto de una de las caras del prisma, trazariamos por él
la seccién recta del prisma, que seria un poligono igual al
de las bases, y se demostraria como antes la simetria respecto
del plano C A A’ ‘

"Nors. — Bl teorema anterior se demostraria anilogamente
si el eje de simetria de la base no fuera una de las diagonales;
por ej., si la base fuera un poligono regular, se demostraria
para el eje que une el punto medio de un lado con el cen-
tro de la base,

198. TreoreEMA. — i la base de un prisma recto tieme cen-
tro de simetria, la recta que lo contiene y es perpendicular @
la base es EJE de simetria del prisma.

Sea, por ej., AB ¢ D A’B’C’D’ un prisma recto (fig. 155)
cuya base es un rombo, siendo el '
centro de simetria de la base el
punto O de interseccién de las dia-
gonales.

Qi hacemos girar el prisma 180°
alrededor de la perpendicular O 0’
a las hases, el punto A coineidira
con ¢, y B con D; igualmente
coineidiran las perpendiculares a las
bases en dichos puntos, es deeir, que
eoincidiran las aristas 4 A’ con € i ;
y BB’ con DD’. La recta 0 0’ es,
pues, eje de simetria del prisma.

Nota. — En resumen, el prisma recto rombal tiene tres
planos de simetria (N.”* 196 y 197), que. forman un triedro
frirrectanguio cuyo vértice se encuentra en el punto medio
de la recta O O’ que une los centros de las bases; tiene tres
ejes de simetria que son las aristas de dicho triedro (N. 65, a),
siendo el vértice de este ultimo, centro de simetria del pris-
ma (N.° 65, b). '
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199. Simetria del paralelepipedo rectangular.—Sea, por ej.,
ABCDA’B’C’D’ el paralelepipedo dado (fig. 156). EL
punio O de interseccién de las diagonales es ceniro de sime-
tria (N.° 193). :

El plano que pasa por los puntos medios de cuatro aristas
paralelas entre si es plano de simetria (N.° 196) ; este plano

A p’ Pasa por el eentro y es paralelo

! P’ a las bases; como el paralele-

N i pipedo rectangular se puede

B i ' oN’ considerar como prisma recto

ey et -45'—— ----- de tres modos diferentes tiene,

M N 50 pues, tres planos de simetria
,)A' """" | D.(MON, MOF, NOP).

/ P /. Siendo los tres planos de

< simetria perpendiculares entre

(tig. 156) si dos a dos, el paralelepipedo

rectangular admite, pues, {res ejes de simetria (N.” 65. a),
que son las perpendiculares a las caras trazadas por el centro
del paralelepipedo (M M’, NN*, P P’).

200. Simetria del prisma regular. — Sea, por ej., el pris-
ma hexagonal regular de la (fig. 157). El poligono de la
base tiene como ejes de simetria las rectas que unen el cen-
tro de dicho poligono con los vértices, o con los puntos
medios de los lados, es deeir, las apotemas (G. P. N.”* 195-
196) ; en consecuencia, como un prisma regular es también
un prisma recto, en virtud del teorema del (N.” 197) tenemos:

Todo plano que contenga la recta de los centros de las
bases de un prisma reqular vy una arista lateral, es un PLANO
de simetriq del prisma.

Todo plano que contenga la recta de los centros de las
bases de un prisma regular y una apotema, es un PLANO
de simetria del prisma.

En el prisma hexagonal de la (fig. 157), son planos de
simetria los seis planos 0 0°A’A, 00’M°’M, OO’B’B, ...

En virtud del teorema del (N.® 196) tendra también como
plano de simetria el «, que une los puntos medios de las
aristas laterales.
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Bl prisma hexagonal regular tiene, pues, siete planos de

simetria.
De acuerdo con el teorema del (N.° 198), el prisma regu-

lar tendra como eje de simetria la recta O O’ que une ios,

centros de las bases. También P
serén ejes de simetria las seis i
intersecciones del plano a con Noa—ad—=00’
los planos de simetria que con-
tienen el eje 007, es decir,
las rectas PA’’, PM”’, PB”’

El prisma hexagonal regu-
lar tiene, pues, siete ejes de
simetria.

Si el poligono de la base ; ¢
tiene un ntimero par de lados, y| %
dos por lo menos de los planos
de simetria que contienen O 0’ B c
son perpendiculares entre si, ¥ (fig. 157)
como también son perpendiculares al plano « se forma, pues,
con esos planos de simetria, un triedro trirrectangulo, cuyo
vértice P (punto medio del segmento 0 0’) es ceniro de

simetria.

Si el poligono de la base tiene un ntimero impar de lados;
ya no tiene planos de simetria que ‘conteniendo el eje 007,
gean perpendiculares entre si; en conmsecuencia, en este caso
la pirdmide no tiene ceniro de simetria.

En general, si el poligono de la base de un prisma recto
tiene-n lados, €l prisma admite: n -~ 1 planos de simetria;
n -+ 1 ejes de simetria; un centro de simetria si 7 es par. .

3
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201. Simetria de la pirimide. — TEOREMA. — St la base
de una pirdmide iene eje de simetria v el vérlice se halla
en el plano que, conteniendo dicho eje, es perpendicular
la base, dicho plano normal es PLANO de simetria de la

piramide.
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Sea, por ej., la pirdmide pentagonal O 4 B ' D E (fig. 158),
cuya base suponemos tenga P (' como eje de simetria, encon-
trandose el vértice O en el plano O P ' perpendicular a la
base; demostraremos que O P (' es plano de simetria.

En efecto, si 3 es un punto cualquiera del lado B C de
la base, su simétrico M’ respecto al eje P (' se encuentra
sobre el lado D C, es decir, sobre la superficie de la pira-
mide, teniéndose: NM = NM’, y MM’ L P(C; ademés,
M M’ es perpendicular al plano O P.C (N.” 53). En conse-
cuencia, los puntos M y M’ son simétricos respecto al
plano O P C'; pero como el punto O es simétrico de si mis-

(fig. 158) (fig. 159)

mo respecto a dicho plano O P ', las rectas O M y O M’
que unen puntos simétricos son, pues, rectas simétricas con
respecto a aquel plano.

Las infinitas rectas como las O M que forman la cara
O B (¢ de la pirdmide, tienen sus simétricas sobre la cara
O D C, y reciprocamente; en consecuencia, dichas caras son

simétricas respecto del plano O P (/. Igualmente se demos-
traria para las restantes caras de la piramide.

202. TrorEMA. — Si la base de una piramide tiene centro
de simetria vy el vértice se halla en la recta que, pasando
por dicho ceniro, es perpendicular a la base, dicha mormal
es EJE de simetria de la piramide.
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Sea, por ej., la piramide O A B C D (fig. 159) cuya base
es un paralelogramo de centro P, siendo O P perpendicular
a ia base; decimos que O P es eje de simetria de la pirdmide.

Se demuestra, como lo hicimos ya para el prisma en el
(N 198), mediante una rotacion de 150° alrededor de la
normal O P .

Noras, — 1.* Como la base de una pirdmide es tunica, y
ésta a lo sumo tiene un centro de simetria, la pirdmide ten-
dra, pues, a lo sumo, un eje de simetria. '

9" Se concihe fAcilmente que una pirdmide no tiene centro
de simetria.

203. Simetria de la pirdmide regular, — Como la base
de una pirdmide regular es un poligono regular, razonando
como lo hicimos para el prisma regular (N.” 200) y aplican-
do el teorema del (N.” 201), tenemos:

Todo plano que contenga la altura de una pirdmide regular
y una arista lateral, es PLANO de simelria de la pirdmide.

Todo plano que contenga la altura de una pirdmide regular
y una apotema, es PLANO de simetria de la pirdmide.

En la pirdmide hexagonal de la (fig. 160) son planos de
simetria los seis planos O P A4,
NG S A

Si la base de la pirdmide es un
poligono de un namero par de
lados, ese poligono tiene centro
de simetria (G. P. N.° 198); en
consecuencia, en virtud del teo-
rema del (N.° 202), la altura de
la pirdmide es eje de simetria de
la misma.

Si la base de la pirdmdie tie-
ne un ntmero impar de lados, ese (fig. 160)
poligono no tiene centro de si-
metria; en consecuencia, en este caso la piramide mo tiene
eje de simetria.

9
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Ejes de simetria de orden superior en los
prismas y piramides regulares

9204. De acuerdo con la definicién de simetria de ordem
superior dada en el (N.° 167), un prisma o una pirdmide
regular tienen ejes de simetria de dicho orden.

En efecto, como la base de ambos poliedros es un poligono
regular, si lo hacemos girar sobre su plano y alrededor de
su centro, podré coincidir consigo mismo tantas veces como
lados tenga el poligono (G. P. N.° 186).

Facilmente se comprende, pues, (ue si se trata de un
prisma (fig. 157), la arista A A’ pasard a ocupar sucesiva-
mente las posiciones de todas las aristas BB, CC st
se trata de una piramide (fig. 160), la arista O A pasara a
ocupar sucesivamente las posiciones de todas las aristas 0B,
0C,... En consecuencia, tenemos:

La recta que ume los centros de las bases de un prismae
regular es EJE DE SIMETRIA, de un orden igual al ni-
mero de caras laterales del prisma.

La altura de una pirdmide regular es EJE DE SIME-
TRIA, de un orden igual al nimero de caras laterales de
la piramide.

Este' eje de orden superior se llama eje del prisma o de
la pirdmide, respectivamente.

Los otros ejes de simetria de un prisma regular (por eJ.s
PA”, PM”,... fig. 157), son ejes binarios.

BieMpros. — Un prisma regular triangular tiene: un eje de sime-
tria ternaria y tres ejes binarios. Un prisma octogonal regular tiene

un eje de simetria de orden 8, y ocho ejes de simetria binaria. Una
pirAmide triangular regular tiene eje de simetria ternaria.



CAPITULO IX

POLIEDROS REGULARES

205. . Derixicion, — Se llama POLIEDRO REGULAR
el poliedro convexo cuyas caras SOI todas poligonos regu-
lares iguales .y concurren el mismo namero de ellas en
cada vértice.

Como consecuencia de la definicién, tenemos:

Los dngulos diedros de um poliedro regular son iguales.

Son poliedros regulares los indicados en la (fig. 161), que
tienen 4, 6, 8, 12 o 20 caras, y se llaman respectiva-
mente, tetraedro, hexaedro (o cubo), octaedro, dodecaedro e
icosaedro regular.

Al

TETRAEDRO HEXAEDRO OCTAEDRO DODECAEDRO 1COSAEDRO
(tig. 161)
206. Trorems, — Los poliedros regulares no pueden ser

més de cinco.

En efecto; intentemos construir dngulos poliedros de caras
iguales, empleando los distintos poligonos regulares, empe-
zando con el triangulo equildtero, y siguiendo con el cuadrado,
¢l pentégono regular, ete. Para que la eonstruceion sea posible,
recordemos que la suma de los dngulos planos de un dngulo
poliedro tiene que ser menor que 360° (N.° 162).

Caras triangulares. — Como el &ngulo del triangulo equi-
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latero vale 60°, se podré formar angulos poliedros con 3, o
con 4, o con d triangulos equildteros iguales; ¢on 6 ya
no es posible, porque la suma de sus éngulos planos seria
60° X 6 = 860" ; con mayor razén no podra construirse
angulo poliedro con T o mds tridngulos equildteros, porque
la suma de los angulos planos del poliedro seria mayor
que 360°,

Los poliedros formados con el tridngulo equildtero son, res-
pectivamente: el tetraedro, ¢l hexaedro y el octaedro regular.

-Caras cuadradas. — Como el angulo del cuadrado vale 90°,
s6lo se podrda formar un angulo poliedro reuniendo 3 cua-
drados iguales; con 4 ya no es posible, porque la suma de sus
angulos planos seria 90° X 4 = 360°, y tampoco con mayor
ntamero de cuadrados, porque la suma de los angulos planos
del poliedro resultaria mayor que 360°.

El poliedro formado con el euadrado es el hexaedro regular.

Caras pentagonales. — Como el angulo del pentagono re-
gular vale 108°, sélo se podrd formar un 4ngulo poliedro
reuniendo 3 pentigonos regulares iguales; con 4 ya no ey
posible, porque la suma de sus dngulos planos seria 108° X 4 —
= 432" > 360° y, con mayor razén, reuniendo mis pen-
tagonos. :

El poliedro formado con el pentigono regular es el dode-
caedro regular.

Caras hexagonales, heptagonales, et¢. — Como el dngulo del
hexdgono regular vale 120°, con 3 hexfigenos ya no es posible
formar dngulo poliedro, porque la suma de sus angulos planos
seria 120° >( 3 = 360° y, con mayor razén, reuniendo mAs
hexagonos.

Como el angulo del heptigono y el de los otros poligonos
regulares de mayor numero de lados es mayor atn que el
del hexégono, la reunion de 3 o mas de esos poligonos no
permitird la construccién de é&ngulos poliedros y, en con-
secuencia, de poliedros regulares.

Hemos demostrado, pues, que' solamente existen los cinco
poliedros regulares mencionados, mostrando ¢émo podemos
-efectuar su construceion.




POLIEDROS REGULARES 133

207. Desarrollo y construccién d= los poliedros regulares.
— En la (fig. 162) presentamos los desarrollos de los cinco
poliedros regulares, en el orden indicado en el (N.°'205).

Para su construccion, recértese en cartulina el desarrollo
correspondiente y péguense tiras de papel en Jos bordes.

(fig. 162)

TLiuego ddblense segin las lineas de puntos,
bordes mediante las tiras de papel.
Iistimamos muy conveniente que el estudiante construya
los poliedros regulares en la forma indicada; dispondra asi
de modelos para la verificacién practica de sus propiedades.

y péguense los

Numero de caras, aristas y vértices de
cada uno de los cinco poliedros
regulares

208. En las figuras que siguen, presentamos los cinco
poliedros regulares, cuyos elementos enumeraremos:

1.° Bl tetraedro regular (fig. 163) tiene: 4 caras (trian-
gulos equiléteros), 6 aristas y 4 vértices.
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9° FEl cubo, o hexaedro regular (fig. 164) tiene: 6 caras
(cuadrados), 12 aristas y 4 wvértices.

3° Fl octaedro regular (fig. 165) tiene: 8 caras (tridn-
gulos equilateros), 12 aristas y 6 wvértices.

(fig. 163) (fig. 164) (fig. 165)

4° El dodecaedro regular (fig. 166) tiene: 12 caras (pen-
thgonos regulares), 30 aristas 'y 20 vértices. ‘

5° Tl icosaedro regular (fig. 167) tiene: 20 cards (trian-
culos equildteros), 30 aristas y 12 vértices.

O B
U T

' (fig. 166) (fig. 167)

209. Compruebe el estudiante que, en todos los poliedros
indicados, se verifica la misma relacién entre el namero de
caras (que representamos con ¢), el de vértices (v) y el de
aristas (a), siendo esa relacion la siguiente :

¢+ v=—a+2.

Asi, por ej., para el dodecaedro regular, siendo ¢ = 12,
9 =20, @.=—1'30 , tenemos: e+ v=12 +20=232, ¥
a + 2 =30 + 2 = 32; como vemos, se verifica la relacién
anterior.
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ral, es decir, que se cumple para cual-
y constituye el llamado teorema dé

)

Esta relacion es gene
quier poliedro convexo,
Euler. (7)

el numero

», — En todo poliedro convexo,'
es igual al

1 ntimero de vértices
nfimero de aristas mas 2. »
Con las notaciones ya empleadas en el parrafo anterior, si
consideramos primeramente una superficie poliédrica abierta
{fig. 168), limitada por una linea quebrada plana 0 alabeada

210. TEOREM
de caras aumentado en e

|
l‘n'.‘:\~

I
m\

7

2 B
(fig. 168) (fig. 169)
ABCDE, demostraremos que los elementos de esa super-
ficie satisfacen la siguiente relacion :
¢ v =a+ it [a]
o de una sola

En efecto, la férmula se cumple para el cas
cara, es decir, para ¢ = 1, puesto que, en ese caso, la [a]
@, y, efectivamente, en un poligono, el namero

nos da: v —
de vértices es igual al de aristas.
demostracién muy usado

Empleando un procedimiento de
en Mateméaticas, bastard demostrar que ¢ la [a] se cumple
para ¢ caras, Se cumplird también para (¢ + 1) caras.
Para ello, modifiquemos la linea quebrada que termina la
"superficie poliédrica agregando a dicha superficie un poli-
gono CDEF G (fig. 169) de n lados y # vértices (m = 9

EULER, Leonardo (1707 & 1783),
mula que lleva su nombre.

nacié en Basilea. En 1752 di6é &

(*)
<onocer la 6
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en el caso de la figura) que, sin cerrar la superficie polié-
drica, tendra con la linea quebrada anterior p aristas comu-
nes, y, en consecuencia (p -F 1) vértices comunes (p = 2 en
el caso de la figura). Designando con ¢’, ¢’, v’, los nlimeros
de caras, vértices y aristas de la nueva superficie poliédrica,
tendremos :

¢=c+1; a’>=a+n—p; vV=v+n— (p+1).

Sustituyendo estos valores en la [«] y simplificando, ve-
riamos ue dicha férmula también se eumple en este caso;
resulta demostrada, pues, su generalidad.

Consideremos ahora un poliedro convexo. Para pasar de
este poliedro a la superficie poliédrica abierta, basta supri-
mirle una cara. En este caso, los nameros de vértices y de
aristas no se habran modificado, y seran v y @ ; pero habién-
dose disminuido una cara, su ntmero sera (¢ — 1). Apli-
cando la relaciéon [a] ya demostrada, tendremos:

(¢e—1) +v=0a+1
de donde ct+v=a-+ 2

que constituye la relacién de Euler gque nos proponiamos de-
mostrar. BEste tipo de demostracion pertenece a Cauchy. (*)

Poliedros que resultan tomando como
vértice a los centros de las caras
de un poliedro regular

211. Poliedros regulares conjugados. — Consideremos,
por ejemplo, el cubo ABC DEF G H (fig. 170), y sean M,
N, P, Q, R, §, los centros de sus caras, obtenidos por
intersecciones de los ejes X Y, UV, Y Z ... de dichas caras.

El poliedro M N P Q It S que resulta tomando como vér-
fices aquellos centros, es un oclaedro regular.

En efecto, la construceién indicada evidencia que el niuevo
poliedro es un octaedro de caras triangulares. Para demostrar

(*) CAUCHY, Agustin Luis (1789 a 1857), Ingeniero de puentes y caminos.
es, para el Analisis matemético, el mds destacado representante de la Escuela
drancesa del siglo XIX,
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que es un octaedro regular, s6lo nos falta demostrar que las
caras que lo forman son triangulos equildteros e 1gulaes
(N.° 205). Bsto resulta facilmente de la comparacion de los
trisngulos recténgulos B Y N, NX8, NVM,... que tie-
nen iguales los catetos (por ser mitades de la arista del cubo).
Tl octaedro asi obtenido se llama conjugado del cubo. En
general, tenemos la siguiente
DeriNiciON, — Un poliedro regular se llama CONJUGA-
DO de otro poliedre regular, cuande los vértices del primero
son los centros de las caras del segundo.
H

A
La)

(fig. 171)

212. En la (fig. 171) se indica la construceion del po-
liedro conjugado del tetraedro regular, que es Otro tetraedro
regular.

Si A BCD es el tetraedro regular dado, y M, N, P, Q7
son los centros de sus caras, obtenidos por intersecciones de
los ejes DX, BZ, DY, BU, ... de dichas caras, el te-
traedro conjugado del A BC D es el MNPQ.

Esto resulta demostrando que las caras de este altimo te-
traedro son tridngulos equilateros iguales (N.° 205), lo que
facilmente se evidencia por la comparacion de los tridngulos
MXP, NYP, MZ§, ... que tienen iguales los lados con
vértices en X, Y, Z,... (por ser las terceras partes de
la apotema del tetraedro dado), y que también tienen iguales
¢l anzulo que forman dichos lados (por ser el rectilineo del
diedro del tetraedro dado).
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213. En la (fig. 172) se indica la construecién del polie-
dro conjugado del octaedro regular, que es un cubo; en la
(fig. 173) vemos que el poliedro conjugado del dodecaedro
regular es un icosaedro regular, y en la (fig. 174), que el
poliedro conjugado de un icosaedro regular es un dodecaedro
regular.

En forma andloga que para el tetraedro, se demuestra que
los tres ultimos poliedros conjugados, cuyas construceiones
indicamos en las (figs. 172-173 -174), son regulares. Como
ejercicio, efectie el estudiante estas demostraciones.

(fig. 172) (fig. 178) (fig. 174)

214. Propiedades de los poliedros conjugados. — a) La
relacion entre dos poliedros conjugados es reciproca; vale
deeir, que si un poliedro es conjugado de otro, reciprocamente,
¢l segundo es conjugado del primero.

Como es limitado el niimero de poliedros regulares, rapida-
mente se verifica: esta propiedad.

Asi, vimos que el poliedro conjugado del tetraedro regular
es otro tetraedro regular (N.° 211), y reciprocamente. El
conjugado de un cubo es un octaedro regular (N.° 211), ¥
reciprocamente, el eonjugado de un octaedro reguiar es un
cubo (N.° 213). El conjugado de un dodecaedro regular es
un icosaedro regular, y reeiprocamente (N.° 213).

También se verifica facilmente que:

b) El mimero de caras de un poliedro regular es tgual al
wlmero de vértices del poliedro conjugado e inversamente.

¢) El nimero de aristas de dos poliedros conjugados es el
Mmismo.

d) El nimero de aristas que forma cada angulo poliedro
de dos poliedros conjugados, es igual al nimero de lados de
cada cara del otro poliedro.
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Propiedades de simetria de los
poliedros regulares

215, Simetria del cubo. — a) CENTRO DE SIMETRIA. —
Clomo un cubo es también un paralelepipedo, adimite un cen-
tro de simetria: el punto de interseccién de sus diagona-
les (N 1935).

b) PrLaxNos DE oIMETRiA, — Por ger un cubo un prisma
regular, admite como planos de simetria los que pasan por

D, ~ ), o C'
[l o -
A
L e I
} H
! 1
B
T }D \
‘l-_-l__|... )\__..-I-_.-_.. e
/D b ¥ \>3’< =
1 -
//,/’/‘ o~
A B
(fig. 175) (fig. 176)

Jos puntos medios de cuatro aristas paralelas (N> 200) ; en
¢l eubo ABCD A’B’C°D’ de la (fig. 175), son los 3 planos
MNMN', PQPQ, E SR8,

Por igual razon admite como planos de simetria, los que
contienen un par de aristay opuestas, €s decir, 6 planos; en
el cubo de la (fig. 176) se han dibujado los 2 planos ACCA’
y BD D’B’, que son los que corresponderian al cubo con-
siderado como prisma regular de bases ABCD y A’BC D
Considerando como bases los otros dos pares de caras opues-
tas, se tendrian los otros cuatro planos de simetria :

Tn resumen, el cubo tiene 9 planos de simetria.

¢) EJEs DE simETR{A. — Como un cubo es también un pris-
ma regular, tiene como ejes de simetria cuaternaria las rectas
que unen los centros de dos caras opuestas (N.° 204). en el
cubo de la (fig. 177) son los 3 ejes MM, N N’, PP’, que
pasan por el centro O de simetria del eubo.

Por igual razon admite como ejes de simetria binaria las
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rectas que unen los puntos medios de dos aristas oputstas‘-
en el cubo de la (fig. 178) son los 6 ejes Q Q°, RE’, S8’,
T, UU’, VV’, que pasan por el centro O de simetria
del cubo.

Q' D’ C’
/i D /)
2 ';\ S,/ /T \\\ // ’
VK:\\‘\\ ‘//_', s R\ -
LR B,
L7 = 0.~
U"’/ A ~NV et e
IZEIS IR 2N 58
I/T [I W I,’/ \
Q

(fig. 177) (fig. 178) (fig. 179)

Si consideramos uno de los triedros trirrectingulos del eubo,
por ser equilitero, tiene eje de simetria ternaria (N.” 174).
Por consiguiente, si hacemos girar el eubo de la (fig. 179)
un dngulo de 360°:3 = 120° alrededor de dicho eje ternario,
el vértice A" quedard fijo, 4 coincidird con B’, B’ con D’,
y D’ con A. El cubo. coincide, pues, consigo mismo Y, ¢omo
el vértice ' opuesto al A no cambia de posicion, el eje de
simefria pasa por C y es, por consiguiente, una diagonal
del cubo.

Los 4 ejes ternarios son: A'C, A(C’, DB’ D'B.

En resumen, €] cubo tiene 3 ejes cua»ternarlos, 6 ejes bi-
" narios y 4 ejes ternarios de simetria.

Nors. —- Podemos verificar que no se ha omitido ningtn eje. En
ofecto, si suponemos que el cubo oeupa una posicién determinada, que
]Iamammos fundamental, al girar alrededdr de un eoje ulat,(nn.um
O(‘Ilp‘ll’a tres posiciones diferentes de la fundamental, y como son §
los ejes cuaternarios, se originan, pues, 3 X 3 = 9 po\icionos nuevas.

Al girar alrededor de un eje bmario, oeupard una posicion diferente
de la fundamental, y como son ¢ los
ejes cuaternarios, se originardn, 'pues,
A < A4 P| 1 X 6 = 6 posiciones nuevas.
Razonando andilogamente para los 4

i ] ejes ternarics, tenemos 2 X 4 — 8 po-
(fig. 180) siciones nuevas.
En total 9 4+ 6 + 8 = 23 posiciones nuevas, a las que agregandole

la fundamental, forman 24 posiciones diferentes para el cubo.
Y efectivamente, un cubo puede ocupar 24 posiciones diferentes,

como se verifica eon un cubo cuyas seis earas se han marcado con

iy~
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distintas letras, por ej., AL B, O DL B R F1 eubo puede ocu-
par las cuatio posiciones diferentes indicadas en la (fig. 180), man-
teniendo siempre la misma letra, en la parte superior, y en conse-
euencia, la misma cara. Repitiendo la operacién para lag otras cineo
caras, se tienen en total las 4 X 6 = 24 posiciones diferentes ante-
riormente indicadas.

216. - Simetria del cctaedro regular. — Como el octaedro
regular es el poliedro conjugado del cubo, se comprende fa-
cilmente que tiene los mismos elementos de stmetria del cubo
ya indicados en el (N.” 215), puesto que toda simetria que
haga coincidir el cubo consigo mismo, hara concidir también
el octaedro comsigo mismo, y reciprocamente.

Asi, en el octaedro M NP QES de la (fig. 170), los ejes
cuaternarios son las tres diagonales F S, MP, N@. Los
ejes ternarios son las cuatro rectas que unen los centros de
las caras opuestas. Los ejes hinarios son las seis rectas que
unen los puntos medios de aristas opuestas. El centro es el
punto O, coincidiendo con el del cubo.

917. Simetria del tetraedro regular. — Si trazamos las
diagonales de las caras de un ecubo ABCDEFGH, como
e indica en la (fig. 181), vemos féacilmente que se {forma un
tetraedro regular BDE G. Si trazdramos las diagonales
que unen los vértices restantes, también formariamos otro
tetraedro regular A H C F igual al anterior.

Observemos que el tetraedro regular puede coineidir con-
sigo mismo de 12 modos diferentes. En efecto, apoyando un
tetraedro sobre una de sus 4 caras, como cada cara puede
coincidir consigo mismo de 3 modos diferentes, tenemos en
total 3 X 4 = 12 posiciones.

Decimos aue la simetria del tetraedro regular es una he-

miedria de la simetria del cubo, porque s0lo la mitad de las
rotaciones que hacen coineidir el cubo consigo mismo, lo
hacen con el tetraedro regular.

a) Baes pe siMETRiA, — Los ejes cuaternarios del cubo
(fig. 181), RS, MP, N@, son los 3 ejes binarios del
tetraedro regular; una rotacion de 180 alrededor de RS
harg coincidir E econ G, y D con B.
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Los ejes ternarios del cubo (que son sus diagonales), sorm
los 4 ejes ternarios del tetraedro. Por ej., la diagonal E C
es uno de los ejes ternmarios, y resulta perpendicular a la
cara D B G del tetraedro; es, pues, la altura del tetraedro
considerado como pirdmide de vértice E .

H, G D
; R
EC— —fF
i £
T A c
Q i 5/ N
E ,llu A
R -[----4C
/D
/ S
7 S B
A
(fig. 181) (fig. 182)

Los ejes ternarios del tetraedro regular resultan tambiér
de considerar el tetraedro como una piramide regular, pu-
diéndose tomar como base, cualquiera de sus cuatro caras
(N.° 204).

Los ejes binarios del cubo no son ejes de simetria del te-
traedro.

En resumen, el tetraedro regular tiene 3 ejes binarios y
4 ejes cuaternarios de simetria.

b) PrANog DE SIMETRfA. — Sea el tetraedro regular ABCD
(fig. 182), Fécilmente se demuestra que el plano que contiene
una arista B (' y pasa por el punto medio M de la opuesta,
es un plano de simetria; este plano resulta perpendicular a
la arista A D.

El tetraedro regular tiene, pues, 4 planos de simetria.

Bl tetraedro regular no tiene centro de simetria.

218. Simetria del dodecaedro regular. — Sea el dode-
caedro regular de la (fig. 183), cuyas caras designamos eon
los ntmeros 1 al 12, y O Y la perpendicular a una de las
caras, trazada en su centro O - Si efectuamos una rotacién
de 360°:5 = 72° alrededor de O Y, el lado A B coincidira
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econ BC, y la cara 2 concidird eon la 3, en virtud de ser
iguales los diedros de aristas AB y BC; la arista B D
coincidira con C E . Repitiendo sucesivamente esta rotacion,
y debido siempre a la igualdad de todos los diedros, veriamos.
que el dodecaedro coineide 5 veces
consigo mismo; la recta 0Y ey
pues, un eje de simetria de orden 5.

Esta recta pasa también por el
centro 0’ de la cara opuesta.

Tl dodecaedro regular tiene 6 ejes
de simetria de orden 5.

El punto de interseccion de estos
ejes es el centro de simetria del

dodecaedro regular. (fig. 183)
Las rectas que unen dos vértices opuestos, -ecomo por ej.r
BB, EE’, ... son ejes ternarios de simetria,

Las rectas que unen los puntos medios de dos aristas opues-
tas, eomo por ej., MM ' son ejes binarios de simetria.

Fl dodecaedro regular tiene 15 ejes binarios de simetria.

El plano que contiene dos aristas opuestas, como por ej.
el plano 4 BA’B’, es plano de simetria.

El dodecaedro regular tiene 15 planos de simetria.

219, Simetria del icosaedro regular. — Como en el caso
del oetaedro-regular (N.° 216), siendo el icosaedro el poliedro
homélogo del dodecaedro regular, tendrd los mismos ele~
mentos: de simetria que este altimo.

990. Nétense en los 5 poliedros regulares las siguientes
propiedades:

El plano perpendicular a una arista en sw punto medio,
es plano de simetria.

El plano bisector de un diedro del poliedro, es plano de
simetria.
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PROBLEMAS PARA RESOLVER

CAP. I. — RECTAS Y PLANOS

1. Indique el estudiante como estian determinadas las posi-
‘ciones de algunos planos que se presentan en los objetos de la
vida practica (por ej., la tapa de un piano de cola, cuando se
encuentra abierto; un cuadro colgado de una pared mediante un
clayo; ...).

2. Se consideran cuatro puntos 4, B, €, D, no situados en el
mismo plano. ;Cuéantos planos diferentes determinan esos cuatro
puntos y cudles son las intersecciones de los planos?

8. Indicar dos aristas del dado de la (fig. 1) que se intercep-
ten y dos que se crucen.

4.- Indicar una recta del salén de clase que intercepte el plano
del piso y otra que le sea paralela.

5. (*) Dadas dos rectas que se cruzan, por un punto exterior
de las mismas pasa una recta y solamente una que intercepta
aquéllas. (Considérense los planos determinados por el punto y
las rectas).

6. Dadas tres rectas que se cruzan dos a dos, se pueden tra-
zar infinitas rectas que intercepten a las tres dadas. ;Qué parti-
cularidad tiene el resultado del ejercicio cuando dos de las rectas
se cortan?

7. En todo cuadrilitero alabeado (es decir, cuyos lados no se
encuentran todos en el mismo plano), log puntos medios de los lados
son vértices de un paralelogramo, (Trdcese una diegonal, ete. ... Y
luego se aplicard el N.° 225 de nuestra ‘‘Geometria’’ - Primer aio).

8. Pcener algunos ejemplos de planos paralelos obtenidos por
traslacion (por ej., durante el movimiento de un vehiculo en un
tramo rectilineo).

9. Indicar dos rectas paralelas del salén de clase, obtenidas
mediante dos planos paralelos interceptados por un tercero.

10. Indicar algin objeto que ccntenga segmentos iguales, de-
terminados por rectas paralelas interceptadas por planos paralelos.

11. Dadas dos rectas que se cruzan, trazar un plano que con-
tenga una de las rectas y sea paralelo a la otra.

12. Dadas dos rectas que se cruzan, trazar por un punto ex-
tericr a las mismas un plano paralelo a las dos rectas.

13. Por un punto dado, trazar una recta que encuentre a otra
recta dada y sea paralela a un plano dado.

14. Trazar una recta paralela a una recta dada y que inter-
cepte a otras dos rectas dadas.

(*) En este ejercicio, como en los siguientes, demuéstrese la propiedad
enunciada y constriiyase la figura correspondiente. .
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CAP. 1I. — PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA

1. Empleando dos escuadras, verifiquese la perpendiculardad
de una de las aristas verticales de una puerta respecto del plano
horizontal del piso.

2. Empleando dos escuadras, clavese ia lapicera en una tabla
(por ej., en el pizarrén), de modo que le ‘'sea perpendicular.

3. Si una recta y un plano son perpendiculares a una misma
recta en puntos diferentes, la primera recta y el plano son Dpa-
ralelos.

4. La recta O X intercepta un plano o en el punto O. Trazar
por este punto y en el plano o una recta perpendicular a O X.

5. Enunciar algunas propiedades de los diedros, por compa-
racién con las correspondientes de los 4ngulos estudiadas en
Geom. plana. (Por ej.: si un plano corta a dos planos paralelos,
los diedros correspondientes son iguales; etc.).

6. ;Cuantos angulos diedros tiene la repisa de la (fig. 2)
suponiendo que el espesor de las tablas sea nulo?

7. Dibujar e indicar las medidas correspondientes a las plan-
tillas que serfa necesario dar a un carpintero, para construir una
repisa andloga a la de la (fig. 2). Como iniciacion del ejercicio,
damos en la figura adjunta las medidas de tres de las plantillas,

PAl

W30~ 20+6+ = 2046
expresadas en centimetros: la del estante horizontal intermedio ¥
las de dos divisiones verticales intermedias, empleando tablas de

un centimetro de espesor.

8. Sobre cada una de las caras de un diedro se da un punto;
{razar sobre ellas la linea quebrada mas corta que une los dos
puntos dados.

9. Tres diedros contiguos forman un diedro llano. El primero
es los 2/, del segundo y el segundo los 8/, del tercero. Calcular
las medidas de los tres diedros.

10. Cuatro diedros consecutivos cuya suma mide 360° son
tales que: el segundo es doble del primero, el tercero doble del
segundo y el cuarto doble del tercero. Calcular los valores de
los diedros.

10
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11. Los planos bisectores de dos diedros adyacentes son per-
pendiculares entre si.

12. Si una recta es perpendicular a un plano, es perpendicu-
lar a todas las rectas trazadas en dicho punto.

13. Si desde un punto se trazan las perpendiculares a las
caras de un diedro, y desde sus pies se trazan las perpendiculares
a la arista del diedro, estas dos tultimas normales tienen el pie
comun.

14. Lugar geométrico de las normales trazadas desde un mis-
mo punto a los planos que pasan por una misma recta.

15. La figura simétrica de una recta y un plano perpendicu-
lares entre si, es otra recta y plano perpendiculares entre si.

16. Si dos figuras son simétricas de una tercera respecto a
dos planos paralelos, ;cual es el desplazamiento que lleva a coin-
cidir las dos primeras figuras?

17. Por dos puntos del rectilineo de un diedro, equidistantes.
de la arista, se traza un plano cualquiera. Demostrar que dicho

plano forma diedros igunales con las caras del diedro dado. (Con-
sidérese la simetria respecto al plano bisector del diedro dado).

CAP. III. — ESFERA

1. Demostrar que toda cuerda de una esfera es menor que
un didmetro de la misma.

2. Lugar, en el espacio, de los vértices de los angulos rectos
cuyos lados pasan por dos puntos dados.

3. Determinar. en el plano, el lugar de lcs puntos desde los
cuales se ve un segmento de recta dado bajo un angulo recto
(G. P. N.» 166).

4, Lugar de los centros de las esferas que pasan por dos
puntos dadcs.

5. Lugar de los centros de las esferas tangentes a dos pla-
nos dados.

6. Lugar de los puntos medios de las cuerdas de longitud
dada en una esfera dada. :

7. Los planos que ccrtan a una esfera por una circunferencia
de radio dado son tangentes a una esfera concéntrica.

8. Trazar por una recta un plano que intercepte una esfera
por una circunferencia de radio dado.

9. El plano perpendicular a una cuerda de una esfera en
su punto medio pasa por el centro de la esfera.
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10. Por cuatro puntos no situados en un mismo plano, sélo
pasa una superficie esférica.

11. Lugar de los puntcs situados a distancias dadas de dos
puntos dados. ;

12. Dado un tridngulo isésceles RLEB (RAT=PPIBY, ;como
se obtendria una esfera en la que un ciréulo méximo de la misma
.contuviera 4 y B, siendo P el polo de otra circunferencia que
~pasara por 4 ¥ B?

CAP. IV. — CILINDRO DE REVOLUCION

1. Si una recta tiene mds de dos puntos comunes con una
.superficie cilindrica de revolucién, es una generatriz de la misma.

2. Definase el plano como superficie cilindrica indefinida.

3. Trazar por un punto dado del espacio, los planos tangentes
a un cilindro de revolucion.

4. Si trazamos los dos planos tangentes a una .esfera, que
‘pasan por una recta determinada, la recta que une los puntos de
contacto es perpendicular a la interseccion de aquellos planos
tangentes, es decir, a la recta dada.

5. Lugar geométrico de las rectas desde las cuales se puede
trazar a un cilindro de revolucion los planos tangentes que forman
un angulo dado.

6. (Coémo se construiria una superficie cilindrica de revolucion
conociendo dos planos tangentes no paralelos y el radio del
.¢ilindro?

8. Idem, conociendo tres de sus generatrices.

9. Los planos tangenies a una esfera en los puntos de una
circunferencia méaxima son tangentes a un cilindro cuyas genera-
‘trices son perpendiculares al plano de aquella circunferencia.

10. ;Cudal es el lugar geométrico de los ejes de los cilindros
e revolucion de los que se conocen dos planos tangentes?

CAP. V. — CONO DE REVOLUCION

1. Si una recta tiene més de dos puntos comunes con una
‘superficie cénica de revolucion, es una generatriz de la misma.

2. Definase el plano como superficie conica indefinida.

3. ;De qué se compone el so6lido engendrado por un triangulo
.cualquiera al girar alrededor de uno de sus lados?

4. ;Cual es la generatriz de un cono de revolucion que forma
el menor angulo con una recta dada, y cual el mayor?

5. El angulo al vértice de un cono de revoluciéon es mayor
.que el angulo que forman dos generatrices no situadas en el mismo
plano meridiano. ‘

6. ;COomo se trazan los planos tangentes a un cono de revo-
lucién, que pasan (pOr un punto dado?
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7. ;Cémo se construiria una superficie cénica de revolucion
conociendo el eje y un plano tangente?

8. ;Coémo se construiria una superficie conica de revolucion,
conociendo tres de sus generatrices?

9. Lugar de los ejes de los conos de revolucién tangentes a.
dos planos dados.

10. Lugar de los ejes de las superficies cénicas de revolucion
de las que se dan el vértice y dos de sus puntos.

11. Lugar de las rectas que pasan por un punto dado y se
hallan situadas a una distancia dada de un punto dado.

12. ;Cual es la interseccion de un cono de revolucién con
una esfera cuyo centro es el vértice del cono?

CAP. VI. — PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN PLANO
DESDE UN PUNTO EXTERIOR

1. Empleando una cinta métrica, medir la distancia de uno-
de los vértices de un mueble del salén de clase a una de sus
paredes.

2, ;Cual es el lugar geométrico de los puntos equidistantes.
de dos puntos dados?

3. Hallar el lugar geométrico de los puntos equidistantes de
tres puntos dados no situados en linea recta.

4. Hallar sobre una recta dada, un punto equidistante de
ctros dos puntos dados situados fuera de la recta.

5. Dados dos puntos 4 y B exteriores a un plano g y en el
mismo semiespacic determinado por el plano, hallar el lugar geo-
métrico de los puntos de 4 equidistantes de 4 y B.

6. Lugar de los puntos del espacio equidistantes de dos pla-
nos que se -cortan. 5 ‘

7. Hallar sobre una recta dada, un punto equidistante de dos
planos dados.

8. Construir un plano que pase por dos puntos dados y que
equidiste de otros des puntos dados.

9. Dados dos puntos M y N, ;dénde estaran los puntos P
del espacio, tales que P M sea menor que PN ?

10. Si por un punto de la bisectriz de un angulo se traza la
perpendicular al plano del angulo, cada punto de ésta equidista de
los lados del angulo.

11. Lugar de los puntos del espacio equidistantes de dos rectas
que se interceptan, o bien de dos rectas paralelas.

12. Si desde un punto exterior a un plano se trazan dos seg-
mentos de oblicuas desiguales, el mayor forma con el plano an-
gulo menor.
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13. La proyeccion de un segmento oblicuo a un plano sobre
el plano es menor que el segmento, o a lo sumo igual al mismo.

14. Desde dos puntos P y @ se trazan dos segmentcs de obli-
cuas a un plano; si estos segmentos tienen sobre el plano pro-
yecciones iguales, ;podra decirse que aquellos segmentos son iguales?

15. Por el centrc de un circulo se traza una oblicua al plano -
del mismo, y se toma sobre ella un punto 4. ;Cudl es el menor,
y cudl el mayor de los segmentos que se pueden trazar del punto
A a los puntos del circulo?

16. La proyeccion, sobre un planc, de un dngulo recto que
tiene un lado paralelo al planc, es un angulo recto.

17. Desde un punto trazar el plano perpendicular a dos pla-
nos dados.

18. Por un punto extericr a un plano, trazar un planc que
pase por otro punto y sea perpendicular al primero.

CAP. VII. — TRIEDROS

1. La suma de los angulos que forma una semirrecta cuyo
origen es el vértice de un triedro y se encuentra en el interior
del mismo, estd comprendida entre la suma de las caras del triedro
y la mitad de esa suma.

2, La suma de los diedros de un angulo poliedro convexo de
n caras es mayor que 180° X (n — 2).

3. Todo diedro de un triedro es mayor que el exceso sobre
180° de la suma de los otros dos angulos.

4. Hallar el lugar de los puntos equidistantes de tres planos
que pasan por Un mismo punto, y no por una misma recta.

5. Los planos que contienen cada arista de un diedro de un
triedro y la bisectriz de la cara opuesta pasan por una misma
recta. (Considérese el tridngulo que tiene sus vértices en tres
puntos de las aristas, equidistantes del vértice del triedro,... etec.).

6. Los tres planos perpendiculares a las caras de un triedro,
trazados por las bisectrices de dichas caras, se cortan por una mis-
ma recta.

7. Los tres planos perpendiculares a las caras de un triedro
trazados respectivamente por las aristas opuestas, se cortan por
una misma recta.

8. Un triedro trirrectangulo es suplementario de si mismo.

9. Dado un tridngulo 4 BC, hallar un triedro trirrectangulo
cuyas aristas pasen por los vértices de aquel triangulo.

10. En todo triedro isésceles, el plano bisector del diedro que
comprenden las dos caras iguales, es perpendicular a la tercera
cara y la divide en dos partes iguales. :

11. Dos triedros suplementarios tienen el mismo signo.
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CAP.‘VIII. — EJES DE SIMETRIA DE ORDEN SUPERIOR

. 1. ;Qué ejes de simetria de orden superior tiene el poliedro
compuesto per un cubo y una pirdmide regular, cuya base es
una de las caras del cubo?

2. El paralelepipedo mds general que admite un e]e de sime-
tria ternaria es el romboedro (N.° 184).

3. Demostrar que un prisma con dos caras laterales conse-
cutivas rectangulares, es recto.

4. La suma de los doce diedros de cualquier paralelepipedo
es igual g doee vectos. (Considerar los prismas indefinidos de los cuales
se obtienc el paralelepipedo).

5. La suma de los diedros de un prisma recto de n lados
es igual a:360° X (n — 1).

6. En un cubo, los extremos de tres aristas que salen de un
mismo vértice, son los vértices de un triangulo equilatero, cuyo
plano es perpendicular a la diagonal que sale del primer vértce.

7. Si por el centro de un cubo se traza un plano perpen-
dicular a una de las diagonales del mismo, la secciéon resultante
es un hexdgono regular.

8. Un paralelepipedo se secciona por un plano que pasa por
los puntos medios de tres aristas consecutivas no situadas en un
mismo plano. Demostrar que dicha seccién es un hexiagono cuyos
lados opuestos son iguales y paraleles, y que el plano secante
pasa por el centro del paralelepipedo.

9. Dos paralelepipedos son iguales si tienen, respectivamente,
iguales un diedro y las tres aristas que la forman.

10. El plano que pasa por los extremcs de tres aristas que
gsalen de un mismo vértice 4 de un paralelepipdeo corta el polie-
dro por un tridngulo cuyas medianas se interceptan sobre la
diagonal que sale de 4.

11. Si las cuatro diagonales de un paralelepipedo son iguales,
el paralelepipedo es rectangular.

12. Las diagonales de un paralelepipedo y los segmentos que
unen los centros de dos caras opuestas, pasan por un mismo punto.

13. Demostrar que dos tetraedros son iguales: 1.2 cuando tie-
nen un angulo diedro igual comprendido entre dos caras respec-
tivamente iguales y dispuestas en el mismo orden; 2.2 cwando
tienen una cara igual adyacente a tres angulos diedros respecti-
vamente iguales y dispuestas en el mismo orden; 3.2 cuando tienen
tres caras respectivamente iguales y dispuestas en el mismo orden.




PROBLEMAS 151

14. Dos piramides son iguales si tienen un éangulo poliedro
jgual comprendido entre caras ordenadamente iguales.

15. ;Qué poliedro se obtiene trazando por cada arista de un
tetraedro un plano paralelo a la arista opuesta?

16. Seccionando un tetraedro por un plano paralelo a dos
aristas opuestas 4 B, C D, se obtiene como seceién un paralelogramo.
(4 la arista A B resultan paralelas las secciones con las earas 4 B C
y ABD; ala arista A D resultan paralelas, ete.).

17. Los segmentos que unen cada vértice de un tetraedro con
el punto de interseccion de las medianas de la cara opuesta, pasan
por un mismo punto. Cada uno de estos segmentcs resulta divi-
dido por dicho punto en dos partes tales que, la que tiene un
extremo en el vértice del tetraedro es triple de la otra.

18. Los planos perpendiculares a las seis aristas de un te-
traedro en su punto medio pasan por un mismno punto, que equi-
dista de los cuatro vértices.

19. Demostrar que son iguales todas las alturas de las caras
laterales de una piramide recta (esta altura se llama apolema de
la piramide).

CAP. IX. — POLIEDROS REGULARES

(Para la mejor interpretacion de los ejercicios de este capitulo,
construir los modelos en cartéon de los cinco poliedros regulares)

1. Trazando desde los vértices de un tetraedro regular los
planos paralelos a las caras opuestas se obtiene otro tetraedro
regular.

2. Los puntos medios de las aristas de un tetraedro regular
son los vértices de un octaedro regular.

a

3. Empieando el modelo del icosaedro regular, determlnar sus
ejes de simetria y el orden respectivo.

4. Las cuatro alturas de un tetraedro regular se cortan en
un mismo punto, situado a un cuarto de la altura a partir de la
cara correspondiente.

5. Prolongando cuatro caras convenientemente elegidas de un
octaedro regular, se forma un tetraedro regular. Con las caras de
dicho octaedro se pueden formar asi dos tetraedros regulares.

6. Bxisten cinco cubos tales que cada uno de ellos tiene sus
vértices entre lcs de un dodecaedro regular dado. Cada arista de
uno de esos cubos es diagonal de una de las caras del dodecaedro.

7. Prolongando caras convenientemente elegidas de un ico-
saedro regular se pueden formar cinco ectaedros regulares.

BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS
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8. Por todos los vértices de un poliedro regular puede pasar
una superficie esférica, y sélo una. (En este caso decimos que
®l poliedro es inseripto en la superficie esférica, o que ésta es
circunsseripta al poliedro).

9. Los centros de las caras de un poliedro regular son los
puntos de contacto de una superficie esférica tangente a las caras
«del poliedro. (En este caso decimos que el poliedro es circunseripto
@ la superficie esférica, o que ésta es ins¢ripta al poliedro). El
centro de la superficie esférica inscripta a un poliedro regular
coincide con el de la superficie esférica circunscripta; cuando el
poliedro tiene centro de simetria, éste coincide con el centro de
las superficies esféricas antedichas.

10. Una de las caras de un cubo se pinta de color diferente
al de las otras cinco. Determinar los elementos de simetria del
s6lido asi obtenido.

11. Idem pintando de un mismo color dos de las caras. Con-
siderar los dos casos que las caras pintadas tengan o no una
arista comun.

12, Idem pintando tres de las caras, y considerar los dife-
rentes casos segun la posicién relativa de las caras pintadas.

13. Idem para el octaedro regular suponiendo que se pintan
sucesivamente, una, dos, tres o cuatro caras. ¥

14. Dos, de las caras opuestas de un cubo se pintan de un
color, otras dos opuestas de otro color y las restantes de un
tercer color. ;Cuales son los elementos de simetria del cubo asi
pintado?

15. Cuatro esferas de igual didametro forman una pila (las
esferas resultan tangentes tres a tres). Determinar los elementos
de simetria de la figura asi formada.

=

Este libro se terminé de imprimir el 30 de noviembre de 1937,
en los Talieres Graficos de Sebastian Amorrortu e Hijos
Ayacucho 774 - Buenos Aires
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