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PROLOGO

No es tarea grata la preparacién de textos elementa-
les bajo la opresién de programas no acordes con las
propias ideas, piblicamente expuestas en ocasiones va-
rias; pero la eficaz ayuda de nuestra ex alumna sefiori-
ta. Frenkel ha facilitado nuestra labor,

El voluminoso estudio publicado por la Inspeccion ge-
neral de Ensefianza hacia esperar un fruto més sazona-
do; pero quizds por premura de tiempo, la preocupacién
urgente de la comisién parece haber sido la de derribar
la eonstruceién anterior, no dejando piedra sobre piedra,
para volver a una situacién poeo distinta sustaneialmen-
te de la anterior a 1916, sin duda con el &nimo de le-
vantar mas tarde sobre el solar asi despejado, un dis-
creto armazén que responda a las normas modernas de
ensefianza matematica elemental en los pafses mis cultos.

Un estudio sistemético de tal evolucién fué expuesto
en nuestras conferencias de Montevideo, las cuales tuvie-
ron al menos la utilidad de detener la ola logicista que
a través del Rio de la Plata estaba a punto de irrumpir
en las playas orientales.

Antidoto infalible de todo extremismo es el estudio de
la Historia; la falta de curiosidad por lo acontecido en
otros paises explica este vaivén entre dos direcciones
antagbnicas, igualmente anticuadas. Hecho paradégico:



los libritos para péarvulos de nueve y diez afios escritos
en colaboracién con nuestro colega Puig Adam, inservi-
bles antes para la ensefianza argentina, por ser excesi-
vamente intuitivos, resultan ahora terriblemente 1dgi-
cos y abstractos para adolescentes de catorce afios. Mien-
tras en ellos se introduce la designacién por letras des-
de las primeras paginas, en forma tan gradual y senci-
lla que la practica la ha aprobado sin tropiezo alguno, en
el nuevo programa no se admite el uso de letras hasta
el final del segundo afio.

La publicacién de nuestra coleccién de Matematica ele-
mental axiomatica tendia a moderar el furor logico de
aquellos programas, rechazando de paso todo vestigio de
complicidad en ellos; fin de esta nueva coleecion es ate-
nuar el extremismo antagénico, que por ahora parece
triunfar en las esferas directivas.




CAPITULO I

NUMERACION
§ 1. LOS NUMEROS NATURALES Y LA ARITMETICA

1.—Los ntimeros ordinales.

En los pueblos pequefios se designan las casas por el
nombre de su propietario; asi habra quien diga ‘‘vivo en
la casa de Pérez”’, y todos los del pueblo saben el lugar
de su domicilio. En las grandes ciudades tal precedi-
miento seria inaplicable y a cada easa de cada calle se le
asigna un simbolo fijo, llamado n#mero, que permite en-
contrarla rapidamente (*). .

Si en un guardarropa se disponen numerosas perchas
para cclgar los sombreros de los concurrentes a una
reunién y en cada percha se pone el nombre de la pet"-
sona a quien perteneee el sombrero, al solicitarlos luego
sus duefios serd difieil encontrar rapidamente el sombre-
ro requerido, pues habrd que ir revisando las perchas
una por una hasta dar con el nombre buscado; y si ade-
méis hay varias personas del mismo nombre, podra haber
confusién; pero si a cada percha se le pone ordenada-
mente un ntmero, y a cada persona se le indica ¢l ni-
mero de su percha, al pedir por ejemplo el sombrero

(*) Este sistema de mumerar las casas es el seguido en casi
todos los paises; en la Argentina y otras repiblicas americanas
no se numeran las casas sino més bien las puertas.
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N.° 18 se podrd encontrarlo rapidamente, porque este
simbolo corresponde a una percha de posicién bien de-
terminada.

Asi vemos que al manejar grandes coleceiones o con-
juntos de objetos, como son los sombreros de este ejem-
plo, las casas de una larga calle, las camas de una
gran sala de hospital, los automéviles de una ciudad po-
pulosa, ete.; es muy eémodo asignarle a cada uno un
simbolo, que desde. ahora llamaremos wiimero ordinal,
para poder localizar réapidamente cualquiera de ellos, es
decir, determinar su posicion.

Nimero ordinal es un simbolo que se asigne a cada
objeto de un conjunto, para determinar su lugar en éste.
Los ntimeros ordinales pueden ser signos cualesquiera (*)
pero los usados casi exclusivamente son los 1, 2, 3, ...
designados por los mnombres: wuno, dos, tres, ... ya
conocidos ‘por los alumnos y decimos, p. ej., siglo die-
ctocho, Liis catorce de Francia, dia treinta de enero.
En general se pone la desinencia castellana que indica
el caracter ordinal del ntmero hasta el 10, y rara vez
para los posteriores; asi decimos: siglo tercero, Pio nono,
Ledn trece; y solamente en lenguaje literario suele de-
cirse: afio cuadragésimo quinto, siglo décimonono.

2.—Los nitmeros cardinales.

Si varios amigos se retinen a comer y notan que algu-
no queda sin asiento, ;se les ocurrird tal vez cambiar
la ordenacién, sentdndose en orden distinto, para ver si

"(*) P. ej.: los toques de campana que indican la hora, los as-
teriscos simples, dobles, que distinguen las notas puestas al pie (_le
pigina; los simbolos convencionales (cruces, banderas, asteris-
cos, ...) que usan con este objeto muchos libros ingleses; ete.
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de otro modo encuentran todos asiento? El sentido eo-
mn no aconscjaria tal ensayo, pues la experiencia nos
dice que, si sentados de un modo faltan sillas, lo mismo
sucedera en cualquier otra ordenacién; y, si todos tienen
silla, lo mismo sucederd de eualquicr otro modo que se
sienten los comensales, es decir, no faltard ni sobrard
asiento.

Ahora bien; ;qué operacién efectuara el encargado del
comedor para saber si habrd o no habrd sillas suficien-
tes para todos los comensales? Ird fijindose en cada uno
sucesivamente, en un orden cualquiera, y asignard men-
talmente a cada uno un namero, diciendo mentalmente:
el pelado, uno; el militar, dos; la sefiora de azul, tres; la
de anteojos, cuatro; el gordo, cinco; el de la barba, seis;
don Paco, siete; son siete personas. Procederd analoga-
mente con las sillas y si llega eomo final al mismo na-
mero siete, afirmaré sin titubeos que cada comensal ten-
dra silla sin faltar ni sobrar sillas, cualquiera que sea
el orden en que se sienten.

El ntmero siete tiene en este caso un doble significa-
do: designa a don Paco, que es el dltimo comensal, y lo
usamos también para representar el conjunto de comen-
sales o el conjunto de sillas o el de servilletas que tie-
nen, como vemos, algo de comun, que responde a la vaga
idea de geudntos? y que se llama coordinabilidad, esto
es la propiedad de corresponder un elemento de un con-
junto a cada elemento de otro conjunto, y reciprocamen-
te; propiedad que es independiente de la naturaleza de
los elementos y de su ordenacién. Para evitar confusio-
nes diremos: Don Paco es el 7° (séptimo) comensal; hay
T (siete) comensales.

.
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Contar los elementos de un conjunto es ordenarlos y
asignarles sucesivamente los nimeros ordinales 1, 2, 3, ...
hasta llegar al Gltimo elemento. Este altimo niimero re-
presenta al conjunto, cualquiera que sea la ordenacidn,
v se llama namero cardinal del conjunto.

EJEMPLOS. — Contemos las letras de la palabra POSTULADO,
en el orden en que estin escritas y en orden alfabético, y se obser-
va que resulta el mismo nimero oL

POSTULADO POSTULADO
Ntimeros ordinales: 1° 20 30 4° 5° 6°7°8°9° 6o 4o 7o 8c o 3o 1o 20 50

Ntmero cardinal: 9 9

3.—La Aritmética.

Demostrar una afirmaeién cualquiera es reducirla a
otras més sencillas, de euya verdad resulta aquélla eomo
conseeueneia.

Las relaciones primeras, esto es, las més sencillas, cu-
ya verdad se impone con evidencia, se llaman postulados
(de postular, pedir) y una vez admitidas éstas se deducen
o demuestran otras muchas proposiciones, que se llaman
teoremas.

Mis adelante analizaremos la esencia de la demostra-
cién, en el gsentido riguroso de la palabra; los razonamien-
tos de este curso, basados en imagenes coneretas, no son
demostraciones en este sentido estrieto; y s6lo cuando lo
sean, a modo de ejemplo del método racional, usaremos
el titulo de teorema.

Como ejemplo de postulado tenemos ya este: ‘‘El na-
mero cardinal es independiente de la ordenacién del eon-
junto’’. Este es el fundamento de la Aritmética, o ciencie
de los nimeraos. :
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Prescindir de la naturaleza de los elementos y de su
ordenacién se llama hacer abstraccién de ellas. La Arit-
‘»' mética hace abstraceion de la forma y propiedades fisicas
y quimicas de los objetos; todos ellos son equivalentes
en Aritmética, que es, por tanto, la mds abstracta de las
ciencias.

: La palabra einco, p. ej., que designa un numero abs-
| tracto, evoca en mosotros la idea de una coleceion de

objetos arbitrarios, con la sola condicién de ser coordi-
" nable con los dedos de la mano; la frase cinco manzanas
designa, en cambio, una coleccién de especie bien defi-
nida; y aunque se hace abstraccion del tamafio, varie-
dad, calidad, ete., tales expresiones reciben -el nombre
de mimeros coneretos.

EJERCICIOS.

i B

1. — El ntimero cardinal es independiente del orden, por el pos-
tulado fundamental de la Aritmética. Compruébese que al formar
todas las posibles permutaciones de la letras 4, B, C, D, resultan
conjuntos coordinables.

e —

9. — Ohsérvese que al agregar nuevos clementos se complica Tépi-
damente la formacién de todas las posibles coordinaciones. Por
ejemplo: si los doce apdstoles hubieran querido comprobar expe-
rimentalmente esa propiedad, suponiendo que tardasen dos minutos
en cada nueva permutacién, no habrian terminado todavia .

l

:

i Y, sin embargo, a pesar de esta imposibilidad de eomprobar expe-
rimentalmente la verdad de la proposicién, se impone a nuestro
espiritu con tal fuerza de evidencia, que puede establecerse como

ﬂ postulado fundamental de la Aritmética.

|

3.— A un hotel cuyas habitaciones son 4, B, C, D, E, F, llegan
siete viajeros y el hostelero los aloja de este modo: En la habita-
¢ién A eoloca dos, en la B el tercero, en la C el cuarto, en la IF
el quinto, en la K el sexto, y como queda una habitacién libre, F,
en ella ubica al huésped que provisoriamente se habia alojado em
la habitacién 4, quedando los siete alojados, cada uno en una
habitacién. §Cémo se explica la paradoja?

. 8

\ -




§ 2. LA SUCESION NATURAL DE LOS NUMEROS

4.—Fl ntimero 1 y el niimero 0.

Al tener un solo objeto, una manzana, por ejemplo, el
lenguaje vulgar no permite decir que se tiene ‘“‘una co-
leceién de una manzana’’; pero nosotros para uniformar
las expresiones consideraremos cada objeto como una co-
leceién o econjunto; por ejemplo, si un alumno dispuesto
a coleceionar estampillas japonesas tiene por el momento
una séla, ésta es ya una eoleceién incipiente; diremos gne
el miimero 1 representa las colecciones de un solo objeto.

Si otro alumno dispuesto a coleccionar estampillas, no
tiene todavia ninguna, es deeir, si su album esta vacio,
diremos también que tiene una coleceién vacia o ecnjun-
to nulo. Para designar una coleccién vacia se utiliza el
simbaolo 0 (cero). El nimero 0 no puede emplearse como
ordinal, pues no indica ningin objeto, sino la ausencia
de todo objeto.

5.—Los niimeros naturales.

Tanto los ntimeros ordinales como los cardinales se lla-
man ntameros naturales; pero si se dice: nimero natural,
sin especificar su naturaleza, se sobreentiende que se tra-
ta de un cardinal.

La sucesion 1, 2, 8, 4, 5, ..... que forman los mii-
meros cardinales representativos de una coleccion que se
incrementa indefinidamente de unidad en unidad se lla-
ma sucesion natural de los nitmeros. También el 0 suele
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incluirse entre los niimeros naturales iniciando la suce-
sion,

La sucesién natural no tiene fin; pues por grande que
sea una coleccién de objetos, siempre es posible agregarle
un elemento més y hallar el ntmero correspondiente en
la sucesién natural. Por carecer de término final la su-
cesion natural se llama indefinida.

6.—Representacion geométrica de los niimeros.

Zn wez de elegir objetos cualesquiera para representar
a los nimeros, elijamos segmentos todos iguales entre si,
por ejemplo de 1 em., para fijar mejor las ideas.

O—r A ! + e — N
0 i L 2 3 4 6
o—4 B
‘_—‘._—-a—| -
S Represeatpeion griflea do 1o sucesién de nimeros
Ol ; 1C

Si sobre una semirrecta llevamos, a partir de su ori-
gen, O, centimetros sucesivos, obtenemos puntos 4, B,
C, D, .... El ntimero I esta representado por el seg-
mento OA ; el namero 2 por el segmento OB, el ntmero 3
por el segmento OC; ete.

Como cada uno de estos segmentos tiene un extremo
A, B, C, D, .... ya cada extremo corresponde un seg-
mento de origen O que tiene ese extremo, resulta que en
vez de los segmentos se puede tomar sus extremos como
representantes de los niimeros naturales, y asi resulta la
representacién indicada en la adjunta figura.
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EJEMPLOS. — Asi proceden los agrimensores al medir longitudes
en el suelo, poniendo al final de cada segmento una estaca con el
ntmero de unidades medidas a partir de un cierto origen. Lo mismo
sucede en las medidas de los caminos y lineas de ferrocarril; cada
nimero se coloca al final del segmento que representa.

Escalas.— En la representacion grifica asignamos un ndimero
a cada uno de los puntos O, 4, B, C, ......; y a cada nimero
natural le corresponde un punto. El nimero que corresponde a cada
punto se llama su abscisa, y la recta provista de las absecisas de
sus puntos equidistantes, se llama escala.

Asi se dice: la escala termoméirica, la escala barométrica, la
escala de un mapa, ete.

EJERCICIOS.

1. — Construir la escala euya unidad sea 1 em. Idem 4 mm.

2. — Sabiendo que la altura de cada letra del texto de este libro,
incluso el blanco de interlinea, es un cicero (unidad tipogréifica de
longitud, que también se llama pica), construir uma escala tipo-
grafica, y con ella determinar cuéntos ciceros tiene cada pigina de
anchura y altura.

3. — Hégase lo mismo con las piginas de otros libros y se veré
que tienen un némero exacto de ciceros. Esta operacién se llama
medir.

4.—La Avenida de Mayo puede considerarse como una escala
en que cada calle trasversal estd representada por las centenas
del nimero final de cada cuadra; asi, por ejemplo:3, Balecarce;
4, Defensa; 5, Bolivar; 6, Perd; 7, Chacabuco; 8, Piedras; 9, Ta-
enari; 10, Irigoyen; 11, Lima; 12, Salta; ete. ;Cudl es el origen
de esta escala? :

5.— Manejo de escalas en que cada segmento representa otro
mayor, por ejemplo un km. comc sucede en las escalas de los:
mapas. - |



§ 3. IGUALDAD Y DESIGUALDAD ENTRE NUMEROS

7.—Igualdad y desigualdad.

Si al repartir manzanas, dando una a cada nifio, no
sobran manzanas, ni queda ning@n nifio sin la suya, es-
tos dos conjuntos: el de nifios y el de manzanas, se lla-
man coordinables como dijimos en (2) y tienen por tan-
to el mismo ntimero. Escribiremos esta relacién con el
signo =, que se lee igual, asi:

nimero de nifios = ntmern de manzanas

0 méis brevemente en abreviatura, con sus iniciales:
n=m

llamando » al nimero de nifios y m al de manzanas. Ta-
les relaciones se llaman igualdades y eseribir ¢ =D equi-
vale a expresar que los dos conjuntos tienen el mismo
namero, es decir, son coordinables.

Supongamos ahora que al efectuar el reparto, quedan
nifios sin manzanas; no podremos deecir que el conjunto
de manzanas es coordinable con el de nifios, ya que com-
parados ambos sobran elementos en el conjunto de nifios.
Si contamos ahora las manzanas y los nifios, resultarin
ntimeros diferentes; al conjunto de nifios le corresponde-
r4 un namero que diremos mayor que el nimero de man-
zanas, o bien éste menor que aquél.

Numeros desiguales son aquellos que representan con-
juntos mo coordinables.

Nimero mayor es el que corresponde al conjunto en
que sobran elementos, y menor el que corresponde al con-
junto en que faltan elementos.
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Si a es mayor que b, o sea b menor que @, eseribiremos

a>b, obien b<a

Obsérvese que el ntimero menor se pone del lado del
vértice del signo y el mayor del lado més ancho. El ni-
mero que precede se llama primer miembro y el que sigue
segundo miembro.

La sucesion de los nmimeros naturales, incluyendo el
cero, es:

Como el conjunto que representa a cada niimero es
parte del conjunto que representa el numero siguiente,
se tiene para la sucesién de los ntmeros naturales de
acuerdo con la definicién dada

0=l <2 A8 s

Es decir ,los ntimeros naturales dados por la sucesién
fundamental estdn ordenados en forma creciente.

8.—Relaciones entre los signos >, =, <.

Hemos visto que al tratar de coordinar dos conjuntos,
o resultan coordinables ,0 sobran objetos de uno, o sobran
del otro.

La experiencia nos dice que sélo ecaben estos tres casos
v que estas tres posibilidades son independientes de la
naturaleza de los objetos, y del orden en que se efectiie
li eoordinacion.

EJEMPLOS. — Si se trata de repartir lapices a los alumnos de
una clase y faltan ldpices, a nadie se le ocurrird intentar nueva-

mente el reparto en otro orden para ver si cada alumno obtiene su
lapiz o si todavia sobran lépices. :

Si al sentarse los comensales de un banquete, qnedan algunos
sin asiento, cualquiera que sea la nueva distribucién siempre fal-
tarén asientos.
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Es decir, las tres posibilidades: ¢ = b, ¢ < b, a > b
s¢ excluyen y se completan. ]

Decir que se excluyen expresa que si es cierta una de
estas tres relaciones, no lo son las otras. Decir que se
completan equivale a expresar que entre dos ntmeros
cualesquiera debe verificarse alguna de estas tres re-
laciones.

El mismo razonamiento prueba que:

Si un mumero es menor que otro, y éste menor que un
tercero, el primero es menor que el tercero. Si un ni-
mero es mayor que otro, y éste mayor que un tercero, el
primero es mayor que el tercero.

Expresado en simbolos:

Siesa<byb<cesa<ec
Siesa>byb>cesa>c.

Esta segunda proposicion coincide con la primera,
cambiando las letras. Una y otra admiten este enunciado:
De dos desigualdades del mismo sentido (es decir, ambas
con el signo < o ambas con el signo >) tales que el pri-
mer miembro de la segunda es el segundo miembro de la
primera, sale otra desigualdad del mismo sentido entre
el primero y el ultimo de las dos desigualdades dadas.

En cambio, de las desigualdades de sentidos opuestos:

an=bba<<ic

ninguna relacién puede deducirse entre ¢ y ¢, pudiendo
verificarse entre estos nimeros, cualquiera de las tres
relaciones, mayor, igual o menor.

EJempro. — Se tienen las desigualdades:

5> 8 2L 8 y es 5§ < 8.
5> 2 2 4 y es 5 > 4.
5>2 2<5 5= 5.
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9.—Combinacién de igualdades y desigualdades.

Dadas varias relaciones de igualdad o desigualdad,
tales que el primer miembro de cada una es el segundo
miembro de la anterior, se suelen reunir en una sola
expresién de varios miembros. Asi p. ej.: las relaciones

a=0"b, b<ec 6 < O Nd==if
pueden eseribirse de este otro modo:
a=b<c<d>T.

De esta relacién, ninguna otra puede deducirse entre
<l primero y el Gltimo miembro, ¢ y f, a causa de haber
signos opuestos de desigualdad. Pero entre a y d puede
asegurarse la relacién: a < d, pues se deduce sucesiva-
mente:

a="b,b < ¢, de donde: o < ¢;

a < ¢, ¢ < d,de donde: a < d.

En general : Dados varios nimeros, tales que cada uno
estd ligado con el siguiente por el signo < 6 =, se deduce
la relacion de < entre el primero y el dltimo nimero,
egcepto cuando todos los signos intermedios sean —.

Si los signos intermedios son > ¢ =, habiendo por. lo
‘menos un signo >, se deduce entre el primero y el ultimo
nimero la relacion de >.

10.—Representacién geométrica de la desigualdad.

Si se adopta para los nimeros naturales la represen-
tacion geométrica explicada (6) y son 04 y OB los
segmentos que representan a los nameros a y b, caben
tres casos:
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O a A O a A O a A
} - et [rp———
VLR, S : b [ el T
o B O : Bt O
a=b a<t @b
1.° Si A y B coinciden, @ = b.
2

.° Si A precede a B en la ordenacién de los puntos de
la semirrecta, es decir, si QA estd contenido en OB, el
conjunto de segmentos que componen OA es parte del
conjunto de segmentos que componen OB, luego es a < b.

3.° Si A es posterior a B, el segmento OB es parte del
OA, y resulta a > b.

De acuerdo con las definiciones establecidas en Geo-
metria, resulta: a segmento menor corresponde niimero
menor y a segmento mayor nimero mayor.

. NOTAS.

En la vida corriente utilizamos esta correspondencia que hay
entre los mémeros y los segmentos. Asi decimos: la casa nimero
1453 de Rivadavia estd més lejos de la plaza de Mayo que la 745
de la misma calle, y més lejos que la 1450 de la calle Balcarce.

EJERCICIOS.

1.— Para cortar una varilla en n partes iguales ghay que hacer
n cortes, o mis de m o menos de n?

2.— Y si en vez de varilla es un aro?

3.— Por comparacién directa de las letras, sin contarlas, digase
inmediatamente cudl de estas dos palabras tiene mayor nGmero
de letras:

Telefénicamente, Telegrdficamente.

4. — He aqui el conjunto de los niimeros naturales y el conjunto
de los mimeros pares:
3 ot s D S el E e B SRS
2, 4, 6, 8, 10,12, 14, 16,

El segundo es parte del primero, y sin embargo ambos son coor-
dinables. g

;Hay contradiccién con lo dicho en el texto?



§ 4. NUMERACION DECIMAL Y ROMANA

11.—Objeto de la numeracién.

Para representar los ntmeros verbalmente y por es-
cerito, se han adoptado desde tiempo remoto (*) ciertog
simbolos que se utilizan en todos los paises cultos, y nom-
bres que son distintos en los diversos idiomas. En caste-

llano, estos nombres son:

1 2 3 4 5
uno, dos, tres, cuatro, einco,

Siendo”ilimitada la sucesién de los ntimeros, pues a
cada uno sigue otro, se comprende la imposibilidad de
adoptar un simbolo especial y un nombre para cada ni-
mero: pero es posible ecombinar los nombres v las cifras
que representan los nueve primeros nimeros, mis el sim-
holo cero, de tal modo que a cada ntmero se le pueda
asignar un nombre compuesto y un simbolo compuesto de
varias cifras.

El conjunto de reglas que permiten asignar a cada ni-
mero nn nombre, se llama nusneracion oral y el sistema
que permite asignar a cada niimero un simbolo compuesto
de cifras, se llama numeracion escrita,

12.—Ntmeros de una y de dos cifras.

En muchos casos son suficientes los ntumeros 1 a 9
llamados digitos, porque se pueden contar con los dedos;

(*) La numeracién decimal, de origen indio. fué introducida en
Europa por los 4rabes en el siglo XT, sustituyendo a la numeracion
romana. g
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pero si se trata de contar las letras del abecedario, los
soldados de un regimiento, ete., sera preciso ampliar la
serie de ntmeros.

i Como procede, por ejemplo, un librero para saber la
existencia de un libro determinado?; empaquetandolos
por docenas o por decenas y contando el ntmero de pa-
quetes, mas el numero de libros sobrantes. Si hay, por
ejemplo, 5 decenas y 3 libros, basta’ anotar 5 decenas,
3 libros; pero todavia més breve es anotar: 53, con el
convenio siguiente: la cifra de la derecha representa
unidaces simples; la siguiente decenas.

En este principio del valor relativo de las cifras, segiin
e; lugar que ocupan, se basa la numeracion, que estudia-
remos mas adelante con toda generalidad.

Para designar los niimeros de dos cifras se usan nom-
bres bien conocidos ya de los alumnos. Asi, por ejemplo:
en vez de enunciar: cinco decenas y tres unidades se dice
mas brevemente: cincuenta y tres.

Queda asi prolongada ia sucesion de ntmeros natu-
ralese 10, 10200 1-99,

El ntimero siguiente, o sea ciento, se considera ya como
unidad de segunda especie y se representa asi: 100.
Irregularidades en la numeracion oral.

He aqui las modificaciones que el uso ha introducido
en la nomenclatura de los eien primeros niimeros:

En vez de leer: diez y uno, se dice: once;
En vez de leer: diez y dos, se dice: doce;
En vez de leer: diez y tres,  se dice: trece;

En vez de leer: diez y cuatro, se dice: catorce;
En vez de leer: diez y cinco, se dice: quince.



20 NUMERACION DECIMAL Y ROMANA

Desde diez y seis hasta diez y nueve, la nomenclatura
es regular, pero formando una sola palabra, cambiando la
letra z por la c. Asi se dice: dieciseis, diecisiete, dieciocho,
diecinueve.

Los ntimeros formados de dos, tres, ...., nueve dece-
nas, se llaman asi: veinte, iremnta, cuarenta, cincuenta,
sesenta, setenta, ochenta, noventa.

La nomenclatura desde veinte hasta ciento es regular
con pequefias modificaciones indispensables para formar
una sola palabra. Asi se dice: veintiuno, veintidds, ven-
titrés, veinticuatro, veinticinco, veintiseis ,eintisiete, vein-
tiocho, veintinueve.

Desde treinta en adelante la nomenclatura es comple-
tamente regular. -

13.—Principio general de la numeracion.

El fundamento de la numeracién es la agrupacién de
unidades en grupos de igual nimero (docenas o decenas,
p. €j.) anotando las restantes que no llegan a formar un
grupo. Esta operacién se llama division entera; el nu-
mero de grupos formados es el cociente y el ntimero de
unidades sobrantes es el resto.

Con los grupos asi formados, que llamaremos unidades
de 1.°° orden, para distinguirlos de las unidades simples,
se forman grupos o unidades de 2.° orden, anotando el
resto, y asi se sigue hasta llegar a un cociente menor que
el divisor fijo, nimero que suele llamarse base del sis-
tema.

Muchos objetos se agrupan por docenas en el comer-
c¢io; con doce docenas se forma una gruesa, ete. He aqui
un sistema duodecimal o de base doce; pero el sistema
universal es el decimal, asi llamado por ser su base diez.
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EJEMPLO: Vamos a representar en el sistema decimal el né-
mero que corresponde al conjunto siguiente de puntos:

...... G el le a sl 5 4 wliaisLats| s aretas alareala s piniel v 4856 A ¢ 68 sy dla tdie ¢ H(Be FiS dle

Para dividir este nimero por 10 no necesitamos representarlo
por cifras; basta agrupar sus elementos de diez en diez en esta
forma:

diez diez diez diez
i SR (a5 e ST
diez diez diez diez
e — ——— —— —— ———— T —
diez diez diez tres
T R —_— — AL UE

Tenemos, pues, un cociente que representa el nimero de decenas
y un resto de 3 unidades simples. Representando las decenas por
puntos gruesos, donde suronemos encerrados diez puntos, el con-
junto es:

Las decenas podemos agruparlas formando con cada diez una
centena, es deeir, haremos la divisién por 10 del cociente que he-
mos obtenido en la divisién anterior, y resulta 1 decena de resto.

diez decenas 1 decena 3 unidades
—

o sea 1 centena, 1 decena y 3 unidades simples; y como ya no pue-
de proseguirse la divisién, las unidades que contiene el nfinero
han quedado clasificadas y basta anotarlas en este mizmo orden,
sin necesidad de eseribir la clase de cada una, en esta forma:
113.

14.—Numeracion decimal escrita.

He aqui las unidades sucesivas en el sistema decimal :
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Una unidad de 1° orden contiene 10 unidades simples ;

o
2 2] 0 2 1 ) 9 9 de 1° orden;
0 9
»” b4 23 3 ” »” ” ” ” 2 20
? 9
» ” 2] 4 ” ” ” ”” ”» 3 ”»

Prosiguiendo las divisiones sucesivas explicadas en (13)
hasta que ya no sea posible formar una unidad del orden
superior siguiente, resulta: 1

Todo nitmero se puede descomponer en unidades de or-
denes sucesivos, siendo el nimero de unidades de cada
orden menor que 10.

Por tanto, el ntimero de unidades de cada orden se
puede expresar por una sola cifra 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9,

Para representar cualquier nfimero se adopta el sim-
bolo formado por las eifras que representan las unidades
simples, de primer orden, de segundo, etc., escritas de
derecha a izquierda, y poniendo un cero en el lugar co-
rrespondiente, cuando el ntimero no tenga unidades de
algin orden.  Asi, por ejemplo, el simbolo

801305

representa el niimero que tiene 5 unidades simples, nin-
guna de primer orden, 3 de segundo, 7 de tercero, nin-
guna de cuarto y 8 de quinto.

Compréndese que es esencial poner 0 en el lugar co-
rrespondiente al orden de unidades que no figuran en el
ntimero. Si omitiéramos los ceros en el simbolo anterior,
el nuevo simbolo 8735 representaria el niimero formado
por 5 unidades simples, 3 de prinier orden, 7 de segundo
v 8 de tercero.
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Cada cifra tiene, por tanto, valor distinto segiin el
lugar que ocupa; si esti en el primer lugar de la derecha,
vepresenta unidades simples; si estd en el signiente re-
presenta unidades de primer orden, si esté en el siguiente
representa unidades de segundo orden, ete. En general:

Una cifra colocada a la izquierda de otra representa uni-
dades del orden inmediatamente superior al de éste.

Este principio del valor relativo es el fundamento de
la numeracién escrita.

15.—Numeracién decimal oral.

Nimeros menores que mil.

Hemos comenzado por la numeracién eserita, por ser
la mas importante y universalmente admitida en todos
los paises enltos. Vamos a explicar ‘ahora cémo se leen
los ntimeros en lengua castellana; y como no solamente
las palabras, sino también el principio en que se basa la
numeracion oral, son distintos que en otros paises, la
llamaremos hispano-americana, por ser en KEspaha y
Ameérica hispinica donde casi exclusivamente se usa.

Para los nfimeros de dos cifras va se ha explicado en
el parrafo (12) eémo se enuncian sus dos clases de unida-
des. Para los nfimeros de tres cifras, basta enunciar el
ntimero de centenas (que se leen cientos) y a continua-
ci6n las decenas y unidades, como va se explicé para los
nameros de dos cifras. ‘

Las finicas irregularidades son éstas: en vez de decir
cineo cientos se dice quinientos, en vez de siete cientos se
dice setecientos y en vez de nueve cientos suele prefe-
rirse novecientos.

Con estas pequeiias modificaciones, se lee enalquier ni-
mero de tres cifras.
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EJEMPLOS:

115 se lee: ciento quince.

128 se lee: ciento veintiocho.

512 se lee: quinienios doce.

943 se lee: novecientos cuarenta y ires.

Nimeros desde mil a un millon.

La lectura de los ntimeros de 4, 5 6 6 cifras, no se hace
enumerando las unidades de cada orden, sino enunciando
por separado los millares y unidades, en esta forma:

Se' separan las tres cifras de la derecha y se lee el pri-
mer grupo, agregando la palabra mil y a continuacion se
lee el grupo de la derecha.

EJEMPLCS: El ntimero 34608 se lee asi:
treinta y cuatio mil seiscientos ocho.

El namero 909 909 se lee asi:
novecientos nueve mil novecientos nueve.

El nfimero 222 222 se lee asi:
doscientos veintidés mil doscientos veintidés.

Numeros mayores que un millon.

La unidad de sexto orden se llama malldn; la de orden
12 se llama billén; la de orden 18 se llama trillon; ete.,
pero son innecesarias unidades superiores.

Es innecesario también dar nombre a las unidades in-
termedias, porque la lectura se hace del modo siguiente:

Se agrupan las cifras de 6 en 6, a partir de la derecha,
y se enuncian sucesivamente los trillones, billones, millo-
nes y unidades, aplicando a cada uno la regla anterior.

EJEMPLOS: El ntimero 5 690 732 se leerd asi:

cineo millones, seiscientos noventa mil, setecientos treinta y dos.
El nfimero 108 649 302 se leerd asi:

ciento ocho millones, seiscientos cuarenta nueve mil, trescientos dos.
El nimero 1 009 005 007 000 se leera asi:

un billén, nmeve mil cineo millones, siete mil.

.
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Adjetivos ordinales.

En lengua castellana, son:

Primero, segundo, tercero, cuarto, quinto, sexto, séptimo, octavo,
NOVENO 0 NONO.

Décimo, undécimo, duodécimo, décimo tercero, décimo cuarto, ...
décimo nono.

Vigésimo, vigésimo primero, vigésimo segundo,

Trigésimo, trigésimo primero, ...

Cuadragésimo, ...

16.—Las numeraciones romana y griega.

La numeracién romana. Para apreciar mejor las ventajas de ge-
neralidad y sencillez de la numeracién decimal, examinemos la
numeracién que auntes de ella se usaba en Europa, y que también
puede considerarse como decimal, pero més complicada, por no
utilizar el cero ni el principio del valor relativo. Las unidadss
simples, las decenas, centenas y millares se representan por los
signos siguientes:

I X C M
uno diez cien mil
y cada niimero se representa escribiendo tantos signos de cada es-

pecie como tnidades tenga del orden respectivo. Ejemplo: el ni-
mero 1123 se eseribird asi: MCXXITIL.

Como la repeticién de simbclos daria a los nimeros longitud
excesiva, se introduce el simbolo V=5, el L=>50 y el D=500, y se
conviene en que una o méas nnidades inferiores antepucstas a un
signo deben rectarse del mismo. mientras que deben sumarse si es-
t4n a la derecha. Asi, los nimeres sucesivos son:

1, T, ILI, IV, V. VI, VII, VIII, IX, X;
X1, XII, XIII, XIV, XV, XVI, XV1I, XV1I, XIX, XX;
XXI, XXIT, XXIII, XXIV, XXV, XXVI, XXVII, XVIII,
XEIX XXX ,

Asi signiendo se llega al nfimero XC=90, y después:
XCI, XCIT, XCIII, XCIV, XCV, XCVI, XCVII, XCVIII, XCIM, C
¥ a partir de C==100 se prosigue agregando a su derecha los an-

teriores. Bl ntimero 999 se representa asi: CMXCIX y el afio ac-
tual es MCMXXXVII El ndmero 64 es LXIV.

La numeracién griega. Consistia en lo signiente: Los nueve pri-
meros nimeros se representaban por las nueve primeras letras del
alfabeto ¢, f3, :..., las nueve primeras colecciones de decenas por
las letras siguientes; las nueve primeras coleccicnes de centenas.
por las nueve fltimas letras; para los millares se adoptaban nue-
vamente las primeras letras con ciertos distintivos, ete.
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Por ejemplo, el nimero 64 se eseribia asi: £9, donde E represen-
ta 60 y 9 representa 4. Nétese que mno se aplica el principio del
valor relativo, pues 6 unidades simples se representan por la letra .

NOTAS

Los dos sistemas actuales de numeracion oral.

Conviene que los conozean los alummos, para facilitarles la lec-
tura de libros extranjeros, evitandose confusiones, por el distinto
sentido de las palabras.

Puede ser titil Lacerles notar que el billén, segiin la numeracién
mis generalizada en el mundo, es el millar de millones y el irillon
es el millar de billones.

Este sistema, suele llamarse corto, en oposicion al sistema his-
panico que se llama largo, y que tiene adeptos especialmente en
Inglaterra vy Alemania. Segtn este sistema corto, la lectura de los
nimeros se hace mediante la descomposicién siguiente:

850621040510=850 billoncs, 621 millones, 40 mil, 510

El sistema hispanico es mis venta_]oso para nimeros muy gran-
des, y tiene la ventaja de su uniformidad en la gradacién de los
millones, billones, trillones, ete. Tiene, en cambio, la desventaja
de carecer de nombre especial para el millar de millones; pero ya
de va aclimatando la palabra miliarda, de uso internacional. Asi
diremos, por ejemplo, que la mdemnuacmn en la guerra franco-
prusiana fué de 5 miliardas.

Ejemplos dc palabras formadas con l0s numerales griegos:

mono, di, tri, tetra, pente, hexa, hepta, octo, ennea, deca.
monarca—jefe Gnico; monografia—eserito sobre un solo asunto;
diedro=de dos caras; didlogo—platica entre dos personas;
tripode=de tres pies; triangulo—=de tres vértices;
tetraedro—=de enatro caras: tetralogia=—conjunto de cuatro obras;
pentateuco—coleccion de los cinco libros del Antjguo Testamento;
pentagrama—cineo rectas paralelas sobre las que se escriben las
notas musicales;
exd'metro_verso de seis medidas; ewdpodo—de seis patas
eptasilabo—=de siete silabas; hebdomadario—semanal;
octosilabo—=de ocho sﬂabas' octubré—oectavo mes de los romanos;
decdametro—=diez metros; dccada_decena 5 deedlogo—cb6digo de 103
diez mandamientos.

EJERCICIOS

1.—HAigase leer a los alummos nfmeros de muechas cifras, y
una vez que dominen la numeracion oral higase que eseriban los
nombres de los nanieros leidos.

2.—Dictense ntmeros, segiin la numeraeién hispano-americana,
y hdgase que los eseriban los alumnos.

3.—Encéarguese que cada alumno lleve algunas palabras del len-
guaje vulgar, donde intervengan numerales griegos.
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Evolucién histérica de la numeracion. — Las ideas fundamen-
tales del sistema actual de numeracién, son éstas: agrupacion, va-
lor relativo e introduccion del cero, y han aparecido en este mismo
orden en la historia del conocimiento humano. Los pueblos primi-
tivos hicieron los primeros edleulos aritméticos representando los
ntimeros por piedras (ecaleuli) que coleccionaban en grupos, for-
mando asi una especie de dbaco rudimentario; parece que asi pro-
cedieron los chinos, y atGn hoy, asi cuentan algunos pueblos inci-
vilizados. Los babilonios tenian un sistema de numeracién mucho
méds perfeccionado; los ntmeros se representaban por simbolos
cuneiformes (forma de cuia), escribiendo por agrupacién 'y cam-
bio de cardcter unidades de diversos érdenes. Para mtmeros algo
grandes tomaban la base 60. Asi se ha visto en tablas cuya anti-
giiedad se remonta a unos veinte siglos antes de J. C.

La numeracién griega de la escuela de Alejandria era ya
decimal, pero no utilizaba todavia el principio del valor relativo
ni el cero. Asi, p. ej., la letra E representaba 60 en cualquier lugar.

Los celtas usaban la base wveinte; y de esta numeracién queda
recuerdo en la numeracién oral francesa. P. ej.: quatre-vingts = 80.

En la Edad Media se usa el sistema del romano Boecio (siglo
VI), que no utiliza el cero, pero si el principio del valor relativo,
distribuyendo las nueye cifras cuyas formas indicamos abajo, es-
critas sobre tacos de madera (dpices), en las distintas colummas
de una tabla o dbaco, indicadoras de los Ordenes decimales. Este
fué el origen de los abacistas o caleuladores con el dbaco.

El sistema de eseritura india, utilizando el cero, fué introdu-
cido en Europa por los drabes espafioles del siglo XTI y adoptado
por los mateméticos que se instruyeron en su ciencia, como Leonarlo
de Pisa, Saerobosco, ete. (siglos XII y XIII). El nuevo sistema
llamado algoritmo, encontré una gran resistencia entre los abaeis-
tas; todavia contaban con el dbaco algunos comerciantes del si-
glo XVII. Entre algoritmicos y abacistas existe la misma diferen-
cia de método que entre la escritura corriente y la formaeién de
rétulos con letras de celuloide o tacos de madera.

Medios auxiliares para confar. — Para contar no es mnecesario
efectuar materialmente las agrupaciones, eon los elementos que se
cuentan, en unidades de 6rdenes sucesivos, lo que seria imposible
en muchos casos. Basta efectuar la agrupacién con signos ecuales-
quiera: puntos, rayas, piedras, bolitas, toques de campana, etc.,
que representan aquellos elementos.

Jon los dedos se cuentan, por ejemplo, las silabas de un verso,
abatiendo un dedo por cada silaba.

Con rayas puede contarse, formando configuraciones de diez en
diez, como indiea la figura, método usado frecuentemente.
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El dbaco de contar, que se maneja en las escuelas, billares, ...,
se funda en esto: Las unidades simples se cuentan con las bolas
de la primera hilera; cuando se ha formado una decena, ésta se
cuenta con una bola de la segunda hilera, y cuando se ha llegado
a formar diez decenas se pasa una.bola de la tercera, ete. En la

figura estd representado el nimero 10453.

Evolucién de las cifras. — Aunque llamamos ardbigas a nuestras
cifras, obsérvase en el cuadro comparativo que poco tienen de pa-
recido con las cifras drabes; menos que con los dpices de Boecio;
pero es justo llamar indo-ardbiga a muestra numeracién, por ba-
sarse en sus dos fecundos prineipios: el valor relativo y el cero.

Cifras egipeias ....

Apices de Boecio ..... |

Cifras drabes .

Cifras actuales .....
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SAPITULO II
SUMA Y RESTA DE NUMEROS NATURALES

§ 5. PROPIEDADES DE LA SUMA

17.—Definiciones y notaciones.

Si en una habitacién hay 4 sillas, en otra 6, en otra
hay 8 y en la cocina hay 2, jcudntas sillas hay en toda
la casa? Para contestar a esta pregunta bastaria reunir-
las todas en una sola habitacién y contarlas, presein-
diendo de la diversidad de formas, tamafios, ete. Pero se
puede evitar la enojosa operacion material de reunirlas,
ya que para contar los objetos de una coleceion hemos
visto que se pueden representar por rayas, puntos, ete.,
de modo que pondremos simplemente:

4 sillas 6 sillas 8 sillas 2 sillas

Clontemos ahora el ntimero total de rayas y obtendre-
mos 20. Entonces diremos: cuatro sillas, mds seis sillas,
mds ocho sillas, mds dos sillas, son veinte sillas.

Esta operacién de reunir todos los objetos de varios
conjuntos en uno sélo y contar el conjunto total se llama
adicion o suma, y el ntimero que resulta se llama suma
de los nameros dados, los cuales reciben el nombre de
sumandos.

Estos sumandos son nmeros de los que en la lecein
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primera hemos llamado concretos. Si, en vez de sillas, hu-
biesen sido libros los objetos sumados, diriamos:

cuatro libros, més seis libros, mas ocho libros,
mas dos libros, son veinte libros,

pues la representacion que hemos hecho por rayas vale
lo mismo para sillas, que para libros, que para objetos
cualesquiera, resultando siempre el nimero 20.

Prescindamos, pues, de la naturaleza de los objetos, y
digamos simplemente:

cuatro més sets, mas ocho, més dos, son veinte,

con lo que tendremos la expresion de una suma de ni-
meros abstractos.

Bsta palabra mds (en latin plus) se sustituyé en la es-
critura por la abreviatura p., la cual degenerd, hasta
convertirse en el signo -, que es el actualmente usado;
v el resultado anterior se escribe asi:

41+-64+8+2=20
Analogamente, si no hubiese més que un silla en cada
habitacién, pondriamos:
1+1+141=4

es decir, cada ntimero es una suma de unidades.

18.—Propiedades fundamentales de la suma.

El postulado fundamental de la Aritmética (3) nos
indica las propiedades de la suma:

Propiedad uniforme. Hemos visto que si los eonjuntos
de sillas se sustituyen por conjuntos de libros que tengan
ignales nimeros, es decir, si es, p. ej].:
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a=da , b=b , c=¢
resulta el mismo nGmero como suma, es decir:

a-+b+ec=d+b+c

y como esto vale para cualquier nimero de sumandos, re-
sulta:

Sumando los primeros miembros de varias igualdades
y sumando los segundos, resultan sumas iguales.

Esta operacién suele llamarse sumar miembro a miem-
bro.

La igualdad @+ b=« -+ b" puede enunciarse tam-
bién asi:

Sumando un mismo nimero a los dos miembros de
una igualdad resulta una igualdad, pues b y b" represen-
tan ‘el mismo numero.

EJercicio: Un padre regala a su hijo eada mes tantos pesos co-
mo dias tenga el mes, jcudntos pesos le da al afio?

Propiedad conmutativa. Bl conjunto total es el mis-
mo cualquiera que sea el orden en que se sumen los con-
juntos, luego el niimero sumae es el mismo. Es deeir:

La conmutacion de los sumandos no altera la suma.

Jonmutar quiere deeir cambiar el orden de los suman-
dos, sin modificar éstos.

Baprcicio: Conmutando mentalmente los sumandos caleular inme-

diatamente:
3-1100+7 ; 354999210041

Propiedad asociativa. Para sumar varios conjuntos
(p. €j. 7) podemos agrupar primeramente dos de ellos
cn uno, otros tres en uno, los tres restantes en uno, y des-
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pués agrupar los tres conjuntos obtenidos. Hs claro que
el eonjunto formado por todos los objetos de los conjun-
tos, es siempre el mismo cualquiera que sea la forma de
agruparlos, y por tanto:

St se sustituyen varios sumandos por su suma efectua-
da no varia la suma total.

Dicho brevemente: se pueden asociar arbitrariamernte
los sumandos sin alterar la suma.

EJeMPLO: Sea la suma
34+99+7+75+4+2+425
Inmediatamente se observa que conviene asociar
34+7=10 , 9942=101 , 754 25=100

y mentalmente se caleula la suma total: 211.

19.—Ley de monotonia de la suma.

Se llama asi la propiedad, que enunciaremos brevemen-
te: sumandos mayores dan suma mayor.

En efecto, si tenemos una suma y sustituimos un su-
mando por otro mayor, esto equivale a agregar nuevos
objetos al conjunto sumando, o sea al conjunto suma;
‘Tuego la nueva suma es mayor.

.
En simbolos: si @’ >« es @’ + b > a—+b, es decir: al
sumar un mismo numero a los dos miembros de una des-
igualdad resulta otra de igual sentido.
Si son varios los sumandos que creeen, la conelusion
subsiste, es decir:

Sumando miembro a miembro varias desigualdades del
mismo sentido resulta otra de este mismo sentido.
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Por ef isi-a =i, i =l Se > o
es @ +b +c¢">a+b+c

Si hay alguna igualdad, ésta no modifica el signo >,
pues sumar d’ — d es sumar el mismo nimero a los dos
miembros, luego

o+ F+d& > at+btetd

Leyendo en sentido contrario, resulta:

Sumandos menores dan suma menor.

20.—Paréntesis y corchetes.

En Aritmética se usan paréntesis ordinarios ( ) y tam-
hién cuadrados [ ] que suelen llamarse corchetes, de tal
modo que al encerrar una operacién en un paréntesis o
en un corchete se quiere indicar que se calcule previa-
mente el resultado de esa operacion y con él se opere su-
cesivamente. Asi, por ejemplo,

(a+b) + (c+d)

expresa que se efectfian separadamente las sumas a 4 b
y ¢ +d y se suman luego los resultados; en cambio,

[(@+Db) +c]+d
indica que a la suma de @ y b se le agrega ¢ y al resulta-

do se le suma d. Ambos resultados finales son iguales por
la propiedad asociativa.
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EJeEMPLo: La asociacién de sumandos efectuada en el ejemplo
anterior se indicard asi:

EJERCICIOS

1.—Representar con cifras el cuadrado mdgico de la figura adjun-
ta (de origen chino; 2,800 afios antes de J. C.). Sumar los ni-
meros de cada fila, de cada columna y de cada diagonal. Enunciar
la propiedad.

Tales cuadrados magicos estuvierom muy en hoga en la antigiie-
dad y se les atribuian propiedades curativas de muchas enferme-
dades. llevandolos grabados en dijes. medallones. ete.

»

6463|134 | 5|6 (38|57
5615511\ 12|73 |14 | 50|49
§ 17|78 46|95 |44 43123 |24
%% § 25\26138\371363537 |32
3313%|29129|28(27|39/%0

41142|22| 27\ 20|79 |47 |45

. <> 16|15 | 51|52\ 53|54(70| 9
517 1s96061162]2 17

B i .
2 Sl.se suma un mismo namero a todos los del cuadrado mA-
gico, jresulta otro cuadrado mégico?

o
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21.—Objeto del calculo aritmético.

El cdlculo primitivo consistia en representar los niime-
ros por piedrecillas llamadas calculi, de donde deriva
aquella palabra (*); pero se comprende la imposibilidad
de operar asi con grandes ntmeros, y de ella surgié la
numeracion, esto es, la representacién por unas pocas ci-
fras. Estudiemos ahora e¢émo se caleula con los nfimeros
expresados por cifras, es decir, ¢6mo se suman, restan,
ete., sin necesidad de manipular con colecciones de cosas
materiales.

Los estudiantes conocen ya las reglas de edleulo; pero
es preciso justificarlas, es decir, demostrarlas.

22.—Suma de dos niimeros digitos.

Hemos visto que si a un ntimero a se le suma 1 resulta
el siguiente en la sucesion natural, o sea a + 1; si se le
suma 1 resulta

(@a41)+1=—a+2
por la propiedad asociativa; después resulta

(e+2)+1=0a+3;

(*) Obsérvese que los ecdleulos o piedras formados en diversos
organos vitales, y el cdleulo aritmético tiemen etimologia comin.
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ete. En esta propiedad se funda la construccion de la
tabla de sumar.

10 11 12 13 14 15 16 17
10 11 12 13 14 15 16 17 18

O, 2 BrdEEs ] 6yl i
1.'2-8:"4 (5 8 T 8.9 10
A R A S L s |
e LS iy (D P L 2
RS LEIE (1 L
5 6 7 8 9 1011 12 13 14
6 7 8 9 10111213 1415
7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
el

9

En la fila iniciada por un nfimero cualquiera, por ejem-
plo 6, estdn las sumas sucesivas con los ntmeros 1, 2, 3,
... 9 que figuran arriba. Por tanto, la suma 6 -4 5 estd
en el punto donde se encuentra la fila iniciada por 6y
la columna iniciada por 5; alli se encuentra 11. Obsér-
vese que el cuadro es simétrico respecto de la diagonal,
es decir, el mismo ntmero 11 se encuentra en la inter-
seccion de la fila 5* con la columna 6° y lo mismo sucede
con todos los pares.

23.—Suma de un niimero cualquiera con namero digito.

Si un cajero tiene T4 pesos, es decir, 4 pesos y 7 bi-
lletes de 10 pesos (o fajos de diez billetes de 1 peso) ¥
recibe 5 pesos més, los unird a los 4 pesos sueltos y re-
sultard una suma de :

7 billetes de 10 y (5 +4) billetes de un peso
o sea un total de 79 pesos.

Supongamos que después recibe 4 pesos; al sumarlos

a los 9 que tiene resultan 13, es decir, una decena, que
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pasard al cajon de las decenas, suméndose a las 7 ya exis-
tentes, y quedardn 3 pesos sueltos; luego:

79+4=70+413=80+3=283

Si en vez de pesos consideramos unidades arbitrarias,
en vez de fajos de diez pesos habra que considerar de-
cenas, y después centenas, millares, ete., el razonamiento
es el mismo, luego resulta esta regla practica: Para su-
mar a un nimero otro de una cifra, se suma ésta a las
unidades del primer sumando, y esta swra serd la nueva
cifra de las unidades si es inferior a diez; pero si superd
a diez escribiremos solamente las unidades y aumentare-
mos en uno las decenas del primer sumando.

En virtud de esta rvegla y de la propiedad asociativa,
podremos sumar varios nimeros de una sola” cifre sin
més que ir agregando sucesivamente cada una de las ci-
fras a la suma anterior.

Si el cajero tiene 9 pesos, recibe 4, después 8, mas tar-
de T y finalmente 5, ird sumando mentalmente asi: nueve
v cuatro, trece; y ocho, veintiuno; y siete, veintiocho; y

cinco, treinta y tres. ToraL: 33, ,

24.—Caso general: sumandos cualesquiera.

Supongamos ahora que tres cajeros del mismo banco
han recibido respectivamente

1873 pesos , 2507 pesos , 845 pesos

v los entregan al cajero central. Este podra clasificar asi
los billetes:

1 mil 8 eent. 7 dee. 3 unid.
2 b 5 ” 0 2 7 »
8 g Dty

»
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¥ comenzando por los pesos sueltos o unidades los agru-
pard, resultando 15, es decir, 5 pesos y una decena, que
incorporard al cajon de las decenas Yy suma a éstas da
12 decenas, es decir, 2 decenas v 1 centena; ésta sumada
con las centenas da 22 o sea 2 centenas y 2 millares;
estos mas los millares de los sumandos, da un total de 5
mlllares luego resulta en definitiva -

Smil. 2 ecent, 2 dee. 5 unid

Este manipuleo de billetes no es necesario para saber
la suma total recibida, ni seria posible para el jefe de
la caja de un gran banco; la operacién puede abre-
viarse escribiendo el cuadro de ntimeros concretos que
acabamos de formar y operando con ellos ecomo hemos
indicado; pero inmediatamente se comprende la conve-
niencia de abreviar todavia mas el trabajo, sustituyendo
los nfimeros coneretos por ntimeros abstractos ;¥ sin nece-
sidad de que el jefe de caja pierda su tiempo en formar
paquetes ni siquiera en eseribir el anterior cuadro de ni-

meros coneretos, le bastard eseribir las cifras or-
1873  denadamente, y sumando sucesivamente las ci-
2507  fras de las unidades, decenas, ete.,, mediante
845 la tabla de sumar ntmeros abstractos que re-
cuerda de memoria, obtendrd el ntmero total
5225  de pesos recibidos; y cuando su ordenanza forme

efectivamente los paquetes, el resultado coineidi-
ra con el caleulado.

He aqui, pues, el alto valor cientifico de la Aritméti-
ca, que reside en su postulado fundamental y estriba en
prever resultados reales; este poder profético de la pre-
visidn, mas alld de toda experiencia, es la virtud caracte-
ristica de toda ciencia digna de tal nombre,
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Bien merece esta breve digresion el resultado préctico
que acabamos de obtener como simple consecuencia de
las propiedades fundamentales de la suma; y por su tras-
cendeneia para la vida comercial conviene enunciarlo en
forma de regla practica.

REGLA—Para sumar nidmeros de varias cifras se es-
criben ordenadamente cada uno debajo del anterior de
tal modo que se correspondan en una misma columna las
unidades de cada orden. Se suma la columna de. las uni-
dades, escribiendo las unidades de esta suma y llevando
mentalmente las decenas resultantes, si las hay, a la co-
Jumna de decenas. Se suma ésta, escribiendo .las unida-
des en la misma columna y levando las decenas, si las
hay, a la columna siguiente, y asi sucesivamente hasta la
dltima columna, cuya suma se escribird integra a la iz-
quierda de la cifra anteriormente eserita. Bl nimero for-
mado por todas estas cifras es la suma buscada.

PrueBA.—Para comprobar sumas largas es frecuente
en la practica sumar en otro orden, por e jemplo, de aba-
jo arriba en la disposicion por columnas. Si la suma esta
bien hecha el resultado debe ser el mismo por la propie-
dad conmutativa. Esta operacién se llama prueba de la
suma.

25.—Observaciones practicas.

14 Al sumar las cifras de cada columna no es preciso seguir
el mismo orden en que estin escritas. Agrupindolas mentalmente
en otro orden se logra muchas veces facilitar el cdleulo. Por ejem-
plo, si se ven dos cifras 5, aunque no estén consecutivas, las suma
remos mentalmente, sustituyéndolas por 10, y lo mismo si se ob-
garva 2 y 7, 0 hien 1, 3 y 6, 0 comkinaciones andlogas.
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2111 2.2 Cuando hay més de dos sumandos, conviene ano-

37509 tar a la cabeza de cada columna el nimero que se lleva

4313  de la columna anterior. De este modo, si en algin momen-

19685 to se tiene que interrumpir la operacién o se padece

error, no serd preciso repetir toda la suma desde el prin-

61507  cipio, sino solamente desde la columna en que se haya sus-
pendido la operacién o se haya padecido el error.

408 | 3. Cuando se trata de sumas largas, es mejor todavia
1198 sumar cada columna, escribiendo integro el resultado en
587 el lugar correspondiente; y sumar después las sumas par-
1349 ciales obtenidas, como indica el ejemplo adjunto. Esto
2496  equivale a dejar para el final la incorporacién de las
387 unidades que se llevan de una columma a otra.

3677 Al estudiar la multiplicacién apreciaremos la utilidad
1396  de esta observacién.
1089 4.* Finalmente suele ser ventajoso fracecionar las su-

1396 mas largas en sumas pareiales y sumar después los resul-
4399  tados.

495 Es este el procedimiento que suelen seguir los conta-
1199  doves, evitando asi que la suma total de una columna
2297 llegue a temer cuatro cifras, pues la suma mental es
2001 mas penosa y expuesta a errores.

v

104 unidades.
116  decenas.
42 centenas.

19 millares.

24464 Suma total.

EJERCICIOS

1.—Se calcula que Pitdgoras, uno de los mds antiguos gedmetras
griegos, nacié hacia el aiio 569 antes de J. C. jCuéntos afios han
transeurrido desde el nacimiento de Pitdgoras hasta nuestros dias?

2—FEn el orden de los dias del afio, ;qué lugares ocupan el 25
de mayo, el 9 de julio y el 20 de septiembre?

3.—Hégase escribir a una persona el afio en que nacié y el de
cualquier otra fecha para ella memorable; escriba luego los afios
transcurridos desde cada uno de estos dos acontecimientos y sume
los cuatro nfimeros.

El adivinador simula pensar profundamente y sin conocer las fe-
chas escritas adivina que la suma es igual a 3.874 (esto es, para
1937; para 1938 serd la suma 3.876, ete.). ;Por qué?

4—Analizar las propiedades de la suma en que se fundan los
razonamientos (23) (24) y (25).
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26.—Diferencia entre dos nimeros.

Si en un platillo de una balanza ponemos 7 ke. y en el
otro 5 ke., no hay equilibrio, es decir, no hay igualdad
de peso, pero se logra esta ignaldad agregando a los b kg.
otros 2 kg., para formar un peso igual a 7 kg. Este nia-
mero 2 cumple, pues, la condicién de que sumado a 5 da
el ntimero 7 y se llama diferencia entre 7y 5.

En general: Dados los niimeros @ > b si A y B son
los conjuntos que los representan, siendo B parte de A,
el conjunto A aparece como suma de esta parte B, que
tiene b elementos y otra parte D. Si d es el nimero de
clementos de esta parte (que por lo menos es 1), resulta:

a=>b-+4d
si es @ = b, hemos visto que el ntimero 0 cumpie la con-
dicién @ =— b -+ 0. Por tanto:

Si a es mayor o igual que b, hay wn nimero d que
sumado con el b da la suma a. Bl niimero a se llama mi-
nuendo, el b sustraendo ¥y el d diferencia.

(Cabe preguntar si ese ntimero d es el tnico que cum-
ple la condicién: b + d — a; en efecto, si d’ es cualquier
otro, serd d’ > d o bien d’ < d 'y al sumarle b, resultara
respectivamente, por la ley de monotonia

& +b>d-+b 6bien &+b<d+Db

es decir, resulta una suma mayor o menor que @, luego
d’ no es la diferencia. '
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NOTACION. — Lse ntimero tnico d, diferencia entre a
¥y b, se representa asi: @ — b. Por tanto: escribir

d=a—b, [1]
equivale a poner:
d-+b=a [2]
Decir que d es la diferencia entre a y b equivale, pues,
a decir, que sumado d al sustraendo da el minuendo.
EJEMPLOS. —1.° Sabiendo que la matricula total en una clase
es de 29 alumnos y que entre ellos hay 17 mujeres, jcudl es el
niimero de alummos varones? 2.° Desde comienzo del afio hasta

22 de marzo han transcurrido 81 dias,- jcuéntos faltan para ter-
minar el afio?

27.—Operaciones aritméticas directas e inversas.

Vemos, pues, que se puede dar esta definicién de la
resta: dada una suma y uno de los sumandos, calcular el
otro. Es indiferente cual de los sumandos sea el dado;
pues siendo la suma conmutativa, se pueden considerar
los sumandos en cualquier orden.

Pronto veremos que, ademas de la suma, hay otras ope-
raciones aritméticas que se definen directamente, me-
diante las cuales, de ntimeros dados se deduce otro ni-
mero, que es el resultado. Y en cada operacién se plantea
el problema inverso: conocido el resultado y uno de
los datos, calcular el otro. Tales operaciones se llaman
InVersas.

Diremos, pues: la resta es la operacion inversa de la
suma.

28.—Sumas y restas combinadas. Polinomios.

En una cierta fecha deposité 100 pesos en la Caja de
Ahorros; varios dias después retiré 25; mas tarde ingre-
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sé 40; otro dia retiré 38, y después otros 50. Lo que me
queda en la Caja se llama saldo a mi favor (*). ;Cuan-
to vale este saldo?

Si a cada operacién anoto en mi libreta el saldo resul-
tante con objeto de saber en todo momento lo que tengo en
la Caja, tendré eserito por orden de fechas lo siguiente:

100 — 25 = 75, primer saldo

75 + 40 = 115, segundo saldo

115 — 38 = 77, tercer saldo

77 —50 = 27, saldo final
y el saldo final es lo que tengo en la actualidad. Pero si
no he llevado paso a paso la cuenta y me interesa hoy
conocer el saldo, mds breve serd sumar separadamente
las entradas y las salidas y restar ambas sumas, asi:

Entradas Salidas

100 25
40 38
» 50
140 — 113 =27, saldo resultante.

Es decir, puedo hacer el céleulo de dos modos, debien-
do resultar por ambos métodos el mismo niimero.

Vamos a expresar mediante los signos aritméticos es-
tos dos modos de caleular. En el primero, calculo ante
todo la diferencia 100 — 25; luego afiado a esta diferen-
cia 40; es decir (100 —25) -+ 40; despuds resto 39 del
resultado; es decir [(100 —25) 4 40] — 38, ete. Para
evitar el empleo de un excesivo nfimero de paréntesis y

(*) Nos referimos aqui a una cuenta de las llamadas sin interés
(los alumnos saben ya lo que se entiende por interés) y sin crédito
abierto; es decir, que la caja no me entrega nunca més pesos de
las que en ella tengo depositados.
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corchetes, se ha convenido en suprimirlos cuando se van
haciendo las operaciones en el orden en que estin 6scri-
tas de izquierda a derecha. Eseribiremos, pues:

100 — 25 -+ 40 — 38 — 50.

Toda expresion de esta forma; es deeir, compuesta de
sumas y restas sucesivas, se llama polinomio o suma alge-
braica, y los ntmeros separados por los signos - 6 —
se llaman términos del polinomio, o de la suma algebraica.

En el segundo procedimiento de caleulo, bastard indi-
car la diferencia de las dos sumas de entradas y salidas;
es decir

(100 -+ 40) — (25 + 38 -} 50).

Podremos, pues, eseribir la siguiente igualdad:

100 — 25 4 40 — 38 — 50 =

— (100 - 40) — (25 - 38 - 50).

Esta propiedad tan sencilla es el fundamento de la
Contabilidad y puede enunciarse asi:

Bl resultado de varias adiciones y sustracciones suce-
sivas es igual a la diferencia entre la suma de los nii-
meros que se suman y la suma de los que se restan.

De otro modo: Para caleular el valor de una suma al-
gebraica, puede procederse hallando la suma de los tér-
minos precedidos del signo -+ y restando del resultado
la suma de los términos precedidos del signo —.

29.—Propiedades y calculo de los polinomios.

El saldo final seria también el mismo evidentemente,
si hubiese hecho las mismas entradas y salidas en otro
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orden (con tal de que hubiese habido siempre dinero su-
ficiente en la Caja al efectuar cada salida). No cambia-
ria por ello la suma de entradas ni la de salidas, ni por
consiguiente el saldo. Asi, pues,

1. Puede cambiarse el orden de los términos de un
polinomio sin alterar su valor, eon tal de que las restas
indicadas sigan siendo posibles.

Esta es la propiedad commutativa psra sumas alge-
braicas, y permite a veces simplifiear el calculo.

ByEympLo: En vez de calcular el polinomio 249 — 98 - 113 + 149,

efectuando las operaciones en este orden, seré mejor proceder asi:
249 — 149 -+ 118 — 98 = 100 + 113 — 98 = 213 — 98 = 115.

Si hago una entrada igual a una salida, puedo pres-
cindir de ellas en el edleulo final, puesto que ambas se
compensan. De otro modo: al suprimir el mismo suman-
do de la suma de entradas y de la de salidas, las dos dis-
minuirdn en este mismo nfimero, y la diferencia o saldo
serd el mismo de antes.

Asi, por ejemplo, en vez de 100 - 40 4 25 — 30 — 25
caleularé simplemente 100 440 —30 y podré escribir
la igualdad

100 -+ 40 4 25 — 30 — 25 = 100 + 40 --- 30.

II. BEste hecho se expresa diciendo:

Los términos iguales y de signos contrarios se reducen.

Tales términos se llaman opuestos.

Juan tenfa 100 pesos. Le di 40; me devolvid 25 y volvi
a entregarle 12. ; Cuéntos pesos tiene ahora? La cuenta
de Juan serd evidentemente ésta:

100 - 40 — 25 4 12.
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Pero, lo que en definitiva he dado a Juan ha sido el va-

lor del polinomio (40 — 25 4+ 12), y como tenia 100, re-
sulta:

100 + (40 — 25 4 12) — 100 + 40 — 25 4 12,

igualdad que se traduce en la siguiente regla general:

III. Todo paréntesis precedido del signo -+ puede
suprimirse, De otro modo: Se suma a un wimero un
polinomio, escribiendo sus términos a continuacién del
nimero con el signo que tienen.

Yo tenfa 200 pesos. ;Cuantos me quedan después de
las operaciones anteriores Podré caleular de dos modos.
Restando de 200 los (40 — 25 - 12) pesos que en defini-
tiva han pasado a su poder; es decir,

200 — (40 — 25 4+ 12),

0 hien restando sucesivamente de mi existencia mis en-
tregas a Juan y sumando las suyas, asi:

200 — 40 + 25 —12.
Igualando ambos resultados, se obtiene

200 — (40 — 25 4+ 12) — 200 — 40 - 25 — 12,

IV. Todo paréntesis precedido del signo — puede su-
primirse escribiendo con signos contrarios los términos en-
cerrados en él. O bien: Se resta de un nimero un poli-
nomio, escribiendo a continuacion del niumero los térmi-
nos del polinomio con signos cambiados (suponiendo que
las restas indicadas en el nuevo polinomio son posibles).
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V. Como caso particular de III y IV resulta: Pare
sumar a un numero una diferencia se suma el minuendo
y se resta el sustraendo, y para restar de un niimero una
diferencia se suma el sustraendo y se resta el minuendo.

EJeEMPLO: En lugar de sumar 9997, es més cémodo sumar 10000
y restar 3. En lugar de restar 995, es més cémodo restar 1000 y
sumar 9.

EJERCICIOS.

1.— Cuando nacié Juan, su padre tenia 32 afios. ;Cudl serd
la diferencia de edades dentro de 2 afios? 3Cudl era el aiio pasado?
(Apliquense teoremas 44).

2. —;Se altera el saldo de una cuenta al depositar una cantidad
y después retirar la misma? jSucede lo mismo cuando se saca
primero la cantidad y después se deposita, o debe imponerse alguna
restriceién ?

3.— Dos trenes corren paralelamente en el mismo sentido. Al
aumentar igualmente las velocidades de ambos ;varia la distancia
entre ambos?

;Cémo debe entenderse esta igualdad de aumento de velocidad
para que la distancia no varie?

4 —RBEscribir mediante polinomios aritméticos el significado
de diversos niimeros romanos, como por ej. los que representan el
afio actual, la fecha de la independencia argentina, ete.

5.—En una ciudad habia, a fines de 1924, H habitantes; desig-
nando por n, d, e, i, respectivamente el niimero de nacimientos, de-
funciones, emigraciones e inmigraciones habidas en 1925, y por
N, D, E, I los habidos en 1926, expresar, mediante un polinomio
la poblacién a fines de 1926, y calcularla dando valores particulares.

6.—E1 famoso cuadro Las Meninas fué pintado por Veldzquez
en 1656, a los 57 afios de edad, después de vivir 34 afios en Ma
drid, donde se habia instalado a los 4 afios de casado. Dedueir el
ano del nacimiento y la edad a que se casd.

7.—Son varios los entretenimientos aritméticos yue consisten en
adivinar una suma de varios ntimeros, intercalantto sumandos eon-
venientes.: E1 més conocido consiste en agregar a cada nGmero es-
crito otros cuyas cifras sean las del nimero restadas de 9. Por
ejemplo, si se nos dan los nimeros 3728, 527 y 6648, intercalare-
mos 6271, 472 y 3351 y podremos predecir la suma total:

9999 -+ 999 -~ 9999 = 10000 + 1000 4 10000 — 3 = 20997.
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30.—Regla general en el sistema decimal.

De modo andlogo a lo hecho en la adicién, veamos e6mo
se puede caleular la diferencia de dos ntumeros.

Hace falta ante todo saber de memoria y sin titubeos
los resultados en el caso en que el sustraendo y la dife-
rencia sean nameros de una sola cifra. Estos resultados
los proporciona fécilmente la misma tabla de sumar. Asi
13— 6 — 7, porque, conoecido 6, el nimero de la tabla
que sumado con &l da 13, es 7.

Supongamos ahora que un cajero tiene 835 pesos y
debe entregar 263, es deeir, debe restar del niimero

8 cent. 3 dee. 5 unid.

éste: - 2. 15 Gt B

Por de pronto puede entregar 3 pesos restandolos de
los 5 y sobran 2; pero teniendo solamente 3 decenas (bi-
lletes de a diez), para entregar 6 sera preeiso cambiar
un billete de a eien para tener 13 y una vez restados los
6 quedan 7. Finalmente, como sélo existen T centenas, al
restar 2 quedan 5. La diferencia es por tanto:

5 cent. 7 dee. 2 unid. = 572.

Este método ‘de cambiar un billete de a cien seria im-
posible si no hubiera ninguno; y entonces habria que
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cambiar uno de mil; pero se evita tomando prestado un
billete de a cien, para formar 13 —6 =7 y descontin-
dolo después, es decir, en la sustraccion siguiente resta-
remos 3 en vez de 2. Esta regla es la més conveniente en
todo easo (*) y en este ejemplo se aplicard asi: tres a
cinco, dos; seis a trece, siete y llevo una; une y dos, tres;
a siete, cinco.

REGLA.—Puara restar un mimero de otro, escribase de-
bajo de éste, de modo que se correspondan en columna
las unidades de los diversos ordenes. La cifra de las uni-
dades de la diferencia se obtendrd restando las cifras co-
rrespondientes de minuendo iy sustraendo, s esta resta
es posible; si mo lo es, se anadird 10 a la cifra minuen-
do, cutdando de aitadir una unidad a la cifra del orden
siguiente del sustraendo; se procede luego sucesivamente
en la misma forma para las decenas, centenas, millares,
etc. Si después de hechas todas estas sustracciones que-
dan atn cifras en el minuendo, éstas se transcribirdn in-
tegras en la diferencia. :

PrUEBA.—Si la operacién estd bien hecha y se suma la
diferencia al sustraendo, deberd obtenerse el minuendo. Al
hacer esta ecomprobacién se dice que se efectia la prueba
de la sustraccién. No es preciso hacer la suma aparte;
en el mismo esquema de la resta se suman la diferencia
v el sustraendo de abajo arriba.

(*) En la ensefiaaza primaria argentina se acostvmbra a restar
ana unidad de la cifra siguiente del minuendo, en vez de agregarla
a la cifra signiente del sustraendo. En lugar de esta regla, nmada
recomendable, damos la del texto, que tiene ademds la vgntaja de
ser ln misma que después se aplica en la division.
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31.—Suma y resta de niimeros no decimales.

SumA.—Los mismos prineipios de agrupacion, descom-
posicién y ordenacién que hemos utilizado para los pesos,
al razonar las sumas y restas de ntmeros decimales, se
aplican igualmente al sumar o restar cualquier clase de
ntimeros concretos en los que aparecen unidades de di-
versos 6rdenes, aun cuando estas unidades no varfen de
diez en diez.

ByeMpro 1.0 — 60 segundos forman un minuto; 60 minutos for-
man una hora. Para sumar 5 horas 2 minutos 20 segundos con 2 ho-
ras 15 minutos 12 segundos, dispondremos en columna las unidades

v las sumaremos asi:

5 horas 2 minutos 20 segundos
2 — 15 — —

e
o

SuMA: 7 horas 17 minutos 32 segundos

EseMpPLo 2.0 — Tratemos de sumar 5 horas 42 minutos 50 se-
gundos con 2 horas 25 minutos 32 segundos; procediendo como
antes tendriamos

5 horas 42 minutos 50 segudos
2 — 25 — 32 —

SumA: 7 horas 67 minutos 82 segundos

Pero 82 segundos componen 1 minuto y 22 segundos; eseribire-
mos, pues, estos segundos solamente y agregaremos 1 minuto a la
cuma de minutos. Los 68 minutos resultantes se descompondrén,
a su vez, en 8 minutos, que escribiremos y 1 hora que agregare-
mos a la suma de las horas.

Tstas incorporaciones se efectian en la préctica mentalmente, de
modo que, en definitiva, la operacion presentard este aspecto:

5h. 42 m. .50 s
9= 42 — 32 —

Suma: 8d. 25 m. 22 s

Nuevos ejemplos:
14 h.
— 4 — 15 h.

Suma: 10 sem. 3 d. 5 h.

N-ler)
w
@
E
(3]
=5
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Las unidades de aveos y 4ngulos siguen la misma ley que las de
tiempo: 60 segundos (60”) forman un minuto (1’); 60 minutos
(60") forman un grado (1°).

30 18’ 20” 10° 35’ 52"
150 3% 15" 24/ 147
180 21’ 35" - 11° 0" 6”

Resta.—Analogamente se procede para la resta.

EJEMPLOS :
4hy - 12ime s 208 4h. 12 m. 20 s
1— 8— 15— 1— 15 — 42—
DIFERENCIA: 3 h. 4 m. 5 8. 92 h... 56 m. , 38 8,

Como 42 mo puede restarse de 20, ha sido preciso deseomponer
un minuto en 60 segundos para agregarlos a los 20.-La resta de
segundos se ha convertido, pues, mentalmente en 80 —42 =238, y
como de los 12 minutos del minuendo, no se pueden restar 16, des-
compondremos 1 hora para agregar Sus 60 minutos a los 12 que
tenemos. Asi han resultado 72 — 16 =56 minutos; y por fin,
4—2 =2 horas.

Nuevos ejemplos:

50 14° 18" 15° 217 40"
10 14’ 20” 20" 55"
3% 59% 58% 15° 0" 45"
Efectuar las siguientes sumas:
17° 35" 38" 2sem. 54 14h 20 m
30° 20" 56" T r=p 43 9 — 58 —
15° 48’ 56" 6— 22— 50—

32.—Desigualdades entre niimeros no decimales.

Dados dos ntmeros con unidades de diversos érdenes
no decimales, como los que acabamos de manejar, para
reconocer cuél es mayor de los dos, bastaria repetir las
definiciones y razonamientos de los decimales; podremos,
pues, decir, sin mas explicaciones, que ‘‘serd mayor aquel
que tenga unidades de mayor orden, o, si tienen los mis-
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mos érdenes, serd mayor el que tiene mayor el nimero
de unidades de mayor orden; si estos nimeros son igua-
les, serd mayor el que tenga mayor el nimero de unida-
des siguientes, ete.”’

En efecto, si tienen igual niimero de unidades del or-
den superior, la comparacién se reduce a la de los ni-
meros formados por las unidades que les siguen; y si
suponemos que para éstos se verifica la regla, también
subsiste al agregar igual ntimero de unidades superiores.

(lomo para una sola clase de unidades la regla se ve-
rifica, también vale para dos clases de unidades, lucgo
también para tres, ete., y en general para cualquier na-
mero de unidades. '

Si el namero @ tiene mayor ntiimero de unidades de or-
den méiximo que el b, descomponiendo una unidad en
unidades del orden inferior siguiente el namero a tiene
seguramente més unidades de este orden que el b y repi-
tiendo la operacién resulta a > b.

EseMPLOS Podemos afirmar que un dngulo de 14° 15’ 6” es ma-
yor que otro de 50 20” y menor que otro de 14° 15" 10”.

EJERCICIOS

1.—En el comercio de maderag se emplean unidades inglesas:
pies y pulgadas (1 pie = 12 pulgadas). De una tabla de 15 pies
8 pulgadas se corta otra de 6 pies 11 pulgadas, ;cudl es la longi-
tud de la tabla restante?

9 _Calecular la diferencia de latitudes entre Paris (48° SOy
y Madrid (40° 24’ 30").

3.—Cuando en Paris son las 13 h. 25 m., en Nueva York son
las 8 h. 20 m. Cuando en Nueva York son las 12 h, en Buenos
Aires son las 13 h. 2 m. y en Leningrado las 18 h. 57 m. ;Qué hora
serd en Paris, Nueva York y Buenos Aires cuando en Leningrado
sean las 127 ;Qué hora serd en Paris, Nueva York y Leningrado
cuando en Buenos Aires sean las 14 h. 55 m.?
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33.—Complemento aritmético y sus aplicaciones.

Qe llama complemento aritmético de un ntmero a la
diferencia entre la unidad decimal inmediatamente supe-
rior y este nimero. :

Por ej.: los complementos de Jos nimeros

74 983 109190
son: 93 1 890810

pues sumados con ellos dan respectivamente: 100, 1000,
1000000. i

Obsérvese que tales complementos se han formado asi:
cada cifra de resta de 9, excepto la altima significativa,
que se resta de 10.

Tal regla es general, pues la suma de ambos resulta la
unidad seguida de ceros.

Fl uso del complemento reduce las sumas algebraicas
a sumas ordinarias.

EJeapro: Sumando y restando 1000 y 100 resulta:

2513 — 983 — 47 =
— 92513 + 1000 — 983 + 100 — 47 — 1000 — 100 =
— 2513 + 17 + 53 — 1000 — 100 = 1
2583 — 1000 — 100 = 1483

Basta este ejemplo para justificar la siguiente regla,
anticuamente muy usada, pero que ha perdido interés
desde 1a difusién de las maquinas de sumar y restar:

ReGLA.—Para calcular una suma algebraica se sustitu-
ye cada sustraendo por el sumando complementario y de
la suma total se resta una unidad del orden inmediato
superior al de cada sustraendo.
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Ejempros: Caleulemos las sumas algebraicas:

2659 — 1247 4 652 ; 2152 — 1642 —423

2659 2152
18753 18358
652 1577
2064 87
EJERCICIOS

1.—Es importante acostumbrarse a ealcular sumas y restas com-

binadas, sin separar los minuendos de los sustraendos. Asi, por
ejemplo, para calcular la suma algebraica:

2659—1247+4652;
_diremos: 9 menos 7 son -2, mas 2 son 4; escribo 4.
5 menos 4 es 1, mas 5 son 6; eseribo 6.
6 menos 2 son 4, mis 6 son 10; eseribo 0 y llevo 1.
1 y 2 son 3, menos 1 son 2; eseribo 2.

Sea la suma méas complicada: 2152—1642—423;
3y 2son 5, a 12 van 7; eseribo 7 y llevo 1.
1y4y2sonT7al5van 8; eseribo 8 y llevo 1.
1y4y6son 11, a1l va 0; eseribo 0 y llevo 1.

1y1son2a 2 son0.
Resunltado: 87.

2—Un juego interesante, porque obliga a efectuar sumas y res-
tas mentales, es el siguiente: Cada una de dos personas va diciendo
un niimero cualquiera, que no supere a 10; y se van sumando estos
niimeros; gana la que primero llega a la suma 100.

Para ganar basta comenzar por 1 y decir cada vez el mimero
complementario del que diga la otra, respecto de 11; de este modo
el iniciador, va diciendo las sumas 1, 12, 23, 34, 45, 56, 67, 78,
89, 100.

$Cémo debe procederse para ganar, dejando la iniciativa al
otro, cuando el tante final se fija en 997 ;Y si es 507



NOTAS AL CAPITULO II

Notas listéricas. — Los signos actuales son mucho més moder-
nos que las reglas de cdleulo aritmético.

En el siglo XVI atin se usaban los signos p. y m. (abreéviaturas
de las palibras plus y minus, que en latin significaban mds y me-
#0s). Poco a poeo fueron adoptandose los signos + y — introdu-
cidos por el alemdn Widmann en 1489.

Fl signo = fué usado por vez primera en 1557 por el médico
inglés Robert Recorde, justificAndolo asi: ‘‘Nada hay més igual
que dos rayas iguales y paralelas’’. Antes, se utiliz6 la abreviatura
@ de la palabra latina ¢Cpqualis’’, que afn aparecia, deformada, en
libros de los siglos XVI y XVII. Los signos < y > fueron in-
troducidos més tarde por el inglés Harriot (1631).

Los paréntesis fueron utilizados por primera vez sistemiticamente
por Vieta (siglo XVII), quien también generalizG el empleo de
letras, ereando el Algebra elemental.

Las reglas para sumar y restar son de origen hindd, lo mismo
que el sistema de numeracién, Bs de notar, sin émbargo, una di-
ferencia. Los hindGes empezaban la operacién por las unidades de
mayor orden; es decir, de izquierda a derecha. Kstos procedimien-
tos, como la numeracién, fueron transmitidos a Occidente por los
Arabes.

He aqui, con cifras actuales, el modo de efectuar la resta
12.025 — 3.604 por el astrénomo de Bagdad Mohamed ben Musa
Aljuariemi (siglo IX). Se comienza por la izquierda y cada punto
indica una cifra borrada:

8 8
9 .4 41
..025 o 25 e
.604 %04

Los hindtes escribian sobre tablillas con polvo y arenilla, corrt-
giendo las cifras facilmente. Solian escribir el sustraendo encima
ael minuendo, y los resultados (suma y diferencia) también enci-
ma de los datos.



CAPITULO III

MULTIPLICACION DE NUMEROS NATURALES

§ 9. PROPIEDADES FUNDAMENTALES

34.—Definicién y notaciones.
Con frecuencia se presentan sumas euyos sumandos

son todos iguales.

EJEmMPLO: Si un obrero gana de jornal 7 pesos, jeudnto gana
en toda la semana? Serd una suma de seis sumandos iguales a 7:

T4+ T4+ T4+T4+T74+7=42

Un pelotén de soldados tiene 8 filas de a 4. jCuéntos soldados

tiene?
4+44+44+4+44+44+444=232

Una sala tiene 25 hileras de baldosas y eada hilera 23 baldo-
sas; jeuantas baldosas hay en total? Habria que sumar 25 su-
mandos iguales a 23, operacién bastante larga; y ésta seria prée-
ticamente imposible si se trata, p. ej., de calcular de este modo

los ladrillos de un edificio o el niimero de dias transcurridos des-
~ de el descubrimiento de América. Compréndese, por tanto, la ne-
cesidad de estudiar especialmente esta operacién, e idear un mé-
todo rdpido para calecular el resultado.

DerFINICION.—Multiplicar un ntmero, llamado multi-
plicando, por otro, llamado multiplicador, es formar una
suma de tantos sumandos iguales al multiplicando como
unidades tenga el multiplicador. El resultado se llama
producto, y se indica la operacién eseribiendo el multi-
plicador a continuacién del multiplicando, separados por
el sieno X o por un punto ., que se leen: por.

A e e e i
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Indicaremos, pues, las operaciones anteriores de este
T$X6=42 % 4 soldados X 8 = 32 soldados

obien 7% . 6=42 % 4 soldados . 8 = 32 soldados

Estos resultados valen igualmente, cualquiera que sea
]a naturaleza del sumando; asi, por ejemplo, la primera
multiplicacién no sélo da los pesos semanales ganados
por el obrero, sino también el ntimero de bombones con-
tenidos en 6 paquetes con 7 bombones en cada paquete,
el coste de media docena de cualquier clase de objetos
cada uno de los cuales valga 7 unidades (sean éstas pee-
sos, dollares), ete., ete. Por esta razén, aun cuando en
la vida real slo se presentan multiplicaciones concrelas,
como éstas, se define la multiplicacién abstracta del mis-
mo modo que para la suma y la resta; es decir, presein-
diendo de la naturaleza de los elementos a que se refie-
ren los niimeros, y se estudian sus propiedades y se llega
al ealeulo del producto, que se leerd en pesos, bombones,
soldados, baldosas, ete., segiin la naturaleza del suman-
do que se repite.

Las multiplicaciones abstractas que comprenden a to-
dos los ejemplos citados, se eseribirdn asi:

TX 6=42 4 X 8=232
7 .6=42 4 . 8=:=

I

i

I

Esempros. — 1.°) Cada pieza de un género tieme 25 metros.
;Cuéintos metros tendréd en existencia un comerciante que tiene
7 piezas iguales?

Solueién : 95 m. X 7 = 175 m.

9.°) Si el precio del metro de un género es de 5 $, ;cuénto

costardn 4 m.?
Solucibn: 5$+5$+5$+5$:5$X4=20$.
3.°) Si por un peso se compran 4 m. de una tela, jcudntos
metros se comprarin con 5 $?
Solucién: 4m.—}—4m.+4m.+4m.+4m.:4m.x § == 20:m.
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NOTA IMPORTANTE. — Carece de sentido hablar del producto
de 4 m. por 5 $ o de 5 $ por 4 m. Solamente tiene sentido multi-
plicar un conereto por un nimero natural abstracto, como se ve
en los dos ejemplos anteriores, y resulta un concreto de igual especie
que el multiplicando; con los mismos datos, en un caso el resultado
ha sido 20 $ y en el otro ha sido 20 m.

35.—Multiplicaciéon por 1 y por 0.

Como casos particulares interesantes, resultan éstos:

7 sumandos

Gl e g U o =0
Sl g A G TG o S

0.n

1.n

I

Es decir: El producto de 0 por cualquier mimero es 0.

El producto de 1 por el mimero n es este mismo nii-
mero n.

Puesto que la multiplicacién es la repeticion de un
namero como sumando, claro es que carece de sentido
repetir un ntmero una sola vez, y menos sentido todavia
tiene repetirlo ninguna vez. Sin embargo, a fin de con-
servar la propiedad conmutativa que ahora demostrare-
mos, convendremos en tomar como definicion para estos
casos, las siguientes:

El producto de cualquier niimero por 0 es 0.
El producto de un mimero n por 1 es el mismo nid
mero n. Es decir:

N0 =-0.1% =0

n.d = 1o — 1
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36.—Propiedad uniforme.

Como la multiplicacién es una suma y la suma es uni-
forme, es decir, da resultado tnico, también la multipli-
cacién tiene esta propiedad.

Como los dos miembros de una igualdad representan un
mismo ntmero, resulta, pues, que de las igualdades

m o= m', n = 1

se deduce mn — m/n’, puesto que ambos productos tienen
los mismos factores. Por tanto:

Multiplicando miembro a miembro dos igualdades resul-
ta otra igualdad.

37.—Propiedad conmutativa.

Puesto que la multiplicacién es una suma y la suma se
ofectia contando los objetos sumados, el resultado serd
el mismo, cualquiera que sea el orden en que se cuente.

Asi, en el ejemplo del peloton de soldados, se pueden
contar éstos por filas de a cuatro o por hileras de a ocho;
del primer modo resulta 4 —+- 4 + 44444444414
y del segundo 8 + 8 + 8+ 8. Es decir, resulta el mismo
producto multiplicando 4 por 8, que multiplicando 8
por 4, o sea, expresado con los simbolos aritméticos:

4x8=8X4

Si una habitacién rectangular estd embaldosada, no
serd preciso contar todas las baldosas, una a una, sino
que es suficiente contar el nimero de filas y el namero
de baldosas que contiene cada fila. Si hay 25 filas de 16
baldosas cada una, ¢ niimero total serd:
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25 sumandos

1B B6 = o ok 16 = 16.25

Si ahora contamos las filas en el sentido perpendicular,
hay 16 filas y cada una contiene 25 baldosas, luego el
namero total es

16 sumandos

25 26 - ... - 25 —=25.16

Pero el ntmero total de baldosas es el mismo, luego
debe ser necesariamente:

16.25 = 25.16.

v estamos seguros de que ambos resultados son iguales,
sin necesidad de caleularlos, por grandes que sean ambos
nUmeros.

Por esta propiedad, llamada conmutativa, que permuta
el papel desempefiado por multiplicando y multiplica-
dor, uno y otro se llaman factores; y podemos enunciar
con toda generalidad, es decir, para la multiplicacién
abstracta:
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Se puede invertir el orden de los factores sin alterar
el producto.
He aqui la expresién abreviada de esta propiedad:

m.n="n.m

38.—Propiedad distributiva respecto de la suma.

EJEMPLOS: Para contar los soldados de una formacién pole-
mos proceder de dos modos diferentes:

5 filas 8 filas 9 filas
St e, et e ! i,

.................... =

22 filas
5 filas de a 4 soldados, son 5.4=20
8 filas de a 4 soldados, son 8.4=32
9 filas de a 4 soldados, son 9.4=36
29 filas de a 4 soldados, son: &8

Es decir, se puede proceder d¢ dos maneras: se hace primero
la suma, y el resultado se multiplica por el niimero, o bien, se mul-
tiplica cada sumando por el nfunere y luego se suman los produc-
tos parciales.

Expresado esto mismo con simholos:

(5+S+9)4:5.-1+8.4+$J.4=20+32+36=SS.
Como el razonamiento vale para toda clase de objetos,
podemos enunciar esta conclusion en forma de propiedad
abstracta, que se llama distributiva respecto de la suma:

Para multiplicar una swma indicada por un nimero
distinto de cero, se multiplica cada uno de los sumandos
por dicho mimero y s¢ suman estos productos parciales.
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39.—Ley de monotonia. Producto de desigualdades.
Sien un producto cualquiera, p. ej.: 5 . 7, se sustituye

un factor , por otro mayor, tal como 5 X 3, resulta como

producto 5 .73 .7, es decir, mayor que el anterior.

Por tanto: Si un factor o los dos crecen, crece el pro-
ducto.

De otro modo: Si se multiplica una desigualdad por
su numero, resulta otra desigualdad del mismo sentido; si
se multiplica miembro a miembro dos desigualdades del
mismo sentido resulta otro de igual sentido.

40.—Propiedad distributiva general.

Si los depésitos en Caja de Ahorros a que nos refe-
rimos en (28) se caleculan en centavos, en vez de ser los
ntmeros abstractos 100 y 42, seran 1000 y 420, es de
cir, quedaran multiplicados por 10; anédlogamente las
cantidades retiradas estaran expresadas por los ntme-
ros 250, 380, 500, en lugar de 25, 38, 50; el saldo sera
290 en lugar de 29, es decir, también ha quedado multi-
plicado por 10 el ntiimero abstracto que lo representa. Si
en vez de elegir el factor 10 adoptamos otro, la conclu-
sion subsiste, luego llegamos a esta propiedad de la mul-
tiplicacién abstracta :

Si se multiplican los términos de una sumae algebraice
por un nuwmero cualquiera, la suma queda multiplicada
por este mismo nimero.

Enunciado de otro modo:

Cuando en todos los términos de una suma algebraica,
aparece un mismo factor (llamado por esa razén, factor

R ———E -d

or—
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comin) puede éste sacarse, multiplicando a un parénte-
sis en el cual se encerrard la suma algebraica de los fac-
tores restantes de cada término, con sus mismos $1gnos.

Esta operacién s¢ llama sacar factor comun.,

Reeiprocamente: Para multiplicar la suma algebraice
por un numero, se multiplica cada término por este nii-
mero.

EyEMpLOS: 125 — 1754+ 15= (25— 15+43) 5

2(a—b+c—a) — 20— 2b + 2¢— 2d.

En particular, si la suma algebraica es una diferencia
@ — b, resulta:

Para multiplicar una diferencia indicado por un ni-
mero, distinto de cero, se multiplica el minuendo por el
nimero y del resultado se resta el producto del sustraen-
do por dicho mimero. Es decir, (a—b)ec=aez—be.

EJEMPLOS:

(36—20) X4:=36X4—20X4,
(10—1) X8=10X8—1X8.

41.—Producto de dos sumas.
Si se trata, por ejemplo, de multiplicar (a+-b) (¢c+d),
considerando efectuada la suma del segundo paréntesis,

podemos aplicar la propiedad distributiva con respeecto a
la adieién y resulta:

(a+Db) (c+d)=a(c+d)+b(c+-d),
y aplicando a cada término de este segundo miembro otra
vez la misma propiedad, se tiene: '

(a+Db) (e-+d)=ac+ad-+-be+od.

Si en lugar de ser sumas de dos sumandos, éstos fue-
ran varios, se obtendria por la misma razon sucesiva-
mente:
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(a+-betd) (mtntp)=
=a(m—+n+p)+b(m+n+p)+
+c(m+n+p)+d(m+ntp)=
—am-+an-Fap-+bm-+ban-+-bp--

~+em—+cen-t-cp--dm—-dn+-dp.

Resulta asi la siguiente regla practica:

Para multiphear dos sumas se forman todos los pro-
ductos posibles de cada término de wna suma por cada
término de la otra 1y se suman los produclos purciales.

EJEMPLO: Juan, Pedro y Luis, son los hermanos menores, y
cada uno tiene 3 holitas blancas y 4 negras. Antonio y Franeiseo
son los hermanos mayores y cada uno tiene 5 holas mayeres blan-
cas y 4 negras. El ntmero total de bolas grandes y pequefias es:
(3+2) (5+4)=5.9=45.

En general, si hay p hermanos pequeiios y m mayores, ¥ cada
rno tiene b Lolitas blaneas y m bolitas negras, el nimero total de
bolitas es

(b+n) (p+m)=bp+bm+np+nm

que en el enadro estén clasificadas de acuerdo con este desarrollo,
el cual podemos leer asi:

blancas pequenas hay bp, blancas mayores hay bm,
neyras pequejics hay np, negras mayores hay nm.
EJERCICIOS

1.— ¢ Tiene el mismo nfimero de letras una pégina de 48 lineas
de 50 letras que una pégina de 50 lineas de 48 letras cada una?

2.—Sabiendo que el dia tiene 1440 minutos

;Cuéntos minutos tiene un arco de 24 grados?

¢ Cuéintos kilémetros recorrerd un tren en un dia a 60 km. por
hora?

(La contestacién a estas preguntas, aparentemente inconexas, es
inmediata, por la ley uniforme de la multiplicacién).

3.— Puesto que factores ignales dan productos iguales (propie-
dad uniforme), jserd cierta la propiedad reciproca?, es decir, s
dos productos son iguales jsus factores deben ser igunales?
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42.—Miltiplos de un nimero y tabla pitagorica.

Los productos de un mumero por cualquier ntmers
natural, se llaman maltiplos de aquél. Asi, por ejemplo:
Multiplicadores: 1 2 3 4 5 B a8
Mdltiplos de 2: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18
Mdltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27

En particular, los miltiplos de 2 suelen llamarse ni-
meros pares y los que no son pares se llaman mpares.

Se acostumbra a prescindir del ntimero 0, que es mul-
tiplo de todo niimero.

En la escuela primaria se han aprendido, en forma de
tabla de multiplicar, los 9 mltiplos primeros de cada
ntimero, desde 1 a 9. Se obtienen asi nueve filas anélogas
a ésta, que dan los productos de cada nfimero por 1, 2, 3,
485 0678 v

i eseribimos las nueve filas que dan los multiplos suce-
sivos de cada uno de los nimeros desde 1 hasta 9, se forma
una tabla llamada pitagdrica que permite multiplicar un
nfimero cualquiera de una cifra m por otro =, también
de una cifra. En efecto, todos los mltiplos de m estan
en la fila iniciada por m y el producto por n estd en la
columna iniciada por 7.

Asi, por ejemplo, el producto de 3 por 8 se encuentra
en la fila iniciada por 3 y en la columna que comienza
por 8; resulta asi el ntimero 24,
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El producto de 8 por 3 se encuentra en la fila iniciada
por 8 y en la columna que comienza por 3; y se observa
que también resulta el mismo niimero 24.

Por la propiedad conmutativa, la tabla pitagérica es
simétrica respecto de la diagonal que va desde el 1 al 81;
simetria que simplifica el trabajo de formacion de la
tabla, pues basta caleular los ntimeros de uno de los trian-
gulos en que .a diagonal divide al cuadrado.

i S s TR . S e (R R
2 4 6 8 10 12 14 16 18
8. 679°12 1b% 18 21 24 * 27
4 8 12 16 20 24 28 32 36
5 10 15 20 25 30 35 40 45
6 12 18 24 30 36 42 48 54
7.14 21 28 35 42 49 56 63
8 16 24 32 40 48 56 64 T2
9 18 27 36 45 54 63 72 81

Nora: La utilidad de esta tabla es escasa, pues sabemos de me-
moria todos sus productos; pero hay tablas pitagéricas que tienen
los productos de los ntimeros desde 1 a 999, y permiten multiplicar
ntimeros cualesquiera de 3 cifras. Los libros llamados de cuentas
ajustadas son en esencia tablas pitagéricas.

43 .—Multiplicacion por un digito.

Si multiplicando y multiplicador son ambos digitos, la
tabla de Pitdgoras, o tabla de multiplicar, nos da el pro-
ducto. Como de la escuela primaria se saben de memo-
ria todos estos productos, pasemos ya al caso en que el
multiplicando tiene varias cifras.
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Sea, por ejemplo, el producto 365 X 4. Segtn la de-
finicién de producto, habra que sumar cuatro sumandos
iguales a 365, para lo cual los dispondremos en colum-
ra asi:

Comenzaremos sumando la primera eolumna:

360 H4+545+45=5X4=720; escribiremos el 0

365 y llevaremos 2 decenas a la columna siguiente,

365 cuya suma es: 6 -6+ 6 | 6 =6 X 4 =24 més

365 2, son 26: escribiremos el 6 y llevaremos dos cen-

—— tenas a la columna siguiente: 3 38 -}3 3=
1460 =3 X 4=12, mis 2, son 14

Vemos, en resumen, que se puede sustituir la
suma de cada columna por el producto de la cifra repe-
tida por el multiplicador, el cual producto se sabe de
memoria. Por eso en la practica no se escriben todos los
sumandos, sino sélo uno, es decir, el multiplicando, 1y,
poniendo el multiplicador debajo, se van efectuando las

multiplicaciones sucesivas y conservando en la

365 memoria las decenas retenidas de cada producto

4 para incorporarlas a las unidades del producto

-——  siguiente. Queda, en definitiva, el esquema indi-

1460 cado al margen, y podremos enunciar la siguiente
regla conocida:

REGLA.—Para multiplicar un nimero de wvarias cifras
por un multiplicador de una sola, se escribe éste debajo
de aquél; se multiplican luego sucesivamente cada una
de las cifras del multiplicando por el multiplicador, em-
pezando por la derecha, e inscribiendo solamente la cifra
de las unidades, y anadiendo la cifra de las decenas de
cada producto a las unidades del producto siguiente.
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Si alguna de las cifras del multiplicando es 0, la co-
lumna correspondiente de la suma serd toda de ceros y
su suma serd también 0. En el producto sélo se eseribi-
rén, pues, en la columna correspondiente las decenas re-
tenidas-del producto anterior, si las hay. Ejemplos:

305 X 4 = 1220; 30500 X 7= 213500.

44.—Caso general de la multiplicacién.

Tratemos ahora de multiplicar, por ejemplo, los ni-
meros 1084 y 3128. Podemos tomar uno cualquiera de
ellos como multiplicando. Supongamos, pues, que quisié-
ramos operar sumando 3128 sumandos iguales a 1084.

Dispondriamos la operaeién como se indica en el mar-
gen ; y teniendo en cuenta que se trata
de una suma de muchos sumandos, q10gy
aplicaremos la 3. observacién hecha 1084
en (25), eseribiendo ordenadamente iggi
las sumas de cada columna, que, por ...
tener todos sus sumandos iguales, se-
ran productos calculables por la regla
anterior. Asi resulta:. 1084

Suma de la 1.* columna: 3128 X 4 12512 unidades
Suma de la 2.* columma: 3128 X 8 25024  decenas

3128 sumandos.

Suma de la 3.* columma: 0 centenas
Suma de la 4.* eolumna: 3128 X 1 3128 millares
. R ST et 50 % e olact: She 3390752

Como se ve, las sumas parciales obtenidas no son més
que los productos de 3128 por cada una de las cifras de
1084, y se llaman por tal razén productos parciales.

En la préctica se dispone la operacién escribiendo sim-
plemente 1084 debajo de 3128, en lugar de la indiecada
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columna de sumandos; resulta asi el siguiente esquema:

3128
1084
12512
25024
3128

3390752

Conviniendo en llamar multiplicador al nimero que se
eseribe debajo y multiplicando al eserito encima (*), po-
demos, pues, enunciar la siguiente

RecLa.—Para multiplicar dos nimeros de varias ci-
fras, colocdndolos previamente uno debajo -del otro, se
forman los productos parciales del multiplicando por ca-
da una de las cifras del multiplicador, comenzando por
la cifra de la derecha, y escribiendo cada producto de
modo que sus unidades se correspondan con la cifra del
multiplicador de que procede. Sumando luego los pro-
ductos parciales resultantes se obtiene el producto total.

PrueBs.—En virtud de la propiedad eonmutativa, to-
mando el multiplicando como multiplicador, y viceversa,
el producto debe ser el mismo. Este es, pues, un medio
de comprobar el resultado.

Esercrcro: Compruebe el alumno el producto 3128 X 1084 antes
caleulado, cambiando el orden de los factores.

('ASOS PARTICULARES.—En el esquema indicado hemos
suprimido el 0 de la suma de la tercera columna, que
no tiene influencia alguna en el resultado, cuidando de

(*) Obsérvese que en la demostracién ha sido en rigor 1084 el
multiplicando (sumando repetido), y como tal debiera eseribirse en-
cima. Asi lo hacen los hinddes. El eambio de colocacién y hasta
de nombre no tiene més justificacién que el habito adquirido en
la aplicacién de la regla del caso anterior.
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trasladar un lugar hacia la izquierda el siguiente pro-
ducto parcial. Esto mismo deberi hacerse, p. ej., en el
producto 860 X 27, lo que equivale a multiplicar 86 por
27, agregando un cero a la derecha

Més general: Si wno o los dos factores terminan en
ceros, se prescinde de éstos y se efectia la multiplica-
cion como st no existieran, afiadiéndolos luego a la dere-
cha del producto obtenido. Por ejemplo, para multipli-
car 7960 por 8500 efectuaremos el produeto 796 X 80 —
67660, y a su derecha agregaremos los tres ceros supri-
midos: 67660000.

Dejamos a la iniciativa del alumno el cerciorarse de
que éste es el resultado a que se llegaria por la regla da-
da, después de un inatil acarreo de ceros en los produc-
tos parciales.

En particular: Para mulliplicar un nimero por lu
unidad seguida de ceros, basta colocar a la derecha del
nmimero tantos ceros como siguen a dicha unidad. EJEM-
PLO: 8427 X 1000 = 8427000.

45.—Representacion grafica del producto.

Si en un papel cuadriculado contamos m unidades en
un sentido por n en el otro, el ntimero total de euadrados
que contiene el rectangulo asi formado es la suma de n
filas, cada una de las cuales contiene m, luego es el pro-

dueto m.n.
Podemos, por tanto, establecer en general :

El producto de m por n estd representado por el rec-
tangulo cuyos lados som um segmento cualquiera com-
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puesto de m unidades por otro compuesto de n unidades.

EjemMPrLo. — En la figura estd4 repre- Bis”
sentado el producto de 5 por 3, mediante e fee
el rectdngulo cuya base tiene 5 unida- ;
des y la altura 3 unidades. &

En ella aparece claramente descom- ; P T
puesto en 5.3 = 15 cuadrados iguales, i
de lado igual a la unidad.

También se observa que se puede in-
terpretar como producto de 3 por 5 y \
resulta ser 5.3 = 3.5. R s st

En la lecci6n préxima demostraremos 5
con toda generalidad esta. propiedad, llamada conmutativa.

’u=6

Yo g
)

EJERCICIOS.
1. — Construir una tabla de Pitdgoras hasta 12.
2. — Representar graficamente: 3.7; 5.8; 4.9; 6.11.

3.—3C6mo se puede construir cada fila de la tabla de Pitdgoras
mediante adiciones sucesivas?

4, — Construir la tabla de Pitdgoras en forma de triédngulo, uti-
lizando la propiedad conmutativa.

5.— 4 Por qué comienza por 0 la tabla de sumar, y por 1 la
tabla de multiplicar?

6. — 4 Qué posicién ocupan los productos de los pares de nimeros
que tienen la misma suma?

7.— 4 Cuél de esos productos es el mayor?
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46 .—Definicién y ejemplos.

Hasta ahora hemos considerado el producto de dos nii-
meros naturales; ;qué significarsd multiplicar varios ni-
meros naturales? Aceptaremos la siguienfe ‘

DrriNici6N.—Dados varios ntimeros naturales, a, b, ¢,
....l, se llama producto de ellos al nimero obtenido mul-
tiplicando los dos primeros, el resultado por el tercero,
este resultado por el cuarto ete., y asi sucesivamente,
hasta multiplicar por el dltimo.

Por ejemplo:

abede=4 [ (ab)c]d fe.

Tales productos se presentan, por ejemplo, al contar
ladrillos de un muro o cualquier clase de objetos apilados
regularmente.

Esempro: La figura representa una pila de cajas; cada capa
horizontal tiene 3 .5 =15 cajas; y como hay 4 capas, el nimero

total de cajas es 3.5.4=15.4=60.
Igualmente podriamos contar asi: Cada columna tiene 4 cajas



PRODUCTO DE VARIOS FACTORES 73

cada capa vertical estrecha, 4 . 3 =12; como hay 5 capas, resulta
4128 1§ =12 .5 — 60.

Cualquiera que sea el orden en que se multipliquen los tres ni-
meros 3, 4, 5, resultard el mismo producto, que es el nimero total
de cajas.

EJgercicio: El depésito donde se guarda la edicién de este libro,
consta de 3 estanterias de 6 estantes, y en cada uno hay 150 ejem-
plares; cada hoja pesa 2 gramos y cada tapa 50 gramos.

Caletilese el peso total de la edicidn.

47.—Propiedades del producto.

PROPIEDAD UNIFORME.

Como la multiplicacién de varios ntimeros se reduce
a la multiplicacién de dos, efectuada consecutivamente,
y el resultado es finico cada vez, también lo es el resul-
tado final de las multiplicaciones efectuadas en el orden
indicado.

EJEMPLO: Si en vez de la pila de ladrillos que tiene 6, por 5,
por 9, tenemos una pila de libros de 6, por 5, por 9, es decir con
igual nfimero a lo largo, a lo ancho y a lo alto, puede asegurarse
que el nimero de libros es igual al nimero de ladrillos; y lo mismo
si se trata de otra clase de objetos.

PROPIEDAD CONMUTATIVA.

Ya hemos visto en los ejemplos que es indiferente efee-
tuar la multiplicacién en cualquier orden, cuando son
tres los factores. Cualquiera que sea el ntimero de faecto-
res se pueden permutar dos consecutivos, Por ejemplo,
para permutar 2 y 5 en el producto 3.7.2.5.8
basta comenzar la multiplicacién 3 . 7= 21; pero multi-
plicar por 2 y después por 5 es lo mismo que multipli-
car por 5 y después por 2, pues 21 .2.5=21.5.2
luego resulta
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ST 2 B Bi—= 30 Tl 5l 2. 8
y lo mismo sucede en todo caso.

Permutando un factor eon cada consecutivo se lo pue-
de llevar a un lugar prefijado, luego resulta con toda
generalidad :

Alterando arbitrariamente el orden de los factores,
cualquiera que sea su mimero, no varia el producto.

PROPIEDAD ASOCIATIVA.

Si se sustituyen varios factores por su producto efec-
tuado, no varia el producto total.

En efecto, si en el producto 3.2 .7 .5 queremos aso-
ciar 2 y 5, basta llevarlos al 1.° y 2.° lugar, y resulta:

DB DES ST

EJERCICIOS

1.—Una tabla numérica tiene 45 pAginas impresas con 35 lineas
cada una, de 50 cifras en cada linea. jCuéntas cifras contiene?

92—Fn vez de caleular primero el niimero total de lineas y mul-
tiplicar por el nfimero de cifras de cada una, calcillese primero el
ntmero de cifras de cada pigina. ; Hay un tercer modo de hacer ¢l
producto?

Obsérvese que los tres resultados son iguales.

3.—Sabiendo que el dia tiene 86.400 segundos, decir inmediata-
mente cuanto costardn 60 cajones de botellas de cerveza, cada uno
de los cuales contiene dos docenas, a 60 centavos la botella.

(Aplicacién de la propiedad unmiforme de la multiplicacion).

4.—Suponiendo que los doce apéstoles hubiesen ensayado sen-
tarse en sus doce asientos en todas las ordenaciones posibles y
que cada nueva colocacién durase 1 minuto, descansando 5 dias
de cada afio, y 6 en los bisiestos, jen qué afio habrian terminado
los ensayos?

Primeramente debe demostrarse que el nimero de permutaciones
o colocaciones posibles es 12.11.10.9.8.7.6.5.4.3.2.

Para calcular el némero de afios a que equivale este nimero de
minutos agriipense de modo que aparezean los factores 24 . 60 . 360;
el producto de los restantes es la solucién.

5—El producto de los m primeros nfimeros naturales se llama
factorial de n, y se indica n!, calefilense 5! y 7! que valen 120 y
5040, vespectivamente.
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48.—Cuadrado y cubo.

Del mismo modo que se nos presentaron sumas de su-
mandos repetidos, se presentan también con cierta fre-
cuencia productos de factores iguales.

Por ejemplo, el ntimero de baldosas de una habitacién
cuadrada, es decir, con tantas filas como hileras, sera,
si es 12 el nimero de éstas, 12 X 12, que se expresa abre-
viadamente asi: 122, y se lee 12 elevado al cuadrado, o
simplemente 12 al cuadrado. Anélogamente, el ntimero
de sillares de un muro de 12 sillares a lo largo, a lo an-
cho y a lo alto es 12 X 12 X 12, que se escribe abrevia-
damente 123, y se lee 12 al cubo.

Un producto de varios factores iguales se llama poten-
cia; si tiene dos factores se llama cuadrado y se escribe
@? en lugar de @ X «; si son tres los factores, se llama cubo,
y se escribe ¢ en vez de a X @ X a.

Nora: Conviene saber de memoria los cuadrados y cubos de los
nueve primeros nimeros. Estos son:

Nimeros ..... 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Cuadrados ...... 1 4 9 16 25 36 49 - 64 81
Cubop .oni e 1 8 27 64 125 216 343 512 729

jPor qué se llama cuadrado de un nimero a su se-
gunda potencia y cubo a la tercera?

El origen de estas denominaciones geométricas es el si-
guiente: si en un cuadriculado se considera un cuadrado



76 POTENCIAS

cuyo lado tenga, por ejemplo, 3 unidades, el nfimero de
mallas o cuadrados parciales que contiene es 3.58=3* y,
en general, si el lado del cuadrado tiene a unidades, el
ntimero de cuadrados parciales es a?.

Anélogamente, si llamamos cubo unidad al que tiene
por arista la unidad de longitud, resulta: el niimero de
unidades etibicas que contiene un cubo es igual a la ter-
cera potencia del niimero de unidades lineales que con-
tiene el lado. Por esto, la tercera potencia de un niimero
se llama cubo del mismo.

La primera figura representa un cuadrado cuyo lado
tiene 10 unidades lineales y el nfimero de unidades su-
perficiales que contiene es 10.70=100.

10

10

10 10

La segunda figura representa un cubo cuya arista
tiene 10 unidades lineales y el niimero de cubos parciales
que contiene es 10.10.10—=1000 que se -clasifican asi:
10.10=100 en la capa inferior, otros 700 en la segunda,
etcétera y como el ntmero de capas es 10, resulta
100.10= 1000.
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49 . —Potencia n-sima.

DEFINICION.—Se llama potencia enésima de un ni-
mero a, al producto de n factores iguales a a.

El ntmero « se llama base y n se llama exponente o
grado.

Elevar un ntimero a la potencia n es calcular la poten-
cia de exponente n de dicho namero. La operacion de
elevar a una potencia se llama potenciacion.

NOTACION.—La potencia enésima de ¢ se representa
eseribiendo el exponente n a la derecha y algo mas alto
que la base a.

Asi, por ejemplo:

Q=0 0 G55 ==0 G0 T D,

En general:;
n factores

La definicién que hemos dado supone que hay, por lo
“menos, dos factores. Sin embargo, para evitar excepcio-
nes en las reglas de cdleulo con potencias, que después
demostraremos, se ha convenido en establecer las dos de-
finiciones siguientes:

Se llama potencia de base a-y exponente 1 al mismo
ntimero a; y potencia de exponente 0 al nfimero 1.

Es decir:

a*=a; a’=1.
Las potencias sucesivas del niimero @ son, por tanto:
a°—1 .10 —a, =00, ¢°—=0.0. ;"

En particular, si la base es 10, sus potencias sucesivas

son:
0°=100, 10°*= 1000, .

EJEMPLOS: Potencias sucesivas de 2:
20=1, 21=2 22=4 23=8, 24=16, .....
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50.—Propiedades fundamentales de la potenciacion.

PROPIEDAD UNIFORME.

Como !a multiplicacién es uniforme y la potenciacion
se reduce a multiplicaciones sucesivas, resulta: la Fo-
tenciacicn es operacion uniforme.

Es decir: Si se elevan a una misma potencia los dos
miembros de una igualdad, resulta otra igualdad.

PROPIEDAD DISTRUBUTIVA.

Asi como el producto es una suma repetida, la poten-
cia es un producto repetido, es decir, tenemos esta es-
cala de operaciones:

Suma, Producto, Potencia.

Asi como la multiplicacién es distributiva respecto de
la suma, que es la operacién de categoria anterior, de
igual modo, la potenciacién es distributiva respecto de la
multiplicacién, que es la operacién inmediatamente infe-
rior. Es decir:

La potencia enésima de un producto es el producto de
las potencias enésimas de cada uno de los factores.

Tesssamlghes . Sl)P=—=n% h e o
Demostracién. Por definicién de potencia:

n factores
(abchi = lR=(abe sl wmlilabes s sl vt s (abe. ...l)

v por las propiedades conmutativa y asociativa del pro-
ducto de varios factores el 2° miembro se trasforma asi:

n factores n factores n factores n factores

(aa....a)(bb....b)(cc....c)(ll....1)

En virtud de la definicién de potencia, resulta, por
tanto, la tesis.
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He aqui un ejemplo de teorema rigurosamente demos-
trado, es decir, apoydndonos en propiedades anteriores
v no en ejemplos conecretos.

51.—Producto de potencias de igual base.

Si se multiplican dos potencias de la misma base, por
ejemplo 2° X'25, en virtud de la definicién de potencia,
serd 2° el producto 2 . 2 . 2 de tres factores iguales a 2,
asi eemo 2° serd el de cinco factores iguales a 2; al
multiplicar los dos productos y reunir en uno solo todos
los factores, quedard un producto de 3 + 5 =8 factores
iguales a 2; es decir, la potencia 2%+° == 28,

Para dar la demostracion general, consideremos la po-
tencia con exponente suma de dos nimeros:

m-+n factores

—

QR D—g

;
y asociemos asi los factores que la forman:
m factores n fa_.ctores
am+"=(a.a.‘..\ia) (a.t.ia),
pues, en virtud de la propiedad asociativa del producto,
los m-n factores se pueden ‘asociar sustituyendo los m
primeros por su producto que es @™, y los n restantes por
su producto, que es a®. Por tanto:
aBti—=g= a2
Bs decir: El producto de dos potencias de la misma
base, es otra potencia de ésta, cuyo exponente es la suma
de los expomentes,
Si en vez de dos fueran mas factores, el resultado se-
ria el mismo Asi, por ejemplo:

EJEMPLOS.—
23X 2X 25—234-14-5—29,
5.52,58, 54=51-+24344=510,
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52.—Potencias de potencias.

Si multiplicamos potencias de la misma base y el mis-
mo exponente, tendremos una potencia de potencia :

asi, 42 . 4% . 42 = (4°)%;
pero como, por otra parte,
42 42 42— 42+2+ 2= 2.3’
resultard (42)® — 423 En general,
(am) e—

Es decir, resulta esta regla préetica:

La potencia de una potencia es otra potencia de la
misma base, cuyo exponente es el producto de los expo-
nentes.

53.—Propiedades que no se verifican.
La potenciacién jes también conmutativa? Asi sucede,
por ejemplo, en este easo:
=16 e =—10"
Pero facil es comprobar que esto no es general, pues
Im—=1; w*=—mn; 2’=8, 3*=9;....

La potenciacién jes distributiva respecto de la suma
o de la resta? Es decir: La potencia de una suma jes la
suma de las potencias de los sumandos? En cualquier
ejemplo, se comprueba que esto no es eierto:

(142)*=5"=9,
12} 22—1-4=5.

Anélogamente, la potencia de la diferencia no es la di-
ferencia de las potencias, como se ve en estos ejemplos:
(8—2)*=1=1,
32—22=9—4=5.
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La propiedad asociativa tampoco se verifica en las po-
tencias, como se comprueba facilmente:

BJEMPLO:
(23)2.—;82:64
En cambio: (2)(3,)2=29=256.

Pero aplicando la definicién de potencia y la regla de multi-
plicacién de potencias de igual base, se tiene:

(23)2:23)( 93—98+3—26
es decir, basta multiplicar los dos exporentes.

NOTA.—Es ttil llamar la atencién sobre estas propie-
dades negativas, para evitar que, por analogia, las apli-
quen indebidamente los alumnos.

54.—Ley de monotonia y comparacién de potencias.

Como la ley de monotonia se cumple para la multipli-
cacién, reduciéndose la potenciacién a multiplicaciones
sucesivas, resulta: i ambos miembros de una desigual-
dad se elevan a una misma potencia, distinta de cero, se
obtiene otra desigualdad del mismo sentido que el de la
dada.

Tesis) Sies a<b y n>0, es a><b™.
Sies a>b y n>0, es ¢ >b".

Demostracion. Si la desigualdad a<b se eseribe n ve-
ces y se multiplican las n desigualdades, resulta: a®<b".

Anéilogamente, si la desigualdad a>b se escribe n ve-
ces y se multiplican las n desigualdades obtenidas, resul-
ta: a®>b".

Nétese que es esencial la condicién de que el exponente
sea por lo menos 7, pues para el exponente 0 resulta
a°=b°, cualesquiera que sean a y b.



82 POTENCIAS

Después de haber comparado dos potencias de bases
distintas e igual exponente, consideremos ahora la misma
base y exponente distinto.

Multiplicar un ntimero por otro mayor que 7 es for-
mar una suma de sumandos iguales al primero, luego es
mayor que dicho primer ntimero. Como las potencias de
a se forman multiplicando sucesivamente por g, resulta:

Las sucesivas potencias de un nidmero mayor que uno
crecen a medida que aumenta el exponente.
Es decir, si es: a>1, es:
R i e e s
En cambio, si la base es 7, todas las potencias son 1.

La propiedad puede enunciarse también asi:

De. dos potencias de tgual base y distinto grado, es ma-
yor la de mayor exponente, siempre que sea la base ma-
yor que uno.

Si una potencia tiene su base mayor que otra y su ex-
ponente también mayor que esta otra, resulta mayor que
la primera potencia, en virtud de ambos teoremas.

EJEMPLOS: 1°*—Comparemos 23 con 34,

Por el ler. teorema es 2838,
Por el 29 teorema es 33<734,
Por la propiedad transitiva: 2334,

2°—Anélogamente resultan estas designaldades:
3254 48>32

'NOTA.—Si la hase de una potencia es mayor que la de otra,
pero el exponente es menor, nada puede asegurarse respecto de las
potencias. Por ejemplo:

24—42; Da43; 2542,
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NOTA.—Como la potencia de una potencia se reduce a una sola
potencia, no tiene objeto eseribir 93% cnando es més sencillo es-
cribir 2 3:2 Por esta razén se ha convenido en reservar esa nota-
cién para representar la potencia cuyo exponente es otra potencia.
Es decir, se conviene en representar:

23% = 1 o) .

Obsérvese la diferencia entre ese convenio y el seguido en las
operaciones anteriores. En ellas, al dar una expresién sin parén-
tesis, se sobreentendia que debia operarse con los dos primeros;
el resultado con el tercero, ete.; en cambio, en las potencias, cuan-
do no hay paréntesis, debe comenzarse por los tltimos exponentes.

Nétese el crecimiento rapidisimo de las potencias, cuando el

exponente es a su vez potencia. Asi, por ejemplo: 101010

seria la unidad seguida de diez mil millones de ceros. En cambio:
(101910 ¢s la unidad seguida de cien ceros.

EJERCICIOS

1.—Ordenar de menor a mayor las potencias siguientes, sin

caleularlas:
55, 23, 34, 54, 38, 22,

2.—El cubo de 101 ges mayor que un millén?

3.—Un tablero de ajedrez tiene por cada lado 8 casillas; eseri-
base en forma de potencia el nimero total de easillas.

4.—Como 8 es el cubo de 2, eseribase el ntimero de casillas eo-
mo potencia de 2.

5,—;Es lo mismo medio-metro cuadrado que medio metro-cuadra-
do? Bl eubo de medio metro de ladc jes medio metro-clibico?

6.—;Bn qué cifras terminardn los cuadrados y cubos de 327,
111, 825, 473%

7.—iPueden ser cuadrados los ntimeros 412, 523, 1027, 2538%

8—La suma de los n nimeros impares es el cuadrado de n.

Escribase la expresién en férmula de esta propiedad, y demués-
trese también geométricamente, mediante la deseomposicién de
cada cuadrado, ecomo indica el esquema siguiente: :

52=25 1 3 5 i 9
EJEMPLOS:
1+3=4
1+3+5=9
1+3+45+7=16

1+3+5+7+9=25



BEJERCICIOS

De suma, resta y multiplicacion combinadas.

1—Fn el adjunto cuadro estdn escritos los nueve nimeros di-
gitos de tal modo que la suma de los niimeros de cada
fila o de cada columna o de cada diagonal es 15. 816

Estos cuadros se llaman mdgicos porque los magos 3 5 7

persas les atribufan virtudes curativas. 492
Compruébese esta propiedad, formando las 8 sumas.

2—Si se permutan entre si dos filas, ¢! nuevo cnadrado ges
también mégico?

3.—Si se suma un mismo nfimero a todos los del euadrado mé-
gico gsigue teniendo la misma propiedad?

4,—He aqui cuatro tablas de nGmeros:

Tabla 1%: SR e R R o e s
Tabla 2¢: 2 R o A T Al 3 157
Tabla 32: 7 IO 0 e s i
Tabla 4%: 8§ 9 10°11 12 13 14 15

Estas tablas se llaman misteriosas, porque permiten adivinar un
nfimero sabiendo en qué tabla est4. En efecto, basta sumar los
nfimeros iniciales de dichas tablas donde estd el nfimero y la suma
es el nfimero buscado. Por ejemplo, si un nfimero estd en la 2% y 4°
es el 10; si estid en la 1%, 2® y 4* es el 11; ete.

Desetibrase el modo de construecién recorriendo la serie natural:
1, 2, 3,4,5,6, .... y viendo en qué tablas debe escribirse pata
que resulte la propiedad enunciada.

5.—Un empleado tiene de sueldo inicial 400 pesos el primer mes
y 20 de aumento por cada mes siguiente. Otro empleado cobra quia-
cenalmente de este modo: 200 la primera quincena y 5 pesos
més eada quincena siguiente. Uno y otro han entrado el mismo dia;
el primero cobra al fin de cada mes y el segundo al fin de cada
quincena. 3Cudl de los dos empleados gana méis?

[La contestacién es contraria de lo que parece a primera vista
pues gana més el segundo]. :

6.—Caleular el sueldo anual de cada uno de los dos empleados
del ejercicio anterior. X

7.—0Un devoto pidi6 a Santa Rita que se duplicase el dinero que
tenfa en el bolsillo; el milagro se hizo y en agradecimiento depoc
sit6 8 monedas para la santa; animado por el éxito pidié que se
repetiese el milagro, con el mismo ofrecimiento; y por segunda
vez se hizo, y regalé otras 8 monedas; y por tercera vez se hizo
el milagro y la donacién de 8 monedas en agradecimiento, quedén-
dose sin nada el pedigiiefio. jCuéntas monedas tenia al principio?
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Evolucion de los signos. — El signo X fué introducido en 1631
por el inglés Oughtred; su compatriota John Pell (1610) empleé
el signo —— para la divisién, todavia usado en los libros ingleses;
v, mas tarde, el famoso Leibniz introdujo los signos . y : Ante-
riormente se usaron las iniciales M y D y més antiguamente afin
la raya de quebrado, utilizada por Leonardo de Pisa (1202).

Evolucién de la regla de multiplicar. — Los egipeios no cono-
cieron la tabla de multiplicar., Para multiplicar procedian por du-
plicaciones y adiciones convenientes. Por ej., para multiplicar 27
por 13, como 13 =14+ 8 duplicaban sucesivamente 27, 54,
108, 216. Producto: 27 -+ 108 + 216 = 351.

Los griegos conocian ya la tabla. A Pitdgoras se atribuye la
ingeniosa disposicién con forma de doble entrada, a la que se ha
dado su nombre; pero en realidad parece ser de ‘Nicomaco, un
pitagérico muy posterior.

Tos romanos calculaban mediante un 4baco complicado, ayu-
déndose con los dedos, para caleular-los productos de digitos ma-
yores que 5. Los nimeros 6, 7, ..., estaban representados por una
mano abierta y uno, dos, ..., dedos extendidos. De aqui los sim-
holos V (esquema de la mano), VI, VII, VIIL También daban
4 eada dedo un valor ordinal: 1 a 5 del pulgar al meflique, o bien
6 a 10; asi TV significa el anterior al V y IX el anterior al X
suma de dos manos.
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BEijeMPLo: Producto 8 .9. Una mano con tres dedos extendidos
representa 8; la otra mamno con 4 dedos extendidos representa 9.
Los dedos extendidos son 43 =7, cifra de decenas; los dedos
doblados dan el producto 2.1=2, cifra de unidades. Produe-
to: 72.

Los procedimientos de céleulo actuales son de origen hindd, pa-
sando a Europa por mediacién de los 4rabes, y originando multi-
tud de variantes. La figura representa la multiplicacién 652 X 37
segtin el método drabe de la Edad Media.

Obsérvase bien a las claras la aplicacién de la regla del produc-
. to de dos sumas, colocando cada producto parcial en el lugar que
le corresponde segiin el orden de sus unidades.

&
& VAP XH6
o > KXi\Resto.
© XXT3
w328y | 138

La sencillez de los métodos hindtes consistia en la facilidad con
que corregian cifras en sus tabletas espolvoreadas. Al adoptarlos
los 4rabes en sus manuscritos, tachando las cifras corregidas, los
procedimientos se tornaron incémodos y enojosos.



CAPITULO IV

DIVISION DE NUMEROS NATURALES
§ 13. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LA DIVISION

55.—Cociente exacto de dos niimeros.

Ya hemos dicho que los productos de un ntmero m por
y WOR A se llaman miltiplos de m. También el pro-
dueto por 0, es decir, el niimero 0, se considera como mil-
tiplo de m. Es decir, todos los multiplos de m son: m.0,
M, 25 M ye s  mh.. ...

Para indicar que un namero a es miltiplo de otro b
se eseribe: a=b.

DerFINICIONES.—Decir que a es miltiplo de b equivale
a decir que existe un ntimero ¢, que multiplicado por b
da el ntmero a.

El nfimero a se llama dividendo, el b se llama divisor
v el ¢ se llama cociente.

Decir que b es divisor de a equivale a decir que a es
miltiplo de b; y también se dice que @ es divisible por b
o que b divide a a.

La operacién que tiene por objeto hallar el cociente
exacto de dos nfimeros se llama divisidn exacta. (*).

(*) La divisién exacta puede definirse también asi: dado un

producto de dos factores y uno de ellos (distinto de 0) hallar el
atro.
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EJEMPLO.—Si se trata de repartir una docena de lapices en-
tre 4 alumnos, resulta que dando 3 a cada uno es 4.3=12, luego
el cociente de 12 por 4 es 3.

Si el ntimero de alumnos fuese 5, no existe cociente exacto de
12 por 5, pues 12 no figura entre los multiplos de 5, que son:
5, 10, 15,... El reparto es entonces imposible; y diremos que 12
no es divisible por 5.

¢Cuéntos libros podemos comprar por 32 pesos si cueata 4 pesos
cada libro? ;Cufntos coches necesitaremos para transportar 32 per-
sonas si en cada coche caben 4 personas? La solueién la propor-
ciona en ambos casos el ntimero 8 (libros o coches), que multipli-
cado por 4 da 32.

La solucion de esta clase de problemas se reduce, pues, en cada
caso, a hallar un ntimero concreto, llamado cociente, que multipli-
cado por otro abstracto, llamado divisor, dé un producto llamado
dwidendo. El cociente y el dividendo son niimeros de la misma
especie.

56.—Propiedad uniforme.

Obtenido un ntmero ¢, que multiplicado por el divi-
sor da el dividendo, ocurre preguntarse si habra algtin
otro cociente, es decir, otro nfimero, mayor o menor que
el ¢, que multiplicado por b, dé el producto «; pero, por
la ley de monotonia de la multiplicacién, si ese ntimero
es mayor que ¢, su producto por b seri mayor, y si ese
niimero es menor que ¢, su producto por b es menor;
luego, en ambos casos, resulta el producto distinto de a.

Este ntmero #nico ¢ que multiplicado por el divisor
da el dividendo, se representa asi:

a:b, 0 bien

y se lee: a dividido por b o @ partido por b.
Escribir: e=a:b equivale a poner: c-bd=a.

8
EJEMPLOS.—EI1 cociente 8: 2= 3 =4,
se lee: ocho dividido por dos, igual a cuatro, siendo la operaciin
posible, porque 8 es multiplo de 2.
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8
En cambio, los simboles = F 8:5

carecen por ahora de todo significado, pues no hay ningiin nimero
que multiplicado por 5 dé como producto 8.

Puesto que el cociente segiin se ha demostrado es Gni-
co, independiente de los simbolos que representan al di-
videndo y al divisor, resulta:

8i se dividen miembro a miembro dos igualdades, siem-
pre que sea posible, resulta otra igualdad.

Es decir, si es a=b y c=d siendo a=c y b=d, es:
a:c=b=d:

La divisién no es conmutativa, porque siendo necesario,
para que la operacién tenga sentido, que el dividendo sea
miltiplo del divisor, éste ya no es miltiplo de aquél.

57.—Propiedad distributiva.

EJEMPLO: Supongamos dada la overacién siguiente:
(204104-5) : 5;
esto significa que al resultado de sumar
20+10-+-5=35

hay que dividirlo por 5, y como 35 es miltiplo de 5, da un co-
ciente exacto, que es 7.

Este resultado lo podriamos obtemer también, de la siguiente
manera: dividiendo cada sumando por el divisor, y luego sumando
los cocientes parciales. Es deeir:

20: 54+10: 5+5: 5—=4+2+1=T.

Ha sido posible efectuar las operaciones en esta segunda forma,
porque todos los sumandos eran mdltiplos del divisor.

Los dos resultados son iguales y esto mismo sucedera
en todo caso; pues si eada sumando estd formado por
erupos iguales al divisor, el ntimero de grupos que con-
tiene el dividendo es la suma de los que contiene cada
sumando. Esta oropiedad general se enuncia asi:
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La division es distributiva con respecto a la suma de
miltiplos del divisor. Es decir: Para dividir una suma de
varios sumandos por un nimero, del cual aquéllos son
maltiplos, se divide cada sumando por el nitmero, y luego
se suman los cocientes parciales.

Anélogo razonamiento vale para la resta, luego resulta:

La division es distributiva con respecto a la resta de
maltiplos del diwvisor. Es decir: Para dividir una dife-
rencia indicada por un nidmero, del cual son miltiplos el
minuendo y sustraendo de aqudilla, se dividen éstos por
dicho mitmero y del primer cociente se resta el sequndo.

EJEMPLO.—Si tenemos la expresién: (18—6): 3. significa
12: 3—=4; pero puede obtenerse este resultado asi:

18: 3—6: 3—6—2—4.

lo que ha sido posible per ser minuendo y sustraendo miltiplos del
divisor.

EJERCICIOS
1.—;Cuéll es el valor de la expresién (2z+8):2—x?

2.—Piensa un ntmero; duplicalo; simale 8; divide por 2; resta
el nimero pensado; el resultado es 4. 3Por qué?

58.—Representacién geométrica de la divisién exacta.

Si el dividendo @ se representa por un segmento y el
divisor b por otro segmento, saber si a es miltiplo de b,
equivale a probar si repetido el segmento b sucesivamen-
te, se obtiene un segmento ignal al a.

B : LB
b b b
e N Fo-so- 1
c D

Supongamos que el segmento 4B representa el divi-
dendo y el CD el divisor; se observa en la figura que al
trasportar consecutivamente este tiltimo tres veces resul-
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ta justamente igual al primero. Es decir, el cociente de
ambos nameros es 3.

Aparece claramente aqui el significado del cociente,
que indica cuéntas veces estd contenido el divisor en el
dividendo, de acuerdo con el origen de la palabra co-
ciente, que proviene de quoties, la cual quiere deeir:
j Cudntas veces?
59.—Alteraciones del dividendo y divisor. Simplificacion

del calculo de cocientes.

Si para transportar 32 personas necesitamos 8 coches
de 4 plazas, para transportar 32 familias de 5 personas,
es decir, 32 . b personas, necesitaremos un namero de co-
ches 5 veces mayor, o sean 8 .5 coches. Podemos, pues,
eseribir:

(32.5):4—8.5=(32:4) .5
‘Este hecho se enuncia de un modo general asi:
1.—Si se multiplica el dividendo de una division exac-

ta por un miimero, el cociente vendrd multiplicado por
este mimero.

Y se expresa abreviadamente, mediante letras, de este
modo:
(a.b):c= (azc) . b
Anélogamente :
Si se divide el dividendo de una division exacta por un
niimero, el cociente quedard dividido por este nimero.
(a:b):c= (a:¢):b
T1.—Si se multiplica el divisor de una dwision exacta

por un mimero, el cociente queda dividido por este mii-
mero.

EyEMPLO: Si se nos dan coches de doble niimero de plazas, o
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sea 4.2 =28 plazas, el nimero de coches que necesitaremos sers
la mitad. Es decir:

321 (4.2)=822=(32 :4):2,
En general, resulta:

a@: (b.. e)=ia:b):c
Anéalogamente, si las plazas de cada coche se reducen
a la mitad, el ntimero de coches necesarios serd doble.
St se divide el divisor de una division exacta por un
nimero, el cociente quedard multiplicado por dicho wi-
mero, lo que se expresa asi:
a: (b:6) =:(a:b) . ¢
IIT. — 87 se multiplican o dividen a la vez el dividen-
do y el dwisor de una division exacta por un mimero,
el cociente no varia.

EJempPro: Si se duplica el nimero de personas y también la ca-
pacidad de cada coche, no variard el niimero de coches necesarios.

En general, combinando las proposiciones anteriores,
resulta:

(@ bk (¢ . b)=0uzc (uzb)s oz by—a:ic
EJEMPLOS: 1*—Para calcular el cociente 120: 30 suprimire-
mos.el 0 (es decir, se dividen por 10) y resulta: 12: 3—4.
20—Para calcular el cociente de 8.9 por 3.8 se puede suprimir
el factor 8 y queda solamente 9: 3=3.

Como ejercicio, pruébese que las dos propiedades I y
IT que acabamos de obtener, se traducen en estas reglas
practicas:

1.—Para dividir un producto por un diwvisor de uno
de sus factores, se divide éste, conservando el otro factor
o los restantes factores.

EJEMPLOS: 1.>—Para dividir el producto 7 . 12 por 6 basta di-
vidir el factor 12 y resulta:

7.12; 6=T7.2=14,
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29— Para dividir el producto 3.4.5 por 2, basta dividir el fac-
tor 4 y resulta:
3.4.5: 2=3.2.5=30.

I1—8i se divide un nimero por otro y el cociente se
divide por un tercero, se obtiene el mismo resultado que
dividiendo el primero por el producto de los otros dos.

EJEMPLOS: l°—Dividir el producto 1.2.3.4.5.6. por 24.

(omo 24—4.6, para dividir por 24 basta dividir primeramente
por 4 (es decir, suprimir el factor 4) y después dividir por 6 (es
decir, suprimir €l factor 6). Resulta asi:

1.2.3.4.5.6: 24=1.2.3.5=30.

9+ Dividir el producto 10.12 por 15. Comg 15=3.5 basta di-
vidir por 3 (para lo cual se divide el factor 12) y después dividir
por 5 (para lo que basta dividir el factor 10).

Resulta asi:
10.12; 15—2.4—=8.

EJERCICIOS
Caleular, por simplificacién, los cocientes siguientes:
1¢) 2.3.4:4. 20) 4.5.6:3. 3°) 4.5.6:60. 4¢) 10!:(3!14!121).
59) 10!:8!1:41 69) 91:3!:2!:4!

7.—Piensa un nimero. Déblalo y afiade al resultado 14. Toma
la mitad de lo que obtengas y resta de esta mitad el niimero pen-
sado. Resulta invariablemente 7. ;Por qué?

APLICACIONES: .

Multiplicacién por 5.—Puesto que 5=10 :2, para multiplicar
por 5 puede procederse multiplicando por 10 y tomando la mitad
del resultado, lo cual suele ser més breve. Multipliquense por 5 los
ntimeros 468, 6593, 9478532.

Divisién por 5—Inversamente, para dividir por 5 puede proce-
derse duplicando el nfimero y dividiendo por 10; es decir, supri-
miendo el eero de la derecha. Apliquese a los ndmeros 3895,9003760
y 2746381105.

Multiplicacion y divisién por 25— Demuéstrese que se diviae
por 25 (supuesto el cociente exacto) multiplicando por 4 y quitan-
do los dos ceros de la derecha.

Se multiplica por 25 aiadiendo dos ceros y hallando la cuarta
parte.
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60.—Definicién y relacién fundamental.

EJsempLos: La divisién exacta exige que el dividendo sea mdlti-
plo del divisor; no es posible, p. ej., repartir 13 objetos entre 4
personas; ni cabe invertir 35 pesos en libros de a 4 pesos; pero
se puede comprar hasta ocho libros y ni uno més, sobrdndonos
3 pesos. Al resolver asi este problema se dice que se ha efectuado
una divisién entera o inexacta, siendo 8 el cociente entero por de-
fecto o aditivo y 3 resto por defecto. Este resultado serviria para
hallar el nimero de coches que podriamos llenar con 35 personas
a 4 personas por coche. Serian 8 coches y sobrarian 3 personas.

Pero si lo que se pide es el mimero de coches necesarios para
el transporte de las 35 personas, serd preciso un coche mis para
las tres personas antes sobrantes; es decir, en total 9 coches, y
faltardé 1 persona para completar el Gltimo coche. El ntimero 9 se
llama cociente por ewceso; y el 1 resto por ewceso o sustractwo.

Este ejemplo nos conduce a establecer el concepto ge-
neral de divisién entera: Dados dos ntimeros D y d, si

d es distinto de O, sus multiplos sucesivos:
d.0aa .20 d3; d . A5d 05, 7 BT

van creciendo y llegan a superar a D ; por tanto, caben
dos casos:

1°—Si D coincide con uno de los miltiplos, es decir,
si es D=d.c, la division de D por d es exacta, siendo ¢
el cociente.

2'—Si D no es igual a ninglin miltiplo de d, esta com-
prendido entre dos miltiplos consecutivos, es decir:

d.c<D<d(c+1)

DEFINICION.—Dados dos niimercs D y d, llamados
dividendo y divisor, si d.c es el mayor multiplo del di-
visor que estid contenido en el dividendo, el ntimero ¢ se
llama cociente entero de D por d.

La operacién que tiene por objeto determinar el co-
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ciente entero, o sea el miximo niimero de veces que el
divisor se puede restar del dividendo, se llama diwision
entera.

En particular, si el dividendo es multiplo del divisor,
la divisién resulta ezacta. '

Una vez obtenido el mayor miltiplo del divisor, con-
tenido en el dividendo, si la division no es exacta, des-
pués de restado del dividendo este miltiplo queda una
diferencia, que se llama resto.

EJEMPLO.—En el reparto de 13 objetos entre 4 personas, ei-
tado al comienzo de esta leccidn, después de entregados 3 objetos
a cada una, sobra 1, que es el resto de la division.

Definamos, pues, en forma general:

Se llama resto de la divisién entera a la diferencia
entre el dividendo y el mayor multiplo del divisor Es
decir:

r=D—dc de donde D=—=dc-}r

Resulta, pues, que el resto es siempre menor que el di-
visor d; pues si fuese rSd, al sumarle dc resultaria
Dsd(c+1) contra la definicién de cociente. Por tanto:

El resto de la division entera es menor que el divisor,

EsemprLo: Si con 35 pesos puedo comprar 8 libros de 4 pesos
quedidndome un sobrante de 3 pesos, he efectuado la divisién de 35
por 4, resultando el cociente 8 y el resto 3. Si ahora hago el célen-
lo en centavos, el dividendo es 350 y el divisor 40, pero claro es
que el nimero de libros es el mismo 8 y el resto es 30. Si en vez
de multiplicar por 10 adoptamos otro factor la conclusién es ané-
loga, luego podemos enunciar la propiedad general.

Si se multiplican (dividen) el dividendo y divisor de
una division imexacta por un miumero, el cociente no va-
ria, pero el resto queda multiplicado (dividido) por el
mismo nimero.
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Nora: Ista proposicién permite simplificar la divisién cuando
se ve un factor comin al dividendo y divisor, que sea fécil de su-
primir. Asi, si los dos numeros terminan en ceros, por ejemplo,
32750000 : 423000, se hard mas cémodamente la divisién 32750 : 423
[dividiendo por 1000, ambos términos], con lo cual no se alterard
el cociente teniendo cuidado tnicamente de multiplicar el resto
por el factor suprimido.

EJERCICIOS

1.—Por sustracciones sucesivas, caleular el cociente y resto de
la divisién entera de 123 por 45.

2.—Al repartir un cierto ntmero de libros entre los 11 alumnos
de una clase han sobrado una docena. 3Esta bien hecho el reparto?
$Cual debe ser el resto de la divisién?

3.—Sabiendo que en el reparto anterior cada alummo ha recibido
3 libros, jeudl es el niimere total de libros repartidos?

4.—En una obra de tomos iguales, colocados en un estante, co-
mo es costumbre, de izquierda a derecha, un gusano ha roido 612
hojas, desde la 1* del tomo I, hasta la Gltima del tomo IV. 3Cudn-
tas péginas tiene cada tomo?

61.—Representacion geométrica.

La misma dada para la divisién exacta vale para la
divisién entera, pero ahora puede resultar un resto. Sean
D el segmento que representa al dividendo y d el que
representa al divisor; al trasportar el segmento divisor
sobre el dividendo consecutivamente, resulta que el seg-
mento 2d es todavia menor que el D, pero el 3d es ya
mayor, luego el cociente entero, es el ntimero 2, porque
contesta a la pregunta: quoties? que quiere decir: ;Cudn-
tas veces? El segmento que queda en el dividendo, des-
pués de restado 2d es el resto de la divisién.
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EJEMPLO.—Cuando el comerciante quiere saber cudntos metros
tiene un retazo de género, efectiia la divisién entera por el metro,
aplicando éste sobre aquél tantas veces cuantas se pueda, hasta
que queda un resto menor gue un metro.

62.—Cociente y resto por exceso.

EJEMPLO.—En el reparto de 13 objetos entre 4 personas, eci-
tado al principio del (60), vimos que para dar 4 objetos a cada
una faltaban 3 objetos. Este niimero 3 se llama resto por exceso,
porque procede de un reparto cxcesivo, es deeir, se pretende dar
a cada persona un objeto més de los que corresponden por la di-
vision entera.

Estableceremos, pues en general:

DEFINICION.—Se llama cociente por exceso al co-
ciente entero aumentado en 7, es decir, al namero c+41;

y se llama resto por exceso a la diferencia:
r'=d(c-+1)—D

Cuando haya peligro de contusion, llamaremos cocien-
te por defecto y resto por defecto a los definidos en el
parrafo (60), es deecir, al cociente y al resto propia-
mente dichos. -

En la figura que representa geométricamente la divi-
sién entera, se ve claramente que siendo el resto por de-
fecto lo que sobra del dividendo después de separado el
mayor miltiplo posible del divisor, sin alcanzar a ser
igual al dividendo, y el resto por exceso lo que falta a D

D para alcanzar un divisor mas,
la suma de ambos restos es
»  precisamente el divisor, es de-

—_—
e e

[ e e e P
d d d cir: r-r'=d.
EJERCICIOS

1.—ZEntre 14 obrercs han pintado en nn dia las cuatro paredes
de un salén. Sabiendo que las paredes laterales son doble que las
frontales, jcuédntos serfn necesarios para pintar una de éstas en
el mismo plazo?
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2.—Sabiendo que 8 caballos arrastran un peso de 5 toneladas,
gcudntos caballos serdn necesarios para arrastrar una tonelada?

3.—Al repartir libros entre los 17 alummnos de una clase han
sobrado 9. jCuéntos més serdn mecesarios para que cada alumno
reciba un libro més, es decir para que el cociente sea por exeeso?

4—El testamento de un 4rabe disponia que sus 17 camellos se
distribuyesen entre sus 3 hijos, del modo siguiente:

Al primer hijo la mitad.

Al segundo hijo la tercera parte.

Al tercer hijo la novena parte.

Como 17 no es divisible por 2, ni por 3; ni por 9, consultaron
eon el eadi, el cual vino en su camello y agregindolo generosa-
mente a los 17 que formaban la herencia, hizo el reparto, sin difi-
cultad, en esta forma:

Al primer hijo la mitad de 18, que es 9.

Al segundo hijo, la tercera parte de 18 que es 6.

A1 tercer hijo, la novena parte de 18 que es 2.

Y como los camellos repartidos son 9+6+2=17, el cadi volvié
a temar el suyo, y se fué satisfecho por haber resuelto el pro-
blema.

§Qué clase de cocientes son 9, 6 y 2 del dividendo 17 por los
divisores 2, 3 y 9% jCudl es la causa de la paradoja?

5.—Caleular, previa simplificacién, el cociente y el resto de las
divisiones siguientes:

1°) 60 por 40; 2¢9) 1800 por 400; 3°) 5! por 7.4!

6.—Demostracién geométrica del tcorema de la multiplicacion
de dividendo y divisor por un misme ntmero sin alterar el co-
ciente. Si el dividendo se representa por un segmento que tenga D
unidades (por ejemplo e¢m.) y el divisor por un segmento que tenga
@ cm., el cociente es el ntmero de veces que cste segmento estd
contenido en aquél. Si se toma como unidad el mm., el nimero que
expresa el segmento dividendo es 10.D y el ntimero que representa
al divisor es 10.d pero el cociente, o sea el nimero de veces que
un segmento estd contenido en el otro no altera; el segmento resi-
duo es el mismo, pero el nimero de unidades que contiene es 10
veces mayor, i

Higase la figura y generalicese el razonamiento para un faetor
o divisor cualquiera.

7.—Cuando el dividendo se multiplica por un nfimero, jpuede
asegurarse que el cociente y el resto quedan multiplicados por di-
cho nfimero?
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63.—Numero de cifras del cociente.

4 Como calcular practicamente el cociente exacto o en-
tero de dos ntimeros dados? Puesto que el cociente exacto
es un namero que multiplicado por el divisor da el divi-
dendo, y el cociente entero por defecto es el mayor ni-
mero que multiplicado por el divisor da un nimero me-
nor que el dividendo, a cualquiera se le ocurrira aplicar
directamente estas definiciones formando los sucesivos
productos del divisor por los ntmeros 2, 3, 4, 5, 6, ...,
hasta ver si algn producto es igual al dividendo o,
de lo contrario, hasta obtener el mayor producto posible
menor que dicho dividendo; en ambos casos el factor uti-
lizado es el cociente.

Asi se procede con las maquinas més sencillas de mul-
tiplicar; pero cuando no se dispone de este recurso, es-
ta serie de ensayos ocasionari un trabajo considerable,
v es practicamente imposible si el cociente es muy gran-
de. Se ve, pues, la necesidad de dar reglas para abre-
viar estos tanteos.

Ante todo, ;edémo conocer si el cociente tendra una o
varias cifras antes de efectuar la operacién? Muy senci-
1o ; multipliquese por 10 el divisor, agregando un 0 a su
derecha. Si el nimero obtenido es mayor que el dividen-
do, el cociente debers ser menor que 10, y por tanto de
una cifra. Por el contrario, si el producto del divisor
por 10 es menor que el dividendo, el cociente es 10 o un
numero mayor que 10, luego tiene més de una cifra.
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Nora: Razonando del mismo modo, después de multiplicar el
divisor, por 100, 1000, ..., y de comparar los resultados con el
dividendo, llegaremos a la conclusién siguiente: El cociente tiene
tantas cifras como ceros precisa anadir a la derecha del divisor
para obtener un nikmero mayor que el dividendo. Ejemplos:

Los cocientes de 74 por 9, de 31589 por 7622, son de una cifra.

64.—Caso de cociente de una cifra.

Observando lo anterior, veamos la practica de la ope-
raciéon cuando el cociente es de una cifra. Si el divisor
es también de una cifra, todos los productos posibles es-
tdn contenidos en la tabla de multiplicar, y su conoci-
miento nos ahorra la eseritura de dichos productos. Sin
titubeos, pues, hay que saber calecular mentalmente co-
cientes exactos o enteros de la forma: 32 por 4; 34 por
-9, 76 por 8; 38 por T; ete.

Conocido este caso trivial, sea ahora un divisor de va-
rias cifras.

Propongédmonos dividir por ejemplo 31589 por 7622.
Puesto que el cociente es de una sola cifra, no habria
méis que formar los productos del divisor por 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 vy 9 y compararlos con el dividendo. Pero a nadie
se le ocurriri ensayar los factores del 5 en adelante, pues-
to que el producto de los 7 millares del divisor por 5 for-
ma ya un namero de 35 millares mayor que el dividen-
do. Convendri, pues, empezar los ensayos por el 4.

Se ve, pues, que la simplificacién de ensayos consis-
te en considerar provisionalmente sélo la primera cifra
del divisor y las unidades del mismo orden del dividen-
do y empezar ensayando el cociente de la division asi re-
ducida. Multiplicando este ntimero por el divisor, se res-
tard el producto del dividendo. Si la resta es posible, la
cifra ensayada es valida (buene, suele decirse) y la di-
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ferencia es el resto de la operacién. Si no es posible la
sustraccién, se disminuye la cifra ensayada en una uni-
dad y se repite el ensayo, hasta que el producto pueda
restarse del dividendo, Por ejemploen la division de
31589 por 7922 habrfa que ensayar el 3, por ser excesi-
vo el 4 (*)

En la préctica, se abrevian algo estas operaciones, efec-
tnando a la vez el producto del divisor por el cociente
y la resta. Asi el primer esquema de la division de 31589
por 7622 queda reducido al de la derecha:

31589 | 7622 31589 | 7622
30488 4 1101 4
1101

y se enuncia la operacién asi: 4 por 2 es 8, a 9 va 1;
4por2es8 a8va0;4por6es24 a2bvalyllevo2;
4 por T es 28, y 2 es 30, a 31, 1. El resto es 1101.

Como se ve, para hacer a la vez ambas operaciones
hemos multiplicado sucesivamente las unidades de los di-
versos ordenes del divisor por el cociente y restado los
productos de las correspondientes del dividendo. En cuan-
to hemos llegado a una resta imposible, como por ejem-
plo las 24 centenas que no podian restarse de 5, se han
afiadido tacitamente las unidades necesarias del orden in-
mediato superior al minuendo, para incorporarlas des-
pués al sustraendo en el producto siguiente, con lo cual
la diferencia no se altera.

(*) Esto es frecuente cuando la segunda cifra del divisor es
alta, en cuyo caso es mejor en el tanteo previo considerar las dos
primeras cifras del divisor. La préctica ensefia més que los con-
sejos que se pueden dar en un libro sobre la manera de acertar
rdpidamente con la cifra buena.
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Reera.—Cuando el cociente de una division es de una
cifra, se obtendrd ésta por tanteo, empezando por ensa-
yar la que resulta de dividir por la primera cifra del di-
visor las unidades del mismo orden del dividendo. St el
producto de esta cifra por todo el divisor puede restarse
del dividendo, esta cifra es el cociente y la diferencia el
resto; de lo contrario se disminuird en una unidad. dicha
cifra y se ensayard de muevo, y asi sucesivamente hasta
obtener un producto inferior al dividendo.

65.—Caso general: Cociente de varias cifras.

Para fijar las ideas supongamos que un cajero debe
repartir entre 27 personas 6239 pesos, cantidad que esté
formada por 6 billetes de a mil pesos; 2 de a cien, 3 de
diez, 9 de un peso.

Desde luego se ve que no aleanza para dar mil a cada
uno, pero si cien, pues cambiando los 6 billetes de a mil
se tienen 62 de a cien, ntimero que supera al nfimero de

personas. Hecho el reparto o mejor caleulado
+ 62 |27 el cociente, se ve que tocan a 2 centenas (hi-

8 2 lletes de a cien) y sobran 8 centenas; para pro-
centenas seguir el reparto hay que cambiar estos 8 bi-

lletes en 80 de a diez, e incorporarles las 3
83 |27  existentes, es decir, a la derecha del resto S,
2 3 se baja la cifra siguiente 3 del dividendo y se
decenas divide 83 por 27, resultando el cociente 3 y el

resto 2, es decir, a cada persona se le dan 3 de-
29 |27  cenas (billetes de a diez), y sobran 2; cambia-
2 1  dos en billetes de un peso, juntos con los 9
unidades existentes se hace un nuevo reparto, es decir,

una nueva divisién, correspondiendo 1 a cada



CALCULO DEL COCIENTE Y DEL RESTO 103

persona y sobrando 2, que es el resto de la operacién.
En la préctica no se escriben separadamente estas di-
visiones; a la derecha de cada resto se escribe la nueva
cifra del dividendo y el esquema ya conocido de los alum-
nos es este: A
Dividendo: 6239 |27 Divisor

83 . 231
29
Resto: 2

REGLA.—Para dividir un nidmero por otro cuando el
cociente tieme wvarias cifras, se empieza separando de la
szquierda del dividendo tantas cifras como sean mecesa-
rias 1y suficientes para obtemer un niumero mayor que el
divisor. Se divide el mimero asi formado, llamado pri-
mer diwvidendo parcial, por el diwvisor, de acuerdo con la
regla precedente; el cociente obtenido es la primera cifra
del cociente total. Afddase a lo derecha del resto la cifra
sigwiente del dividendo, y con el niumero asi formado, lla-
mado segundo dividendo parcial, se procede del mismo
modo que con el primero, escribiendo la cifra cociente @
la derecha de la anterior, y agregando a la derecha del
resto la cifra siguiente del dividendo para formar el ter-
cer dividendo parcial; y ast sucesivamente hasta agotar
todas las cifras del dividendo. Las cifras de los cocientes
parciales sucesivos forman el cociente total; el wltimo res-
to es el resto de la operacion. Cuando algun dividendo
parcial es menor que el divisor, se escribe un cero en el
lugar de la cifra correspondiente del cociente y se conti-
nia la operacion bajando una cifra mds del dividendo.

Prursa.—En virtud de la relacién fundamental esta-
blecida en la leceién anterior, si multiplicamos el divisor
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por el cociente y sumamos al producto el resto de la di-
visién, deberd obtenerse el dividendo. De este modo se
puede ecomprobar si la operacion esta bien hecha.

Asi, en el ejemplo anterior se tendra 27 X 231 = 6237
v, sumando el resto, 6237 | 2 = 6239.

Nora. -— Casos particulares del cociente—El alumno comprobara,
por su propia iniciativa, la validez de las siguientes reglas par-
ticulares:

1. El cociente de un nimero cualquiera por la unidad seguiaa
de ceros se obtiene separando de la derecha del nimero tantas ci-
fras como ceros tiene el divisor. El resto lo constituyen las cifras
separadas.

2.* Para dividir un ndmero cualquiera por otro terminado en
ceros puede procederse prescindiendo de tantas cifras de la dere-
cha del dividendo como ceros tenga el divisor, teniendo tnicamen-
te cuidado de agregarlas al final a la derecha del resto.

Eaempros: El cociente de la divisién de 46739 por 1000 es 46
y el resto es 739, Si el cociente de 7998 por 26 es 307, y el resto
16, el cociente de 7998365 por 26000 es el mismo 307 y resto se-
rd 16365.

EJERCICIOS

1.—Al repartir un cierto nimero de libros entre 11 alumnos han
sobrado una docena. yEstd bien hecho el reparto?

2.—Un cierto niimero dividido por 4324 da de cociente 231 y de
resto 1156. 3Cudl es el nimero si este cociente y el resto son por
aefecto?, jy si son por exceso?

3.—;Cuéntas estampillas necesitaré para una carta que pesa 83
gramos, si por cada 25 gramos o fraceién necesito una estampilla?

4—Un comerciante compra 125 pares de zapatos a 17 pesos
el par. Sabiendo que obtiene un beneficio de 625 pesos, calcular
el precio de venta de cada par.

5.—;Cuéntos estantes son necesarios para colocar 670 libros, a
33 por estante?

6.—Una herencia se reparte entre 15 herederos y cada uno per-
cibe 7695 pesos. ;Cuénto percibirian si fueran sélo 3%, ;v si fue-
ran 457 ;Hace falta calcular la herencia?
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7—8Si un cierto namero se multiplica por 113 resulta aumenta-
do en 183680. ;Cuénto vale este nimero?

8.—;Cuantos dias tardarid una fuente en llenar un depésito de
7780000 litros si proporciona 64900 litros diarios?

9.—Si un avién ha recorrido 1663200 metros en 14 horas, jcuél
es su velocidad por hora, por minuto y por segundo?

10.—La distancia de la Tierra al Sol es 37961000 leguas, ;eudl
es la velocidad de la luz, sabiendo que la del Sol tarda 8 minutos
13 segundos en llegar a mosotros?

11.—Un hortelano lleva manzanas; encuentra 3 guardas; da al
primero la mitad de las manzanas que lleva més dos manzanas, al
segundo la mitad de las que le quedan mis dos, y al tercero la
mitad de las sobrantes més dos. Se queda con una manzana. ;Cuén-
tas llevaba? (Este problema es de origen arabe y se encontrd en
una aritmética del siglo XII). Respuesta: 36 manzanas.

12, —Hemos hecho 12 jugadas. Cada vez que ganaste te di 2 pe-
sos, cada vez que perdiste me diste 3. Terminé ganando 21 pesos.
;Cudntas jugadas perdi y cuéntas gané?

[Razénese asi: Si las hubiera ganado todas tendria 36 pesos;
por cada jugada perdida tengo 5 pesos menos.]

66.—Calculo con ntimeros no decimales.

Estudiadas la suma y la resta de los ntimeros con-
cretos con diversas unidades no decimales, como las de
tiempo, de angulo, ete., igualmente sencillos son los pro-
blemas de multiplicacién y division.

Un nfimero de una sola denominacién como 164" se
llama incomplejo y el de varias, como 6 h. 24 m. 16 s,
se llama complejo.

Veamos ante todo cémo se pueden transformar ntime-
ros complejos en incomplejos, y viceversa.

EJjeMpPLO: jCufintos minutos tienen 3 horas 40 minutos? Puesto
que cada hora tiene 60 minutos, 3 horas tendrén 60 X 3 —=180
minutos, a los cuales afiadiremos los 40 minutos del nféimero dado.
Total, (60 X 3) -+ 40 = 220 minutos.

Para reducir a segundos 28° 14’ 22”, procederemos anélogamente,
caleulando primero los minutos:

289 — (28 X 60)’ = 1680’; 1680’ + 14’ = 1694,
v reduciremos luego a segundos: :
1694’ = (1694 X 60)” = 101640 ;
total,
101640” + 22” = 101662".
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Cuando con las unidades de un incomplejo se pueden
formar unidades de orden superior, se procederd del mo-
do que se indica en el siguiente ejemplo:

EJeMpPro: Expresar en horas, minutos y segundos 25825 segun-
dos. Puesto que 60 segundos forman un minuto, habri tantos mi-
nutos como indique el cociente entero 25825 : 60, o sean 430 mi-
nutos y sobran 25 segundos, que se consignan. A su vez, los 430
minutos componen 7 horas (cociente entero, 430 : 60) y 10 minutos
sobrantes. Resumen:

25825 seg. — 7 horas 10 minutos 25 segundos.
La operacién se dispone asi:
25825 s. | 60
182 430 m. | 60
25s. 10m. |7 h
El alumno comprobard anidlogamente QF
206264” = 57° 17" 44”

67 . —Multiplicacién y division de complejos por néimeros
naturales.

La multiplicacién se efectia como una suma abrevia-
da, teniendo en cuenta la reducciéon de unidades.

EsempLo: Un reloj adelanta 3 minutos 15 segundos cada dia;
jeudnto. adelantarda en 30 dias?

Serd una suma de 30 sumandos iguales a 3 m. 15 s. Como para
efectuarla empezariamos sumando la columna de segundos y lle-
vando los minutos contenidos en el resultado a la columna de mi-
nutos, diremos: 15 X 30 = 450 seg., o sean 7 minutos 30 segundos.

La suma de la columna de minutos serd, pues,
(3 X 30) +7=97 minutos = 1 hora 37 minutos.

Resultado: 1 hora 37 minutos 30 segundos.
Anélogamente al multiplicar por 7 el complejo 4 horas 20 minu-
tos 35 segundos, resulta 1 dia 6 horas 24 minutos 5 seg.
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La divisién se efectia como en el siguiente

EsempPro: Dividir por 5 un arco de 22° 38" 29”. Los 22 grados,
divididos por 5, dan 4° y sobran 2° los cuales se descompondrin
(como haciamos con los hilletes) en 2 X 60 = 120" y agregando
los 38" del ntimero resultan 158'. Divididos éstos por 5, resultan
31’ y sobran 3’. Descomponiendo éstos en segundvs y agregando
los 29” del ntimero se obtienen 209”, que divididos por 5 dan 41”
y 4” de resto. He aqui eémo se dispone la operaci6n:

220 38’ 290018
Primer resto .. 2.60=120" 4> 31" 41"
158’ Cociente
08
Segrindo’ resto ... Ll Rl 3 .60=180"
209
Resto final ..... 4"
EJERCICIOS
1.—Reducir a segundos 3 h. 20 m. 38 s. "y

2.—Expresar en semanas, dias y horas 4328 horas.

3.—;Cuéntas libras, chelines y peniques valen 3 docenag de um
articulo si cada objeto cuesta 4 chelines 7 peniques? /

4.—Repartir, entre 7 sastres, 13 cajas, 8 cartones y %botones
sueltos; cada caja tiene 20 cartones y cada cartén 12 hofones.

5.—Resuelto el ejercicio anterior, contéstese inmediatamente:
4 Cuénto vale un sombrero si 7 valen 13 libras 8 chelines dypeniques?

6.—Un reloj adelanta 2 m. 28 s. cada hora; ajustado hoy a me-
diodia, 3qué hora marcard pasado mafiana a las 9?

7.—Averiguar el adelanto o atraso por hora del reloj de tugeasa,
observando el que tiene en una semana.

8.—;Cuéintos afios tardaria un tren en llegar al So%k a 75 kil6-

metros por hora? Distancia aproximada = 150.000.000 de

9.—Bl mes lunar dura 29 dias 12 h. 4 s. 3Cudnko, tiempo estd
la luna en cada uno de sus cuartos?

‘



CAPITULO V

DIVISIBILIDAD

§ 16. GENERALIDADES Y CASOS SENCILLOS

68.—Multiplos y divisores.
Hemos definido las palabras maltiplo y divisor por la

igualdad : a—c.m o sea a=m

Se dice que @ es multiplo de m, o que es dirisible por
m, 0 que m es dwisor de a, o que m divide a a, 0 que m
es submultiplo de @, si a es igual a m por otro namero
natural.

Asi, por ejemplo, se dice que a es par o miltiplo de 2,
o divisible por 2, cuando « es el producto de 2 por un
nimero natural.

EJEMPLOS: Los ntimeros de la primera fila de la tabla pita-
gérica son los néimeros naturales 1 a 9; en la segunda fila estfin
los 9 primeros miiltiplos de 2; en la siguiente estdn los multiplos
da 3; ete.

69.—Propiedades fundamentales.

Si varios ntmeros son miultiplos de «, es decir, contie-
nen el factor comin @, al sumarlos o restarlos sigue fi-
eurando ¢ como factor, luego resulta:

I. La suma de varios miltiplos de un nimero es un
maltiplo de este miumero.
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EJEMPLO: La suma de ntimeros terminados en 0 (es decir, mil-
tiplos de 10) termina también en 0, es decir, es también multi-
plo de 10.

11. La diferencia de dos multiplos de un nimero es
maltiplo de éste.

EJEMPLO: La diferencia de dos ntimeros terminados en 0, ter-
mina en 0.

1IL.  Si una suma de dos sumandos es multiplo de un
nimero y uno de los sumandos es miltiplo de éste, tam-
bién lo es el otro swmando, por ser diferencia entre la
suma y el primer sumando.

De aqui resulta: Si uno de los sumandos es maltiplo de
m, y el otro no, tampoco lo es la suma, pues si lo fuera,
también el otro sumando seria multiplo de m

Tsta propiedad III nos servird para obtener criterios
de divisibilidad por 2, 5, 4, 25, ..., es decir, condiciones
caracteristicas para que un ntmero cualquiera sea divisi-
ble por uno de éstos.

Finalmente, observemos que si un nimero es divisible
por a, es decir, si es ‘de la forma am, al multiplicarlo
por cualquier factor sigue figurando el factor @, lue-
go resulta:

IV. Todo multiplo de un maltiplo de un nimero es
maltiplo de éste.

Como aplicacién de estos teoremas resulta:

Iy II. Las sumas y diferencias de niimeros pares son
pares.

TII.  Si una suma es par, y también uno de los suman-
dos, lo es el otro. La suma de un niimero par y de unn
impar, es IMpar.

IV. Los multiplos de los niimeros pares son pares.
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EJERCICIOS

1.—Férmense los miltiplos sucesivos del nimero 142857, y cb-
sérvese que tienen las mismas cifras en otro orden; de tal modo
que, si se suponen escritas en circunferencia, estos miltiplos re-
sultan haciendo girar la circunferencia. gDesde qué multiplo cesa
esta ley?

2.—Un estanciero deja al morir 3017 vacas en uuna estancia,
1475 en otra y 2063 en otra. §Serd posible el reparto entre sus dos
hijos¢ :

(Contéstese sin operacién aritmética ninguna).

70.—Divisibilidad por 10, 100, etc. -

El producto de cualquier ntimero por 10 termina en 0;
reciprocamente, todo ntimero terminado en 0 es produc-
to de 10 por otro ntimero, luego resulta:

Los umicos nimeros divisibles por 10 son los termina-
dos en 0. ;

Anélogamente: el producto de cualquier ntimero por
100 termina en 00; y todo ntGmero asi terminado es pro-
ducto de 100 por otro ntimero, luego es miltiplo de 100.
Es decir:

Los vinicos nimeros divisibles por 100 son los termina-
dos en 00.

Anélogamente : Los unicos nimeros divisibles por 1000
son los terminados en 000.

71.—Divisibilidad por 2 y por 5.
Dado un namero cualquiera, si se separa la cifra de
las unidades @, queda un ntimero terminado en cero, es

decir, miltiplo de 70, luego puede escribirse: n=i0+a,
y por IV es también:

rL»:,'Q—}—a, Yy n=’):+a
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Por tanto, aplicando II, resulta:

Los Winicos niimeros divisibles por 2 san los terminados
en cifra par. Los Wmicos nimeros divisibles por 5 son los
terminados en 0 0 en 5.

72.—Divisibilidad por 4 y por 25.

Analogamente: si se separan las dos cifras de la
derecha, queda un ntmero terminado en dos ceros que,
por ser multiplo de 700=4X25, lo es también por 4 y
por 25, en virtud de IV, luego:

La condicién necesaria y suficiente para que un nime-
ro sea dwisible por 4 o por 25, es que lo sea el mimero
formado por las dos wltimas cifras.

EJEMPLO: Son divisibles por 4 los niimeros siguientes:
124 , 408 , 23164
por serlo: 24 8 64
No son, en cambio, divisibles por 4 los nfimeros: 114, 418, 23154.

Son divisibles por 25: 25 6025 4575
por serlo: 25 50 75

[

No son en cambio, divisibles por 25 éstos: 115, 6035, 4505.
Obsérvese -que los tnicos divisibles por 25 son los terminados en:

00, 25, 50, 75

73 .—Divisibilidad por 8 y por 125.

Si del ntimero n Se separan tres cifras de la derecha,
queda un multiplo de 7000 y como 1000=83<125, dicha
ntimero terminado en tres ceros es maltiplo de § y de 1.25.
Bastar4, por tanto, examinar el ntimero formado por las
tres tultimas cifras y resulta:

!



112 GENERALIDADES Y CASOS SENCILLOS

La condicion mecesaria y suficiente para que un nime-
ro sea divisible por 8 o por 125 es que lo sea el formado
por las tres wltimas cifras.

EJEMPLOS: Son divisibles por 8 los niimeros:
41408, 12016, 4512

No lo son en cambio: 41428, 12116, 4612

Son divisibles por 125: 4375, 25125, 100250

No lo son estos otros: 4385, 25225, 100350
EJERCICIOS

1.——Clasificar, segiin que sean o no divisibles por 2, 4 y 8, los
nfimeros signientes:
10) 102; 29) 1927; 39) 1612; 4¢9) 1930.
2.—Clasifiear, segiin que sean o no divisibles por 525 y 125 los
nlimeros siguientes:

10) 45; 20) 950; 38°) 1750; 4°) 1900.

3.—Son hisiestos los afios miltiplos de 4; pero se exceptiian los
multiplos de 100 cuyas centenas no son miltiplos de 4.

4Son bisiestos los afios siguientes?

10) 1928; 20) 2000; 3°) 1492; 4°) 1810,
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74 .—Divisibilidad por 9.

Si restamos 1 de cualquier potencia de 10, resulta
un miltiplo de 9; en efecto, 9, 99, 999, ..., son produc-
tos de 9 pox 1, L AU L respectivameﬁte.
~ Por tanto, un ntimero formado por una cifra cualquie-
ra, seguida de ceros, es igual a un maltiplo de 9 mas di-
cha cifra. Por ejemiplo:

4000—4 .1 000—4 (9--1)=4 .9+ 4=9-+4.

500=5.100=5(9-4-1) =5 .9-+5 =9-+-5.
Y como todo niimero se puede descomponer en una suma

de niimeros formados por una cifra seguida de ceros re-
sulta:

4593—4000--500-20-+-3=9+ 4+ 9+ 5-+9+ 943
v como la suma de multiplos de 9 es un mtltiplo de 9,
resulta en definitiva:

4593—=4-+5-+ 94549
El razonamiento es aplicable a cualquier ntimero, §¥
puede enunciarse en general: '

Todo nimero es igual a la suma de sus cifras, mds un
mltiplo de 9.

La condicién nmecesaria 1y suficiente pare que un nime-
ro sea divisible por 9 es que lo sea la suma de sus cifras.

EJEMPLOS: El nimero antes considerado 4523, mo es milti-
plo de 9, per no serlo la suma de sus cifras, que vale 14.

Obsérvese ‘que no es preciso caleular la suma de todas las eifras;
se puede prescindir de aquellas que sumadas dan 9. Asi, en este
caso, basta sumar 243=>5, para asegurar que no es miltiplo de 9.
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75.—Divisibilidad por 3.
Las descomposiciones hechas en el péarrafo anterior
valen también para el divisor 3; por ejemplo:

2.100=3842, 5.1000=35-5, ...
luego resulta:

La condicién mecesaria suficiente para que um nimero
sea divisible por 3, es que lo sea la suma de sus cifras.

EJEMPLOS: Son divisibles por 3 los néimeros siguientes:
41022, 13152, 11111l

pues las sumas de sus cifras son respectivamente: 9, 12, 6, pero
solamente el primero es divisible por 9.

EJERCICIOS

1.—Clasificar, seglin que sean ¢ no divisibles por 3 y por 9, los
nlimeros. siguientes:

1°) 312; 2¢) 1002; S$°) 1926; 4v) 111111111

2.—Si en un nimero se altera de eunalquier modo el orden de las
cifras y se restan ambos ntimeros, resulta un miltiplo de 9. ;Por
qué?

3.—Escribe un nimero de tres cifras cnalesquiera; invierte, cl
orden; resta ambos niimeros; dime en qué cifra termina esta dife-
rencia y te diré cuél es la diferencia total.

Basta observar que la cifra media debe ser 9 y como la dife-
rencia debe ser multiplo de 9, la primera cifra debe ser el comple-
mento a 9 de la tercera cifra. Por ejemplo:

381—188=198

sabiendo la tltima cifra, 8, la primera debe ser 1 y puede asegu-
rarse, que la diferencia, sin necesidad de conoeccr los numeros,
es 198,

4—Escribe nn ntimero de tres cifras; inviértelas; resta ambos
nimeros; en esta diferencia invierte las cifras y suma el ndimero
con la diferencia antes obtenida; el resultado es siempre 1089.

(Se explica inmediatamente el porqué, mediante el ejercicio an-
terior) .
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76 .—Divisibilidad por 11.

Para el divisor 11 la descomposicién es de dos tipos
alternativamente :

$ s 1 ¢ g |
100=1141 10005=11 =1
10000 — 11 +1 100000 — 11 —1

Basta, en efecto, dividir por 11 la unidad seguida
de ceros y se observa que los restos sucesivos son 1, 10,
5l [ K 6 R

Consideremos ahora un ntGmero cualquiera, p. ej.,
451237 y tendremos estas descomposiciones:

T=17 LR e R
2.100 =112 1., 1000 T <l
5.10000 =115 4 .100000 = 11 — 4

luego 451237 —114+7—83+2—1-+45—4; y para to-
do ntmero resultard la descomposicion 11 +M—P,
llamando M a.la suma de las cifras de lugar impar, a
contar de la derecha y P a la suma de las cifras de lugar
par.

Seglin que sea M 5P o M<P, puede escribirse:

r—=11+(M—P) r=11+(P—M)

Para que sea r multiplo de 71, debe serlo M—P en
el primer caso y debe serlo P—M en el segundo, luego
obtendremos el siguiente eriterio de divisibilidad :

La condicion mecesaria y suficiente para que un nime-
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ro sea divisible por 11, es que lo sea la diferencia entre
las sumas formadas por las cifras de lugar par y las ci-
fras de lugar impar.

EJEMPLOS: Son divisibles por 11:
401324, 4453856
pues las sumas de cifras alternadas son:
Toyndgl 23 v 12

cuyas diferencias son miltiplos de 11.

77.—Prueba de la multiplicacién mediante el 9.

Consideremos una multiplicacién cualquiera:
4562 X 56 = 255482

Si disminuimos el primer factor en 9, o miltiplo de 9,
el producto quedard disminuido en un multiplo de 9, ¥
lo mismo si rebajamos el otro factor en 9 o multiplo de 9.
Si hacemos esta operacion en los dos miembros, no se-
guirdn siendo iguales, pero diferirdn en un multiplo de
9; y si tal no sucede, hay algin error en la multiplicaeion.

Hemos visto que todo ntmero difiere de la suma de
sus cifras en un multiplo de 9, luego resulta esta regla:

Si cada factor y el producto se sustituyen por la su-
ma de sus cifras respectivas, los muevos valores de am-
bos miembros difieren en un multiplo de 9.

Esempro: El primer factor 4562 lo sustituimos por 17, o mejor
todavia, por 8; el segundo factor 56 por 11, o mejor por 2; el
producto 255482 lo sustituimos por la suma 26, o mejor por S.
Convendré indiear asi la sustitucién.

4562 X 56 — 255482
8X 2 8
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v como los nuevos miembros no difieren en miltiplo de 9, pode-
mos asegurar que hay algin error en el producto. i
Repetida la operacién se ve, en efecto, que el producto es 255472.
Bs claro que el error no se habria notado con la prueba del 9
si el producto dado hubiese sido cualquiera de éstos:

254572 , 250072 , 255382

pues sus errores s6lo modifican la suma de cifras en multiplos de 9.
Sin embargo, aunque no suficiente la prueba del 9, es muy ttil
para descubrir errores en muchos casos (*).

78.—Prueba de la divisién mediante el 9.

Supongamos efectuada la divisién de 2769968 por 4825,
habiendo resultado el cociente 574 y el resto 418.

La operacion serd correcta si se verifica

2769968 — 4825 X 574 4 413

Simplificando cada ntmero como antes, sustituyendo
por la suma de sus cifras, y mejor todavia restando de ésta
el maximo multiplo de 9, resulta: )

ler. miembro 2; 2.2 miembro 1 X 74 Como ambos
difieren en 9, la prueba no acusa error en la operacion.

Byercicio: Apliquese la prueba por el 11, para afirmar la con-
fianza en el resultado.

(*) Rebajar de cada ntmero el méaximo mdltiplo de 9 que con-
tiene, como hemos hecho en el ejemplo, es sustituir el nimero por
su resto; pero esto no es esencial para la regla.,
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79.—M.c.d. y nmeros primos entre si.

Dados varios ntmeros a, b, .., h, los divisores comunes
a todos ellos no pueden superar al menor de todos; el
mayor de todos los divisores comunes se llama mdzimo
comun divisor de a, b, .., h, y se representa asi:

m.c.d.(a, b, ...h)

En particular, si uno de los ntimeros dados es divisor
de los demiés, ¢l mismo es el m.c.d., pues es divisor de
todos, y es el mayor divisor posible de si mismo.

Asi, por ejemplo:

m.c.d. (360, 10, 50)=10
m.c.d. (48, 16, 8, 80)—8

Cuando el menor de los niéimeros es de una o dos ci-
fras, es facil reconocer si es divisor de los demés, en cu-
yo caso ser el m.c.d; si no es divisor de todos, ensaya-
remos su mitad, tercera parte, ete., es decir, los diver-
sos divisores del mismo, en orden creciente, hasta llegar
a uno que por ser divisor de todos y no serlo ningtin otro
mayor, serd el m.c.d. buscado.

EJEMPLO: Sean los nfimeros 48, 36, 18. El menor, que es 18
no es divisor de 48; su mitad 9, tampoco, pero la tercera parte,
6 es divisor de los tres mfimeros. Por tanto:

m.c.d. (48, 36, 18)=6.
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Varios ntimeros se llaman primos entre st cuando su
m.o.d. es:-1,

Niimero primo, o primo absoluto, es el que no admite
divisor distinto de él mismo y de 1.

Son, por ejemplo, primos entre si los nlimeros:
6, 10 y 15,
pues los finicos divisores de 6 son 2 y 3; el 2 no divide

a 15 y el 3 no divide a 10, luego no hay divisor comin,
distinto de 1.

Obsérvase que estos ntimeros primos entre si no son
primos absolutos, pues cada uno admite varios divisores;
lo que sucede es que esos divisores no son comunes. Ni
siquiera son estos ntmeros primos dos a dos, pues

MG (065 10N =2
m.c.d.( 6, 15)=3
m.c.d. (10, 15)=5

80.—Calculo del m.c.d. por divisiones sucesivas.
Se basa en esta propiedad fundamental:
Los divisores comunes a dos nimeros D y d son los co-

munes al menor de ellos d y el resto r de la division de
ambos.

La igualdad que relaciona los cuatro ntimeros es:
D=d.c+r

Si D y d son miltiplos de m, también lo es d . ¢, por
ser miltiplo de d; y también lo es r por ser diferencia
entre dos multiplos de m. Por tanto: todo divisor comin
deDydloesdedyr.
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Reciprocamente: si d y » son multiplos de m también
loson d . ¢y ry por tanto su suma D ; es deeir: todo di-
visor comtn de d y » lo es de D y d.

Los pares D, d y d, r tienen por consiguiente, los mis-
‘mos divisores comunes.

EJjempPLo: Sea 102 | 18

12 5

Se comprueba fécilmente que los divisores comunes de 102 y 18
son: 2, 3, 6, todos los cuales son a la vez divisores comunes de
18 y 12.

Reciprocamente, los tnicos divisores comunes de 18 y 12 son
2, 3, 6, que también son de 102 y 18.

81.—Algoritmo de Euclides.

En el ejemplo anterior se forman ficilmente los divi-
sores comunes y por tanto el m . c¢ . d; pero no sucede
o mismo si los nimeros propuestos son, p. ej., 1219 y 901.
Veamos cémo conduce al m . ¢ . d la aplicacién reiterada
de la propiedad fundamental:

1219 | 901 901 | 318 318 [ 265 265 | 53
318 [1 - 2652 R
El par 1219, 901 tiene los mismos divisores que el
par 901, 318; y éste los mismos que el par 318, 265; y
éste los mismos que 265 y 53. Pero siendo 265 mltiplo
de 53, el mayor divisor comiin es 53, luego éste es el
1.c.d de 1219 y 901.

Nora: Esta serie de divisiones hasta llegar al resto 0, constituye
€l algoritmo de Euclides y suele disponerse asi:
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Cocientes: i 2 1 5
5

1219 | 901 | 318 | 265 | 53
Restos: 318 | 265 | 53| 0|

El altimo divisor es el m . ¢ . d buscado.

82.—Minimo comin mdltiplo.
Se llama minimo comiin miultiplo de varios niimeros al

menor de los nfimeros no nulos que son miltiplos de
todos.

Asi, por ejemplo:

m.c.m. (12, 18)=36.
xil menor miltiplo comiin es 36, luego eseribiremos:
Los multiplos de 12 no nulos son: 12, 24, 36
Los miltiplos de 18 no nulos son: 18, 36, 54

Como el producto de todos los ntmeros es miltiplo de
cada uno, resulta que el m.c.m. no puede superar al
producto.

Si el mayor de los niimeros es divisible por los demas,
es el m.c.m. de todos, pues otro menor no seria miltiplo
de dicho nfimero. Asi, por ejemplo:

m.c.m. (12, 6, 4)=12.

Si el mayor no es divisible por todos, ensayaremos su
duplo; si éste tampoeo es miiltiplo de todos, ensayaremos
el triplo, después el cuddruplo, ete.

EJBEMPLO: Sean los numeros 24, 18 y 12.

El mayor, que es 24, es divisible por 12, pero no por 18; for-
mando el duplo, que es 48, todavia mo es divisible por 18; for-
mando el triplo, que es 72, ya es divisible por 18; luego

m.c.m. (24, 18, 12) =72,

BIBLIOTECA NACIOWAL
DE MAESTROS
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EJERCICIOS

1—Las 3 Gracias que habian recibido igual ntimero de regalos
los repartieron con' las 9 Musas y cada una obtuvo el mismo nt-
mero. jCuéntos eran los regalos? (Problema del Siglo I).

2.-—Agradecidas las 9 Musas llevaron coronas en igual namevn
y las repartieron con las 3 Gracias. jCuintas eran las coronas?

3.—Un estudiarte empaqueta sus libros de 2 en 2 y sobra 1;
intenta distribuirlos en paquetes de a 3, y también sobre 1; los
empaqueta de a 4, y sobra 1, y lo mismo le sucede al formar paque-
tes de a 5 o de 6 libros. Por fin, logra distribuirlos en paquetes de
a 7. 3Cuéntos liLros tenia?

EJERCICIOS.

1. — Calcular el m. ¢. d. y el m. ¢. m. de los grupos siguientes
de nimeros:
1°) 24, 12, 60; 2°) 60, 24, 96;  3.) 120, 312, 78;
4.°) 242, 143, 110; 5.°) 9, 21, 35, 105, 45, 63, 175.

2. — Demostrar que si varios niimeros se multiplican por un mis-
mo niimero, el m. ¢. d. y el m. ¢. m. quedan multiplicados por ese
nimero.

3. — Andlogamente: si varios niimeros se dividen por un divisor

comin, el m. ¢. d. y el m. ¢. m. quedan divididos por ese mismo
ntimero.



CAPITULO VI
NUMEROS PRIMOS Y COMPUESTOS

§ 19. NUMEROS PRIMOS

83.—Definicién de los nimeros primos.

La descomposicién en factores—Algunos problemas de la vida
real plantean la necesidad de obtener los divisores de un namero.
Si se trata, por ejemplo, de embalar doce objetos iguales en una
caja, esto puede hacerse en 3 filas de a 4 objetos, o bien en 2 fi-
las de a 6; y finalmente, cabe poner en una sola fila los 12 obje-
tos. Estos tres modos de distribucién corresponden -a las descom-
posiciones de 12 en factores.

P T N S e | B

No sucederia lo mismo si el niimero de objetos fuese 5, pues los
tinicos divisores que admite son 1 y 5; analogamente el 7 solo ad-
mite 1 y 7; ete. Vamos a estudiar estos niimeros, llamados primos.

Definicién.—Un ntimero se llama primo euando no ad-
mite méas divisores que el mismo ntmero y la unidad.

Los nfimeros que no son primos, es decir, los ntimeros que
admiten algtin otro divisor, se llaman compuestos.

EJEMPLOS: Son primos:
12,3, .5, T, 110,
Son compuestos:
40860 85 e
El ntimero 2 es primo, pero todos los nfimeros pares mayores

que 2 son compuestos, por ser iguales a 2 por otro factor mayor
que 1.
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Aunque el ntmero sea grande, es fécil reconocer a
simple vista si admite alguno de los divisores 2, 3, 5, 11,
aplicando los criterios de divisibilidad explicados en lec-
ciones anteriores; pero si el ntmero dado no admite es-
tos divisores sencillos, no es facil reconocer si es primo o
compuesto. Tratemos, pues, de formar una tabla de na-
meros primos.

84.—Criba de Eratdstenes.

Eseribamos los cien primeros nfimeros, prescindiendo
de los pares mayores que 2, es decir, eseribamos los im-
pares y ademas el 2. El ntimero 3 es primo; pero si a
partir de él contamos de tres en tres, encontramos estos
nameros :

3+6=9, 3-+4+6-46=15, 34+6--646=21,.....
y la suma de multiplos de 3 es también miltiplo de 3.
Suprimidos o tachados en la tabla esos ntimeros, estamos
seguros de que no queda ningin multiplo de 3, pues los
que siguen a cada miltiplo de 3 son de la forma:

812 'y 344
¥ ecomo 2 y 4 no son miltiplos de 3, tampoco lo son estos

He aqui los ntimeros que han quedado, sefialando con
puntos los lugares de los ya suprimidos:

1 m2nigevaiiPe s 41185 17 (19 228 95 20 31 .
35 37 . 41 43 . 47 49 . 53 55 . 59 61 . 65 67 .
T i (0T 90 IBRB R 89 9L 955072

Suprimamos ahora los mdltiplos de 5, tachando los
mismos de 5 en 5 lugares; obsérvase que el 25 es el pri-
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o

mero que hay que suprimir, pues el 15 =3 X 5 ya esta
suprimido, por ser miltiplo de 3. Partiendo, pues, de 25
tacharemos los ntimeros de 5 en 5 lugares y quedan los

siguientes:

Sl I S S T (R T e 25 DR o 4
.37.4143.4749.53..5961..67.
T T R SRR 8O G SRR

Como el nfimero que sigue al 5 es 7, que es primo, su-
primamos sus miltiplos, contando de 7 en 7 lugares y
se observa que los miltiplos 21=3XT, 35—=h T ya es-,
tin suprimidos por ser miltiplos de 3 y 5 respectiva-
mente ; comenzaremos, pues, por el 7T T=49 y hechas las
supresiones de 7 en 7, quedan estos niimeros :

1 2 8 5 711131719 23 29 31 37 41
43 47 49 53 59 61 67 71 73 79 83 89 97

que no son divisibles por 2, ni por 3, ni por 5, ni por 7.
Todos estos nfimeros son primos; en efecto, fijandonos,

por ejemplo, en el 83, si no fuese primo se descompondria
en dos factores @.b, uno de los cuales al menos debe ser
digito, puesto que 83<100; pero los niimeros digitos ad-
miten los divisores 2, 3, 5 6 7, luego también lo admitiria
dicho nimero (69, IV) y, por tanto, estaria tachado.

Tenemos, pues, la tabla de todos los nfimeros primos
menores que 100.
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EJERCICIOS

1.—Construir la tabla de los néimeros primos, eseribiendo todos
los ntimeros naturales de 1 hasta 100 y tachando de 2 en 2, de
3 en 3, de 5 en 5, como antes se ha hecho. CompArese el trabajo
que exige uno y otro procedimiento.

2.—jSon primos los nameros 102, 105, 111, 117¢

85.—Existencia de un divisor primo.

Entre todos los divisores de un numero, el menor de
ellos distinto de 1 es primo.

Demostracion—Si dicho divisor minimo a fuese com-
puesto, es decir, si admitiese a su vez un divisor a'<4
v distinto de 1, este nfimero a’ seria también divisor del
nimero dado (69) Iuego no serfa @ el menor, como se
ha supuesto.

Luego, no pudiendo ser a compuesto, es primo.

Esta propiedad que acabamos de demostrar, segfin la
cual todo mimero mo primo edmite algim divisor primo,
es importante; porque para asegurar que un nfimero es
primo, basta ver que no es divisible por ningtn néimero
primo menor que él. '

EJEMPLO: Para asegurar que 101 es primo, segin la defini-
cién, habria que probar que no es divisible por ninguno de los 09
nimeros desde 2 hasta 100. Segfin este teorema, basta ver que no
es divisible por ningfin primo desde 2 hasta 97 (total: 26 divisio-
nes). Comenzaremos asi: 101 no es divisible:

por 2, por terminar en cifra impar;

por 3, por ser la suma de las cifras 2;
por 5, por no terminar en 0 ni en 5;
por 7, haciendo la divisién mentalmente,

Para asegurar que es primo jhabrd que ensayar todavia las
divisiones por 11, por 13, por 17, por 19, por 23, por 29, por 31,
por- 37, por 41, por 43, por 47, por 53, por 59, por 61, por 67, por
71, por 73, por 79, por 83, por 89, por 97%

Este seria un improbo trabajo, que se evita mediante el teorema
siguiente.
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86.—Criterio para reconocer numeros primos.

Teorema.—S8i un nimero no es divisible por los ni-
meros primos cuyos cuadrados son menores que él, es
primo.

Demostracion—Fijindonos en el ntimero 101, consi-
derado en el ejemplo anterior, hemos visto que no es di-
visible por 2, ni por 3, ni por 5, ni por 7, y como el cua-
drado de 11 es 121>101, este niimero estd en las condi-
ciones de la hipotesis.

Supongamos que 101 admitiera un divisor primo 11,
0 mayor que 11; el cociente ser4d menor que 11, porque
de lo contrario el producto, o sea 101, seria mayor que
11.11. Resultaria, pues, 101 divisible por ese factor me-
nor que 11, el cual admite algtin divisor primo menor que
11, divisor que también lo serd de 101, contra la hipé-
tesis.

EJEMPLO: Si no se dispone de una tabla suficientemente ex-
tensa de niimeros primos y se desea saber si un ntmero cualquiera,
por ejemplo: 127, es primo, ensayaremos su division por los ni-
meros primos sucesivos.

Diremos asi: 127 no es divisible por 2, pues termina en 7; no
lo es por 3, pues 14+2+7=10; no lo es por 5, puesto que termina
en 7; la divisién mental por 7 indica que tampoco es divisible;
al dividir por 11 resulta el cociente 11 y el resto 6, es decir:

127 = 1L 1A 6l < T 12

A medida que el divisor crece, disminuye el cociente; y han lle-

gado a ser iguales sin lograr divisiones exactas: y como
127 <A1 125 <l 22,
puede asegurarsec que 127 es primo.

Como el razonamiento es igual en todo caso, resulta:
REGLA.—Para reconocer sv un nivmero es primo, se di-
vide por los mimeros primos sucesivos; si se llega, sin
obtener division exacta, hasta un cociente igual o menor
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que el divisor, puede asegurarse que el nimero ensayado
es primo.

EJEMPLOS: El ntmeros 529 no es primo, porque al llegar al
divisor 23, la divisién es exacta. El ntmero 531 es primo, porque
no se logra divisién exaeta al dividir por 2, 3, 5, 7, 11, 18, 17, 19,
23, y el cociente de esta dltima divisién es igual al divisor 23.

El ntimero 277 es primo, porque se llega al divisor 17, sin divi-
sion exacta, y el cociente es 16<17.

87.—Tabla de ntimeros primos.

Vemos ahora por qué fué suficiente suprimir los mul-
tiplos de 2, 3, 5 y 7 para tener todos los nfimeros pri-

mos menores que 100; pues el cuadrado de 11 supera ya
a todos estos ntimeros. Y obsérvese que la tabla se hu-
biera podido prolongar, pues los nfimeros siguientes no
tachados, que son 101, 103, 107, 109, 113, 119 antes del
121 — 112 son primos por el teorema 86.

Suprimiendo los miltiplos de 11, 13, 17, .... se construye esta
tabla:

T e o S AR TNl o RS o SR
31, 03T odd, 4B, 4TS B8 Bg 61, 87, T 078,
79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131,
187, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 191,
193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251,
957, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313,
317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383,
389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449,
457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521,
523, 541, 547, 557, 563, 569, 571, 577, 587, 593, 599,
601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 639,
661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 1739,
743, '751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821,
823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883,
887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971,
977, 983, 991, 997, 1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039,
1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1087, 1091, 1093, 1097, 1103, 1109,
1117, 1123, 1129, 1151, 1153, 1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201,
1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259, 1277, 1279, 1283,
1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361, 1367,
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EJERCICIOS

1.—Segtin la definicién de néimero primo, jceufntas divisiones se-
rian necesarias para averiguar si el mimero 1369 es primo?

2.—Demostrar fque si a un néimero primo se le suma o restal,
se obtiene un miiltiplo de 6.

3.—De otro modo, equivalente, pero de demostracién més diree-
ta: un nfimero primo no puede ser: miltiplo de 6, mis 2; miilti-
plo de 6 méis 3; mdltiplo de 6 més 4.

Comprobacién: en la tabla obtenida en el (84), después de
suprimidos los miltiplos de 2 y de 3, los pares de ntimeros que
quedan son consecutivos de cada miltiplo de 6.

4 —Calctilense los ntimeros siguientes:

1.2 + 1
1.2.3 }— 1
1.2.3.5 = 1
1.2:3.5.7 + 1
1.2.3.5.7.11 + 1

comprobando que son primos; si se toma el factor 13 resulta un
néimero divisible por 59; es decir: de wvarios mdmeros primos se
deduce otro mayor.

5—Vamos a generalizar esta propiedad importante:
Supongamos construida una tabla de nfimeros primos:

1, 2.:3,°5, T, $ap
y formemos el néimero siguiente:
(1.2.8:5. 7. 2p)kl

c;ow

este nfimero es e &
2 11, Suskil Fa iR
luego el menor de sus divisores, que debe ser primo, segfin el teo-
rema fundamental, es mayor que p. Como esto se puede aplicar cual-
quiera que sea el nimero primo p, resulta:

La sycesién de nimeros primos es indefinida.
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88.—Descomposicion en factores primos.

Hemos dicho que se llama compuesto todo ntimero no
primo, es decir, todo nimero que admite algtin divisor;
y segin el parrafo (83) expuesto en la leccién anterior
admite algtin divisor primo, @; si g es el cociente, se tiene
la descomposicion: n—aq.

Teorema—Todo niimero compuesto es un producto de
factores primos.

Demostracion—Si q es primo, ya estd hecha la des-
composicién en dos factores primos n—aq; si ¢ es com-
puesto, admitird un divisor primo b (que puede ser el
mismo @) y seré ;

q=bq’ luego n=abq .

Si ¢’ es primo, se tiene descompuesto n en tres factores
primos; y si ¢" es compuesto, admitird un factor primo.
Asi siguiendo, se llegara a un cociente cuyo minimo di-
visor sea 1, es decir, se llegari a un cociente primo.

En la préctica suele procederse como indican los ejem-
plos siguientes:

i3 504 | 2 &58=2.3.11.13
429 | 3 252 | 2 504=2.2.2.3.3.7=2°.32.7.
143 | 11 126 | 2
13 | 13 63 | 3
1| 21 | 3
7 {7
1
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buscando cada vez cual es el menor factor primo, y ha-
ciendo la divisién mentalmente, poniendo el cociente de-
bajo del dividendo.

Cuando se ve inmediatamente una descomposicién del
ntmero en dos o mas factores, conviene aprovecharla,
descomponiendo cada uno en factores primos.

Asi, por ejemplo, 3600 lo descompondremos de este
modo:
3600=36.102=4.9.102=22, 32 . 2?°=.5°=2¢.3%. 5%

Inmediatamente ocurre esta duda: Si un nimero se
descompone por el método rapido y ordenadamente, di-
vidiendo primero por 2, después por 3, ete. jse obten-
dran los mismos factores primos? ;Cada uno aparecera
repetido el mismo namero de veces en ambas descom-
posiciones? Admitiremos que asi sucede (por no ser la
demostracién muy sencilla), postulando:

Cada nimero compuesto admite una sola descomposi-
cion en factores primos.

EJERCICIOS
1.—Descomponer en factores primos los nfimeros siguientes:
10) 242; 29¢) 36500; 39) 111111; 4¢) 10101.
9— Determinar el menor divisor (distinto de 1) de cada uno de
los nfimeros:
2431 , 64337 , 14646.
3.—Descomponer en los factores mfs pequefios posibles los nfi-
meros:
233750 , 20592 , 16731.

89.—Criterio general de divisibilidad.
La descomposicién en factores primos permite recono-

cer inmediatamente si un ntmero es o no divisible por
otro.

TeorEMA.—La condicién mecesaria y suficiente para
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que un nimero sea divisible por otro es que contenga los
factores primos de este 7ltimo con exponentes nmo infe-
riores.

DEMOSTRACION.—Si un niimero z es divisible por otro
cuya descomposicién en factores primos sea, por ejemplo,
2%.5.7% es igual a éste por un cierto cociente g, o sea:

2=2%.5.72.q.

Los factores primos de z son 2, 5, 7, y ademis los de
q; luego los exponentes con que 2, 5, 7, figuran en x son,
por lo menos 3, 1, 2.

Reciprocamente; si el nimero z contiene los factores
primos 2, 5, 7, con exponentes iguales o mayores que
3, 1, 2, puede escribirse asi: :

X =28 Gltn gets — 93 9w Bl 5o .72 7p
por la propiedad distributiva de las potencias; y asocian-
do factores resulta:

X=(27. 5. 7¥) (201500 Te)
luego # es divisible por 22.5.7% y el cociente estd forma-
do por los factores sobrantes.

EJEMPLOS: El ntimero 2100 se descompone asi:
21.10.10=3.7.2.5.2.5—=2.3.5%.7;
y el nfimero 140 se descompone asi:
140=14.10=2.7.2.65=22 .57

El primero contiene todos los factores primos 2, 5, 7 del se-
gundo con exponentes 2, 2, 1, mientras que en el segundo los ex-
ponentes respeetivos son: 2, 1, 1, luego se puede asegurar que
2100 es divisible por .140.

90.—Formacién del m.c.d. de niimeros cualesquiera.

Aplicando el criterio general de divisibilidad, se forma
inmediatamente el m.c.d. de varios ntimeros cuando se
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tienen descompuestos en facteres primos. Basta aplicar
la regla siguiente:

El m.c.d. de varios niimeros es el producto de los
factores primos comumes a todos ellos, tomado cada uno
con el exponente minimo con que figura en los diversos
nimeros.

En efecto, este niimero asi formado es divisor de todos
ellos, pues solo contiene factores de ellos y con exponentes
iguales 0 menores, Cualquier otro divisor no puede con-
tener otros factores primos, ni tenerlo con mayor expo-
nente, en virtud del eriterio general de divisibilidad ; lue-
go no hay divisor comiin mayor que el formado, el cual
es, por tanto, el m.c.d.

EJEMPLOS: 1¢9)—Sean los nfimeros 240, 124 y 288.

Los descompondremos en factores primos, de este modo:
240=24.10=8.3.2.5=23.3.2.5=24.3.5
124=4,31=22.31
288=4.72=4.9.8=22,32,23=25,32
El Gnico faetor primo comfn es 2, con exponentes 4, 2 y 5,
luego el m.c.d. es: ]

m.c.d. (240, 124, 288)=22=4,

2¢)—Sean los nfimeros 240 y 288 solamente. Los factores pri-
mos eomunes que tienen son el 2 y el 3; el 2 tiene los exponentes
4 y 5, luego en el m.c.d. debe llevar el exponente 4; el 3 tiene

los exponmentes 1 y 2, luego en el m.c.d. lleva el exponente I
Por tanto:

m.c.d. (240, 288)=24.3=48,

91.—Formacién del m.c.m. de niimeros cualesquiera.

Aplicando el mismo criterio general de divisibilidad,
resulta esta regla:

El m.c.m. de varios niimeros es el producto de los
factores primos comunes y no comunes, tomado cada uno
con el mayor exponente con que figure en los diversos
nimeros. .
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Que este ntimero es miltiplo de todos, resulta del cri-
terio de divisibilidad, por contener todos los factores pri-
mos de cada uno, con exponentes no inferiores. Cualquier
otro miltiplo comin debe contener todos estos factores
Y, por lo menos, con estos exponentes, luego es mayor.
Tenemos, por tanto, el m.c.m.

EJEMPLO: Sean los ntmeros 240, 72, 120.
Los descompondremos asi:
240=8.3.10=2%.3.5; 72=8.9=2.3%;
120=3.4.10=2*.3.5
El m.c.d. y el m.c.m. se forman seglin las reglas anteriores:
m.c.d. (240, 72, 120)=2¢,3=24
m.c.m. (240, 72, 120)=2%.32.5=720
El primero contiene todos los factores primos 2, 5, 7 del se-
gundo con exponentes 2, 2, 1, mientras que en el segundo los ex-

ponentes respectivos son: 2, 1, 1, luego se puede asegurar gque
2100 es divisible por 140.

EJERCICIOS
1.—El ntimero 2.4.6.8.10 ges divisible por el ntimero 3.5.7%

2.—¢De cuintas maneras, se puede embalar una gruesa de obje-
tos, disponiéndolos en rectingulo?

3.—Con 200 baldosas, pueden formarse pavimentos rectangulares
de varias formas. jCuédntas?

4.—Demostrar, por descomposicién en factores primos, que 10!
es divisible por el producto 3!X7! y también por 5!X5!

5.—Demostrar que todo cuadrado perfecto tiene pares los expo--
nentes de sus factores primos.
6.—Extraer la raiz cuadrada de los siguientes cuadrados per-
fectos:
12) 2601; 20) 3969; 3¢) 12321; 4¢) 19881.

7—;Con qué cantidad minima de l4pices pueden hacerse 16,
18 y 24 paquetes sucesivamente?

8.—Quiero hacer cercos de 229, 342 y 420 metros largo. ;Cual
es la méxima longitud que pueden tener las piezas de alambre uti-
lizadas sin que haya que cortar ninguna:



CAPITULO VII

FRACCIONES ORDINARIAS

§ 21. DEFINICION Y TRANSFORMACION DE FRACCIONES

92.—Miltiplos y submiiltiplos. Partes alicuotas.

Hemos definido los miltiplos y submiltiplos de los

ntmeros, cosa andloga cabe hacer con los segmentos y
los angulos.

Asi, por ejemplo, en la figura el segmento b es el
quintuplo del a y el segmento ¢ es triplo del mismo a;
el 4ngulo llano es el triplo del dngulo sextante B, y es
duplo del &ngulo recto o cuadrante o, ¥y el 4ngulo de

una vuelta es cuddruplo del cuadrante y séxtuplo del
sextante.
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Estas relaciones se expresan de dos modos, segtin (ue
se consideren en uno u otro sentido. Asi, por ejemplo,
en la figura es indiferente decir:

i b es el quintuplo de a

la es la quinta parte de b.

En el caso de los dngulos es lo mismo decir:

el angulo llano es el duplo del 4ngulo recto.
el dngulo recto es la mitad del 4dngulo llano.
el dngulo de una vuelta es el séxtuplo del sextante.
el sextante es la sexta parte del d4ngulo de una vuelta.
Tenemos, pues, los términos siguientes para los mil-
tiplos:
duplo, triplo, cuddruplo, quintuplo, .....
y sus reciprocos para los submiiltiplos o partes alicuotas:
mitad, 3.* parte, 4.* parte, 5.* parte, .....
o lo que es lo mismo:
un medio, un tercio, un cuarto, un quinto, .....
En general: decir que ¢ es un n-simo de b o es la

n-suma parte de b, es lo mismo que decir que b es la
suma de n sumandos iguales al a.

93.—Multiplos de partes alicuotas. Fracciones.

Entendido asi el significado de parte alicuota, que-
dan definidos los mltiplos de cada parte alicuota;
asf, por ejemplo, en la figura del 92 el segmento
¢=a -+ a—a, se compone de tres quintos de b y po-
demos decir de varios modos:
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¢ es igual a tres quintos de b;

¢ se compone de tres quintos de b;
¢ tiene tres quintos de b;

¢ es tres quintos de b.

En cambio, b es cinco tercios de c.

En todas estas locuciones lo finico esencial son dos
datos: la clase de la parte alicuota y el ntimero de ellas.
Es decir, para determinar un segmento o &ngulo me-
diante otro, son necesarios dos ntimeros naturales: uno
indiea cémo se ha subdividido éste, es decir, denomina
la clase de partes alicuotas y por eso se llama denomi-
nador; y el otro es el nimero de partes, y por eso se
llama numerador.

Este par de nfimeros se escribe poniendo el denomi-
nador debajo del numerador, separado por una raya ho-
rizontal u oblicua, y el simbolo asi formado se llama
fraccion.

Por ejemplo: el segmento a ¢s —;— de b, y b es %

de ¢, y c es. % de b.
La fraccién se llama propia cuando el numerador no
es multiplo del denominador.

Si el numerador es miltiplo del denominador, la frac-
¢ién suele llamarse impropia y se conviene en represen-
tar por ella el cociente de ambos.

Recuérdese que la raya horizontal se usa también como
signo de divisién exacta; p. ej.:
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y este significado estd de acuerdo con el que ahora le
damos; pues si el segmento b, en vez de contener 5 ter-
cios de ¢ contiene 6, resulta ser igual al duplo de c, es
decir: seis tercios representa el ntimero 2, y anéloga-
mente: quince tercios es igual a 5, ete.

BEJERCICIOS

1. — Representacion grafica de las fracciones de términos cua-
lesquiera. Dibfijese una cuadricula de rectas perpendiculares y
equidistantes, adoptando una de cada sistema como recta o eje
de referencia. Para determinar cada punto de la red bastan los
dos ndmeros o coordenadas que determinan los dos rectas que pa-
san por él, referidas a los ejes.

¥

5

4

3

2

1 e

Yo X
10 2 le [& s Vle ‘|7 [¢ v

Introducido este concepto, convengamos en representar cada

fraceién por el punto cuyas coordenadas son el denominador y el
numerador. En la figura estin representadas las fracciones si-

guientes: l
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94, —Igualdad de fracciones y niimeros racionales.
Los segmentos, los angulos y todos los entes que se

pueden medir (pag. 12, ej. 3), se llaman magnitudes (*).

Puesto que cada fraccién representa una cierta mag-
nitud,, diremos que son iguales las fracciones que expre-
san una misma magnitud. Por ej.: un.cuadrante esta
expresado por 14 de circunferencia o de dngulo de una
vuelta; pero también estd expresado por 90/360, es de-
cir, 90 grados sexagesimales, luego eseribiremos

1 9

4 360
Diremos que todas las fracciones iguales entre si re-
presentan un mismo ntmero racional.

Para comparar fracciones podemos servirnos de seg-
mentos o signos que nos permitirdn descubrir criterios
aritméticos puros. Veamos, p. ej., que son iguales las frac-
ciones:

Segtin lo visto anteriormente, la fraceién 3/4 repre-
senta un segmento compuesto de tres cuartas partes de
Y Y Y Y Y Y Y
{1 by Reng e U i | T R e

15 16 U 16 Y5 16 %8
unidad, es decir, dividido el segmento que se adopte co-
mo unidad, en 4 partes iguales, basta tomar 3 de ellas
y resulta un nuevo segmento, que puede tomarse como
representacién conereta de la fraccién. Veamos ahora
la representacién de la segunda fraccién 6/8. Dividir

la unidad en 8 partes equivale a dividir cada una de las
(¥) En otro curso seri precisado este concepto.
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partes anteriores en dos iguales; y como cada uno de
los tres cuartos que contiene el segundo segmento tiene
dos octavos, resulta que el mismo segundo segmento sir-
ve para representar a la nueva fraccién 6/8; y lo mis-
mo representa a la tercera y a todas las iguales entre
si, puesto que cada una resulta de la primera multipli-
cando numerador y denominador por un mismo ntimero.

EJERCICIOS

1. — Verificar que las fracciones de igual denominador estén
en rectas paralelas a la OY.

2. — HAganse notar las relaciones siguientes, que los alummnos

pueden descubrir:

a) Las fracciones iguales estdn representadas por puntos ali-
neados con el origen 0 ¥y reciprocamente, el nimero racional esté
representado por esta recta y se llama pendiente de la misma.

b) Las rectas que proyectan los puntos de abscisa 1 represen-
tan nGmeros enteros.

¢) Los puntos del eje Y no representan ningiin nimero.

3. — Verificar si son iguales o desiguales las fracciones
3 2
3 b

Resuélvase gréafica y numéricamente, y obsérvese que de esta
cuestién depende la paradoja expuesta en la introduccién de la
Geometria de primer curso, segin la cual, con 64 baldosas se
forman 65.

4. — Verificar si son iguales o desiguales las fracciones
89 55
233 ' 14

La resolucién grafica mo es posible; resuélvase aritméticamen-
te, sin operacién minguna, por la simple observacién de las cifras
finales.

5. — Los puntos que representan los nimeros
1 3 5
By

estdn alineados, como se comprueba en la figura. jSon iguales
estos tres nimeros?

T
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95.—Transformacién y simplificacion de fracciones.

Como el razomamiento hecho en los ejemplos anterio-
res es general, resulta esta propiedad fundamental:

Un niimero racional no se altera si el numerador y el
denominador se multiplican o dividen exactamente por
un mismo nidmero. Bs deeir: las dos fracciones son igua-
les y representan el mismo niimero.

Ambas propiedades quedan expresadas por la igual-
dad siguiente:

o ap

n np

Simplificar una fraccién significa obtener otra equi-
valente cuyo numerador y denominador sean, respecti-
vamente, menores que los de aquélla.

Esta propiedad fundamental permite tal simplifica-
citn cuando hay algfin factor comfn al numerador y
denominador; pues suprimido dicho factor, es decir, di-
vidiendo ambos por él resulta otra fraccién equivalente
mas sencilla.

EJeMPLO: Si en un asilo hay 2000 pobres, y es preciso repartir
entre ellos 1500 panes, la solueién que proporciona el concepto de
fraccién establecido en pérrafos anteriores, es dar a cada asilado
1500/2000 de pan.

Pero, jharé falta dividir realmente cada pan en 2000 partes pa-
ra entregar 1500 de estas migajas a cada asilado? Salta a la vista
lo absurdo que resultaria este trabajo. El encrgado de esta tarea
podra solucionarla de modo mucho més sencillo, diciendo: 2000
es divisible por 100; es decir, 2000 hombres pueden distribuirse
en 100 grupos de a 20; también 1500 es divisible por 100; es de-
cir, 1500 panes pueden distribuirse en 100 grupos de a 15. Para
hacer el reparto, bastard dar un grupo de 15 panes a cada grupo
de 20 asilados, y lo que corresponderd a cada uno serd: 15/20
de pan.
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Hemos logrado asi una simplificacién notable en el reparto;
pero aun puede simplificarse més. Basta que el encargado tenga
en cuenta que 15 y 20 son ambos divisibles por 5, para que aplican-
do de nuevo la regla anterior, reduzca la fraccion a 3/4, y asi
resulta:

1500 15 3

2000 20 4

es decir, hard el reparto dando 3 panes a cada 4 asilados, corres-
pondiendo a cada uno 3/4 de pan.

;Puede simplificarse més? Evidentemente no, pues 3 y 4 ya no
admiten ningtn divisor comtn; es decir, son primos entre si. En-
tonces diremos que la fraccién se ha reducido ‘‘a su mas simple
expresién’’,

EJERCICIOS

Transformar las fracciones siguientes y representarlas gréfi-
camente:

1) 15 en fraccién con demominador 4, 6, 8, 10, 16.

- 2) %oy » » » 6,79, 12, ‘1p, ‘24.
3) % 5 o o - 85 "D BilGle90, #3%y
4) B ” ” 5 16, 24, 32, 40, 48.

96.—Fracciones irreducibles.

Para descubrir tales factores comunes, cuando no se
observan directamente, convendri descomponer en fac-
tores primos numerador y denominador. Si se calcula
el m. ¢. d de ambos y se dividen por él, los cocientes
son primos entre si, puesto que ya no contienen ningtn
factor primo comin, y se dice que la fraccién se ha re-
ducido a su més simple expresién, o que se ha hecho
irreducible.

DEerINICION. — Una fraccién cuyo numerador y deno-
minador son primos entre si se llama arreducible.

ReGrA. — Para transformar una fraccion en otra irre-
ducible se dividen sus dos términos por su m. c. d.
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EJEMPLOS, — Simplifiquemos las fracciones siguientes:
250 48 13310
40+ Li80 ol - ART0

En la primera y tercera se puede suprimir desde luego el fac-
tor 10, v en Ja segunda el factor 8, resultando:

25 6 1331

4 10t e

La primera es ya irreducible, puesto que 25 y 4 son primos en-
tre si, ya que sus factores son 5 en el numerador y 2 en el de-
nominador; la segunda admite todavia el factor 2, suprimido el
cual resulta 3/5; en la tercera no se observa inmediatamente fac-
tor comtin ninguno, pero descompuestos ambos términos en fac-
tores primos resulta:

1331 =11.11.31 TRT =P EIT

y suprimido el factor com@n 11 resulta la fraccién irreduci-
ble 121/17.

TrorEMA. — Todas las fracciones iguales @ una frac-
cién irreducible tienen sus términos equimiultiplos de los
de ésta.

La demostracion de esta propiedad, que no es esen-
cial en este curso, resultard fécilmente por reduceion a
comin denominador.

Nora. — Queda asi justificado el nombre de fraeeién
irreducible que hemos dado a la que tiene sus dos tér-
minos primos entre si, es decir, sin factor comin nin-
guno; pues cualquier otra igual a ella tiene sus dos
términos mayores.
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EJERCICIOS

Obtener mentalmente la fraceién irreducible equivalente a cada
una de las siguientes fracciones:

. 1:

2 2 4 5 @ 9 g 4 5
e MR e e R L T T
EJ. 2

2 4 8 2 2 4 a ° 3
sl T TR T e T

. a3
4 6 8 ‘6 2 e 16
20 30 ° 40 ' 50 18 ' 21 ' 36

EJ. 4: Simplificar, mediante descomposicién en factores pri

mos, las fracciones siguientes:
121 187 13231 10201

77
T e I R P TR T TS T T




§ 22. REDUCCION A COMUN DENOMINADOR

97.—Regla del producto de denominadores.

Reducir varias fracciones a un comtn denominador
es obtener otras tantas fracciones que sean respectiva-
mente iguales a las dadas y que tengan denominadores
iguales entre si.

Sean, por ejemplo, tres fracciones:

a b c

m n )

En virtud de la propiedad fundamental, cada frac-
cién se puede transformar en otra equivalente multipli-
cando sus términos por cualquier nfimero natural; si
multiplicamos-los dos términos de cada una por el pro-
dueto de los denominadores de todas las demés, tcnemos:

a anp b bmp c cmn

m mnp " on nmp ’ P pman '
pero estos tres denominadores son iguales, por la pro-
piedad conmutativa de la multiplicacién de nimeros na-
turales, luego las tres nuevas fracciones tienen el mismo
denominador; y, como son iguales a las dadas, éstas se
han reducido a denominador comun.

ReGLA . 1.2 Para reducir varias fracciones a denomina-
dor comiin, se multiplican los dos términos de cada una
por el producto de los denominadores de las demds.
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EJeMPLO. — Reducir a comin denominador las fraccioncs:
11 27 13
» gl foeNeB I A
Aplicando la regla anterior resultan las nuevas fracciones:
11.8.18 27.6.18 13408
g8 U BB8  1B.6.R

los productos indicados se pueden calcular; pero salen nameros
excesivamente grandes, siendo preferible segmr otro procedimien-
to que conduce a fracciones de términos menores, como ahora ve-
Temos.

98.—Regla del minimo comin denominador.

Ante todo comenzaremos por simplificar las fraecio-
nes, haciéndolas irreducibles. En ¢l ejemplo anterior lo
son las tres y ya no cdbe simplificacién previa. Caleu-
laremos el m. c. m. de los denominadores, el cual, cn
general, serd menor que el producto de estos denomi-
nadores; pero como este m.c.m es miltiplo de ca-
d’ald_enominadqr, es féacil transformar cada fraccién en
otra que tenga este nuevo denominador, multiplicando
sus dos términos por el factor conveniente, que es el
cocientede dicho m. ¢. m. por el denominador dado

SEan por eJemplo, las fres fracciones:

a b (i)

m n P
y sea M =m.ecm. (m , n , p) el minimo eomun mil-
tiplo de los denominadores. ;

Multiplicando los dos términos de la primera por el
nimero natural M :m se transforma en otra equivalente
de denominador M, puesto que este cociente M:m mul-
tiplicado por m da el producto M. Anélogamente sucede
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en las otras y las tres fracciones quedan transformadas
en éstas, respectivamente iguales:
a(M:m)  b(M:n) c(M:p)

M M M
Este denominador, minimo comfin maltiplo de los de-
nominadores, se llama minimo denominador comiin, pues
es el menor posible, como se puede demostrar.

REGLA 2.2 Para reducir fracciones o su minimo deno-
minador comin, se procede asi:

1.° — Se simplifican hasta hacerlas irreducibles.

2. — Se calcula el m. e¢. m. de todos los denominado-
res, el cual serd el demominador comiin.

3.°— Se divide este m. c. m. por cada denominador.

4.° — Los cocientes obtenidos son los factores por los

que deben multiplicarse respectivamente los numerado-
res dados, para obtener los nuevos numeradores.

EsemMpro 1. — Para reducir a su minimo denominador comiin,
las tres fracciones
11 27 13
6 g | .18

del ejemplo anterior, que ya son irreducibles, caleularemos el
m. ¢. m. (6, 8, 18) que se ve inmediatamente, o resulta de la des-
composicién en factores primos:

6=2.3 8=2.2.2 18/=2.8.3
y aplicando la regla ~(91) resulta:
m.e.m. (6,8,18) =2.2.2.3.3 =172
Cocientes: 72:6=12 728 =19 72:18 =4

y ‘multiplicando por ellos los tres numeradores resultan las nuevas
fracciones:

11.12 132 27.9 243 13.4 52

72 72 72 72 72 72
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EJeMPLO 2. — Reducir a minimo comfin denominador las frae-
ciones:
5, 4 9 11
18 s R0 5 8D

m. ¢. m. (12, 15, 20, 30) = 60.
Cocientes por los denominadores: 5, 4, 3, 2.
Productos por los numeradores: 25, 16, 27, 22.
Nuevas fracciones:
25 16 27 22

60 ' 60 ' 60 ' 60
EJERCICIOS

Reducir mentalmente a comin denominador los siguientes gru-
pos de fraceciones:

105 e 1
3 i 1 5 5 7 3 5
TR R TS oy e e T T g o R
EJ. 2
5 7 2 7 3 5
MNP e b Ty T
i Y P s
1 3 5 1 1 5 1
T Tr T 1 T T R W S

Reducir a comtn denominador las fracciones de cada uno de los
grupos siguientes:

EJ. 4:
3 2 3 2 2 1 3
T T e T el e A S TR
EaJ. 5:
1 5 5 7 1 1 5 7 11
B e TSR R AR (e T BT
EJs. 6
3 5 7 2 1 3 1 1

20 6 18 121 ' 143 169 10201 11413
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99.—Desigualdades de fracciones.

Puesto que cada ntimero fraccionario estd represen-
tado por un segmento, veamos la relacién que hay en-
tre los segmentos correspondientes a dos nfimeros des-
iguales. Reducidas las dos fracciones a com@n denomi-
nador, sean éstas a/n y b/n, siendo a, b, n naturales,
ya<b.

Puesto que el segmento que representa al primero se
compone de a segmentos iguales a la n-sima parte de la
unidad y el segmento que representa al segundo nimero
se compone de b.partes, ignales también a la n-sima par-
te de la unidad, resulta: que si es @ < b, el primer seg-
mento es igual a una parte del segundo, puesto que sélo
contiene @ segmentos alicuotas de los b que contiene el
segundo.

Por tanto: entre dos fracciones de igual denominador
es menor la que tiene menor numerador.

Anéglogamente: entre dos fracciones de igual numera-
dor es menor la de mayor denominador.

Pues cada una de las partes es menor y el nimero de
ellas es el mismo en ambas.

Si las fracciones son cualesquiera se comparan reducién-
dolas a comOn denominador y sera

@ b an bm
——>—— sies =
m n mn nm

es deeir: si an > bm. Esta es la regla de los productos
cruzados que permite saber cual de las dos fracciones es
la mayor.
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EJERCICIOS
Eg. 1. — Ordenar mentalmente de menor a mayor los nimeros
siguientes:
i i 2 1 3 4
EO-Zrgog sl Lnal A e S
EJ. 2. — Ordenar de menor a mayor los siguientes niimeros:
5 28 58 13 21 319
e T P TP T T
EJ. 3. — Ordenar los ntimeros de cada uno de los pares si-
guientes:
2 3 89 55
S8 Vi gnia s

que se presentan en la paradoja geométrica expuesta en la Intro-
duccion de la Geometria, I.* parte.

NOTAS

1. — Las tfinicas fracciones iguales a ciertas dadas (que supone-
mos irreducibles), son las que tienen sus términos equimiiltiplos;
pero todo miltiplo comtn de los denominadores debe contener los
factores primos de todos ellos, con exponentes iguales o mayores,
(89), luego es miltiplo del m.c.m. Por tanto: las fracciones
iguales a las dadas tienen sus denominadores miltiplos del m.c.m.
y éste es, por tanto, el minimo denominador comiim.

2. — En alglin caso especial puede mno convenir la simplifica-
~cién previa prescrita en la Regla 2.% Por ejemplo:
10 3 1
Lt T



§ 23. SUMA Y RESTA DE FRACCIONES
100.—Definicién y calculo de la suma.

Como los ntimeros racionales pueden venir expresa-
dos por fraeciones de igual o distinto denominador, da-
remos definiciones distintas para sumar fracciones en
ambos casos. ‘ f ’

Consideremos, para fijar las ideas, las fracciones ya
reducidas a comin denominador: 3/6 y 8/6.

8/ 6 8/ ]
I

| (O TR i s A Ve § 3

|

La primera esti representada por un segmento for-
mado por tres de las seis partes en que se supone di-
vidida la unidad; la segunda fraccién estd representa-
da poi‘ otro segmento formado por 8 de dichas partes.
Si sumamos ambos segmentos, segiin se explicd en el
primer curso de Geometria, resulta un segmento, forma-
do por 3+ 8 = 11 segmentos iguales a un sexto; y la
fraceibn que le corresponde es, por tanto, la suma de
ambas.

. Queda asi justificada la siguiente

DEFINICION. — Se llama suma de dos o més fraeccio-
nes de tgual demominador a otra fraceién de igual de-
nominador, cuyo numerador sea la suma de los nume-
radores. Es decir: ‘

m m m m

Se llama suma de dos o méas fracciones de distinto de-
nominador, a la suma de otras tantas fracciones de igual
denominador, iguales respectivamente a las dadas. Es
deeir: ‘

BIBLIOTECA NACIONAL

DE MAESTROS
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@ b c « b’ ¢t
—t— =t —+-—
m n P d d d
siendo
o a b’ b ¢ ¢
TR T rs AR D

En particular, el denominador comin podra ser el
producto de los denominadores de las fracciones, y en-
tonces se tendra:

@ b ¢ anp bmp cmmn

—_—t—t—= - -
m n D mnp mnp mnp

o0 bien, el minimo comtn denominador M, y entonces

a b ¢ aM:m) bM:n) -c(M:p)
—t—t—= - +
m n D M M M

siendo M = m. e. m. (m, n, p).

Como cada namero racional puede expresarse por in-
finitas fraeciones, cabe la duda de si la suma obtenida
serd distinta segin el denominador elegido.

Se observa, sin embargo, que los resultados, aunque
expresados por fracciones de términos distintos, son nd-
meros iguales.

EJERCICIOS
Efectuar mentalmente las sumas siguientes:
EJ. 1% :

il 1 5 ( 1 15 5 7
S AR , ey, e h =
2 2 3 3 4 4 6 6

EJ. 2:
3 7 2 4 14 7 11 15
R = e I, U I s e

4 Bl's 13 SR R T B
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101.—Propiedades de la suma.

PROPIEDAD UNIFORME.—Puesto que las fracciones igua-
les representan el mismo namero, es decir, la misma mag-
nitud, y el resultado de sumar estas magnitudes es in-
dependiente de las fracciones elegidas, resulta:

Sumando miembro a miembro varias igualdades re-
sulta otra igualdad.

PROPIEDAD CONMUTATIVA. — Ha quedado demostrada
también ; pero se puede dar otra demostracién aritmética.

Puesto que la suma de ntmeros racionales, una vez
expresados por fracciones de comfin denominador, se
reduce a sumar los numeradores, resulta que al alterar
el orden de dos o varios sumandos, se altera el orden de
los sumandos naturales que figuran en el numerador, lo
cual no altera el resultado (18).

Por tanto: La suma de miimeros racionales es inde-
pendiente del orden de los sumandos.

EJemPLOS
a b o a+b-+tec
n n n n
c a b c+a-+b
n n n n

y ambos resultados son iguales, por ser a+b+ec=c+a+b.

PROPIEDAD ASOCIATIVA. — También queda demostrada
mediante las magnitudes, pero he aqui una demostracién
aritmética anédloga a la anterior.

Bl mismo razonamiento sirve para ésta; pues asociar
algunos sumandos, equivale a asociar varios sumandos
en el numerador, y como para los sumandos enteros
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La suma de nimeros racionales no altera si se susti-
tuyen varios sumandos por su swma efectuada.

En la practica conviene utilizar estas propiedades pa-
ra abreviar el caleculo de la suma, agrupando aquellos
nimeros cuya suma es sencilla, bien por dar una suma
entera, o por tener el mismo denominador, o por otra
simplificacién,
~ Ejempro 1: %h+3+%+8+%

Claramente se observa la asociacién mis conveniente. Conven-
drd sumar separadamente los sumandos enteros 3 8 =11 y los
fraceionarios; y de éstos conviene sumar la primera fraccién. con
la 1ltima, pues su suma es 1. Por tanto:

i 1 1 96 + 1 97
i S B DR | B e e
+ 8 8 8 8

EJempPro 2. — Sean los sumandos:
4 2 2 3 1
3 B A e ol g

Como la suma del primero y tercero vale 2 y la del segundo
y cuarto vale 1, la suma es igual a ésta:
BH14+%=3+%
resultado que suele dejarse asi indicado, como veremos después,
o bien efectuada la nueva suma, resulta 13/4.

EJERCICIOS
Sumar, asociando convenientemente:
b 4o 49 1
- e i, ¥ o e
13 15 13 13
10 1 1 1 il
sy |l e Sl e R il o
121 16 8 4 121

102.—Ley de monotonia y suma de desigualdades.
Es una consecuencia inmediata de la ley de monoto-
nia de la adicién de los ntimeros naturales.
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También resulta observando que si un segmento es
mayor que otro, subsiste la desigualdad al sumar los seg-
mentos iguales. Por tanto:

Si se suman ordenadamente une igueldad y une des-
igualdad entre nimeros racionales, resulte otra desigual-
dad del mismo sentido.

Si en la primera igualdad se sustituye el signo = por
el < subsiste todo lo dicho y resulta una desigualdad.
Es decir: la suma de dos desigualdades es otra desigual-
dad; y si se suma otra tercera del mismo sentido re-
sulta otra del mismo sentido, luego:

Si se suman ordenadamente varias desigualdades del
mismo sentido, resulta otra desigualdad del mismo sen-
tido. ‘ '

103.—Fracciones impuras y niimeros mixtos.

Las propiedades estudiadas en las lecciones anteriores
son validas para todas las fracciones, pero conviene, des-
de el punto de vista préctico, considerar separadamente
las que tienen el numerador menor o mayor que el de-
nominador.

Se llama fraceién pure la que tiene el numerador me-
nor que el denominador y se llama fraccién smpure la
que tiene el numerador mayor o igual que el denomina-
dor. Es decir:

pura siae<n

la fraceién a/n es % ; il
impura si @ = n

y como la unidad puede representarse por la fraceién
n/n, resulta:
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pura si es menor que 1

la fraeeion es% 2 : 2
impura si es igual o mayor que 1

EJemprLos. — Clasificar las fracciones siguientes:
23 10+ 11+ 12 12.13
17l 92 10 18 T

Un caso particular de la suma, que conduce segura-
mente a una fraceién impropia, es el siguiente: suma
de un ntmero natural y de una fraccion pura. Como
dicha suma se presenta con frecuencia, ha recibido el
nombre especial de nitmero mixzto y se eseribe omitiendo
el signo de sumar, en la forma siguiente:

2+1%=2%  3+%=3%

DEFINICION. — Niumero mizto es la suma indicada de
un namero natural y una fraccién pura.
EJEMPLOS. — Los niimeros mixtos:
1% , 23 , 2% , 103
representan las sumas siguientes:

1+% , 24+% , 24+% , 10+4+%

Para calcular la suma:

”
(G e
d

pondremos ¢ en forma de fraccion:

de

y la suma sera:
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de r de +7r
_+_=___*___ [1]
d d a i

Resulta asi la siguiente regla préctica:

REGLA. — Pare reducir un nimero mixto @ fraccion
se pone el mismo denominador y como numerader el ni-
mero obtenido multiplicando la parte entera por el de-
nominador y sumando el numerador,

EJEMPLOS ¢
2 4742 30
T 7 B
3 10.4+3 43
10 et
4 4 4

Reciprocamente: Dada una fraccién impura D/d, es
decir, D > d, si efectuamos la divisién entera de D por d
y llamamos ¢ al cociente y r al resto, el nimero D, segan
se demostré en (60) quedard descompuesto en la forma:

D =dc—+r siendo r < d

y leyendo en sentido inverso la igualdad anterior [1] en
virtud del cardcter reciproco de la igualdad, resulta:

D/d=c—|—r/d=c+:l——

es decir: la fraccion impura se ha transformado en ni-
mero mixto.

Una fraccion impura es igual a un nimero mixto
cuya parte entera es el cociente entero del mumerador
por el denominador; y la fraccion complementaria, del
mismo denominador que la dada, tiene como numerador
el resto.
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EJEMPLO:
67 2 31416 1416 177
g = =3+ =3
13 13 10000 10000 1250

104.—Suma de niimeros mixtos.

Puesto que cada ntimero mixto es una suma indica-
da, bastard formar una suma con todos los sumandos y
asociarlos convenientemente en virtud de la propiedad
asociativa (101). La asociacién més conveniente sera la
de las partes enteras, que sumadas dardn un niimero
natural y, por otra parte, se sumardn las partes frac-
cionarias, reduciéndolas a comtn. denominador; resulta
asi una suma de un namero natural y una fraceién, que
puede reducirse a una sola fraccién.

EJEMPLOS :
1%+2%+3U=01+2+3)+(%+%+% =6+ %
1% +5%+2%=1+5+2) +(%+ %+ %) =9+1/12

Si la fraceién obtenida es pura, queda expresada la
suma en forma de ntimero mixto; y si la fraccién obte-
nida es impura, se puede separar su parte entera, segiin
hemos explicado en el parrafo anterior, y sumarla a las
otras partes enteras.

REGLA. — Para sumar verios nimeros mictos se su-
man las partes fraccionarias; si la fraccion resultante es
pura se le agrega la suma de las partes enteras; pero
st la fraccion obtenida es impura, se saca su parte entera,
la cual se suma o las partes enteras de los nimeros miz-
tos dados, para obtewer la parte entera del resultado.

EJ. 1. — Reducir mentalmente a fracciones los mixtos siguientes:
1% , 8% , 5%
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EJ. 2. — Reducir a mixtos las fracciones siguientes:
93 2000 ¢ 4566 12560
VSR G S W S VT e BT 7
EJ. 3. — Calcular las sumas:

2% +1%+1% , 11%+10% 1% +9%

105.—Resta de fracciones.

La definicién de esta operacién, ecomo inversa de la
suma, es la misma para toda clase de ntimeros.

Restar de un ntmero racional, llamado minuendo, otro
nfimero llamado sustraendo, es obtener otro, llamado di-
ferencia, tal que sumado con el sustraendo dé como su-
ma el minuendo, Eseribir la igualdad

a b d

m " D

equivale a esta otra:
Ao % B o

e fr ——— == ———

P ny e

EJeMprLos: Si de un trozo de 7/5 m. de tela corto 3/5 m., ;cudn-
to me queda? Diré: 7 quintos de m. menos 3 quintos de metro = 4
quintos de m., y escribiré en términos abstractos:

7 3 4

5. & 5
Si de un trozo de 7/5 m. de tela corto 3/4 m., jcuidnto me que-
da? Como los demominadores son distintos, empezaré reduciendo
Jas fracciones a un comin denominador, y luego efectuaré la res-
ta, como antes, asi:
7 3 7.4 3.5 28 15 13

5 4~ B4 ¢ 45 20 20 20
Daremos ahora las demostraciones generales, con todo rigor.
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Si el minuendo y el sustraendo se expresan por frac-
ciones de igual denominador, y se restan los numerado-
res, resulta una fraceién que sumada al sustraendo da ci
minuendo. En efecto: sean las dos fracciones dadas:

@ b

n n
restando los numeradores resulta:
a—b

n
esta es la diferencia buseada; pues si la sumamos al sus-

traendo segtin la regla (100), resulta el minuendo.
a—D b (e—b) +0 @

+ —= -———

n n n n

REGLA. — Para restar dos nimeros racionales se re-

ducen a denominador comin y se forma uma fraccion

que tenga este mismo demominador y como numerador

la diferencia entre el numerador del minuendo y el nu-
merador del sustraendo.

EJERCICIOS
EJ. 1. — Caleular mentalmente las diferencias:
5 5 7 4 .. 5 1 9 4
St e e ot i et ey SR
5 5 4 i 7 5 11 5
B S T ST S T YO S T R T
EJ. 2. — Calcular mentalmente las diferencias de ntmeros

mixtos:
2%_]/4 ’ 6%_4% ;) 578’—25/8
31, —28% , 5%—2% , 20%—12%
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106.—Multiplicacion por un niimero natural.

La definicién de producto dada para los ntimeros na-
turales: ‘‘suma de tantos sumandos iguales al multipli-
cando como unidades tiene el multiplicador’ sélo es
valida cuando el multiplicador es un ntimero natural.
Asi, por ejemplo, multiplicar 54 por 3 quiere decir que
se forme una suma

5 5 5 54545 5.3

ey —_— — = =

8 8 8 8 8

es decir: se multiplica el entero por el numerador, con-
servando el mismo denominador. Pero si el multiplicador
es 34, carece de sentido hablar de una suma cuyo n-
mero de sumandos sea 3.

Limitdndonos, pues, al caso de multiplicador natural,
resulta : :

Para multiplicar una fraccion por un nimero natural,
se multiplica por éste el numerador, conservando el mis-
mo denominador

107.—Divisién por un ntimero natural.

Para dividir en dos partes iguales una magnitud,
p. €j., un segmento cuya medida es 3/4, basta dividir en
dos partes cada uno de los 3 cuartos que la componen
v sumar estas nuevas partes alicuotas, que son octavos
de unidad, resultando por tanto 3/8.

Este razonamiento, que hemos aplicado al ejemplo (93)
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es general y justifica la siguiente definicién:

Cociente de una fraccion por un numero natural, es
la fraccion formada multiplicando el demominador por
dicho miimero y conservando el mismo numerador. Es
decir:

=
m mn
Obsérvese que al multiplicar esta fraceién por n resul-

ta la dada, propiedad que también habria conducido a
la misma férmula.

Esta y la anterior pueden enunciarse asi: S s¢ multi-
plica ‘por un nimero natural el numerador de una frac-
cion, ésta queda multiplicada; si se multiplica el deno-
minador, la fraccion queda dividida.

108.—Multiplicacién de fracciones por fracciones.

1 problema de multiplicar una magnitud, p. ej., un
segmento, por una fraeeién ha sido ya explicado en (93) ; ,
se resuelve dividiendo aquella magnitud en tantas partes
iguales como indique el denominador y tomando tantas
de ellas como indique el numerador.

Tste razonamiento es aplicable a todo caso andlogo y
justifica esta

EJemMpPLO: Supongamos que se quiere multiplicar por 5/2 el seg-
mento dibujado en (94) cuya longitud es 3/4, basta dividirlo por 2,
resultando un segmento de longitud 3/8 y multiplicar por 5, re-
sultando en definitiva 15/8. Es decir:

3 5 15
s 8
DERINICION. — Se lama producto de dos o mds frac-

ciones a la fraccion cuyo nmumerador es el producto de
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los numeradores y el denominador el producto de los
denominadores.

EJeEMpLo 1. — Efectuar el producto indicado:
24 36 33

. 31 55 16
Multiplicando los numeradores y los denominadores, resulta:

24.36.33 3.36.3

11.55.16 55.2

Todavia se puede suprimir el factor comin 2 y resulta la frae-
eién irreducible

3.18.3 162
55 55

Obsérvese la abreviacién considerable que estas sim-
plificaciones previas producen en el cileulo, evitando ha-
cer multiplicaciones de ntimeros grandes. He aqui la re-
gla practica para abreviar el ecédlculo: "

Antes de efectuar las multiplicaciones de los mumera-
dores y de los denominadores, se dejardn éstas indica-
das y se swprimirdn todos los factores comumes a mu-
merador y denominador, antes de hacer los productos.

109.—Significado geométrico.

Las fracciones a/m y b/n estin representadas por dos segmen-
tos que se obtienen del modo siguiente: Se divide el segmento
unidad en m partes iguales y se toman a partes, se divide la mis-
ma unidad en n partes y se toman b. Si con los dos segmentos asi
formados que representan las dos fracciones (en la figura las
dos fraecciones son 5/3 y 3/4) se construye un rectdngulo y por los
puntos de divisién se trazan paralelas a los lados, queda descom-
puesto en @.b rectdngulos (en la figura son 15) que son partes
alicuotas del cuadrado unidad cuyo lado es la unidad de longi-
tud. ;De qué clase son estas partes alicuotas, es decir, cuéntas
de ellas contiene el cuadrado unidad? Basta contar en la cua-
dricula el ntmero que hay en cada lado y resultan m.n (en la
figura son 3.4 =12). Cada rectdngulo alicuota representa, por
tanto, 1/12 de unidad y como el nimero de ellos contenidos en el
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1

_/\._ﬁ

i
—
=

1 20 (R
37 8 e
[ L [ 1

|

rectangulo formado por los dos segmentos es a.b =15, resulta
que el producto de las dos fracciomes: 15/12, y en general
a.b/m.n representa el fdrea del rectdngulo construido sobre los
dos segmentos que tienen por medidas aquellas dos fracciones.

EJERCICIOS
EJj. 1. — Calcular mentalmente los productos:
%h4 , %.4 , %.6 , %.21 ;, 3.6 , 7%.6

EJ. 2. — Calcular en forma irreducible:

1 1 1 1 3 4 5 0 3 1
g —.?.

2
R == 3 . . s

15
g gt e T L I e T 6

110.—Ptropiedades de la multiplicacién.

PROPIEDAD UNIFORME

Como el producto representa la magnitud obtenida
aplicando a la magnitud multiplicando la operacién in-
dicada por el multiplicador, no depende de la forma adop-
tada para ambas. Es decir: -

El producto de dos mumeros racionales es iinico, es
decir, independiente de cuales sean las fracciones que los
representen.

De otro modo: Los productos de fracciones iguales
son iguales.

PROPIEDAD CONMUTATIVA
Como el numerador del producto es el producto de
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los numeradores, y por ser estos enteros, dicho produc-
to es independiente del orden en que se consideren los
factores, y lo mismo sucede con el denominador, resulta:

El producto de mimeros racionales es independiente
del orden de los factores.

PROPIEDAD ASOCIATIVA

Asociar dos o méas factores equivale a asociar los co-
rrespondientes numeradores y los denominadores, ope-
racién que segfin se ha probado en (18) no altera
el resultado, luego queda demostrada la propiedad:
El producto de varios nimeros racionales no se altera
sustituyendo varios de ellos por su producto efectuado.

EJEMPLO:
a b e h a.b.c.h

m n o D k m.a.p.k

en cambio, si asociamos los tres primeros, resulta:

( a b ¢ h a.b.c.h

m n p I m.n.p.k

que es la misma fraceién.

Puesto que la propiedad asociativa expresa igualdad,
puede enunciarse ésta en sentido inverso y resulta: Se
puede disociar un factor en varios factores, o sea: en un
producto se puede suprimir todos los paréntesis.

EJEMPLOS
3 d e d e
(%a)(%b)(__. i _):% % %av .
4 n P n P
Nora. — Desde ahora se usaridn paréntesis para en-

cerrar sumas o diferencias indicadas, pero no productos
ni cocientes.
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EJERCICIO-

Suprimir los paréntesis innecesarios en las expresiones:

[a+ (b.0c)(d—e)] [a.b.0)] —(a—+ b)[a—3(b.c)]
PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

Para multiplicar o dividir una suma de magnitudes
por un namero natural, basta hacer esta operacién con
cada sumando y sumar los resultados, luego pasando a
los ntimeros que representan la magnitud, resulta:

El producto de una sume por un nimero racional es
la suma de los productos obtemidos multiplicando cada
uno de los sumandos por el mimero.

St todos los térmanos de uma suma tienen un factor

comiin, se puede sacar como factor de la suma de los
restantes factores.

EJERCICIOS

1.—Aplicar todas las propiedades demostradas en esta Leccién
a las fracciones decimales, es decir, que tienen como denominador
una potencia de 10.

El alumno  conoce ya las reglas de célculo con niimeros fraccio-
narios decimales, las cuales quedan asi demostradas.

2.—Sabiendo que el peso papel vale 44 centavos ore, resolver
problemas de precios de mercaderias diversas que se cotizan en
pesos oro, efectuando previamente todas las simplificaciones posi-
bles. Asi, p. ej.: 22 rollos de alambre a 14,80 oro cuestan en pe-
sos papel:

22 . 14,80 740

0,44 1
Aunque en otros casos la simplificacién mo sea tan completa,
conviene suprimir todo factor 2, o mejor 4, pues la divisién por
11 se puede hacer mentalmente, dando asi directamente el resultado.
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111.—Divisién de niimeros racionales.

Recordemos que en el capitulo IV distinguiamos dos
clases de divisiones: la divisién exacte y la divisién en-
tera, que contiene como caso particular a la exacta, cuan-
do el dividendo es mtltiplo del divisor; pero cuando no
lo es, solamente la division entera es posible en la Arit-
mética de los nfimeros naturales. En cambio, vamos a
ver que el problema de la division exacta admite solu-
¢ién mediante los nuevos niimeros que hemos creado.

La definicién de divisién exacta es la misma dada en
la leccién 13, pero suprimiendo la restriecién de que
¢l dividendo sea miltiplo del divisor.

DerNicioN. — Dados dos niimeros racionales llama-
dos dividendo y divisor, se llama cociente al nimero que
multiplicado por el divisor da como producto el divi-
dendo. La operacién que tiene por objeto calcular el co-
ciente se llama diwision.

No es necesario agregar el calificativo de exacte a la
divisién, porque es la finica que estudiaremos entre ni-
meros racionales y no hay, por tanto, peligro de con-
fusion.

Hemos llamado cociente al nimero que multiplicado
por el divisor da eomo producto el dividendo; pero,
jexistird tal ntimero?, y si existe, jserd tinico o habrd
varios? Mientras no se aclaren estas dudas la defini-
cién carecers de valor, pues sélo serd el planteamiento
de un problema, sin saber si admite soluecién.
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La solucién de este problema la proporciona la si-
guiente regla: Para dividir dos fracciones se multiplica
la fraccion dividendo por la fraccion divisor invertida.

Es decir,

2 3 2 T 2.7 14

9 i 9 3 9.3 27
En efecto, éste es el cociente, porque multiplicado por
el divisor se obtiene el dividendo, después de simplificar:

20078 20 T8 2

9i 3T 90, Bl 9

Brevemente suele decirse asf: se multiplican en cruz

las dos fracciones, queriendo expresar esta frase que el

numerador del dividendo se multiplica por el denomi-

nador del divisor y el denominador del dividendo por
el numerador del divisor.

EJeMmPLOS :
i 5 2 7 2.7 14
T TR R A
3 9 3 16 3.16 2
8 16 8 gy s
1 4 1 9 9 3
T B S R A T g
EJERCICIOS
Caleular los cocientes siguientes:
3 1 6 2 10 25
B har it e e e T 27 9
NOTAS
Significado geoméirico de los mimeros inversos. — La figura

representa un segmento que es los 34 de otro, es decir, dividido
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en cuatro partes aquél tiene tres de ellas; y claro es que com-
parados inversamente, el primero es los cuatro tercios del segun-
do, pues contiene cuatro partes de las tres partes en que el se-
gundo estd dividido. Los dos néimeros racionales que expresan
cada uno de dos segmentos mediante el otro som, por tanto, ni-
meros inversos.

| | I I Il I | |

EisemprLo. — Cuando se hicieron las primeras mediciones de ar-
cos de meridiano para establecer el patrén que se llama metro, la
unidad de longitud era la toesa, y la medida de la diezmillonésima
parte del cuadrante de meridiano resulté aproximadamente 20/39
de toesa, jeudl seria la longitud de la toesa expresada en metros?

El n@imero inverso, es
39 195

20 100
luego la toesa contiene 195 centésimas de metro, o sea centimetros.

112.—Propiedades de la division.

Puesto que la divisién se reduce a la multiplicacion,
resulta inmediatamente la propiedad uniforme:

Nimeros iguates dan cocientes iguales.

Asimismo resulta la propiedad distributiva.

Para dividir una suma (diferencia) por un nimero se
divide cada término y se suman (restan) los cocientes.

En general : Para diwidir una suma algebraica por un
nimero se divide cade uno de los términos y se forma
la suma algebraica con los cocientes.

Nora. — En la prictica convendra casi siempre efectuar antes
la suma algebraica y después la divisibn, de modo que esta
propiedad distributiva se utiliza més bien en sentido inverso, es

decir, sacando como divisor tnico el divisor comin de varios co-
cientes,

EJERCICIOS
© Simplificar las expresiones:

(Y%—3h +5%): 3% ; (ab -+ be + ea) : abe
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Aplicando estas reglas se llega a reducir toda expre-
sion racional a una fraccion tnieca.

EJERCICIOS

Calcular las expresiones:
(=485 =2y (=74 (% + %) (% +%)
(T+%) A+%) A+%)  (%+%) (% +%)

113. —Divisién completa de nimeros naturales.

En particular, si el dividendo y el divisor son ntime-
ros enteros, el cociente es la fracciéon que tiene aquel
numerador y este denominador; en efecto, aplicando la

a b a i a

- b e e e R

1 1 1 b b
Queda asi resuelto el problema de la divisién de dos
ntimeros, aunque el dividendo no sea multiplo del divi-
sor; el cociente existe, pero es fraceionario.

En general: Dados los ntimeros naturales D y d, si es
D =d.c+r, se verifica:

D r
—_ = + .
d d

BEs decir: El cociente completo de la dwisién D por d
es igual al cociente entero mds une fraccion cuyo nume-
rador es el resto, y el denominador es el mismo divisor.

EJeMPLO. — Supongamos que se trata de repartir 8 objetos en-
tre cuatro personas. El cociente es 2, es decir, a cada persona le
corresponden 2 objetos; tenemos la divisién exacta.

Supongamos ahora que el nimero de objetos a repartir entre
las 4 personas sea 7; la resolucién dada en el capitulo IV, me-
diante la divisién entera, consiste en repartir un solo objeto a
cada persona (cociente entero) quedando sobrantes tres objetos
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(resto de la divisién entera). En cambio, la solucién ahora obte-
nida mediante los n@meros fraccionarios es ésta: a cada persona
corresponden siete cuartos, es decir, hay que partir los objetos
en 4 partes iguales y dar a cada persona 7 de estas partes iguales,
0 bien 1 834, es decir: un objeto y 34 de objeto.

114 .—Potenciacién de fracciones.

La definicién de la potencia de un nimero es siem-
pre la misma, eualquiera que sea la naturaleza de este
ntimero. Recordemos, pues, la dada en la leccién 12.

DEFINICION. — Se llama potencia n -sima de un nd-
mero al producto de n factores iguales a ese namero.
Este se llama base y n se llama exponente o grado. Elevar
un ntmero a la potencia n es calcular la potencia de
exponente n de dicho nfimero o base.

ByeMPLo. — Elevar al cuadrado una fraceién es formar el cua-
drado, o segunda potencia, o potencia de exponente 2; elevar al
cubo es formar la potencia de expomente 3, ete.

Como la potencia mo es sino un caso especial de la
multiplicacién, en que todos los factores son iguales,
basta aplicar la regla de la multiplicacién para formar
la potencia, es decir, multiplicaremos los numeradores ;
y como todos son iguales, resulta la potencia del nume-
rador con exponente n; anadlogamente multiplicaremos
los denominadores y, como todos son iguales, resulta la
potencia del denominador de la fraccion dada. Obtene-
mos, pues, la siguiente:

Recra, — La potencia n - sima de una fraccion es la
fraccion cuyo mumerador es la potencia n - sima del nu-
merador y el denominador es la potencia m - sima del
denominador de la fraccion dada.
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Es deecir:

n factores n factores

n factores

115.—Potencias de fracciones irreducibles.

Si aplicamos esta regla a una fraccién irreducible,
es decir, a una fraccién cuyos dos términos no tengan
ningin factor primo comin, como la potencia del nu-
merador tiene los mismos factores primos de éste y la
potencia del denominador tiene los mismos factores de
éste, resulta que ambas potencias tampoco tienen min-
gn factor comin y, por tanto, son ntimeros primos en-
tre si. Podemos enunciar, por tanto, este resultado:

Toda potencia de una fraccidn irreducible es otre
fraccion irreducible.

Esempros. — Las potencias de la fraccién 34 son
3 9 27
B T L I

todas ellas fracciones irreducibles por tener sus términos primos
entre si.

116.—Reglas generales de céalculo de potencias.

Como ejercicio de aplicacién de las reglas anteriores,
demuéstrense las siguientes:

Reera 1. — La potencia n-sima de un producto es el
producto de las potencias n-simas de cada uno de los
factores.

II. — La potencia n-sima de un cociente es el cociente
de las potencias n-simas del dividendo y del divisor.
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ITI. — Las potencias n-simas de los dos miembros de
una desigualdad entre miimeros positivos, forman otra
desigualdad del mismo sentido.

IV. — Las potencias sucesivas de un mimero mayor
que 1 crecen al crecer el exponente.

Expresado de otro modo: De dos potencias de igual
base a > 1 y distinto grado, es mayor la de mayor ex-
ponente. :

V. — El producto de potencias de la misma base es
otra potencia de esta base cuyo exponente es la suma
de exponentes.

VI. — La potencia de una potencia es la potencia cuyo
exponente es el producto de los exponentes.

EJERCICIOS
EJ. 1. — Calcular la cuarta potencia de las fracciones siguientes:
% 1% 2%
161, AR i e
E3. 2. — Caleular del modo més breve posible:
(1%)2 (34)3 (16)2 (%4)3 (k)4

(36)4 ’ (3)2 (%)3



EJERCICIOS DE RECAPITULACION
Ejercicios de numeracion.
:En una clase de 30 alumnos ghay al menos dos cuyos nombres
comienzan por la misma letra?

Entre los 1.000 primeros numeros. ;Cuéntos terminan en 1%
; Cuéntos terminan en 27% ;Cuéntos comienzan por 13%

;Cuéntos nimeros hay de n cifras?

;Cudntos nimeros de tres cifras hay que tienen el 2 ecomo cifra
de decenas?

;Cuél es el menor y cuél el mayor de los nimeros que tienen
n cifras?

En la numeracién de un libro de 572 pAginas, ;cuéntas veces
se emplea la cifra 07

;Cuéntos tipos son necesarios para numerar un libro de 1234
pAginas, si cada tipo se emplea una vez?

Ejercicios de sumas ¥y restas combinadas.

Si el padre tiene 53 aifios, y su hijo 16. ;Cuéntos afios tendra el
padre cuando el hijo tenga 279

Reconstruir las siguientes sustraceiones:

I leba8
== 4 16 —baT?2
SEGT deba

Si el padre tiene 45 afios, y sus hijos 16, 13 y 8, zeuindo seré
la edad del padre igual a la suma de las edades de sus hijos?

;Cuéntos pesos fueron repartidos entre cuatro personas, sabien-
do que la primera recibié 237 pesos, la segunda 245 més aue la
primera, la tercera 320 més que la segunda, y la cuarta tanto co-
mo entre las otras tres?

Determinar tres nimeros consecutivos cuya suma sea 123. ;Qué

condieién debe cumplir la suma para que el problema tenga so-
lucién?

Ejercicios de multiplicaciémn.

Al multiplicar 8125 X 912 se ha olvidado correr hacia la iz-
quierda cada producto parcial antes de sumarlos. Corregir el re-
sultado 97500, suméndole un nuevo producto parcial conveniente.

;Cuéntas cifras tiene el producto de un nimero ¢ de einco ci-
fras por otro de siete cifras?
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Piensa un ndmero de una cifra; duplicale; sume 6; duplica la
suma; multiplica por 5; afiade 6; multplica por 5. Conociendo el
niimero que resulta, calcular el primero.

Hallar un ntimero de cuatro cifras cuyo producto por 9, es el
mismo nimero eserito en orden inverso. =
Ejercicios de potencias.

Recordando las cifras finales de los cubos de los nimeros digi-
tos, caleular la cifra de las unidades de 2138272,

Con 29 baldosas méds, mi habitacién, que es cuadrada, tendria
una baldosa més por lado. ;Cuéntas tiene?

A un jardinero le faltan 15 plantas para formar un ecuadro y
le sobran 34 para formar otro con una planta menos por lado.
;Cuéintas tiene?

E jercicios de division.

Después de eambiar un billete de 100 pesos y efectuar algunas
compras 9 nifios, sobran 5 pesos al repartirse el dinero. Si el re-
parto se hubiera hecho entre 4 nifios habria sobrado 1 peso. Calcu-
lar el importe de las compras.

Caleular el divisor y el resto de una divisién que tiene 202 por

dividendo y por cociente 8.

Dividido un ntimero D por otro d, se obtiene el cociente ¢ y el
residuo 7. Si después dividimos D por ¢, ;se obtiene siempre por
cociente y residuo el divisor y resto de la primera divisién? jCudn-
do la segunda divisién serd exacta?

Juan da 6 peras a cada uno de sus hérmanos, guardando 9 para
6l; si les hubiera dado 8 a cada uno mno le habria quedado mds
que una. jCuédntos son sus hermanos?

Un empresario se habia comprometido en coneluir una obra en
60 dias, pagando $ 50 de multa por cada dia de atraso. Concluida
la obra en 68 dias, recibi6 $ 2100. ;Cual era el precio convenido?

Cada vez que Pedro gana 5 pesos, su padre le regala uno. Cuando
Pedro tiene 96 pesos, jcuéintos ha recibido de su padre?

Ejercicios de divisibilidad.

;Cudles son los némerog que divididos por 5 dan un cociente
igual al resto? Generalizacién.

El m.c.m. de dos nimeros es 244188 y su m.c.d. es 84. §i uno
es 1428, jcudl es el otro?

El m.c.m. de dos niimeros es 63 veces mayor que su m.c.d.
La suma del m.c.m. y del m.c.d. es 4160. Si uno de los nimeros.
es 455, peudl es el otro?
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Ejercicios de fracciones.
De $ 1200 que tenia gasté 2/15 y lIuego 1/3. ;Cuféinto me queda.

Vendiendo 30 holsas de trigo en 232, se han ganado $ 40. ;Cuil
es el precio de compra de una bolsa?

Un grifo llena un estanque en 3 dias y otro grifo lo llena en
6 dias, gen cuéntos dias lo llenarian ambos?

¢Cudl es el niimero cuya mitad supera en 1 a la suma de la
cuarta parte y la sexta parte?

4Cudl es el ingreso anual de un abogado que despuds de pagar
cl impuesto a los réditos (5 por 1000) percibe 8359 pesos?

Un grifo puede llenar una pileta en 14 de hora; otro grifo
la puede llenar en 1% hora, y un tercero la llenaria en 1/3 de hora.
¢En cuéinto tiempo se llena la pileta si abrimos los 3 grifos?

Un obrero ahorra 14 de lo que gana. ;Cuénto gana por dia si
gasta $ 2,509

Un hombre ha gastado 1/3 de su dinero y los 2/3 del resto. Le
quedan ain 12 escudos; jcudntos tenia?

Un sefior promete a su criado 10 monedas y una capa al afio.
Después de siete meses le despide, correspondiéndole 2 monedas
y la capa; ;cufintas monedas vale ésta?

Este problema es del siglo XVI (Clawius), y el anterior del si-
glo XV (Chuquet).

Un vendedor tiene 30 naranjas y las pregona a 2 por 10 cen-
tavos; otro tiene otras 30 y las pregona a 3 por 10 centavos. Para
evitar competencias retinen las naranjas y las venden a 5 por 20
cenfavos, con lo que creen que cobrardn entre los dos lo mismo.
Compruébese que estdn en un error y expliquese el por qué del
mismo.
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