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ADVERTENCIA

Estas lecciones de Aritmética contienen
los conocimientos que sirven de base al es-
tudio del curso de matematica preparatoria
de la Escuela Naval. Han sido redactadas
teniendo en cuenta la orientacién de los
posteriores cursos ciclicos de Analisis Ma-
tematico, a pesar de su cardcter netamente
elemental. Hemos querido asi, inspirados
en los sanos propdsitos de la Direccion, fa-
cilitar en lo posible la preparacion de los
aspirantes al ingreso; vy en tal sentido, es-
tas lecciones tendran la ventaja de que por
su contenido sabran los estudiantes, mejor
que por un progdgrama, lo que la Escuela
exige, y cual es el nivel de la preparaci6n
que desea.

Creemos que este libro puede ser estu-
diado, sin mayor base previa, y sin mayor
dificultad por los alumnos mismos; y con re-
lativa facilidad bajo la direccion de un
profesor.

Si resultara iitil a los jovenes, a quienes
lo dedicamos, quedara recompensada nues-
tra labor, que necesito6 poca ciencia y mu-
cho carifio.

Los AUTORES
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CAPITULO 1

LOS NUMEROS NATURALES

§ 1. Generalidades

1. Laaritméticaes laciencia que estudia las *
propiedades de los nimeros.

La palabra nimero tiene para todas las personas un sig-
nificado mas o menos claro. En la vida diaria usamos los nti-
meros y hacemos con ellos operaciones, relaciondndolos en
diferentes formas, sin detenernos mayormente a pensar cual
es el verdadero concepto de este término, porque la expe-
riencia nos ha hecho adquirir fe en la seguridad de los
célculos, sin preocuparnos de sus fundamentos. Por ejemplo:
cada vez que se pregunta «cudntos» se responde con un nt-
mero; y todos sabemos lo que ello significa. Sin embargdo la
Aritmética, que es la base de las Ciencias Matemati-
cas, se funda en definiciones y conceptos bien precisos, mas
que en la experiencia. De estas definiciones, y sobre todo de
la definicién y concepto de «nimero », no nos ocuparemos por
ahora; lo haremos al fin de estas lecciones.

2. Los ntimeros nos sirven para contar los elementos
de una coleccion. Que quiere decir esto ?.

Para aclararlo, supondamos que un nifio, que no sabe lo que
significa contar, quiere saber si en un juedo tiene tantos fu-
siles como soldaditos. Lo averiguard en la siguiente forma:

Pondra frente (o junto) a cada soldadito un fusil. =Si al ter-
minarse los soldaditos se han terminado también los fusiles,
dird que hay igual nimero, o el mismo nimero de sol-
daditos que de fusiles. Si quedan soldaditos sin fusiles
dira que hay mas soldaditos que fusiles, o menos fu-
siles que soldaditos.

La operacion efectuada por el nifio de colocar con cada sol-
dadito un fusil, o como se dice hacer corresponder a

.
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cada soldadito un fusil, se expresa en el lenguaje de la arit-
mética diciendo que hacemos una coordinacién entre los
elementos de la.coleccion de fusiles y los elementos de la co-
leccion de soldaditos.

EJEMPLOS.

1. Puedo efectuar una coordinacion entre los dedos de la mano izquier-
da y los de la mano derecha, pues a cada dedo de una mano puedo hacer
corresponder uno de la otra. Por esta razon dido que las colecciones for-
madas por los dedos de ambas manos son coordinables.

9. A cada lado de un tridngulo podemos hacer corresponder un dngulo
del tridngulo: el opuesto a dicho lado, por ejemplo. Por eso diremos que
los lados de un tridngulo y sus dngulos son dos colecciones coordi-
nables.

3. Cuando dos colecciones son coordinables decimos que
tienen el mismo nimero de elementos o unidades. Por
eso decimos: la mano izquierda tiene igual nimero de dedos
que la derecha; un triangulo tiene igual nimero de angulos
que de lados.

Si, en cambio, dos colecciones no son coordina-
bles una de ellas tendra mayor o menor numero
de elementos que la otra.

Esto se expresa en la Aritmética diciendo que si a y b son
dos nimeros cualesquiera debe suceder zno de estos tres ca-
sos: a es igual a b; a es mayor que b; a es menor que b.

Lo indicamos asi:
a=> - a>b H a<b

4. Para contar los elementos de una coleccidn, es decir pa-

ra saber qué nimero de elementos tiene, procedemos de la si-
duiente manera:
- Formemos una coleccion con un elemento; otra con un ele-
mento mds; otra con un elemento mas; y asi podemos pensar
que continuamos indefinidamente. Representemos estas colec-
ciones con circulitos, en la siguiente forma:

..... etc.
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Obtenemos asi una sucesion de colecciones que denomina-
mos sucesion fundamental. Designamos sus numeros
de elementos, respectivamente, por 1, 2, 3, 4, 5, etCases

Esta sucesion de nameros, que no tienefin, como tampoco
lo tiene el de las colecciones, se denomina sucesion de los
nimeros naturales.

Teniendo la sucesién fundamental, es decir las colecciones
representadas en nuestra figura, podemos determinar, por com-
paracion con ella, el nimero de elementos de otra coleccion
cualquiera que se nos dé.

EjEmpLO.

Sea la colecci6n de letras (a, b, ¢, d). Cudntos elementos tiene ?

Comparo con las colecciones de la fig (1) y veo que puedo hacer la
coordinacion de la coleccién (a, b, ¢, d) conla coleccion ....; luego
el niimero de elementos de la primera es idual al de la segunda; y este
niimero es 4.

En la prictica no necesitamos hacer esta comparacion. Men-
talmente vamos quitando uno a uno los elementos de la co-
leccion dada y nombrando el numero de la sucesion funda-
mental que le corresponde, que ya sabemos de memoria; y
asi seduimos hasta terminar con los elementos. Asi decimos,
uno, dos, tres, cuatro, poniendo el lapiz o la vista, sucesiva-
mente, en a, b, ¢, d. En esto consiste la operacion de
contar.

OBSERVACION.

Ademds de los ntimeros naturales 1, 2, 3, 4, ... usamos en la aritmética
el nimero cero, que lo empleamos para expresar que la coleccién no
tiene ningtin elemento. Asi por ejemplo : partamos de la coleccion (a, b,¢,d)
y vayamos poniendo las que se obtienen quitando sucesivamente un ele-
mento. Tendremos :

(a, b, ¢, d) : (a, b, ¢) » (a, b) 5 (a) ;
4 3 2 1
y si retiramos este dltimo elemento se agotard la coleccién ; no contendra
ya ningtn elemento, lo cual lo expresamos diciendo que contendrd 0 ele-
mento.



CAPITULO 1I

OPERACIONES CON NUMEROS NATURALES

§ 2. Adicion

I. Tenemos una caja de plumas que contiene 15 plumas, y
otra caja que contiene 12. Si reunimos todas las plumas, es
decir las colocamos en una misma caja, y contamos las que
ahora contiene, encontraremos 27.

En realidad, lo que hemos hecho es formar unac olecciéon
quecontienetodosloselementos (plumas)de las dos
colecciones dadas. El niimero de elementos que contiene,
27, se denomina suma de los ntimeros de elementos de las
dos colecciones dadas. Lo indicamos:

15 4 12 = 27

Esto, en verdad, significa lo siguiente: si con una coleccién
de 15 elementos y otra de 12 formamos una sola coleccién,
ésta contendra 27 elementos.

Los ndmeros 15 y 12 son los sumandos, el nimero 27 es
la suma.

EjEmMPLO.
Una coleccion otra coleccién suma de las dos
(a, b, ¢, d) (m, n, p) (a, b, ¢, d, m, n, p)
tiene 4 elementos tiene 3 elementos tiene 7 elementos.

y se expresa 44+3=T.

Si la sedunda de nuestras cajas no contuviera ninguna plu-
ma, o sea O plumas, la suma contendria igual ndmero que la
primer caja; es decir:

15 4+ 0 = 15;
y en deneral:
a4+ 0=a

2. Para reunir las plumas de las dos cajas podemos proce-

der también en la siguiente forma:
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Sacamos zna pluma de la segunda caja, la colocamos en la
primera, y decimos: 15 mds uno 16. Sacamos otra, la coloca-
mos también en la primera, y decimos: 16 mas uno 17. Y asi
seguimos hasta agotar las plumas de la segunda caja; lo cual
sucedera cuando digamos 26 mas uno 27.

Podemos hacerlo mas brevemente, diciendo al echar la pri-
mera pluma, 16; después 17, 18, 19...., 27.

Evidentemente llegaremos también al mismo resultado si
echamos las plumas de la primera caja en la segunda. Ten- °
driamos :

18 14, 15, 5+, 2T
La operacion hecha en la primera forma se expresa
15 412 =gy, y en la segunda forma:
12 45 15°="27 -;

es decir 15 -+ 12 = 12 4 15.

Esta propiedad de la adicion es general, es decir vale siem-
pre para cualquier par de nimeros. Asi tendremos:
2+5=5+4+2, 84+9=9+8, 126318 =318 -} 126,
y en general, designando por a y b dos niimeros cualesquiera:

a4+ b=0>b-4 a

Segiin esta propiedad de la adicién podemos cambiar entre
si (conmutar) el orden de los sumandos y la suma no
varia. Se denomina propiedad conmutativa.

3. Tenemos tres cajas, conteniendo la primera 5 plumas, la
segunda 8 y la tercera 4.

Reunamos las plumas de la primera y segunda caja; tendre-
mos 5 4+ 8 = 13 plumas. Reunamos ahora a estas las de la
tercera caja; tendremos: 15 4 4 = 17 plumas. 1

Es claro que al final tendremos reunidas las plumas de las
tres cajas.

Al mismo resultado llegariamos reuniendo las de la segunda
y tercera (4 + 8 = 12) y agdregandolas a las de la primera
B+ 12 = 17).

La operacion, como se hizo en la primera forma, se expresa
en la siguiente manera:

G+ 8 4
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En cambio, la segunda forma de hacer la operacion se ex-
presa asi: '
54+ 8+ 4);
y puesto que el resultado es el mismo, podemos esctibir:
G+8+4=5+0@+4%

Segiin esta propiedad podemos asociar en cualquier forma
los sumandos, cuando son mas de dos. Se denomina pro-
piedad asociativa de la adicion.

- En forma deneral, representando por las letras a, b, ¢, tres
sumandos cualesquiera:

@+b+c=2a+ b+

EJEMPLO.

De acuerdo con esta propiedad tendremos :

G+9+11=5+0+11

12411 =34+ 20
25 = 25.
Observacion. En la prdctica llamamos, sencillamente, suma de va-
rios niimeros, a una expresion como la siguiente:

8+5+7+4

Pero esto sidnifica, en realidad: sumar 8 -4 5; al resultado sumar 7; al
nuevo resultado sumar 4. Se lo expresa usando distintos paréntesis, co-
mo Sser:

y efectuando

[(6+8+71+4

Las sumas se efectfian mds fécilmente empezando por el paréntesis més
interior, es decir el que no encierra a otro, y siguiendo después sucesi-
yamente hacia afuera. Asi, en nuestro ejemplo, tendremos :

[13 4+ 71+ 4 ; osea [20] + 4 : o sea 24.

Claro estd que estas sumas sucesivas, en el caso de nifimeros, pueden
irse efectuando mentalmente, sin escribirlas, hasta nombrar el tltimo su-
mando. Asi tendremos: 8 més 5, trece; més 7, veinte; mds 4, veinticuatro.

En el caso de tener los sumandos representados por letras, y segtin lo
que hemos dicho, la expresion :

at+b+ect+d+te significaré :

[@+b)+cd+di+e
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o cualquier otra que se obtenda asociando en todas las formas posibles los
sumandos.

EjEmpLO.
at+btctdte=@+b)+(ct+d)te=@+bt+o)+@+e)=
=a+(b+et+d)+e=a+G+c)+d+e) : etc

Esto se expresa también diciendo que podemos colocar o suprimir pa-
réntesis a voluntad en la suma de varios ntimeros naturales.

Resumen. La adicion doza de las siguientes propiedades:

I. Propiedad conmutativa, lo cual significa que la suma no
altera si se cambia el orden de los sumandos; o sea

a+b=>b-+ta.

Il. Propiedad asociativa, lo cual significa que la suma de
varios sumandos puede efectuarse sumando parcialmente en
cualquier forma los sumandos, o sea

@4+b)+c=a+(b-+c
EJERCICI0S.
1. FEscribir en tres formas diferentes la suma 2 4+ 9 4 11.
C+9+1N=24©0F11=©C+11)+09.
2. Andlogamente m +n -+ p:
m4+n+p=m+@n+p)=m+tp)+n.
3. Sabiendo s6lamente hasta la tabla de sumar del 3, efectuar la suma
lsE_rix_ VSE;Z de 13 pondremos 3 + 3 4+ 3 + 3 + 1, y en vez de 8 ponemos
34+ 53+ 2 ; luedo
- 154+8=06+5+3+34+1D+G+35+2) ; o también
154+8=5+5+5+354+14+354+34+2 . que vamos efectuando
sucesivamente, hasta obtener 2I.

4. Cambiar la colocacién de los dos paréntesis, de todas las maneras
posibles, en la suma (f+s)+ (/ +7r).
Se tiene

t+)+U+N=0+D+6+nD=0+n+ 6+

§ 3. La Multiplicacién

1. Supongamos que debemos efectuar una suma de varios
sumandos iguales. Por ejemplo:

(1) Qe Dicte 2 ;
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es decir sumar tres veces el sumando 2. Indicamos mas abre-
viadamente esta operacion, escribiendo, en vez de 2 + 2 + 2,
en la forma °
(2) ‘ 2X3 , o también 2.3
La expresion (2), que se lee dos por tres, tiene pues el
mismo significado que la (1).
De acuerdo con ésto tenemos:
34=53+34+5+3
553=5-4+515
a2=a-+a
El niimero que se repite como sumando se llama multi-
plicando; el nimero de veces que se suma, multiplica-
dor; ambos niimeros denominanse factores; la operacion mul-
tiplicacién, y su resultado producto.
EjEmpLO.
45=4+4+4+4+4=12 ; es decir
4.3 =12
4 y 5 son los factores; 12 es el producto o resultado de la multiplicacion.

2. Cuando el multiplicador sea muy grande podemos utili-
zar puntos suspensivos para indicar los sumandos; un nimero
mas pequerio, que se denomina sub-indice, colocado a.la dere-
cha del dltimo sumando, expresard cudntos sumandos son.

EjEmpPLO.
Indicamos:
2X15=24+24+24 ... 4 2
a20=a+a+a-+ ... +020
Anélogamente :
ab=a+4+a+4+a+4 ... +ap ;
es decir a.b, que se lee a por b, 0 a multiplicado por &, sig-
nifica sumar b sumandos iguales a a.

OBSERVACION. Para mayor comodidad se conviene en suprimir el sig-
no X o el punto entre los factores cuando estdn representados por letras.
Por consiguiente: dos letras puestas una al lado de otra sig-
nificardn,en adelante,el producto de dos nimeros cua-
lesquiera. Significan pues lo mismo las siduientes tres expresiones :

axXh > a.b™ y ab

(*) De acuerdo con lo que hemos dicho, usaremos el punto entre dos niimeros s6lo
como signo de multiplicacién. Usaremos, en cambio, la coma para expresar decimales.
Nunca separaremos por coma las unidades de diferente orden en los ndmeros muy
grandes. Si es necesario para leerlos con comodidad separaremos un poco cada treq
cifras. Asi el niimero 32946575 se separard 32 946 575 y no 52,916,575,
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3. Propiedad conmutativa. efectuemos los dos productos
siguientes: 2 X 3 y 3 X 2; es decir, dos productos en que
entran los mismos factores (2 y 3) pero en distinto orden.

Tenemos :

2X3=2424+2=6
IN2=3+3 =6

Los dos productos son iguales; es decir, las dos multiplica-

ciones conducen al mismo resultado. Lo indicamos escribiendo.'

2X3=3%2

Si efectuaramos la operacién con cualquier par de factores
comprobariamos que esta propiedad se cumple siempre. As{
tendriamos

2X5=5X2 , 3.1000=1000.3 , 2.4=4.2

En forma deneral, representando con @ y & dos ntimeros
cualesquiera :
axXb=bXa,
0 mas sencillamente

(3) ab=>ba :

Este resultado dice que podemos cambiar entre si, lo cual se
llama conmutar, los factores de un producto, sin que varie.

Por eso decimos que la multiplicacién doza de la propiedad
conmutativa.

La demostracion de que esta propiedad se cumple siempre
es un poco dificil de hacer en este curso elemental; por tal
razon, la dejamos para mas adelante.

4. Propiedad asociativa. Muchas veces veremos indicado
un producto de tres o mas factores, como ser

AaX2XE ," 4938 -, 0 con letras: abe.

Q¢ significan estas expresiones?
Tomemos una de ellas:
3 X 2 X 5 significa: multiplicar 3 X 2, y al resultado multi-
plicarlo por 5. Debemos indicarlo asi:
(3X2) Xx5.
Anélogamente 4.2.3.6 significa:
[(4.2).3].6
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Porqué suprimimos entonces los paréntesis? Por la siguiente
razon: i

Tomemos el primer producto considerado

(3<2)Xb5=6X5=30

Cambiemos ahora la colocacion del paréntesis:

I3IX(2XH5H=3xX10=30

El resultado es el mismo.

En la misma forma comprobariamos que en todos los casos
podemos colocar el paréntesis entre dos cualesquiera de los
factores. Por ser indistinto colocarlo en cualquier parte, es
que lo suprimimos. Asi, escribiremos:

(ab)c=a(bc)=abc

Ma4s adelante probaremos que siempre se cumple esta ley.
Se la denomina propiedad asociativa de la multi-
plicacion.

EJEMPLOS.

1. Qué significa 3. 1?
De acuerdo con la definicion de multiplicacién que hemos adoptado,
tendremos :

En deneral, tendremos:
8.l —:a
es decir, multiplicando un ntimero cualquiera por la unidad se obtiene el
mismo ndmero.
2. Qué significa 1.a?
De acuerdo con la definicion de muitiplicaciéon tendremos:
la=14+1414...4+ la=2a
Pero también obtenemos el mismo resultado aplicando la propiedad con-
mutativa. Tendremos :
18 =ail=ta
3. Qué significa 0.a?
Segtin la definicion de producto tendremos:
0.53=04+04+0=0
0.4=04+04+04+0=0

0a=04+04+0+...4+0.=0
Expresamos este resultado diciendo que cero multiplicado por
cualquier ndimero natural da cero.

y en deneral :
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4. Qué significa a.0?
Con esto queremos expresar lo mismo que anteriormente. Haciendo valer
también en este caso la propiedad conmutativa, tendremos :
a0 =08 =10, por el resultado anterior.

Teniendo en cuenta los dos resultados que preceden enunciamos la si-
duiente propiedad: si uno de los factores de un producto es
ceroel productoestambiéncero.

Si son varios los factores y uno de ellos es cero también se cumple es-
ta propiedad. Asi tendremos :

A X AN N0 =001y 2 M0 =10 -, v bie. D=0

5. Propiedad distributiva. Tendamos una expresion como
la siguiente:

2+ 4). 3
Podemos efectuar la suma 2 4 4 y al resultado multiplicarlo
por 3. Obtenemos asi:
(24-4)§=6.3 =18,

Pero podemos también efectuar la operacion de otra ma-
nera, en virtud del siguiente razonamiento:

Multiplicar por 3 la cantidad contenida en el paréntesis sig-
nifica, de acuerdo con la definiciéon de producto, sumar dicha
cantidad tres veces. Resulta:

C+4H53=C+H1+C+4H+24+49;
pero ya sabemos que por la propiedad asociativa de la adicion
el segundo miembro puede también escribirse:

24+ 2-+2) -+ 4+ 4 + 4. Asi obtenemos:
2+4.353=2Q+24+2)+@+4+49=2X3+4X3
El resultado es pues:
2+ 4).3=23+ 4.3
Analogamente, obtendriamos:
B+ 5).4=34-1+ 54
Generalizacion. Representemos por a, b, m tres niimeros na-
turales cualesquiera. Qué significa (@ |+ &) m?.
Como antes, esto significa sumar a y 4, y multlphcar el re-

sultado por m.
Pero también tendra otro significado: sediin la definicion de
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multiplicacion, esto querrd decir “sumar m veces” la cantidad
contenida en el paréntesis: es decir

@+b)ym=(@+b +@t+d)+@+bo+ ... +@+bm

Pero la suma del segundo miembro puede también escribirse :

@+a+a+ .. F+a)+G+0+0+ -+ bm,

0 sea am -+ bm.
Resulta pues:
4) : (@a+bm=am-|bm

Este resultado expresa la propiedad distributiva del
producto. Se enuncia, simplemente, diciendo: para multipli-
car una suma indicada por un nimero semultiplica
cada sumando por dicho nimeroy se suman los
productos parciales.

Esta propiedad vale también para el caso de mas de dos
sumandos. Asi tendremos:

@R@4+5+74=24+54+T74=8+420+428=756
5) @—+b+c)d=ad+bd+cd
6. Qué significado tiene la e&presién
@—+46+-57?
En primer lugar, podemos sumar los nimeros contenidos en

cada paréntesis y después multiplicar estos resultados. Asi
tendriamos :

2+ 4 b6+ 3 =68 =48

Pero podemos también proceder en otra forma:

Efectuemos solamente la suma del segundo paréntesis; ob-
~ tendremos (2 -+ 4) 8; y sedtn lo demostrado anteriormente:

(2 + 4) 8 = 28 - 4.8; y volviendo a poner en lugar de 8
en el segundo miembro la suma indicada:

24+46+3=26+3)+46+3 ;
pero el segundo miembro es, como sabemos,
25 4+ 2.3 - 45 4+ 43 : luego:

@+ 4)5+ 3) =25+23 4 45 4 43
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Andlogamente, obtendriamos :
O+ 11) (154 10)=9.154-9.10+ 11.15 4 11.10 ;
y efectuando: 20.25 = 135 4 90 + 165 + 110.
500 = 500

En el caso deneral, si representamos por a, b, ¢, d, cuatro
numeros naturales cualesquiera, tendremos

(6) @+ b)(c +d =ac | bc+ ad -bd

Este resultado se enuncia diciendo que: para multipli-
carunasuma indicada por otra, se multiplicaca-
da sumando de una suma por los de la otra y se su-
man los productos parciales.

Esta propiedad vale también cuando son mas de dos sumandos.

EjEmpLOS.
1. G+442 O+54+7 =9.21 = 189
0 también
2, G+44+2 O+54+7=59+49-+29
+35+4+45+ 2.5
+ 3.7 + 4.7 + 2.7
= 27 4 36 4+ 18
+ 15 4+ 20 4 10
+ 21 + 28 4 14
3. = 189

(a+b+4c¢) (nz+n+p)—am+bm+cm+arz+bn+en+ap+
+bop+ep.

4. No sabiendo efectuar productos en que entren cifras mayores de 5
efectuar 18.12.
Podemos escribir

1812=064+54+5+3) 65+54 2);
y este producto del segundo miembro da
5.5+ 5.5 + 554 5.5+ 55+ 5.5+ 55+ 5.5 + 52452+ 52+ 3.2
lo cual da 25 + 25 + 25 + 15

495425 + 25 + 15
+ 10+ 10 + 10 + 6 = 216
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7. El factor comin. Segiin hemos visto, podemos poner:
(2 +5.4=24-5 4 )
InVersamente': si tenemos 2. 4 + 5. 4 podemos escribir, se-
gin la (4): (2 + 5). 4; o sea:
(7) 2.4-1-54=02+5).4

Como se ve, en los productos 2.4 y 5.4, que entran en la
suma, hay un factor igual (4); lo cual se expresa diciendo que
contienen un factor comdn.

En tal caso, segtin se vé en la (7), podemos sumar los otros
dos factores y multiplicar dicha suma por el factor comtin.

Asi tendremos :

5.6 4+56=(3+56,
18 + 30 = 8.6
48 = 48

Cuando en vez de una suma como 3.6 -~ 5.6 escribimos
(3 4 5). 6 decimos que factoreamos por 6; o también que
ponemos en evidencia (hacemos ver) el factor comin 6.

En el caso general, tendremos:

(8) am -+ bom = (@ + b).m

EjEMPLOS.

y efectuando

34+ 54+4+9.4=05B+
554+ 1134+39=(06+
ab+cbt+db=(@+c+d)b
abt+ma+pa=0G+m+p)a
atab=altab=(1-+40b)a
man+n=mn+1l.n=(m-41)n
r+rs+ri=0+s+0r
abct+abd=(c+d)ab
3abt+5ab=(3+5ab=8ab
m+mnt+abm=GB+n+ab)m
abc+3abect+abecd=abe.1+3abectabed
=(+35+dabe=(@4+d)abec
abc+mad+npa=((Bec+md- np)a.

=00 00NN D ERABDONEED.

—

—
]

§ 3. Potencias de niimeros naturales

1. En una multiplicacién los factores pueden ser iduales.
Asi tenemos: 3 X 3, y también 5.3.3.3.
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Estos productos, en que son iguales todos los factores que
figuran, se indican en la Aritmética en forma abreviada.

Asi, en vez de 3.3 escribimos 3%; en vez de 3.3.3.3 escribi-
mos 3*. Lo expresamos diciendo:

En lugar de 5 por 3, tres elevado a la segunda po-
tencia,

En lugar de 3 por 3 por 3 por 3, tres elevado a la
cuarta potencia.

Inversamente :

56 significa 5.5.5.5.5.5.

Esta cifra mas pequefia que indica el ntimero de factores
iguales del producto se denomina exponente; el factor que
se repite, la base; la operacién, elevaciéon a poten-
cia: el resultado potencia.

EjEMPLOS.

| S =85.55 3 es la base
4 es el exponente,

y la expresion se lee: tres elevado a la cuarta potencia,
o més breve tres a la 4%,
2. Andlogamente, significa :
ad=a.a
b =b.b=b:
Si son muchos los factores podemos abreviar el sedundo miembro indi-
candolo con puntos suspensivos y un sub-indice. Por ejemplo:

e =35 e e e
A= 0-@ Bt Qazo
e g T B 7
m'=nm.m.m..... Mn
3, Qué sidnifica a'?
Recordemos que a=a.a.a.
al=a a.

Andlogamente, adoptamos para a', el siduiente significado :
adt=n
Asi resulta que cuando un ntimero no tiene exponente
podemos asidnarle el exponente 1.
2. De acuerdo con el significado de polencia tendremos:
12 =lle—a]
il ah =1
y en deneral Pl 1.1,.. liex].
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lo cual se expresa diciendo que cualquier potencial na-
tural.de’ es igual a .

3. Efectuemos el producto de 2% por 25 es decir, multipli-
quemos dos potencias de igual base. En vez de hacer
previamente las potencias, si indicamos la operacion, tendremos:

28 3¢ 26— (2.2.2) (2.2.2.2.2) = 2.2.2.2.2.2.2.2 = 98

El resultado es pues una potencia de la misma base, cuyo
exponente es la suma de los exponentes de los factores. Po-
demos indicarlo asi:

23 5 95 — 92345 — 98

Analogamente, tendremos:

32, 57 . 5(2+7) p— 59 h

La suma de los exponentes puede hacerse mentalmente. Asi,
escribiremos directamente: 3°.37=23".

4. La propiedad anterior es general. Asi tendremos:
1. iP—n?ro=nl
3m A0 — Z(m-+n)
ar.a> = a(m+n)

Esta propiedad se expresa brevemente diciendo: para mul-
tiplicar dos potencias de la misma base se su-
man los exponentes.

La propiedad puede, naturalmente, utilizarse también a la inversa, expre-
sando una potencia como producto de otras.

Sea, por ejemplo: efectuar 2° sabiendo que 2° =8 y 2? =4.

B ==l DS0— B8 .4 — 950
98 =98 08, 08 —= 056,956, 9% = 960144,
5. Qué significa la expresion
(2><4)3 ?

Significa elevar a la tercera potencia el producto 2><4, o
sea 8, es decir: 8 =512. Pero teniendo en cuenta la defini-
cién de potencia podemos también efectuar la operacion en
otra forma:

@X4=@XHEXHEXY
=@X2X2(UX4XY




§ 4. POTENCIAS DE NUMEROS NATURALES 17

En vez de efectuar el producto y elevarlo a la potencia in-
dicada, podemos, pues, hacer las potencias de los factores y
multiplicarlas después; resulta asi:

(2 X 4)° =2 X 4*=8X 64 =512

Tendtemos, analogamente :

(@b =a*b® , (2.3 = omzm
y en deneral : (D)P'= a™ b~
La misma regla vale si son més de dos factores.
Asi, tendremos:
(5.4.6)> = 5°.4°'6”
(@Wc)s= at.birs
@ 8.6 dit = = h% c& g

Esta propiedad se expresa brevemente diciendo que para
elevar un producto indicado a una potencia se
elevan a dicha potencia todos los factores.

6. Potencias de 10. Las potencias de 10 son muy faciles
de recordar. Tenemos:

10' = 10

10? = 10.10 = 100.

10° 10.10.10 = 1000.

10% == 10.10.10.10 = 10000.

I

Se ve facilmente que una potencia cualquiera de
10 esigual a la unidad seguida de tantos ceros
como indica el exponente.

De acuerdo con esto, indicaremos :

10" = 10000. . .0

Las potencias de 10 son muy cémodas para expresar nimeros escritos
con muchos ceros. Asi, por ejemplo, la velocidad de la luz expresada en
centimetros por segundo es, 30000000000; la expresaremos: 3.10'°, evi-
tdndonos asi el escribir tantos ceros.

EJERCICIOS.

1. Multiplicar a® & por a b°.
Recordemos, en primer lugar, que cuando una letra figura sin exponente
podemos atribuirle el exponente 1.

Tenemos, a® b.a b*; y variando el orden de los factores :

at.a.b.b® , o0 sea a’b*; resulta asi

atb.a b® = a’ b
Segiin este resultado, al multiplicar un producto de varios factores por
Arit. y Alg., 2.
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otro, también compuesto por varios factores, se suman los expo-
nentes de las potencias deigual base.

9. Multiplicar 3 %y por 4 x %

Tenemos 5r0p4 0 =54.202.p.0°

=95 P

5. Multiplicar 5 x y por 6 a b.

Tenemos 5.ry.6ab=5.61yab_=50.ryab

4. Multiplicar 2 a® b por 9 a* ¢

Tenemos 2ah.9atc=18a'bc

5. Multiplicar (3 @ b) (5 ab®) (2 ab)
—3.5.2.a*.a.a.a.b.0* b =30 a* b*
6. Qax2pz)Bayiz) @ayz?).
=9.3 4.r".rzyy’yzzz’=24.r*y4z4

OBSERVACION. En la préctica estas operaciones se hacen mas répida
mente, sin los pasos intermedios, en la siguiente forma :

Multiplicamos entre si los factores numéricos, sumamos los exponentes
de las letras iguales y colocamos directamente a continuacion las otras.

Asi, en el ejercicio 5, escribimos directamente :

Qrrpz) Gryz)(dryzt) =24 xhptzt,
En el ejercicio 4:
2a2bh.9atc=18atbc.
7. Cuadrado de un binomio. Qué significa la expresion
@2+ 5°*°?
Sencillamente, efectuar la suma 2 -+ 5 y elevar el resultado
al cuadrado. Asi, obtenemos:

@4 52 =T = 49.

Pero podemos también proceder en otra forma, sin efectuar
la suma. Fundandonos en la definicion de potencia, tendremos:

24+5=@24+5(@+5);ypara efectuar la operacion
del segundo miembro recordamos como se multiplica una suma
indicada por otra, con lo cual obtenemos :

@ + 5 = 22 | 25 + 52 + 5.5
= 4 4+ 10 4 10 4 25 = 49.
Tratandose de ntimeros no hay mucha ventaja en proceder
en esta forma. Pero si tenemos una suma en que los numeros
pueden ser cualesquiera, es decir que pueden estar represen-

tados por letras, deducimos una regla de gran aplicacion.
En efecto, sea: (@ + b)’. Tenemos:
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@+ 0P = (@a+0b) (a+b)
=a.a—+ b.a+ ab-+ b.b

El segundo sumando, &.a, y el tercero, a.b, son iguales; su
suma da, entonces: @a.b + a.b = 2a b. El primer sumando
es a@* y el cuarto &% Por considuiente, la formula anterior da

@+b)?=a+2ab + b? (1)

El resultado que expresa esta formula se enuncia en la si-
duiente forma:

El cuadrado de un binomio, (@ + 4)% es igual al
cuadrado del primer término, @’ mas el doble
producto del primero por el segundo, 2a b, mas
el cuadrado del segundo, 5

EjERCICIOS.

¥ A4+ 22=124+2.0r4+ 2
=142r+ 22

2 Cet+r)2=QCe)r+2.2r.p4
=g T oy

5. (@ + PP =@+ P+ ¢
=Wgreer e ot

4. (et 4 2% = (2?2 4 2028 23 (rP)?
= 2t 20" ot

D (@ab+ac? = (@ab)?+2ab.ac+ (ac)?

=ab+2abe+ a’c?

6. @Cab+3bc2=@Rab?*+2.2ab.5bc+ Bbes
=22@*p? +2.2.3ab.bec + 32H2c?
=4a*0*+ 12ab2c + 902 c?

7. (Aa@b+4ab®)?={a’b)? +2.4a2b.4ab* + (4ab)
= 16 @* b* 4 32 a® b° + 16 a® b*

8. (I+2abe=1"4+2.1.2abec+ 2abeo)?
=14+4abc+ 4a*bc? ]

9. (@®bcH ab2c’) = (@b e +2a°b2c.abc® + (ab® o)
=a*b'c® + 2a* bt ct + a? bt ¢t



CAPITULO 1II

OPERACIONES INVERSAS

§ 5. La Substraccion

1. En el capitulo anterior hemos estudiado la adicion y sus
propiedades. Nos ocuparemos ahora de la substraccion.

Volvamos a considerar una caja que contiene 30 plumas.
Tomamos varias de ellas y las colocamos en otra caja. Sison
10 las plumas retiradas, cudntas quedan en la primera caja?

Para averiguarlo podriamos proceder de esta manera:

‘De las 30 plumas sacamos 1; nos quedan 29; sacamos otra;
nos quedan 28; y asi seguimos. Cuando hayamos sacado 10
nos quedaran 20.

Decimos entonces que la diferencia entre 30 y 10 es 20;
0o que 30 menos 10 es igual a 20.

Ahora bien: si sumamos el nimero de plumas retiradas y el
nimero de plumas que quedan obtendremos el que contenia
en un principio la caja. Asi, tenemos

920 4+ 10 = 30.

De acuerdo con esto podemos resolver el problema razonan-
do en otra forma:

El nimero de plumas que queda serd el nimero que suma-
do a 10 da 30. Este ntimero es 20.

Daremos pues la siguiente definicion:

La substraccion es la operaciéon que tiene por
objeto dada la suma y unsumando determinar
el otro sumando.

EjEmMPLO.
La suma de dos ntimeros es 16; uno de los niimeros es 9, cuél es el

otro?
El otro sumando es 7, ptes por la tabla de sumar, segin sabemos, es

94+7=16
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Decimos también que la diferencia entre 16 y 9 es 7, y lo escribimos
16—9=7 ;

y se lée: 16 menos 9 idual a 7.

El niimero dado se llama minuendo; el sumando conocido subs-
traendo, y el sumando que hay que determinar resto o diferencia.

De acuerdo con lo dicho, podemos escribir

25 — 14 =1l porque 25 =11 + 14.

GENERALIZACION.

Sean a y b dos nimeros naturales cualesquiera. Llamamos
¢ a su suma; es decir
Q)] a+b=c

Si fueran dados a y ¢, y nos propusiéramos determinar b,
indicariamos la operacién en la forma:
2) b=c—a

Si fueran dados ¢ y b y nos propusiéramos determinar a,
indicariamos la operacion en la forma:

(3) a=c¢c—Db
Las tres expresiones (1), (2) y (3) tienen pues el mismo sig-
nificado. Asi, tenemos:
45 — 29 == 16
45 — 16 = 29
Segilin vemos, la suma de la restay el substraendo
esigual al minuendo.
Esto nos sirve, en cierta manera, de prueba de la subs-
traccion; es decir, es un procedimiento que nos permite ave-
riguar si la operacion ha sido bien hecha (confiamos para esto

en que no nos equivocamos en la operacion de prueba, que
es un poco mas facil que la anterior, pues es una suma).

porque 45 = 29 - 16.

EjEmMPLO.
Restar 13125 de 18526.
18526 13124
— 13124 Prueba + 5402
5402 18526

OBSERVACION .
Qué significado tienen las expresiones

2—-2 , 9—9 , 156—15 , .... a—a?
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Evidentemente, podemos poner:

2—-2=0 9—9=0 15—15=0 a—a=0
puesto que: |

2=2+40 =940 15=1540 a=a-+0.

Decimos entonces que la diferencia entre dos nti-
meros iguales es cero, o nula.

APLICACIONES,
1. Siendo 14 — & =9 determinar .
Podemos poner :
14=9+4r ; r=14—9=5

2. Siendo 2 — 14 = 6, determinar x.

Tenemos xr = 6 4+ 14 = 20.

3. Volvamos a tener: @ + b =c¢ ; serd a=c¢ — b
es decir b que estaba precedido del signo + en el primer miembro de la
igualdad se encuentra ahora en el segundo miembro, pero precedido del
signo —.

En cambio, si tenemos a — b =c, serd a = ¢ + b; es decir, b que
estaba precedido del signo — en el primer miembro de la igualdad ha pa-
sado al segundo, pero precedido del signo .

Este resultado se expresa brevemente diciendo que todo niimero
que estd como sumando en un miembro de una idualdad
puede pasarrestando al otro miembro; y reciprocamente.

2. Es muy facil ver que también se cumple la propiedad
distribuitiva en el producto de una diferencia por un ndimero;
es decir que (@ — b).m =am — b m.

Asi, tendremos:

(8 = 5).4 = 8.4 =54

3.4 =32 — 20
12="19
EJERCICIOS.
1. Factorear por a en la expresion a.b — 3 a.
Tenemos ab—3a=((b-—3)a
2. Factorear por 3 & en la expresion 9 x? — 12 @ p.
Tenemos 92— 122xyp=0Bxr—4p) 3.
3. Factorear por 10° en la expresién 100000 — 1000.
Tenemos :
100000 — 1000 = 10° — 10°
= 10°.10* — 10°.1
= (102 — 1) 10°

4, Factorear por 10® en 10000 — 1000.
Tenemos: 10000 — 1000 = 10¢ — 103 = (10* — 10). 10?)
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5. Factorear por 10° en la expresion 3000 — 2000.
Tenemos : 3000 — 2000 = 3. 1000 — 2. 1000
= 3,10° — 2. 10°
y finalmente = (5. 10 — 2. 10). 102

6. Sea el niimero 4635. Expresarlo como sumas de productos de sus
cifras por potencias de 10.
Tenemos :

4635 = 4000 + 600 + 30 4 5
= 4.1000 4+ 6.100 + 3.10 4+ 5
= 4.10*° 4+ 6,10 4 3.10 4+ 5
Andlogamente :
2546 = 2.10° + 5.10%. 4+ 4.10 + 6
325 = 3.102 + 2.10 + 5

§ 6. La division

1. Divisién eracta. Propongamoncs resolver el siguiente
problema:

¢ Cuantas docenas de plumas hay en una caja que contiene
84 plumas? Podriamos enunciarlo también en la siguiente for-
ma: cuantos grupos de 12 plumas pueden formarse con las 84
contenidas en la caja?

La manera mas sencilla de averiguarlo seria sacar (restar)
12 plumas, después otras 12, y seguir asi hasta agotarlas; y
encontrariamos que se agotan al efectuar 7 veces la operacion
mencionada. Lo expresamos diciendo que 84 dividido por
12 esigual a7, y lo indicamos:

(1) 84 =12 =7 , o también 8412 =7 (1"

Inversamente, si vamos sumando los grupos de 12 plumas,
cuando hayamos usado los 7 grupos obtendremos las 84 plu-
mas; es decir, sera

@ 12X 7=284

La pregunta podria pues formularse en esta otra forma: 84
es el producto de dos factores, uno de los cuales es 12; cual
es el otro factor? La respuesta es 7. En forma deneral:

hacer la division exacta del nimero D por el ntimero d, es
determinar otro numero, ¢, tal que

) Dismidix ¢coibonseat n D -di= ¢
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El producto dado D se llama dividendo, el factor dado d
se llama divisor y el factor que se quiere determinar co-
ciente exacto. Segdin estas definiciones la expresion (3)
se enunciard:

[. En una division exacta el dividendo es igual
al producto del divisor por el cociente.

2. Si multiplicamos uno de los factores de la igualdad (2)
por un ndmero cualquiera, 2 p. €j., el segundo miembro que-
dard también multiplicado; es decir, tendremos:

24 X T==168 ; ¢ sea (129> T =84 X 2';

resulta asi que la division de 84 >< 2, por 12 X 2 conduce al
mismo cociente que la division de 84 por 12, En el caso dene-
ral, esto proviene de que la (3) puede escribirse también en la
siguiente forma:

3) DXn=@XnXe , oseaDXn+-dXn=c.

Hemos pasado de las (3) a las (3") multiplicando D y d por
n; analogamente de las (3’) obtenemos las (3) haciendo la ope-
racion inversa, es decir dividiendo D X n y d X n, por n.
Estos resultados se enuncian diciendo:

II. Si se multiplica por un mismo nimero el
dividendo y el divisor de una divisiéon exacta
el cociente no varia. Siel dividendo yel divisor
son multiplos de un nimero se puede dividir a
aambos por dicho nimero y el cocienteno varia.

EjEmPLOS.
12 3=4 , 4+ 6=4, 36 = 9=4 , 120+ 30 =14
180 + 60 = 3 90450 =5 45,2215 =I5 9 =135="3

3. Division entera. Supongdamos ahora que la caja contiene
90 plumas y formemos nuevamente drupos de 12. Formare-
mos 7 grupos y nos quedardn ademas 6 plumas, que no al-
canzan a formar un grupo, por ser 6 << 12. Tendremos asi
90 = 84 + 6, o sea

4) 9 — 12 X 746

El nimero 90 se llama, también en este caso, dividendo,
12 divisor y T cociente entero; el nimero 6 (que en
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nuestro problema indica cuantas plumas quedan sin alcanzar a
formar grupo) se llama resto. La operacion efectuada, que
se denomina divisién inexacta o entera, consiste, en
realidad, en descomponer el ntimero 90 en dos sumandos uno
de los cuales sea el mayor miltiplo de 12 en él contenido.
Asi, p. ej. por ser 80 =11 X 7 + 3, decimos que en la divi-
sion de 80 por 11 es 7 el cociente y 3 el resto. En general:

[Il. En una division inexacta el dividendo es
igual al producto del divisor por el cociente mas
el resto; y el resto es menor que el divisor. De- °
signando pues por D el dividendo, & el divisor, ¢ el cociente,
r el resto, tendremos :

(5) B = de<cevE ) y r 2

EjEmMPLOS.
1394 =124 X 11 + 30 , 30 < 124
416 = 28 X 14 + 24 , 24 < 28 ;

la 12 dice: 11 es el cociente y 30 el resto de la division de 1394 por 124;
la 22 dice: 14 es el cociente y 24 el resto de la division de 416 por 28.

4. Prueba de la division. La propiedad Il sirve de prueba
de la division. Asi, por ejemplo: dido que en la division de
138 por 20 es 6 el cociente y 8 el resto; pues

138 =20 X64+18 , y 18< 20

Si no se cumplen las dos condiciones la division estd mal
hecha. Por ejemplo:

138 =20 <5 4+ 38 ; pero 38 > 20

se cumple pues la primera condicién enunciada y no la segun-
da; luego no es 5 el cociente y 38 el resto. Por con-
siguiente, para comprobar si la divisién estd bien hecha vemos:
1°, si el resto es menor que el divisor; 2°, multiplicamos el di-
visor por el cociente y a dicho producio sumamos el resto; si
el nimero que obtenemos es igual al dividendo la division es
correcta.

.
b

5. Propiedades de la division eracta. Por ser
=4X1=1X4 deducimos 4+-4=1 y 4--1=4;
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y en general, por setr n=n.1 , y también n=1l.n de-
ducimos:

A=n=1L1.y n=1=n_,
resultados que se enuncian, respectivamente :

IV. Dividiendo un niimero por si mismo el co-
ciente es 1; y dividiendo un nimero por la uni-
dad el cociente es el niimero mismo.

Sea ahora un producto indicado de dos factores : 15X 14=210.
Para dividir este producto por uno de los factores, 14 p. ¢j.
bastara suprimir dicho factor, y el cociente exacto de dividir
210 por 14 sera 15, es decir el factor restante; pues multipli-
cando 15 por 14 obtenemos 210. En forma deneral: si es
a.b=c, se tiene ¢ —a=0b, ¢+ b=a, es decir:

abs=qg =86, ab—5b=aq; 0 sea:

V. Para dividir un producto de dos factores
por uno de ellos bastard suprimir dicho factor.

Si en vez de dos factores fueran varios el mismo principio
es vdlido, como puede demostrarse (o comprobarse) facilmente.
Asi

53X 8X 90 +-8=3X 9%

Esta propiedad es muy dtil para dividir nimeros terminados

en ceros por 10, 1000, etc.

EjEmMPLO.

‘Puesto que es 53190 = 319 X 10, dividiendo por 10 resulta 519, lo que
equivale a suprimir el cero de 5190.

Andlogamente: 2800 = 100 =28 , 2800 <10 =280 , 34000 = 10
= 3400 , 34000 = 1000 = 34.

Observacion. Podemos, también, expresar en otra forma el cociente en-

tero de la divisién (§ 6, 4). Sea el ejemplo alli considerado de division
entera de 90 por 12; habiamos encontrado 7; y tenemos :

. 12.7 = 84 < 90 es decir 12.7 < 90
12,8 = 96 [ 90 12.8 > 90
lo cual puede expresarse facilmente poniendo
(6) 12.7 € 90 < 12.8,

que se lee: 12 7 menor que 90 menor que 12.8.
Dividiendo los tres miembros de la expresion (6) por 12 y recordando (V)
obtenemos :
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90

12 <

que es otra manera de expresar que 7 es el cociente entero de la divisién
de 90 por 12.

Anélogamente, con los otros ejemplos del § 6, 4:

1< %f < 12 luego 11 es el cociente entero de la division de 1394 por 124.

14>< %3— < 15 luedo 14 es el cociente entero de la division de 416 por 28

) T

6. Sea dividir la suma indicada (20 4 12) por 4. Evidente-
mente llegamos al mismo resultado haciendo la suma, 32, y°
viendo cuantos drupos de a 4 unidades hay (division por 4)
que viendo cuantos grupos hay en 20 unidades, después cudan-
tos hay en 12 y sumando los grupos; es decir:

(204+12)=-4=20-4+4+12+-4=5435=38

Esta propiedad es una consecuencia de una propiedad co-
rrespondiente de la multiplicacién; pues
(20 -4412=-4)=<4=(20-49 4+ (12 =-4)4=20+4 12

En deneral, siendo ¢ y & midltiplos de 7, se tendra:
(a4+b)—n=a-—-n-+b-n, que se enuncia:

VI. Para dividir por un nimero la suma de otros
dos (maltiplos de aquél) se divide por dicho nimero
cada sumando.

7. Volvamos ahora a la igualdad:

138 = 20 <X 6 4 18; dividiendo ambos miembros por 2

138 —2=(20 X6} 18) —2=(20 X 6) —-24 18 -2 =

= (20 - 2) X 6 | 18 — 2. Resulta asi:
138 —2 = (20 —2) X 6 4 18 = 2, donde se ve que: 138 =2
es el dividendo; 20 — 2 es el divisor, 6 el cociente, 18 = 2 el
resto; es decir, al dividir el antiguo dividendo y el antiguo di-

visor por 2, el cociente, 6, no ha cambiado, pero el resto, 18,
ha quedado dividido por dicho numero. Lo enunciamos:

VII. Siel dividendo y el divisor son multiplos
de un nimero, al dividirlos por dicho nimero el
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cociente no cambia pero el resto queda dividido
por el mismo niumero.

Aplicacion. Utilizamos esta propiedad para facilitar la division de niime-
ros terminados en ceros. Asi, por ejemplo: sea dividir 320000 por 50000.
Suprimimos igual nimero de ceros, y dividimos después 32 por 5; el co-
ciente es 6 y el resto 2. Por la propiedad anterior el cociente, 6, es el
mismo que al dividir 320000 por 50000; en cambio el resto ha quedado di-
vidido por 10000; luedo, para obtener el primitivo tendremos: 2 X 10000
= 20000. El resultado pues:

320000 — 50000 X 6 - 20000

8. Divisién de potencias de igual base. Sabemos que por
definicion es
PB=9X9IX9 , PF=9X9XIXIX9.
Propongamonos ahora dividir 95 por 93, es decir efectuar la
operacion 95 = 93; o sea:

OXIXIXIXY+(OXIXI).

Hemos visto que podemos dividir el dividendo y el divisor
por un mismo nimero, y el cociente no varia. El cociente da-
do sera pues el mismo que (9 X 9X9X9)--(9X9),y
también igual a (9 X 9X9)--9, o sea 9 X9, que es 9*;
por tanto:

(95 = 9%) = 93 =02,

Anélogamente :

PP =gpri=4
5Bl = G2 = B
y en deneral:
a™ — q" = @™ ™ (suponemos m > n)

Este resultado se enuncia diciendo:

VII. El cociente de dividir dos potencias de la
misma base es una nueva potencia de igual base
cuyo exponente es la diferencia entre el expo-
nente del dividendo y el del divisor.

EJjEMPLOS.
625 — 25 = 5% = 52 =542 =5"=25
g — 8t= 8§ A= ct=c
118 = 114 = 11* @ = gi=ag°71

¥ = b Aa —=— Ab = Aa-b



§ 7. EXTRACCION DE RAICES 29

§ 7. Extraccién de raices

1. Ya sabemos lo que significa una potencia. Las que mas
a menudo se presentan son la segunda potencia y la
tercera potencia. Por esta razon se les da nombres es-
peciales. En lugar de segunda potencia, decimos:
elevado al cuadrado, o simplemente al cuadrado. En lu-
dar de tercera potencia, decimos: elevado al cubo, o
simplemente al cubo.

EjEmMPLOS.

a? leemos: a al cuadrado , o a cuadrado
b® leemos: b al cubo , 0b cubo.
Estos nombres provienen de la geometria. En efecto: si @ es la longitud

del lado de un cuadrado, su dareaes @ X a, O sea a*.
Sia es la arista de un cubo, su volumen es @ X @ X a o sea a’.

2. Volvamos a las potencias.
Sea ar—10 (1)

Nos preguntamos ahora: cudl es el niimero cuyo cua-
drado es 9?. La respuesta es bien sencilla; la igualdad (1)
dice que dicho niumero es 3.

Anélogamente, si preguntamos ahora: cudl es el nimero
cuyo cubo es 87?; si recordamos que 23=38, la respuesta
es sencilla: dicho nimero es 2.

Ahora bien: asi como indicamos que 3 al cuadrado es igual
a 9, usamos otro signo para expresar que 3 es el nimero cuyo
cuadrado es 9. Escribimos

/9 =3, yleemos: raizcuadradade9es 3.

Anéalogamente, por ser 2 el niumero cuyo cubo es 8 ex-
presamos

S :
y8 =2, yleemos: raiz cibica de 8 es 2.
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Analodamente :
Por s'er 2t =118 escribimos : 4}/E:Q
» Ste=— 27} » : }3/5725
» 105 = 100000, > : ;/m= 10

y en gdeneral
a"=A y JA=a

son dos expresiones que tienen el mismo significado. La se-
gunda se lee: raiz enésima de A es idual a a.
Por consiguiente, a la pregunta: porqué la raiz cuadrada de

100 es 10, es decir porqué J100 = 10, contestaremos:

Porque 10 al cuadrado es 100, es decir, porque 10° = 100.
Damos a continuacion una Tabla de los cuadrados y cubos

de los nueve primeros niimeros naturales, que nos servira tam-
bién para determinar las raices cuadradas y ctbicas de algunos

nimeros.

%=1 luego V1 =1 1P =1 luego ;T =]
2 — 4 » o4 =2 ¢ =15 » ;§=2
3 =09 » V9 =3 =07 » ;éf =5
42 =16 » /16 = 4 = 64 » 7/6_ =4
5 =25 » o5 = 5%—=125 » ;@=5
6 =38 » 136=6 8 =215 » ;QTézs
7t = 49 » V49 =17 7 =545 » :’575 =y
8 = 64 » J6d=8 8 = 512 » ?/51—=8

= 3
91 = 81 » y81 =9 9* = 729 » 1729 =9
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3
3. Sea nuevamente la expresion J 8 = 2.
Esta expresion, como dijimos, se llama una raiz.

El signo } se denomina radical.

El nimero que va en el angdulo (en este caso 3) se llama
indice de la raiz.

El nimero que estid debajo de este signo (en este caso 8)
se denomina cantidad sub-radical, o radicando.

Cuando se trata de raiz cuadrada se acostumbra, en la prac- .
tica, suprimir el indice. Asi, escribimos sencillamente :

2
Y 144, en ludar de | 144
Ya , en lugar de %/7

OBSERVACION.—En vez de decir : determinar el niimero cuyo cuadrado
es 9 decimos: extraer laraiz cuadradade9.

EjERCICIOS.
1. Extraer la raiz cuadrada de 100.

Puesto que es 100 = 102 tenemos: 1100 = 10.

2. Extraer la raiz ciibica de 1000.
3

Puesto que es 1000 = 10% tenemos : J 1000 = 10.
3. Extraer la raiz cuadrada de 10000.

Puesto que es 10000 = 104 = (10)?, tenemos : }/ 10000 = 10%.
4. Extraer la raiz cuadrada de 16 a®.

Puesto que es 16 @* = (4 @)?, tenemos: |16 @® =4 a.

5. Extraer la raiz ciibica de 27 a°

3
Puesto que es 27 @® = (3 a@*)’, tenemos: J27 a® = 3 a’.
6. Por ser
100 = 10* , es y100 = 10
3
1000 = 10* » y1000 = 10
4
10000 = 104 » }10000 = 10
5
100000 = 10° » 100000 = 10

6
1000000 = 10° » J1000000 = 10




CAPITULO IV

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS

§ 8. Divisibilidad

1. Definicion y propiedades. Al estudiar la division exacta
hemos aprendido que: el dividendo es igual al producto del
divisor por el cociente. Asi, por ser

(1 8§ =4x2
decimos que 8 +-4=2y 8+-2=4

Por consiguiente, la igualdad (1) nos expresa también
que 8 es divisible por4 y por 2. Analogamente: de
15 = 3.5 deducimos que 15 es divisible por 3 y por 5; de
100 = 2.5.10 deducimos que 100 es divisible por 2, por 5, y
por 10.

En deneral, si es D = d X ¢, decimos que D es divisible por
d y por ¢. Por tanto, recordando la (5), § 6 deducimos que:

Un namero es divisible por otro cuando la di-
vision del primero por el sedundo es exacta, es
decir el resto es nulo.

Enunciando las propiedades de la division exacta estudiadas
en el § 6 obtenemos los siguientes principios:

. Todontimero es divisible por si mismo.

II. Todonimero es divisible por la unidad.

2. Sean las igualdades 8 = 4 X 2

12 =4 X3 ,
_que nos dicen que 4 es divisor comtn de 8 y 12. Sumando
ordenadamente obtenemos: 20 = 4 X 2 + 4 X 3, y por una
propiedad de la multiplicacion ya estudiada:
20 = (2 +3) X 4, 0sea 20 =5 X 4, que nos dice que
también 20, o sea (8 - 12), es divisible por 4.

Sea ahora, en deneral:
A=dx<a
B=dXd
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que expresan que d es un divisor comtin de A y B. Sumando
ordenadamente, obtenemos :
A4+ C=dXa+dXb
Factoreando en el segundo miembro por d&:
A+ B=d(@a+b); ‘
y llamando S a la suma (A + B) y s a la suma (a + b), se
tiene:
5. =.d.8

Esta ultima igualdad muestra que S es divisible por 4,
es decir:

ll. Siunnimero, d, divide a otros dos, Ay B,
también dividira a susuma (A + B).

Esta propiedad sera valida también si los nimeros son mas
de dos.

EjEmpLO.

Porque 2 divide a 4, 12, 18 y 22, divide también a 4 4 12 4 18 4 22
o sea a 56.

3. Sea nuevamente 20 = 5.4, que nos muestra que 20 es
divisible por 5. Si multiplicamos ambos miembros por un nu-
mero cualquiera, 3 p. ej., obtenemos:

20X 3=5 (4X3) , osea 60=5X12 , donde se
vé que 5 divide también a 60 = 20 X 3, es decir a un maualti-
plo de 20. Lo mismo habria resultado multiplicando por otro
nimero; asi, multiplicando por 4, se tiene 80 = 5.16, es decir:

IV. Siunndimero divide a otro divide también
acualquiera de sus multiplos.

Demostraremos esta propiedad para el caso deneral, es de-

cir haremos una demostracion que valda para cualquier ni-
mero :

[Losimiiltiplos: de 2isoni: ¥2 5< 152 30 202 3055124060400 o
y en deneral 2 X n nos da todos los miltiplos de 2 cuando
hagamos tomar a n cualquier valor natural. Andlogdamente, los
mitltiples.de 3 serdn’ 3 K 1,:3 51208 X1 5o 13 < m.iti Los
miltiplos de un ntimero @ cualquiera: a.1, @ 2, a.3,...,y en
deneral a.n.

Esto dicho, volvamos a la igualdad A = d.a, que expresa

Arit. y Alg, 5. -
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que A es divisible por d. Multiplicando ambos miembros
por un nimero cualquiera, 7, resulta:

A.n = d. (a.n), que nos muestra que también A.n es
divisible por d.

4. Caracleres de divisibilidad. Si se nos da un nidmero
cualquiera, 65 p. ej., y queremos averiguar si es o no divisible
por otro, 3, p. ej. efectuamos la divisién; si es exacta es
divisible. En nuestro caso 63 — 3.21, es decir 63 es di-
visible por 3. Pero es dtil (sobre todo cuando se trata de ni-
meros drandes) averiguarlo por otro camino mas corto: para
ello utilizamos los caracteres de divisibilidad. Asi
por ejemplo:

V. Unnimero es divible por 2 cuando termina
en cero o cifra par, es decir en 0, 2, 4, 6 u 8.

En efecto: sea un numero terminado en cero, 250. Es: 250
= 25 X 10; 10 es divisible por 2 (por ser 10 = 2.5); por con-
siguiente, también lo serd 25 X 10, que es multiplo de 10, es
decir 250. A la misma conclusion llegariamos con cualquier
numero terminado en cero (pues es miltiplo de 10).

Sea ahora un ndamero terminado en cifra par: 346; se tiene:
346 = 340 + 6; 340 es divisible por 2, segtin lo demostrado;
6 es también divisible por 2 y por tanto la suma de los dos
nimeros, 346, también lo sera (de acuerdo con Iil).

VI. Un nimero es divisible por 5 cuando termi-
naenOoen b5 Sea un nimero terminado en 0, como 480.
Se tiene:

480 = 48 X 10, y como 10 es miiltiplo de 5 lo sera tam-
bién 48 X 10, es decir 480.

Sea ahora un ntimero terminado en 5, como 295. Se tiene:

205 = 290 4 5

Cada sumando es miiltiplo de 5 (el primero por lo demos-
trado anteriormente); luego su suma, es decir 295, también lo
sera.

VIL. Un nimero es divisible por 4 cuando ter-
mina en dos ceros o sus dos dltimas cifras for-
man un maltiplo de 4. Sea, por ejemplo, 3200. Se tiene:

3200 = 32 X 100; pero siendo 100 = 4 X 25 es divisible
por 4 (y por 25), luego lo sera también 32 X 100, o sea 3200.
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Sea ahora un nimero cuyas dos tltimas cifras formen un
mualtiplo de 4; p. ej. 1824. Se tiene:

1824 = 1800 + 24; ambos sumandos son divisibles por 4 (el
primero por lo demostrado anteriormente), luego también lo
sera la suma 1824.

VIII. Unndmero es divisible por 25 cuando sus
dos tltimas cifras son cero o forman un maltiplo
de 25. Sea por ejemplo:

3200 = 32 >< 100; siendo 100 mdltiplo de 25 también lo se-
ra 32 X 100, o sea 3200.

Sea ahora 3275 = 3200 -+ 75; los dos sumandos son divisi-
bles por 25 (el primero por lo anteriormente demostrado); lue-
do la suma, o sea 3275, también lo sera.

IX. Unnimero es divisible por 8 si termlna en
tres ceros o sus tres dltimas cifras forman un
mitltiplo de 8 Sea, por eiemplo, 42000. Se tiene:

42000 = 42 >< 1000; siendo 1000 = 8 X 125, es 1000 divi-
sible por 8 (y por 125), luego 42 X 1000, es decir 42000, tam-
bién lo serd. Sea ahora 38112. Se tiene:

38112 = 38000 4 112; los dos sumandos son divisibles por 8
(el primero segtin lo anteriormente demostrado), luego también
lo sera su suma, es decir 38112,

X. Un nimero es divisible por 125 si termina
en tres ceros o sus tres tltimas cifras forman
un multiplo de 125. Sea el nimero 43000. Se tiene:

43000 = 45 >< 1000 ; pero siendo 1000 divisible por 125
también lo sera 43 > 1000, o sea 43000.

Sea ahora 43375. Se tiene:

43375 = 43000 + 375; ambos sumando son divisibles por
125 (el primero por lo demostrado anteriormente), luego tam-
bién su suma, es decir 43375, es divisible por 125.

Xl. Un nimero esdivisible por 3 o por 9, cuan-
dolasuma de sus cifras es divisible por 3 opor 9.

Para demostrarlo probaremos, previamente, que todo nimero
formado por una cifra seguida de ceros es un mdltiplo de 9 (y
por tanto de 3) mdas dicha cifra. Sea 4000; se tiene:

4000 = 4 X 1000 = 4 (999 + 1)
4000 = 4 X 999 + 4
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Pero 999 es muiltiplo de 9 (es facil comprender que un nd-
mero formado por puros nueves es divisible por 9); por con-
siguiente, también lo sera 4 X 999. Si indicamos con (m 9)
un miltiplo cualquiera de nueve, la dltima igualdad nos da:

4000 = (m 9) + 4. Andalogamente seria 200 = (m9) + 2

Volvamos ahora a un ntimero cualquiera, 4572:

4572 — 4000 -+ 500 4+ 70 + 2 ; y segin lo demostrado
anteriormente :

4572 — (milt. 9 4+ 4) 4+ (malt. 9 4+ 5) + (malt. 9+7)+ 2
o también:
4572 = (malt. 9 + mult. 9 + mdlt. N+ @4 +54+T7+2)

pero como la suma de varios multiplos de 9 da también un
multiplo de 9, tenemos:
4579 = miilt. 9 + @ 4+ 5+ 7+ 2)

La suma del segundo paréntesis es también un miltiplo de
9; por consiguiente, 4572 quedara expresado como la suma de
dos multiplos de ‘9, es decir sera divisible por 9.

Analogamente, obtenemos:

2106 = malt. 3 + 2 +1 4+ 0+ 6) ;

como el segundo paréntesis es mdltiplo de 3, también lo sera
la suma, es decir 2106.

EJENPLOS.

5159 es divisible por 9 y por 3, por ser (3 4+ 1 + 5 + 9) = 18 divisi-
ble por 9 y por 3.

921111 es divisible por 3 porque (2 4+ 1+ 1+1+41)==6es divisible por 3°
5184 no es divisible por 9 ni por 3 porque (3 + 1 + 8 + 4) = 16 no
es divisible por 9 ni por 3.

XIl. Un ntimero es divisible por 11 cuando la
diferencia entre la suma de las cifras que ocu-
pan lugares pares y la suma de las cifras que
ocupan lugares impares es divisible por 11.

Para demostrarlo tengamos presente que:
10=11—1=mli)—1;100 =99 + 1 =@ml1l)+1
1000 = 1001—1 = (m 11) — 1 ; 10000= 9999 + 1 = (m 11)+ A
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y en general: la unidad seguida de un nimero im-
par de ceros es miltiplo de 11 menos 1; y la
unidad seguida de un nimero par de ceros es
miultiplo de 11 mas 1.

Sea ahora una cifra cualquiera seduida de un numero impar
de ceros:

3000 = 3 X 1000 =3 (mult. 11 —1)=3. mult. 11 —3, o sea:
3000 = mult. 11 — 3

Para una cifra seguida de un nimero par de ceros:
40000 = 4 X 10000 = 4 (malt. 11 4+ 1) =4.malt. 1144, o sea:

40000 = mdalt. 11 4 4

Resulta pues: un ntimero formado por una cifra cualquiera
seguida de un namero impar de ceros es midltiplo de 11 me-
nos dicha cifra; y seguida de un ntiimero par de ceros es mul-
tiplo de 11 mas dicha cifra.

Volvamos finalmente a un niimero cualquiera, 2948. Se tiene:

2000 = malt. 11 — 2
900 = malt. 11 4+ 9
40 = malt. 11 — 4
e
y sumando ordenadamente, y teniendo en cuenta que la suma
de varios miiltiplos de 11 es también un miiltiplo de 11:

2048 = (m11) -+ [(9+ 8) —(2+ 4)]

En el primer paréntesis del corchete tenemos la suma de las
cifras de lugares impares, en el sedgundo la de lugares pares;
esta diferencia es 11, es decir, un mdltiplo de 11. Resulta pues:
2048 — (m 11) 4+ 11, y la suma es a su vez un miltiplo de

11, es decir 2948 es divisible por 11, de acuerdo con el enun-
ciado XII.

EJERCICIOS.

1. Averiguar si 375 es divisible por 25,

2. Averiguar si 42000 es divisible por 8,

3. Averiguar si 112169 es divisible por 3 y por 9.
4. Averiduar si 19294 es o n6 divisible por 11.
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§ 9. Méaximo comiin divisor de dos niimeros

1. Sea un numero cualquiera, como 24, cuyos divisores son
1,2,5, 4, 6,8, 12, 24; o excluyendo la unidad, que es divi-
sor de cualquier ntimero, tendremos :

divisores de 24 son: 2, 3, 4,6, 8, 12y 24

Analogamente :

divisores de 60 son: 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 30 y 60.

Hemos indicado con nimeros negritos los divisores co-
munes a 24 y 60. Entre ellos hay uno mayor que los de-
mas; es 12.

Decimos entonces que 12 es el maximo cémin divi-
sor de 24 y 60, y lo expresamos:

12 = m. c. d. (24,60); analogamente
8 = m. c. d. (16,40)

2 1. Silosntimeros dados son iguales su ma-
ximo comtun divisores, evidentemente, cualquie-
ra de ellos. Por ejemplo:

m. c. d. (20,20) =20 , m. c.d. (30,30) =30 , m.c. d. (36,36) = 36
y en deneral . € defana) = @ -

[I. Si el mayor de los nimeros es divisible
por el menor, este dltimo es, evidentemente, el
méaximo comitn divisor de ambos. Asi. por ejemplo:
m. c. d. (18,36) =18 ; m.c.d. (16,32) =16 ; m.c. d. (50,100) = 50 ,
y en deneral m. ¢. d. (a;na)=a.

3. Sean ahora dos ntiimeros diferentes y tales que el ma-
yor no es divisible por el menor, 210 y 80. Dividiendo el ma-
yor por el menor encontramos un cociente 2 y un resto 50
es decir:

210 = 80.2 4 50

Dividiendo ahora el divisor, 80, por el resto, 50, encontra-

mos un cociente 1 y un nuevo resto, 30; es decir

80 =501 4+ 30
Dividiendo ahora el divisor, 50, por el resto, 30, encontra-
mos un nuevo cociente 1, y un resto 20; es decir:
50 = 30.1 + 20
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Analogamente, dividiendo ahora el divisor 30 por el resto 20:
SOR=R20 5 S S =
y dividiendo 20 por 10:
20 = 10. 2 (division exacta)
En resumen: hemos dividido el mayor de los ntmeros, 210,
por el menor, 80; después dividimos el divisor por el resto, des-
pués el nuevo divisor por el nuevo resto, y asi continuamos

hasta llegar a una division exacta. En esta forma hemos ob-
tenido las igualdades :

210 = 80.2 + 50
80 = 50.1 + 30
50 = 30.1 + 20
50 = 20.1 + 10
20 = 10.2

El tltimo resto, en nuestro caso 10, es el maximo comtin di-
visor de los niimeros dados.

Demostraremos, primeramente, que el tltimo resto
(en nuestro caso 10) debe dividiralos dos nimeros dados,
es decir es un divisor comiin a los mismos. En efecto: la dltima igualdad
muestra que 10 divide a 20. Pero si divide a 20 dividird a 20.1 (cuarta
igualdad}, y si divide a este producto y a 10, dividird a su suma 30; pero
si lo divide a 30 dividird a 30.1 y ‘puesto que también dividia a 20 dividira
a su suma, es decir a 50 (tercera igualdad); pero si 10 divide a 50 dividira
a 50.1 y puesto que también dividia a 30 dividird ala suma 80 (se-
gunda igualdad); pero si divide a 80 dividird a 80.2, y si divide a este pro-
ducto y a 50. dividird a su suma, es decir a 210. Resulta asi que 10 di-
vidird a 80 y 210, como nos proponiamos demostrar.

Demostraremos ahora que todo divisor de los niimeros da-
dos, es decir de 210 y 80 es divisor del tiltimo resto, o sea
de 10.

En efecto, indiquemos por d un divisor comiin de 210 y 80. Por dividir
d a 80 dividird a 80.2; pero si divide a la suma 210 (primera igualdad) y
a un sumando, dividird al otro sumando,es decir a 50; pero si divide a la
suma 80 y a un sumando 50.1 dividiréa al otro sumando, 30; (segunda igual-
dad); pero si divide a 50 y a 30 dividitd al otro sumando, 20; pero si d
divide a la suma 30, y a un sumando 20.1, dividird al otro sumando, es
decir a 10, como nos propusimos demostrar.

Resulta asi demostrado: que 10 es un divisor comin a 80 y 210; y que
los demés divisores comunes a 80 y 210, son iguales o menores que 10,
pues deben dividir a 10. Esto demuestra que 10, es decir el tltimo resto de
las divisiones sucesivas, es el méximo comiin divisor de lps niimeros dados.
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En deneral :

El dltimo resto de las divisiones sucesivas es
el maximo comin divisor de los nimeros dados.

El procedimiento seguido para determinar el maximo comtin
divisor, y que es aplicable a dos nimeros cualesquiera, se de-
nomina algoritmo de Euclides, porque fué¢ Euclides, ma-
témadtico griego del siglo 1II a. C., que lo empled por primera
vez. -

EJEMPLOS. )
1573 = 1260 . 1 + 515 324 — 126 .2 + 72
1260 = 315.4 + 8 126 = 72.1 + 54
515 =  8.30 +1 79 = 54.1+4 18

§= 1.8 54 = 18.5
m. c. d. (1573, 1260) = I m. c. d. (324, 126) = 18

Observaciones.
En la prdctica, para abreviar, se dispone la operaci6on en la siduiente
forma :

cocientes | 2 I Bl s
divisores 324 126‘72 54)18
restos 72| 54 (18| 0

4. Si se dieran tres ntimetos, para determinar su maximo co-
man divisor, se procede (de acuerdo con un teorema que no
demostraremos) en la siguiente forma:

Se determina el maximo comtin divisor entre dos cualesquiera
de ellos, y después el maximo comiin divisor entre el maximo
hallado y el tercero de los niimeros.

Por ejemplo: determinar el méximo comtn divisor de 524, 126, y 48.

Segiin el segundo ejemplo del pérrafo anterior es: m. c. d. (524, 126) =18;
luego m. c. d. (324, 126, 48) = m. c. d. (18, 48).

Pero, por ser 48 = 18.2 4+ 12 es m.c.d. (18, 48) = 6,
18 =12.1 4+ 6
* 12 = 6.2
luedo m. c. d. (324, 126, 48) = 6.

§ 10. Minimo comin miiltiplo

1. Sean dos ntimeros cualesquiera: 12 y 8. Habra muilti-
plos comunes a 12 y 8 (y en realidad tantos como se quiera).
Tales son: 24, 48, 72, 96, .... etc. Entre todos ellos habrd
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uno que es el menor, en nuestro caso 24, al cual denomina-
mos minimo comun multiplo de los nimeros dados. Lo
expresamos :

m. c. m. (12,8) = 24

Como en el caso del maximo comiin divisor, son evidentes
estas dos propiedades:

I. Si dos nimeros son iguales cualquiera de
ellos es el minimo comin multiplo de ambos.

II. Siunntimeroes divisible por otro el mayor
es el minimo comidan mdltiplo de ambos.

Asi, por ejemplo :
m, ic.omm (4i4)) =44 m.reiam(65;85) i=-55 s m: e . (on = n
m. ¢. m. (100,50) = 100 ; m. c. m. (20,10) = 20 ; m. ¢. m. (7 m, m)=n m.

2. Una manera de determinar el minimo comtin mdltiplo
de dos nimeros dados seria proceder por tanteos; para lo cual
vamos escribiendo en orden ascendente los multiplos de los
nimeros dados hasta encontrar uno comtin.

Por ejemplo :

Muiltiplos: de 12 son: . 12:1 = .12 ; 12.2 = 24 , 12.5 = 36, ...
Multiplos de. 8'sons  8.1.= 8:; 8.2=16,8.5.= 249, ,..

Hemos escrito con negdrita el menor niimero comin a las dos series;
luego :

m. ¢. m. (12,8) = 24.

Pero este procedimiento seria muy engorroso. Mads sencillo
es hacerlo en la forma que explicaremos mas adelante (§ 11).
Conociendo el maximo comtin divisor de los nimeros dados
se puede determinar su minimo comtn miltiplo aplicando el
siguiente teorema, cuya demostracion haremos en el curso si-
duiente :

[II. Elminimo comitn maltiplo de dos ntimeros
es igual al producto de uno cualquiera de ellos
porelcociente de dividir el otro por el maximo
comtn divisor de ambos.

EjEmMPLOS.

1. Determinar el minimo comiin miiltiplo de 90 y 72.
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Determinemos primeramente su méximo comin divisor, por el aldoritmo
de Euclides:

90 = 72.1 4 18

72 = 18.4
luedo es m. c. d (90,72) = 18 g
y por consiguiente :
m. ¢. m (90,72) = %(81 s 12 =.5.72.= 360

2. mecd. (1848) = 6 .. mec.m (1848) = (18 =~ 6) X 48 = 144
3. mc.d. (324,126) = 18 .°. m.c.m. (524,126)= (324 = 18) X 126 = 2268

§ 11, Nimeros primos

1. Definicién. Sea dado un ntimero, como 24. Ademads de
ser divisible por 24 y por 1 (pues todo niimero es divisible por
si mismo y por la unidad), es divisible por 2, 3, 4, 6, 8 y 12.

En cambio, el nimero 11 s6lo es divisible por 11
y por 1. Por consiguiente, si cuando nombramos los diviso-
res de un ndmero no tomamos en cuenta al nimero mismo y
a la unidad, tendremos que decir que 11 no tiene ningtin
divisor.

I. Los nimeros que no tienen nindtin divisor se
denominan primos.

Segtin esta definiciéon, 7, 11, 13 y 17, seran niimeros primos.
En cambio, 18 no es primo, pues admite el divisor 2 (y otros).
Andlogamente, 15 no es un nimero primo, pues admite el di-
visor 3.

A un nimero que no es primo suele llamarsele, también,
compuesto. ’

2. Sea un ntimero compuesto, como 48; admitira algtin divi-
sor primo. En efecto:

(1) 48=4X 12 ; pero asuvez: 12=2X6, (2

)

es decir 12 es divisible por el nimero primo 2, que sera tam-
bién divisor de 48 (§ 8, IV). Resulta asi que 48 tiene un di-
visor primo, 2. Lo vemos mas claramente si reemplaza-
mos 12 en la (1) por su valor (2):

48 =4X2XG6
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Pero también 4 y 6 contienen divisores primos, pues:
4 ooe GONT G iD=t A L
y reemplazando en la igualdad anterior se obtiene:

48 =2 BC X2 X9 X 2K D,
donde todos los factores del segundo miembro son
primos.

Este razonamiento vale para cualquier ntimero compuesto.
En efecto: el nimero serd igual al producto de dos factores; si
estos factores no fueran primos se descompondrian a su vez
en otros dos; y continuariamos en esta forma hasta lledar a
un producto de factores todos primos.

EjEMPLOS.
90 =730X3=6X5X3=2X3X5X3
() 924=28XB=EAXTNXEBX1M)=2X2XT7X3X1

Admitiremos, pues, como cierto, que:

II. Todo nimero compuesto se puede expresar
como un producto de factores primos.

Si un factor primo aparece en el producto mas de una vez,
se asocian estos factores iguales en una potencia. Asi, los
ejemplos (3) se expresaran:

90=12X 3 X5 ; y andlogamente 12036 —2° X 3 X 7% X 11
904 — D2 %o B Tl 26061=— 5IXa78 X 11},
como puede comprobarse facilmente.

Para buscar los divisores primos de un ntimero dado se procede, en la
préctica, en la siguiente forma :

9012 924/ 2 12036 2 2695 5 1001] 7
453 462 2 6468| 2 559 7 145/11
153 251 3 5054, 2 77| 7 1315
56 77 16175 111 -
\ 1111 559 7 j

‘ 77| 7 ,

| 1 111 |

Al lado del niimero dado colocamos su menor divisor primo, y debajo el
cociente. Andlogamente procedemos con el cociente y seduimos en esta
forma hasta lledar a un cociente primo.

3. La descomposicién de los ntimeros en sus factores pri-
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mos se aprovecha para determinar el maximo comtn di-
visor y el minimo comdn mualtiplo de varios nt-
meros. Para hacerlo, nos fundamos en dos teoremas que de-
mostraremos en el curso siguiente; a saber:

[l. El mdximo comin divisor de varios niime-
ros se forma con el producto de los factores pri-
mos comunes, afectados con el menor exponente
con que figuren.

IV. El minimo comin maltiplo de varios niime-
ros se forma con el producto de los factores pri-
mos comunes y no comunes afectados con el ma-
yor exponente con que figuren.

EjEMPLOS.

Sean los ntimeros 324 y 126. Descomponiéndolos en factores primos, re-
sulta :

524 = 2284 =" 196 —=12,3%. 7.
Los factores primos comunes son 2 y 3; sus menores exponentes
son, respectivamente, 1 y 2; luedo (teorema III) :
mees d (5245 126) = 25" — 18+
Hemos obtenido, como debia suceder, el mismo resultado que el que ob-
tuvimos al aplicar el algoritmo de Euclides (§ 10 Ejem.).
Andlogamente, los factores primos encontrados en los dos niimeros

propuestos son 2, 3 ¥ 7; sus mayores exponentes son, respectivamente,
2,49 1; luedo, de acuerdo con el teorema (IV) tendremos :

m.c. m. (324,126) = 2254 . 7 = 2268,

es decir el mismo resultado que obtuvimos por otro procedimiento, en (§ 10).
Andlogamente :

300 = 927,35, 58 m. ¢. d. (300,126,105) = 3; luedo :
198 =130 53%.7
5= "5t4.5 «f m. ¢. m. (300,126, 105) = 22. 32, 5%. 7 = 6300

4. Decimos que la sucesion de los numeros naturales 1, 2,
3,4, 5, ...es ilimitada; porque dado un nidmero, siempre hay
otro mayor que éste. Nos preguntamos ahora si sucede lo
mismo con la sucesion de los ntimeros primos, 1, 2, 3, 5, 7,
11,15, ...; es decir: hay un nimero primo mayor que todos;
o, por el contrario, dado un ntiimero primo existe siempre otro
mayor que éste?. Demostraremos que:
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V. Lasucesionde los nimeros primos es ili-
mitada.

En efecto: supongamos que la sucesion de los ntimeros pri-
mos fuera limitada, y que 13 es el mayor nimero primo; es
decir, la sucesién seria: 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13. Formemos el
producto de estos ndameros 2. 3. 5. 7. 11. 13 = 30030 y a este
namero sumemos 1. Obtenemos:

30031 = 30030 + 1.

El nimero obtenido, 30031 (como todo ndmero) estara en
uno de estos dos casos: es un niimero primo o es compuesto.

En el segundo caso, es decir si 30031 es un ntimero com-
puesto, admitira algan divisor primo, segin lo de-
mostrado en (II). Pero este divisor primo no puede ser 2
ni 3, ni 5, ... ni 13, pues estos son divisores de 30030 y no
de 30030 + 1; la division por cualquiera de ellos daria
un resto 1. Resulta asi que el numero dado debe admitir
un divisor primo, y no admite por divisor a 13 ni ningiin divisor
primo menor; luego, admitira por divisor un ntimero primo
mayor que 13; lo cual prueba que también en este caso
existe un niimero primo mayor que el tltimo supuesto (es el
que debe admitir por divisor 30031.

EjEmpPLO.

Veamos como se produce, en efecto, uno de los dos casos mencionados.
Supongamos que es 7 el dltimo niimero primo; se tiene:

1.2.3.5.7 + 1 = 211, que es primo (1°* caso) y mayor que 7.
Si hubiéramos supuesto que es 13 el dltimo nimero primo, tendriamos :

1.2.55.7.11.13 + 1 = 30031 = 59 X 509, siendo 59 primo (2°. caso).

OBSERVACION. No existe un teorema que permita decidir si un niimero
dado es primo o no. Es necesario pues averiguarlo aplicando primera-
mente los criterios de divisibilidad. Pero asi sabremos séla-
mente si es o no divisible por 2, 3, 5, 7, 11. Hay que continuar con los de-
mds divisores primos. Cuando el nimero es grande es pues una operacion
muy larda el determinar si es 0 no un ndmero primo (salvo casos espe-
ciales).

El ntimero primo més grande conocido hasta ahora es:

28t _ 1 = 2 305 843 009 213 693 951 .




CAPITULO V

LOS NUMEROS FRACCIONARIOS

§ 12. Medida de segmentos

1. Sea la de la figura una recta cualquiera. Si sobre ella
marcamos dos puntos cualesquiera, A y B, por ejemplo, nos
queda formado un segmento de recta, que denominamos

segmento AB, y lo indicamos A B,

A B

Fig. 1

De la misma manera podriamos obtener sobre esta recta, u

otra cualquiera, otro segmento, A’B’. En la fig. 2, hemos
representado dos segmentos cualesquiera.

Ay B
A'% 1IB’
Fig..2

2. Sean ahora dos segmentos como los de la fig. 3. Si
superponemos A’ con A y hacemos que las rectas tengan la
misma direccion, quedara también superpuesto B’ con B. De-

A —1B

’

Al B’
Fig. 3

cimos en este caso que los segmentos AB y A’ B’ son igua-
les, y lo indicamos

(1) AB=A'P.
3. Consideremos, en cambio, los segmentos de la fig. 4.
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Si superponemos A’ con A y hacemos que las rectas tengdan
la misma direccion, «caerd» B’ a la izquierda de B, en el

A— C —B

A B’

Fig. 4
punto C. Una parte del segdmento AB es ahora igual
al segmento A’B’. Decimos entonces que el segmento AB
es mayor que el A’B’, y lo indicamos

) AB >A'B’ .

Si nos fijamos en la misma figura vemos que B «cae» a la
derecha de B’, por lo que decimos que el segmento A’B’
es menor que el AB, y lo indicamos

(3) A'B’< AB.

Por la manera como hemos razonado es facil comprender
que la (3) es una consecuencia de la (2), es decir que si A B
es mayor que A’'B’, sera A’B’ menor que AB.

4. Adicion de segmentos y producto por un
nimero. Si llevamos sucesivamente y a continuacion de

otro un segmento, haremos la operacionde sumar segmentos
En la fig. 5 esta indicada la suma de tres segmentos iguales

aAB, osea: AB +~ AB + AB.
A B
A - . 1B’
Fig. 5

Obtenemos asi el segmento A’B’. Indicamos la operacion en
la forma

3 AB =A'B’;
y decimos entonces: el segmento A’ B’ es un mitltiplo (de
orden 3) del segmento AB; o el segmento A B es parte
alicuota del segmento A’B’, y lo indicamos

o AT
B—5>
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Analogamente. en la fig. 6

M—N
Mf = } + 4N'
Fid. 6
obtenemos: M'N' =4 MN
o también MN = o

4

5. Decimos que elegimos un segmento por unidad de me-
dida cuando a su longitud le asignamos el nimero 1. Asi,
en el ejemplo de la figura 5, significa elegir como unidad el
segmento A B, asignarle el nimero 1. Pero entonces al seg-
mento A’ B’, correspondera el niimero 3. Esto se expresa di-
ciendo: la medida del segmento A’B’ (o sea su longitud) es
3 cuando es 1 la medida del segmento AB.

EjEMPLOS.

1. Sean dos segmentos CD, y C'D’. Si multiplicando el segmento

CD por 5 obtenemos C' D', es decir si
| CD=5CD,

diremos que: la medida de C'D'es 5 cuando elijamos CD
como unidad.

2. Si multiplicando un segmento P Q por 6 obtenemos otro segmento
P’ Q', es decir si

PPQ =6 PQ,

decimos que 6 es la medida de P'Q cuando elijamos PQ
como unidad.

6. Supondamos ahora que se nos dan dos segmentos como
AB y A’'B’ fig. 7.

T

A

Fig. 7

Si sumamos tres veces el segmento AB obtenemos un seg-
mento A’ C’ menor que A’B’; si en cambio lo sumamos cua-
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tro veces obtenemos un segmento A’ D’ mayor que A’ B’. El
segmento A B no es pues parte alicuota del segmento A’ B’.

Pero, puede suceder que dividiendo el segmento AB en cier-
to numero de partes iguales obtendamos un segmento que sea
parte alicuota de A B y también de A’B’, es decir, parte ali-
cuota comun a ambos. En nuestro caso es el segmento de-
signado por m; y tendremos:

@) Sbead m
A'B'=Tm

Si elegimos el segmento m como unidad, sera 2 la medida de
AB , 7 la de A'B’ .

7. Para medir el segmento A'B’, en el ejemplo anterior, nos
hemos visto obligados a cambiar la unidad primitiva de medi-
da: en vez del segmento A B, que era nuestra unidad, hemos
adoptado el segmento .

Para evitar este inconveniente se usan otros nimeros deno-
minados fraccionarios. Por ejemplo, en nuestro caso po-
demos conservar la primitiva unidad de medida, es decir asig-
nar a A B el numero 1; asignamos entonces al segmento A’ B’

' s 7 ; :
un numero que indicamos por R leemos siete medios.

Un ntimero de esta clase se denomina fraccién, o nimero
fraccionario. Un ntimero fraccionario se forma pues con
un par de nimeros naturales separados por un guidn.

Lo que hemos hecho se puede interpretar en esta otra forma:
Multiplicando por 7 la 1.2 (2) y por 2 la 2.2, obtenemos :
7TAB=14m
9A'B'=14m , esdecir TAB=2A"B
A" B = L‘zia— ;9 asi:

sia A B corresponde

a A'B »

o/~ =

Arit. y Alg,, 4.
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§ 13. Operaciones con niimeros fraccionarios. Adicién

1. Como hemos visto en el parrafo anterior los nimeros
fraccionarios nos sirven para medir un segmento cuando no
es un multiplo de la unidad de medida, pero si lo es de una
parte alicuota de dicha unidad.

En el ejemplo § 12,7 la medida de A’B’ era el nimero frac-

cionario ¢
2

Los ndameros que componen la fraccion y que en nuestro
caso son 7y 2, se denominan términos.
Cuél es el significado de los términos de la fraccion?

S8 W7
Tomemos la fraccion ?:

2 indica el niimero de partes iduales en que es necesatio
dividir la unidad de medida AB para encontrar un segmento

que sea parte alicuota de A’B’ . Dicho nimero da nombre a
la fraccion (siete medios); por ello se llama denomi-
nador;

7 expresa qué numero de segmentos iguales a dicha parte
hay que sumar para obtener el segmento A’B’. Se le llama
numerador.

Podemos pues decir que en una fraccion el denomi-
nador expresa el numero de partes alicuotas
en que se hadividido la unidad; y el numerador
expresa el niimero de dichas partes que forman lafraccion.

EjEMPLOS.

4 . . :
5 se lee cuatro quintos; 4 es el nimerador, 5 el denominador.

12 9 Tn b s
@se lee doce ciento veinticinco avos; 12 es el numerador,

125 el denominador.

OBSERVACIONES.

Los dos términos de la fraccion estén separados por un guién horizon-
tal. En la misma forma hemos indicado la division exacta. Asi, expresa-
bamos con
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4

5 0 4/2  la operacion 4 dividido 2 ; ahora con
% . 7/2 expresamos un ntimero fraccionario. Porqué hemos

usado la misma manera de expresar estas dos cosas diferentes? Mads ade-
lante lo explicaremos.

2. Qué significa un numero fraccionario como

5) 4 /) a

‘1 % 1 3 1 Funs A RS 1 b .
es decir una fraccion en que el denominador es la unidad?
Si estas fracciones tuvieran sentido de acuerdo con nuestra

definicion del § 13, 1, la unidad se habria dividido en «una
parte>: En realidad, admitimos que esto significa no modificar-

SALE . :
la. Con esta convencion, i seria la medida de un segmento
equivalente a tres veces la unidad de medida, es decir seria

igual al nimero 3 mismo. Podemos pues poner:

4 T B-u i )
T =4 3 T =uH 3 T =6 ol kB o BT T =y .
3. Qué significa un ntimero fraccionario como
TR et
2 b 5 ;] 4 b 2. .7. a )

es decir en que el numerador y denominador son iguales?

De acuerdo con nuestra definicion, habremos dividido la uni-
dad en cierto niimero de partes y sumado todas ellas; luego
obtendremos la unidad misma.

Admitimos asi, que :

2 3 4 5 a h
_2___1 ’_g_l ’z__] ,~§=1 ,....——1,

la dltima fraccion se lee: <«a sobre a igual a uno.
Podemos pues decir que toda fraccién cuyo nume-

rador y denominador son iguales es igual a la
unidad.

¥

BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS
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4, Sea nuevamente, fid. 8, el segmento A B la unidad de
medida.

AR R

A’ : ; B’
Fig. 8

Dividamosla en 2 partes iguales. Ahora bien: sumando su-
cesivamente 3 segmentos iguales a dicha parte alicuota forma-
mos otro-segmento A’ B’. Su medida serd, evidentemente, ma-
yor que la de AB, y por tanto mayor que la unidad.

La fraccion 3/2 es pues mayor que 1.

Analogamente 6/5, 9/7, 123/112, etc.,, y en deneral: son
mayores que la unidad las fracciones cuyo nu-
merador es mayor que el denominador.

Dichas fracciones se denominan impropias.

En cambio, son menores que la unidad las fracciones en que
el denominador es mayor que el numerador. Dichas fracciones
se denominan propias.

5. Consideremos dos segmentos como los de la figura 9.

At UL + :B'
Fig. 9

Siendo A B parte alicuota de A’B/, si elegimos el primero de
estos segmentos como unidad de medida correspondera al se-
gundo un ndmero entero. Asi, tenemos:

a AB corresponde 1.

a A’B’ corresponde 2, que expresa la medida de AB.

Dividamos ahora el segmento AB en dos partes iguales. Ob-
tendremos un segmento, que designamos por m, del cual AB
contiene 2, y A’B’ contiene 4. La medida de A’B’ esta-

rda ahora expresada por% f

Estos dos ntmeros que expresan la medida de un mismo
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segmento, con la misma unidad, deben ser iduales; es decir:

%: 2. (4 sobre 2 es igual a 2, 1o mismo que 4 dividido por 2).

De la misma manera obtendriamos:

6 - 12 551 i
E—O . §=4 ! 3_5 , es decir:

Cuando el numerador de una fraccion es divi-
sible por su denominador la fraccién es equiva-
lente al nimero entero que se obtiene efectuan-
do la division.

Fracciones de esta clase, es decir equivalentes a un nimero
entero, se llaman aparentes. Todo nimero entero puede
convertirse en una fraccion aparente de cualquier denominador.

EjEmPLOS.

1. Convertir 5 en fracciones de denominador 2, 3, 11, respectivamente.
Tenemos :

5 55

S L 11

2. Convertir el niimero n en fraccién de denominador 2.

Tenemos :

5 = : 8=

NJIE

2
2

3 Convertir el niimero 3 en fraccion de denominar 7.
Tenemos :

=

S]]
=

Fae

o

4. Convertir el ntimero m en fraccién de denominador 7 :
Tenemos :

_nm

R
5. Convertir el niimero 1700 en fracciéon de denominador 1.

Tenemos:
1700

1

6. Convertir el niimero | en fraccion de denominador 20.
Tenemos :

1700 =

g 20
el

- . m
7. Qué clase de fracciones representa el simbolo rvds y en qué casos ?

.
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m - S
Tenemos : - representa : fraccion propia si m < n

» impropia » m > n

» aparente » m es multiplo de 7.

6. Fracciones equivalentes. Consideremos los segmentos
de la fig. 10.

La unidad AB estd dividida en 4 partes. La suma de 6 par-
tes iguales a una de ellas da el segmento A’B’; su medida es

igpeenda LB R E
= A k ATB
Fig. 10

pues % A la derecha hemos tomado los mismos segmentos.

Pero AB estd ahora 'divididar en 2 partes; y la suma de 3 par-
tes iguales a una de ellas da A’B’; su medida se expresa pues

or o

Pero las dos medidas tienen que ser iguales, pues el seg-
mento A’B’ es el mismo y la unidad también. Por consiguien-
te, sera

©) e

Ha resultado asi que duplicando el nimero de partes en

que se divide a la unidad (denominador) y duplicando tam-
bién el nimero de partes iguales que se suman (numerador),
la fracciéon que se obtiene es equivalente a la
primitiva.

Lo mismo hubiera resultado multiplicando el numerador y de-
nominador por 3 o por 4, y en dgeneral multiplicando por un
mismo ntimero el numerador y denominador.

OBSERVACION. Cuando tenemos una igualdad como a =
podemos también invertir el orden de sus miembros y escribir
b —a. Esto constituye la propiedad simétrica de la
igualdad.
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De acuerdo con esta propiedad podemos escribir la (3) en
la forma :

4 6 3
4) i=9

Por esta igualdad vemos que la segunda fraccién, que es
equivalente a la primera, se ha obtenido dividiendo el numera-
dor y denominador de ésta por 2. Lo mismo resultaria divi-
diendo por un mismo ntmero, cualquiera que sea.

De lo visto anteriormente deducimos, pues, la siguiente pro-
piedad de las fracciones:

Si multiplicamos el numeradory denominador
de una fracciéon por un mismo nimero obtenemos
una fraccion equivalente.

También obtenemos una fraccion equivalente
dividiendo ambos términos (cuando son divisibles) p o r
un mismo nimero.

EjEMPLOS.
1 A 15408 015
X 45 45 20
: 2o g e
7 Fyall Bk 33
3. Convertir - ? en fraccion equivalente de denominador 28. Tenemos :
5 _ 54_ 2
pA R e T

4. Sera posible convertir —g— en una fraccion equivalente de denomina-

dor 127?
No es posible porque no hay nindin nimero entero que multiplicado
por 7 de 12.

OBSERVACION.,

La propiedad de que podemos multiplicar ambos términos de
una fraccion por un mismo ntimero obteniendo otra fraccion
equivalente se utiliza para resolver el siguiente problema:

Dadas dos fracciones, convertirlas en otras dos, respectiva-
mente equivalentes, de igual denominador.

En la practica se dice, brevemente, reducir dos frac-
ciones a un comin denominador.
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EJEmMPLOS.
i K Convertir% y —g— en fracciones de idual denominador. Tenemos :
2 _25_10
5. L 5.6 55
g a3 12 fracciones de igual denominador.
5 75:8 7715

Como hemos hecho? Hemos multiplicado el numerador y denominador
de cada fraccion por el denominador de la otra.

Asi:
9 ‘ DS _57_ 21
J AZE AT 28
2724 8
7 7357928
3. Analogamente : convertir en fracciones de igual denominador % y %
@ _ ad)
b\ Hd )
. il fracciones de idual denominador, pues b.d=d. b .
d "~ db ~

4. Si las fracciones son mds de dos llegaremos a reducirlas a comiin
denominador, como puede verse fdcilmente, aplicando la siguiente redla:
Se multiplica el numerador y denominador de cada fraccién por los de-

nominadores de las otras fracciones. Asi, si las fracciones son: % s %, 7i:
4 _ 427 _ 56
5, SRR e
B 580 0 A5
D s e 70
4 _ 452 _ 4
R T
5. Convertir en fracciones equivalentes de igual denominador : %,% : %.
Tenemos :
g e a ) .
R hid
(5 cbf ; L %
.7 7 fracciones de idual denominador, pues bd f=db [f=[fbd.
el il J
FiL Afbd
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OBSERVACION.

Sean dos fracciones cualesquiera de diferente denominador, que repre-
sentaremos por
a ¢
3 y T
Reduzcémolas a fracciones equivalentes, respectivamente, de igual de-
nominador. Obtenemos:
ad be ~
bd y bd
Si las fracciones dadas, es decir, a/b y ¢/d, son iguales, también lo serdn
estas (ltimas, que son respectivamente equivalentes a las primeras; es decir:
a c gar b

& = d ®  bd”bad’

y puesto que son iguales los denominadores también lo serdn los numera-
dores; es decir :

/

ad=bc

Resulta asi: si dos fracciones
a ¢
e X1 ‘
sonigduales, son iduales también los productos del niime-

rador de una por el denominador de la otra.
Obtenemos asi otra definicion de igualdad de fracciones. Asi:

18 _ o1

14 =gy Pporque 18.21 =27.14

7. Aplicacion del m. ¢. m. En aldunos casos, podemos
efectuar la misma operacién utilizando niimeros mas pequefios.

5 3 . i
En efecto, sean A las fracciones que reduciremos a co-

mtin denominador. Es 12 el menor miltiplo comin de 6 y 4.
Podemos poner:

Bl B i

6 6.2 12 :

g fracciones de idual denominador.
A 43 13

/

En realidad, hemos hecho lo siguiente: multiplicado el
numerador y denominador de cada fraccién por

a
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el cociente que se obtiene dividiendo el m. c. m.
de los denominadores por el denominador de la
misma fracciéon. (En la primera fraccién los hemos multi-
plicado por 2 =12 < 6; en la segunda por 3 =12 =-4).

EjEmPLO.
9 Mg
a1z 110’
Tenemos : m. c. m. (5, 4, 12, 10) = 60 ; este serd el menor denominador
comdn. Ahora bien, para formar los numeradores decimos :
60 div. 5 igual 12, mult. por 2 igual 24
60 » 4 w16 W » » 9 » 135

60 » 12 » By UL 55
60 » 10 1y 8, » - T %, 492
Luedo, las fracciones equivalentes a las dadas son, respectivamente :
24 1% 55 42
60 ° 60 ' 60 ' 60
8. Simplificacion de fracciones. Otra aplicacion de la propiedad estudiada
es la simplificacion de fracciones. La obtenemos dividiendo ambos térmi-
nos por los divisores comunes. Asi:
20 _ 2
SO B
pues hemos dividido numerador y denominador por el mismo niimero (10) .
Es claro que la fraccion se reducird a su expresion més sencilla cuando
hayamos suprimido todos los factores comunes al numerador y denomi-
nador. Para ello recurrimos a la descomposicién en factores primos
(§ 11,2). Asi, tendriamos:
120 2e 0 Ha T o
144 25 2.5 6
9. Sabemos ya reducir dos fracciones a comin denomina-
dor y determinar si dos fracciones dadas son 0 no equivalentes
(o iguales).
Seréan iguales si las dos fracciones tienen igual denominador
e igual ‘numerador, o se pueden reducir a fracciones de esta

: s . 2
1. - Reducir a comin denominador 5

porque reducidas a comtn deno-

: . 96 =1
minador ambas son iguales a WA 4

Podemos expresarlo mas sencillamente: para averiguar si
dos fracciones dadas son iguales las convertimos en igual de-

ey 4
clase. Asi, esg igual 4 16
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nominador; si los numeradores son iguales, son iguales las frac-
ciones. .

Mais sencillo, como vimos anteriormente, es multiplicar los
términos cruzados y ver si son iguales los productos. Asi

2= ;ili ,  pues  5.21 = 15.7

Si las fracciones dadas no son iguales podemos decidir facil-
cilmente cudl es la mayor :

10. De acuerdo con nuestra definicion de fracciones se de-
duce que de dos fracciones de igual denominador
es mayor la que tiene mayor numerador.

S pues las fracciones A A
ean | s frace S5 Y g7

Reduciéndolas a comiin denominador, tenemos :

15 _ 21
5~ 25 | 15 . 15
es pues — — por ser 225 > 221
AT ES
ol - 241
11. Seran iguales Jas fracciones + ?

3 Y 5k

Sin necesidad de efectuar ninguna operacion podemos con-
testar que no; pues hemos pasado de la primera a la segunda
fraccion sumando al numerador y denominador un mismo ' na-
mero; en esta forma la fraccién habra variado, pues la tini-
ca operacion que permite obtener una fraccion
equivalente a otra es la de multiplicar (o dividir)
ambos términos por un mismo ntimero (salvo el caso
trivial en que el numerador y el denominador de la fraccion
dada sean iguales); y en efecto, en nuestro caso:

2 ) =
5 <= 4 porque 24 <35.

§ 14. Adicién de fracciones

1. Sean, fig. 11, dos sedmentos, m y n; sea s su suma.

Por ser el segmento s suma de m y » el nimero que expre-
sa la medida de s debera ser la suma de los niimeros que ex-
presan las medidas de m y ». Resulta asi: ‘

-
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2 3 5
' iagi g
R SR R
é | | [ | i l |
2 | 1 ; 2 |
Fig. 11

: 5 2 : ’
Este ntimero, 9> €8 una fraccion de igual denominador que

las fracciones dadas, %, y i;’—, cuyo numerador es igual a la

suma de los numeradores.
Razonando en la misma forma, obtendriamos :

4 LT AT L R . O &
5 B ke w5 4 4 4.7/
2 1 5_2+145_ 8 i inly ol I oty S -
5 B T 3 T 5+5+5—5

De esto deducimos la siguiente regla:

La suma de varias fracciones de igual denomi-
nador es otra fraccion cuyo denominador es el
mismo y cuyo numerador es la suma de los de las
fracciones dadas.

EJEMPLOS.
2,53 ,1_8
5 5 5 -5
3 5 9 17
etTata=7g
S8a./ i5e
Ay T R

2. Qué entenderemos por suma de fracciones de distinto
denominador?

La contestacion es también sencilla: La suma de varias frac-
ciones es la fraccion que se obtiene sumando las fracciones
equivalentes a las dadas y de comin denominador; es decir,
que reducimos este caso al anterior.
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EjEmpPLOS.

2 o] 1
1. Efectuar la suma ?+T+F .

Tenemos :

T T
stete~ptete~n

2 1 3
2. Efectuar la suma ?-l—»\,;-l-ﬁ :

Por ser 30 el m. c. m. de los denominadores, podemos indicarla tam-

bién asi:
l_l__l__i_i: 264110433 1241049 _ 31
a 5D 30 30 30
Anédlogamente : »
Sedefolbpi
OBSERVACION. '

Como se puede ver, facilmente, para efectuar la suma de fracciones pro-
cedemos en la misma forma que para reducirlas a comiin denominador ;
colocamos a este como denominador y sumamos los numeradores que va-
mos obteniendo.

a G e
3. Efectuar la suma T+7+7 5

Recordemos el ej § 13,6 donde ya hemos hecho la reduccién de estas
fracciones a comtn denominador. Tendremos :

a (4 e padft+cbft+ebd
3 g s g g bdf

3 4 i
4. Efectuar la suma 7+F+F :

Podemos reducir las dos primeras fracciones también a denominador a’.

Tenemos :
5 _sa
a a
4 _Ae % ohe s BB Tk 48yl
N R i R
5 s
a” a3 =—as—_._.

3. Sabiendo sumar fracciones, sabemos también restarlas.
Asi, por ser

.
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deducimos:

i

3

5 ,
=3 y también:

2

3

En realidad, lo que hemos hecho en ambos casos es restar
del numerador de la primera fraccion el numerador de la se-
gunda y poner por denominador el comun.

Si las fracciones son de distintos denominadores las reduci-
mos al mismo denominador y estamos en el caso ya conside-
rado.

(OBSERVACION.

Por la manera como hemos definido la resta, tendrd, por ahora,
significado tnicamente, para nosotros, cuando nos proponga-
mos restar de una fraccion dada otra menor.

| EJEMPLOS.
| v 3
| 1. Efectuar oo i
!
| Tenemos :
7 _ 53 _4 12 37
4 R 98 ~ 28
11 22
(9 e
2. Efectuar 5 1
Tenemos : ;
1% H—2 1
5 15 15 115
. B - BT
2 8 G 24 o

15. Mulfiplicacién

1. Sabiendo sumar fracciones podemos también multiplicar
una fraccion por un ntimero natural. Sea, por ejemplo, la suma
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1 1 1
—2"{'?4'? )
la expresamos mas brevemente en la forma

1 11y
—Q_X?j’OT'S 5

que se lee un medio multiplicado por tres.
Tendremos, pues:

1 24} 1 1 14141 1.3 o
——2—.5——5—*—?—!—‘5—'——2— 0 sea 9 0 sea 5"
El resultado puede pues expresarse:

1 - 1.5

s i

Anaélogamente, obtendriamos :

2%y 2T W A LB LB
7'7_5_5 i

3 LBl 2,08 &
7o i T e e A

; a e . .
En deneral, siendo v una fraccion cualquiera, y 7 un nu-

mero natural cualquiera, tendremos:

&

8 ol
S e

Este resultado se expresa de la siguiente manera:
I

El producto de una fraccién por un nimero na-
tural es una fraccion del mismo denominador y
cuyo numerador se obtiene multiplicando el de
la fraccion por el nimero natural.

|5

EjEMPLOS.

i & e

' b b b

2_ ﬂ n:”ﬂ: m
n n
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5. b AR R CrDCrd —ato

I OBSERVACION.

los casos la division de dos nimeros naturales, cosa que antes no podia-
mos méds que en los casos de divisién exacta.
En efecto; que sidnificaria, segiin la definicion, dividir 2 por 3?;

[ Conociendo la teoria de las fracciones podemos ahora efectuar en todos
I
|
significa : determinar un niimero que multiplicado por 3 nos de 2. Este nii-

. 2 5 3
mero es, evidentemente, 5 3 pues, segtin lo que hemos visto:

| . %—.5:2

Anélogamente, 3 dividido por 5 nos da la fraccién 3/5

4 » » TR » 4/7

‘l 11 U ol T A R » 11/15
En deneral :

: a a
aTb—T porque T.b—a.

, 2. Qué significado tendra ahora el producto de un ntimero

: por una fraccion? Por ejemplo, qué significa 2. %?

No podemos decir en la forma de antes: 2 sumado tres “quin-
tos de veces” porque eso no tiene sentido. Pero podemos
darle sentido recurriendo a la propiedad conmutativa.

Si aplicamos dicha propiedad, tendremos:

3 3 6
ol Tt i o

Anélogamente. podemos poner
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y en el caso general

B B BT
o SR b
El resultado de este caso y el anterior se expresa breve-
mente diciendo que para multiplicar un entero por
un quebrado se multiplica el numerador por el

enteroy se pone el mismo denominador.
OBSERVACION.

En la practica conviene reducir lo mds posible las operacio-
nes para evitarse cdlculos inttiles y pérdida de tiempo. Asi,
por ejemplo:

i . g 6
La operacion 5 3 no se hara en la forma ?.5 o i 2

. ] 2 : ;
sino” directamente : = 3 =2, es decir se suprime mentalmente,
o con un trazo, el factor y el denominador, cuando son iguaies.
EJEMPLOS.

2 7 1

e b~ ‘) — | Reopd —_—

0 10 2 i 3 T a 3 1

2 b .

% Jh=2 -11*]1—17 ”1.7-—9

3. Para multiplicar dos fracciones no podemos ya fun-
darnos en la definicion que hemos dado antes, es decir re-
currir a la suma. Por esta razon, vamos a dar una defini-
cion de producto de fracciones y mostrar después que es
conveniente; es decir, que no nos conduce a contradicciones.

DEFINICION. Para multiplicar dos fracciones se
multiplican sus numeradores y denominadores
enire si.

Segin esta definicion, tendriamos:

Be BIE28 10
S WEa-okitn Bl
4. Como hemos visto en el § 13,5 una fraccion puede ser
aparente, es decir, en realidad, un nimero entero. La defini-
Arit. y Alg,, 5.




66 CAP. V. LOS NUMEROS FRACCIONARIOS

cién que hemos dado de producto de fracciones debera poder-
se aplicar siempre; y en el caso que estamos mencionando, de
fracciones aparentes, el producto tendra que resultar igual al
de dos nimeros enteros. Y asi sucede,como podemos compro-
barlo.

EjEMPLOS.

Sea : :
% : —?—; puesto que en verdad lo que tenemos es 3.5 también de-

bera resultar eso multiplicdndolos como fracciones; y tenemos :
5378 5.5 55

F PR e G e
Andlogamente :
ael % Gl g on
S L Bt = et Tt
vy en deneral:
f i. __?_——&Q——ab
e e T O

5. Sea ahora uno de los niimeros una fraccion y el otro
un entero. Como sabemos, el entero puede tomarse como una
fraccion (aparente); luedo el producto que resulte aplicando la
definicion que hemos dado tiene que ser igual al que ya co-
nocemos en la multiplicacion de una fraccion por un entero.
Y efectivamente sucede asi. Tenemos:

—g— . 5 ; sedun sabemos, es igual a g;

Considerando ahora a 5 como fraccion de denominador 1 y aplicando la
redla que hemos establecido para multiplicar fracciones, tenemos:

2 52 6 25 25
ke T e Tl R A T
es decir el mismo resultado, como tenia que ser.
EjERCICIOS.
1 3 123 _ 9
E P R T - 5
2 3 23
2 T L
a b ab
. b @ ba !
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oy X 2 5
6. Sea una fraccion cualquiera, como -y otra como B

formada con los mismos nimeros pero invertidos. Ambas frac-
: ; .3 s A ; ;
cciones se llaman inversas. Asi, 5 Y5 son dos fracciones
ot i
g /e
Por el resultado del ejercicio 3 se vé que el producto
de dos fracciones inversas es siempre la unidad.

Esto nos permite ahorrar una operacion, escribiendo directa-
mente el resultado.

1 ) S = ,
inversas; analogamente,7 Yygyen deneral :

EjEMPLOS.
1L ;eed el By 2060 3 Y
i Sl P AR S T T e
c E—I—IL—I as=b o+d_] m-—n m+rz__]
) o o ne i A I~ e+d a+b  'm+n m—n O’

14+ 1—ux
11— " 1422

=1.

o 5 20 40
2. Multiplicar las fracciones 30 y 56

Procediendo de acuerdo con la definicion, tenemos :

20 40  20.40 800 L . 10
30 ° 56 —30.56 — 1680° y smplnﬁcandQ da: £

21

Pero si simplificamos las fracciones antes de multiplicarlas nos evi-
taremos usar nimeros tan drandes. En efecto; el producto es también

 equivalente al de las fracciones %y—?— ; ¥ obtenemos :

g 5 .25 0 :
5 7 —a7 o duees el resultado anterior.
7. Propiedades de la multiplicacion. El producto de frac-
ciones goza de las mismas propiedades que el de ndmeros na-

turales; a saber:
I. Propiedad conmutativa. Sedin esta propiedad serd

5. 5 . 5 3 )
s i igual a e g y en efecto:
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\

B 5 _355

VP T b igual 5.5=5.5 4.7=174
ambos son 1duales, pues 5.0 = O. Jd =

L il 3

B Yo VL

‘

: . B Syt 8
En deneral, tendremos: R i = e

VII. Propiedad asociativa. Segin esta propiedad, el producto

—~_ ., -~ . — , significa, indistintamente :

2 7 1
%[%%] 5} [g—.%].—l%—;yehefecto:
S T A B 9] _ 5.5.9 | . _
B e I 2B T RO o T e AT ambas fracciones son iguales,
pues lo son los numeradores y
[i_ i} ! _9_:{?1_5] : 9 _ 3.5.9 | denominadores entre si.
2 7 11 2.7 11 2.7.11

En deneral, tendremos :

i_i]i_i[ﬁ_q

[T S 5] T (TR R SR

Il. Propiedad distributiva. Segin esta propiedad tenemos
RNt e e S Wl
(F+5+5) 25 2hg 2 2

En efecto; multiplicar por 2 la cantidad contenida en el paréntesis sig-
nifica sumarla dos veces; y tenemos :

2 5 11 E 2 D 11 2 5 11
(347t e=(F AT+
LR e, (8 T B AT
—(5 * 5)+<7 + 7>+(4 + 4) )
que puede escribirse
2 5 soi 1
como habiamos supuesto; y finalmente:

RN N L GO Sl S I T P
(+7+4) e=F 2ty 2t 2=+

En deneral, serd

11.2
4

a c e am cm em
Nk st ookt i B
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§ 16. Potencias

1. De acuerdo con la definicion de multiplicacién de frac-
ciones, tendremos:

2 2 2 2292 9

B S B G - of
Pero teniendo en cuenta que el primer miembro puede indi-

3
carse en la forma (%) , resulta:

208 . 98
(?) 2
Anélogamente, tendriamos:
=% -5 f-&;
4] g R Al LR T T
a e ar
y en deneral (T) =pm

propiedad que se expresa brevemente diciendo: para elevar
a una potencia una fraccion se elevan ambos
términos a dicha potencia.

EjERCICIOS,
) (L
PR 4) T# T e
4 (a+ b)s_(a+b)*_a=+24b+bv
i c+d)  (e+d?  c+2cd+ta
a \? a \? a? a® a2t a®
e () ) = w=Fm=7
4 a \* a s_a4+3 a’
i (T ‘\b) vt
5 a \» a \» amtn
5 ) =

§ 17. La division

1. Sabiendo multiplicar fracciones podemos también efectuar
su operacion inversa, es decir la division.
Asi, por ser ,
3 ol s

TR LT
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decimos que A dividido pori es igual a%—~ iy lo expre-

20 4
samos :
. 6
G T Ll L g e, 02
20 © 4 5 20 © 4 5 3 B
: rs
Analogamente, podemos poner:
T e 5. 5- 9
g r 7 ud0 s g F 0
PRk P - 2 5 8
4 B PRRRE i R e

En realidad, el problema que hemos resuelto en todos los
casos es el siguiente; dada una fraccion que es el pro-
ducto de dos fracciones, y una de ellas,tdeter-
minar la otra. :

2. Como resolveremos facilmente este problema?

) 5

Supongamos la siguiente division: 5 T

y m N -
Denommem037 al cociente, que no conocemos. Debera ser:

3.5 _m
RS T
es decir (1)
%) B =1
W e = -

Se vé facilmente que si ponemosg—'gen lugar de%se cum-

ple la igualdad (1). En efecto:
3 5. 8.7

ok 2
pues simplificando el segundo miembro se obtiene: %:%
El cdciente,% b 1 5 dividir—‘g— por % , se ha obtenido

en la siguiente forma:
El numerador (3.7), multiplicando el numerador de la primera
fraccion por el denominador de la segunda; el denominador,
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(2.4), multiplicando el denominador de la primera fraccién por
el numerador de la sedunda.
Esta regla vale siempre. Asi, dido que
a c _a.d

7—2—7 o : y en efecto:

@ e @ g

B d-b.p"
lo cual se comprueba facilmente simplificando la fraccién que
resulta en el segundo miembro.

OBSERVACION.

1. El resultado anterior se expresa brevemente en forma de redla
préctica, diciendo :

Para dividir dos fracciones se multiplicansus térmi-
nos encruz.
s )

) 2 0o il Ci2ls 2

i i SRR e

Esta redla puede dar ludar a equivocaciones cuando la operacion se in-
dica en la forma.

=8

Para evitarlo preferimos emplear la siduiente regla:

—
—

6
Para dividir una fraccién por otra se multiplica la
primeraporlainversadelasedunda. Asi:

2 11 2 6

5 T D

3 e eps 7

I e, = ol e
y en deneral :

a C, A& d

B oF TR

Anédlogamente, si escribimos en la otra forma :

2

W2
5 T
4

APLICACIONES.
1. La misma regla es aplicable cuando se divida un niimero entero por
una fraccién, o una fracciéon por un ntimero entero. Y
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S e o T

;i L s Dl plen D 2 4
Sea: ' Q- 4 1
y en realidad, el resultado es
- IR, T
2 == T 2 5= 3
En la prdctica se suprimen las operaciones intermedias que aqui usamos
para explicar, y mentalmente se multiplica el entero por el denominador.

Asi

. TR L .6 _3
g e ST TR
2. Sea ahora~—;5:—2—; 2 =—2— en realidad el resultado es:
‘ 7 i 11 1 s A
Rl oibied a0, B0
11 e et

También en este caso se suprimen las operaciones intermedias y men-
talmente se multiplica el entero por el denominador. Asi: '

R S W
e el T s

OBSERVACION.

I. Vemos pues que la regla de multiplicar la primera fraccion por la
inversa de la sedunda vale siempre aunque las fracciones sean numeros

1
enteros. So6lo hay que tener presente que la inversa de n es _r Esta

regla servird siempre cuando el alumno haya olvidado los procedimientos

més rapidos de divisién de fracciones. i
II. Cuando se usa la forma de indicar la divisién con rayas horizonta-

les hay que tener precauciones para no interpretar mal la operacion. Por

ejemplo :

2

3 no dice nada, porque puede interpretarse de dos maneras distintas con

5 ;

diferentes resultados. En efecto: '

-

r s
5

- 10
significa 2 div. por 0 sea 2. —g— , igual 3

o DAY 2 1 » 2
e significa =5 div. por 5 o sea =5 igual 10

La raya més larda indicard pues el signo de division; la mds corta serd
de la fraccion. ’
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EjERCICIOS.
1 126 48 18 e @ am _m
i B 2 T i e R W e S gE e g
. (AFe(ay= & _gb ¢
: b)'b_b“'b‘_b“a‘—b
5 (i)"‘;(i)“_i";;“_”_“_“‘b_"
b TNB ) ST R T gt
. T oy 2
4. @+ + aypy= @D
5 »—1—+(a+b)=—1——
' (@+0b) - (a+0)*
6 a+.r;m_(a+.r)n_ an+t+axn
: a—xr n (a—x)ym am—xm
7 at+b+e  a—btc _(at+b+ep
d a—b+c  at+b+c (@a—b—+c)
m . n m? (m)2
n m n n
9 a+b;a——b_(a+b)’_(a+b)2
c a—b a+b (a—0b* \a—0b
b ac+b
W a+_c—_ ¢ _ac+b
! b ac—b ac—b
el S L il
C ¢
Sy r+sp
1" s +p_- S _(r+sp)m
' Ty, IEma T dFma)s
m m
@ a+b
e = o T R
i a _, ~ a—b  a-—b
b b
g_’-}-b?_ga a4+ b —2ab

3 L L 2
1% b . b ~eb)

a'-;-m+ e S'+btb-{-gg_b"(a-|=-b)f=
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§ 18. Extraccién de raices

1. Lo mismo que en el caso de los nimeros naturales po-
demos extraer las raices de fracciones cuando sean potencias
de otras.

Asi, por ejemplo:

N A
or ser — | ==, escribimos
p b b.
a |/ a
b '1 b2
De la misma manera:
3 e
a_1/¢
5=

2. Al tratar de las potencias (§ 16) vimos que para ele-
var una fraccion a una potencia dada se elevaban ambos
términos a la potencia. Aqui vemos que la misma regla vale
para extraer una raiz, es decir: para extraér una raiz
de una fraccion se extrae dicha raiz del numera-
dor y del denominador.

EjEMPLOS.
e - — 3—
1. el fand 6. e eh
9 yo9 3 l 8 2
T
/8. }8 2 aEnEe. ahl
2. —_— = » S e
1/27 3T - I/ c® e
V2
2 3
3 /64 V64 _ 8 8 /a6 _ab
/49 yag T l R
21 —_—
4 /at _)a _ a 9 /m*n* _mn
/ b! ‘ bd b / a2 b? ab
S e B o eabehy ke
5 fla—b® a—1b 10 [la+b)°_(a+0b)
‘(a0 a+b ‘ (@—b  a—b



CAPITULO VI

FRACCIONES DECIMALES

§ 19. Generalidades

1. DerinicioN. Dentro de los nimeros fraccionarios o frac-
ciones, como los hemos denominado, hay algunos muy usados
por las comodidades que representan para los célculos. Son
las que tienen como denominador una potencia de 10. Asi,
por ejemplo :

12 85 25 8
10 * 100 > 1000 * 10000 °

que se denominan fracciones decimales.
Se pueden expresar también en la forma:

-
10 20 102 e 1GE s B A
Cuando el ntimerador de la fraccion decimal es 1, se deno-
mina unidad fraccionaria decimal.
Asi, por ejemplo:
A L
TS TDO T B (R
son unidades fraccionarias decimal: de primer orden, segundo
orden, y tercer orden,.... respectivamente. ]

2. La relacion que hay entre cada unidad decimal y la si-
duiente es la misma que entre las unidades enteras. Asi:

| 117, ekt i
10353 "5 500 — % o000

Tikes
Eslo se aprovecha para escribir las fracciones decimales en
la forma que se denomina nimero decimal.

7 ete,
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Denominamos ntimero decimal a expresiones como las si-
duientes :

0,285 0,092 43,16 2,585

Con ellas queremos representar lo siguiente :
_ 285 Lm 4316 2585
0285 = goems 0082 =1mw:  MBl6=mrr 2385 =T

Reciprocamente, podemos expresar una fraccion decimal da-
da en la forma de nimero decimal.

EjEMPLOS.

28 35 27
1 W—O,QS _16_5’5 1000 = 0,027

La redla para hacer esta conversién es, como se ve, muy sencilla: se
separan a contar de la derecha, en el numerador, tantas cifras como ceros
acompafian a la unidad en el denominador, completando con ceros si fuera
necesario.

2. También podemos expresar un nimero decimal como suma de unida-
des de diferente orden, enteras y decimales. Asi, tenemos:

52,645 = 5.10 4+ 2 + ﬁ—_}.is_}_ig
10 T10° T 10

978,42 = 9.10* 471048+ — ]0 —|— 102

9 6 b
0,965 = 75+ 75 1 103

3. Los ntmeros decimales se multiplican y dividen muy fa-
cilmente por potencias de 10. En efecto, consideremos el si-
5,5
10

duiente ejemplo: - tenemos:

5

0 S
g ) A e 4
T 10 ;

"y recordando que para dividir por 10 la suma del segundo
miembro hay que dividir cada sumando, tenemos:

5
2.10
10 “'10"‘ 10 ;

y recordando que para dividir una fraccién por un nimero se
multiplica su denominador por dicho nimero, obtenemos
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g4 D 4 3 .
2 4+ 10—}—102 ; luedo

253 | ok
o =2+ gt =2%

Analogamente, obtendriamos:

32,84
10*

La regla practica que deducimos de estos ejemplos y que
serd la que aplicaremos, es la siguiente:

Para dividir un niimero decimal por una poten-"’
ciade 10 se correla coma a la izquierda, com-
pletando con ceros si fuera necesario, tantos
ugares como el exponente de 10,

Tengamos ahora un producto, como 2,36 X 103

Tenemos:

= 0,5284 - ?—’06—4 = 0,00026

256 = 2 +% i % , y multip. ambos miembros por 10°
0,56.10° = 2.10° 4 -0 . 10° + >~ . 10°
3 . » 10 = 108 5

y haciendo las simplificaciones en el segundo miembro :
2,36.10° = 2.10° + 3.10* 4+ 6.10 = 2000 -+ 300 + 60
— 2360
Analogamente, encontrariamos :
26,5-10* = 2650 3 96,545.10% = 2634,5.

La regla a emplear en la practica es la siguiente:

Para multiplicar un nimero decimal por una
potencia de 10 se corre lacoma tantos lugares a

laderechacomo el exponente de 10, completan-
do conceros si fuera necesario.

§ 20. Operaciones con niimeros decimales

1. Adicion y substraccion. Sea a efectuar la siguiente suma:
0,836 + 1,94 + 26,3

Podemos expresar estos niimeros decimales como fracciones
decimales ; nuestra suma se convierte en:
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836 . 194
108 T q0r +5 10 ’

reduciendo a comin denominador, tenemos:

836 , 1940 , 26300 29076
108 T i0r T oq0s = qop — 29076

OBSERVACION.

Para efectuar la reduccion a comiin denoniinador hemos agdredado, en rea-
lidad, ceros a la derecha de los numeradores hasta que tendan todos tantas
cifras decimales como el que mas tiene ; después se han sumado los nume-
radores y efectuado la separacién de decimales con la coma. !

El resultado es el mismo que obtenemos colocando directamente en co-
lumna las cantidadns a sumar, de modo que las comas se correspondan.
Asi, en nuestro caso tenemos:

0,836 En la prictica suprimimos 0,836
1,940 los ceros a la derecha. pues 1,94
926,300 no hacen falta: asi lo hemos 96,3
- hecho a la derecha de la pa- _—
29,076 dina. 29,076

2. Para efectuar la substraccion serd necesario que el mi-
nuendo sea mayor que el substraendo. Necesitamos pues sa-
ber como reconocemos cuando un nimero decimal es mayor
que otro.

Lo conseguimos facilmente reduciéndolos a fracciones deci-
males de igual denominador; después, serda mayor la que tenda
mayor numerador.

EjEmpLO.
¢ Cuédl de los niimeros 45,15 y 45,2 es mayor ? Podemos escribirlos :
4515 452
oR S 8 A g
y reduciendo a comin denominador :
4515 4520
TN SR

luego es mayor la segunda fraccion.
OBSERVACION.

En resumen, el procedimiento a seduir es: se escriben los niimeros con
igual niimero de cifras decimales; serd mayor aquel que dé un nimero
entero mayor al suprimir la coma.

En la préctica no es necesario esta reduccién.  Si los némeros tienen
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distinta parte entera es mayor el que tiene mayor parte entera. Si la tienen
igual es mayor el que tiene mayor parte decimal.

3. Una vez determinado que la substraccion puede hacerse
la efectuamos, simplemente, como operacion inversa de la adi-
cion. Asi tendremos:

29,07600 En la practica suprimimos 29,076

12.13453 los ceros a la derecha como 12.13453
— . en el caso de la adicion. Asi, =

16,94147 tenemos: 16,94147

4. Multiplicacion. También en este caso deducimos facil-
mente la regla a seguir, convirtiendo los ntimeros decimales en
fracciones decimales.

EjEMPLO. Sea:

95,36 2,8 . Tenemos :
2536 28 2556 .28 71008
10 SO P =l 008

El resultado es el mismo que obtenemos multiplicando los factores como
enteros y separando tantos decimales a contar de la derecha como los que
hay en ambos factores juntos.

En esta forma sencilla lo hacemos en la préctica.

La misma redla vale si uno de los factores es entero.

5. Cocientes aproximados. 1 Sea, por ejemplo, la siguiente fraccion:
2546
218
por 218. Efectuemos la divisién entera y apliquemos la propiedad III, § 6,3
Tenemos :

, que como sabemos es el nimero que se obtiene al dividir 2546

2546 | 218 ;
366 | 11 es decir 2546 = 218.11 4148 ;
138
y dividiendo ambos miembros por 218:
2546 148
() o8 — T o18

Qué sucede si en esta idualdad suprimimos la fraccién? El segundo
miembro disminuye; luedo no vale més la idualdad, y habrd que escribir

2546
11 518 )

Ahora bian: la fracecion suprimida, 148/218, es menor que 1; si jen vez
de ella colocamos 1 el segundo miembro habréd aumentado ; tendremos

2546 2546

21ET(]I-{—I, 0 sea: 518

< 12 ®)
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Lo que expresan estas dos desidualdades puede ponerse mds sencilla-
mente asi:

2546
fh o NP ¥
: 115< 28 < 123
: 25
que se lee: 11 menor que 218 menor que 12.

: ’ P ; . 2346
Nuestro cociente exacto, es decir el niimero fraccionario 918 es pues

mayor que 11 y menor que 12.

Se lo-expresa brevemente diciendo que estd comprendido entre 11 y 12,
o que difiere de 11 y de 12 en menos de una unidad. Si tomo 11 para
dicho cociente dido que tendo el cociente aproximado con
error menor que 1, por defecto; si tomo 12, por exceso.

EJERCcICIOS.

is por ser 39 <%3< 40 § es:

39 el cociente%3 con error menor que 1, por defecto, 40 por exceso.

29345
( 0 Bt > »
& Por ser 42 < 683 <43, es:
. 20345 .
42 el cociente TiSZT'COﬂ error menor que 1, por defecto; 43 por exceso.

II. A veces necesitamos expresar el cociente con mayor aproximacion
1 1

TO— y O TOOT) S
Asi, por ejemplo: queremos determinar dos fracciones de denominador 100,

cuyos numeradores sean numeros consecutivos y tales que: la primera

es decir con error menor que etc

: 2 2
fraccion sea menor que <y la sedunda mayor que —-

Denominemos &, y (x-41, a los numeradores; tendremos :
@ 9 Y x4 1

100 > 7 100

Multiplicando por 100 las tres fracciones obtenemos :

®) < Bt

4

Esta expresion nos muestra que 2 es la parte entera del co-

ciente210 ; luego es +=28; y reemplazando en la (4) este valor,

4
obtendremos :
28 2 29 2
Pl gl S = 2 —i 29 .
1007 <100 ) osea 028 7<029
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Esta tltima expresion nos muestra que el cociente % estd comprendi-

do entre 0,28 y 0,29; es decir :
0,28 es el cociente aproximado en menos de 0,01, por defecto.
0,29 » » » » » » » por exceso.

OBSERVACION.

En resumen, la operacion se ha reducido a : multiplicar el numerador por
100; determinar el cociente entero y dividir nuevamente por 100.

Si en vez de aproximar a 0,01 lo hacemos a 0,001 la misma regdla es
vélida ; s6lo que multiplicaremos por 1000, y dividimos después también por
1000.

La redla vale pues en general, como puede demostrarse fécilmente.

EJERCICIOS.

1. Determinar el cociente g aproximado por defecto en menos de 0.001.

6. 1000 = B000; cociente entero de 6000 /. 7 es 857; luedo 0,857 es el
resultado buscado.

2. Determinar el cociente:—? aproximado por exceso en menos de 0,0001.

15.10000 = 150000 ; coc. entero de 15.0000 */. 7 es: 2142 ; luego 0,2143 es
el resultado buscado.

6. Division. 1. Sea el caso de dividir un ntmero decimal
por un ntimero entero. Por ejemplo:
38,65

17 Tenemos :

58,65 3865 3865 .
17 1700 17

[. 100.

Dividiremos pues 3865 por 17 y el resultado por 100.
Si calculamos la parte entera de nuestro cociente tenemos ;

227 & 9?_?5 <225

Dividiendo ahora por 100 los tres miembros de la desigualdad, tenemos-

D97 5—81’76—5 2,28

luedo : 2,27 es el cociente 715‘1’7& , aproximado en menos de 0,01.

El resultado se obtiene pues efectuando la division como si fuera entero
el dividendo, y colocando la coma después del cociente de la parte entera.
Arit. y Alg., 6.
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EjEMPLO.
Tenemos :
26,27 11 y serdn los cocientes aproximados :
42 |2,3881... 2  con error < 1
97 2.3 » « < 0,1
90 2,38 » » < 0,01
20 2,586 » » < 0,001

2,5881 » » < 0,0001

II. Sea ahora el caso de dividir un nimero (entero o deci-
mal) por un numero decimal.

Cualquiera sea el dividendo se reduce este caso al anterior
multiplicando el dividendo y divisor por la unidad seguida de
tantos ceros como decimales tiene el divisor.

1. Dividir 38 por 2,64 :

Multiplicando ambos namero por 100, obtenemos 3800 y 264. Haciendo
la division

3800 | 264 Los cocientes aproximados seran
1160 ‘171?533— 14 con error < 1
1040 14,3 » Dot 20
2480 14,39 » $o 201001
1040 14,393 » » < 0,001
LRt = Ry SRR U il o e N R T 2 D R
2. Dividir 23,5 por 2,64; multiplicando ambos niimeros por 100, tenemos:
2550 | 264 siendo 9.58 el cociente aproximado en menos
1540 | 9.58 de 0,01.
2200

188




]

CAPITULO VII

RAZONES Y PROPORCIONES

§ 21. Razon de dos magnitudes

1. Enel Cap. V, § 13, habiamos visto, al estudiar las
fracciones, en qué consistia la medida de un segmento de rec-
ta. Con tal objeto nos hemos servido de algunos ejemplos pa-
ra establecer cierta comparacion entre dichos segmentos. Lo
recordaremos nuevamente con un caso concreto:

Sean dos segmentos como los de la figura 12.

A—ee—wiiB
M— . N
M— . — iN'

Fig. 12

Como se vé, existe aqui una parte alicuota comtn a los dos
sedmentos, que es AB; y tenemos:

A SR T AN
y también:
(1) 4 MN=3 MN’

La relacion que expresa la (1) suele enunciarse, también, en
la aritmética, en otra forma: decimos que entre las mag-
nitudes MN y M'N’ existe la misma razén que en-
tre los nimeros 3 y 4; entendiendo por razén de estos

: I 3
nimeros, en el orden nombrado, al namero a4

Lo indicamos:

3

@ MN:M'N =3:4 o tambien MN:M'N'=-  (3)
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La relacion escrita en la forma (2) se expresa: MNesa M'N’
como 3 es a 4.

La relacion escrita en la forma (5) se expresa: la razoén
entre los segmentos MN y M'N’ es el nimero 4

2. Los segmentos de recta no son mas que una clase de
magnitudes. Existen otras clases de magnitudes como los
tiempos, fuerzas, velocidades, etc. Las considera-
ciones que hicimos en el nimero anterior para los segmentos
son también aplicables a dos magnitudes cualesquiera de la
misma clase, como ser: dos tiempos, dos fuerzas, eic.

Esto dicho, sean pues, en deneral, dos magnitudes de la
misma clase, que designaremos por a y b; y sean m y n dos
ndimeros naturales, tales que

4) n.a=m.b ; sentamos la siguiente

DerFINICION: denominase razén de dos magnitudes

aybquesatisfacen ala expresion (4), al ntimero

m
25 y lo expresamos:

' e
(5) a.b——n

La primera magnitud que figura en la razéon se denomina
antecedente, la segunda consecuente.
OBSERVACION.

Hay que recordar que la (5) no es mds que otra manera diferente de
expresar la (4); luego, cuando escribamos una expresion como la segunda
podemos inversamente, escribirla en la forma (4).

3. Multipliquemos ambos miembros de la (4) por un mismo
ntimero, £ Obtenemos:

(na)k=(mb) Lk |,
que podemos también escribir en la forma:

n(ak)y=m. (bk),
de la cual deducimos

ak:bk=ﬁ .
n
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es decir, si la razén de a y b era —Zl , la razon de ak y bk

LS :
es también 7; lo cual se enuncia:

Si multiplicamos por un mismo ntimero el an-
tecedente y el consecuente de una razon, esta
no varia.

EjEmMpPLO.

Sean r y s dos magdnitudes; si es
-

r: 8= , lo cual significa 7 r =5s, serd también

8 = P B Ty 7.9 =538,

~|or ~|o

4. Volvamos a escribir la igualdad (4) entre las magnitudes
naynb; es decir:

(6) na=mb.
Dividiendo ambos miembros por n.m obtenemos:
L a- ol BT,
(() H— n )
es decir:

% , cociente de dividir una magnitud a (segmento) por un

ntimero, da otra magnitud (parte alicuota) que designaremos
por u; y esta misma magnitud se obtiene, segin (9), dividien-
do b por n; es decir:

—u !

a b
— = —=1u : 0 sea
m n

(8) a=mu ; b= riau

Si tomamos a u como unidad de medida (§ 12) es decir le
hacemos corresponder el numero 1, serd m la medida de a
y nladeb.

Si en cambio de tomar a u como unidad tomamos otra mag-
nitud, no correspondera ya a u el nimero 1; correspondera
otro, por ejemplo 3; pero entonces serd m.3 la medida de a
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y 7.9 la de b; el cociente de estos dos nﬁmeros%—’g es igual

a—’”zi es decir el mismo que antes. Luegdo: cualquiera sea
la unidéd eledida, la medida de ay lade b tienen
por cociente el nimero % que como sabemos es
larazon de las magnitudes ay b.

5. Dibujemos un tridngulo cualquiera, como el de la fig. 13.
Designemos por a, b, ¢ a los sedmentos que constituyen
sus lados. Midamos dos
de sus lados con una
unidad cualquiera y ha-
damos su razon. Su-
pongamos que el resul-

o
i
1
I
|
I
|'
I
i
I
'
'

a 1 tado sea, fig. 13:
: 5
_____ J 5 . .
5 9) d:b= 3
Fig. 15 Fig. 14

Tracemos ahora una
paralela al tercer lado (fig. 14) por un punto cualquiera (por
el punto M a la distancia 2,5 del vértice, p. ej.). Queda for-
mado un nuevo tridngulo, cuyos lados (segmentos) designare-
mos por a’, b’, c.

Si medimos el lado b’ con la misma unidad, resultara:

25 5
15 3

es decir el mismo resultado que en la (9), o sea: la razén
de a’y b esidualalarazéndeayb.

Por ser iguales las razones (9) y (9) decimos que los cuatro
segmentos (magnitudes) a, b, a’ b’ forman una proporcion,
y lo escribimos

(9 alibl =

(10) a:b::a’:b’ o también a:b=—'a:b’.

Escrita en la primera forma, la expresion (7) se lee: a es a b
como a’ es ab'.
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EjEMPLOS.

Sea e el camino (segmento) recorrido por un tren en un tiempo t; y e
el camino recorrido en otro tiempo t', siempre con la misma veloci-
dad. Es fécil comprender que si el tren marcha durante tres veces mds
tiempo, recorrerd tres veces méds camino; es decir, que si t' es tres veces
mayor que t, serd también e’ tres veces mayor que €. Esto, significa que
entre e y € existe la misma razon que entre t y t'; o sea, que podemos
escribir la proporcion :

)] e e rate osea &:e =t:t

Porque se puede escribir esta proporcién es que decimos: cuando un
tren (mévil) marcha sin cambiar su velocidad, los espacios reco-
rridos son proporcionales a los tiempos empleados en
recorrerlios.

6. Volvamos ahora al ejemplo considerado en el n.° 4, del
movimiento de un tren con velocidad constante. Midamos los
espacios con una unidad cualquiera (kilometro p. €j.), y tam-
bién los tiempos con otra unidad (hora p. ej.). Sean:

e,e,t,t las magnitudes del problema
3,6,2,4 sus correspondientes medidas
La razon de e y e es igual a la de t y t' (7'). Por esto, y
por lo que hemos visto en el nimero anterior, deberemos tener:

3 2
(n 6 4

lo que efectivamente sucede, pues 5.4 = 6.2.
Supongamos ahora que conocemos las medidas de e, t y t',

y no conocemos la de e’. Designémosla por . Por la igualdad
(11) tendremos

é:—g— , - 08ed, : d.r=26, .. es decir:
6 X
s R
(12) 45F ey A

Este resultado se expresa:

. Lamedidade un medio de una proporcion es
igual al producto de las medidas de los extremos
dividido por la medida del medio conocido.

Con el célculo anterior hemos resuelto, en realidad, el siguiente prroble-
ma: si un mo6vil recorre con velocidad siempre-igual
(constante) 5 kilémetros en 2 horas, cudntas horas em-
pleard para recorrer 6 kilometros?.
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7. Supongamos, ahora, que en el problema anterior conoce-
mos las medidas de e, t y t’, y queremos determinar la de e’;
designémosla por . Por la (11), tendremos :

é: g, 0 sea 3.4 = 1.2, es decir:
o 4
(15 oS

Este resultado se expresa:

II. Lamedidade unextremo en una proporcion
es igual al producto de las. medidas de los me-
dios dividido por la medida del otro extremo.

Con el cdlculo que acabamos de efectuar hemos resuelto, en realidad,
el siguiente problema :

Siun tren ha recorrido, con velocidad constante, 3
kilometros en 2 horas, cudntos kilémetros recorrerd en 4 horas?

§ 22. Nameros proporcionales

1. Consideremos las dos series de niimeros siguientes:

2, 4, 7, 9,15, 2
6, 12, 21, 27, 45, 60

Podemos observar que cada numero de la sedunda fila se
obtiene multiplicando el correspondiente ntiimero de la primera
(es decir el que estd arriba) por 3. Andalogamente sucede con
las series de nimeros:

2,6,8,12,16,24
1,5,4,, 6,.8,12 °
los ntiimeros de la segunda fila se obtienen dividiendo los co-
rrespondientes de la primera por 2, o sea multiplicando por 1/2.

En ambos casos decimos que los niimeros de una de
las filas son proporcionales a los niimeros de la
otra. En el caso (1) decimos que 3 es el factor de pro-

(N

(2)

porcionalidad; y en el caso (2) que %es el factorde

proporcionalidad.
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Decir que todo nimero de la segunda fila se obtiene multi-
plicando el correspondiente de la primera por un mismo
factor significa lo mismo que decir que el cociente de di-
vidir un niimero de la segunda por su correspondiente en la
primera es siempre el mismo Asi, del ejemplo (1) dedu-
cimos:

B 12 @l TRl 4y 80 -
5 . By A A 1 S e

El cociente constante que se obtiene, es decir 3 en este caso,

es lo que se denomina factor de proporcionalidad.

3.

EjEmPLO.

Sean / y I' las longitudes de dos circunferencias cuyos diametros miden,
respectivamente, d y @ . La deometria ensefia que los ntimeros / y /' son
proporcionales a d, d'; es decir:

- ! r
©) b A

Esta relacion constante, que como hemos dicho se denomlna factor de
proporcionalidad, se designa en la deometria por la letra = (ver deometria);
luego la (3) nos da:

/ I . i e el
¥ ek N it B es decir I==d , F'=rd.

Basta, pues, multiplicar la longitud del didgmetro por el nimero = para
obtener la de la circunferencia.

2. Sean ahora dadas las siguientes series de ntumeros:

4 2.5, 5, 8. 8§,

4 6,x, 12, 16,

Vemos que los niimeros de la segunda fila son proporciona-
les a los de la primera (y reciprocamente); queremos determi-
nar x, que es el namero correspondiente a 5.

El factor de proporcionalidad es 2. Lo averiguamos divi-
diendo un ntimero cualquiera de la segunda por su correspon-

diente en la primera; por ejemplo:% = 2; y por este factor
debemos multiplicar a 5 para obtener .r; es decir
re=iel = 10
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Vemos pues que para determinar un elemento desconocido,
xr, necesitamos conocer tres: uno de la primera fila, su corres-
pondiente en,la sedunda, y el correspondiente a .r.

En la prédctica disponemos la operacion en la siguiente forma:

2 4

. 5 - X ; y puesto que son proporcionales:
(5) i:i y multiplicando ambos miembros por 5 :
2 5
4
5 =ty

Como vemos, el calculo es igual al que efectuabamos para
determinar la medida de un elemento de una proporcion (§ 21).
Por esta causa se suele escribir la (5) en la forma

(6) 4:2::0:5 , luego x=%;
y se denomina también a la (6) una proporcidén. Pero ahora
figuran nameros y no magnitudes; el signo: significa dividido,
y el signo :: significa igual.

La aplicacién de este método a la resolucién de problemas
constituye la regla de tres (simple directa).

EjEMPLOS.

1. Si 18 rollos de cierto alambre cuestan 1800 $, cudnto cuestan 65
rollos del mismo alambre ?

Ya sabemos que el nimero de rollos y el costo son proporcionales, pues
si duplicamos p. ej. el niimero de rollos se duplica el costo. Dispongamos
los datos en la forma:

18 1800 18:65 = 1800 : & y luedo :
65 &
__ 65 1800
I 18
2. Una barra de metal de 250 cm® pesa 2000 dramos. Cudl serd el

voliimen de una barra del mismo metal, que pesa 3225 dramos ?
Se tiene:

=6500.

950 2000 950 : . = 2000 : 5225
2520 #3025
o 250.5205
2000
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OBSERVACION.

Muchas veces nuestros conocimientos en una determinada ciencia nos
ensefilan que ciertas magnitudes o nlimeros son proporcionales a otras
magnitudes o ndmeros. Asi, en el caso del movimiente de un fren la
fisica nos ensefia que los espacios son proporcionales a los tiempos.
La deometria nos ensefia que las londitudes de las circunferencias
son proporcionales a los radios.

En otros casos, en cambio, ad mltlmos que los niimeros sean propor-
cionales, sin que esto sea ridurosamente exacto. Asi por ejemplo, acepta-
mos que el trabajo diario de un obrero sea proporcional al ntimero de ho-
ras de labor; y esto no es exacto. Pues, si duplicamos p. ej. lo que hace
en las cuatro primeras horas no hallaremos lo que hace en ocho horas.
El cansancio p. €j. puede influir para que su produccién sea menor en las
tltimas horas.

Por considuiente, la aplicacion de la regdla de tres nos servird en estos
casos para obtener un criterio méds que un nimero exacto. Asi, por ejem-
plo, si 10 obreros construyen una casa en 200 dias, s¢ que 1000 obreros,
si pudieran trabajar juntos, emplearian mucho menos, pero no 2 dias,
exactamente, como resultarfa aplicando la regla de tres.

§ 23. Nimeros inversamente proporcionales

1. Sea un numero cualquiera, n. Denominamos reciproco

de dicho numero a % . Asi, por ejemplo: % es el reciproco
de 2: el reciproco de 5es é ;el reciproco de %es% 0 sea %

2
En todos los casos se vé que el producto de un nimero por
su reciproco da 1. Asi:
1 i - S

2.-—2—':— 3 5.?—

Damos pues la siguiente

DerFINICION: dos ntimeros se denominan recipro-
cos (o inversos) cuando su producto . es igual a la
unidad.

2. Consideremos las dos series de ntimeros siduientes:

16,787, 4= 2

1
& 1,2,4,16,8
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Podemos observar que el producto de un nimero de la pri-

mera fila por su correspondiente de la segunda es constante.
En efecto:

16 =182 =" =N G =125 —="10
Analogamente sucederia con las dos series:

407,907 11913 16
@) b A i it o RN
80 40 ' 94 ° 12.Set1er1e.
1 1 1

N i) o B2
40. 8—0—20.m—12. 24—6.T2———2—

En ambos casos decimos que los nimeros de la primera y
segunda fila son inversamente proporcionales.

El nombre de inversamente proporcionales proviene de que si en vez de
los ntimeros de una de las series escribimos sus inversos o reciprocos,
las series de niimeros que resultan son proporcionales.

Asi, escribamos la primera fila de las (1) y los reciprocos de los niime-
ros de la sedgunda fila; obtenemos :

) (SRt R T EEE.
1

Estas dos series de niimeros son ahora directamente proporcionales,
como puede comprobarse ; pues :
150 AV A SN

11 12 1[4 1/16 8+

EjEmPLO.

Sea un gas (aire por ejemplo) contenido en un recipiente ; tenda un vo-
lumen v a una presién p (*); otro volumen v’ a la presién p'. La Fisica

ensefia que los nimeros v, v' son inversamente proporcionales a p, p'; es
decir :

v v

p » vp=vp

(*) Supongamos un gas (aire en un cilindro) con una tapa mévil con ajuste bien he-
cho (como un pistén). Si colocamos pesas encima descendera, disminuyendo el volu-
men. Denominamos presion al peso que actiia sobre cada unidad de superficie
(cada centimetro cuadrado, por ejemplo).
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§ 24. Reduccion a la unidad

1. Los problemas que se resuelven con la regla de tres
pueden resolverse también mediante un razonamiento que se
denomina método de reduccion a la unidad. Para ver en qué
consiste 1o aplicaremos a los problemas resueltos en el parrafo
anterior. :

2. Si 18 piezas de pafio cuestan 1800 pesos una pieza cos-

tara 18 veces menos; es decir l?%() pesos; y si esto cuesta

una pieza, 65 costaran 65 veces mds, €s decirl—sl%osQ . 65, es de-

cir 6500, como habiamos encontrado.

3. Si una barra metdlica que pesa 2000 gr. tiene un volu-
men de 250 cm3, una barra que pese 1 gramo tendra un vo-

lumen 2000 veces menor, es decir ek y si este es el vo-
lumen de una barra que pesa 1 gramo, el de una barra que
pesa 3225 dramos serd 3225 veces mayor, es decir 2%3% . 3225

es decir 403,125, como habiamos encontrado.

OBSERVACION.

Puede suceder que al aplicar este razonamiento pasemos por alduna ope-
racién o nimero qgue no tenda sentido, pero que lo tenda el resultado fi-
nal. Admitimos en la Aritmética, a pesar de este inconveniente, que es po-
sible la aplicacion del método. Por ejemplo :

Con 6000 $ se pada el sueldo mensual de 30 obreros. Con 15000 $ cudn-
tos obreros se pagaran ?

Si con 6000 § se pagan 30 obreros, con 1 § se pada G%%O avos de
obrero! y con 15000 se padan 15000 veces més ; es decir

30

6000 ° 15000:==, 75
El resultado final es 75 obreros; es decir el resul/ado tiene sentido, a pe-
sar de haber pasado en el razonamiento por % avos de obrero que es

un nimero que no tiene significado ; pues la unidad en el caso de los hom-
bres no puede subdividirse.

N

-
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§ 25. Interés simple

1. Si una persona, un banco o casa de préstamos, presta a
otra persona cierta cantidad de dinero, por cierto tiempo, exige
que al cabo de este tiempo le entregue no sélamente el ca-
pital prestado sino también cierta ganancia o premio, que se
denomina interés. Claro estd que este premio que cobra el
prestador es tanto mayor cuanto mayor es el capital prestado
y cudnto mas larda la duracion del préstamo. En realidad, en
el comercio se acepta que el interés es proporcio-
nal al capital y ala duracion del préstamo. Gene-
ralmente se fija el premio o interés de cada 100 pesos durante
un afio; se lo denomina tasa o tanto por ciento. Asi
cuando decimos que un banco presta al 5 por ciento anual esto
significa que por cada 100 pesos prestados durante 1 afio hay
que devolver 105 pesos; 100 que fueron los recibidos y 5 que
constituyen el interés.

Representaremos el tanto por ciento anual por 7. Si este es
el interés de 100 pesos en un aflo, el interés de 1 peso en el
mismo tiempo sera 100 veces menor; lo denominamos tasa
unitatia y lo representamos por i. Sera pues i = #/100.

Segiin hemos dicho sera i el interés de 1 peso en un afo;
el interés de 1 peso en un dia serd trecientos sesenta veces
menor, es decir 7/360; y en n dias el interés sera n veces ma-
yor, es decir ni/360. Este es el interés de un peso; el de C
pesos sera C veces mayor, es decir Cni/360. Si lo designa-
mos por | tendremos pues:

Cin

(1) = 260

Recordemos que en esta férmula las letras significan lo si-
duiente :

Tae interés producido

C... capital prestado

f[.... tasaunitaria

n... nimero de dias (duracion del préstamo).

La formula (1) contiene pues estos cuatro datos; conociendo
tres de ellos podremos siempre calcular el cuarto, como vere-
mos enseguida.
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Problema I. (calcular ). Cudl serd el interés de 12000 %
durante 90 dias al 5 por ciento (se indica 5 °,) anual?
Hay que aplicar directamente la (1), siendo i = /100 = 5/100 = 0,05.
Se tiene
12000.0,05. 90

1= -2

560 i

y después de efectuar operaciones
I = 150 pesos.

Problema Il (Calcular C). Cudl serdelcapital que al 4%
anual produce en 160 dias uninterésde 2005?

Reemplazando valores en (1), siendo i = 4/100 = 0,04, se tiene :

C. 0,04.160 _ C.6,40
360 . 0 sea 200 = 360

Si multiplicamos ambos miembros de la igualdad por 360 y dividimos por
6,40, lo cual es permitido, se tiene:

200.360
6,40

y efectuando las operaciones e invirtiendo los miembros, se obtiene :
C = 11250 pesos

200 =

OBSERVACION.

Podriamos haber deducido tambtén una formula deneral para calcular

siempre el valor de C. En efecto: si dividimos ambos miembros de la (1)

. por n iy los multiplicamos por 360, la igualdad no alterard; resulta asi:
1.360

@) =

ni ;

formula que nos permitird calcular C.
Problema Il (Calcular 7). Alcabo de cudntos dias un ca-

pital de 30000 $al4,5 % anual producira uninteres de 270 %
Substituyendo en (1) tenemos :

o70= O e 3 de la cual deducimos:
360
270.360 ity
30000.0,045 :
y después de efectuar operaciones e invertir, resulta:
n = 72 dias

Problema IV (calcular £). Cuédlserialatasa anualde in-

terés de un capital de 20000 $ que produce en 240 dias
uninterés de 640 $?.

Subpstituyendo en (1) tenemos:
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640:2——'i40— , de la cual deducimos:
360
640.360 . . gy
20,000 240 — i, y después de hacer operaciones e invertir
i = 0,048 y por consiguiente, siendo #, 100 veces mayor,

t = 4,8 %.
§ 26. Particién proporcional

1. Propongamonos la resolucion del siguiente problema:
repartir 60 bolitas entre los nifios A, B y C, de modo que
reciba mas bolitas el que tenga mas edad; y que si uno de
ellos tuviera doble o triple, etc., edad que otro, reciba un ni-
mero doble, triple, etc. de bolitas. Esta manera de hacer la
particion (reparticion) de las 60 bolitas se enuncia: repartir
60 bolitas entre los nifios A, By C proporcionalmente
a sus edades. :

Sean: edad de A .... 2 afios
» il 5 s Lok T
» ot oty el B T

Designemos por: a el nimero de bolitas que corresponde a A

b » » » » » » > B

c» » » » » » s (O

La suma de @, b y ¢ deberd dar el namero total de bolitas;
es decir

a-+ b+ c=60

Ademas, hemos dicho que @, & y ¢ han de ser proporciona-
les a las edades. Esto significa, segin vimos en § 22, que,

a0 ¢
4,8 b
Vemos que el cociente de dividir @ por 2, es el mismo que
de dividir & por 3, y es el mismo también que el de dividir ¢
por 5. Como no conocemos este cociente lo designaremos
por .r; es decir

%_—:.r; de donde a =2.x
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(1) %:.r; T M R ©)
kg:.z . » » c=5..l‘

y sumando las tres igualdades de la derecha, ordenadamente :

a -+ b+ c¢=10"r;

y reemplazando la suma del primer miembro por 60:
60 = 10 r , luego . = 60/10 = 6

Reemplazando el valor de .« en las igualdades (2), tenemos:

@ ="26u= 12
b—=23 Ga=—=0315
=15 b= 00

Luego, al nifio A corresponde 12 bolitas, al nifio B 18 boli-
tas, al nifio C 30 bolitas.

Comprobacion. La suma da: 12+ 18 + 30 =060; ade-
mas
¥2 - 880
L Tt
es decir, efectivamente los niimeros de bolitas 12, 18, 30, son
proporcionales a las edades 2, 3, 5.

Problema. Tres personas, A, By Casocian suscapi-
tales pararealizar una empresa comercial: el primero
concurre con 20000 $; el segundo con 25000 $y el terce-
rocon 35000 . Ganan 2400 $; cudnto corresponde a ca-
dauno?

Se conviene en el comercio que la danancia se reparta proporcio-
nalmente al capital de cada socio.

Procediendo exactamente en la misma forma que en el problema ante-
rior, tendremos idualdades andlodas a las (2):

a = 20000 x

(3) Sumando ordenadamente :
b '=125000 .2
ci= 35000...& a4+ b+ ¢ = 80000 x;

y recordando que la suma del primer miembro es la cantidad a repartir, es
Arit. y Alg, 7.
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decir 2400, se tiene :

2400 5
- 2400 = 80000 x ; luedo x = 80000 — 100
Reemplazando en las (3):
a = 20000. %O = 600 $ corresponden a A
b — 95000, O = 750 » » » B
100

¢ = 35000, 2~ = 1050 » > » C
, 100 '

El procedimiento con el cual hemos resuelto este problema se denomina
en el comercio Redla de Sociedad o de Compaiiia.

OBSERVACION,

Estos problemas, como cualquier otro en que se aplique la propor-
cionalidad, se pueden resolver también por el método de reduccion a
la unidad. En efecto, volvamos al problema anterior; podemos razonar en
la siduiente forma :

Las tres edades suman 10 afios. A diez afios corresponden 60 bolitas; a

2 o - G0 ; 2
1 afio corresponderdn 10 veces menos, es decir: 0= 6. Si por cada afio

de edad corresponden 6 bolitas,

al nifio que tiene 2 afios corresponderdn 2.6 = 12
» » » D DL » 3.6 = 18
» » » » A5 &> « 916 =30 ;

que son los mismos resultados que habiamos encontrado.




CAPITULO VIII

SISTEMAS DECIMAL DE PESAS Y MEDIDAS

§ 27. Generalidades

1. Ya hemos visto en el § 21 que las longitudes, superficies,
volimenes, tiempos, etc., y en deneral todas las magnitu-
des, se miden; y que en realidad el nimero que ex-
presa la medida indica las veces que la que se
toma como unidad o una de sus partes alicuotas
esta contenida como sumando en la magnitud dada.

Vimos, ademas, que launidad de medida debe ser una
magnitud de la misma clase que la que se quiere
medir. Asi, para medir una longitud habra que compararla
con otra longitud, que se tomara como unidad de medida; para
medir un angulo habra que tomar otro andulo como unidad;
para medir un peso habra que tomar otro peso como unidad.

2. Para que la medida pueda ser utilizada por diferentes
personas es necesario que la unidad que se emplea esté bien
definida, y que se pueda llevar de un lugar a otro sin que va-
rie. Asi, por ejemplo, si yo digo: una cuadra tiene una longi-
tud de 165 pasos,no doy una medida precisa, sino apenas apro-
ximada; pues los pasos de una misma persona no son todos
iguales, y ademas varian de una persona a otra. La elec-
cion de la unidad, aunque segiin vimos es arbitratia, hay
que hacerla de modo que sea adecuada. Por ejem-
plo, si quiero medir la distancia de Buenos Aires a La Plata
no debo usar como unidad el metro porque me resulta 60000
metros, es decir un ntmero incomodo. En cambio, usando el
kilometro como unidad la mencionada distancia seria 60 kilo-
metros. Analogamente, si quiero medir el espesor de una ho-
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ja de papel no usaria el metro como unidad, pues me resulta-
ria una fraccion decimal muy pequena; usaria en cambio el mi-
limetro comg unidad.

§ 28. Sistemas métricos

1. Las magnitudes que mas frecuentemente hay que medir
en la practica son: longditudes, superficies, volime-
nes, pesos y tiempos.

El conjunto de las unidades de medida de las longitudes, su-
perficies, volimenes y peso (también monedas) de una Nacion,
constituye su Sisfema métrico.

Para cada una de dichas magnitudes habra una unidad de
medida que se denomina principal y otras que en deneral
son miltiplos s submitiltiplos de esta, y que se denominan se-
cundarias o derivadas.

2. Unidad de superficie. Supondamos que queremos
medir una superficie cualquiera. Tenemos que empezar por
establecer una unidad de medida de superficies.
Adoptamos para dicha unidad la superficie de un cuadrado que
tiene la unidad de longitud por lado (fig. 15).
Sea pues 1 la longitud del lado del cuadrado
A B CD.

Dada ahora otra superficie cualquiera, que
queremos medir, colocaremos nuestro cuadra-
do, o una de sus partes alicuotas, sucesiva-
mente dentro de la superficie dada, hasta cu-
brirla toda, Si esto se consigue después de
colocar seis veces, por ejemplo, el cuadrado unidad, la superfi-
cie en cuestion tiene por medida 6. Si se consigue, en cambio,

Fig. 15

después de sumar 30 veces ,é, del cuadrado unitario, la super-

ficie en cuestion sera 30. L = i .
8 8
Asi, por ejemplo, el rectangulo F G H 1, fig. 16, conliene seis
veces el rectangulo A B C D; luegdo, como se tom6 aquél como
unidad, sera 6 la medida de F GHI. Pero al mismo resultado
habriamos llegado multiplicando la longitud del lado H I del rec-




| 2OLIOTECA KACIONAL

“STROS |

§ 28. SISTEMAS METRICOS 101

tangulo, que es 3, por la del lado F1, que es 2..-Es ‘decir;
designado por S la superficie del rectangulo, se tiene:

S=3.2~=0
Este procedimiento puede aplicarse en todos los casos, cuando
se trate de nn rectangulo, pues la gdeometria ensefia que la

G

e e

3 H
Fig, 16 3
superficie de un rectangulo se obtiene multi-
plicando su base por la altura.

3 Unidad de volamen. Analogamente al caso de las
superficies, para medir volimenes tenemos que empezar por fi-
jar la unidad de volumen. Adoptamos como dicha uni-
dad el volumen de un cubo que tenga la unidad de longitud
por arista (fig. 17).

Si se nos diera ohora otro volumen, para medir, averiguaria-
mos cuantas veces nuestro cubo, o una de
sus partes alicuotas, estda contenido en el B
volumen dado; y este nimero expresaria la
medida.

Asi, por ejemplo, si nuestro cubo estuviera
contenido cuatro veces, seria 4 la medida del
volumen dado. Si estuviera contenido veinti-
dos veces la quinta parte de nuestro cubo,

seria 25—21a medida del volumen dado.

También en el caso de los voliimenes la geometria ensefia for-
mulas que permiten calcularlos en forma mas sencilla. Por ejem-
plo, si se tratara de un paralelepipedo, que tiene lardo,

DE MAESTROS

BT AR T T
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ancho y espesor, basta medir estas tres aristas y hacer su pro-
ducto para obtener el volumen del cuerpo. Es decir: el volu-
men de nn paralelepipedo se obtiene multipli-
cando entre si sus tres dimensiones.

Asi, p. ej. si sus dimensiones son 2, 5, 6, su volumen que
designaremos por V, serda V=2.5.6=060.

§ 29. Sistema métrico decimal

1. Los inconvenientes que ocasionaban en la practica la di-
versidad de los sistemas métricos eran muy drandes. Cada
nacion, y atn dentro de un mismo pais los diferentes estados,
tenfan un sistema métrico diferente. Ademads, las unidades no
estaban bien definidas y eran dificiles de controlar, es decir
de comparar con otras.

Para evitar esos inconvenientes Francia propuso a las de-
mas naciones, en 1791, el adoptar oficialmente un sistema mé-
trico universal. Su unidad fundamental, es decir la unidad de
longitud, debia determinarse convenientemente y en relacion
con la naturaleza, es decir con las dimensiones del globo te-
rrestre.

En realidad fué Francia s6la que emprendié esta obra, en-
cargando a los matematicos Delambre y Mechain que midieran

con la mayor exactitud posible la longitud del meridiano
terrestre. Se adopté como unidad de las medidas de lon-

gitud la cuarentamillonésima parte de la longitud del
meridiano terrestre; y se la denominé metro.

A mediados del afio 1799 la comision encardada de efectuar
la medicion presentd sus resultados y se constituyeron los «cam-
piones» o «patrones» de todas las medidas.

El sistema creado se denominé sistema métrico deci-
mal, pues los miiltiplos y submiiltiplos, como veremos, estdn
relacionados por potencias de 10

El 20 de mayo de 1877, por una convencién internacional,
adoptaron el sistema métrico diecisiete naciones, entre euro-
peas y americanas.

OBSERVACION.

Mediciones posteriores mostraron que habian algunos errores en las de-
terminaciones de Delambre y Mechain. Sediin ellas la londitud del meri-
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diano terrestre no seria de 40000000 de metros sino de 40003530. Por
consiguiente, la definicion del metro como cuarenta millonésima parte del
meridiano terrestre seria inexacta. Por este motivo no buscamos ya una
equivalencia con las dimensiones de la Tierra al definir el metro;y llama-
mos metro, sencillamente, a la longitud de una barra de platino que se
conserva en los «Archivos» en Paris, construida por Borda en 1779.

2 Podemos resumir las convenciones del sistema métrico
decimal en los siguientes enunciados :

1. Labase del sistema métrico es la unidad
fundamental de longitud, denominada metro.

9 El metroesla longitud de una barra exis-
tente en los archivos oficiales de Paris, y que di-
fiere de la diez millonésima parte del cuarto meridiano terres-
tre en una cantidad tan pequefia que puede despreciarse en la
mayor parte de los usos practicos.

5. Las demas unidades de medidas de superfi-
cie, volumen y peso, se establecen en relacion
con el metro.

4 Lasunidades derivadas o secundarias den-
tro de la medida de cada una de estas magnitu-
des estan relacionadas con la fundamental se-
gin potencias de 10.

3. Los miltiplos y submidiltiplos de la unidad principal se
obtienen anteponiendo los prefijos:

Kilo que significa mil

Muiltiplos Hecto » » cien
Deca » » diez
S mili que significa milésimo
Submiiltiplos {( centi » » centésimo
( deci » » décimo

Los tres primeros son palabras driedas y los tres tltimos
latinas. ;

)
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- § 30. Medida de longitud

1. La unidad de las medidas de longitud, como hemos di-
cho, es el metro. Las unidades derivadas son las que se con-
signan en el siguiente cuadro:

Kilémetro = 1000 metros
Muiltiplos Hectémetro= 100  »

Decémetro = 10 »
Unidad fundamental :

elmetro Decimetro = 0,1  metro

Submiiltiplos { Centimetro = 0,01 »
Milimetro = 0,001 »

2. Para economizar espacio, en la practica, se abrevian las
expresiones anteriores escribiendo, en vez de todas las palabras,
los siguientes simbolos:

m. (metro)
Km (kilometro) dm (decimetro)
Hm (hectémetre) cm (centimetro)
Dm (decametro) mm (milimetro)

Para ver mejor el orden que ocupan podemos escribir las
unidades horizontalmente, en la forma:
(1) Km , Hm , Dm , m, dm , cm , mm

3. A menudo se presenta en la practica el caso de reducir
una longitud expresada con cierta unidad a la misma longitud
expresada en otra unidad. Por ejemplo:

Expresa en metro 326,5 Hm. Recordando que 1 Hm = 1.100 m, Dbas-
tard multiplicar por 100 el nimero de hectometros dado para expresarlos
en metros; es decir: 326,5 Hm = 326,5.100 m, es decir 3265 Hm =
32650 m.

Expresar en Hectémetro 32650 m. Recordando que I Hm = 100 m, bas-
tard dividir por 100 el niimero de metros dado para expresarlo en Hectome-
tros; es decir: 32650 m = (32650/100) Hm, es decir 32650 m = 526,5 Hm.

Cuando en las medidas a reducir no figure el metro se po-
dra hacer la operacion reduciendo primero a metros y después
a la unidad que se pide, o también directamente. Por ejemplo:

Expresar en decimetro 226 Km.

a 226 Km = 226.1000 m = 226000 m.

929600 m = 226000.10 dm = 2260000 dm ;
luego: 226 Km = 2260000 dm.
Este resultado puede también expresarse : 226.10% dm.
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b) Para hacer la reduccion directamente recordemos los lugares que ocu-
pan en (1) las unidades. Desde Km hay que correr cuatro lugares a la de-
recha para llegar a dm; y por cada ludar que se corre a la derecha hay
que multiplicar por 10; luego, habrd que multiplicar por 10*; es decir :
206 Km = 226.10* dm = 2260000 dm.

La operacion puede hacerse también mentalmente : colocamos el nimero
296 X 1y vamos escribiendo ceros a la derecha a medida que nombramos
(a partir de Km), Hm, Dm, m, dm.

En analoga forma podemos hacer la reduccion inversa. Por
ejemplo:

Expresar en kil6 metro 2260000 dm.

@) 2260000 dm = 226000 m.

206000 m = (2260000 < 1000) Km = 226 Km.

b) Haremos también la reduccion directamente, recordando que hay que
correr cuatro lugares a la izquierda en (1) para pasar de dm. a Km.; y
como por cada lugar que se corre a la izquierda hay que dividir por 10,
habré que dividir por 10*; es decir:

2960000 dm = 2260000 = 10* . Km = 226 Km.

La operacion puede también hacerse mentalmente, como en el caso an-
terior ; la tinica diferencia consiste en que hay que dividir en vez de mul-
tiplicar.

§ 31. Medidas de superficie

1. De acuerdo con lo que dijimos en el § 27, la unidad de
las medidas de superficie en el sistema métrico decimal sera
el metro cuadrado; es decir la superficie del cuadrado que
tiene un metro por lado. Las unidades derivadas seran, por
consiguiente, cuadrados cuyos lados son los multiplos y sub-
miltiplos decimales del metro. Es decir:

el Kilometro cuadrado, o sea el cuadrado que tiene

1 Km por lado
el Hectometro cuadrado, o sea el cuadrado que tiene

1 Hm por lado
el Decametrocuadrado, o sea el cuadrado que tiene

1 Dm por lado
el metrocuadrado
eldecimetro cuadrado, o sea el cuadrado que tiene

1 dm por lado

N
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elcentimetrocuadrado, o sea el cuadrado que tiene
1 em por lado
elmilimetro cuadrado, o sea el cuadrado que tiene
3 1 mm por lado
Segtin la figura 18 y lo que dijimos en § 28,2 se deduce:

1 metro cuadrado tiene 100 decimetros cuadrados
1 decimetro cuadrado tiene 100 centimetros cuadrados
1 centimetro cuadrado tiene 100 milimeiros cuadrados

Andlodamente en los miltiplos :

1 kilémetro cuadrado tiene 100 hectometros cuadrados
1 hectometro cuadrado tiene 100 decdmetros cuadrados
1 decdmetro cuadrado tiene 100 metros cuadrados.

Imetro

Jmetro
Fig. 18

Se vé pues que las unidades de superficie crecen y decre-
cen de 100 en 100; o lo que es lo mismo segin potencias de
10? (que es igual a 100). Si indicamos las medidas de super-
ficie con el mismo simbolo que las lineales, y un 2 como ex-
ponente; tendremos, por ejemplo: m? significa metro cua-
drado, y andlogamente las demds; es decir:

(1) mm*em* o dme G m? S Dm? ;. Hm® & Km2.

Prepararemos ahora la tabla de equivalencias con el metro
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cuadrado. Empecemos con los muiltiplos: 1 D > =100 m*.

1 Hm? = 100 Dm?; pero siendo 1 Dm® = 100 m®, resulta:

1 Hm? = 100.100 m* = 10000 m*.

Siendo 1 Hm? — 10000 m? y recordando que 1 Km* es 100
veces mayor que 1 Hm?, bastara multiplicar el segundo miem-
bro de la igualdad anterior por 100 para obtener los metros
cuadrados que hay en un kiloémetro cuadrado; es decir:

1 Km* = 1000000 m®.

Andlogamente procederiamos con los submultiplos; pero
ahora en vez de multiplicar se divide, de modo que tendriamos :

1 dm: = 1 m? = 100 = 0,01 m?;

y andlogamente para las otras unidades.
Podemos reunir los resultados en el siguiente cuadro:

SKil(’)metro cuadrado (Km?) = 1 000000 m*
Hectometro cuadrado (Hm?)= 10000 m?

Muiltiplos. .....
(Decémetro cuadrado (Dm? = 100 m*

Unidad fundamental : metro cuadrado.

Decimetro cuadrado (dm?) = 0.01 m?
Submiiltiplos. . . Centimetro cuadrado (cm?) = 0.0001 m?
Milimetro cuadrado (mm?2) = 0,000001 m*

EJEMPLOS DE REDUCCION.

Expresar en m?® 234,6 Hm?®. Recordando que 1 Hm? = (100)* m*® o sea
10000 m?, bastard multiplicar por este nimero los Hm* que se dan para con-
vertirlos en m?; es decir: 234,6 Hm* = 254,6. (100)* m®; es decir:

234,6 Hm® = 234,6. 10000 m® = 2346000 m? .

Expresar en Hm? 2546000 m*. Recordando que 1 Hm? = 10000 m?, bas-
tara dividir por 10000 (o multiplicar por 0,0001) el niimero de m*® dados para
expresarlos en Hm?, es decir:

9546000 Hm® = (2346000 — 10000) Hm?, es decir: 2546000 m* = 254,6 Hm* .
Cuando en las medidas a reducir no figure el metro cuadrado,

se podra hacer la operacion reduciendo primero a metros cua-
drados y después a la unidad que se pide, o directamente.
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EjEmpLOS.

Expresar en Dm? 427 Dm?.
a) 4271 Hm* = 427.10000 m* = 4270000 m? .
4270000 m* = 4270000. 100 dm* = 427000000 dm? ;
" luedo: 427 Hm? = 427 000 000 dm® .

b) Para hacer la reduccién directamente recordemos los lugares que ocu-
pan en (1). Desde dm*® hay que correr tres lugares a la derecha para lle-
dar a Hm®. y por cada. lugar que se corre a la derecha hay que multiplicar
por 10%; luego habrd que multiplicar por (10%)%, es decir por 10° Es decir:

427 Hm* = 427.10° dm? = 427000000 dm? .

La operacién puede hacerse mentalmente: colocando el niimero 497 il
y escribiendo un par de ceros a la derecha por cada unidad que nombra-
mos (a partir de Hm?): Dm?, m®, dm®.

En andloga forma podemos hacer la reduccién inversa. Por ejemplo:

Expresar en Hm? 427000000 dm? .

Q) 427000000 dm* = (427000000 = 100 ) m® = 4270000 m?

427000000 dm?® = (427000000 = 1000000) Hm® =417 Hm?®

b) Para hacer la reduccién directamente fijémonos en la (1). Hm? estd
tres ludares a la derecha de dm?®; y puesto que cada término que estd un
lugar a la derecha de otro es 100 6 sea 10® veces mayor, resultard que
Hm?® es (10%)* veces mayor que m®. Para reducir dm? a Hm?® habrd pues
que dividir po (10%)*, o sea por 10°. Luego.
427000000 dm® = (427000000 < 10°) Hm? = 427 Hm?.

§ 32. Medidas de volumen

1. La unidad de las medidas de volimen es el metro cii-
bico; es decir, el volumen del cubo que tiene 1 metro por
arista. Las unidades derivadas seran, por consiguiente, cubos
cuyos lados son los miltiplos y submiltiplos decimales del
metro ctibico. Es decir:

el Kilometro citbico, o seael cubo que tiene 1 Km. por lado

el Hectometro ctibico » » » pa VUM, oy s

el Decdmetro ciibico » » » » 1Dm. » »
metro ciibico

el Decimetro cibico » » » » | dm. » »

el Centimetro ciubico 5 K0k » » M tlems ¥ »

el Milimetro cabico » » » el M.

Supongamos ahora que el cubo de la fig. 19 tiene 1 metro por lado.
Dividamos la superficie de la base en cuadrados de 1 dm. por lado. Como
vemos, y hemos deducido ya en el § 31, habrd 100 de dichos cuadros, y
cada uno de ellos serd un dm®. Sobre uno de dichos cuadritos podemos
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construir un pilar (prisma); y dividiendo el pilar en 10 partes iguales tene-
mos cubos como el marcado en negro en la fidura.

Cada cubo de los chicos tendrd 1 dm por lado, es decir su volumen se-
rd 1 dm3. ¢Cudntos cubitos pueden hacerse con el cubo drande, es decir,
cudntos dm3 hay en 1 m3?

El pilar de la figura tiene 10; ademds podemos colocar 10 pilares igua-
les, uno a la derecha de otro; obtendriamos ya 10.10, o sea 100 cubitos.
Ademds, podemos colocar de adelante a atrds 10 franjas como las ante-
riores; y como cada franja tiene 100 cubitos, obtenemes en total 1000 cu-
bitos. O sea:

1 m3 = 1000 dm3 , o también 1 m3 = 103 dm3.

El mismo razonamiento valdria si el lado del cubo drande fuera 1 dm y el
del cubito 1 em. Por consiguiente:

Las medidas de volumen en g
el sistema métrico varian de &
1000 en 1000. Esto significa que
cada unidad que estd un lugar
a la derecha de otra en la tabla
siduiente :

Imeleo

AVEANE

(1) mm3, cm®, dmd, mé
Dm3 , Hm3, Km?

es 103 veces mayor que ésta.

Analogamente al caso de las
medidas de superficie podemos
también preparar una tabla de
equivalencias para las medidas de volumen. -

Procediendo de la misma manera que en el caso de las me-
didas de superficie, y teniendo en cuenta la tabla del § 31, ob-
tendremos los valores del siguiente cuadro:

Kilé6metro cibico (Km?) = 1000000000 m3
Muiltiplos....... Hecté6metro cibico (Hm3) = 1000000 m3
Decdmetro ctibico (Dm3) = 1000 m3

Unidad fundamental : metro ciibico (m3).
decimetro ctibico (dm3) = 0,001 m3
Submiiltiplos. . . s centimetro cibico (cm3) = 0,000001 m3
milimetro ctibico (mm3) = 0,900000001 m3
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E]EMPLOS DE REDUCCION.

Expresar en m3 34,62 Hm3. Recordando que 1 Hm3 = (100)3 m3, o sea
1000000 m3, bastard multiplicar por este ntimero los Hm3 que se dan para
convertirlos en m3; es decir: 34,62 Hm3 = 34,62 (100)3 m3, o sea:
34,62 Hm3 = 34,62. 1000000 m3 = 34620000 m3 .

Expresar en Hm3 34620000 m3. Recordando que | Hm3 = (100)3 m3 bas-
tara dividir por (100)3 el niimero de m3? dados para expresarlos en Hm3; es
decir: 34620000 m3 = (34620000) — (100)3 Hm3 = 34,62 Hm3 .

Cuando en las medidas a reducir no figure el metro ciibico,
se podra hacer la operacion reduciendo primero a metros ci-
bicos y después a la medida que se pide, o directamente.

EjEmMPLOS.

Expresar en dm3 25 Dm3.
@) 235 Dm3 = 25.1000 m3 = 23000 m3
23000 m3 = 23000.1000 dm3 = 23000000 dm3.

b) Para hacer la reduccién directamente recordemos los ludares que
ocupan en la tabla (1). Desde dm3 hay que correr dos lugares a la dere-
cha para lledar a Dm3; y por cada lugar que se corre a la derecha hay
que multiplicar por (103); luedo habrd que multiplicar por (103)2, es decir
por 10% Luedo .

23 Dm3 = 23.10° dm3 = 235000000 dm3

La operacién puede hacerse también mentalmente, colocando el niimero
235 y escribiendo tres ceros a la derecha por cada umdad que se nombra
(a partir de Dm3) : m3, dm3.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. Expresar en Dm, Hm, dm, cm, mm, los niimeros 2,385 m; 802,005 m ;
0,019 m; 78,0185 m.

Resultados: 2,385 m — (2,385 = 10) Dm = 0,2385 Dm.
2,385 m = (2,585 < 100) Hm — 0,02585 Hm.

2,385 m = 2,385 . 10 dm = 925,85 dm.

2,385 m. = 2,385 . 1000 cm = 238,5 cm.

2,385 m = 2,385 . 1000 mm = 2385 mm.

En forma andloga encontramos para los otros niimeros.

802,005 m = 80,2003 Dm 0,019 m = 0,0019 Dm.
= 8,02003 Hm = 0,00019 Hm.
. = 8020,05 dm = 0;19 dm.
= 80200,5 cm = 1,9 cm.
= 80200,3 mm = 19 mm.

78,0185 m = 7,80185 Dm.
= 0,780185 Hm.
= 780,185 dm.
7801,85 cm.
78018,5 mm.
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2. Expresar en Dm?, dm?, cm?, los niimeros : 2968 m? ; 68,573 m?; 2,408 m?.
Resultados : 2968 m? = 2968 — (10)% Dm? = 29,68 Dm?®

— 2968 — (100)?. Hm®* = 0,2968 Hm?®

— 92968 . (102). dm = 296800 dm?

— 9968 . (100)2. em® = 29680000 cm*

En forma andloga se procede para los otros ntimeros.

3. Expresar en m® los niimeros: 6 Km?; 0,381 Dm"; 983,21 dm? 6527 cm®

Resultados : 6 Km® = 6.(1000)* m* = 6000000000 m®

0,381 Dm* = 0,381. (10)* m*® = 381 m*
983,21 dm® = 983,21+-(10)° m’= 0,98321 ~ m’
6627 cm® = 6527 — (100)* = 0.006527 m®.

4. Cudl es en m?® la superficie de una pieza de forma rectandular que .
tiene 625 cm. de longitud y 0,415 de ancho?

5. Cuéntas baldozas se emplearan para embaldozar un patio que tiene
2326 mm. de largo y 0,0732 Hm de ancho con baldozas de 1/4 metro de
lado ?

6. Cuénto costara embaldozar el patio del problema 5, si cuesta 12 cen-
tavos el dm??

7. Cudl seréd el volumen en m® de una habitacién que tiene 40 dm. de
lardo por 3,75 m. de ancho y 0,4 Dm. de altura?

8. Cuél es en dm el espesor de un paralelepipedo que tiene de lardo
0,5 m, 20 cm de ancho, y 7500 cm3 de volumen.

9. Cudnto pesa un cilindro de hierro cuyo radio del circulo de la base
mide 12,6 cm y cuya altura es 2,5 dm., sabiendo que 1 dm3 de hierro pesa
8 kilégramos ?

10. Un cubo mide 0,003 Dm por arista; cudl es suvolumen en mm3?

§ 33. Medidas de capacidad

1. La medida del volumen de los liquidos comgq el de subs-
tancias en polvo o granos finos, como la poélvora, se reduce
evidentemente a la medida del volumen de la vasija que los
contiene. Por ser muy frecuente el uso de estas medidas en
la practica se les ha dado nombres especiales, llamandolas a
todas ellas medidas de capacidad.

La unidad fundamental de las medidas de capacidad es el
‘decimetro cdbico y se denomina litro.

En la tabla siguiente damos sus mudltiplos y submuiltiplos co-
mo también sus relaciones con el m3.

o i = 0,1 s

e o BACRE ROt

unidad fundamental: litro (I) = 0001  m®
Decilitro (dl) = 00001 m*

Submiiltiplos. . Centilitro (cl) = 0,00001 m?
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EjEmMPLOS.
29,742 Hl = 2974,21 = 2974,2 dm® = 2,9742 m’
0,}54 1 = 94 ¢l = 0,00094 m®* = 0,94 dm?3
8,36457 m® = 83,6457 Hl = 836457 |

§ 34. Medidas de peso

1. Sabemos que no todos los cuerpos, en igualdad de volu-
men, pesan lo mismo. Un block de platino, por ejemplo, pesa ca-
si tres veces mas que un block de hierro de igual volumen:
Por consiguiente, para fijar la unidad de peso se eligi6 el que
correspondia a un volumen dado de una determinada substan-
cia: al peso de 1 dm3 de agua destilada y a 4 gra-
dos centigrados de temperatura se denomino
| kilégramo, y se eligio como unidad fundamental
de las medidas de peso la milésima parte del ki-
logramo, es decir el gramo.

Observacion. La definicion que hemos dado anterior-
mente no es muy precisa y es muy dificil de realizar practi-
camente dicha unidad de peso. \

Si cambia la temperatura del agua varia su volumen. La fi-
sica ensefia que a 4 drados centigrados el agua tiene su me-
nom volumen (se dice vulgarmente que es mas pesada; debe
decirse mas densa).

Por la razon mencionada, y por otras, se ha adoptado mo-
dernamente otra definicion para la unidad de peso en el sis-
tema métrico decimal: se denomina kilégramo al peso,
en el vacioyenciertolugar de la Tierra (*), de un
cuerpo de platino-iridio (kilo-tipo) que esta de-
positado en «los archivos» de Paris. Esta tltima
condicién se necesita porque un cuerpo no pesa exactamente
lo mismo en todos los lugares de la Tierra.

2. En el siguiente cuadro damos los miltiplos y submuilti-
plos mas empleados y sus respectivas equivalencias con el ki-
l6gramo.

*) Proximamente a 45° de latitud.
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Tonelada métrica (Tm) = 1000 Kgr
Quintal métrico (Qm) = 100 Kgr

MAIDIOS . ¢ v veiviwsoiss (Kilé6dramo (Kgr) = 1000 gr
Hect6dramo (Hgr) = 100 ‘gr
‘"Decédgdgramo (Dgr) = 10 or

Unidad fundamental : gramo (g)
‘decigramo (dgr) =01, ¢r
Submultiplos....... .. ccentigramo (cgr) = 0,01 or
(miligramo (mgr) == 0,001 gr

EjEmpLOS.

974,068 gr = 27,4068 Dgr = 0,274068 Kgr = 2740,68 dgr — 274068 mgr.

3. Peso especifico o densidad. Como dijimos ya, volime-
nes iguales de distintas substancias tienen pesos diferentes. Asi:

1 litro, o sea 1 dm® de alcohol absoluto pesa aprox. . . 0,789 Kgr
1-liteo de meretrio . vyt 5w i sekai s e s SR 3,6 W Kot
1 litro de agua destilada a 4°. . . . . . . il Kgr
ledinSideacero .0 7 s ke R DG NSEEUINE S M D F G 7810 Kar
1 dms.dejorg o .0 i n AR R L S ] 0,26 K O

Se ha convenido en denominar peso especifico de un cuer-
po al peso de la unidad de volumen. Si se nos da
el peso P de un volumen V del cuerpo, bastara dividir
dicho peso por su volumen para determinar ?
peso de cada unidad de volumen, es decitr su peso espe-
cifico.™ En otras palabras, si designamos al peso especi-

fico por p, tendremos

(1 p=—P‘7

De esta formula se deduce:
(2) Es=e¥s B
es decir: multiplicando el volumen de un cuerpo

por su peso especifico obtenemos el peso del
cuerpo.

(*) En la practica suele denominarse al peso especifico densidad, un poco im-
propiamente ; pues esta palabra tiene otro sidnificado en la fisica.

Arit, y Alg., 8.
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Damos a continuacién una pequefia tabla de pesos especificos de algunas
substancias usuales.

Pesos especificos

SOLIDOS LIQUIDOS

Oro fundido, . . . .[19,26 Algohol & o5 & e o AT
Platino fundido . . .|2115 Cloroformo. . . . . 145
Plata fundida . . . .[1047 Btorly omoca a8 0
Eoabte WA . L B Aceite de oliva . . .| 084
Hierro forjado. . . 7,15 Mercurio . . . . .|13,60
Acero fundido. . . .| 7,80 Leche . ‘ 1,03
Hierro fundido. . . .| 721 Acido sulftrico | 1,84
Mérmol . . . . . .| 284 Glicerina 1,26
Rzufrel . . o ol 208 Anilina Bt L
Nito S, S SR o Lh2As Bencina'.' - 0005 L) 10884
Aluminio. . . . . | 260 Acido acético . ‘ 1,06
Hieloy) e .m0 DOLT Agua de mar . 1,027
|
EjEmpLOS.

1.Untrozodeplatacuyovolumen es de 560 e¢m® pesa
5,88 Kdr; cuédlessupesoespecifico?

,88 =
Sednn la formula (1) serd p = 2 Ac%%: = 0,0105 —%{ﬁ—‘;- , que se expre-
sa: 0,0105 de Kgr por cada centimetro ciibico. Pero en la préctica se ex-
presa el peso especifico en Kdr por dm’, o lo que es lo mismo en gr por
cm®. Asf, en nuestro problema habra que reducir los Kdr a dr; tendremos :

BBBO g Lerain - EF
* em®

= 560 cm®

Se acostumbra también suprimir las unidades y expresar sencillamente el
peso especifico por el nimero. El resultado de nuestro problema serd pues

p =105
9. Cudnto pesa un block de zinc de 3 dm® cuyo peso especifico es
p = 6,9?. Habré que reducir el volumen a cm®; es V = 3000 ecm®; y se-

gtin la formula (2) serda P = 3000.6,9 = 20700, y este peso estard expre-
sado en gramos. La respuesta es pues:

P = 20700 gr = 20,7 Kdr.

3. Cudl serd el volumen de un cuerpo cuyo peso especifico es 6 y su
peso 30 Kgr?.
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Reduciremos los 30 Kdr a gramos; obtendremos P = 30000 g.; y de (1)
deducimos

000!
N = %: izﬂ — B000 , resultado en cm®; luedo la respuesta es
V = 5000 cm3 = 5 dm3
4. Cuéntos Kgr de adgua de mar cabrén en un tanque de 10 m® de capa-
cidad sabiendo que el agua de mar tiene una densidad de 1,027?

"

5. En la bodega del transporte «Ingeniero Huerdo» se cardan 4800 m” de
petroleo de Comodoro Rivadavia, de densidad 0,89 Cudl es el peso de la
carda?

6. Un litro de alcohol absoluto pesa 789 dr; cudntos kilogramos pesa un
tambor de 30 litros?

7. Un litro de mercurio pesa 13,6 Kgr; cudnto pesan 0,04 m’.

8. 1 dm® de plomo pesé 11,3 Kdr ; cudnto pesa un lindote que tiene for-
ma prismética, de 1,23 m de lardo, 0,7 dm de ancho v 5 cm de espesor?

9. Cuél es el volimen de 2,75 Kdr. de aceite de oliva, cuya densidad
es 0,847?

10, Cuénto pesa un cubo de cobre de 25 cm de arista, siendo el peso
especifico del cobre 8,87.

§ 35. Antiguo sistema inglés de medidas

1. Muchos paises tuvieron diferentes sistemas de medidas
en sus mismos estados. Algunos conservan atin dichos siste-
mas, y aunque oficialmente se haya adoptado el sistema deci-
mal, se usan ain medidas antiguas. Por el interés especial que
tienen para el marino nos ocuparemos del sistema inglés
de medidas.

s Yarda = 3 pies
pie = 12 puldadas

Medidas de longitud
e pulgada

Para hacer las reducciones de medidas al sistema métrico
mencionamos, por ser las mas comodas para los calculos, las
siguientes equivalencias:
1m = 11,0938 yd 1 m = 83,2809 ps 1 plg = 2,54 cm
1 y9d = 0,91438 m 1 ps = 0,30479 m 1 cm = 0,3937 pld.

Conociendo las equivalencias en las medidas de longitud
podemos también reducir superficies y volimenes, de acuerdo
con lo que vimos en § 31 y 32. En efecto:

)
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1 m = 1,0936 yd, ; y elevando amP0os miembros al cua-
drado resulta:
1 m? = (1,0956)* yd* , es decia: 1 m* = (1,197) yd?

2. En la marina suele usarse la milla marina que equivale
a 1852,2 m.

Ademds, para medir la velocidad se usa el nudo. Se dice
que la velocidad de un barco es de 1 nudo cuando
recorre una milla en una hora. Por tanto, sila ve-

locidad es de 12 nudos (los Avisos) el barco recorre 12 millas
cada hora. .

EjeEmprLoO.

Cudntos kilometros ha navegado un barco que da 15 nudos, al cabo de
una singladura de 8 horas?

15 nudos = 15 X 1852,2 m. en una hora ; luedo en 8 horas ha caminado
8 X 15 X 1852,2 m = 222264 m = 222,264 Km.

3. Medidas de peso. Son de uso frecuente las siguientes
medidas de peso:

1 tonelada : siendo 1000 Kdr. = 0,984 Ton.
L diban, -0 » 1 Kgr. = 2,205 Ib.

4. Para hacer con mayor facilidad las reducciones se calcu-
lan tablas de equivalencias. Damos a continuacion las del
«Anuario Naval Inglés». (Los puntos estan usados en lugar de las comas de
los decimales.

I. LONGITUD

Métrico a indlés Inglés a métrico

1 ' 1 \ *IIL ‘ 34 ‘ v VI ‘ vII VIII Ix X
Mts. ‘\ Yardas ‘ Pies ;Pulgadas Yard| Metros ‘\Pies Metros 1Pulg. Centim.
! [
1 1.0936‘ 3.2809 39.87| 1 |0.91438 ‘\ 1 “ 0 30479 1 2 5400
2 1.2:187¢ 6.5618 | T8 74| 2 | 1.82877 2 | 0.60959 2 50739
3 18.2809 | 9.8427 | 118.11| 38 |2 74315 3 \ 0.91438 3 7.6199
4 14,8745 | 13.1236 | 157.48" 4 ‘ B 607*).3 4 ‘ 1.21918 4 | 10.1598
5 | 5.4682 | 16.4045 | 196.85| b | 4.57192 ‘ 5 | 1.52897 I 5 | 12.6998
6 |6 5618 | 19.6854 | 236.22|| 6 | 5.48630 ] 6 | 1.82877 6 | 15.2397
T | 7.6bb5 | 22.9663 275,60 7 | 6.40068 7" | 2.13356 T AT
8 |8.7491 | 26.2472 | 344.9 8 | 7.31607 8 2‘. 43836 8 | 20.3196
9 |9.8427 | 29 5281 | 354. 34‘ 9 | 8.22945 9 | 2.74315 9 | 22.8596
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1I. PESO
Métrico-indlés Inglés - métrico
1 ‘ 1 I v v
Kil6g. | Toneladas Libras Libras | Kilog.
i .000984 ’ 2.2046 B 0.4536
2 .001968 i 4.4092 2 0.9072
3 .002953 | 6.6139 3 1.3608
E
4 .003937 ‘ 8.8185 4 1.8144
) .004921 11.0231 5 2.2680
6 } .005905 13.2277 6 2.7216
7 | .006889 15.4323 7 3. 1751
8 | .007874 17 6370 8 3.6287
9 | .008858 | 19.8416 9 1.0823

EjEMPLOS.

1. Expresar en pies 2367 metros. Las tablas I y III (Long.) nos dan:

metros pies
2000 = 6561.8
30(} =" 08478
60 = 196.9
1 = 23.0

2367 m — 7766.0 ps

2. Expresar 385 libras en kil6gramos. Las tablas [V ¥y V (Peso) nos dan:
libras kil6dramos
300 =- | 136.08 '
80 — 36.29
5 = 2-27
385 1b — 174.64 Kgr.

3. Expresar 725 puldadas en centimetros. Las tablas IX y X nos dan:

700 = ATT7:97

20 =5 1=50.80

5 = 12.70
725 plg. = 1841.47 cm.

4. Expresar en toneladas 78265 Kor. Las tablas I v 1 (Peso) nos dan:
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kilogramos toneladas
70000 = 68.89
8000 = 7.87
200 = 0.19
60 = 0.06
5} = 0.005
78265 Kgr. —  77.015 Ton.
OBSERVACIONES.
@) Como las tablas dan las equivalencias para 1, 2, 3,... etc. de cada

unidad, para obtenerlas para 10, 100,..., 20, 200,.. , 30, 300,. .. basta mul-
tiplicar el valor dado en la tabla por 10, 100, 1000, etc.; lo cual se hace
facilmente corriendo la coma. Asi, en el 2.° ejemplo, para encontrar la
equivalencia de 300 libras en kilogramos buscamos la de 3, que es 1,3608
y lo multiplicamos por 100, es decir corremos la coma dos lugares a la de-
recha, obteniendo 136,08,

b) Para obtener la equivalencia en toneladas, p. ej. de 78265 Kgr. bus-
camos las de 70000, de 8000, de 200, de 60 y de H; y después sumamos;
pues 78265 es igual a 70000 4 8000 -+ 200 + 60 +- 5.

¢). Cuando hay varios decimales y no queremos conservar tantas cifras
procedemos de la siguiente manera; sila primera cifra despre-
ciada es igual o mayor que 5 se aumenta 1 unidad a la
anterior; si es menor que D no se modifica.

Asi p. ej. si conservamos hasta los centésimos escribiremos :

en ludar de 3:485 .... 3,49
» » » 924,536 .... 24,h4
Foloi o B 18,624 .... 18,52

Asi hemos procedido en los cuatro ejemplos tratados. En el primer ejem-
plo se tiene: 300 m = 984,27 pies; pero como aproximamos hasta la
cifra de los decimos hemos puesto 300 m = 984,3 ps; pues la primera cifra
despreciada es 7, que es mayor que b.

En cambio, en el cuarto se tiene: 800 Kdr. = 7,874 Ton; pero como
aproximamos hasta el centésimo escribimos: 800 Kdr. = 7,87 Ton; pues

la primera cifra despreciada es menor que b.
EjERCICIOS.

1. Expresar 4,08 m en pulgadas.

2. Reducir 25 cm?® a plg®.

3. Reducir a cm? 12,5 plg®.

4. Expresar en cm3 el volumen de un cubo de 8,3 pld. por arista.
h. Expresar en m3 un volumen de 120 pies? .

6. Expresar en yds una londitud de 246,8 m.

7. Reducir a millas 749863 m.

8. Reducir a dramos 49,05 1b.

9. Expresar en toneladas 47894,6 Kdr.
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10. Determinar la velocidad en nudos de un barco que camina 40000 m en
2 horas.

11. Determinar el niimero de metros que recorre en 1 segundo un barco
cuya velocidad es de 21 nudos.

12. Determinar el espacio que recorre en 3 horas un viento de 60 Km.
por hora.

13. Determinar el camino de un bote abandonado en un rio cuya co-
rriente «tira» 1,5 milla (por hora), al cabo de 1 dia.

14. Cuéntas toneladas métricas serd la carda de un barco si es de 800
toneladas inglesas,

1. Cuéntas libras son 2,25 toneladas inglesas ?

§ 36. Medidas de dngulos

1. Consideremos en el plano del papel una recta (fig. 19 bis).
Si marcamos en ella un punto, como o, quedan formadas dos
semi-rectas; una a la izquierda de o, otra a la aerecha. En

A
0 kSl

Fig. 19 bis Fig. 20

la fig. 20 hemos dibujado dos semi-rectas: una de extremo ,
A, otra de extremo B.

Dibujemos ahora dos semi-rectas cuyo extremo sea comtin
(fig. 21). Hay que tener presente que
las semi-rectas no tienen fin, es decir oL
debemos imaginarlas prolongadas inde- Mﬂﬂﬂﬂ”ﬂm
finidamente, por el lado que hemos mar- L
cado con puntos.

La parte de plano que limi-
tan (o encierran) estas dos semi-rectas se denomina
angulo.

2. En la fig. 22 hemos dibujado dos angulos que tienen la

siguiente particularidad: un lado de

~  uno de ellos, y uno del otro, estan

p N formados por la misma recta; o co-
2 mo se dice vulgarmente: un lado de -
uno de los angulos es la prolonga-

cién de un lado del otro angulo; es-
tos 4ngulos se denominan adyacentes.

Fig. 21

Fig. 22
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3. Dos angulos que pueden superponerse, como los de la
figura 25 son iguales. Para verificarlo hacemos coincidir

0 @ (0] =
Flg. 25

o con ¢, y la direccién de @ con la de a’; si después coin-
cide & con &’ los angulos son pues iguales.
Sean ahora los éngulos de la fig. 24; son

adyacentes e iguales; los llamamos
3 angulos rectos ; es decir:

Lldmase dngulo recto al que es
igual a su adyacente.

4. Los angulos se pueden sumar, como nos ensefia la
geometria; y por esta razon (§ 13) son magnitudes que se
pueden medir. La unidad para medir un angulo tiene que
ser otro angulo, porque como ya vimos (§ 21) una magnitud
se mide (compara) siempre con otra de la misma clase.

Sea el de la fig. 25 un éangulo

recto, formado por las semirectas Oa
y Ob. Dividamos a dicho angulo en
90 partes iguales; es decir en 90 4n-
gulos iguales que sumados nos dan
el angulo recto. Hemos sombreado e,
uno de ellos; lo denominamos &an - e e
dulo delgrado sexagesimal, Y @
o simplemente un grado, ylo in-
dicamos: 1.° Por consiguiente: 114 -
mase un grado al dngulo igual a la noventa ava
parte del angulo recto.

Asi resulta: un andulo 3 veces mayor que 1 drado valdra
5 grados; lo indicamos 3°. Andlogamente, 54° 127°, ete.
- Imaginemos dividido en 60 partes el angulo de 1° (el sombreado
en la figura); una de estas divisiones serd un angulo muy pe-
quefio que se denomina 1 minuto de arco.

Este angulo muy pequefio de 1 minuto dividido en 60 par-

Fig. 24 -

Fid. 25
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tes iguales d4 un angulo, més pequefio atin, que se denomina
1 segunde. Lo indicamos 1",
Tenemos entonces:
1 and. recto
10
1

900 (se lee 90 grados)
60" > 60 minutos)
60”7 -~ ( » 60 segundos)

- HE

La designacion minuto y segundo se usa también para medida del tiem-
po; pero entonces se lo indica de otra manera: segundo con una S, y mi-
nuto con una m. Ejemplo:

3h 25m 125 significa: 3 horas 4 25 minutos + 12 sedundos de tiempo.

Cuando un déngulo no alcanza a un ntimero entero de drados ni minutos,
sino que hay drados, minutos y segundos, se lo escribe poniéndolos a con-
tinuacion. Ejemplos :

1250 34" 28”7, se lee 125 drados, 34 minutos, 28 segundos;

y esto quiere decir en realidad 125° 4 34’ 4 28”: pues a 125° hay que
sumarle una fraccién de drado, 34', y a este resultado una fraccion de
minuto, 28”, para obtener el dndulo total.

§ 37. Nameros compuestos

1. Para expresar las magnitudes en sistemas de medidas que
no son decimales hay que emplear ntimeros compuestos por
distintas unidades de la misma clase. Por ejemplo:

22h g5m 158 (22 horas, 35 minutos, 15 sedundos)
320 12 09 (32 drados, 12 minutos, 9 sedundos)
15yd 2ps Tplg (15 yardas, 2 pies, 7 puldadas).

Estas expresiones se llaman niimeros compuestos.

2. Reduccion a la unidad mds pequeiia. a) Reducir 22h 35 158 a se-
dundos :

1h = 6om _ 922
292901 gm — 13900 X 60

sumando los 35" se tiene: 1320™ 4 85m — 135Hm _;332
BT 1355

1356™ = 1355.60% = 813008 X 60

sumando los 15° se tiene: 81300% 4 153 — 81315s 81300
Al marden hemos dispuesto la forma préctica de conducir == 16

estas operaciones. 81315

3
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b) Reducir a puldadas 2 yd 2 ps 5 puld.: 2
19d = 3 ps _X_i:’;

2 yd, = 2.3 ps = 6 ps 42

sumando los 2 ps se tiene: 6 ps 4 2 ps = 8 ps Do
1 ps = 12 pulg. X 12

8 ps = 8.12 plg. = 96 plg. 92

sumando las b plg. se tiene: 96 pld. 4 5 pld. = 101 plg. %

3. Reduccion a la unidad maypor. a) Sea ahora reducir 22h 25™ 15% a
horas.

Como la primera del niimero estd ya expresada en horas, reduciremos
los 25™ 158, Para ello reducimos todo a segundo :
951 — '2b.60s = 15008
15008 -+ 168 = 15158

Ahora bien: 1h = 60™ = 60.60% = 3600%; y por tanto: si 3600 equi-

1515
lisa
valen a 1h | 1515% equivaldran a o~ 3600

dondeando» el centésimo = 0h, 42, Esta fraccién de hora deberd sumar-
se a las 22; resulta asi: 22h, 42,

b) Reducir 2 yd 2 ps b pld. a yardas.
Como la primera parte del niimero esté ya expresada en vyardas, reduci-
remos sélamente los 2 ps b pld. Para ello reducimos a puldadas :
2 ps = 2.12 plg. = 24 plg.
24 plg. + 5 pld. = 29 pld.

Ahora bien: 1 yd = 3 ps = 3.12 = 36 pld.; y por tanto: si 36 plg.

de hora, es decir: Oh,6419..., y «re-

9
equivalen a 1 yd, 29 plg equivaldrén a la % de yardas, es decir a 0vd,805...,

o sea 0vd, 81, Esta fraccién de yarda deberd sumarse a las 2; resulta
asi: 2,81 yd.

4. Transformar en niimero compuesto una fraccion ordinaria de la uni-

dad maypor. a@). Expresar en drados, minutos y sedundos g.— de drado.

Haciendo la divisioén se encuentra como cociente completo : 438 - g—;
Debemos reducir a minutos y segundos la fraccién propia de drado g—; !

Sabiendo que 1° = 60’ de grado equivaldrd a

b 6r

64 , 3840 AR
I ke T + &
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Hay pues 59’ para sumar a los 4380 ; nos resta reducir a segundos %
b b
de minuto. Sabiendo que 1' = 60", s de minuto equivaldrdn a i 60
sedundos ; es decir 4”,6. El resultado es pues 438°59' 4”,6.

b) Expresar en horas, minutos y segundos Op,345. Como el niimero en-
tero de horas es 0, reduciremos la fraceion 0,345 a minutos y segundos:
On, 845 = 0,345.60 = 20™,7. Tenemos ya 20" ; reduciremos 0™,7 a segundos:
om 7 = 0,7.608 = 425; luedo el resultado es 01,345 = 0Oh 20™ 425,

5 3
¢) Expresar en horas, minutos y segundos % de hora.
Haciendo la division de 368 por 28 se obtiene el cociente completo :

4 A ' .
13 4+ 55 debemos ahora reducir a minutos y segnndos la fraccion pro-

: & s m 4 A 4 nm
pia %de hora. Puesto que 1 = 60™, 58 de hora serdn 58 - 60™ o sea

4
%%minutos. Haciendo la divisién obtenemos 8 -+ = de minutos. Reduci-
4

remos—47— de minutos a segundos : %de m = . 60® = 34, El resultado

es pues 13h 8™ 345,

d) Expresar en grados, minutos ¥ segundos 0°,896, Tenemos ya 0°; re-
duciremos a minutos y segundos 0,896 de drado.

10 — 60’ ; 0,896 de grado = 0,836.60 minutos ; o sea 53,76; reducire-
mos 0,76 de minutos a segundos :

1" = 60”; 0,76 de minuto = 0,76.60 segundos ; o sea 45%6. El resultado
es pues:

0°53' 45”7, 6

5 Adicionde nimeroscompuestos. Es claro que
los ntimeros compuestos que han de sumarse deben pertenecer
a una misma magnitud, o como se dice a la misma clase.
Por ejemplo: no se pueden sumar horas, minutos y segundos

con yardas, pies y pulgadas.

EJEMPLO.

Sumar : 390 06! 127 , 18° 14’ 09” , 30051’ 40”.

Deberemos sumar los drados entre-si, los minutos entre si, v los segun-
dos entre-si. Disponemos asi la operacién:

320 06" 127 Pero en 61”7 hay 1' y 1”; dejamos 1”7 y al minuto lo

18 14 09 sumamos a los 71, y obtenemos 72'; en los cuales hay

30 51 40 19 y 12'; dejamos los 12’ y el grado lo sumamos a los

~80° 71’ 61" 80, obteniendo 81°. El resuitado de la suma es pues:
810 12’ 01”7

(*) Escribimos siempre 01’" en vez de 1”7 ; 06’ en vez de 6, etc. para mayor comodi-
dad en las sumas y restas, :

’
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Observacién. La operacion de reducir a la unidad superior puede
hacerse mentalmente. Asi, en vez de escribir 61” escribimos el resto que
se obtiene reduciendo a la unidad superior, es decir 1”, y llevamos 1’ para
sumar a la otra columna. En la columna de los minutos obtendremos en-
tonces 72'; escribimos el resto, 12’ y llevamos 1° para sumar a la columna
de los drados, que nos da 81°,

Dispondremos en otro ejemplo la operacion de modo que se vea esta ma-
nera de proceder.

sumar : 12h.13™ 40% , 26h 58™ 358 | 10h 03™ 19s , 8h HE™ 458,
L
12h 18 40¢
25 58 35
10 03 19
08 56 45
57012 19”

6. Sub straccién de niimeros compuestos. Para
efectuar la substraccién de ntimeros compuestos se dispone el
substraendo debajo del minuendo de modo que se correspon-
dan las unidades de la misma clase. Pueden suceder dos ca-
sos: a) todas las cantidades del minuendo son mayores que
las del substraendo. &) Alguna de las cantidades de las uni-
dades menores son mayores en el substraendo que en el mi-
nuendo.

EjEmMPLOS.

a) Restar de 23h 18™ 323 | 19y 14™ 168, Disponemos la operacién como
dijimos y restamos las columnas por separado.

23h 18m 39 e A 950 45 277
19 14 16 ndlogamente - ggoly8r 13
4h 04 163 _ 330 27" 147

b) Restar de 23n 15™ 12¢ , 8h 18™ 155, El minuendo es en total mayor
que el substraendo; pero los minutos y sedundos del substraendo son ma-
yores que los del minuendo. Para evitar este inconveniente procedemos asi:

De las 23 horas tomamos 1 hora, o sea 60 minutos, que las sumamos a
los 15 minutos ; obtenemos 22h 75™ 125, Lo mismo hacemos con los minu-
tos: de los 75™ tomamos 1™ o sea 60° que los sumamos a los 12%; resulta
el nlimero 22h 74™ 725 del que podemos restar 8h 18" 15* como en el ca-
so a). Obtenemos

22h T4™ 728 verificacion
8 18 15 Rt 45 11

oLl 2w iy Para verificar si la operacion es- 8h 18m 15Hs

14h 56™ 57+ ta bien sumamos el substraendo con

re
el resto y debemos obtener el mi- 14 56 57
nuendo. 23h 15™ 128
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ProBLEMA. Siendo un dngdulo de un triandulo 48° 25' 14”, y otro de los
dndulos 120° 40’ 18”, hallar el tercer dngulo.

La deometria nos ensefia que la suma de los tres dngulos de un tridndulo
es igual a 180°; bastard pues restar la suma de los dndulos dados de 180°
para obtener el tercero. Efectuemos, en primer lugar, la suma:

1200 407 18" Ahora, para restar esta suma de 180°, es-
- S cribimos en vez de 180° su equivalente:
48 2 14 179° 59 60 (pues los 60" nos dan 1' que
169° 05 897 sumando a los 59’ nos da 60’, o sea 1°, que
sumado a 179° nos da 180°).
Resulta :

1792 59t 607
169 05 32

10° 54’ 28”

7. Multiplicaciéon de un nimero compuesto por
un nimero. Primer caso: el multiplicando es compues-
to y el multiplicador un ndmero entero.

EjEmrLoO.

Multiplicar por 4, 2 yd 3 ps 8 pld. Bastaria multiplicar cada sumando,
es decir 2, 3 y 8, por 4; obtenemos: 8 yd 12 ps 32 pld; que se puede
también escribir 12 yd 2 ps 8 plg.

Para efectuar la operacién nos hemos fundado en que 2 yd 3 ps 8 plg.
significa 2 yd + 3 ps + 8 puld.; y que para multiplicar una suma por un
niimero se multiplica cada sumando por el niimero y se suman los produc-
tos parciales.

Sedundo caso: el multiplicando es compuesto y el mul-
tiplicador fraccionario. Se reduce el multiplicando a la unidad
mayor; después se efectiia el producto por el multiplicador, y
finalmente se reduce a nimero compuesto el resultado.

EjempLo.

Multiplicar 17h 28™ 145 por 0,68.

Se tiene: 17h28™ {48 — 1Th,47; efectuando el producto obtenemos :
17h, 47 X 0,68 = 11h, 8796 ; que es equivalente a 11h 52™ 49% | que expre-
sa nuestro resultado.

Tercer caso: el multiplicador es un ntwero compuesto;
se lo reduce a una misma unidad.
EjEmpPLO.

Un automévil recorre en 1h 80 kilometros; cudnto recorrera en 8h 20™ 305 ?
Reduciendo a horas tenemos: 8h20™ 405 — 8h,833. Ahora basta multi-
plicar este niimero por 80, y obtenemos: 664,64 km. que es el resultado.
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8. Divisién. Primer caso: el dividendo y el divisor
son ntimeros compuestos de la misma clase. Basta reducirlos
a una misma unidad, y después hacer la division como se ha-
ce ordinariamente ; se acostumbra por mayor comodidad redu-
cirlos a la menor unidad.

EjEmMPLO.
Dividir 8h30™ 208 por 5h 18™ 465,
Tenemos 8h 30™ 208 = 30620 s
bh 18™m 465 = 19126 s ; y finalmente 30620 */. 19126 = 1,600.

Segundo caso: el dividendo es compuesto, el divisor
entero.

EjEmpLO.

Dividir 32h 28™ 14 por 5.

Podemos reducir primero a segundos, dividir por 5, y después reducir
nuevamente a ntimero compuesto. Obtenemos asi:

32h 28m 145 = 116894 sed. ; 116894 sed — b = 23378,8 sed.; y finalmente
93378,8s — 6h 29™ 385,8, que es el resultado.

9 &
Podemos también proceder en la siguiente forma: 3;, S 60 ' :
Dividimos las 32h por 5; obtenemos 6hy sobran 120
dos, o sean 120™, que sumados a los 28™ del di- .28
videndo nos da 148™ ; dividimos estos por b nos da 148 L5
29™ y sobran 3™ o sea 180%, que sumados a los 3360 28
14 del dividendo nos da 1945 ; dividiendo estos por 180
5 obtenemos 38%,8 ; sumando los cocientes sucesi- + 14 5
vos obtenemos : 6h 29™ 38%,8 que es el mismo re- 194 ’3_3

sultado obtenido anteriormente en la otra forma.
Al marden hemos indicado las operaciones.

Tercer caso: el dividendo y el divisor son compuestos
pero de diferente clase:
EjempLO.

Un mévil recorrié 60 yd 2 ps 10 pld. en 40™ 50 ; cudntos metros recorre

por hora?.
60 yd 2 ps 10 plg. = 2314 plg. ;  4™50% = 290¢

2
Si en 290% recorre 2314 puld., en 1 seg recorre -239%1 puldadas; y en 1

2314
290
Nos falta tinicamente reducir estas puldadas a metros. Las reducimos
primero a centimetros con la tabla I (IX, X) § 35; resulta: 74802 cm; y
dividiendo por 100 para reducir a metros obtenemos finalmente :

748,02 metros por hora, que es el resultado.

hora, o sea 3600%, recorre X 8600 pulgadas = 29450 puldadas.




CAPITULO KX

NUMEROS NEGATIVOS

§ 38. Generalidades

1. Nameros ordinales. Como dijimos al principio de
estas lecciones de Aritmética, los niimeros sirven no solo para
contar, sino tamblén para ordenar. Por ejemplo: para
saber qué lugar ocupa un cadete en su compaflia se manda
«numerarse». El primero dice uno, el que sigue (2°) dice dos,
el tercero dice tres, etc.

Si cortamos la fila en el que al numerarse tiene el nimero
10, es decir en el décimo, la coleccion de cadetes (peloton)
contendra 10 unidades. Lo mismo sucederia si cortdramos la
fila en el cadete ntimero 20, o en cualquier otro: la colec-
ciéon que resulta tiene tantos elementos como el
nimero que le corresponde al tiltimo cuando se
los ordena.

En una manera analoga, damos a los pisos de una casa los
nimeros 1, 2, 3, 4, y decimos 1. piso, 2.2, 3%, 4.° piso.

Cuando empleamos los ntimeros para ordenar decimos que
usamos niimeros ordinales: 19, 2°, 3°% etc.

2. Sea ahora la de la fig. 26 una semi-recta de extremo A;
y un segmento que /

tomamos como uni- ,A B } D E I
dad de medida. De- 4 5 3 G 5
signamos, por tan- Fig. 26

to, su longitud por 1. Si vamos aplicando sucesivamente este
segmento sobre la recta, a partir de A, los segmentos que tie-
nen por extremo A y dichos puntos, tendrdan por medidas 1,
2. 3,14, etc.

En este caso los nimeros marcaran también el orden de es-
tos puntos sobre la recta. Para el punto A podemos utilizar el
ntimero 0. '
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3. Para obtener los niimeros de orden de los distintos pun-
tos podemos proceder de la siguiente manera:

Al punto B ‘corresponde el nimero 1, o sea 0+ 1.

Al pnnto s » » » 2,» » 04 s

Al punto D « » ¥, 8B » v 043,

Ademads: si queremos parsar del nimero de un punto, como
C, al del que estda un lugar después a la derecha, su-
mamos a su nimero 1; asi:

a C corresponde 3; a D corresponde 4 y es:

34 1=4.

Si en cambio queremos pasar de un punto como D al que
esta un ludar antes a la izquierda, a su numero hay
que restarle 1. Asi:

a D corresponde 4; a C corresponde 3, y

4 —1=3

En general: partiendo de un numero cualquiera podemos su-
mar o restar otro corriéndonos a la derecha o a la izquierda
tantos lugares como indica el ntimero a sumar 0 restar. Le-
yendo el ntimero que corresponde al punto al cual llegamos
obtenemos el resultado de la operacion.

EjEMPLOS
o = SUTER sl 2o
24+3=5 # i v
0 1 2 3 A ¥ 6
EL’JW‘——
Br—="dl==Ea S TR e e e ;
Y L
0 1 23 A 5 6
Pig. 27

En el primer ejemplo, partiendo del 2 nos hemos corrido tres
lugares a la derecha para sumar el nimero 3; obtenemos .

En el segundo ejemplo, partiendo del 6 nos corremos 4 lu-
gares a la izquierda para restar el nimero 4; obtenemos 2.

4. Estudiaremos algunas operaciones que, hasta ahora, no
podemos hacer: )

a). No podemos determinar un ntimero que sumado a 7 nos
de 5: o lo que es lo mismo no podemos hacer la operacion
5—7; y en general: no podemos, hasta ahora, restar
de un ntimero otro mayor.
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b) Si hemos numerado los puntos equidistantes de la recta,
a partir de A hacia la derecha, con los niumeros 1, 2,3, 4,.. .,
no podremos numerar, siguiendo la misma ley de ordenacion,
con ntimeros positivos, los puntos de la izquierda.

Daremos todavia otros ejemplos que nos muestran la nece-
cidad de definir otra clase de ntimeros.

Supongamos que hemos marcado con cero la temperatura
del hielo, cuando se funde; con 100” la temperatura del vapor
de agua hirviente; con 19, 29, 3°, etc., las que corresponden a
los puntos de la columna de un termdmetro después de divi-
dir en 100 partes el espacio entre 0° y 100°. Si un cuerpo tie-
ne una temperatura inferior a la del hielo descendera ain
méas la columna del termdémetro. No podemos marcar con nt-
meros positivos los nuevos puntos, pues de acuerdo con la
ley de ordenacion adoptada, ellos se han utilizado ya para los
puntos hacia arriba de cero. Para evitar este inconveniente
decimos: 1° bajo cero, 2° bajo cero, etc.

5. Todas estas operaciones que acabamos de mencionar y que
no podemos hacer con los niimeros positivos se pueden hacer
creando, o adoptando, otros numeros llamados negativos.

Para ello volvamos al ejemplo, ya considerado, de los puntos
de la recta (fig. 28).

RGN T AR p
- AT Sl S TE T Y e L i SN

Fid. 28

Los puntos ordenados A, B, C, D,.... eran también los ex-
tremos de segdmentos medidos por el nimero que corresponde
a cada extremo. Propongamonos ahora ordenar también los
puntos que estan a la izquierda de A; y siempre siguiendo la
misma ley, es decir que: se pasa del nimero de orden
de un punto al nimero de orden del que esta in-
mediatamente a suizquierda restando la unidad.

Por consiguiente, si el punto estd ¢ ludares a la derecha
de otro pasaremos a su ntimero de orden sumandole @ al
niimero que correspondia al primero; si estd @ ludares a la
izquierda, restandole ¢ al nimero de orden que correspondia

al primero. A
Arit. y Alg, 9.
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Aunque no tenda sentido, por ahora restar, de un ndmero
dado otro mayor, apliquemos estas definiciones, partiendo del
punto A. Tendremos:

niimero de B: 0 -+ 1 ntimero de A': 0 — 1
nimero de C: 0 4 2 niimero de B': 0 — 2
nimero de D: 0+ 3 ntimero de C': 0 — 3

De la misma manera que cuando tenemos 0+ 1,04 2,0--3,...
dejamos de escribir el cero, lo haremos cuando tengamos
0—1,0 —2,0 — 3, .... Nos resultan asi los ntumeros
—1,—2,— 3,.... que denominamos niimeros negati-
vos. Son los mismos nimeros naturales (que denominamos
positivos), precedidos del signo — (menos).

Los numeros positivos y negdativos forman una familia o cla-
se que denominamos relativos.

Sea un ndmero relativo, como + 2; denominamos opuesto
al que tiene signo negativo, es decir (— 2); anadlogamente, el
opuesto de (— 2) es (4 2).

También llamamos valor absoluto de un ntimero negativo al
niimero sin tener en cuenta el signo. Lo expresamos ence-
rrando el nimero entre dos rayitas verticales. Por ejemplo:

| =3|=3 . |+2]|=2.

Cuando un ntimero relativo esta precedido del signo - lo
suprimimos al nombrarlo, para mayor comodidad. Asi, decimos:
el nimero 8, en lugar de mas 8.

6. Adicion de niimeros negativos. Tenemos ahora que ex-
plicar lo que entendemos por suma de ntimeros relativos.
Para ello tenemos que dar algunas definiciones, que estén de
acuerdo con las que dimos al definir lo que se entendia por
sumar la unidad y restar la unidad, al crear los n-
meros relativos.  Ellas son:

1. Sumar a un nimero relativo dado otro niime-
ro positivo significa determinar el ndmero del orden del
elemento que esta tantos lugdares a la derecha del primero co-
mo indica el segundo.

EJEMPLOS. i
Partiendo de un positivo :

2 4 (3) = namero de orden del elemento que estd 3 ludares a la dere-
cha de 2 = 5 (fig. 29). :
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Partiendo de un negdativo :

( —2) 4+ (3) = ntimero de orden del elemento que estd 5 lugares a la
derecha de (—2) = 1 (fig. 29).

9. Restar de un ntimero relativo dado un nime-
ro positivo significa determinar el nimero de orden del

(-2)+(3) 2+(3)
____________ e § '““""'__"_"‘—“l

=8 =3 "=l 0 7 2 3 4 5 6

Fig. 29

elemento que esta tantos lugares a la izquierda del primero
como indica el segundo.

EjEMPLOS. -
2 — (5) = nfimero de orden del elemento que estd 3 ludares a la izquierda:

de 2 = — 1 (fig. 30).
JilrRl=Ey) 1 = 2+3)___
¥ CA Sl '
S P S RS S e T R R

5. Sumar un nimero negativo significa restar
el opuesto; y reciprocamente, restar un namero negativo
significa sumar el opuesto.

Como se vé, por esta titima definicién, cuando el segundo
nimero (sumando o substraendo) es negativo, cambiamos el
sentido hacia el cual nos corriamos en el orden, en el caso de
las definiciones 1 y 2. Cuando alli deciamos a la derecha, de-
cimos aqui a la izquierda, y vice-versa.

EJEMPLOS.
24 (—2)=2—() 2 — (=3 =2+ ()
(—2+ (=3)=(—2 — 6 (—2) — (=3 =(—2+ 6

7. Practica de la adicion con nimeros relativos. Recor-
dando las definiciones y ayudandonos con los elementos orde-
nados podemos efectuar las operaciones de adicion y subs-
traccion. El siguiente esquema nos facilitara la memoria:

restar < positivo —> sumar
sumar <— negativo —» restar
EjEMPLOS.

24+ (*+3)=+@Q+3=+3%
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+54+(—=3)=4+6-3=+2
F 5 (—8)i= =5 =—i3) = — g
+24(3)
AR T i
-2 -7 0 7 2 3 4 5
WAL . -/
3 \ 2
P YR R RN ST L
______ AEMAS ol
32 B !
ERIaishil B Feredal Bohil i
Fig. 51
46— (+8) = 4 §4-(— 3) = 2 (€. 29)
1o)== RER G =Rvs R =g) EREL o 861 2.%)
g Y
Y 4
Fig. 32

foe—(—H=F@+4=
— 24 ) =F 4+ (=2 =2

—24+(—4H=—24+49=—6 (fig. 32)
—2— (k) =— 24 (—4=—
TRl pDE gl S

Los resultados de estas operaciones se pueden expresar con
las siguientes reglas:

I. Para sumar dos nimeros negdativos se pro-
cede como si fueran positivos y al resultado se
antepone el signo —.

Il. Pararestar dos niimeros positivos se res-
tadel mayor el menory al resultado se antepone
el signo que precedia al mayor.

lll. Para sumar un nimero positivo y otro ne-
dativo se restan sus valores absolutos y se pre-
cede el resultado del signo del mayor.

IV. Sumar un nimero negativo eslo mismoque
restar el opuesto, y vice-versa.

Generalizacién. Vamos a escribir ahora con letras, que re-
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presentaran ntmeros cualesquiera, las operaciones anteriores.
Tendremos:

+at (b =+@+b) +a—(—b=-+@+b
+at(—b=+@—b)=—(—a) —at(Fb=+b+(-a)
(&) +a—(+b)=-a+(-b) —at(—b)=—(@+b)

—a—(+b)=—a-(—h)
—a—(—b)=—a+(}+b)
OBSERVACION.

Con la introduccién de los niimeros negativos la substrac-
cion adquiere completa deneralidad; es decir, podemos efec-
tuar la operacion en todos los casos. Asi, tendremos:

6—4=2 5—8=—-3 9—11=—-2

Con los ntimeros relativos queda también resuelto en todos

los casos el siguiente problema: dada la suma de dos

nimeros y uno de los sumandos, determinar el
otro. En efecto: sea a la suma, & el sumando conocido y .r
el que queremos determinar; tendremos:

a=b+4xr ; luego a —b=urx

EjEMPLOS.

1. La suma de dos niimeros es 8, uno de los sumandos es 2; cudl es
el otro?

8§=2+4ur 8§—2=uw 6=lp

2. La suma de dos niimeros es 5, uno de los sumandos es 7; cudl es
el otro?

Sl=T 2 5—T7T=ux —2=p

8. Uso del paréntesis. De las formulas del cuadro
(A) podemos sacar otras consecuencias:

Asi, vemos, por la sedunda, que al sumar (— &) el resultado
es el mismo que sacar el paréntesis y colocar » al lado
de a con el signo que tenia, es decir — .

En cambio, segtin la cuarta es: +a — (—bd)—=a -+ b, es
decir, al restar (—&) el resultado es el mismo que sacar
el paréntesis y cambiar el sidno al nimero que encierra.

Esta regla vale también para el caso de sumas y restas su-
cesivas de varias cantidades positivas y negativas Enunciare-
mos pues la siguiente

Regla: se pueden suprimir los paréntesis en las
expresiones compuestas de sumas y restas, con-
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~

servando los mismos signos en las cantidades
que contienen cuando los paréntesis estan pre-
cedidos de signo -+, y cambiando los signos
cuando estan precedidos de signo—.

Sea ahora una expresion como la siguiente:

g[(2+(- 1))—5]4,-4;—5

Ella significa lo siguiente: a 2 se suma (—1); al resultado
se resta 3; al nuevo resultado se suma 4; y a lo que resulte
se resta 5.

Efectuemos la operacion paulatinamente; obtenemos:
L) —514+4 | —5=|[-2]1+4| —5=|—244]|-5=2—5=-3
La operacion se puede hacer también, conforme a lo que
dijimos, teniendo en cuenta que no hay ningiin paréntesis pre-
cedido por el signo —, de modo que al quitarlos no se cam-
bia ningtin signo. Resulta entonces:

2—1—3+4—5;y si vamos haciendo la operacion su-
cesivamente, obtenemos, como antes, — 3.

EJEMPLOS.

1. | —34+[=1—-(—2]1-341=—3—142-5+1=—14

2 [—2—[—1—(—143)-2]45|=|—2—[—141—35—2]43|
|—24+1—14+542+5|=6

I

OBSERVACION.

Como puede verse en el segundo ejemplo hemos procedido quitando
el paréntesis més interior, después el que sidue
después el que sigue a éste, y asi hasta terminarlos;
y es esta la manera mds segura para no equivocarse. Sea:

5 -l =[] =+ +5{=+3
4. —|-I+Ealj=—{=[-3]|=—|+5]==5

En este ejercicio hay un solo niimero, 3, afectado sucesivamente de va-
rios sidnos: el resultado es el mismo nimero, afectado de
signo positivo cuando lo precede un niimero par de
signos negativos; y afectado de signo nedgativo cuan-
do lo precede un niimero impar de signos negativos.
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§ 39. Multiplicacion de niimeros relativos
1. Téngase para efectuar, la siguiente suma:

(2 Lr=2) s £ =2)

Abreviamos esta suma, como en el caso de los niimeros po-
sitivos, escribiendo:

(1) (—2) X3

Pero segtin aprendimos en el § 38 podemos poner:

(—)+(—=2D+(—2=—2+24+2)= —(2>x3);
luedo, escribiendo la igualdad entre este resultado y la forma
abreviada (1), obtenemos:

(2) (—2) XB3=—2X3=—86

Esta expresion nos dice: el resultado de multiplicar el niime-
ro nedativo (— 2) por el nimero positivo 3 es un ntimero ne-

gativo cuyo valor absoluto es igual al producto de los valores
absolutos.

Analogamente obtendriamos: (—3) X 5 = — (3 X h)i=
—15; y en deneral:
) (—a) X b= —ab

2. Sea ahora el producto 3 X (— 2). Para dar la defini-
cion de producto de 3 por (— 2) no podemos fundarnos en la
suma, como en el caso anterior; pues no tiene sentido «sumar»
un nimero nedativo de veces.

Pero si admitimos que valga para el producto de los ntime-
ros nedativos la propiedad que hemos ya estudiado en la mul-
tiplicacion de nimeros positivos, y denominado conmutati-
va, es decir, si podemos cambiar el orden de los factores,

tendremos: 3 X (—2) = (—2) X 3= — (2X3),
como en el caso anterior. En deneral, tendremos:
aX(—b=(—b)Xa=—(b X a), o también — (a X b);
es decir: '

(4) aX (—b)=—(@aXb)= — ab

Las formulas (3) y (4) nos expresan la siguiente regdla:

. El producto de dos factores es negativo si
uno de los faciores es negativo y el otro positivo.

3. Veamos ahora qué entendemos por producto de dos fac-
tores negativos, como (— 3) X (— 2).
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Para ello volvamos a la férmula

a X (—b) = — [aXb]
Pondgamos eﬁ los dos miembros (— ) en lugdar de a; resulta:
il S8 ok R e P A

pero el segundo miembro, como vimos en (3) es - a b; lue-
do, nos resulta asi:

(5) (—a) X (—b)= 4 ab
De acuerdo con este resultado la formula (5) nos expresa:

I. EI producto de dos nimeros negdativos es
positivo.

EjEMPLOS.

G2 X=8)=8 5. (550X 4= 2005102 X 5)=i— 10
[0 (= BYa=030" o) L= B =il L i(=1) (= 1).=1
APLICACIONES. :

1. Supongamos ahora un producto en que entren varios factores neda-

tivos, como ser: ‘
(—2) X I (SRR B) X (—3)

Esta expresion tiene en realidad el sicuiente significado: se efectiia el
producto de los dos primeros factores; el resultado se multiplica por el
tercer factor; el nuevo resultado se multiplica por el cuatro factor; y asi
se sigue hasta adotarlos.

Es fécil comprender que cada dos factores nedativos el producto se con-
vertird en positivo, es decir: el resultado final serd positivo
si el niimero de factores nedativos es par; sera en cambio
nedativo si el niimero de factores negativos es impar.

De acuerdo con esto, para efectuar un producto compuesto de factores
negativos y positivos, se cuenta el nimero de factores nedativos, para de-
terminar el signo; se escribe éste y después se multiplican los factores
como si fueran positivos.

EJEMPLOS.
(0 -3 2 (1)@ (—2 =—32142 = —48
53(—2 (—1)(—2) (—3) =+5321235 =436
9. También podremos ya efectuar potencias de niimercs negativos. En
efecto, recordemos que una potencia es un producto de varios factores
jduales. Asi, tendremos:
=022 (=2)=—222=—2°
(24 =(+—2 (—2(—2)(—2) =+ 2222 =4 2!
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En deneral (— @)" serd positivo si n es par, negativo si n es impar.

Por ejemplo : ,
(—ap=—& (—af=a

OBSERVACION

Es muy sencillo probar que las operaciones con potencias de nfimeros
relativos obedecen a las mismas leyes que las que hemos estudiado en el
caso de los niimeros naturales. No las deduciremos; y s6lo nos concreta-
remos a enunciarlas cuando hagamos la recapitulacion de estas lecciones.

EJERCICIOS.
(___ a)in e + ain
En efecto, 2 n es siempre un niimero par, cualquiera sea el valor de 7.
En cambio,
(= a)2n+1 — . gttt

En efecto, 2 n es siempre par ; sumdndole la unidad tendremos un ni-
mero que serd siempre impar; pero siendo el exponente impar, la potencia
serd nedativa.

EJEMPLOS.
=n® = 1 cualquiera sea n
(— 1)+t = =1 » » n

EJERCICIOS PROPUESTOS.
1. Efectuar:

-14+D—(2+P -+ C—- 9+ 1) R7T

9. Efectuar — | — [— (—4)]| R. 4
5. Efectuar — ja — [b + (@ — b) — a] — b| Rb—a
4. Efectuar — \m — [—n — (m — m)] —n — m| R.n—m
| 5. Efectuar (— 2) (— 3) + (—2) (— 1) — (= 2* (1) R. 0
: 6. Efectuar (— 1)°(— 2) 4+ [1? — (— 2°) — 3] R. 8
? 7. Efectuar (—a@) b+ b(—a) —2ab R.—4ab
| 8. Efectuar (— a) b (— 1) — (@) (—b) +3ab R.5ab
9. Efectuar (— a?(— b)? + 2 a® b* — a®* b* (— 1) R.4 a* b
10. Efectuar (— @) (— b) (— ¢) + 2abec { — 1)’ R.—3 abe

§ 40. Division de nimeros relativos

!
|
|
' 1. Conociendo la regla para multiplicar ntimeros relativos
podemos ya interpretar la division de niimeros relativos en los
casos en que el cociente sea exacto.
Asi por ejemplo, hemos visto que

|

|

»

I
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Por ser el producto de (— 2) por 3 igual a — 6 escribimos:

—6 —6
- BRI P it
Analogamente, por ser (— 5) X 4 = — 20, escribimos
— 20
S T —5.

Analogamente, por ser (—5) (— 6) = 30, escribimos

30
G
En forma deneral: de las férmulas:

a(—b)=—ab
(—a)(— b)=-+ab,

obtenemos ::ablg = 4 a
i
i b (A)
dEmboiinvy
—a

Los ejercicios numéricos hecho y las (A) nos muestran que
para dividir ndmeros relativos se dividen como los nimeros
naturales; y en cuanto al signo del cociente vale la misma ley
que en el caso de la multiplicacion, es decir:

I Elcociente de dos niimeros relativos es po-
sitivo cuando ellos tienen el mismo signo, ne-
gativo en caso contrario:

EJERCICIOS.

1. :-2%=—5;:—2§:5 ; _255=~5
2 A ;—a'* =—a ; N =
—a a —a
L
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§ 41. Nimero racional

1. Asi como hemos definido los niimeros enteros con signo
nedativo, es decir los nimeros relativos, podemos también
hacerlo con las fracciones. Para ello recordemos que una frac-
cién es el cociente de la division de dos nimeros naturales.
Analogamente, tendremos para los nimeros relativos:

6

—6=2=—58=— 5 es decir igual al nimero fraccionario %
con signo — . .
6
—6+—35=2= 5
+6+—53=—2=— % es decir igual al niimero fraccionario %
con signo — .

2. Extenderemos ahora la definicion de fracciones emplean-
do para el numerador y denominador niimeros relativos, es
decir también ntimeros negdativos.

Admitiremos la convencién

—2 2 2 — 2 2
A Ll et S —4

Bl o 3 4 - 3

y en deneral

es decir:

. Unafraccion es positiva si el numerador y
denominador tienen igual signo; negativa en ca-
so contrario.

3. Hemos estudiado hasta ahora las siguientes clases de
nimeros :

Enteros y positivos, es decir, nimeros natura les; enteros
positivos o negativos, es decir niimeros re lativos; frac-
ciones de numerador y denominador positivos y negdativos.

Denominamos ahora ntimeros racionales al represen-

. a
tado por el simbolo oy con el cual pueden representarse los
ntimeros fraccionarios y los enteros, ya sean estos positivos o

nedativos.

A
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EjEMPLOS.

1. El nimero éntero y positivo, es decir natural, 3, puede repre-
sentarse por cualquiera de las fracciones siduientes :
3 (6] 15 e 3n
| ELER RS RS S TR R B

2. El ntimero nedativo — 2 puede representarse por cualquiera de las
fracciones :

=4 6 2 =0
- RRESNRE AR N T 1
Resumen. Podemos expresar con el siguiente cuadro los niimeros que
CONOCENIOos :

Nimeros naturales

Enteros negdativos Helntivos

! Racionales
Fraccionarios

En el siduiente curso completaremos el caudal de nuestros nfimeros con
los denominados irracionales.

§ 42. Recapitulacion

1. Hemos iniciado nuestras lecciones estudiando los nii-
meros naturales y sus propiedades. Con tal objeto, hemos
definido las siguientes operaciones:

adicién , multiplicacion , potenciacion;

y sus operaciones inversas, cuando ellas eran posibles, es de-
cir cuando conducian a ndimeros naturales; ellas son, respec-
tivamente : ‘

substraccion , division , radicacion

2. Para dar mayor deneralidad a la division de niimeros
naturales, hemos debido definir otra clase de niimeros, que
hemos denominado fraccionarios, y representado por el
simbolo

(1) % , donde a y b son nimeros naturales.

Los naturales estan también incluidos en esta clase de ni-
meros; pues cuando a es divisible por b, el simbolo (1) repre-
senta un namero entero.

Una vez definida esta nueva clase de niimeros hemos exten-
dido o deneralizado a ellos las operaciones mencionadas en 1.
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Para ello hemos tenido que dar nuevas definiciones de di-
chas operaciones, pues algunas de las que se referian a aque-
llos niimeros carecian de sentido si las aplicdbamos a los nue-
V0S numeros.

Asi, por ejemplo, dentro de los niimeros enteros podemos
fundarnos en la adicion para definir la multiplicacion:

2XK3= 242+ 2;

pero no podemos hacerlo con los nimeros fraccionarios, porque
% X g no puede interpretarse como % «sumandog de veces»,
lo cual carece de sentido.

Analogamente, para dar mayor gdeneralidad a la substraccion
hemos introducido los nimeros relativos, y las nuevas de-
finiciones se han fundado en el significado ordinal de estos
nameros. ‘

3. Principio de permanencia. Desde que salimos de los
niimeros naturales, es decir al entrar a utilizar los fraccio-
narios y negativos, tuvimos que ir dando nuevas defi-
niciones. No quiere decir esto que la Aritmética pueda ha-
cerse al paladar de cada uno, pues las deficiones no son an-
tojadizas o arbitrarias; han sido tales que cuando las fracciones
representan ntmeros naturales, las nuevas definiciones condu-
cen al misiio resultado que la aplicacion de las que correspon-
den a los nimeros naturales. Asi, por ejemplo:

Segtin la definicion adoptada de producto de fracciones es:

B ine ©ins 188
. X d = bd
aplicandola a
4 15 60
T e B

lo mismo que obtenemos con los nimeros enteros que repre-
sentan: 2 X 5 = 10.

Ademas, todas las propiedades de que gozan las operacio-
nes con ntmeros naturales han sido conservadas al dar las
nuevas definiciones; lo cual constituye el principio de per-
manencia de las leyes formales de la Aritmética.
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4. La igualdad. En cuanto a la igualdad, debemos recor-
dar que ella doza también de propiedades que hemos mencio-
nado, y aplicade constantemente; son féciles de verificar y apli-
car a todos los ntimeros ufilizados. Las consignamos en el
ndmero siguiente.

5. Representemos con letras gdriedas los niimeros racionales,
es decir nimeros que pueden ser positivos, negdativos, enteros,
o fraccionarios. Las propiedades mencionadas se expresan:(*)

(et =—"¢ Propiedad reflexiva
Igualdad % sia=f,es f=ua »  simétrica
LS =R, 9 P==17, Csani=y » transitiva
a4+ B=B+= » conmutativa
i ot Bt — (@48 fymotBy  »  asocistiva
.sia:@y Y =73, es; :
o+ y=03+29 » uniforme
af=Pa » conmutativa
eBy)=@By=0aBy » asociativa
Multiplicacion | (o +-B) y =ay 4+ By » distributiva
]si == Bl iy =B 8 st
l &y =106 » uniforme
OBSERVACIONES.

1. La propiedad uniforme, que para mayor simplicidad no-
sotros hemos aplicado a dos igualdades, se puede aplicar, tanto
en el caso de la adicion como en el de la multiplicacion, a
cualquier niamero de igualdades.

9. Andlogamente respecto de la propiedad asociativa de la
adicion y multiplicacion.

3. La propiedad distributiva de la multiplicacion es también
aplicable cuando los sumandos son més de dos.

4. Algunas de estas propiedades se enuncian en forma util
para el mecanismo operatorio de la aritmética, como ser:

(*) Las letras driegas utilizadas se leen:
« alfa, B beta, y damma, o delta.
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Igualdad

Todo nimero es igual a si mismo.

Siun nimero es igual a otro, este es igual a
aquel. ;

Siun ntimeroesigualaotro yestees iguala
un tercero, el primero es igual al tercero; o
bien: dos niimeros respectivamenteiguales a
un tercero, son iguales entre si.

Adicion

El orden de los sumandos no alterala suma.
En una suma de varios sumandos se pueden
substituir varios de ellos por su suma efec-
tuada.

Sumando miembro a miembro varias igual-
dades resulta una nueva igualdad.

Multiplicacion

El orden de los factores no altera el pro-
ducto.

En un producto de varios factores se pue-
den substituir varios deellos porsuproduc-
to efectuado.

El producto de una suma por un nimero, O
de un nimero porunasuma, esigualalasuma
de los productos del namero por cadaunode
los sumandos.

Multiplicando miembro a miembro varias
igualdades resulta una nuevaigualdad.

Podemos ahora trabajar con expresiones en que s¢ com-

binen las operaciones antes definidas. Para ello tendremos
presentes las formulas a utilizar, que son, ademds de las men-
cionadas que expresan las propiedades, las que hemos deduci-
do al tratar particularmente las operaciones. Recordaremos las
mas importantes : 3
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. a c ; -
Fracciones. A i siad =bc
ot m_a+b+...4m
n+n "+n_ n
a__an
b bn
a c L X e ... X |
B R e . %
a . &. 8.4 ad
LR ot A T

Estas formulas dan lugar, respectivamente, a los siduientes

enunciados:

I. Dos fracciones son iguales cuando lo son
los productos de sus términos cruzados.

I. Parasumar varias fracciones de idgual de-
nominador se suman los numeradores y se
conserva el mismo denominador.

[I. Multiplicando (o dividiendo) ambos términos
de una fraccién por un mismo ntimerose ob-

. tiene una fraccion equivalente (o igual).

IV. Para multiplicar varias fracciones se mul-
tiplican sus numeradores y denominadores
entne Si:

V. Para dividir una fracciéon por otra se multi-
tiplica la primera por la sedunda invertida.

VI. Paraelevar una fracciéna una potencia se
elevan a dicha potencia ambos términos.

Nimeros relativos. ] ol B = o~ (B)

a.b=ab
(—a)b=a(—b)=—ab
(—a)(—b)=ab

- ___l‘)lz_'ti:_,_ (%)

St - 3]
b —b b
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Estas formulas dan lugar a los siguientes enunciados:

. Sumar un nimero relativo es lo mismo que
restar el opuesto, y vice-versa.

II. El producto de dos nimeros relativos es
igual al producto de sus valores absolutos,pre-
cedido del signo —si son de distintos signos, del
signo -+ si son de igual signo.

Esquematicamente suele expresarse:

. El cociente de dos niumeros relativos es
igual al cociente de los valores absolutos, pre-
cedido del signo —si son de distintos signos,
del signo + si son de igual signo.

+i—= -4 =—
—i— =ik =+
Potencias aM | gD — gm+n
a ol = o™ sin<m
(am)p == a0

(2B .. P = f" . P

Estas formulas dan lugar a los siguientes enunciados:

. Para multiplicar dos potencias de igual ba-
se se suman los exponentes.

[I. Para dividir dos potencias de igual base
se resta del exponente de la del numerador el
de la del denominador.

. Para elevar una potencia a otra potencia
se multiplican los exponentes.

I[V. Para elevar a una potencia un producto de
varios factores, se eleva a dicha potencia cada

uno de los factores. .
Arit. y Alg., 10.
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Calculo del valor numérico de las siguientes expresiones :

1 A=X+5X*+7X—6 para X =2 R: 56
2ap’+baty—T7ayt4a & i 117
2 B= 5@ —Tady— 84 para a=5,p=4 R: 55
3 C=a"—b+c3+3abe
para a = 0,03 b=0,1 c=—0,07 R: — 0,001946
3
4 D=yVdFsetd d=4 c¢=3 b=2 R:3
E=V16a+1/36—5V5c+149¢e
a=4 =35 ¢i==5 e=9 Ryl

6 F=x)y2®—8y +r/a*+8y =5 =3 R: 26

7 G=£;—b+]/7ab(Qc’—ab)—(Qa—Sb)?’

e P s ey R: 11
3
g | Ham=dde ) sad—pe |y B @
T a—b—c bd+ac 1 a3 03
para = b=2 c=——;—, =10 R:1
3__—._
9 K=a+blatr—@—=byx—r
a=10 A 2= yr=+4 R: 38

3
100 M=(10a+208)(x—>b)y—3al(x—0b)y +5b

5 1 S ]
a= - b—Q r=25 = R :70

Adicién y sustraccién. Sumar las siguientes expresiones :
1 (@+2ab+0t 24— (m4+n) 239 +@p—g+t)2*y
(m — n).t3y?+(p—q—t).z‘”y—(a"—2ab+b’)x4y3
(m+nxripP—(atb) B2y tabeaty
—m—nxipt+@+b+ a3yt 2ty
R: 2(2ab+n) x4p3— 2n— 1) 23y + (abe +2p+1) 2%y
12 a@a—Dapyr+4ab@m—3nxryY¥—c(p+q 3
P —(p—cp—cqg+q) 3itaxy
—3c@m—3n)x2*y +(p+¢q 23pi—(8bm—12bn) x*p3+4(a—1)xp*
R: (@+a—1)rpr+{1—3c@m —5n)|a"
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13 % a—r—(@—2a)+2a—u2) ; — %a—2x—(2a—.r)+.r—20

R:8a—3ux.

14 %a‘b”c*+%a’b"c‘+%a‘b’ca—(5a‘b”c’—lOAa’b"c‘——ab“cs)
R: —2,4a*b®c® 411,525 a* b* ¢* 4 0,75 a* b* A3tabted

15 Sa—§a+b—[a+b+c—(a+b+c+d)]% R:2 —b—d

16 2t — ;41'—[61’—(4.1'—1)] §—§x‘+4x”+6x’+4r+1 %
R:—8x(r*41)
17 a——;Qa—Sb—[4a——5b—bc——(7a—8b—90—10d)];
para aq =il b= 12 Ge—=19 d=1/5 R: 26,5
18 Valorde m—n—o—p
para m=a*+ b+ c? n=a*+ 6 —c?
o=a'—b+c? p=b+c?*—a? R:0

19 Valor de y—[z—%.r—(?——l‘)”

siendo r=53a—2ab+506° p= 7a®*—8ab—+45b*
z==9a*—5ab+3586® t=11a*—3ab—4b*
R:=—17a*+6ab-+68

90 Valor de | s F—[H—(E—i—G)]%
para E=5a+3a*b—70° F=8a"—9a%b —30
G=9a’b—53a>—T70b H=8a*b—7a% —28°

R: —20a°+14a*b+80°
Multiplicaci6n. +

7 m n 55 1 mn 52 m 11 m m m
21 (—5 a® b cD————7 abp ¢ 9 av b c) 25 anpiie
75_5 2m Hm4n - 165 m--n fm-4 2m 150 m-4- a2m Lm4n
Rz 6 a™ b e hp 14 a b™tp ¢ ——g—a p b

22 [24 pumten—l__ 49 pam—3nia _L Of x2u+3m—s] . 05 pi-m-am

R: 600 » — 1050 ™%+ 4+ 625 2°™

2% [70 Po-p—! — 65 Pg-um—zp + 5 1,2p+m] 3 _2_ Px p—mtt

R: 42pp — 39 p0—tm 4 3 pip+t
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24 (—m*—n*+m’n+mn*—m*n®) . (—n—m) R: m®+ n®
25 (w4422t —4r—11). (22 —22+3) R: 24+ 102 --35
26 (a*—5 é“ b+10a°0* —10a* b +5a bt — b (@®*—3a*b+3ab?—b)
R: a®—8 a’ b4-28 a® b*—56 a® b°+70 a* b*—56 a3 b°4-28 a® b°— 8 ab™+-b*

o1 g.r(.r+a)—a(,r—a)€.%.r(.z-—a)—a(a—-.r)g
i R: xt — a4 .

28 [xp@—D4pa®—-D]. [&p (a—1) — pq (p—1]
R: z*p @1 —p2qp—1)

29 g(a'—l).r’+(a”—a).r——a§.g(a—i—l).r‘*‘—a’.r%
R: (a*—1) 44 (a®—a) x3 —(at —a3+a*+a) r*+adr
50 g(az—b’)x»+(—a+b)x+a—b3.5(a+b).r—a+b

1 (@34 a* b—ab®—b3) 234 (—a*+b*—a3 +a? b+ab*—b3 )2
4+ 2a*—2ab)xr—(a*—2ab-+ b

31 g(a3+ab+b9).r3—|-5(a+b).r2+(a—b).r—l'l.(a—b)

R:(@3—03)r34-5(@—0)at+ (@ —2ab+6)r—atb

Simplificar
32 (a+b)3——(a+b)(a—b)—]la(2b~°‘—(b—Qa)} R: 35
33 (@a+b4c)(at+b—c)ladc—b)(b+c—a)

R: 2a*b*+2a%c® +282¢2 — at —bt— ¢t

34 (a+0b)(a —b)—]]a+b—c—(b—a+c)+(b+c—a)}(a—b——c)

R:2bc+ ¢
35 Si 2s=a-+b+c¢ , demostrar que
B - (s—ar+ =032+ (G5—cr+s*=a+62+c?
Divisién.
j (@4 b x2)p+1 76 (y — 2)° (m — n)a® b’ ¢®
37-38-39 ;= S
=114 * 7 = 2 h3 cd
(a4 bax®)p _25_11)(!,_2)4 (n—m)a®b3¢c
R: (a4 b.x2)2 H R: —a'btc

R:— S'(P—Z)
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40-4] 458 —m?? " i—{m — 5§).a®® bip.piq,
0,44 x* (m*—8) > — (5 — m)at™ b4p c%da
PR |
R —1]&103'* (8 —m?)? K i
po— 2\4 5 2 2 4 15 __. 6], 3 ;6
49-45 15:m* (1 — 23) ; 4mn+/9man [z m3 n
55 " *ls m* n
= m(x2—1)
4
12 1 9] 1B
R: — ﬁm(l—.rﬂ) R 6m?n+3mn4~ |+ n
47-45 25 (@ 46%) — 224 (@403  (b+e)(b—cP+(c—0b) (b+c)?
i 3 (a* + b%) : @ 4¢) (b—c)
R: .z”—z.r(a?—{—b’)“ R: —2c¢
e S = 0.14 a” b° ¢* 4+ 0.28 a® b* ¢® — 0.21 a@® b3 ¢t + 0.07 a3 b3 ¢®
—0.07 a*b ¢3

R: 2a°h4e3 —4aib3c2—3a3b*c3 —ab?c3.

Factorear las expresiones siguientes :

47-48-49-50 h — m® ; s ;
R: (4% 4 m3) (ha_m3) R: (x+7p) (r—vp)
A = ; Lk

R: (r+4p) (r—p) @'+ R: (142) Q—2) A +2?) Q+24)
51-52-53 x?—(a—0b0)?2 ; *+2cd+d?; B2 pi+20xprz+42°
R: (r—a-+b) (r+a—0b) R: (c+d)? R: Gr2yr+22)
54-55-56 9x4—6ax2z2+2z4 3 9a*axt—25; 16 — a® b* 2°
R: (3.x® —2?)* R: (Bax?+5)(3axr?—5) R: (44-ab*23) (4 —ab*z3)
57-58-59 xr®— 64 3 xr®— 256 : ardy—axypy’
R: (#34-8) (#3—8) R: (242) (x—2)(r*+4) (x*+16) R: a.zry(r+y)(r—p)
60-61 Qx°p —2xp° s a'® — ¢
R: 2xp(2+p) (r—p) (2 4p?) R: (at+r)(a— .r)(a”+.r“)(a4+.r4)(a"—|—x")

Fracciones.
Simplificar
ny 2 _ g3 _
Bp-64 LpapEE e o EEERE iyt
a2 £y 2
. "(5__:”—_1) 5 A 2 2 5 ﬁ_}’
e = Rz Z (422 4+ a@®) RE 5
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-66- e AN Jhced s, A0 i - ) O Sl (_ e
ot B A AT it
Ja—bte o)t (a+b)*
L T T 4ab
2 a—l—.r - @ —2ar4a?
T 2a+a—2b RS 2 ;1 a2 -+ x2?
, 2a-b) Y e
R: vegs Ry o R: 27
ik By T AR B Bt e 0 e g
] 22— 1 3 02+200+b'l 3 .t'3+.z'y
B : oy
e r+1 R: (a+b) e
60 g e U S Lo oo
74-75 i — 5 e
r =L ., _3x
R: 72 —p? R: 1a—32)
76-77-78 4~r3'—'161' I a3 — a b2 ) a2bl‘—-b3x’3
R Al YR Rl L et
Ridraty N a@tn R: plator)

Operaciones con “Eracciones.

ADICION Y SUSTRACCION

2P G : 2 ey q—r
e ab+ac+bc ¢ Pq + pr it
R: pet+qgbtar R: 0
abe
: &z e AL, . i AR R L
i .t+y+.z—y ’ .r+.z'3+.z'°
2 p? at+br24cat
R: =55 Ry S-S LR
== F
% 1 2—vy : __az a2
ik .r+y+.r2—y2 ? @22 a4z

R:

Saz—a—22

Q2 — z2
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1 1 A ! M TN o e YL
sl 7+x+1+1‘—5 / r@a—2) a(@a—2)
L 4x'—3r—35 La+x
L 20— 5w K} ax
a b ¥ 5a—4b 2a—-b—c 15a—4c
Tl 2a—2b 2b—2a °’ T B
. atb . 8a—20
R'Qa—2b K 84
a 53a 2a¢r = a—2b b—3c  4ab-+ 3be
G a——.r+a+.r—a’~.r’ 3T E 0 g t—%ac
. 4a L 2a25-9¢?
R a+t+x R 6ac
4m—753n m-+3n 2 n Sim
9l 5(1l—n 530—n) =7 i g
2 a? b a ab—b?
o b”—4a’_b+2a+2a—b R: g
1 2 1 1
o e TG E=—DE-5
04 @ e a——ﬁ—}-c___tlﬂ_—_clA R.z_l_(b—c)_
a—b+ec a+b—c¢ a—(b—c) ‘at+b—c
9 ( @k e b )_( a? g b’)
a+b a—»b a*+b  a*—b?
R: 2a'b® —2a3b —2abd
2 at — pi
96 a+b a-—0b ;_g 5ab i 5a
(8 (a—b) 6 (a-+0b) 12 (a® — b%) 9 (a + b)?

9ab(a+b)—>3(@+6)+40a(a— b

b 75 (@ — ) (@ 5 b)
Multiplicacion.
97-98 r4i w42 r—i . (@bl b
r—1 2—1"(@+2? b+a "~x(@—0b)
S = R R, (@—0)0b

-1 @x+2 "r(at b



152 EJERCICIOS. VALOR NUMERICO
: @ _ ¥\ . 2a+b at2b
o <b+ b)'(“ a) > 2a—b " a=2b
gy A= R 2@ +5ab420°
T alb ‘2a* —5ab+20
ra e a - ab ab
Pt .TJJ(T—?) ; ( a_—b> (b_a—}—b)
o a* b?
i 5
1ty SRS | OFP_ It (1 _L“l’) (2+ )
cy 6r2+62p x4y L—p,
_g_(c.z-—y) L day
R 3¢+ R'x’—y“’
, at—n a=b | 1=ak | ' z
e a*—2ab-+ b a*+ab > 14y  ritr (1+1—r’)
2 2 —
R. @ t+06 e
a x
4q ;, 3228, 5\, 1
o108 (35453 G3+ia)s (4141 (r— 14+ L)
. 8ab 9 x i o AL
R'Q.z"+2+8¢zb ke Ul
b (53 2 2¢
i [e—e)l b
. 2 e
e S P R: ST
Division
ar—x? S 2y ol
! . . 4 5 76 o
111-112 (o s > Qupd po2® : L o
R: (@ — 2)2 L 4m3 n3o?
‘x(a+ ) " Batplig
15114 — =4zl =0 . 6ab—b*) 28
a*t+4ar " ar+4ax ! a(a+b)? " a(a*—b?)
R: ria+2.x) 5 (a— b)*
) at b (a4 b)
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153

_ 2a*p* —eb’la@r —=5ab b2

2ab* — b+ a—b i+

daat —gt) et gl iy n_L).< L)
30—  betbr (5"’ 3 ek
.4+ e
8 s R:5 a 1
1 " L r24-1
(e + 5 +2) ¢ (et ) R: 23
1 X 1 X :
(1+x+1—x>'(1—1_1_—ﬁ> kel
5 = o it { 1
<1+.z'+ z )'(l—}—.r & > R'Qﬂ—l
a2 __(g_—.r)*[ N et
§]+(a+x)g'(l at+zx) | Coias
- (S L e
Calcular el valor deb—f para &x = ato R: b
Valor de la expresion ;a — .r;b
a? b
para.r—a—__—h R: 7
. x | PR
Valor de la expresion .z'+y+ g
: 5 . 16
Paray—T R: 7
! D — 0\ a—x
Valor de la expresién (Q.z'—b) e
ab :
para.r—a—_*_—b R: 0
2a L EES 1 2ax
[“‘ l}'<?+2—r 1) R: oi¥i
RS
&z
1 : 1
% I 1
b4 ——— r4—
b+;,£_b—b 1'*"r—_-i;1



CAPITULO X

OPERACIONES ALGEBRAICAS

§ 43. Expresiones algebraicas

1. En la primera parte de estas lecciones hemos estudiado
las operaciones fundamentales de la aritmética, y sus propie-
dades; y para dar completa generalidad a los razonamientos he-
mos reemplazado los ntmeros por letras, que los representan.
Nos ocuparemos ahora mas detenidamente de las reglas opera-
torias y de la resolucion de problemas generales.

2. Denominamos expresion algebraica a toda combi-
nacién de letras (que representan niimeros) y niimeros, ligados
por las operaciones aritméticas, es decir, por la adicion, subs-
traccion, multiplicacion, potenciacion y radicacion (1).

Esta tltima operacién s6lo tiene significado para nosotros, has-
ta ahora, cuando se trata de raices exactas. No hemos dado toda-
via sentido, en estas lecciones, a simbolos como V3,710, etc.;
por lo tanto, carecerd también de significado una expresion
deneral como Y a , cuando no represente @ un cuadrado como
4, 9, 16, etc. En cambio, tendran significado, en deneral, las
expresiones en que no figure indicacion de raiz sobre ninguna
letra, y que denominamos expresiones algebraicas ra-
cionales.

EJEMPLOS.
a) Qa”bf*c-i--%ab?—a-{-l b %xsy”-—x—;’:+y

La primera de estas expresiones algebraicas se denomina en-
tera, porque contiene tinicamente las operaciones enteras, es
decir: adicion, substraccion, y elevacion a potencias de expo-

) Potenciacién sidnifica elevacion a potencia ; y radicacion, extraccion
de raiz.
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nente natural (que es un caso particular de la multiplicacion).
En cambio, la segunda se denomina fraccionaria, por con-
tener la division, es decir lefras como denominador.

3. Cuando en una expresion aldebraica reemplazamos las
letras por niimeros y efectuamos las operaciones indicadas ob-
tenemos un ntimero que se denomina valor numérico de
la expresion para los valores particulares atribuidos a las
letras.

EJEMPLOS.

1. Si en la expresién @) del niimero anterior hacemos

a=53% , b=—2 , ¢=— , obtenemos

9,53 (—2)*.%-1-%.5. (—2)?—541=1084+8—5+1=114 ;

este es el valor numérico de la expresién para los valores atribuidos a
sus letras.

2. La misma expresion aldebraica @), para el sistema de valores.

b=2,¢c=—1, toma el valor numérico% .

Se da por entendido, en la anterior definicion de wvalor nu-
mérico, que las operaciones a que estdn sometidas las letras
sean posibles; asi, por ejemplo, los denominadores deberan ser
diferentes de cero.

EJEMPLOS.

La expresion b) tiene por valor numérico 48 parar =2, p=13,2 =— 2.
Carece, en cambio, de significado para z = 0.

4. Dos expresiones algebraicas se llaman equivalentes
cuando tienen el mismo valor numérico para cualquier sistema
de valores que se atribuya a sus letras.

EJEMPLOS. v

(a+ b2 y a®+ b+ 2ab son dos expresiones equivalentes. En efec-
to, haciendo, a@a=1, b==2, resulta:

valor numérico de (a -+ b)? ' idual a 32=209.

» » » (@+b2F2ab) » » 124+291+2.1.2=09;
- haciendo, = — b =1 , tresulta:
valor numérico de (a + b)* igual a 0*=0

» » » @@+ br4+2ab » » (—1)P241242(—1.1=0
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y asi siguiendo, encontrarfamos el mismo valor numérico con las dos ex-
presiones, cualesquiera fueran los valores atribuidos a @'y 5. En cambio,
las expresiones

2x—2, y x-+1 sélo toman el mismo valor numérico para * =3 ; en
efecto, la primera da 23 — 2 =4, ylasegunda 3 4 | = 4. Para cual-
quier otro valor de . toman las dos expresiones valor numérico diferentes;
asi, para & = 1 la primera da 0 y la sedunda 2.

5. Cuando dos expresiones algebraicas son equivalentes se
lo expresa colocando entre ambas el signo =. Asi, escribimos

@+ b)y=a+ b+ 2ab.

Si no hace falta recordar especialmente que las expresiones
son equivalentes se usa, sencillamente, el signo =, y escribimos

(@+byP=a*+b6242ab, (para cualquier valor de @ y de &)
y se la denomina una igualdad. Si en cambio escribimos :

2r—2=0x-41 (para & =3)

esta igualdad solo se satisface para +=3; es pues una igual-
dad condicional. Se dice también que es una ecua-

cion. Podemos, pues, sentar la siguiente:

DerFiNicION. Denominanse ecuaciones las igual-
dades que so6lo se satisfacen para ciertos va-
lores de sus letras, denominados raices o solu-
ciones.

EjEMPLOS.
2r—2=x-+1 es una ecuacioén cuya solucion es »r =5
* r*—br+6=0 es una ecuacién cuyas soluciones son r=2, r=3;

pues para cualquiera de estos valores el primer miembro se anula.

Resolver una ecuacion significa determinar sus solucio-
nes o raices. La parte de la matematica que trata de este pro-
blema se denomina teoria de las ecuaciones. De ella
nos ocuparemos mds adelante.
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§ 44. Polinomios

1. Si una expresion aldebraica estd compuesta exclusiva-
mente por productos de ntimeros y letras, se denomina mono-
mio. Asi, por ejemplo:

4a*be : —?)—abc3 - J4axyp,
son monomios. No lo son, en cambio, las expresiones
a-+b oalb?
% il |70 , a—b+1.

Si en un monomio efectuamos el producto de los factores
numéricos conocidos, el nimero que se obtiene se denomina
coeficiente. Se lo coloca generalmente delante del monomio.

EjEmPLOS.

2x.p.4.2% r es un monomio ; se puede llevar a la forma :

32x%p ; 32 es el coeficiente ; x*y la parte literal.

(—2 a) (—b) (—e)? (—1) es un monomio ; se puede llevar a la forma :

—2abe®; es (—2) el coeficiente; abc? la parte literal.

2. Se denomina grado de un monomio al nimero de fac-
tores literales que lo componen. Asi, por ejemplo:

4 a®be es un monomio de 4° drado (a.a.b.c, es decir, 4 factores)
— 23y z es un mononio de 5° drado.

2 es un monomio de primer drado; su coeficiente es 1.

3. DEeFmNicioN. Se denomina polinomio a toda ex-
presion compuesta por adiciones y susbtrac-
ciones de monomios.

EjEMPLOS.

Son polinomios
grty—dar+1 ;5 (—Yxp—5(tpy) —1 ; *—2xp+¥* 5 F'Fr

En particular, se denominan trinomios a los compuestos
de tres monomios, como los tres primeros ejemplos; bino-
mios, a los compuestos por dos, como el ultimo.

Los monomios que componen el polinomio se denominan,
también, términos; los que tienen la misma parte literal se
denominan términos semejantes; se pueden asociar, dan-
do al polinomio la forma reducida.
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EjEmpPLO.
El polinomio Syt ap—2(—2)y —1 puede escribirse
Gaty—2xtp)trpyr—1 , 0 sea 4y —1, que es

su forma reducida.

Se denomina grado de un polinomio al del término de ma-
yor grado.

EjEmMPLOS.

2 x*p® — x4+ p*  es un polinomio de 5° drado.
abec —at— bc es un polinomio de 4° drado.

Cuando todos sus términos son del mismo drado el polino-
mio se denomina homogéneo.

EJEMPLOS.

2?4+ 2 .xy 4+ y? es un polinomio homodéneo de 2° grado, ordenado se-
giin las potencias decrecientes de & y crecientes de p.
x?*+2xp+ 1 no es un polinomio homogéneo.

§ 45. Operaciones enteras con polinomios

1. Adicién. Se denomina suma de varias expresiones al-
debraicas enteras a una expresion reducida que para cualquier
sistema de valores de sus letras adquiere un valor numérico
igual a la suma de los valores numéricos de las expresiones
que se .suman. Si las expresiones son polinomios, bastara, pa-
ra sumarlos, colocarlos uno a continuacién de otro con los sig-
nos que tienen y efectuar todas las operaciones que conduzcan
al polinomio reducido.

EjEMPLOS.
Sumar los polinomios
ar+s52*—2ax*+3a0r—a— 2t
a4 —3ar+2a —atr;
—2&4r*4atr—6x2+ax.

. Si representamos estos polinomios por A, B, C, respectivamente, tenemos:
A4+BH4-C=aur4br*—2ax*4+3a*r—a3 — w3 +a3+ 23 — 3a°2r+2a3 —a*x
—2a3+ad+tatr—6a3tart;

o también
A+B4C=ar+Gad—a3+ o3+ 23—603)4(aax?—2ar?)+
+Gar—3atr—a*r+ate) ,
o sea:

A+B+C=axr—aurx?




§ 45 OPERACIONES ENTERAS CON POLINOMIO 159

Podemos verificar que este tltimo polinomio cumple la definicion de la
suma. En efecto, demos valores cualesquiera a las letras.

a =1 , setiene: valor numérico de A es 31

S » » » B » 3

1 » » » C » =36

valor numérico de @ x — a x*® es — 2; y es, efectivamente,
A+B+C=3+3—5=—2

En la préctica se facilita la operacién reduciendo cada polinomio y co-
locando en columnas los términos semejantes.

A 4r°—2ax*+3artar—a
B i —4ax + 3 a*
b were —B X2} a4 atx — 2 a

_ — a x4 ax
2. Substraccién. Para restar un polinomio, B, de otro, A,
es suficiente, de acuerdo con la propiedad § 38, 7
A~ B)=<=AH(—=B)
cambiar los signos de todos los términos del polinomio subs-
traendo y sumarlos al otro polinomio.
EJEMPLO.
Con los dos polinomios A y B del ejemplo anterior, tenemos :
A—B=4r’—2ax*+3atrax—a —x*t+4etzx—5a",
y después de las reducciones :
A—B=32r*—2ax*4+7artar—4a.
3. Se pueden combinar adiciones y substracciones, o como
decimos efectuar la suma aldebraica de varios polinomios.
EJEMPLOS.

A+B—-C= 102 —3ax?—2a*r+ar+4a

A—B—C= 8a*—dax*t+6act+ar—2a
—A4+B+C=—8r—3ax*—6ar—axr—2a
—A—B—-—C= arxr*—ar
—A—-—B+C=—102r+}+3ar*t2ar—ar—4a@

4. Producto. Al estudiar los fundamentos y propiedades de
la multiplicacion hemos aprendido a multiplicar monomios; y
los conocimientos que se refieren a productos de sumas y res-
tas indicadas nos permiten multiplicar polinomios.

DerFINICION. Se denomina producto de dos expre-
siones enteras a otra expresion entera cuyo va-
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lor numérico es igual al producto de los valores
numéricos de las expresiones dadas, para cual-
quier sistema de valores que se den a sus letras.

EjEmPLO. '

Efectuar el producto de los polinomios

r:—4rpPt+pP—4xpy+6 a2y
4 arr—2xp.

Aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacion (§ 3, 5) obtene-
mos el producto multiplicando cada término de uno de los polinomios por
todos los del otro, y sumando los productos parciales.

Si se ordenan los dos polinomios segiin las potencias crecientes o de-
crecientes de una misma letra, se facilita, como puede verse, la operacion;
el polinomio producto se obtiene ya reducido.

Polin. A a*—4xp 4622y —4 a2 p* 4 pt
Polin B. 2422y 412
2 —4 i+ 6ty —42p° 4 2 pd
F+ 2y —8xipr 4122y —8uatpt4-2.0p°
L e A0t i b e e S 5
Polin. AB 2 —22° p— xtpP+4 299" — 2yt —2ap° 498

§ 46. Division de polinomios

1. Division exacta. Sea el producto de un polinomio por
un monomio :

Brit+2ry—p)2xrpy’=6ua3p* +4 223 —20pt

Si nos diéramos el polinomio producto, 6 23 y* + 4 r? p?
— 2 v y4, y el monomio 2 . p?, la operacion que permite de-
ducir el polinomio 3 »? + 2 ry — p?, que multiplicado por
este monomio origina el polinomio dado, se denomina division
exacta del polinomio por el monomio.

Para realizarla nos fundamos en la division de una suma in-
dicada por un nimero (§ 6,6), sediin la cual basta dividir ca-
. da término de la suma por el nimero y sumar los cocientes
parciales. Obtenemos asi :

I A s i o et A L L T o e B R
2ry Ty N9y Dap
=812y —

2. Consideremos, ahora, el producto de dos polinomios:

(@22—3sr2+4r—1) y (@*+2xr+1)




§. 46 DIVISION DE POLINOMIOS 161

Efectuando el producto obtenemos
=54+ 103 —102F50—1,
es decir, podemos escribir:

(1 »¥»—5r4+102—1022+50r—1

=@t4+2r+ 1) —532>+4r—1)

Representando el polinomio producto por A y los factores
por B y C, tendriamos:

(2) A-=AB G

Si nos proponemos ahora la siguiente pregunta: Hay un
polinomio que multiplicado por el polinomio B da el polinomio A,
debemos contestar: si, el polinomio C, de acuerdo con (2) y (1).

La operacion mediante la cual dados los dos polinomios A y
B determinamos el otro polinomio C, que satisface a la expre-
sion (2), se denomina divisién del polinomio A por
el polinomio B.

Para obtener el polinomio cociente nos basamos en los dos
teoremas siguientes: '

I. Silos polinomios dividendo A, y dvisor B,
estdn ordenados en un mismo sentido sediin las
potencias de una misma letra, el primer término
del cociente, es decir, de C, se obtiene dividien-
doelprimer término del dividendo por el primer
término del divisor.

En efecto, supongamos los dos polinomios dados ordenados
segin las potencias decrecientes de la misma letra. El término
de mayor drado del producto, en nuestro ejemplo r?, se ob-
tendra multiplicando los dos términos de mayor drado de los
factores; en nuestro ejemplo % y »2. Tendremos asi :

= b

Por consiguiente, dado .+® y .r%, como sucede en nuestro caso,
determinariamos ? por la division % — 23. Queda pues pro-
bado el teorema I. ]

II' Siseconoce uncierto nimero de primeros
términos del cociente y restamos del dividendo
el producto del polinomio formado con dichos
términos por el divisor, se obtiene un polinomio
que se denomina resto parcial. Si dividimos el

Arit. y Alg,, 11.
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ptimer término de este resto parcial por el pri-
mer término del divisor obtenemos el primer
término dque sigue en el cociente al dltimo co-
nocido.

En efecto, descompongamos el cociente C en una suma de
dos polinomios, C' y C"; es decir: C=C'+4C".

Substituyendo en la (2) tenemos:

A=B(C'4+C" ,o0sea A=BC'+BC" , o sea

(3) Al=1B G = B:'C"

El producto BC’ es un polinomio, y la diferencia del primer
miembro es precisamente el polinomio que hemos denominado
resto parcial. Si lo designamos por R’, tendremos:

(2 S 2b Ri—=1Baa

Esta igualdad, que es de la misma forma que la (2), nos dice
que en la division de R’ por B es C" el cociente; luego, apli-
cando el teorema enunciado en 1 obtendriamos el primer tér-
mino de C" dividiendo el primero de R’ por el primero de B;
y como este primer término de C”, es el primero que sigue en
el cociente C—=C'+4C" a los conocidos C’, queda demos-
trado el enunciado II.

Si en particular aplicamos nuestro teorema counsiderando co-
nocido el primer término, solamente, del cociente, nos servira
para determinar el segundo término (que es el primero de los
que siguen al primero). Conocidos los dos primeros aplicamos
nuevamente el teorema para determinar el tercero (que es el
primero que sigue a la suma de los dos primeros); y asi se-
guimos hasta terminar la division.

En la practica se van colocando los sucesivos restos parcia-
les horizontalmente, disponiendo la operaciéon como en el si-
duiente ejemplo:

Dividendo 2P — 22 —6.0°+2027— 192462 422 — 3 divisor

Prod. div. por x®: 2#°+422*—32° xr® —4 r*45r—2 cociente
Primer resto parcial: —4.x* —52° 42022 —19.r+6

Prod. div.por —42® —4x' -8z’ 1227

Sedundo resto parcial: 50+ 82— 19246

Prod. div. por 5.r: 5034+102*—15x

Tercer resto parcial —2x*— 4xr+6

Prod. div. por — 2: —2x2— 4r46

0
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3. Division entera. Supondamos dados dos ntimeros na-
turales, como 20 y 6. Sabemos ya que no existe otro ntimero
natural cuyo producto por 6 dé 20; es decir, no es exacta la
division de 20 por 6. Pero si existen dos nameros, 3 y 2, que
cumplen las condiciones

(1) 20 =6.5 -2 2<3

Si nos damos los nimeros 20 y 6 y nos proponemos deter-
minar 3 y 2 de modo que se cumplan las (1), decimos que he-
mos determinado el cociente, 3, y el resto, 2, en la division
entera de 20 por 6.

En general, si representamos el dividendo por a, el divisor
por b, y los ntimeros que hay que determinar, cociente y resto,
respectivamente, por ¢ y r, tendremos que deberdn cumplirse:

a=>b.c+r = b

Analogamente sucede en el caso de dos polinomios A y B.
No existira siempre un polinomio que multiplicado por B nos
dé A. Cuando existe decimos que A es divisible por B, y de-
terminamos el cociente en la forma que acabamos de ver. Pero
a pesar de ello siempre sera posible determinar dos polinomios,
Cy R, de modo que se cumplan las dos siguientes condiciones :

(2) A=B.C+R : grado de R <C drado de B

Cémo determinar los polinomios C y R siendo dados A yB?

Sean, por ejemplo, los polinomios :
A=52r"+t it 34522 — vt 1
B=us3+24+0r+41.

Empecemos la division de A por B, como si ella fuera posible,
en la forma que hemos estudiado en el § 46,2. Aplicando el
procedimiento estudiado obtendremos una serie de restos parcia-
les, y una serie de términos que formarian el cociente si la
division de los dos polinomios fuera posible, es decir exacta.

Ahora bien: el grado de cada resto parcial va disminuyendo
por lo menos en una unidad respecto del anterior. Llegara pues
un momento en que el resto parcial es de grado inferior al del
divisor; no sera entonces posible dividir el primer término de
dicho resto por el primero del divisor (no seria divisible). Pero,
por la definicion (3) § 46, cada resto parcial es igual al ex-
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ceso del dividendo sobre el producto del divisor por el cociente
obtenido; lo cual valdra también para el tltimo resto obtenido.
Luedo, designandolo por R, y el cociente por C, tendremos:
A—B.C=R 5 A=B.C+R s
y por lo dicho grado de R < drado de B
luego, se cumplen las condiciones (2), y sera C el cociente,
R el resto de la division entera del polinomio A por el
polinomio B.
Refiriéndonos al ejercicio propuesto, tenemos:
354+t + 345 2—r41 |34 a2 x4
3843443034522 o | Bat—2x
—2xt—2r3f2a2—ur—+1
sl R Qg2
RE— 424241
Efectuando el producto de 23 + 224 x4 1 por 3 x? — 2 0, y suman-
do al resultado 4 2 4 x4 1 debemos obtener

3a5 4wt w3 +502— 041
4. De lo visto anteriormente podemos deducir la siguiente

Regla. Para dividir un polinomio por otro (de
menor gdrado) se ordenan ambos segin las po-
tencias decrecientes de la misma letra. Se di-
vide el primer término del dividendo por el pri-
mero del divisor; el resultado sera el primer
término del cociente.

Se multiplica el cociente obtenido por el divi-
sor y este producto se resta del dividendo; se
obtiene asi el primer resto parcial. Se divide el
primer término de este resto parcial nuevamen-
te por el primero del divisor, y se obtiene el se-
gundo término del cociente.

Se multiplica este segundo término del co-
ciente por el divisor y se resta este producto del
primer resto parcial; se obtiene asi el segundo
resto parcial. Se continta en esta forma hasta
obtener un resto parcial de grado inferior al del
divisor. Este resto parcial sera el resto de la di-
vision.




CAPITULO XI

ECUACIONES DE PRIMER GRADO

§ 47. Ecuacién de primer grado con una incégnita

I. En el § 43, 5 aprendimos a distinguir entre una igualdad
y una ecuacion. Dijimos que una ecuaciéon era una igualdad
que se satisfacia tinicamente para ciertos valores de sus letras,
llamados soluciones o raices de la ecuacién. La teoria de la
resolucion de ecuaciones, de cuya parte elemental nos ocupa-
remos ahora, tiene por objeto, dada una ecuaciéon, determinar
sus soluciones.

2. En un estudio mas completo demostraremos que una
ecuacion tiene tantas soluciones como su grado.
Asi, por ejemplo, las ecuaciones:

3 —2x' —r+42=0 tiene tres soluciones : r=15,r=—1,r=29
y*—5p+6=0 » dos » P=05p=—13
2a—3=0 » una solucién : a ='3[2,

como puede comprobarse substituyendo la letra, o in cégnita, por los
niimeros indicados y efectuando las operaciones ; obtendremos siempre la
identidad 0 = 0.

Nosotros nos limitaremos al estudio de ecuaciones de pri-
mer grado. En este caso, la ecuacion puede contener varios
términos con la letra incognita pero siempre al primer grado, y
denominadores numéricos. Por ejemplo:

r-1 r—2

5 TH2=3r4 1%

es también una ecuacion de primer grado.
3. Sean dos ecuaciones de primer drado, tales como :

5 e ol v S
3T A T A

s A = J e
?—{-2.1 4 = 0r—1
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Ambas ecuaciones tienen la misma solucién: r = 2. En
efecto, reemplazando en la primera y en la segunda .r por 2
obtenemos, respectivamente, las identidades :

4 =4
L= I

Decimos entonces que las dos ecuaciones son equivalentes;
y sentamos la siguiente '

DerINICION. Dos ecuaciones se llaman equiva-
lentes cuando tienen la misma solucion.

El procedimiento para resolver una ecuacion consiste en efec-
tuar con ella las transformaciones que nos den. siempre una
ecuacion equivalente mas sencilla, hasta llegar a una en que
la solucion sea evidente. En deneral, el procedimiento a se-
duir sera el siguiente:
~ Quitar los denominadores, multiplicando ambos miembros de
la igualdad por el minimo comiin miltiplo de los denominado-
res; pasar al primer miembro todos los términos que estén afe-
tados por la incégnita, y al segundo los que no lo estén; efec-
tuar las reducciones de los términos del primer miembro y los
del segundo, por su parte. El primer miembro quedara en la
forma de un ntimero multiplicado por ., y el segundo serd un
niimero, es decir

i i R

Dividiendo el segundo miembro por el coeficiente de . obten-
dremos la solucion de la ecuaciéon en la forma
r= —
a
EjEmMPLOS.

=l
2

1. -"—5—‘—1-1—2x=
Multipliqguemos ambos miembros por 6:
@+1D2—6+12r=(@—1)35+ 21
274+2—64+120r= 30 —3+4 21
2r+12r—32r=—53+21—246

1l L2 =122

22
TR

7
T
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2 4t—gtf‘+t—1—

52t—8t+4+8t--8=1—t+16t+16
50 £ 8 E4-8 ¢ 4 i 16 | 16— 4L 8
17 t = 21
21
t=vr

§ 48. Sistemas de ecuaciones de primer grado

1. Una ecuacion puede contener tamblen més de una incdg-
nita. Asi, por ejemplo, la ecuacion

(1) Or—5p=1,

contiene dos incdognitas : .r e p. Esta igualdad no se satisfara
para cualquier valor de . y cualquier valor de y; o como de-
cimos, no sera satisfecha para cualquier par de valores (z, p);
por eso decimos que es una ecuacion. En efecto, si substi-
tuimos . por 1, e y por 2, el primer miembro toma el valor 4,
y el segundo el valor 1. Si substituimos, en cambio, . por 5,
e y por 3, la igualdad se satisface. En efecto, es:

\ 25 —353=1.

Decimos entonces que el par de nimeros (5, 3) es una solu-
cion de la ecuacion 2 r — 3y = 1.

Podemos ver facilmente que no es la tinica soluciéon, y que
hay infinitas soluciones, es decir infinitos pares de ntiimeros que
la satisfacen. En efecto, basta dar un valor arbitrario a p; nos
queda una ecuacion que no contiene mas que .r; resolviéndola
obtenemos un valor de .r, y asociado al de y, los dos valores
que la satisfacen.

EjEMPLOS.

De la (1) deducimos :

.r=l~+25y $ para y = 0 les p= 1/2'
p==1"5LFp= =1
Y= 43l S = 13/2
1
p = 5 » X = 1
ete.
es decir, (1/2, 0), (— 1, — 1) (13/2,4), (1, 1/3) etc., son sqluciones de la

ecuacion.

\
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Andalogamente hubiéramos podido elegir arbitrariamente va-
lores de .r, y determinar las correspondientes de p.

Decimos pues que una ecuacion de primer drado con dos
incognitas tiene infinitas soluciones, que no determina una
solucion o que es indeterminada.

2. Consideremos ahora dos ecuaciones con dos incdgnitas:
2r+ 3y = 12
dr — 2y = 5

La primera tendra, segiin hemos visto, un namero infinito de
soluciones; lo mismo sucede, por su parte, con la segunda. Son,
soluciones, por ejemplo

de la 12: (0,4) ) (6,0) 3 (_ 6,8) ’ (3a 2) ) (2’ 8/5)? etc.
de la P (—' I — 4) ) (]’ = 1) L] (31 2) ] (2’ 1;2)’ (4!7"‘2) ete.

Pero hay una sola solucién que es comtin a las dos ecua-
ciones; en este caso es (3, 2). Decimos entonces que (3, 2) es
la solucion del sistema de las dos ecuaciones consideradas si-
multaneamente. Sentamos pues la siguiente

DEFINICION. Se dice que dos o mas ecuaciones
conigual nimero de incé6gnitas forman un siste-
ma cuando deben ser satisfechas por la misma
solucion. _

En la teoria de las ecuaciones se estudia en qué casos un
sistema de ecuaciones tiene solucion. Nosotros nos limitare-
mos al estudio elemental de la cuestion, suponiendo que se
trata de sistemas que tienen solucion.

3. Los procedimientos que conducen a la resolucion de sis-
temas de ecuaciones se basan en el mismo principio que en el
caso de la ecuacion de primer grado con una incognita: obte-
ner sistemas equivalentes, es decir que tendan la misma solu-
cion, pero mas sencillos, hasta llegar a uno de solucion evidente.

Esto se consigue, por ejemplo, con los métodos de elimi-
nacion de una de las incognitas. En qué forma?. Lo acla-
raremos con algunos

EjEmpLOS.
Qx4+ 3y =12
Qpi—=aRip==" 5
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Si multiplicamos la primera por 3 y la segunda por 2, obtenemos un sis-
tema equivalente :
6249y =736
6r—4y=10;
y restando ordenadamente :
6xr+ 9y =356
6xr—4y=10

13y = 26 p = ..

T

y substituyendo este valor en una cualquiera de las ecuaciones del sistema
propuesto, la primera, por ejemplo:

2r+4+3.2=12 3 o=t s o
luego la solucion es (3,2) .

2. Resolveremos el mismo sistema siguiendo otro camino: deduzcamos
el valor de x de la primera ecuacion, como si p fuera conocido; resulta :

12—5
r= 5 A 2
substituyendo esta expresion de . en la sedunda ecuacion, obtenemos :

12—3y
g

3 —Q2y =25,

es decir, una ecuacién con una sola incégnita, que ya sabemos resolver.
Para hacerlo multiplicamos por 2; obtenemos :

36 —9py —4y=10 ) — 13y=—26 y=2;

y obtendremos x como ya hicimos, substituyendo p por el valor encontrado,

en una cualquiera de las ecuaciones.
3. Lo mismo podriamos proceder resolviendo las dos ecuaciones respecto

de la misma inc6gnita; por ejemplo:
L a S o2k

AT i SRR /

e igualando los segundos miembros, obtenemos:

12—3y - 542y
2 ) 3

es decir, nuevamente una ecuacion de primer drado con una incédnita,
que sabemos resolver.
Multiplicando por 6:
36— 9y=10-+4yp
—153y=—26 y=19.

4. Los procedimientos seguidos en los ejemplos ante-

N
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riores para eliminar una de las incégnitas y resolver el sistema,
se conocen en la teoria con los nombres de método de re-
ducciény método de substitucion, respectivamente.

El método de reduccion consiste fundamentalmente,
en: multiplicar una o las dos ecuaciones por niimeros que per-
mitan igualar los coeficientes de una de las incégnitas; después
sumar ambas ecuaciones si dichos coeficientes tienen distinto
signo, restarlas si tienen el mismo signo.

Conviene convertir los coeficientes que se quiere igualar en
su minimo comtn miiltiplo, para usar niimeros mas pequernos.

EjEmpLoOS. |

1. Sea z
6r+4py=12
4r—3p=6
Si queremos eliminar 2 multiplicamos la primera por 2 y la segunda por
5, pues 12=m. c. m. (6,4), y es 12 = 6 = 2, 12 +4=173; luedo

12xr4+ 8p =24

122 — 9p =18
= W 17
2. Sea
22 —p=1
—r+2p="1:

basta aqui multiplicar la segunda por 2 y sumarla con la primera, para
eliminar »». Obtenemos :

dr=35 ’ r=1
3. Sea
r—y=3
&4 p=35j
basta sumar ordenadamente; obtenemos :
2lr =8 y el

El método de substitucion consiste en deducir una de
las incognitas como si la otra fuera conocida, de una cualquiera
de las ecuaciones, y substituirlo en la otra ecuacién.

5. Generalizacion. Si representamos por ai el coeficiente
de . en la primera ecuacion, por &1 el de p; por ¢1 la canti-
dad que no contiene . ni p, es decir el término indepen-
diente; y si representamos los valores correspondientes en
la segunda ecuacion por aa, bs, c2, podemos expresar en for-
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ma deneral un sistema de dos ecuaciones de primer grado con
dos incégnitas:
) ar+ by =a

az r + b2y =c2

Apliquemos el método de reduccion para resolverlo. Para ello
multipliquemos la primera por b2, la segunda por bi, y reste-
mos ordenadamente; obtendremos una ecuacion con la sola in-
cognita p. :

Andalodamente, si multiplicamos la primera por bz, la segunda
por by, y restamos; obtenemos una ecuacion en .r. Resulta :

aar+bay=cia: arbsx+bib2y =c1b2
aax+brary—=cea: asbrxr+bi1b2y =co b1
(braz—b2ar)y =craz—ce a1 (aiba—az b1) r=—c1 b2 —c2 by

Cambiando el signo en ambos miembros de la primera de
estas ecuaciones (con lo cual no altera) y deduciendo de esta
el valor de p, de la otra el de .r, obtenemos:

c1 b — c2 by
ai bs — az b1

__Craz — C2 (IL
ai bs — az by

A los mismos valores llegariamos con el método de substi-
tucion.

En estas expresiones observamos que el denominador es
comin: a1 bs — a» bi. Puede obtenerse en la siguiente
forma: escribimos los coeficientes en columnas, en el orden
que tienen en las ecuaciones, y multiplicamos en cruz, res-
tando del primer producto el segundo, como muestra el si-
duiente esquema:

a b
g — a1 be— a2 D1.

D

as by

« Ademas, los numeradores se obtienen de acuerdo con el mis-
mo esquema, y con la siduiente regla: Se reemplaza en el
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cuadro (1) los coeficientes de la incdgnita cuyo denominador
se calcula por los términos independientes, ¢i, co. Tenemos:

AT c1 by
Denominador de .r: ’ =10 — c2 by
; lca be
|
; ai C1
Denominador de p: l =aic2 — azc1
as ¢

EjempLO.

Sea el sistema :
223 p =12
=2 yp= 5

o =2 (—9-35=—15

% | =12 —55=—2

2 Blogs—125=—2
25%:5 : y:—:-‘;)g =y

OBSERVACION. Cuando las ecuaciones del sistema no estdn dadas en
la forma (1) se las lleva a dicha forma haciendo las transformaciones
del caso, antes de resolver el sistema. Por ejemplo :

Sea resolver
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