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PREFACIO

Expuesto el plan de este tomo I1 por el autor, en lo que sigue,’y
hecha la presentacion global de la obra en las atinadisimas palabras
con que prologan su traduccion los traductores del tomo I, poca cosa
tenemos que afiadir.

Hagamos constar, ante todo, que este segundo tomo, que se ofrece
hoy al piblico de habla espaiiola, es complemento necesario del primero
para todo el que quiera tener una base matemdtica sélida vy suficiente
para emprender el estudio de los problemas corrientes de la técnmica.
Desarrollado bajo la misma idea que el tomo primero, no se habrdn de
buscar en él acrobatismos de rigor mi disquisiciones abstractas, perfec-
tamente iwiitiles para todo aquel que estudia la matemdtica como medio
y mo como fin. Las malemdticas, segiin la diddctica de Rose, entran en
la mente del estudiante por via intuitiva con preferencia a la légica, y
para ello se vale constantemente de ejemplos tomados de la técnica, pro-
digados a granel, y admirablemente elegidos para ivustrar cada teoria
en particular. Con este mélodo se logran a un tiempo dos fines a cual
mds importante: primero, interesar al estudiante hacia la matemdtica
haciéndole contemplar el vasto panorama de sus aplicaciones y ameni-
zdndole su estudio; segundo, familiarizarle, desde un principio, con las
formulas técnicas 'y los datos numéricos con que ha de luchar después,
Los capitulos en los que mds se pone de manifiesto el punto de vista del
autor vy, por consiguiente, los que mejor caraclerizan la obra som, a
nuestro modo de ver, los capitulos VII y X,



VI PREFACIO

Creemos, como los traductores del primer tomo, que dicha obra tan
1itil bajo todos conceplos ha de prestar un admirable servicio a la ense-
fianza técnica de muestro pais y que ha de merecer una acogida tan favo-
rable como la que ha obtenido entre los profesionales y Escuelas técnicas
del Reino Unido.

Hemos procurado esmerarnos en la reduccion al sistema métrico;
mas como todos estamos expuestos a ervoves, agradeceremos toda indi-
cacién que se nos haga en este sentido. La mayor parte de los cdlculos
han sido hechos con la regla (cuyo wuso constante recomendamos a los
lectores), por lo cual la aproximacion resulta entonces limitada.

La EDITorIAL LABOR, como siempre esmerada y espléndida en la
presentacion.

* & sk

En esta segunda edicion, adaptada a la wltima edicion inglesa, se
ha aniadido al final un grupo de « Ejercicios varios», acompaiiados de
sus soluciones.

I,0S TRADUCTORES.
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PROLOGO DEL AUTOR

En relacion con la finalidad vy el alcance de este trabajo no necesi-
tamos afiadir nada a la afirmacion hecha en el Prefacio del primer
tomo. Se afirma alli que las materias han sido seleccionadas y a través
de los ejemplos aplicadas de tal modo a los problemas prdcticos que los
dos tomos «abarcan toda la labor matemdtica wecesaria para la prdc-
tica del ingeniero y para los estudiantes de cualquier vama de la ciencia
del ingenieroy.

Del mismo modo que en el primer volumen se ha tenido sumo cui-
dado en la eliminacion de todas las reglas vy procedimientos de exclu-
sivo interés académico; pero mo se ha descuidado la importancia y ne-
cesidad del razonamiento légico.

Con la excepcion de los capitulos consagrados a la trigonometria
esférica y cdlculo de probabilidades, este volumen comprende el estudio
del cdlculo diferencial e integral. Como quiera que es muy importante
y cast forzoso que para ser presentada esta materia en forma inteligible
se dedique gran atencién a la interpretacion grdfica de las reglas, hay
que tener sumo cuidado en aseguray que los métodos grificos sean exclu-
stvamente auxiliares. De acuerdo con esto, se ha tratado todo basdndose
sobre principios algebraicos; pero en toda ocasion en que han sido nece-
sarias pruebas o construcciones grdficas para ampliar o explicar la
materia, han sido utilizadas con la mayor extension posible. Asi, desde
el comienzo se ha demostrado claramente la relacion entre el incremento
relativo de una cantidad y la pendiente de una curva; y esta correlacion
entre el método algebraico y el método grdfico se ha llevado a través de
todos los grados del desarvollo de la materia tratada.
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El concepto de walores limitesy mencionado brevemente en la pri-
mera parte, se trata ampliamente en el capitulo I, escogiendo un ejemplo
familiar de la dindmica como tlustracion: en este capitulo se dan tam-
bién dos métodos de diferenciacion grdfica, de los cuales el segundo y el
menos familiar es el de aplicacion mds simple.

Las diversas reglas pava la derivacion de funciones algebraicas y
trigonométricas son expuestas con detalle en el capitulo I1; el capitulo 111,
que contiene las reglas para la derivacion de una funcion de funcion,
un producto de funciones, efc., junto con una introduccion a la deriva-
cion parcial, puede ser comsiderado como un complemento del capi-
tulo I1.

Del razonamiento abstracto necesario para la comprension de un
concepto tal como'el de walores limitesy, el espiritu prdctico vuelve con
gusto a las aplicaciones de la derivacién que se encuentran en el capi-
tulo IV ; la determinacion de los valores mdximos y minimos tienen en
este sentido un fuerte atractivo. Teniendo en cuenta la importancia de
esta parte de la materia, se insertan una variada coleccion de ejemplos
prdcticos en los cuales el método de solucion ha sido el factor principal
para su seleccion. En este capitulo se expone también el empleo del teo-
rema de Taylor en los casos de interpolacion, partiendo de tablas como
la de presiones de vapor.

Los capitulos V' y VI contienen las reglas necesarias para la inte-
gracion de las fumciones que se presentan en la teoria-y prdctica def
ingeniero. EL primero sirve como una introduccion del cdlculo integral,
explicando por medio de grdficos el significado de los simbolos [ y dx,
mientras que en el tiltimo se exponen tipos varios de integrales, algunos
de ellos de un cardcter algo complicado. Con esta ocasién se introducen
también las férmulas de reduccion y se hace mencion de la funcion
Gamma y sus aplicaciones.

En el capitulo VII se encuentran ejemplos de aplicacion de las re-
glas de integracion y se trata especialmente de la determinacion del pe-
rimetro de la elipse, el método grdfico para fijar la posicion de la ver-
tical del c. d. g., el trazado de las curvas de los momentos primeroy
segundo % la valuacion del momento de inercia de un vibrador com-
puesto.

La utilidad de las coordenadas polaves para el ingeniero electro-
séemico se muestra con ejemplos de la potencia luminica de ldmparas
y el empleo del diagrama de Rousseau para determinar la potencia lu-
minica esférica media. También se inserta en este capitulo el método
grdfico del Dr. Fleming para la determinacion de las medias cuadrd-

v
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ticas en las corrientes, ya que ello requiere el empleo de las coordenadas
polares.

Las ecuaciones diferenciales se presentan tan frecuentemente que
los métodos de solucion exigen um estudio cuidadoso. El capitulo 1X
presenta los tipos mds comunes y la seleccion de ejemplos, planteados y
resueltos, pone en evidencia la necesidad de uma apreciacion propia
del método de solucion.

El capitulo X, con su aplicacion del cdlculo a los problemas que
se encuentran en el estudio de la termodindmica, resistencia de mate-
riales, mecdnica, electricidad e hidrvdulica aplicadas, suministra una
prueba mayor de la necesidad de um conocimiento firme de la materia
para el ingeniero que desea adquirir una buena base en los diversos
aspectos de la técnica.

Los dos dltimos capitulos contienen materias interesantes al tops-
grafo, escogiéndose problemas de los que mds frecuentemente se presen-
tan en la prdctica. También se consagra una atencion particular a la
investigacion referente a la correccion de ervores de observacion.

El autor lamenta grandemente el hecho de que el inspirador de esta
obra y malogrado My. W. J. Lineham no haya visto su terminacion.
A su entusiasmo por sus ideales pedagigicos y a su gran amabilidad
personal hacia el autor hemos de vendirle aqui um tributo. También
agradecemos sinceramente a los sefiores J. L. Bale y C. B. Clapham,
B. Sc., su valiosa ayuda.

Se ha tenido sumo cuidado en editar el libro exento de errores; pero
como probablemente pueden existiv aiin algunos, estimaremos como um
gran favor el que nos sean nolificados.

EL Autor
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MATEMATICAS PARA INGENIEROS

PARTE II

INTRODUCCION

Las materias que se tratan en este volumen presentan mayor
dificultad que las correspondientes a la Parte I. Muchos de los pro-
cedimientos descritos aqui dependen de reglas expuestas y demos-
tradas en el primer volumen; y por consiguiente es de recomendar
que, antes de empezar la lectura de este tomo, se dedique especial
atencién a la Parte I, pags. 546-554, 559-563, 505-569 y 337-360,
asi como puede ser de gran utilidad el conocimiento de las formas
de las curvas descritas en el capitulo IX.

Abreviaturas adoptadas:
Signiflca «tiende a»

x40

“D>NBROOAVH

-

s
-

«gualy o «gual a»

«amasy

«menos»

«anultiplicado por»

«dividido por

«por consiguiente»

(mas menos»

«anayor que»

«menor ques

«circulo»

«circunferenciay

«varia como»

«nfinito»

«angulon

«triangulo» o «area del tridngulos

«facterial de cuatro», cuyo valor es el del producto
IX2X3X4, 0sea 24

el nimero de permutaciones de % objetos tomados
de dos en dos»

ROSE, MATEMATICAS II. — 1
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«l ntimero de combinaciones de » objetos tomacos
de dos en dos»

@ (n—1) (n—2)»

«rendimiento»

«angulos en grados»

«angulo en radianes»

«potencia indicada en caballoss

«potencia efectiva en caballos»

«kilémetros por hora»

«revoluciones por minuto»

«revoluciones por segundod

«variable independientes

«grados Farenheity

«grados centigrados»

«fuerza electromotriz»

«momento de inercia»

«modulo de elasticidady

suma de z términos»

.suma de infinito ntmero de términos»

«suma de»

«temperatura absoluta»

«coeficiente de rozamiento»

«arco cuyo Seno es x»

(la base de los logaritmos neperianoss

aceleracion debida a la gravedad»

«centimetros»

«gramos»

«imite al cual se acerca y, a medida que ¥ se apro-
xima al valor a»

«centro de gravedad»

«entro de presion»

«radio de giro»

V=

«primera derivada de una funcién de »»

wegunda derivada de una funcién de

da derivada o coeficiente diferencial de y respecto
a

la integral de y respecto a # como V.L.»
«ncremento o diferencia de»

e M
«la operacién ——»

ax
«densidad»
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CAPITULO 1
INTRODUCCION AL CALCULO DIFERENCIAL

El siglo Xvi serd siempre notable por el gran nimero de mate-
méticos que produjo y atn mds por la importancia de las investi-
gaciones que éstos llevaron a cabo. A principios del siglo Neper y
Briggs infrodujeron sus sistemas de logaritmos; Wallis y otros diri-
gieron sus investigaciones a la cuadratura de las curvas, lo cual lo-
graron en algunos casos por medio de desarrollos en serie, aunque
el teorema del binomio les era entonces desconocido.

En 1665 Newton, al investigar los métodos de cuadratura enun-
ci6 lo que €l llamaba un sistema de «fluxiones» o cantidades fluyentes:
suponiendo que x e y fueran cantidades fluyentes, expresaba la ve-
locidad con que éstas aumentaban por % e y respectivamente. Me-
diante el empleo de estos nuevos simbolos pudo determinar expre-
siones para las tangentes de las curvas e igualmente para sus radios
de curvatura Al mismo tiempo ILeibnitz de Leipzig traté el mismo
problema y llegb practicamente al mismo sistema a pesar de que €l
obtenfa sus tangentes determinando «diferencias de ntimerosy. A
Teibnitz se debe la introduccién del vocablo «diferencialy y de la
notacién diferencial, dx y dy para las diferenciales de x y de y; él
escribié también por primera vez como expresién de la suma de un

ntmero de cantidades el simbolo f siendo su primera idea emplear

la palabra omnia» o abreviadamente «ommny, Asi al sumar un nd-
mero de cantidades tales como x escribié primero «omnia x» que
para abreviar redujo a mn ), y que después modificé déndole la

forma f X

Durante algin tiempo se origind una gran controversia respecto
a la paternidad del «dalculo» que unos atribuian a Newton y otros
a Leibnitz, designando con este término genérico una coleccién cla-
sificada de reglas; hoy en dia se admite generalmente que aquellos
descubrimientos fueron independientes y que resultaron ser en rea-
lidad resumen y complemento natural de investigaciones y descu-
brimientos de muchas mentalidades.
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El calculo fué después desarrollado por Fuler, Bernoulli, Legen-
dre y otros muchos, pero hasta fechas muy recientes sigui6é siendo
simplemente una «coleccion clasificada de reglasy; cuya verdadera
importancia y vasto campo de aplicacién permanecian aun ocultos.

Hoy en dia, sin embargo, el conocimiento del célculo se considera
especialmente para el ingeniero como una parte esencialisima de su
bagaje intelectual; las reglas han sido de tal modo modificadas que
no constituyen ninguna seria carga para la memoria y la significa-
cion verdadera de los procedimientos ha sido presentada tan clara-
mente, que el estudio del calculo supone hoy muy pocas dificultades
incluso para el ingeniero ultrapractico.

Esta revolucion de las ideas ha sido producida casi enteramente
por el esfuerzo de hombres que, dando realidad a la amplia poten-
cialidad del célculo, han organizado la ensefianza de esta materia y
han hecho de ella una cosa viviente,

El calculo prede ser dividido en dos secciones: Cdlculo diferencial
y Cdlculo integral. El Calculo diferencial, como se puede deducir
del nombre, es la parte que trata de las diferencias o més concreta-
mente, de la comparacion entre las diferencias de dos cantidades.
Asi el procedimiento de la diferenciacién se reduce a un calculo de
incrementos; pero el modo como se calculan estos incrementos de-
pende de la forma en que se presentan los problemas: si las cantida-
des dadas se representan por coordenadas de una curva el incre-
mento relativo de la ordenada respecto de la abscisa, para un valor
particular de ésta, viene medido por la pendiente de la curva en el
punto considerado.

La derivacion no es ni més ni menos que la determinacion de los
incrementos relativos o de las pendientes de las curvas (*)

El término «incremento relativo» no implica necesariamente un
incremento con relacién al tiempo, tal como las variaciones de la
corriente eléctrica por segundo o bien la proporcién de energia que
se puede acumular por minuto; sino la variacién de una cantidad
comparada con la variacién de otra cantidad.

Presentemos como aclaracién el siguiente ejemplo:

La velocidad de un mévil ha sido medida a varias distancias de
su punto de partida, obteniendo los resultados que se expresan a
continuacion:

s (distancia en metros) o 5 12

v (velocidad en me-
tros por segundo)..| 10 14 15

(*) Traducimos por incremenio relativo la expresion inglesa «rate of changes
(N.delT.)
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Se trata de hallar el incremento relativo al espacio de la velo-
cidady para cada intervalo de espacio.

Considerando el desplazamiento hasta los 5 metros, el cambio en
la velocidad correspondiente a este cambio de posicién es de 14—10,
o sea, 4 metros por segundo.

e wt cambi(_) de velo.cifl’ad _H4—10 4 _ 08
cambio de posicién 5—0 5

o sea, el cambio de velocidad por cada metro de cambio de posicién
es de 0,8 metros por segundo y el incremento de la velocidad es de
0,8 por segundo y por metro.

Del mismo modo si s varia de 0 a 12 el cambio de v = 15 — 10
= 5 0 bien el incremento de la velocidad para este perfodo = % me-
tros por segundo por metro.

Igualmente el incremento de v cuando s varia entre 5 y 12

15 —1
L e metro por segundo y por metro.
2—5 7

Los incrementos han sido por lo tanto hallados por comparacién
de diferencias. El concepto «diferencia de», se presenta frecuente-
mente en este estudio y para evitar su continuada repeticién se
adopta un simbolo que es la letra § (delta), forma griega de la d, le-
tra inicial de la palabra «diferenciar: esta letra debe ser pues cons'-
derada como una abreviatura y por consiguiente no puede realizars:
sobre ella ninguna operacién que no sea factible cuando en vez de §
se ponga la frase por entero. Dicho de otro modo, las reglas que se
aplican a las cantidades algebraicas como las de multiplicacién, di-
visién, adicién o sustraccién no pueden usarse correctin ente sobre 3.

Asf mv (expresion de la cantidad de movimiento) s gnifica m mul-
tiplicada por v, o sea una masa multiplicada por una velocidad,
mientras que 8v representa «l incremento de w, o sea el incremento
de la velocidad.

Igualmente § es el incremento del tiempo o de la temperatura
segtin los casos. Empleando esta notacién, los resultados anteriores
pueden ser escritos en la siguiente forma abreviada:

(1) Cuando s varia de 0 a 5 3 =14—10=4
8= 5— 0=35
3y 4
=-=0,3
5 8s 5
(2) Cuando s varfa de o a 12 d=15—10= 5
8 =12— 0=12
&V 5§
y - = 0,417

3s 12
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(3) Cuando s varia de 5a 12 Sv=15—14=1
3 =12— 5=7
§)-1—01
y 83_7— »43

Hacemos notar, insistiendo en lo que hemos dicho, que no se
puede suprimir la letra § del numerador y del denominador de la

., ov
fraccion —.
3s

El resultado final (1), esto es z—z = 0,8 cuando s varia de 0 a 3

exige una aclaraciéon. De los datos suministrados no podemos saber
en realidad si el incremento de la velocidad por cada metro desde
0 a 5 es 0,8 metros por segundo: todo lo que sabemos con cerieza
es que al variar s de 0 a 5 el incremento relativo medio de la vclo-
cidad durante ese espacio es de 0,8 metros por segundo. Suponiendo
que la variacién de la velocidad es continua y comstante durante

todo el periodo considerado, el valor 21; obtenido representarfa el

incremento relativo imstantdneo de la velocidad en cualquier punto
del periodo considerado.

Es frecuente tabular los valores de las cantidades originales y de
sus incrementos y siempre que no se manifieste lo contrario los va-
lores medios de los incrementos se escriben en el medio de sus res-
pectivos perfodos.

De este modo obtendremos la siguiente tabla:

s v ds v i
ds
o I0 ) -— —
s i 5 4 %=0)8
L o (kg =
S — 7 I 7}-=0,I43
12 15 — — —

Para poder distinguir entre los incrementos relativos instantdnec
v medio la notacién se modifica ligeramente empleando la d en vez

@ - Wl
de la §; asi % representa un incremento relativo instantaneo (*) de

(*) Conviene hacer observar al principiante que el adjetivo instantdneo no
im- lica en éste caso el concepto de «épido» que a veces se le asigna. (N. del T.)
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- 8. = . g ; -
la velocidad y = el incremento relativo medio de la misma. Una

vez més indicaremos que d no puede ser separada de v o ¢, y que 4t
. av
no significa @ X ¢ ni 7

Veamos ahora otro ejemplo para demostrar claramente la dife-
tencia entre un incremento instantineo y un incremento medio.

Consideremos por ejemplo las distancias recorridas al final del
1.°, 2.° y 3.° segundos del movimiento de un cuerpo que cae libre-
mente bajo la influencia de la gravedad.

puede dar por reduccién ;’

¢t (segundos)..| o I 2 ) 3

44,1

s (metros) ... . o 4,9 19,6

Se trata de hallar las velocidades medias durante los diversos
intervalos de tiempo e igualmente las velocidades instantineas al
final del 1.°, 2.° y 3.° segundos.

Las velocidades medias se encuentran del modo descrito anterior-
mente, esto es, comparando las diferencias del espacio y el tiempo
y los resultados son los correspondientes a la siguiente tabla:

ds
t s o8 ot v
o o — —- — 1
— — 4,9 1 4,9
1 4,9 — — —
N "y, 14,7 1 14,7
2 19,6 — — —
i - 24,5 1 24,5
3 44,1 — — s

Ias velocidades medias, esto es, los valores de la tltima columna
se han expresado en las lineas entre los valores del tiempo para in-
dicar que son las cantidades medias de los correspondientes inter-
valos. Como se sabe también que en este caso la velocidad crece
uniformemente es perfectamente correcto afirmar que las velocida-
des instantaneas al final de los 0,5, 1,5 ¥ 2,5 segundos vienen dadas
respectivamente por las velocidades medias que abarcan los tre
pe:iodos que son 4,9, I4,7 ¥y 24,5 metros por segundo. :
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Hemos encontrado asi las velocidades instantaneas en los me-
dios segundos, pero no las de los finales del 1.° 2.° y 3.° segundos.
La determinacion de estas velocidades introduce un proceso ya algo
més importante que ilustra mucho acerca de los elementos de la di-
ferenciacién y por lo tanto lo explicaremos con mas detalle.

El estudiante de dindmica, sabe que la ley que relaciona el es-
pacio y el tiempo en el caso de la caida de los cuerpos, es s = % g*
= 4,02, y observando la tabla de los valores de s y de ¢ podemos
comprobar esta ley; asf, cuando ¢ =2, s = 19,6 igual a 4,9 X 22
0 sea 4,9 X .

Para hallar la velocidad instanténea al final del primer segundo,
tenemos que calcular las velocidades medias correspondientes a pe-
quefios intervalos de tiempo en las proximidades de un segundo y
observar a qué cifra se aproximan estas velocidades a medida que
el intervalo se va tomando cada vez mas pequefio.

Asi para t =1 SI=Ua g e =i
=11 §=4,9 X 1,12 = 5,029
3s = 5,920 — 4,9 = 1,029 8 =I,I1—1I=0,I
3s 1.029

v (media) = B 10,29

Es decir, la velocidad media en el intervalo de tiempo de I a 1,1
es 10,29 metros por segundo, Este valor es algo aproximado a la
velocidad al final del primer segundo pero no puede ser el valor exacto
puesto que atn en el pequefio intervalo de tiempo, de 0,1 segundo
la velocidad ha aumentado en una cantidad apreciable. Una mayor
aproximacién se obtendré desde 1uego haciendo el intervalo de tiempo
igual a 0,01 segundo.

Y entonces tendremos =1 §=4,9
[ =ST 0% s = 4,9 X 1,0I* = 4,99849
8s = 0,09849 8/ = 0,01

8s _ 0,00849
3¢ 0,01

v (media) =

= 9,849

Podremos obtener un valor aun més aproximado a la verdad
haciendo el intervalo de tiempo igual a 0,001 segundo.

S $ =49
b= 1,001 s = 4,9 X I,00I% = 4,9098049
3s = 0,0098049 3t = 0,001
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: 8s  0,0008049
v (media) = —=—-—"—==9,80
‘. ( ) 3t 0,001 9:0049

Tomando intervalos de tiempo aun mas pequefios se obtendrfan
para la velocidad aproximaciones cada vez més correctas; los valo-
res de v tienden todos a 9,8 y por lo tanto puede decirse que para
t =1, v = 0,8 metros por segundo.

Empleando el lenguaje de la pagina 550 (MATEMATICAS PARA IN-
GENIEROS. PARTE I), podemos afirmar que el valor limite de v cuando ¢
tiende a la unidad es de 9,8, resultado que se puede expresar en forma
abreviada como sigue

v (media) — 9,8 cuando 8 -0y t=1

en que el simbolo — significa «tiende a»
; 3s ~38
pero (v media) = 3 7 asl o = 9,8 cuando 8¢ -0 y ¢ = 1.

Ahora bien, una velocidad instantdnea es el valor limite de una
velocidad media, o sea:

(vinstantanea) = L (v media)

St—0

ds 3s

estoes: — = —
dt ot

ot—0

Razonando de una manera analoga se puede probar que la velo-
cidad instant4nea al final del 2.° segundo es 19,6 y al %nal del 3.°
29.4-
Podemos continuar este ejemplo calculando los valores de la
aceleracién, lo cual puede hacerse puesto que conocemos la velocidad.
Tabulando como anteriormente, tenemos:

o0

v ov b3 a:b—t
1 9,8 — — —
— — 9,8 1 9,8
2 19,6 — — —
= — 9,8 i 9,8
3 29,4 — = ==
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Como puede observarse, la aceleracién media es constante, sién-
dolo también la aceleracién instanténea.

Tos resultados obtenidos pueden ser agrupados ahora en una
tabla en la cual se introducen nuevos simbolos por la siguiente razén.
Una velocidad es el incremento relativo de un desplazamiento y se
ha.ua «erivando el espacio con relacién al tiempo» y una aceleracién
es el incremento relativo de una velocidad y por lo tanto implica
una doble derivacion.
ds
at

" f . o dv ! ’
ficiente diferencial, de s con relacion a f, Fr es la primera derivada

Por esta razén mientras que — se llama la primera derivada o coe-

de v con relacién a ¢, y la segunda derivada de s con relacion a #.

ds dv d(ds , ,
Por lo tanto v = == (Zi_t) ) empleandose paraesta ul-
tima la notacién‘fii;la cual indica que se ha derivado dos veces s con

relacién a 2.
La tabla completa de los valores de la velocidad y de la acelera-
cién es la siguiente:

ds (95 dv %

s t s ot v=_é—t 60=6(E) ot a= i
o o —_ — — - — —
e . 4,9 I 4,9 “u T -y’
4,9 1 o o — 9,8 I 9,8
— | = | 147 1 14,7 il —
19,6 2 s = = 9,8 I 9,8
e - 24,5 I 24,5 — - i
44,1 3 — — — = — -~

El ejemplo siguiente se refiere a un caso similar que trataremos
por el método grifico.

Ejemplo 1. — Los experimentos hechos con una bola que rueda
sobre un plano inclinado han dado los siguientes resultados:

\ t (segundos) . o \ I ‘ 2 l 3

s (ems.) . . o ‘ 20

A
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Hay que trazar las curvas que den el espacio, la velocidad y la ace-
leracién para cualquier valor del tiempo, en el intervalo e itre o y 3 se-

dos.

Marcando los valores dados s vertical y ¢ horizontalmente, se obtiene

la curva «espacio-tiempo», que es una pardbola (fig. 1&.
Escogiendo dos puntos P y Q de la curva no muy d..tantes se
la cuerda PQ, la vertical QN y la horizontal PN.

traza

180
§ 150 /
§ 2
@
% ¥
3 )
% 120 07
?? @Rf/ //
-]
g o/
T % —
%
&
% 60
1 @ P N 1 Curva|de aceleracipnes
0t A <L
ol
// P
0 o{, il M R
0 05 10 5 20 &5 30
Vapres oel tempo
Fig. 1
g
Tenemos que la pendiente de la cuerda PQ es igual a SN

Ahora bien PN representa a 8§ puesto que efectivamente cons-
tituye un pequefio incremento al valor de # en el punto P; del mismo

modo ON = 3s,

asi pues, pendiente de la cuerda PQ :%

lo tanto la velocidad media viene medida por la pendiente de la

Pero g; es la velocidad media entre los tiempas OM y OR, por
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cuerda en cuestién. Si ahora hacemos tender Q hacia P la cuerda PQ
tiende a confunditse con la tangente en P y tomando Q muy pro-
ximo a P la cuerda PQ y la tangente en P se hacen practicamente
indistinguibles coincidiendo ambas rectas en el limite. Por lo tanto,

como la pendiente de la cuerda PQ da el valor de gy el valor li-

p 3s ds sy ;
mite de —es - , se deduce que la inclinacién de la tangente viene ex-

8t dt
presada porz—; ; pero la pendiente de la curva en un punto se de-

fine por la de su tangente en este punto y por lo tanto con esto
hemos desarrollado el principio més importante, esto es, que la de-
rivacion coincide con la determinacién de las pendientes de las
curvas.

(Indicaremos de paso que esto nos proporciona un buen ejemplo
en cuestion de limites, porque, siendo la pendiente de una curva o
la de su tangente el valor limite de la pendiente de la cuerda, esto es
el valor que resulta cuando los extremos de la cuerda coinciden, este

: : o .
valor no toma la forma indeterminada =, como podria suponerse a

primera vista, sino que tiene una representacién definida).

Asf la pendiente de la tangente en cualquier punto de la curva
espacio-tiempo mide el incremento relativo instantdneo del espacio
con relacién al tiempo para el instante considerado o, en otras pala-
bras, 1a velocidad en este instante.

Trazando tangentes a la curva en varios puntos y calculando las
pendientes se halla una serie de valores de la velocidad; estos valores
se marcan tomando como base el tiempo y se obtiene una nueva
curva cuyas ordenadas representan el valor de la velocidad en cada
instante y conocida por la denominacién de «curva de velocidades».
Como esta curva se obtiene por el calculo de las pendientes o incre-
mentos relativos se designa también con el nombre de curva de pen-
dientes o curva derivada, recibiendo la curva original, esto es, la de
espacio-tiempo la denominacion de curva primitiva. En nuestro caso
la curva de velocidades es una linea recta y por lo tanto su pendiente
es constante y tiene el valor 4o.

Por lo tanto la curva derivada, o sea la de aceleraciones es una
linea horizontal cuya ordenada es 4o.

Resultan asi las tres curvas, esto es, la curva primitiva o de es-
pacio-tiempo, la primera derivada o curva de velocidades y la se-
gunda derivada o curva de aceleraciones.

DERIVACION GRAFICA. — ILa construccién precisa de la curva
de pendientes es una operacién muy molesta porque el procedi-
miento que se acaba de describir requiere el trazado de un gran nu-
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mero de tangentes, el célculo de sus respectivas pendientes y la
representacion grafica de estos valores.
Hay sin embargo dos métodos grificos de derivaciéon que dan
resultados muy aproximados siempre que se utilicen cuidadosamente.
Método 1.° — (Véase fig. 2). Se divide la base en pequefios inter-
valos cuyas longitudes pueden ser desiguales, pero escogidos de tal
modo que las porciones de curva que unen los extremos de ordena-

Fig. 2. — Derivacion grafica, método 1.°

das consecutivas, trazadas por los puntos de divisién, sean en todo
lo posible lineas rectas. Asi, cuando la pendiente de la curva pri-
mitiva cambia rdpidamente, las ordenadas deben estar muy pré-
ximas y cuando la curva es recta en una gran longitud, las ordena-
das pueden estar situadas con mayor separaciéon FEscéjase ahora,
un polo P a la izquierda de una vertical OA, siendo la distancia OP
un n@imero entero de unidades con arreglo a la escala horizontal y
levantense las ordenadas en los puntos medios de todos los intervalos.

Por P se traza PA paralela a ab, primera porciéon de la curva y
luego por A la horizontal Ac hasta que encuentre en ¢ a la ordenada
media’ de la primera faja; dc mide entonces, en una cierta escala,
la pendiente de la cuerda ab y por lo tanto la de la tangente a la
curva primitiva en m, o sea, la pendiente media de la curva primi-
tiva entre @ y b con una cierta aproximacion
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Continuando el proceso trazando PM paralela a bl y la horizon-
tal Ms hasta encontrar en s a la ordenada media de la segunda faja,
tendremos que cs es una porcién de la curva derivada o de pen-
dientes.

Repitiendo las operaciones para todas las fajas y uniendo por
trazo continuo los puntos ¢, s, etc, se obtendra la curva derivada.

Indicando la escala de las pendientes a lo largo de un eje ver-
tical, el diagrama queda completo, siendo la escala de las pendientes
igual a la escala vertical primitiva dividida por la distancia polar
expresada en unidades horizontales.

Ejemplo — Si la escala original vertical es de 1 cm. =40 kg. X m.
y la escala horizontal es de I cm. =10 metros, entonces, si la distancia
polar p se toma igual a 2 cm. esto es, 20 unidades horizontales, la nueva.

40kg. X m.

=2 kg,
20 m. %

escala vert'cal o de las pendientes serd I cm. =
Demostracién de la construccién. — La pendiente de la curva pri-

mitiva en m = pendiente de la porcién ab=—f§=o—ﬁ=c§obien,la
ordenada cd, medida en la escala primitiva = p X la pendiente de
la curva en m. Por lo tanto, si la escala vertical original se divide
por p la ordenada dc, medida en la nueva escala, es igual a la pen-
diente de la curva en .

La gran desventaja de este método comsiste en el trazado de pa-
ralelas a lineas de pequefia longitud, pues un ligero erroren la po-
sicion de las plantillas puede ser aumentado extraordinariamente al
trazar las paralelas. Se necesita por lo tanto un cuidado extremo em
ol trazado. Obsérvese que este método de derivacién gréfica corres-
ponde al método de integracién grafica descrito en el capitulo VII,
parte I y tratado con gran detalle en el capitulo V de este volumen.

Método 2.° —Sea ABC (fig. 3) la curva primitiva.

Corramos la curva ABC hacia la derecha a una distancia hori-
zontal suficiente para que exista una diferencia bien definida entre
las curvas DEF y ABU; y sin que esta distancia horizontal A sea
muy.grende. Por los diversos puntos del eje horizontal OX tracense
ordenadas iguales a las diferencias entre las ordenadas de ambas.
curvas, considerando como minuendos de estas diferencias las orde-
nadas de la curva dada ABC; asi por ejemplo ab = a’b’. Unamos
los extremos de las ordenadas asi obtenidas, resultando la curva.

GbH y corramos ésta hacia la izquierda una distancia horizontal >

con cuya operacién obtendremos la curva MPN que es la curva de--
rivada de la primitiva ABC. Fl didgrama se completa trazando la
sscala de las pendientes que es la primitiva escala vertical dividida
por & (expresada en unidades horizontales).

Este método puede ser simplificado por el empleo de papel de:
calco milimetrado transparente, en efecto: Se coloca el papel sobre-
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el disgrama y se traza la curva ABC sobre €l; se corre después éste
cuidadosamente la distancia necesaria, esto es A; se toman las di-
versas diferencias de ordenadas entre las curvas, tales como a'b’.
Se llevan estas diferencias a partir de OX como base, pero sobre

ordenadas corridas de]g unidades hacia la izquierda con relacién

a las diferencias medidas anteriormente. Por ultimo, se traza la
curva por los puntos asf obtenidos que serd la curva de pendientes.
Ejemplos del empleo de estos dos métodos:

>

Fig. 3. — Derivaci6n grafica, método 2.°

Ejemplo 2. — La temperatura del devanado de un motor es medida
en varios instantes durante el paso de una fuerte corriente, obteniéndose
los siguientes resultados.

\Tiempo(minutos) o 5 | 1o 15 | 20 | 25 | 30 35 40 45 | 50 55 | 6o 65

Temperatura, C.¢ | 20 | 26 | 32,5 | 43 | 46 | 49 | 52,5| 54,5 | 56,5 | 58 | 59,5 | 61 | 61,7 62

Hay que trazar una curva que represente la variacion de la tempera-
tura y una que muestre la proporcion en que esta temperatura va au-
mentando en cada instante durante todo el periodo de 65 minutos. Se-
fialados lcs valores de la temperatura con relacién a una base de tiempo
obtenemos la curva primitiva de la figura 3a.

Para trazar la curva de pendientes dividimos primeramente la base
de tal molo que las porciones de la curva entre dos ordenadas consecu-
tivas tengan aproximadamente la misma inclinacion en toda su longitud,
o sea, que los elementos de la curva sean aproximadamente trozos de
lineas rectas. Asi en la figura no hay cambio apreciable de pendiente en-
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tre los puntos 4 y 4, o bien, @ y d. No es necesario trazar los ordenadas
por los puntos de divisién en toda su longitud puesto que lo tinico que
se precisa son las intersecciones con la curva primitiva.

Después se elige un polo P, 20 unidades horizontales a la izquierda
de A y se traza por P la linea PB paralela a la porcion Aa de la curva,
La horizontal B0 corta a la ordenada media de la_primera fajaen by b,
es un punto de la curva derivada o curva de pendientes.

Q\ 1
¥ T20
2. ]
3 .
s <
N 15 8
5 "N
& 8
W
fw ¥
S
&
g
05

Jiempo (minutos)
Fig. 3a. — Variacién de la temperatura del devanado de un motor

Repitiendo el proceso para la segunda faja, trazando PC paralela a ad
y Cc horizontal hasta encontrar a la ordenada media de la segunda faja
en ¢, obtendremos un segundo punto ¢ de la curva derivada. Uniendo
estos puntos obtendremos la curva de pendientes en cuestién, cuyas
ordenadas dan los incrementos relativos de la temperatura. Se observara
que este incremento va disminuyendo hasta los 65 minutos en que tiene
el valor cero, lo cual indica que al llegar a este punto las pérdidas por
radiacién comienzan a equilibrar al calentamiento debido al paso de
la corriente.

Como la distancia polar es de 20 unidades, la escala de pendientes sera

escala vertical original
e 20 J

en la figura la escala vertical original es 25 mm. — 20 unidades, la
escala de las pendientes sera de 25 mm. = 1 unidad, escala que esta
indicada a la derecha del diagrama, 5

Ejemplo 3. — Trazar la curva y = #2 cuando # variade o a 3, y em-
plear el método 2.° para obtener la curva detivada.
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Los valores de las ordenadas de la curva primitiva y = 2 son los
: siguientes.
x o 1 2 3
y o L | 4 9

con cuyos valores obtenemos la curva OAB de la figura 4.
Tomando %= o,5 unidades horizontales, corremos la cutva esta mag-
nitud con lo que obtenemos la curva CG. Las diferencias de ordenadas

9 y; 18
g /| e/
8 f 7 16
; // &
7 4 - 14
/
S / &
! § 2t
AR :
' Q 4 10 §
| Vi B
t, Q)
3 ’ I A . 8 =
i Y s
5] G
y_xz_ -..g....’-,’-— 'Q
3 | =1 &
‘ AN
e A :
| 7
| 3 /_-‘-:4'
4 H —— ':— 2
s
02 =P 0
0 05 1 15 2 75 X 3 35

Fig. 4. — Derivaciéon grifica

| entre estas curvas se toman a partir del eje de abscisas ox. Asi, cuando
| # = 3, la ordenada de la curva OAB es de g unidades y la de CGes 6,25,
de modo que la diferencia es 2,75 y ésta es la ordenada de la curva MN.

2 LT . : o
Corriendo ahora esta curva a la izquierda, una distancia = —’25 J-esto es,

0,25 unidades horizontales, obtendremos la verdadera curva derivada
| ODE, que es una linea recta, como podia esperarse, puesto que la curva
‘ primitiva es una parabola de segundo grado.

En lo que se refiere a la escala de pendientes, la nueva escala vertical
sera

__escala vertical antigua
= h

Rose, MATEMATICAS II. — 2
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y como h = 0,5, la nueva escala vertical, o escala de pendientes que se
emplea al medir ordenadas de la curva ODE, es dos veces la escala ver-
tical original.

La curva derivada suministra muchos datos referentes a la pri-
mitiva. Asi, cuando la ordenada de la curva derivada es cero, esto
es, cuando toca o corta el eje horizontal, la pendiente de la primi-
tiva es cero; pero si la pendiente es cero, la curva es horizontal. Asf
sucede cuando hay un méximo o un minimo. Por lo tanto a todo
mAximo o minimo en la curva primitiva corresponde en la derivada
una ordenada igual a cero (¥).

Igualmente, una ordenada positiva de la curva derivada supone
una pendiente positiva de la primitiva, lo cual indica que, en las
proximidades del punto considerado, la pendiente aumenta con la
abscisa. Del mismo modo una ordenada grande de la curva de pen-
dientes indica un cambio répido de la ordenada de la primitiva con
relacién a la abscisa.

Esta Gltima circunstancia sugiere otra atn mas importante.
Por un cuidadoso examen de la curva primitiva podemos ver lo que
estd pasando en cada instante, mientras que la curva de pendientes
nos lleva més alla y nos dice lo que probablemente sucederd. En rea-
lidad, el modo de variacién de una cantidad es frecuentemente de
mucha mayor importancia que el valor instantineo de la misma;
como aclaraciones de esta afirmacién presentamos los ejemplos si-
guientes, que muestran claramente nuestro aserto. .

Ejemplo 4. — La tabla siguiente da valores del desplazamiento de un
navio de guerra de 21 nudos y el peso de los elementos ofensivos y de-
fensivos a saber: armamento, blindajes y protecciéon. Con estos datos
hay que calcular los valores de Q (razon del armamento, etc., al desplaza-
miento) y ¢ (incremento relativo del armamento etc., con respecto al

desplazamiento) y finalmente =

Q

Desplazamiento P en } 8 . 6 3 Al
o] 00 | 30
toneladas......... 18000 | 20000 | 22000 | 24000 '2 000 | 280 3

Armamento, etc.  en

T I } 6880 | 7850| 8830| 9820 10810 1182012845

Tos valores de Q se hallan directamente por divisién y son los si-
guientes

(*) Esto no quiere decir que a todos los puntos de ordenada cero de la derivada
correspondan mAximos o minimos de la primitiva. Por ejemplo, un punto de inflexion
de tangente horizontal no es ni maximo ni minimo y sin embargo a €l corresponde
un punto de ordenada nula en la curva derivada. (N. del T).
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P 18000 | 20000 | 22000 | 24000 | 26000 | 28000 | 30000
—
Q 0,383 | 0,392 | 0,401 | 0,409 | 0,416 | 0,422 0,428

Los valores de ¢, 0 sea gf,, pueden ser hallados construyendo la curva

de pendientes (a) o tabulando las diferencias (b)

o
12000 |- )
11000 |- )
\ =
£
10000 |~
3
S Curva | derivada
I 0s
Y
$000 404
t
03 3
R
€200 do2 8
S
Ck
101
7000 / ; § l ; ; 0

20000 22000 24000 26000 28Q00 30600
Valores de P
Tlig. 5. — Desplazamiento y armamento de un buque de guerra

(@) Por construccion de la curva de pendientes. — Llevando los valores
de p sobre un eje vertical y los de P sobre un eje horizontal (fig. 5) re-
sulta que los puntos determinados estan aproximadamente en linea
recta, Por lo tanto, la curva de pendientes es una linea horizontal, cuya
ordenada en cualquier punto representa la pendiente de la curva primi-

H
tiva, Midiendo su valor resulta o0,498; es decir, el valor medio de gP entre

los limites considerados es 0,498. Este valor medio no da sin embargo
tantos datos para nuestros estudio como los diversos iv~rementos con-
siderados para cada variacion del desplazamiento.

(b) Tabulando las diferencias como en los ejemplos anteriores, ten-

dremos
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d
P » 8p £33 =Y ;fb
18000 6880 — — —
= ) 970 2000 0,485
20000 7850 — — —
— — 980 2000 0,490
22000 8830 - — —
— — 990 2000 0,495
24000 9820 - —- —
-— — 990 2000 0,495
26000 10810 — — —
— — 1010 2000 0,505
28000 11820 — — —
= — 1025 2000 0,5125
30000 12845 — — —

3
Ahora ﬁﬁ —incremento relativo del armamento con relacion al des-

plazamiento; cuando el desplazamiento aumenta se ve e1n la tabla que

esta relaciéon aumenta y entonces se presentan las siguientes preguntas.
¢Coincide este aumento con un aumento o una disminucion en los

valores de Q, y si es asi, cudles la relacion entre los dos incrementos?
Tabulando los valores correspondientes de g y de Oy calculando los

valores de% , obtenemos la siguiente tabla (los valores de Q para 19000,

21000 y etc., han sido hallados por puntos separadamente).

B 19000 21000 23000 25000 27000 29000
q 0,485 0,490 0,495 0,495 0,505 | 0,5125
Q 0,387 0,396 0,405 0,412 0,419 0,426
% 1,253 1,236 1,223 1,202 1,203 1,204

Examinando la tabla se puede ver que la fraccién é— decrece cuando

los navios se hacen mayores. En otras palabras, mientras que el arma-
mento aumenta con el desplazamiento, el aumento no es tan grande
como debiera corresponder al tamafio del buque, puesto que el peso de la
maquinaria necesaria es mayor en proporcion al peso del armamento y
proteccién en los barcos grandes que en los pequefios.
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Por lo tanto, en igualdad de las demas condiciones, mas alld de cierto
punto, es mejor confiar en un mayor nimero de buques que en unos
pocos de gran tamafio.

Ejemplo 5. — Friend da las siguientes cifras como resultado de prue-
bas sobre placas de hierro expuestas a la accion del aire y del agua. Las
placas originales pesaban aproximadamente 2,5 y 3 grs.

Representando los valores correspondientes se obtienen las curvas
de la corrosién en los dos casos. Veamos los resultados

Tiempo en dfas. ..... 2 7 13 19 26 32 37

A la luz. Pérdida de }

peso en grs 0,0048 0,031 [0,0645 0,08 0,093 |0,126 | —

En la oscuridad. Pér-}

' 8
dida en grs..... .. 0,0032‘0,020 0,037 0,058 |0,0674 0,0816

Las dos series de valores se han representado en la figura 6, siendo las
respectivas curvas, LLL para las placas expuestas a la luz y DDD para
las placas en la obscuridad. El efecto de la accién de la luz se ve muy

0,0916

0.13.[ 0026 .g
02 /7 0024 §
o1 2022 é
% 010 L W o
go.os /,/ - ) /ﬂwa %
Q08 2 W o
g (= L
L = g
& Q07 -~ 014

3 D/(é'
N o) Q012 E
8 & S
% = y 2010 %
qt\) 004 74 Va 0008 §
oy ] 0 ly ]
Q08 7\ 7 00069

4
Qo2 / =7 ,/ 004 %
//r "F‘:b“ z / _ﬁ{—

201 4 Q002 g
]
0 ,éf 0o N

0 5 10 15 20 25 30 35
]}ezn,oa en aas

Fig. 6. — Ensayos sobre corrosién de placas de hierro
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claramente al examinar estas curvas. Se han trazado luego las curvas de
pendientes para los dos casos empleando el método 2.9, pero no se se-
tialan las construcciones auxiliares. La curva /// es la de la pendiente de
LLL y la ddd la de la curva DDD.

Se observara que en los dos casos el incremento relativo de la pérdida
es mayor al comienzo y disminuye hasta un valor minimo después de
veinte dias de exposicion en el caso de la curva /il y después de veinti-
cinco dias en el caso de la curva ddd.

Después de alcanzar estos minimos los incrementos se hacen mas
rapidos, siendo este efecto atin mas marcado para los placas expuestas
a la luz; y en estas condiciones la curva //l ensetia que la accién corrosiva
es una cuestion seria ya que se ve que el incremento de la pérdida aumenta
constantemente.

Constituyen una demostracién excelente de la utilidad de las
curvas de pendientes, las curvas de enfriamiento de los metales.
En los primeros tiempos de la investigacién en esta rama de la cien-
cia, solamente se trazaba la curva del enfriamiento, esto es, se re-
presentaban las temperaturas tomando como base el tiempo. Sin
embargo, ulteriores investigaciones han mostrado que son nece-
sarias otras tres curvas, esto es, una curva de incrementos inversos,
una curva de diferencias y una curva derivada de las diferencias.
Ias ordenadas correspondientes son:

(@) Temperatura (8) —tiempo (f); ¢ horizontal y 6 vertical.
dt
a9
obtener esta curva de la curva (a), hay que calcular cuidado-
samente las pendientes y hay que tener en cuenta que éstas son
pendientes con relacién al eje vertical y no al horizontal, esto es,
dt do
IR T

(c) 8 vertical y 8 — 0;, horizontal siendo 6 — 6, la diferencia
de temperatura entre la muestra y un cuerpo neutro que se eniria
bajo las mismas condiciones.

(@) 0 vertical y 4 -;Pl)

curva la de incrementos inversos de la (c).

(b) Curva de incrementos inversos: - horizontal y 6 vertical. Para

horizontal; siendo por lo tanto esta

Ejercicios 1. — Sobre incrementos relativos y curvas derivadas.

ds
dt
to y t el tiempo)? Tomense algunas cifras para ilustrar la respuesta.

3 .
1. ¢Que representan las fracciones -s—i y = (siendo s un deplazamien-

5
2. Esplicar el significado de 5 ¥ ‘Z—j por medio de un grafico.
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3. Cuando una armadura gira en un campo magnético la F.E.M.
?roducida depende de la proporcion en que son cortadas las lineas de
uerza. Expresar esta afirmacion en forma abreviada.

4. En una corriente variable, el voltaje V es igual a la resistencia R
multiplicada por la corriente I mas la autoinductancia I, multiplicada
por el incremento relativo de la corriente con relacion al tiempo. Expré-
sese esta relacion en forma simbolica.

5. Enun cierto momento un determinado cuerpo se halla a 45,3 cms.
de distancia de un punto fijo; 2,14 segundos después estd a 21,7 cms. del
mismo, Hallar la velocidad media durante este movimiento y determinar
fl} qué momento darfa probablemente el resultado la velocidad instan-

dnea.

6. A 3 metros del extremo de una viga el momento de flexion es de
5 toneladas X m.

A 3,208 m. del mismo tiene por valor 5,07 tons. xm. Si el esfuerzo coz-
tante se mide por el incremento relativo del momento de flexion, deter-
minar cudl es el esfuerzo cortante medio entre estos puntos.

3

7. Tabular los valores de g= % para el siguiente caso en que las ci-

fras se refieren a una buque de guerra de 23 nudos.

P | 18000 | 20000 | 22000 | 24000 | 26000 | 28000 | 30000 | 32000

p| 6170 | 7080 | 8000 | 8930 | 98go | 10855 | 11820 | 12810

8. Tabular los valores de L para el caso de un buque de guerra de
25 nudos, partiendo de las cifras siguientes.

24000 | 26000 | 28000 | 30000

P | 18000 | 20000 | 22000 32000

7790 | 8660 | 9550 | 10460

1

P | 5210 6050 6910 11370

KPS
9= 5p’ Q—l—;-

9. Tabular los valores de la velocidad y la aceleracion para el si-
guiente caso.

Espacios en metros...| 1|24 |44| 676 | 11,2 | 156 | 20,4

Tiempos en segundos..| 0,2 (0,4 |0,6 | 0,7 |0,8 | 1,0 £5 1,4

10. Trazar la curva espacio-tiempo para las cifras dadas en el
problema g y obtener por derivacién gréfica la curva de velocidades y
la de aceleraciones.
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11. Trazar las curvas ¥ = 0,5 #% desde ¥ = —2 a ¥ = + 4 é igual-
mente la curva derivada ¢ Cual es la ordenada de esta tiltima para ¥ = 1,94?

12. Dadas las siguientes cifras para las temperaturas medias del
afio (la media durante 50 afios), trazar una curva que exprese los incre-
mentos relativos de la temperatura y determinar en qué estaciones
del afio son més rapidos en ambos sentidos.

Tiempo (intervalos de } de mes)| o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |

Temperatura. ...ooeeeecsssss 38,6| 37,9 | 38,4 | 39,8 | 38,5 | 30,5 | 40,3 | 40,7 | 41,5 | 45,5 | 45,5

I 12 13 14 15 16 17 18 19 20 2% 22 23 24

48,5 49,3| 52 | 55 | 57,2| 58,4 | 60,5 | 61,4 | 62,5 | 62,9 | 62,2 | 62,5 | 61,1 | 59,8

25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30 | 31 | 32 | 33 | 34 | 35 | 36

58,2 | 55,8 | 54,2 | 51 | 48,8 | 46,8 | 43.5 | 42,1 | 40,0 | 39,8 | 38,8 | 38,6

13. s es el desplazamiento de un tranvia a partir de un punto fijo
en ¢ segundos. Trazar las curvas del espacio velocidad y aceleracion con
relacion al tiempo.

(o] I 2

34‘567‘8910

siilto T3 3,6‘7,0 I1,3

16,6 | 23,0 30,3}38,6 48,0 | 58,3

Indicar con precisién las escalas.

14. La tabla siguiente da las temperaturas de un cuerpo durante
su enfriamiento. Dibujar la curva con los valores dados y obtener de
ellos por derivacién, la curva de los incrementos relativos del enfriamiento.
¢Qué deducciones se pueden hacer de la curva final?

Tiempo (minutos)| o I 2| 3| 4/|s5 6l | 7« 8 |[Te

Temperatura ....| 58 | 57 |56,5/54,5|53,5(52,5|555| 5I | 50 | 49

1o/ f x| 2 | 33 | T4 | 15 | 16 | 17 | 38 | 19

48,5| 48 | 47 |46,5| 46 (455| 45 | 44 |43,5| 43 |




s
r
4

INTRODUCCION AL CALCULO DIFERENCIAL 25

15. Las siguientes cifras dan el momento de flexion en varios puntos
a lo largo de una viga apoyada en los dos extremos y cargada uniforme-
mente. Trazar la curva de los momentos de flexion y por derivacion gra-
fica obtener las curvas del esfuerzo cortante y de las cargas.

Indicar claramente las escalas y hallar el valor de la carga por metro
lineal.

Distancia en metros a }
o]

partir de un extremo 2| 4| 6| 8|10|12|14 |16 |18 |20

3,5(6,3/84|9,6(10|9,6|84[6,3|3,5| 0

Momento de flexién}
en toneladas metro | | ©

16. Tomando valores de 0 en la proximidad de 15° hallar el incre-
mento relativo instantineo de sen 0 con relacién a 6 (0 expresado en
radianes). Comparar el resultado con el valor de cos 15.° (En qué forma
general puede ser expresado el resultado?

17. Siendo el esfuerzo cortante en varios puntos de una viga, los
que se indican, trazar la curva de las cargas (esto es, la curva derivada)
y hallar el valor de la carga 4 3,5 ms. del extremo izquierdo.

DIStancIaiefl M8, . aissisi s slejaia o 1 2 3 4 I 6

“ Esfuerzo cortante en tons...... | o | 0,1 0,3

0,6‘ I 1,5 2,¥

18. La ecuacion siguiente expresa el valor de una F.E.M.
E = 150 sen 314 ¢ + 50 sen 942 #.

Obtener por derivacion grafica la forma sinusoidal de la corriente
que dicha ¥.E.M. har4 pasar por un condensador de 20 microfaradios,
de capacidad, suponiendo que la pérdida del condensador sea despre-
ciable.

La formula es I = Cl—??,

19. Si la cantidad de movimiento es el producto de la velocidad
por la masa y la fuerza se define como el incremento relativo de la can-
tidad de movimiento con relacion al tiempo, demostrar que la fuerza esta
expresada por el producto de la masa por la aceleracién.

en que I es la corriente y C la capacidad.

20. Las cifras siguientes expresan las velocidades aproximadas de
una locomotora que corre por una via no muy a nivel. Trazar la curva de
aceleraciones

Tiempo (min. y seg.) .....| o | 1,0 14,26 | 16,35 | 20,52 | 23,10

2,15 ‘ 6,15 | 9,22 | 11,45

18,2 | 22,8 | 25,5 28 29,2 | 28,6 | 26,1

Velocidad (Kms. por hora)| o 6 \ 10
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21. Tomando las siguientes cifras referentes al CO, para uso de una
maquina refrigerante, trazar la curva de los incrementos y hallar el valor

de % para t =—%°8 C.

—3,9|— LI+ L,7|+ 4,4

A o T T ..—20,6—17,5)—15\—12.2 —9,4\—6,7\

24

p Kgs/cms.2...... 20,4 | 22 26 | 28 |30,232,5| 35 |37,6|40,5

22. El peso de una muestra de hierro colado fué medido después de
haberlo calentado varias veces con los siguientes resultados; el aumento
de peso es debido a los gases exteriores a la mufla.

N."devecesquesehamlentadol o 3 6 : od 22 23 24 25
|

PO n s arh rbies o osbeies veeis 146,88| 146,04 | 147,04 | 147,54 | 148,02 | 148,11 | 148,27 | 148,36
|

26 27 30 35 39 45

148,46 | 148,61 149.18‘xs0.49 152,36 | 156,44

Trazar la curva que representa esta tabla de valores y construir la
de los incrementos.

23. Las cifrasde la tabla siguiente son las lecturas de la temperatura
de una muestra de acero, durante el enfriamjento. Representar estos dos
valores tomando los tiempos en el eje horizontal y de ella deducir la curva

3 g d
de los incrementos inversos, esto es la curva en que los valores de Zi_é

se sittian horizontalmente y las temperaturas a lo largo del eje vertical.

Tiempo (f) en segundos..| 75 | 90 | 105 [I120| I35 150 | 165 | 180 | 195 | 210 | 225

Temperatura en C° (()).| 850| 848 | 844,7 | 842 | 839,5 | 838,5 | 838,2 | 838,r | 838 | 837,9 | 837,5

240|255 | 270| 285| 292,5| 300 | 315 | 330 | 345 | 360 | 367,5]|375|390| 405

823,3 | 822,2 | 821,7 | 821.5 | 821,3 | 821,x| 8x9 | 815813 8r1,6

836}833 829 | 825




CAPITULO IT

DERIVACION DE FUNCIONES

DERIVACION DE ax7, — Se ha dicho ya en el capitulo I como
se pueden relacionar entre si las variaciones de dos cantidades y
hallar por lo tanto el incremento con que una varfa en relacién con
la otra en cada momento, cuando se conocen varias series de valo-
res de las dos variables. En gran ntimero de casos, sin embargo, las
dos cantidades estan relacionadas por una ecuacién, indicando que
la una depende de la otra, o bien, en otras palabras, que la una es
funcién de la otra. Asi, si y = 543, y tiene un valor determinado para
cada valor que se dé a x, y este hecho se expresa en la forma abre-
viada y = f(x). Igualmente si z= 172"y —4xy® + 5 L.n. y, en la
que % e y varian, z depende de los valores que se den a ¥ yay, o
sea z = f(xy).

Para derivar una funcién no es necesario calcular una serie de
valores de » y de y para después hacer con ellos lo mismo quese hizo
con los valores indicados en el capftulo anterior. Esto originarfa una
gran pérdida de tiempo y no daria resultados exactos. Por el con-
trario se puede obtener una serie de reglas deducidas de los prime-
ros principios que permiten la derivacion de las funciones sin tener
que recurrir a tablas ni al auxilio de graficos.

Comenzaremos por desarrollar la primera de las reglas del célculo
diferencial v nos ocuparemos de la funcién y = ax” considerando pri-
mero el caso y = 3. Nuestro problema se reduce a encontrar el modo
de variar y con relacién a x cuando ambas cantidades (y variable
dependiente y x variable independiente) estan unidas por la ecua-
cion y = 48,

El incremento relativo de ¥ con relacién a x estd dado por el va-

d
lor de d—i que se escribe a veces Dy, cuando estd bien explicito que

la derivacién se hace con relacién a x, teniendo el operador D mu-
chas e importantes propiedades como se vera més adelante.
df(x)

Si se expresa la funcién por f(x), % se escribe a menudo o

() % Dy, 6%:) o f'(x) se llama la derivada o el coeficiente diferen-
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cial de y con relacién a x. El significado completo del ultimo de
estos términos se expondra en el capitulo IIL

Deseamos hallar una regla que nos dé el incremento relativo ins-
tantaneo de y con relacion a x, cuando y = %8, vy que esta regla sirva
para todos los valores de . Del mismo modo que anteriormente, el
incremento relativo instantineo tiene que ser determinado como
valor limite del incremento relativo medio.

Supongamos ahora que x varia en la cantidad 8x, de modo que
el nuevo valor de x es % + 8%; ¥, al depender de #, tiene que variar
también adquiriendo un nuevo valor y + 3y, ahora, como la rela-
cién que une x con y es y = #%, tendremos para todos los valores de x
(nuevo valor de y) = (nuevo valor de x)°

0 sea: y 4 8y = (x + 3%)% = x® +- 327 8% + 3% (3%)2 + (3%)® (1)
pero D PR R Lt L L (2)

Luego, restando miembro a miembro (2) de (1):
y + 8y —y = 3x%-8% + 3% (3%)> + (5%)3
8y = 3#2-8x + 3% (3x)* + (3%)%
Dividiendo por 8x

3y = 0
= = X 8% o
ox 342 4 3%-8x + (3%)

Con esto hemos encontrado el valor medio del incremento rela-
tivo correspondiente a un pequefio intervalo 3x, y para deducir el
incremento instanténeo hay que reducir el intervalo indefinidamente.

Hagamos 3x = 0,00I; y se tendra:

z%:. = 3%% + 3% 0,00I + €,000001

= 342 + 0,003% -+ 0,000001
mientras que si 8% = 0°0000T

3
8_3;: = 342 + 3x X 0,0000I - 0,0000000001T. (3)

Es evidente que si reducimos aun mids el intervalo 8x, el 2.°
y 3.° términos de (3) podréan despreciarse practicamente en compa-
racién con el primero. En el limite por lo tanto, el segundo miembro
se convierte en 3x? y de consiguiente:

Q: LSS’___s__;Z
dx 8x e

dx—0

¥
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. dx3
o bien — =342
dx 3

Esta relacién puede ser interpretada graficamente del siguiente
modo. Trazando la curva y = 43 y después la curva de pendientes
por cualquiera de los métodos del capitulo I, se hallara que la ecua-
cion de esta dltima es precisamente y = 332

Las dos curvas se han trazado en la figura 7.

J )

y /

S, B

S T -
/73 VA l :
ngente @ RCYZ(’V& ;

ol Pm&igz a2re o =% / i

24 _
P e[)! =Q-;.‘—429 l

b2 o

4
: Curve {ilﬁwgz%tm:/ i
// V8 [PrUTILI

/ v
0/4/
0 1 2 3 4
ax

. Tig. 7. — Curva primiliva y curva de pendientes

Ejemplo 1. Hallar la pendiente de la curva y = #® para » = 4.

i = ._j.} -—._.d_3 = 3
La pendlente de la curva = 5 T
1 dy_ j e
y s1 ¥ =4 ‘7-—3><4—48.

Lo cual significa que en la proximidad de ¥ = 4, la ordenada de la
curva y = #° varfa 48 veces mas deprisa que la abscisa, circunstancia
«que se puede ver en la figura.
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. Y dxt daxs
Del mismo modo se encontraria que i 423 y s 5%4, (acon~
% x

sejamos al lector compruebe los resultados por si mismo).
Poniendo estas relaciones en otra forma, tenemos:

3
24

%; = 4x8 = gat1
5

(_% . 5x4 — 5\75_1

Observamos que en todos estos casos los resultados toman la
forma
ax"
— = pa™ L,
dx
Por lo tanto los tres casos considerados sugieren una regla ge-
neral, pero serfa naturalmente aventurado aceptarla como regla

cierta sin una demostracién més rigurosa que a continuacioén expo-
nemos.

Demostracion de la regla:
ax"

=gt
dx

Supongamos y = %", siendo esta relacién vélida para todos los:
SRIOTES (A s fi 51 Sivrin. oo @ aliia ook st sl oo s g 5100 6 075 (0 05600 e 8 seelos (x)

Si hacemos variar x hasta adquirir el valor x 4 8%, y toma el
nuevo valor y + 8y: de (1) deducimos que

y + 8y = (x 4 3x)".

Desarrollando (x + 8x)" por el teorema del binomio (véase pé-
gina 559, tomo I)

Yy + 8y = x" + na"18x + n____(nl— I)%"‘2(8%)2
n-(n_— 1) (t_z) n-3(34)3 S\
S 2"3(3x)% 4. ..., -+ (8x) (2)
Restando (1) de (2)
3y = nax"18x 4 rir;_;—l) x"-2(3x)% + 11(%; 11; (ﬂn_—_z) x"3(8x)3.. (8x)"
a 0
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dividiendo por 8x,

x"-3(8%)% + térmi-

By s D st B 1) (s — 2)
s * 1,2 &) 1.2.3

nos en (3x)® y potencias mas elevadas de 3x.

Hagamos decrecer continuamente 8x; como quiera que 3x es
factor del segundo término y de todos los sucesivos, los valores de
estos términos pueden hacerse todo lo pequefios que se quiera, dis-
minuyendo el valor de &x.

b

Por lo tanto —nxt-1
8x
. - dy £)
o bien, en el limite, — = & _
ax 3x
dx—ro

Podemos pues establecer la primera regla de derivacién de fun-
ciones, que es

dx”

—— =t
dx

es decir, la derivacién rebaja el exponente de la potencia en una
unidad, pero la nueva potencia tiene que ser multiplicada por el
primitivo exponente.

Ia razén de la existencia del factor # puede comprenderse facil-
mente teniendo en cuenta que cuanto mayor sea #, mayor es la
pendiente de la curva primitiva y por lo tanto el incremento de y
con relacién a x. El exponente #, determina realmente la pendiente
de la curva primitiva (véase parte I, pag. 413),y por lo tanto, es
factor importante en la derivacién, ya que esta operacion es la que
da la ecuacion de la curva de pendientes.

Para generalizar completamente la regla, tengamos en cuenta
la existencia del coeficiente a en ax”.

Se comprende facilmente que si hemos trazado la curva y = 45,
la curva ¥ = 448 serd la misma anterior modificada simplemente mul-
tiplicando la escala vertical por 4. Por lo tanto, al medir la pendiente
de la curva, el incremento vertical serd 4 veces mayor para la curva
y = 44% que para la curva y = 23, con tal que se tomen los mismos
incrementos horizontales.

Ahora bien, la pendiente de la curva y = 4® estd dada por la
ecuacién

Q — 3x2
dx



32 MATEMATICAS PARA INGENIEROS
por lo tanto la de la curva y = 44 vendra dada por

t-‘g = ant— 1o

En otras palabras, el factor constante 4 se conserva como fac-
tor en la derivacién. Siendo esto también cierto para cualquier otro
factor constante,

d
— ax" = nax"1.
dx

Es decir, un factor constante antes de la derivacién, sigue siendo
lo propio después de dicha operacién.
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Fig. 8

Podemos abordar la derivacién de un polinomio discutiendo el
caso simple y = 5x% + 17 (un binomio o expresién de dos términos).
Las curvas y = 5x% 9y = 542 + 17, han sido trazacas en la figura 8
en la cual se ve que la tltima curva no es mdis que la prime:a des-
plazada verticalmente en una cantidad igual a 17 unidades verti-
cales, es decir, las dos curvas tienen idéntica forma y por lo tanto
sus pendientes en puntos correspondientes son iguales. En conse-
cuencia, si trazamos una tangente a cada curva en el punto de ab-
cisa x = 2,5 la pendiente de ambas tangentes viene medida pox

2 : B 2o nh
—I—S-, es decir, 25. Vemos por lo tanto en la figura 8 que el término 17

no altera para nada la pendiente.
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Por lo tanto: g xA= 4 (342 4+ 1
P ot = (5 + 1))
Ahora bien, derivando 5% + 17, término a término, tendremos
d d d d
= (=2 R AN s e W
7z (5% T 17) = -5+ 17 P +o

L
dex

puesto que siendo 17 constante, e independiente en absoluto de ,
st incremento relativo es cero,

Se ve en este ejemplo que es un procedimiento perfectamente
logico derivar término a término y sumar después los resultados, y
el método puede aplicarse del mismo modo a expresiones de cual-
quier nfimero de términos.

4 (ax” 4 ba™1 - cx™2 +. .. .d)

dx

=nax" 4+ bm—1)a"2+c(n—2"3 ...,

De aqui

., d
y también — (ax® + b) = nax"-,
dx
Apliquemos ahara estas reglas a varios ejemplos numéricos:

Ejemplo 2. Derivar con respecto a » la funciéon

or'® 4 4 4 24%5,
S 1.6 0,5y __ 1,8 & a 0.5
77\ 4t ) =0t Loy + 2
= (9 X 1,64"%) 4+ 0 + (2 X 0,5%7%5)
= 14,4%"% 4 279 o bien 14,44"% 4 _I_
Va
1

3, hallar el valor de 24
x dx

Ejemplo 3. Siy =0,8 X
B X % i =15
¥y=08xX \/ =08 X— =0,8% * o bien, 0,847%
% %2
de modo que comparando con la expresion general
a =0,8 n=—1I5.
por lo tanto,

RosE, MATEMATICAS 11, —3
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ay 1,2
-1,5-1 ~2.5 ; 2,
e L5 X 0,8 = —1I,2% o bien ]

Ejemplo 4. Dada la ecuacion pv™#* = C, que representala expan-

sién adiabatica del aire, hallar Z—f
Se trata de derivar p con relacién a v. y antes de esto, expresaremos £
en funcion de v.

Tenemos pvt4t — C, de modo que p = ',,_1CT1 — QyrLar,

ap _d
De aqui e

o Coi8l — C x —1,4107%41 = — 1, 41Cy~ 24

y este resultado puede expresarse en funcion de p y v, escribiendo e
vez de C su valor pobit,

d p
Asi: E% = — 1,41 X poMl X 24l — 1 g1pyl= __l;:'lI_P.

Ejemplo 5. — La férmula que da la resistencia eléctrica de una cierta
longitud de alambre a la temperatura de t° C, es

R; = Ro(1 + of)

en que R, es la resistencia a o° C. Hallar el aumento de la resistencia
por cada grado de aumento en la temperatura y por ohmiode resistencia
inicial; deducir de aqui una interpretacién de «.

El problema puede abordarse desde dos puntos de vista:

a) Segin los principios preliminares.
Rl = Ro(l + ai) == Ro -l— Rodt
R[ . Ro = Roat.
esto es, aumento de la resistencia para 70 C. = Ryut

» # » » 10C. = Roat

= Rod )
y como éste es el aumento de la resistencia para la resistencia inicial R,
se deduce que el aumento de la resistencia para 1°C. por ohmio de resis-

N A R
tencia inicial es - "~ = a.
RO

b) Por derivacion.
R,
dat

a
=7 (R, + Ryat)
=0 + Ry = Ry

Incremento relativo de R, con relacién a ¢ =
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y por lo tanto el incremento de la resistencia para 1°C por ohmio de
resistencia inicial es a.

El simbolo « es por lo tanto el « coeficiente de temperatura», siendo
su valor numérico para metales puros de 0,0038.

Ejemplo 6. — Hallar el valor de %(45‘—% + 65t — 1,84),

Escribamos la expresion en la siguiente forma 4s* — 3572 4 65%5— 1,84

Tendremos:
:s (45t — 3572+ 65" —1,8%) =4 X 45— (3 X —257%) + (6 X 0,557%8) —o
= 16% + 657° + 35708

6 3
- 3 — =
= 165% - F e

2-f n-1
Ejemplo 7. — Dada la relacién » = a» (1 —a_n') que es una for-
mula referente a la salida de un gas por un orificio, hallar la expresitn
a dx
e d_ll +
2 n-1
La expresion aﬂ(x —a n ) es un producto de funciones de la va-

riable independiente (en este caso a) y no puede ser derivada como tal
producto con nuestros conocimientos actuales. Queda, sin embargo,
eliminada la dificultad efectuando el producto indicado.

En efecto:
2 n-=1 2 _2 n+1
x—qt—a B n—gh—g N
2 n+1
dy d ( = = )
—=—(a"—gq
da da
2 n+1
L2 gont phy K
n n

2-n 1
=]I,(2..1 # —(n+1)a")

Ejemplo 8. — Determinar el valor de

i(17m""’5 —0,45m™ 4 11 4 2,4m432)
dm smA2 J
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Para evitar el cociente de funciones de m dividimos cada término
por 5m*3? y tendremos la expresion
17mO75  0,45m%88 1T 2,4mb32

1.32

=3},‘24‘32_" 5m 57”4.32 ?m
=3,4m™%57 —0,09m®% 4 2,2m™432 + 0,48
a =
7. (de la expresion) =(3,4 X — 3,577 ) — (0,09 X 5,54m*%
+(2,2 X — 4,320759% 4 o)

= — 12,14m" 7 —0,499m*>* —9,50m7532

—_(12,14_*_ 0,499}’24,54_!_9:59)

PR 735,32

Demostracién de la construccion de la curva de pendientes dada en

la pdgina 14.

Nos ocuparemos primero del caso particular en que la ecuacion
de la curva primitiva es y = %2

Refiriéndonos a la figura 4, la ecuacién de la curva OAB es e
la ecuacién de la curva CG es y, = (x —h)? = 2® + h* — 2xh.

Por lo tanto las diferencias de las ordenadas de ambas curvas

seran:
= a2 — a2 —h? -+ 240
= oxh — h?

de modo que la ecuacién de la curva MN es
yg == 258 — W?
Ahora bien, la curva ODE es la curva MN corrida hacia la iz-

quierda-una distancia igual a 5 unidades horizontalmente, y por lo
h
tanto su ecuacién es y3 = 2 (x + é)h — &%, puesto que en vez de x
. I
tenemos que escribir (x + ;L)

Por lo tanto la ecuacién de la curva ODE es

vy = 2%h
Yo _
o Pt

si hacemos pues YV = y" ¥ = 2%
2




w

DERIVACION DE FUNCIONES 37

o lo que es lo mismo, la ecuacién de la curva ODE es la de pen-
dientes de la curva y = &2 con tal que las ordenadas sean leidas a
una cierta escala que es la primitiva escala vertical dividida por A
expresada en unidades horizontales.

Tenemos por lo tanto que la curva ODE es la curva de pendien-
tes de la curva OAB.

Antes de discutir el caso general, tomemos el caso de la curva
primitiva y = #8.

Si corremos la curva hacia la derecha una distancia %, la ecua-
cién de la curva nueva es

Yy = (x —B?
y la ecuacién de la curva que da las diferencias de las ordenadas es

Yo=9—y = x5 — (x —h)® =23 — a8 + 3x2%h — 3%k + i3
= 3x%h — 3xh% + K3

Corriendo la curva — unidades a la izquierda se dbtiene su ecua-

=

cién escribiendo (x -+ = en vez de x, resultando

y

e

Ii\? Y/
= Sie Sl s ) p2 o g8
3(x ! 2); 3(x+2)z i/
73 73
=3x2h—i—3—‘:—+3h’x— 3xh2—3;—+h3

h3
= 3x%h 4 —
4

Dividiendo por 7

Yol apt ¥
7 3% + 4
o bien,
h?
V=g
4

: : v h?
Ahora bien, si tomamos % suficientemente pequefio, 7 es des-

preciable en comparacién con 342 y tendremos por lo tanto comg
ecuacion de la curva resultante V = 3x2 que coincide con la de la
curva derivada y = 32, considerando las ordenadas medidas en la
escala primitiva dividida por A.
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Estudiemos aliora el caso de la primitiva y = " Adaptando la
notacion anterior tendremos,

Y= @—n"
Yo=y— Y =a"—(x—h)"=2"— (x"— nx"h 4 '—L@I;) AR —. )
nn

— T
= nx"1h — — 2——) xn2h2 -,

Escribamos ahora (x -+ Z) en vez de x y tendremos
et n(n —1) AN
ys—-n(x—l--z) h— (x—f—;) I AN
nin — 1) (h — 2)
=+ 2 8

_n(n— 1) (n—z)x

A

]

= nx™1 + términos que contienen el factor 4.

Por lo tanto si % es suficientemente pequefio

/
Y =2 = g,
h

Ejercicios 2. — Sobre la derivacién de las potencias de la variable
independiente

1. Hallar, aplicando los principios preliminares, el coeficiente dife-
rencial de #%.

2. Halla la pendiente de la curvay = % para x = 0,5

(@) Por medicién ordinaria, (b) por derivacion.

3. La sensibilidad de un regulador estd medida por el cambio de
altura correspondiente al cambio de velocidad expresada en una fraccion
de la velocidad. Asi, si  y v representan la altura y la velocidad, la sensi-

bilidad = dbh : d_v
- v

Si la zltura es inversamente proporcional al cuadrado de la velocidad,
hallar una expresién para el valor de la sensibilidad.
Derivar con relacion a # las funciones de los ejercicios 4 a 15.
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4. 337 5. i—% 6=" B, s 083 7. 192V 8. 4%:%1%-
8x4,18 T ;, (x%7)29
ey TR L S (715 2. £5.
e an o S 14, oysd 15, _8atbt™
13. 15% 16x 22 + 87. gyse, 5. Py
dp 1,3
16. Hallar el valor de = cuando pv'? = 570 y v = 28,1.
d (1,170°—20% — 30%72 77004 | 24
~17. Hallar el valor de E}( gobis )
18. Si W = —15 + 14 T —o0,0068 T2 hallar el valor del incre-
mento de E on relac1on a T cuando T vale’ 240.
dH H
19. Calcular el valor de - a0 la formula e i + Ypr

cuando pv® =Cy y =1,4.
20. Hallarla velocidad de descarga ( ) deaire a través de un orificio
de un depésito (siendo la presion de 4 Kgs/cm.?) con los siguientes datos

pV = mRT; R = 29,27; V = 1,350; T = 300

Tiempo en segundos (f) .ccc...oune. ‘ 0 ' 60 135 | 255 | 315

Presion en kgs./cm.® (P) «v.oeeen.. ‘ 6,3 | 4,5 3,0 1,5 1

Nota — Representar los valores de p, en funcién de los de ¢ y hallar

ap
U para p = 4.

21. Si P es el desplazamiento en peso de un buque.
p el peso de los elementos ofensivos y defensivos

=aP + pph + 2.
Hallar el incremento del armamento y de la proteccion en relaciéon
con el incremento del desplazamiento.

: _W(l—x)”y( Y\ ®wly —=x)° aMm - .
22. 51 M = = 14+ l) = hallar T siendo / e y

constantes.

23. 51 M = “y (12 — 4y?) hallar el valor de y para el cual %]5\;{ = 0.
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2 -2 -
24, SiS— g{w—”—}, Yatiele el valon de 15
2 ! y dx

25. Hallar el valor de % para el cual %:; = o, cuando

_ferfifrr, a,
~ 2Eh {4+4+d

(h es la altura de una viga Warren y el valor que se halla serd la
altura para la maxima rigidez).
ap

26. Sipi= %—A Y g= ;B; + A, hallar el valor de " expresado en

funcion de pg q.
(Este problema se refiere a los esfuerzos en una gruesa esfera siendo
p la presion radial y ¢ la tension).

27. En un cierto vapor la relacion entre la temperatura absoluta T
y la presion absoluta Z esta dada por la ecuaciéon T = 150pt + 258 v
el calor latente I esta dado por I = 795 —o0,5 T. Hallar el volumen
en m.? por kg. del vapor, cuando la presion absoluta es de 5,67 kg. por cm.?
partiendo de la féormula

sl o 8L "
PSS = 10.000T dp J = 427).

28. Para una carga uniforme en movimiento sobre una viga de lon-
gitud /, el momento de flexiéon M en un punto dado es

wry [ 7\ wx?

== +2——F

Si y es una constante, hallar la expresion del esfuerzo cortante, (es decir
el incremento relativo del momento de flexion).

29. Dados: p = resistencia eléctrica en microohmios por cm.?
x = porcentaje de aluminio en el acero.
tenemos p = 12 + 12x¥ — 0,34® para el acero pobre en carbono.

Hallar el incremento relativo de p con relacion al del aluminio cuando
x = 4.

30. La ecuacion que da la forma que toma un alambre de tracciéon
eléctrica es
z2 %2

Y = 2000 1700

y el radio de curvatura = d%/
dx?

ITallar el valor de los radios de curvatura.
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A continuacién exponemos dos ejemplos que muestran la gran
utilidad de las reglas de derivacién, por lo que se refiere a las vigas
cargadas.

Ejemplo 9. — Probar que el esfuerzo cortante en cualquier punto
de una viga estd dado por el incremento relativo del momento de flexién
en este punto.

Consideramos dos secciones de la viga apartadas la una de la otra
en 8x (V. fig. 9). Estando definido el esfuerzo cortante por la suma de

b T RO 1.t e
| w i
o AT V) 0100000000k
{msn (a}«---’,%b ) M ; ! . }
k wl./ i wi(l—oe)
. ;
Fig. 9 . Fig. 10

Fjemplos sobre vigas cargadas

todas las fuerzas a la derecha de la seccién que se considera, sea S el
esfuerzo cortante en b, y S + 8S en a. Entonces, el