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ADVERTENCIA

Agotada rapidamente la primera edicion de nuestra Aritmética,
a pesar de haber aparecido cuando las claces estaban en pleno
funcionamiento, lanzamos la segunda edicién no sin antes agra-
decer a profesores y estudiantes el apoyo que nos han dispensado.

Lista nueva edicion aparece corregida en cuantas fallas hemos
y nos han advertido nuestros colegas, y ha sido una preocunacién
constante la de simplificar el estudio de todos los iemas, pues
pensamos que a los alumnos de Primer Ao, mientras mds breve
Y claramente se ewpongan los asuntos de la Arvitmética racional,
mejor es.

El nimero de ejercicios ha sido awmentado, pues no se concibe
la ensenanza de la Aritmética sin una abundante y continua ejer-
citacion. )

Esperamos de nuestros colegas la misma favorable acogida que
nos han dispensado hasta ahora, asi como las observaciones que
Juzgaran pertinentes.

F. A4,
Abril de 1928.

PROLOGO A LA 3¢ EDICION

Al lanzar la tercera edicion de nuestra Aritmética, 1* parte,
después de la excelente acogida que a las dos ediciones anterio-
res han dispensado nuestros colegas y estudiantes, lo hacemos en
la creencia de haber contribuido eficazmente con nuestro mo-
desto aporte a la enseianza de esta importante asignatura. ¥
creemos que el éxito de esta obra ha radicado, por sobre todo, en
la brevedad y sencillez de las demostraciones, asi como en la
abundante coleccion de ejercicios adecuados a cada tema que, de
hacerlos todos en la clase, constituyen la plena prucba del buen
desarrollo y aprovechamiento de la Aritmética de primer afio.

Sin modificaciones aparece esta nueva edicién, la que, sin duda,
tendrd la misma favorable acogida de parte de nuestros colegas
u estudiantes.

LOS AUT®RES.
Abril de 19%9.
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CAPITULO I

PROGRAMA |. — Nuameros naturales. Unidad y pluralidad. Con-
cepto de conjunto y elemento. Notacién. Definicion de con-
juntos iguales y conjunto parte de otro. Conjuntos finitos e
infinitos. Ejemplos.

Conjuntos coordinables y no coordinables. Postulado: Si
un conjunto finito es coordinable con otro de un cierto modo,
lo es de cualquier otro modo que se ensaye la coordinacion.
Consecuencia: i un conjunto finito no es coordinable con
otro de un cierto modo, no lo es de ningln otro modo que
se ensaye la coordinacion.

Caracteres fundamentales de la coordinabilidad de conjun-
tos: 1¢) Todo conjunto es coordinable consigo mismo (cardc-
ter idéntico); 2¢) si un conjunto es coordinable con otro, és-
te lo es, también, con el primero (caridcter reciproco); 3¢) si
un conjunto es coordinable con otro y éste, a su vez, lo es
con un tercero, el primero es coordinable con el tercero, (ca-
riacter transitivo).

Concepto de nimero natural. Sucesion fundamental de con-
juntos. Sucesion fundamental de nGmeros naturales: nombre
y representacion de los primeros cien ntmeros. Significado
de la representacién literal. Objeto de la Aritmética.

Representacién grafica e interpretacion geométrica de los
niimeros naturales.

Numeros naturales

1. Unidad y pluralidad. — De la observacién de las
cosas surgen las ideas conocidas de unidad y pluralidad,
conceptos primitivos que no definil%‘n;-é_(.-*). -

2. Concepto de conjunto y elementos. — Un conjunto
es una reunién de cosas consideradas simultdneamente.

Tjemplos: un ejéreito, una biblioteca, ete.

(*) TLas palabras cuyo significado no puede expresarse por me-
dio de otras, se llaman conceptos, 0 ideas, primitivos. Las otras se
llaman derivadas. .
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Cada una de las cosas que componen un conjunto se
llama elemento o unidad. En los ejemplos anteriores, los

lementos son un soldado y un libro.
s O O A

3. Notacion. — Representaremos los conjuntos por
medio de letras maytsculas redondillas: % B8.C.....,
v los elementos por medio de letras mayfiseulas de im-
prenta: A, B, C... ‘

Si el conjunto Cestda formado por los elementos A, B
C y D eseribiremos: C = A, B, C, D

El signo = significa, por el momento, estd compuesto
por,

4. Conjuntos iguales. — Dos conjuntos son iguales,
cuando estan compuestos poxWentos

Si = AR

y ___-@;— A! B,C - ‘)@:g

lt

5. Conjunto parte de otro. — Un conjunto es parte
de otro, cuando todos los elementos del un® figuran en

el otro, el cual contiene elementos que no figuran en
aquel.

Si se tiene que: & = A, B
a b De B
y también: B = A, B,C,D, E
El signo = significa: es parte de-
6. Conjunto finito. — Un conjunto es finito, cuando
el hecho de nombrar todos sus elementos tiene fin.

Ejemplo: Es finito un rebafio de ovejas.

7. Conjunto infinito. — Un conjunto wmfimito, euan-
do no es finito.
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Ejemplo: El conjunto de los nimeros, 1, 2, 3, 4.
es infinito,

v

8. - Conjuntos coordinables. — Un conjunto es cocrdi-
nable con otro, cuando a cada elemento del uno le corres-
ponde uno y sélo uno en el otro, y reciprocamente.

Ejemplo: El conjunto de las letras maytsculas del abe-
cedario es coordinable con el de las letras minusculas,
puesto que a cada maytscula le corresponde una mintscu-

la, y no hay maytscula sin su un‘respondxente mingsen
la, y viceversa.

Para indicar la coordinabilidad entre conjuntos, se em
plea el signo A , llamado de coordinacién.
{ .
Dados los conjuntos:

£=0,0 A A(
Si al ,cstablecer la eoordinaeién sobran elementos en
uno u otro conjunto, éstos son no coordinables.

diremos que es 9 A 5

Si los conjuntos son :

F=0O, A, O s
~es 9l no A 97
F1=0,0,0, AV P
9. Postulado. — Si un conjunto es coordinable con

otro de un cierto modo, lo es de cualquier otro modo qie

se ensaye la coordinaciin.

F e F, L, O.R,

g N,A,V,E
Se comprueba que, de cualquier modo que se ensaye lag

coordinacién, siempre son coordinables :

Dados les:-conjuntos : es: SN B

i
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, L, O, F, #A=L F, R O

A=R . B
é’ :’—:’V, A, N, E‘Q/\@, @EA, N, E, V’ 77/\@

10, Consecuencia. — St un conjunto finito no es coor-
dinable con otro de un cierto modo, no lo es de ningimn
otro modo que se ensaye la coordinacion.

Caracteres fundamentales de la coordinacion de
conjuntos

11, Caracter idéntico. — TroreMA. — Todo conjum=~
lo es coordinable consigo mismo.
Hipétesis: A =0,0,0,0,OQ ; Tesis: BRG],
Se tiene: -
A=l B Dl 28 por def. de conj,
D=0,A,.0,0,A coord.: A N H
12, Caracter reéiproco. — TeorEMA. — Si un conjum-

lo es coordinable con otro, éste es coordinable con el pre
mero,

H) 27~ 86 T) 8~ A
Si los conjuntos son:

A= Os B O* A
S=0,0, H, A

y también podemos eseribir:
6=0,0.0. 4 de donde: B N 7
A=0,E.0, 4 ;

13. Caracter transitivo. — TrorEmMA, — Si un con-
junto es coordinable con otro, y éste, a su vez, es coordis

es, por hipétesis: AR~ B



T

nable con un tercero, el primero es coordinable con el ter-
cero. '
AN B _
. BE C o

Siendo % AN /O, se tiene: g

y, también, si & A~ C-
| C =

y escribiendo los conjuntos %'y C’.-

A= O,Q,.-,...O}
(7 =\ AN s nie A

14. Concepto de nimero natural. — Cuando en ﬁ
¥sistema de cosas o entes se verifican los tres caracteres_
idéntico, reciproco y transitivo, esos entes son iguales en
un cierto orden de ideas. Ahora bien, la coordinacién de.
conjuntos goza de dichos eara'mos, luego son
iguales en dlgunﬁgp_t_;jque tienen de igual dos con-

juntos coordinables?: el mismo nimero de elemg]_.‘m 0s, de
donde deducimos la blgul»gllte. \[

de donde: & A

'15. Definicion, — Se_llama nimero natural, a lo que
tienen de comun los conjuntos coordinables.

Si el conjunto de los alumnos de una elase es coordi-
nable con el de los bancos respectivos, los alumnos y los
bancos tienen algo comin, que no es la forma, ni el pe
80, ete.; ese algo comiin es el mismo nidmero natural.

16. Convenciones. — Si imaginamos un conjunto
enalquiera y le quitamos un elemento, y al conjunto oh-
tenido le quitamos otro elemento, y asi sucesivamente,

\
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llegard un momento en que quedard un solo elemento, y
aunque la idea de conjunto expresa pluralidad, conven-
dremos en llamar conjunto a ese solo elemento.

Si al conjunto de un elemento le quitamos un elemen-
to, el conjunto, como tal, desaparece, pero también con-
vendremos en llamar conjunto nulo al conjunto que care-
ce de elementos.

17. Sucesién fundamental de conjuntos. — Consi-
deremos un conjunto de un solo elemento A ; luego con-
sideremos otro conjunto A, B formado por el elemento A
y otro elemento B; luego otro conjunto formado por el
conjunto anterior A B y otro elemento C, ete. De esa
manera obtendremos una serie de conjuntos:

(4), (A, B), (A, B,C,), (A, B, CD)........

que es lo que se llama sucesion o serie fundamental de
conjuntos.

Teniendo en cuenta la formacion de los conjuntos de
la serie fundamental, se deduce :

1* La serie fundamental es infinita.
2* Cada conjunto es parte de todos los que le siguen,
18. Nombre y representacion de los cien primeros
nameros. — Consideremos la sucesién fundamental :
(A), (A, B), (A}, C), (A,B,C,D), (A,B,C,D.E)...
Por la definicion (15), todos los conjuntos coordina-
bles con el conjunto (A) tendrén el mismo namero natu-
ral, que llamaremos uno; todos los conjuntos coordma-
bles con el conjunto (A, B) tienen el mismo némero na-
tural, que llamaremos dos; todos los conjuntos coordi-
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nables con el conjunto (A, B, C) tienen el mismo niime-
ro natural, que llamaremos tres, etc.

Todos los conjuntos nulos (16), tienen el mismo ni-
mero de elementos, como que no tienen ninguno, al que
llamaremos cero, resultando asi, los ntimeros:

cero, uno, dos, tres, cuatro. . .. ..

(ue constituyen la serie de los niimeros naturales, que en
simbolos se representan asi:

i e = -~

‘Como la serie fundamental de conjuntos es infinita,
también lo es la serie natural de los nimeros.

Los alumnos conocen, en realidad, los ntimeros y su
formacion, asi que daremos por conocidos los cien pri-
meros nimeros, ya que ello nos facilitard el estudio de
numerosas propiedades.

19. Significado de la representacion literal. — Los
caracteres :

0,1,3,45 6,7, 8......

llamados caracteres ardbigos, que sirven para represen-
tar los nimeros, tienen valores fijos, pero conviene em-
plear otros simbolos cuyos valores mo sean invariables,
empleAndose al efecto las letras mintisculas del abece-
dario latino:

pudiendo representar cada letra ntiimeros de distintos
valores.
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Esta representacién es muy ventajosa para estudiar
las propiedades de los niimeros, que se verifican cuales-
quiera que sean los simbolos con que se les represente (¥*).

4

20. Objeto de la Aritmética. — La Aritmética es la
ciencia que estudia los mimeros y sus propiedades.

21. Representacién grafica de los niimeros naturales.
—Si consideramos los segmentos consecutivos e iguales:
DAY= AB = BGEh= D=
O A B G D E F G

0 1 2 3 4 5 6 i
Figura 1

en una semirrecta de origen O, Figura 1, se conviene en
que el punto O represente al nimero cero; el A repre-
sente al ntmero 1; el B al ntimero 2; el C al mimero 3;
eteétera.

22. Interpretacién geométrica de los nameros natu-
rales. — Geométricamente, los niimeros se representan,
convencionalmente, por segmentos de recta.

(0] A B € D -E F Gl o3
il W A e . R
Ll T R T
3 3 B Loy gt n
« a : { :
: 5 : :
! 6 ‘
7 oy
Figura 2

(*) Las formas de las cifras ha variado mucho en las diversas
€pocas, habiéndcse fijado a partir de la invenci6én de la imprenta.

1l matemdatico Viéte, (1540 - 1602), con el objeto de obtener la
mayor generalidad en el razonamiento, fué el primero en emplear
las letras para representar los ntimeros.
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Asi, en la Fig. 2, si:
OA = AB=BC =CD =.....

el segmento OA representa al niimero 1; el segmento OB
al nimero 2; el segmento OC al nfimero 3, ete.

EJERCICIOS

1. Coordinar e todas las maneras posibles las letras de
las palabras SAL y DOS.

2. Dadas, las palabras ARITMETICA, GEOMETRIA, ESTU-
DIANTE, CORDOBA, COLEGIO e HIPOTESIS, decir cué-
les =on coordinables, atendiendo a sus letras.

3. ¢Son coordinabley el conjunto de los habitantes de la Re-
publica y el de los habitantes de América? ;Cémo es el
primer conjunto respecto al segundo?

4. Representar geométricamente los numeros 5 y 8.
5. Representar geométrica y graficamente los numeros 3 y 7.



CAPITULO II

PROGRAMA I1l. — Relaciones de igualdad y desigualdad entre ni-
meros naturales. Comparacién de conjuntos. Significado de
las relaciones de igualdad, mayor y menor entre n@meros
naturales. Notaei6n. Si un ntGimero es mayor que otro, éste
es menor que el primero y reciprocamente. Postulado: Da-
dos dos ntmeros debe verificarse, necesariamente, una y
s6lo una de las siguientes posibilidades: el primero es igual
al segundo, el primero es mayor que el segundo o el pri-
mero es menor que el segundo. Interpretacién geométrica
de las relaciones de igualdad, mayor y menor.

Caracteres formales de la igualdad: 1?2 Todo nftimero es
igual a sf mismo (caridcter idéntico); 29 si un nfimero es
igual a otro, éste lo es al primero (caricter reciproco); 3¢
si un nmero es igual a otro y éste, a su vez, es igual a un
tercero, el primero es igual al tercero (carédcter transiti-
vo). Dos nGmeros iguales a un tercero son iguales en-
tre si.

Caracter transitivo de las relaciones de mayor y menor.
Ordenacién de los nfimeros naturales.

Relaciones de igualdad y desigualdad
entre ndmeros naturales
23. Comparacién de conjuntos. — Dados los con-

juntos 57 y /8, comprobamos experimentalmente que
se verifica una de las relaciones siguientes:

1* El conjunto S es coordinable con el conjunto & -

=0, O .V
=[] Ls»evisns

2* El conjunto % es coordinable con parte del con-
junto -

2 0, D)y o s e )
&=\, O, .. oo o Ul s

0| o s

e

D}ﬂ?ﬂc@
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3* El conjunto /& es coordinable con parte del con-
junto Z- :

.QE0,0,------;0,0
B'= 1,100, .0 O

24. Significado de las relaciones de igualdad, mayor
y menor. — Dos nlimeros naturales son iguales, cuando
los conjuntos que les corresponden son coordinables.

Para indicar que dos nimeros son iguales, empleare-
mos el signo =, igual. (*).

BN B

‘

Si un conjunto % tiene a elementos, y otro conjunto
B tiene b elementos, diremos que:

@ = b, siempre que sea: & N £
Para indicar que des niimeros no son tguales, se emplea

el signo ==, no es igual.

25. Un ntmero natural es mayor que otro, cuando
una parte del conjunto que corresponde a este ntimero
es coordinable con el conjunto que corresponde al otro
nimero.

Se expresa que un nimero es mayor que otro, por me-
dio del signo >, mayor que.

Si los conjuntos son & y £ y @ y b los nfimeros na-
turales respectivos, diremos que:

a > b, siempre que sea: = B A B

Si un namero no es mayor que otro, se indica con e}
signo b , no es mayor.

(*) " El signo = fué introducido por R. Recorde, (1510 - 1558),
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926. Un numero natural es memor que otro, cuandoe
el conjunto que corresponde al primero es coordinable
con parte del conjunto que corresponde al segundo ni-
mero.

Para indicar que nn namero es menor que otro, em-
plearcmos el signo <, menor que. (*)

Si,los conjuntos son & y B, y los nimeros respec-
tivos son ¢ y b, diremos que:
a < b, siempre que sea: % A = .

Se indica que un namero no es menor que otro con el
signo <, mo es menor.

27. El ntmero que estd a la izquierda de los signos
= > o <, se llama primer miembro, y segundo miem-
bro el que esta a la derecha.

28. CoROLARIO.— St un numero es mayor que olro, és
ie es menor que el primero, y reciprocamente.
Es decir, que si es: @ > b, también: b < a
a < b, también: b > a.

29. Postulado. — Dados dos nivmeros, debe verificar
se, mecesariamente, una y sélo una de las siguientes po-
sibilidades :

12 El primero es igual al segundo;

22 El primero es mayor que el segundo;

3*  El primero es menor que cl segundo.

(*) Los signos > y < fueron usados por vez primera por
T. Harriot, (1550 - 1621). ‘
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Es decir, que dados los nimeros « y b deberd ser:
1°a@ = b, siendo :a¢ P b;a < b.
20 q > b,siendo :a¢ == b;a < b.
3° @ < b, siendo : a == Dzt by

Estas tres relaciones se excluyen y completan, pues

de las tres se cumple una sola, y porque, 16gicamente,
no se presentan otras relaciones. 4

30. Interpretacién geométrica de las relaciones d~e‘
igualdad, mayor y menor. — Sabemos, (22), que los nfl-
meros se representan geométricamente por segmentos:
asi, pues, si el segmento AB representa al ntimero a, y
el CD al ntmero b, resulta que:

¥

ML SURSE R Lo T Y AR
PR SR G D R A
Fig 3 - Fig 4 Fig. 5

1° si AB = CD, también a« = b, Fig 3,
2° si AB > CD, también ¢« > b, Fig 4;
3 si AB < CD, también ¢« < b, Fig. 5

Caracteres formales de la igualdad

31 Dos o mas entes (cosas, nameros, angulos, ete.),
son iguales, euando cumplen los caracteres logicos funda

ales idéntico, reciproco y transitivo
mentales idéntico, rec
32. Caracter idéntico — TrorREMA — Todo niumero

es tgual a si mismo.
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H) «, ntim. nat. T) a = a.

Sea # un conjunto de a elementos; por (11) sabemos
que FN #, y por (15) deberd ser: 4= a.

33. Carécter reciproco. — TEOREMA. — 87 un nime
ro es tgual a otro, éste es igual al primero.

H)." @ =ubj T) b = a.

Sea 4 un conjunto de a elementos, y /4 otro conjun-
to de b elementos. Siendo @ = b, deber4 ser, (24), Z A &,
X por (12) resultara @A %, luego:

b= a.

34. Caracter transitivo, — TroreMA. — Si un nime=
ro es igual @ otro, y éste es igual a un tercero, el primero
es igual al tencero.
| a=2d

H( b = ¢; T a=c¢

Sean % @ y ( los conjuntos correspondientes a

los nameros «, b y ¢, respectivamente.
Siendo « = b, es por (24): A X @B

Yy ¢

5 = s IANC

y si b=c espor (24): BANC)| 7"

y por definicion de nameros naturales iguales:
@ —¥C-

35. Corovrario. — Dos miimeros iguales « un tercero.
son tguales entre si.

Es decir que:

SE e A
es =L
= b |
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36. Caracter transitivo de las relaciones de mayor y
menor. — PosTULADO. — S1 un numero es mayor que
otro, y éste es mayor que un tercero, el primero es ma-
yor que el tercero, y reciprocamente.

Slyes B bb S 5 % también: a > ¢
Anélogamente :

i b 2

sLyes s B % también: a < e
37. Ordenacién de los nfimeros naturales, — Vimos

que, en la serie fundamental :
(4), (AB), (ABC), (AB,CD), (ABCDE),...

es (A) parte de (A, B); (A, B) parte de (A, B, C),
(A, B, C) parte de (A, B, C, D), ete., y por definicién
de ntimero menor que otro, (26) :

| IRl A s e
y completando con el ntmero cero, (16) :
< 1 <8 <3< d<bh<

y ordenados asi los ntimeros naturales.

.........

BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS




CAPITULO III

PROGRAMA Ill. — Suma de numeros naturales. Operaciones arit-
méticas, Operaciones directas e inversas. Suma de conjun-
tos: definicion y ejemplos. Suma de nlmeros naturales:
definicion y ejemplos. Consecuencias: Si a un ntimero se le
suma uno, se obtiene el que le sigue en la sucesion fun-
damental; el numero natural n es igual a la suma de n su-
mandos iguales a uno; la suma de dos nameros naturales
es igual o mayor que cada uno de los sumandos. Tablas de
sumar. Interpretaciéon geométrica de la suma de numeros
naturales.

Propiedades uniforme, conmutativa y agociativa de la su-
ma. Leyes de monotonia: Si se suman miembro a miembro
una desigualdad y una igualdad, se obtiene una desigualdad
del mismo sentido que el de la dada; si se suman miembro
a miembro dos o mas desigualdades del mismo sentido, se
obtiene una desigualdad de’ ese mismo sentido.

Suma de numeros naturales

38. Operaciones aritméticas. — Una operacidn arit-
mética es el procedimiento que nos permite, dados dos
ntimeros, llamados datos, obtener otro nimero, llamado
resultado.

39. Operaciones directas e inversas. — Una opera-
cibn aritmética es directa, cuando, conociendo dos da-
tos, se averigua el resultado.

La operacién es inversa, cuando, conociendo el resul-
tado y uno de los datos, se busca el otro dalo.

Si a y b son los datos y ¢ es el resultado, tendremos:

Operacion directa: conociendo @ y b, caleular c.

1* conociendo ¢ y a, calcular b.

Operaciones inversas: :
p 2& conociendo ¢ y b, calcular a.

e
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Como vemos, una operacién aritmética directa da
origen a dos operaciones inversas, las que son una mis-
ma cuando los datos desempefian el mismo papel.

Operacion directa Operacion inversa
2y N SRR B LT R resta
multiplicacion . . . ... ... division

. radicacion
POLENCLACION . v v v s v oo . . Logarisnsnedin

40. Suma de conjuntos, — Se llama suma de vario-
conjuntos que no tienen ningln elemento comin, al
conjunto formado con todos los elementos de estos con-.
Jjuntos.

Si los conjuntos %, @ y C no tienen ningtin els.
mento comun, el conjunto S formado con todos los
elementos de los conjuntos dados, es la suma de ellos.

@O O I AR ey e

QOO0 AAA OO ooooOn
Ty AAAA
H 8 c AAA

Y
41. Notacién. — La suma de varios conjuntos se
indica con el signo -}, mds.

En el ejemplo anterior, eseribiremos:
=5t 8 40

42, Suma de ntmeros naturales. — Se llama swma
de varios ntimeros naturales, llamados sumandos, al ni-
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mero que corresponde al conjunto que es suma de los
conjuntos que corresponden a los varios niimeros dades

La adicion o suma tiene por objeto hallar la suma
de varios ntGmeros
43. Notacion. — Da suma de varios niimeros se
indica con el signo 4, mds
Si los nameros a, b, ¢ . m, corresponden a los con-
juntes B.8. 7. ...9/ y se tiene que:
B=9+84+ 0% ...+

y el ntimero s corresponde al conjunto S, resulta:

s=a+b+e¢c+ . .. 4+ m
s, es la suma, a, b, e, ....m, los sumandos.
44. Consecuencias. — I Si a un nimero se le suma

uno, se obtiene el que le sigue en la serie matural

Vimos, (18), que un conjunto cualquiera era igual Y
al anterior mis un conjunto de un elemento, de mane-
ra que si en la serie fundamental los conjuntos Iy J?
son cousecutivos, obtendremos el conjunto 97 agregan-
do a 977 un conjunto ¢/ de un elemento -

I+ U= 9

Si m, 1 y n son los nlimeros que corresponden a los
conjuntos dados, tendremos:

m + 1 = n = siguiente de m.
i}

Los ntimeros m y m -+ 1 se llaman consecutivos.

45. 11 El nimero natural n es igual a la suma de
n sumandos iguales a uno
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Es decir, que:
n sumandos

Ri==' 10 PR e R + 1

Sea el conjunto 7/ de n elementos:

n elementos
L T8 i A O
por definicién de suma de conjuntos:
\\’71/
N=0+0+0OQ... ..... Sl
y por definicion de suma de numeros naturales:
\'—?'/
T £ e = L ]

46. [Il1. La suma de dos nmiwmeros naturales es igual
o mayor que cada uno de los sumandos.

Es decir, que: sic =a +b,es¢c=a y ¢ = b.

Siendo ¢ = a + b, se debe tener- C =# + 8 (1),
v por definicién de conjunto parte de otro:

=i ypop (25) . 6 e
oL BT Yy ipor (25) e /> b

En la expresion (1), s1 A es nulo:
C = A ypor(ll) CR Z

y por (24): c=a
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Analogamente se demostraria que si ) fuese nulo,
geria ¢ = b. ‘

47. Definiciones. — La suma de cero con cero, es
cero -
00 =0

La suma de cero y un niimero es el mismo nimero:

0-+a=a
. .
El nt@mero cero se llama mddulo de la suma.

48, Tabla de su-
mar. — La suma

de dos nimeros de o|1|2|3|4[5]|6]7|8]9
una sola cifra se ha- t|2]3|4|6 6]|7|8]9][10
lla con la Table de 2[3]4|5]|6]|7)|8]9|10/11
sumar, que se for- 34 |5/(6]7|8]9][10}11]12
ma asi: 4 |5(6[7]|8]9(10]11}12}13

Se prepara un 5167 |8]|9|10]11[12[13]14
cuadrado con cien 6|7 |8|9|10[11]|12{13]|14]15
casillas. En la pri- 7]8|9(10]11|12]|13|14]15/16
mer linea horizontal 819 |10(11]12]13]14(15]|16}17
se eseriben de iz 9 |10 1112|1314 |15]16]17]18

quierda a derecha Tabla de sumar
los ntimeros de 0 a2 9

Las siguientes se llenan, horizontalmente, comenzan-
do por 1, luego por 2, luego por 3, ete.

Omitimos el uso de la Tabla por ser conocido

49. Interpretacién geométrica de la suma de niime-
ros naturales, — Si los segmentos a, b, ¢, representan,

-



@ =2 respectivamente, a

7—3 los nameros 2, 3, 4,
T b el segmento AB que
. es la suma de va-
A . , : B rios segmentos” con
secutivos e iguales
a los dados, repre

2 3 sk
L= rig 6
senta, geométricamente, la suma 2 - 3 -+ 4 de los nu
meros dados.

/

Propiedades de la suIna de ntimeros naturales

50. Definicion. — Sumar miembro a miembro, u
ordenadamente, igualdades o desigualdades, significa
sumar los primeros miembros entre si, y los segundos
miembros entre si. =~

51. TrorEMA. — 8¢ varios conjuntos %, B y C son
coordinables, respectivamente, con los conjuntos 7' 6°
y @, la suma de los primeros es c\qﬂrdinable con lw
suma de los segundos conjuntos. N X

H ARA 6K B:>CKRC <
T) A+B+CAR -+ B+ C
En efecto, el conjunto suma de &, B y  es coor-
dinable con el conjunto suma de %°, B’y Q°, pues
a cada elemento de % se le puede hacer corresponder
otro elemento de $°, a cada elemento de /& se le pue
de hacer corresponder otro de B°; ete., luego-

A+ 6+ O0R B LA L

i
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52. Propiedad uniforme. — TroreMma. Sumando
miembro a miembro varias igualdades, se obtiene oira
igualdad.

6= @
G| b =10’ TY at+b4+c=0a + & + ¢
¢ = ¢’

Sean: 2 el conjunto correspondiente a a; & el de b;
Beldea; @ el de b’y C eldecy C el dec.
Sabemos, por hipdtesis, que:
a = &’ y por definicién, (24): £ N &
b == b’, y por definicién, (24).: B A B°
¢ = c¢’, y por definicién, (24): @ A @
y por el teorema anterior, resulta:

H+B8+CRH+ 6+
pero, por (42), al conjunto %+ £ -+ C le correspon-
de el namero @ + b 4 ¢, y al conjunto %’ +@° + C’
le corresponde el niimero o’ + b’ - ¢’, y siendo coor-
dinables estos eonjuntos, por (24) resulta:

a+b+e=a/+0+¢

53. Propiedad conmutat,iva — TeorEMA. En loda
suma de varios numetos,‘gfl orden de los swmandos nmo
altera la suma.

H) ¢+ b+4c; T)a+b+c=b-{—a+c=et)c.

Sean %, B ¥y G los conjuntos eonespondlenfes a
los ntimeros a, b y
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ﬂ:Q,O,.. ..... O
o

ey e L /\

. N
EAre= e e T B
Por definicién de suma de conjuntos:

o b ; c
e ~— ~—

B+ =00, QA AT O, o )
y también :
b s ¢
‘ ) S’ P = L e
H#_}}_FC’E A’As-- ‘A’OJON- - (U U’ Dy- . D(z)
como los conjuntos (1) y (2) estin compuestos por
los mismos elementos, son iguales, y por (11) :
A+B8+CNE+9+0

Y por definicién de suma y de igualdad de nimeros
naturales:

¢ +b4+ec=0b+a-+t+ec

54. Paréntesis. — El paréniesis, ( ), sirve para in-
dicar que lo que estd en él encerrado se considera como
un solo namero, (*)

(*)  Los paréntesis fueron empleados por primera vez por Girard
en 1629,



Si1 a la suma de @ y b hay que sumar el nimero c,
escribiremos .
(@ + by + ¢ (1)
Para el mismo uso que el paréntesis se emplean los
corchetes [ |, las [luwes ||, ete.

Si a la suma (1) hay que sumar el namero m, y al
resultado el ntmero 3, escribiremos.

(e +30) +¢]+ I3

55 Propiedad asociativa —%EOREMA. En toda su-
ma de varws numeros, puede reemplazarse dos o mds de
cllos por sw suma efectuada.
H) a+4b+-c; T) atbtec=(a+b)+c=a+ (b-e)

Si los conjuntos correspondientes a los némeros a, b y
cson %,H y(C al sumar éstos, podemos reunir en uno
solo los conjuntos By £

B +8=J9Nl (1)

resultando: D+~ B8+CARIN+C
y por definicién de suma de conjuntos y de nameros
iguales, siendo 72 el ndmero que corresponde a J//.'

¢+ b4+c=m-+c (2)
De (1) se deduce, por (42):
a+b=m
y reemplazando este valor en (2), resulta
¢+b+c=(a+0b) +c
Anélogamente demostrariamos la otra forma de la
tesis, luego .

¢a+b+ec=(a+b) +c=a-+ (b4 ¢c)
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96. Definicién. —- Varias desigualdades son del mas
mo sentido, cuando tienen el mismo signo; y son de
distinto semtido, en caso contrario.

Ejemplos:
‘; i ; l tienen el mismo sentido;
Zn >< 4; tienen distinto sentido
57. Propiedad monétona. — Trorema I. Sumando

miembro a miembro wna desigualdad, Yy una igualdad, se
obliene otra desigualdad del mismo sentido que la des-
tgualdad dada.

a>b
e =ud T) a+c > b+ d

Siendo ¢ > b, por (46)'habré, un nimero m == 0, tal
que:

H

¢ =04+ m
¥_como ¢ ==ud
por (52): a +c¢c= (b -+ m) + d
por (53) y (55) a4 c= (b + d) + m,

Y como la suma es mayor que cada sumando, (46) :

e+c>b+d

58. TeoremA II. — 8% se suman miembro a miembro
dos o mds desigualdades del mismo sentido, se obtiene
una desigualdad de ese mismo sentido.



S e
a > a
H!b>V
c>c @ Lb-te>a 4+ pHe

Siendo: @ > «; por (46) se tiene: a = a’ - m (1)
b > b’ por (46) se tiene: b = b’ +n  (2)
¢ > ¢’ por (46) se tiene: ¢ = ¢’ + p. (3)

Sumando ordenadamente las igualdades (1), (2) y (3):

a4 b4 o= (e’ +m) + O+ )+ (¢’ + p)

y por las propiedades .conmutativa y asociativa:
a+bFc=(a"+0b 4¢)+ (m 4+ n -+ p)
y por (46), resulta:

a+bt+c>a+b +c




[
6. Dados los ndmeros @ y b, hallar los que le siguen en lu serie

natural. _ R: a =V [
7. Dados a y b, geuindo b es el siguiente de ¢? R: b—a 1.
8. 8i ¢ es el siguiente de b, y b es el siguiente de a ga qué
es igual ¢ respecto de a? R:¢c =o0a J 2
9. [Inoterpretar geométricamente la suma 5 | 2. e
10. Idem, idem 2 L 4 _ 5, ‘
11. La serie de los numeros a, b, ¢, d, ¢, f. g, h, es tal, que
cada uno es igual al anterior mis el nGmero 2. Demos:
trar que: a Lh=5b4fg=cff=d4e
12. Aplicando la propiedad coumutativa, escribir de todas
las maneras posibles la suma 2 3 4 7.
13. Aplicando la propiedad asociativa, escribir de todas las
[ maneras posibles la suma 3 |- 5 4 2 + 4
14. Sumar ordenadafiente.
1<7;5>23<06:0>6 B:i15&£12 1 atb.
15. Sumar ordenadamente: .
6 —3;4 > 2;0 < 2. R:a L 6 >0 4 5.
16, Si 2‘_{_ m L 2 4 m, gedmo son m y n¢f R: om < .
17. Sia L b — a 4 c geémo son by ¢/u R: b — c.
18. Si3 4 a = 5, jeuinto vale a?. R:a > 2.
19. 8id 4 a > 3 | b, yeomo son a y b¥ R:a = b.

-



CAPITULO IV,

PROGRAMA 1V. — Resta de nameros naturales. Definicién. Nota-
cién. Nombre de los datos ¥ del resultado. Condicién de po.
sipilidad. Un namero no altera &i se le suma otro y al re-
sultado se le resta este altimo o viceversa (supresion de
términos ccnsecutivos iguales pero precedidos de signo con-
trario). Interpretacion geométrica de ia resta de nGmeros
naturales. '

Propiedades uniformes y no conmutativa de la substrac-
cion. Ley de mouctonia: Si de los dos miembros de una des-
igualdad se restan ordenadamente los de una igualdad, se
obtiene una desigualdad del mismo sentido que el de la dada.

Si de los miembros de una igualdad se restan ordenada-
mente los de una desigualdad, se obtiene una desigualdad
de sentido contrario al de la dada. Si los miembros de
una desigualdad se restan ordenadamente los de otra des-
igualdad de sentido contrario, se obtiene una desigualdad
del mismo sentido que el de la primera.

Si al minuendo y substraendo se les suma o resta un mis-
mo ntmero, la diferencia no varia.

Resta de ndmeros naturales

59. Definicién. — Se llama diferencia entre dos nu-
meros naturales, al ndmero natural que, sumando al
menor de ellos, da una suma igual al otro.

El niimero mayor se llama minuendo, y el menor,
sustraendo; el minuendo y el sustraendo son los térmi-
nos de la diferencia.

La resta o sustracién tiene por objeto hallar la dife-
rencia entre dos niimeros.



-—— '35 —

60. Notaciébn. — La resta de dos niimeros se indi-
ca con el signo —, menos. (*)
Para expresar que la diferencia entre @ y b es ¢, es
¢ribimos =
« — b = ¢, siempre que: ¢ + b = a.

61. Condicion de posibilidad. — Por definicion
minuendo = sustraendo -+~ diferencia

luego, por (46), se tendra:

minuendo = sustraendo

de manera que, pare que la sustraccion sea posible. el
minuendo deberd ser mayor o itgual que el sustraendo.

62. Corolario de la definicién. — Sabemos que:

(1) . a'= b e e, sie-m:p'rc que:c +b=a (2)

Reemp.]azan'do (2)>on (1), resulta:

(e 4 ilih — b w= ¢ (3)

v reemplazando (1) en (2):

(¢ — b) +b = a (4)

(*) Los signos 4 y — aparecieron hacia er ano 1500, sustituyen-
yendo las antiguas Iniciales de plus y de minus. Sin embargo, eran
conocidos por los antiguos egipeios; en el papiro de Ahmés titula-
do “Instrucciones para conocer las cosas secretas’, que es la obra
de Matemdticas mds antigua que se conoce, eserita hace 4.000 afios,
los signos + y — tienen la forma de lus piernas de un hombre que
va adelante y hacia atras,
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‘Las expresiones (3) y -(4), en simbolos, nos dicen
que: Un mimero mo cambia si se le suma otro y al re
sultado se le resta este ultimo, o viceversa.

63.- Intepretacion geométrica de la resta de nime-
ros naturales.

8 : Si el segmento AB (Fig.
Aif \ yg 1), representa al ntimero
Nt ! (S o 8 y AC al namero 6, el
Fig. 7 Z segmento CB= 2
representa geométricamente a la diferencia § — 6:

Propiedades de la resta de nimeros naturales

64 Propiedad uniforme. — TEOREMA Restando micm.
bro a miembro dos igualdades, se obtiene otra igualdad

i

H T a—b=a —0
b =0b’
Si @ — b no fuese igual que @’ — b7, seria
a —b=ada —0
pero . =0

y por (67)s (@ b) + b= —0") + b’
y por (62): a =2 o

lo que es absurdo, pues es cuntrm’ioﬁn la hipotesis,
luego es

a—b=u —0’

65. Propiedad no conmutativa. — Lu sustraccion ne
vs conmutativa,



|'6—4=2| :
En efecto: 4—-.6;&2"6—4#:4—6

En general :

e—b=+0b—a

shgls it b,
66. Propiedad monétona. — Trorema, — Si de los
dos miembros de una desigualdad se restan ordenadamen

te los de una igualdad, siempre que sea posible, se obtie-
ne una desigualdad del mismo sentido que el de la dada,

‘a>b "m o
T o Jemme<d g e B

Sia — ¢ no fuese mayor que b — ¢, serfa por (29) -

o —g= -

pero ¢ = ¢

y por (57): (a—e¢) +c¢c = (b—e¢) -+ ¢
v por (62), resulta:

%= U =
lo que es absurdo, pues es contrario a la hipotesis, lue-
g0 es:

t—e¢>b—c
67. TrorEMA. — Si de los miembros de una tgualdad

se restan ordenadamente los de una desigualdad, siempre
que sea pesible, se obliene una desigualdad de sentido
contrario al de la dada.
a = aq
H T) a—b<a—e
b >e;b < g i

~
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Si @ — b no fuese menor que @ — ¢, seria, (29), igual
0 mayor:

a—0 = & —C
pero : b > ¢
y por (57): (a—b) + b>fa—c)+c¢
y por (623, queda:

a>a

lo que es aksurdo, pues se opone & fa hipé6tesis, luego es:

l a— b < &8¢

68. TeoreMA. — 8i de los miembros de una desigual-
dad se restan ordenadamente los de ctra desigualdad de
sentido contrario, siempre que sea posible, s obliene una
desigualdad del misme sentido que el de la primera.

=D

e s
= did = b i R L

H

Qi @ — ¢ no fuera mayor que b — d, sexia (29) :

g —c <= b—d
pero: 5 < d
y por (87): (a—c¢)+e< (b—d) +d
y por (62), queda: a < b

lo que es absurdo, pues es contrario a la hipétesis, lue-
g0 es:

a—e>b—d
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69. Observacion. — Si se luviera que restar dos des-
igualdades del mismo sentido, no podria adelantarse el
signo del resultado, pues puede ser >, = o <.

Asi, sl es: ¢ > b } s i o

o 3 d
Ejemplos:
6> 4 >4 10 > 7|

4 > §T NG Lo 4 <5
2>1 >-’a>2$ 6 > 2 =
70. TrorEMA. — 8i al minuendo y sustracndo se les

suma un mismo nitmero, la diferencia mo varia.
H) a«—b = ¢; m nim. dado;
T) (@ + m) — (b -+ m) =
Por hipdtesis :
a,——b=cq ¢+ b =

pero: : m=m
vy por (82) (¢ +b) +m =a -+ m
y por (56): ¢+ (b 4+ m) = a -+ m>
y por definicién de diferencia:
(@ + m) — (b + m) =

71. CoroLAr1O. — Por lo demostrado:

’ (@ +m) — (b +m) =
v por hipdtesis: @ —b=¢

v como los segundos miembros son iguales, se deduce

(@ +m) —(b+m) =a—2>

pero para obtener el segundo miembro, al minuendo y
al sustraendo del primero hubo que restar m, luego:

Si al minuendo y sustraendo se le resta un mismo wi-
mero la diferenecia no varia.




20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.

28.

)

EJERCICIOS
Interpretar geométricamente la resta 8 — 5.
Idem, idem 12 — 7.
Si8 —a— 8 —Db, jcémo son a y b? Rt 6 — b
Si 5 — @ — m — g, jeudnto vale m? S SR
Si7——-a<9-—'-b,5e6mosonayb.? P b
8i6 —a > 6—Db, jeémo son a y b? ' O Z b
Sia—2>b—2,5c6mosonayb? s 6> b
Sie— b < ¢ — 2, jqué relaciones puede haber entre e,
gt ool S S ¢ v 102 6
Si8—5—3, gcudl serd la diferencia si
al minuendo y sustraendo se suman 7% R: 3
Si a — 8 — d, yeudl serd la diferencia si al

minuendo y sustraendo se le resta 57 5

a




CAPITULO V

PROGRAMA V. — Suma algebraica de nimeros naturales. (Suce-
sibn de sumas y restas indicadas). Restar un nfimero de
una suma. Sumar un nGmero a una diferencia. Restar un
ntimero a una diferencia. Restar una suma de un nfimero.
Restar una diferencia de un ntimero. Reglas practicas para
la supresion e intercalaci6on de paréntesis.

Toda suma algebraica de nGmeros naturales es igual a
la suma de los términos positivos menos la suma de los tér-
minos negativos. La suma de dos o mas diferencias es igual
a la suma de los minuendos menos la suma de los sustraendos.

Suma algebraica de niimeros naturales

72. Definiciones. — La sucesién de sumas y restas
indicadas entre varios niimeros, se llama suma algebrai-
ca de ellos.

Ejemplos:

a—+b—c; 7—3+6+4+a—0>

Cada uno de los niimeros de un suma algebraica se
llama término de la suma; un término es positivo, si le
precede el signo -}-; y negativo, si le precede el signo —.

En la suma algebraica 4 + 2 — @« — 7 + b, los tér-
minos positivos son: 4, 2 y b, y los megativos: a y 7.

Si el primer término no tiene signo, se conviene en
llamarlo positive, como hemos hecho en el ejemplo an-
terior.

73. Restar un nimero de una suma. — TEOREMA.
—~ Para restar un nimero de una suma, se resta de uno
de los sumandos, siempre que sea posible, y al resultado
se suman los demds sumandos.



Eoe 4D =
H) a+bdje=a 1) (a4+b) —e=(a—e¢c)+ b

Supongamos que sea:
(@-+b)—c=(a—c) +D
pero: B
ypor(52): [(e+B) —ec]l+e=[(e—c) +D] +¢
v por las propiedades asociativa y conmutativa de la su-
ma, en el segundo miembro, se tiene:

fa4d)—cld+c=(a—c¢c)+c+Dd

y por un corolario anterior, (62), queda:

a4+ b=0aea-+D>

Y siendo cierta esta expresién, también lo es la su-
puesta, luego:

(@ +Db)—c¢c=(a—c)-+D

Ejemplo:
(8+83) —6=(8—6) +3=2-+3=05
Af '~ g 4
74, Sumar un ntmero a una diferencia. — Coro-
LARIO. — Para suma un nimero a wna diferencia, se su-

ma ol minwendo, y al resullado se le resto el sustruendo.
Se tiene:
(@ +b) —e= (a—c) -+ b
y por (33):

(a—'e) + b="{a +b) — (

Ejemplo: _
(10 —7) +5=(1045) —T=16—-T=38
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75. Restar un niimero a una diferencia. — TEOREMA4.
— Para restar un nimero de una diferencia, se restu ese
nitmero del minvendo, siempre que sea posible, y del re-
sultado se resta el sustraendo.
a—b;

H c a—D>

T (¢ —b) —e¢= (¢ —ec) — b

Supongamos que sea:
(@ — b)) —ec=(a—c)— b

pero: b+c=0b-+c
por (52):

[(6—0)=cl4+b+ec=[(ea—¢)—Db] +b+e
y por (62), queda: 0=

Y siendo cierta esta expresion, también lo es la supues-
ta, luego:

(¢ —b) —e=(a—c¢)— D

Ejemplo:
(1T—2) —3=(7T—3) —2=4—-2=2

76. Restar una suma de un numero. — TEOREMA.
Para restar una suma de un wiimero, si ello es posible, se
resta uno de les sumandos del nitmero dado, y del resul-
lado se resta el otro sumando.

1
H | b+ ¢ = a
Supongamos que sea.
a— (b + ¢)
pero: b+ ¢
v por (52): ,

[ea—(b+e)]+ B+e)=[la—Db)—ec] + (b+¢)

Ta—((b-+e)=(e—0D>)—c¢

(¢ —b) — ¢
b+ ¢

I




T
por la propiedad asociativa de la suma, en el segundo
miembro:
la — (b+ ¢€)] + (b yc)= ((a — by —cl +b-+c
y por (62), queda: a=aq

Y siendo ecierta esta expresion, también lo es la su-
puesta, luego:

a— (b+¢) = (a—b) —c

Ejemplo:
12— (3 +4) =(12—3) —4=9—4=>5

77. COROLARIO. — Para restar un nimero a una dife-
rericia, se suma dicho nitmero al sustraendo.

Se tiene: (b e)e—=lai—"h) = ¢

v por el cardcter reciproco de la ignaldad :

(@ —b) —¢=a— (b + ¢)

Ejemplo:
(15/—6) —6 =115 —5) —6=10—6=14

78. Observacion. — Por el teorema (75), sabemos
que: (@ —b) —e¢= (a—c)—0b
ypor (717): (a—b) —¢=a— (b + ¢)

v como los primeros miembros son iguales, resulta:

(a —b) —¢c=H{a—c¢) —b=a— (b+¢)

79. Restar una diferencia de un nimero. — TEOREMA.
— Para restar una diferencia de wn nimero, si ello es




h .j:r') =1
posible, se resta el minuendo a dicho nimero, y al resul
tado se suma el sustraendo.

ay
b—c = g
Supongamos que sea:
u.—(b——c)— (a —b) + ¢
pero " bh—e¢c=0b—c¢

H T) a=—(b—c¢) = (a—0b) +¢

v por (52):
[a— (b—e¢)] + (b—¢) = [(a—b) + ¢] + (b —¢)
y par (55), en el segundo miembro:
[a (b -—¢)] + (b —¢) = (a—b) +¢c+ (E—¢)
v por (62), queda: a = '

Y siendo cierta esta expresién, también lo es la su-
puesta, luego:

a — (b—¢) = (a—b) + ¢

Ejemplo:
18— (7T—3)=(18—1T7) +3=11 + 3 =14

80. Nota. — Hay que tener en cuenta, en las apli-
caciones de los tearemas precedentes, que las sustracio-
nes dadas sean ‘posibles, pues sino se obtendrian resul-
tados sin sentido.

Reglas practicas para la supresién e intercalacién de
paréntesis

81. TEeorREMA. — Para suprimir un paréntesis prece
dido del signo mdas, se escriben los términos quc estdn
dentro del paréntesis con sus respectivos stgnos.

\



Los términos del paréntesis o son todos positivos, o
positivos y negativos.

1° Mesis: a + (b +¢) =a + b + c.

En efecto, por la propiedad asociativa de la suma:

¢+ (b+e)=a-+b+c

20 Mesis: a + (b —¢) = a -F b —c
Por el corolario (74), sabemos que
@+ (b—c¢) = (ad +0b)—c

y por el caso anterior:

a+4 b—c¢c)=ua-+b—c

En general:

a4+ (b —c+d—g)h=a+b—ctd—e

Ejemplo: Suprimir parénfesis en la siguiente expre-
siom

84 (1T—44+2)=84+T7T—44+2=13
82. CorovrArio. — Dos o mas nimeros pueden ence=

rrarse en un paréntesis precedido del signo mas, siempre
qQue CONServen sus signos.

En efecto, por el teorema anterior, se tiene:

a4+ (b+c¢c)=a+Db+c
a+ (b—c¢)=0a-+b—c
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v por el cardcter reciproco de la igualdad

a + b 4+ ¢

= qa 4+ (b
a + b — ¢

o)
a + (b — e)

83. TErOREMA. — Para suprimir un paréntesis prece-
dido del signo menos, se escriben los términos en €l ence-
rrados con signos contrarios « los que tuvieran.

Los términos del paréntesis, o son todos positivos, o
positivos ¥ negativos.

1?) Tesis: a— (b4+¢)=a—Db—ec.

Por el teorema (76), se tiene:

n a— (b +¢)=(a—0D) —e¢
y por (81): :

64— (b+¢) =a—b—c
20) Tesis:

a— (b—¢c)=a—b+c
Por el teorema (79), se tiene:

@— (b —e¢) = (a —0b) + ¢
v por (81):

a — (b — ¢)

in general:

a-—0b 4 ¢

¢— (b—c+d) =a—b+c—d

Ejemplo: Suprimir paréntesis en la siguiente expre-
si6n :

18— (54+3—6) -F (4-+-1)

18—5—3+4-64+44+1 = 21
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84. CoroLARIO. — Dos o miis ‘numeros pueden ence-
rrarse en un purénteswprecerlida del signo menos, stem-
pre que se escriban con signos contrarios a los que tuvie-
ran. :

En efecto, por el teorema anterior, se tiene-

e — (b +¢) =a—>b—c

y también: a— (b—¢) =a—b 4 ¢

y por el cardcter reciproco de la igualdad:

a4 —b—¢c=a— (b—+c)
a—b +c¢=a— (b—c)

85. TroreMa. — Toda suma algebraica de nimeros
naturales es igual a la suma do los términos positivos
menos la suma de los términos negativos.

H) a—b+c—d + e

T a—b+c—d+e= (@ +c -+ e) — (b - d)

Sabemos, (32), que:

¢ —b+c=a—>b+c
y por (82):
a—b+c=(a—Db)+c
v sumando ¢ a la diferencia @ — b, en el segundo miem-
bro, (74):
a—b+c¢c=(a+c)—0>b
eseribamos : d,— d

restando, (64):
(1I—b—l—c)——d=[(a—|—c)—-rb]—~d
por (81) y (77):
" a—b4+cec—d=(a+c)— (b+d)

Escribamos : Ci==— 0
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sumando, (52):
(@a—b+c—d)+e=[(ea+ec)— (b +d)] +.
por (81) y (74), resulta, finalmente :

a——b—{—c:—(l+e=(a—{—-c+.b)—(b+d)

Ejemplo:
T—342—5+4=(7T+2 —{—4—(3—{—5)
= 13 _— = ,) -
86. TEeorREMA. — La suma de dos o mas diferencias

es igual a la sumae de los minwendos menos la suma de los
sustraendos.

H) (¢ —10) + (¢ —d)
T) (a—b) +(c—d)=1(a+¢c)— (b+d)

Suprimiendo paréntesis de la expresion dada, resulta
(¢ —b) +(c—d)=a—b+c—d

Yy por el teorema anterior:

(6—0) + (6 —d) = (e +c)— (b + 4d)

Ejemplo:
(4—2)+ (6—3)=(4+5
=9 —

C..‘\v
!
H-*A
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EJERCICIOS
Efectuar (7 a) — 3 R: 4 — a
¥ (m - 4) — 2 ,,m+2
55 (12 — m) — 5 g [ —m
3 (x+7)+3 ,,x+]0
- 12 — (10 4 ) e e
" a — (a — 2) -, 2
i (¢ 4 4) — 2 » €4 2
- (8 — b) — 5 w8 — b
x 3 — (3 — a) 9 a
i 9 — (7T — m) y 24 m
Suprimir paréntesis v efectuar Jas operaciones:
2+(3+a—x7§’)+(7+b) R: 12 4 a
Idem, idem:
6+a——(2+a—b+4) Hin . D
Tdem, idem:

gL (8—af D) — (6—a0b) Y 4
Introducir 3 — b | a cn paréntesis precedido del sig:
no -}, y sumarlo luego a 5. .R: 5 B3—0b 4+ a)
Eseribir de otro modo la. expresion:
3—a+5—2+b R:(8+b)—(a+2)
Sumar estas diferencias:
8—2;6—a;a—"b;0—3 R: N



CAPITULO VI

PROGRAMA VI. — Multiplicacién de numeros naturales. Defini-
ciones: Producto de un nfimero por cero, por uno y por un
nimero mayor gue uno. Tablas. Interpretacion geométrica
de la multiplicacién de ntimeros naturales.

Propiedades de la multiplicacion de ntimeros naturales:
uniforme, conmutativa y distributiva con respecto a la su-
ma y a la resta. Producto de una suma algebraica por un
namero. Factor coman.

Producto de una suma por otra. Producto de una suma
por una diferencia. Producto de una diferencia por otra.

Leyes de monotonfa: Si los miembros de una desigualdad
se multiplican ordenadamente por los de una igualdad, se
obtiene otra desigualdad del mismo sentido que el de la da-
da. Si dos o méas desigualdades de un mismo sentido, se multi-
plican miembro a miembro, se obtiene otra desigualdad del
mismo sentido.

Multiplicacién de ndmeros naturales

87. Definiciones. — 1. Tl producto de un ntmero
natural por cero, es cero.

1 producto de dos niimeros se indica con el signo X,
multiplicado por. Asi, el producto de « v cero, se indiea :
a D0 =)

88. 1II. El producto de un niamero natural por wumno,
es el mismo nfimero natural :
X1 =3 ; i D 1= g

89. IIL El producto de un ntimero natural por otro,
mayor que uno, es la suma de tantos ntimeros iguales al
primero como unidades tiene el segundo.

BIBLIOTECA NACIONAL
NE MAESTRAOS



Es decir: 3><4=3+3—{—3+3
b sumandos
v
a X b=ua-+ s +

La multiplicacion tiene por objeto hallar el produeto
de dos ntmeros; el primero se llama multiplicando y el
secundo multiplicador. El multiplicando y el multiplica-
- dor son los factores del producto: Cuando uno de los fae-
tores, 0 los dos, son literales, el signo XX se reemplaza
per un punto, o se omite completamente. (*y

B jemplos: 2 X @ =2.0= 2a

a Xb=ab= ab

90 Maltiplo. — Multiplo de un namero es el pro-
ducto de él por otro. Para indicar que @ es miltiplo de b,
‘se escribe :

a=D>

91 Tabla de multiplicar. — El producto de dos nu-
meros naturales de una
cifra se obtiene con la
Tabla de muldtiplicar,
3 | 6|9 |12]15}18}21]26)27] quese forma asi:

31 2.4844)5[|6:}7 8|9

o | 4| 6|8 |10]12 14 | 16 | 18

VT Bt R i B e Se prepara un cua-
s 70 | 15 | 20| 25| 30 | 35 | 40 [ 45| drado con 81 casillas.
‘ ‘ En la primer fila ho-
rizontal se eseriben los
nGmeros de 1 a 9; en
s |16 |26 |32 |40{48}56|64 72} la segunda se eseriben
esl7z|s1| dos en dos, comenzan:
do por 2; en la terce-

6 |12]18 | 24| 30]36 42} 48 | 54

7 |14 |21 }es|3s|42 49 ] 56 | 63

9 |18 27|36 45 | 54
Tabla de ultiplicar

ST 2
(*) EI signo X fué introdgcido por G. Oughtred. (1575 - 1660), v
sl uso del punto como signo de multiplicar se debe @ H. Harriot
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ra de tres en tres, co menzando por 3; ete. Omitimos

el uso de la T'abla por ser conocido

92. Interpretacion geométrica

b * ,\q b

TTT

«

Fig. 8

drea rect. S = a X b =

Propiedades de la multiplicacién

=4

de la multiplicaciéon
de nimeros naturales.
— Si los segmentos
a y b, Fig. 8, repre-
sentan a los ntmercs
4 y 3, respectivamen-
te, el drea del rectin-
gulo cuya base es a y
cuya altura es b, cs el
producto de los nime-
ros representados por
@y por b:

433 =12

de nfimeros naturales

93. Propiedad uniforme. — TrorEMA. — Multipli-
cando miembro a miembro dos wgualdades, se obtiene otro
igualdad.

[ a=a IE
H ) b— b Tl ab = a’b
Por definicion :
b
ab =a -} a4 .....2.. +a
y también :
b1
@’ =a’ 4 ¢’ T o, + a’

(1560 - 1621). En 1637, Renato Descartes,
do signo para indicar el producto.,

(1596 - 1653), suprimi6 to-



Péro los segundos miembros son iguales por estar cons.
tituidos por sumandos iguales, luego (35) :

ab = a’b’

94, Propiedad conmutativa, — TEOREMA. — Kl pro
ducto de dos factores es independiente de su orden.

H) a y b, fact. dados T) ab = ba.

Por lo visto en (45), sabemos que:

SR Y e o 1

y escribiendo b veces esa igualdad:

a
e=1+4+1-4 ...... 41
a
= L=l o, +1
b ) ........................
{Z
e=1+14+ ...... + 1
sumando ordenadamente, (52) :
b b K3 b

abat = (1414 ) T 4 A1)

por (45), en €l segundo miembro se tiene:

a+a -}— ...... +a=0b-+0b + ...... -+~ b
y por definicion de producto (89):

ab = ba




95. Propiedad distributiva. — TreorEMa. — El pro.
ducto de una suma por un nimero, es wual a la suma de
los productos que se obtienen mulliplicando cada suman-
do por el nitmero dado.

H) a-} b; m nim, dado;
T) (¢a+b) m =am -+ dbm

Por definicion de producto, (89), sabemos que:
171

@+ 0)m=(a+Db)+ (a+b) + .. | (a+b)
suprimiendo los paréntesis, (81): '
m

G+b)m=at+bltaldbt ... tatb

por la propiedad conmutativa de la suma, (53) :

mw 2
e

Bk B — 0o PSP W B B W,

v por definicién de producto:

(@ + ) m = am -+ am

Ejemplo:
(44+2+4+58=43-1L23+}53
=12 4+ 6 + 15 = 33

96. Teorema 1I. — EI producto de uma diferencia:
por un numero, es igual a ta diferencia de los productos
del minuendo y el sustraemdo por el nmumero dado.

H) a—b;mnam, dado; T) (a—b)m = aom—Dbm.
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Por definiciéon de produecto-

m
(a—b) m = (a—b) + (a—b) + ...... -+ (a—b)
por el teorema (86), en cl segundo miembro se tiene:
m m
S g S
(a—b) m = (atat .....s +a) — (b4+Dd ..... +b)
y por definicién de producto:
(¢ — b) m = am — bm

97. Producto de una suma algebraica ‘por un nime-
ro — TEOREMA. — El producto de una suma algebraien
por un nimero, es igual a la suma algebraica de los pro-
ductos que se obtiemen multiplicando cada término por
¢l niimero dado, efectuando las operaciones en el orden
dado.

H) a—Db -+ ¢; m nim. dado.
T) (a— b+ ¢) m==am— bm - cm
Sea @ — b = z, entonces:
(a—bd+e)ym=(z-+¢)m
y por la propiedad distributiva, (95):
(a=—b 4 ¢) m = am + cm
reemplazando # por su valor a -— b:
(a—b + ¢c)m= (@ — b) m - cm
v por (96):

(a —b -+ ¢c)m=am — bm - em




o
=1

Ejemplo:
(5—2+4)3 = 5.3 — 2.3-}+4 3
=15— 6412 =21
98. Factor comiin. — CoRroLARIO. — Siendo:
(@ —b -+ ¢) m = am — bm 4 em

por el eardcter reciproco de la igualdad:

am — bm - em = (a— b - ¢) m

Reemplazar el primer miembro por el segundo. es sa-
car el factor comim m.

Ejemplo: .
3a 42« —a= 3+ 2—1)a =4a

99. Producto de una suma por otra. — TEOREMA. —
El producto de una suma por otra es igual a la suma de
los productos que se obtienen al multiplicar cada térmi-
no de la primera por cada téFmino de la segunda swma.

¢+ b
" { m -+ n § |
T)Y (a4 b) (m + ) = am + dbm + appw+ bn
Sea m -+ a = s, entoneces:

(¢ + b) (m 4+ n) = (¢ + b) s
y por (95): = as -+ bs

sumas dadas;

reemplazando s por su valor:
= a (m<+n) + b (m-4n)
y por (95): = am -+ an + bm - bn



y por (53):

(a+b) (m4n) = am -+ dbm - an + bn

Ejemplo:
(4--3) (246 — 4.243.244.6- 3.6
‘=8 4-6-F 24 -4 18 =56

100. Producto de una suma por una diferencia. —
TEOREMA, — Fl producto de una suma por una difercn-
cia, es igual a la suma de los productos del mynuendo por
los términos de la swma, menos cl sustraendo por los tér-
minos de la suma.

a b
H 3 +
m — n

T) (a 4+ b) (m — n) = am + dbm — lwn!— bn

Sea m — n — d, entonces:

(a Fb) (m—mn) = (a+0d)d

y por (95): = ad -} bd
reemplazando d por su valor = a (m—n) -+ b (m--n)
y por (96), resulta = am — an + bm —- bn

y por un corolario anterior, (82):
= (am—an) -+ (bm—>bn)

sumando las diferencias del segundo miembro, (86):
(@ 4+ b) (m = n) = (am -}-bm) — (am + bn)

y suprimientdo paréntesis:

(@ + b) (m—n) = am -+ bm — wm — bn
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fjemplo:
(5-4+3) (6—2) =5.6 + 3.6 — 5.2 — 3.2
=30 + 18 — 10 — 6 = 32

101. Producto de una diferencia por otra. — Tro-
REMA, — El producto de una diferencia por otra, es igual
al producto de los minuendos, mds el producto de las
sustraendos, menos los productos de manuendos y sus
traendos.

a— D>

H dif. dadas.

m—n
T) (@a—b) (m — %) = am + bn — an — bm
Sea m — n = d, entonees:

(@—b) (m—mn) = (a—0b) d

y por (96) : = ad — bd

reemplazando d por su valor =« (m —a) — b (m — n)
y por (96): —am — an — (bm — bn)_,
suprimiendo paréntesis =am — an — bm + bn 1

por un teorema anterior, (85):
= (am -+ bn) — (an -+ dbm)

suprimiendo paréntesis, resulta:

(@8 — b) (m—n) = am + bn — an — bm

Ejemplo:
(4—2) (7T—4) —4.7T+24—44—27
=28 -8 —16-~—14=6



B0 =~

102. Propiedad monétona. — TroremA. — Si los
miembros de una desigualdad se multiplican ordenada-
mente por los de una igualdad, se obtiene otra desigual-
dad del mismo sentido que ¢l de la dada.

H B b T)Y am > bm
m == 1
Siendo:
a>b [, a=0b+Hc
pero: m == m
y por (52): am = (b -} ¢) m
y por (95): am = bm -- em

luege, (46) :

am > bm

103. ‘TeorREMA, — Si.dos desigualdades de un mismo
sentido se multiplican miembro a nirmbro, se obtiens
otra desigualdad del mismo sentido.

H > 1

) ae bd
6.5 ‘! ) >
Al ser @ > b, por: (102), es: ac > be 1)
y ¢ > d, por (102, es: be > bd (2)

De (1) y (2), por (36):

ac > bd
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EJERCICIOS

Sefialar, entre los ntmeros 12, 3m, 21, 8a, 6b y 24, los
miltiples de 3 y de 4.

Interpretar geométricamente el producto 2 3¢ 3.

Si 4a — 4D, geémo son a y b2 Ri'a=D

fi Tm — am, geudnto vale a? R e

Efectuar: (8 1 a L b)4 R: 12 L da -} 40
7 (8 — a)b »y 8b — ab

” fa—2 L B—=50a 4 Sa¢ — 10 .50 — 25
Si (a -+ 1) (b 1) — 1 jeudnto valen a y b2
R vt = U 10

¢En qué caso es a(b |- 1) — 22 o e D= L
- Y. a(e -} 2) = 27 Riw==150— 0
Sacar factor comin: 2¢ — 40 |- 6¢. R: 2(a — 2b - 3¢)
- . i Sm |- 3m — 2m. m(d J- 3 — 2)
% > r 6a — 3a |- 9a. » 3a(2—1-L3)
Si 3¢ > 3D, geémo son a y b? R: a > b
Si ae < bd, gqué relaciones puede haber entre a, b, ¢ ¥y d?
Multiplicar: 3 < a; b > 4. R: 12 < ab

Demostrar que la suma de dos niimeros més la diferencia
de los mismos es igual al duplo del mayor.

Dados cuatro néimeros consccutivos, demostrar que el 17
por cl 4¢, menos el 2° por el 3* es igual a 2.

Demostrar que si es @ > & > ¢, también:
a(b—¢) 4 é(a — D) — b(a—c¢)



CAPITULO VII

PROGRAMA VIl. — Producto de varios niimeros naturales. Defi-
nici6n. Propiedad uniforme., Propiedad conmutativa: Si se
invierte el orden de dos factores consecutivos, no altera el
producto; el orden de los factores no altera el producto. Pro-
piedad ssociativa.

Producto de varios nimeros naturales

104, Definicién. — Se llama producto de varios fac-
tores, dados en un cierto orden, al niimero que se obtie:
ne multiplicando los dos primeros factores, el resultado
por el tercero, el resultado por el cuarto, y asi hasta ter-
minar con todos los factores.

El producto de los factores a, b, ¢, d, es:
abed = [ (ab) ¢ ] d

105. Coronario. — Si en un producto de varios fac
tores, uno de. ellos es cero, el producto es cero.

106, Factorial. — Se llama factorial de un nimero
al producto de los nimeros consecutivos desde 1 has-
ta el ndmero considerado inclusive.

El factorial de un niimero se representa colocando el
signo ! después del nimero.

Ejemplos:
51=1X2 X 3 X 4X5=120
=1 302" aevs



— 63 —
Propiedades del producto de varios factores

107. Propiedad uniforme. — TEOREMA. — Multipli-
cando miembro a miembro varias igualdades, se obtiene
otra igualdad.

( a=a’

H ( b b’ T abs — a’bic

'_ gt

I

Por la propiedad uniforme del producto de dos fac-
tores:
’
5 a =
si g ab = a’b’

( b e b} .o
por la misma razon:
5 ab = a’b’ . 2 ]
sl At .. (ab)e = (a’b’)c

v por definicién de producto:

abe = a’b’c’

108. Propiedad conmutativa. — TEorEMA. — 87 s¢
invierte el orden de dos factores consecutivos, el Producs
to mo altera.

H) abed T) abed = achd
Por un teorema anterior, (94):
be = cb
pero: a=a

multiplicando, (93): - a(be) = a(ch)
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y por definicion de producto
abe = ach

pero: d='d

multiplicando, (93) : (abe)d = (ach)d

v por definicién de producto de varios factores:

abed — achd

109. Corovrarto. — El orden de los factores no alle-
re el producto.

Es decir, que:

abed = abde = bdcea = ete

110., Propiedad asociativa. — TEOREMA. — En todo

producto de varws factores, se pueden reemplazar dos o
mas de ellos por su producto efectuado.

H) abed TYabed = (ab) ¢d = a (bed) = ete
Por dafinicién de producto, (104) ‘
abed = (ab) cd )
Por el corolario anterior:
abed = beda
o bien, (104) = (bed)a
y por (108) - = a(bed) (2)

Comparando (1) y (2), resulta:

abed = (ab)ed = a(bed) = clc.
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111. Propiedad monétona. -— TrorEMA. — Multipli-
cando miembro a miembro varias desigualdades del mis-
mo sentido, se oblicne otra desigualdad de igual sentido.

. il
H b > ¥ {
il

Por hipétesisi a > a
b =V

T) abe > a’b’c’

por (103): ab > a’b’
b i

Se tienc: e > ¢’
s ub > a’b

v por definicién de producto, (104) .

$ por (103): (ab)e > (a’b”)c"

abe>abe

EJERCICIOS
65. Calcular 3! B: 6
66. 57l T
67, & 6! 720

»
68. Aplicando la propiedad conmutativa, cscribir de todas
maneras posibles 2 ¢ 3 Sk
69. -Aplicando la propicdad asociativa, escribir de todas las
mancras posibles ¢ b ¢ d.

(4]
70. ;Ln qué caso es a(b -+ 1) (e + 2) = 47 R;% [
: c



CAPITULO VII

PROGRAMA VIIlI, — Divisién de nimeros naturales. Definicion.
Notacion. Nombre de los datos y del resultado. Condiciones
de posibilidad. Un nGmero no altera cuando se lo multiplica
jpor otro y al resultado se lo divide por este utimo, o vice-
versa (simplificacién). Interpretacién geométrica de la di-
visién de numeros naturales.

Propiedades: uniforme, no conmutativa; distributiva con
respecto a la suma y a la resta de mdltiples del divisor. Ley
de monotonfa.

Cociente del producto de varios factores por uno de ellos
o por un divisor de uno de ellos. Si se divide um ntimero por
otro v el cociente se divide por un tercer ntmero, se obtie-
ne el mismo resultado que dividiendo el primero por el pro-
ducto de los dos tltimos.

Si el dividendo y el divisor se multiplican o dividen por
un mismo nGmero, el cociente no altera.

Divisién de nidmeros naturales

112. Definicién. — Se llama cociente de dos name-
ros naturales, llamados dividendo y divisor, a otro nime-
ro natural, tal, que multiplicado por el divisor, dé un
producto igual al dividendo.

Dividir dos ntimeros es hallar su cociente.

La divisién tiene por objeto hallar el cociente de dos
NMmeros.

118. Notacion y signo. — La divisién se indica por
medio de dos puntos, :, o bien poniendo una rayita ho-
rizontal entre el dividendo y el divisor, que se leen divi-
dido por. (*).

(*) EIl signo : se debe a Oughtred.

la notacion % remonta a los 4drabes y a los hinddes
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Si a es el dividendo, b el divisor y c el cociente, escri-
biremos :
a:b = c, siempre que ¢. b =

114, Corolarios de la definicion. — I El cociente de
un nimero por uno, es el mismo niwmero.

En efecto. @ 1 = a, porque ¢ X 1 = @

115. 11 — El cociente de wn mimero par si mismo, €s
¢l ravmero vmo

En efecto. @ : a =1, porque 1 X @ = a.

116. 1IL. Ll cociente de cero por un niumero, €s cero

En efecto: 0 . @ = 0, porque 0 XX a = 0.

117 Condiciones de posibilidad. — Para que la di-
vision sea posible, se requicre:

10 Que el divisor sea dislinlo de cero, pues si el di-
G
visor fuese cero, ningin cociente por cero nos dara un
producio wual al “dividendo, luego-

[ ¢, siempre que sea b=k O
2° Que el dividendo sew el pmd/ucto del divisor por
olro mitmero, pues por la definicion se > debe tener:
@ : b = ¢, siempre que sea b. ¢ = «
118. TrorEMA — Un niimero mo altera cuando se

lo mwltiplica por otro y al resultado se lo divide por ese
olro o wviceversa.
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1 == fi="0
H) ay b, nim. dados. aF ?
2° (‘—'\ ]) =aQ
1° En efecto: (;—b‘ = a (i),

pues, por definicién de cociente,se obtiene una expre
sibn cierta:
ab = ab.
2¢ Sea:

a » i
__b_=( o b =a (2)

a
v reemplazando en (2) e por su valor - R

119. OBsERVACION. — Reemplazar el primer miem-
bro de las expresiones (1) y (2) por el segundo, es
simplificar el factor y divisor b, iguales.

120. Interpretacién geométrica de la division de
numeros naturales.

6 S el segmento @
A A } 1 L 1 1 1 B ’
! ! J ! ; \ representa al nime-
0 ro 6, y ¢l segmento
5 b al nimero 2, el
> —t ’
& b D ntimero de veces

Fig. 9 que el segmento

b cabe en el segmento a, es el cociente de los numeros
representados por @ y b (Fig. 9):
a:b=2
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Propiedades de la divisién de niimeros naturales

121. Propiedad uniforme. — TrorEMA. — Dividien-
do miembro a miembro dos igualdades, siempre que sea
posible, se obtiene olra igualdad.

o= q o @’ a o’
H . =¢; — = ¢’ et e L
b =2 b » R

Si e : b no fuese igual a ¢’ : b’, seria:
o

a @
— e
=Z
b b
pero o =32
bl
y por (102) LA 2“— « b2
b b
y por (118), queda:
a Za
lo que es absurdo, pues se opone a la hipétesis, Inego:
L
b b’

122. Propiedad no conmutativa. — La division g
es conmutativa.

6 3
En efecto: —
n efecto 3 =% 5
y en general:
a a
5T a+ b

123. Propiedad distributiva. — TrorEMA T. =—- K
cociente de una suma por um nivmero, es igual a la suma
de los cocientes de cada sumando, siempre que sea Do~
sible, por el niumero dado.
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a+b; w0 o - a + b
ay b, milt. de m. wowm m
Si fuese
g+ b a b
e . T L
m m m

por definicién de cociente, Seria:

a_—]—-6=(i+—-b—)'m

m m

y por la propiedad distributiva del producto:
@+ b= (ﬁ-)m—}— (—7%) 0
y simplificando, (119), queda

N
at+b=a-t+b

y siendo cierta esta expresién, también lo es la supues
ta, luego:

- a+ b a [
B ™
% jemplo :
4 + 6 4 6 -
it ke Rt
124. Trorema II. — El cociente de una diferenciu

por un nimero es igual al cociente del minuendo 'y el
niimero, menos el cociente del sustraendo y el mimero.
siempre que sean posibles estos cocientes.

Hsa——b; Tsa—-bza b

( m = 0; a y b milt. de m; | m m m

LRSS



Si fuese:

% m

por definicién de cociente, seria:

a— b= (—‘L = i) m
n 0

Yy por un teorema anterior, (96) -

a — b = (i) W — (i\ m
m an |

simplificando, queda
¢« —b=a—0>

y como esta expresion es cierta, también lo es la su-
puesta, luego:

a — b

_a b
m m m

' Ejemplo:

1219 12 9
Ve e oy e S ety

125. Propiedad monétona, — TEOREMA, — Dividien-
do ambos miembros de una desigualdad por wn mismo
nwmero, siempre que sea posible, se obtiene otra des-
igualdad del mismo sentido que el de la dada.

b
Hq}9 > b g g L Lt

m = m; ayb, milt. de m. m m
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Sia : m no fuese mayor que b : m, serfa:

a _ b

m - m

pero: T me=m

y por (93) 5 (102): & . m =L m
m m

y simplificando: a=b

lo que es absurdo, pues se opone a la hipétesis, luego*

a 1/

m m

126. TEOREMA. — Para dividir un producto de va=
rios factores por uno de ellos, basta suprimir dicho
factor.

H) a. b. ¢ T abc = ac

Por las propiedades conmutativa y asociativa del pro-
ducto, se tiene:

abe _ acb _ (ac) b
b i b o b
y simplificando:
abe __ =
3 =

127. TreoREMA. — Para dividir un producio de vae
rios factores por un divisor de une de ellos, basta diwi-
dir a dicho factor. ;




B

m

W Il s b T%“" =a(b)c

Sea — =2 % am =17
m

Entonces, resulta, reemplazando b por su valor:

abe _ alem)e
m m
o bien, (110): = &%ﬁi

Y por el teorema anterior: =g % ¢

reemplazando z por su valor:

ad e (l;)
— =g {—) ¢
m m

Ejemplo:
X
L R I U
9] a
128. TEOREMA. — Si se divide un niimero por otro

y el cociente se divide por un tercer mimero, se obtiene

el mismo resultado que dividiendo el primero por el
producto de los dos #liimos.

B o 08

a
3 .c;—?:'m Tﬁ———-m
Se tiene, por hipétesis:
=¢ % e=dc (1)

&) s

=m .. ¢=dm (2)
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Sustituyendo (2) en (1):

a=0bdm
y por (110): a = (bd)m

y por definicién de cociente:

e e
bd

129. TEOREMA. — Si el dividendo y el divisor se mad-
tiplican por un mismo numero, distinto de cero, el co-
ciente mo .altera.

a : am
H!— =¢ m 0 T ! — =
b i i bm
Siendo: Lo g a=be
b
pero: m = m
multiplicando ordenadamente: om = (be)m
v por (109) y (110): am = (bm)c
y por definicién de cociente:
am
bm.
130. CororLario. — Si el dividendo y divisor se di-

viden por un mismo nitmero, el cociente mo allera.
En efecto, sabemos queé:

am
b am @
a por (35): .. bm b
y como:  —— =¢
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EJERCICIOS

71. Dar el resultado sin caleular: (2 y¢ 3) : 2 R: 3
2. . 5 5 (@ 4):a ok
73. Interpretar geométricamente 6 : 2,
74, m: by 12 : 4,
75, Si10 : a — 10 : D, geémo son a y b? R @D
76. Efectuar: (15 — Ba) : 5. o 8% a
T w  (24ab — 18D) : 6b. , 4a—3
78. Sia b —1, jcbmo son a y b? w @=20
79, Si m : n— m, geudnto vale n? ' b eaetd
80, Sim :n — 0, jeuiinto valem? b= O
81, Si6:a>6:D tcomosonayb? P
82, Sia: 8« b:8 gelmosonayb? i D
83. Efectuar: (5 ¢ 6m ¢ 4ab) : 2D. R: 5. 6m. 2a
84, 8i 6 : 3 — 2, geudl es el cociente si ¢l dividendo y divi-

sor se multiplican por 5% R: 2
85, Sia :c — 7, geual serd el cociente si el dividendo y di-

visor se multiplican por cero? R: no hay cociente



CAPITULO IX

PROGRAMA IX. — Divisién entera. Definicion de cociente entero.
La division entera contiene como caso particular a la divi-
sion exacta. Resto. Interpretacion geométrica de la division
entera.

Cociente y resto por exceso. La suma es igual al divisior
por el cociente mas el resto y éste es menor que el divisor.
Si cuatro ntmeros D, d, ¢ y r son tales que D es igual a dc
mas r, y r es menor que d, los nameros ¢ y r son el cocien-
te y el resto, respectivamente, de la divisibn entera de
D por d.

En toda division, si el dividendo y el divisor se multipli-
can o dividen exactamente por un mismo nfimero, el cocien-
te no altera pero el resto queda multiplicado o dividido por
dicho ntmero.

Divisién entera

131. Como anteriormente vimos (117), para que una
divisién sea posible, es necesario que el dividendo sea
miltiplo del divisor, no pudiéndose efectuar enando la
condieién no se cumple. A pesar de eso, podemos calcu-
lar el eociente con cierta aproximacion.

Sea dividir 17 y 5. Comprobamos que ningiin niime-
ro multiplicado por 5, da un producto 17, puesto que:

3 X5 <11 y 456 >11

Por extension, a los niimeros 3 y 4 los llamaremos
también cocientes.

132. Cociente entero. — El cociente entero de dos
nimeros, s el mayor miimero que, multiplicado por el
divisor, da un producto menor o igual que el dividendo.
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Si D es el dividendo y d el divisor, y e el cociente
entero, es:
e @ =D

133. Resto. — La diferencia entre el dividendo y

el producto del cociente entero por el divisor, se llama
resto,

Si ed = D, D —ecd=wn
et donde r es el resto.

134. Divisién entera. — La divisidn entera tiene por
objeto hallar el coeiente entero de dos nimeros.

- 135. CoroLarIO. — La davisidn entera comtrene como
caso particular a la division exactu.
En efecto, si en la expresion cd D suponemos que
sea cd = D, resulta (112):
D
oo
d

¢n donde ¢ es el cociente exacto.

136. Interpretacion geométrica de la division en-
i tera. — Si el seg

I =t } } = i mento a representa
I ' : I ! : " | al numero 7 y b al
2 X8 ntmero 3, el mayor

3 I numero de veces que

o b ' el segmento b ca-
Fig. 10 be en el segmento

a, es el cociente entero entre los numeros representa-
dos por @ y b.
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137. Cociente entero por exceso. — Se llama co
ciente entero por exceso, al cociente entero mas uno.

Dados los ntumeros 17 y 5, sabemos que:
por ex-

3 X 5 < 17, siendo 3 el cociente entero;
4 X 5 > 17, siendo 4 el cociente entero
ceso, y se constata que 4 es 3 4 1.

138. Resto por exceso — Ta diferencia entre el
producto del cociente por exceso y el divisor, y el di-

videndo, se llama reste por exccso.
Si D es el dividendo, d €l divisor y ¢ 4 1 el cociente

por cxceso, se tiene:
(e +1)d—D =1’

en donde »’ es el resto por exceso.

139. TeoreMA. — La suma del resto y del reslo por

exceso, ¢s igual al dwaisor.
D = dividendo; r’ == resto por cxeeso;
H {d= TSy e liid
¢ ==
Por (133) y (138).

r =-D — cd
P = (¢c-}+1)d —D

sumando ordenadamentey efectuando:
r4+r"=D—cd+cd +d—D

r = resto;

divisor,
cociente entero.

y por un corolario anterior (62), queda:

r—Fr’=d
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140. TeoremMA. — En toda division, el dividendo es
igual al divisor por el cocientc wmas el resto, y éste es
menor que el divisor.

1 D=cd+r
2 r<d
1°) Por definicién de resto, (133):
_ D —cd =r
sumando a ambos miembros cd, por (52):
(D —ed) + ¢d = ¢d -} r

Yy por un corolario arterior, (62):

H) D; d; e;-r. T

D = ed + r (1)

2°) Por el teorema anterior se tiene:

r-r’=4d
y por (46): r <-d
141, TeoreMA. — St cuatro mimeros D, d, ¢ y v son

tales que D = ed + r y r < d, los nitmeros ¢ y r son
el cociente y el resto, respectivamente, de la division en-
tera de D por d.

D= cd +.r ¢ == cociente
H F< - r == resto
Siendo

D=cd+r
como r < d, se tendra, poniendo d en lugar de r:

D<ecd-+d

ed < D (1)
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factoreando d: D<(¢c+1)d (2)

Comparando (1) y (2), resulta:

¢cd <D < (e +1)d

expresion que indica que ¢ es el cociente entero de la
divisiéon D por d, y r es cl resto de la divisién.

142. TrorReEMA. — En floda divisiow, si el dividendo
y el dwisor se multiplican o dividen exactamente por un
misimo wmero, distinto de cero, el cociente no altera, pe-
ro el resto queda multiplicado o dividide por dicho -
mero.

D=cd+r;r<d;

H
n =k 0.
1°) Din = ¢ (dm) +rm; rm < dm
m m m m, m.

1) Sabemos que: D ="ed + r

y multiplicando ambos miembros por m -
D = (ed - r) m
y por (95): Dm = (ed)m - rmn

y por (110): Dm = c¢(dm) + rm

Ademdas sabemos que: 7 -< d, y por la propicdad mo-
notona del producto (102)

e < dm

La segunda parte de la fesis se demuestra con un
razonamiento andlogo al de la demostracion de la pri-
mera.
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EJERCICIOS

Hallar el cociente entero y el resto de la di
vision de 37 y 12. R-
Hallar ¢ y r de la division de 38 y 7. o
Hallar el cociente y el resto por exceso de la
division 42 y 9. =
Hallar el cociente y el resto por exceso de la
division de 16 y 3. 5
Hallar el dividendo de una divisién entera, sa-
biendo que d — 5;¢ — 8; 7 — 3. e
Hallar D, sabiendo que d — 8; ¢ — 35 7 = 1.,
Si d =105 ¢?
Sid=— 6; ¢c =

7 v’ — 8, caleular D. i

w

L, ¥ o e ?
s 1 s 12y calenlar D, ¢7 ¥ 7y,

&

Sidies 125 0 == 257 =% 9y calenlar- Dy et g vl o,
Interpretar grificamente las divisiones de los
ejercicios 86, 88 y 91.



CAPITULO X

PROGRAMA X. — Pctenciacién. ‘Lefiniciones: Potencia cero. pri-
mera potercia enésima de un nfimero, para mayor que n
mera potencia y potencia enésima de un namero, para n
mayor que uno. Notaci6n. Nombre de los datos y del resul-
tado. Interpretacién geométrica del cuadrado y cubo de un
mGmero natural.

Propiedades de la potenciacién: uniforme, no conmutati-
va, no distributiva con respecto a la suma ni a la resta, dis-
tributiva con respecto a la multiplicaciéon y a la divisién
exacta., Leyes de monotonia: Si ambos miembros de una
desigualdad se elevan a una misma potencia distinta de la
cero, se obtiene otra desigualdad del mismo sentido que el
de la dada. Las sucesivas potencias de un nimero mayor
(ue uno, crecen a medida. que aumenta el exponente. Coro_
lario: De dos potencias de igual base ¥ distinto grado, es
mayor la de mayor exponente, siempre que la base sea ma-
yor por uno.

Producto de potencias de igual base. Cociente de poten-
cias de igual base. Condicion de posibilidad. Potencia de una
potencia.

Cuadrado de la suma y de la diferencia de dos nmeros.
Producto de la suma por la diferencia de dos nGmeros.

Potenciacién de nidmeros naturales
143. Definiciones. — I. Se llama potencia cero de
un nfimero natural, al nmero uno.
La potencia cero se indiea asi:
=1 ; a®*=1

?
144. 1I. Se llama potencia wno de un nfimero na-
tural, al mismo namero natural.

La potencia uno se indica asi:
U =R gl ="0
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145. 11I. Se llama polencia emésima de un ndmero
natural, siendo m > 1, al producto de m factores igua-
les al ntimero dado.

La potencia emésima se indica asi:

m faet.

S
omi=_.g > 55 s 5

\/ .
(LULFSR e S AP I i (%)
expresion que se lee asi: a elevado a lu emésima polencia.
El nimero cuya potencid se halla se llama base de la
potencia; y el nimero 0, 1, 0 m, se llama exponente.

La polenciacion o elevacion a potencias, tiene por ob-
jeto hallar la potencia de un nfimero.

146. CoroLARIOS. — I. La potencia emésima de ce-
70, €S CErO:

.
0% =05 0 .o el = )
147, 11, — La potencia emésima de UMO, €5 uUno;
m

N ———
L e R, e IR
148. Cuadrado de un namero. — Sj el exponente
s dos, la potencia se llama cuadrado :

52 = 5 X 5 = 25; 25 cs el cuadrado de 5.
@ =a X a ; @ es el cuadrado de o.

(*)  La notacion @n se debe u Decartes,
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149. Cubo de un namero. — Si el exponente es
{res, la potencia se llama cubo.

93 . 2 % 2 X 2 = 8; 8 es el cubo de 2
@ —=a X a X a ;@ eselcubo de a.

150. Interpretacién geométrica del cuadrado y cu-
bo de un nirtero natural.

3
1 1 I8 1
L} 1 T 1
a
A C Si el segmento a represen
ta al namero 3, Fig 11, el
area del cuadrado de lado a,
es el cuadrado del namero 3
B D b
Fig. 11 — e 1
i i
. . S e
Si el seemento b, Fig. 12, T E s
A S R i R
representa al numero 2, el L ';,’1‘
SEEap s Ar et iRe ShE
volumen del cubo de lado b e e
- 5 e 1
es el cubo del namero 2. N SN0 O S T e
S (S
- e
Fig. 12
Propiedades de la potenciacion
151. Propiedad uniforme. — TEOREMA. — Si los dos

miembros de una igualdad sc elevan a una misma poter
cia, resulla otra igualdad.
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H)Nig = hm T) am — bhm

Hay que demostrar que la fesis es cierta para cual-
quier valor de m.

1°)  Sim. = 0, por definicién de potencia cero
am — a° == 1 (1)
m = b0 = 1 (2)
‘comparando (1) y (2), se deduce:
am == phm
2°)  8im = 1, por definiciéon de potencia uno

@ —=igki="a
bm — bl = b

como @ — b por hipdtesis, se deduce
am =— phm

3°) Sim > 1, por definicién se tiene
W o= QO ... .. a

bm = b.b ....... b

pero los segundos miembros son iguales por estar cons-
{ituidos por igual nimero de factores iguales, luego:

am == pm

152. Propiedad no conmutativa. — La potenciacion
no es conmutativa,

Ejemplo: 3 o= 28
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En efecto:

32=3><3—9 .

93 X2/<0_8$c0n109¢8 32

mo | o Sk 28
En general:
am == mé | siempre que sea a = m
(
163 Propiedad distributiva. — 1. La potenciacion
no es distributiva respecto a la suma

Ejemplo:
4432 #4 + 8

En efecto:

421 3°_4%4-43 ><3—16—{-0——:
(44-3)2 — 72 =

En general :

5| como 49 =£ 25
TXT=49 (S, (&43)*f €43

(@ + b)m _—7& am - bm

m > 1
164. II. La potenciacion no es distributiva respecto
a la resta.
Ejemplo:

(7T—38)2F 7 — &
En efecto: ;
(T— 3)2 = 42 = 4 X4 = 16)como 16 40
7232 =49 — 9 == 40 TN =R T e
En general: ;

(6 — b)m _TL aqm — phm

155. TII.—TEOREMA. — La potencia de un producto

es igual al producto de las potencias de igual grado de
los factores.
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I “‘;C T) (a.b.c)m — qm.pm.cm

Hay que demostrar que el teorema es cierto para cual-
quier valor de m.

12) Sim = 0, por definicion de potencia cero-

; . T —
(@.b.¢)m = (a.b.c) 1 . (aboym. == b

am, phmogm — qf . hl.¢? = 1 ..

29 Si m = 1, por definicién de potencia uno.

a.b.ec)m = (a.b.¢)! = a.b.c.

( ) ( ) x l : (abc)m = qmbhmem
am.hpmem, = g'.p'.c', = a.b.cf*’

3°)  Sim > 1, por definicién de potencia emésima
m
N ————
(D s G == 0000) X R EE N s ol s Kalasbia.)

por la propiedad asociativa del producto, (110)

: m
(abe)™m = abe abc.T./.abo
por (108):
el e LR S
(abe)m o @ iouy . ca b = D 00, s ¢

y por definicién de potencia emésima:

(ube)m = gmbhmem

Ejemplo: 1
(2 X5 X 4)% = 2% X 53 X 43 = 8X125X64 = 64.000

156. CoROLARIO. — El producto de varias potemcias
de igual exponente es olra polencia del masmo exporem.



te, cuya basc es el producto de lus bases de los factores
dados.

Sabemos que: (abe)m =—ambhmem

y por el caracter reciproco de la igualdad:

ampmem = (abe)m

Ejemplo:
42 2% 52X = (4 X 2 X 5 X 3)2 = 120% = 14.400
157. 1V, — TeoreEMa. — La potencie. de un cociente

es igual al cociente de las potencias de igual grado del
dividendo y divisor.

.E< a m ol"
T L
m

Demostraremos gue la tesis es cierta para cualquier
valor de m, .

19) Sim = 0, por definicion de potencia cero:

a m a 0
(—b—> B (—E_) S 1 i (_ﬂ_--) m: am
l .

a™ a’ b b
bm e &o =
20)  Si m = 1, por definicién de potencia uno:
L (a L. 6
b b T b : a\™__a"
demds: gt g, et T Bl T
aaemas: *b,—"* == -T’— —'—b—

3°) Sea m > 1!
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Supongamos que sea:
o
T ) e=te Q)
Por la propiedad uniforme de la potenciacion, (151)
en ambas igualdades se tiene.

\ m

le la (1): i = 59
¢ (1) ( i ) ( (3)
de la (2): am = (be)m

por el teorema anterior:

am == hm en
y por defimeion de cociente, (112), debe ser:

(6”’
= e (4)

Comparando la (3) y la (4), por (34), resulta:
a@ m“ ’/-/"
)T

Ejemplo:

(12)‘3 122 144 :
= =-— =16

3 g

3T g

158. CorovLario. — Siendo
w\" _ a”

( b = m

por el caracter reciproco de la igualdad-:

an __ (e)"
b T\ b




Bjemplo:
8= 0T

I

15% 1587
=)
159. Propiedad monétona. — TEOREMA. 1. — Si am
bos miembros de una desigualdad se elevan a unae mismae
potencia distinta de la cero, se obtieme otra desigualdad
del mismo sentido que el de la dada.
a>b
5 ) am bm

m = 0 ) &

1¢ Sim = 1, por definicién de potencia uno:

H

am = a = a
ademas : bm = b = b
y como, por hipétesis, a > b, reemplazando a y b por
sus iguales am y b™, resulta:
am > phm
2) Sim > 1, consideremos m desigualdades, igua-
les a la dada:

multiplicando, (111):
mn m
L SR
a S a5 b b A e 0% ob

y por definicién de potencia emésima :

am > pm
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160. TrorEMA. — Las sucesivas polencias de un .
mero mayor que uno, crecen a medida que aumenta el
exponente.

H})ae>1 Tle<d<d<....
Por definicién de potencia cero y uno:

@ =1

' =a

como, por hipdtesis, @ > 1, reemplazando por sus igua
les, resulta:

a® < a! (1)

Por la propiedad monétona del producto, (102):

e Xa<a Xa
o bien:

1% at < g X a
y por tltimo

o < @& ' (2)

Multiplicando ambos miembros por a:

gt o <ia X
0 bien:
aXe<axXaXxXa
y por tltimo:

< a (3)

Anilogamente tendriamos:
a® < a* (4)
af < o (5)
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“Comparando las expresiones (105 6205 (800 ~ .00
ol eardcter transitivo de la desigualdad, (36):

i gl @t < 0B

161. CoroLARIO. — De dos polencias de igual base y
distinlo erponente, es mayor la de mayor exponenlte,
siempre que la base sea mwyor que Uno.

En efecto, de la expresion:

it T Ry e
se deduce que: ’

@ < a° eteétera; siempre que a > 1.

162. Producto de potencias de igual base. — Tro-
rREMA,  El producto de varias polencias de igual base
es otra, potencia de la misma base, cuyo exponente es lu
swma de los exponentes de los factores dados.

0 , am, am®. ab. T ; am, qn, ab. = qm+ n+p
Por definiciéon de potencia emésima:
m
S
M == Qs o0 ew o &
n
\_'/
O == W 5o s siee e O
\_f/
AP = A @ «viveveens @
Multiplicando, (107):
om n P
| e P e
am, av, aP. = A @ «.vo. O Qoo (0 R R R JORN 5
Wt = 2 - P
\——/

am. a..aP = @ @ sesveoesvasaes @
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y por definicién de potencia:

am, atv. aP. = am + " +p

Ejemplo:
93 % 22 = 2342 — 2% = 32

163. Corovario. Si un numero estd elevado a una
poltencia cuyo exponente cs la swma de varios mimeros,
esa polencia es igual al producto de varias potencias del
mismo ntaero, y cuyos crponenles son los sumandos da-
dos. '

En efecto; sabemos que:

am. at. qP. = a™ + n + P

y por el cardcter reciproco de la igualdad:

an +n + p = gm. a. aP.

Kjemplo: )
95— 38 42 = 38 W 3
95— 3t 4 1 — 3t x 31

164. Cociente de dos potencias de igual base. —
TroreMA. El cociente de dos potencias de igual base,
siendo el exponente del dividendo mayor o tgual que el
c.rponenta del divisor, es olra potemcia de la misma base.
cuyo exponente es el exponente del dwzdcnda menos el
cxponente del divisor. -

am
I_I —F”i m _t_l”l. = qm —n
mnt /> i e
-
SU HoNLamos que sea:
(=]

am
as

Qm —n
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por definicién de cociente, (112):

am = qn ., qmn —n
y por el teorema anterior:

am = qn -+ (m—n
y ecomo n que suma y resta se anula, (62), queda

am — qm

y siendo esta expresion cierta, también lo es la supues-
ta, luego:

Ui — qqm—n
am
Ejemplo:
25 £
. = 950 =2 = 93 —
pr” = 2 = 23 = §
165. OBSERVACION. Si m = =, resulta:
am
T gt — = (1)
pero también a™ = a?, luego su cociente es uno:
a"l
T i 1 )

Comparando (1) y (2), por el cardcter transitivo de
la igualdad:

@ = 1

expresion que justifica la definicién dada anteriormen-
te, (143), de potencia cero.

166. CoronArO. St un-nimero esld clevado « una
potencia cuyo exponente es la diferencia de dos mimeros,
esa potencia ¢s tgual ¢ cociente de dos potencias del mis-
mo ainero, siendo el minuendo ¢l exponente del diwi-
dendo, y el sustracndo ¢l exponente del divisor,
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En efecto; sabemos que:
am
an

¥ por el cardacter raciproco de la igualdad, (33):

= Q= , siendo m = n

am—n _— »(L,—"—
(,n
Ejemplo:
a5
of __ ofh—1 . 9
= 3 = o7
(3]
96
b L el
= = Fao

167. Potencia de una potencia. — TrorEMA. La po-
tencia de la polencia de un nivmero, ¢s olra potencia del
mismo nimero, cuyo crponente es ¢l producto de los ewx-
ponentcs.

am
H 5 T } (@m)n — qmn
| 7

El teorema es cierto para cualquier valor de n.

1° Sin = o, por definicion de potencia cero:

.(am)n = (um)0 = 1 .

. fam)n == gmmn
y ademés: amn = gm® = ¢° = 1

2° Sin = 1, por definicion de potencia uno:
(am)n —= (am)! = am' 2

" k (gm)n = gmn
y ademds: amn = gm X 1 = ums ?

3% Sin > 1, por definicion de potencia enésima -

((,_m)lb - XM X e Koam
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; por un teorema anterior, (161):

(am)n = qi + m +

v por definicion de producto, (89):

(am)n = gmmn

Ejemplo: (3%)2 = 33%2 = 3% = 729

168. Corovrario. Si un nimero esid elevado a una
potencia cuyo exponente es el producto de dos nimeros,
esa polencia es la potencia de potencia del mismo mimero,
siendo los cxponentes cada uno de los factores dados.

En efecto, sabemos que:

(am)n = gmn

y por el cardcter reciproco de la igualdad:

am n — ((/m)n

Ejemplo:
5 X 4= (53)4 = (54)3

169. Cuadrado de la suma y de la diferencia de dos
numeros. — TeoreMA. £l cuadrado de la suma de dos
nitmeros ¢s igual al cuadrado del primer nimero, mas cl
duplo del primero por cl seyundo, mas el cuadrado del
segundo nivmero.

H) (at 0)* T)Y (¢ -+ )2 = ¢ + 2ab +b?

Sabemos, por. definicion de potencia, que:

(@ + b)2 = (¢ + D) (¢ + D)
- efectuando el producto, (99) :
(¢ + 0)* = a* + ab - ab 4 12



e

o bien:

(¢ + b)* = a® + 2ab -+ b?

Ejemplo:
(4 + 3)% = 4% 4 2.4.3 + 32
= 16 4+ 24 -9 = 49,
170. Teorema. El cuadrado de la diferencis de dos
numeros es igual al cuadrado del primero, menos el du-
plo del primero por el sequndo, mds el cuadiado del se-

qundo niumero.

H) (v — 42)

Por definieién de potencia :
(6 —0) = (a — b) (¢ — b)

T) (o — b)2 = ¢~ 2ab -+ B3

v efectuando el producto, (101):
(a—0)%=a*— (ab + ab) + b?

o bien:

(@ —b)2 = a® — 2ab + b*

Ejemplo:
(6—2)2 = 5

171. Nowa. Los dos teoremas tltimos lo podemos es-
eribir en una sola expresién, de esta manera:

(¢ + D)2 = a® 4 2ab -+ b2

172. Producto de la suma por'la diferencia de dos

nimeros. — TrorEMA.  El producto de la suma por la
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liferencia de dos mimeras, es wual al cuadrado del pri-
mer nimero menos el cuadrado del segundo.
H) «y b, nam. dados ™ (a4 b) (e—b) = K 1
Lin efecto:
(¢ + b) (@ — b) = «* |- b — ub — b*

o hien-

(a - b) (@~ b) == ¢* — b?

Ejemplo:
(4 4 37 (4 — 8Y'= 42— 3 = 7
173. CoroLario. La diferencia de los cuadrados de
dos nitmeros cs igual a la suma por la difercncia de los
NUMET0S-
Sabemos ¢que:
(@ b)Y (@ — b) = a¥ = b

y por el cardcter reciproco de la igualdad:

a2 e hE et L B) (& =B)

Ejemplo:
82 — 5% = (8k 5) (B —"5) =13 X 3 =39
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EJERCICIOS
96. Efectuar: 23 \¢ 33 v 43 R: 13.824
97, o 52 »¢ 42 X (it » 14,400
08, 124 ;g < N 11
99, 5 243 : 83 g 2T
100. e 22 ¢ a8 X 2 n 04
101, S 5% % b ¥ b2 s 15,625
102. 3 45 1 43 a1
103, a a’ a3 e 3at
104. y (15 3¢ 23) ¢ 88 y 164
105, 4 22 % 53 s 2 % B2, 20.000
106, W as ¥ as X X'(L‘J po @il
107. k [(22)3]0 =¥
108, b [(3)8 3¢ 31] : 38 , 9
100, 5 (8=l t gy » 9 L6afa?
110. " (5 — 4)2 ]
1 . (a _,* 3)6 : (a - E )€ S rt2+(}(r.,+_9
112, - (Bab . 2)2 » 20a2b2 | 20ab- |4
113. 5 (a2 — 03)2 »  @i—2a2b3_ b6
114, k 82/ e 278 o
115. x5 312 — 282 5 177

16, Transformar en producto a2—9 » o (a-}]-3)(a—3)



CAPITULO XI

PROGRAMA IX. — Radicacién y logaritmacién, Operaciones in-
versas de la potenciacién: Rafz enésima de un nfimero ¥
logaritmo de un nGmero en una base dada. Notacién. Nom-
bre de los datos y del resultado. Ejemplos.

Condiciones de posibilidaid de la radicacién. Un ntGmero no
altera si se lo eleva a una potencia y al resultado se le ex-
trae la rafz del mismo grado, o viceversa (simplificacién de
fndice y exponente iguales).

Propiedades de la radicacién: uniforme, no conmutativa,
no distributiva con respecto a la suma, ni a la resta, distri-
butiva con respecto a la multiplicacién y a la divisién exacta.

Rafz cuadrada. Rafz cuadrada de los cuadrados perfectos
menores ‘que cien.

Rafz cuadrada entera. La raiz cuadrada entera contiene
como caso particular a la raiz cuadrada exacta. Rafz cua-
drada y resto por exceso. La suma del resto y del resto
por exceso de la rafz cuadrada de un namero, es igual al
duplo de la rafz mas -uno. Todo ntmero es igual al cuadrado
de su raiz cuadrada entera mas el resto y éste, es menor
que el duplo de la raiz mas uno. Si tres ntimeros N, a y r
son tales que N es igual al cuadrado de a més r, ¥ r es me-
nor-que 2a mas uno, a ¥y r son respectivamente, la raiz y el
resto da la rafz cuadrada entera de N.

Radicacién y Logaritmacion

174. Operaciones inversas de la potenciacion. —
Sea hallar el cubo de 2. Por definicién de potencia.
(145), tendremos:

BEESD W 20 2= 8

Ahora, conociendo la potencia 8, se mos presentan es-
tos problemas como operaciones inversas (39):

1° ;Cudl es el mimero que elevado al cubo da 8%

s decir, caleular z, que debe ser tal, que:

2.=8



La resolucion de este problema de origen a la radica-
ciom, o primera operacion inversa de la poteneiacion.
¢4 qué grado de potencia hay que elevar el ni-
mero 2 para que dé 82
Es decir, caleular y, que debe ser tal que:
2y = 8
La resolucién de este problema da origen a la logarit-
macion, o segunda operacién inversa de la potenciacion.
175 Raiz enésima de un néimero. — Se llama raiz
enésuma de un ntimero, Hamado radicando, a otro namero,
tal,que elevado a la potencia enésima, dé una potencia
igual al namero dado
Lia raiz. enésima-de a es b, slempre que sea:
bt = g
La radicacion, o extraccion de raices, tiene por objeto
hallar la raiz enésima de un ntmero.

176. NoraciéN. La raiz enésima se indica con el sig-

n
b o= 9
no |/ llamado »adacal. (*)
Java expresar que b es la raiz enésima de a, eseribi-
remos

n
[/7== b, stempre que bn == g
El némero n se llama indice y expresa el grado de la
raiz.
Ejemplo:

3
1/ § = 2, porque 2% = B

(*) El signo ]/._ para indicar la raiz cuadrada fué introducido
por Rudolff en: 1526, El célebre matematico 'nda Baskhara, (n Ll14)
usé una notacién anéloga
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177. Logaritmo de un namero, — Se llama logansimo
de un nfimero, llamado logaritinando, al exponente de la
potencia a gue hay que elevar otro nimero, llamado base,
para obtener el ntimero dado.

El logaritmo de D, en base «, es ¢, siempre que sea:

b = a%

La logaritmacion tiene por objéto hallar el logaritmo
de un numero.

178. Npgacion. S e es el logaritmo de b en base a,
escribiremos:

log, b == ¢, stempre que a¢ = b
Ejemplo: ‘
log. 5 125 = 3, porque 5* = 125.
179. Condiciones de posibilidad de la radicaciéon. —
Para que la radicacion sea posible, se requiere:

10 Que el radicando sea una potencia de exponente
igual al indice de la raiz

Ejemplos:
2 - -
]/ 16 = 4, porque 4> = 16

a9

"/"_77_«—— 3, porque 3% = 21

Si se tuviera 1/ 7, en el campo de los nlimeros na-
turales no hay solucién, pues ningin nimero natural ele-
vado al euadrado nos da T.

20 Que el indice sea mayor que cero, porque todo ni-
mero con exponente cero, (143), es igual a uno.

180. Corolario de la definicién de raiz enmésima. —
Por’ definicién de raiz enésima (175), se tiene.
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n
V b=a (1), siempre que: a® = b. (2)
teemplazando (2) en (1):

Vo 3)

Reemplazando (1) en (2):

(v ) = )

Las expresiones (3) y (4) en simbolos nos dicen que:
Un wivmero no altera sv se lo cleva @ wna potemcie y al
resullado se le exivae la raiz del masmo grado, o vice-versi.

181, OsBseErvaciON. Reemplazar el primer miembro
de las expresiones (3) y (4) por el segundo, es.sumuplifi-
car el indice y el exponente iguales.

Propiedades de la radicacion

182. Propiedad uniforme. — TroremA. Eztrayen-
do raices de igual grado de une wgualdad, se obhene otra
tgualdad.

a t L ey Ao
IIs>0 T:V“=V°
Si no fuese ) }/7: ‘:/T serfa:

VazVo

elevando ambos miembros a la potencia enésima:

=)= )"
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vy por el corolario (180):
e = b
lo que es absurdo, pues se opone a la hipétesis, luego:

Il__ n e
Y =17

183. Propiedad no conmutativa. — La radicacion ne
es conmulatva.

]/—9 SO
Ejemplo: 9 ST sk Y -2

Ve ’
y en general: V“; = ]7_5'.. a #* n.

184 Propiedad distributiva. — I. La radicacion nu
es distributiva respecto a la swma.
Ejemplo:

vl.)+9 £ s e o
V1b+ I/9=4+3—7[ V1b+J¢V16+V9

y en general: V a4 b -+ V a + l/ b

185. II. Lo redicacion no es dntnbutwa respecto
w la resta.
Ejemplo:

————— 2—
25—16=) 9=3 l b S S
o v ] o Ves—16+ Ves— Vie

WY ==bgaad

<|o<m
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n n i
y en general: 1/7,___*[, ok 1/"",; <4 1/'[,

186. III. ‘TreorREMA. La raiz enésima de un produc-
to es igual al producto de las raices emésimas de cada
uno de los factores.

n
v abe; n > () T
n

n ok n ) n Sl n -
]/ abe = [/ a .'[/b ‘/ ¢
n n n

Si no fuese 'l/—(;c = ]/:; [/7[7 l/; serias

H

n o n 5 n 2 oy n .
]/ abc =z ]/ a.}/ b -]/ ¢
elevando ambos miembros a la potencia enésima .
A JEAT L S Rl \
e
o bien, (155) :
m_ T\ e BV e ) et R
(]/abc) 2(]/&).(1/17) (VC)
y sumplificando:

abe =2 abc
lo que es absurdo, luego:

n o n . ’l " ol n o ot
]/abc == ]/w.l/b.-]/c
187. Cororario. — Siendo

Lt e e
' 'l/abcz Va,.Vb..Vc

por el cardcter reciproco de la igualdad:

n n

Viodh.) s = Vo
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188. I1V. Trorema. — La raiz enésime de wn co-
ciento es igual al cocienle de las raices enésimas del di-

videndo y divisor.
L ’ { "/74_ B
H {1/ % in >0 Ty e l’n_,‘L

Ve

Si no fuese: Gl V a

gerisa : 1/ a V a

o bien, (157)V: ({/_b"_ )n 2 %V?y

y simplificando:
a

b
1o que es absurdo, luego:

N

K4
b
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189, (Corovrario. — Siendo:

por el cardcter reciproco de la igualdad:

Ve _y

b

SR

190. Propiedad mométona. — TrorEMA, — Eaira-

yendo las raices de igual grado de ambos miembros de

una desigualdad, se obtienc otra desigualdad del mismo
sentido que el de la dada.

\ (I/>Z)' 511»_“ no__
} n >0 T”/a ol
el ey
Sino fuese y’ a >V b, serfa:

n

n iy g2
V a = 1 b
y elevando a la potencia enésima:

" In \n ! n n
) = (i)
y simplificando :
' @ =b

lo que es absurdo, pues se opone a la hipdtesis, luego:

n n

Va>)b
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Raiz cuadrada
191, Definicién, — La raiz cuadrade de un namero
natural, es otro niimero natural, tal, que elevado al cua-

drado dé el ntmero dado.
2

Ejemplos: ‘/ 25 == 5, porque 5% = 25

9

a == b, siempre que b* = a

La raiz cuadrada se indica con el signo V

192. Raiz cuadrada de los cuadrados perfectos me-
nores que cien. — Las raices cuadradas de los ntimeros
cuadrados perfectos menores que cien, son:
16;(25;/36;\49;!64;‘81;\100.

4;| 5;l 8: 1 7:] 8 9; |10,

Ntmeros: | 1 4;9;
Raices cuadradas: 1; 2;/3;

Raiz cuadrada entera
.halz cuadrada enier

193 Sea hallar la raiz cuadrada d(y& Comprobamos
gue 1o existe mngun numero natural que, elevado al
cuadrado, dé 18, puesto que:

18 > 4 ™ 18- b

Por extension, a los nimeros 4 y 5 también los llama-

remos raices cuadradas de 18

194, Raiz cuadrada entera. — La raiz cuadrada en-
tera de un ntimero, es el mayor ntiimero que elevado al
cuadrado, da un nameroc menor o igual que el namero
dado.

Si N es el radicando, la raiz cuadrada enfera a es
tal, que:

gt =N
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195. Resto. — La diferencia entre el radicando y el
cuadrado de la raiz cuadrada entera, se llama resto.
Si
P2 N W i) 7

en donde r es el resto.

196. Corovario. — La raiz cuadrada entera contiene
como caso parlicular a la raiz cuadrada exacta.

Fin efecto, si en la expresion «®> = N suponemos que
sea a® = N, resulta, (191), que a es la raiz cuadrada
exacta de N. '

197. Raiz cuadrada por exceso. — Se llama raiz
cuadrada por exceso, a la raiz cuadrada entera méas uno.
Si @ es la raiz cudrada entera, es @ + 1 = a’,"donde

@’ es la raiz cuadrada por exceso.

198. Resto por exceso. — Se llama resto por exceso,
a la diferencia entre el cuadrado de la raiz cuadrada
por exceso y el radicando.
Si N es el radicando y a la raiz cuadrada entera. se
tiene:
(¢ 4+ 1)% = N =’
en donde »” es el resto por execeso.

199. Trorems. — La suma del resto y del resto por
eaceso es igual al duplo de la raiz mds uno.
N = radicando
H { ¢ = raiz cuad. T rdr=2a-+1
ry r’ = restos.
Por definicién :
r =N —g¢g*

P = (e 1)2—N
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sumando ordenadamente:
P’ =N-—a*+ (e +1)2—N
desarrollando el cuadrado de la suma:
r4+p=N—ae?+a+2¢4+1—-N

£

simphificando, queda:

r - r’ =2 -+ 1

200. TroreMA. — Todo wimero cs igual al cuadra-
do de su raiz cuadrada enlera mas ¢l resto, y éste es me-
: :
nor que el duplo de la raiz mdas uno.
1) N = a? 4 r

N, a, r ¢
Bi- W, a, ¢ r 98y T 2 gt iy 1

1°) Por definicién de resto:

N—a*=r

y por (39) - N = a4 r

29)  Por wal teorema anterior:

r4 =2 4 1

y por (46): r < 2a -+ 1

201. TroreEMA. — Si {res nitmeros N,a y r son tales
que N = a®> - r,yr < 2a - 1, a .y r som, respectwa-
mente, lo raiz y el resto de la raiz cwadrada entera de N.

W = g a == raiz
;8 T : ) . |
¢ < 2 4 1 {,.=,.6860}dc la raie cuad. de N




Se tiene : N = ag* } r (N
y por (46) No=ag? (2)
Ademas: r < 20 + 1
eseribamos a® = q*
sumando, (37)- a? 4 r < @ + 20 - 1
0 bien: @ - r < (a + 1)°
pero el primer miembro es N luego:

N a2 (3)
De (2) y (3) se deduce que : )

‘et = N < (g 1)

en donde a es la raiz cuadrada cntera de N
Como @ es la raiz cuadrada, de (1) se deduce que r
es el resto.

BJERCICIOS
117 Si la base es 2, hallar el log. 4. R:' /2
LB i e e T (20 D8 w 3
i TN, SIS S » log. 81 ) 14
A R . log. 9, 3
B2 v et w0y s dog 10, ; TRl
122 Si ]/T;-_- 5, calcular . B 2k BB
5 o S——
123. ]/a O o Al B
4 e
B Ul ey B . b e 4096
185, Sari8y -y e w0 144



127.

128.

129.

130.

131.

132

133.

134

135.

136.

137

138.

139.

140.

141

143
144

145.

146

o I =

3
w . YRUE = B, .

=
>
f

=

” V‘—s-l = O » C, " € =9
5-4-‘

" '[/ A [ —" L RN

v l/?;: l/—;),_gcémo sonayb? ,, a—~b

m n

» ]/G — ]/ a, jeébmo son m y n? oy 02 iy

Caleular: V—_‘{X ]/TT—X VYG P 24

5 ]/_3: Xl/TX ]/—S-X V—; R: ]/_60:
b e YF etk
LT Lf )

Si Va< ]/b, geémo son a y b? ,, e &£ b
Hallar la raiz cuadrada entera y el resto de 72.
RB: @& == B; 7 = B
Hallar la raiz cuadrada entera y el resto de 38.
B 6= 6y P e B
Hallar 12 rafz enadrada entera y el resto de 94.
B: ¢ =9;r— 18
Hallar la raiz cvuadrada entera por exceso y el resto
R: & —=7; 7’ =
Hallar la paiz cvadrada - =teyn por ez;eso y el reste de 20

1

i @
>
Gt

R a L.8; & b
Hallas la raiz cuadrada entera por exceso y el resto de 52.
B g’ — 8" =1
Sir—7yr’— 4 calecular Ny a R: N—32; a=—
ot = Ay S, . Nyea , N_220; a=4
il wx O = By

iy O £

- N, @ty
R Noodle o’ e Voo’ =8
., caleular N, a’ y 7’
R: N V665 e e 95 € e 20

L)

Sia = 8% % =



CAPITULO XII

PROGRAMA XII. — Expresiones algebraicas. Definicién. Valor nu-
mérico. Monomios: coeficiente, monomios semejantes. Poli-
nomios, grado, ordenacion de términos.

Suma de monomios y polinomios.

Resta de monomios y polinomios.

Multiplicacién de monomios, de monomios por polinomios.
¥ de polinomios entre sl

Divisi6bn de monomios y de polinomios, por monomios.

Expresiones Algebraicas

202. Definicion. — Se llama expresion algebraica a
fodo conjunto de ntmeros entre los cuales se indican
operaciones aritméticas,

: ; 30 2 —p3 e =
Ta—2¢% ; —— e I/ a = log. ¢
203. Valor niimerico. — Se llama wvalor wumérico

de una expresion algebraica, al namero que se obtiene
al dar valores prticulares a cada una de las letras que
la componen, y efectuar luego las operaciones indicadas

Ejemplo: El valor numérico de: 4a%b — 5ab -+ b2,
siendo ¢ = 2 ; & = 3, es:

V.N. = 4,223 — 5,2.3 - 32

48 — 30 + 9 = 27

204. Monomio. — Se llama monomio, a todo con
junto de nimeros entre los cuales se indiquen la mul-
tiplicacién, divisién, potenciacién, radicacién o logarit-
macién,

[

o
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Bjemplos:
5 o
dabt _Q_w_; 31/43; 4 log. m.
205. Coeficiente. — Se llama coeficienle de un mo-

nomio, al factor numérico que entra en su composicion.
3a?b, el coeficiente es 3.
2]/'(1, ,, e e

Cuando un moniomio no tiene visible el coeficiente,
queda sobreentendido que es uno.

Ejemplo: a?b — 1a2b, el coeficiente es 1.

206. Grado de un momomio. -— Kl grado de un mo-

Ejemplos: {

nomio es el namero de factores literales que lo com-

ponen.
3a2b = 3.aab es de 3er. grado

- a®h? = aaabb 59
Ejemplos: = Bl 2

Ja ” kh} 1er' ”

4m‘z; ” ” 2° »
207. Monomios semejantes. — Varios monomios son

semejontes, cuando la parte literal es la misma y cada
letra tiene los mismos exponentes.

. : 3a%h; a*b; 5a°b.
Ejemplos: { % V—”T; 4.'61/ = o 1/—7;7—

208. Polinomio. — Un polinomio es un conjunto de
monomios entre los cuales se indican operaciones de su-
mar o restar.

Ejemplo: 20 — 4a%b I @®be — 5.

Cada uno de los monomios que forman un polinomio,
se llama {érmino,
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El polinomio que tiene frées términos, se llama tri-
nomio :
« — Db+ ¢
El polinomio que tiene dos términos, se llama bino-
mio: , ;
¢ - b; a—b; dbm — 3.

209. Grado de un polinomio. — EI grado de un po-
linomio es el mayor grado de sus diversos términos.

Ejemplo: 2¢ — 46¢®b -} a®be, es de 5° grado.

Un polinomio es homogéneo, cuando todos sus términos
son del mismo grado.

Ejemplo: 2ab — 3a* 4 mz, es homog. de 2° grado.

210. Polinomio ordenado. — Un polinomio esta or-
denado, cuando sus términos estin colocados segun las
potencias erecienles o decrecientes de una misma letra,
llamada ordenatriz.

Ejemplo 19): a® — 2a¢?b -+ 5ab® — 3b
estd ordenado segun las potencias decrecientes de a.

Ejemplo 2°) : 5 — 30 + @& — 4a®p - Tatd?

estd ordenado segun las potencias crecientes de a.

Operaciones con expresiones algebraicas
Suma de expresiones algebraicas

a) semejantes ;

) no semeiantes,

IT. Suma de monomio y polinomio;

ILL. Sume de polingmios,

I. Suma de monomios{
Casos:
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211. Suma de monomios semejantes. — Sea:
4a%b - 3a*b -+ a®b
~ Sacando el factor comin _a2b, (98), sc tiene:
4a%b - 3a%b +a?b = (44-3+1) b
= 8 a?b
luego: Para sumar mononmios semejantes se suman los
coeficientes, y el resultado es el coeficiente de la parte li-
teral coman.
212. Suma de monomios no semejantes. — Sea:
20 + 3b + 5a®
Como no hay factor comun, la suma queda indicada,
luego: Para sumar monomios mo semejantes, se forma
wn polinomio con ellos, indicando Su SWMa.
213. Suma de monomic y polinomio. — Sea:
3a® -+ (20 + &> —b)
Suprimiendo paréntesis, (§1), resulta:
3a¢® + (20 + o® — b) = 3a® + 20 -+ @t -—b
o bien: — (302 + @®) + 22 — 0
— 402 4+ 20 —D.
luego: Para sumar un monomio y un polinomio, se formao
un solo polinomio com los diversos términos, y luego se
suman los monomios semejantes que haya.
214. Suma de polinomios. — Sea:
(2¢ + b) + (Ba + 2b + 4c)
Suprimiendo paréntesis, se tiene:
(2a + b) + (Ba<t-2b 4¢) = 20 +b 430420 + 4c
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¥y por (53) y (55) : = (2a 4 3a) + (b + 2b) 2aidp
o bien: = ba + 3b L 4¢
luego: Para polinomios, se forma con los diversos térmi-

nos un polinomio unico, y luego se suman los MONOMLOS
semejantes que hubiera.

Resta de expresiones algebraicas

ja) semejantes;
10) no semejantes;
Casos: {TI. Resta de monomvios y polinomio, o
ViCeversa;
III. Resta de polinomios.

I.  Resta de monomios

215. Resta de monomios semejantes. — Sea:
dab%c — 2ab2c
Sacando factor comfn, resulta:
dab%*c — 2ab%c — (5—2) ab®e
— Jabec

luego: Para restar monomios semejantes, se restan los
coeficientes, y. el resultado es el coeficiente de la parte
literal comaim..

216. Resta de monomios no semejantes. — Sea.

3¢ — 2b

eomo no hay factor comin, la resta queda indicada, lue-
go: Para restar monomios no semejantes, basta dejor in-
dicada la operacion.

217. Resta de monomio y polinomio, - - Sea-

" bu — (3—2a-}-c¢)



~
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Suprimiendo paréntesis, (83), resulta
50 — (3 — 2a 4+ ¢) =5a6—38+ 2a—c
= (5a +.20) — 3 —¢
=Ta —3 —¢
luego: Para restar wn monomio y un polinomio, se supri-
me el paréntesis, y luego se efectian las operaciones -
dicadas con los monomios semejantes que hubiera.

2i8. OBsgrvaCiON. — Si fuese restar un polinomio
y un monomio, procederiamos de icual manera, y la re-
gla practica seria la misma.
219. Resta de polinomios. — Sea.
(7 4b + 3¢) — (5 — 3b)
Suprimiendo paréntesis:
(7+4b—{—oo)—(o+~3b) _7—{—41; +3¢c—5 4 3b
! —(T—5) + (4b+3b) + 3¢
= 2 - Tb + 3¢
uego: Para restar dos polinomios, se suprimen los parén-
tesis, y luego se efectian lus operaciones indicadas con
los monomios semejantes.
Multiplicacién de expresiones algebraicas

1. Multiplicar mononiios;

Casos: T, 2 polinomio y manomo;
U - polinomios.
990. Multiplicacién de monomios. — Sea:

3ab X 2ufb* X 4a’c
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Por definicién de monomio:
3ab X 2a*b% ¥ 4a’c = 3.0.0.2.¢°.0%.4.0%.¢c

y por  (109): = 3.2.4.a.0*.a>.b.b%. ¢
y por (162): = 24 gt+3t2 pr + 2 4
= 24 a5 b3 ¢

luego: Para multiplicar monomios se multiplican los coe-
[icientes, y el resultado es el coeficiente de una parte li-
teral compuesta por los distintos factores literales, y ca-
da letra elevada a la potencia dada por la sumae de los
respectivos exponentes.

921. Multiplicacién de polinomié y monomio.—Sea.
(ha? - 3ab — 2b°) X 4abd.

por-un teorema anterior, (97):
(5a®>+-3ab—2b%) X 4ab = 5a%. 4ab--3ab.4ab—2b%.4ab
y por el case anterior; == 20a%D - 1262b2 — 8ab?®
luego: Para multiplicar un polinomio por um monomio,
se mulliplica cada término del polinomio por el mono-
mio dado.

222. Multiplicacién de polinomios, — Sea.

(3a® + 5ab -+ 2b% (5a 4 20)

Hagamo’s 5a -4 2b == m, entonces:
(302 4+ 5ab -1 2b2) (5 + 2b) = (362 4 5ab -+ 2b?) m
y por (95): = 3a¢®m -+ Sabm -~ 2b%m
reemplazande m por su valor:

— 3a2 (5a+2b) - Sab (5a-+2b) -+ 202 (5a - 2b)
150 + 6ab + 25a%b -+ 10ab® 4 10ab* - 4b°

I
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sumando los monomios semejantes:
— 15a® -+ 31a%b -+ 20ab® +- 4b*
luego : Para multiplicar dos polinomios, se multiplica ca-
da término del primero por cada término del segundo, y
luego se suman los moROMi0S semejantes que hubiera.
922. Disposicién practica. — En la préctica se cs-
eribe un polinomio debajo del otro, y luego se multi-
plica el primer polinomio por cada término del segun-
do, cuidando de escribir los términos semejantes en
columna para hacer més fécil su suma. De esta mane-
ra, el producto anterior se efectiia asi:
3a® |- bab -+ 20?
50 -+ 20
15a3 -+ 2542 -+ 10ab*
6a%b - 10ab® |- 4%
15a3 - 31a%h - 20ab® -~ 4b*
Divisién de expresiones algebraicas

X

a) Que todas las letras
del davisor estém en el
dividendo, y con un
exponente igual o me-

1. Dividir mo- nor;

NOMI0S b) Que haya letras en el
divisor que mo figuren
en el dividendo, o que
CAS0S figuren con exponente
mayor ;

11. Polinomio dividido por monomio;

[IT. Monomio dividido por polinomio:

IV. Dividir dos polinomios.
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223. Divisién de monomios.
a) Que todas las letras del divisor estén em el dinvi-
dendo, y con un exponente igual o menor.
Sea: 14a3b%c :~7ab*
Aplicando sucesivamente el teorema (127), vesulta:

14a°0% 14  a® %
Tab® T T 4 B
o bien, (164):
L
2.a%.p%.¢
2a%c
luego: Para dividir dos monomios, en el caso en que
todas las letras del divisor figuran-en el dividendo, y
con exponentes iguales o menores, se dividen los coefi-
cientes y el resultado es el cocficiente de una parte li-
teral compuesta por todas las lelras que haya en el di-
videndo, y cada letra elevada « una potencia dade por
la diferencia de los respectivos exponentes.
b) Que haya letras en el divisor que no figuren en
el dividendo, o que figurem con exponente mayor.
Este caso se estudia en el tercer aiio.

f

[

como b® = 1:

224. Polinomio dividido por monomio. — Sea:
(12a®d + 4ab* 4 8a2b2) : 4ab

Por la propiedad distributiva del cociente, (123)

126% + 4ab® + 84%° _ 12¢% | 4ab® | 8u*)?

4ab 4ab ' dab 4l
0 bien: = 3a® + b + 2ab
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luego: Para dividir un polinomwo por un mMonomio se
divide cada término del polinomio por el monomio dado.

995. Monomio dividido por polinomio. — No ofre-
ce ningiin interés este caso, ni es de nuestro curso.

996, Divisién de polinomios. — El estudio de este
caso se hace en tercer afio, (Véase nuestra Algebra
1* parte, Capitulo V).

—ice.

EJERCICIOS

147. Hallar el valor numérico de: a2b - 2ab2 -}~ 3a2b2

siendo: G =5 3b =2 . R: 390
148. Idem, de: abec — 2a2 |- 502 — 2020 - c?
stendo: @ =—33b—4;c=2 o 18
4z +-3y —_— Yy
149. Idem, de: .
@ + 3 ”» 1
gsiendo: % —=5 ; Y=206
(a |- b)2 — 3a2 5ab — b2
150, Idem, de: k 2
e | b o 4
siendo: T, S (R (G R '
151. Sumar los monomios: 3a; 2a; 6a; a. R: 12a
152, ar 5 o 2ab2; 3ab2; SabZ
. 5 10ab2
153. 55 . " 2a; 3b; 2b; 4a; b; Ta; 5b.
R: 13e + 11b
154. o o & 3a2; Ma; 2b; 5a; 3ab; 2a%; b

R: &a2 | 15a + 3b +(§ab
155. - ,» polinomios:
3a2b-{_2ab2+ a‘—lb2+ab; Ga'?b2+2ab; 5ab9+a2b-}_2+3ab
R: 4a2b + 7ab2 +7a2b‘-’ -+ 6ab + 2




159.

160.

161
162

163

166.
167.
168.

169.
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Restar los monomios: 8a y 5a. R: 3a
» 0 ”» 6a2b y 2a20. R: 4a2b
5 » polinomios: (3+5a+9a“-’) —— (5a+4uﬁ—2)

R: 5 - 5a2

Restar: (a2 4~ 2ab - ¥2) — (02 — 2ad -} b2)

R: 4ab
Multiplicar: 4a X 6b R: 24ab
»» 2ab X 3a%b X Sadh2 R: 30abbht
o (4a3b — 2a2h2 - 5ab3) 3ab
R: 12a4h — 6Ga3bs + 15a2b4
o (243 — 2a2 + 5ab2 — 603) 4a203
R: 8adbl —— 12a4p% + 20a305 — 24a2p6
. (2 | 3a -+ 4a2) (3 | 2a)
R: 6 + 13a - 18a2 + 8a3
% (5a3_!_3aﬂb_*.7ab'—’-]_4b3) (a2_+_3(lb-}_5b2)
R: 5a5 -+ 18a4b -l 41ladb2 + 40abs -+ 47ab4 - 2065
Dividir: 18a%b2¢t : 6atb2e R: 3aed
- 39ab2¢3d : 3abe2 R: 13bed

. (140802 — 210262 | 7Ta2)) . Ta2b
R: 2ab — 3b + 1
" (18atbe2—12a2bcid — 6adbed | 24a2be3)
¢ 6a2be2
R: 3a2 — 2¢2d — ac? + 4c



CAPITULO XIII

PROGRAMA XIIl. — Numeracién decimal. Objeto de lae numera-
cién. Numeracion decimal.
Numeracién oral. Numeracion escrita.
Descomposicién polin6mica de un namero cualquiera
de dos o mas cifras.

Numeracién decimal

227. Objeto de la numeracién. — Se llama numerd-
¢idn, al conjunto de reglas y convenios que permite ex-
presar grafica y oralmente los nimeros.

En todo sistema de numeracion hay que distinguir
la nwmeracién oral, que da las reglas para nombrar los
ntumeros, y la mumeracion escrita, que da las reglas pa-
ra escribirlos.

998. Numeracién decimal, — Se llama sistema de
numeracién decimal a aquel cuya base es diez.

La base de un sistema de numeracién es el mimero de
palabras y signos distintos empleados en él, asi, en el sis-
tema de numeracién decimal estas palabras y signos son:
CIFRAS: O Xn. =2 B, 4, 5 6, T 8, 9,
NOMBRES: ¢€ero, uno, dos, Ires, cualro,; cinco, seis, siele, ocho, nueve

La base de un sistema debe ser mayor que wno.

9299. Numeracién oral. — La nwmeracion oral da
las reglas para mombrar los nimeros. En el sistema de
eimal :
diez unidades simples ... forman una decena

diez decenuos .....-..-. . ,,  una centena,

diez centenas ........-. 5 . un mallar o mal,
diez millares ........... , una decema de mil,
diez decenas de mil . .... ., una centena de mil,

diez cemtenas de wal . . .. ,  um mallonm,

& JTMRITEE SR e s Rpaey & s W g i Bt SO
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Las palabras diez y uno, diez y dos, dicz y tres, diee
y cuatro y diez y cwmco se reemplazan por once, doce,
lrece, catorce y quince; dos decenas, ires decenmas, ete.
por weinte ireinta. eic.; cinco cientos, siete cientos y
nueve cientos por quinientos, setecientos y mnovecientos.

230. En el cuadro siguiente tenemos los nombres
de las unidades de distinto orden hasta los frillones.

pt’i:i:iiifess Unidades secundarias Ordenes
unidades simples ler. orden
decenas T Rz a8
Unidades Centenas s =
unidades de millar Vo »
decenas de millar /50 i
centenas de millar 60 -
unidades de millon A7 70
decenas de millén 8¢ o
Millones centenas de millén 9e v
unidades de millar de millon 10¢ -
decenas de millar de millén 11¢ o
centenas de millar de mill6n 12¢ s
unidades de Dbillén 13¢ -
decenas de billén 14¢ =
S " centenas de billon 157 3
unidades de millar de billén 16¢ "
decenas de millar de billén 17¢ ”
centenas de millar -dre‘t:illén = 182 i

231. TeorREMA. — Todo mimero mayor que uno,
puede escribirse en forma de polinomio ordenado res--
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pecto a las potencias de 10, siendo los coeficienles de sus
términos menores que 10.

N niam. dado
N > e Ty s d, ¢, b, a, menores gue 10.

Ty No= bt 4+ oo.0eon. 4-d.10% 4+ ¢.1024-b.10+a

H

Dividamos el ntimero N por 10; al cociente obienido
dividdmoslo por 10, ete.;
N .
{10 por (140), N = A4.10 4 «a

(7/ "1 L
A 110 ‘ 1 %
b [ S, por (140), A = B.10 4 b

Bl10 . por (140), B =0.10+4c¢

......................

Como cada nuevo cociente es menor que su dividen-
do respectivo, resulta que 4, B, C, ........ son cada
vez menores, y llegaremos, por filtimo, a una division
en que sea-h < 10:

7 I.ﬁ). ) H=h 10 + g
g A

Reemplazando el valor II en la igualdad anterior, y

4

¢l obtenido en la anterior, ete., resulta esta igualdad:

R o= (RIO™=5 L g107—%.}3.10 4 ¢
o bien: B = h10m—2 L . . .... + ¢
recmplzzando este valor en A :

A = (hI07m—2 L . ...us, -+ ¢).10 4 b

o.bien: A =R10™1 4 oavins. + ¢10 4+ b



iR o

reemplazando este valor en V.
N = (h10m-v L . .o +¢10 -+ 5) 10 4 @

v efectuando.

N owe BIoAT + ¢10° + 510 4 «

232. Numeracién escrita. — La numeracion escrita
da las reglas para escribir los ntimeros.
Las wudades simples se representan con los signios;
1, 2, -3, -4.5,:6, 7. 8. 9
lamados signos, cifras o ecaracteres aribigos.

Lios nimeros compuestos por una sola cifra se llaman
digntos, y polidigitos los demés.

233. Convencién Fundamental. — Toda cifra colo-
cadu u la izquierda de otra representa wnidades del or
den inmediato superior.

Comenzando por la derecha, la primer eifra son las
unidades, la segunda las decenas, la tercera las cente-
uas, la cuarta los millares, ete., asi el niimero dog mil
cuatrocientos eincuenta y seis, o sea:

2 millares, 4 centenas, 5 decenas, 6 umdades,
por la convenciéon resulta. 2456

OBSERVACIONES 1 — Cuando falten uwidades de un
orden dado, su lugar se ocupa con un cero.

Asi en 407 se tienen 4 centenas, 0 decenas y 7 um-
dades.

L. Lus cifras twenen dos wvalores, uno absoluto, seguin
su forma, y otro relativo, segim cl lugar que ocupe e
¢l nimero dado,
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Fjemplo: en 35,-¢l 3 tiene un valor absoluto de 3
nnidades, y un valor relativo de 3 decenas.

934, Escribir un nimero dictado. — De la conven-
cién anterior resulta que: Para eseribir un nmimero dc-
tado se eseriben de izquierda a derecha las unidades de
cada orden a medida que se van nombrando, colocando
un cero cuando falten unidades de algiin orden.

Iijemplos:

1°) Escribir setccientos treinta y cinco: 735.
2%)  Eseribir dos mil ocho: 2008.

235. Lectura de un nimero escrito. — Para lecr
wn nimero eserito, se lo divide en grupos de tres cifras,
por medio de un punto y se lee, comenzando por la iz-
quierda, el witmero de unidades de cada periodo, con la
terminacién del orden correspondiente.

HEjemplo: El ntmero 5.032 se lee: cinco mil treimta
iy dos.

936. Descomposicién polinémica de un nimero cual-
quiera de dos o mas cifras. - Sea el ntimero 71.060.
Por el teorema (231):

71.060 = 7.10* 4+ 1.10% 4 0.10* 4 6.10 + 0
luego: Todo nimero de dos o mds cifras se puede des-
componer en un polinomio cuyos términos son los pro-
ductos de cada una de sus cifras, comenzando por la
izquierda, por los potencias decrecientes de 10, siendo
cl primer exponente igual al mivmero de cifras menos
uno.
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EJERCICIOS

Escribir los siguientes nGmeros en forma polinémica:

170 3873 R: 3.10848.102.47.10.L 5
171 2042 w 2.1034.4.104 2

172 10.408 : w 1.1041:4.1024 6

173 575 w 5.10217.1045

174 1230 w 1.1034.2.102.4 3.10

¢Qué nlimeros representan los siguientes polinomios?:

175 8.103+6.163+3,10+7 B: 8.637

176 6.104+5.103+2.]0+3 » 65.023
177 «3-105_{,.1.103_]_1.10 » 301.010
178 4.104+2 » 40.002

179 2.105+7.103_|_4.102+8 » 207.408



CAPITULO XIV

PROGRAMA XIV. — Mecanismo de las operaciones aritméticas,
fundamentales. Suma de 'nameros digitos; de wun polidigi-
to v de un dfgito; de dos o mas polidigitos.

Tlesta de nGmeros digitos; de un polidigito y un digito;
de dos polidigitos.

Multiplicacién de dos nmeros digitos; de un polidigito por
un digite. Multiplicacion de polidigitos; multiplicacién por
la unidad seguida de ceros, por una cifra significativa se-
guida de ceros y caso general.

Divisiébn de un ntmero digito o polidigito por un digi-
to, siendo digito el cociente, Divisién de polidigitos, siendo
dfgito el cociente. Lema: Si se suprimen de la derecha del

: dividendo y divisor tantas cifras como tiene el divisor me-
nos una, y se dividen los nfimeros que resultan, el cocien_
_te que se obtiene es igual o mayor que el de los nimeros
dados. Regla. Division de polidigitos (caso general): Le-
* ma 1¢ El cociente de dividir el ntimero de decenas dei co-
ciente. Lema 2¢ Si se resta del diviidendo el producto de
mtamero de decenas del cociente por el divisor seguido de
un_ cero, v se divide el resto por el divisor, el cociente ¥y
el resto gque se obtienen, son respectivamente, la cifra de
las unidades del cociente de los numeros dados y el resto
de la divisién de los mismos. Regla.

Rafz cuadrada entera de nimeros mayores dque cien:
Tema 1¢ La rafz cuadrada entera del ntimero de cente-
nas de un namero dado, es igual al ntimero de decenas de
la raiz cuadrada entera de dicho nfimero dado. Lema 2: Si
del radicando se resta el cuadrado del ntimero de decenas
de la rafz, seguido de dos ceros, ¥ se divide el ntmero de
decenas del resto por el duplo del ntmero de decenas de
la rafz, el cociente es igual o mayor que la cifra de las
unidades de la rafz. Regla. Bjercicios.

Mecanismo de las operaciones aritméticas
fundamentales
Mecanismo de la suma
[ I. Sumar digitos;
Casos de la suma: II. Swma de polidigito y digito;
III. Sumar polidigitos.
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237. Suma de nameros digitos. — Sea sumar 4 y 2
Se tiene: 44+ 2=44 (14 1)
=(¢441)+1=5+1=6

Estas sumas se hacen de memoria sabiendo la Tabla
de sumar

238. Suma de polidigito y digito. — Puede suce-
der que la suma de las unidades sea un digito o un po-
lidigito.

I.—Sea 214 + 3.

Se tieme: 214 4+ 3 = (2.10°> + 1.10 + 4) + 3
y por (556): = 2.10% + i.10 + (4 + 3)
= 2.10> 4 1.10 + 7
= 217
II.—Sea 156 + 9.
Se tiene: 156 + 8 = (1.10° 4 5.10 + 6) 4 9
= 1.10° 4 5.10 + (6 + 9)
pero 6 4 9 = 15 == 1.10 4 5, luego-
= 1.102 4 5.10 4+ 1.10 4+ 5 ¢
factoreando el 10: = 1.102 4 (5 + 1)10 + 5
= 1.10% 4+ 6.10 4 5
== 165
‘ luego: Para sumar um polidigito y un digito se suma
. el digito o las unidades de aquél :
a) sila suma es un digito se colgea ésta en el lugar
" de las wunidades del polidigito, dejando las demds
0) s la sumae es un polidigito, se colocn la de sus

unidades en el primer lugar a la derecha, y se suma 1
¢ las decenas.
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939, Sumar polidigitos. — Sea 345 + 78.

Se tiene: 245478 = (2.10>44.10+45) + (7.104-8)
por (55): = 2.1024-4.10+7.10+(5+8)

— 2.1024-4.10--7.10+1.104-3

= 2.10%+ (4-}+7+1)10+ 3
2.102-+(10+2)104- 3
2.1024-102+2.104 3

= (241)10%+2.104 3

= 3.1024+2.104 3
y por Gltimo: = 323
luego: Para sumar polidigitos, se suman las unidades,
las decenas, las centenas, etc., de los sumandos St algu-
na de estas sumas tiene mds do una cifra se escribe solo
la de la derecha, swumando las restantes con las del or-
den siguiente.

I

I

940. Disposicién practica. — En la practica, todas
las razones anteriores quedan sobreentendidas y para

facilitar el céleulo, los sumandos se escriben en colum-

na, como se hace en el ejemplo:
453
18
1570
146

2.187

241. Prueba de la suma. — Para probar si una su-
ma estad bier® hecha, se repite la operacién invirtiendo el
orden de los sumandos; por la propiedad conmutativa, el
resultado debe ser el mismo.
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Mecaniemo de la resta

I. Restar digitos;
Casos de la resta: II. Restar polidigito y digito;
III. Restar polidigitos.

242, Resta de niimeros digitos. — Sea 7 — 3.

Basta hallar de memoria el ntimero que sumado. con
3 da 7. Sabiendo la T'abla de suma se halla 4, puesto que
3+ 4=T1.

243. Restar un polidigito y un digito. — Puede
suceder que el digito se pueda restar de’las unidades o no.

I. — Sea 48 — 6.
Se tiene: 48 — 6 — (4.10 1 8) — 6

y por (73):, = 4.10 4 (8 — 6)
=4.10 + 2
— 42
II. — Sea 52 — 7
Se tiene: 92 — T = (40 4 12) — 7
v por (73): =40 + (12 — )
= 40 4 5 = 45

luego: Para restar un digito a un polidigito se resta el
digito a las unidades de aquél: v

@) st la resta es posible, se coloca ésta en el lugar de
las unidades del polidigito, dejando las demds.

‘b) si la resta no es posible, una de las decenas se su-

ma a las unidades y se resta el digito de esta suma, de-
Jjando las demds cifras.

244. Restar dos polidigitos. — Sea 456 — 72.
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Se tiene: 456 — 72 = (300 + 156) — 72
= (3.102 4+ 15.10 -+ 6) — (7.10 + 2)

por (83): = (3.10% + 15.10 4+ 6) — 7.10 — 2
por (73): = 38.10° 4+ (15.10 — 7.10)+ (6 — 2)
-9 102+ 8.10 + 2
— 384

luego: Para restar dos polidigitos, se restan las unidades
de cada orden, empezando por la derecha. En el caso en
que una de estas restas parciales fuese imposible, se le su-
ma 10 y se resta 1 a Lo cifra del orden siguiente,

245, Disposicién practica. — Para facilitar las res-

5328 tas, se escribe el sustraendo debajo del mi-

—- 4914 nuendo, -de manera que se correspondan las

T414 unidades de cada orden, como puede verse en
el ejemplo.

246. Prueba de la resta. — Para probar si una
resta estd bien hecha, el minuendo debe ser igual al sus-
traendo mas la diferencia.

Mecanismo de la multiplicacion

1. Multiplicar digitos;

1I. Multiplicar polidigito y di-
‘ gito;

| II1. Multiplicar polidigitos.
247. Multiplicar dos digitos. — Sea 2 X 4.

Se debe conocer de memoria el resultado, para lo cual
basta saber la Tabla de multiplicar.

248. Multiplicar un polidigite y un digito —
Sea: 412 X 3.

Casos de la multipli-
cacion:
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Se tiene: 412 X 3 — (4.102 + 1.10 --2) 3
y por (95): — 3.4.102 + 3.1.10 -+ 3.2
= 12.10* + 3.10 -+ .6
(10 + 2) 102 + 3.10 -- 6
10% 4 2.10%.-& 3.10 + 6
— 1236

luego: Para multiplicar un polidigilo por un digito, se
multiplica cada cifra de aquél por éste, empezando por la
derecha. Cuando un preducto no pasa de 9, se.lo escmbe,
st pasa de 9, se eseribe sdlo la cifra de las unidades Y se
retienen las decenas para swmarlas al producto szguwnte

I

I

249. Multiplicar ‘dos polidigitos. — Veamos prime-
ro dos casos particulares:

I. MULTIPLICACION POR LA UNIDAD SEGUIDA DE CEROS.

Sea 134 X 100. - i

Se tiene: 134 X 100 == (1.10% 4 3.10 - 4)102
y por (95): = 1.10* + 3.10® + 4.10® 4 0.:10 -+ 0

= 13400

Iuego : Para multiplicar un mimero por la unidad seguida
de ceros, basta agregar: al nimero dado-tantos. ceros co-
mo acompaien a la unidad.

II. MULTIPLICACION POR UNA CIFRA SIGNIFICATIVA SE-
GUIDA -DE CEROS.

Sea: 245 X 3000.

Se tiene: 245 X 3.000 = 245 X (3 X 1.000)
= (245 X 3) X 1.000
= 735 X 1.000
= 735.000

luego : Para multiplicar un nivmero por un digito seguido
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de ceros, se multiplica el mimero dado por el digito, y
luego se agregan al producto tanios ceros como acompd-
fien al digito dado.
III. MULTIPLICACION DE NUMEROS CUALESQUIERA.
Sea 473 X 62.
Se tiene 473 X 62 = 473 (60 + 2)
= 473.60 + 473.2
= 28.380 4 946
= 29.326
luego: Para multiplicar dos nimeros cualesquiera, se mul-
tiplica sucesivamente el multiplicando por cada cifra del
multiplicador, empezando por la derecha, sumando luego
los productos parciales.
250. Disposicién préictica. — Pricticamente, la ope-
473  racién se dispone como figura en el ejemplo.
X 62
946
2838

29.326

951. Prueba de la multiplicacién. — Por la propie-
dad conmutativa, se invierte el orden de los factores,
debiendo dar el mismo resultado.

Mecanismo de la divisién _

I. Dividir un digito o polidi-
gito por un digito, siendo
digito el cociente;

1I. Divisién de polidigitos
siendo digito el cociente;
III. Divisien de polidigitos

Casos de la division:

ciente.

siendo polidigito el co-



T .

252. Divisién de un digito o polidigito por un digi-
to, siendo digito el cociente. — Se reconoce que el co-
ciente tiene una sola cifra cuando al agregar un cero al
divisor, resulta un namero mayor que el dividendo.

En este caso, el conocimiento de la Tabla de mults-
plicar da de inmediato el cociente.

Ejemplo: 36 - 4 = 9, porque: 9 X 4 = 36

Si el dividendo no es miltiplo del divisor, el cociente
es el mayor nfimero gue multiplicado por el divisor dé
un producto menor que el dividendo.

Ejemplo: Sea 48 : 5.

Se tiene: 8§ X6 <42 <9 X5
luego: 42 : 5 = 8, resto 2.

253. Divisién de polidigitos, siendo digito el coc1en
te. — Sea dividir 124 y 26. [ :

El cociente es digito, pues 124 < 26 X 10.

Se podria, como en el caso anterior, formar los mialti-.
plos sucesivos del divisor y buscar entre qué miiltiplos -
estd comprendido el dividendo, pero el procedimiento se-
ria largo, siendo preferible haliar el limite superior del
cociente.

Separando las decenas del dividendo y divisor, ten-
dremes 12 y 2 y su cociente sera igual o mayor que el de
124 y 26, '

Sea ¢ el cociente y r el resto. Por definicién de co-
ciente entero, (132):

124 = 26.c + r
0 bien: . 12 dec. 4 4 = (2 det. + 6)¢c + r

Tias 12 decenas del dividendo estan formadas por el

producto de las decenas del divisor por ¢, y por las de-
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cenas que pueden estar comprendidas en el producto de
6 y ¢, mas el resto, de manera que: '

12 02(0) ¢ 2 L
v el coeiente de 12 y 2 serd c.. Tt

Pero el cociente de 12 y 2 es 6, quedando sélo probar
si 6 es también el cociente de 124 y 26.

IEn efecto: 124 < 26.6¢
luego 6 no es el cociente de 124 y 6.

Ensayemos €l 5¢ 124 < 26 X 6
luego 5 no es el cociente de 124 y 6.

Ensayemos el 4: 124 > 26 < 4
luego 4 es el cociente entero de 124 y 26; y el resto es:

124 — 26 X:4 = 20
En la préctica la operacién se dispone asi:

124 26

20 4
luego: Para dividir dos polidigites, siendo digito el co-
ciente, se separan @ la izquierda del dividendo una o dos
cifras y que contemgan -por lo menos unme vez Yy mMENOS
de 10 veces a la primera del divisor. Se dividen las cifras
asi separadas y el miimero obtenido serd el cociente bus-
cado.

Si el producto del cociente hallado por el divisor es
mayor que el dividondo, al cociente se le rebaja una Uni-
dad, y asi hasta que el producto del cociente y el divisor
sea igual o menor que el diwidendo. La diferencia entre
el dividendo vy el producto del cociente por ¢l divisor, es
el resto.

254, Divisién de polidigitos, siendo polidigito el co-
ciente. — Sea dividir 2678 y 76.
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Para hallar el cociente de esos dos nimeros nos basa-
remos en los dos lemas siguientes:

)

Lema 1° — El eocicnte que resulta de dividir el niime—
ro de decenas del dividendo por el divisor, es igual al ni-
mero de decenas del cociente.

2RI8%; 7 2678 | 76
H{ 27 |76 & 2 a5 m
” d

Se tiene qua 267 < 76 X 10, luego, por el caso an-

terior, el cociente entero de 267 y 76 es 3, puesto que:
76 X 3 < 267 < 76 X 4
Multiplicando, (102), por 10:
76 X 30 < 2670 < 76 X 40

sumando 8 a 2670 resulta 2678 < 76 X 40, pues hay

entre ellos una diferencia de 10 por lo menos y sélo se
ha sumado 8, luego:

76 X 30 < 2678 < 76 X 40
expresion que nos dice, (141), que el cociente entero de

2678 y 76 estd comprendido entre 30 y 40, es decir, que
el ‘cociente es de 30 -}~ w unidades.

LeEMA 2° — 8i se resta del dividendo el producto del
ntmero de .decenas del cociente por el divisor, seguido de
un cero, y se dividé el resto por el divisor, el cociente y
el'resto que se obtienen son, respectivamente, la cifra de
las wmidades del cociente de los mitmeros dados vy el res-
to de la division de los mismos.

H{ 2678 ’76 e T) (2678 — d. 760): 76 =u
7 | d. 104wu; »< 76



o W0 o=

" De la hipétesis y por definicion de cociente:
2678 — (d.10 + u) 76 + 7,
— d.10.76 -+ T6.u +
= d.760 4 T6.u | r
restando d.760 a ambos micmbros, (64) :

9678 — d.760 — T6.u - r; y por hipdiesis r < 76
" Por un teorema anterior, (141), u es el cociente y r el
resto de la divisién de 2678 — d.760} ¥ 76, guedando
demostrado el lema.

Entonces, por ¢l lema @ltimo, como d = 3, resulta: -
2678 — 3.760 = 76.u + 7
9678,.— 2280 = T6.u ~+ t
398 — T6.u + r
y por el caso anterior, (253), resulta que u = 5, de don-
de se deduce que:
398 — 76.5 + 18 =7

De manera que el cociente de la divisién de 1678 v 76
es d.10 + u, es deeir: 3.10 + 5 = 35, y el resto es 18.

De todo esto se deduce que:

Para dividie dos niimeros, siendo polidigito el cocien-
te, se separan a la izquierda del dividendo las cifras me-
cesarias para formar wn numero mayor que el divisor y
menor que el producto de éste por 10, y se efectiia la di-
visién, resultando asi la primer cifra del cociente. A la
derecha del résio se coloca la cifra siguiente del dividen-
do, y so divide el numero obtemido por el divisor, resul-
tando la segunda cifra del cociente. Se continita de esta
manera hasta que se hayan bajado todas las cifras del di-
videndo. El 7iltimo resto obtenido es el resto de la di-
VISTON.
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Sz algun dividendo parcial fuese menor que el divisor,
se pone cero en el cociente y se baje la siguiente cifra
del dividendo.

255. Disposicion practica. — Se escribe el dividen-
do, y 2 su derecha, en la misma li-
nea horizontal, €l divisor, separa-
dos por una raya vertieal; deba- 573’29 68

jo del divisor se escribe el cocien- 929 9 843
te, separados por una raya hori- 2 09
zontal. 5

256. Prueba de la divisién. — Una divisién est4 bien
hecha cuande, por definicién, el dividendo es igual al
divisor por el cociente, més el resto.

Mecanismo de la raiz cuadrada

I. Raiz de un nwimere menor que

Casos de la raiz cien;
cuadrada II. Raiz de un mimero mayor que
clen.

257. Raiz cuadrada de un niimero menor que cien, —
Se debe saber de memoria los cuadrados de los 10 pri-
meros numeros.
Ejemplos:
10) ]/-gé = 6, porque 6> = 36.
29) I/TO = 4, porque: 42 < 20 < 52

258, Raiz cuadrada de un nfimero mayor que cien.—
Sea hallar Ja raiz cuadrada de 2073.

Para calcularla, nos basaremos en los dos lemas si-
guientes:
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LEMA. 1° — La raiz cuadrada entera de las centenas
de un miimero, es igual @ las decenas de sw raiz cuadrada.
H) ]/—]7= d.10 4 u; r == resto. T) ]/T.—; d
Por definicién de raiz:
N = (d.10 + »)2 + r
=d2.100 + 2.d.10.w + u? + r
v por (46): d?.100 = N < {d -+ 1)%.100
dividiendo por 100, quedan las centenas:
@2=c< (d+1)°
extrayendo la raiz cuadrada:
d< e<d+1
expresién que nos dice que las decenas d son la raiz cua-
drada de las centenas c.

LeMa 20 — Si de un nimero se resta el cuadrado de
las decenas de su raiz cuedrada y las decenas del resto
se dividen por el duplo de las decenas de lo raiz, el co-
ciente es igual o mayor que la cifra de las umdades de
la raiz. ;

H) N =d.10 4 u; r = resto.
T) decenas de _ZL_:SZ?_l_OQ = u
2d
Por definicién de raiz:
N = (d. 10 4w )* + r
=d?100 4 2d. 10.u + w* +r
restando #2100 a ambos miembros:
N — d2. 100 = 2d.10.u + u? + r
y por (46):
' N — d2.100 > 2d.10.u

4
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dividiendo por 10, quedan las decenas:
decenas de (N — d2.100) = 2 d.u
dividiendo por 2d:

N—;f;. 100 5w

La aplicacién de estos dos teoremas nos conduce a la
siguiente regla:

decenas de

Para hallar la raiz cuadrade de wn- niimero se lo di-
vide, de derecha a izquierda, en grupos de dos cifras, y
set halla la raiz cuadrada del dltimo grupo, quien $érd
la primera cifra de la raiz. Se eleva al cuadrado esta
prumer cifra y se resta del primer grupo y a la dere-
cha del resto se escribe el segumdo grupo, separando la
primera cifra a la derecha del mimero-asi formado; la
parte que queda a la izquierda se divide por el dwplo
de la raiz y el cociente podrd ser la segunda cifra de
la raiz.

Para comprobar esta cifra, sc la escribe a la derecha
del duplo de la raiz y se multiplica el niimero asi for-
mado por lo misma cifra. St el producto se puede res-
tar de todo el resto, el mimero hallado es la segumda
cifra de la raiz, y si no, se rebaja uma unidad, proce-
divide del mismo modo.

A la derecha del nuevo resto se escribe el siguiente
grupo del radicando, separando la primer cifra o lo
derecha, y la parte que queda a la izquierda se diwide
por cl duplo de la raiz hallda, y el cociente podri ser
la lercer cifra de la raiz, continuando como mds arriba
s¢ ha dicho.
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259. Disposicién practica. — En la préctica la ope-
racién se dispone como en el ejemplo que sigue:

V 205245 |

42=16
T 45,2
—1425
T2745
—2709
T

453

8=—duplo de 4; 45:8=5

85X 5 = 425

90 = duplo de 45; 274:90=3

903 X 3 = 2709

260. Prueba de la raiz cuadrada. — Una operacidn
de raiz cuadrada estd bien hecha cuando el radicando
es igual al cuadrado de la raiz, mas el resto.

EJERCICIOS

Efectuar las siguientes sumas:

180 131} 413.1-234 222 R: 789
181 9.215.40. 4254907 . 10.587
182 104} 203_|-613}-214 . 1.134
183 1.875| 3.1431.5.826.-10.832 . 21.676
184 4.865}-2.145 8.173.40.084 .. 55.267
185 6.3542.1452.04241.111.1.3.333 . 14.985
186  639.914 187) 75.114

661.107 1.636.535

124.776 1.011.975

75.468 19.421

83.305 R: 1.584.570 78.771 R: 2.821.816
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Efectuar las siguientes restas:
188 5.987—4.683

189 9.877—6.407

190 3.426—2.897

191 20.000—8.763

192 94.278—62.574

193 53.714—25.824

194 20.804—10.408

195 789.740—545.694

Efectuar las siguientes multiplicaciones:

196 4755 234

197 903><407

198 5.682)(543

199 67.485}(472

200 95.723><6 095

201 46.703%¢ 983

202 135><2-8X45

203 875 T3¢ 56%¢ 39

Efectuar las siguientes divisiones:
204 18.278 : 38

205 461.622 . 87

206 126.498 - 58

207 3.207.594 . 767

208 124.758 . 289 3
209 969.936 : 4.008

210 1.525.957 - 5.003

211 379.511.145 : 70.905
Calcular las siguientes raices:

212 ]/ 225 v

213 vfgﬂﬁ v

214 ]/ 1.369 ¢

215 1/55.225 ¢

216 ]/ 3.364 -«

217 1/ 164.853 «
218 1/327.234 -]

219 ]/ 1.572.516 ¢

R:

£t}

"
”

”

R: 1.304
»  3.470
i 529
5. V1237
» 31.704
w 27.890
W 10.396
. 244,046

R: 111.150
. 367.521
. 3.085.326
. 31.852.920

583.431.685
. 45.909.049
. 170.100
. 13.870.584

481
5.306
2.181
4.182
431; r==199
242
305; 7= 42
48.009

15

406; r —= 17
572; r = 50
1.254



CAPITULO XV

PROGRAMA XV. — Divisibilidad. Teoremas preliminares: La su-
ma de varios multiplos de un nimero es un mdaltiplo de di-
cho ntmero; la diferencia de dos multiplos de un namero
es un miltiplo de dicho nfimero; si en una suma de dos su-
mandos, uno de ellos es maltiplo de un nimero y el otro no
lo es, la suma tampoco s miltiplo de dicho namero; todo
multiplo de un miltiplo de un ntmero, es también maltiplo
de dicho ntmero.

Teorema fundamental de Ja divisibilidad: Un ntmero
cualquiera es igual a un maltiplo de otro mas la cifra de las
decenas del mismo multiplicada por el resto por defecto o
por exceso, respectivamente, de la division de diez por el se-
gundo ntmero; més 0 MmMenos las cifras de las decenas del pri-
mero por el resto del defecto o por exceso, respectivamente.

Caracteres de divisibilidad por 2 y por 5; por 4 ¥y por 26;
por 8 y por 125; por 3 ¥y por 9; por 115

Divisibilidad
961. Definicién: — Un niimero es divisible por otro,
cuando es su maltiplo.

Asi, 12 es divisible por 3 porque 12 = 8,

La divisibilidad es la parte de la Aritmética que es-
tudia las condiciones que debe cumplir un nfunero para
que sea divisible por otro.

262. TroreEMA. — La suma de varios multiplos de un
nimero es un multiplo de dicho nivmero.

H) a=m;b=m;c=mn. Ta+b+c=m
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Por hipétesis se tiene:

si a == m es : a = m. a
% b=m o b 13 b= 10, h*

> 3
. C=m anll 6 = m. ¢

Sumando miembro a miembro se obtiene:
a¢+b+c=m.a" 4 m.b’ 4 m.c’
o sea a4+ b4 c=m(a’+ b’ ¢)

pero el segundo miembro es miltiplo de m, luego:

a+b+e=m

263. TEOREMA. — La diferencia de dos miultiplos de
un nimero es un miltiplo de dicho nitmero.

H)a————m;b:m;a>b T) a—b =
Por hipétesis se tiene:
si ¢ = m es : T = m.n

5 b =m il b= m.b*
restando miembro a miembro se obtiene:
¢—b=m.a’ —m.b’
0 sea: a—b=m (¢’ — D)
pero el segundo miembro es miltiplo de m, luego :

6a—Db=m

264. TreoREMA, — S en una sumae de dos sumandos
uno de ellos es miltiplo do un nimero y el otro mo, la
suma tampoco es multiple de dicho wiimero.

H) ¢+bja=m;d + m T) a-4-b % m
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La suma a -= b o es o no es miltiplo de m.

Si fuese: a+ b= m

como es a = m

restando miembro a miembro se obtiene:

¢+ b—a= m
o bien: b=m
lo que es absurdo, pues es contrario a la hipétesis, luego:
a--bFEm ‘
265. TrorEMA. — Todo miultiplo de un multiplo de b
un nimero, es multiplo de dicho nimero.

H) ao=m;m= n TY: G==mn
por hipbtesis se tiene:
a = m.o’ (1)
m = n.m’ (2)
y reemplazando (2) en (1):
’ @ = (n.m’)a’
o bien: a = n(m’.a’)
pero el segundo miembro es multiplo de n, luego:
a=n
266. Teorema fundamental de la divisibilidad. —
Todo nivmero es igual a un miltiplo de otro, mas la cifra
de las unidades del primero; mds o menos la cifra de las
decenas del mismo multiplicada por el resto por defecto
0 por exceso, respectivamente, de la divisién de 10 pbr el
segundo; mds o menos la cifra de las centenas del Dprme-
ro por ¢l resto por defecto o por crceso, respectivamente,
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de la division de 100 por el segundo, y asi sucmvamenfe
1485 miymero dado.
Hi 07 :‘: 100: 7 grzi 1.000: 7 ;:
T; 1) 1485 =7 45+ 8.3 4+ 4.2+ 1.6
2°) 1485 = 7
Sabemos_ gue:

ete.

5+-84—45—-1.1

1485 = 5 4 8.10 4 4.100 + 1.1000
y que

IOFL = 10 o Tl o o T o8
3|1

(2)
100 | 7

= 100 =714 4+2=742
2 |14

(1)

(3)
S S 1000 =7.142 4+ 6 =7+ 6 (4)
6 | 142 ‘
Reemplazando los valores (2), (3) y (4) en (1):
1485 — 5 | 8(7 + 3) + 4(7 + 2) + 1(7 4 6)
w5 T Jl Bt a8 T
= (T+74+7) +5+883+42416
luego : 1485 —7 4+ 5+ 8.3 + 4.2 + 1.6 (5)
2:) Se sabe quer + 7’ = d,
es decir 34+4=7 . "83=7—14 (6)
2 b Bty Dt B (7)
641l

e (e, e, | (8)
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Reemplazando los valores (6), (7) y (8) en (5):

1485 — 7 -+ 5 + 8(7—4) + 4(7—5) + 1(7—1)
il b =g AL—2517~11
—(+T+7+0 +5—84—45—1.1

luego: | 1485 — 7 + 5 — 8.4 — 4.5 — 1.1

9267. Corolarios del Teorema Fundamental. — Divisi-
bilidad por 2. — Un mitmero es dwisible por 2, cuando
termina en cero ¢ en cifra par.

Sea el ntimero N = medu

Al dividir 10, 100, 1000, ete., por 2, los restos son nu-
los, luego, por el T'eorema Fundamental ;

N=2%+u+0.d-+0 c+0.m
o bien: - 2 + u
y para que N sea divisible por 2, debe ser u = ‘:2, lo que
sucede cuando u es cero o cifra par.(

9268. Divisibilidad por 5. — Un nmémero es divisible
por 5, cuando termina en 0 0 en 3.

Al dividir 10, 100, 1000, ete., por 5, los restos son
nulos, luego, por el Teorema Fundamental :

N=54u+0.d40.c+0.m
N=54+u

y para que N sea divisible por 5 debe ser v = 5, lo que
sucede cuando u es cero o termina en 5.

(*) Los numeros divisibles por 2 se llaman pares, y se representan
asf; 2m; los demis son los impares,-y Sse representan asi: 2m + L

(e e
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269. Divisibilidad por 4. — Un nimero es divisible
por 4, cuando la suma de las wmidades y el duplo de las
decenas, es miltiplo de 4.

Al dividir 10 por 4 el resto es 2, y al dividir 100, 1000,
ete. por 4, los restos son nulos, luego, por el Teorema
Fundamental :

N—=4d+u+2.d+0.¢c. +0.m
No—d oy d-2.d
y para que N sea divisible por 4 debe ser u 4 2d = 4.
270. Divisibilidad por 25. — Un nimero es divisible

por 25, cuando las cifras de las decenas y unidades for-
man. un mimero divisible por 25,

Al dividir 10 por 25'¢l resto es 10, y al dividir 100,
1000, ete. por 25, los restos son nulos, luego, por el Teore-
ma Fundamental :

N=2+ ui 10.d 1+ 0.c + 0.m
N—=254u+10g
y para que N sea divisible por 25 debe ser v 4 10 d = 25.

271. Divisibilidad por 8. — Un nimero es divisible
por 8, cuando la suma de las unidades, mds el duplo de
las decenas, mas el cuddruplo de las centenas, es multi-
plo de 8.

Se tiene:

10 | 8 100 | 8 1000 | 8
2 |1 4 |1 0 |125

BIBLIOTECA NACIONAL

PAT® B A a PO o o e
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v por el Teorema Fundamental:

N84 ult2d+dc+0m
N—=8+ut2d+4c
y para que N sea divisible por 8, debe ser:
ut 2d+ dc=8.
272. Divisibilidad por 125. — Un niimero es divisible
por 125, cuando el nimero formado por las unidades, de-

cenas y centenas es un multiplo de 125.
Se tiene:

10 |125 100 |125 1000 | 125
10 |0 100 lo 0 |8
luego: N = 195 + w4+ 10.d 4 100.c + 0 m
N =125 4w+ 10.d + 100.¢

y para que N sea divisible por 125, debe ser

w4 10d +100c = 125,
273. Divisibilidad por 8. — Un mimero es divisible

por 3, cuando la suma de sus cifras es un miltiplo de 3.
Se tiene:

10 ‘»u 100 k_zi 1000 | 3
1 | 33 1‘333

lgego: N=34+u+1ld+1c+1l.m

N=34+u+d+c+m
y para que N sea divisible por 3 debe ser:

¥ d+cetfm= 3.

R NRNNmmm—————



272. Divisibilidad por 9. — Un nimero es divisible
por 9, cuando la suma de sus cifras es un miltiplo de 9

Se tiene:
10 00 9 1000 | 9
1 1 | 1 1 {111
luego N=é+u+1.d+1.c+1.m
N = —}—u-{—d—l—c-i-m

y para que N sea divisible por 9 debe ser

u+t+d4ctm=29.

275. Divisibilidad por 11. — Un nimero es divisi-
ble por 11, cuando la diferencia entre la suma de las ci-
fras de lugar par, y la suma de las cifras de lugar im-
par, es un multiplo de 11.

Se tiene:

100 |11 . 10.000 [11 ., 10 lll, 1.000] 11
r=1 r=1 P 1 r=1|
luego : N=1"1—}—u——l.d+ l.e —1.m

N=1'1—]—fu—- d+ ¢ —m
por (82): N =114+ (. —d) + (¢c —m)
por (86): N = 11 + (u + ¢) — (& + m) (1)
Por otra parte, se tiene que:

Nl 4u~B-telm
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ypor (84): N=11— (d+m—u—c¢)

por (82y 84): N=11— [ (d+m) — (u-e¢) ] (2)
y para que N en (1) y en (2) sea divisible por 11, de-
be ser:

(v 4 ¢) — (d + m) = 11
o bien: (d + m) — (w4 ¢) o= 1

275 bis. Divisibilidad por 7. — Un nimero de cuatro cifras
es diwisible por 7, cuando la suma de las unidades, mds el triplo
de las decenas, mds el duplo de las centenas, mds el séxtuplo de
loa millares, es divisible por 7.

So tiene: 107  , 100|7 -

8|1 ° 2|14
luego: N =17 + u + 3.d + 2.c +6.m
y para que N sea divisible por 7, debe ser (262):
N.:u+3d+2c+6m—_—"7

De manera ahdloga, aplicando el teorema fundamental, se ha-
llaria cuando es divisible por 7 un namero de mis de ecuatro
cifras. :

142

1000 | 7
. 5

EJERCICIOS®

990 Demostrar que la suma de dos nfimeros pares o impares

es divisible por 2.

Demostrar que el producto de dos nimeros congecutivos es

divisible por 2.

292 Demostrar que el producto de tres niimeros consecutivos
es divisible por 6.

203 Hallar 1a condicién que debe eumplir un nimero de cua-
tro cifras para ser divisible por 7. ;

994 Hallar la condicién que debe cumplir un niimero de cua-
tro cifras para ser divisible por 13.

295 Determinar qué ntmeros dividen a 360.

226 Idem, fdem 280.

297 Determinar cuindo un némero es divisible por 6.

{5
o
-



CAPITULO XVI

PROGRAMA XVI. — Numeros primos y compuestos. Definiciones.
y ejemplos. Criba de EratGstenes, La sucesién de nfimeros
primos es indefinida. Manera de reconocer si un namero es
prinio.

El menor divisor, distinto de uno, de wun nfimero com-
puesto, es primo. Todo nfimero compuesto se puede descom-
poner en un producto de ntimeros primos. Postulado: Un
nimero compuesto no admite mas que una sola descompo-
sicion en factores primos. Practica de la descomposicién de
nameros compuestos en factores primos.

Ndmeros primos y compuestos

276. Definiciones. — Un nimero es primo o simple
cuando sblo es divisible por si mismo y por uno.
Un ntmero es compuesto, cuando no es primo.
Ijemplos :
5 es primo; sus divisores son 5 y 1.
8 es compuesto; sus divisores son 8, 4, 2 y 1.

Varios ntmeros son primos entre si, cuando tienen
solamente al nfimero uno como divisor comin.

Ejemplo: 16 y 21 son primos entre si, porque 1 es
el tnico divisor comiin.

277. Criba de Erat6stenes. — Sea hallar los nime-
ros primos contenidos en los 100 primeros ntimeros. El
procedimiento llamado Criba de Eratéstenes nos permi-
tira obtenerlos. :



l
—
or
(=2
l

L 2 3 4 5 # T & A4
11 49 13 44 4 26 17 8 19 9
o+ 9 923 9+ 95 26 2% 26 20 S
31 9% 83 94 95 B¢ 37 BF B8 46
4] 45 43 44 45 46 4T 48 45 B6
5+ 5% 53 b+ B b6 5F 8 B9 6
61 6> €3 <+ B 66 67 68 6 6
71 %8 T3 4 e 6 FF A 19 88
S+ €2 83 B4+ B> 86 B85 68 89 96
S+ 99 93 9+ 9 96 97 98 99 166

Una vez escritos los 100 primeros niimeros, a partir
del 2, de dos en dos, tachamos los niimeros. que siguen
al 2. A partir del 3, de tres en tres, tachamos los nt-
meros que siguen al 3. A partir del 5, de einco en cinco,
tachamos los nimeros que siguen al 5, y asi continua-
mos tachando dé 7 en 7, de 11 en 11, ete:

Lios nameros no tachados son los nimeros primos
que hay en los 100 primeros nimeros, puesto que nin-
guno de ellos es divisible por ningtin otro nimero que
1o sea sl mismo o uno.

978. Observacién. — Al tachar los miltiplos de un
niimero, se empieza por su cuadrado; asi empezamos a
tachar por 4 = 22, luego por 9 = 32, luego por 25
== 5% ele:

279. Postulado. — La sucesién de los mimeros pri-
mos es indefinida. (¥)

(*) La demostracién de esta propiedad no es dificil; la damos
como postulado segfin aconseja Young en su obra “La Ensefianza
de las Matematicas”.
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280. Manera de reconocer Si un niimero es primo
— Reconocer si el niamero 251 es primo.

No seria primo 251, si, al dividirlo por los nimeros
primos sucesivos, algin cociente fuese exacto.
Aplicando los caracteres de divisibilidad, se com-

prueba que 251 no es divisible por 2, 3, 5, 7, y 11; di-
viddmoslo por 13 y 17:

9251 | 13 251 | 17
‘121 {A9 81 | 14
04 13

En las divisiones hasta el 13, los cocientes eran ma-
yores que el dwwisor, pero disminuyendo cada vez, pero
al dividir por 17, el cociente resulta ménor que el dwi-
sor; en‘tal caso, no continuaremos ensayando y afirma-
remos que 251 es primo.

Si el cociente entero de 251 y 17 es 14, sera 251 < 17
X 15, y eon mayor razén: 251 < 17 X 17, luego 251
es primo, pues en la tabla que tuviesé¢ hasta 251, esta-
rian tachados los multiplos de 2, 3, 5, 7, 11 y 13, puesto
que los de 17 se tacharian a partir de

172 = 289 > 251
luego Para reconocer sv un miuméro es prumo se lo di-
vide por la serie de los nimeros primos hasta que el co-
ciente sea igual o menor que el divisor empleado. St al-
guna de esas divisiones es exacta, el mimero mo es pri-
mo, y si se hace exactamente, el mimero es primo.

281. TroremMA. — EI menor divisor, distinto de uno,
de un nimero compuesto, es primo.

|

( A = num. compuesto;

T) a es primo
B [ a = menor diwisor de A; a o 1 )2 8
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El ntimero & o es o no es primo. Si no fuera primo,
geria compuesto, y admitiria un divisor ¢’, menor que
él, tal, que a — a’.b’ y entonces el niimero A seria di-
visible por @’, menor que @, lo que es absurdo, pues se
opone a la hipétesis. Y si suponer que a es compuesto,
nos conduce a un absurdo, resulta que:

@ es primo

282. TroreEMA. — Todo nimero compuesto se puede
descomponer en wn producto de mimeros primos.

H) A = wim. comp. T) A = producto de nim. prim.

Sea @ el menor divisor de A4, siendo @ > 1. Por el teo-
rema anterior:

A= a.B (1)

Si B es primo, el teorema queda demostrado. v st no
lo es, por el teorema anterior se tendra

B=5.C (2)
y sustituyendo en (1):
A = a.b.C (3)

Si C es primo, el teorema queda demostrado, y si no
lo es, por el teorema anterior se tendra:

C =.e¢.D
y reemplazando en (3): _
A=ua.b.c.D

Continuando de la misma manera, llegaria a:

siendo @, b, ¢ ...... m, nameros primos, luego:,

A =producto de mimeros primos.
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283. Postulado. — Un nimero ompuesto no admite
mds que una sola descomposicion en factores primos,
Es decir, que la descomposicién anterior :
die= Wb olie < onh b m
es tnica.
Descomposicion de un niimero en factores primos

284. Definicion. — Descomponer un nidmero en sus
factores primos, es hallar un producto de factores pri-
mos igual a ese néimero.

Baséndonos en el teorema tltimo, (282), diremos:

Para descomponer un mimero en sus factores primos,
se lo dipide por su menor divisor distinto de uno; el
cociente obienmido, por sw. menor divisor distinto de uno,__
y asi hasta legar a un cociente igual a uno. Luego seo
forma el producto de los diversos factores primos.

Ejemplo: Descomponer el nfimero 360 en sus facto-
res primos.

En la practica se hacen mentalmente las divisiones,
disponiéndose la operacién asi;

360
180
90
45
15
5

1

360 = 28 X 382 X 5

Ot o W o bSO




228

229
230
231
232
233
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EJERCICIOS

Formar la tabla de los nfimeros primos contenidos en los
200 primeros ndmeros.

Reconocer si 943 es primo. R: no es primo
” 2 04T %, 5 » €8 primo
" o LAST 5, P ., es primo
” » 2393 & w 5 1O es primo
Descomponer 540 en sus factores primos, R: 22.32.5
2 1.144 ,, " » » 2.59711
" L850 E AR T2
% 3.168 3,7 « S
i 10.800 ,, ., . 1 s 24.33.52
= 592,900 ;' - o " , 22.52.72.112
2 23.268 5. " b o 38.53.7
i B0051y o » T e
' 142600550 " + - 22.32.5.7

L 55.440 ,, ., " » s 24.32.5 7.11



CAPITULO XVII

PROGRAMA XVIl. — Méaximo ceman divisor y minimo comin
multiplo. Definiciones. Ejemplos. Procedimiento préactico pa-
ra obtener mentalmente el M. C. D. y el M. C. M. de na_
meros pequefios. Ejercicios.

La condiciébn necesaria y suficiente para que un nGme-
ro sea mfltiplo de otro, es que contenga los factores primos
de este utimo con exponentes respectivamente iguales o
mayores. ]

Obtencién del M. C. D. de dos o mAs nimeros.
Obtencién del M. C. M. de dos 0 mAS nameros.

Maiximo comidn divisor y Minimo
comdn mdltiplo

285. Definiciones. — Se » llama divisor comin de va-
rios niimeros, al ntmero que ae los “divide exactamente.

Ejemplo: Sean los niimeros 36, 24 y 18. Se tiene:
divisores de 36: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36
divisores de 24: 1, 2, 8, 4, 6, 8, 12, 24
divisores de 18: 1, 2, 3, 6, 9, 18

Los divisores comunes de 36, 24 y 18 son: 1,2 8y 6.

Se llama mdzimo comain divisor sor de varios nimeros, al
mayor divisor comtn de todos ellos,

En el ejemplo anterior, el miximo comtin divisor de
36, 24 y 18. es 6.

El méximo comin divisor se indica asi: m. ¢. d.

286. Se llama mailtiplo comain de varios nameros, al
niimero que es divisible exactamente por ellos.

Ejemplo: Sean los niimeros 2 vy 3. Se tieme:
miultiplos de 2:

02468]0]214161820“,2426 ......
miltiplos de 3: 0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30,
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Los multiplos comunes a 2 y 3, son:
0, 6412, 18R2d" - o ;

Se llama minimo comun multiplo de varios nameros,
al menor miltiplo comiin de todos ellos.

En el ejemplo anterior, el minimo comin mdltiplo de
2y 3 es 6, pues el cero, multiplo comin de todos los
niimeros, no se ti¥ne en cuenta.

T3] minimo comfin multiplo se indica asi: m.c.m.

' % " %

987. Procedimiento practico para hallar mental
mente el m.c.d. de nimeros pequefios.

Sea hallar el m.c.d. de 12, 15 y 24.

Probemos mentalmente, si el nGmero menor, 12, es
divisor de los tres: como no lo es, hallemos su mitad,
6, y probemos si 6 es divisor de los ndmeros dados;
como tampoco es divisor comin, hallamos la fercera
parte de 12, es decir, 3, y probemos si 8 es divisor co-
min de los ntimeros dados. Como, efectivamente, 1o es,
3esel m.c.d. de 12, 15 y 24.

Si el ntumero imemer, 12, hubiera dividido a los otros
dos, habria sido el m.c.d. de los tres, pero al no serlo,
probamos por el mayor divisor de 12, o sea 6, o el ma-
yor divisor de 12 distinto de 6, como lo es 3, luego:

Para hallar mentalmente el m.c.d. de varios nime-
ros, se prueba si el ndmero menor divide a los otros ni-
meros; si los divide, es el m.c.d.

Si mo los dividiese, se prueba por la mitad del menor,
o la tercera parte, o la cuarta, ete., y el nimero asi ha-
llado que divida a los otros mimeros, es el m.c.d. de
todos los nimeros dados.
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288 Procedimiento practico para hallar el m.c.m.
de nimeros pequefios. — Sea hallar, el m.c.m. de 2,
4y 5. :

Probemos si el ntimero mayor, 5, es divisible por los
otros dos; como no lo es, hallemos su duplo, 10, v vea-
mos si 10 es divisible por 2 y por 4; como tampoco es,
probemos por el triple de 5, por el cuddruplo de 9, 20,
y como 20 es el menor miltiplo de 5, divisible por 2 y
por 4, 20 es el m.c.m. de 2, 4 y 5, luego:

Para hallar mentalmente el m.c.m. de varios nime-
ros, se prucba si el mimero mayor es divisible por los
otroes: si lo es, el nimero mayor es el m.c.m.

Si no fuese, formamos el duplo del mayor, o el triplo,
0 el cuddruplo, etc., y el nimero asi hallado, que sea di-
visible por los otros, es el m.c.m. de todos los niimeros
dados. '

289. Condicién para que un nfimero sea mltiplo
de otro. — TEOREMA. — Un ndmero es multiplo de otro,
cuando contiene a los factores primos de éste, y los ex-
ponentes del primero son iguales o mayores que los ea-
ponentes respectivos del segundo.

| A=abca " e
H | B = et 1) A es maltiplo de B.
Por hipétesis : Al="6%.b%.¢c.d
o bien, (163) : A ="d* .z b2, d

y por 108) y (110): A=<t b.c. (g 0)

v como @®.b%.¢ = B, podemos escribir:
A =B (ad)
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es deecir:

. A es maltiplo de B

9290, COROLARIO. — Un mimero es divisor de otro,
cuando contiene a todos o algunos de los factores primos
que entren en ese otro, con exponentes menores o 1gua-
les.

Es decir que si:

A = a®.bP.c.d
B = a®.b%.c

201. Obtencién del m.c.d. de dos o méas nimeros.
Sea hallar el m.e.d. de los ntmeros 120, 72 y 84

Descompongémoslos’ en sus factores primos:

B es dwisor de A.

120 | 2 72 |'2 84 | 2
60 | 2 36 | 2 42 | 2
30 | 2 18 | 2 21 | 3
15 | 3 9|3 717

5|5 3|3 1
1 1

120 — 22.3.5

72 = 28.32

84 — 22.3.7

Sabemes, por el corolario anterior, que todo divisor
de uno de los nimeros dados debe contener a todos o
algunos de los factores primos que entren en ese niime-
ro, con exponentes menores o iguales. Quiere decir que,
en nuestro ¢aso, un dwisor conn debera contener soélo
a los factores primos 2 y 3, que son los tinicos que en-
tran en los tres nmamerocs, y como los mayores factores
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comunes son 2% y 3, tendremos que:
22.3 = 12
es el m.c.d. de 120, 72 y 84, luego:
Para hellay ¢l m.c.d. de varios mimeros, se los des-
compone en sus factores primos, 1y luego se forma el

producto de los factores comunes conm su menor expo-
nente.

292. Obtenciéon del m.c.m. de dos o mas néimeros.
— Sea hallar el m.c.m. de:

120 — 28.8.5
T2 = 2%.32
84 = 22.3.7

Todo miltiplo comin debe contener, por el teorema
(289), el factor 2 con el exponente 3 a lo menos, el
factor 3 con el exponente 2 a lo menos, y los factores
5 y 17, es decir, que:

23.32.5.7 = 2520
es el m.c.m. de 120, 72 y 84, Iuego:

Para hallar el m.com. de varios miumeros, se los des-
componen en sus faotores primos y luego se forma el
producto do los factores comumes y mo comunes con su
mayor exponente. ‘

293. Nfimeros perfectos. — Un néimero es perfec-
to, cuando es igual a la suma de sus divisores, excepto
¢l ntinero.

Bjemplos: ) =3 4+ 2 + 1

8=144+7T+4+241

Todos los ntimeros perfectos conocidos son pares y
terminan en 6 o en 8,
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294. Numeros amigos, — Dos niimeros son amigos,
cuando cada uno es igual & la cuma de los divisores del

otro.

Ejemplo:
220 o= 142 4 71 - 4 | 2 4- 1
984 = 110--55--44-4-22

220 y 284 son anugos pues:
(devisores de 284)

011 41045444241

(davisores de 220)

EJERCICIOS

243 THallar el m.c.d. de 72; 64; 60.

244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
954
955
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265

2 (5 ”

. 86; 24; 48.
. 360; 504; 792
,» 90 y 210.
,» 10.800 y 3.168
. 120; 300; 360.
» 1.476 y 984
» 2.052 y 648
. 231; 1320; 1386
de 540; 504 528.
.» 360 y 19.800.
, 360; 1.260. 204.
, 231; 1.386; 1.320
., 936; 1.820; 1.320
. 784 y 630
, 561 y 2.800
., 630.000 y 588
, 360; 4.200; 240
., 100; 254; 270.

630.784; 16.332; 7.644

"

i

”

, 1.570.

i

28
108
33

55.440

138.
42.
27.

360.

35

44

25.
342.

600
840
720
360
.280
800
.100
200
900

Comprobar-si 6; 28; 496; 8.128 son nimeros perfectos.

- ., 2620 y 2924 son ‘nfimeros amigos.
., 69.615 y 87.633 son nfimeros amigos.

1



CAPITULO XVIII

PROGRAMA XVIIl. — Numeros enteros. Nameros negativos: ne-
cesidad de su creacién para hacer posible la resta en los
cagos en que el minuendo es menor que el sustraendo. Nt-
meros enteros. Valor absoluto. Interpretaciones concretas de
los nfimeros enteros. Representacion grafica.

Relaciones de igualdad, mayor y menor, entre nameros
enteros. Caracteres formales.

Nimeros enteros

295. Numeros negativos. — Sabemos que:
5—2 =23 porque: 34+2=25

pero si tuviéramos la resta 2—5, después de varios en-
sayos veriamos que no hay ning@in nGmero natural que,
sumado con 5, dé una suma igual a 2, y en general, en
el campo de los ntimeros naturales las restas en que el
minuendo es menor que el sustraendo, no tienen senti-
do. Para que las restas siempre sean posibles, los ma-
tematicos han inventado los nimeros negativos.

296. Notacion. — Los niimeros negativos se repre-
sentan con los mtimeros naturales precedidos del signo
menos.

La serie de los niimeros megativos es:
—1,—2—8—4,—5—6—17,—

que se lee: menos uno, menos dos, menos tres, ete.

297. Numeros positivos. — Por oposicién a los nii-
meros negativos, a los ndimeros naturales, excepto el
cero, los llamaremos niimeros positivos, y los haremog
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preceder del signo més. La serie de los nimeros positi-
70S es: !

+]’_!_.;3’+3)—}—4’—{—5,—{—6,—3— Tarre TE <

298. Nfimeros enteros. — Los miimeros enteros son
el conjunto de los nimeros naturales y negativos:

Nimeros naturales o positivos (
Nameros negativos | Kumaros enderos

La scrie de los nitmeros enteros es:
oo —4 3,—2, —1, 0,-41,+2 +43,14....

299. Valor absoluto. — Se llama valor absoluto de
nn mimero entero, al niimero natural que lo compone.

s Bl valor absoluto de + 3 es 3.

Hjemplos:
t | 1 valor absoluto de — 2 es 2.

K] valor absoluto de un ntmero se indica encerran-
dolo entre dos rayitas verticales, asi:

| + @ ] = a, significa valor absoluto de + a.
| —b | = b, significa valor absoluto de — b.
300; Numeros opuestos. —- Dos nimeros enteros

son opuestos, enando tienen distinto signo e igual va-
Jor absoluto.

Ejemplos: 44y —4; —2y+2; +ay—a

301. Notacién. — A los nimeros enteros los repre-
sentaremos por medio de las letras minfisculas precedi-
das del signo +  (mds-menos), significando asi que po-
dran ser positivos o megativos. En general, el nimero
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+ @ es uno cualquiera de la serie de los ntmeros en-
teros. (*)

302. Interpretaciones concretas de los nimeros en-
teros. — Concretamente, los ntimeros positivos y nega-
tivos representan, convencionalmente, cantidades (**)
de naturaleza opuesta, como el dinero que se tiene y que
se debe, los grados de temperatura sobre y bajo cero,
las fechas anteriores o posteriores a Cristo, la altura
de una torre o la profundidad de un pozo, la latitud
norte y la latitud sur, ete., ete.

Asi se dice:
tengo 80 $ de haber, y se interpreta: + 80 $
tengo 30 $ de deuda, y se interpreta: — 30 $
la temperatura es de 25° sobre 0, se interpreta: - 25°
la temperatura es de 5° bajo 0, se interpreta: — 5

Roma se fundo el ano 753 a. Cristo, se interp. - 7
América se descubrié el ano 1492 d. Cristo, mr 1492
ete. ete.

303. Representacion grafica de los niimeros ente-
ros. — Hemos visto, (22), ecémo se representaban los
nameros nautrales en una semirrecta O F.

(*) No representamos a los ntmeros entero con letras del tipo
negrita, como hicimos en la 1¢ edicién, porque si queda bien en un
libro, es muy dificil representarlos en €l pizarrén y en los cuader-
nos de apuntes de los alumnos. El primero que designd expresa-
mente una misma letra un nGmero positivo o negativo fué J.
Hudde, en su obra ‘“De reductione asquationum', reimpresa en
1657, como puede leerse en la “Encyclopédie des Sciences Mathé-
matiques’”, tomo I, volumen 2, pag. 1, editada por Gauthier-Villars,
Paris, Agosto de 1904.

(#%) 11 concepto de cantidad atin no se ha aquilatado, pero los
alumnos conocen las diversas cantidades aun cuando no sepan de-
finirlas con rigor.
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Lo mismo, y en la semirrecta opuesta, se represen-
tan los ntimeros negativos, Fig. 13.
F~ g DDC B A 0 A B C D E F
i i3 L 3 2 | pp— | 1 1 1. L 1 [ _— L
.l L) L) . » L) S v L} i L L] LS L]
—6 —5 —& —3 ~2 — 0 +1 42 +3 +4 45 486
Fig. 13
Relaciones de igualdad y desigualdad entre niimeros
enteros

304. Igualdad de ntmeros enteros. — Dos nime-
ros enteros son iguales, si tienen igual signo y valor ab-

soluto.
Bs deeir: + a = + b siempre el signo sea el mismo
v sen @ = b.

Desigualdad de nameros enteros. — Dados dos ni-
meros enteros, diremos:
1 Si los dos son p()s"h-‘i'vos, es mayor el de mayor
valor absoluto.
+ 5 > -+ 3, porque son positivos y 5 > 2
4+ @ > 4+ b, siempre que sea a > b.
9? Qi los dos son megativos, es mayor el de menor
valor absoluto.
— 2 > — 7, porque son negativos y 2 < 7
— a > — b, siempre que sea @ < b.
3¢ Si son de distintos signos, es mayor €l positivo.
4+ 8 > — 12, porque el 3 es positivo.

4-a > — b, porque a es positivo. :
Reciprocamente, dados dos ntmeros enteros, diremos:
1° Si los dos son positivos, es menor el de menor va

lor absoluto.
+ 3 < 4 8, porque son positives y 3 < 8
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22 Si los dos son negativos, es menor el de mayor va-
lor absoluto.
— 7 < — 2, porque son negativos y 7 > 2
3¢ Si son de distinto sigro, es menor el negativo
— 4 < -4 1, porque el 4 es negativo.
305. CorovLario. — Si un nmimero entero es mayor

aue otro, éste es menor que el prumero, y reciproca-
mente,

Si: +a >+b, también + b < +a
+m < +n, también + n > +m
306. Convencién. — Todo nlimero positivo es ma-
yor que cero, y todo nimero negativo es menor que cero.
+4>0
— 5 <0

307. Criterio practico para reconocer si un niimero
entero es mayor o menor que otro, — Teniendo en
cuenta las definiciones anteriores, y observando la serie
de los ntimeros enteros.

'_’"53'_"’-'4:_3’——"27_1, 0y+11+2:+3:+4)
diremos que Un miumero entero es mayor que otro,
cuando estd después que ese otro en la serie de los mi-
meros enteros:

+ 2 > — 5, porque + 2 estd después que — 5.

Un nivmero entero es menor que otro, cuando estd an-
tes que ese otro enm la serie de los mivmeros enteros :

— 3 < — 1, porque — 3 estd antes que — 1.,
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Caracteres forxﬁales de la igualdad

De la definicién de igualdad, (304), se deducen los
siguientes corolarios:

308. I Caréacter idéntico. — Todo numero entero
es igual o st mismo:

t@ ==t d

309. II. Caracter reciproco. — 8i un mimero en-

tero es igual a otro, éste es igual al primero.
8i: + @ == + b, también: + * = + o
310. III. Caricier transitivo. — 87 wm némero en-

tero es igual a otro y éste es igual a wa iercersa, el pri-
mero es igual al tercero.

Sl:ta:ib :también:i—a=+c

y b= +c B
311. Comsecuencias. — Dos nimeros enleros tguales
a un tercero, som iguales entre st.
Si: a =+ b X
x = también: + @ = + ¢
y te=+=+1bh

312, Caracter transitivo de las relaciones de ma-
yor y menor. — PosruLapo., — St un nimero entero es
mayor que otro, y éste es mayor que el tercero, el prime-
ro es mayor que el tercero, y reciprocamente.

Si: ia>.‘tg también: + ¢ > + ¢

y £ e
Reciprocamente, si: +m < + ",
b ? T también: + m < £ p
y taltp




CAPITULO XIX

i
PROGRAMA XIX. — Operaciones con nlimeros enteros. Suma: de-
finiei6n y ejemplos. Propiedades y ejercicios,

Resta: definicién y ejemplos. Transformacién de la resta
en suma. Verificacion de la posibilidad, en el campo entero,
de la resta de ntimeros naturales tales gue el minuendo sea
menor que el substraendo. Ejercicios.

Multiplicaeion de nGmeres enteros: definicién, regla de
los signos. Propiedades y ejercicios. i

Potencias de ntmeros enteros con exponente natural: re-
glas de jos signos. Hjercicios.

Radicacién de numeros enteros: regla de los signos. Im-
posibilidad de la extraccion de raices pares de ndimeros ne-
gativos, en el campo entero.

Operaciones de ndimeros enteros
Suma de ndmeros enteros
313- Definiciones. — 1. Se llama suma de wvarios
nimeros enteros de igual signo, al nfimero que se ob-
tiene sumando sus valores absolutos, asignando a esta
suma el signo comim :

Hjemplos :

(+8) + (42) + (+7) = + B424+7) = 4 12
(4a) + (+B) + (+0) = 4 (atd0)
(—4) + (—2) + (—8) = — (44218) = — 14
(—a) + (—b) + (—¢) = — (atb+)

II. Se llama swma de dos mimeros enteros de dis-
lintos signos, a la diferencia entre sus valores absolutos.
hecha en la forma posible, asignando a la diferencia el
signo del miimero de mayor valor absoluto.
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Ejemplos:
(48) + (—=2) = + (8-2) = + 6
(+7) + (—10) = — (10—7) = — 3

TII. Se llama suma de varios nimeros enteros de dis-
tintos signo, al niimero que es la suma del niimero que
es suma de todos los positivos, y del nimero que es su-
ma de todos los negativos.

Ejemp.: (=2)+ (43) - (=T)+(+8) +(—4) =
= [(—=2)+ (=) (—4) ]+ [(+3)+(+8)]
= —(2}+7+4)+(3+8)
R [ R | CRPSER

() =)+ (o) (—d) = +(ato)— (B+d)

IV. Se llama suma de dos mitmeros opuestos, al ni-
mero cero. ‘

. Ejemplos: (-+8) - (—=3) =0
(=a) 4~ (4-a) =0

314, Convencién, — Como se habrd podido obser-
var, el signo -+ nos ha servido para indicar la suma de
varios numeros y para distinguir a los ntimeros positi-
vos de los negativos, es decir, que el signo -~ tiene dos
significados: como signo de operacién y como signo de
direceion.

Para lo sucesivo, convendremos :

La suma de varios mimeros enteros la indicaremos es-
cribiendo los sumandos separados por sus respectivos
signos de direccion.
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Asi tendremos que:
(+3) + (=2) + (—4) + (+5) =3 -2 —4 + 5.
(+a) + (—b) + (+e) + (—d) =a —b + ¢ — d.
Toda swma algebraica puede convertirse em wna swma
de wiymeros enteros.
Bs decir:
4 =24 3= (+4) + (—=2) + (+3)
¢+ b—c=(+a) + (+) + (—o).

Propiedades de la suma de niimeros enteros (*)

315. Propiedad uniforme. — TroremaA. — Swuman-
do miembro a miembro wvarias igualdades entre niime-
ros enteros, se oblienc otra igualdad.

1")  Los SUMANDOS SON DE IGUAL SIGNO.

+ 0= + @ m b , ’
Hi oy 1D EHO+ED) = (+a) (1)
Por definicién de suma:
(4a) + (40) = +(a+b) (1)
(+0’) 4+ (4+b") = 4 (a’+b?) (2)
pero siendo:
F+a=+0aesa=a’ - ] A L
= b
y +b=+b,71)b==b, s a+b a+
entonces, los segundos miembros de (1) ¥y (2) son igua-
les, luego:

(@) + (+b) = (+a¢’) + (+b?)

(¥) Habria que demostrar que las propiedades de las operacio=
Nes con nameros enteros se verifican en los casos de las respec-
tivas definiciones, como hicimos en la potenciacién, pero por ra-
zones de brevedad s6lo consideramos los mas importantes,
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929) I,08 SUMANDOS SON DE DISTINTO SIGNO.

B 0T T D (R b) = R (=

Por definicién de suma:

(+a) + (—b) = + (a—b), o =—(b—a) (1)
(4a’) + (=b’) = + (¢’=b’), o= —(b"—0a’) (2)
pero siendo:

+a=+a,esa=0a
y —b=—0%", b="0

entonces los segundos miembros de (1) y (2) son igua-
les, luego:

> a—b = o’—=b’
. a b__a —— 'b)_a)

(T0) + (—b) — (+2)) + (") |

316. Propiedad conmutafiva. — TrorEMA. — En

toda sume de varios niimeros enteros, el orden de los su-
mandos no altera la suma.

1¢) TLos SUMANDOS SON DE IGUAL SIGNO.
H) (—a)+(=b); T) (—a)+(=d)=(-D)+(—a)
Por definicién de suma: _
(—a) +, (—=b) = — (at+d) 1)
(—b) + (—a) = — (b+a) = — (a+d) (2)

Como los segundos miembros son iguales, es:

(—a)' + (—b) = (—b) + (—a)

20) 1Li0os SUMANDOS SON DE DISTINTO SIGNO.-

H) (+a)+(—=d); T) (+a)+(—b)=(—b)+(+a)
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Por definicién de suma:
(+0) + (=b) = +(a—b), 0 = —(b—a) (1)
(=) + (4+a) = +(a—b), 0 = —(b—a) (2)
Como los segundos miembros son iguales, es:

(+0) + (=) = (=b) + (40)

317. Propiedad asociativa. — TrorEMA. — En todo
suma de varios mimeros enteros, pueden reemplazarse
dos 0 mas de ellos por su suma efectuada,

1°) Los SUMANDOS SON DE IGUAL SIGNO.,

H) (+a)+(+b)+(Fc).

T) (+a)+(4b)4(F¢) = (+a)+[ ()4 (+e¢)]

Por definicién le suma:

(+@) + (+b) + (+¢) = +(a+bte) (1)

Suprimiendo paréntesis: :

(4+a) + [(+0)+(+e)] = (+a)+ (+b)+(4¢)
= + (a+d+¢) (2)

Como los segundos miembros son iguales,”es:

[ 0+ T+ (o) = () +[(+8) +(+0)]
2°) LoS SUMANDOS SON DE DISTINTOQ SIGNO.
H) (—a)4-(+8)4-(=¢).
T () D)+ (—e) = (—a) +[(18) 4 (—0)]
Por la convencién (314) :
(=) + (+8) + (—¢) = —a-1-b—e (1)
Suprimiendo paréntesis :
(—0) +[(+8) + ()] = (—a) + (48)+-¢)
= —a+b—¢ (2)
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Como los segundos miembros son iguales:

T G D) = (R

Resta de ndameros enteros

318. Definicién. — Se llama diferencia de dos ni-
meros enteros, llamados minuendo y sustraendo, a otro
nfimero entero, tal, que sumado al sustraendo dé una
suma igual al minuendo.

‘Ejemplo =

(+8)—(+3) = +5, porque (4+5)+(+3) = +8

319. Procedimiento para hallar la diferencia. —
TEOREMA. — La diferencia entre dos wiymeros enteros se
obtiene sumando al minuendo el sustraendo cambiado
de signo.

H) (+a)—(—b); T (+o)—(-b) = (4a)+(+b)

Supongamos que sea:

(+a) — (=d) = (+a) + (D)
M S D
Por definicién de diferencia, se debera tener

(+a) + (4b) + (=b) =+
e e’ N N

D S M
y como la suma de ntimeros contrarios es €ero:
4a = +a

y como esta expresién es cierta, también lo es la su-
puesta, luego:

(+a) — (=b) = (+a) + (50)
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De igual manera se demostraria cualquiera de las otras
combinaciones de signos.

320. Verificacién de la posibilidad, en el campo en-
tero, de la resta de dos nimeros naturales, tales, que
el minuendo sea menor que el sustraendo. — Como la
resta se transforma en suma, y ésta nos es conocida, po-
dremos ahora efectuar aquellas restas de ntimeros na-
turales en que el minuendo es menor que el sustraendo.

Sea efectuar 2 — 5, siendo 2 y 5 nfimeros naturales

Por (314), se tiene:

2 — 5 = (42}~ (+5)
y por (319). =(+42) + (—5) = — (5—2) = — 3

En efecto:

(=3) + (+5) =+ (—5) = + 2 =2

Multiplicacién de nimeros enteros

321. Definiciones. — Dados dos niimeros enteros,
se tiene:

I. — Si los dos son de igual signo, su producto es po-
sitivo, y se obtiene multiplicando los valores absolutos
de los factores.

Ejemplos :

(+4) X (#2 = 4+ (4x2) = + 8
(—3) X (—=5) =+ (8X5) =+ 15
(+a) (+b) =+ (ab) ; (—a) X (—=b) = + (a b)

II. — S1 los dos son de distinto signo, su producto es
negativo, y se obtiene multiplicando los valores absolu-
tos de los factores,
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Ejemplos:
(—2) X (+3) = — @X3) = — 6
(+a) X (=b) = — (a b)

322. Reglas de los signos. — De las definiciones an-
teriores se deduce, prescindiemdo de los nfmeros res-
pectivos, que: _

+ multiplicado por 4 da --
— multiplicado per — da -+
-+ multiplicado por — da —
— multiplicado por -+ da —

Es decir, que: signos iguales, producto positwwo; y sig-

nos desiguales, prodvcto negatwo.

323. Producto de varios nfmeros enteros. — Se
llama producto de varios miumeros emteros, al namero
cuyo signo se obtiene aplicando sucesivamente la regla
de los signos, y cuyo valor absoluto es el producto de
los valores absolutos de los factores.

Ejemplos:

(—2) X (+3) X (—1) X (+4) = 2.3.1. 4 =24
(+e) X (—b) X (4¢) = — (a b c)

Propiedades de la multiplicacién de nimeros enteros

324. Propiedad uniforme. — TeorEmMA, — Multipli-
cando miembro o miembro varias igualdades entre mi-
meros enteros, se obtieme otra igualdad. '

—_— = —a,
B I bbb’
—c = —¢’

T) (—e) (+3) (—¢) = (—a’) (+°) (=)
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Por definicién, se tiene:
() (BD) (—0) = 7 (a. D101 (1)
(—a”) (4b’) (—¢’) = + (a’.b’.c”) (2)

pero siendo:

—-a.=-—a.’,esa=a’)
+b=-+b%, b=>b"} . abec=ua.b.c
—C=—C” » (,'=C"\

entonces los segundos miembros de (1) y (2) son igua-
les, luego:

(-a) (+b) (-0) =(=u") (+b") (—c"}

325. Propiedad conmutativa, — TEoREMA. — En wn
producto de miimeros enteros, el orden de los factores no

altera el producto.
H) (4a) (=b). T) (Fa) (D) = (=b) (4-a)
Por definicién se tiene:
(+a) X (=b) = —(a B) (2)
y o (—b) X (+8) = —(b a) = —(a b) (2)
Como los segundos miembros son iguales, es:

(+a) (—b) = (—Db) (F-a)

' 326. Propiedad asociativa. — TreorEmMA. — En todo
producto de varios mimeros enteres, se pueden reempla-
zar dos o mds de ellos por sw producto efectuado.

H) (4a) (—d) (+¢)
T) (4a) (=b) (4¢) = (4a) [(—=d) (+0)]
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Por definicién de producto:

(+a) (=Dd) (4¢) = — (a.b.c) (1
(+a) [(—=b) (+e)] = (+a) [—(b.c)] = —(a.b'c)
Como los segundos mxembro\s son iguales, es:

(+a) (—b) (+¢) = (Fa) [(—b) (+0)]

327. Propiedad distributiva. — TrorEMA. — El pro-
ducto de una suma de nimeros enteros por olro mime-
ro entero, es igual a la suma de los productos que se. 0b-
tienen multiplicando cada sumando por el mumer dado.

H) (+a)4(—d) ; —m
™ [(4a)+(—b)] (—m) = —(a.m) + (b.m)
Por la convencién (314):
[(+a) + (—=b)] (—m) = (a—D) (—m)
y por la regla de los signos (322)

—[(a—b)m]
y por (97): = —[(a.m) — (b.m
sacando paréntesis:
[(+a) + (—b)] (—m) = — (a.m) + (b.m)

Divisién exacta de ndameros enteros

398. Definicion. — Se llama coctente exacto de dos
nimeros enteros, llamados dividendo y divisor, a otro nu-
mero entero, tal, que multiplicando por el divisor, dé un
producto igual al dividendo.

Ejemplo:

— 6

Y 2, porque (—2) (+38) = — 8
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329. TEOREMA — EI cociente de dos miimeros enteros,
es el mimero entero que se obtieme al dividir los valores
absolutos del dividendo y divisor, siendo el signo -} si
los dos signos son tguales, y — st los signos son distintos.

+ a + a @
Bl . SE
j e it = b

—Si -g— fuese el cociente de 4+« y —b, multiplicada

por el divisor daria -+ a. En efecto, por la regla de los
signos, (322) y por (118):

a @
(%) 0=+ (5-7) =+
Como el producto obtenido es igual al dividendo, se
deduce que:

a

b

+
=

I
Sy

De Ja misma manera demostrariamos cualquier otra
combinacién de signos.

330. Regla de los signos. — Teniendo en cuenta el
teorema anterior, y prescindiendo de los nGmeros res-
pectivos, se deduce que:

- diwidido por -+ da -+
— dividido por — da
-+ dwidido por — da —
~— dwidido por -+ da —

Es decir, que: signos iguales, cociente posilivo; y sig

nos desiguales, cociente megativo.
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Propiedades de la divisién de nimeros enteros

331. Propiedad uniforme. — TeorEMA. — Dividien-
do miembro a miembro dos igualdades entre nimeros en-
teros, se obliene otra igualdad.

+a=++d t+ao_+2a
Pt = T ==
Por el teorema ultimo: s
TR
+a) a, L
e 4
pero siendo -fa = +a’, es a = a’ il l e _ @
y —b = —b’, , b =10’ Vb o

entonces los segundos miembros de (1) y (2) son igua-
les, luego: -

=g  a

e 4

332. Propiedad distributiva. — TrorEMA. — El co-
ciente de una swma de nwiymeros enteros por otro mivmero
entero, es tgual a la suma de los cocientes que se obtienen
dividiendo cada sumando por el nimero entero dado.

H) (+a+ (0 =n
o |G+ ED (_i) A (+_z).>

— m m m

Si la tesis fuese cierta, el producto delcociente por el
divisor daria el dividendo. En efecto, por (327) se tiene:




2G5 -

[(— SN %)J(—m>= <~ ;ff—)(—m)+(+ e

por la regla de los signos:

o G o Py fio il
__<—{—~7;l—.m) i ( % .m)
y por (118): = = (+a) + (—bd)

Como hemos obtemido de producto el dividendo, es:

ED F D [y [ L
N m m.
De la misma manera se demostraria cualquiera otra
combinacién de signos.

Potencias de ndmeros enteros
con exponente natural

333. Definiciones, — I. — Se llama potencia cero de
un namero entero, al niimero uno:

(42)°=% ;  (=8)0=1

II. — Se llama potencio uno de un ntimero entero, al
mismo nimero entero:

() =45 (D=7

TIT. — Se llama potencia emésima de un ntimero ente-

ro, siendo m > 1, al producto de m factores iguales al
namero dado:

(—2)* = (—2) (—2) (—2) (—2) =+16
(Ta)t=(ta)lLa)..... (fa)
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334. Regla de los signos. — Dado un nimero entero
cuya potencia se desea hallar, se nos presentan s6lo estos
4 casos:

lo N(JMERO POSITIVO ELEVADO A POTENCIA DE EXPONENTE PAR.
Sea caleular (-+3)%

Se tiene: (+3)* = (+3) (+3) (+3) (+3) = -} 3
y en general: (+a)*m = +a2m

2o NOUMERO POSITIVO ELEVADO A POTENCIA DE EXPONENTE
IMPAR.

Sea caleular (42)32
Se tiene: (4-2)% = (+2) (+2) (4+2) = + 2°

y en general: (Fa)mt! = 4 #mt!

Luego: Cualquier potencia de un nimero positivo, es

positwa.
3° N(GMERO NEGATIVO ELEVADO A POTENCIA DE EXPONENTE PAR
Sea calcular (—2)*%
Se tiene: (—2)* = (—2) (—2) (—2) (—2) = + 2

y en general: (—aPm = + o™

Luego: La potencia de expomente par de un mimero
negativo, es positiva.
40 NUMERO NEGATIVO ELEVADO A POTENCIA DE EXPONENTE
IMPAR.
Sea calcular (—2)*
Se tiene: (—2)3 = (—2) (—2) (—2) = —2°

(—a)pm+! = — " 2m+1

y en general:

Linego: La potencia de expomente impar de un miime-
ro megativo, es megativa.
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Radicacién de nimeros enteros

335. Definicién. — Se llama raiz emésima de un nu-
mero entero, llamado radicando, siendo m > 1, a otro
niimero entero, tal, que elevado a la potencia emésima, dé
un producto igual al nimero dado.

Ejemplos:
V +16 = * 4, porque (£4)? = + 16
5 PRSI
]/ — 8 = —2, porque (—2)? = — 8

336. Regla de los signos. — Al hallar la raiz emési-
ma de un niunero entero se nos presentan los mismos ca-
sos que en la potenciacion.

1° RAIZ DE GRADO PAR DE UN NUMERO POSITIVO.

4
Sea: ]/—{—81 =g ., ot ==%81
y por (334 - 1° y 3°) se deduce: z = + 3, luego

4
]/+ 81 = *+ 3 y en general:

2m
Y+a==*b

Luego: La raiz de grado par de un miumero positivo,
es positiva o negatwa.

2° RAIZ DE GRADO IMPAR DE UN NUMERO POSITIVO.
3
Sea: ]/+8=w . 3=+ 8

5]
y por (334) - 20): 2 = + 2, luego: |/ +8 = + 2
y en general:

2m 41

+a= 45
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Luego: La raiz de grado impar de un nivmero positivo,
es positiva.

3° RAIZ DE GRADO IMPAR DE UN NUMERO NEGATIVO.
5

Seas 1/.—_——_3_2_ B st e

5
y por (334 -49): 2 = — 2, luego: |/ —32 = —2
v en general:

2m -1
]/ —a = —b
Luego: La raiz de grado vmpar de un mimero negati-
v0, es negatwa,

4° RAIZ DE GRADO PAR DE UN NUMERO NEGATIVO.

Sea caleular: ’l/:él~
V —4 = - 2, porque (42)* #+ — 4

V:—Z # — 2, porque (—2)? & — 4
en donde comprobamos que la raiz de grado par de un
niimero. negativo, no tiene solucién en el campo de los
nimeros enteros, pues no da ni un ntimero positivo ni
negativo, que son los Gnicos nfimeros que hasta ahora
CoNnocemos.

En general:

Se tiene:

2m

V — a no tiene solucién en el campo entero. |

Luego: La raiz de grado par de un numero negativo,
es imposible en el campo de los nibmeros enteros.

_Sin embargo, esas rafces tendrdn solucién mediante la
creacién de nuevos niimeros, pero eso se estudiard en
4° afo.
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‘EJERCICIOS

Efectdar las siguientes sumas:

266 (+3)+ (+2)+ (+T)+(+4).

267 (4+2) 4 (+5)+ (+4)+ (+9)+(+6).
268 (—5)+(—1)+(—12)+(—15).

269 (—4)+(—T) + (—24)+ (—6)+(—8).

270 8—B347—10+5—L6-+2.

N W P, TR S, SR O TS, R S 1
979 §—12.4 7—15—2L54-8—10,
a73) 19 —5N L 3e) T NIRAE 0D .
074 1-—9 434 5—GHT—8F9—14,

275 —54+6—T48—9+410—11412—15+4-14.

Efectuar las siguientes restas:
276 (+8)—(+35).

9770 (—5)—(-£B).

L LAY

270 (h2Y—=(==0);

Efectuar las siguientes multiplicaciones:
280 (43).(—2).(+4).

281 (—2).(—9).(—4).

282 (—50)(+1)(—2)(=3){—€}.
283 (+4)(—2) (+3)(=T7).
Efectuar las siguientes divisones:
284 (—8) : (+4).

285 (432) : (—8).

286 (454) : (49).

287 (—Gi) : (—16).

Efectuar las sigvientes potencias:
288 (-4)8

289 (—3)%

290 (—2)8

201 (-+5)4

202 (—6)5

+ |+

16
26
33
49

[Sikst: 5

A n == D A

44§+
o W ~3 @



JAPITULO XX

PROGRAMA XX. — Operaciones con monomios y polinomios cu_
yos coeficientes sean enteros. Valor numérico. Ejercicios de
suma, resta, multiplicacién y divisién.

Operaciones con monomios y polinomios
cuyos coeficientes sean enteros

337. En este capitulo no hay nada nuevo que estu-
diar, sino ejercicios que resolver, por lo que nos remi-
timos a los ejercicios correspondientes que van a con-
tinuacion. . :
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EJERCICIOS
293 Valor ntmero de: ¢ — b + ¢ ;
Siendo: @ = 2 ; b = — 3; ¢ = 4. R: 9
294 Idem, de : a2 + 2ab + b2 ; ..
Siendo: ¢ = — 4 ; b'= 2. a8 (4
295 .Idem, de : a3 — 3 a2b + 3a202 — 13
‘Siendo: a = — 5 ; b = 2. o 17
296 Idem, de : 8a2bic — 3a2b¢2 -+ 2a3be3
Siendo: ¢ = — 1 ;=2 ;¢=—3 , = 42
Sumar los siguientes monomios:
207 3a+-20—5a+4+7b—120+a—3 b—Ga R: —7a — 6b
298 2a+5b+a—a-+T7b +3a—S8b. » oa 4+ 4b
209 a2—2a-+-8a2—5a+3—2a2-+Ta—3. ,, Ta2

Sumar los siguientes polinomios:

300 (6a2—da+3b)+ (12¢2—1+b—3a), R:

301 (5a—3b+4c) + (—2a+4b—3c) (—u

Restar los siguientes monomios:

302 (4da2b) - (+5a2b)

303 (+6a byi— (—30 )

Restar los siguientes polinomios

304 (Baz—4a+3b-—4) —(3a—TD) R
305 (4a—>3b) —(12a2-—3a+b—1) 5
306 (Sxd—2w+y—15) —(3a3++4y—x) o

Efectuar lax siguientes multiplicn‘cioncs:
307 Ta X Sa2b R:
308 —5a b ¢ X Sa b d 7
309 (—3a b) (—4a2b) (—Ha b2) "
310 (dab2—5a b+6) (—3ad3) R: —I2ath
311 - (2a3—da?4-5a—3) (4a24-6a+-2).

18a2—T7a+-4b—1

+7b—e)
R: 2a¢ + 8b
R: —a2b
» 6ab-'-3b

6a2—Ta+100—4
Ta—-6b-+4-1—12a2
223—z—3 y—15

56a3h
-—40a2b=d
—60a1b4

24 15a1h—18a3

R: Sudp—4al10a2—8a—6

X
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e T <.

(4a3—5a2b+3ab2—2b3) ( 2a2+43ab—4h2)
R: 8a542a4b—25a3h24250203—18ab4+8b5 -

Efectuar las siguientes divisiones:

313
314
315
316
317
318
319

320

—a? : ab R: —a
1623 : 4z by 4a2
15a = y3 + —3a v » —ozy?

34xm yn : —17z y y —2am—lyn-—
(a——c)ﬁ : (0—0)3 9 (a—c)2
(Bbecd 4 12b ¢ 2—9b2%) : 3D ¢ » A+443—3D
(1525 — 4521 + 1023 — 10522) : 5s2

R: 323—15s2+4-2z—21
(12a3b2—20:2034-32a2b4—8a2b) : (—4ab)

R: —3ab+5b2—8b3+2

Efectuar las siguientes operaciones:

3a— ’l2b+[50—9&—(3a+b)]+Gaf—\'o+5¢') |

R: 9a
Dol ; az—2a—2—[a?—3a—3—(a2%-4a—4)1|
R: 2042
(a + 1)2 (¢ — 1)a R: at+ad3—a2—a
(@ + 1) (@ +1) (@ — 1) , ai—l
a b(1+a)—a b — a [1—(p4+1)11 0
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