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TRIGONOMETRIA RECTILINEA

CAPITULO I

Funciones Trigonométricas

1. Formulas de Geometria Plana relativas a los trian-

gulos.

TRIANGULO RECTANGULO. — En la figura 1 se tiene un
tridngulo rectdngulo ABC. Por el Teorema de Pitdgo-
ras, estudiado en 3er. afio, se tiene la relacién:

=04 (1)

es decir: el cuadrado de la hi-
potenusa es tgual a la Suma
de los cuadrados de los ca-
tetos,

Fig. 1.
Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros de

(1) se obtiene :
a=)b? 4 ¢*

luego: la hipotenusa es igual a la ratz cuadradae de la su-
ma de los cuadrados de los catetos.
De la expresion (1) se deduce:
b2 — g2 — 2
2 — az — D%



y extrayendo la raiz enadrada de ambos miembros :
b=y &
o=
luego: - un cateto es igual o la ratz cuadrada de la dife- .
remeia de los cuadrados de la hipotenusa y el otro cateto.

TRIANGULO cUALQUIERA, — Si ABC, fig. 2, es un trian-
gulo cuyo dngulo 4 es agudo,
por Geometria Plana se tiene :

112=b2+62—20.p

es deeir: el cuadrado del lado

opueste a un angule agudo en

wn triangulo es igual a la su-

ma de los cuadrados de los otres dos lados, menos el du-

plo de uno de ellos por la proyeceion del otro lade so- -
bre él.

Si el tridngulo ABC tiene el angulo A obtuso, se tiene:

B

Fig. 2.

@?=0b*+c2 L 2¢.p

€s decir: el cuadrado del la-
do'opuesto @ un dngulo obtu-
50 en un tridngulo es igual o 5P p S ]
la suma de los cuadrados de Fig. 3.

los otros dos lados, mds el duplo de ung de ellos por la
proyeccion del otro lado sobre él.

2. Semejanza de tridngulos. — Dos triangulos son

semejantes, cuando tienen sus dngulos respectivamente
‘iguales y proporeionales los lados homélogos.
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Lados homdlogos son los que se oponen a angulos

; ~ iguales,
o %
u b
| c
: 8 3 c 8 e
,[ b 5 s y Fig., 4.
SSi 'e.x;é‘ics tziéngu 9s ABC y A’B'C, fig. 4, se tiene:
“r A=A v B=p _("!
& i a b ¢
o ademis : i Ses ABC‘\’A B'C'

Al estudlm en—der—Afo semejanza de triangulos se
“demostré que para que dos tridingulos fuesen semejantes
bastaba que se cumpliesen una paxte de las condiciones
contenidas en la definicién. Asi, se demostrd que dos
triangulos son semejantes cuando tienen :

12 Dos lados respectivamente proporcionales e igual
¢l dngulo comprendido;

2 Dos dngulos iguales;
3% Tres lados respectivamente propomcionales,

3. Consideremos
un angulo cualquie-
ra a, fig, 5.

Por un punto 4
de la recta @ trace-
mos una perpendi-
cular AB a la recta
b. Si por otro pun-
to 4’ de la reeta a

B St SO MR
d o, e




trazamos A’B’ | b, los tridngulos AOB y A’OB’ forma-
dos, son semejantes, pues tienen .dos angulos iguales (2%

~ caso de semejanza): uno es el angulo ¢ por ser comin,
y los otros son los rectos formados en B y en B’.

Si tomaramos otros puntos 4”7, .A”,... y trazaramos
‘perpendiculares‘a la recta b, todos los tridngulos forma-
dos serian semejantes por el eardcter transitivo de la
semejanza, luego sus lados homologos son proporeionaies,
es decir:

Y sy e e e = numero constante

Como los segmentos considerados son cantidades ho-
mogéneas, ¢l cociente constante de la serie de razones an-
terior es un niimerc absiracto, observacién que comviene
tener muy presente cuando se estudien las definiciones
de las funeiones trigonométricas.

4. Funciones trigonométricas. — Se llaman funcio-
mes trigonométricas a los ntimeros determinados por las
.razones de dos lados de un tridngulo rectangulo.

Estas funciones no son las longitudes de los elementos
‘lineales, y son independientes de la escala de la figura.

Sea dado un éangulo v,
fig. 6. Trazando por un
punto 4 del lado m ur
segmente AB_| m, resul-
ta un triangulo rectangu-
lo ABC en el que relacio-
nando sus lados dos a dos
se obtienen las siguientes
razones :
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B e

G e g
D el A e,

Estas seis tazones son las funciones trigonométricas de
los dngulos agudos B y y del triangulo ABC, independien-
tes, como hemos dicho, de las longitudes de 1os lados del
tridgngulo.

Las funciones trigonométricas son el seno, coseno, tan-
gente, cotangente, secante y cosecante, que se abrevian
asi: sen, cos, tg, cot, sec, cosec.

Las funciones principales son el seno, tangente y secan-
te; las otras, el coseno, cotangente y cosecante, se llaman
cofumeiones.

Maés adelante veremos, (6), al definir las funciones tri-
gonbmétricas que el lado AB podra encontrarse a la iz-
quierda de € o debajo de AC, estando el angulo y com-
prendido entre 0° y 360°.

5. Definicion de las funciones trigonométricas. —

Si consideramos
los angulos e, 8, y
y 6 orientados res-
pecto a un sisie-
ma de ejes de co-
ordenadas rectan-
gulares (*) de ma-
nera que el veérti-
ce coincida con el

N origen, y uno de

los lados coincida

y con el eje de las
Fig, 7. abscisas, fig. 7, los

M

'(') Véase Algebra para 3er. sfio, por Bollo, Anguita y Dagnino Pastore,
pagina 208 y siguientes.



2D o

segmentos MN y ON son, en los cuatro casos, las ordena- g"

das y abscisas, respectivamente, de los diversos puntos M.

Segin ya se ha visto, (*) : lus abscibas sitvadas a la de-

recha del origen som positivas, y las situadas a la wzquier-
dua, negativas; se representan con la letra x. X
Las ordenadas sttuadas arriba del origen son positivas,
y las situadas debajo, negativas; se representan con la lo-
tra y.
El segmento OM llamado vector, es, en todos los Casos,
positivo: se representa con la letra p (ro). -H

6. Seno de un angulo. — Se llama seno de un dngulo

e, a la razén‘—r‘ii-,. fig. 8
(4

l IV I v

-

1] v i v

Tig. 8.

(*) Pég. 210,-obra citada..

B
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El seno es positivo si se encuentra el dngulo en el 1°
o 2¢ enadrantes; es negativo, si se halla en el 3? o 4° cua-
drantes.

7. Coseno de un angulo. — Se llamfa coseno de un

,éngulo a, a la razon 5k fig, 8-
& 7

-c_aadrantes es neJatwo si estd en el 2‘.‘ 0 3° cuadrantes.
8. Tangente de un angulo. — Se Ilama tangente de

% in ingu @Wﬁ y"flg 8: '

i 2 » : " tg 0= l

5" Lia tangente es positiva s1 el dngulo esta en el 19 o 3°
cuadrantes; es negative si estd en el 2° o 42 cuadrantes.

| 9. Cotangente de un ﬁngulo. — Se llama cotangente
de un angulo «, a la razon —, fig. 8
Y

x

,M cot @ — —

5 *M;,“ Y 3

“ ~ La cotangente es positiza en el 19 v 3% cuadrantes; es
negativa en el 29 y 4¢.

10. Secante de un é,ngulo — Se llama secante de un
angulo o, a la xlzun —— g B
sec o« =
“ z

~ La secante es positiva en el 19 y 4° cuadrantes; es ne-
y&y@%ﬂa en el 2° y 3¢
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11. Cosecante de un angulo. — Se llama cosecante
de un angulo «, a la razén%, fig. 8:

\ cosge o == 18
3 Y
2 La secante es positive en el 1° y 2° cuadrantes; es ne-

gativa en el 3% y 4°.

12. Aplicaciones al triangulo rectangulo. — Consi-
o deremos el tridngu-
A U‘: lo rectangulo ABC,
! &2 © fig. 9, orientado res-
v e )
| A“.\Qo\"’a /6% « pecto a un sistema
{ 93 de .coorcfénm%@,s.
o b 88  decir, que uno de
C| lado adyacente a C A los éangulos agudos
lado opuesto a B coincida con el ori-
Fig. 9.

gen v uno de los eca-
tetos pertenezea al semieje positivo de las abscisas: En-
tonees la ordenada del punto B es el lado opuesto al angu-
lo o, y la abscisa del punto B es el lado adyacente al dn
gulo a.

Aplicando las definiciones anterioves, resulta:
¢ lado opuesto
" hipotenusa
__lado adyacente

" hipotenusa
__ lado opuesto
" lodo adyacente

lado adyacente
=~ Tlado opuesto

Séna —

COSa —

sle oje 2| s




— B

. hipotenusa
SeCT( == e e
b lado adyacente

a hipotenusa

coseca = T = Jado opuesto

13. Ejemplos de aplicacion. — 1°) Hallar el seno y

g la tangente del angulo vy,
~ fig. 10.
Solucion

C(E, Por las férmulas qlti-
™  mas, se tiene:

s Sen\’:;-‘:m:g:o,b
c 4 cm 4 Ci cBem D £
Fig. 10. B = 1 T
2°) Hallar el coseno, la
cotangente y la secante R

del angulo R, fig. 11.
Solucion
Hace falta calcular el

valor del cateto r; se tie-
ne, (1):

) Vp’—q’ =V144‘—‘81=7,93 2 ¥

AN R feg s AR
cos R = eria e s 0,75
o W RS
cot R = N0 = 1,13
p 12 2 Q
sec R = f—= — = 1,33 Fig. 11,
q ) :

14, Construccién de angulos conociendo sms funcio-
nes trigonométricas, — Conociendo una de las funcio-
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nes trxgonometmcas de un angulo agudo, éste puede deter-
minarse gréﬁeamente Ve o 55

3§80 G’mtmur el angulo a sabiendo que sena = 046.

Solucion i
s & L P

sen a = 046 46 23 _ lado opuesto

Se tiene :

100 50 hipotenusa

Todo se reduce a construir ahora un triéngulo reetn- Sy
gulo conociendo la hipotenusa y el cateto opuesto al n-
gulo a, . 18
: ' c ~ En una recta m,

punto A y se traza
n | m. Luego se
~construye AC =23
" unidades, m i1 »
tros, por e,]emplo. 1
P 5. : Haciendo centro con
el eompas en C y
con radio igual a 50 m|m. se traza un areo que corte a EE
m, quedando asi eonstruido el dngulo a. REFRE
Mldlendo el édngulo con el transportador se halla
= 27° 20" aproximadamente.

2“) Construir el angulo 8 sabiendo que oos/3 01625#"
Solucién

Se tiele cos B = 0, 625 = 625 _ 5 _lado adyacente

1,000 8 “hipotenusa

Ahora se constrnye un tmmgulo rectangulo conoclen- yﬁ'f _

[
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En una recta m (fig. 13) to-
mamos un segmento BA =—5 uni-
dades, centimetros, por ejemplo.
En A4 se traza una rectan | m,y
Iuego haciendo centro en B con
radio igual a 8 de las unidades a
elegidas se traza un arco que cor-
te a n, quedando asi determinado B s
el angulo 8. Con el transportador B A
se halla que g = 51°40". Fig. 18.°

39) Construir el angulo y sabiendo que tgy = 0,75.

/0

Solucién
xR S e L D, B lado opuesto
e e 100 — 4 ~ lado adyacente

Ahora se construye un tridngulo rectingulo conocien-
8 do los dos catetos.

En una recta m, fig.
14, 'se construye CA =4
unidades, centimetros,
por ejemplo, y en A se
traza n | m, tomando
luego AB=—=3 cm.

Uniendo B con C re-
sulta un triangulo reec-
tingulo euyo angulo C es el &ngulo y buseado. Con el
transportador se halla que y =— 37°, aproximadamente.

Procedienao de andloga manera, puede construirse un
angulo conociendo su cotangente, o su secante, 0 su cose-
cante.

Fig. 14




Trigonometria. — La trigonomeétria estudia las fun-

ciones trigonométricas y su aplicacion a la resolucion de
triangulos.

6.

EJERCICIOS

En un tridngulo rectingulo ABC, el cateto b mide 15 em.

y la hipotenusa a mide 40 cm. Caleular sen B, g B, sen

C ytg C.

- ¢sen B = 0,3750; tg B = 0,4045

R: } sen ¢ = 0,9270; tg ¢ = 24720
En un trifingulo rectingulo 4BC, la hipotenusa mide 10 m
y el cateto b mide 6 m. Caleular-sen B, tg B, sen CytgC
sen B = 0;6; tg B = 0,75

% sen ¢ = 0,8; tg C = 1,333,. .
En un tridingulo reetdngulo 4BC, b = 150 m. y ¢ = 225 m,
Calcular sen B, tg B, sen C y tg C.

sen C
sen B

0,8320; tg C = 1,5°
0,555 ; tg B = 0,6667

Se tiene un 4ngulo a. Por un punto de uno de-sus lados

se traza una perpendicular al otro lado, midiendo esta per-

pendicular 1,25 m. La distancia entre el vértice y el pie
de la perpendicular es de 0,775 m. Calcular sen o y tg a.

R: sen a=—-0,8499; tg « = 1,6129

Los dos catetos de un trifingulo rectingulo miden 43,7 em.

¥y 79,2 em. Galeular la hipotenusa y los senos de los 4ngu-

los agudos.

R: 90,45 em.; sen B = 0,8756; sen’ ¢ = 0,4831

En un tridngulo rectingulo 4BC, a = 12 m y b ‘= 9 m.
Caleular ¢, sen B y tg C.

R:e="794 m; sen B = 075; tg C =t0n84

P
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10.
1,
Z§:4f
13.
14,
15
16,
i

e YL

En un tridngulo rectingulo ABC, b = 12 cm, y ¢ = 15 em.
Caleular las funciones de B y las cofunciones de C.

R: | S0 B — 0,6247; tg B = 0,8;- sec B — 1,2806

"} eos C = 0,6247; cot C = 0,8; cosee € = 1,2806

Construir el dngulo agudo o, sabiendo que sen o = 0,475.
Construir- los #éngulos cuyos senos scan iguales a 0,36. .
Counstroir los &ngulos cuyos senos sean iguales a 0,88,
Construir el éngulo agudo B, sabiendo que cos B = 0,32.
Construir los angulos cuyos cosenos sean iguales a Q,56.'
Construir los Angulos cuyos cosenos sean iguales a 0,96.
Construir el 4ngulo « sabiendo.que tg a« = 0,76.

Constrnir los éngulos cuyas tangentes sean iguales.a 2.36.
Construir los &ngulos. cuyas tangentes sean iguales a 4,08,
De acuerdo con los datos de la figura 15, caleular las fun-
ciones trigonométricas,. en valor y signo, de los anoulos
a By ¥ S

x—
\nad /
5o
/
R
1
= )
2 o
>3

4
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CAPITULO II

Relaciones entre las funciones trigonométricas
de un mismo angulo

15. Relacién entre el seno y el coseno de un angulo.
— TEOREMA FUNDAMENTAL. — En todo=##dngulo, el cua-
drado de su seno, mds el cuadrado de su coseno, es igual
8 1 ;

H) éngulo a, fig. 16
Ty sen’a 4 cos’a=1

Por definicién de
seno y coseno, (6 y
7), se tiene:

sen a4 =

(0] ‘ X
Pig. 16.

M

cos a =

ol8 =l

Elevando al cuadrado ambos miembres de las dos ex-
presiones, resulta:

2
o P
sen = o
w?
¢0s% & =

.(12
sumando miembro a miembro:

i 2 2 r2+w2
. sen’a + cos’a :-‘é--{— St Y 2 (1)

Pero por el teorema de Pitdgoras:
@ 4 y: = ¢




SR e

luego, reemplazando en (1) :

)
(&

senZ & 4 cos2 @ — ——

(&

<

¥ como el cociente de dos nimeros iguales es 1:

]
1

sen? g 4 cos?2 a4 =1

16. CoroLARIO. — Se tiene:

senZa -+ cosZe =1
de donde : . sen?a=—1 — cosZa

¥ extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros

sen o = iV 1 — cos? o

es decir: Bl seno de un dﬁgulo es wual a mas o menos la
raiz cuadrada de 1 menos el cuadrado del coseno del mis-
mo angulo.

Ejemplo: Dado cos « = 0,6 calcular sen a.

Se tiene:

sen o = -+ I/ 1 — cosz @
sena=t}/1—062 =+ 1/ 1—036=+ /0,64 = =08
sen.a = =+ 0,8

17.  Coronario II. — Se tiene:
sen®a - cos*a = 1

de donde c0s® ¢ =1 — sen’e

y extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros:

COS oi="" Vl——sen’a

luego: El coseno de un angulo es igual a mds o menos la
raiz cuadrada de 1 menos el cuadrado del seno del mismo
angulo.

N
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Ejemplo: Dado sena = 04, calcular cos o.

Se tiene: cos a = _ [/1 —sen’a

= +V1—042= = Vo8¢ = + 0916
¢os.a =" 0,916
18. Relacion entre la tangente y el seno y coseno

de un angulo. — TeorEMA. — La tangente de un dn-
gulo es igual a la razon del semo y coseno del mismo

angulo.

H) Aangulo o, fig. 16 " o
) e & D) tge =05 a
Por definicion de tangente, se tiene:
o
g o ()
También se tiene:
sen a4 = o2
N
S X
Cos ahes
: 2 ¢
y dividiendo ordenadamente:
’ Y
gena B
cos . " g
°

y efectuando la«divisién indicada en el segundo miembro,
resulta :
sen 0.y
: : cos a  x
Comparando (1) y (2), se obtiene:

o
tg Ry sen
cos a

@)
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19. Relacion entre la tangente y la cotangente de
un angulo, — TEOREMA. — La cotangente de un dngu-
lo es igual a la inversa de la tangente del mismo dngulo.

H) angulo q, fig. 16 T) | ooho e e
tga
Por definicion de cotangente,.se tiene:
T gt
o
. 1
0 bien: cor ¢ = —
E-&
¥
pero -g:— = tga, luego:
> 1
- — 1
g e (1)

20. Corouario I. — De la expresién (1) anterior.se
deduce : :

cot- &

luego: La tangente de un dngulo es igual @ la inversa de
la cotangente del mismo dngulo.

tg 0=

21. Corovario II. — De la expresién (1) se deduce:
tg a . cot o =1
luego: El producto de la tangente por la cotangente de
un dngulo. es igual « 1.

22. Cororario II. — Por el teorema (19) se tiene:

1
eot o= e (1)
sen o

CcoSs ¢

y como por el teorema (18) es: tga =




£ - 2

reemplazando este valor en la (1) resulta:

cot a =

¢y efectuando la division:

1
sen
cos

cot a =

cosa |
sen o

luego: La cotangente de un an

gulo es é'gual @ la razon del

coseno y del seno del mismo dngulo.

 23. Relacién entre la secante y el ctoseno. — Tro-
REMA. — La secante de un dangulo e¢s la mversa del cosc-

no del mismo dngulo.

H) é4nguloa, fig. 16.

Por definicién de secante:

1|
cos @

)" secai==

o

L i
A ) 1
0 bien sec q = —
: x
P -
a} . .
pero i = cos a, luego:
1
sec o = ——
cos o

24. CoroLar1o. — De la e

Cos o =

xpresion tltima se deduce:

1
sec o

luego: El coseno de un angulo es la inversa de la secante

del mismo dngulo,
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25. Relacion entre la cosecante y el seno. — Tro-
REMA. — La cosecante de un dngulo es la tnversa del se-

no del mismo angulo.

H) danguloa, fig. 16 )
Por definicién de cosecante:
COSeC o = it
y
. 1-
0 bien: cosec o0 = v
P
Y
pero £ = 5en o, luego:
P.
cosec o =
sen o

1
cosee th— ——-
sen o

26. - CoroLARIO. — De la expresion anterior se deduee :

sen a4 =

1

cosec 0.
luego: El seno de un angulo es la inversa de la cosecante

del mismo dangulo.

Expresién de una funcién trigonométrica por medio de otra.
27. Valor del cos, tg, cot, sec y cosec en funcion del

seno, — Hemos visto, (17), que:
cosazftVl’——senza (1)
También sabemos (18), que:
__sen o
g cos o

y reemplazando el valor (1):

1B =

sen a

R e
~ Vi—sen'a

_,;,~_-m



Qs o
sem o »

Por (22), es: cot o =

-—. ’.
0 bien: Bl =" = ﬁ__se_n_a
sen a

Por (23), es: sec o= :
COS o
y reemplazando el valor (1): :
sec ¢ = =k -——1—-——-
V 1 —sen®u
Por (25) se sabe que: o s .
& sén-a

28. Valor del sen, tg, cot, sec y cosec en funcién del
‘coseno. — Procediendo como en ¢l parrafo anterior, se
obtiene :

seno = + l/lt—cos2 «
ST -
tg o = o4 I/l—cos o
; oS «
COS o Sy
Cob mi= =
i' 1—cos?x
|
SeCla = ———
*CoS o

COSeC bty = Th S
: 1/1 — cos® u

29. Valor del sen, cos, cot, sec y cosec en funcién
la tangente. — Hallamos el valor del sena y cosa




sen?a 4 c0s?a =
sen o
cos o

A\l

Dividiendo ambos miembros de la (1) por cos®a: £

sen? o cos? 1
cos? q coszZ a  cos2 g
1

cos® g

tg2a+l=

' ]
YL 4 g e

| 2%

~Reemplazando este valor en (2):

Ay Sell « ;
tgn= =+ I =tsena.[/1+_tg*é

VI + tg* o
2! Séen a

POt = i
g a
1

-. Por (23): - seco = TR
¥ reemplazando el valor del cosa:

secu=i]/1+t.g’,a




y reemplazando el valor del sen o:

cosec o = =+ M
' g a

30. Aplicaciones. — 1° Caleular tg a sabiendo que
Sena, = 0,5.

Se tiene: cos u = l/l-— sen® «

cosa=+ J1—05=+1075=+ 0866

¥y como

en valor absoluto se tiene:

2?)  Calcwlar cot a sabiendo que tga = 5

= Se tiene: e L.
w; tga
: IR .
CoL g i 3
| o, \
5,

Se tiene: sena = =+ Vl—cos’ P

sena = - ]/1_.(T)2= iV—T—




R P

y en valor absoluto se tiene:

3 1 2
cot at— - == e
e 1R 2 /2 1
3
4°) Calevlar seca sabiendo que cosa = 0,45.
Se tiene: seca = i
COS o
Be i e 200
SeC o = 0’ TR
52) Calcular coseca sabiendo que sen o = 0,234,
Se tiene: cosee a = L
sen a
208 e =427
| g T e
31. Angulos positivos y negativos. — Se considera

como positive el angulo engendrado por una semirrecta
que gira alrededor de un punto en sentido contrario a las
agujas de un reloj, y negativo en caso contrario. En la
figura 17 el dngulo a se considera positivo, y negativo el
angulo A’0B.

A ] M
T o 8 ‘ Pl L i
0 & Of g«
/
1/
A M’
Fig. 17 Fig. 18,
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32. Funciones trigonométricas de los angulos ne-
gativos. — Sean los dngulos + a y — q, fig. 18, de igual
valor absoluto y distinto signo.

SENO. — Por definicién de seno, (6), se tiene:
: +MN :
sen o =~y (1)
) : —MN
sen (—a) = —Fp (2)

Los tridngulos rectingulos ONM y ONM’ son iguales
por tener iguales los dngulos agudos + e y — o (igual:s.
en valor absoluto), y comin el cateto ON, luego:

MN=MN
oM’ = OM
Reemplazando en (2):
—MN )
sen (—a) =. O (3)
~ Multiplicando ambos miembros de (1) por — 1, re-
sulta :
At — MN
-— sen a = oM (4)

Comparando (3) y (4), se deduce:
sen(—a)=—senLI

luego: Kl seno de un angulo negativo es igual en walor
y de distinto signo que ¢l seno del mismo angulo pero po-
- sttivo.

CoseNo. — Por definicién de coseno, (7):

2 SION
COS o = oM (1)
ON
cos ((—a) = e 2)
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Pero como los tridngulos rectingulos ONM y ONM'
| son iguales; es:
2 ‘:'=‘,?Q0 % OM’ = OM
= ‘ ON
Comparando (1) y (3), se deduce:

lios (—a) = cosa

~ luego: El coseno de un dngulo negativo es igual en valor
p y signo que el coseno del mismo dngulo pero positivo.

TANGENTE, — Por definiéii‘m de tangente, (8):

= luego: cosH—tani=—

& s e
’l = ‘ tg o= ON (1)
WA 8 — M’N
e gl—2)= —(5— @
v como M'N = MN, en la (2) se tiene:
: ey ;
tg t—a) = —g (3
multiplicando ambos miembros de (1) por—1:
it ' — MN
e, (4)

comp.arando (3) v (4), se deduce:

tg(—e)=—1ga (5)
luego: La tangente de un dangulo negatwo es igual en
walor y de distinto signo que la tangente del mismo an-
, Mo pero pmfwo. ; :

’ -

COTANGENM — Dwxdrendo 1 por ambos miembros de g

“ Ia (5) '




%
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:
s
hed
24
B

b
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Lt

e

pero, (19), cota = tg_l'; , luego:

l cot (— a) = — cotaT

luego: La cotangente de un dngulo negativo es igual en
valor y de distinto signo que la cotangente del mismo
angulo pero positwo.

SEcANTE. — Hemos visto que:

‘ cos (—a) = cosa
y dividiendo 1 por ambos miembros de esta igualdad:
1 3
“cos (—a)  COS u
pero, (23), seca = o ,vluggo:

l sec (— a) == sec «

luego: La secante de um dngulo megativo es igual -en va-
lor y signo que la secante del mismo dangulo pero positwo.
CoseEcanTE. — Ilemos visto que:

sen (—a) = sena
y dividiendo 1 por ambos miembros:
1 e
sen (— a)  sen«
pero, (25), coseca = Y luego:
.
r cosee (— a) = — cosec a !

lucgo: La cosecante de un dngulo mgativo €3 tgual en
valor y de distinto signo que la cosecante del mismo dn-
gulo pero positive.




18.

19.

29.

EJERCICIOS

Dado cos 8 = 0,5, caleular sen § ¥ cot 3,
R: sen g = 0,866; cot g = 0,577
Dado sen o = 0,8, caleular las dem#s funciones del #4n-
gulo o
Rz cos a =10,6; tg o = 1,33...5 cot: o = 0,75;
sec « = 1,66...; cosec « — 1,25
Dado tg @ = %, caleular sen @ Yy cos «
R: sen @ = 0,6; cos « — 0,8
Dado tg @, = 1,45, calenlar cot «
R: cot ¢ = 0,69
Dado cot § = 0,865, calcular *tg'a
Ri: oAy oy ="1156
Si eos & = 0,342, calcular sec «
R: sec @ = 2,923
Si sen § = 0,058, caleular cosec g
R: cosec § = 17,24
Si eos @« = 0,34, caleular cosec o 5
R: cosec @ = 1,063
Si cos « = 055, calcular el seno, tangente y cotangente
de a R: sen o = 0,835; tg a = 1,518; cot & = 0,658
Siosen 8§ = 0,15, calcular sec B
R: sec. 8 = 1,012
Caleular las funciones trigonométricas del angulo o , si
tg @ = 0,35,
R: sen ¢ = 033; cos « = 0,944; cot o = 2,857;
. sec & = 1,059; cosec a * = 3,03
Caleular las funciones A’crigonométricas del fngulo B, si

gZa R i=1,5%

R: sen g = 0,832; cos B = 0,555;
cot B = 0,667; see B = 1,8; cosee B = 1.2;

3¢ e Nkt "
yab ST o




CAPITULO III

Relacionés entre las funciones trigonomeétricas
de dos angulos suplementarlos

33. Angulos suplementarios. — Dos angulos son su-
¢ Pblementarios, cuando su suma

es 1gual a dos angulos rectos.

Los angulos « y B, figura 19,

i B =25 son suplementarios, pues:
L B 0 A e T
Fig. -19. a+ = AOB =2 R

Si dos 4ngulos son suplementarios, se dice que cada
uno de ellos es suplemento del otro.

34, TreorEMA. — El seno de un angulo es igual al se-
no del suplemento de dicho angulo.

H) o+ B =180° figura 20 T) sema =sen f3,

Tracemos la semirrecta ¢/, tal, que forme un angulo
B’ =B, y construyamos dos segmentos iguales OM y OM'.
Por los puntos M y M’ tracemos las rectas MN y M'N’
perpendiculares a la recta AB, y unamos M con w.

Los tridngulos rec- ~C c.-
tangulos OMN y OM'N" m e
son iguales por tener L
iguales las hipotenusa‘sv B < e A
OM y OM’, por cons- = o N’
truceion, asi como los , Fig. 20,
angulos agudos B y.B':

[AY
OMN — OfEN' - MN = MON’ (1)
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Por definicién de seno, se tiene:

G oM (2)
,_ NN
sen B = —6—1‘_{7

pero OM’ = OM por construecién, y M'N’ = MN por lo
demostrado en (1), y B/ = B por construceion, luego,
reemplazando:
MN
oM (3)

Comparando (2) y (3), por el cardcter reciproco de
la igualdad, resulta:

; sen a = sen f3
Ejemplo: Si 60° + 120° = 180°, es sen 60° = sen 120°

sen j =

356. TrorREMA. — Si dos dngulos son suplementarios,
sus cosenos son iguales en valor absoluto y de distinto

SIgNQ g

%

H) o+ p = 1809, fig. 200 T) cosa= —cosf

En el parrafo anterior se ha visto que:

A A
OMN = OM'N’ ... ON = O'N’ (1)

Considerando el punto O como origen de abeisas en la

recta AB, por lo estudiado en 3er. afio se tiene que:

ON’ = + ON’
ON = — ON
Por definicion de coseno, se tiene:
_ —ON _ ON 3
OB =0 — T 00 @)
40N’ ON’

cs ' = mar = + oar

L, Y e sl




pero 8= B y OM’ = OM por construccién, y ON = O'N’
- por lo demostrado en (1), luego, reemplazando:
ON
cos f= + O (3)

Comparando (2) y (3), se deduce que los segundos
miembros son de igual valor absoluto y de distinto signo,
luego los primeros miembros también seran de igual va-
lor absoluto y de distinto signo, es decir:

cos @ = — cos f3
Ejemple: cos 80°=— cos 100° ; 80° 4 100° = 180°
36. TrorEMA. — Si dos dngulos son suplementarios,

sus tangentes som iguales en valor absoluto y de distinto
signo.
H) o p=180° fig. 20 T) tgoa=—tgp
‘Se tiene segiin lo demostrado anteriormente, (34) :
sen a = sen 8
y también, (35): €08 a=—cos fB
dividiendo ordenadamente:

sen « _ sen P
€08 -a. - o8 B
o bien, (18): tg = —tg B
Ejemplo:
tg 50°=—tg 130° ; 50° 4 130° = 180°
37. TrorEMA. — 8i dos dngulos son suplementarios,

sus colangentes son-iguales en valor absoluto y de distin-
lo signo.
H) o-B=180° fig. 20 T) ‘ceota=—cotp
Se tiene, por (35) :
oS a==—cos B
y por (34): sen a = sen B




i

dividiendo ordenadamente:

cos o cos 3
sena . sen [
o hien, (19):
cot a=—cot B

Ejemplo: cot 40°=— cot 140° ; 40 4 140°=180°

38. T'morEMA. — Si dos angulos son suplementaiios,
sus secantes son iguales en valor absoluio y de distinto
signo.

H) o4 B= 1802, fig. 20 T) seca=—seef

Sabemos que: =1
y que, (35): €0S a = —cos f3
dividiendo ordenadamente:
1 1
cosa . cos B
o bien, (23):
seea——H8ee's

Ejemplo: sec 70°=—sec 110° ; 70° 4 110° = 180°

39. TeorEMA, — Si dos dngulos son suplementarios,
sus cosecantes son iguales en valor y signo.

H) a- B=180° fig. 20 T) coseec a= cosec 3

Sabemos que: =1
y que, (34): sen a = sen f3
dividiendo ordenadamente :
il 1
e el
o bien, (25): cosece a = cosec B

Ejemplo: cosec25?=cosec 155° ; 25°+4 155°=180°




Relaciones entre las funciones trigonométricas
de dos angulos complementarios

40. Angulos complementarios. — Dos dngulos son

complementarios, cuando su suma es un angulo recto.

Los dangulos a y B, fig. 21, son complementarios, pues:.

~
e+ B=A0B =1R.

A (o
P X N
—¥ - £ y
B SR
l\ . B (74 X
(e] B o) M
Fig. 21. Fig. 22,

Si dos dngulos son complementarios, se dice que cada
uno de ellos es complemento del otro.

41, TuorEMA., — El.seno de un angulo es igual al co-
seno del complemento de dicho dngulo.

H) a-+ B=90, fig. 22 1) sena==cosf
Por definicién de seno y de coseno, se tiene:
Bena ey 0 (1)
. ¢
or
cos Bi== T
',Coino la figura OMANP es un rectingulo, se deduce que:
OP=MN —y
luego: cosg= L ‘ (2)
» ¢



o
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Compurando (1) y (2), por el caracter transitivo de la

igualdad se deduce que:
$en.a == cos B8

EJemplo sen 60° = cos 300, porque 60° -+ 30°=90°

42. (OROLARIO. — Se tiene que si es:
a4+ B=90° ... sena==cosf
y por el cardcter reciproco de la ignaldad :
' - eos B===sen a
luego: Si dos dngulos son complementarios, el coseno de
wune de ellos es igual al seno del otro.

T

Ejemplo:

008 53920 = sen 36°40", porque 53°20° 4 36°40" =

43. TeorEMA. — L tangente de un dngulo es igual a
la cotangente del complemento de dicho dngulo.

H) a4 p=90 fig. 22 T g a=—cot'B
Por definicién de tangente y de cotangente, se tiene:
g o = —y? (1)
OP.
cot ﬂ = PN
pero: OP=y ; PN =z, luego:
e 2
cot B = (2)

(lomo los segundos miembros de (1) y (2) son iguales,
se deduce: e
tg a =cot 8

mem‘plo tg «0°= cot 70°, porque 20° 4- 70°=190°

44 CoroLARIO, — Se tiene que si es:
a+B=9°" ... tga=cotf




luego, por el caracter reciproéo de la igualdad:
cot f=1tga

luego : Si dos dngulos son complementarios, la cotangente
de uno de ellos es igual a la tangente del otro.

Ejemplo: cot 48° = tg 42°, porque 48° - 420 =90°

45. TrOREMA. — La secante de un dngulo es igual a
la cosecante del complemento de dicho angulo.

H) o B=90°, fig. 22 T) seea==coseef

Por definicién de secante y de cosecante:

&
H6Ea = o (1)
cosec' f = £
iy 2
pero PN =, luego:
: ) : o p 5
cosee ffi= = (2)

De (1) y (2) se deduce que:
sec a = cosec

Ejemplo: see 10° = cosec 80°, porque 10° 4 80° = 90°

'46. COROLARIO, — Se tiene que si es:
a-B=902 .-. seca=cosecB
también es:
cosec B =—sec a

luego: Si dos angulos sow complementarios, la coseccante
de uno de ellos es igual a la secante del otro.

Ejemplo:
cosee 15°30" = sec 74°30", porque 15°30" + T74°30" = 90°

47. Expresion general de las funciones. trigonome-
tricas de dos angulos complementarios, — Dado el én-




sy

aulo a, su complemento es 90° — a, luego, por los teoremas
anteriores, se tiene:

sena = ¢05(90° —a)
cosa =sen(90°—a)
te a — ¢0t(90° — a)
cota =tg(90°—a)
seca = cosec(90° —a)

cosec a = sec(90° —a)

48. Funciones trigonomeétricas de los arcos de cir-
cunferencia. — Sabemos que la medida de un arco es
la medida del &4ngulo central correspondiente. Las fun-
ciones trigonométricas de los arcos de circunferencia son
' las mismas que las de los Angulos
centrales respectivos.

Si el angulo a, fig. 23, es el
angulo cenfral del arco a, las
funciones trigonométricas del ar-
co @ son las funciones del angu-
lo a.

Fig: 23,

EJERCICIOS
30. Dados los angulos |
1¢) 30° T 62) 60°
2¢) 380 7°) 40°
30) 1400 82) 1200
4¢) 155° 9¢) 150°
52) 142 10?) 25° °

.



SO

decir cuiles son los que tiemen ighal seno.
R: 1y 9%; 62 y 8%; 30y 7%; de y 107; 2¢ y 5e

~ 31. Dados los angulos:

. 19) 500 60y 1200

2¢0) 180 7o) . 1320

O 30) 60° 82) 400
‘ 4v) 720 99) 300

“. 5¢) — 30° . 1109) — 420

decir los pares de angulos en donde las funciones de uno sean
i - las cofunciones del otro.
J R: 10y 89 29 y4e: 3%y 9°; 50y 62; 70y 100
32. Simplificar la expresién: sen (90°— a) — cos (90° — o)
R: cosa — sen «
7 L — (! E- od —_— —_ i
e cos (90° - u)' + 2 sen (90° — @) — sen @

( cos o

B *"i~1 B

R: cos o




Y CAPITULO IV

Funciones trigonométricas de algunos anguios

49. Funciones trigonométricas de un éngulo de 0°.
— Un éngulo de 0° se puede considerar como pertene
clente a un tnaugulo rectangulo ABC. fig. 24, cuyo ca-
& teto opuesto al dngulo de

i
o 0o es nulo, es deecir, que
g : - el punto C es el mismo
0 : punto A.
3 T Por definicion, se tie-
Fig. 24. nee
AC _ 0-
sen O = E—C— et 'E—C, =0
es decir: sen(0°= 0
luego: Kl seno de 0 es cero.
Por definicién de coseno:
AB AB
B e TN e,
¢80’ = . gr = 75 T 1
es decir: ‘ cos0°=1

luego: El coseno de 0° es 1.
Por un teorema anterior, (18):

O . N SR
R —,0
es decir: foBs=it)

luego: La tangente de 0° es cero.




-es decir:
luego: La cotangente dg
ningin valor numérico,

Por un teorema anter

1
0 .
see 0° = g%’ — 1 =1
es decir : sa0°=1
luego: La secante de 0° es igual a uno.

Por un corolario anterior, (24):

1 1
cosee 0° = sene® = o = ®

es decir : cosec0°= op

luego: La cosecante de 00 es infindta, es decir, no tiene
wingin valor numérico.

50. Funciones trigonométricas de un angulo de 90°,
— Un dngulo de 90° es el complemento de otro de (v,
puesto que: 90° 4 0° = 90°
Y por (41) se tiene: 5

sen 90° = cos 00 =
luego: El seno de 90° ¢s 1.

Por (42) . €08 90° = gen 00 =
luego: Bl coseno de 90° es 0.

Por (43) : 12 90° = cotl)® — oo
lnego: La tangente de 90° s mita.

Por (44) . cof.€0°r=tg L

»
J

(*) A medida que el divisor disminuye, ¢l cociente aumenta, y cuan-
el divisor tiende a cero, el cociente tiende g Ser tan grande, que no cs
posibie expresarlo numérjcamente, indiedindose entonces con el signo ap
(infinito) ,




oy

luego: La cotangente de 90° es cero.

Por (45) : sec 90° = cosec 0° =
luego: La secante de 90° es infinata.
Por (46): cosee 90° —=sec 0°=1

luego: La cosecante de 90° es 1

51. Funciones trigonométricas de un angulo de 30.
A / — (onsideremos un trian-
gulo equilatero ABC, fig.
25, de lado a¢. Tomando e!
punto M, medio de AC, BM
serd la mediana de AC, y
como se trata de un trian-
gulo equilatero, BM es Ja
bisectriz del angulo en B
que es de 60, resultando
asi el dngulo ABM de 30°

Al .
lew Tz wis

Fig. 25,

Por definicién de seno, se tiene:

a
',,__AM_—?___‘_G____I_ y
sen3O—AB = =R e = g = 0,5

1
sen 30" = >
Por definicion de coseno:
st |
. cos 30", = .—p (1)

peto BM es un cateto del tridngulo rectangulo ABM, lue-
go por el teorema de Pitdgoras:

BM* = AB'— AM* ..BM=VAB* — AM* = Va- o (_)
BM _V34a _a ]/‘3




il i

reemplazando este valor en (1):

al3
gl IR ¥5L
cos 30° = = ol R 0,866
: cos 30" = 12—?5
i Por el teorema (18) se tiene:

"j‘ sen 30°
h : tg 30° = éos 30°

] y reemplazando valores resulta:

].—\
: R R e
; | tg 80" = B ks = 0.577...
2
‘tg30°=-—1[%———

Por el teorema (19) se tiene:
cos 30"

cot(30 TRt 1)
, sen 30
y reemplazando valore esulta :

A%
coto§€°= e 1’13 = Y3 = 1,132...

1
B . cot30° = V 3
Por el teorema (23) sk tiene: ;
. " 1
117 e w3 R
sec B0% = cos 30°

¥ o bien: sec 30° = E = ’_é,' St = 1,154. ..




Por el tcorema (25) se tiene:

1
Rl e it '
» cosee 30° = son 30° :
B S . 1 2 i
e cosec 3 T i
g ' 2

cosee 30° = 2

52. Funciones trigonométricas de un angulo de 60°.
— Conociendo las funciones trigonométricas de un angu- :
lo de 30° por las relaciones (47) sec tienen calculadas {
las funciones trigonométricas de 60° puesto que los &n-
gulos de 30° y 60° son complementarios:

3
: ’ sen 60° = cos 30° = .V_;}..
: X 1
cos 60° = sen 30° = 5

ot
‘ tg 60° = c0330° = Y3

b

\ r=tgor= L2
! Directamente, y‘& una manera andloga a la de (51'),
también se pueden caleular las funcxones trigonométri-
qus de un angu]o de 60" i
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53. Funciones trigonométricas de un angulo de 4%,

8 — Consideremos un cuadrado

c ABCD, fig. 26, de lado a.
Trazando la diagonal BD, por
a Geometria Plana sabemos que el

angulo ADB es de 45°,
04 - =5 Por defmlclon de seno, se
Fig. 26. tiene :
AB
sen 45° = BD (1)

pero BD es hipotenusa del tridnguilo rectingulo ABD, lue-
2o, por el teorema de Pitdgoras:

BD?2=AB? | AD?
HIE= ]/A B+ AD® = ]/a"’ + a? = 1/‘/2 al = a 1’/ 2
y reemplazando este valor en (1):

‘Son 45 — 2 v'z‘ = 0,707.

a\/2 \/2
Vi
2

sen 459. =
Por definicion de coseno, se tiene:

cos 45" — ﬁﬂ et a_ — L — \{2 ="0,707
SV R T 2
cos a0 — V2
2
Por el teorema (18) se tiene:
. sen 45°
bt = cos 45°



|

e gl g B B Ly L R

—_— AY —

y reemplazando valores, resulta:

vz

i 2 i

45 = —— =1
tg Ve
5=

s tg 450 = 1
 Por el teorema (19), se tiene:
b
1 oy cos 45°
‘F eot 45° . Sen a5’

f5]+=

o Hien:  cot 45° = =
cot 4% =1
“Por el teorema (23), se tiene:
1
T e L el e,
sec 45" — %os 350
2

- 0 bien: xaec45"=ﬁ=-}/—E -2—2@=1[§=1,414..

: o0
™ . sec 45" = l/;
Por el teorema (25), se tiene:
) 0 L
cosg AR sen 45°
o, |

",,," A Nk 1 2 2}/—2u
Ob@m"meéﬁ“ég et =" =y—2=1,414,__

" i
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54, Tabla de los valores de las funciones trigono-
métricas de los dngulos de 0°, 30°, 45°, 60° y 90°. — Con
los valores obtenidos precedentemente podemos formar
el siguiente cuadro, en el que omitimos la secante y la

cosecante :
Angulo Seno Coseno Tangente Caﬁ’nngente
0° 0 1 0 w0
: E E] o
0 =il o) v
# 2 2 5| Vs
Ty V2 Vo2 1 1
2 2
== 1 X =
60° Vs == Vs
2 2 Vs ( 3
900 | ‘ 0 e o] \ 0

De la simple observacién del euadro se deduce que no
hay proporcionalidad entre los dngulos y los valores de
sus respectivas funciones trigonoméiricas.

Asi, el seno de 30° es

de 30° no es el duplo de .

s, pero el seno de 60°, duplo




CAPITULO ¥

Representacién gréafica de las variaciones de las
funciones trigonometricas

, 55 Representaciéon grafica de las funciones trigo-
| nométricas. — Las funciones trigonométricas, definidas
por. L ria 70~
8 : nes entre can-
\ XS tidades, son
L) nimeros, pero
| et a veces resul-
| A # A ta comodo re-
| - (0] N presentar esos
nimeros por
/ segmentos de
recta, medidos
respecto a una
cierta unidad
de medida, que
suecle ser la hipotenuisa del tridngulo rectangulo a que
pertenece el dngulo dado, o la longitud del vector que
f lo determina.

Sea representar graficamente las funciones trigonomé-

tricas del angulo a, fig. 27. ;

B’
Fig.. 27,

Con una unidad cnalquiera de medida, OM =1, trazo
una circunferencia, llamada eireniferencia lrigonomé-
trica> CrY CcuULto




L%

B G k- S

Resulta, asi, que respecto a la unidad de medida OM,

el seno estd representado por el segmento MN, y el cose-
no por el segmento ON.

Tracemos ahora por A4 una perpendicular a OA, por
B una perpendicular a OB y prolonguemos el radio 0}
hasta que corte a ambas perpendiculares. Se tiene:

ar AT | : {
tgu=—071*_—"1-*'AT P tg‘u-—AT.
BS BS
cota:-—(m-——l—z RS .. cot o = BS
or or
sec a = ;1 I =L 2 gee' e = 08 :
08,71 b8 i

eosec @ = o= —— = 08 . cosec e = 08

De manera que, respecto a la unidad OM, la tangente,
cotangente, secante y cosecante de a son, respeetivamentg, 4
los segmentos AT, BS, 07 y OS.

- A - - in o - ey
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~ 180° a 270°, el seno decrece de 0 a —1, y cuando el an-

a0

Variaciones de las funciones trigonométricas
Representacion grafica

56. Variacion del seno, — Consideremos en una cir-
cunferencia trigonométri-
ca, fig. 28, un éngulo
MOA, cuyo valor puede
variar de 0° a 360° a me-
dida que gira el veetor
OM desde A en el senti-
do de la flecha. Cuando
el punto M se halla en
A, el seno es nulo, pero
a medida que crece el an-

Fig, 28 gulo AOM de 0° a 90°. su
‘seno MN va ereciendo desde 0 a 4-1.

Si el 4ngulo continfia aumentando de 90° a 180°, su
seno decrece de +1 a 0; cuando el dngulo aumenta de

oulo aumenta de 270° a 3607, el seno aumenta de — 1

De manera que euando un dngulo varia de 0° a 360°.
su seno pasa por dos valores nulos (cuando el angulo
vale 0° y 180°), por un valor miximo 1 (cuando el
fmgulo vale 90°), y por un valor minimo — 1 (enando
el dngulo vale 270°),
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57. Representacion grafica de las variaciones del
seno. — Sea, fig. 29, una circunferencia O de radio 1,
y supongamosla dividida en 12 partes iguales, por ejem-

plo, y consideremos un segmento MN igual a la longitud
de la cireunferencia O, también dividido en 12 partes igua-
les; entonces cada parte del segmento equivale a la lon-
gitud de cada arco de los 12 en que se considera dividida :
la circunferencia. :

H_210°

240° 2700 300° 330 N i

Fig. 29

En el punto 30° tracemos una perpendicular a MN y
tomemos -en ella un segmento igual a sen 30°, asi obtenemos
el punto C; en el punto 60° se traza una perpendicular
y se toma un segmento igual a sen 60°, resultando asi el
punto D. Procediendo de la misma manera se obtienen los
puntoes E, F, @ y H. A partir de H obtenemos los
puntos I, J, K, L, P, situados en el semiplano inferior
porque los senos de los 4ngulos comprendidos entre 180¢
y 360° son negativos. ‘

Uniendo los puntos M, C, ... P, N obtenemos una cur-
va llamada sinusoide, que es la representativa de las varia-
ciones del seno,

-
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58. Variacién del coseno. — Consideremos en una
circunferencia trigonomé-
trica, fig. 30, un angulo
MOA, cuyo valor puede
variar de 0° a 360° a me-
dida que gira el vector
© OM desde A en el sentido
de la flecha. Cuando el
puntp M se halle en 4,
el coseno es -+ 1, pero a
medida que el angulo cre-
ce de 0° a 90° su coseno
va decreciendo de +1
a0

Si el angulo aumenta de 90° a 180, su coseno decrece
de 0 a — 1; si el angulo aumenta de 180° a 270°, su coseno
crece de — 1 a 0, y si el angulo aumenta de 270° a 360°
su coseno crece de 0 a + 1.

Asi, si un angulo varia de 0° a 360° .su coseno pasa
por dos valores nutes. (cuando el angulo vale 90° y 270°),
por un valor méaximo + 1 (cuando el éngulo ¢ale 0°),
y por un valor minimo — 1 (cuando. el angulo vale 180°).

59. Representacién grafica de las variaciones del co-
seno. — Sea, fig. 31, una circunferencia O de radio 1,




"y supongamosla dividida en 12 partes iguales, por ejem-
plo, y consideremos un segmento MN igual a la longitud
de la circunferencia O, también dividido en 12 partes
iguales, siendo cada parte la longitud de eada uno de los
12 arcos en que se considera dividida la eircunferencia.

Procediendo de manera aniloga a como se ha hecho en
(57), se obtiene, al unir los puntos €D ... @8, una curva

llamada cosinusoide, que es la representativa de las va-

riaciones del coseno.

60. OsBservAciON. — La sinusoide y cosinusoide re-
presentativas de las variaciones del seno y coseno de un
mismo angulo son idénticas, sélo que la sinusoide es nula
en el origen, mientras que la cosinusoide en el origen
tiene un valor de 4+ 1. Los valores 0 y 41 se corres-
ponden para cada miltiplo de 90°, por lo que se dice
que las dos curvas estan caladas a 90°, o que estan en cua-
dratura.

61. Aplicaciones., — La sinusoide se emplea en elee-
tricidad para representar la corriente allernada. mone-
fasica.

El g_réfico de la sinusoide y cosinusoide de un mjsmo
angulo sirve para representar la corriente alternada bi-
fasica, (fig. 32), y el grafico de tres sinusoides, cuyos
origenes se hallan a 120° unos de otros, es la represen-
tacion de la corriente alternada trifasica, fig. 33.
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Fig. 83.

62. Varlaclones de la tangente. — Sea la circunfe:"

Fig. 34.

rencia trigonométrica 0, fig. 34, y

consideremos un angulo AOM, cuyo
valor puede variar de 0° a 360° 2

‘medida que gira el vector AM en

el sentido de la flecha. Cuando el
punto M se halle en 4, la tangente
es nula, pero ‘a medida que crece el
angulo MOA de 0° a 90°, su tan-
gente AT va ereciendo de 0 a-+ oco.

Si el 4ngulo aumenta de 90° a
180°, la tangente crece de — @ a
0; si el angulo aumenta de 180°
a 270°, la tangente crece de 0 a
+ @, y si el angulo aumenta de
2702 a 360°, la tangente aumenta de
— o a 0.

* Cuando un angulo varia de 0° a
3607, su tangente pasa por dos va-
lores nulos (c¢uando el angulo vale
0° y 180°), por un valor méximo
4+ @ (cuando el dngulo vale 90°),
y por un valor minimo — co (cuan-

do el dngulo vale 270°).
63. Representacién grifica de las variaciones de la

tangente. — Sea, fig. 35, una circunferencia de radio




1, dividida en 12 partes iguales, por ejemplo, y conside- ]
‘ remos un segmento MN igual a la longitud ‘de la eircun-
‘ ferencia, también dividido en 12 partes iguales. i

o 1200 1500 L
' e -~ A0 240° 2

V
! .
v

F
Fig, 35. e

En los puntos 30° y 60° de MN tomemos ordenadas ;‘
respectivamente iguales a las tangentes AT y AT’ de 30° |
_y 60°, resultando asi los puntos € y D. De manera ané- !
loga se obtienen los puntos G, H, ..., R. Cuando el
angulo vale 90° o 270°, su tangente es infinita, de modo
que al unir aquellos puntos obtendremos una curva dis-

continua, llamada tangentoide, que es la representacion
grafica de las variaciones de la tangente.

Como puede verse, las ramas de la curva se acercan a
las rectas EF, LP, sin que la toquen nunca. Estas ree-
tas se llaman asintotas,

k&;@:a, 3 . 3 '.
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. EJERCICIOS

34. Representar grificamente las variaciones del seno de un An-
gulo que crece de 0° a 3600, Dibujar el circulo de 5 em. de
diametro y tomar las divisiones sobre el eje horizontal igua-

e Jes a los areos respeetivos rectiticados.

o 35, Representar grificamente las variaciones del coseno de un
LA sngulo de 0° a 360°. Datos iguales al ejercicio anterior,
36, Represcntar en una misma figura los gréficos de los dos

ejercicios anteriores. '




CAPITULO VI

Funciones trigonométricas de la suma

de dos dngulos

64. Seno de la suma de dos éngulos. — Sean los
dngulos a y @, figura. 36, en donde queremos hallar sen.

B G+

AB :
S O = —— . e
sen 0B (1) 3 sene.=—
6 T,
: cos e = OB (2) ; cosa =

Por un punto 4 de la recta @ trazamos AB J_a, por

B trazamos BC | b, y por :
C trazamos CE | a. Por B
trazamos BD | CE, resul-

- tando asi los triangulos ree- -

tangulos AOB, BOC, EOC y
D(OB,

Por definicién de las fun-
clones trigonométricas, se
tiene :

BD BC
B0 )5 senp = ac (5)
D OB
BC (4) ; cosp = o0 (6)

En el tridngulo rectdngulo EOC, el seno del angulo

“w —I—[)’ €S

sen (a4 f) =

o 2
”
s - T - o A = N1 =
Fe R T e g e N M T LN e i

O’E _ CD+DE

e
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pero la figura DBAE es un paralelogramo Inego
DE — AB, y sustituyendo, resulta:
CD+AB

Sell(a—|—B)= T P
De (4) se deduce que: - CD=cosa.BC.
v de (1): AB—=sena.0B

v reemplazando estos valores:
cosa.BC + sena.OB

sen(a +B8)= 00
« De (5) se deduce que: BC=0C .sen B
¥ de (6); O0B.= 0C.cos

y reemplazando estos valores:

s e sn BD 0¢ —(I;(jen a.cos 8.0C

v sacando el factor eomin OC:
00U (¢os a.sen B -+ sen a.cos B)
sen(a + B) = 50
v simplificando y cambiando el orden de los sumandos,
vesulta :

\ien(a + B) = sena.cos B+ cosa.sen f

luego: El seno de la suma de dos angulos es igual al seno
del primero por el coseno del segundo, mas el coseno del

primero por el seno del segundo.

65. Coseno de la suma de dos angulos. — Por defi-

nieion de coseno, en el tridngulo EOC, fig. 36, se tiene:

OE _ OA—AE

» cos(a—!—ﬂ):‘oo = 00
pero AE = BD, luego:
cos(a + §) = A —BD

0e5=

e, '-"?"*.1‘.335%
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De (2) se deduce que: OA=cosa.0B
y de (3): BD —gen a.BC

y reemplazando estos valores:
cos a. OB — sen o.BC

GOS(a+B) — oc
De (6) se deduce: OB — cos 3.0C
y de (9): BC = sen B.0C, luego:
5 cosa.cos B.0C —sena.sen B.0C
cogfa + f) = L FO0—2 8
sacando el factor comin OC': ,“ ,
T 0C (cos a.cosgc— sen a.senp)

y simplificando, resulta:

cos(a -+ B) = cosa.cos f—sen a.sen

luego: Kl coseno de la suma de dos dngulos es igual al
producto de los cosenos menos el producto de los senos
de los angulos dados.

66. Tangente de la suma de des angules. — Por lo
demostrado, se tiene:
sen(a -+ B) = sen a.cos B - cos a.sen B
cos(a -+ B) = cosa.cos B—sen a.sen B
Dividiendo ordenadamente:
sen Sen a.COos oS a.sen
(a+'3)—tg(a+,8)= a ﬂj—i— a B
cos (a 4 B) oS a.cos 8 — sen a.sen B
dividiendo ambos términos. del 1wltimo miembro por

cos a.cos 3, resulta:
sen a Qa‘ﬁ -94«; sen
cosa. eos{/.? epSa.cos

eo;/a cos ;8 __sena.sen B
969:1 cos B cos a.cos B

tg(a4-B8) =
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sen « i sen 3
COS a cos
sen «. sen

"~ cos a. cos f

tg(a 4 B) =

y por (18):

tgaf-tgB

[ | tgi(fli_{_ﬁ)_l—tgatgﬁ

luego: La tangente de la suma de dos dngulos es igual a

la suma de las tangentes de los dngulos dados, dividido

por la diferencia de 1 y el producto de las mismas tan-
gentes.

Funciones trigonométricas de la diferencia de dos angulos

67. Seno de la diferencia de dos angulos. — Sean
los 4ngulos « y B, fig. 37, en donde queremos hallar

sen(a— ).

Por un punto A de la
recta @ trazamos AB | a,
por B trazamos BC { ¢,
v por C trazamos CE | a,
y luego BD | CE :

Por definicion de las
funciones trigonométricas,
se” tiene:

CE BD BC
sena = 5 (1) ;. seno= B0 () sen f§ =55 (5)

o e i
OB ARG (2) i cose =g ()s o8 B S5i6)

J

.




En el tridgngulo rectingulo AOB, el seno de a — B es:
AB DE CE— €D

— R — = =
e —P)= -5 = b5 0B

De (1) se deduce que: CE=sena.0C
y de (4): CD =cosa.BC
v reemplazando estos valores: ;

sena.0C — cos a. BC
0B

G
i,
Y

3
a

sen (e —B) =
De (6) se deduce: OC=cosp.0B
5 y de (5): BC =sen B.0OB
y reemplazando estos valores:

sen(a—ﬁ) in sena.eﬁg._()li(;]—;os a.sen 8.0B

:

} v

i sacando el factor comin OB: . \_j
-

|

OB (sen a.cos f — cos a.sen ) :
OB

sen(a—pB) =

f y simplificando :

sen(a— B) = sen a.cos B— cOS a.sen f3

luego: El seno de la diferencia de dos angulos es igual
al seno del primero por el coseno del segundo, menos el
coseno del primero por el seno del segundo.

k. 68. Coseno de la diferencia de dos angulos. — Por
- definicion de coseno, en el tridngulo AO0B, fig. 37, se
" tiene:
0OA OE+EA OE4+BD
GOS(a-——ﬂ) = ﬁ = 0B = 08
De (2) se deduce que: OE = cosa.0C
y de (3): BD = sena.BC




i

y reemplazando estos valores:
cos a.0C + sen a. BC

cos(a—pB) = 06
De (6) se deduce que: OC=cosB.0B

Ly de (5): BC =sen 3.0B

y reemplazando estos valores:
AL L G0sa.cos ,B.OgB+ sen a.sen ﬂ.O'B
sﬁldo el factor comin OB:
OB (cos a.cosf -+ sen a.sen B)
OB

cos(a—p) =

y simplificandq:

‘ cos(ec—pB) = cos a.cos 8-} sen a.sen B |

Juego: El coseno de la diferencia de dos dngulos es igual
al producte de los cosenos mds el producto de los senos
de los dngulos dados.

69, Tangente de la diferencia de dos angmlos, —
Por lo demostrado, se tiene:
sen (e —B) = sen a.cos B —cos a.sen B
cos(a—pB) = cosa.cos B - sena.sen B

Dividiendo ordenadamente:

sen(a—pB) __ sena.cosf— cosa.sen 8
cos(a—B) i oy coS a.co8 3 -} sen a.sen B

dividiendo ambos miembros del dltimo miembro por
¢08 a.cos B, resulta:

sen a. ees-B cop-a.sen 3

_ cosa.cosf  eosa.cosf
tgle—8) = C08.a.€08 3 sen aasen B
: eosa. cos 3 coS a.cos f3

e TR e
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e el

simplificando, queda:
sen a sen B :
cosa __ coS B °3
tg(a =8) = sen «. sen |
CcOS a. COS |-

y por (18):

__tga—tgB @
Vi I e

luego: La tangente de la diferencia de dos dngulos es
igual a la tangente del primero menos la tangente del se-
gundo, diwidido por la suma de 1 y el producto de las
mismas tangentes. '
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70. Aplicaciones., — Las férmulas de las funciones
trigonométricas de la suma o diferencia de dos &ngnlcs
se usan, preferentemente, para la transformacion de ex-
presiones trigonométricas complicadas en otras més sim-
ples, sobre todo calculables por logaritmos.

s ac &

i
Funciones trigonométricas del duplo de un &ngulo b
71. Seno del duplo de un dngulo. — Si en la férmula: 3

sen(a -+ B)= sena.cos 8 + cosa.sen X 1

Si suponemos que es B =a, Se tiene:
sen (e | B) = sen 2a=sen a.cos a | COS c.S€N a

o bien: sen 2a=—2sen a.co8 a

luego: El seno del duplo de un dngulo es el duplo del pro-
ducto del semo y coseno de dicho dngulo.




==

72. Coseno del duplo de un angulo. — Si en la for-
mula:
cos(a + B) = cosa.cos B —seno.sen
Si suponemos que es f=ua, se tiene:
€0S (@ -+ @) = e0S 2 & = COS & COS a — Sen a. SeN

o bien: €08 20 = co3% —sen’a ﬁ\

: luego: El coseno del duplo de un dngulo e¢s tgual al cua-
drado del coseno menos el ecuadrado del seno del angulo

dado. )
73. Tangente del duplo de un angulo. — Si en la
formula :
| tgo 4 tg B
| Rl =t 7
| Si suponemos que es 8 ==a, resulta:
i e _({ia—f—tga
B (2 b=t e R e
0 hien: £ tg o
tg 2a = ST e

luego: La tangente del duplo de un dngulo es igual al
duplo de la tangente del angulo dividido por la diferen-
cia entre 1 y el cuadrado de la misma tangente.

Funciones trigonométricas de la mitad de un dngulo

74. Seno de la mitad de un édngulo. — Se tiene,
por (15):
1 = sen®a + cos%a
¥ por (72) 08 2a = cos%e — sen’a

i
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restando ordenadamente:
1 — cos 2a = 2 sen?a

de donde: s 1— cos 2a
sen” a = 9
o bien:
Vl—cos2a }
sena =
\

luego : El seno de la mitad de un dngulo es igual a la raiz
cuadrada de la mitad de lo diferencia enire 1 y el cose-
no del angulo dado e %
R
75. -Coseno de la mltm' ‘de uy édngulo. — Se tiene:
1 =sen’% -+ cos%
¢0s 2a=co0s’a — sen’a
sumando ordenadamente:
1+ cos 2 a=2 cos?a

de donde: For 02 14 (;os 2a

e e=xriy

luego: El coseno de la mitad de un angulo es igual a la
raiz cuadrada de la matad de la swma entre 1 y el cose-
no del angulo dado. ‘

0 bien:

76. Tangente de la mitad de un dngulo. — Se tiene:
sena = -+ V—l—__—%L%

- V1+(!208‘2a

COS a =

dividiendo ordenadamente y simplificando:



CcOo8 a

y simplificando:
1—cos2a
— I/_______
i : g —V 1+4+cos2e
" luego: La tangente de la mitad de un angulo es igual a

la raiz cuadrada del cociente de 1 menos el coseno del.
dangulo, y 1 mds el coseno del dngulo.

APLICACIONES

77. Funciones trigonométricas de a = 90°. — Por
(64) y (67) se tiene: 4 _
sen (@ == 90° ) = sen « €0s-90" = €OS o S€M 90°
pero cos 90°=0 y sen 90°=1, luego:
" gen (a == 90°) === cosa
luego: EL seno de un dngulo al que se le suma o resta 90°,
“es dgual al coseno del mismo dngulo, con signo + o0 —
segiin se sume o reste 90°.
Por (65) y (68) se tiene:
cos (a == 90°) ==cos a - cos 90° F sen a. sen 900
y como cos 90°=0 y sen 90°=1, resulta:
cos Yo == 90°) = 5~ sena

s luego Bl coseno de un dngulo ol que se le suma o resta
- 90°, es igual al seno del mismo dngulo, con signe — 0 +
; segin se sume o reste 90°.

i




0

sen (e« o 90°)

Sabemos que: 2 = i ]
tg(* £ 90% = ;3 (= = 90°) k
i : +
o bien, reemplazando: G (e DOy OB ngli o j
+ CO8 &

luego: La tangente de un dngulo al que se le suma o res-
ta 90°, es igual @ menos la cotangente del mismo dngulo.
78. Funciones trigonométricas de¢ a = 180°, — Por
(64) y (67) se tiene:
sen (a == 180°) ==sen a. cos 180° =+ cos a, sen 180°
y como cos 180°=—1 y sen 180° =0, resulta:
sen (e == 180°) =—sena
luego: El seno de un dngulo al que se le suma o resta
180°, es igual al seno del mismo dngulo con signo menos.
Por (65) y (68) se tiene: .
¢0s (a == 180°) =cos a. cos 180° T sen a. sen 180° . 3
y como cos 180°=—1, y sen 180° =0, resulta:
cos (a *= 180°) = —cosa

e, o b e

luego: El coseno de un dngulo al que se le suma o resta
180°, es igual al coseno del mismo dngulo con signo menos.

Sabemos que:
i sen (o = 180°)

0y s
g (e s 2 180) & e & 1807)
o bien, reemplazando:
oy = sen'm
tg (e = 180°) = S =tga

luego: La tangente de un dngulo al que se le suma o res-
ta 180° es igual a la tangente del mismo dngulo.

76. Funciones trigonométricas de o == 270°, — Sa-
bemos que:
sen (a == 270°) = sen a. ¢o§ 270° = cosa. sen 270°
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pero: cos 270°=0, y sen 270°=— 1, y reemplazando:
sen (a == 270°) = F cos =
luego: El seno de un dangulo al que se le suma o resta

270°, es igual al coseno del mismo dngwlo, con signo —
0 -+, segitn se sume o reste 270°,
Sabemos que:
cos(a == 270°)==cos a.cos 270°  sen a.sen 270"
y como cos270°=0, y sen270°=—1, resulta:
cos(a = 270°)= F senal- T (o—
luego: El coseno de un dngulo al gque se le suma o resta
2700, es tgual al seno del mismo dngulo con signo + o
—, segun se sume o reste 270°.
Sabemos que: tg(a == 270°) = %—3—;&%

I cos
y reemplazando: tg(a = 270°) = —_::_se?% = — cot n

luego: La tangente de um dngule al que se le suma o
resta 270% es igual a la cotangente del mismo dngulo con
signo menos.

80. Funciones trigonométricas de 360° — «. — Sabe-
mos que: .
sen(360° — o) = sen-360°.cos a— cos 360°.sen a
pero, sen 360°=0, y cos 360° =1, luego:
sen (360° —a)=—sen a
luego: El seno de la diferencia entre 360° y un dngulo,
es 1gual al seno del mismo dngulo, con signo menos.

Sabemos que:
¢0s (360 — o) = cos 360°, cos « - sen 360°, sen «
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gl

y como cos 360°=1, y sen 360°=0, resulta:
¢08(360° —a) = cosa
luego: Kl coseno de la diferencie entre 360° y un dngu-
lo, es igual al cosemo del mismo dangulo.
- Sabemos que:
tg(360° et a.) ==

y reemplazando;

tg(360° — a) =:c%‘_a ——iga

luego: La tangente de la diferencia entre 360° y un dn-
gulo es igual a la tangente del mismo angulo, con signo
menos.

81. Reducciéon de un angulo al primer cuadrante, —
La reduccion de un dngulo al primer cuadrante consiste
en hallar un angulo situado en el primer cuadrante es
decir, comprendido entre 0° y 90° cuyas funciones tri-
gonométricas sean iguales a las del angulo dado.

Para ello se procede asi: :
~ 10 Si el angulo es megativo, se aplican las vrelaciones

estudiadas en (32);

20 8¢ el dngulo estd comprendido entre 90° y 180,
se aplican las relaciones entre las fumciones de los dn-
gulos suplementarios, (34 a 39);

3% Si el dngulo estd comprendido entre 180° y 2700,
se le resta 180° y se aplican las relaciones estudiadas
en (78);

42 Si el angulo estd comprendido entre 270° y 360,
se le resta 270° y se aplican las relaciones estudiadas
en (79).

sen (360° — a)
cos(360° —a)




TR R g A g

37.

38,

39.

40,

et s

EJERCICIOS

%,
Dado sen o = 0,5 y. sen g 0,3, caleular sen (o F+ B)-

R: 0,736
Idem, Idem, caleular cos (q=f3)-
s T : R: 0,217
Idem, Idem, caleular cos (q+ ﬂ). :
R: 0,676
Idem, Idem, caleular cos (a—ﬂ). “
; R: 0,976
Idem, Idem, caleular tg (a4 B)-
, R: 1,088
Idem, Idem, edleular tg (q—f)- R: 0,222
Dado tg o = 2,35 y tg g = 1,42, caleular tg (o + B)-
R: 1,613
Idem, Idem, ecaleular tg (a-—-B)_ ¥
R: 0,214

Dado sen 30°= 0,5 y sen 43° = 0,682, calcular sen y cos 73°
R: sen 73° = 0,9563; cos 73° = .29&37

Con los datos anteriores, caleular sen y cos 13°.
~ R: sen 13¢ = 0,22495; cos 13" = 8,97437

Galwlsr sen 1&“ ¢ Toe

R: -—‘,9’659
Caleular cos 150°

R: —-‘,866
Calenlar tg 105° R: — 0373

Dado sen 20° = 0,342, caleular sen y cos 40" 3
R:-sen 40° = 0,6428; cos 40° = 0,766

Dado tg 35° = 0,7, caleular tg 70°.

R: tg 70° = 2,747
Dado cos 36°507 = 0,8, caleular sen y cos 18°25°. i
R: sen 18°257 = 0,315; cos 18°25’ = 0,948




53.
54.

55.

56.

57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67,
68.

e . ‘_‘. i R e
-4 — +
Dado tg 36°10’, = 0,73, caleular tg 18°5’
: - R: 0,3265
Dado sen = 0,8, calcular sen 2, cos 2, y tg 2q.
R: sen 2, = 0,96; cos 2, = 0,28; tg 2, = 343
Sabiendo que cos 30° = 0,866, éalcular sen 15°, cog 15°
y tg 16°, R: sen 15° = 0,2588
cos 15° = 0,9659
tg 15° = 0,2679
Dado cos B = 0,7, caleular tg —g—
R: 0,31
Redueir al primer cuadrante: X
‘sen (—25°) R: —sen 25°
cos (—10°) ' : » €08 10°
tg 125° i » —cot 35°
icos 300° ; » sen 30°
tg 500° n —tg 50
sen 430° » . sen {702
cot 410° 1., cat! 600
cos 350° §. - cog108
tg ( —200°) s tg 20°
eot (— 280°) » —cot 10
sen (— 480°) »  —sen 60°
cos (— 320°) »  sen 5Q¢
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CAPITULO VII

Transformaciones logaritmicas

82. Como las propiedades de los logaritmos no son
aplicables a las sumas algebraicas, a fin de que lo sean,
se transfoerman aquéllas en monomios.

Estudiaremos a continuacién las transformaciones mas
usuales.

83. Transformar en producto la suma o la diferen-
cia de dos senos o de dos cosenos, — Escribamos las
fél:lnulas conocidas :

sen(a + B) = sen a.cos B+ cos a.sen 8 (1)

sen(a —fB) = sen e.cos f— cos a.sen fB (2)
cos(a + B) = cosa.cos B— sen a.sen 8 (3)
‘cos(a — fB) = coSa.CcoS B3 sen a.sen B (4)

Sumando y restando miembro a miembro las dos pri-
"~ meras asi como las dos ultimas, se tiene, después de re-
ducir los términos semejantes:
la (1) méas. la (2):
sen(a + B)+ sen(a —pB) = 2sena.cos
la (1) menos la (2):
sen(e + B)—sen(a— B) = 2 cosa.sen B
la (3) mis la (4): ) (5).
cos (e + B)+ co8(a—pB) = 2 cosa.cos B
la (3) menos la (4):

c0s(a -4 B)—cos(a — B) = —2sen a.sen B
Haciendo: a+B=p
i e—pB=q

(6)
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surthando y restando miembro a miembro se traduce:
Qa = P +q s = 1—’——;—-—q
(7)
2= p—q S B = L2—q_
y reemplazando los valores (6) y (7) en las expresio-
nes (5):

senp+ sengq = 2sen L '; 9 cos £ 1

sen p—sen g = 2 cos P_;-_g . sen £ 2— 1

cos p + cos g = 2 cos p_2+_g . cos £ '2_ 9

2
b

€0S p — oS ¢ = — 2sen ILqiE |

Férmulas que pueden traducirse al lenguaje vulgar
facilmente.

84, Aplicaciones. — 1%) Transformar la ewpresion

sen p - sen g
sen p — sen.q

Se tiene:

s
-+

q

8
I
=

2 sen cos

senp - senq 2
senpfsenq 2 cosp;' qsen P2

simplificando y recordando (18) y (19):

senpseng P+ 9 1
g IR e o

sen p—sen g s tgp—q
: 2




o bien, efectuando el producto:

t P—'q
senp-fsenqg — g Z
sen p—sen q P14

2 Transformar la expresion sen a -+ cos b.
Se tiene, (42): cos b = sen(90°—b)
luego: sen @ - cos b = sen @ - sen(90° —b)

y transformando el segundo miembro:

—-—b ® b— 90°
a SO o a -+ 9

sena+cosb=2sen—2———— 5

3%) Tramsformar la expresion 1 -+ cosa.
Se tiene, (49): 1 = cos0°
luego: 1+ cosa = cos(° 4 cosa

y transformando el segundo miembro:

1+ cosa = 2 cos ——;—— % eoB %
R (",32): . 00S —— = co8 ——;
luego: 1 4 cos a = 2 cos? %

85. Transformar en producto la suma o la diferen-
cia de dos tangentes o de dos cotangentes.

1°) Se tiene:
sen a sen B

tga = tgf =

i
cos a ~— COS B

Ly RN T




y reduciendo a comtn denominador y sumando en el
segundo miembro: 0
sen o cos B = cos a Sen B

; = ——
Boxigh cos a cos @
y como el numerador es sen(a == B), Tesulta:
sen(a'== B)
i s e e b O
B g €08 a.Cos 3
2°) Se tiene:
Bl S ant e e VE0S P
sen a sen 3

efectuando la suma del segundo miembro:

sen B.cos a + cos B.sen
cota £ cot B = B B -

) sen a.sen B
y como el numerador es sen(g = a), resulta:
'8 =
cota = cot B = M
sena.sen f
EJERCICIOS
69. Dados o = 45° y B = 15° caleular sen (g — B) Y
cos (a+,’)’) R: 05 y 0,5
70. Dados sen 4 = 0,25 y cos B = 0,6, caleular sen (g +B)
y cos (a—ﬁ)

R: sen (¢ + B) = 0,93; cos (g — B) = 0,78
71. Demostrar que si g - B+ y = 180°, es tg, tgg + toy
= tgq. tgp. tg-y. ‘}\

72. Transformar en producto 1 + sen 20,

R: 2sen 55¢. cos 35°
73. Idem, 1—sen 50°.

» 2 sen 209 cos 70°
74. TIdem, 1 4 cos 34°.

P L A




76.

e

79.

80.

81.

Idem, 1—ecos 12°

R: 2 sen® 6°

Idem, 14 tg 70°. i
V 2. sen 25°

: cos 70°
Idem, 1—tg 20° ‘
: V 9. sen QE"
i cos 20°
Idem, 1 — cot 80v,
V 2. sen 35°
? " sen 80°
- s U A tgse0e
Simplificar la expresion 15 tg 20°
A 5 tg25°
1+ tg 40°
Idem, lft%(?
I i
gsen 60° - sen 40°
Hdem. ™ R 80— Sem 407
. 600
g 10




CAPITULO VIII

Tablas de las funciones trigonométricas

86. Hemos hallado, (49 a 53), los valores de las
funciones trigonométricas de algunos Angulos. Para cons-
truir una Tabla de las funciones trigonométricas, se to-
ma como punto de partida un Angulo muy pequeiio, de
10” generalmente, y se halla su seno y su coseno, basa-
do ¢én los dos teoremas que siguen, y luego, aplicando
las férmulas relativas a la multiplicacién de angulos,
(71 a 73), se van calculando los senos y cosenos de los
angulos. de 207, 40" 1°, 2°, 3°, ... hasta 45°. No se cal-
culan las funciones de los dngulos superiores a 45° pues
aplicando las relaciones’ entre las funciones de los 4n-
gulos complementarios, se determinan las de los dngulos
comprendidos entre 45° y 90°. '

De los angulos superiores a 90° no se ca]culan las’
funciones trigonométricas, pues basta en tal caso, redu-
cirlos al primer cuadrante.

Conociendo el seno y el coseno, se calculan las demas
funcxones trlgonometrlcas

: 87. . TeorEMA. — Tado arco
menor que un cuadrante es

_\M mayor que S seno Yy .menor

T que su tangente.
) Si en una circunferencia 0
K ®) N\, fig. 38, de radio OM —1 con-

N sideramos un é4ngulo o < 90°,
en donde MN = sen a,
@ —arco a,
AT = tga, demostraremos que
Fig. 38, es: sena < a<tga

g Ry
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siendo OM =1 la unidad de medida del arco a.

Unamos A con M; en el tridngulo rectingulo AMN
se verifica:

. MN < AM (1)
pero la’ cuerda de un arco es menor que el arco, luego:
AM<a (2)

Como e‘i\fxre# idel sector AMO es menor que la del
tridngulo 470, resulta que:

a < AT (3)
Comparando (1), (2) y (3), resulta:
. " MN<AM <L a< AT
o bien: MN < a< AT
y por tltimo: sena < a < tga

88. Posrurapo, — La diferencia enire un arco y la
sexta parte de su cubo es menor que el seno del angulo
siendo el radio del arco la umidad de medida.

Es decir, fig. 38, que:

a -—:;—a‘ < sen a

89. Valor del seno de 1. — Sabemos por Geome-
tria Plama que la longitud de un arco de circunferencia
estd expresado por la férmula:

RO at _ ARER

b= —T3m° 180
y si el arco estd expresado en minutos:
s = Rn'
T 180 X 607

LS 2R



Si el arco es w'=1" y suponemos que R=1, ten-
dremos : ) :
=X 1 = _ 3141592653589 -
" 180 X 60°. 180 X 60 10.800 .

y efectuando el cociente, resulta:

I = 0,00029088820866
Calculemos ahora la sexta parte del cubo de la longi-
tud del arco 1:.

2 ~0,00029088820866%  0,000000000024613782
By 1 6 s 6

o bien: £ = 0,000000000004102297
y ahora la diferencia a——-;— a® del postulado ultimo, es ;

decir:

a — —(1)— a® = 0,00029088820866 — 0,000000000004102297

0 sea: a — ¢ a® = 0,000200888204557703 |

De manera que, segtin el teorema (87), se tiene:
sen 1’ < 0,00029088820866
ysegun (88): sen 1” > 0,00029088820455

Como puede verse, las primeras once cifras decima-
les son iguales, de manera que si tomamos como yalor
del seno el valor del arco; la diferencia es muy peque-
na, es decir, que sin que el error sea apreciable, se pue-
de escribir :

' sen 17 = 0,00029088820866

Dado el valor del seno de 1/, aplicando las férmulas
de la multiplicacién y suma de &ngulos, se calculan los
senos de los angulos de 2/, 3/, 4" ...30, 1°, 2°... 45°
Para los 4ngulos superiores de 45°, basta recordar que
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sus senos son iguales a los cosenos de sus complemen-
tos, de .manera que no hay necesidad de caleular los
senos de los dngulos comprendidos entre 45° y 90°.

Conociendo los senos de los éangulos comprendidos
entre 1’ y 45°, aplicando (17) se calculan los cosenos,
v luego las tangentes (18), y cotangentes (22), secan-
tes (23), y cosecantes (25).

90, Tabla de las funciones trigonométricas, — Damos a con-
tinuaecién las tablas de los valores maturales de las funciones tri-
gonométricas con cinco cifras decimales. Los fAngulos figuran de
10 en 10 minutos.

Los fingulos menores de 45° se leen de arriba hacia abajo y
de izquierda a derecha los minutos, y los mayores que 45° se leen
de abajo hacia arriba, y de derecha a izquierda los minutos.

91. Uso de las Tablas Naturales, — Dos problemas se presen-
tan:

I. HALLAR EL VALOR DE UNA FUNCION TRIGONOMETRICA DE UN
ANGULO DADO.
92, Seno. — 1¢ El dngulo esté en las tablas. — Sea hallar
sen 23°20’, En la péigina 84 se halla:
sen 23°20’ = 0,39608
Este valor es también el cos 66°40% complemento de- 23°207,
20 Bl dngulo mo estd en las tablas. — Sea hallar sen 65°17.
En‘la pfigina 85 se halla:
sen 65°10° = 0,90753
y: sen 65°20° = 0,90875
Fntre los éngulos hay una diferencia de 10’ y entre sus senos
una diferencia de 0,00122, y suponiendo proporcionalidad entre los
dngulos muy pequefios y sus” senmos, diremos: Si a 10’ corres-

.ponden 0,00122, jeuénto eorresponde a T7%:

10° 0,00122 7 X 0,00122
7 = N s smra il

Luego: sen 65°177 = 0,90753 4 0,00085 = 0,90838.
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Minutos

| o 10’ 200 . 30° 40’ 50°
0 | 0,00000 ! 0,00291 | 0,00582 | 0,00873 | 0,01164 | 0,01454 | 89
1| 0,01745 | 0,02036 | 0,02327 | 0,02618 | 0,02908 | 0,03200 | 88
2 | 0,03490 | 0,03781 | 0,0407). | 0,04862 | 0,04653 | 0,04943 | 87
3 | 0,05234 | 0,05524 | 0,05814 | (,06105 | 0,06395 | 0,06685 | 86
4 | 0,06976 | 0,07266 | 0,07566 | 0,07846 | 0,08136 | 0,08426 | 85
5 | 0,08716 | 0,09005 | 0,09295 | 0,09685 | 0,09874 | 0,10164 | 84
6 | 0,10453 | 0,10742 | 0,11031 | 0,11320 | 0,11609 | 0,11898 | 83
7 | 0,12187 | 0,12476 | 0,12764 | 0,13053 | 0,13341 | 0,13629 | 82
¥ 8 0,13917 0,142056 0,14493 0,14781 0,15069 0,15356 81
9 | 0,15643 | 0,15931 | 0,16218 | 0,16505 | 0,16792 | 0,17078 | 80
10 | 0,17365 | 0,17651 | 0,17937 | 0,18224 | 0.18509 | 0,18795 | 79
11 | 0,19081 | 0,19366 | 0,19652 | 0,19937 | 0,20222 | 0,20507 | 78
12 | 0,20791 | 0,21076 | 021,859 | 0,21644 | 0,21928 | 0,22212 | 77
13 | 0,22495 | 0,22778 | 0,23062 | 0,23345 | 0,23627 | 0,23910 | 76
14 | 0,24192 | 0,24474 | 0,24756 | 0,25038 | 0,25320 | 0,25601 | 75
15 | 0,25882 | 0,26163 | 0,26443 | 0,26724 | 0,27004 ‘| 0,27284 | 74
16 | 0,27556 | 0,27843 | 0,28123 | 0,28402 | 0,28680 | 0,28959 | 73
17 | 0,29287 | 0,29515 | 0,29793 | 0,30071 | 0,30348 |'0,30625 | 72
18 | 0,30902 | 0,31178 | 0,31454 | 0,31730 | 0,32006 | 0,32282 | 71
19 | 0,32557 | 0,32852 | 0,33106 | 0,33381 | 0,33655 | 0,33929 | 70
20 | 0,34202 | 0,34475 | 0,34748 | 0,35021 | 0,35293 | 0,35565 | 69
21 | 0,35837 | 0,36108 | 0,36379 | 0,36650 | 0,26921 | 0,37191 | 68
22 | 0,37461 | 0,37730 | 0,37999 | 0,38268 | 0,38537 | 038805 | 67
23 | 0,39073 | 0,39341 | 0,39608 | 0,39875 | 0,40141 | 0,40408 | 66
24 | 0,40674 | 0,40939 | 0,41204 | 0,41469 | 0,41734 | 0,41998 | 65
25 | 0,42263 | 0,42525 | 0,42788 | 0,43051 | 0,43313 | 0.43575 | 64
26 | 0,43837 | 0,44098 | 0,44859 | 0,44620 | 0,44880 | 0,451390 | 63
27 | 0,45399 | 0,45658 | 0,45917 | 0,46175 | 0,46433 | 0,46690 | 62
28 | 0,46947 | 0,47204 | 0,47460 | 0,47716 | 0,47971 | 0.48226 | 61
29 | 0,48481 | 0,48735 | 0,48989 | 0,49242 | 0,49495 | 0,49748 | 60
30 | 0,50000 | 0,50252 | 0,50503 | 0,50754 | 0,51004 | 0,51254 | 59
31 | 0,61504 { 0,51753 | 0,52002 | 0,52250 | 0,52498 | 0,52745 | 58
82 | 0,52982 | 0,53238 | 0,53484 | 0,53730 | 0,53975 | 0,54220 | 57
38 | 0,54464 | 0,54708 | 0,54951 | 0,55194 | 0,55436 | 0,55678 | 56
34 | 0,55919 | 0,56160 | 0,56401 | 0,56641 | 0,56880 | 0,57119 | 55
35 | 0,57358 | 0,57596 | 0,57833 | 0,58070 | 0,58307 | 0,58543 | 54
36 | 0,58779 | 0,50014 | 0,59248 | 0,59482 | 0,59716 | 0,59949 | 53 f
37 | 0,60182 | 0,60414 | 0,60645 | 0,60876 | 0,61107 | 0,61337 | 52
38 | 0,61566 | 0,61795 | 0,62024 | 0,62251 | 0,62479 | 0,62706 | 51
39 | 0,62932 | 0,63158 | 0,63383 | 0,63608 | 0,63832 | 0,64056 | 50
40 | 0,64279 | 0,64501 | 0,64723 | 0,64945 | 0,65166 | 0,65386 | 49
41 | 0,65606 | 0,65825 | 0,66044 | 0,66262 | 0,66480 | 0,66697 | 48
42 | 0,66913 | 0,67129 | 0,67344 | 0,67559 | 0,67773 | 0,67987 | 47
43 | 0,68199 | 0,68412 | 0,68624 | 0,68835 | 0,69046 | 0,69236 | 46
44 | 0,69466 | 0,69675 | 0,69883 | 0,70091 | 0,70298 | 0,70505 | 45
45 | 0,70711 44
60’ 50’ 40’ 30’ 20’ 10 5
. -
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COSENOS

=

—
!i _‘O’ Minutos
a
& 1« AT T 20’ 30" | _ 40 50"
0 ! 1,00000 | 0,99999 | 0,99998 | 0,99995 0,99992 0,99988 89
1| 0,09984 | 0,99980 | 0,99973 | 0,99965 | 0,99958 | 0,99950 | 88
2 | 0,99940 | 0,99928 | 0,99917 | 0,99905 | 0,99892 | 0,99878 | 87
3| 0,99863 | 0,99848 | 0,99831 | 0,99814 | 0,99795 | 0,99776 | 86
4 | 0,99756 | 0,99735 | 0,99714 | 0,99692 | 0,99669 | 0,99644 | 85
5] 0,99618 | 0,99594 | 0,99567 | 0,99539 | 0,99511 | 0,99482 | 84
6 | 0,99452 | 0,99421 | 0,99389 | 0,99357 | 0,99324 | 0,99289 | 83
7 | 0.99255 | 0,99219 | 0,99182 | 0,99144 | 0,99106 | 0,99067 | 82
8 | 0,99027 | 0,98986 0,98944 | 0,98902 0,98858 | 0,98814 81
9 | 0,98769 | 0,98723 | 0,98676 | 0,98629 | 0,98580 | 0,98531 | 80
10 | 0,98481 | 0,98429 | 0,98378 | 0,98325 | 0,98272 | 0,98218 | 79
11 |'0,98163 | 0,98107 | 0,98050 | 0,97992 | 0,97934 | 0,97875 | 78
12 | 0,97815 | 0,97754 | 0,97692 | 0,97629 | 0,97566 | 0,97502 | 77
13 | 0,07437 | 0,97371 | 0,97304 | 0,97287 | 0,97169 | 0,97099 | 76
14 | 0,97029 | 0,96959 | 0,96887 | 0,96815 | 0,96742 | 0,96667 | 75
15 | 0,96593 | 0,96517 | 0,96440 | 0,96363 | 0,96285 | 0,96206 | 74
16 | 0,96126 | 0,96046 | 0,95964 | 0,95882 | 0,95799 | 0,95715 | 73
17 | 0,95630 | 0,95545 | 0,95459 | 0,95372 | 0,95284 | 0,95195 | 72
18 | 0,05106 | 0,95015 | 0,94921 | 0,94832 | 0,94739 | 0,94646 | 71
19 | 0,94552 | 0,94457 | 0,94361 | 0,94264 | 0,94167 | 0,94068 | 70
20 | 0,93969 | 0,93869 | 0,93769 | 0,93667 | 0,93565 | 0,93462 | 69
21 | 0,93358 | 0,93253 | 0,93148 | 0,93402 | 0,92935 | 0,92827 | 68
22 1 0,92718 | 0,92609 | 0,92499 | 0,92388 0,92276 | 0,92164 | 67
23 | 0,92050 | 0,91936 | 0,91822 | 0,91706 | 0,91589 | 0,91472 | 66
24 | 0,91855 | 0,91236 | 0,91116 | 0,90996 | 0,90875 0,90753 | 65
25 | 0.90631 | 0,90507 0,9?)383 0,90259 .| 0,90133 | 0,90007 | 64
26 | 0,89879 | 0,89752 | 0,89623 | 0,89493 0,89363 0,89232 63
27 | 0,89101 |, 0,88968 | 0,88835 | 0,88701 0,88566 0,88431 62
2R | 0,88295 | 0,88158 | 0,88020 | 0,87882 | 0,87743 | 0,87603 61
2 0,87462 || 0,87321 | 0,87178 | 0,87036 | 0,86892 | 0,86748 | 60
30 | 0,86603 | 0,86457 | 0,66310 | 0,86163 | 0,86015 | 0,85866 | 59
31 | 0,85717 | 0,85567 | 0,85416 | 0,85264 | 0,85112 | 0,84959 | 58
32 | 0,84805 .| 0,84650 | 0,84495 | 0,84339 | 0,84182 | 0,84025 | 57
33 | 0,83867 | 0,83708 | 0,83549 | 0,83389 | 0,83228 | 0,83066 | 56
34 | 0,82904 | 0,82741 | 0,82577 | 0,82413 | 0,82248 | 0,82082 | 65
35 | 0,81915 | 0,81748 | 0,81580 | 0,81412 0,81242 0.81072 | 54
36 | 0,80902 | 0,80720 | 0,80558 | 0,80386 | 0,80212 | 0,80038 53
37 | 0,79864 | 0,79688 | 0,79512 | 0,79335 | 0,79158 0.78979 | 52
38 | 0,78801 | 0,78622 | 0,78442 | 0,78261 | 0,78079 | 0,77897 51
39 | 0,77715 | 0,77531 | 0,77347 | 0,77162 | 0,76977 | 0,76791 | 60
40 | 0,76604 | 0,76417 | 0,76229 | 0,76041 | 0,75851 | 0,75661 | 49
41 | 0,75471 | 0,75279 | 0,75088 | 0,74896 | 0,74703 | 0,74509 | 48
42 | 0,74314 | 0,74119 | 0,73924 | 0,73728. | 0,73531 | 0.73333 | 47
43 | 0,73135 | 0,72937 | 0,72737 | 0,72537 | 0,72337 0,72136 | 46
44 | 0,71934 | 0,71732 | 0,71529 | 0,71325 | 0,71121 | 0,70916 | 45
45 \ 0.70711 44
60’ 50’ 40’ 30" 20" 10’ S
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— Tabla de las tangentes y ootahgent‘

‘ TANGENTES
\
Xl' o B ? Minutos : \ \
\ gl o ¥ lor |y e | TSE 40" 50"

=
0,00000 | 0,00291 | 0,00582 | 0,00873 | 0,01164 | 0,01455 | 89

001746 | 0,02036 | 0,02338 | 0.02620 | 0,02910 | 0,03201 | 88 ‘
0,03492 | 0,03783 | 0,04085| 0,04366 | 0.04658 | 0,04950 | 87
0,05241 | 0,05538 | 0,05824 | 0,06116 | 0,06408 | 0,06700 | 86
0,06993 | 0,07285 | 0,07578 | 0,07870 | 0,08163 | 0,08456 | 85

0,08749 | 0,09042 | 0,09335 | 0,09629 | 0,09923 | 0,10216 | 84
0,10510 | 0,10805 | 0,11099 | 0,11394 | 0,11688 | 0,11983 | 83
0,12278 | 0,12574 | 0,12869 | 0,13165 | 0,13461 | 0,13758 | 82
0,14054 | 0,14351 | 0,14648 | 0,14945 | 0,15243 | 0,15540 | 81
0,15838 | 0,16137 | 0,16435| 0,16734 | 0,17033 | 0,17333 | 80
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0,17633 | 0,17933 | 0,18233 | 0,18534 | 0,18835 | 0,19136 | 79
0,19438 | 0,19740 | 0,20042 | 0,20345 | 0,20648 | 0,20952 | 78
0,21256 | 0,21560 | 0,21864 | 0,22169 | 0,22475 | 0,22781 | 77
0,23087 | 0,23393 | 0,23700 | 0,24008 | 0,24316 | 0,24624 | 76
0,24933 | 0,25242 | 0,25552 | 0,25862 | 0,26172 | 0,26483 | 75

0,26795 | 0,27107 | 0,27419 | 0,27732 | 0,28046 | 0,28360 | 74
0,28675 | 0,28989 | 0,29305| 0,29621 | 0.20938 | 0,30255 | 73
0,30573 | 0,30891 | 0,31210 | 0,31520 | 0,31850 | 0,32171 {72
0,32492 | 0,32814 | 0,33136 | 0,33459 | 0,33783 | 0,34108 | 71
0,34433 | 0,34758 | 0,35085 | 0,35412 | 0,85739 | 0,36068 | 70

0,36397 | 0,36727 | 0,37057 | 0,37388 | 0,37720 | 0,38053 | 69
-0,38386 | 0,38721 | 0,30055 | 0,39391 | 0,39727 [ 0,40065 | 68
0,40403 | 0,40741 | 0,41081 | 0,41421 | 0,41763 | 0,42105 | 67
0,42447 | 0,42791 | 0,43136 | 0,43481 | 0,43828 | 0,44175 | 66
0,44523 | 0,44872 | 0,45222 | 0,45573 | 0,45924 | 0,46277 | 65

| .

0,46631 | 0,46985 | 047341 | 0,47698 | 048055 | 048414 | 64
0,48773 | 0,49134 | 0,49495 | 0,49858 | 0,50222 | 0,50587 | 63,
0,509563 | 0,51319 | 0,51688 | 0,52057 | 0,52427 | 0.52798 | 62
0,53171 | 0,53545 | 0,53920 ( N,54296 | 0,54673 | 0,55051 | 61
0,55431 | 0,55812 | 0,56194 | 0,56577 | 0,56962 | 0,57348 | 60

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30 | 0,57735 | 0,58124 | 0,58518 | 0,58905 | 0,59297 | 0,59691 | 59
31 | 0,60086 | 0,60483 | 0,60881 | 0,61280 | 0,61681 | 0,62083 | 58
32 | 0,62487 | 0,62892 | 0,63299 | 0,63707 | 0,64117 | 0,64528 | 57
33 | 0,64941 | 0,65355 | 0,65771 | 0,66189 | 0,66608 | 0.67028 | 56
34 | 0,67451 | 0,67875 | 0,68301 | 0,68728 'I 0,69157 | 0,69588 | 55
36 | 0,70021 | 0,70455 | 0,70891 | 0,71329 | 0,71769 | 0.72211 | 54
36 [ 0,72654 | 0,73099 | 0,73547 | 0,73996 | 0,74447 | 0,74900 | 53
37 | 0,74355 | 0,75812 | 0,76272 | 0,76733 | 0,77196 | 0,77661 | 52
38 | 0,78125 | 0,78598 | 0,79060 | 0,79544 | 0,80019 | 0.80498 | 51 4
39 ) 0,80078 | 0,81461 | 0,81946 | 0,82434 | 0,82923 | 0,83415 | 60
40

41

42

43

44

45

l;

|
0,83910 | 084407 |- 0,84906 | 0,85408 | 0,85912 | 0,86419 | 49
0,86929 | 0,87441 | 0,87955 | 0,88473 | 0,88992 | 0,89515 | 48
0,90040 | 0,90669 | 0,91099 | 0.91633 | 0,92169 | 0,92709 | 47
0,93252 | 0,93797 | 0,94345 | 0,94896 | 0,95451 | 0,96008 | 46
0,96569 | 0,97133 | 0,97699 | 0,98260 | 0,98843 | 0,99419 | 45
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I A -
: {3 0’ 10’ Z07° Wi S0 il vAnL L Eihos
’ : [
| 0 ® 343,77371|171,88540|114 58865|85,93979 |68,75009 | 89
i 1 |57,28996 | 49,10388| 42,96408| 38,18846/34,36777 |81,24158 | 88
2 |28,63225 | 26,48160| 24,64176 22,90377(21,47060 |20,20655 | 87
3 [19,08114 | 18,07498| 17,16934| 16,34086/15,60478 |14,92442 | 86
4 114.30067 13,72674| 13,19688| 12,70621|12,25051 [11,82617 | 85
|
5 {11,43005 | 11,05943| 10,71191| 10,38540/10,07803 | 9,78817 | 84
6 | 9,51436 9,25530| 9,00983| 8,77689| 8,55555 | 8,34496 | 83
7 | 8,14435 7.95302| 17,77035| 7,69575| 7,42871 | 7,26873 | 82
' 4 8 | 7,11537 6,96823| 6,82694| 6,69116| 6,56055 | 6,43484 | 81
’ 9 | 6,31375 6,19703] 6,08444) 507576| 5,87080 | 5,76937| 80

10 | 5,67128 5,57638| 5,48451| 5,39552| 5,30928 | 5.22666 | 79
11 | 5,14455 5,06584| 4,98940| 4,91516| 4,84300 | 4,77286 | 78
12 | 4,70463 4,63825| 4,67363| 4,51071| 4,44942 | 4,38869 | 77
13 | 4,33148 427471 4,21933| 4,16530! 4,11256 | 4,06107 | 76
14 | 4,01078 3,96165| 3,91364| 3,86671] 3,82083 | 8,77595 | 76

| 5
| 15 | 3,73205 3,68900| 3,64705| 3,60588| 356557 | 3,52609 | 74
i i6 | 3,48741 3,45951| 3,41236| 3,37594| 3,34023 | 3,30524 | 78
| 17 | 3,27085 3,23714| 3,20406] 3,17159| 3,13972 | 3,10842 | 72
” 18 | 3,07768 3,047491 3,01783| 2,98868( 296004 | 2,93189 | 71
I 19 | 2,00421 2,87700| 2,85028| 2.82391| 2 79802 | 2,77254 | 70

20 | 2,74748 2,72281| 2,69853| 2,67462| 2,65109 | 2,62791 | 69

| 21 | 2,60509 2,58361| 256046 2,53865( 2,561715 | 2,49597 | 68
: 22 | 2,47509 2,45451| 243422 2,41421| 2,39449 | 2,37504 | 67
l 23 | 2,35585 2,33693| 2,31826/ 2.29984| 2,28167 | 2,26374 | 66

24 | 2,24604 2,22857| 2,21132] 2,19430| 2,17749 | 2,16090 | 65

|
25 | 2,14451 2,12832| 2,11232| 2 09654| 2,08094 | 2,06553 | 64
26 | 2,05030 2,03526| 2,020397 2,00569| 1,99116 | 1,97680 | 63
2 1,96261 1,94858] 1,93470| . 1,92098( 1,90741 | 1,89400 | 62
28 | 1,88073 1,86760] 1,85462 1,84177| 1,82906 | 1,81649 | 61
29 | 1,80405 1,79174| 1,77955 1,76749] 1,75556 | 1,74375 | 60

|
30 | 1,72205 | 1,72047 1,70901| 1,69766| 1,68643 | 1,67530 | 59
31 | 1,66428 | 1,65337| 1,64256/ 1,63185| 1,62125 | 1,61074 | 58 |
32 | 1,60033 | 1,59002] 1.57981| 1,56969| 1,55966 | 1,54972 | 57 |
33 | 1,53987 | 155010/ 1,52043| 1,51084| 1,50133 | 1,49190 | 56
34 | 1,48256 1,47280] 1,46411| 1,45501| 1,44598 | 1,43703 | 55

|
35 | 1,42815 | “1,41934] 1,41061| 1,40195| 1,39336 | 1,38484 | 54
36 | 1,37638 1,36800| 1,35968/ 1,35142| 1,34323 | 1,38511 | 63
37 | 1,32704 1,31904| 1,31110] 1,30223| 1,20541 | 1,28764 | 52 |
38 | 1,27994 1,27230| 1,26471| 1,25717| 1,24969 [ 1,24227 | 51 p
39 | 1,23490 1,22758| 1,22081| 1,21810| 1,20593 | 1,19882 | 50 ||

| I -
1.19175 | 1,18474| 1,17777| 1,17085| 1,16398 | 1,15715 | 49

40
41 | 1,15037 1,14363| 1,13694| 1,13029| 1,12369 | 1,11713 | 48
42 | 1,11061 1,10414| 1,09770| 1,09131] 1,08496 | 1,07864 | 47

43 | 1,07237 1,06613| 1,05994 1,05378| 1,04766 | 1,04158 | 46
44 | 1,03553 1,02952| 1,02355 1,01761] 1,01170 | 1,00583 | 45
| -

45 | 1.00000 L | 44
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93. Coseno. — 1° El dngulo estd en las iablas. — Sea hallar
cos 47°10°. En la pAgina 84 se halla:
cos 47°10° = 0,67987
Nétese que a medida que aumenta ¢l éugulo disminuye el co-
seno, y viceversa,
2¢ Bl angulo no esté en las lablas. — Sw hallar cos 32°46°,
En la pagma 85 se halla:
cos 32°40° = 0,84182
¥ cos 32°50” = 0,84025
A un aumento de 10’ en el angulo Jorrespoude una disminu-
cién de 0,00157 en el coseno, gqué disminucién corresponde a 6%
10° —— 0,00157 ¢ 6 X 0,00157 s
6’ |l AT S et 2 0,00094
Luego: cos 32°46° = 0,84182 — 0,00094 — 0,84088.
94. Tangente. — 1° El dngulo esti en las tablas. — Sea lLa
llar tg 12°30°. En la pigina 86 se halla:
tg 12°30” = 0,22169
2¢ Kl dngulo no estq en lus tablas., — Sea lallar tg 53243
En la pagina 87 se halla
tg 530407 = 1,35068
tg 53" 50’ = 1,36800
La diferencia de las tangentes es 0,00832, luego:

107 0,00832 3 X 0,00832
3 5 Pl e e G 0,00250

Luego:  tg 53°43’ = 1,35968 4 0,00250 = 1,36218,

96. Cotangente, — 1° El dngulo esld en las tablas. — Sca ha
llar cot 74°. En la pagina 86 se halla:
cot 74° = 0,28675
Noétese que a medida que aumenta el angulo disminuye la co-
tangente, y viceversa. x
2¢ El dngulo no esté en las tablas. — Sea 'hallar cot 27° 187,
En la pégina 87 se halla:
cot 27°107 = 1,94858
cot 27°20’ = 1,93470
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A un aumento de 107 en el angulo corresponde una disminuci6én
do 0,01388 en la cotangeute. gqué disminucién corresponde a 87%

10’ ———— 0,01388 f 8 X 0,01388
87 2 S f— 10T = 0,011104

Luego:  cot 27°18” = 194858 — 0,01110 = 1,93748,

II. DADA UNA FUNCION TRIGONOMETRICA, HALLAR EL ANGULO
GORRESPONDIENTE,

96. Seno, —_ 1% El seno estd en las tablas. — Dado sen # =
0,58307, calcular #. En la pagina 84 se halla:
& = 35°40’
29 El seno mo estd en las tablas. — Dado sen z = ¢,87125,
caleular @. En la pégina 85 se halla:
sen 60°30” = 087036 )
sen 60°407 = 0,87178 § 0 = 0,00142
se tiene que: sen 60° 30" — gen z = 0,00089, de manera que:

10° 0,00142 10 X 0,00089 .
%’ 0,00089 § -+ &' ~—gopigs— = 82
Tuego: = 60°30 + 6’ — 60°36’

97. Coseno, — 1° Bl coseno estd en las tablas. — Dade
cos & = 0,18795, caleular 2. En la pagina 84 se halla:
{ &= "79°10

2¢ El coseno mo estd en les tablas. — Dado cos 2 = 0,98400,
caleular z. En la pagina 85 se halla:
cos 10°10’ = 0,98429 Foe
cos 10°20° = 0,98378{ i st

se Licue que: cos 10° 107 — cos # = 29, luego:
107 51 )4 10 x 29
2 R
2l gf}, R SRR B
es decir o = 10210”" 4~ 52 ="10%15/
98. Tangente, — 1° La tangente estd en las tablas. — Dado

tg & = 5,67128, caleular . En la pigina 87 se halla:
x = 80°
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2¢ La langente no esta en las tablas, — Dado tg x = 0,47406,
caleular 2. En la pagina 86 se halla:
tg 25°20° = 0,47341
tg 25°30° = 0,47698
Ademés: tg 25°207 — tg @ = 65, luego:

10° 357 f 10 X 65

L} P ST ? b
P R e D R X

D = 357

es deeir: o= 25°20 + 17497’ = 25° 21’497’

99. Cotangente. — 1° La cotangente esta en las tablas. — Da-

do cot & — 1,26471, calcular . En la pagina 87 se halla:
Tz — 38°20°

20 La cotangente no esta en las tablas. — Dado cot 2 = 0,82356,

caleular 2. En la ﬁégina 86 se halla:

~eot 50°30° = 0,82434

cot 50°40° = 0,81946
. Ademés: cot 50° 30 — cot # = 78, luego:

D = 488

10’ 488 10 x 78
“ ST ) = — U ARSS
2’ 78 ; e b
es decir: 2 = 50°307 4 1748°" = 50° 31’ 48"’

100. Observacion., — Los angulos préximog a 90° tienen gran-
des variaciones en la tangente para pequefias variaciones en los
angulos, por lo que no se puede admitir la proporcionalidad, de-
biendo recurrirse al seno o al coseno.

Lo mismo sucede con las cotangentes de los. angulos proxi-
mos & 0°

Tablas Logaritmicas de las funciones trigonométricas

101. Las Tablas logaritmicas de las funciones tri-
gonométricas contienen los logaritmos de las funciones
trigonométricas. Estas tablas son las usadas en los cleu-
los de aplicacién. Entre las T'ablas naturales y las Ta-
blag logaritmicas se tienen estas relaciones;
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| seglin las tablas naturales, sen 25° = 0,42263

segin las tablas de logaritmos, log 0,42263 = 1,62596
y segiin las tablas legaritmicas de las funciones, log sen
250 ==1,62595.

Las tablas de los diversos autores tienen una disposi-
cién analoga, variando sélo en el ntmero de cifras deci-
males. Asi, las tablas de Lalande, de Hoiiel y de Pastor,
dan 5 cifras decimales para los logaritmos de las funcio-
nes trigonométricas, variando los 4ngulos de 1’ en 1'.
Las tablas de Caillet y de Vazquez Queipo dan 6 cifras
1‘ decimales, variando los 4ngulos de 15” en 157 en las
i primeras y de 1’ en 1’ en las segundas. Dan 7 decima-
" les, de 10” en 107, las tablas de Dupuis y de Schrin.

102. Descripcién de las tablas de Lalande. — Re-
producimos una pagina de las tablas de Lalande. En
la parte superior de las tablas estdn indicados los &ngu-
los desde 0°, hasta 45°, correspondiendo las columnas a
los senos, tangentes, cotangentes y cosenos, y en la par-
te inferior estdn los 4ngulos complementarios de los 4n-
gulos que figuran arriba, es decir, desde 45° hasta 90°.

En la primera columna de la izquierda, de arriba
abajo, se leen los minutos de los 4ngulos que figuran
arriba (de 0° a 45°), y en la columna de la derccha, de
abajo arriba, se leen los minutos de los 4ngulos que fi-
guran abajo (de 45° a 90°).

A la derecha de la columna de los senos y de las
tangentes hay una columna encabezada con las letras D
.y d.c, que dan las diferencias tabulares, es decir, las
diferencias entre dos logaritmos consecutivos,

I
|
]
i
[
(
i
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103. Manejo de las tablas. — Se nos presehtan dos
casos:

1°) Dado un dangulo, hallar el logaritmo de una de
sus funciones trigonométricas;

2°) Dado el logaritmo de una funcion trigonométrica,
hallar el valor del dngulo.

Priver Caso. — Dado un dngulo, hallar el logarit-
mo de una de sus funciones trigonométricas. — Si el
angulo consta de grados y. minutos, las tablas dan di-
rectamente los logaritmos.

Ejemplo 1°: Hallar log sen 23° 18

Se busea en la pégina correspondiente a 23° y en la
columna sen 23° se baja hasta 18’, resultando:

log sen 23°18" —9,59720

Cuando la caracteristica del logaritmo es mayor que
5, debe restarse 10, resultando asi la verdadera carac-
teristica, de manera que en el ejemplo ultimo._se tiene:

log sen 23’ 18" =9,59720 — 10 = 1,59720

Ejemplo 22: Hallar log cot 23°5".

Procediendo eomo en el ejemplo anterior, resulta:

log eot 23° 5" =10,37039

Ejemplo 3°: Hallar log cos 66° 40"

Se tiene: log cos 66°40’ = 9,59778 — 10 =1,59778

Ejemplo 4°: Hallar log tg 66° 32,

Se tiene: . log tg 66°32"=0,36239

Si el angulo consta de grados, minutos y segundos, las
tablas no dan directamente el logaritmo de las funecio-
nes, sino que se hace una interpolacién por medio de
una regla de tres simple,
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Ejemplo 1°: Hallar log cos 23° 15" 35”
El log cos 23° 15" 35” estd comprendido entre log cos
23°15" y log cos 23°16':
log cos 23°16'=1,96316 | 4ip —g
log cos 23° 15" —1,96322

Cuando los an-

#|sin 33| lmog23] |coad [[cwad | [ ]| gulos difieren en
50188, Il9.62785] " [0.37215)[9.96403| "(6o | 1 0. S¢ CON-
‘x, 8.532?3 30 3.62820 35 0.37180](9.963g7 g 59 .uy PG, f Lot
2|9.59247 §2 9.62855 gg 0.37145/9-96392! 5 58} wieme em que son
3|9.592 62 0.37110/(9.96387 |- |57 i .
4 3.‘5;;33; = 8.623‘;‘2 381037074 1.96381 g 56| 27 opormo-na.l es a
5(9.59336 39} 9.62961 3510370%0/1996376\2 1551 Jos logaritmos de
6(9.59366 9.629906( > |0.37004 || 9.96370( - |54 g 5
71959396 2; 9.63031/3310.36691(9.06365(3 13 || las fumciones tri-
8(9.59425 3 9.63066 3 0.36934 |[9.96360(" |52 gonométricas lo
g . 6354° [51 g
L 9]9.59455 50 9.63101 34 o.mgg 9.96354 ¢ |51 G
10/9.50484| 311 9 631353410368 9.9634g o |50l que aproximada-
11(9.59514 9.63170( 7" 0.36830(|9.0634 49 ¢ 7Y
13959553 29 35 ©.36795 10.06338 .’5> E mente Se verili-
13{9.59573 0.36760)19.96333| ¢ | 47 68, B it elms
14/9.59602 0.36725 || 9.96327 5 46 i i
1519.59632 0.36600(%.9632a | o |45 €8, €n nues 1:0 ca-
16)9.5g661 0.36655 9.963165 46 || $0, a un minuto
17 {9.5g96g0 0.36621|9.96311 6 43 (60") de dif
U € direren-
io|35940 236551 (096300(% (61 eia entre dos &
20[9.5977 0.36516|9.96294 X 4o S an-
5 0.36481 ||9.96a 3 ulos corresponde
23[9.53837 341036447 3.36332 : 3 8 dif .
23/g. 036412 l9.96278 | £ |37 gna iferencia de
249.598g5 0.56397 |[0.96273| - |36 entre los loea-
e | s 3633|1565 Sl . .
26950054 351536308 || 9.96262 ¢34|l ritmos; a 35”7 de
279.59983 0.36274 |[9.96256 . |33 DUl SN o
a3 g.c?,’;,, °'§2*§9 9.95622;’) g g, diferencia, ; cuan
29 |9.60041 0.36204 || 9.9 1 S
32 3.60070 a.36170 3.96940 5130 0 corresponde.zé
+| cor. 66 705,66 sm66 | | || entre los logarit-
‘mos?:y
B0l 6 - o4B0: bR -_35><6_—3r
35);_ ® .. 35 e .'L'-' €Xr = _60 — ,0



Como los cosenos disminuyen a medida que cumentan
los angulos, al log cos 23°15" le restaremos el ntmerc
3,5, luego:

log cos 23°15'=1,96322

3,6
log cos 23° 15’ 35” —1,96318
Ejemplo: 2¢: Hallar log tg 66° 30" 20”

El log tg 66°30"20” estd comprendido entre log tg
66° 30" y log tg 66°31":
log tg 66° 30"=0,36170
log tg 66°31’ = 0,36204
Procediendo como en el ejemplo anterior, diremos: si
a 60” de diferencia entre los dngulos corresponden 34
de diferencia entre los logaritmos, a 207, jcuintos co-
rresponderd entre los logaritmos?:
60" 34 60 34 20X 34
920" » ?C)*‘:-;:— .'..’L’Z—GO =T
Como las tangentes aumentan a medida que aumen-

tan los é4ngulos, al log tg 66°30' le sumaremos 11, que
es la parte correspondiente a 20”:

log tg 66° 30" = 0,36170

- 11

log tg 66° 30" 20" = 0,36181
SEGUNDO CasQ. — Dado el logaritmo de una funciin
trigonométrica, hallar el valor del dangulo. — Si el 4n-
gulo consta de grados y minutos, las tablas dan direec-

tamente los logaritmos.

Ejemplo 1°: Dado log cos z=1,59720, hallar el va-

lor de z.
Busecando en las columnas encabezadas por cos, ha-

Hlamos:

( dif.—34

x = 66° 42’
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Bjemplo 2°: Dado log tg 2= 1,63345, hallar el va-
lor de z.

Como en el ejemplo anterior, se halla:

2==2316¢

Ejemplo 3?: Dado log sen z=1,59924, hallar el va-
lor de z.

Se tiene: x=23°25 i

Ejemplo 4?: Dado log cot z=1,63135, hallar el va-
lor de z.

Se tiene: 2 =—166° 50/

Si la funcién dada no figura exactamente en las ta-
blas, consta de grados, minutos y segundos, calculdndo-
se éstos por medio de una interpolacién simple.

Ejemplo 1°: Dado log sen z=1,59768, hallar el va-
lor de z.

En las tablas se halla que el angulo 2z es igual a 23°
19" més un cierto ntmero de segundos. La difere.cia
en las tablas es 29, y la diferencia entre el logaritmo da-
do y el logaritmo més aproximado de las tablas, es:

1,59768
1,59749
19

Diremos, pues: si a 60” corresponde una diferencia
de 29 entre los logaritmos, jcuantos segundos correspon-
den a 19 de diferencia entre los logai‘itmos?:

30 (  Tee 39 . GeNHOER e
" T A% e e 1O T e S
luego : 2=23219/29%

Ejemplo 2°: Dado log cot z=1,63678, hallar el va-
lor de z.

..
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En las tablas se halla que el édngulo mis aproximado

es 66° 35" mas cierto numero de segundos. La diferen-
cia de tablas es 34, y la diferencia entre el logaritmo

dado y el logaritmo mas aproximado de las tablas es:

1,63657
1,63623
34

y diremos: Si a 60" corresponde una diferencia de 34
entre los logaritmos, jcuantos segundos corresponden a
21 de diferencia entre los logaritmos?:

60 ——384
'—21f
luego :

4 60121
60 _ 34 . _._ 60x2l _ .,

s 0] 34

x = 66° 35" 37"

EJERCICIOS

Empleando las Tablas Naturales, caleular el valor de las si-

guientes funciones trigonométricas:
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91,
92.
93.

sen 36207
sen 17°46°
sen 78°15°
cos 12°10°
cos 36° 52’
cos 42°17°
tg 25°40’
tg 68° 14’
tg 367427
cot 37°207
cot 56°55°
cot 15° 387

R: 050248~
» 0,30514"
5 0,97905
» 097754
5 0,80003
» 0,73983
, 048055
, 25044

,» 0,74538
, 13111

, 0,65148
, 357537




Empleando Jas Tablas Naturales, hallar los dngulos que corres-
ponden a las siguientes funciones trigonométricas:

95.
96.
97.
98.
99.

100.

101.

102.

103.

104,

105.

sen o = 0,08107
sen B = 0,21530
sen 5 = 0,99055
€08 o = 0,99596
€03 B = 0,92477
€os y = 0,33874
tg o = 0,17273
R = 7,57872
gy = 0,94620
cot g = 3,41973
cot g = 0,16286
eot o = 9,20516 .

R:

a —

40397

Empleando las Tablas Logaritmicas, calcular el valor de las si-

guientes funciones trigomométricas:

106.
107.
108.
-109.
110.
J1%.

o

e

113.
114,
115.
116.
117,
118.
119,
120,
121

log sen 36°527 32’
log sen 48° 0741”7
log sen 9°397 17"

log sen 39° 8752’7

Jog cos 33°21746"’
log cos 49°12°127°

log cos 7205274977

log cos 65° 047"’
log. tg 63°39°277
log tg 490 87527
log tg 49° 0’547
log tg 89° 3271477
log cot 72° 3574777
log cot 9739’17’

- log cot 25° 15’237

log cot 45° 1748

R:
”
»
ry
”
»”
”
»
”
39
”
”.
”
”
»

”

1,77821
1,87115
1,22456
1,80025
1,92179
181516
1,46889
1,62574
0,30526
1,91065
0,06107
2,08921
1,49617
0,76924
0,32627
1,09954



Empleando las Tablas Logaritmicas, hallar el valor de los angu-
los que corresponden a las siguientes funciones trigonométricas:

122,
128,
124,
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131
132.
133.
134.
135.
126.
137.

log sen 4 =
log sen B=
log sen =
log sen § —
log cos g =
log cos B =
log cos y =
log cos § =
logtg @ —
log tg B =
logUtE.. =
log tg § =
log eot o4 =
log cot g =
log cot o =
log cot § =

1,40888
1,77569
1,94267
1,70435
1,67412
1,92386
1,12575
3,89002
1,88201
1,99500
0,27743
1,33471
0,54139
1,12345
1.81707
1,97500
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14°51719"
36° 37740’
6le 127 8”7
300247 50"
610497237
390 5645”7
8201972477
800 3371877, 8
370187 40"
140407127
6201071077
120117447
160 27207
820 257527
56043’ 30”°
460 387527




CAPITULO 1X

Relaciones entre los elementos de ur tridngulo rectangulo.

*
|
|
; 104. TeorEMa 1. — En lodo tridngulo rectangulo,
% cada cateto es igual a la hipotenusa wadtiplicada por el
seno del angulo opuesto a dicho cateto, o por el coseno,
} del dangulo adyacente.
. A
‘ H) ABC. rectangulo,
i fig. 39.
r T) c=u.senC;b=a.sen B3
, ¢=a,cos B;b=—a.cos C
t Por definicién de seng,
{ se tiene:
| ¢
: — ¢ = a. sen C
| a
: b .—_.4___—__|
t‘ SenpBi—=~—— . i b'— g.8en B |
a 1 A |
: y por definicién de coseno:
b ]
cos 0= — .. ! b=1wa.cos C |
a |
(7}
(cosB=;.'. , ¢ = a cos B
106. Cororaro. — Ld proyeccion de un segmento

sobre una recta es igual al producto del segmento dada
por el coseno del angulo agudo que forma con la recta. .




Sea el segmexito a,
fig. 40, y la recta m.
La proyeccion de a so-

€ bre m sabemos que es
e 1. d,y el angulo qué for-

-t b 1A '
__,.-'\ ; : ma con m es y'. Trazan-
m Y C — i do CA||m resulta, en el
Fig. 40, A tridngulo rectin-

gulo ABC:
b=ua.cosy

pero b =a’ por ser segmeritos de paralelas comprendi:
das entre paralelas, y y=1v/ por ser angulos correspon-
dientes entre . paralelas, luego, reemplazando, se tiene:

L

[q’:a;cosxl o

'106. TrorEMA II. — En todo tridngulo rectingulo,
cada cateto es igual al otro cateto multiplicado por la
tangente del angulo opuesto al primero, o por la cotan-
gente del dngulo adyacenle. -

H) A%C, rectangulo, fig. 41

T) c=b.tg C; b=c. tg B
e=b.cot B ; b=c.cot C

~ Por definicién de tangente,
se tiene:




T e S s == - ST —
BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS
[ y por definicion de cotangente: :
} cot C'z—l:—.'.- b,:c.conc‘l
(&
cotB=——b——.'. ¢c =b. cot B
107. Pendiente de una recta. — Al estudiar Geo-

metria del Espacio, hemos visto que el angulo de una
recta y un plano es el angulo determinado por la recta
: y la proyeceion de la recta en el plano. Corrientemente,
en lugar de indicar en grados la inclinacion de una rec-
ta con un plano, se emplea una razdn, llamada pendien-
te de la recta, que es, precisamente, la tangente del an-
gulo que forma la recta con el plano.

Fig. 42.

Asi, fig. 42, si 4’B es la proyeccxon de 4B y a y el
angulo formado, se tiene: “

_ CoAa
pendiente. de AB=1ge= —5

Y si M’N’ es la proyeccién de MN, se tiene:
y ; MP
pendiente de MN =tg 8= NP

. Ao
[ SR G i T PRy e e A
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Ejemplo: Para indicar la inclinacién de una via de
tranvias se dice que su pendiente es de tanto, por ejem-
plo, de 4 por 100, lo que significa que:

4
| 100
siendo a el angule de la inclinacion. :

tga:

108. '‘Recta de maxima pendiente de un plano. — Si
dos planos se cortan, la recta de mdxima pendiente de
uno respecto al otro, es la recta del primer plano que
es perpendicular a la interseccién. La pendiente de un
plano es la pendiente de la recta de marima pendiente.

Fig. 43.

Si AB pertenece al plano , fig. 43, y es AB [ MN, la
recta AB es la recta de maxima pendiente del plano «.
La pendiente del plano = respecto al plano =" es el dngu-
1o a, es decir: )

AL
A’B
Bjemplo: Cuando se dice que la pendiente de una
carretera és del 7,5 % significa que el angulo « que for-
m con un plano horizontal es:
5 75
SRS e = T000.

pendiente de == pendiente de AB—=1g o=

= 0,075
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Resolucion de los tridngulos rectédngulos

109. Definicién. — Resolver un triangulo, es caleu-
lar sus elementos conociendo algunos de ellos.

Los elementos principales de un triangulo son sus la-
dos y sus angulos. :

Un tridngulo esta determinado cuando se conocen tres
de sus elementos, siempre que entre los datos figure un
lado, por lo menos.

En un triangulo rectangulo, el angulo recto swmpre
es conocido.

110. Casos de resoluciéon. — Se presentan los si-
guientes casos:

W) Dados los catetos;

%) Dados un cateto y la hipotenusa ;

Miados un cateto y un dngule agudo; -

4 ¥*Dados la hipotenusa y un dngulo agudo. -

Estos cuatro casos son los llamados casos cldsicos de
resoiucion, pero existen otros muchos cuya resolucion
sale de los limites de esta obra.

111, PrimMer Caso. — Resolver un triingulo rectdin-
gulo conociendo los catetos.
B Datos: b y e, fig. 44.
Incognitas: a, B, C.

a Solucion
F Por el Teorema de Pitdgoras
. g8 t1enea =
Pig. 44, aii= Vb2+62
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Yor definicion de tangente, se tiene:

b
LB = e log tg B=1log b —log ¢

g C = —Z— .+. logtg C=logc—1logd
Una vez calculado el angulo B, el Angulo C se caleula
méas facilmente por medio de la férmula:
C=90—B
EJjemprLo NUMERICO, — Datos: b =15 cm., ¢ =20 cm.
Incognitas: a, B, C.
LCalculo de a:

— a =Y b+
a=\ 15"+ 20* = V625 = 25;a =25 cm.
Cileulos  auwilares Calculo de B :
log 15 = 1,17609 | logtg B = logb—logec
— log 20 = — 1,30103 | Jog tg B = log 15 — log 20

1,87506 | log tg B = 1,87506
En las tablas se halla que: B=—=36°52"11"5 "~ &
Caleculo de C: :
C = 90°— B
C = 90°— 36° 52" 11,5
C = 53° 748”5
112. Seeunpo Caso. — Resolver un tridngulo rec=
tingulo conociendo un cateto y la hipotenusa.
B Datos: a y b, fig. 45.
Incégnitas: ¢, B, C.

a A Solucién
Por el Teorema de Pitigoras,
; se tiene:
(&3 " b A :
Fig. 45, ' ¢ = ]/a’ — b*
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Por definicion de seno y de coseno, se tiene:

sen B = log sen B = log b —log @

o
” v
€050 = R log cos € = log b — log a.
EjempLo NUMERICO. — Dados a= 3,50 m. y b=—"2 713
caleular ¢, B, C.
Caleulo de €
- c= V at® — b?
e— Vs —2 = V825 =287; c =28 m
Caleulos auxiliares Cilewlo de B:
log 2 = 030103 | logsen B = log b — log a
— log 3,5 = — 0,54407 | Jog sen B = log 2 —log 35
175696 | log sen B = 1,75696
En las tablas se halla que: B =34°51".
Calewlo de C:

C = 90°—B
¢ = 90° — 34°51’
¢ =5y

113. Tercer Caso. — Reéolber wn tridngulo rectdn-
gulo conociendo un cateto y un angulo agudo.

B Datos: by C, fig 46.
Incégnitas: a, ¢, B.

Solucion

Se tiene:

"5 e b
cosc=7
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b

de donde: @ = ——— - loga = log b — log cos C.

Por el teorema II (106), se tiene:
c=b.tgC .-. logec = logb-+logtgC.

Una relacién conocida da:
B .= 90°—C
EsempLo NUM#BRIco.—Dados B= 126 m..y C =28° 32!,
caleular a, ¢ y B.

Calculos auxiliares: Cdaleulo de a:
log 725 =  286034|loga = logb—logecosC
log cos 28327 = — 194376 log @ = log 725 — log cos 28° 32’

2.91658 | log @ .= 2,91658

En las tablas se halla que:
= 825,24 m.
Calewlo de c:

log 725 —  sg8034|log c=1log b+ log tg C

log c=log 725 -+ log tg 28°32°

og ¢ =2,59571

log tg 28°32° = 4 1,73537

2,59571
' En las tablas se halla que:
¢=394,19 m.
- Cédleulo de B :
B = 90°—C
B = 90°—28°32"
B:=—=61228"
114. Cusrro Caso. — Resolver um tridngulo. rectdn-

gulo conociendo lo hipotenuse y un dngulo agudo.
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— 107 —

Fig. 47,

b=a.sen B .-.
¢c=a.cos B .-.

Por una relacién conocida:

Datos: a y B, fig. 4T

Incégnitas: b, ¢ y C

Solucion

En el teorema I (104), s¢ tiene:

log b=1log a - log sen B
log ¢ = log a - log cos B

C=90°—B

EsempLo NuMERico.—Dados ¢ = 4518m y B

caleular b, ¢ y C.

= 64°20/,

Calculo de b:

Cdlewlos aumiliares:

log 45,18 = 165495
log sen 64°20° = -+ 195488
1,60983
log a = 1,65495
log cos 64720’ = 4 1,63662
129157

log b=log a - log sen B

log b=log 45,18 +
+ log sen 64°20/
log b = 1,60983
En las tablas se halla que:
b =40,72 m
Caleulo de c:
log ¢=log a-+log cos B
log ¢==log 45,18
-} log cos 64°20
log c= 1,29157

En las tablas se halla que: ¢=19,569 m
Caleuwlo de C:
C=90"—B
C = 90° — 64°20/
C =25°40"
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EJERCICIOS
Resolver los siguientes tridngulos reetdngulos empleando las Ta-
blas Naturales: .
138 ="18 my ¢ = Jo m.
R: @ = 231431 m.; B = 50°11°40°’; C = 39°48’20""
139. . a = 21,28 m.; b = 13,66 m.
R: ¢ = 16,4 m.; B = 39°35°; C = 50° 25’
140, b = 17;28 m.; C = 51°25.
R: o= 20,F m.; ¢ = 21,66 m.; B — 38°35°
141, a = 48 m.; B = 60° 29,
R: b = 41,78 m.; ¢ = 23,64 m.; C = 29°31’
142. 0= T42,34 m.; C = 46°44", >
R: a = 10204 m.; b = 699 m.; B = 43°16
143. a = 400 m.; b = 352,39 m. '
R: ¢= 189,25 m.; B = 61°45'46"’
144. & = 52,28 m.; C = 51°44”,
R: b = 32,36 m.; ¢ = 41,03 m.; B = 38°16’
145, ‘b = 202,93 m.; ¢ = 103,33 m.
R: a = 227,73 mi; B = 63°075477;°C = 265916
Resolver los siguientes tridngulos rectingulos empleando las
Tablas Logaritmicas:
146, b = 70,5 m.; ¢ = 90,6 m. A
R: o= 1148 m.; B ='37°537167; ¢ = 525624422
147. a = 871,38 m.; b — 786,11 m.
R: ¢ = 375,83 m,; B = 64° 26’ §377; C =25 33" ¥
148. b = 261,7 m.; B = 61°10742%’,
R: a = 248,19 m.; ¢ = 144 m.; C = 28°49’ 18"’
J40L =589 m.: ¢ = 85°572 1672
B: b — 24 m.; = 53,79-m.; B = 24°2°45%
150, @ = 22,062 m.; b= 12 m.
Ry e = 18,513 m:3 B = 32°567%; ¢ =673
151. a = 596,76 t.; B = 30°47 14’7,
B: b = 30545 m.; ¢ = 512,66 m.; 0 = 59°12746'".
152, b = 211,4 m.; ¢ = 248,34 m.
R: a'= 3264 m.; B —:40°22’; C = 49~ 38’
153. b = 6,12 m.; C —. 46°43’2877,
R: 4 = 8927 .m.; ¢ = 6,5 m.; B = 43°16732"




CAPITULO X

l .
{ - Relaciones entre [os elementos de un triangulo cualguiera
\ 115. Teorema del seno. — En todo trigngulo los la- "'
" dos son propor¢ionales a los senos de los angulos opuestos.
u A
P A ) ABC, fig. 48
T) e b= oo =i
' N Ten. A - sen B- —sen €
b Al trazar la altura de
c AM, resulta:

7AN
en el AMC, rect.:
AM =b.sen C (1)

a
& Mm».'«zs C ene AﬁB, rect. :
el h AM=—c.sen B (2)
De Q) y (2) se deduce:
b.sen C = c.sen B 3
de donde se saca: b o ¢
sen B~ sen C

Al trazar la altura BN, resulta:
/AN
en el BNC, rect.: BN = a.sen C (4)

Ay A
5 en el BNA. rect.: BN = c.sen A (5)

De (4) y (5) se deduce:
a.sen C = c.sen A

+ de donde: '
Sealhis ____c__ 6
sen 4 — sen C (6)

Comparando (3) y (6) se deduce que:
: b (i
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116. Teorema del coseno. — En todo tridngulo el cua-
drado de un lado es igual o lo suma de los cuadrados
de los otros dos lados, menos el duplo del produclo de’
ellos por el coseno del angulo comprendido.

A A

~
-

e L

!
i
:
:
.
:

M

Fig. 49.

H) A%C’, fig. 49 y 50

T) b*=a®+ ¢*—2ac.cos B.

Hay que distinguir si el dngulo opuesto al lado dado
es agudo u obtuso.

1° ANGuLo -AGup0. (IFigura 49). — Por Geometria
plana sabemos que el cuadrado del lado opuesto a un-én-
gulo agudo es ignal a la suma de los cuadrados de los
otros dos menos el duplo de uno de ellos por la proyec-
cion del otro sobre él; es decir:

b? = a® -+ ¢ —2a.BM (1)
En el triangulo rectingulo ABM se tiene:
BM = c.cos B

Sustituyendo este valor en (1), resulta:
b* = a® 4 ¢®—2ac.cos B
2¢) Axguro oBtuso, (Fig. 50). — Se sabe que el

cuadrado del lado opuesto a un dngulo cbtuso es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos mds el duplo
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de uno de ellos por la proyeceion del otro sobre él; es
deeir:

b2 = a? 2+ 2a.BM (1)
En el tridangulo rectingulo ABM se ticne:
BM = c.cosa (2)

pei() los fingulos ¢ y B son suplementarios, y sabemos que
los“senos de dos Angulos suplementarios son iguales en
valor absoluto y de distinto signo, luego:

¢osa=—cos B

y sustituyendo en (2):
BM = c¢.(—cos B)——c.cos B
valor que reemplazado en (1) da:
b2 = a® -} ¢ —2ac.cos B
Anélogamente: a2 =— b? -+ ¢ —2bc.cos 4
¢ = a* -} b* —2ab.cos C

117. Teorema del coseno modificado. —— En todo
tridngulo ABC se tiene que:

]ﬁp—b) (p — ¢
i b c

A
sen ?.: i

ek e
siendo a, b y ¢ los lados y p el semiperimetro.
1°) De la férmula:
a2 = b2 - ¢ —2bc.cos A

b2 + lcﬂ — g2
se deduce que: cos A = B : (1)
Recordemos, (72) , que:
A ket
g~ — sen® 5




v que. (15): ]
4 A A
=5 2 ; T el

1 = sen 5 + cos )

Restando ordenadamente:

A
1 — cos A = 2sen® 5 -

: {QA e
o bien: sen” 5 = 1 — cos 4 g
Reemplazando en esta expresion el valor (1). 34

. A b + ¢ — a
5 2 Dy e N &
2 sen B =¥ 3 b e

A a® — b —
o gy Bermt s cTAS N S
o bien:. 2 sen ek e g

a® — b* — ¢* + 2bc

_y efectuando: = - T |
_@—(h—gt
»p 270 ek
= (,*—'_—))_BC il e s
Por otra parte, sabemos que:
at+b-4c=2p
y restando 2c: gL b4e—2% = 2p—2
a+b—c = 2(p—c) (3) &9
De ignal manera: f
¢—b4te=2(p—b) (4) y

Reemplazando los valores (3) y (4) en (2%
i Q(p—c). 2(p—0)
2 sen 5 = 5 c
LA 4p—bp—29
2 dbe

4 (p =0 —29
2 —_—————
sen® 5 = e

II

trasponiendo 2: sen
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y extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros, queda:

" l/(_z’_—;ﬂ(zo—' 0

sen

Analogamente: semn (1)

o] oty ol

fon = = (z)v-—a)(p—b)

'2°)  Sabemos que: 1= sen’ + cos?
: , A
y que: cos 4 = cos’ P sen®

2
4
2
A
sumando ordenadamente: 1--cosd = 2eos? &

P L L o g, — §

. A
es decir: 2 cos? = 1+ cos 4

y reemplazando aqui el valor ya hallado de
b2 4 ¢z —a?

cos A = G =

B b2 -+ ¢ — a2
2 = e Sl e i
£ gt e

“efectuando la suma:
(b : b2 —a?+42be
e 2bc
_ (b4-e)p—=a?
e T v,
_(tetadte—a)

\ 50 (5)
Pero: b+c+t+a=2p. (6) -
y: b4 e~—a =2(p—a) (7)

‘ Reemplazando los valores (6) ¥ (7) en (5):
‘ 4 4p(p—a)
: : 2 cos’ E e T




coF =~ = l/——p (gb_ g)

118. CorovLAr10. — Dividiendo ordenadamente las pri-
meras férmulas de (I) y (II), se obtiene:

sen_;;_ (p—bI)Jc(P—c)
cos—g— - p (}b’:a)
o bien: S V (P—b)(p—c)
SR P (p—a)
Andlogamente: tg -~ = V (p;«z] (p—c) ) (i)
RGBT V P—a)(p—"b)
Gt =

Loé grupos de férmulas (I), (IT) y (III) son caleu-
lables por logaritmos y permiten caleular los dngulos co-
nociendo los lados de un triangulo cualquiera.

119. Teorema de las tangentes. — En todo triingu-
lo la suma de dos lados es @ sw diferencia, como la tan-
gente de la senusuma de los angulos opuestos es a la tan-
gente de la semidiferencia de los mismos dngulos.
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A+-B
A g ta et oy
H) ABC, [) a—_-_—l‘) . ‘T_—__B
5

Por el teorema del seno se sabe que:
i 2 b
sen A sen B

e invirtiendo la proporeion:
A sen 4

TH i —sen.B

y por una propiedad de las proporciones, tenemos:
A ? sen A -{ sen B
a—Db sen A —sen B

y transformando en producto la suma y diferencia de
Senos :

A+ B A— B
a+b——sen 9 .S:Os- B
a—b—2 A+ B ="
cos 3 sen 5
psea: P ol o cot —5
A— B I ;
v €omo et Sgm e ey se obtiene:
tg 5
A+ B
a-{-—b tg 9
a~—b“t A 2B
e
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Resolucion de triangulos oblicudngulos

120. Casos DE RESOLUCIéN — Se presentan los siguien-
tes casos:

19) Dados dos lados y el angulo comprendido ;

20) Dados dos dngulos y el lado comprendido;

32) Dados- los tres lados;

4?) Dados dos lados y el dngulo opuesto @ uno de ellos:

121, PrivEr Caso. — Resolver wn tridngulo cono-
ciendo dos lados y el dngulo comprendido.

Datos: a, ¢ y B, fig. 51.

Incégnitas: A, C y b

Solucion

Los 4ngulos A y C se calcu-
lan resolviendo un sistema de
de dos ecuaciones con dos In-
eognitas. En efecto, se tiene que:

A+ B4 0=180°

o bien: A4+ C=180°—B
de donde: - _ﬁ_—;_(_)’ = 90° — —g— (1)

y calculando‘ la tangente de ambos miembros:

tg — 1ol (90“ — —) (2)
: que es una de I_as dos ecuaciones del sistema.
Por el teorema de las tangentes, se tiene:

A+ C
2

a—’f-c_tg
a—c¢ A—C
2




il e
By de donde se deduce que:
e 44 C
= A —-C 8 9 fo —'¢) 3
f-t g 2 e T o
b que es la otra ecuacién del sistema. Reemplazando el va-
Q lor (2) en (3), resulta:
gy _ B
- S i e
i 878 % a+c R
"'" ~ En el segundo miembro todos los elementos son cono-
j ; cidos, de manera que efectuando las operaciones resulta-
" ra un ecierto valor «, luego: )
h i A e
‘v _‘ : ) 2 = (4)
Sumando las expresiones (1) y (4) resulta:
B

"3 A=90°——2—‘+a
_ Restando a (1) la expresién (4):
o B
b G B0 — e e
.y obtenidos asi los valores de los dngulos 4 y C.

~ Para calcular el lado ¢ aplicamos el teorema del seno:

a b
sen 4 sen B

de donde: e %ﬁ
~ EseMpLo NUMERICO. — Datos: a=45 m, ¢=32 m.
B — 36°. Incognitas: 4, C, b.
Caleulo de A y C:
Aok O ;g’_

A g :" , : '
B+ ' Se tienes B
A‘-.i' S O —.:r‘ ey ‘: i ~_' 3 0_3.'

-y

e . ) .f’lr




A 4+ C 367 y
Ademés: 5 _B_) =)
; Pt O tg (90 5 (a c)
: & 2 o= a-+tc
A —C _ 72° (45 — 32) _ tg 72° X'13
e el T e e SERE

y logaritmando:

=t
log ¢ Sl = log 72° + log 13 + colog 77
g g —5 g

Caleulos auxiliares 10g tg 4—=C 0s ! ~l 71567
5 ¥
log tg 72° = 048322 B |as tablas se halla que: .
log 13 = 1,11394 e :
ecolog 77 = 2,11351 5 = 21°271°23” (2)%

1,71567|© Sumando y restando los valores
(1) y (@), resulta:

o ==
_%_—C = _o—C: A =720 - 2702723 <, A =99°27'23%
A=C"
Ajc s € =12 212793 ... C=443237"
Calculos auziliares : Cdalculo de b
£ = 165321 s :
‘log 45 _63 TRATE sen B
log sen 36° = 1,76922 sen A4
~149233| de donde:
sen 9972772377 = sen (1800 —|l08 b= loga +-logsen B —
99027!23”) — 80°32’37 s logsenA
log sen 8003273777 = 1,99405] log b=log 45 - log sen
142243 36°—log sen 99°2723”
-~ 1,99405 ¢ log b=1,42338

1,42838 Somch == 26:8150'm -
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122. Secunpo CAso. — Resolver un tridngulo cono-
ciendo dos dangulos y €l lado comprendido.
A Datos: B, C y a, fig. 52.
Incégnitas: b, ¢y A.
3 b - Solucign
Se sabe que:
A+ B4 C=180
B 3 (Eh
Fig. 52. uego -
v A=180°— (B+C)
Por el teorema del seno, se tiene:
a i b £ c
sen A sen B~ sen C
de donde se deduce:
a. sen B
sen A
a. sen C
(R e
sen A
RjempLo NUMERIcO. — Datos: B =56°, C = 38725,

2— 715 m. Inecognitas: b, ¢, A.
Calewlo de A:
A—180°— (B + C)
A — 180° — (56° - 38°25")
A = 85°35
Caleulo de b:
s a. sen I_i
sen A

v logaritmando:

log b=1log a-log sen B-Pcolog sen A
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Cdleulos awxiltares g
= 1,87506
= A ,91857

= 0,00129

1,79492

log 75
log sen, 56°
colog sen 85° 35°

log 75
log sen 38°25’

= 1,87506.
=1:79335

log b=1log 75} log sen
56° - colog sen 85°35"
log b =1,79492

y en las tablas se halla:

b=162,36-m -
Caleulo de c:
S as gen €
“sen A

log ¢=1log a 4 log sen C -
- colog sen 4
log ¢=log 175 --log sen

colog sen 85° 35’ =0,00129| 38°25" - colog sen 85°35
"1,66070| log ¢ =1,66970 ¥
¢=£46,74 m
123. TercEr UAso. — Resolver un ‘trigngulo cono- -

ciendo sus tres lados.

Datos: a, b, ¢, fig. 53.

Incégmitas: A, B, C.

Solucién

Las férmulas obtenidas en (117)
nos dan las soluciones:

£ S e R
Fig. 53. 2 be
B /=0
R
P —c)
Bre. - VT

EJEMPLO NUME

0. — Datos: ¢=48m, p—=64m,

¢=90m; Incégnitas: 4, B y C.




TR )¢ 'yb Cileulo de A
1 h\ v A q/pp—a)
p b 5 V_ be

logaritmando :

- =, ; l
- log cos S log P + log (p—a) -j)- colog B -+ colog ¢
e 4 1 ;
log cos ’/2‘ ___‘_l.ng 101 + log 53 —I-ocolog 64 + colog 90

Caleulos anxiliares A RO
A 48 4 64 + 90 log cos T 1,98409
& p=———g— = 101 \
p —a= 101 — 48 =53] En las tablas se halla:
log 101 = 2,00432 % :
- log 83 = 1,72428 T IHSBEL S AT == 1305507
b colog 64 = 2,19382 P
L colog 90 = 2,04576 Cdilculo de B:
R : - 1,96818 ST Sl
B e e Vz,o(p—b)
= —5— = T98409 2 =% ac
log cosg _ logp+log(p — lz?)+cologa + colog ¢
log cong log 101 + log 37 +2colog 48 +- colog 90
p—b=101—64 = 37 : B = 3 ;
: ——r— 9 49
log 101 = 2,00432 10g° Cos =5 1,96852
log 37 = 1,56820 | En las tablas se halla:
colog 48 = 2,31876 e S S
colog 90 = 04576 5~ = 21° 38 ... B = 43°6
L 1,93704 Cilculo de C:
P, 193704 . _ e
. = Tesn cos o = = I/P(P ¢)
S

G ot cos g= log p + log (x_a—c) -2+- colog a + colog ¢
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o e _g _ log 101 +log ll.+';olog 48 - colog 64
Cdalculos auxiliares
b—c=101—90 = 11 | log cos —-g- = T,77914
log 101 = 2,00432 2 .
log 11 = 1,04139 | En las tablas se halla:

colog 48 = 2,31876 | o
colog 64 = 2,19382 T Bob.2i T s = 106% A2
- 1,55829
1,55820 T3
5 = 1,77914

124. Cuarro Caso. — Resolver un triangulo conocien-
do dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.
Datos: a, b y A, fig. 54.. Incdgnitas: ¢, B y C.
c ' Solucion
‘Los 4ngulos B o C se
caleculan aplicando el teo-

2 a rema del seno.
a b
A z B sen 4 ~ sen B
Pig. 54. b. sen A

2 de donde: sen B — >

Conocido el valor de B, se halla el de € por la féormula
A+ B+ C = 180°

de donde: ¢ = 180° —(4 -+ B)
El lado ¢ se caleula aplicando el teorema del seno:
a c
sen 4 = sen C
de donde: ¢ sty G
sen A

Con los datos del problema se tienen dos tridngulos que
cumplen las condiciones, como puede observarse en la
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figura 55, resultando, en consecuencia, dos soluciones pa-
ra el problema.

La razon de esta solucién doble estid en que como el
dangulo € se determina por su seno, y el seno de un an-
aoulo es igual que el seno de su suplemento (34), resulta
que se puede tomar cualquiera de los dos dngulos.

Consideremos geométri-
camente el problema y
sea construir el triangu-
lo en el que se conocen
a, b,y A, fig. 55.

Construimos el angulo
4, y luego AC = b.

Si hacemos centro en
el punto €'y con una medida del compéas igual al lado
a cortamos al lado AB, el triangulo AB’C también tie-
ne los mismos datos que el triangulo ABC.

Podria suceder que el arco descrito cortara en un solo
punto al lado AB, entonces no tendremos sino una sola
solucién: el triangulo rectangulo ABC.

Si el arco no corta al lado AB, no hay soluciin.

El problema tiene una sola solucion:

1?) Cuando es @ = b.sen A, pues entonces resulta un
triangulo rectangulo;

2¢) Cuando es a = b, pues entonces los angulos 4 y B

Fig. 55,

son iguales;
3?) Cuando es a« > b, pues entonces resulta 4 > B.
siendo agudo el angulo B.
Cuando es a < b.sen A ¢l problema no tiene solucion,
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EaempLo NumErico. — Datos: ¢ =— 120 m, b = 185 m.

A= 85918,
Incégnitas: B, C, c.

Caleulo de B :

Se tiene:

b. sen A i

185.sen 35° 18’

sen B —.

Calculos auxiliares
g 185 = 2,26717

log sen 35°18’ — 1,76182

120
¥ logaritmando:
‘log sen B = log 185 |
—+ log sen '35° 18’ -+ eolog 120

colog 120 = 3,92082 = aa0
log sn B Mo rre= log sen B = 1,94981
' Yy en las tablas se halla:
B ‘ 620 58’ 51”
180° — 62°58’ 51”7 — 117°1’ 9”
Calewlo de -C:
Se tiene:

C = 180° —(4 4+ B)
180° —(35° 18’ 4- 62° 58’ 51”) — 81° 43’ 9”»

C' o=
| 180° —(35°18" 4 117° 1" 9”) — 27° 40’ 51

‘Calculos auziliares
log 120 = 2,07918
log sen 81943°9 77 = T,99545
colog sen 35° 18’ = 0,23818

log ¢ = 2,31281
log 120 = 2,07918

log sen 27°40°517’=T,66702
colog sen 35° 18’ = (,23818

= 1,98438

log ¢

Caleulo de ¢:
__a.sen C
S SRt
810 43” 9”
120. sen 970 40” 511
sen 35° 18’
Hemos obtenido:.
log ¢ = 2,31281.". ¢ = 205,5m.
log ¢ =1,98438 .".c — 96,467 m.
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Las dos soluciones del problema son:

b Re=— 629587 b1 ir— 819439 ; ¢'== 20554
1 28) B = 117°1"9" ; C = 27°40’ 51”7 ; c'= 96,467 m.
En ambos casos comprobamos que la suma de los an-
gulos es 180°:

350 18, 360 18’
620 58 517 ne 1 9
8lo 43 97 270 40’ 51
; 178 119/ 60” 179° 59’ 60"
EJERCICIOS

Resolver los sngulentes trn{zngulos oblicuingulos empleando las

Tablas Naturales: A
154, a = 16,65 m.; ¢ = 10,684 m.; -B == 58° 207,
i R: Vb = 14,30 m; A = 82%10%3 € =" 304307
Thoumds B — 1137 407 sg =z 40852,
R: b = 160,6 m.; ¢ = 112,9 m.; 4 = 26°15’
156., a = 23,6 mi; b = 1318 m.5 e = 16,11 m..

R: 4 = 1082566%: B = 3217 ' .C = 4045’
SaTaath=— 108m,c_2498m,B=34°3

R a =" 1985 s b4t = #9240 :~C = 96%17’

Resolver los siguientes tnangu]os oblicuangulos empleando las

Tablas Trigonométricas:
.158. @= Al m Vi="12sm.; '€ = 59°28%

Ric = 15007 m.; 4= T7°7°55"; B.= 432 206
139, ¢ = 102,58’ m.; 4 = 35°8710’7; B = 57°13220°%
R: ¢ = 59,088 m.; b = 86,32 m.; C = 87°387307’
©160. a = 112,38 m.; b = 177,51 m.; 6 = 173,16 m,

R: 4= 37° 217307’; B = 73°25’30°’; C = 69°13’
16). a = 27,3 wm.; b = 89,2 mi-die=safldl
: 6021921722 82°26°43°’ 44,727 m.
@ B: B =1 1190407437 3 C=] 230 571775 € = {17,603 m.

]

e
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.162.. o = 10 m.;. B =—104°287397%-C'= 46°3414 "%
: Rih =20 -mze. = 15 mis A —=-98357% {74
163.. ¢ = 203,2 m.; b —= 2154 m.;; C = 72210,
R: == 246,73 'm.; A = 5123743527 B — 56°12 1247%." b5
164. @= 160, mi; b:="184 .5 o' =214 m." ~
R A-— 43°28716%; B = 57233’ 2821, C = 78258 167!
165, a'= 105 m.; b =110 m.; A = 58°. .
p = | 1064 m 6204073077 2590 20°

10,03 m. i B= 11973073 C={ 4040’




CAPITULO XI

Aplicaciones varias
? Area de un triangulo

| 195. Area de un triangulo eonociendo dos lados y el
angulo comprendido. — Sea el triangulo ABC, fig. 56
Trazando la altura h, su drea es:

a.h
o (1)
En el tridngulo rectingulo

ADC se tiene que (104) :
h.— b.gen C

S =

Tig. 56,
y reemplazando este valor en (1), resulta:

a.b.sen C

o N 8 T 9

lo que nos dice que: Bl drea de un triangulo cualquiera

es igual @ lo mitad del producto de dos lados multiplicado
por el seno del dngulo comprendido.

EsempLo: Hallar el drea de un triangulo, midiendo:

\
:
\
i
| Se tiene: ; S :
»
|

o= 18m, = 25m,. ¢ = 37°23". ,
a.b.sen C
T
Cdleulos auwiliares 3 18 X 25 X sen 370 93’
~ log 18 = 1,25527 3 2
log 25 = 1,§000% log 8 = log18+-log25-+-
| log sen 37°23’ = 1,78329 +log sen37°23'-celog2
P /L colog 2 — 1,69897 log § = 2,13547

2,13547 .+, 8 = 136,6062m2.
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126. 1I. — Hallar el drea de un tridgngulo conociendo

dos wugﬂloe y el tado comprendido. — Sea el tridangulo

ABC, fxg 57. i :
Por el caso anterior se tiene:

A ; a. b. sen C
S g e A
y del teorema del seno:
a b
5 sen 4 sen B
a’ C  se deduce que:
Fig. 57. a. sen B
b = Tleel el
sen A

y reémplazando este valor en (1), resulta:

a?.sen B.sen C

B 2 sen A

lo que nos dice que: El drea de un tridangulo cualquiera
es wgual al cuadrado de un lado por los senos de los dn-
gulos adyacentes a dicho lado, todo dwzdedo por el duplo
del seno del tercer angulo.

Ejempro: Hallar el drea dé un tﬂdﬁgu-lo, midiendo :
a-—ETn, Bz 6ot A8 =459 35"

Caleulos auxiliares 96 Wiche a2 lsen B.sen
A=180°— (B 4 C) ; 2 sen A
4 =180°— (65°18 S 142 sen 65° 18’.sen 43° 35’
4 430357) = T1°7? = 2.5en T1° T
2 log 14 = 2,20226
Se tiene:

log sen 65°18’°

log sen 43°35’ = _7,83348 + log 8en43°35 - colog2 +
colog 2 = 1,69897 -+ colog senT1°7’
colog sen’71° 7% = 0,02403 log.8 = 1,81207

1,81207 . 8 = 64,8742 m?

193833 | 10§ — logl4®+4log sen65°18'+ .
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127. OsservaciON, — La férmula que acabamos de
deducir es eémoda para el cileulo logaritmico, pero para

calcular con funciones naturales es preferible la siguiente.

Sea el tridngulo ABC, fig. 58. Se sabe que:

ah
: (1)

S =

Pero por (106), se tiene:

BD — h.cot.B
CD — h.cotC

Fig. 58.

sumando ordenadamente y factoreando h, resulta:
BD + CD = h(eot B + cot (')
! @ = h(cot B+ cot C)

de donde: a

= CcotB + cot C
y reemplazando este valor en (1):
a!

5 = (et BT 0t 0)
luego: El drea de un triingulo cualquiera es igual al cua-
drado de un lado dividido por el duplo de la suma de las
cotangentes de los dngulos adyacentes.
Ejempro. — Hallar el drea de un triangulo, midiendo :
= 14m, B =—165%18" (Ci==48235
Se tiene: g = a’
- 2(cot B+cotC)
24 T
2 (eot 65° 18’ - eot 43° 38")

Empleando las Tablas de las funciones naturales, re-
sulta : . ;
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g 196
T 2(0,45995 4 1,05072)
y efectuando, se obtiene:
8 = 64,8Tm?

128. 111. — Hallar el drea de un tridngulo conocien-
‘do sus tres lados. i
Hemos visto, (117), (que:-

e V(p—b) (P—2o) (1)
117) 2 SRortAs s
y que (117): i ; R }/ p(p-—-a) (@)

También sabemos: (71), que :
A
senA——2sen-—— eos? e
y reemplazando en esta expresion los valores (1) y (2) -

(p—0b)(p—r¢) pp—a)
be be

sen 4 = 2.

y efectuando el producto de radicales de igual indice:

Sen cdv=x2 Vp(p—a)(p—‘b)(p_c)

(be)?

B °Vp(p—a)(bzz—b)<p—c)
y trasponierdo be como factor, y 2 como divisor, queda:
i%se_ni: Vo —a)(p—0b) (P—c)
pero sabemos que: I s b.c.;enA 5

lego: S =VpE—0) (b (p—0)
) "".'.?‘ Ul A e
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es deeir: El drea de un triangulo cualquiera es igual @
la raiz cuadrada del producto del semiperimetro, por cada
wno de los nimeros que se obtienen gl restar a éste cada

uno de los lados del triangulo.

EJempLO. — Hallar el drea de un tridngulo cuyos lados
miden 8m., 12 m. y 10m.

S.e tiene: g \[p(p_a)‘(p._fbi){.(b__c)
Caleulos auziliares Ti%
i §=YV15XTX3X5
e e : o '
5 8 = V1575 = 39,68 m?
8412 4 3072
P 3 =16
PRSP Sy B |
Jp—=b=15—12=3
B =15 — 10=5

Area de un cuadrilatero

129. Area de un paralelégramo. — Sea el paraleld-
gramo ABCD, fig. 59. Tra-
D ,ando la diagonal AC, la
figura queda descompues-
ta en dos triangulos igua-

Nagd les:
Cc . A
area ABCD = 2 area ABC
pero area ABCD = _“_'IL;elBi_
luego : 4area ABCD = a.b.sen B

es decir: El drea de un paralelégramo es igual al produc-
to de dos lados consecutivos por el seno del dngulo com-
prendido. S ' v '
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130. Area de un cuadrilatero cualquiera. — Sea el
A cuadrilatero ABCD, fig. 60.
Trazando las diagonales d y
d/, resultan cuatro tridngulos
cuya suma de sus areas es la

ag & del cuadrilatero dado:
B drea ABCD =
B AN c area I-area IT-4-area TIT4-
Fig. 60. ~+érea 1V (r)
Por (125), se tiene que:
= AO.Bg.sen a
Area Il = .Ijg__og.sen B
KT OC.ODz.sen a
R T oD .A(;.sen B

reemplazando estos valores en (1), y recordando que
sen 8 = sen a por tratarse de dngulos suplementarios, re-

sulta :
Area, ABCD — AO.Bg.sena+ B0.0g’.sena_l_

.. 0C.0D.sen e 0D .AQ.sena
: 7 + )

sen « 3
sacando o factor comun :

Area ABCD =4se; % (A0.BO + B0O.0C +

0C.0D + 0D.A0)
factoreando BO en los dos primeros términos del parén-
tesis, y OD.en los dos tiltimos:




— 133 —

Area ABCD, = "5 [BO(40 + 0C)+ 0D(0C + A0)]

o bien: = bena (BO.d + 0D.d]
factoreando d: L= Sel; @ d(BO 4 0OD)
y ecomo BO + 0D = d, resulta :

Area ABCD = _d_ige_n_g_

luego: El dreq de un cuadrildtero es igual a la mitad
del producto de sus dtagonales por el seno del dngulo
que forman.

Area de un poligono regular

131. Area de un poligono regular conociendo el nu-
mero de lados y la longitud de éstos, — Sean n el name-
ro de lados del poligono re-
gular y a uno de los lados.
El poligono regular de n
lados puede considerarse
como la suma de las &reas
de m triangulos isdsceles
cuyo vertice comin es el
centro del poligono, figu-
ra 61.

En la figura se tiene: 5
Area poligono = n X drea AOB, (1)
Trazando la altura OM, resulta:

M.
Area AOB = ——2—9——
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pero en el tridngulo rectdnguio AOM, es

a 180°
OM = B e luego:

N a : 180"
: A . Sy ¢ g AL
uego : Area AOB = 5
" e 180°
0 bien: Area AOB — ——4—"‘—

y reemplazando este valor en (1):

n.a'.t 10"
Q' tg —

Area poligono = e

luego: El dred de un poligono regular esigual a la cuarta
parte del prodacto del nmimero de lados por el cuadrado
del lado por la tangente de la milad del dngulo central.

132. Area de un poligono regular conociendo el ni-
mero. de lados y el radio del poligono. — Se tiene, fi-
gura 61: T
Area poligono = n X é4rea A0B
*Por (125) se tiene:.

A R?.sen %9?—
Area 40B = —— "

y reemplazando este valor en la expresién anterior:

o
n.R®.sen 2o

- Area poligono = —

luego: El drea de un poligono regular es igual a la mitad
del producto del mimero de lados por el cuadrado del
radio y por el seno del dngulo central.
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133. Area de un segmento
de circulo. — El segmento de
circulo, AMB, figura 62, es la di-
terencia entre el sector OAMB y
el tridngulo A0B.

Area segmento AMB =
B ‘Arca OAMB — arca OAB (1)

1 Pero el area del sector es:

ax R*n
Area sector OAMB = 360

R

Fig. 62.

y el drea del tridngulo es:
Area triang. OAB = i‘f—-;i“—i
luego, reemplazando en (1), resulta:

Arvea segm. AMB = E:%%B — &g__ﬂnn“

R‘l
sacando 5 factor comin:

R} fimn i
Area segm. AMB — =\ 180 sen n )

luego: El drea de un segmento circular es igual a la mi-
tad del cuadrado del radio por la diferencia entre el pro-
ducto de = y n dividido por 180, y el seno de m°.

Area de la proyeccion de una figura plana sobre un plano

134. Area de la proyecciéon de un triangulo. — E!
triangulo dado puede tener o no un lado en el plano de
proyeceion.

19) EL tridngulo tiene un lado en el plano de proyec-
ciom, fig. 63. :
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Sea el tridngulo ABC; su
broyeccién sobre el plano
7 es el tridngulo A’BC. Si
es A’M la altura del trién-,
gulo A’BC, por el teorema
de las tres perpendiculares
es AM la altura del trian-
gulo ABC.

Se tiene:

K

fAS 3.AM
Area A'BC = Ii‘,ﬁl—]l— (1)

pero en el tridngulo rectdngulo AA4’M se tiene que, (104) :
A'M = AM .cos o

y reemplazando en (1) :.

: A B S :
Ao RO BC.AM .cosa
! BC. AM
‘0 bien: = —gee s DOSE
' A BC. AM
pero: Area ABC =——%—

luego:
A A
Area A’BC= é4rea ABC.cosa

20) El triangulo mo tiene
ningin punto comam con el
plano, fig. 64. _

Sea el tridngulo ABC; su
proyeccién sobre el plano = es
el tridngulo A’B'C’.

Por B trazamos cl plano =
paralelo al plano =, resultan-

Fig. 64.

L vl ol . S8
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do el tridngulo A”BC” igual al tridngulo A’B’C” por te-
ner sus lados respectivamente iguales. Si D es la traza
de AC sobre «, tenemos:
2 /IA ” 2 ’IA A ’ A
area A”BC"” = area A”BD — area C”"BD
y por el caso anterior :
. A ; A - A
area A”BC"” = arca ABD .cos « — Avea UBD .¢os « .

y sacando el factor comin cosa:

B -t

N A ; A
area A”BC” = (area ABD — area CBD) .cosa

o bien: o v
Area A”BC” — Area A’B'C’ = Area ABC .cosa

W TR ey

luego, en cualquier easo: Kl drea de la proyeceion. de un
tridngulo sobre unm plano es igual al drea del tridngulo
por el coseno del angulo que forma con el plano.

s L

135. Area de la proyeccién de un poligono cualguie-
ra. — Sea. figura 65. el
poligono ABCDE, A’B'C'D’
su proyeccién sobre el pla-
no = y a el angulo que for-
ma el plano del poligono
dado con el plano .

Por el caso anterior, se
tiene : :
it —1.co5d
e =N\l 005
i R T

Yy sumando ordenadamente :

4 ¥ 4 =T+ 4 T7) cosa

e EE e - |
Y R T T A Ty A, |, e
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0 bien:
area A’B'C'D'E’ = éarea ABCDE .cosa
luego: El area de la proyeccion de un poligono es igual al
area del poligono por el coseno

r—“J\ . del dngulo, de los dos planos.
Medidas de alturas y distancias

136. Altura de una torre
cuyo pie es accesible. — Sea

TR AD, figura 66, la altura bus-

/o\t,\\ c cada. A partir del pie D se

A ""A mide una cierta distancia d,
0 d-—---—-:E y con un grafomelro o un
Fig. 66. teodolito puesto en K se di-

rige una visual al punto ex-
tremo A, quedando asi determinada la medida del dngu-
lo a. 'El triangulo. ABC es rectangulo, luego, (106) :
AB=B(C tg«

osea£ AB=dtga

A la altura AB habra que sumar la altura CE del
aparato que se emplee.

137. Altura de una torre cuyo pie es inaccesible. —
Sea AD la altura A
de la torre cuyo i)
pie es inaccesible, 2
fig. 67. En la di-
receién de la to-
rre se mide una
cierta distancia d,
y en los puntos E
y G eon un grafé-
metro o teodolito




" to €. Luego se mi-
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se miden los angulos « y B, y luego el suplemento de g,
«es decir, el dngulo y. Clonociendo los angulos « y y se cal-
cula el angulo 8, de manera que en el. trifngulo ACF co-
nocemos los tres dngulos y el lado CF y por el teorema

del seno:

AQT Y P VO
“sena«  sepd
' ; sen o CF'.
de donde se deduce: AC = e

Conocido AC, en-el tridngulo. recténgulo ABC, se tie-
ne, (104): ; :
AB=—AC.sen B

Luego se suma al valor 4B la altura CE.
138, Altura de una montafia. — Sea D el pie de la

~ altura buscada, fign- C yi

ra 68. El punto D
no es” visible, pero
podemos medir el
4ngulo & dirigiendo
una visual horizon
tal y otra al pun-

de una distancia
AB=d y los é4n-

gulos o y 8. En el Fig. 68.
triangulo rectdngulo ACD se tiene:
" 0D = AC .send (1)
y en el tridngulo ABC, por el teorema del seno:
; AC 4B

= -
sen B sen T




- 140 =

AB. sen B

sen y
y sustituyendo este valor en (1), resulta:

AB. sen B. sen §
sen

Todos los elementos del segundo miembro estin deter-

minados, con lo que se halla el valor de CD.

139. Hallar la distancia entre dos puntos, de los cua-
les uno solo es accesible. -— Sea hallar la distancia
AB = z, fig. 69. Se mide una
distancia cualquiera BC, y des-
de B y C se miden los dngulos
By y. En el tridngulo ABC se
tiene : :

de donde: =

CD =

AB 4

sen g " sena
sen |. d
5 AB _ ——
de donde o

140. Hallar la distancia entre dos puntos inaccesibles.
— Sea hallar la distancia en-
tre C y D, figura 70. Se mi-
de la distancia AB=—d, en
la parte accesible, y con el
grafometro o teodolito se mi-
den los angulos a, B, y y 8.
Conociendo estos angulos se
pueden calcular los dngulos
Loy

= 180° —(a + B+ )

1
=
2= 180 —(8+y+9)




LT

En el tridAngulo ABC por el teorema del seno se tiene:
ACE e A8 AB. sen ¢

| — o d0="F"2T1 0

f sen y sen 1 sen 1

i Por el mismo teorema, en el tridngulo ABD se tiene:

; AD L NAB AB. sen(1-+0)

[ 2 — .. AD = /0 (2)
sen (7 +9) sen 2 sen 2

Las formulas (1) y (2) nos permiten calcular AC y
AD y en el triingulo CAD se tiene por el teorema del
€oseno :

CD?>=AC? + AD®> —2AC.AD .cosa
y caleulada asi la distancia CD.

TN TR W TR Y I

141. Hallar el angulo del sector que es desarrollo de
un cono dado. — El desarrollo lateral de un cono recto
circular es un sector cireplar,
figura 71, y para trazarlo
debe conocerse el valor del
angulo B del sector.

Por Geometria plana sabe-

S RISl | e e i i S e e i e

mos que:
: x AP et g B
arco CEF=aD = 360°
: v simplificando:
i v 1

D = 1500
o de donde:
e 180° X D
| = - (1)

9 .
Esta férmula nos permite caleular el valor del dngu-

lo B del sector. Veamos de hacerla mas sencilla, cono-
ciendo el angulo del vértice del cono.

e I
g e dom . Dol s P U
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En el tridngulo rectingulo AOB se tiene:
0B=g¢.sena
¢omo D=—2.0B, reemplazando e¢n (1) resulta:
180° X 2 ¢ sen «
o g
o bien: B=360°.sen a
Eiempro NuMERrico. — Hallar el angulo del sector que
enrollado origine un cono de 40° en el vértice.
Se tiene: B =360° .sen 20°
sen= 30°—=0,842; " 3 —1860°.0,342=—123°12>
y convirtiendo 12 centésimos de grado en minutos:
BE=FRIV

EJERCICIOS

Hallar el @rea dé los siguientes tridmgulos:
166. ¢ = 117,8 m:; b = 18164 m.; C = 24°3";
R: 4.360,1 m?
167.. ¢ = 5604 m.; 4 = 72°17’; B = 48°12’,
R: 129,390 m?
168~ =, 16wy & ="02 m.; e.—= 7107 m,
- ‘R:' 3.386,2 m¥

169. a'=1203;2 m.; b = 2154 .y C = 72°10"

! R: 20833 m?

170. A4 = 138°31; C = 8°12’; b = 56,79 ' ni. -

R: . 277,6 m?

171. En un paralelogramo dos lados eonsecutivos miden 560,4 m.

¥ 484,77 m., y el dngulo que forman mide 72°17, Caleu-

lar el 4rea. R: 258.780 m?

172. Tdem, Tdem, 17 m. 25 m., y 103 47. . 41276 m?

178. Hallar el #Area de un cuadrilitero cuyas diagonales mi-
den 32 m. y 7,6 m. y 38°25’ el ﬁngulo comprendido.

R: 17,5656 mA~
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174.+ Idem, Idem; 45 np, 73 m . y 58°327, R: 1400,93 m.?
g 175. Hallar el 4rea de un poligono: de 7 lados, midiendo el
k lado 14 m. R: 165,18 m.*
176. 1dem, Idem, de 12 lados, midiendo 8 m. el radio.
i R: 192 m?
1IN

177. Hallar e) 4rea de un segmenfo cireular sabiendo que el radio
mide 8 m. y el dngulo central 36°.

‘R: 1,2963 m.?

1178. Una figura de 45 m.? de Area tiene una inelinacién de 25°

sobre el plano horizontal, Caleular. el area de su proyeccion.

R: 40,7839 m.”

179 Un terreno de 8560 m.? de &rea tiene una inclinacién de 32°

sobre el plano horizontal. Calcular el 4rea de su proyeceiGu.

~R: 7259,16 m?

180 En un fridngulo is6sceles la base mide 125 m. y el éngulo

opuesto mide 130°51°. Caleular la longitud de los lados

iguales, R: 68,73 m.
181> La pendiente de una calle es del 6 %. Calenlar el éngulo
de inelinacién. R: 3267277

182." Desde la cima de un faro situado a 250 m, sobre el mivel
del mar, se observa un barco bajo un 4angulo de depresién

- de 50°. Calcular la distancia horizontal del faro al bareo.

R: 209,78 m.

183. En lo alta de una colina, a orillas del mar,

hay un faro de 32 m. de alto, (fig. 72).
Desd? un' barco B, dirigiendo visuales
con el sextante a la base y a la ci-
ma del faro, se observan los
angulos de elevacién que miden
@ =5°15" y g = 6°27°. Cal-
cularla altura h de la
colina, y la  distan-
B cia horizontal d des-

wcmeeecaeeglananeceocoo o de el buque al faro.
Fig. 72. ‘Ri»*h = 139 m.; d = 1512 m,

5
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184. El éngulo de elevacién de la fachada de
una casa, vista desde 10 m. de distan-
cia, es de 36°50°. Cal-
cular la altura de la
fachada.,

Rt A9 ma T A T e E

185. La fig. 73 repre-
senta una graa.
Con los datos de

la figura calom- %’n;'"""""'""""""'”"‘G
lar los éngulos 1
Y B, la distancia, c A Fig. 73.

AC, y la longitud BC.
Rz 4 :='1498°21%50"%; B = 40°1877;

A AC = 2,31 m.; BC = 4,61 m.

186. Desde los puntos € y D, distantes
100 m. y a 1,50 m. de altura so-
bre el suelo, y situados en el pla-
no que pasa por Ia torre, se mi-

dieron los dngulos 5 = 31°8 '~

] s

y B = 50°45’, fig. 74, Cal-
\ cular la altura 4B de la to-
c D  1re y la distancia BC. f
Fig. 74. R: 4B~—=/120,76 i BO-—-0743 m. \\J,\
187, - La distancia entre los pun-

tos 4 y B (fig. 75), es de
2378 m. y la de B a C es-
de 343,9 m., y las visuales
dirigidas desde B a 4 y C
forman un 4ngulo de 53° i
821677, Caleular la distan- B ol c
ea 40 Fig. 75.
R: 276,94 m.
188 En la fig. 76 s, tiene que: g
= 5038020 .5r= 472107 y 4B
tancia CD.

32°5% B = 64° 277,
55 m., caleular la dis-

R: 79,97 m.



— 145 —

D 189. La biela 4B de una mi-
A quing, mide 1,11 m, y la
manivela 10,6 em. La fi-
gura 77 representa la ma-

Fig. 76. Fig. 77.

nivela cuando ha dado un octavo de vuelta, partiendo de P.
Caleular ¢l angulo o y la distancia AC.
R: ¢ = 3°50'7”’; AC = 1,18 m.
C 190. Dos fuerzas de 15 kg.
y 25 kg. estin apli-
cadas a un mismo
punto, formando un
angulo de 45°, fig.
78. Calcular el va-
lor de la resultante
y el angulo que for-
ma ésta con la fuer-
za de 15 kg.
R: 37.15 ke: 28° 30"

R e T T N N s 4 W R g







W oRCRy T PrAp

P'v

23 Rl D 2 sk
%

2 que el conjun-
. to de puntos

TRIGONOMETRIA ESFERICA

CAPITULO XII

Preliminares

144, Tridngulo Esférico. — Se llama tridngulo esfé-

mico a la parte de la superficie esférica, menor que una

semi-esfera, comprendida entre tres circunferencias ma-
Ximas.

Si en la fi-
gura 79 los
arcos AB, AC
y BC pertene-
cen a circun-
ferencias ma-
ximas, la figu-
ra ABC es un
tridngulo  es-
férico, siempre

determinad o s
por dichos ar-
cos sea menor
que una semi-esfera.

Los arcos AB, AC y BC son los lados del tridngulo
esférico, y los Angulosa, B y v, los ngulos del triangulo.

Como los tridngulos rectilineos, los tridngulos esféri-
cos pueden ser equildteros, isosceles 'y escalenos.

Fig. 79,
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Si unimos el centro O de la esfera con los puntos 4, B
y C, con semirrectas, y consideramos los planos determi-
nados por .ellas, resulta el triedro OABC. Los é&ngulos
planos 8, e y » del triedro tienen por medida a los arcos
AB, AC y BC, respectivamente, del tridngulo esférico, y
los 4ngulos diedros 04, OB y OC, del triedro, tienen por
medida-a los angulos a, B y y del tridngulo esférico. De
manera, pues, que la resolucion de los tridngulos esféri-
cos es anédloga a la resolucién de triedros, y todas las
propiedades relativas a los triedros son aplicables a los
tridngulos esféricos, bastando para ello reemplazar las
palabras caras y diedros del triedro, por lados y angulos
del triangulo esférico, respectivamente,

Como los lados del tridngulo esférico son los arcos de
circunferencia que corresponden a los 4ngulos planos del
triedro, resulta que también los lados se expresan en gra-
dos, minutos y segundos.

145. Propiedades de los triangmlos esféricos. — Las
propiedades de los triedros, estudiadas en Geometria del
Espacio, se verifican para los tridngulos esféricos. En el
triangulo esférico ABC, fig. 79, se tiene:

' I. — Un lado cualquiera es menor que la suma de los
otros dos:
e<b+ec ; b<atc¢ ; c<a-b.
~ II. — La suma de los lados estd comprendida entre

L 0° < a+b+c< 360°.
1I1. — 8t dos dngulos son iguales, los lados opuestos
también lo som, y reciprocamente:
Si es: A= B, también: e=2».
1V, — 8i un éngulo es mayor que otro, el lado opueste
al primero es mayor que el lado opuesto al sequndo :




Si es: A > B, también Xi!\>

V. — La suma de los tres dngulos es mayor que dos
Y meno que sers dngulos rectos:
{ 2R< A4+ B+ C<6R
VI. — La suma de dos angulos es menor que el tercero
mas dos dngulos rectos:
= A+B<CH42R
A3 Dos tridgngulos esféricos, pertenecientes a una
esfera o a esferas iguales, son iguales cuando tienen :
1°) un dngulo y los lados que lo formam respectiva y
ordenadamente tguales;
2°) un lado y los angwlos adyacentes respectiva y orde-
nadamente iguales ;
3°) los tres lados respectwa y ordenadamente iguales;
los tres angulos respectiva y ordenadamente iguales.
— Si dos triangulos esféricos tiemen sus elemen-
tos iguales, pero en distinto orden, son simétricos;
— A todo trigngulo esférico le corresponde en la
rmsma, esfera otro tridngulo polar suplementario, tales que:
'A+a)‘B+b’ C+c=a+ A =b+B=c+ C"=180".
siendo A, B, C’, y o, b, c" los clementos del tridngulo
polar del dado.

O Exceso esférico. Se llama exceso esférico a la
alferenua entre la suma de los tres angulos de un trian-

gulo y 180°. Si el exceso esférico se representa por 2¢, se
tiene :

2¢=A+ B+ 180°

@ Trigonometria esféricd. — Lia Trigonometria Es-
férica tiene por objeto resolver los tridngulos esféricos.
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Relaciones entre los elementos de los tridngulos esféricos

148. Teorema del coseno. — El coseno de un lado es
igual al producto’de los cosenos de los otros dos, mds el
producto de los senos de éstos por el coseno del dngulo
comprendido. i

H) triang. esf. ABC, fig. 80.
T) cosa=cosb.cosc -+ senb.senc.cos A
: Por el punto € tra-
cemos CP | pl AOB y
luego por P las per-
pendiculares PE y PD
a las rectas OB y OA,
respectivamente ; por 1)
se traza DF | OB, y
PG 1 DF.
Si se une C con £ y
Fig. 80, . con D, resulta, por el N
teorema de las tres per-
pendiculares, que es CE | OB y (D | 0A. :
Entonces resulta: :

< £
CEP = B = seccion normal del diedro OB
= medida diedro OB
y ademas: )

2 .
CDP = y = seccidn normal del diedro OA
= medida diedro QA
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Como es PR | OA y DF | OB, resulta 8=¢ por te-
ner sus lados respectivamente perpendiculares.
En la figura se tiene que:
OE =O0F + I'E
y como F'E — GP por ser segmentos de paralelas com-
prendidos entre paralelas:

OE =OF 4 GP (1)
‘En el tridngulo rectdngulo OFD se tiene, (104):
OF = 0D .cosc

Por ser radios de una misma esfera es 0A= 0B =0C,
v si suponemos que esos radios son iguales a uno, resulta
que es: OD =cos b, luego:

OF =cos b.cos ¢ (2)
En el tridngulo rectdngulo PGD se tiene, (104) :
GP=PD.sen$
y en él tridngulo rectidngulo-CPD :
PD=CD.cosy
luego: GP=CD .sen §.cos y
Y como OC = 1, es CD = sen b, de manera que.
“ @GP = sen b.sen 8.@0Sy (3)
‘ Reemplazando los valores (2) y (3) en (1): |
OF — cos b.cosc + sen b.sen §.cos y (4)

Como en el tridngulo rectéingulo OEC es 0C = 1, re-
sulta: :
OE = cosa
Segin se dijo méas arriba, es 8 = ¢y y = A, y reem-
plazando estos valores en (4) se obtiene finalmente:
cos @ = cos b.cosc | sen b.senc.cos A
De manera andloga se obtendria:
cos b = cos a.cos ¢ | sen @.sen ¢.cos B
cos ¢ = cos a.cos b 4 sena.sen b.cos ¢
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El teorema que acabamos de demostrar es la propiedad
fundamental de la Trigonometria Esférica.

149. 'TweoreEMA. — En todo tridngulo esférico el cosemo
de un dngulo es igual al producto de los senos de los otros
dos por el coseno del lado comprendido, menos el producto
de los cosenos de los mismos dngulos.

H) triang. esf. ABC, fig. 80.

T) cosA = sen B.sen C.cosa — cos B.cos C

Consideremos un triangulo A’B’C’, polar del triangulo
ABC, en donde los lados de uno son suplementarios de
los él/]\gulds del otro-y vice versa:

A
B’ = 180°—b ¥ = 180°— B
¢’ = 180°—c¢ ¢ = 180°—C ) (1)
A’ = 180°—a « = 180°— 4

En este tridngulo A’B’C’ se tiene, por el teorema an-
terior, que:
cos @ = cosb’.cosc’ + send’.senc’.cos A’
y-sustituyendo en esta férmula los valores (1):
cos (180°—A4 )= cos (180°—B) .cos (180°—C) +
~+sen (180°—B) .sen (180°—C) . cos (180°—a)
v aplicando las propiedades estudiadas en (34) y en (35),
obtenemos : ’
— cos A = cos B.cosC — sen B.sen C.cosa
y multiplicando por —1:
cos A = sen B.sen C.cos ¢ — cos B.cos C
De manera anéloga se obtendria:
cos B = sen A.sen C.cos b — cos 4.cos C
cos C = sen A.sen B.cos¢ — cos A.cos B
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150. Teorema del seno. — En todo tridngulo esférico
los senos de los dngulos estdn entre si como los senos de
los angulos opuestos.

H) tridng. esf. ABC, fig. 80.

Jr) sen 4 sen B sen C
sen @ sen b  sen ¢ (3)
En el tridngulo rectdngulo PCD se tiene:
PC = CD.genvy (1)
y en el tridngulo rectdngulo PCE :
PC = CFE .sen B (2)
Compareindq (1) y (2) se deduce:
0D .seny = CE .sen B (3)

pero CD = senb, y CE = sena; y también y = A y

B = B, luego, reemplazando estos valores en (3)::

senb.sen A — sena.sen B ’
sen A _ sen B

de donde: e A (3)
De manera analoga se demostrara que:
sen B sen C
sen b  sen ¢ (4)
y de (3) y (4) se deduce:
sen 4 __ sen B __sen C
sen a. sen b sen ¢
161. Teorems de los cuatro elementos. — En tode

triangulo esférico ¢l producto de la cotangente de un lado
por el seno de otro, es igual al coseno de este lado por el
coseno del dngulo comprendido, mds el seno de este dngulo
por la cotangente del dngulo opuesto al primer lado.
H) trigng. esf. ABC, fig. 80.
T) -cota.senb = cos b.cos C - sen C.cot 4




Por el teorema del coseno, se tiene:
cos @ = cos b.cosec + senb.senc.cos A (1)
(2)
y por el teorema del seno:
sen 4 sen B | s SR sen B
b R =t HE o LR TP ()

Sustituyendo en (1) el valor cos b por el valor dado en
la (2), y el valor sen b por el valor dado en la (3):
cos ¢ = (cos @.cos c-+sen @.sen c.cos B)cos ¢+
sen a.sen B
sen A
y efectuando las operaciones y traquniéndo: e
COS 4 — COS (. 0S¢ = Sen @.sen ¢.cos ¢.cos B 4
-+ sen a.sen ¢.sen B.cot A
factoreando cos ¢ en el primer miembro, y sen a.senc en
el segundo miembro:
cos a(1 — cos?c) ==sen a.sen ¢(cos c.cos B + sen B.cot A)

- senc.cos A

trasponiendo sen a.sen ¢ al pnmel miembro, y recordan-
do, por lo visto en (16), que 1—c0§2c.—sen-c, obte-
Nemos :

% \
COS @.SeN7C __ agg¢.cos B |+ sen B.cot A
sen @.sen ¢

de donde sacamos que:
cot @..sen ¢ = cos c.cos B -+ sen B.cot A
Anélogamente :
cota.senb = cosb.cos C + sen C.cot 4
cot b.sena = cosa.cos C + sen C.cot B
cotb.sen e = cosc.cos A -+ sen A.cot B:
cot c.sen @ = cos a.cos B + sen B.cot €
cotc.senb = cos b.cos A - sen Ad.cotC
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152. Relaciones entre tres lados y dos angulos, o tres
angulos y dos lados. — Entre cinco elementos de un
tridngulo esférico se pueden establecer relaciones que si
bien mo tienen aplicacién directa, permiten. facilitar al-
gunas transformaciones, empleadas sobre todo en proble-
mas de Cosmografia.

Relaciones entre tres lados y dos dngulos. — Por el
teorema del coseno se tiene:

cosa — cos b.cosc¢ 4 senb.senc.cos A (1)

* cosb = cosa.cosc¢ -+ sena.senc.cos B (2)

Reemplazando (2) en (1):
cos @ = (cos a.cos ¢ + sen a.sen ¢.cos B)eos ¢ + -
-+ sen b.sen é.cosA
y efectuando:
C0S @ = C0S &.c0s°C + sen @.sen ¢.cos c.cos B +
-+ sen b senc.cos A
trasponiendo ¢os @.cos?c al primer miembro
COS @ — COS @.COS%¢ = Sen ¢.Sen ¢.cos ¢.cos B +
-+ sen b.sen c.cos 4
factoreando cosa en el primer miembro, y senc en el
segundo :
cos ¢(1 — cos®e)= sen c¢(sen a.cos c.cos B 4 sen b.cos A)
y como 1 — cos?c = sen®c, (16):
cos @.sen’c = sen c(sen a.cosc.cos B -+ sen b.cos 4)
y dividiendo ambos miembros por sen ¢, obtenemos:
oS ¢.sen ¢ = sen a.cos ¢.cos B +-sen b.eos 4
Anélogamente :
cos @.sen b = sen a.cos b.cos C + senc.cos A
cosb.sena — senb.cosa.cos C - senc.cos B
cos b.senc — senb.cosc.cos A + sena.cos B
cosc.sena = senc.cosa.cos B + senb.cos C
cosc.senb = sen ¢ eosb cos A + sena.cos C




Relaciones entre tres angulos y dos lados. — Aplicando
la primera de las relaciones anteriores al tridngulo A’B’C’,
polar del triangulo ABC, se tiene: & ¥ i
cos A’.sen ¢’ = sen A’.cos C’.cos b’ + sen B'.cos @ S

y si fuera el tridngulo ABC, resultaria: 1A
cos A.sen C = sen A.cos C.cos b 4 senB.cosa 3
Analogamente : NG
cos A.sen B — sen A.cos B.cosc + senC.cosa N

cos B.sen A — sen B.cos A.cosc - sen C.cos b §
cos B.sen ¢ — sen B.cos C.cosa + sen A.cosb ¢
cos C.sen A = sen C.cos A.cosb + senB.cose e
cos C.sen B = sen C.cos B.cosa + send.cos¢
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CAPITULO XIV

Resolucién de los tridngulos esféricos rectdngulos

153. Triangulos esféricos rectangulos. — Los trian-
gulos esféricos pueden tener uno, dos o tres dngulos rec-
tos. Si tienen un angulo recto, el lado opuesto es un
cuadrante, si tienen dos dngulos rectos, los lados opuestos
son cuadrantes, y si tienen los tres &ngulos rectos, los
tres lados son cuadrantes. »

El caso tinico que da origen a problemas es el rectdn-
gulo, pues en los birrectangulos y los trirrectingulos, to-
dos sus elementos son conocidos.

154, Formulas de resolucién, — Sea un tridngulo rec-
tangulo ABC, en donde 4 es el angulo recto. Eseribamos
todas las férmulas deducidas en el Capitulo anterior y
que contengan al angulo A :

cosa = cos b.cosc -+ senb.senc.cos A (1)

cos A = sen B.sen C.cos @ — cos B.cosC (2)

‘cos B — sen A.sen C.cos8b — eosA.cosC  (3)

cos C = sen A .sen B.cosc¢ — ‘cos A.cos B (4)
sen a _ sen b

(5)
sen A — sen (6 (6)

sen A __sen B

sen a  sen ¢
cot @.sen b = cos b.cos C - sen C.cot A (7
cot.@.sen ¢ = cos c.cos B - sen B.cot 4 (8)
cot b.sen ¢ = cosc.cos A -+ sen Ad.cot B 9)
cotc.senb == cosb.cos 4 + send.cot ¢ - (10)

En los tridingulos rectdngulos es A = 90°, luego:
send =1 ; ecos4A =0 ; cotd =10




Reemplazando estos valores a las diez férmulas anterio

res, resulta:

cos @ = cos b.cos ¢ 5 L)
cos B.ecos C = sen B.sen ('.cos a {I1)
cos B = sen C.cos b (I11)
cos ' = sen B.cos ¢ (IV)
sen b
sen a = ———p (V)
sen ¢
serl @ =2 - (VI)
cota.senb = cos b.cos (' (VII)
? cota.sen ¢ = cosc.cos B (VIII)
cot b.sen ¢ = cot B (IX)
cot ¢c.sen b = cot C A ‘(X)

Estas diez férmulas son las

que permiten resolver los

fridngulos rectangulos esféricos, bastando conocer dos ele-
mentos cualesquiera para determinar el tridngulo.

155. Regla de Neper. — Como las férmulas que he-
mos obtenido para la resolucién de los tridngulos esféri-
cos rectangulos son algo dificiles de recordar, facilmente

podemos escribirlas por me-
dio de la Regla mmemdnica
del pentigono de Neper, o
Regla de Neper, que se enun-
cia asi:

Bl coseno de un elemento
¢s 1gual al producto de los se-
nos de los elementos opues-
tos o al de las cotangentes dc
los elementos adyacentes.




156. CoronArios. — De las diez férmuléas. obteuidas
en (154) deducimos que:
1¢) En la férmula
cos @ = cos b.cos ¢ (L)

_ eos @ serd positivo ecuando cos b y cos ¢ sean de igual sig-
© no, y negativo en caso contrario; es decir que -si es

b < 900yc <C 900 esia < -90°: yisies'h <90° y ¢ > 902
es 180° > ¢ > 90° luego: La hipotenusa es mayor o me-
nor que 90°, segin que los catetos seam de igual o distin-
ta especie; es decir: o hay dos lados mayores que 90°, o
NiNGuUno.
2?) En la féormula
cos B.cos C = sen B.sen C.cos « (1)

o bien: cos @ = cot B.cot C

~ razonando con el corolario 12, deducimos que: La hipote-

nuse es mayor o menor que 90°, segin que los angwlos ad-
yacenles sean de wgual o distinta especie.
32) En la férmula
cotb.senc = cot B

~si.es ¢ > 09, los signos de tg b y tg B son iguales, es decir,
que si es b = 90°, también es B = 90°, luego: Un ca-

teto y su dngulo opuesto siempre son de la misma es-
pecie.

157. Triangulos rectilateros. — Se llama rectildtero
al tridngulo esférico que tiene un lado de 90°.

Las féormulas de resolucién de los tridngulos rectilate-
ros se obtiene tomando todas las formulas deducidas en
el Capitulo anterior y que contengan al lado @. y luego

se reemplazan las funciones trigonométricas de a por sus

valores corr espondxmtes
@ = 90°; sena = 1; eosa = 0; eota—O

]|
.




Resolucion de los tridngulos esféricos recténgulos'

168. Casos de resolucién. — Se presentan los seis ca-
s0s siguientes:

1°) Dados los dos catetos b y c, resolver el triangulo;

2°) Dados la hipotenusa a y un cateto b, resolver el
triangulo;

3?) Dados el lado b y el dngulo opuesto B, resolver el »

tridngulo ;

49) Dados el lado b y el dngulo adyacenie C, resolver
el triangulo;

5°) Dados la hipotenuse a y el déngulo B, resolver el
tridngulo ;

6°) Dados los dngulos By C, resolver el tridngulo.

159. Privmer Caso.-— Dados los catetos b y ¢, resol-
ver el triangulo.

Datos: b, c. Incogmtas: a, B, C.
Férmulas a aplicar:
cos @ = cos b.cosc (1)
cotb.sen ¢ = cot B (IXY
cot c.sen b = cot (X)

El problema siempre es posible.

160. Srcuxpo Caso; — Dados la hipotenusa a y un
cateto b, resolver el tridangulo.

Datos: a, b. ~ Incégnitas: ¢, B, C.
Férmulas a apliar:
cos @ = cosb.cosc (I)
sen b
sen a = - (V)
cotu.sen b = cos b.cos C "VII)
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El problema es posible cuando sea a < 90°, pues en-
tonces es b < a. Si fuese @ > 90°, es b > a. Resulta una
sola solucién, pues, (156,3°), b y B son de la misma
especie,

161. Tercer Caso. — Dados el lado b y el dngulo
opuesto B, resolver el triangulo.

Datos: b, B. Incognitas: a, ¢, C.

‘Formulas a aplicar:

- senb :
fon- g E=t bt (V)
cot b.senc = cot B (IX)
~cos B = senC.cos b (I1I)

Si fuese b = B, el trié.n'igulo seria birrectdngulo, y ha-

- bria una sola solucién.

Si fuese b < 90°, el problema serd posible cuando sea
b < b; hay dos soluciones.

Si fuese b > 90°, el problema serd posible cuando sea
b > Bj; hay dos soluciones.

162. Cuarmo Caso. — Dados el lado b y el dngulo ad-
yacente C.

, Datos: b, C. . Incégnitas: a, c, B.
Férmulas a aplicar :
cot a.sen B — cos b.cos C (VII)
cotc.sen b = cot C (X)
cos B = sen C.cos b (III)

El problema siempre es posible; hay una sola solucién.

163. Quinmo Caso. — Dados la hipotenusa a y el dn-
gulo B, resolver el triangulo.

Datos: a, B. Incégmitas: b, e, C.
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Férmulas a aplicar:

.- sen b o

sen a'= ——p (V)
cot @.sen ¢ = cos c.cos B e T RTANBR R
cos B.cos C = sen B.sen C.cosa (TE. 5

El problema siempre es posible.

164. Sexto Caso. — Dados los angulos B y C, resol-
ver el tridngulo.

Datos: B, C. Incégnitas: a, b, s
Férmulas a aplicar:
¢os B.cos C = sen B.sen C.cosa (II)
cos B = sen C.cos b (11T)

cos C = sen B.cosc (IV)
El problema es posible cuando se tenga
; 90° < B +C < 180° Bihe dmie i
y —90° < B — C < 90°%;
hay una solucién.
EJERCICIOS

Resolver los siguientes tridngulos rectangulos esféricos:
0018 b= 42932 ¢ or==""TaRi8>,
1921« o = 85> 1272 B — 602157
198.. b= 24°30°; -B.'=/56%45",
104:743 == 57° 2475 €. = 822 17%
195, B = 84°45’; C = 120°34.

|
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CAPITULO XV

Transformaciones Logaritmicas
165, Valor de un éngulo en funcién de los lados. —
: Sea la fomula: [
cos @ = cos b.cosc -+ sen b.senc.cos A ‘
de donde:
cos @ — cos b.cos ¢
_ sengh .sen ¢
Restando de 1 ambos miembros:

cos @ —cos b.cos ¢
— 0! = 1—
1 84, v sen b.sen ¢

cos A =

-y efectuando: .
o sen b.sen ¢ —cos a -+ cos b.cos ¢
sen b.sen ¢

1—cos A =

(1)
Pero sabemos, (68), que:
cos (b—c) = cosb.cosc | senb.senc

y reemplazando este valor en (1):
cos (b—e) —cosa
sen b.senc¢
-y transformando en producto el numerador, (83) :
AP i S 1 C
; s e 2senlp (b—c -+ a).sen Vs (b—c—a)
. sen b.sen ¢
~y como — sen a =sen (— a), y trasponiendo el 2, resulta:
l—cosd senlyp (b —c¢ + a).senls (¢ 4+ ¢ — b)
' 2 2 . - senb.senc
Recordando, (117), que:

1 —cosd = 2sen® —

1—cosd =




k7Y
4 b—c+a=2((p —ec)
¢+ ¢—b=2(p—0b)
obtenemos :
e
4 A 2 sen (p — b).sen (p — ¢)

2 T sen b.sen ¢
Simplificando y extrayendo la raiz cuadrada, resulta:
i l/sen (p — b).sen (p — ¢) °

sen b.sen ¢
Anélogamente :
E_‘/sen(p —a ).sen (p — ¢) I
el sen a.sen ¢

sn_C_"_Vsen(p——a)sen(p—b) ]
Rl s sen @.sen b R ™

Podémos obtener otras férmulas que nos dan el coseno
en vez del seno. .
Sea la formula :
cosa@ = cos b.cosc + sen b.senc.cos A
de donde: .

eos @ —cos b.cos ¢
sen b.sen ¢

cos A =

Sumando 1 a ambos miembros:

14cosd =1+ cos @ — cos b.cos ¢

sen b.sen ¢
y efectuando:
__senb.senc - cosa—cosb.cosc
st L sen b.sen ¢ (.

Pero sabemos, (65), que:
cos(b + ¢) = cosb.cosc—senb.senc
o bien: ©° —cos(b -+ ¢) = sen b.senc—cos b.cosc




— 165 —

y reemplazando este valor en (1):
. __ cosa—cos(b—c)
Rohigoid sen b.sen ¢
y transformando en producto el numerador, (83) :
A cosd =—2sen (@4 b-+c).sen (a—b—c¢)
: sen b.sen ¢

y como — sen a = sen (—a), y trasponiendo el 2, resulta:
14 cosAd __ sen /o(@- b+ c).sen’/, (b4 c—a)

2 sen b.sen e

Recordando, (117), que: 4
14 cos A = 2cos? 5

(Sl o S
.

? d¢+b4e=2p
L b-+c—a=2(p—a)
3 obtenemos :
| i A
e sen p.sen(p —a)

2 A sen b.sen ¢
Simplificando y. extrayendo la raiz cuadrada:

4 sen p.sen(p —a)
0 $o0 sen b.sen ¢
Anéalogamente :
B 1/s ) I
B ‘/sen p.sen(p—b)
2 sen @.sen ¢
(8

s ot l/sen p.sen(p—e)
2 sen @.sen b
Dividiendo ordenadamente las féormulas (I) y (II), re-
sulta:

A4 ]/sen(p—b).sen(p—c)
€ 3 —V sen p.sen(p —a)

B 1/sen(p—a).sen(p—c)
Wl V sen p.sen(p —b) #H
C _ 1/sen(p—a).sen(p—>b)

8 3 —V sen p.sen(p —¢) )




166. Valor de un lado en funcién de los angulos. —
Sea la férmula -
cos A = sen B.sen C.cos a— cos B.cos C i
Procediendo de la misma manera que en la pmmera b
pmte del parrafo anterior, se obtiene: i

V— cos '/, (B+C+ A).cos '/, (B+ C — A) )

’ sen - =

: cL sen B.sen C
o Sabemos, (146), que:
’ 2 = A+ B+ € —180°
E de donde: A+ BC = 180° + 2
2 o bien: 5 (A+B+0) =90+ (2) "4
: Yy ademds: - (A4 B4 C)—4 = 90°F(c—A)
e L BFCA) = 9P—(d—e) - 3)
‘ En (2), se tlene. S e
E —cos + (B+ 0+ 4) = —cos(90° +¢)
By por (77): —cos+— (B+C+A)=sene (4)
- En (3), se tiene:
5 cos_;(B-‘|-C—A)=cos[90°—(A—e)]
7 ypor (77): cos—+ (B4-C—A)=sen(4d—e) (5)
Reemplazando los valores (4) y (5) en (1):
i g l/sen e.sen(A —e)
BOR Yol sen B.sen C

" Anéalogamente :

; L_Vsene.sen(B—e) (0
gl gleealbned sen A .sen C

* ¢ _ 1/sene.sen(C—¢)
B e l” sen 4 .sen B
Sea la formula:

' eos A = sen B.sen C.cos @ — cos B.cos C
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%géegliendo de la misma manera que en la segunda
rte del parrafo anterior, se obtiene:

cos_%___:l/cos hATB—C) s ,(A—BL0)

4 ) sen B.sen C
-y como: 5 (A4 B+ €)= 90"+«
+ (A+B—0)= 90 —(C—e¢)

‘ _ S (A—B+0)= 90°—(B—¢)
luego: cos — (A.+ B —C) = cos[90°—(C —¢)]
y por (77):cos—5 (A—LB C).= sen(C—e) 2)
cos— (A—B 4 C) = cos[90°—(B—¢)]
j_( por ,(77) cos-—— (A—B+ C) = sen(B—¢) (3)
! Raemplazando los valores (2) y (3) en (1):
-~ Vsen(B-—e) .sen (C'—¢)

sen B.sen C

CcOos T

“

Analogamente :

Bt Vsetl(A—-e).se|1(C'—c) 11
88%s - sen A.sen C

4 Mty Vsen(A—e).sen(B——e)
Ss sen A.sen B

&

obtiene :

a _V sen e.sen (A —e)
2 sen (B —e) .sen (€ —e)
bk = / sen e.sen (B —e) I
e } sen(4 —e) .sen(C —e) !
i3 V sen e.sen(C —e)

sen(4 —e).sen(B —e¢)

Dmdlendo ordenadamente las formulas (I) y (II), se .
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167. Analogias de Delambre (o Férmulas de Gauss)
— Las Analogias de Delambre dan las relaciones entre
los tres angulos y los tres lados de un tridngulo esférico.

Consideremos la expresion: !
A;B=sen% . COS —éi-{- sen—;i.cos% (1)
v las féormulas deducidas:

sen

A < —0b). —
RS V%en(p b) .sen(p — e¢)
2 sen b.sen ¢
w0 L2 Vsen(p—a).sen(p——c)
2 sen @.sen ¢
. e, /sen p.sen(p—a)
ol T ] sen b.sen ¢
e Vsenp.sen(p—b)
el sen @.sen ¢

Reemplazando estos valores en (1), se obtiene:
A+B Vsen (p—b) .sen (p—e) l/senp. sen (p—b)
Sen————— . +
2 sen.b.sen ¢ sen a.sen ¢

4 sen (p—a).sen (p—e) j/sen p.sen (p—a)
sen a.sen ¢ sen b.sen ¢

y aplicando la propiedad ya.)b=YVa.b , resulta:
A+B _ 1/sen p.sen?(p—0b).sen(p—c)
i O V sen a.sen b.sen%¢ T+
i l/sen p.sen?(p—a) .sen(p —c)
sen a¢.sen b.sen’c
extrayendo faetores fuera de los radicales:
A+ B _sen(p—D) , Vsen p.sen(p —c)
2 sen ¢ sen @.sen b

+ sen(p—a) | Vsen p.sen(p—c)
sen ¢ sen «.sen b

sen

+
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sacando el radical como factor comun:
e A+ B  sen(p—a)-+sen (p—b S p—
b AabaRn +B __ sen(p—a)tsen(p ).l/scnp sen (p ©) (9
S 2 sen ¢ sen ¢.sen b
L— ; pero sabemos que, (165) :
; (] A
; P Ao G sen p.sen(p—c)
if 2- sen ¢.sen b
y sustituyendo este valor en (2):
A+ B sen(p—a)—+ sen(p—>) !
A e 50 3 sen ¢ CRN T US)

pero se sabe, (83), que:

s Ly

cos
2

2p—a—2>b a—Db
= 2 sen B) cos 5

sen(p—a)-sen(p—b) = 2 sen P—_az-tp_—-b A ]ip__“_a’

TR

e a—>b
=QSenT'cos e

&

y sustituyendo este valor en (3):
2 sen _E_ - COS g’___b
A+ B o829 9 C
sen = * COS ——
2 sen ¢ 2

c C
pero sen ¢ — 2 sen 3 " €08 5, luego :

o't S b e e N | sbaiades o T i s L SR (e i R A

s 2sen%.cosg—;—b .cos—2g
sen —5= == = :
2 sen 5 . COS 5
y simplificando :
a—2>b (6
2 Lt b oS —5— . €08 ——
i_ sen 5 = =
€os ——
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de donde:
A+ B a—b
sen —5— " €08 —5—
C - v
cos ? cos -7' ;
« De manera analoga se deducen las otras analogias:
; A — B a—b X
sen — sen —5
e ¢
Ccos B} VSGIl -2— <
A+ B a+b
cos —5 e cos —5
n.5 cos —-
FATYR a—+b o
cos —5 " sen — o
(U i c
sen T sen —2—

168. Analogias de Neper. — Estas formulas se obtie-
nen dividiendo ordenadamente las Analogias de De-
lambre. 3, 5
Dividiendo la (IT). por la (I), resulta despues de '
simplificar:

A— B o Bl
sen — g g~
A B c
sen — : tg 5
- Dividiendo la (IV) por la (III), y simplificando:
A— B a—+b ;

(<)
(=]
73
Lo

¥
o
w!a o




la (I11), y simplificando:

‘a—b
cos —5— -

o

C i a
cot —— - cos

€08 —5—
‘endo la (II) por la (IV) y simplificando :

A— B a—b,
—T sen

2

sen ﬁf-;—b




CAPITULO XVI

angulos Esféricos Oblicuangulos

169. Casos de resolucién. — Para resolver un tridn-
gulo esférico oblicudngulo se necesitan. tres de sus seis
elementos. Se presentan los seis casos signientes: -

1?) Dados a, b, ¢, resolver el triangulo;

29) Dados a, b, C, resolver el triangulo:

3¢) Dados a, b, 4, resolver el triangulo;

4°) Dados A4, B, C, resolver el triangulo;

5?) Dados 4, B, e, resolver el tridngulo;

6°) Dados A, B, b, resolver el tridngulo.

Resolucion de los triangulos esféricos oblicuangulos
170. Priver Caso. — Dados a, b y ¢, resolver €l

triangulo.
Datos: a, b, c. Incégnitas: A, B, C.

Se aplican las férmulas deducidas en (165) :
" _./_1_ e /sen(p'-—b).sen(p——c)
ey sen p.sen (p — a)

g B ]/sen(p—a).sen(p—c¢)
P sen p.sen(p—>b)
¢ __ ]/sen(p—a).sen(p—b)

R sen p.sen(p —¢)
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El problema es posible cuando la suma de los lados
es menor que 360°, y cada lado sea menor que la suma

~ de los otros -dos.

171. Secunpo Caso. — Dados a, b y. C, resolver el

triangado.
Datos: a, b, C.

Incognitas: ¢, A, B.

Se aplican las siguientes analogias de Neper:

A8
tg —

i 8 9

a—0b
2

L

C
cot —-

A— B

Tt
05

&

cos

g )

4+ B

2

sen

De las dos primeras se
A4 —.
2

da el valor de c.

hallan los valores

(]
g o

“)

, de donde se deducen los de A y B; la tercera

172. TercEr Caso. — Dados a, b y A, resolver el

triangulo.
Datos: a, b, A.

Incogmtas: ¢, B, C.

“El lado ¢ y el angulo C se hallan con las siguientes

analogias de Neper:
\ A B
2

sen

: sen
2



C 2 o a+b
cot 2 sen - TR
El dngulo B se halla con la férmula:

sen A . sen 'R

sen a sen b
173. Cuarro Caso. — Dados A, B y C, resolver eb 3
triangulo. it g L
Datos: A, B, C. Incégnitas: a, b, ¢.
Se aplican las férmulas deducidas en (166) :

.

; ) v V sen e.sen (A —e)
g__ 2 = Vsen(B—e)sen(C—o .
b_ . D
i g
L sen e. *f‘fl,(,(‘::),,,,,
B = 1 sen (A —e). sen (B —¢)

174. Quinto Caso. — Dados A, B y ¢, resolver el
triangulo :

Datos: A, B, c. Incégmitas: a, b, 253:

Los lados ¢ y b se determinan con las analogias de'
Neper:

A— B ; a-+-b

€os 5 4 g 2
P
R cos—t— g 5
y AL a—1b
: R LR
piad 4 e
sen .ﬂ ’ tg _(_:...

2 2




0 seealcula con la férmula:
£ AR ¥ V'sen(p—a) sen(p—b)
. fjg S sen p.sen(p—c)
. Sext0 Caso. — Dados A, B y b, resolver el
_ Datos: A, B, b.
El lado @ se calcula con la férmula:
: sen A __ sen B
: sen @  sen b
El lado ¢ y el éangulo C se hallan con las siguientes

analogias de Neper:

Incégnitas: a, ¢, C.

TN R
co 2 sen

EJERCICIOS

entes triangulos oblicuéngulos:
BU= 420347 o'=X 138°15°,
Dl == 700307 © = 84°24°,
SSE=—200167; 4 — 150°.
185% B —1 860 387; C — 63°25",
281 BT ERA== 1640 567 ¢ = 329 24%85
.72°357; B = 112°; b =— 45°




CAPITULO XVII

Aplicaciones de la Trigonometria Esférica

176. Area del triangulo esférico. — En Geometria
del espacio se halla que el drea de un triangulo esférico
estd dado por la férmula:

g AR (A4 B4 C)—180°
= F 2 90°

y como sabemos, (146), que: i
A-+B4C—180° = 2¢*
al reemplazar este valor, resulta:
TR*? Qg
PRl S g

en donde e esta
dado en grados.

Si e estuviese
dado en minutos
o en segundos, el
denominador 90°
habria que redu-
cirlo a minuto$ o
segundos, segun
sea e :
177. Distancia
entre dos puntos
de la superficie
terrestre. — Sean
A y B dos puntos
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euyas coordenadas geogréficas se eonocen (fig. 82). Consi-
derando los meridianos que pasen por A y B, y el plano
* que pasa por 4, B y O, resulta un tridngulo esférico -

ABP.
.~ En el tridngulo ABP se conocen:

B lado AP = 90° — latitud de A;

| lado BP = 90° — latitud de B;

dngulo a = long. de B — long. de A;

y como esos elementos son suficientes para resolver el
triangulo ABP, calcularemos el lado AB, en grados, y
Juego, como se conoce el radio medio terrestre, hallare-
mos la longitud de dicho AB en metros o Kilémetros.

: ~ Esempro NuMBRico, — Hallar la distaneia que hay
g “en kilémetros entre dos puntos A y B de-la superficie
: terrestre, cuyas coordenadas son:

y = 0.42"28") Y 0. 75°32°

@ = N.3545") ¢ @ = N.17°25

’: Se tiene:

9 4

a,— 90° — 17°25! = 72°35’

ﬁ‘ : b = 90° — 3545 = 54°15’

' o = T75°32' — 42°28" — 334

g Este caso es el 2° caso de resolucién de los triangulos
| esféricos oblicudngulos, estudiado en (171).

| 1o e
| b 790905/ [<¥. 3 1% v 0N “
! ) a —;— __ 12°35 -; 54°15" 63%95" ] P
a—b 72950 = 5EASAIEE. r
B o) T

a 334 i

T
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Sustituyendo escos valores en las Analogias de Neper:

A+ B a—0b

S ey cos
C X, a4+ b
cot —5— cos T
A—B a—0b

tg B) sen —5
: C 7 a-+b

cot —2' sen 9

C 1 '+ g 1 .
y pasando cot 5 al segundo miembro, resulta:

tg B}

A+ B __ cos 9010’. cot 16232

cos 63°25°

A—'B _ sen 9°10. cot 16°32’

tg 3

sen 63°25

y aplicando logaritmos :

A+B S e
logtg -;_—= log cos 9°10°+log cot 1632’ +colog sen 6325,

A—B

logtg—5—= log sen 9°10’+log cot 16°32' + colog sen 63°20

En las Tablas de Lalande se halla:

Cdleculo de-

A+ B

2

=

Caleulo de

A—B
2

W A—=B

log cos 9°10" = 1,99442
log cot 16°32" = 0,52747

colog cos 6325’ = 1,65079
A

log tg 'L' 2 0,17268
. A+ B

T2 = 5696676 (1)

log sen 9°10" = 1,20223
log cot 16°32" = 0,52747
colog sen 63°25" = 1,95148
A—B

log tg S

= 25°38'16”,4 (2)

= 1,68118

2
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Sumando y restando ordenadamente (1) y (2), resulta:
A = 81°44'23”
B = 30°27/50”

El lado AB se calcula mediante la férmula de Neper:

A— B a—b
tg

sen

A+ B

o

sen

(3o

2
¢
8 5
Despejando el valor de tg—;— , resulta:

A+ B ! a—Db
¢ fen 2 g 2

P A—B

sustituyendo valores:.
o C__ sen 56666 tg 9°10
I ‘sen 25°38'16” 4

y logaritmando:

log tg —5- =1log sen 56°6'6",6 + log tg 9°10’ +

+ colog sen 25°38716”,4
En las Tablas se halla:
log sen 56°6'6”,6 = 1,91908
log tg 9°10¢ = 1,20782
colog sen 25°38'16”,4 — 0,36383
log tg - = T,49073 .*. —— = 17012’}

S b e BN
De manera, pues, que la distancia AB es de 34°24".
El radio medio terrestre, suponiendo la Tierra esférica,




SO

mide 6.371 Km., de manera que para calcular la distancia
AB, basta hallar 1a longitud del arco AB por medio de la

formula: | 2nRa
A 360 A4
e 9 X X % '
o bien: 2 tegrd S 2253071 X 344 siopi— 344

Efectuando estos céleulos, resulta, finalmente:
AB = 3825,974 Km.

178. Reducir un angulo al horizonte. — Reducir un
angulo al ho-
rizonte es ha-

sobre un pla-
no horizontal,

Los angulos
medidos con el
teodolito ya son reducidos sobre el eirculo horizontal, no
sucediendo lo mismo cuando se emplea el sextante.

Fig. 83.

Sea el angulo MON, fig. 83; su reduccién al horizonte
es el angulo M’ON’, formado por las proyeccicnes de los
lados OM y ON sobre el plano horizontal «. Midiendo los
angulos MOM’ y NON' y suponiendo una esfera con cen-
tro 0 y radio 04 — OB = 0C, en el triangulo esférico
formado AB(, se econocen los tres lados:

AB — medida de MON,
AC = 90> — MOM/,
BC = 90° — NON'.



Ly e e
sen p. sen ( p—c)

EJ EROICI OS

ar el érea de un tﬂ&ugulo asfénco cuyos angulos mi-
n 459, 12~y85» Yo

d y Buenos Aires:

.= 0.5830") | Be
‘?'—854"36’) ; (:p—
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