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ALGEBRA

' CONJUNTOS
Y SUBCONJUNTOS. -
REVISION

Conjuntos. — Una recta es un conjunto de puntos; esta pagina
es un conjunto de puntos; los numeros 7, 11, 8 y 13 forman un
conjunto de ntiimeros; los numeros cuyo cubo es menor que 200
forman un conjunto, etc.

Cada uno de los “objetos” que lo integran se llama elemento
de ese conjunto.

En rigor, en Matematica se toman como conceptos primitivos
las ideas de conjunto, elemento y pertenencia, por lo que no
necesitan aclaracion.

Notacion.
A={a,b,c, ...}
Se lee “el conjunto A tiene por elementos a, hlert oy
a € A

Se lee “el elemento a pertenece al conjunto A”.

Conjuntos iguales.

Dos conjuntos merecen ser llamados iguales si y solo si tienen
los mismos elementos; o sea, si ambos constituyen un mismo
conjunto.



Asi, los conjuntos.
{ntmeros pares menores que 11} y ‘{2, 4, 6, 8, 10}

son iguales porque sus elementos son los mismos.
La definicion de igualdad se indica asi:

A=B

si y solo si

1) hEA == heEB

que se lee “h pertenece a A, entonces h pertenece a B”;

2) gEB = g€EA

que se lee “g pertenece a B, entonces g pertenece a A”; siendo h
y g nombres de objetos cualesquiera que pertenecen a ambos
conjuntos.

Conjunto vacio: (.

Un conjunto que no tiene ningtin elemento se llama conjunto
vacio.

No estd de mas aclarar que el conjunto vacio y el conjunto
formado por el niimero cero son distintos, pues el conjunto vacio
no tiene ningln elemento y el otro tiene un elemento, que es el
cero.

Ejemplos:

1) {numeros primos multiplos de 9} = ¢
2) {insectos que sean mamiferos} =
3) {fx/lx EN A W0+x<4}=0Q

Se lee “conjunto formado por elementos x tales que x perte-
nece al conjunto N de todos los nimeros naturales y la suma
10 + x debe ser menor que 4”.
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Como no existe ningun elemento del conjunto numeros natu-
ales que cumpla esa condicién, se obtiene un conjunto vacio.

La inclusion.

Se dice que el conjunto A es una parte o un subconjunto
je otro B, o que esta incluido en este otro, cuando todo ele-
mento del primero es elemento del segundo.

Ejemplo:

Sea A el conjunto de los habitantes de un pais; sus elemen-
tos son personas. Consideremos ahora un conjunto H tal que

H — {miembros de A que sean negros}

Probablemente haya en ese pais habitantes no negros, y en
ese caso A tiene méas elementos que H; pero podria ocurrir que
todos los habitantes fueran negros, y entonces H = A.

En cambos casos es cierto que todo elemento de H es ele-
mento de A.

En simbolos:
hEeEH = heEA
Se lee “si el elemento h pertenece al conjunto H, entonces h
pertenece al conjunto A”.
Cuando esto suceda, se dice que:

a) el conjunto H es parte del conjunto A,

0 que

b) el conjunto H es subconjunto del conjunto A,

0 que
¢) el conjunto A incluye o contiene al conjunto H.

\ . s . . .
Todas estas frases significan lo mismo y se simbolizan con
una U acostada, con la abertura hacia el conjunto que incluye.
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Asi:
H GTA iy Aio-H Se lee “H es parte de A y A

incluye a H”.
A

El conjunto B es parte de A
si y s6lo si cada elemento de B
es también elemento de A.

En simbolos:
BcA &< hEB = hec A

Con esta definicién se admite que todo conjunto es un sub-
conjunto de si mismo. En otras palabras, todo conjunto es parte
de si mismo.

Para cualquier conjunto P es cierto que P < P.

Esto no coincide exactamente con el uso comtn de la pala-
bra parte, pero en MatemAatica es méas cémodo decir también
que B es parte de A cuando B = A.

Cuando B es parte de A y no es todo A, diremos que B es
parte propia de A, o bien que el conjunto B est incluido estric-
tamente en el conjunto A.

Asi, si
A = {(habitantes de un pais}
B — {miembros de A que tienen piel negra}

Es seguro que Bs£ A, y como B — A, resulta que B es parte
propia de A.

Simbolicamente,
BsZA o A=z2B

Se lee “B est4 incluida propiamente en A”,



Ejemplos:

A B "
Q
1) Ag¢gT B o A Qq¢P A cB
Tz A B A
2) A= 1h, 2 3 0
B=1(2171,8,09, 15, 0, 10, 1, 3}
A c-B
Observaciones:

 La inclusién no es reciproca, salvo que los dos cojuntos sean

iguales.

® T.a inclusién es transitiva.

Conjuntos coordinables.

Se dice que un conjunto es coordinable con otro si a cada ele-
mento del primero corresponde un elemento y solo uno del se-
gundo, siendo cada elemento de éste correspondiente de uno y

s6lo uno del primero.

Ejemplo:

r-————1



Si
A={a, b, c, d}
B —{o'tb’ ., d}
es
Ax B

A es coordinable con B porque existe entre sus elementos la
correspondencia biunivoca indicada en el dibujo.
Conjuntos disjuntos.

Se dice ¢ e dos conjuntos son disjuntos si ambos son sub-
conjuntos de un mismo conjunto y no tienen elementos comunes

En simbolos:

Si
Pl AV QUi

P)(Q = gx/x€P AN € Q

Se lee “los conjuntos P y @Q son disjuntos [P) (Q] si y soélo
si [«=] no existe [ 4 ] un elemento x tal que x pertenece [€ ]
aP y [A] x pertenece a Q”.

Ejemplos:
a) Si
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A y B son disjuntos A) (B porque son subconjuntos de U y no
tienen elementos comunes.

b) Si
F = {poligonos}
P — {triangulos}
Q = {pentagonos}

P y Q son disjuntos P) (Q porque son subconjuntos de F y no
tienen elementos comunes.
Diferencia (\).

Se llama diferencia entre un conjunto (A) y otro (B) al con-

junto que tiene por elementos a los del primero que no perte-
necen al segundo.

En simbolos:

AA\B={x/r € A AN x ¢ B}

Se lee: La diferencia entre el conjunto (A) y el (B) es el
conjunto de elementos (x) tales que pertenecen a (A) y no per-
tenecen a (B).

Ejemplos:

B Si A={1, 2,3, 4 5} y B={1, 4, 5}
es A\B = {2, 3}

Il) Si N = {numeros naturales}

y P={(x/x € N A z=2)

\ r .
es N\ P = {nGmeros impares}
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III) Si A c B
es B\A = {figura sombreada}

1IV) Si A B es A\B =)
ya que no existen elementos de A que no pertenecen a B.

Propiedad conmutativa.

De los ejemplos III y IV se establece que la diferencia de con-
juntos no es conmutativa.

En simbolos:
AN\ B =< B\ A
Complementacion.
El complemento de un conjunto A con respecto a otro B del
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cual es parte, es el conjunto de los elementos del segundo que
no pertenecen al primero.

En simbolos:
Si A c B es CBA:{x/xEB A x« & A}

Se lee “el complemento del conjunto A con respecto al B
[CeA] es el conjunto formado por los elementos x tales que
pertenecen [€] a B y [ A] no pertenecen [£] a A”.

Ejemplos:

a) Si
A= {2 4, 6,8, 10, 12, 14, 16, 18}

B = (6, 12, 18)

es
C.B=1{2, 4, 8, 10, 14, 16}

b) En una oficina de correos, el conjunto de empleados varo-
nes es el complemento del conjunto de empleadas con respecto
al conjunto total del personal de esa oficina.

Otra notacién conjuntista.

La complementacién puede simbolizarse asi:
Si N es complemento de P, se indica

N~P
o bien I’:N

Relacién entre complementacién y diferencia de dos conjuntos.

Si P es un subconjunto dado del conjunto universal U, se
puede definir uh nuevo conjunto P denominado complemento

de P de la siguiente forma: P es el conjunto de todos los ele-
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mentos de U que no estan contenidos en P. La porcion som-
breada de la figura es el complemento del conjunto P.

4

A veces interesa solamente una parte del complemento de un
conjunto. Por ejemplo, podemos desear considerar la parte del
complemento del conjunto Q que estéa contenida en P, esto es,

el conjunto P N Q. La porcion sombreada es P N Q. Teniendo
en cuenta la definicion de diferencia (\) de P y Q, es decir,
el conjunto que tiene aquellos elementos de P que no perte-
necen a Q, podemos decir, como lo visualiza la figura, que

PN 6 y P\ Q constituyen el mismo conjunto.

El complemento de un subconjunto es un caso especial de un
conjunto diferencia, puesto que podemos escribir 6 = U\ Q.

(La figura en la pagina siguiente.)

El complemento del conjunto
vacio, (j, es el conjunto univer-
sal U, asi como el complemento

del conjunto universal es el con-
junto vacio.

De acuerdo a las definiciones
de diferencia entre conjuntos y
de comwnlemento de un conjunto
con respecto a otro, se puede escribir que

AN B=_(.B si A o> B

B\ A=_(sA si AcB

14



Por ello el complemento de un conjunto A con respecto a otro B
suele denominarse diferencia relativa entre By A.

Unién. — Se llama unién (U) de un conjunto A con otro B
al conjunto cuyos elementos pertenecen al A o al B, o bien pue-
den pertenecer a ambos conjuntos. (La conjunciéon “o” se usa
en sus dos sentidos diferentes: excluyente e incluyente.)

En simbolos:

AUB={x/xr € A V z € B}

Se lee “la unién de A y B es el conjunto de elementos x tales
que pertenecen al Ao alBoa ambos”. El simbolo \/ representa
la palabra “o0”.

Ejemplos:

I) Si

A=1{2, 4,6, 8,10, 12} y B—={3, 6,9 12}
es
AUB= {2’ 37 4, 6, 8, 9, ]0, 12}

II) En cada una de estas figuras, la unién o suma es la parte

sombreada.
r AL
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1II) Dibujar dos tridngulos y un rectangulo cuya unién sea
un trapecio: T4
A U B U C = {trapecio} |

IV) La unién de los conjuntos de alumnos de cada una de las
divisiones de una escuela es el conjunto de los alumnos de esa
escuela.

Interseccién. — La interseccion (N) de los conjuntos A y B
es el conjunto cuyos elementos son comunes a los conjuntos
dados, es decir, que pertenecen a ambos.

En simbolos:

ANB={x/x € A A x € B}

Se lee “interseccion de A y B es el conjunto de elementos a
tales que pertenecen a A y a B”. El simbolo A representa lz
palabra “y”.

Si los conjuntos dados son disjuntos, la interseccion de los
mismos es un conjunto vacio:

Ay (B = ANB=0

/07 A

Recordemos que dos conjuntos son disjuntos si no tienen nin
gin elemento comun.

16



Ejemplos:
I) En cada una de estas figuras, la interseccion es la parte
sombreada.

A=1(1,35™"711}) y B=(3 6 9)

es
ANB=(3)

III) Si consideramos la expresién |x|< 3 para x numero
entero, significa

Es decir, el conjunto
(—2, —1,0,1, 2}
es la interseccion de los conjuntos
R TR, o g T - A R
2,10, —1, —2, —3, —4,...}
La unién y la interseccién de conjuntos son operaciones bina-
rias, pues generan un nuevo conjunto a partir de dos conjuntos

dados.
17



Producto cartesiane.

El producto cartesiano del conjuntc (A) por el (B) es el con-
junto que tiene por elementos a pares ordenados de elementos
tales que el primer elemento pertenece al primer conjunto y el
segundo al otro conjunto.

En simbolos:
AXB={(x,y)/x € A AN y € B}

Se lee: El producto cartesiano (A) por (B) es el conjunto
cuyos elementos son los pares ordenados de elementos (x) e (y)
de modo tal que (x) pertenece al (A) e (y) pertenece al (B).

Ejemplo:
Si A=1{1, 2, 3 y B = {5, 6)
_ [ 1, 5); (2:5) ; @, 5)
s axB={ 03 08! G
Caso particular
AXA={(xy) /x€.A A y € A
es el producto cartesiano del conjunto (A).

Producto de dos niimeros naturales. — De esta operacion con-
juntista se infiere la siguiente

DEFINICION. — Se llama producto de dos nimeros naturales
(a, b) al numero de elementos del producto cartesiano de un
conjunto (A) de (a) elementos por otro (B) de (b) elementos.

Ejemplos:
DS a=3; b=4 ; A="{x, ¥y 2} 3 B={t, 2 P}

y dado que

el
s x, u) ; (Y, u) ; (2, u
AXB= 1 & o) : (@) (z v)

(x, w) ; (y, w) ; (2, w)

18



tiene 12 elementos, es
3xX4=12

II) Si a=4:b=1; A=z, vy, 2, u} B — {1}

' tiene 4 elementos, es
Al =4is

Particion de un conjunto.

Supongamos que los alumnos que ocupan un aula se repar-

" ten en tres columnas. Llamamos A al conjunto de los alumnos

de la primera columna, B al conjunto de los alumnos de la

segunda columna y C al conjunto de los alumnos de la tercera

columna, Al conjunto de los alumnos del aula lo llamamos E.

Los conjuntos A, B y C no son vacios y los alumnos del aula

. pertenecen a ellos. Esto se expresa diciendo que el conjunto de
conjuntos {A, B, C} es una particion de E.

A B C
L] ] L) ® ® ®
® [ ] L] L] [ ] [ ]
° ® L ] [ ] ] ]
(] ® [ ] @ L ] ®
e ° L] L] L] L]
] [ ] °

=

Con simbolos:
a) Ninguno de los conjuntos es vacio:
AtD B+~ C+J
b) Ningun alu‘n&no pertenece a dos de los conjuntos A, B, C:

AﬂB:AﬂC:BﬂC:@

19
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Es decir, estos conjuntos son disjuntos.
¢) Todo alumno del aula de referencia pertenece a uno de

los conjuntos A, B, C:
{AUBUC}I=E

En consecuencia se puede aceptar la:

Definicion. — Un conjunto M de partes no vacias de E es una
particiéon del conjunto E si y solo si todo elemento de E perte-
nece a un conjunto y solo a uno, de M.

Simbolicamente:
{A;, Ay, A3, Ay} es una particiéon de E

D As#0 M0 A#=0 A2
2) A1 n A2:A1 n A3:A1 n A4:
== :AgnA3:AgnA4:AgﬂA4:®
3) A, UA; UA; UA,=E
Cada uno de los subconjuntos de E se llama clase de la parti-

cion, o bien, con otras palabras: los conjuntos elementos de M
se llaman clase de la particion.

Graficamente:

20



1) {A;, A,, A;, A} es una particion de E con cuatro subcon-
juntos o clases.

. 2) {B,, B,, B;} es particion de E con tres clases.

3) {C,, C,} es particién de E con dos clases.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

Estructura de un conjunto. —Definicién. — Un conjunto sobre
el cual estan definidas una o mas operaciones se dice que esta
munido de una estructura.

Las estructuras mas importantes del Algebra Moderna son:
Grupo, Anillo, Cuerpo y Espacio Vectorial.

Las propiedades de una estructura son aplicables a todos los
conjuntos que tengan esa estructura.

Estructura de Grupo.

Se dice que una operacion, que se representa con el simbolo
(%), dada sobre un conjunto A, define una estructura de grupo
sobre A, si y solamente si esa operacion posee las cuatro pro-
piedades siguientes:

12) La operacién (%) es una ley de composicion interna, o
sea satisface la propiedad de clausura.

24) Es asociativa:
(@%b) ¥c=a* (b*c)
3%) Existe un elemento neutro (e):
eE A 3 eXao—=axe—a
43) Todo ntimero a € A admite un simetrico (a):
CEEA N d gl =tk a—e

Ademés, cuando la operacién (%) sobre un conjunto A posee
también la propiedad conmutativa (a % b) = (b ¥ a) se dice
que tiene estructura de grupo conmutativo o grupo abeliano.

21



Ejemplo de Grupo.

El conjunto Z de los ntmeros enteros tiene estructura de
grupo con la operacion de adicion.

En efecto:

1) La adicién es una ley de composicion interna en el con-
junto Z porque la suma de dos nuimeros enteros es otro niimero
entero.

2) Es asociativa:
(@a+b) +ec=a+ (b+c)
3) Admite un elemento neutro, el cero:
0eEeZ : 04+a=a+4+0=a

4) Todo elemento perteneciente a los nimeros enteros, ¢ € Z,
admlte un elemento simétrico ().

. d=—a€EZtalquea+ (—a)=(—a)4a=0

Ademas, la suma es conmutativa ¢ b =>b + a, entonces Z
tiene estructura de grupo aditivo abeliano.

En cambio, el mismo conjunto de los numeros enteros, Z, no
tiene estructura de grupo con la multiplicacion porque el simé-
trico de un entero diferente de (—1) y de (4 1) no es un na-
mero entero, esto es, no pertenece a Z. ‘

Ejemplo:

El simétrico de —9 es ——?1)— & Z.

Estructura de anillo. 1

Se dice que dos operaciones representadas por los simbolos %
y T, dadas sobre un conjunto A, definen una estructura de anillo’
sobre A si y solamente si se cumple que:

Para la operacion (%):

1) Es ley de composicion interna.

22



2) Es asociativa:
(@ %b) ¥c=a* (b*¥c)

3) Es conmutativa:
a¥b=Db¥a

4) Admite un elemento neutro e € A:
exXag—=0xe—=4a

5) Todo elemento a € A admite un elemento simétrico (a’):
dEA : a¥a=a¥a=e (elemento neutro)

Para la operacion (T):

1) Es ley de composicién interna.

2) Es asociativa:
(aTb)Tc=aT(bTc)
3) Es distributiva en relacién a la primera operacion (%), esto
es:
(@%b)Tec=(@Tc)*¥(bTc)
aT(b¥c)=(@Tb)*(aTc)
Ejemplo:
El conjunto Z de los numeros enteros tiene estructura de ani-
llo con las operaciones de suma y multiplicacion.
En efecto:

1) La suma y la multiplicacién son leyes de composicién in-
terna para Z.

2) Se cumple en Z la propiedad asociativa en ambas opera-
- ciones. j

\ . . , .
3) Para la suma existe elemento neutro, simétrico y es con-
mutativa.
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4) La multiplicacién es distributiva con respecto a la adicion
a-(b+c)=ab+tayg
(@a+Db)-c=ac+b-c

Estructura de cuerpo.

Un conjunto A en el que estan definidas dos operaciones %
T, tiene estructura de cuerpo cuando estas operaciones tiene
todas las propiedades de la estructura de anillo y ademas la se
gunda operacién T tiene elemento neutro, elemento inverso ;
es conmutativa,

Los elementos {a, b, c,...} de un cuerpo deben poseer la
siguientes propiedades: :

Para la operacién (%):
1) Es ley de composicién interna.

2) Es asociativa:
(@a%Db) Xc=a¥(b*c)

3) Es conmutativa:
a¥Xb=">b%a

4) Existencia de elemento neutro (e):

aXe=e¥Xa—=a

5) Existencia de elemento inverso (a/):
oXa =a%a—e

Para la operacion (T):

1) Es ley de composicién interna.

2) Es asociativa:
(@aTb)Tc=aT(bTec)

24



3) Es distributiva con respecto a la operacion (%):
(@¥b)Tc=(aTc)%(bTc)
¢cT(a%b)=(cTa)¥%(cTh)

4) Existencia de elemento neutro (e):
aTe=eTa=a
5) Existencia de elemento inverso (a’):

aTa =a'Ta—e

6) Es conmutativa:
aTb=bTa
Ejemplo:

El conjunto de los numeros racionales Q con las operaciones
de suma y multiplicacién tiene estructura de cuerpo.

En efecto:

Para la operaciéon suma:

1) Es ley de composicién interna, ya que la suma de dos na-
meros racionales es otro numero racional.

2) Es asociativa:

(a c)+m_a+(c+m)_i+i+ﬁ_
R Y R L e

3) Es conmutativa:

4) Existencia de elemento neutro, el cero:

a 0 a
B e

\
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5) Existencia de elemento inverso o simétrico:

a a a a o
— ——— | — _:0
=)= (50

=
Para la operacién multiplicacién:
1) Es ley de composicién interna.

2) Es asociativa:

(a c>'m__a <c m)_a.c.m
b-d) - BAd Riorbd

3) Es distributiva con respecto a la adici6n:

(435623

5= (04)+ ()

4) Existencia de elemento neutro, el uno:
a

oqayd
b b b
5) Existencia de elemento inverso o simétrico, el reciproco:
a b b a
——=—"—=1 (elemento neutro)
b a a b
6) Es conmutativa:

@ ic Cika
bld " id b
El conjunto Z de los nimeros enteros munido de las opera-
ciones suma y multiplicacién no tiene estructura de cuerpo pues
> L 1 g
para la multiplicacién el simétrico de a € Z es — & Z, siempre
a

que a == £ 1, es decir no tiene simétrico en Z.
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EJERCICIOS

I) De los conjuntos dados, jcuéles son iguales?

A={a, b, c, m, n} B ={o.b.cn; g}
C={c, n, b, m, a}
R.:\(A) vy (©)

II) Teniendo en cuenta que

A¢B
ApB}AﬂB¢@
dibujar un diagrama de conjuntos (A) y (B).
7 v %
TS
//A / \\ 6\
B ‘ [ ! \
= e |
R S /
\__)< 7
\\_//
[I) Teniendo en cuenta el diagrama, llenar los huecos.
//"*\
ot £ \
Tk ( R \, S
Sl e ) \\ /
< /
b N e
R:R ¢ S
: R DS
RNS#g
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X:

IV) Dados los conjuntos siguientes, llenar los huecos:

R={(1,3,5,709, 11, 13} S=1{0,3,6,09, 12, 15)
ay R USEE e Tl
b) RNS={............ §
) BRe~S={ ....0.c...: )
) R, e }
R: a) {0,1,3,5, 6,79, 11, 12, 13, 15
b) {3, 9}

e) {0, 6, 12, 15}
d) {1, 5, 7, 11, 13}

V) Dados los conjuntos
B = {gato, ratén, perro} y A — {ratén}

llenar los huecos en:

aA)y AR = [y, ool an }

W AMNMB={ .0 }

G A B e e }

d B~A={............ }
R.: {gato, ratén, perro}
R.: {raton}
R.: {gato, perro}
Re-N)

VI) Dados los conjuntos

M= {Y: a, W, Q} Yy Ni= {a, Y, W, 9}
llenar los huecos en:

A S IVRIEINE— e L i i }
by, MAN=L. oo }
o) WA }
dy: N~M=1{ ke, }

R.: {a, v, u, ¢}
< A{e, v, 1, 0}
1 g

D
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. VII) Dados los conjuntos
R={a,bcgh}, T={bckm} vy W={,kpdi}

llenar los huecos en:

a) R et e sl }

b R MW= et }

AR W =t G }

T RW = s nd o }

o) R = e }

D) TR == e }
R.: {b, c}
R: @
R.: {a, b,c, 9 h ik b d i}
R.: {k}
R: {a, b, ¢, g, h, k, m}
R': {b) c) k} m} j) k’ p’ d} i}

VIII) Escribir el siguiente conjunto de cuatro maneras dife-
rentes:

e, y, U, v}:{..,..,..,.'.}:{..,..,..,..}:{..,..,..,..}

IX) Describir este diagrama simbolicamente:

R.: A ¢B
A DB
ANBxg
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X) ;Qué lado del simbolo  sefiala hacia el subconjunto, el
lado curvo o el abierto?

{a; b} = {a, b, ¢}, R.: El lado curvo

XI) Siseindica H o B, jel lado curvo del simbolo > sefials
al subconjunto?

H
R.: S
XII) Si A c B, entonces AUB={............ }
R.: {B}

XIII) Complete cada una de las siguientes afirmaciones:
a) Si AcB y A > B, entonces {............ }
R.: {A=B}

b) De acuerdo con los conjuntos M y N del grabado, deter-
rIna VNN (e e e }
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e 8l . G ic-H vy H = S;- entonces:, Foa i mi }

Ry {G < S}

f / :
Pt s
l—— I/—é'\\ \ /
oot e T

d) Si A c B, determinar el conjunto A N B.

R.: {A}
XIV) Llenar el hueco en

{multiplos de 3} N {multiplos de 5} ={............ }
R.: {multiplos de 15}

XV) Teniendo en cuenta el diagrama, llenar el hueco en
CAC R A Te= e el = i }
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XVI) Observando el diagrama, llenar el hueco en
AUB Ny ={.,....0. .. }

XVII) Dado el conjunto
A={x/r € N A x> 0}
siendo
N = {conjunto de nimeros naturales)

hallar C~A.
R.: cNAzﬁ -

XVIII) Dado el conjunto
B={x/x € Z A z=0)

siendo
Z = {conjunto de los nitimeros enteros}

hallar C-B.
Rt @B={(—1—9"3

XIX) Dados los conjuntos

P = {x/x nlimero par} y D={x/x € N}
hallar CoP.
R: 0pP=(1,8,57...}
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XX) Dados los conjuntos
H={x/|x|>6} y P={z/x € Z)
llar (pH.
R.: CoH ={(6], 5], 4], 3], 2], [1], 0}

XXI) Teniendo en cuenta las definiciones de union e inter-
ccion, completar las siguientes relaciones:

a) AUA =... d ANg=...
R.: A R.; @
b) ANA=... e) ANU=...
R.: A R.: A
) AUU =... ) AUQg=...
R: U R.: A

XXII) Teniendo en cuenta la definicion de complemento,
stablecer las siguientes relaciones:

~

a) AUA=... b) ANA=
R: U R: @

c) fI

_R.: (%)

' XXIII) Completar las siguientes relaciones:

; B AR Ay AN
.l = R.: A
R: ANB
by U\ A = &) "INA =
- R @
R.: A
ey AT =2 E)EANEAT—
R @ R.:

B (AN B) NG = AN 1,
R: AN(BUO)
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XXIV) Completar la relacién siguiente

{Tridngulos is6sceles} N {Tridngulos rectangulos} = {....)
R.: {A rectangulos isésceles}

XXV) Indicar correctamente un subconjunto de los tria
gulos.

R.: {A rectangulos}, {A isdsceles
{A oblicuangulos}, etc.

XXVI) Dados los nimeros 12 y 60, iqué representa la unic
y qué la intersecciéon de estos ntimeros?

R.: 1°) El m.c. m.
29) El m.c.d.
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RECAPITULACION

DE LAS REGLAS OPERATIVAS
CON NUMEROS ENTEROS

Y CON NUMEROS RACIONALES

Numeros enteros. — Hemos viste que la condicion de posibili-
dad de la sustracciéon de miumeros naturales, dice que: El mi-
nuendo debe ser mayor o igual que el sustraendo.

Para que la sustraccion sea posible en todos los casos, los mate-
maticos han creado una nueva clase de nimeros llamados nime-
T0s negativos.

Dado que interesa ver como estos niimeros solucionan el pro-
blema de la sustraccion en los casos de imposibilidad antes sefia-
. lados, se amplia el campo de los niimeros creando a la clase de
niimeros enteros, compuesta por los numeros naturales y los
negativos.

Definiremos las relaciones de igualdad y desigualdad y las
operaciones aritméticas en forma sumaria.

RELACION DE IGUALDAD Y DESIGUALDAD. — En la representacion
grafica el conjunto ordenado de los numeros negativos, aparece
a la izquierda de los nimeros positivos —colocados también por
orden creciente dg magnitud— estando separados ambos con-
juntos por el cero. Dados en la grafica dos nimeros cualesquiera
serd mayor el que aparezca colocado a la derecha.
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Ejemplos:

— 3>—9 \
T 1
+10 > +1

SUMA DE NUMEROS ENTEROS. — En simbolos:

I) a4+b+c=+ (a+b+c)
—a¢—b—c=—(a+b+c)

. e e —(a—b)siesa>b
II) (—a)+ (+b)=—a+b= + (b—a) siesb>a

III) a—b—c+d=(a+d) — (b4 0)

Ejemplos:

—7—4—5— 1=— (T4+4454+1)=—17
+9—11=—2
7T—1—6— 4=7T—11=—4
— 34+ 3=0

RESTA DE NUMEROS ENTEROS. — En simbolos:
(£a) — (£b) =(xa) + (b
Ejemplos:
(+9 — (+3)=(+9 + (—3) =+ 6
(—T — (8 =D +(—8 ==15
3—T=(+3) — (+ 1) =+ )+ (—7) =—4
36




PRODUCTO DE NUMEROS ENTEROS. — En simbolos:

(+ @) (+b) =+ ab
(—a)  (—Db) =+ab
(—a)- (+b) =—ab
(+a)  (—Db) =—abd

Ejemplos:
—N 9=+ 28
(—2) (=) (+3) =+ 6
(—3) (+4) (—1)(—10) =—120

D1viSION EXACTA. — En simbolos:

(+a): (+b) =+ (a: b)
(—a): (—b) =+ (a:b)
(+a): (—b)=—(a:Db)
(—a): (+b) =— (a:b)

Ejemplos:
(— 30): (— 6) =+5
(+ 100) : (—50) =—2

Ntimeros racionales. — Hemos visto al tratar la division de
niimeros naturales que la condicién de posibilidad de dicha ope-
racién es que el dividendo sea miltiplo del divisor. Para que
la division sea posible en todos los casos los matematicos han
creado una nueva clase de nimeros llamados nimeros racionales.

Relacién de igualdad y desigualdad.
Dada la igualdad

\ o
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llamamos primer producto cruzado a (® X 8) y segundo produ
cruzado a (4 X 10). Ahora bien. una fraccién o nimero racio
serd igual, mayor o menor que otra cuando el primer produ
cruzado sea respectivamente igual, mayor o menor que el seg
do producto.

Ejemplos:
5 1
—4— 8—pues[5><8>4><l]

—3 1
—4—<T pues [(—3)X5<4X1]

s, .|
—_—
4 4

pues [(—T7) X4<4X (—1)]

Suma de nuimeros racionales,

a) SUMA DE FRACCIONES DE IGUAL DENOMINADOR, — Recordem
la correspondiente

Definicién. — Se llama suma de wvarias fracciones de igu
denominador a otra fraccién del mismo denominador CuUYo n
merador es la suma de los numeradores de las fracciones dada

L e R T T

TIM T AT 12 T
L_i;£2?4+“:£
9 9 9 9 9
8 T e D e IR K 5
3 e B 3 i
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b) SUMA DE FRACCIONES DE DISTINTO DENOMINADOR.

Definicién. — Se denomina suma de varias fracciones de dis-
into denominador, a la suma de otras tantas fracciones de igual
enominador, respectivamente iguales a las dadas.

Recuérdese que esta suma puede hallarse empleando un deno-
sinador comtn cualquiera, o bien el minimo comun maultiplo
e los denominadores, llamado minimo comun denominador.

1) Aplicando un denominador comun cualquiera.

1+1+5_18 24 60 102
R R e T T IR e
1+4_3+4_7
TR g
e 120 54 36 138
= =L e S GLLL p
8 4 .'8 216 216 216 216

9) Aplicando el minimo comun denominador.

1+1+5_3+4_+10_17
gl S T ggit fgn -ty S

e, L1 20 8 a8 3
4 6 36 36 36 36

. Resta de numeros racionales. — Recordemos que para esta
operacion rige la siguiente
Definicion. — Se llama aiferencia entre dos fracciones dadas
en cierto orden, a una tercera fraccién tal, que sumada a la se-
gunda dé por resultado la primera.
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Conviene, ademas, recordar que toda resta de nimeros ra
nales se puede convertir siempre en una suma, pero cambiat
de signo a la fraccién sustraendo. \

1) Resta de ﬁ*acciones de igual denominador.

Ejemplos:

Ejemplos:

4 9 4 9 16 27 16 -+ 27 43
B e I R o

3 3 124 AT s
1) i 9 )_ 1+< 9 )_ e
< 2 ( 56 /- g 2000 - g0 e
_ —10—9 19
1 20 e

Producte de niimeros racionales. — Recordemos la siguie

Definicion. — Se llama producto de varias fracciones, a o
fraccion, cuyo numerador es el producto de los numeradore
su denominador es el producto de los denominadores.
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- Ejemplos:

5Lbl SLd W
4 2 12 4-2-12 96
1 2 \ 1
(%) (5) :(=2) (=%)=
=D ED =) 41
o 4-35 B0 e 1

Divisién de niuimeros racionales. — Recordemos la siguiente
REGLA. — Para hallar el cociente de dos fracciones se multi-
plica la fraccion dividendo por la fraccién reciproca del divisor.

Ejemplos:
4 4 2 8
a) e e e S
952 O W07 63
1 g 1
e b bt Wl oot H ey BER
o 2" > 4 8
9
5 9-4 36
c) P O g e
1 5+1 5
4
6
6 1 6-4 24
\ 3 3 1-3 3
4 4
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e) 7 = =

Numeros mixtos. — Cuando el valor absolute de un numero
racional es mayor que la unidad, puede indicarse como la suma
de la parte entera y una parte fraccionaria, dandc lugar a la
expresion que se conoce con el nombre de nimero mizto.

LR RS
S gy
15 3 3
— =24+ —=2 _ =92
6 s 6

Potenciacion de nimeros racionales.— Recordemos la siguiente
Definicion. — Se llama potencia n-sima de una fraccién al
producto de (n) factores iguales a la fraccién.

LAt 2 A
(?)"232”?
3V (=3)* (=3 (=3)(—3)-(—3) i 81
<_§)_54 R W S e P

REGLA DE LOS SIGNOS DE LA POTENCIACION. — En simbolos:

a \ 2 azn
( 1 __) =i o (potencia par)
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a 2n + 1 aZn +1
( e _b_) =+ ey (potencia impar)

a 2n+1 azn +1
(— _b> =— ETyTY (potencia impar)
Propiedades de la potencia. — Fxpresion simbolica:

- el k]

2)

3)

<
( ;
v -G
|

5)

Potencias de exponente negativo. — Se llama potencia de una
raccién con exponente megativo a la unidad sobre la misma
raccién con exponente positivo, o bien a la inversa de la frac-
ion con exponente positivo.

Cie

e L1
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Ejemplos:

o bien
(5)—3 (3)3 N
g M \LS SRRT

Gived
Téngase en cuenta que (§> puede escribirse como poten

de la reciproca de dicha fraccién, con el exponente opuesto.

Aplicaciones:
4\ —2 4\3 4\ (—2)—(+3) 4 \—2-3
0 (+4)" (4 (-4) 2
3 3 3 3
! 4>-5/ 3>5_ 243
‘( 3 T AR S0

R S b ey Rl s

Radicacién de ntimeros racionales. — Recordemos la siguien

. . .7 ’ o - a
Definicion. — Se llama raiz enésima exacta de < ?> a to

e X . o - a
fraccion <—) cuya potencia enésima sea igual a (3)
Y
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I-“Ejemplos
!‘ I:FI —"‘1 ues(+1)2——1—
' V g =g 4
: 3 +‘2*7” +3 (+3>3 21
— =+ — pues e
', 8 R
2 1 / TENS= o
e e puesk-——) = —
: V 32 2 &

" REGLA DE LOS SIGNOS. — En simbolos:

2n -72— = X 2n a
/+—:i—s1empre que(i—) = 4=
b Y Y b
2n + 1 a x x 2n+1 a
l/+—_+—siempre que(—}-—) = AR
b Y Y b
2n+1 —T xT . x 2n +1 a
— ————siempre que | —— —=——
s s o
EJERCICIOS
Operaciones con niimeros enteros.
D)
a) —4—5 t) —4—8—-7—649
R.:. —9 R.: —16
b) 10 —8—3—11 g) —1—1—1+3
. R.: —12 R+ 0
¢) — 30 +-60 h) (+2)+(—2)
R.. +30
d)9——2—|-5—8—4 i) (—4)+(—7)
ol 9 R.: —11
¢) 12_40 ¥ ) (—12) + (+27)
R.: -—28 R: 415

45
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1I)

a) (f4) == {&=-0)

10
b) (4 6) — (+ 10)
R.: —4

¢) (—9) — (=1
R.: —8

d) (—5) — (—5)
Rz 0

I1I)

a) (+ 10) - (—2)
R.: —20

b) (—12)-(—4)
R.: 448

9L D)
d) (+a) (—2b)
R.: —2ab

e) (+ 4a) - (— 6b)
: —24ab

f) (—2x)-(—4)
R.: 4 8x

g) (—3)-(—18)
R: +24

V)
a) (—4+43—2):(—10)

b) (-8—4) (—5—|-6)

c) a— 8c) (— 3abe -+ 6¢)

e) (3-8) — (—12)
R.: +20

f) (—=a) —(—a)
R-

g (—100) — (4 120)
R.: —220

h) (— 5:c)
R: —Tx

(+ 2x)

h) (—1):(—3):(—5)(
R — 150

1) (+4)(—1) (+5) (+¢
Rix —120

) (—=3a) (+4) (—3)
R.: 4 36a

k) (=-2) (—3) (—1)
Bl 10

m) (— x) (+ 2xy) (—x)
R.: 4 2x3y

n) (4 10) (+2) (+ 1)
R.: +20

p) (—22)(—1)(+5)
R.: 4110

R.: +30
Ri: —12
R

— 12a%be + 24abe? + 24ac —



(12—34+ 1) (—10)
3 R.: —100

(12atw — 5t) - (10u + 4ta) :
R.: 120atu® — 50tu + 48at?u — 20t%a

(—9—5+60) - (—2a)

R.: —92a
)
(—30): (+9) e) (—100): (—50)
R.:. —6 R: +2
| (—12): (—4) ) (+ 40a) (—20)
R.: +3 : —2a
(4 96): (—2) g) (— 40a:1c). (— 2x)
R.: —48 R.: + 20a
) (4 20): (4 10) h) ( \— 8x?) : (— 4x)
R.: +2 R.: —2x
D (4 229%): (4 119%)
R.: -2y
1)
) (—1246+44):(—2)
Rzl
) (— 50a + 100ab + 10a) : (— 19a)
Ry 4—10b
) (4 30xyt — by + 12x2y) & (— 6xy)
R.: —5t—1
]) (— 40a —4a):2a
R.: —22
2)  (— 50ab® - 25b° -+ 100b) : (— 25D)
R.: 2ab®—Db?—4
f) (— 100ac —50a) : (— 50a)
R.: 2¢+1

VII)

a) — 30xy — 10x
R.: —10x(3y + 1)
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b) —-2ax® 4 4ax* — 16ax?
R.: —2ax?(x—2 + 8) |
¢) — 100tu — tu ¢ |
R.: —tu (100 4 1) ‘
d) —33at — 11t + 1lat
R.:. —Ht(3a+1—a)
e) — 22a*b? -+ 11a°b ‘
R.: —11a3b(2ab —1) ‘
\
1

VIII)
a) [(—3—8—10) —30]: (4 3)

R.: —17
b) [(—3)(—1)(—4]:(—6)

R.: +2
c) [(—4) (—x2)x]:2x

R.: 2x?

IX) Comprobar graficamente la propiedad conmutativa en el
siguiente ejemplo:

—3-—-54+4—6

X)
a) —{—[(—54+D1]} ;
b) —{—[=QQ—11)]|

R:.. =10
XI)
a) 10 —(—1)*—2+ (—3)¥=—1

R.: =21
b) 41— (—2)*— (10)2— (4 1)*

R.: — 92
€) 2— (—2)*4 (+4)*— (—5)*

R.: —23
d) 5+1(—1>—(=1)*— (—1)

R.: +4
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e) [—2— (—2)°1[— (—10)7]
: R.: — 600

f) [—1— (—6)*+ (=1 (=3)
R

.. 4108
g) [(—3) (—5) +T(—=2)°

R.: —176
h) [(—10)2: (+2) +6X5][—4]

R.: —320
B | —[—(—8]|—=D*
: R.: —57
i) —[— (=27

R.: +4

k) (—2)2— (—1)*— (—3)*— (—10)
R.: +6

)peraciones con nimeros racionales.

XII)




625 ‘
ENC YRR
NENERY
(27T =)=
i
(=) () - ()

10 >‘2J3 729
= c =
\ 3 1000 000
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, S | 9] 3 14—3
g o 21 21
1'2 13 1= 12+3+1= 16
(Gh iz ats (z)
11
21 1164 704
e SRR |
64
XXI)
3 1\ 32 g 2
o e e (e ) e =
(5+2) (5)+ 5 2+(z)
sl 6 1 36460425 121
_25+10+4— 100 100
Recuerde que (a -+ b)2=a®+ 20b +b?
XXII)
e
2 R 29
'2——3
3
XXIII)
(3 1-{—10)—( 6) R.: 16
2 -4
XXIV) i
9253 ) —1 4 —
( ) T 25 147
Ry 2=
125
(—1)2%:
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XXV)

XXVI)

XXVII)

XXVIII)

XXIX)

52

2 1
o B
5>< = . :
Pt R:: ——5
1 4 1
L i D e |
3 15+ XZ
3 205 3 1
—_—t—— S i =y
5] 9 18+2( 2) 73
R.: —
4 5 21 55
1——) : (— g
( 5 2+20 )
2 )
g B a g e
b~ (e o ety
R —

-
_3__ R ﬁ
4 54
ey
)
5
bl 4 1
12 9 36 o
SR e
s,
3



' XXX)

1 4 4 1
—X5——18——+5:—
i 5 g s
XXXI)
R Rl 2
Fol T o [P T o
\zt277%) T3
() (D
5 3
XXXII)
3T iy 1
s T, o
[ 2
D i
P il O i ]
o Tl s
XXXIII)
9 1+_3_) (5 1>
(4 o) T 372
1+2>_(4 1)
SRR S T i
XXXIV)
1+ g
5 10 ' 10
Gt kgl
90 9 2

.49

316
R .

15

109
10

51

31
126

©| o
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XXXV)

a 3.2 9 86
2 ki R.: ——;E
3
XXXVI)
L e
100 ~ 100 4
169:——
vAGE: 90
XXXVII)
gemend o 30
9 2 20 100
— R.: —
4 4 25 1\2 49
10 1000 ( 2 )

XXXVIII) Contestar el siguiente cuestionario:

a) Si a=£0, ;cual es el inverso de su inverso?
R.: a=t=Y =g

b) Si a =40, ;cual es el inverso del contrario de (a)?
R.: (—a)—1?

¢) Si a=£0, ;cual es el contrario del inverso de a?
Rai— fa—-1)] - *

d) El contrario de la suma de dos numeros racionales, ;es la
suma de los contrarios de esos nimeros?
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e ¢ a e
R.: Si, porque — —4-—-)=—_.__-
b d b d

Si (a540) € Q A (b540) € Q (*),jes (a+b)~'=a"'+

Ly

.

s

Se lee: si (a) y (b) son distintos de cero y pertenecen al con-
nto de nimeros racionales, ..
1 g |

T
a+b a h

R.: No, porque

(*) [Q] representa el conjunto de los numeros racionales.
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REVISION DE LOS CONCEPTO:
DE RELACION Y FUNCION

Par ordenado.

Definicién I.— Un par de elementos, a y b, en el cual cor
deramos a primer elemento y b segundo elemento, se Ila:
par ordenado y se representa por (a, b).

Los elementos a y b se llaman primera y segunda coorder
das, respectivamente, del par ordenado (a, b). :

Definicion II. — Dos pares ordenados (a, b) y (c, d) se d
que son iguales si y solamente si encierran los mismos elemen:
y en el mismo orden, esto es, sia=c y b =d.

Con simbolos:

(a, ) = (¢, d) =a=c Ab=d

Relacién de conjuntos.
Sean los conjuntos:

A = {$10.000, $5.000, $1.000, $500}

B — {ficha amarilla, ficha roja, ficha verde}

Efectuamos el producto cartesiano:

((3’5 10.000; ficha amarilla), ($ 10.000; ficha roja).
($10.000; ficha verde)

($ 5.000; ficha amarilla), ($ 5.000; ficha roja),
(8 5.000; ficha verde)

($ 1.000; ficha amarilla), ($ 1.000; ficha roja),
($ 1.000; ficha verde)

(5 500; ficha amarilla), (§ 500; ficha roja),
(§ 500; ficha verde)
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Supongamos que la ficha amarilla vale $ 10.000, la roja $1.000
y la verde $500. Formemos un nuevo conjunto con pares orde-
nados que tengan por primera componente uno de los valores
monetarios y por segunda componente las fichas de color corres-
pondientes, resulta:

R= {(10.000; f. amarilla); (1.000; f. roja); (500; f. verde) }

Graficamente:

/’——ﬁ\
i N
/ 1{0.000 \

/ 5.000

{';cha ve?dz //
”

! /S
o
L \\ ﬁcha roa //
| NT A e
: ~— —
~ Distribucién practica.
X Valor monetario Ficha
s $10.000 amarilla
$ 1.000 roja
$ 500 verde

Es decir, del producto cartesiano A X B se han elegido los
~ pares que resultan de aplicar una relacion. Esta relacién es “va-
lor monetario - ficha de color”.
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*Sea A=1{4, T y B={2 1, 9)
Su producto cartesiano es:

(4, 2); (4 1); 4, 9)}

AXB:Lzmmzn;mm

Si entre los elementos del conjunto A X B se eligen los pares
ordenados cuyo primer elemento sea mayor que el segundo, se
obtiene el subconjunto:

(4 2); (4 15 (7, 2); (7, 1)}

Este conjunto resulta de aplicar la relacién “maybr que” entre

los elementos de los pares ordenados del producto cartesiano
A X B.

* Sea A= {12, 20) y B= (2, 5, 6)

Su producto cartesiano es:

(12, 2); (12, 5); (12, 6)}

AXB:{@Qm;mmm;@am

Si deseamos establecer la relacién “mailtiplo de”, se obtiene el
subconjunto de A X B:

Muiltiplo | Niimero

12 2
R=1{02 2); (12, 6); (20, 2); (20, 5)) 12 6
20 2
20 5

*

Este conjunto estad formado por pares ordenados tales que la
primera componente del par pertenece al conjunto A y es mul-:
tiplo de la segunda componente del par, la cual pertenece all
conjunto B. 1

Ejemplos:

Estos ejemplos de relaciones entre conjuntos nos permiten
aceptar la siguiente:
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" Definicién. — Si entre los pares ordenados que son elementos
del producto cartesiano A X B se eligen solamente aquellos en
s que el primer elemento del par estd conectado con el se-
ndo por alguna propiedad o condicion, el subconjunto de
% B asi determinado es una relacién entre los elementos de
s conjuntos dados,

‘ ’
Con simbolos:

. Si entre los elementos de los conjuntos A y B se aplica la
telacion R, se obtiene el conjunto M tal que:

a) ARB=M

b) M= ((x,y) /2E€A; yEB; 2RY}
onde xRy expresa que y esta conectado con x por la relacion
'.El elemento y se dice imagen de x por la correspondencia o
relacion R.
: Ejemplos:

La igualdad entre ntimeros es una relacion. En lugar de es-
cribirse x Ry se escribe x = y donde x e y son numeros.

|
® El paralelismo entre rectas también es una relacion. En lugar
de indicarse a R b se escribe a // b donde a y b son rectas para-
lelgs.

¢ La relacion “mayor que” entre los numeros enteros es tam-
bién una relaciéon. En vez de indicarse x Ry se escribe x >y
‘donde x e y son nimeros enteros.

* La perpendicularidad entre rectas de un plano también es
una correspondencia o relacion, En lugar de indicarse aRDb se
escribe a | b donde a y b son rectas perpendiculares.

" Dominio. — D (R).

Si entre los conjuntos A y H se establece una relacién R, se
llama dominio de la relacién R al conjunto de los elementos
' que son primeros componentes de los pares ordenados de R.
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Ejemplo:
A =1{100008%, 5000%, 10008, 500 §, 100 $}

H:{ “bLAuco AZUL ROJO AHARILLO VERDE

El conjunto de los billetes representativos de valores mo

tarios que corresponden a los colores del conjunto H constit
el dominio.

Rango. — R (R).

Cuando entre los conjuntos A y P se establece una relacién
se llama rango o imagen de la relacién R al conjunto de los e

mentos que son segundos componentes de los pares ordenac
de R.

Ejemplo:
Sean dados los conjuntos

A={a, ¢, h} y P ={b, j}
El conjunto de los pares ordenados es

(@b ; (a1 ; (b); (c.j) ; (hb) ; (b))}

Si entre los pares asi formados se establece la relacién R, |
que el primer elemento figure en el abecedario antes que
segundo, el conjunto obtenido por esta relacién es

R=1{(a, b); (a, 3); (¢, ) ; (h, j))}

En este conjunto
D (R) = {a, c. h} A RQ) = (@, 3
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aciones de equivalencia.

a palabra igual tiene en Matematica dos acepciones: iden-
y equivalencia.
uando al significar que el conjunto A es igual al conjunto B
afirma que ambos constituyen el mismo conjunto, la palabra
aldad se identifica con identidad.
Otras veces la palabra igual se utiliza para caracterizar con-
ntos u objetos que tienen algunas propiedades comunes. Por
mplo, al considerar dos cubos, uno de metal y otro de madera,
e tengan la misma capacidad, se dice que son iguales. En este
o la igualdad tiene el sentido de equivalencia.
‘Una relacién (R) de un conjunto A es una relacién de equi-
lencia cuando goza de las siguientes propiedades:

a) Idéntica o reflexiva.— Una relacion entre los elementos
un conjunto es reflexiva si mediante ella, todo el elemento
‘de ese conjunto es imagen x Rx de si mismo.

i Graficamente:

"Bl arco cerrado del diagrama indica que cada elemento es
magen de si mismo.

Ejemplo:
i /’—_——“\
e N
,,/ o~ \
ot l\ ) ) \\
// \. v et |
i AT AT Sy
et S
| [ l/ 3 \*. / //
I { \\* /J (o) //
) b 5
| ® -
i \\ 4’,
\\\_-—_,’ Q

|
i

A

:

- Siun conjunto tiene por elementos tres esferas, una de cobre,
ofra de madera y otra de niquel que pesan cinco kilogramos
cada una, se puede establecer una relaciéon de equivalencia R
“igual peso”. Por lo tanto, la relacién “igual peso” es reflexiva.
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b) Simétrica o reciproca. — La relacién “primo de” signif
que si Jaime es primo de Daniel, tambjén Daniel es primo
Jaime. Relaciones de este tipo se dice que son reciprocas o sis
tricas.

En simbolos:
TRY= YRz

La relacion de perpendicularidad entre rectas de un plano
simétrica.
Si
alb=>b1'a

La relaciéon “madre de” no es reciproca pues si Maria es n
dre de Miguel, Miguel no es madre de Maria. En este caso
relacion es asimétrica.

Graficamente:

////——_\\\
e \I
( /
\\ ‘\_/ ®oN //

/
\-———’// Q

La doble flecha del diagrama sefiala que si a A le correspo
B a este le corresponde A. Anéalogamente, si a M le COrrespo
N, a N le corresponde M.

Transitiva. — Si se tiene una relacién “menor que” entre
meros enteros, resulta que si:

e<bAb<esa<e

Las relaciones que satisfacen estas condiciones se dice q
gozan del caracter transitivo.
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Simbolicamente:

] aRDb
T bic{akc
? Graficamente:
I’M—Q\\
b /// s
- \
s b
/ @ 3 //

s s

La relacién R transitiva entre los niimeros de un conjunto se
indica con tres flechas, de acuerdo al diagrama.

Relaciones de orden.

Al enumerar o considerar los elementos de un conjunto gene-
ralmente se disponen en un determinado orden. Por ejemplo,
los billetes de banco pueden ser ordenados de mayor a menor
valor 0 de menor a mayor valor:

- (100008, 50008, 1000 $, 500 $, 100 $, 50 $}

{50 §, 100 $, 500%, 1000$, 5000$, 10000 $)

Para que una relacién establecida entre los elementos de un
conjunto pueda ser considerada de orden lineal o total debe veri-
ficar las siguientes propiedades:

a) Conexiva.— Entre dos elementos cualesquiera de un mis-
mo conjunto existe siempre una relaciéon conexiva, de conexion

\ Va,aEA A Vb:b€E A siendo azD
' = aRb V bRa
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Ejemplo:
Si 3EN A 10EN »
es S0 N0 S

b) Antisimétrica. — Si una relacion se verifica entre un ele-
mento a y otro b de un conjunto A y también entre el elemento b
y el a del mismo conjunto A, esos elementos son iguales.

¢a,YbosaRb A'bRa = a=b

¢) Transitiva. — Dados tres elementos de un conjunto, si se
cumple una relacién de orden entire el primero y el segundo,
y entre el segundo y el tercero, se verifica también entre el pri-
mero y el tercero.

YVa, Vb,Vc:aRb A bRc = aRec

Ejemplo:

4R6 A 6R10 = 4R 10
(<) (<) (<)

En este caso se ha considerado que la relacion R es la de
“menor”’, <.

Las relaciones de mayor y de menor entre nimeros, segmen-
tos, angulos, etc., son relaciones de orden lineal, pues son cone-
xivas, antisimétricas y transitivas.

Relacion de orden estricto.

Definicién. — Cuando una relaciéon entre los elementos de un
conjunto es conexiva, antisimétrica y transitiva, se dice que es
una relacion de orden estricto o total.

Relacién binaria.

Se llama relacién binaria en un conjunto A a todo conjunto
cuyos elementos son pares ordenados de los elementos del con-
junto dado. ‘
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\ Ejemplo:
Dado el conjunto

A={1, 2, 3}

una relacion binaria, R, entre los elementos del mismo es el con-

R=1{(2) ; (2 3)]}
1R2 A 2R3

~ Observaciéon. — Toda relacion binaria que se verifica en un
conjunto H es un subconjunto del producto cartesiano de H.

En efecto, si H—{1. 2.3}
1, 1),(@, 2),(1, 3)
HXH= {

es (2, 1),(2, 2),(2, 3)
(3, 1,6, 2,6, 3)

Una relacién binaria R es

R=1{(1,2),(2 3)}
= R c (HXH),

es decir, la relacién R es un subconjunto del producto cartesiano
(HX H).

LFunci()n o aplicacion.

- DerFINICION. — Consideremos los conjuntos A y B. Sea “f” una
relacién de A en B. Se dice que la relacion “f” es una funcion.

“” de A en B, si y solo si, para todo elemento a € B, existe
un tnico elemento b € B.

- Por lo tanto, una funcion “f” de A en B es un conjunto de
pares ordenados (a, b) tales que a cada elemento a € A corres-
ponde uno y solamente un elemento b € B.

Una funcién “f” de A en B se indica con la notacion:

[{Fe2]

f:iA—>B o bien A—- B

3
-

- que se lee “f” es una funcion de A en B, o “f” aplica A en B.
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EJsEmpLOS:

I) Sean los conjuntos A = {a, b, ¢} y B = {6, 7, 8}. La relaci6
de A en B:
f={@ 1), (b, 8), (c, 6)}

es una funcion porque para todo elemento de A existe un pa
ordenado perteneciente a “f’ vy, ademas, no existe dos pare
ordenados diferentes en “f” con el mismo primer elemento.

IT) Sean los conjuntos A = (1, 2, 3}y B=1{t u 2.y 2} I
relacion de A en B:

F={ 1, 2 2), G, 2), (1, 2))}

no es una funcién porque hay dos pares ordenados diferentes e
que tienen el mismo primer elemento: (1, ©) ¥y (1, 2), esto e

al mismo elemento 1 € A corresponden a elementos distinto
ty z de B.

IIT) Sean los conjuntos A = {1, 2, 3, 4y B =124, 6. 1|
relacion de A en B:

f=1{Q, 2), 2 6), & 49}

no es una funcion porque el elemento 4 € A no aparece com
primer elemento de ninglin par ordenado perteneciente a “f’

IV) Sean los conjuntos A = {a, b, ¢} vy B={m, n, p}. L
relacion de A en B: ‘

= 1((1, m)7 (a; n)) (C: p)}

no es una funcion por dos razones: |

a) Existen dos pares ordenados diferentes con el mismo pri
mer elemento: (a, m) y (a, n). |

b) El elemento b € A no figura como primer elemento d
ningun par ordenado perteneciente a “f”.

V) La longitud de la circunferencia es funcién del radio.

!
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- VI) La tarifa de un pasaje ferroviario es funcion de la dis-
fancia al punto de destino. :

.' -
ixpresiones de funciones mediante férmulas.

La funcién por la cual a cada nimero se le hace corresponder
el triplo del mismo, menos 2, se puede expresar mediante la
formula:

0sea, a cada niimero « le corresponde el nimero y igual a 3x — 2.
En general las funciones se expresan con la notacién:
y=f(x)

donde f indica las operaciones o mandatos que establece la fun-

En particular, si:
fx) =y=3x—2

Variables. — Dado que x designa cualquier valor del dominio,
recibe el nombre de variable independiente; en cambio y es fun-
cién de x y representa un elemento arbitrario del contradominio
pero que corresponde a un valor de x, Por tal razon y se llama
variable dependiente.

® La funcién que expresa el area de un circulo se simboliza:
| A = m-r?

donde la variable independiente es el radio r y A indica el area.
éLa funcién que expresa la velocidad con movimiento unifor-

me en relacion con el tiempo es:

V=—
t

-~ En este caso la veloc1dad es la variable dependiente y el tiem-
po la variable independiente.
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Tablas de funciones.

Es muy conveniente tabular los pares ordenados que son el
mentos de una funcién de modo que en la primera columna
guren elementos del dominio y en la segunda los del contrad
minio o imagen.

Ejemplos:
* Disponer en tabla de dos columnas la siguiente funcién:
1.200 km
V=
t
t v
1h 1.200 km
2h 600 km
3h 400 km
6h 200 km
10h 120 km
12h 100 km
*® Tabular la siguiente funcién:
Yy —=3xr—2
x y
0 —2
1 1
2 4
—1 —3
i ) —8

Representacion grafica.

Para obtener la representacién grafica de una funcién refe
rida a ejes cartesianos rectangulares se marca sobre el eje d
las x cada uno de los ntimeros del dominio y sobre el de las
los correspondientes del contradominio. Por cada par de punto
marcados que formen un par ordenado se trazan perpendicular
a los ejes, obteniéndose un conjunto de puntos que se llam:
grafica de la funcién. :
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Ejemplos:

=}
O
ot
Q
=1
= §
S
3]
—
~
1
QO
-
=
@
~
O
®

—1

i T e e

o 0
O (<]
=] ) <
=] = [T~ o el =
= (=]
> &
— (7] — ﬂ
= 0
E E _
= oL > |
m T~ o
(1
0 S _
() o
5 3
Ty &
(2= U
-

funciones:

|
|
|
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Graficas que no corresponden a funciones.

Las graficas siguientes no corresponden a funciones por cuan
to, de acuerdo con la definicion de funcién, dos puntos distinto

de la grdfica no pueden tener la misma abscisa.

Kl

.
T
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En el primero y en el segundo caso, la recta y que pasa por
2, corta a la grafica en dos puntos; en el ultimo caso, en tres

puntos. 1

funciones dadas por tablas y por graficas.

Hasta ahora dada 14 funcién se ha construido su tabla de va-
lores y se ha trazado luego la grafica correspondiente.

A veces se da la tabla de valores o la grafica y se pretende
determinar la funcién correspondiente.

'::- Dada la tabla siguiente, establecer la funcion.

Observando atentamente los valores que corresponden a cero
¥ a uno, se establece:

L Y

1= 041
o 0 1
3=21+41 1 3
o 2 5
G=2-2-1-1 3 .
& y= 241 —1 —1
_ —2 —3
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* Obtener la funcién correspondiente a la siguiente tabla:

0=3-0 x 5 Y
3=3-1 0 0

1 3

6 =232 9 6
9—3-3 3 9

P | =3

= y=3=z == —6

® Encontrar la funcién que origina el siguiente cuadro:

Dominio | z| 0|12 |3]... 1=0241
‘ — = 2i=1%11]

Imagen |y | 1|25 [10]... S
' 10=341

® Encontrar la funcién por la cual los puntos de la grafica sor

tales que su ordenada es igual al cuadruplo de la abscisa.
De acuerdo a la condicién establecida, la funcién esti dad
por:
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Obtener la funcién correspondiente a la siguiente grafica:

!
‘Se observa que:

—
0
—
—_
)

P e = =

!

Diferentes tipos de funciones.

I) Funcién Constante. — Dados los conjuntos A y B, se dice
que una funcién “f” es constante, si y solo si, para todo ele-
mento a perteneciente a A, la imagen f(a) de a es un mismo
elemento b, perteneciente a B. :

EJEMPLOS:
1) Siendo “f” de A= {a, b, ¢} en B={1, 2, 3} el conjunto
f=1{(a, 3), (b, 3), (¢, 3)}
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k&
se dice que es una funcién constante, pues

F(@) =5(b) =f(c) 53,
esto es, f(A). .= {3}
II) Funcién Suryectera. — DEFINICION. — Una funcién il
A en B se dice suryectora, si y so6lo si, para todo elemento

perteneciente a B, existe al menos un elemento « perteneciel
e a AL

Esquema de la definicién.

A\\"\ i Noo rd

EJEMPLOS:
1) La funcion de A = {a, b, ¢, d} en B={1, 2, 3} expresa
por
— 1(a: 2)’ (bJ 3); (C, 2)’ (d; 1)}
es suryectora, pues f(A) = {2, 3, 1} = B.

2) La funcién f: R — R definida por la férmula f(x) =
no es suryectora porque los niimeros reales negativos no pert
necen a la imagen del dominio.

3) Cuando se juega al bridge y se distribuyen las cartas ent
cuatro jugadores se define una suryeccion f: C—J del co
junto C de las cartas sobre el conjunto J de los jugadores.

4) Sea n un elemento perteneciente al conjunto de los ntim
ros naturales, Si designamos por “an” la cifra de unidades d
n expresada en el sistema decimal, resulta que la funcién
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(0): N—> {0, 1,2, 3, 4,5 6,78, 9}

5 suryectiva.

III) Funcién Inyectora. — DEFINICION. — Una funciéon “f” de
en B se dice inyectora, si y solamente si, dos elementos dis-
s cualesquiera a; y a, de A tienen en B imdgenes también
stintos by Y ba.

{JEMPLO'

‘La funcién f={a, 7), (b, 9), (c, 6)} de A={q, b, ¢} en
3— (6, 7, 8, 9} es inyectora, pues elementos distintos de A estan
ansformados en elementos distintos de B.

e — =
el tn
e i (\ e R

\\.—— NG S

Inyeccion A—D

EJEMPLOS:

1) La funcién f = {(a, 7), (b, 9), (c, 6)} de A={a, b, ¢} en
2) La funcién '

Y= 3r—1

n N es inyectiva por cuanto a valores distintos de x corres-
en valores distintos en la imagen .

Dominio | 0| 1 ] 2 ] 3 ]

Imagen ’—1’2 ‘5 |8 [
3) A cada espectadbr de un cine le corresponde una butaca.

) El nimero de dias trabajados y los sueldos percibidos para
al jornal.
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IV) Funcién Biyectora. — DEFINICION. — Una funcion “f* de
en B se dice biyectora, si y sélo si, “f” es al mismo tiempo su
yectora e inyectora. -

o e
\\_'_\// Bigeccion A—-B\\__//

EJEMPLOS:

1) La funcién f = {(a, 10), (b, 12), (c, 11)} de A = {a, b, ¢
en B = {10, 11, 12} es biyectora, pues cada uno de los element
de B es imagen por “f’ de un tnico elemento de A.

2) Si A designa al conjunto de empleados de una oficina
B al conjunto de ntmeros de cédulas de identidad de lo
empleados de dicha oficina, la funcién f que aplica cada em
pleado sobre su ntimero de cédula es una biyeccion:

f:A—>B
3) La relacién
el tiene por duplo .....
es una biyeccion
x— 2x

del conjunto de los nimeros naturales sobre el conjunto de lo
numeros naturales pares.

V) Funcién Inversa. — DEFINICION. — Se llama funcion inversi
(f=") de una funcién biyectora “f” de A en B a la funcién d
B en A tal a que todo elemento b perteneciente a B le hac
corresponder un tnico elemento a perteneciente a A.
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O sea, en f—! la imagen de b es Unicamente a.

g P e —

~ f s

7
o W
2 ®

fia / °

:

i o B N
—

Observacién. — Cuando una funcién admite inversa se llama
yectiva.

Xe

4

i

f-1

| Lﬂh EJEMPLOS:
‘ 1) Sean los conjuntos A = {a,
o e e S b, ¢} y B={1,2,3}. La funcién

biyectora “f” de A en B es:
f=1{(a3), (b, 1), (¢, 2)}
La funcién inversa es f—'

—{@3, a), (1, b), (2, 0}

2) La funcién

|

3 )
=—0x
A =

ke
14

AN ot s = e e =g S e Sm e SRS S

: de x le corresponde un solo va-

lor de y, o sea, la funcidén tiene inversa.

i‘ es biyectiva pues a cada valor
L 7

=

3
B
N



:
\
» «

3) La funcién y = f(x) que representa la figura, no tiene i
versa pues al mismo valor y; = 0 por ejemplo, del contradom
nio, le corresponden los valores x; v X del dominio.

y
sf(x)

4) La funcién y = x® no tiene inversa pues a cada valor
le corresponden los valores x; y a» del contradominio.

F

=2

Ecuaciones.

Hasta ahora hemos estudiado cémo, dada una funcion,
halla el punto del contradominio que corresponde a un pun
del dominio.

También podemos resolver el problema inverso, es decir, o
tener el punto del dominio que tiene por imagen a un punto d
contradominio.

Por ejemplo, calcular la medida de la arista del cubo cu
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>1umen es dado. Estos problemas se llaman ecuaciones, y los
intos del dominio que se buscan, son raices de la ecuacion.

lEl estudio de las ecuaciones se reahza mas adelante.

Problemas
:
) Dada la funcion f definida asi
| x
f(x) _—_4—E siendo x« € R

ecir qué nureros reales estdn representados por:

| 1
fa) ¥ R.:'3 = €)i (2_)
: 63
.2 —18
b) 1(2)
| 15 d) 7£(0)
R: ——
4
e) f(—8)
1I) Dada la funcién F definida por
F(u) =u*—1 siendo —4d<u<4
ecir qué numeros reales son los representados por
a) F(2) 1
R:: 3 ¢c) F (—‘—)
, 5
1 24
ib) F (_) R.: ——
5 25
24
- KOS d) F(—3)
25

|
: .
; III) Dada la funcién

b
) —4 ——
f(x) 4
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determinar cual es el conjunto de validez de cada uno de 1

siguientes enunciados:
p

a) f(x)=2 0 f@< 0 ' e fa)>4
1 ’
b) j’(ac):—Z d)i s i) =16 f) flx) =1
R ayp =28 d) x=—48
b) =17 e) x =Z— (numeros negativ
enteros) |
c) x> 16 1) =12

IV) Hallar la expresion de las funciones correspondientes
las siguientes tablas:

() @) ®) @
x|y x|y @ ‘ Y r |y

o 0 0[— 2 0f 0 0 1

1] 4 1 2 AL 1 3
—1|—4 —1/— 6 2| 4 2 9

2 8 2 6 a9 3 7
—2|—38 —2|—10 —1| 1 4 9

R () 1y =42 (3) y==a2

()8 =4 =i Y g =0
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- EXPRESIONES ALGEBRAICAS 4

| Venta]as del uso de simbolos literales para la representacion
}de numeros. — Se ha estudiado que al emplear cifras para repre-
sentar a los ntimeros, con cada una de ellas o con un conjunto
de ellas sblo se expresa a un numero particular.

Asi, por ejemplo:

2 representa al dos, y no al cero, ni al uno ni al tres, etc.

— 0,85 expresa tUnicamente al nimero menos 85 centésimos.

" Dado que la Aritmética estudia las propiedades generales de

‘los nlimeros, conviene usar también simbolos que puedan repre-

sentar a cualqu1er numero, es decir, que puedan indicar tanto
al cero, como al uno, al dos, al cien, al menos un cuarto, etc,,
’pues las propiedades que hemos comprobado o demostrado para
los ntimeros enteros, fraccionarios o racionales, no so6lo valen,
para numeros partlculares sino también para ntmeros cuales-
quiera.

|

[ Lenguaje algebraico.—El dominio del “Algebra simbolica”
‘es una de las cuestiones mas importantes en el estudio de la
Matematica.

. El “objeto” reem}\)lazado por una letra, se convierte en una
abstraccion, en un simple “operando”, sujeto a ciertas combi-
; naciones. Las expresiones literales se transforman en otras equi-
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valentes, mas simples y el Algebra se eleva asi muy por encima
de una estenografia apropiada.

Claro esta que el Algebra desprovista de simbolos se reduce
a una coleccién de reglas, establecidas al azar, para la solucion
de ecuaciones numeéricas.

Resolver un problema, significa traducirlo de tal manera que
su significado resulte evidente. La dificultad consiste en sabet
volcar el enunciado del problema propuesto en el lenguaje co-
rriente, al lenguaje algebraico.

Cuando se ha logrado traducir un problema en forma de “ora-
cion” matematica su resolucién no es sino el arte de aplicar
correctamente reglas “gramaticales” invariables.

La practica de resolver problemas de este modo, favorece el
desarrollo de un sexto sentido, pues la matematizacion de 1a
mente es un fenoémeno casi fisico, de la misma naturaleza sub-
consciente que la accién de nadar o montar en bicicleta.

Expresiones algebraicas. — DEFINICION, — Se llama expresidn
algebraica a una combinacion cualquiera de nimeros represen:
tados por letras, o por letras y cifras, relacionadas entre si po
las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division,” poten.
ciacion y radicacion.

Ejemplos:

Son expresiones algebraicas:

a) 6x*—0,3yz 3

b) (v/ab®—0,8585...) (%—m)
1
c) (a4 b)353y3

Expresion algebraica entera. — Llamamos expresion algebrai
ca entera a aquella que no contiene denominador literal.

La expresion

3a’b 5
A S I T 2
= . ab® 4+ 0,5ab
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s entera porque los denominadores que figuran son numeros
xpresados por cifras y no por letras.

Una expresion algebraica se llama fraccionaria cuando figu-
an en ella denominadores literales

La expresion
2a -+ 3ab?
5ab

s fraccionaria, puesto que contiene en el denominador los fac-
ores literales (a) y (b).

Cuando una expresién algebraica no contiene radicales alge-
raicos recibe el nombre de expresion racional.

La expresion

V2 ab

— g
3-abi =g’
¥ 5 i 3m

s racional, porque los radicales que contiene no son algebraicos,
s decir, en ellos no figuran letras.
La expresion
3a /b + 5 ¥ab?
recibe el nombre de irracional por contener radicales algebraicos.
Monomie. — DEFINICION. — Se 1lama monomio al producto, co-

ciente, potencia o raiz de nimeros racionales representados por
cifras, letras o bien por cifras y letras.

Ejemplos:
—8ab ; & ; a*ye L 4%
+ 2
Ejemplos particulares:
@i n B emBE sl A /E
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No son monomios, por ejemplo:
6a — 5, pues estan ligados por la operac‘ic’)n de restar.

3 4 4m, pues estan ligados por la operacién de sumar.

El coeficiente de un monomio, es el nimero que resulta d
multiplicar los factores expresados por cifras.

Ejemplos:
En el monomio:
2a (—3) cb? el coeficiente es 2 (—3) =—6

En el monomio:

*a - 6exy - (— 8)z el coeficiente es ? 6 (—8) =—

Suele escribirse el coeficiente delante de los factores literale
y no hacerlo constar cuando es igual a 1.

Polinomio. — DEFINICION. — Se llama polinomio a toda sum:
algebraica de monomios. Estos monomios reciben el nombre d
términos del polinomio.

Ejemplos:
) 1
5a —4b* ?a3b—5—a+ab ; a+btc—d

son polinomios.

Cuando un polinomio tiene dos términos solamente, se llamq
binomio. |
|

Ejemplos: 1

at+b ; .3x2y - L7 xys son binomios ]
4

Cuando un polinomio tiene tres términos, se llama trinomio
si tiene cuatro términos cuatrinomio y en general se llama
polinomios de cinco términos, de n términos, ete.
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GRADO DE UN MONOMIO: es el nimero de factores literales que
ontiene. Para hallarlo, se suman los exponentes de dichos fac-
ores.

Asi:

3a es de primer grado, pues 1 es el exponente de a.

3
— a’be* es de octavo grado porque la suma de los exponentes

s3+114=8

Nora. — Recuérdese que cuando el exponente es de grado 1

:’no se hace constar.
En realidad el nimero de factores literales del tltimo ejemplo
Fs 8, porque el monomio dado se puede escribir asi:

2
—5— aaabeccec

. GRADO DE UN POLINOMIO. — Definicion. — Se llama grado de un
polinomio al mayor de los grados de sus términos.

Para hallarlo se calcula primero el de cada uno de sus térmi-
nos. E1 grado mayor que se obtenga, es el grado del polinomio.

* Asi en:

: 3a? 4 b® 4 Tb i Srmi 2

- ou”— 5 ab?® -+ Tb, 1el primer término 3a? es de segundo grado;
el segundo términogab?’, es de cuarto grado y el tercer tér-
:

|

rnino 7b, es de primer grado.
D

ecimos entonces que el polinomio es de cuarto grado.

h’olinomio homogéneo.

. Un polinomio se llama homogéneo cuando todos sus términos
on del mismo grado.

ot 1152 ~ il
El polinomio 5x3y:—-§-xzy2 + xy® es homogéneo de cuarto
grado porque todos sus términos son de cuarto grado.
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Polinomio ordenado.

Decimos que un polinomio estd ordenado en forma crecient
o decreciente con respecto a una leira, cuando los exponente
de la misma van aumentando o disminuyendo término a tér
mino, respectivamente.

La expresion:

2a®* —5a* 4 3a — 4 es un polinomio ordenado en forma decre
ciente con respecto a la letra a.

La expresion:

4o 4 2x*y 4 5xy* — y?® es un polinomio ordenade en form:
decreciente con respecto a la letra x, y ordenado en forma cre
ciente con respecto a la letra y.

Cuando en uno de los términos no figura la letra que sirve
para ordenar el polinomio, llamada letra ordenatriz, lo llama
remos término independiente. Asi en el primer ejemplo, 4 es ur
término independiente, y en el segundo ejemplo, 4x* es términe
independiente con respecto a y, siendo — 4® independiente cor
respecto a x. En los términos independientes se puede conside
rar que la letra ordenatriz est4 elevada al exponente cero
puesto que — 4 es igual a — 40°.

Caso particular de polinomio ordenado.

1L
El polinomio 4x*— 2x* e x® _x? 4 222+ 8x 4 2 se consi

dera ordenado en forma decreciente segin las potencias de x
no obstante ser los exponentes de dicha letra, iguales en alguno
términos.

Ejercicios:

Ordenar los siguientes polinomios en forma creciente para
una letra. 1

1) 4a>—a -+ 5a*4 6 —3a®
2) —dxy®+ 2yt — 3x* 4 oxty:— a1ty
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Polinomio incompleto.

- Cuando al ordenar un polinomio vemos que es incompleto,
es decir, que los exponentes de su letra ordenatriz no aumen-
tan o dlsmmuyen de uno en uno, podemos completarlo agregén-
dole nuevos términos que deben llevar como coeficiente, cero,
para que no altere el valor del polinomio.

. El polinomio 5x*—3x% 44 es incompleto porque faltan los
ferminos en que x debe figurar con exponentes 3 y 1. Este
polinomio se puede completar de la siguiente manera:

5x* + 0x® — 3x* + O + 4

Veamos como se completa el polinomio.
2x%— 3Py —bayt —y°
- Con respecto a x, faltan los términos en x* y en 2 y con

respecto a y, faltan los términos en y e y° Agregando dichos
términos en el lugar correspondiente, se tiene:

2x° 4 Oxty — 3x%y? + Ox?y® — Syt — y°
Completemos el polinomio a®- 1, en forma decreciente, con
.specto a la letra a. Agregados los términos que faltan, se
tiene:
a*+ 0a® 4 0a? 4 O0a 4 1

- Ejercicios:
Completar los siguientes polinomios:

3at 4 TaPy? — gyt

223 — 13

14+ ot

Polinomio alternado.

Un polinomio se dice que es alternado cuando sus términos
son , alternadamente, uno positivo y uno negativo.

\

5x¢ — 2x° 4 42 — 35
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Veamos todo lo que se puede decir del polinomio:

5xt — 4x’y + Tx?y? — 3xy® + 2y, resumiendo todo lo expresado:
hasta ahora. 1

El polinomio dado es:

19) Expresion algebraica racional entera.
29) Polinomio de cinco términos.
3°) Polinomio homogéneo de cuarto grado.

49) Ordenado en forma decreciente para x y en forma cre-
ciente para y. 1

5?) Completo.
6°) Alternado.

Valor numérico de una expresién algebraica.

Se llama valor numérico de una expresion algebraica, para
un sistema de valores determinados dados a sus letras, al nu-
mero que se obtiene sustituyendo las letras por los valores nu-
méricos asignados, y efectuando con éstos las operaciones indi-
cadas.

I) Calcular el valor numerico de la expresion algebraica en-
tera racional

9
5a3———3—ab2 -2 Ys ab,

!

para el sistema de valores |

a=—3, y Jih=4 |

|

Reemplazando en esta expresion a y b por los valores partis
culares asignados:

2
5a3——?abz+ 2Ysab

:
|
i
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transforma en:
5 (—3)3—%(—3) (@) 4 2% (—3)- (4) =
—5-(—2) —% (—3) (16) +-2— (—3) (@)

=135 43227
—32—162 = — 130

Luego:

2
o' ——-ab®+ 2%4ab=—130, paraa=—3 y b=4

I) Calcular el valor numeérico de la expresion racional

3ab —b5a%+ b
2a — 4ab?
wa el sistema de valores
0= —}— b = — 1
5

Reemplazando las letras por sus valores numéricos, se tiene:

i it e LA | 3 f
LR e ] N U el W
8 — 1) (5 ) A1) - =
2(1)_4 (i) (—1)? 21_411
5 }5 5
- A B e
5) 5 5
T % UL
vy 5
NI _gi—i
A R S
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EJERCICIOS

D

a) Indicar el grado del polinomio:

&

2
Sy — i x* - 3x%y?

b) Senalar las caracteristicas del polinomio:
5a® —Ta%b - 2ab® + b?
¢) Indicar el grado del binomio x— 1. ;

d) Ordenar el polinomio siguiente en forma decreciente reﬁ
pecto de =x.

e) Completar el polinomio:
& —Ta -2

f) Completar el polinomio:
xt4-1

g) Completar el polinomio a®*— b* en forma decreciente co
respecto a a y en forma creciente con respecto a b.

3+ xt — T — 3% - 222 ‘

II) Hallar el valor numérico de las siguientes expresione
algebraicas:

a) 3a*—ab 4+ b? para a =—3 , b=2
R.: 37
2 1 1
b) —x*y ——=x gl ==
)3 Y=y p 5 Y
Ry 0;2
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| 1 —a?+ 5a para a:—%

11

R: ——

25
3 ; 1 1
) (3a + 4b) (4b—3a) —36a*d para a :—3- , b :-é-

] —%a2+2ab—b2 "
I para a:0,2,b:-5-

 4a—1) (2a® —b)

29
R.: ——

46

‘ —§m4+2m2—-1 5 1
para m—=— , n—=—
2 3

3mn? — 6n®
711

22
. 20° — 3a°b 4- 5ab® — b?
" 40— 3ab+ b2

para =03 , b=—1

706

565

'_;;4a3b3 — 6a°b? -+ a'b — 64ab* para a =4 , b= —-:_

R.: 90
) a'b* — a’c + a®b® — a?be + a®b® + a®c? + abe® + act

: parag——1, b=0, ¢=-—2

R: —14



—1
.. a—x
) —— para ax—=—05 , r=—1
a
=
a—x
R: 1
2 2 2 2
ey Sy paraa=—1, b=05
2
R.: —
3
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OPERACIONES CON
EXPRESIONES ALGEBRAICAS
ENTERAS

e b s e

SUMA

Monomios o términos semejantes.

DEFINICION. — Dos monomios o términos son semejantes cuan-
do tienen los mismos factores literales, es decir, las mismas
letras afectadas por los mismos exponentes. Pueden diferir estos
monomios en sus coeficientes con sus respectivos signos.

Ejemplos:

Son monomios semejantes las expresiones:

2
—a*b ; 3a*b ; gazb ;. 0,5a%b

- En cambio, no son monomios semejantes:
3 3 3
—am? ; —a*m ; —a*m?
5 5 5

porque sus factores ‘literales no estan elevados a los mismos

exponentes.
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Suma de monomios semejantes.

I) Sea, por ejemplo, sumar los siguientes monomios sem
. A
Jantes:

o 5x2y3 ; _3_ x2y3 ; 0:3x2y3
Expresamos su suma asi:
2
STy 4 — a4 0,32%°

Como figura x*y® en todos los términos de la suma, se sa
x’y® como factor comtn y resulta:

2 2
Sxy® + TR =G T ) g
Se efecttia luego la suma algebraica indicada dentro del paré
tesis y se coloca el resultado como coeficiente de los factorn

literales comunes.

2 17
5-1'2y3 + E_ xzys _+_ 0,3x2y3 — 3_09 xzyx

Caleulo auxiliar

3 15042049 179

a0, 30 30

2 5 2
54+ —+403=—J —
ey e

II) Sumar los monomios semejantes

1
A OIS e i mn
Su suma sera:
1 I}
2m’n + Tm’n (—Emzn) = (2 -+ 7—;)
=
== == M2
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Cdlculo auxiliar

2+7_l: 104 35—1 i 45 —1 :ﬁ
5 5 5 5 ’
De acuerdo al procedimiento seguido, se puede enunciar la
guiente
rGLA. — La suma de varios monomios semejantes, es otro
omomio semejante a los dados, cuyo coeficiente es la suma
lgebraica de los coeficientes de los monomios dados.

 suma, debiendo el ejercicio limitarse a indicar 1a operacion.
jemplo:
Sumar los monomios

2
3a®m E.7cy2 1 The

La suma se expresara asi:

2
3a’m + = xy¥ Toe
uma de polinomios.

Teniendo en cuenta que todo polinomio es una suma algebraica
e ntimeros, para efectuar la suma de dos o méas polinomios,
emos formar otro polinomio cuyos términos sean todos los
os de los polinomios sumandos. Si en el resultado figuran
os semejantes, se debe efectuar la suma de ellos, de acuer-
la regla anterior. A esta tultima operacmn de sumar térmi-
emejantes se llama reduccién de términos semejantes.

Sea efectuar la suma de los polinomios: ;

(3a2 + 5am +4m?) ;  (6am — 2a* 4+ m?)



»

Formamos el polinomio suma con los términos de ambos pi
nomios.

(3a* 4 5am 4- 4m?®) -+ (6am —'2a% 4+ m?) =
= 3a® 4 5am + 4m® + 6am — 2a? + m?
por propiedad conmutativa y asociativa de la suma, se tiene:
= (3a®—2a®) + (5am -+ 6am) +  (4m® 1+ md)
términos semejantes términos semejantes tél'rrlirlc)smtes
por reducciéon de términos semejantes, resulta:
=a®+ llam + 5m?
Luego:
(3a* + Sam + 4m®) 4 (6am — 22 + m*) = a? + 11lam + 5mf

En la practica se coloca un polinomio debajo del otro, cuid:
do que figuren en la misma columna los términos semejant
En el caso del ejemplo anterior, se tiene:

3a®* 4 bam 4 4m®
+
—2a*4- 6am + m?d

a® - 1lam + 5m3

IT) Efectuar la suma de los polinomios
2 1 1
(5x’y + T xy* — 3 ?y?) 5 (dayt— 5 x*y + 3x%y°)

Formamos el polinomio suma:

1 q
(5x*y 4 %‘ xy?— = x*y?) + (dxy® — i 'y 4 3x%°) =

9 1
— %R = 2ry?— E xy? | dxy® —

1
S a3y 4 3wy’ —
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= (Sx"y——i-ﬁy) + (%xy”—i—élxyz) —
—%x’y2+3x2y“:

19 14 I

=— 'y + — xy* — — &%y’ + 3%°

. 4 3 5

(por reduccion de términos semejantes)

la practica:

2 1
5x? — xy? — — x*y?
A y+3 Vg
o

1
—szy + 4ay? + 3x*y?
19 14 1
3 — xy? — x4 a2y
. Y+ 3 e y? -+ 3aty

RESTA ALGEBRAICA

Resta de monomios semejantes.

1) Nos proponemos restar de 5mx* el monomio 2max?,
Recordemos que la resta entre nimeros racionales se obtiene
sumando al minuendo, el sustraendo con signo cambiado, y como
los monomios son numeros, se tiene:

(5mx?) — (2ma?) = 5mx? 4 (— 2ma?)
=ma? [6+ (—2)]
= muax? [6 — 2]
= 3ma

II) Restar el monomio — x*y*c, del monomio — 0,2x%y%c:

(— 0,2x%y%) — (— x%y%c) = (—0.22%%) +
M4 xy%) = (—02 4 1) afye =
, = 0,8x%y%
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Por lo tanto, podemos aceptar la siguiente

REGLA. — La diferencia de dos monowmios semejantes, es .
monomio semejante a los dados cuyo coeficiente es la difere
de los coeficientes de los monomios dados.

Resta de dos polinomios.

Teniendo en cuenta la regla anterior, resulta licito que el |
nomio diferencia se obtenga sumando al polinomio minuendc
polinomio sustraendo con sus términos cambiados de signo,
que este Ultimo va precedido por el signo menos:

Ejemplos:

I) Sea restar del polinomio (5x*y — 2xy? + xy), el polinor
(4xy® — 3%y + 2xy).

Se tiene:

(Gx*y — 2xy® + xy) — (dary® — a2y + 2ry) =
= (5x%y — 2xy* 4 xy) + (— day® + 322y — 2ry) —
= 5x%y — 2xy? + xy — 4y? + 3x%y — 2xy =
= 82’y — 6xy*— xy

En la practica se colocan en columna los términos semejant

Sx’y — 2xy? 4 xy

— 3x%y + 4ay? + 2xy l
|
Luego se cambian los signos del sustraendo: |

Sx?y — 2xy? + xy
+ 3x?y — day? — 22y

8x*y — 6xy? —3xy

Por lo tanto, podemos aceptar la siguiente

REGLA. — Para restar dos polinomios, se suma al polino

minuendo el polinomio sustraendo cambiados los signos de
dos sus términos.
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II) Sea restar el polinomio

(a3——§-a:2—|—3ab3—4>

Vamos a escribir en columna los dos polinomios, de manera
ue queden uno debajo del otro y ademas cambiaremos los sig-
os de los términos del polinomio sustraendo.

' - E_ 2 1 3ab?— 4 Cdlculo auxiliar
5 AL 421.-8
i e A e 545 Ko
R e A A |
T IT RS 10
: a=—_7_x2+4ab2+2 Rl T
10 I 10

MULTIPLICACION ALGEBRAICA

roducto de monomios.

I) Sea multiplicar los monomios

a*b y ab’e

El primer monomio se puede indicar a-a-b y el segundo
a-b-b-b-c

Por lo tanto, el producto:
(a%b) - (ab%) =a-a-b-a-b-b-b-c
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Aplicando la propiedad conmutativa al segundo miembro,
tiene:

=a-a-a-b-b-b-b-o

y como el producto de potencias de igual base es igual a of
potencia de la misma base cuyo exponente es la suma de |
exponentes de las potencias dadas, resulta:

(a®b) - (ab’c) = adbic
II) Veamos ahora, otro ejemplo de producto:
2 2
(— 3a*mzx) - (Eamzz> = (—3)am-x ( + = ) am?-z |
Cambiando el orden de los factores:
2
={==3) - ( +E) a2 armeomioxez

De acuerdo a la regla de los signos de la multiplicacién y a |
propiedad del producto de potencias de igual base, resulta:

2
(— 3a®mx) - ( % am?z ) = —% a’mixz

La observacién de los ejemplos anteriores, nos permite enu4
ciar la siguiente 1

ReGLA. — El producto de dos o mds monomios, es otro mon
mio cuyo signo estd dado por la regla de los signos de la mul
plicacion, su coeficiente es el producto de los coeficientes dad
y sus factores literales con sus respectivos exponentes, son |
mismos de los monomios dados, pero haciendo figurar las letn
comunes a dos o mds monomios una sola vez con un exponen

igual @ la suma de los exvonentes que tienen en dichos m
nomios.

100



[RIBLIATECA [::.22::2&.!..‘{

i DE MAESTROS

(—2a3bc)-( abzd) - (—%bcd) 5

E_ @3+l plt2l . glil. di+t

(=5
o | e

6
- atbéc?d? :
, 10 Regla de los signos:

(=) () ) =+
Producto de un polinomio por un monomio.

Como un polinomio es una suma algebraica indicada de mono-
nios llamados términos, para multiplicarlo por un monomio, se

; aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion con
especto a la suma algebraica.

Sea efectuar el producto:

(=T ) ()

- Aplicando la propiedad antes nombrada, se tiene:
- 2 1
‘:‘a'ix*——gxy + 5y2) ] (—--nyz ) =

- e (ot () ()

+ o) (- o)
4

~ Efectuando ahora los productos indicados:

== __\E_xSyZ -+ ixzya_ixy4

, 4 20 4
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Por lo tanto, podemos enunciar la siguiente
ReGLA. — El producto de un polinomio por un monomio es u

polinomio que se obtiene multiplicando eada término del pol
nomio dado por el monomio. |

En la practica la operacién se dispone asi:

32—E 5y°
x 5xy+y

Producto de polinomios.

\

|

|

I) Sea multiplicar los polinomios: }
a+b—c y m—n 1

Considerando al segundo polinomio como un S010 nimero, po";
demos aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion cor
respecto a la suma algebraica:

|
(a4+b—c) - (m—n) = ‘
=a (m—n) +b-(m—n) —e¢- (m—n) .
Volviendo a aplicar la misma propiedad distributiva, resulta:
(@+b—c) (m—n) =
=am—an+bm—bn—emiLecn
II) Veamos otro ejemplo, disponiendo luego practicamente la
operacion.
Sea multiplicar:
3a—b por a-2b
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Aplicando la propiedad distributiva de la multiplicacion, se

iene:
(3a—b) - (a + 2b) = 3a% — ab + 6ab — 2b?

Reduciendo los términos semejantes:
(3a —b) - (a 4 2b) = 3a® + 5ab —2b*

En la practica:
3a —b

o a +2b

3a>—ab
+ 6ab — 2b?

3a? 4 5ab — 2b?

Generalizando el procedimiento, podemos enunciar la siguiente
REGLA. — Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada
érmino de uno de ellos por todos los del otro polinomio y luego
e reducen los términos semejantes.

L
)

sposicion abreviada de un producto de polinomios.

' Los términos que resultan semejantes, se pueden escribir uno
debajo del otro, sin expresar los factores literales.
~ Sea multiplicar el polinomio

5a® — 2ab + ab®* —4b® por 3a—2b
5a® — 2a2b 4 ab* — 4b®

e 30 —2b
Bat S Gah e o iZebb -
—10 4 WEL 1 8b*
15¢* —16a®b  + Ta?b?>  —14ab® 4 8b*

\
OBSERVACION. — I) El ntimero de términos de un producto de dos
polinomios, sin reducir los términos semejantes, es igual al nimero de
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términos del primer polinomio por el ntiimero de términos del segu
polinomio. En el ejemplo anterior, el namero de términos del produi
es igual a 8, puesto que 4 X 2 — 8. a |

II) El producto reducido de dos polinomios tiene al menos dos t
minos irreducibles.

DIVISION ALGEBRAICA

Cocicnte de dos monomios.
I) Sea dividir los monomios:
— 12> y 4y

El cociente sera otro monomio que multiplicado por el divis
dé por resultado el monomio dividendo. Para hallarlo tenem
que aplicar la regla de los signos de la divisién y obtener el ¢
ciente de los coeficientes. En cuanto a las letras comunes di
dividendo y divisor, se tiene en cuenta la propiedad del cocien
de potencias de igual base.

(—12xy?) : (4y) = — (12:4)xt 121
= — 3afy? :
(—12xy?) : (4xy) = — 3y puesto que x° =1

CoMprOBACION. — Cociente por divisor — dividendo.
En efecto:

El cociente — 3y multiplicado por el divisor 4xy da el di
dendo — 122

(—3y) - (4xy) = — 12232

Colocando los monomios del mismo ejempio en forma de fra
cién, podemos llegar al resultado, simplificando sus factores.

4-3xyy ==

(— 12292 : (4wy) = —. —3y
4y
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1I) Sea dividir los monomios:
(15x%2%) y  (3xyz’)

Como el factor y figura en el divisor, pero no en el dividendo,
consideramos que forma parte de éste, pero con exponente cero,
b cual no altera el valor, ya que sabemos que cualquier namero
slevado a cero, es igual a 1.

15x°2% : 3wyz® = 1509022 - Juty2®
=15, EB)aP syt 1At
— 5 Tl

La observacion de los casos precedentes nos permite enun-
ciar la siguiente

RecLA. — E1 cociente de dos monomios es 0tro monomio cuyo
signo estd dado por la regla de los signos de la divisién, su coefi-
ciente es el cociente de los coeficientes dados y cuya parte lite-
ral consta de las letras comunes expresadas una sola vez, afec-
tadas por un exponente igual a la diferencia de los exponentes
“que figuran en el dividendo y en el divisor y, ademds, por las
letras del dividendo, con sus respectivos exponentes.

Cuando una letra figura en el divisor solamente, se escribe
en el cociente con su exponente, pero con signo contrario (*).
Cuando resulta en el cociente una potencia de exponente cero,
no se hace constar en el mismo.

(*) Todo nimero elevado a una potencia de exponente negativo es
jgual a una fraccién cuyo numerador es la unidad y su denominador
s la misma potencia, pero de exponente positivo:

Ejemplos:

S |
32 = —=—
2 9
1 1
(—4) 3= =
(—4)3  —64
e s CEC S
(E) _<2)1 D e
5 5
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Ejemplo:

0,05a%b%c : 0,1abd® = 0,5a*~'b*~*ed~*
= 0,5a*bed — 3

Caleulo auxiliar

0,050, 05]1 :
05

OBSERVACION. — Cuando el cociente resulta un monomio en el
que no figuran letras en el denominador ni factores con expo-
nentes negativos, se dice que es un cociente entero y que el
monomio dividendo es divisible por el monomio divisor.

Cociente de un polinomio por un monomio.

Teniendo en cuenta que un polinomio es una suma algebraica
de monomios y que la division es distributiva con respecto a la
suma algebraica, efectuaremos la siguiente division:

(8x%yz® — bx'y’z + 2x%y%2) @ 3x’yz =
= (8x%yz?) : (Bx%yz) — (6x*y’z) : (3x’yz) +
I i(Papyeaye (Swty2)i—

8 222 7 3,
= —xz—2x —
3 Y -I-3 Y

La observacién del caso anterior nos permite enunciar la si-
guiente

REecLA. — El cociente de un polinomio por un monomio es igual
a la suma algebraica de los cocientes de cada término del polis
nomio por el monomio.

Otro ejemplo:

(0,4a%b — 0,02a%b% + 2a%b%) : 0,2a%bc =
— 2a%—1 —0,1ab + 10a%b%~’
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Cdleulos auxiliares

)
04|02
: 2
2)
0,02 0,2
;Multiplicando dividendo y divisor por 10 gueda
L 022
0.1
3)
| 2192
Multiplicando dividendo y divisor por 10 resulta
2012
10

Cociente de polinomios

" DeFINICION. — Dado un polinomio D (x), llamado dividendo,
ordenado seglin las potencias decrecientes de una letra, y otro
polinomio d (x), llamado divisor, ordenado en la misma forma,

denomina cociente, ¢(x), a un polinomio o monomio tal que,
ultiplicado por el divisor méas un monomio o polinomio R, resto,
¢ por resultado al polinomio dividendo. El grado del resto debe
r menor que el grado del divisor.

- Notacion.
Si D (x) | d (@)
R . ()
Es: D(x) =d (x) ‘c(x) +R
grado de R < grado de d (x)

" Cuando R = 0 se dice que el cociente es exacto y que el poli-
nomio dividendo és\divisible por el polinomio divisor.

Nos proponemos ahora, calcular el cociente y resto entre el
polinomio — 2a + 4 + a* y el polinomio 1+ a.
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19 Se ordenan los polinomios dividendo y divisor segun las
potencias decrecientes de una misma letra ordenatriz, en est
caso, a, y se efectua luego el cociente deb primer término de
dividendo por el primer término del divisor, obteniéndose com
primer término del cociente, el ntimero a.

a*—2a+4 | a+1
a

2° Se multiplica el cociente a hallado, por todos los término
del divisor y su producto se resta del dividendo. debiéndose tene
en cuenta que para restar polinomios se cambian todos los signo
del polinomio sustraendo.

a?—2a+4+4 | a+1
—a—"a .-a
—3a}4

3% Se divide el primer término de la diferencia hallada,
(—3a), por el primer término del divisor, (a); luego se multi-
plica el nuevo término del cociente, (— 3), por todo el divi-
sor, y el producto, (—3a—3), se resta del nuevo dividendo,

(—3a-+4).
a*—2a+4 | a41

—a*— a T G—3 |
—3a + 4 (nuevo dividendo)
3 3
i (el producto obtenido — 3a — 3

+ 7  se cambi6 de signo para restar).

4° La operacion se sigue en la misma forma hasta hallar una
diferencia en la que no figure la letra ordenatriz, caso del ejer
cicio propuesto, o bien que el grado del resto sea menor que el
grado del divisor.

CoMPROBACION. — De acuerdo a la definicién de cociente, el
lector puede comprobar que el cociente hallado, (a — 3), mul-
tiplicado por el divisor, (a4 1), mas el resto, (+ 7), es igual
al dividendo, (a®?—2a - 4).
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Hallar el cociente de los polinomios:
8a® — 36a2b + 54ab*—27b* ¥y 2a —3b

:
:
|
:
|

D (x) d (x)
A Y
8a® — 36a2b + 54ab* — 27b° | 2a —3b
— 8a® 4 12a°b 4> —12ab + 9b°
r. resto — 24a’b C1 Co C3
4 24a%b — 36ab? : P e

2do. resto - 18ab?
— 18ab? + 27b°

3er. resto R=10

OpsERVACION. — El dividendo es multiplo del divisor porque el
esto es cero.

Hallar el cociente de los polinomios:
35 —4x* 4 2P —x+3 y xP—2

Conviene completar unicamente el polinomio dividendo:
3% 4 Ot — 43+ 22> — a3 | e —2

— 3 + 6 T3t —4
| ler. resto — 43 - 82— -3
4 4x* —8
2do. resto 4+ 8x*—x— 5

OBSERVACION. — La divisién estd terminada, puesto que el grado
del resto es menor que el grado del divisor.
La observacién de los casos anteriores nos permite genera-
lizar, aceptando la siguiente

REcLA. — Para dividir dos polinomios se ordenan segun las
potencias decrecientes de una misma letra y se efectia el co-
ciente del primer término del dividendo por el primer término
del divisor, obteniéndose el primer término del cociente. Se
multiplica el cociente hallado por todo el divisor, u el resultado
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se resta del dividendo. El primer término de esta diferencia se
divide por el primero del divisor, obteniéndose el segundo tér-
mino del cociente, repitiéndose luego todas, las operaciones indi
cadas hasta llegar a un resto igual a cero 0 a una expresion de
grado menor que el divisor. ‘

Polinomio entero. — Un polinomio se dice que es entero coni
respecto a una de sus letras, cuando ésta no figura como deno-
minador de ninguno de sus términos, o cuando dicha letra n

se halla afectada por ninglin exponente negativo. }

Ejemplo:
D) 6 . i i
8a4—?a2—— es un polinomio entero respecto de a.
c

122—2 + 6ax no es un polinomio entero con respecto a la letra zx.

Regla de Ruffini
Caso particular de la divisién.

Obtencién mental del cociente de un polinomio entero en x
dividido por un binomio de la forma x + a.

Sea dividir:
4x® —5x’ 4 6xr—2 por x—3

Efectuando la operacién:

D (x) d (x)
- 2 = —t—
4’ — S+ 6r— 2 | x —3
— 42 + 1222
_ 4o T - 27
-+ Tax? ¢ ()
— Tx? 4 21x
+ 27x
— 27x 4 81
R=179
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En esta division puede observarse:

12 Que el dividendo es un polinomio de tercer grado y que
el cociente es un polinomio de segundo grado, es decir, que el
grado de éste es menor en una unidad que el grado del divi-
dendo.

29 Que existen las siguientes relaciones entre los coeficientes
del dividendo D (x) y del cociente ¢ (x).

'El coef. del ler. térm. del c (x) es 4= coef. del ler. térm. del D (x)
El coef. ,, 29 - o 5 ,, T=producto del coef. anterior del
¢ (x) por el 29 coef. del d (x),
cambiado de signo, mas el 2°
coef. del dividendo.

4-3—5=1T

Kl coef. ,, 3er. . = ,, 27 == producto del coef. anterior del
¢ (x) por el 20 coef. del d (x),
cambiado de signo, mas el 3er.
coef, del D (x).

7-3+6=27

Resto = producto del ultimo coeficiente
del ¢ (x) por el 29 término del
d (x), con signo cambiado mas
el ultimo coeficiente del D ().

9-3—2=81—2=19

Sintetizando, podemos aceptar la siguiente regla conocida
como

Recra pE RUFFINI (*). — El cociente de un polinomio entero
en x por otro de la forma x + a, es otro polinomio cuyo grado
es menor en una unidad que el grado del dividendo y su primer
coeficiente es igual al primer coeficiente del dividendo. El se-
gundo coeficiente es igual al primer coeficiente obtenido multi-
plicado por a cambiado de signo, mds el sequndo coeficiente del

(*) Pablo Ruffini (1765-1822) matematice y médico italiano. A €l se
debe el valioso descubrimiento de la teoria de las ecuaciones. Ademas
demostrd la imposibitidad de dar una solucion general a las ecuaciones
algebraicas de grado superior al 49°.

111



»

dividendo. En general un coeficiente cualquiera del cociente es
igual al coeficiente anterior mor a cambiado de signo mds el
coeficiente correspondiente del dividendo. |

El resto de la division se obtiene multiplicando el 1iltimo
coeficiente del cociente por a cambiado de signo y sumdndole
a este producto el ultimo coeficiente del dividendo.

En esta regla se ha supuesto que el dividendo es un polinomio
completo. Si no lo es, se ahaden los términos que faltan, pero
afectados de un coeficiente cero.

Ejemplos:
Hallar mentalmente el cociente y el resto de la division, utili-
zando la regla de Ruffini.
I) (—3t 22—+ 4 (a42)
Completando el polinomio dividendo, se tiene:
(—3x* 4 22°+ 0x* — x4+ 4) : (x + 2)
ler. coef. del cociente = —3
29 coef. del cociente = (—3):(—2) +2=6+2=238
3er. coef. del cociente = 8 (—2) +0=—164+0=—16
49 coef. del cociente = (—16)*(—2) —1=432—1=+ 31
Resto = (+31):(—2) 4-4=—62+4=—58
Luego el cociente ¢ (x) .= — 3x® 4 8x* — 16x -+ 31
R—=——58

Efectie el lector la divisién para comprobar la veracidad del resul-
tado.

II) (0,52* + 0,03) : (x4 0,1)
Completando el dividendo, resulta:

(0,5* + 0x* 4 0x + 0,03) : (x + 0,1)
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ler. coef. del c(x) = 0,5

29 coef.

» i (0,5) % (—' 0,1) -+ 0=— 0,05
3er. coef. ,, , = (—0,05)-(—0,1) 4 0=+ 0,005
Resto = (+ 0,005) - (-—0,1) + 0,03 =

= —0,0005 4 0,03 = -+ 0,0295

Cdlculo auxiliar

0,0300
0,0005
' 0,0295
Luego
¢ (x) =0,5x% — 0,05 4 0,005
R = 0,0295
III)
1 3 1
e L R e
2 + 4 i 2 -
1
ler. coef. del c(x) = ——2
v 1 ol 1 —148 7
P29 coef. del c(z) = ——"—+1=——+1= =
o 2 4 8 8 8
iR 3 7 3 7T—24 — 17
er. coef. f————=———= = —
3er. coef. del c(x) % B = 4 o T
3 L A 1] 17 1 — 17 4 64 47
[Resto) = - o= e s e e e =
:° 32 4 2 128 2 128 128
i 17
‘Luego: ¢ (x) _——x2+?-c—32-
\ 47
128
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Teorema del resto.— Como hemos observado, la regla ds
Ruffini nos permite calcular el resto de la division de un poli
nomio entero en (x) por otro de la forma (x4 a) conociend
el tltimo coeficiente del cociente. Pero ahora vamos a calcula

directamente el resto, aplicando el

TEOREMA DEL RESTO. — El resto de la divisién de un polinomi
entero en (x) por otro, de la forma (x 4+ a) es el valor numéric
del polinomio dividendo para (x) igual a (a) cambiado de sign

H) D (x) Dividendo

x| a Divisor
C () Cociente
R Resto

T) R=D (—a)
D) Por definiciéon de cociente
Dividendo — divisor X cociente + resto
o sea:
D () =(x+a)C(x) +R

y, por lo tanto, si /
r—=—a

se cumple también la igualdad (TI)

D(—a) = (—a+a)-C(—a) +R
pero

—a-t+a=0
luego
D (—a) =0-C(—a) +R
o bien
D (—a) =R
y, por lo tanto,
R=D (--a)

que es la expresion de la tesis.
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EJERCICIOS

I) Calcular el resto de la divisién
(—3xt 420 —x-L4): (x+2)

En este ejemplo (a) cambiado de signo es (— 2); por lo tanto,
gbemos reemplazar en el dividendo (x) por (—2), o sea:
R=—3(—2*+2(—2)°—(—2) +4
R=—3(+16) +2 (—8) -2+ 4
R—=—48—16+4+2+4

R=—64+6

R—=—58

II) Calcular el resto de la division

(264 — 983 4 312 + Tt — 12) : (¢ —4)
R.: 0

i

[II) Aplicar el teorema del resto

(et —1) (-1
R.: 0

IV) Calcular el resto

(o® 4 422 4 6 —2) ; (x+-}2-)

V) Calcular el resto

(x*—5x2+ 4 —4): (x—2)
' R.: 0

VI) Calcular directamente el resto
(2 —4x? —5x—3) : (x + 1)
R.: —4
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VII) Calcular el resto
1 1 3
203 - — a2 4+ 0504+ — | : x4+ —
( 1 2 i T 10 ) ( * 10)
59

1000
VIII) Calcular el resto o

1 o
S pde Ao B ): x—2,5)
(5 2 T (
R.: — 18,125

Expresion algebraica fraccionaria.

Se llama eacpreswn algebraica fraccionaria al cociente 1nd1

cado de dos expresiones algebraicas enteras.
Por lo tanto, son expresiones algebraicas racionales o frac
ciones algebralcas las siguientes: ‘
\

ab* zy* 2a—3b*4c
2mn Sa m ‘

No son expresiones algebraicas racionales (fraccionarias), lal
siguientes expresiones: |
8xt—2c 42y  8t—¢° : ‘

|

[ B

3

pues no figuran letras en los denominadores.

Potenciacion

POTENCIA ENESIMA DE UN MONOMTIO.

Sea elevar el monomio — 3x*yz® a la segunda potencia.
Siendo los monomios ntimeros, conviene aplicar la propieda
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istributiva de la potenciacién con respecto al producto, y se

ne:
(—3xtyz®)? = (—3)* (&) * (y)* (2)*
=+ 9(x%* (¥)* (z9)*
ues la potencia par de un numero negativo, es positiva.
— + 9m4~2y223-2

jues la potencia de una potencia es otra potencia de igual base
uyo exponente es el producto de los exponentes.

Luego:
(= Frizs) A=Yt tet

Lo expresado nos permite enunciar la siguiente

' RecLa. — La potencia enésima de un monomio es igual a otro
nonomio cuyo signo estd dado por la regla de los signos de la
otenciacion de los niimeros enteros, su coeficiente es la potencia
ésima del coeficiente dado y la parte literal estd compuesta
wor las mismas letras con un exponente igual al producto del
scponente dado por el mimero n.

Ejemplo:
9 \ 4 NN A
— — a®b% o o il K a®)* (b?)4ct
S g e e
16
— — q'?bBct
* 625

Cuadrado de un binomio.

1) Elevar al cuadrado el binomio a+ b
_ (a4 b)?= (a+b) (a+b)
por definicién de potencia.

* Efectuando la multiplicacién indicada en el segundo miembro,
se tiene: R
—w-a+ab-+ba+b-b

- =aa+ab+t+adb+bd
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reduciendo términos semejantes y aplicando la definicién ¢

cuadrado de un ntimero:
\

(@4 b)? = a? 4- 2ab -+ b?

IT) Elevar al cuadrado el binomio a — b
(@a—Db): = (a—Db) (a—Db)
por definicion de potencia.
=aa—ab—batb'b
por producto de dos diferencias.
=aa—ab—a'b+b-b

por propiedad conmutativa del producto.

(@—b)? = a? — 2ab -+ b?

por definicién de potencia y reduccién de términos semejante
En general, se puede enunciar la siguiente

RecLA. — El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado d
primer término mds (menos en el caso del binomio diferencit
el duplo del producto del primero por el sequndo, mds el cu
drado del segundo término.

Ejemplo:
Elevar al cuadrado el binomio 3xy? — 493
(Bxy® —4y°)* = (Bay?)*—2-3xy?-49° + (49°)2

|
|
= 9xr%y* — 24wy’ + 16y° |

OBSERVACION. — El cuadrado de un numero compuesto de decena
unidades es igual al cuadrado de las decenas mds el duplo de dece

por las unidades, mds el cuadrado de las unidades.

8
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En efecto:
562 — (50 + 6)2=502+2-50 -6+ 62 = 3136

242 — (20 +4)2=400+2-20 - 416
= 400 4 160 + 16 = 576

352 = (30 +5)2=900 42305+ 25
=900 + 300 + 25
= 1225

uho de un binomio.

) Sea elevar al cubo el binomio a + b
(a+b)*= (a+b) (a+Db) (@ +b)
or definicién de cubo.

= (a+b)* (a+ b)

or propiedad asociativa de la multiplicacion y definicion de
otencia.

= (a2 + 2ab 4 %) - (a -+ b)

or cuadrado de un binomio.

—a%a+ a®b+2ab-a—+ 2ab b+
+ b%-a + b%-b

or producto de dos sumas.

7 = a® + a2b + 2a%b + 2ab® 4 ab® + b
Luego:
. (¢ + b)* = a® + 3a?b + 3ab*+ b?

Jor reduccion de términos semejantes.

II) Sea elevar al cubo el binomio a—Db

* (a—b)*=[(a—Db) (e—b)]-(@a—b)
‘por definicion de cubo.

= (a—Db)?- (a—b)
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por propiedad asociativa de la multiplicacién y definicién
potencia.

= (a®—2ab + b?) la—b)
por cuadrado de un binomio.
=a*a—a*b—2ab-a + 2ab-b +
+ b%a-—Db%*b
por producto de dos sumas algebraicas.
= a®— a?b — 2a%b + 2ab? 4 ab®— b?
por reduccion de términos semejantes.
Luego:
(@ —Db)®=a®— 3a%b + 3ab2—b?
De acuerdo a lo observado, podemos enunciar la siguier
regla, que es general ‘
REGLA. — El cubo de un binomio es igual al cubo del prin
término mds (menos en el caso del binomio diferencia) el trig
del cuadrado del primero por el seqgundo, mds el triplo del P

mero por el cuadrado del segundo, mds (menos, si el binon
es una diferencia) el cubo del segundo término. ‘

Ejercicios:

I) Elevar al cubo el binomio

%a3b-}-4b2c
33 2:‘_333 ._332.41)2
(5ab+4bc)__<5ab)+3(5ab> (4b%c) +
+ 3 (%a% )(4b2c)2 + (4b%c)*

8 2
= ——2ab® 43 4— a’h? - 4b% + 3+ — a®b-16b%c? - 64boc?
125 25 )

8 48 96
= ——a°b® 4+ — afbic + — a®bdc? - 64bsc?
125 - 25 2 5 I
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V'II) Elevar al cubo el binomio 2a — 5b
(2a — 5b)* = (2a)® + 3 (2a)? (—5b) +
+ 3 (2a) (—5b)* + (—5b)*
— 8a® — 3-4a%-5b 1+ 3-2a-25b* — 125b°
— 8a3 — 60a%b + 150ab? — 125b°

- OBSERVACION. — E1 cubo de un nimero compuesto de decenas y uni-
ades es igual al cubo de las decenas mds el triplo del cuadrado de las

as por las unidades, mds el triplo de las decenas por el cuadrado
2 las unidades, mds el cubo de las unidades.

‘I En efecto:

523 = (50 + 2)3
=503+ 3-502:243-50-22+ 23
= 125000 4 6 - 2500 + 12 - 50 -- 8
= 125000 + 15000 + 600 + 8
= 140608

EJERCICIOS

1) Suma y resta de expre&iones algebraicas.

— Sumar o restar los monomios:

: 2 1
) —30°b ; -5—a2b b) 2?a3b . —4a%b ; 0,3a°b
1 2
0la ; Ta ; —a d) 4am;£am;—1—-am
3 B 3
* :
ab ; ——ab f) 3—:1:3 R
5 s 4
mm, 4mb.
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II) Sumar los polinomios:

a) \
(0,1a®> — 0,05ab + 0,7b%) ; (0,3ab + b2 — a?) :
(Eaz—i bz—ab )
2 2
R.: 0,602 - 0,75ab + 1,2b2
b)

(ias—o,wb_iabz) ; (_0,1a3+1ab2_a2b>;
3 5 2

4
( @ —af Zpe )
3
67 31 4
R: —a® —1,7a%2b + —ab? — g2 4 — b2
30 10 3

¢) (— Ta’b? 4 8atb? —+ 5a%b*) + (12a°b® — 5atbh? — 8a%b*) +
+ (—15a°b® 4 12a*b? 4 6a®b* — 8a)
R.: — 10a%b3 + 15a%b2 + 3a®b¢ — 8a

d) (0,2zh® 4 3 — 0,04hv®) 4 (— 0,52zh3 4 0,5hv° — 0,09)
R.: —0,32zh3 + 0,46hov5 + 2,91

IIT) Sumar o restar los polinomios:
a)

4 1
(3a% + — ab? —% @+ 2b?) (4ab* —— a% 4 20%* — 5b?)

8 1
Suma = — a2b + — ab%2 — — a2 — 3b2 4 2a2b

3 5 3
R.:
10 16 1
Resta = — a2b — — ab% — — a2 4 7b2 — 2a2b2
3 5 3
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b)
dab? — Ta’b + 2a) ; (2a°b — 2a + 3a?b?)
Suma = 4ab% — 5a?b 4 3a?b?

: { Resta = 4ab? — 9a3b 4 4a — 3a2b?

¢) Siendo

A, = x*y + 3xy — 4x®y?

Ay = 322 — dxy — x%y?

Ay = — 2%y + 4a?y? —xy

alcular

1 2) 3)

(Ay+ Ap) —Az ; As— A, ; Ay— (Ai+ Ad)
1) R.. —3x2y + 4xy — Sa2y? + x3y3
2) R.: — 2x3%y3 + 8x2y% —4xy — %y
3) R.: 3x2y2 + x3y3 —2xy — Sx%y

(15x4—7x3+-2—x2—“x—10) +
3 1 s
b (272 4 4 12x3_2—x=+-33x)

R.: — 12x% + 523 11x2+7.7c 6
24 3

(3a*b 4 10a* — Ta?b* 4+ ) —
— (7a* + 2 + 8ab® — 6a?b? -+ 12a®b)
R.: 3at— 9a3b — a2b%2 — 8ab? + 6
(B2 — 4 + 2) + x> — (2x—3)
R.: 4x2—6x +5

V) Quitar paréntesis y efectuar las reducciones:

(2a —b) —*b—a) + (—2a—2b) — (a + b)
: R.:. —5b
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V) Ordenar y restar del polinomio:

( —i-xzy — Tx® 4 4y — 2xy? ), el polinomio

(—2xy2+4y3+%x2y—7x3 )
R.: 0

VI) Multiplicacién de expresiones algebraicas.

— Multiplicar los monomios:
3 il 2
a) —x'y*z ; —2xy? b) —amz?;
5 5
c) 2ab ; 4ab® ; Ta*b 3

9
e) 3ab* ; —a® ; —0,5a2b®
5 f) —a%y?; 2xy%z ; x%y32

VII) Multiplicacion de un polinomio por un monomio:

a) (—abc“+02a3b2——a2b> - (——labs‘cz)
2 3 3

b) (—a®+ 3a2—3ab® 4 b%) - (—a)

3

c) ——ab 4 a%h? — 3q2 ) - (0,3ab’*m)

e)

=5
1 2
3__3 s S SRS
o | e o i e |
( 0,2.a+—b—0 03ab ) -(—2;12b3c)
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VIII) Multiplicacion de polinomios:

a)

(a®? — 3ab* 4 2a) (2a*b®>— 5ab + 1)

R.: 2a%b? — 6a3bt + 4a3b2 — 5a3b + 15a2b3 — 10a2b +
+ a2 —3ab? 4 2a

(%xS—yS) (42 + )

12 1
R.: —af——ax%y3—y8
5 5
(2a — 3b?) (2a 4 3b?)
R.: 4a2— 9b*

: )
( 4a*b — 5 ab? + 5ab ) (— a?b®> —ab)
1 v 1
R.: — 4a%b3 + — a3b* — 5a3b% — 4a3b2 + — a2b® — 5a2b?
3 3
(a*—b%) (1 —0a?)
R.: a3 —b3—ab 4 adb?

(1—2x) (x* — 4 | 62— 8x - 10)
R.: 5x%— 10a3 4 1422 — 18x + 10 — x5

(2a — 3b + 5¢) (0,05a —0,3b —c)
R.: 0,1a2 + 0,9b%2 — 5¢2 — 0,75ab — 1,75ac + 1,5bc

(¢ — 2b) (3a— 4b) (a + 2b)
R.: 3a3 + 16b3 — 12ab2 —4a2b

(x® 4 522 4 5x + 1) (x? + 2 + 1)
R.. a8+ Txt 4 1623 + 1622+ Tx + 1

202 [—ay — & 4+ 2xa + a (2% 4 y) + **]
: R.: 4a3x? 4 2a3x3

[(x+a) —a(x—a)] [x(x—a) —a(a—a)]

R: xt—at
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k)

1) (3a®—4a% -+ 5ab*— 2b°) (2a% + 4ab — b?)
R.: 6a5+ 4a*b — 9a3b2 4 20a2b3 — 13ab* -+ 2b5
A

m)  (3a®—4a®b + 2ab®> — b%) (ab + 2a% — 3b?)
R.: 6a® — 5a4b — 9a3b2 + 12a2b3 —Tab% -+ 3b5
1
m (052 + 2yt — ) By — 647
R.: 4x3y2 4 5x2y3 — 8xyt + 1,595
0) (8xy%*z® — bx*y®z 4 4xdyz?) (2xy? + xyz)
R.: 12xty322 — 1528y5z 4 24x2y4z3

. 2 B s
p) (a*z—0,5az2 4 0,523) (3a3 + T a’z —az? 23)

5 1 11.
R.: 3052 — —a422 4 — 323 4 — a2z¢ — az5 4 0,526
6 6 6

Q) (224 11z 4 30) (6 + 2)
R.: 23 + 1722 4 96z + 180

r) (3a—a?-f3) <a+?1a2—a3—0,25>

16 17 % 9
R:ad——at——a3 4 —a24 _a—0,75
) 5 20 4
s)  (3b—5 4 7a) (5+ 3b 4+ Ta)
R.:9b2 | 4942 + 42ab — 25

5
t) ( thar — 5 i — 05t 4 0,75tx3) (2tx + 4t2 — 2x?)

5 11 5 5 3
Ro: —tdx2 o - — 204 — 16 txb

4 4 2 2 2

u) (t*—tx 4 x2)
R.: 34 x3
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1 1l 3 &
v = a2 L —a® — —ax® —— x| (T2 — 2ax + @?
) (5 3 10 10 5 >( i

1 13 8
% — — axt + — a2x3 — — xB

10 10 5

&) (2t —1) (1—3t) (1 + 5¢)
R.: 19t2 —30t3 —1

R.:

'IX) Divisién de expresiones algebraicas.
__Divisién de dos monomios.

Hallar el cociente de:

‘a) (3a2bc?) : (— 2a%c)

1 5 - 22
b) (—Eabsc). (— 3ab?c?)
¢) (3m2np) : (0,09mnp?)

d) ( —-—3— a*bm’n ) : (— 3a’bmn?)

— Division de dos polinomios:

a) (®—3a®4+3a—1):(a—1)
R: a?—2a+1

b) (4a*—3a®>+1):(2a—1) o8
R.: 2a34+a2—a— %

0) (x®+ Txt—a?41):(x*—3x+2)
i R.: a8+ 10x2 4 28x + 63

d) (a*x*— m;*y‘) s (@Px® — m2y?)
Y
R.: a2x? -+ m2y?
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f)

N

g

h)

1)
k)

1Y)

n)

128

b

(z=):(5+e)

>l
_.__a+a2
9
(25a% — 9b?) : (5a* — 3b)
R.: 5a%2 4 3b
1
(m4—ix3+zl-x2—lx) (x“’———x)

1 1
(§—6a3+27a4_) : (?—1—2a+3a2)
R.: 1—6a + 9a2
(22® — 202 + 62 — 60) : (x — 5)
R.: 222 — 10x 4 12
(6 — 4 + 1022) : (bx —2)
R.: 2042
(22x® — 11 + 5x* — 13x* + 3) : (x®—2x + 3)
R.: bax2—3x 41
(— 2a*b — 13a%b? — 3ab® -} 8a?) : (4a® + 5ab -+ b?)
R.: 2a%2—3ab
(6a® 4 4a*b — 9a°b* 4 20a%b® — 13ab* 4 2b°) :
: (2a% + 4ab —b?)
R.: 3a3®—4a%b + 5ab? — 2b3
(9t + 6t — 2t 4 0,5) : (3t>—2t + 2)
R.1 ‘2t~ i
B

19 5
Resto:——t——
3 6



0) (1 6x3 4 8x? + 12x°) : (1 4 4x® 4 4x?)
R.: 2x3 41

) (6a4b Nl TR ab4) : (3 ab — b2)
3 3 5

8 4 2
R.: 4a3 +—a2b + —ab2  — b3
3 3 3

i 1 1
| 1 4t — —t ——1t4 )2t ——t
P < % 4 16 ) 2

2! 1 1
R.: —tt4 —t3 42t —
2 8 2

1
(? azb? + 4a* — 3a®b + 0,25ab® — 5b4> ; (—:- a— b)
\
15
R.: 5a3 4 2,5a2b -+ T ab2? 4 5b3

(6azb* + 0,5a°b — a*b® — a®b?) : (0,5a° + 2ab® — a*b)
R.: a2b —6b3
Resto: 12 a b?

(V¥ —99y—y*—12) : By+y*+3)
R.: y—4

X) Aplicar la regla de Ruffini:
) (®—b5x2+3x—2): (x—1)
, ' R.: cociente 22 —4x —1; resto—3
b) (4x®—5x 4 3) : (x4 3)

R.: cociente 4x — 17; resto 54

(4a*—3a®+2) : (a —2)
" R.: cociente 4a3 4+ 5a2 4 10a + 20; resto 42

(1-|—a-{—a2+as):(1—l—a)

R.: cociente 1 - a?; resto 0
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k)

e) (a®*—b%:(a—Db)
R.: a® 4 a3b + a2b? 4 ab? 4 b4; resto 0

A

) (@—y):(x+y)
R.: 23 — 22y + ay? — 93; resto 0
(3 P R A R S +3t—3) : (t 4+ 0,5)

R.: 234 2t2__2t 4 4
Resto: —5

(13 5 3

| 2
ey 2 Wy’ e s -
& 10+2x x+1ox4'5x3)'(t+2)‘

3 1
R: —a8—x2foxf—
10 2

3
Resto: —
10

) (04y°+3y°+03y—02) : (y—0.2)
R.: 39249405
Resto: —0,1

XI) Potenciacion de expresiones algebraicas.

— Efectuar las siguientes potencias:

w(-%wwf b)  (0,2ab%?)*
c) (2a°m?)? d) (—3x*y2)!
=) (—5=ve)
e) (31"1/ f) 3 Y22
5 4 2
2a2 — 3b3) 2 o Lt
g (22— 3bY) h) (Smng-l—sn)

i) (3+2§asb)z i) (o



-

(%x”yz)z ) (a—2b)?

m) (4m —2n)3 n) (I1—ag?»?3

p) 2h(h—3p)*—4p(2h—p)*—2(h—p)*
R.: 28hp? — 22h%p — 2p?

2
(Y |)
100

32
R.: — a3+ 2x — 3,222
25

r)  (0,lax*— 1,2a%%)?
R.: 0,0la%x® + 1,44a%xby2 — 0,24a%27y

alculan-directamente el resto:
a) (16—y9): 2—v)

R0
‘ 4 1 4 1
O T e 1y WLy Y RCS il i
: (y+3y 37 3) (y 3)
g0k
R ——
9
B (2—Tx+12) : (x—3)
R0
d) (0,25y® + 0,375y + 0,125y + 0,25) : (y —1)
R
‘ 3 2 5 13
" st s 2 - 5 9
e (10 =R PE 10) A
3
R.: —
. 10
f) (303 + 0,4x% 440,32 —0,2) : (x—0,2)

R.: —0,1
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FACTOREO DE
EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Concepto general.

Factorear una suma algebrazca o un polinomio, significa trans
formar dicha expresion en un producto

En multitud de cuestiones conviene factorear los polinomio
pues de esta manera se pueden efectuar los calculos utlhzandt
logaritmos.

Cuando la operacion de factoreo es posible, algunos de lo
casos que suelen presentarse son. los que se resuelven a conf
nuacion.

Factor comun.

Teniendo en cuenta la propiedad distributiva de la multlplﬂ
cacion se tiene: |

(@+b—c) p=ap+ bp—cp
luego puede aceptarse que

ap+bp—cp=(a+b—c)p

por propiedad reciproca.
Inspirandonos en esta propiedad, vamos a factorear el siguier{
te polinomio:
am 4 bm 4+ em 1
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' En el mismo se aprecia que el factor m figura en todos sus
érminos, por lo que puede sacarse fuera de un paréntesis en
yo interior figure el polinomio que se obtiene al dividir cada
rmino por dicho factor:

am—i—bm—}—cm:'rﬁ ( i i + i + cm)

m m m
=m (a - b c)

Sea ahora factorear la siguiente expresion:

ab’*c —ac*d + acm

Los factores comunes son a y ¢, luego:

ab®c ac%d acm
ab’e— ac’d acm—ac ( — - )
ac ac ac

= ac (b —cd + m)

Se advierte facilmente en los ejemplos dados que, al sacar
ctor comun, el polinomio se convierte en un producto; es
ecir, se ha factoreado. En consecuencia, puede aceptarse la
iguiente

RecLA. — Cuando en todos los términos de un polinomio figura
no o varios factores comunes, el polinomio dado es igual al
roducto de ese o esos factores por el polinomio que se obtiene
il dividir cada término por el factor o factores comunes.

- Ejercicios resueltos:

1) 3atb — 9a?b’c + 12a*bd? = 3ab (a® — 3b%*c + 4ad?)
Obsérvese que se ha sacado como coeficiente al m.c.d de los
eficientes dados.

II) 15xy®— 20x%y 4 Sy = Sy 3y —4x? 4 1)

El Gltimo térmiro es 1, pues es el cociente de dos cantida-
s iguales: 5xy (Gltimo término del ejercicio) y dxy (factor
omun) .
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2 :
I11) T xy*z + % Yo i— Y2 = ;— y* 2z +T—3yz?)

A

IV) En los casos que los coeficientes sean fraccionarios cual
quier fraccién puede tomarse como factor comun, siempre qu
se admitan fracciones dentro del paréntesis.

5 2 1 35 14 7
-—mzn———m—|——mn2:-3—m (—mn——+—n2 )

4 =i 2 7 12 15 6
Cuando se desean ntmeros enteros en el interior del parén
tesis se saca como factor comun una fraccién de denominado

igual al m.c. m. de los denominadores y cuyo numerador sea |
unidad:

5 2 1 14
—mn——m+ —mn2=— m (25 mn — 8 4+ 10n?
4 5 + 2 20 ( T )

Factoreo por grupos.

Veamos como se opera cuando el polinomio es de la forma
ax -+ bx 4 ay + by

Es decir, que no figura un factor comun en todos los término
Primeramente se saca factor comun en los dos primeros término
y luego en los dos ultimos:

ax +bxr+ay+dby=x(a+b) +y(a+b)

Se observa que el resultado obtenido estd compuesto de do
términos con un factor comun, (a-+b), por lo cual se aplic
nuevamente la regla anterior de factoreo:

e x(@+bd) yle+d) |
ax+bac+ay+by_(a+b)[ o s o J__

= (a+b) (x+y)

por simplificacion.

Se ha conseguido asi transformar al polinomio dado en u
producto.
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Por lo tanto, cuando se trata de factorear un polinomio del tipo
dicado, se debe observar la siguiente

RecLA. — Cuando los términos de una suma algebraica no pre-
ntan un factor comin, se debe tratar de descomponer la suma
gebraica en grupos de igual nimero de términos, que tengan
factor comun. Una vez sacados esos factores comunes se esta-
lece si el polinomio que queda dentro de cada paréntesis es el
ismo; st lo es, se lo saca a su vez como factor comun.

1) Sea, por ejemplo, factorear la expresion:

10am + 6bm + 35an 4- 21bn

Se agrupan los términos de a dos, y sacando factor comun
n cada uno de los grupos, se tiene:

10am + 6bm 4 35an + 21bn =
— (10am + 6bm) + (35an 4 21bn)
— 2m (5a + 3b) + Tn (5a + 3b)

Como se han obtenido paréntesis iguales, se sacan estos como
actor comun, y queda:
10am + 6bm + 35an + 21bn =

— (5a & 3b) (2m + Tn)

‘1) Sea ahora factorear la siguiente expresion:

@dx o 15dﬂ—‘é§ex it 21%

' Agrupando términos y sacando luego factor comun:

20dx — 15dz — 28ex +- 21lez =
— (20dx — 15dz) + (— 28ex + 21ez)
= 5d (4x — 32) + Te (—4x + 32)

Se observa que los términos de los paréntesis son iguales en
yalor absoluto, pero de diferente signo. En los casos como el
“propuesto se cambia el signo del segundo factor comun, 7e, lo
wal origina un cambio de signos de los términos encerrados
dentro del paréntesis correspondiente.
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En efecto:

20dx — 15dz — 28ex + 21ez —
. =b5d (4 —3z) — Te (4x —32)

Se saca ahora como factor comiin el paréntesis que figura
ambos términos:

20d:c — 15dz — 28ex + 2lez —
= (4x— 32) (5d — Te)

OBSERVACIONES:

I) El resultado del factoreo es siempre el mismo, cualquiera sea
numero de términos que se agrupen o el orden con que se opere.

|
II) Para que la suma algebraica pueda factorearse siguiendo el pI

cedimiento de descomposicién en grupos, es condicién imprescindik

que el nimero de sus términos no sea primo ¥ que el polinomio

cada grupo conste de un ntimero de términos que sea divisor del n

mero total de términos de la expresién dada. :

Ejercicios resueltos:
I) 20amxy —4am + 5xy —1 = -
: {

= (20amxy —4am) 4+ (bxy —1)

=4am (bxy —1) + 1 (5xy —1) |

:

Obsérvese que en el segundo grupo no se ha podido sac

factor comun, por lo que se considera como factor comun |

numero 1. ! ‘

Finalmente: : j

20amxy — 4am + Sxy — 1 =
= (bxy — 1) (4am + 1)

IT) Sea factorear Sl
12a 4 8b — 4c — 3am — 2bm + cm

Se agrupan los términos de a tres y luego se saca factor com
en cada grupo:
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12a + 8b — 4c — 3am — 2bm + cm =
— (12a + 8b —4c) + (— 3am — 2bm + cm)
—4B3a+2b—c) +m(—3a—2b —{—'t')

Como los paréntesis difieren en el signo se cambia el del fac-

r comun m:

=4 Ba+2b—c) —m (3a + 2b—c)

Luego e

12a 4 8b — 4c — 3am — 2bm + cm =
= (Ba+2b—c) (4—m)

IIT) Sea factorear
10a2m — 8abm — 35a*n + 28abn

a) Agrupando y sacando factor comun se tiene:

10a*m — 8abm — 35a’*n + 28abn =
= (10a>m — 8abm) + (— 35a’*n + 28abn)
— 2am (5a — 4b) + Tan (— 5a + 4b)

Cambiando el signo del factor Tan.
— 2am (5a — 4b) — Tan (5a — 4b)
- Luego

10a2m — 8abm — 35a®n + 28abn =
= (ba —4b) (2am — Tan)

'b) Sea resolver el mismo ejercicio como combinacién de los
asos de factoreo vistos hasta ahora: factor comun y factoreo
00T gTUpPOS:
’ 10a*m — 8abm — 35a2n 1 28abn =
= (10am — 8bm - — 35am | 28bn)
— a[ (10am — 8bm) -+ (— 35an + 28bn) ]
— a[2mY(5a — 4b) — n (5a —4b) ]
=af (5a —4b) (2m —1Tn)] = a(5a — 4b) (2m — Tn)

"‘~.~
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* |

|
» :

Se obtiene el mismo resultado que en el caso anterior, y

que en el segundo paréntesis de aquél se podia sacar el facte
comun a. «

:

Trinomio cuadrado perfecto. ‘
|

Debemos recordar que |

(@+b) (e +b) = (a+ b)*=a®+ 2ab + b2
Yy que
(e—Db) (a—b) = (a —b)?=a>—2ab + b2

por lo tanto, se cumple que

@+ 2ab + b*= (¢ 4+ b) (¢ + b)

Ayae a2—2ab + b? = (a—b) (a — b)

J
5
donde se ve que los polinomios del primer miembro se h
transformado en producto de factores iguales.

Para que esto sea posible el polinomio que se desea factorea
debe reunir ciertas condiciones que son: bj

i
\
|
\
\
1
\
\
:
;
a) El polinomio debe constar de tres términos, es decir, de |
ser un trinomio. |

b) Dos de sus términos deben ser cuadrados perfectos.

|
¢) El término restante, positivo o negativo, debe ser igual 1
duplo del producto de las bases de dichos cuadrados.

El polinomio que cumple estas condiciones recibe el nomb
de trinomio cuadrado perfecto y puede transformarse en
producto operando de acuerdo a la siguiente

ReGLA. — Todo trinomio cuadrado perfecto se puede transfo
mar en un producto de factores binomios iguales, los cual
serdn sumas de las bases de los cuadrados si el término forma
por el duplo de dichas bases es positivo, y serdn diferencias e
caso contrario.

Ejercicios resueltos:

I) Factorear
i 25a% 4 70ab -+ 49b2

138



1 polinomio dado es un trinomio en el que
2508 = (8a)?
49b% = (7b)*
en el término restante se cumple que
70ab = 2- (5a) - (7b)
Por lo tanto,
25a2 4 T0ab 4 49b* = (5a 4 7b)*®
= (5a + Tb) - (5a + TH)
Sea factorear el trinomio
9 1

1
—x?——=x — 2
16 2 g 9y

Para que sea cuadrado perfecto, dos de sus términos deben
er cuadrados y el otro término debe ser igual al duplo de las
ases de las potencias. )

En efecto
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Luego -

€
16 2 9

Cuatrinomio cubo perfecto.

Sabemos que

(@ +b)*=a® + 3a2b + 3ab? + b
y que
(@ —b)® = a®—3a% + 3ab? — b*

por lo tanto, se cumple que

a® 4 3a%b 4 3ab? + b® — (@+b)*= (a4 b) (a+ b) (a+?)
y que i
a@®—3a%b + 3ab® — b® — (6=—1b)? = (a—b) (a — b) (a—Db)

Luego el polinomio del primer miembro se ha transforma
en producto.

Para que esto sea posible el polinomio dado debe cumplir cii’
tas condiciones: ] ‘
|
\

a) Que conste de 4 términos.

b) Dos de ellos deben ser cubos perfectos y los otros dos deb
ser el triplo del cuadrado de cada uno por el otro.

¢) Que los signos deben ser todos positivos o alternados.

Cumpliendo todas estas condiciones el polinomic recibe
nombre de cuatrinomio cubo perfecto.

RecLA. — Todo cuatrinomio cubo perfecto es igual al produc
de tres factores binomios iguales a la suma o la diferencia de
bases de los términos cubos perfectos del cuatrinomio, segin q
los signos del polinomio sean iguales o alternados.
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jercicios resueltos:
) Factorear el cuatrinomio
8 4+ 12b 4- 60>+ b°

ara que sea cuatrinomio cubo perfecto dos de sus términos
ben ser cubos perfectos y los otros dos deben ser iguales al

iplo del cuadrado de cada base por la otra base.

En efecto:

g —@)®
b= (b)?
también b2
: 12b—3" (2);2-b
6b? = 3-2- (b)?

Por lo tanto, ]
8 + 12b -+ 6b% + b® = (2'—}— b)?
= (@2¢b) 2+ b) (2 4- b)
1I) Factorear el cuatrinomio
8a’b® — 12a*b? —{E 6a’b — 1
Se cumple que
8a°b* = (2a’b)2
1=@®?
12a%% = 8+ (2a’b)>:1
6a2b = 3- (2a%b) - (1)?

que

Luego
8a°h® — 12ab? + 6a2b — 1 = (2a%b —1)3
— (2a5 —1) (20%b — 1) (2a*b—1)
iferencia de cuadrados.
Sea la diferencia'de cuadrados
a? — b2
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Si deseamos factorizar la misma, debemos tener en cuen

que

(@+Db) - (a—b) =a*+ ab+ab—b?
o bien
(@4 b)) (a—b) —=a>— b2

Por ello, por el caracter reciproco de la igualdad

@—b2= (a+ b) - (a—-b)

Se nota que el segundo miembro es el producto de la sun
por la diferencia de las bases de las mismas potencias del prim

miembro, por lo que se obtiene la siguiente

REGLA. — La diferencia de cuadrados se puede transformar ¢
un producto de dos factores binomios. Uno de ellos es la sum
de las bases de dichos cuadrados, y el otro es la diferencia t‘

las mismas.

Ejercicios resueltos:

I) Factorizar
x?—25
Dado que

Fr=Ax)* 'y 2B5={5)3
resulta

x?—25 = (x +5): (x—5)

II) Factorizar
h*—1
Dado que
ht=—i1 = Haschie
resulta
hB—1=(h41):(h —1)
III) Factorizar
16x* — 0,0001
162* — 0,0001 = (4x2)%— (0,01)2 /

= 16x* —0,0001 = (4x® 4 0,01) - (422 —0,01)
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Pero, ademas, el segundo paréntesis es diferencia de cuadrados

4 — 0,01 = (2x)2— (0,1)2
— (2 4 0,1) - (2 —0,1)

Reemplazando en el ejercicio propuesto se tiene
16x* — 0,0001 = (42> + 0,01) - (2x + 0,1) - (2x—0,1)

Suma o diferencia de potencias de igual grado.
' (Binomio homogéneo.)

- Sea por ejemplo, factorear una expresion del tipo
a®+ b3

‘Se averigua primeramente si es divisible por la suma o por

la diferencia de las bases.
' Para ello consignaremos un cuadro donde consta cuande

(a == b™) es divisible por (a == b).
 19) g™+ b es divisible por a + b si m es impar

g"=b" | 29) a™+b" , 5 ,, a—b nunca
a*=b 39) am—b" , . , a—Db siempre
49) am—Db™ ,, - , a-+bsim es par

‘ Una vez que se ha establecido que el dividendo es divisible
por la suma o por la diferencia de las bases se efecttia la division,
el binomio dado sera entonces igual al producto del divisor
bor el cociente. En nuestro caso a® + b es un binomio de grado
impar. Por lo tanto, de acuerdo al cuadro, es divisible por la
suma de las bases, @ 4 b.

. Efectuaremos la division: @4+ bd|atbd

" Completando el dividendo

a® + 0a%b + 0ab? +b® | a+b

—a*— a’d a2 — ab + b?
h
+ a®b+ ab?
R S
\ — ab*—-b?

]
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Por lo tanto, como el resto es cero, el dividendo sera igual |
producto del divisor por el cociente, o sea: 1
X
1
|

a®+ b= (a+ b) (a>—ab + b?)

Por todo lo expuesto, podemos admitir la siguiente
REGLA. — La suma o diferencia de potencias homogéneas p
de transformarse en un producto de dos factores, uno de
cuales es la suma o diferencia de las bases de las potencias dad
segun convenga, y el otro es el cociente de dividir la suma o di
rencia propuesta por el factor ya obtenido. i
|

OBSERVACION. — Cuando se trata de suma de potencias de gra
par no se puede factorear siguiendo este procedimiento.

Ejercicios resueltos:

I) Factorear
a? — b?

Como se trata de una diferencia de potencias homogénea
resulta divisible por la diferencia de las bases, por lo que ‘1
:

primer factor sera (a—b). El otro factor se obtiene efectuan
la division

af . bl
—a®4ab at+b
= Hhab

—ab -+ b?
e 2
Por lo tanto
a*— b = (a—D>b) (a+b)
II) Factorear
27a%b® — 125 m?®

Se determinan las bases de las potencias, obteniéndose
(3a?b)®— (5m)?®

Como la diferencia de potencias de igual grado es siemp
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;visible por la diferencia de las bases, uno de los factores es

3a2b—5 m); el otro factor se obtiene calculando el cociente
27a%b3 —125m® | 3a’b —5m

— 27a°b® + 45a*b*m 90%b? + 15a*bm - 25m?

ete., ete

Luego

97a5b% — 125 m® — (3a2b — 5 m) (9a*b? + 15a%bm +- 25 m?)
~ OBSERVACION. — Este mismo ejercicio se puede resolver mas sencilla-
nte de la siguiente manera:

27a8b3 — 125 m3 = (3a2b)3 — (5 m)3

Haciendo
3a2b=x

Sm=y
tiene
27a8b3 — 125 m3 = 23 — 93
Factoreando :
B—y= (x—y) (@ +xy + v?) (1)

Cdleculo auxiliar

x3 —ylz—y
i a4 xy + o2
x%y
—— ny + xyz
xy?
— xyz + ya
0

~ Reemplazando en (1) x por su valor 3a?b e y por su valor 5m se
ene:

27a5b3 — 125 m3 = '(3a.2b —5m) [(3a?b)2 4+ (3a2b) - (5m) + (5m)2]
= (3a2b — 5 m) [9a%b? + 15a2b m + 25 m?]

que es el mismo resultado anterior.
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Expresiones enteras primas y compuestas
A

Una expresion algebraica entera se dice prima cuando no pue
de factorearse, o sea, cuando sélo es divisible por si misma y po
la unidad. En caso contrarlo, esto es, cuando puede factorearse
la expresion algebraica se llama compuesta.

Ejemplos:
a +b ; x2*4y, son expresiones primas

x?—1? ; ax® 4+ a, son expresiones compuestas

pues
2—yr=(x+y) (x—1Y)

ar?t+a =a(x*+1)

Maximo comin divisor y minimo comin multiplo
de expresiones algebraicas enteras
Las definiciones de maximo comin divisor y minimo comi
multiplo dadas en Aritmética para nimeros enteros son apl
cables a las expresiones algebraicas enteras. |
|

Maximo comun divisor.

Por lo expresado podemos establecer la siguiente

DEFINICION. — Se llama mdximo comun divisor de dos o m
expresiones algebraicas enteras al mayor divisor literal com
de las mismas.

Recordemos que para hallar el maximo comin divisor de
rios niimeros se descomponen éstos en sus divisores primos, m
tiplicindose luego los divisores comunes con su menor ex
nente
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Asi, para obtener el maximo comun divisor de 60 y 24 descom-
onemos ambos numeros en sus divisores primos y hallamos la
nterseccion de dichos divisores.

60 | 2 242 60=22X3X%X5
302 12 | 2

15 |3 6|2 24—=29X 3
5|5 3|3

1 1

|
Luego el maximo comun divisor (60 y 24) — 2% X 3 = 12.

Analogamente, para hallar el mdximo comin divisor de varias
presiones algebraicas enteras se las descompone en sus divi-
res primos y luego se multiplican los divisores literales comu-
ies con su menor exponente.

Ejemplo:
Hallar el mdximo comun divisor de las expresiones

x?—1; 22—2x+1

Factoreando:
—1=x?—12= (x+1) (x—1)
22D T e — )2

~ De donde,
m.ed (x*—1 ; ®*—2x+1) =x—1

imo comun multiplo.

Igualmente podemos aceptar la siguiente

DeFINICION. — Se: llama minimo comun multiplo de wvarias
presiones algebraitas enteras al menor de los multiplos comu-
nes de las mismas.
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Recordemos que el minimo comun multiplo de varios mlmeroi
es igual al producto de sus factores primos, comunes y no comu

nes, afectados con el mayor de los exponentes con que figur
en la descomposiciéon de los nimeros dados.

Ejemplos:
I) Hallar el minimo comin mdiltiplo de
3am — 3bm ; 3a®?— 6ab - 3b?
Factoreando, resulta
3am — 3bm = 3m (¢ — b)
3a? — 6ab 4 3b% = 3 (a* — 2ab + b?) =3(a—Db)?
Por lo tanto,

m. c. m. (3am — 3bm ; 3a*b — 6ab + 3b?) —Im (a— b)?

II) Hallar el mdximo comin divisor y el minimo comuin muil
tiplo de las siguientes expresiones algebraicas:

a®+ b® ; 2am + 2bm 4 an 4 bn

Factoreando, se tiene:
a4 b*= (a + b) (a>—ab + b?)
por suma de potencias de igual grado.
2am + 2bm 4 an + bn = (a + b) (2m + n)

por descomposicién en grupos.

Por lo tanto, el maximo comun divisor y el minimo comu
multiplo de las expresiones dadas son, respectivamente,

mcd=a+b; mecm= (a+b)(a®—ab+ b*) (2m+ n)
OBSERVACION IMPORTANTE. — La teoria de la divisibilidad alg
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raica se asemeja a la de la divisibilidad numérica, pero, en
igor, existen diferencias, a saber:

I) Toda funcién entera es divisible por cualquier factor nu-
érico distinto de cero.

II) Si una expresion algebraica es divisible por otra, también
divisible por ésta multiplicada por un factor numérico dis-
to de cero.

En consecuencia, los factores numéricos o constantes desem-
nan el mismo papel que en la teoria de la divisibilidad numé-
ica desempena la unidad.

EJERCICIOS

Factorear las siguientes expresiones:
I) Factor comun.

a) ab3c— 3a?b? + 2ab3c
R.: ab2(bc—3a + 2¢)

b) ax*—ay+a
R.: a(x2—y+1)

¢) 6a’b—4ab — 8b

R.: 2b(3a%2—2a—4b)
2 2
d) —am——mn

3
il 1
R.: 2m (—a——n)
3 5
3 3 9
e) 18x%y—27xys + = xyz — 18xy

k.: 9a:y<2x—3y5-i-%z—2>
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g)

h)

i)

k)

D)

Al

1 :
R ?a(zb —5ab2 —3)

8a° — 4a® | 12a®

R.: 4a2(2a3 —1 + 3a%)
28ttr3 — 32t°xt — 16322

R.: 41322 (Ttx — 8t2x2 —4)
40xy? — 1022y — 15xy*

R.: 5xy3(8 —2x —3y)

A 1 1 1
—r 4+ —xt—— 3 — 2
3 6 9 12
1 1 1 1
R:: —x<2+—x3——x2——x)
3 = g 4

Yo+ yf—gyt—y’

R yt(c+y—y2—y3)
16t%usx 4 2ute — 8tdux?

R.: 2t2ux (8u? 4 1 —4t3x)
L

]! 1
._x3 __x5 22 _x4 2
) Yy D Yz + 6 Y

1 il 2
R.: —a3y 2——3:‘—'yz+—xy)
4 3 3

II) Factoreo por grupos.

a) x>+ axr—bxr—ab

b)

R (z—b) (x4 a)

a* —4a? — a’x + 4ax
R.: (a+2)(a—2)(a—mx)a

¢) gh- 49—9h —36
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azb? — 2b2cz? - 8a’c® — 16¢4z®

R.: (a2 —2cz3) (b2 + 8c3)
a2—b 4+ ab—1

R.: (a4 1) (a——_—l) (b4 1)
at4a*—a—1

R.: (a83—1)(a+1)

1 il
— af —5bt—— ge—+ 5be
3 3 T

R.: (ia—5b> (t—oc)
3

2 Gt 112 L 3¢

R.: (3t+1)(t24+2)

103 4+ 2xy® + y*t + Sx*yt :

R.: (5x2 + y3) (2x 4 yt)

10yt + 2t2 + 2u + 20txy + 4act® + 4w 4 40y*t 4 8yt* + 8yu

R.: (2 + 4x + 8y) (byt 4+ t2 +u)

xy—xr—y-+1

R.: (x—1)(y—1)

a -+ 5b—5—ab

R: (5—a)(b—1)

3bc — 6ab + 4at — 2ct

r R.: (e—2a) (3b—2t)

x—y —x?y + x?
: R.: (x8—y) (x2+41)

Trinomio cuadrado perfecto.

x?4+2x+1 X

‘R: (x+4+1)(x+1)
\

a? —2ax + x?
' SR (o —2)ia=— )

=5
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d)

f)
g)

h)

i)

i)

k)

152

X

% asbt |- % a?b228 | 2ath3z3
3

3 2
R.: (— a3b2  — abz3)
2 3 :

1 8 16
—ath® — — a2bdc L ——¢2
15 * 25

9
1 4 2
R.; (—a2b3—-—c>
3 5

1
36xty® 4 6xysz + 3 ke
1 2
R (6;c2y3 + E- y2z>

4% — 12x%y> 4 9y

R.: (2x3 —3y2)2
a® — 6ab 4 9b2

R.: (a—3b)2

a?b* —2ab? 4 1
R.: (ab2—1)2 .




IV) Cuatrimonio cubo perfecto.

m T &
Ris (—_1) . (—-.__y_) s (—__11)
Yy X Y X Yy X
b) la3-—£a2bc+2—7ab2c2-—27bﬂc3
: 8 4 2
1 3
RS (—a—3bc)
2

8x® —12x% + 6 —1

) R.: Qx—1)3
1—3x + 302 —x?
R: (1—2x)3
8 16
—_— 32p? — 64p?
T + 32p* p

12528 — 2252y -+ 135x2y% — 27y°
R.: (5x2—3y)3

) Diferencia de cuadrados.
a) 8lat—1 |
R.: (9a2+1) (3a+1) (3a—1)

| x*—16
F R.: (x24+4)(x+2) (x—2)

0,0025y* — 0,00092>

_R.: (0,05y2 + 0,032) (0,05y2 — 0,032)
8 =—(@y+2° "
. - R: (@+y+2)(x—y—2)
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e)

f)

g)

h)

e,

k)

1)

m)

n)

VI)

154

0,492 —2y* — 0,04y°
R.: (0,7x—1y2 4 0,2y3) (0,7Ta—1y2 — 0,2y3)
— 0,16a*b® ++ 0,04t2u—9
R.: (0,2tu—3 + 0,4a2b3) (0,2tu—3 — 0,4a2b3)

a®?— (b—r1)2
R: (@a+b—r)(a—Db+1)
A\
8la2¢b8 — 1
R.: (9alzbt + 1) (3abh2 + 1) (3abb2 — 1)
1
= g9
4 \
1 i |
()=
2 2
9ot — 25
3 R.: (3x2 4 5y) (322 — b5y)
- 9
_a4b6___x2 2
25 16 ? ‘
2 3 2 3 |
157 (—a2b3 —i——xy) (— a3b3——xy> ‘
5 4 5 4 i
10.000a2 — 1 |
3 i R.: (100a + 1) (100a — 1) ‘
g |
|

x4fy2u =
R.: (x2tyu + 1) (a2tyn — 1

0,04 — x> — 2xc — c2
R.: (02+24¢)(0,2—x—¢)

Suma o diferencia de potencias de igual grado.

83 — b =

R (22 —y?) (422 + 2092 4 y4)
m# — 27n3 "

R.: (m—3n) (m2 4 3nm + 9n2)
Y® + 32

R (y+2) (y*—293 + 4y2—8y + 16)



R: (x—1)(x2+x+1)

x2 41

R: (x41)(x2—x+1)

R.: (22 —y) (xt + 22y + y2)
x4+ 8

R (2 2)(x2—2x 1 4)
8x® 4 y?

R.: (2x+ y) (402 —2xy + y?)
et —-16

R.: (x24+4)(x+2)(x—2)
yt—81

R: (¥2+9) (W +3)(y—3)

k) asy® -+ 243
R.: (xy + 3) (xty* — 3x3y3 + Ja2y2 — 2Txy + 81)

1 1
N Y
8 i 27
1 1 1 1 b
R (—a+—b) (—-az——ab +—b2)
2 3 4 6 9
) 273 — 64us
. R.: (3t — 4u2) (9t2 4 12tu? 4 16u?)
1
3 R - (1 — 1)L At 12)
10.000x® — 1 '

R.: (100x* 4 1) (10x2 + 1) (10x2—1)

) Combinacion de- casos de factoreo.

) aR?— qr? i :
R: a(R+7r)(R—r1)

53 4 15x%y + ¥xy? + 5y
R.: 5(x+y) (@+y) (x+y)
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c)

d)

f)

g)

h)

i)

k)

1)
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a*—x* 4 2a+ 1

R: (a+1+x)(a+1—2x)

\

8atb* — 2a'b? 4 4a%b® — 2a2b*

R.: 2a2b2(2ab + a—Db) (2ab —a + b)
2a% — 2ab>

R.: 2a(a 4+ b)(a—b)
OMX* — Smaxy + mry — my?®

R.: m(x—y) (5x +y)

24xut — 12x%u 4 4atxr — Sat2
R.: 4(x—2t) (at — 32u)

12ac — 6bc + 4ab — 2b2 + 18ach — 9bch -+ 6abh — 3hb*
R.: (2a—D) (3¢ + b) (2 4+ 3h)

x® + 6x + 9 — 22y — 122y — 18y*
R (x4 3) (x4 3) (1 —242)

2%t 4 2xyt -+ y2t
R.: tle - y)2

1
0,5:122 i T
Y 16 Y
R.: 0,522y (y —0,5) (y2 + 0,5y + 0,25)
iy
x?__5_x_-—
6 6
1
R (x+—) (x—1)
6
Xt — 4a? — x3t | 4act
B x(x 4+ 2) (x—2) (x— 1)
22b* L b6t8 — 2xtibd
R.: bi(x—bts)2
at + a*b? — 1 — b2a?
R: (@4 1)(e—1) (a2 414 b2)




) 4x?—2xe —y? -+ yc
R.: Qx—y) (2x+y—c)

) 10xy + 10xm + 10yu + 10um

R.: 10(x+u) (y +m)
Calcular el mdximo comun divisor:
B T 14 21y ; Gty

R0
19) a'xr—d’x® ; @’ —2ax 4 o2® ; @ — 2

R.: a—=x
xt—yt; 202y 4 2y°

R.: 22492
a?—1 ; (a—1)?

R.: a—1
6(a—Db) ; 92> — 9b?

R.: a—b
=y Yy—

R.: x—vy

3(x*—1?) ; 2—2xy+y*; H(x—y)*®

R: z—u
xt—27a%x ; (x—3a)?
. R.: x—3a
xt— dxtyt — 1yt xt—yt
R.: x2—1y2
2a° — 4a%b2 — 2ab* ; a* — 2a*h + a’b?
R.: a(a—Db)2
o s p——g? s 1 —x
R:1l—=x
a2 — 2xa - a? ;ot—a?
: R: x—a
527 mz—\6x+9 Xt —9
RS R: x—3
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14) 9a2—1 ; 3a—1 ; 3a}1

Rl
15) a4 2xy +y* ; x* + 32%y + 3xy™ y® ; (x+y)*
R: (x+4y)2
16) 4a>—4a 41 ; 4a2—1 ; 6ad — 3a2
R.: 20 —1
1) x—y ; 2¥—y? ; a2 —y?
R: z—y
18) at—bt ; 2a%b? + 2bt |
R.: a2 4 b2
19) 14 8x3 ; 4x>—1 ; 1+ 4o + 42
R.: 14+ 2
20) x*—2xy +y? ; xt—yt
R: x—y

Calcular el minimo comun miltiplo:
(se excluye el M.C.D. de los coeficientes)
1) ot ;. 14y 2 2 ey 5 6oy
R.: x%y?
2) a'r—a®x? ; a®*—2ax + 22 ; a® —x?
, R.: d®x(a—x)2(a +x)
3) @t —yt; 2%y 4 2 |
R.: y2(x2 4 92?) (22— y2)
4) a*—1; (a—1)?2
R.: (a—1)2(a24a+1)
5) 6(c—b) ; 9a>— 9b? ‘
R.: a2—0b2 i
6) ©®—y*;y—=x
R.: x2—y2 ;
) 3@—y) ;@ —2y+y*; 5@x—y)° |
R: (x—y)3(x+y) |
8) x'—27a%c ; (x—3a)? |
R.: x(x—3a)2(a? + 3ax + 9a2)
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!9) at—yt 2yt 2t — 2%
R.: (x+y)2(x—y)2(x?+ %)

0) a*-+ab ; a>—0b*; ab—Db?

R.: ab(a®—b?)
l—x2;—2% ;1—2

R.: x(l4x) (1—=x)
22— 2ax + a? ; 22— a?

R.: (x+a)(x—a)?
dx2 —2x% ; 4 — o

R.: x2(4—x?)
22— s 2—6x |9 5 x2-—9

R.: (x—3)2(x+3) (x2+3x+9)
3a+1;3a¢—1;9%*—1

R.: 9a2—1
x?—2xy +9y* ; ot—y!

R.: (x2+92) (x—y)2(x+y)
0,522 + 42 ; 0,25x* —y*

R.: (0,522 + y2) (0,502 —y?)
x2—49 ; x2—14x + 49 ; x> —343

R: (x—T)2(x+T) (22 + Tx 4+ 49)
at—bt ; Ta2 + 762 ; ta® 4 tb?

R.: Tt(a2 + b2) (a +b) (a—Db)
0,36 4 1,2t + t* ; 0,36 —t* ; 3a 4 Sat

R.: 5a(0,6 + t)2(0,6 —1t)
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EXPRESIONES ALGEBRAICAS
FRACCIONARIAS

El cociente indicado de dos expresiones algebraicas recibe
nombre de fraccion algebraica.
Por lo tanto, son fracciones algebraicas

\

3a—b 2a . %a+2m
m - 3m—n 3a—5

2a —|
Pero no sera una fraccién algebraica la expresién—T

pues su denominador no esta expresado algebraicamente.
Igualdad de fracciones algebraicas.

Dos fracciones algebraicas son iguales cuando tienen el mis{
valor numérico para cualquier sistema de valores asignado
sus letras, siempre que no se aaule el denominador. ;

:

Simplificaciéon de fracciones algebraicas. .

Para simplificar fracciones algebraicas es necesario desc
poner numerador y denominador en sus divisores primos y

lar los que sean comunes. Como en las fracciones aritméti
conviene emplear como divisor de los dos términos de la f
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6n, su m. c. d.; se reduce asi la fraccion a su mas simple expre-
6n, llamada fraccién irreducible.

I) Simplificar la fraccién:

9a?> — b?
9a2 — 6ab + b?

Una vez descompuestos numerador y denominador en sus fac-

res, se tiene:
9a2 — b? (3a+b) - (3a—Db)

942 — 6ab + b* (3a —b)?

Simplificando el factor (3a—Db) que figura una vez en el
erador y dos veces en el denominador, queda:

9a2—b? _ 3a+b
9a2—6ab - b*  3a—Db

ue es la mas simple expresién de la fraceién dada.

1I) Simplificar

by—>b

y*—1
Factoreando numerador y denominador, se tiene:
by—b=>b(y—1)
y¥—1=@y+1)y—1
El m.c.d. de estas expresiones es (y—1).

Luego
by—b  by—1) b

¥—1 @+)@—1) y+1

A
Como el divisor (y + 1) se anula para y =— 1, para este ulti-
o valor la igualdad anterior no es valida.
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Reduccion de fracciones a comiin denominador

Reducir dos o mas fracciones algebrdicas a comtn denon
nador significa hallar otras fracciones iguales a las dadas
que tengan todas igual denominador. Este comin denomina
puede ser el minimo comun miltiplo de los denominadores
cuyo caso se dice que las fracciones algebraicas han sido re
cidas al minimo comin denominador.

I) Sea reducir a comin denominador las fracciones al
braicas:

mn - np

Por analogia con el procedimiento seguido en la reduccion
fracciones aritméticas a comin denominador, vamos a multi
car numerador y denominador de cada una de ellas por el de
minador de la otra:

a a-np anp
mn mn-np mn?p
b bmn __ bmn
np np-mn mn*p

ITI) Las fracciones dadas se pueden reducir a minimo com
denominador, hallando el m. c. m. de los denominadores y m
tiplicando luego cada numerador por el cociente entre el m. c.
hallado y el denominador respectivo. Claro est que el deno

nador de cada una de las nuevas fracciones sera el m.c
hallado.

Asi las fracciones dadas, reducidas a minimo comtin deno
nador son:

a a (mnp:mn) ap

mn mnp mnp
b b (mnp :np) bm
np mnp mnp
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ijemplo:

Reducir @ minimo comiin denominador las siguientes frac-

mes: \
1 i 4(x+vy) 5 2

2y 2—ty+y  (@—y?

factoreando los denominadores:
B—yi= (x4 y) (@--9)
x?—2xy + ¥ = (®—Y)*
(x—y)t= (x—y)?
c.m. de los denominadores: (x+ ) (x—1y)>2
Los numeradores de las nuevas fracciones se obtienen multi-
cando los siguientes cocientes por el numerador respectivo:
[(x4+y) (@—y?:(x+y) @—y) =x—Y
[(x+y) @—y?]:@—y)’=x+Y
[+ (x—y?]: (@—y=x+Y
Luego, las fracciones reducidas son:

4(x+y)* - 2(x+ )
@+y) @—y?: = (@+y) (@—y)*

r—y
+y) (x—y)*

" OPERACIONES CON FRACCIONES ALGEBRAICAS

Las operaciones con fracciones algebraicas son analogas a las
e se realizan con fracciones numéricas.

Suma.

Cuando las fracciones algebraicas tienen el mismo denomi-
dor, para sumar, se \forma otra fraccién algebraica de ese mis-
 denominador, cuyo numerador sea la suma de los numera-
res de las fracciones dadas.
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Ejemplo:

3a 4 5b ¢ _ 3a+5b+c
a+b  _db agb . d4+b

Si las fracciones algebraicas no tienen igual denominado
las reduce a comun denominador y se procede como en el par
anterior.

Sea sumar las siguientes fracciones algebraicas:
m n
+ —
20— 4b  a*— 4ab -+ 4b?

|
1
|
: m 3 n
2a —4b a? — 4ab 4 4b?
Primer método.
Reduccion a comiun denominador:
m n

Bla—Thy (a—2b)?
m (a — 2b)? n2 (a — 2b)
2 (a — 2b) (a — 2b)? (a —2b)2-2 (a — 2b)
_ m(a—2b)% 4 2n(a— 2b)
g 2(a—2b)®

Ejercicio de aplicacién.
Hallar la suma:
3 Y a

dxy  xta y?
3 Y a 32y +y-dxy-v+ a-day-xia

dry = xa Y3 4y -ada-y?
_ 3x%y® 4 4dxy® + dataly
7 4x'yta
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Dado que numerador y denominador tienen factores comunes,

3 Y a  xy@x*ye+ 4yt -+ 4xa?)

4xy  xPa e 5 4x*yta

Simplificando xy, queda, en fin:
3 Y a  3ax’y®4 4y + 402’
dry xa P 4axy?

wundo método.

Reduccion a minimo comun denominador:

m n
Cdlculos auxiliares 2a—4b  o*—dab + 4b°
90— 4b = 2 (a — 2b) it Ry
- 20—4b=2(a—" = I “im 2
P dab + 4b* = (¢ — 2b)* Poemd % (g
m(a —2b) n-2
" 2 ==
o #lasoan) 2(a—2b)* ' 2(a—2b)*
Luego
m & n _ m(a—2b) 4 2n
20 —4b = a*—4dab + 4b 2 (a — 2b)?
Ejercicio de aplicacién.
Hallar la suma
2+ x 1
x2— 9y x—y
2+ x i
2 s ==
Cdlculos auxiliare e et
- i 24z 1(x+y)

= (r+Y) (x.—~y): x4y (x—y) (@E+y) (@x—Y)
- v=x—4s | 24T faty . 224y

t

em: @+y)@—y | @E+YE—y)  @+y@—y)
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|
|
Resta }

Igual que en la suma destacaremos dos casos: segin que
trate de restar fracciones de igual o de distinto denomina

Primer caso.

Restar fracciones de igual denominador.

Para restar fracciones de igual denominador basta forn
otra fracciéon algebraica de igual denominador, cuyc numera
sea la diferencia entre los numeradores.

Ejemplo:

2 5b 2a—5b
4—5m 4—5m  4—5m

Segundo caso.

Restar fracciones de distinto denominador.

Basta reducir las fracciones algebraicas a comtn denomina
y proceder luego como en el caso anterior.

Ejemplos:
a) Primer método. — Restar.

m mn m(a+1) mn (a2 —1) 2
P—1 e+l @—DELD. @rLh@—10
__ m(a+1) —mn(a*—1)
- (@—=D(a+1

b) Segundo método. — Efectuemos la resta anterior aplica
el m. c. denominador.
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m mn

a?—1 a—+1
Cdlculos auxiliares: m mn(a —1)

L _ @i @—1) | G@+hE—D @+hHE=1
L l=a+41 Lo m—mn(a—1)

em: (@a+1)(@—1) |  (@+1)(@—1)

Compruebe el alumno la igualdad de los resultados obtenidos
n ambos procedimientos.

Multiplicaciéon

Inspirandonos en las reglas operativas de las fracciones numeé-
cas podemos aceptar que: El producto de varias fracciones
ebraicas es otra fraccién algebraica cuyo numerador es el
roducto de los numeradores y cuyo denominador es el pro-
ucto de los mismos.

Para la simplificacién del resultado es aconsejable expresar
eviamente los numeradores y los denominadores descompues-
s en sus factores primos.

Ejemplo
m— 3an 5ab Sa(m —n) 5ab
2b o m? — 2mn + n? o 2b (m—mn)?
3a (m —mn)5ab
T T b(m—n)?
15a®
~ 2(m—n)
Divisién

\'Para dividir dos fracciones algebraicas se multiplica la frac-

n dividendo por la inversa de la fraccién divisor.
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Ejemplos:

5ab? 10a? 5ab? mE—1
I) g = =
2m—2  m_1 2m —2 10a?
__dab(m+1) (m—1)
T 2(m—1) 10
_b*(m+41)
¥ 4a
2 2 LT
1) (1+i) : (i_“_)z it ol N
b? b b2 b? vk
b2t a b2
o aple Trom T

_ (4o bia
T b*(b—a?) b_a?

EJERCICIOS

Simplificar fracciones algebraicas.

‘a+b)— (a—b)*

4
1) R.: —
a?b — ab? a—
ol 1
2) #— R.: —_—
a® 4 2ab - b2 a+
e L (L R 111
10ay —5xy 2o (8- 5y |
39 1
4) e e B
4> _8a+ 4 4(a—
|
3 b3

) o R.:'a—l—lJ1

(a—b)= -+ ab
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ax®— a - x*—aod

2am + 3an " 2m 4 3n
a(x—a)d : e (x—a)?
2xa — 2a* 3 2
24a%p + 12a%b? 5 4(2a + b)
6a2b — 3a%b? T 2—b
e 2 —b
a—Db a-+t+b 41 R +a
a*—2ab + b? a?— b? a—b
1 1 2 1
— - R: —
z(x4+1)(x—1) x(x—1) x?—1 x2—1
y—1 ' IR bk,
3t (y2—1) i 3t
Uy — v? v
poesitr s R.:; ——
UV — u? u
t—tx -+ u—ux e t+u
322 + 1 — 3z — a® T a—x)?
X2 Y2 —2xy —t? R
2x — 2y — 2t #
az— (b 4 c)? - a—b—c
c2— (a+ b)? c—a—>b

o S 3a
2a+3 * 22+5a+3
. (a+ W (2e* 4 5a+3) 6a2 + 9a
" (20+3) (2a2+5a+3)  (2a+43) (202 +5a +3)
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PA)

3)

a\

R\

6)

7

X

2a ) b

24 2x+4 a3—8 2
2a(x —2) N b

(x—2) (x242x + )4 (x—2) (x2 4 2x +4)

x43 9D

x2—2H e
x+3 ) 5(x + 5)
(x +5) (x—5) (x +5) (x—5)

5 ; a’b

a2—b*> 3a-+3b
15 ; a?b(a —b)

R
3(a+Db)(a—D) 3(a+b)(a—Db)

1 i 1 ) 1
x+y xF—y* x-—-y
Bt B 1 x4y
xz__.yz x2_y2 mz__y2
a+b a—b : b
Gt e B b
(a+b)2 (a—Db)? b
e PEIE T U T T
a+b  a—b  bla—b)

a?—b* ab*—a ' a®—2ab -+ b?
a(a?2—b2) (b2—1)

a(a—Db)2(a+b) (b2—1)
(a+b) (a—Db)3

a(ea—>b)2(a+b) (b2—1)
ab (a2 —b2) (b2—1)

a(a—>b)2(a +b) (b2—1)




8)

9)

1

' 2)

. 3)

4)

5)

6)

a+b a*(b+41) | b(a—Db)

a?—b?’ ab’—a a? — 2ab + b?
a(a2—b2) (b2—1)
a(a +b) (a —b)2(b2—1)
a2(b+1) (a4 b) (a—Db)?
a(a+b) (a —b)2(b2—1)
ab (a2 —b2) (b2—1)
a(a+b)(a—Db)2(b2—1)
xy o 3xy® 2xy*
a2ty +y x4y 22—y

X2y — xY*? 2(x2y? + xy3)

S Etwi@—y)  (+w)iE—1)

3 (a3y? — xy5)

(x+y)2(x—Y)

Efectuar la operacion que se indica:

2008 — P o 4x(x+ 1)
4021 2x—1 = 4oz —1
i e 1 s e o D
Yy yz xyz
1 2x 2
+ R::
1+ 1—=x 1—a? 1+x
1 4B 15 . 27
1—bx 145z " 1—2513
il L
—+ . R: ———
4(14+a)  4(1—a) 2(1 —a?)
R b a3 + b + ab?
— + R: —m8M8M8
(a+b)* (a+b)?2 a+bd (a+b)3
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7

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

172

a*— x? i} a? + x?

at —xt

R.:
a ax a%x
ax & a ;
X (———) R: r—a
a-+t+x a x
(az—l)x( Rl i —I)R.: a?4-1
a1 a—1
aZ+4+b a—b = a2 4 b2
@?—b " atb " (a+b)2
ax—a c—cx o a(2—ux)
br—b 2b—bx T e(l—x)
a?—6a -9 o a® —3a* - a*(a—3)?
(a4 3)2 a2—39 (a+3)8
a—2 a—3 )a5+2a—3 1
( a—1 a+43 25a%* — 81 50+ 9
?+xy+y?  x—y
22— P x+y s 1
6a?y? T o2
xz__,!;z
a’— st a® 4 ax 4+ a?
: i +—— R.: a® 4 x¥
a? — 2ax + a? a—x
3x+£—<x—x_b) i cx(2a+1) +a(x—Db)
a c ac
e a?
—aT—x—z 13— ax? 4 a2x --ad
K.
it 2 1 x+a
e
2 ax a




a3b a(4a2b —1)

s e R.:
b —1 ¢ 3020 —1
1
: - il : R
x? + 22+ 1 (x4 1) x1
2(x 22 —y2—4y
% _|_1__.__.__-—( +y) R.: e
x_l__y x2_y.’. x?__y..
x4y xry—x 2F MLl
Y ry—y* x4y Z +
9
3t e 4 o 5 .-
R LT T TR T | 92 —1
3u—=6 3tu &l 3(t+ 2u)
u—4  2ud 4 4u? " ou(u42)
t2—9 2t—6 i t+3
u? 42 w42 2u
x-41
A i
x4+ 2 i (x—2) (x243x+1)
Lo e i 372 — 11
3
+x2—4

xt 4 yt + x2y?

x2y2

Y i
<] 8
|
8|S
et
/."\
< |8
l
8 |
S
oy

t t 12
t - 134 -
e L B
kol o aeo R.: a2 —b2
a—b (e —Db)2
t
i (u-l—Z_l) pt
= 1 3 3

=X 2t 1
ek i ) 13 -
( 1+2t>( ) 1 —2t 1 — 4t




ENUNCIADOS - ECUACIONES -
INECUACIONES

Enunciados ciertos y falsos.

Cuando se hacen afirmaciones relacionadas con los ntimeros
se hacen enunciados, tales como

8—2)-(741) =48
Claro esta que un enunciado puede ser cierto o falso, pero no

ambas cosas. Este enunciado, en particular, es cierto.

Existen otras formas verbales que se usan en enunciados mate-
maticos. Por ejemplo, el simbolo 7 significara “no es” o “no es
igual a”.

Por ejemplo:
9+ 54172
es un enunciado falso, y
3055529 —2
es un enunciado cierto.

Enunciados abiertos.
Consideremos el enunciado

8+ x=26
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s cierto este enunciado? No podemos afirmar si es cierto o
lso hasta no saber qué nimero representa x; sin esta infor-
jacién no se puede llegar a una decision.

Lo mismo acontece con el enunciado “Miguel es un técnico
n aparatos de telévision”; no se puede decidir si es cierto o no
asta no saber quién es Miguel.

En este sentido, la variable x se usa mas o menos en la
sisma forma en que usamos un pronombre en el lenguaje
orriente.

Sea ahora el enunciado

12 (x —2) =120 — 24

‘Tampoco en este caso se puede decidir, en base al enunciado
olamente, si es cierto o falso; pero aqui se trata de una situa-
i6n distinta. Como en los casos anteriores se puede decidir si
s sabe el nimero que representa .

Sin embargo, en este enunciado es posible tomar una decision
n sin saber el valor de x. Teniendo en cuenta la propiedad
listributiva del producto con respecto a la diferencia, podemos
demostrar que este enunciado es cierto, independientemente
de] nimero que x represente.

En general, los enunciados tales como

12(x—2) =12x—24
que contienen variables, son enunciados abiertos.

La circunstancia de que sin més informacién no se puede
decidir si estos enunciados son ciertos o falsos sugiere el empleo
de la palabra “abierto”.

Un enunciado abierto es un enunciado que comprende una o
més variables y la decisién de si es cierto o no, queda pendiente
hasta que se tenga suficiente informacién adicional.

}

Valores de la variable.

Consideremos el epunciado abierto
4r—18 =4
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»

Nos proponemos determinar los valores de la variable, si |
hay, para los cuales el enunciado sea cierto.

Primeramente tomaremos a x de manera tal que 4x sea m
yor que 18. Por ejemplo, asignaremos a x el valor 7, obtenien

47—18=28—18= 1

En este caso el primer miembro esta igualado a 10, que
diferente de 4 del enunciado dado.

Ensayando con el valor 6 se obtiene
4-6—18=24 18 =644
Si se da a x el valor 5 se tiene

45—18=20—18=2-£4

Dado que 5 resulté muy pequefio, vamos a tomar un ntimen
comprendido entre 6 y 5, por ejemplo, 5,5.

Entonces
4r—18=455—18=22 18 —4
Como

PROBLEMAS

Determinar los valores de la variable, si los hay, que hacel
ciertos los siguientes enunciados abiertos:

a) 304z=2 Rilz— 293
6

b) Br—2—4 R.: x:—s

¢) Ty—1=13 [
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l 10

d) b5z+42=10 R z=-—9—
e) t+3=t+42 R.: No existe valor para t

f) (x42)34(4x+1 R.: x5

0 =25 R ==%9

bh) 9—a?=0 R: =28

58 Lati—i0 R: x=¥—8

i) 2% - 9.=9 RES =

10

k) xz:—loo R: t=—

9 3

Conjunto de validez de enunciados abiertos.

Sea el dominio de la variable x en el enunciado
Pl =8

el conjunto de todos los nuiimeros racionales.

|
@ | ENUNCIADO l RESULTADO PORQUE
| |
0 0=1=5i= : falso 548
1 11 11
1% S falso —£8
2 2 2
i 1+5= falso 648
= 24+5= falso T£8
3 3+56= cierto 8=28
- 44+5= falso 948

El enunciado x + 5 = 8 se asimila a una criba, ya que separa
1 dominio de la variable en dos subconjuntos, uno que contiene
todos los nimeros que hacen el enunciado cierto, y otro que
ontiene todos los ntimeros que hacen el enunciado falso.
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:
¥ :

|
En nuestro caso, 3 pertenece al primer subconjunto, mientra
\

1 ‘
que v 1, 2 y 4 pertenecen al segundo. | |

i
: \
En sintesis, el conjunto de validez de un enunciado abiert;
que comprende una variable, es el conjunto de todos aquello
numeros del dominio de la variable que hacen cierto el enmﬁ

ciado.

1
EJERCICIOS |

I) Decidir si el numero que aparece después del enuncia
abierto pertenece al conjunto de validez del mismo.

a) 22—x=—18; 4 e i B
7

R:: .ci
e R.: falso

1
b) D=2 s 12 dy~z-E— =21
il &
e St R.: cierto
II) A continuaciéon de cada enunciado abierto figura
conjunto que contiene todos o algunos de los numeros del co

junto de wvalidez del enunciado. Hallar el conjunto de wvalid
en cada caso.

i
A ()RR 21 =40 1,?,4, ol R.:'z=4
b)  B—x—2=0. 3 {—1,-0,1:23)
1 5 3
e) . - Z—5p=—1= { —1,—:0 } R e=—

d) z+7=2z+2 ; {0,2 3} R: 2

III) Escribir un enunciado abierto cuyo conjunto de vali
sea el conjunto vacio, (J.
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| Enunciados que contienen desigualdades

] conjunto de validez del enunciado x + 3 =4 es uno. ;Cuél
entonces el conjunto de validez del enunciado abierto
3> 4?

“uando x es un nimero mayor que 1, es * -+ 3 un numero

yor que 4.

fuando x es un niimero menor que 1, es x -+ 3 un numero

enor que 4.

Por lo tanto, todo ntimero mayor que 1 hara el enunciado

to y todos los demas ntimeros lo haran falso.

En sintesis, el conjunto de validez del enunciado
x+3>4
el conjunto de todos los niimeros mayores que uno.

La grafica de este conjunto de validez es el conjunto de todos
s puntos de la recta numérica cuyas abscisas son mayores que 1.
e es el conjunto de todos los puntos que estan a la derecha
] punto con abscisa 1.

Vo - L 1 1 L i’
7 T T T ¥ T

|
I
o 2R e d R b

I

!
1
2°

imeros enteros del enunciado

OBl tgri i
. ' 4 Ik
{: = ? 7 Y T " ¥ W} } %4)
-4 =3 - oY (o] 1 2 3 4 5 &

{"'9'.—3y —25 _1; 0; 1: 2}
onde no figura el m'l\mero 4

Una igualdad que contenga variables se llama ecuacion, y
na desigualdad que contenga variables se denomina inecuacién.

B ] ' 11742)



EJERCICIOS

|
!

I) Representar grdficamente el conjunto de validez de ni
ros enteros, M, de

a) xx+2<7
b) x—1=3
c) 2r—2<1

II) Si x es un nimero cardinal, determinar el conjunto
validez de

a)’ s S =21
b) xz4+3<ax
) =2

IIT) Sea A el conjunto de validez de
x+4="17 0 r+1=5

a) ,Es 3 un elemento de A?
b) (Es 4 un elemento de A?
c¢) ;Es ¢ un subconjunto de A?

R.: a) si; b) si; ¢) no

Ecuacion de primer grado con una incégnita

Recordemos que una igualdad que contenga variables se lla
ecuacién. En otras palabras, se llaman ecuaciones a las ig
dades que solo se verifican para determinados valores asigna
a sus variables, denominadas incégnitas.

Las ecuaciones se clasifican en: enteras, fraccionarias e i
cionales. Se dice que una ecuacion es entera cuando sus variab
no figuran en el denominador o con exponente negativo.

Se dice que una ecuacién es fraccionaria cuando por lo me
una de las variables figura como divisor.

Se dice que una ecuaciéon es irracional cuando por lo me
una incdgnita figura bajo signo radical, no siendo reducible.
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2 10x—1
s e
6
5]
r—y x
d) 3—\3x=10—1

rado de una ecuacion.

(ecuacion entera)

(ecuacion fraccionaria con
una sola incognita, x)

(ecuacion fraccionaria con
dos incognitas, x e y)

(ecuacion irracional)

()

El grado de una ecuacion esta dado por el mayor exponente
s sus incognitas en los distintos términos.

jemplos:

a) 20 —3+4x—==6

s una ecuacion de primer gradb con una sola incognita, x.
b) 3x2—1+46r=22—1

una ecuacién de segundo grado con una sola incégnita, x.
c) x3+2=10x

s una ecuacion de tercer grado con una incognita,x.

Cuando en el mismo término figuran dos o mas incognitas, la
ma de sus exponentes indica el grado de dicho término, el que
sede resultar grado de la ecuacion.

Ejemplo:
x? —4x*y + 10y2 =5
' una ecuacién de tercer grado, pues es igual a tres la suma

g los exponentes de las variables del segundo término, que es
de mayor grado.
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Resolucion de ecuaciones.

Se ha estudiado la resolucion de enunciados abiertos, esto
se han determinado sus conjuntos de validez. Al principio en;
yamos valores de la variable que se suponia verificaban el en
ciado, comprobandose en cada caso la verdad de dicho en
ciado. Luego se observo que ciertas operaciones, al aplicarlas
los miembros del enunciado, daban origen a otros enunciad
con el mismo conjunto de validez que el enunciado dado.

Podemos decir entonces que dos enunciados o ecuaciones s
equivalentes si tienen el mismo conjunto de validez.

Por lo tanto, nuestro procedimiento en la resolucion de
enunciado consistird en efectuar operaciones permitidas sob
dicho enunciado para obtener otro equivalente.

Vamos a enumerar las operaciones permitidas, resolviendo
ecuaciéon

8x+3=x+410

Este enunciado es equivalente a
Bxr+3) + (—x—3) = (x+10) + (—x—3)

obtenido al sumar a ambos miembros una misma expresid
(—ax—3).

Efectuando operaciones se llega a

T
Este enunciado es equivalente a
7 ;
L= o 0 bien Hee 1|

Por ello,

8r+3=x-+10 y =1

son enunciados equivalentes; el conjunto de validez buscado

{1}.
Examinemos el mismo ejemplo con mds atencién:

Cuando afirmamos que

8x+3=a+4+10 es equivalente a fe =17

182



geremos decir que toda solucién del primer enunciado es una
lucion del segundo y reciprocamente. Para comprobar que
to es asi tengamos en cuenta que (—ax—3) es un nimero
al para todo valor de x. Asi que cuando sumamos (—x—3)
los dos miembros del primer enunciado, obtenemos otro enun-
ado que es cierto para los mismos valores de x.

Para probar la equivalencia de estos dos enunciados tenemos
mbién que verificar que toda solucién del segundc enunciado
una solucién del primero. Para ello basta sumar (x + 3) a los
s miembros del segundo enunciado para obtener el primero,
ostrando asi que toda solucién del segundo lo es también del
imero.

En rigor no se necesita efectuar este segundo paso para “inver-
" 1a operacién. Sabemos que es posible, ya que el opuesto de
x—3) es también un nimero real para todo valor de .

Analogamente sabemos que
T = es equivalente a =1
brque la operacién de multiplicar los miembros de 7x =7 por

_ es invertible, siendo la operacién inversa la de multiplicar

jor 7.

Efectivamente, pues todo niimero real distinto de cero tiene
n reciproco que también es un nimero real.

 En sintesis, dos son las operaciones que dan origen a enuncia-
los equivalentes: .
a) Sumar un nimero real a ambos miembros.

'b) Multiplicar ambos miembros por un nimero real distinto
e cero.

Aplicaciones
Resolver:
’»ﬂ) 7.%‘——2::51:—!—44 R.: =3
j \ il
'h) 4xr+2=8x R: x=—
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4r—8

R == e BTG R.: =5
3 A\

S T 12

d —F—=—+1 R lp="—

) 4 i’ 2 3 T 35

7

e) Tx—12=3x+9—2x i x=—2—

Otros casos de resolucién de ecuaciones.

Al resolver ecuaciones se ha tenido siempre en cuenta sum
s6lo nuimeros reales o multiplicar siempre por ntmeros real
distintos de cero, porque asi se esta seguro que tales operacion
dan lugar a enunciados equivalentes.

Surge entonces la pregunta, ;sera posible obtener tambi
enunciados equivalentes empleando otras operaciones
Sea la ecuacion
r(x—4) =2 (x—4)
Observando este enunciado se puede inferir que las raices

la ecuacién son 2 y 4.
Para obtener un enunciado més simple multipliquemos amb

miembros por , resultando
x._
1
x(x—4) - =2 (x—4) -
( ) x—4 ( ) x—4
o bien
m=2

Es decir, 2 es la solucion de este nuevo enunciado.

1
dio lu
1 g

En resumen, la operacion de multiplicar por

a un nuevo enunciado con un conjunto de validez menor. P
lo tanto, tal operacion no dara necesariamente un enuncia
equivalente.
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 Esta incongruencia proviene de que para x =4 el factor

1 ’ . :
— 1o es un nimero, siendo por ello la operaciéon de multi-

licar por dicha expresion sélo efectiva en este caso para los
jalores de x diferentes de 4.

Por todo ello, nunca se debe sumar ni multiplicar ambos miem-
bros de una ecuacion por una expresion que para algunos valores
la variable no sea un nimero.

ogla para resolver ecuaciones enteras de primer grado con una
incognita.
Para resolver una ecuacién de primer grado con una incégnita:

119 Se eliminan los denominadores multiplicando a ambos

niembros de la ecuacién por el producto de los denominadores
) por su minimo comin miltiplo.

20 Se efecttian las operaciones indicadas.

39 Se agrupan en un miembro todas las incégnitas, y en el
otro todos los términos independientes.

40 Se efectian las sumas algebraicas indicadas en ambos
miembros.

50 Se pasa el coeficiente de la incégnita al otro miembro, obte-
iiéndose finalmente la raiz de la ecuacién dada.

62 Se verifica la raiz obtenida, desechdndola si no satisface
o la ecuacion dada.

Discusion de una ecuacion

Discutir una ecuacién significa analizar la naturaleza de los
vesultados muméricos e interpretar concretamente los mismos.
Toda ecuacion de primer grado con una incognita, una vez
simplificada, nos conduce a otra ecuacién de la forma

a:r =0
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PriMER cASO. — Ecuacion determinada: Cuando b y @ son n
meros distintos de cero, se obtendra un valor de x inico y det
minado. En este caso se dice que la ecuacion es determinada
su raiz puede ser un numero entero positivo o negativo, o bi
un numero fraccionario relativo. ;

Ejemplo:

3.%':6;1‘:——:} Bi=—"0
3

SEGUNDO cASO. — Ecuacion imposible: Cuando a = 0, reemp
zando este valor en la ecuacion (1) resulta:

0x=D>

b

= S
0 .

cociente que expresa un resultado muy grande (infinito) no de
terminado. En este caso se dice que la ecuacion es imposibl
pues la incognita carece de un resultado finito y determinad

TERCER cASO. — Ecuacion de raiz nula: Cuando b — 0, reem
plazando este valor en la ecuacion (1) resulta:

ax=10
0
X = —
a
o bien
3 =1

es decir, en este caso la raiz es nula.

Ejemplo:
0
RS i ) [ e o2t =5 =
5
Cuarto cAs0. — Ecuacion indeterminada: Supongamos
a—ih—=0

186




Reemplazando estos valores en la ecuacién (1), se tiene!

0-x=0

0

= Xr=—
0

Este cociente expresa un valor indeterminado, pues cualquier
imero puede ser el cociente entre cero y cero, por lo que la
cuacién tendria infinitas raices. En este caso la ecuacion recibe
l nombre de indeterminada.

Ejemplo:
3x4+T7T—x=3+2x+4

3c—x—2x=3+4—17
? az="10

= r=m numero cualquiera

EJERCICIOS

" Resolver las siguientes ecuaciones numéricas de primer grado
n una incégnita y verificar las raices.

1) x—3=1T Ro a =10
2) 2x—4=x—1"1 R: x=—38
—2
3) —41.—5—-:.’1.‘4—3 R: x=—17
B oy AL T
5 17
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7)

8)

9)

.10)

L)

12)

13)

15)

16)

17)

18)

188

2._‘1" 3_-21x_m
3 A
i A
3 —1=2x+4+3 R
i—l—f-—i--]—l.:2 =
4 " 38 2 Q
i
e =1 cﬁ“"j R
3 kS
3r—1 2x + 3 xe
4 2
v b - x—2
A T
3(x—5) +2(x—1) x—5
4 =
3:;t?-{——:i:c---l .R.:
3 4
x—l—::c— 3x -+ 5 x—1
3 2
2 x—2
e
5 5

2—3(x—4) 2@x—1)

5 3

7 X
——14+2r—=4x——.
3 = 2

3

z(x—l):%—(Zx—]—S)—l

L ==
13
19
X =——
7
fo o=t [
A

9 N7
1‘:—@4/\

5

15
rT=—

7
3
Xr=——
7

7
r=—

3
r=144
=1
=0

52
L ==

19

6
Xr=——

7

37
X =——




19) 4o — —T—=x R e e
13

92 — 4 A S dp-
e s e s WY Ry o

Ecuaciones fraccionarias.

Recordemos que una ecuacién se llama fraccionaria cuando la
incognita figura en el denominador o tiene exponente negativo.

Resolucion de ecuaciones fraccionarias:

I) Sea la ecuacién
3 1 il 6

2 5 10 «=x

Para resolverla se suprimen los denominadores multiplicando
ambos miembros por el minimo comun multiplo de los mismos,
que en este caso es igual a (10x).

mx.[i_l] o [_1__2] 102

2x 5 10 4]
0 bien
15 — 2 = x— 60
= 15+ 60 =x + 2x
p 75 = 3x
0 Sea
73]
e
3
=

" II) Sea la ecuacion
L

Vil 1 3

1  ar+d z—1
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Para hallar sus raices debemos calcular primero el minim
comun multiplo de los denominadores:

2 —1= (.r—l—l)-(x—-‘l)
3x+3=3:(x-+1)
e—1l—=w—1

m. e.m.— 3~ (x-4-1)« (z—1)

Multiplicando luego ambos miembros por el minimo comi
denominador hallado, se tiene:

I 1
3 1 S ) S —
e [(x+1)(x—1) 3(m+1)]

:[_iﬂ R o) (il

3— (x—1) =15(x + 1)
3— x+4+1 =15c+ 15
4—15=152 +& . ?

11_
16
11 |
= e
16

Ecuaciones irracionales.
Sea la ecuacién
\/:L‘"’——8 =x—4
Elevando ambos miembros al cuadrado, se tiene:
x2—8 = (x—4)2
Desarrollando el cuadrado del segundo miembro, resulta:

x?—8 —a?— 8z I+ 16
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ego
x2—ax2 |- 8xr=16+8

8x =24
24
P
8
= R="5
EJERCICIOS
3—x e
) — R: x=4
8§—u x+4
2 2x 16
b == R =4
) x—6+x2—6x Lx— 6 "
2 6—ax i 6
c) =] — R: o=—
H—p x4+ 4x 4+ 4 e 11
4
AR e R
e—2 0 5

'ROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA

Estudiada ya la resolucién de las ecuaciones de primer grado
on una incognita, veamos ahora la aplicacién de dichas ecua-
iones para resolver ciertos problemas.
Al resolver un problema tenemos que considerar tres partes,
jie son:
0 Interpretar el enunciado para ponerlo bajo la forma de una
euacion.
20 Resolver la ecuacion planteada.
39 Discutir la posibilidad de la solucién hallada.

\

Como la segunda parte ya ha sido estudiada nos dedicaremos
las otras dos.
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Interpretacién del enunciado para ponerlo bajo la forma de

ecuacion.
hY

No hay reglas definidas para poner el enunciado de un
blema bajo la forma de una ecuacién: Debemos, por lo ta
hacerlo interpretando el enunciado dado. Vamos indicando
meéricamente las operaciones que sefiala el enunciado, asign;
dole a la incégnita la letra x, con lo que se obtendra una ig
dad en la que debe figurar como tnica letra la de la incogn
igualdad que nos da la ecuacién pedida. Veamos ejemplos s
cillos para mejor ilustracién:

Problemas

I) (Cudl es el nimero cuyo triplo, mds sus dos quintas part
es igual a 34?

Obtencion de la ecuacién correspondiente.

Llamando x al ntimero que queremos averiguar y leye
detenidamente el enunciado del problema, podemos ir indica
las operaciones: El triplo del nlimero, 3 x, mas las dos quin

2
partes del numero, gac, debe ser igual a 34.

2
Luego 3 x + g.x' = 34 sera la ecuacion que permite hallar
numero pedido.

II) Pago $§ 250 por un martillo y clavos, habiendo pag
cuatro veces mds por el martillo que por los clavos. ;Cud
pagué por cada cosa?

Obtencion de la ecuacién correspondiente.

Llamando x al valor de los clavos, el martillo valdra 4z, |
acuerdo al enunciado, por lo que la suma del precio del mar
y los clavos estara dada por la ecuacién

4x + x = 250
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1II) A una reunién asistieron 200 personas entre hombres y
wjeres, habiendo pagado los hombres $ 180 por cada entrada y
mujeres $100. ;Cudntos hombres y cudntas mujeres habia
en total se recaudaron $ 32.000?

Obtencién de la ecuacién correspondiente.

Llamando x al nimero de hombres, como en total habia 200
ersonas, el nimero de mujeres sera 200 -—x.

Como cada hombre pagé $180, el total de hombres habra
jagado $ 180 - x.

Como cada mujer pagé $ 100, el total de mujeres habra pagado
1100 - (200 — ).

La suma que han pagado entre ellos, $32.000, completa la ecua-
ion, cuya expresion es

180 - a + 100 - (200 — x) = 32.000

Discusién de la posibilidad de la solucién hallada

A veces la solucion de un problema, a pesar de ser matemati-
amente perfecta, no lo es en la practica, porque la naturaleza
e 1as cantidades tratadas en el problema no permite la aplica-
itn de las raices halladas. Por lo tanto, es siempre conveniente
na vez hallado el resultado, interpretarlo, es decir, considerar
i la soluciéon matematica hallada es o no posible en la practica.
feamos un ejemplo que nos sacara de toda duda.

La solucién del problema III anterior es 150 hombres y 50
pujeres, pues al pagar los hombres $180 y los mujeres $ 100
btenemos:

. Pagado por los hombres ...... 180 % 150 = 27.000
. Pagado por las mujeres ...... 100 >¢ - 50 = "5000
. Total de lo recaudado ........ 27.000 - 5.000 = 32.000
‘Bl problema es perfectamente posible en la practica; pero

.-u qué sucede al cambiar algunos datos. Supongamos que
]l nuevo enunciado es:
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ProBLEMA. — A una reunién asisten 200 personas entre ho
bres y mujeres, habiendo pagado los hombres $180 por ca
entrada y las mujeres $100. ;Cudntos hombres y cudntas
jeres habia si en total se recaudaron $35 400?

La ecuacion toma la forma de:

1802 + 100 - (200 — ) = 35.400
Cuya solucion es:
1802 +- 100-200 — 100 x = 35.400
1802 + 20.000 — 100x = 35.400
180 — 1002 = 35.400 — 20.000
80x = 15.400
~ 15.400
80

1
=5 s oL
2

Por lo que el numero de hombres seria 192 % y el de muje
200 — 192 Y., o sea 7%, solucién evidentemente imposible,
pesar de ser motemdticamente indiscutible.

IV) La suma de dos resistencias es de 60 ohmios, pero se sa
que sus valores estan entre si en la relacion de 1 a 5. ;Cudl
el valor de cada una de esas resistencias? '

Obtencion de la ecuacién correspondiente.
Llamando x e y a los valores de las resistencias, resulta g

; ol 1
estas cantidades forman una razon igual a . luego:

x 1
v 5
pero como el valor y es igual a (60 — x), la ecuacién sera:
2
60 —x - 5
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terpretacion de la solucion negativa.

Cuando la solucién de una ecuacién de primer grado cen una
cognita tiene un walor negativo, debemos considerarlo tan
ueno como si hubiera sido positivo, pues al reemplazar dicho
alor en la ecuacién en el lugar de x se obtiene una identidad,
jego de efectuar las operaciones correspondientes.

Pero si el valor negativo obtenido corresponde a la solucion
e un problema, debemos interpretarlo para ver si con los datos
dos el problema es posible o no, y en caso de que lo fuera
ebemos saber qué significado le damos a la solucién negativa.

Aclaremos esto con distintos problemas de solucién negativa:

Problema I. — Un padre tiene 47 afios y el hijo 15. ;Dentro
e cudnto tiempo la edad del padre serd 5 veces mayor que la
dad del hijo?

Llamando x al tiempo que tiene que transcurrir para que la
edad del padre sea cinco veces la edad del hijo, tenemos:
Dentro de x afios el padre tendra ............ 47 + x

Dentro de x afios el hijo tendrd ............. 15 +x

Por lo tanto, la ecuacion toma la forma:

47+ x =5 (15 4+ x)

Resolviéndola:

47 4+ x =5-15 + 5x
47+ x =75} Sx
47 —T75 =b5xr—2x

— 28—z

28
—_—— =

4 4
= —T=x

195



b |

Discusién: La solucién negativa, en este caso, la interpretam
como que indica que han pasado 7 afios desde que la edad dé
padre era cinco veces la edad del hijo.

Hace siete afios el padre tenia ..... 47 — 7 = 40 afios
y el hijo tenia ..... 15—7= 8 afios

pero 40 es cinco veces 8, luego la edad del padre era cinco vec
la edad del hijo.

Problema II. — Dos mdviles, A y B marchan en linea recta!
en el mismo sentido, partiendo desde diferentes lugares. Cong
ciendo la distancia que los separa y la velocidad de cada uno d
ellos, determinar cudnto tiempo tardardn en encontrarse.

Solucion.

Sefialemos sobre una recta el lugar que ocupan los mavile
A y B, la distancia que los separa y el sentido en que marchas

Llamemos v a la velocidad uniforme del mévil A y v’ a |
del movil B.

Sea x el tiempo buscado. El mévil A, cuya velocidad es
km/hora recorrera en x horas una distancia v-x. (Con movi
miento uniforme el camino es igual a la velocidad por el tiempo.

Pero el recorrido del mévil A es mayor que el del mévil B

pues entre A y B existe una distancia d. Por lo tanto:
vr—vr=d

ecuacion literal donde v, v* y d son datos y x es la inecgnis

Sacando x factor comin se tiene: x(v—v’) =d y trasps
niendo el factor (v —v’) resulta:

d

V—1

n o—
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Discusion:

1) Siendo v > v, el denominador es positivo, luego es posi-
o también el valor de x, con lo que obtendremos el tiempo
tardan los dos moviles en encontrarse.

1I) Siendo v = v/, el denominador es cero, por lo que el valor
x seria infinito (), lo cual lo interpretariamos diciendo que
moéviles se encuentran en el infinito, o bien que no se en-
entran nuncda.

1II) Siendo v < v’, el denominador es megativo, siendo por
tanto negativo el valor de x. Admitimos que esto indica que
s moviles se han encontrado antes de ocupar las posiciones
y B, sefialadas en la figura de analisis del problema.

aso en que la solucién negativa carece de sentido.

En los dos problemas anteriores la solucién negativa ha te-
ido una interpretacién practica, que no admite discusioén; pero
eamos el problema siguiente donde la solucién negativa no
ene sentido.

Problema. — Una empresa de transporte cobra $5 por kilo-
amo de carga transportada a un kilémetro de distancia, ade-
wds de un recargo de $120 por bulto. ;A qué distancia puede
ansportarse una carga de 300 kilogramos, en 6 paquetes, para
ue cueste $ 400 el transporte? -

Solucion:
Por ser 6 paquetes debemos pagar....... 6-120 = 720
Por transportar 300 kg ax km .......... 300-5-x

Como el gasto debe ser $400 se obtiene la ecuacién:
\

l 720 4 300-5-2 = 400
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Resolviéndola:

720 4 1.500 x = 400 |

1.500 & = 400 — 720
— 290

1.500
=—10,21

lo que da un valor negativo de kilémetros, el cual no tiene inte
pretacién prdctica en este problema.

Problemas ‘

:

. . , . :

1) Los valores de dos resistencias estan en la relacién de 2 a

y, ademas, se sabe que su suma es de 140 ohmios. ;Cual es
valor de cada una de esas resistencias?

R.: 40 y 100 ohmios

descuentan § 60 por cada dia que deja de trabajar. Luego
25 dias cobro $6.900. ;Cuantos dias trabajo?

:

|

2) TUn obrero gana $ 500 por cada dia que trabaja, pero seJ

R.: 15 dias I

3) ;Qué numero ‘es igual a su mitad, mas la cuarta par
mas su quinta parte mas uno?

R.7-20

4) Dividir el niimero 48 en dos partes tales que sean entre
como 7 es a b.
R.: 28 y 20

5) Encontrar dos nimeros consecutivos tales que su suma
igual a 47.
R.: 23 y 24
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6) ;A qué hora después de las 12 se encontraran las dos agujas
e un reloj?

(Llamese x a la distancia que tiene que recorrer el horario y 60 + x
la que tiene que recorrer el minutero.)

Resultado: 13 h. 5m. 5/11.

R.: 13h. 5m. 5/11

7) Un comerciante vende la mitad de sus naranjas, mas me-
ia naranja; luego la mitad de las que le quedan, mas media
anja; y, por ultimo, la mitad de lo que le quedaba, mas
edia naranja, quedandose sin ninguna. ;Cuantas naranjas
ndi6?

R.: 7 naranjas

8) Dividir 200 en dos partes tales que dividiendo la primera
or 16 y la segunda por 10, la diferencia de los cocientes sea 6.

R.: 160 y 40

9) En un gallinero hay gallinas y conejos. ;Cuantos anima-
s hay de cada clase si hay 144 patas y 50 cabezas?

R.: 28 gallinas y 22 conejos

10) ;Cual es el numero que aumentado en su mitad, en su
yarta parte, en su quinta parte y en su vigésima parte es
gual a 2007 :

]
R.: 100

| 11) Un capataz quiere repartir una gratificacion a sus peones;
i da $1.400 a cada uno le quedan $2.800; si les da £1.500 le fal-
$500. ;Cual es el valor de la gratificacién y cuantos son

0S peones.
R.: $ 49.000; 33 peones

12) Un estanciero vendi6 lo 5/7 de su tropilla de caballos;
n seguida compr6 12: teniendo entonces 48 caballos menos que
| principio. ;Cuantbs tenia antes de la primera venta?

R.: 84 caballos
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13) Dividir el nimero 60 en dos partes tales que su di
rencia sea 4.
R: 32 y 28

14) ;Cual es el largo de una pieza de género si la diferen

4
entre los = y los o es igual a 6 metros?

12 metros de lado y que esta completamente lleno de agua, cr
una planta que se eleva un metro sobre el nivel del agua. Tir
do la planta hacia el punto medio de un lado, la punta toca
borde. ;Qué profundidad tiene el agua?

Apliquese el teorema de Pitagoras:

El cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cu
drados de los catetos.

R.: 17,50 m.

16) Una persona tiene impuesto la mitad de su capital
3 %; la tercera parte al 5 % y el resto al 8 %. Gana en to
$43.200 anuales. ;Qué capital tiene dicha persona?

R.: $960.000

la haria éste solo? /
R.: 24,’dias

4

INECUACIONES

Recordemos que una desigualdad que contenga wvariables
denomina inecuacién.

Propiedades de la ordenacién de los niimeros reales.

Al estudiar los ntimeros reales se establecié que en la rec
numérica “es menor que” significa “estd a la izquierda de
Si a y b son dos niimeros reales, “a menor que b” lo indicame
“a < b”.
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Decimos que la relacién “es menor que” para los numeros
cales es una relacion binaria, ya que relaciona dos numeros.

Propiedad de comparacion.

Si @ y b son nimeros reales es cierta solamente una de las
siguientes relaciones:

a<b : =z : b<a

Propiedad transitiva.

' Si a, b y ¢ son nimeros reales, siendo
a<b Yy e
= ai<c €

Conexién de la relacién de ordenacion con la operacién de
considerar opuestos.

Si Y a y b son numeros reales )

= —a>—0

Propiedad aditiva de la ordenacién.

Vamos a indicar la suma y la ordenacién en la recta numerica
para inferir algunas propiedades.

IFoiar i = o
| 1 | :. - 1 !
a a+ b b+c arc a b+ b

Claro estd que sumar un nuimero positivo significa moverse

a la derecha y sumar un nimero negativo implica moverse

a la izquierda.

En la recta numérica consideremos dos puntos o numeros a y b,
s que a < b. Si g cada uno de los nimeros a y b sumamos

] mismo niimero ¢, nos moveremos hacia la derecha de a y de b,

i c es positivo; hacia la izquierda, si ¢ es negativo.
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Imaginemos ahora que dos personas caminan sobre la recta
numeérica cargando entre ambos un tabléon. Al principio el hom-
bre en a esta a la izquierda del hombre el b. Cuando caminan
¢ unidades en cualquier direccién, como el largo del tablon es
invariable, la persona de la izquierda seguird a la izquierda
En su nueva posicion el hombre de (a + ¢) estara a la izquierd
del que esta en (b -+ ¢), como ilustra el dibujo.

Se ha descubierto asi una propiedad de la ordenacion, valid
para todos los numeros reales, la cual se enuncia asi:

Y a, b, ¢ son numeros reales
Si a<b es at+c<b+c

|
l
Esta propiedad se conoce con el nombre de Propiedad aditi04
de la ordenacion. |

|

Ejemplo:
s il
Siendo a=—8 ; b=—— A c= {—8;-1—;0;—— |
4 4

ros del conjunto de validez:

i

1) Si ¢c=—38 :

1

1 |

como |

8 < “

=5 8 8 < - 8 1}

4

e —16 < —u% (enunciado cierto,
1
2) Si. c=—
4

¥ 8—]—1 . 1+1
4 4 4

31 : ,
niir s <0 (enunciado cierto,
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|3) Si =4

1
Ih) Si C_—-——4-
4 4 -
e
| TR

!mpiedad multiplicativa de la ordenacion.
|

Y, a, b y ¢ nimeros reales y dada la relacion
I

(enunciado cierto)

(s Al

ymos a estudiar con algunos ejemplos la ordenacion de los
Iroduc‘tos
| (asc). - ¥-. (beze)
a) Dado que
| 4<10
wltiplicando ambos miembros por 3
5
‘ 12 < 30 - (enunciado cierto)
b) Como

— 5K —2
ultiplicando ambos miembros por 4

—20< —8 (enunciado cierto)
¢) Dado que

3 <12

uluphcando ambos miembros por — 2

— <24 (enunciado falso)

—24 =16 (enunciado cierto)
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d) Como

|
| i

— 5 — 2
. multiplicando ambos miembros por — 10
-+ 50 < 4 20 (enunciado falso)
g { + 20 < 450 (enunciado cierto)

Los resultados anteriores sugieren que
Si VY, a, b, ¢ numeros reales A a<b

se tiene

I) eie <2 brcle— ¢ >0 (¢ es ntimero positivo)
1I) bee<dc e =<0 (c es nimero negativo)

Resolucion de inecuaciones de primer grado con una incogni

Sea la ecuacion
—Tx 4+ 10 < 92 —6

Para resolver este enunciado conviene tener en cuenta I
propiedades de la ordenacion.

Por la propiedad aditiva de la ordenacién sumamos a amh
miembros (— 10 — 9x)

(—Tx +10) 4+ (—10—9x) < (9 —6) + (— 10 —9x)
Efectuando las operaciones indicadas, resulta
—16x < —16 (

Este enunciado tiene el mismo conjunto de validez que el p
mitivo, es decir, es una inecuacion equivalente.

Por la propiedad multiplicativa de la ordenaciéon multiplie

L
remos ambos miembros de (a) por <_E); queda, por
propiedad II
16
e < 1
S 16
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a, el conjunto de validez de 1 < x es el conjunto de todos
niimeros mayores que uno, y éste es el conjunto de validez
la inecuacion primitiva.
epresentacién grdfica de la inecuacion:

—Tx 410 < 92— 6
t : : : ¥

2 = 4 =

0o

- Q>

a semirrecta de origen A que no contiene al punto O repre-
ta al conjunto de validez de la inecuacion dada. (Se excluye
origen A.)

tacion conjuntista.

a semirrecta pedida se representa asi:

é
A) (O conjunto de validez (se excluye el origen A)

Resolver:
—B8r—5< —8

Este enunciado es equivalente a
—8x—54 (+5) <—8+ (+5)
—8xr < —3

Este, a su vez, por la propiedad II multiplicativa de la orde-
cion es equivalente a

\

3
— <<
+8
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Asi el conjunto de validez de la inecuacion dada estd cons

b

) 2 3
tuido por el conjunto de los nimeros muyores que —.

EJERCICIOS

Resolver las inecuaciones siguientes:

a)

b)

c)

d)

f)

g)

206

x4 15 < 30

x
—>20—=x
2

7242 >5z2—1

9t 13 <0

9t—3>0

IR
2 # L.t
—2r+5<—5
—~/E +5 -

R

R

1
e {t/t ERA t<—}

G4, 13, 12,11, .. .}

4
2{x/.’1:€R./\.r<4—-—

3

2 {x/x € R A x> 5%

.:{t/tER/\t(__

')

3

1
:{x/xER/\x>13b——

5

}

}



) 6—2x < 4dr—2

[ 4
R.:{x/:cER/\a:>—3—}

R: {x/x E R A x < 0}

3
R {x/xER/\x>—2—}

k) —@2+x) <3—7
R.: {x/x E R A x > 2}

) 4s4+7—2s>—245—3s
4
Rt {s/s ERA s>——5-}

R: {x/r E R A x <— 11

R: {x/x ER A x <—4}
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SISTEMA DE ECUACIONES
Y DE INECUACIONES

|
Sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitﬂ

Al considerar la ecuaciéon 5x —4y =2 (1) se establece q
aisladamente admite infinidad de soluciones. cuyc cuadro
valores de x e y, obtenido luego de despejar una de las incé
nitas, es el siguiente conjunto de validez: ‘

\
\
\

x={—2—6/5 —2/5 2/5 6/5 0 1 6 2...}

Yy={—3 —2 ==l 0 s e S S
Vamos ahora a considerar la ecuacién
17 |

|
:
que también tiene muchas soluciones, formandose un cuadro d
valores como en la primera ecuacién:
2= 10 1 2 —1 IR
y={17/12" % A2 25/12° 18312 ...}

Comparando estos pares de valores de x e y con los que obt
vimos de la ecuacién (1) se observa que existe un par de valor
9

R — [ :—4— que verifica a ambas ecuaciones. 1
i
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Ba — 4y = 2

Las ecuaciones (1) y (2) 17
| Sk 2+ 3y =—
H 4
an un sistema, siendo el conjunto de validez
3
=11 =—
o 4

raices o solucién del sistema. Por ello se acepta la siguiente

DEFINICION. — Se llama sistema de dos ecuaciones de primer
ado con dos incégnitas a todo par de ecuaciones de primer
ado con dos incégnitas que tengan raices comunes.

Se indica que dos ecuaciones forman un sistema escribiendo
a debajo de la otra y colocando a la izquierda de las mismas

a llave.
Sistema de ecuaciones determinado

Cuando un sistema de ecuaciones con dos incégnitas sélo
mite un par de raices comunes, se llama determinado.

b — 4y = 2
El sistema: 17
2x + 3y = —
4
s determinado, pues solo admite la solucién x =1, y = 3.

Expresion conjuntista

{5x—4y:2 n 2x+3y—_—1—Z—}:{1,%}

Sistema de ecuaciones indeterminado

Existen sistemas de ecuaciones tales que los infinitos valores
e satisfacen a una de las ecuaciones, satisfacen también a la
ra y reciprocamen'tq. Cuando sucede ésto el sistema se llama
eterminado.
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Ejemplo de sistema indeterminado.

{ 4o — 8Y =2
8xr— 10y =4

Nora. — La segunda ecuacién, equivalente a la primera, se ha obfg

nido multiplicando ambos miembros de la primera ecuacién por U
numero.

Verifique el lector que cualquier par de valores que satisface a |l
primera ecuacién satisface también a la segunda.

Sistema de ecuaciones incompatible

Cuando un sistema de dos ecuaciones de primer grado con do
incégnitas no admite ningtin par de valores para las mismas
que lo satisfaga, se dice que el sistema es incompatible.

Ejemplo de sistema incompatible:

{ Sx 42y = 4
10x 4 4y = 20

{x;9) /(@x;y) € RXR A 5z 42y =4) n (*
N{E;y /(x;y) € RXR A 102+ 4y =20} =@

Nora. — Se ha obtenido este sistema incompatible multiplicando |
primer miembro de la primera ecuacién por un numero, 2, y el segund
miembro por otro ntmero, 5.

Sistema de ecuaciones equivalentes

Dos sistemas de ecuaciones se llaman equivalentes cuand
el mismo par de valores que satistace al primer sistema de dg
ecuaciones, satisface también al segundo sistema; es decir, siend
ambos sistemas determinados, tienen las mismas raices.

(*) El producto cartesiano R X R indica al conjunto de todos lo
puntos del plano cuando se lo representa por pares ordenados de nime
ros reales (coordenadas). ‘
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Ejemplo de sistemas equivalentes:

El sistema
4dr—3y = 6
{ S5+ y=117
es equivalente al sistema
3x—4y =1
{ 20 —3y =0

pues las raices de ambos son x =3 e y = 2.

OBSERVACION. — Generalmente, para que los sistemas de ecua-
ciones sean determinados deben tener tantas incognitas como
ecuaciones tenga el sistema. Asi, un sistema de tres ecuaciones
debe tener tres incognitas, pues con mas incégnitas resulta in-
determinado. Puede suceder que en un sistema aparentemente
determinado, una de las ecuaciones sea equivalente a otra, con
lo que se tendria un sistema indeterminado.

RESOLUCION DE UN SISTEMA DE DOS ECUACIONES
DE PRIMER GRADO CON DOS INCOGNITAS

~ Resolver un sistema consiste en hallar las raices comunes
de sus ecuaciones.

Distintos métodos se emplean para resolver analiticamente un
sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas,
los que se explicaran a continuacion, aplicados en cada caso a
un sistema numeérico.

Método de reduccion (Suma o resta)

- Sea, por ejemplo, hallar la interseccion del sistema
{ 32— 2y =—-—16 (1)
S5r+4y= 10 (2)

Se multiplica la ecuacion (1) por 5, que es el coeficiente de x
de la ecuacion (2), obteniéndose:

5:;3c—5-2y=>5"+ (—16)
0 bien 152 — 10y = — 80
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Se multiplica luego la ecuacién (2) por 3, coeficiente de la
incognita correspondiente en la primera ecuacién, resultando:

35243 -4y=3-10"
0 Sea
152 + 12y = 30

Por lo tanto, el sistema equivalente al dado es:

{ 15 — 10y =-—80
1B+ 12y= 30

Los coeficientes de a han resultado iguales. Se pretende ahora
anular esta incognita sumando o restando ambas ecuaciones.

Note el lector que si se sumaran las ecuaciones no se anulari
el coeficiente de la incégnita x; corresponde, por lo tanto, efec
tuar una resta, es decir, cambiar los signos del sustraendo y
luego realizar la suma indicada.

152z — 10y = — 80
— 1506 — 12y =— 30
de donde
— 22y = —110
luego
_—110
D
= y=-+5

Obtenido el valor de una de las incégnitas se debe ahora obte-
ner el valor de la otra, para lo cual corresponde efectuar el mis
mo procedimiento anterior, igualando los coeficientes de y:

{ Sz —2y——16
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Multiplicando la primera ecuacién por 4 y la segunda por 2
tiene:

120 — 8y = — 64

10x+8y= 20

umando 222 =—44
e donde = b
22
= p—r—)

VERIFICACION. — Para comprobar que los valores hallados para
y para y son raices del sistema, corresponde reemplazar en
ada una de las ecuaciones las incognitas por los valores hallados.

Verificacién de los valores x=—2 e y=>5 en la primera
cuacion:

Primera ecuacion:

3x—2y =—16
% Reemplazando x por —2 e y por + 3:
3:(—2) —2-(+5)=—16

—6—10-=—A16
—16.—=—16
Verificacién de los valores x =—2 e y=-+5 en la segunda
ecuacion. :
Segunda ecuacion:
5x + 4y =10

Reemplazando x por (—2) e y por (4 5):
.5:(—2)+4-(+5 =10
—10+4+20=10
10 =10

213



k)

Nota. — En algunos sistemas no es necesario multiplicar una
ecuacién por el coeficiente de una de las incégnitas de la otra
ecuacion, pues puede resultar mds conveniente hacerlo por otro
nimero, que permita la igualacion de los coeficientes en forma
mads senczlla

Véase, por ejemplo, la resoluciéon del sistema siguiente:

{5:c+2y: 4|3
T By 1

Se multiplica la primera ecuacién por 3 y la segunda por 1.
{ 152 + 6y = 12
Tx+6y=— 1

Donde se ve que los coeficientes de y estan ya igualados. Com
tienen el mismo signo corresponde restar ambas ecuaciones:

154+ 6y = 12

— Tx—6y=+ 1
» "\
8x Db y)
e e

S D= -

Una vez hallado el valor de una de las incognitas, se obtien
el de la otra por cualquiera de estos procedimientos: o bie
efectuando el mismo proceso, pero igualando los coeficiente
de x, o bien reemplazando el valor hallado para x en una d
las ecuaciones dadas y despejando luego el valor de y.

Por todo lo operado, se puede enunciar la siguiente

ReGLA. — Para resolver un sistema de dos ecuaciones de pri
mer grado con dos incégnitas por el método de reduccion (sum
o resta) se procede de la siguiente forma:

19 Se igualan los coeficientes de una de las incégnitas e
ambas ecuaciones, multiplicando éstas por nuimeros conv
nientes.
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90 Se suman o se restan las ecuaciones resultantes con el
oposito de que desaparezca una de las incognitas al efectuar
operacién, obteniéndose una ecuacion de primer grado con
1a sola incognita.

30 Se resuelve esta ecuacién, quedando determinada una de
s raices del sistema.

49 Para obtener el valor de la otra incégnita se puede seguir
mismo procedimiento, pero igualando los coeficientes de la
cégnita que ya se ha calculado.

59 Se averigua si el par de raices halladas constituye la solu-
on del sistema.

Método de igualacion

Nos proponemos ahora hallar la interseccion del siguiente sis-
ma, siguiendo otro método, llamado de igualacion:

{ 3x+ y=— 8
20 —5y =—11

Se despeja una de las incognitas, x, por ejemplo, en ambas
cuaciones del sistema:

n la 12 ecuacion: _ En la 22 ecuacion:

x+y=—3~8 Qe —5y = —11

I =—8—y 2 = 11 4 3y
—8—y — 11 4 5y

i
- Como en ambas ecuaciones la misma incognita tiene el mis-
ho valor, los primeros miembros de las igualdades (1) y (2)
n iguales; por lo tanto, también seran iguales los segundos
iembros: :
—f =ty g 11 -+ 5y
e 2

n
} E 215
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Aplicando la propiedad fundamental de las proporciones se
tiene: \
2 (—8—y) =3 (—11+5y)

— 82— ye2=—11-345y-3

de donde

0 Ssea
—16—2y =—33+ 15y

Agrupando los términos en y en un miembro y los términos
independientes en el otro:

—9y—15y =—33+16

luego .
— 1Ty =—117
0 sea
il 17
Tl e 1]
=5 y=+1

Encontrado ya el valor de y, se reemplaza en (1) y se tiene:

A
i 08
luego
o —8—(+1) _—8—1
= 3 3
de donde
e —9
e
= T ——3

Verifique el lector en la misma forma que se indicé en el caso anti
rior, si los valores hallados para las incognitas satisfacen a ambas ecua:
ciones del sistema.
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De acuerdo al procedimiento empleado se puede enunciar la
siguiente

REGLA. — Para resolver un sistema de dos ecuaciones de pri-
mer grado con dos incoégnitas por el método de igualacion, se
orocede de la siguiente forma:

19 Se calcula el valor de una misma incégnita en ambas ecua-
iones, en funcion de la otra, la cual se supone conocida.

20 Se igualan los segundos miembros de las expresiones obte-
nidas, quedando determinada una ecuacién de primer grado con
a sola incognita.

39 Se calcula el valor de la incégnita que se SUpPUSO CONO-
cida.

49 Se reemplaza este valor hallado en una de las ecuaciones
del sistema, obteniéndose una ecuacién de primer grado con
a incégnita, cuya resolucién nos da la otra raiz del sistema.

52 Se efectia la verificacion.

Método de sustitucion

Sea hallar las raices del siguiente sistema por el método de
sustitucion:
2x 4 3y=—328

' Se despeja una de las incégnitas.x, por ejemplo, en una de

las ecuaciones:

)

de donde .
12
e M)
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Se sustituye el valor hallado en la otra ecuacién

1249 e |
2'( e |

24 2 ‘

Multiplicando ambos miembros por el denominador 4:

24 42
4 (#) 1 4-3y—4-(—8)

luego
24 4 2y 4 12y = — 32

Agrupando los términos independientes y los términos qu
contienen la incognita

14y =—32—24
luego
— 56
14

— 'y=—4

Reemplazando el valor hallado para y en (1), resulta:

_ 124 (4 12—4 3
& 4 T

= r—2

Verifique el lector en la misma forma que se hizo anteriormente, s

los valores hallados para las incégnitas satisfacen a ambas ecuacione
del sistema.
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De acuerdo al procedimiento empleado se puede enunciar la
suiente

REecLA. — Para resolver un sistema de dos ecuaciones de pri-
er grado con dos incognitas por el método de sustitucion, se
ocede de la siguiente forma:

19 Se calcula el valor de una de las incégnitas en funcion de
otra en una de las ecuaciones del sistema.

20 Se reemplaza el valor hallado por la incégnita correspon-
iente en la otra ecuacién, obteniéndose una ecuacion de primer
rado con una sola incdgnita.

13 Resolviéndola queda determinada una de las raices del
istema.

4 En una de las ecuaciones del sistema —la mds conve-
iente— se reemplaza la raiz hallada, obteniéndose asi una ecua-
ion de primer grado con una incognita.

5° Se resuelve dicha ecuacién, quedando asi determinada la
fra raiz del sistema.

6° Se efectia la verificacion.

Resoluciéon de un sistema de dos ecuaciones literales
de primer grado con dos incégnitas

{ ar+by=c
mx -+ ny =p

pleando el método de reduccion:

n-ax +n-by=mn-c
: multiplicaron' ambos miembros de la primera ecuacion
bmx 4 bny="=bp
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Se multiplicaron ambos miembros de la segunda ecuacio
por b.

Restando y simplificando, resulta ;
nax — bmax = nc — bp
Sacando x como factor comun
x (na — bm) =nc—bp

Pasando el paréntesis al segundo miembro como divisor
tiene:
ne—b
ol g ol )

na—bm
" Calculemos la otra incognita igualando los coeficientes de

a-mx+ a-ny = ap

Se multiplicaron ambos miembros de la segunda ecuacid
por a.
m-ax + m-by = me

Se multiplicaron ambos miembros de la primera ecuacid
por m.
Restando y simplificando, resulta
any — mby = ap — mec
Sacando y como factor comun

Yy (an — mb) = ap — mc

Pasando el paréntesis al segundo miembro como divisor,
tiene:
ap — me

an —mb
Las formulas (1) y (2) permiten hallar el valor de cada u

de las incognitas reemplazando los coeficientes literales por I
coeficientes numeéricos del sistema que se dé como jercicio.

Para recordar dichas féormulas se utiliza el
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Método de los determinantes

Un binomio como an — bm suele expresarse con el simbolo

a
‘ e y se llama determinante de 2¢? orden.
En consecuencia, un determinante, por ejemplo g 2 ‘

representa los préductos cruzados
3:8—5:(—4) =24420=44

s
—4 8

Vamos a ver ahora como se puede resolver el sistema an-
rior

0 sea ‘ =44

{ ax+by=c
mx + ny =p
estando los valores de las incognitas dados por las formulas

cn—bp ap —cm
r=—-—(@1) ; y=— (2
‘ an —bm an—bm
Con la introduccién de los determinantes de 29 orden pueden
epresentarse las férmulas (1) y (2) de la siguiente manera:

()

p n cn—bp
4 bty =

a-b an —bm

m n

A G

m p ap —cm
y:: =
y T i) an —bm
v m n
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Recra, llamada de CRaMER (*). — El valor de cada una de
raices de un sistema de dos ecuaciones de primer grado con do
incégnitas se determina formando una fraccion que tenga po
denominador el determinante compuesto por los coeficientes d
las incégnitas, escritos en columna, y por numerador, al deter:
minante que resulta de reemplazar en el anterior la columna d
los coeficientes de la incégnita que se quiere calcular por |
de los términos independientes.

Ejemplo de aplicacion.

Resolver por el método de los determinantes el siguiente sis:

tema:
{73c—8y:‘3
2r -+ y=4
Cdlculo de x:
3 —8‘
4 1 3X1—4% (—8) 3.132
rT- ==
7 = 0 TX1—2X (—38) 716
2 1
35
= R
23
Cdlculo de y:
7 .3‘ \
e 4] T 9x4-—-2X3. . 286
7 —g|. IX1-2XH=8) . 7416
TR
=
¢ i

Gabriel Cramer (1704-1752). De origen suizo, fue profesor de mate
méaticas en Ginebra. Su obra méas importante, Tratado sobre curv
algebraicas. Prosiguié el estudio de los determinantes, introducidos p!
Leibnitz.
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’BSERVACIONES.
|

I) Siendo iguales los determinantes de los denominadores,
a vez calculado el denominador para una de las incégnitas no
y necesidad de calcularlo para la otra.

II) Es necesario que el determinante formado por los coefi-
ientes de las incognitas sea distinto de cero para que el sistema
enga una sola solucion.

EJERCICIOS
2 — 3y =0
4+ y=14

4 — 9y =15 38 13
: % s Y=
r—3y= T 11 1

21 — ‘y:6
—3y==~6

i
. pe_p— 23
5 Y

AL T
c) : 9 - Rt w6 mg—d
x—i—;y:lz E

) % 15 37
e rT=— ; Yy=—o
h 4 ]
—xrx=2y—1 17 84
3
=5 7 3
‘ f) x+yTb R E=r— 3 Y=—
| —xty=—2 2 2
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3)

k)

1)

Numerosos problemas tienen solucién mediante la aplicac

il

—p—1t =9
5

bt =41

i 4

—2x =3y
2y—ax =4
x+y=>50

Yy
443y —271=0
6xr—3y— 3=0

Tx—16y +2=0

x+1 Y=t
T s
x+5 _y-—7
q 3
5vVx 4+ 3y =8
X —T=—&y

=3y—ax

=3 Y=>H
W=y =],
461 212
= Y =—
59 59
a=1:y=1

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO
CON DOS INCOGNITAS

il
de los sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incéj

nitas. En ellos, como en los problemas de primer grado con u

incégnita, tenemos que considerar tres partes, que son:
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12 Interpretar el enunciado para ponerlo bajo la forma de
n sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incog-
itas.

2% Resolver el sistema planteado.
3% Discutir la posibilidad de la solucion hallada.

ROBLEMA L.

w'Descomponer el nimero 80 en dos partes tales que su razén
ea igual a 3.

Obtencion del sistema de ecuaciones correspondiente.

Llamando x a una de las partes, e y a la otra, su suma debe
r igual a 80, por lo tanto x 4 y =80 y su cociente igual a 3,

- sea i:3, de donde x =3y, o bien x —3y = 0.
Y

Por lo tanto, el sistema es:
{ x+ y=280
r—3y= 0

Mediante uno cualquiera de los métodos de resolucion expli-
dos se obtiene la solucién, que es x = 60, y = 20.

Evidentemente el resultado es posible, cumpliéndose que la
a de las raices es 80 y su cociente es 3.
oBLEMA II.

Hallar dos nuimeros sabiendo que su suma es 78 y su dife-
ncia 6.

Obtencién del sistema de ecuaciones correspondiente.
Llamando x e y a los niimeros; el sistema es el siguiente:

{ x+y="18
x—y= 6

\
lya solucion es x = 42, y = 36.
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ProBrLEMA III.

Hallar el ntmero de tornillos que poseen dos operarios, §
biendo que si el primero da 9 tornillos al segundo, ambos tien:
igual cantidad, que si el segundo da 6 de sus tornillos al p
mero, éste tiene el duplo de lo que le queda al segundo.

Obtencion del sistema de ecuaciones correspondiente.

Llamando x e y a los tornillos que cada uno de los oper
rios posee, y teniendo en cuenta que al dar el primero 9 tornillo
al segundo, x disminuye en 9 unidades e y las aumenta, y qu
se obtienen cantidades iguales, resulta:

r—9=y+9, obien x—y=949
luego x —y = 18 es la primera ecuacion.

Si el segundo operario da 6 tornillos al primero, éste aument
en 6 unidades, que el segundo disminuye, teniendo entonces
primero un numero de tornillos igual a dos veces lo que tie
el segundo; luego

x4+6=2(y—6), o bien x4 6=2y—12,

de donde x — 2y = —12—6, o sea x — 2y — — 18 es la segund
ecuacion.

El sistema, por lo tanto, es el siguiente:
{ r— Y= 18
X = 2y —=18
cuya solucién es x = 54, y = 36.

Verifique el lector si la solucion dada satisface al enuncia
del problema.

ProBLEMA IV.

Dadas dos dinamos de corriente continua tales que conectad
de un cierto modo sus tensiones se sumen, produciendo
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nsion de 48 voltios, y al conectarse en oposicion, se obtengan
voltios, se desea saber cual es la tension de cada generatriz.

o 1—48 (1)
Sumando (1) y (2): 2x — 60
60
X =—
2
= o =30 voltios
Restando (1) y (2): 2y =36
36

2
= y = 18 voltios

ar

Prehlemas
Repartir 800 $ en partes directamente proporcionales a 3

R.: 300 y 500

Dividir el nimero 600 en forma inversamente propcrcional

4y 8.
R.: 200 y 400

.
— ;Qué edad tendran dos personas si la tercera parte de la

ad de la primera mas la edad de la segunda suman 30 afios,
ndo la edad de la primera mas la mitad de la de la segunda
al a 45 afios?

R.: 36 y 18

— Dos clases tienen un ntimero tal de alumnos que si se pasan
alumnos de la primera a la segunda clase tienen el mismo nu-
, pero si se pasan 7 de la segunda a la primera, en ésta
4 el triplo del nimero de alumnos de la segunda. ;Cuantos
imnos hay en cada clase?

ey R.: 35 y 21

B 3 20



X;
l”’ ‘

_~==Dos depdsitos abastecen a un estanque que puede conten
= 60 metros ctbicos de agua: cada deposito sélo no puede llen
el estanque, pero si los dos juntos de 1as siguientes manera
el primero llenaria el estanque junto con las dos terceras part
del agua que tiene el segundo, y éste podria llenarlo con las to
cuartas partes del agua del primero. Digase cuantos metn
clbicos de agua contiene cada deposite.

R.: 40 y 30

— Dividase 1836 en dos partes, de modo que la parte prime

5
sea los . de la parte segunda
R.: 816 y 1020

— Un nimero esta formado por dos cifras, siendo la suma ¢
sus valores absolutos igual a 9: cuando se invierte el orden ¢
las cifras, se obtiene un segundo ntmero que excede en 9
cuadruplo del primero. ;Cudl es este ntimero?

R.: 18

— Hallar la edad de una persona y la de su hijo sabiend
que la suma de esas edades es la mitad de la que tendran |
cabo de 25 afos, y la diferencia es la tercera parte de la sum
de las que tendran dentro de 20 afios.

R.: 40 y 10

— Un joven pregunté a su padre qué edad tenian ambos,
lo que el padre contesté: hace 3 afios que la undécima parte
mi edad era igual a la tercera parte de la tuya, y dentro de
anos, tres veces la quinta parte de tu edad equivaldra a la cua
ta parte de la que yo tenga, menos un afio. (Cuantos anos tenfa
ambos? \

R.: 15 afios y 47 afos

— Entre las cincuenta personas de una reunién se recolecta
$ 18.300, habiendo puesto los hombres $ 400 cada uno y las muje
res $ 300 cada una. ;Cuantos hombres y cuantas mujeres habia

R.: 33 y 17
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Sistema de tres ecuaciones de primer grado
con tres incognitas

Determinantes de tercer orden.

DEFINICION. — Se llama determinante de tercer orden a un
uadro compuesto de nueve nimeros dispuestos en tres filas y
res columnas.

ay b, C: || = fila
N\ = | az by cy | « fila
a3 by cs | « fila
1 1 7
columnas

roducto diagonal.

Dado un determinante de orden tres al cual se le agregan orde-

adamente las dos primeras filas, se llama producto diagonal
el mismo a los productos formados por tres factores, tomados
modo tal que en cada uno de esos productos figure un ele-
ento de cada fila y uno de cada columna, pero no dos de una
isma fila o columna.

oducto diagonal principal o descendente.

az X by X ¢y
a; X by X ¢y b1 ¢,
az X by X e /C
><1
/
az X bg X ¢y ‘
a; X by X co
as X by X c3

a
a
roducto diagonal secundario o ascendente. a,
a
a

b
b,
b

REGLA DE SARRUS. -'—\El valor de un determinante de tercer or-
on es igual a la suma algebraica de todos sus productos diago-
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4 7 o NP . . ’,

nales, tomados con su signo o con signo contrario, segun que

productos diagonales sean principales o secundarios, respecti

\

Ejemplos:
a) Resolver
2 il 4
il 1 1
Aplicando la regla de Sarrus, resulta
o« 1 4
g \\0/8 =2:0'1461-44+1-1-8—
A=1 177N
S =244+8—16—6=10
2/‘1\ 4
6”7 0 ‘s

b) Resolver

it
i 4
=N 0,2 5
=ty —3 0
il
L D
4
L PR S 3 |
=0+ —404-01-—-—15 0=—1415
S s b o [ +
1 |
e o e
4
| 0,2 5




olucién de un sistema de primer gradoe con tres incognitas.

Método de determinantes.
Sea el sistema

x+2y+3z= 4

Brt+by+ =z=18

dr + y+22=12
Recra. — El valor de cada incégnita estd dado por una frac-
ion que tiene por denominador el determinante formado por
s coeficientes de las incégnitas y por numerador el determi-
ante que resulta de reemplazar en el denominador la columna
e los coeficientes de la incégnita que se quiere hallar por la

lumna de los términos independientes.

Luego
gr " ey
18 6. 1
x Ax 121 2 ,
A B gL
3,8
TR by
1 43
U | T |
Ay 4 & 19719
Y= = —2
A 1 9" g
3 5 = 1
4 =28
IR 4
5. 18
Az g 112
= — = =—1
AN ) 3
: g3 =5 1
45 5k 2
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a)

d)

f)

232

| 3xt+4y+2z2= 2

b)

| 2% + 0,5y —4x =0

[ 22=10—3x 1y

EJERCICIOS

S5 +3y—4z=—15
20 —5y -T2 = 47 R:x=2;y=—3; 2=4

B 2 61

e oy el

- A )] 268

4+3+2“144 1 1
Rx:—;y:—,z:

x+y 2 a0 2 3

B & @8 51

3y+z4x—18 R:x=—05;y=6;2=05

il
_x+?y:1,5+2x

x—5y +4z=40

5x — 6y —3z2 =12

dr 4 y-+6z2=—14 R a=8y=212—=—3
122 — 8y — 2 — 23
x4+ 8y—z=0
— 4z = — 1
gl 8 RB: x=—— s y=—1; 2=0

2x+y+2z:_33



SISTEMAS DE INECUACIONES LINEALES
CON UNA INCOGNITA

Dos o mas inecuaciones, con respecto a la misma variable,
orman un sistema cuando estdn conectadas entre si en forma
al que admiten soluciones comunes.

I) Sea el sistema formado por las inecuaciones

{ 6r—6<0 (a)
r—3>4x+3 (b)

Resolucién del enunciado abierto (a):
6br—6-+6<0-46
6x < 6
6x - _1_ < 6 - _l.
6 6
x<1 (c)

Resolucién del enunciado abierto (b):
x—3>4x+3
x—3+ (3—4x) >4xr+3+ (3—4x)
— 3 =06
—3x-(—1) <6-(—1)
3x<-—6
1 1
3.7c-—3—<—6--3—
x<—2 (d)

- De (c) y (d) se detuce que las inecuaciones se satisfacen para
odo valor de x menor que — 2, ya que
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si R0 y dado que —2 <15

es .

< —2

Expresion conjuntista de la solucién del sistema dado.

{x/x € R A 6x—6<0} N {x/x € R A *—3>4x+3)
={x/xE R A x<~—2)

Representacion grafica.

-9
El conjunto representado por la semirrecta AX’ satisface
sistema dado

Z! A

0
:
6 -5 -4 -3 -2 - o

II) Resolver el sistema o hallar la interseccién de las inecu.
ciones

4r <5 (2)
{ —3<4x—x (b)
El conjunto de validez de (a) se determina asi:
e g
4 4
5
< 4— (c)
El conjunto de validez de (b) se obtiene asi:
—3<4dr—=x
1 1
—(+3)es (+3)
—l<x (d)
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De (¢) y (d), resulta

5
— 1l < —
4

i
i " o : ;
or lo tanto, la interseccion del sistema es el conjunto de los

3 5
(meros comprendidos entre —1 y T

1-[

Si el dominio de validez de x es el conjunto @ de los nimeros
acionales, o el R de los reales, el sistema admite infinitas selu-

iones.
Si, en cambio, el dominio es el Z de los nimeros enteros, la

nterseccion es
10, 1}

xpresién conjuntista del sistema.

(x/x € Z A 4x<5)N {x/x € Z N —3<4xr—x}=
= {0, 1}

={x/x€R/\—1<x<%}

8r—2x 2—6x

IIT) x
9—|—x>5+?

. 2
)

\
{x/x € Z}={0, —1, —2, —3, o, =5 s —
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9
(_E:c>4—x
IV) <
: =>dr—1
[ 5 o
[ 5
—?x<4—x
V) A
1
— >4xr—1
L 5
St
VI) < 2<
Hai<: 1)
B L
VII) < 2
5x =10
‘ =
vm){ &
—z>

3
R-:{x/xER/\—>x<—i
10 3

A

{x/xEAZ}':{—B, —4, —5,...

3
R.: x/xER/\—>:c>—£
10 3

R: @/ ERA—8<x<2)

{e/T € Z} = (—7, — 6, —5’.”'

R {x/xER/\—8<:c>2}

{r/x € Z}={2, 3, 4, 5,...}

R: {x22N—x>1 =05




'REPRESENTACION GRAFICA 10
; DE FUNCIONES

Variables y constantes

Se denomina variable todo simbolo que represente indistinta-
lente cada uno de los nimeros de un conjunto.

Ejemplos de variables: el precio de un producto, el tiempo, etc.
Se 1lama constante todo simbolo que represente un solo na-

lero de un conjunto.
‘Ejemplos de constantes: el nimero 6, 5 toneladas, ete.

Coordenadas cartesianas ortogonales

El plano numérico real. — Si se desea representar uno de los
pfinitos puntos de un plano, no sera posible identificarlo con
n solo nimero, pues aquel punto puede no estar situado sobre
a recta a la que deben referirse los puntos del plane. Para fijar
o posicién de un punto en un plano se trazan en el mismo dos
ectas perpendiculares; generalmente una es horizontal y la otra
ertical. Tomandose como origen el punto de interseccion de las
hismas, se sefialan en ellas los puntos correspondientes a los
imeros enteros —positivos y negativos— habiendo fijado pre-
jamente un segmento unidad. Generalmente el eje horizontal
ecibe el nombre de eje de la equis, llamandose abscisas los nu-
heros correspondientes a él, recibiendo el nombre de eje de las
les el eje vertical, llaméandose ordenadas sus numeros correspon-
lientes. En el eje de las equis se consideran abscisas positivas
as que figuran a la derecha del origen y negativas las que figu-
an a la izquierda. En el eje de las ies se consideran ordenadas
jositivas las que figuran sobre el origen, y negativas las situadas
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X

debajo de él. El conjunto de abscisa y ordenada de un pu
recibe el nombre de coordenadas del punto.

Ejercicio: 3

Fijar la posicién de los siguientes puntos: A = (3/2), que
lee coordenadas x = + 3, y — +2;B=(—5/3); C = (— 2/—!
D= (4/—1).

T+
B (-5,3)
A e e i e
! i I |
| ! 2
{___:L__T___:L___;__ F___}__—:_—'? A (3,2)
| | | | |
R R i s e
2o i e s e e B OO Al
=5 T 'l*‘(o [ A :3 4 i
]
5 O G O
! ’ D (4,-1)
ey
B
Bt
|
DS A
C(-2,-4) |
4 *

Para fijar la posicién del punto A — (3/2), por ejemplo, se d
termina la abscisa 3 y por ella se traza la paralela al eje y; lue
se determina la ordenada 2, y por ella se traza la paralela
eje x. El punto de interseccién de ambas paralelas a los ejes
el punto A buscado.

Anélogamente se determinan los otros puntos pedidos.

Determinacién de las coordenadas de un punto dado.

En los casos anteriores se ha encontrado el punto dadas s
coordenadas. Se puede, reciprocamente. dado el punto encon
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trar sus coordenadas. Para ello se trazan desde el punto dado
las paralelas a los ejes, y en éstos quedan determinados nume-
ros que expresan las coordenadas del punto.

?4-}
2 it e i
R
| | i
g ia et L
| i }
| | |
RNk s
1 | 1
I T o 1
4— S ety o
=% -3 -2 -1 [}

En el caso de la figura, dado el punto M se han encontrado
sus corddenadas, que son:
rxr=—3 y=-+3

De acuerdo a lo visto anteriormente puede admitirse que:

Dados dos mimeros en un cierto orden, corresponde a ellos
un solo punto del plano; y reciprocamente: Dado un punto en
un plano le corresponden a él solamente dos numenros.

El sistema de ejes que se utiliza para determinar los puntos
de un plano se llama de coordenadas cartesianas ortogonales (*).

- (*) El sistema se llama ortogonal porque sus ejes son perpendicu-
lares.

Fue ideado por el célebre filésofo y matematico del siglo xvi, Renato
Descartes, conocido también con el nombre de Cartesio, lo que ha dado
origen a la palabra “cartesianas”.

La correspondencia entre los niimeros y los puntos constituye una
importante orientacién dada a las Matematicas por Descartes, siendo el
origen de la Geometria Analitica, la cual! reemplaza los puntos por
niimeros y opera algébraicamente con éstos, interpretando luego geomé-
tricamente el resultado.
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Problemas

I) Utilizando los ejes coordenados localizar los puntos aso-
ciados con los siguientes pares ordenados de nimeros:

A (<1 =2 F(—5,-—%) ’
s o (3% )

C(. 0,—=9 : H(—Q—%)
D(2 0 1(~%,0 )

E( 0, 0 J (04, —1)

II) Marcar los puntos con coordenadas:
1
G-D ; 6-2; &0 i(32);

(3,45 ; 6B, 9

Describir el conjunto de todos los puntos cuyos pares ordena-
dos tienen abscisa igual a 3.

IIT) Si se localizan varios puntos cuyos pares ordenados ten-:
gan ordenada igual a 2, ;donde estaran esos puntos?

IV) Localizar con referencia a un sistema de ejes coorde-
nados 6 puntos que tengan las ordenadas iguales. ;Qué figura
formaran?
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Representacién grafica de enunciados abiertos: Ecuaciones

Graficar el enunciado abierto
3xt+2y=4

Vamos a convenir en que siempre que se escriba un enunciado
bierto con dos variables se indique cual de ellas se ha de con-
siderar primero. Cuando las variables son x e Yy, como en nues-
tro ejemplo, siempre se considerara primero la .
Para graficar el enunciado abierto dado, despejamos ¥, suman-
do a ambos miembros — 3x, y se tiene

2y =4 —3x

1
Multiplicando ambos miembros por o resulta

4-—3x
2

Se obtiene con esto una funcién llamada lineal en la que y
es funcién de x, es decir, el valor de ¥y depende del que se
asigne a x, y como X puede tener cualquier valor, obtendremos
infinitos valores para y.
En consecuencia, los pares de niimeros que satisfacen la ecua-
cién propuesta son también infinitos. Las representaciones gra-
ficas de esos pares de valores son puntos que comprobaremos
estan situados todos sobre una misma recta. Esta recta consti-
tuye la representacion grdfica de la ecuacion dada (*).
Obtengamos ahora algunos de los pares de valores que corres-
ponden a las incognitas de la ecuacién anterior (1).
Dandole a x un valor cualquiera, 2, por ejemplo, se tiene:

—4—3.(2) o sea Sl o bhien ik

Y 9 Y 5 Y 5

‘ de donde y=—1

(6]

y:

(*) En Matematica superior se demuestra que la representacién grd-
fica de los infinitos pares de valores que satisfacen a una ecuacién de
primer grado con dos incognitas es una linea recta.
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“ﬂ
1

presenta

Démosle a x otro valor cualquiera, — 4,por ejemplo.

El primer par de valores obtenidos, el cual re

punto de la recta, es: x =2, y = — 1.

Reemplazando en (1):

Y

; 0 bien,

4412
2

Yy

; O sea,

dedonde y =48

242



El segundo par de valores obtenidos es: x=—4, y=+8.

Anéalogamente se podrian obtener otros pares de valores corres-
pondientes a la ecuacién dada, algunos de los cuales figuran en
ba siguiente tabla en la que se indica la letra asignada a cada
punto. -

Valores de x —5 =3 £l 0 2 5

Valores de y 19/2 13/2 7/2 2 -1 —11/2

Puntos. corres- A C E F H K
pondientes

La recta que une los puntos representativos de estos pares
‘de valores consiituye la representacion grafica de la ecuacion
dada, que es una funcion lineal.

Grafico de conversién de monedas.

El dia x en el Mercado de Cambios, al cerrar sus operaciones,
se cotizo la compra de un dolar norteamericano en $ 350. Cons-
truir la grafica que permita la conversion de dolares en pesos
moneda nacional y reciprocamente.

Planteamiento:
1 dolar cuesta $ 350
x dolares costaran $vy
e 1 350
e
o bien
|
Y= 350-x

. r \ . . . r
- que es una funcion lineal y permite convertir los dolares nor-
. teamericanos en pesos moneda nacional.
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¥ [T e Sy v | |

1
d e ——f

b -
1
I
1
1
r
|
I
1
L

[ S
N e
- N

(=~

-~

w

TABLA DE VALORES @
i | 0 1 |
y | 0 350
Calcular empleando este grafico:
a) jCuantos dolares se obtienen con $ 7007 ]‘
b) ;Cuéantos pesos moneda nacional se compran con 3 d()lares?l
{

\
K

R.: a) 2 délares
b) $1050.

|
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Representacién grafica de enunciados abiertos: Inecuaciones

Nos proponemos representar al enunciado abierto

Yy > 2x
Vamos a localizar, con referencia a un sistema de ejes rectan-
gulares, los puntos cuyas abscisas son
{—2’ —1’ 0; 17 2}
siendo para cada una de las cuales la ordenada igual a dos veces
la abscisa.

Comprobamos que estos puntos pertenecen a una recta y satis-
facen al enunciado.

Y —=2% yf

E ST B

N___._._..L___
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Sc localizan luego los puntos que tienen estas mismas abscisas,

pero tales que en cada uno de los cuales la Qrdenada sea mayor

que dos veces la abscisa.

.

Wl —_d

=

/
Q

S

[

e e

(]

[

Se comprueba que estos puntos estdn por encima del punto
correspondiente del primer conjunto. Los puntos de este nuevo
conjunto satisfacen al enunciado

y > 2x
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La grafica de y > 2x es el conjunto de todos los puntos que
an por “encima” de esta recta, como muestra la porcién som-
eada de la figura.

La grafica de un enunciado tal como y > 2x es el conjunto
 todos los puntos del plano que hacen cierto el enunciado. Por
emplo, el punto A (— 3, — 2) da la solucién numérica x = —3,
B2 el C(—3,2),daz=—3,y=2,elc.

Si el simbolo es el de la relacién “mayor que o igual a”, es
cir, “=" se marca una recta marginal con trazo mas grueso;
| simbolo “mayor que”, se indicara marcande una recta que-
ada entre el area sombreada y la que no lo estd. En estos
lagramas la recta es la grdfica del enunciado y = 2.

Fsta recta divide el plano en dos semiplanos. La grafica de
2x es el semiplano en el cual toda ordenada es menor que
bs veces la abscisa; es el conjunto de puntos por debajo de la
ieta y — 2. La grafica de y=2x es el semiplano inferior,
cluyendo la recta y = 2.

Para obtener soluciones numeéricas de y = 2x se toman puntos
bl semiplano representativo y se hallan sus coordenadas. Por
iemplo, el punto B (3, 3) da solucion numérica x =3, y = 3;
| punto D (1, 2) da solucién x =1, y =2, ete.

esolver grdficamente la inecuacion

=44
Considerando sélo la igualdad, se obtiene la ecuacién
=4

ya representacién grafica es la recta a, paralela al eje OY,
razada por el punto (4, 0).

La grafica de x =4 es el conjunto de todos los puntos que
jguran del lado izquierdo de la recta, incluyendo a la recta
'— 4. Por ejemplo, la abscisa del punto A (—2, 1) da la solu-
ion numérica x — — 2; la abscisa del punto B (2, 2) da x =2,

feetera.
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5 —1—2—3—4| * }

También se puede representar a la inecuacion original pol
—

conjunto semirrecta AD.

D C B A
4——4--h-*--+--+-ﬂ--+-4-1}—*~}

- AR < L I G o S TR TR R
Las abscisas correspondientes a los puntos B (—1), C (—3)

Ejemplos:
I) Dibujar la grafica de la funcion f definida por

flx) =8r—1 & 0=x<3

TABLA DE VALORES

e

‘\
|
ﬁ J
de la AD son soluciones de la inecuacién dada x = 4.
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Dibujar la grafica de la funciéon F definida por

= R R )
F(ac)_—_{ QRS e— =)

1 =0
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Problemas

I) Sir es la recta que contiene lo$ dos puntos (—3, 1
(1, —1), describir la funcioén f cuya grafica consiste en los |
tos (x, y) de r tales que

—2<Y<L2

II) Ténganse en cuenta los conjuntos de puntos indicados
las figuras siguientes

a) 4) a)
Ay AY
| 21
414 ?_? 1/1_

| : 25

_°< Yo 4 2T _09

¢Cuéles de estas figuras son graficas de funciones? Expli
la respuesta en cada caso. Como ejemplo, consideremos la fig:
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), de la que podemos decir que es la grafica de una funcion F
yo dominio de definicién es el conjunto de todas las x tales
e

—1l=x=1

La regla correspondiente a la funcién puede establecerse asi:
Si
==l
F(a) =b
bnde (a, b) es el punto de la grafica cuya abscisa es a.

III) Representar graficamente las siguientes funciones linea-
o
a) y=4xr—>5 Solucién de la funcién a)

CUADRO DE VALORES
gl Y s ¢

g
3- _______
b) y=>5x !
I

) y=—x+4 E

s |
d) y=—3x |

5 é x*
e) y=—=x

4
B y=x+6

g) 12x—y=—3
h) 30x +6y =5

1 k x
o y—18=

j) bSx—y="1
k) 2xr—3y=—¢b
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IV) Representar graficamente el conjunto de validez de
inecuaciones:

a) 4r—4<8 b
Solucion: Representacion grafica
4r< 844
1Y ———— e
192 O e, ST T R | O, 9 2
e x< 3
Rl lele e e <33 =1{2.71, 0,-—i, —9,' 38

b) 2252—5x e e d

¢) 8—5r>Tr+3 0 it s

d)y =9 =br=—"1 g 9Y9—2<0

h) 5x>§—{—5

V) Representar graficamente el conjunto de validez de 1
inecuaciones con dos incégnitas:

a) y>x+1

CUADRO DE VALORES

>

P =
N

y=x+41 :
10 1]2]—11—2 \g\ g
yT\213|o|—1 |

ARG RS A




Segun el enunciado y > x + 1 para x = 2, por ejemplo, la fun-
in 1y puede ser cualquier numero mayor que 3, es decir, puede
l‘3,5; 3,9;...:;4;5;6;...Por ello, la grafica de y > x 4 1 tiene
forma que indica la figura. La representacion no incluye la
cta y =+ 1.
R 48,60 3908000

S R T

b =3 1
VR =X ) y<6x_?

c) y—1>3x
. g) 6r<—34 5y
d y4+—<Tx+3
) J+2 T h) Tx=2y-+42

e) y+2x>0 i) —y=2x-+-2

VI) Construir la grafica de conversion de délares norteame-
tanos en pesos Ley 18.188 (1 dolar — 3,50 8).

Resclucién grafica de un sistema de dos ecuaciones lineales
con deos incognitas

Sea el sistema <
{ 3r—4y=—10
20+ y=— 3

La representacion gréfica de la primera ecuacion es una recta
il que todos los puntos de la misma tienen coordenadas que
tisfacen la ecuacion; analogamente la representacion grafica
e la segunda es otra recta cuyos puntos tienen la misma pro-
jedad enunciada. _

Las coordenadas del punto de interseccion de ambas rectas
fisfacen a la primera ecuacion y también a la segunda. Vale
,;‘ , que los dos niimeros que forman las coordenadas del pun-
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|
1

to de interseccidn constituyen la solucién del sistema de ec
ciones.
El cuadro de valores de la primera ecuacion '
3 —4dy =—10

se puede obtener despejando x; pasemos para ello (4y) al se
do miembro

3x =—10 4 4y >
de donde
4y — 10
L=

3

luego el cuadro de valores es el siguiente:

correlsgl;lrfg?entes A ’ 2 l g
y SR e
x | —2 l 2 l =

El cuadro de valores de 1a segunda ecuacién

se puede obtener despejando x; pasemos para ello y al segun
miembro

Pip— = y
de donde
—

&

L=

luego el cuadro de valores es el siguiente:

Puntos
correspondientes D = i .
y =3 ¢l r 3
x s BT l ~—3

254




Claro estd que la representacion grafica de ambas ecuaciones
ebe hacerse sobre el mismo sistema de ejes. | Tocads!

El punto de interseccién de ambas rectas, de coordenadas
r——2, y=1 es la solucién del sistema.

A veces, como en el caso propuesto, se ve que en ambas tablas
existe un mismo par de valores, por lo que inmediztamente se
puede dar como la solucién del sistema.

EJERCICIOS

} Resolver grdficamente los siguientes sistemas de ecuaciones
e primer grado con dos incégnitas:

255

-



256

b)

c)

d)

i)

i)

k)

3r—4y = 6

20— by =11

20—y =6

3

3z —_—Y = —

ey 2

x4+ y=—12
il

4 ——y=—"1
2'!4

il

2’.‘/
lx =—2
2 (e
5r—3y +21=0

1 5
24,4 —_r =—
+3 57

h){

e) 2 2
\ Y 9
r——=—

) 5

r+y=1
0y {4.70—]—831:44
21‘—[—4y:22

(Sistema indeterminado
rectas coincidentes)

x + 2y:10
5z 4 10y = 30

(Sistema incompatible
rectas paralelas)

9

452 4+ 9 (3x —y) = 5 (6x — 4y — 15)

3 11
—x+ 0,7 =——
2 5 4 i
- 9 1
e
2 3 .

5y 4 61 —4x =0

R =—*9=10
5
9
R =2 Y =
11
il
Rip=—= y:——12
4




Resuelva el lector grdficamente los sistemas indeterminados
teriores y compruebe su indeterminacion.

(Resultaran rectas coincidentes)
Represéntese grdficamente el sistema
1
— 2y =2
2

Lo 4y =3
(Resultaran dos rectas paralelas, pues es un sistema incompatinle.)
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RESOLUCION ANALITICA
DE SISTEMAS DE

" INECUACIONES LINEALES
CON DOS INCOGNITAS

I) Sea el sistema

{ 3r—3y <0 (a)
x—2y <0 (b)

Para resolverlo, es decir, para determix&ar el conjunto de v
dez de x e y que satisface a ambos enunciados se despeja un
misma incognita, la y, por ejemplo, de esas inecuaciones,
resulta

3x—3y <0 ' r—2 <0
3x < 3y <2y
x<y -

o bien y>2— (d)
y>ax (c)

Para cada valor asignado a x se toma para y cualquier val
mayor que el mayor de los valores que resultan de (¢) y (d
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Por ejemplo:

Para | x—1 el enunciado (c) da g =1

1
y (d) da y >y
r lo tanto, tomando y =2 se tiene la solucion
{1, 2} para el sistema

para y =3, la solucion
{1, 3}

para y = 4, resulta
{1, 4}, etc.

Para | y=1 el enunciado (c¢) da w1
y (d) da 2

r ello, tomando x =0 se tiene la solucién
{ 0,1} para el sistema

para x=—1, la solucién

{'—' 1: 1}
para x = — 2, resulta

{—2, 1}, etc

ssolucion grafica.

Primero se construye la gréafica de

3x—3y=0 o bien A=
TABLA DE VALORES
x I 0 l 3
T T
Luego se construye la grafica de
' x—2y—.30‘ o bien y:_';c_
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TABLA DE VALORES
X 2

] 1

7

\
N
\

\\\
\\\\\\&\\S‘\i}\\ \‘\’335§

\‘\\%\\i\\\}:w g

.
7z

Sombreamos la regién por “encima” de la recta 3x — 3y =
ya que la grafica de 3x —3y < 0, es decir, y > x, consiste
todos aquellos puntos para los cuales la ordenada es mayor g
la abscisa. '

Analogamente sombreamos la regién donde x— 2y < 0,:

decir, donde y > : Esta es la regién por encima de la rec
2
L= 2y —

El conjunto de validez del sistema dado es la regién dobl
mente sombreada en la figura.

260




Verifique el lector si las soluciones obtenidas
{1,2},(,3}, (1L, 4,{0,1},...

on puntos de la regién doblemente sombreada del grafico.

Expresién conjuntista de la solucion del sistema.

@;v) /(x;y) € RXR A 3xr—3y <0} N (*)
N{x;y)/ (;y) €ERXRAxz—2y<0}=

— {Los puntos de la superficie doblemente som-
breada}
— {Coordenadas de los puntos de la superficie do-
blemente sombreada}
II) Sea el sistema
{ x+2y—4>0 (a)
2x— y—3>0 (b)

Despejando y en las dos inecuaciones, se tiene:

x+2y—4>0
x4+2y—4+ (—x+4) >0+ (—x+49
2y >—x+4

2y(%)>c—x+®'§-

(c) y>—§+2

Despejando y en (b)
‘ 2x—y—3>0
9z —y—3+ (—2x43) >0+ (—2x+3)

* El producto cartésiano R X R designa al conjunto de todos los
untos del plano cuando se lo representa mediante pares ordenados
‘ nimeros reales (coordenadas).
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—y>—2x+3
—y (—=1) > (—2x+3)-(—1)

(d) Yy <2x—3

Para e Para L=
el enunciado (¢) da y >0 el enunciado (d) da y <
Para =98 Para r=

el enunciado (¢) da y > —2 el enunciado (d) da ¥y <.

Las soluciones de la inecuacién (a) con respecto a los valon
=4y =8 son:

4 1};{42};43);...
{8, —1} ; {8, 0} ; {8, 1}; ...

Las soluciones de la inecuacién (b) con respecto a los mismi
valores de x son:

14,4} 5 44008) 5 (4,0 205 ...
{80 b2} s A8y - (8°10) .o
Resolucion grafica.

Primero se construye la grafica de

x4 2 —4=0 o bien yz_—x-2+—4
TABLA DE VALORES
& 0 | 4
y 2 | o

Luego se construye la grafica de

22—y—3=0 o bien y=2xr—3
TABLA DE V:ALORES
& 0 1|
Yy =3 ‘ e
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X

CUADROS DE VALORES

=

Y

(a)

00% "
0\‘\0““00000

K
Pete%e%e® 0
KKK

O
<X
s®

RN

s

IV) Hallar la interseccién del sistema de inecuaciones:

Y+ 3=0
=0

x4+ 4y —12=0
rT—y— 2

|
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Despejando y en cada una de las inecuaciones, resulta
() y=3 (b) 4y=—3x+12 () y=x—2
3
> _—x+3
Y 2 .

Para x — 2, por ejemplo, resulta en cada casc

(a) y=3 (b) yé——%_}_?, (c) y=0

=5
= de (a), (b) y (c) se tiene

3>y>15

Son soluciones en el campo del conjunto entero {Z}
[2.3% o522}
Para x = 4, por ejemplo, se tiene
(a) y=3 (b) y=0 (c) y=2
= de (a), (b) y (c), resulta

2=ny=3

| Son soluciones del conjunto Z
4,3}, (4 2}

olucion grafica.
Se construyen las graficas de las ecuaciones

2

(a) =3 () 'y=——4-.’1!+3 (c) y=x—2
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TABLAS DE VALORES

(b) ‘(C) |
T i l 0 x ] 2 }
Y ‘ o | +3 y | —2 | o

El conjunto de validez del sistema es la region sombread
Por ejemplo, las coordenadas del punto A (3, 2) de la superfici
sombreada son valores que satisfacen al sistema dado.

EJERCICIOS ..

i
|

I) Construir la grafica de cada uno de los siguientes enun
ciados ?
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{ 2x +4y=>5 { 5x—4y =4
a c

2x+ 4y > 5 br —4y < 4
{ 2+ 4y < b Q) {4x—2y:—4
9% - 4y=>5 4 —2y=—4
r=—3
@) { r<—3

II) Resolver analiticamente y construir las graficas de los
conjuntos de validez de las siguientes inecuaciones:

{ x—3y—6>0
a)

3x+ y+2>0
Ri 8,—2y 3 @, —3Y 8. —4 i 03143 — 10}
16, — 1} {6, — 2% ; 46,/=—3} ; .= 586, — 19}
b) { r—3y—6<0
x4+ y+2<0
R.: {—6, —3} ; {—6, —2} ; {—6 LR =8, DY

{(—3, 6 ;{8 5y; {3 4;..;{3—2
x—3y—6>0

2 { St y+22=0

R.: {1, —3} ; {2, —3} ; {3, —3} ; {4 —3}; ...

4, —1) 3 4 —2y ;{4 —3V; ... {4, —14}
d { x—3y—6<0
) 3r4 y+2=0
Re—3 =3 & =8 ;.43 =2
{—6, —3} ; {(—6, —2}; {—6, —1};...;{—6, 16}
<0
e) y<0
r4+y>8

R: {x<0nNy<0nNx+y>3=9g
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x>0
f) y=10
2x 4 3y==6 >
R.: {0, 1} ; {0, 2}

i

ITIT) Resolver grafica y analiticamente los siguientes sist
mas de inecuaciones:

4

—xr—y—3>0
a) 5 ¥

—x—y+4>0

R:{ 0, —4;{ 0,—5; { 0,—6;{ 0,—7);

| 4

—r—y—3<0
b) {5 : i

—r=y44<0

R:{ 0 5};{ 0 6; { 0o i v R SR

{5 2550 85, 8; {56 :{ 5, Bk bz k)

5 { x4+ 2y >4

20— y >3

R: {4, 1};{4,2}; {43)}; {4 4

d) { r—t> 2
x+t>2

R.: {87 5} H {8: 4} ; {8’ 3} 3 v ;{81—5}
6,3} ;6,2}; {6,1}; ... ;{6 —3}
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GEOMETRIA

VECTORES EN EL PLANO 1

MAGNITUDES.

Magnitudes escalares. — Las magnitudes tales como longitud,
superficie, volumen, masa, capacidad, intervale de tiempo, cos-
to, etc., que se definen por un numero real, tienen la propiedad
de que sus cantidades pueden ordenarse en escala creciente o
decreciente. Por tal razén estas magnitudes se denominan esca-

res.

Magnitudes vectoriales. — Las magnitudes tales como las fuer-
as, las velocidades, etc., no pueden ordenarse de ese modo por
cuanto necesitan tres elementos para su definicion: un nimero
eal que es su mddulo, una direccién y un sentido. Estas mag-
itudes se denominan vectoriales.

Ningtn critierio de ordenacion puede adoptarse para comparar
os fuerzas. Puede considerarse mayor a la de mayor intensidad,
ero ;qué diremos si ambas tienen la misma intensidad y difie-
en en el sentido?

Cualquier cantidad de una magnitud vectorial se representa
or un vector.

ECTOR.

\
Una recta puede trazarse marcando algunos de sus puntos de
izquierda a derecha o de derecha a izquierda. Es decir, una
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recta puede imaginarse recorrida en dos sentidos distintos po!
un punto generador; a uno de ellos lo llamaremos sentido Posi
tivo y al opuesto sentido megativo. k |
Orientar una recta es elegir uno de los dos sentidos com
sentivo positivo. .
Llamaremos eje a una recta orientada. ‘
Por el postulado de ordenacién de los puntos de una rect
estudiado en el primer curso, se infiere que entre dos punto

M N

e e et e e p

M y N de una recta p hay infinitos puntos, todos perteneciente;
a p. El conjunto de los puntos M y N y de los infinitos punto
de p comprendidos entre ellos, se llama segmento, del cual N
y N son los extremos. Este segmento se representa simbdlica

mente por MN.
El segmento MN perteneciente a la recta p se indica:
MN=p o bien MN € p |
Dada la recta p y el segmento MN € p, los puntos de dich

recta se clasifican en interiores y exteriores a MN.
Al segmento determinado por los puntos M y N se lo lla m
tambieén distancia entre los dos puntos.

Un segmento que tenga a los puntos A y B por extremos, §
pertenezca a una recta orientada r, puede considerarse aso
ciado al sentido de 7; es decir, al sentido que lleve el punfi

generador de 7. En este caso se dice que el segmento AB esf
orientado.

El segmento de los mismos extremos, ordenado en sentid

opuesto, se llama segmento opuesto al AB, y se indica por BA
Si entre los extremos distinguimos como primero al A y com

segundo al B, al segmento orientado AB, le llamaremos vecto
de origen A y extremo B, y lo representaremos por el sim
=

bolo AB.
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DerFINICION. — Se llama vector a todo segmento orientado.

NOTACION,

(e}

— —
vector A o bien vector OP

_—)
" Elementos de un vector. — Los elementos de un vector AB son:
el origen, el extremo, la direcciéon y el sentido.

—
Su direccién es la de la recta r de accién AB o de cualquiera

de las rectas paralelas a ella.
Su sentido es el sentido de la semirrecta de origen A que con-

tiene el punto B.
Se considera también el médulo o intensidad, que es la longi-

tud del segmento orientado que lo define.
El médulo de un vector es siempre un nimero positivo.

- Si el vector es
- s
A = CP
el modulo se repres?nta por cualquiera de las siguientes formas:
. — —
médulo A = |A| = |OP|
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Vectores equipolentes o iguales.

— — :
Dos vectores, AB y A’B’ se llaman equipolentes o iguales si

siendo paralelas sus rectas soportes, los segmentos AA’ y BB
gue unen sus extremos son también paralelos.

En otras palabras, dos vectores son equipolentes cuando am-
bos tienen el mismo médulo, la misma direccién y el mismo
sentido.

NorAcION.
— —
modulo AB = médulo A’B’
= - iar
AB o A’B, <= AB /VAB
- -
sentido AB = sentido A’B’
La equipolencia la representaremos por el signo de igualdad,
asi:
— —
AB — A’B’
*® Esta definicion de equipolencia tiene su excepcion: por ejem-

plo, el efecto que producira el vector AB aplicado en un punto
A de un prisma, diferente al obtenido cuando se aplica en ofro
punto B de dicho cuerpo.

Vectores libres. — Los vectores equipolentes que estan carae-
terizados porque entre ellos se puede establecer un criterio d ;
igualdad, teniendo origenes diferentes, se llaman vectores libres,
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Los vectores libres se representan simbélicamente por

- = =
AB, A, V, B—A, etc.

La notaciéon B— A, que se lee “B menos A”, se llama nota-
on de Grassmann.

— —
Si un vector se indica con AB, su médulo se expresa asi: [AB|;
—> —
un vector se indica con A, o con V, el médulo respectivo se
— —
presa con |A|=a, o con |V|=v; si un vector se indica con
— A su moédulo se representa con |B— Al

Vector nulo. — Cuando el médulo es nulo el segmento orien-
do se reduce a un punto, y no puede hablarse de vector puesto
e faltan la direccién y el sentido. No obstante, por comodidad
expresién en muchos enunciados, se conviene en definir co-
o vector nulo al que tiene su médulo igual a cero.

Vectores opuestos. — Se dice que dos vectores son opuestos
uando sélo difieren en su sentido.

' NOTACION.

-

q
—V opuesto a v A

BI

Versores. — Los vectores de modulo unidad se llaman ver-
res.

NoTACION.
versor V=7v

SUMA VECTORIAL O SUMA DE VECTORES

. g => =2 = = .
Consideremos varips vectores: Vi, Vs, Vs, Vi Si desde un

- —
to cualquiera O se construye el vector OA equipolente a Vi,
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- —
a partir de A, como origen, el AB, equipolente al V,, ete,,
obtendra una linea quebrada OABCD. ®
Al vector libre de origen O y extremo D, se le llama su

e A T R S
vectoral de V,, V,, V,, V,.

Se simboliz;,"en general:

— —_ - —> —_ ; |
¥ ,S:*V1+V2+V3'|'--~+Vn
Propiedades de la suma vectorial.

La suma de vectores tiene las mismas propiedades fundamej
tales que la suma de ntimeros.

a) Propiedad uniforme.

Si en el caso anterior de suma vectorial tomamos un origen (
distinto de O, y hacemos la construccién indicada, obtendre
una figura O’A’B'C’D’ que, teniendo todos sus lados iguales
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OJ

AI
aralelos a los del OABCD,
\aréd que:
— =
0D =0'D" B’
b) Propiedad conmutativa. o7 c’

= - —_ =
Si primero trazamos AB =V, y luego BC =7V, nos da
> - -
C =V, + V3, que es la diagonal del paralelogramo cuycs otros

— - = = — - —
»s lados son AB; = V3, B,C = V,, tales que AC = V3 + V..

‘V*_’ ¢) Propiedad asociativa.

S e
Efectuar la suma V; + Vo4 Vy
v, Qquiere decir

- = —
(Vi+ V'z)‘-i- Vs
e - =
o Vi (Va4 V;i)
En la figura se observa cémo
- —> —
OC — OB + BC
o bien J :
— — —
OC =0A + AC
— — —
siendo OB y AC las sumas de V;

= St i h
y Vo y de V. y V3, respectivamente.
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Vectores deslizantes. — Se dice que dos o mas vectores sor
deslizantes cuando actian sobre una mism‘a recta.

Composicion de vectores en linea recta. .

Cuando actian varios vectores segiin una recta y estan diri
gidos en un mismo sentido, la resultante tendrd ese mismg
sentido y sera igual a la suma de todos ellos.

Si actiian dos vectores iguales y en sentido opuesto habra equi
librio, es decir que la resultante sera nula.

Cuando haya fuerzas en uno u otro sentido se sumaran sepa=
radamente, y se hallard la diferencia entre las dos sumas, la
cual indicara el moédulo de la resultante Su sentido sera el de
la suma mayor.

Para que un cuerpo esté en equilibrio es necesario que sea im-
posible toda traslacién y también toda rotacién,

DIFERENCIA DE DOS VECTORES

- -

Dados dos vectores, V; y Vs, se llama vector diferencia al que
sumado con uno de ellos (sustraendo), da por resultads el o 0
(minuendo) .

En simbolos: Vi ~8°
s

>° minuendo

—>
V-

- - —- -0
d d

=
V;: == V1—+—

Xv

La operacion se efecttia trazando por un punto cualquiera fv'
los vectores

- - wy o
OA=V, y OB=Y,

El vector que tiene por origen el extremo B del sustrae
por extremo al A del minuendo, es el vector diferencia,
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egla del paralelogramo.

— —
Si con origen O se construyen los vectores OA y OB respecti-

- -
ente equipolentes a los vectores Vi y V., dados, y luego se
mpleta el paralelogramo OACB, resulta que el vector repre-
ntado por la diagonal OC de ese paralelogramo, orientado de

— —
la C, es, por definicién de suma vectorial, la suma de V; + V.

— —
El vector BA (fig. 3), orientado del mismo extremo de V- al

— - = e
s V, es la diferencia V,— V, porque V;+BA =1V,

Figura 1

o vz

Figura 3

Figura 2

- =

También se puede definir la diferencia Vi — V, como la suma
— - —

del vector V; y el vector — Vo, opuesto a Va.

VERIFICACION.

277



Suma algebraica de varios vectores.

—
Puesto que restar el vector V, es lo mismo que sumar el vee

%
tor — Vs, cuando se tengan varios vectores para sumar o restar
entre si, bastara considerar Unicamente el caso de suma

> - -
Va4V -V,

Para representar en forma geométrica esta suma, se llevan
sucesivamente los vectores de manera que el origen de cada
coincida con el extremo del precedente. El vector determinado

— —
por el origen del primero V; y el extremo del ultimo, V,, es el
vector suma. (En la figura el subindice n = 3.)

V3

V2
O
o vy
) - = —
En el caso particular en que los vectores V;, V,, ... V, formen

coincidentes; es decir, se ha obtenido
el vector nulo.

En simbolos:
- 5 S S -
V]+V2+V3+V4+V5:0
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‘roducto de un vector por un escalar.

-9
El producto de un vector libre V, no nulo, por el numero
gebraico n, distinto de cero, al cual se lo denomina escalar, es

- —

vector V’ de la misma direccién que V y cuyo médulo es el
e

roducto del modulo de V por el valor absoluto de n, y del mis-

—_
no u opuesto sentido que V, segin que n sea positivo o negativo.

- o
V:=V-3

En simbolos:

s .
Si V#£.0 An € RAns%0
Resulta

.

- L -
direccién V’ = direccién V

—> =
- médulo  V/ = médulo V:|n|
Won="V " &> ] = =
sentido V’=sentido V. si n>0

= - .
| sentido V’ £ sentido V. si n <0

Casos particulares. — El producto del vector nulo por un nu-
mero real cualquira es el mismo vector nulo.
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En simbolos:
- -
0n=0

!

|

1

:

\

1 |
El producto de un vector por el nimero uno es ese misrr1!
|

\

b

\

|

vector. -

En simbolos:
e —

Vel =V
Producto de varios vectores por un escalar.

Si se multiplica cada uno de varios vectores por un mism
escalar, el vector suma queda multiplicado por dicho escalat

|

<«
Ih \\\+ Al

V2 xn

— —
Consideremos primero dos vectores, V, y V. cuya suma ef

—>
el vector OB. Sea n un ntimero positivo y
= — — >
OA’=V;n ; A’'B' — Vao'n
—> ‘
La suma de estos dos nuevos valores serd OB’, de la misma
: . — — —
direccién que OB y tal que OB’ = O0B-n; luego si |
=3 =5 =5 - —_ - —> :
OB = 0A” L A'B - = n(Vi+ Vo) =0V, +n-V, |

El procedimiento anterior, aplicado sucesivamente
de varios vectores, nos llevara al mismo resultado.
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Propiedades. — En virtud de la definicion de producto de un
ctor por un escalar y de las propiedades de la multiplicacién
» los nimeros reales, se tiene que: la multiplicacion de un vec-
r por un escalar es uniforme, conmutative y asociativa.

Uniforme:
— —
n € R = V;'n=YV, (Unico)
Conmutativa:
— —
V1 n=n: V|
Asociativa:

— —
nER;kER= (nnk):Vi=n-(k-Vy)
lescomposicion de un vector.

Supongamos en el plano un sistema de coordenadas rectan-
ulares de origen 0 y ejes x e y. Sean A (x1; ¥1) ¥y B (22; ¥2)
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_>
el origen y el extremo de un vector dado V.
=
Se llaman componentes de un vector V, respecto del sist
—>
(0, x, y) a las proyecciones de V sobre los ejes, o sea los niimer

a =X — X1 ) Ay = Yo — Yy
-

En general, pondremos V (a;; @») para indicar que a, y

ﬁ
son las componentes del vector V. Estos componentes son n
meros que pueden ser positivos o negativos.

Si designamos por I y J los versores de OX y OY, respecti
vamente, se tiene, por definicién de suma de vectores,

—

V=(r2—x) I+ (yo—w1) J (1)

Ademas, cuando A coincide con O, entonces x; =y, =0 y
por lo tanto,

—_
V=x1+4y.J Im
Las igualdades (I) y (II) son las expresiones cartesianas

un vector o sea, todo vector de un plano puede ser considerad
como la suma vectorial de dos vectores de direcciones distintas.
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Fados en el plano, siendo los escalares a; y a, los modulos de
os vectores componentes.
APLICACIONES.
Dados
- —
V,—=414+3] y Vo=-—2I+5J
calcular
= — — - - — =
a) V1+V2 5 b) V1—-‘\72 ; C) 3V1 - d) 3V1-—V-_)_
»
T
Solucion:

e
a) Vi+Ve=[4+ (—=2)]1+ B+ 95)J
=214+8J
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- -
b) Vi—Vo=[4—(—2)11+ [3—5]J
8T-2g

A

) e o Y s e e e

) 3Vi=+3[41+3J] =
= (+3)- 41+ (+3)-37=121497J

Figura en pagina siguiente
- =
d) 3Vi—Vo=[121+49J] — [—21+457J]
=[12—(—2)]I4+[9—5]J
=141+ 4J
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|
1
1
!
|
!
1
1
|
1
|
_______________________ 4

|
[
0
i
I
I
|
:

e e e .

S 4

: ./. i (.

- F

—t  — }

67_8/9 10 14 12 13 14
s

o+

1
S
———— e == ) -

.\.

EJEMPLOS.
Expresar en forma cartesiana el vector correspondiente.

La figura en la pagina siguiente.
1) Dados los puntos

A@B2) vy B(69)

.
Vo (Bl R 40y ]
SgTrag

II) Dados los puhtos
00,0 1y B(—2—4)
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es

—
V=(—=2—-0I+4+(—4—0J
=—21—47J

IIT) Dados los puntos ‘
M(—2 —2) y N(—4)3)
es
-
Vi=[(=4) ~ (=2 ]I+ [3—(—=2)]J
=—2I145J '

Igualdad de vectores. — Dado que todo vector queda indivi
dualizado por sus compoentes, se acepta la siguiente
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. DerFINICION. — Dos vectores se dice que son equipolentes cuan-
Po sus respectivos componentes son iguales.

’ APLICACIONES A LA GEOMETRIA

LCon la introduccién del concepto de vectores se pueden de-
ostrar de una manera diferente y elegante algunos de los
_Pceorernas estudiados en Geometria.

I) TeoremA.— Si un cuadrildtero convexo tiene dos lados pa-
alelos y congruentes, es un paralelogramo.

D_____________ € En simbolos:
7 G
e L V- ABCD: AB=DC

4

/ es ABCD paralelogramo.

En efecto, por hipétesis y por definiciéon de vectores equipo-
lentes

—> i - —>
AB =DC o bien BA =CD (L)
Por suma de vectores

!’T])3 i BT()Z = PR)Z - s = _, consecuencia del
s — AB 4+ BC = AD | DC caracter transi-

= —
R~ DC'—=AC tivo
pero
— o
~ BA — CD-poril)
Sumando \

— — - — - -
(AB 4+ BA) + BC=AD + (DC + CD)
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por propiedad uniforme y asociativa de la suma de vectores
—> =L - =
como AB + BA y DC + CD son vectores, nulos, resulta
> = FE =,
O+BC=AD+ 0
.ﬁ
pero como 0 es el elemento neutro de la suma, se tiene

— —
BC —AD
Es decir, por definicién de vectores equipolentes

acZ ap

Como la figura ABCD presenta sus pares de lados iguales
paralelos, ABCD es un paralelogramo.

II) TeorREMA.— En todo paralelogramo las diagonales se cor
tan en partes iguales.

En simbolos:

v ABDCD
AC N BD=0O s AO =0C A BO=10D
Supongamos que O’ es el punto de la diagonal BD, o sea
BO'=0D 49}
Debemos probar que O’ es también punto medio de AC.

: =3 = ey =¥
Considerando los vectores AQ, OC, AB y DC, resulta

por definicién de vectore!

—> -

AB =DC

= —
Sumando BO—6OD

iguales por (I)
— = => —
AB+ BO' = 0D 4 DC
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r definicién de suma de vectores y de igualdad de los mismos.

D c D X &
; »/A
\\ 4/‘/
e
o o!
LA
A B . N
PA—— ]
%
Pero como &

— - —>

AB 4+ BO' = A0/

—> — —

O'D 4 DC =0TC

ulta A0 —0OC (II)

— —
AO'=0C = e
sentido AO’ = sentido O’C

Es decir, O’ es el punto medio de AC, pero por (I) es también

to medio de BD; luego podemos afirmar
ACNBD=0=0

2 que AC y BD son segmentos distintos por ser las diagonales
] ABCD.

III) TeorEmA. — La base media de un tridngulo es paralela
tercer lado e igual a su mitad. s

En simbolos:
v AABC

—AM:M—'B MN  BC

N = ==
AN —NC A MN=—BC
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- -
Considerando los vectores AM, AN % el opuesto NA,

= - - - L
AC y el opuesto CA, MN y BC, se tiene

— — —
MN =AN—AM

pero B
— 1 > por resta de vectores y por hipote
AM = 9 AB por producto de un escalar por un v

tor y por hipétesis;

Y
= 1 - s
AN =—AC por igual razon.
2

pues
— — —
AC — AB —=BC por resta de vectores

por lo tanto,

e e

MN:?BC A MN / BC

por definicién de vectores equipolentes o iguales.
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IV) TEeoREMA. — Los puntos medios de los lados de un cuadri-
tero son vértices de un paralelogramo.

v ABCD

AX=XB A BY=YC A CZ=7ZD A DU=TA

- =2 = —
En efecto, considerando los vectores AB, BC, CD y DA, resulta,
or la definicion de suma de varios vectores, que forman una
oligonal cerrada, siendo la resultante el vector nulo.

—

= — — —
AB+BC+CD+DA=0

bien

- — — — —
9XB + 2BY + 2ZD +2DU =0 por hipotesis.

Dividiendo ambos miembros por 2 y aplicando la propiedad

ciativa, resulta
—

(XB + BY) + (ZD 4-DU) = O

Efectuando la suma de vectores dentro de cada paréntesis,

e tiene
— - =
XY4+ZU=0

Transportando el segundo miembro
—> > —> —>
XY=0—-ZU=—7ZU
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por lo tanto,

= =
pues

= —
—ZU =UZ por ser vectores opuestos

{ segmento XY = segmento UZ
A XY 07,
lo que nos dice que XYZU es un paralelogramo por tener
cuadrilatero un par de lados congruentes y paralelos.
Baricentro de los tridngulos

V) TEeOREMA. — En todo tridngulo las medianas concurren
un punto situado a dos tercios de cada uno de ellas a partir d
vértice respectivo.

En simbolos:

Y AABC ; m, N my N m, = {punto O}

tal que

= 2 ) 9 ST 9
AO=—m, ; BO=—m, HEO="m
3 3 3

Sea O un punto de m,, N un punto de m, y M un punto de
cuyas distancias a los vértices son, respectivamente, los dos
cios de la mediana a la cual pertenecen dichos puntos.

El teorema queda demostrado si se prueba que

O=M=N
es decir, que los tres puntos son coincidentes.
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2
0=— A_C 3= ﬁ por suma de vectores y definicion
2 2 de vectores equipolentes.

ectuando el producto y simpliticando

AC AB
e AR gt I 69)
3 3
Cdlculo de AN
cx — 2 - — 2 - =

(= AB 4 BN — AB+3BQ AB 4 — (BA + AQ)

LAY O e S
+3 S 3 i 3 ~ S

- = —

: AB BA AC

e i



AB  AC ‘
R e 4
3 3
De (I) y (II)
— o,
|AO| = |AN|
s —> sy =
AO=AN = sentido AO — sentido AN
AO / AN

Como estos vectores tienen el origen A comun, son coine
dentes, o sea que O y N son puntos también coincidentes.
Anéalogamente se demostraria que

N=M

y, por lo tanto,

m, N my N m,= {punto O}

Baricentro (Centro de gravedad)

El punto de interseccion de las medianas de un triangulo s
llama baricentro o centro de gravedad. En efecto, bastaria gt
un tridngulo formado con una sustancia homogénea se apoy:
sobre un alfiler en ese punto notable para que se mantuvi
horizontal. En el baricentro se condensa, diriamos, toda la m
del cuerpo que se considera.

294



PROPORCIONALIDAD
DE SEGMENTOS

Razén de segmentos. — Se llama razon entre dos segmentos
dos en un cierto orden, a un numero entero, fraccionario o
acional, tal que multiplicado por el segundo segmento dé por
sultado al primero.
En simbolos:

segmento A

_—

segmento B "

a-segmento B = segmento A

Ejemplos:

I) Si el segmento B estid contenido en el segmento A un nu-
ero exacto de veces, 4 en el caso de la figura, se tiene:
:

- A gl

S |
} } ! [ —
al . aol
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N

segmento A

segmento B
— )
4-segmento B = segmento A

II) Si el segmento B no est4 contenido un nimero exacto
veces en el segmento A, pero lo estd una de sus partes, en

caso de la figura, la tercera parte del segmento B esti con
nida 5 veces en A, resulta: ‘

= A L ) " i b
7 i i
L 1 L f ¢ 4 g L N d
I Ll 1 T T s r T 1 1
-I—B—gr— -+—B—*—
3 =

segmento A 5

i

|

i

|

|

- J

segmento B 3 }
1

[——1
5 .&;ntﬂ = segmento A
0 bien
5 veces
S _ .B
segr; Segf; Bl _|_,Se§%:segmento A

IIT) En fin, si segmento A y segmento B son inconmen
rables (no tienen medida comtin), o sea ninguna parte alicuo
de B esti contenida un ntimero exacto de veces en A, su raz
resultara un nimero irracional,

= £ B\
ke

B B B '

.

+ Tt
s
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to A
i i allia YA P [

segmento B

e
3,14159 .... X segmento B — segmento A

egmentos proporcionales.

DerFINICION. — Dados los segmentos BB -TD.. . MN se dice

ue son proporcionales a otros, A’'B’, C'DY, ... M'N’, cuando cada
o de los primeros tiene un segmento correspendiente entre los
gundos y reciprocamente, siendo ademas iguales las razones
tre los segmentos correspondientes (homologos).

En simbolos

AB, CD, ..., MN son proporcionales a A’B’, G, .. o NN/
AB CD MN

AT T CF MN
Ejemplos:
I) Si AABC y AA'B'C’ son triangulos equilatercs, se tiene:
AB=BC=CA y AB=BC=CA

uego resulta

AB  BC CA

— -~ —a

AIBI BIC ’ CIAI

iendo @ un nimero racional o irracional.

= los lados de dos tridngulos equildteros son segmentos
roporcionales. ] -

pullltit o v o e R S
II) Si A’B’:—BR- . B’C’:——3C— y C’D’_—_%D—
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\"'.

se tendra:

AE . BG. TD »

AW _BC O

luego AB, BC y CD son proporcionales a A’B’, B'C' y C.

TEOREMA. — Si varias paralelas son cortadas por dos transvi
sales, a segmentos iguales de una de ellas, corresponden segme

tos iguales de la otra.

H) AA’/BB’/CC’ /DD’

t y t’ transversales

AB=BC=CD

) AB =BC=0D

D) Por los puntos A, B y C se trazan paralelas a t, det

minandose
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|

— BC = CD por hipétesis
= =50 por correspondien-
tes entre
BB’ /CC’,/DD’
AABE = ABCF = ACDG y t transversal
(segundo criterio)

= >
&

/3} por la misma razén
anterior, siendo t la
la transversal y

AE /BF/CG

| por ser paralelas a
una misma recta t'.

= AE=BF=CG 1)

por oponerse a angulos iguales en tridangulos iguales.
Pero, por lados opuestos de paralelogramos

AE—AB ; BF=BC ; CG=CD

. Como los primeros miembros de las tres igualdades son iguales
por (1), resulta

AR =BT =CD

TEOREMA DE THALES (*).— Si tres o mds paralelas son corta-
das por dos transversales, la razén de dos segmentos cualesquiera
‘de una de ellas, es igual a la razén de los segmentos correspon-

dientes de la otra.

(*) Thales (640-546 a.C.) natural de la cludad de Mileto (Asia Me-
nor). A él se debe el comienzo del estudio razonado de la Geometria,
por cuanto sus demostraciones de las propiedades de las figuras se fun-
daban en razonamientos 16gicos, prescindiendo de la intuicién y expe-
rimentacién.

Organizé una escuela llamada Jonica, que era un verdadero centro
de investigacién, logrando aportaciones importantes, tales como el teo-
rema de los angulos inscriptos, trazado de perpendiculares, teorema de
los segmentos proporcionales, etc., y en fin, la sistematizacién deductiva

de la Geometria.
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H) AA’/BB /CC’

t y t’ transversales

AB AT = feemeeeeo
QWS RS e (¥] v’
BE S B - L s et e

D) Recordemos que medida de una cantidad con respecto
otra, que se elige como unidad, es un nimero que resulta d
efectuar la razén (cociente) de la primera cantidad por la s
gunda.

Supongamos que los segmentos AB y BC sean conmensur:
bles, es decir que cada una de las medidas de estos segmentc
con respecto a (U), que se elige como unidad, sean un ntimer
racional. Que la comtn unidad de medida (U) esteé contenidi

(m) veces en AB, en la figura m =2, y (n) veces en BC, en ﬂ
figura n = 3. |

Por ello, podemos expresar |

:‘TE =" ‘U
BC=n-U
Dividiendo i il
BC n-U
AB
y simplificando s i
BC n

Dibujando por los puntos de divisién paralela a las rects
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A’ /BB’ /CC’ dadas, queda dividido A’B’ en m partes iguales

B'C’ en n partes iguales. (Teorema relativo al haz de rectas
ralelas.)

Llamando U’ a cualquiera de esas partes iguales, se tiene:
ABf =m . U (en la fig. m = 2)
BiCE=n =1 (en la fig. n =3)

A’B’ B[4
Dividiendo -8
BiE nel
A'B’
y simplificando — i (2)
B C n

" De (1) y (2), por consecuencia del caracter transitivo, se
ene: ju g
AB AW

BC BT

esarrcllo del Teorema de Thales por vectores.

Nos proponemos demostrar que

o
L
—

\
Teniendo en cuenta las definiciones y propiedades de la suma
e vectores y producto de un vector por un escalar, se tiene:
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—

=b
=

=a

ol Y

-
+b '
- - -> - P ST Y
3c=3a+3b’=3a+3b=3 (a4 Db)
La traduccién geométrica, es la siguiente:

OC=_0b
3
ey Lty
OA =——0B
3
Dividiendo y simplificando, resulta:
OC ©D
OA OB

que es la expresién de la tesis. i

i
Nota ilustrativa. ‘

Se considera un triangulo escaleno ABC. Trazando la bisectri
interior b, y la bisectriz b, del angulo exterior Y, adyacente a

C, resulta

por propiedad de la bisectriz del angulo interior, y
AP l AC
BP CB |

302



A A
lado opuesto y = lado opuesto E

:
!
\
|
!
|
lrs decir,
BE=BC
' Reemplazando en (1), se obtiene

TrorEMA. — La bisectriz de un dngulo exterior de un tridn-
wlo divide al lado opuesto en dos segmentos sustractivos (*)
roporcionales a los otros dos lados.

H) AABC; CBF exterior 0

A
BD bisectriz CBF

AD AB
i oW i
he Bt

D) En el AABD se traza CE/BD vy, por consecuencia del
eorema de Thales, se tiene: .

A _AB .

CD EB

Pero por angulos correspondientes entre paralelas es
BB

A \
(*) Se dice que los dos segmentos son sustractivos porque su dife-
rencia es igual al lado del triangulo.
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H) AABC

} A
BD bisectriz de B

_)
D) Se traza la semirrecta BE opuesta a la BA y por C
construye CE paralela a BD.

Considerando el tridngulo ACE se tiene que BD_/EC po
construccion y, por lo tanto, por una consecuencia del teorem
de Thales.

(1)
DC |

Vamos a demostrar ahora que BE = BC para obtener la pro-

porciéon de la tesis.
Por angulos correspondientes entre paralelas

ZXSTREN
B'=FE

y por angulos alternos internos entre paralelas:

@),

A A

pr=v
Como
A o A
p’=PB" por ser BD bisectriz de B
resulta
PO
0

por consecuencia del carécter transitivo

Luego en el AEBC, se tiene:
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H) AABC
PQ/AB

D) Por el punto C se traza MN /PQ; como PQ/AB, por
hipotesis se tiene MN /PQ/AB, que cortan a las transversales
EA v CB.

Luego por el teorema de Thales, resulta:

TP CQ

PA QB

Consecuencia. — Considerando la figura anterior se puede esta-
blecer por el teorema de Thales que:

CA_TB  TA_TB
CE - €Q PA QB

Teorema de la bisectriz interior y exterior
de un triangulo

? TrEOREMA. — La bisectriz de un dngulo interior de un tridngulo
divide al lado opuesto en dos segmentos proporcionales a los otros
dos lados.

l R
:
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por propiedad de la bisectriz del 4ngulo exterior. Pero dado qu

el punto M es interior a AB, los segmentos AM y BM tiener
sentido contrario, A

E

= es negativa

BM
y como P es exterior a AB, los segmentos orientados AP y
tienen el mismo sentido,

AP 2
= e es positiva
BP
0 sea
AM AP
BM -BP-

en este caso los puntos A, B, M y P forman un grupo arménico.

Los pitagoéricos descubrieron que la relacién arménica se pre-
senta tanto en Geometria como en la Naturaleza, principalment
en Acustica y Optica.

Se puede demostrar que

AM AP
BM ‘BP
es equivalente a
i 2 ab
o +b
a
e |
+— —+
A M B ?
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vale decir, que mg es la media arménica entre a y b. En Musica
se tiene que la cuarta es la media armoénica entre el tono fun-
damental y la octava.

Problemas

I) Dividir un segmento en partes iguales.
Datos Construccién

Segmento AB

A
3
1
1
\
>
B

‘ Gl “I

-

SoruciON. — Se traza, con origen A, una semirrecta AX y se
dibujan en la misma 7 segmentos consecutivos iguales a partir
de A: '

AC=CD=DE=EF=FG=GH=HI
Se une I con B y luego se trazan, por los puntos H, G, F...

paralelas a IB. Estas cortan al AB dado en 7 partes iguales:

AU =CTY =DE =EF=FG=0GH=1D

Justificacion:

En efecto, las rectas p/CC’ /DD’ /EE' /FF’'// ... son corta-
das por las transversales AX y AB, y como:
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AC=CD=DE=FEF=FG—=GH-—THI
por construccién, resulta \

AC'=CD =DF — EF — FG =GH =HB

porque a segmentos iguales en una transversal, corresponden
segmentos iguales en la otra.

OBSERVACION. — Este método de division de un segmento en
partes iguales, es independiente de la semirrecta y del segmento!
unidad que se eligen para efectuar la construccién.

Otro procedimiento:

Por los extremos A y B del segmento dado, se trazan las

— —
semirrectas AX y BY, que pertenezcan a distintos semiplanos,
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especto del segmento AB y que sean paralelas.

Se dibuja el segmento AC, por ejemplo, 7 veces consecutivas,
, partir del origen, sobre cada semirrecta, determinandose los

-
yuntos C, D, E, F, G, H, I, en la AX y los puntos T, TS NG

—
V[, L, K en la BY. Uniendo I con B, H con U, G con T, ete,
e obtienen los puntos C’, D', E/, ', G’ y H’, y por lo tanto:

AC—-CD =DE=FF =FG=GH =HB

n virtud de la propiedad anterior.
Esta construccién es independiente del segmento unidad y de
as semirrectas auxiliares elegidas.

II) Si se quiere dividir un segmento en 2, 4, 8, 16, etc., par-
tes iguales, el problema puede resolverse dibujando mediatrices.
Dividir un segmento en 8 partes iguaies.

Dato Construccion
Segmento AB X
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Resulta, por definicién de mediatriz,

[

Ké:éﬁ:D_F:W}:G_H:H_I\:I_J:J‘E J

III) Construir un segmento que sea cuarto proporcional a
tres segmentos dados.

Datos.

Segmentos a, b y c.
Incégnita: Segmento x tal que

SoLucioN. — Se dibuja un angulo cualquiera o y sobre uno
de sus lados, se determinan los segmentos AB—=a y CB=by
sobre el otro lado AD —=c.

Se une B con D y se traza con C la paralela a BD, la cual
corta al otro lado del angulo a en un punto E, con lo que qued

determinado DE que es el segmento x pedido.

IV) Construir un segmento que sea tercero proporcional
otros dos segmentos dados.
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Datos.
Segmentos a y b.
Incégnita: Segmento x tal que

)

SoLucION. — Se construye, como en el problema anterior, pero
teniendo en cuenta que BC = AD = b.

DE es el segmento x pedido.

V) Dividir un segmento en dos partes proporcionales a dos
segmentos dados.

Datos.

Incégnitas: Segmentos x e y tales que
\
r+y=m ; =—
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W f m 1

Se dibuja un angulo DAB.

.9 — —
Sobre la semirrecta AD se construye AC = a y luego CD = b.
Sobre la otra semirrecta del angulo se construye AB — m.

Al unir D con B y luego trazar CE//DB se obtienen

AE=x y EB=y
tales que

2l
r+y=m y =2

Y b
por el teorema anterior.

VI) Dividir un segmento en tres partes iguales.

VII) Dividir un segmento en cuatro partes iguales (dos pro-
cedimientos).

VIII) Hallar el segmento cuarto proporcional a otros de 2 cm,
6 cm y 8 em, respectivamente.

IX) Hallar cuatro segmentos que formen proporcion.
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X) Hallar el segmento tercero proporcional entre el segmento
B de 6cm y el CD de 10 cm.

XI) Dividir un segmento en dos partes cuya razén sea igual
un numero dado.

XII) Cuatro paralelas son cortadas por dos trasnversales t y t'.
as paralelas determinan los segmentos a, b y ¢ sobre t; x, y y 2
bbre t’.

Calcular
) bye si a=10em; x=38" cm; y=13 em; z=—14 cin
) yyx si a= 4mm; b=10mm; c=12mm; z'='8mm

313



3 TRIANGULOS SEMEJANTES

Al ampliar o reducir una fotografia, se obtiene una reprodu
cion de ésta que presenta la particularidad de tener la misn
forma, pero distinto tamano; se dice que las figuras, original
reproduccion, son semejantes.

Esta observacién nos inspira la siguiente

DErF1iNICcION. — Dos tridangulos son semejantes cuando sus angi
los son respectivamente iguales y sus lados homologos (corre
pondientes) son proporcionales.

A

(=] a B

En simbolos
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l
b

N

A
A%C ~ A'B'C" |

—

S

| o
(o]

Il
I
I

| a oA WA PA
Il
QA BA

—

on
~

o
~

Con otras palabras:

Si existe una correspondencia (S) entre los vértices de dos
itriéngulos
:

|

si los angulos correspondientes son congruentes y los lados ho-
mologos son proporcionales, entonces la correspondencia (S) es
una semejanza, y decimos que los triangulos son semejantes.

AABC & AA'B'C’

Razon de semejanza. — El valor de las razcnes iguales entre
los lados homoélogos de dos tridngulos semejantes se llama razon
de semejanza.

Sea z
A A
ABC y A’'B'C’ y un segmento U
si
y AB'=3U ; BC=6Uy CA' =750
se tiene

AB 5 "BC . CA " 4

AR BC- AL "3
vale decir, que la razén de semejanza de los tridngulos dados
4

es igual a —.
? 3

En particular, si la razén de semejanza de dos tridngulos es
igual a la unidad, los dos triangulos son iguales.
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Propiedades

I) Dos tridngulos iguales son semejantes.

En efecto: sus &ngulos son respectivamente iguales y sus la
dos homdlogos, al ser también iguales. son proporcionales d
razén uno.

IT) Dos triangulos equilateros son semejantes.
En efecto: sus angulos son iguales a 60°. (1)

Los lados son iguales por ser equilateros los triangulos, e
decir:
a =b =c (lados del primer tridngulo)
y @’ =b'=c" (lados del segundo tridngulo)
por lo tanto

a_b_c (2)1
@ o "

De (1) y (2) resulta que los tridngulos equilateros son seme:
jantes. |
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Caracteres de la semejanza.— La semejanza de tridngulos
ple, como las relaciones de igualdad, los tres caracteres:
ualiforme, reflexivo o idéntico, simétrico o reciproco y transi-
0 y su consecuencia.

TEOREMA FUNDAMENTAL DE LA SEMEJANZA DE TRIANGULOS. —
oda paralela a un lado de un tridngulo determina con las rec-
s a las que pertenecen los otros dos lados un tridngulo seme-

MN /AB
MN corta a las rectas AC y BC.

T) AMNC ~ AABC.

A = B

D) Suponiendo que MN corta a los lados AC y BC en los
untos interiores M y N, respectivamente:

A
1/\\/1 — A por correspondientes entre
Los MN /AB y secante AC

AMNC y AABC por correspondientes entre
(1) tienen . MN /AB y secante BC

Z>
o>

A TN B
€ =C pox comun
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b

b) Proporcionalidad de los lados.
Por el corolario del teorema de Thales,‘ se verifica;
CM

—
—

CA CB

Trazando por el punto N la NP/AC, resulta por el corolar
del teorema de Thales que:

Q
|19

@)

CN AP
—== @
CB AB
De (2) y (3) se deduce: :
CM <CN AP
i b SR 1

CA CB AB
El cuadrilatero MNPA presenta sus lados opuestos paralelosi

por lo tanto:
MN = AP

Reemplazando en (4)

CM CN MN
——=——=— (5) ;
CA CB AB W

Las relaciones (1) y (5), por definicién de tridngulos seme
jantes, establecen que

AABC ~ AMNC

Demuestre el lector el mismo teorema para el caso que M y

sean puntos exteriores a los lados AC y BC, ya sea pertenecien

— — — —
a las semirrectas CA y CB, respectivamente, 0 a AC y BC.

Sugerencia: La demostracién es una consecuencia directa d
teorema desarrollado (primer caso).
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Condiciones que bastan para asegurar
la semejanza de triangulos

ASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS.

Se establecié que dos tridngulos son semejantes cuando tie-
en sus angulos respectivamente iguales y sus lados homologos
proporcionales; pero se puede comprobar que si se cumplen
algunas de estas relaciones forzosamente se verifican las otras.

Las condiciones que deben cumplir los elementos de dos trian-
gulos para que pueda asegurarse que ellos son semejantes dan
origen a los llamados Casos de semejanza de tridngulos.

Primer caso de semejanza de triangulos.

TroREMA. — Sea (S) una correspondencic entre dos tridngulos.
Si dos pares de lados correspondientes son proporcionales y los
dos dngulos comprendidos son congruentes, entonces la corres-
pondencia (S) es una semejanza. ;

A A
H) ABC y A'B'C’ T) AABC ~ AA'BC!
AB 25 AC
AB AT
A A
A=A
A
A'
B’ ct
B : &
D) Sobre el ladq AB, a partir de A, se construye AD = A’B".
Se traza :
DE 4 BC
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(Continuaremos la demostracién en dos columnas.)

Relacion

a) AABC ~ AADE

b) AB o AC
AD AE
¢) O bien
AB AC
A’B’ AE

d) = AC' — AE

e) Por otra parte,
AADE = AA'BC

f) AADE ~ AA'B'CY

g) = AABC ~ AA'BCY

Segundo caso de semcjanza de triangulos.

PosTurLapo. — Sea

320

Razén o motivo

a) Por teorema fundamental g

semejanza de triangulos.

b) Por definicién de tridngulos s

c)

mejantes.

Por ser AD="A"B’ por cons
truccion.

d) Al comparar la relacién (c) coi

g)

. (S) una correspondencia entre dos tridngu-
los. Si los dngulos correspondientes son congruentes, entonces
la correspondencia (S) es una semejanza.

la hipétesis vemos que tres di
sus términos son iguales, lueg
el cuarto en la proporcién tam
bién lo sera.

Por tener dos lados iguales (un
por construccién y otro por rela
cién (d), y el angulo compren:
dido igual (por hipétesis).

:
|
Porque dos tridngulos iguales
son semejantes. |
i
Por caracter transitivo aplica-
do a las relaciones (a) y (f)




S il

A=A

AABC ~ AA’B'C’ R

e B = B’

Sy

C=¢"

C
CI
\

l A B A Bt

Se puede demostrar en forma anéaloga al primer caso, sin con-
iderar las relaciones (b), (c) y (d).

ercer caso de semejanza de triangulos.

TeorREMA. — Sea (S) una correspondencia entre dos tridngu-
s. Si los lados correspondientes son proporcionales, entonces
correspondencia (S) es una semejanza.

H) AABC y AA'B'C’

AI
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AB AC __BC

¥ AT BT

T) AABC~ AA'BC’

D) Sean M y N puntos de AB y AC, tales que
(1) AM=AB y AN=AT

Afirmaciones Razones
AB AC
a) —=— a) Por hipétesis.
AIBS S AT
AB AC
b) —=—— b) Por sustitucién.
AM AN
c) MN N BC = ¢) Por la afirmacion (b) §
teorema de Thales.
A AN
d) B =By v =C d) Por ser correspondiente
entre paralelas.
A A
e) ABC ~ AMN e) Por segundo caso de se
mejanza.
MN AM L
f) —=— f) Por definicion de triangu
BC AB los semejantes
BN AR FRTTST e e e
g) MN=BC-— =BC-—— ) Por af1rmac1ones (f) y (1)
‘AB AB
AR i>Tal
h) — = h) Por hipdtesis.
A’B’ B/CA/
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0 bien

oTaa ] ol 7
Bei= C-m———
AB
i) MN = B'C’ i) Afirmaciones (g) y (h).
Loasan . s
j) AMN = A'B'C’ j) Por tercer criterio de
igualdad de tridngulos.
AL ALt~ T :
kY B =Bay v=C" k) Partes correspondientes.
A A e RN ; :
B B=8B vy C=CI 1) Afirmaciones (d) y (k).
A A
m) ABC ~ A’'B'C/ e m) Segundo caso de seme-
janza.

Cuarto caso de semejanza de triangulos.

PosTuLADO. — Sea (S) una correspondencia entre dos tridngu-
los. Si dos pares de lados correspondientes son proporcionales y
los dngulos opuestos al par de lados mayores son congruentes,
entonces la correspondencia (S) es una semejanza.

|

|
c
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AABC ~ AABC |
(=4

e A= A7

Este caso se puede demostrar en forma analoga a los ante:
riores.

Casos de semejanza de triangulos rectangulos. — Cuando los
tridngulos son rectangulos ya poseen un angulo igual, el recto;
por lo tanto, los casos de semejanza se enuncian como sigue:

(o]
c’

B A B’ A’

, s . |
PrRIMER cAso.— Dos tridngulos rectdngulos son semejantes
cuando tiemen sus dos catetos respectivamente proporcionales:

Siendo en |
AB AC |
ABAC y ABA'C’ —_— =
AR AT

como
A

A

A = A’ por rectos
VAN A

est BAC ~.B/AC”

por reunir las condiciones del primer caso anterior.
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SEGUNDO cAS0. — Dos tridngulos rectdangulos son semejantes
ndo tienen un dngulo agudo igual.
A A
Siendo B =B’
A A
es BAC ~ B'A'CY

ACREA
por ser A = A’ por rectos

uego reinen las condiciones del segundo caso anterior.
TERCER €ASO. — Dos tridngulos rectdngulos son semejantes

ando tienen la hipotenusa y un cateto respectivamente pro-
porcionales.

Siendo
BC EA
BICIUBEA
por ser ﬁ == ./Q’ por rectos
es BAC ~ B’A’CY

ues reunen las condiciones del cuarto caso anterior.

ropiedades de las alturas de los triangulos semejantes.

I) TeorEmMA.— Las alturas homélogas de dos triangulos seme-
jantes son proporcionales a los lados correspondientes.
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H) AABC ~ AA'B'C

T) ha_a ) hb_b i hc_c
ha’_a’ 2 hb/_br > hc/—Zr_

A

D) Considerando en el dibujo tnicamente las alturas h, y hy
se observa que quedan formados triangulos, siendo '

yoomLulr|
Aﬁ ol A’ﬁ’C’ (/3\ = C’ por ser los tridangulos totales semejante
por tener H=H" por rectos

Por definicion de tridngulos semejantes es

AH AC HC

AW AC HC

Escribiendo convenientemente las dos primeras razones

h b
L= m
Ha b
Como por hipétesis los tridngulos totales son semejantes,
a b ¢ .
— T — T — 2
a b’ (eif @
De (1) ¥y (2
ha _a
o i

Analogamente, trazando las otras alturas, se obtiene

hy b he ¢
Bl B i e

II) CoroLarIo. — Las alturas homélogas de dos tridngulos s
mejantes son proporcionales entre si.

En efecto, como los segundos miembros de las tres relacion
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inales del teorema anterior son iguales, por ser los triangulos
emejantes, también lo seran los primeros miembros.

ha hy h
= —_— S
h. hy h

III) PosturLapo.— Las alturas (he hi, h.) de un triangulo
rABC son inversamente proporcionales a los lados del mismo.

En simbolos:

ha 15 b hb iy (¢ ha -
by ia h, b h,
HOMOTECIA

Método para hacer ampliaciones.

La figura ABCD se ha ampliado eligiendo un punto cual-

—> = = 2
quiera O y trazando los rayos OA, OB, OC y OD. Se han loca-
lizado luego los puntos A/, B/, C' y D’, de modo que

OA’ = k-OA
OB = k-OB
OC =k-0OC
OD’ = k-OD

327




En el caso de la figura k — 2.
Por ultime, se han dibujado los segmentos A’B’, B'C, T
y D&

Homotecia. — Teniendo en cuenta el grabado anterior podem
decir que los puntos deducidos de una figura F por una transfc
macién constituyen una figura F, que se dice obtenida de
mediante homotecia (O, k). El punto O se llama centro y k
el numero caracteristico de la homotecia.

Cada punto de F; es el homélogo de F del cual se ha deducid
Los pares de puntos homélogos se expresan simbglicamente p
A’=H(A). Las figuras F y F; se llaman homotéticas.

Ejercicio. — Dibujar una figura cuyos lados sean la mitad ¢
los de otra dada.

Téngase en cuenta que k :;—

Geometria Métrica Euclidiana

Hemos estudiado en el primero y segundo curso las figur
congruentes. Euclides también abordé a las figuras semejante

Una semejanza es, en general, una transformacién. Por ejen
plo, una ldmina de latén homogéneo que se contrae o se dila
por la accion del frio o del calor. Es decir, de la forma origin:
de la lamina se puede obtener otra configuracién, mediante un
transformacion llamada homotecia.

Dos poligonos relacionados por una homotecia tienen sus lade
respectivamente paralelos; son, por lo tanto, semejantes.

Se advierte que también existen en el plano poligonos qu
carecen de lados respectivamente paralelos. Por ello se defin
la semejanza en el plano, en forma general, diciendo que ¢
“la transformacién producto de un desplazamiento”, como cas
particular de una simetria y una homotecia. 4

Al aplicar estas clases de transformaciones se pierden alguna
propiedades, como la posicion, la orientacién y la extension
las figuras, pero subsisten otras propiedades. j

La Geometria Métrica Euclidiana estudia las propiedades
las figuras que son invariantes respecto de la clase de transfoxﬂ
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maciones geométricas constituidas por todos los desplazamientos,
mas todas las simetrias, mas todas las semejanzas. Todas estas
transformaciones forman un grupo. el cual es el grupo funda-
mental de la Geometria Métrica Euclidiana.

5 Uno de los precursores de la Teoria de Grupos, tan impor-
;tante en la Matematica Moderna, fue el joven matematico fran-
cés Galois, muerto en un duelo a los veinte afios de edad. Pero
el creador de la teoria de los grupos de transformaciones y de
su técnica fue el matematico noruego Sophus Lie. La idea de
aplicar esta teoria a la sistematizacion de la Geometria es de
|Felix Klein.

Problemas
I) Dibujar dos tridngulos semejantes tales que la razon de

/ 2
sus lados sea iocual a ?

II) El mismo ejercicio siendo 4 la razon.

III) Siendo o/, b’ y ¢’ los lados correspondientes a a = 4 cm,
b—=6cm y ¢ =28cm, de dos tridngulos semejantes, calcular b’
[y ¢/:si ¢/ =3 em.

IV) Calcular a qué distancia de la base mayor de un trapecio -
se cortan los lados no paralelos del mismo, sabiendo que
base mayor = 80 cm; base menor = 60 cm; h =30cm

(Téngase en cuenta que las alturas homélogas son proporcionales a
los lados correspondientes.)
R.: 120 cm

V) Calcular la altura de un poste que proyecta una sombra
de 9 m en el instante en que un jalén de 1,80 m de longitud, colo-
cado verticalmente, proyecta una sombra de 1,20 m.

R.: 13,50 m.

VI) Calcular el valor del lado de un tridngulo equilatero sa-
biendo que su altura es la mitad de la de otro tridngulo equi-
latero cuyo perimetro es de 90 cm.

Aplicar la misma propiedad del ejercicio 1V.

R.: 15cm
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VII) Con los datos que figuran en el croquis, calcular la dis-
tancia x.
v R: x=1483m

/’/ 150m.
’ |

/1
. Nzom. |
z // :
74
) /
‘\) /
A B :
20m i 3m
| 1 l

|
:

VIII) Calcular con los datos del croquis la profundidad x del
pozo.

Rz =38.7m

IX) La altura (h) de un obelisco, por ejemplo, se calcula
midiendo su sombra, asi como la longitud de una estaca vertical
y la de su sombra. La sombra del obelisco: h’ = 50 m; la altura
de la estaca: e=2m y su sombra: ¢ =140m. De la propor-
cionalidad de los catetos homdlogos de los tridngulos semejantes
formados se obtiene la medida de la altura pedida.

R: h=7143m
X) Con los datos del croquis calcular la altura del triangulo
E DCE. (Figura a.)
" i
o B E
A

e ole
A 20 m B A B b ¢
Figura a Figura b
R £=6m
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XI) En la figura b
a) Si ED=8, DC=16 y BC =20, ;cuanto mide AB?
b) Si ED=18, DC=30 y AB =29, ;cuinto mide BC?

¢) Si ED=25, EC =10 y AC =9, ;cuénto mide BC?

R.i-a).10
b) 15
e) 6,75

4om 35 m 9m
FSEDS S5
CALLE M.T
Figura c ‘Figura d

XII) Teniendo en cuenta los datos del croquis, ;sera posible
que sea MN / AB? Justificar la respuesta. (Figura c).

XIII) Tres terrenos estan ubicados entre las calles M.T. y
M. V., como muestra la figura. El frente total de los terrenos
en la calle M.V. mide 63 m. Calcular el frente de cada solar
en esta calle. (Figura d).

R.: 11,66 ; 40,83 ; 10,50

XIV) El grabado muestra cuatro pares de tridngulos. En
cada caso indicar si los dos tridngulos son semejantes. Si lo
son, enunciar el cago de semejanza correspondiente. (Figura en
pagina siguiente.)
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R.: a) si; 39; b) si; 29; ¢) sf; 3%; d) no

XV) Dadas las longitudes de los lados de pares de triangulos,

establecer para cada par si los triangulos son semejantes. Jus-
tificar las respuestas.

AB=5 ; 'BC=6 ; OD=
a)

w | oo

A’B’:% , BC =12 ; OD =
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Q
il

AB =12" ¢ ; 1Blr—
b) L
AB =4 _; Bt=

wloo°°

¢) AB=— 6 ; BC=8 ; D
—A_'E': 3 S —B—'——'=4 3 C'—D—': 6

-

d) AB =3¢ s mBE = = ERE=—"5
AB'= 4 ; BC=8 ; D=6
R.: a) si; b) si; ¢) si; d) no

XVI) En el croquis es DB | AC Figura a

) P
y también DM = MB = 2 AM=—2—MC

B N =Y

Figura a : ' Figura b

A A
Demostrar que: a) AMD ~ DMC

A JAN
b) BMC ~ AMD
¢) AD | DC

XVII) En el croquis se tiene

Figura b \
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Demostrar que
ANMC ~ ABAC A MN:-AB=AC - MC
VIII) Con los datos del croquis demostrar que

a) A g b) lﬂ:
Cp MQ

— o

A - = N B
XIX) Dado el AB%D con la diagonal BD tal que

demostrar que

DP AP
PB PM
D 7$
P M
A B
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XX) En cada figura se ha dibujado un segmento paralelo a
la base de un tridngulo y se han marcado algunos segmentos.

a) Demostrar que *x = —
a

(Sugerencia: conviene escribir una proporcién.)

b) Demostrar que x = l
u

A B

XXI) En el grabado figuran cinco pares de triangulos. En
cada caso indicar si los dos tridangulos son semejantes. Si lo
son, enunciar el caso de semejanza correspondiente y su. justi-
ficacion. (Figura'‘en pagina siguiente.)
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R.: a) No son semejantes

b) Si d) Si
c) Si e) Si
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POLIGONOS SEMEJANTES 4

DEFINICION. — Se dice que un poligono es semejante a otro,
cuando sus angulos son respectivamente iguales y sus lados ho
mologos, proporcionales.

A B

e D

En simbolos
Poligono ABCDEF ~ Poligono A’B’C’D’E’F’

<, e N Rt et T e P e TR o e S SR
A=l B =R C=Cru D =T i K =By F==F

i W aB BC CD DE EF FA

ABY BiCA: D - DR B RS RAL
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3 1

Ordenacién de vértices, lados y diagonales de un poligono.

Convencién. — Se ha convenido enunciar un poligono leyends
las letras de sus vértices, a partir de uno de ellos, en un sentidg
denominandose por ello al origen como primer vértice, siguién
dolo el segundo, el tercero, ete.

Llamaremos primer lado al comprendido entre el primero §
el segundo vértice, y asi sucesivamente, segundo lado, tercero
ete., en el sentido establecido.

Si se trazan las diagonales correspondientes al primer vérti
ce, designaremos primera diagonal a la que une dicho vértici
con el tércero, segundo diagonal a la que lo une con el cuarto, ete

Dos poligonos iguales son semejantes.

son iguales. En cuanto a la proporcionalidad de lados, como log
de un poligono son iguales a los del otro, las razones son todas
iguales entre si por tener como valor uno, luego se cumplen las
dos condiciones que deben reunir dos poligonos para ser seme-

Caracteres de semejantes.

La semejanza de poligonos cumple, como la de triangulos, la
relaciones o caracteres: igualiforme, reflexiva o idéntica; simé
trica o reciproca o transitiva Y su consecuencia

Forma de un poligono. i
[

DEFINICION. — Se llama forma a lo que tienen de igual dos
poligonos semejantes. Es comtn decir que dos poligonos seme-
jantes tienen igual forma, pero distinto tamafio.

Teorema fundamental de semejanza de poligonos. — Si se or-
denan los vértices consecutivos de un poligono a partir de uno
de ellos y por un punto del primer lado se traza la paralela al
segundo hasta cortar a la primera diagonal, por este punto la
paralela al tercer lado hasta cortar a la segunda diagonal y asi
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sucesivamente hasta cortar al ultimo lado, el poligono que asi se
forma es semejante al lado.

H) ABCDE poligono

B’ punto de AB
B'C’ / CD; C’ punto de AC
C'D’ / CD; D’ punto de AD

D’E’ / DE; E’ punto de AE

T) ABC'D’E’ ~ ABCDE

D) Para demostrar la tesis se debe probar la igualdad de los
dingulos y la proporcionalidad de los lados.

1)

A
A por caracter idéntico

A
B por correspondientes entre paralelas
A

=H> 0> >

Il

B por correspondientes entre paralelas

Ademas:

A A
B'’C’A =BCA por correspondientes entre paralelas

o
A A :
AC'D'=ACD por correspondientes entre paralelas
AT Y
= Cr=6
A A
Analogamente D’ =D
2) Siendo, por hipétesis
Pt/ CD en el AACD
BC'/BC  enel AABC
D'E"/DE ‘ en el AADE
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‘Se. tiene, por el teorema fundamental de semejanza de lo
tridngulos:

A A 7 o 7\ por definicién d
ABC'~ ABC = e 25 :AC

(1) - tridngulos seme
AB BC AC _ jantes
/_\ A ACI C/DI ’
AC'D' ~ ACD = a L (2) Idem.
EC- CD.  AD
g Sl AD DE AW
ADV'E' ~ ADE, "2 - = (3) Idem.

AD DE AE

De (1), (2), y (3), resulta por caracter transitivo de la igual.
dad que todas esas razones son iguales y en particular:

AR BC T DF AW

AB BC CD DE AE

Luego, por tener los poligonos sus angulos iguales y sus lados
homélogos proporcionales resulta, por definicién de poligonos
semejantes,

AB'C’'D’E’ ~ ABCDE

Relacion de los perimetros de poligonos semejantes.

TEOREMA. — La razén de los perimetros de dos poligonos seme-

jantes es igual a la razén de dos de sus lados homdlogos cuales-
quiera.

H) Poligono ABCDEF ~ A’B'C/'D’E'F’
) Perimetro ABCDEF " AB

Perimetro A’'B’C’'D’E’F’ A’B’
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D) Por ser los dos poligonos semejantes sus lados homologos
son proporcionales, luego:

AB BC CD DE EF FA

AR BC O DR CEPFC A

Pero en toda serie de razones iguales, la suma de los antece-
dentesk>s a la suma de los consecuentes como un antecedente es
a su consecuente, luego:

AB +BC+CD+DE+EF4+FA  AB

A’'B'+ BC' 4+ CD'+ DE + EF +FA AP
0 bien
Perimetro ABCDEF AB

Perimetro A’B'C’D’E'FY  A'B’
que es la expresion de la tesis.
Propiedad. — Si por dos vértices homdélogos de dos poligonos
semejantes se trazan en cada uno de éstos todas las diagonales

posibles, los poligonos quedan descompuestos en igual niumero
de tridngulos ordenadamente semejantes.

' ,
Siendo: poligono ABCDE ~ poligono A’B’C'D’E’
A y A’ vértices hdmélogos; AC, AD, AT y A’D’ diagonales

AABC y AA’BC’; AACD y AAC'D’; AADE y AA'DE
tridngulos ordenadamente resultante.
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Se cumple que:
AABC ~ AA’B'C’; AACD ~ AA'C'D'; AADE ~ AA'D'E’
Sugerencia. — Se demuestra esta propiedad teniendo en cuen.

ta la proporcionalidad de los lados homélogos y la igualdad de
los angulos.

Razén de las areas de los poligonos semejantes.

TEOREMA. — La razén de las dreas de dos tridngulos semejantes
es igual al cuadrado de la razén de las medidas de dos de sus
lados homélogos, con respecto a la misma unidad.

C

A

s
o

A A
H) ABC ~ A’B’cv
A o e, 2
) Area ABC . ( med. AB )
med. A’B’

A

Area A’B'C’

D) Sabemos que
A ——

Area ABC — Med: AB >2< med. CH

. que Area Acy — _med. A’ X med. OH
f 2

Dividiendo miembro a miembro

A T T ]
Area ABC __ med. AB X med. CH

Area AB'C’  med. A'F X med. T )
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donde se ha simplicado el divisor 2.
. Por propiedad de las alturas de dos triangulos semejantes, se

tiene:
| med. CH med. AB

med. C’H’ med. A’B’

Reemplazando en (1)

A Ll i
Area ABC  med. AB < med. AB
B - s B e
Area A’'B'C’ med. A’'B’ med. A'B’
o bien
A Al g |
Area ABC ( med. AB )
A il
Area A'B'C’ med. A’B’ |
que es la expresion de la tesis.

Propiedad. — La razén de las dreas de dos poligonos seme-
jantes es igual al cuadrado de la razén de las medidas de dos
de sus lados homélogos, con respecto a la misma unidad.

Siendo:

Poligono ABCDE ~ Poligono A’B'C'D’E’
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Se cumple que:

Area ABCDE _ ( med. AB \?
Area A’B'C’'D'E’ (med. A’B/ )
Sugerencia. — Para demostrar esta propiedad conviene tener

en cuenta el teorema anterior y la proporcionalidad de los lados
homologos.

ESCALA

Plano del terreno. — Si se dibuja sobre un papel una figura

de la misma forma que un lote de un terreno, un campo de

futbol, etc., se obtiene lo que se denomina el plano del terreno.

Ahora bien, para trazar un plano de terreno es necesario cono-
cer la razén de semejanza, la cual, tratdndose de un dibujo, un
mapa, etc., se llama escala. Escala es, por lo tanto, la razdén entre
una longitud cualquiera del dibujo y la longitud homéloga del
terreno y objeto representado.

Claro esta que las escalas son nimeros, por ser razones entre
cantidades de la misma magnitud. Suelen elegirse niimeros frac-
cionarios de manera que el numerador sea la unidad y el deno-
minador sea el nlimero de veces que dicha unidad est4 contenida
en la longitud correspondiente del objeto a representar. Asi, un
plano de escala 1: 10000, significa que una longitud cualquiera
del plano es, en el terreno, 10000 veces mayor; reciprocamente,
una longitud del terreno se representa en el plano por otra 10000
veces menor.

Algunos planos, mapas, etc., van acompanados de una escalg
que es igual a un segmento graduado en km, m, etc., para faci-
litar las lecturas y medidas en el plano.

Obtencion de las longitudes del dibujo.

M = longitud del terreno
m =longitud del dibujo correspondiente,

Por definicién de escala, resulta
m 1

M 10000

(Caso del ejemplo anterior)
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luego m =
10000

Lo cual se expresa: la longitud del dibujo se obtiene divi-

diendo la longitud del terreno por el divisor de la escala.
Obtencion de las longitudes del terreno.

Siendo E: I
M 10000

resulta M = m X 10000

Vale decir: la longitud del terreno se obtiene multiplicando
la longitud del dibujo por el divisor de la escala.

Problemas

I) En un plano de la provincia de Buenos Aires dibujado
de acuerdo a la escala 1 : 1000000, ;cual es la distancia real entre
Tandil y Mar del Plata si dicha distancia medida en el plano es
| de 15em?

Solucién:

M = m X 1000000

M =15 cm X 1000000 = 15000000 cm
M = 150000 m

M = 150 km

R.: La distancia pedida es de 150 km.
II) Un segmento de 8cm medido en un plano de escala

1:10000. ;Con cuantos centimetros se representa en otro plano
de escala 1: 25000?

Solucion:
La dimension real se obtiene

M = m X 10000
M = 8 cm X 10000 = 80000 cm = 800 m
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La longitud del segmento en el nuevo plano de escala 1 : 25000,
se obtiene

LY A
m=
25000
MNP e ST
25000

luego m =32cm

R.: La longitud del segmento en el nuevo plano sera igual a
3,2 .cm.!

IIT) Construir en escala 1: 500 el plano de un terreno, siendo
las dimensiones de cuatro de sus lados consecutivos: a == 8.66 m,

b=30m, ¢c=35m, d =15m; el angulo comprendido entre los

< <
dos primeros de 90° el bc =85° y el cd =80°. Calcular los

=S
valores del quinto lado y de los otros dos angulos de y ea.

D a ¢

Solucion:
a — 8,66 m, en el plano estara representado por

6
o =388 061732 m = 1732 em
500

30m

bi—30m =" bhi=
500

=0,06m =6 cm
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=90 miN= e —= 35m:0,07m:'lcm
500

1
Gl e P he S
500

Los angulos no se reducen con la escala.

Como e’ = 4,1 cm en el plano su dimension real
e =41cm X 500 = 2300 cm, luego e =23 m

< =
El de =141° y ea = 144°.

Nora. — El grabado debe considerarse Unicamente como figura de
analisis.

IV) En un plano de la provincia de Buenos Aires dibujado
‘a escala 1:1000000. ;Con cuantos mm se representara un km
del terreno?

R.: 1mm

V) En un plano construido en la escala 1: 1000 se han me-
dido las longitudes siguientes: ¢ =4cm; b =9cm; ¢ =12 cm,
d = 30 cm. ;Qué longitud del terreno representan?

R: a=40m; b=90m; ¢ =120 m; d =300 m

VI) Construir en escala 1: 500 el plano de un trreno sabiendo
que tres de sus lados consecutivos tienen 10 m; 30 m y 12 m, res-
pectivamente, y que el angulo comprendido entre los dos pri-
meros es de 82° y entre los dos ultimos 112°. Calcular los valores
del otro lado; de los otros dos angulos y de las diagonales de ese
terreno.

R.: El cuarto lado = 32,50 m
Diagonal d; = 36m
Diagonal d, =30m

N
C=69°

. A
D=97"°
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VII) Construir en la escala 1: 500 el plano de un terreno de
forma cuadrangular, sabiendo que:

\
AB—866m AD=32m DC=12m

A=8e  D=105°
Calcular los valores del cuarto lado y de las dos diagonales.
R.: CB =2850m
BD=33 m

AC = 33,50 m

VIII) La razéon de semejanza de dos poligonos semejantes
es i La superficie del mayor es de 100 dm? ;Cuantos centi-

3
metros cuadrados de superficie tiene el menor?
R.: S =5.625 cm?

IX) Calcular el area del AMNP sabiendo que es semejante |

al AABC; que MN = 1,2dm; AB = 300dm y que la superficie
de AABC es de 180.000 dm?

R.: Sup. AMNP = 28.800 dm?
X) Constriuyase un AABC de 30, 35 y 40 mm de lado y luego
otro que sea semejante y tenga 146 mm de perimetro.
R.: El lado homoélogo del primero sale 41,7 m;
XI) Una hacienda y un mercado estan en lados opuestos de -

un arroyo que fluye en linea recta. Los datos figuran en el
croquis.

Hacer un dibujo a escala y usarlo para determinar las siguien-
tes distancias:

a) La longitud aproximada del camino mas corto entre la
hacienda y el mercado, o sea, de B a E. ‘
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b) Si este camino cruza el arroyo en C, hallar las distancias
de DaCydeCaA.

i
A5 m |
i
~— —
EN N
L
s 200m 25m

XII) En un plano de escala 1: 200 el segmento mide 5 cm.
;Cuél es su medida real?

R.: 10m

XIII) Dos triangulos son semejantes: el perimetro de uno
de ellos vale 240m y los lados del otro son respectivamente
15,20 y 25 m. Calcular los lados del primero.

R.: 60m, 80m y 100 m

XIV) Siendo He la razon de semejanza de dos poligonos y

; 5
60 m el perimetro del menor, calcular el otro perimetro.
R.: 100 m

XV) En un mapa de escala 1:5.000.000, se ha meaide un
segmento de recta igual a 2em. ;Cual es la distancia real?

R.: 100 m

XVI) ;Una distancia real de 500 km con la escala anterior
con qué segmento se representa?

& R.: 1dm
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XVII) Se ha medido un segmento de 170 mm en un mapa
de escala 1 : 5.000.000. ;Cual es la distancia real que representa?

R.: 850 km
A

XVIII) Dibujar a escala 1: 100 una cancha de tenis. Este
campo es de forma rectangular y sus datos figuran en el croquis.

4o00m
-3 A
&
§ 8
0 ()
n
)
N
440m L
+ 1
{hael) 10,80 m 11'

)

XIX) Cuél es la razén de semejanza de dos triangulos equi-
lateros cuyos perimetros miden 156 cm y 234 cm, respectivamente.
. .
R.: —
3
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 5

Funciones trigonométricas o goniométricas (*).

Consideremos un angulo agude cuyo vértice sea O y sobre
uno de los lados, OQ, levantemos perpendiculares tales como
AB, A'B’, A”B”, etc. Se forma una serie de tridangulos rectan-

O /\ Al All

gulos OAB, OA’B’, OA”B”, etc., que son semejantes por tener
dos angulos iguales: el recto y el angulo en O, por comun;
luego como los lados homologos son proporcionales, resulta

(*) Gomo = angulo, proviene del griego.
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que se pueden establecer varias razones iguales —entre catetos
opuestos o adyacentes al dngulo O e hipotenusa correspondien-
tes—, es decir, relaciones constantes.

Veamos algunas de dichas relaciones: *

AB A'B® A”B” cateto opuesto al 6
= = = = constante

OB OB’ OB” hipotenusa

A
AB A'B’ A”B”  cateto opuesto al O
== = = = constante

- Eg A
OA OA OA” cateto adyac. al O

Los diversos segmentos AB, OA, A’B’, etc., son cantidades
homogéneas y, por consiguiente, la razén entre dos elementos
de un triangulo (**) es un numero abstracto, que es indepen-
diente de las dimensiones de los lados del tridngulo, dependiendo
exclusivamente del valor del dngulo.

Funciones trigonométricas

Funciones trigonométricas son los niimeros abstractos que se
obtienen al calcular las razones entre los pares de lados de un
triangulo rectdngulo.

Estas funciones trigonométricas toman nombres particulares
de acuerdo con las siguientes definiciones:

Seno de un angulo agudo.

Se llama seno de un dngulo agudo de un tridngulo rectangulo
a la razén entre el cateto opuesto a dicho dngulo y la hipotenusa.

'1"‘["'

(**) La razén entre 2 cantidades es siempre un numero abstracto.
Este ntimero cumple la condicién que al multiplicarlo por la segunda
cantidad (consecuente) debe resultar igual a la primera cantidad (ante-

cedente).
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e En simbolos:

A
A cateto opuesto al B b
sen B = e =
hipotenusa a
e tet fo al-
cateto opuesto a c
sen C = P = —
[ hipotenusa - a
! = B Coseno de un angulo agudo.

. Se llama coseno de un dngulo agudo de un tridngulo rectan-
gulo, a la razén entre el cateto adyacente a dicho dngulo y la
hipotenusa.

' En simbolos:
’ A
/ﬁ cateto adyacente al B ¢

cOos = 5 — —
hipotenusa a

A
A  cateto adyacente al C b
cosC = .

hipotenusa a

Regla mnemotécnica:

Para recordar la relacién correspondiente a seno, coseno o tangente
s conveniente tener presente las silabas SOR - CAR - TOA. Las letras
e SOR corresponden a las primeras letras de seno, opuesto y radio o
ipotenusa; por lo tanto, nos recuerdan que el semo de un angulo es
gual a la relacion entre el cateto opueste y el radio o hipotenusa. 1

Las letras de CAR corresponden a las primeras letras del coseno,
dyacente y radio o hipotenusa; luego recordamos que el coseno de un
angulo es igual a la relacion entre el cateto adyacente y el radio o
ipotenusa.

Anéalogamente las letras de TOA corresponden a tangente, opuesto y
dyacente; luego la tangente de un angulo es igual a la relaciéon entre
1 cateto opuesto y el cateto adyacente.

cat. opuesto o - cat. adyac. o cat. opuesto a

en ¢ —=——— ; cosg=—————— ; tga=
radio o hipot. * radio o hipot. cat. adyac. a
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3 |
Tangente de un angulo aéudo. j
:

Se llama tangente de un dngulo agudo de un triangulo rectd
gulo a la razén entre el cateto opuesto y+el cateto adyacente |
dicho dngulo.

En simbolos:

|

tg% i cateto opuesto al B _E . j
l

|

A c
cateto adyac. al B

tg/é e cateto opuesto al C c

ATy |
cateto advac. al C 1
Contangente de un angulo agudo.

Se llama cotangente de un dngulo agudo de un tridngulo 1€0
tdngulo a la razén entre el cateto adyacente y el cateto opuest
a dicho dangulo.

En simbolos:

A
datg ﬁ s cateto adyacente alAB = lc)_
cateto opuesto al B '
A
cotg/(\! __ cateto adyacente al C s b |

e
cateto opuesto al C

Secante de un angulo agudo.

Se llama secante de un dngulo agudo de un tridngulo rectd
gulo a la razén entre la hipotenusa y el cateto adyacente a dic
angulo.

En simbolos:

A hipotenusa a
sec B = b —e

N\
cateto adyac. al B
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A hipotenusa a
sec C = P S

A
cateto adyac. al C

Cosecante de un angulo agudo.

Se llama cosecante de un dngulo agudo de un tridngulo rec-
tangulo, a la razén entre la hipotenusa y el cateto opuesto a
dicho dngnulo.

En simbolos:

A hipotenusa a

cosec B = P /\ o i
cateto opuesto al B

A hipotenusa a

cosec C = P =—

A
cateto opuesto al C

Obsérvese que cotangente, secante y cosecante son las razones
inversas a tangente, coseno y seno, respectivamente.

Problema

Calcular el valor aproximado de seno, coseno, tangente, cotan-
ente, secante y cosecante de un dngulo de 59°, utilizando la regla
raduada y el transportador.

SoLUCION:

Con el transportador se toma un angulo de 59° y desde un
unto cualquiera de uno de sus lados se traza la perpendicular
1 otro, obteniéndose un triangulo rectangulo. La razones entre
as medidas de los lados del mismo nos dan las funciones pedidas.

En consecuencia:

3,4
sen59° = 20 _ 0,86
4 cm
2
cos 59° = S — (157
. 4cm
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3,4 cxﬁ

tg59° = ——— =17
2 cm
2 \
cotg 59° = Rl e = 0:58
3.4 cm
4
sec'59° = bl — i
2 cm
4
cosec 59° — Bt i [l
3,4 cm

B C:?Cm A

ORSERVACION. — Tanto los valores de los lados como los de las
funciones trigonométricas son aproximados.

Notas importantes.

a) En todo tridngulo rectangulo cada cateto es menor que]
la hipotenusa; en consecuencia:

El valor del seno y del coseno de un dngulo agudo —rela-
ciones entre catetos e hipotenusas— es siempre menor que 1.

b) En todo tridngulo rectangulo los catetos pueden ser iguales
o desiguales; por lo tanto: |
Las tangentes y las cotangentes de un dngulo agudo -—rela-i

ciones entre catetos— pueden ser mayores, iguales o menores !
que 1. i

¢) En todo tridngulo rectangulo los 4ngulos agudos son com-
plementarios, y el cateto opuesto a un angulo agudo es adya-
cente al otro angulo agudo y reciprocamente; por lo que puede
aceptarse que:

El seno, la tangente y la secante de un dngulo son respectiva-
mente iguales al coseno, la cotangente y la cosecante de su com-
plemento y reciprocamente.

e e e

Si los 4ngulos B y C son complementarios, se tiene:

sen B=cos C y también cos B=sen C
tg B'=rcotg € = X cotg Bi=tg C
sec. B.— cosec 'C" ' bt coseec B —==sec C
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El seno, la tangente y la secante se llaman funciones; el coseno,
, cotangente y la cosecante se suelen llamar cofunciones.

Las funciones de un angulo menor que 90° crecen, al aumentar
1 valor, mientras que las cofunciones decrecen.

Funciones en el circulo trigonométrico (*). — Consideremos un
ngulo variable a y sea OX’ una posicion determinada de uno de
»s lados del angulo que corta al crculo trigonométrico de cen-
ro O en el punto M. Desde este punto se traza el segmento MN
erpendicular al eje equis, obteniéndose los segmentos:

ON = x que llamaremos abscisa
NM =y " ordenada
OM=:0 = . radio vector.

(*) Se llama circulo trigonométrico a todo eirculo cuyo radio se
considere unidad de longitud y en el cual se haya fijado un sentido
positivo para los &ngulos o arcos.
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Claro esta que, al variar la posicion de la OX’ varia a, y
varian también la abscisa y la ordenada, no asi el radio vector.
Con la abscisa, la ordenada y el radio vector se pueden formar
6 razones:

analogas a la que obteniamos al definir el seno, coseno, tan-
gente, etc., de un angulo agudo.

En consecuencia, aceptamos por definiciéon que:

Y ordenada X abscisa
seno=—=—=————— cotga = ——

o  radio vector Y ordenada
x abscisa o radio vector |
oSt = — = —— seco =— = ————
0 radio vector T abscisa
Y ordenada ¢ radio vector
tgo=—=—ooo— coseCo———r—— .
Yy

x abscisa ordenada

:

En cuanto a los signos de x, y y ¢ se acepta la siguiente con-
vencién: El radio vector, que es constante, serd siempre positivo.

La abscisa y la ordenada que son variables, seran positivas o
negativas segun tengan igual o distinto sentido que la abscisa
y la ordenada que corresponden a un angulo del primer cua-
drante, las que supondremos siempre positivas.

Ejercicios de aplicacion

I) Hallar las funciones trigonométricas del dngulo o = 206°.

Dibujamos sobre un sistema de ejes cartesianos rectangu-
lares un angulo a = 206°. Se traza un circulo trigonométrico
arbitrario, tal que coincida su centro con el punto de intersec-
cion de los ejes.

Sean los siguientes valores:

r=—25cm; y=-—12cm; ¢=28cm
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Luego:

en 206° =
08 206° =

tg 206° =

e—li2:emm
— 2,5 cm

—12cm

=043

2,8 cm

= —0,89
2,8 cm

=+ 0,48
~— 2,5 cm +

—25
cota 2065 = — 2 o Liaigs
—1,2cm
2
gy P ge
—2,5cm
2
cosec 206° = —’gﬁl—- = —2,33
—12¢cm

1I) Hallar las funciones trigonométricas del angulo

o = 126° 50

Se dibuja sobre un sistema de ejes cartesianos rectangulares

angulo

o = 126° 50".

Se traza un circulo trigonométrico arbitrario tal que su centro
oincida con el punto de interseccion de los ejes.
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Sean los siguientes valores:

g=16em ;. = —9cm . ; y:l2cm

'\120'50’ i

Cc -3 o AT
=
2
sen126°50' = 2™ _ g
15 cm
cos 126° 50’ = —ﬂ =—0,6
15 ecm
12
tg126° 50/ =% _ _ 1333
—9cm
—9cm
cotg126°50' = ——— —__ (.75
12 cm
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15 cm

sec 126° 50/ = ——— = —1,66. .
— 9 cem
T e T
2 cm

Relaciones entre las funciones trigonométricas
de dos dngulos suplementarios

Consideremos un angulo o del primer cuadrante referido a un
irculo trigonométrico de centro O, con lo que resulta que su
uplemento (180° — a) pertenece al segundo cuadrante. Se tra-
an por los puntos P y P’ las perpendiculares al e]e de las equis,
ormandose los tridngulos rectangulos. i

0 = o = radio circulo trigonométrico

A A
)MP = OM'P’ = <
POM = P'OM’ = o

Luego:
y=+4+y ; —x

s

=0 o bien r=—2
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Por lo tanto:

sen (180°—a):—£:—:sena
e o ;
¥y —
cos (180°—a):—:—-£=—-£——cosa
Q Y 0
T T e e T LR
x’ —x &
cotg (180°—a)=£’: A =——=—cotga
2 Y Y Y |
sec (180°—a):£: g':—-—:.—secot J
x’ —x &L }
cosec (180° —a) = 3,: e cosec o ;
Y Y u;

En consecuencia, se establece que:

Las funciones trigonométricas de dos dngulos suplementarios

- . . \

son iguales en valor absoluto, pero de signo contrario, con excep-
cion de las funciones seno y cosecante, que son iguales en valor
absoluto y en signo. 1‘
Relacion pitagérica i‘
TEOREMA. — La suma de los cuadrados de seno y coseno de un
mismo dangulo es igual a la unided. C |

Considerando el angulo B del
triangulo rectangulo BAC, se tiene
b b2
senB=— = sen?B—=— b a
a a?
c c?
cosB=— = cos?B=—
a a?
C
A c B
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Sumando las igualdades de la derecha, se tiene:

b2 2 bZ cz
sen2B+coszB:—+L_—-+—
a? a? a?
Pero
b2 + c2 P a2
por el teorema de Pitagoras (*).
Luego
az
sen?B + cos? B = —
aZ
0 sea -

sen?B 4 cos?B=1

Esta igualdad nos permite calcular el seno en funcion del
coseno, o bien el coseno en funcién del seno.

En efecto:
sen’B 4+ cos’B =1

Luego o bien

sen?B = 1—cos*B cos?B=1—sen’B

sen B=y/1—cos’B cos B=+/1—sen’B

Ejercicio de aplicacion

Calcular el coseno del dngulo B del tridngulo rectdingulo BAC,
sabiendo que sen B = 0,6.

cos B=+/1—sen’B

i {

(*) El teorema de Pitdgoras establece que en todo tridngulo rectan-
gulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos. Ver capitulo VI, Relaciones métricas en los tridngulos.
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siendo sen B = 0,6 se tiene

cos B =/1— (0,6)* = /10,36
cos B =1/0,64
cosB=0,8

Relacion entre la tangente, el seno y el coseno
Sabemos que

semil —=-—
y que
cos B = S
a
Dividiendo:
brie
senB:cosB=—:—
a a
luego
sen B b
=i 1)
cos B c
Pero por definicion de tangente, se sabe que
=
tgB=— (2)
C
De (1) y (2) se deduce
e sen B

cos B 1
luego, la tangente de un dngulo es igual al cociente del seno y el .
coseno de dicho dngulo.

!
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TABLA DE VALORES NATURALES
DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS (*)

Las tablas de valores naturales son cuadros donde estan con-
signados los valores numéricos de las funciones trigonométricas
de los angulos de 0° a 90°.

Reproducimos a continuacién una parte de esta tabla que cons-
ta de 6 columnas: cuatro para las funciones seno, coseno, tan-
gente y cotangente, y dos para los angulos.

En la primera columna de la parte transcripta estéan anotados
los valores de los dngulos de 20° a 29°, aumentando de 10" en 10,
hacia abajo; en las filas correspondientes se hallan los valores

de las funciones cuyo nombre figura en la cabeza de la columna.
Asi, por ejemplo:

sen 28° 20’ — 0.47460 ; tg 25° 50" = 0.48414 ; cos 20° 10" = 0.93869

En la 62 columna figuran los 4ngulos de 61° a 70°, creciendo
de 10" en 10’, hacia arriba; en las filas correspondientes se hallan
los valores de las funciones cuyo nombre figura en la parte infe-
rior de la columna.

Se observa también, que los 4ngulos que figuran en la 1* y 62
columna de una misma fila son complementarios. Asi la fila

‘que comienza por 20° 40’ termina con 69° 20, circunstancia que

permite aplicar la propiedad de las funciones de los angulos
complementarios: Las funciones de uno son iguales a las respec-
tivas cofunciones del otro.

Esta propiedad se aprovecha para la construccién de tablas,
pues basta calcular solamente seno, coseno, tangente y cotan-
gente de los angulos de 0° a 45°.

Es importante observar que cuando un dngulo aumenta,
aumentan sus funciones (seno, tangente y secante) y disminuyen
sus cofunciones (coseno, cotangente y cosecante).

(*) Jorge JoachinQ (1514-1576) fue quien calculé la primera tabla
de valores naturales de los senos y tangentes de angulos comprendidos
entre 0° y 90°, de 10” en 10” con 16 cifras decimales,
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m

ANGULOS SENO TANGENTB |COTANGENTE | COSENO ANCULOS
Grad. | Mwn. v L Grad. | Min,
A

20° | o0 0.34202 0.36397 2,74748 0,93969 .| 70° | 00’
10 0.34475 0,36727 2,72281 0,93869 50

20’ 0,34748 0.37057 2,69853 0.93769 40

30’ 0,35021 0.37388 2,67462 0,93667 30

40’ 0.35293 0.37720 2,65109 0.93565 20*

50 0.15565 0,38053 2,62791 0.93462 10
211700 0.35837 0.38386 2,.60509 0,93358 69° | 00’
10’ 0.36108 0.38721 2.58261 0.93253 50’

20’ 0.36379 0,29055 2.56046 0.93148 40’

30’ 0.36650 0,39391 2,53865 0,93042 30

40" 0.36921 0.39727 2,51715 0.92935 20°

50 0.37191 0,40065 2,49597 0.92827 10°

22° | 00’ 0.37461 0.40403 2,47509 0.92718 68° | 00
10" 0.37730 0,40741 2,45451 0.92609 50’

20 0.37999 0.41081 2.43422 0.92499 40°

30° 0.38268 0.41421 2,41421 0.92388 30

40’ 0.38537 0,41763 239449 0.92276 20°

50 0.38805 0.42192 2.37504 0.92164 10

23° | oo0* 0.39073 0.42447 2,35585 0.92050 67° | 00’
10° 0,39341 0.42791 2,33693 0.91936 50

20’ 0.39608 0.43136 2,31826 0.91822 40°

30’ 0.39875 0.43481 2,29984 0.91706 30°

40° 0,40142 0.43828 2,28167 0.91590 20’

50 0.40408 0.44175 2,26374 0.91472 10

24° | 00° 0.40674 0,44523 2.24604 0.91355 66° | 00’
10 0.40939 0.44872 222857 0.91236 50

20° 0,41204 0.45222 2.21132 091116 40"

30’ 0.41469 0.45573 2,19430 0.90996 30’
40’ 0.41734 0.45924 2,17749 0.90875 20°

50’ 0.41998 0,46277 2,16090 0,90753 10
75° | o0 0.42262 0.46631 2,14451 0,90631 65° | 00’
10 0,42525 0,46985 2,12832 0.90507 50

20 0.42788 0.47341 2,11233 0,90383 40’

30" 0.43051 0.47698 2,09654 0,90259 30’

40’ 0.43313 0.48055 2,08094 0.90133 20’

50’ 0.43575 0.48414 2,06553 0.90007 10’

26 | 00’ 0.43837 0,48773 2,05030 0.89879 64° | 00’
10° 0,44098 0.49134 2,03526 0.89752 50

20’ 0.44359 0,49495 2,02039 0.89623 40’

30° 0,44620 0,49858 2,00569 0,89493 30°

40’ 0,44880 0.50222 1.99116 0.89363 20°

50" 0,45140 0,50587 1.97630 0.89232 10°

27* | oo 0,45399 0,50953 1.96261 0.89101 63* | 00
=4 10 0,45658 0.51320 1,94858 0.88968 50
20’ 0,45917 0,51688 1,93470 0,88835 40’

30 0.46175 0.52057 1.92098 0.88701 30

40° 0.46433 052427 "1,90741 0.88566 20

50’ 0,46690 0,52798 1.85400 0.88431 10°

28* | oo’ 0,46947 053171 1,88073 0.88295 62° | 00
10° 0,47204 0.53545 1,86760 0.88158 50°

20 0,47460 0,53920 1.85462 0.88020 40’

30' 0.47716 0.54296 1,84177 0.87882 30’

40’ 0,47971 0.54673 1.82906 0.87743 20

50 0.48226 0.55051 1,81649 0.87603 10’

29" | o0’ 0,48481 0.55431 1.80405 0.87462 61° | oo’
10 0,48735 0,55812 1,79174 0.87321 50

20’ 0.48989 0.56194 1,77955 0.87178 40’

30 0.49242 0.56577 1.76749 0.87036 30

40° 0.49495 0.56962 1.75556 0.86892 20°

50’ 0,49748 0,57348 1,74375 0,86748 10’

COSENO  |COTANGENTE | TANGENTE SENO




MANEJO DE LAS TABLAS DE VALORES NATURALES

Problema directo

Dado un angulo, determinar el valor de sus funciones trigono-
métricas.

a) Cuando el dngulo dado es menor que 45° el valor de una
de las funciones trigonométricas se encuentra en la interseccion
de la columna encabezada por el nombre de la funcion cuyo va-
lor se pide, con la fila que comienza con el namero de grados
y minutos del angulo dado.

Ejemplos:
sen 23° 40’ — 0.40142 ; cotg 25° = 2.14451 ; cos 26° 10" = 0.89752

b) Cuando el dngulo dado es mayor que 45°, los valores de
sus funciones trigonométricas se encuentran como en el caso an-
terior, pero el nombre de la funcién se busca en la parte inferior
de las columnas y el nimero de grados y minutos en la 6% co-
lumna.

sen 61° 40’ = 0.88020 ; tg 63° 40" = 2.02039 ; cos 66° 50" = 0.39341

Interpolacion

Cuando el angulo estd expresado en grados y minutes, y el
ntmero de estos ultimos no consta en la tabla, se pueden hallar
sus funciones trigonométricas correspondientes, por medio de
un procedimiento llamado interpolacion.

Ejemplos:
I) Hallar el valor de tg 32° 16".

Se advierte que el angulo dado no figura en la tabla y, en
consecuencia, se toman de la misma los valores mas proximos:

tg 32° 20" = 0.63299
tg 32° 10" = 0.62892

diferencia = 407
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Se observa que cuando el dngulo aumenta en 10, la tangente
aumenta en 407 cienmilésimos; por lo tanto, cuando aumente 6’
se puede admitir que la tangente aumentar4 \proporcionalmente
en x cienmilésimos.

Si a 10’ corresponden 407
a 6 corresponderin x
100 407 6 X 407
—_——=— = = —ii_ = 2442 cienmilésimos
6 L 10
En consecuencia,
tg 32° 16" = 0.62892 - 0.00244 — 0.63136

II) Hallar el valor de cos55° 18’

Calculos auxiliares Cdlculos definitivos
i 3 S L cos 55° 10’ -— — 057119
55° 20’ —— 56880 Ay Mol e
L T LR cos55° 18 — 056028

8 L= =191.2

Téngase en cuenta que se han restado 191 cienmilésimos por-
que cuando un angulo agudo aumenta, su coseno disminuye.

Problema reciproco

Dado el valor de una de las funciones trigonométricas de un
angulo calcular dicho angulo.

Ejemplos:
I) Determinar o sabiendo que sen o = 0.37999.

Como este valor se encuentra en la columna que lleva el
nombre seno en la parte superior, el nimero de grados y mi-
nutos que le corresponde es el indicado al comienzo de la fila
que lo registra. Luego

a=22°20"
368
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II) Calcular o sabiendo que tga = 2.00569.

Dado que el valor de la tangente se encuentra en la columna
que lleva el nombre de la funcién en la parte inferior, el nu-
mero de grados y minutos que le corresponde es el expresado
al final de la fila que lo contiene. Luego

a = 63° 30/

Interpolacion

Cuando el valor de la funcién trigonométrica del angulo pe-
dido no consta en la tabla, se determina un valor aproximado a

ese angulo, interpolando.

Ejemplos:

I) Calcular o sabiendo que sen o — 0.38185.

Caleculos auxiliares

Para
0.38268 —— 22° 30’
0.37999 ——22° 20’
269 —— 10/
186 e 186><10’E

269

7/

Cdlculos definitivos

0.37999 sen 22° 20’
+ 186 + 7
0.38185 - sen 22° 27’
luego

a,—22° 21t

* Diferencia entre el valor dado 0.38185 y 0.37999.

II) Determinar o sabiendo que cos o = 0.43400.

Calculos auxiliares

Para
0.43575 —— 64° 10’
0.43313 -— 64° 20"
262"
g7 x:87->< 10 &
262

\

! * Diferencia entre el valor dado 0.43400 y 0.43313.

3/

Cdlculos definitivos

0.43313 cos 64° 20’
+ 87 — ¥
0.43400 cos 64°17
luego

a=— 64° 17
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Téngase en cuenta que se ha restado la parte proporcional, 3,
correspondiente a 87 cienmilésimos de diferencia entre el coseno
y el menor valor de los que lo comprenden,en la tabla, pues
cuando un angulo agudo aumenta, su coseno disminuye.

III) Hallar o sabiendo que tg a — 0.4430.

Cadlculos auxiliares

Para
0.4452 ——24°
0.4417 —— 23°50/
35 —— 10
13 X 10/
3% X — X = 4’
35

Calculos definitivos

0.4417 —— tg 23° 50/
SeNF AT

0.4430 tg 23° 54
luego
a=23° 54

* Diferencia entre el valor dado 0.4430 y 0.4417.

IV) Calcular o sabiendo que cotg a = 0.3790.

Cédlculos auxiliares

Para
0.3805 ——69° 10’
0.3772 ——69° 20’
33 =" 107
il 10’
18%* = 5 =5
33

Cdlculos definitivos

; - cotg 69° 20"
Rl | § ML S e 5
0.3790 ——— cotg 69~ 15

luego
a = 69° 15

* Diferencia entre el valor dado 0.3790 y 0.3772.

EJERCICIOS

Hallar los valores naturales de las funciones trigecnométricas:

1) sen77° 50
2) sen12°17
3) senb9° 48’
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4) cos30°29 R.: 0.8619
5) cos60° 37 R.: 0.4906
6) cos 5% T* R.: 0.9960
7 tg82° 4 R 7.1759
8) tg18°22 R.: 0.3320
9) tg23°43 R.: 0.4393
10) cotg 66° 17 R.: 0.4393
11) cotg 18° 32’ R.: 29829
12) cotg 3° 14 R.: 17.7015

Hallar los dngulos agudos, sabiendo que:

1) sena = 05821 R.: o=35%36'
2) sen a = 0.8205 R.; =55 8
3) coso—=0.8284 R.: a=34° 4
4) cosa=0.5279 R.: o= 588
5) tga=0.5843 R.: a=30°18
6) tgo=16244 R.: a=158°23"
7) cotg a = 1.6055 R.: ai=31°5b!
8) cotg o = 1.7856 Ri a=29°15

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Recordemos que resolver un tridngulo rectangulo es calcular
los valores de los lados y angulos desconocidos del mismo en
funciéon de los que se conocen; y que, para ello, es imprescin-
dible conocer dos elementos, entre los cuales figure, por lo me-
nos, un lado. \
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Casos clasicos
PRIMER CASO.

Resolver un tridngulo rectangulo conociendo la hipotenusa y
un angulo agudo.

C
A
a C
Datos { A b a Incognitas b
B c
S
o —
A c

Lo A
Determinacion de C

Los 4ngulos agudos de un triangulo rectangulo son comple-
mentarios:

A A
B4+ C=90°

A A
= C=90°—B

Determinaciéon de b

Avi~y i
SenB:;‘ == b—=a sen B

Determinacion de c

AN c A
COSB:; L c=acosB
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Determinacién del valor de la superficie S
1
5= 3 base - altura

1 1 A N
S:——c-b:?acosBasenB

1 A A
= S:?azsenBcosB

Ejemplo: Resolver el tridngulo rectangulo cuyos elementos

tienen las siguientes dimensiones:
A
a = 22,45 cm B = 23° 18’

y A
Cdlculo de C
Cdlculos auxiliares

A A AN AN A
B4+C=90°; C=90°—B Angulo C

% 90° = 89° 60’
= C=66°42 B=23°1%

90° — B = 66° 42/

Cdlculo de b
sen 23° 18’

e < SUS sen 23° 10’ = 0.3934
a para 8= + 22
= b=asen 1/% I sen 23° 18’ = 0.3956
b = 2245 cm X sen 23° 18’ B =21
b = 22,45 X 0.3956 10" —27
b =8.88cm goi 2T X & 99
> | 10
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Calculo de ¢

A (o
cos’B =—
a
A
= er—=acos. B

¢ = 2245 cm X cos23° 18’
¢ =22.45 < 0.9184
c =20.62cm

cos 23° 18
cos 23° 10" =0.9194
para 8= — 10

cos 23" 18’ = 0.9184
0 =12 (decrece)
100 — 12

12 X 8
10

g —=9,6=10

Cadlculo del valor de la superficie S

1 A A
S:?azsenB-cosB

1

S= e (22.45 cm) 2 sen 23° 18’ cos 23° 18’

1
S = °3 % 504.0025 cm? X 0.3956 X 0.9184

S = 91.55 cm?

SEGUNDO CASO.

Resolver un triangulo rectangulo dados un cateto y un angulo

agudo.

B

Incognitas

no'e >
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Determinacion de C

A A
=2 C=90°—B

Determinacion de a

AN c AN 'y c
cosB=— ; acosB=c¢ = i A
a cos B
Determinaciéon de b
A-%b A
BRE e R ety B

Determinacién del valor de la superficie S
1

S=—c-b
2
§= L cectgB
— — 0
2 g
Lo i

Ejemplo: Resolver el tridngulo rectdngulo cuyos elementos
conocidos son:

A
c=1272m B = 46° 29

A

Calculo de C

A, A

B4+ C=90° ; C=90°—46°2Y

A

C = 43° 31"

>

-
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Cadlculo de a

7AN (44 A ’ o
cosB=— ; acosB=c ; a="

a COSs /ﬁ
1272m  1272m
cos46°29' 06886
a=18472m

Calculo de b

A h A
tgB=— ; b:C'th
(&

b=127.2m X tg 46° 29’
b=127.2 m X 1.0532
b=13397m

Cdlculo del valor de la superficie S

1 A 1
S= = c*tg B S = ? X 16179.84 m? X 1.0532

1 S = 8520.30 m?
S=— (1212m)?tg 46° 29 &
TERCER CASO.

Resolver un tridngulo rectangulo conociende un cateto y la
hipotenusa.

B
A
B
b o A
Datos = e Incognitas &
G c
S
c b A
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A
Determinaciéon de B

A b
sen B = —
a
. .7 /\
Determinacion de C
A b
cos C =—
a

Determinacion de ¢

Teniendo en cuenta un corolario del Teorema de Pitagoras, se
tiene:
| cd=a’—0b?
:
}

= C:\/E"'_:Ez

% it c=1/(a+b) (a—Db)

Determinacién del valor de la superficie S

it
S=—b-¢c
2

1
= S:?b\/(a+b)(a—b)

Ejemplo: Resolver un tridngulo rectangulo, sabiendo que
a=12468m b=86.13m
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A
Calculo de B

A
sen,Bi— —
a

86.13 m

A
seniB =t
124.68 m

Il

A
sen B = 0.6908

A
B =43°41

- A
Calculo de C

A
cosCi——
a
" !
cos C = M
124.68 m

A
cos C = 0.6908

A
C=46°19

Calculo de c

c=+/@+b) (@a—0b)

¢ =1/210.81 m X 38.55 m

o= \/8126. 73 1>
¢ =290.15m

378

Caleulos auxiliares

A
Angulo B
sen B = 0.6908
para  0.6905 ——43° 40’
» SR R
B = 43041
d = (crece)
21 —— 10"
3 X 10 3
3 e 1
A
Angulo C

A
cos C = 0.6908
para 0.6905 —— 46° 20’

3] 3 =W 1’
A
Co= 16°719¢
d =21 (decrece)
20—~ 10"
e LT
21

Calculos auxiliares

a=124.68

b= 86.13
a-+b—=210.81
a—b= 3855



Cdlculo del valor de la superficie S

S:—;-b\/(a-}—b) (a— b)

1
Si= = X 86.13m X 1/210.81 m X 38.55 m
S = 3882.09 m?

CUARTO CASO.

Resolver un triangulo rectangulo dados los dos catetos.

Incognitas

ne > w>

A
Determinacion de C

A
cotgC =

nlo-‘

k A A
0 bien C=90"—8B

Determinacion c(e a

a*="b%?+ ¢* por teorema de Pitagoras

379



a:\/'Bi—}—c’

Determinacion de la superficie S

S=—b:ec

Ejemplo: Resolver un tridngulo rectangulo, sabiendo que

b=2712m

Cédlculo de B

N D 2712 m
tgBe— oo~
c 126.50) m
A
tg B = 0.2144
A
B'= 12° 6/
Calculo de ’é
A
Ei= )=z
A
@i=190° = 19°.6%
6 — T2 544

380

¢ = 126.50 m

Cdlculos auxiliares

A
tg B = 02144
para 0.2126 — 12°
" 18— ¢
A
B 1226k
6=230
30 — 10’
18—————18 gV ==1bi
30
A
Angule €
9C¢° = 89° 60’
A
B:=-122 6

A
90° — B = 77° 54’



Céleulo de a
a=1b*+c?
a=+/(27.12m)2 F (126,50 m)?
a =\/16737.74 m?

a =409.12m

Cdlculo del valor de la superficie S

1
S=—b-e

2

1
S:? X 27:12m > 126.5  m
Si=11715.34 m?

EJERCICIOS

Resolver un tridngulo rectingulo conociendo:

1 { il s R.: B=70°36
C — 19° 24’ - =117.24m
c=4129m
S = 2420.42 m?
a="17342m R.: b=625Tm _
1I) { A c=23841 m
B = 58%27.12¢ 4

A
C =31° 32" 47%,6
S = 1201.65 m?

a—=41255m R.: b=2146m
III) A : c=5523m |,
B =31%20/145".5
C = 58° 39’ 1425
S = 592.68 m?



1V)

V)

VI)

VII)

VIII)

IX)

X)

382

= 12750 m
= 21° 40’
= 329 cm
—39° 4725/
a=13m
b— "Hm
a = 3640 cm
b = 1896 cm
a — 1348.40 dm
bi= 13128 S dm
b = 4.22 m
c=32bm
=24Tm

: a=13718m

b = 50.65 m

A
C = 68° 20
S = 3228.92 m?

: a=619.58 cm

b =525 cm

A
B = 57° 55’ 35*
S = 863.62 cm?

A
: B=22°3¢%

A
C=6722
e=12m
S = 30 m?

A
« B=31° 22" 8*

A

C = 58° 37" 52*
¢ =3109 cm

S = 294.73 m?

A
1 Bi=176240"

A
€ =13>20"

¢=311.20 dm
S = 2040.16 m?

A
: B=52°2%

A
= 3" 130"
a=>533m
S = 6.86 m2

A

.. B =60°45

A
C = 29°15"
a=2.83m
S =343 m?



Problemas
I) Se desea establecer la altura de una torre, sabiendo que
el angulo de elevacién que se determiné con un teodolito es igual
2 35° 20/, tomado desde una distancia de 64 m del pie de la torre.

SOLUCION:

Basta calcular el cateto ¢, conociendo el otro cateto b y un
angulo agudo.

tg35°20’:—2— = c=b-tg35° 20

¢ —64m X tg 35° 20’

c = 64 < 0.7089
c—=453Tm

B

1NN

1 =

| o

! ~

1 N

| \\

| e X

| ~

I N
cl N

1 —n

| \

I Sy

! N

! S

| N

: B

i+ P

1 1

Considerando que' el anteojo del teodolito estaba situado a
1.20 m de altura sobre el nivel del suelo, resulta que
\

altura torre = 45.37m -+ 1.20 m = 46.57 m
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II) En el croquis, la altura del edificio es x. Cuando el 4ngulo
de los rayos del sol con la horizontal es 33° 30’ la longitud de la
sombra del edificio es s = 60 m. Calcula x. -

Ss=zéom L

1
R.: 2=<39.71m

e

III) El AABC es equilatero de lado igual a 4 m.

A SN A
a) Calcular los angulos A, B y C.
b) Calcular el angulo a.
c) Calcular h,, empleando una funcién trigonométrica.
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IV) Con los datos que figuran en el croquis calcular AM y BC.
B

R.: AM =67.84m
BC =181.46 m

V) El capitdn de un barco que se dirige hacia el Sur observa
un faro exactamente en direccién oeste a las 2 horas. A las 5
horas el faro estd a 40° noroeste. El barco se mueve a una
velocidad de 16 millas por hora.

Se deseo conocer:

a) A qué distancia del faro esta el barco a las 2 horas.
b) A qué distancia del faro estd el barco a las 5 horas.

\\/\; R.: a) 40,32 millas
5hs

b) 61,22 millas
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VI) Calcular los angulos y la altura de un tridngulo

a (base) = 100 B=C=51°19
isO R.: A
isosceles Aty A=y
=c=280m h = 62.45m

VII) Calcular la altura (h) yla superficie (S) de un trapecio
isésceles del que se conocen: su base mayor, b =42 m; su base
menor, b’=35m, y un angulo agudo o= 38°20".

r: [ h=2161m
1 S = 106,64 m?

V) Calcular la diagonal de un réctangulo de 14 m de peri-

metro y 2m de altura.
R.: d=5,380m

IX) Hallar el valor de la superficie de un rombo sabiendo
que su lado es de 51 m y uno de sus angulos de 81° 24’

R.: S =2571.64 m?

X) El lado de un cuadrado vale 16 m. ;Cual es la longitud

de la diagonal?
R.: d=22,62Tm
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PRODUCTO ESCALAR
DE VECTORES

Angulo de dos vectores

e —
Dados los vectores no nulos V, y Vo, se llama dngulo de dos
vectores al angulo 0 determinado por una semirrecta cualquiera

=
que tenga la direccion y el sentido de V, y otra del misino ori-
gen que la anterior y que presente la direccién v el sentido

o

—9
de V..

Producto escalar de dos vectores.
\

- -
Se llama producto escalar o interno de dos vectores Vi, Vo, al
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escalar obtenido como producto de los moédulos de V; y V. por
el coseno del dngulo determinado por los dos\vectores.

Si llamamos 6 al angulo que forman los dos vectores, y |{r’1[

-
y [Vz| sus médulos,

— =
VlXV2 [Vi| X [ V2] X cos 6
=v; X Vacos 0
Ejemplos:
a) Si
- -
[V =103; |V2|:3 S COS30°—\/3
2
es
- -
Vi Vor—:10x¢ 8¢ cosi302 =303
\/3_15><173—2595
2
b) Si
—_
|V] = VG| =2 5 =180 o cos RS =—
es
- =
Vi XNz =13¢2:< cos 180° = 2 X
X cos 180° =2 X (—1) =—
c) Si

—
WAEEG e =0y eosi0) =1
- -
Calcular el producto A X A
A><A—3><3 cos0°=9X1=9
Es decir, el producto escalar de un vector por st mismo es igual

al cuadrado del modulo de ese vector.
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En particular, el producto escalar de un versor por si mismo -
Vb =114 =

puesto que el modulo de un versor es uno.

Consecuencias.

I) El producto escalar de dos vectores es nulo si y solo si el
angulo de esos vectores es recto.

En efecto:
- = - —
V1 B V2 - lV]l P IVgI X cos 90°
pero cos 90° =0

- = S >
= ViXVe=|Vy X[V X0=0

II) El producto de dos vectores no nulos es positivo o nega-
 tivo segun que el dngulo determinado por esos vectores sea agudo
u obtuso, respectivamente.

En efecto, por definiciéon

- - S =
Vi X Vo= |Vy] X |Vg| X cos 6
[V >0 Y V2| >0

ademas,

‘ de donde
[Va| X [V5| >0
luego si 6 < 90° es

- =
cost >0 = Vi XVa>0 (positivo)
y si 180° > 6 > 90° es

- =
cosfi<0 = Vy;XVa<0 (negativo)

III) El producto -escalar entre los versores de un par de ejes
rectangulares es igual a cero.

En efecto, dado que los versores (I) y (J) son perpendiculares,
el producto escalar de los mismos es igual a cero.
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Iesed =l e
Tise =131 Q
Interpretaciéon geométrica del producfo escalar

El producto escalar de dos vectores es igual al producto del
médulo de uno de ellos por la medida de la proyeccién del otro
vector sobre el eje de accion del primero.

En simbolos:
— -
a = modulo A b = mobdulo B
- -
m — medida proyecciény B p =medida proyeccion ) A

- = -
AXB=am

- -
AXB=bp

44

o
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En efecto
- =
AXB=a'b-cosb por producto escalar de dos vectores,
o bien

- =
A X B="b-a-cos (I) por propiedad conmutativa de los nu-
meros reales.

Por otra parte, en el AOPM

OP »p
cosf) =—=—
OM a

Reemplazando en (I), se tiene
- - P
AXB=ba-—
a

Simplificando, queda

- -

Analogamente, considerando el triangulo rectangulo ONB se
demuestra que

- -
AXB=am

Propiedades del producto escalar.

El producto escalar de dos vectores goza de las propiedades
siguientes:

Uniforme.

T
AXB=n siendo m un ntimero real y unico

Conmutativa.
i R T
AXB=BXA
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Distributiva.
_ = D> = =5 = o '
(A+B) XC=AXxXC+BXxC \
No se cumple la propiedad asociativa
e s 4 = = - =
(AXB) XC#AX (BXC)
Expresién cartesiana rectangular del producto escalar de dos
vectores.
Sean

— -
Vi= (%1, ¥1) y Vo= (22, Y2)

dos vectores dados por sus componentes con respecte a los ver-
sores I, J.

Vamos a demostrar que

SRS
ViXVe=x1 %+ Y17 Y2

En efecto:
-
Vl =x11+y1J
—
V2=x21+y2J

- =
ViX Vo=@ I X I+ 2y IX T+ 2192 I X I 4 41y d X J
por producto escalar

pero
1o @l =T o =5l |

por consecuencia III y por producto escalar de un versor por si
mismo.
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Luego

- = ;

Vi X Vo = 21%2 + Y12

es decir, el producto escalar de dos vectores dados por sus com-
ponentes I, J es igual a un escalar que es la suma de los pro-
ductos de las componentes respectivas.

Ejemplos:
a) Si
- —
A= (3;9) y B =4(10:32)
es
- =
AXB=310+52=230-410=40
b) Si
- —
Vi= (—3;2) ¥ Vo= (1;4)
es

T >
ViXVo=(—3):1+4+24=—3+8=5
Calculo del médulo de un vector.

=
Sea el vector A = (a, b) dados por sus componentes en la
base I, J.

e

Sabemos que A X A = A? es decir, que el producto de un
vector por si mismo es igual al cuadrado del médulo de ese
" vector; pero por la expresion cartesiana del producto se tiene

- =
AXA=aa+bb=a+b
o bien

A2:a2+b2

de donde, extrayendo las raices cuadradas de ambos miembros

o1 \1Xlz\/a—zn‘z
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b
o sea, el moédulo de un vector es igual al valor absoluto de la
raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de sus componentes
con respecto a los wversores I, J.
A

Ejemplos:
a) Si
—
A= (9512
es
9 —_—_—
Al =\/81+144 =15
b) Si
é
V=5, 12)
es

it e
V| =/25 + 144 =13

Calculo del angulo de dos vectores.

Sean los vectores no nulos

- -
A = (a1, as) y B = (b1, by)

Por producto escalar

- =5 - -
AXB=|A| X |B|:cosb

Por producto escalar en funcién de sus componentes

XXE: a;-by + as by
Por consecuencia del caracter transitivo
|A] X |B|-cos® =ai-by + as-be
o bien

a 'b a‘)'b'
cose:_l_‘i;

— —
|A] X |B|
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pero el modulo
-9
|A| =

y el médulo

9 % L9
|B] =Vvbi+ b,

e a;°by 4 as b,
[Va?+ a3| X [Vbi+ bl

Es decir: El coseno del dngulo de dos wvectores es igual a la
suma de los productos de sus correspondientes componentes so-
bre el producto de las raices cuadradas de la suma de los cua-

drados de sus componentes.

Ejemplos:

cos h =

— —_
a) Calcular § siendo A= (6,8) y B= (5, 12)
6- 8-12 126
i = ot L = = 0,97
V6 + 8| |\/5% + 122 I\/100] - |\ /169 30
= cos 6 = 0,97 de donde 0= 14°
— —
b) Calcular § siendo V= (4,4) y V.= (3, 3)
12 4 12 24 24
cos = T = =—=1
3| VI8 \ATET 24
= eositi=1 de donde H=10°
EJERCICIOS
=

_9 .
Vi, —V,, siendo:

: - =
I) Representar ‘graficamente V; + Vs, y
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=
V2:(—7, 5) 1
ﬁ
b) V1:(_4)_"3)
ﬁ
Vo= ( 1, —3)
=5
C) V1:( 1,—1)
—
Vo= ( 2, —2)

> = S ] T}
IT) Calcular A+B y A—B si:

—

a) A=31+4+4J R: A+B=4142J
— - —
B= 1—2J A—B=27+6J
S > o

b)) A=—6T-13J R: A+B=—T1+2J
= e =
Bl [ A—B=—5I+4J
),

) A=—101—27 R: A+B=— 5[+5
-> - — =g
B 51473 A—B=—15I—9J

=3 ===
I1I) Calcular el producto escalar de los vectores V; y V..
= =
a) |[Vi|=5 ; [Vaji=38 " -f=—-19"°
R.: V, X V,=1449
— —
b) |V1| =0 { |V2[ = 3 Ar="100%
-
R.: V, X V,=1,416
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==
ey Val=3-r PNl =3 " 0-==2180°
- -
R: V,XV,=—6

IV) Establecer si el producto de dos vectores no nulos es posi-
tivo o negativo, siendo:

a) =136 b)! 0= 195" e). 6i='100°
- - - - - -
R: V, XV,>0 R: V, XV, <0 R: V,; X V,<0

V) Comprobar graficamente la propiedad distributiva del
producto de un vector por un escalar.

-> - =, —

HDe€R A DER = (Vi+V)e=Via+Vea

- — —
2) (a+b)A=a-A+bA
VI) Comprobar graficamente la propiedad distributiva del

producto escalar de dos vectores.
Con simbolos:
—_ ->

e I S . .
Vi4+ V) A=V XA+ VXA

VII) Expresar en forma cartesiana el producto escalar de dos
— —
vectores V; y V..

-

a) Vi= (4, 5)
=
Vo= (3, —2)

- -
R: V,XV,=4:3+5 (—2)
-
b) Vi= (=17, =1)
— :
V2:(T6:'—5)
C R W X V= () - 68) - (1) (—5)
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-9
¢c) Vi=(—1,—-1)
-é
Vo= (=3, —3)
R Vo XV (1) 18) £ (13 (o8

d Vi=(—1, 0
Vo= (—2, —2)

R: V; X Vo= (—1)(—2) +0-(—2)

A

- -
VIII) Hallar la diferencia A — B siendo

—
a) =A—4 71+ 3]

= T
Bi="3 [l ===, R: A—B=144J
-+

b) A=—2I44J
—
B= 5I+6J R: A—B=—17—2J
ﬁ

c) A=8I
-
B=5J R: A—B—=81—5J
-é

d) T A =11
- - -
B="05% R: A—B=—6I+1J

-—
IX) Representar graficamente el producto n por el vector A.

a)y "m—3 b)y=¢m =2
- =
A =72y A= (—6—2)

Y
X) Calcular el médulo del vector V si

- -
a) Vo= 1(3,-7) cloaV =(-=2=—2)
R.: |V]|=176 R: |V]|=28
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- —
b) V= (1, — 2) Cl o ="1(57 6)
R.: (V[i=2;2 BNV =17.8

XI) Calcular el angulo 6 de los vectores

— -

a) v A=1(203) e) A= (—3, 3)
— —

B=(1, —1) B= (0, —2)
R.: §=:102° R.:10/=135
- —

b) A=+(--3, 1) d) A= (5,9
— —
B=4(5,—3) B= (—35, —9)

R.: ¢ =180° R0 =180°
=
e) A= (3, 5)
%
B = (1, 2)
R+ §:=0°

Teorema del coseno o de Pitagoras generalizado.

En todo tridngulo el cuadrado de uno de sus lados es igual a
la suma de los cuadrados de los otros dos, menos el doble del
producto de los mismos lados, por el coseno del dngulo com-
prendido.

En simbolos:

v AABC
A
a®=b?- ¢2—2bc cos A
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Supongamos que los moédulos de los vectores BC, AC y BA
sean, respectivamente, a, b y c. \

Por suma de vectores se tiene

g B)—}— ¢ Repetimos la igualdad para efec-
5 s tuar el producto escalar.

= e eshesl ey ey 5 g

Xa=bXb+cXb+bXec+eXe (I)
pero

- - Z

eXa=a El producto escalar de un vector

bXDb=b por si mismo es igual al cuadra-

S do de su modulo.

Eode—lc3
Ademas,

?X b— b ¥ c Por propiedad conmutativa

Reemplazando en (I) se tiene

e
d=b*4-c21L2bXxec (I1)
pero
- -
bXc=bXcXcosa Por producto escalar de dos vec-
: tores.
y como ‘
W 4
a=180°—A
A A
cos a — cos (180° — A) = —cos A

pues el coseno de un angulo (a) es igual en valor absolutb, pero

A
de signo contrario al coseno del 4ngulo suplementario (180° — A).
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Finalmente, reemplazando en (II), resulta
A
a® =b?-+} c®—2bccos A
TeEOREMA DE P1TrAcoras. — Teniendo en cuenta el teorema ante-
rior, resulta que en un tridngulo rectangulo
A
A =90° y cos 90° =0
entonces la expresion anterior se sintetiza asi-
a? = b? + ¢ — 2bc-0

o bien

a2:b2+c2

que es el enunciade del teorema de Pitdgoras.

APLICACIONES A LA FISICA

En Fisica se estudia que las fuerzas y las velocidades son can-
tidades que se caracterizan por tener:

a) Punto de aplicacion.
b) Intensidad.

¢) Direccion.

d) Sentido.

Las tres cualidades ultimas son, como se ha estudiado, los ele-
mentos de un vector.

Las fuerzas y las veloeidades son vectores, pero se los deno-
mina vectores aplicados y no libres, porque su determinacion
depende de su origen o punto de aplicacion, de la fuerza o de
la velocidad.

Las leyes del producto de un vector-por un numero real y
del- producto escalar de dos vectores, las definiciones de suma
algebraica de vectores y la composicién o la descomposicion de
un vector en otras dos de direcciones dadas, son aplicables a la
composicién o a la descomposicion de fuerzas o de velocidades,
como veremos en seguida.
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Problemas

A
I) Calcular la intensidad de la resultante de dos fuerzas per-
pendiculares, F; = 6kg y F, = 8 kg.

Solucion.
Sugerencia:

Aplicar el teorema de Pitagoras.

A )
R.: 10kg

II) Aplicar al cuerpo que indica el diagrama una sola fuerza
de modo que produzca el mismo efecto que las demas.

/f Sy
// ')\//
Ay \
‘ )
\
\ AZ FZ:QVE

Solucion.
_’R
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III) Aplicar al cuerpo que sefiala el dibujo una sola fuerza
(R), de manera que produzca el mismo efecto que las otras tres.

et
Pl B

S st SRS m——— ———J

IV) Hallar grafica y analiticamente la resultante de las fuer-
zas perpendiculares F; y F. y el angulo que dicha resultante
forma con la componente Fo.

Los datos figuran en el croquis.

Datos Solucion grafica

F1=2Ol(b D

——— —— ——— — — —— — — —

st gy

1)

/_-—>' A ! !
A RebOMy 60 Kk,

Solucién analitica

En el ACBA, por teorema de Pitagoras

medida AC = + J (medida AB)?+ (medida BC)?
medida AC — + /807 -F 20° = /3600 1~ 400 = /4000

= medida AC = 63,24
R = 63,24 ky
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Cdlculo auxiliar
0,3346 —— 18° 30/

En el ACBA 0,3314 —— 18°:20"
32 — 107 )
i 19530
20 1 — = 6’
tga:—:—:‘—:0,3333 T a‘:' 32 &
ﬁ 60 3 o= 18226 ‘
0,3333
19

V) Supongamos que existe un cuerpo representado por el

%
vector A, apoyado en un plano inclinado. Calcular la componente
paralela a dicho plano inclinado.

Los datos figuran en el croquis.

En el AOF;A, rectangulo, se tiene

- -
F; = A-sen 60° = 1000 kg 0,866 — 866 kg

— — —
Fy =F; A= A-cos 60° = 1000 kg-0,5 = 500 kg

VI) Dada una fuerza R = 10 kg de origen A, determinar gra-
fica y analiticamente dos componentes iguales de la misma,
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- -
F, = F,, de manera que aplicadas al punto A formen un angulo
de 30°.

£
/P'_:_:-—Z‘—" R=10Kgy,
A Z>O°"”4 ’,‘(’/
“-\‘,”/
Solucion. F
Fy
e
: \~\~
45e ! 15 " ~n
‘ B L mo
A M R

En el AAMF,, rectangulo

—— —

AM 15
= AF1: = —

AF, cos15° 0,97

cos 15° =

— - -
AFI =~ 7 5,16 = F1 — F2 = 5,16 kg

VII) Calcular la distancia entre los dos puntos cuyos datos
figuran en el croquis.

Solucion.

Aplicando el teorema de Pitagoras se tiene

AB=/E+3=16+9=125
= XE:Scm

(Figura en pdgina siguiente.)
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NOTA ILUSTRATIVA

Para gran parte de sus aplicaciones, la idea intuitiva de vector
como segmento orientado es la mas util y fecunda.

Sin embargo, desde el punto de vista de la Matematica pura
interesa dar una definicién abstracta, que ponga en evidencia
las caracteristicas esenciales de los vectores. Se llega asi al con-
cepto de espacio vectorial, que vamos a definir, y que consti-
tuye una estructura de la mayor importancia en la Matematica
Moderna.

Espacio vectorial.

Definicion. — Se 1lama espacio vectorial a un conjunto de ele-
mentos, A;, A, As, ... llamados vectores, entre los cuales estan
definidas las dos operaciones siguientes: suma y multiplicacién
por un escalar.
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Suma.
- e -
a) A;+ A, =As+ A, (propiedad conmutativa)
— - - - - -
b) A;+ (As+ As) = (A; + As) + Az (propiedad asociativa)

—
¢) Existe un elemento neutro: vector nulo (O), tal que, cual-

. 9 s _> % 9
quiera sea A, se verifica A 4 O =A.

- —

d) A todo vector A le corresponde otro vector — A, tal que
- —
Al (—A)=0.

Multiplicacién por un escalar. — Todo numero real n y todo
— —
vector A, determina un vector n-A con las siguientes propie-

dades:

- - -
a) n-(A;+ Ay) =nA; +nAs (distributiva - Adicién de
vectores)
— —> s
b) (g + n2)*A=nA 4 n.A (distributiva - Adicién de
escalares)
— —
c) (mi'me) A =mng(nsA) (asociativa)
— —>
dyi 1. A=rA"

Esta definicién axiamdtica amplia la idea geométrica intuitiva
de vector: cualquier conjunto de elementos entre los cuales pue-
den definirse las operaciones anteriores podréa considerarse como
un espacio vectorial, y los elementos mismos como vectores,
aunque a veces seria dificil interpretarlos como segmentos
orientados.
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RELACIONES METRICAS
EN LOS TRIANGULOS

Proyeccion de un punto. — Se llama proyeccion de un punto
sobre un eje, al pie de la perpendicular trazada por dicho punto
al eje. En la figura, la proyeccion del punto A sobre el eje e es
el punto A’ v
G
I
I
I

A

¥
|
|
|

K
i
®

X
ol
1

1

!

1

|

|

!

I
|
|
|
|
1

Al X e

Proyeccion de un segmento. — Se llama proyecciéon de un seg-
mento sobre un eje al segmento del eje determinado por las
proyecciones del origen y del extremo del segmento dado. En
la figura:

prBC=BC ; prDE=DE ; prFG=FG :
pr XY =XV’
Proyeccién de una curva. — Se llama proyeccién de una curva

sobre un eje al segmento de dicho eje determinado por las pro-
yecciones del origen y del extremo de la linea dada. En la figura

Proyeccion HI = H'T
Casos particulares

a) Cuando un punto J pertenece al eje de proyeccion, su pro-
yeccién J” se confunde con el punto dado.
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b) Cuando un segmento FG es perpendicular al eje de pro-
yeccion, su proyeccién F'G’ se convierte en un punto.

Signo de una proyeccién. — La proyeccién de una linea sobre
un eje es positiva cuando el sentido de la proyeccién coincide con
el sentido positivo del eje y negativa en caso contrario.

En la figura: ek et

proyeccion BC — B’C’ (positiva)

proyeccién XY = X'Y’ (negativa)

Relaciones métricas en los triangulos

I) TEOREMA.—En un tridngulo rectangulo, cada cateto es
medio proporcional entre la hipotenusa y la proyeccién del
cateto sobre ella.

A
‘H) CAB rectangulo
AH | aen H
b’ proyeccién de b sobre a
¢’ proyeccion de c sobre a

b bhae c

Demostracién por vectores.

Z = 5)-}— c por suma de vectores
v + ﬁa = B) idem
Producto escalar
- —> e — - —
aX (b'+hy) =(b+c) Xb

Resolviendo:
N e e L ey Vh

Por ser vectores perpendiculares

-> - - =
axha-:O. CXb:O
= - > > -
axX Y =bxb




A
en esta relacion los vectores tienen igual sentido, luego

i o b= b"%h

)

a
de donde = =T Anéalogamente LA
i

c
¢

II) TeoREMA.—En un tridngulo rectdngulo la altura es me-
dia proporcional entre los segmentos que determina sobre la
hipotenusa.

A
H) CAB rectangulo

h. L CB en H St E
¢ ha s
T) = |
ha b b 5 - 5

Desarrollo por vectores.

Por suma y diferencia de vectores, se tiene:

- - —
c=c + h,
- - -
b=b/—h,

Producto escalar
> > =3 - >, —
¢ X b= (¢’ 4+ hy) X (b' —hy)
Efectuando producto
e - — -> - - - - -
eXb=c"Xb +hyXb —c"Xh,—h;Xh,
Por ser vectores ortogonales, resulta:
— - - - — -
e =10 haxobi=:0 el ah g ==l)
=
-5 = - d § - — - =
0=c"Xb —h,X h, 0 bien Rg il —=lc XDt

Dado que los vectores de esta relacion tienen igual sentido,
se tiene: it

e Xohg =05 ¢ b o bien |- —=—
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Teorema de Pitigoras

Aplicando las relaciones métricas en el tridngulo rectangulo
se puede demostrar el Teorema de Pitdgoras mediante razona-
miento simple.

TEOREMA. — En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

A <
H) CAB rectangulo en A
L)y gt =1b2r e

[ )
e
A 1

D) Se traza la altura AH correspondiente a la hipotenusa
y, de acuerdo al teorema anterior (I), se tiene:

b
2= de donde a'b’=b-b 1)
bl b’
por propiedad de las proporciones.
Analogamente
i:% de donde a-¢’=c-c (2)
G s

Sumando miembro a miembro (1) y (2)
ab+ac=bb+ec-e
Sacando @ como factor comun:
a(b'+c¢) =bb+4c-c
Pero o
' : b4 ci=a
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b}

Reemplazando, se tiene:
ara=bb+4c-c
de donde R

a2:b2+cz

por definicion de potencia segunda.

Consecuencias del teorema de Pitagoras.

I) En todo triangulo rectingulo la hipotenusa es igual a la
raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos.

En efecto:
como a*="b%*4 c? por teorema de Pitagoras
despejando a se tiene:
a=+\b*+¢

II) En todo tridngulo rectdngulo un cateto es igual a la raiz
cuadrada del cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del
otro cateto.

En efecto:
como a? =D |- ¢? por teorema de Pitagoras
despejando el cateto b se tiene:

a2__c2: b2

de donde
VE=&=b
o bien:
b=+/F—&
Anéalogamente:

c=\/a*—Db?
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Superficie del triAngulo equilatero en funcién del lado.

Sea el tridngulo equilatero ABC donde AD es la altura

A
}
I
I
i
I
]
|
S—t
) D C
= AB =BC = AC (1)

Ademas, como la altura de un tridngulo equilatero es me-
diana del mismo

BD =DC o bien BD = 132_c (2)

En el AADB, rectangulo en D, se tiene, por el teorema de
Pitagoras

AB?= AD? L BD? o bien AB? _BD?—AD?

Reemplazando BD por su valor en (1)
2
RBC2

sz_(%c_ ):A—Dz S e 50

= AD? por (2)
Efectuando operaciones \
4 2 .= 2 2
4-BC*—BC _AD 3-BC _AD
4 4
ey
B _ZL: b 3)
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Pero

Valor superficie AABC = Shodd, s
Reemplazando AD por su valor en (3)
Valor superficie /\ABC =

BC-\/3

92

BC

(3]

o bien

Valor superficie AABC = M
4

féormula que se enuncia diciendo: El valor de la superficie de
un tridngulo equildtero es igual a la cuarta parte del cuadrado
del lado por la raiz cuadrada de tres.

Problemas

I) Un angulo de un rombo vale 60° y el lado tiene una lon-
gitud de 10 cm. Determinar la longitud de cada diagonal.
A

R.: 10em y 17,32 cm
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II) En el croquis es AM | BC. Calcular AM.

R: AM=115m

A5 m

/I
S,
8
A 18m B
A
IIT) En un tridangulo ABC recto en A se marca un punto M
sobre un cateto AB tal que CA =AM =1 y CM = MB.

e R A
Calcular CB, ACB y B.

CB = 2,61
. A
R: 1 ACB=67°30
A
B = 22° 30

0J — — A
IV) En el ABCD es AD=2cm, DC =4cm y A = 60°.
Calcular la longitud de la altura determinada por el vértice D

y el lado BC. R.: DM = 3,464.cm

V) Si la altura de un tridngulo equilétero tiene 12cm de
largo, ;cudl es la longitud de un lado del tridngulo?
R.: lado = 13,5 cm

VI) Con los datos de los croquis respectivos determinar los

valores numeéricos pedidos en cada ejercicio. Figura en la pagina
siguiente.

Al L 200 Skl

=14
E o = 30°
R: 1 20=60°
{ 30 = 90°
= 415



b)

B \
oL
n
"
O
2t )
—
= b=3 A A x c
b)Yy, o 20
r=25
3 y~1
R:: « — 45°
2a = 90°
¢)
(o) I T
?;
§
1
| 45./
X Aa ¥

=4
R.: =5
o =30°

VII) Se tiene una chapa de hierro recortada en forma de
tridngulo rectangulo; sus catetos valen 0,]2m y 0,16 m. Calcu-
lar el valor de la hipotenusa.

Solucion:

@*=">b’4c* por teorema de Pitagoras.
a*=0,162m? -+ 0,12 m?
a? = 0,0400 m?
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a =/0,0400 m?
a =020m

R.: La hipotenusa vale 0,20 m.

VIII) ;Cuél deberé ser el diametro de un circulo si se quiere
sacar de él un cuadrado de 2,20 cm?

R.: 3,11ecm
D /\c L
/7
%,
7/
/06 2,20"1
£
7
Ci
Ve
A (g

IX) ;Cuadl es el lado del mayor cuadrado que puede cortarse
en una barra redonda de % dm de didmetro?

R.: 17,6 mm

X) Calcular la altura (h) de un triangulo isosceles cuya
base (b) tiene 30 m y el lado igual (a) 25 m.

R.:: h=20m

XI) La perpendicular trazada desde el vértice del angulo
recto de un triangulo rectangulo, determina sobre la hipotenusa
los segmentos de 7,20 m y 12,80 m, que son respectivamente adya-
centes a los catetos (b) y (c). Calcular la perpendicular y los
catetos.

R.: h=9,60m
b=12m
c=ld'm

XII) En un tridangulo rectangulo, la hipotenusa a =30 m y la
proyeccion sobre ella del cateto (b) es de 10,80 m. Calcular los
catetos (b) y (c).

X R: b=18m
c=24m
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XIII) Construir un segmento que sea tercero proporcional
entre dos segmentos dados.

\
Incégnita
Datos .
a
segmento a y segmento b segmento x tal que 3-:_
X
a
s
- ! 2
u/~
e
7~ -
\/' b
/‘/
1 H
c & B
x a
. Ry

Se construye primero el tridngulo rectangulo AHB cuyos
catetos son a y b. Por el vértice A se traza AC | AB que corta
a la recta a en C. El segmento CH — x es la tercera propor-
cional. Justifique el lector esta construccién, teniendo en cuenta
que la altura b es media proporcional entre los segmentos a yx
que determina sobre la hipotenusa.

XIV) En un tridngulo rectangulo los catetos (d) y (c) tie-
nen 9m y 12m, respectivamente. Calcular la hipotenusa (a),
la perpendicular (h) trazada desde el vértice del angulo recto
y los segmentos (x) e (y) de la hipotenusa.

R a=15m
h:7,20m
r=540m
y=9,60m

XV) Construir un segmento que sea medio proporcional en-
tre dos segmentos dados.
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Incognita
Datos

a 15
segmento a y segmento b segmento x tal que — :_b
5

Construceion

Sobre una recta dibujamos los dos segmentos consecutivos

ayb. Considerando CB como didmetro, se traza una semi-
circunferencia. Se traza luego por H la perpendicular AH | CB
que corta en A a la semicircunferencia. El segmento AH es la -
media proporcional.

Justifique el lector esta construccién teniendo en cuenta el
Teorema II, de relaciones métricas en los tridngulos rectan-
gulos.
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8 POLIGONOS REGULARES

DEFINICION. — Si un poligono tiene todos sus lados y todos sus
angulos respectivamente iguales, se llama regular. -

En caso contrario el poligono es irregular.

D
Ejemplo:
El poligono ABCDE es regular. & c
¢&< AB=BC—=CD=DE—FEA
= i < = <
A A =B=C="D=EFE
A B

El tridangulo equilétero y el cuadrado son ejemplos de poli-
gonos regulares.

Poligonos inscriptos.

Propiedad. — Si una circunferencia se divide en tres o mas
arcos iguales y se trazan las cuerdas determinadas por los pares
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de puntos de division consecutivos, el poligono inscripto que
resulta es regular.

Si
AB=BC = .., =EA

es

poligono inscripto ABC ... E regular.

Reciprocamente. — Todo poligono regular es inscriptible en
una circunferencia.
Poligonos circunscriptos.

TEOREMA. — Si se divide una circunferencia en tres o mds arcos
iguales y por los puntos de divisién se trazan tangentes a ella,
el poligono circunscripto que resulta es regular.

H)3 €0, %)
FG—GH—HI—=IJ — JF

AB, BC, CD, DE y EA
tangentes por los puntos G, H,
Jioye B

T) ABCDE poligono regular.

D) Se ha considerado la circunferencia dividida en cinco ar-
cos iguales. Al unir los puntos F, G, H, I y J se tiene

FG=GH=HI=1J=JF (1)

por ser cuerdas correspondientes a arcos iguales.
Ademas, por angulos semi-inscriptos que abarcan arcos iguales
VA A A A A :
1I'=92"=.3—=4 =5 (2)
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Por la misma razon

AN

A A A A
o= pi=—=di=

3)
De las relaciones (1), (2) y (3) resulta

A A A
ARG = BGH = CHI — lﬁJ = hAJF

porque tienen un lado y dos angulos iguales; en consecuencia,
. los terceros angulos son iguales

A A A A A
AR —C — 1 (2)

Por oponerse a angulos iguales en triangulos iguales es
AG=BH=CI=DJ =EF.
y también
GB=HC=ID=JE=FA
Sumando miembro a miembro ambas series de igualdades
AG+GB=BH+HC=CI+ID=DJ+JE=EF 4 FA
o bien
AB=BC=CD=DE=FA (b)

Las relaciones (a) y (b) nos indican que es

| ABCDE poligono regular

Reciprocamente. — Todo poligono regular es circunscriptible
a una circunferencia.

Inscripciéon de poligonos regulares. — Para dibujar un poli-
gono regular se traza una circunferencia arbitraria, se la divide
en tantos arcos iguales como lados deba tener el poligono pro-
puesto, y se unen los puntos consecutivos de division.

Utilizando un transportador de angulos se puede dividir una
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circunferencia en 3, 4, 5, 6, etc. partes iguales, resultando los
angulos centrales correspondlentes de

360°: 3 =120°; 360°: 4 =190°; 360°: 5="72°; 360°: 6 = 60°, etc

Calculo del lado y de la apotema de un hexagono regular

Para obtener un hexéagono regular se divide una circunfe-
rencia en 6 arcos iguales, correspondientes a 4ngulos centrales
o =360°: 6 = 60°.

Las cuerdas que unen los extremos de los arcos determinan
el hexagono regular.

Calculo del lado en funcién del radio

Sea ABCDEF un hexagono regular; en consecuencia, el trian-
gulo AOB es isosceles y w = 60°.

Los angulos a y B de la base del AéB, resultan

< < 1 °___ o o
5. 1807 B 0T
2 2

Como los tres 4ngulos son iguales a 60°, el tridngulo es equi-
latero; luego

OA =AB =BO0
611:0_]3:r Y KE:ls

le:'r
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Calculo de la apotema en funcién del radio

b

OP — apotema
Sabemos que AAOB es equilatero y OP | AB por definicién
— 1
de apotema; por lo tanto, AP:—“, porque la altura corres-

pondiente a la base de un tridngulo isésceles es también me-
diana.

En el triangulo rectangulo A%O, se establece
OP — | OA* — AP

por un corolario del teorema de Pitagoras; pero como
— e — g T
OR=ap ; OA=7r"y AP:E-:—z—

resulta
ap—][rz (T)” V’J 1&_‘/4%—72_‘/37-2
& N T &y &4 Vi g

_'r\/§
Far 2

= ap

OBSERVACION. — Teniendo en cuenta que el lado del hexagono regular
es igual al radio de la circunferencia circunscripta, resulta facil inscri-
bir en una circunferencia aquella figura con regla y compas.

Resuelva el lector este problema.

Determinacion del lado y de la apotema
de un triangule equilatero

Conocido ya el procedimiento para insecribir un hexégono
regular, se divide la circunferencia en 6 arcos iguales usando
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el radio como cuerda. Se unen luego los puntos alternados de
divisién, obteniéndose un triangulo equilatero.

También se puede obtener un tridngule equilatero inscripto
mediante un &ngulo central de 360 : 3 = 120°.

Calculo del lado en funcién del radio

Se une P con A y con B; resulta el triangulo PBA rectangulo

A .
en B, pues el B est4 inscripto en una semicircunferencia.
Luego

AB —+\/PAT—PB?

por corolario del teorema de Pitagoras; pero

AB=1, ; PA=2r y PB=li=r
reemplazando
L=VE@r )i —r~r=\/"—r=3"

\ﬁ 'ls:'l‘\/g
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Superficie del poligono regular.

El valor de la superficie de un poligono \regula'r es igual al
semiproducto de su perimetro por su apotema.

Supongamos un poligono regular ABCDE de cinco lados. Tra-
zando los segmentos que unen el centro con los vértices, el poli-
gono queda descompuesto en cinco triangulos iguales, los que
tienen como base, el lado del pentdgono l; y como altura, su
apotema, ap.

Por lo tanto,

AB-OM
Valor de la superficie AAOB — ——
o bien
l5'ap
Valor de la superficie AAOB — 2

»

D
e
|
|
]
I
I

E c
B T [
*
/ \
/
/ [ap ty
M

Multiplicando ambos miembros por 5, niimero de tridngulos
que se han formado, se tiene :

5-15:a
5-valor de la superficie AAOB — —52\13 1)

pero

5-valor de la superficie AAOB — Valor de la superficie poli-
gono ABCDE
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y 515 = perimetro
Reemplazando en (1)

Perimetro X apotema
2

Valor superficie poligono regular —

EJERCICIOS

I) Calcular el lado y la apotema de un cuadrado inscripto en
una circunferencia de 30 cm de radio.
R: 1,=0424m .
ay=0,212m

II) Calcular el lado y la apotema de un hexégono regular
inscripto en una circunferencia de 40 cm de didmetro.
R.: 1,=020 m
ag=10,173m

III) Calcular el lado y la apotema de un triangulo equilatero
inscripto en una circunferencia de 3 m de radic.
R.: 1;=520m
a3 =150m

1V) Calcular el valor del lado y apotema del hexagono regu-
lar, del triangulo equilatero y del cuadrado, inscriptos en una
circunferencia de 10 cm de radio.

Rt 1y=10'cm
apg = 8,6 cm
l, =173 cm
: - apy; =5 cm
l,=14,1cm
ap, = 7,05 cm

V) Calcular el valor de la apotema de un tridngule equilatero
inscripto si el lado vale 34,6 cm.

R.: ap;=10cm
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Calculo de la apotema en funcién del radio
A

OM = apotema

Por definiclén de apotema OM | CB, y por lo tanto OP divide
al arco CPB en dos arcos iguales.

Uniendo B con O y con P, se obtiene el tridngulo BOP, que

es isosceles, pues OB — BP — .

Teniendo en cuenta que BM es altura correspondiente a su
A

base, es a su vez BM mediana.

Luego

Por lo tanto,

Deduzca el lector el valor de la apotema siguiendo otro procedimien-
to: considerando el tridngulo rectangulo BMO y aplicando el teorema
de Pitagoras, o bien considerando las diagonales del rombo BOCP,

Determinacién del lado y de la apotema de un cuadrado.
Para inscribir un cuadrado en una circunferencia basta trazar

dos didmetros perpendiculares AC | BD, y unir los extremos
de los mismos.

Calculo del lado en funcién del radio

Considerando el tridngulo rectdngulo AOB se tiene
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AB =+/OA* X OF*

por corolario del teorema
de Pitagoras;

pero
AB=1, ; OA=0OB=r
reemplazando

L= VPP =\

= ‘ ly=n/2

Calculo de la apotema en funcion del radio

Considerando la base media PP’ se forma el rectdagulo ADP’P,

cuyos lados opuestos son iguales. Luego PP’ = AD.

Pero
PPP=2ap y AD=1,
de donde
2 o=l
ap = 0_..
o bien
e
=ik

Deduzca el lector el valor de la apotema mediante la aplicacién del
teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectangulo OPB.
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VI) Si el lado del cuadrado inseripto en una circunferencia
vale 21,15 dm, ;cuanto vale el lado del tridngulo equilatero ins-
cripto? \

R.: ly=2595dm

VII) El &ngulo en el centro de un poligono regular vale 60°.
¢Cuanto valdra cada uno de los angulos interiores y cuéntos

lados tiene?
R.: 120°; n =6 lados
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SEMEJANZA DE POLIGONOS
REGULARES

Medicion de figuras circulares

Propiedades de los poligonos regulares.

I) Dos poligonos regulares de igual niimero de lados son se-
mejantes.

D
D 7
& c
E/ c
A B A B8’

En efecto: por ser los poligonos regulares es

A—A . 2R (n—2)

R por ser iguales a

B —B U

""" % (teorema relativo suma angulos interiores de un

AN ’
E—F poligono)
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Ademas

A AB=BC=., =TFTa
¥, por lo tanto

A8 BE < TERR
AF BT A

por definicién de razén.
= Poligono AB ... E ~ Poligono A’B’ ... E’
por definicién de poligonos semejantes.

II) TEoREMA. — La razén de los perimetros de dos poligonos

regulares es igual a la razén de las apotemas o radios respec-
tivos.

D

H) ABCDE y A’B'C’'D’E’ poligonos regulares.

ON=gq, y ON' =gq, apotemas o radios de circunferencias
inscriptas.
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OA =r; OA”’=7" radios de circunferencias circunscriptas.

Perimetro ABCDE ap

r
Perimetro A’'B'C'D’E’ ~ ap’ '

D) Por tratarse de poligonos regulares, son semejantes, lue-
go la razén de sus perimetros es igual a la razén de dos lados
homoélogos cualesquiera.

Perimetro ABCDE = AB

1)
Perimetro A’B'C’'D’E’  A’B’
Pero
[ OA OB Porque los numeradores
—_—— son iguales a (r) y los
O'A7 OB’ denominadores a (7).
AAOB ~ ANA’O'B’ )
por ser Por angulos al centro
- ’ de los poligonos regu-
— Y 360°
L 0=0 lares =
n
AB OB OA
— = =
ABL - OBE- OA
o bien
AB T
—=— )
AB ' v
Pero, ademés,
: AB _ON
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X

porque las alturas homoélogas de dos tridngulos semejantes son
proporcionales a los lados correspondientes:

A}

——

AB ap

— T — (D
A'B " ap

De (1), (2) y (3)
Perimetro ABCDE i ap
Perimetro A’'B'C'D'E’ ap’

que es la expresion de la tesis.

CoroLarI0. — Por el teorema anterior se establecié que la ra-
zon de los perimetros de dos poligonos regulares es igual a la
razon de los radios respectivos.

Es decir:
Perimetro ABCDE T

1 ’ o e (a)
Perimetro A’B’C’'D’E’ 7’

multiplicando por dos el numerador y el denominador del se-
gundo miembro, se tiene:

Perimetro ABC:DE - % gk _21'_ ~ Diametro ®)
Perimetro A’B’ 'D’E’ 7 2r"  didmetro
De (a)
Perimetro ABCDE Perimetro A’B'C’'D’E’
T 5 r
De (b)
Perimetro ABCDE Perlmetro A’B'C’'D'E!
Diametro 7 “dian.etro
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es decir: la razén de los perimetros de los poligonos regulares o
sus radios o didmetros respectivos es constante.

OBSERVACION. — En este caso se trata de los didmetros de las
circunferencias circunscriptas, pero si se hubieran multiplicado
por dos ambos miembros de la razén de las apotemas la propiedad
subsistiria para los didmetros de las circunferencias inscriptas
a los poligonos.

Longitud de la circunferencia. — Considerando todas las cir-
cunferencias como poligonos regulares de infinito numero de
lados, de acuerdo al corolario relacionado con la razéon de los
perimetros de los poligonos regulares, se tiene: la razoén de las
longitudes de las circunferencias a sus diagmetros respectivos es
constante.

Se demuestra que esta relacién es igual a 3,14159.. ., namero
irracional al que se lo representa por la letra griega = (Pi), ini-
cial de periferia con que designaban los griegos a la circunfe-
rencia.

Longitud circunferencia

diametro
= Longitud circunferencia = diametro X =«
“ L d’ 1 d' L d’
n | A ' E e

Circunferencia rectificada. — Es un segmento que tiene una
longitud igual a la longitud de la circunferencia.

\

Segmento AB=C (0 y r) rectificada
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El nimero .
Sabemos que: circunferencia rectificada =+d X 3,14159. ..

. 3 tii
= cwcunferencu(zi rectificada 314150

En consecuencia, = puede definirse como la razén entre la
circunferencia rectificada y su didmetro.

. 22
Puede expresarse el nimero n por ~— que es su valor con

7
un error menor que 2 milésimos.

Férmula de la longitud de la circunferencia.
Siendo:
Longitud de la circunferencia — 3.14159... %X d

3,14159... == y d—2

resulta

Longitud de la circunferencia — 2xr

En consecuencia: La longitud de la circunferencia es igual al
duplo del producto del nmiimero n por el valor del radio de la
misma. B

Arco rectificado. — Definicién: Se lia-
ma arco rectificado al segmento cuya
longitud es igual a la longitud de dicho

arco. A
Ejemplo:
Es MN = AB rectificado
si longitud MN = longitud ;B ™ h
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Férmula de la longitud del arco rectificado..

Teniendo en cuenta que a un angulo central de 360° corres-
ponde la longitud de la circunferencia, 2xr, para el angulo cen-
tral «°, puede establecerse:

360° ——— 2ar
10 2nr
360
o 2nro.
o
360

Como en una misma circunferencia o en circunferencias igua-
les los arcos son proporcionales a los dngulos centrales corres-
pondientes, se tiene:

~ g
Longitud AB/= <"
360

0 pien
Tionpitud AB = =
180

Luego: La longitud de un arco de circunferencia es igual al
producto de n por el radio por la medida del dngulo central,
dividido por 180.

Ejercicios

Calcular la longitud de un arco de 10 cm de radio cuyo angulo
central correspondiente es de 20°.

Solucion:

Lonritud arer x = il
180
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k)

Reemplazando valores y tomando para = el valor 3,14
x__3,14><100m><20 R
= 180

x = 3,49 cm
Problemas

I) Calcular el valor de la longitud de una circunferencia:
a) radio =32mm; b) r=02m;
c) r=3%"; d) didmetro = 7,4 cm.
R.: a) 201,0624 mm
b) 1256,64 mm
c) 21”,99 = 227
d) 23,25 cm

II) Calcular la longitud de la rueda de automévil cuyo radio
es igual a 60 cm.

R.: long. =3,7Tm

IIT) La circunferencia de una columna de mamposteria tiene
2,57 m. Calcular su radio.

R.: r=041m

IV) Calcular la distancia recorrida por un automévil cuya
rueda delantera tiene 0,50 m de radio y ha dado 200 vueltas.

R.: 628 m

V) ;Qué longitud tendra un arco de 30° perteneciente a una
circunferencia de 2 m de radio?

R.: 1,047Tm

VI) Calcular la longitud de un arco de:
a) 110° y 22 cm de radio; b) 23°22" y 12dm; c) 14° 30’ 40” y
8dm de radio.
R.: a) 4221 cm
b) 4,8939 dm
¢) 2,0261 dm
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SUPERFICIE DE FIGURAS CIRCULARES

Superficie del circulo.

Para medir un rectangulo, por ejemplo, es necesario establecer
el nimero de veces que dicha superficie contiene a un cuadrado
adoptado como unidad.

Por el contrario, cuando se considera un circulo, la medicion
no puede efectuarse utilizando un cuadrado unidad, pues queda
siempre una parte del circulo sin cubrir.

e

/ ™
[ Oz
% U
Y%, %

%, ;
N

Entonces es menester recurrir a un procedimiento indirecto
definiendo geométricamente a la superficie del circulo.
Definicién geométrica de la superficie del circulo.

Se llama superficie de un circulo a la de un rectangulo cuya
base es igual a la semicircunferencia rectificada y la altura es

igual al radio.
(Semicircunferencia rectificada)

Siendo
\

L - 2nr
Semicircunferencia rectificada = — i

% 439



se tiene
Superficie del circulo (0y r) = superficie rectdngulo (ar, r)

FormuLa. — Resulta facil obtener la férmula que da la super-
ficie de un circulo sabiendo que la superficie del rectangulo es
igual a la base por la altura.

Supercie circulo (0 y 7) = ar e

= Superficie circulo (0 y r) = 2 '

Como en los trabajos de mecénica se conoce mas facilmente
el valor del didmetro de un circulo, deduciremos otra férmula
practica para encontrar el valor de la superficie de un circulo.

Llamando D al didmetro y aceptando nm = 3,14, se tiene:

DiN2 D2
Superficie circulo (0 y 7) = 3,147 = 3,14 (? ) = 3,147

= Superficie circulo (0 y r) = 0,785 D? ,

Ejercicios:

I) Calcular el valor de la superficie de un circulo de radio
igual a 3,5 cm.

Solucion:

Valor superficie circulo —
=n(3,5cm)? =314 X 12,25 cm? — 38,4650 cm?

II) Calcular el valor de la superficie de un circulo de didme-
tro igual a 13” (pulgadas).

Solucién:

Valor superficie circulo —
= 0,785 (13”)2 = 0,785 X 169 pulgadas cuadradas.

Valor superficie circulo —
= 132,665 pulgadas cuadradas.
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Superficie de la corona circular.

Para determinar la superficie de la corona (0, » y R), se resta
de la superficie del circulo (0, R) la del circulo (0, 7).

En simbolos:

Superficie de la corona (0, r y R) = nR* — nr?
o bien, sacando factor comun

Superficie de la corona (0, r y R) = a(R*—1%).

Ejercicio:

Calcular el valor de la superficie de la corona circular, cuyos
radios son 10cm y 4 cm.

Solucion:

Valor superficie de la corona —
=x[(10cm)2— (4 cm)?] = 3,14 (100 cm? — 16 cm?)

Valor superficie de la corona =
=3,14 X 84 cm? = 263,76 cm?.
Superficie del sector circular.

Como a un éngulB central de 360° corresponde todo el circulo,
si el angulo central del sector AOB es de o.° puede establecerse:
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360° ————— qur?

o nr?
360
Ey ria
o
360
es decir:
a3
Superficie sector AOB — e
360
Ejercicio: L TR R e

e e + TN

Calcular el valor de la superficie de un sector circular cuyo
radio es de 10 mm y su angulo central es de 30°.

Solucioén:
7 (10 mm)2 X 30
Valor superficie sector — = 26 mm?

360

Superficie del segmento circular.
Consideremos dos casos:
I) La cuerda pasa por el centro; entonces, cada segmento cir-
cular es un semicirculo.
Superficie segmento
circular AMB =

=

1 St ;
= = superficie circulo =

“
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II) La cuerda no pasa por el centro; en este caso el segmento
circular puede ser menor o mayor que un semicirculo.

a) Siel segmento circular es menor que un semicirculo, dicho
segmento puede considerarse como diferencia entre el sector
AOB, que contiene al punto M y el AAOB; luego:

A
Sup. segmento circular AMB = Sup. sector AOB — Sup. AOB

7

ot
v

\ 4

M
segmento puede considerarse como suma del sector circular AOB
que contiene al punto M, mas el AAOB; luego:

JAN
Sup. segmento circular AMB = Sup. sector AOB + Sup. AOB

Superficie del trapecio circular.

La superficie del trapecio circular
ABCPD puede considerarse como di-
ferencia entre los sectores DOC y
AOB: luego:

Sup. trapecio circular ABCPD =
= Sup. sector DOC —
— Sup. sector AOB

Llamando R y 7 a los radios de las
bases del trapecio circular, a® al valor
del angulo central DOC, correspon-
diente al trapecio ABCPD, se tiene:
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nR2%.° nr2e’

360° 360°

Superficie trapecio circular ABCPD —

Superficie trapecio circular ABCPD — ;—go (R2—1r?)

Ejercicio:

Calcular el valor de la superficie del trapecio circular, sabien-
do que R=10cm, r =5cm y el angulo central correspondiente
@ =30

Solucién:

3,14 X 30 [(10em)?— (5 cm)?]

360

94 20
= ———— (100 cm? — 25 cm?)
360

94,20 X 75 cm?
= 360

Superficie trapecio circular — 19,625 cm?

Superficie trapecio circular —

Problemas

I) Calcular el valor de la superficie de un circulo:
a) radio = 72 cm.

R.: 16279,77 cm2
B)sr =03 m

R.: 282744 cm?2
c) didmetro = 1,2 cm.

R.: 1,13 em?

(Utilizar la férmula 0,785 D?)

d) didmetro — 414",
R.: 15”, 90 pulgadas cuadradas
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II) Calcular el area de un sector circular de w° de &ngulo
central, en un circulo de radio 7, siendo:

@ea=232%r —15mm.

R.: 62,83 mm?
B —15%30"; r= 12'cm,

R.: 19,48 cm?
) we=142% "1 —34 dm.

R.: 423,70 dm?

IIT) Calcular el valor de la superficie de un sector circular:

a) radio = 15 mm, angulo central — 32°
R.: a) 62,83 mm?2

b) r=12cm, angulo central = 15° 30"
R.: b) 19,48 cm?

¢) r = 34", angulo central — 42° ¢).
R.: 423,70 pulgadas cuadradas
IV) Calcular el valor de la superficie de un trapecio circular:

a) R=45m, r=34m y &ngulo central = 48 segundos.
R.: 364 m?

b) R =48cm, r =12 cm y angulo central = 23° 12",
R.: 437,01 cm?

¢) R=30cm, r=18cm y éngulo central 15° 30’ 9”.
R.: 77,92 cm?
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V) Calcular el area de la figura, en cuyo croquis estan los

datos.
\

15cm

28

R.: 290,81 cm?

VI) ;Cual es el area del circulo cuya circunferencia vale

30,15 cm?
R.: 72,35 cm?

VII) Una cubrejunta de 50 cm X 20 cm tiene ocho agujeros
para roblones, cada uno de 24 mm de didmetro. ;Cual es el valor

de la superficie neta de la plancha?
R.: S = 96.382,72 mm?

VIII) Calcular el valor de la superficie de la puerta de entra-

=

da con arco medio punto.

3,75 m

I 120m ]

R.: S =4,35m?
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IX) Calcular el valor de la superficie de un segmento circular
de 90° en un circulo de 25 mm de diametro.

((Téngase en cuenta que el lado del cuadrado es 0,707 del didmetro.)

R.: 44,62 cm?2

X) El croquis representa el enlace angular de dos tramos de
carretera. Calcular el valor de la superficie del trapecio circular
ABCD.

R.: 332,31 m?
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k)

XI) Con los datos del croquis calcular el valor de la super-
ficie del segmento circular.

A

R.: Sup = 245,96 dm?

XII) Calcular el valor de la superficie del segmento de un
circulo, cuyo datos figuran en el croquis.

A

R.: Valor sup. segmento = 18,24 cm?2

XIII) Determinar el 4rea del segmento cuando 6:60" y
7 =6dm.

R.: S =327dm?
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XIV) En la figura, la cruz dentro del circulo es divisible
en 5 cuadrados. Determinar el drea que es interior al cireulo y
que esta afuera de la cruz.

AR INTERA

MAE
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