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GEOMETRIA 

(-UOGR&IK&;-Geomelría Plana.-Nociones sumarias.-Exten ­
sión.-PosiciÓn.-Figura.- Magnitud.- Cuerpos.- Super­
ficie.-J tÍnea.-PllntO. 

1. En la naturaleza podemos imaginar en todo sen-
tido y ma~ allá del alcance de nuestm mirarla, capaci­
dad intel'minable para colocar todos los objetos en que 
pensamos; de tal trianera que, si al mundo habitado por 
Dosotl'OS ngregásemos otro, y Juego muchos otL-os más, 
en todas dil'ecciones, y multiplicásemos este otírr¡ero de 
mundos por cllalquiel' cantidad 1J0rgrande que fuese, nun­
e;' conseguiríamos lIellUl' esa iumensn capacidad sin lí­
mites, que se llama espacio. 

Llámase espacio á la cal1acidad ilimitada que tiene la 
Naltwaleza para contener todos los objetus existentes é ima-
ginables. ' 

2. El espacio está poblado de seres á los q uc se da 
el nombre de cuerpos, los cuales ocupan una parte del 
espacio, que no puede ser ocupada al mismo tiempo por 
otro cuerpo, 

3. Desígnase con el nombnJ de cuerpo á todo ser que 
ocupa tena porción limitada del espacio. 
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4. 
5. 

Extensión es una pa1·te determinada del espacio. 
Dos cuerpos pueden tener la misma magnitud y 

Figura 1. 

adoptar distinta posición corno 
se vé cu la figurH l' que reple­
sellta dos dados iguales, de 
distinta numera colocudos. 

En l()s cuerpos hay que CUIl­

siderar, VOl' lo tallto, la cantidllll 
de extensión que tienen y tUIIl­

bién su posición y figura. 

6. 
tensión. 

7. 

Dáse el nombre de magnit'ud á la cM-ntidad de ex-

Se llama posición á la silttación relativa de la ex. 
tensión. 

8. Llárnase figura á la jorma de la extensión. 
D0S cuerpos de igual magnitud pueden tenel' distinta 

figura como se vé en la siguiente l'eprcscntaci6u de 
cuatro dados, soldados dos á dos, (Fig. 2,'). 

9. Todo cuerpo, cuaje¡ uiera que sea su tamaña, po­
sici6n, ó figura es 
extenso en todo sen­
tido, pero su magni­
tud ~ólo se considera 
en tres direcciones 
distintas que se lla­
man dimensiones ~y 
que se designan con 
los:nombres de: lon- ]'igul'a 2. 

gitud 6 largo, latitud 
Ó ancho y altltm 6 profundidad, representadas en la 
figura 3'. 

10. La extensi6n es independiente de la naturaleza 
y propiedades físicas de los cuerpos; así deci mas q ne Ulla 

cuadra de aJamure tiene la misma longitud ó largo que 
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una cuadra de hilo; que un pozo tiene la altura ó pro­
fundidad de un hombre, que una mesa tiene la misma 
latitud ó ancho q ne ulIa cn mu, 
y que un dado tie martil tie­
ne la misma extensi6n que 
uno (le III:ldera. (Fig. 3'). 

11. Los Cl1el'pOS tienen 
ciertos lím ¡tes, mas allá de 
los cuales hay otros cnel'pos, 
Ó el espacio; así: si en n na 

Fig ura :3. 

vasija de agua echamos un nado, (!omo se vé en la fi­
gura 4', el agua será nesalojada del espacio q ne ocupa-

ba, y en su lugar q uenará el rlado, y 
donne terminn In extensión del dado 
empezará la extensión riel 

Figuro. 4. 

ngua; al límite del dado y 
del agua se. dá el nom bl'e 
de su perficie. 

Si en lugar del dado to­
mamos un globo en el espa­

cio, vemos que el límite nel globo: es 
el espucio, que empieza allí donde termina 
la extensi6n ne este cuerpo (Fig. 5'). 

Llarnásesl!perflcie ellilllite de n n cuerpo. 
12, Si en UD recipiente de vidrio 

(Fig. 6') echamos agua, luego nn dado, 
.Y encima elel dan o colocamos nn tacho, 
obsel'Vuretnos que el eubo limita por 
abajo con el vidrio de la vasija, por 
arriba con el fondo del tacho .y por 

Figura 5 

Figum 6 

los lados con el agua y decimos que el r.nerpo tiene varü\s 
caras ó camhios ne dirección de la superficie. 

Llamánse caras á los cambios de rlirecci6n ele la supe!'­
ficie de un cuerpo. La superficie es el conjunto de caras 
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que tiene un cuerpo, aunque también se puede llamar 
supedicies á las caras. 

13. OU:1000 dos caras se encuentran forman una 
arista ó línea. (Fig. 7') 

Figura 7 

Figura 8. 

Llallláse línea á la intersección de dos 
caras. 

14. Cuando dos 6 mas líneas se 
tocan en la misma parte de un cuerpo 
(Fig. 8'), se dice que forman vértice y 
el vértice es un ptmto, cumunmente lIa · 
mado pttnto ,geométrico, que se nombra 
con IJ na letnl. 

Llámase punto ,geométrico á la inter­
sección oc oos Ó mas líneas. 

15. Las superficies, líneas y puntos 
no tienen existencia real fucm de los 
cuel'pos, aunq ue pura estudiar IlOOS y 
otros los 'repiesentamos pOLo medio del 
lápiz, ó ue la tiza, en el papel ó piza­
rrón. 

16. Las superficies sólo tienen 1011-

gitud y latitud, la línea solo tiene longitud .y el punto 
gcométL'ico careee de di mensioncs, pues uo tiene extcu· 
si6n: es 1I na mera pusición. 

17. Si imaginamos vaL'Íos puntos en el espacio mo­
viéndose en varias direcciones, como los q ne representa 
la (figll fa 9' ,) (lichos plJ ntos engeudL'aráu 
otras tautu8 líncas. POLo esto se dice 

ta m b i é 11 q U e uua línea es tena sucesión 
de puntos. U na línea limitada se desig­
na con dos letras, una en cada extremo. 

18. Llámase línea recta aquella Figura 9. 

que lleva todos sus puntos en una direcci6n invariable; 
se dice si tll plemente 1'ecta. (Fig. 10) 
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19. La sucesión de dos Ó mas l't:!ctas cn distintas di-
recciones, toma el nom bl'e de línea quebrada JFig. 11). 

A.--~-----8 

Figum JO. Figuro. 11. 

20. Llámasc linea CllI'va nqudlu euyos puntos tie-
nen todos distinta dirección, (Fig. 12), Reciue simple­
mente el nombre de (:urva, 

21. Llámase línea m.ixta á la combinación de rectas 
y curvas (Fig. 13) 

Figura. 12. Figura 13. 

22. Si imaginamos nn'ias líneas moviéndose en el 
espacio en distintas dit'ecciones según inrlican las flechas 
(Fig. 14), dichas líneas engendl'al'án 
otras tantas su pel'ficies. Por esto 
se rliee también que una super-

ficie es uno. suce· 
sión de líneas. 

.. e D \ .r; F .... 't. 
C' _ --, 

, , .. ~ .' ,..' 

¡- --- - ----1 , ..... 23, Se lIa- Figlllll. J4 

~i _, ___ J man caras p7anas 
aquellas con las cuales coincide una 
recta CIJ toda la longitud. aplicndn en 

Figura. 15. dos cnalesq uiera de SIlS pu ntos, como 
las que representa la figura 15. Deno 

mÍnase simplemente plano. 
24. Cara curva es aqllella con ]a cual no coincide HIJa 

recta aplicada en dos cunlesquiera de sus puntos como 
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sucede con una de las CUl'as del COnO ó del cilindro 
(Fig, 16), 

25. Si una superncie es tal, que en ninguna direc­
ción se le puede aplicar u na recta de tal maDera que 
coincida, se llama sll[Jerfieie 1'edonda COtllO sucede con 

Figum 16. 

la superficie de 
esfera (Fig. 17). 

26. Llámase 

de una linea*, 

Figura 17. 

un hue,o, de una manznna, de unu. 

su perficie mixta á la com hinación de 
caras planas y cnrvas (Fig. 18), 
C0l110 las del cono y del cilindro. 

27. El agua tomada en una 
corta extensión presento, la Sil per­
flcje libre, seniliblemente plana, 
estando en calma. 

Decirnos plano horizontal ú 
todo aq uél que torna la di rec(:ión 
de la superficie libre del agua 
en calma. Lo mismo decimos 

(Fig. 19). 

.. Hay unos aparatos llamados niveles de ¡¡gua de que se valen 
los agrimensores para trazar líneas horizontales en un terreno. 
Los niveles de aire y el perpendículo de que se valen los al­
bafiiles y carpinteros, tienen el mismo objeto, es decir, trazar 
horizontales. 
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28. Si fijamos de uno de los extremos de un hilo 
un cuerpo pesHlo y lo suspendernos por el otro extre­
mo cou la mano (Fig. 20\ el hilo 
se o irigi rá haria el ('entl'O ne In 
tiel'l·fl. 

El hilo nsí estimdo representa 

--------

la dirección de nna línea que Figum lU 

toma el nomhre oe vertical. 
El apnrnto así construido se 

llama plomadn, y tnda líuea q tle 
torne la dirección del hilo de la 
plomada t'ecihe el nOlllbre de 
línea vertical. * 

29. Si qtleremos saber cuán- Figuro. 20. 

tas veces un dado cnhe en una 
aja de vidrio y vamos colocanno ondos en ella hasta 
llemu'ln, hemos avel'igunelo el 'VolÍlmen ele la cHja, sin 
co n tal' las parenes. (Fig. 2'1). 

Podríaloos averigunl' así tam­
bien el l'ollÍmell del ngna que 
ocu pase la rn ¡siria cnjn hasta Jos 
boroes; pues Ú Illedida qlle fllé­
semos ponit'IH!o los daoos, se 
iría desalojaudo el agua. y po­
(Mamos decir c¡ue el volúmen 

J.'igur:. 21. del agua era igual al número 
de dados que habían ocupado su 

lugar. Esta opemción se llama medida. 

• Los albañiles se valEn de la plomada para que los muros ql' e 
levantan sean verticales; de ella usan también los carpinteros y 
otros artesanos, los ingenieros y agrimensores. 
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Llámase medida á la operación por medio de la cual 
comparamos una cantidad desconocida con otra conoci-
da de la misma especie. . 

30. Llamase volíunen á la medida de la extensión 
de un cuerpo. 

31. Si desearnos saber cuántas veces la eara de un 
dado puede cubel' en una superficie 
plana y la colocarnos en ésta todas 
las veces que quepa, habremos me­
dido el áreu de dicha suverficie, 
(Fig.22). 

T~lálTlase área á la medida de la 
Figura ~2. extensión de una superficie. 

~2. Si queremos sabel' cuautos 
pasos hay qne hacer pam l'eCOl'l'el' un camino, es decir, 
una línea en el camino, y los 
contarnos, habremos determ ¡nado 
ó medido la longitud de una línen. 
(Fig.23). 

Llámese longitud á la medida de Figura 23. 

uua linea. 
33, El puntCt no tiene medida, porque carece de 

dimensiones. * 

• Para medir la magnitud de los cuerpos, de las superficies y 

líneas, se toma convencionalmente una cantidad fija de la es­
pecie respectiva, que recibe el nombre de unidad; así, tratán­
clase de Ulla línea, podemos tomar el metro lineal; si deseamos 
medir una superficie tomaremos el metro cuadrado; y si final­
mente queremos medir un cuerpo, nos valdremos del metro cú­
bieo. Debe entenderse que podremos valernos también de los múl­
tiplos y sub-múltiplos de dichas unidades. 
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P.'OGIl.t.ltI.t.:-Allgulos.-Bisectriz.·-Clasificacién de los ángulos 
-Rectas perpendiculares y oblícuas.-Rectlls paralelas.­
Principales propiedades.-Problemas gráficos. 

34. Aparece en la (Fig. 24) una parte de un cuerpo 
cuya extensiÓn completa nos es desconocida. En dicho 
cuerpo aparecen dos líneas que concu­
rren en el punto B y cuya longitud es 
indefinida también. 

Entre ambas líneas comprenden una 
abertura que se va haciendo cnda vez 
mayor á medid.a que nos alejamos con la Figura 24. 

vista del punto B. Pues bién, esa aber-
tura recibe el nombre de ángulo. 

Ángulo es la mayor ó menor abertnra comprendida 
por dos líneas que concurren al mismo punto. 

Las Ifneas que forman állgulo se lIamun lados. 
35. La longitud de las líneas, pues, nada tiene que 

ver con el ángulo que forman. El áugulo será mayor Ó 

Las representaciones de las superficies de las líneas y del pun­
to que hacemos con la tiza, lápiz, etc., son puramente convencio­
nales, puesto que sabemos que dichos elementos geométricos no 
tienen existencia real fuera de los cuerpOB. 

En estll obra se dá como conocido el sistema métrico y todos 
los problemas prácticos son en referencitl á él. 
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menor según sea la abertul'u, aunque los lados se ex­
tiendan indefinidamente. (Fig. 25). 

36. Si los lados de 
un ángulo son líneas rec­
tas, el ángulo se llama 
rectilíneo; si está formado 
por curvas se llama cur-

l!'igura 25 vilíneo y si entran á for-
marlo una recta y una 

curva toma el nombre oe mixtilíneo. (Fig. 26). 
37, Llárnase bisectriz de un ángulo á la línea que, 

Figura 27. 
Figura 26. 

partiendo del vértice lo di vide en dos partes iguales, 
(Fig.27). 

38. Se dice que dos ángulos son iguales cuando tie-
nen la misma abertura, y superpuestos, coinciden sus 
lados. (Fig. 28). 

39. Línea perpendicular es aquella que al caer sobre 
otra, forma dos ángu los iguales. (Fig. 29). 

/ / , ____ L __ _ 

Figura 28. Figura 29 . Figura ~o. 

40. Línea oblicua es aqnella que al cael' sobre otra 
forma dos ángulos desiguales (Fig. 30). 
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41. Se dice que dos líneas son perpendiculat'es entre 
sí, cuandu !Jrolongadas forman cuatro ángulos iguales. 
(Fig.31). 

42. LJárnase ángulo recto al formado por dos rectas 
perpendiculares entre sÍ. (Hig. 32). Cuando se emplea la 
palabra ?'ecto se entieude que es llll ángulo recto. 

Figura 31. Figum 3~. Figura 33. 

43. Llálllase ángulo agudo á todo ángulo menor que 
ell'ecto. (Fig. 33). 

44 Llárnuse ángulo obtuso á todo ángnlo mayor que 
el recto. (Fig. 3í). Los ángulos agudos y obtusos se lla­
man oblicuos. U. 45. Dos ángulos se llaman opuestos por el '/;értice 

lJ1igura 3:J . Figura 3(i. 

cuando los lados del uno SOL! prolongación de los del otro. 
(Fig.35). 

46. Llárnanse ángulos adyacentes los que tienen un 
lado común y los otros dos formados por una sola recta. 
(Fig.36). 

47. Llamánse ángulos cornplernentnrios á dos ángu-
los que juntos valen un recto. (Fig. 37). 
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Llámase complemento, ele un ángulo á Jo que le falta 
para valer un recto. 

48. L1árnase ángulos suplementarios á Jos que jun-
tos valen dos rectos. (Fig. 38). 

LJámase suplemento de un ángulo á le que le falta pa­
ra valer nos rectos , 

Figura 3'7 Figura 38. Figura 39. 

49. Llámanse ángulos consecutivos los que tienen un 
lado común y un mismo yértice, (Fig. 39). 

50. Llárnase distancia desde un punto á zma recta 
la perpendicular tomada desde dicho puuto á la recta. 
(Fig. 40). 

51. Llámusepié de la perpendicular nI punto en que 
ésta toca en una recta. (Fig. 41). 

52. LJámaLse paralelas dos Ó más líneas rectas que 

Figurfl 40. Figura 41. Figura 42. 

prolongadas ii-.definidamente en un plano no se encuent!·an. 
(Fig. 42). 

53. Si una recta corta á otras dos, paralelas ó no, 
ee llama secante ó transversal. (Fig. 43). 
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54. La secante, al cortar á dos líneas paralelas, for-
ma varios ángulos . (Fig. 44). 

Llámallse ángulos internos llls 
formados entre las paralelas: (5, 
6, 7.Y 8) Y externos á los formados 
fnera de ellas: (1, 2, 3 Y 4). 

LlálltallSC alternos á los intel'llos 
ó exterulls fonDados á diferellte 
lado de la secante, no siendo adya­
rcntes: (5 y 8), (6 Y 7), (2 Y 3), 
(1 Y 4). 

Llámase correspondientes á los 
tomarlos de un mismo lurlo de la 
secante, uuo intemo y otro extel'-

Figum 43 

no, si 11 ser adytlcc ntrs, (1.y 7), (5 Figura 44. 

y 3), (4'y 6), (8'y 2). . 
55. Las principales propiedades de las líneas rectas, 

perpendiculares, oblicuas, para­
lelas y de los ángulos son las 
siguientes: 

(a) En la línea recta se 'pue-
Figura 45. den concebil' Ulla infinidad de 

puntos. (Fig. 45). 

(b) La línea reda no adm ite v31'iedad de especies, 
(Fig-. 46). 

. -----~ 

Figura 46. Figura 47, 

(e) Dos puntos determinan la posición de una !'Ceta, 
(Fig.47). 
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(d) La distancia mas corta entre dos !Juntos es la rec­
ta que los uue. (Fig. 48). 

(e) Dos rectas que tienen extremOS comunes se con 

í ~-~-- I 
"'r ~ -- - -, 

------- ---. 
?.-- - ---- -~ L_ _ _ _ _ _ _ __ 

Figura 48. Figura 49. 

fnn()cn en toda su extcll~i{¡ll. (Problema de la compro­
bación oe las reglas. (Fig. 49). 

(f) Por llll pLlnto dado en lllJU reda tÍ fuer/l oe 

Figura 50. Figura 51. 

ella no puede trazarse 
sino una ¡Jerpendicular. 
(Fig. 50 Y 5J). 

(g) La perpendicu· 
1:11' es la más corta dis­
taucia cutn-, una recta 
y uo IJunto dado fuera 
de ella (Fig. 51). 

(h) Todo punto de la perpendicular levantada en el 

Figura 52. 1!'iguru 53. 

punto medio de una recta, eq uidistu de los extremos de 
ésta. (Fig. 52). 

(i) Si desde un punto dado fuera de una recta se le 



17 -

trazan una perpendicular J' ,adas oblícuas, las oblicuas 
que se separan igual-
mente elel pie de la per· 
pendicular son iguales, 
y la que mús se separa 
es la mayor. (Fig. 53). 

(j) ~os rectas, una 
perpendicular' .Y otra 
oblícna á uua rcdu no 
son paralelas, y \->roI0n­
gudas deben encontrar­
se.* (Fig . 54). 

Figura 54. FjgUl'tL 55. 

(le) P,,1' Ull puutu dado fuera de una rerta no se pue. 
de trazar mits que u nu paralela. (Fig. 55). 

(eh) Todos los lJUllt(lS eq uidistautes de una recta estáü 
en una parulela á ellu. (Fig-. 50). 

-~-~--

~~'< 

Figura 56, 

" 
~o;..,-.;~-------

~)... > ---. , , 
;~~-,.-. -, -,,-o - . 

Figura 57 

(1) Dos rectas paralelas ti ulla tel'{~era son paralelas 

.~-' 
'~ 

elltre sí. (Fig 57) 
(11) Si unal'ec­

ta es per¡Jcndicu­
lar á:una de dos 
paralelHs, lo será 

]'igum 58. FigUf:1 59. á lu olra. (Fig. 
58). 

(m) Si dos rectas sun pamlelus, sus perpendiculares 
respectivas también son paralelas. (Fig. 5U). 

• Esta verdad se llama p"Rtnlado de Euclieles. 
2 
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(n) Las partes de paralelas corn preud idas por rectas 
paralelas, son iguales. (Hig. (lO). 

(o) Dos ángulos iguales pueden superponerse de modo 
q lIe ca incidan sus lados. (Hig. 61). 

Figutl> tiO. 

(p) Dos áng;lIlns adyacentes son sll¡.¡lelnent¡¡rins. 
lFig. G'¿). 

(q) Todos los ángnllls consecuti,·os qnc se pneden 
formaL' sllbl'c una recta, valeu juntos dos rectos. (Fig. 60). 

(1') Todos los ángulos consecutivos qne se pueden for­
mur nI rededor de un pnnto, valen iuntos cuatro rectos. 
(Fig. 64.) 

(rr) Cuando dos ángulos se oponen pOLo el vértice 
tienen el mismo suplemento. (Hig.65). 

Figlu·ft 63. Fígurft 64. Figura 65. 

(rrr) Los áugnlos opuestos pOL' el vértice son iguales. 
(Fig.65). 

(s) Los áng'ulos alternos intemos son iguales, (Fig. 
66.) 
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(t) Los ángulos alternos externos son iguales. (Fig. 
67.) 

(u) Los ángulos correspoudientes son iguales. (Fig. 
68.) 

Figura 66. FigUrrL 67 Figur" 68. 

(ti) Los ángulos internos de un mismo lado de la se­
cante, son su plernentaríos. (Fíg. 69.) 

(x) Los ángulos externús de un mismo lado de la 
secante son suplementarios. (Fíg.70.) 

Figura 69 Figurl1 70 

Figura 71. 

(y) Los ángulos que tienen sus lados paralelos, son 
iguales ó suplementados, (tres casos) (Fig. 71.) 

(z) Los ángulos que tienen sus lados perpendiculares 
Bon iguales ó suplementarios. (Fig. 72.) 
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(w) ToJo punto de la bisectriz de un átlgu]o eq ui­
dista de sus ludos. (Fig. 73. ) 

(ww) Dos ángulos de lados puralelos á los de otro 

orr 
V 

Figura 72. Figura 7H. Figura 74. 

y á igual distancia respectil'umente tienen la misma bi­
sectt-iz. (Fig. 74.) 

Problemas. 

56. El manejo y explicación de estos instrumentos 
correspoode al llIuestro: 

Instrumeutos: El compás, la escuadra, la escuadm fal­
sa, lu regla, ~I metro, la cadella, la ciuta, los piquetes, 
la - escuadra de muleta, el doble deCÍmetro y el gra­
mil. 

1°-Trazar con la regla una recta por dos puutos 
dudoso 

2:-Trazar con la regla y el compás una recta igual 
á otm dada. 

SO-Medir una recta con el doble decímetro. 
4:- DilllljUL' sobre el lJapel la sUllIa oe uoa recta de 

8 centímetros con una de G. 
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50 -Dibujar sobl'e el papel la diferencia enh'e una rec­
ta de 12 centímetros y nna de 4 centímetros, 

6°-Dibujar sobre el papel una recta que sea dos, tres, 
cuatro, ocho veces mayor .:tue otra conocida, 

'T-Dibujar por medio de la escuadra nn ángulo recto, 
SO-Dibujar por medio de la escuadm falslL un ángulo 

igual á otL'o dado, 
9°-Dibujar pur medio de la escuadl'l\ fu Isa un ángulo 

dos, tl'es, cuatro veces mayor que otro dado, 
tOO-Tirar por medio de lo escuadl'a una perpendicu­

lar en un punto dado en una recta y CJtra desde de un 
punto dado fuera, 

11°-Encontrar por medio del compás dos puntos equi­
distantes de los extremos de una recta dada. 

12°-Trazar por medio del compás y la regla una per­
pendicular en medio de una recta, 

1ao-Dividir una recta en dos partes ignales por me­
dio del compás y la regla, 

14°-Encontrar por medio del compás, dos puntos so­
bl'e uoa recta equidistantes de uno dado fuera de ella, 

15'-Eucontrar por medio del compás un punto fuel'a 
de ulla recta equidistantes de dos, dados en ella, 

16°-Trazar por medio de la regla .v el complÍs una 
perpendicular desde un punto cualq uiel'u dado fUCI'a de 
ella. 

17°-Por dos puntos tomados en amuus lados de un 
ángulo á igual distancia del vértice tI'azar dos perpeo­
dicuhlL'es á dichos lados por medio de la regla .v el com' 
pals, 

1Sn-Trazar por medio (le la escuadm, el compás y lu 
reglu, la bisectriz de UD ángulo, 

19" - Trazar la bisectl'iz de UD ángulo euyo vél'tice 
está fuera del papel, valiénuose de oh'o ángu 10 de In­
dos ptll'8lelos á los suyos, 
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WO-Trnzal' por medio ele la regla y la escnudl'l\ IlDIl 

paralela á una l'ecto, pOI' un punto situado fuera de 
ella, 

21°-Por medio de la escuadra de muleta trazar va­
rias paralelas á una recta sobl'e un tablero, 

22°-PoI' un punto dado fuera de una recta, trazarle 
una oblicua, y construir en clicho punto por medio de 
la escuadra talsa y la regla, dos ángulos igualcs á los 
que forma la oblícua COl! Ja recta cluda, dc tnl manera 
que la oblicua sea el lado cOlllún, y los otros dos lados 
de los nuevos ángulos, fOl'men una recta pUI'lllela á la 
recta dada, 

2,3°-Por meelio de la escuadra falsa trazar una pum 
lela á una recta por UD punto dado fuera de ella, 

24°-POI' un punto dado fuel'S de una l'ecta, trazar con 
la escuadra una perpendiculal', y luego una paralela á 
la recta. 

2!)°-El mismo problema con el compás y la regla. 
WO-Medir COD el metro una longitud cualquiera. 
27°-Medir la misma con la cadena ó cinta. 
28°-TI'azal' pOI' medio de piquetes una distllucia en 

un terreno plano, 
29°-Medit· la recta t1'3zadu, 



-23-

PaOGn,~III",.-Oircunferencia.-Propiedades generales.-Posi­
ciones relativas de dos circunferencias.-Semicírculo gra 
duado.-Medida de los ángulos centrales é inscriptos.­
Problemas gráficos. 

57. El fondo de un tonel, una pieza de dos centu' 
vos, la r!leda tle un eoehe, ulla nUl'3nja partidu en mi­
tades y muchos útros objetos nos presentan á la vista 

)j'igurIL 75. 

una línea cnrvu cenada á la que darnos el nombre de 
cim,tnjerencia. (Fig.75). 

Si tomarnos un compás y colocando uno de sus bra­
zos en un punto fijo sobre la madera, 
hucemos giral' el otro brazo, marcando 
con la punta sobre ella, ha­
bremos trazado una eh'cun­
fel'encia. (Fig. 7ti). Si en vez 
del compás tomamos una 
vara con dos puntas (Fig. 77), 
y clavando una de ellas hace­
rnos girar en torno suyo In 

FignnL 76. otra pu nta de manet'a que FigurIL 77. 

deje su trazo, obsel'vamos 
que cada punto de la curva cerrada está en el mismo 
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plano y á igual distnr.r:n del punto fiio, al que podemos 
llamar centro. 

Llamamos circwljerencÍfI á unn curva cerrada y plnna 
cuyos pllntos eqnidibt::m todos de oü'o (Fig. 78). 

58. Radios se dice á todas las r~ctas q ne Plledeo 
tl":I:wrsc desde el celltro á la cirellnfereneia. (Fíg. 79). 

Figul'lt 78. Figl1rn.~ 79, Figum 80. Figllrlt 81. 

- 1 

59. Diámel1'o será toda recta que pasando por el ' 
("entro tenga sus extremos en la eircunferencia. (Fig. 80). 

60. Si tomarnos el compás y comenzamos á tl'HZal' 
una CíL"CllUferencia y Rllspendcrnos de p\"Onto la oper;l­
cióu, habremos trazado un a1'CO de circunferencia. 

61. Se llama arco á una porción cnale¡ u iera oe la 
Cil·clll1fereucia. (.l:fig. 81). 

Fjgur<t 82. Figura 83. Figum 84. 

62. Se llama secrmte á toda red!l que corta á la 
('í rcunferencia en dos puntos. (Fig. 82). 

63. Tangente se dice (~e llna recta indefinida que 
sólo toca á la circnnfcl'cncia en nn punto. (Fig. 83). 
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64. Dáse el nombl'e de euerda á toda recta q ne une 
dos puntos de la circunferencia. (Fig. 84). 

65, Las propiedades generales de la cireunfemneia 
y de sus aneas son las s igu ¡(lotes: 

(a) Todos los radi()~ de una circlluferencia snn igllales. 
(Fig. 85). 

Figura 85 Figura 86. Fi¡¡um R7 Figum 88 

(b) Todos los diámetl'Os de uoa cireuofet'cocia sou 
iguales, (Fig 86). 

(e) Toda cuerda subtiende dos arcos, que .i uutos for­
Illan la cit'cunfemncia, (Fig. 87). 

(d) Dos cit'cunfel'cneius q lle tienen rudio igual SUlI 

iguales , (Fig. 88). 
(e) El diámetro es la mayoe de las eucedas. (Fig. 89). 

Figura 89. Figura 90. Figura 91. Figura 92. 

(f) Todo diámetro divide á la circunfet'encia en dos 
partes iguales ó semi-cit·cunf6t·encias. (Fig. 90). 

(g) Dl's diámetros perpendiculares dividen á la cir­
cunferencia en cuatro arcOs igua~es que se llaman cua· 
drantes. (Fig. 91). 
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(h) Arcos iguales subtienden cuerdas iguales y vice, 
versa, (Fig. 92). 

(i) Á mayor arco corresponde mayor cuerda y reci­
procameote. (Fig. 93). 

,,/-~ ~~~-:: 
~---~ -

- 1- ) • I 

~--- / ,- -,- j 

/--- ........ , /,...,----.......~ ... 

( \ I \ , I , 
,\-_~- -7 \ I 

\ '-;:------

" - /' '--- ~ 

1!'igura 93 . Figura 94 Figura 95. 

(j) Todo diámetl'O perpendicular á una cuerda, oivioe 
á ésta y á sus arcos en partes iguales. (Fig. 94). 

~ -
/ ............. '-

I /\ \ 

\ ,1 
\ \ , , / 

'---- ........ __ .-/ 

Figura 97. Figum 98. 

(le) Las cuel'das iguales equidistan del centl'O, y sien' 
01) desiguales la mayol' se acel'ca más á él. (Fig. 95). 

Figuro, 9~. Figura 100 Figura 101 

(l) Tms puntos que no están en línea recta determinan 
el paso de una circunferencia. (Fig. 96) 
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(ll) La tangente siempre es perpendicular al radio en 
el punto de tangencia. (Fig. 97). 

(m) Dos cÜ'cunferencias no pueden tener más que 
dos puntus comunes. (Fig. 98). 

(n) Dos secantes paralelas, interceptan arcos iguales, 
(Fig. 99). 

67. Llámansc cireunferencias secantes las que tie-
nen dos puntos comunes. (Fig. 100), Y tangentes las que 
tieneu uno solo (Fig. 101) . 

.".--- -- --
( ,f\ 

I 

L~~ 
\ , 

" '- ___ v~ ___ --""""/' I 

Figum 102 Figum 103. 

68. Dos circunferencias secantes tienen una cuer-
da común perpendicular á la línea que une los centros 
(Fig. 102) .v dos tangentes tienen su punto de contacto 
en dicha liuea. (Fig. 103) . 

.-~ - /' -
, , , 

/ fo..-------t-.-
~"-~/ \ __ ~_' . 

Figum 104. J)'igul'a 10R. 

69. Si dos circunfel'encias no tienen ningún punto 
común y son exteriores la Ulla á la otm, la distancia 
entre sus centros es mayor q Ile la suma de SllS radios. 
(Fig. 104). 

70. Si llO tienen ningúll pilnto común y está una 
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adentro de la otra, la distancia de los centros es menor 
que la diferencia de los radios. (Fig. 10l». . 

71. Si son tangentes exteriormente, la distancia de 
los centrils es la suma de los radios. (Fig. 10G). 

Figura 106. Figura 107. Figura. lOS. 

n. Si son tangentes interiormente, dicha distancia 
es igual á la diferencia de los radios. (Fig. 107). 

73. Cnando son secantes, la distancia de los centroR 
es menor que la sn rna .v mayol' q ne la diferencia de 
los radios. (Fig, 108). 

Medida de los ángulos 

74 Si tl':lzamos llU:t eircllufel'l'ucia y en ella dos 
iliámetros pel'pcnd iCllJare!', la circunfel'enda quedará 

:l!'igura 109. Pigura 110. 

dividida en cuatro arcos correspondientes á cllatro ángulos 
rectos. (Fig. 109). 
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,75. Se llaman ángulos ~entrales aquellos que tienen su 
vértice en el centro de la circunferencia. (Fig. 110). 

76. Observemos la circunferencia de la lámiol1.111. Pudo 

FiguTl1 111. 
Figuro, 112. 

haber sido dividida en 360 partes iglll1.1es que se llaman 
gl'ados, de manera que si trazamos en eJll1. los dos diáme­
tros perpendiculares, (Fig. 112) á cada ángnlo recto cones­
ponderán 90 grados ó sea la cnarta parte de 360·. Por 

l~igu .... 113. 
Figura ll·[' 

estll decirnos que nn állgnln recto mide un cuadrante Y 
también que es un ángulo de 90·. (Fig. 113). 

77. La mitad ele un ángulo recto valdrá 45°. 
78. La tercera parte de nn ángulo recto valdrá 30", y 

así sucesivamente podriamps señalar ángulos de mayor ó 
menor oúmero de grados hasta 180' que comprende la 

semicircunferencia. (Fig 114) . 
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79. De manera que la medida de un ángulo es igual al 
número de grados del arco inteJ'ceptado entre ¡.,us lados 

Figum 115. 

y descrito desde el vértice. (Fig. 111)). 
Ahora, observamos en la misma 

lámina, que las circunferencias con­
céntricas íoteriores quedan divididas 
en igual número de grados q uo la 
circunt'e"encia exterior, prolongando 
las divisiones hasta el centrp, lo cual 
indica que paru hallar el número 
de grados de I1n ángulo, cualquier 
c ircu nfel'encia descrita desde su vér.­

tice nos dá el arco correspondiente. 
80. Podem()~ entonces decir qlle la medida de UD ángulo 

6R igual al número de grados del arco comlJrenctido 
entre sus lados y descrito uesde su vél'tice con un 
radio cualquiera. (Fig. 116). 

81. Así como se divide la egfem de un reloj en horas 

Figum H G. Figum 117. Figum 118 

minutos} y segundos, puede dividirse una circunferencia 
en grados, minutob y segundos. (Fig. 117). 

82. COl1veucionnlmente se ha estahleeiclo esta división 
y se ha dividido el grado en 60 minutos (60' ) .'1 el 
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minuto en 60 segundos (60"), es~ribiéndGse en abrevia­
tura así: 3GO', 60' y 60", (Fig. 118). (*) 

Medida de los ángulos inscriptos. 

83. Llámnse áugulo inscl'ipto aquél cuyos ladns son 
cuerdas y cnyo vél'tice está en In cil'cnnfl~t'encin. 

Los casos q ne pneden (ICU rrir son tres: 
l' Que uno de los lados pase por el centro de la 

circunferencia, (Fig. 119). 

Figura 119. Figura 120. 

2' Que el cenho de la circunferencia se halle com­
prenoido entre los lados, (Fig. 120), Y 

(*) Fundado en esta división, se ha construido un aparato que 
acompaña á los estllches 
de l11atcmáticns, que se 
denomina transportndor. 
~u objeto es medir los 
grados de un ¡\ngulo 
cualquienl, para Ir¡ cual 
se hace coincidir el centro 
del transportador con el 
vértice del ángulo y se 
aplica el diámetro sobre 
uno de los Indos, con­
tándose desdc 0° hasta el 

}.'jgura Ug. 

otro lado. Tnmbién se le dá el nombre de semicírculo gra­
duado, (Fig. 118). 
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3· Que el centro de la cit'cunferencia se halle fuera 
del ángulo, (Fig. 121). 

FigUI'<1121 P¡gnnt 122 

(ft) El ángulo inscripto tiene pOl' medida la rnitarl del 
an:\j eomprenilido entre sns lados, (Fig.122). 

(b) Toilos los ángulos inscriptos que abrazan ignal arco 
son iguales. (Fig. 123). 

Figur<1 123. Fignrlt 124. 

(e) Los ángulos i nscri ptos cuyos larios pasan por los 
exh'emos de un diámett'o, son rectos, (Fig. 1240). 
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Problemas. 

8t-l'-Dado el radio, trazar una circunferencia con 
el compás. 

2'--Dado el diámetro, hazar una circllnfet'encia con 
el eompás. 

3'-POl' un punto dado en la circunferencia, trazul' 
UllU tangente. 

4'-Dados dos radios diferentes, trazar dos circunferen­
cias concéntricas COIl el compás. 

5'-Dividir una cÜ'cunferencia en dos pal·tes iguales, 
con la regla. 

6'-Dividil' una cÍl'cunferencia en cuadrantes con la 
escuadra. 

7'-Dividir una ellerda y un arco en dos partes igua­
les con la escuadra. 

8'-Tmzar con el compás y la regla dos cuerdas equi­
distantes del centro. 

9'-Trazar con el compás y la regla dos cuedas pa­
ralelas en la circl'lnfcrencia. 

10-Trazar con el compás y la regla un arco de 180'. 
11-Construir con el tl'llnsportadol' un ángulo igual ª, 

otro dado. 
12-ConstrllÍl' con el transportador, ángulos de 25', 

30', 35' Y 40·. 
l3-Inscribir en una circunfel'encia ángulos de 45, de 

90 y de 120'. 
14-Inscribir un ángulo recto en la semi-circunfe­

rencia. 
15-Levantar una perpendicular en el extremo de 

una recta que no se puede prolongar. 
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16-POL' tres puntos que no estén en línea recta hucer 
pasar una circunferencia, 

17-Por un puuto dado fuera de una circunferencia 
trazarle dos tangentes, 

18-·Trazar uua tangente, común á dos circunferen­
cias tangentes, por el punto de tangencia. 

19-Trazar dos tangentes paralelas en una circunfe· 
rencia. 

20-Tmzar ulla tangente que stla perpelldiculaL' á una 
recta dada. 

21-Constmil' con el tl'Unsportador un ángulo duplo, 
triplo, etc. de otL'O dado. 

22-Hallar el centro de una circunferencia. 
23-Hallar el centro de un arco. 
24-Trazar una recta tangente á dos circunferencias 

dadas, 
25-Divídase una circunfel'encia en 4 partes iguales, 

en 8 y en 16, con el compás, 
26-Divíduse la cil'cunfel'encia en 3, 5, 6, 9, 10, 12 

partes iguales con el tt-anspol'tador y trácense las cuer­
das conespondientes á los arcos. 



- 35-

PROGRAM.": POlígOllOS.- Triángulos. - Cuadriláteros.-Polí­
gonos regulares é irregulares.-Principales propiedades de 
los triángulos y paralelógramos.-Valol' de los ángulos. 
-Igualdad de los polígonos.-Problemas gráficos. 

8;). Los cnel'pos Ü:rminudos pOl' caras planas toman el 
nomure de polie­
dros. Tales son és­
tos: (Fig. 125). 

80. Obsel'Vundo 
las curas de los po­
liedros, vemos q ne 
están limitadas por Figura 125. 

lineas rectas; dichas 
cams se llaman polígonos. 

Recibe el nombre de pótígono toda superficie ó cara 
plana, terminada por rectas, (Fig. 126). 

87. Las rectas que terminan el polí­
gono llevan el nom bre de lados, y al 
conjunto de los lados de un polígono 
se dá el nom bre de perímetro. 

88. Diagonales son las rectas que 
Figura 126. unen los vértices DO consecutivos de un 

polfgono, (Fig. 127). 
89. Base de un polfgollo, se llama al lado jnferior soure 

(J) O rJ 
Figura 127. Figura 12l. 

que descansa una figura; y altura, á la perpendicular ha-



- 36-

zada á la base ó á su prolongación, desde el vértice más 
distante, (Fig. 128). 

Figuro, 129. Figura 130. 

90. Oon menos de tres lados:no puede formarse un polí­
gClDO, (Fig. :1.29). 

El polígono de tres lados se llama triángulo, (Hig. 130). 
El de cuatro id, cuadrilátero, (Fig. 131). 

El de 
El « 

El de 
El c 

Figum 131. Figum 13t. 

5 lados pentágono, (Fig. 132). 
6 ¡ exágono, (Fig. 133). 

Figura 133. 

Figura 134, Figura 135 

7 lados heptágono, (Fig. 13fl). 
8 « octógono, 
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El de 9 lados eneágono 
EI:< 10 « decágono (Fig. 135). 
EI« 11 « endecágono 
EI« 12 dodecágono 
El e 11) « pentadecágono 
El« 20 « icoságono 
91. Es equilátero el polígono que tiene todos sus lados 

iguales, y si lo son sus ángulos, den01ll íllase eq uiángulll, 
(Fig.136). 

92. Si el polígono es equilá­
teL'o y equiángnlo, lo llamamos 
regular; é il'1'egulaL' será aquel 
que carece de alguna de estas 
dos condiciones ó de ambas. 

93. Polígono convexo se dice Figura. 136. 

de aquél que no puede ser cor-
tado IJ0l' una recta más que en dos puntos, y cóncavo el que 
no llena esta condición. 

Triángulos 

94. Los triángulos pueden tener sus tres lados iguales y 

Figura. 137. FigurfL 138. 

entonces toman la 
denominación de 
eq uiláteros; si só­
Jo tienen dos lados 
iguales, toman la 
de isósceles, y si 
sns tres lados 
son desiguales, se 

dice de ellos que son escalenos, (Fig. 137). 
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91). Rectángulo se dice de un triángulo que tiene nn án­
gulo recto. El lado opuesto 
al ángulo recto se denomi­
na hipotenusa y los otros 
dos, catetos, (Fig. 138). 

96. Oblttsángtdo se norn-
Figura 130. brará el triángulo que ten-

ga un ángulo obtuso, yaeu­
tángttlo el que esté fnrma~io por tres ángulos agudos, 
(Fig. 139). 

Propiedades de los triángulos. 

97. (a) Un lado cualq uiera es menor que la suma de 
los otros dos. 

(b) La suma de los tres ángulos de un triángulo es igual 
á dos ángulos rectos, (Fig. 140). 

(e) Un triángulo no puede tener dos ángulos rectos, ni 
dos obtusos, ni uno recto y otro obtuso, (Fig. 141). 

Figura 140. Figura 141. 

(d) En nn triángulo Jos lados opuestos á ángulos iguales 
son iguales y vice-versa, (Fig. 142). 
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(e) En un triángulo á mayor lado se opone mayor 
ángulo, (Fig. 143). 

FigU1'11 112. Figura H3. Figura 144. 

(1) Las perpendiculares levantadas en el punto medio 
oe los Indos ele un triángulo se encuentran en el m iSlIlo 
punto y lo mismo sucede con las bisectrices de los tres 
ángulos, (Fig. 144). 

Cuadriláteros. 

98. El cuadrilátero puede tener sus lados paralelos dos 
á dos, en cuyo caso se llama pamlelógramo, (Fig. 145). 

[JODO 
Figul'I1 14\. l!'igura 146. Figura 147., 

El paralelógeaffio de lados iguales y ángulos rectos es 
el cuadrado, (Fig. 146). 
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El paralelógramo de lados desiguales y ángulos rectos, 
es el rectángulo, (Fig. 147). 

Figum 148. Figura. 140. 

Rombo se dice de un paralelógramo que tiene ángnlos 
oblicuos .Y lados iguales, (Fíg. 148). 

Romboide se llama á un paralelógramo de ángnl0s 
oblícuos y lados desiguales. (Fig. 149). 

El tmpecio y el trapezoide son cuadl'iláteros no pal'!3.· 
lelógt'amos, (Fig. 150 Y 151). 

Figul'll.15O. Figum 151. 

El trape.cio sólo tiene dos lados paralelos que reciben 
el nombre de bases, (Fig. 150). 

El trapezoide DO tiene lados paralelos, (Fig. 151). 
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Propiedades de los cuadriláteros. 

99. (a) La suma de los cuatro ángulos de todo cuadrilá­
tero es igual á cuatro ángulos rectos. (Fig. 152). 

Figura 152. 

(h) Un cuadrilátero no puede tener tres ángulos obtu­
sos y uno recto, ni dos obtusos y dos rectos, ni tres rectos 
y uno obtuso, (Fig. 153). 

\ : -- ,-- J l '"1!: ] 
__ .. ~_~ __ 21 c __ 

Figuro. 153. 

(e) Las diagonales de un parale16gramo se cortan en 
partes iguales, (Fig. 154). 

Figura 154. Figurn 155. 

(el) En el cuadrado y el rectángulo las diagonales son 
igllales, (Fig. 155). 
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(e) En el cuadrado y el rombo las,lingonnles son bisec­
trices ue los ángulos opuestos y se cortan en ángnlos rec­
tos. 

Igualdad de los pol1gonos. 

100. Denomínanse polígonos iguales á los que super­
puestos coinciden en toda sn extensión, (Fig. 156). 

Si la superposición es directa, los polígonos sún idénti­
cos. 

Se dice de los lados de dos polígonos, qne son homólogos, 
si coinciden, al superponerlos respectivamente, (Fig. 157). 

O[) 
Figura 15e. Figura' 1.57. Figura 158. 

101. Dos triángulos son iguales cuándo tienen dos ladüs 
respectivnmente iguales é igual el ángulo comprendido por 
ellos, (Fig. 15&). 

También son iguales dos triángulos cuando tienen un 
larlo igual, é iguales los ángulos de que forma parte di­
cho lado, (Fig. 159). 
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También serán iguales dos triángulos cuando tengan 
sus tres lados respectivamente iguales, (Fig. 160). 

, 

--- ---

Figurlt 159. Figurlt 1liO. 

10Z. Dos triángulos rectángulos serán iguales, cuando 
tengan iguales las hipotenusas y uno de los catetos, (Fig. 
161). 

Figura 1ti1. Figura 162. 

Así mismo serán iguales Jos rectángulos, cuando lo sean 
las hipotenusas y uno de los ángulos agudos, (Fig. 162). 

Si dividimos en partes iguales uno 
de Jos lados de un triángulo, y por 
Jos puntos de división se tra?ian pa· 
ralelas á la base, hasta encontrar el 
tercer lado, este últi mo q ncdará 
dividido en partes iguales, (Fig. 163). 

103. Dos cuadriláteros son iguales: 
1: Si tienen los cuatro lados hom6- Figura 163. 

logos y un ángulo también homólogo; 
2: Si tienen tres lados iguales y los ángulos compren­

didos por ellos; y 
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3: Si tienen dos lados contiguos iguales y los ángulos 
de que forman parte también iguales, (Fig. 164.) 

Los paralelógmmos son, iguales si tienen dos lados con· 
tiguos. iguales, é igual el ángulo que forman, (Fig. 165). 

Figura 161. Figura 165. 

Los rectángulos son iguales si dos lados contiguos lo 
son, (Fig. 1I:l6). 

FigUla 166. Figura 167. 

Los cuadrados son iguales, si tienen un lado igual, 
(Fig. 167). 

]<'igura 168. Figura: 169. Figura 110. 

104. Todo polígono pued(l descomponerse en tantos 
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triángulos corno lados tiene, 6 bien, en tantos como lados 
tiene menos dos, tmzando las diagonales, ó dirigiendo rec· 
tas á los vértices desde un punto interior, (Fig. 168). 

:l05. La suma de los ángulos de un polígono es igual á 
dos rectos multiplicados por el número de lados menos 
dos, (Fig. 169). 

106. En los polígonos regulares, lns bisectrices de sus án· 
gulos.v las rectas perpendiculares en el piloto medio de sus 
lados se encuentran en el centl'O del polígono, (Fig. 170). 

107. Las bisectrices de un polígono regular se llaman 
radios. (Fig. 171). 

108. Las perpendiculares trazadas desoe el centro al 
punto medio de los lados de un polígono se denominan 
apotemas. (Fig. 172). 

Figura. 171. Figuro. 172. 

109. Las bisectri('es de un polígono regular son iguales. 
Lo mismo sucede con las apotemas. (Fig. 173). 

Firura 173. 

110. Dos IJolígonos sou iguales si constan del mismo 
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número de triángulos respectivamente iguales y de igual 
manera colocados. (Fig. 174.) 

------ ~ 
" .. , . 

.... ' 
( ,( 

, \ 
, l 

, _.. J 

Figur:t 17! Figura 170. 

111. En los polígonos regulares de igual númerO de 
lados, un solo lado igual, determina la igualdad de los 
polígonos. (Fig. 175). 

Problemas. 

112. l-Hallar el número de grados del ángulo de un 
triángulo, conociendo los otros dos. 

2-Hnllar el valor de un ángulo, muy distaute, inacce­
sible, en un triángulo. 

3-Hallar el valor de los dos ángulos agudos, de un 
triángulo rectángulo. 

4-Dividir un ángulo en tres partes iguales por medio 
del trisector. :~ 

"' Intercalamos este problema para ser resuelto en el caso de 
que se disponga de dicho instrumento. 
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5-Dados los tres lados de un triángulo. construirlo. 
6-Trazar un triángulo conociendo dos lados y el án­

gulo opuesto á uno de ellos. 
7-Trazar un triángulo, conociendo dos lados y el án­

gulo comprendido. 
S-Trazar un triángulo, conocicndo dos ángulos y el 

ludo q uc une sus vértices, 
9-Dividit' una recia en cinco, seis, siete, ete. partes 

iguales. 
lO-Construir un triángulo rectángulo, conociendo la 

hipotenusa y uno de ks catetos. 
11-Dividir un ángulo recto en tres partes iguales por 

medio del compás, 
l2-Dado un lado, construir un trián~ulo equilátero. 
l3-Dados los catetos, construir un triángulo rectán-

gulo. 
14-Consi;ruir un triángulo equilátero, dada la altura, 
l5-Construir un cuadrado, conociendo el lado. 
l6-Conociendo dos lados contiguos de un retángulo, 

construirlo. 
l7-Construir un rombo, conociendo el lado y un án­

gulo. 
lS-Conociendo dos lados contiguos de un romboide y 

el ángulo comprendido, completarlo. 
19-Trazar un rombo, conociendo las diagonales. 
:lO-Conocida la diagonul, trazar un cuadrado. 
21-Construir nn cuadrado que sea cuatro, nueve, y 

diez y seis veces mayor que otro dado. 
22-Determillar cuantos rectos vale la suma de los 

ángulos de un pentágono, de un exágono, de un heptágonn, 
etc. 

23-Resolver cuánto valen cada uno de los ángulos de 
un triángulo eq uilátel'o. 

24-Determinat' cuántos hiánglllos equiláteros pueden 
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formarse alrededor, ele uu punto que les sirva de vér­
tice. 

25-Reunir con un mismo vértice cuatro triángulos 
rectángulos, de modo que se toquen los catetos. 

26-Construir un triángulo isósceles, de tal manera, <]ue 
el ángulo comprendido entre los lados iguales mida se­
tenta y dos grados y agrupar cincu veces este triángulo 
al rededor de un punto, de modo que todos los ángulos 
de 72· tengan el mismo vértice. 

27-El mismo problema siendo el áugulo de 60· yagl'u­
pando seis triángulos. 

28-EI mismo problema siendo el ángulo de 45· y el 
número de tt'iángulos ocho. 

29-Igual problema cou el ángulo de 40·, y nueve el 
número de triángulos. 

3D-Igual problema con el ángulo de 36" yel número 
de triángulos 10. 

31-Detel'rn ¡nar el número de grados que corresponde 
á cada ángulo de lVB siguientes polígonos regulares: pen­
tágono, exágono, octógono, eneágono y decágono. 

32-Dividir una circunferencia en seis partes iguales. 
33-Dividirla en cuatrú y en ocho partes iguales, sin 

transport.ador. 
34--Construir un polígono regular igual á otro dado. 
35-Sobre una recta dada, dibujar un exágono regu­

lar. 
36-Daelo un lado de un oct6gono reguJal' construirlo. 
37-Conocido el lado de un decágono regular, cons­

truirlo. 
38-Dadú el polígono, construir otro igual. 
39-Cubrir una superficie plana: 

1: con cuadrados, 
2: con triángulos equiláteros, 
3: con exágonos y triángulos, 
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4: con octógonos y cuadrados, 
5: con triángulos, cuadrados y exágonos. 

40-Dibujar un polígono idéntico á otl"O dado. 
41-Dibujar un polígono que sea simétrico con otro 

dado. 
402-Dividir UIla circunferencia en cualquier número 

de partes . 

• -IlU(,;IlA,ItIA,:- Lílleas proporciónales.- Semejallza de los poli. 
gonos.-Problemas gráficos. 

Lineas proporcionales. (*) 

113. Así como los números tienen entre sí una razón 
que expresa las veces que cierta unidad se halla contenida 
en cada uno de ellos, así también las líneas tienen entl'e 
sí una razón que expresa las veces que una unidad de 
longitud está contenida en cada una de ellas. 

Si tomamos una línea de cuatro centímetros y otra de 
dos y las compararnos, decimos que entre las dos rectas 
A B Y e D hay la misma razón que entre 4 y 2, ósea, 

t y designamos la raz6n de las líneas así: ~ ~ (Fig. 17(3). 

Si la razón de dos líneas A B Y Q D es igual á la de 

(-) En este libro se dá como conocida la proporcionalidad de 
los números y las principales propiedades de las proporciones. 

4 
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otras dos .líneas E F Y U H decimos que las cuatro líneas 
son proporcionales, lo mismo que cuando la razón de dos 
números es iguul á la. de otros dos y escribimos asi la 

. A 13 E F 
proporcIón: e D = G H' Ó de este otro modo: 

A B : OD :: E F: G H. (Fig. 177). 

A~~~_~~' 

,~.~-, 

"~B 

~ 

,,-~~, . 
,'----'" 

FigUrl1 176. .Figura 17; 

Ouando cortamos dos rectas concurrentes por medio de 
paralelas las partes interceptadas en nn.a, 
son proporcionales á las partes intercep­
tadas en la otra, de modo que A B: 
Be:: DE: E F; Y escribiendo de otro 

Figura 178. modo la proporción también: AB : DE: 
Be : EF. (Fig. 178). 

Figuras semejantes. 

114. Todos hemos visto el plano de uua casa, de un 

Figura 179. 
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jardín, de una ciudad; es un dibujo reducido, semejante al 
objeto dibujado, pero de distinta extensión. (Fig.179). 

Figum 17n . 

. AquÍ teuemos por ejemplo: dos cabezas humanus seme­
jantes, pero de distinto tamaño. (Fig. 179). 

Figura 17u. 

Observad estos dos polígonos: son tam biéu semejantes, 
pero no iguales (Fig. 180). 

Figura 180. 

Dos polígonos se llaman semejantes, cuando tienen sus 
lados homólogos proporcionales, é iguales los ángulos 
comprendidos por ellos. (Fig. 181). 

115. Dos triángulos son semejantes, cuando tienen los 
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ángulos respectivamente iguales, cuando tienen sus lados 
paralelos 6 perpendiculares y cuando tienen los lados 
proporcionales, ó sea A' B': A B: : C' B': C B: : A' O' : 
A C. (Fig. 182). 

/-- , r-
/ ' \ 

/ \ ( \ 

) \ / 
\ I \ / 

L __ / \_-.1 

Figura 181. Figura 182. 

116. La perpendicular bajada desde el vértice de un 
triángulo rectángulo á la hipotenusa divide al triángulo 
en otros dos triángulos semejantes. (Fig. 183) (1). 

(1) (2) 
Figura 183 

117. Para que dos polígonos sean semejantes, basta que 
estén formados por un mismo número de triúngulos seme­
jantes uno á uno y dispuestos de manera semejante. (Fig. 
183) (2). (*) 

C·) El compás de cuatro puntas se usa para trazar distancias 
proporcionales; y el pantógrafo para reducir figuras, proporcional­
mente; hay dos clases de pantógrafo: uno para reducir superficies 
y otro para reducir cuerpos. 
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Problemas. 

118. 1-Dividir una recta en partes iguales por medio 
de otra auxiliar, trazando paralclas. 

2-Dividir unu recta en partes propol'cionales á otras 
dadas. 

3-Construir sobl'e una recta dada un triáng-ulo scme· 
jante á otro, 

4-Dibujar un polígono semejante á otro. 
5-Trazar un polígono semejante á otro pOI' medio de 

líneas que, partiendo de sus vértices, conCUl'l'an á un 
punto común. 

6 -Medir aproximadamente, valiéndonos de una escua· 
dra falsa ó de una hoja de papel colocada sobrc una mesa, 
el ángulo que forma con el suelo una línea tirada desde 
la copa de un árbol y trasportarlo sobre el papel. 

7-Tomar una distancia cualq uiera desde el pie de dicho 
árbol, medir y construir sobre un papel un tl'iángulo 
semejante al que forma el ál'bol con el suelo y una línea 
imaginaria tirada desde su copa corno hipotenusa. 

8-Medir la altura del árhol. 
9-Aplicación á otros objetos altos, inaccesibles. (*) 
10-Medir la distancia que hay hasta un puuto inaccesi· 

ble por medio de ]a hoja de papel ó escuadt'a falsa, 
siguiendo un procedimiento parecido al anterior. 

(1) Hay instrumentos con los cuales se mide de una manera 
perfecta un ángulo, de un modo análogo al que hemos empleado 
nosotros: grafómetro, teodolito, plancheta, etc. 
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PROGR~ltU.: -Cíl'culo.--Figuras cll'culal'es.-Polígonos inscrip­
tos y circunscriptos en el círcnlo.-Rectificación de la 
circunferencia.-Problemas gráficos. 

119. La base de un cono, las bases de un cilindro, pre­
sentan una sLlperfide plana limitada por una circunferen­
cia; esas bU perficies toman el nom bl'e ele círculo. (Fig.184). 

CírcLllo es una superficie plana cerrada por la circun­
ferencia. (Fig. 185) 

Figura. 184. Figura. 185. 

12.0. No hay, pues, que confundir la línea llamada cir­
cunferencia, con el plano llamado círculo. (Fig. 186). 

121. La mitad de un círculo se llama semicírculo. 
(Fig.187). 

122. Corona 6 anillo es la parte de círculo comprendida 
entre dos circunferencias concéntricas. (Fig. 187). 

(~). 
Fillurn. 186. Figura 187. Figura 188 

123. Sector circular es la pade de círculo comprendida 
por dos radios y el arco correspondiente (Fig. 189). 
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124. Segmento circular es la parte de círculo compren­
dida por una cuerda y un nrcO. (Fig. 190). 

Figura 189. Figura. 190. Figura 191. 

125. Trapecio cit'clllnl' es]a parte de COl'ona interceptada 
por dos radios (Fig. 191). 

Propiedades. 

126. a) Los círculos son iguales, si tienen radios iguales. 
b) Las coronas son iguales, si lo son los radios respec­

tivos. 
c) Los sectores s(ln iguales, si tienen arcos iguales de 

círculos iguales. 
d) I .. os tl'apecios son iguales, si ]0 son los arcos respec­

tivos. 
e) rrodos los círculos son semejantes. 
f) Las coronas son semejantes si tienen sus radios pro­

porl'Íonales. 
g) Los sectores y segmentos son semejantes, si sus al'COS 

constnn de igual número de grados. 
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Pol1gonos inscriptos y circunscriptos. 

127. Llárnanse polígonos inscriptos en un círculo los que 
tienen sus vértices elJ la circunferencia. (Fig. 192). 

Los lados del polígono, en ese caso, vienen á ser cuer­
das de la circunferencia. 

128. Polígono cÜ'cunilcripto~al :círculo, Eerá aq1lél cuyos 
lados son tangentes á la eil'cnnferencia. (Fig. 193). 

Figura 192. Figura 193 

129. En el primer caso se dice que el circulo está cir­
cunscripto al polígono yen el segundo que está inscripto 
en él. 

Propiedades 

130. a) Todo triángulo puede inscribirse en un CÍrculo ó 
circunscribirse á él. (Fig. 194). 

Figura 194. Figura 195 
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b) En todo cuadrilitet'o inscripto, los ángulos opuestos 
son suplementarios (Fig. HJ5), 

e) Todo poligono regular se puede inscribir en un cÍr­
culo y circunscribirse ti oh·o·, (Fig. 196). 

FigUfl1 196. 

d) Si una circunferencia se divide en partes iguales y 
por los puntos de división se trazan cuerdas 6 tangentes, 
el polígono que resulte sel'á regular. (Fig, 197). 

e) Toda circunferencia que pase por tres vértices de 
un polígono regulal', pasará por los demás. (Fig. 198). 

~ -
/ '/ \ 

¡ \ (r \ , 
; \ 

\.. / 
- '- ---

Figura 197, Figura 198. 

f) Si en una circunferencia inscribimos un polígono 
413 360 lados y circunscribi~os otro de:igual numero, ve-
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1Il0S que unO y otro polígono tienden ti confundirse con la 
circunferencia; y si en lugae de 360 lados hiciésemos po­
lígonos de mayor número 
de lados, llegaría un mu­
mento eu que am bos polí­
gonos y la circunferencia 
serían la misma cosa. POl' 
esto decimos que la cir­
cunfel'encia puede consi­
derarse como un polígono 
de infinito número de la­
dos en que las apotemas 
y los radios se confuuden 

I Y como los perímetros de 
los polígonos son sem.ejan­

lfigura 19i1. 

tes entre sí como sus radius, las circunferencias lo serún 
también. (Fig. 199) 

A veriguar la razón que bay entre la circunferencia y 
su diámetro es un problema muy difícil que nosotros po­
demos resolvel' aproximadamente así: 

Tomemos un círculo cualquiera y apliquémosle un hilo 
en torno, lo más justamente que .se pueda. Si después 
extendemos el hilo y llevamos .el diámetro sobre él, vere­
mos que cabe tres veces y que sobra una parte; si lleya-

Figura 200. 

mos este sobrante sobre el diámetro vemos que ca,b(} 
aprol'imadamente siete veces, (Fig, 200) 



- 59-

Si repetimos la operución con otros círculos, nos dará el 
mismo resultado. 

Podemos entonces decir que la raz6n q ne existe entre 
una ch'cunferencia y su diámetro, es COmo 3 y 1/7 ósea 
reducido á decimal: 3.142 (*) 

Se acost11mbra á desigual' abreviadamente la cantidad 
31/4 pOLo una letra gl'iegn que se escribe así: .. y se pl'O' 
nuncia pi. De modo que la razón entt'e la circunferencia 
y el diámett'o es igual á 71:. Podemos, pues escl'ibk 

Circunferencia . 
D'á t -", Y como el dlámet.'o es igual á dos 

I me l'O 

radios, tam bién pueden escribirse sus abreviaturas: 2~R = .. 

Y multiplicando los dos miembros de esta igualdad por 
2 X R tendremos C = 2 X R X .. 

Conociendo pOl' lo tanto el radio, en metL-os, de una 
ch'cunferencia, podemos sabel' la longitud de una curva, 
en metros, de una manera muy aproximada, multipli· 
cando la longitud del radio por 2 y luego este produc­
to por 3.141592 .. , 

131. Rectificar una circunferencia es encontrar una recta 
que eq uivalga á ella, y ya hemos visto que aproximada­
mente es h'es veces el diámetro y un séptimo de diáme· 
tro más. 

(.) Los geómetras han eneontrado por largos estudios IDa 

yor aproximación á esta razón, agregando algunas cifras decimales: 
3.141592 .•.•• 

Resolver exactamente este problema, Re considera hasta hoy 
como imposible. 
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Problemas. 

132. l-CircunscriLit' una circunferencia á un polígono 
regular. 

2.-InscribiL' una circunferencia en un polígono re­
gular. 

3-Inscribir un triángulo equilátero por medio nel exá­
gono. 

4-InscriLü' un octógono por medio del cuadrado. 
NOTA.-Hay muchos procedimientos pam inscribir po­

lígonos en un circulo, pero vamos á enseñar uno solo que 
sirve para cudquier p0lígono, además del procedimiento 
que ya se ha visto, valiéndose del transportador. 

Sea la circunferencia (Fig. 201): tracemos el diámetro 
A D. Deseamos inscribir un polígono 
de 5 lados, dividimos el diámetro en 
cinco partes; si fuese un polígono de 
6,7, 8 ó más lados, se dividiría el diá­
metro en 6, 7, 8 ó más pm;tes, nume­
rándolas, En seguida, con una aber­
tma de compás igual al diámetro, 
haciendo centro en los estremos de Figura 201. 
éste, trazamos dos arcos que se cor­

ten en el punto 0, desde el cual trazamos una recta que 
pase siempre por la 2' división y que toque en la circun­
ferencia por el punto opuesto f; trnzando la cuerda D f, 
tendremus el lado del polígono deseado, y llevando los 
cinco lados sobre la cit'('.unfereccia, lo habremos inscL'ito, 

5-Tirar en un círculo una paralela á una secante, va­
liéndose de los arcos ó del radio para fonnat' un segmento 
circular. 
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6-Constl'Uir polígonos estrellados de 5, 6, 7, 8, 10, 15 
picos, dado el polígono regular correspondiente. 

7-Rectifical' numéricamente una circunferencia cuyo 
radio mide 8 metros. 

8-Rectificar sobre el papel una circunfel'encia cuyo 
radio mide 7 centímetros. 

9-Diblljar sobre el papel un transportador. 
10-Un estanque tiene 24 metros de diámetro, ¿cuál se­

rá la circL1 nferencia? 
11-U na rueda de 1.80 de diámetl'O cuántas vueltas dará 

en un kilómetro. 
12-Hallal' la longitud de nn al'CO de IlO', cuyo radio 

sea 2 metros. 
13-Hallar el radio de la tierrn. 

PDOGD&I ..... :-Al'ea de los polígonos y figuras circuJares.­
Equivalencia.-Problemas gráficos y numéricos.-Princi­
pales aplicaciones á la medición de distancias y superficies. 

133. Para medir él área de las superficies se emplean 
como unidades el metro cuadrndo y los múltiplos y sub­
múltiplos cuadrados dp.l metro. 

Si te mamos un centímetro cuadrado, es decit·, una su­
perficie cuadrada cuyo lado tenga un centímetro de lon­
gitud, y dividimos la base en diez partes, la altura en 
otras diez, y por los puntos de división tl'azamos para­
lelas hasta el Jado opuesto, el centímetro cuadrado que-
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dará dividido en cien cuadraditos peq ueños, de los cua­
les cada uno tendrá un milímetro de base 
por otro de altllra. (Fig. 202). 

Para saber por lo tanto el número de 
milímetros cuadrados q ne contiene un cen­
tímetro cuadrado, huLiera bastado medir 
la base en milímetL'Os, qne son diez, y mul- Figura 202. 

tiplicarla por la altura que son otros diez, 
ósea 10xl0=100 milímetros cnadrados. 

Supongamos que se trate de medir el área de LI n rec­
tángulo formado por tres centímetros cuudl'ados colocados 
unos sobre otros. Deseamos eaber el número de milíme­
tros cuadrados que dicha figura tiene. gvidentemente los 

milímetros cuadrados que va á tener la figura 
seran 300 puesto que cada centímetl'O cua­
drado vale 100. (Fig.203). 

Figura 203. 

Midamos la base del rectángulo: tiene diez 
milímetros de longitud; midamos ahora la 
altura: nos dá 30 milímetros de longitud. 
Si multiplicamos el número de milíme-
tros de la base, ósea 10, por los de la 

altura que son 30, el producto será igual á 300. De ma­
nera, que para hallar el área de un rectángulo bastará 
multiplicar sn longitud por su latitud, 
ó sea, la base por la altura. 

134. Tomemos ahora uu pumlelógru-
1110 A BCD; prolongeruos su base A D Y 
tracemos dos perpendiculares á ella B N 
Y C M podos puntos By C. (Fig. 203). 

Cualq uiera de estas perpendiculares 
es la altura del paralelógramo y nI 
mismo tiempo la altura del rectángulo 
B e M N que ha quedado formado. 

Figura 204 

Evidentemente el área del paralelógrumo y el área del 
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rectángulo 150n iguales, porqne á cada uno le sobra un 
triángulo igual para reducirlos al h'apecio B N D C; y 
como las b:,ses del rectángulo y del paralel6grumo son 
iguales, así como también sus alturas, 
resu ltu que pura hallar el ~hea ele un 
paralelógTUlIlo, se multiplica la uase 
por la altura. (Fig. 204). 

135. El área de un triángulo es ignal 
á ]a mitad del prod ueto de la hase por Figura 205. 

]a altura, porque toelo triángulo es la 

A~. 
mitad ele UI1 paralelúgl'Ulllo de igual 
base y altura que el triángulo. (Fig. 
205). 

136. Cuando se trate de hallar el 
área de un trapecio, se dividirá en 
dos triángulos por mer.io de la dia-

Figura 206. gonal, y entonces se buscará el área 
de calja uno de Jos triángulos que tienen igual altura y 
distintas bases, y nos dan, (Fig. 206): 

. AB x PC 
ler. trlállgulo = 2 

. CD x PC 
2° tnángulo = --:¿--

Sumando las dos igualdades tenctremos: 

, . (A B -L C D) X P C 
\l 1 + 6,2, (o sea el trnpecIO) = I 2 

Esto nos demuestra que el área de UI! trapecio es igual 
á la mitad del producto de la altura, por la suma de sus 
bases. 

137. Si quisiéramos medir el área de un polígono regu­
lar, observando qne está formado por tantos triángulos igua­
les como lados tiene, sabremos que es igual á la mitad 
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del producto del perímetro, multiplicada por la apotema 
que es la altura común á todos sus triángulos. (Fig. 207). 

138. El área de un cÍl'culo se determina lo mismo que 
la de un polígono que tuviese infinito número de lados, 
observando que la apotema en ese polígono es el radio 
del, círculo. (Fig. :l08) 

Figura 207. Figura 208. 

Ya sabemos que la longitud de una circunferencia ó 
sea el perímetro de un círculo es 2 R '1t de modo que 
habrá que multiplicar esta cantidad por la apotema, es 
decir, por el radio, y dividir el producto por 2, de donde 

, , , 2,'1tRxR 
resultara: area del clrculo = 2 

NOTA-Se llama cuadrado de un número el producto de 
multiplicarlo por sí mismo; así el cuadro de dos es cuatro, 
el de 3 es nueve, el de 4 es 16 etc., porq ue 2, por 2 son 4, 3, 
por 3, son 9 etc, 

Para representar que una cantidarl debe multiplicarse 
por sí misma, ó sea que debe buscarse su cuadrado, se es­
cribe así: 22, 32, 4.~, 52, Y R2 

Podemos, pues, simplificar la expresión anterior es­
cribiendo: 

Área detcírculo -=- '1t R2 
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139. El área de una corona es igual á la diferencia que 
arroja el área de los dos circulos. (Fig. 209). 

140. El área de un sector circular es igual á la mitad 
del producto del arco por el radio. (Fig. 210). 

FigUnL 209 Figura ~lU. Figunt ~11. 

141. El área de un segmeuto circular es igual á la di 
ferencia entre las áreas del sector y del triángulo eones­
pondiente. (Fig. 211). 

142. El ál'~a de un trapecio circular es igual á la dife­
rencia de las áreas de los sectores respecti vos. (Fig. 212): 

l;'iguflt 212. Figura 213. 

143. El área de un poHgono it'l'egulHr es igual á la suma 
de las áreas de los kiángulos y cuad I'i láteros en que puede 
descomponerse. (Fig. 213). 

5 
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Equivalencias. 

144. Llálllaose figuras Cllnivuleotes aquellas que tieneu 
área igual. (Fig. 214). 

Fi g Ul a 211. 

Propiedades. 

145. a) Todos los tL"iángulos ó paralelógl'Ulllos de igual 
base y altura, son equivalentes. (Fig. 21¡) Y 216). 

/\ /\ I \ I \ 

I _ I __ ~ 

r--7 1----' 

/ '1 

I " '---__ - - - __ J 

:Figum 215. Pigura 216. 

b) Todo paralelógrurno se puede transformar en un rec­
tángulo equivalente. (Fig. 217). 

Figura 217. 

e) U II triángulo :de igual base y doble altura que UD 

parale16grarno, es equivalente á éste. (Fig". 218). 



- 67-

d) Si oos trapecios tienen la misma altura é ig'ual la 
suma ele las bases, son equivalentes. (Fíg. 219). 

Figura. 21R. Figura. 219 

e) Si trazamos en un polígono, por ejem plo, en el cuadra­
do A BCD, una diagonal A e, y por 
otro vértice, á ella una paralela B E, Y 
prolongamos un lado D e hasta en­
contrarla, y unimos el punto de encuen­
tro E con el vértice A, resultará forma­
do un triángllJo A D E que tendrá la 
misma área que el cuadrado, 1: por 

Figura.. 220 tener doble altura que éste, y 2. o porque 
los triángulos A .B E, A e E, y 

e B A tienen la misma base y altura. Este procedimien­
to se emplea para reducir un polígono á otro equi­
yalente de menor número de lados. (Fig. 220). 

Problemas. 

146. l-Reducir un cuadrado á triángulo eq ni valente 
trazando la diagonal, y por el vét·tice opuesto una paralela 
á ella y prolongando un lado. 
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2-Reducir un pentágono á cuadl'ilátero por igual pro­
cedim iento. 

3-Redueir un exágono á pentágono y un polígono á 
otro que tenga un lado nuevo. 

4-8i Jos catetos de un triángulo rectángulo tienen 1'es­
pecti vamente 3 y 4 centímetros, ¿cuántos tendrá la hipo­
tenusa? 

5-Hallar el área de una plaza circular cuyo rádio es 
de 60 metros. 

6 -Determinar el número de pet'sonas que caben en el 
piso de un circo de 30 metros de l'ádio, ocupando cada 
tres personas un metro cuadl'ado, 

7-Calculat, el área de ulIa corona cuyos rádios tengan 
respectivamente 5 y 6 centímetros, 

8-Hallar el área de un sector cuyo arco mida 12 me­
tl'OS y su rádio 8, 

9-¿Cuál será el át'ea de un triángulo de 15 metros 
de base y de 32 metros de altura? 

lO-Calcular el át'ea de un cuadrado de 25 metros y 
12 centímeh'os de lado. 

ll-Calcular el área de un rectángulo cuya base mide 
8 metros y la altura 30. 

n-Determinar el área de un rombo cuya base es de 
8 metros y la altura de 4. 

13-Un terreno traperial de 8 metros de altura, 30 en 
una base y 50 en otra, ¿qué área tiene? 

14-Un rlecágono regular de 20 metros de npotema 
¿qué área tiene? 
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PROGH&H"': - Geometría del espacio.-Nociones sumariae.­
Rectas y planos.-Angulos diedl'os.-Planos perpendicula­
res y paralelos entre si.-Allgulos poliedros.-Principales 
propiedades.-Superficies: curva, cónica, cilíndrica y es­
férica. 

1. La pared y el suelo de una habitación al unirse for­
man un ángulo diedro. Las dos caras de un cubo que 
se tocan forman otro, dejando entre uno y otro plano una 
nbe¡·tura. (Fig. 221). 

Figura 221. 

Llámase ángulo diedro (*) á la mayor ó menor aber­
tura comprendida por dos planos inde­
finidos que se intersecan fln una misma 
recta. (Fig. 222). 

2. Caras del diedro son los planos que 
lo forman y arista la illterseccióll de las 
caras. 

Figura 222 NOTA-Un diedro se representa con 
dos paralelógramos. unidos por un lado, 

y se lee con dos let1'as colocadas en los extremos de 
la arista; pero los planos se consideran ilimitados. 

(-) Lo llamaremos (liedl'o, simplemente. 
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3 Se dice que dos diedros son iguales, cuando tienen 
igual abertura ó coinciden sus caras. (Fig. 223). 

4. Diedros adyacentes, se llaman aquellos que tienen un 
plano común y cnyos otros dos planos forman uno solo. 
(Fig. 224). 

Figurn 223. Figura 224. 

5. Es plano perpendicular aquel que al tocar á otro for­
ma dos diedros iguales. (Fig. 225). 

6. Plano oblicuo es aq nel que al tocar á otro forma dos 
diedros desiguales. (Fig. 226 a). 

Figura 225. Figurn 226 a. 

7. Se di.ce de dos planos, que son perpendiculares entre 
sí, cuando prolongados forman cuatro diedros igua-
les. (Fig. 226 b). • 

8. Se denomina diedro recto, aquel que forman dos 
planos perpendiculares entre sí. (Fig. 227). 

9. Diedro agudo es el menor que el recto. (Fig. 227). 
10. Diedro obtuso es el mayor que el recto. (Fig. 227). 
11. Dos diedros se llaman opuestos por el véL'tice, cuando 
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las caras del uno son prolongaciones de las caras del 
otro. (Fig. 128). 

:I!'iguro. 226 b. Figura 227. 

12. Son diedros complementarios los que juntos valen 
un diedro recto. (Fig. 229). 

Figura. 228. Figur .. 2i9. 

Complemento se dice de lo que le falta á un diedro para 
ser recto. -

Figurn. 230. Figura 231. 

13. Son diedros suplementarios los que juntos valen dos 
diedros rectos. (Fig. 230). 
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Suplemento se dice á lo que le falta á un diedro para 
valer dos rectos. 

14. Se titulan diedros consecutivos los que tienen una 
cara común y la misma arista. (Fig. 231). 

15. Plano bisectol' de un diedro es aq uel q uc d~vide á 
dicho diedro en oh'os dos iguales. (Fig. 232). 

r~l:~~1J .. ' ....... , 

I J \ l .. ' 
]j'igura 232. :Figum 233. 

16. Ángulo rectilíneo correapondiente á un diedro, se 
dice de aquel ángulo plano trazado sobre las caras de dicho 
diedro y formado por dos perpendiculares á su arista. 
(Fig.233), 

Figura 234. Figura 2~5. 

17. Se dice que una recta es perpendiculal' á un plano, 
cuando lo es á todas las rectas que pasan por su pié en 
dicho planC). (Fig. 234). 

18. Una línea es paralela á un plano, cuando prolonga­
dos una y /)tro no se encuentran. (Fig. 235), 
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19. Planos paralelos son aquellos que, pl'olongados, no 
se encuentran. (Fig. 236). 

20. El piso y dos paredes de una pieza al juntarse y re­
unirse en un rincón forman una esquina que se llama 
ángulo poliedro. 

Tres caras de un cubo 6 cuatro caras de un octaedro, fOl'­
man al reunirse en un punto cOl'mÍn ott-os ángulos polie­
dros . (Figs. 237,238 Y 239). 

Figura 236. Figura. 237. Figura 238. Figura 239. 

Serán, pues, ángulos poliedros el espacio mayal' Ó me­
nor, compl'endienc1o por tres 6 más planos indefinidos que 

concurren á un punto común. (Fig. 240). 
21. Caras del ángulo poliedro son los 

planos que lo forman, y aristas, las inter­
secciones de las caras. 

22. En el vértice de un ángulo poliedro 
se forman tantos ángulos planos, como caras Figura 240. 
concurren á su formación. 

23. Cuando los ángulos planos de un 
ángulo poliedro son iguales y 
también lo son sus diedros, 
el ángulo poliedro se llama 
regular. 

24. Llámase ángulo poliedro 
convexo, aquel al que una 
recta sólo pnede tocar en dos Figura 241. Fi&'ura 242. 

puntos. (Fig. 241). 
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25. El ángulo poliedro formado por tres planos, se lla­
ma triedro. (Fig. 242), 

26. Si un ángulo triedro tiene sólo un diedro recto, se 
llama rectángulo, si dos, bí-rectángulo, si tres, tri-rec­
tángulo. 

27. Llámanse triedros iguales aquellos que están forma­
dos por diedros y carns iguales, y dispuestos de la misma 
mauera. (Fig. 243). . 

28. Opuestos por el vél'tice son aq ueHos cuyas aristas 
son prolongaciones de las del otro. (Fig. 244). 

Figura 243. Figura 244. 

29. LIn poHedro se compone de tantos ü·jedros como 
caras tiene, ó de tantos triedros como caras tiene menos 
dos. 

30. Dos ángulos poliedros son iguales, si están com­
puestos de un mismo número de triedros respectiva y 
ordenadamente iguales. 

31. Dos ángulos poliedros iguales, son idénticos, si sns 
elementos están coordinados de la misma manera en am­
bos; y SOll simétricos, aquellos cuya coordinación es in­

. versa. 
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Propiedades principales 

32. a)-Tl'es punhs 'q ue 00 están en línea recta, determi­
uan la posición de un plano. (Fig. 245) 

b)-D o s r e c t a s 
que se cortan de­
terminan la posi­
ción de un plano. 

Figura 245. (Fig.246). Figura 246. 

c)-Dos planos al cortarse, forman una línea recta en 
la intersecr.ión, (Fig. 247). 

d)-Un3 recta que tiene dos puntos en 
'un plano, tiene todos 
los demás en él. 
(Fig.248). 

Figura 247, 
e) -Una recta no 

puede tocar á un plano 
en más de un punto, 

sin confundirse con el planQ. 

Figura 248, 

1) -Dus planos que tienen tres puntos comunes, no en 
Hnml recta, se confunden. (Fig. 249). 

g)-Con dos planos nO pueden formarse más de cuatro 
diedl'os consecutivos. (Fig.250). 

]!'iglll'3. 249. Figura 2-50. 

h)-Todos los diedros consecutivos que,se pueden fOl'mar 
sobre una recta en un plano, valen dos rectos. (Fig. 251). 
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ch)-Todos los diedros q ne se pueden formar ah'eoe­
dor de una recta, como arista, valen cuatro rectos. 
(Fjg. 252). 

Figura 2';1 Figuro, 252 

j) -- Cuando dos diedros se oponen por el vértice, tienen 
el mismo suplemento. (Fig. 253) 

/j 

/ /) ;7 
, I/~ / !/. 

- ~' J 

I 

j) - Los die­
dros opuestos por 
el vértice, son 
iguales. 

k )-8i uno de 
los diedros opues­
tos por el vértice 

Figuro, 253 es re(·,to, los otros 
tres consecutivos también lo son. (Fig. 254) 

Figura 254. 

1)-8i por nn punto dado en un plano, se tL'azan Ya­
rias líneas, una sola será perpendicular y las otras oblí­

Figura 255. 

cuas. (Fig. 255). 
1l)-8i desde un puuto 

dado fuera de un plano 
se bajan varias rectas, 
una sola será perpendi­
cular y las demás obli-
cuas. (Fig. 256). 

ro)- La perpendicular bajada desde un Figura 256 



-77 -

punto situado fuera de un plano, es la menor distancia, y la 

Figura 257. 

oblicua que más se aleje del pie de la per­
pendicular, será la mayor 
didancia. (Fig. 257). 

nj-Los ál1gnlos forma­
dos con la perpendicular 
á un plauo, por oblíCUDS 
iguales que teL'miuen en 

el mismo puuto de la perpendicular, son 
iguales. (Fig. 258). 

Figura.' 258. 

ñ)-Un diedro recto y un obtuso no pueden ser adya­
centes. (Fig. 259). 

o) - Alrededor de una recta no 
pueden formarse más de cuatro 
diedros rectos 
consecutivos, ni 
tres rectos y un 
obtuso, n1 dos 
rectos y dos ob-

Figura 259 tusas, ni tres ob-
tusos y un recto. (Fig. 260). 'Figura 260 

p)-Los planos bisectores de dos diedros adyacentes, 
forman entre sí, un diedro recto. 

q)-U na recta perpendicular á oh'as dos que se cruzan 
pOL' su pie, en un plano, 
es perpendicular á cual­
quiera recta del plano 
que pase por dicho pie, 
(Fig. 261). 

r)-Un plano es verti-
Figura 261. cal cuando contiene una 

línea vertical. (Fig, 262), F-igura 262 , 

rr)-8i una recta vertical es peL'pendi-
cular á un plano, el plano es horizontal. (Fig,263). 



-78 -

s)-'Las rectas perpendiculares á un plano vertical son 
horizontales. (Fig. 264). 

t)-La intersección de do] planos verticales es una recta 
Yel'ticnl. (Fig. 2G¡)). 

Figuro. 263. Figuro. 264. Figuro. 205. Figuro. 266. , ~ 

u)-La intersección de un plano horizontal con un pIa­
no cuale¡ uiera, es una recta hOl'izontal. ;Fig. 266). 

v)-Los diedros formados por planos horizontales y ver­
ticales q ne se idel'secan, son rectos. (Fig. 2(7). 

Fig unL 2d7. Figura 268. 

w)-Si un plano contiene una recta perpendicl1lal' á otro, 
amuos SOll perpendiculares entre sí (Fig. 268). 

Figura 269. Figura. 270. 
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x)-Si dos diedros son iguales, también 10 son sus rec­
tilíneos. (Fig. 269). 

y)-Si dos rectilíneos son iguales, sus diedros también 
lo son. (Fig. 270). 

z)-Si una recta es oblicua á un plano, sólo puede ser 
perpendicular á una 
recta en (1icho plano. 
(Fig. 271). 
a')-Dos planos pel'­

pendiculures á una 
Figura 2/ 1. recta, son ptlralelos 

entl'e sí. (Fig. 272). 
b' )-Las inter8ecciones de los pla­

Figur:t 272. 

nos paralelos con un tercer plano, ~on rectas pamlelas. 
(Fig. 273). 

c')-Las partes de paralelas comprendidas entre planos 
paralelos, son iguales. (Fig. 274). 

Figura 273. Figura 274. 

d')--Por un punto dado fuera de un plano, no se puede 
hazar á éste más que un plano 

Fi¡ura 275 

paralelo. (Fig. 275). 
e') - Si dos planos son para­

lelos, toda meta perpendicu­
lar á uno lo será al otro. 
(Fig. 276). 

n-Si dos ángulos tienen Figura 276 . 

sus lados paralelos, 108 planos 
en que estén también lo serán. (Fig. 277). 
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g')-La medida de un diedro es igual á la del rectilíneo 
correspondiente. (Fig. 278). (*). 

h')-Para formar un ángulo poliedro se necesitan tres 
planos por lo menos. (Fig.2'79). 

Figura 277. Figura 278. Figura 279. 

ch')-En un triedro, un ángulo plano, es menor que la 
suma de los otros dos. 

"Figura 280. 

i') -La suma de los ángulos planos de 
un poliedro convexo es menor que cuatro 
ángulos rectos. (Fig. 280). 

Superficies curvas. 

33. Si tomamos un ángulo A B e y lo hacemos girar al 
rededor de uno de los lados tomado como eje fijo, el otJ·o 

lado determinará en el espa­
cio una superficie cónica. 

(Fig.281). 
34. Si tomamos dos líneas 

paralelas y hacemos girar al 
Figul'ft 181. rededor de una de ellas, 

considerada como eje fijo, la Figura 282. 

C-) En las artes se emplea) para medir un diedro, un instrumen­
to llamado ba·Ít'el. 
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línea opuesta, guardando la distancia, la línea movible 
determinará en el espacio una superficie cilíndl'ica. 
(Fig. 282). 

35. Si tomamos nna semi-eit'cunferencia y la hacemos 
girar sobre su diámetro, considerado como eje fijo, la 
semi-circunferencia determinará en el espacio una super­
ficie esférica. (Fig. 283). 

36. Aplicando una recta á cualquiera de 
estas t"es superficies observaremos que hay 
direcciones en que la recta no coincide 
eu toda su extensión con las superficies; 
por lo tanto las superficies cónicas, cilíndt'i-
cas y esféricas, son superficies curvas. Figura 2'13 

37. Llámase superficie cónica á la super-
ficie curva, que se supone originada por uno de los lados 
de un ángulo que gira alrededor del otro, considerado 
como eje fijo. 

38. Superficie cilíndrica será aquellá superficie curva 
que se suponga originada por una de dos lineas paralelas 
que gira conservando la distancia alrededor de la otm 
opuesta, considerada como eje fijo. 

39. Snperficie esférica diremos que es toda superficie 
curva, originada por la semi-circunferencia girando al 
rededor de su diámetro, considerado como eje fijo. 

40. Tales superficies también se llaman superficies de 
,·evolución. 

Cuerpos poliedros. 

41. Cuerpos poliedros, 6 simplemente poliedros, se dice 
de todo cuerpo termiDado por caras planas. 

6 
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El coujunto de las caras constituye 
la superficie del poliedro. (Fig. 284) 

42. Las interseccio-
nes de las caras se lla­
man aristas; vértices 
son los pu ntos en que 
se encuentran unas 
aristas con otras, y 
diagonales son las rec-

Figura 285. 

tas que unen dos vértices de caras distintas. (Fig. 285). 
43. Recibe el nombre de hase, la cara inferior sobre la 

Figura 286. 

cual suponemos que descansa el polie­
dro; y altura es la perpendicular traza­
da á la base ó á su prolongación desde 
el vértice más distante. (Fig. 286): 

44. Los poliedros de cuatro caras se 
llaman tetraedros; los de cinco, pentae­
dros; los de seis, exaedros; los de siete, 

Figura 287. 

heptaedros; los de ocho, octaedros; los de doce, dodecae­
dros; y los de veinte, icosaerlros. (Fíg. 287). 
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45. Se dice de un poliedro que es regular, si está limi­
tado por polígonos regulares, iguales, y 
por ángulos poliedros también iguales. 
(Fig. 288). 

46. Se Haman caras laterales de un 
poliedro á todas menos la de su base. 

47. Se llama área lateral de un polie­
dro, á la suma de las áreas de sus cams 

Figura, 288. 

latet'ales; y área total á la suma de las áreas de todas 
sus caras. 

PBOGB4114:-Pirámides.-Trozo de pirámide.-Área de la pi­
rámide; desarrollo lateral.-Prismas.-Area del prisma, 
desarrollo lateral.-Poliedros: descomposición en tetraedros. 
-Lo~ cinco poliedros regulares.-Igualdad de los poliedros. 
-A.rea lateral y total de un poliedro cUlllquiera.-Problemas. 

48. Se llama pirámide al poliedro q ne tiene por base 
una superficie poligonal y tantas caras laterales cOmo lados 
tiene la base. (Fig. 289). 

49. Los lado8 de la base se considet'un como bases de 
108 triángulos laterales y el vértice común de estos trián­
gulos se deuomina cúspide. (Fig. 290). 

Figura 289. Figura 21J0. 

50. Si la base de la pirámide es UD triángulo, la pirámide 
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se llama triangular; si es un cuadrado, cuadrangular; si es 
un rombo, rombal; si es un pentágono, 
pentagonal: en una palabra, toma el 
nomure del polígono de su base. (Fig. 291). 

Figum 291. 

51. La más simple de las 
pirámides y el más simple de 
los poliedros es la pirámide 
triangular ó tetraedt·o. (Fig. 
292). 

5:¿ Pirárnideregulares aquella que tiene ];'igul"a 292. 

por base un polígono regular é iguales las 
aristas laterales. 

53. Las caras laterales de la pirámide regular, son trián­
gulos isósceles iguales: la altura de estos triángulos se de­

nomina apotema de la pÍl'á­
mide. (Fig. 293). 

54 Dáse el nombre de 
trozo de pirámide, á la parte 
de pirámide comprendida 

Figura 293. entre la base y un plano 
que corte todas las aristas 
laterales. (Fig. 294). 

Figura 294. 

55. El trozo de cono se dirá de bases paralelas, cuando 
el plano secante sea paralelo á la base. 

56. El área lateml de la pirámide regular es igual á la 
mitad del producto del perímett·o de la base multiplicado 
por la apotema de la pirámide, y para hallar el área total, 
bastará agregar al área laterttl, la de la base. 

57. La superficie total de una pirámide, puede desarro­
llarse ó extenderse sobre un papel, colocando consecu­
tivamente alrededor del polígono de la base, los trián­
gulos isósceles que la forman. (Fig. 295). 

58. El área lateral de un trozo de pirámide regular, 
de bases paralelas, es igual á la mitad del producto de 
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la pinte de apotema correspondiente, multiplicado por la 
suma de los perímetros de las bases. 

Figurn 295, Figura 236. 

59. Bé aquí el desarrollo de un trozo de pirámide. 
(Fig. 296). 

Prismas. 

60. Llámase prisma á un poliedro limitado por dos 

Figurr. 29~ . 

caras poligona· 
les paralelas (*) 
y tantos rectán­
gulos laterales 
como lados tie­
ne una de di­
chas caras. (Fig. 
297). 

61. Altura de 

Figura 298. 

un prisma es la distancia entre ambas bases. 

C') A esas caras se da el nombre de bases del prisma. 
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62. Las aristas laterales de un prisma son iguales y 
paralelas. (Fig. 298). 

63. Si las bases de un prisma son triángulos, el prisma 
se llama triangular; si son cuadrados, cuadrangular, y en 
geneml, el prisma toma el nombre del polígono que le sirve 
de uase. 

64. El más sencillo de los prismas, e1) 
el triangular. (Fig 299). 

65. Llámase pt'isma regular <) recto aquél 
cuyas aristas laterales son perpendiculares 
á las bases; y si las aristas son oblicuas, el 

Figura 299. prisma se llama oblicuo. (Fig. 300). 
66. Si las caras de un prisma son cuadra­

dos, el prisma toma el nombre de cubo. (Fig. 301). 

Figura 300. Figura. 301. 

67. Si las bases de un prisma son paralelógramos, se le 
llama paralelepípedo . . (Fig. 302). 

68 Las caras opuestas de todo paralelepí­
pedo son iguales y paralelas_ 

69. El área lateral de u n prisma regular 
es igual al p.·odncto de su 
nltura (*) por el perÍme­
tro de su base. Pam 
hallar el área total, basta 

Figurlt 202. 
agregar al área lateral 
la de ambas bases. Figura 303 

(") En el prisma reeto cualquier arista es la altura del prisma. 
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70. r.Jas áreas de dos prismas de base equivalente é 
igual altura, son equivalentes. (Fig. 303). 

71. Pam hallar el área de un prisma 
oblicuo, se multiplica una de sus aris­
tas laterales por una sección perpen­
dicular á ellas. 

72. El área lateral de un prisma 
recto, puede desarrollarse sobre el 
papel y se convierte en un rectángulo 
de igual altura que el pt'isrna y de 
noa latitud igual al perímetro de la 
!Jase. (Fig. 304). 

Figura 304. 

Descomposición en tetraedros. 

73. Todo poliedro puede descomponerse en pirámides 
desde un pu nto interior. (Fig. 305). 

74. Toda pirámide puede descomponerse en tetraedros. 
(Fig. 306). 

Figura 305. Figura 306. Figura 307. Figura 308. 

75. Todo prisma puede descomponerse en tantos prismas 
triangulares como lados tiene 6 en tantas como lados 
tiene menos dos. (Fig. 307). 
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76. Todo prisma triangulal' puede descomponerse en tres 
tetl'aedl'os de base equivalente y altura igual. (Fig. 308). 

Los cinco poliedros regulares. 

77. Estos cinco poliedros están limitados por polígonos 
regulares iguales, y sus ángnlos poliedros son también 
iguales; por eso se llaman poI ¡edros regulares. 

78. El tetraedl'O está formado por cuatro 
triángulos eq niláteros y tiene cuatro ángu­
los poliedros, seis aristas y cuatro vértices. 
Sus ángulos, planos miden 60·, lo cllal nos 
dice que la suma de los tres de un vértice 

Figura 809. vale 180° ósea 2, rectos. (Fig. 309) 
7!}. Con ángulos de menor número de 

grados no puede haber poliedro regular, porque los 
triángulos no serían equiláteros. (Fig. 310) 

80. El octaedro está formado por ocho 
triángulos equiláteros y tiene seis ángu­
los poliedros formados por cuatro ángulos 
planos, doee aristas y seis Vél·tices. Lo& 
cuatro ángulos planos de cada UllO de 
sus ángulos poliedros, suman juntos 240° 
es decÍl', menos que cuatro rectos. 

ll'ignra 310. 81. El icosaedro terminado por veinte 
triúngulos equiláteros tiene doce vérti­

ces y treinta aristas. Cada vértice está formado por cinco 
ángulos planos de 60· que juntos suman 300· es decir, 
menos de cuatro rectos. (Fig. 311) 

82. Si quisiéramos hacer oho ángulo poliedro de seis 
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ángulos de 60', [JO pooríamos, porque la suma sería igual 
á cuatro rectos, 6 sea un plano. (Fig. 312) 

l'igul'll ~ 11. 

83. No puede buber, por lo tanto, más poliedros regu­
lares litll ¡tados por tl'iáogulos eq uilateros q ne el tctmedro I 
el octaedro y el icosaedro. 

84. El cubo está limitado por seis cuadmdos iguales y 

Figura 31.3. 

sino el cubo. 

tiene ocho vértices y doce aristas. Cada 
vértice es formado por tres ángulos pla­
nos rectos, 6 sean 270', suma menor que 
cuatro rectos. (Fig. 313). 

Si reuniésemos cuatro 
ángulos l~ectos en un vél'­
tice, la su ma sería 360' Ó 

sea, un plano. (Fig. 314). 
85. No puede, pues, ha-

ber otL'O poliedro regular Figura 314. 

limitado por cuadradros 

86. El dodecaedro está limitado pOl' doce pentágonos re­
gulares iguales, y tiene veinte vértices y treinta aristas. 
(Fig.315). 

Cada uno dp. sus ángulos poliedros, está formado 
por tres ángulos planos de 1080 que juntos valen 324' es 
decir, menos de cuatro rectos. 

Si reuniésemos en un vértice cuatro ángulos de pentá-
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gono regular, la suma sería mayor que cuatro rectos, el:> 
decir, no habría 
ángulo poliedro. 

87. Por lo tan­
to, los únicos po­
liedros t'egulares 
que pnede babel' 
son los ci nco 

Figuril 315_ que acabamos 
de nombrar. 

88. El área' iotal de un poliedro regular 'es igual al 
área de una de RUS caras, multiplicada por el número 
de ellas. 

Igualdad de los pol~edros. 

8ll Son poliedros iguales ae¡ nellos que tienen sus cams, 
m'istas, ángulos, diedros y poliedros iguales é igualmente 
dispuestos. (Fig. 316). 

Figura 316. 

les. (Fig.317) 

Los policdt'os regulares de igual nú­
mero de ruras, son iguales cllando 
tienen una arista igual. 

90. Dos poliedros son semejantes, si 
tienen las caras seme-
jantes é igualmente dis­
puestas, y SllS ángulos 
diedt·os y poliedros iguu-

91. El área lateral de UD poliedro cual- Figum 317, 

q niera es iglIal á la suma de las áreas de 
sus caras laterales; y el área total se optiene agt'egando 
el dicha suma el área de la base ó bases del poliedro. 
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Problemas. 

92. l-Clavar en el suelo una estaquilla vertical valién­
close de una" plomada. 

2-Clavar en una madera una aguja perpendicular va­
liéndose de una escuadra de tres brazos. (*) 

3-Bajar desde un punto dado, una perpendicular á UD 

plano, sin escuadra. 
4-Medir ángulos diedros con el baivel. 
5-¿Cuál será el complemento de un diedro de 15'? 
6-¿Cuál será el suplerneQto de un diedro del0S'? 
7-Coloca1' dos hojas de papel perpendicularmente. 
S-Unir dos hojas de papel de modo que formen cuatt-o 

diedros rectos. 
9-8i uno de los diedros opuesto por el vértice vale 

30' ¿cuánto valdrán los otros tl'es consecuentes? 
lO-Averiguar con la plomada si un plano dado es 

vertical. 
l1-Avel'Íguar con la plomada y la escuadra lOi un plano 

dado es horizontal; después con el nivel de albafiil. 
U-Colocar una tabla paral~la á un plano horizontal. 
13-00locar una tabla paralela á una vertica1. 
U-Construir con papel grueso ó cartón, un tetraedro, un 

cubo, un dodecaedro y un icosaedro regulal'es. 
15-Construir de la misma manera, val'ias pirámides 

y trozos de pirámides de d istintn bnse, rectas y oblicuas. 
16 -Construir tres tetmedros de tal manera que formen 

un prisma triangular, reunidos. 
17-Construil' un romboedro un rornboidedro.Y un pa­

ralelepípedo de base cuadrado. 

(1) Una boja de papel doblada. 
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l8-Hallar el área lateral de un prisma triangular 
cuya base tiene un perímetro de quince metros y por 
altura doce. 

19-¿Ouántos metros cuadrados de papel se necesitan 
para cubrir las paredes d.e una sala, cuya longitud es diez 
metros, cuya latitud es quince y cuya altura es de siete 
metros? 

20-¿Ouántos metros cuadrados de pared tiene una 
sala, cuyo piso es un exágono regular de cinco metros de 
lado y la altura seis metros? 

21--¿Ouál es el área total de un prisma recto, cuya base 
es un octógono regular que tiene 24 metros cuadrados de 
base y cuya altul'U es de 15 metros? 

22-Hallar el área lateral de una pirámide regular, cuya 
base es un exágono, cuyo lado mide tres metros y la al­
tUl'R de uno de los tl'iángulos es de catorce metros. 

23-Hallor la su perficie total de los ci nco poliedros re­
gulares suponiendo que una arista de cada uno de ellos 
vale dos metros. 

Cuerpos redondos. 

93. El cono es un cue1'po limitado por un CÜ'culo que 
le sirve de base y una superficie cónica. (Fig. 318). 

Puede decirse que un cono es 
originado por un triángulo rectán­
gulo que gira sobre uno de sus 
catetos. 

94. Altura del cono es la per­
pendicular bajada desde su vél'tice 

Figura 318. hasta la base. 
95. Lado del cono es cualquiera 
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de las rectas que coinciden con la superficie cónica desde 
el vértice hasta la base. 

96. Trozo de cono, es la parte de cono comprendida 
entre la base y otro plano que corta torios los lados. Si el 
cono se corta por un plano paralelo á la 
base, la sección es un círculo. (Fig. 319). 

97. Un cono puede considerarse como 
una pirámide regular de infinito número 
de caras, y por la tanto, el área lateral 
de un cono, es igual á la mitad del pro- . 
ducto de su lado por la circunfet'encia 
de la base. Para hallar el área total, 

Figura 319. 

basta agregar al área lateral el área del círculo que le 
sirve de base. 

98. El área lateral de un trozo de cono de hases para­
lelas es igual á la mitad del producto de su lado por la 

Figura 320. 

Altura del 

suma de las circunferencias de ambas 
bases. (Fig. 320). 

99. El cilindro es un cuerpo limitado por 
dos círculos que toman el nombre de bases, 
y por una superficie cilíndrica. Puede de­
cirse que un cilindro es originado por un 
rectángulo generador qne gira s0bre uno 
de sus lados. 
cilindro es la perpendicular trazada 

am bas bases. 
entre 

Figuro. 321. 

100. Lado del:ci­
lindro es cualquieru 
de las rectas que 
coinciden con la su · 
perficie cilíndrica 
desde una á otra 
base. Fig. (321). Figura 322. 

101. El cilindro 
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puede considerarse como un prisma regular de infinito 
número de caras, y por lo tanto, su área lateral será 
igual al producto del lado por la circunferencia de la 
base. (Fig. 322). 

102. Para encontl'Ur el área total, basta agregar á la 
lateral la suma de las áreas de los círculos que forman 
sus bases. 

103. La esfera es un cuel'po limitado por una superficie 
esférica. 

104. Todos los puntos de la superficie esférica eq uidistan 
de uno interiOr llamado centro. 

Figura 323. 

105. Radio de la esfera es toda recta 
que, partiendo del centro, toca en la 
superficie esférica. (Fig. 323). 

106. Toda sección 
hecha por un plano 
en la esfera es un eír­
culo. Si la se(]ción 
pasa por el centro, 
se llama círculo má­
ximo. (Fig. 324). 

107. Diámetro de Figura 324. 

la esfera es toda recta que pusando por el centro, toca en 
dos puntos de la superficie esférica. (Fig. 325). 

t08. Cualquier diámetro puede considerarse como eje 
de la esfera. 

Figura 325. Figura 326. 



- 95-

109. Los extremos del eje se llaman polos. 
110. Zona es la parte de esfera comprendida por dos 

planos paralelos. (Fig. 326). 
111. Casquete esférico es unu parte de la esfera, que 

tiene por base un círculo. (Fig. 327). 
112. Sector esfér'i­

cú es la parte de esfe­
ra originada por un 
sector circular q ne 
gira sobre uno de 

Figum ~27. sus radios como eje. Figura 328. 

(Fig.328). . 
113. Para hallar el área de la esfera, los ge6mctras han 

encontmdo, por largos y difíciles razonamientos, uua fór­
mula parecida á la que ya conoéemos para hallar el área 
de un círculo. Esta f6t'mula es 4 7t R2 y la del círculo 7t R2. 

Como nosotros no podemos todavía valernos de los me­
dios que emplean los geómetra s para saber estas cosas, 
cmpleal'ernos un medio sencillo que nos dé nproxirnaclu­
lllcute el mismo resultado. 

Figura 329. 

Tomemos una esfera de madera· y midamos su circun­
ferencia máxima y su diámetro. (Fig. 329). 
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Sea el diámetro seis centímetros, la longitud de la cir· 
cunferencia diez y ocho centímetros y nueve milímetros 
Ó 18,9. (Fig. 330). 

Figura 330. 

Constl'Uyamos con estas dos medidas un rectángulo de 
cal'tón y arrollémoslo hastl formar una superficie cilín­

Figura 331. 

drica que podemos dejar ter­
minada pegando con goma 
los extremos del cartón ó 
cosiéndolos, y agregándole 
dos círculos ó bases para con­
vertirlo en cilindro. (Fig. 
331). 

Este cilindro tendrá por 
altura el diámetro, ósea 2, R 
de la esfera, y pOl' circunfe­
rencia oe la base, la de un 
círculo máximo de la esfera 
ósea 2, 7t R. 

Si hallamos en números el 
área lateral del cilindro nos dá 113 cm 097312; si hallamos 
con la fórmula encontrada por los geómetras el área de 
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hl esfera, nos dá 1l3,cw097312, es decir, la misma área para 
la esfern, que para la 
superficie lateral de 
nu cilindro que tielJe 
·por base nn círculo 
máximo de la esfera 
y por altura el diáme­
tro de la ro ¡sIna. 

Esta relación exacta 
que hay entre el ci­
lincl!'o y la esfem po­
drá comprobarse ma­
terialmente de una 
rnanem aproximada 
haciendo el siguiente 
experimento: 

Tomemos una esfera 
y un cilindro que ten­
ga exactamente su diá­
metro por rdtul'fl. y su 
círculo máximo por 
base, y dividida la es­
feru en dos mit::J.des, 
arrollemos en uno y 
otro casquete alternn­
tivamente UD hilo, co­
mo si fnernn dl1S trom­
!Jos. (Fig. 336). 

Con los dos hilosjun­
tos envolvamos des­
pués la snpllrficie In 
teral del cilindro, y 

Fig-ura. 3~6. 

veremos que será cu bierta completamente. 

7 
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Esto prueba que ambas superficies, la de la esfera y la 
lateral del cili odro, son iguales. 

El hecho puede repetirse siempre con ott"as esferas y 
cilindros. 

Queda, pues, demostrado experimentalmente, que di­
chos cuerpos tienen área igual. 

Veamos ahora si la fórm ula del área lateral del ci lin­
dro dado, es igual á la de la esfera, hallada por los geó­
metras: 4 7t R2 es ésta. 

El área del cilindro es igual á 2, 7t R multiplicado por 
elVado; pero el lado del cilindro es igual al diámetro de 
la esfera, ósea 2, R; entónces tenemos: 

Area del cilindro = 2, 7t R X 2, R ó lo que es lo mismo: 
4 7t 1~2. 

El área de la esfera, por lo tanto, es igual á su circun­
ferencia máxima multiplicada por el diámetro, 6 también 
al área de cuatro círculos máximos. 

114. Dos esferas son iguales cuando sus cadios lo son. 

00 
Figura. 337. Figura 338. 

Tfldas las esferas son semejantes. (Fig. 337). 
115. Dos conos son iguales ó semejantes, cuando lo son 

sus triángulos generadores. (Fig. 338). 

Fig,ua. 389. Fiª,ur& 340 
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116. Dos cilindros son iguales ó semejantes, si lo son 
sus rectángulos generadores. (Fig. 339). 

117. Llámase huso esférico á la porción de superficie 
esfél'Íca comprendida entre dos arcos de circulo máximo 
que se cortan. (Fig. 340). 

Problemas. 

118. 1--Hallar sobre papel ó cartón el desarrollo de un 
cono de 10 centímetros dE> lado, por 8 de diámetro, tra­
zando un sector circular que tenga por arco, aproximada­
mente, la longitud de la circunferencia de la base. 

2-Hallar el desarrollo de un cilindro de 10 centímetros 
de altura por 8 de diámetro sobre un rectángulo que re­
presente su superficie lateral. 

a-Determinar el desarrollo aproximarlo de una esfera de 
5 centímetros de diámetro, valiéndose de husos esféricos 
pequeños. 

4-Encontl'ar el desarrollo de un trozo de cono, biendo 
los radios de las bases 5 y 6 centímetros respectivamente 
y 8la altura. 

5-Hallar el área lateral de un cono de 15 metros de lado 
y 524 decímetros de circunferencia de la base. 

6-Determinar en metros el área de la snperficie te­
rrestre. 

7-Calcular el área exterior é interior de un tubo de 2 
milímetros de espesor, 5 milimetros de radio y dos metros 
de longitud. 

8-Calcular cuantos centímetros cuadrados de pape! de 
oro se necesitarán para cubl'Ír un cono de dos metros de 
radio en la base y 8 de lado; un cilindro de 3 centímetros 



-100 -

de diáll1etro de uase, y 3 centímetros de altura ó lado, y 
una esfera de un centímetro y medio de radio. 

9-Cuántas pizarras de 4 c1ecímeb'os cuadrados cada una 
se necesiturán para cubrir una cúpula cónica de 8 me· 
tros de radio en la base y doce metros de lado. 

10-U n cstanq lle circular tiene por radio en la ba~e deL 
fondo 7 metros, y por racHo de la circunferencia de sns 
bordes 8 metros; su muro en talud tiene 14 metros de 
largo; ¿cuál será la superficie del muro? 

11-¿Cuál será el radio de una esfera cuya superficie 
vale un metro cuadrado? 

lZ-Una ciunpDna de gasómetro tiene 8 metros de diá­
metro y 6 de altma ¿cuál es la superficie lateral? 

13-¿Cuál será la superficie de una cúpula semi-esférica, 
de 12 metros de diámetro? 

Volúmenes. 

119. Para medir el volumen de los cuerpos se emplea; 
el metro cúbico y ios múltiplos y E'llbrnúltiplos de esta. 
unidad. 

120. Si tOlllamos un centí metro cúbico, es decir, nn cu bo 
cuyo lado tenga un centímetro de longitud y dividimos 
u n lado de la base, su longitud, en diez partes iguales, su 

latitud en otras diez y su altura en otras 
tautas, y por los puntos de división tmzamos 
planos paralelos respectivamente á la rora. 
del frente, á la de la base y á la de un 
costado del cubo, éste quedará dividido en 

Figum 3U. mil cu bitOR de un milímetro de largo, pOl" 
uuo de ancho y otro de alto, Ó sean mil 

milímetros, cú blcos (Fig. 341). Para saber, por lo tanto~ 
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·el número de milímetros cúbieos que nn centímetro cúbi· 
co contiene, hubiera bastado medir la 101lg·tud que son 
diez milímetros, ml1ltipliear este número por la latitucj 
que son diez milímetros también,'y el ' producto multi­
plicarlo por los diez rnilirncíros de la altura, y entonces 
hubiéramos obtenido los mil milím etros cúbicos que 
contiene un centímentro cúbicQ, 6 sea, 

10 x 10 x 10 = 1000 

Nota.-Llámase cubo de un número el producto de 
tomarlo tres veces COmO factor y se inclica así: 

103, 53, ..... R3 

121. Supongamos que se trate de medir el volumen de 
nn paralelepípedo forrnado por tres centímetros cúbicos su­
perpuestos, Deseamos saber el número 
de milímetros cúbicos que dicho cuer­
po tiene. (Fig. 342). 

Evidentemente, los milímetros cúbi­
cos que va á tener el paralelepípedo así 
formado son 3000, puesto que cada 
·centímetro cúbico vale mil. 

Midamos la longitud de la base: Figura. 342. 

tiene 10 milímetros; midamos la lati-
tud de la misma, son diez también; midamos la altura: 

,SOIl 30 milímetros; multipliq uemos estas tres cantidades: 
10 x 10 x 30 = 3000, es decir que pam hallar el volu­
men de un paralelepípedo de basf'. cuadmda basta mul­
tiplicar el área de la base (en este caso 10 X 10) pOl' la 
altuL'U. 

122. Veamos otro caso más toda,ía: 
Se trata de medir los milímetros cúbicos que tendrá 

un paralelepípedo formado por val~os ~et1tímetros cúbicos 

BIB LI OTECA NACIONAL 
D E MAEST ROS 
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dispuestos dos á lo largo, uno á 10 ancho y tres á ]() 
alto. Como se vé las tres dimensiones 
longitud, latitud y altura son desiguales. 
(Fig. 343). 

Como c::tda centímetro cúbico tiene-
1000 rnilímetroscúb ieos, el paralelepípedo 
que hemos formado telldrá evidentemente 

Figura 3.3 6000 milímetl'os cúbicos. 
Si medimos sus dimensiones, la longi­

tud nos dá 20 mili metros, la latitud 10 milímetros y la 
altura 30, y si multiplicamos entre sí estas Ü'es cantida­
des, el producto será 6000, 6 sea el número de milíme­
tros cúbicos que tiene el paralelepípedo . Diremos, por 
lo tanto, que el volumen de un paralelepípedo recto y 
rectángulo es igual al producto de sus tres dimensiones, 
Ó lo que es 10 mismo, al producto del área de su base 
por su altura. 

123,. Tomemos ahora un paralelepípedo de base rectan­
gular, pero oblicuo, para medir su volumen. Construyamos 
otro que tenga la misma base y altura, pero que sea recto. 
Si sumergimos ambos alternati varnente en un vaso de· 
agua bien lleno., veremos que ambos desalojan la misma 

cantidad de liquido lo que· 
prueba que am bús tienen el 
mismo volumen. (Fig. 344). 

Lo mismo sucedería si 
fuesen hueco.':> y los llenáse-· 
mos de agua; ambos conten­
drían igual cantidad . 

Figuro. 344. Si repetimos la experiencia. 
con dos prismas cualesq uiera, 
en que las alturas sean igua­

les y las bapes eq ui valentes, el resultado será el mismo. 
Podemos, pues, decir q lle para hallar el volumen dEh 
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UD prisma cualquiera se multiplica el área de 1:1 base 
por la altura. 

124. Como todo prisma triangular puede descomponerse 
en tres tetraedros de bases equivalentes y Ultlll'U igual, po­
demos decir que el volumen de una pirámide es igual á 
1/3 elel volumeu de un prisma triangular, Ó lo que es lo 
mismo, á 1/3 del producto del 
área de la base por la altura, 
puesto que tuda pirámide 
puede descomponerse en te­
traedros. (Fig. 345 Y 346). 

125. Aplicando esto mismo 
al CODO, q uo se considera Figurns 245 Y 346. 

como pirámide de infinito 
número de caras, diremos que su volumen es igual al 
tercio del producto de la altura por el área del circulo de 
la base. (Fig. 347). 

126. En cuanto al cilindro basta recordar que se con­
sidel'U como un prisma de infinito número de cal'aS y su 
volumen debe hallarse como el de los prismas, multipli­
cando el área del ClÍrculo de la base por la altura. 
(Fig. 348). 

Figura 347. Figura 348. 

127. El volumen de un poliedro regnlnl' puede conside­
rarse formado por pirámides cuyo vértice está en el 
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centro y cuya apotema es común, y por lo tunto el yolu­
men total será igual al 1/3 de la apotema multiplicado 
por el área del poI iedro. 

128. Pudiendo cOllsiderurse la esfera COlIJO un poliedro 
de infinito U\lmero de carus, á su yez podrá considerarse 
su "olúmen como el de un poliedro regular, teniendo pre­
sente que la superficie de la esfera comprende todas las 
bases de las pirámides que suponernos con vértice en su 
centro, y que su apotema común se confunde con el 
radio. 

Ahora bien, llamando R al rádio tendremos la siguien­
te f6rm ula: 

Area de la .3uperficie esférica = 1/3 x R x 4 TI R 2 = 
4/3 TI R 3. 

129. El volumen ele un poliedro cualqniera es igual á 
la sumu de los tetraedros que lo forman. 

Problemas. 

130.-1 Hallar el volumen de una pirámide cuya base 
sea un cuadrado de 287 metros y 1/2 de lado, y la altura 
145. 

2-Calculal' el número de metros cúbicos que puede 
contener un dep6sito en forma de parnlelepípedo de base 
cuadrada de 100 metros de lado por 50 de altura. 

3-Determinar el volumen de un cono de sal de 15 me­
tros de altura y 12 por radio de su base. 

4-U n pozo cilíndrico de un hect6metrú de profundidad 
y 4 metros ele diúmetro, ¿cuántus litros de agua puede 
eontener? 
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5-Hallal' el volumen del Sol siendo el diámetro de 
éste 112 veces el de la tierra. 

6-¿Ouántos puntos determinan la posición de una es­
fera? 

7-Si un cono, un cilindro y una esfera tienen igual 
radio, ¿cuál será la altura de los dos primeros para que 
tengan igual volumen? 
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