


GEOMETRIA

PARA SEGUNDO ARO DEL CICLO BASICO
Y ESCUELAS DE COMERCIO



GEOMETRIA

PARA SEGUNDO ANO DEL CICLO BASICO
Y ESCUELAS DE COMERCIO

CELINA-H _REPETLTTO

PROFESORA DE ENSENANZA SECUNDARIA EN MATEMATICAS Y
FISICA. DOCTORA EN CIENCIAS FiSICO-MATEMATICAS. PROFESORA
EN LA ESCUELA NORMAL "SARMIENTO', EN EL INSTITUTO NA-
CIONAL DEL PROFESORADO SECUNDARIO, EN LA UNIVERSIDAD
TECNOLOGICA, EN LA FACULTAD DE INGENIERIA, Y DE ARQUI-
TECTURA Y URBANISMO DE LA UNIVERSIDAD DE BUENOS AIRES.

MARCELA E. LINSKENS

PROFESORA DE ENSENANZA SECUNDARIA EN MATEMATICAS Y
FRANCES. EX CATEDRATICA EN LAS ESCUELAS: NORMAL Nv 8
“PTE. JULIO A. ROCA", LICEO NACIONAL DE SENORITAS N¢ 3 "JOSE
M. ESTRADA'. ESCUELA NACIONAL DE COMERCIO DE RAMOS
MEJIA, ESCUELA NACIONAL DE COMERCIO No¢ 2 “DR. ANTONIO
BERMEJO", ESCUELA NACIONAL DE COMERCIO N¢ 5§ “JOSE DE SAN
MARTIN", COLEGIO NACIONAL Nv 1 “BERNARDINO RIVADAVIA",
LICEO NACIONAL DE SENORITAS N¢ 12 “FRAY MAMERTO ESQUIU"

HILDA B. FESQUET

MAESTRA NORMAL NACIONAL. PROFESORA DE ENSENANZA
SECUNDARIA EN MATEMATICAS.

RESPONDE ESTRICTAMENTE A LOS D O N AC l 0 N
PROGRAMAS ACTUALES DE

BIBLIOTECA NACIONAL .._---LZL ot o8
DE MAESTROS

EDITORIAL KAPELUSZ « BUENOS AIRES
MORENO 372



Todos los derechos reservados por (©, 1940).
EpitoriarL KarerLusz, S. A. — Buenos Aires.
Hecho el depdsito que establece la ley 11.723.

Publicado en mayo de 1940.

Decimosexta edicién, enero de 1960.

LIBRO DE EDICION ARGENTINA



Cap IrpaTio- Il

POLIGONOS CONVEXOS.

1. Todos hemos utilizado muchas veces la palabra poligono, y
hemos visto dibujados muchos de ellos en mosaicos, ventanales, etc.
como los que aparecen en la figura.
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Sabemos que se trata siempre de figuras planas cuyo contorno
esta formado por trazos rectos.
Asi, son poligonos los que aparecen dibujados a continuacién:
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En todo poligono figuran por lo menos tres angulos. Esto jus-
tifica el nombre de poligono, pues etimologicamente esta formado
asi: poli — muchos; gono =— angulo, es decir, muchos angulos.

Al observar los poligonos de la figura anterior, vemos que los
dos ultimos tienen una caracteristica que los diferencia de los cua-
tro primeros. A los del primer grupo se los llama poligonos conve-
x0s y a los dos Gltimos poligonos concavos.

Veamos la definiciéon de poligono convexo.

DEFINICION. Dados en un plano, tres o mas puntos, por ejemplo
A, B, C, D, E, tales que tres consecutivos no estén alineados y
que la recta determinada por dos consecutivos cualesquiera deje a
los demas en un mismo semiplano con respecto a ella, se llama poli-
gono convexo ABCDE a la figura formada por los puntos comunes

a los 4ngulos ABC ; BCD ; €DE; BEA, y EAB. En Ia figura
se ha rayado cada uno de los angulos con trazos en distintas direc-
ciones, de modo que se destaque el poligono, ABCDE como parte
comun a todos, pues aparece cubierto por todos los rayados.

2. Vértices, — Los puntos que determinan el poligono, se llaman
vértices.

Asi, en el poligono ABCDE son vértices los puntos A, B, C,
DyE.

3. Lados. — Los segmentos determinados por cada par de vértices
consecutivos se llaman lados. SR

Asi, en el pohgono ABCDE son lados los segmentos AB ; BC;
CD; DE y EA.

4. Diagonales.— Los segmentos determinados por cada par de
vértices no consecutivos, se llaman diagonales.
As1, en el pohgono ABCDE son diagonales los segmentos AT,

AD,BD,BE y CE.

5. Angulos interiores, — Cada uno de los angulos que nos han
permitido definir el poligono, se llama &ngulo interior del mismo.
Asi, en la figura se destacan con 1, 2, 3, etc., arcos los angulos
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interiores del poligono, que se leen directamente por la letra del
vértice. P oA
1,\\si, en el poligono ABCDE, los angulos interiores son: A g
A
é; DyE.

6. Angulos exteriores,— Los angulos adyacentes a cada uno de
los &ngulos interiores del poligono se llaman dngulos exteriores.

A

Asi, en el poligono ABCDE los angulos exteriores son: 3, B
A A A
Y,dyc«E.

7. Contorno.— La quebrada constituida por todos los lados del
poligono se llama contorno del mismo.

8. Nombre que reciben segtin el nimero de lados.— Los poligo-
nos convexos reciben distintos nombres segiin el ntimero de lados.

Asi, al poligono de 3 lados se lo llama triangulo; al de 4 lados,
cuadrilatero; al de 5 lados, pentégono; al de 6 lados, hexdgono; al de
7 lados, heptégono; al de 8 lados, octégono; al de 9 lados, enedgono;
al de 10 lados, decdgono; al de 11 lados, undecagono y al de 12 la-
dos, dodecégono.

Cuando el poligono tiene un ntimero n de lados, mayor que 12,
se llama poligono de n lados.

Asi, se dice poligono de 18 lados, de 23 lados, etc.

9. Poligono regular. — Un poligono convexo se dice regular cuan--
do tiene todos sus lados y sus 4ngulos respectivamente iguales.

Asi son poligonos regulares los que aparecen dibujados a conti-
nuacién:
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10. Poligonos céncavos. — Si un lado (o mas) del poligono es tal
que deja a algunos de los demas vértices no pertenecientes a €l en
distintos semiplanos respecto del mismo, el poligono se dice céncavo.
Asi, por ejemplo, son céncavos los dos poligonos de la figura.

En general, cuando decimos poligonos nos referimos a un poli-
gono convexo.

11. Suma de los angulos interiores de un poligono. — Habiendo de-
mostrado ya en el primer curso que la suma de los angulos inte-
riores de un triangulo es igual a dos rectos, se determina a conti-
nuacién a qué es igual la suma de los angulos interiores de un po-
ligono de cualquier nimero de lados.

Para ello observemos que si en un pentagono, se trazan todas las
diagonales correspondientes a uno de los vértices, por ejemplo, el
de la figura, queda dividido en 3 triangulos. Como la suma de los
angulos de cada triangulo es igual a 2 rectas, para obtener la suma
de los angulos interiores del pentagono hay que multiplicar 2 rectos
por el nimero de triangulos que quedan determinados. Es decir:

_ 2 rectos X 3.
Si se procede de igual forma con un hexéagono, éste queda divi-

dido en 4 triangulos; es decir, que la suma de los angulos interiores
del poligono de 6 lados es igual a:

2 rectos X 4.
Si se hace lo mismo con un heptagono, éste queda dividido en 5

triangulos; en consecuencia, la suma de los angulos interiores de un
poligono de 7 lados es igual a:

C 2 rectos X 5.
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Se observa en cada caso que el nimero por el cual hay que mul-
tiplicar 2 rectos, es igual al nimero de lados del poligono, dismi-
nuido en 2. :

En efecto:

para 5 ladoses 2 rectos X 3;
para 6 ladoses 2 rectos X 4
para 7 ladoses 2 rectos X 5.

En general, si se trata de n lados, el poligono queda dividido en
n — 2 triangulos, y por lo tanto la suma de los angulos interiores
es igual a:

2 rectos (n — 2) .

Esta observacién se demuestra en el siguiente: ¢
TEOREMA. La suma de los angulos inte-

riores de un poligono es igual a dos rectos
por el nimero de lados, menos dos.

H) Poligono ABC...N

A A A A
TY A+B+4+C+H...4+N=2 rec
: tos (n — 2)

DEMOSTRACION. Para fijar ideas nos re-
feriremos a un pentagono; en este caso,
como n = 5, debemos demostrar que:

A+B+ 84+ D4 = 2rectos (5—2).
Se considera un punto interior cualquiera del poligono, el O por
ejemplo, ¥ se lo une. El poligono queda dividido en los triangulos
i ey 2N

e
AOB, BOC,COD,DOE y EOA, y como la suma de los angu-
los interiores de un triangulo es igual a dos rectos se tiene que:

N

A N A

En el AOB es 14+ 2+ a = 2rectos.
Py A N

En el BOCes 34 44 = 2rectos.
P A A

Enel CODe 5+ 64 Yy =2rectos.
P A o

En el DOE es 7 + @-}— 0 = 2 rectos .

N
En el EOA es 6—}— ﬁ)+’s\:2rectos.



Sumando miembro a miembro estas iguadades, se tiene:

A A A A A A A A A A A N A A A
1+2+a+3+44+p84+54+6+y+74+84+04+9+10+¢6=
= 2 rectos X 5.

Aplicando la propiedad conmutativa en la suma anterior, se es-
criben uno a continuacién de otro los pares de angulos designados
por numeros, tales que la suma de dos de ellos dé un angulo del
poligono y por Gltimo todos los angulos designados con letras grie-
gas, es decir:

A A A A N A A A "~ N ~ N A N A

1+10+243+4+44+5+64+74+8+9+ a+P+y+o+5=
= 2 rectos X § [1]

pero:

~ A AN A A A A A DTN AA A

1+10=A;2+3=B;4+5=C; 6+7=D; 8+9=E

Luego, sustituyendo en [1], se tiene:
AL BLCALD+EFC+B+T+5+5=2rectos X5 [2]
¥, como Q+/[§+?+/?)\+/s\:4rectos

por ser angulos formados alrededor de un punto, reemplazando en
[2], se tiene:

N D A A A
A+B+C+ D+ E + 4 rectos = 2 rectos X 5.

El término 4 rectos, que esta precedido por el signo mas, en el
primer miembro, se pasa al segundo miembro, precedido por el
signo menos:

ﬁ+ﬁ+e+ﬁ+ﬁ=2rectos X 5 — 4 rectos .
Como 4 rectos = 2 rectos X 2
reemplazando en la igualdad anterior, queda:

2+§+e+ﬁ+ﬁ:2rectosx5—2rectosX2.

Sacando el factor comln 2 rectos en el segundo miembro, se tie-
ne, en definitiva:

NS A
A+B+C4+ D+ E =2rectos (5—2).
Hemos demostrado el teorema para el caso particular en que:
' s

pero, como igual demostracién puede hacerse para un poligono de
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un nimero n cualquiera de lados, queda demostrada, en general,
la igualdad de la tesis, es decir:

ARLBY 4 N rectos (n L2y

EJEMPLO:
Calcular la suma de los angulos interiores de un heptagono.
Como en este caso n = 7, se tiene:

Suma de angulos interiores del heptagono = 2 rectos (7 — 2) =

= 2 rectos X 5 = 10 rectos.

Como 1 recto = 90°, es:
suma de angulos interiores del heptagono = 10 X 90° = 900° .

12, Suma de los dngulos exteriores de un poligono. — Si en un poli-
gono cualquiera, un pentagono, un hexagono, etc., se dibujan los an-
gulos exteriores, luego se miden y se calcula la suma, en todos los
casos aicha suma resulta siempre igual a 4 rectos. Esta propiedad
se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. La suma de los éngulos exteriores de un poligono es
igual a cuatro rectos

H) Polig. ABCD...N.
i) Suma de los 4ngulos exteriores = 4 rectos.

DEMOSTRACION. En cada vértice, el 4ngulo exterior y el interior
correspondiente son adyacentes; luego, la suma de ambos es igual a
2 rectos. Por lo tanto, como el poligono tiene n vértices, la suma de
todos los angulos interiores mas la suma de todos los 4ngulos ex-
teriores, es igual a n veces 2 rectos. Es decir:

Suma de los angulos exteriores 4~ suma de los angulos interiores —
= 2 rectos . n [1]
pero, por el teorema anterior:

Suma de los angulos interiores.— 2 rectos (n — 2) [2]
Restando m. a m. de la igualdad [1], la igualdad [2]:
Suma de los angulos exteriores 4 suma de los 4ngulos interiores —
— suma de los angulos interiores = 2r.n—2r. (n — 2)

Reduciendo en el primer miembro la suma de angulos interiores
que aparece con signo mas y con signo menos y efectuando la mul-
tiplicacién indicada por el paréntesis, se tiene:



Suma de los angulos exteriores = 2r.-n—2r.n + 4r.
Reduciendo 2 r . n, que figura con signo mas y con signo menos:
Suma de los angulos exteriores = 2 r~na — 21+ + 4r
o’'sea:

LSuma de los angulos exteriores — 4 rectos

que es lo que queriamos demostrar.

13. OBSERVACION. Es conveniente observar que la suma de los
angulos interiores de un poligono depende del nimero de lados del
mismo, mientras que la suma de los angulos exteriores tiene el mismo
valor, 4 rectos, para cualquier poligono.

14. Relacién entre un lado de un poligono y la suma de los demds.
— Para el caso particular en que el poligono sea un triangulo, se
ha demostrado que un lado del triangulo es menor que la suma de
los otros dos.

Esta propiedad, para un poligono de un nimero cualquiera de
lados, se generaliza en el siguiente.

TEOREMA. En todo poligono, un lado es menor que la suma de
los demas.

H) Polig. ABCD ... MN.

T) - AB<BC+CD+...4+ MN 4 NA
BC<CD4+DE4 ...+ NA+AB
etc.

Para concretar ideas, consideraremos un poligono de 5 lados, por
ejemplo ABCDE, en cuyo caso tendremos que llegar a demostrar
que:

AB < BC + CD + DE + EA
3 BC < CD + DE + EA + AB
etc.
DEMOSTRACION. Trazamos las diagona-

A D les que pasan por un vértice, por ejemplo
\/ el A, y nos quedan asi formados los trian-
Fal ¢y s

5 gulos ABC, ACD y ADE.
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Como en todo triangulo un lado es menor que la suma de los
otros dos, se tiene que:

i
En el ABC es:

AB < BC +

ol
O

>
En el ACD es:
R AC<CD + AD
_En+el ADE es: ol =~
AD < DE + EA

Sumando m. a m.:
AB + AC + AD < BC + AC+CD + AD + DE + EA
Pasamos los términos AC y AD, que estan con signo mas en

el primer miembro, al segundo miembro, precedidos por el signo
menos, y se tiene:

AB< BC + AC +CD + AD + DE + EA — AC — AD
Reduciendo, en el segundo miembro, los dos términos AC y AD -
resulta:

AB<BC+AC+CD + AD + DE + EA— AC —AD -
o sea:
AB < BC +CD + DE + EA
En forma analoga, se demuestran las relaciones correspondientes
a los lados BC, CD, DE y EA. Ademas el teorema queda esta-
blecido en general, pues cualquiera sea el nimero de lados del po-
ligono que se considere, la demostracién es similar a la anterior,

ya que difiere, inicamente en el nimero de triangulos en que queda
subdividido el poligono.

15. lIgualdad de poligonos. — DEFINICION. Se dice que un poli-
gono es igual a otro cuando tiene todos sus lados y angulos respec-
tivamente iguales a los lados y angulos del otro.

Simbélicamente:

Poligono ABC ... MN = poligono A’'B’'C’ ... M'N’ :

LS
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E:ﬁ' R:K’

BC = B'C’ ﬁ:ﬁ'
Si : y

St '— A : P

MN = M'N’ M=M

m:ﬂ' I/\\T: i

16. NoTa. Obsérvese que en la misma definicién esta incluido
que dos poligonos para ser iguales, deben tener igual niimero de
lados.

17. Caracteres de la igualdad de poligonos. — La igualdad de po-
ligonos goza, como toda relacién de igualdad, de los tres caracteres
fundamentales:

CARACTER IDENTICO. Todo poligono es igual a si mismo.
Simbdlicamente:

Poligono ABC ... MN = poligono ABC ... MN

CARACTER RECIPROCO. Si un poligono es igual a otro, éste es
1gual a aquél.

Simbodlicamente:
Si  poligono ABC... MN —poligono A’B’'C’ ... M'N
es: poligono A’B’C’. .. M'N’" =poligono ABC ... MN

CARACTER TRANSITIVO. Si un poligono es igual a otro y éste es
igual a un tercero, el primero es igual al tercero.

Simbdlicamente:

Si polig. ABC ... MN — polig. A’B’'C’ ... M'N’
y polig. A’B’C’ ... M'N’ = polig. A”B”C” ... M”N"
es poligz. ABC ... MN = polig. A”B”"C” ... M”"N”

CONSECUENCIA. Dos poligonos iguales a un tercero son iguales
entre si.



18. Asi como para verificar si dos triangulos son iguales no es
necesario comprobar la igualdad de todos sus elementos, sino de
algunos de ellos, segin lo establecen los criterios de igualdad de
triangulos, tampoco es necesario comprobar la igualdad de todos los
elementos de dos poligonos para asegurar que son iguales. El teore-
ma que sigue expresa la condicién suficiente que deben cumplir dos
poligonos para ser iguales.

TEOREMA. Si dos poligonos tienen (n-1) lados consecutivos y
los (n - 2) angulos comprendidos por cada dos de esos lados, respec-
tivamente iguales, son iguales.

Referiremos la demostracién de este teorema al caso de poligo-
nos de cinco lados En consecuencia, por hipétesis, los dos poligonos

deben tener 4 lados iguales y los 3 angulos comprendidos entre cada
par de esos lados, también iguales,

H) Poligono ABCDE y poligono A’B'C’D’E’

AB=A'B
BC = B'C
Lados { ___ =
CD =D
DE — D'E’
A A
Bi— B
N A
Angulos { C=C
A A
b= D¢

T) Poligono ABCDE = poligono A’B'C'D’E’ .
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DEMOSTRACION. De acuerdo con la definicion dada, para de-
mostrar la igualdad de los dos poligonos es necesario ver que tienen
todos los lados y todos los angulos respectivamente iguales. Como,
por hipétesis, conocemos la igualdad de 4 lados y de 3 angulos, basta
demostrar la igualdad de los quintos lados AE = A'E’ y la de los
dos angulos restantes:

N

A A
A=A v E=

>

Para ello se trazan las diagonales AC y AD en el primer poligono
y A’C’ y A’D’ en el segundo.

Se consideran ahora los triangulos:

AB = A'B’ por hipoétesis

ABCyA'BC' )| — ——
¥, BG == B'C’ por hipbtesis
que tienen: -

A
B = B’ por hipdétesis

En consecuencia, por el primer criterio de igualdad de triangu-
los, estos triangulos son iguales, es decir:
o i 4

iy
ABC = A'B'C’

y por lo tanto sus elementos homdlogos también lo son. Entre ellos:

Fay A/
a = a
VAl /\’
Yy =¥
AC=AC [1]

Se comparan ahora los triangulos:

AC = A'C’ por lo demostrado en [1]

A~ ~ |CD=CD por hipétesis
ACDyA'CD
N Ay
que tienen: A C =" A A A A
B B\, porser{ n  tluego: C—a=C—ua
) =-C¢ A A
o sea: fi= [

En consecuencia, por el primer criterio de igualdad de triangulos,
estos triangulos son iguales, es decir:

N
ACD = A'C'D’
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y por lo tanto, sus elementos homoélogos también lo son. Entre ellos:

>
I

>
g

D (2]
A A
=0/
A A,
=
Por ultimo, se consideran los triangulos:
AD = A’D’ por lo demostrado en [2]
Py o DE — D'F’ por hipétesis
ADEy A’'D'E’ i
que tienen Di= D A A NI A
6:6, porser! A luegp: D — = D’ —
= A A
o sea: 0=10

En consecuencia, por el primer criterio de igualdad de triangu-
los, estos triangulos son iguales, es decir:

S S
ADE = A'D’'E’
y por lo tanto sus elementos homélogos también lo son. Entre ellos:

AE — A'E’ [3]
A A
E=f [4]
N L,
& =E
Ademas:
A =& (5]
por ser
a=do') SO+ 8 4= 4+81o
=it o sea:
R K:g’

. De las igualdades de los lados de la hipétesis y de la igualdad
demostrada [3], resulta que los poligonos tienen todos los lados
iguales; de la igualdad de los angulos de la hipétesis y de las igual-
dades demostradas [4] y [5], resulta que los poligonos tienen to-
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dlos los angulos respectivamente iguales. Por lo tanto, si los dos

poligonos tienen todos los lados y todos los angulos respectivamente
iguales, son iguales, por definicién, es decir:

poligono ABCDE = poligono A’B'C’'D’E’
que es lo que queriamos demostrar.

CONSTRUCCION.

19. Construir un poligono igual a otro dado.
Sea, por ejemplo, construir un poligono igual al ABCDE.

Dato Construccion

D

A E

Se construye el angulo A% == A ; sobre cada uno de sus lados se
determina respectivamente A'B’ = AB y A’E' = AE. Con vér-
tice B’, lado B'A’ y en el semiplano respecto de este lado que con-
tiene a E’, se construye el B =8 Sobre el segundo lado de este
angulo se determina B'C' = BC. Con vértice C’, lado §'—é', y en
el mismo semiplano respecto de B’C’ que contiene a E’ se construye
el ( C = é_ Sobre el segundo lado de este angulo se determina
C’'D’ = CD. Se une D’ con E’ y se obtiene el poligono pedido, pues
de acuerdo con el teorema anterior, resulta:

A A A — v
DDy sUR =B ¥y D/ B = DE:
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. Calcular la suma de los angulos interiores: .

a) de un octoégono;
b) de un hexagono;
c) de un decagono;
d) de un eneagono.

2. Dadas las siguientes sumas de los angulos interiores de distintos poli-
gonos, decir en cada caso qué poligono es:
a) 9009 c) 1.800°;
b) 180°; d) 360°.
3. Calcular un &ngulo interior de:

a) un pentagono regular;
b) un octégono regular;
¢) un decagono regular.
4. Calcular un angulo exterior:

a) de un heptagono regular;
b) de un hexagono regular;
¢) de un decagono regular.

5. Dado un hexagono cualquiera construir otro igual a él.

6. Decir si los segmentos cuyas longitudes se indican a continuacién pueden
ser lados de un pentagono:

38 cm; 12 cm; 95 cm; 20 em; 17 em.

CUADRILATEROS.

20. DEFINICION. Todo poligono convexo de cuatro lados se llama
cuadrilatero convexo o abreviadamente cuadrilatero.
Asi, son cuadrilateros los que aparecen dibujados al pie.

21. Propiedades de los cuadriliteros deducidos de las de los poligo-
nos en general. — De acuerdo con la definicién y recordando las pro-
piedades de los poligonos, se deduce que:

1° La suma de los angulos interiores de un ‘cuadrildtero es igual
a cuatro rectos.
En efecto, siendo el cuadrilatero un poligono de cuatro lados, se

R




16

aplica la propiedad que dice que la suma de los 4ngulos interiores de
un poligono es igual a 2 rectos por el nimero de lados menos 2, y
como en este caso n — 4, se tiene:

A A A A
A+B+C+D_—_2rectos(4—2)
o sea: a+ﬁ+e+ﬁ:2rectosx2
. es decir: ﬁ+ﬁ+e+ﬁ:4rectos.

2° La suma de los 4ngulos exteriores, como én todo poligono
convexo, es igual a cuatro rectos.

Es decir, que los cuadrilateros son los Unicos poligonos para los
cuales la suma de los 4ngulos exteriores es igual a la suma de los
angulos interiores.

3% Como en todo poligono, un lado es menor que la suma de los
demads; en todo cuadrilétero, un lado es menor que la suma de los
otros tres.

4° Cuadrildteros iguales. Como dos poligonos son iguales cuan-
do tienen (n — 1) lados consecutivos iguales y los (n — 2) angu-
los comprendidos iguales, para el caso particular del cuadrilatero,
resulta;

Dos cugdrilateros son iguales cuando tiene tres lados y los dos
angulos comprendidos respectivamente iguales. '

22. A continuacién se estudia una propiedad caracteristica de la
diagonal de un cuadrilatero.
" Si se trazan las diagonales de cualquiera de los cuadrilateros di-
bujados, se observara que éstas se cortan en un punto interior.
Esta observacién es general Y se enuncia en el siguiente:

TEOREMA. En todo cuadrilétero, las diagonales se cortan en un
punto interior.

B H)  Cuadrilatero ABCD
AC y BD diagonales.

T) AC y BD se cortan en un punto interior.
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DEMOSTRACION. La diagonal AC es un segmento que tiene sizs
extremos A y C sobre los lados del angulo B. Como D es un punto
interior al ﬁ , la BD es una semirrecta interior a ese mismo angulo;
luego, corta al segmento AC en un punto O, por el postulado que
dice: si un segmento tiene sus extremos sobre los lados de un an-

gulo, es cortado en un punto interior por toda semirrecta interior al
mismo.

Como el punto O es interior a la diagonal AC, es interior al
cuadrilatero; pero para que este punto O pertenezca a la BD y sea
interior al cuadrilatero debe pertenecer a la diagonal BD ; por con-
siguiente el punto O es el punto interior en que se cortan las dos
diagonales.

23. Clasificacién de los cuadrildteros. — Si un cuadrilatero tiene sus
lados opuestos paralelos, se 1lama paralelogramo; en caso contrario,
- no paralelogramo.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. Decir si los segmentos cuyas longitudes se indican a continuacién, pue-
den ser lados de un cuadrilatero.

a) 15 cm; 12 cm; 42 cm y 11 cm.
b) 6cm; 4cm; 7 cm y 10 cm.
c) Scm; 9cm; 8 cm; y 18 cm.

2. En un cuadrilatero, tres de los angulos interiores son respectivamente de:
147°20'; 89°30" y 110° Calcular el cuarto angulo interior.

3° En un cuadrilatero, tres de los 4ngulos exteriores son respectivamente
de: 81° 97° y 124°. Calcular el cuarto angulo exterior.



CapiTuro II.

SIMETRIA CENTRAL Y AXIAL.

1. La simetria es una propiedad que tienen algunas figuras, que
se reconoce, en general, a simple vista, y que las hace aparecer equi-
libradas y armoniosas, pues la forma es tal que las partes de la fi-
gura aparecen distribuidas con respecto a un punto o con respecto
a una recta, de modo que se equilibran la una con la otra.

Asi, cada una de las siguientes figuras es simétrica con respecto
al punto O.

04
Cada una de las siguientes figuras es simétrica con respecto a la
recta e.
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A continuacién daremos la definicién de simetria con respecto a

un punto y con respecto a una recta.
SIMETRIA CENTRAL.

2. Simetria con respecto a un centro.— Dos puntos se dicen simé-
tricos con respecto a otro, llamado centro, cuando estando los tres

alineados, equidistan de él.

EJEMPLO:
Los puntos A y B son simétricos con respecto a O, pues A, O y
B estan alineados y AO — OB. :

También son simétricos respecto de O, los puntos:

Py Q- Ry S etc

Dado un punto, por ejemplo T, para obtener su simétrico con
respecto a O, se traza la recta TO y sobre la semirrecta opuesta a
A ity Pl
OT, se determina OT’ = OT. T es el punto simétrico de T, que

se queria determinar.
3. La simetria con respecto a un punto se llama central, y el

punto con respecto al cual se establece la simetria se llama centro

de simetria.
4. Centro de simetria de una figura,— Se dice que una figura tie-

ne centro de simetria, cuando respecto de ese punto cada uno de

los de la figura tiene su simétrico pertene- P T
ciente a la misma. .

Asi, por ejemplo, la circunferencia tiene S 5

un centro de simetria que es su centro

geométrico O, pues cualquier punto de ella,

4

)

el P por ejemplo, tiene su simétrico, P
respecto de O, perteneciente a la circun-
R T

ferencia.
Ax
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=
)

5. En las figuras que aparecen en esta pagina se destaca el cen-
tro O de simetria de las mismas.

L
A Y

6. Criterio para reconocer si una figura tiene centro de simetria. —
Observando que: si a un punto de una figura con centro de simetria
se lo hace girar en el plano de la misma 180° alrededor de ese
centro, el punto coincide con su simétrico, resulta que para recono-
cer si una figura tiene centro de simetria, se considera una recta
cualquiera que pase por el supuesto centro de simetria, y a una de
las dos partes en que queda dividida la figura por dicha recta se
la hace girar en su plano, 180°, alrededor del centro. Si después
del giro la primera parte de la figura coincide con la segunda, el
punto considerado es efectivamente centro de simetria.

7. Figuras simétricgcon respecto a un centro. — Dados el punto
O y los tridngulos ABC y A'B’C’, se observa que:

El vértice A del primer triangulo tiene por simétrico con res-
pecto de O, el punto A’ del segundo triangulo; el punto B del
primer tridngulo tiene por simétrico con respecto a O, el punto B’
del segundo triangulo; el punto C del primer triangulo, tiene su si-
métrico con respecto a O en el punto C’, que pertenece al segundo
triangulo y asi siguiendo, un punto cualquiera P del primer triangulo
tiene por simétrico con respecto a O, el punto P’ que pertenece al
segundo triangulo, y si se considera cualquier otro punto de uno de
los triangulos, se observa que su simétrico con respecto a O, es un



punto del otro tridngulo. Esta propiedad se expresa diciendo que los
dos triangulos son simétricos con respecto al centro O, y, en general,
se da la siguiente

DEFINICION. Dos figuras se dicen simétricas con respecto a un
punto llamado centro de simetria cuando todo punto de cada una de
ellas tiene su simétrico respecto de ese centro en la otra figura

8. Construccién por puntos de la figura simétrica de una dada,
con respecto a un centro.— Dados un poligono y un punto elegido
como centro de simetria, para hallar el poligono simétrico del dado
con respecto a ese centro basta determinar los puntos simétricos de
los vértices del poligono y unirlos ordenadamente.

Asi, para obtener el simétrico del poligono ABCDE con respecto
al centro O, se determinan:

A’ simétrico de A con respecto a O
B’ simétrico de B con respecto a O
C’ simétrico de C con respecto a O

D’ simétrico de D con respecto a O A

E’ simétrico de E con respecto a O.

Se unen luego ordenadamente y se tiene
el poligono buscado A’B’C’D’E’, pues es el
simétrico del ABCDE, con respecto a O.

Si se trata de encontrar el simétrico de
un circulo con respecto a un punto, por ejem-
plo el simétrico del C(O; r) con respecto al
punto P, basta determinar el simétrico del
centro O con respecto a P, en nuestro caso
O’, y trazar, con centro en O/, la circunferen-
cia de radio r.

9. OBSERVACION. Es evidente que: dos
figuras simétricas con respecto a un centro
son iguales. "




SIMETRIA AXIAL,

10. Simetria con respecto a un eje, — Dos puntos distintos se di-
cen simétricos con respecto a una recta, llamada eje, cuando se en-
cuentran sobre una misma perpendicular a dicha recta y equidistan
de ella.

Asi, A y A’ son simétricos con respecto al eje e, pues:

AA" | e
y OA = OA’.

También son simétricos con respecto a e, los puntos:

Py P
Sy &

etc.

Dado un punto T, por ejemplo, para obtener su simétrico con
respecto a la recta e, se traza por T la perpendicular a e que la
corta en O, y en la semirrecta opuesta a la O’T se determina:

O = O'T .

El punto T’ es el punto simétrico de T buscado.

Si un punto esta sobre el eje de simetria, es simétrico de si mis-
mo con respecto a dicho eje. Asi por ejemplo, en la figura anterior,
el punto O es simétrico de si mismo con respecto al eje e.
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11. La simetria-con respecto a una recta se llama axial, y la
recta con respecto a la cual se establece la simetria se llama eje de
simetria.

12. Eje de simetria de una figura. — Se dice que una figura tiene
un eje de simetria cuando todo punto de la figura tiene su simé-
trico con respecto a ese eje, perteneciente a la misma figura.

Asi, por ejemplo, en la circunferencia, toda recta que pase por el
centro es eje de simetria, pues un punto cualquiera de la circunfe-
rencia tiene como simétrico con respecto a esa recta, otro punto que
pertenece también a la circunferencia.

13. Criterio para reconocer si una figura tiene eje de simetria. —
Observando la figura, se deduce que: si al semiplano respecto de
la recta, r, que contiene al punto A se lo hace girar 180° alrededor
de dicha recta, el punto A coincide con su simétrico A’ y asi todos
los puntos de la circunferencia, es decir, la semicircunferencia NBM
coincide con la semicircunferencia N B'M <

Esta observacién nos lleva a enunciar el siguiente criterio fisico
para reconocer si una figura tiene eje de simetria. Supuesto el eje
de simetria, se hace girar 180°, alrededor de él, a una de las dos
partes en que ha quedado dividida la figura, y, si dicha parte coir-
cide con la otra, el eje de simetria supuesto existe realmente.

Obsérvese que si la figura estd dibujada en papel, el criterio
anterior equivale a doblar el papel por el eje de simetria y deben
resultar coincidentes las dos partes. '

En esto se basa el juego de colocar una gota de tinta en el doblez
de un papel, apretar ese doblez y, al abrir el papel, el borrén de
tinta se habra distribuido en una forma, en general irregular, pero
simétrica con respecto al doblez,

14. OBSERVACION. Aplicando este
criterio es facil ver que hay figuras
que tienen un eje de simetria; otras
dos, 0 méas de dos y otras ninguno.

En las figuras que aparecen a con-
tinuacién se destacan los ejes e de si-
metria de las mismas.



15. Figuras simétricas con respecto a un eje. — Dados la recta r y

los triangulos ABC y A'B'C’, se observa que: el vértice A del
primer tridangulo tiene su simétrico con respecto a r en el punto A’
del segundo triangulo; el punto B del primer triangulo tiene su si-
métrico con respecto a r en el punto B’ del segundo triangulo; el
punto C del primer triangulo tiene su simétrico con respecto a r en
el punto C’ del segundo triangulo y cualquier otro punto del primer
triangulo, el P por ejemplo, tiene su simétrico con respecto a r
en el punto P’ del segundo triangulo, y si consideramos otro punto
cualquiera del primer tridngulo tiene su simétrico con respecto a a
en un punto que pertenece al segundo triangulo.

Esta propiedad se expresa diciendo que estos dos triangulos son
simétricos con respecto a la recta r >

DerINICION. Dos figuras se dicen simétricas con respecto a una
recta, llamada eje de simetria, cuando todo punto de cada una de
ellas tiene su simétrico respecto de esa recta en la otra figura.

16. Construccion por puntos de la figura simétrica de una dada,
cen respecto a un eje. — Dados un poligono y un eje, para hallar el
poligono simétrico del dado con respecto a ese eje basta determinar
los puntos simétricos de los vértices del poligono y unirlos ordena-

damente.




Asi, para obtener el simétrico del po-
ligono ABCD con respecto al eje e, se
determinan:

A’ simétrico de A con respecto a r
B’ simétrico de B con respecto a r
C’ simétrico de C con respecto a r

D’ simétrico de D con respecto a r.

Se unen luego ordenadamente y se obtiene el poligono buscado
A’B’'C’'D’, pues es el simétrico de ABCD con respecto a e.

Si se trata de encontrar el simétrico de un circulo con respecto
a un eje, por ejemplo el simétrico del C (O; r) con respecto al eje e .
basta determinar el simétrico del centro O con respecto al eje e, en
nuestro caso O, y trazar, con centro en O, la circunferencia de
radio r .

17. OBSERVACION. Es inmediato que: dos figuras simétricas con
respecto a un eje son iguales.

EJERCICIOS Y P'OBLEMAS DE APLICACION.

1: Construir figuras que tengan un centro de simetria.
Construir figuras que tengan un eje de simetria.

Dibujar el centro y los ejes de simetria de un cuadrado.
Determinar los ejes de simetria de un tridngulo equilatero.

Dibujar figuras que tengan 2 ejes de simetria,

ol

Dado un pentagono, construir el simétrico de él: 1°, con respecto a un
punto exterior; 29, con respecto a una recta exterior.



CariTuro III.

PARALELOGRAMOS.

t

1. En el capitulo I hemos visto las propiedades de los cuadrila-
teros en general; en los teoremas que figuran a continuacién estudia-
remos las propiedades particulares de los paralelogramos, que, como

ya hemos dicho, son los cuadrilateros que tlenen sus lados opuestos
paralelos.

Asi, el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo, pues:

B C

> 0
26

m,>|
Ol W
AN

A D

2. NoOTACION. Se indica que ABCD es un paralelogramo con
la notacién: ABCD.

PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS.

3. Al observar un paralelogramo cualquiera, se nota a simple
vista que los lados opuestos son iguales. Vamos a demostrar esta
propiedad en el siguiente.

TEOREMA. En todo paralelogramo los lados opuestos son iguales.

=l

s
- H) ABCD.
T) AB=CD
BC = AD.
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o= B
DEMOSTRACION. Trazando la diagonal BD del ABCD, éste
queda dividido en los triangulos:

BD, comn
E A A
ABD y BCD a = o/, por alternos internos entre AB // CD
que tienen O y transv. BD.
B = p’, por alternos internos entre AD // BC
y transv. BD .

Luego, por el segundo criterio de igualdad de triangulos, estos
triangulos son iguales, es decir:

Aﬁ) = B%D
En consecuencia, todos sus elementos homélogos son iguales;
entre ellos:
AB=CD,
por ser lados que se oponen a los angulos iguales § y f’,
y BC =AD
por ser lados que se oponen a los angulos iguales 0’ y G .

Se ha llegado a establecer asi las igualdades de la tesis y por
lo tanto el teorema queda demostrado.

4, Vamos a construir un cuadrilatero que tenga dos pares de
lados opuestos iguales. Para ello se procede asi:

Se construye un angulo cualquiera, A , v sobre los lados se de-
terminan segmentos cualesquiera arbitrarios, AP y AQ con centro
en P y radio AQ se traza un arco, y con centro en Q y radio AP
se corta dicho arco, quedando determinado el punto R. Se une R
con P y Q, quedando formado el cuadrilaitero APRQ, que tiene
los dos pares de lados opuestos iguales. En efecto:

lado AP = lado Q_R
y lado AQ = lado PR.

P E <R P R




" Si se observa ese cuadrilatero, se ve que es un paralelogramo.

Esta propiedad, que es general, es la reciproca de la establecida
en el teorema anterior, y se establece en el siguiente

TEOREMA RECiPROCO. Si los lados opuestos de un cuadrilatero
son iguales, el cuadrilatero es un paralelogramo.

H) Cuadrilatero ABCD

C — —_—
AB=CD
Logh i
BC = AD.

T) ABCD es un paralelogramo.

DEMOSTRACION. Trazando la diagonal BD , quedan formados los
triangulos:

e P e B_D, comun
ABD y BCD, que tienen: { AB — CD, por hipdtesis
AD = BC, por hipoétesis.
Luego, por el tercer criterio de igualdad de triangulos, estos
tridngulos son iguales, es decir: F
5 2N
ABD = BCD

En consecuencia, sus elementos homélogos también lo son; en-
tre ellos:

y p="Fp
A A :
pero a y a’ son alternos internos entre las rectas AB y CD cortadas
por la transversal BD y, como son iguales, dichas rectas son pa-
ralelas, es decir:

AB /CD [1].

A A

Analogamente [}’ y {3 son alternos internos entre las rectas BC

y AD cortadas por la transversal BD, y, como son iguales, dichas
rectas son paralelas, es decir:

BC / AD [2].

Las relaciones [1] y [2] indican que los lados opuestos de
ABCD son paralelos; luego, de acuerdo con la definicién, ABCD
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es un paralelogramo y por lo tanto el teorema queda demostrado.

=
5. Sea el paralelogramo MNPQ . Considerando dos de los

angulos opuestos, por ejemplo el y el ﬁ, los dos son agudos y si
se miden se comprueba que son iguales entre si.

Analogamente, si se consideran los otros dos angulos opuestos
A

N y Q, se observa que los dos son obtusos y también al medirlos
resultan iguales entre si.

Esta propiedad de los angulos opuestos de un paralelogramo
es valida en general, y se demuestra en el siguiente

TEOREMA. En todo paralelogramo los &angulos opuestos son
iguales.

N P B i
7]
/ \\\
4 B
M 0 A D

Ll

H) ABCD
A A

T) A=C
A A

y B=D

: A . IA
DEMOSTRACION. Para demostrar la igualdad de los angulos A

A [Re—
y C se traza la diagonal BD del ABCD, quedando formados los
triangulos:

s BD, comiin
ABD b e =
o y BED, { B = CD, por lados opuestos del ABCD

AD — BC, por lados opuestos del ABCD

Luego, por ei tercer criterio de igualdad de triangulos, estos
triangulos son iguales, es decir:

LS
ABD =BCD

Y, en consecuencia, los 4ngulos que se oponen al lado comin BD
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son iguales, es decir:

AA
A=C

Analogamente, trazando la diagonal AC, se demuestra que:
A A
B.=D

¥, por lo tanto, el teorema queda demostrado.

6. La propiedad que se acaba de estudiar goza de la propiedad
reciproca, que se demuestra en el siguiente

TEOREMA RECIiPROCO. Si un cuadrilatero tiene sus angulos opues-
tos iguales, es paralelogramo.

=7
H) Cuadrilatero ABCD
B

A=C
A A
y'B=D

T ABCD es un paralelogramo.

DEMOSTRACION. Siendo:

AA o
A = C por hipétesis
A A ey
y B = D por hipétesis;
A A A A <
sumando m. a m. A4+B=C+D.

Por otra parte, se sabe que la suma de los angulos interiores de
un cuadrilatero es igual a 4 rectos, es decir:

A Pay Pas
A+ B+ C+ D =4rectos [1]
o sea, por propiedad asociativa de la suma:
N A A A
(A + B) + (C + D) = 4 rectos
sustituyendo en esta igualdad
A A
la suma (C 4 D) por su igual (A + B),
se tiene: (A + B) e (A - B) — 4 rectos
D sea: e (A + B) = 4 rectos
luego: A + < A 2 rectos [2]
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R A
es decir, los angulos A y B son suplementarios; pero a la vez son
conjugados entre las rectas AD y BC cortadas por la transversal
BA ; y como si dos rectas al ser cortadas por una tercera forman
angulos conjugados suplementarios, son paralelas, resulta:

AD / BC [3].
Como K - ﬁ = 2 rectos,
segtn igualdad [2],y 2

A
= C por hipétesis
. ~ ‘ N
reemplazando en [2] A por su igual C, se tiene:
A
C 4+ ﬁ — 2 rectos

y como estos angulos son conjugados entre las rectas AB y CD,
cortadas por la transversal BC, al ser suplementarios, resulta:

AB / CD [4].

Las relaciones [3] y [4] indican que los lados opuestos de
ABCD son paralelos; luege, de acuerdo con la definicién, ABCD
es un paralelogramq, y el teorema queda demostrado.

7. Si en el paralelogramo N p
RN PQ se trazan las diagonales
RP y NQ, éstas se cortan en el o
punto O. Puede comprobarse que
el segmento RO es igual al seg- R 0
mento OP, es decir, que O es el
punto medio de la diagonal RP, o, lo que es lo mismo, que O
divide a dicha diagonal en partes iguales.

Analogamente, puede comprobarse que el segmento NO es igual
al segmento 6(—) , es decir que ese punto O es también el punto me-
dio de la diagonal N_Q , 0 sea que la divide en dos partes iguales.
Esta propiedad de las diagonales se verifica en todo paralelogramo
y se demuestra en el siguiente,

TEOREMA. En todo paralelogramo las diagonales se cortan mu-
tuamente en partes iguales.
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L5
B i H) —C T
@/ AC y BD diagonales;
0 Eyﬁ_ﬁ se cortan en P.
ey, — ——

/S 4 T) AP=PC
BP =PD.

DEMOSTRACION. Comparemos los triangulos:

A

7R
D por lados opuestos de ABCD

AB =CD
J 2 g oL
ABP y CDP, a = o’ por alternos internos entre
que tienen . . AB/CDy transversal AC

f = [’ por alternos internos entre
AB / CD y transversal BD

En consecuencia, por el segundo criterio de igualdad de trian-
gulos, estos tridngulos son iguales, es decir:

488
ABP = CDP
Luego, los lados de estos triangulos que se oponen a angulos
iguales, son iguales, es decir:
— A —_— N
AP (opuesto a }) = PC (opuesto a {}’)
y BP (opuesto a Q) = PD (opuesto aﬁ’)

Estas igualdades que acabamos de establecer son las de la tesis y
en consecuencia el teorema queda demostrado.

8. Se consideran dos rectas que se cortan en un punto O ; en
una de ellas, a partir de O , determinamos Ic - segmentos iguales or
y OQ y, en la otra, también a partlr de O, determinamos los seg-
mentos iguales OR y OS

Trazando los segmentos PR, R_Q ; ﬁ y SP queda determinado
el cuadrilatero PRQS . Las diagonales de este cuadrilatero PQ y
RS, de acuerdo con la construcciéon, se cortan en partes iguales,
pues: :

B Q.

8] ol

PO =
o= _
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y se ve a simple vista que este cuadrilatero es un paralelogramo.

Esta observacion es general y se enuncia en el siguiente:

TEOREMA RECIPROCO. Si las diagonales de un cuadrilitero se
cortan mutuamente en partes iguales, dicho cuadrilatero es un para-
lelogramo.

H)  Cuadrilatero ABCD
AC y BD diagonales que se cortan en O

tal que AO = 0OC B G
y BO =0D.
T) ABCD es un paralelogramo. s
A D

DEMOSTRACION. Las diagonales del cuadrildtero ABCD deter-
minan cuatro tridngulos. Si se consideran entre ellos,

N\ N AO = OC por hipétesis
SL y Ccho, BO = OD por hipébtesis
que tienen: P o~ :
AOB = COD por opuestos por el vértice

resulta, por el primer criterio de igualdad de triangulos, que estos
triangulos son iguales, es decir:

25 Paay
ABO =CDO
¥, en consecuencia, los lados homélogos son iguales, entre ellos:
AB=CD [1].

Si se consideran los otros dos triangulos,

P = BO = OD por hipétesis
BOC y AOD, ey BRI A
. C=KA por hipdtesis
que tienen AR RS

BOC = AOD por opuestos por el vértice
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resulta, por el primer criterio de 1gualdad de triangulos, que estos
tnangulos son iguales, es decir:

i
BOC = AOD
y, en consecuencia, los lados homélogos son iguales, entre ellos:

Las relaciones [1] y [2] establecen que los lados opuestos del
cuadrilatero ABCD son iguales; pero si un cuadrilatero tiene los
lados opuestos iguales es un paralelogramo; luego,

ABCD es un paralelogramo,

y el teorema queda demostrado.

9. Si se trazan dos rectas paralelas y en ellas se determinan dos
segmentos iguales, por ejemplo PQ / RS y
PQ =RS,
y se une P con R, y Q con S, queda determinado el cuadrilatero
PRSQ, que tiene un par de lados opuestos, el PQ y el RS que

reunen la doble condicién de ser iguales y paralelos, es decir, sim-
bolicamente:

PO/ RS.

Se observa que este cuadrilatero resulta un paralelogramo.
Esta conclusién es general y se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. Si un cuadrildtero tiene dos lados opuestos iguales y
paralelos es un paralelogramo.

H)  Cuadrilatero ABCD
AB / CD

T) ABCD es un paralelogramo.

w
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DEMOSTRACION. Trazando la diagonal BD del cuadrilatero
ABCD, quedan determinados los triangulos.

A : BD comin
ABD y BCD, AB CD por hipétesis

que tienen u — a por alternos internos entre

AB / CD y transversal BD.

Luego, por el primer criterio de igualdad de triangulos, estos
triangulos son iguales, es decir:

A%D = ]%D
¥, por lo tanto, los lados homélogos son iguales; entre ellos:
T
Ademas, por hipétesis:
AB=CD.

Luego el cuadrilatero ABCD tiene sus dos pares de lados opuestos
iguales; en consecuencia es un paralelogramo, y el teorema queda
demostrado.

10. OBSERVACION. Los teoremas reciprocos establecen las con-
diciones suficientes para reconocer si un cuadrilatero es un parale-
logramo. Asi, de acuerdo con lo demostrado, basta saber que un
cuadrilatero tiene sus dos pares de lados opuestos iguales para esta-
blecer que es un paralelogramo; o bien basta saber que un cuadri-
latero tiene sus angulos opuestos iguales para establecer que es un
paralelogramo; o bien basta saber que en un cuadrilatero las diago-
nales se cortan en partes iguales para asegurar que es un parale-
logramo.

El teorema anterior también establece una condicién suficiente
para reconocer que un cuadrilatero es un paralelogramo.

Es de observar que en la definicién de paralelogramos y en los
teoremas reciprocos se establece una sola condicién a los dos pares
de lados opuestos para saber que es un paralelogramo o bien que los
dos pares de lados opuestos sean paralelos, o bien que los dos pares de
lados opuestos sean iguales; en cambio, el teorema anterior exige a
un solo par de lados opuestos, pero la doble condicién de ser para-
lelos e iguales.
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11. Bases medias de un paralelogramo.— EIl segmento que upe los

puntos medios de dos lados opuestos de un paralelogramo se llama
base media, con respecto a los otros dos lados.

et :
Asi, en el paralelogramo ABCD de la figura:
MN es la base media con respecto a los lados BCy AD,y

.172 es la base media con respecto a los lados AB y CD.

12. Si se observa la base media M N del paralelogramo anterior,
parece ser paralela a las bases BC y AD e igual a cada una de ellas.
En efecto, se verifica esta propiedad y se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. La base media de un paralelogramo con respecto a
un par de lados es paralela e igual a cada uno de esos lados.

— Lt
H) MN, base media de ABCD con respecto a los lados

AD y BC.
T) MN4BC
MN / AD.

DEMOSTRACION. La base media MN determina en el paralelo-
gramo ABCD dos cuadrilateros: MBCN y AMND.

El cuadrilaterc MBCN tiene:
BM 7 CN por pertenecer a lados opuestos del paralelogramo ABCD
BM = CN por ser mitades de los segmentos iguales: ABy CD

Luego, el cuadrilatero MBCN tiene dos lados opuestos iguales
y paralelos; por lo tanto es un paralelogramo.

En consecuencia, los lados opuestos MN y BC son paralelos por
definicién de paralelogramo, e iguales por la propiedad estudiada
de los lados opuestos de un paralelogramo, es decir:

MN # BC [1]
ey e —
y -como BC « AD por lados opuestos de ABCD
es, por ‘carac. trans.: N« AD [2]

P 'a B C

L : .)
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Las relaciones [1] y [2] constituyen la tesis del teorema, el cual
queda asi demostrado.

13. Centro de simetria del paralelogramo. — TEOREMA. La inter-
seccion de las diagonales de un paralelogramo es centro de simetria
del mismo.

S
H) ABCD
O, interseccién de las diagonales AC y BD.

: Py
T) O, centro de simetria del ABCD.

DEMOSTRACION. Por propiedad de las diagonales del paralelo-
‘gramo el punto de interseccién O es punto medio de las mismas.

Luego:

A—O =0C N
por lo tanto, los puntos A y C son
simétricos con repecto a O.

Analogamente,
BO =0D,

¥, por lo tanto, B y D son simétricos con respecto a O . Cualquier
otro punto del paralelogramo, por ejemplo el M, también tiene su
simétrico respecto de O en el paralelogramo. En efecto, trazando
la recta MO, determina con el contorno otro punto M’, que es si-
métrico de M con respecto a O, pues MO = OM por ser:

' AO =0C por ser O punto medio de AC
= il b Su{a>
AM’'O = OMC, pues

Q>
Il

por opuestos por el vértice

Wy R

= ks

por alternos internos entre '
AB // CD y tranversal AC.

>

Como M es nn punto cualquiera del contorno, queda demostrado,
en general, que todo punto del contorno tiene su simétrico respecto
de O en el mismo, es decir, que O es centro de simetria del para-
lelogramo.

14. Nota. El paralelogramo, en general, no tiene eje de simetria.
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»

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. Demostrar que en un paralelogramo dos vértices opuestos equidistan de

la diagonal que une los otros dos.

Lo A
2. En el ABCD (figura de la izquierda) se traza la bisectriz del A obtuso.
Esta bisectriz corta a DC en E y a la prolongacion de 1_3_6 en F. Demostrar

que ADE y ECF son isosceles.

Neck ¥
\/l.'
"
PEREY

Pl
3. Dados: MNP (figura de la derecha); MM’ mediana correspondiente
al lado NP; M A opuesta a MM.y M'A = M'M, demostrar que el cuadri-

laitero MNAP que se obtiene al unir A con N y P, es un paralelogramo.

4. Un éngulo de un paralelogramo es de 64°. Calcular los otrcs tres angulos.

5. Un lado de un paralelogramo es de 6 cm. El perimetro es de 20 cm.
Calcular los otros tres lados.

6. Un éngulo exterior de un paralelogramo es de 108°. Calcular los cuatro
éngulos interiores del paralelogramo.

7. ¢Por qué razén al acercar o alejar la lémpara dibujada en la figura,
extendiendo o acortando el brazo que la sostiene, siempre las varillas que lo
forman determinan paralelogramos?




CapiTuLO 1IV.

PARALELOGRAMOS ESPECIALES.

1. Los paralelogramos cuyos lados y angulos tienen, respectiva-
mente, relaciones de igualdad independientemente de las que les son
caracteristicas por la condicién de ser paralelogramos, se llaman pa-
ralelogramos especiales. Estos paralelogramos especiales son: el rec. -
tangulo, el rombo y el cuadrado.

A continuacién se estudian las propiedades de esos paralelogra-
mos especiales.

RECTANGULO,

2. TEOREMA. Si un paralelogramo tiene un &ngulo recto, los
otros tres también lo son.

Z7
H) ABCD - %
A
A = 1 recto
Ty RIS Y
= — —— t
) recto A D

DEMOSTRACION. Como los angulos opuestos de un paralelogramo
son iguales, es:

oA
A=C
y siendo por hipétesis: e
A — 1 recto
es también: =
C = 1 recto [1]

A
Por otra parte, los angulos A y ﬁ son conjugados internos entre
AD / BC y la transversal AB ; en consecuencia, son suplementa-
rios, es decir:
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A A J
A + B = 2 rectos
y como por hipotesis: A= 1 recto
A
Restando m. a m.: K + B — A = 2 rectos — 1recto

A A p
de donde, reduciendo A y — A, en el primer miembro, y efectuando
la diferencia indicada en el segundo miembro, se tiene:

A

B = 1 recto [2]
Pero, como

A AN

B=1D

por ser angulos opuestos de un paralelogramo,

A

D =1 recto [3]
Luego de [1], [2] y [3] resulta:

AL PURA
B = =1 =1 recto;

que es la tesis.

3. Rectingulo.— Se llama rectdngulo al paralelogramo que tie-
ne sus cuatro angulos rectos.

De la propiedad demostrada en el teorema anterior, se deduce
que basta que un paralelogramo tenga un angulo recto para que sea
rectangulo; estos se expresa diciendo que la condicion necesaria y
suficiente para que un paralelogramo sea rectangulo es que tenga
un angulo recto.

4, NoOTACION. Que ABCD es un rectangulo se indica con la

notacién: ABCD

5. Propiedades del rectdngulo. — Siendo el rectangulo un parale-
logramo especial, es evidente que tiene todas las propiedades de los
paralelogramos en general, es decir:

Sus lados opuestos son iguales.
Sus angulos opuestos son iguales.
Sus diagonales se cortan mutuamente en partes iguales.

La interseccion de sus diagonales es centro de simetria del mismo.
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Ademas de estas propiedades, el rectangulo tiene otra propiedad
que le es caracteristica y que se considera en el siguiente:

6. TEOREMA. Las diagonales de un recténgulo son iguales.

B

1]
H) ABCD
AC y BD diagonales

'T) AC=BD

A
DEMOSTRACION. Consideremos los triAngulos rectangulos,

e e
BAD y CDA,) cateto AD comtn

que tienen: catetorAB I catefe CD por SE lados opuestos

del ABCD

Luego, por el primer criterio de igualdad de triangulos rectan-
gulos, estos triangulos son iguales, es decir:

o
BAD =CDA
¥y, en consecuencia, las hipotenusas son iguales, es decir:
AC = BD

que es la tesis, y queda asi demostrado el teorema.

7. Centro y eje de simetria de un rectangulo. — Por ser el rectan-
gulo un paralelogramo, tiene, segin hemos visto, un centro de sime-
tria, que es la interseccién de las diagonales.

Ademas, todo rectangulo tiene dos ejes de simetria, segin se de-
muestra en el siguiente

TEOREMA. Las perpendiculares a los lados de un rectangulo tra-
zadas por el punto de interseccién de las diagonales son ejes de
simetria de la figura.

E=l
H) ABCD
O interseccién de las dos B R =P C
diagonales
MN | AB, por O i
PQ | BC, por O M S =l0 N

1) MN y PQ, ejes de si-
metria del ABCD .

A

D

R =@
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DEMOSTRACION. Estudiamos primero la simetria del rectangulo
con respecto a la recta MN .

Recordemos que, de acuerdo con la definicidn, establecer que
MN es eje de simetria del rectangulo significa demostrar que cual-
quier punto del rectangulo tiene su simétrico con respecto a MN
en el mismo rectangulo.

Por ser las dos rectas MN y BC perpendiculares a AB resultan
paralelas entre si, es decir:

MN / BC
Como:
PQ | BC
es PQ | MN [1]

pues, si una recta es perpendicular a una de dos paralelas, es per-
pendicular a la otra.

Ademas,
PO = Og 1215
por ser O centro de simetria del ABCD. Luego de [1] y [2] se
deduce que:
P y Q son simétricos con respecto a la recta MN .

Consideremos otro punto cualquiera del contorno, el R, por
ejemplo, y tracemos por él la perpendicular a MN que corta al lado
AD en el punto R’; veremos que este punto es el simétrico de R
con respecto al eje MN . '

En efecto:
RS =PO por ser lados opuestos del OPRS
y SR = OQ por ser lados opuestos del OSR’Q

Como por [2] los segundos miembros son iguales, los primeros
también lo son, es decir:

RS = SR’
Luego, R y R’ estan sobre una misma perpendicular a la recta

MN, y equidistan de ella; por lo tanto, R y R’ son simétricos con
respecto a MN .

Como R es un punto cualquiera del contorno, la demostracién
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anterior es valida para cualquier otro punto. Luego, MN es eje de
simetria del rectangulo.

Un razonamiento analogo prueba que PQ es también eje de si-
metria del rectangulo.

8. OBSERVACION. MN y PQ son las bases medias del rectan-
gulo, de ahi que el teorema anterior suele enunciarse asi: las bases
medias de un recténgulo son ejes de simetria del mismo, o bien las
rectas determinadas por los puntos medios de los lados opuestos de
un rectangulo son ejes de simetria del mismo.

ROMBO.

9. TEOREMA. Si un paralelogramo tiene dos lados consecutivos
iguales, tiene los cuatro lados iguales.

= :
H) ABCD B 5
AB =BC.
T) AB=BC=CD=DA.
DEMOSTRACION. Siendo: A D
por hipétesis = TR S
Z AB =BC sl el
yporladosop.del ABCD __ tes: AB=BC=CD [1]
B—CD
Siendo:
por hipétesis AB=BC

i ___tess: AB=BC=DA [2]
y por lados op. del ABCD BC — DA

Comparando las relaciones [1] y [2], resulta:

AB=BC=CD=DA, que es la tesis.

10. Rombo. — Se llama rombo al paralelogramo que tiene sus
. cuatro lados iguales.
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Rombo ABCD
AB—=BC =CD = DA
Basta que un paralelogramo tenga dos lados

(  consecutivos iguales para que sea rombo Esto
se enuncia diciendo que:

De la propiedad demostrada en el teorema
anterior se deduce que la condicion necesaria y
suficiente para que un paralelogramo sea rombo

es que tenga dos lados consecutivos iguales.
D

11 Propiedades del rombo. — Siendo el rombo un paralelogramo
especial, tiene evidentemente todas las propiedades de los paralelo-
gramos en general, es decir:

Sus lados opuestos son iguales.

Sus dngulos opuestos son iguales.

Sus diagonales se cortan mutuamente en partes iguales.

La interseccion de sus diagonales es centro de simetria del mismo.

Ademas de esas propiedades, el rombo tiene otras que le son
caracteristicas y que estudiamos a continuacién.

12. Si se considera un rombo, el PQRS, por ejemplo, y se tra-
zan sus diagonales, a simple vista se advierte que la diagonal QS
es perpendicular a la diagonal PR . Ademas, los angulos en que la
diagonal (ﬁ divide a los angulos 6 son iguales; del mismo modo,
tambxen son iguales los angulos en que esa diagonal d1v1de al an-
gulo S Es decir, que la diagonal QS es bisectriz del angulo Q y del
angulo S

0

|

Analogamente, puede comprobarse que la
diagonal PR es bisectriz del angulo ﬁ y del
angulo ﬁ Esas propiedades de las diagonales
del rombo se establecen en el siguiente:

TEOREMA. Las diagonales de un rombo son

perpendiculares y bisectrices de los angulos cu-
yos vértices unen.
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H) Rombo ABCD.
ACy BD diagonales.

T) ~19 AC L BD: ~ E B
29 AC bisectrizde Ay deC.
32 BD bisectrizde By de D.

DEMOSTRACION. Siendo BC = CD por ser lados
del rombo, el BCD es isésceles. Como O es punto
medio de BD, porque las diagonales del rombo,
como las de todo paralelogramo, se cortan en su punto medio,
CO es mediana correspondiente a la base de dicho tridngulo; en

A

consecuencia, por una propiedad del triangulo isésceles, la media-
na correspondiente a la base es a la vez, altura correspondiente
a labase y bisectriz del angulo opuesto.

et P
Por lo tanto, por ser CO la altura de BCD correspondiente a
la base BD es:

CO | BD o sea AC | BD que es la primera parte de la tesis;
S A P
por ser CO bisectriz del C en BCD es:

CO bisectriz de C o sea AC blsectrgle CA
Considerando los triangulos isésceles ABD, ABC y ACD , se de-
muestra en forma analoga que AC es bisectriz de A y BD es bisec-
triz de ﬁ y f) , con lo que queda demostrado el teorema.

13. Ejes de simetria del rombo.— Si se construye un rombo de
papel y se lo dobla a lo largo de una de las diagonales, vemos que
tas dos partes del rombo coinciden. Esto significa que esa diagonal
es eje de simetria del rombo.

Analogamente, si se hace un doblez, a lo largo de la otra diago-
nal, tambten las dos partes coinciden. Esto significa que esa otra
dlagonal también es eje de simetria.

En definitiva, se habra probado que las dos diagonales del rombo
son ejes de simetria del mismo.

Esa propiedad de las diagonales se verifica en todos los rombos
y se establece en el siguiente: g
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. TEOREMA. Las diagonales del rombo son ejes de simetria del
mismo.
H) Rombo ABCD.
AC y BD diagonales.

T) AC y BD ejes de simetria del rombo ABCD.

DEMOSTRACION. Estudiamos primero la simetria con respecto a
la- diagonal AC . Para ello debemos demostrar que cualquier punto
del rombo tiene su simétrico con respecto a la recta AC en el mis-
mo rombo, y en efecto es asi, pues de acuerdo con la propiedad
de las diagonales del rombo es:

B_M (\

v : BD | AC
y 70— 0D

‘ N

A

D

en consecuencia, los vértices B y D son simétricos con respecto a
la diagonal AC.

Veremos ahora que cualquier otro punto del contorno también
tiene su simétrico con respecto a AC en el mismo rombo.

Sea por ejemplo el punto M ; trazando la recta MN | AC se
determina el punto N, que es simétrico del M con respecto al eje
AC. En efecto, los tridngulos rectangulos
cateto CP comun

N —
MCP — NCP por ser la diagonal CA
”~
bisectriz del C.

e N P s
MPC y CPN
son iguales por tener

Luego todos sus elementos homodlogos son también iguales; en-
tre ellos,
MP = PN
y como por construccioén
~MN | AC

resulta que N es el simétrico de M con respecto a AC.
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Como el punto M es un punto cualquiera, puede establecerse, en
general, que todo punto del contorno tiene su simétrico con respecto
al eje AC en el mismo contorno; luego, AC es eje de simetria.

Un razonamiento analogo probaria que la diagonal BD es tam-
bién eje de simetria del rombo.

CUADRADO.

14. Cuadrado. — Se llama cuadrado al paralelogramo que tiene
sus cuatro angulos y sus cuatro lados iguales.

Cuadrado ABCD . b
AB — BC = CD = DA
A /\ A A
A= =t ——yal)

Es decir, que el cuadrado retne las condi- 4 D

ciones del rectangulo y del rombo.

15. Propiedades de! cuadrado.— Por ser el cuadrado un paralelo-
gramo, tiene evidentemente, las propiedades de los paralelogramos
en general, es decir:

Sus diagonales se cortan en partes iguales:

La interseccion de sus diagonales es centro de simetria del mismo.

Por ser el cuadrado un caso particular del rectangulo, tiene las
propiedades especiales de este ultimo, es decir:

Sus diagonales son iguales.

Las perpendiculares a sus lados, trazadas por el punto de inter-
seccion de las diagonales, son ejes de simetria del mismo.

Por ser el cuadrado un caso particular del rombo, tiene las pro-
piedades especiales de este ultimo, es decir:

Sus diagonales son perpendiculares, bisectrices de los angulos
cuyos vértices unen, y ejes de simetria del mismo.

De las consideraciones anteriores se deduce que el cuadrado tiene
4 ejes de simetria.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. Un rectangulo tiene un perimetro de 38 cm; la base tiene 12 cm. Cal-
cular los otros tres lados.

2. El perimetro de un rombo es de 18 cm. Calcular el lado.

3. En el rombo ABCD al trazar la diagonal BD , el angulo J(B\D es de 29°.
Calcular el angulo B del rombo.

D

4. Demostrar que los puntos medios de los lados de un cuadrado son los
vértices de otro cuadrado.

5. Demostrar que los puntos medios de los lados de un rectangulo son los
vértices de un rombo.

6. ¢Qué angulo forma una diagonal de un cuadrado con uno de sus lados?

7. En un cuadrado ABCD se traza la semirrecta opuesta a _D-ﬁ, y sobre
ella; a partir de D, se determina DP igual al lado del cuadrado; uniendo P
con A, calcular el valor del DPA .

Respuesta: 22° 30’ .

8. Construir un cuadrado, dado un segmento igual a la suma de la diagonal
mas el lado. (El procedimiento a seguir se basa en el problema anterior, cons-
truyendo en cada extremo del segmento dado un angulo de 45° y otro de 22° 30/,
respectivamente).



CAPITULO =V,

CONSTRUCCION DE PARALELOGRAMOS,
RECTANGULOS, ROMBOS Y CUADRADOS.

CONSTRUCCION DE PARALELOGRAMOS
CONOCIENDO TRES ELEMENTOS.

1. Construir un paralelogramo dados dos lados consecutivos y el
angulo comprendido.

Datos Figura de analisis M, Construccion

A_

Razonando sobre la figura de analisis se advierte que para ob-
tener el paralelogramo pedido, se procede asi:

CONSTRUCCION

Se construye NI/A\N =@ ; sobre la AM se determina el segmento
AB = a ; sobre la AN se determina el segmento AD = b ; y tene-
mos ya tres vértices A, B y D del paralelogramo; para determinar
el cuarto vértice C, se puede proceder de distintas formas:



PRIMER PROCEDIMIENTO. Se traza por B una paralela a AD y
por D una paralela a AB; la intersecciéon de estas dos paralelas es
el punto C.

SEGUNDO PROCEDIMIENTO. Se traza el arco de circunferencia de
centro B y radio b y el de centro D y radio a, que se cortan en €.

TERCER PROCEDIMIENTO. Se traza por B una paralela a AD y
sobre ella se determina BC = b.

Una vez obtenido el vértice C por cualquiera de los procedimien-
tos indicados, se une C con B y con D y se obtiene el ABDC, que
es el paralelogramo pedido.

JusTIFICACION. En efecto, es un paralelogramo, pues:

Si se sigue el primer procedimiento para determinar el vértice C
es un cuadrilatero que tiene los dos pares de lados opuestos para-
lelos, y, en consecuencia, es un paralelogramo.

Si se sigue el segundo procedimiento para determinar el vérti-
ce C, el cuadrilatero tiene los dos pares de lados opuestos iguales;
en consecuencia, es un paralelogramo.

Si se sigue el tercer procedimiento para determinar el vértice =
es un cuadrilatero que tiene un par de lados opuestos iguales y para-
lelos; en consecuencia, es un paralelogramo.

CONDICION DE POSIBILIDAD, Cualesquiera sean los segmentos, da-
. A -
tos a y b, siempre que el o sea menor que un angulo llano, el pro-
blema tiene solucién.

2. Construir un paralelogramo conociendo dos lados consecutivos y
una diagonal.

Datos Figura de analisis Construccion

Beeds C/ N

a B Cu
b
—_— e
d
A D A

Observando la figura de analisis es evidente que, para poder

D

construir el paralelogramo pedido, es cémoda la construccién previa
del triangulo A’B’D’ del cual se conocen sus tres lados.



CONSTRUCCION

Se construye el triangulo A%D de lados a, b y d. Para deter-
minar el cuarto vértice C, se sigue cualquiera de los procedimien-
tos indicados en el primer problema. Uniendo C con B y D se tiene
el paralelogramo pedido.

CONDICION ga POSIBILIDAD. Como los tres segmentos datos son
los lados del ABD , por la propiedad triangular, cada uno de ellos
debe ser menor que la suma de los otros dos y mayor que su
diferencia.

3. Construir un paralelogramo dados un lado y las dos diagonales.

Datos Figura de analisis Construccion

a B 6

A D’

Al trazar las diagonales en la figura de analisis, se observa que
para poder constrg el paralelogramo pedido conviene la constiu_c-
cién previa del A’O’D’, del cual se conocen sus tres lados: A'D’
que es dato, A’O’ que es la mitad de una diagonal, y O’D’ que
es la mitad de la otra diagonal.

CONSTRUCCION

PaN — e adr e d’
Se construye el AOD de lados AD = a; AO = = IO s

Por O se prolongan AO v I_)6 , y se determinan, respectivamente,
OC=AO0 y OB =DO. Se unen A con B, Bcon Cy C con

D, y se obtiene asi el paralelogramo ABCD pedido.
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JusTIFICACION. Este cuadrilatero es, efectivamente, un paralelo-
gramo, pues sus diagonales se cortan en partes iguales.
gl
CONDICION DE POSIBILIDAD. Como los segmentos a; e y — son
los lados del AOD, los datos deben ser tales que dichos segmen-

tos verifiquen la propiedad triangular.

4. Construir un paralelogramo dados las dos diagonales y uno de los
éngulos que ellas forman al cortarse.

Datos Figura de analisis Construccion

Observando la figura de analisis es inmediato que para obtener
el paralelogramo pedido se procede asi:

CONSTRUCCION.

A 5
Se construye el angulo M/Ch*l — 0. Se trazan las semirrectas
——tp —_— _— —_
OM’ y ON’ opuestas a los lados del angulo. Sobre la OM y la OM’

se determinan los segmentos OA y ocC , iguales a la mitad de una

. . T~ A = =X
de las diagonales, por ejemplo, OA = OC = ?; sobre la ON y la

6_1<T’ se determinan los segmentos OB y OI/D , iguales a la mitad
de la otra diagonal, es decir: OB = OD = -:— . Al unir los puntos
A,B,CyDse obfiene el paralelogramo pedido.

JUSTIFICACION. El cuadrilatero ABCD que resulta es un para-
lelogramo porque sus diagonales se cortan en partes iguales.
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CONDICION DE POSIBILIDAD. Como en el primer problema, cua-
lesquiera sean los segmentos d y d’, siempre que « sea menor que
un angulo llano, el problema tiene solucidn.

CONSTRUCCIONES DE RECTANGULOS.

En estas construcciones los angulos estan dados de antemano,
pues deben ser forzosamente angulos rectos. Luego, en lugar de
tres datos como se fijan en las construcciones de paralelogramos
en general, en estos casos particulares son suficientes dos datos.

5. Construir un rectingulo dades dos lados consecutivos.

CONSTRUCCION.

Siguiendo el mismo procedimiento que en la primera construc-
cién de paralelogramos se construye el angulo M/A\N =1, recto;
sobre la AM se determina el segmento AD igual al lado a y sobre
la ﬁ se determina el segmento AB igual al lado b. Por D se traza
DX 1 AD, y por B se traza BY 1 AB. El punto C, int‘%c-
cién de D—)\; y E—\; , es el cuarto vértice del rectangulo ABCD
pedido.

Datos Figura de analisis Construccion
Nt +X
[
a B C b c 1
—_—
b
—_— k.
b
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6. Construir un rectingulo dados un lado y la diagonal.

Datos Figura de analisis Construccion
l X M
: c X,
e B c
a d
A D' N A ' D

Observando la figura de analisis, vemos el camino a seguir.

CONSTRUCCION

e N
Se construye el angulo MDN = 1 recto; sobre la DN se de-
termina el segmento AD igual al lado a. Con centro A y radio
igual a la diagonal d, se traza un arco de circunferencia que corta
—
ala DM en C. Por A se traza AX | AB, y por C se traza
— — i
CY | CD, semirrectas que se cortan en B, determinando el rec-
tangulo ABCD pedido.

7. Construir un rectingulo dados la diagonal y el dngulo que forma
con uno de los lados.

Datos Figura de analisis Construccion
d : - X
- + B & B c_M
A D A D N

Razonando sobre la figura de analisis, se ve que el rectangulo
se obtiene asi:
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CONSTRUCCION.

Se construye el angulo M/A\N = 2 Sobre la m se determina
el segmento AC igual a la diagonal d . Por A se traza la AX 1 AN.
Desde C se érf’za CB | AX, vy CD i AN, obteniéndose asi el
rectangulo ABCD pedido.

CONSTRUCCIONES DE ROMBOS.

Estas construcciones son casos particulares de las construcciones
de paralelogramos en general, teniendo en cuenta que en los rombos
los cuatro lados son iguales y las propiedades que ello implica.

8. Construir un rombo dados un lado y un dngulo.

Datos Figura de analisis Construccion
- M- Y-
B Cz
B C X
o J E-
\ A D A D

CONSTRUCCION

Se construye el angulo ‘I\/ﬂ\N = Q. Sobre la AM se determina
el segmento AB igual al lado a, y sobre la AN , el segmento AD
. P —_— — —_
igual al lado a. Por B se traza BX // AN, ypor D DY // AM.
El punto C de interseccién es el cuarto vértice del rombo ABCD .
pedido.
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9. Construir un rombo dadas las dos diagonales.

Datos Figura de analisis Construccion
B s B
d }d = M€ - o (V) N
A A (
D \ ’-»D

CONSTRUCCION.

Es necesario recordar que las diagonales del rombo son perpen-
diculares y se cortan en su punto medio.

Se traza MN | M'N’,en O.
Se determina sobre la ﬁv’l, el segmento OA igual a la mitad
e d
de una de las dos diagonales, es decir: OA = o ; sobre la oN

d e —
el OC = 0A = = : sobre la O M’ , el segmento OB igual a la mitad

de la otra diagonal, es decir: OB = 5 ; ¥ sobre ON’ el
N — d’
Ob =0B = =

Uniendo A, B, C y D, se obtiene el rombo ABCD pedido.

CONSTRUCCION DE CUADRADOS.

Como estos paralelogramos verifican la doble condicién de tener
los cyatro angulos rectos y los cuatro lados iguales, basta en estas
construcciones, fijar un dato.



[ Coop § 5
L il =
A )
A D\
Datos Figura de analisis Construccion

10. Construir un cuadrado dado el lado.

CONSTRUCCION.

Se consti'uye el angulo N/A\M = 1 recto; sobre sus lados se de-
terminan AB y AD iguales al lado a. Con radio a y centro en B
y D respectivamente se trazan sendas circunferencias que se cortan
en C. Se une C con B y con D, obteniendo asi el cuadrado ABCD

pedido.

11. Construir un cuadrado dada la diagonal.

Datos Figura de analisis Construccion

CONSTRUCCION.

Recordando que las diagonales del cuadrado son bisectrices de los
P
angulos cuyos vértices unen, se construye el angulo NAM = 1 recto,
— —
y se traza su bisectriz AX ; sobre ella se determina el AC igual
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a la diagonal dada. Desde C se “t'razan las perpendiculareé CBy
‘CD a los lados del angulo recto, quedando determinado asi el cua-
drado ABCD pedido.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. Construir un paralelogramo en el que dos lados consecutivos son de
10 cm y 6 cm, respectivamente, y el angulo comprendido de 60°.

2. Construir un paralelogramo en el que un lado es de 12 cm, el consecutivo
de 6 cm y la diagonal que une los vértices no comunes de esos lados de 15 cm.

3. Las diagonales de un paralelogramo son de 8 cm y 6 cm, respectiva-
mente, y forman, al cortarse, un angulo de 50°. Construir el paralelogramo al
que pertenecen.

4. Las diagonales de un paralelogramo son de 10 cm y 8 cm, uno de los
lados de 5 cm. Construir dicho paralelogramo.

5. Construir un paralelogramo dados una diagonal, un lado y el angulo
que ellos forman.

6. Construir el rectangulo cuyos lados consecutivos son de 6 cm y 4 cm.
7. Construir un rectangulo cuya diagonal es el doble de uno de sus lados.

8. Construir un rectangulo cuyas diagonales, que son de 7 cm, forman al
cortarse un angulo de 60°.

9. Construir un rectangulo en el cual la diagonal, que es de 10 c¢m, forma
con uno de los lados un angulo de 40°.

10. Construir el cuadrado de diagonal igual a 6 cm.

11. Construir un rombo cuyas diagonales son, respectivamente, de 7 cm
y 5 cm.

12. Construir un rombo dados un lado y una diagonal.

13. Construir un rombo, dados un lado y el angulo que éste forma con
una diagonal.



CAPITEYED V.1

TRAPECIOS Y TRAPEZOIDES.

Los cuadrilateros que no son paralelogramos se clasifican en tra-
pecios y trapezoides.

1. Trapecio.— Se llama trapecio al cuadrilatero que tiene Unica-
mente dos lados opuestos paralelos.
Asi, el cuadrilatero de la figura es un trapecio, pues tiene para-

lelos Gnicamente los lados AD y BC.
Los lados paralelos se llaman bases del trapecio.

B L
Asi en el trapecio considerado:

AD es la base mayor del trapecio;
BC es la base menor del trapecio.

A D

2. Clasificacion de los trapecios. — Cuando el trapecio tiene los la-
dos no paralelos iguales, se llama trapecio isdsceles; en caso contra-
rio, trapecio escaleno. Dentro de los trapecios escalenos, puede ocu-
rrir que uno de los lados no paralelos sea perpendicular a las bases,
y en tal caso se dice que el trapecio es rectangulo.

Trapecio isosceles Trapecio escaleno Trapecio escaleno rectdngulo.

L “ | \ /H—‘\ /:
\ D A D \

D
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3. Base media de un trapecio,— Es el segmento determinado por
los puntos medios de los lados no paralelos.
Asi, en el trapecio PQRS, MN es la base media pues M es

punto medio del lado PQy Lt
N es punto medio del lado RS.

4. Al observar la figura se advierte que la base media es para-
lela a las bases del trapecio. Ademaés, en este caso particular, si se
miden las dos bases y la base media, se obtienen los siguientes re
sultados:

== Q R
base mayor PS=5cm / \
base menor QR = 3 cm M N

MN = 4cm. / \
' S

l)

base media

Si se suman las'dos bases se obtiene:
PS =+ ﬁ — 8cm;

La base media igual a 4 cm es la mitad de la suma de las bases
del trapecio. Esa relacién de la base media de la figura indicada,
subsiste en todos los trapecios y se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. La base media de un trapecio es paralela a las bases
e igual a la semisuma de las mismas.

Trapecio ABCD

13 _,s
/ AD v B_C, bases
N MN , base media.

19 MN//AD y MN//BC
SR AD + BC
A R D - 5

DEMOSTRACION. Trazando por N una paralela a AB dicha pa-
ralela corta a AD y a la prolongacién de BC en los puntos Ry S,
respectivamente, quedando formados los triangulos:
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CN = ND por ser N el punto medio del
lado CD , por definicién de ba-

=S >
NRD y NSC, 2 %€ media.
que tienen S = RND por ser opuestos por el vértice.
SCN = NDR por ser alt. int. entre BS // AD
\ y transv. CD.

Luego, por el segundo criterio de igualdad de tridngulos, estos
triangulos son iguales, es decir:

RN
NRD = NSC

en consecuencia, los lados que se oponen a los angulos iguales, son
iguales, entre ellos:

NR = SN [1]
y RD =SC (2]

Como por la igualdad [1] NR y SN son iguales, N es punto
medio del S_R, wmo M es punto medio de :&TB, resulta MN
base media del ABSR y, en consecuencia, como la base media de
un paralelogramo es paralela a las bases, se tiene:

MN /BS y MN /AR
O sea:

MN /BC y MN / AD
con lo que queda demostrada la primera parte de la tesis.

Pero la base media de un paralelogramo es también igual a las

bases; luego,
MN = AR
MN = BS. (3]

Los segmentos AR y BS se pueden expresar como suma y di-
ferencia haciendo intervenir las bases del trapecio dado, del siguiente
modo:

=AD — RD

BS = BC 4 CS

| ]
>

reemplazando estos segmentos en las igualdades [3], se tiene:
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E
4.

—RD
MN — BC + CS

sumandom.am.: MN 4+ MN = AD — RD -+ ﬁf—i—-—S.

En el segundo miembro pueden reducirse RD y CS, que son
iguales, segin [2], es decir:

MN + MN — AD —RD + BC +.C§
como: MN-+MN=2MN
reemplazando resulta: 2 MN = AD “+ BC

pasando el factor 2 al segundo miembro, como divisor, se tiene:

—__ AD+BC
MN———+——

que es la segunda parte de la tesis.

Luego, el teorema queda demostrado.

CONSTRUCCION DE TRAPECIOS.

5. Construir un trapecio dados sus cuatro lados.

Datos Figura de analisis Construccion

{

bases lados no /

Para establecer el procedimiento a seguir, es necesaria una cons-
truccién auxiliar en la figura de analisis.
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Se traza, por C’, una paralela a B'A’ que corta a A’D’_en M,
resultando C'M’ —= B’A’, por ser lados opuestos del A’B’C’ M.

Se observa queég figura pedida puede obtenerse construyendo
previamente el M’C’D’ en el que se conocen los tres lados. En
efecto, el lado M'C’ — AR, que en los datos es el segmento b;
el lado C’—D', que en los datos es el segmento d; y el lado
MD = AD - AM’ = AD’ — BC que es la diferencia de las
bases, que en los datos son los segmentos a y c.

CONSTRUCCION

Se construye el segmento AD igual a la base mayor, es decir
AD=a. Enla AD a partir de A , se determina el segmento AM
igual a la base menor, es decir AM = c. Con lados MD,byd
se construye el MCD Por A se traza la AX #/ MC y por C la
CY / AD.

El punto B, interseccién de estas dos tltimas semirrectas, es el
cuarto vértice del trapecio pedido.

6. Construir un trapecio dadas las dos bases y las dos diagonales.

Datos Figura de analisis Construccion
\‘\X
dF a
d B’ Ci
{b ‘
J J e i 2
A ==

diagonales  bases

Como en el caso anterior, se hace una construccién auxiliar en
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5

—> —
la figura de andlisis. Se traza la D’M’ opuesta a la D’A’. Por C’,
se traza C’'M’ // B’'D’, resultando DM = BC y M = BD 4
por ser lados opuestos de un paralelogramo.

Se observa que el trapecio pedido puede obtenerse construyendo
previamente el A’C’M’, cuyos lados son conocidos. En efecto: lado
A'M’ = A’'D’ + D'M’, que en los datos es (a + b); el lado A’C’,
que en los datos es el segmento d, y el lado C'M’ = B'D’, que en
los datos es el segmento d’.

CONSTRUCCION.

Se construye el triangulo ACM, cuyos lados conocidos son:
(a+b),dyd.

Sobre la AM se determina el AD — a,y se une D con C. Por
D', se traza DX // MC, y por C se traza CY ;/ DA . E! punto B,
interseccién de estas dos semirrectas, es el cuafto vértice del trapecio
ABCD pedido. :

7. Construir un trapecio dados las dos bases y los dos dngulos adya-
centes a una de ellas.

Datos Construccion

D

gnstruccién auﬁar en la figura de analisis: se traza cM VA
4/ B'A’. En el M’C'D’ se conocen los siguientes elementos: el
lado M'D’ = A’'D’ — A’M’ = A’D’ — B’C’, es decir, la diferencia
de las bases, que en los datos es (a — b) ; el angulo CM’'D’ = 2’,
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A A
que en los datos es a ; el angulo D’, que en los datos es & . Luego,
dicho triangulo puede construirse y sirve de base para la obtencién
del trapecio pedido.

CONSTRUCCION

Se construye el AD igual a la base mayor, es decir AD = a,y
sobre la ﬁ a partir de A, el segmento AM igual a 1a‘an§e menor,
es decxr, AM = b Con base MD se construye el MCD, en el
cual M = P y D b Se traza, por A, la semirrecta AX / MC
y, por C la semirrecta cY // AM . El punto B, interseccién de estas
dos ultimas semirrectas, es el cuarto vértice del trapecio ABCD
pedido.

8. Trapezoide. — Es el cuadrilatero que no tiene ningin par de
lados paralelos.

Asi el cuadrilatero MNPQ es un trapezoide, pues no tiene nin-
gun par de lados paralelos.

9. Romboide. — Se llama asi al trapezoide que tiene dos lados
consecutivos iguales y los otros dos lados distintos de los anteriores,
pero también iguales entre si.

EJeMPLO:

El cuadrilastero ABCD de la figura es un romboide, por no
tener lados paralelos y ser

AB=BC B

M 0 D
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10. DEFINICION. La diagonal del romboide que une los vértices
a que concurren los pares de lados iguales se llama diagonal principal.
Asi, en el romboide considerado, BD es la diagonal principal.

11. Propiedades del romboide.— Las diagonales del romboide tie-
nen las propiedades que se estudian a continuacion:

TEOREMA. La diagonal principal del romboide es bisectriz de
los angulos cuyos vértices une, y corta perpendicularmente a la otra
diagonal en el punto medio.

B H) Romboide ABCD

AB=BC; AD=DC

BD diagonal principal;

las diagonales BD y AC se cortan en O.

T) 1° BD bisectriz de By D.
20 BD | AC
32 AO=0C.

D
DEMOSTRACION. La diagonal principal BD determina en el rom-
boide los dos triangulos:
BD ;
‘ . BD comin
ABD y CBD, que tienen: { AB = BC por hipétesis
AD = DC por hipotesis .

Luego, por el tercer criterio de igualdad de triangulos, estos trian-
gulos son iguales, es decir:

22
ABD =CBD
y, en consecuencia,
: o~ P
los angulos ABD =DBC | por ser angulos que se oponen a
y ADB = B/D\ C ( lados iguales en triangulos iguales

De la igualdad de estos angulos resulta que:
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e A A

BD es bisectriz de los angulos B y D, con lo que queda demos-
trada la primera parte de la tesis

Por otra parte, siendo el ABC isésceles por tener AB = BC,
como BO es bisectriz del B por lo demostrado, es también altura
y mediana correspondiente a la base AC.

Por ser BO altura, es:
BO | AC
o sea: BD | AC [1]
que es la segunda parte de la tesis.
Por ser BO mediana, es:
AO =0C [2]

que es la tercera parte de la tesis, y el teorema queda demostrado.

12. Eje de simetria del romboide.— Si se construye un romboide
de papel y se dobla a lo largo de la diagonal principal, se observa
que las dos partes en que ésta divide al romboide, resultan coinci-
dentes. En consecuencia, la diagonal principal del romboide es eje
de simetria del romboide. Esta propiedad, que es general, se de-
muestra en el siguiente:

|

TEOREMA. La diagonal principal del romboide
es eje de simetria del mismo.
M N
H) Romboide ABCD i
BD diagonal principal
gy BD eje de simetria del romboide.
DEMOSTRACION. Para demostrar que BD es
eje de simetria, hay que demostrar que todo punto
del romboide tiene su simétrico con respecto a la
diagonal principal, en el mismo romboide. En D

efecto:

Los puntos A y C son simétricos con respecto al eje BD, pues
AC 1 BD y AO = 0C por propiedades de las diagonales de un
romboide.
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~ Si se considera otro punto cualquiera del contorno, el M por
ejemplo, al trazar la recta MN | BD, se determina en el contorno
el punto N, que es el simétrico del M con respecto al eje; pues,
los triangulos rectangulos:

o P BP comin
N
BPMyBPNson | \f5p — NBP por ser la diagonal

iguales, por tener ety
e 3 BD bisectriz de B.

Luego, todos sus elementos homélogos son iguales; entre ellos:
MP = NP
y, siendo por construccion MN | BD

N es el simétrico de M con respecto a BD .

Como M es un punto cualquiera del contorno, el teorema queda
demostrado, en general.

13. Clasificacién de los cuadrilateros.— La clasificacion de los cua-
drilateros se sintetiza en el siguiente cuadro:

generales
rectangulo: los cua-
paralelogramos tro angulos rectos
los dos pares de rombo: los cuatro la-
lados opuestos pa-{ particularesl dos iguales
ralelos cuadrado: angulos
Cuadrilateros iguales y lados
- igual
poligonos de e
4 lados trapecio: [un solo par de
lados opuestos
no paralelogramos
. paralelos
un solo par o nin- § ¢ e b
5 rapezoide:( ningan par de la-
gln par de lados
dos paralelos; en
paralelos ;
particular: rom-
boide.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. En un trapecio isésceles, un angulo de la base es de 42°26'. Calcular
los otros angulos.

o
2. Dado un tridngulo ABC, isosceles, en el que AB= BC, Jcqué figura
se obtiene al unir un punto de la bisectriz del B exterior al ABC con los
vértices A y C? ¢Por qué?

3. Construir un trapecio rectangulo dadas las dos bases y la altura.

4. Construir un trapecio, dados: base mayor = 7 c¢m; base menor = 5 cm.
Uno de los lados no paralelos = 2 cm y el otro = 3 cm.

5. Construir un trapecio, dados: base mayor = 10 cm; base menor = 6 cm
< A
y los angulos adyacentes a la base mayor « = 49° y f§ = 35¢.

6. Construir un trapecio tal que: base mayor = 5 c¢cm; base menor = 3 cm;
una diagonal = 4 cm y la otra = 6 cm.

7. La base mayor de un trapecio es de 8 cm; la base media, de 5 cm.
Calcular la base menor.

¢Qué figura se obtiene al prolongar hasta el punto en que se cortan los
lados no paralelos de: 19, un trapecio isdsceles; 29, un trapecio rectangulo?

9. Construir un trapecio isésceles, dados: las bases de 6 cm y 4 cm y un
angulo en la base, de 45°.

10. En un trapecio isésceles de 30 cm de perimetro, una base es de 12 cm y
uno de los lados no paralelos de 5 cm. Calcular los otros dos lados.

11. Construir un romboide cuya diagonal principal es de 12 cm y la otra
de 5 cm, sabiendo que la interseccién de las mismas se encuentra de uno

1
d;) los vértices que une la diagonal principal a una distancia 1gual a ? de esta
altima.

12. Construir un romboide tal que la diagonal principal, que es de 8 cm,
forme con uno de los lados, que es de 3 cm, un éngulo de 38°.



CapiTurLo VII.

PUNTOS NOTABLES DEL TRIANGULO.

1. Se llaman puntos notables del triangulo, a los puntos de in-
terseccién de las medianas, bisectrices, alturas y mediatrices del trian-
gulo, y dichos puntos reciben ese nombre, por las importantes pro-
piedades que tienen.

2. Interseccidn de las bisectrices de un triéngul&— Sise So‘gsideran
dos triangulos cualesquiera, por ejemplo, el MNP y el QRS y, en
cada uno de ellos se trazan las bisectrices de los tres angulos, se
observa que en los dos triangulos las tres bisectrices se cortan en un
punto, y se podria verificar que en cada caso este punto esta a igual
distancia de los tres lados del triangulo.

Esa propiedad de las bisectrices de un triangulo es general y se
demuestra en el siguiente:

TEOREMA. Las bisectrices de un triangulo concurren en un punto
qgue equidista de los lados del triangulo.

PSS
H) ABC

L) Las bisectrices b, , by ¥ b se cortan en un punto O .
El punto O equidista de a, by c.

0 >
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DEMOSTRACION. Primero se
consideran dos de las bisectrices,
por ejemplo la b, y la b; y se
comprueba que se cortan en un
punto. En efecto, b, es semirrecta
interior al I/‘:; en consecuencia A

—_— b
corta 41 BC que tiene sus extre-

mos B y C en los lados del K, en un punto M. EIl A_ﬁ, que
pertenece a b,, tiene sus extremos en los lados del 6; en conse-
cuencia, be, que es una semirrecta interior a dicho angulo, corta
a ese segmento en un punto O interior al tridngulo.

Seré necesario demostrar ahora que la tercera bisectriz, by, tam-
bién concurre en O. En efecto es asi, pues O & bs, ¥y, como los
puntos de la bisectriz equidistan de los lados del angulo, O equidis-
ta de los lados del angulo A , es decir,

O equidista de ¢ y de b [1]

éomo O ¢ be, por la misma razén, equidista de los lados del angulo
, es decir:

O equidista de a y de b [2]
De [1] y [2], resulta que:
O equidista de a y de ¢ [3]

A
por lo tanto, si equidista de los lados del 4ngulo B , debe pertenecer
a la bisectriz by de dicho angulo, o sea que by, concurre también en O.

Este punto O, por [1], [2] y [3] equidista de los tres lados
del triangulo, y el teorema queda demostrado.

3. COROLARIO. La circunferencia que tiene por
centro el punto de interseccién de las bisectrices B
del triangulo, y por radio la distancia de ese punto
a los lados, es tangente a los tres lados del tridn-
gulo, es ‘decir el triangulo esta circunscripto en
dicha circunferencia.

(@
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En efecto, por el teorema anterior, los tres lados del triangulo
estan a una distancia del centro igual al radio elegido; luego, seran
tangentes a la circunferencia. En consecuencia, el triangulo esta cit-
cunscripto a la circunferencia, o, lo que es equivalente, la circunfe-
rencia esta .inscripta en el triangulo.

4. Interseccién de las mediatrices de los lados de un trigngulo.

o
Si se consideran dos triangulos cualesquiera, por ejemplo el RST
y el XYZ, y en cada uno de ellos se trazan las mediatrices corres-
pondientes de cada uno de los lados, se observa en ambos casos que
las tres mediatrices se cortan en un punto.
Ademas, puede comprobarse en cada triangulo que el punto de

interseccién de las mediatrices esta a igual distancia de los tres
vértices del triangulo.

Esa propiedad de las mediatrices es comin a todos los triangu-
los, y se anuncia en el siguiente

TEOREMA. Las mediatrices de los lados de un trigangulo concurren
en un punto que equidista de los vértices del mismo.

B i
H) ABC

p, mediatriz de AB
P i r, mediatriz de BC
s, mediatriz de AC.

Al C
[s

T p, r y s concurren en un punto HE
El punto O equidista de A, By c.
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DEMOSTRACION. Si se consideran dos de las mediatrices, por
ejemplo p y r, es inmediato que concurren en un punto, O, porque
de lo contrario seria p / r; pero, AB L p, y como si una recta es
perpendicular a una de dos paralelas es perpendicular a la otra, seria
AB lr, y, siendo BC L r, como dos rectas perpendiculares a una
tercera, son paralelas resultaria AB // BC; absurdo, pues entonces
no existiria trjangulo. Este absurdo provino de suponer que p no
cortaba a r; luego p y r se cortan en O,

Es necesario demostrar que s también concurre en O. En efecto,
dado que O ¢ p, como todo punto de la mediatriz de un segmento,
equidista de los extremos del mismo, O equidista de los extremos

del segmento AB, es decir:
O equidistade Ay de B [1]

como también O ¢ r, por la misma razén, O equidista de los extre-
mos del segmento BC, es decir:

O equidista de By de C [2]
de [1] y [2] resulta que:

O equidista de A y de C [3]
es decir, O equidista de los extremos del segmento AC ; en conse-
cuencia, O pertenece a la mediatriz del AC ; es decir, O ¢ s, luego
las tres mediatrices concurren en O .

Por [1], [2] ¥ [3], ese punto O equidista de los vértices A
B y C, y el teorema queda demostrado.

5. CorQLARIO. La circunferencia que tiene por B
centro el punto de interseccion de las mediatrices
de los lados de un tridngulo, y por radio la distan-
cia de ese punto a cada uno de los vértices, contie-
ne a los tres vértices del tridangulo, es decir, el tridn- ,|
gulo esta inscripto en esa circunferencia.

Esta observacién es una conclusiéon inmediata
del teorema anterior.

6. Interseccion de las rectas a que pertenecen las alturas de un
tridangulo. — Si se considera un tridngulo acutangulo, el MNP, por
ejemplo, y un triangulo obtusangulo, el RST, y en cada uno de

—
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M P

l S
| £
/
ellos se trazan las tres alturas corres- : /
. . -~
pondientes a los lados, se observa T s
5 / >
que: o
En el tridangulo acutangulo, las /{
tres alturas se cortan en un punto. e

En el triangulo obtuséangulo, las tres alturas no se cortan, pero en
cambio si se cortan las rectas a que perténecen esas alturas. Por
ello esa propiedad no es de las alturas, en general, sino de las rectas
a que pertenecen las alturas, y se estudia en el siguiente:

TEOREMA. Las rectas a que pertenecen las alturas de un trian-

gulo concurren en un punto.
L
H) ABC

la altura h, pertenece a la recta r
la altura h, pertenece a la recta s
la altura h, pertenece a la recta ¢

T) r, s y t concurren en un punto.

\\M B = /N DEMOSTRACION. Trazando

por cada vértice del ABC
la paralela al lado opuesto,
es decir:

por el vértice A, la recta MS pa-
ralela al lado BC; por el vértice B
la recta M N paralela al lado AC;
y por el vértice C, la recta NS
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= P
paralela al lado BA ; queda formado el triangulo MNS , tal que los
vértices A, B y C del primer triangulo, son los puntos medios de
los lados de este ultimo.

En efecto: Ze ot
por ser lados op. del AB‘IC, I:I_C:A_Bz NC = SC, oseaC
por ser lados op. del ABCS, SC=AB punto medio de NS
por ser lados op. del 1\/237CA, MA = BC }.'.mzﬁ,oseaA
por ser lados op. del ABCS, AS = BC punto medio de MS
por ser lados op. del A@BC, MB = AC ..MB=BN,oseaB

por ser lados op. del ABNC, BN = AC punto medio de MN
Luego, r es la mediatriz del segmento MS, pues pasa por su

punto medio A, y es r | MS, por ser perpendicular a la recta BC
que es paralela a MS.

Analogamente, s es la mediatriz del segmento M N, pues pasa
por su punto medio B, y ess | MN, por ser s perpendicular a la

recta AC que es paralela a MN .
Del mismo modo:
t es la mediatriz del segmento NS, pues pasa por su punto me-

dio C,y es t | NS, por ser t perpendicular a la recta AB que es
paralela a NS.

Por lo tanto, r, s y t son las mediatrices de los lados del trian-
gulo auxiliar MNS, y, por el teorema anterior, se cortan en un
punto O.

Luego, el teorema queda demostrado.

25
7ASi se cogderan distintos triangulos, por ejemplo el DEF
el QRS y el XYZ, en cada uno de ellos se determina el punto
medio de dos de los lados:

Faa
asienel DEF, M es el punto medio de

N es el punto medio de

= y
en el QRS, M es el punto medio de
N es el punto medio de

25l 58l
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M,
M N N
X
D F
S -
en el XYZ, M es el punto medio de XY

N es el punto medio de YZ

y en cada uno de ellos se dibuja el segmento MN.

Se observa que este segmento es paralelo al otro lado y se com-
prueba, en cada caso, que es igual a la mitad de dicho lado.

Asi, en el primer triangulo:

MNy/DF y MN=

|-=1

en el segundo triangulo:

2
for. Vo3 Wi Qs
MN /QS vy Ni= -Q—2-
en el tercer triangulo: P

iy e X
MN/XZ y MN=——

Esta propiedad del segmento que une los puntos medios de dos
lados de un tridngulo es general y se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. El segmento determinado por los puntos medios de
dos lados de un triangulo es paralelo al tercer lado e igual a su
mitad.

N
H) ABC .
M punto medio de AB
N punto medio de BC
T) MN /AC

ﬁ:-A—zc- A S G

DEMOSTRACION. Por B, se traza una paralela a AC , ¥, por N
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una paralela a AB que corta a la anterior en R y al lado AC en S.
Quedan asi formados los triangulos:

BN = NC por ser N punto medio de BC

B%R y C%S - e por hipétesis
R/\N = SCN por ser alt. int. entre BR / CS

y transversal a BC
{bﬁ? — C/N\S por ser opuestos por el vértice

Luego, por el segundo criterio de igualdad de triangulos, estos
tnangulos son iguales, es dec1r

BNR CNS

que tienen

En consecuencia, los lados.homédlogos, son iguales; entre ellos:
[1] NR=NS y BR=SC (2]
Por ser, por construccién, ABRS un paralelogramo; M el punto

medio de AB, por hipétesis y N el punto medio de RS por la
igualdad [1], es MN base media del ABRS y por lo tanto:

MN / AS, o sea MN / AC; [3]
y MN = BR (5]
Sumando m. a m.: 2 MN = ﬁ—{- BR.

Reemplazando BR por su igual SC, segin lo demostrado en la
igualdad [2], se tiene:

2MN:E+E
y como AS - SC es igual a E, se tiene:

2 MN = AC
pasando el factor 2, al segundo miembro como divisor, resulta:
LT ¥
MN === [4]
2

Las igualdades [3] y [4] resumen la tesis; luego, el teorema queda
demostrado.
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8. Base media del triangulo. — El segmento determinado por los
puntos medios de dos lados de un triangulo, se llama base media de
dicho tridngulo con respecto al tercer lado.

Py s —

Asien el ABC, el MN es la base media con respecto al lado AC.

De ahi que el teorema anterior puede enunciarse también en la si-
guiente forma: :

La base media de un tridngulo, con respecto a un lado, es para-
lela a ese lado e igual a la mitad.

9. Interseccion deg medianas de un tridngulo. — Si en un trian-
gulo cualquiera, el RQR, por ejemplo, se trazan las tres medianas,
se observa que éstas se cortan en un punto O, y, si se miden los
segmentos que quedan determinados, se observa que, en la mediana
f’?, el segmento OS es la tercera parte de la mediana, o, lo que
es lo mismo, el segmento PO es igual a 2 segmentos ﬁ, o sea,

2
igual a — de la mediana

Analogamente: en la mediana RV se verifica que,

=i T ~—- = 2 s
—RV o sea OR =—RYV
3 8

3
<
Il

y en la mediana, QT , también se verifica que:

T ) SR = 2 ==
—QT o sea 0Q =—QT
3Q Q 3Q

o
I

es decir, que la distancia del punto O a cada uno de los vértices es

2
igual a los —3—de la mediana correspondiente.
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Esta propiedad del punto de interseccion de las medianas de un
triangulo se verifica, en general, y se demuestra en el siguiente:

TEOREMA. Las medianas de un triangulo concurren en un punto,

2
situado a una distancia del vértice igual a los?de la mediana

correspondiente.
s
H) ABC
T) Las medianas m,; m,; m. se B
cortan en O, tal que:
e 2
AO =—m,
3
e 2
BO = — my
3
TIee 2
CO=—m,
3

DEMOSTRACION. Considerando dos de las medianas, por ejemplo
m, y m,, se comprende que deben cortarse en un punto O, pues son
diagonales del cuadrilatero APQC que se forma al unir P con Q.

Se determina el punto medio de A_O—, que es M, y el punto me-
dic de OC, que es N. Uniendo los puntos M, P, Q y N se forma
el cuadrilitero MPQN, que es un parzlelogramo, segin vamos
a demostrar. En efecto, siendo M 'y N los puntos medios de
AO y OC, por el teorema que dice :el segmento determinado por
los puntos medios de dos lados de un triangulo es paralelo al tercer
lado es igual a su mitad, es:

[1] MN / AC y MN =

AL 2
=

Siendo P y Q los puntos medios de AB y BC, es, por la misma
razén,

— AC
(3] PQ/AC 'y Te=— [4]
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De [1] y [3] resulta:
MN / PQ (5]

por consecuencia del caracter reciproco y transitivo del paralelismo.

De [2] y [4] resulta:

MN = PQ [6]
por consecuencia del caracter reciproco y transitivo de la igualdad.

Luego el cuadrilatero MPQN es ug paralelogramo por tener

segiin [5] y [6] los lados opuestos MN y PQ iguales y paralelos,
y como las diagonales de un paralelogramo se cortan en su punto
medio, O es el punto medio de las diagonales PN y MQ. Luego

0Q=0M
y siendo, por construccion,

OM = MA
el AQ queda dividido en los tres segmentos iguales (_)_(3, oM y MA.

En consecuencia, cada uno de ellos es la tercera parte de esa me-
diana, o sea:

—_  — 1
AM=MO=OQ=—3—m,
luego:

= R e
0A=AM+MO::2AM=:?m,

En forma analoga, se demuestra que:

— 2
C=—m,

3

Considerando luego las medianas m. y m,, por ejemplo, resul-
tara, razonando de igual modo, que se cortan en un punto O’ tal que:

— 2
O'C=—m,
3

= 2
O,B =Ny
S
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luego, el punto O’ debe coincidir con O, porque estan los dos sobre
: - ; 3 . 2
la mediana m, a una misma distancia de C igual a —5- m,

Luego, las tres medianas concurren en el punto O, tal, que segin
las igualdades demostradas, verifica que:

- iash Sl D
AO=—m, ; BO=—m; ; CO=—m,
3 3

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION

1. Dado un tridngulo, dibujar la circunferencia tal que el tridngulo resulte
circunscripto en ella.

2. Dibujar un tridngulo y trazar la circunferencia que pase por sus tres
vértices.

3. La base de un tridngulo es de 12 cm. Calcular la base media corres-
pondiente.

4. La base media de un tridngulo equilitero es de 5 cm; calcular el peri-
metro de dicho angulo.

5. En un tridngulo equilatero, el perimetro es de 45 cm. Calcular su base
media.

6. En un triangulo isosceles de 32 cm de perimetro, uno de los lados iguales
es de 12 cm. Calcular la base media correspondiente al lado base.

7. En el tridngulo MNP, las medianas se cortan en el punto O. Calcular :
el segmento MO sabiendo que la mediana correspondiente al lado MP es
de 18 cm.

O et
8. Construir el tridngulo ABC, tal que el lado AB sea de 5 cm, la_me-
diana correspondiente al lado BC, de 6 cm, y la correspondiente al lado AC,
de 7,2 cm.



CarPfiTurLo VIIL

CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO.

1. Circunferencia. — Como ya ha sido estudiada en el primer
curso, comenzaremos directamente por la siguiente:

DEFINICION. Dados en un plano un punto O y un segmento r, se
llama circunferencia de centro O y radio r, al conjunto de todos los
puntos de ese plano que se encuentran a una distancia de O igual ar.

El punto O se llama centro de la c1rcunferenc1a, y el segmento r,
radio de la misma. (Fig. sig. izq.).

NOTACION. Para indicar abreviadamente una circunferencia, se
escribe una letra C mayscula cursiva, y encerrados en un parénte-
sis, como subindice, el nombre del centro y del radio. Asi, la cir-
cunferencia de centro O y radio r se expresa:

C(0; 1)

2. Puntos interiores. — Todos los puntos del plano de una cir-
cunferencia tales que su distancia al centro sea menor que el radio,
se llaman puntos interiores a dicha circunferencia.

Asi, en la figura 51gu1ente (centro) son_puntos interiores M, R

y P, porque los segmentos oM, OR y OP que son sus distan-
cias al centro, son menores que el radio.

3. Puntos exteriores. — Los puntos del plano de una circunferen-
cia tales que su distancia al centro sea mayor que el radio, se llaman
puntos exteriores a dicha circunferencia.

Asi, en la figura (der.) los puntos S, T y Q son puntos exte-

riores a la circunferencia porque los segmentos OS oT y 00Q,
que son sus distancias al centro, son mayores que el radio.
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4. Circulo. — Se llama circulo de centro O y radio r, al conjunto
de los puntos de la circunferencia de centro O y radio r y de todos
los interiores a ella.

Obsérvese que el circulo es una parte del plano que tiene por
contorno la circunferencia de igual centro y radio, mientras que la
circunferencia es una linea.

NoTACION. Circulo de centro O y radio r se expresa simbé-
licamente:

C(; ry.

5. Circunferencias iguales. — DEFINICION. Dos circunferencias son
iguales cuando tienen radios iguales.

En simbolos:

Clo;n)=C(O;r)
e )
6. Angulo central. — En un circulo, se llama angulo central a todo

angulo cuyo vértice es el centro del circulo.
EJEMPLO:

2 A s
El 4ngulo o es un angulo central.

7. Arco. — Se llama arco a la parte de circunferencia determi-
nada por dos de sus puntos llamados extremos del arco.



84

‘NOTACION. Para distinguir uno de los dos arcos que en una mis-
ma circunferencia determina cada par de puntos, A y B por ejem-
plo se elige en él un punto cualquiera M, y se dice arco AB que
contiene el punto M, que se indica,

AB que contiene a M,
; i
o bien AMB.
El otro arco de extremos A y B se dice: }(?3 que no contiene
al punto M.

El angulo central tal que sus lados pasan por los extremos de
un arco y todos los demas puntos del arco son interiores al mismo,
se dice &ngulo central correspondiente a dicho arco o que abarca ese
arco.

: A g : o~
En la figura, o es el angulo central correspondiente a PQ que
no contiene a A, o bien 4 es el angulo central que abarca el

—
arco PQ.
A

El arco tal que su angulo central correspondiente es de 90° se
llama cuadrante. Este nombre proviene de que la circunferencia
puede dividirse en cuatro arcos iguales a un cuadrante.

S
Asi, el arco AMB de la figura, es igual a un cuadrante.

8. Igualdad de arcos. — Dos arcos se dicen iguales, cuando, per-
teneciendo a la misma circunferencia o a circunferencias iguales, los
angulos centrales correspondientes son iguales.

A




85

EJEMPLO:

pues:

Il
=de)

>
:z>w)
[l

9. Arco mayor o menor que otro. — Un arco se dice mayor que
otro, cuando, perteneciendo a la misma circunferencia o a circun-

ferencias iguales, su angulo central es mayor que el angulo central
del otro.

EJEMPLO:
PQ > RS
A
pues: a> §

De igual modo, un arco se dice menor
que otro, cuando, perteneciendo a la misma
circunferencia o a circunferencias iguales,
su angulo central es menor que el angulo
central del otro.

10. OBSERVACION. Obsérvese que de acuerdo con lo dicho, para
poder comparar dos arcos deben pertenecer necesariamente a una
misma circunferencia o a circunferencias iguales.

11. Cuerda y didmetro. — Se llama cuerda al segmento determina-
do por dos puntos cualesquiera de la circunferencia.

EJEmPLO:

Los segmentos AB y CD, de Ia figura, son cuerdas de la cir-
cunferencia.

Se dice que la cuerda subtiende al arco que tiene sus mismos
extremos. Asi la cuerda AB de la figura subtiende al arco AMB.

12. Didmetro. — Se llama didmetro a la D
" cuerda que pasa por el centro. C
13. Sector circular. — Se llama sector cir-
cular a la figura formada por los puntos comu-
nes a un angulo central y al circulo. B
A

M
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En la figura aparece sombreado el sector

OAB, pues es la parte comin al circulo de
. )

céntro O y al angulo «.

El angulo central que lo determina se dice
angulo central correspondiente al sector.

Asi el angulo @ es el angulo central corres-
pondiente al sector.

14. Igualdad de sectores. — Dos sectores se dicen iguales, cuando,
perteneciendo a la misma circunferencia o a circunferencias iguales,
los angulos centrales correspondientes son iguales.

15. Sector mayor o menor que otro. — Un sector se dice mayor que
otro cuando, perteneciendo a la misma circunferencia o a circunfe-
rencias iguales, su angulo central es mayor que el angulo central del
otro.

Analogamente, un sector se dice menor que otro, cuando, perte-
neciendo a la misma circunferencia o a circunferencias iguales, su
angulo central es menor que el angulo central del otro.

Q) 16. Segmento de circulo. — Si en una circun-
ferencia se traza una cuerda, ésta queda dividida
en dos partes, cada una de las cuales se llama
segmento de circulo.

0 Asi, la cuerda PQ de la figura divide al circu-
lo en dos segmentos circulares, el que esta som-
breado y el que estd en blanco.

RELACIONES ENTRE ARCOS Y CUERDAS
IGUALES O DESIGUALES.

17. Si en una circunferencia se dibujan distintos arcos, y se com-
paran las cuerdas que éstos subtienden, se ve que, si dos arcos son
iguales, las cuerdas que subtienden son iguales; si un arco es mayor
que otro, la cuerda que lo subtiene es mayor que la que corresponde
al otro. Analogamente, si en una circunferencia se consideran distin-
tas cuerdas, se observa que: si las cuerdas son iguales, los arcos que
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subtienden son iguales, en cambio, si una cuerda €s mayor que otra,
el arco correspondiente a la primera es mayor que el correspondiente
a la segunda. '

Estas observaciones son generales y se demuestran en los teore-
mas directos y reciprocos que se estudian a continuacién.

18. TEOREMA. En una circunferencia, o en circunferencias igua
les, a arcos iguales corresponden cuerdas iguales.

H) C(;r) y C(o’; 1)
o o
—~ ~~
Arco AB == arco A’B’.
T) Cuerda AB = cuerda A'B’.

BI
A. B /
A

DEMOSTRACION. Trazando los radios O A , O_B, O’A’ y o'F que-
dan determinados los triangulos:

OA = O’A’ por radios de -circunferen-
e AL AT IR cias iguales.
AOB y A'O'B’ OB = 0O’'B’ por radios de circunferen-
que tienen _~__ cias iguales.
AOB = A’O’B’ por ser angulos centrales co-
rrespondientes a arcos igua-
les.

Luego, por el primer criterio de igualdad de triangulos, estos
triangulos son iguales, es decir:

2 Fasy
AOB =A'0O'B'.

En consecuencia, los lados de esos tridngulos, opuestos a angu-
los iguales, son iguales; entre ellos:
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AB = A'B
que es la tesis.

19. TEOREMA RECIPROCO. En una circunferencia, o en circunfe-
rencias iguales, a cuerdas iguales corresponden arcos iguales.

H) €105 1), 3. &k 1)
=11
Cuerdas: AB = A'B’
T) Arcos: AB = A'B.

|
A. B B

DEMOSTRACION. Trazando los radios OA, OB, O'A O’B’ se
forman los triangulos:

OA — O’A’ por radios de circunferencias

- - e ; iguales. ' ‘
AOB y A’O’B’ { OB = O’'B’ por radios de circunferencias
que tienen iguales.

AB == A’B’ por hipétesis.

Luego, estos triangulos tienen sus tres lados respectivamente
iguales; en consecuencia son 1gua1es, es decir:

AOB A0’ B’

Por lo tanto, los angulos opuestos a los lados iguales, son iguales;

entre ellos:
= A%'

NS
pero, AOB es el angulo central correspondiente al arco AB, y
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P, | g P e
A'O’B’ es el angulo central correspondiente al arco A’'B’ y como a
angulos centrales iguales corresponden arcos iguales es:

P N

AB = A'B’

que es lo que queriamos demostrar.

20. TEOREMA. En una misma circunferencia, o en circunferen-
cias iguales a mayor arco corresponde mayor cuerda.
H) C(0;r) y C(0O; 1)
£ ==t
Arco AB > arco AB
T) Cuerda AB > cuerda A'B.

A
DEMOSTRACION. Trazando logadios g\ OB, O'A’ y OB’
quedan formados los triangulos AOB y AOB', tales que los lados
OAy OB son respectivamente iguales a OA’'y OB, por ser radios
de c1rcu2f'gencxas iguales, y el angulo comprendido ;(\ OB mayor
que elAA'O’B' por ser el arco AB mayor que el arco AR, Luego,
los AOB y A’O’B’, tienen dos lados iguales y el angulo compren-

dido desigual, y, por consiguiente, al que tiene mayor angulo le co-
rresponde un lado opuesto mayor, es decir, :
lado opuesto KO\B > lado opuesto A{O\’B’ =
o sea:
AB > A'B’
que es la tesis.
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2]1. TEOREMA RECIPROCO. En una misma circunferencia ,0 en
circunferencias iguales, a mayor cuerda corresponde mayor arco.

H) C(0;r) y C(O;r)

=i
Cuerdas: AB > A'B’.
P ~~
T) Arcos: AB > A'B'.
DEMOSTRACION. Trazando los radios OA, OB, O'A’ y O'B/,

—
quedan determinados los tridngulos AOB y A’O’B’, tales que tienen
dos lados iguales, OA — ﬁ’; OB = O’B’ por ser radios de cir-

A‘ / A B

cunferencias iguales, y el tercer lado desigual, pues, por hipétesis,
AB > A'B
Luego, al que tiene mayor lado se le opone mayor angulo, es decir:
AoB = I q°%:4
y como a mayor angulo central, corresponde mayor arco, se tiene:
AB > A'B

que es lo que queriamos demostrar.

PROPIEDADES DEL DIAMETRO.

22. Si en una circunferencia se traza uno cualquiera de los dia-
metros, el XY, por ejemplo, y distintas cuerdas, por ejemplo, las
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cuerdas AB, CD, 1_96 RS, se observa que el diametro es mayor
que cualquiera de las cuerdas.

Esta propiedad del diametro es general y se demuestra en el
siguiente,

TEOREMA. En una circunferencia, el didmetro es la mayor de
las cuerdas.
H) C(0; 1)
d diametro.
T) d es mayor que cualquier cuerda de la circunferencia.

DEMOSTRACION. Se considera una cuerda cualquiera de la cir-
cunferencia, la MN por ejemplo. Al unir M y N con O, se forma
el MON, en el que se verifica, como en todo triangulo, que un
lado es menor-que la suma de los otros dos. Es decir:

MN < MO + ON 1]

Pero, MO y ON son radios de la circunferencia. Luego, susti-
tuyendo en [1], se tiene:

—_—

MN<r+r
y como r + r = d, resulta:
MN < d osea, d>MN

Como la demostracién es valida para cualquier cuerda de la
circunferencia, queda demostrado el teorema.

23. TEOREMA. EI didmetro perpendicular a una cuerda, corta
a ésta y a los arcos que subtiende en dos partes iguales, y es btsectrzz
de los 4ngulos centrales correspondientes.
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H) C(0; 1)
AB cuerda
d diametro
P— e
d1L ABen My corta a los arcos ABen N y N’.

.1 AM = MB
2° ﬁ:’b v
i
3° ( AON=NOB y
{A/O\N':BT)\N'

DEMOSTRACION. Se unen A y B con O, quedando formados los
triangulos AMO y OMB, rectangulos en M, por ser d | AB,
por hipétesis, y tales que tienen el cateto comin OM y las hipo-
tenusas OA y OB iguales, por ser radios de una misma circunfe-
rencia. Luego, por el cuarto criterio de igualdad de triangulos rec-
tangulos, estos triangulos son iguales, o sea:

e ———
AMO =0OMB
en consecuencia, los otros catetos son iguales, es decir,
AM = MB
que es la primera parte de la tesis; y también los angulos agudos que
Seé oponen a estos catetos son iguales, es decir:

e
AOM -- MOB
: - - o sea, A/O\N-_—@ [1]
Por otra parte, los angulos A/O\N' v m’ son los suplemen-

. . ’ . /\
tarios, respectivamente, de los angulos iguales AON y NOB y, en
consecuencia, son también iguales, es decir:

AON’ = BOW [2]
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Las igualdades [1] y [2] constituyen la tercera parte de la tesis.
De las igualdades de los angulos centrales que acabamos de esta-
blecer resultan las igualdades de los arcos correspondientes.

Es decir,
De [1] se deduce la igualdad de los arcos
AN =NB (3]
De [2] se deduce la igualdad de los arcos
s PN
AN’ =N'B [4]

Las relaciones [3] y [4] constituyen la segunda parte de la tesis.

24. Si se recorta un circulo de papel y se dobla a lo largo de
cualquiera de los didmetros, se observa que las dos partes resultan
coincidentes. Esto muestra que cualquiera de esos diametros es eje
de simetria de la circunferencia y del circulo correspondiente.

Esta propiedad del diametro se establece en el
siguiente enunciado:

M

Todo diametro es eje de simetria de la circun-
ferencia a que pertenzce. Veremos que cualquier |’
punto de la circunferencia tiene su simétrico con
respecto al didmetro en la misma circunferencia.

En efecto, si consideramos un didmetro cual-
quiera, d, y por el centro O, trazamos la per-
pendicular a d, que determina sobre la circun- P
ferencia los puntos M y M’, que son simétricos
con respecto a d, pues pertenecen .2 una misma perpendicular a
ese diametro y equidistan de él, por ser

OM — OM’ — radio.

Consideremos otro punto cualquiera de la circunferencia, el P,
por ejemplo, y desde él tracemos la perpendicular a d que corta a
la circunferencia en otro punto, P’ ; es decir:

PP | d [1]

Demostraremos que P y P’ son simétricos con respecto a d. En
efecto, PP’ es una cuerda perpendicular al didmetro y de acuerdo
con el teorema anterior queda dividida por €l en partes iguales, es
decir,

PQ = QP [2]
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De [1] y [2] resulta que P y P’ son simétricos con respecto al
diametro.

Como esta demostracién es valida para cualquier punto de la
circunferencia y con respecto a cualquiera de sus diametros, resulta
que, en efecto, todo diametro es eje de simetria de la circunferencia
a que pertenece.

25. TEOREMA. Por tres puntos no pertenecientes a una misma
recta, pasa siempre una circunferencia y solo una.

H) A; By C, no alineados.

e 5 Por A, By C pasa C(O; r)

La C(O; r) es la Gnica que pasa por
A5 By Gy

DEMOSTRACION. Los puntos A, B y C,
no alineados, pueden considerarse vértices de
un tridngulo y por un teorema ya estudiado
las mediatrices de sus lados se cortan en un
punto O que equidista de sus vértices A,
ByC.

Luego, para obtener la circunferencia buscada, se trazan los seg-
mentos AB y BC y sus respectivas mediatrices m y n que se cortan
en O. La circunferencia de centro O y radio OA es la circunfe-

rencia pedida.

Esta circunferencia es la tnica que cumple la condicién de pa-
sar por A, B y C. En efecto, si existiera otra, su centro, por equi-
distar de los puntos A y B perteneceria a la mediatriz del AB;y por
equidistar de B y C, perteneceria a la mediatriz del BC, es decir,
coincidiria con O, punto comtn de las dos mediatrices. Ademas, su
radio seria:

 —0A =0B=0C
por lo tanto, si esta circunferencia tiene el mismo centro y el mismo
radio que la anterior, coincide con ella.

26. CoroLARIO. Todo tridngulo es inscriptible en una circun-
ferencia. i
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En efecto: dado un tridngulo cualquiera
ABC, considerando aisladamente sus tres vér-
tices, como se trata de tres puntos no alinea-
dos, aplicando el procedimiento seguido en el
teorema anterior, es siempre posible construir
una circunferencia de centro O y radio r,
que pase por los tres vértices del triangulo
dado. -

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.
1. ¢Cual es el angulo central correspondiente a una semicircunferencia?

2. ¢Qué parte del circulo es el segmento circular determinado por un dia-
metro?

— —~~
3. Los angulos centrales de los arcos AB y CD de una circunferencia son
respectivamente de 47° y 39°. ¢Cual de las cuerdas que subtienden esos arcos
es la mayor?

4. Dadas lac siguientes cuerdas de una misma circunferencia: AB = 2 cm;
CD =7cm; MN = 1cm; y PQ = 4 cm, icual es el menor de los arcos co-
rrespondientes?

5. Dibujar un triangulo isosceles e inscribirlo en una circunferencia.

6. Marcar tres puntos no alineados y construir la circunferencia que pasa
por ellos.
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POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA CON
RESPECTO A UNA CIRCUNFERENCIA,

1. Dadas una circunferencia y una recta, puede ocurrir:

19, que la recta y la circunferencia tengan dos puntos comunes,
en cuyo caso la recta se llama secante a la circunferencia;

29, que tengan un solo punto comin, en cuyo caso la recta se
llama tangente a la circunferencia y el punto de contacto, punto de
tangencia;

39, que no tengan ningin punto comin, en cuyo caso la recta
se dice exterior a la circunferencia.

EJEMPLO:

En la primera figura de la pagina siguiente, la recta a es se-
cante; la n tangente y la b exterior a la C(O;r).

2. Se acepta como postulado, que para que la recta sea secante,
es decir, que corte a la circunferencia en dos puntos, debe pasar por
un punto interior a la misma; luego, su distancia al centro es menor
que el radio. »RE-

Asi, la distancia del centro O a la secante a es el segmento OP ,
menor que el radio.

Para que la recta sea exterior, por definicién no debe pasar por
ningin punto de la circunferencia ni por un punto interior a ella;
luego, todos sus puntos son exteriores y en consecuencia su distan-
cia al centro es mayor que el radio.

___Asi, 1a distancia del centro O a la recta exterior b es el segmento
0OQ, mayor que el radio.

Pasamos a estudiar las rectas tangentes.



3. Rectas tangentes a_una circunferencia. — Si en una circunferen-
cia se traza un radio, el OT , por ejemplo, y por este punto de con-
tacto T se traza la recta n perpendicular al radio, se observa que
esta recta n resulta tangente a la circunferencia.

En efecto, es asi y vamos a demostrarlo en el siguiente:

TEOREMA. La perpendicular a un radio de una circunferencia
en el punto de contacto es tangente a la circunferencia.

H) Eg_o;r).
OT =
n| OT en T.

T) n tangente a C(O; r) en T

DEMOSTRACION. El punto T pertenece a la circunferencia y a
la recta. Veremos que éste es el Unico punto comin.

Siendo n y OT perpendiculares, OT es el menor de los seg-

mentos comprendidos entre el punto O y la recta n, por el teorema
que dice que la distancia de un punto a una recta es el menor de
los segmentos comprendidos entre dicho punto y la recta; luego,
cualquier otro punto de la recta n que se considere, por ejemplo,

el M, determina con O un segmento mayor que OT , es decir:

OM > OT
y como OT=r
es: O_1VI>r

Luego, el punto M es exterior a la circunferencia.

Como M es un punto cualquiera de la recta dada, distinto de T,
resuls1 que todos los puntos de n, excepto T, son exteriores a la
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circunferencia, o sea, que ésta tiene con la recta n un Gnico punto
comin, T. Luego, por definicién, es:

n tangente a la C(O; r) en el punto T,

que es la tesis. -

4. TEOREMA RECIiPROCO. Si una recta es tangente a una circun-
ferencia, es perpendicular al radio que pasa por el punto de tangencia.

En efecto, de acuerdo con la definicién de tangente, todos los
puntos de la tangente, excepto el de contacto, son exteriores a la cir-
cunferencia. En consecuencia, el punto de contacto es el Gnico punto
de la tangente que determina con el centro un segmento igual al
radio y todos los demas, por ser exteriores determinan con el centro
segmentos mayores que el radio; o sea, que el radio es el menor de
los segmentos comprendidos entre el centro y la tangente; luego, es
el segmento de perpendicular.

De lo expuesto se deduce inmediatamente, que la distancia del
centro de la circunferencia a una tangente, es igual al radio.

5. Por un punto de una circunferencia, trazarle la tangente.—
Segtin hemos visto, la recta perpendicular al radio en el punto de
contacto con la circunferencia, es tangente a la misma. Luego, para
trazar la tangente a una circunferencia por un punto de la misma,
basta trazar la perpendicular al radio que pasa por ese punto.

EJEMPLO:

Sea trazar la tangente a la C(O;r) por
el punto P. Se traza el radio OP y luego
n | OP'en P,

La recta n es la tangente buscada.

6. Es inmediato que, por un punto de
una circunferencia pasa una sola tangente a
= dicha circunferencia.

e

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. En el plano de una circunferencia de radio igual a 5 cm, las rectas
a, b, ¢, d, e se encuentran respectivamente a una distancia del centro igual
a6 cm, 4 cm, 7 cm, 15 mm y 50 mm. Decir cuales son secantes, cuales tan-
gentes y cuales e‘xteriores.

2 Dibujar una circunferencia y por un punto cualquiera de la misma trazar
la tangente a dicha circunferencia.
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ANGULOS INSCRIPTOS Y SEMIINSCRIPTOS.

1. Angulos inscriptos. — DEFINICION. Se llama angulo inscripto
en un arco de circunferencia al angulo que tiene su vértice en un
punto cualquiera del arco y cuyos lados pasan por los extremos del
mismo.

y - 5 S A

Asi en la figura el a, el §, y el ¥

estan inscriptos en el AB que contiene
al punto M.

De acuerdo con la definicién, dado

un arco existen infinitos angulos inscrip-

tos en él.

"Decir que un angulo esta inscripto en un arco es equivalente a
decir que abarca el otro arco de la circunferencia que tiene los mis-
mos extremos. Por ejemplo, los angulos a 3 /(3 y /y\ de la figura abar-
can el AB que no contiene al punto M.

En la siguiente figura se dan ejemplos de distintos dngulos ins-
criptos. :

Asi por ejemplo:

2 A e . e b
el angulo ® estd inscripto en el arco PQR y abarca el PR que
no contiene al punto Q; :

7 A o ; = = (oo
el angulo @ esta inscripto en el arco MNS y abarca el MS que
no contiene al punto N ;



= A = = Y P~
el angulo ¢ esta inscripto en el arco XYZ y abarca XZ que
no contiene al punto Y .

Un angulo central se dice correspondiente a un angulo inscripto
cuando los dos abarcan el mismo arco.

Se repiten las figuras de los angulos inscriptos anteriores y en
. N
cada uno de ellos se dibujé el angulo central correspondiente 3.

Analogamente:

~
_ En la figura del margen el angulo central o, que abarca el arco
PQ que no contiene al punto S, es el angulo central correspondiente
al angulo inscripto fﬁ que abarca el mismo arco.

2. La relacién que vincula un angulo inscripto con el central
correspondiente se estudia en el siguiente:

TEOREMA. Todo &ngulo inscripto es igual a la mitad del angulo
central que abarca el mismo arco.

T x <

a inscripto que abarca el AMB

N —
B angulo central que abarca el AMB
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EMOSTRACION. Se consideran ‘tres casos distintos: 19, que el
centro de la circunferencia pertenezca a uno de los lados del angulo
inscripto; 2%, que el centro sea interior al angulo inscripto; 39, que
el centro de la circunferencia sea exterior a dicho angulo.

PRIMER CASO. EI punto O pertenece al lado CA del . Queda

formado el C‘(% , que es isosceles, por tener OC = OB, por radios
de la circunferencia.

Luego, como los angulos de la base del triangulo isésceles son
iguales,

N N
es: & =5 @ [1]
A . ., .

Pero el § es exterior a ese triangulo, luego, es igual a la suma
- 3 . A
de los interiores no adyacentes & y o’ .

es decir: ’6=6+’&'
o sea: @ + @ /6 [2] B
y como, de acuerdo con la relacién [1] es:
e+ =14 +8=2%
sustituyendo en [2], se tiene: A

A N
Zu=f

pasando el factor 2 al segundo miembro como divisor, resulta:
N
~ :
iE= S que es la tesis.

SEGUNDO caso. EI punto O es interior al G.
Trazando la ﬁ, quedan formados los angulos

P
inscriptos ACP y P/C\B, que estan en las mis-
mas condiciones del primer caso; luego, cada
uno de ellos es igual a la mitad de su central
correspondiente, es decir:

AOP
A/(:\Pz_2
A~
A~ POB
o~ e RO PR
Sum. m. a m ACP+PCB=— ++ — [3]
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pero ACP+ PCB=10 [4]
AOp FOB AOP+PFOB B i

¥ oditpE Ly = 2 e
Sustituyendo en [3] el primer miembro por su valor expresado

en[4]y s el segundo miembro por su valor expresado en [5], resulta:
A

= —  que es la tesis.

(=2

¥ N

TERCER CASO. El punto O es exterior al a.
—

Trazando, como en el caso anterior, la CO,

, P =
quedan formados los angulos PCB y PCA,
que estan en las mismas condiciones del pri-
mer caso; luego, cada uno de ellos es igual a

2 la mitad de su angulo central correspondiente,
es decir:
M Pt
= POB
PCB = ——
I 2
L =POA
y PCA = —
2
SN P
- S — POB POA
Rest m. am: PCB—PCA=—— — [6]
2 2
pero P& — fC\A = =
FOB FPOA FPOB—FOA B
% 2 @i on 2 =0
AN

Reemplazando en [6], resulta a= , que es la tesis.

n|-co

Estudiados los tres casos que pueden presentarse, el teorema
queda demostrado.

3. Del teorema recién demostrado se deducen consecuencias in-
mediatas que se establecen en los siguientes corolarios:

‘A, COROLARIO 12 En una circunfrencia, todos los ‘dngulos inscrip-
/ tos en un mismo arco, son iguales.
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En efecto, es asi, pues a todos los angu-
los inscriptos les corresponde el mismo
angulo central, y como por el teorema ante- A 0 B

rior cada uno de los angulos inscriptos es \ﬁ/
-igual a la mitad del 4ngulo central corres- .
pondiente, resultan todos ellos iguales a

un mismo angulo, y, en consecuencia, igua-
les entre si.

COROLARIO 2° Todo &ngulo inscripto en una semicircunferencia
es recto.

En efecto, el angulo central correspondiente es un éngulo 1lano.
Luego, el angulo inscripto considerado es igual a la mitad de un
angulo llano, o sea, igual a un recto.

4. Angulos semiinscriptos, — DEFINICION. Un angulo se dice semi-
inscripto en un arco, cuando tiene: su vértice en uno de los extremos
del arco, uno de sus lados pasa por el otro extremo, y el segundo
lado es tangente a la circunferencia y se encuentra, con respecto al
primer lado, en el semiplano opuesto al que contieﬁ_e\ al arco.

Asi, el angulo « esta semiinscripto en el arco AMB, pues tiene
su vértice en el extremo B del arco, unc de los lados pasa por el
extremo A del arco y el otro lado es tangente a la circunferencia
en B.

5 A 7 ) T :

El 4ngulo a semiinscripto en el arco AMB se dice que abarca

-
el AB que no contiene al punto M.

De acuerdo con la definicién, dado un arco, existen dos angulos
semiinsériptos en él, cada uno con vértice en uno de los dos extremos
del arco.

’ 2 A A I3 .. .
Asi los angulos y y Y’ son los dos angulos semiinscriptos en el
s

arco PQR.
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5. La relacién que vincula el angulo semiinscripto con el cen-
tral que abarca el mismo arco, se estudia en el siguiente:

TEOREMA. Todo éngulo

semiinscripto es igual a la mitad del

central que abarca el mismo arco.

H)

T)

cia el

C(0; r)

7 i s = P g
ABC semiinscripto que abarca ANB

N Py
A OB éangulo central que abarca ANB

S
A AOB
ABC= ——2-—

DEMOSTRACION. Prclongando BO por el
extremo O, se determina con la circunferen-

N
punto M. El angulo MBC es un

angulo recto, pues la tangente BC es per-
pendicular al radio OB, es decir:

ol

MBC = 1 recto Pl =
El angulo m es igual a un angulo llano, en consecuencia:

NS

MOB Y 1 llano

| N W

= 1 recto [2]

2 2
P = 3
De [1] v [2]: MBC = [3) 52

b iy
Por otra parte,/ﬂ angulo inscripto MBA tiene por central co-

rrespondiente al MOA ; luego, como todo angulo inscripto es igual
a la mitad del central correspondiente, es:

S
AN MOA

MBA =

[4]

Restando miembro a miembro de la igualdad [3] la igualdad

[4], se tiene:

pero, el primer miembro, es

e

(5]

MBC — MBA = ABC
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y el segundo miembro, es

s
MOB MOA MOB— MOA AOB
TomET 2 ke
Reemplazando en [5], resulta:
o~
~. AOB
ABC = aEes

que es la tesis.

«/ 6. Del teorema recién demostrado se deducen consecuencias in-
mediatas y que se establecen en los siguientes corolarios:

COROLARIO 1°. Los dos dngulos semiinscriptos en un arco son
iguales.

En efecto, a los dos les corresponde el mismo angulo central,
y cada uno de ellos es igual a la mitad de este Gltimo.

COROLARIO 2°. Los dngulos inscriptos en un arco son iguales a
los semiinscriptos en el mismo.

En efecto, a todos les corresponde el mismo &ngulo central, y
cada uno de ellos es igual a la mitad de este altimo.

7. Trazar las tangentes a una circunferencia, por un punto exterior.

Si se considera una circunferencia y un punto exterior, el A
por ejemplo, es inmediato que por el punto exterior pasan dos
tangentes a la circunferencia.

Estudiaremos a continuacién el procedimiento para trazar dichas
tangentes.

Dada la C(O; r) y el punto O, para trazar las dos tangentes a
dicha circunferencia que pasan por P, se procede asi:

Se determina el segmento PO , y luego su punto medio M. Se
traza la circunferencia de centro M y radio MP = MO, que corta

la circunferencia dada en los puntos S y T. Las rectas PS y PT
son las tangentes buscadas.

En efecto:

P/Q) = I{T\O = 1 recto,



por ser angulos inscriptos en una semicircunferencia, o sea:

PS | radﬁtoagens,
PT | radioOTenT,

y como la perpendicular al ‘radio en el punto de contacto, es tan
gente a la circunferencia, resulta que:

PS y PT son tangentes en S y T respectivamente.

TANGENTES CCMUNES A DOS CIRCUNFERENCIAS.

8. Dadas dos cifcunferencias exteriores, por ejemplo, C(O; r)
y C(O’; r’), se observa que pueden trazarse cuatro rectas m, n,
sy t, tangentes a las dos circunferencias a la vez. Esta observacion
es general, es decir, que, dadas dos circunferencias exteriores, se pue-
den trazar cuatro tangentes comunes a las mismas.

Las tangentes m y n se llaman exteriores; las tangentes s y ¢,
interiores.




9. Construccién de las tangentes interiores comunes a dos circun-
ferencias. — Sea, trazar las tangentes interiores comunes a las cir-
cunferencias C(0; r) y C(0O’; ).

Se construye la circunferencia de centro O’ y radio r + r’, que
es la representada con trazo punteado en la figura. Desde el punto
O se trazan las tangentes a esa circunferencia, que resultan ser OP
y OQ, tangentes en P y Q respectivamente. Se traza O'Py OQ,
que cortan a la C(O ; r) en S y T respectivamente. Por O, y en
el semiplano respecto dé OQ que contiene a T se traza una paralela
a O’Q que cortaa C(O; r) en T’.

Por O y en el semiplano respecto de OP, que contiene a S se
traza una paralela a O’P que corta C(Q; r) en §'.

Las rectas TT’ y SS’ son las tangentes buscadas.
En efecto: el cuadrildtero SPOS’ es un rectangulo, pues
OS’ #/ SP por construccién, y el angulo en P igual a 1 recto por

ser la tangente perpendicular al radio. Luego, SS’ es perpendicular

-a PS, o sea, S§’ | O’'S y SS’ | OS’; en consecuencia, por ser
perpendicular a los radios de cada circunferencia en los puntos de
contacto, es tangente a cada una de ellas. Del mismo modo se de-
muestra que TT’ es tangente a las dos circunferencias.

10. Construccién de las tangentes exteriores comunes a dos circun-
ferencias. — Sea, trazar las tangentes exteriores comunes a las cir-
cunferencias C(O; r) y ala C(O; ') siendo r’ >r.

Se construye la circunferencia de centro O’ y radio r’ —r, que
es la dibujada con trazo punteado en la figura. Desde O se trazan
las tangentes OP y OQ a esa circunferencia. Se prolongan OQy
O’P, determinandose en la C(0Q’; r’) los puntos Ty S. Por O, en
el semiplano con respecto a OQ, que contiene a T, se traza una
paralela a O'T que corta a C(O; r) en s



Por O, y en el semiplano respecto de OP, que contiene a S se
traza una paralela a O’S que determina con la C(QO; r) el punto
S’. Las rectas SS’ y TT, son las tangentes buscadas.

En efecto, es asi, pues, de igual modo que en la construccién
anterior, se demuestra que SS’ es perpendicular a OS’ y O’S por
ser OS’SP un rectangulo; y que TT’ es perpendicular a OT’ y
a O'T por ser TOQT un rectangulo.

11. OBSERVACION. Si las dos circunferencias son iguales, no es
valida la construccién anterior, pues la diferencia de los radios es
nula y, en consecuencia, no se puede trazar la circunferencia auxiliar.

En este caso, la construccién es la siguiente:

1° Se determina el OO’.

2° Se traza por O, el didmetro d | OO’, que determina con
la C(O; r) los puntos M y N; y por O’, el didmetro d’ | OO’
que determina con la C(O ; r) los puntos M’ y N’.
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3° Se trazan las rectas MM’ y NN’, que son las tangentes
pedidas.

En efecto es asi, pues por construccion, los cuadrilateros OMM’O’
y ONN’O’ son rectangulos. Luego, MM' I OM y a O'M’ y
NN | ONy a O'N’.

En consecuencia, MM’ y NN’ son tangentes a las dos circun-
ferencias.

12. Medida de angulos y de arcos. — Recordemos que se llama me-
dida de una cantidad con respecto a una unidad elegida,ala razon
entre dicha cantidad y esa unidad. Teniendo en cuenta que los

angulos y los arcos son cantidades pueden darse las siguientes defi-
niciones:

1° Se llama medida de un angulo con respecto a otro angulo
elegido como unidad, al numero que es la razén entre el angulo
dado y esa unidad.

EJEMPLO:

La medida del 4 con respecto a la unidad Des4 , pues
~=4
D)

2° Se llama medida de un arco con respecto a otro arco, per-
teneciente a la misma circunferencia o a una circunferencia igual,
elegido como unidad, al nGmero que es la razén entre el arco dado
y la unidad.

EJEMPLO:

La medida del A/B con respecto a la unidad 3, es 6 , pues

La unidad que se elige para la medicion de angulos y de arcos
es arbitraria pero generalmente el angulo que se elige como unidad
es el grado sexagesimal.
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13. TEOREMA. En una misma circunferencia o en circunferen-
cias iguales, la razon de dos angulos centrales es igual a la de los
arcos correspondientes.

H) a central en C{D s 1)

A

P centralen C(Q’; r)

AB correspondiente a o
A

MN correspondiente a [}

AB
MN

T)

'o:>| Q>

DEMOSTRACION. Elegimos un angulo que esté contenido un nu-
mero exacto de veces en Q y otro nimero exacto de veces en [)
Sea, por ejemplo, €l ¢, que esta contenido m veces en & y n veces

A : >
en . (En el caso de la figura, m = 5 y n = 3). Es decir:

a=mQ
A A

y ﬁ:n(p

& mo

Dividiendo m. a m. — = ———
g no

y simplificando, la unidad (/E, segiin una propiedad estudiada en
Aritmética:

A

a
A
b

~ s - s Pas
Llamando % al arco correspondiente al angulo central igual a @
resulta que:

[1]

m
n
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7~ =
AB—m. x
e ~
y MN=n . x
o ~
REEE AB m. x
Dividiendo m. a m. —_—= -
MN X

o

AB

—

y simplificando:

[2]

5|8 »

| 1l

MN :

Como los segundos miembros de [1] y [2] son iguales, los pri-
meros también lo son. Luego:

o AB 3
~— = — que es la tesis.
B MN

. 14. La medida de un angulo central es igual a la medida del
arco que abarca, siempre que la unidad de arco sea el arco corres-
pondiente a la unidad de angulo.

N
En efecto. Si 4 es un angulo central y AB el arco que abarca,
llamando & al angulo unidad y i al arco correspondiente al angulo
central ®, resulta, por el teorema anterior:

AB
a A
e A
® u
A
o v A A
pero —— es la medida de o con respecto a @
©®
—
AB . —~ =,
y es la medida de AB con respecto a U .
u
Luego:

A ~
med o = med. AB

-

A ~
con respecto a ® con respecto a u

15. OBSERVACION. De la relacién que vincula un angulo ins-
cripto con el angulo central correspondiente, resulta que: :

S
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1
medida ang. inscripto = 7 medida ang. central correspondiente

¥y como segun se ha demostrado:
medida ang. central — medida arco que abarca

resulta que:

medida angulo inscripto = T medida arco que abarca.
Analogamente se deduce que:

1
Medida angulo semiinscripto — o medida arco que abarca.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

1. ¢Cuéanto vale un angulo inscripto que abarca un cuadrante?
2. ¢Cuanto vale un angulo inscripto en un cuarto de circunferencia?

A 3. Calcular los angulos inscriptos tales que los angulos centrales corres-
pondientes son respectivamente de:

80° ;-=126%; 70°40' ; 210210%; 55°11'8".
A\ 4. Calcular los angulos centrales correspondientes a los siguientes angulos
inscriptos:
Q7o 1892 98210/ ¢ 163°30" ;- 33927207,
5. Calcular el dngulo semiinscripto en un cuadrante.

6. Calcular el angulo interior de un pentagono regular inscripto en una
circunferencia aplicando la propiedad de los angulos inscriptos.

A A
7. Calcular los angulos «, B, ¥ en las siguientes figuras:

~~ ~~ ~~ — S
AB=BC b tangente en B; AB=BC AB =BC y BD diametro




PA y PB tangentes; x tangente en A

8. En una circunferencia de radio igual a 6 cm trazar las tangentes desde
un punto que estd a 8 cm del centro.

9. Si dos circunferencias son tangentes exteriores, ¢cuantas tangentes inte-
riores y exteriores comunes tienen?

10. Si dos circunferencias son tangentes interiores, ¢cudntas tangentes inte-
riores y exteriores comunes tienen?

11. Si dos circunferencias son secantes, ¢cudntas tangentes comunes inte-
riores y exteriores tienen?

12. Si por un punto P se traza la tangente a la C(0) y los puntos de
tangencia son M y N, demostrar que el cuadrilatero PMON es un 1omboide.



CapiTurLo XI.

POLIGONOS EQUIVALENTES.

1. Poligonos consecutives. — Dos o mas poligonos se dicen con-
secutivos cuando pertenecen a un mismo plano y, no estando su-
perpuestos, cada uno tiene con alguno de los otros, por lo menos, un
lado o parte de un lado comun.

Asi, el rectangulo y el triangulo de la figura son poligonos con-

secutivos.
También son consecutivos, el trapecio, el cuadrado y el pentagono.

< v

2. Suma de poligonos consecutivos.— La suma de dos o maés po-
ligonos consecutivos es el poligono formado por el conjunto de todos
los puntos de los poligonos sumandos. :

Asi, la suma de los poligonos I, II, IIIy IV de la figura de
la izquierda es el poligopno ABCDEFGHIJKLMNO, igual al de
la figura de la derecha.

E F

G

1 H
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3. Suma de poligonos cualesquiera, — Para sumar dos o mas poli-
gonos cualesquiera, es necesario transportarlos consecutivamente, y
la suma se obtiene como se indicé en el caso anterior.

Se comprende que el poligono suma depende de la disposicién
que se dé a los poligonos sumandos en el transporte, pudiendo ob-
ternierse como resultados poligonos distintos, al sumar los mismos
poligonos.

Asi, por ejemplo, los poligonos I, II y II1 de la figura siguiente
dan poligonos distintos por habertos dispuesto consecutivamente de
distinto modo.

4. Poligonos equivalentes. — Un poligono se dice equivalente a
otro cuando los dos son suma de poligonos respectivamente iguales.

EJEMPLOS:
2 .
1° El giéngulo ABC es equivalente al cuadrilatero MNPQ,
pues el ABC puede considerarse como la suma de los poligonos I
y II, y el cuadrilatero MNPQ como la suma de los poligonos I’ y
I’ que son respectivamente iguales a I y II.
B

A C M

PLITE - ,

2° El ABCD es equivalente al RSTV, pues pueden consi-

derarse como suma de los poligonos I, ITy III, y I, IT" y IIT",
que son respectivamente iguales.
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3° El hexdgono ABCDEF es equivalente al paralelogramo

GHIJ, como se deduce inmediatamente de la descomposicion en
triangulos parciales que se ha hecho en la figura.

C D

~
\
v

5 \
\ \ - IS A
H\» '—-—\--“—\F it N N ;
\ \ F e /

ot bt B
VO G i

5. NOTACION. Se expresa que un poligono es equivalente a otro
mediante el ssmbolo = . Asi, que el poligono ABCDE es equiva-
lente al poligono PQRST, se expresa simbolicamente:

poligono ABCDE = poligono PQRST

6. COROLARIOS DE LA DEFINICION DE POLIGONOS EQUIVALENTES.
19 Si un poligono es igual a otro, es equivalente a él.
En simbolos:
Si poligono ABCDE = poligono MNPQR,
es: poligono ABCDE = poligono MNPQR..
2° Si dos poligonos, son suma de poligonos respectivamente

equivalentes, son equivalentes.

7. Caracteres de la equivalencia de poligonos. — De la definicion
de poligonos equivalentes se deduce, y puede demostrarse, que la
equivalencia de poligonos goza de los caracteres formales de la igual-
dad; es decir:

1° CARACTER IDENTICO. Todo poligono es equivalente a si
mismo. '

En simbolos:
polig. ABCDE = polig. ABCDE.
29 CARACTER RECIPROCO. Si un poligono es equivalente a otro,

este es equivalente al primero.



117

En simbolos:
Si polig. ABCDE = polig. MNPQ
es poligz. MNPQ = polig. ABCDE.
3° CARACTER TRANSITIVO. Si un poligono es equivalente a otro

y éste lo.es a un tercero, el primero es equivalente al tercero.
En simbolos:

Si polig. ABCD = polig. MNPQ
y poligz. MNPQ = polig. RSTUV
es polig. ABCD = polig. RSTUV .

CONSECUENCIA. Del caracter transitivo y reciproco se deduce que:
Si dos poligonos son equivalentes a un tercero, son equivalentes
entre si.

8. Concepto de superficie, — Como vemos, la igualdad de poligo-
nos tiene los mismos caracteres de toda igualdad.

A los poligonos equivalentes les corresponde igual cantidad de
una magnitud, que es la superficie. Es decir: todos los poligonos
equivalentes tienen la misma superficie. Asi, tienen la misma
superficie los siguientes poligonos de las figuras anteriores:

s =7
19, el tridngulo ABC y el paralelogramo MNPQ ;
=7
29, el paralelograma ABCD y el rectangulo RSTV ;
Z—7
3%, el hexagono ABCDETF y el paralelogramo GHIJ .



capiTturo XII.

EQUIVALENCIA DE FIGURAS POLIGONALES.

1. En este capitulo se estudian algunas condiciones particulares,
tales que cuando se verifican en un par de paralelogramos, en un
par de triangulos, en un trapecio y un triangulo, etc., resultan equi-
valentes dichos pares de poligonos.

2. Equivalencia de dos paralelogramos. — TEOREMA. Dos paralelo-
gramos de igual base y altura son equivalente.

=
H) ABCD de base b y altura h

y = g
MNPQ de base b’y altura h
b=k
h=—"h

L7 =7
T) ABCD=MNPQ

DEMOSTRACION. Para demostrar este teorema, se construye un
paralelogramo igual al segundo, sobre la base del primero. Como las
glturas son iguales, los lados opuestos a las bases de los dos parale-
logramos deben estar sobre una misma recta y puede ocurrir que
dichos lados opuestos a las bases tengan: 12, un segmento comin;
29, un solo punto comun; 39, ning(in punto comun. Se originan asi
tres casos distintos. »

PRIMER CAso. Construimos sobre b
Lt ey
AN'P’D = MNPQ.
En este caso,
NP’ y BC tienen el N'C coman.
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Como dos poligonos iguales son equivalentes:
Lt v
AN'P'D = MNPQ [1]

Puede observarse en la figura que

L7, el =
ABCD = ABN’ 4+ AN'CD
&7 A EX
y AN'P'D =DCP 4+ AN'CD
e =7 e
Como el trapecio AN’CD es comin a ABCD y AN'P'D, para
demostrar que éstos son equivalentes basta demostrar la igualdad

de los tridangulos ABN’ y DCP’. Esta igualdad se verifica, pues,
los triangulos

z= 7
C por lados opuestos del ABCD
~ : ‘ ' por correspondientes entre
ABN’ y DCP’ tienen = N’A / P'D y transv. BP’
/N
B = C por correspondientes entre
BA // CD y transv. BP’.

2l
w

=D
A
=P

’

Z>

En consecuencia, por el segundo criterio de igualdad de trian-
gulos, estos triangulos son iguales, es decir:
LN

ABN = DCP

= Z7
Luego, los paralelogramos ABCD y AN’P’'D son suma de poligo-
nos iguales; en consecuencia, son equivalentes, es decir:

g e
ABCD = AN'P'D
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Hof VL7
y como segin [1]: AN'P'D = MNPQ
e L
resulta: ABCD = MNPQ
por carécter transitivo de la equivalencia de poligonos.

/ e .
SEGUNDO CAsO. Construimos, sobre b el ACP’'D = MNPQ.
Los segmentos CP’ y BC tienen un Gnico punto comin, que es -

Como dos poligonos iguales son equivalentes:

&7 L7
ACP'D = MNPQ [1]
Puede observarse que:
o N A
ABCD = ABC + ACD
2= s e

y ACP'D = DCP + ACD.

3 S
Comg ACD comun a los dos paralelogramos, para que re-
sulte AgCD — ACP’D, basta demostrar la igualdad de los trian-
gulos ABC y DCP’

Esta igualdad se verifica, pues los triangulos

AB = CD por_lados opuestos del
Z
S ABCD

o A - ABC = DCP’ por correspondientes entre
ABC y DCP’ tienen BA / CD BP’

2 =& Va y t.ransv.
BCA = CP’D por correspondientes entre
\ CA / P'D y transv. BP'

En consecuencia, por el segundo criterio de igualdad de trian-
gulos, estos tridngulos son iguales, es decir:

T 2N
ABC = DCP’
Luego, los garalelogramos
ABCD y ACP’D son suma
de poligonos respectivamen-
te iguales, en consecuencia,
son equivalentes, es decir:
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L7 L

ABCD = ACP'D
L 2ok

y como, segin [1]: ACP'D = MNPQ
7 Y

resulta: ABCD = MNPQ

por carécter transitivo de la equivalencia de poligonos.
3 = Za
TERCER CASO. Construimos, sobre b el AN’P'D = MNPQ. Los
segmerftos N’P’ y BC no tienen ningin punto comun.
Como dos poligonos iguales son equivalentes:
Z L
AN'P'D = MNPQ LE]=
Para la demostracién, se recurre sucesivamente a figuras auxilia-
res_que permitan aplicar los casos anteriores. Asi, se construye el

ACN”D, que esta con respecto al ABCD, en las condiciones del
segundo caso; luego:

e A
ABCD = ACN”D . [2]

5 o =
Se construye AN”P”D, que est4, con respecto a ACN”D, en
las condiciones del segundo caso; luego:

L
ACN”D = AN”"P”D [3]

==
Pero este ltimo paralelogramo esté, con respecto al AN"P'D
en las condiciones del primer caso, luego:
AN"P’D = AN’P'D [4]

Aplicando sucesivamente a las relaciones [2], [3] y [4] el ca-
racter transitivo de la equivalencia de poligonos, se tiene:

L
ABCD = AN'P'D
L= S
y como, segin [1]: AN’P'D = MNPQ
=7 —
resulta: ABCD = MNPQ

por caracter transitivo de la equivalencia de poligonos.
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Nota. Es facil ver que el nimero de paralelogramos auxiliares
- depende de los paralelogramos dados. En algunos casos, bastara un
solo paralelogramo auxiliar; en otros seran necesarios dos, tres, o mas.

Demostrados los tres casos que pueden presentarse, el teorema
queda demostrado en general.

3. Equivalencia entre un tridngulo y un paralelogramo. — TEOREMA.
Si un tridngulo y un paralelogramo tienen igual altura y la base
del paralelogramo es igual a la mitad de la base del triangulo, son
‘equivalentes.

=S
H) ABC de base b y altura h
7
MNPQ de base b’y altura h’

h=—="h
Bt
2

2 ol

DEMOSTRACION. Por R, punto medio de AC, se traza la para-
lela a AB, y por B, paralela a AC, que corta a_la anterior en
S5 Resulta, asi el ABSR que es equxvalente al MNPQ porque
tienen igual base e igual altura, es decir:

e e
ABSR = MNPQ [1]
25 = S
Ademas, ABC = ABTR + RTC
P B S
y ABSR = ABTR + BST
e

=7
Como el trapecio ABTR es comtn al ABC y al ABSR, éstos
ser/a\n equivalentes si se demuestra la igualdad de los triangulos
o5
RTC y BST. Esta igualdad se verifica, pues:

A A
B = C por alternos internos entre
A A e R // AC y transv. BC
RTC y BST tienen a = [ por opuestos por el vértice
BS = RC por ser respectivamente igua-

les a AR.
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En consecuencia, por el segundo criterio de igualdad de trian-
gulos, estos triangulos son iguales, es decir:
Z= LN
RTC —=BST
» P
Luego, el triangulo ABC y el paralelogramo ABSR son suma
de poligonos respectivamente iguales, en consecuencia, son equiva-

lentes, es decir: et =
ABC = ABSR
i Z 7
y como, segun [1]: ABSR = MNPQ
L~ L
resulta: ABC = MNPQ

por caracter transitivo de la equivalencia de poligonos.
ILuego, el teorema queda demostrado.

Equivalencia de dos triangulos. — TEOREMA. Dos triangulos de

“f,
:gual base y altura son equivalentes.

ABC de base b y altura h

H)
2N
MNP de base b’y altura h’
b=1"0
h=— T
o Zos
Ty <« ABE = MNP

DEMOSTRACION. Construimos el QRST de base b” y altura h”
tales que: la base es igual a la mitad de la base de los triangulos

dados, es decir:
b b’

e e .
y la altura es igual a la altura de los tridngulos dados, es decir: .
W=l =h
Por el teorema anterior, este paralelogramo resulta equivalente

a cada uno de los triangulos, es decir:

B N
\ |
h\\\ . I \ : :
B - M I p Do

o~
1
|
|
1

(R ot
=, i
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-\

LA .. ABC = MNP por consecuencia del carac-
ABC - OE5T

ter transitivo de la equiva-
y MNP = QRST

lencia de poligonos.
Luego, el teorema queda demostrado.

5. Equivalencia entre un trapecio y un tridngulo. — TEOREMA. Si un
trapecio y un tridngulo tienen igual altura y la base del triangulo es
igual a la suma de las bases del trapecio, son equivalentes.

H) Trapecio ABCD de bases b, y b, y altura h
PAN

MNP de base b’ y altura h’

b’=Db, + b,
h=nh
2
T) ABCD = MNP.

' EX =
DEMOSTRACION. En el A&CD trazmos la diagonal BD ., y queda
dividido en los tridangulos ABD y'BCD; luego:

ABCD:A%D—}-B%D [1]
En el MNP, sobre MP , determinamos:
MD’ = b,
y como, por hipétesis,

+ b,

MP
resulta: D_'
e

= (T

b,

= b, 2]

: Unimos D’ con N, y triangulo total, queda dividido en los
triangulos parciales MND’ y D’NP; luego:

e etk P

MNP = MND’ + D'NP [3]

Observando las expresiones [1] y [3], se comprende que, en

=B b C
! /‘\\\‘\ \

by 5.5 -
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virtud del segundo corolario&la definicién de poligonos equivalen-

e
tes, resultara el trapecio ABCD equivalente al triangulo MNP,
— 0 T

sigobamos la equivalencia entre ABD y MND’ y entre BCD y
D’NP . Estas dos equivalencias se cumplen, dado que

25, 2 — —
ABD = MND’, por tener bases y al-} AD — MD’ por cagnstruc-
turas respectivamen- cioén

te iguales, pues: h =h’ por hipoétesis
B%D i 1
= D'NP, por tener basgs ya-)5E _ P 0 (2]
turas respectivamen- ; e
hi="1 por hipotesis

te iguales, pues:

3N i Vay -
Luego, el trapecio ABCD y el triangulo MNP son suma de poli-
gonos equivalentes; en consecuencia, son equivalentes, es decir:

L
ABCD = MNP

Luego el teorema queda demostrado.

6. NoTta. Los dos teoremas siguientes, a pesar de no figurar en
el programa, se incluyen en el texto, pues los autores creen intere-
sante la demostracién del teorema de PITAGORAS por equivalencias,
aunque el alumno lo volvera a estudiar en el tercer curso, siguiendo
otro camino.

7. Para la demostracién de estos teoremas, es preciso establecer
primero que:

La proyeccién de un segmento sobre una recta es el segmento de-
terminado por los pies de las perpendiculares a la recta, trazados
por los extremos del segmento dado.

N
EJEMPLO: M /

La proyeccion del segmento MN
sobre la recta r es el segmento PQ .

l
'
'
1
|
L
|
|

P ]

8. TEOREMA. EI cuadrado construido sobre un cateto de un
triangulo rectangulo es equivalente al rectangulo que tiene por lados:
la hipotenusa y la proyecc{én de dicho cateto sobre la hipotenusa.
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H) Trié]ngulo Cfﬁ rectangulo en A
ACMN cuadrado del cateto b
b’ proyeccion del cateto b sobre la hipotenusa a
CPQR rectangulo de lados a y b’

[] =
T) ACMN — CPQR

DEMOSTRACION. Se prolongan los lados: RC por el
extremo C ;Q_P por el extremo P, y MN por el ex-
tremo N ,quedando asi determinados los puntosS y T .

Comparamos los triangulos rectangulos:

_— =y
CAB y CMS que fienenD.

AC =CM por lados del ACMN
TS A
BCA — MCS por tener el mismo

¢ complemento SCA .

Luego, por el primer criterio de

VT
>
N
A
\ b
ol
5
R Q
y dado "que:
es:

igualdad de triangulos, rectangulos,
estos triangulos son iguales,
e 7
es decir: CAB =CMS

Como los elementos homélogos de triangulos iguales

son iguales, resulta:

= ~
CB=(S
CB=—a
CS=a

Comparamos los paralelogramos:

o
ACMN y ACST

la base AC comin y las alturas iguales,
por ser la distancia entre las paralelas AC

que tlenen:__ | ymMmT.
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Luego, por tener bases y alturas iguales, son equivalentes, es
decir:
L] STF A
ACMN = ACST [1]
Comparamos los paralelogramos:
las bases CS y CR iguales, por ser ambas

e f j
ACST y CPQR, ] iguales a la hipotenusa a
que tienen: y alturas iguales, por ser la distancia entre

las paralelas SR y TQ .

Luego, por tener bases y alturas iguales, son equivalentes, es

decir:
= e
ACST = CPOR [2]

De [1] y [2], por caracter transitivo de la equivalencia, resulta:
ACMN = CPQR, que es la tesis.
9. TEOREMA DE PITAGORAS. El cuadrado construido sobre la hi-

potenusa de un triangulo rectangulo es equivalente a la suma de los
cuadrados construidos sobre 10s catetos.

P
N
Q
A
b | & A
e H) ABC rectangulo en A
& T (B e 1
CBI:]HG cuadrado de lado a
A%MN cuadrado de lado b
APQB cuadrado de lado ¢
] ] o
T) CBHG = ACMN -+ APQB

G F H
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DEMOSTRACION. I:;l‘razemdo la recta AF , perpendicular a &,hi-
pot%a CB, elgHG queda dividido en los rectangulos: CEFG
vy EBHF . El CEFG tiene por lados la hipotenusa a y la proyec-
cién b’ del cateto b sobre la hipotenusa; en consecuencia, por_el
teorema anterior, es equivalente al cuadrado de lado b ; el EBHF
tiene por lados la hipotenusa a y la proyeccién ¢’ del cateto c sobre
la hipotenusa; en consecuencia, es equivalente al cuadrado de lado c.

Simbélicamente:

= 3
ACMN = CEFG
Cl |
APQB = EBHF
‘Sumando m. a
ACMN + APQB = CEFG +EBﬁF
i
y como CEFG + EBHF = CBHG
Reemplazando en el segundo miembro de [1], se tiene:
ACMN + APQB = CBHG
y aplicando el caracter reciproco de la equivalencia, resulta:
- £
CBHG = ACMN + APQB
que es la tesis.

10. -CoroLARIO. Como las figuras equivalentes tienen igual su-

perficie, es:
=] = CH
Sup. CBHG = Sup. A([::DI/IN + Sup.APQB [1]

pero Sup. CBHG = a?*

Sup. ACMN = b*

Sup. APQB =¢?
luego, reemplazando en [1]:

a®> = b? 4 c*

relacién que expresa que: el cuadrado de la hipotenusa de un tridn-
gulo rectéangulo es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.
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11. Nota. El teorema de PrTAGoras puede también demostrar-
se mediante otras descomposiciones en figuras equ1valentes, como se
indica en las flguras s:gulentes, demostraciones que se proponen al
alumno como ejercicio.

TRANSFORMACIONES DE FIGURAS POLIGONALES.

12. Transformar un poligono en otro equivalente que tenga un
lado menos.

Sea, por ejemplo, transformar el hexigono ABCDEF, en un
pentagono equivalente.

Trazamos una diagonal tal que deje un solo vértice en n_uno de
los semiplanos que determina, por ejemplo la diagonal BD que
deja en uno de los semiplanos el vértice C.

Por C, trazamos la recta n paralela a esa diagonal BD ; pro-
longamos . el lado DE hasta cortar la paralela n en el punto ) 37
Uniendo P con B queda determinado el pentagono ABPEF, que
es el pentagono pedido, pues es equivalente al hexdgono dado.

En efecto, el hexagono dado y el pentidgono pueden considerarse
como suma de los siguientes poligonos:
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2
hexagono ABCDEF — polig. ABDEF + Bg)
pent: cono ABPEF — polig. ABDEF + BPD

El poligono ABD&F es Cglllﬂ al hexagono y al pe'ntégogo_ y
como los triangulos BCD = BPD, por tener la base comun BD,
e igual altura, por ser ésta la distancia entre las paralelas n y BD,
luego el hexagono y el pentagono considerados, son suma de poli-
gonos equivalentes, en consecuencia, son equivalentes.

OBSERVACIONES. 19 Si al trazar la diagonal BD en lugar del
lado DE, prolongamos el lado AB por el extremo B, se obtiene
otra solucién que es la que indica la figura al margen.

29 Se comprende que cada una de las otras diagonales que

cumpla las condiciones estipuladas permite obtener otras dos so-
luciones. '

39 Si se aplica sucesivamente el procedimiento estudiado, se
puede transformar el pentagono en un cuadrilatero equivalente y el
cuadrilatero en un triangulo ~quivalente y este triangulo de acuerdo
con el caracter transitivo de la equivalencia, es equivalente al hexa-
gono dado, es decir, repitiendo el proceso anterior se puede transfor-
mar un poligono de un nimero cualquiera de lados en un triangulo
equivalente.

13. Transformar un tridngulo en otro equivalente de altura dada.

P
Sea, por ejemplo, transformar el triangulo ABC de altura h, en
otro equivalente de altura h’, distinta de la altura h del triangulo
dado.

Consideremos 19 el caso en que h’ es mayor que la altura h del
tridngulo dado.

Trazamos la perpendicular a la base AC , por un punto cual-
quiera de ella, por ejemplo M, y sobre esa perpendicular se deter-
mina MN = h’. Por N se traza la paralela a AC y se prolonga AB
hasta cortar dicha paralela en P. Se une P con C, y por B se
traza r 4/ PC. que germina sobre AC el punto R. Uniendo R
con P se obtiene el APR , que es el buscado,ges tiene la altura h’
pedida y es equivalente al triangulo dado ABC.



Luego, los tridngulos ABC = APR son suma de poligonos igua-

les y equivalentes, en consecuencia, son equivalentes, es decir:

it ==
APR = ABC

Si se considera el caso en que h’ es menor que la altura del

triangulo dado, el procedimiento es analogo y se destaca en la figura
de la derecha.

14. Transformar un tridngulo en otro equivalente de base dada.

Sea, por ejemplo, transformar el ABC de base b en otro equi-
valente de base b’, distinta de la base b del triangulo dado.

Consideramos primero el caso en que la base b’ es mayor que
la base b del triangulo dado.

Se prolonga la base AC hasta determinar AP — b’ ; se une P

con B y por C se traza r / PB, que corta a AB en R. Uniendo
luego R con P, se obtiene el ARP que es
el buscado, pues tiene la base b’ y es equi-
valente al tridngulo dado.

En efecto:
N s N
ABC = ARC 4+ CRB
P ZS s
y ARP = ARC 4 CRP
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Como ARC es com(n a los dos triéngulc?s,
y CRB = CRP por tener la base RC coman

e igual altura, por ser ésta la distancia entre
las paralelas BP y RC, :
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i

; s o
es ARP = ABC

Si se considera el caso en que la base b’

es menor que la base b del triangulo dado,

el procedimiento es analogo y se destaca en

la figura al margen.

EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION.

Transformar un cuadrado en un paralelogramo equivalente.

T

2. Transformar un rectangulo en un tridngulo equivalente.

3. Transformar un cuadrado en un triangulo equivalente.

4. Transformar un trapecio en un triangulo equivalente.

5. Transformar un triangulo rectangulo en uno obtusangulo equivalente.

6. Transformar un triangulo acutangulo en un triangulo rectangulo equiva-
lente.

7. Transformar un rectangulo en un triangulo equivalente que tenga igual
base.

8. Transformar un rectangulo en un triangulo equivalente que tenga igual
altura.

9. Transformar un rectangulo en un trapecio equivalente.

10. Transformar un rectangulo en un paralelogramo equivalente cuya base
sea igual a la mitad de la base del rectangulo.

11. Dado un pentagono, ¢cuédntos cuadrilateros equivalentes pueden obte-
nerse por el procedimiento indicado?
12. Transformar el heptagono ABCDEFG de la figura en un hexagono
equivalente:
19 trazando la diagonal AC 5
29 trazando la diagonal DF.
13. Transformar el hexdgono ABCDEF de la figura en un pentagono
equivalente:
19 trazando la diagonal AE,
29 trazando la diagonal CE.
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14. Transformar el pentigono ABCDE de la figura en un cuadrilatero
equivalente:

1° trazando la diagonal _B_E,
29 trazando la diagonal BD 3
39 trazando la diagonal CE.
15. Transformar un octégono en un pentagono equivalente.
16. Transformar un pentigono en un triangulo equivalente.
17. Transformar un tridngulo en otro equivalente, de base doble.

18. Transformar un tridngulo en otro equivalente de base igual a la mitad
de la base del dado.

19. Transformar un tridngulo en otro equivalente, de altura doble.

20. Transformar los tridngulos de la figura siguiente en otros equivalentes
de altura igual a la indicada en la figura.

A/ A

21. Transformar los tridngulos de la figura siguiente en otros equivalentes
de base igual a la indicada en la figura.

B B
| /\ B
A/\C - : : ( :
b b b’
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22. Construir un cuadrado equivalente a la mitad de otro dado.
23. Construir un triangulo equivalente al duplo de uno dado.

24, Demostrar que la base media de un triangulo determina un triangulo
parcial que es equivalente a la cuarta parte del triangulo dado.

25, Transformar un tridngulo en otro equivalente de igual base y uno de
sus otros lados igual a un segmento dado.

26. Demostrar que, si se une el punto medio de cada base de un trapecio

con los extremos de la otra, se forman dos tridngulos cuya suma es equivalente
al trapecio.

MULTIPLICACION DE SEGMENTOS.

15. Producto de dos segmentos, — DEFINICION. Se llama produc-
to de un segmento a , por otro b, a la superficie del rectangulo que
tiene por base el primer segmento y por altura el segundo segmento.

EJEMPLO:
==
a X b =sup. MNPQ.

El producto a X b se expresa
también ab.

16. Propiedades. — 1° Si con-
sideramos un rectangulo de base
a y altura b, y otro de base a’ y
altura b’, tales que:

N
=25

como dos rectangulos de igual base y altura son equivalentes, tienen
igual superficie, resulta, en consecuencia:

ab =a'b’.
Luego, en general, puede enunciarse la siguiente,

PROPIEDAD UNIFORME. Multiplicando segmentos respectivamente
iguales se obtienen productos iguales.
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2° Como el rectangulo de base a y altura b, es equivalente
al rectangulo de base b y altura a, pues cada uno puede conside-
rarse como la suma de los dos triangulos iguales que quedan deter-
minados al trazar en cada uno de ellos una diagonal,

resulta que tienen igual superficie. Luego:

ab = ba

b &
En general, puede enunciarse la
siguiente:

a b

PROPIEDAD CONMUTATIVA. Cambiando el orden de los factores,
no altera el producto de dos segmentos.

NoTa. De acuerdo con esta propiedad se puede definir al pro-
ducto de dos segmentos como la superficie del rectangulo que tiene
esos segmentos, como lados concurrentes en un vértice.

3% Como el rectangulo de base (a + b + ¢) y altura h, tiene
igual superficie que la suma de los rectangulos de base a y altura h ;
de base b y altura h ; de base c y altura b, pues el primer rectangulo
es equivalente a la suma de los otros tres, resulta que,

(a+b+c)h=ah-+bh+ ch.

|
|
|

o
il

|
|
hJ h h

;_M

#t b C 4 b

o

Luego, en general, puede enunciarse la siguiente,

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA CON RESPECTO A LA SUMA. El producto
de una suma de segmentos por otro segmento es igual a la suma de

los productos de cada segmento sumando por el segmento multi-
plicador. :
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4° Como el rectangulo de base (a — b) y altura h, tiene igual
superficie que la diferencia de los rectangulos de base a y altura h
y de base b y altura h, pues el primer rectangulo es equivalente a la
diferencia de los otros dos, resulta que, -

(a — b) h = ah — bh.

a-b a b

En general, puede enunciarse la siguiente,

PROPIEDAD DISTRIBUTIVA CON RESPECTO A LA RESTA. El producto
de una resta de dos segmentos por otro segmento, es igual al producto
del minuendo por dicho segmento, menos el producto del sustraendo
por dicho segmento.

Simbélicamente: &l og

, Jp—
> a?—a-.a

a

17. Cuadrado de un segmento. — Asi como se llama cuadrado de
un namero al producto de ese namero por si mismo, se llama cua-
drado de un segmento al producto de ese segmento por si mismo.

Es decir: El cuadrado de un segmento es la superficie del cua-
drado que tiene por lado dicho segmento.

18. Cuadrado de la suma de dos segmentos. — TEOREMA. EI cua-
drado de la suma de dos segmentos es igual al cuadrado del primer
segmento mas el doble producto del primero por el segundo, mas
el cuadrado del segundo segmento.

H) (a+b)
T) (a+b)*=a*+ 2ab+ b,
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DEMOSTRACION. De acuerdo con B a p b ¢
la definicion dada, el cuadrado del ‘
segmento (a + b), es la superficie del
cuadrado cuyo lado es (a 4 b), en | P Lo ke et N
nuestro caso (el cuadrado ABCD. a-b
Determinamos sobre Kﬁ , el segmen- )

to AM — a; en consecuencia,

MB—=b. A Sn Y D

Sobre B—C, el segmento BP — a; en consecuencia,
PC=b.
Por M, se traza la paralela a BC, que corta a CDen N; ¥y

por P, se traza la paralela a CD, que corta a AD en Q.

Como consecuencia de la construccidn, resulta:
ABCD = AMOQ + MBPO + QOND + OPCN

Luego:
] L1 e =
sup. ABCD = sup. AMOQ + su;[).jMBPO + Sup. QOND +
+ sup. OPCN [1]
Pero:
. =
sup. ABCD = (a + b)* ; __Sup. AMOQ = a*
sup. MBPO = ab ; sup. QOND — ba ; sup. OPCN = b?
Reemplazando en [1] las superficies por sus iguales, se tiene:
(a 4+ b)? = a’ + ab 4 ba + b’ [2]
y como por propiedad conmutativa de la multiplicacién ab = ba

resulta:
ab + ba= 2ab.

Reemplazando en [2], resulta:

(a + b)? = a? + 2ab 4 b’
que es la tesis.



19. Cuadrado de la diferencia de dos
segmentos. — TEOREMA. El cuadrado de
la diferencia de dos segmentos es igual
al cuadrado del primer segmento, menos
\ el doble producto del primero por el se-

gundo segmento, mas el cuadrado del
segundo.

H) (a— b)’
a>b
b b T) (a—b) =a’— 2ab+ b

b

&~

-_—
=

5

O
DEMOSTRACION. Construimos el ABCD de lado a.

Sobre AB A determinamos el BM —b ; en consecuencia,
MA — (a — Db)

Sobre AD , determinamos el D—Q — b ; en consecuencia,
QA= (a—b)

De acuerdo con la definicién dada el cuadrado de la diferencia
(a — b)[;els la superficie del cuadrado de lado (a — b), en nuestro
caso AMOQ.

De la construccién, se deduce:

== s |
AMOQ = ABCD — MBCN — QOND ([1]
Pero
— el []
QOND = QPCD — OPCN
=2
Reemplazando en [1] QOND por su igual, se tiene:
AMOQ — ABCD — MBCN — (QPCD — OPCN)
Quitando paréntesis
B = R e ] O
AMOQ = ABCD — MBCN — QPCD + OPCN

Luego:

[ CJ — =

sup. AMOQ = sup. ABCD — su&lMBCN — sup. QPCD +

~+ sup. OPCN [2]
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Pero:
. - .
sup. AMOQ = (a — b)* ; sup. ABCD = a*
=1
sup. MBCN = ab ; sup. QPCD = ba ; sup. OPCN = b?
Reemplazando en [2] las superficies por sus iguales, se tiene:
(a —b)* =a* — ab — ba 4+ b? [3]

Como, por propiedad conmutativa de la multiplicacién de seg-
mentos ab = ba, es:

—ab—ba= —ab—ab=—2ab
Reemplazando en [3], resulta:
(a— b)? = a*> — 2ab 4 b*
que es la tesis.

!

20. Producto de la suma de dos segmentos por la diferencia de
los mismos. — TEOREMA. EI producto de la suma de dos segmentos
por la diferencia de los mismos, es igual al cuadrado del primer seg-
mento menos el cuadrado del segundo.

|H P

H) (a+b)(a—b) b |
a>hb i MpE=E=a= ,,i T

bl i

a b !

=Aat+db)a=Db)y=a'~=b = ;

Ay o O p D

atb i

DEMOSTRACION. Construimos el rectangulo ABCD, de base
(a + b) y altura a.

Sobre el AB, determinamos el BM = b ;

en consecuencia, MA =a—b
Sobre el AD , determinamos el AT) =38
en consecuencia QD —'b.

Trazamos por M la paralela a AD, que corta a CD en N, y
por Q, la paralela a CD, que corta a BCen P.
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Por definicién, el producto (a + b)(a — b) es la superficie del
rectangulo que tiene por base (a + b) y por altura (a — b) en nues-

tro caso, AMND .

Ahora bien:
=1 ] e = 1
AMND — ABPQ — MBPO + QPCD — OPCN
Luego:
gy || A |
sup. AMND — sup. ABPQ — su&lMBPO + sup. QPCD —
— sup. OPCN [1]

Pero:

=3
sup. AMND = (a + b) (a—Db) ;
sup. MBPO = ab ; sup. QPCD =ba ; sup. OPCN = b?

Reemplazando en [1], las superficies por sus iguales, se tiene:

s | :
sup. ABPQ = a*
Ll

(a+ b) (a —b) = a*— ab 4 ba— b*
como, por propiedad conmutativa, ab = ba, se tiene:
(a+ b) (a—b) =a*—ab+ ab— b’

Reduciendo: ab, que figura con signo menos y con signo mas,
se tiene, en definitiva,
(a+ b) (a — b) = a’ — b?, que es la tesis.

SUPERFICIES DE POLIGONOS.

21. Superficie del rectdngulo, — De acuerdo con la definicién da-
da anteriormente, el producto de dos segmentos es igual a la super-
ficie del rectangulo que tiene por base y altura los segmentos dados.
Reciprocamente: la superficie de un rectangulo es igual al producto

de la base por la altura, o sea:

B (-
[Sup. rectangulo = base X altura |
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=)
Asi, dado el ABCD de base b y altura h es:
==
sup. ABCD =b X h.
EJEMPLO:

La superficie de un rectangulo de 7 cm de base y 3 cm de
altura es:

7 cm— % 3-em—=-21 cm*.

22. Superficie del cuadrado. — Segiin hemos visto, teniendo en
cuenta que el cuadrado es el caso particular de un rectangulo en
el que la base y la altura son iguales, resulta que el cuadrado de
un segmento es igual a la superficie del cuadrado que tiene por
lado dicho segmento. Reciprocamente, la superficie del.cuadrado es
igual al cuadrado del lado, o sea:

[ Sup. cuadrado = lado?|

Si el cuadrado tiene por lado el segmento 1, resulta:

Sup. cuadrado = I*

EJEMPLO:
La superficie de un cuadrado de 3 m de lado es:

(3m)? = 9 m?

23. Superficie del paralelogramo. — TEOREMA. La superficie de un
paralelogramo es igual al producto de la base por la altura.

=
H) ABCD, de base by altura h
=
T) Sup. ABCD=bXh
DEMOSTRACION. Consideremos el rectangulo l\/{NPQ de base b
&7 y
y altura h respectivamente iguales a las del ABCD En consecuen-

cia, estos dos paralelogramos por tener base y altura respectiva-

mente iguales, son equivalentes, es decir:

o7 O v |
ABCD — MNPQ.
C N .P

h

D M b 0
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Pero, si son equivalentes tienen igual superficie, es decir:
i =]
Sup. ABCD = Sup. MNPQ

y como la superficie del rectangulo es igual a base X altura, se tiene:

| nesamin |
Sup. MNPQ = b X h

aplicando caracter transitivo, resulta:

&
Sup. ABCD = b X h

o sea, en general:

| Sup. paralelog. = base X altura |

EJEMPLO:

La superficie de un paralelogramo de 24 mm de base y 15 mm
de altura es:

24 mm X 15 mm = 360 mm?

24. Superficie del triangulo. — TEOREMA. La superficie de un
triangulo es igual al semiproducto de la base por la altura.

=
H) ABC de base b y altura h

bXh

Tt
T) Sup.ABC =

T
DEMOSTRACION. Considerando el paralelogramo MNPQ de altu-

b
ra h igual a la altura del tridngulo y base — igual a la mitad de la

base del triangulo, resulta que este paralelogramo es equivalente al
triangulo, es decir:

PAN 2
ABC = MNPQ
, : 22N =
En consecuencia: Sup. ABC = Sup. MNPQ
y como la superficie del paralelogramo es igual a base X altura, es,

P b
Sup. MNPQ = — X h
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Luego:
PaN b
Sup. A C = —2- X h
es decir,
i bXh
Sup. ABC = 5

o sea, en general:

base X altura

Sup. triang. — 5

EJEMPLO:

La superficie de un triangulo de 10 cm de base y 12 cm de
altura es

10 cm X 12 cm
2

= 60 cm?

25. Superficie del trapecio. — TEOREMA. La superficie de un tra-
pecio es igual al semiproducto de la suma de las bases por la altura.

|
) ABC de bases b, y b, y altura h

fs b, + b)) h
T) Sup. trapecio ABCD :A%i—

DEMOSTRACION. Considerando el MNP de base b, igual a la
suma de las bases del trapecio, y altura h igual a la del trapecio,
este triangulo resulta equivalente al trapecio, es decir:

ABCD = MNP.
Por lo tanto, sus superficies son iguales, o sea,

¥
Sup. ABCD = Sup. MNP

\] hi+ D, P



O sea:

Lo
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y como la superficie de un tr:angulo es igual al semlproducto de
las bases por la altura es:

bXh
Sup. MNP = -L.
2
pero b = b, 4 b. ; reemplazando se tiene:

— b b, h
Sup. MNP (_1_+_2)_X__

Il

5
N\ b, +b,) h
Sup. ABCD (——Jg—)—

y, en general

(base mayor + base menor) altura

Sup. trap. = :

EJEMPLO:

La superficie de un trapecio que tiene bases de 5 cmy 3 cm y
altura de 2 cm es:

(Sém+3cm)2cm
2

=8 cm?

26. Superficie de un poligono por descomposicidn en figuras parciales.
— Cuando no se conoce la férmula para calcular la superficie de
un cierto poligono, se descompone éste en poligonos parciales, cuyas
superficies se calculan por férmulas conocidas. Asi, por ejemplo:

1° Para calcular la superficie del poligono irregular ABCDE
se lo descompone en los tridngulos ABC, CAD y DAE , de modo
que:

P 2N AN
Sup. polig. ABCDE = Sup. ABC + Sup. CAD + Sup. DAE.

)
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29 Para calcular la superficie del poliﬁno ingular FGHIJK
puede descomponerse en los tridngulos FGH, IJK y en el rec-
tangulo FHIK , tales que:

2N ==
Sup. polig. FGHIJ — Sup. FGH + Sup.IJK + Sup. FHIK.

3% Procediendo analogamente, para el polig. irregular OPQRST
resulta:

rant S RS
Sup. polig. OPQRST = Sup. OPQ + Sup. CQT + Sup. TQRS.

27. Superficie del rombo. — La férmula de la superficie del rom-
bo puede deducirse sumando las superficies de los dos triangulos par-
ciales en que queda dividido al trazar una diagonal, por ejemplo,
la diagonal AC.

Asi:

O pay Pt
Sup. ABCD = Sup. ABC + Sup. ACD

pero:
o 'E BO
Sup. AB %
2
25 AC x DO
Sup. ACD = 2

" Luego, reemplazando en [1]:

Sup. ABCD =

% AC x BO
2

X
2

o sea,

¢  AC X BO+ AC X DO
Sup.ABCD: »

N

Sacando AC factor comin, en el numerador, se tiene:
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< AC (BO + DO
Sup. ABCD = ( - )
Como BO + DO — BD , reemplazando, se tiene"

O AC X BD
Sup. ABCD == e |
Pero AC y BD son las diagonales del rombo que designaremos
pordyd respectivamente; luego:

o dxd
Sup. ABCD =

relacién que expresa que la superficie de un rombo es igual al semi-
producto de las diagonales.

O sea, en general:

diagonal mayor X diagonal menor
2

Sup. rombo =

28. Superficie del romboide. — Ra-
zonando analogamente, se establece
que la superficie de un romboide es
igual al semiproducto de las diagona-
les, es decir:

dxd

Sup. romboide =

o sea, en general:

diagonal mayor X diagonal menor

Sup. romboide = - -

29. Concepto de irea. — El area es la medida de la superficie; o
sea el nimero que da la medida de la superficie de un poligono con
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respecto a una unidad determinada, se llama éarea de ese poligono.
Asi, un poligono que tiene una superficie de 25 cm* tiene un

area igual a 25, con respecto a la unidad cm® Es evidente que, con

respecto al dm?, el 4rea de ese mismo poligono es de 0,25 .

De lo dicho se deduce que:

1° La superficie de un poligono es una cantidad, mientras que
su 4rea es un numero abstracto.

29 Dos poligonos de igual superficie tienen igual area con res-
pecto a la misma unidad.

39 Para pasar de las férmulas conocidas de la superficie de los
poligonos a las de las areas correspondientes, basta tomar las me-
didas, con respecto a la misma unidad, de cada una de las longitudes
que en ellas intervienen.

5 EJERCICIOS Y PROBLEMAS DE APLICACION

1. Hallar la superficie de un rectangulo que tiene 3,20 m de base y 1,10 m

de altura.
Respuesta: 3,52 m?,

2. Calcular la superficie de un terreno rectangular que tiene 12,50 m de

frente y 32 m de largo.
Respuesta: 400 m?.

3. ¢Cuél es la superficie de un rectangulo cuya base es de 8,20 m y cuya

altura es la cuarta parte de la base?
Respuesta: 16,81 m?

4. Calcular la superficie de un rectangulo cuya base es el triplo de la
altura y el perimetro 16 cm.

—-—

Respuesta: 12 cm?.

>
5. Calcular la superficie de un rectangulo cuya base es 3— de la altura y

la suma de ambas es 24 dm.
Respuesta: 135 dm?.

6. Calcular la superficie de un rectangulo cuya base es de 12 m y su altura

2
los?de la base.
Respuesta: 96 m®.

7. Calcular la superficie de un rectdngulo cuya base es igual al doble de
la altura y su perimetro igual a 36 cm.
Respuesta: 72 cm?,
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8. ¢Cual es la superficie de un rectangulo si el perimetro es de 50 cm y la
diferencia entre la base y la altura es de 5 cm?

Respuesta: 150 cm?,

9. Hallar el ancho de un campo rectangular sabiendo que su superficie
es de 226,92 m® y su largo de 12,4 m. 2
Respuesta: 18,3 m .

10. Se ha comprado un terreno rectangular a razén de 3200 $ el érea,
abonandose por él 470.400 §. :;Cuéles son, en metros, las dimensiones de ese
terreno, si el largo es el triplo del ancho?

Respuesta: 210 m y 70 m.

11. ¢Cuéntos metros de alambre tejido se necesitaran para cercar un campo
rectangular de 63 me de largo, sabiendo que su superficie es de 34,02 a?

Respuesta: 234 m .

12. ¢Cuéantos m’ de papel se necesitaran para empapelar las paredes de
una habitacién de 5 m de largo por 4,80 de ancho y 3,60 m de alto, descon-
tando una puerta de 1,20 m por 3 m y 9 ventanas de 1,20 m por 1,80 m?

Respuesta: 62,64 m?.
13. Calcular la superficie de un cuadrado cuyo lado es de 3,50 m.
Respuesta: 12,25 m?%
14. Calcular la superficie de un cuadrado cuyo perimetro es de 26 cm.
Respuesta: 42,25 cm®.
15. ¢Cuaél es la superficie de un cuadrado cuyo semiperimetro es de 0,24 m ?
Bespues(a: 0,0144 m?.

16. Sabiendo que cada casilla de un tablero de ajedrez tiene 2,50 cm de
lado, calculag la superficie del tablero.
Respuesta: 400 em?.

17. Calcular la superficie de un cuadrado cuyo lado es igual a la altura
de un rectangulo de 12 dm de base y 9 dm* de superficie.
Respuesta: 0.5625 dm?,

18. ¢Cuél es la superficie de un cuadrado cuyo lado es igual a la mitad
de la base de un rectangulo de 19,5 dm® de superficie y 30 cm de altura?

Respuesta: 10,5625 dm?.
19. ¢Cual es el lado de un cuadrado cuya superficie es de 56,25 dm??
Respuesta: 75 cm ,

20. ¢Cuél es el lado de un cuadrado cuya superficie es igual a la de un
rectangulo de 20 cm de base y 12,8 cm de altura?

Respuesta: 16 cm .
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21. Hallar la superficie de un cuadrado cuyo lado es igual a la altura de
un rectangulo de 15 cm de base y 180 cm® de superficie.

Respuesta: 144 cm?,

22. Calcular el lado de un cuadrado cuya superficie es el doble de la
de un rectangulo de 20 cm de base y altura igual a la mitad de la base.

Respuesta: 20 cm .
23. Calcular el perimetro de un cuadrado de 3,61 cm’ de superficie.
Respuesta: 7.6 cm .

24. Cual es en m’ la superficie de un cuadrado cuyo perimetro es:

a) 740 m d) 86 dm
b) 5240 m e) 426 m
c) 64 m f) 15 dm

25. Cual es el lado de un cuadrado cuya superficie es
a) 256 cm’ c) 3.881,29 m’
b) 156,25 m® d) 105,0625 m’
26. Calcular la superficie de un cuadrado cuya diagonal es
a) 12 ¢m c) 80 cm
b) 9 cm d) 26 cm
27. ¢Cual es en areas la superficie de un campo cuadrado de 2,5 hm de lado?
Respuesta: 625 a .

28. ¢Cuéntas baldosas de 0,25 m de lado seran necesarias para embaldosar
un patio de 12 m de larro v cuvo ancho es irual a los — del larso?

Respuesta: 1.728 .

29. Se desea embaldosar un patio rectangular de 12,5 m de largo y 8,4 m
de ancho, con baldosas de 20 cm de lado que cuestan 300 $§ el cien. (Cuanto
costaran las baldosas necesarias, sabiendo que se dejaron 3 cuadrados de 1,20 m
de lado para canteros?

Re:puesta: 7.551 $ .

30. Hallar la superficie de un paralelogramo cuya base es de 35,40 dm y
cuya altura es la cuarta parte de la base.

Respuesta: 313,29 dm?.
31. Calcular la superficie de un paralelogramo de 18 cm de base y altura
2
igual a los ? de la base.

Respuesta: 216 cm?.
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. 32. Calcular la superficie de un paralelogramo sabiendo que la suma de la
base y la altura, es 18 cm y su diferencia 2 cm.

Respuesta: 80 cm?.

33. Calcular la superficie de un paralelogramo sabiendo que la base es de
2,50 cm y su altura igual al lado de un cuadrado de 5,29 m® de superficie.

Respuesta: 5,75 m?.

34. La superficie de un paralelogramo es de 4,20 m® y su altura de 1,5 m.
¢Cual es su base?
Respuesta: 2.8 m .

35. La superficie de un paralelcgramo es de 4500 cm® y su altura de 3,6 dm.
¢Cuél es su base?
Respuesta: 1,20 m .

36. La superficie de un paralelogramo es de 212,5 cm’, y su base de 17 cm.
¢Cual es su altura?
Respuesta: 125 cm .

37. Un paralelogramo cuya base es el doble da la altura tiene 50 m’ de
superficie. ¢Cual es su base y cual su altura?

Respuesta: 10 m y 5 m.

38. Hallar la superficie de un triangulo cuya base es de 15 cm y su
altura de 8 cm.
Respuesta: 60 em®.

39. El perimetro de un triangulo equilatero es de 13,80 m y su altura de
4,008 m. ¢Cual es su superficie?
Respuesta: 9,2184 m?,

40. ;Cual es la superficie de un tridngulo rectangulo cuyos catetos son
respectivamente de 4 m y 2,80 m?
Respuesta: 5.60 m*,

41. Calcular la altura de cada uno de los siguientes triangulos, sabiendo *
que:
a) Superficie = 864 cm’; base = 36cm
b) Superficie = 125 dm®; base = 10cm
¢) Superficie= 3 dm’; base= 15cm
d) Superficie = 1,08 m® base = 180cm
42. Expresar en m’ la superficie de un trapecio cuyas bases son de 130 cm

y 90 cm, y su altura de 30 cm.
Respuesta: (.33 m®.

43, Una persona compra la cuarta parte de un terreno que tiene forma
de trapecio cuya base mayor es de 120 m, la menor de 95 m y la altura de
50 m. ¢Cuél es el precio total si ha pagado a razén de 3600 $ el area?

Respuesta: 48.375 $ .
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44. Calcular, con los datos indicados, la superficie del trapecio ABCD.
Respuesta: 2800 cm?,

45. Calcular, con los datos indicados, la superficie del hexagono ABCDEF.
Respuesta: 990 cm?.

46. “Hallar la superficie del cuadrilatero MNP Q, sabiendo que: MP=5cm

2
v NQ= ? de MP.
Respuesta: 8,33 ¢cm?,
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47. Hallar la superficie del poligono ABCDEFG, con los datos que en
ella figuran.
Respuesta: 80,50 cm?,

48. Calcular la superficie sombreada de Ila figura de la izquierda, sa-
biendo que AB=2cm.

Respuesta: 2,50 cm?,

49. Hallar la superficie del poligono PQRSTV, seglin las dimensiones
indicadas.
Respuesta: 1.784 cm?.
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50. Hallar la superficie de cada uno de los rombos siguientes, sabiendo que:

a) Diagonal mayor = 1,8 m; diagonal menor, igual a un tercio de
la diagonal maycr.

3
b) Diagonal menor igual a los —4— de la diagonal mayor, que es de 1 dm.

51. Hallar la superficie de un rombo cuya diagonal menor es igual al lado
de un cuadrado de 25 cm® de superficie, y cuya diagonal mayor es el doblg¢ de

la menor.
Respuesta: 25 cm?®.

52. La superficie de un rombo es de 180 cm®, y una diagonal de 20 cm.

¢Cual es la longitud de la otra?
Respuesta: 18 cm .

53. Un rombo en el cual la diagonal mayor es el doble de la menor, tiene '
una superficie de 81 cm’. Calcular las dos diagonales.

Respuesta: 18 cm y 9 cm.

54. Calcular la superficie del rombo que se obtiene al unir los puntos me-
dios de los lados de un rectangulo cuya superficie es de 111,60 cm’.

Respuesta: 55,80 cm?,

55. La superficie de un rombo es igual a la de un tridngulo de 12 cm de

1
base y 7 cm de altura, y una diagonal del rombo es igual a —-2— de la base del

tridngulo. Calcular la otra diagonal.
Respuesta: 14 cm .

56. ¢Cuél es la razén entre las superficies de dos rombos sabiendo que las
diagonales del primero son respectivamente la mitad de las diagonales del

segundo?
1

Respuesta: —
|
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