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PREFAZIONE ALLA PRIMA EDIZIONE 

Per far cosa grata ai miei studenti, mi son deciso a racco
gliere queste lezioni. Ma io spero che questo trattato possa 
destare qualche interesse presso un pubblico piñ. vasto; non 
gia per i risultati, tutti noti cd ormai classici, ohe esso contiene, 
bensl per l'indirizzo, in parte nuovo, che lo ispira.1 

Nell'Universita di Roma infatti, per iniziativa del profes
sore OREMONA (di cm noi tutti, discepoli ed ammiratori, 
piangiamo la perdita) e del 'prof. OERRUTI, ai corsi tradizio
nali di Geometria proiettiva sintetica e di Geometria analítica 
si volle sostituire un unico insegllamento, all0 scopo di asso
ciare, in armonica unione, i due metodi cui la Geometria 
deve le sue vittorie, e rivolgerli insieme ad accrescere la 
cultura scientifica dei giovani. Oome io abbia tradotto in atto 
tale pensiero apparira dalla presente opera. 

In essa il lettore non deve adunque cercare quella unita 
di mezii, quella purezza di linee, che attribuiscono ad un 
trattato di Geometria proiettiva i caratteri di un'opera d'arte. 
Ma non trovera nemmeno traccia dello sforzo, a cui deve 
adattarsi chi vuole da un unico punto di vista osservare un 
orizzonte troppo vasto. Ogni questione vien qui discussa col 
meto do che piu si · presta ad approfondirla, e vari argomenti, 
esaminati sotto molteplici aspetti, acquistano un singolare rilievo. 

I Lo stes80 ordine di idee si ritrova nelle Lezioni di Geometria proieltiva ed Ilnalitic" 
del prof. DEL RE (Modena, 1900), le quali per/), nella parte sinora uscita, riguardano 
loltanto le forme ad una dimensione. 



IV PREP'AZIONE 

1 mezzi di ricel'ca, di cui il lettol'e dispone fin dai primi 
capitoli, avrebbero consentito di dare al mio corso una maggiore 
ampiezza ed un carattere piu elevato. Non ho ceduto aquesta 
tendenza, pensando che i giovani, a cui le mie lezioni si rivol
gono, sono avviati, per la maggior parte, alla Senola degli 
Ingegneri; percio, ad es., nella geometria piana ho fatto nso 
continuo di coordinate cartesiane, relegando in aleuni paragrafi 
secondari le coordinate proiettive che, a giudicare dal titolo 
della presente opera, avrebbero dovuto tenern una parte essen
ziale. Ma, pUl' astraendo dalla ragione snddetta, io penso che, 
di fronte al continuo sviluppo della scienza intesa nel senso 
piu largo, di fronte alle cognizioni sempre piu varie che ormai 
si esigono da ogni spirito coIto, non convenga dare ai nostl'i 
primi corsi universitari una soverehia estensione. Oio che 
importa e di mettere in piena luce . le idee larghe e feconde 
che reggono un determinato ramo di studi, per ricavarne eoi 
mezzi piu semplici i risultati essenziali, laseiando in ombra 
i particolari minuziosi ehe solo interessano chi di tutta la 
scienza guardi un campo ristretto. 

Ad accrescere in varie direzioni la cultura dei volonterosi, 
ad educarne il gusto, provvedono i numerosi esercizi di cui ho 
voluto arricchire questo volume. Oon assidua cura ho eercato 
di disporli in ordine logico, distribuendoli, per ciascun capi
tolo, in gruppi, a seconda delle loro mutue affinita, e spesso 
li ho forniti di un cenno di risoluzione, affinche il lettore 
possa gradatamente, e senza sforzo eeeessivo, giungere a nuove 
varita impol'tanti e riposte. E nella seelta ho rieol'so, quante 
voIte ho potuto, alle opere dei fondatori della Geometria 
moderna, procurando sempre, e cogli esercizj, e col testo, e 
colle note storiche che lo accompagnano, di fal' penetrare 
nello studioso lo spirito di quei Grandi, nei quali e dubbio 
se debba piu ammirarsi l'acume dello scienziato o la grazia 
dell'artista. 

lo spero che quest'opera possa dare ai giovani, cui e dedi
cata, solide basi per progredire negli studi geometriei; ad essi 
riuscÍra facHe ed istl'uttivo approfondire in vari punti queste 
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prime cognizioni colla lettura di qualcnno degli ottimi trattatj, 
ove la Geometría proiettiva o l'analitica vengono esposte sepa
ratamente, coi meto di propri a ciascuno dei due rami. 1 

Non mi fermero qui ad enunciare i singoli argomenti 
trattati nel presente volume; l'indice particolareggiato, di cui 
eS80 e fornito, provvede a cio. Ma prima di chiudere qneste 
righe, debbo esprimere TITa riconoscenza al dottor G. BrsooN
OINI per la cura con cui volle diseguare le numerose figure 
intercalate nel testo. 

Roma, lfol,lio 1903. 

1 Fra i molti, oitero 8010 qUI'i trattati di oui ho pih particolarmente pronttato 
nella redazione di queat'opera. Per la Geometría ll.nalitica: 

D'OVIDIO, Geomelt'ia 4"alitica (Torino; varie edizioni). 
SALMON, .ti. treati,e on Conio SeCti0111; opera di oui esistouo traduzioni in franoeso, 

tedesco, ed anohe in italiano (Trattato /llIalitico dell, .eeioni conicAa ... , Napoli, 1868), 
questa ultima pero fatta sopra una delle prime edizioni inglesi. 

Per la Geometria proiettiva: 
STAUDT, Die G.omelrie der Lage (1847), di cui fu pubblioata una traduzione italiana 

(G.omet,.ía di pOlieíon., Torino, 1889). 
RETE, Die Geometrie der Lage; varie edizioni tedesche (l'ultima in 3 voL), UDa 

traduzione franoese (in 2 vo!.) ed una italiana del 10 volnme (La G~oltletria di pOliít:ione, 
Venezia, 1884). 

ENRIQUES, Leeíoní di Geometri4 proiettilla (Bologna; varie edizioni). 
Delle opere italiane pubblicate dopo il 1903, indichero le segnenti: 
SEVERI, Complementí di Geometría proiettiVII (Bologna, 1906) . 
BXRZOLARI, Geometría analilioa, due volumí, (Milano 1911, 1916). 
CIANI, Leeíon' di Geomt.tria proíettiva ed alltrlitica (Piea, 1912); 11 meto do delle coordi. 

.at. proiettive omogeltee ... (Pisft, 1915). 
BU.NOHI, Luioni di Geometría allalitica (Pisa, 1916). 
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PREFAZIONE ALLA SECONDA EDIZIONE 

I benevoli giudizi, con cui fu accolta 1,.. prima edizione 
di questo Trattato,l avrebbero dovnto indurmi a ripubblicarlo 
integralmente, solo introducendo qualche ritocco che i colleghi, 
sicuri di farmi cosa gradita, vollero suggerirmi. 

Ma il critico piu. severo di un'opera e talvolta lo 8tesse 
autora. E poiche la critica rignardava piuttosto l'insieme del 
libro, che le singole parti, ho creduto opportuno di Dlutarne 
tutto l'ordinamento e di alterare qua e la. gli effetti di ombra 
e di luce. 

Due oriteri mi hanno gnidato. In primo luogo la convin
zione che il periodo, ormai trascorso, in cuí la nuova Geometría 
ando costituendosi, abbia lasciato sussistere, accanto al so] ido 
edifi.zio, dívenuto stabile conquista della scienza, anche costru
zioni provvisorie che non giova piu conservare. Percio, mentre 
ho messo in piena luce i concetti elevati che la Geometria 
proiettiva introdu8se nelle matematiche, ho tolto dal testo e 
portato negli esercizi una serie di risultati minori, a cui si e 
attribuito ta,lora ecceBsiva importanza, piu per ragione di metodo 
che per intrinseco valore. 

D'altra parte l'esperienza didattica mi ha insegnato come 
sia vantaggioso far percorrere aUa 'mente degli allien, par 
quanto e possibile, le stesse tappe attraverso a cuí e paseata 
la Bcienza nel suo Bviluppo. 0081, nel campo ove si 8volge 

I L~zio1li In Geometría analitioa e proidtiva, Sooieta Editrioe Dante Alighieri di 
Albrighi, Sagati, e C., Milano-Roma-Napoli, 1903-1905. 
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questo trattato, ho riconosciuto non esser conveniente di esporre 
nella scuola le vedute e il linguaggio della. nuova Geometría, 
finohe una sufficiente con08cenza della Geometria analitica. 
non abbia lasciato apparire l'utilita dí quella vedute, e l'oppor
tunita di quel linguaggio. Percio, in questa seconda edizione, 
ho preferito trattare anzitutto la. Geometria cartesiana elemen
tare e le generalita sui luoghi geometrici; per introdurre poi 
le nozioni fondamentali di Geometría proíettíva, di cuí l'impor
tanza apparisce nella teoría delle coniche e quadriche, che 
costituisce l'ultima parte del corso. 

Avrei potuto, per seguire la tendenza che oggi prevale 
in alenni trattati stranieri, far uso sistematico del metodo 
differenziale nello studio delle curve e delle superficie. Ma, pur 
astraendo dagli inconvenientí che questo indirizzo avrebbe 
avuto coll'ordinamento attuale del nostro primo biennio univer
sitario, mi e parso inopportuno di stacoare le applicazioni 
geometriehe da! corso di Oalcolo infinitesimale, cui si riferi
Boono, giacehe, di molte teorie astratte, appartenentí al detto 
corso, quelle applioazíoni rivelano la ragione storica e mettono 
in luce l'interesse. Associando, al contrario, la Geometria anali
tica cogli elementi della Geometria proiettiva, mentre si evita 
la ripetizione di argomenti ~he figureranno nel corso di Analisi 
infinitesimale, si riesce d'altu\. parte a temperare l'aridita che 
un insegnamento di pura Geometria cartesiana presenterebbe. 

Oollo studio costante dalla misura, ohe mi son prefisso 
in tutti i capitoli di questo Trattato, io eonfido che esso 
raggiunga il duplice scopo di fornire le nozioni geometriche 
fondamentali agli allievi ingegneri, Bauza stancarli con inutili 
astruserie, e di invogliare i giovani diretti alla scienza ad 
allargare la propria cultura in campi piu elevati. 

Roma, marzo 1909. 

Le successive edizioni Bono ristampe della seconda, salvo 
lievi ritocchí. 

Roma, J~bllraio 1919. 



INTRODUZIONE 

l. Geometria element&re e Geometria anal1tica. - E noto che la 
Geometría elementare a.ssunse presso í Greci la forma. 80tto cui anche oggi 
viene ínsegnata nelle nostre scu01e; e gli Elementi di EUOLIDE (300 ay. Or.) 
forUÍscono sempre il modello cui s' ispirano i moderni trattati. N el Seco lo 
a'oro, successivo ad EUOLIDE, gli stessi metodi vengono applicati aUo 
studio di nuovi enti e di nuovi problemi. Spiccano sopra. gli altri (verso 
il 200 av. Or.) i grandi nomi di ApOLLONIO e di AROHIM1CDE, per il primo 
dei quali e titolo di gloria il trattato sulle Sezioni coniche, mentre il secondo, 
colle rettiftcazioni e quadrature di figure curvilínee, gettava i pdmi semi 
di quei procedimenti che dovevano, molti secoli dopo, trovare il loro com· 
pleto sviluppo nel Oalcolo Infini tesim ale. 

Ad un periodo di attivita seientifica cosl meravigliosa succede un 
lungo silenzio, che si prolunga quasi fino al Rinascimento. Tra le varie 
canse di questo ristagno alcune ebbero carattere generale tld estesero suc
eessivamente i loro ~ft'etti sopra ogni ramo di cultura. Altre pero riguar· 
davano in special modo la Geometria. FU: rilevato infatti che quei proce
dimcnti i quali, per opera dei grandi geometri greci, avevano prodotto 
frutti cosl rigogliosi, non avrebbero potuto conservare a lungo la loro fecon· 
dita senza subire una profonda trasformazione. Le crescenti complicazioni, 
cui conduceva Jo studio di nuovi problemi, dovevano segnare la prossima 
fine di quell' iudirizzo. Occorteva che una ved uta piu larga e sintetica delle 
propriet.a dello spazio pormettesse di riunire in pochi enunciati, validi senza 
eccezione, le proposizioni troppo numerose e troppo speciali della Geometria 
elementare. Occorreva inoltre che fossero scoperti meto di generali ed uní· 
formi per trattare i problemi geometrici. 

Ora questo spirito di generalita e di uniformita, che fa difetto aUa 
(!eometria greca, costituisce invece il carattere principale di un altro ramo 
di matematica, l' Álgebra, che, sorta durante il Medio Evo, aveva gia assunto 
nel XVI secolo un notevole grado di sviluppo. 

Doveva presentarsi spontaneo il desiderio di appJicare sistematicamente 
i procedimenti ed i risultati dell'algebra alla trattazione delle queationi 

1 - G. C.i.STElwroOVO, Lez'.ni di Ge.mtlria analit~". 
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geometriche. Ed infatti nella prima meta del 8ecolo XVII due grandí scien
ziati francesi, il DESOARTES e il FERMAT, proposero eontemporaneamente 
par lo studio della. geometría piana quel metodo che, sotto il nome di 
cartesiano, viene a.nche oggi adoperato a preferenza di ogni altro. 

In che consista la Geometría cartesiana e inutile dir qui, visto che]a 
maggior parte di questo Trattato e de dí cata ad esporne i fondamenti. Basti 
rilevare che l'introduzione della. Geo1netria analitica, segulta a breve dístanza. 
dalla scoperta del Oalcol0 infiniteaimale, ha trasformato profondamente 
tutto l'organismo matematieo; e che oggi non e quasi ramo di scienza, ove 
il eoncetto di coordina te cartesiane non trovi applicazíoni. 

2. Aseisse sulla. retta.. - Sebbene lo spirito del metodo ca.rtesiano 
si riveli nello studio della geometría piana e solida, giova tutt.avia, per 
ragioni didattiche, accennare brevemente aEa geometría analítica aulla retta,. 

Sia proposto un problema relativo a piu lluntí di una retta; questo 
ad es.: Dati tre pt¿nti A, B, O di una n~tta, costruire guZla retta un p1mto X 
tale che la S01nma dei segmenti A X, B X, O X, sia uguale ad un segmento 
assegnato MN. La traduzione del problema geometrieo in una questione 
algebrica e immediata. La prima idea che si presenta, e di assumf>re come 
quantita note le misure (rispetto ad una unita di lnnghfJzza presc.elta) dei 
segmenti A B, A O, B O, MN, a come incognite le misllre deí segmenti A X, 
BI( OX. Tenendo conto deHe l'eJazioni che passano tra i da ti e le inco
gnite, si giungerebbe subito a stabilire tre equazioni di primo grado fra 
le tre incognite. );J chiaro pero che, operando cosl, si introduce nei calcoli 
un numero esuherante di quantíta collegate tra loro (perche ad es. í valori 
di A B, B O ed A O non SOllO indipendenti), cío che porta inutili compli
cazionL Inoltre, se si prende in valore assoluto la misura di ogni segmento 
(come si lIuol fare nella geometria elementare), si e costretti a distinguere 
tanti casi particolari, quante sono le mutue posizioni che i quattl'o punti A, B, 
0, X possono assumere. 

Il primo inconveniente si evita contando le diatanze di tutti i punti 
uella. retta a partire da un unico punto di riferimento (origine). n secondo, 
a.ttribuendo alle dette distanze un segno conveniente, secondo il verso in 
cuí vengo no misurate. Si arriva cosl al sistema delle asc:isse (VIE~rE, se
colo XVI). 

3. Dei due verBi (o senBi) in cuí un punto mobile puo descrivere una 
l'etta, si acelga. uno ad arbitrio come verso positivo) e si indichi con una 
freceia. Fisaato poi sulla retta. un punto 0, ot-igine, ed assunto un determi
llltto segmento come unita lineare, si associ ad ogni punto A deIla retta 
quel numero a (intero, o frazionario, O irrazionale) che misura la di.stanza O A, 
ed e pl'ecetluto da] segno + o -, secondo che per andare da O in A si 
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percerre la retta in vereo positivo o negativo. Il numero a si chiama 
l'a,GisBa del punto A (rispetto alI'origine O, all'unita, e al verso prescelto)j 
e si scrive O A = a. Dato il punto, _1 I a ¿ 
l'ascissa e determinata sanza am· " o Q 1-;;--
biguita. Viceversa, dato un nu· 
mero reale a, positivo o negativo, e determinato completamente il punto A 
che ha per ascissa a, e sta dalla banda positiva o negativa di O secondo 
che a e positivo o negativo. 

L'origine O ha per ascissa t"ero; dne pnnti simmetrici rispetto ad O 
banno ascisse uguali ed oppostej se un punto si muove sulla retta allon· 
tanandosi indefinitamente da O, l'ascissa cresce in valore aesoluto e tende 
a + 00 o - 00, secondo il verso in cui avviene il movimento. 

4. Relazioni tra pib segmenti di una retta. - Per applicare le 
ascísse allo studio delle relazioni fra. i pnnti di una retta occorre premet· 
tere una osservazione. Sopra una retta u, snlla qnale sia fissato il verso 
positivo, stiano due punti A, B. Noi indicheremo con A B il valore del 
segmento finito congiungente i due punti, misurato con una. unita presta.
bilita, e preso col segno + o - secondo che per andare da A in B, 
seguendo il segmento stesso, si percorre la retta in verso positivo o nega· 
tivo i in sltri termini A B e l'ascissa di B riBpetto all'ol'igine A. Segue 
subito che sara. 

(1) AB= - BA, ossia, A B + EA = O. 

Se ° 6 un terzo punto qualsiasi della retta, tra le mutue di8tanze dei 
ft·~ punti vale 8empre la relanone 

(2) 

08si& 

A B + B G = A 0, 

AB+BO+OA=O; 

la quale si giu.sLi1ica, ad IilS., facendo vedere che sussiste nei seí casi che 
i tre punti possono presentare rispetto al· 
l'ordille di sllccessione. La (2) puo anche 

Ji (J ti 

scri VIill'8i sotto la. forma 

(2') AB= OB- GA. 

(Jol metodo da. n a.d n + 1 si riesce ad eatendere la (2) ad un nu~ero 
qualsiasi di puuti A, B, 0, ... , H, K, comunque situati sopra u; si ha. pre
cisamente 

(3) AB+BO+ ... +HK=AK, 

osaia A B + B 0+ ... + H K + K A. = O. 
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ó. Distanza di due punti espressa mediante le loro Bseisse. 
La. (2'), quando si riguardi O come origine di un sistema. di ascisse, ci dice 
subito che la distanza di due pmtti e esprusa dalla dijfereMa tra l'a,o,na 
del aloondo e l'ascissa del primo; in formula 

(4) AB:=b-a, 

se a e b sono le a.scisse di A e B. 
Come applicazione cerchiamo I'ascissa x del punto medio Al del seg

mento A B; sara. per ipotesi A M = M B, ossia IV - a = b - 11), 

(5) x= at b
; 

l'asci8sa del punto medio di un segmento e la SetniSMnma delle Il'CiBSe degZi 
estremi. 

6. Pnnto che divide un segmento in dato rapporto. - La for
mola (5) e caso particoIare di un'aItra che spesso si adopera. 

Dati due punti A, B sopra una retta !t, e detto M un terzo punto 

della retta, e determinato in valore e segno i1 rapporto r = ~: che di

cesi talvolta rapporto semplice deí tre punti 
-o 0--0----

A M B u A, B, M.I 
11 numero r e negativo se M cade Del seg

mento A B, positivo se M cad e fuori del dettQ segmento, vale zero se M 
cade in A. Se M si avvicina sempre piu a B, il rapporto 

AM AB 
BM=l+ BM 

cresce indefi.nitamente in valore assoluto, mantenendosi positivo o negativo 
secondo che M e esterno od interno al segmento A B; in virtu di questn 
osservazione si suol dire che, per M coincidente con B, e r:= + 00 • 

Dette a, b, x le ascisse dei tre punti A, B, M rispetto ad una origine 
comunque sceIta, si ha evidentemente (n. 5) 

(6) 

(7) 

a-x 
r=b_x' 

Di qua, considerando r come nota e risolvendo rispetto ad x, si tras 

a-t-b 
x=l_r ' 

la quale esprime l'ascissa del pt¿nto che fonna it rapporto t' coi p1mti di 
QSCiS8e a e b. 

I Olservl 11 lettoro che r non dlpende ne dall ' nn.ita di lnnghelZa n. dal vero. positivo. 
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I1 punto M e completamente determinato quando e dato r, fatta ecce
zione per il valore r == 1, cuí non corrisponde nessun punto della retta. 
Per r = - 1 si ha il punto medio del segmento 11 B, e la (7) si riduce alla (5). 

7. Trasformazione delle aseisse. - Pub accadere che, dopo aver 
riferito i punti di una retta ad una origine O, con venga riferire i punti 
stessi ad una nuova _ origine O' (restando immutato il verso e l' unita 
lineare). Quando Bia nota la posizione relativa di O ed O', assegnando ad 
es. l'ascissa h di O' rispetto all'origine O, 
si lIcrive subito la, relazione che lega le _. ---q----fl-.--P---
ascisse O P = x, O' P = x' di lIno stesso 
punto P riferito alle due origini íformola par la trasformazione delle asci88e). 

Si ha -infatti O P = O O' + O' P, ossÍa 

x = x' + h, x' = x-h. 

Oome varia l'ascissa di un¡)unto quando muta il verso positivo o 
l' unita di !unghezza t 

8. Sistema di coordinate. Geometria analitlca. - 001 mezzo delle 
a8cisse noi riusciamo a stabilire :;ra i punti di una retta ed i numeri 
reali una corris]Jondenza bi11,nivoca, una legge cioe in virti'l della quale 
ad ogni punto corrisponde un numero reale (ascissa), e ad ogni numero 
reale un punto. La detta eorrispondenz3. e inoltre oontinua. Oon cio si 
esprime il fatto che un punto qualsiasi X della l'etta, avente l'ascissa x, 
pub includersi in un segmento M N c081 piccolo che la differenza tra 
l'ascíssa y di un punto qualsiasi del detto segmento MN e l'a8ciBsa x di 
X riesca in valore assoluto minore di una quantita. positiva comunque 
assegnata d, cioe I y - x I < d; basta infatti, a tale scopo, asaumere come 

punti M ed N quelli che hanno per ascissa rispettivamente x - ~ e x + ~ , 
oBservando che ogni punto del segmento M N ha allora una aa ciaBa y tale 

el d d 
che x - 2" :¡¡¡; y :;;; x + 2"' donde aegue I 'Y - x I ~ 2" < d. 

Ora esistono svariatissimi metodi, di cuí alcuni saranno indicati nel 
seguíto, per riferire in modo biunivoco e continuo i punti di una retta, 
o di un tratto di retta, ai numeri reali; ognuno di (¡uestí metodi da Iuogo 
ad un sistema di Iloordinate, chiamandosi coordinata di un punto il numero 
che gli cOl'risponde. Un particotare sistema di coordinate e il sistema delle 
asoisse, di cui ora abbiamo discorso. 

Vedremo in seguito come questo concetto possa estendersi ai punti 
di un piano o dello spazio; e come Bualoghe corrispondenze possano sta
bilirsi fra numeri ed entí ge<>metrici di versi dai punti. Le nozioni gia 



ti INTRODUZlONE, N. ~ 

acquisite son pero sufficienti per acquistare una idea, sia pur vaga, di 
cio che e la Geometría analítica. 

Quando sopra una retta (o sopra un pia,no ..• ) si fissi un sistema di 
coordina te, le relazioni. geometriche che passano tra punti di quena retta 
(o di quel piano ... )' si possono tradurre in relazioni alll1litiche tra i numeri 
che son coordinate dei punti stessi. Lo studio di queste relazioni, fatto 
coi metodi e colle risors~ dell'analisi, conduce al10ra ad interpretazioni 
geometriche relative ai punti considerati. 

Si parta ad es. da un problema relativo a punti di una retta, il quale 
potra, in generale, enunciarsi nei termini seguenti: « Dati piu pnnti A, B, ... 
di una retta, determinare sulla retta uno opiO. punti X, ... legati ai punti 
dati da relazioni geometriche assegnate ». Se ora noi fissiamo sulla rEltta 
un sistema di coordinate, ad es. ascisse, e chiamiamo a, b, ..• le coordinate 
di A, B, ... , che potremo ritaner note, ed re,... le coordinate incognite di 
X, ... , il problema geometrico proposto si tradurra. in un problema ana.' 
litico: « dati piu numeri a, b, ... , calcolarne altri ¡z;,... che slano legati 
a quelli da relazioni analitiche assegnate ». 

Anzi il primo passo da percorrere nella vía quí tracciata consiste 
nel tradurre le relazioni geometriche del primo enunciato nelle relazioni 
analitiche equivalenti del eecondo; fatto cio, si sara meS80 in equazione 
il problema primitivo. Il secondo passo consiste nel trasformare e risolvere, 
quando sia possibile, le equazioni rispetto alle incognite IV, ••• che esse 
contengono, ufficio questo spettante all' Analisi (Algebra, 00.10010 infinite
slmale ... ). Il terzo passo finalmente consiste nella interpretazione sulla 
figura primitiva dei risultati del procedimento analítico (costruzione dei 
punti illcogniti X, , .• , discussione, ecc.).1 

Similmente si procede quando si debba dimostrare analíticamente UD 

teorema. relativo a una figura geometrica; si tradurranno le ipotesi e la 
tesi in relazioni analiticbe tra le coordinate degli elementi della figura; e 
tutto si ridurra. a far vedere che la relazione traducen te· la. tesi e conse' 
guenza delle relazioni traducenti le ipotesi. 

TI complesso di tutti quei plOcedimenti. che permettono di trattare 
una questione geometrica col mezzu delle coordinate costituisce la Geo, 
met"ia analitica, la quale e dunque un insieme di metodi e non un insieme 

1 Appllll&ndo qneste oonaideraziolli generl\li al problema del D. 2 • dett.l I la lnnghon .. del aegmtn to 
Jl N, i:fi vede che iI primo ptdUlO eondnee a scri vere la 8q uazione 

11 •• condo a risolvbdA : 

11 teno .. cODoludere ohe il problem" o.rumotte lompre uua ed una. 1010. Aoluzione , obe aí ottlene medlant. 
una .empllee co.truzione 8ug¡erit .. dall' ultima (ormola.. 
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di proprieta. Di fronte all ..... Geometría. analítica sta la Geomett'ia sintetica, 
la quale studia. direttamente le figure geometricbe seuza. il sU8sidio del 
c3olcolo, e le trasforma mediante operazioni geometriche, anziche mediante 
procedimenti analitici. Una stessa questione geometrica puo es ser trattata 
o per via. analitica o par via. sintetica., come apparira. chiaramente da.l 
seguito. 

Esercizi. l. - 1) Se .A, B, O, D aono quattro pnnti di una retta, va.le la 
relazione (di EULERO) AB' OD + A O . DB + A D' BO = O. 

2) Se M ed N sono í punti medi dei aegmenti AB e OD, si ha 2 MN = 

=AO ....... BD=AD+BO. 
3) Essendo M il punto medio di AB, e P nn punto qualsiasi della retta, 

lIi ha PA· PB=PM2 - MAz. 
4.) Date le Itscisse tlegli E\stremi di un segmento, caleolare le asci8se dei punti 

che dividono il segmento in n partí uguali. Calcolare 1'8.8cislla del pnnto che divide 
il segmento in media ed eatrema. ragione. 

5) Date (mediante le ascisqe) due coppie dí plmti AB, EF sopra una retta, 
determinareeu questa (l'ascissa di) un punto M tale, che aia AlA' MB = ME' M F. 
Casi 11' impossibilita., d' iudeterminazione. 

n. - 6) Dl\ti due punti A, B di una retta, costruire su queata un pnnto .M 
che formi con A e B un rapporto uguale al rapporto di due dati segmenti ed 
avente nn segno fis8ato. 

7) Esprimere la distanza di due punti M, N, conoscendo i rapporti lIemplici 
che i punti atessi forman o con due pnnti A, B, di cui .sia nota la distanza. 

8) Sulla retta che congiuuge due punti luminosi A, B di intensW\' 0., ~ de
terminare un punto che sia. ugualmente illuminato dai detti centri; il problema 
ha generalmente due so]uzioni. (Si ricordi che l' intensitA luminosa varia in l'a

gione inversa del quadrato della distanza). 
lIT. - 9) Dati due punti A".AI di pC8i p" PI' dicesi barioentro dei puntl 

ates si quel punto M della loro retta che forma con essi il rapporto 8emplice 1 

, - p, . Dale le aBcisse dei punti A" A" 8i calcoli 1'a.tcis8a del baricentro. In 
Pi 

qual caso il barieentro non esiste Y 
10) Dati piu punti allineati Al, AlI ... , A.. coi peei Pi' p%, ... , !I", si co-

8trui8ca il baricentro di Al, Al presi coi pe8i PI' PI; poi il baricentro del bari
¡ centro trovato, pre80 col pll80 PI + PI' e di .Aa col peso Pa; poi il baricentro 
? del nuovo bal'icentro, proso col poso PI + P% + Pa, e di A, col peso P.; e C08\ 
. si continui. Quando si siano esaUl'iti tutti i pnnti dati, si sara ottenuto un punto 
il quale non dipende dall'ordine in cui qUtllli furono adoperati, e dicesi il bari

( c~nt,·o d8i punti A, coi p8Bl p,. In qual caso il baricentro non esiste' Ql1ando e 
; indeterminato' Si dimostri che ne11' ultima ipotesi ciascuno dei punti dati e ba

ricentro dei rimanenti presi coi ptlsi loro spettanti. 

1 In b ...... noto considerazionl di atatlca, U barloeutro ha lID Ilgnitleato m.coanleo pretll.o anoh. 
,uando i duo p •• i hanno .e¡nl diveral. 
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11) Dati n pllnti .Al! A" .. , ,A .. di una retta, determinare su questa un 
punto M tale, che risulti nulla la somma delle distanze di M dai punti dati, 
moltiplicate per n numeri dati (positivi o negativi) Pu p" ... , P .. ; in simboli 

i:::sn 
1: P. MA. =- O • 

• =1 

Si riconoscera che 11 punto M e il baricentro dei punti dati presi coi pesi 
PuP., ... , P .. ; nel caso che i pesi siano tutti uguali (ad es. uguali a 1), M dicesi 
centro deZl. medít distan.e •• 

12) Coi dati dell'esercizio precedente determinare sulla retta un punto N 
tale, che la somma dei quadrati delle distanze di N da A t , Au ... moltiplicate 
per p" P2 .. , abbia un dato valore k: 

i=rn -2 
1: p,N A,= k. 

'~1 

In quali casi 11 problema ammette due, una, o neSSlma soluzione' Si dimostri 
che il primo membro dell' ultima eguaglianza ha valore minimo o massimo (secondo 
che 1: PI ~ O) quando N cade nel baricentro dei punti dati. Quale particolarita 
presenta il problema se 1: p, = O, 

18) Nena trattazione deí due ultimi problen;li e degli analoghi conviene 
introdurre la nozione seguente, Detta x. l'ascissa di Al ríspetto ad unllo origine 
O, dicesi momento d'01'dinll 'In dei punti A. coi peai Pi, rispetto al punto O, la 
80mma 

i=n 
1". = 1: Pi xl" 

'==1 
(m=O, 1, ... ). 

Per 'In = 1, il momento dice si pure statico o bal'icent"ico; per m = 2, momento 
d' iner.;ia. Riferiti i punti A, ad una seconda origine O', tale che 00' = 1¡" e 
indicati con 1'" 1'1, ... i momenti dei punti stessi rispetto ad O', si dimostrino 
le relazioni 

l't = 11. - hlo, I'z ==- Iz - 2 hIt + h' 1 •. 

14) La somma dei quadrati delle mutue distanze di n punti nllineati e uguale 
ad n volte la somma dei quadrati delle distanze dei punti stessi dal centro delle 
medie distanze. In simboli, indicando con O il detto centro, 

-2 --2 
n 1:,OA, = 1:t~ Al A~, 

do ve la prima !lomma va estesa ai valori i = 1, 2 .. , n, e l' ultima alle combina
l:Íoni binarie ik dei numeri stessL 

15) Attribuendo ai punti A, i pesi pi, e indicando con O il baricentro dei 
punti stessi, si ha la relazione pÍlI generale 

(1:1 Pi) (1:IP. OA~) = l:i~P;P" A.A:. 
16) Nelle ipotesi ultime, detto P un punto qualunque della retta, vale la 

(ormola (data da LAGRANGE per punti comunque situati nello spazio) 
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9. Faseio di rette. Aseisse angolari. - Prima di passare alla Geo
metria analitica del piano giova estendere, per qnanto e possibile, agli 
angoli aventi comuna il vertice ed il piano alcune nozioni relati ve ai 
segmenti di una retta. 

Una retta che ruoti in un piano intorno ad un punto 1I.sso S assume 
infinite posizioni, che costituiscono un jascio di rette avente per centro B. 
La rotazione puo avvenire in due versi opposti; uno di qllesti (ad es. l'op
posto al verso in cui ruotano le Iancette di un orologio) si chiamera posi
tivo e si indichera con una freccia. Se come elemento-generatore del fascio 
si considera la intera retta, senza distinguere le due semirette in cui essa 
vi en divisa da S, il fascio potra generarsi colla. rotazione di mezzo giro 
in un determinato senso i alla fine la retta avra. ripreso la posizione ini
ziale. Se invece il fascio e generato da una semiretta uscente da S, occor
rera che questa compia un intero giro. 

Si aasuma un det0rminato angolo come unita di misura degli angoli. 
Sebbene la sceIta sia arbitraria, si 8uole assumere come unita uno dei due 
angoli seguenti: 

1) l'unita pratica o grado, che e la novantesima parte dell'angolo retto; 
2) l'1tnita teorica o radiante, cioe J'angol0 che intercetta sopra. un 

cerchio avente iI centro nel vertice un arco uguale al raggio. Misurato 
con quest'ultima unita (che noi adotteremo sistematicamente) l'intero giro 
vale 2:re i indicando dunque con 00° il valore del radiante espresso in gradi, 
si ha la proporzione 

360· : oo' = 2:re : 1 , 

donde si deduce 

360 0 

ro· == 2n == 57° 17' 54" ..• 

Oio posto, si 6ssi nel fascio S una retta origine o. Dato. un numero ql 

positivo o negativo, rimane determinata la rotazione intorno ad S di una 
retta, che parta dalla posizione o e descriva un an
golo misurato in valore assoluto da qli la rotazione 
avvenendo in verso positivo o negativo secondo il 
segno di <p. Se a e la posizione tinale della retta mo- ~. : 

bile, potremo dire che a e pienamente determinata l ~" 
quando aia noto l'angolo <p. Non puo dirsi pero, in-
versamente, cbe ad ogni retta a del fascio corrisponda 
Ult solo angolo <p, a meno che non si facciano nuove 

b 

. convenzioni. Cjo dipende dal fatto che la retta mo
bile, dopo aver ruotato di un angolo :rt intorno ad S (in qua,lsiasi verso), 

..... 
riprende lflo posizíone iniziale. Se dunque indichiamo con o a il valore di 
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ogni angolo misurante una rotazione che porti la retta mobile da. o in a, 
dovremo acrivare, ove aia k un numero intero, positivo, nullo o negativo 

;'a = q> + k1t, ossi{}.;;" = q> (mod. 1t). 

Chiameremo, per ragioni di analogia, ;;a l'aRoissa angolare, od anomalia, 
della retta a, rispetto all'origine o; ricordando pero che, data. la retta, 
l'anomalia e det<'I'minata solo a meno di multipli di 1t} 

".... 

Bstesa la delinizione data per l'angolo o a ai mutui angoJi di pHl 
rette a, b, o, .. : di un fascío, si possono 8crivere alcune relazioni analoghe 
a quelle del n. 4 colleganti piii. segmeuti di una. retta, sostituendo pero 
l'uguaglianza colla congruenza, od anche (quando non si temano equivoci) 
scrivendo l'uguaglianza e ricordando che qU6sta vale a meno di multipli 
di 1t. In tal sonso vanno intese le relazioni 

~ = - b"a, 08sia ;b + ha == O, 

ab + b-; = a~, ossia ;;b + b"'c + ~a = O, 
".... ".... " 

(1) 

ab = ob - oa. 

Spesso si preferisce assumera come elemento del fascio la aemir/ltta 
uscente dal centro, o ht ¡ntera. retta uotata di un verso, "etta ot'ientata, 
cío che produce lo atesBo eftetto qnando si osservi che, dato il verso, 
rimane ben deftnita sulla intera retUt la semiretta positiva nscente dal 
centro. Nella nnova ¡potesi ai pno l'ipetere tutto cio che sopra si disse a 
proposito degli angoli, colla sola avvertenza che questa. volta, per la ra 
gione detta innallzi, l'ambiguita. llella. valutazione degli angoli sura. di mulo 
tipli di 21t. Le formule (1) va.n'anuo ancora, pero a meno di multipli di 21t. 

Osserva.¡ollc. - Se sopra tutto il piano (ci06 per ogni fascio) e delinito il 
veno positivo delle rotazioni, ad el. il verso OppOlltO aquello descritto dalle lan
cetoo di un orologio, e lIi suppontl inoltre che una retta orientata, la quale si 
muova mantenendosi parallela. a. s6 IlOO88a, trascini con se il proprio verso, si 
osservera. che l'angolo di due rette orientate non Taria quando le rette si spo· 
stino ruantenendolli parallele a.lle posizioni iniziali. 8egue che la relazione (1) ira 
tre rette (e le" analoghe ira piu rette) va.le auche S6 ItI retto atosse non apparten
gono ad un fallcio, roa 80no dispost-e corounque in un piano. Si noti ad es. che 
quella relazion6, wnuto conto dell'ambiguita di un ruultiplo di 21t, e.prime, in 
nItra forma, il teorema sulla ~omma dei tre augoJi di un triangolo. 

, 
JO. Coordinate tangenti nel fascio di rette, - Sebbene l'angolo ;b I 

di duo semirette, O rette orientate, aía deierlllinato 8010 lit mellO di mulo 

1 Una .11I'~tt .. indet .. rm!nazlon9 potrobb. togliersi quando ai iMOI ..... variare l'a8el ••• angolore 801 " 
tanto irA zero e n (l'ultimo valore eltcl.Flo). Ql1e8ta conven 7.irme , l. qUlIoIG pero porta .ltri inoonvenienti. 
potra , ... 1 .... 0 por ca •• , OTe •• n~ pre08nti l'opportnnitt.. 
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tipli di 2n, tuttavia le funzioni goniometriche sen ah, cos ah, tg ah, ... 
sono pienamente individuate, perche sen (q> + 2kn) = sen q>, ecc. E qui si 
noti che, se ad uno dei lati, ad es. a h, si sostituisce la semiretta pro
lungamento h' o la retta primitiva col verso invertito, dalPessere 

,... ,... 
ab' == ah + n, 

seguono le relazioni 

sen ah' = - sen (J¡b, cos ah' = - cos ah, tg a b' == tg abo 

Vediamo cos} che la tangente dell'angolo di due rette non dipende 
dai versi potitivi che si assumono sopra queste, ma solo dal verso posi
tivo delle rotazioni, a differenza di cio che accade pel seno e pel coseno. 

Segue che, volendo fissare nel f~scio S un sistema di coordinate atto 
ad individuare le rette intere, si puo assumere come coor(1inata di una 
retta a la tangente dell'angolo o~ che el forma con una retta fissa (ori
gine) o. Si notera allora che, mentre la retta a varia descrivendo il fascio in 
verso positivo, parten do ad es. dalla posizione b normale ad a condotta 
per S, la 8ua coordinata tangente, x = tg o a, varia. percorrendo tutto il 
campo dei numeri reali Ila - QO a + 00 ; e tra la posizione della retta e 
il valore di x si viene a stabilire una corrispondenza biunívoca e .conti
nua,l fa.tta astrazione per la retta b del fascio, aIla quale si dovrebbe 
attribuire la coordinata + 00 • 

Aggiungiamo che, dette :c, x, le coordinate tangenti di due rette a, a' 
del fascio, l'angolo che esse formano e determinato dalla formoIa 

,_ , _ x'-x 
tg a a _ tg (Q a - o a) _ + ' , 

1 xx 

e la condiziona di perpendicolarita -delle due rette El espressa da 

:c:c'+l=O. 

Osservazione. - Fiilsato il verso positivo delle rotll.zioni nel piano, ed attri
buito ad ogni retta del piano un verso positivo, gli angoli di due rette e le loro 
funzioni goniometriche acquistano, secondo le nostre cOJ,Ívenzioni, certi segní. E 
dunque il caso di verificare se le formole trigonometriche, che ordinariamente 
vengono stabili te tnvalore as,oluto, siano valide anche nei segui quando si rispet
tino quella convenziol\.i. Pel seguito interesBa Bolo OBservare che, dato un trian
golo divertici .A, B, O, i cui latí rispettivitmente opposti lIieno le rette orien
tAte G, b, e, le IHlle rda,ieni d¿ p1'oporeionalita tra lati 6 lelii degli angoli oppo,ti 
w",lgono anch. 1Iei segni quando 8i 8c1'i-vano casI: 

AS BO OA 

• La defi nidone di corri.pondenz .. continna, data nel D. 8 .. propo8ito deUe coordlll",e .olla retta. at 
... asporta 8ubito al taaoio di rette . • o.~itnendo alla parola 8Ogm."t. la parola a1lgolo. 
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Si giuati:tlca l'affermazione, considerando anzitutto il caso che i versi posi
tivi 8ui lati aiano diretti da A a. B, da B a a, da a ad A (giacche 801101'80 i tre 
numeratori son o positivi ed i tre denomina.tori hanno uno atesso segno), ed OBser
vando poi che l'inversione del verso sop.ra uno dei lati produce il cambiamento 
di segno 11 numeratore di una frazione e nei denominatori delle altre due. 

11. Cenno sul fascio di pian!. - Un piano che ruota intorno ad 
una retta fissa 8 assume infinite posizioni costituenti un jascio di piani, 
di cui 8 e l'a88e. Tntte le proprieta del fascio di rette ed i relativi sistemi 
di coordinate si trasportano subito al fascio di piani, come risulta osser
vando cbe un piano perpendicolare ad 8 sega i piani del fascio in rette 
di un fascio, i cui mutui angoli hanno gli stessi valori dei diedri corrí
spondenti. Bastera qui notare che nel fascio di píani si puo riguardare 
come elemento o l'intero piano o il semi piano, una delle due meta in cuí 
un piano e diviso dall'asse del fascio; avvertendo che talora, in luogo dei 
due semipiani formanti l'intero piano, si consideraDo le dne jaece o pagine 
del piano cbe son viste da un osservatore giacente nell'una o nelFaltra 
delle due regioni di spazio separate dal piano. 

Esercizi. - 1) La retta variabile a descri vente un fascio sega una retta 
lissa t in un punto A j stabilito BU t un sistema. di ascisse, l'ascissa di A si JlUO 
assumere come coordinata della retta a. Come devono esser sceIte t e l'ol'jgine 
delle ascisse perche questa coordinata sia una coordinata tangente' 

2) Data la coordinata tangente di una retta rispetto ad una origine o, cal
colare la. coordinata tangente della stessa retta rispetto ad una nuova origine o' . 

3) Date le coordinate ta.ngenti di due rette a, b, calcolare le coordinate tan · 

genti dt'lle bisettrioi degli angoli ab, e verificarne la perpendicolaritA. 
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Oeometria analítica del piano 

OAPITOLO l. 

Relazioni di posizione fra puntl e I'ette. 

12. Sistema di coordinate nel piano. - Si dimostra che ~ impossi
bile far corrispondel'e ai punti di un piano i singoli numeri reali, senza 
rinunziare aUa continuita; 1 rinunzia questa che renderebbe inservibile la 
corrispondenza agli scopi geometrici. Si riesce invece, in infiniti modi, ad 
associare ad ogni punto del piano una coppia di numeri reali, coordinat. 
del punto, in guisa che sia rispettata la continuita; in guisa cioe che, 
varianuo il punto entro un'area sufficientemente ristretta, ciascuna delle 
tIne coordinate vari entro un intel'vallo sufficientemente piccolo, il quale 
possa anzi restringersi ad arbitrio pur di limitare convenientemente Parea. 
Si suol dire percio che il piano e un ente a. due dimensioni (mentre la 
retta possiede una sola dimensione). 

Tra i vari sistemi di coordinate proposti per lo studio della geometria 
piaDa, ha la massima importanza il sistema cartesiano, sia per ragioni sto· 
riche, sia specialmente per i servigi che presta nelle matematiche pure ed 
applicate. 

Sebbene nelle opere dei geometri greci 8i trovino procedimenti che 8i tradu
cono facilmente coi metodi della geometria analitica, tuttavia. Don poteva 80rgere 
que sta 8cienza finche il ca.lcolo letterrue non fosee giunto ad un certo grado di 

1 SI rieece olfettivamonte (come dimo.trb G. CUTOR, 1877) a .tabllire una conispondenza biunivoca 
01" non continua, fra i pnnti del plano ed i .ingoli nUIDen realio Co.\ .i pub .tabilire una cOl'rispondenza 
biunivuca fra un punto P eh .. d ... crive l'area di un quadrato ed nn panto pI che ne desorive un lato; Ola, 
montra iI panto P ai avvicina con GOntinnit& ad un punto Q dell'area in una dlrezione O","-¡CIl, il punto pI 
11011 ha per Ii",ite il punto QI corriepondente Q Q; in oio con.iote la di.c.onti .. uitd dalla corri.pondenz ... Si 
1'00 tllttavia stabilire la conieponden ... in modo obe mantre PI tanda .. QI .opra iI lato, iI punto P nel1'area 
te,,,l,, ni punto Q. Iu tal caeo, 86 PI deecnve con continoit ... iJ lato nominnto, il punto P .i muove cou con
tinnit. nolJ't\l"o&, ti Ti trac6ia una c, .... 1l continua (in 88nlO analitico, non lntnitivo), 6he )a riemple iotera· 
!Denla (P&ANO). 
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8viluppo. L' idea di studiare le proprieta del piano mediante coordinate venne, 
qU3si contemporanel\mente, a FERMAT e DESCARTES. Quest'ultimo, che espose con 
maggiore ampiezza e COR numero se applicazioni i nnovi concetti nella sua Géomé
trie (1637), viene comunemente riguardato come fouua.tore della. Geometría analítioa. 

13. Coordinate cartesiane. - ÁS8umiamo nel piano due rette,- a88i 

coonling,ti, secantisi in un punto O, origine; chiamiamo a88e x una di 
quelle, asse y l'altra. Fissi&mo ad arbitrio i versi positivi sugli aS8i, e 

/ i 
! 

¡o ~ i-; 

scegliamo l'unita di lllngbezza per misu
rare i segmenti sopra di eaai. Per ogni 
punto P del piano pasEa una retta paral. 
lela all'asse y, ed una r<!tta parallela al· 
l'asse x; quelle rette incontrano rispetti· 
vamente gli :tasi x, 11 nei punti A e B. 
Dato P, sono determinati questi puuti e 
qllindi i valori O A = a, O B = b, presi 
coi segni convenienti. Viceversa, dati due 
numeri reali a, b coi relativi segní, sono 

determinati i puntí A, B e quindi il punto P, quarto vertice del paral
lelogramma oostruito su O A, O B. 

1 numeri a, b si ehiamano le CQordinats cartesialte del punto P; in 
partieolare, a dicesi la p"ima coordinata, o l'ascissa" o la x del punto P, e b 
la 8econda coordinata, o la ordinata, o la y; e si scI'ive brevemente P (a, b). 

Risulta dalla definizione che i punti d.ell'as8tJ x hanll.o nuUa la ordí
nata (y == O); ed i punti dell'asse y hanno nulla la Q8cissa (x = O); pe/' la 
origine O sono nulle le due coonlinate. ÁVl'emo dunque 

A (a, O), B (O, b), O (O, O). 

Quanto ai segni delle eoordinate, e da notarsi ehe i due Rasi x, y 
divido no iI piauo in quattro regioni angolari l a eia8euna delle quali spet
tano partieolari segui. Oosl ogni 
punto appartellente all'angolo lí
mitato daUe semirette positive x, y 
ha positiva. la x e la 'V j meutre 
86 sta nell'angolo opposto al ver
tice, tlarauno negativa le due ooor· 
dinate; un punto dell'angolo foro 
mato dalla semiretta positiva x 
colla semiretta negativa '!J, ha po. 
aitiva la x e negativa. la. y, eec. 
Ád es. i quattro punti (a, b), 

; 
¡ 

91 
(-a, ~/ (4,6) 

0-. ............. _ ............ __ • __ .. ···_0 
¡ j 

: I 
! ¡ 
¡ .oo 

lo : ........ 

í : , :'" 
ó .....• - ........................ ___ ..... -0 

(-a.,-bJ fa."} 

(- a, b), (- a, - b) (n, - b) sono vertici di IDi parallelogramma. a.ven.t.() i 
latí paralleli agli -assi ooordinati e H centro nell'origjne. Due punti comf\ 
(a, b), (- 4, - b) sono simmetriei rispetto alla origine. 
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NeIle applicazioni si introduce generalmente la ipotesi, a cui piu t&rdi ci 

atterremo, che l'angolo xy sia retto (coordinate cartesiane ortogonali). Volendo, 
in questa ipotesi, applicare ad esempi numerid le formole del testo, conviene 
lervirsi di carta 1llillimetrata, assumendo come a.ssi coordinati due delle rette per
pendieolari tracciate nal foglio, e prenden do ad es. come unitA lineare il centi· 
metro. Si tenga conto di questo consiglio nell'eseguire gli esercizi numerici che 
si trovano aIla fine di questo e dei successivi capitolio 

14:. Punto che divide un segmento in un dato rapporto. - Trat· 
teremo ora, col mezzo delle coordinate cartesiane, i principali problemi di 
geometria piana; e cominceremo a studiare le relazioni fondamentali di 
posizione fra punti e rette, cioe le condizioni di allineamento di piu punti, 
di concorronza di piu rette, ecc. In questo primo gruppo di questioni, le 
formole a cuí giungeremo non contengono l'angolo formato dagli as si coor· 
dínati, il quale sara dtmque fissato ad arbitrio.1 

Proponiamoci anzitutto il problema: 
Dati d,1te ptmti mediante le loro 

coordinate, determinare le coordittate 
di 1¿n punto allineato C01t quelli, e 

formante con essi un rapporto se'/1t· 
pliec assegnato. 

/ " 

B .... ............................... p(:K.,y) 

Siano p¡ (x¡, Y1), P 2 (x21 Y2) i 
}lunti (lati, P (:v, y) il punto della 
retta Pi I'2 forman te coi punti dati 
il ral'Pol'to semplice noto 

~ ............ _ .......... / ~ \¿'Yl) 
.E, ............. ; I (Xy,y/ . : 

PP 
_ I _ -t· 
P P- • 
• 

J : 
I : , ! , : , . 

; ,.: 

Conduciamo per i punti PI' P 2 , P le rette parallele a ciascun asse 
fino ad incontrare l'altro asse. Otterremo le due terne di punti A, A

2 
A 

sopra x e Bi Bs B sopra y j e sar.\ 

PIP _AiA_BIB 
P

2
P- AtA - B

2
B' 

Ora le asci sse di A¡ e At sono rispettivamente Xp Xl ; quindi l'ascissa 

di A, o, cio che fa lo stesso, di P, sara (n. 6) X == Xi - ~"Xi. Similmente 
1-1" 

si calcola l'oriliuata di p) e si conclude che le ooordinate richieste di P sono 

(1 ) x _ Xi - rx, 
- 1-r ' 

1 In qno¡to Cap. 1 81 pot •• bbero aoebe (8onZtl modificar lo formole) 80egllere onltA dlterae per ml.a· 
rare l ~ a.ac~ •• e 6 16 ordlnl\t.; ció che pero non si 8001 fare generalmente. 



16 P.ARTE 1, CAP. 1, NN. 15, 16 

n 
Ponendo - r == m ' quelle coordinate possono anche scrí versi sotto 

la forma 

(1') 

In partieolare: il punto medio del segmento Pi p! ha le coordinate 

_Xi +X! y= y¡ -T Y2 • 
x_ 2' .. 

15. Condizione di allineamento di tre punti. - Se nelle (1) varia f', 

variano in corrispondenza x, y, ed il punto P (x, y) descrive la retta Pi PI; 
viceversa, per ogni posizione di P su quella retta, si puo trova,re un valore 

di r = ~i ~ tale che le (1) diano le coordinate di P. 
2 

Dunque la. eondizione perche tre punti dati P (x, y), Pi (xi! y¡), 
P 2 (x!, Y2) siano allineati., El ehe le (1) coesistano per uno stesso valore di r, 
ossía che i due valori di r ricavati dalle (1) si ano uguali fra loro: 

od anohe 

(2) 
X -XI_Y - Yi 

x¡ -x, Yi -Y1 

La (2) puo pure scriversi sotto la forma 

(2') (x - XI) (y¡ - Ya) - (y - Y¡) (Xi - Xi) == O, 

la quale (come si verifica direttamente) da la condízione di amneamento 
anene quando uno deí denomiuatori delle (2) e nnllo; o BOttO la fOl'ma 

o sotto l'altra pfU usata 
y 1 

(3) :1\ Y¡ 1 = O. 
XI Y2 1 

La condizione perche tre pu'nti siano allineatt e esp,'essa dall'annullarst 
del determinante formato calle coordi?bate dei pttnti stessi e calle ttnita. 

16. Equazione di una retta. - Se si auppongono fissi i puntiPi (Xii '!ti)' 
1', (x2 , 'Y2) e variabile íl punto P (x, y), la relazione (2), o (2'), o (3) diviene 
una. equazione nelle variabili x, '!IJ equazione che e soddisfatta ogniqual-
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volta x, 11 Bono cool'dinate di un punto della retta. PI P" e solo aHora. 
l'Mcio si suol (lire che la. equazione (2), o (2'), o (3), nelle variabili x, !J, 
mppresenta analíticamente la retta congi1mgente i due punti (XI' YI ), (x!, 1It ), 

e la eq1wzione della ,'etta nomillata j mentrfl la retta rappresenta graftca., 
mente quella equazione, 

La nostra eqnazione e linea.re riapetto aUe variabili x, y, e (svilup, 
pata ed ordinata) ba la forma 

(4) 

dove a, b, e aODO tre eostanti indipendenti dalla pOl\izione del punto P (x, y). 
Ora si puo cbiedere se ogni equazione del tipo (4) rappresenti effetti· 

vamente una retta, vale a dire se gli inftniti punti, le cuí coordÍllate veri· 
tlcano la (4), siano tutti allinea.ti. Bastera esaruinare se tre, conumque scelti, 
tra i dE'tti punti appartengano ad una retta, Siano uunque (¡v" YI ). (¡VI' YI ), 

(XII y,) tre punti tali che risu1ti 

ax,+by,+e=O, ax t + by2 +c=O, a x3 + bys+c = O. 

Queste equazioni, lineari ed omogenee rispetto ad a, b, e, coeaiatono 
per valori non tutti nulli delle quantita atesse ¡ sara quíndi verificata la 
cOlldizione 

XI YI 1 

x, YI 1 =0, 
XI Y3 1 

la. qua le ('''prime che i trc punti sono allineati. Concludendo: 
Se 1tn pt/-nto si m1tOl'e desGt'ivendo una retta, le S1le eoordinate t'e1'ificano 

una eq1wzione linea"/j a d1le 1.'a1'iabili; e viceversa, 

17. Posizioni particolari di uua retta rispetto agli 8891. - La 
pOl!lizione deila retta 

(1) 

dipende dai valori dei tre coeffici('nti a, b, e, o meglio dai rapporti di due 
di es si al terzo. Alcuni di quei coefficienti pOSSOllO anche esser nu1li¡ nOD 
tutti pero, e nemmeno i due primi inaieme. 

a) Se b;::; o = 0, a*, 0, l'equazione diviene 

ax=O, oasia x=O. 

e rapp?'esenta l'asse y, i cui punti hanno nulla l'asciss3. Similmente si con· 
cbiude che l'equazione 

f'appresenta l'asse (1;. 

2 - G. C.t81'II:LN110VO, Letioni di G .. metria 4 .. "liti ••. 
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b) Se b == 0, rua a =1= 0, e =1= 0, la (1) diviene 

aIV + e = 0, ossia 
e 

IV = - Ii' 

@ rappresenta il luogo dei punti cbe hannO" per ascissa - .!, cioe una retta 
a 

parallela alI'asse delle y, uscente dá q~el 

punto A dell'asse IV che ba l'ascissa - .!. 
- a 

Similmente vediamo che 

by + e = ° 
~ l'equazione di una retta parallela al, 
I'asse x. 

Dunque: 86 nell' equa~ione (i,i una retta 
manca una delle eOM'dinate, la retta ~ pll· 

raUela al eorr-ispondente aBSt. 
e) Se si sllppone nulla soltanto e, l'eqllazione (1) assume la forma 

aIV+ by = 0, 

e la retta corrispondente pass¡l, par l'origine, perche i valori IV = 0, 11 = o 
soddisfano l'equazione proposta. 

Quindi: 88 nell'equazione di una retta manca il tet'mine -noto, la rett. 
paB8a p8r l'ot·igi1te. . 

L'equazione delIa nostra retta puo pura scriversi sotto le forme equí. 
valenti 

1/= m 3:, 

(dove (l e ~ sono proporzionali a - b, a, ed e m = - ~). 
Per tracciare effettivamente la r etta in questiona ba,stera 

nn altro punto, che otterremo dando 
ad x un valore numerico arbitrario, 
non uullo, e calcolando il cOl'rispon· 
dente valore dí y. 

d) Se infine nena equazione (1) 
tutti i coefficienti sOno diversi da zero, 
la retta sega gli as si coordinati IV, 11 
in dne punti A e B distinti da O. Per 
avel'e la intersezione A coll'assex, (y=O) 
si ponga Y.== O nella (1); si trovera. 

o 
16:= OA = --e 

ti 

cono8cj>rne 
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Similmente, per :x = 0, si ha 
o 

y-:-OB:=-¡;. 

Indicando i due segmenti O A, O B con 

19 

l'equazione(l), dopo a.verne divisi i due membri per -o, puo scriversi 
sotto la forma. 

la qna.le rappresenta una retta che staeca sugli allí, a partire dalla origine, 
i legmenti p e q. 

_ 18. Retta passante per un punto dato. - Disponendo dei coefti
cienti che entrano nell'equazione di una retta 

(1) a:x+by+e=O, 

o meglio dei rapporti di due di essi al terzo, 8i puo ottenere che la retta 
80ddisft a due condizioni assegnate, traducentisi in due relazioni fra i detti 
rapporti. In tal guisa si ritroverebbe, ad es. /lotto la. forma (3) del n. 15, 
l'equazione della retta congiungente due punti. 

Se si esige che la retta (1) passi per un sol punto P (:X o Yt), dei due 
rapporti soprn, nominati uno restera. ancora indeterminato. Ed in(atti la 
condimue imposta si traduce nella relazione 

a:x¡ + by¡ + e == 0, 

la quale, sottratta membro a membro dalla (1), da 

(2) 

equazione che, al '1Hwiat'e d-el t'apporto F' rappre,enta og,~i retta passante 

per il punto (:x¡) yJ 
In particolare, se b == O ed a =!= 0, si ha IV - :Xi = 0, equazione della. 

parallela all'asse y condotta per il punto P; ece. 

19. Intersezione di due rette. Condizione di parallelismo. - Pas
siamo ora a considerare due o piil rette di un piano, insieme alle equa.
zioni che le rappresentano. Ogni relazione graftca fra quelle rette si tra
duce in una particolarita. del sistema di equazioni lineari, e inversamente 
le proprieta. dei sistemi di equazíoni a due incognite si rispecchiano neIle 
proprieta grafiche <leí sistemí di rette ¡Ji un piano. ' 
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Cosl, se son nate dne rette r, r' mediante le loro equazioni 

r) 

r') 

ax + by + o == O, 

a'x + b'y + e' = O, 

ti problema di determinare il punto di incontro, si traduce nel problema 
ui trovare due valori x, '!J, coordinate del punto stesso, soddisfacenti al 
sistema dato. 

(1) 

Le eoordinate richieste sono dunque 

bo' - b'e 
x == ab'-a'b' 

oa'-()'a 
11 == ab' -a'b' 

Se ab' - a'b =t= O, le due rette si sega.no in un punto determin:lto. 
Se invece ab' - a'b = O, senza che siano nulli entrambi i numera· 

tori delle (1), non esistono valori di x, 11 soddisfacenti le equazioni r), r'); 
le due rette non hanno alcun punto comune, sono parallele. La condizione 
di paraIlelismo, ab' - a.'b = O. puo anche porsi (quando a' e b' siano diversi 
da zero) sotto ]a forma 

e si enuncia: condizione perche due rette, di date equazioni, siano paral
lele, e ohe i ooefficienti delle 'va.riabili in una delle equazioni siano propor
.ionali ai coyrispondenti ooeffioienti dell' altya. 

Se si avesse inoltre 
a b o 

(o meglio, per contemplare anche il caso di denominatori nulli, se si veri
ficassero le relazioni clle si ottengono da queste liberando da frazioni), le 
coordinate del punto (1) si presenterebbero sotto forma indeterminata; IDa 

aHora le due equazioni y) ed r') sarebbero equivalenti, e le dua rette ", y' 
coinciderebbero. 

Ritormmdo aUa condizione di paraUelismo notiamo che, se nella equs. 
zione di una retta t' rimangono fissi i coefficienti delle variabili e muta 
il termine noto, la retta si muove pal'allelamente a. se stessa. Segue clle 
la parallela alla r condotta. per l'origine avra l'equazione 

ax + by == O, 

e la. parallela. alla retta. atessa pel punto (Xii y 1) ssra data da 
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20. Faseio di rette. Consideriamo ora tre rett\'!, 

r) (,1$ + by + e = O, 

,.1) a'$ + b'y + e' = O, 

r") a"x + b"y + e" = 0, 

e cercl1Íamo la condizione affinche appartengano ad uno 8tel5~O rascio (n. 9). 

Osserviamo percio che, se le tre rette passano ptlr uno stesso punto, 
le coordiuate $, '!J di quasto devono -soddisfare insieme le tre equazioni, e 
quindi neve essere 

a b e 
(1) a' b' e' =0. 

a" b" e" 

La meuesima relazione' si verifica pero anche se le rette sono paral
lele tr~ loro, giacche in tal caso sono nulli i minori formati cogli ele· 
menti dalle prime uue verticali del determinante. Viceversa., se la (1) e 
soddisfatta, - o le equazioni r), 1"), r") coesistono per un sistema di va
lori $, 'JI, ed aHora le tre rette passano per un medesimo punto; oppure 
nel determinante (1) sono nulli i minori suddetti, e le tre rette risultano 
parallelé tra loro. 

Volendo enunciare brevemente il risuJ.tato, con viene estendere la defi
nizione di fascio di rette (n. 9). Da ora in poi, per faseio di 1'ette inten· 
deremo un sistema di rette di un piano che escano da uno stesso plmto, o 
aiano parallele a due a due. El quando sia necessario distinguere i due 
casi, diremo proprio il primo fascio (dotato di centro), e i1np1'op-rio il se
condo. 

Possiamo ora e¡;primere la (1) c081: Oondizione necessat'ia e sufficiente 

perche tre rette appartengono ad un fascio e che si annulli il detenninante 
formato coi ' coefficienti e ter1nin-i /toti delle equazioni delle rette atesse. 

Supposte distinte le l'ette r, 1", la (l) esprime pure la condizione di 
coinpatibilita delle tre equazioni lineari COll due incognite A, !l: 

(2) a" = a A + a!!l, b" = b '}, + b'!l, o" = c A + o' !l. 

Oalcolate le incognite in modo da soddisfare le (2), e sostituiti al 
posto di a", b", o" i loro valori nella. equazione r"), questa assume la forma 

(a A + a' ¡.t) $ + (b A +b' ¡.t) 'Y + (e A + e' ¡.t) = O, 
OBSta 

(3) A. (a$ + by + o) + ¡.t (a'$ + b'y + c') = O. 

Ora una equazione, come la (3), che si ottenga sommando dae o piñ 
equazioni, dopo averle moltiplícate par certi coefficienti (paramet·ri), dicesi 
oOll~b'inazione lineare di quelle. Danque: la equazione ili ogni retta foro 
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mante ¡asoio con due rette a8segnate PUQ scriversi oome una combinazione 
linem'e delle equazioni di queste. 

Al varia,re dei parametri A e ¡.L, o meglio del parametro rapporto 

la . t, la retta (3) o 

(3') ax + by + o + h (a' x + b' Y + o') = O 

varia descrivendo il fascio nominato; precisamente ai valori A '*' O, 
¡.L = O (h = O) corrisponde la retta r, ed ai valori i.. = O, Il =1= O (h = + 00) 

corrisponde la r'. TI parametro h puo riguardar!!i come coordinata. dalla 
retta. (3') entro il fascio nominato; di qual natura sia questa coordinat¡-t 
san\ visto in seguito.1 

Osservazione. - Che la (8) rappresenti una retta passante per il punto 
comnne alle r, 1" (nella. ipotesi che queste si seghino), puo anche dimostrarsi di
rettamente, osservando anzitutto che la (3) e lineare e quindi rappresenta. una 
retta, in se con do luogo che questa passa per il detto punto, perche le coordinate 
·di eS80 annullano i polinomi a:¡; + ... , a':.; , .••• , e quindi il primo membro 
della (8). 

21. Nuova. forma della. eondizione perche tre rette formino faseto. 
V olendo verificare se tre rette formano fascio e utile in certi casi 

ricorrere aUa proposizione seguente: 
Oondizione neoes8aria e suffioiente affinohe tre rette ¡ormino ¡asoio e ohe 

e,istano t"e n1~meri, non tutti nulU, tali che moltiplieando ordinatafll.ente 
per e88i le equazioni delle tre rette e 8ommandomembro a membro si ottenga 
una identitil. Siauo 

r) 
r') 

r") 

ax + by +0 = O, 

a'x + b'y + e' = O, 

al/x + b"y + o" = O, 

le tre rette date, e si supponga anzitutto che., indicando con A, ¡.t, v certi 
tre numeri non tutti nulli, si abbia identicamente (cioe per valori arbi
trari di x, 1/) 

(1) A (ax + by+ e) + ¡.t (a'x + b'x +0') + v (a"x + b"y + e") = o, 
oBsia 

(Aa + ¡.ta' + va") al + (Ab + JLb' + vb") 11 + ( o + [.LO' + vo") == o. 

l S. del faselo el conoece 11 centro (o;l' 11,), conviene .orlnr. 1 .. equazione della retta generle. di ..... 
lott.., la forma lndicata nel n. 18, che e poi una eombinazione !ineue delle duo &qua.lon! 

11 -11. =0 

rappr.oentantl le paraUeJ. &,,11 a •• 1 nocenti dal oentro . 

• 
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Perche questa. identita. si veritichi, devono es ser nulli i coefficienti di 
x, y e il termine noto: 

Aa + Ila' +va"=O, 
'Ab + 11 b' + v b" = O, 

A c + 11 e' + ve" = O. 

Ma. la coesistenza di queste tre equa,zioni, per va.lori non tutti null! 
di A, 11, v, porta l'annullarsi del determinante dei coefficienti 

• a b c 
a' b' e' 
a" b" e" 

quindi (n. 20) le tre rette r, r', r" formauo fascio. Viceversa, se le tre 
rette formano fascio ed e quindi nullo il determinante ora scritto, le ultime 
tre equazioni possono risolversi mediante valori non tutti llulli di A, Il, v, 
e sussiste J'identita. (1). 

Qualldo invece nella. (1), al posto di A, 11, v, si pongano valori arbitrari, 
essa non sussiste piu identicamente, IDa ci da una equazione lineare in 
x, y, ra.ppresentante una retta la quale, come e facile vel1cre, appartiene 
cssa pure al fascio che contiene le tro ratte date. 

22. Rete di rette. - Supponiamo, al contrario, che le tre rette r, r', ,," 
Ropra considerate non formino fascio. AlIora, comunque vengano scelti i 
parametri, non tutti nulli, A, 11, v, la. (1) non e piu veri:ticata identicamente, 
ma rappresenta una. certa retta del piano. E vale la proposizione seguente: 

Date le equazioni di tt'C rette non forrnanti fascio, rnediant, una eon
"eniente eombinazione lineare di queLle si puo rappresentare una quarta 
,-etta assegnata ad arbit1'Ío nel piano. 

Nella nuova ipotesi infatti, poiche il determinante sopra. scritto e di
verso da zero, esisteranno tre numeri A~ 11, v tali che risulti 

Aa + Ila' + va" == am
, 

Ab + 11 b' + vb" == b''', 
Ae + ¡.te' + ve" == e"', 

dove a"', b"', e'" sono tre quantita da.te ad arbitrio, non tutte nnIte; percio 
l'equazione 

coinciden\ coll'altra 
a'" ID + b'" y -t- c", = O, 

che detinisce una retta arbitraria del piano. 
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Al variare dei tI'e parametri A, ¡.L, 'V, o meglio dei due rapporti'?:' !.I. 
'V 'V 

la (1) rappresenta la. totalita, o (come $i euol dire) la rete delle rette del 
piano. 

23. Notazione abbreviata. - Le formule che cí siamo procurati finora 
permettouo di trattare analiticamente le questioni riguardanti la mutua 
posizione di punti e rette di un piano. Ora, quando nella figura comlÍ
derata compariscono pia rette, ciascuna deIle quali vien rappresentllta 
da una equazione lineare, conviene spesso mettere in evidenza i legami 
che passano fra le equazioni stesse, piuttosto che i coefficienti di queste. 
H aHora si preferisce indicare abbreviatamente i primi membri di slcl1ne 
tra queBe equazioni mediante ~ingole lettere, le quali adunque designallo 
polinomi contenenti le ~ariabi1i x, '!J, e non quantita. Con questa. notazio !le 
.,bbreviata si raggiunge una IDaggior concisione nella Rcrittura, in graz iu 
alla qusle, daI 8010 aspetto delle formole, e facile dedurre le propric A 
di posizione degli elementi della . figura studiata. 

Cosi, se indichiamo con l, rn, n ... polinomi linea,ri in $, y, e quincU 
con l = 0, 'In = O, n = O ... le equazioni di pia rette, potremo enunciare 
80tto la seguente forma gIi ultimi risultati: 

a) L'equazione Al + (.Hn == O rappreseuta una rotta generics c1t'1 
(ascio determinato da l == 0, 1It = O. ' 

b) Condiziolle perche tre rette l = O, 11l = O. n = O formino fa:3c io 
ti che esistano tre numeri A, !.l., v non tutti nulli, tali che il polinomio 
U + f..I.'In + V n aia. identicamente nullo. 

o) Se le tre rette l = O, m == O, n = O non formano fascio, la equa
zione Al + f..I.1/t + V n == O e atta a rappresentare una qualsiasi retta del 
piano, purche i parametri A, ¡.t, v aiano convenientemente aceIti. 

Esercizi. 1. - 1) Segnare i punti di coordinate (1, 1), (2, - 2), (- 3, - !) 
-1.3, 2.7), (Y2, ys), (2 + 13,1 - -y5); divídere il segmento che con

giunge due di quabti punti in 2, 3, _ .. parti ugua.li e oalcolare le coordinate dei 
punti di divisione. 

2) 1 tre punti (1, -1), (3, 2), (4, y) Bono allineati; calcolare y e ('onfron
tarne il valore con quello dedotto dalla figura. 

3) Determina.re parecchi punti Boddisfacenti colle loro coordiull.te ad U, i a 
delle equazioni 2x + Sy = 0, 3 x - y -1 = O, 5;e + 2 Y - 3 = 0, e verificare 
graficamente che sono allineati. 

4) Costruire le rette di equazíona z - 2 = 0, y + y2 = 0, z + y = 0, 
2 z + 3 Y = 0, x + 2 Y + 3 = O. 

5) 1 punti (1, 2), (2, - 2), (- 3, - 4) determinano un triangolo; scrivt>re 
le equazioni deí latí, delle parallele ai lati condotte par i vertici opposti, delll! 
congiungenti i punti medi dei lati, delle mediane; vel'illcare cLt> le ultime tre 
rette concorrono iD UD punto a calcolarne le coordinate. 
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6) Le rette x + y - 1 = 0, x ._- 2 Y - 2 = 0, 3 x - 2 Y + 6 = O determinano 
un triangolo; calcolare le eoordinate dei vertici; sed vere le eq uazioni delle pa.
rallele ni lati condotte per i vertici oppoati e delle mediane; determinare la 
intersezione di queste. Verificare mediante misnre eseguite sulla fig'nra le coordi
nate calcolate. 

7) Risolvere i problemi indicati negli esercizi 5), 6) nella ipotesi che i ver
tici del triangolo abbiano le coordinate (Xi, Yi), oppure i lati ablJiano le equa
zioni al x + b¡ Y + e, = 0, (l = 1, 2, 3); di mostrare in particolare, llella prima 
ipotesi, che il pUlltO di concorso delle mediane ha le coordina te i/, (Xi + :1: 2 + X3), 
l/ a (Yi + y! + Ya)' 

8) Date in un piano due o piil rette /'i' T! .•• , sopra ogui parallela a11' a8Sl! y 
si custruisca un punto, la cui ordinata aia la somma delle ordinate corrispon
deuti alle rette nate; si dimostri che i1 luogo di quel punto e una retta. 

11. - 9) Dal,i in nn piano n punti A¡ (x" y,) e dati in corrispondenza 'Il 
numeri p¡. (i = 1, 2, ... , 11), il barieentro dei punti .A¡ presi coi pesi PI si defi
nisce nello stesso modo tenuto per le punteggiate (n. 8, es. 9), 10) ). Si dimostri 
'h I.:J· . kiPI Xi ~iP¡Y¡ (' h X ' t' e e e coor'llllate del detto bal lcentro sono - --, --- slec ", lD par 1-~I Pi k¡ Pi 

colare, il punto di concorso delle mediaue di un triangolo e il barieentro uei 
vertici presi con pesi uguali) i e si concluda che il detto lJaricentro non dipende 
dall'ordine in cui j punti Ai tli adoperano nella costruzione. Se pero k¡P¡ = O, 
Bauza che siano nuIli ent.ralllbi i numeratori, le rette che congiungono ciasctm 
punto A, col baricentro dei rimanenti risultano tutte parallele, e si dice che il 
baricentro d&gli ,~ punti si ti allolltanato a11' infinito in quella direzione. Se final
mente SOllO nnlli anche i dne numeratori, eiascnn plilltO A, coincide col bari
centro deí rimauenti, ed il baricentro dllí punti dati e indeterminato. 

10) Dati rlue punti Pi (Xi' y¡), P 2 (x2 , y~) ed una rctt¡\ a X + h Y + () = O 
h h" 1 . d···· Q I 1"1 t l' Pi Q e e seg I a conglungente 1 quel puntJ ID ,ca co are I rappor o semp Ice PI Q • 

11) Dati (mediante le coordinate) i punti P u PI> P a, p~, caleolare il rap
porto semplice formato da Pi' P 2 colla intersezione di Pi P% e di P s P,. 

12) Dall'es. 10) si deduca il teorema di MKNKUO (1 secolo d. C.): «Una 
retta sega i tre lati di un triangolo AB O in tre punti .A', B', O' tali che il pro-

B .d' e B' .A e' . dotto dei rapporti llemplici o A' . .A B' . B7Ji = 1 :.; e VICeversa. 

18) Dall'es. 11) si deduea i1 teorema di C&VA (1678): «Le rette congíun
genti i vertici di un triangolo .ABO con un punto qualsiasi del piano segano i 

BA' OB' .A O' lati opposti in tre punti A', B', O' tali che il prodotto O A' A B' B O' = - 1 » ; 
e viceversa. 

14) Scrivere l'equazione di quella retta che passa pel punto d' incontro di 
a x + by+- () = 0, a':e + b' Y + e' = 0, e soddisfa ad una delle condizioni se
guenti: a) passa per l'origine; b) El para11ela ad uno degli aSBi; e) passa per 
un punto di date coordinate; d) e parallela ad una rett.a di data cquazione; 
.) passa pel punto di concorso delle rstte (X X -+ ~ y + y = O, (X, x + W y + y' = O. 
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15) Le congiungenti í vertici di un triangolo coi punti medi deí seglllenti 
intercettati sopra una trasversaJe dai relativi angoli segano i latí oppoeti del 
triungolo in tre punti allineati; (si poseono aSBumere due lati del trinngolo (;ome 
aBsi coordinati), 

16) Si dimostri il teorema di PAPPO (IV ilecoJo d. C,): «Se un esagono ha 
i vertici di posto dispari sopra UDa retta ed i vertici di posto pari sopra una 
seconda retta, i tre punti d' incontro delle coppie di lati opposti Btanno sopra 
una tena retta >, (Si aSSUDlano le due prime rette come assi coordinati), 

17) 1 punti medi delle diagonali di UD quadrilatero ed il punto medio del 
segmento che congiunge le intel'sezioni dei lati opposti Btanno sopra una mede
sima retta; (due lati del quadrilatero poasono assumersi come aSBi coordinati i 
oppure si possono ritener date le coordinate dd vertici e delle due iuLerilezioni., 
tenando conto delle relazioni che devono Jegarle). 

CAl' l'l'OLO n. 

Distanze, angol1, aree. 

24:. Proiezioni parallele di segmenti. - Tl'atteremo ora un secondo.· 
gruppo di questioni sui punti e le rette di un piano, questioni reJative 
ai concetti metrici di distanza, augolo, area... Per pro.cedere in mo.do. uni· 
forme nel detto studio, premettiamo qua.lche no.zio.ne sulle pro.iezio.ni paral· 
lele dei segmenti. 

Date nel piano due rette no.n parallcle x, y, sulla prima deBe quali sia 
fissato. il verso positivo, p1'oietta1'e un punto. A del piano sopra x p¿trallela. 
tnente ad 3/, o secondo la direzione y, vuol dire co.ndurre per A la parallela 
ad y fino all'incontro con x nel punto. pr'oiezione A', 1 punti di un segmento A B 
avranno per proiezioni i punti di un segmento A' B' di x, il quaJe (tenuto 
conto del segno) si dira proiezione di A B sopm x secondo la direzione y, :El 

chiaro che se A B si aposta parallelamente 
/, , a se stesso, mantenendo invariata la propria 

JI grandezza e iI proprio verso, la proiezione A'B' 

If'l---t;zjl---- '--j 8corre 8o.pra x senza aIterarsi ne in gran· 

/ '
1 ,! dezza, ne in verso; dunque: segmenti llguali, 
. paralleli ed ugualmente diretti, o (come dí· 

A";--- iA~-·-·--f' remo brevemente, riassumendo le tre condi· l' ¡ -..;.70--....,1I-""1,..-----0'.;;:! ,.....----,"-. zioni con un solo aggettivo) segmenti equi· 
I pollenti hanno proiezioni uguali sopra una 

stessa retta, secondo una stessa d'irezione. 
a) Se fissiamo il verBO positivo anche sopra y, potremo costruire ino.ltre 

la p:roiezione A" B" di A B sopra y, secondo la direzione x. 1 due seg' 
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mentí A' E', A" B", considerati in grandezza, dil'ezione 6 verso, si chi:.mano 
le componenti di A B (segmento t'isultante) secondo le direzioni fr., y. Le 
ret,te ' proiettanti adoperate nella. costruzione limitano un parallelogmm1l1a 
A P B Q, di cui il segmento A B e una diagonale, ed i cui lati A P, l' B 
sono equipollenti alle due componenti nomínate. ]Jnunceremo questa 088e1'
vl1zione dícendo: con d.ue segmenti equipollenti alle componenti di un 
segmento si puo costruil'e una, spezzata bilatera, di cuí iZ segmento dato con· 
giunge gli estremi. Se il segmento A B si aposta parallelamente a se stesso, 
senza alterarsi in. grandezza, le due componenti di esso non mutano ne 
grandezza, ne dil'ezione, ne verso; dunque le componenti di U1l segmento 
deflni8cono il segmento in g'randezza, dú'ezione e verso, non in posizione. 

Se si assumono]e rette x, 11 come assi coordinati, e si chiamano (x, y) 

ed (x', g') le coordinate cartesiane di A e B, le componenti di A B sono 
date, in valo1'e 6 segno, da 

x' - x, y' - y. 

In particolare, le componenti del segmento, che va dall'origine ad un 
punto, sono le coordina te cartesiane del punto stesso. 

b) Oonsideriamo ora. piu segmenti, che siano i successivi latí di una 
spezzata, ad es. A Es O D; proiettiamo i vertici di questa sopra x, secondo 
la direzione y, ed indichiamone le proiezioni con A', B', O', D'. Ohiame
remo proiezione della spezzata su x (secondo la direzione y) la somml1 delle 
proiezíoni dei lati, prese coi segni che ad esse spettano, vale a dire (n. 4) 

A' B' + B' O' + O' D' = A' D'. 

Ma A' D' e la proiezione di A D; dunque: 
La pt'oiezione di una spezzata e tlguale aLZa proiezione 4el segmento oAe 

ne congiunge gli eatremi (esscndo le proiezioni eseguite sopra una stcssa. 
retta, secondo una stessa. direzione), 

In particolare: la p"oiezione di un seg
lI~ento e 1¿guale alla somma delle proiezioni 
delle 8ue componenti prese secondo due di1'e
zioni quali si vogliano. 

Se d'ue spezzate hanno gli stess'i estremi, 
le loro proiezion'¡ sopra una stessi~ retta, se· 
condo una stes8a. 'direzione, sono uguaU. 

c) Se si eseguiscono proiezioni ortogo· 
naZi, vale a díre se" la retta .x, su cuí si 
proietta, e perpendicolare aUa direzione y, 
secondo cuí si proietta, passa una relazione semplice fra la lunghezza di 
un segmento e la sua proiezione. Sia infatti A B un segmeuto di una 
retta r, e sia A' B' la s~a proiezione ortogonale su x. Possiamo, senza. alteo 
rare la proiezione, ímmaginar trasportato parallelamente A B colla retta r, 
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ftnche A viene a coincidere con A'. AHora .A B ed A' B' sono, l'ispettiva· 
mente, ipotenusa e cateto di un triangolo l'ettallgolo di cui;--r El Fangolo 
ndiacente al cateto; dunque 

A' B' = .ti. B cos :cAr. 

Questa relazione vale anche nei segní, quando si siauo fissati comunque 
i versl positivi sopra le rette x ed r. Oio si 
verifica supponendo anzitlltto fissati i versi 
da A verso B e da A' verso B', giacche aHora 
i tre termini della precedente ugua.glianza 
sono positivi, e notando poi che una inver· 
sione del senso positivo sopra una delle ~U6 
rette muta il segno a due di quei termini 6 

-t--7~----~-~'" laseia inalterato il terzo. In parole: la proie· 
zione ortogonale di un segmento 80pra una 
retta e data (in valore e segno) daZ pl"odotto del 

,egmento obiettivo per il cO.~eno dell'angoZo jonlHtto .dalle rette contenenti il 
.egmento e la proiezione. 

OSS61'VILZione. - Nell'ultimo paragrafo, parlando di un segmento, abbialllo 
(atto attenzione alla sua grandezza, alla direzione della retta che lo sostiene, al 
verso in cui il segmento si intende descritto, ma non ci siamo occupati della 
posizione che il segmento occupa nel piano (o nello spazio). Ora in varie appl i
cazioni della matematica (alla meccanica, aIla fisica .... ), nelle quali un stifatto 
ente geometrico spesBo interviene, si e convenuto di attribuirgli un nome spe
dale; si e chiamato vettoTe un segmento considerato in grandezza, verBO e dire
r:iol1e. Se A E e un vettore ch~ va descritto da A verso E, il punto A si chiaruR 
origine (o punto d'applica .. -ione) e E term:inej un vettore noto e nasato anche in 
l'osizione, quando ne sia data la origine. Due vettori che differiscano Bolo per 
l'origine (vale a dire due segmenti equipollenti) diconsi uguaU. Ai vettori si ap
plicano le nozioni di proiezioni, cOlllponenti . .. , di cui parlammo a proposito dei 
segmenti. 

Dati dne o piu vettori, se a partire da un punto A arbitrario si costruisce 
un vettore A E uguale al primo vettOl'e assegnato, poi un vettore B O uguale al 

secondo vettore a"segnato, e COS1 si continua, si arl'iva aUa fine a tracciare una 

8pezzata Á B O .. . H K, ülle ha tallti latí quanti sono i vettori dati; il vettore A K, 
che ne congiunge gli estremi, si chiama somma o "iSltlta'l!te dei vettori dati (com
ponen ti) ; ad es., nel piallo un vettore qualsiasi e la somma delle sue due com
ponenti, prese secondo due direzioni arbitrarie. La somma o compoBizione dei 
vettori gode, come facilmente t'i dimostra, la proprieta associativa e commll
tativa . 

Colla nuova locuzione, un teorema precedente puo t>nuncillrsi dicendo che la 
lomma delle proiezioni di piu vettori uguaglia la proiezione della somIDa dei vet
torí stessi (sopra una data retta, secondo una data direzione). 
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25. Dista.nza di due punt!o - l-tiprendiamo ora. gli a,ssí cartesiani IV, 1/. 
Per ottenere la massima ijcmplicita. nelle formole e per limitarci all'ipotesi 
costantemente segnlta in pratica, supporremo, in questo Capitolo, perpen· 
dícolari i due assi, ortogonale il sistema di coordinate. E precisamente 

supporremo fil'lsatí i V('.f8i positivi sugli assi in modo che sia IVY = + j. 
A tit{)lo di informazione aggiungeremo tuttavia le l'rincipali formoIe nel 
C!iSO di as si obliqui, las ciando al lpttore la cura di di mostrarle. 

COllsideriamo dne punti P (x, y), p' (x', y') giacenti sopra una retta r, 
su cuí sia fissato arbitrariamente il verso positivo, ed indichiamo con d 
la misnra (in valore e sl'gno) del segmento P P'. Siano inoltre 

X = x, - x, Y = y' - y 

le componenti Recondo le direzioni ro, y del detto segmento, le quali pos· 
sono riguardarsi come latí, paralleli ad IV, 1/, di una spezzata P Q P' con· 
ducente da P in P'. Proiettiamo or-
togonltImente i1 segmento P P' e la 
spezzata sopra una retta arbitraria , 
(su cui si supporra fissato il verso po
sitivo); avremo (n. 24) 

(a) d cos ra = X cos x, + Y cos Y'; 

e facendo coincidere . la , ordinata
mente colle rette r,:v, 1/, ' otterremo 
ancora 

(~) d=Xcos IVr+ Ycosyr 

(y) deos "IV = X, dcosyt·= Y. o 

P(x;yfi ............. _.~_ .. ~ Q 
; , X ¡ 

-<,,~: ~ 
fI\ :-

A A' 

Fra la. (~) e le (y) possiamo anzitutto eliminare i coseni, moltiplicando 
i due membri della (~) per d e sostituendo, al posto di d cos x r, d C08 'JJf. 
i valori datí dalle (y). A vremo c081 

d' = X~ + y. 

(teorema di PITAGORA), 08sia., ricordando le t'spre8síoni di X, Y, 

(1) 

La (1) -permette di calcolare la distanza di due punti, di cuí sia,n note 
le coordinat.e: il q1tadrato della .diatanza di due punti e e'preBlo: in ooor· 
dina,te ortogonali, dalla Bomma dei quadrati delle d;,fferen~~ 1m le coo1·di· 
"ate omonime dei due punti. In particola.re, la distanza del punto P da.l· 
l'origi~(l ~ . data da 
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In IHISi obliqui" si sarebbe trovata la forruo18 

d2 = (z' - x)! + (,' - y)' + 2 (z' - z) (J' - 1) coa :q¡, 

26. Relazioui angolari. - Eliminiam.o ora el, X, Y fra. le (~) e (y), 
80stituendo nella. (~) al posto di X, Y i vaIori dati dalle (y) e dividendo 
i due mem bri per d. Otterremo 

(2) cos' x,. + 00132 y/'= l . 

1 coseni degli a,ngoli che una retta r forma cogli a8si coordillati si 
sogliono chiamare coseni di dü'ezione di quella rett.a. Dunque la Bomma 
dei quadrati dei coseni di dírezione di una ,'etta vale 1 (in assi ortogonali).' 

Se ora operiamo le atesse 80stituzioni (y) nella. (a), a.nziche nena. (~), 
troviamo -
(3) C08 rs = coa x1' cos 3)S + cos yr cot> yB; 

il coseno dell'angolo di due 1'ette e dato (in assi ortogollali) dalla gomma 
dei p"odotti dei co,~eni di direzione dell'una retta per i corrispondent¿ oo· 
seni delZ' altm. 2 

In &ssi obliqui si avreblJero le formole: 

BenY xy = cos2 ~r + C08' yr - 2 C08 zr COl! y"COS ;;y. 

1 
cos '" = --%- [cos xr C08 XB + cos yr C08 y. sen zy 

- (cos xr coa yB + C08 XB COS y 1') COS %yJ. 

21. Bapporto direttivo di una retta. - Per applica.re la formola (3) 
nella geometria analitica occorre, data l'equazione di una retta, calcolare 

i coseni di direzione di questa. 

s ~. 
~"" "" " " "'r 

"'0 A 

Oonsideriamo a tal fine una retta r, 

(1) ax + by + e = O, 

che 8upporremo anzitutto non parallela 
all'asse y (b =F O). Risolvelldo rispetto ad y, 
porrelllo la (1) sotto la forma 

(1') y = mx + p, 

......... ...... "" JI' 
• Pole',e "'~ + rll ~ "'11 = 2"' lA (2) non dl!!'orl.c. dall. formol .... thall ••• enlo + 0 ... ·11 _ 1. 

• La (3) ~ Identl · .. al1" nota fonnol. 

008 (I! - 11) = co,a 00811 + .ena ..,nl!: 

dall. qual •• 1 d.dl.lúOll(J facllment. 1 ... ~n (11 - a) = .enl! CO'II - .ona cos/l • 1 ... 1tu lormol. di .ddizlu. 
dll ... nl e co ... ni. Proo.dimonti .n810gb! a quelli qul .e¡¡ult! permettorel.Jucro di rltrovlOl'e In modo unlform., 
o tonondo oonto d.i .ognl, tutte le formole den .. trigonometrla plAna. SI nc!alIo in propOlito la .7'rigonorn. 
tna deJ BJ.LTUJI • JI a.omotrío AtlCl¡¡tieo do.! D'OVlDIO (Cap. UI). 
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dove tn = - .¡ si suo1 chiamare (per la. ragione che ora vedremo) rapo 

patota o coeffioiente direttivo della. retta. 
La retta 8, parallela ad t· per O, ha. l'eqnaziolle 

(2) y=mx, 

dalla quale si ricava subito 
y AS 

tn = a; = O A = tg .1:3. 

Posto -;;;, = ;r == qJ, e ritornando aUa (1), concludialllo elle 

(3) 

íl rapparta direttivo di una retta (in assi ortogonali) e uguale alla tan
gente dell'angola ohe l'asse X forma colla retta j eío anche quando 

b=O, 

Begue di qua che ogni retta formante l'angolo qJ (=F i) coll'as8e x ha. 

un'equazlOnc del tipo 
y = x tg qJ + p, 

e, se passa per i1 punto- (x' , y'), 

od anche 
y - '!J' = (x - x') tg qJ, 

x-x' _ y_y' 
cos qJ sen. qJ 

Ritornando ana (3), possiamo sostituire ad cssa le due rela.zíoni 

(4) sen qJ = - a Q, cos qJ == b Q, 

dove Q e un fattore di proporziona,Jita che si ca1cola auuito quadralltl() 
le (4) e sommando membro a membro. Risúlta 

1 = Q~ (a.t + b2
), 

don.de 
1 

(5) 
Q = + Va2 + b2 ' 

e quindi, 8ostituendo nelle (4), 

-a b 
coa qJ = . 

+ ya2 +bl
' 

(6) 

queste danno i coseni di direziane (cos qJ = cos xr, sen qJ = cos yr) della 
retta r. Il denominatore va preso colIo atesso segno nelle due formole (6",-
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il segno resta pero indeterminato finche 80pra r non sia fissato i1 veUfl 
positivo. 

In a8si obliqui si hanno le formole 

sen zr a 
-se-n-,-'Y = - ¡; , 

- a senzy 
(6-) sen x,' = , 

+ va2 + b! - 2 a b cos xy 

b - aC08 xy 
C08 Xt· -

- + va! + b2 - 2ab COi! xy • 

28. Angolo di due rette. - Da,ta, insieme alla retta r 

(1) ax+by+c==O, 

una seconda retta r' di equazione 

(1') a' x + b' Y + e' = 0, 

si osservi che e 
;;., == ;;;., - x~ = <p' - <p, 

dove <p' indica l'angolo che x forma con r'. Quest'angolo e determinato 
dalle formole 

(6') 
-a' 

sen <p' = ± va'2 + b'2 ' 

1/ 
cos <p' - --¡=~=:=~ 

- + V (f.r~ + 11'2 ' 

colla solita osservazione intorno al doppio segno. Ricordando ora le note 
formole esprimenti cos (<p' - <p) e sen (<p' - <p), citate anche nella nota 
al n. 26, otteniamo subito, in base alle (6) e (6'), 

(7) 

(8) 

di segno (cfr. n. 10), 

(9) 

aa' + bb' 
cos Tr' = --:--¡:::::¡;=::¡=:=;;/-~:;:::=;::7: 

+ Val + lJi va" + b,t' 

a,b' - a'b 
SEc'!l rr'= 

+ Va! + b% va'2 + bit ' 

le quali danno il ooseno ed il slmo de!' 
l'angolo delle due rette (1) e (1') (in assi 
ortogonali). 

1 denomínatori nelle due formole 
banno lo stesso segno; questo pero 
rimane ambiguo fin che non siano fis· 
satí, sulle due rette, i versi positivi. 

Dividendo lllembl'o a membro la (8) 
per la (7), si ottiene, senza ambignit~ 

al/ -a'b 
tg rr' = aa' + bb' t 
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la quale (dividendo numeratore e denominatore per b b') puo anche scri· 

versi ooB1: 

(9~ 
m'-m 

tg rr' - ~~---¡ 
-1+1n1n" 

dove m, m' sono i rapporti direttivi delle due rette. 
Sotto questa forma la (9') non differisce dalla formolo. che esprime 

tg (q/ - <p) in funzione di tg <p, tg <p'. 

In assi obliqui valgono le formule 

(7.) ' aa' + bb' - (ah' + a'b) cos x,!! 
coa ,'r = , 

± ya! + b! - 2 ab cosxy ya"+b'2 - 2 a'b' C08 xy 

, (ab1 - a'b) sen xy 
sen 1r = ,:;:"========------¡:=============_ 

± ya! + b! - 2 ab coa x y ya'2 + b'z - 2 a' b' C08 x y 

29. Condizione di perpendieolarita. di due rette. - La condizione 
affinche le due rette r, r' siano perpendicolari fra loro e espressa da}· 
l'annullarBi di COB rr', e quindi del numeratore della (7). Dunque: 

In aS8i ortogonali, la oondizione perohe le due rette 

ax+by+c=O, a'x+b'y+o'=O 

siano perpendioola1'i tra lOro e 

(10) aa'+bb'=O. 

Quest'ultima cí fornisce ti rapporto deí coefticienti a' e b' di ogni 
retta r; che sia perpendicolare ad una retta r assegnata; se, ad es., pren-

diano a' =!. (H che e lecito finche a =1= O), dovremo poi assumere b' == - !. . 
a b 

Quindi: 
In aS8i ortogonali, la equazione della retta oondotta per il punto (x', y') 

normalmente alla retta ax + by + o = O e 

x-x' _y-y' 
a b 

(11) 

Se le due rette r, r' sono date mediante le equazioni y = mx + p, 
1/ ' m' x+ p', la condizione di perpendicolarita. e 

mm'==-l; 

-e l'equazione della retta perpendicolare sUa prima, condotta, da! punto 
{Ir', y'), e 

, 1 ') 1/ - Y = - - (x - x • 
m 
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Cercando la inrersezione della retta (11) colla (1), sar~bbe faciJe de. 
terminare la distanza del punto (:t, '!J') dalla retta (1), distanza che noi el 
procureremo per altra via. 

30. Equazione normale di una retta. - Data una retta r di equ~),zione 

(1) ax+by+e=O, 

sulla quale retta sia 1issato arbitrariamente il verso positivo, si conduca 
da O la perpendicolare n alla r, e sopra n si scelga jI verso positivo in 

modo che sia ;'r = + ~. Indichiamo con p = O N la djstanza di O da t', 

presa col segno che le spetta, e poniamo x";i:= a. E chiaro che, data la 

,,:'IV 
Q 

p 
f' . 

./ ,. . "1'"-

retta orientata t', i va10ri di p ed a 
sono completamente determinati, e vi
ceversa; possiamo qujndi proporci di 
calcolare p ed a partendo dalla (1), 
e, inversamente, di scrivere la equa
zione della retta, quando sjano noti 
p ed a. 

Supponiamo a tal fine, per ora, 
che la retta r seghi effettivamente gli 

8.ssi x, 'JI in due punti A, B distinti da O, vale a dire che le quantita 
a, b, o siano diverse da zero. Osserviamo poi che 

O A cos a == O B sen a = O N = p. 

Sostitnendo al posto di OA, OB i valori - ~ ,- ~ ricavati. dalla (1) 

(n. 17) e dividendo per e, ottenia.mo le relazjoni 

cos a sen a p 
-a-=-b-=-o' 

ossia, indicando con Q il valore comune dei tre rapporti, 

(2) cos a=aQ, sen a:=bQ, -p=oQ. 

Dalle due prime, quadrando e sommando, ricaviamo Q, precisamente. 

1 
(3) 

Q = + yal + b' ; 

8ostituendo nelle (2), aQbiamo 1 

(4) 
a 

cos a = + ya2+ bl ' 

e 
- p = + yal + b' ' 

• • SI o8servi che le prime due eqllazlonl (4) lIi dedncono .nblto dalle (a) del .. , 27 notando oh. c¡>= el + I 
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l'ultima dello quali permette di decidere il segno del radicale, essondo 
noto il segno di p in relazione al verso -dssato su n o su r. 

Moltiplicando la (1) per Q e tenendo conto delle (2), la equazione della 
retta. data si presenta. sotto la forma. 

(5) 

la quale, in virtu 

(6) 

x cos a + y sen a - p = O, 

della (3), coincide termine a te,rmine colla equasione 

ax+by+c_
O 

+ -Val + b' -

quando in questa si staechino i termini contenenti le singole variabili ed 
il termine noto. 

Ora questi risultati, ed anche le stosse relazioni (2), valgono qualunque 
sia la posizione della. retta r rispetto agli aasi. Infatti, se ad es. r a paral· 
lela ad x, nella prima delle (2) a da porsi a = O, cos a = O, mentre le 
altre rimangono inalterate; se r passa per O, nel1' ultima delle (2) si porra 
c == O, P = O, mentre le rimanenti sussistono, come si veriftcherebbe sosti
tuendo, per un momento, alla retta runa retta paralleIa. Concludiamo che: 

La equazione di una retta qualsiaBi puo Bc?'iver,i aSlumendo come coe!
tlcienti delle variabili x, y i co,eni di direzione deUa normale alla retta, 6 

co'lte termine noto la di8tanza, cambiata di segno, dell'origine dalla retta. 
Questa particolare equazione (5), in cui le costanti hanno i signifteati geo
metrici ora esposti, fu detta (da HES SE) forma fior'lnale delta equazione di 
un retta, o, brevemente, equazione normale della retta. 

Va nota.to che l'equazione normale di una retta rappresenta la retta 
orientata, cíoa presa con un determinato verso; giaccha, ove si inverta 
Bopra r, e quindi sopra n, il verso positivo, mutano segno nella (5) i coef· 
ftcienti delle variabili e il termine noto, 

D'ordinario una retta vien data analíticamente mediante una equazione 
generale, lineare, del tipo (1), i cui coefficienti non hanno ordinariamente 
aleun signiftcato geometrico (lo hanno bensl i loro mutui rapporti). Dalle 
cose dette risulta che la equazione normale della retta stessa. si ottiene 
moltiplieando i due membri della (1) per il fattore Q, cioa scrivendo la (6). 

(6) 

In assi ortogonali, l'equazione normal/J 

ax+by+c_
O +-Va:+ b' -

si ottiene dall'equa~ione generale della retta, dividendone ir primo membro 
per la radice quad?'ata della Bomma deí quadrati aei coe:tficientí delle variabiZi. 

Quanto al segno del radicale, sussiste l'osservazione fatta sopra. 

In a8si obliqui, l'equazione normale di una retta si presenta 8otto la forma 

(lí~ ~ coa 2: 'n + 11 C08 yn - p = 0, 
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ed il fattore p, per cal va. moltiplicata l'equazione generale, qllando debba esser 
ridotta. a. forma normale, e espres80 da 

(8*} p = ,/ . + yal+bl-2abcosxy 

eenxy 

31. Distanza di un punto da una retta. - Il vantaggio di adope
rare in talune questioni l'equazione normale di una retta risuIta dal pro 
blema seguente. 

Sia data una retta red un punto P (x', '!J'), comunque situato¡ si voglia 
ealcolare la distauza 8 = P Q del punto dalla retta . . Supponiamo che su 
quests sis ftssato il verso positivo; conduciamo da O la normal e n ad r, 
e su n e sulle parallele ad n fissiamo il verso positivo, secondo la con· 

venzion~ fatta prima (,~ = + i) . La distanza 8 assumera cosI un certo 

segno, dipendente dalla banda, rispetto ad r, in cuí si trova il punto Pi 
precisamente, date le nostre eonvenzioni, avranno distanza positiva da r 

i punti giacenti a ,inistra di un osservatore che percorra la retta nel senso 
positivo, e distanza negativa gli aItri punti. Cio premesso, si conduca per 
P la retta r' parallela ad r, e sia N"il punto in cui quella sega n. Si 
avra aHora, anche tenendo conto dei segni (v. la figura di pago 34), 

QP= NN' = ON' - ON=p' - p, 

dove si e posto ON=p, ON'=p'. 
Ora, se la retta r e data mediante la sua equazione normale 

(5) x cos a + y Sen a - p = O, 

e noto p. Quanto a p', osserviamo che l'equazione normal e di r' sara 

x cos a + y sen a - p' = O, 

e poiche la retta stessa pasea per P, dovra questa equazione esser snd. 
disfatta dalle coordinate (x', '!J') di P, donde 

p' =x' cos a + y' sen a. 

Sostituendo nell'espressione QP e cambiando scgno, si ha infine 

(7) 8 = PQ = - (x' cos a + '!J' sen a - p). 

Il risultato si enuncia in forma molto semplice: 
La distanza di un punto, di date coordinate, da una retta, di data 

equazione normale, ~ il valore opposto a quello che asstone il primo membro 
della equazione 8te8sa quando al posto delle va?'iabil'l 8i s08tit1¿iscano le 
coordinate del punto. 

Risulta dunque che, se nel primo membro della equ3zione normale 
di una retta. si sostituiscono alle variabili le coordinate di un punto qual. 
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siasi, quel primo membro assume un valore che ha nna immediata. inter
pretazione geometrica, giacche esprime (a parte il segno) la distanza del 
punto dalla retta. 

L'ultima osservaZÍone non sussiste piii, se la equazione della retta e 
data in forma generale 

(1) 

Allora per risolvere il problema di cui ci occupiamo converra. ri
durre a forma normale la (1). Ricordando la (6), ottenia,mo: 

(8) 

In aS8i ortogonali, la distanza del punto (x', y') dalla retta (1) e 

rrx'+by'+c 
~= ± ya' + b· . 

Il segno del radicale e, . come dicemmo, indeterminato, finche sulla retta 
non sia 1issato il verso positivo. Spesso si conviene di riguardar come 
posítiva la distanza den'origine O (O, O) da una retta qualsiasi che non 
passi per O, vale a dire il valore 

o 

questa. convenzione costringe ad assumere un determinato segno (quello di o) 
per il denominatore. La convenzione pero non si estende alle rette uscenti 
dall'origine. 

In ogni caso, risulta dalla (8) che il valore assunto dal primo membro 
della (1), quando al posto delle variabili si pongano le coordinate di un 
punto qualsiasi P, e proporzionale alla distanza di P dalla retta. E quel 
valore ha lo stesso segno per i punti P che stanno da una determinata. 
banda della retta, ed il segno opposto per i punti che stanno dalla banda 
opposta; precisament~ se c:f: 0, quel valore ha il segno di o, quando P 
sta <.lalla banda dell'origine rispetto alla retta. 

In assi obliqui, il primo enunciato di questo numero rimane inalterato, tenuto 
conto della (5~); nel secondo enunciato la (8) va sostituita dalla 

(8*) 
~ (a x ' + by' + e) sen xy 
0= 

± y(t2 + b2 -- 2 ab coa xy 

32. Segno di nn'area piana.. DoblJiamo ancora procurarci la for-
mola che esprime l'area di un triangolo (o polígono). Accenneremo anzitutto 
ad una convenzione che si suol fare riguardo ai segni «leIle aree di figure 
pian e, convenzione di cui si riscontra la utilita in varie questioni di 
matematiche pure ed applicate. 
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Oonsideriamo nel piano un'area limitata da. una linea chiusa, poligo· 
nale o curva (contorno o circuito), che supporremo non intrecciata. Un 

punto mobile puo descrivere il contorno in 
due versi opposti. Quando il punto si mUO"6 
in uno dei due versi, che diremo positivo, 
il rae-gio congiungente quel punto mobile ad 

'~~ , un ~'unto fisso, interno al1'area (e sutllcien· 
temente vicino alla posizione del punto mo· 
bile), ruota in torno al punto fisso in verso 
positivo; mentre se i1 punto mobile percorre 
il contorno in verBO negativo, quel raggio 

ruota in verso negativo. Possiamo ancora notare che, da.te le nostre conven· 
zioni, un ossE'rvatore, il quale percorra il contorno in verso positivo, 
restando al disopra Ilel piano del1'area, lascia l'area allar sua sinistra. Ora 
noi riguarderemo come positiva o negativa un'area, secondo che il contorno 
di eBsa si immagina descritto in verso positivo o negativo; al valore 
aritmetico delParea (relativo ad una determinata unita di misura) premet· 
teremo, secondo i casi, il segno + o i1 segno -. 

In particolare, se P u P" P s sono i vertici di un triangolo, col sim· 
bolo Pi P, Pa indicheremo il valore dell'area del triangolo, preso col 
segno + o - secondo che un osservatore, il quale descriva il perimetro 
passando SUcC6Bsivamente per i vertici Pi' PI' p., lascia Parea a sinistra 
o adestra. Stabilendo le analoghe convenzioni per le altre pel'mutazioni 
dei tre vertici, risultano le uguaglianze 

Pi P, p. = P, Pa Pi = Pa Pi P, 

== - Pi p. p. = - P, Pi Pa = - Pa P2 Pi' 

Risulta ancora che, se il vertice Pi si muo ve, mentre p., Pa restano 
1I.sSi, Parea Pi P, Pa conserva il suo segno finche Pi rimane da una de· 
terminata banda della retta PI P a, e cambia segno appena Pi passa dalla 
banda opposta. 

Oondotta da uno dei vertici, ad es. da Pi' la perpendicolare Pi Q 
Bul lato opposto P, P., e ora il caso di chiederci quali convenzioni si 
debbano rispettare perche la. nota formola esprimente 1'area: 

(1) 

valga. anche nei segni. A tal fine cominciamo ad assumere, come verso 
positivo sul lato, quello che va da P, a p., di guisa che P, P s avra un 
valore positivo; e come verso positivo sopra l'altezza Pi Q, quello che si 
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porta a coincidere col verso positivo del lato corrispondente mediante la 

rotazione dell'angolo + i. Allora per un osservatore che percorra il lato 

P, r 3 nel verso positivo, il vertice PI e l'area 
restano da una atessa banda; quindi 1'1101· 
tezza PI Q e l'area hanno lo stesso segno 
(positivo o negativo, secondo che quella 
banda e la sinistra o la destral, sicche, nella 
nostra ipotesi, la (1) sussiste anche nel se
gno. Ma cio si verifica pure, quando su! 
lato P, Pa ' e quindi sull'altezza PI Q, si 
inverta il verso positivo, giacche aHora mu

o 
tano segno i due fattori a secondo membro della (1), mentre i1 primo 
membro conserva il suo segno. Ooncludiamo che Parea di un triangolo e 
espressa, anche nel segno, dalla formola (1), purche, comunque sia fissato 
il verso positivo sopra il lato, si as suma come positivo sull'altezza coro 
ríspondente quel verso che si porta a coincidere col primo verso mediante 

la rotazione di + i . 
83. EspressfoDe delI'area di UD triangolo in funzione delle eoor· 

dinate del vertido - Siano PI (xlJ YI), p. (x" YI ), p. (xa1 Y.) i tre vertici 
del triangolo. Partiamo dalla formol a 

1 
PI P, P 3 = <i PI Q . P, P a, 

.J 

(1) 

e calcoliamo anzitutto la distanza PI Q. A tal fine scnVlamo l'equazione 
della retta PI Pa sotto la forma normale. Ora l'equazione generale della 
retta e (n. 16) 

ossia 

X Y 1 
XI Y2 1 = O, 
xa Y3 1 

e (y, - Y3) - 11 (x, - xs) + (x'YI - a;sY!) = O. 

Per ridurla a forma normale (n. 30) si deve divídere il primo membro per 

+ V (y, - Ya)' + (x, - x 3)'· 

Mil. questo radicale espríme la distanza P, Pa ; dunque l'equazione nor· 
male di P, PI e 

(3) 
1 

a; '!J 1 



40 PARTE I, CAP. II, N. 33 

e la distanza. di P, da questa retta vale (n. 31) 

Xi tI¡ 1 
1 

(4:) P, Q == x! Y, 1 
+P,P s x3 Ya 1 

Sostituendo questa espressione nella (1), e trascurando pel momento 
i1 segno, risulta che l'area del nostro triangolo e data, a.lmeno in valore 
assoluto, dalla formola 

(5) 
Xi Yi 1 
Xl y! 1 • 
Xs Ys 1 

Volendo tener conto del segno, occorre Maminare il denominatore 
della (3) e decidere intorno al segno ehe deve essergli attribuito. Mil¡ si 
perviene pure allo scopo, ricorrendo alla seguente consíderazione. Suppósti 
dssi P" Pa' si faceia variare Pl (Xi' 'Yi)' AlIora nella (5) il primo membro 
conserva il suo segno dnche Pi si trova da una stessa banda della retta 
PI PSI e cambia segno quando Pi passa dalla banda opposta (n. 32); lo 
stesso avviene del secondo membro, perche il segno del determinante (2) 
dipende dalla banda in cuí si trova il punto (x, y) rispetto alla retta. 
P2 P, (n. 31). Ripetendo osservazioni analoghe per i punti PI ePa, segue 
che, comunque si ano scelti i punti Pi' P" Ps, i segni dei due membri 
della (5) o sono sempre concordi, o sono sempre opposti. D'altronde, pren
dando come vertici del triangolo i punti Pi (O, O), Pz (1, O), Pa (O, 1), e fa
cHe vedere che primo e secondo membro della (5) sono positivi. Dunque 
la (5) vale anche nei segni. 

In assi ortogonali, l'area del triangolo avente i vertici Pi (~i' Yi), 
PI ($2' Y2)' Pa (Xa, Ya) e espressa, in valore e segno, da 

(5) 
Xi y, 1 

XI Y2 1 
xa Ya 1 

Se il determinante si annulla, i tre punti sono allineati. Si ritrova 
oosl la condizione gil), stabilita al n. 15. 

In assi obliqui, l'area del triangolo e data (in valore e segno) dalla fOl'mola: 

p p p _ senxy 
i I 8 - --2-

Zl '!h 1 

:f! Y2 1 • 
:f3 Ya 1 

Esercizl. l. - 1) Nei triangoli definiti negli es. 5), 6) del n. 23 calcolare le 
lunghezze dei lati, i coseni degli angoli, le aree, le lunghezze delle altezze; scri
vere le equazioni di queste e determinare le coordinate del loro punto d'incontl'O. 
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2) In generale, per il triangolo definito dai tre punti (Xt, Yt) o dalle tre rette 
at x + bt Y + Ot = 0, (i = 1, 2, 8), scrivere le equazioni delle altezze, dimostrare 
cbe passano per uno steBso punto (o1·tooentro), e determinare le coordinate di questo. 

3) Equazione della reLta perpendicolare, nel punto di mezzo, al segmento 
(xu Yi), (x2, Y2)' Le perpendicolari ai tre latí di un triangolo nei loro punti medi 
passano per uno stesso punto (centro del cerchio circ08critto); calcolare le coor
dinate di eS80 per un triangolo generale, o per i triangoli nominati neIl' es. 1). 

4) Date due rette r, , usoonti da un punto, riman e determinata una terza 
sen l' t 

retta t per il punto, quando sia noto il rapporto ---t = k dei seni degl i an-
sen 8 

goli, cbe la t forma con r, 8 (rapporto s61nplic6 delle tre rette r, s, t). Ora se 
1 = 0, m = O son o le equazioni normalí delle due prime rette, si dimostri cbe la 
terza retta El rappresentata da l - km = O. . 

5) Date due rette mediante le loro equazioni normali o generali, scrivere le 
equazioni delle bisettrici degli angoli cbe eBse formano; dimostrare analíticamente 
cbe le due bi8ettrici sono perpendicolari. 

6) Date le equazioni normali dei tre latí di un triangolo, scrhere le equazioni 
delle bisettrlci interne ed esterne. Dimostrare che: a) le bisettrici interne paI
sano per uno stesso punto (centro del cerchio iscritto); b) due bisettrici esterne 
e la interna relativa al terzo vertice passano per uno stesso punto (centro di un 
cercbio ex-iscritto); o) le biaettrici esterne segnano i lati opposti in tre punti al
Iineati; d) due bisettrici interne e la esterna relativa al terzo vertice segano i 
lati opposti in tre punti allineati. (Conviene supporre fissati i versi positivi 8ui 
lati in modo cbe seguendoli si possa descrivere il perimetro del triangolo). 

7) Si calcolino le equazioni delle bisettrici e le coordinate delle loro inter
sezioni per uno dei triangoli 1l0InÍnati nell'eB. 1). 

8) In un triangolo l'ortocentro, il baricentro (punto comune alle median e) e 
II centro del cerchio circoBcritto sono allineati, e la di.stanza fra i due primi ptmti 
e doppia della distanza dei due ultimi (EUJ.ERO). (Conviene scegliere il baricentro 
come origine). 

9) Se due triangoli .A B O, .A' B' U' sono c081 sitU3iti che le perpendicolari 
calate dai vertici A, B, O del primo 8ui latí B' O', O' A', .A' B' del secondo pas
sino per uno atesso punto, anche le perpendicolari calate dai vertici .A', B', O' 
del secondo sui lati B O, O A, .A B del primo pasBeranno per uno stesso punto; 
(si possono supporre date le coordinate dei sei vertici dei due triangoli o le equa
r;ioni dei sei lati). 

n. - 10) L'espressione dell'area di un triangolo puo anche ottenersi (in aaBi 
ortogonali od obliqui) osservando che se Q El il punto d'incontro di PI. P~ con PJ P a, 
si ba (anche nel Begno) 

PiPJPa PI.Q 
p~ P 2 P3 = P~ Q' 

Esprimendo il rapporto Bemplice mediante le coordinate dei punti Pi' P~, P 3 , p~ 

(n. 23, es. 11), si trovera che il rapporto delle due aree e uguale al rapporto 
dei determinantí formati colle coordinate dei vertici e colle unitA. Con passa!:!!!'; 
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1 h ' " ... . il Pi PI Pa . di d d ana og 1 SI VIene GU espflmere rapporto P P P come quozlente ne eter-
, 5 a 

minanti¡ ora, se ai pnnti P" P s, P" che sono a.rbitrari, si danno particolari po
sizioni, pe!: es. P, (O, O), P s (1, O), Pa (O, 1), in guisa da poter calcolare dirat
tamente l'area P, PI Pa, si ritrova la formula che dA l'area di Pi P, Pa (LUCAS), 

11) Teorema di V ARIGNON: Se A B O D e un parallelogramma (A, O vertici 
opposti) ed Al un punto qualsiasi del piano, sussiste, in valore e seguo, la rela
zione ira aree triangolari: 

M .A O = M A B + M. .A D. 

12) Dati in un piano n punti P, (211' y,) (dove i = 1, 2, ... n), vertici di UD 

n.gono comunque intrecciato, e detto M (x, y) un ulteriore punto del piano, si 
dimostri che la somma algebrica di aree M. Pi P 2 + MPt Pa + ... + MP .. Pi e in-

1 i=n 
dipendente dalla posizione del punto M, e vale "2 i ~ 1 (x, y. + 1 - XI + I y,), nove 

l'indice n + 1 va sostituito con 1. Per n = 3 quella somma ha per valore l'area 
del triangolo Pi P s Pa ¡ in generale, per n qualsiasi, se l'n.gono e convesso, 
quella somma esprime l'area dell'n.gono, come si verifica dalla figura assumendo M 
nell'iuterno di esso. Partendo da queste osservazioni, si assume in ogni caso iI 
valore di quella somma come afea dell'n.gono Pi PI ... P". Si ha cosl il mod? 
per definire l'area dI un n.gono intrecciato, e in generale (mediaute passaggio al 
limite) l'area. limitata da un contorno chiuso curvilineo, comunque intrecciato, 
Come applicazione, si noti che, se Pi PI Pa P, e un quadrangolo ~emplice intrec
ciato, i cm lati P s Pa e P, Pi si seghino nel punto Q interno ad eS8i, l'area del 
quadrangolo e data dalla differenza tra i valori assoluti delle aree Q Pi P, e Q Pa P" 
presa con segno opportuno. 

13) L'area dell'n.gono sopra nominato e espressa (in assi ortogonali) dalla 
1 i=n 

forruola. di GAU88: 2' . ~ 1/, (21, -1 - 21, + ¡), dove gli indici O t:d n + 1 equival-
.=1 

gono agli indici n ed 1 ¡ in parole: < il doppio dell'area di un poligono e dato 
dalla somma dei prodotti dell'ordinata (od ascissa) di ciascun vertice per la dil
ferenza delle ascisse (o rispett. ordinate) dei due vertici contigui }, 

14) Un'altl'a espressione della stessa area e la seguente 
1 ie>n 

2'~1 (y,+1/,+I) (SI- Xl+1), 

che ha una interpretazione geometrica semplice ¡ < l'area di un polígono e data 
dalla somma delle aree dei trapezi aventi come basi le ordinate condotte dalle 
coppie di vertici consecutivi, ciascuna di queste aree essendo presa con segno 
conveniente :.. 

] 5) Dimostrare che l'area del triangolo limitato dalle tre rette a,z+b,y+c,==O, 
íi = 1, 2, 3) e data (in &ssi ortogonali) da 

a i hi 0l 2 

al h! Os , 
1 

as ha ca 

dove 0u O" O., ilono i complementi algebrici di eu cs. e,. 
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IIJ - 16) Se O e il bariceutro di n puuti Ai presi coi pesi p , (i = 1, 2, . . . n) 
(n. 23, es. 9), ed e P UD altro punto qualsiasi del piano, vale la relazione 

--, --, -~ , 
l':,PI PA, = l':IP, OA, + 01' L¡ Pi' 

17) Da questa puo dedursi la relazione (cfr. n. 8, eRo J6) 

( ) ( -!) -, l':IP¡ l':iPI O A, = l':¡"p¡p" Ai..d A • 

e, nel caso di pe si uguali, 

(la seconda somma essendo estesa a tutte le combinazioni binar;e dei uumed 
1,2, ... n). 

18) Segue dalle precedenti la relazione di LAGRANGE (cfr. 11. 8, es. 16): 

(l':,p¡) (l':IPIP Al) - oP! (l':IPI)'= l':'IlPiP" A¡..d .... , 

dove P e un punto arbitrario del piano. 
IV. - 19) Una retta ax + by + e = O divide il piano in due regioni, a ciascuna 

delle quali corrisponde un determinato segno, cioe il segno che le coordinate di 
un punto di quella regione fanno assumere al primo membro della equazione 
scritta (n. 31). Ne viene che, se con! si indica uuo dei due segni + o -, e 
con la relazione simbolica az + by + e = E si indica la disuguaglial1za che si 
ottiene sostituendo in essa al simbolo: = e il simbolo: > O o < O rispettiva
mente, la. detta. disuguaglianza sara soddisfatta dalle coordina te di ogui punto di 
DU semipiano. 

20) Attribuendo ad s' un significato analogo, si Bcrivano le due dísugl1a
glianze az + by + o = e, a'x + b'y + o' = e'. Le coppie di numeri (z, y), che 
le soddisfano ineieme, rapp¡'esentano punti di una delle regioni limitate dalle 
rette ax + ... = O, a'z + ... = O. Se le due rette si segano, eBse determinano 
quattro regioni, che corrispondono a11e quattro sceIte possibili per e, e' 

(++, +-, -+, --). 
21) Associando alle disuguaglianze preceden ti una terza a"x + b"y + e" = e", 

si possono ripetere considerazioui analoghe, coll'avvertenza pero che, mentrc tre 
rette dividono il piano in Bette regioni al pia, si ottengono otto sistemi di tlisu
guaglianze disponenilo in tutti i modi possibili dei segni E, e', e". Vi o dunque 
uno degli otto sistemi (ed in generale lIDO solo), che si compone di disuguaglianze 
incompatíbili. Per decidere quale aía, si o!l!\ervi che, se (z, y) e un punto interno 
al triangolo racchiuso dalle rette QX + : .. = O, a'x+ ... = O, al/x + ... = O, le 

d"b b' d ' d d d dA" sue coor mate attn uiscono ai primi mem ri i segm 1 (ji , O' , (jff' ove I.l " 

il determinante formato coi coefficienti e termini noti delle tre equazioni, e O, O', O" 
sono i complementi algebrici dei termini noti. Ora, se si rappresentano con E, E', E" 

i segni opposti a quei tre, le tre disuguaglianze sono incompatibili (come e pur 
faclle verificare direttamente), 

22) Risolvere in nU1ll6ri interi, valendosi della rappresentazione grafica, il si
stema delle tre disuguaglianze 2z+y-2 > 0, :1;- 3y +3> O. 4z- 3y -15 < O. 



(4 PARTE I, OAP. III, N. 34 

O.!PITOLO lIL 

Trasformazlone delle coordinate. Puntl e l'ette lmmaginarie. 

M. Formole pel passaggio da un sistema cartesiano ad un nUOTO 
8istema cartesiano. - Accade spesso chtl, dopo ayer riferito una figura 
piana á due assi cartesiani x, y, si scorga la convenienza di assumere 
come nuovi assi cartesiani due certe rette X, Y del piano, legate in par
ticolar modo a quella figura. Sorge aHora i1 problema di stabilire tali re
lazioni ira le antiche coordinate (x, y) e ]e nuove (X, Y) di uno stesso punto, 
che permettano di esprimer le une coordinate mediante le altre. 

Nel trattare questo problema. (detto della trasformazione delle coordi-
nate) distingueremo tre casi: 

l. 1 nuovi as si X, Y sono paralleli agli antichi x, y. 
Il. Gli assi X, Y ed x, y hanno la stessa origine, ma direzioni diverse. 
IlI. 1 nuovi as si sono in posizione affatto general e rispetto agli ano 

t!chi. 
I. Oaso. - Per assegnare la posizione d~il?t. nuovi assi rispetto agli 

antichi bastera dare le coordinate O A = a, &a:=. b della nuova origine 
O' riferita ad x, y. 

Preso ora un punto P ad arbitrio, conducütmo per es so la parallela 

Ir 

I r" 
/ I 

I 

I 
~ /O'f .... ) /'" 

-/o / 
/A ~ 

(1) 

agli as si y ed Y, fino ad incontrare gli 
assi x ed X in Q e Q', rispettivamente; 
otteniamo cos1 le antiche coordinate di P 

OQ=x, QP=y, 
f: le nuove 

O' Q' :=. X, Q' P:=. Y. 

X Ora si ha 

() Q:=. OA + O' Q', 

ossia 

t x:=.a+X, 
. y=b+Y, 

QP=AO' + Q'P, 

le quali danno ]e antiche coordinate mediante le nnOfe. 
Le formole 

risolvono il problema. inverso. 

X:::=x-a, 
Y=y - b, 
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II. Caso. - Per ottenere formoJe piu. semplici e limitarci 8011' ipotesi 
cbe sola interviene nelle applicazioni, supporremo ortogonali entrambi i 
sistemi (trasformazione ortogonale), e precisamente supporremo che la coppia 
dei nuovi as si X, Y (ancbe tenuto conto 
dei versi positivi) provenga dalla coppia 
degli assi antichi:e, '!I mediante la rotazione 
dell'angolo a intorno ad O. 

Preso un punto P ad arbitrio, di cuí 
Riano :e=OQ, y=QP le anticbe coordi
nate, e X= OQ', Y= Q' P le nuove, si 08-
servi che le due spezzate O Q P, O Q' P, cogli 
estl'emi comuni, avranno le stesse proiezioni 

!I p 

o 
ortogonali sopra una· medesima retta r qualsiasi (n. 24); sara dunque 
{a) :e cos xr + y cos yr = X cos Xr + y cos .'Ir. 

x 

Facendo ora coincidere successivamente r cogli as si x, y, e ricordando che 
""" 1t "" " xy =='2' xX == y y = a, '" 1C 

XY=2- a , 

si ottengono le formole 

(2) í x = X COS a - Y sen a, 
~ y = X sen a + Y coa a. 

Le (2) risolvono il problema. l 

Le formole per il passaggio inverso si ricavano risol"lendo le (2) rispetto 
ad X, Y, o (cio che fa lo stesso) scambiando x con X, y con Y ed a con - a. 

III. Caso. - Siano ancora ortogonali i due sistemi, e precisamente 
si supponga che la nuova coppia XY provenga dall'antica xy mediante 
una traslazione, che porti l'origine O nel punto O' avente le antiche coor
dinate (a, b), e mediante una successiva rotazione dell'angolo a intorno ad 0'. 

o 

Introduciamo un sistema. di assi ansiliari af, y', paralleli ad x, y con
dotti per O', 6 indicbiamo con x', y' le 
coordinate di P rispetto a questi nuovi 
as si (essendo al solito x, y ed X, Y le 
anticbe e le nuove coordinate di P). Ve
diamo aHora che il passaggio dalle x', y' 
a11e X, Y si effettua mediante le formole (2), 
nei cuí primi membri si scrivano x', y' in 
luogo di x, y. D'altra parte il passaggio 
dall'antico sistema al sistema ausilial'e si 

effettua mediante le formole del tipo (1) 

1 Se la nUOTa ooppia X Y provenisse daU'antloa mediante una rotulone dell'augo!o a intorno ad O ed 
tIl1 ribaltamento del plano ¡etorno ad X (uel qua) OAIIO .;x = a, Vr=a+ .. ), ei dovrebbero adoperare, iD luo&o delle (2), le lormole ohe derIvano da queste 001 mutare il eegno di Y. 
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DUllque, in fine, 

(3) 

PARTE 1, CAP. Ill, NN. 35, 36 

\ w = X cos a - Y sen a + a, 
1 y = X sen a + Y cos a + b. 

Se i due sistemi coordinati fossero .obliqui, dopo aver scritto la formola (a) 

del Caso I1, si farebbe coincidere successivamente la retta r con una perpendi
eolare ad y e con una perpendicolare ad z. Dal CaBO . II al II1 si passa colla 
considerazione 8uesposta. Si arriva in fine alle formole genemli 

~ 
sen Xy sen Y y 

z=X---+Y---+a sen x y sen x y , 

¡ sen X x sen Y x 
y-X-- + Y - - +b - senyx sen y x . 

35. Tipo general e delle formola per la trasformazione dalle eoor
di nata cartesiana. - In molte questioni non Occorre tener conto deí 
valori dei coefficienti che entrano nelle formole (3) o (3*), basta ricordare 
l'aspetto di queste, e scriverle cos1: 

(4) j w = ce + a' X + aH Y, 
y=b+ b' X+ brr Y, 

dove a, a', ... b" sono sei costanti, che non dipendono dalla pOSlZlOne del 
punto considerato. In parole: le coordina te deW un 8istema si esprimono 
mediante funzioni lineari delle coord'inate dell'altro sistema; funzioni che 
inoltre sono omogenee (a = b = O), quando le origini coincidono. 

36. Movimento di una figura piana sopra i1 piano. - Delle formole 
che deftniscono una trasformazione ortogonale di coordinate, si puo dare 
una interpretazione notevole, relativa alla geometría del movimento. 

Si anpponga percio che le due coppie di assi w y, X Y siano traeeiate 
su due fogli sovrapposti, ed in P si trovino due punti sovrapposti, 
aventi rispettivamente le eoordinate (w, y), (X, 1) legate dalla (3). Se ora. 
facciamo strisciare il primo foglio sopra il secondo immobile, ftnche la. 
coppia di assi wy viene a coincidere colla. coppia di assi X Y, il punto P 
del foglio mobile si portera in una nuova posizione P' avente le coordi
nate w, y riBpetto agli (t8si fiS8i X, Y. 

Segue che (.1', Y) ed (x, y) possono ora rignardarsi come coordinate, 
rispetto ad un unico siste.ma cartesiano fis80 X Y, della pOllizione iniziale P 
e finale P' di uno stesso punto appartenente al piano mobile. Dnnque: 

Se una figura piana, di forma invariabile, stríscia sul propt'io piano, 
tra le coordinate della p08izione iniziale (X, Y) e deUa posizione finale (w, y) 
di u~ punto qual8iasi delta figura, riferite ad uno ste880 sistema fiaso di 
assi o,·togonali, pa8sano relazioni del tipo 

(3) 
~ w = X cos Q. - Y sen (l + a, 
! y = X sen a + Y cos a + b. 
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Se il movimento della figura El una traslazione, a110ra (l = O, e le 
(3) si riducono alle formole (1) del 1 Gasa; se e una rotazione intorno 
all'origine, allora a = b == O, e si ottengono le formole (2) relative al 
11 Gasa. 

Facendo astrazione da! movimcnto, si puo anche dire, con linguaggio 
facilrncnte comprensibile, che le (3) sta bilis cono le relazioni tra le coordi· 
nate (rispetto ad un unico sistema di assi) di due punti corrispondenti in 
due figure direttamente uguali di uno stesso piano. J 

37. Coordinate polari. - 11 problema della trasformazione delle 
coordinate comprende, in generale, quei procedimenti mediante i quali, 
date le coordinate di un punto in un sistema qualsia8i di coordinate (sia 
pure non cartesiano), si possono calcolare le coordinate del punto stesso 
in un altro sistema di coordinate. Sarebbe dunque il caso di parlare di 
sistemi di coordinate diversi dal cartesiano. Bastera definire, tra questi, 
un sistema, detto sistema polare, che viene talvolta adoperato, special· 
mente nelle matematiche applicate. 

Nel piano si ftssi un punto O, polo, ed una retta orientata, o semi
retta, aJ passante per O, detta asse polare. AHora, dato un punto P, ri
mane determinata la distanza O P == Q, 

raggio vettore del punto, e (a meno di 
multipli di 2:re) l'angolo aJp -= <p, ano
malía od ascissa angolare, che la semi
retta positiva aJ forma colla semiretta p 
uscente da O e pass ante per P. Vice· 
versa, quando siano noti i numeri Q e <p, 
rimane individuato il punto P, come in· 
tersezione di un cerchio di centro O e 
raggio Q (luogo dei punti che hanno il 

!I 

p f 

raggio vettore Q costante) con una. semiretta uscente da O (luogo <lei 
punti che hanno úostante l'anomalia <p). 1 due numeri Q e <p si chiamano 
coordinate polari di P. 

Per ave re tutti i punti del piano, basta [al' variare <p da O a 2 1t, e 
il raggio vettore Q tra O e + 00 ; oppure, come talvolta. e preferibile, 
<p da. O a 1t, e Q da - 00 a. + 00, convenendo aHora che i raggi vettori 
Ilegativi siano da valutarsi sulla semiretta opposta a quella che forma. 
l'anomalia. <p con aJ. 

1 Se al movimento lopra con.lderato 81 fa lelrlllre 11 r1baltamento del piano moblle Intorno Id una 
",et. del piano t1880, ftnohe quel10 1I adagi nnovamente IU que.to. 8i dovrA nelle (3) oamblare ilae¡¡no di Y. 

Le nuove formule deftniscono )'uguaglianza '''.'rla 801 piano. 
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Si notera inoltre che i punti della semiretta positiva x hanno q> = 0, 
Q > O; quelli della semiretta negativa banno q> =:n:, Q > 0, (oppure 
<p = 0, e < O); il polo ha e == 0, <p indeterminata. 

Le formole per passare dal sistema polare al cartesiano si ottengono 
subito nel caso che uno, x, degli assi cartesiani coincida co11'asse polare, 
e l'altro, '!J, gli sia perpendicolare ne] polo. Infatti dall'esame del trian· 
golo rettangolo O A P, i cui cateti O A = x, AP = Y danno le coordinate 
cartesiano di P, mentre l' ipotenusa O P = e e l'angolo A {) P == q> danno 
le coordinate polari, risuIta 

(1) !l! = ecos q>, 

donde si ricavano le formole inverse 

(2) _y tgq>_-. 
x 

Se poi il sistema cartesiano non si trovasse nella particolare posizione 
ora considerata, bastera introdurre un sistema cartesiano ausiliare, che 
sia legato al sistema polare dalla relazione suddetta. 

38. Punti e rette immaginarie. - Nol Oapitolo seguente dovremo 
considerare, accanto alle equazioni lineari rappresentanti rette, anche equa· 
zioni di grado superiore; e dalla risoluzione dei sistemi di tali equazioni 
saremo condotti talvolta a trovare per !l! e y valori immaginari. Oosl il 
problema di determinare le coordiuate dei punti comuni ad una retta e 
ad un cercbio conduce a soluzioní lmmaginarie se la retta e esterna al 
cercbio. Potremmo dire, col linguaggio della geometria elementare, che 
retta e cerchio non hanno nessun punto comune. Ma un tal linguaggio 
presenta qualche inconveniente, e non permette, ad es., di enunciare 
semplicemente la relazione notevole di due cerchi e di una retta situati 
in modo che le coordinate dei puntí comuni al primo cerchio e alla retta, 
pur esse~do immaginarie, coincidano con le coordinate dei punti comuni 
al secondo cerchio ed alta retta. La figura, cui qui si accenna, ha la píñ 
stretta analogia con que11a composta di due cercbi secanti una retta negli 
stessi due punti: ma il linguaggio sin qui usato non mette in rilievo 
tale analogia. Si riesce ad evitare questi inconvenienti, ricorrendo alla 
considerazione che segue. 

Notiamo a tal fine che, fissato nel piano un sistema di coordinate, 
ad es. cartesiane x, y, la Geometría analitica permette di sostituire a11e 
relazioni geometriche fra i pnnti del piano, le relazioni ana.litiche fra le 
-coppíe di nnmeri (x, y), relazioni che, in generale, varranno per numeri 
reali o com pIes si . Volendo interpretare, in tutta la loro estensione, i ri· 
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8ultati analitici col linguaggio geometrico, noi converremo di chiamare 
p1~nto (x, y) ogni coppia di numeri x, y, reali o complessi. Osserveremo 
pero che, se x ed y sono ambedue reali, il punto nominato (punto reale) 
ha una effettiva rappresentazione geometrica nel modo noto; se iDvece 
x ed y (od \lDa dei due Dumeri) SODO complessi, nella quale ipotesi il punto 
si dice immaginario, la rappresentazione geometrica manca, almeno finche 
non si introduca qualche ulteriore convenzione. 

Oonverremo di es tender e ai punti immaginari le formole dimostrate 
nel caso di punti reali (condizione di allineamento, equazioni di rette, 
formole di distanze ... ). E talvolta accadra che, pur operando sopra punti 
immaginari, queste formole ci conducallo ad enti reali. Oio Buccede, ad 
es., quando si operi simmetricamente aopra due punti immaginari coniu
gati, tali cioe che le coordinate dell' uno aiano, riapettivamente, complesse 
coniugate alle coordinate dell'altro¡ come sareb-bero i due punti 

p' (x' ==0, + bi, y' == a + ~i), 

p" (x" = a - bi, y" == a- ~i), 

(a, b, a, ~ reali, i = -V - 1). Oosl si scorge subito che e reale il punto 
medio tra. P', P", il quale ha le coordinate 

y' +y" 
2 =a. 2 

E reale la retta congiJUngente due punti immaginari coniugati; giacche ha 
per aquaziol..ll3 

x Y 1 
a+ bi a+ ~i 1 ==0, 
a-bi a-~i 1 

la quale (se aH' ultima orizzontale si a,ggiunge la seconda, si Uivicle la 
nuova orizzontale per 2, la si toglie dalla precedente, e finalmente si 
sopprime il fattore i) puo scrivel'si sotto la forma 

x Y 1 
b ~ O =0, 
a a 1 

dove l'unita immaginaria non entra phI. 
Quindi: Ogni punto immaginal'io sta sopra una (ed una sola) retta reale, 

la retta che ]0 congiunge col suo coniugato . 
. Una equazione lineare in coordinate cartesiane x, y rappresenta una 

retta; se nei coefficienti entra l' unita imll?aginaria, in guisa che essa non 
possa esser eliminata, diremo che si tratta di una ,'ctta immaginaria. Ed 
aIle rette immaginarie estenderemo le formule di geometría analitica valide 

, - G, CA8TELNUOVO. Letion' di a .. ,net1·ia .. naliti~a. 
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per rette reali. l Due rette immaginarie si dicono coni1tgate, lile i coefficienti 
omologhi delle equazioni di quelle sono numeri complessi coniugati. Il 
lettore dimostrera facilmente che e reale il punto d' incontt'o di due 1'ette 
irmnaginarie conittgate, o, in altre parole: 80pra ogni "etta immagirtaritt sta 
un (unico) punto reale, intersezione della retta colla sua coniugata. 

Le considerazioni precedenti si riferiscono ad un lmico sistema di 
coordinate x, y. Se si introduce un nuovo sistema di coordinate X, Y, e 
si applicano le formole di trasformazione ad un punto immaginario (x, y), 
si troveranno per X, Y valori imma,ginari, che si diranno, per convenzioue, 
coordinate dello stesso punto riferito al nuovo sistema di assi. Oose ana
loghe si ripetono per le equazioni di rette immaginarie. 

39. Rette isotrope.! - Per fare un'applicazione, della quale solo in 
seguito apparil'a l'iuteresse geometrico, consideriamo le due rette imma
ginarie coniugate 

(1) x + iy = 0, x - i Y = O 

passanti per l'origine O di un sistema cartesiano ortogonalc; le due rette 
si chiamano rette isotrope, o direzioni assolute, uscenti da O. Esse presen
tano questa proprieta che e sufficiente per caratterizzarle: se si eseguisce 
una trasformazione ortogonale tli coord~nate che lasci ferma l'origine, 1e 
(1) si mutano in due equazioni che han no precisamente la stessa forma: 

(1~ X+iY=O, X-iY=O. 
, 

Infatti la prima delle (1), ad es., mediante la sostituzione (2) del 
n. 34, diviene 

(X cos a - Y sen a) + i (X sen a + Y cos a) = 0, 
ossia 

X (cos a + i sen a) +i y (cos a + i sen a) == 0, 

donde, mediante soppressione di un fattore non nullo, si ricava la prima 
delle (1'). D'altra parte, se la stessa sostituzióne (con a divel'l:Io da un 
multiplo di n) si applica ad una qua,lsiasi eqllazione di primo grado in 
x, y, diversa dalle (1), si ottiene una nuova equazione in.x; Y, i cui coeí
ficienti non sono mai uguali ne proporziouali ai coefficienti dell'equazione 
primitiva; lasciamo al lettore la facHe verifica. Si e condotti percio a dire 
che le rette isotrope llscenti dall'origine sono le sole rette, le cui equa
zioni síano invarianti rispetto ad una trasformazione ortogonale di Coor
dinate che lasci ferma l'originc-., 

1 S' iotende che per il seoo, coseno " di UD aogolo Immagioario Q dOvranno "dottnrai lo detlnisiool 
[orulte daU' Analiai mediaote eerle fJi potao7.o intera e positive <ti Q. 

• Q.uesta nozione interviene aoltallto nel Cap. III <1011" Par!<l JII e oei ooccesel ... i ¡ illeltor. pUO omet 
',ere per om iJ o. 3V. 
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Ma un enunciato piu notevole si ottiene ove si teuga conto della 
seconda interpretazione (n. 36) delle formole per la trasformazione orto· 
gonale. Risulta infatti dal n. 36 che due equazioni, come le 

X + i Y = 0, x + iy = 0, 

le quali derivino l' una. dall'altra mediante la sostituzione ora eseguita, 
possono riguardarsi come equazioni, rije1'ite ad un unico sistema fisBO di 
assí X, Y, della posizione iniziale e della posizione finale di una retta 
appartenente ad un piano ehe ruoti intorno ad O. Ma le due equazioni 
rappresentano una stessa retta, perche El unico il sistema di as si di rife· 
l'imento; dunque: 

Quando un piano ruota di un angolo arbitrario intorno ad 1m suo 
pl¿nto, due rette immaginarie uscenti dal punto restano fisse, le rette isotrope; 
nessun'altra retta del piano gode questa p"oprieta, 86 l'angolo e diverso da 
1m -multíplo di :n:. 

Da ogni punto (JI (x', y') del piano escono due rette isotrope che, 
rispetto agli assi x, y, hanno le equazioni 

(2) x - x' + i (y - y') = O. 

Infatti le (2) assumono il tipo (1), quando si eseguisca una traslazione di 
assi che pOl'ti la nuova origine. in O'. 

Sul piano esistono infinite rette isotrope, che si distribuiscono in due 
fasci impropri 

x-iy + fJ.=O, 

(dove A e J.l sono uue parametri) contraddistinti dai valori i e - i dei 
rapporti direttivi. Uno scorrimento del piano sopra se stesso trasporta 
ogni retta isotropa di uno dei due fasci, in una retta iso tropa del fascio 
stesso. Invece uu ribaltamento del piano scambia tra loro i due fasei. 

Esercizi. 1. - 1) Com~ si presentan o le form llle per la trasformazione delle 
coordinate quando i nuovi aasi X, Y sono le bisettrici degli angoli degli as si 
¡mtichi (ortogonali od obliqui)' 

2) Scrivere direttamente le formule che permettollo di paseare da due assi 
:l:, y a due nuovi assí X, Y rappreselltati, nell'flntico sistema, dalle equazioni 

a:l:+by+c=O, a':l:+b'y + c'=O. 

S) Il determinante formuto coi coefficienti di X, Y nelle (3') del n. 34 

senXY 
vale ---sen :l:y 

4) Si dimostri, sia mediante considerazioni geomctriche, sia mediante l'ef
fettivo calcolo, che una tl'asformazione di coordillate, la !Junle non alteri l'origine. 
muta il trinomio x~ + 2:l:y COS xy + y2 nel trinomio Xl + 2 XY cos XY + .Y2, 
essendo (x, y) ed (X, 1') le antiche e le nuove coordinate di uno stCt!30 punto; 
caso pal'ticolare della trasformazioDe ortogonalc. 
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5) Nelle ipotesi dell'es. 4), dette (x', y'), (X', Y') le antiche e le nuove coor· 
dinate di un secondo punto, si dimostri che la espressione (xy' - :t'y) sen :ty si 
muta nolla espressione (X y' - X' 1') sen X Y. 

6) Se si mo1tiplica il determinante del terzo ordine, formato colle coordinate 
di tre punti e colle ' unita, par il seno dell'angolo degli assi, si ottiene una 
6spressione la quale, per una qualsiasi tl'asformazione di coordinate cartesiane, 
si muta nell'analoga espressione relativa ai nuovi assi. Da que sta ossel'vazione, 
che si giustiftca col calcolo diretto, si deduca una nueva dimostrazione della 
formola che da l'area dl nn tl'iangolo mediante le coordinate dei vertici, n. 33, (5-). 
(Si assumano come assí ausiliari due lati del triangolo). 

7) Posto # = x + iy, Z = X + ir (dove i = -V 1), lo formole (3) del n. 84, 
per il passaggio da assi ortogonali ad as si ortogonali, si riassumono nella seguente : 
• = mZ + n, dove m, n sono due numeri complessi, il primo deí quali 1111 per 
modulo l' unitA. 

ll. - 8) In uno scorrimento di un piano sopra se stesso (n. 36) esiste un 
punto, ed uno solo (centro di rota#ione) , la cui posizione tinale coincide colla 
posizione iniziale; facendo ruotare il piano di nn ango10 conveniente in torno al 
detto centro, si puo portare il piano dalla posizione inizíale alla posizione tinale. 
Il centro nou esiste, solo quando si possa passare dalla posizione iniziale aBa 
tinaJe mediante una traJazione. 

9) 11 risultato precedente puo anche presentarsi cosi: 
Se ABO ... , A' B' G' ... sono due figure piane direttamente uguali, le rette 

perpendicolari ai segmenti A A', B B', 00' . ... , nei rispettivi punti medi, passano 
per un medesimo punto O, oppure sono tutte parallele. Nel primo caso, facendo 
ruotare intorno ad O di un angolo conveniente la prima figura, essa viene a so
vrapporsi aUa seconda; nel secondo caso lo stesso effetto si ottiene mediante una 
conveniente traslllzione. 

10) Se due figure piane AB O ... , A' B' G' .,., o (come si suol dire) i rispet
ti vi piani sono inversamente uguaU, non esiste in generale nessun punto del 
primo piano che coincida. col corrispondente punto del secondo, mil. esiste sempre 
nna l'etta del primo piano che coincide colla rettá corrispondente del secondo. 
Per ottenere la sovrapposizione della prima tigura colla seconda ba.sta applicare 
a quella una traslazione di un segmento conyeniente (che puo anche essere nullo) 
parallelamente aJla retta, ed un ribaltamento intorno a questa. La retta contiene 
i punti medi di tutti i segmenti AA', BB', 00', '" 

HI. - 11) Esprímere la dista.nza di duo pnnti, e 1'area del triangolo deter
minato da tre punti, mediante le coordina te polari dlli pnnti stesaL Condizione 
di allineamento di tre punti in coordinate polari. 

12) L'equazione di una retta in coordiuate polari (p, rp) puo porsi sotto la forma 

p cos (rp -:z) =p, 
dove ex e p sono oue costanti; quali grandezze geometriche misurano' 

1 V. - 13) Per il punto reale di coordinate cartesiane ortogonali a, b passa 
una retta isotropa del primo fasCÍo (rapporto direttivo + i), la quale sega 1'asse t; 

Del punto immaginario di ascissa a + b i; viceversa, la retta isotropa del primo 
fascio che esce da 'lUest'l1lti.mo punto contiene. come unico punto reale, i1 punto 
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(a, b). Viene cosi a stabilirsi una corrispondenza biunívoca fra i numeri complessi 
a + bi ed i punti reaH (a, b) di ~ piano, che coincide colla nota rapprcsenta
zione di GAUSS. Come si presenterebbe la corrispondenza se si adoperassero le 
rette isotrope del secondo fascio' 

14) Due punti di una retta ¡sotropa hanno sempre distanza nulla; tali rette 
chiamansi percio anche "ette di 11lnghezza nulla. 

15) L'angolo formato da una retta isotropa con se stessa e indeterminato. 

(Si troya infatti per il coseno e~ il seno del detto angolo Í'eepression(' ~) • 
16) Vangolo formato da una retta 'isotropa con una qualsiasi altra retta del 

1» 
piano e infinito. (Si trovan o per il coseno ed il seno espresslonl del tipo "O con 

m =F O, le quali non corrispondono a nessun angolo finito, ne reale, ne im.magiu, rio). 
17) La distanza di un punto qualsiasi da una retta isotropa, che non passi 

per esso, e infinita. 
18) Si dimostri, mediante una trasformazione dí coordinate, che le rette iso

trope uscenti dall' origine, iu aSBi obliqui, hanno le equazioni 

:¡; + y (cos xy ± i seu xy) = O. 

OAPITOLO IV. 

Rappresentazione analitica delle curve planeo 

40. Equazione di una curva piana. - Il problema fondamentale 
della Geometría analitica consiste nel rappresentare i luoghi geometrici 
(curve, superficie ... ) mediante equa,zioni a phI variabili, e nel dedurre le 
proprieta di quelli dalle proprieta delle eqnazioni corrispondenti. 

Noi faremo vedere anzitutto come ad una equazione fra due variabili 
x, y si pos~a associare una linea piano.. Oominciamo a supporre che la 
equazione sia risolta rispetto ad una delle 
variabili, ed abbia il tipo 

(1) y =1 (x), ossia y - I (x) = 0, 

dove I indica una qualsiasi flluzione. Fis
sato un sistema qualunque di coordinate, 
per es. cartesiane, consideriamo quei punti 
le cui coordinate soddisfano alla equazio
ne (1). Per costruirne uno si attribuira 
ad x un particolare valore a, e si deter
minera i1 valore corrispondente dí y, che 
si suole indicare con f (a); poi si segnera quel punto P che ha l'ascissa a 

e l'ordiu!l.t.a I(a). Attribuendo ad x un nuovo valore a{' e determinaudo 
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y:=.1 (al)' si avl'a. un nuovo punto Pd e COS1 si troveranno quanti altri 
punti si vogliano. Tntti i punti che in tal guisa possono COSLruirsi 1'01'

mano un luogo geometrico, il Zuogo di quei pzmti che colle l~1'O coordinate 
!1oddis/ano all'equazione (1); la (1) e l'equazione del nominato luogo, rapp1'e
senta analiticlI,mente illuogo (mentre il l1togo rappresenta geometricamente 
la equazione (1) ). 

Qui si badi che gl' inftniti punti del luogo possono formare una o piu 
linee (nel senso intuitivo della parola linea); ma possono anche, in altri 
casi, giacere sparsi nel piano, in guisa che non riesca possibile di ordí
narli lungo curve.! Affinche il primo caso si presenti e necessario che si 
veritichino alcune condizioni, delle quali bastera. qui ricordare la piu sem
plice ed evidente. Occorre aunque che, mentre il punto A varia con con
tinuita sull'asse x, o almeno in un certo tratto di questo, il corrispondente 
valore deU'ordinata A P vari, esso pure, con continuita; in termini precisi: 
la y deve esser funzione continua della x, per tutti i valori di x compresi 
fra certi limiti. D'altronde questa e le analoghe condizioní saranno sempre 
sodLiisfatte in tutti i casi che avremo da considerare. Potremo dire admlque, 
in quei casi, che la (1) rapprellenta 'Una curva, e la eqnazione di una curva. 

Viceversa, segnata nel piano degli assí cartesiani x, y una curva ar
bitraria (convenientemente limitata), rimane stabilita una dipendenza tra 
x ed y, per la quale ad ogni valore di x compreso in un certo intervallo 
corrisponde un valore di y, ordinata del punto della curva avente quel
l'ascissa x; rimane dunque deftnita y come funzíone di x. La relazione 
y =1 (x), a cuí cos1 si arriva, e la equazione della curva. 

L'equazione (1) a due variabili e una forma particolare della equazione 

(2) 1 (x, y) == 0, 

dove, questa volta, 1 e símbolo di funzione di due variabili. Anche la. (2) 
rappresenta un luogo geometrico, il luogo di quei pt,nti che con le l01'o 
cOQ1-dinate x, y verificano l'equa.zione stessa.t 

Volendo costruire questo luogo pe·r punti, nella ipotesi ad es. che x, y 

Biano coordina te cartesiane, attribuiremo ad x un primo valore arbitrario 
x = a; con cio la (2) diviene una- equaúone ad una sola incognital(a, y) == 0, 
equazione la quale, risolta, ci dara. per y certi valori y = b, b', b" ... 1 punti 

P(a, b), P' (a, b~, p" (a, b") ... 

appartengono al luogo. Attribuendo ad x un nuovo valore al' e calcolando 
i corrispondenti valori di 'JI, troveremo nuovi punti del Iuogo; e c081 si 
potra continuare. 

1 el/) IlCcadrebbe, nd es., ee la fonzlone fosse deflnita dallo oon<lizioni . eguenti: per ognl ..-aJore raolo· 
nale di :t. é Y = O; per ognl valore Irrazlonnle <U :t. é V = l. 

, Si penal al cnse pa.rt.icoln.ro dalle equnziuni lineari, om corrispondono rett.e (n. 16 e seg.). 



RAPPRESR;'i'.l'AZIONE ANllI'l'IOA DELLE OURVE PUNE 65 

Nei casi che avremo da trattare quei punti si susseguira.nno 
una o piu curve, che sono definite dalla equazione (2). 

lungo 

In versa.mente, data nel piano una. curva, le coordina.te :1), y di nn punto 
che la. descriva saranno legate da una 
certa relazione, che potrl1 scriversi simbo
licamente sotto la forma (2), e si dira 
equazione delta curva. 

Osservo.zione. - Di questa rappre
sentazione geometrica delle funzioni (o 
delle equazioni (1) ) si approfitta continua
mente nelle scienze di oSHervazione, dove 
talvolta si costruiscono curve (diagrammi) 
]ler presenta.re in modo sensibile i risul_ 
tati di una serie di osservazioni; talvolta 
invece la curva vien tracciata direttamente, 

"', 

ad es. mediante strnmenti registratori, e da quella si cerca di dedurre la 
funzione. 

D'altra, parte la detta rappresentazione geometrica mette in rilievo le 
particolarita piñ notevoli della funzione f(x) (intervalli in cuí la funzione 
e crescente o decrescente, massimi o minimi, ... ) con un'approssimazione 
ohe, in certe questioni pratiche, puo essere piñ che sllfficiente. 1 punti in 
cni la curva (1) sega Passe delle :1) forniscono i valori di :r per cui f (:1)) 
si unnulla, cioe le radici (reali) dell'equazione f(:1)) = O. Si ha cosl un me
todo grafico per la risoluzione di un'equazione ad una· incognita, che e 
adoperato molto spesso nelle applicazioni della matematica. 

La rappresentazione delle curve meiiante equazioni fu introdotta contempo
rauen.mente da DKS CARTES (1637) e FERMAT. La distinzione delle curve in alge
briche e trascenuenti (n. 43) e dovutn. a DI!:8 CARTES e LEIBNIZ. mentre la clas
sificazioue delle curve algebriche secondo l'ordine fu pl'oposta da NEWTON (1676). 

4:1. Intersezioni di due curve. - Se 

3) f (al, y) == O, q> (x, y) == O 

sono le equazioni di due curve, riferite ad uno stesso sistema di coordí
nate, la ricerca dei puntí di incontro dí quelle si ríduce alla ricerca della 
coppie di valori (:1), y) che soddisfano insíeme alle equazioni (3); queste 
coppie si ottengono rillolvendo il sistema (3) 1"ispetto alle incognite :1), y. Pos
siamo dire che il sistema (3) rappresenta il gruppo delle nominate in ter
sezioui, gruppo che potra comporsi, secondo i casi, di un numero finito o 
infinito dí punti. 

42. Studio di una curvo. piana partendo do.lJa suo. equazione. 
Riprendiamo in esame una. sola curva e la sua equazione in un determi· 
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nato sistema di coordinate. La stretta connessione che passa fra curva ed 
equazione da. Iuogo ad una serie di probIemi fondamentali, che possono 
distribuirsi nei due gruppi seguenti. 

I. lJe.finire e studiare le curve parten do dalle equazioni 1'appt·esenta· 
tive j classificare le curve Recondo la natura delle equazioni, dedurre da 
queste la forma, le principali proprieta delle curve corrispondentí, assegnare 
possibilmente una semplice costruzione della curva. 

11. Definita 1met Cl¿rva 1nediante una costruzione geomett'ica (o mecca
nica), o mediante una proprieta di quella, scrivere la equazione rappresen
tativa in un sistema prefisso di ooot·dinate. 

Occupiamoci intanto del primo problema. E notiamo anzitutto che, in 
certi casi, l'aspetto della equazione lascia subito vedere come la curva sia 
fOl'mata. 

Cosi, in coordillate ca,rtesiane, tma equazione che contenga una sola 
coordinata vat'ittbile rapp1'esenta tm grttppo di rette paraUele ad uno degli 
assi. Ad es., data la equazioue 

(1) I(x) = O, 

e posta che essa sia soddisfatta da certi valori dí x 

x=a, a.', ... , 
e chiaro che i punti soddisfacenti colle loro coordinate alla (1) apparten· 
gono alle rette x = a, x == a', ... , aicche queste rette, parallele all'asse y, 
compongono la linea rappresentata dalla (1), 

Se la equazione data contiene le due coordinate x, y, omogeneameilte, 
di guisa che (fatta astrazione eventualmente dalla soluzione y = O, di cuí 
e evidente il significato geometrico) possn. assumersi come unics incognita 
, x 
11 rapporto-, e l'equazione possa scriversi 

y 

(2) 

la linea corrispondente e costituita da un gruppo di rett~ uscenti dall'ori. 
gine, aventi le equazioni 

x -=k, 
Y 

x - == "W, 
'Y 

dove k, "W, k" ... sono le radici della (2), 

x_ " -_k , ... , 
Y 

4:3. Curve algebriehe; ordine della curva. - Le curve piane si 80-

gliono classificare in relazione alle equazioni che le rappresentano in COOl" 

dinate cartesiane.· Se la equazione della curva. e algebrica, e quindi puo 

I ~ necessario rieol'dare cb~ la cla~~ifteazion8 mnt6rebbe, quando la OU1'\'''' si rif.eriae6 a coordiuatl 
non cartesiana. 
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porsi sotto forma razionale intera (un polinomio contenente le potenza 
intere e positive di x, y, ugnagliato a zero), la curva dicesi algebr'icaj 
altrimenti dicesi trascendente. Trascendenti, ad es., sono le curve y = sen x 
(sinusoide), y = tg x, y== log x, ecc. 

Noi ci dovremo occupare in special modo di curve algebriche. Queste 
possono classificarsi ulteriormente secondo il grado della equazione (cioe 
del polinomio sopra nominato), grado a cUÍ si da il nome di ordine della 
C11Iva corrispondente. 

Una curva algebrica d'ordine n ha dunque una. equazione del tipo 

(1) ~r. O" xr y' == O, ~,. + 8 ~ n) 

dove Or, e un coefficiente, r ed 8 sono numeri interi non negativi la cui 
somma raggiunge, come massimo valore, n. 

Le curve, o linee, algebriche del primo ordine sono le rette. Fra le 
curve del secondo ordine troveremo il cel'chio, insieme alle sue proiezioni 
sopra. piani. 

Una curva d'ordine n> 1 puo esser anche costituita da due o piu 
curve algebriche di ordini inferiori, la somma dei qnali sia n. Ad es., se 
<p (x, y), '\jJ (x, y) sono due polinomi, i cui gradi /A-, v abbiano per somma 
n, l'equazione 

<p (x, y) . '\jJ (x, y) == O 

rappresenta una curva d'ordine n, la quale e composta delle (o si spezza 
nelle) due curve algebriche di ordine /A-, v 

<p (x, y) = O, '\jJ (:x:, y) = O. 

In particolare pU9 darsi clle una curV'a d'ordine n si comp,mga di n 
rette; ed inversamente, l' insieme di n rette de ve riguardarsi come una 
speciale curva d'ordine n. 

4,4:. Invariabilita dell'ordine di una. curva. algebrica in una tra
sformazione di coordinate. - Per giustificare la definizione di ordine di 
una curva algebrica occorre di mostrare che l'ordine e un oaratte're della 
curva, indipendente dal particolare sistema di coorclinate cartesiane a cui 
la c1(lfva vien l'iferita; ossia. che iI grado <leIla equazione cartesiana rap
prescntante la curva, riferita '} certi as si x, y, non varia quando la atessa 
curva si riferisca a due nllovi assi X, Y. 

Sia 
(1) (t' + 8:;;; n) 

una equazione di grado n, rappresentante una certa. curva riferita agli 
aS8i x, y. Per aver l'equazione della stessa curva riferiLa a. due nuovi assi 



x, Y, dobbiamo tener conto delle formole per la trasformazione delle coor· 
dinate (n. 35) 

(2) a; == a + a' X + a" Y, y ==b + b' X + b" l~ 

dove a, ... , b" sono sei costanti. · Fatte le sostituzioni (2) nella (1), qucsta 
diviene 

(3) ~ ... Or' (a + a' X + a" y)r (b + b' X + b" Y)' = O 
(1'+S~1/), 

Ora il termine della sommatoria che El posto in evidenza si sviluppa 
in un polinomio di grado " + s :;¡; n in X, Y; riunendolo cogli altri poli· 
nomi analoghi provenienti dagli altri valori di r, s, risulta in fine che il 
primo membro della (3) si riduce ad un polinomio in X, Y di grado n' non 
snperio1'e ud n. E con cio e provato che una trasformazione di coordinate 
non puo aumentare il grado di una equazione algebrica (razionale, intera), 
Ma non puo nemme.no diminuirlo, perche altrimenti la trasformazione in
versa, che permette di passare dalle coordinnte X, Yalle x, y e quin di 
dalla (3) alla (1), 110vrebbe mutare il grado n' di queJ1n. nel grado n > n' 

di questa, mentre l'aumento del grado fu dimostrato impossibile. Si con, 
eJude che 11 = n', 

45. Significnto geometrico dell'ordine di una curva. - Ohe Pordine 
di una curva sia un carattere di questa, indjpendente dagli assi eoordinati 
a cuí la cnrva e riferita, risulta pur dal seguente teorema che ne mette 
in luce il significato geometrico: 

L'ordine d·i una curva algcbríca e il nmne1'O dei plmti in cuí questa e 
Begata da una ,'etta generica del 8UO piano, purche si tenga conto delle 
intersezíoni immaginnrie, coincidenti ... 

Iníatti per avere le intersezioni della curva del1'ordine n 

(1) (r + s :;;; n) 

colla retta 

(3) y=mx+p, 

basta sostituire nella (1), ad y, il valore dato dalla (2); si ottiene cosi 
l'equazione 

~rI O,.. xr (mx + p)' == 0, (1' + S ;:;¡; n) 

la quale El di grado n nella x (almeno quando si escludano particolari va· 
10ri di 1/1,). Risolvendo quel-lta equazione, si ottengono n valori di x, 

(fra reali , immaginari, coincidenti. .. ), ai quali corrispondono, per la (2), n 
valori di y 
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Si hanno dunque n intersezioni (xi) Yl)' (XI' Y2)' ••• (x .. , Yn), come si era. 
affermato. Un asame particolareggiato dei easi che poaaono presentarsi sara 
fatto in seguito nella ipotesi n = 2. 

4,6. Simmetria di una curva rispetto agB assi o rispetto all'ori· 
gine, - II primo problema enunciato al n, 42 comprende anche la diseus· 
sione della forma di una curva di cui ala data l'equazione 

(1) f(x, y) =0, 
ad es. in coordinate cartesiane ortogonali. Pero la Geometria I),nalitica, 
senza il sussidio del calcolo infinitesimale, non dispone di metodi gene· 
rali in proposito. Faremo vedere nel Cap. seguente come convenga proce· 
dere in casi concreti assegnati, limitandoci qui a poche osservazioni 
evidenti. 

Se il primo membt'() della (1) non si altera quando si cambi il segno 
aUa, y (o alla x), la curva (1) e simmetrica rispetto alZiasse delle x (o delle y). 
Infa~ti nella prima ipotesi, se il punto (x, y) soddisfa. colle sue coorclinate 
alla (1), vi sodclisfera pure il punto (x, - y), simmetrico di quello rispeUo 
all'asse x. 

Se il primo membt'o delZa (1) non si altem (o cambia solo di aegno), _ 
quando si tntttino contempM'anea,mente i segni ad x e y, la C1wva (1) e sim· 
metrica rispetto all'M"igine . Infatti, se il punto (x, y) a.ppartiene alla curva 
(1), vi apparterra pur.e il punto (- x, - y), simmetrico del primo rispetto 
all'origine. In particolare, se f (x, y) == - f (-x, - y), l'orig'ine atesaa sta 
sulla curva, giacche, sostitueD;do nell'ultima uguaglianza O al posto di :1l 

ed y, si ha 1(0. 0)=-/(0, O) dondef(O, 0)==0.1 

Per una curva algebrica le propoSizioni precedenti divengono: 
Una curva algebrica. e simmet'rica rispetto all'asse x (o y) se la coor· 

dinata y (oa x) entra neWequaz'ionl$ 80lo con esponenti pat·i. 
Una curva algebrica e :immetrica riapetto all'origine se tutti i termini 

dell'equazione hanno grado pari, o tutti grado dispari (nell'ultimo caso la 
origine sta sulla CU1'va l, 

4,7, Tangente ad una CUrTa in un punto, - Per il tracciamento di 
una curva di data equazione é spesso utile la. determinazione della tan· 
gente in un punto generico della curva. Sebbene il problema delle tangenti 
esca dai limiti della Geometria analítica elementaru, come viene intesa tra 
noi, non possiamo esimerci dall'accennare ad una questione cLe anche sto· 

I 11 secando toorema .. ale pure per assi obliqui, mentre 11 primo continua ... n •• i.tere soltamo se pe. 
6immetria (obliqna) si intend .. una corrispondenza, ove i segrnenti con¡¡illngentl pnuti omologhi risnltano 
naralleli ad V, e ~j>no divisi per mota dall'asB. x. 
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ricamente costituisce il nesso tra la nostra scienza ed il Oalcolo infinite· 
simale. 

Consideriamo un arco di curva, che supporremo descritta da un punto 
moventesi con continuita. Fissiamo un punto P sulla curva e congiungia.. 
molo con un secondo punto Pi della curva, che faremo poi scorrere lungo 

!I 
la curva stessa. Se accade che, meno 
tre il punto Pi si avvicina indefini· 

lPi<,::. 

r . ~:'~.:.':.~' tamente al punto P (da una banda 
o dall' altra), la. retta mobile P Pi 
abbia per limite una retta determi· 
nata t uscente da P, si dice che t e 

-:o~-¡/~'f'--'-----~----.r-::-- la tangente della curva in P. Per una . 
A A~ cIasse estesissima di curve (ad es. 

per tutte quelle che avremo da. considerare in seguito) in ogni punto ge· 
nerico P esiste una determinata tangente. 

Vediamo ora l' interpretazione analitica di questo concetto. Partiamo 
dall'equazione della curva 

(1) y =.f(x) 

in coordinate cartesiane, Siano X o ed Yo -=1 (x o) le coordinate del punto 
tlsso P, Xi ed Yi =!(x¡) le coordinate del punto mobile Pi' La equazione 
della retta pp¡ potra. scrivera! COSI (n. 15): 

od anch~ 

X-xo _ Y- Yo - , 
XI-X. Y¡-Yo 

e finalmente. 8f' poniame :1: , - X. = h . 

(2) _!(xo+h)-!(xo) ( ) 
y - Yo - h a; - X o • 

Ora facciamo che il punto Pdwo Y¡) si avvicini sempre piu al punto 
P (xo, Yo); la differenza h fra le aacisse dei due punti tendera a zero, ed a 
zero tendera pure la differenza f (xo + h) - f (xo) tra le ordinate, data la 

continuita della curva. Se avviene che la frazione f (xo + h;¡ - f (xo) abbia, 

per h = 0, un limite determinato, anche la retta (2), PPp avra una posi· 
zione limite, tangente in P, rappresentata dall'equazione che si ottiene 
dalla (2) aoatituendo al poato della frazione il relativo limite. Questo limite, 
8uppoSto esistente, si suole indicare scrivendo 

. f (roo + lb) - 1 (xo) ./ ( ) 
11m h =j xQ ' 

"=0 
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e si chiama valore della derivata di f (a:) (o di y) per x:= xo' Oon questa 
notazione, la equazione della tangente alla ourva (1) nel punto P (.ro, Yo) 
acquista la forma 

(3) 

La esistenza della derivata porta adunque l'esistenza della tangente, 
e viceversa (quando si eccettuino punti particolari). 

In coordinate ortogonali, la derivata di f (x), per x:= xo' esp1'i1ne la 

tangente tr'igonometYica dell'angolo che la tangente alla CU1'va (1), nel 111wto 
di uscisstJ, xo' forma coll'a8se delle x (n. 27). 

TI calcol0 differenziale insegna a calcolare le derivate delle ordinarie 
. fllnzioni. Ed insegna pure a trasformare la (3), nella ipotesi che la curva 

sia data mediante una equazione 

(1') , j(x, y):= O, 

contenente implícitamente le due coordinate. Si dimostra che alIora la 
equazione della tangente, nel punto (xo' Yo)' puo scriversi cos} 

(3') (x - a:o)j',. (x"' Yo) + (y - yo)j'v (xo' Yo) = O, 

dovc j',., j'v sono le derivate parziali del polinomio (1'), l'una rispetto ad 
a:, l'aUra rispetto ad y; precisamente, j',. (xo' Yo) e il valore che as sume, 
per x = xo' la derivata, rispetto ad a:, della funzione j (x, Yo) della. sola 
variabile a:, ed un analogo signiticato ha f'v (xo, Yo)' 

Per fare un'applicazione delle cose dette, si consideri la curva (pa'rabola) 

y=z2. 
Poich6 la derivata di z2 e 2x, la tangente aUllo parabola nel punto (xo, Yo) 

aVTft l'equazione 
Y - Yo = 2xo (x - x.), 

od anche, tenuto conto che il punto appartiene aUllo curva ed e quindi Yo = x.z, 
y + 1/0 = 2xox. 

Esercizi. 1. 1 - 1) Costruil'e per pnnti le curve rappreBentate dalle seguenti 
equazioni in coordinate cartesiane ortogonali: 

. 1 
~ =2 x', 

4 y=-, 
x 

y= x'- 2x, 

2 x 
y=---, 

:ll 2 

2 y=-r -x- 2 (pambole); 
5 

y = ~ + :ll - 4 (iperboli); 
x 

311'Y = +2 9 -xi (eZZisse); 

1 
'J =:rJI, y=- r -- x + 2 (parab. cubiche); y' ~ x3 (parab. semicub.) , y .... x - - . 

Xl 

I Quantunqne aJoune delle onrve qui indicate (ormino argomento dJ rlcerea nel Cap. V, e bene che lo 
.'ndiolo .1 .bitni .in d'ora a costrulre colla maggioro esatto.z .. una oorva di enl sia data la equazion •. 
u."ndo, o'l"e oeoorr .. no. tavole ,l! funzionl goniometrlohe o dJ logaritmi. Si .. doperi 1" earta mlllimetrata, prono 
dtnrlo come unit .. 11 centimotro e attrlbuendo ad :t: succ6s81'1"1 valori, dHl'erenti I'nno d"¡l'altro dJ 0.1. 
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2) Costruire le curve y = sen z (8il~u8oide), y = tg:e (ourva delle tangenti) , 

y = sec z, y = loglo z (loga1'itmica). 
3) Costruire le CUl've rappresentK'\te dalle seguenti equazioni io coordina te 

polari: p = q¡ (spirale di ARCHIMEDE): p = ~ (spi¡'al6 ipe,.boUca); p = 2c¡> (spirale 
q¡ 

logarítmica); p% = tp (spirale parabolíca o di FERMAT); P = cos t . 
Il. - 4) Determinare graficamente le radici reali delle equazioni seguentí 

(n. 40, Oss.): 

x3 
- 5 x + 1 = O; z' - x! - 3 x + 3 = O ; 

Z5 - 3 Xl - 4:e' + 20 X2 - 21 x + 7 = O. 

5) Determinare graficamente le radici reali del sistema di due equazioni 11 

due incognite (n. 41): 2 y% - X = O, XS - y -1 = O. 
6) Determinare graftcamente le radici delle equazioni: 

2:e - 3 seo :e = O ; x-tgz=O; 

(per qUlluto riguarda la prima, si costruiscano le liueoe 

y = sen z, 

analogamente per la seconda). 
7) Determinare graficamente le radici dell'equazione ;e' = 5"', (Si prendano 

i logarítmi deí due membri, e si cercbino le intersezioni della curva logaritmica 
con noa retta conveniente). 

IU). - 8) Le condizioni por la simmetria di una curva algebrica, enunciate 
al n. 46, Bono invertibili; precisamente, se la curva e aimmetrica rispetto all'asse 
x, la coordinata y deve comparire solo con esponenti pari (a meno che l'asse x 

non formi parte della curva); e se la t;urva e simmetrica rispetto all'origioe, i 
termini devono esser tutti di grado pal'i o tutti di grado dispari. 

9) Segue che una curva d'ordine dispari simmetrica rispetto ad un punto, 
passa per questo punto. 

10) Se una curva qualsiasi possiede due aSBi di simmetria perpendicolari tra 
loro, essa possiede un centro di simmeh'ia nella illtersezione degli assi. 

IV. - 11) Si chiama n01'lnale ad una curva la perpendicolare alla tangente 
nel punto di cont¡ttto. Si scrivano le equazioni delle tangenti (n. 47) e delle nor
mali condotte aUe curve seguenti, in un punto generico di esse: y = az%, y = az~, 

3 

y = ax "2, Y = a~", dove a e una costante, n un numero razionale. Si determini 

il rapporto semplice formato lulla tangente dal punto di contatto e dalle interse
zioni cogli assi. (Si ricordi che la derivata di ax" e naz n - 1). 

12) Sapendo che la derivata di sen x ecos z, e di tg x e _1_, si determi-
cos·x 

nioo Jo tangenti in un punto generico alle curve y = Ben x, y = tg x; si dimostri, 
in particolare, cho la tangente l\ queste curve nell'origine e la bisettrice deU'a.n, 
golo ;y 
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48. Equazione del eerehio. - Occupiamoci Ol'8r del eecondo problema 
-fondamentale che si presenta nello studio analitico dei luoghi geometrici 
(n. 42): data la legge d'j, generazione di una curva? 8criverne la equazione. 

Si -stabilira. nel piano, su cui giace la curva, un sistema di coordina,te, 
per es. cartesiano (i cui assí converra. talvolta di aaaumere in partícolari 
poaizioni rispetto alIa figura); si chiameranno 
x? Y le coordinate del punto variabile che de- y 

acrive la curva, e si riguarderanno come note le 
coordinate di punti, le equazioni di rette, clle oc
cnpino posizioni fisse nella figura? le lunghezze di 
segmenti assegnati, ecc.; si cercllera finalmente 
di tradurre la. legge, secondo cui il punto va-
riabile si muove, in una relazione analitica fra _~ ________ -: 
le variabili (1], y e le quantita note. Questa o Z 

relazione sara la equazione della curva. 
Proponiamoci, ad es., di trovar la equazione del cerchio di dato centro 

e dato raggio. Riferiamoci ad un sistema di coordinate cartesiane ortogo
naZi, e diciamo a, ~ le coordinate del centro O, ed r il raggio. 

La condizione perche un punto P (x, y) appartenga al detto cerchio 
e O P = r. Ma O P si sa esprimere mediante la coordinate di O e P 
(n. 25), 

Dunque la detta condizione si traduce (elevalldo a quadrato i due mem
bri) nella relazione 

(1) 

che e precisamente la equazione del cerchio. 
In particolare, il cerchio che ha per centro l'origine e per raggío r 

ha l'equazione 

Ritorniamo aUa (1). Sviluppando e ordinando pQssjamo trascnverla 
cosl: 

(1') 

n cerchio e dunque una curva del secondo ordine. 
Pero, se confrontiamo la (1') colla equazione generale di secondo grado 

a due variabili, riscontriamo nella (1') le particolarita che il coeffioiente di 
xt e uguale al coefficiente di y't e manca il termine col prodotto (1] y. E ora 
il caso di vedere se, inversamente, una equazione di aecondo gradodotata 
di queste particolarita, come e la 

(2' (1]2 + y2 + ax + by + c == o. 
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rappresent.i, in assi ortogonali, un cerchio, Notiamo percib che la. (2) put; 

ridursi alla forma 

(2') ( a)2 ( b)2 al + Vi - 40 
re+- + y+- = . . 

2 2 4 

Ora il primo membro e il quadrato della distanza fra il pnnto varia· 

bile (x, y) ed il punto fisso ( - i, -~), mentre il secondo membro El 

c08tante; si con elude che la (2'), o la (2), rappresenta il cerchio di cen· 

tro (- ~ , - ~) e di raggio r =_<:>.1 V a2 + v2 
- 40. 

. 2 2 ., 

Cio almeno pub dirsi nella. ipotesi al + b2 
- 4c > 0, giacche alIora ,. 

e reale, e si tratta di un cerchio propriamente detto, Ma se a' + Vi - 4c = 0, 

nel qual caso la (2') diviene 

(2") 

(
a b), 

vi e un solo punto reale x = - "2,11 = -"2 soddlsfacente colle sue coor· 

dinate aUa (2") ed il cerchio, per dir cos1, si riduce al suo centro (cerchio 

di raggio O); mentre nel campo complesso, la (2") si spezza. nelle due equa.. 

zioni lineari 

(x + i) + i (y +~) = 0, (x+~) -i (y+~) - ° 2 2 - , 

rappresentanti le rette isotrope uscenti dal detto centro (n. 39), il che 

porta a riguardare il cerchio di raggio nullo come costituito dalle due rette 

isotrope uscenti dal centro di eS80. Finalmente, se a2 + b2 - 40 < 0, nes. 

sun punto reale soddisfa colle sue coordinate alla (2'), la quale tuttavia 

(d'accordo colle nostre convenzioni) diremo che rappresenta un oerchio i?~t. 

tnaginario di centro reale (- i, - ~) e di raggio immaginario, 

Concludendo: 

In assí Q?'togonali, una equazione di secondo grado, la quale abbia 1lg1¿ali 

i coe:Olcienti di Xl ed y' e manchi del termine con xy, rappresenta un cero 

chío (t'eale od immaginario): so la equazione si riduce ad aver l'unita oome 

ooefficiente di x' ed y', le meta dei coefficienti di x, y cambiate d'i segno 

danno le coordinate del centro. 

In assi obliqui, la eql1azioue di un cerchio si riconosce subito eseere del tipo 

z2 + 2 x y coe x y + y'+ al x + bl a; + el = O; 

e le condizioni perche una equltzione di secondo grado mppresenti UD cercbio 

sono: che i coefficienti di X2 ed y2 siano uguali, ed il coefficieute di xy sia uguale 
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al coefficiente di ~2 moltiplicato per 2 coa xy; le coordinate del centro hanno espres. 
lIioni meno semplici che in assi ortogonali. 

4:9. Sistemi di curve. - In vari casi non si riesce a tradnrre imme
diatamente, sotto forma analítica, la legge geometrica a cui obbedisce un 
punto che si muova lungo una curva. Giova allora seguire una vi1l. indi
retta che si fonda sulle cOllsiderazioni seguenti, gia interessanti di per se. 

Riprendiamo un'equazione a due variabili x, '!f, che aiano, ad es., coor
dinate cartesiane, e supponiamo ora che i coefficienti di quella dipendano 
da una fluantita le (parametro), che possa assum,ere vari valon nel corso 
della questione. 

(1) 

(I') 

Rappresenteremo l'equazione sotto la forma 

f(x , y; k) = O. 

Se attribuiamo a k un valore determina,to kl , la (i) diventa 

/(x, '!J; le.) = O, 

nella quale le variabili son o x ed y soltanto; la (1') rappresenta dunque 
!lna certa curva, che chiameremo fi' Ad un secondo valore le2 , attribuito 
a le, corrisponde una seconda curva che chiameremo f 2 , e COS1 via; al 
variare di le Delia (1), va.ria la corrispondente curva e descrive un sistema 
di curve, sistema le cui componenti (curve) 
corrispondono ai valori attribuiti al para
metro le; esse hanno COUle coordinate (si 
potrebbe dire) i valori di le. Se sono sod
disfatte (come succede nei casi ordinari) 
certe condizioni di continuita, i] sistema 
di curve puo considerarsi generato da una 
deHe Bue curve che vada spostandosi e, 
generalmente, deformandosi in modo con
tinuo. E notevole il caso che, attribuiti 
ad x, y clue valori x', y', scelti ad arbitrio 
in intervalli convenienti, la (1) fornisca, per l'unica incognita k, un solo 
valora le'. Allora il punto (ro', y') si trovera sopra una soja curva f (x, y; le') = O 
del sistema; per ogni punto di una carta regione del piano passa dunque 
una sola curva del sistema. 

Un particolare sistema di linee, soddisfacente alle condizioni sudllette, 
e il fascio di rette. Esso corrisponde aIla ipotesi che f sia una funzione 
lineare di x, y, nei cui coefficienti entri linearmente il parametro le; poiche 
allora, staccando i termini che contengono le dai termini indipendeuti da] 
parametro, la (1) assume la nota rorma 

(a x + b Y + e) + k (a' x + b' Y + e') == O. 

5 - G . OA8TBLNUOVO, Le¡ioni di Gt:otn,tria analiticA. 
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In generale, se la f ti funzione algebrica, razionale, intera, di grado n 
in x, y, uei cui coefficienti entri linearmente II parametro k, la (1) pnb 
scriversi sotto la forma 

q> (:v, y) + k '\ji (x, y) = 0, 

dove q> e '\ji sono funzioni razionali intere di grado non superiore ad n 
(una almeno di grado n). II sistema prende aHora il nome di fascío di cur'v~ 

d'm'dine n. Oi occuperemo in seguito del caso n = 2. 

1)0. Concetto generale di sistema di coordinate nel piano. - Si 
abbiano ora. due sistemi di cnrve, rappresentati dalle equazioni 

(1) 

(2) 

f(x, Yi le) == 0, 

q> (x, Yi h) == 0, 

dovo k ed h sono due parametri. A due valori kl.' hl. dei parametri corrí
spondono le curve fl.' q>i rappresentate dalle equazioni 

(1') 

(2') 

f(x, Yi k i ) = 0, 

q> (x, y i hi ) = ° i 
a. uue nuovi valori kt , h! conisponderauno le curve f t , q>!, ecc. Ora, se 
accade che per ogni punto P, situato in una certa regione del piano, passi 
una sola curva di ciascuno deí due sistemi, quei valol'i k, h dei parametri 
che spettano rispettivamente alle due curve passanti per P, possono assu
mersi come coordinate del punto P in un nuovo sistema di coordinate. 
Dato P, sono determínate le sue coordinatei mentre, date queste, riman
gono determinate in corrispondenza. tante posizioni di P, quanti sono i 

!J 
punti di quella regione ín cuí si 
segauo due curve, Puna del primo, 
l'altra del secondo sistema. 1 puntit 

per i quali la prima coordinata k ha 
un valore costante, appal'tengono ad 
una curva del primo sistema. i i punti, 
per cui e costante h, appartengono 
ad una curva del secondo sistema. 
Le equazioni (1), (2) stabiliscono le 
relazioni fra le antiche coordinate x, y, 
ad es. cartesia,ne, e le nuove k, h; 

risolvendo qnelle equazioni rispetto a k ed h, o rispetto ad x ed y, si 
otterrebbero le formole di passaggio dal1'uno all'altro sistema. 

:E faclle vedere che il sistema di coordinate (k, h) qui definito com
prende, come casi particolari, i sistemi visti sinora. Se infatti i due 
sistemi (1) e (2) sono fasci impropri di rette, si otterra (scegJiendo convenien
temente i parametri) l'ordinario sistema di coordinate cartesiane. Se invec& 
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Pun sistema. si compone di cercbi di centro comune O e Paltro di rette 
uscenti da 0, per modo che, in coordinate cartesiane ortogonali, le (1) e (2) 
assumano le forme particolari 

y-xtgrp=O, 

dove questa volta i parametri sono indicati con Q e ep, sí avra in corri 
spondenza tI sistema di coordinate polari (Q, ep); le ultime equazioni danuo 
infatti le formole di passaggio fra il sistema. cartesiano e il sistema po
lare (n. 37). 

ól_ Luogo delle intersezioni di curve eorrispondenti in due dati 
sistem1. - Riprendiamo i due sistemi di curve (1) e (2) tIel numero ¡>-re
cedente, i quali deflniscono un sistema di coordinate (k, h) nel piano. 

Se fra k ed h stabiliamo una relazione analitica '\ji ("ID, h) == O, questa oí 
rappresentera un luogo geometrico (n. 40), il luogo di quei punti che colle 
loro nuove coordiuate (k, h) soddisfano aIla detta re]azione. 

Limitiamoci ad esamina,re un caso partico]are; supponiamo che questa 
relazione sia l'eguaglianza k = h, scriviamo dunque nelle (1), (2), al posto 
di k ed h, uno stesso valore, sia k. In tale ipotesi i puuti del luogo sono 
i punti comnni alle due curve 

(3) 

(4) 

j (x, y; 7;) = 0, 

ep (x, y; k) = 0, 

le qnali variano al variare di k. Se chiamiamo cm'rispondenti queste due 
curve (entro ai sistemi che esse descrivono al variare di k), possiamo defl
nire il nostro luogo come il l1tOgo delle inte1'sezioni di curve C01Tispondenti 
nei due sistemi. N oi ci proponiamo 
di scrivere la equa,zione del luogo i~ 
coordinate x, y. 

Sia 

(5) F(x, y) =0 

la eqnazione richiesta; esaminiamo 
quali relazioni passino fra la (5) e 
le (3), (4). Notiamo percio che al 
nostro luogo appartiene ogni punto 
Pi (:.vil '!Ji)' il quale sia comune a 
due curve corrispondenti dei sistemi 

F 
-=::>>&---

(3), (4), ad es. alle due curve fu epi cbe si ottengono attribuendo al para· 
metro variabile k un particolare valore k i : 

\ f (:.v, y; ki ) = 0, 
l ep (:.v, Yi le¡) = O. 
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Segue che, se due valori XI' YI soddisfano aqueste due equazioni, es si 
determinano un punto Pi del luogo, e quin di soddisfano certamcnte anche 
all'equazione (5). Si ha cos1 la prima proprieta. della equaziolle (5): 

l. Se tre rlumeri IV" 'l/" 7c p sostituiti nelle (3) e (4) (al posto di IV, y, k), 
t1erificallO queUe equazioni, allm'a i primi due IVp Yi verificano l'equazione (5). 

Viceversa, se IV i , Yi verificano l'equazione (5) e quilldi son o coordi· 
nalie di un punto Pi del nostro luogo, aHora, per la legge con cui questo e 
descritto, devono esistere due curve corrispondentifp <Pi ~dei sistemi (3), (4) 
che pa~sino per P,; e in consegnenza deve esistere un valore kl di k tale 
che IVp Yp k¡ verificbino tanto la (3), quanto la (4). Abbiamo cosl1a seconda 
proprieta. dell'equazione (5): 

n. Se due numeri IViI 'YI verificano l'equazione (5), deve esistere un t61'ZO 
numero le l tale che IV" y" le, verifichino insiemc la (3) e la (4). 

Ora qualldo tre equazioni (3), (4), (5), le due prime a tre val'iabili IV, y, k, 
l'ultima a due variabili x, y, si troyano legate tra loro dalle due condi· 
zioni l e II ora esposte, si dice che la (5) e la risultante delle equazioni 
(:1) e (4) dopo la eliminazione di k; e la. operazione colla quale si passa 
dalle equazioni (3) e (4) alla equazione (5) diéesi eliminazione di k tra le 
equazioni (3), (4). 

Concludiamo dunque: dati due sistemi di cut've mediante due equazioni 
(in coo"dinate IV, y) contenenti un pa1·amett·o, l'equ.azione (in IV, y) del luogo 
delle intersezioni di curve dei d1/e sistemi corrispondenti ad uno steaso valore 
del parametro si ottiene eliminando questo tra le eq1lazioni date. 

La possibilita della eliminazione ed i procediruellti per eseguirla ven
gono studiati nei vari rami dell'Analisi. 

r,2. Equazlonl parametriehe di una curva, - AHe oonsiderazioni 
precedenti conviene spesso ricorrere quando si deve scrivere l'equazione 
della. curva descritta da un punto P (IV, y), che si muove con data legge 
geometrica. Anziche cercare dil'cttamente la relazione analítica che passa 
tra IV, y, puo riuscir piu facHe di determinare due relazioni tra le coordi
nate variabili IV, y del punto P ed una terza quantita variabile k legata 
colla figura, relazioni del tipo 

(3) 

(4) 

I (x, y; k) == 0, 

<P (IV, y; le) = 0, 

di cuí conosciamo ormai la interpretazione geometrica. Volendo ottenere 
l'equazione della curva iu coordinate IV, y, resta solo da eliminare il para· 
metro k tra le (3) e (4). E in certi easi puo anzi convenire di Mcrivere piu 
relazioni tra IV, y e alcuni parametri k, l ... ; semlJl'e l'equazione del luogo 
si otterra. (come si vede mediante ragionamcnti analoghi) eliminalldo tutti 
i }Jarametri fra quelle relazioni. 
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Ma talvolta si preferisce di rappresentare la CUl'va mediante due equo,
zioni contenenti le coordinate variabili x, y ed un para metro, anziche me
diante una sola equazione in :1', y. Di tal natura sono, ad es., le equazioni 
ptwa1netriche di una curva 

(6) x=f(t), y = <p (t ), 

esprimellti le coordinate x, y di un punto variabile in t'om-ione di un para· 
metro t. AiI ogni valore di t corrispollde aHora un pnnto (x, y) della curva; 
e la equazione di questa iu x, y si otterrebbe eliminando t fra le equa· 
zioni (6). 

(Jos1 le equazioni 
:r=at+a', 

rappreseutano parametricamente la retta 

x-al _y-b' 
a b 

Qui a', b' sono le coorrlinate di un particolar punto P' della retta, menLre 
a, b definiscono la direzione della retta, ed in assi ortogonali Bono propor· 
zionali ai coseni di direzione di essa (n. 27); posta che siano uguali a quei 
coseni, il parametro t misura la distanza fra il punto nsso P' «(1, b) e il 
punto variabile P (x, y) descrivente la retta. 

Un secondo esempio e offerto daIlú equazioni 

x= r cos <p, '11= r sen<p, 

dove ,. e costaute e <p il pal'ametro, le quali in asai ortogonali danno il 
cercb i ~ 

X2 +y~=r! 

avente il centro ncll'origine e i1 raggio r. II parametro <p misura l'angolo 
formato dalI'~sse x colla retta cho unisce l'o;-igine al punto (x, y), mobile 
su! cerchio. 

Esorcizi. i 1. - 1) Scrivere l'eqnazlone delluogo di UD punto tale che ¡qua
drati delle distanze di esso da due punti fissi abbiano una data differenza. 

2) Sopra due rette secantisi in O (che potranno assumersi come assi) variano 
due punti A, B, in guisa che la somma O A + O B rimanga costante; qual'a il 
luogo del punto medio di A B, o, in generale, del punto che divide ii segmento A B 
in dato rapporto' 

3) Nelle stesse ipotesi dell'es. precedente, si oonducano in A, B le perpen
dicolari ad O A, O B rispettivamente; quaPa il luogo della loro interse~ione' 

1 1 luoghi quí oons.idernti BOUO tuttI' rette (01. 1- 7) o oerch! (es. 8 - 14). Generazionl di curve aupe. 
flor! si troveranno negli eeercizi aUa fine del Gap. V . 
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4) Dati in un piano phI segmenti ALA!, A3 A" ... , il luogo di un punto M 
tale che la Bomma delle aree M Ai Al + M Aa A, + ... abbia un valore aSBegnato 
k, 6 una. retta. parallela alla riBultante dei segmentí dati (n. 24, Oss.), la cni 
direzione non dipende dunque da k. Fa solo eccezione il caso che quella risultante 
lIia nulla, perche in tale ipotesi non esistono puntí j[ soddisfacenti al problema 
se k e dato nd arbitrio, mentre ogni punto del piano vi soddiBfa Be k ha un con 
veniente valore; la somma sopra. sCl'itta non dipende dunque da M. 

6) Dato un triangolo O A B, si conduca una parallela variabile ad .A B, 8P

cante gli altri due lati in A', B'; qual'e il luogo della interBezione delle rette 
A B', A' B' 

6) Se piu traBver~ali uscenti da un punto P segano due rette fisse z, '!/ nelle 
eoppie di puntí AA', B B', O O' ... , si cerchi illuogo dei punti di incontro A B ' . A'B , 
A O' • A' O, B O' . B' O, ... : si trovera. una retta passante per il punto 0== zy, 
detta polare di P rispetto alle rette x, y. 

7) Date n rette ed un punto O, si conduca per O una trasversal e variabile, 
la quale seghi quelle rette in Al> A 2 , ... , A,,; poi si prenda sulla trasversale un 

¡-n 1 
segmento O.A. tale che sia on = ~ -O . Si dimostri che il luogo del punto 

.A. .=1 .A. , 
A 6 una retta, poZan armonica di O rispetto &.!le n rctte. (Si faccia uso di coor-
dinate polari, rispetto al polo O). Si considerino in particolare i casi n = 2, S. 

n. ~ 8) n luogo tli un punto, le cui distanze da due punti fissi hanno un 
dato rapporto k, 6 un eerchio; quale ne e il centro'1 quale 6 il raggio' E se 
k=U 

9) 11 luogo di un punto tale che la somma dei quadrati delle distanze di 
esso da due punti fiBSi lIia costante e un cerchio, i1 (lui centro non dipende dal 
valore della CObtante. 

10) In generale, dati n punti Al ed n numeri p, (i = 1, ~, ... , n), il luogo 
_ _ 2 

di un punto M tale che sia cOBtante la somma ~,p, M A, = k e un cerchio, il 
cui centro 6 il baricentro dei punti Al presi coi pe si p, (n. 28, es. 9); quale ne 
e n raggio' Ad ogni punto M del piauo corrisponde un determinato valore k della 
somma sopra scritta; ed il baricentro nominato e il punto per cui quella somma 
6 minima (se ~p, > O), o massÍIDa (se ~ p, < O). Come si modificano questi risul
tati Be ~p, = 0'1 

11) Luogo di un punto da cui un dato segmento e visto sotto angolo costante. 
12) 11 luogo di un punto tale che i piedi delle perpendicolari da es so calate 

sopra due rette fisse x, y abbiano una distallza assegnata e un cerchio. 
13) 11 luogo di un punto tale che i piedi delle pcrpendicolari da eSBO ealute 

sopra i latí di un triangolo formino un triangolo di area assegnata A e un cerchio, 
il cui centro non dipende dal valore di A; per A = O quel eerchio e circoscritt;c¡ 
al triangolo. Segue, in particolare, il teorema di SIM80N: < I piedi delle perpen
dicolari ealate Sllí lati di un triangolo da un punto qualunque del eerchio circo-
8erltto sono alliaeati ». Indicando con Z = O, ?n = O, n = O le equazioni normali 
dei lati del tríangolo, con L, M, N gli angoli opposti, si trovera, per quel luogo, 
1& equazione 

,u n sen L + n l sen M + l?n sen N = 2 A, 
la quale, come si veritlca, rappresenta appunto un cerchio. 
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14) In generale, il Iuogo di un punto tale che i piedi delle perpendicolari 
da. esso calate sopra i lati di un poligono formino un polígono' (pedale o podario 
del punto) di area assegnata /l e un cercbio, il cui centro e il blU"icentro dei ver
tici del polígono da.to, quando a ciascnno si attribuisco. come peso il seno del 
doppio dell'angolo del poligono avente ivi il vertice; il raggio r del cercbio e poi 

dato dalla formolo. r! = 8 (/l ;- /l.), dovo /lo e l' area del polígono pedale del 

detto baricentro, ed S e la summa dei detti pesL Se S = 0, i poligoni pedali di 
tutti i punti del piano hanuo la stessa area /lo (STEINER). 

CAPITOLO V. 

11 cerchio ed altre curve partlcolal'l. 

63. Cerchio determinato da tre puntt. - Vogliamo, in questo Ca· 
pitolo, applicare a curve particolari varie nozioni esposte in general e nel 
Capitolo che precede. Oí occuperemo anzitutto del cerchio. 

L'equazione (detta da alcuni norma· le) del cerchio in coordinate orto· 
gonali e, come sappiamo (n. 48), del tipo 

(1) x' + y' - 2 a x - 2 ~ '!J + Y = 0, 

dove a, ~ sono le cooruinate del centro ed r = vi al + W - y e il raggio 
(reale o immaginario). Poiche l'equazione dipende da tre coeflicienti a, ~, y, 
si potra assoggettare un cerchio a tre condizioni, traducenteRi in altrettante 
relazioni fra quei coefficienti. Cosl, se si vuole che il cercbio passi par 
tre punti assegIi.ati (Xi' '!Ji)' (x" y~), (x3 , Ya), dovranno esser verificate le tre 
equazioni di condizione 

xl + Yi' - 2 a XI - 2 f> '!Ji + Y == 0, (i = 1, 2, 3) 

e quali permettono di calcolare, a, ~,y. Il risultato della sostituzione di 
questi valori nella (1) si ottíene direttamente eliminnando a, ~, y fra la (1) 
e le tre equazioni di condizione. Si giunge cosi all'equazione 

X' + y' X Y 11 
Xii + Y/ Xl '!JI ~ 1=0, x!' + yz' x, '!J, 
Xs

1 + Y3' x3 Y3 I 

che rappresenta appunto il cerchio richiesto. Cio almeno nella ipotesi che 
aia diverso da. zero il complemento algebrico di Xl + '!JI. Nel caso opposto 
i tre punti sono allineati (n. 51), l'equazione si abbassa a primo grado e 
rappresenta, com'e facHe riconoscere, la retta dei tre punti. 
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64. Equazione polare di un eerehl0. Potenza di un punto rispetto 
ad un eel'ehio. - Assumendo come polo ed as se polare di un sistema di 
coordinate polari (¡.), ep) l'origine e Pasee x del sistema cartesiano sopra 
adoperato, si arriva, colle note formole di trasformazione (n. 37)., a scrivere 
l'equazione polare del cerchio (1) sotto la forma 

(2) Q2 - 2 (a cos ep + ~ sen ep) Q + Y == O. 

Per ogni valore di <p la (2) fornisce due valori 'Q¡I Qz di Q, raggi veto 
tori delle due intersezioni del cerchio colla retta uscente da. O e formante 
con x l'angolo <p. Ora si ha dalla (2) 

QI. Q,::::= y, 

indipendente da ep, e si conclude che, se intorno ad un punto ruota una 
frasversale, iZ prodotto dei due ,egmenti compresi ft'a il punto e le inter· 

sezioni della trasver&ale con un cerchio .fisso 
, e costante. Quel prodotto costante, preso in 

valore e segno, si chiama (collo STEINER) 
potenza del punto primitivo rispetto al cero 

• chio, La potenza y = (a! + W) - r! '8 'pur 
data ilal1a difIel'enza fra il quadrato della 
distanza del punto dal centro del cerchio e 
il quadrato del raggio. Per un cerchio feale 

r la potenza e positiva, nulla, o negativa, se· 
condo che il punto e esterno, sulla circon· 

ferenza, o interno al cerchio; e, nel primo caso 8 uguale al quadrato del 
tratto di tangente O T compreso fra il punto ed il cerchio, nel terzo caso 
al quadrato, cambiato di seguo, della meta della corda che ha in O il 
suo punto medio.Per un cerebio immaginario la potenza ui ogni punto e 
positiva. 

Dalle cose dette risulta che la potenza. uelPorigine rispetto ad un cero 
chío 8 espressa dal termine noto deTl'equazione normale (1). Se fosse rí· 
chiesta la poteuza di un altro punto P (xo' Yo)' basterebbe eseguire la. tra· 
sformazione di coordinate (n. 34, 1) x = X o + X, Y == Yo + Y, assumendo 
come nuovi assi le parallele agli antícbi, uscenti da P. L'equazione (1) 
si trasforma nella 

( 1') XI + y2 + 2 (xo - a) X + 2 (Yo - ~) y 

+ (xo 
I + y/ - 2 axo - 2 ~ Yo + y) == o. 

Si deduce che la potenza del punto (xo' Yo) rispetto al cerchio (1) e data da 

X02 + yol - 2 a Xo - 2 ~ Yo + y, 

vale a dire dal valore che aS8ume il p,'inw membro dell'equazione nor?nal~ 
11) quando a,l posta delle vat'iabili si 8ostituiscano le coordinate del ptt1tto. 
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Secondo che questo valore El positivo, nullo, o negativo, il punto sara dun
que esterno, sulla circonferenza, od interno al cerchio (supposto realeJo 

¡s. Tangente ad un eerchio in un punto. -- Se il cerchio (1) o (2) 
pass a per l'origine, El y == O. A.liora la (2) ha, qualunque sia <p, una radice 
uulla, come e chiaro geometricamente, mentre 
l'altm radice va,le 

Q == 2 (a cos <p + ~ sen <p). 

Anche questa seconda radice El nulla, e la 
retta corrispondente El tangente al cerchio nel· 
l'origine, quando <p sia tale da rendere 

ossia 
a cos <p + ~ sen <p == O, 

a 
tg <P=-j3' 

La retta in questione ba l'equazione cartesiuJl¡\ 

ossia. 

a 
Y=- -r~' 

ax+ ~y== O; 

questa equBzione (ottenuta nguagliando a zero l' insieme deí termini lineari 
neUa (1» rappresenta dunque la tangente nell'origine al cerchio (1), qua.udo 
y= O. 

Qualunque sia y, volendo la tangente al cerchio (1) in un punto (xo' Yo) 
di e8SO, si potra eseguire, come prima, la traslazione di assi che porta in" 
questo punto l'origine; si arrivera cosi all'equazione (1'), in cui pero mano 
chera la parte indipendente da X e da Y. Uguagliando a zero 11 complesso 
dei termini linead in X, Y nella (1') troviamo l'equazione 

(xo - a) X + <10 - ~) y = O, 

che rappresenta. la tangente richiesta nelle nnove coordinate X, Y; ricor· 
dando poi che X = x - xo' Y = Y - Yo' l'equazione della tangente al cero 
chi1J (1) ml punto (xo, Yo) aS8um6 la forma 

(3) (xo - a) (x - x~) + (Yo - ~) (y - Yo) = O. 

Sviluppando la (3) e os servando che 

xo' + 'Yo' - 2 a X o - 2~ Yo + Y = 0, 

quella equazione puo sCl'iversi cosI: 

(3') 
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- ----- ------------------------------

Il lettore verifichera. subito che la. tangente nominata e normale a.l 
raggio del cerchio passante per il punto di contatto (~o, yo).1 

56. Intersezioni di un cerchio con ona retta. -- Il problema di 
determinare le intersezioni del cerchio (1) colla retta a x + b 'Y + e = O porta. 
a risolvere il sistema delle equazioni delle due linee, e quindi la equazione 
di secondo grado nella sola x che si ottiene sostituendo nella (1), al posto 

a e 
di 'Y, il valore y = - b x -- b (cfr. n. 45). Quella equazione in x (i cui 

coefficienti si ricavano mediante operazioni razionali eseguite sopra a, ~,y, 
a, b, e) ha. due radici oo iI x, che possono esser reali e distinte, reali e 
coincidenti, o immaginarie coniugate; sos(;ituendo successivamente queste, 
al posto di x, nella espressione di 'Y si ottengono due valori 'YI' 'Y2' orili
nate dei punti (001, Yl)' (x" Y2) soddisfacenti al problema. Si giuuge cosl 
al noto risultato, che un cerchio e segato da una retta in due punti, i 
quali sono reali e distip.ti (se la retta e seoante) , o reali e coincidenti (se 
El tangente), o immaginari coniugati (se El este~'na al cerchio). 1 tre casi si 
presentano (come e noto dalla geometria elementare, e puo verificarsi per 
via. analitica) in relazione aUa distanza del centro del cerchio dalla. retta. 

67. Intersezione di doe cerchi; aSS8 radicale. -- Date le equazioni 
di due cerchi 

(4) 
~ x! + y' -- 2 a x - 2 ~ 'Y + Y = O , 
1 Xl + yt 

- 2 a' x -- 2 W y + y' = O , 

si OBSerVera che ogni soluzione (x, y) di queste soddisfa. pur~ all'equaziolle 

(5) 2 (a - a') x + 2 (~-- W) y - (y -- y') = O 

oLtenuta da:Je (4) mediante sottrazione j e viceversa, ogni -80luzione comune 
ad una. delle (4) e alla (5) e comune anche all'altra delle (4). Possiamo 
dunque risolvere, anziche il sistema (4), il sistema composto di una <l elle 
(4) e della (5). Ma questa rappresenta una rettaj vediamo adunque che il 
problema di determinare le intersezioni di due oerehi equi'vale al p1-oblema di 
determinare le intersezioni di un ee'rohio con una retta, e porta, in 80stanza, 
a risolvere una equazione di secondo grado ed una incognita, i cni coeffi
cienti sono fUllzioni razionali dei coefficienti delle equazioni dei due cerchi. 
Ooncludiamo: d1¿e oerchi ai segano in due punti, che possono eS8er reali e distinti 
(cerchi secantisi), reali e eoinoidenti (cerchi tangenti), o immaginari eoniu
gati (cerchi non secantisi)_ Cio almeno se non sono insieme a = a', ~ = W; 
giaccbe, se questo caso si presenta, la (5) diviene assurda tinche y =*' y', 

, A. na (3) ,1 sarehbe anche arrlvatl appllcando la formol .. generale (a') del D_ 47_ 
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io linche i due cerchi sono distinti, e le (4) sono, per conseguenza, in
compatibili. 1 due cerchi, che allora sono concentl'ici, non hanno nessuna 
interseziolle. Vedremo pero in seguito come, con opportune convenzioni, si 
possn. far rientrare l'ultima osserva
zione nel teorema generale, che da 
quelle convenzioni verra anzi reso 
piñ completo. 

~ facile caratterizzare geometri
camente la retta (5). Se infatti cer
chiamo il luogo dei punti (x, y) che 
hanno uguale potenza rispetto ai due 
cerchi (4), siamo condotti (n. 54) ad 
uguagliare i primi membri delle due 

1 

~.)'-
equazioni (4), e quindi perveniamo aUa (15). Dunque: il luogo dei punti 
che hanno potenza 1lguale rispetto a d1le cerchi e una retta (detta a8se radi
cale}, la qttale contiene le due intersezioni (realí o immaginarie) dei due cerohi. 
L'aSt'le radicale manca solo quando i cerchi siano concentrici. Escluso que
sto caso, l'asse radicale e perpendicolare alla oongiu1lgente i centri dei cerohi, 
come risulta confrontando la (5) coll'equaziolle della detta congiungente 

x -a y- B 
(l - a'= ~ - W 

• 58. Condizione di ortogonnlita. di due cereht. - Si chiama. angolo 
di due cerchi (o di due curve), in un punto comune, l'angolo formato dalle 
due tangenti in quel punto. Se quest'angolo El retto, i due cerchi (o le due 
curve) si tagliano ortogona!m,ente. E fa.cHe stabilire la. condizione affinche 
i due cefchi (4) si taglino ortogonalmente, sia ricorrendo alle eq uazioni 
delle tangenti in un punto ad essi com une, sia notando che i raggi r, ,.. 
dei due cerchi, passanti per il detto punto, devono esser perpendicolari. 
Considerando il triangolo rettangolo, che ha quei raggi come cateti, e come 
ipotenusa. la. distanza dei centri (a, ~), (a', W), si ha 

y! + ,,11 = (a - a')! + (~- W)I, 

oBsia, ricordando che yl = al + W - y, r'l = 0.'2 + W! - y', 

(6) 2 a a' + 2 ~ W - (y + y'¡ = 0, 

che e la. condizione richiesta di ortogonalita. 
Il lettore potra, seguendo una. via analoga, determinare in genemle 

l'angolo di due cerchi (4) . 

• iD . segaati con asterisco pOS80no ometteral In nna prima lettara 
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• 69. Fascio di cerchL - Date le equaziolli (4) di due cerchi, che 
indicheremo abbreviatamente con 

(4') 8=0, S'=o, 
consideriamo una loro combinazione lineare 

¡"S+¡.tS'==O. 

od anche, adoperando un solo paramento k == - t, 
(7) S - k S' == (l. 

QueMta equazione, che per k =1= 1 puo scriversi 80tto la forma 

(7') ro! + J _ :¿ a - ka' _ 2 ~ - le W + y - k y' - O 
Y 1_k ro l-k Y l-k-' 

rappresenta ancora un cerchio il quale, al variare del para metro k, dcscrive 
un sistema di infiniti cerchi, detto Jascio (cfr. n. 49). Al fascio apparten- . 
gono evidentemente i cerchi primitivi S == O ed S' = O~ corrispolldenti ai ' 
valori k = O, + 00; mentre, per k = 1, la (7) ci da l'asse ratlicale !lei due 
cerchi nominati. 

Sono proprieta immediate del fascio le seguenti: 
a) I punti cO'muni ai dWl cerchi primitivi appa1'tengono ad ogni cerch!o 

del fa8cio, e diconsi pU7lti base del Jascio; 
b) Per un punto del piano, che non 8ia base, passa sempre úno ed un 

Bol cerchio del Jascio, 
Sia infatti Po (roo, Y.) un punto del piano, e siano So, So' i valori che 

l\ssumono i polinomi S , S' quando al posto delle variabili $, y si pongano 
x" Yo' Se Po appartiene ai due cerchi primitivi, sara So = O, S'o = O, 
e quindi 

So - k S'o= O; 

8egue che Po appa,rtione ad ogni cerchio (7) del fascio. Se invece Po DOU 

e comune ai cerchi primitivi, i valori So, S'o non sono entrambi nulli, e 
l'ultima equazione fornisce un valore per k j sostituendolo nella (7), si ha 
quel particolare cerchio del fascio che passa per Po' 

Segue dalla a) che i cerchi del fascio hanno a due a d1¿e lo steslSo as8e 
radicale, detto asse radicale del Jascio j cío si verifica pur subito per via 
analitica. Ogni punto dell'asse radicale ha la stessa potenza rispetto a tutti 
i cerchi del fascio. Il fascio e anche determinato da un sol cerchio e dal
Passe radicale, mediante combinazione lineare delle relati ve equazioni, giac
che la (41) puo scriversi cos1: 

(S - S~ - (k -1) S' = O. 

Il luogo dei centri dei cerchi di un Jascio ~ una retta normale dell'asst! 
,.adicale, detta asse centrale; infatti il centro del cerchio (7') ha le coordi· 
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a-ka' ~-kW 
nate 1 _ le ' 1 _ k ' e quindí (n. 14) appartiene alla. retta eongÍ1mgente 

i eentri (a, ~), (a', P') dei due cerebi (4'), retta che sappiamo gü\ esser nor
male all'asse radicale. Ogni punto di quella retta e centro di u-n cerchio 
del fascio. Fa eccezione solo il caso che i due cerehi (4') siano concentrici, 
giaeche aHora tutti i cerchi de] fascio banno lo stesso centro. 

11 60. Fasei ortogonali di eerehi. - Se, ller semplificar le formole, 
a,ssumiamo come assi delle x e delle y l'asse centrale e l'asse radicale di 
un faseio di cerchi (non concentrici), e poniamo sia x· + y' + y = O il par
tieolare eerchio del faseio avente il centro nella origine, ogni altro cerchio 
del faseio avra. una equazione del tipo 

(8) Xl + y' - 2 k x + y == 0, 

dove k, o,scissa del centro, e Ull parametro variabile da cerchio a cerchio. 
1 punti base del fascio, situati sull'ass(\ y, hanllO l'ordinata y = ± V - y, 
e quindi sono raali e distinti, reali 
e coineideuti, o immaginari coniu
gati, secondo che y e negativo, 
aullo, o positivo; nel ea so y = O 
tutti i cerehi del fascio toce3llO 
l'asse y nell'origine. 

Osserviamo ancora che i1 rag
gio tial cerchio (8) vale V k'l - y; 
quindl i centri dei cerchi di rag· 
gio nuJ:o appartenenti al fascio 
lIanno le aseisse k = + Vr, e sono 
reali e distint.i, reali e coinciden ti, 

!J 

o immaginari, secóndo che sono immaginari, reali e coincidenti, o reali e 
distinti i punti base del fascio; quei due eentri si ebiamano punti limite 
del faseio. 

Cío premesso, prendiamo sopra l'asse y un punto arbitrario P (O, h), 
e da esso condueiamo la ta~gente P T ad un eerehio qualsiasi (8) del fa
seio. Detto e il segmE\nto di tangente compreso fra P e il eerchio, sara Q' 

uguale alla potenza di P rispetto al cerchio (8), ossia (n. 54) 

valore indipendente da k, cioe dal pál'ticolare cerchio con-siderato nel fascio, 
ecom era prevedibile ricordando la proprieta dell'asse radieale. Con centro 
.P e ra,ggio Q descriviamo un cerehio, la cui equazione si trova essere 

(9) x' + y2 - 2 h'!l - Y = O. 
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Questo cerchio, qualunque sia k, taglia ortogonalmente jI cerchio (8) 
carrisponllente ad un valore arbitrario di k; cío risulta subito dalla costru
zione geometrica, eseguita, e si verifica analiticamente ricordando la con
dizione di ortogonalita (6) (n. 58). Al variare di h il cerchio (9) descrive 
pure un fascio, di cuí pero l'asse centrale e l'asse 'Y, mentre l'as'se radio 
cale e l'asse te; inoltre i punti base del nuovo fascio hanno le coordinate 
(+ Vr, O) e quindi coincidono coi punti limite del fascio (8), mentre i punti 
limite del fascio (9), di coordinate (O, + V - y), coincidono coi punti base 
del fascio (8). Concludiamo: 

Ad ogni jascio di cerchi non concentrici e congümto 1¿n secando jascia 
di cerchi, i qu,ali sayano ()rtogonalmente i cerchi del primo jascio; i due 
(MC';' sano C08t situati che l'a8se radicale ed i punti base di ciascuno sono 
asse centrale e .punti limite .per l'altro jascio. Si suol dire talvolta che i 
due fasei costituiscono un sistema doppio ortogonale di cerchi.1. Per ogni 
punto T del piano passa nn cercbio del primo fascio ed uno del secondo; 
ed i due parametri k ed h, relativi ai due cerchi nominati, potrebbero ri
guardarsi come cool.'dinate del punto T in un nuovo sistema di coordinate; 
si avrebbe COS1 un esempio della nozione di sistema generale di coordi
nate esposta nel n. 50. 

• 61. Centro radieale di tre eerehi. - Relativamente al sistema di 
tre cerchi di un -piano, limitiamoci a dimostrare il teorema seguente: 

I t,'e assí radicali di tre cerchi arbitrari (non jormanti (ascio) , p"esi 
a due a d1te, passano per 1mo stesso punto, che ha uguale potenza rispetto 
ai tre cerchi, e dicesi cent,-o radicale di questi. Infatti SA 

8=0, 8'=0, 8"=0 

Bono le equazioni normali dei tre cerchi, i tre aSBi radicali hanno le 

equazioni 
8 - S'=O, S' - S" = 0, S"-8=0, 

che, sommate membro a membro danno una identita, donde segue il teo
rema (n, 22). Se pero due dei tre cerchi sono concentrici, uno degli assi 
radicali manca e gli altri due sono paralleli .. 

Esercizi. I. - 1) Scrivere la equazione di un cerchio il guale soddisfi ad 
uno dei seguenti gruppi di condizioni: a) ha per centro il punto (2, 3) e passa 
per il punto (- 1, 6); b) passa per l'origine e per i punti (2, O), (O, - 3) j 

e) passa per l'origine, toccando ivi la retta 2:e + 3 Y = O, e pasaa inoltre per 
il punto (- 1, O); d) pasSA per i punti di ascisse 2, S sull'asse x e tocca l'asse y j 

, 8e U primo faI!Clo 81 oompone ••• di cerohl ClOncentrloJ, U .econdo de¡¡eoererebbe nel tasaJo delt. Infl· 
alteo rette a8centi da) centro comune. 
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.) passa per il punto (2, 3) e tocca 1 due assi coortlinati; f) tocca gli assi coor
dinati e la retta 2 x + y - 5 = O. Quanti cerchi soddisfano alle condizioni im
poste ~ Dei detti cercbi determinare il cen tro e le in tersezioni incognite cogli 
assi; per il cerchio f) determinare il punto di contatto colla tangente indicata. 

2) Determinare le intersezioni del c1rcolo a) dell'es. precedente colla retta 
2 :x; + 3 Y - 6 = O. Determinare le intersezioni dei due cerohi a), b). 

3) Condurre la tangente al cerchio a) nel punto (- 1, 6); al eerelLio b) in 
eialleuno dei tre punti che lo individuano. 

4) Determinare le tangenti del eerobio X2 + y2 = r l che sono parallele ad 
una retta assegnata ax + by = O. 

5) Condurre le tangenti al cerchio precedente da un punto (xo' Yo) assegnato; 
qual'e l'equazione della retta (sempre reale) eongiungente i due punti di contatto 
(pola1'e del punto dato)" Qual'e l'angolo raccLiuBO dalle due tangenti' 

6) Luego del punto da cui un dato cerchio,r + y2 =- r l e visto BOtto un 
angolo asseguato (raccbiuso dalle due tan gen ti) ; in particolare, Botto un angolo retto. 

7) Dato un cercltio mediante la sua equazione normale, condune ad esso le 
tangellti dall'origine. Si tratti poi un caso numerico, supponendo ad es. che i1 cel" 
chio abbia por centro il punto (3, 4) e per raggio 2. 

8) Luogo dei punti medi delle corde di un cercbio passanti per un punto 
assegnato; dove cadono le intersezioni del luogo col cerchio dato' (Il problema 
puo trattarsi in coordinate cartesiane o polari, collocando l'origine, o il polo, nel 
p n n to assegnato). 

lI. - 9} Dati due cerchi mediante le loro equazioni normali, determinare 
l'angolo sotto cui si segauo (cfr. n. 58). Qual'e la coudizi.me perche i due cerchi 

ai tocchino' 
10) Fra i cerchi di Ull {ascio esistono al piu. doe i quali tocchino una data 

retta. Quale particolarita. si presenta se la retta pasBa per 'lno dei punti base t 
(Si puo supporre che la retta sia l'asse x). 

11) Dati tre cerchi S = O, S' = O, S" """ O, non appartenenti ad un fasc¡o, 
,i considerino gli infiniti cercbi ~'appresentati dall'equazione A S + 11 8' + v Sil = O, 
al variare dei parametri; essi formauo un sistema, detto rete, con ten ente ogni 
tascio determmato da due cercbi della rete, presi comunque. Per uu punto gene
rico del piano passano infiniti cerchi della rete, formanti un fascio; per due pUllt} 
generici del piano passa un 8010 cerchio della rete. n centro radicale di tre cer
chí dalla rete (n. 61) non varia col -variare deí cerchi atessi, e dicesi centro radi
cale della rete. Reti particolari SODO costituite' da tutti i cerchi che passano per 
un dato punto, 'oppure da tutti i cerchi che hanno i centri sopra una data retta. 

12) Scelto come centro il centl'O radicale di una rete, e come raggio il seg
meu.to di tangente (reale o immaginario) compreso tra il detto centro ed un cer
chio qualsiasi della rete, si descriva un cerchio; questo sega ortogonalmente ogni 
cerchio della rete, e dicesi cerchio fonda1ncntalc della rete. Esso e pure il luog~ 
dei centri dei cerchi di raggio nullo appartenenti alla rete. Ed ogni rete puo ri
guardarsi come l'insieme deí cerchi che segano ortogonalmente un dato cercLio. 
Note le equazioni di tre cerchi di una rete, si scriva l'equazione del cerchio fon
damentale. 

13) 1 eerchi di un fascio seganQ sopra un cerchio fisso coppie di punti aD-
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partenenti a rette di un fascio (n. 61). Segue cbe in un fascio di .cerchi ve ne 
Bono due al piu cbe toccano nn cercbio assegnato; come si costruiscono' 

H) Dati due cerchi di centri (oc, ~), (a', W) e di raggi r,1·1
, sí determinino 

le tangenti ad essi comuni (cioa le rette che banno le distanze r, r ' dai due cen
tri). Le quattro tangenti, rtlali od immaginarie, determinan o un quadrilatero di 
cui due vertici opposti, sempre reali, si trovano snlla congiungente i due centri, 
ed ba.nno le coordinate 

0c'" ± IX r ' 
r+r' 

W 1'± ~r' 
l'+r' 

essi diconsi centri di ,imilituc!ine dei due cercbi e precisamente centro ínter/lo od 
eBtemo, secondo cbe si prendono i segni superiori o inferiori. Come si cost.rui
Icono i punti Btessi parténdo dai centri e daí raggi dei due cerchi' 

15) Tre cerchi, presí a due a due, danno complessivamente sei centri dí si
militudine; si dimostri che i tre centri esterni 80no allineatí, e SOllO pure a~lí
neati due centri interoi e iI centro esterno relativo aUo. coppia rimanente di cercbi. 

lIT. Invernone ,'iapeito ad un cerchio (DA.ND1!:LIN, PLÜCKli:R), - 16) Dato un 
cercbio di centro O e raggio 1', nd ogni punto P del piano si faccia corrispon
dere quel punto pI della retta O P, cbe rtlnde O P , O P' = r (anche nel segno). 
La corrispl)ndenza, cbe cosl viene a stabilirsi fra P e P', dicesi traBfol'ma~ione 

ver raggi vettori ,'eciprooi o inv/l1'sione, rispetto al centro d'inversione O ed al cer
chío fondamentale dato. La corrispondenza fra P e P' a 8cambievole e biunivoca, 
fatta eccezione per P coincidente con 0, al qual punto non corrisponde nessun 
punto (o, come talOl'a si dice convenzionalmente in questa. ieoria, corrisponde il 
punto (00, 00) del piano). Ogni punto del cercbio d'inversione corrisponde a S6 
stesso. E facHe stabilire le r clazioni fra, le coordinate polari o cartesiane di due 
punti corrispondenti P e PI. Aesunto, ad esempio, il ra.ggio del cerobio come 
unitA, ,. = 1, e riferiti i punti P (:1;, 1/), pI (x', y') a. due aa si ortogonali uscenti 
da. 0, valgono le formole 

Queste possono rills8umersi in una 80130, se si introducono i numeri oomples8i 
- - 1 

• = x + iy, z' = x' + i y',.' == x' - iy'; tri ba infatti .' = --;. 
17) Se il punto P deaorive una curva, il punto inverso pI desorive unll 

curva, inver8a della prima. Si dimoBtri che l' inversa di una retta. El un cercbio, 
il quale tocca in ° la retta parnllela alla data (a meno cbe la retta. primitiva non 
passi per O, giacch6 aHora ha per inversa S6 Btessa). In generala, ogni ce1'chio 
si muta per inversione in U1I cerchio, o in una retta se il cercbio primitivo passa 
per 0, eccezione questa che puo ritenersi inclusa nell'ennnci90to, ove Bi rigll/tr
dino le rette come oasi pa.I,ticolari di cercbi. 

18) Due cerchi, inversi l'uuo dell'altro, segano negli steBsi due punti (realí 
o immaginari) il cerchio fondamentale e determinano un fascio a cui queato ap
partiene. Un centro di similitudine dei primi due cerchí coincide col cerobio d'in
versione. Viceversa, due cerchi qualsiasi si corrispondono in una inversione, che 
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ha come fondamentale un cerchio del loro faseio, e come centro uno dei centri di 
similitudine dei cerchi dati. 

19) Due rette formano lo stesso angolo che i cerchi ad es se corrisponoenti. 
L'angolo di due cerchi e pure ugnale all'angolo dei due cerehi inversi. Cerchi 
tangenti si mutano per inversione in eerchi tangenti. Ed in generale si puo di
mostrare che, se due curve si toccano in un punto (han no ivi la stessa tangente), 
le curve in verse si toceano nel punto corrispondente. Da queste premesse segue 
il teorema: 

20) L'angolo di (lue Ilurve (n. 58), in un punto comune, e uguale all'angolCl 
delle C-Uf"Ve inverBIl nel p/tnto corrispondente j in breve, la inve1'sione non altera gli 
angol' (ne inverte pel"O i segni); e, come 8uol dirsi, una trasformazione isogonale 
o conforme. 

21) Ogni cerchio ortogonale al -cerehio fondamentale vien mutato dall'inver
sione in se stesso; e viceversa, un cerehio inverso di se stesso, se Don e il 
cel'chio fondamentale, e ortogonale ad esso. E inverso di se stesso, quindi Ol'to
gonale al cel'chió fondamentale, ogni cerchio passante per due punti distinti 
corrispondenti nell'inversione. 

22) Un meccanismo per realizzare l'inversione e il sl"guente: s'immagini un 
pal'allelogramma equilatero, articolato nei vertici, del quale due vertici opposti A , O 
aiano costretti a muoversi sopra un cerchio fisso di centro O e raggio p; gli altri 
due vertici B, D si corripondono allora in una inversione, rispetto al centro O 

e ad un cerchio di raggio r = v'p~ - 12
, essendo l il lato del paraJlelogramma. 

Segue che, se B e costretto a descrivere un cerchio passante per O, D desllrivera 
ona retta. Un appal'ecehio, fondato su questo concetto, per trasformare il moto 
.circolare in moto rettilineo, El I'inversore di PEAUOELLI1!:R, 

62. Forme delle eurve di seeondo ordine. - A.bbaudonando ora il 
~erchio, vogliamo mostrare sopra un esempio, ulile per il seguito, come dal· 
l'equazíone di una curva si possa dedurne la forma. Oí fermeremo Bulle 
curve del secondo ordine, le cui equazioni vedremo in seguito potersi ri· 
durre, mediante una couveniente sceIta degli assi eoordinati oTtogonali, 
ad uno dei tipi seguenti (eselusi aleu.ni easi di secoudario interesse): 

-(1) 
x! y2 _ 1 

at + 7.1- i., 

(2) 
Xl 1ft 

a2 - b2 = 1, 

(3) y' = :2px, 

-dove a, b, p sono eostanti positive. 
L La curva 

(l) 
X 2 yt 
a1 + b2 = 1, 

·detta ellisse, sega l'asse x in due punti A, A', di cui si trovan o le aSClSS<l 
ponendo uella (1) y = O; si ha cosl x = + a. Similmente si vede che la 

es - G. CASTELNVOVO. Lezioni di Geolnetria. a.11a.litiéIJ. 
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curva stessa sega Passe y in due punti B, B', di ordinate y = + b. 1 
punti A, A', B, B'· diconsi vertici. Scritta ora la (1) sotto la forma 

(1') 

risulta che, per aver valori reali di y, occorre attribuire ad ID valori tali 
che xt :=;;; al, ossia Ixl :=;;; a¡ si conclude che i punti rea1i della curva 
atanno tutti entro la atriscia compresa fra le parallele ad y condotte per A 
ed A' (tangenti alla curva nei vertici A ed A'). Ed in modo analogo, ri-

, solvendo la (1) rispetto ad x, si vede 
B che la curva e compresa fra. le paral-

rANb-......... ~.-;;;>.- --1"""-.""'-::. ......... ----... , 
¡ P: lele ad al condotte per B e B' (tan-
t b ; genti in questi puuti). La curva sta 
¡ dunqlle ne] rettangolo avente per me-

o W ;A Z diana AA' e BB'. 
, , 

¡p' ¡ 
L._ ... _ .. ____ ._.;:-: ... :;,,_ ......¡.~ .. ~ .. _ .... __ ... __ ..J 

Se ad x si attribuiscono valol'i po
sitivi decrescenti da a a 0, la (1') da 
per y valori aritmeticamente crescenti 
da O a b, ciascuno dei quali va preso 

col doppio segno; si hanno dunque due archi di curva, sirnmetrici rispetto 
all'asse x, che partono da A e vanno scostandosi dall'asse x, fino a rag
giungere B e B' rispettivamente. Dall'altra parte dell'asse y si ritrova nn 
arco di curva B A' B' simmetrico all'arco gia. tracciato, rispetto all'asse y ¡ 
infatti il secondo membro della (1') non muta cambianuo x in - X. La. 
curva e dunque chinsa, possiede due as si di simmetria ortogonali x, y, e, 
per conseguenza, un centro di simmetria nell'origine (cfr. n. 46), a8si e 

_ centro della ellisse. 
Notiamo la ipotesi a = b; la equazione (1) diviene allora 

X2 + yZ = al, 

e rappresenta un cerchio, caSO particolare della ellisse. 
Se l'ultima equazione si risolve rispetto ad y, 

y == + ya! - x 2
, 

e si paragona colla. (1'), si riconosce che le ordinate della ellisse e del cer
ehio, corrispondenti ad uno stesso valore di x, stanno Del rapporto co
stante b : a. Segne che per costruire una ellisse di semiassi a, b basta 
costruire un cerchio di raggio a ed alterare tutte le ordinate perpendico
lari ad un diametro (preso come asse x) nel rapporto b : a. 

n. La curva. 

(2) 
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detta iperbole, sega pure Passe x in due punti A, A' (vertici) di ascisse + a; 
ma non sega in punti reali l'asse y, perche le ormnate delle corrispon
denti intersezioni sono date da + 1> i. La (2), risolta rlspetto ad 1/, 

(2') 7J ,1--
Y = + - yx' - a2

, 
a 

fa vedere che i punti reali della curva hanno ascisse taH che sia I x \ 6 a. 
N e viene che la curva sta al di fuori deHa striscia compresa fra le paral
lele nd y condotte par A ed A' (tangenti alla iperbole nei vertici); la 
. curva deve quiudi comporsi di due 
rami distiuti, situati uelle due re- ~I ~ 

gioni del piano esterne aquella stri- ~ 

8cia. Faceudo crescere x da a a + 00, 

(o decrescere x da - a a - OC!), 

la (2') fornisce per y valori che vau
no cresceudo aritmeticameute da O 
a + 00, e devono esser presi col dop-
pio seguo. Ciascuu ramo di curva, .:::::-
a partire da} puuto .d. od A' rispet-
tiva.m.ente, va scostandosi dall'asse w 
al disopra. e al disotto, in modo simmetrico, e si estende all'iufiuito. 1 dne 
rami souo d'altronde mutuamente simmetrici rispetto all'asse y. Anche la 
iperbole possiede dunque dne assi di simmet,ria x, y ed il centro di sim 
me tria O (u. (6), assi e centro della iperbole. 

Nella figura sono auche segnate le due rette 

~-+! 
a -- b' 

usceuti dall'origine e dette asintoti. Esse son caratterizzate da questa pro
prieta: se un punto, partendo da. un vertice, descrive uno dei rami di 
iparbole allontanandosi all'infinito, la distanza del punto da uno degli 
asintoti tenda a zero. Se infatti indichiamo con '!J, '!JI le ordinate dei punti 
della iperbole e di un asintoto che corrispondono ad uno atesso valore, 
ad es. positivo, di x e cadono iu uno ates so quadrante, ad es. nel prim{), 
abbiamo 

b b al 
'!JI - Y = - (~ - ,Ix! - al) =- ; 

a V ax+Vx2 _ a% 

ed e chiaro che l'ultima frazione, ove il radicale va preso positivamente, 
tonde a zero quando w cresce inoefinit;;¡mente. 

Se a = b, gli asintoti sono perpendicolari e la iperbole x· - '!JI = a~ 
dicesi eq1úlatera. 

IIl. Finalmente la curva 
(3l '!/ == 2 px, 
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detta parabola, -pa8sa per l'origine (",erUee), sega. ivi in due punti coinci
denti Passe y (ta.ngente nel vertice), e non sega in altri punti l'asse ~. 
La (3), scritta cos1 

(3') 11 = + V 2 P (D, 

indica cne i pnnti reali dalla. curva hanno tutti a~cisRa positiva (o nu11a), 
essando per ipotesi p > O; sieche la curva sta tutta da una stassa banda 

, 
p. 

l' 

dell'asse y. Mentre x cresce da O a + 00, il 
valore assoluto di 11 cresce pure da O a + CJ), 

la curva va scostandosi aempre píil dall'asse ~, 
al disopra a al di80tto simmetricamente, 6 
si 6stende all'in1inito. 

La parabola si compone adunque di un 
solo ramo, che si estende all'in1inito, e pos
siede nn (nnico) as se di simmetria" aS8e della 
parabola. 

63. Aleune generazioni di curve del 
secondo ordine. 

a) Il luogo di un punto, le eui di8tanze da due punti fissi (fuochi) 
hanno una data somma o una data differenza, e, f'i8pettivamente, una ellisse, 
od una iperbole. 

Detti F, Jf' i due punti fissi, si scelga la loro congiungenta come as se IV, 

a la perpendicolare nel pnnto medio O fU JfP' come asse y; fli ponga poi 
F P' == 2o, sicche le coordinate di Jf, F' saranno (e, O), (- e, O), e si 
chiami 2 a la somma o differenza costante di cui parla l'enunciato. Indi
cando con «(D, y) le coordinate di uu punto P che descrive U luogo, si 
osservi che le distanze P F, P Jf' sono espresse (in valore assoluto) da 

e devono soddisfare alla condizione 

Per render questa razionale trasportiamo il primo radicale nel secondo 
membro ed innalziamo a quoorato; avremo, fatte alcune semplificazioni, 

a V (~- e)1 + y' == al - e~, 

e di qua, mediante nuovo innalzamento a quadrato e riduzioni (nelIa ipo
tesi a =t= e), 

(1) 
Xl y' ,+ Z 2=1. a a, - e 
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E questa l'equazione del luogo, iI quate e adunque del secondo oro 
dine. Si badi. pero che, in conseguenza delle due elevazioru a quadrato, 
alla equazione (1) si arriva partendo da ciascuna df>lle quattro seguenti: 

(2) d + d/ = 2 a, d --.: d' = 2 a, - el + d' = 2 a, - d - a/ = 2 a, 

dove d e d' son o, come si disse, i valori assoluti dei due lati P F, P F' 
del triangolo P F F', Ora, se a > , e e quindi 2 a > F' 1f, delle quattro re· 
lazioni (2) solo la prima puo sussistere (in virru delle note disuguaglianze 

~h 
(/1 0-

--/4' F' O J',t .. 

8' 

fra i lati di un triangolo); in questa. ipotesi adunque la (1), che puo scri· 
versi c081 

x! , .! 

+ ¡, -1 
,aF 7Ji - , 

- •. ~"'r l.: 

rappresenta una elli~8e. (n: 62, 1), luogo dei punti le cui distanze da 1F, Ji" 
hanno costante la 80mma (ed .uguale a 2 a, che e il maggiore dei due as si 
della curva). 

Se inveca a <'c e quíndi 2 a < F' F, delle (2) puo sussistere la se. 
eonda o la terza j e ' la' (i), che puo scriverei 

,: . . " 

x' 'U' - 1 (b' _- e' - a') a.l - b! - , 
.: . 

, . 
rappresenta una iperbole (n; ~2, II), luogo dei punti le cui distanze da 
F, F' hanno costante la diffcrenza (ed uguale a 2 a, che e la lunghezza 
del1'3sse secante la curva); quest~ differenza e positiva o negativa, eeconde 
il raillO d'lperbole cho ' si. consiflera. 

b) n luogo di un punto, le cuí distanze da un punto fiB80 (Juoco) e da 
una retta fisBa (direttrice) hannQ un dato rapporto, e una elli8se, una pa

rabola od una iperbole, 8econdo che quel rapporto e itiferiore, uguale Q su
periore all'unitit, 

Aseunta la retta. fissa come asee delle y, e la perpendicolare a (lUesLa 
dal pnnto fisso 1F come asse delle x,detta f l'asciss& di F ed e il rap' 
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porto dato, potremo scrivere la relazione a cuí soddisfano le cordinate (x , y) 
di un punto P del luogo sotto la forma 

ossia. 

(3) (1 - e') Xl + yl - 2fx + f' = O. 

Si tratta dunque di una curva del s8condo ordine, la quale sega 
Passe x nei puuti le cui asciase sono date dall'equazione 

(1 - e') x' - 2fx + f' == o. 

Se e =+= 1, si hanno due intersezioni. equidistanti dal punto a (1 f e" O). 

AlIsumendo que ato come nuova origine, ed eseguendo quindi la traslazione 

f di assi data dalle formole x = X + --., y = Y, la (3) si muta nella 
l-e· 

{ ' I (1 - e') X' + y. _ _ _ e_ = O . 
l-el , 

pe' 
ossia, ponendo (1 _ e!)' =::; a', 

(3') 
X' y' . -+ -1 a' aS (1 - e') - . ' 

la quale rappresenta una e Uis8e ~e 

e < 1, od una iperbole se e > 1. ] )a 

nuova origine O e centro della curva ; 
la distanza O l!' e data. da 1 

f f e'! 
el == r - 1 _ et = - 1 - el 

Se invece e == 1, la curva (3) sega I'asse x nel solo punto (f, o); t ra

sportando ¡vi la origine colle formoJe (X = X +~, y == Y, la (3) diventa .. 
(3") y' = 2f X, 

e rappresenta una parabola (n. 62, JII) . 

• NeUa ipotea¡ che J,. (31) e la (1) rappre.eotlno una ates. a eurva, ri80lta dal oonfronto 

el = .. 1 e' = L~_ = '" ", os.ia e = ± c. ' 
(l -t' )' 

Iloude oí rica ... a ohe le dfte denomioazioni di faoco adopeuta oegli 6ouooiati a) e b) ""necIdeno. 
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Eserciz1. - 1) Si scrivano l~ equazioni polari della ellisse e della iperbole, 
aS8nmendo come polo il centro. Quali lIono i punti della curva che banno dal 
centro distanze massime o minime' 

2) Si trl\sformi l'equazione di una iperbole, assumendo come nuovi as si coor
dinati gli asintoti. Si arrivera. nd una equazione del tipo X Y = cost., la quale ' 
v.dunque rappresenta. una iperbole,. Si deduca dalla nuova equazione che un punto, 
il quale, descrivendo la curva, vada allontanandosi dal centro, si avvicina sempre 
piu ad un asintoto. 

3) Una ellisse puo rappre8entar8i mediante le equazioni parametTiclle x = a C08 fP, 
y = b sen tp i qual'e il significato geometrico del parametro tp' (Si descriva il cer
chio concentrico all'ellisse. che ha il raggio a, oppure b, ecc.). 

4) Per la iperbole p08sono servire le equazioni parametriche x = a sec IP, 
y = b tg !p; qui il parametro ha un significato mellO semplice. 

5) Se un segmento di lunghezza costante scorre coi lIuoi estremi sopra due 
rette ortogonali /isse z, y, un punto qualsiasi del segmento descrive una elliis. 
avente gli a8si sopra x, y; 8U queBta proprieta e fondato il compa88o-elli.ttico che 
descrive la curva con un moto continuo (PROCLO, v secolo d. C.). 

6) In un triangolo is08cele O R 8 e fiaBo un estremo O della base, la retta z 
sopra. cuí questa si trova, e la lunghezza O R = R 8 del lato; quale Iuogo de-
8cri ve un punto di R 8, mentre 8 percone :¡;, 

7) Il luogo dei centri dei cerchi che toccano dne cerchi iissi si compone 
di due curve del secondo ordine aventi per fuochi i centri di questi cerchi. 

8) Qual'e il luogo dei centri dei cerchi che toccano un dato cerchio ed una 
data retta' 

9) Luogo dei ce~tri dei cerchi ohe intercettano su due rette z, y, 3d e8. 
ortogonali, corde di data lungllezza. 

64. La Cissoide ed U problema della duplieazione del cubo. - Ne
gli ultimi numeri di questo Oapitolo ci occuperemo di alcune curve supe· 
riorC .a1gebriche (nn. 64-66), o trascendenti (nn. 67-70), 1imitandoci a brevi 
cenni, giacche un esame piu particolareggiato esigerebbe Puso del ca1co1o 
infinitesimale. 

Talune di queste cune preilentano anche uno speciale interesse sto
rico, giacche fmono introdotte dai geometl'i greci allo scopo di riso1vere 
prob1emi, che essi non riuscivano a trattare cogli strumenti classici: riga 
e compasso. Un esame profondo compiuto nel seco1o XIX ua. condotto a 
stabilire le conrlizioni cui deve soddisfare un problema geometl'ico, perche 
es so sia. risolubile mediante Íntersezioni di rette e cerchi, ed a riconoscere 
che quelle condizioni non sono verillcate per i problerui sudd(-tti. D'altra 
parte, un problema. determinato puo sempre risolversi mediante interse
zioni di curve con venienti; caso per caso si dovra. esaminare q uali l:>ieno 
le curve che forniscano la risolnzione piu semplice, o piu elegante. i 

• n lettoro trover. maggiori particolllri on qoeoto 8oggetto neU'artioolo" Sol problewl georuetrlel. 
pobblicato In tlne del presento Volnme, 
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Una dei problemi a cm sopra si annde, e di cui tra poco parleremo, 
si risolve mediante una. curva scoperta dal geometra DIOOLE (n secolo 
av. Or.), e tletta Ois8oide. Eccone la generazione. I 

Si parta da una circonfel'enza, della quale sia segna,to un punto O 

%:3.' _____ A - -~-

e la tangente nel punto diametralmente op
posta A; condotta per O una trasversal e ad 
arbitrio, che seghi di nuovo la circonferenza 
in M e la tangente in N, si prenda snBa 
trasversal e un segmento O P = M N (in va
lore e segno). lllnogo descritto dal pimto P, 
al variare della trasversale, e la cissoide. 

:E facile scd vere la eqnazione della curva 
in coordinate polari (Q, ep), prendendo O come 
polo ed O A come asse polare; detto a il 
diametro del cerebio, si ha infatti 

Q = OP= MN=ANsenep = OA tgepsen ep, 

e qnindi infuie 

(1) 

Da qnesta, colle note formole di trasfot'mazione (n. 37), si passa alla 
eqna7.ione in coordinate cartesiane ortogonali, essendo O l'origine ed OA 

l'asae x: 

(2) 

La cissoide e dnnqne del terzo ol'dine, ed e simmetrica rispetto a11'1\88e x 
(n. 46). L'equazionc l'ísolta rispetto ad y, 

y=+xV-x , 
a-x 

fa vedere che la curva e tutta compresa nella striscia fra l'ai'lse y (x = O) 
e la tangente al cerc11io in A (x = a), e si estende a.ll'infinito al disopra 
e al disotto delI'asse x, mentre va avvicinandosi sempl'e piu aBa detta 
tangente; questa. dicesi asint()w della curva. 

l due rami di curva scparati dall'asse x si congiungoD!) in O, qove 
la. curva ha un punto sirtgola,re. La particolarita di O consiste in cío: se 
per O eonduciamo UDa retta. gencrica (all es. la OP) 

(3) Y = 1n,v 

~ ne cerchiamo le intersezioni colla curva (1), _ siamo condottí, a risolvere 
la equazione di wrzo grado in x (ottennta mediante eliminazioñe di y fra 
la (2) e la (3)) 

(1 + m2) ro3 
- a1n' .x2 = 0, 

che ha duo radici nnlle, e la terza diversa da zero, se 11l * O. 
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Dunque ogni retta per O sega la curva in tre pnnti, di c·ui due ca
dono in O. Percio si dice che O e un punto doppio della curva, anzi una 
c'U8pide, perche una sola retta uscente da. O, la. 'Y = 0, sega ivi la curva 
in tre -punti coincidenti. 

Rica.vando daU'u1tima equazione la radice a; non nu11a, e dalla (3) il 
corrispondente valore di '!J, troviamo che le coordinate di un punto P ge· 

. nerico dcHa curva possono porsi sotto la. forma 

(4) 

qlleste possono riguardarsi come equazioni parametriche della cis'!oide (n. 52). 
La cissoide serve a risolvere il problema della duplicazione del cubo 

(o problema di ])elo), intorno a. cui le notizie risalgono al v 8ecolo av. Or. 
Qllesto problema, che e irresolubile colla riga e col compasso, si enuncia 
cos1: dato un sf!gmento, costruire un secondo segmento il cui cubo abbia 
voZume doppio del cubo costruito BUZ segmento pri1nitivo. Preso il segmento 
dato come unita di lunghezza, ed indicato con ~ il segmento incognito, 
si deve dunque risolvere geometricamente l'equazione :v3 = 2. 

A tal fine riprelluiamo la cissoide, assumendo ora il diameho O A de] 
cerchio come unita di lunghezza (a = 1). Oondotta la retta (3) per O, 
questa sega la retta A N (:v == 1) nel punto N 

I 
YI 

I 

di ordinata A N = m, e la cissoide, nel punto P 
di coordina te (4), ove si ponga a == 1. Oon
giungiamo ora P con A (1, O). Scrivendo l'equa_ 
zione della retta A P, si verifica facilmente che 
essa in contra l'asee '!J nel punto N' di ordinata 
O N' = tn3

• Oolla costruzione eseguita nel1'or
dine inverso si puo dunque, quando sia dato 
un segmento O N' = rn' , costruire il segmento 

3 -O 
AN==~, e se m' = 2, ossia ON' ==2 OA, 
si viene a risolvere il problema di Delo. 

61>. La Concoide della retta e la trisezione dell'angolo. - La con· 
ooide della r.etta (o di NWOMEDE, II secolo ' av. Or.) si definisce cos1. Data 
une retta d (base) ed un plInto O (polo) fuori della retta, sopra ogni tra
sversale condotta. per O e secante d in un punto M, si porti, dall'nna e 
dall'altra banda di M, un segmento M P = M Q avente una lUllghezza l 
assegllata (intervallo); il luogo dei punti Pe Q e la concoide. Assunto O 
come polo, la O A perpendicolare a d come asse i>ola~e, e posto O A = a, 
l'equazione polare della concoide e i 

(1) __ a_+ zo Q-cos<p- , 

1 SI puo auehe .... umere, lunano¡ ad l ..... mpre il seguo +. pur di la.ciar variare cp oltre lO; limitl " 
• - ". InUlrpreto.ndo ¡ valori negativi del ragglo vettore aecondo una convensione accennat .. nel n . 37. 
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e l' equazione cartesiana ortogonale, rispetto 8011' origine O e aIl'n.sse a; 

coincitlente con O A, 

(2) (ro' + yt) (x - a)' - l' x' = O. 

La Cllr\'3 e del quarto ordine, simmetrica rispetto all'asse x (n. 46). 

., 
J, 

~ 1/ 
i/ i: 

1 , 

" ! 1 
1

' : 1 
:/ f. 

: I .; 

."-" .-;t,- ... ; 
_~.~ .. t1'~ 

" '. \ '.' \, 
'. \ 

'" ',\ 
'. ' " ~. " :\ :, 

\1 
'\ 
~ , 

\ \ 
\ '. , ' , 

I --; -1-r4 

I 
I , . 
! J 
I 
I 

I ! 
I ¡ 

I ; 

6 si compone di due rami situati da bande opposte rispetto aIla retta d; 
i dne rami vengono rappresentati insieme daU'equazione cartesiana scritta 
in forma razionale, e quindi costituiscono una unica curva algebrica. La (2), 
posta sotto la forma 

[ 
l! ] x' 

y' == Xl ( I - 1 == ( )' (l + x .- a) (l - x + a), 
X-Ct) x-a 

fa vedere che uno dei due ra.mi e compreso fra le rette x == a, x = a + t, 
l'altro fra le rette x == a - 1, x == a j ínoltre che i duo rami, meatre SI 

allontanano dall'asse x, vauno sempre piu avvicinandosi aIla retta base a; = a. 
La origine soddisfa colle sue coordinate all'equazione (2) uella curva, 

ed e'anzi un punto doppio, perche una retta gene rica uscente da O, y == mx, 
sega la curva in quattro punti di cui due cndono sempre in O, me.ntre gli altri 

due sono in general e distinti da O ed hanno le ascisse a; == a + ~-- . 
VI + m,1 

Uno di questi viene pero a coincidere con O, se l: VI + mi == a, ossilA 

se rn = + ~ Vl' - a'. Ora au un sitfatto valore di m non corrisponde nes· 
a 

suna retta se l < a; accade alIora che, mentre il punto O appartiene alla 
curva per la ragione analítica sopra esposta, nessun ramo continuo di curva. 
passa per O j ed O dicesi punto i8olato. Se invece l = a, aIlora la sola 
retta y = O ha tre punti riuniti in O comuni colla curva, ed O e una 
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6U1pide. Finalmente, se l > a, ciascuna delle due rette y == +; Vlt-a~ ha 
in comune colla curva tre punti riuniti in O, ed il punto O (per cuí un 
ramo passa due vol te) dicesi nodo della curva. 1 tre casi sono rappl'esen· 
tati, nella figura della pagina 90, rispettivamente con segno continuo, 
tratteggiato o punteggiato. 

La concoide della retta. (che potrebbe generarsi per moto continuo 
mediante uno strumento facilmente immaginabile) permette di dividere un 
angolo qualsiasi in tre parti uguali, mentre la costruzione non puo ese
guirsi colla riga e col compasso. 

Detto A 'O M l'angolo in questione, da un punto M di un lato si con· 
duc~ la perpendicolare M A sull'altro lato, e si descriva poi la concoitle 
che ha il vertice O come polo, la 
retta M A come base, e il doppio 
del segmento O M come intervallo; 
dí questa concoide basta il ramo 
che e separato da O mediante la 
base. Oondotta per M la paral
lela ad O A, fino ad incontrare 
in N il detto ramo 'di curva, si 
congiunga N con O j dico che Pul-

1 '" tima retta forma con O A un angolo <p = 3" A O M. Infatti, se indichiamo 
con S il punto in on1 O.N sega M A, e con T il punto medio di S N, per 
una nota proprieta. del triangolo rettangolo S M N si ha M T == ~ S N = O ill 
(meta. dell'intervallo), quindi 

T(nf. = MTS = 2MNO == 2NOA., 
oi() che giustifica la nostra affermazione. 

66. Curva di OASSINI. i - La curva si definisce come Iuogo dei 
punti le cui distanze da due punti fissi F, F' (fuoehi) danllo un prodotto 
costante. Assunta la retta F F ' come asse :r; di un sistema ortogonal e 
avente l'origine nel punto medio O del segmento F F ', posto F F ' == 2 e, 
e detto a' il prodotto costante, l'equazione della curva e 

V(:r; - e)' + y' V(:r; + c)t + yl == aY, 
o, in forma. razionale, 

(1) 

1 A..tronomo del xvn 8ecolo, 11 quale emise la lpotesi che la terra poteaa. delorivere ona ccrva .if!".~to Illtorno al 101., anzloh~ una eUiase. 
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La curva e del quarto ordine, sitnmetrica rispetto agli assi x ed y 
(n. (6). 

L'equazione, risolta rispetto all yi, ci da. 

(2) y! == - (Xl + e') + ,; a4 + 4 e' x', 

dove la quantita tlotto al radicale e pusitiva, per x reale. Pero dei due 

Talori di y' uno e sempre negativo e non da punti reali; l'a.Jtro e positivo 
(o, al minimo, nullo) se 

ossia se 
a' ;;;;: I x· - e' I , 

do ve il secondo membro indica il valore assoluto della espressione scritta. 
Staccando i due casi x, ~ e', abbiamo in fine le .limitazioni 

e2 _ al ~ x' 5: a' + e'. 

Di qua vediamo intanto che la curva e tutta compresa nella striscia 
definita dalle parallele ad 'Y condotte per i punti .A ed A' di ascisse 

+ ya l + e'. 
lnoltre, se Il < e, fra le parallele ad 'Y condotte per i punti B e B', 

di ascisse + -Ves - al, non Ri trovano punti reali della curva; e quindi 
la curva si spezza in due parti (ovali), di cui una e compresa fra le paral· 
lele uscenti da .A e B, e l'altra e simmetrica aquesta rispetto ad y. 

Se a == e, la curva, di cuí l'equazione pub scriversi c081 

(x! + y')' - 2 el (x' - y') == 0, 

passa per l'origine, e si compone di un solo ramo annodato nell'origine; 
essa porta il nome di letrmiscata di BERNOULLI (1694), ed ha una sem· 
plice equazione polare (rispetto al polo O e all'asse polare x): 

(3) Q' = 2 (JI cos 2 <P, 
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la. quale mostra ohe i due tratti annodantisi i.n O hanno ivi per tangenti 
le bisettrici dell'angolo degli as si (giaCChe si ha I? = O quando c:p == + ¡). 

Finalmente se a > e, la curva. si compone di un unico tratto ovale 
non passa.nte per l'origine. 

Risolvendo la (1) rispetto ad x', il lettore potra. vedere che la ordi· 
nata di un punto della curva di OASSINI e limitata dalla condizione 

I 

\ 11 \ ~ : e; al segno di ugU!\glianza corrispondono quattro punti di iucon-
tro dalla curva col cerchio di centro O e raggio O F, punti che sono reali 
finche a ~ e 1"2, ed hauno effettivamente l'ordinata massima (in valore 
asso1uto). Ma se a > e 1"'i, il cercbio non sega la. curva in punti reali, ed 
i1 massimo valoredell'ordinata e raggiuntonei punti x=O,y=+ya~ - 0 2• 
Oonviene adunqne spezzare la ipotesi a > e, che conduce ad una ovale, 
nelle due ipotesi a ~ e y2 (ovale schiacciata vicino all'asse y), a > e 1"2 
(ovale propriamente detta). 

67. Sinusoide. - E la curva definita dall'equazione 
{l) 11 -== sen x, 

in coordina te ortogonali. Essa passa per l'origine, sega l'asse x in infiniti 
punti di ascissa k1C, do ve k e un intero qualsiasi positivo o negativo, e 
compie infinite oscillazioni fra le retta y == + 1, 11 = - 1, che raggiunge 

.. . (4 k + 1) 1C (4 k + 3) 1C. • nei puntl dI aSClssa 2 ' 2 ' flspetbvamente. 
La sinusoide e simmetrica rispetto alI 'origine (n. 46) e rispetto a tutte 

... le sue intersezioni coll'asse x. E simmetrica inoltre, come e facile verifi· 
care, rispetto alle rette 

(2 k + 1) 1C 
111= 2 

Una. traslazione delIa curva 
paralle1amente all'asse :» di un 
segmento ugua1e a 21C (o ad un z 
multip10 di 21C) riporta la curva 
su se stessa; si dice percio che 
la curva (o la funzione sen :») e 
periodiea col periodo 2 1C. i 

Se si trasporta l'asse delle 11 paralle1amente a se stesBo, fincbe la 

1 In general. , .i dioe che la iunslone 1 (.,), o la curva 11 =1 ("' , é ¡)triodiell col periodo T, qnando (IS + Xl =1 ("'l, qnalnnque aia .,. 
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nuova origine cada nel punto di ascissa arbitraria e, l'equazione dalla 

curva diviene, indicando ora con x la nuova ascissa (n. 34, 1), 

(2) y = sen (x + e). 

n: 
In particolare, se o == 2' si ha l'equazione y == cos x; sicche la curva dei 

coseni non differisce dalla curva deí seni, se non per la posizione del· 

l'origine. 
Se inoltre supponiamo di alterare le ordinate lleIla curva (2) in un 

\ 

rapporto costante, e le ascisse in un altro rapporto costante, di guisa che 

1 f b f 
sia y = - y , x == x, 

éL 

eunJu, simtsoidale 

(3) 

si otterra, sostituendo e soppl'imendo gli apici, la 

y == a sen (b x + o), 

che ha una forma aualoga aUllo sinusoide. Questa curva, pure periodica, 

interviene continuamente nella teoría dei movimenti vibratorio II massimo 

valore di y, che e a, si suol ivi chiamare ampiezza; la distanza tra due 

intersezioni successi ve di due rami ascendenti coll'asse x, data da T == 2 bn: , 

si chiama periodo j finalmente, nella ipotesi O ;:;¡;;; - e < 2 n: (che puo sem· 

pre supporsi realizzata, data la periodicita. della curva), dicesi fase l'epres · 

sione p == - 2: == - i: T, che e il rapporto tra la minima ascissa po· 

sitiva di una intersezione di un ramo ascendente di curva col1'asse x, ed 

il periodo. Colle nuove notazioni la (3) si presenta sotto la forma 

(

X \ 

Y == a sen 2 n: l' - p) . 

68. Curve logaritmiche ed esponenziali. - Se a e una. quantita 

positiva, diversa da 1, ad ogni valore reale di y corrhsponde Ull valore 

posiLivo di 

(1) 

e, viceversa, ad ogni valore positivo di x corrisponde Ull valore rea,le di y 

soddisfacente alla (1). Si dice che y e il loga1'itlllo di x rispetto aLZa baso a, 

e si scrive 

(2) y == log .. x. 

La (2) rappresenta, in coordinate cartesiane ortogonali, una cnn~ 

loga1'itmica con base a. La curva si compone di nn sol ramo, ('he sta tuttc 

adestra dell'asse '!t, ed e segato in un sol punto dalle rette parallele al· 

l'asse x, e dalle rette parallele all'asse '!t corrispondenti ad ascisse posi-
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tive. La curva attraversa Pass e x nel punto A di ascissa 1, perche 
log 1 = O; inultre, se si suppone a > 1, si riconosce che y ~ O, secondo 
che x ~ 1,i e precisamente y = 1 per x == a. L'ordinata ha per limite 
y = - el:) quando x tende a 0, ed ha per limite + 00 quandó x va ere· 
scendo illimítatamente. Si deduce che il punto A spezza la. curva in due 
tratti, di cuí uno lita al disotto dell'asse x e si avvicina indefinitamenta 
all'asse y (asintoto), mentre Paltro sta al disopra dell'asse x e va innal· 
zandosi sempre plu, a mano a mano che il punto che lo percorre si al
Jun tana da .A.. 

Volendo descrivere la eurva con sufficiente esattczza, si attribuisca 
anzitutto alla base un valore in corrispondenza al quale si possegga una 
tavola di logaritIni, ad es. a = 10. Oostruita per pnnti la curva (2), si 
ricsce a tracciare la curva logaritmica corrispondente ad un'altra base 
qualsiasi b, 

Y¡ = 10gb a:, 

pur di alterare tutte le ordinate della prima curva in un rapporto costallte, 
che si calcola subito prendendo i logaritmi, a base b, dei due membri _ 
dclla (1) ¡ si ottiene infatti 

'Y j = y log~ a = y : log. b. 

Graficamente il rapporto rimana daterminato dal fatto che la seconda 
curva Lleve passare per il punto (b, 1). 

1 1 tKl~l di 11 .1 .eambiano. "" /l <: l. 
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Tra. le infinite curve logaritmiche (affini tra loro) che si pOS SOllO trae 
ciare e notevole quella. dei logaritmi naturali 

(3) y = log, x, 

la cui base e il noto numero! 

e= 2,71828 ... 

La. curva. <lei logaritmi naturali si distingue dalle altre curve loga. 
ritmiche per il fatto che la tangente alla curva in A forma. l'angolo 

~ (= 45°) coll'asse x. Infatti la derivata di log, x e ~, come insegna II 
4 x 
Oalcolo differenziale, e quin di, per x = 1, il rapporto direttivo della tan· 
gente vale 1 (n. 47).% 

Si no ti infine che la curva logaritmica. (2) si puo anche ríguardare 
come rappresentata dall'equazione (1), ed in tal sen so puo chiamarsi curva 
esponenziale. In particolare, le due curve della figura corrispondono a11e 
equazioni x = 1011, X = eY• 

69. Cieloide. - E la curva generata da un punto di una circonfe· 
renza, la quale rotoli senza strisciare sopra una retta fissa (base). La ci· 
cloide si compone di infinite arcate, tutte uguali, le quali poggiano sulla · 
base in punti che distano Puno dall'altro di 21Cr, essendo l' il raggio uel 

r R. Q 

cerchio generatore; ad una 
delle dette arcate si limita, 
di solito, il nome di cicloide. 
Si assuma come origine O 
di un sistema ortogonal e la 
origine di un'arcata (posi. 
zione in cui il punto gene· 
ratore della curva si porta 
nel punto di contatto fra iI 

t 

asse 

cerchio e la base) e come 
x la base. Indicando con O il centro del cerchio mobile in un de· 

terminato istante, con P la posizione corrispondente del punto generatore, 
e con Q il punto in cui il cerchio stesso tocca la base, e faciJe esprímere 

I Per pas.are dalla oun'a del IOll:uitml decimall aUa ourva de! logaritmi natnraU oi tenga cout<> del 

Talori 
Jog,. e = 0.43429... • log. 10 = 2,30258. . 

I La deri"ata di log '" TaJe ~ log '; quindi iJ rapport<> diretUvo ,\eU. tangente &ti_ Ol,n'" 2 • ~ 
" :l" 
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le ooordinate:t, , di P in funzione dell'angolo Q O P = ep. Notando infattí 
ohe O Q == arco Q P = r ep, si hanno 8ubito le equazioni parametriche dalla 
cicloide 

:r; = r (cp - 8en ep), y = r (1 - C08 ep), 

ed, eliminando cP ( = are coa r r 11), la equazione cartesiaoa. 

:t = r are coa r - 11 - Y 2 ry - y'. 
r 

La cicloide e simmetrica. rispetto alla retta x = n r, che passa per 
il punto piil. elevato (y = 2 r) della. curva. La cicloide fu argomento di 
numerose ricerche, nel secolo XVII, da parte di GALILEOJ TORRIOELLI, 

ROBERV AL, P ASOAL ed altri. 

70. Quadratrice di DINOSTRA.TO (IV secol0 av. Or.). - Siano O A, O B 
due raggi perpendicolari di un cercbio; due punti mobili L, M descrivono, 
con moto uniforme, rispettivamente la. \1 
circonferenza eu il diametro O B, in 

. h . B gU18a c e ess1, partendo nel tempo 
stesso da A e da. O, giungano insieme 
in B; il luogo del pnnto P, in cuí la 
paralIela. ad O A condotta per M sega 
la retta. O L, e la quadratrice. 

Detti Q e ep le coordinate pola ri 

di P rispetto al polo O e all'asse po
lare O A, posto 11 = O M, e preso come 
unita il raggio del cerchio, si ha la re
lazione 

?I = 2q> 
:n: 

Da questa si trae l'equazione l)Olare della curva 

2 q> 
Q =;t sen q> , 

e l' equazione cartesiana ( poiche ep = :n:
2
y

, tg q> =~) 
:n: y 

y==xtg T , 

Posto y == 0, l'equazione darebbe un valore indeterminato per x. Tut 
tavia come punto V di partenza della curva uall'asse x (vertice) e natu 
rale assumere il punto, il cui raggio vettore e dato da. 

2. q> 2 
lim Q =-hm -- _-o 

cp = o :n: <p = o sen q> :n: 

1 - G. CA8TELNUOVO, Lenoni di G.ometl~a analítica. 
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11: 
Il segmento terzo proporzionale dopo O V ed O A. vale adunque"2 t 

ed e uguale al quadrnnte di circonferenza. Questa ed aItre simj]i appli· 
cazioni della. curva aIla rettificazione e quadratura del cerchiú giustificano 
il nome dato ad essa. 

Esercizi 1. - 1) Date due rette ortogonali z, y uscenti da O ed un punto .A 
sopra z, si conduca per ..ti. una tmsversale variabile; detto M il punto in cui 
questa sega '!J, si portino sopra la trasversnle, a pal·tire da. M, due segmenti M P, M Q 
uguali ad MO; i punti P e Q descrivono una curva del terzo ordine, detta 8tro· 
fOide, la. quale ha un nodo in O. Si domaudano le equazioni cartesiana e polare 
della curva. 

2) Una generazione meccanica, dovuta a NEWTON, della cissoide (n. 64) e 
della strofoide si ottiene COS1. Siano z, y due rette ortogonali u8centi da O, ed A 
sia un punto di ~; si immagini ora un ltngolo retto APR, un cui lato AP, di lun
gbezza variabile, passi costantemente per A, mentre l'altro lato .P R = AO) dí 
lunghezza costante, scorra coll'estremo R lungo y; i1 vertíce P dell':lllgolo de
scrive una strofoide, ed il punto medio di P R descrive una cissoide. Qual'e 
l'equazione del luogo descritto da un punto generico di P R' 

3) La cissoide, la strofoide e la lemniscata (n. 66) si ottengono pure da 
curve del eecondo drdine mediante la trasformazíone per inversione (n. 61, es. 16); 
precisamente, la prima curva El l'inversa di una parabola rispetto al vertice, la 
terza El l'inversa di una iperbole equilatera z% - y 2 = a2 rispetto al centro, e la 
seconda El l'inversa della stessa iperbole rispetto ad un vertice. (Si adoperino le 
equazioni polari delle rispettive curve). 

4) Un'altra generazione della lemnisoata si ottiene parten do da un cerchio 
e da due sue tangenti ortogonali secantisi in un punto O, conducendo per O una 
trasversale variabile che seghi il cerchio in M, N, e prendendo su questa i due 

. segmenti OP=-OP'=MN; illuogo dei punti P, pI El una lemniscata. 
5) Se sopra una trasve:sale variabile, condotta per un punto fisso O di un 

eerchio, si portano, a partire dalla seconda intel'sezione M col cerchio, due seg
menti MP""", - MP' uguali ad un segmento costante l, i punti P e PI descri
vono una curva del quarto ordine, detta concoide del cerchio o h,maca d·¡ PASCAL. 

Nello eludiare la forma d01la curva si distinguano i tre casi l ~ 2 1', essendo r il 

raggio del cercbio; per l =o 2 r la curva dice si pure cardioide. 
6) La lumaca di PASCA.L puo pure definirsi come il luogo dei piedi delle per

pendicolari calate da un punto fisso O sopra le tangenti ad un cercbio O qual
siasi (podaría del punto rispetto al oerchio). La nuova costruzione si riconduce 
alla precedente, ove si consideri il cercbio che ha per diametro la distanza di O 

dal centro del cerchio O. 
7) La curva inversa della lmnaca di PASCAL rispetto al punto O El una curva 

di secondo ordine, di cUÍ si dimostra che O El fuoco (n. 63). Invertendo questa 

08servazione, si ha una terza definizione di quella curva. 
8) Un segmento MN, di lunghezza oostante a, scorre ooi suoi estremi lungo 

uue rette ortogonali z, y uscenti da O. Si ano P e Q i piedi delle perpendicolari 
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calate sul segmento da O e dal quarto vertice del rElttangolo avente i latí O M, O N. 
1 punti P e Q descrivono uue curve del seato ordine, delle quali la prima (che 
passa con quattro rami per O) dicesi rOla a quattro fogUe, mentre la seconda 
(non passante per O) dicesi astroia,. L'equazione di quest'ultima puo porai sotto 

2 2 2 

la forma semplice x 3 + Y 3 = a 3. Si dimostra col Calcolo differenziale, o colle 
considerazioni dell'es. 26), che l'aatroide ha come tangente, in ogni suo punto, 
la relativa posizione della retta M N; di qua si puo trarre una nuova deftnizione 
della curva. 

9) Un punto P, il quale vari in modo che le sue distanze da due pu~ti 

fissi A, B siano legate da una relazione lineare aP A + bP B ~ o (a, b, e co
stanti), descrive una curva del quarto ordine, detta ovo,[i di GAR'USlO. 

10) Data una circonferenza con due diametri ortogonali x, y, da un estremo 
del primo si condnca una trasversal e variaoile che seghi y in M e il cerchio 
nuovamente in N, poi si eondueano da M, N le parallele ad :1;, y :dspettivamente; 
il luogo del punto d'incontro di queste El una CUIva del terzo ordine. 

U. - 11) Se lm eerchio di raggio r ruota Benza strisciare sulla periferia di 
un eercbio fisso di. raggio E, un punto di quello descrive una curva detta epi
cicloide od ipocicloide, Beconrlo che i due cerchi si toccano esternamente od inter
namente. Misurando il rotolamento mediante la lunghezza Etp = r~ dell'arco va
riabile del eercbio fisso e del cerchio mobile che viene percorso dal punto di 
conto.tto, le equazioni parametriche della epicicloide si presentano. 80tto la forma 

:1; = (E + r) cos cp - r coa (cp + ~), 
y ==- (R + r) sen cp - r sen (cp + ~), 

m~ntre le eqmtzioni della ipocicloide si ottengono mutando il !legno ad r. La curva 

E . e in generale trascendente; ma di viene algebrica quando - El razlOnale. Cosi la 
r 

ipocicloide, se E = 2r, si riduce ad un diametro del eerchio fisso (donde un 
mezzo per trasformare un movimento rotatorio in rettilineo); e 8e E = 4r, diviene 
un astroide (es. 8). La epicicloide, 8e i due cerchi Bono egua.li, diviene una car
dioide (es. 5), eec. 

12) Intorno ad un cerchio fisso El avvolto un filo, un cui estremo cade nel 
punto P del cerchio; se ora si svolge il filo tenendolo teso pel detto estremo (in 
guisa che il tratto svolto P Q si mantenga sempre tangente al cerchio nel punto 
variabile Q), il punto P descrive una curva trascendente detta sviluppante del 
ccrchio. Si ricerchino le equazioni parametriche, assumendo come parametro 1'an
gola al centro che insiste sull'arco di cerchio P Q. 

13) Date due o piu sinusoidi y = a, sen (b, x + c,), dove i = 1, 2, ... , si puo 
formare una nuova curva y = 1;¡ al sen (b¡ x + c,), detta curva m"monica, faceudo 
corrispondere ad ogni valore dell'ascisBa la somma delle ordinat,e delle sinuBoidi 
date (oompolle1lti). La nuova curva in generale non El una sinuBoide; e non El ncm
meno periodiea (n. 67), a meno che i periodi delle sinusoidi componenti non ab
biano rapporti razionali j in quest'ultimo caBO il periodo della curva armoniea El 
il minimo multiplo dei periodi delle componen ti. Se i periodi delle componenti 
aono tutti uguali (b¡ = b. = .. , = b), la curva armonica (1"isultante) El essa pure 

4 
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una sinusoide collo stesso periodo, ed La una equazione del tipo y ... a lIen (bz + e), 

dove a (ampiura) e e (,..,. - 2 1t X fase) Bono il modulo e l'argomento del numero 
complesso che 6 80mma dei numed complessi aventi i moduli a u Cl2'" e gli ar· 
gomenti Cu e2, ". In altro parole, il vettore a e l'u.uolllalia C si ottengono gra.:ft
camente dai caratteri analoghi delle componenti mediante l'operazione di somma 
dei vettori (n. 24; Oss.). 

14) Tra.cciate le due curve espouenziali (u. 68) y = e"', y = 6 - "', che sono 
mutuamente simmetríche rispetto alJ'asse y, sopra ogni parallela ad y si costruisca 
il punto medio del segmento intercettato tra le due cúrve. TI luogo del detto 
puntó 6 una. curva 

1 
Y = - (e'" + • - S), 

2 

detta catenaria, perche lungo essa si diflpone un filo pesante, flessibile ed ine
st~ndibile, di cuí sjano fissa.ti gli estremi. 

15} La funzione a. secondo membro dell'ultima equazione si chiama COS6110 

ipe1'bolico di z, e si indica con cos h x. Si costruisca la curva. deí .eni iptfboliei, 

1 
Y = !ien h x = 2" (e'" - /l -"'), 

elle pasaa per l'origine ed 6 simmetrica rispetto ad cssa. 
16) Una curva, che puo in pratica sostituire una tavola di logaritrui, e IR 

spirale logaritmica, che ha l'equazione polare 

oppllre 'P = log" p. 

Attribuendo all'anomalia 'P valori in progressione aritmetica, si hanno per p v&
lori in progressione geometrica. Se dunque, insieme al polo 0, son noti due 
punti A o, A i della curva, si pOS8ono determinare infiniti altri pun ti Al,'" della 
curva, costruendo un triangolo Al O Al, che sia. simile al triangolo AoOAu ecc.; 
e lIi puo anche costruire con mezzi elementari un punto A". della curva s1111a 

bisettrice dell'angolo AoO AH eec. 
17) Se A, A' son o due punti della spirale logarítmica, ad ogni teno punto B 

della curva corrisponde un quarto punto B' tale, elle i triangoli ..ti O B, A'O B' 
risultino simili. Se A' si avvicina indefinitamente ad A, B' si avvicinera. inrle
finitamente a B. Segue che e in una spirale logaritmica 6 costante l'angolo for
mato dalla tangente in un punto qualsiasi col raggio vettore che passa per il 

, punto.. Dunque i punti di :Jontatto delle tan gen ti parallele ad una retta dat.a 
stanno sopra una retta. pass ante per O, ed i punti di contatto delle tangenti con
dotte per un punto P del piano stanno sopra un cerchio passante per O e per P. 

III. - 18) Da tilla. curva qualsiasi y = f (x) si puo dedurre una nuova. curva 
(a.ffi.ne a quella) y = af (a;), alterando tntte la ordinate in un rapporto coatante. 
Detti corriBpondenti suUe due curve due punti che abbiano ascisse uguali ed or
dinate nel rappurto assegnato, risulta subito che la retta congiungente due punti 
dell'una curva sega sull'asse a; la retta cOllgiungente i punti corrispondenti del
l'altra. Facendo poi tendere a zero la differenza tra le ascisse, risulta che le tan
genti alle due curve in punti corrispondenti si segano sull'a.sse ·x. La prima pro
prieta. permctte di costruire la seconda curva, quando sia data la prima curva 
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ed un punto di quella j la seconda proprieta permette di costruire la tangente in 
un punto della s6couda curva, quando sia nota la tangente nel punto corrispon
dente della prima. 

19) Si applichino i risultati precedenti a costruire quanti si vogliano punti e tan
genti di una eUisse, di cui lIIiano dati in grandezza e posizione i due assi (n. 62, 1) 

20) Le curve logaritmiche y ~ log x, corrispondenti a. vari valori della base, 
si trovano nelle condizioni contemplate da11'es. 18). Segue che le tangenti aqueste 
curve, in puuti av en ti la stessa aselssa, segano l'asse z in uno stesso punto. Si 
determini, in particolare, l'ascissa:l'o del punto di contatto di una delle curve, 
in guisa chala tangente passi per l'origine (nn. 47, 68) j si trovera Xo = e, donde 
la seguente determinazione geometrica del numero ,: < costruita per punti una 
qualsiasi curva logaritmica. (ad ea. quella di base 10), si conduca ad essa la tan 
gente dall'origine; l'&scissa del punto di contatto e il numero e:.. 

21) Se una figura piano. di forma invariahile si muo,e con continuitA sul pro 
prio piano, i suoi punti A, B, O ... descrivono certe linee A A' ... , B B' ... , a O' ... , ... 
(traiettorie) , suUe qua.li riguarderemo come corrispondenti le posizioni contempo
ranee dei punti mobili. Le rette, che bisecano perpendicolarmente corde corri
spondenti AA', B B', OC', ... di quelJe curve, passano tutte per uno stesso punto 
o sono parallllle (n. 89, es. 9) . ~e supponiamo ora che la figura ..4.' B' O' ... rito1'lli 
alla posizione iniziale ..4. B V ... , ripassando per le posizioni intermedie, le lun
ghezze delle corde ..4.A', BB', 00' ... tenderanno a O, mentre le rette cui appar
tengono avrll.nno come posizioni limiti le tangenLi in A, B, O, ... a11e dette traiet
torie, e le perpendicolari sopra nominate diverrauno le normali (cioa perpendicolari 
alle tangenti) alle traiettorie in ..4., B, O, ... Segue: «Se alle traiettorie dei punti 
di una figura invariabile. che acorra sul proprio piano, si conducono le normali 
in punti corri!!pondenti, esse vanno a pass are per un medesimo punto (centro istan
taneo di rotazione) o sono parallele.. n movimento della figura puo riguardarsi 
come risultante da una serie di rotazioni (o eventualmente traslazioni) infinitesime 
int{)rno ai I!uccessivi centri istantanei. Se alle traiettorie di due punti si sanno 
condurre direttamente le normali, si potranno condurre le nnrmali aUllo traiettoria 
di ogni altro punto. 

22) Valell{losi della conaiderazione precedente e della costruzione della ellisse 
mediante il comptsso ellittico (n. 63 , es. 5), si conducano la normale e la tan
gente alla eUisse in un punto generico; (la figura mobile e il segmento di lun
ghezza costante ... ). 

23) Nella costruzione della concoide della retta (n. 65, fig. di pago 90) si 
riguardi O P M Q come una figura invariabile, di cui il punto M descrive la retta d, 
due punti P, Q deacrivono la concoide considerata, e finalmente il punto O, colle 
posizioni succ6ssive O' ... che assume (se si vuole che il segmento O M conservi 
lunghezza costante), df'\scrive un arco di una seconda concoide avente per tan
gente in O la retta O M. In base aquesta considerazione si puo costruire il centro 
istantaneo di rotazione (es. 21), e quin di si possono condurre le normali alla. 
prima concoide in P e Q. 

24) Costruire la normale in un punto generico della concoide del cerchio 
,es. 5), della cissoide e della strofoide, ser-vendosi per queste due ultime curve 
della generazione di NEwToN (es. 2). 
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25) Quando un eerehio rotola senza strisciare sopra una retta o lopra una 
curva, il centro istantaneo di rotazione sta nel punto di contatto. Valendosi di 
questo fatto, che si giustiftca pure mediante considerazioni intuitive, si costrui
scano la tangente e la. normale in un punto generico' della cicloide (n. 69). Si 
dimoatri inoltre che la detta normale e tangente (in un punto di ordinata. uguale 
e di Reguo opposto) ad una seconda cicloide, uguale alla prima, avente "(ler base 
la retta y = - 2r e- per 80mmita i puntí (O, O), (27t1', O), ecc ... L'evoluta di una 
cicloide (curva toccata dalle normlloli a queata) e dunque una nuova cicloide. 

26) Condurre la normale e la tangente in un punto generico di una epici
cloide od ipoeicloide (ea, 11). Considerando, in particolare, la ipocicloide per 
cuí R = 4,r, li dimostri che la tangente intercetta nell'angolo :r,y un segmento 
costante =-:E, e la normale pasaa "(ler il vertice opposto ad O del rettangolo che 
ha due latí sugli assi e quel segmento come diagonale. Resta coal. confermato che, 
in quella ipotesi, la ipocicloide e un astroide (es. 8). 



PARTE SECONDA. 

Oeometria analitica dello spazio 

CAPITOLO l. 

Relazioni di posizione tra punti, rette e plant. 

71. Sistema. eartesiano di coordinate. - Il procedimento seguito 
per fissare, mediante coordinate eartesiane, la posizione di un punto in un 
piano (n. 13) si estende subito allo spazio. 

Per nn punto O (origine) conduciamo tre rette x, '!J, z", non giacenti 
in un piano, che diremo a8si coordinati (rispettivamente a88e x, '!J, z); i 
piani che es se determinano a due a due saranno i piani coordina ti x '!J, x z, 
y z. Fissiamo ad arbitrio sui tre assi i versi positivi, ed ltssumiamo un 
segmento come unita di misura. t 

Conduciamo poi per un punto qualunque P dello spazio tre piani pa.
rallelí, rispettivamente, ai piani '!I z, Z x, a; y; quei piani segheranno, rispet
tivamente, gli assi x, y, z in tre punti A, B, aJ sicche rimarranno indi
viduati, in valore e segno, tre numeri a = O A, b = O BJ e = O a. 

Viceversa, dati i tre numeri aJ b, eJ restano individuati i punti A, B, 
0, e quindi il punto P, come intersezione di tre piani paralleli ai piani 
cordinatí. 

1 tre numeri a, b, e si chiamano eoordinate oarteaiane del punto E 

. 
Sebbene 1 verSI poaitivl ani tre as.¡ pos.ano .cAgUe"i ad arbitrio, tutt,.,.ia la maggior parte degli 

Rotori adotta la .celta in(licata nella figura. In parol .. : un os.ervatore, aitonto lungo I'asse z coi piedi in O 
ed iJ capo dall .. banda positiva, iJ quale guardi la .emiretta positiva "', de .... avere ail .. B"a desira la semi. 
retOO positiva y. Il verao (da ainiatra a destral, in cnl l'osserv .. tore vedrebbe motaro la aemirett .. positiva .. , 
80 questa. sl ·portaase 11. coiocidere colla eeID,iretta positiva Y. aescrivendo un BDJ!olo inferiore a 1C

I 
si deflnie08 

come verBO positivo deU. rota,zioni intorno 0·11 .. retta orientata z. E que.ta defiuizione puó e.teudersi aU .. 
rota.ione inLorno ad una qua.!siasi retta orientata deUo .pazlO, purcbo\ si Caccia muovere con continuita il 
tlicdro degH a.s~i, ftnche llasas z venga a coinci(lere colla nuova retta. 

Quant<> all'uuita ·di misura, si potrebbero, a dir vero, nei problem\ di questo Cap. l, assomere, senza 
lnconvenienti, tre nnita ¡Uverae par misurare i gegmecti paralleli ad X, Y. %, rispettiva.-mente. Ya la maggior 
"eueralitA cos1 ottenuta non avrebbA alean vant!i.1tg1o pratioo, a parciÓ vi ei rinuncia. 
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(rispettivamente prima .coordinata od 1X!7 seeonda eoordinata od Y7 terza eom'· 
dinata o z di P); e si scrive P (a7 b7 e). 

I tre piani passanti per P7 e paralleli ai piani coordillati, racchiudono 
con questi un parallelepipedo, dí cui O e P sono due vertici opposti; O A7 

Iz 
c'A-I_~--::>! R 

Q f'---;----<p 

1 

O B7 O O sono i lati uscenti da 07 e P Q7 
P R, P S, rispettivamente a,d essi llguali e 
paralleli, sono i latí uscenti da P. Ne viene 
elle, volando costruire il punto P di coordi· 
nate a, b, e, si puo determinare su IX! il punto 
A tale che O.A = a, condulTe per .A la pa· 
raUela ad y, e prendere su questa il segmento 
.AS= b (diretto come il semiasse positivo o 

A negativo y, secondo che b e positivo o neo 
~---+-+'---::: 

X gativo), e finalmente condurre per S la paral· 
lela a z, sulla quale si prendera SP=e (direlito 
come il semiasse positivo z, se e> 0, ecc.). 

Oosl si viene a costruire una spezzata, che comincia nell'origine e ter
mina in P, ed i cui lati successivi (tenuto conto delle loro dil'ezioni) 
hanno per misura le coordinate di P. Altre spezzate della. stessa natUI'a si 
trovano considerando i tre assi in ordine diverso. 

Gli atto vertici del parallelepipedo prima nominato hanno evidente-
mente le coordinate: 

P (a, b, e), 
A (a, O, O), 

Q (O, b, e), 
B (O, b, O), 

R '{a, 0, e), 
a (O, 0, e), 

S (a, b, O), 
O (O, O, O). 

In generale, ogni punto del piano y z ha la IX! nulla, ogni punto del 
piano Z Il) ha. la y nulla, ed ogni punto del piano Il) y ha la z nulla. Per un punto 
dell'asse IX! sono nulle la seconda e la terza coordinata (y == z = ü), ecc. i 
l'origine ha nulle le tre coordinate. 

Itre piani coordinati di \7idono lo spazio in otto regio ni (triedri); a 
ciascuna regione corrispondono particolari segni per le coordinate. Oosl 
un punto, che si trovi nel triedro formato dalle semirette positive re, y, z, 
ha le tre 000rdinate positive, mentre un punto del triedro formato dalla 
semiretta negativa Il) e dalle semirette positive 1/, z, ha la prima cool'dínata 
negativa e le altre due llositive, ecc. 

Gll otto punti 

(a, b, e), 
(0,7- b, - e), 

(- a, b, e), 
(- a, b, - e), 

(a, - b, e), 
(-a,-b, o), 

(a, b, - e), 
( - a, - b, - e), 

le cuí coordinate differiscono solo per i segni, sono vertici di un paraUe· 
le{>ipedo, che ha le facce parallele ai piani coordinati e le diagonali paso 
santi per l'origine. 



RELAZIONI DI POSIZIONE TRA PUNTI, RETTE E PUN! 105 

Se le coordinate di un pUDto aODO nguali e di segDo opposto alle 
coordiDate di UD secoDdo punto, i dne punti SODO simmetrici rispetto aBa 
origine. 

72. Punto che divide un segmento in un dato rapporto. - Pro
poniamoci il problema: 

Dati dt¿e p1tnti Pi (x¡) Yo 1<11), Pz (312, Y2, z'!), determinare le coordinate 
di quel p1¿nto P della retta Pi Pi' che forma con cssi un dato rapporto 

l - Pi P -semp?Ce P P- r. 
2 

Proiettiamo i tre pUDti Pi' Pz' P sopra UDO degli assi coordinati (ad 
ea. x) mediante piaDi pa.ralleli al piaDo coordiDato opposto (y z). Ragi.o
naDdo aui pUDti proiezioDe come in geometría piaDa (n. 14), ricaviamo 
che le coordinate di P sono 

(1) 
_Z¡ - r z, 

Z_ 1-r . 

In particolare il pUDtO medio di Pi P, (r == - 1) ha le coordinate 

73. Retta eongiungente due punti. - RicavaDdo r dalle relazioni (1), 
riauIta " 

r 
_ x - Xl _ Y - Yl _ Z - Zl • 
- - " - , x - 31 2 Y - Yz z - Z2 

quindi le eqnazioDi 
31- Xl _ Y-Y1 _ Z-ZI 

___ _ o 

Y - Yz 

aon certo soddisfatte dalle coordina te (x, y, z), "(xl) Yu Zl)' (312, Y2' Z2) di 
tre punti allineati. "Viceversa, se BUBsistODO le ultime relazioni, i tre pUDti 
BODO iD liD ea retta, percbe, indicaDdo COD r il valore comUDe dello tre fra
ZiODi e ricavaDdo x, y, z, si ritorna alle (1), le quali dicoDo che (x, y, z) 
El UD pUDto determinato della retta congiungeDte (0::1, 'Y., ZI)' (312, Y2, Zt)' 

Le ultime relazioDi, o le relazioDi equivaleDti 

(2) 
x - Xl _ Y - Yl _ Z - Zl 

Xl -:lT2 Yl - Y2 ZI - Z2 ' 

le quali, quando fl}, y, Z si cODsiderino come variabili, SODO soddisfatte 
dalle Co.orrliDate di ogDi punto della retta PI P 2, e di ncssun a.ltro PUDtO, 

( 
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si dicono le equazioni (due indipendenti) della retta congiungente i due punti 

(x" YI' Zl)' (x2, Y2' Z,).I 

Indicando i tre denominatori con tre lettere l, m, M, abbiamo le 
equazioni 

(3) 
x - Xl _ Y - '!JI _ Z - Zl 

l m n 

le quali servono a rappresentare una retta generica U8cente dal punto 
(Xli Yu Zl)' retta che vien determinata co]l'assegnare i valori rlei tre denoID1· 
natori, o almeno dei loro mutui rapporti. Ad es. una retta qualsiasi uscente 
dall'origine ha equazioni del tipo 

esprim~nti la proporzionalita delle coordinate di un punto variabile sulla 
retta. 

74:. Piano eongiungente tre punti. - TrasCl'iviamo le formole (1) 

(n. 72) ponendovi r == - ~, dove 'In, n sono due quantita di cui interesss 
1n 

8010 il rapporto. Vediamo allora che le coordinate di ogni punto· P della 
retta PI P, si presentano sotto la forma 

(1 ') 
x _ 'm Xl + n X, 

- n~+1t ' 
_mYl+ n y: 

y- m+n ' 

Preso ora un punto Pa (X3 , Y3 , zs) fuori di quella retta, congiungiamolo 
con P. Un punto generico Q della retta P P 3 avra similmente coordinate 
del tipo 

PQ v 
dove x, y, z sono date dalle (1'), ed El F3 Q = -~. Sostituendo, al posto 

di X, y, z, i loro valori, e ponendo per s~mplicita. (visto che di " e v inte-

I Le tre eqnazionl (dae indipendenti), che 8i ottengono dalle (2) mandando Tia I denominatori, po •• ono 
.. dopernr.i (poicha seguono direttamente dalle (1» anche nel caso che qualeuno dei denominatori delle (2) al 
annuill, mentr6 anora le (2) non hauno pill signiflcato. 

Le conuir.ioni di aillneamento di tre punti si e.primono pare annullando I qnattro determinanti di 
,. ordine eatl'atti dalla matrice 

\ 
:. 
:1:, 

ai ottengono OOS\ qnattro condizioni , di cui pero dne sale 80no indipendentt. 
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ressa solo il rapporto) 1.1. = 1n + n, 'V == p, le coordinate di Q acquistani 
la forma 

(4 
m $1 + n $2 + p $, 

m+n+p , 
m Yl + n Y2 + P Ys 

m+n+p 
m Zl + n Z2 + pz. 

m+n+p 

Variando m, n, p o, meglio, i loro mutui rapporti, varia il punto Q 
stll piano PI PI Pa; e viceversa, per ogni posizione di Q sul piano, si pos
sono scegliere m, n, p in guisa che le (4) diano le coordinate del punto 
stesso. In breve, diremo che lé (4) esprimono le coordmate di ogui punto 
del piano PI P 2 P s-

Di qua e facile ricavare la condizione perche quattro punti siano in 
un piano, Infatti, dette ora $, y, z le coordinate (4) del punto Q, e indio 
oato con k il denominatore comune delle (4), abbiamo le uguaglianze 

k ==m +n +p, 
k $ == 1n $1 + n $2 + P $3' 

k Y == m Y1 + n y, + P Ya' 
k Z = m Z1 + n Z2 + P zs' 

le quaU devono coesistere per valori non tutti nullí di k, m, n, p, se il 
punto Q ($, y, z) sta sul piano Pi PI Pa; e viceversa. La condizione anali
ticfl, perche cio accada e l'annullarsi del determinante formato coi coeffi· 
cienlii di k, m, n, p in quelle equazioni, ossia (soambiando linee e colonne) 

$ Y z 1 

$1 Y1 Z1 1 
==0. (5) 

$! y! Zl 1 

$a Ya za 1 
In parole: 

A.ffinche quattro punti stiano in un piano e neces8ario e 8Ufficiente che 
si annulli il determinante (5) formato colle coord-inate dei punti e colle unita. i 

7ó. Equazione di un ptano. - Se si oonsiderano come variabili $, 

y, z, e come costanti gIi altri elementi, l'equazione (5) e soddisfatta dalle 
coordinate di ogni punto del piano che contiene i punti ($1' Yu Zl)' ($2' Y2' Zl)' 

(.1)3' Ys' Za), e non dalle coordinate di un punto esterno. La (5) dicesi percio 
equQ¡zi01~e del piano congit¿ngente i tre punti nomina ti. I 

Sviluppando la (5) secondo gli elementi della prima orizzontale, si 
ottiene una equazione del tipo 

(6) a $ + b Y + e z + d = O. 

1 Cfr. , per l ' analoga qneBtiollO in geometria piana, il n. 15. 
I Cfr. il n. 16. 
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Dunque: un pia,no e rappresentato. da u'na equazione di primo grado 
neZZe coordina te cartesiano di un punto variabile che lo descriva. 

Yicevers!1: ogni equazione d'i primo grado in coordina,te cartesiane a;, 

yJ z rappresenta un p'iano; si dimostra in modo analogo aquello tenuto 
per le rette in geometria piana (n. 16). 

76. Posizioni particolari di un piano rispetto agU assi. - Con sí
deriamo il piano 

(1) a x + by + c z + d = 0, 

e determiniamone le intersezioui cogli 8¡ssi coordinati. Se cí occupíamo, 
ad es., dell'asse x, ricorderemo che per ogni]punto di es so e y = 0, z = O; 
sostituendo questi valori nella (1) otten jamo 

(2) ax+ d= 0, 

da cui 
d 

x=='-li; 

il punto ricbiest.o El dunque A ( - ~, 0, O ) '. 

Yanno considerati pero alcuni casi particolari. 
Se d ==. 0, la (2) e certo soddisfatta, da x = ° (ossia la (1) El soddisfattl\> 

da x = 0, 11 ==. 0, z = O); segue che un piano p(~88a, per l'orig'ine quando 
nella sua equazione manca il termine noto. 

Se ínvece e d 9= o ed a = 0, la (2) non e soddisf,ttta da valori finiti 
di x, ed il piano (1), la cuí ~quazione diventa 

risulta parallelo all'asse x. 

e 

by + cz + d=O, 

Finalmente, se sono nulli a e d, la (2) e 
soddjsfatta, qualunque sia x, ed il piano (1), 
la cuí equazione si riduce a 

by + cz==.O, 

passa per l'asse x. 
Raccoglienuo gli ultimi due casi, dire-. 

A mo: Se nell' equazione di un piano manca una 
~------~~~~~ 

.Z' coord/inata, il piano e parallelo a,l corrí-
spondente asse; se manca inoltre il termine 
noto, l'asse stesBO giace neZ piano. 

Se nell'equazíone (1) mancassero due variabili, per esempio x, y, e 
l'equazione si riduc8sse a 

ossis 
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íl piano, dovendo riuscir parallelo agli assi x, y, sarebbe 11(1,ra11e10 al 
piano a; y. Se ino1tre mancasse il termine noto e si avesse dunque (per (} =1= O). 

ossia. z==O, 

l'equazione rappresenterebbe íl piano xy. Dunque i tre piani ooot'dinati 
y Z, Z $, x y hanno, rispettiva1nente, le equaziO"1ti x == 0, y = O, z = O. 

Ritornando all'equazione (1), nell' ipotesi che siano diversi da zero i 
coefficienti e il termine noto, vediamo che i seg"mentí OA, OB, O O atac
cati dal piano (1) sugli aasi coordinati, a partire dall'origine, valgono 

d d 
P='--, 

a 

d 
q=-lj' r=--. 

(} 

Ricavando di qu~ a, b, (} e sostituendQ nell~ (1), si ottiene 

::+1+":'::=:1 
P q r ' 

equazione del piano che stacca i segrnenti p, q, r sugli assi coordinati. 
Se poi si volease la retta intersezione del piano (1) con uno dei piani 

coordinati, ad es. col piano x y (z == O), basterebbe porre z = O nella (1). 
Si trova cos1 l'equazione 

ax+uy+d=O, 

che, nel piano x y, rappresenta la retta richiesta A B (mentre nello apazio 
rappresenta il piano condotto per la retta A B parallelamente all'asse z). 

77. Piani passl1n'Íi per un punto dato. - Ragionando come in geo
metria piana (n. 18) si vede subito che ogni piano passante per un punto 
assegnato P (xu Yl' Z'¡) ha una equazione del tipo 

a (x - Xl) + b (y - y¡) + c (z - Zl) == O, 

dove a, b, e sono coefficienti, i cui valori, o, meglio, i cuí rapporti deter
minano uno tra gli iuD niti piani contenentí P. 

78. Condizioni di parallelismo di due pianl. - Occupiamoci ora. del 
sistema di due piani 

a X + b y + e z + d = 0, 
a' x + b' Y + e' z + d' = 0, 

ea esaminiamo anzitutto come si possa ríconOBcere se eS8i siano paralleli. 
E ehiaro che, se i due piani sono paralleli, essi devono segare ciascun 

piano coordina,to (a cui non siano paralleli) lungo due rette parallele, e 
viceversa. Supposto, ad es., che i dl,le piani :re, :re' non siano paralleli al 
piano z = 0, essi hanno in comune con questo piano le rette 

a x + b 11 + d = 0, a/ x + b' Y + d' = 0, .. 
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le quali. risultano parallele (n. 19) se el: b = a' : b'. Ragionando analuga

mente sugli altri piani coordinati si con elude : affinohe due piani di date 

equazioni siano paralleli e neaessario e suffic'iente che i coeffiaienti delle 

cOM'dinate neU'una equazione siano proporz~onali agli omologhi coeffieienti 

dell'altra¡ in simboli: 

(1) a : b : a == a' : b' : ú' 

Si deve intendere, natura.lmente, che se una o due delle quantita a 

primo membro sono nulle, devono annullarsi pure le quantita omologhe a , 

secondo membro, giacche 801101'80 il piano ,-e e pal'allelo ad uno o a due. d~gli 

assi coordinati, ed agli sta8si assi deve riuscir parallel0 ti piano ,-e'. Que· 

st'avvel'tenza e superflua, se in luogo delle (1) si adoperano le relazioni 

che da quelle si ottengono riducendo a forma iatera, relazioni espresse 

dall'annullarsi dei minori del secondo ordine estmtti dalla matrice 

1:, :' :' l· 
Se poi nelle equazioni ,-e), ,-e') Bono proporzionali, non solo i coeffioienti 

delle variabili, ma pure i termini no ti, i due piani coincido no, e viceversa. .. . 
DáUe condizioni (1) di paralIelismo segue che il piano parallelo al 

piano ,-e, condotto per un punto dato P (ml' Yu - Zl)' ha l'equazione . 

o {m - mi) + b (y - y¡) + e (z - Zt) =~, 

e, in particolare, se quel punto e l'origine, 

a m + b Y + e Z = O. -, 
79. Faseio di piani. - Due , piani distinti 

,-e) a m + b Y + a z + d ==0, 

,-e') a' m + b',Y + a' Z + d' == O, 

quando si seghino lungo una retta, determinano un fascio di piani, eosti

tuito da tutti i piani passanti per quella retta (n. 11). Si puo dire pero 

che due piani determinano un faseio, anche se sono paralleli, purcM si 

estenda il significato di quella locuzione, e si chiami fasaio (improprio) di 

. piani l' insieme dei piani che sono parall(\U tra loro (confronta n. 20). Oome 

8i potra. scrivere l'equazione di un piano generico del fascio determinato 

dai due piani! 
Formiamo una combinazione lineare delle equazioni date 

,-e'~ A. (a m + b y + e z + d) + JI (a' ~ + b' Y + e' z + d') = O, 

ossia 
(A a + ~u~ al + (A b + ¡.t b') y + ~A e + JI e') z + 0.. d + ¡.t d') == O, 

dove A, JI sono due parametri, non entrambi nulli. L'equa,zione lineare ~") 

rappresenta intanto un piano ~". Di piu, ogni punto P comllllé ai due 
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piani n, n' appartiene certo al piano n", perche le coordillate di P soddi· 
sfano alle equazioni n), n'), ed in conseguenza alla n"). Dunque se i due 
piani n, n' si segano in una retta, questa appartiene pure al piano ~". Se 
invece i drre piani n, n' sono paralleli, le due terne di qua.ntita. (a, b, e), 
(a', b', e') sono proporzionali; ma allora risrrltano pure proporzionali ]e due 
terne (a, b, e), (A a + ¡.t a', A b + ¡.t b', A 0+ ¡.t e'), sicche il piano n" riesce 
parallelo a n, ed appartiene ancora al fascio n n'. 

A 
Al variare di ).. e ¡.t o, meglio, del rapporto -, il piano n" varia nel 

¡.1 

fáscio n n', e lo descrive interamente, perche si puo sempre calcolare il 

valore di ~ in modo che il piano n" passi per un punto assegllato ad 
. ¡.t 

arbitrio nello spazio. 
Concludiamo che: la eq1tazione di ogni piano formante faseio con d1le 

piani assegnati, puo seriversi come una combinazione lineare delle equazioni 
di questi. 

80. EquRzionl di una retta nello spazio. - Riprendiamo due equa· 
zioni lineari 

(1) 
l
ate + b Y + o z + d = 0, 
a' te + b' Y + e' z + d' = 0, 

rappresentanti due piani, che srrpporremo distinti e non paralleli. Ad ogni 
soluzione (te, y, z) del sistema (1) corrisponde un punto, che appartiene 
a,lla retta r intersezione dei due piani; e, viceversa, ogni punto di r ha 
coordinate soddisfacenti le (1). Diremo che il sistema (1) rappresenta la 
retta r; ~tna retta nelZo spazio e ,'appresentata da due equazioni lineari, le 
quali, prese iso latamente, ,'apprcsentano due piani passanti per la retta. 

E chiaro che la stessa retta r potra rappresentarsi mediante tIue equa· 
zioni che si ott.engano dalle (1) formando due combinazioni lineal'Í distinte 
(n. 79). Possiamo disporre dei relativi parametri in guisa da eliminare 
una volta '!J, ed una seconda volta te, fra le (1). Otteniamo COS! le due 
equazioni 

(1') 
\ (ab' - a'b) te + (ob' - o' b) z + (d b' - d'b) = 0, 

! (b a' - b' a) y + (o a' - e' a) z + (da! - d' a) = O. 

E pero da notare che le operazioni eseguite non sarebbero lecite, se b e 
b', oppure a ed a', si annullassero insieme; inoltre che, se a b' - a' b fosse 
nullo, le drre equazioni ora scritte sarebbero equivalenti, e rappresentereb· 
bero un uDico piano passante per la retta r e parallelo al piano te y j la 
retta stessa sarebbe parallela ad te y (o vi giacerebbe). Supposto dunque 
che a b' - a/ b =!= 0, vale a dil'e, che la retta r non sia parallela. al piano 
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x 11 (ne vi giaccia), noi posaiamo porre le equazioni di r sotto la forma (1~. 

Conviene anzi dsolvere le (1') riapetto ad x, y ordinatamente, e scriverle coa1: 

(2) 
} x= III + p, 

t1/ =mz+ q. 

Le (2) si chiamano talvolta equazioni ridQtte deIla retta¡ esse, isolatá· 

mente, rapprt'Bentano i piani passanti per la retta r e pal'alleli agli allBi 

1/, x, rispettivament(\; od anche, se si vuole, 

rappresentano le intel'sezioni di quei piani 

coi piani x z, 1/ z, rispettivamente. Le (2) 

vengono spesso adoperate, giacche esse 

contengono il minimo numero dei coejfi· 

cienti (quattro) che ·possono compa-rire 

nelle equazioni di una retta! Va pero 

notato che le (2) non trattano simmetrica· 

mente le tre coordinate; ne' si prestano 

a rappl'esentare le retteparallele al piano 

x 1/, per le quali converrebbe adoperare, 

ad es., equazioni risolte rispetto ad x e z, !J 

ovvero ad 1/ e z. 

:z 

Le (2), risolte rispetto a z, nella ipotesi che non aiano nulle l, m, pos· 

sono scrÍversi cos1 

e ricntrano percio ne! tipo 

(3) 
X-J/ y-y' z-~ 
-l-= ----;¡- = -n-; 

Botto questa forma abbiamo gia visto (n. 73) potersi sctivere le equazioni 

di una retta generica uscente dal punto (x', y', z'). Ed ora possiamo ag· 

giungere che le tre equazioni (due indipendenti) riunite nelle (3) rappre

sentano i tre piani conuotti per la retta parallelamente agli aasi. 

Dal confronto fra le (2') e le (3) risulta che le tre quantita l, tn) 1, nelle 

equazioni ridotte (2) di una retta, hanno 10 stesso ufficio che i tre deno

minatori J, m, n nelle equazioni (3); in altre parole, i due coefficienti l, m 

che compariscono nalle equazioni (2) hanno lo stesBo significato geometrico 

dei rapporti':, tn tra i denominatori delle equazioni della retta scritte solto 
n n 

la forma (3). Quale sia questo significato geometrico si yedra in seguit<>, 

Una retta dipende iufattl da quatlro C631tm1i • ..-1 es, dan. coGrdinate ("1. Y. l. (<t. I z.) dei l,mnti on 

esas inoontra i piani coordinati Z f, a: l. 
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Ritorniamo ane (2). Be ponia.mo in esse ~ = O, troviamo :v = p, y = qj 
dunque p e q Bono le prime due ooordinate del punto ove la ?'etta sega il 
piano x y. 

In particolare, una. retta n&0ente dall'origine, e non giacente nel piano 
x y, ha equazioni del tipo 

x == Z z, y = tn z; 

se invece sta sopra xy, come equazioni di essa possono prendersi z = 0, 
y=AX. 

Gli assi coordinati x, y, z hanno, ordinatamente, le coppie di equa, 
zioni 

y=O, z=Oj z=O, x=Oj 

81. ParalleUsmo di due rette. - 1 due coetlicienti l, m, che com, 
pariscono nelle equazioni ridotte (2) di una retta, definiscono la. di,'ozione 
della retta.j cio risulta dalla osservazione che segue, ed apparira in modo 
piu. preciso quando determineremo gli angoli che una. retta forma cogli as si. 

Cerchia.mo le condizioni di parnllelismo fU], la retta. (3) e la retta 

x=l' z +p', 
y=m' z + g'. 

Poi che i piani condotti por le due rette parallelamente all'asse x, o 
all'asse y, devono risultare paralleli, si avra (n. 78) 

l = Z', m = tn' j 

quede 8ono le oondizioni riohie8te. 
Begue subito che la. retta paranela alla (2) condotta per un punto 

assegnato (x" y" z,) avra lo equazioni 

x-x¡= l(z-z¡), 
y - y¡ = 11/. (z - z¡). 

Begue ancora, con analoghe considerazioni, che la retta (3) (n. 80) e 
la retta 

x - x¡ _ y - y, _ z - z, 

II 11¿1 n¡ 

sono parallele se 

82. Punto di incontro di ka piani; stella di pian1. - Date le equa, 
zioni di tra piani 

n) a x + b Y + o z + d = 0, 
n'} lt' x + h'y + e' z + d' = 0, 
n") a" x + bIt Y + o" z + d" = 0, 

~ - G. CA.8TICLNUOVO, L,zi.c,,¡ di 0(""101';/1. anaIUica.. 
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la. ricerca del punto ad essi comune si riduce alla. risoluzione del sistema 
Bcritto di tre equazioni lineari con tre incognite. Le soluzioni, eoordinate 
del punto f'iohiesto, possono indicarsi brevemente cOSl: 

(1) 

dove .Á., B, O, D sono i determinanti del terzo ordine (presi con segoí 
convenienti) che si ottengono dalla matrice 

a b o d 
a' b' e' d' 
a" b" e" d" 

omettendo la prima, o la seconda, ... o l'ultíma colonna. 
Se D =F 0, il punto richiesto e unico e determinato. Ma sc D = Ot 

scnza che si annuUino tutti i numet'atori dclle (1), non esiste alcun punto 
comune a n, n', n" ed i trti piani sono parallcli ad una stc8sa "ctta (come 
le facce di un prisma). Finalmente, se .A == B = 0= D = O, i t¡·c piani 
appartcngono ad un faseioj cio risulta subitó se, ad es., i due primi piant 
si segano in una retta, perche aUora ogni soluzione . (x, y, z) delle equa · 
zioni n), n') e una soluzione della equazione n"), sicche. il tOl'ZO piano pas¡;a. 
per quena. retta; i e risulta se i piani n, n' Sono para.lleli, giacche a1l0ra 
si riconosce pure che n" e parallelo ad essi. 

h 'tr .. ,,, Supposto c e 1 e plam n, n, n non appartengano ad un fascio
r 

formiamo una combinazione lineare delle loro equazioni: 

A. (ax + by + ez + d) + ¡.t. (a'x + b'y + . e'z + d') 
+ v (a"x + b"y + o"z + d") = O. 

(2) 

Quosta. rappresenta un piano, il quale passa per il punto P == nn' n", ove 
esista, perche la.' (2) e soddisfatta dalla terna di valori (x, y, z) che soddi. 
sfano le equazioni n), n') n"). Se poi i tre pialli dati sono paralIeli ad \lIla 
stessa retta, si verifica direttamente che anche il piano (2) e paraUelo a 
quena retta. 

Ora si suol chiamare stcUa di piani, sia l'insieme dei piani che paso 
sauo per uno stesso punto (centro), sia. l'insieme dei piani che sono paral
leli ad una retta (dicendo talvolta nell'ultimo caso, clle la stella e impro. 
pria.). Con questa locuzione possialllo affermare che la (2) rappresenta, in 
ogui caso, un piano della stena lleterminata dai tre piani n, n', n". Al 

• 1 l' d' . A ¡.t. • variare dei parametn "', ¡.t., v, o, meg 10, el rapportl - , -, 11 piano (2) va, v v 

1 Lo ote9.0 fatto si giustifloa o8servando ohe, le ..t = B = 0= D = 0, una delle tra equazlonl priml. 
t i-. p .. b ottenaul oome combinazione lineare delle altre dn., elccM I tre plani forman o (asclo. 
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ría nella stella nominata, e la descrive tutta, perche si possono calcolare 
i detti rapporti -in modo che il piano (2) passi per due punti assegnati 
ad arbitrio. Concludiamo: date le equazioni di tre p 'iani, che determinino 
una stella, la equaz'ione di ogni alt1'o piano della stella puo ottenersi come 
una contbinaz'ione lineare di quelle. 

83. Intersedone di una retta con un piano; eondizione perche 
una retta sia parallela ad un piano, o vi giaeeia. - Poiche una retta 
~ rappresentata da due -equazioni linea,ri, il punto d'incontro della retta 
con un piano si otterra risolvendo i1 sistema formato dalle due equazioui 
della retta colla equazione del piano. 

In particolare, se la- retta e data mediante le equazioni 
r) x = lz + p, y -= mz + q, 
en il piano mediante l'equazione 

ax + by + cz + d = O, 

sostituiremo in questa, al posta di x ed y, i valori dati dalle r); otteniamo 

(al + bm + c)z + (ap + bq + d) = O, 
donde 

ap+bq+d Z=- . al+bm+c 

Le altre due coordiua.te -x, y del punto richiesto si ricavano servendosÍ 
delle r). 

L'espressione di z ci mostra che la oondizione di parallelismo tra la 
,'etta r e 'il piano n e 
( 1) al+bm+c=O; 

mentre, se, insieme aquesta relaz-ione, coesi.ste la 

(2) ap + bq+ d = O, 

la retta r giace per intero nel piano :re. 
Se le equazioni della retta r son o date invece sotto la forma 

x - x ' y - y' z - z' 
--Z- = -m- = --n-' 

per trovare le coordinate del punto :re r conviene indicare con una nuova 
variabile Q il valor comune delle tre frazioni, esprimere le coordinate (x, y, z) 
di un punto descrivente la retta in funzione di Q, 

x = x, + 1 Q, Y = y' + m Q, z = z' + n Q, 
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sostituire questi valori nella equazione n) e ricavare Qj si ottiene cosl 

au;' + by' + oz' + d 
Q=- al+bm+on 

Conosciuto Q, le formole precedenti danno subito le coordina.te x, y, • 
del punto richiesto. Questa volta la condizionc di parallelismo tra retta e 
piano 6 

(1 ') 

questa, ·insieme alZa 

(2') 

al+bm+en=Oj 

atC + by' + ez' + d == 0, 

da le oondizioni perohe la retta stia nel piano. 

84:. Condizlone amnche quattro piani, O cIue rette, abbiano un 
punto comuna. - Date le equazioni di quattro piani 

ax + by + ez + d == O, 
a' x + b' Y + e' z + (1' = O, 
a" x + b" Y + o" z + d" = O, 

(1) 

a'" x + b'" 'Y + o'" z + d'" = O, 

se questi hanno un punto comune, devono coesistere quelle quattro equa· 
zioni a ke .incognite, ed El quindi 

a b o d 
a' b' e' d' 

(2) aH b" e" d" ==0; 

a'" u", e'" d'" 

la atessa condizione sussiste, se i piani sono paralleJi ad una medesima 
retta (n. 82). Viceversa, sia nullo il determinante (2); aHora, od esiste un 
sistema di valori (x, 'Y, z) soddisfacentc tre indipendenti, c quindi tntte 
quattro le equazioni (1), ed i quattro piani hanno un punto comune; op· 
pure un tal sistema non csiste, ed i quattro piani Bono paralleli ad nna 
steBBa retta. Dunque: oondizione neoessaria e suffieiente a:tfinehe quattro 
piani appartengano ad una stella e che sia nullo il determ.inante formato 
ooi eoefficienti e tennini noti delle relative equazioni. In tale ipotesi, una 
delle equazioni (1) pub scriversi come combinazione lineare delle rimanenti 
(n. 82). 

La (2) esprime pure la condizione perche si seghino (o siano paral· 
lele) due rette rappresentate, la prima da due delle equazioni (1), la se· 
conda dalle due rimauenti. Se le rette sono date mediante equazioni ridotte 

r) 
r') 

a; = lz + 1', 
x = l'z p', 

y=mz+ q, 
y = m'z + q', 
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per trovare la detta condizione conviene eliminare g; tra le equazioni della 
prima colonna, y tra le equazioni della seconda, ottenendo le due: 

(1 - Z') z + P - p' == 0, (m - m') z + Iq - q' = O; 

si trova. in fine, eliminando z tra queste, 

(l - 1') (q - q') - (n~ - tn') (p - p') == 0, 

che e la condizione affinche si seghino (o ,iano parallele) le rette r, r ' . 

Se le due rette sono rappresentate invece mediante equazioni del tipo 

x - x, _ y - y, _ z-z, 
l¡ tn, n, 

x-x, _y-y, _ z-z, 
l, mi n, 

per esprimere la condizioue di illcontro (o parallelismo), conviene I:!cegliere 
due punti (x" Yi , z,), (x, + Q¡ l¡1 Y¡ + Q, mil Zj + Q, ni) della prima retta, 
e due punti (x" Yt , Z2)' (Xl + Qi 12, Y2 + Q, 1n2, Z, + Q, ni) della seconda, ed 
imporre ai qunttro punti la conclizione di trovar si in un piano (n. 74). 
Con facili trasformazioni si puo presentare quella condizione cosl: 

Xi - X, Y, - y. z, - Zz 

1, m, ni = O. 
l, m! n, 

85. Nnova forma dalla eondizione perche tre piant appartengano 
ad nn faseio, o qnattro piani ad una stella. - Oonviene talvolta pre
sentare sotto. la forma segue¡üe alcune condizioni sopra enuncjate: ' 

Oondizione necessal'Ía e 8ufficiente affinche tre piani appartengano ad 
tln fascio, o quattr'o piani ad una stella, e che ,i possa formare colle equa· 
zioni di quei pi<Mi, atlolJerando paramett'i non tutti núlli, una combinazione 
lineare che sia verificata identicamente (cioe per va.lori arbitrari di X, y, z). 

lnfatti, se indichiamo per brevita. con L, M, ... deí polinomi lineari 
in x, y, z, e quindi con L = 0, M = 0, ... le equazioni di certi piani, il 
verificarsi di una identita del tipo 

A L + f.I. M + v N = 0, 

oBsia (SUPposto ad es. A * O) L = - t M - r N, significa che n polino

mio L e una combinazione lineare uei polinomi M, N, e quindi (n. 79) che 
i1 piano L = O appartiene al fascio dei piani M == O, N = O; e viceversa. 
Analogamente si procede quando si tratti di quattro piani di una stellH. 

Dati quattro piani non appartenenti ail 1tna stella, mediante una con· 
veniente combinazione linean: delle loro equaz'ioni 81 pUO rappt'e8entat'e 'Un 

1 Cfr. Geometria pillDa, D, 11. 
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piano arbitrariamente a83egnato. Si dimostra cow~ l'analogo t~orema di 
geometría piana (n. 22). 

Esercizi 1. - 1) Segnate 8ul foglio di di8cgno le immagini dei tre assi CIU' 

tesiani, si ro.ppresentino i punti le cui coordino.te sono: (0, 1, 2), (1 , 0, - 1), 
(2, 1, O), (1, - 1, 1).1 

2) Trovare l'equazione del piano determinato: a) dai tre ponti (2, - 1, 1), 
(1, 1, - 1), (- 1,0,1); b) dal punto (2,1, - 1) e dalla retta :1; = 2. + 1, Y =z + 3. 

3) Tr.ovare l'equazione rlel piano: a: pas8ante per i punti (2, - 1, 1), 
(1, 1, - 1) e parallelo alla retta x = - y .... I i b) passante per il punto (2, - 1, ] ) 
e parallelo al piano :1; + 2 Y + e + 1 = O; e) passaute per il punto (2, - 1, 1) 

% Y 
e parallelo aIle rette :1; :os - y = 11, 2" = "3 = - z; d) passante por la re tta:t =. -1, 

Y = 2z + S e parallelo alla retta % = 2y = e. 
4) Le faccie di un tetraedro .banno le equazioui 

%-e+l=O, 2%+3Y+II=0, %+3y+2=0, 3x+y-II-2 . O; 

8i trovino le coordinare dei vertici. 
5) Rappresentare sulla figura le rette 

:1;-1 y 11-2 
-2-= -1 =-8-; 

determinare le intersezioni delle due prime coi piani coordinati. 
6) Si scriva l'equazione del piano che proietta, paraUelamente all'asse e, la 

retta :t -= Z. + p, y=- flU + g. 
7) Equazioni dei piani proiettanti, parallelamente ai singoli nssi, la retta 

2x+3y-4e+l=0,8:1;-5y+2.=0. 

8) Presi come vertici di un tetraedro i quat tro punti ~i cui ne11'08. 1) sono 
date le coordinate, trovare le equazioni degli spigoli. 

9) Trovare le equazioni della retta: a) passante per il punto (1, 1, - 1) e 
parallela aUa retta :t = • - 1, Y = 3. + 2; b) paseante per il punto (- 1, 2, 2) 
e 1Iara11ela ai due piani JI - • + 1 =- 0, 2:1; + a y - 3. = O; e) che passa per 

x-1 
il punto (0,1, -1) e incontra le rette:t = 3y = 311 -1, -2- = 11 - 2 = - z; 

d) che pasea per il punto (1, - 1, 2), incontra la retta :t ..... 3, Y = 11 - 2, ed e 
parallela al piano % - 2y - z ... O: e) che incoutra le due rette x = y = e, 
:t - 1 = Y + 2 = - 11, ed e paraBela ad uno degli assi. 

10) Determinare le coordinate del punto d'intersezione del piano 

2 :t + Y - 2. + S = O colla retta x = 2, - 1, Y = Z + 1. 

• La flgura dioegnata puó rignardarol come una proleZ1one paraUe!" delia lIgura deUo opado . opra l. 
logllo . ConosC6ndo le posizioui. ri.petto al foglio . del tre aosi • la dlrezlone della prole.lone . ., potreboero 
oaloolare I rapportl secondo oul venlt0no altorati tre 8egmenti ugoali ad 1 . 1tuatt 8ugli '''SI SO ," vece OUDO 

arbitrar! gil Mal oblettivl e la dlrezlone della prole.looe. qne l rapporti pOS8úno Ico me SI unn"'t!'al eSde r s«l ti 
ad arbitrio. Si puó dunque. anohe nel disegno. &esnmere nu unico segmento come UU illl dI mi&u ra ~nd !t 
proiezioni degli Rasi :z. 11 • 
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11) Le due rette 

1:-1:' y-y' .-.' 
-Z- = -lI-t- -= -n-' 

x - x, y _ yl • _ .1 
-¡-, - = mr = -n-'-

passano pel punto (x'. y' • • '); scrivere l'equazione del piano che le contiene. 
12) Trovare l'equazione del piano contenente le due rette parallele 

x - x, y - y' • - .' x-x" y-y" .-," 
-/- = -m- = -1-1 -, -l- ... ----:¡n- = -n- . 

119 

n. - 13) Dan n punti dello spazio e in corrispondenza ,. numeri, si deft
nisca i1 baricentro di questi punti, presi coi pe si uguali ai numeri dati, in modo 
analogo a quelJo tenuto nel caso di punti allineati o giacenti in un piano (n. 8, 
es. 9); n. 23, es. 9)); si trovmo le coordinate di questo punto, e si consideri il 
caso particolare ID cuí i pesl son o tutti ugunli. 

14) 1 tre aegmentl che congiungouo i punti medí delle coppie di lati oppo
sti di UD tetraedro passanG per uno atesso punto, che divide ciascuno di quei 
segmenti per meta Quel punto é pure comune ai quattro aegmenti che congiun
gODO i vertici de! tetraedrG al bariceDtri delle faccie opposte. e divide ciascuno 
di quei segmenti nel rapporto di 3 ad 1. Esso e i1 baricentro dei vertici del 
tetraedro presi con pesi uguali, o, come 8uol dirsi brevemente, il baricentro del 
tetraedro. 

CAPITOLO n.· 

Distanze, angoli, aree, volumi. 

86. Proiezioni parallele di segmeuti. - Seguendo lo stesso ordine 
tenuto nella. geometría piana (n. 24), a.lla ricerca delle formole esprimenti 
i principali caratteri metrici premettiamo aleUDe nozioni relative aBe 
proiezioni paraBele. 

Nello spazio si possono considerare proiezioni 80pra una retta secondo 
una data giacitura, oppure sopra un piano secondo una data direzione. 

Per definire il primo tipo di proiezioni, supponiamo data una retta x, 
IU cm sia fissato il verso positivo, ed UD piano; non parallelo ad :G • 

• P1'oiett(we sopra la retta x un punto A, secondo la giacitura ; (o paralle· 
lamente al piano ;), significa costruire il punto A' intersezione della x col 
plano parallelo a ; condotto per A. 1 punti di un segmento A B hanno le 
proiezioni nei pllnti di un segmento A' B', il quale, preso col segno che 
gli spetta, dicesi proiezione di A B. 1 lati di una spezzata A B O D ... hanno 
come proiezioni i segmenti consecutivi A' B', B' 0', O' IJ, ... , la. cuí somma 
(algebrica) dicesi p,'oiezione della. spezzata. Anche qui la proiezione di una 
spezzata e uguale alla p,·oiezione del segmento che ne congiunge gli estremi; 
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e due spezzate aventi gli stessi estre?ni danno proiezioni uguali (sopra una 
stessa retta., secondo una stessa giacitura). 

a) Si parta da.i tre assi coordina ti x, '!J', e, e si considerino le proie 
zioni A' B', A" Bn

, A'" B'" di uno stesso segmento A B, sopra. x parallela 
mente ad y z, sopra y parallelamente a z x, sopra z paralle1a.meute a x y ; 
quelle proiezioni diconsi le c01nponenti del segmento A B, secondo gli assi x,y, z. 
1 sei pia.ni condotti per A e B, mediante i qua.li si eseguiscono le proie
zioni nominate, limitano un parallelepipedo, in cuí A, B sono vertici op
posti, ed i cuí lati sono equipollenti alle componenti del segmento. 

Oon tre segmenti equipollenti alle tre componenti si puo (in pii1 
modí) formare una spezzata trilatera (ad esempio A P Q B) avente come 

- ;' 
: ./ 
- ./ 

..-
....

A: ./ 
_:::.:~.t':. _______ . _________ . __ ... 

e la sua proiezione ortogonale A' B' sopra 

estreruí A e B. -Se (x, y, z), 
(x', y', z') sono le coordinate 
di A, B, le dette componenti 
valgono ordinatamente 

x' -x, y'-y,' Z' -z, 

e divengono le coordina te di B, 
se A cade nell'origine. 

b) Useremo di solito proie
zioni ortogonaU, mediante piani 
normali alla retta sopra cuí si 
proietta. 

Fra un segmento A B ap
partenente ad una. retta r, su 
cui sia fissato il verl:lo positivo, 

una retta x, passa. la relazione 

A' B' = AB cos xr; 

la proiezione ortogonale di un segmento sopra una retta ~ da,ta (in valore e 
segno) dal prodotto del segmento obiett-ivo pe?' il coseno dell'angolo j01"mato 
dalle rette oonten6llti il segmento e la proiezione. Infatti, se il segmento A B 
si sposta parallelamente a se stesso, non va.riano ne in valore, ne in se
gno, le qllantita che entrano nella relazione scritta; ora qnesta. sussjste 
(n. 24) se A cade sn x, perche aHora la figura e contenuta nel piano xr, 
quindi sussiste in ogni caso. i 

87. Proiezione di un'area. - Se per i punti A, E, ... dello spazio 
si conducono rette parallele ad nna retta a'Jsegnata r, e si determinano 

1 1 ri8ultati di qne.to nnmero po.sono enuno(arel 001 lingu.gg;o deU .. taorl .. dei vett<lrl, eateD<lendo 
.. 110 spazlo 1'0 ••. ehe .egue Il n. 24 
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le intersezioni di queste con un piano fisso n, non parallelo ad 1', i 
pUflti A', E', ... . che eosl si ottengono diconsi proiezioni di A, n, ... Slt ~t 
secondo la direzione r; o, brevemente, p1·oiezíoni . ol'togonali su n, se r e 
normale !lo re. 

I punti di un'area situata in un piano Q si proiettano nei punti di 
un'area di n, a1'ea proiezione. Ora, nel caso di proiezioni ortogonali, vale 
i1 teorema: . . 

La proiezione ortogonale di 1m'aren, sit-uata in un piano, sopra un 
secondo piano, e uguale alFareo, obiettiva 1Uoltipl-icata per il coseno del 
died1'o dei due piani. 

La dimostrazione si fouda su questi due Iemmi, che si giustificano 
8ubito : 

1) un segmento del piano Q, che sia parallelo alla retta u interse, 
zioue deí due piani, ha pel' proiezione ortogonale sul piano n un segmento 
paralleIo ad u, ed uguale al sl'gmento obiettivo; 

2) un segmento di Q, che sia perpendicolare ad u, ha per p1'oiezione 
ortogonal e su re un segmento perpendicolare ad 1', ed uguale al segmento 
obi~ttivo moltiplicato per cos n Q. 

Ora sÍa 11 Parea. di una figura di Q, e N l'area della proiezione orto
gonale su re. Se la prima figura e un triangolo con un lato paralleIo ad u, 
allo1'a ee1'to vale la 

N = 11 cos re Q, 

giaccbe il triangolo e la, 8ua proiezione hanno due lati uguali, e le altezze 
corrispondenti nel rapporto coa n Q. D'altra parte, un triangolo qualsiasi 
datJÜ sU Q, mediante una retta parailela ad u condotta, per un vertice si 
scompone in due triangoli che si trovano nelle eondizioni suddette; e poiche 
la (1) vale per i triangoli parziali, vale anche per il triangolo totale. Fi
nalmente -la (1) si estende ai poligoni (elte me-
diante diagonali si scompongono in triangoli), 
e alle figure limitate da contorni curvilinei, 
che possono riguardarsi come limiti di poligoni 
iscritti. 

88. Distanza. di due punt!o - Ripren
di amo i tre as si eartesiani x, y, z, che l.mppor
remo ortogonali, cioe perpendicolari a due a 
due, ogniqualvolta dovremo stabilire relazioni 
matriclie; cío per evitare inutili complica-
zioni. 

y 

z 

R o,)-____ ~ 
x 

Siano P (x, y, z), 1" (x', y', z') due punti appaTtenenti ad una retta 1', 

su cui Bia fissato arbitrariamente il verso positivo. Consideriamo il se~-
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mento P P' == d (in valore e segno), e le sue componenti secondo gli assi, 
che valgono 

X==x' - 11: , Y== y' -1h Z=z' -t. 

Con tre segmenti equipollenti aqueste possiamo formal'e, come si disse, 
una spezzata trilatera P Q R P', di cui iI srgmento P P' congiunge gli 
estremi. Proiettiamo ora uua prima volta il segmento P P', una seconda 
volta la spezzata P Q R P', sopra una retta I}ualuuque s dello spazio, ed 
uguagliamo le proiezioni; si ha cosl: 

(1) d cos n == X COS XII + Y cos y ;~ + Z cos ZB, 

Facendo coincidere s 8uccessivamente cogli assi x, '!J, z, e ricordaudo che, 
"-

, .. ~' " x bb' per lPO\I\JSl,Xy==xz=yz=2' a lamo 

(2) d cos x,-= X , d cos y,- == Y, deos zr = Z; 

(3) d = X cos xr + Y cos y" + Z cos zr. / 
finalmente, facendo coincidero s con r, 

Per approfittare di queste formoIe moltiplichiamo anzitutto la (3) 

per d, e sostituiamo nel secondo mem bro, al poste di d cos ¡¡; r, ... , i valori 
dati dalle (2). Avremo: 

ossia 

(4) dI == (x' - x)t + (y' - y)' + (z' - z)'. 

1l quadrat,o delta distanza di due p1tnti e 1tguale aUa somma dei qua
d,-ati delle dilterenze tra le coordinltte o1nonime dei punti stessi (cfr. n. 25). 

89. Relazioni n.ngolari. - Se invece nella (3) sostituiamo, al posto 
di X, Y, Z, i vaIol'i dati dalle (2), e dividiamo poi per d, abbiamo 

(5 ) cos· X1" + COS' y r + cus' zr == 1. 

1 coseni degli angoli che una retta forma cogli assi coordinati di
consi brevemente coseni di direzione della retta; concludiamo quindi: 

La S01nma dei quadrati dei coseni di di"ezione di una retta e 1lguale ad 1. 
Eseguendo ora le stease sostituziolli (2) nella (1), e dividendo per d, 

avremo 

(6) cos ,·s = cos,rl" . COS :1:S + cos y " . cos ys + cos z,- . cos u. 

n coseno dell'angolo di due )'ette e ttguale alZa sonuna dei p1"odotti dei 
cose-ni di dü'ezione dell'wla retta per i C01"rispondenti coseni della seconda 
(cfr. n. 26). 
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90. Coseni di direzione di una retta. - Date le equazioni di una 
retta r sotto la forma 

(1) 
11: - 11:' _ Y - y' _:z - z' 
--l- -m-- --,-¡ - , 

si osservi che, se P (11:, y, z), p' (x', y', ~') sono due punti della retta, i nu
meratori delle (1) esprimono le proiezioni ortogonali del segmento P'P SID 
tre assi coordinati (n. 86), e pOllsono quindi esser sostitlúti da P'P coa 11: r, 
P'P cos yr, P'P cos zr. Soppriroendo il fattor comune PP, otteniamo 

cos Jir _ 'cos yr _ cos :zr 
1 m n 

ossia, indicando con Q il valor comune incognito delle tre frazioni, 

cos II:r == lQ, C08 yr = mQ, cos zr == nQ. 

Per calcolare Q ele vi amo a quadrato queste e sommiamo; ricordando la. (5) 
del n. 89, avremo 

da cui 

e quindi 

1 = (11 + n~1 + nI) Q', 
1 

m 
cos II:r == C09 yr == , 

+ y l' + m! +nl' + Yll+ml+nl 
(2) 

n 
cos zr == . 

+ YlI+ml+nl 
Il radicale va preso eolIo stesso segno nelle tre frazioni, milo questo ~ arbi· 
trario finche non aia. ftssato il verso positivo su r. In parole: 

I coseni di direzione di una retta, le cu¿ equaziolli siano scritte sntto 
la forma (1), Bono proporziollali ai denominatori, e si ottengono dividendo 
questi pet' la radice quadrata delZa somma dei loro quadrati. 

Se la retta e data. invece mediante ,equazioni ridotte 

(1 ') l + + 11:= Z p, y=mz q, 
ossia (n. 80) 

II:-p_y-q_z 
--l- ---m--i' 

basta porre n = 1 nelle formole precedenti; risulta cosl che i cOBeni di 
dü-ezione della retta (1') sono proporzionaU a Z, m, 1, e Bono dati pt'ecisa
mente da 

m 

(2') 
cosyr= ,/ ' + y Z2 + mI + 1 

1 
coszr== ,/ . 

+ y lt+ m'+1 



124 PARTE TI, OAP. Il, N. 91 

Seguono di qua i significati geometrici dei coefficieuti Z, tn nelle equa
ÚO ni rillotte (1'): 

l- cosxr 
- COS Z1' , 

coayr 
'm=~~, 

coszr 

Ritornando alle (1) risulta che le eq1(,azioni della retta uscente dal 
pU1~tO (x', y'J z'), e j01'1nante cogli assi coordina ti x, y, z gli angoli a,~, y 
ri8pett'iva'lnente, possono sc1'iver8i aotto la jorma (detta nonnale) 

x-x' _y-y' _z-z' 
cos a - cos ~ - coa y . 

Queste rappresentano la retta orientata; invel'tendo il verso sopra p,i 
essa, mutano segno i tre denominatori. Il valore t comune alle tre' frazioni 
rappresenta la distanza del punto fisso (x', y', z') dal punto variabile (x, y, z). 
Esprimendo qUflste ultime eoordinate in fnnzione di t, si posaono sosti, 
tuire alle (3) le equazioni 

(4) x == ro' + t cos a, y = y' + t coa~, z == z' + t cos y, 

che dieonsi parametriohe, perche danno, per ogni valore del pal'ametro t, 
le coordinate di un punto della retta. 

91. A.ngolo di due rette. - Per determinare il coseno delPangolo 
formato dalle due rette (incidenti o sghembe) 

t·) 
ro - x. _ Y-Y. _ Z - Zo 

l 'I1¿ --n-' 

ro - x' _ y - y' _ z - z' 
--Z,- ~lIT - n-'-

si calcolino i coseni di direzione delle rette stesse: 

eee" cos xr= ,/ ' 
+ V l~ + m' + n 2 

l' 
cos ro s = ,/ ' 

+ V l'2 +m'lI + n'2 
cee., 

e si sommil1o i prodotti dei coseni relativi ad " per gli omologbi coseni 
relativi ad s (n. 89, (6»; si gillnge cosl al risultato: 

n C08eno deWangolo deUe due 1'ette 1', s e esp'resso dalla jormola 

ll' +mm'+ nn' 
coa 1's= ; 

+ v' ti + ?n2 + ni yZ!! + ?n'2 +n'2 

il seguo e alUbiguo fin che Bulle l'ette non siano fissati versi positivi. 



DISTANZE, ANGOLI, AREE, YOLUMl 125 

..... :n: 
La eondizione di ortogolJ:alita (r 8 = "2' anche se le rette sono agheUl-

be) 1 e data da 

(6) 1 r + m m' + n n' == O. 

'" Per calcolare il seno dell'angolo r 8 si osservi che 

sen' r 8 == 1 - coa' r s 

_ W+m'+n!) (1'2+ m"+n'!)-(ll'+mm'+nn')' 
W + mt + ni) (t' + m'~ + n'!) 

e finalmente:! 

(7) 

,,) 

8) 

Se le due rette r, 8 sono daw mediante eq1taZiOft·i riclotte 

~=lz+p 
~== l' z + 1/, 

y == 11/ Z + q, 
y=m.' z+q', 

nelle f01'1nole precedenti si pon'a n = n' == 1; si ottiene coa), ad es., 

ll' + mm.' + 1 
COS r 8 == - -=---=--=-=, 

+ i 12 + m' + 1 v' l'l + m" + 1 

92. Equazione normale di un piano, - Per ottenere formolo ana· 
loghe relative a piani, conviene anzitutto acrivere sotto una forma pa,rti
colare l'equazione di un piano (cfr. n. 30). 

Sia dato un piano :n: mediante l'equazione generale 

(1) a ~ + b Y + e z + d = O. 

• Se In retla , e In ptrpe11di""lart cnla! .. ou r dal punto (<t', 11', t'), oltre la condizione di ortogon .. 
Jith (O), deve ,,"ser 8oddi.fntta lu condizioue d! incoutl'o (ra r e,l 8 (11. 84). Si banuo cosl due reluioui linear; 
od oDlogenee frtl 1', m', n', le qUl\lI determinano i mutui rapporti di qU~9te lucognite. 

t 11 valoro dt sen t· I t ch~ !lj ottitme c¡)t.rRendo la. radica quadrata t pub 8empl'e 8S811I11f\1'8i positivo, puro 

,' h~ .i conv"ng" di indicare "ou ~ I'au,golo poSitivo ... inore di due rettl che l' forma CGn l. 
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Conduciamo ad esso la normale n dall'orígine, ht quale incontri il piano in 
N, e su quella. fissiamo ad arbitrio il verso positivo, ad es. da O verso N, 

z 

Z 

se íl piano non passa per O. Po' 
niamo ON=p (in valore e seguo), 
e chiamiamo a, ~, y gli angoli 
che la normale n forma cogli assi 
coordinati 11:,1/, z. Osserviamo poi . 
che il segmento O N = P ti la 
proiezion" ortogonal e, sopra 1L, di 
ciascuno dei segmenti O A, O B, 
O O che il piano stacca sugli 
assi a partire dall'origine; cío 
almeno ~ella ipotesi, in cui per 
ora cí mettiamo, che i puntí A, 
B, G esistano e siano diversi da 

0, vale a dire che le quantita a, b, o, d siano tutte diverse da zero. Ri· -

cordando i valori di quei tre segmenti (- ~, - {, - ~; n. 76), otte· 

. 1 l' iJ, • Dlamo a re aZlOne - - cos a= p e le analoghe, OSSIS 
a 

cos a cos ~ cos y p 
-a-==-b-=-c-==-li' 

od anche, indicando con Q il valore comune dei quattro rapporti, 

(2) A b d c.Qs a = a Q, cos t' = Q, coa Y == o Q, - P = Q, 

Le tre prime, quando si tenga conto della relazione fra i coseni di 
direzione di una retta (n. 89), ci permettono di calcolare Q. Si trova 

(3) 
1 

e quindi 

(4 ) 

(5) 

l'ultima delle quali permette dí decídeTe il segno del radicale, quando si 
osservi che p ba un segno determinato, ad es. positivo, in relazione col 
verso positivo fts~;ato su n. 
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Moltiplicando la (1) per Q, e tenendo conto delle (2), la. equazione del 
pia.no si presenta sotto la forma normale 

(6) ro cos a + y cos ~ + z cos y - p == 0, 

la quale, in virtu delle (4), {5), coincide termiue a termine colla. equazione 

(7) aro+by+oz+d_ o 
+ y'aZ+bi+cl - , 

quando in questa si stacchino i termini contenenti le singole yariabili ed 
il termine noto. 

Ora questi riaultati, eu anche le atesse relazioni (2), yalgono qualun
que sia la poaizione del piano n riapetto agli aaai. Infatti se, ad es., n e 
parallelo all'asse x, nella prima delle (2) si ha 0,== 0, coa a = 0, mentre le 
altre rimangono inalterate; se n passa per O, ncll' ultima delle (2) si porra. 
d == 0, P = 0, mentre le rimanenti sllssistono, come si yerificherebbe sosti
tuendo per un momento al piano l't un piano para.llelo. Ooncludiamo che: 

La equazione di ogni piano puó 8crive1'8i assumendo come coefficienti 
delle ' va?'iabili .1:, y, z i coseni di dirczione di una normale al piano, e come 
tennine noto la distanza, cltlnbiltta di segno, dell'origine del piano. La equa
zione generale (1) di un piano si traduce nella forma normale (6) dividen
done il prÍl~o membro per la radice quadrata delta somma dei quadrati d,ei 
coefficienti delle ' variaiJili. 

Giova pure tener presente il risultato contenuto nelle equazioni (4): 
I ooseni di direzione della normale di un piano sono p,'oporzionali ai 

coe:(licienti delte v(lrialJili nella equazione genm'ale del piano, e si ottengono divi· 
dendo i detti coefficicnti per la t'adice quadt'ata della somma dei loro quad1"ati. 

93. La 'distanza di un punto da un piano. - Sia P (x', yI, z1 il 
punto, ed il piano n sia dato mediante la equazione normale 

x cos a + y cos ~ + e coa y - p = O. 

Si conduca per Pil piano parallelo a n, il quale seghi n in NI, e si ponga 
O N' = p' (Y. fig. di pago 126); l'equazione normaJe di questo nuovo piano 

x cos a + y cos ~ + z cos y - p' = ° 
dovra esaere aoddisfatta dalle coordinate di P; aegue 

p' == x' coa a + y' cos ~ + e' cos y. 

Ora la diatanza & = P Q = F N dal piano n e data da (cfr. n. 31) 

(8) & =:= p - p' = - (x' coa a + y' cos ~ + z' coa y - p) ; 

dunque: 
La distanza di 1ln punto, di date coordinate, da tm piano di data equa

zione normale e il valore opposto a quello che aS8ume il p?-imo membro della 
equazione stessa qttando, al posto delle variabili, si sOBtituisoano le ooordi-
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nate del lJ1mto. Qui la distanza figura con un segno, che e il seguo di P Q 
quanf10 aulla retta P Q si assuma lo stesso verso positivo di n. Tutti i 
pnnti deHo spazio che stanno da una stossa banda di n, ad es. da quena 
contenente l'origine, hanno dal piano distanze positive; i punti dell'altra 
regione hanno distanzo negative. 

Se il piano e dato mediante una equazione generale, si ha (n. 92): 
La distanza del punto P (x', y', z') dal piano 

ax+by+oz+d=O 
e espressa da 

_ a x' + b y' + o z' + d 
8_ -V • 

+ a'+ b% +0' (9) 

11 segno del radica]e puú esser rogolato in modo che la distanza dell'ori· 
gine del piano riesca positiva (se d =1= O). 

Osservazione. - La (9) ci fa vedere che il valore assunto dal primo memo 
bro della equazione generale di un piano, quando al posto delle "ariabili si pon· 
gono le coordinato di un punto dato P, differisce per un fattore costanto dalla 
distanza di P da) piano, ed assume l'uno o l'altro segno secondo che P si trova 
dall'una o dal1'altra banda rispetto al piano. 

94. Retta e piano perpendicolari. - Ona retta uscento dal punto P 
(x', y', z'), 

r) 
x-x' y-y' 

1n 

z-z' 

n ' 
e perpendicolal'e al phmo 

~) a x + b Y + o z + el = 0, 

so i coseni di direzione della retta, che sono proporzionali ad l, 111, ti 

(n. 90), ugllagliano i coseni di direzione della normal e al piano, che son o 
proporzionali ad a, b, o (n. 92), se adunque l, 'm, n sono proporzionali ad 
a, b, o. Allsumendoli uguali (come e lecito), si ha il risultato: 

La 1'etta usoentc dal punto (x', y', z'), e pet'PlJndioolare al piano 

ha le equazioni 
a x + b Y + o z + d = O, 

x-x' y-y' z-z' -_.--- ---
a b o 

In particolare, se il punto e l'origine, la retta sara. 

x y z 
(i=1j==c' 

Similmente si vede che il piano perpendieolare aUa retta r, condotto 
per il punto (x., Yo, z.), ha l'equazione 

l (x - xo) + 1n (y - '!lo) + n (z - zo) == O. 
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91}. Biedro di due piani; angolo di una retta con un piano. 
Nei problemi ove intervengono angoli di piani, o di piani con rette, giova 
80stituire a ciascun pia.no una retta normale, per ridursi cosl a questioni 
gis trat.tatl'. 

n:) 

n:' ) 

Ad es. il diedro dei due piani 

a~ +by +cz +d =0, 

al x + b' Y -l- ¡J' Z + d' = O 

Ilguaglin. l'angolo (preso convenientemente) delle due rette normali a, qnei 
piani condotte dalla origine 

n.) 

n.') 

duuque (n. 91): 
IZ diedro di due piani 11:, 11:' ~ detenninato dalle formol. 

La eondizione di ortogonal·ita Ira i due piani ~ 

a a' + b b' + e e' = O. 

Similmente, se 6 richiesto l'angolo del piano 1t colla. retta 

r) 
x-x'_y-y'_z-z' 
--Z -- 'm --U- , 

8i cononca la. normale n al piano 11:, e si osservi che l'angolo ;;, 6 i1 com

plemento dell'angolo ;11:; dunque 

L'annul1arsi del nnmeratore esprime questa volta íl paralleliamo fra la. retta r 
e il piano n, come, per altra. vil' . si era. veduto (n. 83). 

o- u. (JAtUiUJiUOVO. L U hlll,l el; (jta1lo,~,,'¡a aualttiec.. 
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96. Área di un triangolo. - Per calcolare Parea di un tria.ngolo 
giova iI seguente lemma: 

Il quadrato di un'ar-ea, piana e uguale alla sontma dei quadmti delle 
proiezioni ortogonali dell'ar-ea sopra tre piani mutuamente perpendicolari. 

Sia /). Parea, n una normale al piano 
Z che la contiene; come piani di proie

zione si assumono i piani coor(linati. 
Poicba il diedro formato dal piano di 
/). col piano yz uguaglia l'angolo nx 
délle due normali, sara (n. 87) 

/).",=/). co,,; nx 
la proiezione ortogonale dell'area sul 

O . . 2 piauo y.; e similmente saranno 

:~: p:-.. 3 
p' : 

1 P.' 
:J le proiezioni sUÍ p iani z x, x y. Qua-

/).11 = /). oos n y, /). z = /). cos n z 

drando, sommando e ricordando la (5) del n. 89 si ha 

/)., = /).",, + /).~' + /).,!, 
che dimostra il lemma. 

Si voglia ora Parea /). del triangolo Pi P, P., i cui vertici hanno le 
coordinate Pi (Xi' Yo Zi)' Pz (x!, Yl , zz), Pa (x8, Y3, %3)' TI triangolo proiezione 
ortogonale di /). sul piano x y ha i vel'tici P¡' (x¡) yJ, PI' (x., Y2), P3' (x3 , Ya), 
ed ha quindi Parea (n. 33) 

1\ 001 'Yi 1 
/). Z= -;:¡ 00 2 Y2 1 • 

~ I X 3 Y3 1 

Oon permutazioni circolari di x, y, % si ottengono le aree delle altre due 
proiezioni 11"" /).,,; quadrando e sommando, in virtu dellemma precedentet 

si trova 
XI VI 

(1 ) x 2 '!J! 

x3 'Ya 

1 2 Y 1 Z i 

1 + y! Zz 

1 Y3 za 

1 1 Zi XI 

1 + z! Xz 

1 Zs xa 

97. Volume di un tetraedro. - Il tetraedro sia determinato da} 
triang.olo Pi PI p. che precede, e dal verticl:l P~ (x~, Y" z,). OaIcoliamo 
anzitutto la distanza P, Q, del quarto vertice dalla faccia opposta. Questa 
faccia ha l'equazione (n. 74) 

x Y z 1 

Xi Yi Zi 1 = O; x2 Y, Z, 1 

.1'. Ya za 1 
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quindi P, Q. e dato (n. 93) da una fiazione, il cui numeratore e il valore 
assunto dal determinante quando al posto delle variabili si sostituiscono 
le coordinate (x., y" z,) di P,; e il uenominatore, essendo la radice qua
drata della somma dei quadrati dei complementi algebrici di x, y, z nel 
determinante scritto, e uguale a 2 A, in virtu della (1) (n. 96). Si ha cosl 
la relazione 

rr; , y, z, 1 

1 x¡ Y¡ z¡ 1 
P, Q, = 2/). x2 Y2 21. 1 

x3 Ya zs 

Se poi si ricorda la formola di geometria elementare che esprime il 
volume di un tetraedro, 

1 
PI PI Pa P, == '3 A • P, Q" 

si trova in fine, tl'ascurando i segni, 

_1\ x¡ Y¡ z¡ 1 
x2 Y2 Z2 1 

(2) PI p! Pa P, - 6 ' xa Ya Z3 1 

I x, y, z, 1 , 

n volU'me di un tetraedro e dato da ttn Besto del deterntina,nte formato 
oolle ooordinate dei vertioi e colle unitit. Si confronti l'anaIoga formoIa che 
da Parea di un triango]o in geometria piana (n. 33). 

L'annullarsi del determinante e, come gü). sappiamo (n. 74), la. con di· 
zione perche i quattro vertici stiano in un piano. 

Osservazione. - Al volume di UD tetraedro p¡ P 2 Pa p. si 'pub attribnire 
un segno colla seguente convenzione. 

Si immagini un osservatore coi piedi nell' interno del triangolo PI P 2 Pa ed il 
capo della. banda di P" Un punto, che descriva. il perimetro del triangolo P I P,P3 

incontrandone i vertici nell'ordine scritto, apparil'a ruotare, rispetto a.ll'osserva
tore) in un verso determinato. Se questo verso e positivo (cioa da siniRtra verso 
destra), si rignardera come positivo il voIume del tetraedro j aItrimenti si riterra 
negativo.¡ 

Volendo ora esaminare se la formola (2) valga anche nel seguo, si noti che, 
qna~do il vertice P, (x" y" #,) varia, mentre P v P 2, Pa restano fissi, i1 prim() 
membro della (2) cambia segno oguiqualvolta P,attraversa n pianoPt P 2 P a, passando 
daIl'una all'altra banda) e solo in questo caso. Ma nel tempo stesso cambia. segno 
anche il determina.nte secondo membro, come risulta dalla osservazione del n. 93. 

1 I!!i puo !lliche dlre che 11 '!'olume e p08itivo oe ad uu o.oerv .. tore, clJe abbia I piedi In P, e 11 capo 
ln P" 11 var80 da PI a p. appare procedere da .¡"latra ver80 deatra, 
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Dunque, per ogni posizione di p., i due membri della (2) banno o sempre lo stesso 
segno, o sempre il segno opposto; e lo lites so fatto si verifica variando gli altri 
vertici. Ptll: decidere quale dei due casi si presenti, si consideri il tetraedro che 
ha i vertici (O, O, O), (1,0, O), (O, 1, O), (O, O, 1), il cui volume e positivo per 
definizione. Poiche il determina.nte che si trova. nella (2) acquista in corrispon
denza il valore - 1, concludiamo che la formola (2) vale anche nei segní purche 
• secondo membro si premetta i1 segno -. 

98. Mínima distanza fra due rette. - Per fare una applicazione 
di varie formole precedenti proponiamoci di determinare la minima distanz& 
fra le due rette 

~- x, _ y - y. _ Z - ~ 

lz mI 1L t 

El noto che per minima di.s tal~za si illtende la. lunghezza del segmento 
avente gli estremi su Y" Y, e perpendicolare ad entrambe)e rette; seg
mento ugua.le aUa diBtanza fra punto qualsiasi di r., ad es. (~I' y" _.), ed 
il piano n, condotto per r, parallelamente ad r 2' 

L'equazione del piano n, sara. del tipo 

le condizioni di contenere la. retta ro e di esser para.llelo alla retta. r., 
Bono espresse (n. 83) da 

ax¡+by¡ +ez,+d=O, 
a II + b lIt, + en, 

a l, + b 'ln2 + e nI 

=0, 
=0. 

Eliminando a, b, e, d fra. le quattro ult,ime relaúoni, si ottieno l'equazione 
del piano 80tto forma di un determinante di quarto ordine uguagliato a 
zero; e questa equazione si riduce subito alla. seguente: 

X-Xl y -y¡ Z -Zl 

(1) l, mi ni' =u. 
l, mi ni 

Ora la distanza del punto (x" y" Zi) da questo piano e eSpreS8& dalla 
formola (n. 93). 

I 
Xs - XI '!J t - YI Z, - ZI 

t, 1I~1 n, 

(2) 
i l, m, ni 

~ = y (m, nI - mI n,)' + (n, l, - t~2l,)' + (l, mI - II mi)' 
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che da la 'IlHn~ma distanza richiesta. Tenendo conto della. formola (7) del 
n. 91, la (2) puo anche trascriversi cos1: 

(2') 

I Xt-XI 

I II mi ni 

I ~ m, 11., 
~ - . ~=;.::::==;;=;====;~r=:=;::==;:==:;=-:-:- -=:---'--- • - V l/ + mil + n/ V '2~ + mI' -i- I~/ sen rl ~,-

L'annullarsi del numeratoro esprime che le due rette atanno in nn 
piano; cfr. n. 84. 

Si noter¡\ che, se le due rette ro r'l sono date mediante le loro equa
zioni normali (n. 90), se dunque li' .•. , nI sono proprio i coseni di direzione 
cos al' ... , cos 12 delle rette stesse, la (2') diviene 

(2") 
y! -Y, 
coa ~I 
cos ~2 

Se ¡nvece la. retta r l e definita come congiungente i puuti PI (XI! !Ji! ZI)' 

pi (x', y', z'), e la r, come congiungeute P, (x2, Yl , z,), p" (x", y", z"), nelle 
quali ipotesi po!;\sia.mo porre (n. 73) 

II =X' - XII 

l, :=X" - x 2 ! 

?nI = y' -=- !JI' 
11/. 2 :=Y" - Y" 

ni =z' -Zll 

n2=z" -z" 

il determinante che entra nella (2') 6sprime (n. 97) il sestuplo del volume 
del tetraedro PI P' Pt P", mentre i radicali danno i segmeuti Pi P', P t P"; 
e la formola (2') equivale alla seguente 

(3) 6 PI P' P~ P" = PI P' . P2 p" . ~ sen r l r 2 • 

Per trarlurla in parole "i chiami (con OAYLE'Y) mmnento di dtte rette 
sghembe i1 prodotto della. mínima dístanza per il seno dell'angolo che es se 
formano; si avra aHora i1 teorema di ORASLES: il sestuplo del volume di 
un tetraedro e espreS80 dal prodotto di due lati opposti per il 1nomento delle 
rette C1ti esse appartengottO. 

Esel'cizi. 1. - 1) Una. retta forma con tre aSBi ortogonali angoli uguali¡ qual'e 
il comUDe valore di questi' 

2) Un piano stacca sui tre assi coordinati !\egmenti uguali ¡ si ca)coli il diedro 
formato da esso coi piani coordinati. 

3) Si calcolino i coseni di dírezione delle seguenti rette: al:r; = 2 ti + 8, 
y=3s-1¡ b)2,g-y + ~h+ l=O,z -3y+tI-l =0 ¡ c)az+ by+c, +d=O, 
a' z + b' Y + e' ti + d' ... O ¡ el) normale al piano 3 z + 4 Y - 5 ti + 1 - O. 

4) Dato il tetraedro i cui vertici hanno per coordinate (O, O, 2), (1, 9, O), 
(-2,1, O), (1,1,1), determinare le lungbezze dei latí, )e aree delle facce e il 
volume. 
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5) Trovare l'angolo delle due rette 

2: 9 s 
"2=> i3 =- V2 ; z = O. 

6) Gli spigoli di un angolo .tricdro hanno per equazioni: s = 2y =.:, 

- s = y = z, s = - 3 Y = 2 ti; si calcolino i valori delle sue facce e dei Buoi 
angoli diedri. Si risolva lo stesso problema per il triedro i cui spigoli son o le 
bisettrici clelle facce del triedro x y #. 

7) Trovare I'angolo della ratta 2: = 2 /l, Y = le + 1 col piano x - 3. + 2 = O. 
8) 1 punti (1,1,1), (1, - 1, -1), (- 1,1, -- 1),(- 1, - 1, 1) !lono ver

tici di un tretraedro regolare. Calcolare le lunghezze dei lati, i valori degli an-
goli piani e dei diedri. I 

9) Risolvere l'analogo problema. per l'ottaedro regolare, che ha per ve-rtici i 
sei punti (+ 1, O, O), (O, + 1, O, (O, O, + 1). 

] O) Condurre per i1 pnnto (x', y', z') il piano perpelldicolare alla retta 
\t = le + p, y = mI + q, e determinare la inteuezioue di quello con questa. 

11) Determinare la distanza tra il punto e ' la retta dell'esercizi? precedente¡ 
MI particolare tra il punto (2, O, - 1) e la retta x=- 3z + 2, Y =-= 21- 5. (Un 
primo metodo e suggerito dall'esercizio 10); si puo anche cercare la distanza del 
punto da un piano generico condotto per la retta, disponendo del piano in guisa 
da render massima questa distanza¡ o finalmente determinare l'a,a~el triangolo 
che ha un vertice nel punto e gli altri in due punti 8celti sulla retta ... ). 

12) Condurre per il punto (3, 1, - 1) il piano che e parallelo alla retta 
;t; oc: 2. + 3, Y =., ed e perpendicolare al piano 2 x + 3 Y -. + 5 = O. 

13) Trovare le equazioni della retta pass ante pel punto (x', y', .'), e che in-
:JI y 18 

contra la retta -z = - = - sotto un angolo di 60Q
, ovvero le e perpendicolare. 

7n n 
(Es. nnmerico: il punto sia l'origine, e la retta abbia le ec¡nazioni x + 2 Y = O, 
x - 3z + 1 -= O). 

14) Per la retta x = z. + p, y = m .. + q condurl'e un piano che formi 
con un piano dato, as + by + ez + d = O, un diedro dato, e in particolare !lia 
perpendicolare ad eS80. (Es. numerico: la retta sía 2x = - y = - 218 + 2, il 
piano lIia uno dei piani coordina ti , ovvero il piano x - y + z + 1 = O, e il 
c1iedro sia. di 60°). 

15) Dati due piani paralleli 

as+by+cz+d=O, ax+by+c#+cl'~O, 

calcolare la loro distl\nza. 
16) Date dne rette parallele 

x - :x:' y - y' Z - l' x - x" y - y" z - 18" 
---= --=-- - - -=---' = 

m 

ca.loolare la loro distanza. 
n. - 17) 1 sei piani perpendicolari agli spigoli di un tetra.edro, nei pnnti 

medi di questi, passano per uno atasso punto. 
18) 1 pia.ni che paS8ano rispettivamente per i punti medí degli IIpigoli di un 

tetraedro, e Bono perpendicolari agli spigoli oppoBti, concorrono in uno stasso punto. 
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19) SCl'ivere le equazioni dei piani bisettori del diedro formato da due 
piani. nati. 

20) Scrivere le equazioni delle bisettrici dell'angolo delle dile rette 

x - .e' .r¡ - y' z - e' z - Z' Y - y' e - e' 
m n --1'- = mr = -n-

' 
- . --- = --- = ---

21) 1 piani che congiungono gli spigo;i di un triedro colle bisettrici delIe 
facce opposte passano per una stessA. retta; COll1 pure i piani congiunl1;enti due 
spigoli colIe bisettrici esterne delle faece opposte, ed il piano congiungente il 
terzo spigolo colla bisettrice interna della terza faccia. Le bisettrici eslerne delle 
tre facce stanno in un piano; cosl pure due bisettrici interne e la terza biset
trice esterna. (Come triedro si puo assumere quello, SUppOlto obliquo, degli assi 
eoordinati). 

22) 1 tre piani bisettori interni dei diedri di nn triedro passano per Ulla 
stessa retta; e paseano pure per una retta uue pian i bisettori esterní e il piano 
bisettore interno relativo al terzo spigolo. 1 tre piani bieettori esteTUi segano le 
facce opposte in tre rette di uno stesRO piano; e COS1 pure due piani bisettori in
terni e il piano bisettore esterno relativo al terzo spigolo. i 

23) 1 sei pio.ni bisettori interni dei diedri di un tetraedro passano per uno 
IltessO punto; COS! pure passano per uno stesso punto i tre piani bisettol'i esterni 
relativi ai tre spigoli di unft faccia, e i tre piani bisettori interni relativi ai ri
mauenti spigoli; fiualmente passltno per uno stesso punto i dne piani bisettori 
interni re1ativi a due spigoli oppnsti, e i quattro piani bisettori esterni relativi 
ai rimanenti spigolL Si hanno cosl complessivamente 8 punti, che Bono centri 
di sfere tangenti alle facce del tetraedro. 

24) Se in un tetraedro due ('oppie di spigoli opposti si compongono di rette 
ortogonali, la stessa propriota. spetta aila terza coppia. 

25) Le quattro altezze di un tetraedro sono, in generale, sgheruutl a due a 
dne; pero, se due altezze si segano, aHora si segano nnche le altre due, e due 
spigoli opposti del t('Lraedro Bono ortogonali; so, di piu, altri due spigoli opposti 
del tetraedro sono or.togonali, le quattro altezze pas!lano per uno stesso punto. 

26) Insierue al triedro formatn nai piani a,:J) + b; Y + e¡ z = O (i = 1, 2, 3) 
I 

li consideri il triedro Bupplementare (che ha come spigoli le rette normali a quei 
piani condotte per l'úrigiul"). Si dimostri ohe i due triedri Bono cosl situati che 
i piani oonginngenti spigoli corrispondenti passano per una stesso. retta, e le rette 
intersezioni di facce corrispOlluenti stauno in un medesimo piano; inoltre questo 
piano e quelIa retta Bono perpel1dicolari tra loro, 

lIT. - 27) Siano 1', S due rette orientate, non parallele, e t sia la l'etta pero 
pendicolare ad entrambe, orientata in guisa che un OBservatore Bitnato lungo I 

nel solito modo (n. 71, nota), il quale guardi la !<pmiretta positiva r, abbia alla 

t In qoe8to. e nel eegueute ••.. per caratterl7.zare I dledrl Internl .'Immaginl un punto (ad 'R. I'orl· 
,Ine) che cada lo una .lelle reglon! In 001 lo epazlo e diviso dal lr,edro o tetraedro; el chiamerá IDt.,rno 
ocroi diedro r.ontenonte qoel ponto. 
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sua destra. la aemiretta positi~a a, Si dimostri che i coaeni di direzione della 
retta. t sono espresflli, in ~Illore e segno, dalle formule 

1 !C08 y r 
COlO xt =- ,--

sen ¡'S coa y 8 

cos .Ir I 
cos z. ,ece., 

d(lve 8en 1', va preso in valore allsoluto. 
28) L·\ eonvenzione stabilita nell'esercizio precedente attribuisce un lÍegno 

aUllo minima distanza. O fra due rette r, 6. Si dimostri che questo segno e oppo
sto a quello che o ha nella formula (2") (n. 98); 6 pure opposto a quello che O 
assume in uon!\oguenza della formula (S) (n. 98). n segno della minima distanza 
rilulta positivo o negativo, aecondo che, rispetto ad un osservatore disteso nel 
verso positivo di r (od .), il verso positivo lungo 8 (od r) prorede da destra verso 
sinitltru, o viceversa. 

29) Date le equazioni di due rctt.e sotto forma val'ametrica 

x = z. + t cos IX, 

X = x' -+ t' cos 0:', 
y -= Yo + , cos ~, 
y =- y' + t' cos W, 

.1 = .lo + t cos y, 

.1 - .1' + t' cos "(, 

8i determinino le coordinate degli estremi tlel fleglllento minima distanza tra le 
due rette, la lunghezza del segmento stesso, e le cqnazioni 'della retta. cuí eS80 
appal'tiene. 

30) Súpra tre rette orientate r, s, t, uscenti da un punto O, 8i prendan o tre 
8egmenti O R=-O S = O T = 1. Calcolando, secondo la formola di geometria ele
mentare, il volullle del tetraedro O R S T, nel quall:! si riguardino successivamente 
(,OIlH' bali le facce O S T, () TE, O R S, ~i troyano le uguaglianze 

~eD n" seust = sen 8" sen tI' = :>ell tt' S011 ra, 

dove r', .', t' indicano le proiezioni ortogonali degli spigoli r, 8, t Sil quelle facce. 
n comune valoro dei tre prodotti, proso col segno cbe spetta al volume del te
traedro nOlllinato (u, 97, Oss,), si chialUll. (SU,UD'l') seno del triedro rst, e si in
dica con sen,' 8 t j eSllo 6 compreso fra. - 1 e + 1, e raggiunge uno di questi 
e~1 remi se il triedro 6 tri.rettaugolo; vale O se le tre rette stauno iJl un piano. 

Si dimostri che si ha 

C08 XI' COB XB coa xt 

8en ya t = C08 y1' C08 ya coa yt , 
C08zr COi ISR coa zt 

e in conseguenza 

sen' rBt = \ co~ Ir cos T' C08 Tt I 
1 ('os S t • 

I C08 t r C08 t S 1 ! 
81) Il volume di un tetraedro 6 ugua.le ad un lIesto del prodotto di tre IIpi

goli ullcenti da Ull vertice per il seno del relativo triedro, 
IV. - 32) Si estendano ad un sistema di n punti dello spazio, presi con 

determinati pesi, le relazioni ennnciate in geometría piana al n, 33, es. 16), 
17), 18). 

S3) Se si considerano n punti p~ (x~, y" .,), di peai p~, e una retta Y, dice si 
momento d'inertsia del ,iBtema de. punti ri.petto ad Y la somma dei prodotti dei 
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peei uei singoli punti per i ql1adrati delle rispettive uistanze da r. Quali 80no i 
momenti d'inerzia rispetto agli al!si coordinati Y 

34) Dimostrare che il momento d'inerzia di un sistema di punti rispetto ad 
una retta e uguale al momento d'inerzia rispetto alla parallela condotta. pel cen
tro di gravita, aumentato del prodotto del quadrato della distanza di queste due 
rette per la somma dei peBi. (Per semplicita si aB8Um:l come asse z la retta pas
sante pel centro di gravita, della quale e parola nel teo!,ema). 

35) Il 'momento d'inerzia di un sistema di pl1l1ti, rispetto ad unR. retta r pas
sAnte per l'origine delle coordinat.e, e 

aH COI% rx + a u cos2 ry + (133 C082 l' _ + 2 a23 cos ry cos l' $ 

+ 2 aS¡ cos r.e cos rz + 2 a u cos ''x cos "Y, 
dove a¡lI (tu. aas SODO i lUomenti d'inerzia 1'Íspetto agli aesi coordinati, o 

n u. n 

(/23 = - 2:, Pi y, .c" aSI = - 2:¡p, ., Xi, al! = - ~i Pi X¡ Yi' 
1 1 I 

36) Estesi ai vettori nello spazio le deftnizioni enunciate nell'Oss. al n. 24, 
li stabiliscano le formule che esprimono i coseni di direzione di un vettOl'e 
(R) == AB (avente l'origine in .Á. e il termine in B) in fl1nzione delle compo
nenti X, Y, Z del vettore, 

37) Date le componen ti di due vettori, trovare il coseno dcll'l\ngolo che essi 
formano, e lu. condizione affinche sieno ortogOIh'l.li, 

SS) La 80mma geomcirica, o risultante, di un t!istema di vettori si definisce 
come nel piano: 6S,:1 e un nuovo vettol'e, che ha per componen ti la somma delle 
componen ti omonÍnle dei vettori dati. 

39) Dicesi prodotto interno di due vettori un numero, che e il prodotto delle 
loro lllnghezze per iI coseno dell'angolo che tssi formano. Tanto dalla Bua deft
nizione, quanto dalla sua espres¡;ione XX' + yy' + ZZ' in funzione dello com
poneuti (X, Y, Z), (X', Y', Z') dei due vettori, si rileva che i1 proílotto interno 
gode la proprieta commutati va, 

4,0) Dicesi proM.,tto es temo di due vettori (R), (8), aventi la stessa origine, 
un 'nuovo vetto1'e (P), colla stessa origine, normale al piano dei due dati, avente 
per lunghezza il prodotto delle lunghezze di questi per i1 seno dell'angolo com
preso, e diretto in modo che la rotazione di un angolo inferiore 8 1t, mediante 
cui (R) si sovrappone ad (8), avvenga, rispetto a (P), in verso positivo. La lun
ghezza di (P) e uguale al valore dell'area del parallelogramma di cui (R), (8) 
80no due lati. Le cOUlpouenti L, M, N di quel vettore Ilguagliano in valore le com
ponen ti o proier.ioni ortogOllilli sui piani (yz, U;, xy) della detta area; precisamente 

Y. Z2 1 

L ~ YI $1 1 ,ecc .• 
y z 1 

Ilov¡, (x, y, .) sono le coordinate dell'origine comune, e (XII Yll -¡), (:1:2 , Y'il' .~) 

quelle degli estremi liberi dei due vettori. Dalla definizione geometrica e dal
l'espressione delle componenti si rileva che il prorlotto estemo di due vettori 
muta aeguo quando ai Icambi Pordine di quelti. 
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41) Per momento di un vettore (R) = AB rispetto a un pUllto M intendcsi il 
prodotto es terno dei due \Tettori MA, ][ B, vale a. dire un vettore uscente da. M, 
llormale al piano MAB, uguale al doppio dell'area del triangolo lIJAB, e di
l'etto nel verso convelluto, Se le componenti di (E) sono X, Y, Z, le coordinate 
di A sono A:u Yo #u e quelle di M sono ~, 11, #, si trova che le componen ti 
L, M, N di (P) sono 

L = (y - YI) Z - (# - z.) Y, ecc.; 

ovvero, intl'oducondo le componE>nti Lo, Mo' No del momento dello stesso vettore 
rispetto all'origine delle coordinate: 

L == Lo - VI Z + ti Y, N = No - XI Y + 111 X. 

42) La Coml)onente, secondo nna retta T, del momento di un vettol'e (E) ri
spetto a un punto qualunque M di ", non dipende dalla posizione di M. (Per 
vededo nel modo piu semplice si &ssuma la retta come asse coormnato). La lun
ghezza di que sto nuovo vettore, il quale dicesi momento di (E) rispetto ad r, e 
data dal valore assoluto del prodotto E O sen ~, ove con ~ si indichi la minima 
diatanza. fra r ed (E) e con & l'angolo delle due rette. 

43) Dato un sistema. di vettori (E,) (i =- 1, 2, ... , n), dicesi momento risul
tante del sistema, rispetto ad un punto, il vettore (P) somma dei momenti dei 
vettori dati, rispetto a quel punto (che ai dice centro di r,dueione del sistema). 
Posto che il centro di riduzione abbia le coordinate ~', y', e', e i vettori (E,) ab
biano le componenti Xi, Y" Z" e sieno applicati ai punti (~" gi, ",), le compo
nenti di (P) risnltano 

L = fi (y, - y') Z, - (ti, - e') Yi) , ecc. 

Indicando con Lo, Mo, No le componenti del ll1omento risultante, ril!lpetto all'ol'i· 
gine, e con X, Y, Z le componenti della risultaute (E) del sistema di vettori, si ha 

L = Lo - y' Z + ti' Y, ece. 

Com'a il momento risultaute di un sistlJlDa, se la risnltante El nulla '1 
44) Il momento risultante di un sistema di vettori ha sempre la stessa ,proie

zione Rulla risultante del sistema, comullque vari il centro di riduzione. Se poi 
i1 centro di riduzione varia SOpl'B una retta parallola aIla l'isultante, i momenti 
corrispondenti son o vettori equipollenti; variano oioe solo da retta a retta. (Per 
dimostrare queste due proprietA fI~ aasuma. la retta, di cui si tratta, come asse .). 
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CAPITOLO III, 

Trasformazione delle coordinate. 

99. Tt'asformazione delle eoordinate cartesiana. - Proponiamoci il 
problema (cfr. n. 34): 

Fi8sati due sistemi di assi cartesiani nello spaz'io, atabilire tra le coor· 
dinate (x, y, z), (X, Y, Z) di uno stesso p1mto P nei due ,~iatemi tali rela· 
zioni che pet'm,ettano di esprime're le 
!x, '!J, z in funzione delle X, Y, Z, e vi· 
ceversa, Z 

Distingueremo tre casi: 
I Oaso, - I nuovi assi (ortogo

nali o no) X, Y, Z siano paralleli agli 
antichi !x, y, z; ma la nuova origine O' 
sia distinta. dalla antica, e abbia, nel· 
l'antico sistema, le coorllinate (a, b, o). 

Per un punto P qualunque contIu
ciamo il piano parallelo ad y z e Y Z, e 
siallO Q, Q' i puuti in cui es so s!'ga 
gli as si !x, X; sia poi A il punto di 
incontro rli x col piano Y Z; si ha 

O Q =: 1lJ, O' Q' =: A Q = X, 

ed inoltre 
OQ= OA + AQ. 

z 

.P 

o' x 

0.1. =: a, 

Da questa, e dalle analoghe relazioni relative agli altri ,due assi, si de
ducono le formole ricbieste 

(l) y = b + Y, z=c+Z. 

Le formole per il passaggio inverso flono 

X=:IlJ- a, Y=y - b, Z -.:. z - c. 

II Oaso. - L'origine sia comune, ma siano diversa le direzioni oegli 
assi nei due sistemi, che, per semplicita, supporremo entrambi ortogonali. 

Di uno stesso punto P si costruiscano le antiche coordinate 

OQ=x, QR =y, RP=z, 
e le nuove 

OQ' = X, Q' R' = Y, R'P=Z. 
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Proiettando ortogonalmente le dne sp<,zzate O Q RP, O q R' P (i cui 
latí sono paralleli, rispettjvarnente, agli anticbi e si nnovi aasi coor
dinati) aopra una stessa retta, si ottengono proiezioni llgnali (n. 86). 
Facando coincidere questa. retta ordinatament@ cogli assi :¡;, y, z, 6 rieor
dando che 

n 
xy=:¡;z=yz=2' 

si troyano le formole 

(2) 
x = X coa X a; + y c6s Y x +-z cos Z J:, 

y = X eos X y + y cos Y y + Z COK Z '!J, 
z = X cos X z + Y cos Y z + Z coa Z z, 

eaprimenti le antiche coordinate mediante le nnove. 
Le formole inversa si ricavano col semplice acambio delle lettere 

maiusco)e e minuscole. 
Si osservera che i nove (;oefficienti che entrano nelle formole (2) 

(coseni di direzione dei llnovi assi rispetto 
agli antichi) non sono tutti indipendenti 
fra loro; ma precisamente sei di quei coef
ficienti pO:'lsono esprimerai in funzione de
gli altri treo Infatti, per fissare la posi
zione dé) triedro XYZ riapetto al triedro 

a; 11 z, basta conoscere gli angoli a; X, '!J X, 
che permettono di costruire Passe X, e 

l'angolo xY, che determina Y sul piano 
normal e in O ad X j r asse Z sara poi la. 
normale comune ad X e Y. Segue di qu:~ 
che fra quei nove coefficienti devono pas-
sare varie relazioni, ili cui sei indipen

dcnti. Fra queste relazioni le pin importanti si ricordano nel modo segnente. 
Si formi il determinante della sostitnzionc (~): 

ll= 
cos X.t 
coa Xy 

cos Y x 

cos Yy 
COl> Zx 
coa Zy 

coa X z cos Y z cos Z z 

a) La 801nma dei quadrati degli ele1nenti di una stessa orizzontale, o 
f7erticale, del determinante II ~ 1¿guale ad 1; infatti, ad es., gli elementi 
della prima orizzontale sono i coaeni di direzione della retta. x rispetto ai 
tre asai ortogonali X, Y, Z (n_ 89, (5)). 

b) La sO?nma dei- prodotti degli elementi di una stessa linea (orizzontale 

o verUcaZe) pcr -gli elernenti di una li?~ea paralleZa e zero, giacche si ha, 
ad es. (n. 89, (6)), 

C08 X:¡; coa X y + coa Ya; coa Y y + coa Z a; cos Z y = coa a; y = O. 
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e) Il determinante f':... vale + 1; infatti, esegllendo il quadrato di f':... ' 
secondo la. nota regola, si ottiene un determinante nel quale, in virtu 
delle relazioni a) e b), gli elementi principali valgo no 1, e gli altri O; 
dunque di = 1, d := + 1. Va.mbiguita nel seguo si spiega nel seguente 
modo. Si supponga che il triedro trirettangolo X Y Z vada motando con 
moto continuo intorno ad 0, mentre il triedro xy z resta fisso; il valore 
di d, ove mutas se, dovrebbe variare con continuita; ma· poiche d non puo 
assumere che i valori + 1 o - 1, es so dovra, durante il movimento, con
serva,re il valore + 1, o íl valore - l. Ora, con un movimento continuo 
si puo ottenere che le semirette positive X, Y vengano a sovrapporsi alle 
semirette positive x, y j allora la semiretta positiva Z verra. a coincidere, 
o colla semiretta positiva :;;, o colla semiretta negativa z. Nel primo caso 
si ha, alJa fine del moto, 

cos X x = 1, coa Y y := 1, cos Z z = 1, cos X y = ... == O, d == + 1; 
nel secondo 

cosXx:=l, co~ Yy= 1., cosZ z =-l, cosXy= ... =:O, d=-l. 
Dunque il determiuante f':... vale + 1, o - 1, secondo che e possibile, o no, 
sovrapporre i1 triedro X YZ al triedro xyz, in guisa che le semirette po· 
sitive X, Y, Z vengano a coincidere colle semirette positive x, y, z. Nel 
primo caso i due triedri dicOllSi t:ongruenti. 

III Caso. - 1 due sistemi ortogonali differiscano per l'origine e per 
la direzione degli assi. 

(3) 

Ragionando come in geometría pia.na. (n. 34), si perviene alle formole 

¡
X = X ,cos X x + Y cos Y x + Z cos Z x + a, 
y := X cos X y + y cos Y y + z cos Z y + b, 
z = X cos X z + Y cos Y z + Z cos Z z + e, 

dove a, b, e, sono le coordinate Ilella nuova origine rispetto all'antico 
sistema. 

Osservazione. - Yarie volte basta. ricordare che le formole par il 
passaggio da un sistema cartesiano 3d un altro sono del tipo 

(4) I
x = a + a' X + a" Y + a'" Z, 
y = b + b' X + b" Y + b'" Z, 
z =: e + e' X + e" Y + cm Z, 

dove le quantita. a, .. , e'" sono costanti, indipendenti dalla posizione del 
punto che si considera. 

In -questo tipo rientrano auche le formole per il passaggio da un sí-
8t~ma non ortogonnle ud UD a.Itro sistema non ortogonale¡ esse infatti si 
otterrabbero proiettando ortogonalmente le spezzate formato dalle antiche 
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e nuove eoordinate (cfr. Caso II) sopra una. retta normal e ad uno dei 
lliani yz, zx, xy, il che porterebbe, El vero, modi:fi.cazioni nei coefficiElnti 
di X, Y, Z nelle formole (2) o (3); ma. ]e formele stesse rimarrebbero li
neari. In ogni caso: ?tel passaggio da uno ad un altro sistema cartesiano, 
le coordinate antiche si esp1'Í1nono mediante funzioni linea1'~ delle ?Zuove, e 
viCeWl'°'T , 

100. Cool'dinate polar! nello spazio. - In alcune questioni metricbe, 
ed in varie applicazioni della matematica, giova far uso di un sistema di 
coordinate, che e analogo al sistema deBe coordinate polari nel piano (n. 37). 

Fissato un punto O (polo), una retta orientata z per es so (a88.e polare), 
ed un semi piano ro per z (piano polare), ad ogni punto P dello spazio 
corrispondollo la distanza OP == Q (raggio vettore), il diedro <p del ,semi· 
piano ro col semipiano z P (azirnuth o longitudille), e l'angolo e della semi· 

w 

p 

retta positiva z colla semiretta. OP (distanza 
zenitale o colatitudine). Viceversa, dati Q, <p, e, 
resta pienamente determinato il punto P. 
Possiamo assumere percio i valori Q, <p, 6 
come coordinate polari del punto P. 

Per ave re tutti i punti dello spazio, bao 
sta far variare Q fra O e + 00, <p fra O e 2n, 
e fra O e n. 1 punti per cui Q == costo lIi 

x trovano sopra una sfera di centro O j quelli, 
per cui <p = costo appartengono ad un se, 
mipiano (o piano) per Passe polare; quelli, 
per cui e e costante stanno in un cono ro· 
tondo di vertice O ed as se Z. Ed ogni punto 

dello spazio vien riguardato come intersezione di una di quelle sfere, di 
uno di quei piani e di uno di quei coni, 

E faciJe stabilire le formo]e per il passaggio dal sistema delle coor· 
dinate polari Q, <p, e al sistema cartesiano ortogonal e x, y, z, che ha l'ori· 
gine in O, Passe z coincidente coll'asse polare, ed il piano xz coincidente 
con ro. Se infatti si costruiscono le coordinate cartesiane O Q, Q R, R P 
di P, dall'esame dei triallgoli O RP, O Q R,' rettangoli rispettivamente in R 
e Q, seguono le formole 

( ¡ ) 
x == O Q == ORcos <p == Q sen 6 cos <p, 

y == QR == OR sen <p == Q sen e sen <p, 

z == B P == Q cos e. 
Per il passaggio inverso 8srvono le formole 

z 
cos e == v' ' :x;2+y' +z! 

tg (p == ~. 
:x; 
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Esercizi. I. - 1) Le formole per il passaggio da un listema ortogonale ad 
un nuovo sistema ortogonllle divengono 

z = X, Y = Y, ¡; = • + e, 
116 l'antico triedro xyz ba sublto una traslazione dE'l segmento e lungo 1'asl!o " ; 
b) x = X cos ep - y sen ep, y = X sen ep + r cos q¡, z = Z, 
se 1'antico triedro ha subito una rotazione del diedro q¡ intorno alI'asse e; 
e) x = X coa rp - y sen rp, y = X sen ep + y cos ep, z = Z + c, 
se lo spostamento del triedro risulta da una rotazione intorno a e, seguHa da. 
nna traslazione )ungo Z (lIwvimento elicoidaZe intorno a .e). 

3) Si dimostri che le formole 

x = tX4 X + C(2 Y + (X, z, 
y = ~I .Y + ~! Y + ~3 Z, 
Jt = "(1 X + r 2 y + "(3 Z, 

definiscono una trasformazione ortogonale di coordinate coll'origiu e tissa, ogni
qualvolta i eoefficienti veriftchino le sei l'elazioni 

l: al ~ 1, 
~ ~¡r, = O, 

l: ~,2 = 1, 
l: "(¡(Xi = O, 

~ rl = 1. 
~ ai~i= O. 

Esistollo infatti aHora tre rette X, Y, Z mutuamente ortogonali, tali che 
cos xX ~ I%i' ecc. Da quelle seí relazioni seguono le altre indicate al n. 99 
(ll Caso), e segue pure che, nel determinante ~ della sostituzione, il complemento 
algebrico di ciascun elemento uguaglia l'elemento stesl!!o moltiplicato per ~ = + 1. 

3) In una trasformazione ortogonale di coordinate coll'origine fissn. riman
gono Invariate le espressioni seguenti, formate colle coordinate di uno o piu 

punti: x' + y' + ~t, XXi + YYI + ezu I x y e 1
2

, ed il determinante formato 
Xl Yl Zl 

colle coordinate di tre punti. (La dimostrazione puo darsi, sia eseguendo la ve
riftcazione diretta, sia badando al significato geometrico di quelle espressioni). 

4) In una trasformazione ortogonale di cool'dinate ove cambi l'origine re
stano invariate le espressioni che si deducono da quelle dell'es. precedente, so
IItituendo alle coordinate di uno o piu punti le componenti di nno o piu segmenti. 

5) Siano xye, X YZ dne terne congruenti di as si ortogonali colla stessa ori
rine 0, ed :1:i Ria la. rettl10 intersezione dei piani :.y, X Y, sulla quale si fissi ar
bitrariamente il verso positivo, ad es. in guisa che sia XXI < 7t. Si puo portare 
la prima terna a eoincidere colla seconda mediante le tre rotazioni seguenti, da 
eseguirsi in verso positivo (n. 71, nota): una rotazione intorno a I dell'angolo 
rp = ;;t, mediante la quale il triedro :J:y. assume la posizione xlyt.e; una rota
zione intorno a xt dell'angolo & = zZ, mediante la qnale il triedro xlYtZ assume 
la posizione Xi Y: Z (cio e p08sibile, perche. e Z lIono am bed ne perpendicolari 
ad Xi); finalmente una rotazione intorno a Z dell'angolo tJ¡ = XlX, mediante 
la qua1e l' ultimo triedro viene a coincidere con .Y YZ (cío e possibile, perche XI 
ed X sono perpendicolari a Z). Indicando con (x, y, z), (~iI YII .e), (Xi' Yz, Z), (X, Y, Z} 
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le cool'dinate di uno IIteBao punto, riferito luccessi Vilmente alte temo di a88i no
minati, valgono le formoIe (ell. 1) 

x = XI COS 'P - YI sen IP, 
Yi = Yi CO, & - z ~en &, 
Xi = X cos tjI - y sen tjI, 

y = 7,1 sen r.p + !/¡ COI! 'p, 
'" = y~ sen & + Z COI ~, 
y, = X Ben tjI + y C08 tJ¡. 

Eliminan,l,) XI! Yu Yt tra qut'lste, si ottengono inBne le formoIe lIeguenti, dovute 
ad EULKRO: 

z =- X (cos IP eOIl .~ - sen t:p len tjI cos &) - Y (cos !fIl!en ~ + lIen r.p cos tjI cos &) 

+ Z lIen 'P lIen &. 

y -= X (sen 'P C08 tjI + COI! 'P seu tjI cos &) - y (scn t:p sen tjI- C08 'P C08 tjI C08 &) 

- Z COII t:p sen &, 

.. = X sen tjI ¡¡en & + y cos tJ¡ seu & + Z COI!~. 

QueRte formol e hanllo il yantaggio di contenere esattamente il numero dei para
metri iudipendenti (Ire: 'P, & e tjI, detti angoU di EULKRO), da cui dipende la 
posillione del nuovo triedro rispetto all'antico. 

6) Siano zy., XYZ due terne congruenti di a88i ortogoJ;lali, e sia P un 
punto qualsia8i, avente nei due sistemi le coordinate (:le, y, .), (X, 1', Z); un mo
vimento, che porti il primo triedro a coincidere col secondo, porta il punto P 
in un nuovo punto P' avente, rispetto ai nllovi aS8i, le coordinate (x, y, 6). Se
gue che le formllle per la trasformazione delle coordinate ortogonali, 

r 
:le - (%1 X -+- IX! Y + 1%3 Z + a, ecc., 

quand() il determinante ~ = ['1( ~2 Y3l vale + 1, pos8ono intorpretarsi come reJa
zioni fra la posizione iniziale P (X, Y, Z) e la posiziollc .tinaJe P' (x, y, .) di uno 
stesso punt(), riierito ad un 'Ull'ieo si .. tema di &sl!li X l' Z. Le formoJe stesl!e ded
ni8cono dunque un movimento nello spazio, in qnanto si tieu conto 8010 della 
posizione iniziale e Hnale, facen~o astrazione dalle posizioni intermedie (cfr. n: S6). 
In particolllre le formole a), b), e) dell'es. 1) deftniscono, ordinatamellte, una 
traslazione parallela all'al!se Z, una rotazione, o un movimento elieoidale intorno 
a quest.o asse; le formole (1) del n. 99 deftniscono una traslazione, rappresentata 
daJ vettore che ha lo eomponellti (a., b, e); le formoIe (2) del n. 99 definiscono 
una rotazione intorno al punto 1Isso 0, ecc. 

7) Se xyz, X 1'Z sono due triedri t.rirettaogoli coogrucnti colla stessa ori

gine O, i piani condotti per le hillettl'ici interne degli angoli ~X, [Y, ;Z, per
pendicolltrDlente si piani dei ri8pettivi angoli, passano per una stt'8sa rettn ,. tale 

"""'" ;"'.......... ........ '" ,.... 
che TX = r X, ry = r Y, r z - r Z. Faceudo l'uotarc intorno nn T, di un angolo 
conveniente, il primo triedro, OIlSO viene a sovrapporsi al secondo. Di qua, tenuto 
conto dell'M. precedente, si conclude che ~ la rotazione di un corpo intorno ad 
un punto puo sempre eS80r sostituita dalla rotazione intorno ad una retta uscente 
daI punto. (EULlCRO). 

n. - 8) Le formole (2) o (3) del n. 99, qllalldo di faecia astrazioue da uoa 
parte dei legami t.ra i coeffieienti, valgono pure per pas8are da un sistema orto
gonale xye ad un sistema non ortogonal e X YZ. In tRI caso pero iJ determinante 
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della soatitllzione vale .:1 = Ben X l' Z (n. 98, eB. 30)). La sostituzione in veras 
(che si ottiene mediante risoluzione rispetto ad X, Y, Z) ha il determinante 

Al 1 
1.1 -= sen XYZ' Da queste osservazioni aegue che il determinante della sostitu-

zione eeprimente le coorclinate oblique X, Y, Z di 

dinate oblique Xv Y¡, Z¡ del punto stesso, vale 

stema ortogonale aueiliare). 

un punto, mediante nuove coor
eell X¡Y¡Z¡ 

sen XYZ ; (si introduca un S1 -

9) Si dimo.tri che, in coordinate oblique .x YZ, il volume di un tetraedro 
e espreaeo da un scsto del aolito determinante (n. 97) moltiplicato per sen X YZ¡ 
(ei introduca un sistema ortogonale ausiliare). 

m. - 10) Nel aistema di coonlinate polari ogni retta ori6ntata Dscente dal 
polo e determinata dalla longitndine 'P e dalla colatitudine & di un IDO punto 
qualsiasi. Si ecrivano le eqDazioni della retta ('P, &) riferita al sistema cartesiano 
tissato come al n. 100, e si trovino i relativi coseni di direzione. 

11) Date due rette ('P, &), (ep¡, &¡) uscenti dal polo di UD sistema polare, 
determinare l'angolo che esae formano. La formola, cui si arriva, coincide colla 
nota formoIs di trigonometria aferica 

cos a = cos b cos e + BeD b sen e cos .A, 

dove Il, b, e sono i lati e A, B, O gli angoli di un triangolo eferico. Da qneata 
formola, mediante permutazioni di lettere e palsaggio al triangolo polare, ei ri
C8\-anO tutte le altre formole di trigonometria sferica. 

12) Come coordinate (cilindricAe) di un punto P dello apazio si possono ado
perare la dil!tanza t = Q P di P da un piano tiS80 O,¡;y, e le coordinate polari 
(p, e¡¡) del punto Q del detto piano, rispetto al polo O e all'asee polare O z. II 
punto P rilulta ~llol'a come intersezione di un piano (~= c08t.) paralleIo al piano 
fisso, di un cilindro (p = cost.) rotondo intorno all'rrsse O z, e di un semipiano 
('P =- cost.) pass8nre per il detto asse. Si tl'ovino le formole per il pasaaggio dalle 
coordinate cilindriche aUe coordinare cartesiane ortogonali z, y, z. Si dimostri poi 
che l'equazione di un piano in coordinate cilindl'icbe puo porai aotto la forma 

p cos (e¡¡ - 'Po) + ce = p. 

dove Cj)o, e e p sono co;¡tanti ¡ quale ne e iI signiticato geometrico' 
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OAPITOLO IV. 

Rappresentaziona analitíea dalle superficie 
e dalle linee nello spazio. 

101. Equazioni di un luogo di punti. - Un punto, che si mnova 
nello spaúo con uata legge, puo descrivere una linea o una superficie. 
Noi vedremo. ora che le linee e le superficie possono rappresentarsi me
diante equazioni contenenti, come variabili, le coordinate del ' punto mobile. 

In genemla, data una o piu equazioni a tre variabili x, '!J, z (delle 
quaJi una o due potrebbero eventalmente mancare), si considerino tutte le 
terne di valori (x, y, z) soddisfacenti insieme le eqnazioni proposte. Qnando 
aia fissato neno spazio un sistema qualsiasi di coordinate, cartesiane o 
polari. ... , ad ognuna di quelle terne corrisponde un punto avente le coor
dinate (x, y, z). TI luogo di questi punti si dira mppresentato anaZitiaamente 
dalle equazioni date. Il Iuogo avra due dúnensioni e sara, nei casi onli 
nari, una superfiaie, quando di tre valori x, y, z, soddisfacenti alle equa
zioni date, si possano assegnare ad arbitrio due, entro limiti cónvenienti, 
rimanendo in conseg'uenza determinato Ü terzo, in uno o piu modio TI 
Iuogo avra. una dimensione e sara, nei casi ordinari, una linea, quando si 
possa assegnare ad arbitrio il valore di ttna sola coo1'dinata" rimanendo 
determinate, in uno o piu modi, le altre clne. 

Viceversa, se un punto si muove neUo spazio COil data Iegge, le coo1'· 
dinate del punto varieranno soddisfacendo a certe relazioni .. traducenti 
la legge che regola il movimento; queste relazioni saranno le equaziorti 
del luogo. 

102. Equazione di una superficie. - Per precisare i concetti che 
precedono, partiamo da una 'sola equazione !lo tre variabili x, y, z che pos
siamo interpretare come coordinate cartesiane di un punto nello spazio; sia 

(1) f (x, y, z) == o. 
Per costruire un punto del Iuogo rappresentato dalla (1), si attribui· 

scano alle due prime coordinate valori arbitrari ~ = a, '!I = b; rÍIDaTl'l\ una 
equazione ad una sola. incognita z: 

f (a, b, z) = O, 

la quale, ove i valori attribuiti ad x, y siano scelti in intervalli conve
uienti, potra fornire per z uno o piu ,valori z == a, a', ... r punti 

P (a, be), P' (a, b, e'), ... 
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appal'tengono Al lnogo, e si trovano 80pra una. retta paralJela a z, con
dotta per il punto Q (a, b) del piano rey. Facendo variare il punto Q nel 
dctto piano, entro un'area conveniente, e 
ripetendo per ogni posizione di Q la, con
siderazione precedente, si otterranno in 

flniti punti P, P', oo., Pi' P'l' oo., i qualí 
(ove siano soddisfatte per la z, considerata 
c'bme funzione di IV, y, certa condizioni di 

continuita. che si verifiCáno nei casi ordi
nari) costituiranno una superficie, compo
sta di uua o pUl falde; la (l) sara. la equa 
zione delta superficie. 

]03. - L'equazione di nna superficie 
pnb presentare varie particolarita, che e 
opportuno notare. Pnb nella equazione 
ma,ncare una coordinata, ad esempio z, e 
la equazione ridursi al tipo 

(2) ¡(re, y) = O. 

Ora, l'equazione stessa, nel piano IVy (z == O), rappresenta una certa 
linea (n. 40), luogo di un punto Q (a, b) le cui coordinate soddisfano la (2). 

.tI 
I 

Ma poiche z non entra nella equazio
ne (2), l'equazione sara. soddisfatta dalle 

f,QJ 1-lJ cOOI'dinate x == a" y = b, z arbitraria, 
Ijl I ¡ 
Ji N - l di ogni punto della retta condotta pel 
1: punto Q parallelamente all'asse z; sicche 

I 
tutta quella .retta sta sulla superficie. '1 I 

I¡ 1 Questa e costituita da infinite rette pa-
,'! 1I 1 I J 

rallele a z, condotte per i siogoli punti 
1 I I della linea. piana; la superficie e, in O. r 

I ,lil,,'Ui.'· .'.~ :Q~:.: . j ,: t,l,1---...;;;.- tal caso, un cilindro, · avente come ge
l neratrici quelle rette. Dunque :nello 

!JI ",,, , : ,,', spazio un'equazione contenente due sole . ::., , , , ",, 
11"" I I '''1 coordinate carte8iane rapp·resenta un cí-"J " , I)J "'~J __ ~_1 Zindro, le cuí generatrici 8ono pa1'oUele 

all'asBe della coordinata manoante. 
Se poi l'equazione della superficie cont,enesse una sola coordinata, IV, 

e fosse soddisfatta dai valori a, a', .oo di x, la superficie sarebbe costituita 
dai piani (paralleJi ad y, z) 

x=O" x=a', oo. 



1-18 PARTE lI, GAP. IV, N. 104 

:ID pur notevole il C3S0 che l'equazione della superficie contenga om,o
geneamente le tre coordina te cartesiane, in guisa da potersi ridurre alla forma 

(3) 

in cui solo compari!!cono i rapporti di due delle tre coordinate aIla tena. 
Allora la 8uperficie e un cono col vertice nell'origine, si compone doa di 
infinite rette uscenti dalla origine. Infatti, se la equazione (3) e soddisfatta 
dalle coordinate di un punto P (x, '!J, z), l'equazione stessa viene evideute
mente soddisfatta dalle coordinate (kx, ky, h) di ogni punto della retta 
congiungente P coll'origine; questa retta appartiene dunque alla superficie. 

104:. Equazioni di una linea nelJo spazio. - Due equazioni nelle 
coordinate di un punto variabile, 

(1) f (x, y, z) = 0, cp (x, '!J, z) = 0, 

rappresentano il luogo di quei punti che, colle loro coordinate, soddisfano 
insieme le due equazioni,~e quindi appartengono alle due superficie rappre· 

z 

" 
" .' 

" " 

sentate da quelle equazioni. Questi 
punti costituiscono la inter~eziont 

delle due superficie, cioa, in gene
rale, una linea, una cu~-va (composta 
di una o piñ parti), che si dira 
rappresentata dalle equazioni (1), 

Una linea, nello spazio, si suole 
rappresentare mediante due equazioni 
di due supet-jicie palsanti per essa . 

• ' :c 
./ Ogni equazione 

'\ji (x, '!J, z) == O, 

che si possa dedurre come consegu,enza delle (1), che sia. adunque soddi
sfatta da ogni soluzione (x, '!J, z) del sistema (1), rappresenta una super· 
ficie passante per la linea (1). E, se il sistema (1) a equivalente al sistema 

(2) f (x, 1/, z) = O. '\ji (x, y, z) = 0, 

per modo che ogni soluzione di ciascuno dei due !!listemi !!lía soluzione 
anche dell'altro, la stessa linea sara rappresentata indifferentemente dal 
sistema (1) o dal sistema (2). 

Se, in particolare, dalle equazioni (1) noi deduciamo una terza equa
zione F (x, y) = O eliminando una delle variabili, ad es, la z, questa equa· 
zione rappresentera un cilindro (n. 103) pa,ssante per la linea (1) ed 
avente le generatrici parallele all'asse z, precisamente il cilindro ottenuto 
proiettando la linea parallelamente all'asse z. Analogamente si formereb· 
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bero le equazioni dei cilindri proiettanti la linea. paraIlelamente agli assi x, y. 
E la linea potrebbe rappresentarsi mediante le equazioni di due di questi 
cilindri, ad es. I 
(3) F (x, y) = 0, cfl (x, z) := O; 

pero i due cHindri avranno, in generale, altre curve in comune oltre aIla 
linea primitiva, sicche le equazioni (3) verrebbero a. rappresentare questa 
linea insieme a qneIle curve. 

105. Intersezione di tre superficie. - Un sistema di tre equazioni 
con tre coordina.te, 

(1) f (x, y, z) = O, <p (x, y, z) = 0, 'lJ (x, y, z) = 0, 

rappresenta quei punti che sono comuni aIle tre superficie f = O, rp = 0, 
'" = O; pnnti che possono anche riguardarsi come intersezioni della super
ficie '\ji == 0, colla linea f = 0, <p == 0, ecc. In general e, si trattera di un 
gruppo di punti, in numero finito o infinito; milo, in casi particolari, quei 
punti potrebbero succedersi con continuita., e costituire una linea o super
ficie comune aUe tre superficie (1). 

106. Superficie algebriche; ordine del1a superficie. - Riprendiamo 
una sola equazione, in cOQ1"(linate carte,ianc, rappresentante una superficie. 
Questa dicesi algebrica d'ordine n se la equazione e algebrica, e (ridotta 
alla forma raziouale intera) ha il gra.do n. In caso contrario la superficie 
e trascende'nte. 

Le superficie algebriche di primo ordine sono 'i piani. Le superficie 
di seeondo ordine verranno studiate in seguito; fra eSlie vedremo subito 
esservi la sfera. 

Che l'ordine di una superficie algebrica ala un carattere della super
ficie, indipendente dal particolare sistema di aasi cartesiani a cuí la su
perficie vien riferita, si dimostl'a collo stesso ragionamento tenuto in geo
metría piana (no 44), il quale fa. vedere che il grado dell'equazione della 
superficie non si aftcl':l. quando si eseguisca una trasformazione di coor
dinate cartesiane (u. 99). 

107. Slgnificato geometrico dell'ordine di una. superficie. - Vor. 
(líne di una. superficie algebrica e veramente un cal'attere geometrico di 
quosta, come risulta da.l seguente teorema: 

Una superfioie algebrioa d'ordine n e 8egata da ogni retta, che non vi 
"ppartel'ga, t.n n ptmti, e da Qgni piano, che non vi apparte1'ga, in una 
OUI"lia d' online n. 

I Q088te con"a"raúoni .1 tro.ano 8SpoSte, in un caso p:lfticolal'e, al 11. 80, qluUldo 111 'rattava di r .. p
p'CSOll tarO UU .. ",U.u medianto lo eq nazioui di dne plani per c ..... 
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n teorema si dimostra. nel modo piil semplice, assumendo quella retta 
come asse coordinato, ad es. asae x, o quel piano come piano coordinato, 
ad es. piano xy, cio che puo sempre ottenersi pUl' di eseguire una con· 
venient,e trasformazione di coordinate cartesiane, la quale non altera il 
grado dell'equazione della superficie. Sia 

(1) /(x, y, z) = U 

J'eqnnzione ID grado n di questa, nelle nuove coordina te. Par avere le in· 
tersezioni della superficie coll'nsst> x, si pongano y == O, z = O nella (1) j 
si trovera un'equazione 
(2) 1 (x, o. O) = 0, 

W'nel'almente di grado n in x, la quale fomin}, par x certi n vaJori, asciese 
degli n punti d'incontro ricbiesti. Se invece si ricbiede la. curva interss· 
zione della (1) col piano xy, si porra. z == O nella (1), ottenendo COS! l'equa
zione di gl'ado It 

(3) 1 (x, 'U, O) = O, 

la quale, nel piano xy, rappresenta una curva d'ordine tt (n. 43). Le ap
parenti eccezioni, derivanti dal fatto elle, in casi particoJari, le (2)J (3) 
possono risultare di grado inferiore ad n, spariscollo quando si introducano 
opportllne convenzioni J di cui dovremo parlare in seguito. E cbiaro pero 
che occor1'e tener conto delle intel'sezioni immaginarie, o coincidenti. .. 

Uno studio piu minuto dei vari casi che si pos8ono presentare sara 
fatto poi nella ipotesi n = 2. 

108. Equazione della sfera.. - Per mostrare, Bopra un esempio, 
come la equazione di una superficie possa dedursi dalla JE'gge di genera
zione di questa, trattiamo il caso della sfera.. Riferiamoci ad assi coordi
nati ortogonali; indichiamo con a, ~,y le coordina te note del centro O 
della sfera, con r i1 raggio, pure noto. E sia P (x, 'Y, z) un punto generico 
della afera. Esprimendo, mediante le coordina te, che la distanza O P e 
uguale ad rJ perveniamo all'equazione 

(1) (x - a)2 + (y - ~)% + (z - y)2 = ,-1, 
ossia 
(1' ) x'+ yt +z' - 2ax- 2~y- 2yz+\a' + ~t +y. -r!)=O, 

che rappresenta appunto una sfera. La sfera e dunque una superficie del 
secondo ordine. 

L'equazione (1'), confrontata colla equazione general e di secondo grado 
a tre variabili x, '!J, z, offre la pal'ticolarita. che i quadrati x2

, y2, zt, banno 
lo stesso coefficiente, e mancano i termini coi prodotti xy, xz, yz. Ora 
ogni equazione di aecondo grado avente queste particolarita rappresenta, 
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in assi ortogonali, una sfera. Infatti nna siffatta equazione potra sempre 
scriversi sotto la forma 

(2) ¡¡;2 + y' + zt + ax + by + vz + d = 0, 
ossia 

(2') 

la quale, confrontata coUa (1), indica appnnto trattal'si di una sfera di 

centro (-; , - } , - i) e di raggio r = ~ va! + b' + c% - 4d. 

Cio, a dir vero, sussiste senz'altro nella ipotesi che la espressione 
sotto il radicale aja positiva. Se quella espressione e núlla, vi e un 

sol punto reale (- i ' - ~ , - i) soddisfacente colle sue coordinate 

alla (2'); e nessun punto siffatto esiste se quella espressione e negativa. 
Tuttavia, in virtñ di convenzioni ormai familiari, si dirl\ a,ncora che la (2') 
ra,ppresenta una sfera, il cui raggio e nullo o immaginario (cfr. n. 48). 

In ogni caso: una equazione di secondo gmdo in coordinate cartesiane 
ortogonali, la q1w,le abbia uguali i coefficienti di xl, y2, z!, e manchi dei ter
mini con x y, x z, '!! z, rappresenta una s.fera j se la eq1tazi,one .~i riduce ad 
ave;- l'unita come coe{ficiente di Xl, '!JI, Z2, le meta dei corfficienti di x,,!!, z, 
camhiate di eegno, danno le voordinate del oentro. 

• Osservazione. - L'equazione di una. sfera, avente per centro l'oli· . 
giue e raggio 0, e, in assi ortogonali, 

(3) 

Ora questa rappresenta un cono col vertice nell'origine (n. 103), cono 
di cui un sol punto e reale, il vertice. Il cono e segato dal piano x,!! (z = O) 
nella coppia di rette x! + y! = 0, ossia x + i Y = 0, cioe nelle rette iso· 
trope uscenti dall'origine sul detto piano (n. 39). La stessa conclusione 
vale qualnnque sia il piano condotto per l'origine, con cuí il cono (3] 
venga segato; infatti il detto piano puo essere assnnto come piano Xl' 
di un nuovo sistema di coordillate ortogonali X Y Z, avente la stessa ori· 
gine O; e, d'altra parte, la trasformazione di coordinate con cui si passa 
dagli assi x y z ai nuovi assi X Y Z muta la (3) nella equazione dello stesso 
tipo X 2 + y. + zt = 0, come il lettore potra. verificare eseguendo effet
ti vamente le sostituzioni (2) del n. 99, e ricordando le relazioni che pas
sano fra i nove coefficienti.l Dunque: 

I Clte le coordinate (", y, "l, (X, Y, Z) di uno atesso punto p, rlferlto " due siBtemi ortogour.l:l aventl 
la stes.a origine O, .iano legato daUa ideutita ". + yl + Zl == X" + yl + Z", si dimoRtra anohe dlrettamente 
o .. ervi>utlo "he tanto il primo, q .... uto ti s60ondo memhro espdmono il quadr .. to daUa diBtanz8 O P. n rl\~io· 
na\Uento 8uppone veramenre che le coordinare slano re.ti ¡ ma nna identiU, algebric .. tr .. quantltl!. real! 8UI

.iste notoriamente anohe per quantita immaginarie. 
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Una sfera di raggio O, la quale nel ca1npo t'eale si riduce a un Bolo 
punto (il IUO centro), nel campo complesso e un cono composto di tutte le 
rette isott'ope dello spazio uscenti dal centro, e il cono i80tropo od aS80l1¿to 
a.vente ivi il vertice. 

NeU'ennncia,to non ai tien conto della ipotesi che il centro della afera 
cada. nell'origine, giacche l'equazione di una. afera di raggió 0, avente ti 
centro in un punto qualaiasi dello spazio, puo sem pre, con una traalazione 
d'assi, ridursi alla forma (3). 

Sull'interesse che offre il cono isotropo nello studio delle propl'ieta 
metriche dello spazio avremo occasione di parlare in seguito. 

Esercizi 1 l. - 1) JJuogo dei punti tali che la differenza dei quadrati delle 
distanze da due punti .6ssi sia costallte. 

2) Luogo dei punti le cui distanze da due piani tissi, moltiplicate per due 
numeri dati, danno una somma costante. 

3) Un triangolo variabile, coi vertici sugli spigoli di un triedro, ruota in
torno ad uno dei su oí lati; qual'e il luogo del baricentro del triangolo' 

4-) Qual'e il luogo dei baricentri dei triangoli i cm vertici stanno sugli assi 
.ed hanno dall'origine dístanze di somma costante' 

5) Con immediata estensione aIlo spazio dell'es. 7) del n. 52, si definisce il 
pÍRno polare armonico di un punto rispetto a. n piani dati. Si scriva. l'equazione 
di questo piano. 

6) TI lllogo di un punto tale che il rapporto delle dista.nze da due punti 
dssi aia costante, e in generale una sfern.. Quale ne e il centro e quale il raggio' 
Si consideri, in particolal'e, il caso cha il rapporto sia uguale a 1. 11 luogo del 
punti le cuí distanze da tre punti nssi sono proporzionali a tre numeri dati & 
in generala un cerchio, i1 cuí C'lntro e su] piano dei tre pU;lti. E 8e i tre nu
meri sono uguali' 

7) Si estenda allo spazio l'el. 10), n. 52. 
8) 11 luogo dei piedi (lelle perpendicolari calate da un punto 8ui piaDi di 

una 8tella e una afera avente per diametro i1 segmento che congiunge quel punto 
al centro della. atella. 

9) Se per un punto O si conducono phI lette a secare una sfera, i1 luogo 
dei pnnti medi delle corde giacenti su quelle e una nnova Bfera, che ha per dia
metro il segmento congiungente O col centro della sfera primitiva. 

n. - 10) TI'ovare l'equazione :lella sfera che pasaa per l'ol'igine e per i 
punti (1, O, O), (O, 2, O), (O, O, 1); oppure, che ha il centro in quest'ultimo punto 
e passa peI punto (1, 1, .;.... 2). 

11) Si acriva l'equazione di una sfera in coordinate polari, e se ne prodtti 
per estendere alla sfera la nozione di potensa di un punto (n. 54). Qual'e la po
ienza del punto (a;o, '!lo, so) rispetto alJa sfera 

S ~ ~J + rl + 11% - 2 en - ~ ~y - 2y ll + a = O, 

1 Que.tI e •. riguarrlano 8oltanto plani , ofere e loro mutno intersezioni. Di ouperfici .. pibelevate trattallO 
,Ji .. s. ,,1Ia fine del Capltolo. 
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h ) Z 11 11 • d .. 1 12) Data la sfera ¡j = O dell'es. 11 e la retta -z = -'--- = -, SI etermlnlno e 
1n n 

intersezioni di questa con quella, e la condizione di contatto; (si ricavera una 
DUOya via per trovare la distanza del punto (a, ~, y) dalla retta). 

13) Le rette uscenti da un punto O e tangenti ad una sfera formano un cono 
del secondo ordine. (Si -puo asnmere O come origine), 

14) L'equazione del piano tangente alla afera S = O (es. 11) in un auo punto 
P' (z'J g', 11') e 

xz' ·c yy' + zz' - a (z + Zl) - ~ (y + y') - Y (z + .. 1) + 8 = o. 

(Basta acrivere 1'equazione del pi.ano normal e in P al raggio che paasa per P, 
tenendo conto che P appartiene aIla sf~ra; oppure si puó imitare il procedimento 
esposto al n. 55). 

15) Qual'e la condizione perche il piano az + by + el + d = O tocchi la 
.rera 8 == O, (Si puo ricorrere alPes. 14); o ricordare che la distanza del punto 
(a, ~,y) dal piano deve e8ser uguale al raggio della sfera). 

16) Per la retta ~l = ~ = ~ condurre i piani tangenti alla sfera S = O. 
'In n 

17) Determinare le coordinate del centro e il raggio del cerchio che e in
terilezione del piano P == az + by + C8 + d = O colla sfera S = o. 

18) n cerchio dell'es. 17) ha come proiezione ortogonale sul piano z g una 
curva del 'secondo ordine K == auz' + 2 anzy + auy' + Oo' = 0, ed il cerchio 
stellSO puo rappresentarsi mediante le due equazioni P == 0, K=- O. Viceversa, 
si dimostri che le due ultime equa.zioni rappresentano un cerchio, quando 

ab 
---=----=- . 

a u a l2 aJ.2 

19) Due afere 8 =< O, S' = ° l!Ii segano lungo un cerchio 1'eale, o immagi
nario, appartenente al piano radieale S - S' = O (supposti uguali ad 1 i coeffi
cienti dei quadrati nei polinomi 8, S'). Il problema di determinare la intersezione 
di due sfere equivale dunque a quello di determinare la intersezione di un piano 
con una sfera. Si estendano al caso di due sfere gli es. 15), 17). 

20) Tre sfere 8 = 0, S' = O, Sil = O si segano generalmente in due punti 
reali, o immaginari, che stanno sulla retta (a88e railicale) 8 - S' = O, S - 8" = O. 
Si trovillo, ad es., le intersezioni delle tre sfere 

r + y' + el - 2z + 1 = O, Z2 + y2 + i 1 - !/ - • = O, xl + y2 + Zli - 1 = O. 

21) 1 piani tangenti a due sfere, in qllalsiasi punto comune ad esse, formano 
lIn diedro t:ostante, che dicesi angolo delle due s/ere. Determinare 1 'angolo delle 
due IIfere S = O, 8 ' = -0, e la condizione perche queste si tocchino, o si seghino 
ortogonalmente: l'nltima condizione e 

1 
aa' + ~W + yy' - 2" (a + a') = o. 

III. - 22) Se le equazioni 8. = 0, S2 = ° rappresentano due sfere, anche 
I'equaziona Al S. + A. SI ..... O (con At, A2 costanti. arbitraria, non entrambe nulle) 
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rappreaenta una elera la quale, al variare del rapporto ~;, descrive un /ascio d' 

s/ere. Le afere del faacio passano tutte per uno atea80 cer~hio, base del taacio, il 
cui piano 8 1 - 8. = ° (piano radicale del faseio) e il luogo dei punti aventi 
uguale potenza rispetto alle sfere 8 1 -= 0, S. = 0, e ad ogni sfera del faacio. Per 
ogni punto de1Io apazio, che non appartenga al cerchio baae, pa.ssa una efera del 
fascio. Il Iuogo dei centri delle afere del fascio e una retta (as se centrale) pero 
pendicolare al piano radicale nel centro del cerchio base. Il piano radicale ~ in
vece il Iuogo dei centri delle efere ortogonali alle sfere del fasdo (cfr. nn. 59, 60). 
Queete ultime Bfere passano tutte per due pllnti dell'asse centrale, che sono cen
tri delle due afere di raggio nullo appartenenti "al faacio. Come si modificano 
questi risultati se le sfere SI = O, S, = ° sono concentriche Y 

23) Se Si = 0, S. = 0, S3 = O sono le equazioni di tre afere, non appar
tenenti ad un faacio, l'equazionfl A, SI + A! S2 + A3 S3 ca O (corrispondente a 
valori non tutti nulli, ne infiniti, dei parametri Au 1..2, A3) rappreeenta una afera, 
che paesa per i dne punti comuni alle sfere date (p·unti bale). L'insieme di 
quel1e oo! sfere coetituiece un sistema (rete di 8/ere) tale che all esso appartiene 
ogni fascio determinato da due sfere della. rete, mentre per dne pllnti generici 
dello spazio passa una sola sfera della rete. La retta che congiunge i due punti 
base dicesi a8se radicale della rete; per eS83 passano i piani radicali di ~utti- i 
fasci appartenenti alla rete, ed un suo punto. generico ha la stessa potenza ri
spetto a tntte le sfere del sistema. r¡' luogo dei centri clelle sfere della rete e, 
in generale, iI piano (piano centl'ale) perpendicolare all'asse raclicale nel punto 
medio tra i due punti base. L'asse radicrue e iuvece il luogo dei centri delle 
Bfere che Bono ortogonali a tutte le afere della rete; esse costituiscono lln fascio, 
il cui cercMo base sta nel pianó. centrale, e sega ortogonalmente le sfere della 
rete; I esso e il Iuogo dei centri dclle sfere di raggio nrulo appartenenti alla rete. 
Come si modificano i risultati, se i centri delle trc sfere St .... O, S2 = 0, Sa'" O 
sono allineati' . 

24) Qnattro sfere Si = O, S2 = 0, Ss -O, S, = O, non appartenenti ad una 
stessa rete, determinano un sistema U"neare 003 di sfere, la cui sfera generica ha 

l'equazione At S, + A! S, + As 83 + A4 S, ca O (ove Au A2' 1..3, ~ Bono costanti ar
bitrarie finite, soggette solo aIla condizione di non csser tutte nulle). Al sistema 
appartiene ogni rete ed ogni fascio determinati da tre o due sfere gen eN che del 
sistema stes!,!o. Esiste in generale una sola sfera del sistema che passi per tre 
punti dati, o che abbia il centro in un punto dato. 1 piani radicali e gli assi 
radicali dei f'asci e delle reti contenute nel sistema passano per uno stesso punto, 
che dicesi centro radicale del sistema. Esso e centro di una I sfera ortogonale 8 

tutte le sfere del sistema, la quale e il luogo dei centri delle sfere di l'aggio 
nullo del sistema. Se ne scriva l'equazione pal'tendo da1l' una o dall'altra di 
queste sue proprieta.. Come si modificano i risultati se le quattro sfere date hanno 
i centri in un piano, oppure passano per un punto' 

I S'intende dira oon ojo ohe, ne! pnnt! d'interaezione del cereb!o ClOn QDa afor .. , la tlln¡:ente al carahi. 
o lJ piano tangante .. 11 ... fera eono ortogonali. 
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25) Un piano paseante per i centri O, O' di due sfere sega queste lungo due 
cerchi, i cuí centri di similitudine (n. 61, es. 14) non variano mentl'e quel piano 
mota intorno aUa reita O O', e diconsi cmtri di similitudine (interno ed esterno) 
delle due sfere. Date le eoordinate dei centri O, O' ed i raggi delle sfere, si de
terIilinino le coordinate dei due centri di similitudine. Ciascllno di {'RAi e vertice 
di un cono rotondo circoBcritto ad ambedue le Bfere. 

26) Si estendano ai centri di Bimilitudine di tre efere, prese due a due, i 
riBultati enunciati nel! 'es. 15) del n. 61. 

27) Quattro sfere, prese due a due, danno complesllivamente dodici centri di 
similitudine. Si dimostri cbe i sei centri di similitudine esterni sono in un piano, 
e a tre a tre IIU quattro rette; i tre centri di eimilitudine interni, che tre delle 
sfere determinan o colla quarta" e i tre esterni che quelle determinano fra loro 
lIono pure in un piano, e a tre a tre sU'quattro rette; e finalmente i quattro cen
tri di eimilitudine interni, che due delle sfere determinano colle altre due, e i 
due esterni della prima e !\i'conda coppia di sfere sono in un piano, e a tre A 

tre su quattro ret.te. 
IV. lntJersione rispetto a un" 'lera. - 28) Il concetto di trasfo1-maeione pe,

raggi tJettori recipToci, o int'ersiollt, rispetto a un centro d'ilW6TSio1l6 O e ad una 
sfera fOlld"mentale col centro in quel punto, e una estensione immediata di quello 
stabilito nel piano (v. n. 61, es. 16 e Beg.). Enunciamo soltanto le proprieta 
fondnmentali, facili a dimostrarsi direttamente. Le coordiuate di due punti 
P (x, g, e), P' (x', g', z', cl)!'rispondenti (illversi) !IODO legate dalle formole 

?'? X 
x'------

- X!+g2+ e2 ' 

dove T e il raggio della efera fondamentale. Una Bfera ed un cerchio (intersezion6 
di due efere) IIODO trasformati generalmente in una afera ed in un cerchio; se pero 
quelli passano per' 0, le figure trasformate Bono rispettivamente un piano ed una 
retta. E viceversa. Sfere corrispondenti sE'gano la sfera fondamentale in uno etesllo 
cerchio (reale o immaginario), e determinan o un fascio cui appartiene l'ultima 
efera. 

29) Due piani, o due rette secantisi formano 10 stesso angolo delle due sfere, 
o doi duo cercbi (intler8-i) , in cui si mutano mediante una inversione. Donde se
gue che l'angolo di due superficie, o di due curve qualsiasi, in un punto ad esse 
comune, e uguale all'angolo delle figure int'erS8 nel punto corrispondente.\ 

SO) PisBato sopra una sfera UD punto P (polo), e condotto un piano n paral
lelo al piano tangente in P, pcr es. paseante per il centro (piano dell'equato,-e) , 
si proiettino i punti della sfera da P BU n. Ogni punto A della efera ha una 
determinata proiezione Á' su n, eccetto quendo A cade in Pie viceversa. Si 
ottiene cOBI una rappTesentaeione della sfera sul piano n, conosciuta da lPPARCq 

e TOLOMEO e detta proiezione stereografica. Le principali proprietA della proie- 1 
zione stereografica seguono dal fatto che una figura AB ... eulla sfera, e la proic-

1 Per angolo di dos sllJ1orflcie, o di due ourve, in un punto oomnne, si intende l'angoto forruau da' 
pian', o dalle retto tangonti aquella aupbrficie, o curve, nel panto. Bastara. qui prenuéJ""6 quobto COD, 'etto 

come Intuitivo 
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zione A' B' ,', su! piano 1I0no inveree riepetto al centro di inversione P e ad una 
IIfera fondamentale, che ha centro P e passa per il cerchio eegato da 7t sulla 
IIfera primitiva. Si vede cos1 che .: i cerchi della efera primitiva si proiettano 
stereograflcamente in cerchi:., e «che l'angolo di due corve sulla sfera '6 uguale 
all'angolo delle due curve proiezioni:.. In virtil dell'ultima proprieta, la proie
zione atereograftca dicesi conforme, e viene adoperata speslo nel tracciamento delle 
carte geograftche. 

31) Le proprietA suddette della proiezione stereograt\ca si deducono anche per 
via analitica, valendolJi delle formole che legano le coordinate di due punti cor
riapondenti. Assunta come sfera primitiva la X2 + yl + .el = /", come polo P il 
punto (O, 0, r), e come piano 1t il piano .e = 0, si ollservi che le coordinate (:!p, y, z) 
di un punto ..d della IIfera son o espresse, in fumione delle coordinate (x', 11') del 
punto proiezione sul piano, medianLe le forruoIe 

donde 
~ = x" + g'! + r ' 

r2: "Y :e'=-- y'--
r -~' -r-z' 

2:" + !I'! - r' 
• == r x" + y'~ + rl , 

109. Equazloni paramet,riche di una curva. - Non sempre si riescs 
a tradurre direttamente la legge seconuo cui vien descritto un luogo 
geometrico, nelle equazioni del luogo. Couvieue allora. introdurre, accao.to 
a.lle coordinate del punto Ulobile, certe variabili ausiliari, dette paramet1'i, 
e stabilire relazioni tra quelle coordinate e questi parametri. Eliminando 
poi i parametri fra le dette rela,zioni, si perverra ad una o piu equazioni 
fra le coordinate x, y, z, equazioni rappresentanti il luogo che si vuol stu' 
diare. Questo procedimonto si giustiftca colle stesae considera.zioni svolte 
in ge(lmetria piano. al n. 49 e seg. 

D'altra parte e spesso opportuno rappresentare una linea, od una su' 
perficie (anziche nel modo indicato ai numeri 102, 104) mediante equazioni 
parametriche, esprimenti le coordinate del punto mobile, che descrive iJ 

luogo, in funzione di uno o due parametri. 
Siano, ad es., 

(1) x=j(t), y = <p (t), 2 = 'V (t) 

funzioni continue della variabile t, per i valori di questa compresi in un 
conveniente intervallo. Ad un valore di t corrisponde, in virtiJ. delle (1), 
una terna di valori (x, y, z), e qlúndi un punto; al variare di t il punto 
si muove con continuita., e descrive, generalmente, una curva, rappresen
tata dalle (1). Eliminando il parametro t fra duo delle equazioni (1), ad es. 
fra la seconda e la terza, si ottiene la equazione F (y, z) = O di un cilin, 
dro passante per quella curva; ed un secondo cilindro !l> (x, z) == O, proiet
tante la curva, si ottiene eliminando t fra la prima e la terza dolle (1). 
Anche le. equa:¿ioni F (y, z) == 0, !l> (x, z) == O, rappresentano la stesaa 
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curva (1), presa pero insieme, generalmente, a qualche altra linea (cfr. 
n. 104). 

Per portare un esempio, si considerino le equazioni parametriche 

(1') 11:= at + a', y = bt + b', z = et + e', 

dove le a, a', ... , e' son o sel costanti. La eliminazione del parallletro t fra 
le (1') conduce alle equazioni. di una retta: 

x - a' y - br z - d 
a b e 

Dunque le equazioni (1') rappresentano una retta, i cui cose ni di direzione, 
in assi ortogonali, sono proporzionali ad a, b, e (n. 90). 

110. Equazioni plIl'ametriehe di una sUllerlleie. -- Si abbiano ora 
tre equazioni 

(2) y = <p (tt, v), Z = '" (u, v), 

esprimenti le coordinate di un punto variabile mediante funzioni continua 
di due parametri, tt, vi e le (2) aiano tali, che da esse sia possibile (al
meno teoricamente) di eliminare -u e v, ottenendo uua 80la relazioDl~ 

F (I1:J y, z) = O. Le (2) rappresen· 
tano aHora parametricamente la· 
superficie F = O i un punto ge· 
nerico di essa si otterra dalle (2) 

attribuendo ad u, v uua coppia 
di valori, e calcolando i corri· 
spondenti valori di 11:, y, z. 

Le equazioni (2) lasciano su · 
bito apparire due sistemi di ~llrve 
giacenti sulla. superfieie. Se in ' 
fatti nelle (2) diamo ad u un va 
lore costa.nte u = u i ' e lasciamo 
variare il solo parametro v, il 
punto (x, !J, z) corrispondente de
scrive (n, 109) una curva che 
giace sulla superficie, e puo indicarsi con VI' Una seconda curva Uf si 
ottiene attribuendo a.l parametro tt un secondo valore tt = Uf' e lasciando 
variare vi ed analogaDlente si ottengono infinite altre curve Us' U., .oo, 
che si succedono con continuita se i valori attribuiti ad u formano una 
successione continua; tutte queBte curve forma,no un primo sistema di 
curve sulla superficie. iJ sistema u = costo Un secondo sistema di curve, 
Vi' VI' Va' oo., sulla superficie si ottiene attribnendo al parametro ti un 
valore fisso, che potra essere VI' oppUl'e v2, oppure 11., "', e lasciando di 
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voIta in volta variare u; sara. il sistema ti = costo 1 due sistemi di eurve 

formano 8ulla superficie -un reticolato; per ogni punto P della superficie 

passn. una curva del primo sistema ed una curva del secondo se le equa

zioni (2) sono di tal natura che, ftssate le coordinate (x, y, z) del punto p! 

rimangano individuati i corrispondenti V'aJori Uü Vi di u e v; in tal caso. 

quei valori ttl.' vI. potranno riguardarsi come speciali coordinate (o1¿r1Jilinee ) 

del punto P variabile sopra la superficie. 

La superficie poi potra ritenersi generata, sia na una curva r: Ia 

quale si muova, e si deformi, assumendo le posizioni delle curve U1l Uf!'''' 

che tutte si appoggiano alle curve fisse Vil VI''''; sia da una curva V, 

la quaJe vari appoggiandosi alle curve fisse U1 , U~, ... 

Sí considerino, ad es., tre equazioni contenenti linearmente i parametl'i : 

(2') ~r:=au+a'v+a", y=bu+b'1?+b", z=.;c;u+c'v+c"; 

ed!H' rappresentano il piano 

x- a" a n' • 

y-b" b b' =0, 
z - e" e e' 

la cUl equazione si ottíene eliminando i parametti. Qui i due sistemi di 

linee u = cost., v = cost., sono due, fasci impl'opri dí ,rette giacenti nel 

piano; e le coordinate (u, 'V) di un punto del piano possono l'íguardarsi 

tome coordinate cartesiane, su1 piano, rispetto agli assi u ' O, v = O e 

al punto unita (u = 1, 'v = 1). • 

Un secondo esempio interessante e fornito da!le equazioni ·,cfr. n. 1001 

(2") x ::= t' seIl {1 cos ql, !I == r sen {1 sen ql, z = r cos 3, 

llave r e una. eostalHe, {t, q> sono i parametri, ed x, y, z sono coordina,te 

cartesiane ortogonali. 
ELiminando i parametri, coIl' inna1zare a quadrato le tre equazioni ~ 

sümmare, si ottiene 
{/JI + 1/ + Z2 = 'r! , 

t'quazione dí una sfera avente íl centro nell'origine e raggio r. Le linefl 

3 = cost., ossia z -== cost., sono cerchi, paralleli, segatl dai piani paralleli 

ad xy; le linee ql == cost., oaaia y = cost., SOllO cerchi massimi, meridiani, 
x 

,qegati dai uiani condotti per 1'3sse z. Le coordinate ql e {1 di un punto 

della sfera 80no la .ongitudine, rispetto al meridiano (príncipale) ql = O 

situato nel piano xz, e il complemento della latitudine, o eolatitudinej 

l\i~rc;o <p e {1 si chiamano cOQrdinate geografiche sulla sfera. 

11 L EquAz f onl di etlindri e ~oni. - - Le ' consirlerazioni generali 

6HpOl!te Iml principio del n. 10~ permettono di formare le equazioni di 

".r,1'T'~ "Ilmi~]i!" ni IlnpArfol',;A, ~hf< frp.qlllmtemente ~i incontrano. 
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Una superficie generata da una retta mObile, le cuí posizioní dipen· 
dano dai valori attribuiti ad un parametro, dicesi rigata; le infinite rette 
che la costituiscono sono le generatrioi della supef'ftcle. Poicho la posi· 
zione di una retta -
(1) (C= lz+ p, y=mz+q 

dípende daí valori di quattro quantita l, m, p, q, la (1) descrivel'a. una l'igata 
se quelle qu!\ntita. flaranno legate da trc relazioni (o se saranno esprasse 
in funzíone di un parametro). Eliminando t, m, p, q fra queste tre relazioni 
e le (1), si avra la equazione della rigata,. 

Fra le rigate sono notevoli, in particolare, i cilindri e i coni. La rígata 
a un cilindro se le generatricí sono tutte parallele tra loro; a un cono 
se passano tutte per uno atesao punto fisso (vc1·tice). 

Ora la retta (1) si muove parallelamente a se stessa se restano fissi 
i- va.lori di l, m (n. 81). Perclla essa descriva un cilindro bastera. dunque 
che passi una relazione fra i duc parametri rímanenti p, q: 

(2) f(p,q)=O. 

L'equaz1.one del cilindro sí ottiene eliminando P, q fra le (1) e le (2); 
e dunqulJ 

(3) f(x-lz, y - mz) = o. 

Si osservi che la (2) ha un semplice significato geometrico; essa l'ap 
presenta. infatti la curva sezione del cilindro col piano x,y, perche p, q 
sono le coordinate della intel'sezione della generatrice (1) col detto piano. 
Si notí inoltre che, sala generatrice (1) e parallela all'asse~, allora l = 1n = O, 
e si ricade in un tipo di equazione gia nota (n. 103). 

Proponiamoci · ora di scrivere la equa,zione di un cono avente per 
vertice il punto 1! (xo ' 110 , zo). Ogni retta per V ha equazioili del tipo 

(4) 

La retta descrive un cono se fra i due parametrí l, m passa ttna relazione 

(5) f (l, 'In) = O. 

L'eliminRzione di l, m fra le (4) e la (5) conduce a scI'Ívere l'equa· 
zione del cono ,otto la forma 

(6) 

Se il vel'tice coincide coll'origine ((C. = Yo = Zo = O); si ricaue in una. . 
equ:~zione gil), nota (n. 103). 

Vediamo, ad es., come si riesca a 8crlvere la equazione del CODO 

proiettante dall'origine una curva assegnata 

(7) <p (X, Y, Z) = O, 'I\J(X, Y, Z)=O, 
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dove le coordinate cart6siane di un punto descrivente la curva si Bono 
indicate con X, l, Z, per distinguerle dalle coordinate IV, 1/, z di un punto 
generico del cono. Qui, in luogo delle (4), abbiamo le equazioni 

(4') fJ = lz, y=tnz. 

n legame (5) fra l ed m si otterra imponendo alla. retta. (4:') di con· 
tenere un punto (X. Y, Z) della curva (7), il che da 

(8) 
X 

1 = -- , 
Z 

y 
m= Z; 

eliminando X, Y, Z ITa le due ultime relazioni e le dne (7), si avrebbe 
appnnto una relazione fra l, m. Resterebbe poi, secondo ii procedimento 
sopra esposto, da eliminare l, m tra. la detta relazione e le (4'). Riassu
mendo: per ottenere la. equazione del cono si devono eliminare le cinque 
variabili X, Y, Z, l, m fra le sel relazioni (7), (4') e (8). Ora, in questo 
ca.so, conviene condurre la eliminazione nel seguente modo. Eliminiamo 
anzitutto Z, m fra le (4') ed (8); otterremo le relazioni 

(9) 

le qua.li, introducendo una variabile ansiliare t, possono anche scriversÍ 
cosl 

(10) X=~ 
t ' 

y=! 
t ' 

z 
Z=-; 

t 

eseguiamo poi le sostituzioni (10) nelle (7), che divengono 

(7') (
:.v y Z) '1' - , - , - = {) , t t t 

ed eliminiamo finalmente t ti-a queste due. L'eqnazione risultante rappre
senta appunto il cono l'ichiesto. 

112. Superficie rotonde. - Un'altra famiglia interesso,nte di super
ficie e costituita dalle superficie rotonde (o di f·otaziOf~e). Una superficie 
rotonda e generata da una. curva che ruoti intorno o,d una retta fisRa (a8se), 
colla quale la curva sla rígidamente collegata. Ogni punto della curva 
descrive un cerchio (pamllelo), che sta in un piano perpendicolare o,ll'a8se, 
ed ua il centro sull'asse; ed ogni piano perpendicolare all'asss sega la 
superficie (se vi e intersezione) lnngo uno o piu paralleli. 1 piani per Passe 
segano la superficie lungo curve tutte ngnali, che diconsi meridiani, e sono 
simmetriche rispetto all'asse. E la superficie pnb ritenersi gtlnerata facendo 
ruotare di mezzo giro un meridia.no intorno all'asse (o di un intero giro 
la meta di un meridiano che sta da una banda dell'asse). 
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Volendo scrivere l'equazione di una. superficie rotonda, supporremo a,ppunto che questa venga generata da un meridiano; e per maggior semplicita. ci riferiremo ad un sistema cartesiano ortogonale, il cUÍ asse z coin' cida col1'asse di rotazione. Sia data l'equa- Z zione del meridiano in uno dei piani per e, 
ud es. sul piano llJ z; se con X, Z indi
chiamo le coordinate di un punto qllalsiasi 
di questo piano (y = O), il meridiano avra 
una equazione del tipo 

(1) f(X,Z)=O. 
Un punto M (X, Z) di esso, ruotando in
torno a e, si porti nella posizione P (x, y, z); 
si potranno subito stabilire due relazioni 
tra le coordinate di M e quene di P, ricor· 
dando che M e P si troyano sopra uno 
stesso piano parallelo a llJy, e sono equidistan ti cui quel piano sega z. Si ha precisamente 
(2) Z=Z, 

dal punto Q (O, 0, z) in 

Se facciamo variare 1lJ, ,1, e, in modo che i valori X, Z, risultanti dalle (2), verifichino la (1), il punto P (1lJ, y, z) va riera. descrivendo tutta la superficie. L'equazione di questa si otterra dunque eliminando i parametri X e Z tra la. (1) e le (2). Oosl si ricava 
(~) j(+ya;! + yl, e) = 0, 
ene e l'equazione richiesta. 

Brevemente, si puo dire cbe l'equazione della .9upm:ficie rotonda generata. da una curva del piano x z, la qt¿a1e ruoti intorno all'asse z, si ottiene sosWuendo nella equazione della curva + V Xl + yl c~l posto di x' 

Osservazione. - Se la superficie rotonda si snppone generata dalla rotazione di una curva sgbemba qualsiasi 
(1') f(X, Y, Z) = 0, qJ (X, Y, Z) = O 
intorno all'asse z, per esprimere il legame fra un punto M (X, Y, Z) di questa curva ed uua posizione P (x, '!J, x) assunta dal punto mediante la rotazione, dovremo adoperare, in Iuogo delle (2), le relazioni 
(2') Z=z, 

L'equazione clella superficie si otter¡'a, eliminando X, Y, Z fra le quattro 1l!}lutzioni (1'), (2'). 

11 - G. C48TBL!{110VO. L.zioll¡ di O .. met .... ",...Zilic", 
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lIS. Quadriehe rotonde. - Per fare lln'applicazio.ne del pro.ce<li · 
mento. so.pra indicato, esaminiamo. le superficie che si o.ttengo.no. facendo 
ruo.tare tilla conica into.rno. ad uno. dei suo.i as si di simmetria. Tro.veremo 
certe partico.lari superficie del aeco.ndo. o.rdine, che prendono. il no.me oi 
quadriche t'otondc. 

Si abbia, ad es., una elliaae, che po.ssiamo. ritenere situata nel piano. 
tU, in guisa che x e z siano. gli assi della curva. Questa avra una equa
zio.ne del tipo. 

Facendo. ruo.tare la curva into.rno alPasae z, o.tteniamo. un ellissoide rotando 
di equazio.ne 

L'ellissoide dicesi 8chiacciato se a > b, allungato se a < b; e ulla sfera 
8e a= b. 

Similmente la iperbo.le 

ruo.tando. intorno all'asse non trasverso z, descrive l'ipm'boioide ,'otonáo ad 
una falda 

mentre, ruotando. into.rno. aU'asae trasverso x , descrive l' iperboloide rotando 
a due falde 

Finalmente la parabo.la 
X!=2pZ, 

ruotando. into.rno. all'asae z, descrive il paraboloide rototldo 

X'+yl =2pz. 

Si hanno. oo.a1 quattro. tipí di quadriche ro.tonde, le cuí forme, facili 
ad immaginare, verranno. poi studiate accuratamente nella teo.ria delle 
quaq.riche. 

Esercizi. 1. - 1) Scrivere l'equazione del cono che ha · il verticc nel
l'origine delle coordinate, e per direttrice il cerchio ax + by + CI& + d =- O, 
(S-IX)' + (y - W + (1& - y)2 = ,,2, 

2) Equazione del cilindro, che ha per direttrice il cerchio :i'- + y2 =,., del 
z y 11 

piano zy, e le generatrici parnllele I\lla retta T = 'lJt =- n' 
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8) TI IllOgO dei punti le cui distanze da un piano e da una retta til!!Ba sono 
in rapporto costante e un cono di 2" ordine col vertice nel l'unto d' incontro 
della retta e del piano, ovvero un cilindro. pure di 2" ordine, se la retta e pa
rallela al piano; il cono risulta di rotaziol.e se]a retta e perpendicolare al piano. 
(Per sempliftcare la ricerca, in questo e negli es. seguenti, converra. scegliere 
convenientemente gli aSli; si potra ad es., nel primo caso, scegliere la retta 
come as se coordinato, e il piano passantl' per l'origine). 

4) TI luogo dei punti tali che la somma (o la differenza) delle distanze da 
due punti ftslli sia costante e un elJissoide (o iperbo]oide a due falde) rotondo, 
avente come as se la retta congiungente i due punti. 

5) TI luogo dei punti le cui distanze !la un punto e da un piano liBSi sono 
in rapporto costante e una quadrica. rotonda intorno alla. perpendicolare calata dal 
punto 8ul piano, e precisamente un elJissoidEl, un paraboloide, o un iperboloid (> a 
due faldeo lecondo che il valore del rapporto ti minore, uguale o maggiore den'unita. 

6) TI luogo dei punti le cuí distanze da un punto e da una retta hanno un 
rapporto costante k e un elliBsoide rotondo, o un iperboloide rotondo ad una 
falda, aecondo che k e minore o maggiore dell' unitA. Qual'e Passe di rotazione' 
Se k = 1, sí ottiene un cilindro a sezioni paraboliche, normale al piano indivi
duato dal punto e dalla retta. 

7) TI luogo dei punti le cui distanze da dile rette (in generale Ighembe) 
lono in rapporto costante e una superficie del secondo ordine, che diventa un 
eono se le due rette a' incontrano, e un cilindro se 80no pa.rallele. 

8) Un cerchio di raggio r, il quale ruoti intorno ad una retta del IUO piano, 
genera una superficie rotonda del quarto ordine, detta toro (o superficie anulare). 
Si acriva l'equazione della superficie assumendo l'asee di rotazione come &sse ., 
ed il piano contenente i centri dei cerchi meridialli come piano a;y. Si determinino 
le intersezioni del 'toro coi piani coordinati, e con piani paralleli a questi. Si 
ollflrvi, in .particolare, '}he il piano y=- r sega il tOlO lungo una curva di CA88IKI 

(n. 66), e precisamente lungo una. lemniscata 8e la distanr;a del centro del cerchio 
meridiano dall'asse z e 2 r. 

9) Luogo dei pnnti tali che il prodotto dalle distanze da rlue punti ti8si sia 
eostante (cfr. n. 66). 

10) Luogo di un punto tale che il triangolo avente per vertici i piedi dclle 
perpendicolari calate dat punto Bulle faccie di un triedro trirettangolo abbi8 
data area.. 

11) Un piano varia in guisa che il volume forma.to da ellso coi tre piani 
coordinati si mantiene costante; si trovi il luogo delcritto dal pie de della per
pendicolare calata dall'origine sul piauo. 

ll. - 12) Si sa (n. 100, es. 6) che le formule 

a; = X + a, y =- y + b, /S = Z + e 

determinano la posizione (a;, y, ti) aBsunta da un punto generieo (X, Y, Z) dello 
.pazio mediante una traslazione. Se a, b, o lIono funr;ioni continue di un para
metro u, il punto avente le coordina te 

(1.) a;=X+ft(u), y=Y+f,(u), #=Z+f,(u) 
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varia con u, e descri ve una üarva O, la quale passa per la poslZlone iniziale 
(X, Y, Z) se (come supporremo) per un valore di u, ad es. per a = 0, si annullano 
ti (1~),f2 (1~),/3 (t~). La O puo riguardarsi come la. curva, traiettoria, descritta dal 
punto (X, Y, Z), a cui si applichi una serie continua di successive traslazioni 
infinitesime. La steBsa serie di traslazioni, applicata ad un nuovo punto (X., Y., Z.), 
lo fa muovere lungo una curva uguale alla. O, le cuí equazioni si ott6rrebbero 
dalle (1) ponendo X., Yo, Z. al posto di X, Y, Z. Ora si applichi queUa serie 
di traslazioni ai singoli punti di una curva O' avente le equazioni 

Queeta curva desürlvera una superficie di tm,zazione, rappresentata dalle equazioni 

(2) X =11 (u) + epi (v), Y =/2 (u) + 'PJ (v), e ~/3 (u) + ({ls (v). 

Di queBta superficie si dicono generat?'ici la curva O' (a = O) e le curve, ad eesa 
uguali, u ca cost.; melltre diCOllSi dirett1'ici le curve v = cost., tutte ¡¡guali aUa o. 
E chiaro pero, data la simllletria con cui entrano le I e le 'P nelle (2), che l'uf
ficio delle direttrici e delle generatrici e scambievole; la superficie puo anche 
riguardarsi come generata da una curva uguale a O, la quale si muova per suc
üessive traslaziolli, in modo che i lIuoi puuti descrivallo curve uguali a O'. UlÍa 
superficie di traslazione puo anche riguardarsi come luogo dei pUllti me di dei 
segmenti che congiungollo i punti di due curve (LlE): partendo dalle curve 

x =2 /i (u), 
x=2cp¡ (u), 

si ritrova la. superficie (2). 

y = 212 (u), 
y = 2 ({l2 (u), 

z = 2 13 (u), 

11 =o 2 ep3 (uJ, 

Per fare qualche applicazione, si cOllsideri: a) il caso che le curve O) (JI sieno 
due rette, e si trovera come superficie di traslazione un piano; b) una curva sia 
il cerchio x ~ r cos u, y=-r sen t~, .=0, e l'altro la retta x = a v, y=b v, • = Cl1; 

la superficie e aHora il cilindro la cui equazione, ottenuta eliminando i para
metl'i 1', v, e (e x - a zJ' + (o 1/ - b Z)2 = 02 ,.Z; e) se le due curve sono le parabole 
:¡;=2pu, y=O, z=2pu' ¡ x=O, y=2qv, .=-2qv2 , la supel'fi.cieeilpara-

. x' 1/2 
bolotde - + - = 2 z. 

P g 
13) Le formole 

x = X cos qJ - .Y sen ep, y = X sen q¡ + y cos ep, • = Z 

caratterizzano il moto rotatorio intorno alI'asse. (n. JOO, . es. 6). Se X, Y, Z Bono 
coordinllte dei punti di una curva, 8e e dunque X -= ti (u), y = IJ (u), Z = 13 (u), 
la superficie di rotazione che questa genera ha le equazioni parametriche 

:I! = I1 (u) C08 q¡ - /! (u) sen q:¡, y =/{ (u) sen qJ + II (u) COS q:¡, • =/s (u). 

Per questa vía si puo ritrovare l'equazione di una superficie di rotazione di cui 
sia dato il meridiano Bu! piano :¡; •• - Se le equazionÍ delIa curva genera.trice fos-
8ero X I(Z), y =qJ (ZJ, la superficie avrebbe 1'equazione xI+!l=ff(.z)Jl+ [cp(II)]I. 
Se, in particolare, la curva ohe ruota e la retta X = a, Y = b Z, la superficie e 
l' iperboloide a una falda :1:2 + y! - b' 11· =- a·. (E interessante OBservare che anchl 
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Ir. retta X -- a, Y = - b Z, lIimmetrica della prima rispetto al piano ~~, genera 
lo stesso iperboloide, e che percio questr. superficie contiene due siBtemi distinti 
di rette). 

14) Le formol e 

/(1) % = X cos!p - y sen 'P, y = X sen !p + y cos !p, z = Z + e ~ 

; rappresentano un movimento elicoidale di asse z (n. 100, es. 6). Se in quelle for· 
mole si fd. varia.re solo il parametro !p, la curva descl'ittn dal punto (x, y, .) 

J dicesi eZica cilindrica, ed ha le equazioni parametriche (1); l'elica e traceiata sul 
. cilindro rotondo :r' + y% = X 2 + y2. In particolare, se il punto nella posizione 
iniziale !p = O si trova su!l'asse x, le equazioni sono del tipo 

~ = a cos IP, y = aRen!p, z - e !p ; 

le proiezioni della curva sui piani x = 0, y = ° sono le curve sinusoidali (n. 67) 

y = a sen!.., :r: = a cos !.., mentre, su! piano z =- 0, la proiezione e il cerchio 
e e 

XZ + y' =- a'. Dicesi pa8so dell'elica la distauza costante 2 7t e che intercede fra. 
due punti consecutivi della curva situati sopra una stessa generatrice del cilindro, 
IIU cui l'eUca e tracciata. Svolgendo il cilindro sopra un piano (ove sin.no fissati 
&asi ortogonali ~, '1), in guisa che il cerchio base x' + y' =:o aS, .. ~ ° si sviluppi 
lopra l'asse ~, e la generatrice del cilindro y = 0, %,... a si adagi sopra l'asse '1), 

l'elica si sviluppa sulla retta r¡ =-!: ~, la quale forma coll'asse ~ un angolo IX, 
a 

detto i1lclina.ione dell' elica, e tale che tg IX = !: . 
a 

15) Applicando il movimento elicoidale (1) ai punti (X, Y, Z) di una curva 
X =/i (u), y =-/, (u), 2. =/3 (u), si genera una superficie elicoidale, le cui equa
zioni pn.rametriche Bono 

% ==/i (u) cos!p - Iz (11) sen !p, y - II (u) sen 'il + J, (u) cos If, z =Js (1/) + e rp. 

In particolare, Ir. retta X = 1 u, Y = m u, Z =- n 'u genera I'elicoide 

V
~2 + yl - m x + 1 Y .=n +carctg , 
l' +m' l~+ m y 

ti quale Bega il piano % y in una spirale d' ARCBIMEDE (p = k cp; cfr. n. 47 es. 3). 
L'elicoide dicesi retto se la retta. generatrice e normale all'asse ¡ la sun equa

,ione e #.- e are tg JI.. , 
~ 

16) L'equa.zione di 

. . 
OSSla y -=% tg - . 

o 
una superficie rotonda, il cui as se sia una retta qualsiasi 

%-a y-b s-e 
--=--=--, 

1 m 11 

.i ottiene oBservando che le equazioni 

l%+my+ 1I6=<A, 
(lJ - a)' + (y - b)' + (z - e)' = !1 
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rappresentano un cerchio, il cui centro sta su queUa retta, ed iI cui piano e per
pendicolare aHa retta; ed ogni cerchio cosi situato puo rappresentarsi a quel modo, 
pur di scegliere convenientemente i parametri A e (L. Se tra i due parametri sta
lJiliamo un legame Ii =/ (A), veniamo ad ottenere infiniti cerchi costituenti una 
superficie rotonda, di cuí la retta data e asse. L'equazione di questa superficie e 
adunque del tipo 

(s-a)' + (y- b)' -l (#-0)1 =/(l x + my + n.t). 

In particolare, S6 a = b ""'" o ==< Z = m = O, si ricade nel CIlSO ove l'asse coin
cide coH'aS8e #. 

17) Si dim08tri che la superficie del secondo ordine 

e rotonda in torno allll retta x = y = S; 8e k = O; 8i ha un cono rotondo, oirco
scritto al triedro degli as si coordinati. 

18) Si dimostri che la 8uperficie del terzo ordine 

x3 + y3 + r 3 _ 3 x y • = k8 

ti rotonda intoroo alla retta ,¡; = y = E • 

. _-------
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PARTE TERZ.A.. 

1 concetti fondamentali della Geometria Proiettiva 

CAPITOLO l. 

Elementl lmpropri. - Coordinate omogenee di punti, rette e plani. 

1 U. C~nno storieo. - La Geometria analitica cartesiana, di cuí nelle 
lezioni precedenti furono esposti i concetti, ed il Calcolo infinitesimale, 
sorto verso la fine del XVII secolo per opera di NEWTON e LEIBNIZ, dischiu
sero un campo cosl vasto di ricercl.te da assorbire quasi interamente l'atti
vita dei maggiori matematici del secolo XVIII. D'altra parte i nuovi indio 
rizzi non potevano soddisfare interamente le crescenti esigenze della tecnica, 
che in quell'epoca coropieva rapidi progressi. La. Geometria ana1itica. per
rnette benal di trattare e risolvere una vastissima categoria di problemi, 
roa le soluzioui che essa forniace nou conducono di solito a costruzioni 
semplici e pratiche; mentre per il tecnico la risoluzione grafica di un pro
blema ha spesso importanza maggiore del calcolo numerico dei risultati. 
V'era poi una. estesa serie di questioni, interessanti al tempo stesao ]e 
artí belle e la ingegneria, che la nuova scienza Don si prestava a trattare. 
Alludiamo a tutti quei procedimenti che permettono di rappresentare sopra 
un piano le figure date neBo spazio, tra cuí notissima e la pro8pettiva, e 
che rientl'ano o~gi neI campo della Geometría Descrittiva. 

1 Greui conoscevano certamente alcuno tra le regole della. prospettiva, 
ma, i precetti di que sta disciplina. non si troyano costantemente rispettati 
prima. del Rinascimento. Furono appunto alcuni dei maggiori artisti di 
quell'epoca che fissarono in modo preciso le regole del disegno prospettivo; 
bastera citare LEO N BATTISTA ALBERT! e PIER DELL.A. FRANOESC!. verso 
la meta del secolo xv, LEONARDO DA VINCI e ALBERTO DttRER Bul prin
cipio del secolo successivo. 

Solo piñ tardi i geometri si interessarono dei metodi della prospettiva, 
e ne fecero applicazioni scientifiche. Ma gli stessi risultati brillan ti rag
giunti per questa via dal DES!.RGUES e, a. qllanto pare, dal PASOAL, sulla 
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prima meta del secolo XVII, rimusero isolati e quasi obliati per un lungo 
periodo ancora, fino al giorno in cui i1 graude scienziato francese MONGE, col 
trattflto di Gé01netde descriptive (1795) e colle lezioni, espose e diffuse 
un metodo sistematico per riprodnrre sopra un piano le figure solide, in modo 
che ual disegno si potease ricostruire l'originale, come quello da questo . 

.All'opera di MONGE si puo far risalire il risorgimento degli sturli 
geometrici. Le numerose relazioni tra la figura soJida. e le sue immagini 
piane, che il MONGE mette in luce, inducono uno degli ultimi e maggi()ri 
lIuoi diseopoli, il PONOELET (1822), a. studiare quelle pi'Opríet:\ di una figul!l 
che si conservano nella proiezione (ci06 nel disegno prospettico). Le dette 
proprieta forman o il soggetto della Geometría pt'oietf'iva, che per opera di 
lIolllUS, S'l'EINER, CHASLES, STAUDT ... (nella prima IDeta del 8ecol0 XIX), 
va staccandosi via vía dalla Geometría descrittiva, come pure dalla Geome· 
tria elementare, ed assumendo un carattere autonomo. 

La Geometría proiettiva, per la larghezza di vedute che la ispira, na 
un notevole valore teorico, e per la simmetria. ed il rigore dei suoi metodi 
presenta singolari pregi estetici. Noi pero, per i limiti imposti aquesto 
trattato, dobbiamo accontentarci di esporre solo i concetti fondamentali 
della nuova scienza, che trovano applicazioni nella teoría. delle curve e 
superfieie di secondo ordine, cui Bono dedícate le ultime Partí di questo 
Trattato, nella Geometria descrittiva., ed in vari altri rami di matematiche 
pure ed a.pplicate. i 

Uó. PrOlezione e sezione. - 1 metodi per rappresentare sopra un 
piano le figure dello spazio fauno uso costante di due operazioni, proiezione 
" ,ezíone, che sono fondamentali per la. Geometria. proiettiva.. 

Bccone le definízioni, poste runa di fronte all'altra. 

Proiettare da un punto S (centro 
di proiezione) una figura composta di 
punti e rette, significa. condurre b 
rette e i piani che congiungono S ai 
punti e alle rette della. figura. La 
nuova figura coal ottennta, composta 
di rette e piani u8centi da S, si 
chiama proiettante o vÍ8uale della 
tlgnra primitiva dal centro S. 

Proiettare da una, retta 8 (asse 
di proieziorr e) una figura composta di 
punti, sigllifica comlurre i piani che 
congiungono la relta , ai punti della 
figura . 

Segare con un piano (J (piano di 
Bezione o quad'ro) una figura composta. 
di piani e rette, significa determinare 
le rette e i punti in cui (J sega i 
piani e le rette della figura. La nuova 
figura cosl ottenuta, composta di 
rette e punti giacenti in (J, si chiama 
Bezione o traccia della figura primi
tiva (eseguita) col piano (J. 

Segare con una retta , (tra8vcr
sale) una fignra composta di piani, 
significa. determinare i punti ínler· 
sezioni della retta , coi piani della. 
figura. 

• eh! voles.e e.tonde .... le su. cognizioni nel dominio della G80metrl .. prolettlva. potrebbe leggere coa 
untRgj!"lo 1. ope16 oitate nena prefa.lone di que.te volume. 
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E chia,ro poi chE' in geometria piana. si potra proiettare da un punto 
nna figura composta di puuti, e segare con nna retta una figura composte. 
di rette. 

Spes!'!o le due operazioni di proieziülle d~ un punto., e sezione cün un 
piano., si riuniaconü per fürmare una sola operazione, che prende .il nüme 
di proiezione da un centro S soprl~ un piano (J. La üperazio.ne ai eseguisce 
prüiettando la figura data dal centro. S) e segandone la visuale co.I piano. o. 
La figlll'a che cü81 si ottiene in (J dic8si appunto proiezione della figura 
primitiva da S sopra o. Essa e formata dai punLi e dalle rette che son 
proiezioni (da S so.pra o) deí punti e delle rette della figura primitiva. 

La proiezione dall'occhio di un osservatore, SOP1'(\ un piano, di una fignra 
.ituata dietro al piano e la prospettiva della figura. L'ombra di un corpo opa.co 
80pra un piano e la. proiezione del corpo sul piano dal centro luminoso. 

116. Punto aH' infinito di una retta. - Esaminando. nei casi ¡¡iu 
semplici le üperaziüni üra definite aiamo cündo.tti a müdificare il linguaggiü 
della geümetria elementare, in guisa da renderlo. a tto. ad e8primere, nella 
forma pii'l. semplice, le relazioni che andremo a stabilire. 

Sia u una retta pnllteggiata (o. brevemente una punteggiata), cioe una 
retta. di cuí düvremo cünsiderare i singoli punti. , Prüiettandü la punteg
giata u da un centro S~ ad essa esternü, rica-
ViSillO., da o.gni punto A di u, una retta a del 
(ascio S; e viceversa, ogn i retta a del fascio. 
(salvo. una. eccezione di cuí. parleremo.) oi da. ) 
come sezio.ne un punto. A della. punteggiata. Tm 
la punteggiata u e il faseio viene dunque a sta 
bilirsi, ,mediante l'üperazio.ne di proiezio.ne, una. . 11 - l. 

oorrisponaenza biunivooQ,~ detta corrüpondenza 
prospettiva. Easa pero ammette una. eccezione, 
giaeche vi e una retta. i del fascio, pa.rallela ad u, 
aHa. qua.le no.n cürrispo.nde nessun punto di u. 

Ora il presentarsi di una. eccezione nell'enunciato di un fa tto coa] 
semplice lascia prevedere una crescente complicazio.ne di linguaggio, quandü 
ti prenderanno in esame casi piu generali di proiezione. Cercheremo. percio 
di togliere, almeno formalmente, la eccezio.ne müdificando convenientemente 
il linguaggio.. 

SUPPo.niamo., a tal fine, che una retta m del fascío S parta dalla. pOoi
zione a e ruüti intorno. ad S, ad es. nel verso della freceia. TI punto. ]1[, 

lezio.ne di m con u, si mllove sopra. u sempre in uno stessü verso. (segnatü 
con una freccia), e va allüntanandosi indeflnitamente da A, mentre 'm tende 
a raggiungere la posizione i. Co.nverremo di dire che, quando. m viene a. 
co.incidere con i) il punto. M si porta nel punto rill'in:tinito (o nel punto 
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imp"oprio) della retta u. La. retta i, para11ela ad u, ha in comune con tt 

(secondo questa locuzíone) il punto a11' infinito Ioo di u (o di i). 
Volendo organizzare in forma logica la geometría proiettiva., giova 

presentare la stessa convenzione nel modo seguente. La Geometría proiet· 
tiva riguarda come punti di una retta, non solo i punti intuitivi o propri, 
che la geQmetria elementnre considera, ma pure la di1'ez'ione dalla retta, 
alla qua,1 direzione essa da. il nome di punto all' infinito (o improp1·io). Con 
cio l'affermazione evidente: «due rette parallele hanno la atesaa direzione » 
si traduce nalla nuova forma: «due rette para11ele hanno lo stesso punto 
a1l' infinito », o «si incontrano nel punto 110]1' infinito ». 

Accolta la convenzione, potremo dire che uue rette distinte di un 
piano banno sempre un punto comune, proprio quando si segano (nel scnso 
della geometria. elementare), improprio se sono paranele. 

Proiettare da S il punto aH' infinito Ioo di una retta u, vuol dire 
condurre per B la i parallela ad u j ed 1". e la sezione di i con u. Con 
cío sparisoe la eccezione, che aveva.mo sopra rilevata nella corrispondenza 
prospettiva. tra punteggiata e fascio. 

117. Movimento proiettlvo sQpra 1ma retta, segmenti proiettivi. -
Proiettiamo ora una punteggiata t¿ sopra una nuova retta u', da un centro B . ~ 

- , che non appartenga a nes· 
í 1.r:. .. . Buna delle due rett~. Ogni 
! /, punto A, B, ... di u foro 
¡/f 
; ...... t, nisce sopm u' un punto 

~.~j.::::<: .. . t ... _ .... _ .... n; .. - proiezione A', B', ... ; e, 
.... viceversa: i lll'imi punti 

...... ·····7 ····::·::.:: ··A·~.:... possono riguardarsi come 
.' , ..... proiezioni degli ultimi. ... ,....... ! ........ ........... _. . Tra le due punteggiate 

- - tl ..... é J ¡ B····, Í... ' . 'a, tl viene a stabilirsi 
una COl'l'Íspondenza biu· 
nívoca (detta prospettiva), 
la quale non ammette eco 

ceziolll III virtil della convenzione ora illtrouotta. 1u fatti al punto all' infi· 
nito Ioo di u corrisponde la intersezione I' di u' colla parallela ad u uscente 
da. S j e similmente al punto J di u, che appartiene ad una retb1 proiet· 
tante parallela ad 'U', corrisponde il punto a]l' infinito J'"" di u'. 1 punti J 
ed r, generalmente propri, cuí eorrispolldoDO punti impl'opri sopra u' ed v, 
dironsi pttnti di fuga o punti limite di t¿, Uf, rispettivamenté. 

Supponiamo che un punto mobile descriva par intero una. delle due 
ratte, ad es. la u', nel 'verso della frecc¡a.. n punto corrispoudente sopra. u 
partira dalla. posiziona J, e, variando nel verso della freccia, descrivera 
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anzitutt-o la semiretta u a destra di J, andra. nel punto loo (quando il primo 
punto mobile passa per 1'), ricomparira poi sulla retta u a sinistra di J, 
e descrivera, sempre neHo stesso verso, la rimanente semiretta u, fino a 
ritornare in J. 

Mentre il punto mobíle sopra u' percorre un segmento A' B' o B' 0', 
il punto corrispondente sopra u descrive una parte di que sta retta, che e 
un segmento propriamente detto, come A B, se A' B' non contiene il punto 
limite 1', oppure (nel caso opposto) si compone dei due prolungamenti di 
un segmento B a, dei quali il prolungamento a <lestra di B ti la. proiezione 
del segmento B' 1', ed il prolungamento a sinistra di a e la proiezione del 
segmento l' a'. 

Allo scopo di esprimere nel modo piii perspicuo questi vari fatti, e 
di assimilare col linguaggio, per quanto e possibile, i fenomeni che acCl\
dono su due punteggiate proiezioni Puna dell'altra, si stabiliscono le se
guenti convenzioni: 

al Si introduce, accanto al movimento mett'ico sopra una retta u 
fornito dall' intuizione, un movimento proiettivo, in virtU del quale un punto 
mobile, partendo da una posizione qualsiasi J, descrive, in un dato verso, 
anzitutto una meta della retta, passa per íl punto aH' infinito, ricompare 
sull'altra semiretta, e la descrive tutta in quel verso fino a ritornare al 
pnn to di partenza J. 

b) Si chiama segmento proiettivo, sopra una retta, non solo il seg· 
mento finito considerato nella geometria elementare, roa pure l' insieme dei 
due prolungamenti di un segmento finito, od anche nna semiretta (che e 
limitata. da un punto proprio e dal punto all' infinito). 

Segue da queste convenzioni: 
1) cbe, neLla Geometria proiettiva, un punto non spezza la. retta 

rn due par ti, potendosi ancora passare dall'una all'altra banda del punto 
con un movimento proiettivo, senza oltrepassare il punto; 

2) che due punti limitano sopra una retta due segmenti proiettivi, 
i quali hanno in comune quei due punti, e nessun altro; 

3) che, operando per proiezione e sezione, un movimento proiettivo 
si con verte in un movimento proiettivo, ed nn segmento proiettivo in UD 

segmento proiettivo. 

118. Coppie dI ell'menti che si separano. - Se nell'uno dei due 
segmenti proiettivi, aventi per estremi A e B, fissiamo un punto a e 
nell'altro un punto D, e chiaro che per andare, con un movimento proiet
tivo, da A a B, si dovra oltrepassare a o .D. Si dice percio che i punti 
a, D 8epa"ano, o dividono, i punti A, B. Risnlta poi che anche A, B sepa· 
rano a, D; in breve le coppie A B e a D si 8epamno. 

Una nozione analoga si puo introdurre nei fasoi di rette (o di piani) 
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Si osservi anzitutto che due rette a, b di un fascio determinano nel fascio 
due regioni, dette angoZi completi, di cui una comprende le rette del fascio 

appartenenti ad uno degli angoli (!-b 
--A-----eG-o --JJ~o~---:;¡-- ed all'opposto al vertic~ Paltra coro , 

risponde ai due angoH a b rimaneuti. ' 
Se e e d Rono due rette, di cui una 
appartenga all'una. e l'altra all'altro 
degli angoli completi a b, diremo che 
o e d separano a, b; ecc. 

Coppie chesi separano danno, per 
proiezione o sezione, coppie che si 
separano. 

119. Retta all'infinito di un 
piano. - Per introdllrre una nuova 

convenzione relativa agli elementi all'infinito, consideriamo ora un piano:n: 
ed un punto S es terno al piano. Ogni punto ed ogni retta di :n: fornisce, 
mediante proiezione da 8, una retta ecl un piano della stella 8 j e vice
versa, quando si faccia. astrazione dalle rette parallele a :n: e dal piano 
parallelo a :n: che pass3no per S. 

Ora. una retta r paralleIa ad un piano :n: ti paraUela ad infinite rette 
di :n:, le qua.li, per una convenzione gia fatta (n. 116), hanno in comune, 
tra loro e con r, il punto aIl'inftnito. El quindi naturale diTe che una retta 
parallela 3,d un piano ha in c~muue con questo il proprio punto aIl'infi.
nito. Un piano contiene, in conseguenza, il punto all'infinito di ogni sua. 
retta, e di ogni retta ad esso parallela. 

Le infinite rette para.llele a :n: condotte per /:3 stanno in un medesimo 
piano (1, paranelo a :n:. 1 punti aIl'infinito di quelle rette appartengono 
contemporaneamente a :n: ed a (1. Si suole esprimere brevemente questo 
fatto dicendo che due piani paralleli hanno in comune una t'etta all'inji
nito (o retta impropria), la quale contiene i punti all'iufinito situati nel 
Puno o nell'altro piano. 

L'ultima convenzione puo anche presentarsi cos1. Si dice talvolta che 
« due piaui paralléli hanno la atessa giacitura »j ora si trova opportuno 
di sostituire alla parola giacitura la locuzione retta all'injinito (o impro
pria); con cío la frase tra virgolette si muta precisamente in quella da noi 
sopra adottata. 

In vutu di queste convenzioni, possiamo affermare che: 
1) una retta ha sempre in comune con un piano un punto (proprHJ 

od improprio), a meno che la retta non appartenga per intero al piano; 
2) due piani distinti banno sempre una retta comune (propria se si 

segano nel senso della Geomet.ría elementare, impropria se sono paralleli). 
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Possia,mo dire finalmente che, mediante una proiezione da un centro S, 
si viene a stabilire tra un piano :t ed una stella S una corrispondenza 
biunivoca Benza eccezioni (oorrispond6nza pt'ospettiva), in virtU della quale 
ad ogui punto o retta di '" corrisponde, rispettivamente, una retta od un 
piano per S, e viceversa. In particolare, la retta all'infinito di :t ha per 
corrispondente (proiettante) il piano a parallelo a :t. 

120. Proiezione di una figura piana sopr&-un altro piano. - Se
gando la stella S del numero precedente con un piano :t', di verso da :t e 
non passaute per S, ottcniamo una corrispondenza biunivoca (prospettiva) 
tra i due piani :t, :t'. Ad ogni punto A. e ad ogni retta (( di :t corrispon
dono, su :t', il punto A' e la retta a', che sono proiezioni di queUi, da B 
su :t'; e viceversa. 

La corrispondenza non presenta ecceúoni, quando si tenga conto delle 
convenzioni fatte (n. 119). 

In particolare, la. retta alPinfinito ioo di :t ha per immagine in n,' 

queHa retta i', generalmente propria, che ti l'intersezione di n' col piano 
cOlldotto per S parallelamente a :t. La 
rett,a i' dicesi retta limite, o retta di 
fuga del piano n'; essa ti para,Hela alla 
intersezione r dei piani :t, :t', e contiene 
la proiezione I' di ogní punto all'infi
nito Ioo di:t. Similmente vi sara su:t' 
una retta limite j (pure parallela tid t'), 
corrispondente alla retta all'innnito j' 00 

di :t'. 
Una ngma Jj1 di :t ha, come coro 

rispondente in n', una ngura P', che e 
l'immag'ine prospettiva di quella. Tra le 
due ngure passano aleUDe relazioni evi
denti. Oos'l., se in lP un punto A sta 
sopra una retta a, il punto immagine A' atara ¡¡ulla retta irnmagine a'; 
e se piil punti di P sono aIlineati o piil rette concorrenti, i punti e le 
rette immagini in P' saranuo allineati o concorrenti. Queste affermazioni 
valgono senza eccezione, solo qllando si accettino le convenzioni dei 
nn. 116, 119, e quindi i punti e le rette possano eS8ere propri od im· 
propri. Oosl aocade che due rette parallele di n (aventi in comune un 
punto di i 00) hanuo per immagini in n' due rette secantisi in un punto, 
generalmente proprio, di i'; e viceversa. Un parallelogramma di :t ha per 
immagine un quadrangolo, in cuí le coppie di lati opposti (prolungati 
quanto occorre) si segano in punti, generalmente propl'i, di ir; ecc. 

Questi fenomeni della deformazione prospettiva sono abbastanza noti, 
perche non occorra insistervi ulteriormente. 11 rilevarli giova pero a giustif¡· 
care l'utilita delle convenzioni introdotte. 
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121. Piano all'inftnito. - Ricordando che il punto all'infinito di una 
retta (propria) appartiene alla retta all'innnito di un piano quanqo quella 
retta e parallela a questo piano, o vi giace (n. 119), si giustifieano facil· 
mente le due proposizioni seguenti: 

Due punti all"injinito detet'minano una ed una sola retta all'infinito, 
che Zi contiene. 

Due rette all'infi'llito hanno in comun8 uno ed un solo punto all'infinito. 
Le proposizioni stesae traducono infatti, nel nuovo lingllaggio, due 

noti teoremi di geometría elementare: « un piano, che Bia para.Ilelo a due 
rette di un piano, e parallelo a queato piano»; « una. retta, ch~ aia 
parfll1ela a due piani secantisl lungo una retta, e parallela aquesta 
retta ». 

Segue da quelle proposizioni che i punti all'infinito e le rette aIl'in· 
finito "Si comportano come i punti e le rette di un piano. Sorge quindi 
l'idea di chiamare piano all"infinito (od improprio) l'insieme dei punti al
l'infinito e delle -rette all'infinito dello spazio. TI piano all'íllfinito e unico ; 
ad e880 appartengono tutti i punti all'infinito e ttttte le rette alZ'infinitq. 
Ogni retta propria ha con esso un punto in comune, il punto all'infinito 
dalla retta; ogni piano proprio ha con ell80 una retta comune, la retta 
all'infinito di quel piano. 

Con cío abbiamo esaurito le convenzioni relative agli elementi Ímpro· 
pri. In breve, noí abbiamo aggiunto agli inflniti punti intuitivi, o propri, 
dello spazio, le direzioni delle rette (proprie) che abbiamo chiamati p'Unti 
improp1"i; alle infinite rette intuitive, o proprie, abbiamo aggiunto le gia. 
citure dei piani, o rette improprie; agli infiniti piani intuitivi, o propri, 
abbiamo aggiunto il piano imp1'op"io, insiome delle direzioni e delle gia
cíture. In questo spazio ampliato opera la Geometría proiettiva, la quale, 
in virtu di tale ampliamento, riesce ad attribuire alle relazioni diposi
zione tra punti, rette e piani una forma semplice e comprensiva., cbe 
ma.nca agli enunciati della Geometría elementare. 

1 concetti di punto e ratta aU'infinito si trovano gia in DEHRGUES (1639); 
mentre il piano aU'infinito fu introdotto da PONcELE'r (1822). 

Sebbene nel fissare le convenzioni relative agli elementi impropri si sia fatto 
uso tacitamente del postulato V di EucLIm:, il quale aft'erma in sostanza che so
pra un piano e per un punto si pui> condurre UDa sola retta che nOD incontri 
una retta assegnata in quel piaDo, fu 08servato tuttavia (dal KLl~lN) che la Geome
tria proiettiva e indipendente da quel postulato, e vale anche quando il postulato 
stesso venga sostituito con una delle due ipotesi a cui si pervientl negandolo 
(ipotesi di LOBATSCHEFSKIJ, o della geometria iperbolica, la quale aft'erma chlo per 
un punto e sopra un piano si pOS8ono condurre infioite rette non secanti una 
retta del piano; ipotesi di RU:UANN, o della geomttria ellittica, secondo la quale 
due rette di un piano si incontrano sempre). Si dovranno veramente modificnre 
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in cOnl!6guenza le convenzioni, con cui gli elementi impropri fmono introdotti 
(convenzioni che anzi non occorrono nella ipoteai di RJlmANN), mil. sempre si potra 
procedere in modo che valgano le PI'oposizioni sopl'a le quali la Geometria proiet
tiva. 6 fondata, 

122. Proposizioni fonda.mentaU relative aIla mutua poslzioni di 
punti, rette e piani. - Per giustificare un'affermazione precedente pre· 
seutiamo qui aleuní enunciati, validi par elementi propri od impropri, i 
quali riassumono, nel nuovo linguaggio, numerose proposizioni 4i geo· 
metría elementare. Riuniremo a coppie questi enunciati per mettere in 
ril ievo un'analogia, di cui dovremo discorrere nel n. 123. Faremo poi 
uso, per brevita, delle locuzioni seguenti: Se un punto sta sopra una 
retta, diremo inrlifferentemente che il punto appat·tiene alla retta, o che 
la retta appm'tiene al punto, o che il punto e la retta si appartcngono j e 
lo stesso verbo adotteremo per i casi aualoghi di un punto con un piano, 
o di una retta con un piano, Diremo poi che certe condizioni individ1¿ano 
un punto, o una retta, o un piano, quando esse determinano in uno ed 
in un sol modo quel punto, ecc. 

a) Duc punti individua/lo una 
retta, a cuí c8si appartcngono (la loro 
eongiungente), 

b) Trc punti, che non appat'ten· 
gano ad t¿na stcasa t'etta, individuano 
un piano, a cuí essi appat'tengono (il 
piano che li congiunge), 

c) Un punto ed una t'etta, che 
non si appa¡·tengano, individl¿ano 1m 

piano (congiungente), a cuí entmmbi 
appartengono, 

d) Se dt¿e plwti di una ,'etta 
appartengo1lo ad 1111 pia.no, la retta 
appartiene al piano. 

e) Duc rette appartenenti ud uno 
Itesso punto, appm'te1!gono p1WC ad 
uno stesso piano, 

I a') Due piani individuano 1¿?U¿ 

,'etta, a cui tssi appartengono (la loro 
intersezione ). 

b') Tre piani, che non apparten
gano ud 1¿na stessa retta, individuano 
un puntlf, a c,,¡ essi appartengono (in 
cui si segano), 

C'¡ Un piano ed una rctta, che 
non si appartengano, indíviduano un 

punto (intersezione), a cuí entrambi 
al>pat'tengono. 

d') Se duc piani (passanti) per 
una ,'etta appartengono ad 1m p1mto, 
la retta appartiene al pt¿nto. 

e') Due rettc appa1'tenenti ad uno 
stesso piano, appa1'tengono pure ad 
ttnO stes80 punto, 

Abbiamo detto che le díeci proposizioni vaIgono per elementi propri 
od impropri. Cio si giustitica osservando che, se si parte da una qualsiasi 
delle proposizioni stesse, e si fanno le varie ipotesi possibili relative al 
Vesser propri od iropropri gli elementi ivi considerati, si ricade sempre 
in note proposizioni di Geometría elementare. Cosl ad es. la a), secondo 
che dei punti ivi nominati sí suppongono propri due, uno o nessuno, si 
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traduce rispettivamente nel primo postulato della retta, nel postulato delle 
parallele, o nella prima proposizione del n. 121. Ma da questa semplice 
verifica segue u na eonseguenza notevole: Ogn'i proposizione dedotta logi
camente da quelle dieci fondamentali (8enza introd1lrre nuovi concetti) vale 
indifferentemente per elementi propri od improp,·i. La stessa eonseguenza 
sussisterebbe per un teorema la cui dimostrazione si fondasse, oltre ch~ 
8ulle dieei proposizioni nominate, anche sopra altre pur valide per elementi 
propri ed impropri. E siccome aquesta condizione soddisfano tutti i pl'in 
cipi che servono di base aUa Geometria proiettiva, si conclude: Ogni pro· 
prieta di Geometria proiettiva sussiste indifferentemente per eletl'tenti p"opri 
od impropri. Quana.o dunque ne1la Geometria proiettiva si nomina un punto, 
una retta, od un piano, e sottintes(1 che l'e]emento potra essere proprio 
o improprio. Va notato pero sin d'ora che i teoremi di Geometria proiet· 
tiva contemplano soltanto la mutua pOllizione degli elementi (appartenenza, 
allineamento di pllllti, conCOl'renza di rette ... ), sono, come suol dirsi, di 
natura grajica; ma nOll riguanlano questioni di misure, o metriche, nOll si 
occupano adu~qne di eguaglianze di segmenti, angoli ... Nella Geometría 
1netrica la distiuione tra elementi propri 'e impropri va sem~re fatta, e 
quando non vi si accenni esplicitamente, si intende cJ:le i puntl, le rette 
e i piani di cui si parla sono prop,'i. 

123. Legge di dualita.. - Ad un'altra conseguenza, di importanz;\ 
IIonche maggiore, si perviene con un ragionamento analogo, se si osserva 
cbe ciascuna delle <1:ieci proposizioni fondamentali si muta in un'altra di 
quene (scritta di fronte), quando nell'enunciato della prima si scambino 
tra loro le parole punto e piano, las ciando inalterata la parola 'retta. Un 
siffatto scambio si chiama trasforrnaz'ione por d~¿ulita (nello tipazio), e due 
proposizioni, che es so converta Puna. nell'altra, diconsi duali. Dunque le 
cinque proposizioni di sinistra sono duali, ordinatamente, delle cínque 
proposízioni di destra. 

N oi oi limitiamo a constatare questo fatto; easo dipende, in parte, 
dalla natura deUo spazio, come ci vien rappresentato dai ~ensi aiutati 
dalla facolta. di astrazione, in parte dalle convenzioni con cui abbiamo 
introdotti gli elementi impropri. Ma da questa osservazione segue che ogni 
proposizione dedotta logicamente da quelle dieci fondamentali (s enza intro
durre nuovi concetti) da luogo ad tm'altra P"oposizione pur vera, quando 
l' enunciato della prüna si trasformi per dua lita n:ello spaz'io) vale a dire, 
quando in esso si scambino tra loro le p'arole p7tnto e piano, lasciando 
inalterata la parola retta. Infatti la stessa dimostrazione della prima pro
posizione si muta, con quello scambio, llella dimostrazione della, seconda 
Siccome poi tutta la Geometria proiettiva si fonda. sopra. le dieci propo
sizioni fondamentali gia. enunciate, e sopra altre, a cuí si applica la stessa 
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osservazione relativa a.lla. dualita, si couclude: Ogni proprieta di Geometria 
proiettiva da. luogo ad un'aUra proprietit pur vera (che in casi particolari 
puo coincidere colla prima), quando nell'enunoiato di quella si eseguisoa lo 
soambio per dualitit. Di due proposizioni duali basta dimostra.re una. per 
os ser sicuri che sussiste anche l'altra. In ta.le affermazione consiste la 
legge di dualitit ",ello spazio. 

Si ol!lservi pero, in primo lnogo, che la legge si potra. a.pplicare ad 
una proposizione, solo quando la dimostrazione di questa si appoggi esclu· 
si vamente sopra proposizioni fondamentali trasformabili per dualita; da 
questa condizione po tremo, in certi casi, liberal'ci nel seguito quando 
riusciremo a giustificare per altra vía la legge di dualita. 

Si os s ervi, in secondo luogo, che per applicare ad una proposízione 
la legge di dualita occorre che la proposizione sia enunciata in forma 
grafloa (n. 122); alle proposizioni metriche la legge di dualita, in generale, 
non e applicabile. 

Due proposizioni duali si riferiscono a due figure che si chiamano 
pUl' duali. Ad ogni punto, retta, o piano dell'una corrisponde, rispottiva· 
mente, un piano, una retta od un punto doll'altra; e se piu elementi della 
prima figura sono legutí da qua.lcbe relazione grafica, la relazione duale 
passera tra gli elementi della seconda figura. Oosi, ad es., se due elementí 
della prima figura si appartengono, si apparterranno gli elementi corri· 
spondenti della seconds; se tre o pia punti della prima. figura sono alli· 
neati, i piani corrispondenti della seconds passeranno per una stessa 
retta, ecc. 

Accanto alla legge di dualita ",ello 8pazio, di cuí ora abbiamo discorso, 
vanno ricordate altre due leggi di dualita, l' una. valida in geometría pía.na, 
la. seconda nella geometria della steUa. La legge di dualita piana. afferma 
che da una. proposizione grafica dí geometría piana si puo dedurne 
un'altra, collo scam bio delle parole punto e retta; quindi da una proprieta 
dei vertici di un n.gono piano, una. proprieta dei latí di un n.latero. ¡ La 
legge di dualita nella stella. autorizza lo sca.mbio delle pa.role retta e piano 
(uscenti da. un punto, centro delIa stella). 

Le dile leggi ora menzionate si giustificano in modo analogo, sebbene 
meno semplice, dí quello tenuto a. proposito della dualita nello spazio. 
N oi, del resto, dovremo in segnito giustificare per altra via queste leggi, 
e per ora. ci limiteremo ad applicarle a quelle proposizioni, le cui dimo· 
strazioni possono trasformarsi immediatamante coi detti scambi di parole, 
Benza perdere la. loro validita. 

1 Nal seguito, flnch~ non 81 iotrodocano nnove conTenzioni, per n.gono piano .i intendera una figura 
deterlllinata da .. punti di nn piano (~lTtici) a •• egnati In dato ordine, e dalla rette (latí) che oongiunj!'ono 
eia8()Un vertioa col sncC8ssivo e ]'ultimo 001 primo. L'n./atero b la .teasa figura, ohe si cOllsidera costrnita a 
partire dalle " rette (Iatl). i Dlrt"" e.sendo ínter.e.ionl delle copple di latl conaecutlTi. 

12 - G. CUTIILIJUOVO, L.zion' d, G •• ""tr '''' a"aZiti." 
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La legge di dualitA (o reciprocita) nel piano e ne110 spazio fu rilevata. da 
PONOKLB;T (1818), pa.rtendo da. consideraúoni di tutt'altra natura, ed enunciata 
in tutta. la sua estensione da GERGONNE (1826), 

124. Esempi di pl'oposizioni graftehe. - Le considerazioni dei nn. 122 
e 123 si applicano, ad es., alle seguenti proposizioni, che si appoggiano sol
tanto sui principi del n. 122. Si osservera, /lel confrontare gli ennnciati 
corrispondentisi par dualita nallo spazio, che la coppia di relte 8ecantisi 
(in un punto proprio od improprio) o, come si suol dire, ooppia di rette 
,ncidenti, e un ente duale di se stesso (n. 122, e), e')); e, per conseguenza, 
e duale di se stessa la eoppia di rette non incide¡~ti, o rette sghembe. ' 

Occupiamoci anzitutto dei d ua problemi: 

a) Pet' un dato punto eondurre 
una retta che inoontri due rette sghem
be a88egnate, neS8una delle quali pa88i 
peZ punto. 

Se P e il punto ed a, b son o 
le rette date, la retta richiesta do
vra. appartenere al piano P a ed al 
piano Pb, sara. dunque l' intersezione 
dei piani Pa, Pb. 

a') In un dato piano eondurre 
una retta che ineontri dtte rette sghem
be aS8egnq,te, neS3una delle quali giao
cía nel piano. 

Se re e il piano ed a, b sono 
. le rette date, la retta ricltiesta do

vra. appartenere al punto re a ed al 
punto reb, sar~\ dunque la congiun
gente i due punti re a, re b. 

1 due problemi hanno sempre una ed una sola soluzione. 
~) }i]sistono inftnit8 rette ohe 8egano tre rette date, sghembc a due a 4ue, 

ed una qualsiasi di quelle puo costruirsi: 

o assumendo un punto arbitra
rio sopra una delle tre rette date, 
e conducendo per esso la retta cbe 
sega le altre due. 

y) Se piu rette S1 segano a 4ue 
a due, senza passa1'e tutte per uno 
,tesBO ptmto, e88e 8tanno in uno ste880 
piano. 

lnfatti: due qualunque a e b 
delle rette date, segandosi in un 
punto, staranno in uno stesso piano re. 
Fra le altre rette del sistema ve ne 
sara. per ipotesi una almeno, o, che 
non passera. pel punto ab; essa. pero, 
dovando segare a e b, stara nel 
piano n. Ogni altra retta del siste
ma o non passen), pel pnnto ab, ed 

o conducendo nn piano arbi
trario per una delle tre date, e co
struendo in esso la. retta che sega 
le altre due, 

'1') Se piu r8tte si Begano a d1te 
a due, Benza Btare tu.tte in uno stes80 
piano, e8se passano per uno 8tel80 
punto. 

Infatti: due qualunque a e b 
delle rette date, giacendo nello stesso 
piano, si segheranno in un punto P. 
Fra le altre rette del sistema ve ne 
sara per ipotesi una almeno, e, che 
non stara nel piano a b; essa pero, 
dovendo segare a e b, passera peI 
punto P. Ogni altra retta del sistema 
o non stara nel piano a. b, ed alIora 
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aHora (come la e) stara. nel piano n; 
(1) passera. pel punto a b, ed aHora, 
dovendo incontrare la e, stara. aLche 
essa nel piano n delle tre rette 
a, b, e. 

(come la o) passera peI punto P, o 
stara nel piano ab, ed aHora, do· 
vendo segare la e, passera anch'essa 
pel punto P comune alle tra ratta, 
a, b, o. 

.\ 
• 

"\., .' ',-. ..•.. , 

121>. Forme geometrlehe fondamentali. - Nella geometría ele· 
mentare si osserva che un punto, muovendosi con legge assegnata, genera. 
una linea od una superficie; la linea, o la superficie, vien riguarda,ta come 
luogo di un punto. Ora la legge di dualita nel piano, o ne110 spazio (n. 123), 
ci conduce a considerare altresl sistemi (inviluppi) costituiti dalle infinite 
rette di un piano, o dagli inftniti piani dello spazio, che soddisfano a deter· 
minate condizioni. Riserbandoci di chiarir meglio tale concetto mediante 
considerazioni analiticbe, vogliamo qui raccogliere le deftnizioni (in parte 
gi~ date) dei piñ semplici enti generati da punti, rette o piani mobili; 
enti a cui STEINER (1832) diede il nome di forme geometriehe fondamentaU. 

a) Le forme fondamentali, in cui l'elemento generatore ~ il punto, sono: 
r. La retta punteggiata, o semplicemente punteggiata, insíeme di tutti 

i punti che appartengono ad una linea retta (cfr. n. 116,; la retta dicesi 
il 806tegno della forma. 

n. II piano punteggiato, insieme di tutti i punti che appartengono 
ad un piano; il piano e il 8ostegno della forma. 

nI. Lo spazio punteggiato, insieme di tutti i punti deHo spazio; lo 
spazio e il sostegno della forma. 

b) Le forme fondamentali, in cui l'elemento generatore ~ il piano, sono: 
l. n faseio di piani, insieme dí tutti i piani che appartengono ad 

una retta (cfr. n. 11); in 'esso il sostegno e la retta comune a tutti i piani 
(48111 del faseío). 

n. La stella di piani, insieme di tutti i piani che appartengono ad 
un punto (cfr. n. 82); qui il so8tegno e il punto comune a tutti i piani 
(olmtro della steUa). 

rrr. Lo spazio di piani, insieme di tutti i piani dello spazio; qui il 
.oltegno e lo 8pazio. 
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e) Le forme fondamentali, in cui l'elemento generatore e la retta, sono: 
J. 1l fascio di rette (o di raggi) , iusieme di tutte le rette che ap

partengono ad un punto e ad un piano per esso, vale a dire, che pas
sano per un punto e gíacciono in un piano condotto pel punto (cfr. n. 9); 
qui i 80stegni della forma sono il punto comune (centro del fascio) ed il 
piano comune (piano del fascio). 

n. Il piano di rette o piano rigato, insieme di tutte le rette che ap
partengono ad un piano; il 8ostegno e il piano. 

III. La steUa di rette (o di raggi) , insieme di tutte le rette (dello 
spazio) che appartengono ad un punto; i1 sostegno e il punto comune a 
tutte le rette (centro della steUa). 

Riguardo aqueste deftnizioni va no tato che i puuti, le rette e i piani, 
di cm si parla, pOSSODO essere indifferentemente propri od impropri. 0081, 
ad es., accanto ' al fascio proprio di rette, avente il centro ed il piano 
proprio, dovr~mo considerare il fa8cio i?nproprio di rette, di cui il piano 
e proprio mentre il centro e improprio (cfr. n. 20), ed il fascio di t'ett/l 
in~p1'oprie che ha improprio tanto il centro quanto il piano, Ed accanto 
alla stella prop1'ia di rette e di piani, avente it centro proprio, vanno 
considerate la stclla imp"opria di rette, costituita da tutte le rette dello 
spazio parallele ad una retta data, e la· steUa impropria di piani, costi
tuita da tutti i piani dello spazio paralleli a una retta data. (cfr. n. 82); 
il centro della. stella impropria e un punto improprio. 

Osserveremo, in secondo luogo, che la definiziono di una. forma fon
damentale, trasformata pt'r dualita. neHo spazio o nel piano (n. 123), for
niace ancora la deftnizione di una forma foudamentale. Precisamente, le 
tre forme fondamentali generate dal punto sono duali, nello spazio, delle 
tre forme fondamentali genera te dal piano; il fascio di rette e duale di 
se stesso, ed il piano rigato e la stella di rette sono mutua~ente duali. 

Per dnalitá. pian a si corrispondono poi la punteggiata ed il fascio di 

rette, il piano punteggiato ed il piano rigato. 
Un altro modo per classificare le forme fondamentali consiste nel 

dividerle in forme di prima, di seoonda e di terza specie, comprenden do 
nelle forme di prima specie la punteggiata ed i due tasci; tra quelle di 
seconda specie il piano punteggiato, il piano rigato e le due stelle; tra 
quene di terza specie lo spazio di punti e lo spazio di piani. I1 criterio 
che presiede a tale classificazione riguarda il numero delle coordinate 
(una, due o tre rispettivamente) che occorre conoscere per determinare un 
elemento in una forma di prima, seconda o terza specie. Di tali coordi· 
nate abbiamo gia. discorso, ad es., per le forme geneJ'A.te da punti, e par· 
leremo tl'a poco per alcune delle altre. Osserveremo inoltre esservi molte 
proprietá. che spettano a tutte le forme di una sressa specie, e non ap
partengono piu alle forme di specie diversa. Queste proprieta si potranno 
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enunci.are come relazioni tra gli elementi di nna o pio forme della stessa. 
specie, Bauza preci.sare la natura dell'elemento. Sostituendo poi, alla parola 
elemento, i termini pío precisi punto, retta o piano, si avranno altrettanta 
proposizioni relativa a11e diversa forma fondamentali (di quella specie) che 
abbiamo introdotto. 

126. Caratteri proiettiví di uua figura; scopo della Geometría 
proiettiva. - Ríprendiamo ora le considerazioni del n. 120, ove si po· 
nevano a riscontro due figure pian e F, F', proiez,ioni l' una den'altrs da 
un centro S. Abbiamo osservato allora che alcuni dei caratteri della F si 
trasmettono alla figura F t; tali sono, ad es., l'allineamento di punti, la 
concorrenza di rette, in breve i caratteri che abbiamo chiamato grafioi 
(n. 122). Altri caratteri invece della figura F si alterano mediante la 
proiezione che conduce da F ad F'; tra questi il parallelismo o l'angolo 
di due rette, la distanza di dne punti, Parea, in breve la maggior parte 
dei caratteri in cuí co~parísce il concetto di misura (caratteri metrioi). 

Per ricordare la distinzione ora fatta, si suol chiamare carattere pt'oiet, 
tivo di una figura piana ogni carattere cbe si trasmetta inalterato alle 
figure proiezioni di quella.' Un'analoga distinzione si potra fare in seguito 
fra i caratteri delle figure solide; ma quel che abbiamo detto sinora e 
sufficiente per comprendere la definizione che segue: 

La Geometría proiettiva si propone lo st1tdio dei oaratteri proiettivi 
delle figure, e delle relazioni che legano quei oaratteri tm lM'O (pro prieta 
proiettive). 

La Geometría proiettiva, in senso stretto, fa astrazione dalle proprieta 
metriehe delle figure; ma essa riesce ad estendere il sno dominio fino a 
quene, in base all'osservazione che le proprieta metriche possono dedurai 
come corollari dalle proprieta proiettive, quando ]e figure, cui si riferi· 
8cono, abbiano speciali relazioni con enti partícolari, come son o le rette o 
il piano all' infinito, ... Oosl avviene che le proprieta. proiettive di un qua, 
drangolo piano si riducono .. proprieta metriche (considerate in geometria 
elementare), quando il quadrangolo abbia speciali relazioni colla retta al 
l' infinito, sia dunque un trapezio, un parallelogramma, ecc. 

Di fronte aquesto indirizzo moderno uella Geometría proiettiva, che 
subordina le pro prieta metriche aUe proprieta proiettive, va ricordato un 
altro indirizzo, il cosidetto metodo della proiezione centrale, che procede 
in sanso inverso, ed ebbe la massima ímportanza neHo sviluppo' della 
nostra scienza. Val la pena di esporne il concetto direttivo. Volendo stn
diare le proprieta proiettíve di una figura pian a F, si cercbi se, tra le 
proiezioni di F esegnite da centri arbitrad sopra piani arbitral'i, ve ne sia 

I Si dimostr" che ogni carattere proiettivo pnó ennnciara; 80ttO tal form .. da app"rire come ClIol'attera 

tr .. üeo. PereJó nel eeguito non inremo di.tinzione rra e&.ratteri ~rafid e pr~Jettivi. 
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qualcuua F' dotata dí particolal'ita. metriche; (se F e, ad es., un quadran

golo semplice, si potra. supporre che F sia. un parallelogramma). Trovata 

una tal figura F', se ne ricerchino le proprieta. coi noti metodi della Geo

metría elementare; e tra le proprieta stesse si distinguano quelle che 
hanno ca,rattere proiettivo, dalle altre; le prime potranno senz'altro tra· 

sportarsi alla figura F, e condurranno a proprieta proiettive -dí questa.. 

Nello sviluppo del nostro corso, e colla sceIta degli esercizi, vedremo 

anche piiI chiaramente le particolarita. dell' uno e dell'altro indirizzo. 

La distinúone tra proprieta proiettive, e non proiettive, delle tignre e do
vuta a PONCELET (1822), che adopero sistematicamente il metodo della proiezione 
centraIe per arricchire la Geometria proiettiva. Lo STAUDT, per primo (1847), 

rinsd a liberare dalle nozioni metriche i fondamenti di qnesta scienza, e Begno 
cOBi la Btrada, che vien seguita. nei trattati piu moderni di Geometría proiettiva. 
1 rapporti che passano tra la Geometría proiettiva e la Geometría metrica fnrono 
messi in piena luce dal CA YLRY e dal KLEIN. 

E!lercizi. 1. - 1) Enunciare, col linguaggio della Geometria elementare, 
tutti i casi a cui da.nuo luogo le proposizioni IX), IX'), ~) del n. 124, quando si 
lIupponga che uno o piu degli elementi ivi nominati l!Iiano impropri. 

2) Se una retta a ed un piano IX sono perpendicolari, ii punto A '" della 
retta e la retta a' .. del piano son o tali che ogni retta per A .. e perpendicolare 
ad ogni piano per a'",. Le rette deBo spazio che forman o angolo retto con a 
(e colle Bue parallele) segano tutte a'"", e viceversa; quindi le rette perpendico· 
Iari ad a formano un particoIar sistema di rette secanti due rette sghambe a, a' ... 
Si applichino ad eSBe i problemi IX) ed IX') (n. 124): come si presentano gli 
enunciati' 

8) Dedurre che esiste Bempre una ed una sola retta perpendicolare a due 
rette sghembe a, b, e costruirla; di qual problema puo questo riguardarsi come 
caso particolare' 

4) Segando un tetraedro con un piano generico, si ottiene un quadnlatero: 
come deve es8er condotto il piano secante per ottenere un parallelogmmma' Proiet· 
tando un tetraedro da un punto sopra. un piano, 8i ottiene un quadrangolo; 68-
sato il centro di proiezione, come deve esser sceIto il piano, perche i vertÍci del 
quadrangolo formino un parallelogramma' 

5) Dato sopra un piano un quadrangolo, proiettarlo da un tal centro sopra 
un tale piano, che la proiezione risulti: a) un trapezio, 11) un para.llelogra.mwa, 
e) un rettangolo, d) un rombo (o losanga), e) un quadrato: negli ultimi quattro 
casi quaIe sara la retta limite del piano primitivo '1 

6) Dato un triangolo qualsia8i, proiettarlo in guisa che la proiezione risulti 
un triangolo 8imne, od anche ugualt-, 1\ un triangolo dato; (8i puo IIcegliere ad 
arbitrio la retta limite). 

7\ A quali casi puo dar luogo la proiezione di un'area (per e8. triangolare) 
di un piano n 80pra n', a seconda della posizione dell'area rispetto aUa retta. 

limite di n' 
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8) Quando la retta limite di n e propria, vi e un solo punto improprlo di 1t 

che ha per proiezione un punto improprio di r.:', e quindi vi e un solo fascio 
improprio in n che ha per proiezione un fascio improprio. 

9) Se la retta all'infinito di 7t si proietta nella retta all'inftnito di n', allora 
rette parallele di n si proiettano in rette parallele di n', ogni parallelogramma 
di n si proietta in un parallelogramma di n', ecc. Ora due sono i casi in cui quel 
fatto si presenta: l'uno corrisponde ad una particolarita nella posizione del cen
tro di proiezione, i due piani essendo arbitrari (proiezione pamllela); )laltro ad 
una particolarita. nella posizione reciproca dei due piani, essendo arbitrario il 
eentro di proiezione (omotetia); i due casi possono del resto presentarsi insieme. 

10) Una particolare proiezione paraBela e la proiezione o1·togonale di un piano 
sopra un altro (n. 87). Si dimostri che la condizione perche un angolo retto si 
proietti ortogonalmente in un angolo retto e che l'angolo primitivo abbill. uno 
(almeno) dei suoi latí parallelo al piano di proiezione; in altre parole, la sezione 
piana di UD diedro retto e un angolo retto, solo quando un lato dell'angolo e 
perpendicolare allo spigolo del diedro. 

n. Sul teorema dei h'iangoU omologici. - 11) Nella corrispondenza prospet
tiva fra due piani (n. 120), punti corrispondenti sono allineati con uno 8te8so 
punto (centro di proiezione), e rette corrispondenti si segano in punti di una 
stessa retta (intersezione dei due piani). 

12) Una figura F o, situata sopra un piano no, si proietti da due centri diver8i 
S, Sr sopra uno stesso piano 7t. Si otterrauno cosi su 7t due figure F, Fr (che 
diconsi J)roiezioni .tereo8copiche o bipolari della Fo). Chiamando ora corrispon
denti due puntí A, .A', o due rette a, a' di F, F r, quando siano le proiezioni 
di uno SteSBO punto A o, o retta. a. di F., vale i1 teorema: Le rette congiungentí 
punti corrispondenti delle due figure F, F', passano per uno stesso punto (che e 
la traccia della retta. SS'), ed i punti intersezioni di rette corrlspondenti lltanno 
sopra una medesima retta. (che e la intersezione di 7t, 1to). 

13) Due trian goli , situati in piani diversi o in uno stes@o piano, diconsl 
ontologíai (o prospettivi), se le rette congiungenti punti corrispondenti pusano per 
uno stesso punto (centro di omologia), ed i punti d'incontro di rette corrispon
den ti stanno sopra. una medesima retta (ass/I di omologia). Segue dagli es. 11), 12) 
che.: due triangoli sono omologici, sia qnando, giacendo in piani diversi, 80no 
Puno proiezione dell'altro, 8ía quando, giacendo in uno stesso piano, sono entrambi 
proiezioni (da contri diversi) di uno stesso triangolo situato in un aItro piano •. 

14) Delle due condizioni che intervengono nella deflnizione di due triangoli 
omologici, una. qualsiasi ti conseguenza dell'altra. Cio afferma il teorema dei trian
goli omologici (DxSARGl1ES, 1639), che si apezza nella proposizione seguente e in 
quella dell'es. 15): • Se due triangoli, non aventi alcun elemento comune, Bono 
C08\ riferiti che le l'ette congiungenti i vertici dell'uno coi vertici corrispondenti 
dell'altro paseino per uno ateBso punto, le intersezioni dei latí dell'uno coi latí 
corrispondenti dell'altro appartengono ad una medesima retta •. (TI teorema e 
evidente se i triangoli son o in piani diversi; in caBO opposto, si puo costruíre 
un triangolo di cuí quelli aiano proiezioni; poi es. 18». 

15) e Se due triangoli, non aventi alcnn elemento comune, son o cosi riferiti 
che le intersezioni dei latí dell'uno coi lati corrispondenti dell'altro stiano in una 



184 PARTE IlI, OA.P. I, N. 126 

stessa retta, le rette congiungenti i vertici dell' uno coi vertici corrispondenti 
dell'altro passano per uno stesso punto ». (Vale la stessa avvertenza che per l'es. 
precedente) . 

16) Si enunci e si dimostri coi metodi della geometria ele,? en tare il teorema 
dei triangoli omologici (diretto ed inverso), nelle ipotesi ohe i triangoli stiano in un 
medesimo piano e ohe l'asse di omologia sia all'infinito. Si deduca poi, col metodo 
della proiezione centrale, il teorema general e, liberandosi dall'ultima ¡potesi. 

17) Si trasformino pel' dualita nello spazi o i teoremi 14), 15) . 
18) Date in un piano due rette r, r' ed un punto P, non appartenente a 

nessuna di quene, se per P si conducono piil trasversali, che seghino r, r' nelle 
coppie di punti A A', B B', O O', ... , i punti di incontro di A B' con A' B, di 
A O' con A' O, di 11 O' con B' O, ..• stanno sopra una stesaa retta p, ohe pasea 
per il punto r r' == O, e dicesi polare di P rispetto alla coppia di rette r, r'. 

19) Un punto P' qualsiasi della retta p ora nominata ha per polare (rispetto 
ad r, r') la retta O P == p'; in altre parole: se di due punti il secondo sta sulla 
polare del primo, il primo apparterra alla polare del eecondo. Segue che ogni 
punto di p La per polare p', ed ogni punto di p' ha per polare p j la polare di 
un punto, rispetto ad r, r', non varia dunque quando il punto descrive una retta. 
passllnte per la interseilÍone r r'. 

20) Si supponga, in particolare, che le due rette ", '1" aopra nominate siano 
parallele e aia improprio i1 punto P, e si approfitti di questo caso metrico per ' 
dimostrare gli esercizi 18) e 19) col metodo della proiezione centrale. 

21) Si enuncino e dimostrino le proposizioni duali nel piano delle 18) e 19) ; 
si arrivera aila nozione di polo di una retta, rispetto ad una coppia di punti. In 
particolare, quale e il polo llella retta. al!' infinito rispetto ad una coppia di punti 
propri' 

22) Date in un piano due rette a, b ed un punto M, congiungere M col punto 
a b, senza far uso di quest'ultimo punto; (basta costrnire dne triangoli omologici 
tali che a, b e la retta richiest~ siano le congiungenti di vertici corrispondenti . 

, oppure si puo ricorrere all'es. 18»). 
23) In particolare: date in un piano due rette parallele ed un punto, con

dUlTe per questo la parallela a quelle, servendosi della sola riga. 
24) Dati in un piano due punti .A, 11 ed una retta m, determinare la inter

sezione di m colla retta. A B, senza trae ciare quest' ultima retta; (si trasformino 
per dualita piana le costruzioni relati ve ail' el!. 22»). 

25) In particolare (se A, 11 sono all' inflnito): dato un parallelogramma ed 
una retta m, condm·re una parallela ad m, valendosi della sola riga. Ricorrendo 
poi alPes. 28), si puo condurre la parallela per un pnnto assegn:¡,to ad arbitrio 
(PONCELI!.T). 

26) Se i vertici .A u Al, .As, A. di un quadrangolo appartengono ordinatamente 
ai lati a .. aJ , as, a, di un quadrilatero, ed i lati opposti .A i Al' As A, del primo 
si segano sopra la diagonal e a, al . al a3 del secondo, i rimanenti lati oppol!lti del 
primo si segheranno sulla rimanente diag01lale del secondo. 

27) Se due quadrangoli completi' A 11 O D, A' B' O' D', privi di elementi co
muni, son cosi , riferiti che cinque lati, .A B, ... , del primo seghino i corrispon-

I Un quadrangolo completo 6, come vedremo in 8eguito, la ligura composta di qllattro pnnti (vertici)o 
dalle lri rett .. (latí) che coD g;oDgono qoeatl a due a do ... La ligura dnale nel piano • 11 quadrilcúer • 
...... plelo. 
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denti cinque lati, A' B', ... , del secondo in cinque punti di una stessa retta, i 
sesti lati dei due quadrangoli si segheranno in un punto di quella retta, e le 
congiungenti vertici corrispondenti passeranno per uno stesso punto; i due qua
drangoli diconsi o·mologici. (Caso partico)are metrico: la retta sia all' infinito). 
Trasformare i1 teorema per dualitA piana. 

28) Ves. 27) pel'mette di dare un'altra risolnzione (dovuta a LAMBKRl') del 
problema: dato un parallelogramma, condurre per un punto )110 parallela a una. 
retta data, servendosi della so)a riga. Basta consi,'eral'e il quadrangolo completo 
determínato da due vertici opposti del parallelogramma e dai punti all' infinito 
dei lati, e coatruire un secondo quadrangolo, omologico aquello rispetto alla 
retta data, e di cui il punto dato sia un vertice. 

29) Se si congiullge il punto di incontro M delle diagonali di un quadrangolo 
semplice A B O D coi punti di incontro Pe Q della coppie di lati oppoati, le due 
conginngenti segano ancora i latí del quadrangolo nei vertici di un nuovo qua
drangolo, i cuí latí opposti vanno ad ineontrarsi nelle intersezioni dalla, retta P Q 
colle diagonaU del primo quadrango)o; (si dimostri in base alPes. 27), o col me
todo della proiezione centrale). 

30) Date tre rette n, b, e e tre punti allineali A', B', O', cOBtruir41 un trian
golo, i cuí vertigi A, E, O appartengano ordinatamente aUe tre rette <late e i cni 
latí B O, O A, A B passino ordinatament-a per i tre punti dati (es. 27». Nel caso 
ene le tre rette a, b, e passino per uno stesso punto, il problema generalmente 
non ammette solnzione; se ne ammette una, ne ammette infinita. Questione dual e 
ne) piano. 

31) Se due tetraedri A B OD, A' E' O' D', pl'ivi di elementi comuni, Bono cosl. 
riferiti che le rette congiungenti i vertici deU' uno coi corrispon<lenti vertici del
PaItro paseino per uno atesso punto, i punti e le rette intersezioni di spigoli e 
Caccie corrispondenti stanno in uno atesso piano. Enunciare e dimostrare il teo
rema duale (nello spazio). 

llI. Sul teorema di PASCAL. - 32) Chiameremo seilate'ro sghembo la figUl a 
composta di sei rette al! az"" aa, considerate nell'ordine acntto, non apparte
nenti tutte ad un piano, e tali che ciascuna incontri la suceessiva e l' ultima 
incontri la prima; il seilatero ha sei vertici Ai2 == a i ajl,." e sei faece a¡2 = a i a 2 , ••• , 

ed e una figura, uuale di se stessa. Ora si dimostri cbe, se in un seilatero sghembo 
Ci:¡'¡¡CIID lato (ai) sega il lato opposto (a'+3), allora le tre rette congiungenti 
coppi e di vertici opposti (Au.J w ... ) passano per uno stesso punto, e le tre 
rette intersezioni di c(lppie di facce opposte (Xi2 au , ... ) stanno in uno stesso-piano; 
(un seilatero si ottiene assumendo tre rétte a u as, a5, sgbembe a due a due, e 
tre rette «2' a., aa che segbino quelle). 

33) Segando con un piano il seHatero dell'esercizio precedente, si ottiene un 
esagono in cui i punti intersezioní delle coppie di latí opposti appartengono ad 
una atessa retta (esagono di PASCAL); proiettando invece da un punto, sopra 
un piano, il seilatero atesso, si ottiene un aeHatero piano in cui le rette con
giungenti le coppie di vertici opposti passano per uno atesso punto (seilate1'o di 
BRIANCHON) • 

34) Una applicazione notevole delle osservazioni preceden ti si ottiene, ove si 
consideri la · superficie (ipej·bol.oide rotondo ad 'Una falda) generata da una retta 
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mobile a? la quale ruoti intorno ad una retta fissa o, sghemba con a -ed invaria

bilmente collegata con essa. La. superficie contiene infinita rette a, al' a!, ...• 

!luccessive posizioni di a, le quali sono sghembe a due a due. Siccome poi la 

superficie El simmetrica rispetto ad ogni piano 7t passante per l'ass6 o (come ri

sulta ad es. dal notare che le sezioni di quella con piani normali ad o SODO cer

chi), segue che la superficie conterra un secondo sistema di rette b, bu b2, ••• , 

pure sghembe a due a due, che sono sirnmetriche delle a, al> a2, '" rispetto al 

piano 7t; e la superficie stessa puo generarsi facendo ruotare intorno all' asse Q una 

retta b. Una qualsiasi retta del primo sistema sega una qua1siasi retta del secondo 

sistema j per ogni punto della superficie passa una retta del primo ed una retta 

del secondo sistema. Tre rette del primo sistema e tre rette del secondo sistema 

possono riguardarsi come lati (rispett. primo, terzo, quinto j secondo, quarto, sesto) 

di un seilatero sghembo del tipo considerato nell'es. 32). 

35) Segando la figura con un piano normale all'asse 0, si deduce che .: se un 

esagono e iscritto in un cerchio, le tre intersezioni delle tre coppie di lati opposti 

appartengono ad una retta» (teorema di PASCAL, dimostrazione di DANDELIN). 

Proiettando invec,e la figura sul detto piano da un punto dell'asse o (per es. dal 

punto all' infinito di o) si d.educe: «se un seilatero El circoscritto ad un cerchio, 

le tre rette congiungenti le . coppie di vertici opposti passano per uno stesBO 

punto» (teorema di BRIANCHON). 

36) Se la stessa figura si sega con un piano contenente due rette della super

ficie (una del primo e l'altra del secondo sistema), si ha: « se un esagono ha i 

vertici di posto dispari sopra una retta e i vertici di posto pari lIopra una seconda 

retta, i punti di incontro delle tre coppie di latí opposti appartengono ad UDa 

terza retta:» (teorema di PAPPO; cfr. n. 23, es. 16»; mentre si ottiena il teorema 

duale nel piano, s.e la stessa figura si proietta da un punto della superficie sopra 

un piano arbitrario. 

37) Un coro11ario metrico del teorema di P APPO d}Cé: « se in 1lIl trapezio, 

di cm ..ti. B e e D siano le basi, si congi1lIlgono í vtlrtici.A e e con un punto del 

lato 'B D, le parallele alle due congiungenti, condotte per D e B rispettivamenttl, 

si segheranno sopra A e ». Ora questo coroUario si dimostra facilmente coi mezili 

della Geometria elementare j se ne deduca il teorema generale di P APPO, ricorrendo 

alla proiezione centrale. 

, 38) Del teorema di PAPPO e del suo dual e si approfitti per dare nuove liIolu 

zioni dei problemi indicati negli es. 22) e 24) 

127. Coordinate eartesiane omogenee nel piano. - Prima di pas, 

sare aUa ricerca di caratteri proiettivi delle figure, conviene esaminare 

quale influenza abbiano avuto, nello sviluppo della stessa geometria ana

litica elementare, i coucetti di cui abbiamo discorso nel presente Oapítolo. 

Fermiamoci anzitutto sulla geometría piana e 8ulla nozione di punti 

all'infinito e retta all'infinito del piano. Ed osservíamo che, mentre le coor

dinate cartesiane permettono di individuare i siDgoli puuti propri del 

piano, 8sse non si prestano a rappresentar8 i puntí impropri. Se un punto 

va alJoutanando8i all'infinito sul piano, le sue cordinate cartesiane (in gf'-
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nerale) crescono senza limite in valore assoluto, e ten dono a + tI). Pero 
al símbolo (± 00, + tI)) non corrisponde un sol punto, bensl tntti punti 
impropri del piano; per individuare un punto improprio, cioe una dire-

zione, bísognerebbe conoscere il limite cui tende il rapporto ~ delle due 
y 

coordinate del punto mobile. 
Ora, per ottenere nella geometria analítica la stessa generalita, {'he 

la geometria proiettiva raggiunge colla introduzione degli elementi impro
pri, conviene, in certe qnestioni, modificare 
il sistema delle coordinate cartesiane, in modo 
da. renderlo atto a rapprC3cntare anche questi 
nnovi elementi. Noi riusciremo a110 scopo 
rappresentando i punti dei piano, non piu 
mediante coppie, bensl mediante terne di nu
meri (x, 11, z), deí quali pero intel'essano sol
tanto i mutui rapporti. 

Tracciamo a tal fine i due assi carteo 
siani x, !I; e supponiamo anzitutto che, di 

. - • (J 

tre numeri dati x, y, z, il terzo z sia diverso da. zero. AHora sono piena· 
mente determinati i due rapporti 

(1 ) 
x 

X=-, z 
-y y --, 

z 

ed e quindi individuato quel punto proprio P che ha l'ascissa X e l'or· 
dinata y.l Viceversa, dato un punto proprio P, di coordinate cartesiane X, Y, 
si possono sempre scegliere tre numeri x, y, z (z =+= O), tali che 8ussistano 
le (1). Anzi questa sceIta puo farsi in infiniti modi; giacche si puo assu
mere la. terna 

x = X, Y = Y, z = 1, 

od ogni a.ltra terna la quale si componga di numeri proporzionali a questi. 
Oerchiamo ora di far corrispondere ad una terna di numeri, di cui iI 

terzo numero sia nullo, un punto Í1nproprio del piano. Attriblliamo percio 
ad x, y due valori arbitrari, purche non entrambi nulli, ed a z un valore 
variabile, e per ora. non nullo. Avremo in corrispondenza un punto pro· 
prio P, di coordinate cartesiane X, Y date dalle (1), il quale, al variare 
di z, si muo ve descrivendo una retta uscente dalla origine, la cui equa
zione e 

(2) (X, Y vllriabili) 

I Ne! numeri aegusntl di questo Cap. Indioheremo oon letter .. malusoole. X. Y ... le eoordinate cur. 
tesiane ordlnarie, r¡servando le lettere minnsQole "'. 11, % ••• alla eoordlnate omo¡enoe. Que.ta convenzioD' 
verri\. .. bbandonata Del 8agolto, qnaftdo si .. impo.sibile l'equlvoco. 
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o megUo 

(2') Xy - Yx=O, 

per comprendere anche il caso cbe la x o la 'JI sía nulla. Ora, se z tenue 
a zero, senza che mutino x ed 1/, i valori X, Y dati dalle (1) (od uno al· 
meno di essi) vanno crescendo senza. limite (in valore assoluto), ed il 
gunto P va aIlontanandosi all'inflnito lungo la retta. (2). Siamo condotti 
percio a far corrispondere alla terna di numeri (x, '!J, O) il punto all'infl· 
nito della retta. (2). Viceversa, dato un punto improprio P <XI' lo si con· 
giunga all'origine, e si scriva la equazione di questa retta sotto la forma (2), 
o (2'); saranno aHora x, y due numeri noti, ai quali potrebbero pure so· 
stituirsi uue numeri proporzionali. 1 due numeri x, y (o due numeri pro· 
porzionali), insieme a O, danno una terna (x, '!J, O) che faremo corrispondere 
al punto P <XI. Riassumendo: 

Segnati nel piano duo aS8i cartcsiani x, 'JI, ad ogni g?'uppo di tre nu· 
meri x] 1/, z, non tutti nulli, corrisponde un unico punto P del piano; 8e 

e ::j::: O, P ~ proprio ea ha per coordinate carte8iane ~ , ~ ; se invece z = 0, 
z z 

P sta all'injinito 81tlla retta X = Y (X, Y coordinate variabili). Vicevena, 
x 'JI 

un punto P oorri8ponde ad i?bjinite terne . di numeri; pero da una d~ QWJ8tt! 
si ottengono tutte le alt1'e, moltipUoando i tre numeri della terna per uno 
stes80 fattore non nullo. Alla terna (O, O, O) non con'isponde alClLn punto 
deZ piano. 

Tre numeri x, y, z, ai quali corrisponda un punto P nel modo detto, 
si chiamano coordina te (cartesiane) omogenee di P; la pOslzione di P di· 
pende solo dai mutui rapporti delle coordinate omogenee. 

Dalla deflnizione seguono subito alcune osservazioni. 
Vi sono tre punti del piano, punti fondawentali del sistema, o vertici 

del triangolo fondamentale, che hanno- nuBe dne coordinate omogenee, e la 
terza diversa da zero, ad es. uguale ad 1 (come si potra sempre supporre); 
~ono l'origine (O, 0, 1), il punto all'injinUo delZ'assc x (1, O, O), e il punto 
alZ'infinito dell'aslle '!J (O, 1, 0).1 punti, per cuí una delle tre coordinate El 
nulla, costituiscono tre rette fondamentali, latí del triangolo fOlLdameutale ; 
precisamente, un punto (O, y, z), sta 8ull'asse y, un punto (x, O, z) Bull'asse x, 
ed un punto (x, 'JI, O) Bulla retta all'injinito. Vi e uu punto (punto unitd), 
le cui tre coordinate sono uguali fra loro, e possono assumersi ngua.li ad 
1; e il punto (1, 1, 1) che ha le coordinate cartesiane X == 1, Y = 1. Il 
punto 0,11' inflnito della retta X = Y, congiungente il punto unita colla 
or~ine, ha. le coordinate (1, 1, O); ecc. 

Gome applicazione, cerchiamo le coordinate omogenee del punto aIl'in 
tinuo della retta 

aX + b Y + e == O. 
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Quel punto appartiene pure aUa parallela uBcente daU'origine (n. 19) 

X Y 
-b =-;, aX+bY=O, O'ssia 

ed ha quindi le coO'rdinate uguali, O' propO'rziO'nali, a (- b, a, O). 

Nella ipO'tesi di assi O'rtO'gO'nali, queste coO'rdinate sonO' prO'pO'rziO'nali 
ai coseni di direziO'ne della l'etta (n. 27). 

Osservazione. - NO'i riterremO' estesa la definiziO'ne di cO'O'rdinate 
O'mO'genee anche al casO' di punti imma,ginari; per un puntO' siffattO', unO' 
almenO' dei mutui rappO'rti delle tre cO'O'rdinate x, 11, z sara un numero 
cO'mplessO'. 

CercbiamO', 3d es., le cO'O'rdinate dei punti all'infinitO' delle rotte isO'
trope uscenti da un puntO' qualsiasi (n. 39). Quei punti, centri deí due 
fasci imprO'pri dí rette isotrO'pe,. dicO'nsi punti ciclici del pianO'. Ne ricO'nO'
sceremO' presto la impO'rtanza. 

RicO'rdandO' cbe le rette isO'trope uscenti dall'O'rigine bannO' le equaziO'ni 
(in coO'rdinate O'rtO'gO'nal i) 

X+iY=O ossia 
x y 
1- +i' 

concludiamO' che i punti ciclioi del piano hanno, rispetto ad assí ortogonall, 
le eOQ1-dinate omogenee 

(1, i, O), (1, - i, O). 

128. Equazione omogenea. di una. retta.. - Per trasfO'rmare in 
cO'O'rdinate O'mO'genee x, y, z la equazione cartesiana di una retta 

(3) aX+bY+c=O, 

si eseguiscanO' le sostitnzioni (1) a si liberi da frazioni; cO'sl si O'ttiene la 
equazione omogenea della "etta 

(4) ax + by + cz = O. 

Questa é soddiBfatta, non sO'lO' dalle cO'O'rdinate del punti prO'pri della 
retta, ma pure dall{\ cO'ordinate (- b, a, O) del puntO' all'innnitO' della retta 
stassa. Il passaggio inversO', dalla (4) alla (3), si eseguisce dividendo i 
due membri dalla (4) per z a ricO'rdandO' le (1). 

Qui si nO'ti che Ja. equaziO'ne omO'genaa. (4) 110. senso ancbe qnandO' 
due dei cO'efficienti sO'nO' nulli (nO'n tutti e tre); ad es., se a = b = O, la (4) 
si riduce a z = O, clte e sO'ddisfatta dalle coordinate omogenee dei pnnti 
imprO'pri: dunque la equazione omogenea della 1'etta all' -infinito del piano 
e z = O; mentl'e qnesta retta nO'n pO'teva rappresentarsi cO'lle ordinarie eO'O'r· 
dinate cartesiane. 
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129. Equazione omogenea di una curva piano.. - Le stesse sostí· 
tuzioni (1), che abbiamo adoperato or ora, permettono di trasformare in 
coordinate omogenee l'equazione di una. curva qualsiasi. Se, ad es., si 
tratta di una curva algebrica d'ordine n (n. "'3) 

(5) ~,..o,.. X" y. == O (r + 8 ~ n), 

fatte le sostitnzioní (1), converra moltiplicare per z,. allo scopo di liberare 
da frazioni. Otteniamo cos} la equaz'ione omogenea della curva 

(6) ~,.. O,.. X" Y' z,.-,.-· == O, 

ciascun termine della guale ha il grado n. Viceversa, una equazione razio
nale, intera ed omogenea di grado n, com'a la (6), rappresenta una curva 
a lgebrica u'ordine n, la cui equazione cartesiana (5) si ottieue dividendo 
i due membri della (6) per z,. e ricordando le (1). 

L'equazione omogenea di una curva a soddisfatta dalle coordiuate 
(omogenee) dei punti propri edimpropri della curva, dei quali ultimi, nel 
nuovo sistema dí coordinate, si riesce a tener conto. 

Osservazione. - Applicando le cose dette al caBO del cerchio, riferito 
"d as si ortogonali (n. 48), troviamo che esso ha una equazione omogenea 
del tipo 

(7) 

1 punti all' infinito del cerchio hanno coordinate (x, '!J, O) 80ddisfacenti 
la. (7), e quindi la 

Xl + y' = O, ossia J!. = + i. 
x 

Segue che ogni e~rohio sega la retta alZ'inftnito del piano nei pt¿nti 
oiolioi (n. 127, OS8.); notevole osservazi.one di PONOELET (L822), sopra cui. 
dovremo ritornare in seguito . 

.. 130. Coordina te di una retta nel pia.no. - Al n. 123 noi abbiamo 
oBservato che, nella geometria proiettiva pian a, i punti e le l'ette si com
portano in modo allalogo, di guisa che, nelle proposizioni concernenti pro
prieta graftche, e permesso lo scambio delle parole punto e retta. D'altra 
parte, nello stabilire la geometría analítica del piano, abbiamo tra,ttato in 
modo diverso il punto e la retta; il punto fu rappresentato mediante un 
gruppo di nnmeri (coordina te), la. retta invece mediante quella equazione 
lineare a cui 8oddisfano le coordinate dei singoli suoi punti. In tal modo 
la retta veníva consi.derata. come descritta dal movimento di uno dei snoi 
punti, come 80stegno di una pnnteggiata. 
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Proponendoci ora di operare sulle rette di un piano come finora a.b
biamo operato sui punti, dobbiamo cercare anzitntto il modo di individuare 
una retta mediante coordinate. A. questo risultato si puo csser condotti, o 
da considerazioni geometriche (notando, ad es., che per fissare una retta r 
nel piano basta conoscere i punti in cui r sega due rette fisse), oppure 
da considerazioni analitiche, rícorrendo alle nozioni finora acquistatc. Se
guiremo questa seconda vía. 

Fissati nel piano due assi cartesiani::e, y, noi sappiamo che ogni retta 
r puo easere rappresentata da una equazione lineare ed omogenea 

(1) ax + by + oz = 0, 

o, cio che fa lo stesso (eccettuata la retta all'infinito), dall'equazione 

aX + b Y + o == O, 

in coordinate cartesiane ordinarie. Dati tre numeri a, b, o, dei quali uno 
almeno non nullo, e nota la equazione (1), e qnindi la retta " corrispon
dente. Viceversa, data r, si potra. scrivere una equazione che la rappresenti, 
sia la (1) ad esempio; ogni altra equazione della steBsa retta si otterra., 
come sappiamo (n. 20), dalla (1) moltiplicandone i tre coefficienti a, b, o, 
per uno stes-;o fattora. Sicche, data la retta '-, saranno determina.ti i tre 
nUlneri a, b, c, o tre numen ad essi proporzionali. 

Ora una corrispondenza di questo tipo, tra ente geometrico e terna 
di numeri, ci si presento nell'introdurre le ooordinate omogenee di un punto. 
L'analogia. ci porta ad assumere i tra numeri a, b, o suddetti come coor
dinate omogenee della retta r. 

In conclusione: noi chiamiamo coordinate omogenee di una retta, ,'í

'petto a due assi ::e, y, tre numeri a, b, e tali ohe 

a::e + by + oz = O 

sia Z'equazione doUa retta in c(lo"dinate omogenee di p1tnti, od 

aX + bY + e == O 

l'equazione cartesiana della ratta. 

-131. Coordinate plüekeriane. - Le coordinata omogenee di UDa 

retta si sogliono indicare con u, v, w. La retta. da. esse rappl'esentata La 
dunqua l'equazione 

(1) ttx+",y+wz=O. 

Le tre coordinate possono aS9umere valori arbitrari, purche non tutti 
nuIli; aZla terna (O, O, O) non corrisponde neS8una retta. Se due coordinate 
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Bono nuUe (e la. terza pno quíndi supporsi uguale ad 1), la retta e fonda- 
mentale nel sistema di coordínate. Precisamente: 

le coordinate (1, 0, O) spettano all'asse delle '!J, 
» (O, 1, O) » all'asse delle al, 
» (O, 0, 1) » aUa ?"etta all'infinito. 

Se una delle tre coordinate e nuBa, la retta passa per uno dei tre 
punti fondamentali. Oosl: se ~ w = 0, la retta passa per l'origine; se u == 0, 

la retta e paraBela all'asse al; e se 'V = 0, 

p r 

la retta e parallela all'asse y. Vi e una 
retta (retta unita), le cuí tre coordinate 

. :sono uguali tra loro, e possono supporsi 
uguali ad 1; essa ha I'equazione' carte
siana X + Y + 1 == O; ecc. 

Come le coordinate omogenee di un 
punto (al, y, z) non hanno significato geome-

trico, ma lo hanno i ra'pporti X = :? , 
z 

y = ~, cOSi, non le coordinate omogenee 
z 

U - ~ V v b di retta 'U, v, w, ma j rapporti _ ~, = - anno nna interpretaziolle .., w 
geometrica. E precisamente, poiche i due segmentí O P, O Q staccati dalla 
retta (1) sugli aasi hanno i valori (n. 17) 

segue che sara. 

OP=-~, 
'U 

n 1 
U=;=- Op' 

W 
OQ = - - , v 

v 1 
V==w==-OQ" 

Dunque: i rappot'ti delle due prime coordinate n, v di ·una ,-etta, aUa 
terza w hanno valo?"i inV61"si e contmri a q~telli dei segmenti che la, retta 
Itacca 81tgli assí (a. partire dalla origine). 

Sí osservera che la conoscenza dei due numeri U e V e gia sufli
ciente, i.a. generale, per individuare una retta del piano; pereio U e V 

possono riguardarsi come coordinate non omogenee della retta, o coo1'dinate 
plüc7ceriane, come si chiamano (in contrappoato a. coordinate cartesiane) 
per riguardo al PLÜOKER, che primo introdusse (1828) le coordinate di 
una retta.1 

Va pero avvertito che le coordinate plückeriane non si prestano a 
rappresental'e le singole retta passanti per l'origine; giacche per ognuna 

1 Talvolta u. ". tD oi chiamano coordinate p¡;;ck .. ~ .... e omoget\te. 
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di esse (eccettuati gli ass1) si ha U = + <YJ, V:= ± <YJ. Questo fatto fa 
riscontro a quello relativo alle coordinate cartesiane ordinarie, le qnali 
non sono atte a rappresentare i punti di una determinata retta (all'inftnito). 

• 1~2. Equaztone di un punto In eoordinate di rette. - Dire che 
una retta p ha le coordinate u, v, te equivale a dire che e8S& e rappre· 
sentata, in coordinate te, y, z di punti, dall'equazione 

(1) Ute+vy+tez=O. 

Que8ta definizione si traduce subito nell'enunciato: 
Oondizione neces8uria e sufficiente affinche U punto (te, y, z) stia 8ulla 

retta (u, v, te) e che si verifichi la relazione (1). In coordinate non omo· 
genee, X, Y di punti, U, V di rette, la (1) diviene 

{I') UX+ VY+1=O. 

Ora la (1) contiene simmetricamente le coordinate di un punto 
P (x, y, z) e di una retta p (u, 'V, w), e da luogo a due interpretazioni di· 
verse, secondo che si fanno variare le 
une o le a.ltre coordinate. 

1) Se attribuiamo valori costanti 
ad 1(, v, ro, e teniamo quindi fis8a la 
retta p, milo lasciamo variare te, y, z, 
3d ogni terna di valori (x, '!J, z) soddisfa· 
centí alla (1) corrisponde un punto P 
della retta p; in tale ipotesi, la (1) rap
presenta la retta p (u, v, w), e la egua.· 
zione, in coordinate di ptmti, della retta 

l' ú.!I.Z} 

--~----------------~--. 

ctessa, la quale viene riguarda,ta come sostegno di una punteggiata. 
2) Se invece attribuiamo valori eostanti ad te, 1/, z, tenendo fisso il 

punto P, ma lasciamo variare u, v, ro, ad ogni terna di valori (u, v, te) 

soddísfacentí aBa (1) corl'isponde una retta p passante per il punto P; 
questa volta, dunque, la (1) ci l'appresenta il fascio di rette che ha per 
centro il punto P (x, 1/, z), e (come si suol dire) la equazione, in coordi
nate di rette, del punto P, rigu:udato come centro di un fascio. 

RiassUlllendo: 
Quando i punti si lleterminano mediante coordinate o1nogenee te, y, z, 

le rette 'vengono rappresentáte da equa:::ioni lineari ed omogenee in te, y, Z i 
quando le rette si detenninano mediante coordinate omogenee u, v, ro, i 
punti vengono 1·app1·ese1~tati da equazion'i lilleat·i ed o,-,.ogenee in u, v, w. 

• 133. Pl'oblemi fondamentall su punti e l'ette in eoordinate omo· 
ganee. - L'analogía, che fin da ora si riscontra fl'a le coordinate omo· 
genee di punto e di retta, ci si presentera anche piu spiccata. trattando 

la - G. CüTlOLIIUOVO. Ltrum' di Geomdria a",ditV4. 
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in eoordinate omogenee i prob1emi fondamentali sulla mutua posizione di 
punti e rette, problemi che gia. in gran parte abbiamo risolto mediante 
coordinate non omogenee di punti. 

a) Se un punto muovendosi de
scrive una pumeggíata p, le coordi
nate variabili (x, '!J, z) del punto sod
disfano ad una equazione lineare ed 
omogenea, 

p) ax + by + cz = 0, 

eqt,azione della rett[¿ p (che ha per 
eoordinate omogenee a, b, e)_ 

~) Si auuia una seconda. equa
zione lineare ed omogenea in ro, y, z, 

p1 a' x + b' 'JI + c'z = O 

la quale rappresenti una seconda. 
retta. p' (a', b', e'). 

Determinare analíticamente i1 
punto d'incontro delle rette p, 1/, 
vnol dire cercare una terna di va
lori, non tutti nulli, x, y, z (coordi
nate del punto p p') che veriftchino 
le due equa,ziuni lineari od omoge
nee p), p'). 

a') Se una retta muovendosi de
scrive un fascio di rette di centro P, 
le coordinate variabili (1t, v, w) della 
retta soddisfauo ad una equazíoDe 
lineare en omogenes, 

P) a ¡¿ + bv + cw == O, 

equazione del p1¿nto P (che ha per 
coordinate omogenee a, b, el. 

W) Si abbia una seconda equa
zione lineare ed omogenea in u, v, w t 

P') a'u + b'v + C'tO = 0, 

laqualerappresenti un secondo punto 
P' (a', b', e'). 

Determinare analiticamente la 
retta congiungente i due punti P P', 
vuol dire cercare una terna di va-
10ri non tutti nuUi, u, v, w (coordi
nate della retta P P') che verifichino 
le due equazioni lineari ed omoge
nee P), P'). 

Ora. questi valori sono uguali, o proporzionali, aL tra determinan ti 

estratti dalla matrice forroata coi coefficienti delle due equaziont I 

U 11 caso eccezionale si presenta soltanto, quando i tre determinanti 
si annullano insieme; ma a110ra una. delle due equazioni lineari e conse
guenza 'delPaltra, e le due rette p e p', od i due punti P e P', coincidono. 
Oiú risulta. pure osservando che aHora. si ha 

a : b : e = al : b' : e' 

(a. meno che non siano tutte nulle le a, b, e, o le a', b', e'). 

1 1 rapporti del primi du" detarminanti 1\1 terzo dan no, nel problema di Blniatra, le coordinate carte. 
.il\06 X , Y del punto di incontro delle duo rotte a X + b Y + e = O, al X + bl Y + el = O (n. 10), La condi
done di parallelislUo e eopressa dall'aunull"rai del Lorzo determinante_ 
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y) Data una terza retta. 

p") a" x + b" Y + e" z = O 

(di coordinate a", b", o"), la condi
zione affineh~ le tre rette p, p', pi' pas
sino per uno stesso punto e che esista 
una terna di valori x, y, z, non tutti 
nulli (coordinatc del punto nomillato), 
soddisfacenti alle tre equazioni p), 
p'), p"); e dunque ohe sia ?tullo il 
determinante formato coi coefficienti 
delle equazioni delle tre rette, o (cío 
che fa lo stesso) eolle eoordinate plü
eket-iane omogenee delle reete j ossia 
(cfr, n. 20) 

y') Dato un terzo punto 

P') a"u+b" v+ e" 10 = O 

(di coordinate a", b", e"), la condí
zione affinclU i tre punti P, P', P' 
stiano in una stesBa retta e che e8ista 
una terna di valori u, v, '10, non tutti 
nulli (coordinate dena retta nomi
nata), soddisfacenti aUe tre equazioni 
P), P'), P"); e dunque ehe 8Ía nullo 
il determinante formato eoi eoefficienti 
delle eqt¿azioni dei tre punti, o (cío 
che fa lo stesso) colle eoordinate car
tesiane omogenee dei tre punti j ossia 
(cfr. n. 15) 

a b e 

(1) a' b' e' = O. 
a" b" e" 

E qui si noti che, se nella (1) si suppongono costanti gli elementi 
delle ultime due orizzolltali e si lasciano variare gli elementi deila prima. 
orizzontale, l'cquazione (1) rappresenta o il punto pp' in coordinate di rette 
"', b, c, oppuro la. retta P P in coordinate di punti a, b, c. 

~) L'annulIarsi del determinante (1), quando non siano tutti nnlli i 
minori del secondo ordine estratti dalla matrice delle prime due orizzon· 
tali, per una osservazione gia fatta porta l'esistenza di due numeri A e '" 
tali da soddisfare le relazioni 

(2) a" = Aa + ",a', b" = Ab + J.lb', e" = Ae + ",C'. 

Sostituendo questi binomi, al posto dei coefficienti, nelle equazioni p"l 
e P'), e8se assumono le forme; 

(3) A (ax + by + cz) 
+ J.l(a!x + b'y + c'z) == O. 

Dunque; l'equazione (in coordi
nate omogenee di punti) di ogni retta 
appa1'tenente al fascio p p' pul> BCt'i· 
versi come combinazione li1~eare delle 
equazioni delle due rette p, p' (n. 20). 

E si pub anche dire che le coor
dinate (a", b", e") di una retta appar
tenente alfaseio delle due rette (a,b, c), 
(a', b' , O') pOBsono esprimerBi, in fun
zione deZle coordinate di queste, me, 
diante le relazioni (2). 

(3') A (a1¿ + bv + ew) 

+ J.l (a'1( + b'v + c'w) == O. 

Dunque; l'equazione (in coordl
nate omogenee di rette) di ogni punto 
appat'tenente alla retta P pi puo seri
versi come combinazio1M l'ineare delle 
equazioni dei due punti P, P'. 

E si pub anche dire che le coor
dinate (a", b", o") di un punto appm'
ten ente alla congiungente i due punti 
(a, b, e), (a', b', o') possono esp,-imersi, 
in funzione delle coord'inaie di que-
8ti, mediante le t·elazioni (2). 



196 PARTE m, OAP. 1, N. 134. 

a) Date tre rette mediante le 
loro equazioni in coordinate di punti, 
la condizione perche queUe formino 
fascio pub anche esprimersi dicendo 
che deve esistere una conveniente 
combinazione lineare delle tre equa
zioni, la quale si riduca. ad una iden
tita. (n. 21). 

Se invece le tre rette non foro 
mano fascio, mediante una conve_ 
niente combinaúone lineare delle loro 
equazioni si pub rappresentare una 
quarta retta assegnata ad arbitrio 
nel piano (n. 22). 

e') Dati tre punti mediante le 
loro equazioni in coordinate di rette, 
la condizione perche quelli siano al
lineati pub anche esprimersi dicendo 
che deve esistere una conveniente 
combinazione lineare delle tre equa
zioni, la quale si riduca ad una 
irlentita. 

Se in vece i tre punti non eono 
allineati, mediante una conveniente 
combinazione lineare delle loro equa
zioni si puo rappresentare un quar
to punto assegnato ad arbitrio nel 
piano. 

-134. Legge di duaUt~ plana._ - Vultimo paragrafo contiene una 
serie di procedimenti analitici, che possono ricevere una doppia interpre
tazione geometrica, secondo che le cool'Clinate, ivi ad~perate, si conside
rano come coordina te di punti, o coordibate di rette. 

Ora si voglia studiare una proprieta. gl'afica di una ftgu.ra piana com
posta di n punti ed N rette. Per dimostrare analiticameIl;te quella pro
prieta si potra. riferire la figura ad un sistema di coordinate omogenee di 
punti¡ si rappresenteranno dunque gli n punti mediante n terne di nu
merí, e le N rette mediaute N equazioni lineari ed omogenee in coordi
nate di punti¡ ed applicando in un ordine conveniente i risultati del nu
mero precedente, si dimostrera. che la relazione analitica, in cui si traduce 
la tesi dell'enunciato, pul> dedursi algebricamente dalle relazioni tradncenti 
la ipotosi. 

Giunti pero aIla fine della dimostrazione, noi possiamo rileggere tutte 
le formole scritte, in modo diverso, interpretando ora le coordinate intro
dotte, non piu come coordinate di punti, bensl come coordinate di rette . 
• In tale ipotesi, le n terne di numeri sopra llominate rappresentano n rette, 
e le N equazioni lineari rappresentano N p¡¿nt-i. 1 passaggi analitici con
tinueranno a sussistere¡ pero l'interpretazione geometrica del risultato non 
ci dara. piu il teorema da cui siamo partiti¡ ma invece quel teorema in 
cui il primitivo si muta quando si scambino tra loro nell'enunciato le 
parola, punto e t'etta di un' piano, punteggiata e fascio di rette. L'ossel'va
zione qui fatta, secondo cui la dimostrazione analitica di un certo teorema, 
interpretata in un altro mouo, cí da la dimostrazione del teorema duale, 
giustifica. pienaUJollte la legge di dualitiL del piano: Da ogni proposizione 
gra/ica di geometría piana .yi puo ded'lwne t¿n'altra (in generale diversa 
dalla prima) mediante lo scambio delle parole punto e retta. 



1 dONdETTI PONDAMENTALI DELLA G-]llO~E'l'RrA PROIE1'TIVA 197 

E qui si noti che, per applicare la legge di duaUta ad un teorema, 
non occorre nemmeno che il teorema. aia dimos trato aualíticamente, ma 
basta aapere che il teorema sussiste, e che le ipotesi e la tesi di esso 
possono tradursi analíticamente coi mezzi di cui si parla nel numero pre· 
cedente. Infatti, dovendo la. tesi esser conseguenza delle ipotesi, si e si· 
curí che il teorema puo dimostrarsi per via analitica coi mezzi nominati; 
e cio El sufficiente per il nostro scopo. 

,. 13ó. Dimostrazione analiticn. del teorema del trlangoli omologiei. 
Per render piu chiare, con UD esempio, le considemzioni dell'ultimo 

numero ,esporremo qui una dimostrazione 
analítica. di un notevolissimo teorema do· 
vuto a DESARG-UES (1639). 

TI teorema si spezza in due proposi· 
zioni mutuamente duali, che chiameremo 
a) e b) (cfr. n. 126, es. 14), 15)). 

a) Se due tdangoli s'it'uati ,in 1m p'iano 
sono COS1, riferiti, che i latí dell'uno scghino 
i oOf'ri'pondenti latí dell'altro in tre pnnti 
di una. gtess'). retta, le rette congiungenti i 
vertici dell'uno ooi corrispondenti vertici 
dell'altro paIsano per uno stes¡¡o punto. 
(Due triangoli, che si trovino nella reja· 
zione indicata, diconsi ontologici; quella 
retta e l'a,sse di o1nologia, e questo punto El il centro di omologia). 

Riferiamo i dno triangoli LMN, L' M' NI ad un sistema di cOQrdinat~ 
omogenee di p1tnti. 1 latí l, m, tl del primo triangolo avranno tre equazioni 
lineari, che potremo indicare brevemente con 

(1) l == 0, m == O. n=O. 

Se poi 

(2) r=O 

e la equazione della retta su eui si segano i lati omologhi dei due trian· 
goli, le equazioni dei latí l', mI, n' del secondo triangolo potranno 8criversi 
sotto la forma 

(3) r + Al = 0, r + J,lm == 0, r + vn= 0, 

dove )", J,l, 'V sono certi parametri. 
Ora, per procurarei le equazioni delle rette conginngentí vertici omo. 

loghi, osserviamo che, se dalJa seconda delle equazioni (3) si sottrae 
membro a membro la terza, si ottiene l'equazioue J,l1/l. - '\In == 0, la quale 
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pel modo come fu rica.vata., rapprcsenta una retta pasaante per il vertice 
m' n' ~ L'; ma. poiche quella equazione e pure una combínazioue lineare 
di m = 0, n == 0, la retta atessa pass era anche pel punto 1nn == L. Dun· 
que le rette L U, MM', NN' hanno rispettivamente le' equazioni 

(4) !-lm - vn = 0, vn-Al=O, Al- ¡.Lm == O. 

Ora le (4), sommate membro a membro, d?wno una ídentíta; si con
chiude dunque (n. 133, El) che le rette LL', MM', NN' passano per uno 
,tesso punto; e con cío rimane dimostrata la prima parte del teorema deí 
triangolí omologici. 

b) Se due triangoli situati in un piano sono cosi rife1'iti, che le rette 
congiungenti i vertic'i dell'u?to coi corrispondenti vertici delZ'altro passino 
per uno stesso punto, le intersezioni deí latí delZ'uno coi corrispondenti latí 
dell' altro stanno sopra una steua retta. 

La. dímostrazione di questa seconda parte del teorema si ottiene dalla 
precedente, pUl' di supporre che le equazioni scritte abbreviatamente cdn
tengano, come variabili, le coordinate di 'rette, anziche quelle di -punti. 
AHora le (1) sono le equazioni di tre punti L, M, N, vertici di un trian
golo, la (2) rappresenta pure un punto R, e le (3) rappresentano altri tre 
tre punti L', M', N', vertici di un secondo triangolo, i quaU stanno ordi· 
natamente sulle rette RL, RM, RN (n. 133, ~)), d'accordo colla ipotesi. 
Le (4:) finalmente rappresentauo, come e facHe vedere, i punti d'incontro 
dei lati omologhí dei due triangoli; dal fatto che le (4), sommate membro 
a membro, forniscono una identita. si conclude questa volta (n. 133, E')) 
che i tre punti om nominati stanno sopra 1¿na stessa retta, c. d. d. 

• 136. Inviluppo di rette. - Il concetto di curva piaua, conslderata 
come luogo dei punti soddisfacenti ad una. data legge, si muta, per dua
lita piana, nel concetto di inviluppo di rette, costituito da tutte le rette 
dí un piano che soddisfano ad una condizione aasegnata. 

La dualita si riscontra anche nella rappresentazione analítica. Ado
perando, per semplicita, coordinatc plückeriane (non omogenee) U, V di 
una retta, la equazione 

(1) f(U, V) = O 

rappresenta l'inviluppo formato da tutte le rette che colle loro ooordinate 
,oddisfano aLl'equazione (1); la quale vien dettu. equazione dell'inviluppo 
(cfr. n. 40). Gli inviluppi possono classitlcarsi secondo la natura delle loro 
equazioni in coordina te plückeriane. Diremo dunque algebrico, o trascen
dente, un inviluppo, secondo che algebrica, o trascendente, e la equHzione 
rappresentativa; e, nel primo caso, chiameremo cla88e dell'inviluppo il grado 
della equazione algebrica (razionale, iutera) di esso. Gli invilupp'i di prima 
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clasu sono í fasoí di rette, o, come si suol dire, i punti, riguardati come 
centri di fasci (n. 132). Fra gli inviluppi di seconda classe si trova il si
stema delle tangenti o.d un cerchio, di cui il lettore potra subito scrivere 
la equazione, noto i1 centro ed i1 ro.ggio del cercLio; ed, in generale, ve. 
dremo che le tangenti ad una curva del secondo ordine costituiscono un 
inviluppo di secondo. classe. 

La nozione di olasse di un inviluppo algebrico corrisponde, per duo.
lita piana, aUa nozione di ordine di una curva algebrica; le curve piane 
d'ordine n hanno come enti duali gli inviluppi di rette di classe n. Lo 
stesso procedimento algebrico che ci ha condotto a scoprire il significato 
geometrico dell'ordine di una curva (n. 45), ei forniste (interpretato nel 
modo duale) il signiticato della classe di un invil uppo: la olasse di un in
viluppo algebrioo e il numero delle rette dell'inviluppo che passamo pet' un 
punto generioo del piano, purche sí contino convenientemente le 8oluzioni 
coincidenti, immaginarie ... 

137. Punti di eontatto di Un invlluppo. - Alla nozione di ínvi
luppo di rette si giunge d'ordinario per quest'altra via, che ne fornisce 
una-immagine píu perspicua. 

Si parta da una curva piana, e si conducano le tangenti nei singoli 
suoi punti (n. 47); queste costituiscono appunto un inviluppo di rette. 

La costruzione, d'altra parte, si puo invertire, pur di introdurre il 
cOllcetto di plmto di contatto di 1¿n inviluppo, che corrisponde per dualita 
al cOllcetto di tallgente ad una curva. 
Supposto che un inviluppo venga de- !i 

scritto da una retta muoventesi con 
continuita, si con,sidcri una posizione P 
della retta, e sia PI una nuova posi
zione della retta stessa. ~entre la ret
ta Pi' descrivendo l'inviluppo, va av
vicinanuosi indefinitamente aIla p, il 
punto 11 P I va scorrendo lungo la p; se 
esso tende ad una posizione limite 1', 
si dira che T e il punto di oontatto del1a retta p, appartenente all'invi· 
luppo. E l'equazione del punto T in coordinate di rette si potrebbe ritro
vare, parten do dalla equazione dell'inviluppo, colIo stesso procedimento 
analítico che da, in coordinate di punti, la equazione della ta.ngente ad 
una curva.. 

r punti di contatto delle infinite rette di un invíluppo costituiscono 
generalmente UDll curva. Ora l'intuizione suggerisce, ed il calc010 infini· 
tesimale dimostra, che (sotto certe restrizioni verifiéate nei casi piu co
nmni) la curva dei punti di contatto ha precisamente come tangenti le 
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rette dell'inviluppo (ciascuna retta toccando la curva nel proprio punto 
di contatt{»). Riunendo queste varie osservazioni, possiamo dire: 

Le tangenti ad una curva piana 
costituiscono generalmente un invi
l1¿lJPO di retto, i cuí lnmti d:i contatto 
BOno i punti della curva primitiva. 

I punti di contatto di un int'¡ lup
po di rette costituiscono genemlmente 
ttna curva piana, le cuí tangenti 
sono le rette deWinvihtppo primitivo, 

, Segue di qua che ad una curva e associato un determinato inviluppo, 
e viceversa; milo non sarebbe esatto dire, in general e, che quella curva e 
quell'inviluppo si corrispondono per dualita. 1 

138. Coordinate cartesiane omogeneo nello spazio. - La estensi~me 
dei concetti precedenti a110 spazio e cos1 immediata, che possiamo limi
tarci a brevi osservazioni. 

Le coordinate cartesiane ordinarie non si prestano a rappre8~ntare i 
punti impropri deBo spazio. Per ovviare a tale inconveniente basta as.~o 

cíat'e ad ogni punto P un gruppo di quatt'ro nunteri· m, y, z, t, detti coor
dina.te cartesiano omogenee, e tali che, se t * O, il punto P ha le coordinate 
cat'tesiane ordinarie 

(1) 
z 

Z==-; 
t 

e, se t . O, il punto P 6 all'inftnito 8ulla retta 

(2) 
x y 

y 
z 
z 

(~1'; Y, Z variabili). 

n punto P e determinato quando ne siano note le coordinate omo
genee (purche non tutte nulle), mentre, dato P, le coordinate sono deter
mínate a meno dí un fattore di proporzíonalita, 

Se si considera il tetraedro fondamentale costituito dai piaui coordi
nati e dal piano all'infinito, si vedra subito che ciascuu vertice di esso 
ha tre coordinate nulle, mentre la rimanente puo prendersi uguale ad 1; 
cosl l'origine ha le coordina te (O, 0, 0, 1), il puuto alL'infinito dell'asse in 

ha le coordinate (1, O, 0, O), ecc. Per un punto situato sopra uno spigolo 
del tetraedro due coordinate sono nulle; per un punto di una faccia e 
nuBa una coordinata; ece. 

Per fare una applicazione delle cose dette, si noti che il punto alPin
finito della retta 

(3) 
x-r Y_Y' 

1n 

Z-z' 
110 

1 Ad es., 8i dimostra che le tangenti ad una cnrva general e d'ordine n formano nn invlJuppo di Ch18!e 

" (n - 1), mentre la curva prinlitiva b .. cerne ente duale un invlluppc di elasae n . 
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o della parallela. 
x y z 

ha le coordinate omogenee (1, m, n, O). Ed il punto all'inftnito della retta 

X=lZ+p, Y=mZ+q 

ha le coordinate (l, m, 1, O). Donde l'osservazione, spesso ntile, che, in 
assi ortogon(~li, le prime tre coord·inate omogenee di un punto all'infinito 
Bono p1'oporzionali ai coseni della direzione ohe quel punto definisce (la qnarta 

coordinata es sen do nulla) (n. 90). 
Il piano, che in coordinate cartesiane ha l'equazione 

(4) 

in coordinate omogenee e rappresentato da 

(4') ax+by+cz+dt=O. 

equazione soddisfatta dalle coordinate dei punti propl'i ed impropri del 
piano. Ilnltima equazione (ma. non la precedente) ha significato anche se 
a = b == c = 0, d::f: O, e ra,ppresenta aHora il piano all'·infinUo, t = o. 

Uua superficie algebrica d'ordine n e rappreseutata, in coordinate 
omogenee, da una equazione algebrica, razionale, intera ed omogeneo, di 
grado n, che si ricava dalla eqnazione cartesiana mediante le sostituzioni (1). 

OSS61'vaziolle. - Sebbene si preferisca d'ordinario, nella geometria analitica, 
far uso di eoonlinate cartesiane non omogenee, giova tuttavia tener presenti le 
considemzioni che preeedouo, aHo scopo di ritrovare, ne! modo phI rapido, aleTIlle 
formole di uso continuo. lnfatti le eoordin.ate omogenee perruettono di ricondurre 
alla nozione fomlamentale di appcwtenenza, le relazioni di parallelisillo fra rette 
o piani dello spano. Cosi la conclizione, gia trovata (n. 83), affinehe la retta (3) 
sia parallela al piano (4) si ¡'icoRtruisee sllbito, esprimendo che le coordina te 
(1, m, n, O) del punto aH'infinito dalla. retta soddisfano all'equazione omogenea (4/) 

del piano; si ha infatti 

al+b1n+cn=O. 

• 139. Coordinate di pian!. Equazi"one di un punto. - Si cMamano 
coordi-nate omogenee di Uit piano quattro numeri u, v, w, r, taU che 

(1) ux+vy+wz+rt=O 

sia l'equazione del piano in coord·inate omogenee di punt-i, (o 

uX+vY+wZ+r=:O. 

l'equazione cartesiana del piano). 
Date le coordinate omogenee (non tutte nulla) di un piano, questo ~ 

determinato, mentre, dato jJ piano, le sue coordinate sono note a meno 

m~LlOTECl\ NJI,CIONAL 
DE MAESTROS 
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di un fattore di proporzionalita. Non esse, ma i loro mutui l'apporti hanno 
siguificati geometrici. Precisa.mente i "apporti 

u u=-, r 
v 

V=-, 
r 

w=~ 
r 

(che diconsi coot'dinate plückeriane, o coordinate non omogenee del piano) 
esprimono i valori inversi, e Qambiati di segno, dei segmenti elle il piano 
stacca sugli aS8i coordinati, a partire dall'ot'iginc (cfr. n. 131). 

La (1) puo anche rignardarsi come la condizione perche il punto P 
(~, y, z, t) ed il piano ~ (u, v, w, ,.) si appartengano. 

Se nella. (1) attribuiamo valori costanti a110 u, v, lO, r, e lasciamo 
variare ~, '!h z, t, il punto P descrive il piano ~, per la qual ragione la (1), 
in qnesta ipotesi, si chiama appunto l'eq1wzione (in coordinate di punti) 
del piano pllnteggiato ~. Ma se inveco, nella (1), teniamo fisse x, y, z, t, e 
facciamo variare u, v, '1,0, r, il piano ~ si mnove in modo da passare sem
pre per il punto fisso P (x, y, z, t), e descrive la stella. di piani P; rignar
data sotto questo aspetto, la equazione (1), in coordinate di piani, t'app,'e
senta una stella di pianí, ' 0, come si suol dire, il puntu P, che ne e centro. 
Melltre un punto, in coordinate puntuali, vien ddillito mediante un gruppo 
di (tre o quattro) numeri, ed il piano e rappresentato da una equazione 
lineare, accade, in coordinate di piani, che il piano venga determinato 
mediaute un gruppo (di tre o quattro) numori, ed il punto mediante una 
equazione lineare (cfr. n. 132). 

Appare cosl sin d'ora, anche nella tlatta"ione analítica, quella per· 
fetta allalogia, dualita, fra le relazioni graftche di pu 'lti e le relazioni grao 
fiche di piani ne110 spazio, che le considerazioni sintetiche ci aveyano 
lasciato prevedere (n. 123). 

Per mettere in rilievo questa dnalita analítica bastano le osservazioni 
seguenti. 

(2) 

a) Si abbiano due eqnazioni lineari in coordinate di piani 

í au + bv + ew + dr = O, 
t a'u + b'v + e'w + d'r = 0, 

rappresentanti staccatamente due punti P (a, b, e, d), P' (a', b', e', d'). 
Ogni gruppo di coordinatt' (tt,V, w, 1"), che soddisfi entrambe le equazioni (2), 
determina nn piano che passa per i punti P, P' e quindi per la retLa P P'. 
In eoordinate di piani, U1la retta (riguardata come asse di un fascio di 
piani) vien rappresentata da due equazioni lineari, le quali, sepm"atamente, 
deJiniseono due punti delta retta (cfr., per la. considerazione dnale, il n. 80). 

Una combinazione lineare delle equazioni (2), 

A (au + ... ) + ¡.L (n'u + ... ) = 0, 
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rappresenta un punto P" (Aa + ¡.La', Ab + ¡.Ll/, Ae + ¡.Lo, Ad + ¡.Ld') della 
retta P pr. Riunendo questo fatto col duale che risuIta dal n. 79, abbiamo: 

Ogllri punto 
gente due punti 

P (a, b, o, d), 

della retta congiun-

P' (a' b' e' d" , , , J 

ha com'dinate del tipo 

(Aa + ¡.La', ... , Ad + ¡.Ld~. 

Ogni piano per la retta interse
~ione deí due piani 

n (a, b, e, d), n' (a', b' e' d') 

ha eOM'dinate del tipo 

(Aa + ¡.La', ... , Ad + ¡.Ld'). 

b) Date tre equazLoni lineari ed omogenee in u, v, w, r 1 

au + ... == O, a"1¿ + ... = 0, 

rappresentanti tre punti, il problema analítico di trovare un sistema di 
valori, non tuttí nulli (u, v, to, r), soddisfacente alle tre equazioni, si tra
duce nel problema geometrico di costruire il piano cOlltenente i tre punti. 
Ogni combinazione lineare 

A (a1¿ + ... ) + ¡.L (a'u, + .... ) + v (a"u + ... ) = O 

dene tre equazioni rappresenta un ulteriore punto di quel piano; donde 
l'enunciato di sinistra (cfr. n. 82): 

Ogni punto del piano congiun
gente ü'e p1tnti (a, b, e, d), (a', b', e', d'), 
(a", b", e", drl

) ha eom'dinate del Upo 

Ogn'i piano peto il p1tnto interst!
zione di tre piani (a, b, e,. d), (a', b', e', d'), 
(a", bIt, o", d") ha eoordinate del tipo 

(Aa. + ¡.La' + va", ... , Ad + ¡.Ld' + vd"). 

e) In breve, Qgní procedimento analítico atto a dimostrare, col mezzo 
delle coordinate, una proprieta grafica. di punti, rette e piani dello spazio, 
puo ricevere una doppia interprotazione, secondo che le coordinate di cui 
vien fatto uso si riguardano come coordinate di punti, o coordinate di 
piani. Le due interpl'etazioni conducono a due risllltati, i cui enllnciati si 
ottengono l'uno dall'altro eolIo scambio delle parole punto e piano, lasciando 
inaIterata la paroIa retta. 

Si ha qui una giustificazione analitica della legge dí d1¿alita nello 'pa
eio, la quale appuuto aulorizza il suddetto scambio di paroIe negli enun
ciati delle proprieta grafiche (n. 123; cfr. n. 134). 

• UO. Inliluppi di pian!. - Il concetto luogo di punti nello spazio 
si trasforma, per dualita, nel concetto di invil1tppO di piani, ente costitnito 
daí piaui soddisfacenti ad una legge assegnata. Un invilnppo di piani si 
rappresenta mediante una o piñ equazioni in coordinate di piani, ad esem· 
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pio non omogenee, U, V, W; eu ti formato da qnei piani che colle loro 
coordina te soddisfano alle eql1azioni nominate. 

Come si distingnono luoghi di pnnti sem,plicemente infiniti o curve, e 
lnoghi doppiamente infiniti o superficie, cos1 si dovranno consirlerare in· 
viluppi di piani semplicemente e doppiamente infiniti. 

a) Un invilnppo doppiamente infinito si compone dei piani soddi· 
sfacenti, colle loro coordinate, ad una eqnazione f (U, V, W) == O. L'invi
luppo dicesi algebrico, di classe n, se la equazione ti algebrica (razionale, 
intera~ di grado n. Gli inviluppi doppiamente infiniti di prima classe sono 
le stelle di piani, o, se si vuole, i punti, con~illerati come sostegni degli 
infiniti piani passanti per essi (n. 139). Tra gli inviluppi doppiamente in
finiti di seconlla classe si trova (come il lettore vedra facilmente) l'insieme 
dei piani tangenti ad una data sfera. -

Un inviluppo doppiamente infinito (algebrico o trascendente) e pura 
costituito dai piani che toccano nna data curva piana (algebrica otra· 
scendente), vale a dire che passa.no per le singole tangenti :tIla curva. 
Quell'inviluppo si compone di inlilliti faRci di piaui, i cui assi stanno in 
un piano a, e corrisponde, per dualita, ad tina superficie costituita da. in
finite rette punteggiate uscenti da un punto 8, vale a dire ad un cono 
di vertice 8. 1 

b) Un inviluppo semplicelllente infinito di piani e, in linea gene
rale, costituito dai piani comuni a due inviluppi doppiamente infiniti, e 
si rappresenta mediante le equazioni f (U, V, W) = O, <p (U, V, W) = O 
di questi. Cosl ad es., i piani di un fascio costituiscono un inviluppo 
semplicemente infinito, rappresenta.to da due equazioni linead in U, V, W 
(n. 139); i pía,ni passanti per un punto e tangenti ad una sfera. formano 
pure un inviluppo semplicemente infinito, rappresentato da una equazione 
lineare e da una (particolare) equazione quadl'atica in U, V, W. 1 piani 
proiettanti da un punto le tangenti ad una curva piana appartengono ad 
un inviluppo semplicemente infinito (inviluppo conico di piani), che corri
sponde, per dualitt. neHo spazio, ad una curva piano. considerata come 
luogo di punti. 

Queste poche nozioni basta.no per il seguito, ove incontreremo soltanto 
inviluppi doppiamente infiniti di seconda. classe. 

Esereizi. - 1) Qual'e (in geometria piana) la difltanza del punto P (X, Y) 
dalla retta (U, V), Qnal'e l'angolo delle due rette (U, V), (U', V')' Questioni 
analoghe relative !lo punti e piani dello spazio . 

• Come un cono di vertlce O (X = O, Y = O, Z = O) é rappresentato, In coordlnate corteelane, da 
a.n'eqnazione omogflD .... in X. Y, Z (n, '2), oos\ l'invlloppo del pianl cbe toceano nna corva giRcente ID J 
piaDo aJl'infinlto (V.., O, v= O, W = O), é rappresentnto da un'eqoazlone omo¡¡;enea In V, v¡ W, 
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2) Se una retta (U, V) si muove in un piano in gnisa che la ena distanza 
da un punto fieso C (ex, ~) rilllanga costante, = T, essa ioviluppa un cercnio; si 
deduca di qna l'equll.zione dell'inviluppo formato dalle tangenti n. un cerchio, la 
quale puo sCl'iversi sotto la forma 

p2 
UZ + V2 -! = O, 

r 

do ve P:=i U'X + V~ + 1 = O l! l'equaziona plückeriana del centro. Questioñe 
analoga ¡elativa all'inviluppo <lei piaui tangenti ad una sfora. 

3) Siano dati in un piano n punti Al ed n nnmeri Pi (i = 1, 2 ... n); una 
retta, la quale si muova in guisa che sia costante la somma dalle distanze da 
eSBa dei pJlDti A" moltiplicate rispettivameute per i nUllleri PI, descrive l'invi
luppo delle tangenti ad un cerchio, avente il centro nel baricentro dei punti .A, 

presi coi pesi PI; l'inviluppo si riduce ad un fascio se quella. somma e nulla. 
Caso particolnre in cui ~p, = O. Questione analoga nello spazio. sostitueodo aUa 
retta mobile un piano mobile. 

40) Una l'etta si muove io un piano in modo che il segmento intereettato su 
di essa dai due assi coordinati ortogonali si ma.ntenga. costante; equazione del 
l'inviluppo che e"sa, uescrive (cfr. n. 70, 6S. 8». 

OAPITOLO n. 

11 birapporto di quattro elementl. 

lU. Rapporto sempliee di tre elementi. - In questo capitolo oí 
proponiamo la. l'iccrca di una espressione formata colle mutue distanze di 
piñ punti di una retta, espresslone che goda oarattere proiettivo (n. 126), 
cloe che non muti valore quaudo ai punti nominati si sostituiscano le loro 
proiezioni sopra una seconda retta arbitraria da un centro arbitrario. 
Tale pro prieta. non gode certo la distanza. di due punti, ne iI rapporto 
semplice di tre punti (n. 6), giacche quella e questo vengollo alterati in 
generale da una proiezione. Pero, mediante rapporti semplici, riuscireruo 
a costruire l'espressione richiesta. 

Ricordiamo anzitntto che il rapporto semplice di tre punti A, B, O 
di una retta, che ora indicheremo con (A B O), e definito dalla uguaglianza 

(1) 
AO 

(ABO)= BO' 

ed ha, per ogni poslzlOne di O (fermi restando i punti propri A, B), un 
determínato valore. Possiamo attribuire aquel rapporto un valore anche 
nell'ipotesi che O sil' il punto all'infinito della retta. Basta osservare che 
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Aa AB . 
B 0=1 + B o tende ad 1 quando a va. allontanandosl indefinitamente 

da B, 6 porre, per convenzione, (A B O ~ ) = 1. 
Introduciamo ora per tre rette (o piani) di un fascio una espressione 

che ha stretta analogia colla precedente, e porta 10 stesso no~e. Date tre 
rette a, b, e di un fa~cio, sulle quali siano fissati arbitrariamente i versi 
positivi, dicesi rapporto 8empliee deUe tre rette l'espressione 

(2) ( b ) 
_ sen ae 

a e - b' sen e 

Si vede subito che, per ogni posizione di e nel fHscio, a e b restando 
fisse, il rapporto semplice ha un determinato valore. In particolare, (a b e) 
-vale O se e coincide con a, vale + ~ se e coincide con b, e negativo se e 
si trova nell'angolo formato da due semirette a, b aventi lo stesso segno, 
e positivo nel caso opposto, vale ± 1 quando e coincide colla bisettrice 
del pl'imo o secondo angolo. 

Si dimostra poi facilmente che, date le rette a, b' coi rispettivi versi, 
e dato iI valore l' del rapporto semplice che esse formano con una terza 
retta e, questa e completamente determinata (fatta astrazione da! verso, 
che non ha influenza sul segno del rapporto semplice; n. 10). . 

Si avverta che la definizione (2) si riferisce al caso del fasci~róprio. 
Se il fascio e impl'oprio, porremo " . -, 

( "J.) dist a c ."_ .,: ... 
(2') a IJ e == dist be' ~ 

dove dist a e, dist b c sono le mutue distanze delle tre rette parallele? 
mÍBurate 'sorra una perpendicolare comune, su cuí sia nSBato il verso po
sitivo. Le considerazioni precedenti si estendono aquesta ipotesi con lievi 
ed evidenti modificazioni. 

~ poi immediata l'estensione al fascio di piani. 

~ 14:2. Relazione fra i rapporti sempliei di tre elementi nella pun- ,... 
teggiata. e nel faseio di rette. - Se tre punti A, B, O di una retta pro

-

pria t si pl'oiettano da un centro S (esterno 
a t), si ottengono tre rette a, b, e di un 
fascio; quale reln.zione passa fra i rapporti 
semplici (A B O) ed (ab e) ~ 

Fissati ad M'bitrio i versJ positivi 
sulle rette a, b, e, t, dall'esa.me dei due 
triangoli S A 0, S B a seguono le relazioni, 
valide anche nei segni (n. 10, Oss.), 

A a sen ae BO sen be 
HA - sen ct' S B - sen ct • 
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Dividendo queste due membro a membro, e adoperando i simboli sopra de· 
finiti, si ha 

(3) 
SA 

(A B a) = s B (a be). 

La dimostrazione e relativa alle ipotesi che A, B, a ed ~ si ano punti 
propri. Ora A e B debbono esserlo, per la stessa definizione di rapporto 
semplice. Se a e improprio e quindi (A B (]) == 1, si verifica direttamente 
che la (3) sUBsiste ancora. Se finalmente S e improprio, la (3) va sosti· 
tuita dalla 

(3') (ABO)= (abe), 

che si ginstifica subito ricordando le definizioni, a tanendo presente il 
teorema sulle traBversali a rette parallele. 

H3. Birapporto di quattro elementi. - La relazíone (3) cí dice 
cbe, se il punto a varia sulla rett·a t, e varia in corrispondenza la retta 
proiettante e del fascio S, i dne rapporti semplici (A B 0), (a b e) variano 
proporzionalnente. 'Se drlllque fissiamo un quarto punto D sulla t, e chia· 
miamo d la retta SD, abbiamo 

SA 
(A BD) = S B (abd). 

Dividendo membro a membro la (3) per quest'ultima, otteniamo 

(4) 
(ABO}_(abe) 
(ABD) - (abd) . 

Le espressioni che compariscono in questa formola hanno ricevnto, 
per la loro importanza, un nome spe
ciale. Dati sopra. una forll~a di p,'ima 
speeie quattro elemenU, si elliama bi
rapporto, o doppio rapporto (Momus, 
1827), -o rapporto anar1nonieo (CHAS

LES, 1837) degli elementi ste8si, il quo
ziente ottenuto dividendo il rapporto 
8e1npliee dei primi tre per il rapporto , 
sempÚee del primo, seeondo e qUM·tO. 

TI birapporto si indica scrivendo ordinatamente i simboli dei quattro 
elem\3nti tra parentesi; sara dunque: 

(ABO) AO AD 
sulla punteggiata (A B O D) = CAB D) == B O : B D ' 

nel fascio di rette (abed) = (ab e) _ sen ae sen aa 
(abd) - sen be 

: sen bd 1 

nel faseio di piani (a~ya) = (a~y) _sen ay . sen al> 
(a~a)-sen ~y' sen ~()' 
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(coll'avvertenza che nelle due ultime relazioni, al posto di sen, va. scritto 
diat, quando si tratti di fascio improprio), 

Oon queste notazioni la (4) puo scri verai 

(A B O D) = (a b c d), 

e da luogo all'importante teorema: 
n birapporto di qu,attro 'rette di un fasoio e uguale al birapporto <tei 

quattt'o punt-i in cuí le rette 80no segate da una traaver8ale qualsiasi, che 
non paasi peZ centro. 

Di qua, tenendo fisse le quattro rette e variando la trasversa le, op
pnre tenendo fissi i quattro punti e variando il centro di proiezione, si 
ottengono i due coro11ari s eguenti , di cui il primo era noto a P APPO 

(IV seeolo dopo O.): 
Q1,attro rette di un fascio sono segatc da una irasversale qualsiasi in 

quatt1'o punti, il cuí birapporto rimane costante al var'iare della trasversale, 
Quattro punti di una ,'etta 80no proiettati da un centro qualsiaai me

dian/e quattro rette, il cuí birapporto rimane costante al variare del centro 
di proiezione. 

l\Iettiamo ora. in relazione quattro piani n, ~, y, a di un fascio coi 
quattro elementi in cui vengono segati da un piauo o da tilla retta. Sup' 
posto anzitutto il piano secante n normale ai quattro piani, e dette a, b, eJ d 
le rette sezioni, apparténenti ad UD faBeio, si la per defiuizione 

(a~y~) = (abcd). 

Segaudo 01'8 le quattro rette, e quindi i quattro piani, con nna tra.
sversale t giacente in n, e detti A, B, O, D i punti sezioni, sara 

(abod) == (ABOD), 
e quindi 

(a~y~) = (ABOD). 

Finalmente, se conduciamo per la trasversale t UD piano arbitrario n', 
il quale seghi i piani a, ~, y, ¿, in quattro recte di un fascio a', b', e', d', 
pa<!santi ordinatamente per A, B, 0, D, si avra 

(A B OD) = (a' b' c' d'). 

Se si bada. che n' e un pia.no generico dello spazio, si perviene al 
teorema.: 

Il birappQrto di quattro píani di un fascio e uguale aZ bi-rappo'rto delle 
quattro rette in euí i piani ,tessi sono segati da tm piano arbitrario, non 
pas8ante per l'aase deZ fa8cio; ed e pm'c 1tguale al bit'apporto dei quattro 
punti in cuí i piani steBsi vengono segati da una t1'asve'rsale qualsiasi, 
'ghemba rilpetto all'a8se. La seconda parte del teorema si riduce alla priwo, 
purche si conduca per la. t~asversale UD piano arbitrario. 



IL BIRAPP9RTO DI QUATTRO ELEMENTI 209 

Le varíe proposlzlOni, a cui siamo c081 pervenuti, si sogliono riassu
mere in forma concisa, dicendo eLe il birapporto di quattro elementi di 
una forma d'¿ pr'ima specie non ,i altera quando la forma si sottoponga ad 
una o piu operazioni di p,'oiezione o sezione; od anche: il birapporto di 
quattro elementi di una fMoma di p,-itna .~pecie e un carattere proiettivo del 
gruppo degli elmncnti stessi. Sarebbe facHe dimostral'e che, partendo da tre 
solí elementi, non e possibile formare nna espressione avente carattere 
proiettivo. Il birapporto di qnattro elemputi e la pia semplice espressione 
che goda síffatta, proprieta; in cío sta l'importanza del Joppio rapporto 
nello sviluppo della GeOlpetria proiettiva. Un'importanza analoga hanno 
nella Geometria elementare la distanza di dne pnnti e l'angolo di due 
rette, quando si stndia l'uguaglianza delle figure, o l'angolo atesBO e il 
rapporto di due segmenti nella teoría della similitndine. 

Sebbene si trovi traccia del birapporto in PAPPO, DICSARG1JES, ••• , la teoü/\ 
di questa espressioDe si formo Dclla prima meta del 8ec010 XIX. MOBIUI! (1827), 
STEINER (1832), enASUS (1837) misero in luce l'importanza del birll.pporto, e fon
darono su di eS80 un nuovo ramo di geometria. 

144:. Come vari il bi rapporto di QU:1ttro elementl al variare di 
uno di qnesti. -- Se A, B, O, IJ sono quattro elementi di una forma 
qualsiasi di prima specie, dei quali i primi tre siano fissi e distinti tra 
Joro, ed i1 quarto D variabile, ad ogni posizione di D corrisponde nn va
lore determinato k del 1.lirapporto 

(1) 

Cio senza eccczione, 8e si conviene die, quando D calle in A, o R, 
ed e quindi rispettivamente (n. 6, 141) (A B D) = O, + r:IJ ,1Ii.a k = + (J: • O; 
per IJ coin~idente con O e naturalmente k == 1. Se IJ appartiene aquel 
tratto di forma (segmento pl'oiettivo, a.ngolo o diedro cOlllpleto) A B in 
cui cade O, aHora (A B O) e (A B D) llanno 1-0 stesao segno, ed e quindi k 
positivo j se IJ appartiene all'altro tl'atto di forma A B, e k negativo; 
donde l'osservazione che il bira.pporto di quattro elementi e positivo o ne
gativo, secondo che la coppia dei due primi e dei due ultimi elementi non 
si separano, o si &Ilpn.rano. 

Viceversa, dat.i i tre elementi A, B, e ed il numero k, e deterlllinato 
ln Diodo unico sulla forma quell'elemento D che verifica la. (1), giacche 
dsulta noto il rapporto semplice 

(A B D) == (..4. ~ C) • 

l4 - G. CASTl!LlfUOVO. L,Aon' ¡J, Oeom.!ria "" .. ¡¡¡;.,s. 
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.. Osservltzione. - Qualclte avvertenza va fHtta nel caso che taluno 
degli elementi nominati sia improprio. Supponiamo ad eB. che la forma sia 
una punteg,giata. Se uno dei due ultimi punti, O o D, e improprio, la 
definizione (1) del birapporto conserva i1 suo significato, e cí da (tenuto 
conto del n. 141) 

(AB OD 00) = (ABO), 
1 

(ABOooD) = (ABD) = (BAD). 

Ma se A, o B, e improprio, la definizione stessa cade in dif~tto. Per 
definire anche in queste ipotesi il birapporto osserveremo che, se A, B~ O, D 
lono quattro puuti propri, SUBsiste l'identit:\ 

(ABOD) = (ODAB), 

che si verifica 8ubito sostituendo ai simboli le loro espressioni. Se invece 
A, o B, e improprio, il simbolo che sta a primo membro perde il euo 
significato, mentre il simbolo a secondo membro conserva un valore ben 
determinato. Attribllirelllo percio al primo símbolo il valore rappresentato 
dal secondo, e porremo convenzionalmente i 

(A oo B O]) == (0])..1 00 B) = (D O B), 
(ABoo O]) = (O])AB 00) = (OD A). 

Supponiamo ora che due, di quattro pnnti allineati, siano impropri T 
aHora e impropria la retta che li sostiene, insieme agli altri due punti 
In tal caso, dette a, b, e, d' le rette proiettanti i quattro punti ..1 00 , Boo ~ 
0tO,])oo da un centro proprio arbitrario, porremo per convenzione 

(..1 00 Boo 0 00 Doo) == (abed), 

visto che il eecondo birapporto non dipende dal centro di proiezione. 
Con simili convenzioni si estende i1 significato del birapporto di quat

tro rette, o piani, di un fascio anche al caso che uno o piñ elementi sü:¡e 
impropri. E poi facHe verificare che, &ccettando siffatte estensioni, il teo
remfl del n. 143, che fissa i1 carattere proiettivo del birapporto, vale Bauza. 
eccezioni. 

14,f). Birapporto di quattro elementi dati mediante le loro eOOf

dinate o le loro eqnazioni. 
a) Si abbiano anzitutto quattro punti A, B, 0, D di una retta, sulla 

quale sia fissato un sistema di ascisse; e siano a, bJ cJ d le loro ascisse .. 
Begue subito dalla definizione 

a-o a-d 
(AB O D) = b _ e : b _ el' 

tAlle oteooe oonv&nzioni sI ginngerebbe sBoumendo, ad es" come valore di (A", B O D) il limite a onl 
"nde U valore di (A B O D), qnando B, O, D rimangono &oi, ed Á. acorre .nIla. ratta allontansndoBi ~l'inJlnito. 
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L'ospressione, che sta a secondo membro, si dice spesso bimpporto 
dei quattro numeri a, b, e, d, e si indica serivendo (a, b, e, d); il birap
porto di quattro p1tnti di una retta e espresso dal birapporto delle loro 
ascisse. 

b) Si abbiano ancora. quattro punti A, B, O, D di una retta, i quali, 
questa volta., aiano riferiti ad un sistema di ooordinate cartesiane omo
genee di un piano contenente la retta. Se (xi! Yo Z1) e (XI' y,) Z2) sono le 
ooordinate di A e B, le coordinate dí O e D saranno del tipo (n. 133, ~)) 

O (Xl + hXS1 

D (Xl + kY2' 

Zi + hz.), 

t¡ + lezt ), 

dove h e k sono due parametri. Per calcolare il birapporto (AB ODio 
proiettiamo i quattro punti sull'asse x paralldamente ad y. 1 punti proie
zioni hanno le stesse asoisse dei punti A, B, O, D, cioa, ordinatamente 
(n. 127), 

6J
1 Z, 
I 

:VI +kx, 
ZI+ 7cz!' 

o danno luogo allo stosso birapporto. Ma il birapporto dei punti proiezioni 
uguaglia il birapporto dei quattro numeri scritti, che (eseguito il faelle 
ealeolo) risulta essere ~. Dunque: il bimpporto di quattro pwnti alUneati 
in U1~ piano 

(xi! YI • z¡), (x t , Y2, z,), (XI + hx2, ••• ), (Xl --1- 7cx2 , ••• ) 

uguaglia i~ rapporto ~ dei parametri, da cuí dipendono i due u.ztími puntl. 
Analogo risultato, se i quattro punti fossero riferiti ad un sistema di 

eoordinate omogenee nello spazio. 
c) Consideriámo finalmente quattro rette di un piano formanti fascio, 

ed aventi le equazioni (ad es., in coordinate cartesiane ordinarie) 

(alx + ... ) + h (atx + ... ) = 0, 

(a¡x + ... ) + k (atx + ... ) == O. 

n loro birapporto e uguale al birapporto dei quattro punti ove esse 
segano l'asse :1J, i quali hanno le ascisse 
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Ora. il birapporto di questi quattro numeri riBulta. ancora ngllale h 
ad k; dunque (facendo uso della notazione abbreviato.): il bi1.J.pporto di 
quatt1'o rette di un fascio, aventi le equazioni 

l=O, m== O, l+hm=O, l + km = O. 

ng1w.glia il rapporto ~ dei parametri, da cuí dipendono le ultime due f'eUe. l 

L'nltima proposizione si estende poi s~bito a quattro piani di un fascio. 

146. Proprieta del birapporto di quattro numer1. - n co.lcol0 al, 
gebrico, cui sopra si accenna, e caso particolare del seguente, che esegui, 
remo per dimostrare una. notevole proprieta. algebrica del birapporto cli 
Iluattro numeri. Premettiamo che una relazione del tipo 

_ . 1n X + n 
y - px+q , 

la qua.le lega uue quantita varia.bili x, y, (essendo m, n, p, q costanti), di· 
cesi una trasformazione (o sostituzione) lineare fra le dette variabili; e che 
l'espressione 

1; ; 1= mq ~ 1l1' 

chiamasi determ'inante della trasformazione. Ora vale il teorema: 
Se due variabili x, y sono legate da una t¡'usformazione linea1'e (1), a 

determinante non 1t1¿UO, al101'a ad ogni valore di x c01-risponde 1tna de ter· 
minato valore di y, e viceversa; ed inoltre il bimpP01·to di qt¿Utt1'O valori 
arbitrari attribuiti ad x e uguale al birapporto dei CO)'r'ispondenti valori di !l. 

E chial'o intanto che, uato x, sara determinato y, a mene che que] 
valore di x non reuda. insieme 

mx -f- n == O, px+q=O, 
caso impossibile, perche il determinante dei coefficienti e termini noti e 
diverso da zero. Similmente, ragionando sulla equazione che si ottiene 
risolvendo la (1) rispetto o.d x, si dimostra che ad ogni valore di y cor, 
risponde un determinato valore di x. 

Per dimostrare la seconda parte del teorema, attribuiamo ad ro quat, 
tro valori arbitrari Xl' x t ' XS! 11:'" e siano 

?nx(+n y,- --...;.-
- px, + q 

1 Se ij; bada che le quattoo relte hlUloo le eoordinate omogeno. (n. 180) 

(í == 1, 2, 3, 4) 

(4,. b., '.l. (4 •• b •• c.). (4. + h ...... . ), (4, + k ...... • ) • 
• 1 seorge la perfetta ",nalogla (dualita) don'nltimo rleoltaro col precedente. 
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vu.lori corrispondenti di y. Si ha per definizione 

Orn. e 

ossia" 
(rnq - np) (Xl -:l'a) 

Y\ - Y3 = (pX¡ + q) {jJ X3 + 'J} • 
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Mutando, a. primo e secondo membro, l'indice 1 in ~, allbiamo si

milmente 
: (1nq-np)(x!-xa) 

Y2 - Y~ = (px! + q) (px
3 
+ q); 

e dividendo mambro a membro le due eguaglianze (tenuto conto dclla 

mq - np '* O), 
Ji} - 11, = XI - Xs P x! + q 
'Y 2 -Y3 X 2 -X3 ' px¡+q' 

:Mutando in questa l'indice 3 in 4, si ha 

Yt - Y, _ XI - x, pXz + q 
Y2 - y, - x! - x, • pX¡ + q , . 

e dividendo le due ultime uguaglinnze membro a membro, 

Y¡ - Ya y\ - y, _ :l'1 - x 3 

Y2 -- Ya Y2 - y, x, - x 3 

ossia, in simboli, 

(Yp Y2, Ys' 11,) = (Xii Xl' x3' X,), 

come dovevasi dimostrare. 

14-7. Re]azione fra i vari bil'spporti che si possono formare con 
quattro elementi. - l1 birapporto di quattro elementi di una forma di 
prima specie dipende dall'ordine in cui gli elementi si considerano. Ora. 
le permutazioni di quattro elementi sono 24, ma i corrispondenti biraIJ' 
porti non sono tutti distinti. Infatti 

1. Il birapporto di q1lattro eZementi ?lOn si alte1"a Be s"j, scambiano tra 
loro due qualunque di questi, punJhe nel tempo 8tCS'l0 8i 8cambino anohe gli 
altri due. Sicche. ad es., si ha 

(.AB aD) =- (BAD O) = (O lJAB) = (lJ a EA). 
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QU8ste uguaglianze si verifican o subito, ricordando le dellnizioni (nella 
ipotesi ad e,s . che si tratti di punti): 

(A B O D) _ A O· B ]) 
- AD· BO' 

BD·AO 
(BAD (J) = BO. A D' ecc. 

In base aquesto lemma, dato nn birapporto formato con quattro ei e
mentí A, B, O, D in un ordine qualsiasi, noi possiamo scmpre, senza al
terarne i1 va.lore, ordinare le lettere in guisa che A venga in primo posto. 
E pos si amo quindi limitarci a considerare, fra i 24 bimpporti sopra no
minati, i sei seg-uenti 

(ABOD), (A ODB), (A DBO), (ABDC), (ADOB), (AOBD). 

1 valori di cinque tra essi possouo esprimersi in funzione del sesto 
e cio in virtil dei due lemmi sf>guenti. 

Il. Due birapporti, i quali differiscano pe'r lo 8cambio dei d'IU ttltim i 
(o dei due primi) elementi, ditnno per prodotto l'tmita. Infatti 

(A B O lJ) _ (A B O) 
- (ABD) ' 

(ABD) 
(ABDO) == (A. BO)' 

e moltiplicando 
(A B O D) (A B D C) = 1. 

IIl. Due birapporti, ehe differiseano per lo lIeambio dei due elementi 
medí (o dei due estre1ni), danno per 80mma l'unita. E lecito supporre che 
gli elementi siano punti, potendosi altrimenti l:Iostituire a quelli le in
tersezioni con una. retta. Fissato su que sta un sistema di asciase, e 
dette a, D, e, d le ascisse dei quattro punti, si tratta di di mostrare l'ugna-
glianza 

(a, D, e, ti) + (o , e, b, d) = 1, 

che il lettore veriftchera snbito sostituendo ai simboli le loro espressíoni 
(n. 145, a». 

fndicando con k il valore di uno dei sei birapporti sopra Ilominati, 
a,d es. di (A B O D), si trovano per qnelli i valori 

(A BCD) = k, 

(A OBD) == j - k, 

. k-l ' 
(ADB O) = -k-' 

1 
(ABDO)=k' 

1 
(A ODB) = --k' 
. 1 -

k 
lA. DO B) = k _ 1 • 

148. Gl"uppi armoniei. - 1 sei birapporti ora considerati, sebben~ 
in generale diatinti tra loro, possono coíncidere in parte per valori partí
cohLrí di k. Coa1 rililulta 

(AB O D ) =- (A B DO) 



lL BIRAPPORTO DI QUATTRO RLEMENTI 

quando Bia 

ossia k' = 1, k =+ 1. 

Esaminiamo staccatamente due casi. 
Se e ~ 

(AB O) 
k=(ABOD) = (ABD) = 1, 
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aHora, od A e B sono distinti, ma O coincide con D, oppure A e B coin· 
cidono tra loro. Se iZ birapporto di quattro elementi 'Vale 1, o il pr~mo elf· 
mento coincide cfll secondo, o il tet'ZO col quarto; e viccver8a. 

Se invece 

k == (A B O D) = - 1, 

i quattro elementi sono genel'almente distinti, e {ormano un g¡'nppo che, 
per le sne notevoli proprieta, ricevette un nome speciale. 

Si dice che quatt?·o ele1nenti A, B, O, D di una forml~ di prima spe
cie formano un gruppo armonico, o S01W armonic(. q1Jando il loro birapporto 
(A B O D) vale - 1. In questa c1efinizione non e indifferente Pordine dE'gli 
elementi. SE'gue tlltta vía dal n. 147 che, se .A B ° D e un gl'UppO armo· 
oico, sono pnre armonici i gruppi ABDO, BAOD, BADa, ODAB, ... , 
insomma A B o D ed i sette gruppi che da es so I\i otteng'ouo con uno o 
piu. scambi dei due primi, o dei due ultimi elementi, o della coppia dei 
due i?rimi colla coppia dei duo ultimi. Percio i duo primí elementi A e B, 
che godono uffici Bcambievoli, si dicono coniugati armonici rispetto a 0, D, 
e viceversa O, D sono coniugati armonici rispetto ad A, B. E si dice pura 
che le due coppie .A B e O D lIi 8eparano armonicamente, perche il segno 
negati vo del lJirapporto plOva la separazione delle coppie stesse (n. 144). 

E poi chiaro che un gruppo al'monico di elementí di una forma di 
prima specie da per proiezione o sezione nuovi gruppi armonici. 

Ritornando or~:, a])a osserva.zione con cui comincia questo numero, 
possiamo affel'mare, colla nomenclatura introdotta, che, se il birapp01'to di 
quattro elementi distinti non si altera qttando ~i scambiano fra loro i du~ 
Illtitni (o i due primi) elementi, gli elementi ate", formano un gruppo ar
monico. 

149. Costruzione di un gruppo armonleo di punti mediante 11 
quadrangolo completo. - Dati sopra. una qualsiaai forma di prima. ape
cie tre elementi distinti A, B, 0, e individuato (n. 144) un quarto ele" 
mento D. tale che A B O D risulti un gruppo armonico, (A B O D) = - 1. 
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L'elemento D e distinto da A, B, O, e si dice quaTto at'mo¡¡"ico dopo i tre 
.lementi A, E, C. ,Fru. le varíe costruzioni del qual'to armonico, nella ¡po· 

tesi che gli elementi siano punti 
di una retta, e notevole quella 
a cui conduce la considerazione 
seguente. 

Snppbsto per i1 momento che 
il problema sia risolto, supposto 
adunque che A B O D sia un grupo 
po armonico sulla retta u, proiet. 
tiamo i qua.ttro punti da un cen
tro qualsiasi P, sopra una rettH 

}) condotta. arbitrariamente per O. 
Dette M, N, O, O le proiezioni di 

A, B, C, D, sara armonico il gruppo M N O O e quindi N M O O. Tiriamo 
ora le due rette N A, M B, e sia Q la loro intersezione Proiettando il 
gruppo N M O O da Q, sopra u, ed indicando con D' la proiezione di O, 
risulta che e armonico il gruppo AB O D', mentre per ipotesi e tale ABaD. 
Begue che il punto D' coincide con D, ossia chE} il punto . Ó e proiettato 
in D, sia dal centro Q, sia dal centro P. Duuq~e il punto IJ e la llter
sezione di u colla P Q j donde la costruzione seguente: 

« Volendo il quarto punto al'monico D dopo i tt'e punti A, B, O, si 
conduca per O una retta arbitraria, sulla. quale si prendano ad arbitrio 
due punti M, N, si congiungano questi con A e B nei due modi possi
bili, e si detel'minino le inlersezioni, non ancora considerate, P e Q delle 
dette congiungenti; la retta P Q passa par il punt.o richiesto D ». 

Per enunciare in forma concisa la. proprieta su cui poggia la costru
zione, conviene introuurre la nozione di r¡uadrangolo completo. Si indica 
con questo nome la figura composta ui quattro punti, vertici, di cui mai 
tre siano allineati, e delle seí rette, latí, che li congiungono a due .. dlle. 
Nd quadraogolo completo JINPQ i sei lati si distribuiscouo in tre cop
~il:l di latí oppo8ti (non aventi alcun vertice in comune) 

JI P. /l:Q MQ, NP. 

Due latí opposti SI 8egano in un punto diagonale, ed i tre punti dia 
gonali O, A, B costituisCflllO il 11'iangolo diagonale del quadrangolo com
pleto. Cio premesso, possiamo dire: 

In un quadrangolo completo due lnmti diagoltali sepanmo at'1/Umicarnente 
le ü.tusezioni daUa loro cOllgiwlgente coi lati del 'luadrangolo passallti per 
il terzo pUlltO diagonale. 

Osservazione. - La co¡¡truzione 8ue8posta. ci insegna che, BU .A, B, O sono 
tre punti di una l'etta a si costrllisce un qualsiasi quadra.ngolo completo, di cuí 
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dile lati opposti passino per A, dile lati opposti per B ed un quinto lato per O, 
il sesto lato del quadrangolo seghera la retta in un punto D, che non varia col 
variare del quallrangolo adoperato. Ora lo stesso fatto si poteva dedurre come 
conseguenza del teorema dei triangoli omologici, e pl'ecisamente dell'es. 27) del 
n. 126. Si sarebbe fin d'allora potuto dare una definizione di gruppo a1'monico 
di punti, dicendo (con SUUDr) armonici qllattro punti allineati ABOD, tali che 
asista un quadrangolo completo, di cui due lati opposti passino per A, due lati 
opposti per E, un quinto lato per O e il scsto per ]J. E partendo da questa de
ftnizione, si aarebbero ritrovate le proprieta dei gruppi armonici, senza in~rodurre 
il concetto di doppio rapporto e le nozioni metriche a cui siamo rioor8i per sta
bilirle. U~a siffatta vía permise appunto allo STAUDT di COi'\truire la geometria 
proiettiva in baso a noz10ni ]Juramente grafiohe. 

lóO. Costruzione di un gruppo armonieo di rette mediante 11 
quadrilatero eompleto. - 11 teorema ed il problema del precedente nu
mero pOSSODO trasfarmarsi per dualita piana; basta a tal fine scambiare 
negli enuDciati, come pure nelle dimostrazioni, le paroIe punto e retta. Si 
arriva COS! anzitutto aIla nozione di 
q1tadrilatero completo, figul'a cost,ituita 
da quattro rette, latí, di cuí mai tre 
concorrano in un punto, e deí 8 :· j 

punti, vertici, in cuí quelle si segallo 
a due a due. Nal quadrilatero completo 
m n p q diconsi op-posti i vertici m n e p '], 
m. p ed n q, m q ed n p; e le tra rette, 
cuí queste coppie danno luogo, diconsi 
rette diagonali e costituiscono il tri· 
latero diagonale; (nella figura sono 
tracciate solo due rette diagonali a, b). 
Ora vale il teorema: 

e 

In un quadrilatero completo d11e 'rette diagonali separano armonicamente 
le rette, che congiungono la loro intel'sezione coi due 've~·tici del quadrilatero 
(lppaTtenenti alln terza retta diagonale; le due rette diagonali a = m p . n q, 
b == n~q . np sono divise armonicamente dalle due l'ette e e d j che proiet
tano da S = ab i vertici mn e pq. 

Di qua si deduce subito il modo di costruire, colla sola l'iga, quella. 
retta d del fascio S che forma nn gruppo armonico con tre rette a, b, e 
assegnate nel fascio stesso. 

161. R!\lazioni fra le mutue distanze di quattro punti armoniei. 
a) Siano A, B, 0, D quattro punti armonici di una retta, e siallo 

a.,b,c,d le loro ascisserispetto ad UWI. qualsiasi origine. Se poniamo(A B 0)=1'. 
liara, par la stessa detinizione del gruppo armonico, (ABD) = - (ABO) == - r. 
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Quindi le aacisse dei due ultimi punti del gruppo possono esprimersi JOe, 
diante le formole (n, 6) 

(1 ,., a-rb 
c- - --

- l-r' 

Le (1), per ogni valore di ", forniscono una coppia di punti separati 
armonicamentc da A, B. 

b) Se,' in particolare, l'originc cade nel punto medio O ha A e B, 

allora b = - a, e qujndi le (1) divengono 

1 -L " c=a __ 1 _ 

l-r' 

cbe, moltiplicate membro a meIl}bl'O, danno 

(2) a.' = ca, oBsia OA' = OE' == O o . OlJ, 

In un g1"tlppO armonico di punti, la disfanza del punto medio fm dut 
coniugati da uno di questi e media geometrica t,'a le distanze del punto 
medio stesso dagli altri due pnnti coniugati del gruppo; e viceversa." 

Poiche O A! e po~itivo, O o ed OD devono avel'e lo atesso segno j 
dunqufl in un gl'UppO armonico di punti, dne punti coniugati atanno 

dalla stessa banda. del punto medio fra 

--<) _ _ __ 0--0---0-0- g!i altd duc. 
A o o B D Se, .A e B rimanendo fil:lsi, iI punto 

O si Inuove da O verso B, descrivendo 
il segmento finito O B, jI coniugato armonjco D descrivera il prolunga, 
mento di O B dalla parte di B, venendo daIl' infinito verso B. 

Se a finisce per coincidere con B, oovra. pure D cadera in B; si 
suol dire pt!rcio che, se in un gruppo armonico di punti (o di elementi 
di una qualsiasi forma di prima specie) dne punti (o elementi) ctJincidono, 
un terzo punto (od elemento) coincide con quelli, ed il quarto puú cadere 
dovunque sulla forma, Un ¡¡jlJatto grnppo armonico si snol chiamarl\ 
degene1'c. 

Se invece il punto O caoe in 0, ji con¡ugato ]) anura a,JI'infinito, 
MIDe risulta pure da! fatto che 

(AB O) -1 
(A BOD oo ) == (ABD 00)= -1- = -1; 

dU1H~ne : 

e) Il eoniugato u,1'monieo del punto medio di un segmento, rispetto agll 
est,'e1ni di questo, e il punto all' infinito della retta ,; e viceve1'sa, il coniu' 
gato armonico del punto all' infinito di una retta, 1"ispetto a due punti di 
essa, e il punto medio tt'a quelli. 
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d) Ritornando alle (1), e supposto ora che l'origine cada in A e 
sia quindi a • 0, si ricava subito la relazione 

(3) ossis 
211 _._ --+-. 

AB-AO AD 

In un· gt·uppo armonico di p1tnti, la distanza di un punto dal suo eo
ni1lgato e media armonica tra le distanze del punto steuo dagli altri due 
punti del gt"uppo; e vi()eversa. I 

152. Gruppi armoniei di rette avcnti particolaritk metriche. 
ReJazioni e proposizioni analoglle alle preeedenti si ritrovano nel fascio 
di rette; ei limiter¿mo a due osservazioni. 

a) I lati di un angolo 80no separa ti armo
nicamente dalle d1le bisettriei. Infatti, detti a, b i 
I I ti, c e a, le bisettrici, si ha (fissando con ve· J 

nientemente i versi positivi sui latí) 

(abe) = -1, (abd) = 1, 

e quindi 

(abcd)=-l. 

b) Se di quattro rette armonicltc di un fa-
8aio, due coniuflate son o perpendicolari, esse bise
cuno glí angoli delle . altre due. Infatti se a, b, 
e, d sono le quaLtro rette, e e, d sono perpendicolari tra loro, la retta 
b', che con a forma due angoli biseeati da c e d, da una. qua terna ar
moniea ab' cd; ma per ipotesi anche abcd El armonic¡~, quindi b' coin· 
cide con b. 

Esel el j L Sui rappol'ti .eml1lici. - 1) Se, dati comunque nello spazio 
n (;;;;: 2) ounti propri A, B, a, ... ,K, sulle n l'ette A B, B O, ... , K A, che eBsi 
determin .. no, si segnaDo ordinatamente i punti M, N, '.' , R, il prodotto dei rap
porti semplici (.d BM). (BON), ... , (KAR) uguaglia il prodotto degli analoghi 
rapporti semplici formati colle rette proiettanti i pllnti stessi da un punto quilo' 
lunque B deBo spa~io; ed uguRglia pure il prodotto analogo relativo alla. figura 
A' B' a' ... X', che si ottiene proiettando la data da S sopl'a Ull piano qualsill8i 
(PONCll:LET) • 

2) Se la. figura ABO ... K (, piana, el.! i punti M, N, ... ,R sono allilleati, 
soogliendo S sulla loro retta si riconosce che il prodotto considerato vale 1. 
Du.nqutl: «Se i latí AB, Be, ... , KA, di nn n.gono piano vengono segati da 

Si díce ah" tre nomen OODO 10 rwogrouiam .. rmtmloo (ed iI _lo • .....uo .. nnonic:o fra ,U altri 
-lue), 'loando i Ion> ioverai IIOJIO in progreMioue aritaf,tica. 

• 
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una traaversale, che non passi per nelSun vertice, nei punti JI, N, ... B. il pro
.otto dei rapporti aemplici (ABM), (BON), ... , (KAR) l! uguale a + 1:.. 

8) La proposizione 6 invertibile per n-S, e forniace il teorema di MENELAO 
(cfr. n. 28, es. 12»: «Condizione neceslaría e lufficiente percU tre punti M,N, P, 
situati lUi lati AB, BO, OA di un triangolo, aiano allineati l! che il prodotto 
deí rapporti aemplici (ABM), (BON), (OAP) 8ia uguale a + l •. 

~) Teorema di CEVA (cfr. n. 23, ee. 13»: «CondizioDe necessari" e suffi
ciente affinche tre pnnti M, N, P, appartenellti ai lati AB, B O, OA di un trian
golo, congiunti coi vertici oppoati diano tre rette pa8santi per nno SteSiO punto 
l! che il prodotto dei rapporti semplici (ABN), (BON), (OAP) valga -1:. (Si 
applichi il teorema deU'es. 1), 8cegliondo (plesto punto come centro di proiezione). 

5) Dimostrare i teoremi di MENKI . .4.0 e di CEVA col metodo della proiezione 
central e, proiettando le figure in guisa che alla trasversale (l al punto di con 
cono corrispondano elementi impropri. 

6) Dimostr8J:l', mediante il teorema di CE,A, che in un triangolo le.tre me
diana passano per uno stesso punto i le tre bisettrici interne passano -per uno 
stesso punto i due bi8ettrici esterne e la bisettríce interna relativa al terzo ver
tíce passano per uno steBso punto; le tre altezze passano per uno stesso punto. 

7) Dímostrare, mediante il teorema di MENELAO, che in nn triangolo i punti 
di incontro dei latí colle tre bisettrici esterne relative aí vertici opposti sono al
lineati; cos} pure son o allincllti i punti di incontro dei lati con due billettríci 
interne e colla bisettrice esterna relativa sI terzo vertice. 

8) Di tre punti A', B', O', presí sUÍ latí di un triangoIo ABO, si costrui
soano i simmetrici A", B", O" rispetto ai punti medi dei lati stessi¡ si dimostli 
che, se A', B', O' appartengono ad una retta, anche A", B", O" appartengono 
ad una retta (eoniugata i8otomiea della prima); e se le rette AA', BB', CC' 
pas.ano per un punto, anche le rette AA", BB", 00" passa.no per un punto 
(coniugato i8otomico del primo) _ 

9) Teorema di SmsoN: .. 1 piedi delle perpendicolari calate sui lati di un 
tria.ngolo da un punto qualnnqua del cerchio circoscritto son o allineati~. 

10) Dimostrare, mediante il teorema di MKNELAO, l'esercizio 26) del -n_ 12¡;, 
e dedurre il teorema dei triangoli omologici. 

11) Se delle nove intersezioni di due trilateri ab e, lmn, giacenti in uno 
ateaso piano e nun aventi elementi comuni, tre al, bm, en stanno sopra una 
retta p, ed altre tre am, bn, el atanno sopra una retta 1], anche le tre l-imanenll 
intersezioni an, b l, cm staranno ilopra una retta r. Quelle nove intersezioni ,,¡ 
trovano dunque distribnite sui lati di tre trilateri ab(), lmn, pqr, per modo lhe 
ciascun lato contiene tre intersezioni, e per ciascuna intersezione passano tra lati. 
Due qualsivogliano dei tre trilateri Bono omologici in tre modi diversi (par es. 
abe puo considerarsi come omologico a lmn, oppure a mnl, oppuro a n/m), ti 

gli a~si di omologia costituiscono il rimanente trilatero. 
12) Il teorema precedente puo anche enunciarsi cos}: se in un esagouo piano 

i vertici di p08to dispari atanno sopra una retta ed i vertici di pOlitO pari sopra 
una secondn. retta, i tre punti d' incontro delle coppie di lati opposti stanno sopra 
una terza retta; (teorema di P.4.PPO, cfr. n. 126, es. 86». 

18) Teorema di CARNOT (1808): .. n prodotto dei rnpporti semplici rleter-
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JUinati sui lati tli un poligono dalle intersezioni con un cercbio e uguale a + 1 ~ ; 
precisamente, 8e ABO ... K e il poligono, ed MM', NN', .. , ,RR' son o le coppie 
di intersezioni dei successivi lati AB, BO, ... ,KA con un cerchio, si ha 

(ABJl) (ABM') (B ON) (BON') ... (KAR') -- + 1. 

14) Nel caso partir.olare in cui il poligono si riduce ad un triangolo, si puo 
dedurre dal teorema precedente il teorema di PASCAL (pel cercbio): «se un esa
gono e il!critto in un cerchio, i punti di incontro delle tre coppie (!i latí opposti 
appartengono ad una ret.ta ~ (cfr. n. 126, es. 35». 

15) Come si enuncia il teorema di CARNOT, nel caso che i lati del poligono 
siano tangenti al cerchio' Se in part.icolare si tratta di un triangolo, si deduce 
la proprieta seguente: «se un triangolo e circoscritto ad un cerchio, le congiun
genti i vertici coi pnnti di contatto dei la ti opposti passano per uno stesBO punto •• 
E di qua segue che «se un triangolo e iscritto in un cerchlo, i punti di incontro 
dei lati colle tangenti nei vertici opposti sono allineati •. 

16) Se i lati a, b, ... , k di un n. latero o le rette m, n, ... , r uscenti rispet
tivamente dai vertici ab, be, ... , ka, segano una trasversal e nei punti A, B, ... , 
K, M, ... , sussiste la relaziono 

(abm) (ben) '" (J.:ar) =- (A B .M) (BON) ... (KAR). 

(Si adoperi la (3) del n. 142, sostituentlo al rapporto SA : SE il rapporto dtlÍ 
se ni degli angoli opposti). 

17) Se Bui lati a, b, e di un triangolo ABO si trovan o tre punti A', B' O', 
e si chiamano a', b', e' lo rette che congiungono questi punti coi vertici opposti, 
si ha (ABO') (BOA') (OAB') = - (bae') (eba') (aeb'). 

18) Di tra rette a', b', e' usceuti dai vertici del trilatero abe si costruiscano 
le simmetriche a", b", o" rispctto alle bisettrici interne; si dimolltri che, se 
a', b', e' passano por un punto, anche n", b", e" paseano per un punto (eoniu
gato isogonale del primo); e se i punti aa', bb', ~e' appartengono ad una. retta, 
a.nche i punti aa", bb", ce" a p11artengono ad una rottst (coniugata i8ogonale della 
prima). 

19) Se ABO ... K ed a'b'c' ... k' sono un n.gono e un n.latero di uno stes80 
piano, li ha. 

(A. Ba!) (BOb') ... (K A k') = (b' a' B) (e' b' O) ... (a' k' A). 

dove (ABa') indica iI rapporto semplice formato dai punti A, B colla intersél
zione AB . a', e gli altri simboli hanno significato analogo o duale. (Si condu
cano infatti le norll1ali da. A e B sopl'a a', ecc.). 

20) Se A B O ... K, A' B' O' ... K' Bono due n.goni di un piano, i cui lati 
AB, BO, ... , A' B', ... si indiehino con a, b, ... , a', ... , e si pone 

AB . A'B' == M, BO· B'O=N, ... , 

e dualmente ab . a'b'=m, ... , vale la relazione 

(ABM) (A'B' M) (BON) (B'O' N) ... = (bam) (b'a'm) (eh) (e'b'n) ••• 

QU6sta, di cui si yedra in seguito una importante applicazione, e notevole per il 
fatto che i due membri si trasformaDo in certo modo l' uno nell'altro per dualitA. 
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21) Se tre punti A, B, O di una punteggiata t sono proiettati da una. retta ", 
Bghemba rispetto a t, mediante i piani ~, ~, y, si ha la relazione 

dist Ar 
(ABO) ~ dist Br . (~~ y), 

dove dist J. r b la diijtanza elel punto A dalla retta r, presa con segno conveniente. 
22) Estendere il teorema dell'es. 2) a un n.gono sghembo scgato da un piano; 

il nuovo teorema e invertibile per n ~ 4. 
11. 8ui bil"apporti - 23) Dati tre elementi di una forma di prima specie , 

costruire in questa l'elemento che forma con quelli un birapporto assegnato; 
(mediante una operazione di proiezione o sezione si puo ridul'si al caso che uno 
dei quattro elementi sia un punto improprio, e quiudi il birapporto diventi un 
rapporto semplice). 

24) Se A, B, O, ... sono elementi di una forma di prima specie, si hilo 

(A BOD) (ABDE) = (ABOE) 
(ABOD) (ABDE) ... (ABHK) = (ABOE). 

25) Se i lati di un triangolo A B O vengono sagatí da due trasversali nelle 
terne di punti A' B' O', Á" B" O", si ha 

(BOA'A") (OAB'B") (ABO'O") = 1. 

Questo teorema, che puo dedursi dal teorema di MENEU.O, contiene d'altronde 
quest'ultimo come caso particolare. Analoga eatenaione puo ricevere il teorema 
di CEVA. 

26} Dftlla relazione (abea) + (aebd) = 1, che lega due birapporti formati con 
qua.ttro rette di un fascio, dedurre l' identitA 

len ab sen ca + sen ae sen ab + len aa sen be = O, 

analoga all'identitA di EULERO per la punteggiata (n. 8, es. 1)}. Da quella iden

titA si ponono ricavare (ad es. supponendo ;-d = ~ , ... ) le note formole trigo

nometl'iche che danno sen (IX + ~), cos (IX + ~). 

27) Conducendo pel centro del fascio ab cd un cerchio, il quale seghi quelle 
rette in A, B, O, D, la identitA precedente si traduce nella relaziou6 

AB· OD+AO. DB+AD· BO=O 

tra le lei corde (prese con segui convenienti), che congiungono i quattro pnnti 
due a due. Essa esprime il teorema di TOLOHEO snl quadrangolo iscritto in un 
cerchio. 

28) Dato un triangolo A·B O ed un punto D, che non stia su nessun lato, 
le rette a', b', e', proiettanti i vertici da D formano, con una trasversale qual
siasi a condotta per D, un birapporto (a' b' e' a) uguale a quello (A' B' 0' D) 
formato dalle intersezioni <lella trasversal e coi lati del triangolo e dal punto D. 

29) Dedurre dall'e8. ~8) la risolnzione del seguente problema e del dllale: 
date tre rette a, b, e non concorrenti, ed un punto D che non apJlartenga a nes
suna di quelle, condurre per D una trasversale, cbe seghi le rette in tre punti 
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.A', B', e' formanti con D un birapporto (.A' B' e' D) di valore assegnato. Esa
minare il caso particolare che sia improprio D od una dalle tre retoo date. 

30) Dedurre dal1'es. 28) la dimostrazione del teorema: .: il birapporto dei 
quattro punti, in cni le facce di un tetraedro vengono segate da una retta, e 
uguale al birapporto dei quattro piani proiettanti dalla retta i vertici opposti del 
tetraedro» . 

m. Sui gruppi armonici. - 31) Per costruire il quarto punto armonico D 
dopo tre punti dati A, B, e, si conduca per e una retta arbitraria, e su questa 
si prendano a partire da O, da bande opposte, due segmenti uguali O.A', OB'; 
si costruisca poi il punto S ==.A.A' • B B'; come riuscirA la retta SD1 Si puo 
dare una costruzion~ I\naloga di un gruppo armonico in un fascio di rette' 

32) Un'altra costruzione di un gruppo armonico di punti e fondata sul teo
rema: le rette congiungenti un punto di un cercbio cogli estremi di un diametro 
dividono armonicamenOO ogni corda verpendicolare aquel diametro. 

33) Lo atesso problema si r¡solve ricorrendo al teoroma: se due cercbi si 
segallo ortogonalmente, i diametri dell'uno sono divisi armonicamente dall'altro. 

34) Ricorrendo alle costruzione mediante il quadrangolo completo, risolvere 
colla sola riga i problemi seguenti: 

a) dato un segmellto col suo punto medio, condurre per un punto la pa
raUela alla retta con ten ente il segmento ¡ 

b) date due rette parallele, costruire il segmento doppio, triple ... di UD 

segmento dato sopr. una di quelle¡ o divídere il segmento in due, trfl ... parti 
nguali¡ 

e) dato UI! parallelograroma, dimezzare un segmento assegnato comunque 
(a. 126, eB. 25». 

35) Ricorrendo alle costruzioni dell'es. 34) b), si puo colla sola riga risolvere 
il problema seguente: «date due rette parallele, e fissati Bopra una di queste i 
punti di ascis8e O, 1, eostruire sn di ellsa un punto avente un'ascissa razionale 
assegnata ad arbitrio:.. 

36) ll ' luogo deí punti cOlliugati armorucí oí un punto P, ríspetto aUe inter-
8erioni deñe trasversali uscenti da P con due rette a, b, e la polare (n. 126, 
es. 18)) p di P rispetto aUe rette a, b. Proposiziolle duale del piano. 

37) Se delle intersezioni dei lati di un triangolo con una. trasversa.le sí co
struiscono i coniugati armonici l'ispetto a.lle coppie dei vertici appartenenti a 
quei lati, i nuovi puuti congiunti coi vertici opposti danno tre rette passanti per 
uno steslo punto i questo punto e quella trasversale diconsi armonici rispetto al 
triangolo. Proposizione duale. 

88) Se delle intersezioni dei sei spigoli di un tetraedro con un piano qual
sia.lli si costruiscono i punti coniugati arruonici rispetto a.Ue coppie di vertici 
esistenti sui l'elativi spigoli, i nuovi punti congiunti cogli spigoli opposti dan no 
sei piani passanti per uno stesso punto. E viceversa. n piano primitivo ed il 
punto ottenuto diconl!li armonioi rispetto al tetraedro.' 

1 Si dlmoltrino 1 teorem! 37) a 38) anche per Tia analitioa, {_ndo nlO dalla notazione abbreviata 
(nn. ~a. 1'5). 
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89) Un quadrn.ngolo completo e individuato quando ne lIia dato il trinngolo 
diagonale E F G ed un vertice A : come si costruiscono gli al tri tre vertici B , O, D' 
Dimostrare che se, rimanendo fisso il triangolo diagonale, il vertice A deBcríve 
una retta a, gli altd tre vertici descrivono tre rette b, e, d; la conflgurazione 
delle quattl'o rette a, b, 0, d 6 tale, che il trilatero formato con tre qualsivogliano 
di es so e omologico a.l triangolo diagonale E FG, coll'aase di omologia nella quarta 
retta. Questione dua.le pel quadrilatero. 

(0) Dato un tetraedro ABaD ed un punto A', cOBtruire un altro tetrae
dro A' B' U' D' tale, che le coppie di spigoli opposti doll'un tetraedro si appog
giDO alle coppie di spigoli opposti dell'altro. 

41) Segare tre piani IX, ~, r di un fascio proprio mediante un piano, in modo 
cho, dollo rotto sezioni, la. torza bisoghi l'angolo dolle prime duo; (sí costrnisc& 
il piano O qUInto armonico dopo IX, ~, r). 

(2) So a, b, e, d SOllO quattro rotte di UD fascio proprio, ed m e una bisot
trice dell'angolo ab, valgono le seguenti rolazioni, analogho a quelle valide pel 
gruppo armoI\ico di punt i (D. 151) : 

211 - -- - - -+--
tg (lb - tg ae tgad' 

tg' mh = rg me. tg Ind. 

(3) Dato sopra una rott,a due coppie di punti AB ed EE, costrllire una 
terza coppía xr che divida arUluuicalllcDto quelle due. Si dimoatri che quoata 
coppia esisto ed e unica, se le due coppíe date non si soparano; non esisto ín
vece nol caso opposto. (Suppollta nota la coppia X Y, e detto O il punto medio, 
risulta (n. 151) O Xl = O A . O B = O E . O P; dunque O sta sull'asse radicale 
(n. 57) di due cerchi arbitl'ari secanti sulla retta le due coppie elate, ed O X e 
la t,angeDte da O ad uno di essi). 

(4) Dati sopra una retta due segmenti A.b, EP, deterlllinare il luogo di 
un punto 8 da] quale i duo segmenti fliano visti sotto angoli uguali o supple
mentari. 

* 153. Coordinate proiettiT8 sopra una forma di prima specie . - Ab
biamo visto (n. 1(4) che, dati !lopra una. forma di prima specie tre elementi 
fissi A, B, O ed un quarto M variabile, per ogni posizione di questo rimane de
termínato il valore k del birapporto 

,,=- (ABOAf)¡ 

e viceversa, noto k, 6 M completamente detel'minato. Fra la posizione di M ed 
il valore di k SUBsiste adunquc una corrispondenza biunivoca, che, come facilmente 
si riconosce, e continua, quando si faccia astrazione dall'elemento A della forma 

dove k = + <Xl • 

Si potrA qumdi assumere " come coordinata dell'elemento Mi e si pa.rlen~ 
di eoordinttta bi1'apporto, o eoord'inata proiettíva, rispetto agli elementi fondamen
taU A, BJ OJ i quali (tenuto conto delle loro coordinate + <Xl , 0, 1 i n. 144) si 
sogliono chiamare rispettivamente el6fMnto infinito, gero. unita. 
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TI noma di proiettiva dipende da. cio, che, se con una o piu operazioni di 
proiezione o sezione si passa dalla forma primitiva, a cui appartengono gli ele
menti .A, B, 0, M ... , ad una. nuova forma di prima specie, a cui appartengano 
gli elementi corrispondeuti .A'. B', O', M', ... , la c(lordinata proiettiva dell'ele
mento variabile M, rispetto agli elementi fondaruentali .A, B, O della primll forma, 
ti sempre eguale a11a. coordinata proiettiva dell'elemento variabile M', rispetto 
agli elemflnti fondamentali .A', B', O' della seconda formll. In un certo senso si 
potrebbe dire che la. coordinata proiettiva di un elemento, sopra una forma di 
prima specie, non si altera se la forma si assoggetta ad operazioni di proiezione 
e sezione. Percio il sistema delle cool'dinll.te proiettive si presta, piu di ogni altro, 
a studiare le proprieta proietti ve delle forme di prima. specie. 

Osservazione l. - E notevole il fatto che l'ultimo sistema di coordinate 
contiene, come casi particolari, i principali sistemi di coordinate nominati sin qua. 

Anzitutto, se dei tre punti fondamentali .A, B, O sopra una punteggiata 
propria, il primo .A e improprio, la coordinata proiettiva del punto variabile M 
diviene (n . 144, Oss.) 

BM 
k= (A oo BOM)= (NOB) = B U ' 

~d é l'asciBBa del punto M l'Íspetto alla origine B e all'unita di lunghezza Be. 
In secondo luogo si osservi che, se l z= O, m ~ O souo le equazioni carte

siane di dne rette di un piano, ed e quindi l + km = O l'equazione di una. retta 
variabile nel fascio determinato da quelle due, k e il birapporto delle quattro rette 
(n. 146) 

m=O, l = O, l + m = O, Z + k,n =o O, 

eu e quin di la cOQ1'dinata proiettiva dell'ultima retta rispetto aIle prime treo 
In particolare, nel fascio che ha per centro l'origine di un sistema ortogo

nale, il coefficiente direttivo k di una retta y - k:r; = O e, nel tempo stesso, la 
tangente dell'angolo che la retta forma coll'asF!e :r; (n. 27), e la cOOl'dinata proiet
tiva di quella retta rispetto alle rette fondamentali z = O, Y = O, z - y = O i 
sicche anche le coordinate tangenti (n. 10) sono casi particolari di coordinate 
proiettive. 

Osservazione 11. - Giova notare che, in base a quanto ora si disse, i1 si
stema deBe coordinate proiettive sopra. una punteggiata potrebbe anche deflnirsi 
nel seguente modo. Sopra una retta propria ausi1iare u si flSBi un sistema di 
llacisBe, e sia :r; l'ascissa di un punto X val'iabile Bulla retta. Si proietti poi, da 
un centro arbitrario, la punteggiata u sopra una retta arbitraria u', ed al punto X', 
proiezione di X, si al!soci quel numero :r; che si era definito come ascissa di X. 
Si potra riguanlRre :r; come coordinata di X' ¡precisamente :r; e coordinata proiet
tiva di X ' rispetto a tre punti fondamentaJi, che Bono proiezioni dei tre punti 
di u avellti. le ascisse + 00 , O, 1. Viceversa, mediante proiezione si puo sempre 
passare da un sistema di coordinate proiettive sopra una retta u', ad un sistema 
di asciBse sopra una retta u. 

15 - G. CA8TRLNUOVú. L"wno di 6tonutria "'na!ü ..... 
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• 154, Espress~one del birapporto di qnattro elementi mediante le coor
dinate proiettive. Trasformazione delle coordinate proiettive. 

a) 8iano anzitutto A, B, O, M quattro pUllti di una retta, i quali, rispetto 
ad una qualsiasi origine, abbiano le ascisse a, b, o, x, La cool'uinata proiettiva 
di M, rispetto ai punti fondamentali A, B, O, El espressa (n. 145) da 

a-c a-x - (a-e)x+(a-e)b 
k = b _ /J : b - x = - (b - /J) x + (b - e) a' 

(1) J. _m_x_+-,-n_ ,,= px+ q' 

dove si 6 posto per brevita 

m = - (a, - c), n = (a - e) b, p = - (b - e), q = (b - e) I!. 

Dunque al variare di M, l'aseis8a x 6 la ooordinata proiett¡'va le di queBto 
punto sono legate da 1I.na trasjormazione linea?'e (n. 146), il cui determinante 

me¡ - np = (a - b) (b - o) (o - a) 

e certo diverso da zero, perche A, B, O si suppongono distinti. 
b) Possiamo applicare alla (1) ti tElorema del n. 146, ti quale afferma che, 

attribuiti alla x quattro valori arbitrari x, (i = 1, 2, 3, 4), e detti le, i corrispon
denti valori di k, sussiste l'uguaglianza di birapporti 

(Xl' x2, z!, z,) = (le!, k 2, ka, le,). 

Ora il primo membro fornisce il birapporto di Iluattro punti Mi della retta, 
che abbiano le ascisse x" e le coordinate proiettive le,: (rispetto ai pU1:1ti fonda
mentali .A, B, O); quindi in fine 

k¡ - k3 . le! - k, 
(2) (Mi Mi M3 M4) = (ku k2 , ka, le,,) = k

2 
_ k3 ' k! - k4 ' 

la quale esprime il birapporto di quattro punti mediante le loro coordinate proiet
tive. D'altra parte la (2) si estende ad una qualsiasi forma di prima specie, 
come si vede eseguendo una proiezione che non altera ne il bh'apporto, na le 
coordinate proiettive. Arriviamo COS1 al risultato: ji88ato 80pra una fonna di prima 
IJpecie un q'ualsiasi sistema di eoorclinate pro'iettive, il birapporto di quattro elemelltí 
rklZa forma 6 cspre880 dal birapporto deUe loro coordinate. 

e) Supposti fissi gli olementi Mil M~, Ma, e variabile M" il primo membro 
della (2) ci da la coordinata proietttva k' di .M4 rispetto agli elementi fii!si 
Mu .M~, MB ; mentre k, El la c.ool'dinata proiettiva di .M, rispetto :td A, B, O. 
Tra le due coordinate passa la relazione (2), che (come sopra vedemmo) e del tipo 

(3) 

dove si e scritto k in luogo di k" e dove a, ~, y, S sono quattro costanti tali 
che aS - ~y + O. Dunque: se uno stesso el6mento va1'iabile sopm una forma di 
p1'üna speeie viene rifM'ito a dUI! dive1'si sistem'¡ di coordina te proietUtle, le due e001"' 
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/Unate dell' elemllnto 80no lega te da una t1'asfm'mazione lineare a determinante non 
nullo. 

Viceversa ... ogni trasformazione (3) a determinante non nu110 pui> interpretarsi 
come una trasformazione c1i coordinate proiettive fra il si8tema antico, i cm ele
menti fondamentali hanno le coordinate k = + 00 , 0, 1, ed il 8i8tema nuovo, i 
cui elementi fon<L .... mentali banno le nuove coordinate k' = + 00 , 0, 1 e qnindi 
le antiche 

k=_O _~ _~-o r' o: a-y 

* 155. Coorllinl\te prniottÍva omogl"fiee neUa forme IU prima specie. - In 
ogni sistema di eoordinate proiettive vi 6 un elemento, eui Don conisponde una 
eoordinata DJlítlt, gueU 'elemento che si indica convenzionalmcnte con + oo. Si 
riesce a togliera questa eceezione nella corrispondenza, assoeiando ad ogni ele
mento una eoppia di nnmeri x, y, non entrllJmbi nulli (coorilinate proiettive omo-

genee) , deí guaU interesan Rolo il rapporto, e tali che, se y::j:: 0, sia k = ~ la 
y 

cOO1'dinata p"oiettiva non omogenea dell'elemento, mentre, se y = 0, x =t= 0, l'eTe
mento abbia la cool'dinata k = ± 00 (cfr. n. 127). Ai tre elementi fonuamentali 
del sistema (k = + 00 , 0, 1) possiamo dunqne attribuire le coordinate omogenee 
(1, O), (O, 1), (1,1), o nnmeri proporzionali. 

J ... a formola (3) per la trasformazione delle coordinate proict.t.ive diviene, 
quanc1.o si introduca l'omogeneita e si chiamíno (x, y), (x', y') le coordinate omo
genee dei due sistemi, 

(-1) 
x' o:x+ ~y 
y; = yx+oy' 

e puo eSller sostituita dalle due relazioni 

(5) 
¡ pX' = o.:x -'- ~y, 

1 py' = yx -'- oy, (0:0 - ~y 1= 0\ 

dove p tl un fattore di proporzionalita arbitrario, purcM non null0. Si suol dire 
che le coordinate di un elemento di una forma di prima specie, riferito a due 
siste,ni di coordinate proiettitltl omogen66, 60n legate da 1tna sostituzione (o tra8for
mazione) lineare ed omogenea, a, determ.inante non nullo j con questa locuzione si 
indica infatti il sistema di f'gnagUanze (5). 

• 156. Coordinate proiettive nel piano punteggiato. - Cerchiamo ora ' di 
estendere alle forme di seconda specie, ed in particolare al piano, il concetto di 
coordinare proiettive introdotto sulle forme di prima speeie ed in particolare sulle 
pnnteggiate. Arriveremo aIlo scopo nel modo piu natnrale, procurando anzitutto 
di esprimere le ordinarie coordinate cartesiane mediante birapporti di punti, 0.1-
euní dei quali impropri, e liberandoci poi dalla restrizione relativa alle partí
llolari posizio;ni di questi ultimi punti. 
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Siano dunque s, y gli a8si cartesiani, Z il loro punto di incontro (origine), 
X 00' Y 00 i loro punti all'in1inito. Sia finalmente E un punto proprio, fuori de,li assi, ptmto unita, al quale attribuiremo convenzionalmente le coordinate car

. 
p' ._ ... _ ........ J ............... _ .... /-~. 

tesiana (+ 1, + 1); vuol dire che IlS8Umeremo 
come unita di misura l'ascis!Ia di E per i seg
menti paralleli ad:l) (asciese), I'ordinata di E per 
i eegmenti paralleli ad y (ordinat,:), eema preoc
cuparci 8e quelle due unita di mieura lIiano 
uguali o diverse. Cio posto, per ayer le coordi

! nate cartesiane di un punto generico, P, del 
.... "T['-" .......... .¡-_. piano, dovremo proiettare P ed E da 1'00 sul-

I 1'asse :1), ottenelldo i pnnti P', E', " da X (X 
j 

_..J-__ +,.,. ___ -+:.-:----=~:-:: sull'asae y, ottenendo i punti P", E". L'asCiSSlL X 
iE' !P ' X 

i .. sara aHora il valore del segmento Z P' misurato 
ZP' ZP" 

coll'unitA di lunghezza ZE', ossia X = ZE" e similmente 1'ordinata 1'= ZE" . 

Esprimendo questi rapporti semplici mediante birapporti (n. 14~, OS8.), avremo 

l' =>lO (Y 010 ZE" P") i 

e sostituendo ai birappórti di punti" i birapporti delle rette proiettanti da . .Yoo 
ed X 00 rispettivamente, 

X=- 1'00 (Xoo ZEP). 

Liberiamoci ora dalla restrizione che i punti X oo ' y 00 aiano impropri. Sopra 
un piano qualsiasi (proprio, od anche improprio) assumiamo ad arbitrio un t"ian
golo fondamentale X YZ, e dssiamo un pltnto tmita E, pure ad arbitrio, ma fuorí 
dei lati del triangolo. AHora, dato un punto P qualsiasi fuori della retta X Y, 
rimangono definiti in valore e segno i birapporti 

(1) X= Y (XZEP), y..", X (YZEP); 

e viceversa, dati due numeri ftniti X, Y, rimane individuato, in virtu delle (1), 
il punto P. 1 due numeri X, Y, collegati al punto P mediante le (1), si dicono 
coordinatll proiettive (non omogenee) di P, rispetto 
ai punti fondamentali X, Y, Z ed al punto unita E. 

Il punto Z ha le coordinate proiettive (O, O); 
ogni punto della retta Z X ha Y = 0, ogni punto 
di Z y ha X == O i il punto E ha le coordinate (1, 1). 
1 punti di una retta uscente da X banno costaute 
la Y, ed i punti di una retta U8cente da Y hanno 
costante la X. Un punto generico della l'etta Xl' 
avrebbe, secondo le (1), X = + 00, y = -+- 00 ; 1lI11., 

a togliere la indeterminazione analítica relativa a 
quei punti, provvederemo coll'introduzione di \lna 
terza coordinata. Se la retta X Y si suppone impro· 
pria, si ricade nell'ordinario sistema cartesiano. 

Dovremmo ora trattare, in coordinate proiettive, e relazioni fondamentali di 
posizione (ra. punti e rette di un piano. Una. semplice osservazione ce ne disuenas. 
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Tlttti i ri,ultati ottenuti in coordinate cartesiane nel Gap, 1 aelta Parte 1, valgono 
,en.'altro in coordinate proiettive, purche ai punti impropri, di cuí ivi taZvolta si 
parla, Ii ,o8tit!tiscano ora i punti delta retta fondamentale XY,' quindi al rapporto 
semplice di tre punti allineati, si sostituisca il birapporto formato dai tre punti 
col punto in cui la loro retta sega X Y¡ ecc. In particolare: ogni fortnola espri
mente in coordlnate cartesiane una rela~ione proiettiva di punti e rette eon8erva 
inalte,'ato iZ 8110 ,ignificato in ~oordinate proiettive, 

Questa affermazione si giustiñca ossel'vando che i ragionamenti fatti in quel 
Cap, 1, possono ripetersi letteralmente in coordinate proiettive, pur di tener pre
sente la 8uddetta avvertenza relativa agli elementi impropri,l 

Risulta cosl che, in coordinate proiettive, una ,'etta e ancora rapprMentata del 

una eq1ta~ion/l lineare, In particolare X = O, Y = O rappresentano le retttl fon
dnmentali YZ, XZ¡ aX + e = O, bY + e == O rappresentano rette uscenti ri
spettivamente dai punti fondamentali Y, Xj aX + bY -= O e una retta Ilscente 
dal punto Z, e precisamente X - Y = O rappresenta. la retta ZE¡ ecc. 

·157, Coordinu.te proiettive omogenee di pUllti. - Volendo rappresentare 
anche i punti. dalla retta fondamentale X Y, faremo uso di coordina te proiettiv, 
omogenee, che definiremo seguendo la vio. tenuta al n. 127. Fissato un triangolo 
/ondamentale X YZ ed un punto unita E, chiameremo coordinate proiettive omo
genee di un punto P tre numeri x, y, 11, non tutti nulli, tali che 

(1) 
x 

X=-, • 
siano le cool'dinate projettive, non omogenee, sopra detinite del punto P. Questa 
detinizione vale, a dir Yero, colla restrizione z * O, la quale porta che il punto P 
sia. fuol'i della l'etta. X Y. Per togliere la restrizione, osserviamo anzitutto che il 
detto punto P (3:, y, .), congiunto con Z, da una retta Z P avente la equazione 

(2) 

dove X, Y sono le coordinate pl'oiettive variabili j conveniamo poi di attribuire 
le coordinate (3:, y, O) alla intersezione della retta (2) colla retta. X Y. Da queste 

d ti ,., h' t' x y h "'ti· . , a DlZIOlll segue c e 1 rappor 1 -; , -; anno 1 Slglll catl geometncl 

x 
- = y (XZEP), • 

y 
- =< X (YZEP) • • 

I Ad ea. JI primo problema rleolto in coordinate cartesiane (n 14) ora va ennnciat-o eo"! ~ nate la 
ooordlnate prolettive di due pantl P, (X .. Y.), P, (X" Y,). e detta Q 18 intersezlone della retta p. P, colla 
rettl\ X Y, determinare enlla prima retta que! pnnto P (X. 1'), che forma con P, , P" Q an birapporto a.se
guato (P, p. P Q) =- ,.,.. Proiettando i quttro panti P, p •• p. Q da Y 80pra la retta Z X. otterremo quattl'O 
pnnti aventi oome prime coordinate proiettive X" XI. X. ± ex> ; e dovra e81l6re (X,. X,. x. ± 00) =- r, dond. 

.... X.-rX. , Y, -TY, 
segne .4. = 1 r . SlmJlmente y = 1 _ r . SI ritlovano 0011 J. formole (1) del R. 14. le qaali con-

docono alle conaegnenze dedotte nei DulDer! 15 e ae". Eco. 
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x 
Quanto al rapporto -, si osservi che la. retta Z P avente l'equazione (2), os-

1/ 

sia X - i y == 0, forma colle b:e rette Z Y, ZX, . Z E, di equazioni 

x=O, 
il birapporto 

Y=O, X - l"= O, 

y 
Z(YXEP) =-. 

x 

Riunendo q ueata alle (l'), possiamo ora. definire come co01'dinate p1'oiettive 
omogenee di un punto P tre numeri x, y, 111, non tuttt nulli, tali che BU88iBtano 111 
relazioni (di cui due Bole Bono indipendenti) 

(3) JL = X (TZEP), 
111 

~=x (ZXEP), 
x 

x 
-=Z(XYEP). 
y 

Le tre coordinate omogenee di un punto possono evidentemente easere mol
tiplicate per uno stesso fattore, Bauza che il puuto cambio 1 vertici X, Y; Z del 
triangolo fondamentale banno rispettivaruente coordinate uguali (o proporzionali) 
a (1, O, O), (O, 1, O), (O, O, 1); il punto unita E ha le coordinate (1, 1, 1); per 
un punto della retta YZ e x = O, per un punto di ZX e y =- O, e per un punto 
di X Y e e == O. Ecc. 

In coordinate proietti ve omogenee una retta e rappresentata da una equazione 
lineare ed omogenea. In pal'ticolal'e x = O, Y = O, z == O ra.ppl'esentano i lati del 
triangolo fondamentale; ax + by = O e una. retta uecente dal vertice Z. Ecc. 

-158. Coordinate proiettive nel piano rigato. - Supposto cbe una retta p sia 
rappresentata, in coordinate proiettive omogenee di punti (x, 1/, 111), dall'equazione 

(1) ux + vy + 10111 = O. 

potremo cbiamare i coefficienti u, ti, 10 coordinate proiettive omogenee della retta p; 

(;,~, coordinate non omogenee¡ cfr. nn. 130, 131). 

Di que9te coordinate di rette si puo pure 8ssegnare una definizione diretta, 
che corrisponde per dualita aBa de:finizione delle coordinate proiettive di punti. 
A tal :fine indichiamo con u, v, 10 le rette fondamentali YZ, ZX, XY; e conside
riamo, oltre aIla retta p rappresentata dalla (1), la retta unitd e avento l'equazione 

(2) x + Y + 111 = O, ' 

e quindi le coordinate (1, 1, 1). E faciJe vedere che le rette proiettanti da X i 
punti eu, pu della retta ti, (x = O), banno, riapettivamente, le equazioni 

y+z = O, V1/ + 10111 = O; 

queste due rette fOl'mano adunque colle ti, 10, di equazioni 

il birapporto 
y= O, 

ti 
U (v1Oep) = -. 

10 
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Operando in modo analogo sugli altri lati fiel triangolo fondamentale, tro
viamo che, jillIU/;tO un trilatero ~tVW ed una· retta unita e, la quale non contenga 
aloun vertice di que8to, per oOQ?'dinate p,'oiettive omogenee di una retta p si devono 
intende?'e tre 'IUme,'} u, v, w, tali c1.e 8u8si,tano le ,'elazioni (d-i. cuí due Bole indi
pendenti) 

" - =- u(vwep), 
w 

1D 
U- = V (10 uep), 

It 
-; = w(uvep). 

Pa.rtendo da quest'ultima. definizione, si pub ritenere che la retta unita e sja 
una retta generica del piano. Ma S6 si vuole, come sara sempre supposto, che la 
nuova definizione concordi colla precedente, o, in altri termini, che la (1) espl'Íma 
la condizione di appal'tenenza:.di punto e l'etta, 
bisogna che la retta unita sÍa rappreaentata in 
coordinate di punti dall'equazione (2), E cío 6sige, 
come si dimoatra facilmente, che pel' retta unita 
8i acelga la retta armonica del punto unita, ri
spetto al triangolo fondamentale (n, 152, es, 37». 

In questa ipotesi la (1), secondo che in easa 
si suppongono variabili le x, 1h s, o le u, v, tV, 

rappresenta la l'etta p (u, v, w) in coordinate di 
punti, o i.l punto P (x, y, z) in coordinate di 1'8tte 
Un punto e rappres6ntato ad'll.ngu/Jc da un'equa · 
p;ione lineal'e in oool·d·inate proiettive di '!'etle 
Ad es. il punto X = v w ha l'equazione u = O: ecc 

Tutte le consid6?'asioni sütbitite al n 13S 
allo scopo di esprimere analiticamenh le 1'elaziofll d i posi,ione dt pwnti , rette di 
un piano, valgono ancom· quando le coordiflate {.l. y. al '1 (u . V, tO), ivi adoperate, 
s-i interpJ'etino come coorclinale pToiettim omoqenee (Ji punti () tltte. 

Ogni formola, esprimente in coonlinattl eartesiane o plückeriane una pro
prieta proiettiva di una figura piana, consarvll il IUO 8ignificato 8e quella coor
dinate si rignardino come proiettive 

Tuttavia, valendosi di coordinate proiettive nell'esame di proprieta grafiche, 
si hanno, fra gli altri , i seguentí vantaggi; 

1) una maggiore libertA nel!s scelta del triaogolo fondamantale, di cui ora 
si possono assumere ad arbitrio i trI' lati mentre nel sistema cartesiano omogeneo 
uno deve essere impropno ., 

2) il lJiano BU cui si opera puó eeecr€ proprio od improprio j 
3) il procedimento analítico tenuto nel piano si estende immediatamente 

alle altre forme di seconda specie, come ora diramo ; 
4) operando mediante proiezione o sezione sulia figura considerata e Bugh 

elementi di riferimento (triangolo fondamentale e punto o rettll unita), le coordi
nate dei punti e dalle rette della figura non si alterano. 

Per quanto riguarda i caratteri metrici, le formole in coordinate cartesiane 
non Bono certo applicabili alle nuove coordinate. Delle modificazioni da introdursi 
non parleremo qui, pl'oponendoci di adoperare sistematicamente coordinate carte
siané nello studio delle proprieta metriche. 
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-159. Coordinate proiettin nella stella di rette o piani. - La detl.nizione 
di coordinate proiettive nel piano punteggiato o rigato 8i estende 8enz'altro aUllo 
steBa di rette o di piani. Ano 8tes80 risultato si perviene nel modo seguente. 
Si tagli la 8te11a S con un piano 1t, non passante per il centro della 8teBa, e si 
ftssi su 1t un 8istema. di coordinate proiettive di punti o di rette. Si potranno 
a110ra far corrispondbre ad ogni retta o piano della stella S quelle coordinate 
che appartengono al punto o alla. retta sezione IIU 1t. E facile scorgere che una 
forma di prima 8pecie entro alla ¡¡tella S (fa8cio di rette o fa8cio di piani) e 
rappresentata da una equazi:.lúe l i U"8.l'tl io coordinate di rette o di piani, ecc. 

Osservazione. - Considerazioni della stessa natura permettono di definil'e 
sul piano il sistema di coordinate proiettive di punti nel modo seguente, che tal
volta e utile ricordare. 

Sia 1t un piano, aoprn cui sia .fi8sato un sistema di coordinat~ cartesiane, 
omogenee o no. Proiettiamo i punti di 1t soprn un nuovo piano 1t' da ún centro S, 
ed associamo ad ogni punto P' di 1t' quei numeri che sono coordináte cartesiane 
del punto corrispondente P di 1t; questi numeri saranno evidentemente coordi
nate proiettive di P', ri8petto aquel triangolo fondameotale che e proiezione 
su 1t' del triangolo di 1t formato dai due assi cartllsiani e dalla rétta ~ll'infinito. 
Coll'operazione inversa 8i trasforma un 8istema di coordinate t>roiettive su 1t' in 
un sistema di coordinate cartesiane su 1t (cfr., per la .punteggiata, la Oss. II 
del n. 153). 

-160. Trasformazione delle coordinate proiettive. - Fissati in una forma 
di seconda specie due diversi si8temi di coordillate proietti ve, sorge il problema 
di esprimere le coordinate di un elemento nell'un sistema mediante le coordinate 
dello stesso elemento nell'altro sistema. Ragioniamo, ad es., nella ipotesi che la 
forma sia un piano punteggiato; i risultati, a cui giungeremo, potranno poi esten
dersi a tutte le altre forme con semplici carubiamenti di paroJe. 

Sia X YZ il triangolo fondamentale ed E il punto UllitA de}J'antioo sistema 
,ti coordinate proiettive (x, y, z); aiano X' y' Z' ed E' gli analoghi eJementi del 
nuovo sistema (:1:', y', s'). Par individuare la posizione di q aesto, rispetto al pri
mitivo, 8upporremo assegnate intanto le equaziolli delle nuove ratte fondamen
tali nelle antiche coordinate; aiano 

y' Z') 
Z' X') 
X' Y') 

l == a :1: + b Y + C z = O, ! 
m = aj:l: + b¡y + cl.z = O, 
la == a!:I: + bly + ctz = O, 

(1) 

dove l, m, n indicano abbreviatamente i polinomi scritti accanto. Qnanto al punto 
unita E', p08siamo tenerne conto nel modo seguente. Se sostituiamo, al posto 
delle variabili, le antiche coordinate di E' nei polinomi l, m, n, questi acquiatano 
certi tre valori non nulli; ora possiamo sempre fare in modo che i tre valori 
aiano uguali fra loro, purche immaginiamo moltiplicati per convenienti fattori 
quei polinomi (o due di essi). Noi snpporremo gia. fatta sin dal principio queata 
preparazioM delle eqllazioni (1); aupporremo, in altri termini, che le Fette X' E', 
yt E', Z' E' 8iano rappresentate, nell'antico sistema, dalle equ.a.zioni 

m-n=O, ft-l=O, - l-m=O. 
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E oon db potremo dire di conosoere pienamente.i nuovi elementi fondamentali, 
rispetto agli antiohi. 

Cio prameaso, oonsider~amo un punto P, il quale abbia la antiche coordi
nate (:1:, 1/,.e) e le nuove (x' , y', z'); cerchiapio di esprimere queste mediante 
quelle. E per dennizione, ad es., 

, 
~= r (Y' Z' E' P). 
~ 

Ora dalle quattro rette indicate a tJecondo 
membro, le prime tre hanno le equazioni 
(aelle antiche coordinate) 

n=O, m=O, m-n=O; 

e la quarta avra una equazione del tipo 

m-vn=O, 

m 
dove v <= -- e il rapporto dei valori assunti dai polinomi m, n quando al posto 

n 
delle variabili si sostituiscano le coordinate :v, y, z di P. D'altra parte v 6 il bi
rapporto delle rette aventi quelle quattro equazioni (n. 145); dunque si ha. 

insÍeme alle due analoghe cne si ottengono con analoghi ragionalllenti: 

x, 1 

Y' = 'ni' 

Introducendo un fattore di proporzionalita p, nOll nuUo, e Bostituendo ai 
I!imboli l, m, n le loro espressioni, ~ungia.mo infine alle farmole richieste 

(2) 
\ 

px'=az +by + c z, 
p x' ==- a i x + b 1 Y + el z, 
p.e' =a%z+ b2 y+ c2 z. 

L" formole (2) (dove si pub pur supporre p = 1) stabiliscono, come si suol 
dire, una s08tituzione lineare ed omogenea fra le due terne di va"iabili z, y, z e 
:;el, g', g'. Il determinante (di terzo ordine) deUa 808tituzione, formato coi nove coef
ncienti dei trinomi che compariscono a secondo membro, 6 certo diverso da zero, 
villto che le tl'e rette (1) non formano fascio. Dunque: 

StabiZiti sopra una forma di prima specie due sistemi di coordinate proiettive 
ed o?ltogeneej le coordina te di !mo steaBO elemento '/lei due 8istemi sono collegatc da 
una sostituzionelinea1'e ea omogellea a determinante non nu.llo. E viceversa. L' inversa 
8egue osservando che ogni siffatta sostituzione puo scriversi sotto la forma (2), 6 

che le (2) serVaDO a pa.ssare da un sistema di coordinate (:v, y, z) aquel nuovo 
sistema. (al', y', z') che ha per rette fondamentali le (1), e per punto di unita il 
punto che ~ol1e aue coordinate zJ Y • .e rende uguali i valori dei tra trinomi (1). 

Osservazione. - Nelle (2) si puo supporre che z, y, $ siano coordinate 
cartesiane omogenee (o, posto z = 1, coordinate cartesiane ordinarie). In tale 
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ipotesi, le (2) ei conducollo alla seguente definizione di eoordinato proiettive nel 
piano puntHggiato. 

Si fissi sopra un piano un sistema di coordinate cartesiane, e si scrivano le 
equazioni (1) di tre rette formanti un triangolo. Ad ogni punto P del piano coro 
riBpondono aHora tre numeri iJ:', y', ''', ehe Bono i valori asaunti dai primi membri 
delle (1) quanuo al poato delle variabili si scrivano le coordinate cartesiane di P. 
Quei tre numeri x', y', e', o numeri proporzionali, posaono a8l!umerai come nuove 
coordinate del punto P. Che si tratti di coordinate proiettive (rispetto al trian
golo nominato) riaulta dalle (2). 

• 161. Coordinate proiettive lli punti e piani nello spazio. - Le cODsi
derazioni precedenti si eatendono immediatamente allo spazio. Potremo dnnque 
limitarei a pochi cenni. 

Si parta da un tetraedro qualsíasi X Y ZT, e si 1issi inoltre ad arbitrio un 

punto E, ehe non appartenga ad alcuna faecia del tetraedro. Allora, per ogni 
punto P deno spazio, restan o individuati i tre birapporti 

( 1 ) x = YZ (..1 TE]», y=zx (l'l'EP), 

do ve il primo símbolo indica iI birapporto dei piani proiettanti dallo Bpigolo 1'2 
punti X, T, E, P, e si1ll.ilmentc gli altri. Viceversa, no ti (¡uei birapporti, Bono 

z 
individuati i piani proiettanti il punto P 
uni tre lati del triangolo X l' Z, ed e quindi 
individuato il punto P, eccettuato solo il 
caso che q uesto pun to stia ne]. pillno X 1'2 
(nel qnal eaBo quei doppi rapporti valgono , 
in generale, ± (0). Chíameremo pereío i 

valori (1) ooordinaic proiettive (non omo
genee) del punto P, rispetto al tetmed,'o 
fondamentale X 1'ZT ed al plmto anitd E, 
il quale ha le eoordinate .x = 1'= Z = 1. 

Per ovviare all ~ inconTeniente relativo 
ai punti del piano X rz, conviene intro
durre l'omogeneitA. Definiremo come coor
dinate proiettive omogenee del punto P, 
rispetto al tetraedro e al punto unitA lIud

detti, quatt.ro numeri non tutti nulli, x, y, ',t, tali che siano soddisfatte le sei 
relazioni seguenti: 

(2) 

} T =a YZ (XTEP), 

I ~= TX{YZEP), 
z -
- = TT(ZXEP), 
x 

, -
t = X Y (ZTEP), 

x -
- = TZ(XYEP). 
y 

Cio e sempre possibile (ed in infiniti modi, potendosi dare un valore arbitrario 
a.d una delle qnattI:o coordinate), perche tre delle reJazioni (2), ad es. le tre del
l' ultima orizzontale, sono conseguenze delle tre rimanenti. Si giustifica questa 
alfermazione in modo analogo aquello tenuto nel piallo (no 157). 
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1 vertici del tetraedro fondamentale hauno le seguellti coordinate proiettive 

omogenee: 

X (1, 0, 0, O) , l' (O, 1, 0, O), Z (O, O, 1, O), T (O, O, 0, 1); 

ogni punto dello BpigoJo TX ha y - z = O, ecc.; ogni punto della faccia T X :Y 
ha Il = 0, ecc.; il punto unitA ha le coordinate (1, 1, 1, 1). 

Se il piano fondamentale X Y Z e il piano a11' infinito dello spazio, le coor
dinate proiettive diventano cartesiane (omogenee o no) dspetto all'origine T e 
agli Rssi TX, TY, TZ. 

Ora va· notato che tutti i risultati ottenuti in coordinate cQ,f'tesiane, e riguar
aanti pro prieta !fl'afiche (Parte n, Cap ... 1), si tmsportano senz'altt,o it~ coordinate 
proiettive, purche agli elementi aH' infinito, clle cola. talvolta esplicitamente o taei
lamente intervel~gono, si s08titui8cano ora gli elementi del piano XrZ(cfr. n. 156), 

In particolal'e, U1I piano 11: e rappruentato, in cOQ1'dinate proiettive o'llwgene, 
;e, y, 11, t, da ul~'equaliO/~e linea re ed O1noge1!ea 

(1) lIz+vy+we+rt=O, 

eqllazione che manca di uno, due o tre termini, secondo che il piano passR per 
uno, due, o tre vertici del tL traedro fondamentale; sicche, ad eB., le faccie di 
questo, opposte ai vertici X, Y, Z, T, hanno rispettivamente le equazioni;r; = 0, 

y = 0, e = 0, t = O. 
Una retta e rappresentata aneora da due equazioni lineari ed omogenee, re

lative a dile piani passanti per essa; ad eB. lo spigolo X Y del tetraedro ha le 
equazioni z = O, t ~ O; ecc, 

1 coefficienti u, v, w, r della (1) (o numeri proporzionali) si dieono coordi
nate proiettive omogenee del piano n. 

Di siffatte roordinate puo anche darsi una. definizione diretta., duale a. quella 
adottata par le cool'dinate proiettive di punti. Si ehiamino, a. tal fine, u, v, 10, T 

le faccie del tetÍ'aedro fondamentale opposte ad X, Y, Z, T, riBpettivamente; e 
si diea 6 il piano (piano tlnita) che ha, in coordinate proiettive omogenee di 
punti, la equazione 

(2) % + 'Y + Il' + t = O. 

Si dimostra allora, eolio atesBO ragiolJamento tenuto in geometría piana (n. 158), 
tl 

che il rapporto - delle due prime coordinate del piano n, rappresent&to dalla (1), 
11 

ha il seguente signifieato geometrico: 

1L 
V = wr (u~' en), 

dove il seeondo membro indica il birapporto dei punti segati, sullo spigolo 1V1' == X :Y 
del tetraedro fondamentale, dei piani 11, v, e, n, vale a di re il birapporto for
mato, sullo spigolo X Y, dai punti Y, X e dalle inwrllezioni con e, 11:; ed ana
loghi significati hauno gli altri cinque rapporti delle eoordinate tl, v, 10 , r. Qllanto 
al piano unitA (2), si l'ieOnOBce ehe el!I!O e l'armonico del plmto unitA B, rispetto 
al tetraedro fondamentale (n. 152, es. 38)\. 
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Alle coordiDate proiettive di piani si trasportano senz'altro le considera
zioni svolte al n. 139, !l. proposito delle coordinate plückeriane. Ed, in partico
lare, si ricoDosce che tm punto A rappresentato da una equa.eione U/leare ed omo
gellea in coo"dinatll proiettive omogenee di piani. 

Collo stesso ragionamento fatto iD geometría piana (D. 160), si stabiliscono 
le relazioni che passano fra le coordinate proiettive omogenee di uno ateaso punto 
(o di uno stesso piaDO), riferito a duo diversi sistemi di dette coordinate. Limi
tiamoci ad enunciare il risultato _ 

StabiWi nello 'pazio due div6rBi .istemi di coordinate proiettive ed omogenee, 
le coordinate di uno ,tel8o punto (o piano) nei due sistemi Bono collegate da una 
80slituzione lineare ea omogenea, a determinante non nullo; e vicever,a. In aimboli, 
dette Xi ed ~/ (i = 1, 2, S, 4) le coordinate proiettive di uno stesso punto (o piaDO), 
riferito ai due sistemi Dominati, valgono relazioni del tipo 

(1) 
k=4 

px/= ~ ú,,-C, 
10:=1 

(i-l, 2, S, 4), 

dove le a,!> son o sedici costanti, le quali compongono un determinante del quarto 
ordine diverso da zero, e p e un coefficiente di proporzionalitA non nu1l0 , che 
potrebbe anche Bupporsi uguale ad lo 

Le formole (1), ove le XII si riguardino come coordinate cm-teBÍallll omogenee, 
forniscono una definizione analitica delle coordinate p,-oiettive omogenee (di punti) x/. 

Le coordinate baricentriche del MOBlus (1827), di cui parla l'esercizio 16) 
seguente, costituirono il primo sistema (non cartesiano) di coordinate proiettive 
di punti. n PLÜCKER (1828-S1), ricorrendo a considel'azioni aimili aquella con
tenuta nella Osservazione del n. 160, introdusse coordinate omogenee di punti, 
rette ... nel piano e nello spazio. La definizione (da noi tlegluta) di coordinate 
proiettive mediante i valori di certi birapporti fa proposta dallo SUUD'r (1857) 
e niluppata dul FJlWLlCR 11870}. 

EHercizi. L Bulle fOTme di prima speeie. - 1) Date sopra una forma di 
P I ¡ma specie due coppie di elementi (mediante le coordinate proiettive) x¡, x~ ed 
Y¡, Yi' si dimostri che la condizione perche ease si dividano armonicamente e 

1 
x, Xi -l. 11, y~ - 2" (J'I + Xy) (y, -+- Y2) = o. 

2) Se la prima coppia e data mediante l'eqnazione a~l + 2 bz + c = O (di 
cui x¡, ~! sono le radici reali o irnmaginsl'ie), la detta. condizione di viene 

aY¡Y2 + b (YI + Y.) + e = O-

S) Se anche la seconda coppia e rappreaentata da UDa equaziolle 

a' Xl + 2 b' X + e' = O, 
la condizione stesss di viene 

a e' + 4' el - 2 b b' = O. 

Il primo membro di questa. dicesi M'lnoniezantc delle due equazioni f(uadratiche; 
lo indicheremo brevemente con H. 

4) Se due coppie, rappresentate da equazioni s coefficienti reali, si separaDO 
armonicamente, una almeno delle coppie si compone di elementi reali. 
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5) Calcolare il birapporto dei due elementi rappresentati dall' equazione 
tu:~ + 2 b:17 + C - O, coi punti di coordinate y, y'. 

6) Calcolare il birapporto k dei quattro elementi rappresentati, i due primi 
dall' una, i due ultimi dall'altra delle equazioni 

azt + 2 bx + c = O, 

Si trovera 

l+k H 
l-k = +21h~' 

(H armonizz., ~ =z b2 - ac, ~' = ... ). 

Segue 

7) Se le due equazioni quadratiche dell' es. 6) hanno una radice comune, 
a110ra k = + 00 e quindi 

TI primo membro dicesi , ri,ultante delle due equazioní; es so puó anche scri versi 
eotto la forma 

(ac' - a' e)' - 4 (ab' - a'b) (b e' - b' e). 

8) Le due coppie rappresentate dalle uue equazioni de11'es. 6), nell' ipotesi 
che si compongano di elementi reali, si I!!eparaoo o no, secondo che W - 4 ~ ~' 
e negativo o positivo. 

9) Determinare l'equazione della coppia deí punti che separa armonicamente 
le due coppie date dalle precedenti equazioni; e dimostrare che essa si compone 
di puntii reali o immaginari, eecondo che le coppie daté non si separano o si 
separano (cfr. n. 152, es. 43)). 

lO} Si esaminino tutti i casi in coi coincidono due dei Bei birapporti, gene
ralmente distinti, formati con quattro elementi (n. 147). Oltre ai casi giS. noti, 

l+ql3 
o che a questi si riconducono, si troveranno i valori k = -2 (radici del-

l'equazione kfl = - 1), relativi a gruppi di elementi AB O D detti equüma1'1noniei 
(CREMONA), dei quali un elemento almeno e immaginario. Posto che (A B O D) 
abbia uno dei due valori di le, lo stesso valore hanno (A ODB), (ADBO), mentre 
i1 valore coniugato appartiene ad (ABDO), (ADOB), (AOBD). 

11) Partendo da tre punti arbitrari di ,una retta, A, B, O, che si assumono 
come fondamentali per un sistema di coordinate proiettíve, ed eseguendo SUCC6S

eive costruzioni di quarti armonici (quíndi colla sola riga) , si riesce a costruire 
sulla retta un punto di cuí sia assegnata ad arbitrio la coordinata proiettiva, 
purche ra#ional,. (Si proietti la retta sopra un'altra, in guisa che la proiezione 
di Asia il punto a11' infinitOl; poi n. 142, es. 35». 

ll) Nel piano e nello 8pasio. - l2} Assunto come fondamentale il triangolo 
diagonale di un quadl'angolo completo, e come punto unita un vertice del qua.
drangol0, si scrivano le coordinate degli altri vertici e le equazioni deí sei lati. 
Dall'aspetto di queste risultano subito le propl'ietA armoniche del quadrangolo. 
Questione duale per il quadrilatero. 
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1:3) Scrivere I'equaúone della retta armonica del punto (z" gil etl rispetto 
al triangolo fondamentale (n. 152, es. 37». Questione dusle. Questioni ana10ghe 
nello spazio. 

14) Dimostrare il teorema d~i triangoli omologici (n. 13ó), assum~ndo uno 

dei triangoli come fondamentaJe, e il centro di omologia come punto di unitA. 
Questione duale. Estensione allo spazio. 

15) DiD10strare il teorema sull'esagono iscritto fra due rette (n. 23, es. 16»). 
assumendo i tre lati di posto dispari come rette fondameutali ed una di quelle due' 
rette come retta unitA. 

16) Specializz8ndo la posizione del punto tmit,a, E rispetto al triangolo fon
damentale X YZ, si ottengono particolari Bisteroi di coordinate proiettive, che 
p08Rono prestarsi ad applic.-'l.zioni metriche. Cosi, se E e il baricentro (punto di 
CODcorso delle mediane) del triangolo fondamentale, si ottiene il sistema di C001·

diltate ba1·jee-ntr·iche (MOBIUS), ll.el qualo ad ogni punto P spottano taH coordinato 
x, y, e, che risnlti P il baricentro dei punti X, Y, Z, presi coi posi x, y, e; le 
dette coordinate sono pure proporzionali alle aree dei triangoli P YZJ P Z XJ P X Y. 
Detti X, Y, Z gli angoli interni del triangolo, si trova che le coordinate bari
centriche dell'ortocentro del triangolo sono proporzionali a tg X, tg Y, tg Z; le 
coordinate del centl·o del corchio circoscritto Bono proporzionali a sen 2 X, ... ; 
del celltro del cerchio iscritto a sen X, ... La retta unitA e 1'11' infinito, e le coor
dinate di una retta sono proporzionali alle distanze della retta dai tre vertid del 

triango10. 
17) Se il pnnto unitil si sooglie nel centro del cerchio iscritto al triangolo, 

le coordinate diconsi tri'lltetriehe o trili7leari; esse sono proporzionali aIle distanze 
del punto cui si riferiscono dai tre lati del triangolo. Le coordinate trimetriche 

1 1 
del baricentro sono proporzionali a -X ,. 0.' quelle dell'ortocentro a ---, 00 o, 

Ren cos X 
quelle ilel cent.ro nel cerchio circoscritto a cos X, ... ; ecco Qual'e la retta unita' Nel 
sistema trimetrico la retta aU' infinito ha l'equazione x sen X + g sen Y + z seD Z = o. 

18) Dimostrare, valenilosi del sistema baricentrico o trimetrico, che il bari
centro, l'o1'tooontro e il centro del cercbio circoscritto in ogni triangolo Bono 
allineati (cfr. no 33, es. 8»)0 

19) Come si presonta la condizione di parallelismo di due rette nell' uno o 
nell'altro sistema' 

20) Come si specializzano le coordinate non omogenee di punti e rette, se 
il vertice Z del triang010 fondamentale e improp1'io ed il punto unita e equidi
stante dai latí ZX, Z Y? 

21) Estendere ano spazio i particolari sistemi di coordinate proiettive con. 
iliderati negli es. 16), 17). 
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OA.PITOLO TU. 

ProiettiviU tra due forme di prima specie. 

162. Coneetto generala di eorrispondanza.. - E fondamentale nelle 
matematiche moderne il concetto di cm'r'ispondenza, del quale gil\ inciden 
talmente abbiamo fatto uso piñ volteo Vogliamo ora. deuicarvi qualche 
parola, per limitarci poi a studiare una famiglia particolare di corrispondenze. 

Siano assegnate due classi (a, b, c, ... ), (a', b', c', ... ) di elementi quali
sivogliano (numeri, pnnti, oggetti...), in numero fiuito o infinito; e sia nota 
inoltre una. legge, ilL virtu della. quale ad un qualsiasi elemento, ad es. a, 
della prima cIasse veng~ associato, in modo perfettamente determinato, 
un elemento (o piu elementi) a/, ... del1a seconda classe. Diremo aHora che 
quella legge fissa llUa cOrJ'ispondenzlt. con cui si passa dalla prima classe 
alla seconüa; l'elcmento a della prima classe ha per corrispondente (o 
corrispondenti) l'alemento (o gli eleruenti) a', ... della seconda. cJasse. Se 
ad un elemento a, comunque scelto Hella prima classe, corrisponde un solo 
elemento a' dalla seconda, la corrispondenza si dice 1¿nivoca; e si dice 
biunívoca q uando inoltre, scelto comunq ne uu elemento a' della seconda 
c1:1s8e, esiste nella priml1 uno ed un solo elemento a, di cui a' sia il cor
ri"'pondente. Quandó . si assegna una corrispondenza biunivoca fra due 
classi, si vengollo in realtá a fissare due corrispondenze, inverse l' una 
dell'altra, delle quali una .conduce da un elemento qua,lsiasi a dalla prima 
classe all'elemento cOl'rü~pondente a' della seconda, mentre l'altra riconduce 
da a' ad a, e distrngge, - per dir C051 , l'c:lfetto della prima. 

Facciamo ora qualche ipotesi sulla natura degli elementi componen ti 
le dne classi Se qnesti elementi sono nurueri, e precisamente a, b, o, ... si 
riguardano come valori assunti da una variaoile x, llIentre a', b', c', ... sono 
valori assunti da una variabile !/, ulla corl'ispondenza univoca fra. la prima 
classe e la seconda definisce y come funzíonc di x. Se la prima classe 
si compone di elementi geometrici, a(1 es, degli elementi di una forma di 
prima spacie, e l'a. seconda classe si compone di nurueri realí, uua cor
rispondenza, ~iunivoca fra le due classi (qnando sia moltre continua) sta
bilisce un siMema di coordina,te sulla forma (n. 8). Finalmente, so le due 
classi si compongono di elementi geometrici, e sono, ad es., due forme di 
prima specie, si avra. ulla corrispomlenza geometrica fra le due forme. 

Porteremo ora esempi di certe particolari corrispondel1ze biunivoche 
fra cIne forme di prima specie, delle quali poi dovremo occuparci. 
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163. Esempi di eorrispondenze proiettive fra dne forme di prima 
speeie. 

a) Se si pro.ietta una punteggiata. A, B, 0, D, ... , di so.stegllo. 'U , 

da un centro. S fuo.ri di u, si o.ttiene un fascio. di rette a., b, e, d, ... , il 
quale e in co.rríspo.ndenza biunivo.ca co.lla punteggiata (cfr. n. 116). In 
general e, se si passa da una fo.rma di prima specie ad una seco.nda fo.rma 
di príma specie co.n una o. piu. o.perazio.ni di pro.iezio.ne e sezio.ne, si viene 
a stabilire fra le due fo.rme una co.rrispo.ndenza biunívo.ca, per la quale 
si co.rrispo.ndo.no due elementi di queste che si o.ttengano. Puno. dall'altro. 

", mediante quelle o.perazio.ni. Una pro.prieta 
.\1 S 

no.tevo.le di una siffa,tta corrispo.ndenza 
(pro.prietl1 che, co.me ved remo., baRta a 
definirla) e che il birappo.rto di qu~ttro. 

elementi arbitrari del!' una fo.rma e uguale 
al birappo.rto. dci quattro elementi co.rrí 
spo.ndenti dell'altra (n. 143). . 

b) Traspo.rtando. una punteggíata u in 
una nuo.va po.sizio.ne U', i punti A, Ji, 0, D, ... 
di tt si porteranno in certi punti A', B', 

& O', D', ... di tt' , e tra le due punteggiate 
verra a stabilirsi una co.rrispondenza biuni· 

voca, quando si riguarclino. co.me co.rrispo.ndenti due }mnti, co.me A, ... 
ed A', ... , che aiano. le po.aizio.ni iniziale e tinale di uno. stesso. punto. 
mo.bile. Ora se, come supporrcrno., il mo.vimt'.nto. non altera le lungl,tezze 
dei segmenti, la distanza di dne punti arbitrari della punteggiata u sara 
uguale alla distanza dei ¡mnti corrispondenti della punteggiata u' (che 
percio si dira UgUiI le alla t¿); ed in co.nseguenza il bira.ppo.rto. di quattro 
punti .arbitral'i di tt uguagliera il birappo.rto. dei co.rrispondenti punti 
di u'. 

Analogamente un movimento. nello. spazio. traspo.rta un faílci!l di rette 
(o. di piani) in un nuo.vo. fascioj e tra i due fasei (uguali) passa una coro 
rispo.ndenza biunívoca tale, che il birapporto di quattro. elernenti arbitrari 
dell' un faseio. risulta certo. uguale al birappo.rto dei corrispo.ndenti eJe
mentí dell'altro. fascio.. 

Gli esempi suesposti rendo.no ormai chiara la definizio.ne che s egue. 

164. Definizlone della proiettivita tra due forme di prima speeie. 
Si dioe che due forme di prima sl'ecie sono in con-ispM¿denza proiet. 

Uva (o. riferite proiettivamente, o. proiettive), quando ad ogni elemento di 
ciaseuna di esse oorrisponde un solo elemento dell'alt1-a, colla eondizione che 
il bit'apporto di quatt1'o elementi, eomunque 8eelti, nell' una forma sía uguale 
al birapporto degli elementi eorrispondenti nell'altra forma. L'ultima co.n· 
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dizione determina quali oorrispondenze biunivoche debbano riguardarsi 
come proíetti ve. 

Per indicare che due forme di prima specie sono riferite proiettiva
mente, e che agli elementi A, B, 0, D, E, ._. della prima corrispondono 
~rdinatamente gli elementi A', B', 0', D', E',... della seconda, scriveremo 

(1) A B O D }j) ... 1\ A' B' O' D' E' ... 

La (1) (nella quale si puo a.nche supporre che a sinistra., e quindi a. 
'<l es tra , sia sCflitto un numero finito n ~ 4 di elementi corrispondonti delle 
due forme) riassume le uguaglianze che si ottengollo scegliendo in tutti 
, modí quattro elementi della. prima forma, e paragonaudone il birapporto 
a quello degli elementi corrispondenti della. seconda forma. Le dette ugua.
glianze non sono pero tutte indipendenti, come poi vedremo_ 

TI concetto di corrispondenza proiettiva (sotto il nome di collinem'e) e dovuto 
1t MOBIUB (1827); di eSlSa si occuparono successivnmente STJ~INER (1832), che 
adottO la denominazione da noi nccolta, CBASLES (1831), che disse omog1"afica la 
eorrispondenza, STAUDT (1847) . __ 

161). - Gli esempi dí corri8ponden~e proiettive portati nel n. 163 
danno luogo ai seguenti teoremi: 

a) Due forme di pt'ima specie, che si ottengano l' una dall'altm me
diante UI~a o .piu operazioni di p1-oiezione e sezione, sono riferite proietti

« vamente; e vedre.¡no tra poco che sussiste pure U teorema inverso. 
b) L'!lgna:gliar~za tra due forme di prima speoie ~ una partioolare 

pro~ettivita i in nItre parole: se una forma di prima specie si nssoggetta 
ad un. movi!Uento (che non alteri entro ad essa la mutua posizione degli 
elementi), tra la posizione iniziale e la posizione final e della forma passa. 
una proiettivit,a. 

166. Prodotto di proiettivita. - Dalla. deftnizione di corrispondenza 
proiettiva rísulta subito che, se due forme di prima specie SOI~O "iferite 
proiettivamente aa 1ma ateas{/, forma, esse sono rife)'ite proiettivamente tra 
loro. In simboli, dalle due relazioni 

ABOD 1\ A' B' e' D' ... , 

A'B' O'D' 1\ A" B" O" D" ... , 

!!egue ABOD -.. A A" B" O" D" ... 

Infatti tra queste due ultime forme viene a stabilirsi una corrispondenza 
biunivoca, ,quando si riguardino come corrispondenti due elementi (come A 
ed A") i quali abbil1no uno stesso elemento (A') corrispondente nella forma 

l' - G. CASTKLNUOVO, Ltzwn' ai ett,.,lelria ana/itica, 
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intermedia. E la detta corrispondenza e una proiettivita, giacche, se A,B, O,D 
lono quattro elementi arbitrari della prima furma, si ha per ipotesi 

(A B O D) == (A' B' O' D'), (A' B' O' D') == (A" B" O" D"), 

donde si trae 
(A B O D) == (A" B" O" D"). 

Sono corollari immediati del teorema e degli esempi sopra. riportati: 
Due forme riferite proiettivamente rimangono nella detta relazione anch/J 

le i loro sostegni 'lJengono comunque spostati nello spazio. 

Se due forme sono r'iferite proiet.tivalnenteJ sarllnno riferite prciettiva
mente anche due fonne che da quelle ordinatam,ente lit deduoano mediante

operazioni di 1H'oiezione e sezione. 

Osservazione. - Il teorema di questo paragrafo puo enunciarsi in 
altro modo. Dette P, P', Ji'" le tre forme di prima spccie sopra conside
rate, ricordiamo anzitutto che la proiettivita fra P ed P' e la riunione di 
due corrispondenze od operazioni, inv.erse una dell'altra (n. 162), dette 
pure proiettivita: una prima, che indicbercmo con P, la quale permette 
di passare dalla forma Palla forma P' (e dagli elemcnti A¡ B, ... agli ele
menti A', B', ... ); una seconda operazione che si suoIe ' indicare con P-l, 
la quale fa ritornare da P' ad P (e da A! B', ... , ad A, B, ... ), Similmente 
indichiamo con P la operazione, con cui si passa dalla forma P' 'alla 
forma P" (e precisamente da A', B' ... , ad A r

" Br ••• ). Eseguend~, una di 
seguito all'altra, le due eperazioni P e p' (prima P e poi P'), si ottiene
una operazione composta che cODlluce (la F' ad P", e precisamente da,gli 
elemeuti A, B, ... , agli elementi A", B" ... Questa nuova opel'uzione si suole
indicare con p. P', e si chiama p¡'odotto dellp due operazioni (o corrispon
denze) P e P', a,pplicate nell'ordille scritto. Il prodotto di due corrispon
denze univoche e evidentemeute una. corrü¡pondenza univoca. Il ra.giona
mento precedente prova di piu, che il prodotto di due proiettivitit e anconl 
una proiettivitit. QllcstO teorema, equivalente al primitivo, puo d'altronue 
estendersi, insieme aUa definizione di prollot,to, al caso di piu proietti vita 

Come esempi01 si os. ervi che il prodotto di una proiettivit.il P 1'0r 
la sua inversa p-l e una proil'ttivita, che fa corrispondere ad ogni ele
mento della forma primitiva l'elemento stasso. Questa proiettivita si chiama. 
identita, e talvolta si indica con 1; siccba si seri ve P • p-l == 1. 

167. Posizioni partieolari di forme proiettive. - 1 sostt'gni di due 
forme proiettive possono essere situati comunque nello SpltúO. Ma se quelli 
si trovano in posizioni particolari, si verificano certe proprieta cbe occorr6 
mettere in rilievo. 

Supponiamo anzitutto che tli abbiano une punteggiate proiettive t¿, u', 
aHuate in uno stesso piano. Il punto l~ u', comune ai due sostegni, va con-
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siderato, separa,tamente, come elemento di u o di u'; conviene perclO lll

dicarlo con uue lettere di verse, ad es. A e B', per mettere in evidenza 
qnale sia la forma a cuí viene attrilmíto. Al punto A. di u corrisponde 
sopra u' un certo punto A', cui si perviene mediante La operazione (proiet
tivit,3.) rlíl'btta., sja P, con cuí si pass a da. u ad u'. In general e accadra. 
che A' sia distinto <la A. Similmente, se al punto u u', considerato sopra u' 
e chiaDlfLto B', applichiamo la operazione inversa P-l, con cui si passa 
da 1,," au u, arriviamo ad un punto B di u, genE>ralmente distinto da B'. 
Se pero, in un caso particolare, A4Coincíde con A' (e quíndi B' con B), 
alloru A si dira punto unito. E sempre, in una proiettivita. fra due forme 
dello stesso nome, dicesi unito un elemento che appartenga aIle due forme 
e, considel'ato nell'una, abbía per corrispondente se stesso nell'altra. 

Oonsiderazioni analoghe si faranno se ogni elemento dell'una forma ap· 
partiene all'altra., nella quale ipotesi le dne forme si dicono 8ovrapposte. Tali 
sono adllllq uo duo punteggiate giacenti sulla stessa retta.; due fasci di rette 
concentrici in uno stesso piano; due fasci di piani aventi lo stesso as se. 

Oosl, se u, u' sono due punteggiate sovrapposte, ogni punto A ~ B' 
del sostegno cpmuno va considerato due volte; al detto punto cOl'rispon
dcno, iu virtu della proiettivita Po p-l rispettivamente, i due punti A' 
di u', o B di u. 1 due nuovi punti sono distinti dal punto di partenza, 
SI. meno che questo non sia punto unito, e generalmente sono distiuti fra 
loro, perche la proiettivita. P differisce generalmente dalla. inversa P-l. 

Per renderci ragione di queste ultime avvertenze sopra un esempio 
concreto, supponiamo che l'operazione P sia la traslazioue di un centí· 
metro nel verso positivo di u; sicche l'operazione inversa P -1 sara la 
traslazione di un centímetro in verso negativo. AHora ad uno stesso punto 
A ~ B' della retta cOl'rjsponuollo due punti A' e B, che distano entrambi 
di un centímetro da A. ma. il primo in verso positivo, il secondo ID verso 
negr~tivo. Percio A' e B sono distinti tra loro e da A. 

Riprenuendo due forme sovrapposte qualsivogliano, osserviamo che 
una particolarissima proiettivita si ottiene facendo corrispondere ad ogni 
ebmento del comuné sostegno l'elemento stesso. Essa dicesi identita ed 
ha. come HIlitO ogni elemento. 

E cIJiaro elle una. p1"oiettivita fra le due forme sovrapposte, la quale 
abbia tre el('lJ1,m~ti uniti, ha unito ogni altro elemento ed ~ l'identita. Infatti 
daUa r<'laziolle 

AB OD ... 1\ A'B' O'D' •.• , 

seguono l'ugl1aglianza' (A B O D) = (A' B' O' D') e le analoghe; ora. se A, B, O 
sono uniti, e quindi coincidono rispettivamente con A', B', O', dovra. an
che D coincidere con D' (n. 144). 

HiJ. Posizione prospettiva di forme proiettive. - Due forme proiet
tive possono assumere altre posizioni notevoli, clette posizioui. pt·ospettivo. , 
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Per quanto riguarda due forme di nome diverso, noi gia dicemmo (n. 116) che 
esse diconsi prospettiv6 (e son certo proiettive), quando una di esse e proie
zione o sezione dell'altra; elementi corrispondenti sempre si appartengono. 

Si dice inoltre che due forme dello stesso nome, giaeenti in uno stesso 
piano (e riferite proiettivamente), ,sono prospettive nei seguenti casí, che 
si corrispondono per duali ta pian a, : 

quando due punteggiate sono otte
nute segando uno stesso faseio di 

,A.' 

rette con due trasversali; aHora le 
rette cQnginngenti punti corrispon
dentí delle due punteggiate passano 
tutte per uno stesao punto (oentro di 
prospettiva). 

Due punteggiate pl'ospettive 
hanno ~tnito il punto comune ai loro 
8')stegni. 

quando due fasei di rette sono otta· 
nuti proiettando una stessR pUllteg· 

• 

giata da d!1e centri diversi; aUora i 
punti di incontro di rette corrispon· 
denti dei due fasci stanno tutti so
pra una stessa retta (asse di pro· 
spettiva). 

Due fasci prospettivi hanno 
unito, la retta congiungente i loro 
centri. 

E importante notare ehe quest' ultima osservazione si inverte. Infatti: 

Se due puntcggiate riferite proiet· 
tivamente, non sovrapposte, ]¡,anno un 
punto unito, e8se sono prospettive. 

Se duefasci di rette (di un piano) 
riferiti proiettivamente, non sovrappo: 
sU, hanno una retta unita, essi sono 
prospettivi. 

Dimostriamo, ad es., la. proposizione di sinistra. Posto che la proiet· 
tivita. fra le punteggiate tt ed u' sia 

(1 ) A B O D ... A A' B' O' D' ... , 

e che A = A' sia il punto unito, consideriamo la intersezione S delle 
rette B B' e O O'. Proiettando da S i punti di u sopra 'U', e dette D", ... le 
proiezioni di D ... , sussiste la uguaglianza (n. 143) 

(A B O D) = (A' B' O' D"), 
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insieme alle analoghe. Ma dalla (1) segue 

(AB O]) = (A' B' O' D'), 

colle analogbeo TI paragone dei secondi membri prova (no 144) eh6i punti 
D", 0'0 coincidono ordinatamente coi punti D', ... ; in altre parole le rette 
DD", ... passano tutte per S. 

Osservo.zlone. - Dalla dennizione Begue che la relazione prospettivllo fra due 
fói'me dipellde dalla. mutua posizione delle forme ateaBe. Due forme prospettiv6, o 
meglio d1¿6 forme proiettive in pOlJi.e-ione proBpettiva, rimangono proiettive, milo 
perdono generalmente la. posizione prospettiva, quando i loro sOBtegni véngano 
spostati l'uno rispetto all'a.ltro. Inversamente, due pmiteggiate o dne faBc~ di rette 
proiettivi, ma. non prospettivi, possono esser sempre portati in tale posizione da 
divenir prospettivi; giacche basta co11ocare le due forme in uno stesso piano, ed 
in guisa che un elemento prefisso dell' una venga a ooincidere coll'elemento corri
spouuente deIl'altra, Benza che le forme si sovrappongano. 

Begue ancora che due forme prospettive ad una terza non SOllO generalmente 
pro~pottive trllo lo!o, ma aoltan to proiettive; si puo due che il prodotto di dlle 
o piu prospettivita non e in generale una pl'ospettivitl\, milo solo una proiettivita. 

169. Costl'uzione di una pl'oiettivita fra due forme di prima spe
efe. -'. Siamo ora. in gra.do di costruire una. proiettivita fra due forme di 
prima sp'ecie, la quale soddisfi. a certe condizioni .prestabilite; dato un 
qua.lsiasi elemento sulla prima forma, cí proponiamo di costruire Pelemento 
corrispondente della seconda for1l'.a. 

Si tratti, ad es., ' di due punteggiate u, u', situate in uno stesso 
piauo, mil. non sovrapposte. E 
facile vedere, e risultel'l1 dal 
seguito, che in infiniti modi si 
possono riferire proiettivamente 
le due punttlggiate in guisa 
che due punti A, B, assegnati 
ad arbitl'Ío sopra u, abbiano 
per corrispondenti due punti 
A', B', assegnati ad arbitrio 
sopra. u'. Esaminiamo pereio 
se sia possi bile costruir'e una 
p"oiettivita Ira le due punteg. 
gíate u, u', in guisa chtJ a tre 
ptmti a"bitrari A, B, O di u 

1.1." 

rJorrispondano tre pttnti aroitrari A', B', . (! di u'. 

Supposto anzitutto che esista. una proi()ttivit~ 

(1) A B a D ... A A' B' (J D' oo. 

" 

" 

,:0.:.:.-
" j}" .... 

;. 

sortdisfacente aUe condizioni suddette, proiettiamo le due punteggiate u, u' 
da due centri arbitl'al'i S, S', situati ordinatamente fuori di u, u'. Otter· 
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remo due f8,sci proiettivi che, con una scrittura assai ohiara, indiche· 
remo COS1: 

S(AB OD ... ) 1\ S' (A' B' or D' .•. ). 

Ora se i punti S, ~ vengo no scelti sulla retta AA',t essa risulten1 unita 
nei due fascL Queati in conseguenza (n. 168) sono prospettivi, sicote i 

punti intersezioni 

S B • S' B' ¡;¡¡ B", SO· S'O'~O", SD . S'D'=D", ..• 

si troyano sopra, una stessa retta u", la quale puo tracciarsi l)erche i due 
primi punti son noti. 

Viceversa, detto A" il punto in cui u" sega A A', se Hoi proiettiamo 
la. pnntegg'iata A" B" O" D" ... , di sostegno u", uua volta da S sopra 1", una 
seconda volta da SI sopra u', otteniamo due punteggiate (1), le quaU sono 
proiettive 80 quena, e quindi tra loro, e , soddisfano inoltre alIe condizioni 
imposte dall'enunciato. Dunque il problema proposto El S8mpl'e risolubile; 
ed abbiamo auzi vi.ilto come possa risolvel'si. 

Ma esistera una sola proiettivita fra 1t ed u', che muti la terna A B O 
nella terna A' B' (J' La. domanda e lecita, perche nella costruzione com
pariscouo va.ri elemeuti arbitrari, potl'ndosi scegliere S, S' comunque so
pra una dene tre rette A A', B B', O O'. Si potrebbe dunque pensare 
che una nuova sceIta di questi punti conducesse ad una nuova proietti· 
vita, nella quaJe - al punto D di u venisse a corrispondere un nuovo 

puuto D/ di u'. In tal caso pero si 
avrebbe 

(AB OD) = (A' B' O' D/), 

mentre per la (1) 

(AB OD) == (A' E' O' D'); 

di qua si conclude che D' coincide 
con D/. La proiettivita, di cui parla 
l'enunciato, e dunque pieuamente de
terminata. 

Noi abbiamo esaminato Binora 
Bolo il caso di due punteggiate, situate 
in un piaJlo e non sovrapposte. A 
qnesto caso pero pub ridursi ogni 

altro, sostituendo, ove occorra, a due forme assegnate, che debbano esser 
riferite proiettivamente, due {)unteggiate nelle condizioni suddette, le quali da 

I La .celta o.ndl'ebbe esolusa se Á, od ..1.',00061186 nel punto uu!; lila .. llora aU!> rotta. AA' si S08ti

luirebbe la BB', o la. 001• 
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quelle forme si ottengano mediante preliminari operazioni di proiezione e 
sezione. 

D'altra parte, mediante trasformazione per dualita. piano. (o solida), 
ei possono dedurre nuove costruzioni dalla costruzione re1ativa aIle puno 
teggiate. Cos} la figura di pago 246 risolve il problema. di riferire proiettiva· 
mente due fasci di rette U, U', situati in un piano ma non sovrapposti, in 
guisa che alle rette a, b, e del fascio U corrispondano le rette a', b', e' 
del faacio U'. 1 due fasci sono sega.ti colle trasversalL 8, s' condotte arbi· 
trariamente per il punto a a'; ecc. 

170. Teorema fondamentale. - Indipendentemente dalla costruzione 
che si vnol seguire, risulta dalle cose dette la proprieta. fondamentale 
della proiettivita: 

Tra due forme di prima speoie si puo stabilire sempre, ed in un sol 
modo, una p,'oiettivita la quale faccia corrispondere a tre elementi, aS8e
gnati ad arbitrio 8ulla prima forma, tre elementi, pure aS8egnati ad at-bitrio 
s'/¿Ila seconda. 

Le considerazioni del n. 169 provano inoltre che questa proiettivita 
puo sempre costruirsi mediante un certo numero finito di operazioni di 
proiezione e eezione, conducenti da ogni elemento della prima forma al 
corrispondente elemento dell'aItra (quindi colla sola riga, se si opera sopra 
un piano). 

Siccome d'altra parte si ea (n. 165) che due forme di prima specie, 
nna delle qnali possa dedursi nall'altra mediante una o piii opara.zioni di 
proiezione o sezione, sono in corrispondenza proiettiva, cos'l si conclnde 
cne la deftnizione di proietti vita. da noi data (n. 164) pno 'Sostitnirsi colla 
seguente, adottata da vari autori: 

D1le forme di prima speoie dioonsi riferite proiettivamente, quando si 
p1tO passare dall'u1la all'alt1'o, (e precisamente da ogni elemento dell'una 
al corrispondente elemento dell'altra) oon 'Un numero fin'ito di proiezioni 
e sezioni.' 

* Osservazione. - TI primo teorema e CO$! importante, che val la. pena di 
indicarne una dimostrazione 'Piu diretta. 

SUP]?osto anzitutto che esista una proiettivita, la quale muti gli elementi 
.A, B, O dalla prima forma negli eJamenti A'} B', O' della seconda, quella proiet
tivitA deve mutare ogni altro elemento D della prima forma in quell'elemento, 
pienamente determif.ato, D' della seconda, tale che risulti 

(1) (.A B O D) = (.A' B' O' D'). 

Sicche la proiettivita, se esiste, e unica . 

• o in altra parola: chiama.i proiet/i1ñld ti prodotto di un nnmero finito di corrispondenze prospetttv .. , 
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Fatta ora astrazione dall'esistenza della proiettivita, si aasod ad ogni ele
mento D delIa prima forma, quell'elemento D' della seconda determinato dalla (1). 
Si otterra COSI una' corris]Jondenza biunivQca tra le due forme, nella quale si 
corrisponderanno due elementi, come D, D', aventi la stessa coordinata proiet
tiva (1) rispetto alle terne di elementi fonuamentali (.ABO) ed (A' B' O'). Ora il 
birapporto di quattro posizioni arbitrarie di D certo uguaglia il birapporto delle 
quattro 'po~izioni corrispondenti di D', giMche entl'ambi i blrapporti son o espressi 
dal birapporto delle q~attro coordiJiate proiettive (n. 154), comuni agli uní e agU 
altrí elementi. Dunqu:e la corrispondenza Buddetta e una. proiettivita, di cui cos~ 
viene dimostratu l'esiatenza. ' 

* 171. Teorellla di S 'UUDT. - Risulta uall'ultima osservazione che, date due
forme proiettive, le uguaglianze che si ottengono paragonando i birapporti dell'una 
coi corriBpondenti birapporti dell'altra non Bono tutte indipendenti tra loro. Se 
infattí sussíBtono le uguaglianze cbe provengono dalla (1) (n. 170) tenendo fissi 
gli elementi .A, B, O, .A', E', O', e facendo variare in tutti i modi possibili la. 
coppia di elementi corrispondenti D, D', si ·verifichera in conseguenza ogni altra 
uguaglianza cbe Bi ricavi Bcegliendo comunq'/le due quaterne di elementi omologbi. 
La. prima defiuizione di proiettivltA (n. 164) contiene adunque un numero esube
rante di condizioni. 

Dello steBBO fatto cí possiamo persuadere anche per un'altra via. Vedremo 
~fatti che, dovendo decídere se due forme di prima specie, in corrispondenza 
biunivoca, sono proiettive, basta considerare nel!' una forma Bolo quei birappurti 
che hanno un valor numerico prefisBo, aa eB. - 1, e paragonarli coi corrispon
denti birapporti dell'altra forma; giacche, quando si sia riscontrato che anch& 
questi hanno lo stesso valore, si potra conchiudere che ogni birapporto dell' una 
forma e uguale al corrispondente birapporto dell'altra. Il valore - 1 del birap
porto ha poi nno Bpeciale interesse, perche i1 relativo gruppo di elementi risulta 
armonico, e puo quin di oasere definito . e costrulto in base asole considerazioni' 
grafiche (n. 149, Osa.). Cio basta a spiegare quale importanza abbia, nello Bvi
luppo della Geometría proietti va fondata sopra pure considerazioni graBcbe (Be
condo STAUDT), il teorema seguente: 

Una corrisponde)~za biunívoca Ira due fm'me di prima 8peoie, per la quale ad 
ogni gruppo a1'monico dell'una fm'ma corrisponaa un gruppo armonico dell'altra, 
e una p¡·oiettivita. t 

Assumiamo tre elementi arbitrari .A, E, O della prima forma e gli elementi 
corrispondenti .A', B', O' della Beconda forma, come elementi fondamentali di due 
sistemi di coorcllnate proiettive. Dette x, x' le coordinate di due elementi corri
spondenti X, X' delle due forme, la corrispondenza biunivoca fra X ed X' si 
traduce in una corriapondenza biunivoca fra le variabili x ed x'; tutto si riduce 
a pl'ovare che, in virtil. delle ipotesi del teorema, 11 ultima. corrispondenza 1I la. 
uguaglianza x = x'. 

1 Se come definízione deUa proi.ttiv;ta al "Bsume quella d .. ta .. 1 n. 170, l'enunolato del teorema cO!lcorda 
con 'luello di STAUDT. Una djm~Btra.zione (djversa da questa), secondo le tracee dj STAUDT, si trova nella 
Geometria pl'oietti va dj ENRiqUES, Cap. V. 
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1) Dimostreremo in primo luogo che «a valori cresceoti (in senso algebrico) 
dí 1; corl'ispondono valori crescenti di ~' », o, come si suol dire, che x, 6 funzione 
crescente di x. Premett.iamo, a tal fine, la osservazionf'l che due coppie di elelllenti 
separan ti si o non separantisi dell' una forma, hanno par corrispondenti sull' altra 
forma due coppie che, rispettivamente, si separano o non si separano. Infatti, 
detti A, B, O, D quattro elementi arbitrad della prima forma, e posto, ad es., 
che le dne eoppie A B, O D non si separino, esisteranno (n. 152, es. 43» due 
elelllenti 1'ealí U, V dividenti armonicamente le coppie A B, O D. Mil. allora gli 
elementi corrisponr1enti U', V' uovranno (per la ipotesi del teorema) divídere armo
nicamente le coppie A' B', O' D', le quaU per conReguenza non si separeranno. Segue 
che il birapporto di quattro elementi arbitrari dell' una forma ha lo stesBo segno 
del birapporto degli elementi corrispondenti dell'altra (n. 144). E Begue ancora 
ehe, detto E un quinto elemento arbitrario della prima forma, a cuí corrisponda 
l'elemento E' sulla se con da, le due differenze 

. (A B O D) - (A B O E), (A' B' 0' D') - (.A' B' O' E') 

hanno lo stesso segno. Si ha infatti (n. 147) : 

similmente. 

(ABaD) - (ABOE) "-(ABOD) { 1- ~~;~~ ~ 

~ (ABaD) ~ 1-(ABDE) ~ = (ABaD) (ADBE); 

(A' B' e' D') - (A' B' O' E') = (A' B' O' D') (A'1)' B' E'), 

e i due prodo~ti di ,}>irapporti banno certo lo stes80 segno per la osservazione 
precedente. Ora, dette Xo' Xl le coordinate proiettive di D, E, e xo', Xl' le coor
dinate proiettive di ' D', E', quelle dne differenze valgono XO-xi e Xo' -Xl' i 

dnnque se, ad es., xo"< ~1I Bara pure x'o < x/, il che giustifica la oostra nffer
mazione. 

2) Dimostriamo in secoodo luogo che «se la variabile x assume un valore 
razioonle qua.l~iasi, la variabilo z' aSSUlllera in corrispondenza lo stesso valore, 
x, = 1;~. Cío risulta iutanto dalle ipotesi fatte se x = 0,1, perche l'elAmento X 
avente quella coordinata cade in B, O rispettivameute, ed aHora X' cade in B', O', 
si eche z, = 0,1. Se poi e, ad es., X = 2, l'elemeoto X sara il cooiugato armonico 
di B (x = O) rispetto ad .A (x = + 00) e e (x = 1), e quindi X' sara il coniugato 
armonieo di B' (x' = O) rispetto ad A' (x' = + (0) e O' (x' = 1), ed avra la coor
dinata z' = 2 = lID. In geoerale, se lID e razionale, X puo costruirsi parten do da 
A, B, O, ed eseguendo un numero finito di costruziooi di quarti armooici (o. 161, 
es. 11)). Ma al1ora, esegueodo sulla seconda forma le stesse operaziooi, ne110 
stesso ordine, a partiTe da .A', B', O', si penerra. all'elemento X'; e poiche le 
coordinate x di X ed :¡;' di X' dipendono esclusivameote dalle costruzioni impie
gate per ottenere gli elementi stassi, risulta l'uguagliaoza x, =:¡;. 

3) Ormai per concludere che quella uguaglianza vale in ogni caso, resta solo 
da dimostrare che, anche quando la variabile X aBsume un valore irrazionale, la 
variabile z' asaume lo stesso valore. Sia :1:. un valore i?TaeionaZe della variabile x, 
e aiano :1:0, x2 due valori rMio,~aU della variabile stesBa, dei quali il primo sia 
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inferiore, e il secondo superiore ad X¡ i dunque Xo < Xl < Z!. Indichiamo con 
zo', X/, Xl' i vaiori corrispondenti della variabile X'. Begue anzitutto dalla 1) che 
aara xo' < z/ < XI' i e dalla 2) che xo' = xor Xl' = Z2 i sicche in fine dalle ipo
tesi Zo < Zl < Z2' seguono le couseguenze Zo < zt' < Xi' Ma aHora i due numeri 
ZlI x/ sono tali, che ogni numel'O razionale inferíore o superiore al primo 6 rispet
tivamente, inreriore o superiore al secondo, e tanto basw, per concludere che 
z/ = Xi' Con cío il teorema e dimostrato. 

172. Equazione dalla proiettivita. - Siano U J u' due punteggiate 
proiettive, comunque situate, su ciascuna delle quali sia fissato un sistema 
di ascisse. Se indichiamo con x, x' le ascisse di due punti corrispondenti 
variabili X, X', tra quei due numeri ueve passare una tal relazione ana
lítica che, dato Puno, l'altro rimanga completamente determinato. 

Per stabilire questa relazione, supponiamo determinata. la proiettivita 
coll'assegnare tre punti A, B, a di u, aventi le ascisse a, b, o, ai quali o 

debbano corrispondere su u' i punti A', B', O' di asclsse a\ b', o', oLa rela
zione geometrica che de"finisce la proiettivita 

(...4. B a X) == (A' B' O' X'), 

si traduce nella relazione aIgebrica (n. 145, a)) 

ossia. 

Posto ora 

a - e a - x a' - e' a' - al 
b - e b - x - 1/ - o' : b' - x' , 

a - x a' - x' a - o a' - o 
b - x . b' - x, b ~ e : b' - o" 

a - o a! - o' (a - o) (b' - o') 
--' - -le 
b - e . b' - o' - (b - o) (a' - o') - , 

quantita finita e diversa da zero poiChe tali sono le quattro differenze che 
vi compariscono, avremo 

(a - x) (b' - x') _ le 
(b - x) (a' - ro') - , 

Questa, liberando da frazioni e sviluppando, acquista la forma 

(1) 
dove si e posto per brevita 

a=l-k, ~ == a' k - b', Y = b k - a, S=ab' -ba'k. 

1 quattro coefficienti a, ~, y, S sono costanti (indipendenti dalla posizione 
degli elementi variabili X ed X'), tali che la espressione 

aS - ~y == k(a - b) (a' -11') 

risulta diversa da zero. 
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La relazione (1) rappresenta la proi/!ttivita considerata, e la equazione 
della proiettivita; con cio intendiamo dire che due punti corrispondentisi 
in questa. proiettivita hanno coordinate soddisfacenti aUllo (1), e viceversa. 

Esaminiamo se, inversament.e, ogni relazione del tipo (1), nella quale 
a, p, y, ~ Bono quattro costanti tali che aa - py *0, sia atta a rap
presentare, nel senso ora stabilito, una proiettivita. tra due punteggiate, 
di cui Puna sia descritta da un punto X di ascissa x, e l'altra da un 
punto X' di ascissa x'. Notiamo percio che la (1), risoIta rispetto ad "', 
8i presenta sotto la forma 

(1') 

e deve riguardarsi adnnque (n_ 146) come una trasformazione lineare fra 
le variabili x, x', avente il determinante aa - py:;. ° (per ipotesi) . .)ra 
sappiamo gia (n. 146) che una siffatta trasformazione determina tra le 
variabili x, x, una corrispondenza biunivoca tale che il birapporto di quat
tro valori arbitrari di x nguaglia il birapporto dei corrispondenti valori di x'. 
Risulta d.i qua che effettivamente x, x' sono ascisse di punti corrispon· 
denti di una proiettivita. 

Una equazione (1), in cui eiascuna. delle due variabili x, x', presa lso, 
latamente, entra a primo grado, dicesi bilineare; ed ogni equazione bili· 
neare fra x ed x' puo porsi sotto la forma (1) (avvertendo che qualcuno 
dei coefficienti p(ltrebbe ~sser nullo). Diremo adunque: 

Una proiettivita Ira due punteggiate e "apP"eaentata da una equazion6 
bilineare 

Ira le aaeisse x, x' di punti cor1"ispondenti; e viceversa, ogni equaz·i01/.8 
aiffatta rappresenta una proiettivita. 

La detta equazione, o la equivalente (1'), si tJarebbe potuta assumere 
come definizione della proiettivita tra punteggiate. Le proprieta algebriclIe 
di quella equazione, o della. trasformazione lineare, si traducono nelle pro· 
prieta geometriclIe della proiettivita.. Qui notiamo che, valendosi della equa· 
zione (1) di una proiettivita., si possono definire e considerare anche coppie 
di punti immaginat'i corrispondenti nella proiettivita, dei quali le asciase 
80ddisferanno la. (1). Sussiste ancora il teorema che il birapporto dí quattro 
punti, anche immaginari, dell'una forma uguaglia il corrispondente birap
porto dell'altra forma, perche la. dimostrazione data nel n. 146 vale per 
numeri rea.li o complessi. 

L'equazione bilineare (1) di una proiettivita dipende essenzialmente da 
tre quantita (coatanti), che sono i rapporti di tre dei cflefficienti al quarto. 
Sara dunque determinato il problema di cOBtruire (o acrivere l'equazione 
di) una proiettivita, che soddisfi a tre condizioni assegnate, traduoeutisi 
in tre relazioni fra i tre rapporti suddetti. 
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" . 
• Osservazione l. - Il ' procedimento etl il teoreJn~, "t:he precede, sussistono 

pure se, in Irrogo di punteggiate, si considerano due forme qualsivoglinno di prima 
specie, riferite proiettivamente, sulle quali siano fissa.t.i due sistemi di coordÍJ,late 
proiettive, essendo ~ ed :1:' le coordinate di elementi omologhi. Cio . in vir6'l. del 
n. 154, b). 

L'osservazione si giustiftca anche cosi. Se gli elementi fondamentali nei due 
slstemi di coordinate si corrispondono, allora l'equazione della. proiettivita El evi
dentemente ~'=~. Che se poi si mutano 80pra una delle due forme,_ ad es. sulla 
prima, gli elementi fondaments.li, si deve sostituire ad x una espressione del. tipo 

mx+n d' 1 di 1 

+ (dove x ora eSIgna a. nuova coor nata) (n. 15-." e); si ritrova cosI una 
px q 
equazione del tipo (1'). 

Se si adottano coordinate proiettive omogenee (x, y), (;¡;', g') (n. 155), in luogo 
della (1') si avranno due equazioni della forma 

(1 ") 
~ P;¡;' = aux + a i2 y, 
~ p y' = a,u x + a22 x, 

dove p e un fattore di proporzionalita arbitrario mil. non nullo, ed aw ' " t a u 
80no quattro costanti, il cui determinante a u a22 - aj,2 au * O. 

• Ossel'vazione n. - Ritornando aIla (1), si puo chiedere quale ne sia il 
significato geometrico quando exo =- ~r = O. Posto che non siano tutti nulli i coef
ficienti deIla (1), e che sia ad es. ex * 0, si moltiplichino per ex i drre membri 
della (1); tenuto conto della exo = ~y, potremo scrivere la nuova equazione sotto 
la forma. 

(ex:/) + y) (cu f +~) = O. 

Questa ci dice che alla (1) si puo soddisfare, o prendendo x = - r. e lasciando 
ex 

arbitrario ¡z;', o prendendo ~, = _1 e lasciando arbitrario x. Dunque, nella ipo
IX 

tesi presente, la (1) stabilisce una corrispondenza fra le due forme, tale che al-

l'\ lemento x = - r della prima. corrisponde ogni elemento della seconda forma, 
IX -

rnentre ad ogni altro elemento della prima forma corrisponde sempre lo stesso ele-

mento di coordinata x, = - ~ della seconda; e in condizioni analoghe si trova la 
a 

seconda forma rispetto alla prima. Una siffatta corrispondenza, che Don El piu 
biunivoca. senza. eccezioni, dicesi proiettivita degenere. Geometricamente eSBa si 
ottiene, ad es., proiettando i punti di una punteggiata ¡¿ sopra una retta. u', da 
un centro di proiezione scelto sopra u (o sopra u'), 

173. Proprieta. e particolart}a. metriche di una proiettivita fra pun~ 
teggiate. - Riprendiamo la equazione di una, proietti vita. fra. due punteg
giate u, u', su cui aiano flssati due sistemi di ascisse aventi le origini in 
due punti arbitrad O, P: 

(1) aa:a:'+~a:+ya:'+a=o, 
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od anche 

(1') 

coUa condizione 

(2) a~ - ~y =+= O. 

Ana origine O(x=O) della punteggiata ucorrisponde, sulla u', il punto O' 

di ascisBa x, = - ~; e similmente a P' (:' = O) di u' corrisponde, sopra 
y 

u, il punto P di ascissa x' = - %. Se 3 = O, le origini delle due punteg

giate sono punti corrispondenti, e viceversa. 
Se un punto sopra u va allontanandosi a.ll'infinito, e quindi x tende 

a + 00', il corrispondente valore di x' tende al limite 
\ 

. ~x+3 . ~+x ~ 
11m - =hm --- =--. ( 3) .~j a.+vl .~. a+~ a 

Diremo pereio ehe al punto aH' infinito 1 ~ della prima punteggiata coro 
risponde, sulla seconda, íl punto limite (o pttnto di fuga; cfr. n. 117) I', che 

ha l'asciaaa _.Í! . Similmente si vede che a.l punto all' infinito J'~ della ,,' 
a 

corrisponde, sopra u, il punto limite J avente l'ascissa - 1 . 
a 

a) Si supponga anzitutto a 9J O; aHora i due punti limite J ed l ' 
sono propri. Se con easi coincidono le origini delle due punteggiate u ed 

1~', si avn\ _.Í! == - 1 == 0, ossia ~ == y = 0, e la equazione (1) si rit.lurra 
a a 

al tipo 

axx' +S =0, oasia 
, S 

xx = - - = costante. 
a 

L'ultima equazione puo scriversi 

J X • I' X' == costante, 

e cí dice: . In una proiettivita tra d1te punteggiate, e costante il prodotto delle 
distanze di due punti cOt'rispondenti qualisivogliano dai rispettivi punti li· 
mite; quel prodotto costante chiamasi potenza dalla proiattivita. Viceversa, 
dne punti X, X', i quali si muovano sopra dne rette in guisa che rimanga 
costante, = p, iI p~dotto delle distanze dei punti stessi da due puntí J, I' 
fissati Bulle rette, deacrivono punteggiate proiettive, di cui J ed I' son o 

punti limite, e p e la potenza. 
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b) Si supponga, in secondo luogo, (l = 0, e quindi,.per la (2), ~ =F 0, 
Y :jc O. AHora I' ed J llanno per ascisse + c», e nella proiettivita. (1), la 
cui equaziQne diviene 

~ a; + ya;' + ~ = 0, 

si corrispondono i punti all'infinito delle due punteggiate. Se inoltre si 
8uppone (come e lecito senza. introdurre restrizioni) che la origine della. 
seconda punteggiata. cada. nel punto O' cor~ispoudente 0.110. origine O della 
prima, la equazione precedente manchera. pure del termine noto, e si ridurra. 
aUa forma 

~a; + ya;' == O, ossia ;, = - i = costan te, 

od anche 
OX . 

O' X' = c:ostanle. 

Di qua. segue subito che ogni segmento della prima pllnteggiata sta in 
un rapporto costante (rapporto di similitudine) col corrispondente segmento 
del1a seconda; cio si esprime dicendo clle le due punteggiate sono simili, 
che la proiettivita. e una similitudine. Dunque: Due punteggiate riferite 
proiett'ivamente, in gt¿isa che si corrispondalto i punti alZ'infinito dei loro 
Bostegni, Bono simiLi; e viceversa. Le puuteggia te risultano poi ugtlali, se il 
rapporto di similitudine vale + 1. 

La equazione bilineare della sim-ilitudine fra due punteggiate, riferite 
a sistemi di ascisse, manca del termine col prodotto a;a;'. i 

174. Elementi uniti di una proiettivita tra torme sovrapposte. -
Abbiamo gia visto (n. 167) che, se due forme riferite proiettivamente sono 
sovrapposte, es se ammettono al piñ due elementi uniti, a meno che ogni 
altro elemenw non sia unito. Ora" valendoci del metodo analitico, deter-
mineremo i detti elementi uniti. , 

Possiamo supporre intanto, senza introdurre restrizioni, che le due forme 
aiano punteggiate, giacche, in caso opposto, si puo sempre sostituire a queHe 

1 1 teoreml ,,) e b) .1 dlmo.tr .. no anche •• nza rlcorrere .. lIa equazione dalla proiettivitA. Posto Infattl che questn sia Ji B 0 . .. 7\ ..11 BI 01 ... , .1 ha: 

. AJ B' I' 
0.81a BJ = .a' 1" 

(.I,BJ I",,)=(A' BIJI "" 1 ' ), donde 
!lel c •• o a) 

J Ji . l' Al = J B . l ' BI = .. . _pot.tlZa; 

• n el CA30 b) (.tBOI ",,) = (Ji' BI 01 I I "'). 

Aa BO d' . T d' A"i()r = El 0
1 ;-":t ••• ;:oa ra.pporto 1. 'mu ¡tu. &n.A. 
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le loro sezioni con una stessa retta. Fissato snl sostegno comune un unioo 
sistema di ascisse, la proietti vit,a sara. mpprosentata dalla. equazione 
(1) o.flJfIJ' + ~x + YfIJ' + /) = 0, 
dovo x, .v' 80no ascisse di punti corrispondenti. 

Se indichiamo con 11 la coordinata di un elemento anito (x = gJ = y), 
dovra essora 

(2) ay! + (~+ y) y + /)=0. 
tl quindi 

y - (~ + y) ± v' (~ + y)2 - 4: u ~ 
20. 

Possiamo dunque conclndere: 
Una proiettivita (non identica.) fra dl/C forme 80V1"apposte hit d1te elementi 

tmiti, che pos8ono e88ere reaU e distinti, o 'reali e coincidenti, o imlllaginari ooniu· 
gatij nel primo caso [(~ '+y)! - 40./) > 0J la proiettivita diceai iperbolica, 
nel secondo [(~+y)I-4o./)=0) pambulica, e nél terzo [(~+y)! - 4o./) < OJ 
ellittica. 

175. Esempt. Uguaglia.nza. diretta. sulla puntegglato. O nal tl1.sel0. -
.A due esempi notevoli, sotto l'aspetto metrico, ui proiettivi te, pambolica 
od ellittica si giunge mediante le cousiderazioni seguenti. i 

a) Le due forme siano punteggiate sovrapposte, riferite ad un sistema 
di asc~se. Se l'equazione della proiettivit:\ si riduce al tipo 
(1') ~x + yx' + /) = 0, 
le due punteggiate sono simili (n. 173, b), ed banno come nnito il punto 
all'infinito U oo' Aliorá l'equazione (2), da cui dipenuono i pnnti uniti, si 
abbassa a primo grado 

(2') (B + y) y + /) = 0, 
e fornisce l'ascissa 

a 
y=- B+y 

dell'altro punto unito Jt; reale, generalmente proprio, detto centro di s'imi
litudine. La similitulline fra punttggiate sovrapposte e dunque, in generale, 
una proiettivita. iperboli('(\,. 

Ma se ~ + y = 0, /) =1= 0, anche V e improprio, e la proiettiviti\ e 
parabolica. L'equazione (1') ora. diviene 

(2") ~ (x - x') + /) = '0, oasia 
/) 

fIJ - fIJ' == - 1l = cost., 

I Di proi~ttlvit:a iperboliche si possuno cOBtrwre esempi, a •• egnundo ad arbitrio gli elell16uti nnlt1 (diatiutl fra loro\ eu inoltre due aleruouti COl'CiaPOUUOll Ü dis tiAd. 
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e dice che e costante la distanza A A' = B B' = O O' == ... fra ogni punto 

della prima punteggiata e il punto corrispondente della seconda; le due 

punteggiate sQno uguali, anzi direttamente uguaU, perche segmenti corrí

spond&nti son o uguali anche in segno (cfr. n. 167). Dunque: 

Una proiettivita parabolica ft-a due p1mteggiate proprie 8ovrapposte, la 

quale abbia l'un'ieo punto unito all'infinito, e una uguaglianza dit'etta j e 

viceversa. 
Se poi nella (1") si avease inoltre a == 0, la proiettivita sarebbe la. 

identita. 
X b) Ánche tra due fasci di rette propri sovrappoati abe ... , a'b'c' ... si 

stabilisce una uguaglianza di'-etta coll'esigere che aia ;;;, = W -;¿ =oo. == ro 

(costante); ma la particolare proiettivita, che cosi si ottiene, non ha evi· 

dentemente alcuna retta unita, El ellittiva. 

Per rappresentare analiticamente questa proiettivita, si supponga che 

il centro dei fasci cada nell'origine di un sistema di coordinate cartesiane 

ortogonali in ' un piano x y. Se 

y=mx, y = ?n'x 

Bono le equazioni di due rette corrispondenti, deve essere (n. 28) 

m' -1n 
tg ro = + I = costo 

1 m?n 

Indicando il valore di tg ro con i (e quindi cotg ro con ~) si ricava 

(1) 11/. m' + ~ (lIt - m') + 1 = 0, 

equazione che lega' i coefficienti ' direttivi di due rette corrispondentt. i Per 

trovare le rette unite si ponga nella (1) m == m'; risultera 

(II) mi + 1 == 0, 

donde m = + i. Le rette unite y = + ix sono dunque le rette isotrope 

usceri.ti dall'origine (n. 39). Concludiamo: 

L'ug·uaglianza diretta fra due fasci di rette sovrroppost-i e una proieUivita 

ellittica, i cui elementi uniti sano le rette isott-ope uscenti dal cent?'o e01nunej 

e viceversa. L'ultima asserzione dipende dal fatto che il ragionamento 6 

invertihile.· 

1 Si osservi che la (1) ¡¡ ancora. una &quaz;oue bilineare, le cui vatll,bili tn, 1ft' eono cOOl'dinat.e tan

¡¡ent! (n. 10), ci06 particolari coordin .. te proiettiv6 (n. lúa, OSS. 1). Cio d'aooordo 0011'058. 1 del n. 172. 

i TI teorema enuncia, con parole diverso, la ¡rroprieta che oi ha servito n caratOOrizzare le ,"üe i.otrope 

(no ~9). Se infatti si fa ruot"pe un piano 80pra se steSllO, intorno u,¡ un suo ponto, il fascio di retoo che ha 

. ¡vi il centro si ~rasporta sopra un fneoio direttamente ugnale e sovnppooto; le sole rette del fascio, ohe non 

vengono spostate dal movimento, Bono le retoo uniOO neJI'uguaglütnza suddetta, ci06 le rette iBotl'Ope. 
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1 due fasci ugnaH segano Bulla retta aIl' infinito del piano due punteg· 
giate proiettive ene chiamer~mo direttamente uguali; esse hanno, come 
punti uniti, i punti ciclici del piano (n. 127, Oss.). 

176. Punti uniti e punti limite di due punteggiate proiettive so
vrapposte. - Riprendiamo l'equazione (1) (n. 174) di mia proiettivita. tra 
pnnteggiate sovrapposte, e l'oquazione (2) che ha per radici le ascisse '!fu 

Yt dei punti nniti. TI punto medio tra questi ha l'asCÍssa '!I, + Yt = - ~ 2+ Y' 
2 u 

r-.ra questo valore e an che la semisomma deBe ascisse (-L , - ~) dei 
. a u 

d ue punti limite delle detLe punteggia te (n. 173). Dunque: In una p1·oiet· 
tivita fra punteggiate sovrapposte, il punto medio tra i punti 1tniti e pure 
pur+t¡ medio tra i punti lim'ite (ed e setñpr:e- reale). 'l'utto cio vale nella 
ipotesi u =F O; nella ipotesi opposta uno dei pnnti uniti (> improprio 
(n. 175, a)), ed il teorema perde ogni interesse. 

177. Una proprieta. del cerchio. - Vogliamo ora risolvere graficamente 
il problema della determinazione degli elemeuti uniti di una. proiettivita 
tra forme sovrapposte, che abbiamo sopra 
trattato per via analitica. Delle varie co
strnzioni che furono pro],loste, la piu sem
plice ed istruttiva fu indicata dallo STEI
NER. Essa si appoggia sopra una nota 
proprieta del cerchio. 

Se A e B sono dne punti di una cir
conferenza, i quali vengano proiettati da 
due punti S, Sr della circonferenza mediante 
le coppie di rette a, b ed al, b' rispettiva
mente, si ha - ........... ab = a/ b' (mod. Jt). 

A.pJllicanclo la stessa pl'opríeta a quanti si vogliano punti A, B, a ... 
-della circonferenza, costituenti, come diremo, una punteggiata sopl'a questa, 
risulta cbe: 

I fasai proietta,nti una punteciata tracciata BOp?'a una circonferenza da 
ilue pttnti di qUilsta sono direttamente uguali, e quindi proiettiv'i. Va inteso che, 
!;le un punto della punteggiata coincide col centro di proiezione, per l'etta ' 
proiettante si lleve assumere la tangente aUa circonferenza in quel punto. 

In particolare, proiettando quattro punti A, B, O, ]) di una circonfe
renza da un punto S di questa, si ottengono quattro rette, il cuí birap
porto non varia mentro S descrive la circonfereuza; lo chiameremo birap
porto CA BCD) ,lei quattro punti nominati. Ed ora. si puo estendere III 

17 - G. CUTItLNOOVO. Lezioll' di a.0"" I,-i4 "Mlitác ... 
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dennizione di proiettivita fra forme di prima specie anche al caso che si 
metta in relazione una forma di prima specie con nna punteggiata giacente 
80pra una. circonferenza; e sí puo parlare dí proiettivita fra dne plmteg
giate tracciate sopra due circonferenze distinte o coincüleuti. Si intendera 
¡empre: una corrispondenza biunívoca che )ascia invariato il valore del 
birapporto. In particolare: una punteggiata sopra una circonferen~a e proiet· 
tilla al fascio di rette che la proietta da un punto arbitrat'io della Cit·co1ife· 
renza; e due punteggiate giacenti sopra d~¿e circonferenze (distinte o coinci· 
denti) sono proiettive, se i faBci di rette, che proiettano quelle punteggiate da 
due punti arbitrari delle rispettive ciroonferenze, sono proiettivi tra lm·o. 

178. Costruzione deglt elementi utili di una proiettiTita tra í'orme 
so Trap poste. - Premesse queste nozioni, supponiamo date due forme di 
prima specie proiettive e sovrapposte. Possiamo sempre ritenere, senza 
introdurre restri21ioni, che le due forme nominate siano fasci propri di 

• 

rette, giacche, ole si trattl1sse ad es. di punteggiate, basterebbe proiettar 
queste da un 'unico centro di proiezione, e risolvere il problema che ci 
intereasa per i fasci cosi ottenuti. 

Siano adunque 
(1) a b o ... 1\ a' b' o' ••• 

due f!l.sci di rette aventi lo s.tesso centro (proprio) S. Oondotta ad arbitri<t 
una circonferenza che passi per S, sopra questa i due fasci segberanno 
cIue punteggiate proiettive 

(2) ABO ... 1\ A'B'O' ... 

Pl'oiettiamo ora la. prima e la Reconda punteggiata da due punti corrispon
denti della seconda e prima, rispett.ivamente, come sono ad es. A' ed Aj 
otterremo due fasci proiettivi 

A' (AB O ... ) A A (A' 1f O' ... ), 
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anzi proi:lpettivi, porche hanno la retta. unita. A' A (n. 168). Ne viene che 
i punti d'incontro di rette corrispondenti 

A'B· AB' == M, A' O· .A. 0'== N, ... 

apparterrauno ad una stassa retta r. Ed ogni punto di r, proiettato da. A' 
ed A rispettivamente, dara sulla circonferenza due punti D, D' corrispon· 
denti nella proiettivita (2), tali adunque che le rette d= SD, d' == S D' si 
corrispondano nella proiettivita primitiva (1). Risulta di qua. che le in ter· 
sezioni U, V (li l' colla. circouferenza. (ove esistano) son o i punti uniti 
della proiettivita. (2), e quindi le rette u, 'v, proiettanti quei punti da S, 
sono le rette nnite richieste della proiettivita. (l). Qnesta ti iperbolica, 
parabolica od ellittica, seconuo che la rettl\ r e secante, tangente od 
es terna a.lla circonferenza. 

179. Asse di pl'oiettivita di due punteggiate sulla. circonferenza.; 
teorema di PASCAL per il cerchio. - Per eseguire la costruzione pre· 
cedente possiamo scegliere come centri di proiezione, in luogo di A' ed A, 
altri aue punti corrispondenti B' e Bj ripetendo il ragionamento, trove
remo che.i punti 

B' A . B A' = M, B' O • B O' :.= P, •.. 

stanno sopra. nna stessa. retta, che indicheremo con r'. Dimostriamo che 
r' coincide con r. 

Se nella' proietti vita fra le uue punteggiate sullo. circonferenza esistono 
i punti uniti, le rette r ed 1"', dovendo passare per essi e per il punto M, 
coincideranno. Ma se i punti nniti non esi· 
stono, la dimostrazione precedente non sus· 
siste piu; ne daremo quindi un'altra, ' che 
valga. in tutti i casi. 

Oom'e chiaro, . tutto si riduce a provare 
che i tre punti M, N e P sono aUineati. A 
tal fine proiettiamo il gruppo B A' B' O' dai 
centri A e a j otterremo i due fasci proiettivi 

A (B A' B' O') " a (B A' B' O'). 

Segando questi, ordinatamente, colle trasversali 
B A' e B O', avremo le punteggiate proiettive 

BA'MR /\ BEPO' 

(dove R, E sono ,rispettivamente, i punti A O' • B A', a A' . B O'). Queste 
80no anzi prospettive, avendo l'elemento B unito (n. 168); quindi le rette 
A' S, M P, R O' concorrono in uno stesso punto; in altre parole, Bulla 
retta. M P cade il punto N intersezione di A' E = A' O e R O' == A (/ ; c. d. d. 
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Possiamo dunque enunciare il teorema: 
Se AB O D ... , A' B' O' D' ... sono due punteggiate p1'oiettiv6 giaCMtti 80pra 

unn circonferenza, i punti 

AB'.A!B, AO'.A'O,.,., BO'. B' O, ... 

stanno sopra una stessa "etta (asse di proiettivita delle dl¿e punteggictte): la 
quale sega la cit'conferenza nei punti uniti della proiettivita, se esistono. 

In particolare, limitandoci a due terne di punti A B a, A' B' O' assegnate 
3d arbitrio Bulla cÍrconferenza, osserveremo che i tre punti allineati 

M= AB' . A' B, P=,= BO'· B'O, N== A O'· A'O 

possono riguardarsi come intereezioni delle coppie dei latí opposti (P e 4°, 
2° e 5°, 3° e 6°) dell'esagono semplice A B' a A' B O' iscritto nella circonfe, 
renza; siamo cosl condotti al teorema seguente: 

In un esagono sernplice iscritto in una circon!eren.a le intersezioni delle 
tre ooppie di lati opposti stanno in linea retta·. 

La proposizione e caso particolare di un celebre teorema, che troveremo 
nella teoría delle coniche, e che El dovuto a PASCAL (cfr. n. 126, es. 35); 
n. 152, es. 14)). 

Esercizi I. - 1) Sopra tre rette formanti faseio Ii abbiauo tre punteggiate, due 
delle quali siano prospettive alla terza; si dimos tri che anche la prima e la seconda 
Bono prospettive, ed i tre centri di prospettiva Bono allineati. Se ne deduea 'Rna 
Duova dimostrazione del teorema dei triangoli omologici giacenti in un piano. 
Questione duale nel piano. 

2) Se di due punteggiate prospettive una rnota intorno al punto unito (pro
prio) , le punteggiate rimangono prospettive, ed il centro di prospettiva descrive 
un cerchio (o sfera, se il sostegno mobiJe descrive una stelIa anziche un fascio) 
avente per centro il punto limite della punteggiata fisBa, e per raggio la diatanza 
fra il punto limite della puuteggiata mobile ed il punto unito. 

3) Per costrUÍre la proiettivita .A B O ... 1\ .A' B' O' . _. fra due punteggiate 
«, u', situate in un piano mil. non sovrapposte (n, 169), conviene scegliere come 
centri di proiezione due pnnti omologhi, qua.li .A' ed .A, rispettivamente. Vasae 
di prospettiva u" dei due faaci sega u (od u') in un punto P (o Q'), che ha per 
corrispondente sopra u' (od u) il punto di incontro uu' dei due sOBtegni. 

4) Se .A B O D ,., ed A' B' O' D' ,.. Bono due punteggiate proiettive, situate in 
un piano ma non sovrapposte, i punti di incontro di .A B' con .A' B, di .A O' con 
A'O, ... , di B O' con B'O, e tutti gli analoghi, atanno liopra una medesima retta 

. (asse di proiottivita delle due punteggiate), che sega il sostegno di ciascuna pun
teggiata in un punto, il cui corrispondente sull'altra cade nell' intersezione dei due 
sostegni. (Infatti l'asse di prospettiva u" dei fasci A', A den'es. precedente, e 
l'asse u'" dei fasoi analoghi B', B hanno in comune i punti P, Q', AB' . A'B 
e quindi coincidono), 

5) Si enunci e si dim08tri il teorema duale nel piano, che conduce al con. 
cetto di C8nt?'O di proiettivita di due fasci proiettivi. 
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6) Se le due punteggiate deIl'es. 4) sono prospettive, l'asse di proiettivitA 
passa per il punto u u' ed e la polal'e ¡le! centro di prospettiva rispetto ad u, u'. 
Si ritrova cos} il teorema del n. 126, es. 18). Questi.one duale. 

7) TI teorema dell'es. 4), limitato a due terne di punti ABO, A' B' O', puo 
enunciarsi cosi: 4: Se un esagono ha i vertici di posto dispari sopra una retta ed 
i vertici di posto paji 80pra una seconda retta, le intersezioni delIe tre coppie di 
lati. opposti atanno sopra nna terza retta:t. (PAPPOj cfr. n. 23, es. 16), n.1~6, 
e8. 36»). Proposizione duale. 

8) L'asse di proiettivita. di due punteggiate proiettive e parallelo alIa retta 
eongiungente i punti limite. 

9) Se .A, B, O sono i punti in cui una retta d e segata da tre rette a, b, c, 
le rette perpendicolari condotte da .A. a b e e, da B a c ed a, da O ad a e b 
determinano (prese in ordine conveniente) un esagono semplice, i cuí vertici di 
posto dispari sono A, B, O, mentre í vertici di posto parí stanno sopra una 
!econda retta. Da questa. osservazione si deduca il teorema di STEJNER: e i punti 
di con corso delle altezze dei quattro trilatel'i, formati coi lati di un quadrila.tero 
presi tre a tre, stanno per diritto:t. 

10) Date due punteggiate proiettive su rette distinte u, 11/ di un piano, e 
data ínoltre nel piano una retta 8 che non passi per 11,11,', determinare due centri 
di proieziolte S, S' tali che i fasci proiettanti quelle punteggiate riescano pro
spettivi, coll'asse di prospettiva 8. TI problema ammette infinite soluzioni, e pre
ci8amente esistono due rette, luogbi rispettivamente dei punti S, S', sulle quali 
i punti S, 8' si corrispondono proietti vamente. Caso particolare che 8 sia l'asse 
di proiettivita. delle U, u'; caso che sia la retta all' infinito. Questione duale 
nel piano. 

n. - 11) Dato un fascio di rette ed una punteggiata proiettiva aquello, 
Regare il fascio con una trasversale, in guisa da ottenere una punteggiata simile 
od anché uguale aIla data. 

12) Se A B O .. , , A' B' O' , .. Bono due punteggiate simili, giacenti sopra due 
rette distinte u, u' di un piano secantisi in un punto proprio O, sU8sistono le 
¡;eguenti proprieta: a) il luogo del vertice opposto ad O Dei parallelogrammi co
strniti sulle coppie di laU OA, OA', oppure OB, OB', ... , e una retta; b) il 
luogo del punto medio dei segmenti A A', BB', ... , cODgiungenti punti omologhi, 
e una seconda retta., parallela alla precedente j e) se per O si conducono i segmenti 
OAo, OBo,'" paralleli ed uguali (anche nel verso) ai segmenti AA', BB', .. " 
i punti A o, B o, ... , stanDO tutti sopra una terza retta; d) i cerchi circollcritti ai 
triangoli OAA', OBB' ... , banno in comune (oltre O) un secondo punto S; e) i 
triangoli SAA', SBB' ... sono simili fra loro; f) la punteggiata A'B'O' ... puo 
essere portata. in posizione pr08pettiva rispetto aIla punteggiata A B O ... , purche 
il piano di quella si faceia motare intorno ad 8 di un angolo conveniente, men
tre la retta u rimane fissa. 

13) Se le punteggiate .A B O .. " A' B' O' ... , 1I0no uguali, sussistono le pro
prieta precedenti, ed inolt.re il punto 8 si trova sulle perpendicolari ai segmenti 
A .A', BB', ... nei loro punti medi, per modo che la rotazione sopra nominata 
porta l' una puntegginta a coincidere eoll'altra (cfr. n 39, es. 9»). 

14) Date due punteggiate simili A B (7, •• , .A' B' O' .... lIituate su due rette 
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di un piano, trovare due punti omologhi X, X', la cui distanza XX' sia uguale 
in valore assoluto ad un da1¡o segmento; quante soluzioni pub avere il problema' 
come si costruiscono due punti omologbi delle due punteggiate la cui distanza 
sia mínima'l 

nI.. - 15) Le rette congiungenti punti corrispondenti di due punteggiate 
proiettive a sostegni sghelDbi formano un tal sistema, che ogni retta secante tre 
di quelle sega tutte le altre; (si proiettino infatti le due punteggiate da una 
delle dette secanti; n. 167). Teorema dnale nello spazio. 

16) Le infinite rette che infontrano tre rette date, sghembe a due a due, 
determinan o punteggiate proiettive I!IU queste; quelle adunque formano un sistema 
~' tale, che ogni retta secante tre rette di ~' sega tntte le altre. Le rette secantí 
ora. nomínate formano alla lor volta un nnovo sistema ~ (a cui appartengono 
anche le rette date), il quale gode le stesse proprietA di l1'. Due rette di uno 
stesso sistema Bono sghembe tra loro, due rette di sistemi diversi si segano j 
ciascun sistema (e subordinatamente anche l'altro) 6 detel'minato da tre delle sue 
rette. Due sistemi come ~ e ~' sono, ad es., quelli appal'tenenti' ad un iperbo
loide rotondo ad una falua, di cui parla 1'es. 34) del n. 126. 

IV. - 17) Scrivere la equazione di una proiettivita fra dut' pnnteggiate, 
sapendo che i punti limite di queste hanno rispettivamente le ascisse + 1 e - 1, 
e che ai corrispondono ·i punti di nsciBse 2 e 3 della prima e della seconda. 
punteggiata. 

18) Co~trllire le proiettivita rappresentate dalle equazioni x, = x + a, x, = bx, 
, 1 

x=--, neUa ipotesi che x ed x, siano ascisse di punti variabili sopra due pun
x 

teggiate, ed a, b abbiano valori numerici notí. Dove si trovano i punti limite T 
19) Calcalare la potenza della proiettivita fra puut-eggiate 

<xx.t ' + ~ x + yx' + o =- O, 

eMendo x, x, ascisse di punti corrispondenti. 
20) Scrivere la equazione della. proiettivita prodotto delle due proietti-

.t>.. I 1nz+n "m'x' + n' 
Vl"'.aJ:=c ,x = . 

px+ q p'x' + q' 
21) Dimostl'are che ogni proiettivita puo riguardarsi come prodotto di piu 

proiettivita appartenenti ai tipi particolari indica ti nell'es. 18). 
V. - 22) Se di due punteggiate o fasci di rette proiettivi Bovrapposti si 

can08ce un elemento unito, Paltro si pub costTuire colla 8010. riga. (Si proiettino 
te due punteggiate da due centri allineati col punto unito noto). 

23) Una proiettivita parabolica. tra due forme sovrapposte 6 determinata 
quando si conosca l'unico elemento unito U ed nna coppia di elementi corrispon
denti A, A'; costTuire colla Bola riga Palemento E' corrispondente ad un ele
mento B a8segnato. 

24) In particolare, se U 6 iI punto all'infinito di una retta, si pub: date due 
rette parallele '7',8 ed un segmento .AB 80pra r, costruire colla sola riga sopra l' un 
segmento A' B' = .A B, di cui un estremo cada in un punto assegnato dalla retta. 

25) Nelle ipotesi dell'esercizio precedente Bi puo dunque costruire sopra J', 



l'RUIETTIVITA.. TRA DUE FORME DI PRIMA SPECIE 263 

colla sola riga, un !\egmento che sia somma algebrica di quantisivogliano sogmenti 
comunqlle assegna.ti BU 1'. 

36) Nella stessa ipotesi, dati su r dnque punti .A, E, 0, A.', E', costruire 
sopra r, colla. sob riga, il punto O' tale che 

A B : B O =oc A' B' : B' 0'. 

27) Ripetondo oper:l7.ioni come quelle oei due es. preredenti, lIi conclude : (latí 
sopra una retta r piu seg::nenti, uno deí quali lIi assum:t come unita di misma, 
mentre gli altri abbiano le lunghezze a, b, e, "', e possibile costruire colla sola 
riga, sulla retta r, valendosi di una parallela aquesta, ogni segmento il cui valore 
si ottenga eseguendo operazioni razionali, in numero finito, 8ui numeri 1, a, b, e, ... 

28) Od anche: Dat\ sopra nna retta ,. dne o pia punti, due dei quali si as¡;u
mano, rispettivamente, come ori~ine e punto unita di un sistema di ascisse, mentre 
gli altri abbiano le ascisse a, b, e, ... , e data una parallela alla retta, e possibile 
costruire colla sola riga, sulla retta primitiva, ogni punto la cui ascissa possa 
ottenersi mediante operazioui razionali eseguite sui numeri 1, a, b, e, ... 

29) Finalmente se si scegUe un centro di proiezione fuori del piano ove si 
suppongono eseguite le costruzioni snddette, e da quello si proiettauo la retta r 
e le figure costruttive sopra un nuevo piano, si ottiene (n. 153, Oss. II): Dati 
!'opm una retta tra o pía punti, dei quali tre si aSSllmano come punt.i foudamentali 
di un sistema di coordinate proiettive, e gli altri abbiano le coordinate a, b, e, '" , 
e pnssibile costruire colla sola riga, su quella retta, ogni altro punto la cui coor
dinata possa ottenersi mediante operazioni raziouali esegnite ~nj nnmeri 1, a" b, e, ... 

VI. - 30) Qnando di due punLeggiate proiettive sovrapposte siano uotí i pllIJli 
limite J, l' e due pUllti corrispondenti A, A', per costruire i pUllti unití si con
ducallo due segmenti J M = J A, l' M' = l' A' perpeudicolari al sostegllo ('oUlune, 
e diretti in uno stesan verso o in verso opposto, secondo che J A ed l' A' hunno 
segno opposto od nguale. La circonferenza descritta 8U M M' come diametro passa 
per i punti uniti richiesti. Si dednca di qua che una proiatti vita avente la potenza 
positiva e eerto iperbolica. 

31) Dati due fasci propri proiettivi di un piano, cOltrnire le rette dell'uno 
che sono parallele alle rette corrispondenti dell'altro. 

32) Date due forme proiettíve, se un eleUlento mobile deserive la prima di 
un determinato verso, Pelemento corrispondente descriverit. la seconCla in un de
terminato verso. Se le due forme sono sovrapposte, i versi corriaponflenti possono 
coincidere (proiettivita eOllCorde) od essere oppoati (pr. discorde). Mediante con si
derazioni intuitive (che possono rendersi rigorose) si dimostra che una pro discorde 
e iperbolica, meDtre una pro ('oncorde puo essere ellittica o iperbolicR; l'ultimo 
caso si presenta, ad es., se esiste nell'ulla forma un tratto (in senso proiettivo) 
che contenga interamente il tratto corrispondente dell'altra. 

33) Una pl'oiettivita a:~~' + ... = O tra forme sovrapposte e cOllcorde o di
scorde, secondo che a:o - ~y e positivo o negativo. Anche da questa o8servazione 
si dednce che una proiettivita discorde e iperbolica. 

34) In una proiettivita fra due forme sovrapposte e costante il birapporto 
formato dai due elementi uniti con due eJemeuti corril'poudenti qualisivogliano; 
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queUa costante dicesi caratteristica o inval'iante assoluto della proiettivita. Data 
l'equazione della proiettivita., si calcoli il valore della caratteristica. 

35) Costruire una proieUivita tra forme sllvrapposte conoscendo gli elementi 
uniti, supposti reali e distinti, e la caratteristica. 

36) Riferendo le due forme proiettive sovrapposte ad un unico sistema di 
coordinate proiettive, di cui gli elementi 0, oc cadano negli elementi uniti, l'equa
done della proiettivita assume la forma z' =- kx, dove k e la. caratteristica. 

37) L'equazione precedente non Ri applica ad una proiettivitA parabolica; 
l'equazionc di questa, assumendo come elemento 00 di un sistema di coordinate 
proiettive l' unico elemento unito, asaume la forma z' = z + costo 

VII. - S8) Se A, B, O, D sono quattro punti armonici di una eirconferenza 
(n. 177), le tangenti al cerchio in A e B si segano sulla l'etta OD, e le tangenti 
in O e D si sega.no su AB; se una di queste due condizioni e soddisfatta, e 
Boddisfatta anche l'altra, ed i quattro punti son o armonici. 

39) Dati tre punti A, B, O di una retta o di un cerchio, costruire la proiet
tivita che muta A, B, O in B, O, .A rispettivamente. Se i punti stanno sul cer
chio, dalla costruzione dell'asse di proiettivit3. si dednca che «un triangolo iscritto 
in un cerchio e omologico al triangolo formato dalle tangenti nei vertici del primo. 
(cfr. n. 1;')2, es. 15». • 

40) Nella costl'uzione di STEINlm, applicata a due fasci proiettivi sovrapposti, 
quali particolarita predenta Passe di proiettivita, qnando i due fasci Bono diretta- . 
mente od inversamente uguali 'i 

41) Le infinite tangenti ad un cerchio segano, SOpM due tangenti fisse, pun
teggiate proiettive. Di qua si puo ricavare la definizione di birapporto di quattro 
tangenti ad un cerobio, la nozione di proiettivita fra una serie di tangenti ad un 
cerchio ed una forma di prima specie, o fra due serie di tan gen ti, ed una costmzione 
dei punti uniti di due punteggiate pl'oiettive sovrapposte valendosi di un cerchio 
tangellte al comune sostegno; tutto cio procedcnl1o in modo duale aquello seguito 
nei n. 177, 178. Si giungera per questa via al teorema di BRIANCHON sul cer
chio: • se un seilatoro e circoscritto ad una circonferenza, le congiungenti le 
coppie di vertici opposti passano per uno stesso punto:. (cfr . . n. 126, es. 35». 

42) Data nna riga a due orli paralleli, disponen do lo strumento in modo che 
gli orli passino rispettivamente per due punti O ed A, la cui distanza superi la 
larghezza della riga, si riesce a condurre per A la taagente al cerchio che ha O 
per centro e quella larghezza come raggio. Approfittando di questa osservazione 
e dell'es. 41), si costruiscano i punti nniti di due punteggiate proiettive 80vrap
poste, valendosi dalla sola riga a due orIi. 

VIII. - 43) Dati quattro numeri complessi :;" = ¡¡;~ -+ iy" (h = 1, 2, 3, 4), 
pos.iamo riguardarli, sia come ascisse di quattro punti immaginari di una. pun
teggiata, sia come indici di quattro punti realí 1, 2, 3, 4 di un piano nella nota 
rappresentazione di GAUSS dei numeri comples!!i. Indicando, nell' ultima ipotesi, 
con 12,... le mutue distanze dei quattro punti, si dimostri che il birapporto 
k = (z¡, Z2' z3' z,) e un numero (generalmente) complesso, che ha per modulo 

l'espl'essione 13 : 14 , e per argomento la diffel'enza degli angoli, sotto cuí iI 
23 24 
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~('gmcnto 21 e visto dai pnnti 3 e 4; od anche l'angolo, secondo cUÍ si segano 
i due cerchi 123, 124 (precisamente l'angolo delle due tangenti a quelli nel 
punto 2, prese nei versi 231, 241 rispettivamente). 

, 44) Segntl: la condizione necessaria e sufficiente affinche i1 birapporto k sia 
nn numero reale e che i quattro punti 1, 2, 3, 4 apparteugano ad uno stesso 
carchio (od eventualmente ad una retta, dovendo, in questa teoria, riguardarsi le 
rette come casi particolari di cerchi); e Be la condizione e soddisfatta, k e preci-
8amente il birapporto deí quattro punti coneiderati sulla circonferenza (n. 177); 
come giaceranno dunque i quattro punti se k = - 1 (es. 38»' Se k e un imma
ginario puro, i due cerchi 123, 124 si segano ortogonalmente; si consideri in 
particobre il caso K = i. 

45)" Rappresentando, come sopra, i numeri complessi z, z, sui punti reali di 
due piani 7t, 7t', una equazione bilineare ~.u' + ~z + '(z' + o = 0, dove IX, ~, '(, o 
sono numeri reali o complessi, definisce una corrispondenza biunivoca fra. i puuti 
dei due piani (riguardando con,enzionalmente, in ciaecuuo, i punti aU' infinito 
come un unico punto, immngine del valore infinito di z o .'). Questa corrispon
denza ha la proprieta notevole, dipendellte dal carattere invariante del birapporto, 
di mutare i punti di un cerchio (o in particolare di una retta) di 7t, nei punti 
di un cerchio (o eventualmente di una retta) di 7t'; essa dunque trasforma cerchi 
in cerchi, e una affi,¡itd. ci¡'colare, sec~lDdo la denomin3,zione di MOBIUS. L'angolo 
di dne cercbi arbitrad dell' un piano e uguale all'angúlo dei cercbi corrispondenti 
dell'altro; e l' uguaglianza vale anche nel segno, se come versi positivi delle rota
zioni si considerano quelli in cui creicono gli argomenti dei numeri complessi 
rappresentati aUÍ due piani. 

46) Se la equazione bllineare manca del termine prodotto zz', l'affinitil. circo
lare muta ogni retta den' un piano in una retta dell'altro, ed ogui figura. in una 
figúra simile; diceai percio similitttdine. 

47) Nella. ipotesi che i due piani 7t, 7t' aiano sovrapposti insieme agli aasi 
dei numeri reali e degli immaginari puri, si interpretino, mediante la rappresen
tazione sopra nominata, le equazioni: 3' = Z + a (traBlazione, che muta ogni figura 
in una figura uguale, traslata rispetto aUa prima), z, = b. (8imilitudine, anzi, 

quando b e reale, omotetia rispetto all'origine), rl = ~ (che muta in un cerchio 
z 

ogni retta non pass ante per l'origine). Si confronti quest'ultima corrispondenza colla 
traBfo'rmazione per invel'sione (n. 61, es. 16)), che inverte il seguo degli angoli. 

OAPITOLO IV. 

Involuzlone sopra una forma di prima specie. 

ISO. Deflnizione. - Dobbiamo occllparci ora di un caso note,ole di 
proiettivita tra forme sovrapposte. 

Fu gia. osservato (n. 167) che, date due forme proiettive sovrapposte, 
ogni elemento del comune sostegno va considerato due volte, secondo la 
forma cm eS80 viene attribuito, e che i due elementi a.d esso corrispondenti 



PARTE IIl, CAP. IV, N. 186 

nella proiettivita diretta. P (conducente dalla prima forma alla seconda) e 
nell'inversa p-l (conducente dalla. seconda alla prima) sono generalmente 
distinti tra. loro. Per verificare se si presentí questo fatto o l'opposto, in 
un caso concreto assegnato, conviene proceder cos1. 

Fissato un elemento generico A sul sostegno comune, si applichi ad 
~sso la operazione P, la quale conduce a quell'elemento A' della seconda 
forma che corrisponde all'elemento A della prima. Ora si applichi nuova· 
mente la operazione P all'elemento A' (attribuito dunque que sta volta alla 
prima forma). Si arrivera ad nn elemento A", che, in generale, e distinto 
datl'elemento primitivo A. In tal caso la proiettivita. P, conducente da A' 
ad A", e distint,a dalla proiettivita inversa p-t, condncente da A' ad A. 

Si supponga al contrario che A" coincida con A. AHora. i due ele· 
menti A == A" e ..4.' si corrispondono in doppio modo. Con cío si viene a 
dire che, tanto la proiettivita P, quanto la inversa p-l mutano A in A' ; 
od anche, che agli elementi A ed A' della prima forma corrispondono 
ordinatamente gli elcmenti A' ed A della seconda. 

AJ. es. nelle due figure qui sotto, l'operazione P si compone della 
proiezione di un punto di u da S sopra UD' e della successiva proiezione 
del punto cos1 ottenuto, da S' sopra Uf; IDentré nell'operazione P -1 le due 

ls 
" ;: 

..... :. u· 

A"" " A' ':" u 

proiezioni si 8uccedono in ordille inverso. O~a nella figura di sinistra. A" 
differisce da A. Nella ligura di destra A" coincide con A, ed i punti A, 
A' si corrispondono in doppio modo. Se le stesse opel'azioni di qtiest'ultima 
figura si applicassero Q·d altri punti B, O ... della retta u, si otterrebbero 
nuove coppie B B', O O', ... di punti corrispondenti in doppio modo. 

Un secondo esempio di proiettivita tra forme sovrapposte, ove ogni 
elemento A, B, ... del comune sostegno . corrisponde dOP1JÍamente ad un 
altro elemento A', B', ... , si ottiene cosi. Fissiamo sopra una retta un 

punto 0, ed assumiamo come opera, 
B A O A~ zione P la. simmet1'ia rispetto ad 0, 

la qnale muta i punti A, B, ... , della 
retta nei propri simme1;J:ici A', B', ... rispetto ad O; qui si tratta di 
una yero, proiettivita, anzi di una ugnaglianza inversa, giacche si ha 
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A B = - A' B', ecc. Ora ai puntí A', B', .. , si applicbi di nuovo la simme· 
tria P rispetto ad O. Detti A", B", '" i punti a cui si giunge, sara evi· 
dentemente A" 3S A, B" = B, •.. ; si conchiude che le coppie AA', B D'J'" si 
compongono di punti corrispondenti in doppio modo. 

Gli escmpí addotti ci autorizzano a dare la segnente deftuizione: 
Si ehiama p1'oiettivita invol1ttoria, o brevemente involuzione, una p,'o·iet. 

tivita. non identica tra due forme di prima 8peeie sovrappo3te, nella quale 
due elemeltti cor'rispondenti qualisivogliano lIi eorrispondono sempre in dop' 
pio modo. Di due elementi A, A' corríspondentisi in una involuzione, e 
inutile dir'e se A, od A', si riguarda come appartenente aUa prima o aUa 
seconda forma; i due eleruenti si chiamauo eoniugati nella invoZnzione, El! 
(\ pure illutile nominare le &1te forme sovrapposte, quando si h'atta di una 
involnzionc; si padera. di una involuzione sopra 1¿na punteggiata, in un 
fascio di rette O di pinni. La invo]uzione determina una distribuzione degli 
~] ementi deBa forma in coppie (di elementi eoniugati), di guisa che ogni 
ele1Dt>nto della form3 appartiene ad una e ad una sola coppia, e i due ele, 
mentí di una coppia si comportauo nello stesso modo Puno rispetto alI'al· 
tro; queste coppie si sogliono dire brevemente eoppie della involuzione, 
mentre sarebbe preferibile chiamarle eoppie di elernenti eoniugati in una 
proiettivita involutot'ia. 

Se A A', B B', O(J, ..• aono piu coppie di una involuzione, si ha per 
definizione 

A A' B B' O O' , .. 7\ A' A B' B O' O • .. , 

e viceversa. Posto ora che da questi elementi, situati in una forma di 
prima. specie, si ottengano, mediante operazioni di proiezione o sezione, 
nuovi ele!Denti a, a', b, b', e, e' ... di una nuova forma di prima specie, ii 
avra ancora (n. 166) 

a a' b b' e e' .. , " a' a b' b e' e ... 

Segue di qua: 3e ad. untt irwoluzione si applioano operaz'ioni di p,·oie.ion8 
o sezione, 3i ottiene una nuova invol1tzione. 

Osservazione. - La definizione dell'involuzione si puo anche presen· 
tare sotto una delle forme seguenti: dieesi involttzione una p?'oiettivita nOll 

identiea tra formf Bovrappo8te, che coincida colla 8ua inversa, o che abbia 
pe?' quadt'ato la identitit. Il primo enunciato afferma. che Pe P -1 a,pplicate 
ad un elemento A. qualsiasi conducono ad uno s-tes80 elemento A'; ti secondo 
che l'operazione p. P = p t (n. 166, OS8.), la. quale muta l'elemento A 
nell'elemento Al! sopra considerato, e l' identita., cioe che A" coincide con 
A., qualunque aia A.. 

Il concetto di involuzione risale a DESARGUES (1639), il quale stabiH le rela.· 
úoni fra tre coppie di una involuzione. La tl'attazione moderna, qui adottata, ti. 
snlta dalle ricerche di CHASLE8 (1837), SEYDKWITZ (1844) e STAUDT (1847) . 
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181. Proprieta fondamentale della involuzione. - Per riconoscere 
se una proiettivita sia involutoria occorre, secondo la definizione, verifi· 
care se ogni coppia di elementi corrispondenti si componga di elementi 
corrispondenti in doppio modo. In realta si puo limitare la verifica ad una 
sola. coppia, in virtu del ~orema seguente: 

Se in una pt'o-iettivita fra due forme di pr'ima specie sovrapposte esiste 
una coppia di elementi distinU che si COl ri.~ponc7ano in doppio modo, alloTa 
due elementi corrispondenti qualisivogUano si corrispondono in doppio modo, 
e la proiettivita e involutot'ia. 

Siano A, A' due elementi distinti, che si corrispondano in doppio 
modo nella proiettivita P, di guisa che la P muti A. ed A.' in A.' ed A, 
rispettivamente. Sia B un altro elemento arbitrario che la proiettivita P 
muti in B', e sia X Pelemento che la P fa corrispondere a B'; tutto si 
riduce a dimostrare che X coincide con B. Infatti si ha, in causa. della 
proiettivíta P, 

(A. A.' B B') == (A' A. B' X), 
ossia (n. 147, 1) 

(A. A' BE') = (A. A.' X B'), 

la quale fa vedere (n. 144) che B coincide con X, C. d. d. 

182. Equazione dell'involuzione. - Allo stesso risultato si pub giun· 
gere per vía analítica; si ha cosi iJ vantaggio di vedere quale particolarita 
presenti Pequazione biJineare di una proiettivita, quando questa e involu· 
toda. Siauo date due punteggiate proiettive e sovrapposte, riferite ad uno 
stesso sistema di ascisse, e aia 

aa;,v' + ~a; + yx' + 1) = O 
"-

la equazione della proiettivita. che le collega. Se. nella nominata. proietti· 
vita. due punti distinti, di ascisse ye y', si corri~pondono in doppio modo, 
sussisteranno le relazioni 

ayy' + ~y +yll + () = 0, 
ay'y + ~y' + yy + () = 0, 

Sottraendo la seconda dalla. prima, si ha 

(~ - y) (y - y') = 0, 

e poiche y =1= y', dovra. essere ~ = y. Percio, nella ipotesi fatta, l'equazione 
della proiettivita si riduce aIla seguente 

(1) aa;a;' + ~ (x + x') + () = O. 

Ora quest'ultima, essendo simmetrica rispetto ad a; ed al, determina 
una proiettivita. in cui due punti omologhi qualisivogliano si corrispondono 
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in doppio modo;' cioe una involuzione. La (1) e appunto l'equazione della 
involuzione. l 

183. Involuzione determinata da duo eoppie. - Una involuzione e 
determinata da due coppie di elem,enti coniugati. 

Siano infatti A A', B B' due coppie date. Esiste (D. 170) un' uuica . 
proiettivita. che agli elementi A, A', B fa corrispondere A', A, I/, e questa, 
per il teorema precedente, e involutoria, ed ha come elementi cODiugati 
A e A', B e B'. 

Nella dimostrazione comparisce la ¡potesi che A ed A' aiano distinti, 
mentre B e B' possono anche coincidere. QueIla ipotesi e pero superflua, _ 
come risultera. dalle considerazioni che seguono. 

Proponiamoci ora di acrivere la, equar;ione della iDVoluzione de~ermi. 
nata da due coppie di punti di una ret.ta. Osserviamo a tal fine che una 
involuzione 

(1) a:r;:r;' + p (:r; + :r;') + ó = 0, 

e pienamente conosciuta allorche siano assegnati i valori dei tre coeffi· 
ciellti a, p, Ó¡ anzi basta dare i rapporti di due dei coefficienti al terzo. 
Oio posto, siano y, y' e z, z' le ascisse note di due coppie di punti appar· 
tenenti alla nostra involuzione (1) (ciascuna coppia essendo costituita da 
punti distinti o coincidenti). Dovr~nno aHora sussiatere le relazioni 

\ ayy' + p (y + y') + ó = 0, 
(2) ¡ a.u' --l- p (z .:r: z') + a = o. 

Le equazioni (2}, lineari od omogeneo riapetto alle incognite a, p, a, 
permettono di calcolar queste, a meno di un fattore arbitrario non nullo; 
80stituendo nella (1) i valori trovati, il problema sara riaoHo. 

Del resto, si ottiene subito la equazione richiesta della r¡ostra involu
zione, se, insiome alle (2), consideriamo anche la (1), la quale dev'essere 
soddisfatta ogniqualvolta x, x' sono ascisse di due punti coniugati nella 
involuzione; avremo cos1 un sistema di tre equazioni lineari, omogenee e 
coesistenti per . valori non tutti nulli delle tre incognite a, p, a. Dovra 
quindi es ser nullo il determinante formato coi coefficienti: 

(3) 
xx' x+ x' 1 
yy' Y + y' 1 
z z, z + z, 1 

== O. 

La equazione (3), bilineare rispetto alle variabili :r;, x', rappresenta 
al'PuntQ la nostra involuzione. 

------
, TI risultato ollslliste per \lia qualBiasl formo di prIma .pecle , ·sop rll cm sra fulsato un .ietemn di coor· 

Ilinate proiettive (n. 172, 088. 1). 
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184. Condizione perche tre coppie di elementi appartengano ad 
una stessa involuzione. - I;a relazione (3) puo anche riguardarsi come 
la condizione affinche tre coppie di punti x, x'; '!J, '!J'; z, z' di una retta 
appartengano ad una stessa involuzione. Ora questa condizione puo met
tersi sotto un'altra forma utile a conoscersi. 

Supponiamo che le tre coppie siano rappresentate dalle equazioni di 
secondo grado 

( at~ + bt + e = O, 
~ (/.' tt + b' t + e' = O, 
I a" t2 -1- bIT t + e" = O, 

aventí per radici,rispettivamente, x, X'¡ y, y'; z, z'. Possiamo nel determi
nftnte (3) sostituire ai prodotti ed alle somme delle dette rarlici le loro 
espressioni in funzione dei coefficienti delle (4). Con cío, fatte aleune sem
plici l'iduzioni, la (3) diviene 

a b e 
(5) a' b' e' 

a" b" e" 

che e adunque la eondizione neeessaria. e sufficiente affinche le tre cOPIlie (4) 

appartengano ad una stessa involuzione. 
Ora la (5) ci da. pure la condizione necessal'ia e sufficiente affinche 

ooistano due numeri J.. e !l, tali che si abbia 

Aa + !la' = a", Ab + !lb' = b", Ae + ¡.ta' .= e". 

Sostituemlo ad a", b", e" i loro vaJori nen' ultima delle (4), questa 
prende la forma 

(Aa + ""a') t' + (i..b + !lb') t + (Ae + ~tC') = 0, 
ossia 

(6) A (a ti + b t + o) + !l (a' tI + b' t + o') = O. 

In parole; Date le equazioni di due coppie (U 'una involuz'ione, la equa
zione di ogni terza ooppia della 'involuz'ione PUQ ottenetsi oome una oornbi
nazione lilleat'e delle prime due equazioni. 

Al variare dei parametri A e Il, Q meglio del rapporto ~, la coppia 
, Il 

rappresentata dalla (6) varia e puo portarsi a. coincidere con ogni coppia 
della involuzione determinata dalle prime due coppie (4). Queste, in par
ticolare, corrispondono, Puna ai parametri A ::j:: O, .IA- = O, l'altra ai para
metri A = O, Il::j:: O.· 

1 Se ei volease applicar qui un llnguaggio lntrodotto per le retto (n. 21) e per le curve (n. 49) cli un 
piano. si potrebhe riguardare la lnvoluzione 801>1'& una punteggiata come un fascio d. cappie di punl;. 

i!: quasi superfiuo avvertlre che il procedimento ed 11 rianltato del testo si applicano ad una forma di 
prima apecie qua¡.iaBi, Bn onl 8i 8i" fiasaoo un sistema di coordinate proiettive, 
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186. Teorema di DESARGUES sul quadrangolo completo. - Propo
niamoci ora di costruire l'involuzione detenninata da due date coppie AA', 
B B' di elementi coniugati. 

Una prima soluzione si avrebbe ricorrendo aUa costruzione generale 
della proiettivita tra due forme di prima spede sovrapposte (n. 169). 

Un'altra. costruzione e basata sopra un teorema di DESARGUES (1630), 
che si enuncia: 

Le tre coppie di latí opposti ili 
un quadrangolo completo 8ono segate 
da una tra8versale, non passante per 
neS8un vertice, in t"e coppie di punti 
ITppartenenti aduna stessa involuzione. 

Le tre cnppie di vertici opposti di 
1m quadrilate~-o completo 8ono proiet
tate da un punto, non 8ituato Bopra 
nessun lato, mediante tre coppie di 
rette appartenenti ad una ,teB8a invo
l1tzio1w. 

Di mOi:\ treremo a.d es. il teorema (11 sinistra. 
Sia M N P Q il quadrangolo completo; la. trasversale 8 seghi le cop

pie di la.ti opposti nelle coppie di punti A A', B J~', O O'. Si tratta di 
(limostra.re che queste appar-
tengono ad una stessa involu· 
zione súlla 8. 

Posto 

R==NQ· MP, 

proiettiamo il gruppo di puuti 
lit, P, R, O' della. retta ]Jf P, 
sulla. trasversale s) dai punti 1( 

e Q. Otterremo le due quaterne 
di pnnti, proiettive e sovrap. _-J:....-..>C¿=----+~::_--«t;;:_-~~-:-
poste, 

da cuí (n. 147, 1) 
ABOO' 1\ B' A'OO', 

AB O e' 1\ A' B' O' O. 

Quest'nltima. proiettivita e involutoria (n. 181), poiche O e O' si COI'

rispondono in doppio modo; i d'altra parte, ai punti A, B corrispondono 
rispettivamente A') B'; quindi AA') BB', 00' sono coppie di una stessa 
involuzione, c. d. d. 

TI teorema di DESARGUES suggerisce subito il modo di costruire sulla. 
pnnteggiata (e nel fascio di rette, se si adopera il teorema. duale) la. invo
luzione determinata da due coppie AA') B B' di elementi coniugati. Del 
punto 0, ad esempio, si domandi il coniugato O'. Per A) A' e O si con-

I Qni si anppone ohe o e O' aiano tllstinti; se pero ooincideesero. ,1 8oeglierebbero altri due vertld 
del qna.drangolo oome cenlri di proiezione, e<lC. 
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ducano tre rette ad arbitrio,l'ultima delle quali incontri le prime due nei 
punti distinti N e Q. Si unisca B con N e B' con Q; le due nuove rette 
segano rispettivamente le due uscenti da A', A nei due punti P e M, sulla 
cui congiungente trovasi il punto (J richiesto. Questa costruzione si ese
guisce colla sola riga. i 

186. Elementi doppi di una inToluz~one. - La involuzione, essendo 
una particolare proiettivita. tra forme sovrapposte, possiede due elementi 
uniti (n. 174) o doppi, come si sogliono chiamare, in ciascuno deí quali 
due elementi coniugati vengo no a coincidere. La involuzione e iperbolica, 
parabolica od ellittica, secondo che i due elementi doppi sono reali e distinti, 
reali e coincidenti, o immaginari coniugati. 

Se 

(1) a:u/ + ~ (x + x') + a == o 
e la equazione della involuzione sopra una retta, ed y e l'ascissa di un 
punto doppio, si avra 

(2) a y' + 2 ~ Y + a == o, 
donde 

y == - ~ ± V~! - a a . 
a 

L'involuzione e dunque iperbolica, parabolica od ellittica, secondo che 
~' - a a e positivo, nullo o negativo. Nel secondo caso pero, osservando 
che il binomio ~I - aa coincide col binomio ~y - aa rela,tivo ad una. 
proiettivita generale (perche ora ~ == y), si conclude (n. 172, Oss. II) che 
la involuzione parabolica e degenere. Cio si verifica pure direttamente, 
perche, se ~' - ab == O, e si suppone ad es. a =l= O, la (1) puo scriversi 

(ax + ~) (ax' + ~) == O, 

e fa vedere che ogni coppia della involuzione parabolica si compone del 

punto fisso x == - l! e di un punto x' variabile da coppia a coppia. N el 
a 

punto fisso cade l'unico elemento unito. Di questa involuzione degenere 
non ei occuperemo nel seguito, e, parlando di involuzione, intenderemo 
d'ordinario che si tratti di involuzione iperbolica od ellittica. 

1 Da! tatto che, dati 1 cloque pnntl .A., .A.', R, BI e a, a\ deve arrivare ad ono .teseo a', comonqoo 
el dispooga degli elementi arbitr .. rl ¡leUa oostruziooe, segue: le du. quadrangoli comploti Bono cori riferm, ch. 
einqtU lati dell'ullo incontrino gli omologhi laU deLL'ctltro in ciuque punti di una f'etta, anche gli omologh' ,,,ti 
lati Bi •• gherflnno in un punto di quella retta; proposizione quests che al "u rebbe potuta dedur .... aoche da} 
teorema dei triangoll omologicl (v. n. 126, es, 27). 



INVOLUZIONE SOPR.A. UNA FORMA DI PRIMA SPEOIE 273 

187. Proprieta fondamentale degli elementi doppi di una involu
zione. - Siano U, V gli elementi doppi di una involuzione, iperbolica od 
ellittica, ed A A' una coppia di elemeuti couiugati distinti. 

Sara per ipotesi 
(U V AA') = (U V A' A); 

si couclude (u. 148) che i quattro elementi U, V, A, A' formano uu gruppo 
armonico. Duuque: 

I due elementi doppi di una involuzione div'idono armonicamente ogni 
.(}oppia della involuzione. 

Dati gli elementi doppi U, V di una invoJuzione, questa e pienamente 
determinata; e la costruzione dell'elemento A', coniugato con un elemento 
uoto ..4., si rídnce alla costruzione del quarto armonico dopo tre elementi 
dati. Alla stessa operazioue si riduce la costruzioue di un elemeuto doppio di 
uua iuvoluzione, di cui si conosca l'altro elemento doppio ed uua coppia A A'. 

)< 188. Costruzione degli elementi doppi di una involuzione. - Sup
posto che l'iuvoluzioue appartenga ad un fascio proprio di rette (al qual 
caso ci si puo sempre ricondurre mediante una operazione preliminare di 
proiezioue o sezione), si ricorrera al metodo di STEINER che abbiamo ado
perato nella ipotesi di uua proiettivita general e (u. 17:8). 

Due fasci col centro comune S, tra i quali pasei una proiettivita in
yolutoria 

(1) a a' b b' ... 1\ a' a b' b ... , 

-segauo sopra uua circoufereuza, passante per 8, due punteggiate proiet
tive, che diremo. in involuzione, 

(2) A A' B B'... 1\ A' A B' B ... 

Posto quindi 

N== .AB' . A' B, 
11,[ = AB . A' B', 

l'asse di proiettivita t· (n. 179) sara la 
cougiungente i puuti M ed N, e si dira 
III questo caso asse d'involuzione. La 
M N sega la circouferenza nei punti 
doppi U, V dell' involuzione (2), i quali, 
proiettati da S, danuo le rette doppie u, v richieste dell' involuzione (1). 
Secondoche l'asee d'involuzioue e secante, esterno (o tangente) rispetto 
al cerchio, la. nominata. iuvoluzione e iperbolica., ellittica (o parabolica). 

Osservazione l. - Oonsideríamo sulla circouferenza. una terza coppia 
O O' dell'involuzioue. Dalla relazioue 

AA.' B O 1\ A' AB'O', 

18 - G. CASTltLNUOVO, Lenon' di G.ometria a.na.l'hc,.. 
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che puo scriversí 
(Á A' B O) == (A' A B' 0'); 

Di deduce (n. 147) 

(A A' B O) == (A A' O' B'). 

Esiste dun,que sulla circonferenza la proiettivita 

A A' B O A. A A' O' B' 

che ha. come uniti i punti AA'. Segue (n.178) cne la. intersezione di B B' 
e O O' cad e sull'a.sse di proiettivita AA'. Dunque le rette AA', B B', O O', 
e tutte le analoghe conginngeuti punti coniugati nel!' involuzione, concor
rono in uno stesso punto T, poZo de U' involuzione tracciata sulla. circonferenza. 

Dato comunque il polo, la involuzione snlla circonferenza e determi
nata. Per costruire di un punto O il coniugato bastera congiungere T con 

O, e determinare l' nlteriore in tersezione 
e' della retta col cerchio. In particolare, 
le tangenti che escono dal polo T, suppo
sto esteruo~hanno come punti di contatto 
i punti doppi U, V della involuzione. Oon
cludendo. 

Le coppie di punti di una involuzione 
giaeentc sOZ"'a 1ma circonferenza stanno su 
rette uscenti da uno stesso punto (polo), il . 
quale e esterno, interno (o sulla circonfe
renza) , secondo che la invoZuzione e iper
bolica, ellittica (o parabolica). 

Osser vazione 11. - Si dice che due 
coppíe di punti AA', B B' di una circon· 

ferenza 8i sepa~'ano! se per andare da A ad A', seguendo la circonferenza, 
si de ve oltrepassare B o B' (cfr. n. 118); le due coppie son proiettate da 
ogní punto della circonferenlia mediante due coppíe di rette che si sepa
rano. Ora e chiaro che, in questa ipotesi, le due corde AA', BB' si segano 
nell'interno del cerchio; e dunque interno il polo dell'involuzione che le 
due coppíe detencinano¡ e la involuzione e ellittica. L'opposto accade se 
le due coppie asseguate non si separano. Dunque: ttna involuzione e ellit
tica oa ipet'bolica, secondo che due sue coppie qualisivogliano si sepamno o 
non si separano. TI risultato va.le qualunque sia. la forma cuí la involuzione 
appartiene. i 

I In ba.ae ni teorema del n. l87, oo8truire gli elemenl! doppi dell/> In voluzione oeterminata dalle copo 
,. AA', BB'. vuol dire costruire dae elementi che dividano armouic&mento le coppie date. Se la Involnzione 
Bpp&rtlene ad. una pnnteggi&ta, .1 pnb dunque applicare la coatrozione indioata nell'ee. '3) dN n. 152. Anche 
per que.ta vla .1 conforma l'ultlma 088. 
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189. P&rtieolarit~ metriehe di una involuzioue. 
a) Sopra una recta, sulla quale sia fissa.to un sistema. di ascisse, 

consideriamo una involuzione 

( 1) a~~' + ~ (~ + ~') + ~ = O. 

Il punto all'inftIÚto ~ = ± Xl della retta ha, c()me coniugato, il punto 

di ascissa ~' = _l! (n. 179), iI quaIe dicesi centro dell'involuzione, ed e 
a 

proprio se a * O. In questa ipotesi, supposto inoltre che ]a origine delle 
ascísse caua. precisamente nel detto centro~ sara ~ = O, e la (1) assumera 
la forma 

a~x' + () = O ossia 
~ 

~:t' = - - = costante. 
a 

Dlillque: in una involl,zione sulla punteggiata e costante il prodotto delle 
distanze del centro da d1U3 punti coniugati q¡¿alisivogliano; quella costante 
dicesi potenza (lell' involuzione, d'accordo colla definizione di potenza di 
una. proiettivita data nel n. 173, giacche ora i duo punti limite, ivi con· 
Iiiderati, coincidono nel centro. Una in- O 
voluzione sulla. punteggiata e piena- ~--¡¡-
mente definita quando se ne conos ca. 
il centro (proprio) O e la [)otenza p, ed e costituita dalle coppie di punti 

OA· OA' ==p. 

Se U e un puntó doppio della involuzione, sa.ra O UI == p; quindi la 
involuzione e iperbolica (parabolica), od ellittica, 6econdo che la potenza 
~ positiva. (nulla), o negativa 

b) Se in vece nella equazione (1) e a = O e ~ =t= 0, il centro e im
proprio, cioe il punto aH' infinito della retta. sostegno e doppio; l'altro 
punto doppio (proprio) U sara allora punto medio di ogni coppia di punti 
coniugati (n. 187). Cio risuIta anche osservando che, ne11' ultima. ipotesi, 
la (1) diviene 

~ (al + x') + ~ == O, oS!lia 
X-j-.1;'_ ~_ 
~--2~-cost. 

Questa involuzione iperbolica sulla puntoggiata, in cui due punti conin
gati, come A ed A', o B e B', ... sono sempre simmetrici rispetto ad nn 
punto ftsso U, fu gi:\ por tata come esempio di involuzione (n. 180), e 
detta 8Ífnmetria Bulla rett... Le due punteggiate proiettive Bovrapposte 
A A' B B' ... 1\ A' A B' B ... , che danDO luogo a1la simmetria., sono uguali, 
3nzi inver8amente '¿guali, giacche segmenti corrispondenti sono uguali ma. di 
segno opposto. E viceversa.: dne punteggiate inversamente nguali e sovrap
poste danuo luogo a.d una involuziolle simmetrica. 
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c) Passando da:Ia puuteggiata al fascio proprio di rette, osserviamo 
che, se ad ogni retta a di un fascio S facciamo corrispondere la retta a' 
simmetrica di a, rispetto ad una retta fissa u per S (in guisa adunque che 

sia a~ = - a~), otterremo nel fascio una 
involllzione simmetrica, le cui rette dopo 
pie (reali) sono la u e la perpendieolare 
ad u condotta per S. Viceversa, ogni in
voluzione (iperbolica) ~el fascio, avente le 
rette doppie perpendieolari fra loro, e una 
simmetria (n. 187). Due fasci sovrapposti, 
eorrispondentisi in una involuzione sim· 
metriea, sono inversamente uguali; e due 
fasci sovrapposti inversamente uguali dan· 
no sempre origine ad una simmetria. 

Segando una simmetria nel fascio 
colla retta all'infinito, &i ottiene su questa una simmetria o uguaglianza 
inversa, cioe una involuzione iperbolica i cui punti doppi individuano dire
zioni ortogonali. 

• 

190. Involuzione ei'reolal'e. - 11l ora il caso di domandarci S& due 
fasei sovrapposti direttal1~ente uguali possano trovarsi in involuzione, meut~e 
il fatto analogo non si presenta mai per le punteggiate, dove l' uguagÍianza 
diretta e una. proiettivita paraboliea non involutoria (n. 175, a.)). 

Tra due fasci sovrapposti aventi il centro proprio S, passi una ugua
glianza diretta, per la ;:¡uale ad una retta arbitraria a ~orrisponda quella 

retta a r che forma con a l'angolo costante a"'ar = ro. 
Volendo ora di a r, considerata nel primo fascio, la 

retta. corrispondente a", dovremo fare a~" = ro, e 

quindi ad' = 2 ro. Affinche la proiettivita sia invo
lutoria, occorre e basta che a" coincida con a (senza 
che a' coincida con a); cio si ottiene se 2 ro = n:, 

. n: 
OSSIa O) = j' 

Si con elude : 
In ogni ¡aacio proprio esiste una ínvolllzione in cuí ciascuna retta ha 

per conillgata la retta perpendicolare j essa prende il nome di involuzione 
di angoli retti o circolarll. Si puo affermare che una involuzione nel fascio 
e cireolare, se in es Sil. si conoseono due coppie, ciascuna composta di rette 
perpendicolari (n. 183). 

La involuzione cireolare e evidentemente ellittica. Poiche es Sil. rientra 
come caso particolare nen' nguaglianza diretta fra due fasci sovrapposti 
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(n. 175, b)), le rette doppie dell'involuzione circolare sono le rette isotrope 
uscenti dal eentro del fas(!Ío (n. 39). 

Segando la. involuzione circolare del fascio 8 colla retta all'infinito 
del piano, otteniamo su questa una involuzione ellittica, detta circolare) 
la quale ti proiettata da ogni punto PJ.·oprio mediante una. involuzione cir· 
eolare di rette. Due punti coniugati nella involuzione circolare Bulla retta 
all' infinito individuano direzioni perpendicolari tra loro, e viceversa; quei 
punti dividono armonicamente i punti doppi, immaginari, della involuzione 
stessa, i quali son o i punti aU' infinito delle rette isotrope, oBaia i punt1 
ciclici del piano (n. 127, Oss.). Dunque i pttnti ciclici di un piano dividon(J 
armonica1l1ente i punti all' infinito di ogni coppia di rette mtttuamente pero 
pendicolari, tracciate suZ piano. 

Osservazione. - Abbiamo giA incontrato phI volte, nello studio di pro
prieta metriche, la nozione di rette isotrope e di punti ciclici. L' importanza di 
questi enti sta in cio, che i punti ciclici, insieme alla retta all' infinito a cuí 
appartengono, permettono di stabilire il nesso fra le proprieta proiettive e le 
propl'ieta metriche delle figure piane (cfr. n. 126). Precisamente: ogni proprilJta 
met1'ica di una figura piana pItO enullciarlli come una rela.eione proiettiva d811a figura 
colla retta all'iI~finito 8 coi ptmti cicUci del piano i e vic8versa (CA.YLEY, 1859; 
KLICIN, 1871-72). Giustiftchiamo con qualche esempio questa affermazione. 

a) Dlle rette di un piano Bono perpendicolari se (i loro punti all'infinito) 
dividono armonicamente i punti ciclici. 

b) Un quadraugolo semplice (figura che ha carattere proiettivo) e un paral
lelogramma l!Ie i punti di incontro delle coppie di latí opposti appartengono aBa 
retta a11' infinito i se queati due punti iuoItre dividono armonicamente i punti 
ciclici, si ha Uh rettangolo j si ha invece una. losanga se le due djagonali divi
dono armonicamente i punti ciclici, ed un quadrato 8e le due condizioni si veri
ficano inaieme. 

e:) Una curva di secondo ordine (figura avente, come vedremo, carattere 
proiettivo) l!Iega la retta a11' infinito del SllO piano in due punti i se questi callono 
nei punti ciclici, la curva e un cerchio (n. 129, Oda.), e gode, in conseguenza, 
di spiccate particolarita metriche. 

d) Abbiamo visto (n. 175) che l' uguaglianza diretta. tra due fasci sovrap
posti e una proiettivita, che ha come rette unite le rette isotrope uscenti dal 
centro comune; e viceversa. Applicando una traslazione ad uno dei fasci, si deduce 
che l'~guaglian$a diretta tra due fasci di un piano e una p,'oiettivita, in cui s. 
oorrispondono l8 rette i8otrope uBCeltU dai rispottivi c8ntrL Limitando l'osservazione 
al caso che si considerino due rette a, b dell'un fascio e le corrispondenti a', b' 
dell'altro, risulta: la condizionlJ perohe d1L~ angoli ~, a"b l ,iano ttguaU, e che ü 
birapporto formato dai latí del primo angolo con te rctte iS0t1'op8 'UBcenti dal ver
tice di IlBlfO Bia uguallJ al birappol'to analogo relativo al Becondo angolo. Begue di 
qua. che il birapporto formato da. due rette colle rette isotrope uscenti dalla loro 
intersezione dipende esclusivamente dall'angolo di quelle rette e non dalla loro 
posizione. L'08servazione puo confermarsi direttamente coaL 
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Fissa.to nel piano un sistema cartesiano ortogonale, consideriamo le rette 
isotrope usceuti dall'origine, insieme a due rette a, b, pure uscenti dall'origine 
e formanti gli angoli ce, ~ col1'asse z. Le quattro rette hnnno le equazioni (n. 39, 27. 

y=iz, y=-ix, y .= ztg (x, 

e form/lno il birapporto (n. 145, o» 
i - tg ce i - tg ~ 

k = (i, - i, tg ce, tg~) =. :. ~ . 
- '! - tg cc - 1, - tg 

Moltiplicaudo i due termini della prima frazione pe1: i cos a, e due termini 
deBa seconda per i coa~, quella espressione si trasforma in 

k = cos a + i sen a 
cos (-~) + i sen (-a) 

cos ~ + i sen ~ 
cos (-~) + i sen (-~) , 

e, per la nota regola di di vÍ!\ione dei numeri compleJsi scritti aotto forma tri
gometrica, 

k = cos2 (ce - ~) + i sen2 (ce - ~), 
osaia 

k <= eos (- 2 ftl) + i sen (- 2 cp), 

dove cp == ~ - ce indica l'angolo delle due rette a, b. Dunque: il birapport? formato 
da; latí di un angolo calle rette isotrope useenti dal vertice . e un numero eomples8o, 
che ha per modulo l' 1~nit¿¡, e per af'gomento il doppio dell'angolo; (il segno del
l'argomento non ha importanza, dipendendo dall'ordina in cui si considerano íG 
due rette isotrope). 

L' ultima formula puo ancora trasformarsi, ricorrendo alla teoría delle potenza 
ad esponente complesso; 1 quella. formula infatti equivale alta seguente 

- 2 i 'P k=e , 

indicando con 6 1a base dei logaritmi natnrali. Prendendo 
membri, abbiamo 

logaritmi dei due 

- 2 i q¡ = log k, 
e finalmente 

1 i 
q¡ = - 2 í log k = 2" log k. 

L'angolo di due rette e uguale al fattore costante 2 moltiplicato per il loga

ritmo natm'ale del birapp01·to formato dalle dlte 'rette calle rette isotrope uscenti dal 
vertice dell'angolo. Questo importante teorema, dovuto a LAGUERRE (1853), ricon
duce la nozione metrica di angolo aHa nozione proiettiva di bira,pporto. 1 

1 V. ad el. CA.PELW , lstituzion¡ di .d.naliBi aluel>1'ica (Napoll1902), p .. g. '57, '60. 
• A chi obi.ttAss. qui che i1 birapporto di quattro rette fu da noi definito rioorrendo oJ concetto di 

I'ngoJo, si potrebb. rispondere che lo STAUDT ~ riasclto " definire 11 birapporto di quattro elementi di UDa 

forma di prima apecie in base a nozioni puramente graO che, senza parlare di misara di segmenti. angoll, eco. 
Ma noi non possiamo riprodurre qni 11 metodo .eguito dallo STAUDT, e rinviamo ohi vol.8.e conolccrlo al 
Beitray. zur Oeon,.!r" d.r Lage (Nürnberg, 1856·1860) ¡ v. in particolare 11 2° faacicolo. 
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191. Coppia comuna a dne inToluzioni sovrapposte. - Ritorniamo, 
per un momento, alla teoría general e dell' involuzione per risolvere un pro
blema, di cui spesso incontreremo un caso particolare metrico. 

Date due involuzion'i SOp1'4 uno steaso sostegfw, coat"'uú'e (ove esista) una 
coppia ad esse comune. 

Supposto (come e lecito) che le due involuzioni appartengano ad uno 
stesso fascio proprio di rette, si conduca per il centro di questo una cir
conferenza. Otterremo sopra di essa due involuzioni, di cuí siano P e Q 
i poli (n. 188, Oss. 1)_ ~e queste involu 
zioni hanno una coppia X X' comune, la 
retta X X' dovn\ passare per P e per Q; 
e viceversa, 'le intersezioni della retta P Q 
col cerchio forniscono la coppía richiesta. 
Essa si compone di due punti distinti se 
PQ e secante; di punti coincidentí se PQ 
e tangente; finalmente, se P Q e estema 

x Q X' p 

al cerchio, manCa la coppia comune alle due iuvoluzioni, o, meglio, si 
compone di elementi immagi narí, come mostrerebbe la trattazione analítica. 

Dunque: Due involuzioni, appartenenti acl U'na stessa forma di prifna 
8pec'ie, hanno in comune una coppia di elementi coniugati, che possono elJaere 
rea.Z¡ e distintí, reali e coincidenti, o immaginari; il p,'imo caso si presenta 
certo se delle due involuzioni una almeno e ellittica, perche aHora il corri
spondente polo e interno al cerchio, e quindi la retta P Q e secante. 

192. Rette coniugate e perpendlcolart di una involnzione nel 
fascio. - II corol~ario metrico si riferisce al caso che le due involuzioni 
appartengano ad un fascío proprio di rette, ed una di esse sia la involu
zione circolare (che .6 ellittica). Si lla alIora: 

Una involwtione nel fascio proprio di ,-ette contiene sempre una coppia 
di rette reali, conittgate nelllt involuzionc e perpend icolari. Se di siffatte 
coppie ve ne fossero altre, la involuzione sarebbe circolare, come fu gis 
osser\':1to (n. 190). 

"193. Cenno sulla rappresentazione geometrica degli elemeuti immagi
nad sopra una forma di prima specie. - Prima di abbandonare lo studio delle 
involuzioni, vogliamo accennare alllt vía proposta dallo STAUDT per introdurre nella 
geometria. sintetica. gli elementi immaginari, dei quaU noi abbiaruo discorso sinor~ 
in un senso puramente analítico (n. 38). . __ --

La forma di prima I.lpecie sia, per fiasar le idee, una punteggiata propria, 
Bulla quale sia stabilito un sistema di ascisse. Ad una equazione di secondo grado, 
a coefficien ti reali, 

(1) 
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corrisponde, se la equazione ha radici reali, una coppia di punti distinti, o coin
cidenti, che noi possiamo segnare sulla retta, punti le cui ascisse sono le radici 
della (1). Se invece la (1) ha radici immaginarie (coniugate) non possiamo piu 
rappres6ntare graficamente, nel modo ora esposto, queste radici. o i punti imma· 
ginari coniugati corrispondenti. Cerchiamo in tal caso se esista sulla forma UD 

ente reale siffatto, che, data la (1), quell'ente rimanga individuato, e viceversa.. 
Se queste condizioni saranno 80ddisfatte, potremo assumere Pente stesso come 
immagine geometrica dell'equazione (1), o della coppia di punti immaginari che 
ad essa corrisponde. 

Ora, data una. qualsiasi equazione quadratica (11 a coefficienti reali, rimana 
individuata sulla punteggiata una involuzione, i cui punti doppi sono determinati 
dalla (1); questa involuzione ha, come si vede aubito (n. 186), l'equazione 

(2) 
. b 

a x x , + 2" (x + :a:') + o = O, 

ed e iperbolica, pnrabolica, o ellittica, secondo che la (1) ha radiai reali e distinte, 
reali e coincidenti, o immaginarie. Nell' ultimo caso p088iamo aSBumer/l·la involu
zione /lllittica (2) come immagine geo1lt/ltrica (o come definizione, secondo lo STAUDT) 
delTa coppia di punti ilnmaginara cleterminati dalla (1). La involuzione ellittica t, 

un ente r8ale, costituito da iufinite coppie di punti reali; bastano due coppie 
A A', B B' per individuarla, e quindi per rappresentare la coppia di punti imma
ginari corrispondente ad una data equazione di secondo grll.do. 

Si otJservi poi che ogni coppia di punti immaginari coniugati di un piano 
appartiene ad una retta reale (n. 38), alla quale puo applicarsi la conlliderazione 
che precede. Ne viene che le infinite coppie di punti immaginari coniugati di un 
piano sono rappresentate dalle infinite involuzioni ellittiche esistenti sulle singole 
rette (reali) del piano. Quelle coppie vengoDo con cio ad esser definite in modo 
autonomo, indipendente da un particolare sistema di coordinate fissato nel piano; 
mentre la deflnizione analítica, che ne fu data al n. 38, doveva necessariamente 
esser collegata al sistema di riferimento. 

In modo analogo si proceded. per rappresentare (o definire) una coppia di 
elementi immaginari coniugati (in senso algebrico) appartenenti ad un fascio di 
rette o di piani. Sempro la. detta coppia di elementi si rappres6ntera. mediante 
quella involuzione ellittica nel fascio che ha come doppi gli elementi nomwati. 
In particolare, le rette iBotrope uBcenti da un punto proprio S sa.ranno rappr.e
sentate dalla involuzione circolare nel faseio S; ed i punti ciclici del piano, dalla 
involuzione oircolare sulla retta al!' infinito. 

Sugli enti immaginari cosi introdotti si possono de/inire le operazioni geo
metriche fondameutali. Cosl, per osempio, data sopra UDa retta (reale) una coppia 
di punti immaginari cuniugati U, V, rappresentata mediante la involuzione ellit
tica A A', B B', la coppia di l'ette immaginarie S D, S V, proiettanti quei punti 
da un punto reale S, si rappresentel'a mediante la involuzione nel faBcio S deter
minata dalle coppie di rette SA, SA' ed SB, SB'. 

Osserv&zione. - In molta questioni due elementi immaghari eoniugati si 
presentano sempre insieme, e si comportano nello steBso modo, cosicohe e Buffi. 
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oiente rappresentare la coppia. che essi formano ricorrendo alla involuzione ellittica., 
come ora si disse. In altre questioni pero occorre definire separatamente ciascuno 
dei due elementi immaginari coniugati. A tal fine lo STAUDT ha proposto di con
siderare, insieme alla involuzione ellittica, uno dei due ver¡oi appartenenti aUllo 
(orma su cui si opera, ~ di aggregare quel verso ad uno dei due elementi imma
ginari, e il verso opposto all'altro elemento. In tal guisa, ricordando che due 
coppie AA', B B' di una. involuzione ellittica si s~parano e quin di che gli ele
menti -<l. B A' B' si succedono in un verso, e gli elementi A B' A' B nel verso 
opposto, potremo con AB A' B' mppresentare uno degli elementi doppi della nostra 
involuzione, e con A B' A' B 1'alt1'o. 

Esercizi. I. - 1) Costruire sulla punteggiata (:¡; ed x, essendo ascisse) le 
involuzioni rappresentate dalle equazioni bilineari x:¡;' = 4, x + ;e' oc: 2, o dalle 
combinazioni lineari 

A (:¡; - 1)' + !l(:¡; + 1)2 = O, J..:¡;2 + !l (x + 1) = 0, 

determinarne analíticamente il centro e i punti doppi. 
2) Scrivere sotto<-la forma bilineare, o sotto forma di combinazione lineare, 

la equazione della involuzione che ha il centro nel punto (di ascissa) 1, e come 
iloniugati i punti + 2, - 2; oppure che ha quel centro e il punto doppio + 3; 
oppure che ha i punti doppi - 1 e + 4. 

lI. "- 3) Se .A A', BB', 00' sono tre coppie di punti di una stessa invo
luzione, si ha 

(BOA') (OAB') (ABO') = 1. 

4) Se A A' e B B' sono coppie di elementi corrispondenti in una proiettivita 
tm. forme sovrapposte, i cui elementi uniti siano U e V, a110ra U V, A B', A' B 
Bono tre coppie di una stessa involuzioDe, e viceversa. II teorema vale anche se 
U e V coincidono. Come si enuncia il teorema se A' e B coincidono' 

5) Il luogo di un punto, dal quale due puntt'ggiate proiettive non sovrapposte 
di un piano vengo~o proiettate mediante due fasci di rette in involuzione, e l'asse 
di proiettivita delle due punteggiate (n. 179, es. 4». Teorema duale. 

6) 1 cerchi passanti per due punti segano sopra. una trasversale coppie di una 
invoIuzione, il cui centro si trova sulla congiungente i due punti. Dove cadono 
i punti doppi della involuzione' Valersi del teorema emIDciato per costruire, sulla 
punteggiata, una involuzione di cuí si conoscano due coppie. 

7) Data una involuo:ione ellittica sopra una punteggiata, esistono sempre, in 
un piano per questa, due punti, da ciascuno dei quali la involuzione e proiettata . 
mediante una involuzione circolare. 

8) Data una involuzione iperbolica sopra una punteggiata, qual'e il Iuogo di 
un punto da cui la involuzione viene proiettata mediante una involuzione sim
metrica di rette' 

III. - 9-) Le rette polari di un punto (cfr. n. 126, es. 18», rispetto alle 
tre coppie di lati opposti di un quadrangolo completo, passano per uno stesso 
punto (n. 185). 

10) 1 poli di una retta, rispetto a,lle tre coppie di vertici opposti di un qua· 
dI'Hatero completo, stanno sopra. una retta; come si enuncia questo teorema se 
quella retta e all'infinitoY 
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11) TI teorema. di DESARGUES (mi quadrRngolo compltlto (n. 185) puo enun
cla.rsí c081: le proíezioni dei verticí di un triango19, da un punto qualunque del sno 
piano, sopra una trasversal e non passante per nessuno dei verticí1 sono coniugate 
in una involuzione aIle intersezioni dei lati rispettivaIl?-ente opposti del triangolo 
colla stessa trasversale. Sotto ques~ forma il teortlma puo facilmente ínvertírsi: 
«se delle intersezioui deí lati di un triangolo con una trasversale si costruiscono 
i coniugati in un& qualsiasi involuzione su quella, questi, cOllgiunti coi vertici 
rispettivamente opposti del triangoio, danno tre rette eoncorrenti in un punto:.. 
Questioni duali. 

12) 1 teoremi inversi di quelli di DESARGUE!I conducono a numerosi corollari, 
quando si particolariz1Ji l'involuzione; cos1 segue subito: le tre altezze di 'In 
triangolo passano per uno stesBo punto; o, cio elle fa lo stesso: se due coppie 
di lati opposti di un quadrangolo completo si compongono di rette perpendicolari, 
anche la terza coppia di latí opposti si comporra di rette perpenl,licolari. 

13) Se in un quadrangolo completo le bisettl'Íci dell'angolo determínato da 
due latí opposti sono parallele a11e bisettrici dell'angolo di altri due lati opposti, 
anche la terza coppia di lati oppostí da luogo a bisettrici áventi le stessA dire
zioni, e il quadrangolo e iscrittibile in un cerchio; e vi?eversa. 

14) Se si congiungono i vertici di un triangolo con un punto del piano, e 
pel punto 8i conducono le perpendicolari alle congiungenti, queste vanno ad incon· 
tm e i lati riSptlttivamente opposti del triangolo in tre- puntí allineati. 

15) Se dai vertici di un tria.!lgolo partono tre raggi lllminosi concorrenti in 
un punto di una retta del piano, i rl1ggi riflessi da questa (prolungati se occorre) 
incontreranno i lati opposti del triangolo in tre punti allineati. 

16) Dall'ultimo teorema si puo de(Jurre una. dimostrazioll6 del teorema di 
SIMSON (cfr. n. 152, es. 9», anzi del teorema piil generale: «ae da un punto del 
cerchio circ08critto Itd un triangolo si conducono tre rette inclina te ai lati di 
questo 80tto lo stesso angolo (in valore e aegno), esse determinauo sui lati tre 
punti allineati:t. 

17) Se due quadraogoli completi, situati in un pi;~u o, sono cos\ ríferiti clle 
cinque latí delP nno siano perpendicolari ni cinque lati omologhi dell'altro, nnche 
1 sesti lati dei due quadrangoli risulteranno perpendicola~i tra loro. 

18) Se due triangoli ABO, A' B'O' sono cos\ sitllati che le perpendicolari 
calate dai vertici A, B, U del primo sui lati B'O', O'A', A'B' del secondo pall
sino per uno stesao punto, anche le perpeudicolari calate dai vertici A', -B', O' 
del secondo sui lati BO, OA, AB del primo passeranno per uno 8tessO punto 
(cfr. n. 33, es. 9». 

IV. - 19) Una involuzione circoJare, o simmetrica, in un fascio proprio di 
rette sega sopra una circonferenza, condotta per il centro del fasc¡o, una involu
zione che puo chiamarsi eolio ate8so nome. Dove sta il polo' Dove l'asse' 

20) Le tangenti ad un cerchio nelle coppie di punti di una involllzione si 
segano sull'asse (n. 188). Viceversa: e se dai punti di una retta si conducono le 
tangenti nd un cerchio, le coppie di punti di contatto appartengollo nd una invo
luzione, di cui la retta e Passe:.. 

21) Se A, B, O sono tre elementi di una forma di prima 8pecie (ad es. punti 
di una eirc.onferenza), ed A', B', O' eono i coniugati armonicí di quelli ril:ipetto 
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a1le coppie BO, OA, AB ordinatamente, le coppie AA', BB', 00' appartengono 
ad una stesila involuzione, ed i gruppi .AA' B' O', BB' O' A', O O' A' B' sono armo
nici (cfr. n. 179, es. S8), 39». 

V. - 22) Dati dua angoli retti, a lati non paralleli, ed un paralIelograruma, 
eostruire colla sola riga la retta U8cente dn un punto dato e perpendicolara ad 
una da.ta retta (es. 12) e n. U6, 6S. 25». 

23) In particolare: dato un quadrato, condurre colla 10111. riga da un punto 
dato la perpendicolare ad una retta assegnata (S'lEINEa). (Si lIupponga anzitutto 
che la retta passi per il centro del quadrato, e che il punto cada nel centro SteSBO i 
per la intersezione dalla retta con un lato si conduca la perpendicolal'e aquesto 
lato fino ad incontrare il lato opposto, poi la parallela ad una diagonale del 
quadrato ... ). 

24) Dato un quadrato, bisecare colla sola riga un angolo retto (il cui vertice 
puo Bupporsi cada nel centro del quadrato). 

25) Dato un quadrato ed un allgolo ;;¿, costruire colla sola riga un an

golo a'íb' = ab, di cm aia assegnato un lato a' ed il vertice. (Supposto che i due 
angoli abbiano lo stesBO vertice, tutto si riduca a cOBtruire la involuzione simme
trica di cui a' b El una cop)lia i ora le rette parpendicolan ad a' e b coBtUuiBcono 
una seconda coppia dalla detta involuzione ... ). 

26) Dato un quadrato, verifi care colla sola riga se due dati segmenti AB, EE 
siano ugualij (si costruisca un parallelogramma ABO.D, di cui il lato BO sia 
uguale e parallelo ad EF, e si cODsiderino le diagonali ... ). 

27) Dato un quadrato, e determinato un cerchio coll'assegnarne il centro O 

ed un punto .LÍ, oppure tra punti A, B, O, costruire colla lola riga l' ulteriore 
intersezione del cerchio con una retta arbitraria condotta per A; variando la retta 
si ottengono, senza compasBo, quanti punti si desitlerano del detto cerchio. 

VI. l'roblemi di secundo grado.' - 28) In ogni involuzione ellittica esiste una 
coppia di elementi coniugati e reali, che divide armODlcamente un'altra coppia 
assegnata della involnzione. 

29) Data una proiettivita tra due fasci propl'i di rette, determinare (analíti
camente e graficamellte) una coppia di rette perpendicolari dell' un fascio , a cni 
('orrisponda. nna coppia. di rette pure perpendicolari dell'a.ltro fascio; esiste in 
ciascun fascio una sola coppia di l'ette reali soddisfacenti al problema, a meno 
che i due fasci non siano uguali. (NeBa risoluzione grafica conviene snpporre 
collocati i due fasci in pOtlizione prospettiva). 

30) L'esercizio precedente permette di risolvere i problami seguenti: «dato un 
fascio di rette ed nn fnacio proiettivo di piani, segare qnest' ultimo con un piano, 
in modo da ottenere un fascio di rette uguale al fascio dato (n. 126, es. 10»., 
e in particolare e segare un prisma triangolare con un piano, in guisa da ottenere 

1 Dlce.i di lecolldo gTtl.10 nD problema, 1 .. cul risolnzioDe, coodotta analitloamente , dipenda ,lalla ri .~ 
Inslone dl ltlla "'lnazione qnadratica. Tal .. ~ la rioerca degli eleDlontl nultl dl nna prolettivltá tra forme 
aovrappo8te; od .. 'l.Ue8to problem ... 1 dlmostra poteral ricoudurre ogni altro problema di secondo grade. Un 
problema di looondo grado ammette doe solazjoni, Ilhe p08oono e8.er~ o reall e dlstinte, o reall e colncideDtl, 
o Immagln"ri~. Per poaizionl particolari del dati p0880no anohe e.iotere influlte lolnsionl; cio aecade qnando 
I'eqnaaione 8nddetb. si Tiduoe ad ana IdenUt4. (Maggiori notlzie trovanoi neU'articolo Bui probl.",. gtom,!ri.; 
llloerito .. U .. fine di que8to Volame). 
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un triangolo simile ad un triangolo nato.; "dati due faaci propri proiettivi di 
rette, collocarli in tal posizione da formare una involuzione (n. 181) •. 

31) Date due puoteggiate proiettive non aovrapposte, per un punto assegoato 
oel loro piano condurre una trasversale che le aeghi in punti corrispondenti; 
problema duale. 

32) Proble1n' di ApOLLONIO: fissati su .Iue rette distinte due punti A, B', 
condurre per un punto datQ nel loro piano una trasversale secante le due rette 
in punti X, X' tali che sia AX + B' X' = k, oppure AX . B' X' = k (.ect'io 

AX 
.patii) , oppure B' X' = k (Bectio rationis); k e una costante assegnata, misura di 

un segmento o di un'area nei primi due casi. (Preso un punto M ad arbitrio sulla 
prima retta, si costruisca M' sulla seconda in guisa che sil. veridcata la prima, 
o la seconda, o la terza relazione; al variare di M e di M' sorge una proiettivitA, 
facilmente costruibile, tra le due punteggiate; con cie> si e ricondotti al1'es. 81). 
Questo metodo, che approdtta di uno o pia tentativi per risolvere il problema, 
dicesi di falsa pOBizione). 

33) Per nn punto del piano condurre una retta, che formi con due rette date 
un triangolo di area data. 

34) Date due rette, per un punto assegnato nel loro piauo condurre due tra
IIversali che intercettino su quelle due segmenti di date lunghezze. 

35) Data in UD piano una retta e due punti fuori di' essa, co3truire sulla retta 
un seglllento che venga visto dai due punti sotto augoli assegnati. 

36) In un triangolo ABO iscrivere un parallelogramma di area assegoata, 
avente due lati sopra AB, A O ed un vertice sopra B O. Iscrivere nel triaogolo 
un rettangolo d'area assegnata, un cui lato cada su AB ed i due vertici del lato 
opposto su 0..1, OB. 

:i7) In una proiettivitA fra punteggiate sovrapposte determinartl (analítica
mente e graflcamente) due punti corrispondenti che abbiano una data distaru;a. 
Qual'e il mínimo valore aS801uto della distanza di punti corrispondenti in una 
proiettivita elli ttiea' 

38) Dati due fasci di Iette proiettivi, non sovrapposti, segarli con uoa t1'a
aversale in guisa da ottenere due punteggiate simili (o. 179, es. 31»), od anche 
due punteggíate ~nversamente (es. 5)), o direttamente ugnali. 

39) Date due punteggiate proiettive u, n' su rette distinte, proiettartl la u 
Bul sostegno della 1" da un punto tale, che la nuova punteggiata risulti diretta
mente od inversamente uguale alla 'U!. 

40) Date due coppie di elementi AA.', BB' sopra una forma di prima specie, 
costruire una proiettivita parabolica, in cuí A. e B abbiano per corrispondenti 
A' e B' (es. 4»). Come applicazione : dati dU6 angoli collo 8t68S0 vertic6, condurre 
per un dato punto una tal trasversale, che le corde intercettate entro agli angoli 
risultino direttameote ugnali. . 

41) Dati tre segmenti sopra una retta, cOlltrui1'e un punto dal quale i 8egmenti 
¡jano Vi8ti sotto angoli uguali (n. 151, es. (4)). 

42) Data una proiettiviti\ ellittica sopra una relta, esistono in ogni piane- per 
la retta due punti, da cia8cuno dei quali queUa proiettivitA vien proiettata me
diante una eguagliallza diretta nel fascio. 
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43) Costruire un triangolo, i cui vertící cadano su tre rette date U II Uf.> '11 3 , 

ed i cui lati passíno per tre punti datí SUI S2a, Sa!' (Preso ad arbitrio un puuto 
MI su Uu si costruiscano M z, Ma, MI' su U u U a, t¿u in guisa che -i latí dena 
IIpezl'lata MI Mz M3 M/ passíno ordinatamente per Su, S23' Sau e si osservi che, 
al variare di Mu ]{I' descrive una punteggiata proiettiva e sovrapposta a queIla 
descritta da MI)' 

44) 11 problema precedente ha i seguenti casi particolari notevoli: quando le 
tre rette concorrono in un punto, poiche a110ra una Boluzione e degenere, e l'altra 
puo costruirsi linearmente; quando i tre puntí dono allineati, percbe si presenta 
un fatto analogo; quando ambedue le condizioni sono verificate insieme, perche 
alIora si hanno due soluzioni degeneri, e in generale nesauna vera Boluzione, a 
meno cbe, per una posizione particolare dei dati, non esista uua vera soJuzione, 
nel qual caso esistono infinite soluzioni costituite da triangoli a due a due omolo
gici l'ispetto al centro u l ui U s e all'asse SI2 SZ3 SSI; finalmente quando le tre rette 
U e i tre punti S costituiscono due triangoli tali che i lati del secondo passino 
per i vertici del primo (precisamente 8 31 8 u per il punto U 2 'U9 , ecc.), perche a110ra 
il problema ammette infinite soluzioni, come alferma 1'enunciato: «se di dne trian· 
goli il primo e iscritto nel secondo, esistono infiniti triangoli iscritti nel primo 
e circoscritti al secondo •. 

45) Siano date n rette UIf u z,'" , 7t .. ; da un punto incognito XI di 1tl parte 
un rsggio luminoso 11:1 in direzione assegnata, il quale si riflette sopra uz ; il 
raggio l'iflesso :1)2 (o il suo prolungamento) si riftette sopra. ua, e cosl via finche 
l' ultimo raggio riftessu x" incontra di nuovo 7t1 ; determinare XI in guisa, che 
l' incontro avvenga precisamente in Xi' E possibile determinare la direzione di XI 

in modo che risulti X~I = - x;U¡ (mod. 1t), sicche X", riftettendosi sopra a u 
venga. a fornil'e di nuovo ::rJ¡ .. . , ed il poligono venga percorso infinite volte dal 
raggio luminosQ' (In quest' ultima ricerca occorre distinguel'e il caso di 'JI, pari 
da n dispari) . 

46) Iscl'Ívere in un cerchio un n.gono semplíce, i cui lati passino ordinata
mente per I~ punti assegnati. Osservando che il problema si l'iduce a determinare 
i punti uniti della proiettivitil yrodotto di n involuzioni note, esaminare quando 
esistano infinite soluzioni (e la proiettivita risulti l'identita). Perche cio avvenga, 
si possono prendere ad arbitro n - 2 degli 'JI, punti, purche i rimanenti due ven· 
gano scelti convenientemente sopra una retta che rimane aUora determinata. Esa
minare, in particolare, i casi n = 3, 4, ed il caso di 'JI, pari quando gli n punti 
dati si trovano sopra una retta. 

VII . Rappre86nfazione gC01netrica degli elementi i7nmaginari. - 47) Date due 
involuzioni, entrambe iperboliche od ellittiche, sopra due rette distinte, determi
nare nel loro piano un punto, dal quale le coppie dell' una involuzione vengano 
proi~ttate nelle coppie dell'altra. (TI problema ammette due soluzioni reali X, :r, 
che si ottengono subito se le involuzioni sono iperboliche, mentre, quando sjano 
ellittiche, conviene costruire in ciascuna dile ooppie separantisi armonicamente 
(es. 28)), e formanti due gruppi pl'ospettivi). Problema duale. 

48) Nel caso di involuzioni ellittiche il problema precedente puo enunciarsi: 
date due coppie di punti immaginari coniugati MMo, NNo sopra due l'ette di stinte , 
determinare le quattro rette congiungenti i punti de11' una coppia coi punti del· 
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l'altra; queste rette Bono immaginarie, ma MN, MoNo sono immaginarie coniu
gate, secan ti si in un punto reale X, e posBono definirsi mediante una involuzione 
ellittica nel fascio X; simihnente M No, Mo N si segano in un punto reaIe Y, ecc. 
Caso part.icolare: N, No siano i punti ciclici de! piano. Casi particolari del pro
blema duale: una o tutte e due le coppie si compongano di rette isotrope uscenti 
da punti reali. 

49) Segnate in un piano due rette perpendicolari O:c, Oy, i due liumeri 
complessi cODiugati a + bi, a - bi si poseono rappresentare in due modi diversi: 
sia, con GAUSS, mediante due punti raalí P e Q del piano, sia, seguendo STAUDT, 
mediante quella involuzioce ellittica Bulla retta OIX!, i cui punti doppi U, V hanno 
per ascisse quei numerl. Si dimostri ora che P e Q sono precisamente i due punti 
dai quali la involuzione ellittica. su OIX! e proiettata mediante una involuzione 
circolare (es. 7»; od ancbe, sono i due rimanenti vertici del quadrilatero completo, 
di cui una coppia di vertici opposti sta in U, V, e Paltra nei punti ciclici del 
piano (cfr. n. 39, es. 13». 

50) Data una proiettivitA P fra due punteggiate sovrapposte, si costrrusca.no 
di OgllÍ punto A i corrispondenti Al ed A -1 nella P e nella inversa. .P -1, e 
sia Ao ti coniugato armonico di A rispetto ad Au A -l. Si dimostri analíticamente 
cbe le infinile coppie AAo, che si ottengono al variare di A, costituiscono una. 
involuzione avente come doppi i punti uniti della proiettivita. Questa involuzione 
(unita per la P) rappresenta 1 detti punti uniti, quando siano immaginari. 

51) Date due involuzioni sopra. uno . stesso sostegno, determinare quella terza 
involuzione i cui elementi doppi costituiscono la coppia cODlune aUe due invo
luzioni date; (della involuzione ricbíesta, che e unita per una certa proiettivítA, 
,i possono costruire linearmente quallte coppie si vogliono). 

CAPITOLO V. 

Proiettivita tra forme di seconda speeie. 

19(. Deflnizione di proiettivlta fra due forme di seeonda speeie. 
- Fra due forme di seconda specie possono stabilirsi delle corrispondenze 
biunivoche, che hanno la. massima analogía colla proiettivita tra forme di 
prima specie. 

L'esempio piu semplice e fornito dalla proiezione di un piano ~ sopra. 
un nuovo piano ~', da un centro che non appartenga a nessuno deí due 
píani (n. 120) . .A.d ogni punto e ad ogni retta dí ~ corrisponde rispettiva
mente un punto ed una retta di ~I, e viceversa; ad una punteggiata cor
l'isponde una punteggiata proiettiva aquella, ad un fascio di rette un fa
scio proiettivo. Le stesse proprieta. sussistono ancora, se si passa da. un 
piano ad un a.ltro mediante piu operazioni suooessive di proiezione o 
sezione. 
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D'altra parte, mutau<lo i nomi delle forme di seconda specie che si 
vogliono considerare, eu in conseguenza i no mi deí rispettivi elementi, si 
ottengono nuove corrispondenze che effettivamenlie possono costruirsi (come 
si yedra), sebbene in modo meno semplice di quelle sop1'8o iudicate. Tutte 
queste corrispondenze rient1'ano nella famigli80 delle proiettivita, la cuí de
finizione risuIta dal seguente enunciato: 

Due 100'me di sBoonda specie ~, ~' d~oonsi dj'e¡'ite proiettivamente (o 
proiettive), quando ad ogni elemento di ~, o ~', o01'risponde un unico elemento 
di ~I, o ~, c'a inoltre agli elemonti di ogni f01-ma di p1"ima speo'Íe contenuta 
in ~, o 2:', corrispondonlf in 2:', o ~, elementi di 1tna forma di prima speoie 
pt'oiettiva a q1tella j due tali forme di prima specie, come pure í loru so
Itegni: diconsi corriBpondenti nella proiettivita fra 2: e 2:'. 

El bene avvertire sin d'ora che le parole 'proiettiva a quella, con cui 
termina la definizione, potrebbero sopprimersi, giaeche, come vedremo, la 
proiettivita. tra forme corrispondenti di prima specie segUe dalle premesse. 
Ma. poicbe, per giustifieare questa asserzione, dovremo ricorrere a nozioni 
che non sono essenziali per il nostro corso, e poicha, d'altra parte, la pro
prieta. in questione, sebbene importante sotto l'aspetto teorico, non inter· 
viene nelle applicazioni che seguono, semb1'a lecito ed opportuno di con
servare alla deftnizione la forma sopra adottata. 

195. Collineazioni e correlazioni. - El bene distinguere i vari casi, 
c.uí la definizione preceuente da. luogo. 

a) Se le forme di seeonda ,"pecie sono due piatni punteggiati n, n', 
aHora la proiettivita muta ogni punto A di n in un punto A' di n', ed i 
pnnti di una punteggiata di n nei punti di una punteggiata proiettiva 
di :TI'. Alla retta b,80stegno di queU" corrisponde dunqne una retta b', so· 
stegno di questa; e se il punto A appartiene a b, anche íl punto Al ap
parterra. a b'. Segue che alle rette del fascio A corrispondono le rette 
del fascio A'. Ed i due fasci risultano proiettivi, giacche essi segano 
rette co1'rispondonti, che non passino per i centri, in punteggiate cor
rispondenti, quindi pl'oiettive. Ma una corrispondenza ehe mnti ogni retta. 
di n in una retta di n', ed ogui fascio di n in un fascio proiettivo di n', 
e, per definizione, una proiettivita tra i piani rigati n, n'. Concludiamo che 
una proiettivita fra due punti punteggíati trae con se una proiettivita 
fra i piani stessi, riguardanti come rigati, e viceversa; e dunque opportuno 
riunire le due proiettivita. sotto un unieo nome. Una siffatta corrispondenza 
8i suo! cbiamare collineazione (od omografia) fra i due piani n, :n;'; e si puo 
definire direttamente dicendo che essa fa conispondere ad ogni punto e ad 
ogni retta di n, rispettivamente un punto ed una retta di n', ad ogni pun
teggiata 6 ad ogni fascio di n, una punteggiata proiettiva ed un fascio 
prlfiettivo di re'. L'es. del n. 194 si riferisce appunto ad una collineazione. 
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b) Se una delle forme ti un pia,no punteggiato e l'altl'a un piano 
rigato, la proiettivita muta ogni punto ed ogni retta di ciaseun piano rispet
tivamente in una retta ed in un punto dell'altro piano, ogni punteggiata in 
un faseio proiettivo ad easa, ogni faseio in una punteggiata proiettiva. La 
corrispondenza prende in tal caso il nome di correlazione o . (reciprocita) 
tra. i due piani; ti indifferente quale dei due si riguardi come punteggiato 
o rigato. Porteremo in seguito esempi di correlazioni. 

e) Una proiettivita fra due stelle S, tj' dicesi collineazione, se ad 
ogni retta o piano di S corrisponde rispettivamente una retta od un piano 
di S', ed alle rette od a.i piani di un fascio corrispondono rette o piani di 
un fa.seio lJroiettivo. Una pal'tieolare collineazione fra due stelle S, S' si 
ottiene l'iguaruando come corrispondenti due elementi (retta o pian i ), che 
proiettino da S, S' uno stesso elemento (punto o retta) di un piano 
ausiliare. 

d) Una proiettivita tra due stelle S, S' dieesi inveee corre~azione, 

se alle l'ette e ai piani di S corl'ispondono rispettivamente i piani e le 
rette di S', ed agli elementi di un faseio corrispondono gli elementi di un 
fascio proiettivo. Una particolare correlazione (ortogonale) .fra due stelle 
proprie S, S' si ottiene, come vedremo, facendo corrispondere ad ogni retta 
o piano per S, il piano o la retta perpendicolare condotta per S'. 

ti), f) Finalmente, tra un piano :rt ed una stella S' si pub fissare 
una proiettivita in modo che ai punti ed aUe rette di :rt corrispondano 
rispettivamente le rette ed i piani di S' (collineazione), oppure eorrispon
dano i piani e le rette di /:j' (correlazione). 

11 concetto di corrispondenza proiettiva fra due piani fu stabilito in tutta la 
suo. general ita da.! MOSIUS (1827). Caei particolari erano noti anche prima; ad es., 
sotto l'aspetto metrico, l'uguaglianza, la similitudine e l'affinita (considerata gia 
da EULERO, 1748); e, 80tto l'aspetto proiettivo, la relazione prospettiva fra due 
piani, la omologia e la polaritA rispetto ad una conica. (studiate principalmente 
dal PONCKLET, 1822). 

196. Prodotto di proiettivita. - Segne subito dalla definizione che 
due forme di seconda specie, riferite proiettivamente ad una terza forma, 
sono riferite proiettivamente fra di loro. In altre parole, chiamando pToietti
vita l'operazione con cuí si pasBa da una prima torma ad una seconda forma 
proiettiva (operazione distinta dalla inve,'sa, con cuí si ritorna dalla seconda 
alla primal, ed estendendo il co~cetto di prodotto di operazioni, gia intro
dotto a proposito c1dle forme di prima specie (n. 166, OS8.), pOBsiamo dÍI'e: 
iZ. prodotto di due o piu p,'oicttivita tra forme di seconda specie e ancora 
una proiettivita; ed ti precisamente una collineazione od una con'elazione, 
secondo che il numero delle c01'relaz'ioni, clle entrano come fattori, ti pari 
~ dispari. 
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• 197. Teorema di SUUDT sulla proiettivita tra. forme di secouda specie. 
Abbiamo gia affermato che la definizione di proiettivita. tra forme di seconda 

Ilpecie, da noi adottata, contiene una condizione superflua. Sussiste infatti il se
guente notevolissimo teorema: 

Una corrispondenza tra dl~e forme di s6conda specie, la quale muti ogni elemento 
(reale) dell'tma in un unico elemento (reale) dell'altm, ed ogni forma di prime) 
specie di quella in una forma di prima 'pecie di questa, determÍl~a una p"oiettivita 
tra le dette forme di prima specie. 

Si tratti, ad es., di due piani punteggiati n, n' cos} riferiti, che ad ogni 
punto A e ad ogni punteggiata r di n corrisponda un punto A' ed una punteggil\ta 
r' di n'; quindi ad ogni retta di n una I"etta di n', ao. un triungolo o quadran
gola ... di 7t, un triangoJo o quadrangoJo ... di n'. Si tratta di dimostrare che le 
due punteggiate r, ,., sono riferite proietti vamente. 

Dalla ipotesi segue anzitutto che la corrispondenza fra. le due punteggiate 6 
biunivoca.. 

Per affermare che si tratta di una prniettivíta occorrerobbe di mostrare che 
il birapporto di quattro punti arbitrari di r uguuglia il birapporto dei corrispon-

denti punti di r'. Ma cos\ procedendo si urterebbe in nna difficolta. grave, 
dipendente dal fatto che il birapporto fu da noi definito partendo da nozioni 
metriche, mentre la ipotesi del teorema 6 di natura puramente grafica. La diffi
colta si supera, purche si ricordi il teorema di STAUDT sulle forme di prima spe
cie (n. 171), il quaJe afferma che una corrispondenza biunivoca fra due punteg
giate e proiettiva, se muta ogni gruppo armonico dell'una in un gruppo armonico 
dell'altra; e si ricordi inoltre che il gruppo armonico puo definirsi gl'aficamente 
florvendoai del quadrangolo completo (n. 149). Siamo adunque cOlldotti a chiederci 
se a quattro punti armonici .A, B, O, D di r, corrispondano quattro punti armo

nici .A', B', O', D' di "'. 
Ora, 8e i punti .A, B, O, D son o armoDlci, si puo costruiro (in infiniti modi) 

in 7t un quadrangolo completo, di cui due lati opposti passino por .A, due latí 
opposti per B, e gli altri due ~ati passino per O e D l'ispettivamonte. La cor
rispondenza, di cui parla l'enunciato, muta il detto quadrangolo in un qua
drangolo completo di n', di cui due lati opposti passano per .A', due lati opposti 

19 - G. OUTBLNUOVO. L .. ion' di atomet .. ill IlnalitiolJ. 
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pE'r B', un quinto lato par O' e il aesto per D' j IDa a110ra .A.', B', G', IJ' sono 
quattl'o punti armonici, come si voleva dimostrare. E quindi si conr.lude che le 
due punteggiate r, r' sono riferite proietti vamente. 

198. Determinazlone e eostruzIone di una proiettivita fra due 
forme di seeonda speeie. - Il teorema. del n. 170, l:ieconuo il quale una 
proiettivita. tra due forme di prima specie e determinata da tre coppie di 
elementi omologhi, si estemle nel modo soguente alle corrispondenze che 
ora stiamo esaminando: 

Assegnate sopra due jorrne di seconda specie due quaterne di elementi 
A, B, O, D e A', B', O', D', tali che i quattro elementi di una stessa jonna 
abbiano lo stesso nome, e di eS8i mai tre appartenga,no ad una forma di prima 
specie, r'imane individuata una proiettivita fra le due forme primitive, . che 
fa c01"1"ispondere ad A, B, O, D, t'ispettivamente A', B', O', D'. 

Noi dimostreremo in primo luogo che, ammessa l'esistenza di una sif· 
fatta proiettivita, essa e unica; in secondo luogo, che quella proiettivita 
cBrto esiste. E ragioneremo nella ipotesi che gli elementi nominati siano 
punti di uue piani punteggiati n, n'; ma il ragionamento potra estendersi 
a tutti gli altri casi con semplici cambiamenti di pInole. 

1) Ammettiamo che asista una proiettivita, anzi una collineazione, 
fra i piani n, n', la quale muti i vertici di un quadrangolo A B O D nei 
vertici di un quadrangolo A' B' O' D'; e siano P, P' due punti corrispondenti 

rrJ 

arbitrari dei due piani. Posto, ad es., che P non appartenga al lato A E, 
8ussisteranno, per definizione, le proiettivita tm fasci 

a) A (B O D P) 1\ A' (B' O' D' P'), 

~) B (A O D P) 1\ B' (A' O' D' P'), 

le quali, dato P, individuan o le rette A'P', B'P', e qnindi il punto P' in 
n'. Non possono dunque esistere due diverse collineazioni Bodclisfacenti 
alle condizioni imposte. 
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2) Astraendo ora dalla ipotesi che esista la collineazione, si oRservi 
che sempre le a) e ~) fissano nna corrispondenza biunívoca tra. i piani ¡t, ¡t' 

descritti dai punti P, P', corrispondenza che muta i puntl A, B, 0, D nei 
punti A', B', 0', D', ed ogni punto P, fuori di AB, in un pauto P', fuori 
di A' B' (e viceversa). Fanno, tutto al piu, eccezione i punti generici di 
.A B ed A' B', giacche le a), P) non determinano veramente una cOl'rispon
denza biunivoca. tra qaeste due punteggiate; ma. una tale eccezione verra 
tolta fra poco. 

La corrispondenza biunivoca. fra ¡t, n' e tale che, se il punto P de
sorive una retta r in 11., iZ punto P' desot-ive pure 1¿na retta r' in 11.'. Cio e 
evidente se r passa per A (o per B) ed e ad es. la A P, giacclie ad essa 
corrisponde la retta A' pI in n'. Nella ipotesi opposta, si noti che, mentre 
p descrive la punteggiata r, le rette A P, B P genera.no due fasci proiet· 
tivi (anzi prospettivi) 

A (B P ... ) " B (A P ... ). 

Ma a11ora, applicando ai due fa.sci, rispettivamente, le proiettivita a), ~), 

risultano proiettivi in n' i due fasci 

A' (B' P' ... ) " B' (A' p' .•. ), 

anzi prospettivi perche lJanno unita la retta A' B'; quinJi il luogo del 
punto P' e una. rettla. r' , che corrisponde alJa retta t' di n. Le due punteg· 
giate r, r' Bono inoltre proiettive, perche sezioni dei fasci proiettivi a). 

Ed ora siamo in grado di completare la corrispondenza biunivoca tra 
i dlle piani punteggiati n, ¡t', facendo vedere come di ogni punto Q di 
A B, si possa assegnare il punto corrispondente Q' di A' B'. Condotte infatti 
per Q piu rette r, 8, ... in n, e dette r', s', ... le rette corrispondenti in n', si 
osservi che qlleste passano per uno stesso punto Q' di A' B'; giacche, se ad 
es. i1 punto r' s' non cadesse su A' B' , il punto corrispomlente Q == r s non 
cadrebbe su A B, contro la il'otesi. 

Con cio risulta dimostraLo che la corrispondenza stabilita fra i due 
piani n, ¡t' mediante le a) e Pl possiede tutti i caratteri della collineazione. 
E si ha pure il modo per costn¿ire effettivamente 1ma collineazione tra n, 
e n', qaando si cono&cano dne qnadrangúli corrispondenti. 

Costruzioni analoghe, a cuí si arriva con semplici call1biamenti dei 
nomi degli elementi e delle forme, si applicano agli altri casi di proietti· 
vita tra forme di seconda specie. 

• Osservazione. - Ricorrendo alIe coordinate proiettive, si puo dimostrare 
la parte 2) del teorema. precedente con una considerazione immeuiata. Si stahili· 
licano infatti nei piani 7t, 7t ' due sistemi di coordinate proiettive (x, y, e) e (x', y', z'), 
assumendo A B O e A' B' O' come triangoli fondaruentali, De D' come punti un ita . 
AHora le rela.zioni 

z' = x, y' = y, z, = 11. 
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(o X' : y' : #' = X : y: s, che e lo stes!!o, data l'omogeneita) determInano una cO!r
rispondenza biunivoca tra i punti dei due piani, la quale trasforma A B a D in 
A' B' a' D'. La corrispondenza inoltre muta una retta ax + by + c# = O di n in 
una retta a:e' + b y' + e s' = O di n'. Tanto basta per affermare che si tratta di 
una collineazione, se si vuol profittare del teorema n. 197. Se poi non si vuoJ 
ricorrervi, si osservera. che, presi quattro punti allineati in n, e costruiti i cor
rispondenti punti in n', che hanno le stesse coordinate di quelli, il birapporto dei 
primi quattro punti e certo ugual& al birapporto degli ultimi quattro, poiche esso 
dipende soltanto dalle dette coordinate (n. 145, b) ) . 

• 199. Equazioni deIla collineBzione fra due piani. - Se due forme di 
seconda specíe Bono riferHe proiettivamente, e su ciascuna di quelle e fissato un 
sistema di coordinate proiettive, si puó chiedere di qual tipo aiano le reJazioni 
ohe legano le coordinate di elementi conispondenti nelle due forme. Noi tratte
remo la questione nella ipotesi che si abbiano dne piani collineari; ma estende
remo subito il risultato ad ogni altro caso. 

Siano adunque n e n' i due piani collineari, e P (x, y, s), p' (x', y', .') siano 
due punti corrispondenti di essi, riferiti a due sistemi di coordinate proiettive 
omogenee . Notiamo anzitutto che, se i punti fondamentali ed unit~ nei due piani 
si corrispondono, le relazioni richieste si riducono alle proporzioni (n. 198, Oss.) 

a;' : y' : #' = X : y : s. 

Se invece, come generalmente succede, i sistemi di riferimento sono indipendenti, 
potremo considerare iu n' un sistemaausiliare di coordinate proiettive (xi) Yil SI)' 

che abbia i punti fondamentali ed uuita nei punti corrispondenti ai punti fonda
mentali ed unita di n. Allora le coordinate ausiliari (zi) Yil SI) di pI saranno 
uguali, o proporzionali, alle coordinate (z, y, s) di P; meutre, per passare dalle 
coordinate ausiliari (Xi' YII SI) alIe coordinate primitive (:A:' , yl., ,e') dello stesso punto 
P', bisognera. ricorrere alle formole per la trasformazione delle coordina te proiet
tive, formole le qnali (u. 160) costituiscouo una sostituzione lineare ed omogenea, 
a determinante non nu110, fra le terne di variabili xi} YII z¡ ed x', y', z'. Si con
elude in fine che: 

Ogni coUineazionB fra due piani, sop"a cui siano fi,6stJ,ti sisten~i di coordinatt 
proiettivB ea omogenee, e rappresentata da relazion'¡ del tipo 

p x, = aH x + auy + ala z, 
(1) ? y' = a21 x + a 22 Y + aZ3 11, 

p #' = a3i x + a S2 Y + asa S, 

dove ? e un coeffieilmtt di prop01'zionalita qualsiasi, pUf'che 7tOn nullo, e le aik sono 
nove costq,nti, 80ggette alZa condi$ione che il determinante di t67'ZO 01'dine A, da 6S86 

f01'mato, Bia diverso da ':61"0: 

(2) A =t= o. 
E, pHI generalmeute, si puó dire che le (1), colla condizione (2), definiscono 

uua proiettivitl\ fra due forme qualisivogliano di seconda specie, purcbe si riguar
dino (x, y, z) ed (z', y', .e') come coordinate proiettive degli elementi che si sup
¡>ongono generare le due forme. 
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Osservazione. - Si norera che le atoase equazioni (1) (formanti, come si 
disse, una sostituzione Ji oeare ed omogenl'a ira due terne di variabili) danno luogo 
a due interpretazioni geollletriche; giacclte esse servono a rappresentare, sia una 
trasformazione di coordinare proiettive in una unica forma di seconda specie, aia 
una proiettivita ira due forme di seconda specie. La ragione di questa doppia 
interpretazione risulta dalle cose dette. 

200. Ancora sulle equazioni della eollineazione. - Dimostriamo 
ora direttamente, sebbene cio risulti dal n. precedente, che tre r~lazioni 
del tipo (dove Q e un fattore Ji proporzionalita, non nullo) 

(1) 
QX' = aux + auy + ai3 z, 
QY' = a21 x + any + a'2;z, 
QZ' = aStx + a3z Y + a33 z, 

colla conaizione che il determinante delle a'k non sia ?tullo, 

(2) A*,O, 

definiscono sempre una collineazione fra i piani '1: en', desoritti ri8pettiva. 
mente dai p~mti P e p' aventi le ooordinate cartesiane omogenee (x, y, z) 6 

. (x', y', z'). 
Osserviamo, in primo luogo, ehe a tre numeri x, y, z, non tutti nulli, 

corrispondono, in virtii delle (1), tre numeri x', y', z', deftniti a meno del 
fattore di proporzionalita Q, e certo non tutti nulli, giacche per la (2) i tre 
trino mi a secondo membro delle (1) non possono annullarsi insieme. Dun
que ad ogni punto P di '1: corrisponde un punto P' di n'. 

Se poi risolviamo le (1) rispetto ad x, y, z (per il che bal!lta Bommare 
membro a membro le (1), dopo averle moltiplicate rispettivamente per i 
complementi algebrici degli elementi di una vertical e nel determinante A), 
otteniamo le relazioni 

(3) 
ax = Áu x' + ÁuY' + A 3i Z', 

ay = A i2 X' + A 22 y' + ..1 32 z', 
aZ = Au x' + ..1nY' + AsaZ', 

(dove A .. e il complemento algebrico di au, e C1 = A e un coefficiente di 
Q 

proporzionaliti\ non nullo), le quali esprimono le coordinate di un punto P 
di n, in funzione delle coordinate del punto corrispondente p' di n', e fanno 
vedere che ad ogni punto di n' corrisponde un punto dí '1:. 

Dímostriamo, in secondo luogo, che ad ogni retta deIl'un piano corrí· 
sponde una retta nell'altro piano. Consideriamo a tal fine una retta., ad es. 
sul piano n', la quale abbía. l'equazione 

r') u'x' + v'y' + w':e' = O 
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Mentre il punto (x', y', 21') descrive questa. retta, il punto corrispondente 
(x, y, 21) descrive in ¡t queI Iuogo, la. cui equazione si ottiene sostituendo 
in r'), al posto di x', y', 21', i loro valori espressi dalle (1). 

Ordinando, la nnova. equazione si presenta sotto la forma 

r) (aH u' + al! v' + aSI w') x + (al! 1¿' + an v' + a n ta') y 
+ (anu' + al3 v: + a33 w')21 = O, 

e rappresenta. quin di una retta del piano ¡t! 

Resta finalmente da far vedere che forme corrispondenti nei due piani 
80no proiettive, per il che basta prnvare che due quaterne di punti alli· 
neati, corrispondentisi, hanno lo stesso birapporto. Presi infatti quattro 
punti allineati in ¡t, di coordinate 

(x, y, 21), (XI' Yo Zi)' (x + k XI' •.. ), (x + kX II ••• ), 

e calcolate (mediante sostituzione nelle (1), ove si ponga, com'a lecito, 
Q = 1) le coordinate dei corrispondenti punti di ¡t', si trova. che, dette 
(x', y', 21') e (x/, y i ', 21/) le coordinate dei primi due tra questi punti, le 
coordinate dei due rimanenti sono (x' + kx¡', ••• ), (x' + kXt', ... ). Orª, il bi· 

~ k 
rapporto, sia della prima, sia dalla seconda quaterna di punti, vale k 
(n. 145, b)). Sussiste quindi l' uguaglianza prevista. 

Rimane co.;¡l pienamente dimostrato che le relazioni (1) deftniscono una 
collineazione ira. i piani ¡t, ¡t'. Se poi si volesse far vedere che ogni colli· 
neaziona tra i due piani puo esser rappresentata a quel modo, basterebbe 
pro vare che si possono calcolare i nove coefficienti ail, dalle (1) in guisa 
che a quattro punti dati arbitrariamente in ¡t corrispondano quattro punti 
df1ti arbitrariamente in ¡t'. Trasformiamo a tal fine le (1) in coordinat~ non 
offiogenee, il che si ottiene dividendo membro a membro la prima e seconda 

x' y' x y 
per la terza, e ponendo, ad es., -, = X', - = yl, - = X, - == .I: ' 

21 21' 21 21 

(1 ~ 

X' - all X+a l2 y +au 
- a31 X + an Y + asa' 

y' _ al! X + (122 Y + a2J 

- aS! X + a S2 y + a ss • 

1 Rioordando la de6nizione di coordinate di rette (D. 130), rianlta ohe le coordlDate (u, . , lO) dena rettn 
oono 11¿ate aUe coordlDate (u', "', ' tO') dellB retta r' dalle fOl'mQle 

(¿¡ 
'C U = ala 1(.1 + a l1 v· + a' l ",t, 

"C ti = ti" u l + a .. 1)1 + all w', 
'tw = GlI u l + ai • ,,1 + o" lO', 

(dove .. 6 uu coeJlloiante dl proporzioDll.litA non nuUo), In mt'do analo¡¡o al ricaverebbero le ooordinate ,,'. el 

10 , in fnnzioue delta u, ", 10. 

• ll: evidente I'Ilnlllogia dl qneate formole colla (1') del n . 172, rappreeentaDte lo. proicttivitA fr .. dnt 
forme di prims 8peoi'l. 
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Osserviamo poi che le (1') dipendono effettivamente da otto costanti, giac
che si possono dividere i due termini di ciascuna frazione per uno stesBO 
dei coefficienti che entrano a denominatore, purche non sia nullo. Ora, 
ogniqualvolta si stabilisca che ad un punto dato (X, Y) di ~ debba cor
rispondere un punto dato (X', Y') in n.', si otténgono due equazioni lineari 
fra quella otto costanti (come risulta. dalle (1') liberate da frazioni). Se 
adunque fOBsero date quattro coppie di punti corrispondenti, avremmo otto 
equazioni lineari rispetto ad otto quantita., le quali, in tal guisa, sareb· 
bero generalmente determinate. 

Osservazione l. - Lo stesso procedimento col quale, data l'equa.done 
di una retta in uno dei due piani, si ottiene l'equazione della retta cor
rispondente nell'altro, permette di trovare la equazione di quella curva. 
d~ll' un piano, che corrisponde ad una curva assegnata nell'aUro. Poiche 
tutto si riduce ad eseguire una sostituzione lineare aulle coordinate omo· 
genee di punti, si conclude (cfr. n.44) che il grado di una equaziolle al
gebrica non si altera, e quindi l'ordine di una curva algebrica non viene 
altera.to da una collineaz'ione; o, brevemente, l'ordine ~ un carattere proiet
tivo della curva. In particolare: un cerchio, trasformato mediante una col· 
lineazione (od una proiezione), da una curva di secondo ordine.! 

* Osservaziou6 lI. - Nell'esaminare la collineazione definita dalle (1), noi 
abbiamo escluso la ipotesi A. ~ 0, giacche questa conduce ad una. collineazione 
degenere, che El priva. di interesse per il seguito del corso. Basti qui notare che! 
se A. = 0, ma non sono nulli tutti i minori del secondo ordine di A. (caratteri
aUca = 2), esiste in ñ: un punto singoZare S, a cuí corrisponde ogni punto di n', 
mentre, per ogni altro punto di n, il punto corrispondente e determinato ed appar
tien~ ad una. certa retta singolare B' di n'. Viceversa, ad un punto generico di 
n' corrisponde il solo punto S in n, ma. ad un punto di n' preso sopra. B' cor
rispondono tutti i P llll ti di una retta uscente da S. 

Se poi sono nulli tutti i minori del secondo orc1ine di A (caratteristica = 1), 
allora ad UD punto generico di n corrisponde un unico punto singolare S' di n'; 
¡nentra i pllnti di n, che appartengoDo ad una retta singolat'e 8, hanno il corri
spondenta inc1eterminato. Viceversa, ad un punto genel'ico di n' corrisponde su 'It 
ogni plluto della retta singolare s; ed al punto singolare S' di n' corrisponde 
ogni punto di n. 

201. AfHnita. - Vogliamo ora eaaminare alcune particolarita metriche 
della. collineazione tra due piani n, n.'. Riprendiamo percio le equazioni (1) 
del numero precedente, che legano le coordinate cartesiane omogenee di 
punti corrispondenti. 

1 Dnalmente, udoperando le tormole ('), andoh6 le (1), rianlta che la da ... di un in~il"ppo IIlgebrieo di 
rdC. non vitne allMaCa da una eollineazione, e un oarattere proiettivo dell' Inviluppo. Ed e pur chiaro che la 
tangente ad una curva, ud il punto di contatto di un inviluPPo, si mutano. mediante una. colliueazione, neU~ 
tangente, o nol punto di contatto della curva O del!' inviln,l),l)o trasformato. 
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Alla retta al!' infinito z' == O di ,,' corrisponde, nel piano ", una 
retta di equazione a31 ((J + a32 Y + asa z == O, dett,a r~tta limite o di f11ga 

(cfr. n. 120). E similmente alla retta a11' infinito di " corrisponde la retta 
limite di ,,'. Le due rütte limite sono generalmente proprie, ed hanno pro
prieta facili a stabilirsi, sulle quali pero non vogliamo fermarci. 

Interessa invece esa minare la ipotesi che le rette limite siano impro· 
prie, vale a dire che le rette aH' infinito dei piani :n:, ~' 8i corri8pondano. In 
tal caso la collineazione prende il nome di affinita, ed affini dieonsi i due 
piani. Per stabilire un'affinita fra due piani ", ,,' basta, ai tra vertici 
(propri) e quindi aí tre lati di un triangolo in ", far corrispondere in ,,' 
i tre vertici (propri) e quindi i tre latí di un triallgolo. 

Nell'affinita, punteggiate eorrisponclenti r, r' sono simili, (n. 173, b», 
e dunque costante il rapporto di similitudine fra due segmenti corrispon
denti qualisivogliano delle due punteggiate. A rette parallele di " corri
spondono in ,,' rette parallele, :.Ld un parallelogramma un parallelogramma. 
Quindi a due segmenti equipollenti (n. 24) fra loro in :n:, corrispondono 
due segmenti equípollenti fra loro in :n:' ; ossia il rapporto di similitudine, 
relativo a due punteggiate eorrispondenti r, r', non vada se r, e quindi r', 
si muove parallelamenta a se stessaj ma varia, generalmente, col variare 
della direzione di r o di r'. 

La equazioni dell'affinita fra due piani, in coorclinate cartesiane omo· 
genee (poiche a z' = (1 corrisponde z == O) si riducono al seguente tipo 

(1) 
Q((J' = au((J + a12 y + au z, 

QY' = a2 ¡((J + a22 y + a23 z, 

Q z' == asaz, 

ossia, dividendo mambro a membro la prima e la seconcla per la terza e 
((J y ((J' y' 

Bostituendo ai rapporti -, -, " --;, le coordinate carte8iane ord'inarie z Z z z 
:x:, y, ((J', y', 

dove 

((J' = (XH ((J + (Xn y + ul3' 

y' = (XlI:X: + (X22 Y + (Xn' 

sono sei costanti. 

Le equazioni si semplificano ulteriormente se si .suppone, come e le
cito, che agli assi coordinati x' == O, y' == O di :n:' corrispondano in 1t 

gli assi coordinati:x: = O, Y == O; quelle fo~mole iufatti acquistano l'aspetto 

(2) :x:'=m:x:, y'=ny, 

dove m, n sono due costanti (rapporti di similitudine relativi aUe rette 
corrispondenti :x:, :x:' , od '!J, y', rispettivamente). Le (2) lasciano vedere che, 
per passare da ogni punto P di "al punto corrispondente p' di ,,', basta 
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alterare l'ascissa. di P in un rapporto costante, e l'ordinata. di P iu nn 
altro rapporto costante. Per assegnare i valori dei due rapporti, basterebbe 
dare, oltre alle due coppie x, x' ed y, y' di rette corrispondenti, clue punti 
corrispondenti non situati BU quelle rette. 

Un' altra proprieta 
notevole dell'afftnita e la. 1</ 

seguente: - ·--------1 
JiJ eostante il rapporto ; 

[ra lt aree di ftgu1'e cor- i 
rispondenti i'n una affinita. ti 

Bastera. di mostrare il I ·----l i 

teorema per le aree trian- i ! í ! 
golari, giacche ogni poli- -I~---':'A.--'Í--~~ 

gono puo spezzarsi in 

-----------." 
. \ B -~_ .. ---p' \ '\ .. 

\ \ , \ 

triaugoli, e l'area di una figura curvilínea puo riguardarsi come limite di 
aree di poHgoni iscritti. 

Siamo dunque (x, y), (Xl' Yl)' (X" y,) i vertici di un triangolo in :I''i 
Parea. sara data (n. 33) da 

11 = senxy 
2 

1 
1 
1 

TI triangolo corrispondente in 1t', se l'affinita e rappresentata dalle (2), 
avra. i vertici ('m x, ny), .. _, e quindi Parea 

sen x' y' 
!l'= --~ 

2 

1 
1 
1 

Portando in evidenza i fattori 111" n, e dividendo membro a membro Pul
tima. relazione per la precedente, troviamo 

tl' sen x' y' 
--mn --~ 11 - sen xy , 

a quale dimostra il teorema. Se, in particolare, que sto rapporto vale + 1, 
l'affinita. dicesi equivalente. 

202. SimiUtudine ed uguagUanza. - Un caso notevole di affinita 
fra. due piani 1t, 1t' si presenta quando ogni angolo di n uguaglia il corrí-
8pondente angolo di n'. Allora ogni triangolo di 1t e simile al triangolo coro 
rispondente di n'; e quindi il rapporto di duo Begmenti cor1-ispondenti dei 
dlte piani (ossia il rapporto di similitucline delle pllnteggiate a cui quei 
segmenti appartengono) e cOBtante, indipendente dalla. direzione dei segmenti 
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stessL U na siffatta collineazione, che non altera i valori degli angoli ne i 
rapporti fra segmenti, dicesi ,imilitudine. i 

Riferiti due piani ,imili a due sistemi corríspondenti di assi coordi
nati (my = mr"Y'), e assunta una stessa unita. di misura per valutare i seg
mentí dell'uno e dell'altro piano, le equazioni della similitudine sono 

m' == mm, y' == my, 

dove m e il rapporto costante fra due segmenti corrispondenti del secondo 
e del primo piano; il rapporto costante fra aree corrispondenti si ricono
sce essere tn2

• 

Se m = 1, i due piani diconsi uguali, e con un movimento nello 
spazio e possibile sovrapporre le figure dell' uno alle figure corrispondenti 
dell'altro. 

Osservazione. - Poiche una similitudine muta ogni angolo retto del 
piano n in un angolo retto di n', essa trasformera involuzioni circolari 
di n in involuzioni circolari di n', rette isotrope iu rette isotrope, e final
mente i punti ciclici di n nei punti ciclici di n' (n. 190). 

Viceversa, una collineazione tra due piani, che muti i punti ciclici 
dell'uno nei ptmti ciclici dell'altro, 6 una ,imit1¿dine. Begue dalla ipotesi 
che alla retta. a11' infinito e ad un angolo l'etto my di n corrispondono in 
n' la retta 8111' infinito ed un angolo retto m'Y'. Scelti i lati dei due angoli 
come assi cartesiani llei due piani, le equazioni della collineazione (che e 
una partic<llaro affinita) saranno del tipo 

(1) m' == tnm, y' == ny. 

Ora. lo (1) mutauo la retta iso tropa m' + íy' = O di :rt' nella rotta 
m m + in y == O di n, la qualo dovo pure ossor iso tropa, in virtu della 

ipotesi. Sara. dunque ~ == + 1; ed aHora le (1) rappresontano una simili
n 

utdine, c. d. d. l 

203. Elelllenti uniti di una eollineazione. - Vogliamo ora ocouparci 
di questioni relative aUe particolari posizioni che possono avere due forme 
dello stesso nome (in particolare due piani) collineari. Ohiameremo al so
lito (n. 167) uníto un elemento comune alle due forme e tale che, consi
derato in una di esse, abbia per corrispondente se stesso nell'altra. E 
potremo supporre che le due forme abbiano sostegni distinti, oppure siano 

1 SI osserverá che l ' "ffinit~ fra dn. plan! .. , .. 1, determinata coU 'aasegnare du. triangolllimili corrlepon. 
denti (n. 201), il nna Blmilitn<line; di qua Begue, in base ad una considera,ione di geometria elementare. oh. 
(ra dUQ pian! " . ,,1 81 poó atabillre, In (loo modi dlverai, nna 8imllitndlne. per la qualo 1\ dno ponti a'Bego"tl 
di " oorl'iapondano dne pontl &'Aeguatl di .. l. 

t li segno ambiguo del npporto ... : n dipendo 68ola8lvamente da! ver.1 che ,1 fI •• ano oome poaltl,,; 
Bngli Besi ""-, ti. a: I, 11'. 
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8ovrapposte; notando che, nell'ultima ipotesi, ogni elemento del sostegno 
comune de ve esser considerato due volte, secondo la forma a cui si vuole 
attribuire quell'elemento. 

Dalla definizione di elemento unito segue che, se P e Q sono due punti 
uniti in una collineazione ira due piani, la retta P Q e pure unita; ed i 
punti dei due piani, appartenenti a questa, si corrispoll,lono in una proiet
tivita, di cuí P e Q sono punti uniti. In generalc, nessun altro punto llella 
retta e unito; ma se vi e un terzo punto unito, ogni altro punto e unito 
(n. 167), e la retta e lttogo di punti wliti. 

Questa osservazione (insieme alle analoghe) da Iuogo all'enunciato: se 
in una collineazione tra due forme di .~e(Jonda speC'ie sono ",niti due elementi 
distinti, dello stcsso nome, il s08tcgno della forma di prima 8pecie a cuí quegz.i 
elementi appartengono e pure 1mito. Se que8t'ultima forma possiede 1m terzo 
elemento unito, ogni I~ltro S1to elemento e unito. 

Introducendo ora la ipotesi esplicita che le due forme di l:1econda. spe· 
cie siano sovrapposte, possiamo stabil ¡re il seguente teorema: 

Se in una collineazione tra due forme di seconda specie sovrapposte 
sono uniti quuftrn elementi dello stes80 nome, dei quaZi t"e qualu.nquc non 
appartengano ad 1ma fonlla di prima 8pecie, ogni altro elemento e unito, e 
la collineazione e la identita. 

Infatti, se i quattro elementi unUi sono A, B, a, D, noi sappiamo 
(n. 198) che esiste una sola collineazione la quale fa co:rrispondere ad A, 
B, a, D, considera! i come I'lementi della prima forma, gli elementi stessi 
della. seconda forma. 1I!a una collineazione soddisfacente aqueste con di
zioni e evidentúmentc l' identita, che fa corrispondere ad ogni elemento 
Pelemento ateRso: tlunque la nostra collineazione e l'identita. 

Se qUilldi dalle nostre ricerche esclulliamo la identita, la ipotesi di 
quattro elementi omonimi uniti in una collineazione porta di conseguenza 
cIte almeno tre ira quelli, ad es. A, B, a, appartengono ad una stessa 
forma di prima specie, la quale allora aVt'a unito ogni altro elemento. Al· 
l'infuori di questa forma, vi sara al pia un ulteriore elemento unito dello 
ates so Dome di A, B, O. 

204. Piani prospettiv1. - Fu gia notato (n. 120, 194) che la proie
zione di un piano :re sopra un piano distinto :re', da un centro S non ap
partenente a nessuno dei due piani, da luogo ad una particolare colli
neazione (prospettiva) frn i piani atessi, nella quale sono uniti tutti i punti 
della :re :re'. Viceversa: 

Se in una collineazione fra due piani d'istinti sono uniti tutti i punti 
della r~tta comune intenezione, le congiúngenti i p~mti dell'un piano coi 
punti corrispondenti dell'altro passano per uno 8tesso punto, ed i due pian. 
sono prospettivi rispetto a questo punto (centro di prospettiva). 



300 PARTE III, OAP. V, N. 205 

Biano ;re, n' i due piani, u = n n' la retta di punti uniti. Presi so. 
pra ;re e fuori di u due punti arbitrari A, B, e detti A', B' i corrispon

denti in ;re', osserviamo anzitutto che le rette 
corrispondenti A B, A' B' segano u in uno stesso 
punto; infatti il punto di incontro di A B con 1¿, 

essendo unito, deve appartenere anche ad Al B'. 
\-___ --, Begne che le rette A A', B B I

, giacendo in un 
piano, si segano. Dunque le rette congiungenti 
i punti di n coi punti corrispondenti di ;re' si 
segano a due a due; e poiche non sono tutte 
in uno stesso piauo, dovranno tutte passare per 
uno stesso punto (n. 124, y'), C. d. d. 

Osservazione l. - Da questo teorema, 
analogo a quello del n. 168 sulle punteggiate 

prospettive, si deduce similmente che si puo sempt'e passare dall'uno all'al
tro di due piani oollineari mediante un numero finito di proiezion'i e sezioni. 
Lasciamo al lettore la cura di dimostrare tale proprieta, seguendo le traccie 
indicate nell'es. 12) dopo il n. 209. 

Osservazione 11. - Facendo ruotare uno, ;re', di due piani prospettivi 
n, n', in torno alla comune intersezione u (senza che le figure di ;re' subi
scano alterazioni), i piani rimangono collineari, e conservano, come uniti, 
tutti i punti di u; quindi son o sempre prospettivi rispetto ad Ull centro, 
che si muove al variare di ;re'. Quando pero, dopo una conveniente rota
zione, il piano n' viene ad adagiarsi su n, non potremo piil chiamare pt'o
spettivi i due piani, almeno nel senso sopra adottato; ma dovremo dire 
e·he i due piani sovrapposti sono ancora collineari, ed hanno come uniti 
tutti i punti di una retta u, senza che per questo siano uniti tutti gli altri 
punti dei piani stessi. 

205. Omologia piana. - L'ultima osservazione ci conduce 31110 stu· 
dio di un tipo particolare di collinaazione, non identica, tra due piani 
sovrapposti, in cui sono uniti tutti i punti di una retta, o, dualmente, 
tutte le rette di un fascio. 1 due casi non differiscono pero, in virtil del 
seguente teorema: 

Se in wta oollineazione, non identica, fra duc piani sovmpPo8ti 80no 
uniti tutti i punti d·i una retta, Bono pure unite tutte le rette di un fasoio¡ 
e v'ioeversa .. 

Bastera dimostrare la proposizione diretta, poiche da questa si deduce 
l'inversa per dualita piana. Sia u la retta luogo di punti uniti; presi due 
punti corrispondenti distinti A, A' nei piani n, n', e detto U il punto 
(unito) in cuí la congiungente A A' sega u, si oBserví che alla retta A U 
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di :t corrisponde in :t' la. retta. A' U, ci06 la. retta stessa. E dunque unita. 
ognuna delle infinite rette congiuugenti punti omologhi distinti; e di qua 
segue (n. 203), poiche la collinenzione non e l' identita, che sono unite 
tutte le rette di 1m fascio, c. d. d. 

Dicesi omologia (piana) ttna collineazione, non identioa, fra due piani 
8ovrappqsti, in cwi sono uniti tutti i punti di una retta e tutte le rette di 
un fascio; quella retta, lnogo di punti uniti, dicesi asse di omologia, ed 
il punto, centro del fascio di rette unite, dicesi oentt'O di omologia. 

In una. omologia piana, di centro S ed asse u, sono uniti tutti i punti 
dell'asse u, ed il centro S (generalmente esterno ad u), perche in S si 
segano due, anzi infinite rette 
unite (n. 203); e sono unite tutte 
le rette per il centro S, e l'asse 
u. All'infuor( di questi, Pomolo· 
gia. non possiede altri elementi 
uniti. Cio e chiaro intanto se S 
non appartiene ad tt, giacche una 
collineazione non identica, fuori 
di una retta di punti uniti, ha al 
piil un -punto unito; e dualmente 
(n. 209)' Se poi S cade in u, si 

11 

osservi che, ammessa l'esistenza di un punto unito T fuori di u, ogni retta 
"per T, congillngendo questo punto unito ad un punto 1mito di u, sarebbe 
unita, e" qu{ndi, fuóri del fascio S di rette unite, esisterebbero effettivamente 
infinite rette unite, il , che non e possibile. 

206. Proprieta. fondamentale e eostruzione di una olllologia. 
Vale il teorema: 

Punti distinti corrispondentisi in una omologia sono allineati col oen· 
tro; rette d"istinte oorrispondentisi si segano sull'asse. 

Infatti, se A, A' sono due punti corrispondenti, ed a, a' due rette coro 
rispondenti in una omologia di centro S ed asse u, la. retta S A (uscente 
da} centro) e unita e, poiche contiene A, conterra pure A'; similmente il 
punto ua (dell'asse) e unito e, appartenendo ad a, apparterra pure ad a'. 

Una ornologia e "individuaÚl quando di easa si conosoano il centro, l'a.~se 

ti due elementi corrispondenti distinti, che possono essere o punti allineati 
col centro, o rette secantisi sull'asse. 

Ammesso in primo luogo, che esista una omologia avente il centro S, 
Passe u, e due punti corrispondenti distinti A, A' allineati con S, vedremo 
che in un unico modo si puo costruire quel punto B' di :t', che corrisponde 
ad un dato punto di 3t. Infatti B' deve appartenere alla retta S B, ed inoltre 
alla retta omologa di A B, retta che passa per A' e per la intersezione di 

• 
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A B con u. La. costruzione indicata cadrebbe solo in difetto quando quel 

punto, sia D ad es., di cui si chiede l'omologo D', fosse scelto sopra la 

retta S A; ma allora basterebbe servirsi in quella costruzione, anziche della. 

coppia AA', di una coppía ausiliare di punti corrispondenti B B', fuori 

della retta S A. Se poi di una retta a si chiedesse la corrispondente a', 

basterebbe di un punto di a costruirc il corrispondente, e congiungerlo 

col punto u a. 
Dimostriamo, in secondo luogo, che esiste effettivamente una omologia., 

di cui sono assegnati arbitrariamente ti centro S, l'asse u e dne pnnti coro 

rispondenti A, A' allineati con S, ma non cadenti ne in S, ne sopra U. 

A tal fine costruiamo (il che puo farsi in infiniti modi) due triangoli ABO, 

A'B'O' taliche le rette AA', BB', 00' passino per S e le coppiedila.ti 

A B, A' B' e B 0, B' O' si incontrino sopra U. Consideriamo poi la col· 

lineaúone ben determinata, che fa corrispondere le due quaterne di punti 

S ABO, S A' B' O' (n. 198). Questa ha come unite tre rette S A A', S B B', 

S 00', e quindi le infinit.e rette del fascio S; e dunque una omologia di 

centro S, dL cui Passe, dovendo contenere i pnnti di incontro tU rette omo· 

loghe, A B • A' E', B G . 11 0', coincide con 1¿. Esiste per conseguenza l'omo· 

logia in discorso. 

Osservazione. - Segue che anche le rette A 0, A' O' si segheranno 

sulPasae U. Risulta cosl dimostmto l'importante teorema dei triangoli omo

logici (DESARGUES; cfr. n. 135): 

Se due tt"iangoli sitttati in un piano sono COS1. rife1"iti che le congi1m· 

genti i vertici dell'u.¡tQ coi corrispondenti ve,·tici dell'alt?·o passino per uno 

stesso punto, le inte"sezioni dei lati corrispondenti appartengono ad una me· 

desima retta. 
n ragionamento dnale conduce al teorema duale e reciproco di 

qnesto. 

207. Caratteristiea di una omologia. - Dalla costruzione prece· 

dente segue che, detti U, V, ... i punti in cuí le rette S A A', S B B', .. . 

segano Passe u, sono prospettívi i gruppi di punti S U A A', S V B B', ... ; 

mentre il gruppo SUD D' e prospettivo al secondo di quelli. Valgono dun, 

qae le uguaglianze di birapporti. 

(S U A A') == (S V B B') == (S U D D') = ... ; 
donde il teorema: 

In una omologia e costante il birappo1'to Im'mato da due punti omo· 

loghi qualu'nque, dal centro e dalla intersezione delta cong'iungente i d1te 

punti coll'Q,8se; ed ha lo ateS8Q valore il birappo1·to formato da due rette 

o?n()loghe, dalla congiungente la loro inte1'sezione col centro, e dall'asse, 

• 
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perche due rette omologhe a, a' segano una reHa per 8 in due puntj 
omologhi. 

Questo doppio rapporto costante dicesi caratteri8tica od invariant~ a8-
8oluto della omologia. La caratteristica ha pure un significato per le omo
logie speciali aventi il centro sulPasse; ma per queste ha. sempre il va. 
lore + 1. 

Una omologia non speciale e determina.ta e puo costruirsi quando sia 
dato il centro, Vasse e la caratteristica. 

208. Proprietll. e partieolarita. metriehe di una omologia. - AlIa 
retta all'infinito di due piani n, n' sovrapposti, legati da una omoloo-ia cor-

/:> , 

rispondono rispettivamente in n' e n due rette i' ed j, generalmente pro. 
prie, dette rette limite dei rispettivi piani; qneste sono paralIele all'asse 
(n. 206). lnoltre, poicba nella proiettivita. che la omologia subordina 80-

pra una retta qualsiasi uscente dal centro S, i punti uniti stanno in S e 
sopra u, mentre i punti limite appartengono ad j ed i', segue (n. 176) la 
seconda parte del teorema: 

In una omoZogia le ,.ette limite sono parallele all'asse j e la retta che 
bi8~ca la 8triscia e01npresa Ira qtMlle dista ugualmente (in 11ersi oppo8ti) 
dal centro e dall'asBe. 

Le rette limite sono improprie se la retta all'infinito e unita; e cio 
puo accadere: 

logia; 
a) quando la retta all'inflnito e asse di omo

b) quando il centro di omologia e improprio; 
e) quando le due particolarita. si presentano 

insieme. 
Esaminiamo staccatamente queste ipotesi. 

a)' ~e l'asse di omologia e improprio, rette 
corrispondenti sono parallele, ed angoli corrispon
denti sono uguali; i due piani n, n' sono simili 
(n. 202), ma, per mettere in luce il parallelismo ac
cennato, si suol dire che sono 8imili e similmente postí, od omotetiei. 

Se S e il centro (supposto proprio) di omologia, o di omotetia, ed 
A, A'; B, B'; ... SOllO coppie di punti corrispondenti, si ha, 

S A 8 B tte - t' SA' = S R' = ... = cara ru; tea. 

Questo rapporto costante si chiama rapp01'to di omotetia, e la omotetia 6 
diretta od invet-sa, secoudo che il rapporto e positivo o negativo. Il rap
porto tra le aroe di figure corrispondenti (come sono ad e8. i triangoli 
S el B, S A' B') e il quadrato del rapporto di omotetia. 
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Preso S come origine di un sistema di coordinate cartesiane non omo

genee, e dette (x, y), (x', y') le coordinate di due punti corrispondenti, la. 

omotetia e rappresentata dalle equazioni 

x' = 'm x, y' = 'IIl1l, 

dove ~ ~ U rapporto di omotetia. 
m 

Se il rapporto vale - 1, la. omotetia si riduce alla. simmett'ia rispetto 

ad un centro S; figure corrispondenti Bono di1'ettamente uguali, ed una dj 

esse puo sovrapporsi all'altra mediante la rotazione di un angol0 piatto 

intorno ad S. 
(Talvolta si chiama pure omotetia una collineazione fra due piani pa.. 

ralleli distinti, in cuí rette corrispondeuti Bono parallele. In una siffatta 

collineazione, caso particolare di similitndine, sono evidentemente uniti i 

punti all'infinito comuni ai due piani; e quindi i piani stessi son prospet· 

tivi; n. 204). 

b) Se il centro di una omologia e improprio, S 00' e l'asse proprio, 

u, la omologia prende il nome di a.ffi'tita omologica. Le rette congiungenti 

punti omologhi Bono tutte parallele fra 

loro; ed e costante il rapporto delle di· 

stanze di due puuti omologhi A, A' dal· 

Passe, perche, detta U la intersezione di 

A A' coll'asse, la caratteristica, o rapporto 

di affinita, diviene 
A'U 

(AA'Soo U)== AU' 

Lo stesso rapporto intercede fra le aree 

di figure corrispondenti. 

Casi particolari si presentano quando 

la direzione di S 00 e normale all'asse (al

finita ortogonale), o quando il rapporto di affinita vale - 1 (simmetria obli· 

qua). Se queste due condizioni si verificano insieme, si ha la. si1nmetria 

ortogonale rispetto ad un asse; due figure corrispoudenti sono inversamente 

uguali, e per ottenerue la sovrapposizione bisogna far ruotare di un diedro 

piatto il piano dell'una intorno all'asse. 

Un altro caso particolare (affinita omologica speciale) si presenta. quando 

il centro S 00 e il punto all'infinito dell'asse. 

Per rappresentare analíticamente una affinita omologica non speciale, 

assumiamo l'asse di affinita come asse delle IV, ed S 00 come direzione del· 

l'asse y, in un sistema di coortlinate cartesiane non omogenee; troveremo 

subito le equazioni 
x' =x, y' =ny 

essendo n il rapporto di affinita sopra menzionato. 
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e) Se finalmente il centro di omologia. S 00 e 1'a886 sono impropri, 
tutte le rette A A', BU, ... congíungenti punti corrispondenti sono paral. 

AB e A'B'. Segue lele, e sono pure parallele rette corrispondenti, come 
che i segmenti A A', B B', ... congiungenti punti 
omologhi sono uguali, paralleli ed ugualmente di
retti, o, brevemente, equipollenti j altrettanto <li
casi di segmenti corrispondenti, come AB ed A' B'. 

___ :k----. 

Ed eqttipollenza. puo c}liamarsi questa speciale omo
logia. Figure !l0rrispondenti A B ... ec1 A' B' ..• sono 
eguali, e per sovrapporre la prima alla seconda 
basta effettuare una traslazione del piano su 88 
stesso nt>lla direzione di Soo (movimento in cuí 
tutti i punti descrivono segmenti t>quipollenti). 

Riferendo il piano a coordinate cartesiane di 
6lÚ l'asse x passi per S 00' la equipollenza sara 
rappresentata da relazioni del tipo 

'- + x -x a, y' == y 

(a costsnte); o, se gli assi coordinati sono scelti comunque, 

x' == x + a, y' = y + b 
(a e b costanti). 

• 209. Determinazione analitiea degli elementi uniti di una eol
lineazione f1'8 piani sovrapposti. - Riprendiamo in esame una collinea
zione qualsiasi fra. due piani sovra,pposti :!t, :!t', e proponiamoci di determi
nare gli elementi uniti, che, in generale, saranno in numero finito (al piu 
tl'e punti e tre rette; n. 203). Volendo condurro la ricerca per via ana
lítica, riferiamo i due piani ad uno 8te880 sistema di coordinare omogenee, 
ad es. cartesiane. Indichiamo con (x, y, z) le coordinate di un punto di 
", con (al, y', z') le coordinate del punto corrispondente di n.', e ricordiamo 
le eqllazioni della colJineazione (n. 200): 

(1) 
(p/ = altx + auy + atSz, 

QY' == aux + a22y + a23z, 
QZ' == aStx + a32y + a3Sz, 

Se x, ti, z sono le coordinate di un p1tntO 1mito nella. collineazione, noi 
potremo nelle (1), al posto di x', y', z', scrivere x, y, z. Oon cio, portando 
tutti i termini in uno stesso membro, le (1) di vengono 

(2) 
(aH - Q)x + 

aux -t-
aStx + 

a1.2Y + UtSZ = 0, 
(au - Q)Y + af8e' = 0, 

a32y + (a33 - Q)z == o. 

20 - G, CASTELNOOVO, Lulo»i di atOmetria analiticG, 
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Si tratta di ricavare x, y, e, (o, meglio, i rapporti ~,JL) dalle equa· 
z z 

zioni (2), che contengono inoltre la incognita ausiliare Q. Cominciamo a. cal· 
colare quest'ultima, osservando che, se esiste un punto unito, le (2) devono 
coesistere per valori non tutti nulli di x, y, z (coordinate del punto), e quindi 
deve aversi 

(3) 

(4) 

o,u - Q a u =0. 

aS! asa - Q 

Questa equazione e di terzo grado in Q, e fornisce tre radici 

!h, Q!, Qa' 

Sostituendo nelle (2), al posto di Q, uno dei valori trovati, ad es. Q¡.' 

una. fra le (2) diviene conseguenza delle rimanenti due, per l'annullarsi del 
determinante (3); e queste due (siano, per fissar le idee, le due prime), 
risolte rispetto ad x, 11, z, forniscono le coordinate richieste di un punto 
unito: 

(5) 

==1 l· 
Sostituendo poi, al posto di Q!1 successivamente Q, e Q3' le (5) daranno 

le coordinate (x" 111, Zl) e (xs, Ys' zs) di altri dne punti uniti. Si conclude: 
Una coUineazione Ira due piani 8ovrappost·i ha, in generale, tre punti 

uniti, e (per dualita) tre rette unite. 
Del resto, la determinazione dalle rette unite si potrebbe ricavare 

dalle relazioni (4) stabilite al n. 200 (nota a pago 294), le quali legano le coor· 
dinate (u, v, 1.0), (u', v', 1.0') di rette corrispondenti nei due piani. Ripetendo 
il ragionamento ora. fatto, si trova. che le coordinate di una retta. unita 
devono soddisfare alle equazioni 

(aH - Q) u + 0,2111 + aS! 1.0 = O, 
(~') 0,121.1, + (an - Q)V + /la 1.0 = 0, 

0,131.1, + aJ3v + (0,33 - Q)W = 0, 

dove Q e radice della equazione che si ottiene da queste mediante elimi· 
nazione di u, v, 1.O. Ora, poiche la equazione in Q coincide colla (3), si 
conclude che cia.scuna. radice Q della (3) fornisce, secondo che vien sosti· 
tuita nelle (2) o nelle (2'), le coordinate di un punto o di una retta unita. 
El si vede cos1 che ad ogni · punto unito e associata una retta unita, e 
viceversa. ¡ 

1 Per quanto rlguarda la mutua poalzione dei pnnti e della ratta in questione, si pno dimostfRl e eh .. 
un punto ed una retta, corrispondeuti a das diver.e radiei (1" (1, della (3), si a.ppartengono. Si 8Oatitniscallo 
inf" tti nelle (2), al posto di (1, "', Y. z, i simboli 'l., .... 11., Zt, ottenendo le relazioni che chia.meremo (20) ," 
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.d..ccenniamo ora brevemente ai vari casi che si possono presentare, in 
relazione colle rauici dell'equazione cubica (3), a coefficienti reali. 

1) Le tre radici Q!) Q2' (la possono esser reali e distinte; in tal caso 
i pnnti uniti U" Uz' U. Bono reali e distinti, vertici di u?~ triangolo, i cuí 
laH u¡) 11,2' 1¿a (opposti ad U" U" Ua) Bono le rette unite. 

2) Delle tre radici, una Q, e reale, e due (12' (13 sono immaginarie co
niugate; allora un ptmto unito U, ~ reale, e gli altri dU8 Uz' Ua sono im
maginari coniugati j una retta unita u, == U2 Ua ~ reale, non paBsante per 
V" e le altre due u, ~ U¡ U3, 1ta == U, Ut sono immaginarie coniugate. 

3) Delle tre radici (1" (12' (la' due sono reali e coincidenti Q, = Q2' la 
rimanente QJ e reale e distinta da queste; alIora dei tre punti uniti (certo 
reali) due coincido no in al == trz, mentre Ua ~ distinto da questi, e delle 
tnJ ,'ette unite due 11,1 = Uz U., u, == U, U3 coincidono, mf)ntre l'altra ua j 
distinta da queste e passa per i punti uniti coincidenti. 

4) Le tre radici (1" Q" Q. sono reali e coincidentij allora i tre pu-nti 
uniti coi1widono in un punto reale U¡ = U. = Ua, e le tre rette unit.e coin
oidono in una ?'etta reale 1¿, == u1 = Us pauantc yer l'unico punto unito. 

5) Puo anche succedere che un:L radice della equazione (3), ad es. (l1! 
annulli tutti i minori de] secoudo ordine del determinante (3), nel qual 
Ca.BO Q, e radice almeno doppia (e quindi reale), (li = Q2' giacche essa an
nulla pure la prima derivata del polinomio (3) (la quale e data dalla. somma 
dei complementi algebrici relativi agli elementi della diagonale principale). 
8ostituendo Q, al posta di Q nelle (2), due di quelle equazioni di vengono 
conseguenze della. rimanente, di guisa che ogni sistema di valori (x, y, z) sod
disfacenté questa, soddisfa certo le altre due, e fornisce quindi un punto unito. 
1f}¡iistono adunque infiniti punti uniti appartenenti ad una retta, ra,ppresen
tata da quella equazione. E dualmente ils'istono (come risulta sostituendo 
Q, a.l posto di Q nelle (2'») infinite rette unite appartenenti ad un fascio. Il 
centro del fascio e pure un punto unito, che si riconosce corrispondere 
aUa terza radice Q3' pure real e, dellA equazione (3) In questo caso adunque 
1:\ collineazione e una omologia (n. 205), e precisamente una omologil\ ge
nerale (col centro fuori dell'asse) se (13 * Qi' speciale se (13 == QI = (lt' 

Esercizi. 1. - 1) Costrnire' la collineazione fra due piani Bovrapposti deter
minata. da dne quadrangoli corrispondenti .A BOJ), .A' B' O' D', 8upponendo: a) che 
liano uniti tre, due, o uno aeí punti dati; b) che i quattro punti .A, B, .A', B' 
etano allineati. 

ti . o.tituiscano nelle (2') al posto di Cl u , U, 10, I oimboli CIt, u., Dr, "'" ottenendo c8rte rela.ion! (2.'); poi ,1 moltiplichino le (2.) per u" va, le" rispettivamenta, e ei .ommino wombro a mambro. Risalt&rI>, tena"" conto 
d~lle (2.'), 

(Q~ - Ql) (1L.2;¡ + ",YI + tV, I ,) .= O, 
1 .. qaale, poichil Q, '* Cl, diI"oatra che il punto anito ("'" y" z,) appartieue alla 1'etw. uuita ( ... , "a, toa)' , Vaol di , ,, eho di pia pnntl o retta Ii.oegllale nell'nn piano, .1 ch iedono gil elementi corrj8pon ~.ntl ... U'altt'o ¡ In partloolare le retto limite. 
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2) Costruire PaffinitA fra due piani determinata da duo triangoli corri!pon
denti Á B O, A' B' O'; nella ipotesi che i d ua piani siano sOVl'apposti, si ~nppong& 
che sia unito il punto A, O la. retta A B, o le due rette A B, .A O. 

8) Costruire una. omologia determinata: a) mediante il <:entro, 1'8.180 ti \lue 
elementi omologhij b) due triangoli omologici corrispondentisi. 

4) Costruire una omologia spociale, o di data caratteristica (in p~\rtico

lare =- -1), conoscendo: a) due punti corri8pondenti e Paslle; b) due rette cor
rispondenti e il centro ¡ o) due coppie di punti corrispundenti su rette distinte; 
d) due coppie di rette corrispondenti uscenti da punti tlistinti. 

5) Costruire una omologia che trasformi un dato quadrilatero in: a) un paral
lelogramma¡ b) uu rettangoloj e) una losanga¡ d) un quadrato. 

6) Una omologia trasforma un cerchio in una emsse, parabola, od iperbole, 
secondo che la retta limite del piano, cni -appartiene il cerchio, e estema, tan
gente, o secante rispetto al cerchio. Costruire e1Iettivamente pÍlI punti e piñ tangenti 
della curva nei tre casi. In particolare, costruÍl'e gli &8intoti della iperbole; dove 
deve trovarsi il centro di omologia, perche questi riescano perpendicolari (e quindi 
la iperbole sia equilatera)' 

n. - 7) In una collineazione fra due piani n, n' sovrappoati, occorre distin
guere la operazione diretta K, con cui si passa da n a n!, dalla operazione in
versa K -1, con euí ai passa da n' a n. La collineazione (supposto ehe non sia Piden
tita) dieesi involutoria quando ogni punto ba lo atesso corrispondente in K e K -1 ¡ 
quando dunque K:!!:S K -1 (cfr. n. 180). Una omologia di caTatteristica - 1 (n. 207) 
e evidentemente una eollineazione involutol'ia, detta omologia armoniea (od involu
torla). Casi particolari di essa 80no la simmetria rispetto ad un punto, e la sim
metria obliqua od ortogonll.le rispetto ad una retta (n. 208). 

8) Ora vale il teorema inverao: e Ogni collineazione involutoría fra piani 
1I0vrapposti e una omologia armonica.. (Risultano unite infatti tlltte le rette 
congiungenti punti corrispondenti ¡ q.indi n. 203). 

9) Teorema di CHASLlI:S: Se, di due piani prospettivi , uno ruota intorno alla 
comune intersezione, ellso rimaue prospettivo all'altro; ed il centro di prospettiva 
dellcríve un cercbio, il cui piano e normale alla detta intereezione, ed il cuí centro 
tro":l\si 1I1111a retta limite del pia.no fiaso (cfr. n. 179, es. 2». 

10) Se, di due piani sovrapposti, legati da una omologia involutoria ad aSile 
proprio, si fa ruotare uno di un diedro piatto in torno a11'asse, si otterra in fine 
una omologia speciale ¡ e viceversa. In particolare, una lIimmetria obliqua rispetto 
ad un ane si muta in una affinit8. omologlca speeiale. 

11) La simmetria obliqua. rispetto ad un asse e la affl.llitA omologica speciale 
sonO' tra8formazioni equival,nti, le quali cioe non alterano il valore delle aree; 
e 80no le sole affinitA omologicbe dotate di questa proprietA. Si dimostri cio anche 
analíticamente, scrivendo le equazioni delle collineazioni nominate. 

12) Si puo sempre paseare dall'uno all'altro di due pianí collineari n, 7t' 

mediante un nnmero finito di proiezioni e eezioni; si trattino succe8sivamente i 
seguenti casi, di cuí eiascnno pno ricolldursi al precedente mediante una proie
zione: a) tutti i punti della retta nn' sono uniti (n. 204); b) un punto della 
ratta n n' e unito; e) nessun punto della letta n n' e unito; d) i dne !>iani sono 
lIovrapposti. 
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18) Dati due piani collineari non affi.ni, si determioi 'lell'UllO una punteg
giata od no faJcio di rette, a cni corrisponda nell'altro una. punteggiata. uguale 
od un fascio ugu¡¡,le. Ciaeouuo noi dne problemi ammette sempre due solnzioni. 

14) lo base all'esercizio precedente si dimostri che duo piani collineari non 
affini possono sempre situarsi in tal posizione, da riuscire pl'ospettivi od omologici. 

15) Due piani simili possono sempre situarsi in tal posizione da divenire 
ollloteti ei. 

16) Due piani affini (non simili) non serupre ¡lOSSOnO sovrapporsl ID modo 
da dar luogo ad una. affinita. omologica¡ cio e possibile soltanto (ed in infiniti 
modi) se il rapporto di similitudine relativo a due coovenienti direzioni, corri
Rpondentisi nei due piani, vale 1. Ora, uate le equazioni dell'a.fíinita x, = mx, 

y' = ny, dove si puo supporre xy = xí'Y' = ¡, si osamini come vari quel rap

porto, mentre rette corrispondenti ruotano intorno alle origini j .'1i dimostri che 
vi sono due direzioní ortogonali, a. cui corrisPQnde un valore massimo o minimo 
di quel rapporto, e che esistono punteggiate uguali nei due piani quando deí due 
numeri 11\, n uno sia (in valore assoluto) :;;;;; 1 e Paltro ;;;;; 1. 

17) La condizione del precedente esercizio e sempre 80ddisfatta quando l'affi
nita tra i due piani sia equivalente. Duoque: due piani affini equivaleoti possono 
sempre sovrapporsi in modo da dar luogo ad una affinita omologica, che sara 
(es. 11)) o una simmetria (generalmente) obliqua, od una affinita omologica speciale. 
L'affinita equivalente fra due piani non differisce dalla simmetria obliqua rispetto 
atl una retta, se non per la mutua p03izione dei due piani. 

IlI. - 18) Se due figure piano Bono omologiclJe ad una terza figura rispetto 
ad uno stesso QII~~ (o centro), esse BOUO pure omologiche fra loro rispetto aquesto 
as se (o centro); ed i tre centri (o assi) di omologia appartengono ad una stessa 
retta. (o punto), a meno che non collcidano. La prima parte dell'enunciato puo 
presentarsi cosl: due omologie aventi lo stesso asse (o centro) danno per prodotto 
una omologia avente quell'a'lse (o centro). Quale relazione passa fra le caratte
sistiche delle tre omologie' In particolare, se le duo prime omologie sono speciali, 
anche iI prodotto sara una omologia speciale ¡ come si enuncia questo corollario 
so l' asse delle omologie speeiali e al! ' i 11 finito' 

19) Due cerchi non concentrici di un pia.no si corrispondono in due di verse 
omotetie, i cui centri diconsi centri di similitudine dei due cerchi, e precisamente 
centro di similitudine interno od estema, secondo la posizione che occllpa rispetto 
ai centri dei cerchi ste8i1i (cfr. n. 61, es. 14). 

20) Tre cerchi, presi a due a dne, determinano, in generale, tre coppie di 
centri di similitudine; í tre centri esterni son o allineati, e due centri interni 
sono allineati col centro esterno relativo alla riman ente coppia di cerchi (es. 18); 
cfr. n. 61, es. 15)). 

21) Se A B O e un triangolo, il prodotto di una omologia avente il centro A 
e l'asse B O, per una omologia avente il centro B e l'asse O A, e Ulll\ collinelt
zione avente il triangolo A B O come unito; ma se le due omologie hanno la stessa 
ea.ratteristica k, iI prodotto e una omologia di centro O, asse A B e caratteri-

1 
stica ¡¡. Vale dunque i1 teorema: il prodotto di tre omologie aventi ordinatame nte 
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come centri i vertici di un triangolo, come as si i lati opposti, ed aventi la stess. 
caratteristica, e l'ideutita.. Caso particolare k = - 1; caso che B e O siano punti 
impropri, ad es. in direzioni ortogonali. 

IV. - 22) Una collineazione, che trasformi un parallelogramma di 1t in un 
parellelogramma di 1t', e una affinita; i ed e una similitudine, se trasforma un 
quadrato in un quadrato. Una collineazione, che trasformi gli angoli retti di n 
negli angoli retti di n', e pure una similitudine. 

23) Un'affinitA, che traBformi un cerchio in un cerchio, e una similitudine. 
Ed una collineazione, che muti un cerchio di n in un cerchio di n' e il centro 
del primo cerchio nel centro del secondo, e pure una similitudine; (si dimolltri 
anzitutto che lii corrispondono i punti a11 'infinito di diametri corrispondenti). 

24) Una collineazione, che trasformi i cerchi di n nei cerchi di n', e una 
similitudine; (pub la retta limi te di n eSBer propria '). 

25) Due IIte11e proprie collineari diconsi uguali, se l'angolo di due rette qua
lisivogliano de11'una stella e uguale all'angolo delle rette corrispondenti dell'altra¡ 
e quin di diedri corrispondellti Bono uguali. Ora si dimostri che dne stelle sono 
uguali, 8e ad ogni triedro trirettangolo dell'una corrisponde un triedro trirettan
gola dell'altra. 

V. - 26) La uguaglianza fra tIue piani ilovrapP08ti e dintta od inv~r,a, 
lIecondo che angoli corrispondenti hanno lo Btesso segno o segni OppOBti. Nel primo 
caso i punti ciclici Bono uniti, nel secondo caso es si si corrispondono doppiamente. 

27) Valend08i delle equazioni dell'uguaglianza diretta od inversa (n. 36) tra 
piani sovrapposti (o ricorrendo a considerazioni sintctiche), si determinino gli ele
menti uniti. Si trovera, nel primo caso, un solo punto unito reale e proprio, a 
meno che non siano uniti tutti i punti alPintlnito (eq'uipollcnza). Nel secondo calo 
lIi troveranno due punti uniti distinti, reali ed iDlpropri, e due rette unite distinte 
(di cui una all' infinito), a meno che uon siano uniti tutti i punti di una retta 
(Bimmetria ortogonale). Si ritrovano cosl, come casi particolari della ricerca del 
n. 209, i riBultati sulle figure direttamente o inversamente uguali di un piano, 
enunciati negli es. 8), 9), 10) del n. 39. 

28) Due stelle proprie ugllali, concentriche, ammettono sempre una reUa 
(reale) unita. tale, che facendo ruotare una stella. dí un diedro conveniente intorno 
B quella retta, es Sil. viene a coincidere coll'altra stella, elemento per elemento; 
ogni rotazione di una figura intorno ad un punto equivale dunque ad una rotazione 
intoruo ad una retta uscente dal punto. Se ab c ... , a' b' e' ... Bono due figure appar-

"'" "''''''''' tenenti a due stelle (concentriche o distinte), e tali che ab==a'b', ae=a'c', ... 
(mod. n), si puó, con un movimento conveniente, sovrapporre PUllA figura a11'al
tra; ma quest'ultimo fatto vale per figure composte di intere rette, e pub cad ere 
in düetto par figure composté di semirette (ad es. per i triedri della geometría 
elementare). 

29) Le affinita. fra due piani Bovrapposti si distinguono in dirette ad inverle, 
secondo che aree di figure corriBpondenti hanno segni uguali od opposti. Date le 

I S'intende dire ohe balta 1" con08aonza di dne parallelogrammi oorriapond6ntt, par al8brire oh. ¡a col
linea.Ione b nn'affinita; analogamente per ¡li enuDciat! lucce8lívi. 
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equazioni di una affinitA (riferite ad un unico sistema di assi), dal segno di un 
certo determinante si deduce 8e l'affinita. e diretta od inversa. Ogni affinitA inversa 
subordina sulla retta 8011' infinito una proiettivita discorde (n. 179, es. 32)), ed 
ha qnindi all'infinito due pnnti uniti, sempre reali e distinti fra loro; un'affinitA 
diretta puo non avere punti uniti reali all' infinito, od averne uno solo, od 
a,erne due. 

VI. - 30) Se i punti uniti di una collineazione fra due piani sovrapposti 
80no reali e distinti, aBBumendo quelli come punti fondamentali di un sistema di 
coordinate proiettive, le equazioni della collineazione prendono la forma 

px'-ax, py'=by, pe'==ee, 

(/J, b, e costanti, p coe11'. di proporzionalitA). 
31) Se dei tre punti uniti uno solo e reale, con una scelta conveniente del 

triangolo fondamentale si possono ricondurre le equazioni della collineazione 
al tipo 

px'=ax-by, py'=bx+ay, pe'=ee. 

32) Se dei tre punti uuiti due coincidono, si possono scrivere le equazioni 
della collineazione sotto la forma 

p:z:'=-ax, py'~by, p;'=cy+b.r. 

33) Se i tre punti uniti coincidono, le dette equazioni possono scriveni sotto 
la forma 

p:z:' = ax, py' = b:z: + ay, pe' =- ex + dy -+ ae. 

34) Scelto come punto (0,0,1) il centro di una omologia, le equazioni dell'omo
logia assumono la forma 

px' = ax, "y' = ay, pe' = bx + ey + de; 

qual'e l'asse di omologia t 
35) Se- l'asse di omologia non passa per il centro, assumendolo come retta 

SI = 0, le equazioni si semp!ificano e divengono 

p:r' = ax, py' = ay, pe' = b.r; 

qua! val'lre ha la caratrcristica' 
36) Se invece l'asse passa per il centro, si pORsono ricondurre le equazioni 

al tipo 

VII. Bulle affi:nita ci,·colari. - 36) Dicesi (con MOBlUS) a.ffinita circolare una 
corrispondenza biunivoca fra due piani punteggiati 7t, 7t', la quale trasformi i punti 
di un qualsiasi cerchio di 7t nei punt.i di un cerchio di 7t', e viceversa. In questa 
teoria le rette vengono ad essere riguardate come cerchi particolari; l'affinitA cir
eo1are trasformera dunque una re"8o in un cerchio o in una retta. Ora, se ogni 
retta di 7t viene trasfol'mata in una retta di 7t', l'affinitA circolare e uua partico
lare collineazione (n. 197), e precisamente una similitudine (es. 24)). 

37) Se, al contrario, le rette di 7t vengono trasformate in cerchi di ~', dovranno 
questi segarsi a due a due in un 8010 punto variabile al variare dei detti cerchi, 
e precisamente in quel punto che corrisponde alla intersezione delle rette corri. 



312 PAR'l'E 111, GAP. V, N. 209 

.pondenti. Saguo che i cerchi llominati passeranno tutti per uno Ilte13S0 punto O' 
di n', detto punto centrale (o fondamentale); il punto O' fa. eccezione aUa univocitA 
della corrispondoJaa fra n' e n, giacche il suo corrispondente in n e indetermi
nato, e precisamente (come risultera dal seguito) sulla retta all'inftnito. i Simil
mente ane rette di n' c01'l'ispondono in n cerchi passanti per un punto centrale P. 

38) U ua particolare atlinita. circolare fra due piani sovrapposti n, n' e la 
inversione o trasfonnazioll6 jJer "aggi vetto'ri reciproci (n. 61, es. 16)), nella qua le 
i pllnti centrali O' e P vengono a coincidere nel centro d'inver,ione. Quella tra· 
s{ormazione coincide colla propria inversa, e involutoria. 

39) Cio posto, e detta Tuna affinita circolare qualsiasi che trasformi i1 
piano n nel piano (arbitrariu) n', si consideri in n' una inversione I avente come 
centro il punto centrale O' di T, e si formi i1 prodotto T . l. Questo prodotto e 
una. eollineazione, anzi una similitndine S (es. 36»; dunque T . 1= S, e molti
plicando ancora per 1 (a destra in ciascun membro), e ricordando che P = 1 
(i den tita) , si ha intine T =- S . 1; ogni affinila circolare puo riguardarBi come pro
dotto di una similitudine pe,' U/la inverBiolle. Il rapporto di similitudine dipende 
dal raggio del cercbio d'invorsiono, 0, scegliendo questo opportunamellte, que: 
rapporto pui'> rendersi uguale ad 1. Dunque: due piani legati da una ajJimita ci," 
colare pOllono Bcmpl'e 8ovrapporsi in ,nodo, che la corrispondenea divenga una inve," 
rione: e viceversa. L'affinita circolare di:1ferisce dall' in versione ,soltanto per la 
mutua posizione dei sostegui. 

40) Seguono le proprieta: l'aJ1initd circc;~al'1) e una tm8formazione cOlljol'me 
(o i8ogonale); va.le a dire 1 'angolo di due cerchi (o curve) in n uguaglia l'angolo 
del cerchi (o curve) corrispondenti in n' (n. 61, es. 20j). Ane rette uscenti dal 
punto centraJe P in n, corrispondono le rette uscenti dal punto centralo O' in 
n'; e l'angolo di due delle prime rette uguaglia I'angolo cMrispoudente. Inoltro, 
sopra due rette corrispondenti l'affinitA circolare subordina punteggiate proiettivo, 
aveutl in P, O' rispetti vameute i punti limite (donde risulta che a P di n corrí , 
8pondono i punti all'inftnito di n', ecc.). n pl'odotto delle diBtanee di punti corrj· 
.pondenti dei due piani dai rispettivi p1tnti centrali e costante. 

41) Una trasformazione biunivoca fra due piani puuteggiati n, 71:', la qunle 
trasformi le rette di n llei cerchi di n' passanti per uno ste8So punto O', colla 
condizioue cbe l'angolo di due rette qualisivogliano di n sia uguale all'angolo dei 
cerchi corrispondenti di n', e una affillita circolare. (Si moltiplichi infatti la tra· 
.f<'l'mazione nominata per una inversione di centro O' in n'; il prodotto e ulla 
aimilitudiue) . 

42) Sappiamo gia (n. 179, es. 4;:;)) che, se so})ra due pialli n, n' si rappresen
tano i numeri complessi z = z + iy, e' =- z' + iy' nel solito modo, una equazione 
bililleare (o trasformazione lineare) fra e, e' rappresenta una affinita circolare fra 
i d le piani. Ora sU8siste pure la proposizione inversa.. Supposto in{atti cbe n e n' 
aiano legati da una affinita ch'colare, si aBswuano anzitutto come punti z = 0, .' = O 

I La cccezione potrebbe t<>glierei qnando 01 rilnlarda88ero cOD'l'enziooalmente i pontl an' Inftnlto di 
eiaRcun piano, ad ell. di ", come tiuniti in un punto alt' infinito O ao I corrisponueote di O' j e 16 rette di 11 
""mI) cercbl 1l&S8aotl pbr O,",, Cio si 0001 fare talvolta io qnesta teoría, o quando si rappresentano snl piaDO 

I Dumel'Í cl)mJ)les8i oecondo GAU88, 
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í puuti centrali 0, PI; si con8ideri poi un piano ausiliare n " aovrapposto a ?t', 
il qua.l. lIia deacritto da un punto ." (riferito agli stessi as si 1:' , y'), e sia legato 
da una aimilitudin6 a n, e da un'inv8raione di centro pI a ?t'; ai avra (n. 61, es. 16)) 

(m eostante eomple8sa, ;; = 1:' - iy') 

1
., m , m 

donce ~ =-, od anche e =0-, invertendo il verso p08itivo sull'asse y'. Se poi 
z z 

Ai trasportano parallelamente a se stessi gli 8.s8i nei due piani, per Iiberarsi da 
¡potesi particolari, bisognera sostituire a e, .', rispettivamente s + h, .' + k, don 
h 41 k sono costanti complesse, e si avra in tine una relazione del tipo 

I a.c+ b 
, =---

11.2'+ d' 
od anche IXH' + ~z + r!J' + o = O, 

dovea, ... , oppure IX ... sono costanti complesse, tali che ad-bc=l=O, or;8-~r*0. 
(Ove non si possa disporre dei versi positivi sugli Its8i cartesiani in ?t, n', occor: 
rera talvolta sostituire ;r a e'). Una affillita circolare fra due piani sá traduce 
dunqu,e in 'Una lra8formazione lineare, a dete1'minante non nullo, fTa le variabill 
eo¡npfesse "appre6ll11tate 8U¿ piani ste,si,. e viceve1'8a. 

43) Le propriet:\ delle proiettivitA tra uue punteggiat(>" ove si considerino 
anche i punti imruttginari, danno adunque proprieta della atlinita. ch'colare. Aa 
el.: una affinila circolarll e dcterminata pilmamwte quando di tre punti del€' un 
piallo si auegnino i conispondenti uea' altro, e s¡ indichi inoltre quali ven. di "ola
.tone de)Jono cO?'risponderri noi dU8 piani. Il birappol'to di quattro punti deU' UD 

pia.no e uguale al birappol'to dei corrispondenti quattro punti dell'altro (n. 161, 
t!1. 43)); ecc. 

• 210. Correlllzioni rra piani. - Vogliamo ora occuparCl ID parti
colare delIe correlazion~ fra due forme di seconda specie, especialmente 
Cra due piani. Sa.ppiamo gil), che una correlazione fra. i piani n, nI muta 
Itlla figura di n, composta di pun! i e rette (P, Q, ... p, q, ... ), in una figura 
di n', composta. di rette e punti (p', ql, ... , P', Q', ... ). Ogni proprieta grafica 
della prima figura si traduce in una proprieta. gra.fica della seconda, purcl1e 
.i scambino t1'a loro le parole punto e retta,. Dimostrata sopra una. figura 
la. prima proprieta., si e dunque sicuri che la seconda proprietá, corrispon
dente ¡], quella. per dualita piano, (n. 123), sussiste per una seconda figura. 
Ed in cío si ha una. nuova giustificazíone della legge di dualita. piana, 
giustifica.zione che, tradotta. analiticamente, si riduce aquella esposta. nel 
n. 134. 

Per rappresentare analiticamente una cOl'relazione fra due l'íani n, n', 
si stabiliscano, sopra questi, due sistemi di coordinate omogenee di punli 
e rette (per es. cartesiane e plückeriane); alIora fra. le coordinate (x, 'Y, Z) 
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di un punto P di n e le coordinate (u', v', w') della retta corrispondente p' 
di n' passeranno relazioni del tipo 

(1) 
QU' == a'll x + auy + alsz, 
Q v' == a u x + a u y + a!S z, 
gw' = aSI x + aS2 Y + aS3 z, 

dove Q ~ un fattore di proporzionalita non nullo, e le Ilü souo nove costanti, 
costituenti un determinante di terzo orillne 
(2) A =t= O. 

Le (1) si ginstiftcano in modo perfettamente analogo aquello tenuto nei 
nn. 198, 200 a proposito della collineazione. 

(3) 

Risolvendo le (1) rispetto ad x, y, z, si ottengono le relazioni 

1 
C1 x = Au u' + A~l v' + AS! w', 

- C1y= Auu' + A 22 V' + A S2 w', 
C1Z == Au u' + A'3 v' + Á S3 w', 

(dove i simboli hanno i soUti signiftCliti; cfr. n. 200), ohe danno il punto P 
di n quando sia nota la retta p' di n'. 

Se invece fosae dato nel piano n' un punto Q' di coordinate (x', y\ z') 
e quindi di eqnazione, in coordinate di rette, 

u'x' +V'y' +w'z'=O, 
e si chiedesse la retta corrispondente q in n, basterebbe trasformare Pul
tima equazione eseguendo le 8ostituzioni (1) (cfr. n. 200). Ordinando rispe-tto 
alle variabili x, y, z l'equazione trasformata, si trovano, come coefficienti 
delle variabili, i trinomi scritti qui sotto, che sono proporzionali alle coor
dinate (u, v, w) della retta q: 

l;1t = a u x' + a2l y' + aS! z', 
TV = (1,12 x' + a22 y' + a32 z', 
TU' = a j3 x' + a23 y' + (t3s z'. 

Finalmente si potrebbero cercare le formole che esprimono x', 'd', z', 
coordinate di Q', in funzione di u, v, w, coordinate di q; il che sara lasciato 
al lettore. 

Mediante le formole preced\:lnti si puo, quanuo sia data la equazione 
di una curva in uno deí due piani, determinare sull'altro piano la equa
zione dell'inviluppo formato dalle rette corrispondenti ai punti della curva; 
e viceversa. E dall'essere lineari queUe formole risuIta che una curva al
gebrica d/ordine n l1iene trasformata da una correlazione in ~n inviluppo 
algeb"ico di classe n, e viceversa. 

• 211. Correlazione fra piani 80Trapposti. - Supponiamo ora che 
due piani correlativi n e n' siano sovrapposti, e vengano ríferiti ad uno 
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stesso sistema di cooruinate omogenee, sia di punti, sia di rette. Un punto 
P (x, y, z) del sostegno sara considerato una })rima volta come punto di :!t; 
ad esao, in virtit della correlazíqne K, con cuí si pa,ssa da :!t a ;1(', corri· 
sponde in n.' una certa retta p' (u' , v

r
, w'), le cui coordinate sono 6spresse 

dalle (1). Ma se consideriamo P una seconda volta come punto di :!t', nel 
qual caso potremo indicare il punto stesso con Q' e le sue coordinate con 
x' = x, y' = y, Z' = z, dovremo cercare quena retta q (u, v, w) di n., che 
corrisponde a Q' mediante la cOl'relazione inversa K - 1; le coordinate di 
q saranno date anora dalle (4). Il confronto fra le (1) e le (4) fa vedere 
che, generalmente, le due rette p' e q, corrispondenti aUo stesso punto 
P = Q' nelle correlazioni K e K -1, sono distinte fra loro. Si presentano 
allora i due problemi seguenti: 

1) esaminare se esistano punti po.rticolari P = Q', ai quali corrisponda 
(doppiamente) un'uníco. retta p' = q, nelle correJazioni K e K -1 ; 

2} esaminare se esistano correlazioni K C081 particolarí, che, comun· 
que sia scelto il punto P = Q', sempre le due rette pI eq, corrispondenti 
in K e K -1, vengano a coincidere; vale a dire, esaminare se una cor
relazione 'K fra piani sOVrflJflPosti possa coincidere colla correlazione in· 
versa, K ~ K-l. 

Qui si osservi, sotto l'aspetto sintetico, che la retta q, quando venga 
trasformato. medIante K, da il punto Q' = P, il quale, tro.sformo.to ancora 
mediante K, da. la retta pI; sic che la retta q si muta nella p' mediante 
la collineazione IP. Quindi il primo problema si ridnce, in sostanza, a 
determinare gli elementi uniti della detta collineo.z~one; ed il secondo pro
blemá ád esaminare quando essa sia la identita. 

Sotto Í'aspetto analítico, il problema 1) porta ad esaminare per quali 
valori di x, y, z (coordino.te di P = Q') le coordinate della retta p', che 
sono espresse (in forza delle (1» da 

risultino proporzionali alle coordina te della retta q, che sono espresse (in 
forza delle (4) da 

Detto k il fattore incognito di proporzionalita, sottraendo dalle coordinate 
di p' le corrispolldenti coordinate di q moltiplicate per k, sí giunge al. 
sistema di equazioni 

\ 

(au - kau)x -+ (au - kau)Y + (ata - ka31 )z = O, 
(5) (a!! - ka 12)x + (an - kan)y + (a23 - ka32)z = 0, 

(asl - ka¡s)x + (aa2 - ka23) y + (aS3 - ka33)z = 0, 
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il quale contiene come incognite le coordinate x, y, Z ( od .; ,~) del punto 

p = Q' richieato, e la quantita ausiliare k. Eliminando x, y, Z ITa le (5), 
si ottiene 

(6) 

au - 7cau 
a21 -7'0,12 

a u - 7ca l3 

a U 
- kaH 

au - kan 

aS! - kan 

a13 - ka Si 

a '3 - kan 

asa - kaS3 

o, 

equazione di terzo grado in k, lIhe da per k tre valori (uno dei quali si 
riconosce .esser uguale ad 1). OiascUllo di questi, introdotto nelle (5), rende 
compatibilí quelle equazioni per valori non tutti nulli di x, y, z, e 
quindi fornisce le coordinate di uno dei punti richiesti. Si conclude: in una 
correlazione ira due pia,ni sovrapposU e.~istono, in generale, tre punti, cia· 
smmo deí gw,li cOl'risponde doppiamente ad uno· retta .. Un esame piñ attento 
farebbe yedere che, nel triangolo formato dai tre punti nominati U, V, W, 
un vertice, U ad es., corrisponde doppiamente al lato opposto V W, men
tre gli altri dae vertici V, lV corrispondono ordinatamente, in modo da· 
plicl', ai lati U V, U W che pass ano por easi. 

Non yogliamo discutere tutti i casi particolari che si poasono presen
tare, ne 1(1, ipotesi che esista un valore di k, ti quale annulli tutti i mi
nori del secondo ordine del determin.ante (6) (ipotesi che porta l'esistenza 
di infiniti pnnti allineati, ciascuno dei quali corrisponde doppiamente ad 
una rettn). 

Esamíneremo invece la ipotesi cbe esista un válore di k il quale an
nnlli tutti gli elementi del determinante (6), vale a dire verifichi le nove 
relazioni 

(7) a,¡ - ha'¡i = O. (i, l == 1, 2, 3) 

Per questo valore di k le tre equazioni (5) diventano identita, e sono 
soddisfatte dalle coordinate di ogni pnnto del piano; siccte ogni punto 
corrisponde doppiam¿.nte nn una. retta. In tal caso la correlazione K El 
identica alla sua inversa K-l, e, come dil'emo, involutoria, e soddisfa. 
dunque al problema 2). 

Ora, se uno almeno dei tre elementi principali aw aw a$3 del deool'
minante A. non e nullo, la corrispondente relazione (compresa nelle (7» 

a,,-kai¡=O 

determina le == 1; e qU6Sto valore, sostituí to nelle altre relazioni (7), ci da 

(8) a¡.=ali (i, l = 1, 2, 3). 

Ooncludiamo che il determinante .A della correlazione e, in tal caso, lim
,netrico. 
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Se invece a u == a u == as, == 0, dovra es ser diverso da zero qualcuno 
degli altri elementi del determinante A, perche si suppone sempl'e A :f: O. 
Sia. per es., all:f: O; aHora una delle (7), 

a u - ka!! = 0, 

ci dice anzitutto che k ed au sono diversi da zero. Moltiplicando ora, 
membro a membro, la steBBa. relazione scritta BOtto la forma a u = k aw 
pcr l'analoga a!j == kal2 , che El pUl' compresa fra le (7), si ottiene subito 

k: == 1, oBsia k = + 1. 

La. soluzione k == 1 ci dice nuovaroente che A El simmetrico. La k == - 1 
cí da in vece 

(8') a;¡ == 0, ai/=-all (s, 1 == 1, 2, 3) 

e conduce ad un determinante A. emisimmetrico. }Ha e noto che un deter· 
minante cmisimmetrico d'ordine dispari e nullo; t e perche noi snpponiamo 
A :f: 0, dobbiamo respingere le soluzioni (8'). Ooncludiamo infine: 

Oondizione necessario, e sllfficiente affinche w~a correlazione Ira due pian; 
8ovrapposti sia involuto}"ia e che il detenllinante della 8ostituzione lineare 
"app1'esentante la c01','elClzione sia simmetríco. 

• 212. PollI.rita plana. - Una correhzione involutoria ira uue píani 
sovrapposti si chiama correlazione polare, o brevemente polarita (piana). 
Es~a e ra,ppresentata da eqnazione del tipo 

(1) 
I?-¡¿ = (/ [IX + auy + a13 z, 
QV = a21 x+ any + a23 z, 

QW= a31 X + a.2 Y + a3S~' 
colla condizione 

(2) ..4.*0. 

Un punto P (aJ, y, z) ed una retta p (u, v, w) corrispondentisi (doppia.
mente) nella polarita, si dicouo rispettivamente polo di p e polare di P. E 
iHutile distinguere in quale dei due piani Ri consideri il polo o la polare. 

Se Ull secoudo punto Q ha per polare q, e Q appartiene a p, dovra (per 
la proprieta fOllclamentale della correlazione) q appartenere a P. Dunque: 

Se di due punti il seoondo ap· 
partien/J alla polare del lwi1no, il 
primo apparten'u, alla 1Jolare del se· 
co~do; i due punti iliconsi ooniugati, 
o reciproci, nella polarita. 

.&6 di dUB ,-eite la seconda passa 
per il polo della prima, la prima pas
sm'a, per il polo della seoonda; le due 
rette diconsi coni1lgate, o reciproche, 
nella polarita. 

1 V. ad e •. 11 0 .... 0 d. A .. ali'" algebrUa del CEs.lRO (189'), pago 35. p"" un determinante del 3. or,Un. 
1 .. proprietil 81 verifica onblto mediante oviJoppo. 
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- - - - ------- --------- --- - ----

La condizione perche due punti P (x, y, z), Q (al, y', z') siano coniugati 

nella polarita (1) si trova esprimendo che Q appartiene alla. polare (u, v, ro] 
di P, 08sia che e 

ux' + vy' + wz' == O. 

Sostituen~o ad u, v, w le loro espressioni date dalle (1), si ottiene 

(3) aH xx' + auyy' + asa zz, + a u (xy' + x' y) 
+ a ta (xz' + x' z) + a u (y z' + y' z) == 0, 

la quale, come era prevedibile, contiene simmetrica.mente le cOOl'uinate dei 
due punti. 

Ponendo nella (3) x == x', y == y', z = z', troviamo la condizione perche 
tm punto P (x, y, z) sia autoconiugato, vale a dire perche esso appartenga 
alla propria polare. Giungiamo c081 al risultato: 

TI luogo dei punti autoconiugati in una polat'Ua e una curva del seoondo 
ot'dine, rappresentata dall'equazione 

(4) aH X2 + a22Y~ + It S3 Z2 + 2 a,uxy + 2au x z + 2 a23 y z == O. 

Questa curva dicesi fondamentale nella púlarita, giacche, come vedremo 
(e come riaulterebbe pure dalle cose dette), non solo la curva e determi
nata dalla. polarita, ma anche questa e detcrminata da quella, cioe da una 
curva generale di aecondo ordine. E da notare che i punti della curva (4) 
potrebbero e8ser tutti immaginari. 

Dualmente, se partiamo dalle equazioni della polarita risolte rispettc 
3d x, y, ~, 

(1') 
ox == AH U + A¡2v + Á¡aW, 
oy= AH U + A u v + Aza w, 
(J z == Aa! 1t + A S2 V + Asa w, 

dove le Aa sono i aoliti eomplementi algebrici estratti da A, possíamo 
acrívere lª, condizione affinche due rette (u, v, w), (u', v', w') siano coniugate 
nella polarita sotto la forma 

(3') Auuu' + Auvv' + Aaaww' + A 12 (uv' + u'v) 
+ Aia(uw' + ww) + Aaa (vw' + v'~o) == O • 

.Le rette autoconiugate in una polat-ita, vale a dit-e le rette passanti pe, 
i propri poli, costituiscono un inviluppo di seconda classe, rappresentato dal-
l'equazi~ 

(4') Auu! + Anv' + Assw! + 2Au uv + 2Ais t¿w + 2.A2S vw == O • 

.E questo l' inviluppo fMdamentale della polarita, il quale potrebbe 
anche eSBer composto di rette tutte immaginarie. Vedremo nella. teoría_ delle 
curve di secondo ordine lo stretto legame che passa tra la curva fonda
mentale (4) e l'inviluppo fondamentale (4')_ 
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Osscrvazione. - Avvertiamo (riservandoci di dimostrarlo in seguito) che 
una polarita ammette inftniti triangoli autopolari od autoreciproci, tali Ciofl che 
CillSCUD vertice sia polo del lato opposto e quindi i vertici (ed i latí) siano coniu
gati a due a due. 

Le equazioni di una polaritA si semplificano quando, come triangolo fonda 
mentale del sistema di coordinate, si aS8umo. un triangolo Itutopolare. Notando 
infatti che i punti fondo.mentali u = 0, v = 0, 10 = ° hanno rispettivamente per 
polari le rette fondamentali z,.,. 0, y = 0, • = 0, risuJta che la polaritd sara. 
rappTl8entata da equazioni del tipo: 

u=ax, t/= by, 

dove a, b, o Bono ne cOBtanti non nnlle. 

• 213. Correlazione ortogonale ha due stelle. - Abbiamo gill defi· 
nito la correlazione fra due stelle di centri S, S'. Se due :figure delle due 
atelle si corrispondono in una correlazione, ad ogni retta. e ad ogni piano 
della prima figura corriaponde un piano ed una retta della seconda; ed ogni 
proprieta granea. dell' una figura trova riscontro in una proprieta gra:fica 
dell'altra, proprieta. che si ottiene dalla prima. collo scambio delle parole 
retta e piltno. Segue che anche per la stella vale una legge di dualita, in 
virtu della quaIe da ogni proprieta. grafics di una figura compoeta di rette 
e piani di una stella, si puo dedurre una eeconda proprieta. grafica col 
detto scambio di parole (n. 123). Ma, per la stella, possiamo estendere la 
va.lidita. di questa legge anche alle proprieta metriche, mediante le consi
derazioni seguenti. 

Supposto che S ed S' aiano due punti propri, facciamo corrispondere 
ad ogni retta a· uscente da S, iI piano a.' che pasaa per S' ed e normale 
ad a. Oon cio veniamo a stabilire una corriapondenza biunivoca fra le rette 
di S ed i piani di S', corrispondenza che e una correlazione, perche alle 
rette di un faacio nella atella S, situato in un piano ~, corrispondono, 
nella atella 8', i piani di un fascio avente per asse la retta b' normale a 
~; ed i due fasci risultano proiettivi. Questa particolare correla.zione, che 
muta ogni retta ed ogni piano della prima stella, nel piano e nella retta 
rispettivamente normali appartenenti alla seconda stella, dicesi ortogonale. 
L'angolo di due rette nell'una stella e uguale (a roeno di multipli di ;n;) 
al díedro dei dne piani corrispondenti nell'altra. atella; e l'angolo di una 
retta con un piano in una stella uguaglia l'angolo del piano e della retta. 
corrispondenti nell'altra. atella. Dunque, 8e due figure di due stelle 8i cor
rispondono in una correlazione ortogonale, ogni proprieta metrica dell'una 
figura trova riscontro in una proprieta. metrica dell'altra, proprieta. che si 
ottiene dalla. prima collo scambio delle parole retta e piano,angolo di due .;¡. 
rette e diedro di due piani; dimostr&ta. la prima proprieta, ai e sicuri che e vera anche la seconda. In breve: nella stella (p"opria) la legge di dua-
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lita l1ale, non 60lo per le pro prieta grafiche, ma pure per le propl'ieta metriche. 
Di questa considerazione si fa uso anche nella geometría. elementare (ad 
es. nella teoría dei triedri); coll'avvertellza che, per il modo come ivi si 
fissa la misura. degli angoli (di semirette) e dei diedri (di semipiani), un 
angolo e uu diedro cOl'l'ispondenti risultano supplementari anziche uguali . 

• .. 214:. Polarlta ortogonaJe nena stella o !IOI piano all'inftnito. -
Le cose dette Bussistono pure se le due stelle hanno lo stesso centro S:!!! 8'. 
In tale ipotesi pero la correlazione ortogonale rietice involutoría, El una pola.· 
rita nella stella; infatti la steHsa operazione di perpendicolaritA, che con· 
duce da una retta a di S al piano corrispondente a' di S', conduce pure 
(come si e visto) da una. retta b' di sr al piano corrispondente ~ di S. 
Dunque: 

In una 6tella propria esiste 7¿na partioolare polarita, detta Ot·togonale o 
.ferica, nella qua le le rette con'iJlpondono /ti piani ad eue perpendicolari. 

Se si nota. che una pol<lrit:\ piana da, mediante proiezione da. un punto 
esterno S, una polarita nella stella, e viceversa, risulta che tutte le pro· 
prieta ed i concetti stabiliti nella polarita piana si trasportano subito alla 
polarita nella stella, pur di sostítuire a.i punti ed a.lle rette del piano, 
le rette e i piani deUá stella. Alla curva del secondo ordine (fondamen
tale di una polarita piana) bisognera sostituire il cono di secondo ordine, 
costituito dalle rette proiettanti da S i punti della curva; ed all'inviluppo 
di rette dí seconda classe (fonda.mentale) si 80stituira l'inviluppo conieo 
di 6econda classe, costituito dai piani proiettanti da. 8 le rette di quel
l' inVílUJIPO. 

In particolare, OS8erveremo che due rette coniugate o due piani coniu
gati nella polarita ortogonale di una stella lono perpcndicolari Ira loro. e 
viceversa. Le coppie di rette coniugate appartenenti ad un fascío, cioe ad 
un piano della stella, generano in quello la. involuzione circolare; quindi le 
rette autoconiugate nel piano sono le rette isotrope (n. 190) uscenti da S, 
nel detto pÜtllO. L' insieme delle rette autoooniugate nella polarita ortogonale 
e iZ cono isotropo, che ha il l1ertice nel centro della steZla (n. 108, Oss.). 

I piani autoooniugati (immagiuari) nelZa polarita ortogonale costituiscono 
un inviluppo conioo di seconda classe. 

Triedri autopolari nella detta polarita sono trirettangoli, eec. 
Segando la polarita sferica llolla stella S con un piano non passa.nte 

per S, si ottiene su questo una particolare polarita piana, che viene spesso 
considerata nella. Geometria descrittiva (sotto íl nome di antipoZarita). 

Se poi per piano secante si a8sume il piano a11' infinito, la polarita 
ottenuta non dipende piu dal centro S della stella che si consiuera, e vien 
detta polarita 6ferica, od assoluta, nel piano a11' infinito. Sul piano all' in
finito esiste una deterntinata poZal' ita (assoluta), in cui si corrispondono SC'l1lpre 
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un punto improprio ed una retta impropria che defini8cano, nello spazio 
una direzione ed una giacitura ortogonali. La curva (immaginaria) del se· 
condo ordine, fondamentale nella. detta polarita., dicesi (cerchio) a8Boluto 
dello spazio; ed e il luogo dei punti ciclíci di tutti i piani dello spazio. 
Punti o rette ooniugate nella polarita. assoluta. definiscono direzioni o gia· 
citure ortogonali, ecc. 

Possiamo co¡¡fermare per via analítica le considerazioni precedenti. 
Scelto il centro della stella come origine O di un sistema cartesiano orto· 
gonale nello spazio, e scritte le equazioni di una retta uscente da O 

p) 
x y z 
T-m=-;' 

e di un piano uscente da O 

~) t¿x+vy+w .z =O, 

ricordiamo che le coudizioni di ortogonalita tra questi elementi possono 
scriversi cos1 (n. 94): 

(1) QU == l, QV = ?n, Qw=n. 

Le (1) rappresentano la polarita ortogonal e, e rientrano effettivamente 
nel tipo (1) del n. 212, purche in queste si pongano a u == a n == a S3 == 1, 
(1,u == ... = a23 == O, e si riguardino (Ira (l, m, n) ed (u, v, w) come coordi· 
nate (proiettive) della retta p e del piano ~ entro la stello. O. 

La condizione (3) (n. 212) di coniugio tra. due rette p, p' tliviene, 
nelle nuove ipotesi, 

3 ll' +mm' + nn' = O, 

che e la nota condizione di ortogonalita. ira rette (n. 91); e la. condizione 
:3') (n. 212) di coniugio tra pio.ni ~, ~' si riduce ora aUa. condizione di 
perpendicolartta fra piani (n. 95) 

;3') t¿u' + vv' + ww' == O. 

Le rette (l, m, n) autoconiugate costituÍBcono il cono fondamentale 

~ p+~+~=~ 

3he, in coordinate di punti, tenuto conto dalle p), ha l'equazione 

(5) Xl + y2 + z' = O; 

:¡uesta. rappre8enta, come e noto, il cono iso tropo col vertice nell'origine 
(n. 108, Oss.). n cerchio assoluto e dunqt¿e rappresentato dalla (5) i1lsieme 
alla t == O, equazione del piano all'infinito sopra cui esso giace. 

Finalmente i piani autoconiugati nella polarita ortogonale soddisfano, 
colle loro tre prime coordinate plückeriane omogenee (u, v, w), all'equazione 

~ ~+~+~=~ 

2\ - G . CUTJ:LNtTOVO. Ltzi,,,,i di Otom.tri,. 4nalitic.a. 
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ehe rappresenta l'inviluppo conico fondamentale della polarita; (la quarta 
coordinata. dei detti piani e nulla, r = 0, poicM essi escono dall'orígine; 
cfr. nn. 139, 140). t 

Osservazione. Il cerchio assoluto (o la polarita assoluta) ha nella geo· 
metría solida lo stesso ufficío che í puuti ciclicí nella. planimetría. Ogn~ 

relazione proiettiva di una figu,"a col cerchio assoluto pu(¡ enunciarsi in Jonna 
metrica j e viceversa, ogni proprieta metrica dclla figU1'a pt¿O riguardarsi come 
una ,"elazione proiettiva di questa col piano aH' infinito e col cerchio a8solute 
(cfr. n. 190, OS8.). Incontreremo, nello studio delle superficie di secondo 
ordine, vari esempi che chiariranno questa affermazione. 

E!'Iercizi. 1 - 1) Se fra due piani n, n' passa una correlazione, a due punteg
giate (di sostegni) a, b, .U n eorrispondono proiettivamente due fasci (di centl'i) 
...i', B' di n'; ed al punto a b <1i quelle corrisponde la retta A' B' in questi. Vi
ceversa, una correlazione fra i piani n, n' e individuata quando si diano duo 
punteggiate a, b in n, e due fasei ad es se ordinatamente proiettivi ...i', B ' in n', 
colla condizione che al punto a b delle due punteggiate corrisponda Ja retta A' B ' 
dei due fasci (cfr. n. 198). 

2) Se i due piani 1t, 1t' dell'es. precedente son o sovrapposti, si puo supporre 
in particolare che il fascio A' sia prospettivo aUa punteggiata a e B' prospettivo 
a b, e inoltre che la retta A' B' passi per il punto abo In tal caso la costruzione 
della correlazione si semplifica notevolmente. Si applichi, ad e"., una si1fatta cor
relazione a trasformare un cerchio di n; si otterra. in n' un inviluppo di seconda 
classe (formato, come poi ai yedra, dalle tangenti ad una curva del secondo ordine). 

3) Se, in una correlazione K fra dne piani sovrapposti n, n' vi e una pun
teggiata a di n che sia prospettiva al corrispondente fascio di rette A' di n', vi 
sara, in generale, una seconda punteggiata b di n che rinscira prospettiva al 
fascio di rette B' corrispondente in n'; e la retta. A! B' passera. per il punto a b. 
Ma, in casi particolari, le dne punteggiate a, b possono coincidere, ed allora 
coincidono i due fasci A', B'; ed ogni punto P di a corrisponde doppiamente 
(cioe in K e K-l) alla retta A'P diA'. (Si applichi infatti la collineazione K' 
alle dne forme prospettive a, A' ... ). 

4) Se nna correlazione muta un n.gono semplice A B O ..• H, sui lati del qnale 
ai troyano ordinatamente certi ¡llnnti M, N, ... E, in un n.latero abo ... h, dai 
eni vertiei escono le rette m, n, ... r, sussiste la relazione fra rapporti semplioi: 

(ABM) (BON) ... (llAE) = (abm) (ben) '" (har). 

(Si consideri infatti una trasversale secante i lati deU'n.gono in M', N', ... E'; 
allora il primo membro della relazione precedente nguaglia il prodotto dei birap
porti (ABMM') (BONN') ••. , per l'es. 2) del n. 152; ma nn birapporto non 
viene alterato da una correlazione; poi D. 152, es. 16». 

1 La (4') presa isolatamente, cí'" eenza la r=O, rappresent&, in coordlnate plückerlane, un invilnppo 
iopplamente infinito di pian!, e preci.amente, come Tedremo, l' in.iem8 dei pianl che toe.ano iI cerchlo aeao
lato eopra nomin.to (ofr. n. 140, nota). 
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n. - 5) Due relazioni del tipo 

(1 ) u=x, 11 = y, 

oppure 

(2) u=-x, v =-y, 

tra le coordinate cartesiane (x, y) di un punto e le coordinate plückerillne (u, 11) 

di una retta, deflniscono una polarita piano. ¡ qual'e la polare dell'origine' Se le 
coordinate Bono ortogonali, la curva fondamentale e un cerchio, immaginario nel 
caso (1) che rappresenta una antipola1'ita (n. 214), reale nel caso (2) (polaritd cir
colare). Nell'uno e nell'altro caso, la polare p di un punto P e normale anO. rettD 
O P congiungente il punto coll 'origine O, e passa una semplice relazione fra le 
distanze di O da P e da p; ad es. nella polarita (2), il punto P e coniugat.o 
armonico del punto p . O P, rispetto alle intersezioni di O P col cerchio fonda
mentale. L'angolo di due rette arbitrarie e uguale all'angolo sotto cui da O 80ne 
visti i relativi poli. 

6) Sopra ogni retta di un piano, nel quale sia ftssata una polal'ita, si trovan o 
infinite coppie di punti coniugati ¡ queste formano una in voluzione, avente come 
doppi i punti autoconiugati appartenenti aquella retta. E dualmente¡ (si ricorra 
aBe (3) o (3') del n. 212, Bupponendo, il che e lecito, che la retta o il punto sia 
fondamentale nel sistema di coordinate). 

7) Una correlazione fra due piani sovrapposti, 'ir, n', la quala muti i vertici 
di un triangolo ABO di n nei lati opposti considerati in n', e una polaritA avente 
il triangolo A B O come autopolare. Si dimos tri il teorema per via sintetica ed 
analitica (assumendo A B O come triangolo fondamentale). 

8) Una polarita. e pienamente determinata quando si assegni (arbitrariamente) 
un triangolo autopolare A B O, ed inoltre di un punto P, non appartllnente a 
nessun lato, si dio. la retta polare p, non appartenente a nessun vertice. Sopra 
ciascun lato rimane COSl determinata la involuzione di punti coniugati nella po
laritA. Ora, o le tre involuzioni sono ellittiche, ed aHora nessun punto reale del piano 
puo appartenere alta propria polare, la cui curva fondamentaie sara. dunque im
maginaria¡ o di quelle tre involuzioni due Bono iperboliche ed una ellittica, ed 
anora 6sistono infiniti punti reali del piano appartenenti alla propria polare, e la 
curva sopra nominata e reale. 

9) Dato nel piano un pentllgono sem pli ce, esiste una determinata polarita 
che muta i vertici del pentagono nei latí opposti. 

10) Se, in .una correlazione fra dne piani n, n', le rette all'infinito di n, n' 
ha.nno per corrispondenti in n', n due punti propri (punti lilnite), e possibile so
vrapporre i due piani in guisa da ottenere una. polarita; (si facciano coincidere 
a.nzitutto i punti limite, e si cerchi di formare un triangolo i cuí vertici corrí
apondano ai lati opposti¡ n. 193, es. 29)). 

11) In una polarita non ortogonale nella stella pl'opria S esiste sempre UD 

triedro trirettangolo autopolare, ed in generale uno solo ¡ se ne esiste un secondo 
ve ne sono inftniti, i quali hanno tutti in comune uno spigolo e la facoia oppo
sta. (Detta infa,tti n la polarita data e n' la polarita sferica, si consitleri la col
tineazione n . TI')· 
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12) In una collineazioue, o correlazi/)ne, fra due etelle proprie S, sr, asiste 
eempre (almeno) un triedro trirettangolo dell' una, cui corrisponde nell'altra un 
triedro, o triepigolo, trirettangolo. (Infatti, detta K la proiettivita che fa passare 
da S ad sr, esiste in sr una polarita n, in cui si corrispondono sempre due ele
mentí che provengano, mediante K, da due elementi ortogonali di Si ecc.). 

1S) Due etelle proprie correlative poseono sempre sovrapporei in modo da 
dar luogo ad una polarita (es. 12), 7». 

CAPITOLO VI. 

Proiettivit! fra due spazl. 

• 216. ColUneazioni e eorrelazioni nel~o spazio. - La nozione di 
eorrispondenza proiettiva fra due forme di seconda specie si estende, senza 
difficolta., alle forme di terza specie (spazi di punti o piani). Di questE 
nuove corrispondenze tratteremo qui rapida.mente, sia perche l'analogia 
colle forme di seconda specie suggerisce subito gli sviluppi qui omessi, 
sia perche solo pochi risultati occorrooo nel se guito del corso. 

Una proiettivita tra due spazi l:, l:' (naturalmente sovrapposti), vale 
a dire una corrispondenza che muti ogni elemento (punto o piano) di ¡ 
in un elemento di l:', e forme di prima o seconda specie appartenenti al:: 
in forme della stessa specie appartenenti a l:', puo essere una collineazion~ 
od una correlazione. 

a) Due spazi l:, l:' diconsi collineari (od omografic'i), se ai punti, 
alle rette, ai piani di l: (o l:') corrispondono ordinatarnente i p1tnti, le rette, 
e i piani di l:' (o l:), e ad elem,enti che si appartengono nell'uno spazio cor
rispondono elementi che si appartengono nell'altro. Ad ogni forma di prima 
o seeonda specie di l: corrisponde in l:' una forma dollo stesso nome, 
p"oiettit'a aquella. Quest'ultima proprieta. risulta dalle premesse, quando 
si tenga conto del teorema del n. 197. Se non si vuol ricorrere al detto 
teorema, si puo riguardare la pro prieta stessa come una condiziono da 
aggiungere alla deflnizione; questa condizione risultera poi veriftcata in 
tutti i catü che avremo da considerare. 

b) Due spazi ~, l:' diconsi correlativi (o reciproci), 8e ai punti, all~ 
rette, ai piani di l: (o l:') corrispondono i piani, le rette, i punti di l:' (o l:), 
e ad elementi ohe 8i appartengono nell'uno spazio corrispondono elementi che 
8i appartengono neU'altro. Un piano (punt~ggiato o rigato) di l: ha per 
corrispondente una stella (di piani o rette) iu l:'; e le due forme son o 
riferite proiettivamente. Una punteggiata di l: ha per corrispondente un 
fascio di piani ad essa proiettivo in l:'; un fascio di rette ha per corri
spondente un fascio di rette yroiettivo, ecc. Tutto cio per dimostrazione 
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o per deftnizione, secondo cbe si adotta l'una o l'altra delle vie suggerite 
or ora. 

N chiaro poi che il prodotto di dae o piu proiettivita fra spazi e an
cora una proiettivita.. 

• 216. Determinazione di una proiettivit~ fm due spazi. - Una 
proiettivita f"a due spazi ~ pienamente determinata se di cinque elementi 
deUo stesso nome (punti o piani) neWuno spazio, tali che mai quattro appar· 
tengano ad una forma di 8cconda specie,80no assegnati i corrispondenti neJo 
l'altro spazio, 80ddisfacenti alle stesse condizioni (cfr. n. 198). 

Supposto, ad es., che in ~ siano datí cinque punti .A, B, 0, n,E, tali che 
mai quattro appartengano ad un piano, ed in ~, siano dati cinque punti A', B', 
O', n', E', nelle stesse condizioni, si assuron il tetraedro A B O n come fonda
mentale di un sistema di coordinate proiettive omogenee (:1', '!J, z, t) in ~, ed .E 
come punto unitA; e similmente si operi in ~, per fissare il sistema di coordinare 
proiettive (al', y', s', t'). AlIora le uguaglianze 

(1) :1"=:1', y'=y, .' =-, t' = t 

(o le proporzioni equivalenti ~, : y' : •.. = ~ : y : ... , trattandosi di coordinate 
omogenee) definiscono una corrispondeuza tra i due spazi, che e evidentemente una 
collineazione, e che muta i punti .A, ... , E, in A', . .. , E'. D'altra parte, supposto 
che esista tra i due spazi una collineazione che muti la prima quintupla. di punti 
nella seconda, e detti P (~, y, _, ti, P' (~', y', z', 1') due ulteriori punti corrispon
denti, dalla. uguaglianza tra birnpporti 

(2) AB (OnEP) ~.A' B' (O' n' E' P'), 

- e dalle ana.loghe relati ve ai fasci A 0, A' O' e B O, B' O', segue la relazione 
11 : z~' : .' e le analoghe (n. 161), donde si traggono le proporzioni sopra 
scritte, eqnivalenti aUe uguaglianze (1). Si conelude csser unica, e rappresentata 
dalle (1), la collineazione soddisfacente a11e condizioni imposte. 

La (2) e le due uguaglianze analoghe eitate permettono anzi, dato P, di eo
struire i1 punto corrispondente P'. 

217. Equazioni della eollineazione t1'3 due spazl. - Una colli
neazione tra cIue spazi, ove siano fissati due sistemi di coordinate omo
genee cartesiane (o proiettive) di punti, (al, y, z, t), (111, y', z', t'), e rappresentata 
da quattro relazioni del tipo 

(1) 

Q al' = a u al + al! Y + a u z + a u t, 
Q y' = a u al + a2! Y + a 18 z + az, t, 
Q z' = aS! al + asz y + a ss Z + a3, t, 
Q t' = a't al + au y + au z + aH t, 
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dove Q e un fattore di proporzionalita non nullo (che puo supporsi uguale 
ad 1), e le Q,;k sono sedici costanti, elementi di un determinante del quarto 
ordine A, diverso da zero: 

(2) A =+= O. 

Viceversa, le (1), quando sussista la (2), rappresentano sempre una 
collineazione tra spazi. 

Queste asserzioni si giustificano imitando l'anaLogo ra~ionamento {atto 
in geometria piano. (n. 200). i 

Per quella via si vede inoltre che le relazioni esprimenti x, y, z, t, 
in funzione di x', y', z', t' sono del tipo (1), e ne differiscono solo per lo 
scambio delle coordinate dei due spazi, e per la sostituzione di aik con A ki , 

complemento algebrico di aki entro ad A (cfr. n. 200, (3». E si otterrebbero 
pure, lasciandosi guidare dall'analogia, le relazioni, sempre lineari ed omo
genee, fra le coordinate di due piani corrispondenti nei due spazi (cfr. 
n. 200, (4». 

Il carattere lineare di queste varie relazioni fa vedere che una colli
neazione tra due spazi non altera l'ordine di una supe?jicie algebrica, 116 la 
classe di un inviluppo algebrico doppiarnente infinito di piani. 

In altre parole: Pordine e la classe sono caratteri proiettivi dei rispet
tivi enti; intendendo per carattere proiettivo di una figura solida ogni ca
rattere che non venga a.lterato da una collineazione (cfr. n. 126). 

• 218. Casi partieolari metriei di eollineazionl fra spazi. 
Supposto che, nelle (1) del numero pre?edente, le coordinate siano effet
tivamente coordinate cartesiane omogenee, risulta che al piano aIl' infi
nito t' = O del secondo spazio~' corrisponde, nel primo spazio ~, il piano 
au x + au y + au z + aH t = O, generalmente propriQ, detto piano limite. 

a) Se pero i piani all'infinito dei due spazi si corrispondono, si ha 
un caso particolare di collineazione, detto affinita. Rifetendo i punti di 
due spazi affini a due triedri cartesiani corrispondehti, l'affinita viene rap
presentata, in coo,rdinate cartesiane non omogenee, da équazioni del tipo 

(1) x' = Ix, y'=my, z' =nz, 

dove l, m, n sono tre costanti (cfr. n. 201). 
Nell'affinita punteggiate corrispondenti sono simili, piani eorrispon

denti sono affini. Due rette o piani paralleli di ~ hanno per corrispon
denti in ~' rette o piani paralleli; ad un parallelepipedo eorrisponde un 
parallelepipedo, ece. 

l Si pul> anohe e8tendere il ragionamento plb rapido oontenuto nel n. 199, por di valer.i di coordinate 
proiett.ive. 
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~ costante il rapporto tra i volumi di figure corrispondenti nei due 
spazi. 

b) Un caso particolare notevole dell'affinita. si presenta. quando ogni 
angolo a (quindi) ogni diedro di I uguaglia il corrispondente angolo o 
diedro di I'; aHora i due spazi diconsi simili. 

PaMsa un rapporto costante k tra segmenti corrispondenti in nna si
militudine; aree corrispondenti hanno il rapporto costante k!, e volumi 
corrispondenti stanno nel rapporto costante k3

• Le (1) rappresentano una 
similitudine se i due triedri coordinati sono uguali (ad es. oTtogonali), e 
nelle (1) e l = m = n (= k), le unita. di lunghezza essendo le stesse per i 
due spazi. 

e) Se finalmente il rapporto di similitudine k tra I e l':' vale 1, j 

due spazi possono chiamarsi 1/guali. Devono pero distinguersi la ugua· 
gUanza dit'etta, in cuí figure cqrrispondenti sono sovl'apponibili ed une 
dei due spazi puo considerarsi come una posizione assunta dall'altro me
diante un movimento, e la uguaglianza inversa, in cuí figure corrispondenti, 
pur avendo latí, angoli, diedri ordinatamente uguali, non sono in generala 
sovrapponibili, come avviene, ad es., per nna figura solida e la. sua imma
gine in uno specchio. Le relazioni 

x'=x, y'=y, z'=z, 

in coordinate cartesiane ortogonali, con una unica unita di lunghezza, rap
presentano.· una uguaglianza diretta od inversa, secondo che i due triedri 
(formati dai semiassi positivi) xyz, x' y' Z' sono sovrapponibili o no (n. 99, e». 

Osservazione. - Una similitudine tra gli spazi I e I' determina 
una ~militudine tra piani corrispondenti 31:, 31:'; essa dnnque muta i pnnti 
ciclici di :n: nel .punti ciclici di 31:' (n. 302, Oss.), e trasforma il1uogo dei 
punti ciclici dello spazio, che e il oerchio assoluto a11'infinito (n. 214), nel 
ínogo .¡;tesso. P·recisamente ogni punto dell'assoluto, considerato in l':, sara 
mutato dalla similitudine in un punto (generalmente diverso) dell'assoluto, 
considerato in l':'. Viceversa: una eollineazione tra aue spa.zi, che muti l'as
BOtuto in se stes8o, e una 8imilitudine. Infatti, se 31: e 31:' sono due piani 
propri corrispondenti nella collineazüme, i pnnti ciclici di 31: (comnni a 31: 

e all'assoluto) devono corrispondere ai punti cic1ici di 31:' (comnni a 31:' e 
all'asso1nto). Ma allora i due piani 31:, 31:' sono simili; angoli corrispondenti 
di essi- SOItQ uguali; donde si conclnde, per l'arbitrarieta. di 31:, che ogni 
angolo di l': e nguale al corrispondente ango10 di l':', ecc. i 

1 Analiticamente il teorema 8Í d1moltl'a COI\. Premesso che 1" nostra colJlneazlone deve mntare il piano 
dell'assolllto, cí06 il piano all'inflnito. in 86 8tesso, ell: un triangolo 811 qnesto piano, antopolare riapett<> al
l'a880Into, in Iln .. Uro triangolo siffatto, quindl (n. 214) nn triedro trirettan¡¡-olo ",,,z, In nn triedro trirettan. 
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• 219. Elementl uniti in una. eolUneazione. - Diremo, a.l solito, 
che un elemento (punto, retta., o piano) e 'Unito in una. collineazione tra 
due spazi ~,~', quando quell'elemento, considerato in ~, ha par corrispon
dente !!le stesso in ~'. 

La ricerca analítica dei punti uniti si compie colio stesso metodo se· 
guito in geometria piano. (n. 210). Posto che 

(1) 

lSiano le equazioni della collineazione (n. 217), si scrivano x, ... , t al po sto 
di x', ... ,t'. Si otterra.nno cos1 le equazioni 

(aH - Q)x+ auy + auz + aut =0, 

(2) 
0.21 x + (au - Q)Y+ auz + a,u t =0, 
a3 !. ;¡; + a32y + (a33 -Q)z+ 0.3, t =0, 
aux + auy + auz + (au - Q) t = O, 

contenenti la incognita ausiliare Q, e le coordinate omogenee x, y, z, t di 
un punto unito. Eliminando queste ultime fra le (2), si perviene ad una 
equazione di quarto grado in Q 

aH -Q a u 0.13 a u 

(3) 
a2{ au-Q 0.23 a24 == 0, a3 !. a32 0.33 - Q a3, 
a u au a'3 aH -Q 

la quale ha quattro radici Qo Q2' Q3 Q,. Sostituendo nelle (2), al po sto di Q, 
uno dei valori trovati, ad es. Qo si ottengono quattro equazioni lineari ed 
omogenee in x, y, z, t, che si riducono a tre indipendanti (al piulo Si po 
tranno dunque calcolare i rapporti x: y: z: t, a si avra. in corrispondeuza 
un primo punto unito. Analogamante, valendosi delle radici Q!, {l3' Q" si 
troyano altri tre punti uniti. DUllque: 

Una collineazione n~llo 8pazio ha (in generale) quattro p'Unti 'Uniti, ~ 

(per dualita) q'Uattro piani 'Uniti. 
La determinazione analitica di questi ultimi si fa.rebbe (cfr. n. 209, (2')) 

risolvendo il sistema delle quattro equazioni che si ottengono dalle (2), 

gola <1:
' 
yl Zl, .1 &asumano questi duo triedri come fondamentaH in due .isteml carteslani di :t, 1:1. Le equa· 

.Jonl della nostra colllnoazloDo (che 6 un'aftiniti» saranDo aU"ra del tipo 

Zl =:al ~, yl = m 1/, Zl = n t. t r :-: &. 

Queste mutaDo l' aa80luOO di 1;1, che ha le equazioul 

<1:11 + y" + z" = 0, t' = 0, 
nella conies di 1: 

1" <1:" + m' y' + ,," Zl =- O, t = O. 

Ma qU8llta coincide coll'88so\uOO di 1: ("," + y' + Zl = 0, t = O), solo qnaDdo /1 = mi = "' : ed allora le (1 1. 
tappreoentano uua aimilitudiDe. 
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Bostituendo alle coordinate di pllnti le coordinate di piani, e mutando a¡¡ 
in aki; si arriverebbe dunque alla atessa equazione di quarto grado (3), di 
cui ogni radice fornisce insieme un punto unito ed un piano unito. 

1 quattro punti uniti di una collineazione, in generale distinti, Bono 
vertici di un tetraedro, le cuí facce sono i quattro piani uniti, ed i cui 
spigoli sono le Bei rette unite della collineazione. 1 quattro punti, ed in· 
sieme i quattro piani, possono esser tutti reali, o due reali e due imma· 
ginari, o tutti immaginari. Ma puo, in casi particolari, accadere che duer 
o. tre, o quattro punti (o quindi piani) uniti vengano a coincidere, o che 
due puntí (o piani) coincidano in un punto (piano), e due in un altro punto 
(piano); cio, quando l'equazione (3) ha una radice cloppia, tripIa, quadru
pla, o due radici doppie. 

Pal'ticolarmento notevoli sono i casi, in cui la equazione (3) ammette 
una radice, sia Qu che ann ulli , non solo il determinante (3), ma pure tutti 
i miDori del terzo ordine, od anche tutti i minori del secondo ordine, 
radice che, nel primo caso, si riconosce easer doppia, Qt = Q!, e nel secondo 
caso tripla, Qt = Q2 == Q3' Sostituendo nelle (2) al posta di Q quena radice Qt' 

delle quattro equazioni (2) due o, rispettivamente, tre diventano conse
guenze delle rimanenti; ogni punto soddisfacente colle sue coordinat 
queste ultime equazioni 80ddisfa il sistema (2), ed e quindi unito. Nel 
primo caSO dunque la collineazione ha, come uniti, tutti i punti di una 
retta, e (per la analogia che collega la ricerca analítica dei punti e piani 
uniti) tutti i piani passanti per una seconda retta; una tale collineazione 
dicesi a.~8iale. Nel secondo caso la collineazione ha, come uniti, tutti i 
punti (e le rette) di un piano, e tutti i piani (e le rette) di una stella, & 

dicesi omologia solida. 
A dimostrar la esistenza di questi due casi di cOllineazione, vale anche 

il ragionamento sintetico seguente. 

• 220. Omologia solida. - 00110 steaso ragionamento adoperato in 
geometria piana (n. 203) ::;i dimostra che, se una collineazione tra due spazi 
ha cinque punti uniti, di cui mai quattro appartengano ad un piano, ogni 
altro punto e unito e la collineazione e la identita. Esclusa la identita 
dalle nostre considerazioni, la presenza di cinque o piil punti uniti El pos
sibile soltallto qualldo quattro almeno di questi punti stiano in un piano. 
Ma qui si possono fare due ipotesi: 

a) o i quattro punti uniti, situati in un piano, sono tali che mai 
tre di essi siano allineati, ed alIora ogni punto del piano e unito (n. 203); 

b) oppure, dei quattro punti uniti, tre almeno stanno sopra una. 
retta, ed alIora ogni punto di questa El unito (n. 167). 

Si concIude che una collineazione, non identica, nello spazio, la qual& 
abbia piu di qnattro punti (o piani) uniti, ha come nniti tutti i punti di 
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(o i piani per) una retta, oppure tutti i punti di un piano (o i piani per 
un punto). 

Esaminiamo a.nzitutto la. ipotesi a), la quale conduce ad una partico· 
lare collineazione, detta omologia solida. Sia o il piano di omologia, di 
cui sono uniti tutti i punti, e quindi tutte le rette. Presi nello spazio 
due punti corrispondenti distinti A, A', si dimostra, imitando l'analogo 
ragionamento di geometria piana (n. 205), che e unita la retta A A', ed 
e unito ogni piano per essa. La omologia possiede dunque infiniti piani 
uniti, i quali, per quanto sopra si disse, dovranno appartenere ad un fascio 
o ad una stella. Ma. il primo caso si esclude, osservando che per un punto 
generico A. dello spazio passa.no infiniti piani uniti. Si conclude dunque 
l'esistenza di un punto S, centro di ontologia, tale che e unito ogni piano, 
e quindi ogni retta, per esso; anche il punto S e unito. 

Risulta cost che la omologia solida ha, come uniti, tutti i punti del 
piano di omologia o, ed inoltre il centro di omologia S (che potrebbe ev~n
tualmente appartenere a o); ha uniti tu tti i piani per 8 ed il piano o; 
'finalmente ha. unite tutte le rette di o e le rette per 8 . .All'infuori di 
questi, nessun altro elemento e unito nell'omologia; si dimostra col ragio
namento analogo aquello tenuto in géometria piano. (n. 205). 

Procedendo come al n. 206, si dimostrano le seguenti {lroprieta del· 
l'omologia: 

Punti distinti, c01'rispondenti in una omologia lolida, sono allineati col 
centro; piani d'istinti, corrispondenti, si segano suZ piano di o'lnologia; 'rettt 
disti'ftte, CMTispondenti, s'í segano lul piano di o'lnologia, e determinano un 
piano passante pel centro. 

Una omologia e individuata quando di essa si conoscano i1 centro, il 
piano, e due punti corrispondenti allineati col centro, o due piani corrispon· 
-denti secantisi lUZ piano di Mitología. 

Un primo caso particolare metrico di omologia solida, detto omotetia, 
si presenta se il piano di omologia e all'infinito, mentre il centro e pro· 
prio. Nell'omotetia. rette corrispondenti, o piani corrispondenti, Bono paral· 
leli tra loro; punti corrispondenti sono allineati col centro, e le loro distanze 
da questo stanno in un rapporto costante. Se, in particolare, questo rap
porto vale - 1, i segmenti congiungenti punti omologhi son o bisecati dal 
centro, e la omotetia diventA. la simmetr·ia rispetto ad un centro; figure 
omologhe sono inversamente uguali. 

Un secondo caso particolare ruetrico, detto affinita omologica, si pre· 
senta quando il centro di omologia e improprio ed il piano proprio. Tutti 
i segmenti che congiungono punti omologhi riescono paralleli, e sono 
divisi dal piano di omologia (ove lo iucontrino) in un rapporto costante. 
Se questo rapporto vale - 1, e quei segmenti risultano perpendicolari al 
.detto piano, si ha la 8irn7net~'ia rispetto ad un piano, nella. quale figure 
corrispondenti Bono inversamente uguali. 
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Finalmente, se iI centro ed il piano di omologia sono impropri, la 
.omologia diventa una eq¡¿ipollenza, collineazione nella quale tutti i segmenti 
congiungenti punti omologhi risultano eqnipollenti. Ogni figura puo esser 
sovrapposta alla corrispondente mediante una traslazione (movimento in 
(luí tutti i punti descrivono segmenti equipol'enti); figure corrispondenti 
sono quindi direttamente uguali. 

• 221. Un esempio di eollineazione assiale. - Dovremmo discutere 
ora la i¡"JOtesi b) del n. precedente, relativa ad una collineazione che pos· 
eiede una retta r composta di puntiuniti. Si dimostra aHora che la col· 
lineazione possiede pure una retta r', asse di un fascio di punti uniti. 1'rIa 
poiche una siffatta collineazione, detta assiale, non interviene nel eeguito 
del nostro corso, ne trova facili applicazioni, crediamo inutile di svilup· 
parne la teoria, e preferiamo dimostrare sopra un esempio come essa possa 
realmente presentarsi. 

Si immagini che lo epazio ~ (od una figura rigida in esso contenuta) 
moti di un certo diedro intorno ad una retta r, ed assuma, alla fine del 
movimento, la. posizione ~'. E chiaro che fra i due spazi ~, ~, passa una 

- collineazione (uguaglianza), in cui sono uniti tutti i puuti della retta r 
e tutti i piani normali ad r, i qnali passano per una retta impropria r' QO' 

Questa collineazione e dunque assiale. 
Se pero la rotazione e misurata da un diedro piatto, sono uniti inol· 

tre tutti i punti di r' QO e tutti i piaDi per r, e si ha un esempio di una 
particolare collineazione (detta biassalej, che ha, come uniti, tutti i punti 
di due rette r, r' e tutti i piani condotti per le rette stesse. 

• 222. Correlazioni neUo spazio. - Veniamo finalmente a trattare 
delle correlazioni nello spazio, di cuí fu data la deftnizione al n. 215, b), 
e di cui il teorema. del n. 216 llimostra l'esistenza. i 

Un ragionamento, perfettamente analogo a qnello tenuto nel n. 217, 
fa vedere ehe ogui correlazione fra lo spazio ~ descritto dal punto P 
(x, y, z, tl, e lo spazio ~' descritto dal piano x' (u', v', w', r'), e rappresen· 
tata da. eqnazioni del ti po 

(1) 

Q1¿' = a u x + a 12 y + a,aZ + a,. t, 
QV' = a2¡x + any + a2SZ + aut, 

Q w' = aSi x + aS2 Y + ass z + as. t, 
Q?" = a" x + auy + a,sz + aH t, 

1 L'eeieteuza di una correlazione nelIo .pazio (correlazioue che muta una Ilgura compoeta dI " punt!, 
__ ' rette, n" piani, In una figura d",.,l4 compo8ta di " plani, n' rette, n" punti) da uua ouova giuetilloazione 
4011 .. !egg. di d", .. Zita .. ello 'Pario (ou. 123, 139). giacché ogui proprietA gra/lca della prima Ilgura trova n· 
-eooutro in una proprieta ¡rra6ca duale della eeconda. 
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dove Q e un fattore di proporzionalita non nullo, e le a u sono sedici co
stanti, costituenti un determinante del quarto ordine 

(2) 

(3) 

A 9= O. 

Risolvendo le (1) rispetto ad a;, '!J, z, t, si ottengono le relazioni 

CJa; == AH u' + Au v' + A3i w' + AH r', 

a t == A16 u' + A 2 , v' + A34 w' + AH r', 

(dove CJ e un fattore di proporzionalita, e le A 0' sono i soliti complementi 
algebrici), le quali determinano il punto P di ~ quando sia noto il piano 
corrispondente ¡t' di ~'. 

Finalmente se, dato un punto R' (a;', y', z', t') in ~', si desidera iI piano 
corrispondente Q (u, v, w, r) in ~, basta seguire il procedimento sviluppato 
in geometría. piana al n. 210; si trovano cosl le formole 

(4) \ t.u. ~iI~':- ~Ii~' :- ~3i~' ~ a~1 t': 
~ tr = aua;' + a2,y' + auz' + Q,u l', 

essendo t un fattore di proporzionalita. 

• 223. Correlazioni involutorie. - .Stabilita una oorrelazione gene· 
rica fra due spazi ~, ~' (clie sllpporremo ora riferiti ad un unico triedro 
coordinato), un punto generico ha due piani corrispondenti di,tinti; secondo 
che quel punto vitln considerato una prima volta ín ~, e t,rasformato me
diante la correlazione diretta K, rappresentata dalle (1), colla quale si 
passa da ~ a ~'; o víen considerato una seconda volta in ~', e trasformato 
mediante la correlazione inversa K -1, rappresentata dalle (4), che conduce 
da ~' a ~. Cío rislllta dalle formole stesse, perche le (1) e le (4) fomí
scono risultati generalmente distinti (e non proporzionali), quando si ponga 
a;' ==;1), y' == '!/, z' = z, ti == t. . 

Si puo chiedere pero se eIJista un punto P == g, tale che i due piani 
¡t' e Q, ad es so corrispondenti mediante K, K-J, vengano a .~oincidere 

in un solo; nel qual caso potra dirsi che quel punto corrisponde doppia
mente a questo piano (cfr. n. 211). Cío accade se le coordinate 11), '!/, z, t 
del punto rendono proporzionali i secondi membri delle (1) e delle (4); 
vale a dire, indicando con k un fattore di propol'ziona; ita non nnllo! se
quelle coordinate l'endono 

a u a; + au y + ai8 z + a u t = k (au Z + Ufl '!/ + aJlz + au t), 

ossia 

(1) 
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La coesistenza di queste equazioni. per valori non tutti nulli di a:, y. 
~, t, esiga l'annullarsi del determinante del sistema, cioe 

{6) =0. 

Si ha qui una equazione di quarto grado in k, la qua.le fomisce quattro 
radici ki , k t , k3, k4' Sostituendo nelle (5), al posta di k, Ulla di queste ra.
dici, e risolvendo il sistema di equazioni che ne risulta, si trova un punto 
{a: : y : z : t) che soddisfa alla condizione richiesta. Dunque: in una corre· 
lazione nello spazio esistono in gene,-ale quattro punti, ciascuno dei quali 
..,orrisponde doppiamente ad un piano. 

Puo darsi pero, in casi particolari, che esista un valore di k il quale 
annulli tutti i minori del terzo ordine, o del secondo ordine, od a.oche 
tutti gli elemeoti del determinante (6). Per quel valore di k il sistema (5) 

equivale, ordinammente, ad un sistema di due, una, o nessuna equazione 
lineare omogenea in a:, y, z, t (annullandosi nell'ultimo caso tutti i coeffi· 
cienti delle (5»); il sistema stesso rappresenta dunque, rispettivamente, una 
retta, un piano, o lo spazio. Vuol dire che il punto generico di quella 
retta, o di quel piano, o dello spazio, gode la pro prieta. richiel:!ta, cioe COl'· 

risponde doppiamente ad un piano. 
Solo il terzo caso ei interessa. Quando es so si presenta, ogni punto 

dello spazio ha dunque un unico piano corrispondenta, sia nella correla· 
zione diretta K, sia nella inversa K-l. Diremo allora che la correlazion~ 

.e involutM'ia (identica colla sna inversa), adottando qui una locuziona che 
fu adoperata in casi analoghi (par es. al n. 211). 

La condizione analítica affinche tale sia la correlazione (1) e, come 
dicevamo, l'esistenza di un valore di k che aonulli tutti gli elementi del 
determinante (6), vale a dire che soddisd alle s.edici relazioni 

(7) a - ka" = O, (i, l = 1, 2, 3, 4). 

a) Ora, se uno almeno, a li, dei quattro elementi principali del deter
minante .A non e nuno, la corrispondente relazione (compresa nelle (7)) 

ei fomisce k == 1; e qU6Sto valore, sostituito nelle altre relaziolú (7), ci da 

(8) (i, l == J, 2, 3, 4). 

Concludiamo che il determinante A della eorrelazione e, in tal caso, 
$immetdco. 

p) Se invece au = a" = a33 = aH = 0, dovra. esser diverso da 
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zero, per la (2), qualcuno degli al tri elementi del determinante A. Sia., per 
es., al! * O. AHora la relazione 

a" - kau = 0, 

compresa nelle (7), ci dice anzitutto che k ed a,! sono diversí da. zero. 
Moltiplicando ora membro a membro la steBsa relazione, scritta BottO la.. 
forma a" = ka,., per l'analoga aH = kau' che e pur compresa fra le (7), 
si ottiene subito 

1.'= 1, donde k=+1. 

La soluzione k = 1 ci riconduce al caso a). La le = -) cí da ínvece 

(8') (i, Z = 1, 2, 3, 4) 

e conduce ad un determinante A emisimmetrico. Anche in geometria piana 
(n. 211) avevamo incontrato, accanto al caso a), questo secondo caso ~);. 

ma avevamo dovuto scartarlo, perche aHora .A aveva l'ordine 3, ed i de
terminanti emisimmetrici d'ordiue dispari sono nulli. Una tale esclusione 
non e piu lecita nello spazio, perche ora .A e del quarto ordine, e non si 
anuuna piu in conseguenza delle sole ipotesi (8'). Dunque: 

Nello 8pazio esistono due tipi, essenzialmente distinti, di correlazioni 
involutorie; il dete1'minante della sostituzione lineare, rappr~Benta,nte la COt'

relazioneJ e simmet1'ico per le con'elazioni del primo tipo, emisimmetrico per 
quelle del secondo tipo. 

Le correla.zioni del primo tipo, perfettamente analoghe a quelle esi
stenti nel piano (n. 212), prendono il nome di correlazioni polari, o pola
rita nello spazio. Le correlazioni del secondo tipo, che non hanno corrí
spondenze analoghe nel piano, diconsi, col MOBIUS (1837), con'elazioni 
nulle (per ragioni prese dalla statica., ove esse trovan o applicazione), od 
anche correlazioni focali. t 

E facile indicare un carattere geometrico, che permetta di distinguere
le correlazioni polarí dalle correla.zioni nulle. Si ricerchi, a. ta.l fine, il luogo
di un punto (x, y, z, t) che appartenga al piano (u', v', w', '1") ad es so coro 
rispondente nella correlazione (1). Supposto di aver riferito i punti ed i 
piani ad un unico sistema di assi coordinati, e scritta quindi la condizione
di appartenenza. di punto e piano sotto la forma (u. 139) 

u'x + v'y + u;'z + t" t= 0, 

si osservi che questa, eseguendo le sostituzioni (1), diviene 

(9) au x, + ... + a" t' + (a'12 + au)xy + (a'3 + a31 )x% oO, 

+ (a34 + a43 )zt = O. 

lUna eorrlopondenza di qU<loto tipo fr& puntt e ¡IIanl el''' gil. .tata eegualata da! GJo~GI!fr lIel 1821;' 
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Nelle ipotesi (8) la equazione atessa rappresenta una superficie del 
eeeondo ordine 

(10) Q,uxt + auyt+ Q,33zt + aHt! + 2au xy + 2a13x~ 
+ 2a l4 xt + 2an yz + 2au yt + 2as4 zt = O. 

Invece, nelle ipotesi (8'), si annullano tutti i coeffieienti della (9), la. 
quale e dunque soddisfattq. delle coordinate di ogni punto deUo spazio. 
Ooncludiamo: 

Nella correlazione polare, quei punti che appartengono ai piani corrí
spondenti costituiscono 'una superficie dí secondo ordine (superficie fondamen
tale della pola1·ita). Al contrario, nella correlazione nulla ogni punto dello 
spazio appartiene al piano che gli corrisponde. 

Le corre)azioni nulle non intervengono nel seguito del corso; crediam(} 
pereio inutile di esporne qui le proprieta, rinviando il lettore, che voglia 
formarsene un concetto, agli es. 16) - 19) seguenti il n. 224. Aggiungiamo 
inveee qualche cenno sulle polarita, che ritroveremo poi nella teoria delle 
superficie del secondo ordine. 

• 224:. Polarita neUA spazio. - Ricordo anzitutto che una polarita. 
nello spazio e rappresentata da quattro re]azioni del tipo 

QU = aux + al2 y + 0,13 Z + al 4. t, 
(1) 

colla condizione 

(2) A =t= 0, 

o dalle relazioni, risolte rispetto alle coordinate di punti, 

1 
o.x. ~H ~ -: ~il ~ ~ ~31 ~ -: ~41 : " • (A ik == A ki) 

oro == Au"" + A 24 V + A34 W + AH r. 

Di due elementi, che si corrispondono in una correlazione polare, e 
inutile dire quale si consideri nel primo, e quale nel secondo dei due spazi 
80vrapposti; si dira. senz'altro che i due elementi sono mutuamente polari. 
00S1, un punto ha un piano polare (determinato dalle (1)), un piano ha un. 
polo (determinato dalle (3)), una retta. r ba una retta polare r'. 

La polarita., che muta una retta r nella retta r', muta ogni punto di 
r (o di r') in un piano passante per r' (o per r); dunque, dí due rette 
mutuamente polari ciascuna e il luogo dei poli dei pianí passanti per l'altra. 
Mentre un punto descrive la retta r, iI piano po)are ruota intorno aUs. 
retta r', generando un fascio proiettivo alla punteggiata su r. 
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In modo analogo si dimostrano i teoremi (cfr. n. 212): 

Se di due punti iZ secondo ap
partiene al piano polare del primo, 
il primo apparterra al piano polare 
del socondo; i due punti diconsi co
niugati, o reciproci, nella polarita. 

Se di due piani il secondo passa 
per il polo del primo, il primo pal
sera per il polo del secondo; i duo 
piani diconsi coniugati, o reciproci, 
nella polarita. 

Un punto e autoconiugato se esso appartiene al proprio pian~ polare; 
-ora abbiamo visto, al n. 223, che it luogo dei punti autoconiugati nella po
larita (1) e la luperftcie del Becondo ordine (superficie fondamentaZe della 
polarita: 

(10) a11 Xl + au y2 + a'33 Z2 + aH t2 + 20,12 xy + 2 a 13 xz 

+ 2a14 xt + 2a23 yz + 2au yt + 2aa4 zt == O. 

Dllalmente un piano e a1¿toconiugato se esso contiene il prop~io polo. 
Per determinare l'inviluppo dei piani autoconiugati, si scriva la solita con
dizione di appartenenza di punto e piano u:r + vy + wx + rt = 0, ed 
in essa si sostituiscano, al posto deHe coordinate (x, y, z, t) del polo, le 
loro espressioni (3). Fatti i calcoli, risulta l'equazione 

(11) Au u 2 + A 22 Vi + A 'l3102 -t- Au r t + 2 A12 uv + 2 A13 u10 

+ 2 A14 ·ur + 2Auvw + 2A24 vr + 2Aa4 1Or== 0, 

rappresentante un inviluppo di seconda clasae. Dunqtie: i ' p'iani autoco
niugat'i, itL una polarita nello spazio, costituiscono 1tn inviZuppo doppiamente 
infinito di seconda classe (invilllppo fondamentale della polarita). 

Vedl'emo poi tra poco ehe, viceversa, uua superficie di secondo or
dine, od un in viluppo doppiamente infini.to di seconda classe, determinano 
in generale una polarita di cuí queHa superficie, o questo Íllviluppo, sono 
fondamentali. .. 

Esereizi. 1. - 1) Una collineazione tra due spazi, la quale abbia come punti 
uniti i vertici di un tetraedro reale X Y Z T, e rappresentata da equazioni (cano
niche) del tipo 

(1) ?Xl = a:JII, pyl = by, pZI = cz, pt l = dt, 

quando i punti dei due spazi si rifel'iscano ad un llnico sistema di coordinate 
proiettive avente quel tetraedro come fondamentale; a, b, e, d son costanti. 

2) La collineazione (1) non ha' altri punti uniti se a, b, e, d sono distinta 
fra loro. Ma se a = b, ogni punto (x, y, O, O) dello spigolo X Y e unito, ed e 
pure unito ogni piano AX + f.Ly = O passante per lo spigolo opposto ZT. Si ha 
cosI un esempio di collineazione assiale; le rette congillngenti punti omologhi 
segano quest'ultimo spigolo, mentre le rette intersezioni di piani omologhi segano 
lo spigolo X Y. 

3) Si Bupponga ora che lIia a = b, e = d, a::f: e; son o aliora uniti tutti i 
punti e tutti i piani appartenenti all'uno, o all'altro, dei due spigoli X Y, Z T, e 
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ai ha una oollineazione biassiale. Ogni retta oongiungente due punti omologhi llega 
i due spigoli nominati in altri due punti, che con quelli formano un birapporto 

costante ~ (caratteri,tioa); la proprieta. duale sussiste per la retta intersazione di 
e 

piani omologhi. 
4) Le proprieta enunciate permettono di costruire facilmente una collinea

zione biassiale determinata da due Rssi X Y, Z T, reali e sghembi, e dal valore 
della oaratteristica. Si esamini, in particolare, il caso che sia a = - C; aliora 
le equazioni della collineazione pOSllono scriversi sotto la forma 

pz'=z, py'=y, p.e'=-z, pt'=-t, 

e la collineazione e involutoria (collineazione biassiale armonica). Si oonsiderino 
inoltre i casi metrici che si presentan o quando i1 sistema di coordinate e car
tesiano ortogonale. 

5) Se nelle (1) (et!. 1» si ha a == b = e :t: d, la co11ineazione, le cui equa
.zioni possono scriversi sotto la forma. 

px' = z, py' = y, p.f' =.e, pt' =- kt, 

-e un'omologia col centro (O, 0, 0, 1), col piano t = 0, e colla caratteristica k 
(ofr. n. 2H5). Se, in particolare, k == - 1, Pomología e armonica (cfr. n. 209, es. 7», 
e fornisce un secondo tipo di collineazioni involutorie dello spazio. Si consideri, 
in particolare, la ipotesi che il tetraedro fondamentale abbia una delle sue facce 
(la. t = 0, oppnre la z = O) all'infinito, nel qual caso le coordinate diventano 
cartesiane. 

6) In coordinate cartesiane omogeDee una omología, il aui centro cada Del
l'origine, ha eqnazioni del tipo 

pz'=z, py'=y, p.'==-e, pt'=ax+by+c.+dt. 

QuaPe il piano d'omologia'l Qual'e la condizione perche il detto piano passi pe:r 
il c~ntro d'omologia, 0 la omologia sia 8peciale' 

7) Ogni collineazione involutoría dello spazio e una omologia. armonica, o una 
oollineazione biassiale armonica. [Sia K la collineazione involutoria, a siano AA', 
BB', ... coppie di punti distinti corrispondenti. Le rette AA', BB', ... sono 
unite. Se si segauo a due a due, si ha una omologia (n. 220) armonica. Se in
vece due di eSBe son o sghembe, assumendo il tetraedro .A A' B B' come fonda
mentale di un sistema di coordinate proiettiv.e, le equazioni della collineazione 
a~sumono la forma 

p~' =~ ay, py' == b X, P.f' _ ct, pt' = de, 

dove ab = cd, perche devono eoincidere i punti eorrispondenti al punto (1, 1,1,1) 
• in K e in K-l. Mediante una trasformazione conveniente di coordinate, che al

teri solo il punto unitA, quel1a equazioni si mutano nelle seguenti : 

p X' = Y, P Y' =- + X, p Z' == T, P T' = + Z, 

dove vanno sceIti i segni superiori 8tI ah = cd > 0, gli inferiori nel caso opposto. 
In ambedue i casi si ha una collineazione biassiale armoniea, la quale, nel primo 

22 - G, CAMTKLI<UOVO, Lui",,' di G.om.trilJ IJnal'""", 



338 PARTE HI, OAP. VI, N. 224 

ca80, ha due a88i reali (X = Y, Z = '1'), (X = - Y, Z = - '1'), e nel secondo 
due a8si immaginari (X = i Y, Z = i'1'), (X = - a Y, Z = i T). 

n. - 8) In una collineazione tra due spazi ~, ~', non affini, ogni punteg
giata di ~, parallela al relativo piano limite, e simile aUa punteggiata corrispon
dente di 11'. Ed in infiuiti modi si possono costruire punteggiate corrispondenti 
uguali. Un piano di 11, parallelo al relativo piano limite, e affine al piano cor
rispondente; e vi son due posizioni di quel piano per cui l'affinita. riesce equi
valente. In generale non e8istono pi8Ui corris]londcnti simili; se, in casi partico
la1'i, ne esiste una coppia, ne esistono infinite; alIora si possono costruire piani 
corrispondenti uguali; e spostando lo spazio 11', rispetto all0 spazio~, si puo ot
tenere che la collineazione diventi una omologia (cir. n. 209, es. 13), 14». 

9) L'affinita tra due spazi 11, 11', riferiti a due triedri ortogonali corrispon
denti, ha equazioni del tipo 

x' = Lx, y' = my, ::' = n~. 

Un segmento di 11 ha col corrispondente di 11' un rapporto che dipende solo dalla 
direzionl' (cos IX, cos ~, cos y) del primo segmento. Qual'e questo rapporto' quaU 
80no le direzioni per cui il rapporto vale l' Si tro\'era che le rette uBcenti dalla 
origine di 11, sostegni di punteggiate nguali aUe corrispondenti in 11'. formano 
il cono dj. secondo ordine 

(l' -- 1) xl + (m2 
- 1) y! + (n2 - 1) ¡¡! = O. 

cono immaginario se i tre coefficienti hanno lo stesso seguo, reale in caso oppo 
sto, spezzato in due piani se uuo dei coefficienti si annulla; nell'ultima ipotesi, 
ciascuno dei due piani e uguale al piano corrispondente. Si dimostri inoltre che 
ciascuno dei due piani 

(dove si puo supporre l ~ ?n :> n), e ciascuno dei piani paralleli in 11, e simile 
al corrispondente piano in 11'; il rapporto di similitudine vale ,no 

10) Riferiti due spazi affini 11, ~, ad un nnico sistema di coordinate ortogo
nali, e 8critte le equazioni del!l\ affinitA sotto la forma 

x' = IXI X + IX2 Y + IXa Z + a, 

y' =- ~l X + ~% Y + ~3 Z + b, 
11' = y¡x + yzy +Yaz + e, 

si osservi che le condizioni affinche l'affinita. muti il cerchio aBsoluto (t,.. 0, 
.1 + !l --1.- Zl = O) in se stesRo sono 

IX,! + ~l + Yi! =~, a.;IX, + ~i~' + YiY, =- O, (i, l = 1,2,3) 

dove k e una costante; il determiD&nte dei coefficienti di x, y, z vale k3 • Sod
disfatte quelle condizioni, ogni segmento di ~' ha col segmento corrispondente 
di 11 il rapporto costante k; l'affinita. e dunque una similitudine, e precisamente 
una uguaglianza se k = 1; nell'ultimo caso le formole scritte coincidono con quelle 
per la trasformazione ortogonaJe di coordinate (n. 100, es. 2». La similitudine 
(od uguaglianza) e diretta od inversa, secondo che k e positivo o negativo. 
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11) Nell'uguaglianza diretta. tra ~ e ~' pub esistere un punto unito reale e 
proprio U, nel qual caso esiste una retta a reale, uscente da U, i cui punti sono 
tutti uniti; facendo ruotare uno dei due spazi intorno ad a, di un angolo conve
niente, si ottiene la sovrappoeizione delle figure omologhe. Nella ipotesi opposta, 
esiste sempre almeno una retta reale propria unita u, sulla quale la corriepon
denza tra ~ e ~' subordina una uguaglianza diretta. Applicando ad uno dei due 
spazi un movimento di traslazione nella direzione a, si pub ottenere che le due 
punteggiate uguali eopra u si sovrappongano, e si ricade nel caso precedente. Dun
que: «Una figura nello spazio pub sempre esser portata a coincidere con una se
conda figura, direttamente uguale ad essa, mediante una traslazione parallela ad 
una retta determinata, seguita da una rotazione intorno aquesta retta., o, bre
vemente, «mediante un movimento elicoidale intorno alla retta.. Si puo anche 
dire: e ogni movimento nello spazio puo essere sOlltituito da un movimento eli
coidale intorno ad una retta determinata. (MOZZI, CBASLES); il segmento cho mi
sura la traBlazione, o l'angolo che misura la rotazione, si annnllano in casi parti
colari. La retta nominata dice si a,se del movimento elicoidale ; scegliendola come 
asse e, le relazioni che legano l'antica e la nuova posizione di uno stesso punto 
si presentano sotto la forma o) dell'es. 1) che legue il n. 100. 

12) 1 segmenti .A A', B B' , .... che congiungono punti corrispondenti di due 
figure direttamente uguali, hanno proie'llioni ortogonali uguali sull 'asse, tl vengono 
proiettati dall'asse sotto angolo costante. 1 punti medi A o, B o, ••• dei detti seg
menti formano una nuova figura, che corrisponde alle due primitive in due affinita. 

13) I segmenti congiungenti punti omologhi di due spazi, o di due figure, 
inversamente uguali, banno i loro punti medi sopra uno stesso piano, o riuniti in 
un punto. Nell'ultimo caso le due figure sono simmetriche rispetto a questo punto; 
nel primo caso l'una .figura puo porsi in posizione simmetrica all'altra, rispetto 
a quel piano, mediante una rotazione intorno ad un asse normale al piano, o me
diante una traslazione in una direzione parallela al piano. 

IIl. - 14) Una correlazione tra due spazi ~,~', la quale muti i vertici di 
un tetraedro, considqsti in ~, nelle facce opposte, considerate in ~', e una po-

. \ 

larita; assunto il tetra-edro come fondamentale in un sistema di coordinate proiet-
tive di punti e piani, le equazioni della correlazione prendono la forma 

pu' =- ax, pv' ~ by, pw' = 011, pr' = eH, 

don a, b, e, el sono costanti (cfr. n. 214, es. 7». 

(1) 

15) Una correlazione nulla e definita. (n. 223) da. equazioni del tipo: 

('u = 

('v= - auz 
auy + a i3 • + au t, 

+a.se + aut, 
pw= - aux - ataY 
p r = - al.4 x - au y - a3~ e, 

nell'ipotesi che il determinante dei coefficienti (au al, - a iS a" + a u a23 )t aia di
verso da zero. Il piano 7t, che corrisponde al punto P (x', y', z', t'), ha, in coor
dinate variabili z, y, z, t, l'equazione 

(2) a u (;¡;y' - z'y) + Ilu (xz' - x'z) + a i , (xt' - x't) + an (y e' -- y. e) 

+ au (1ft' - y't) + aS. (et' - z't) = O; 
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il piano pass a per il puntu P, e dicesi piano polar~ del punto (polo) P nella 001'

relaliÍone nuIla. Se il punto P descrive una retta r, il piano 1t ruota intorno ad 
una retta r ' (polare di r). generando un fascio che e prospettiTo alla punteggiata 
lIopra r, se r ed J" Bono sgllembe .... Due rette polad, in una correlazione nulla, 
o sono sghembe, o ooincidono.. NelJ'ultimo caso r dicesi direttrio~ della corre
lazione nulla; ogni punto di r ha come polare un piano passante per r, e vice
versa. .: Ad ogni puuto P, o ad ogni piano 1t, appartengono infinite direttrici for
manti un fascio, il cm piano, o il cui centro, corriaponde nella correlazione al 
punto P, o al piano 1t,.. L' insieme delle infinite direttrici di una correlaúone 
nulla dicesi complesBo lineare di rette; El questa la prima forma che si presenta 
nella geometría dello spazio rigato. La. condizione perche la retta congiungente 
i due punti (z, y, _, t), (z', y', e', t') aia direttrice della oorrelazione (1), e 8spressa 
dal verificarsi della (2). 

16) Al piano all'infinito corrisponde, nella correla,;ione nulla, un punto im
propl'Ío 0 00 , centro della oorrelazione. Ogni retta 8 condotta per 0 00 (diametro) 
ha come polare una l'etta impropria B'oo, e contiene quindi i poli di tutti i piani 
paralleli passanti per s' oo' In particolare i piani normali ad uno, e quindi ad 
ogni diametro hanno i poli sopra un particolare diametro, che dice si a886 della 
oorrelazione nulla. Partendo dalle equazioni di questa, si troviuo le coordinate 
del centro e le equazioni dell'asse. 

17) Assunto I'asse di una correlazione nulla come asse e di un sistema car
tesiano ortogonale, le equazioni della correlaúone prendono la forma 

(1') pu -= ay, ptl = - az, ptO = bt, pr = - bz; 

quin di l'equazione non omogenea del piano polare del punto (x', y', z') e 

(2') (zy' - x'y) + k(e - z') = 0, 

ed e pur que sta la. coudizione perche la retta oongiungente i due punt.t (x, " e), 
(z', y', e') sia direttrice. L'equazione (2') non si altera se al triedro Jegli assi 
8i applica una traslazione parallela all'asse e, od una rotazione intorno all'a.sse e; 
cio si .erifica, sia eseguendo la relativa trasformazione di coordinate (che, ad ell., 
nel primo caso e rappresentata dalle formole z == Z + h, e' = 2' + h), sia ba
dando al significato geometrico dei binomi z~/' - z'y, z - e', il primo dei quali 
esprime il doppio della proiezione dí un'area triangolare, ecc. Segue che la coro 
relazione nulla non e alterata ne da una traslazione parallela all'ilsse, ne da una 
rotazione intorno all'asse, ne, in genera.le, da un movimento elicoidale intorno 
a11'8sse. In altre parole: «un movimento elicoidale intorno all'asse, che porti un 
punto P in una nuova posizione P', sovrappone i1 piano polare di P al piano 
polare di P':.. Una qualsiasi retta. perpendicolare al1'asse puo dunque scegliersi 
come aS8e coordinato X. Preso su quellta retta il polo (x'. 0, O), il piano polare 

k 
ha, (2'), l'equazione fJ ~ ... e; esso pass a per 1'a88e z, e forma col piano xy un 

~ 

z' 
diedro ti) tale che tg (&) = Ji (a8sumendo come positiva la rotazione che porta il 

piano zy a coincidere col piano ze). «Mentre un punto P descrive una retta pero 
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pendicolare a11'asse di una correlazione nulla, il piano polare- 1t di P mota in
torno a que11a retta (che e una direttrice), ed il rapporto Ira la distanza di P 
dall'asse e la tangente del diedro, che 1t forma con un piano normale a11'asse, 
conserva un valore costante k,. (MOBIUS). La correlazione nulla e pienamente de
termiollta quando sia noto l'asse ed il valore della costante k. 

18) «Ad ogoi spostamento di una figura nell<> spazio e co11egata una deter
minata. correlazione nulla., che ha per asse Passe del movimento elicoidale atto a 
produrre quello spostamento (es. 11»; nella correlazione il punto medio del seg
mento, che congiunge le posizioni iniziale e flnale di uno stesso punto mobiIe, ha 
come polare il piano perpendieolare al detto segmento nel punto medio nominato. 
(CHASLES). Se 

:1: = X C08 ep - y sen ep, y = X sen q:> + y "'cos!p, z = Z + e 

sono le relazioni che legano le posizioni iniziale e flnale, ed (:1:0, Yo, .0) e il punto 
medio del segmento che le congiunge, il piano polare di esso ha l'equazione 

che deflnisce appunto la correlazione nulla. 



, 



PARTE QUAHTA. 

Curve di secondo ordine 

OAPITOLO l. 

Polarit! deftnita dalla curva. 

221}. Cenno storteo. - Piu volte nel nostro corso ci accadde dí no 
minare curve del secondo ordine. Tutti i metodi proposti per lo studic 
della geometria piana portarono il loro contributo aUa teoría di queste 
curve, la quale puo collocarsi tra le piu perfette della Matematica. Accen· 
niamo ai vari aspetti che la detta teoría successivamente assunae. 

1) 1 geometri greci defini vano le curve di secondo ordine come sezion1 
piane del 0011.0 ciroolare, proiettante un cerchio da un punto esterno al 
flUO piano, vale a dire come curve prospp,ttive di un cerchio; di qua il 
nome di sezioni coniohe, o brevemente coniche, con cui le dette curve ven· 
nero indicate dai greci, nome che noi pure auotteremo. Le restrizioni re· 
lativa alla natura del cono, od alla posizione del piano secante, che im· 
ponevano MENEÓMO (IV secolo av. Or.) ed EUOLlDE (verso il 300 av. Or.), 
fmono toIte da ApOLLONIO (verso il 200 av. Or.), il quale, nella sua grande 
opera sulle coniche (in otto libri, di cuí sette flono pervenuti a noi), espose 
la maggior parte uelle proprieta. tuttora note di quelle curve, e propose 
i nomi di ellisse, parabola ed iperbole, per designarne le varie specie. 

2) ApOLLONIO deduceva dalla generazione delle coniche una proprieta. 
che, tradotta coi simboli moderni, equivale ad una eqnazione di secondo 
grado ira le coordinate cartesiane di un punto descrivente la curva. E poi 
che, inversamente, ogni curva rappresentata da una. equazione di secondo 
grado in coordinate cartesiane puo riguardarsi (quando abbia punti reali) 
come sezione piana di un cono circolare, si definirono, in seguito a. FERMAT 
e DESCARTES (1637), le coniche come ourve del seootWo ordintJ (n. 43). 

3) Introdotta sul principio del 8ecolo XIX la nozione di corrispondenza 
proiettiva, dalla nota generazione del cerchio mediante une faBcl uguali 
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di rette (n. 177), segul subito che ogni conica, proiezione di un cerchio, 
poteva riguardarsi come luogo delle inter8ezioni di rett~ cOl'rispondenti 
in due fa8ci proiettivi. Sussiste pure la proprieta inversa; quindi quella 
generazione puo essere assunta come definizione delle coniche. Oosl fecero 
STEINER (nel 1832) e OHASLES (pres80 a poco nella stessa epoca) dedu
cendo da essa, per via sintetica, tutte le propriem delle dette curve. L 

4) Nel piano di una conica, ad ogni punto corrisponde una determi
nata retta, polare, di cui si trova cenno in ApOLLONIO, e di cui si occu
parono DESARGUES (1639) e DE LA HIRE (1685). La correlazione polare, 
che lega le posizioni del punto e della retta, considel'ata da. PONOELET e 
GERGONNE (fra il 1810 e il 1820), fu definita. da STAUDT (1847) senza 1'1-
correre alla teoria delle coniche (cfr. n. 212). Egli vide che illuogo di un punto 
appartenente alla propria retta polare e sempre una conica, e fu quimli 
condotto a definir le coniche come curve fondamentali delle polarita piane, 
offrendo cosl una ulteriore deftnizione di quelle curve, che presenta, sulle 
altre due definizioni sintetiche, il vantaggj.o di comprendere anche le co
niche immaginarie.2 

Noi pero, disponendo delle coordinate, ricorreremo alla definizione ana
lítica, che permette di ritrovare nel modo piu. -8t\~lice tutte le proprieta 
delle coniche. 

226. Deftnizione delle eoniche. - Noi adunque intendiamo per co
nica il Iuogo dei punti, realí o immaginari, soddisfacenti, colle loro coor
dinate eartesiane (ortogonali od oblique) x, y, ad una equazione di secondo 
grado a due variabili. L'equazione puo contener e tre termini di secondo 
grado (Xl, xy, y'), due termini di primo grado (X, y), un termine noto. La 
scriveremo cosl: 

le sei quantita a,,, sono coefficienti costanti che supporremo realij alcune 
possono anche esser nulle.3 

Talvolta ci converra trasformare la (1) in coordinate cartesiane omo-

genee, il che si fa. 

tiplicando per z!; 
conteo. 

sostituendo, al po sto di x, y, i rapporti ~, '!{, e mol-. z z 
otteniamo cosl l'equazione cartesiana omogenea della 

1 Cfr, ad es, la O.o_na. d, po.izi<nw di RzYll, 

• Si veda la G.om.ena. di poliziom di STAUDT, le L,zitmi di Geomári4 proie!tio. dell'ENRIQUEB. ' _. 
• La nota.ione a doppio indice adottata per I ooelllcientl, ed n fattore I premeaso .d Iolcuni di quell1. 

cIovano a dar mag¡¡iore aimmetria Iolle formole. 
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la. quale si presta a. rappresentare anche i punti impropri della curva.' 
Ponendo 1 nella (1') al posto di le, si riproduce la. (1).' 

227. Esempi di eoniehe. - Par seguire sopra figure la teona che 
esporremo ricordiamo che il cerchio e una particolare conica. (n. 48); tali 
sono pure la. ellisse, la parabola e la iperbole (n. 62). 

Anche l'insieme di due rette 

ax + ~y +y== O, a' ir + W y + y' = O 

e una curva del secondo ordine (degenere) rappresentata dalla equaz one 
(n. 43) 

«Xx + ~y + y) «X' x + W y+y') == O; 

e viceversa, se il primo mem bro della. (1) e il prodotto di dne polinomi 
lineari in x, y, la. linea. corrispondente e una coppia di ,·ette. Le due rette 
possono eventualmente coincidere, e si ha a.nora. la. retta doppia. 

Avvertiamo inftne che una conicll., secondo la nostra deftnizione, pub 
non possedere alcun punto reale (come ad es. la curva x' + y' + 1 == O), 
o possederne uno solo (come la curva X2 + yl = O; cfr., per il cerchio, 
il n. 48). Tali curve immaginarie presentano in certe questioni lo stesso 
interesse delle curve reali; in altre, quando ad es. si tratti di costruzioni, 
saranno lasciate da parte. 

228. Numero dei puntl ehe indivlduano una eontea. - Ci propo· 
niamo ora di deduue dall'equazione di una conica le principali proprieta 
della curva. Oominceremo a studiare le pro prieta proiettive (Oap.I e TI), 
dalle quali se¡tuiranno facilmente le proprieta metriche. 

Osserviamo anzitutto che l'equazione 

(1) aHx! + 2 auXY + auy' + 2 als:t:+ 2 a2s Y+ ass = O 

di una conica , dipende da sei coefficienti aH) ... , ass' o, meglio, dai cinqu~ 
rapporti di cinque di essi al rimaneute, poiche tutta l'equazione puo divi· 
dersi par questo, 'supposto non nullo. Begue che una conica puo assog· 
gettarsi a cinque cóndizioni, traducentisi in altrettante equazioni indipen
denti fra i detti rapporti. Bupponiamo, ad es., che siano dati cinque punti 
(x, ,Yi), dove i == 1, 2, ... 5, per cuí la conica (1) debba passare. Dovranno 
aHora esser soddisfatte le cinque equazioni di condizione 

al! x,! + 2 att:f, y, + (In y,! + 2 aux, + 2 (l2SY¡ + a33 == O, 

• La (1') fa ved"re che gil Indiol l. 2. 8 afljaa! ai coeflicienti 80no legati rl8pettivameDoo aUe vaMllbill 
"'. r, z, di guisa che ciaacnn eoeftlcieooo ha gil indid relativl alle doe vllriabill Pflr cni viene moltipllcato; ad 

..... ....... = a.-. ... , a .. <"'11 + y .. ) =2"""'11. eco. 
I Rlcordaodo che il grado di una equazione non muta col p .... a!!'gio da coordinate c8rteslane a prolet

*In. potremo dire che la (1), o la (1'), rappre ... ntano plll'fl una conica, quando le variabili 8i rigu..rdino come 
eoordinate proiettive non omogen .... od omogeoee • . 
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le quali sono lineari ed omogenee rispetto ai coefticienti incogniti aw ... ., a ss•1 

Queste equa.zioni individueranno in generale i mutui rapporti delle ineo· 

guite; ossia forniranno sei valori proporzionali ad a", ... , a38, valori che, 

sostituiti nella (1) al posto dei eoefticienti, daranno l'equazione della conica 

richitlsta. Dunque: 
Per cinq'lUl punti tUl piano pasta ,empre wna conica, ed in generale 

una Bola.' 

Osserv8ztone. - La dE'ttft cODiea e unica, Ile le cinque equazioni di condi· 

zione Ilono indipelldenti. Mil. S& una di eS8e e conseguenza delle a.1tre qua.ttro, allora 

lIuccede che ognuna delle inftnite coniche pa.ssanti per certi qua.ttro A, B, O, ]) 

dei punti dati, passa per il quinto E. Ora cío non e possibile se quei quattro punti 

sono vertici di un quadraugolo, perche allora le due coniche composte, l'una delle 

rette A B, e D, l'altra. delle rette ..1.0. BD, non hanno un quinto punto E comune. 

E nemmeno cio succeda se i tre pUllti A, B, e II.ppartengono arl una ratta, non 

contenent.e ne D, ne E, perche una. conica. composta di quella retta, e di una 

seconda retta condotta par D, mil. non per B, passa per i primi quattro punti e 

non p&r il quinto. Ma se qua.ttro almeno dei cinque punti sono t.lIineati, aHora 

esistono infinite conicbe (spezzate in 9uella retta, e in una retta arbitraria. par il 

punto rimanente) le quali contengono i cinque punti. Duuque: la conica nOllt'· 

nata nell'munciato precedento e unica, traune »el calO che q'uattro almeno dei 

ringuo punti riano allineati. 

229. Intersezioni eon una retta. - La ricerca delle intersezioni della. 

conica (1) con una retta conduce a risolvere iI sistema formato nalla. (1) 

coll'equazione lineare della retta.; se questa si risolve rispetto ud una. 

variabile, ad es. rispetto alla y, e si sostituisce nella (1) il valore trovato 

a.l posto di y, si arriva. in fine ad una equazione di secondo grado nella 

sola :e. Begue di qua che le intersezioni cercate sono due (cfr. u. 45). 

V olendo esaminare tutti i casi a cui il problema pub dar luogo, supo 

poniamo che la retta. in questione sia. l'asse delle :e, lJJ = O); a. questa 

ipotesi ogni altra pub ridursi, pur di eseguire una. trasformazione rli coor· 

dinate, che non altera il grado della (1). 

Posto y == O nella 

(1) au:e' + 2 au:ey + auY! + 2 a I3 :e-f- 2 a!3Y + a n = 0, 

otteniamo 

(2) 

1 A..d es .• la .... ndbnone perch#J la oonlea (1) puel per l'origine (O, '1 e Gil = O. 

• Se dol oinqne pllnti dile cadono n.i pllD$i oto1iel, a¡ ha come coronarlo me~rioo (n. 129, O".) 11 noto 

_rema : P'" Ir. 1"''''' pIUlO U" .... cllio. 
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equazione che da due · valori 

. _ - ala + V' o,IS' - au aS3 
X O x 2 - , 

aH 

ascisse delle intersezioni della. conica coll'asse x. Queste Bono realí e di
stinte, reali e coincidenti, o immaginarie coniugate, secondo che au 1- a u asa 
e maggiore, uguale o inferiore a zero. 

Se pero nella (1) e aH = 0, la (2) si abbassa a primo grado, e fornisce 

per x un solo valore x = - _2a33 
; ma, ricorrendo allora all'equazione omo-

a13 

ganea (1') della conica, si trova (per 11 = O), in luogo della (2), l'equazione 

(2') au X2 + 2 ata xz + a33 z
2 = 0, 

che riman e di secondo grado anche quando a11 = O, e fornisce, in questa 
ipotesi, le due soluzioni 

(!!..=-~) 
z 20.13 ' 

(x arbitrario, z = O). 
La prima definisce il punto prop"io gia noto, mentre la. seconda da il punto 
all'inflnito dell'asse x, che appartiene pure, nel caso presente, aIla conica. 
Similmente, se a u = a13 = 0, la. (2) da, in generale, un assurdo, mentre 
la (2') diviene aS3 z' = ° e fornisce (se a33 :::f: O) Z = 0, x arbitrario; le due 
intersozioni della conica coIl'asse x coincidono nel punto aIl'infinito del 
detto asse. 

Le due ipotesi ora esaminate rientrano dunque, sotto l'aspetto proiet, 
tivo, néIla teoría generale. L'unico caso di eccezione si presenta quando 
ah = a13 = a S3 = 0, perche aHora la (2), o (2'), diviene una identita, e sod
disfatta da tutti i v.alori deIle incognite. Vuol dire che ogni punto delo
Passe x appartiene alla conica. lJ'altronde, in queste ipotesi, l'equazione (1) 
si riduce alla forma 

y (2 ah x + 022 Y + 2 a 23 ) = 0, 

e quindi la conica si spezza nelle due rette 

y=O, 2a12x+a2~y+2a23=0. 

Estendendo ad una retta qua.lsiasi del piano i risultati ora ottenuti, 
concludiamo: 

Una retta sega una conica in due punti, che possono esser reali e di
,tinti, ,'eaU e coirwidenti, o immaginari coniugati; a meno che la "etta non 
abbia piu di due, e quindi inflniti pttnti comuni colla conica, nel qual caso 
q1~,esta si spezza in quella retta e in una seconda retta (che potrebbe even, 
tualmente coincidere colla prima). 

Secondo che si presenta il primo, il secondo o il terzo dei tre casi 
enumerati nella prima parte dell'enunciato, la retta dícesi secante, tangente 
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od esterna (non secante) rispetto alla. conica. E se e tangente, l'unico punto 
che essa ha in comune colla curva dicesi punto di contatto. Nel piano di 
una conica reale, non spezzata in rette, esistono rette ~ecanti, tangenti 
ed esterne; e le tangenti rientrano, come risultera. in seguito, nella defi· 
nizione che fu data al n. 47, partendo da concetti alquanto diversi. 

Ma se la conica e tutta. immaginaria, o si spezza in due rette. mano 
cheranno alcune delle famiglie di rette sopra nomínate. Cosl ad es., se la. 
conica si compone di due rette reali uscenti da un punto 0, ogni retta 
del piano e secante, tranne le rette del fascio 0, che figurano come tan· 
genti secondo la nuova definizione (mentre non soddisferebbero all'antica 
definizione di tangente). i 

230. Le tre speeie di eoniehe. - Abbandonando per un momento 
i1 campo proiettivo, cerchiamo le intersezioni di una cOJl.f:ca colla retta 
all'infinito. Scritta percio l'equazione della curva in iQordinat~ ~ cartesialle 
omogenee 

Ir t 
(1) allz

t + any! + a33 z2 + 2 aazy + 2 a 13 XIJ + 2 auYz = 0, 

poniamo in que sta. ~ = O. Troviamo' 

(3') 

donde si trae (se 0,11 * O). 
!!... _ - al! ± Va;12! - 0,11 an 
y 

Si hanno qui i rapporti delle prime due coordinate omogenee di due pnnti 
impropri. Questi sono reali e distinti, reali e coinciclenti, o immaginari 
coniugati, secondo che l'espressione au ! - 0,11 0,22 e positiva, nulla, o ne· 
gativa. 

Ora una conica dicesi ellislle, quando non sega in punti reali la retta 
all'infinito; parabola, quando la sega in due pnnti coincidenti, vale a dire 
quando la tocca in un punto; iperbole, quando sega quella retta in due 
punti reali e distinti. 3 Data l'equazione (1), o (1'), di una conica, si puo 
subito assegnarne la specie in base al seguente criterio, do ve la espres· 
!Sione sopra. lluUlinata apparisce col segno cambiato: 

I 
> O ellisse, 

all a.! - al: = O pa1'abola, 
< O iperbole. 

1 Queata oontraddildone. Iimlt.tA ad un caeo particolarl •• hoo, generalmente .eartato, nOD dI\. mai 1no&. 
ad eqnivoci. • 

• L'eqoazione qui .critta, pres .. lsol .. tameute, r .. pprea.nta J. do. rett~ proletlauti dan'origine I pnnll 
a1J'iullnito della curva; presa inlli.me colla, = O, detlnisce 1 punti all'mflnito richi.oU. 

Queste d.flnizioul .1 aecordauo con quello del U. 1i2. come il ¡etto .. potrl> vori1lcare aJlplicando U 
criterio or .. ItAbiJito a1le eqnazioni ivi considerate. 
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La condizione per la parabola puo anche esprimersi dicendo che il 
trinomio formato coi termini a secondo grado dell'equazione cartesiana 
non omogenea (1) dev~ essere un quadrato perfetto. 

Le tre specie di coniche hanno le identicke proprieta. proiettive, sicche 
non óccorrera trattarle separatamente finche rimarremo nel campo proiet· 
tivo; differiscono invece sia per la forma, sia per ta]une proprieta me· 
triche. i 

Esereizi. - I. 1) Scrivere le equazioni delle coniche passanti per i seguenti 
gruppi di cinque punti: l\) (O, O), (2, O), (O, - 3), (1, 1), (1, - 1); b) (1, O), 
(0,2). (2,3); punti all'infinito degli aesi x, yj e) (O, O), (1, O), (O, - 3), punti 

all'infinito delle due bisettrici degli angoli xy. 
2) Le coniche dell'es. 1) Bono ellissi, parabole, o iperboli' 
3) Determinare le intersezioni della conica X2 + 2xy - y2 + 4x - 6y..J.. 3 = ° 

togli assi coordinati, colle rette x + 1 = 0, x + y - 2 = 0, colla retta all'infinito. 
4) Scrivere la equazione di una parabola passante per i punti (1, O), (2, O), 

(O, 1), (O, 4); quante soluzioni ha il problema' 
5) Qual'e lá condizione perche la conica a u x! + ... = ° sia tangente all'asse x, 

o all'asse y' quaU Bono le condizioni perche il punto di contatto abbia coordinate 
assegnate «(X, O), o (O, ~)'1 quali condizioni perche la conica tocchi la retta alPin
finito in un dato punto «(X, ~, O)' 

6) In particolare, como si presenta. l'equazione di una conica che tocchi nel
l'origine l'asse x, o Passe y? e la. equazione di una conica che tocchi uno degli 
&ssi nel punto all'intinito' 

7) Scrivere la eq uazione di una conica (iperbole) che passi per i pUl1ti (O, 1), 
(O, 3), (2, 2), e tocchi Passe x nel punto all'innl1ito. 

8) Sc~vere la equazione di una parabola che passi per i punti (O, O), (2, O), 

{O, 3), e tocchi la retta all'infinito nel punto situato sulla bisettrice dell'angolo ;y. 
9) Dimostrare che la equazione di una conica tangente agli a8si :1), y nei loro 

punti aH 'infinito, vale a dire di una iperbole avente come asintoti 2 gli aa si coor
dinati,si presenta sotto la forma 2au :l1Y + a33 = 0, ossÍa xy = costante (cfr. n. 63, 
es. 2». Quale proprieta ne segue relativamente al parallelogramma formato dalle 
coordinate di un punt-o' 

10) Dimostrare cbe una parabola, la. quale passi per l'origine torcando ¡vi 
l'asse y, e toccbi la retta aH'infinito nel punto all'infinito dell'aese x, ha una 
equl1zione del tipo a22 y2 + 2 a 13 x = 0, ossia y~ = 2 P x, dove p e una costante 
(cfr. n. 62); in questo sistema di riferimento 1'Ilscissa e dunque proporzionale al 
quadrato dell'ordinata. 

1 Nena diaensslone oi '" snpposto <>", * O. Ma ~e fa"." "11 = O, "" =1= O, 01 rlaolverebbe la (~') riapetto 

ad JL, arrivando "ne stesse consegnenze. Finalmente Be al1 = a .. = O, " .. \=1= O, ri.ulta direttamenle dalla. (31) 

'" ..,he la coni.a pass& per i puati 8U'inflnito degli 88Si, ed e qnindi lIDa iperbole, mentre, d'altra parte, 
Gl1 a.tt -ali l =- tlt,l< O. 

I Per an1ltoto di una iperbole si int.enda, come poi direrno, la tangente Alla canica in UD punto al! m' 
&ito. 
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11) Scriv,ere la. equazione di una. parabola, che tocchi gli assi z, y in punti 
dati (IX, O), (O, ~), rispettivamente; Bi dimostri che, delle due equazioni soddi
Bfacenti al prob~eDla, una rappresenta la. congiungente i due punti contata due 
volteo 

n. - 12) Si dimostri che la. eqnazione, in coordina te proiettive omogenee, 
di una. conica passa.nte per i vertici del triangolo fondamental .. si presenta. 80tto 

la forma 
rT.yz + ~u + yzy = 0, 

don IX, ~, Y sono coefficien ti. 
13) Come si comporta. la conica 

a!x' + ~2y2 + y2z! - 2~yyz - 2'¡'lXzz - 21X~zy = O 

rispetto ai lati del triangolo fondamentale' 
14) La equazione di ogni conica. tangente ai due lat.i x. = O, Y = O del trian· 

golo fondamentale, nei vertici situati Bopra i1 terzo lato z = O, e 2AZy + u,z! = O. 

231. Intersezioni di una Mnica colla retta congiungente due 
punti. - .ll problema del n. 229 puo esser pure trattato par la vía se· 
guente, che ha il pregio di (~ondurre a notevoli proprieta. delle coniche. 

Partiamo dall'equazione della curva. in .:!oordillate omogenee (carte· 
siane o proiettive); se indichiamo brevemente con f (x, y, z) il primo memo 
bro di quella, potremo scrivere .-
(1) f(x, y, z) == aux' + a22 y' + a3S z' + 2 a12 «:y 

+ 2a13 xz + 2a23 yz = O. 

N elle formole che troveremo converra 
talvolta, per simmetria, scrivere a21) aSl1 as, 
al posto di al!' a lS ' au ; stabiliamo dun· 
que che aia ah/c == a/c" (h, k = 1, 2, 3). Si 
D.ssi ora nel piano una retta coll'assegnare 
le coordinate di due suoi punti P (x, y, z), 
P'(?,;', y', z'); aHora ogni punto Q della 
retta avra coordinate nel tipo (n. 133, a)) 

Q (k x + r, k Y + y', k z + z'), 

dove k e un parametro che varia da punto a punto. Volendo determinare 
le intersezioni della retta PP' colla conica (1), occorre esaminare per quali 
valori di k le coordinate di Q soddisfino la (1); per quali valori adunque 
risulti 

f(kx + x', ky + y', kz + z') l$ au (kx + x')! + ... = O. 

Sviluppando ed ordinando secondo le potenza decrescenti di k, si 
trova 

(2) k1f(x y z) + 2kf (x, '!J, z ) + ((x' y', z') = O , , x', y', Z' .' , 
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dove I (X, y, Z), I (X', y', Z') BOnO i valori assunti dal polimonio (1) quando 
in luogo delle variabili si sostituiscano le coordinate di P o di P, e dove 
inoltre si e posto per brevita 

(3) 

Sul polinomio stesl>o va notato: 
1) che es so e lineare e simmetrico rispetto alle due terne di valori 

(x, y, z), (x', g', z'), presa sepa.ratamente (come dimostra la. prima espres
sione del polinomio); 

2) che, ordinato ad es. sacon,:" :e', y', z' (come nella seconda ospres
sione), i coefficieuti ri>lpettivi sono le semiderivate parziali di I (x, y, z), 

prese rispetto ad x, y, Z; I 

3) che, se si suppongono le tre quantita. x', y', z' identiche rispetti· 
vamente alle tre x, y, z, i1 polinomio (3) si riduce al polinomio I (x, y, z). 

La (2) e uua equazione di secondo grado in k. Se k¡, k! ne sono le 
rarlici, i punti Ql' Q2' comuni alla curva ed alla retta P P, avranno le 
coordinate 

, . Q¡ (k1 x + x', 
Q2 (ktx + x', 

k1z +z'), 
k 2 z + z'). 

COSl, anche per qllest.a via, resta confermato che una conica e se gata 
in due punti (reali e distinti, reali e coincidenti, o immaginari) da una 
retta. 

Osservazfone. S . d t .. b l' 01 al al . d' e SI a o tano 1 SIID o 1 ~- . ~-, ~- per ID !Care 
uJ: uY U Z 

le üerivate parziali del polinomio I prese rispetto ad x, o y, o z, e con 

01 . oJ '''' SI designano i valori assunti dalle derivate ste.ase quando al po-

Adottando la eegnatur. dell. derivate parzi.,U indicata al 11, 47. l. seeouda 68pre .. lone del polinomio 

(
"" 1/. O) ,1 , d 

f "" . y',.' e. preeenta aotto la forma 'il (""J'" + Y'f'1/ + o' f', ); .1" terza espr688Ione., deduce "n" 
s&conda ecambiando le "'. 1/. o eolle "", l/', z/. 
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sto di (lI, 11, z si sostituiscano 111, '!J', ri, le due ultime espressioni del po
linomio (3) possono presentarsi cosl: 

2f (X, y, z, ) = x' (Jl+ l' (J~ + z' (Jf 
x', y', z' OX y (Jy oz 

(Jf O/ O f 
= re Or' + y aY' -+- zar 

232. Tangente. - 8e il punto !." (x', y', z') e un punto della conica, 
aHora f (x', y', z') = O; quindi l'equazione (2) manca del termine noto ed 

ha una radice kl = O; il punto Ql coincide con P'. 
L'altra radice k

2
, in general e diversa da zero, 

corrisponde alla. seconda intersezione Q2 di P P 
colla curva. 

Ma se anche k! = O, le due intersezioni 

I 
Qll Q't della retta P P' colla conica coincldono 
in P', e la retta e tangente ivi alla conica. D'al

P lironde, in questa ipotesi, l'equazione (2), avendo 
nulie le due radici, manchera pure del secondo 
termine. Ne segue che 

(4) f (X, y, Z ) - O 
x', '!J', z' - , 

ossia 

(4') (a11 x' + aH y' + a13 z') x + (a21 x' + au '!J' + at3 ri) '!I + (a31 x' +a32 y' + a33 z') z = 0, 
od anche 

(J r Of Of' 
~,x + ~-¡y+ ~,z==O 
u~ vJ v?; 

(4") 

e la condizione affincbe il puuto P (x, y, z) stia sulla tangente alla conica 
nel punto P' (x', '!J', se'), e la equazione della tangente alla curva in questo 
punto. 

Concludiamo: fra le infinite rette pa88anti per un punto p . di una co
nica, ve n' e una determi'nata che tocca ivi la curva j e l' equazione di que
sta tangente si forma attribuendo corne coeificienti alle variabili, x, '!J, z, i 
valori a8sunti dalle semiderivate, o derivate, parziali del polinomio f(x, y, z), 
q1tando in elJse si sostituiscano le coordinate del punto di contatto. 

La tangente in pi e índeterminata quando quelle tre semiderivate si 
annullano per le coordinate di P'; cío, come vedremo, accade nel solo caso 
che la conica. si spezzi in due rette uscenti da P'. • 

Osservazione. - Se la curya e data mediante una equazione in coor· 
dinate non omogenee, l'equazione della tangente in un auo punto P' (x', y') 
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si ottiene dalla (4') ponendo IZ = Z, = 1. Si giunge pure ji comporre que· 
sta equazione ricordando una delle due regole seguenti, che iI lettore ve
dra equivalere a. quella sopra. esposta (tenendo conto, per la prima di es se, 
che x', y' soddisfano l'equazione della curva). 

1) Si formino le derivate, o semiderivate, parziali del primo membro 
dell'equazione della curva rispetto ad x, y, si sostituiscano in quelle le 
coordinate del punto di contatto, si moltiplichino ordinatamente i valori 
ottenuti per x - x' ed y - '!J', e si uguagli a zero la somma dei prodotti 
(cfr. n. 47, (3')); in simboli 

(au x' + auy' + au) (x - x') + (a,! x' + al! y' + au ) (y - y') = O 

ossia, intendendo momentaneamente con f(x, y) il primo membro dell'equa. 
zione non omogenea della conica, 

fU (x _ x') + al (y - y') == O. or' ay' 

2) Nella. equazione della curva si sostituiscano: 

al posto di 

rispettivamente xx', 

2 x y, y', 
xy' + yx', yy', 

e si trovera l'equazione sotto la. forma 

2 x, 

x+x', 

2y, 

In un modo o nell'altro il lettore yedra, ad es., che la conica pas
sante per l'origine 

ha come tangente ivi la retta 

la cuí equazione si ottiene annullando l'insieme dei termini a primo grado 
dell'equazione della curva. i 

• 233. Coppia di tangenti ad una conica useenti da un punto. 
Ritornando alla (2) (n. 231), abbandoniamo la ipotesi che P' (x', y', z') sia 
un punto della curva (1). Se P (x, '!J, IZ) e un punto qualsiasi di una tan-

l Un e.ltro esempio ~ otrerto dnll 'equazione dell", tangente ",d nn cerchio, R. N . 

23 - G. CASTBLNOOVO, L.zi01l' di Geometria ,mali/'e<l. 
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gente condotta da P' alla conica, le due intersezioni Ql) Q. della retta P 1" 
colla conica coincidono, e quindi l'equazione (2) ha una radice doppia. Ora, 
perche cío accada deve essere 

(5) f(x, 11, z) • f(x', y', z') - \ f (X: Y', z ,) 1
2 = O. 1 x, 11, z ! 

Questa e una equazione di secondo grado in x: y, z, la quale e soddisfatta 
dalle coordinate di ogni punto P situato sopra lllla tangente condotta alla 
eonica dal punto fisso P. Dunque la (5) rappresenta il gruppo delle tan-

genti uscenti da P', anzi la coppia di tan
genti, essendo la (5) di seoondo grado. Con
cludiamo che: da un punto (reale) del pia'nQ
si posso'no condurre due tangenti ad una co
nica, le quali po,~sono essere rea li e distinte, 

Po reali e coincidenti, o i1mnaginarie (coniu o 

gate). Nel primo caso il punto dicesi esterno
rispetto alla curva, nel terzo caso i1tte1'no~ 

nel secondo caso (come risultera dal seguito) 
il punto appartiene alla curva. E del resto
evidente che, se P' appartiene alla conica, 

le due tangenti uscentí da P coincidono colla tangente ivi; e la .(5) si ri-
duce a 

x, y, Z _ O 

1 ( ) l
! 

f x', y', z' - I 

che rappresenta appunto la detta tangente con tata due volteo 
Comunque sia situato P', i punti di contatt() delle tangenti alla co

nica uscenti da esso devono avere tali cOOl:dinate (x, y, z) da soddisfare 
la (5) e la equazione della curva f (x, y, z) == O. Tenuto conto dell'nltima 
relazione, la (5) si riduce a 

(4) f (
X, y, z ) - O 
x', y', z' - , 

donde segue che le coordinate uei detti punti verificano anche la (4), la 
quale rappresenta una retta, quando si riguardino le x, y, z come varia
bilL 1 punti di contatto sono adunque le intersezioni della conica colla. 
retta (4), di cuí vedremo subito il significato geometrico 

Osservazione. - Impareremo in seguito a spezzare una. equazione di 
secondo grado rappresentante una coppia di rette, come la (5), nelle equa
zioni delle uue rette componenti. Per ora, volendo le equazíoni staccate 
dalle tangenti condotte da. un punto p' ad una conica, potremo scguíre 
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quest'altra via., che e spesso preferibile aquella sopra indicata quando 
l'equazione della curva sia data con coefftcienti numerici, ad e8. in coor
dinate non omogenee: f(x, y, 1) == O. Riguardiamo come incognite le coor
dinate (3101 Yo) di un punto di contatto. Scritta l'equazione delia tangente 

in questo puntof(x, y, ~) == O, esprimiamo che essa deve passare per il 
310' Ye, 

punto P' (:v', y'); troveremo cOil una prima equazionef (X'' y', ~)==O(eqUi-
310' Yo, 

valente alla (4», a cui devono soddisfare le incognite. Una seconda equa-
zione tra queste e la f(xo' Yol 1) == O, ottenuta- esprimendo che il punto 
(:Vo' Yo) sta sulla curva. Risolvendo insieme le due equazioni otterremo 
due sistemi di soluzioni (310, Yo)' che, sostituiti successIvamente nella equa
zione della tangente, daranno le due tangenti richieste. 

234:. Puntl eonlugati rispetto ad una conica. - Siamo ora. con· 
dotti a chiederci quale sia il significato geometrico della. relazione 

(4) (
X, y, z ) _ O 

f x', y', z' - , 

nelia. ipotesi che P (al, y', z') sia un plmto qualsiasi del piano. 
Riprendiamo percio la (2), (n. 231), da cui dipendono le interaezioni 

Q¡, <Ji della retta P P' colla conica, e notiamo che, se suasiste la (4), le 
radici k¡ e k. della (2) sono uguali in valore assoluto, ma di segno oppo
sto, ed il loro rapporto vale quindi - 1. Vuol dire che i punti Ql, Q. se
parano armonicamente' i punti P e P' (n. 145, b»; od anche, che P e PI 
aeparano armonicamente le intersezioni QIl Q. della conica colla loro con
giungente; e viceversa . 

. O,m si q,ice che due punt-i P 6 P' 8Ono ooni1¿gati (o reoiprooi) rispetto 
ad una oonica, quando essi dividono armonica1P ente le inte,-sezioni della loro 
oongiungente colla OU1·va. Ooncludiamo che la (4) esprime la condizione al
flnche i punt·¿ (x, y, z) ea (x', y', Zl) siano coniugati rispetto alZa conica (1). 

Sia. dalla definizione, sia dalla simmetria con cuí entrano nella (4) le 
due terne di coordinate, risulta che la condizione di coniugio di due punti 
P e P' e si1IWtet7'ioa; e si esprime pure dicenuo che p' e coni'lllgato di P, 
o che P e ooni1¿gato di P'. 

Sopra ogni retta del piano esistono infinite ooppie di punti ooni1¿gati 1 

le quali forma'110 una involuzione avente come punti doppi le intersooioni colla 
conioa; l'involuzione e iperbolica, parabolica od ellittica, secondo che la 
rett.'\ e secante, ta.ngf'nte od esterna. 1 punti coniugati di se stessi, od auto
coniuga.ti, sono i puntí della conica; cjo risulta. pure dal fatto che, se P 
coincide con P, la (4) si identifica. colla. (1). 
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235. Polare di on pooto; polo di una retta. - So ciascona retta 
uscente dal punto fisso P' (x', y', z') esiste un puuto P (x, y, z) coniugato di P 
rispetto alla conica. Qual'e il luogo dei punti P al variare della retta 1 

L'equazione (4), che e soddisfatta dalle coordinate variabili (x, y, z) di 
P, e lineare rispetto a queste, e puo scriversi: 

(4') (aux' + anY' + a1S z') x + (aux' + anY' + a.3 z') Y 

+ (a3l x' +a3! y' + ass z') z = O. 
ossia 

(4") a f ~f a f 
~ - x + (l- y + (l- Z = O. 
v.x;' uy' v ~' 

Easa rappresenta dunque una retta. 
Il luogo dei punti coniugati di un punto fisso rispetto Q,d una cornea 

e una ,'etta, che dices'i la polare di qttel punto ,'ispetto aUa conica. II punto 
dicesi, alla sua volta, polo della retta. 

L'equa,zione (4'), qu;mdo P' sia un 
punto della curva., rappresenta. la tangente 
ivi alla curva; percio rigunrder~mo come 
poltt1'e di 1m punto della conica la tangente 

_~:"¡ __ J-____ --'-':~'" ivi alla canica. 

Ogni punto P' ha una determinata 
polare p'. L'alferm'1zione soffrirebbe ecce
zione veramente se le coordinate di P' 
annnllassero i tre tri nomi che entran o nella 
(4'); ma aHora dovrebbe esser nullo iI 

determinante dei coefficienti di questi, caso che per ora escludiamo, come 
sa.ra avvertito tra poco. 

A vra. ogni retta un determinato polo.' Paragonando l'equazione della 
retta 

ux+vy +wz= O 

colla (4'), vediamo che le coordinate (x', y', Zl) del polo devono soddisfare 
alle equazioni. 

(6) I Q tt = all x' + al2 y' -+ °13 Z ', 

Q v = a,u x' + uuY' + {luZ', 

Qw=a31 x' + a,3ly' + assz', 

dove Q e un coefficiente di proporzionalita. Le (6) determinano, a. meno 
di un fattore, x', y', z', e quin di il polo della retta. Oio almeno nella ipo
tesi che sia diverso da O il determinante 

(7) 

all au 
A = au al! 

a31 a32 
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ipotesi che sara. sottintesa nei paragraft seguenti, ftnche non si dichiari il 
contrario. l 

Il determinante simmetrico A, che risuIta dall' eliminazione delle va
riabili fra le tre semiderivate parziali della equazione (1), dicesi d'ilwrimi
nante della (1), o della conica corrispondente.' 

(8) 

Le coordinate del polo, ottenute risolvendo le (6), sono espresse da 

l crx' = Allu + Au v + A I3 W, 

cry' = Au u + A 22 V + A 2s w J 

cr z' = ASlu + A 3,v + Asa w, 

dove Ahk (= A kh) e il compimento algebrico dell'elemento ahk (= au) entro 
al determinante A, ed e a un fattore di proporzionalita.. 

• 236. Equazione tangenziale di una eonies. - Il polo (x', y', z') 
non appartiene in génerale alla retta polare, le cui coordinate sono u, v, W 

(n. 130). Perche vi appartenga, e necessario e sufftciente che sia (n. 132) 

(9) u x' + v y' + W z' = O. 

Ora, se i~ questa sostituiamo, al posto di u, 11, w, le loro espressioni 
(6) in funzione di x', y', z', troviamo che la (9) diviene I(x', y', z') == O. 
Dunque: se un punto appartiene 301130 propria polare, esso sta Bulla conica; 
e viceversa. Cío, del resto, risultava pure dalla deftnizione di polare. 

N oi possiamo pero sostituire, una seconda volta, nella (9), al posto 
delle coordinate del PQlo x', y', z', le loro espressioni (8) in funzione delle 
coordinate della po1are. Eseguiti gli sviluppi, vediamo che le coordinate 
u, v, w di ogni retta contenente il proprio polo soddisfano la equazione 

(10) Au ut + Au v2 + Ass wl + 2 Al. UV + 2 Ala UW + 2 A'3 VW = O. 

Queste rette costituiscono adunque un inviluppo di seconda classe 
(n. 131), di cuí e facile stabilire il signiftcato geometrico. Notiamo percio 
che, se una retta p appartiene al detto inviluppo, essa, per ipotesi, contiene 
il proprio polo P, il quale (giacendo sulla propria polare) stara sulla co· 
nica (1); ma allora p e tangente aUa conica in P (n. 235); e viceversa. 
Dunque la (10) rappresenta l'inviluppo delle tangenti alla nostra conica (1) ; 
donde il risultanto fondamentale: 

Le tangenti ad una conica (di discriminante non nullo) formano un in
viluppo di seconda classe. 

I ID.nltera poI ehe oon tale restriolon& si eselndono 8OItaoto le eonloha degener!, le qnaJl presentano 
lnteresse secondario . . 

I In geDerale, data una funzione razlonale intera ed omogenea di n variabili, dioosi discriminante il ti· 
.nltlUlte delle n derivate parziali della run.,ioDe rispetto ane variabili; il discriminante uguaglilLto a zero 
e~prime dllnque la condizioDe perche quelle n derlvate 8i annullino ÍDBÍeme par un sistema. di va,]ori non 
tnttl nnllí delle variabili. Ad es. il discrimiñlUlte ,di "",. + 2 b "'y + ey' e il risultante dalle dne funzion 
IZ.",+by, b",+ell, ossia "e-bt; eoo. 
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L'equazione (10) di questo (o, come si suol dire, l'equazione tangen
ziale, o plüokeriana, della conica) si ottiene dall'equazione puntuale (1) della 
oonioa, sostituendo alle ooordinate di punti le ooordinate di rette, ed ai ooef
fioienti i rispettivi oomplementi algebrioi estratti dal disoriminante. 1 

Sussiste pure la proposizione duale, che si dimostra con analoghe 
considerazioni: I punti di oontatto di un inviluppo di seoonda olosse (la oui 
eqtlazione abbia il disoriminante non nullo) fonna;no una oU~'va di secondo 
ordine.' L'equazione della curva si ricava dall'equazione dell'inviluppo in 
modo analogo a quello ora indicato. In particolare, si verifica che questo 
procedimento, applicato al primo membro della (10), riconduce al 'primo 
membro della (1) moltiplicato per ..4.. 

• 237. Polar ita piana. - Riassumendo gli ultimi risultati possiamo 
dire: 

Una oonioa (d'i disoriminante non nullo) determina nel suo piano una 
oorrispondenza, la quale muta ogni punto del piano nella p"opria polare, .ed 
ogni ,-etta nel prop¡-io polo; in partioolare, ogni punto della oonioa oorri- _ 
sponde alla propria tangente, e vioeversa. . 

La corrispondenza di cuí parla il teorema e una Bpeciale correlazione 
detta polat·ita. Essa fu esaminata al n. 212. Ma, anche senza ricorrere alle 
considerazioni fatte aUora, possiamo stabilirne direttamente le proprieta es
senziali. 

Dimostriamo, a tal fine, i due teoremi seguenti: 

Se di due punti il seoondo ap
pat·tiene alla polare del primo, il 
primo apparterra alla polare del se
oondo; i due punti sono ooniugati, o 
reoiprooi, rispetto aUa conica. 

Se di dtle rette la seoonda passa 
per iZ polo della prima, la prima pas
sera per il polo della seoonda j le due 
rette diconsi ooniugate, o reoiproohe, 
rispetto alla conica. 

Il teorema di sinistra segue dal fatto che se il p11;nto pI appartiene 
aUa polare di P, il punto p' e coniugato di P (n. 235), -quindi Pe coniu
gato di p' e sta Bulla polare di P'. 

Si deduce per assurdo il teo~ema di destra; infatti, ammesso che di 
due rette p e p' la seconda contenesse il polo P della prima, ma non 

I Un'altra forma !otto cnl 01 Buole 8crlvere l'equaslone tangenoiale della conica , é la 8eguen!6, ohe 01 riconosce, mediante .viluppo, non differire dalla (10): 

O u ti 10 

1=&. u lit, a" a" 
ti G" a .. au 

'" a .. au a .. 
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(}uesta il polo pI di quena, i due punti P e P' soddisferebbero alFipotesi 
{lel teorema di sinistra, senza soddisfare alla tesi. l 

Seguono i teoremi: 

Se un punto descrive una pun
teggiata sopra una retta, la polare del 
punto ruota intonto al polo della ~'etta, 
descrivendo 1¿n fascio proiettivo alht 
punteggiata. 

Se una rvtta descrive un jascio 
intorno ad un punto, il polo delta 
retta pe~'cor1'e la pola1'e del punto, 
descrivendo una punteggiata proiettiva 
al fascio. 

Che il fascio e la. pnnteggiata siano proiettivi puo dimostrarsi coa1. 
Siano 

(Xl, yl, Zl), (x", y", Zll), (Xl + h x", ... ), (Xl + k x", ... ) 

{}uattro punti aIlineati. Formiamo auzitutto, secondo la nota regola, le 
equazioni delIe polad deí primi due punti ed indichiamole abbreviatamente 
con pI = 0, pI' == O. Si veue aHora. che le polari degli ultimi dne pnnti 
hanno le equazioni pI + h p" = 0, pI + k p" = 0, e si conclude che il birap· 

porto ~ <lei quattro poli uguaglia il birapporto delle quattro polarl (n. 145), 

238. Metodo delle polar! reeiproehe. - La polarita. determinata ua 
una conica trasforma una figura piana, composta di m punti tltl n rette, 
in una. figura (polare della prima rispetto alla curva) composta di m rette 
ed n punti; ad es., un polígono iscritto nella conica (avente cioe í suoi 
vertici sulla curva) ha come figura polare il mol tila tero ci"coscritto J foro 
mato, dalle taugenti nei vertici di quello. Due figure mutuamente polari ,. 
hanno proprieta duali. Cos}, da ogni pro prieta grafica (proiettiva) relativa 
ai punti dí Una conica si deduce, per dualit:'l, una proprieta. grafica relativa 
alle tallgenti della curva. 

Que'itu. considerazione puo applicarsi a tutte le proposízioni sulle co
niche viste sinora. In particolare, la proprieta: «una retta ha in comune 
con llna cOD:ica due punti (reali e distinti, o reali e coincidenti, o imma
ginari) », tradotta mediante la polarita, ci dice che per un punto si possono 
condurl'e ad una oonica due tangenti che sono reali e distinte, o reali e 
coinoidenti, o immagina~'ie; il punto nel primo ca~o dicesi esterno, nel terzo 
interno, mentre nel secondo caso sta sulla conica (cfr. n. 233). 

1 Le dimostr"",ioni POSSOUO anche dar8i raeilmoote por via .. naUtica facendo n80 di coordinale ni pnnti 
.. di retto. An.! per questa via 8i trova la condizione analitica di couiugio tr~ dne rette (u, v .. ). (u', v', wl): 

(11) A" u u l + ... + A,. (u Vi + 141 v) + ... = o, 
.. si 800rl(8 che es"a é formata, a partire dall'equ"zione bngenziale (10) della conica, 00110 ate •• " pror.edimento 
ehe eouuneo d.l1'equnzione puntuale (1) ana relazione (~) ,ti coniugio trI> punti. La (11) 8i ritro,"erobbe dunqne 
trasformando per dualltA le considerazloní dei un, 231 e 23(. 
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Si puo precisare meglio il risultato, osservando che ogni retta paso 
sante per un punto P, nel piano della conica, ha il suo polo sulla polare p 
di P (n. 237); se quella. retta e tangente alla conica, il polo sta. anche 
sulla curva. Dunque (v. ftg. di pa.g. 361): 

Le tangenti ad una conica uscenti da 1m. punto toccano la conica nelle 
intersezioni di questa colla polare del punto (cfr. n. 233). Supposta la conica 
reale, vediamo che un punto esterno, od interno, ha, rispettivamente, come 
polat'e una retta secante, o non secante, mentre i punti della curva hanno 
come polari le relative tangenti. 

Se Q, R sono due punti di p coniugati rispetto alla conica, e quindi 
separati armonicamente dalle intersezioni V, V di p colla curva, la polare 
di Q passa per P ed R, e la polare di R coincide con P Q. Dunque le 
due rette P Q, P R, di cui ciascuna contiene il polo dell'altra, sono coniu
gate rispetto alla conica. Se poi si osserva che esse dividono arrnonica , 
mente le due tangenti P U, P V, e che iJ. ragionamento e invel'tibile, si 
conclude che d1~e rettc coniugate ,'ispetto ad una conica dividono (t1'monica, 
mente le tangenti condotte alla curva dalla loro i~te1'sezione j risultato llllale 
a queno che ci ha servito a deftnire la relazione di coniugio tra punti (n. 234) 
Segue il teorema.: 

Per ogni punto del piano passano infinite coppie di rette coniugat~ 
rispetto ad una conica, le quali fonnano una involuzione avente come rettf 
doppie le tangenU condotte dal punto alla conica. La involuzione e iperbo, 
lica, parabolica od ellittica·, secondo che il punto e esterno, sulla CUt'va od 
interno. 

Fu precisamente la considerazione di due figure mutuamente polari rispettc 
ad una conica che condusse il PONCELET (1818-24) a formulare, per la prima 
volta, la legge di dualita pia.na, da lni denominata. metorlo deUe polari recip,'oche 
8010 qualche anno piil tardi (1825-26) GERGONNJ<: enuncio, sotto forma indipen 
dente dalla teoria delle ooniche, quella legge, che trovo la sua piena giustifica
:done nelle opere di Mosms (1827) e PLÜCKER (1828), 

239, Costruziona dalla polara di un punto a del polo di una retta. -
Ritorniamo alla definizione di polare di un punto (n. 225); da essa segue 
subito la costruzione della. detta polare rispetto ad una conica reale, inte, 
ramente tracciata. 

Si conducano infatti per il polo P (che supporremo non stia sulla 
curva) piñ trasversali Z, m, ... , che seghmo la curva nelle coppie di punti 
L L', MM' f ... ; si determinino i punti 

Q == L M . L' M', R = L M' . .J} M, ... ; 
la retta. p == Q R ... , contenendo i coniugati armonici di P rispetto alle 
coppie di punti L L', M M', ... , sara la. polare richiesta. La polare di un 
punto rispetto ad una conica contiene adunque d1¿e punti diagonali (Q, R-
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di ogni quadrangolo completo (L L' MM') iscritto neZla conica, il cui terzo 
punto diagonale cada nel polo; contiene inoltre i punti di contatto (U, V) 
delle tangenti alla curva condotte dal polo, quando queato lía estemo 
(n. 238); contiene finalmente 
le intersezioni delle tangenti 
alla conica nelle coppie di 
punti (L L', M M', ... ) alli· 
neati col polo. L'ultima parte 
dell'enunciato segue dal fato 
to che le ratte L L', M M', ... 
passanti par P, devono avara 
i loro poli sulla polare p 
(n. 237). 

Dualmente, volando co
struire di una retta p il polo 
rispetto ad una conica, si 

_ ._rl. 
p 

-<1: 
l 

assumano' su p piu punti (estarni) L, M, ... , dai quali si conducano le 
coppie dí tangenti ll', mm', ... alla conica; si costruiscano le rette 

q = I m . r m', r = 1 m' . l' m, ... ; 

11 punto P == q r ... , giacendo sulle rette L P, M P, ... , coniugata armo· 
ni che di p rispetto alle coppie di tangenti II', m m' oo., sara il polo richiesto 

di p. Dunque: per il polo di una retta 
t'ispetto ad una conica passano due 

'-- rette diagonali (q, '1") di ogni quadrila-
tero completo (ll' m 1n') cit'coscritto aZla 
conica, la cuí terza retta diagonale coin· 
cida colla polare; passano inoltre le tan
genti (u, v) alla O1trva nelle intersezioni 
colla polare, quando questa sia secante 
(n. 238); passano finalmente le congiun· 
genti i ptmti di contatto delle coppie di 
tangenti (ll', tn m' , oo.) 8ecantisi 8ulla 
polare. 

240. TriangoU autopolari - - Si 
dICe che un triangolo (o trilatero) e 
autopolare (od autoconiugato, autoreci
proco) rispatto ad una conica, quando 
ciascun vertice e polo del lato oppo· 

sto. 1 vertici sono dunque coniugati a due a due, a cos1 pure i latí. 
Sono autopolari, ad es., il triangolo P Q R ad il trilatero p qr della 
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prima e (rispettivamente) seconda figura del numero precedente; donde i 
teoremi 

n triangolo diagonale di ogni n trilatero diagonale di ogni 
quadnmgolo iscritto in una conica e quadrilate?'o circosC1'itto ad una co· 
at¿topola.re. nica e a1¿topolare. 

Una. conica possiede infiniti tríangoli antopolari. Per costruirne uno 
si prenda ad arbitrio un vertice X, che non stia sulla conica, si traed la 
polare di X, e su questa si prend~Lno gli altri cIue vertici }~ Z, in modo 
che siano distinti e coniugati rispetto alla conica; cío e possibile in infi ni ti 
modi, potendosi, ad es., assumere Y ad arbitrio sulla detta polare, purche 
non sulla conica. 

Ora e facile vedere che 

In un triangolo a~ttopolare rispetto ad una, conica reale 
un vertice e interno e due sono esterni. I ft1t lato e esterno e due lati sono sl'canti. 

Se infatti il vertice X da. cui si parte e, ad es., es terno, sara il lato Y Z 
secante (n. 238); ed i due punti Y, Z, dovendo separare armonicamente 

le intersezi.oni colla curva, saranno 
uno, ad es. Y, es terno, l'altro Z in· 
terno. Mentre, se si parte da un ver· 
tice Z interno, il lato opposto X Y 
risulta es terno (n. 238), e quindi 
eaterni saranno i punti X, Y. 

Os~erTazfone. - Si osservi pero 
che in questo ragionamentQ si e fatto 
tacita,mente uso delle due seguen ti 
proposizioni di sinistra, le quali, seb

bene suggerite dan' intuizione, devono essere dimostrate rigorosamente: 

a) Ogni punto giacente sopra una 
retta esterna ad una canica, e esterno 
alla curva. 

b) Le inte?'sezioni di 1tna conica 
con una retta secante determinano su 
q1testa, due segmenti proiettivi, di cui. 
uno e composto di punti interni, Fal· 
tro di p1tttti e8terni. 

al) Ogni retta passante per un 
punto inte?"no ad una conica, e 8ecante. 

bl
) Le tangenti con¿otte ad una 

canica da un punto esterno d etermi· 
nano nellascio avente ivi il centro 
due angoli ca ; ¡plea, di cui tt/w e como 
posto di rette esterne, l'altro di rette 
secanti. 

Qu.este proposizioni valgono per coniche rea,U, non degeneri. 

Or.t nel numero scguente dimostreremo per via analítica le dette pro
posizioni. Ma possiamo anche giustificarle, osservando anzitutto che essa 
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valgono certamente pel cerchio, in secondo luogo che ease sono di natura. 
proiettiva, e quindi si trasportano ad ogni curva. che possa deuursi dal 
cerchio mediante una proiezione. Vedremo d'altronde che ogni conica reale, 
non degenere, puo riguardarsi come proiezione di un cerchio; quindi quelle 
proposizioni valgono per ogni conica. siffatta. 

• 241. Equazione di una coniea riferita. ad un triangolo autopolare. E intereBBante esaminare come si presenti la equazione di una conica, quando eBsa 
venga rifel'ita ad un .istema di coordi~a.te proiettíve (x, y, e) avente come fon
damentale un triangolo autopolare X Y Z. Posto che sia 

l'equazione della curva, osserviamo che i punti fondamentali X (1, O, O), Y (O, 1, O), 
Z (O, 0, 1) hanno, rispetto aHa (1), le rette polari 

a u x + a u y + a iS e = 0, 
a 2i x + a22 Y + a 2S z = 0, 
a SI x + aS! Y + ass $ = O. 

Ora. queste rette devono eoineidere ordinatamente colle rette fondamentali 

z = 0, y ~ 0, z = O. 

Pereio deve averBi a u =-= a u = a tS = O. Con cio la. (1) si riduee aIla forma 

(2) 

che si suol dire el]uazione norntaleJ o canonicaJ della conica. 
L'equazione puntuale di una conicaJ riterita ad un t1'iangolo atttopolare come 

fondamentale, contiene solo i I]uodrati delle coordinate. 
Esallliniamo ora i c¡u~i che la (2) puo presentare. Supponiamo diverBi da zero 

i tre coefficienti a u , au , aS!; (nella ipoteBi opposta, se ad es. fosse a u = 0, si 
annullerebbe il discriminante A = a u au asa della (2), e la curva si spezzerebbe 
nelle dae rette van y + V - aS3 z = 0, arlllonicbe rispetto ai lati X y, X Z del 
triangolo fondamentale). 1 tre eoefficienti della (2) avranno lo stesso segno, oppure 
due avranllO un segno ed il riman ente il segno opposto. Mil. nella prima ipotesi 
la coniea non ha nessan punto reale, e una conica immagina1'iaJ giacche a110ra il 
primo membro della (2) ha l'uniea soluzione reale z = 0, y = 0, z = 0, terna di 
valori a cui non eorrisponde aleun punto del piano. 

Supponiamo invece che due eoefficienti della (2), ad es. a u , a22 , abbiano lo 
stesso segno, che potremo ritenere positivo (cambiando Begno ove occon'a al primo 
membro della. equazione), 6 8ia. a33 negativo. Per tener presentí queste ipotesi 
poniamo 

dove ex, ~, r sono quantita realí positive, e scriviamo la (2) sotto la forma 

(3) 
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La. conica ha certo punti reali, potendosi assegnare valori arbitrari (non entrambi 
nulli) ad x, y, pur di calcolare convenientemente z. La conica (3) sega illato x = O 
del triangolo autopolare in due punti reali e distinti, da ti da 

osaia 

e sega pure il secondo lato y = O in punti reali e distinti, dati da ~ __ + 1 . 
z - Ot; ' 

ma non ha punti reali comuni col terzo lato IJ = O (perChe si avrebbe ~ = + i~) , y - o: 
Dunque dei tre lati del triangolo autopolare X Y Z, due Z X, Z y 80no secanti 
e il terzo X Y esterno; e (per polarita) dei tre vertici, due X, Y Bono esterni 
ed uno Z interno. Cio conferma iI risultato del numero precedente, relativo aUa 
posizione di un triangolo autopolare rispetto ad una conica reale. 

Per il vertice Z, che e poi un punto qualsiasi interno aIla nostra conica (3), 
conduciamo una retta nd arbitrio y = k x. Questa sega la curva (3) in due punti 
(x, k:l:, z), tali che 

donde 
x , r 
-; = + V0:2 + ~2 k' , 

valot'Í certamente reali. La retta e adunque secante; e cio dimostra il lemma a') 

della Oss. del numero precedente. 
Se invece consideriamo un punto es terno alla curva, qua!' e il punto fonda

mentale X (v. la fig. di pago 362), e' per esso conduciamo una retta z = k y, le 
intersezioni (x, y, k y) di questa colla conica (3) sono date da 

osaia da 
a,' x! + (~t _"(2 k2) y2 = O, 

;¡; + V"(2 k' _ ~2 

Y o: 

es se sono reali e distinte, reali e coincidenti o immaginarie coniugate, secondo che 

k: > ~. 
< y 

Ai valori k = + ~ corrispondono dunque le due tangenti t, t' (di equazioni -r 
~ y + r z = O) uscenti da X; ai valori di k compresi era - % e + f corrispon--dono le rette del faacio X che appartengono ad uno degli angoli completi t t' 
(precisamente a quello in cui sta il lato X Y, per cui k = O), rette che, in virtu 
della nostra disuguaglianza, sono este1'ne riapetto alla conica; finalmente ai valori 

rimanenti di k corrispondono le rette dell'altro angolo completo Ít', le quali sono 
secanti della conica. E con cio rimane giustificato anche il lemma b') del n. 240. 
(Le proposizioni a), b) seguono per dualita). 
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24:2. Coniehe degeneri. - Nello Btudiare la polarita determillata da 
una conica, abbiamo lasciato da parte il caso che sia nullo il discriminante 

Vogliamo ora esaminare quale particoJarita presenti la curva 

(1) (x, y, z) =s aux' + a22yJ + aS3 z! + 2au xy+2au xz + 2a'23Yz = O, 

quando e veriftcata la relazione 

(2) A == O. 

E noto che la (2) e condizione necesBaria e Bufficiente affinche esistano 
tre numeri, non tutti nulli, xo, Yo, zo, taÜ da soddisfare alle tre equazioni 

(3) 

1 

aH x + a u Y + a ls z = 0, 
a2l x + au y + a23 z = O, 
a31 x + a3! Y + aS3 z == O, 

ottenute aunullando le tre semiderivate parzialí del polinomio (l); precio 
samente si ha, quando non siano nullí tutti i minori del secondu ordine di A, 

Oonsideriamo ora quel punto V che ha le coordinate (xo' Yo, zo). Esso 
intanto sta sulla curva (1), perche se, dopo a.ver sostituito uelle (3) al posto 
delle variabili le xo' Yo, zo, moltiplichiamo le tre identita C08} ottenute 
per xo' Yo, Zo e sommiamo, risuIta 

f (xo, Yo, zo) = O. 

Se invece moltiplichiamo le steBse identita rispettivamente per x, y, z, 
coordinate di un punto arbitrario P, e sommiamo, avremo 

f (Xo, Yo, Zo) = O. 
x, y, z 

Approfittaudo di queste uguaglianze, cerchiamo le intersezioni della 
curva (1) colla retta V P. Se 

ti una tra 

(4) 

Q (7e x + xo' ky +Yo, k z +zo) 

queste, il parametro k deve soddiBfare all'equazione (cfr. n. 231) 

Pf(x, y, Z)+2kf(Xo, Yo, Zo) +f(xo, Yo, zo)=O, 
x, y, Z 

la quale, avendo nulli il termine noto e il coefficiente di 2 k, fornira per k 

due valori uguali a zero. Segue che le intersezioni della retta V P colla. 
curva (1) COillcidono in Vi a meno che il punto P (x, y, z) st~sso non 
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appartenga aUa curva, nel qual caso, avendosi pure f (x, y, z) = 0, la (4) 
diviene una identita, ed e soddisfatta da ogni valore di k, sicche la retta V P 
appartiene aUora aIla curva. Tutto cio dimostra che la ourva (1) e costí
tuita da due rette; q ueste si otteugono, ad es., proiettando da V le inter
sezioni della curva stessa con una trasversale qualsiasi non paseante per V. 
Viceversa, se una equazione (1) rappresenta una coppia di rette, invertendo 
il ragionamento ora fatto, si trova che deve esser nullo il discriminante. 
Dunque: 

Oondizione necessaria e sufficiente affinoh~ una equazione di secondo 
grado, in coot'dinate di punti, rappt'esentl una coppia di rette ~ che sia zero 
il discriminante; le coot'dinate omogenee della intersezione delle due rette 
(punto doppio deIla conica) sono proporzionali ai complementi algebrici degli 
elementi di una stessa linea nel discriminante. l 

Le due rette componenti la coppia possono esser reali e distinte, reali 
e coincidenti, o immaginarie coniugate. Il caso intermedio va pero con si
derato in modo speciale, come risulta da cío che segue. 

Noi flbbiamo suppost(}, nella discussione precedente, che non siano 
tutti nulli i minori del secondo ordine di ..4.. Esaminiamo ora la ipotesi 
Ol)posta. AlIora le equazioni (3) vengono verificate da ogni terna di valori 
(xo, Yo, zo) soddisfacenti una di es se, che non sia una identita.. Sara. que
sta, ad es., la prima delle (3), quando non siano tutti nulli i coefficienti 
0w aw lIu' Questa equazione rappresenta una retta, di cui ogni punto 
¡xo' Yo, zo) ha le proprieta che prima spettavano al punto V. Percio la (1) 
rappresenta la retta stessa contata due volte (retta doppia). Oio d'altronde 
risulta subito dall' identita che segue, o da una delle analoghe, faeilmente 
dimostrabili nelle ípotesi Ahk = ° in cuí ci siamo posti: 

auf(x, y, z) = (au x + a u y + al3z)2. 

Ooncludiamo che: una equazione di secondo grado, in ooordinate di 
punti, il cuí discri1ninante abbia n1¿lli t1ttti i tninori di secondo ordine, 
rappresenta una retta doppia; e viceversa.,1 

La coppia dí rette distiute e la retta doppia sono varieta di luoghi 
(degeneri) del secondo ordine. 

24:3. Ricerca delle rette componen ti una conica degenere. - Veri
ficato che la equazione di secondo grado (1), o, in coordinate cartesiana 
ordinarie, 

(1') a u X2 + 2 auxy + a·21 y% + 2 aux + 2 Q,uy + asa = 0, 

I In Iinguaggio algabrico, I'annallarel del discriminante den. (1) 6 la condlzione perche il polinomio (1) 
ela il prodotto di due (un.ion; IIneari omogcnoe di '". Y. t_ 

I 10 al tri tertnini, le relazlonl ÁU = O dauno le condizionl (tro lndipondenti) perch~ il polinomio (1) 
lia il qnadnto di una funzioDe lineare ed olDogenetL (li x., JI. J. 
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rappresenta una coppia di rette, si possono chiedere le equazioni staccate 
delle due rette costituenti la coppia . .A tal fine si ordini la (1') rispetto 
ad una delle variabili, ad es. rispetto ad :11, e si risolva come se IV fosse 
la sola incognita; si trovera, quando au =+= 0, 

_ - (an y + a 13) + y(auy + a IS)! - a u (az2 Y' + 2 au y + au ) 
IV_ , 

aH 
ossia 

Ora il trinomio sotto al radicule e il quadrato esatto di un binomio lineare 

in y (del tipo ay +~, dove a = y - AS3' ~ = A~3 ), perche si ha 

Al! A33 - A~ = au A = O. 

L'espressione di IV puo dunque scriversi sotto la forma 

a;== - (al!y + a13) ± (ay + ~) , 
aH 

che rappresenta, prenden do l' uno o 1'altro segno, le due rette richieste. 
Queste sono reali o immaginarie, secondo che a e ~ sono reali o im
maginarie. 

II procedimento ora indicato cad e in difetto se al! = an = O; (se 
fosse a¡¡ = 0, a,u * 0, si potrebbe risolvere la. (1') rispetto ad y). l\fa. aHora, 
ricordando la ipotesi 

A. ==- au (2 a u an - au a33) == O, 

e supponendo au * O (perche il polinomio (1') non si abbassi a primo 
grado), si riconosce direttamente che la (1') puo scriversi sotto la forma 

2 al! ( IV + :::) (y + :::) = O, 

e quindi rappre!\enta le due rette 

2U. Particolari coppie di rette. - Talvolta il semplice aspetto 
dell'equazione di una conica ¡ascia vedere che la curva si spezza in due 
rette. Cosl, un'equazione di secondo grado ed omogenea, in coordinate car
tesiane ordinarie, 

a¡¡ x, + 2 auIVY + az2 Y' = O 

rappresenta uue rette uscenti dall'origine (n. 42), di equazioni 
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Ed una equazione quadratica del tipo 

aH (x - xo)' + 2 au (x - xo) (y - Yo) + al! (y - Yo)' == (1, 

do ve :110' Yo son o costanti, rappresenta due rette uscenti dal punto (xo' Yo)' 
delle quali si ottengono le equazioni staccate scrivendo, nella penultima 

X-:I1 x 
formola, o al posto di -; le due nuove rette sono parallele alle 

y - Yo '!I 
antiche. 

2'6. Polarita rb!petto ad una coppia di rette. - Rispetto ad UDa 

eonica f(x, y, z) = O, spezzata in due rette uscenti da un punto V (xo, Yo, zo), 
ogni punto P' (x', y', z') del piano, distinto da V, ha ancora una deterrui 
nata retta polare che si definisce nel solito modo (n. 235), ed ha l'equazione 

f( X, y, Z) ==0. 
x', y', z' 

Questa retta passa sempre per il punto V, come risulta da considerazioni 
aia. geometriche, sia analitiche (n. 242). La detta polare e coniugata armo· 
nica. della retta V P', rispetto alle due rette componenti la coppia. Melltre. 
il punto P descrive una retta uscente da V, la polare non varia; IDan?3 
qui adunque la corrispondenza biunivoca fra polo e po1are, che sussiste 
per le coniche a discriminante non nullo. E la polare di V e indetermi· -. 

\ 

nata, perche il polinomio f (X, '!J, :) e identicamente nullo (n. 242). Vi · 
xo' Yo, ~o 

ceversa, una retta non pass ante per V ha sempre come polo, rispetto alla 
coppia di rette, il punto V, mentre una retta. uscente da V ha infiniti 
poli, appartenenti alla coniugata armonica di essa rispetto alle due rette 
della coppia. 

• 246. Inviluppi degeneri. - 1 risultati precedenti possono subito 
trasformarsi per dualita. Cosl si ottiene il teorema: 

Un'equazione di secondo grado in coordinate di rette, il cui diBcrimi· 
nante sia nullo, rappresenta un inv'Íluppo che Bi scinde in due punti (o, meglio, 
in due fasci); i due punti coincidono se Bono nulli inoltre t1¿tti i minori di 
Becondo ordine eBtratti dal discriminante. 

La coppia di punti diBtinti e il punto doppio sono varieta di inviluppi 
degeneri della seconda classe. 

Conviene qui ricordare (n. 236) che, se il discriminante Á di una curva 
del secondo ordine 

(1) au:D' + any' + aa3z· + 2 au:DY + 2 ai3 :Dz + 2423 Y Z -= O 

non e zero, alla. curva e legato un invi1uppo di seconda classe costituito 
da.lle infinite tangenti, i1 qua1e ha l'equazione 

(1) Áu u' + ÁlJv' +Á3S WI + 2Áuuv + 2Áu uw + 2Á23 vw == O. 
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Ora se A = 0, che cosa rappresenta quest'equazione' Si osservi che, nella 
ipotesi attuale, il discriminante della (I) 

ha nuUi tutti j minori di secondo ordine; quindi la (I) rappre,enta un snvi· 
luppo, che degenera nel punto 

'Al! U + .Auv +.Ata W == 0, 
ossia nel punto (Aw .A1II .A18), da contarsi due volte; I questo punto e, come 
sa.ppiamo, il punto doppio della coppia di rette. Oio del resto si poteva 
prevedere, perche una coppia di rette e segata in punti coincidenti dalle 
801e rette che passano per il punto doppio. 

Se pero la curva (1) degenera in due rette coinciden ti, sono nulli tutti 
i coefficienti dell'equazione (1), e l'equazione stessa diviene una identita. 
Al luogo non e piu legato un inviluppo di scconda cla8se (come risulta pura 
dal fatto che ogni retta del piano sega una retta doppia in due punti 
coinciden ti). 

Per dualit!\: Ad un invil1¿ppO di seconda classe, che degenera in due 
punti, si puo considerare collegato il luogo costituito dalla retta congiun· 
gente i due punti, contata due volteo Ma se i due punti eoincidono, all' in· 
viluppo non e piu collegato un determinato luogo di secondo o?·dine. 

~sercizi I. - 1) Scrivere le equazioni delle tangenti alla coniea 
:z;2 + by - 11 - 2~ - 4y = O 

Dell'origiDe e nei punti in cui essa sega ulteriormente gli R8Bi coordinati. 
2) Equltzione della tangente alla curva 2 ai! - x y + y! - 8:z; - 1 = O nel 

punto (1, 2). 
S) La curva 2xy + 4:1: - 2 Y + 5 = O pasBa per i punti 0.11' infinito degli a8Bi; 

determinare le tangenti in quei punti (aBintoti). La. BteBBa. qU6Btione per la curva 
2au xy +2a13 :z;+2au Y+ a33 = O. ' 

4) Scrivere la equazione di nna paraboIa che paBBi per l'origine, toccando 
ivi la retta 8:z; - Y = O, e passi per il punto (1, 2), toccando ivi la retta 'x - y - 2 = O; il problema ha due 801uzioni, delle quali pero una e degenere. 

5) Scrivere la equazione di una iperbole che paBsi per i pnnti a.ll'infinito 
degli a88i, toccando ivi le rette y + 1 = O, x - 2 = O rispettivamente, e pa8Bi 
inoltre per il punto (S, 5). 

6) Determinare l'equazione compIessivl\ delle tangenti condotte aUa conica 
lJu~ + ... =- O dall'origine, o dal punto aH' infinito di uno degli a88i. Si deduca 
che l'origine e esterna, od interna alla conica, 8econdo che a33 A < O, oppure > O. 

I Se A", A ... A .. fOMero tutti nuill •• ¡ prendorebboIO ,ti olemenü della ... conda o tersa orizzollt.ala 

24 - G, C.Io8TBLNUOVO. Luion.4. G.ometría. ,ma"« ... , 
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7) Si determinino, per la conica deU'es. 2), le tangenti uscenti dall'origine, 
o le tangenti parallele all'as¡¡e delle x; si tromo di queste i pnnti di contatto, 
fl si verifichi che la congiungente i punti di contatto, in ciascuna coppia di tan
genti, e la polare del punto da cui escono le tangenti. 

8) Tangenti condotte dal punto (2, 3) alla conica. dellles. 1) e polare del 
punto stesso. 

9) Quante tangenti parallele ad una data. retta si p(lssono condune ad una co· 
nica, in general e 'j o ad una parabola, in particoJare' Determinare le tangenti 
alla conica X2 + 2xy + y2 - 4x = O, che sono paralleIe aUa. retta 2x + 3y = O. 

10í Assegnare due punti (o rette) coniugati rispetto ad una conica luogo (o 
inviluppo) equivale ad imporre 1ma condizione, traducentesi in una equazioDe 
lineare tra i coefficienti. Si esprima, ad es., la condizione affinche i punti ciclici 
siano coniugati rispetto a,lla conica aH x2 + .. , = O, vale a dire affinche i punti 
all' infinito di questa definiscano direzioni ortogona,li; si trovera aH + a22 = O. 

11) Una conica e determinata, in generale, quando siano date cinque coppie 
di punti coniugati rispetto ad essa, od n < 5 coppie siffatte e 5 - n punti della 
curva.. Ed e pure determinata. se di un punto del piano si conosce la. polare , e 
inoltre sono dati tre punti della curva; ecc. Si scriva l'equazione di una conica, 
sapendo clle Porigine ha rispetto ad es so. la polare x - y + 1 = O, e che la. curva 
passa per i punti all' infinito degli assi e per il punto (2, 1). 

12) Scrivere la equazione tangenziale del cercbio (in assi ortogouali) 

x! + y2 - 2 x - ' 4 Y - 4 = O, 

sia pe l' la via generale (n. 236), sia determinando centro e raggio, e ricordando 
la proprietA geometrica delle tangenti. 

13) Scrivere le equazioni tangenziali delle coniche ax! + by~ + cz2 = O, 
A. Y Z + ¡lzx + v xy = O, Zl - 2 kxy = O; se le coordinate sono proiettive, dalla 
eeconda equazione richiesta si deduca, per dualita, l'equazione puntnale di una 
conica tangente ai latí del triangolo fondamentale (n. 230. es. 13». 

14) Verificare che le equazioni 

3x! - 5xy - 2y' + z + 5y - 2 == O, 4X2 - 4xy + y2 + 4x - 2y + 1 = O 

rappresentano coppie di rette, e scrivere le equazioni staccate delle rette stesse. 
15) Quale speciale inviluppo rappresenta la equazione tangenziale U Z + v2 = O, 

tlupposti gli assi ortogonali'l Qual'a la condizione affinche le due rette 

ax+by+c=O, a'z+b'y+c'=O 

siano coniugate rispetto a quell'inviluppo' 
16) Qnale angolo formano (in assi ortogonali) le rette costítuellti la eoppia 

aH Zl + 2 a u xy + au y' = O, quaPa la condizione di perpendícolarita' Ricordando 
che esse vanno ai punti alP infinito della conica UU;¡;2 + ... + a33 = O (n. 230), 
si deducl1 nU(lvamente (cfr. es. 10» In condizione affinche essa sia una iperbole 
equilatera. 

n. - 17) La polarita rispetto ad una couica presenta noteyoli particolarita 
metriche qu!\ndo la conica sia un cerchio (polu1'Íta cireolat·e). Infatti: la polare. 
di un punto qualsillsi e normale alla retta congiuugente il punto ~Ql eeJJ¡Uo O d~ 
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cerchio; ed iI prodotto delle distanze di O dal polo e dalla polare e wstante; 
l'angolo di due rette arbitrarie e uguale all'angolo sotto cuí da. o sono visti i 
relativi poli; ogui triangolo autopolare ha l'ortocentro in O (PONOELE'!'). Queste 
proprieta si verifican o anche analíticamente, osservando che, preso come fonda
mentale il cerchio X2 + y~ - 1 = O, In polarita e rappresentata. dalle equazioni 
z = - u, y = - v (cfr. 11. 214, es. 5»). 

18) La polarita. ch'colare permette di dedurre, da note proprieta metriche di 
una figura, nuove proprieta delln. figura polare. Come si trasformano ad es. i 
teoremi: le tre altezze di un triangolo passano per uno stesso punto; gli ortocentri 
dt'i quattro triangoli formati prendendo, tre a tre, quattro rette date, sono allineati' 

19) Mentre un punto descrive una conica K, la polare di esso, rispetto ad 
una seconda conica g (direttrice) , iuviluppa una terza conica K', pola"e eU K, e 
le taugenti di K banuo come poli i punti di K'. Data la equazione cartesiana (o 
plückeriana) di K, e supposto che g sia il cercbio x~ + y2 - 1 = O, si scriva 
l'equaziona plückeriana (o cartesiana) di K'. 

20) Supposto che anche la conica K deU'es. precedente sia un cerchio 
(x -IX)! + (y - ~)! = r, di centro O, si trovero. che K' e la conica 

1 
Xl + y' = _ (u; + ~Y - 1)1, ,.1 

Iuogo di un punto (J:, y) le cui distanze dall'origine~ O (o dalla retta IXX 4- ~y - 1 = O 
hauno un rapporto costante O O; la conica ha (n. 6S: b» come fnoco O e come r 
direttrice la polare di O rispetto al cerchio fondamentale Q. Dunque «la polare 
di un cerchio rispetto ad un aItro cerchio e una conica, che ha un fuoco nel 
centro di questo; e viceversa ». (L'HosPITAL, PONCELET). 

IIl. - 21) Data una conica 1 (x, y, z) = O e due punÜ P (x, y, z), P' (x', y', z'), 
la cui congiungente seghi la curva in Qu Q!, l'equazione (2) del n. 231 fornisce 
subito il birapporto p = (P P' Q! Q2)' QnaI'e i1 luogo di P, quando P' sta 
fisso e p rimane costante' Si trovera una conica, la quale passa per le interse
zioni di f colla polare di P, ed ha ivi le stesse tangenti di f. Per p = - 1, si ha 
la detta polare con tata due volte j per p = 1, la coppia delle tangenti nominate. 

22) Data una couica f (x, y, 1) = O in coordinate cartesiane ordinarie, e due 
punti P (x, y, 1), P' (x', y', 1), la cuí congiungente seghi la curva nei punti Qu Q~. 
si dimostri che il prodotto dei rapporti semplid (P P' Q¡) • (P P' Q2) e espresso (111.1 
quoziente f(x, y, 1): j (~, y', 1); (si ricorra alla (2) del n. 231). 

23) Un risultato ana10go si ottiene procedencIo dualmente, se, come coordi
nate 11, v .• IV di una retta, si assumono i coe:fficienti deUa equazion6 normale (n. 30) 
della retta. Infatti, se F (u, V, 10) =- O e la equazione tangenziale di una conica 
e p (u, v, to), p' (u', v', lO') son o due rette, dalla cui intersezione 6scano le tan
genti g¡, q! all!l- curva, si ha (pp'q¡). (pp'g2)=F(u,v,w) :]i'\t,',v',w'). 

24) Dall'es. 22) segue i1 teorema di CARNOT (cfr. n. 152, es. ] S»: «il pro
dotto dei 2n rapporti semplíci, determinati sui lati di un D .gono semplice dalle 
intersezioni con una conica, e uguale a + 1 •. Ed un teorema, che puo rigunrdarsi 
come dnale di questo (relativo a rapporti semplici formati da coppie di lati con 
tangenti alla conica), si ottiene all'e~. 2S), oppure valendosi dell'es. 4) del D. 214. 
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25) Il teorema di CARNOT e il suo duale sono invertibili per n = 3. Segue 
che le coppie di tangenti condotte ad una conica dai vertici di un triangolo Ile
gano i lati opposti in sei punti di una coniea. j e vicenrsa. In particolare, le rette 
congiungenti i vernci di un triangolo con due punti del piaDo segano i lati opposti 
in sei punti di una conica i e dualmente. 

26) Dal teorema di CARNOT puo dedursi il teorema di PASCAL (cfr. 152, 
es. 14»: «Be un esagono e iscritto in una cOlliea., le intersezioni delle tre coppie 
di lati opposti Btanno in linea retta.:.. E dualmente (o trasformando questo teo
rema mediante la polarita. definita dalla conica) si ottiene il teorema di BnlANCHOll 

su! seilatero circoscritto ad una conica" 
27) Se un triangolo e circosc)'itto ad una conica, le congiungenti i vertici coi 

punti di contatto dei lati opposti pasBano per uno BteBsO punto (CEV A) (es. 24) j 

cfr. n. 152, es. 16». E dualmente: se un triangolo e iscritto in una conica, le 
intersezioni deí latí colle tangenti nei vertici opposti stanno sopra una stessa 
retta (CARNOT). 

28) Se due n.goni semplici A B O ... E, .A' B' O' ... K' Bono iscritti in una co
niea. e si indicano con M, N, ... , R le intersezioni dei lati corrispondenti .A B . .A' B', 
B O B' O', ... , KA . K' A', BUSBiste la relazione 

(<X) (ABM) (.A'B'M) (BON) (B'O'N) ... (KAR) (K'.A'R)=lj 

TIceversa, se questa relazione si verifica per due n.goni, dei quali 2n - 1 vertici 
complessivamente appartengano ad una conica, anche l'ultimo vertice appartiene 
alla conica. (Si applichi il teorema di CARNOl' all'n.gono di clii son lati llUcces
sivi .A.A', BB', ... , KK', ricordando l'es. 2) del n. 152). 

Dualmente: se due n.lateri semplici ab ... , a' b' .•. sono circoscritti ad una 
coniea., sussiste la relazione 

(~) (abm) (a'l!,m) oo. = 1, 

dove m.;;;¡¡ ab . a' b', ecc. j e viceversa, nel senso sopra spiegato. 
29) Ora si l'icordi che la relazione (<X) trae con se la (~), se a, b, ... , a', b', .. , 

indicano i lati .AB, B O, ... , .A' B', B' O', ... dei due n.goni (n. 152 es. 20». 
Segue l'importante teorema di PONCELET: 1 «Se due coniche Bono cosl situate 
che esista un n.gono semplice iscritto nella prima e circoBcritto alla seconda, 
esisteranno aHora inliniti n.goni iscritti nella prima coníca e circoscritti alla 
seconda :., ogni punto della prima potendosi assumere come primo vertice .A' di 
un cosiffl1tto n .gono. 

IV. - 30) La polarita determinata da una conica trasforma un quadrangolo 
iscritto nel quadrilatero formato dalle tangenti nei vertici di quello, e traBforma 
in Be stesso il tl'iangolo diagonale (n. 240). Segue: c. un quadrangolo iscritto in 
una conica, ed il quadrilatero circoscritto formato dalle tangenti nei vertici di 
quello, posseggono lo stesso triangolo diagonal e •. 

31) Se r, r' Bono due rette non coniugate rispetto ad una conica, ogni punto 
di r e coniugato ad un solo punto di r ' j e le punteggiate r, r' riBultano rüerite 

• La dimoatrazlone qni eeeennata 11 dovnta lO P. SKRRBT. 
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proiettivamente se si fanno corrispondere punti coniugati appartenenti ad esse. 
Le punteggiate sono anzi prospettive se il punto l' r' appartiene aUa conica; 
qual'e il centro di prospettivaf 

32) Segue il teorema (di SEYDEWITZ): «Se un triangolo e Í8critto in una 
conica, ogni retta coniugata ad un lato sega gli altri due in punti coniugati rispetto 
aUa curva:.. Teorema dunle. 

33) Variando il vertice comune a questi due lati, si ottiene: «Le rette, che 
proiettano da due puuti fissi di una conica un punto variabile lungo la. curva, 
descrivono due fasci proiettivi. (STEINER, CUASLES). Teorema duale. 

V. - 34) 1 due teoremi dell'es. 27) possono riunirsi, dicendo che «un trian
golo iscritto in nna conica, ed il triangolo circoscritto formato dalle ta.ngenti nei 
vertici del primo, sono omologici, ed il centro di omologia e polo dell'asse di omo
logia:.. Ora questo teorema si dimostra facilmente per via analitica, adoperando 
la equazione della conica in coordinate proiettive, riferita al triangolo iscritto, 
aceIto come fondamentale (n. 280, es. 12)). 

35) n teorema precedente e caso particolare di questo: « Due triangoli, polari 
l' uno dell'altro rispetto ad una conica, sono omologici; il centro e l'asse di omo
logia sono mutuamente polari. (CUASLES); si intende che si corrispondono nella 
omologia due vertici, dei quali ciascuno abbia come lato opposto la retta polare 
dell'altro. Viceversa: «se due triangoli son o omologici, esiste una conica rispetto 
aUa quale i triangoli sono polari 1'uno dell'altro ». (Anche qui si assuma uno dei 
triangoli come fondamentale di un sistema di coordinate proiettive). 

36) Dal teorema dell'es. 35) segue facilmente che «se due coppie di lati 
opposti di un quadrangolo completo si compongouo di rette coniugate rispetto ad 
una conica, anche la terza coppia si comporrA di rette coniugate rispetto aquella 
curva» (STAUDT, HI!:SSE). Ora questo teorema puo anche dimostrarsi direttamente 
per via sintetica (considerando la polare di un vertice e le coppie <ti lati opposti 
del quadrangolo ... ); e dal teorema stesso si puo risalire aquello dell'es. 85). 
Teorema duale sul quadrilatero. Queste proposizioni fanno vedere che, in casi 
par~colari, tre coppie di punti, o di rette, coniugati rispetto ad una conica, luogo 
od inviluppo, possono imporre aUa conica due sole condizioni indipendenti. 

37) Assunto un triangolo X Y Z come fondamentale per un sistema di cooordi
nate proiettive, si esprimano le condizioni : a) perche un secondo triallgolo p. P t P 3 

(i cuí vertici abbiano date cool'dinate) sia iscritto in una coníca passante per X YZ 
(n. 230, es. 12); b) perche Pi P 2 P 3 sia autopolare rispetto ad una. conica avente 
come autopolare anche X YZ (n. 241). Dal paragone delIe due condizioni risnlta il 
teorema: 

38) «Due triangoli autopolari rispetto nd una stessa conica Bono iscritti in 
una seconda conica, e (per dllalita) circoscritti ad una terza •. E viceversa: «due 
triangoli, che sono iscritti in (o cil'coscritti ad) una conica, sono autopolari l'ispetto 
ad un'altra conica. (STElNER). 

30) Segue inoltre: «due triangoli iscritti in una. stessa conica sono circo
scritti ad un'altra, e viceversa:. (BlUANCHON). «Date due coniche, non esiste in 
generale un triangolo che sia iscritto nell' una e circoscritto all'altra; ma se, per 
una particolare posizione delle due coniche, esiste un triangolo siffll.tto, ne esistono 
infiniti altri,. (caso partí colare del teorema di PONCELET, contenuto nell'es. 29». 
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CAPITOLO n. 

Costruzione di eoniche. 

Teoremi di PA8CAL, BRIANCHON, DESARGUES. 

24-7. Generazione di una conlca mediante forme proiettive. - Cí 
occupereruo nel presente Capitolo di varie proprieta proiettive delle coní· 
che, che permettol1o di descrivere per punti o per tangenti una curva de· 
terminata da un numero sufficiente di condizioni; di costruire cioe punti 
o taugenti della conica conshlerata, in numero grande quanto si voglia. 

Stabiliamo anzitutto il teorema fondamentale seguente, dovuto a S'l'EI· 

NER e CRASLES: 

I pttnt·i d'incontro di rette c01'rispondenti in due fasei proiettivi, situati 
in un piano 1na non sovrapposti, eostituiscono una curva di secondo ordine, 
ehe passa per i centri dei due fasci. 

Siano S, S' i centri dei due fasci, l,1n, n tre rette per S, cm debbano 
corrispondere nella detta proiettivita le rette l', m', n' del fascío S'. Se in
dichiamo brevemente con l = 0, 1n = O le equazíoni cartesiane delle due 
prime rette del fascio S, la terza retta It avra una equazione del tipo 
l + p.m = O. Ma noi possiamo riscrivere la equazione abbreviata della se· 
eonda retta, dopo ayer introdotto tJ. come fattore nei eoefficienti del poli
nomio m; in altri termilli possiamo prepamre la equazione dí queHa retta 
in guisa, che l'equazioll,e della retta n si ottenga sommando membro a memo 
bro le equazioní delIe rette l, m. Ripetendo la stessa eonsiderazione per 
il faseio S', potremo Rcrivere le equazioni delle sei rette date sotto la 
forma: 

S) 

8') 

l = 0, 

l' = 0, 

1n = 0, 

m' = 0, 

l + m =0, 

l' +m' =0. 

Nella proiettivita, che le due terne determinano, alla retta generiea 
l + k m = O del primo fascio corrispondera, nel secondo fascio, una certa 
retta l' + 1.'m' = O; ma il birapporto di quattro rette del fascjo S deve es· 
sere uguale al birapporto delle corrispondenti rette dell'altro fascio S', pero 
cío sara. (n. 145, e)) k = k'. Siamo cos} condotti a cercare la equazione del 
luogo descritto dalla. intersezione delle due ['ette corrispondenti di S, S': 

l -+ kl1L = 0, 
t' + km' = 0, 
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le quali variano in3ieme al variare del parametro k. Questa equazione si 
otterra. eliminando k fra le equazioni (1) (n. 51). Risulta 

(2) lrn' - l'm = O. 

La (2) e di secondo grado nelle coordinate x, y (che entran o linear
mente nei polinomi l, m, l', m'); i1 luogo nominato e dunque una curva di 
secando ordíne. 1 centri S, S' dei due fasci appartengono poi al luogo, 
perche le coordinate del punto S, ad esempio, annullano i polinomi l, m, 
e quindi soddisfano alla (2).1 

24:8. Costruzione di una eonica determinata da einque punti. -
Ricordiamo ora che una conica e pienamente determinata quando si cono· 
scano cinque dei suoi punti, di cuí mai tre siano allineati (n. 228). Sara 
possibile disporre i due fasci proiettivi, di cui parla il teorema precedente, 
in guisa. che la. conica da essi generata passi per cinque punti reali as· 
segnati' 

Scelti due, A e B, dei cinque punti come centri dei due fasci, proiet
tiamo da essi gli altri tre 0, D, E, medíante ]e due terne di rette 0, d, e; 
e', d', e'; e riferiamo proiettivamente i due fasci A, B, in guisa che queste 
terne si corrispondano (n. 170). 1l luogo della inte¡'sezione F di rette corrí
spondenti j, j' aei due lascí e una conica che (venendo a passare per i 
cinque punti dati) risolve il p,·oblema. 

Facendo variare le rette corrispondenti 1,/', si ottengono quanti punti 
si vogliano della nostra curva. La costruzione di ciaseun punto F porta 
dunque a determinare la ulteriore 
intersezione della curva con una 
retta 1, useente da uno, A ad es., 
dei cinque punti dati; un siffatto 
problema si risolve colla sola riga . 

La seconda. intersezione F della 
retta I colla curva e, in generale, 
distinta dalla prima intersezione A. 
Ma se la. retta t, descrivendo il fa· 
~cio A, assume quella posizione a 
che corrisponde alla retta B.A == a' 
del faseio B, le sue intersezioni colla 

J. ..... ~ .. \ ....... 
,/ 

./ 
./ 

e 

e 

curva vengono a coineidere in A; 

1 Se la retta 88' comune al doe fasol f088e unlta, rapppeseotalldo cou 1 = O quella retta, iI polimonlo 
~, el potrebbo rltener identloo al polinomio 1, e la equnzioDe (2) del Inogo assUIDerebbe la forma 

1(,,,-m')=O. 

Ora que.ta rllppresenta l' ÍD8ieme delle due rette 

1=0, m-m'=O, 
di onl la prima e la S S', mentre la 86Conda sara il Inogo delle intersezionl di rette corrlspondentl non nnlte. 
Si ritrova C08\ la proprieta (n. 168) che i due fasci-proiettlvi 8, 8', aventi una retta unlta. 80no prospettlvf 
{es.endo '" - m' = O l'IlSS6 dI llroslletti'l"al. 
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dunque a e tangente aIla conica in A. Se una. conica e genemta nlediant~ 

¡a8cí proiettivi, alla congiungente i centri deí due jasoí, co1t8iderata in uno 
di e8sí, corri,ponde nell'altro jascio la tangente alla conica neZ centro di 
que8to. 

Segue di qua il modo di costruire la tangente in uno, A, dei punti 
da.ti. Mil. segue pure che: una conica e picnamMte dete~-minata e puo co
Itruír8i mediante ja,ei proietti/Ji, quando di essa si con08cano quattro punti 
e la tangente in uno di c88i, o tre punti c le tangenti i1~ due di essi. Infatti, 
dette a, b' le tangenti in A e B, e detta a' 55 b la ret~a A B, considerata 
rispettivamente nei fasci B, A, ricorreremo, per il primo problema, aBa. 
proiettivita che muta a, e, d in a', e', d'; per il secondo, &11110 proiettivita 
che muta a, b, e in a', b', c'. 

24:9. Punteggiata sopra una eoniea e inviluppo delle tangenti aUllo 
eurva. - Poiche una conica. e determinata. da cinque quali si vogliano 
dei suoi punti, e, dati questi, la. curva puo costruirsi mediante fasci proiet
tivi, si conclude: 

Una curva. di secondo ordine (reale) puo sempre riguardarsi come Zuogo 
delle inter8ezioni di rette corri8pondenti in due ja8ci proicttivi, i cui centri 
siano due punti generit.:i della curva; od anche: 

Le rette, che proiettano un punto mobile lungo una conica da due punti 
fl88i di que8ta, deserivono due jaseí proiettivi. 

TI teorema fu gia. dimostrato per il cerchio (n. 177), che e una conica 
particolare. Le conseguenze, che ne deducemmo aHora (indi pendenti, come 
fu notato, dal fatto che i due fasci l'isultavano, non solo proiettivi, ma 
uguali) , si possono trasportare senz'altro alle coniche. Colle stesse parole 
ivi adoperate si possono dunque deñnire il birapporto di quattro punti di 
una conica, la proiettivita. fra. una punteggiata tracciata sopra una conics 
ed una forma di prima specie, otra due punteggiate sopra una stessa 
conica, e la involuzione sulla conica. 

Dal teorema stesso, enunciato sotto ]110 seconda forma, possiamo de
durre la proposizione duale: 

1 punti in cui una tangente mobile di una conica sega due tangenti fi8se 
di questa descrivono due punteggiate proiettive. 

Siano infatti 8 e t due tangenti alla conica nei punti S,., T!; pren
diamo sulla curva altri punti A, B, a, oo. Sussiste intanto la proiettivita 
tra fasci 

(1) S,. (A B O oo.) A T 2 (A B O oo.). 

Ma il primo fascio e proiettivo alla ~unteggiata A,. Bl a,. ... segata su ,. 
dalle tangenti in A, Bl O, ... , perche quei punti sono i poli dalle :rette-
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DI. A, SI. B, SI. O, ... (n. 237). Per la stessa. ragione il secondo fascio e 
proiettivo alla. punteggiata A~ Bs o~ ... segata dalle tangenti su t. Segue 

(2) 

che dimostra. appunto il teorema. 

Ricordando che aIla retta s del fascio SI. corrisponde la T 2 81. nel 
fascio Ss e considerando i poli delle due rette, si conclude inoltre che al 
puntG di incontro (TI. o Ss) delle due tangenti s e t, considerato sopra 
una di qneste, corrisponde sull'altra tangente il punto di contatto (T~ o 131.)' 

Tenendo conto di questa osserva.zione, si puo dimostrare il dual e del 
teorema di Sl'EINER·OHASLES: 

Le rette congiungenti punti corrispondenti in d1te punteggiate proiettive, 
situate in un piano ?na non 8ovrapposte, toccano una stessa conica che ha 
pU?'e per tangenU i sostegni delle due punteggiate. 

Siano 8 e t i sostegni di due punteggiate proiettive (2), che snpporremo 
non prospettive, escludendo cos} un caso privo di interesse. Detti SI. , T 2 i 
punti di s e t che corrispondono alla comune intersezione Ss Si Ti, costruiamo 
la. conica che passa per Si' T, tocca ivi le rette s, t e tocca inoltre la 
retta Al. A!. Questa. costruzione, come poi vedremo (n. 254), puo farsi senza 
ricorrere al teorema in esame. Le tangenti a.lla detta conica segano su s e t 
due punteggiate legate da una proiettivita. che, avendo comune colla (2) 
tre coppie: SI. 132, Ti T2, Al. .042, coincide con essa. Dunqne le rette B,B! 
Oi al, ... toccano quella. stessa conica. 

250. ·Costruzione di una contca determinata da cjnque tangenti. -
L'ultimo teorema ci permette di risolvere il problema. seguente, duale di 
queIlo trattato al n. 248: date cinqlle tangenti di una conica~ costruire quante 



378 PAR1'E IV, CAP. lI, N. 251 

altre t.angent-i si vogliano alla curva j brevemente, e08truire la coniea per 
tangenti. 

Siano a, b, e, d, e le cinque tangenti date (cbe supporremo reali). 
Assunte due tra quelle, ad es. a e b, come sostegni di punteggiate, si segbino 
con esse le tre rette e, 'd, c; si otterranno le terne di punti a]) E, C' D' E', 

.' 

a .. 
/ 

¡ ,.-
/ 

..
... 

/ 
.' 

Si costruisca ora la proiet· 
tivita. tra. le due punteg· 
giate determinata da que· 
ste due terne: ogni nUOV8 
coppia di punti F, 11', 
corril:lpontlenti in essa: 
dara una nuova tangentQ 
f== F F' alla conica ri· 
chiesta. Ciascuna costru· 
zione porta dunque a con· 
durre, per un punto F di 

una tangente a assegnata, ]'ulteriore tangente falla conica; la costruzíone 
si eseguisce colla sola ríga . 

. Quella tangente f differisce, in generale, tlalb tangente data a nscente 
dallo stesso punto F; la f viene pero a coincidere colla a se il punto F, 
descrivendo a, si porta in quel punto A. che ha per corrispondente su b 

la intersezione A' = a b deí due sostegni. Dunque A e il punto di contatto 
della conica con a. Similmente al punto B = a b, considerato in a, corrí
apande su b il punto di contatto B'. Segue di qua che ~tna eoniea e de ter
minata e puo eost"uÍ1'si per tangcnti, quando di essa siano date quattro 
tangenti e il punto di eontatto .~opra una di csse, o tre tangenti e i punti 
di contatto sopra due di esse. 

Osservazione, - Riassumendo i risultat~ dell'ultimo numero e del 
n. 248, possiamo dire di saper costruire una conica di cui si conoscano 
einque elementi fra punti e tangcnti, purche ciascuna tangente data passi 
per uno dei punti dati, se prevale il numero di questi, o dualmente; nel 
primo caso la conica si costruira per punti, valendosi di <lue fascl proiet
tivi; nel caso duale si costruira per tangenti, valendosi di due punteggiate 
proiettive. 

261. Teoremi di PASCAL e BRlANORON. - Dalla generazione del 
cerchio mediante due fasci proiettivi (uguali) abbiamo dedotto (n. 179) il 
teorema di PASOAL sull'esagono iscritto in un cerchio. Lo stesso teorema 
e la stessa dimostrazione si trasportano alle coniche. Ma per qneste curve 
il teorema e invertibile, e da quin di la condizione necessaria e sufficiente 
perche sei punti appartengano ad una conica. Per ruetter cio in luce ripro
duciamo qui la dimostrazione. Trasformando poi questa per dualita piana, 
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si perviene al teorema di destra, che il BRI.A.NCHON dedusse dal teorema 
-di PASCAL, mutando l'esagono iscritto in un seilataro circoscritto mediante 
la polaritA. deterlllinata, dalla conica. 

Teorema di PASCAL (1640): 
Se un esagono sllmplice ¿ iscr'itfQ 

in 1tnlt conica, le intersezioni delle 

tre coppie di lati opposti stanno SO]Jra 

una stessa 1'etta (detta di PASCAL); 

e viceversa, se in un esagono sem· 
plice si ve¡'ifiva l'l¿ltima p1'oprieta, i 
vertici di esso appa¡·tengono ad una 
stessa conica, che puo anche dege, 
nerare in due rette. 

Teorema di BRIANOHON (1806): 
Se un seilatm'o semp7.ice e cir

cose'/'Ítto ad una conica, le congiun
gcnti le t1'e eoppie di vertici oppost-i 
passano per uno stesso punto (detto 
di BRI.A.NOHON); e viceversa, se in 
un seilatm'o sempliee si verifioa l'ul
tima proprieta, i latí d·i esso toccano 
tina stessa oonica (inviLuppo), che puo 
ancite degenerare in due punti. 

Dimostreremo il teorema. di sinistra. Oonsidel'ia.mo sei puntí A, B, O, 
D, E, E, dei quali supporremo (laseiando da parte i casi di degenerazione) 
che mai tre siano allineati. Da. due di questi, A, E, proiettiamo gli altri 
quattro; sappiamo cite la condizione neces, 
saria e sufficiente affincue i sei lmnti ap
partengano ad una conica e 

(1) A (O B DF) A E (OBDF). 

Segando il primo fascio colla retta O D, il 
secondo colla O B, la condizione si traduce 
nell'altra 

(2) OHDM/\ OB KN, 

d(lve H, M, E, N indicaDo punti sQzioni 
delle rette cui corrispondono. Le due pUDteggiate riescoDo aDzi prospettive, 
perche C e punto unito; qnindi la condizione (2) esprime cbe le congiun
genti punti omologhi H B, D K, ]ll N paseano per uno stesso punto P; 
od in altre parole, che iJ punto P, intersezione delle due prime rette, si 
trova allineato coi punti M ed N. Ora i punti 

P=.AB· DE, N== BG· EF, 111= CD . lf'A 

sono le intersezioni delle coppie oei latí opposti (1" e 4°, 2° e 5°,3° e 6°) 
dell'esagono semplice .A B G DE F. Si conclude che la condizione primitiva 
equivale a. quella espressa dal vel'ificarsi del teorema di P ASeAL. 

Osservazione r. - La. dimostrazione del teorema di P ASOAL conti
nua a sussistere se il vertice B coincide con A, purche per retta A B si 
intenda la tangente in A alla ,conica; ed anche se ínoltre il vertice D 
coincide con E, facendo un'analoga, con venzione .per la retta D JjJ. Si otten· 
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gono cos} proprieta. di un pentagono o quadrangolo iscritto in una conica, 
che possono dar luogo a speciali enunciati. E preferibile pero ricorrera 
sempre all'enunciato del teorema di P ASOAL, ricordando che coppie di 
vertici successivi possono venire a coincitlere, pur di sostituire ad ogni 
lato che sparisce, la tangente che asso ha per limite. Oonsiderazioni ana· 
loghe (duali) si ripetono per il teorema di BRIANOHON. 

Enunceremo soltanto, par la loro semplicita., i corollari seguanti, cui' 
le dette considerazioni di continuita. condurrebbero, e che giustificheremo
presto per a.}tra via. 

Se un triangolo e iBcritto in una 
conica, le tangenti Reí vertici di e880 
.egano i lati oppo8ti in tre punti di 
una retta. 

Se un trilatero ~ circ08critto ad 

una conica, i punti di contatto dei 8uoi 
latí, congiunti coí vertici opposti, danno
tre rette passanti per uno ste880 punto. 

Osservazione. n. - 11 teorema di P ASOAL (o BRlANOON) permette 
di risolvere i problemi trattati nel n. 248 (o 250) per una via diversa, 
almeno nel linguaggio, da quella ivi esposta. 

Si voglia, ad es., co
struire una conica, di cui 
son noti cinque pnnti A, B, 
O,D,H. Per uno di essi, A, si 
condurra una retta. ad arbi
trio x, sulla quale si determ 
nera. la ulteriore intersezio· 
ne X con la conica, in guisa 
che l'esagono ABOD EXve 
rifichi la proprieta. assegnata 

dal teorema di PASCAL. La figura qui di fronte indica i particolari della 
costruzione. Variando x intorno ad A, si ottengono quanti si vogliano puntj 
della curva. 

Esercizi. l 1. - 1) Corollari della costruzione delle coniche mediante fasei 
proiettivi son o i seguenti: 

a) e costante l'area del parallelogramma che ha due latí aopra gli aaintoti 
di una iperbole ed un vertice variabile aulla. curva; 

b) se da due punti tissi di una iperbole si proietta., 80pra. un asintoto, un 
punto mobile lungo la curva, la distanza delle due proiezioni e costante; 

e) una iperbole ed i suoi asintoti determinauo sopra ogni trasversale due 
legmenti aventi lo steSBO punto medio; in particolare, il tratto di tangente ad 
una iperbole compreso fra gli asintoti e diviso per meta dal punto di contatto. 

• Per 1" co.trnzloni dj ooniche dellnite da dnque element!, v. gli eoeroisl in IIne di qa".to Capitol • • 
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2) Corollari della costruzione delle coniche mediante punteggiate proietti ve 
>IIono i seguenti: 

a) una tangente variabile ad una parabola sega. sopra due tangenti fisse 
punteggiate simili j 

b) e costante l'area del triangolo formato dagli asintoti di una iperbole 
eon una tangente variabile. 

3) Mentre due fasci direttamente uguali (ne sovrapposti, ne prospettivi) ge· 
nerano un cerchio, dus fasci inversamente uguali (soddisfacenti alle stesse con· 
dizioni) generano una iperbole equilatera, le cui tangenti nei centri dei fasci sone 
parallele tra loro. Viceversa, i punti di una iperbole equilatera SODO proiettati da 
-ciue suoi pllnti, le eui tangenti siano parallele, mediante due fasci inversamente 
uguali. 

4) Il luogo di ~n punto, da cui le due coppie di vertici opposti di un pa
rallelogramma sono proiettate mediante coppie di rette appartenenti ad una invo
luzione simmetrica, e una iperbole equilatera cÍrcoscritta al parallelogramma. 

5) Se un angolo di data grandezza si muove in un piano in guisa cte il 
vertice desériva UDa retta fissa ed un lato passi per un punto fisso, l'altro lato 
inviluppa una para bola, che tocca pure la retta fissa. 

6) Se due angoli ;:J" ;,¡;, di data grandezza motano intorno ai loro vertici 
6.ssi S, S' in modo che il punto aa' percorra una retta, il punto bb' descrivera 
una conica passante per S, S' (descrisione organioa delle coniche di NEWTON). 

7) II luogo di uu punto, dal quale i vertici di un quadrangolo vengono 
proiettati mediante quattro rette formanti un birapporto assegnato, e una conica 
circoscritta al quadrangolo j come si costruisce la tangente in un vertice di que
sto, ed in conseguenza la curva Y 

8) Questione duale. In pal'ticolare: le rette sulle quali due angoli di un 
triangolo determinano due segmenti di dato rapporto, inviluppano una parabola 
iscritta nel triangolo; per un punto del piano passano dunque al piu due rette 
siffatte, ed una sola se il punto e improprio. 

9) Dato un triangolo, condurre una l'etta sulla quale due angoli di quello 
intercettino due segmenti di lunghezza assegnata (n. 179, es. 14». 

10) Due triangoli iscritti in una conica son O cÍl"coscritti ad un'altra; e vice
versa (cfr. n. 246, es. 40»; (detti ABO, IJEF i due triangoli, si considerino i 
due fasci proicttanti da A e IJ gli altri quattro punti, e si seghino con BO, EF, 
rispettiv.; ecc.). 

11) Due triangoli autopolari rispetto ad una conica sono iscritti in una se
conda conica, 6 circoscritti ad una terza (cfr. n. 246, es. S8» j (si consideri il fa
scio A(BOEF) e la punteggi&.ta dei poli, ... ). 

II. - 12) Le coppie tli punti segate sopra una. conica. dalle coppie di una. 
involuzione in un fascio avente il vertice sulla. curva stanno su rette passanti 
per uno stesso punto, polo della involuzione (cfr. n. 188, oss. 1). 

13) In particolare: le corde di una conica che sono viste da un punto fisso 
della curva sotto un angolo retto, passano per uno stesso punto (detto punto di 
FRÉGlER) situato sulla. normale aIla curva nel punto primitivo. Se la conica e 
una iperbole equilatera, il punto di FaÉGIER 6 improprio, 6 tutte quelle corde 
sono para.llele aIla norruale • 

• 
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14) Si trasformi per dualitA l'e8. 12). Si deullca, ' in particoln.re, che ~ il 
luogo di un punto, dal quale si possooo condurre tangenti perpendicolari fra lor& 
ad una parabola, e una retta (direttrice) ». 

252. Teorema di DESARGUES sulle coniche. - Per costruire una conica 
determinata da cinque condizioni conviene spesso ricorrere al seguente 
teorema, dovuto a DESARGUES (1639), di cuí sussiste pure iI teorema duale: 

Una trasL'e'l'sale sega una 
conica, e le coppie di latí oppo, 
.,ti di 1~n quadmngolo isc)'itto, ín 
coppie di una stes8a involuzione. 

Sia A B aIJ iI quadrango-
N' r lo iscritto, ed t' una trasvers¡tle 

che seghi la. curva nei punti 
Q Q' reali e dístinti, -e le tre 
coppie di lati opposti del . 'lua
drangolo (AB, OD), (AO, BD), 

(AD, BO) nelle tre coppie tU punti JlfJllt, NN', PP'. Da dUB vel'tici del 
quadmngolo, ad es. da A e B, proiettiamo gli altri due vertici ed i punti 
QQ'; otterremo 

A (O D Q Q') 1\ B ( O D Q Q'), 
e, segando con T, 

donde (D. 147, 1) 
NPQQ' 1\ P'N'QQ', 

NPQQ' I\N'P'Q'Q. 

Questa cí dice che NN', P P', Q Q' son o tre coppie di una ínvoluzione 
(n. 181). AUa quale appartiene pure la. coppia M M', come risulta, sia da] 
teorema del n. 185, sia dal ragionamento ora fatto, applicato ad altri du€ 
centri di proiezione, A e O, ad es. 

Per i quattro punti A, B, a, D passano infinite coniche, ciascuna delle 
quali sega sulla retta r (ove la incontri) una coppia della involuzione de
terminata. dalle coppie M M', NN', P P'. Possiamo dunque enunciare il 
teorema di sinistra: 

Le inflnite coniche circosc,'itte ad 
un quadrangolo segano sopra una t,'a· 
sversale coppie di una involuzione, 
a cuí appartengono le coppie segate 
sulla trasversale dalle tre coppie di 
lati opposti del quadrangolo (le quali 
sono coniche degeneri circoscritte al 
quadrangolo ). 

Le coppie di tangenti, che da un 
punto si possono cond1wre aUe inflnite 
coniche iscritte in 1tn quadrilatcro, 1 for
mano una involuzione, a cuí apparten
gono le coppie proiettanti dal punto le 
tre coppie di vertici apposti del quadri
latero (le quali sono coniche inviluppi 
degeneri iscritte nel quadrilatero). 

J Uoa conica diceei Ílt.ritta in un D . latero anando nA tl'lt" ... (Ul i l&ti . 
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I teoremi di DESARGUES Bulla. involuzione (n. 185\ sono evidentemente 
inclusi in questi. 

263. Costruzione di una eoniea che passl per quattro punti e 
tocehi una rettai problema duale. - La involuzione sopra la trasver
sale r, di cuí parla. il teorema di sinistra, pub essere iperbolica, od ellit
tíca (parabolica solo uel caso che la trasversalt' passi per un vertice del 
quadrangolo). Supposta iperbolica, 
e detti X, Y i punti doppi rea11 , 
la conica determinata dái cinque 
punti A, B, e, D ed X sega la 
trasversale r in un secondo puntu, 
che. non puo clifferire dal primo Xi 
dunque, tra le coniche passanti 
per A, B, e} D, ve n'e una tan
gente al1a r in X, ed una seconda tangente in Y. Si ha cosl il modo di 
risolvere il p*oblema di siIfistra, determinando í punti doppi X, Y di una 
certa involuzione (problema questo di secondo grado), e poi riducendosi 
a costruzioni note (n. 248): 

eostruire tma conica che passi 
per quattro punti, e tocchi una retta 
non contenente alcuno di queUi. 

eostrui're una canica che tocchí 
quattro rette, e passi per 1¿n punto non 
a.ppartenente ad alcuna di quelle. 

11 problema ammette due soluzioni, o nessuna. 
Caso particolare metrico del problema di sinistra (supponendo la retta 

all'infinito) e il seguente: costruire una parabola che passi per quattro punti 
assegnati. 

2M" Corollar! del teorema di DESARGUES. - La dimostrazione del 
teorema di DESARGUES, e le conseguenze che ne abbiamo dedotte, con ti
nuano a sussistere se il vertice O del quadrangolo viene a coincidere 
con A, purche per retta. A e si intenda la tangente alla conica in A i si 
puo inoltre far coincidere D con B, intendendo per retta B D la tangente 
in B. In quest' ultimo caso, in vece di infinite coniche circoscri tte ad un 
quadrangolo, avremo infinite coniche tangenti a due rette fisse A SJ B S 
in due punti fissi A} B; e la involuzione segata da quelle sopra una tra
sversale l' sara determinata dalla coppia N N', traccia delle tangenti 
fisse AS, BS (costituenti una prima conica degenere), _e da} punto dopo 
pío M = M', traccia della retta AB = eD (la quale, contata due volte, da.. 
una seconda conica. degenere). Abbiamo COSl il teorema di sinistra: 

Le infinite coniche, che tocca.no Le coppíe di tangenti condotte 
due lati di un triangolo nei vet'i'ici da un punto alle infinite coniche, che 
Bituati sopra il terzo lato, segano 80- toccano dU8 latí di un triangolo nei 
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pra una t1'asversale coppie di una in
f1oluzione, cui appartengono la coppia 
segata dai primi due latí del tl"ian
golo, ea. un punto doppio segato dal 
terzo lato. 

vertici situati sul terzo l(l,to, formano 
una involuzione, cuí appartengono la 
coppia di rette proiettanti quei due 
vertici, ed una retta doppia proiet
tarde il terzo vertice. 

Fra le coniche nominate nel teorema di sinistra ve n' e una. sola (oltre 
aUa retta doppia A B) che tocchi la trasversale r. Il punto di contatto X, 

r 

doppio per la. involuzione, e co
niugato armonico dell'altro punto 
doppio M rispetto alla coppia N ~; 
esso dunque si costruisce tirando 
le rette A N', BN, e congiungen
done la intersezione ad S mediante 
la retta S X. Segue di qua che, 
se una conica 8 iscritta ne] trian
gola S N N', le congiungenti i ver

tici coi punti di contatto dei lati opposti concorrono in UD punto. Con cio 
rimane giustificato uno dei teoremi enunciati nella OHS. [ al n. 251; l'altro 
segue per dualita. 

21)&. Intersezioni di dne coniche. - [ risultati degli ultimi numen 
(nn. 252-254) possono confermarsi ed estendersi per via analítica. .A. ta) 
fine conviene premettére alcune considerazioni sul sistema di due coniche. 

Date le equazioni di due coniche 

(1) f (x, y) = au X2 + 2 al.! x Y + a22 y" + 2 a(3 1) + 2 a23 Y + a'3 = O, 

(2) <p (x, y) = bu x" + 2 bu x y + b22 y2 + 2 bi3 X + 2 b23 Y + h33 == 0, 

proponiamoci di determinare i pnnti ad es se comuni. 
Dovremo risolvere il sistema delle due equazioni nelle incognite x, y; . 

. percio immaginiamole ordinate rispetto 3.d una delle incognite, ad esempio 
rispetto ad y, ed eliminiamo y tra. quelle. Otterremo una equazione risul
tan te, contenente la so)a x, la quale vi comparira a grado 2 . \3 = 4, in 
virtu del teorema di BÉZOUT.1 L'equazione risolta fornira dilllque quattro 
valori per la Xi siano le., x!, Xa , le,. Sostituendo nelle (1), (2), al posto 
di .v, uno di questi valori, ad es. Xi' si ottengono due equazioni quadra
tiche nella sola y, le quali hanno una radice comune Vi (e in general e una 
sola), che si determina con una. operazione di massimo comun divisore tra. 

• In generale quel c;eorema J106 che, se le dne aqnazlonl prlmltlve 8Ono del gradi m, n, l'equazlone 
rlenltaute ... ra di grado """; donde aegue che duo :urv. §,!gebrich. di ordin' m, n, han7lo m n .nurs.zio .... 
V., .. que8to propo.ito, CAPELLI, I,,¡turio ... di ana:lis' m!g.brica ¡1902), pag. 573, dov .. il caso ohe l\ Dol Últa 

reeaa & trattaOO In tutti 1 partlcolarl. 
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i due primi membri. 008\ si sara ottenuta una prima intersezione (Xi I 'Y¡) 
delle due conicht'l; e similmente si troveranno altre tre intersezioni (x2 , Y 2) 
(X3 I y 3)' (.z;. I '!J,). Ooncludiamo che due coniche si segano in quattt'o punti i 
a meno che le coniche non cOincidano, o non si spezzino in due coppie di 
rette aventi una. retta comune. 

La determinazione analítica dei· quattro puntí dipende dunque dalla 
risoluzione di una equazione di quarto grado ad una incognita, equazione 
i cuí coefficienti sono reali se tali sono, come supporl'emo, i coefficienti 
della (1) e (2). Le particolarita che possono presentare le radici di una 
sÍffatta equazione (radici reali, o immaginarie coniugattl, distinte o coinCl
denti) si traducono in particolarit8. relative ai quattro punti nominati. Oí 
limitiamo ad enumerarle qui, riser .. andoci di esaminare piu accuratamente 
qualche caso nel seguito. 

a) Le quattro intersezioni A, B, (J, D di due coniche pOSSOllO esser 
tutte distinte (caso generale), e precisamente; 

1) tutte reali; e il caso di due conichc circoscritte ad UlI quadrangoloj 
2) due A, B rea11 , e due O D immaginarie coniugate; tale caso si 

presenta, ad es., per due cerchi intersecantisi in due punti A, B (aHora O, D 
cadono nei punti ciclici); 

3) tutte immaginarie, A coniugata con B, e O con D; si consíde
rino, ad es., due cerchi non secantisi.-

b) Dclle quattro intersezioni alcnn8 possono coiucidere. Se due o 
piu coincidono in A, si dice che le due co-
niche si tocoano in A, e si dimostra che hanno 
ivi la stessa tangente; vanno qni distinti i 
casi seguenti: 

4) due intersezioni A = B coincidono 
in un punto reale, dove si ha un contatto 
semplice (o del primo o1·d·ine, o bipunto), e le 
altre due intersezioni O, D sono reali e di
stinte, come nella figura quí tracciata; 

5) oppure, oltre al contatto semplice A = B, si hanno due ¡nterse
zioni immaginarie coniugate, come ad es. 
nel caso di due cerchi tangenti; 

6) tre intersezioni A = B;;:; O coin
cidono in un punto reale, dove le coniche 
hanno un contatto del secondo ordine (o 
tri punto, o punto di o8culazione), e la 
quarta intersezione D e reaIe e distinta 
da quelle; si dimostra poi che nel pun-

to A le cociche, oltre a toccarsi, si attraversano, come nella figura qui 
ILccanto¡ 

~ -: G _ OAITDUfUO"O. Lu",,,i di G •• ,,.et,ill IlRIlZit _ _ 
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7) le quattro intersezioni .A. == B = O = D coincidono in un punto 
reale, dove si ha un contatto del terzo ordine (o quad1'ipunto); 

8) possono finalmente due intersezioni .A. = B coincidere in un primo 
punto, e le altre due O = D in un secondo punto, nel qual caso le coniche 
diconsi bitangenti; ma i due punti di contatto A e O possono essere: (} 
reali e distinti, come nelle coniche di cui parla il teorema del n. 254; 

9) oppure immaginari e coniugati; cio, ad es., accade per dne cerchi 
concentrici, i quali, come vedremo, si toccano nei punti ciclici. 

2ó6. Fascio di conicn6. - Qualunque sia il caso in cui si trovino 
le due coniche (1) e (2), e facile scrivere la equazione di ogni altra conica 
passante per le loro intersezioni. Si formi infatti una combinazione lineare 
delle (1) e (2), adoperando due parametri 1.., Il, non entrambi nulli. Si otterra. 
una equazione 

(3) )..f(x, y) + Il <P (x, y) = O, 

di secondo grado in x, y, la quale rappresenta dunque una conic&.. Al 

variare di 1.. 8 Il, o meglio del rapporto ~, si ha.nno infinite coniche, tra 
Il 

le quali la (1) (l... O, Il = O) e la (2) (1.. = O, Il =F O); esse formano un 
liistema detto fascio di coniche (cfr. n. 49).1 

Proprieta. fondamentali del fascio sono le seguenti: 
a) Ogni punto (reale o immaginario) comune alle conich.e (1) e (2) . 

appartiene pure a tutte le coniche del fascio; 
b) Per ogtt,i altro punto del piano passa una, ed 1tna sola conica del 

fascio. 
Infatti, se le coordinate (x', y') di un punto P annuUano insieme i 

polinomi (1) e (2), es se annuUeranno pure il polinomio (3), donde il teo
rema a). Se invece i valori f (x', y'), <P (x', y') non sono entrambi nulli, 
allora dalla relazione. 

I..f (x', y') + Il <P (x', y') = O 

si potra. ricavare in modo perfettamente determinato, il rapporto ~ (o ~ ; 
sostituendo il valore trovato nella (3), divisa per Il (o per 1..), si avra 
l'equazione di queUa conica del fascio che pass a pf\r P; donde segue il 
teorema b). 

1 quattro punti comuni aUe curve (1), (2), e quindi alle infinite co
niche' del fascio, si chiamano punti base del fascio. Se questi son o l'eali e 
distinti, vertici di un quadrangolo, il fascio e costituito da tutte le coniche 
circoscritte al quadrangolo . 

• n oaso partioolare del fascio di cerohi fu g!iI atndiato al D. 51. 
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Le coniche di un fascio segallo sopra una retta del piano infinite 
coppie di punti. Se tale retta e, ad es., 1'a8se w (come puo sempre sup
porsi, eseguendo, ove occorra, uua trasformazione di coordiuate, che muta. 
la (3) in una eqnazione dello stesso tipo), la coppia segata da.lla (3) sara. 
data (per y = O) da 

O¡;SIl\ 

A (a'tI x' + 2 al3 al + a3S) + Il (bit wl + 2 bu w + b33 ) = O. 

:'11110, al variare di ~, questa coppia di vunti descrive sull'asse x una in-
Il 

voluzione (n. 184). Ooncludiamo dunque col seguente enunciato, che pre· 
senta sotto la forma piil generale (dovuta a STURM) il teorema di DESAR

GUES (n. 252): 
Le inflnite coniche di ~n frucio 8egano 1Iopra 'Una trruvet'SaltJ coppie d, 

una involuzione. 

"297. Coniehe degenerl in un fascio. - La conica 

(3') f (x, y) + le <p (ai, y) = O 

(dove k = t) e degenere se si annuila il suo discriminante, se ~ duuque 

(4) 
aH +kbH 

aZt + le bu 

all + k b~1 

al! + k bl2 

an + le bZ! 

a32 + le b32 

O. 

Ora questa e una equazione di terzo grado in le, la quale fornisce per k 
tre- valori. Percio, in 'Un fascio di coniche si trovano tre coniche dogeneri 
(a meno Wte tutte le coniche del fascio non siano degeneri). 

Se i punti base del fascio A, B, O, D sono tntti distinti, vertici di un 
quadrangolo, le tre coniche degeneri son date dalle tre coppie di latí 
opposti del quadrangolo 

(5) AB, OD; AO, BD; AD, BO. 

E sono tutte reali se quei punti sono reali; oppure una sola reale 
(ad es. la prima), e le altre due immaginarie, se due soli dí quei punti 
(ad es. A, B) sono reali, o se sono tutti immaginari (ad es. A coniugato 
con B, e O con D); nell' ultimo caso pero sono reali i tre punti doppi 
delle coniche degeneri 

M==AB· O]), N-==.AO· BD, P=AD· BO, 

mentre nel penultimo caso e reale solo iI punto M. Il triangolo diago
nale M N P del quadrangolo A B O D, iscri tto in tutte le coniche del fascio, 
e autopolare (n. 240) rispetto alle dette coniche; e si dimostra, nel caso 
di punti base distinti, che e 1'unico triangolo godente siffatta proprieta. 
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Nel caso di punti base non tutti distinti, le tre coniche degeneri del 
fascio vengono in parte, o tutte, a coincidere. Qui bastera. notare (v. n. 258) 

che le dette coniche sono ancora fornite dallo schema (5), purche si in
tenda, al solito, per retta congiungente due punti base coincidenti, la tan
gente comune ivi alle coniche del fascio; (sicche, se A == B, delle tre co
niche degeneri una e formata dalla tangente in .A. presa colla retta O.D, e 
le altre due coineidono nella. coppia .A. O • B D =:!! .A. D • B O). TI triangolo 
autopolare comune degenera, o diviene indeterminato; quest'ultimo caso si 
presenta se le coniche del fascio si toccano in due punti .A. == B, O = D 
perche aHora il punto M = .A. B • O D, insieme con due punti qualsivo
gliano di .A. O che siano coniugati armonici rispetto ad .A. e O, fornisce 
un siffatto triangolo. 

Osservazione. - Per determinare i punti ...4., B, O, D comuni alle due eoniche 
/ = 0, 'P = 0, si puo (anzicM seguire la via indicata al n. 255) risolvere l'equa
zione cubica (4), sostituirne una radice k, nella (3'), e scrivere le equazioni stac
cate delle due rette, ad es. .A. B, O D, componenti la corrispondente conica dege
nere del fascio, il che si ottiene risolvendo una equazione di secondo grado ad 
una incognita (n. 243). Le intersezioni ...4., B e O, D di quelle rette colla co
nica j=- O (o cp = O), le cui coordi.nate si ricavano risolvendo altre due equazionj 
quadratiche ad una incognita, sono i pwtti cercati. Oppure possiamo valerci di 
due radici distinte k" k, (se esistono) 'lella (4), scrivere le equazioni staccate delle 
rette AB, OD e Aa, BD componenti le relative coniche degeneri (per il che basta 
ri"ol vere due equazioni quadratiche), e determinare le intersezioni delle rette di 
una coppia colle rette dell'altra. In ogni caso: la ri8ol,usione della equasionlJ di 
4° grado, a oui oonduce il detto problema trattato direttamente (n. 255), pulJ jara l 
dipendere dalla risolusione di una equasionIJ di !JO e di due o t1'e equazioni qua
dmtiohe; cio d'accordo colla teol'ia. delle e'lllazioni di quarto gra.do a.d una 
incognita. 

* 2ó8. Contatti di due eoniehe. - Pero giustificare alcune aflerma.
zioni contenute negli ultimi numeri, esaminiamo i vari contatti che due 
coniche possono avere in un punto. Assumiamo i1 punto, supposto reale, 
come origine, e la tangente alla prima conica in e8SO come asse y. AHora 
risult.a facilmente che l'equazione di que sta conica e del tipo 

(1) 

dove si 8uppone ' au =P 0, a u =t= 0, per evitare casi di spezzamento. Si 
abbia poi una seconda conica, la. quale passi per l'origine, 

(2) 

Per trovare le tre rimanenti intersezioni delle due curve, qui conviene 
ridurre omogenee le equazioni (1), (2); fatto cio, la. terza coordinata z com
pa.rira come fattore ne11' ultimo termine della. (1) e negli ultimi due ter-
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mini delia (2). Eliminando poi z fra le due equazioni, troveremo come 
risultant.e 

(3) (b 13 X + b23 y) (a ll Xl + 2 a 12 x y + an y2) 

- a u x (bu x! + 2 bu x y + b22 y2) = O. 

Questa equazione, omogeuea e di terzo grado in x, y, fornisce per i1 rap

porto ~ tre valori kl , k" k" e quindi rappresenta tre rette ~ = k i1 k 2 , ks' 
y y 

uscenti dall'origine e passanti per le tre intersezioni richieste A, B, O. 
Queste si otterranno dunque determinando i punti in cui quelle tre rette 
segano (oltre che in O) una delle due coniche date, ad es. la (1). 

Ora se si suppone che, delle tre intersezioni A, B, O, una, ad es. A, 
coincida con O, vuo1 dire che una O A delle tre rette Ilominate non in
contra la (1) fuori di O, e viene quindi a Coillcidere coll'asse '!J, tangente 
alla (1) in O. Aliora la (3) deve esser soddisfatta ponendo x = O, Y qual
siasi; deve 6810r cioa b23 a u = O; e siccome a per ipotesi al! =+= O, dob
biamo ritenere b23 == O. Questa ci dice che la. seconda conica, la. cui equa
zione di viene 

(2') 

(con bu =1= O, bis * O, per evitare casi di spezzamento) ha. in O la stessa 
tangente x == O della prima conica; la riunione in O di due intersezioni 
delle due curve (contatto "i ¡o m'dine) porta dunque, come si a affermato 
(n. 255, b)), che queste abbiano ivi la stessa tangente. 

Riprendia.mo la (3) che, nella ipotesi biS = 0, sopprimendo il fattol 
comune x, assume la forma 

(3') (au bu - a l3 bu) X2 + 2 (a 1! b 13 - a IS bit) x '!I 
+ (au bl3 - a l3 b2t ) y! = 0, 

e rappresenta due rette O B , O O, cúngiungenti O colle altre due ínter· 
sezioni delle due curve. Se una B di queste viene ancora a coincidere con O, 

la (3') deve fornire una radice ~ == O; donde segue au b 13 - ala b22 = 0, ossia 
y 

(4) 
al! _ a

l3 

b,! - b
l3 

• 

Se finalmente anche l' ultima intersezione O viene a coincide re con O, 

i due valori di ~ forniti dalla. (3~ saranno nulli, e si verifichera., oltre la 
'!J . 

condizione gía 8cl'itta, anche la au bl3 - a l3 bu == O; si avra.!lno insomma 
le due condizioni 

(5) 
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(dove au ' bu devono ritenersi o entrambi diversi da zero, o entrambi 
nullí). La (4), o ri8pettivamente le (5), danno le condizio1li a1finch~ le dlU 
coniche (non degeneri) (1) e (2') abbiaM in O un contatto di ,eoondo ordine 
(punto d'oBoulazione), o di terzo ordine. 

Se moltiplicbiamo i due membri della (2') per il fattore non nnllo, 
ne infinito, ~t3, possiamo ancbe presentare j risultati ottenuti dicendo cbe: 

13 

la equazione di una conica non degenere, avente nell'origine un contatto di 
primo, 8econdo, o terzo ordine colla (1), 8i puó 8crivere BOttO la prima, la 
seconda, o la terza forma, ri'pettivamente: 

(6) 
(7) 
(8) 

, '+9.' +' '+2 -O a ti x ~ a l! x y a ti y a u x - , 
a'u x' + 2 a'u x y + au y' + 2 a lS X = 0, 
a'u x' + 2 al! x y + an y' + 2 a u x = 0, 

do ve le a' hanno valori arbitrario 
Se formiamo una combinazione lineare, mediante un parametro k, 

della (1) colla (6), o colla (7), o colla (8), riconosciamo anzitutto che due 
coniche generícbe del fascio hanno tra loro un contatto del 1", 2·, o 3· or
dine, rispettivamente. U guagliando poi a zero il discriminante della como 
binazione lineare, troviamo nel primo caso la relazione 

(1 +W (au + k a'u ) = 0, 
e, negli altri dua, 

(I+W=O. 
Ricaviamo di qua che, nel fas cío delle coniche aventi un semplice con· 
tatto in O, e secantisi ulteriormente in B, O, due delle tre coniche de· 
generí coincidono colla coppia di rette O B, O O (corriRpondente alla ra
dice doppia k == - 1), e la terza e formato. dalla tangente in O e dalla 

a retta B O (e corrisponde a k == - --f! ) . Invece nel tascio delle coniche a u 
ehe hanno in O un contatto del secondo, o del terzo ordine, le tre coni· 
ehe degeneri (k = -1) coincidono colla coppia forma.ta dalla tangente in O 
e dalla retta congiungente O colla nlteriore intersezione 0, distinta o coin· 
cidente con O. Tntto cio d'accordo colle afI'ermazioni fatte nel n. 257. 

OsservBzione. - Per fare un'applicazione metrica delle cose dette, 
notiamo che, tra le coniche osculatrici alla (1) in un punto O di essa,vi e un cerchio, cerchio osculatore. L'equazione di questo si ottiene, nella 
ipotesi di coordinate ortogonali, ponendo nella (7) a' tt = a' n' a' l! = 0, e 
puo scriversi sotto la forma 

(7') a 
x' + y2 + 2 ....!! x == 0, 

a •• 
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la quale mostra che il cerchio oscnlatore ha il centro nel punto (- a'.3 , o) 
a n 

dell'asse :e, normale alla curva in O (Ci08 perpendicolare alIa tangente), 
a 

ed ha i1 raggio ngunle al valore assoluto di ~ • 
a,u 

259. Equazione di una con lea soggetta a date condizionl. - La 
conslderazione dei fasci di conicbe permette spesso di acrivere, nel modo 
piil rapido, l'e.quazione di una conica cue debba soddisfare a cinque con· 
rlizioni assegnate. Se infatti quattro di queste son tali che le infinite 
conicbe soddisfacenti ad ease formino un fascio (il che accade qnando le 
condizioni siano lineari, Ci08 traducentisi in eqnazioni lineari tra i coeffi· 
cienti della conica richiesta), si scrivera l'eql1azione della eonica generica 
del fascio valendosi ad es. delle equazioni di due coniche degeneri di e8so, 
e poi si calcolera il parametro ancora disponibile in guisa. da soddisfare 
alla quinta condizione. 

Cosl, se le prime qnattro condizioni importano il passaggio della 
eonioa per qnattro punti dati A, B, 0, D, si potranno scrivere anzitutto 
le e.quazioni delle rette A B, ° D, A 0, B D; siano, in forma abbreviata, 
l = O, l' == 0, m == 0, m' == 0, ordinatamente. AHora ogni eonica passante 
per i detti punti avra una eqnazione del tipo 

ll' + ,Hnm' == 0, 

dove ~ 8 un parametro di eui si dispone. 
Similmente, una coniea che debba toccare i lati l == 0, Z' = ° di 

nn triangolo nei vertiei situati sul terzo lato m == 0, ba un' equazione 
del tipo 

¡l' + ~mt = O. 

• 260. Schiera di coniche. - Le considerazioni degli ultimi numeri 
(nn. 255-259) si traducono subito per dualita. Limitiamoci qui a rilevare 
cbe due coniche (inviluppi), rappresentate dalle equazioni in coordinate 
di rette 

j(1t, v) == 0, <p(u,v)=O. 

banno quattro tangenti comuni (fra reali, immaginarie, distinte e coinei
denti); queste son pure tangenti aUe infinite conicbe date dall'equazione 

'J..f(u, v) + Jl<P (u, v) == O. 

al variare dei parametri A, !l' Le coniehe, che eOS1 si ottengono, formano 
una schiera (sistema duale del faseio), di eui le quattro tangenti nominate 
si chiamano rette basi. Ogni alt"a retta del piano e tangente ad una, e al 
una sola conica della schieraj (melltre per un punto del piano passano 
iue eoniehe della. scbiera., reali od immaginarie). Una sebiera 8 eostituita, 
q,d es., da tutte le eoniehe iseritte in un quadrilatero (n. 252). 
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.Le coppie di tangenti, eondotte da un punto del piann alle infinite co
niche di una Behiera, formano una involuzione. Questo teorema. corrisponde 
per dualita a. queUo' di DESARGUES, sotto la forma generale del n. 256. 

Osservazione. - Le conicne di un fascio generalmente non formano 
una schiera, giacche, tra quelle, due toccano in generale una. stessa retta 
del piano. Pero e fascio e schiera. ad un tempo il sistema delle coniche 
che hanno due contatti semplici in due punti fissi (fascio-8chiera delle co
niche bitangenti, cfr. n. 254), ed il sistema delle coniche che hanno un 
eontatto quadripunto in nn punto fisso. 

EsercizL 1. - 1) COlltruire media.nte fasci proiettiví, o mediante il teorema 
di PASC.U: 

a) una pa.rabola, dati tre punti propri e il punto all' infinito ; 
b) una iperbole, dati tre punti propri e le direzioni degli asintoti (costruendo 

in particolal'e gli asintoti); 
e) una iperbole, di cui siano dati tre punti pl'Opri ed un asíntoto lclr. n. 251, 

es. 1, b», od un punto proprio e i due asintoti (cfr. n. 251, es. 1, e)); 

2) Costruire mediante punteggiate proiettive, o mediante il teorema di 
BRIANCHON: 

a) una parabola, di cui siano date quattl'o tangenti (costruendo in partico
lare il punto all' infini to della. curva, la tan gen te parallela ad una rtltta asse
gnata. ... ) ; 

b) una. iperbole, di cui siano date tre tangenti ed un asíntoto, od una tan 
gente e i due aeintoti. 

3) Costruire una conica, eseendo dati tl'e punti di eilila, e di un punto del 
piano conoscendosi la polare; (ciascuno dei punti <lati qnanti altri punti fornillce' 
(., aempre determinato il problema'). Problema duale. 

4) Costruire una conica, conoscendone l1n triallgolo autopolare, ed inoltre 
dne pl1nti di essa, o due tangenti, od nn punto colla relativa tangente; (quanti 
altri elementi della curva poseODO 8ubito costruirsi' ID qual caso il problema p 
mdeterminato '). 

5) Determinata una conica mediante cinquo punti (o 4, 3 punti e le tangenti 
in 1, 2 di essi), costruíre lineal'mente di un punto arbitrario la polare rispetto 
alla curva. Problema duale. 

S) Rispetto alla conica del\'es. precedente, costruire il polo di una retta data 
(si costruiranno le polari di due punti 8celti convenientemente sulla retta). Pro
blema duale_ 

7) Costrnire le intel'sezioni di una retta data con una conica determinata me
diante cinque punti, o quattro pnnti e la tangente in uno di essí, o tre punti e 
le tangenti in dne di easi. (Determinata la proiettivita tra due fasd, che conduce 
'" genemre la. conica., si seghino quelli colla. retta data. ... ). 

8) Caso particolare metrico: decidere se una. conica, di cui ili conOSCODO cin
que punti (o quattro punti e la tangente in uno di essi, ... ), lia un ellisse, una 
parabola, od una iperbole (cfr. n. 179, es. 31)}: 
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9) Problema duale: condul're per un punto le tangenti ad una eoniea deter
minata mediante cinque tangenti (oppure quattro tangenti e il punto di contatto 
80pra una di esee, .•. ); in particolare, eostruire le tangenti parallele ad una 
retta data. 

10) Come applicazione del teorema di DESARGUES, o del duale, eostruire: 
ca) una parabola, di cm sono da ti quattro punti propri, o tre punti propri e 

la tangente in uno di essi ¡ 
b) una iperbole, di cuí Ion dat i due punti propri, un asintoto e una tan

gente: 
e) una parabola, di cuí son date tre tangenti ed un punto. 
11) Costruire una conica che passi per tre pUllti A, B, 0, e tocohi due rette 

r, 8 non appartenenti ad aleuno di quelli. U problema ammette quattro soluzioni 
reali, o nessuna, seeondo che A, B, O appartengono, o no, ad uno stesso dei due 
angoli completi r 8. (Detti R, S i punti di contatto incogniti con '1", 11, si osservi 
che le infinita coniche tangenti aqueste rette in quei punti segano sopra A B 
una involuzione Dota (n. 254), di cuí la retta ES contiene un punto doppio ... 
Ragionando analogamente sopra A O, si riesce a costruire R S in quattro modi 
diversi). 

12) Problema duale del precedente. 
11. - 13) Parecchi dei problemi grafiei risolti nel testo, o in qualcuno dei 

preeedenti esercizi, possono pure risolvel'si · senza diffieolta anche quando, iu luogo 
di una o phI coppie di punti (o rette) reali, si assegnino una o piu coppie di 
punti (o rette) immaginari (sottinteso coniugati, in seuso algebrieo), ciascuna eop
pia essendo definita mediante una involuzione ellittica sopra una retta (o in un 
fascio) reale , come al n. 193. Cosl si puo ~ costruire la conica che passa per tre . 
punti reali A, B, e, e per due pllnti illlmaginari appartenell,ti ad ulla retta '1"». 
(Dei pun ti A B . r, A O . r si costruiscano le polari rispetto alla cu rva; poi es. 3); 
la costruzione cade in difetto se A e B coinciuono, ed e A O la polare di A B . '1", 
mil. allora serve il teorema del n. 246, es. 32» . Caso particolare: «costruire colla 
10130 riga, dato un quadrato, quanti punti si vogliano del cerchio determinato da 
tre punti A, B, O." (cfr. n. 193, es. 27}). 

14) Problema duale. In pal'ticolal'e: costruirtl la conica. che tocca tre rette 
reali a, b, e, e tocca inoltre le rette isotrope uscenti da un punto F¡ vale a dire: 
"costruire la conica, dato un fuoco Jj' e tre tangenti :..\ 

15) Costruire la coniea che passa per un punto reale A e per due coppie di 
punti immaginari, appartenenti a due rette reali '1", B. (Del punto P = '1"8 si co
nosce intanto la polare p, e quindi da! punto reale A si ricava un secondo punto 
reale B della conica; par determinare le intersezioni reali X, Y di p colla curva 
- problema di 2" grado - - si applichi a! triangolo A X Y ed alle trasversali r, , 
il teorema del n. 246, es. 32); oppure, senza costruire X, Y, si determini la in
voluzione che ha par punti doppi X, Y - problema di 1" grado j n. 193, es. 51) -

I DicelJlfuoco di una canica. come ved.remo Del Cap. V , un punto F tale ohe le tangent.1 <la 6. eo condot,te a.Ila cnrva pa""ino per I punti ciolici. Sebbene alcnni di qneeti problemi eni fuochi vengano riproc1otti in quel oapitolo e rlsoltl con mezz! epeolali. atimiamo utile far vedere qni co ... eui rientrino. qU:lli c •• i particolari ~etrici . in problemi proiettivi. 
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cd aquesta ed ai punti A, B sí applíchi nuovamente il teorema del n. 246, es. 32). 
Un'altra costruzíone di secondo grado consiste nel determinare il tríangolo diago
nale, reale , del quadrangolo avente per vertici i quattro punti immaginari dati; 
n, 193, es. 48); poi es. 4) del presente n.). 

16) Casi particolari metrici del problema. precedente e del dnale sono : «co
strnire il cerchio paseante per un punto reale e per una. coppia di punti imma.
ginari :.; «costruire la conica, dati i due fuochi ed una tangente reale lo. 

17) Costl'uire una conica che tocchi una retta t, e passi per due punti ,'eali 
e per una coppia di punti immaginarí, o per due coppie di punti inlmaginari. Si 
troveranno due soluzioni al phI (cfr. n. 253). (Si determini la involuzione, che 
sopra t segano le coruche per i qU8Uro punti dati, delle quali coniche una dege
nere e gis. nota, ed un'altra pub costruirsi mediante 1'es. 13) o 15), prenden do 
ad arbitrio un punto su t ; ecc,). 

18) In particolare: «costruire UD cerchio, che passi per due punti (reali) el 

tocchi una retta (reale) :.; «costruire una conica, conoscendone un fuoco, un punto 
(reale) e due tangenti (reali).; ecc. 

19) Costruire una conica che paBsi per tre punti reali, e tocchi una coppia 
di rette immaginarie; quattro soluzioni (si applichi il procedimento delI'es. 11>:; 
poi e8. 13». 

20) In particolare: « costruire nna conica, dato un fnoco e tre punti (reali) :. ; 
«c08truire un cerchio tangente a tre rette (reali) a8segnate (cerchio i8critto od 
ex-iscritto a un triangolo) ~. 

21) C08truire una conica che passi pel' un punto reale, per una coppia di 
punti immaginal'i, e tocchi due cette reali; quattro soluzioni. (DelIa corda di oon
tatto si determina facilmente un punto reale e la polare di esso ri8petto alla 00-

nica, della quale 8i costruira quindi un secondo punto reale, e8. 3); poi es. 17». 
22) In particolare: «costruire un cerchio che passi per nn punto (reall.') e 

tocchi due rette (reali) :1>; «costruire una conica, che abbia un dato fuoco, una data 
tangente (realA), e passi per due dati punti (reali) :.. 

23) Costrnire una conica che pas8i per tre punti (ad es. reali), e riesca bita.n
gente ad una coruca data; quattro 801uzioni. (Il ragionamento dell'es. 11) si ap
plica anche aquesto ca80). Problema duale. 

IlI. - 24) 1 problemi precedenti 8i risolvono pure per viII. analitica, facendo 
uso, ad es., del procedimento in di cato al n. 259; dati numerici potranno trovarsi 
negli es. 1), 4), 7), 8) del n. 230. 

25) In particolare: «si 8criva la equazione di una conica, che passi per tre punti 
e tocchi due rette date •. (Supposto anzitutto che le due rette siano gli as si coordi
nati, e che exz +~.Y + r = O sia la congiungente i punti di contatto, si osservera 

che l'equazione della conica pub scriversi sotto la forma: + v;y = ce z + ~ y + y, 
nelIa quale i coefficienti IX, ~, r si calcoleranno tenendo conto dei tre punti 
p. (z" y.), per cui la curva deve pa8sare. In generale, 8e le due tangenti date, reali 
o immaginarie, banno le equazioni Z = O, m = O, sotto il radicale comparira il 

prodotto l m; sicche + V zI + r = <Xli + ~y + r rappresenters., in assi orto
gonali, una conica avente un fuoco nell'origine, ecc. (Si dimostri che tutti questi 
problemi banno qnattro soluzioni). 
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26) Equazione della conica che pa8sa per tre punti dati, ed e bitangente ad uua 

conica datal (x, y) = O. (L'equazione sara del tipo + 11 I(x, y) = (U + ~y + y). 
27) Equazione di una conica avente un contatto quadripunto con una data 

oonica in un dato punto (ad es. nell'origine) e Boddisfacente ad una ulteriore 
condizione, come e quella di essere una parabola od una iperbole equilatera 
(n. 246, es. 10». 

IV. - 28) Due coniche ..t1.BODE, ABOHK, determinate ci&scuna mediante 
cinque punti, di cui tre comuni, si segano in un quarto punto; cOBtruirlo linea.r
mente. (Si consideri la involuzione che le due coniche determinano sulla retta 
DR, eec.). Problema duale. 

29) TI problema si risolve in modo analogo (tenendo presente 1'es. 13», an
cbe se i due punti B, O sono immaginari; in particolare: e costruire linearmente 
(dato un quadrnto) In Reconda intersezione dei due cerchi ADE, AHX •. 

30) Come applicazione dell'es. 28); dati cinque punti MN P QR, di cui mai 
tre allineati, costruire il punto dal quale essi vengono proiettati mediante un gruppo 
di rette proiettivo ad un gruppo di cinque elementi assegnati di una forma di 
prima specie (cfr. n. 251, es. 7)). In particolar", se Q, R cadono nei punti ci 
cUci: «costruire linearmente (dato un quadrato) il plmto, da cui due segmenti 
M N, M P, aventi un estremo comune, sono Vi8ti !lotto angolí assegnati (in valore 
e segno) •. 

31) Date quattro rette m'llpq, lati di un quadl'ilatero, costruire linearmente 
una rett¡\, sopra cui quelle seghino una qnaterna di punti simile ad una quaterna 
di punti assegnata. 

82) Due conicbe ..t1.BODE, ABHXL, determinate ciasculla mediante cin
que punti, di cui due comuni, si segano in altri due punti X, Y; costruire li
nellormente la retta X r, e poi (risolvendo un problema di secondo grado) i due 
punti steBsL (Si costruiscs l' involuzione determinata dalle due coniche sulla retta 
OH, ecc.). In p . olare: ccostruire linear mente, dato un quadrato, l'asse radi
cale di due cerchi ODE, HKL •. La risoluzione del problema generale puo an
cbe fondarsi sul teorema Beguente. 

33) Le coniche di UD fascio segano sopra una. conica fistla, paSBante per drie 
punti base del faseio, coppie di punti 1(' cui eongiungenti concorrono in uno stesso 
punto aUineato cogli altri due punti base. Od anche: e se tre coniche han no due 
punti comuni, le tTe coppitl di intersezioni residue delle curve a due a due stanno 
su rette passanti pe!" 11110 !!tesso punto:.. n teorema sussiste ancbe se le interse
zioni delle coniche sono in parte, o tutte, coincidenti, o immaginarie, come si 
dimostra, ad es., per vía. analítica. Come si enuncia il teorema se i due pllnti 
comUlJi alle tre conicbe BOno i punti ciclici'l (cfr. n. 161). 

34) n problema di determinare le quattro intersezioni di due coniche K, X' 
puo risolversi con riga e compasso nei seguenti due casi: 

a) Se e dato il triangolo autopolare comune aUe due curve (n. 257), ciascuna 
conica essendo ulteriormente determinata mediante due punti o tangenti; (si os
serví in(atti che una conica degenere del fascio XX' sega sopra ogni trasversale 
nna coppia, che, oltre ad appartenere aUa involuzione segata dal fascio, e diviS9 
armonicamente da due lati del triangoJo dato ... ). 
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b) Quando siano note due tangenti comuni aUe due coniche, ciascuna di queste 
cssendo inoltre determinata, ad es., mediante la polare del punto comune alle tan
genti ed un punto uIteriore; (si osservi infatti che una conica degenere del fascio KK' 
si compone di due rette le quali dividono armonicamente le dette poIari, e segano 
sopra una trali\versale quaIsiasi una coppia appartenente ad una involuzione nota). 

Si trattino questi due casi anche per via analitica (con una opportuna scelta 
del siltema di coordinate), dimostrando che le coordinate delle quattro intersezioni 
po~sono calcolarsi, partendo dai cocfficienti deBe equazioni delle coniche, mediante 
operazioni razionali ed estrazioni di radici quadrate. 

Caso particolare del problema b) e il seguente: «costruire le intersezioni di 
due coniche aventi un fuoco comune, di ciascuna curva essendo data lDoltre la 
polare del fuoco (direttrice) ed un punto,.. Caso particolare del problema duale: 
«determinare le tangenti comuni a due cerchi. (ed i centri di ~imilitudme, per 
cui quelle passano) . 

V. - 35) Le tangenti condotte ad una parabola dall'ortocentl'o di un trian 
gola ad elsa circoscritto, sono pel'pendicolari tra loro (n. 252). Di qua e dal
l'es. 14) del n. 251 segue che «gli ortocentri degli infiniti triangoli circoscritti 
ad una paraboIa stanno sopra una stessa retta (direttrice) ., ed in particolare «gli 
ortocentri dei quattro triangoli formati coi lati di un quadrilatero, presi tre a 
ire, sono per diritto. (STEINER; v. anche n. 170, es. 9». 

86) Del teorema di DESARGOES (n. 252) sussiste pure l'inverso, che puo enun
ciarsi cosi: ({. le coniche condotte per tre punti fissi e per le coppie di una invo
luzione giacente sopra una retta, passano per un quarto punto fisBo, che si puc) 
eostruire linearmente ... Il teorema serve a costrllire una conica determinata me
diante quattro o tre dei suoi punti, ed una o due coppie di punti coniugati ri
spetto ad essa. Proposizioni duali. 

37) Corollario del teorema precedente: <o: le iperboli equilatere circoscritte ad 
un triangolo passano per l'ortocentro di questo:. (B1UANCHON e PONCELET); e vi
ceversa, ogni conica passante per i vertici e per l'ortocentro di un triangolo e 
nna iperbole equilatera. 

38) La proposizione precedente si dimostra facilmente per via analítica, ri
cordando la condizione perche una iperbole di data equazione sia equilatera (n. 246, 
es. 10), e dimostrando in conseguenza che in un fascio di coniche vi e, gene
ra.lmente, una sola. iperbole equilatera; mil. se ve ne sono due, ogni conica del 
fascio 1\ una iperbole equilatera, ed allora le eoniche degeneri si compongono di 
rette ortogonali, ecc. 

VI. - 39) Se ABC ... , A'B'O' .•. sono due punteggiate proiettivelitna.te 
sopra nna conica K, le rette AA', BB', 00' ... inviluppano una seconda co
nica ro, bitangente alla data nelle. intersezioni di questa coll'as86 di proiettivita 
(od avente con K un contatto quadripunto, se il detto aS8e 1\ tangente a K).l (In
(atti le punteggiate segate da BB', 00' ... su AA', e da. A B', A O' ... sun'aslle 
di proiettivita risultano proietti ve ..• ; dove sta il punto di contatto di Ko con 
A. A' '). Teorema duale. 

! l.'invllupp. ei ridnce ad un fasolo, S8 la proleUh1tá e InvoJutoria (n. 251, e •. 12). 
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40) Viceversa: se le due coniche K, Ka 1I0no bitangenti (od hanno un con
tatto quadripunto), le tangenti a Ka determinauo su K, qualora la incontrillo, 
coppie A A', B B' ..• di punti corrispondeDtisi iD una proiettivita. Teorema 
duale. 

41) Dall'es. 3Q) I!eguono i corollari: 4: Le corde dI una cODicilo, cbe sono vi
ste da un punto O di que sta sotto angolo costante, inviluppano una seconda co
Dicilo, bitangente alla data iD due punti (immaginari), le cui tangenti si segano 
nel punto di FRÉGIER relativo ad O (D. 251, es. 13» •. Il luogo del vertice di 
un angolo di grandezza costante circoscritto acl una para bola e UDa conica, e pre
cisamente una iperbole, i cui asintoti formann un angolo doppio del dato (PON
CELET); si dimostra poi cbe il {uoco e la direttrice (polare di esso) relativi alla 
parabola, sono pure fuoco e direttrice della iperbole. 

42) Le corde dí una conica E, i cui estremi sono proiettati da un punto O, 
non appartenente a K, mediante coppie di una involuzione, inviluppano una se

conda conica Ka' la quale tocca le rette doppie della iDvoluzione nei punti ove 
queste segano la polare di O rispetto a K. (Siano infatti O M N, O M' N' due se
can ti di K coniugate nelIa involuzione: una. retta t, che seghi K in due pUllti proiet
tati da O mediante una seconda coppia dalla involuzione, incontra pure le rette 
M M', N N' in due punti godenti la stessa proprietA (n. 252), i quali al variare di 
t descrivono due pnnteggiate proiettive, ecc.). 

43) Segue il corollario: 4: Le corde di una conica E, che sono viste sotto an

golo retto da un punto O non appartenente aquella, inviluppano una seconda 
conica Ko, che ha un fuoco in O, e come Jlolare di O (direttrice) la polare di O 
rispetto a K:.. I.-a conica Ko e un cercbio col centro in O S6 O e centro (polo della 
retta all'iufinito) per la prima coDicilo; e una parabola se la prima conica e una 
iperbole equilatera; degenera se i due casi si presentano insieme. 

44) Dal dn'tle del teorema 42) si deduce: 4: il luogo del vertice di un angolo 
retto circoscritto ad una ellisse, od iperbole, e un cercbio concentrico aIla curva, 
detto cerchio p,oincipale.. (DE LA HIRE). Per la parabola il luogo e una retta 
(n. 2151, es. 14». 

VII. - 45-) «Le p<J'lari di un punto P, rispetto alle coniebe di un faacio, 
forman o un fascio in torno ad un punto pi (polo coniugato di P) (cfr. n. 193, 
es. 9»; e le polari di pi passano per p,., sicche tra i punti P e pi viene a 
I!tabilirsi una corrispondenza (non proiettiva) biunivoca e involutoria.1 Le coniche 
del fascio che passano per P o P', toccano ivi la retta P Pi. Fa eccezione solo 
il oaso che il punto P Ría vertice del triangolo autopolare comune a due, e quindi 
a tutte le conicbe dei fasdo (n. 228), che aIlora tutte le polari di P coincidono 
col lato opposto del detto triangoloo Dualmente: «i poli di una retta, rispetto alle 
conicbe di una scbiera, appartengono ad una retta»; ece. (PONC1i:L1i:T). 

46) Se il punto P varia, il faseio delle polari varia, mantenemlosi pero proiet
tivo a se stesso. Segue che 4: il luogo dei poli di una retta, rispetto alle eonicbe 
di un fascio, e una conica, la quale passa per i tre punti diagonali del quadran
golo base, e per i sei poli della retta rispetto alle coppie di vel'tici del detto qua-

I Come de¡¡enerQ la oorrlepondenza ee el traUa di un (secioo""biera In 1 Sal f 
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drángolo:t. La conica sega la retta nei punti ove que sta e toccata da una curva 
del faacio. Teorema duale. 

47) In altre parole: (t: la corrispondenza (quadmtica) fra P e p' e tale che, 
lIe P descrive una retta, p' deBcrive una conica j alle infinite rette corrispondono 
le infiuite coniche circoscritte ad un triangolo (autopolare del fascio), ed alla in
tersezione P di dne rette corrisponde la ulteriore intersezione PI delle due coni
che corrispondenti:t. Se il triangolo autopolare ha un vertice proprio, e gli altri 
due nei punti ciclici del piano (come accade quando il fascio si compone di iper
boli equilatere concentriche), la corrispondenza quadratica rielltra nelle affinita cir
eolari considerate al n. 209, es. 36). 

4~) L'equazione A tl' + p.m m' == O di ogni conica circoscritta al quadrangolo 
avente per lati le rette 1 = O, ecc. (n. 259), interpretata geometricamente, con
duce al teorema (di PAPPO): « B~ una. conica e circoBcritta ad un quadrangolo 
semplice, il prodotto delle distanze di un punto variabile sulla curva da due 
lati opposti di quello Berba un rapporto costante al prodotto delle distanze 
dagli altrí due lati,.. E dualmente. Caso particolare elle m = O ed m' = O 
coincidano. 

49) Nella ipotesi che 1 = O, .•• Iliano equazioni normali, si cerchi la condi
zione perche al quatlrangolo si possa circoscrivere un cerchlo j si deduca che: «Be 
un quadrangolo completo e iscritto in un cerchio, le bisettrici dell'angolo formato 
da due lati opposti sono parallele alle bisettrici relative alle altre due coppie di 
latí opposti». 

50) Suritte le equazioní deí lati di due trilateri omologici BOtto la forma adot
tata nel D, 135, lIi yedra. che la equazione 

(r + Al) (r +p.m) (r + vn) + plmn = O 

rappresenta, per ogni valore del parametro p, una curva (del 30 ordine) passante 
per le nove intersezioni dei due trilateri. Ora, le p = - A p. v, quella curva si 
spezza nella retta r, aSBe di omologia, ed in una coníca j donde il teorema: «se 
dile triangoli sono omologici, le sei intersezioni delle coppie di latí non omologhi 
appartengono ad una conica, e (dual mente) le sei congiungenti delle coppie di 
vertici non omologbi toccano una conica ». Questo riassume gli inversi dei teoremi 
di PASCAL e BUIANCHON j da esso i teoremi diretti seguono per aBsurdo. 

Vil!. - 51) Se f (:e, y) = O, ~ (x, y) = O, tJ¡ (:e, y) = O sono tre coniche 
non appartenenti ad un fascio, le infinite coniche rappresentate dall'equazione 

Af+ p.cp + vtJ¡ = O, 

dove A, p., v son o parametri, formano un sistema (oo 2) detto rete. Per un punto ge
nerico del piano passano infinite coniche della rete, costituenti un fascio, che ha 
come base quel punto ed altri tre j per due punti generici del piano passa una 
eonica della rete. Procedendo dualmente, si definisce un sistema di coniche-invi
luppi detto rete tangenziale o falange. 

52) Se un punto e comune aUe tre coniche j = O, !fl == O, cp == 0, esso e 
comune a tutte le coniche della rete. Una particolare rete e costruita dalle coni-



OOSTRUZIONE DI CONIOHE 399 

che circoscritte ad uu triangolo. Se 1 = 0, m =- O, n = ° son o le equazioni dei 
lati di questo, la rete puo rappresentarsi mediante l'equazioue 

A 1/1, n + llnl + vlm . O. 

Quali sono le coniche degeneri di queata rete' 
53) Supposto che l = 0, m = 0, n = ° aiano equazioni normali (in coordi

nate ortogonali), ai detenhinino A, ll, v in guiaa che la conica precedente sia un 
cerchio. L'equazione cuí si arriva, interpretata geometricamente, conduce al teo
rema di SfMSON 8ul cerchio circoecritto al triangolo (cfr. n. 52, es. 13». 

, 54) Un'altra rete particolare (puntuale e tangenziale ad un tempo) e costi
tnita dalle coniche che han no un dato triangolo come autopolare. Se 1 ..... 0, 
m = 0, n = O Ilono i latí del triangolo, la rete e rappresentata dall'equazione 
(n. 241) 

Quali sono le conichc, luoghi od inviluppi, degeneri della rete' 
55) Le coniche dell'ultima rete, cbe passano per un punto generico P del 

piano, pasaano per gli r.ltri tre vertíci del quadrangolo che ha un vertice in P 
e il triangol0 dato come diagonale; e se P appartiene ad un lato del detto trian
golo' Teorema duaIe. 

56) Segue: 4: 8e due quadrangoli (o quadrilateri) completi hanno lo stesso 
triangolo diagonale, i loro otto vertici (o lati) appartengono ad (o toccano) una 
atcasa conica:.. 

57) E come corollario: ~ gli otto punti di contatto delle quattro tangenti co
muni a due coniche appartengono ad una atesaa conica ~; «le otto tangenti nei 
punti comuni a 'due coniche toccano una atessa conica» (STAUDT). 

58) In particolare: due rette secanti di una conica e le quattro tangenti nelie 
intersezioni co11a curva, toccano una atessa conica; e dualmente. 

59) NeUa rete delle coniche aventi uno stesBO triangolo autopoIare vi e ge
neralmente un solo cerchio; quale ne e ti centro, quale il raggio7 Quale la equa
zione (in as!i ortogonali), supposto che l = 0, ... siano equazioni normali 1 Quando e reale~ Quale particolarita deve presentare il triangolo, perche esistano infiniti 
cerchi siffatti" . 

60) Nella detta rete esistono infinite paraboIe, formanti una aebiera i quali 
ne sono le rette basi' Si deduca che «i punti medi dei lati di un triangolo 
autopolare rispetto ad una parabola, sono vertici di un triangoIo circoscritto 
a1la curva:.. 

61) Nella rete steasa esistono infinite iperboli equilatere, forman ti un tascio 
ehe ba per punti base i centri dei cerchi iscritto ed ex-iscritti nel triangolo pri
mitivo: segue che e i centri dei cercbi iscritto ed ex-iscritti in un triangolo auto
pOlare di una iperbole equilatera Btanno aulla curva •• 
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OAPITOLO 111. 

ProprieU. diametral1. 

261. Dlametrl di una eoniea. - Dalle proprieta proíettive delle 
coniche, che abbiamo studiato sinora, possiamo dedu,rre facilmente pro-

prieta. metriche, attribuendo agli 
P- eJementi delle nostre figure rela-

zioni speciali colla retta all'infi
nito. Applichiamo questa conside· 
r:tzione alla teoría della polarita. 

Scelto nel piano dí una co
nica un punto all'infinito P ~ , la 
polare p di esso risp~tto alla curva 
conterra tutti i punti medi delle 
corde LL', MM', NN', ... appar
tenenti alte rette parallele uscenti 
da P ~, e seghera la curva (ove 

la incontri) nei punti U, V di contatto delle tangenti condotte da , P~ 

(nn. 235, 238). Dunque: 
1 punti me di delle corde di una coltiu aventi una stessa direzione sta'l~'no 

80pra una retta; questa dicesi día-
metro della couica, e precisamente 
díametro coniugato con ciascuna 
di quelle corde, d' accordo col 
n. 237. La costruzione di un día
metro risuIta senz'altro dalla de
finizione. 

Partendo dall'equazione del
la curva in coordinate cartesiane 
omogenee 

í1) f(ro, y, z) = allrot +anY' + aS3 z' + 2alSroy 
+ 2 a13roz + 2a,3YZ = O, 

ossia, in coordinate cartesiane ordinarie, 

(1') auro' + 2auroy + any2 + 2a,sro + 2a~3Y + ass = 0, 

e dette (m, n, O) le coordinate di P ~, punto all'infinito della retta 

(2) 
y 

m 
n 
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e delle parallele (n. 127), l'equazione del diametro coniugato con queste 
e (n. 235) 

I(X' y, Z) - o 
m, n, O - , 

ossia 

(3) (au x + Q,nY + Q,ISZ) m + (aux + any + a"z) n = O. 

Per enunciare il risultato si osservi che, in coordinate cartesiane 
(cioa per z = 1), i dia1lletri coniugati coll'asse x (m::j:: O, n = O), e coll'asse 
y (m = 0, n::j:: O), hanno rispettivamente le eql~azioni 

I au x + au y + a l3 = O, 
(4) 1 au x + auy+a!3=0, 

ottenute annullando le Bemiderivate parziali, t'ispctto ad x e r'ispetto ad y, 
del primo membro delL' equazione della conica; ment1'e l' equazione di ogni 
altro diametro e una combinazione lineare di quelle due. 

262. Centro. - Dall'ultima osservazione risulta che gli infiniti día· 
metri formano un fascio; ed anzi, notando che i loro poli appartengono 
alla retta all'infinito, si conclude (n, 237): tutti i diamett'i di una conic(J 
passano per uno BteBBo punto, che e 
il polo della retta alZ'infinito. Questo 
punto O e improprio per la parabola., 
che tocca la retta all'infinito, e coin
cide col punto di contatto; i diame-
tri di una parabola Bono tutti paraL- \ C .. 
leli tra loro. n punto O e invece 
proprio per la. ellisse e per la. iper
bole, interno alla. prima. curva, estero 
no alla seconda (n, 238; v. figure di 
pag, 400), Ogni retta condotta per O 
sega una di queste due curve in due 
punti, ad es, M, M', che separano armonicamente O dal punto all'infinito 
della retta, e sono adunque simmetrici rispetto a O. Il pl¿nto O e cent¡·o 
di simmetria per la ellissc e per la ipe¡'bole, e dicesi centt'O della curva.1 La 
parabola non ha centro di simmetria; tuttavia, per estensione di linguaggio, 
si chiama talvoUa centro della parabola il punto a11' infinito 000 della curva. 

n centro di una conica si costruisce conducendo due diametri. E le 
coordinate di esso si ottengono risolvendo le equazioni di due diametri, 

l Che nna ellisse ed una iperbole abbiano un noico centro di slmmetria, rlaulta da! fatto ohe no tal 
~entro deve aver oome polare la retta aH'lnfinito. 

26 - G. CA8TBLNUOVO, Luio", d, a.om,tria analitica. 
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ad es. le (4) del n. 261 (o scrivendo le coordina te del polo della retta 
all'infinito secondo le formole del n. 235). Oosl troviamo l'ascissa e l'ordi
nata del centro 

(5) 

dove le .A'k sono i soliti minori del discriminante. II centro e improprio 
quando .A33 = aH an - al; = O, quando cioe (n. 230) la conica e una Pilo
rabola, ed aHora ha le coordinate omogenee (Aw .A23 , O). E índeterminato 
quando Au == An = A33 == O, nel qual caso risulta pure A == O, e la co
nica si scinde in due rette (n. 242) aventi un unico punto all'infinito, cioe 
in due rette parallele; una tal figura ha. effettivamente infiniti cbutri di 
simmetria. 

263. Asintoti. - Limitiamoci pel momento alle coniche a ce1~tro, che 
sono ellissí od iperboli. Fra le rette passanti per il centro (cliametri) ve 

ne sono due che toccano la couica, ed hanno 
i punti di contatto sulla po]are de] centro, 
cioe nei punti all'infinito della CUl'va (n. ~62). 
Qneste tangenti diconsi aBÍnwti.1 L'ipe1'bole 
ka due asintoti reali, l' elliaae due asintoti im
maginari. 

Volendo l'equazione complessiva degli 
asintoti per la curva (1') del n. 261, basta 
ricordare che la coppia di rette proiettanti 
dall'origine i punti all'infinito della curva 
e rappresentata dall'eqllazione 

auxz + 2ai2 xy + o,nY! = O, 

ricavata dalla (1) col porre z = O (n. 230); sicche la coppia degli asintoti, 
parallele condotte dal centro (xo, Yo) alle rette nominate, sara. data. (n. 244) da 

(6) aH (x - XO)I + 2au (x - xo) (y - Ye) + an (y - Yo)! == O. 

Osservazione. - Un altro procedimento per ottenere (sotto una forma di
versa) l'equazione complessiva degli asintoti, consiste nell'osservare che le infinite 
coniche rappreBentate dall'equazione 

I(x, y, .. ) + kel = 0, 

dove k e un parametro variabile, hanno tutte le stesse tangenti nei punti situati 
sulla retta all'infinito z = 0, hanno dunque gli atessi asintoti (n. 257). Ora in quel 

1 In generale, diceai ""ntDio ad nna eorTa qnalaiaai lUl& retta che tocchi la ourva iD un punto al· 
l'lnftnito. 
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fascio si trovano due eoniehe degeneri, una (eorrispondente a k = + 00) formata 
dalla retta aU'infinito eontata due volte, .s = O, l'altra eomposta degli aBintoti. 
Quest'ultima corrisponde al va.lore di k che annulla il discriminante della equa-

A 
zione Bcritta, valore che si riconosce 6sser k=-- T' Sostituendo a k questo va

S3 

lore, o, cio che fa lo SteSiO, aggiungendo al termine noto delZ'equalJione cartesiana (1 ~ 
A 

di una conica la quantita - -.-, si ottiene la equalJione comple88iva degZi asintoli • 
.433 

264. Diametri coniltgati. - Due diametri p, q di una. conica a cen
tro diconsi coniugatí (n. 237), se uno, e quindi ciascuno, contiene il polo 
dell'altro (che sara. il punto all'infinito di quello); o, cio che fa lo stesso, 
se ciascuno biseca le corde parallele all'altro. Le tangenti negli estremi di 
un diametro (punti d'incontro colla curva) sono parallele al diametro ca
niugato (v. fig. di pago 40U). 

Una conica a centro possiede infinite coppie di diametri coniugati, for
manti una involuzione, le cuí rette doppie sono gli asintoti; la involuzione 
e ellittica od iperbolica, secondo che la conica e una ellisse ed una iper
'bole} Tutto cio segue subito da un teorema del n. 238, applicato al cen
tro della curva. 

Due diametri coniugati e la retta. all'infinito, polare del centro, for
mano un triangolo autopolare rispetto alla conica; e viceversa, se uu 
triangolo autopoJare ha un lato aH'infinito, gli altri due sono diametri eouiu
gati. Di qua, e da un teorema del n. 240, segue che due diametri coniu
gati di una ellisse reale sono entrambi secanti (com'e de! resto ogni dia. 
metro della ellisse), mentre, di due diametri coniugati distinti di una iper
bole, uno e secante (o tra8verso) , e l'altro non secante (o non trasverso). 

Sotto l'aspetto analítico si osservi che i due diametri 

m (aua: + auy + auz) + n (aua: + auy + a2S z) = O, 
m! (au a: + auy + auz) + n' (aua: + auy + 0,%3 z) = 0, 

della conica (1) (n. 261) sono coniugati se il polo (m, n, O), del primo ap
partiene al secondo, cioe se 

od anche 
aumm' + au{mn' + m'n} + a22nn' = 0, 

m m' (m mI) au-,+au -+, +0,21=0, n n n n 

donde si ricava nuovamente (no 182) che i diametri coniugati formano una , 
involuzione, le cui rette doppie (asintoti) si ottengono ponendo m = ~ . 

n n 
Di qui sarebbe facile ritrovare l'equazione complessiva. (6) degli asintoti. 

I Si ha qol 1& ragione den'aggettlYo t!llUI.ú4 o '~IWÜD<z, attribnlto ad lUlJI myollUllone. 
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La deftnizione permette, dato un diametro, di costruire il coniugato. 
D'altra parte, nella costruzione di coppie di diametri coniugati giovano 
talora le seguenti proposizioni, che discendono dai teoremi del n. 240 su! 
quadrangolo i.scritto o sul quadrilatero circoscritto ad una conica, quando 
si introduca la ipotesi che un lato del triangolo, o trilatero, diagonale sia 
a.ll'infinito : 

Le linee mediane di un parallelogramma iBcritto in una conica BOno día· 
metri coniugati. Le diagonali di un parallelogramma circoscritto sono pure 
diametri coniugati. 

La. prima proposizione si enuncia pure COS~: 
Le corde congiungenti un punto di una conica cogli estremi di un dia· 

metro (corde supplementari) sano paralleZe a due diametri coniugati. 

266. Assi di una eoniea. - Riprendiamo le tre specie di coniche. 
Sappiamo che un diametro qualsiasi biseca un sistema di corde para,lIele 
tra loro, le quali, generalmente, riusciranno oblique rispetto al diametro. 

l

b I 

...... _- .... -.. ----1-
I ¡ 
I : 

I B ·-t·_·····-·· .. ·· 
I 
i : .. . 
i 

a 
7 e 

i 
I 
I -" 1---'-'-

Sorge ora la questione se vi Bia quaZche diametro particolare, il ql¿ale bi· 
scchi le carde perpendicolari ad eS80. Un tal diametro (se esiste) e asse di 
simmetria ortogonale per la curva, e dicesi asse (o diametro principale) della 
conica; i punti in cui esso IDcontra la curva, chiamansi vertici. La. tan
gente in un vertice e perpendicolare al relativo asse. 

NelIa ricer(la degli ::tssi per via sintetir"" conviene trattare separata
mente le coniche a centro e la parabola. 

Per le prime si osservi che, se la retta a e un asse, il diametro b, 
perpendicolare ad a, e coniugato con a (n. 264); quindi anche b biseca le 
corde parallele ad a, ossia. perpendicolari a b, anche b e un as se. Vice
versa, se a e b Bono due diametri coniugati e perpendicolari, ciascuno di 
essi e as se della conica. Sappiamo d'altra parte che in una involuzione 
nel fascio, com'e quella dei diametri coniugati, esiste sempre una coppia 
reale, e generalmente una sola (n. 192), di rette coniugate e perpendico
lari¡ eoncludiamo percio che: 
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Una conica a centro pos8iede sempre due assi, e generalmente due solio 
Per la iperbole questi c<?incidono colle bisettrici degli angoli degli asintoti, 
e 80no Puno secante (trasverso), l'altro non secante (non trasverso), sicche 
la. curva ha due vertici reali e dile immaginari; per la ellisse i due assi 
!:Iono secan ti, ed i quattro vertici reali. 

Fa eccezione al teorema precedente il solo caso, in cui l'involuzione 
dei diametri coniugati e circolare, che aHora ogni 
diametro e asse di simmetria della curva, la quale 
(come risulta, aa semplici considerazioni geometri
che, e come presto dimostreremo analiticamente) 
e un cerchio. 

Quanto alla parabola, se ricordiamo che tutti a 

i diametri sono pa,ralleli, per determinare un asse 
bastera condurre il sistema di corde perpendi
colari agli infiniti diametri; i punti medi di que
ste staranno appunto sopra un asse, a, della pa
rabola. E sara questo, come e chiaro, l'unico asse. 
L'ásse sega. la parabola nel punto all'infinito della curva ed in un punto 
proprio V, vertice della parabola . .La parabola ha un solo asse ed un sol vertice. 

Osservazione_ - Le considerazioni precedenti permettono di costruire 
gli assi di una data. conica; per es., se si tratta di una conica a centro, 
bastera conoscere due coppie di diametri coniugati, e costruire, nella. in
voluzione determinata da queste, la coppia di rette coniugate e ortogonali 
(n. 192). 

Ma se la conica e interamente descritta, si puo anche tracciare il cer
chio che ha-per diametro un diametro della curva; esso sega ancora la curva 
negli estremi di un secondo diametro, simmetrico del primo rispetto agli 
Rssi; questi saranno dunque le mediane del rettangolo avente per diagonali 
i due diametri nomina ti. 

266. Determinazione analitica degli asst. - Data l'equazioue di 
una conica quaIsiasi 

(1') au x2 + 2au xy + au y2 + 2a13 x + 2an y + a33 = 0, 

in coordinate cartesiane che, per semplicitil, supporremo ortogonali, propo
niamoci di scrivere le equazioni degli as si. Ricordiamo a tal fine che il 
diametro coniugato alla retta. 

(2) 

ed alle paralleIe, ha l'equazione (n. 261, ponendovi k = ~) 
1n 

(3) 
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ossia 

(3') (atl + kall ) a: + (al.t + kan) y + (an + kan) = O. 

TI diametro e uu a8se se riesoe perpendioolare alla retta (2), se e verid· 
oata dunque la condizione 

k (atl. + k au ) - (a{2 + k au ) == O, 
ossia 

(4) 

Questa equazione di secondo grado ha. sempre due radioi reali e distinte, 
k" k., perohe il prodotto k, ka = - 1 e negativo. Sostituendo nella (3), o 
(3'), a k i valori kil k z, suocessivamente, si ottengono le equazioni dei dae 
as si della conica, i quali dunque risultano sempre reali. 

Va notato pero che, Be la (1') rappresenta una parabola, avenuosi al· 

lora aH = al!, una radice della (4) e, come si verifica, k == _ au = _ (1n. 
a 12 al! a u Q2! 

In oorrispondenza aquesta radice si annullano i coetlicienti di a: ed y 
nella (3'), la quale (ridotta omogenea) rappresenta la retta all'iafinito del 
piano. Lasciando da parte que sta soluzione, ohe non Boddisfa pienamente 
al problema, rimane per la parabola un solo asse, la cui equazione e data 

dalla (3'), quando per k si ponga la Booonda radice della (4), k == an == a22 
; 

all a12 

oon facUi calcoli si puo porre tale equazione sotto la forma. seguente : 

a a + a a al1 x + a12Y + ~lS __ 2L.!!. = O. 
a ll + a22 

Se invece la (1') e una conica a centro, osserveremo che le due rette 
y = k1 al, y = k2 x, perpendicolari rispettivamente ai due assi della conica, 
sono inoltre perpendioolari tra loro, essendo k1 k, = - 1. Dunque ciascuna. 
di quelle rette e parallela ad uno degli assi; e le equazioni di questi pos 
sono soriversi anche sotto la forma -Y-Yo - k 

a:-xo - , 

do ve (a:o' Yo) Bono le ooordinate del oentro, e k = k1• ks e una radioe della 
(4). Sostituendo nella (4), al posto di k, la frazione, e. mandando vía i de· 
nominatori, otteniamo l'equazione oomplessiva degli as si : 

al! (a: - a:o)' - (an - (/2l1) (x - a:o) (y - Yo) - a12 (y - Yo)' == o. 

267. Caso paTticolare del cerchio. - Va considerata a parte la 
ipotesi ohe siano nulli coetlicienti . e termine noto della (4), che sia 
dunque 
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aHora. la. (4) e soddisfatta. da ogni valore di k. Ed ogni diametro della co
nica e un asse. D'altronde la. curva in tal caso e un cerchio, giacche le 
condizioni scritte sono precisamente quelle che distinguono il cerchio dalle 
altre coniche (n. 48). Ooncludiamo che per il cerckio (e per questa sola co
flica) ogni diarnetro e asse, e dnnque perpendicolare al diametro coniugato; 
la involuzione dei diametri coniugati e circolare; e gli asintoti tU un cer
ckío (rette doppie di tale involuzione, n. 263) sono le rette úotrope uscenti 
dal cent,·o (n. 190). Ritroviamo cos1 il risultato gia noto: tutti i cercki se
gano la "etta all'injimito nei punti ciclici del piano (n. 129, Oss.). E vediaruo 
inoltre che due cerchi concentrici hanno gli stessi asintoti, cioe si toccano 
nei punti ciclici. 

Esercizi 1. - 1) Determinare le coordinate del centro, e le equazioni ataco 
cate degli aaintoti e degli assi per le coniche (in coordinate ortogonali) . 

2r- + 4xy + 5y~ - 6x - 3 = O, 
xt - 4xy - 2y~ + 3x - 3y + 5 == O. 

2) Determinare l'equazione dell'asse e le coordinate del vertice della parabola 
(in coordinate ortogonali) 

4r + 4u + y2 - 2x - 4y = O. 

8) Costruire il centro, la involuzione dei diametri coniugati, gli aaintoti e gli 
assi di una conica, data mediante cinque punti Á B a D JjJ; (si costruiscano ad es. 
le corde DF, DG parallele alle corde AB, A a, ecc.). 

4) Lo stesso problema, quando la conica e deftnita mediante dnque delle sue 
tangenti. (Si costruiscano due parallelogrammi circoscritti alla cnrva, D. 264). 

5) Costruire l'asse e il vertice di una parabola, determinata da quattro tan
genti, o da tre punti propri e dal punto improprio. 

6) Dati in grandezza e posizione due diametri coniugati di una conica a cen
tro, costruire gli asintoti e gli assi (n. 264). 

7) Le rette che proiettano dagli estremi A, A' di un diametro trasverso di 
una conica a centro un punto variabile lungo la curva, segano sopra il diametro 
coniugato BB' una involuzione, che ha per centro il centro della curva, e per 
punti doppi (nella ellisse), o punti coniugati (nella iperbole) gli estremi di que
sto diametr • . Ed una tangente variabile aUa curva sega sopra le due tangenti in 
A, A' una coppia di punti, proiettati dal centro mediante due diametri coniugati 
della curva (n. 246, es. 32)). 

8) L'esercizio precedente permette di costrnire per punti e tangenti una 00-

nica a centro, di cuí siano noti iD grandezza e direzioni due. diametri coniugati. 
(Infatti ogni coppia M M' della involuzione nominata su! diametro B B' fornisce 
due punti della curva, le cui tangenti sono le diagonali del parallelogramma for
mato dalle parallele a B B' condotte per A A', e dalle parallele ad A A' condotte 
per M, M'). 

9) Costruire una conica, di cui si ano dati il centro, le direzioni di due dia
metri coningati. ed inoltre due punti o due tangenti (cfr. n. 260, es. 4); oppure 
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si determinino le lunghezze dei due diametri, cercando una coppia di punti co
niugati 8U ciascuno di es si ; poi es. 8». 

10) Costrnire una conica, conoBcendone in posizione due coppie di diametri 
coniugati ed un punto; (del diametro, clÍe pasBa per il punto, si determini i1 00-

niugato in poaizione e grandezza; poi es. 8». 
11) In nn triangolo iscritto in una conica, di cui ciascun lato aia para.llelo 

alla tangente nel vertice opposto, il baricentro coincide col centro della curva; 
e viceversa. Segne l'esistenza di infiniti triangoli siffatti nella ellis8e, potendosi 
un vertíce assumere ad arbitrio 8ulla curva, con che il triangolo e determinato; 
invece ogni triangolo di tal natura e parzialmente immaginario nella iperbole, o 
degenere nella parabola. 

1I. - 12) n luogo dei centri delle coniche di una Bchiera e una retta, la 
quale biseca le tre diagonali del quadrilatero base, e pa88a per il punto all'infi
nito dell'nnica parabola appartenente aUllo 8chiera (NEWTON) (cfr. o. 260, e8. 45) ). 
Segue che i punti medi delle tre diagonali 8uddette appartengono ad una retta, 
mediana del quadrilatero (cfr. n. 198, e8. 10», e che le cinque mediane relativa 
ai quadrilateri determinati da cinque rette, prese a quattro a quattro, concorrono 
in un punto. Si ha qoi un nuovo modo per costrnire il centro di una conica de
terminata da cinqne tangenti. 

13) n luogo dei centri delle coniche di un fascio e una conica (detta dei nove 
punti) (cfr. n. 260, es. 46», la qnale pas8a per i punti diagonali del quadran
golo; i punti all'infl.nito di questa conica sono i centri delle due parabole appar
tenenti al fascio, ed il8UO centro cade nel baricentro del quadrangolo liase (PFAFF). 

14) Cercando la condizione perche la conica dei nov·e punti 8ia un cercbio 
non degenere, si vede che il fascio deve compor8i di iperboli equilatere. Dun
que: 4: il luogo dei centri delle iperboli equilatere di un fa8cio e un cercbio. 
(BJUANCHON e PONCELKT). Se i punti ba8e del fascio 80no reali, si ricava di qua, e 
dall'e8. 37) del n. 260, che 4: in un triangolo i piedi delle altezze, i punti medi dei 
lati e i punti medi dei 8egmenti compre8i fra i vertici e l'ortocentro appartengono 
ad uno ste8so cerchio., detto cerchio dei nove punti, o cerchio di FEURRBACH. 

15) Segue pure che il luogo dei centri delle iperboli equilatere aventi un dato 
triangolo come autopolare (n. 260), es. 61») e il cerchio circoBcritto al triangolo; 
oesía: 4: il cercbio circoscritto ad un tríangolo autopolare rispetto ed una iper
bole equilatera passa per il centro della curva •. (BRIANCHON e PONCELET). 

16) La conica dei nove punti e una iperbole equilatera se fra le coniche del 
fascio vi e un cercbio, e vicever8a. 

17) Se tra le coniche di un fasoio vi e un cercbio, gli 8,s8i di quella hanno 
direziooi costanti (DE LA HIKE e HUYGENS), e sono paralleli alle bi8ettrici delle 
eoppie di lati opposti del quadrangolo base (PONCELKT) ed agli asintoti della iper
bole equilatera dell'e8. 16). 

18) Segne una c08truzione delle direzioni degli aS8i di una conica determi
nata da cinque punti; si conduca infatti un cerchio per tre di e8si, e si deter
mini (n. 260, e8. 32» la quarta intersezione del cercbio colla conica, ecc. 

19) 1 cerchi pa8santi per due punti fissi di una conica 8egano ulteriormente 
la curva in dne punti, la coi congiungente ha una direzione c08tante, che 8i co-
8trui8ce subito quando aiano noti gli assi. 
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20) Segue che i cerchi bitangenti ad una conica hanno i centri sopra l'uno 
o l'altro degli 3ssi; e se un cerchio ha un contatto quadripunto colla curva, il 
punto di contatto cade in un vertice. 

21) Segue ancora che, se un cerchio oscula una conica in un punto P, e la 
sega ulteriormente in Q, la. tangente in P e la retta PQ formano angoli uguali, 
milo opposti, con ciascun asse. E di qua si deduce una costruzione del cerchio oscu
latore ad una conica in un dato punto. La costruzione cade in difetto soltanto 
se P sta in un vertice, e quindi il cerchio ha un contatto quadripunto; questo 
caso sara trattato in seguito. 

22) Se P P' P" e un triangolo iscritto in una ellisse, avente i lati paralleli 
alle tangenti nei vertici opposti (es. 11», i cerchi osculatori in P, P', P", pas
sano per uno stesso punto Q della curva, che appartiene pure al cerchio P p' P". 
E poiche il ragionamento puo invertirsi, si conclude: ePer un punto di una el
lisse pasean o tre cerchi che osculano altrove la curva; i tre punti di osculazione 
8tanno in un cerchio col punto primitivo, e formano un triangolo che ha per bari
centro il centro della curva ~ (STKINER). Per la iperbole, o parabola, dei tre punti 
di osculazione due sono immnginari, o cadono nel centro aU'infinito della curva. 

23) TI luogo dei centri delle iperboli equilatere iscritte in un triangolo e il 
cerchio, rispetto a cui e autopolal'e il triangolo (SKYDEWITZ). (Infatti la eostru
zione deU'es. 12) del n. 260, applicata ad una iperbole di cui siano date tl'e tan
genti ed i due punti impropri in direzioni ortogoDnli, fa vedere che i centri delle 
quattro soluzioni appal'tengono ad un cerchio; eec.). 

2-!) Ad una schiera di coniche appartengono due iperboli equilatere; i loro 
centri stanno sUÍ quattl'o cerchi rispetto a cui sono autopolari, ordinatamente, i 
tl'iangoli formati colle quattro rette basi prese a tre a tl'e, sul cerchio circo
scritto al triangolo diagonal e del quaUrilatero base (es. 15» e sulla retta me· 
diana del quadrilatero (es. 12». Segue che in un quaIsiasi qunUrilatero i cin
que cerchi nominati appartellgono ad un fascio, di cui l'asse radicale e la 
retta mediana, e l'asse centrale contiene gli ortocentri dei quattro triangoli 
8uddetti. 

OAPITOLO IV. 

Forme ridotte delle equazioni delle coniche. 

268. Coniehe riferite a partieolari sistemi eartesiani. - Ripren 
diamo la equazione cartesiana di una conica 

(1) a u Xl + 2 a u x y + a u y' + 2 ata x + 2 a!S Y + a 33 == O. 

Sinora gli IIossi coordinati x, y potevano esser rette arbitrarie del piano. 
Supporremo in questo Ollpitolo che essi abbiano speciali relazioni metriche 
colla curva, ed esamineremo in corrispondenza come l'equazione di questa 
si semplifichi. A tal fine ci converra tener presenti le equazioni 

(2) a u x + a u y + au == 0, 

au x + au y + 0,23 == O, 
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rappresentanti i diametri della conica (1) coniugati coll'asse (1;, e coll'asse y, 
rispettivamente (n. 261). 

a) Esclusa per ora la parabola, si supponga che l'origine delle coor
dinate cada nel centro della conica (1); allora i due diametri (2) devono 
passare per l'origine, quindi au = au == O, e la (1) si riduce al tipo 

(a 

Viceversa, da questa forma di equazione si risale alla ipotesi, sicche: 
L' equazione di una conioa, riftrUa ad un sistema di coordinate di cui 

l'origine cade nel centro, manca dei termini a primo grado; e t7ioeversa. 
b) Si supponga inoltre che (1;, '!J siano diametri coniugati della co

nica; allora le equazioni (2) devono rappresentare, rispettivamente, l'asse 11 
e Passe (1;, quindi alle condizioni sopra trovate va aggiunta l'altra a{2 == O; 
e l'equazione (a) assume la forma 

(b) 

e, viceversa, da. questa si risale all' ipotesi. 
L'equazione di una conioa, riferita a due diametri coniugati come a38 i 

coordinati, contiene 30lo i quadraU delle variabili e il termine noto; e 
viceversa. 

In particolare, se come assi coordinati si scelgono gli assi della co· 
nica, l'equazione conserva la forma (b), ma si ha il vantaggio derivante 
dall'ortogona.1ita del sistema coordinato. 

L'equazione di ogni conica a centro puo sempre ridursi alle forme 
(a) e (b). 

o) Per la iperbole si puo, alla ipotesi a) aggiungere l'altra che gli 
assi coordinati coincidano cogli asintoti (ciascuno dei quali e diametro 
coniugato di se stesso). AHora le equazioni (2) devono rappresentare, rispet
tivamente, l'asse (1; e Passe '!J, e percio si deve avere au == a" ==au == a .. ==0. 
L'equazione (1) si riduce alla forma 

(e) 

ossis. 

(e') _ (1; y == k (costante). 

Ilequazione di una iperbole, riferita ai suoi a,intoti come assi ooortñ· 
nati, contiene 30lo il prodotto deUe variabili e il termine noto; e viceversa. 

d) Allo scopo di procurarci una forma ridotta valida per tutte le 
tre specie di coniche, ed in particolare per la parabola, assumiamo ora 
come origine un punto (proprio) O qualsiasi della conica, come asse (1; il 
diametro passante per 0, come as se y la tangente in O. AHora, data la 
posizione dell'origine, dovra porsi nella (1) ala == O; e pel fatto che il día-
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metro coniugato a.lla retta 11, rappresentato dalla seconda. delle (2), coin· 
cide coll'asse a:, sara. inoltre au = ata = O. In conseguenza la (1) diviene 

(d) 

Se poi snpponiamo che la curva sia una parabola., e che qnindi 
l'asse x seghi quella. nell'origine e nel punto all' infinito, dovra. la (d) mano 
care del termine in a:t (n. 229) e ridursi qnindi al tipo 

(e) 

ossia. 

(e') y' = 2p a: (p costante). 

IJequazione di una parabola, riferita ad un diametro come asse a: e 
alla tangente nell'estremo proprio di questo come a8se y, contiene solo il 
quadrato della y ed un termine di primo grado in a:; e viceversa. 

La. stessa equazione (e') vale se a: e l'asse della. parabola, o e il ver
tice, y la tangente nel vertice; aHora il sistema di coordinate e ortogona.le. 

Osservazione. - La equazione (d), risolta rispetto ad 11, si presenta I!otto 
la forma. 

(d') 
a 13 dove p = -- e una qnantita (detta parametro relativo al dtametl'o a!!sunto 
an 

come as se z) che puo supporsi positiva, pUl' di 1I.88are opportnnamente il verso 
a 

positivo sull'asse z; ed m = _....!! e positivo, nullo o negativo, secondo che si 
a2~ 

tratta di una iperbole, parabola, od ellisse, rispettivamente, come risulta appli
cando aUa (d') la condizione del n. 230. Ne viene che, per le tre specie di co
niche, II quadrato dell'ordinata (y!) supera, uguaglia, od e inferiore al rettangolo 
dell'ascissa e del doppio parametro (2 p z), ordinatamente. Da questa proprietA, 
nota ai greci, provengono (secondo PAPPo) i nomi di iperboZe, parabola, elliB' •. 

269. Discussione dell'equazlone normale di una conica a centro. -
Le equazioni ridotte delle coniche si prestano allo studio della forma e 
delle proprieta metriche di quelle curve. 

Volendoci occupar anzitutto delle coniche a centro, partiamo dalla 
equazione 

(1) 

che la curva assnme qna.ndo venga riferita. a.i due assi (o in generale a 
dne diametri coniuga.ti), equazione detta normale o canonica (cfr. n. 241). 

Possiamo lasciar da. parte la ipotesi che nno (o pHI) tra i coefficienti 
della. (1) aia nnllo, gia.cche si cadrebbe in evidenti casi di degenerazione, 
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privi d' interesse. Dividendo i due membri della (1) per - aS3 l'equa.zione 
assume la forma 

(2) m x' + n y' = 1, 

dove m, n sono quantita reali, non nulle. Ora aui segni di queste si pos
sono fare le seguenti ipotesi: 

m n 
l. + + } mn>O. Ellisse. n. 

IlI. + } IV. + mn < O. Iperbole. 

Le prime due ipotesi conducono ad una ellisse, le ultime due ad una 
iperbole (n. 230). 

270. Ellisse. 1) Se nella (2) si suppongono m :> O, n :> O, la curva 
sega l'a.sse x in due punti reali A, A', di ascisse 

x=+ ,/1 =+a, V 111, 

e Passe '!I in due punti reali B, B', di ordinate 

'!I==+~=+b, 
dove a, b indicano i va]ori assoluti dei radicali. I punti A, A', B e B' 

80no, se xy == ¡, 'V6mci della ellisse, ed a = O A, b = O B sono le lun-

ghezze dei semiassi. Esprimendo 

:1 
B 

,~'--'.'-.""'.'':,;''''''- --1-=' 
i 
I 
¡ b 
¡ 

o 

1 L ______ ~,_=_4_~, 

m, n in funzione di a e b, e s08tituendo 
nella (2), si ottiene la equazirne dell/J 
ellisse riferita aipropri ~ssi, di lun
ghezza 2 a, 2 b: 

(1) 

(La stessa equazione, se al y non 
Cosse retto, rappresenterebbe una ellisse 
riferita a due diametri coniugati di lun
ghezze 2 a, 2 b). 

Ora la (1), nella ipotesi a;"'y == i, fu gia. discussa al n. 62; vede~mo 

a.Hora che la ellisse e una curva chinsa, contenuta nel rettangolo 'che ha 
per mediane i segmenti A A', B B', i lati del quale toccano la curva nei 
vertici. 
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~ ~ . 
Se a = b, re y = 2' la ellisse si riduce a.d un cerchio con centro nell'orI' 

gine e raggio a. 
II) Se nella. (2) facciamo la. ipotesi II: m < 0, n < 0, il primo memo 

bro. dalla. (2) ha va.lor negativo per ogni coppia di valori reali di x, '!J, 
mantre il secondo mambro e positivo; la. conica, la cui equazione potrebbe 
porsi sotto la forma 

(II) 
Xl y' 
a' + b! == -1, 

non ha punti reali, a dicesi ellisse immaginaria. 

271. Iperbole. - III). Veniamo alla ipotesi III: m> 0, n < O. AHora 
la curva (2) sega l'asse x in due punti reali A, A', di ascisse 

x==+ 1/1 =+0" Vm-
e l'asse '!I in due punti immagina,'i di aacisse 

y=+ V~ =+bi, ~ 
dove si e posto b = V 1 , i == V - 1. Giova tuttavia nelle costruzioni 

-n 
portare sopra. y due segmenti O B, O B' uguali a + b. 1 punti A, A' di· 

consi, se xy == ~, estremi dell'asse trasverso e sono effettivi vertiei della 

iperbole, mentre B, B ' diconsi estremi dell'asse non trasverso, sebbene la 
curva non passi per easi. Esprimendo m ed n mediante a e b, otteniamo 
l'equazione di una ipm'bole ,'iferita all'a,se trasve,"o x di lunghezza 2 a, e 
all' asse non' tras ve,'so y di lunghezza 2 b: 

{IlI) 

(La. stesaa equazione, in as si obliqui, rappreaenterebbe una iperbole, 
rüerita a due dia.metri coniugati, uno x trasverBO di lunghczza 2 a, l'altro 
y non trasverso di lunghezza 2 b, eatendendosi ai diametri definizioni ana. 
loghe a quelle date sopra per gli assi). 

La equazione (III) (nella ipotesi x y =~) fu discussa. al n. 62; ve, 

demmo al10ra che la iperbole si compone di due rami staccati prolungan
tiai _aH' infinito, ed esterni alla. striscia. formata. dalle parallele ad y con
dotte per A, A', che Bono tangenti alla. iperbole nei vertici. 
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Gli asintoti della iperbole (IlI) banno la equazione complessiva (n. 263) 

~t y! 
al - b2 == 0, 

e quindi le equazioni separate 
x y 
;+1)==0, 

~_!=O. 
a b 

n secondo di essi passa per i vertici (a, b), (- a, - b) del parallelo· 
gramma che ha per mediane A A', BB'; mentre il primo passa per gli 

aUri due vertici (- a, b), (a, - b). E 
poiche questa osservazione vale qua-

~ 

lunque sia l'angolo ~ y, si conclude: 
Gli asintoti di una iperbole sono 

le diagonali di ogni parallelogramma 
avente come mediane (in grandezza e 
posizione) due diametri coniugati, uno 
trasverso e l'altro non trasverso. 

Resterebbe ora da discutere la 
ipotesi IV: m < 0, n> O; ma que
sta evidentemente conduce ad una 

iperbole avente come aSRe (o diametro) trasverso la retta. ti, e come asse 
(o diametro) non trasverso la retta x, e non da quindi nulla di nuovo. 

272. Ipel'bole equilatera. - Un c!lso particolare notevole d'iperbole 
si presenta quando gli asintoti Bono perpendicolari tra loro; la iperbole 
si dice aHora equilatera. L'ultimo teorema del n. precedente cí dice che, 
in tale ipotesi, il parallelogramma avente per mediane due diametl'i co
niugati (o i due assi) e equilatero (a == b), perche le diagouali Bono per
pendicolari. Segue dunque che, in una iperbole equilatera, ogni diametro e 
uguale al coniugato; e iuoltre che la equazione di una iperbole equilatera, 
riferita ai due aS8'i, o a due diametri coniugati, si presenta sotto la forma ' 

Si riconosce poi facilmente che gli asintoti di una iperbole equila
tera bisecano gli angoli formati dalle coppie di diametri coniugati (n. 264). 

273 . .lleune formole relative . aU'equazione normale di una. eo
niea a eentro. - Giova ricordare alcune formole relative ad una conica. 
nel caso che questa aia rappresentata mediante l'equazione normale. 
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Ilequazione 

(1) 
Xl 

4' ) b' == 1 

rappresenta una elliB8e, od una iperbole riferita. agli as si (;" == ;), se-
condo che si prenda. il segno superiore, o l'inferiore. Mantenendo la stessa 
convenzione per le formule seguenti, noteremo che la tangente alla curva 
nel punto (:e, y') ha l'equazione (n. 232) 

(2) XX' yy' as + ¡;t = 1, 

la quale rappresenta pure la polare di un punto (x', y~ qualsiasi del 
piano. 

La normale alla curva in (x', y'), cioa la. perpendicolare alla tangente 
nel pU:lto di contatto, e rappresentata dalla equazione 

a' (.1) - x') bt (y - y') ---;-----'- - + - ---_. x' -- y' , 
(3) 

e questa. rappresenta. pure la. perpendicolare condotta da un punto qual
siasi (x', y') alla propria po]are. 

• IJequazione tangenziale della (1) si riconosce essere (n. 236) 

(4) 

o, in coordinate omogenee di rette, 

(4') a'u· + b·v' == w'. 
Questa e dunque la condizione affinche la retta u x + 'V Y + w = O toe
chi la (1). Ora, ricavando dalla (4') w mediante u, v, e sostituendo nel
l'equazione della retta, risuIta che l'equazione cartesiana di una tangent, 
alla conica (1) puo porsi sotto la forma 

(5) u x + v y = va' u' + b" v' ; 

al radicale si intende premesso il doppio segno, qualunque sia la. conica. 
Le quantita u, v Bono costanti arbitrarie; se si considerano come date, la 
(5) (col doppio segno premesso al radicale) rappreBenta le due tangenti alla 
(1) parallele alla retta ux + vy = O. 

274. Iperbole riferita agll asintoti. - Alcune proprieta dell'iper
bole scaturiscono facilmente dall'equazione che assume la. curva, quaDl:lo 
si prendano come assi cool'dinati gli asintoti: 

(1) xy =k, 
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dove k e una costante, che puo ritenersi posit\,ya., pur di scegliere conve· 
nientemente i versi positivi sugli assi. In tale ipotesi, dei due rami del· 
l'iperbole, uno cade nell'angolo delle semirette positive x, y, l'altro nel · 
l'angolo opposto al vertice. 

La (1) riceve una immediata interpretazione: il paraUelogramma avente 
due latí &ugli asintoti di una iperbole, ed 
un vertice mobile lungo la cur·¡,a ha l'area 
costante (== k sen ~y). 

Se nella (1) una. delle coordinate, ad 
es. la y, va crescendo senza limite in va· 
lore assoluto, l'altra x tende a zero; segue 
che un punto, il quale descriva un ramo 
di iperbole alJontanandOlili da un :vertice, si 
avvicina sempre piu ad uno degli asintoti. 

La tangente alla curva (1) nel punto 
(x', y') ha l'equazione 

xy' + yx' == 2 k 

e stacca sugli asintoti i segmenti 2k: y' == 2x', e 2 k: x' == 2 y'. Segue 
facilmente che iZ segmento di una tangente ad una iperbole compreBo f?'a gli 
asintoti e d'iviso per meta dal punto di contatto j ed inoltre che una tan
gente variabile all'iperbole forma cogli asintoti un trlangolo di area cOltante 
(= 2 k sen xy).l 

275. Parabola. Proprieta della tangente e della normale. - S¡~p· 

piamo gia. che l'equazione di una parabola, rüerita all'asse e alla tangente 
nel vertice come rette x, y rispettiva· 

mente, (;y = ~), ha la forma y 

{1) y' = 2px, 

dove p e nna costante detta parame· 
tro,t che puo sempre riguardarsi come 
positiva, pur di fibsa,re conveniente· 
mente il verso positivo sull'asso x. 

Lo studio dell'equazione (1), fatto 
al n. 62, ci ha gil), indicato che la pa· 

r 

rabola si compone di un sol ramo estendentesi 
da una banda de.Il'asse y. 

l Cío risnlta pnre .Ialla equazione tangenziale della iperbole 
1 

UI/=fiC' 

all'infinito, e giacente tutto 

• A.lcnnl autorl chiamano (con D&8,t,RGt1BS) parametro la quantitt. 2p (lalUl Nctum per gli antichi geometrl). 
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La tangente alla parabola (1) nel punto P (x', y') ha la equazione (n. 232) 

,y' -:- p (x + x'), 

che rappresenta pure la. polare di uu punto (x', y') qualsiasí. E la normale 
alla curva in P, o, in generale, la perpendicolare calata dal polo sulla 
polare, 6 data. da 

(3) 
x-x' y-y' -p-+-y,- =O. 

La tangente e la normale segano l'asse x in due punti T, N, le cui 
ascisse sono 

OT=-x', ON=x' +p. 
Se si indica con M la proiezíone ortogonale di P sopra Passe :Jl, queste 
formule cí dicono che 

OT=- OM, MN=p. 

Ora i due segmenti T M, M N, proiezioni ortogonaU sull'asse x dei tratti 
di tangente e normale compresi fra il punto della curva a cui si riferi
scono e l'asse, vengono detti, rispettivamente, sottotangente e sottonormale, 
Oouclndiamo: 

In una parabola la sottotangente di un p1mto qual8ia8i e divisa pe?' 
meta dal vertice; e la sottonormale e costante ed uguale al paramet1'o. 

Si puo anche dire che la tangente in un punto qualsiasi (Ci06 il tratto 
P T di una tangente compreso fra. il punto di contatto e l'asse x) e di, 
visa per meta d(~lla tangente nel vertice. 

• L'equazione tangenziale della parabola (1) si presenta sotto la 
forma 

(4) 
2 ,,' = - ti. 
P 

Rendendo que sta omogenea e ricavando il valore di w, si trova, col 
procedimento iudicato nel n, 273, che l'equazione della (uníca.) tangente alla 
parabola pa?'allela ad una ?'etta data ux + vy = O, puo porai sotto la 
forma 

(5) 

276. Metodi per ridurre a forma semplice l'equazione di una co· 
nica, - Negli ultimi numeri abbia,mo visto quali termini formino parte 
dell'equazione di una conica riferita a particolari rette, sceIte come assi 
cartesiani. Se ~ro si suppone data inizialmente la curva mediante una 
eq uazione generale 

(1) 0u '?" + 2 0li ,r y + 0 z2
,l + 2 0 13 .r + 2028 ?1 + (/88 =. O. 

2'1 - G, C"'S~'RLNUOVO, ~"'oni di G.om.tria a .... litioa. 
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riferita. ad as si x, y comuuque tissati nel piano, sorge il problema di cal· 
colare i coefficienti che entreranno nell'equazione ridotta della curva, quando 
questa venga riferita a particolari assi X, Y. Si tratta insomma <!i appli· 
care realmente al polinomio (1) la trasformazione di coordinare, con cuí si 
passa dagli 8ssi x, y agli as~i X, Y. 

Ragioniamo, per fissar le idee, sopra un esempio particoln ' e. Suppo· 
niamo che la (1) aia una· eonica a centro, riferita ad assi ortogonali 
qualsivogliano x, y; e che si voglia scrivere la equazione normale della 
conica stessa, riferita ai propri u,ssi (di simmetria) X, Y. 

Trattandosi di pa~sal'e ua uuo ad altro sistema ortogonale, le fOl'mole 
per la trasformazione saranno del tipo (n. 34) 

(a) 
\ x = <X + X cos <p - y Sen <p, 

/ y = ~ + X sen <p + y cos <p, 

Jove (<x, ~) sono le coordinate antiche della nuova 'originE', ed ~ <p == xX. 
Ora noi sappiamo ca.lcolare, mediante i coefticienti della. (1), tanto a 

e ~, coordinate del centro della conica (n. 262), quanto <p, angolo che uno 
degli assi X di questa forma coll'asse coordinato x (n. 266). Determínate 
COS1 le costanti che compariscono nelle Ca), bastera fare le sostituzioni (a) 
nella (1), ed eseguire i calcoli, per giungere alla equa~ione normale richiesta. 

Si puo anche, senza premettere la determin.azione di <x, ~,. <p, sosti; 
tuire subito le (a) nella (1), considerando queste tre quantita. come inde· 
terminate; si ricordera. poi che, nella equazione tinaJe in X, Y, devono ano 
nullarsi i coefficienti di X Y, X, Y (n. 268); e si approtittera delle tre 
equazioni di condizione esprimenti questo fatto, per calcolare effettivamente 
<x, ~ e <p. 

Oomuuque si proceda, le operazioni qui indicate, semplici come con· 
cetto, conducono a calcoli alquanto lunghi; questi pos'sono evitnrst se· 
guendo il procedimento índiretto che ora passiamo ad esporre. Premette· 
remo aleuní lemmi relativi a particolari trasformazioni di coordinare. 

277. Modo di eomportarsi di una eoniea rispetto a partieolari tra· 
srormazioni di eoortlinate. - Ricordiamo che le formole per la trasfor· 
mazione di coordinate cartesiane sono del tipo .. -

(2) x = <X + <X' X + u." 1', y = ~ + W X + W' Y, 

dove le seí quantita. a, ~ ... sono costanti (n. 35); se muta l'origine ma 
non le direzioni degli assi, quelle formole divengono 

(2') x = a + X, Y = ~ + Y, 

essendo (a, ~) le coordinate antiche della nuova. origine; se invece l'ori· 
gine rÍIDane fissa, si ha 

(2") x = <X' X + <x" Y, Y = W X + W' Y. 
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Oio posto, dimostriamo che: 
l. Una trasformazione di ooordinate, nella qua le muti l'origine ma non 

le direzioni degZi assi, lasoia inalterati i coeffioienti dei termini a seoondo 
grado nell'equazione di una oonioa. 

Infatti la 

(1) a11 x~ + 2n 12 ,l:Y + (! 22y2 + 2013 X + 2l'123 Y + l'IBS = 0, 

mediante le formole (2'), diviane 

aH (X -1- a)' + 2a12 (X + a) (Y +~) + l'I22 (Y + ~)' + .. , + Gas =0, 
ossia. 

dove i coefficienti dei termini a secondo grado sono ancora au, 2 au, au. 
n. Una tmsformazione di coordinate, ohe lasoi ferma la origine, non 

altera il termine noto dell' equazione di una conioa. 
Infatti la. (1), m~diante le formole (2"), diviene 

aH (a' X + a" Y)2 + 2 ait (a' X + a" Y) (W X + W' Y) + ... 
+ 2au (a' X + a" Y) + ... + asa -= 0, 

dalla quale apparisce che i termini a secondo e primo grado del polino· 
mio (1) danno, rispettivamente, termini di secondo e primo grado del po· 
linomio trasformato; il termine noto di questo e dunque ass, come nel po· 
liuo~io (1). 

Oi servid, pure il lemma seguente, relativo ad un particolare binomio 
di secondo grado: 

III . . Una trasformazione ortogonale di coordinate, ohe lasd terma l'Ol·i· 

gine, muta l'espressione x' + yt (formata colle antiche coordinate di un 
punto) nella esp¡'essione analoga X' + y' (forma,ta colle nuove coordinate 
dello stesso punto). 

Infatti le due espressioni forniscono il quadrato della distanza del 
punto, che ha le antiche coordinate (x, y) e le nuove (X, y), dalla origine 
comune dei due sistemi (n. 25). 

Se la trasformazione di coordinate non fosse ortogona.le, i due binomi ora acritti 
dovrebbero venire sostituiti dai trinorni Z2 + 2xy coa zy + y2, XI + 2XY C08 XY +:y!, 
come nauIta da.llo atesso ragionamento. 

278, Invarianti di una contea relativamente ad una trasformaztone 
di eoortlinate. - Premessi questi lemmi, ritorniamo al nostro problema. 
E data l'equazione di una conica riferita a. certi assi :v, y, 

(1) aux2 + 2auxy + a2!Y' + 2aux + 2a!3Y + Ilaa = O. 
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E8eguiamo una trasformazione di coordinate, adoperando le formole (2) del 
n. 277; giungeremo cos1 ad una equazione 

(3) a'Hr + 2a'12XY + a'u Y' + 2 a'I3X + 2a'23 Y + a's3 == O, 

dalla quale ci interessa conoscere i coefficicnti. A tal fine cerchiaruo 
di stabilire a priori qualche relazione tra i coefficienti della (1) e 
della (3). 

Supponiamo percio di eseguire sui coefficienti della (1) una certa se
rie di operazioni algebriche, il cui rísultato potra indicarsi con <p (aH, ... , aaa). 

Se le stesBe operazioni, nello stesso ordine, si eseguiscono suí coefficienti 
della (3), si otterra. un nuovo risultato <p (a' H, ••• , a'33). 1 due risultati dif· 
ferirauno, se il complesso di operazioni indicato sim bolicamente con <p e 
scelto a caso. Ma si puo chiedere se esista qualche fllnzione <p tale, che 
risulti sempre (qualunque sia la equazione quadratica (1) e la trasforma· 
zione di coordinate (2) adoperata) 

(4) 

Se la (4) e soddisfatta, si dira. che l'espressione <p e un invariante I 

della (1), rispetto alle trasformazioni di ooordinate, vale a dire una espres
siona che ha lo stesso valore, quando eSBO venga formata coi coefficienti 
dell'equazione primitiva, o con quelli della trasformata. 

La esistenza di siffatti. in varianti puo prevedersi a pr'iori, poiche -tale 
proprieta gode ogni espressione composta coi <loefticienti della (1), la quale 
ci dia il valore di una grandezza geometrica appartenente alIa curva. (1), 
ma indipendente dal sistema di coordinate a cui la curva vien riferita (ad 
es. la lunghezza di un as se, l'angolo degli asintoti, ecc.). Ora s-i tratta di 
vedere come si possano formare effettivamente alcuni di questi inval'ianti. 
Ma e chiaro sin d'ora che, ogniqualvolta se ne conos cera. uno, si potra 
scrivere una relazione del tipo (4), in cui il primo membro sara noto, poi
che formato coi coefficienti della (1), mentre il secondo mem bro dipendera 
dai coefficienti incogniti della equazione (3). Questi potranno calcolarsi, 
quando si abbia un numero sufficiente di relazioni analoghe aIla. (4). 

Noi ora. indicheremo come si possano ottenere gli invarianti che in
teressano. Per semplicita. di formole, ci limiteremo al caso delle trasfor
mazioni ortogonali di coordinate, ed accenneremo poi come i risultati pos
sano estendersi al caso piu genera.le. 

Sllpponiamo anzitutto che la trasformazione di coordinate, con cui 
si passa daU'equazione (1) alla (3), lasci ferma l'origine, e sia quindi del 

1. La llozillne di invaria.flu e tlortM. d~l& eouaiderazione di tra.afOl'ml\zioni liu~.l'i generali <u vatiabili 
no! dnnque a<lottiamo que.ro nome in un senso mollo particol&re. 111etro..., potra vedere i fon,lsmenti doll. 
teori .. degli Invarianti nei trattati di AJgebra del CAPELLJ. CRSARO, ... 
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tipo (2") (n. 277). Tenuto conto di quelle formole e dellemma III (n. 277), 
possiamo scrivere le seguenti identita.: 

(5) au~ + 2auxy + (t22Y' + . " + (/33 

lE: a'" X' + 2a'uXY + a'u y' + ... + a'aa, 

(6) 

nella, prima delle quali e anzi a'ss == aal (lemma Il, n. 227). Insieme 8 

quelle sussistera pure la identit:\ che si ottiene aggiungendo ai due mem
bri della (5) i due membri della (6) moltiplicati per uno stesso parametro 
arbitrario A: 

(7) (au + A) x, + 2ai2xy + (au + A) y' + 2 .(I,lSX + 2a!sy + as, 

lE: (a'u+A)X1 +2a'uXY + (a'n+A) Y'+ 2 a'ta X + 2a'28 Y + a\3' 

I due membri della (7), uguagliati a zero, rappresentano una stessa 
eonica K, rüerita. una prima volta agli assi antichi x, y, una seconda 
volta agli assi nuovi X, Y. La conica K variera. pero al variare di A, de
scrivendo un fascio. Ora, se vogliamo determinare i valori di A a cui cor
rispondono parabole, possiamo servirci, sia della equazione di K in x, y, 
aia di quella in X, Y. Dalla prima ricaviamo che il parametro A de ve sod
disfare alla condizione (n. 220) 

ossia 

(8) 

m entre , valendoci della equazione di K in X, Y, troviamo analogamente 
la condizione 

(8') ).1 + A (a'u + a'!!) + (a' 11 a'!! - a'u') = O. 

Ora le due equazioni di condiziontl (8) ed (8') devono fornira per A gli 
,ateaai valori; dunque esse avranno i coefficienti proporzionali; sussisteranno 
cioe le eguagliallZ6 

(9) 1 
al1 + al! == a'll + a'!!, 

1_" , • all an - al! - a II a 2! - /1 al • 

Queste ei dicono ehe le espressioni a primo membro non mutano va· 
lore se vengono formate (a.nziche coi coeffteienti della (1» coi coefficienti 
della (3); quelle espressioni sono invarianti relativi ad una trasformazione 
ortogonale di coordinate, che non muti l'origine. 
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Un terzo invariante si ottiene' in modo analogo, determinando '). in 
guisa. che la conica. corrispondente K si scinda in due rette. Se infatti si 
ricorre all'equazione di K in X,!J, si trova la condizione (n. 242) 

('n + '). (./12 UIS 

(/21 a2~ + '). 0 211 = O, 
an aS2 Clss I 

ossia. sviluppando e indica.ndo con O il coefficiente della prima poten711 
di ')., che poco interessa, 

(10) 

dove A e il discriminante della (1). Similmente, partendo dall'equazione 
di K in X, Y, si ottiene 

(10') (I'.s').' + O''). + A' = 0, 

dove A' e i1 discriminante della (3). Esprimendo la proporzionalita. tra i 

coefficienti della (10) e (10'), ricordando che Gas = a'as' e notando che que
sta quantita puo sempre supporsi diversa. da zero (visto che, in caso oppo
sto, e lecito aggiungere una stessa costante non nulla ai dU6 membri della 
identita (7)), si ottiene un terzo invariante' 

(11) A = A'. 

Vediamo cos1 che le tre espressioni 

(12) A 

non variano quando mutano gli assi, restando ferma l'origiue. Vogliamo 
ora dimostrare che 6sse rimangono immutate anche per una. traslazione di 
assi. Fatto cio, la stessa. conclusione varra. per ogni trasformazione orto
gouale di coordinate cartesiane, la, quale puo sempre decomporsi in una 
trasformazione ortogonale coll'origine fissa, seguita da una traslazione. Ora, 
che le prime due espressioni (12) non si alterino per una traslazione di 
assi, segue dal fatto che i coefficienti a11, au , Cl¡1' mediante' cuí son ('·om
poste, non mutano nella traslazione (n. :¿ 'j 7, lemma I). Quanto alla terza 
espressione, si osservi che, essendo la traEllazione rappreselltata dalle for
mole (2') del n. 277, il discriminante della eqna,zione trasformata. (1') !lel 
n. 277, e 

Cl¡1I a'¡s 
a22 a'28 

(t's~ r 'ss 

SI potrebbe anche .crinre I'agllagiianoa O' _ O, Ola q~" .... ha poco Interease, giacohe l'e8pr~ •• iol1. 
a primo mQHl.lIro .1 altera per Dlla t<aaJazione di " .. 1, meDtr~, oome vrueÚlo, le tre eopre.sioni (12) sono 
In ... rlantl ancbe ri.petto "Ile tr ... laz;Ani 
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a ' 13 = al! (l + a l2 ~ + a!3l u'u = atl (l + a22 ~ + an , 

a'as = al! 0.
2 + 2 al! (l ~ + an W + 2 au a + 2 an ~ + a 3S 

= a' IS (l + a' Z3 ~ + (aS! (l + a 32 ~ + (33)· 

Se ora dalla terza vertical e del determinante A' sottragghiamo la. prima 
moltiplicata per a e la seconaa moltiplicata per p, e nel determinante cosl 
ottenuto ri petiamo le atease operazioni sulle orizzontali, anziche sulle ver
ticali, giungiamo ¡ntine aUa uguaglianza A' = A, che volevamo giustificare. 

Ponendo per brevita 

e ricordando che A •• = a11 un - a12
1 e un minore del discriminante, pos

siumo dira che le tre espressroni 

(12') 1, A 

sono invarianti rispetto ad ogni trasformazione ortogonale di coordinate. 
Tenuto conto deí gradi con cui compariscono in es se i coefficienti della (1), 
le cbiumeremo ordinatamente: invariante lineare, quadratico, cubico. 

Oonviene ricordare, sotto la forma seguente, il risultato cui siamo 
pervcnuti: in una trasformazione Ot-togonale di coordinate, rimangono inal
leraU, il discr'iminante dell' equazione di una conica, il complemento algebrico 
del termine !wto, e la 80m?na dei coefficienti dei qlladrati dclle coordinate. 

Ossarvazione. - Occorre tener presente cbe le uguaglianze (!1) ed (11), 
a cui gli invaría.nti da.nno lnogo, sussistono quando si confrontano due 
equazioni, come la (1) e la (3), una delle qnali sia ottenuta dall'altra colla 
semplice applicazione delle formole per la trasformazione delle coordinate, 
avendo cura di non int)'()durre ne togliere ;'attori. E infatti evidente che, 
se tutti i coefficienti dell'equazione di una conica vengono moltiplicati per 
uno stesso fattore t, i tre invarianti, lineare, quadratico e cubico, non ri
mangono inalterati, ma vengono moltiplicati per t, t', t', rispettivamente. 

n procedimento che precede si trasporta subito al caso di assi obliqui, pur 
di sostituil'tl i~ll' identita (6) la 

:¡:! + 2 x y cos 'Zy + y' ¡¡¡¡¡¡¡ X' + 2 X Y cos X Y + yt. 

Colle considerazioni giA fa.tte si trovan o a11ora, in Irrogo delle uguaglianze 
(9), (11), le seguenti 

' I I' 
~ senz 'Zy = sen~ X Y , 

ÁS! .. 4'33 

sen! xy = sen Z X y' 

j A 
t Ben2 :r;y=sen2 XY' 

A' 
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dove 
1.:= aH + Gu - 2 al! cos :t:y. 

l' ha l'ana)oga espressione, ed A33 , A'33, A, A' hanno i significati suesposti. 1 
primi membri delle (12*) forniscono gli invarianti per la piil generale trasforma
zione di coordina te cartesiane. 

279. Formazione della equa.zione ridotta di una coniea eol mezzo 
degli tnvarianti. - Mostriamo, sopra due esempi, come gli invarianti si 
applichino al calcolo effettivo dei coefficienti delPequazione ridotta di una 
conica, della quale si conosca l'equazione generale. Sia questa 
(1) a u Xl + 2 al! xy + au yl + 2 a t3 x + 2 a l3 Y + a l3 = O, 
dove le aik sono quantita note, e le x, y coordiriate cartesiane, che per sem· 
plicita supporremo of·togonali. Calcoliamo anzitutto gli invarianti delIa (1) 

A, 
che sono quantita note. 

Trattiamo ora i seguenti casi. 
a) Riduzione agli assi dtJll'equazione di una conica a centro. - Qui i 

nuovi as si coordinati X, Y (assi di simmetria della (1)) sono pure ortogo
naZi; rispetto ad essi la conica. ha una equazione del tipo (n. 268, (b)) 
(2) 

i cui coefficienti sono incogniti. Per calcolarli, formia.moci gli in varianti 
della (2) 

1, '+' =a u a n , A'53 = a'u a'u' 
Paragonandoli cogli inva,rianti della (1), abbiamo (n. 278) le relazioni 
(3) 

le quali dicono che 

(4) 

e che a'", a,'u sono le radiei 

(5) 

I A 
°ss=T' 

SI 

dell'equazione 

a'U a'21 a'ss = A, 

quadratiea 

E indífferente assumere per coefficiente di XI (o di yl) nella (2) Puna o 
l'altra delle due radici, essendo in arbitrio la scelta dell'uno o dell'altro 
as se della conica come asse delle X o delle Y. 

~) Riduzione dell'equazione di una parabola all'as8e e alla tangente ntJl 
vertice. - Se come assi coordinati X, Y si assumono l'asee della curva e 
la tangente nel vertice (fY =~), l'equazione della parabola assume 
la forma (n. 268, (e); 

(2') a'.! y. + 2 a'a X = O. 
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Paragonando gli invarianti di questa agli invarianti della (1), nel· 
l'ipotesi che la (1) rappresenti una parabola, e sia dunque Asa = O, tro· 
viamo le relazioni 

(3') a'li =1, 

l'identita. O = O fornita dagli invarianti quadratici}. Le (3') ei 
ed il valore dell'altro eoefficiente incognito 

I -+V A l.t ll -- -7' 

il doppio segno dipendendo dal verso che si &ssume come positivo sul· 
l'asee X. 

280. Signifteato geometríeo dell'annoUarsi di on invariante. -
Poi che il valore di un invariante non si altera per una trasformazione di 
coordinate (e si altera per un fattore t, t' o t3

, quando tutto il primo mem
bro dell'equazione della curva venga moltiplicato per una quantita arbi· 
traria t), si prevede che l'annullarsi di un invariante debba corrispondere 
ad una particolarita. della conica, indipendente dalla. posizione degli assi 
coordinati. 

Ed infatti sappiamo gia. che l'annullarei dell'invariante cubico, ossia 
la condizione A = O, significa che la conica si spezza in due rette (n. 2(2); 
e l'annullarsi dell'invariante qua.dratico, Asa = 0, es prime che la conica e 
una parabola (n. 230). 

Supponiamo ora nullo l'invariante lineare, 1= O. Riferita la conica 
ad assi ortogonali x, '!I arbitrari, e scrittane l'equazione sotto la forma 
consueta 

lltl Xl + 2 llt. x Y + a29 y' + ... = O 
sara 011 + un == O; donde segue che a11 e alli hanno segní opposti, e che 
Ass = au 0'22 - aa' e negativo; la conica e dunque una iperbole (n. 230) . 

. L'equazione normale della iperbole sara. del tipo 

a'11 x' + a '22 y2 + a'a3 = O, 
ossia, poiche c'u + a'u = 1 = O, 

a' x, _ " = _,38_. 
a 11 

La iperbole e dunque equilatera (n. 272); e viceversa. La eondizione 
perch~ una iperbole Iia equilatera ~ e.pre66a dalZ'annullar.i dell'invariante 
lineare. 

Osservazlone. - Oumulando due delle condizioni sopra nomínate, si 
trovano ulteriori particolarita. COS1, se A = A .. = 0, la conica si spezza 
in due rette parallele; se .A = 1 = 0, la conica si spezza in due retta 
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perpendicolari. Le condízioni Asa = 0, 1=0 sono incompatibili (per co
niche rappresentate da equazioni . a coeflicienti reali), a meno che la retta 
all'infinito non formi parte della curva, nella quale ipotesi l'equazione car
tesiana si abbassa a primo grado. 

* 281. Teoreml di ApOLLONIO,' - Possiamo valerci degli invarianti 
per dimostrare due teoremi, dovnti ad A,POLLoNIO, sui diametri coniugati 
di nna conica a centro. 

Parten do dall'equazione della curva. rüerita a. due assi ortogonali 
qualsiansi, calcoliamo gli invarianti 1, A u ' A. Riferia.mo poi la cnrva a 
due diametri coniugati X, Y j troveremo una equazione del tipo 

(1) a'll r + a'2I y' + a' .. = 0, 

i cui invarianti valgono (n. 280, (1211
)) 

, +' a ll au 
sen' XY , 

a'u a'" 
sen' XY' 

a'u 17'22 a'as 
-sen' XY-

Ugnagliando queste espressioni &d 1, AssI A, risultauo le relazioni 

(2) a'u + a'!! = Isen' X y, a'!l a'u = Asa sen! X Y, 
A 

a'as=T· 
as 

D'altra parte, se indichiamo con a, ~ i valori dei semidiametl'i della co
nica (1) situati rispettivamente sulla retta X e slllla retta Y (dei quali 

semidiametri Bupporremo ad es. i1 secondo 
non trasverso, nel caso della iperbole), 
ricaviamo dalla (1), ponendo succe8siva
mente Y=O ed X=O, 

(3) 

a' a'=- -ª
a'H' , 

+ ~'=_ asa 
- a'o' 

nella seconda delle quali il !:legno supe
riore si riferisce aUllo ellisse, l'inferiore aUa iperbole. Sommando, ó molti 
lllicando membro a membro le (3), otteniumo 

, +' a'+R'=-a' aH a 22 
_ IJ as a' a' , 

i! tt 

a' t + a! Rt = _ 3~. _ 
- t' ,,' a Il 112i 

e, tenendo conto delle (2), 

(4) 
Al 

a'+~'= ---
- A33" 

Un~ dimoBtrazione elenJentare tlel t.eoremi di A,POLLON10 ¡, snggerita d"¡l'e8 . 9) eh .. 86,¡ne qne8to D. 
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la seconda. delle quaU puo 8criversi cosl (purche si prerutlt t.a. un segno 
conveniente al radicale): 

A 
(5) a ~ sen X Y = ,J=/=::;;: 

v+ Asa
3 

Ora. i secondi membri delle (4) e (5) non dipendono evidentemente 
dagli assi coordina.ti X, Y; segue che anche i primi membri conservano 
valori ~alterati, quando alla. coppia X, Y di diametri coniugati si sosti
tuisca un 'altra coppia di diametri siffatti. Questa. osservazione da luogo 
ai teoremi: 

l. In una ellisse e costante la 80mma dei q'uadrati di due scmidiamet1"'i 
coniugati; ill una iperbole e costante la differenza dei qttadrati di due se· 
midiametl"i coniugati. E questa somma o difi'erenza. uguaglia, in particolare, 
la. somma o di lIerenza dei quadrati dei semiassi. 

n, In una coníca a centro e costante l'area del triangolo avente per 
latí duo semídiamet1"i coniugati, ed e ugnale a lParea del triangolo costruito 
sopra i due semiassi. 

Osservazione l. - Le t'ormole (4), (5) ci uanno la. interpretazione 
georuetrica di certi rapporti di invarianti. Era da prevedersi che una sif
fatta interpretazione non appartenesse agli invarianti stessi I, Aa., A, i 
quali si alterano per un fattore, t, ti, tS

, quando i coefficienti della equa· 
zione della curva vengono moltiplicati per t (mentre la curva resta inal· 
terata)j quel fattore sparisce evidentemente dai rapporti suddetti, pel modo 
come sono formati. . 

Osservazione lI. - Se la conica e uua e1lisse l'eale, a i + P' e certo 
positivo, e quindi, in virtu della (4), il prodotto Al e negativo j e vice
versa. Dunque le condizioni perche una conica sia una ellisse reale sono 
(n. 230) Asa> O, Al < O j e le condizioni per una conica immaginaria: 
A 33> 0, Al> O. 

II}sercizi. l. - 1) Scrivere le equazioni, riferite agli assi, delle eoniche rap
presentate in coordinate ortogonali da: 

a) 
b) 
e) 

d) 

4, r - 4 xy + 4 y! + 16 iIl- 8 Y + 7 =- O, 
3 iIlt - 8 xy + 3 y2 - 6 x - 3 = 0, 
2;¡;t - 3 xy - 2 y2 + 5 iIl = O, 

5 x! + 4 xy + y? - 2 iIl + 5 = O. 

2) Supposto che la eonica all Xl + ". = O aia una iperbole, calcolare, col 
mezzo degli invarianti, i coefficienti dell'equazione 2 a'u X Y + a S3 = O riferita 
agli asintoti, e determinare l'angolo formato da questi, 

3) Applicare il procedirnento «ell'es, precedente alle iperboli b) e e) dell'cs. 1). 
4) Scrivere l'equazioue riferita all'asse e ~la tangente nel vertice della pa-

fl\hola 
r + 2 iIl Y + yt - 4 y..l.- f) = O. 
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6) QuaPe il parametro, quale l'~qu&zione ridotta della parabula 

(::_f)' -~-~ + 1 = O 
a; ~ IX ~ , 

se x, y SODO cool'dinate ol'togonali' E se xy ha un valore arbitrario (1), 
n. - 6) Partendo dall'equazione di una iperbole riferita agli asintoti, si 

dimostri che «una iperbole e la coppia dei suoi asintoti determinano sopra ogni 
trasversale due segmenti, che hanno lo stesso punto medio. (cfr. n. 251, 6S. 1, el). 

7) Dalla stessa equazione si deduca che «le rette proiettanti un punto mo
bile di Ilna ipf"rbole da due punti fissi della curva intercettano sopra un asintoto 
un segmento di lunghezza costante~ (cfr. n. 251, es. 1, b». 

8) Le tangeuti alla paraboJa y2 = 2 P x nei punti (x¡, y¡), (Xl' YI) lIi incon-

trano nel punto di coordinate e/~~)2, y¡; Y2) . Mediante queste formole si di

mostri che «l'area di un triangolo circoscritto uu una para bola e la meta del
Parea del triangolo formato dai punti di contatto. (GHEGORY). 

m. - 9) Date le coordinate (x', g') di un punto P di una conica a centro 
riferita agli as si, si scriva l' equazione del diametro (J O (J' coniugato al diametro 
POP', si determinino le coordinate di el e Q', le lunghezze a', b' dei due semi· 

h2 a~ 
diametri coniugati O P, O rl (si trovera b't ~ ..... X'~ + ..... y'l) e si dimostrino di-

~ a- b-' 
rettamente i teoremi di APOLLONIO del n. 281. 

10) Si dimostri che la distanza del centro dalla tangente nel punto P dell 'es. 
precedente vale ab: b' (dove a, b sono i semiassi); da questa formola segue nuo
vamente il teorema di APOLLONIO relativo alle aree. 

11) Mediante i teoremi di ApOLLONro si calcolino, in funzione dei semiassi 
a, b, le lunghezze a', b' di due semidiametri coniugati forman ti un angolo ro as
segnato. Si dimostri che 00 puo avere un valore qualsiasi nella iperbole, mentre, 
per la elliBBe, il minimo angolo acuto (Al inCJURO da due Bemidiametri coniugati e 

2ab ,/ 
tale che tg 00= al _ b!; i relativi diametri riBultano uguali fra loro (= V 2 (a! + b2», 
e giacciono Bulle diagonali del rettangolo formato dalle tangenti nei vertici. E 
queBta l'ullica coppia di diametri coniugati uguali di una ellisse; assumendoli come 

1 
Rssi coordinati, la equazione della ellisse assume la forma X! + y2 = '2 (a2 + b2). 

12) Accanto ai teoremi di APOLLONIO va conBiderato ·il seguellta: «in una 
conica a centro e costante la somma dei quadrati delle inverse di due semidia-

. 1 1 
metri perpendicolari. tBOBILLIER), cioe (X2+ r = cost., dove IX, ~ vanno presi 

algebricamente, e quindi nella lperbole possono eBsor reali o immagillari. Si di
mostri il teorema, sia ricorrendo agli invarianti, per la qual via Bi vedra. che 
quella costante vale - 1 .A33 : A (nella ipotesi del n. 281), lIia adoperando l'equa
zione polare della curva, prello per polo il centro. 

13) Detto parametro relativo ad un diametro di una para bola la cOltante p' 
che figura nell'equazione P = 2p' X della curva riferita aquel diametro e alla 
tangente all'eBtremo di 61S0, si dimostri, col mezzo degli invarianti, che < in una 
parabola e costante iI prodotto del parametro p' relativo s un diametro per il 
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quadrato del seno dell'angolo che quel diametro forma Ilolla relativa tangente, ed 
e uguale al parametro principale p (relativo all'as8e) •. Si ha. dunque p' ;¡;: p, e 
la differenza p' - p e ugua.le al doppio della distanza dell'estremo del diametro 
dalla tangente nel vertice. 

14) Ogni coppia di diametri coniugati di una conica determina sopra una 
tangente due punti, le cui distanze dal punto di contatto hanno un prodotto co
stante ed uguale al quadrato del semidiametro parallelo alla tangente. (Si dimo
stri, sia sinteticament'), sia analiticamente riferendo la curva al diametro che 
passa per il punto di contatto ed al coniugato). 

15) Partendo dall'es. precedente, si giuatifichi la 8eguente costruzione (di 
CHASLBS) degli assi di una ellisse, di cui 80n noti in granuezza e pO!lizione due 
semidiametri coniugati O P, O Q. «Si conducano par P la. pa,rallela. e la perpen
dicolare ad O Q. le quali risultano tangente e normale aUllo conica in P; 8n11a 
normale si prendano due segmenti P N = P K = O Q; il cerchio che passa per N, K 
ed O, sega la tangente nominata in dne punti M, 1V che, congiunti con O, danno, 
in posizione, gli as si (i quali sono altre8i bisettrici dell'angolo H O K). Per otte
nere le grandezze 2a, 2b di qnesti, si o8servera. che uno dei due segmenti O H, O K 
vale a + b, e l'altro a - b (n. 281), donde segue una immediata costruzione. 

IV. - 16) Nel punto P(x', y') della canica ~ + ~ = 1, riferita agli assi, 

8i conduca la normale, la quale seghi in N, N' gli assi x, y. Si dimos trino le 
uguaglianze P N = bb': a, P N' = ab': b, dove b' e la luughezza del semidiametro 
coniugato 3d O P (es. 9)); 8egue che «in una conica a centro i due 8egmenti 
di uua qualsiasi normale, compresi fra il piede (P) e gli assi, hanno un rapporto 
costante, b

'
: a', ed un prodotto uguale al quadrato del semidiametro perpendico

lare alla normale:.. 
17) La ricerca dei piedi P(z, y) delle normali ad una conica a centro K 

uscenti da un dato punto S del piano, conduce a risolvere due equazioni quadra
ti che in x, y, delle quali una rappresenta la K, e l'altra una iperbole equilatera. 
passante per S, per i1 centro O di K, ed avente gli asintoti paralleli agli assi 
di K. Segue che «da un punto del piano si pos80no condurre ad una conica 
quattro normali (di cm dile almeno reali); i piedi di esse sono le intersezioni 
della canica data con una certa iperbole equilatera:. (APOLLONIO). Questa iperbole 
puo generarsi come luogo della intersezione di una retta variabile uscente da 8 
col diametro di K conillgato alla direzione normale aquella retta. Essa e inoltre 
il luogo dei centri dello coniche di ogoi fascio determinato da K iusieme ad un 
cerchio qualsiasi di centro S (Ca-'.sLKs) (cfr. n. 267, e8. 16); quindi e luogo deí 
punti medi dalle corde comuni a K ed ai singoli cerchi di centro S. Come dege
nera la iperbole, se S appartiene ad uno degli assi di K' 

18) Dati suUa conica K dell'es. precedente due punti P u P 2, si possono 
costruire, risolvendo nn problema di secondo grado, due nuovi puuti P 3, P~ di K, 
tali che le normali a K in P u P 2 , P a, P, formino fascio; anzi la rett.a Pa P4 si 
determina linearmente partentlo ualla retta Pi p! (n. 260, es. 32». Dalla costru
zione 8egue che .. dei quattro piedi delle normali condotte ad una conica da un 
punto, tre qnalsivogliano determinan o un cerchio, che sega inoltre la canica nel 
punto diametralmente Opp08to al quarto piede:. (JO-'.OHIIIISTH.lL). 
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• a., 
19) Da un puuto generico S del piano si pOBsono conuurre tre normali ad 

una parabola; i loro piedi sono le intersezioni della curva con una iperbole equi
latera che pasea per S, ed ha uno degli asintoti' sopra l'asse dsIla parabola. 
L'iperbole puo generarsi in modi analoghi a quelli dell'es. 17). e Il cerchio deter
mi nato dai tre piedi delle normali alla parabola uscenti Ila un punto, passa per 
il vertice della curva; e viceversa, ogni cerchio passante pel vertice sega la 
parabola in tre punti, le cui normali concorrono in un punto.. Quest' ultimo 
teorema puo dimostrarsi ricorrendo all'osservazione seguente. 

V. - 20) Un cercbio sega una parabola in quattro punti, le cui ordinatb 
(rispett.o aU'asse) danno una somma nulla, e viceversa; in altri termini «la con
dizione, affinche un quadrangolo iscritto in una paraboIa sia pure iscrittibile in 
un cercbio, El che il suo baricentro cada suU'asse lt. Per i vertici di un quadran
gola iscrittibile in un cerchio passano due parabole, i cui assi si segano ad an
golo retto (D. 267, es. 17)) nel baricentro del quadrangoIo. 

21) Un cercbio sega la iperbole equilatera :ey = k in quattro punti, le cui 
ascisse e le cui ordinate danDO prodotti uguali a k'; e viceversa. La iperbole 
stessa e segata da. un'a.ltra iperbole equilatera qualsiasi in quattro pnnti, le cui 
ascisse e le cui ordinate danno prodotti uguali a. - k%; e viceversa. Dall'ultima 
proprieta segue che, delle quattro intersezioni, tre determinano la quarta nel modo 
noto (D. 260, e8. 37»; e ricordando la prima proprieta, si ha: « Se di quattro 
punti di una iperbole equilatara ciascuno e ortocentro nel triangolo degli altri tre, 
aUora ciascuno ha come diametralmente opposto un punto, che apJ;>artiene al cer
chio pas.ante per gli al tri tre; e v~ceversa:.. 

VI. - 22) Si dimoBtri analiticamente che «il luogo di un punto da cui si 
possono condurre taDgenti perpendicolari tra loro ad una ellisle od iperbole e 
un cerchio, detto cerchio principale, concentrico alla conica e di raggio Va! + b% ~ 
(ofr. D. 260: es. 44»). Nella ellisse, il cerchio e CirC08Critto al rettangolo for
mato dalle tangenti nei vertici ,; per la iperbole, e reale o immagina.rio, 8econdo 
che l'angolo degli asintoti, in cui e contenuta la curva, e acuto od Ottu8o, e 8i 
riduce al solo centro se la iperbole e equilatera. e Nella paraboIa y! = 2p:e, il 

luogo dei punti da cui escono tangenti perpen~colari e la retta :e + ~ = O, 

detta dirtlttrice:. (cfr. n. 251, es. 14». (Si approfitti della (5) del n. 233; o si 
scrivano le equazioni di due tangenti ortogonali, di cui una sia la (5) del n. 273, 
o la (5} del n. 275). 

23) Il luogo di un punto da cui ai. possono condurre ad una parabola tan
genti formanti UD IIcngolo ti) assegnato e una iperboIe, i cui asintoti includono 
l'angolo 2(1); e8sa ha uno degli assi sopra l'asse della parabola, e tocca questa 
curva in due punti (iOlmaginari) situati sulla direttrice (cfr. n. 260, es. 41». II 
luogo analogo per una conica a centro e una curva del quarto ordine. 

24) Un punto generico P del piano di una conica K e vertice di infiniti 
triangoli autopolari rispetto 11 K, nei quali gli altri due vertici P', P" sono co
niugati in una involuzione sulla polare p di P. 1 cerchi circoscritti ai detti trian
goli formano un fascio (n. 260, es. 36»), il cui a8se radicale passa. per il ceDtro O 
di K. Di qua segue che gli infiniti cerchi, ciascuno dei quali e circoBcritto ad 
nno, e quindi (n. 2406, ell. 39) ad inftniti triangoli autopolari rispetto a K, hanllO 
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• due a due uu asse radicale paasante per il puuto O, e formano una rete di 
cm O e i1 centro radicale (n. 61, ea. 11». I1 centro O, se e proprio, ha la stessa 
potenza rispetto a quei cerchi; questa si puo calcolare, ríferendosi ad es. al cer
chío circoscritto a un triangolo P P' P" formato da un punto P di un asse e 
da P' e P" coincidentí in uno dei punti Kp, e si riconosce uguale ad a2 + b2

• 

Riaulta di qua il teorema di F AURK: «1 cerchi circoscritti ai triangoli autopolAri 
rispetto ad una canica a centro segano ortogonalmente il cerchio principale della 
conica; e viceverlla. 1 cerchi analoghi relativi aUllo parabola segano ortogonalmente 
la direttrice, che e il luogo dei loro centri; e viceversa~. Nella iperbole equila
tera, ad ell., quei cerchi passano per il centro della curva (cfr. n. 267, es. 15». 

VII. - 25) Si scriva l'equazione del cerchio osculatore ad una conica in un 
punto P, assumendo come as si coordinati il diametro passante pel punto e la 
tangeute ivi (cfr. n. 258); si dimostri che il raggio del detto cerchio, per una 

b,t 
conica a centro (raggio di curvatura della conica in P), e espresso p =, , 

a senw 
dove a' e il semidiametro paseante per P, b' e il semidiametro coniugato, ed w 

b'3 
e l'angolo dei due semidiametri. Si puo anche scrivere p = ab' ed esprimere p 

~ mediante le coordinate ,;', y' di P (es. 9». Se P ad es. e un vertice della curva, 
b2 

estremo del semiasse a, si ha p = -, raggio del cercbio che ha ivi un contatto 
a 

quadripunto colla coniea. 
26) Mediante il valore trovato per p, si giustifichi la seguente costruzione 

del centro del cercbio osculatore (centro di curvatura) in un punto P di una co
niea a centro: condotta la normale in P, la q llale Beghi in N, N' gli aSBi della 
curva, si fui nel centro O la perpendicolare al diametro O P fino a segare in B 
la normaltl, e lIi porti su questa il segmento N' 0= - N H j O e il centro ri
chlesto. 

27) Un'altra costruzione del cerchio osculatore in P, nella guale si adoperano 
lIoltanto il semidiametro O P ed il semidiametro coniugato O Q, ti la. seguente: 
Bui due semidlltmtltri OP, O Q 8i costruisca il parallelogramma O PE Q, e dal 
vertice R si conducano le perpendicolari al lato P O e alla diagonale P Q j quet'te 
perpendicolari intercettano sulla normal e in P (perpendicolare a P R) un segmento 
ugna.le al raggio di curvatura in P. In particolare, se O P e O Q sono semiassi, 
la perpendicolare ca.lata da E IIU P Q incontra gli aSBi nei centri dei cerchi oscu
latori relativi ai vertici P e Q. 

28) n centro del cerchio 08culatore nel punto (,;', y') di una conica a centro, 
riferita agli alllli, ha le coordinate 

dove 8i e posta eS "'"' a! + b2 per la elliljse od iperbole, rispettivamente. Mentre 
il punto (,;', y') descrive la conica, il punto (X, .Y) descrive la curva del 8esto 
ordine 
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dove Q: = e%: a, ~ = el: b j questa. curva, Iuogo dei centri di curva.tura, dice si 

.voluta della conica. data.; (e lisa possiede quattro cuspidi nei centri di curvatura 
relativi ai vertici, ed ha come tangente in ogni IUO punto (X, 1') la normal e aUa 
conica nel punto corrispondente (x', y'». 

29) Il procedimento dell'es. 25), applicato alla parabola, dl\ il raggio di cur-
p' p 

vatura nel punto P (lIJ', y'), !!otto la forma" =o -- = - -3-' do ve p' e i1 pa-
sen ti) seu ti) 

rametro relativo al diametro uscente da P (ee. 13) ), P El iI parametro princi-
pale, ti) El l'angolo della tangente in P con un diametro qualeiasi. In particolare, 
ti raggio di curvatura nel vertice e uguale al parametro. Per costruire il centro 
del cerchio osculatore (o di curvatura) in P, si condllca ivi la normale, che seghi 
Passe in N, e si porti !!ull'asse, da banda opposta al ver tic e, un segmento N H 
llguale al doppio dell'asciss/l. di P (cioe alla sottotangente di P); la perpendico
lare all'aese in H sega P N nel centro richiesto. 

SO) Le coordinate del centro di curvatura della parabola nel punto (s', y') Bono 

X=p+ S,x', Y=_y'3: p l, 

e l'equazione dell'evoluta, luogo del detto centro, e 

27 p P = 8 (X - p)'; 

si tratta di una curva del terzo ordine, detta parabola BemiclLbic~ (cfr. n. 47, 
es. 1», avente una cuspide nel punto (P, O). 

VIII. - 31) Le coordinate di un punto P, che descri va una ellisse- riferita 
agli asei, poseono eeprimersi in funzione di un angolo variabile r-.p, detto anomalía 
eccentrica (KEPLERO), mediante le seguenti equazioni parametriohe 

x = a cos ¡p. y = b sen ¡P i 

!p e l'angolo formato dall'asse x col raggio del cerchio Xl + 11~ = a i , passante pel 
punto di esso che ha la stessa ascissa di P. 

32) Due punti P e Q della elliese, ohe eian o estremi di dne semidiametri 

coniuga.ti, corrispondono a due _ valori del parametro !p differenti pe~ ¡ ;. di qua 

seguono nuovamente i teoremi di ApOLLONIO (n. 281). 
83) Se due punti P u P 2 di una ellisse si muovono in modo cbe la. retta Pi P% 

si mantenga parallela a se stessa, la somma <:Pi + <:P% delle loro anomalíe eccen
triche riman e coetante. E se le due corde Pi P 2 , P 3 PI. di una ellisse formano 
angoli uguali, ma. opposti, con ciascun asse, tl'a le anomalie eccentriche dei quattro 
punti passa la relazioue qli +!pz + C:P3 + <:PI. =0 (mod. 31t). Segue (n. 263, es. 17» 
che e la condizione neceeiaria e sufficiente, affinche quattro punti di una ellisae 
appartengano a nn cerchio, e che la somma delle loro anomalíe ~ccentriehe sia 
nulla (a mello di multiplí di 21t) ~ \JOACBIM STBAL). 

34) Segue ancora che il cerchio osculatore aUllo ellisse nel punto (di anoma
lía) ct sega ulteriormente la curva nel punto ~ = - S IX. E che per il punto ~ 
pass ano tre cerchi, osculanti la curva nei punti 

~ ~+21t ~+41t 
-3"' - 3 ,- 3 ' 

quali punti, col punto primitivo, stanno in un cerchio (n. 268, es. 22)). 
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35) Por la iperbole si possono a~sumere le seguenti equazioni parametriche : 

:¡; = a sec Ep, y = b tg cp. 

n diametro trasverso, che ha un estremo nel punto (x, y), ha come coniugato 
il dinmetl'o Don trasverso di cui un estremo e il punto x, = a tg Ep, y' = b sec !p. 

IX. - 36) Per un punto O del piano di una conica si couducano ¡fUtI tra
sversali arbitrarie a segar la cur"l"a, la prima in M, M', la seconda in N, N'; si 

diru OM . OM' ·1 O . . ostri che «il rapporto O N . O N' non varia se 1 punto SI sposta comllnq ue, 

parche le due trasversali conservino inalterate le loro direzioni» (ApOLLONlO). 

(Si assumano nd es. le &rllsversali come aSBi coordinati; n. 277, 1». 
87) In C'onseguenza: se dne rette ruotano intorno a due punti fissi O, o, re

stando parallele tra loro, i prodotti dei segmenti, che la conica segna su quelle, 
OM.OM' 

serbano un rapporto costallte , . 
om . om 

38) Seguono i corollari: Il prodotto dei segmenti di nna secante, che ruoti 
intorno ad UD punto fisso, e proponionale al quadrato del semidiawetro parallelo 
ad essa. I due tmtti di taugenti, compresi fra un punto esterno ad una conica 
ed i punti di contatto, souo proporziouali ai semidiametri ad essi paralleli. 

39) Dalla proposizione dell'es. 36) ¡¡egue facilmente il teorema di CARNOT sul 
poligouo segato da una conica (u. 246, es. 24»; (basta condurre per un puuto 
arbitrario O trasversali parallele ai lati del poligouo, ecc.). Viceversa, quella pro
posizione puo deduTsi COIDe ca!lO limite dal teorema di CAR;)[OT relativo ad un 
triangolo, un cui vertice si faccia allontanare aU'infinito. 

CAPITOLO V. 

Propriet~ focali delle conlche. 

282. Deflnizione di fuoco. - Noi sappiamo (n. 237) che da un puuto 
qualsiasi -del piano di una conica escono infinite coppie di rette couiugate 
rispetto alla. curva, formanti una invo]llzione, che ha. per rette doppie le 
taugenti dal punto alla conica.. Tra quelle coppie ve ue sara duuquc una, 
e in generale uua sola (u. 192), composta di rette (reali) perpeudicolari 
fra loro. Siamo ora condotti a chiedere se vi sia qllalche punto partico
lare, tale che per esso passino piu di una, e quiudi iufinite coppie di rette 
cOlliugate rispetto alla conica e perpendicolari fra loro. Un punto siffatto 
si dira Juoco; per noi dunque (adottaudo la uefiuizioue di PONCELET): 

Fuoco di una conica e un punto tale che la in'voluzione delle rette 
U8centi da e880 e ooniugate rilipetto alla curva sia Ci1·cola,?'e. Se ricordiamo 
che le rette doppie (immaginarie) di una involuzione circolare passano per 
i punti ciclici del piano, possiamo anclle definire il fuoco CODle un punto 

28 - 0., CJ.8TELNUOVO, L.zi<n.¡ di Be<>mtlria a .. alilica. • 
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tale che le tangenti da es so condotte alla curva passíno per i punti ciclici 
del piano. 

Poiche, le dette tangenti sono immaginarie, deve iutanto ogni fuoco 
esser interno aBa conica. Esso coincide col centro (supposto proprio) dl 
questa 8010 quando la involuzione dei diametri coniugati sia circolare, cioe 
nel cerchio (n. 267). Ed e sempre un punto propl'io, eccettuato al piñ il 
caso della pal'abola, jI cui punto nll'infinito puo, sotto alcuní rispetti, esser 
riguardato come fuoco, sebbcne cío non si soglia rare. 

Escluso il cerchio, coogiuogiamo un fuuco F (supposto pl'oprio) col 
centro O della conica. Fra le corde, parallele tra loro, coniugate col día
metro O F, quella passaote pel' F cleve esser perpendicolare ad O F (per 
defioizione di fuoco); dunque O F e un a¡¡.~e della conica (o. 265), dunque 
ogní fl1oCO appartiene ad un asse. 

Volendo prosegnire per via aOlllitiea la ricerca. dei fuochí, conviene 
staccare le cooiche a centro dalla parabola. 

283. Ricerea dei fuochi dalla ellisse e iella iperbole. - l'artiamo 
dall'equazione della curva ríferita agli assi (n. 273) 

(1) 

dove, in questa e neHe formole successive, il segoo superiore si riferisce 
all'ellisse, l'inferiore alla iperbole. Nel caso della ellisse supporremo a ~ b r 

sopra x si trova dunque l'asse 
maggiore della ellisse, traSV(>fSO 
della iperbole. 

SCl'iviamo anzitutto le equa-
.. _ . ..-'_ zioni di due rette 'In, n, coniugate 

---t-~· ~F~''----;O-+---I=--=!'!---+-''''''':::t...:'''I~~ rispetto alla conica e perpendico
lari tra. loro. Una di esse, ad es. 
la 'In, sara arbitraria, mentre n 
sara la perpendicolare calata su 'In 

{Ial pulo ]J[ di rn (n. 337). Se chia
miamo (x', y') le coordina te di M (che supporremo di verse da zaro), le eqna
zioni delle due rette safanno (n. 273) 

xx' yy'_ 
m) Qi""+ 17 _1, 

n) 
al (x - x') b2 (y - y') 
_':-',,--'-=+ , . 

x y 

Seghiamo le due rette con nno degli assi della conica, ad es. col
l'asse x; troveremo due punti M', N' aventi come ascisse 

, 
O N ' _ x ( % - l .• ) -2 a +u . 

a 
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1 due puuti jW, N' va.riano col mutare delle due rette 'In, n, coniu
.gate e perpendicolari; IDa. il prodotto 

OM'·ON'=a!+b'l 

rimane costantej cío dímostra che M', N' si mantengono coniugati in una 
involuzione avente il centro O e la potenza a2 + b2 (n. 189, a)). Nella. ipo
tesí fatta, la potenza El positiva e si suole indicare con et, ponendo 

(2) 
\ per la ellisse, 
~ per la iperbole, 

e2 =a~ -1;\ 
c' =at + b2

; 

(a> b) 

la involuzione dunque El iperbolica, ed ha due punti doppi P, p' di ascisse 
e, - e, sull'a,sse :r. Segue poi da,He cose dette che, se per uno .di essi, ad 
es. per P, si conduce una retta m ad arbitrio, la retta n coniugata e per
pendícol,are passera. pure per F. Uio prova che F ed F' sono fuochi dclla. 
conica, sono anzi i soli fuochi situati suIl'asse :r. 

Se lo stesso procedimento si ripete per Passe y, si trova che la invo
luzione, cuí appartengono le coppie di intersezioni di y con m ed n, El 
ellittica, di potenza - 02 ; si conclude che sull'asse y stanno due fuochi 
immaginari di ordinate + d, - c i. 

Limitándoci a considerare i fuochi reali, che solí hanno interesse, 
concludiamo: 

Una conica a centro p08siede d1.te fuochi, situati sopra uno degl'i a88i 
(a8se focale o principale), che e l'asse maggiat"e pe?' l'elUsse e l'asse trasverso 
per la iperbole. 1 fuochi sono simmetrici rispetto al centro, e la loro distanza 

da questo punto (distanza foeale) e e = Va2 -+- bZ
• 

TI valore della dístanza focale giusbifica senz'albro le seguenti costru
zioni dei fuochi. 

Se la curva e nna ellisse, si descriva il cerchio che ha per centro UD 

vertice dell'asse minore e per raggio il semiasse maggiore j questo cerchio 
sega l'asse maggiore nei fuochi. 
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Se la curva. e umt 'iperbole, si circoscriva. un cerchio al rettangolo 
che ha per mediane gli as sí AA', BB' della. curva; quel cerchio sega 
Passe trasverso nei fuochi. 

284. Aleune proprieta angolari dei fuoehi. - Risulta dalle consi
derazioní precedenti che: 

a) Le coppie dí rette coníugate r·ispetto ad una conica, e perpendicola1"i 
tra loro, segano S1tll'asse focale coppie d·i p 'unti separati artnonican~ente dai 
fuochi. 

Considerando il gruppo armonico, che due rette siffatte '/'/t, ti. formano 
colle congiungenti il punto P == mn ai fuochi, si vede subito (n. 152) che 

m, n bisecano l'angolo Ji' PF'. 
Ora due rette coniugate e perpondicolari sono, ad es., la tangente e 

la Dormale in un punto della curva; quin di : 
b) La tangente e la norntale ín un punto di 'Una conica a cen·tTo 80'110 

le bisettríci dell'angolo, sotto cuí i fuochi sono visti dnl punto. La tangente 
e bisettrice esterna del detto angolo nella e1li1lse, e bisetttrice interna 
nella iperbole; infatti la tangent" sega la retta F F' in un punto esterno 
alla conica, il quale si trovera dunque fuot'Í del segmento finito 11' ll' nella 
ellisse, dentro nella iperbole. 

1il conseguenza del precedente teoremail noto fenomeno, secondo cui 
i raggi luminosi, o termici ... , emessi da un fuoco, vengono riflessi dal 
perimetro della ellisse in raggi passanti per l'altro fuoco; donde iI nome 
di fuochi dato da. KEPLERO a questi p:mti, le cuí proprieta erano gil!. note 
ad ApOLLONIO. 

In generale, se il punto P sopra nominato e esterno alla. curva, si 
dimostra mediante analoghe considerazioni il segucnte teorema: 

c) I dtte angoli formati, Z' uno daUe tangenti ad 'Una conica a centro 
condotte da un p1tnto este¡'no, l'altro dalle rette cong'iungenti quel punto ai 
fuochi, hanno le stesse bisettríc·i (che son o le rette 11¿, n uscenti da P). 

286. Proprieta. dei raggi focali. - In varie formole relative ai 
nochi comparisce il rapporto deHa distanza focale al semiasse focale (mag. 

giore o trasverso), rapporto che si chiama eccentricita, e si snole indicare 
:mn e, ponendo dunque 

(3) e = !!... = i al =¡:: ~ = 1 / 1 =F b!~-
a a V a' 

L'eccentricita e nulla. per il cerchio, inferiore ad 1 per la elliase (ma 
tanto maggiore quanto piu la elliase differisce da un cerchío), auperiore 
ad 1 per la iperbole. 
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Oio premesso, assumiamo uu punto P (~, y) qualsiasi sulla conica, e 
proponiamoci di calcolare le distanze del punto P dai fuochi, o, come bre-

vemente "liremo, i raggi focali (o ",ettori) del punto P. Ricordando che le 
coordina te di P- soddisfallo all'equazione (1) della conícn, ossía che 

~t= + b2 (1- ::), 
e teMndo present.í le (2) del n. 283 e la (3), avremo 

"- ( b!) PFt==(X-C)I+y2==XI 1+ at -2cx+<cl +b,) 

Concludiamo che la lunghezza P F (presa aritmeticamente) e uguale al 

valore assoluto del binomio e ro - a. 
Ora. per la ellisse e e < 1, x;;¡;; a, e quindi e x - a < O; sara. dunque 

(4) P Jj'=a - ex. 

Analogamente si. trova, considerando Paltro fuoco F', 
P Jj" == a + ex; 

donde 
PF+PF'= 2a. 

Per la iperbole invece e > 1, ed x ~ a se P a,ppartiene al ramo i cuí 
punti hanno ascissa positiva; e poi ro;;¡;; - a per Paltro ramo; sara. duuque 

(4') PF==+(ex - a), 

doveudosi prendere esteruamente il segno che ha x. Similmente 

PF' =+ (ex+a), 
e in:tine 

P Jj" - P F == + 2 a. 
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Si gíunge cosI 3011' importan te teorema: 
Nella ellisse e costante la Bomma dei due raggi jocalí di un punto, ed 

e uguale all'asse rnaggiore. Nella iperbole e costante la differenza dei raggi 
focali di un punf,o, ed e uguale all'asse trasverso. 

Del teorema e pur vera l'inverso; aappiamo mfatti (n. 63, a)) che il 
luogo di nn punto, le cuí distanze da due punti fissi abbiano una data 
somma o una data differenza, e una ellisse od una iperbole. 

286. Direttriei di una eoniea a centro. - Riprendiamo la espres
sione del raggio focal e P F di un punto P (x, y), cioe, facendo astrazione 
dal segno, 

(4) PF=:.a-ex. 

Nssa contiene linearmente le coordinate del punto P (e cio qualunqne 
aiano gli assi coordinati, a cui la conica venga riferita; n. 35). Ora questo 
fatto algebrico (che vale a caratterizzare i fuocbi) trova una semplice in
terpretazione geometrica. Si consiJeri infatti quella retta, la cui equazione 
si ottiene uguagliando a zero la espressione nominata; nel nostro caso 
la. retta. 

(5) 

ossia. 

a-tx=O, 

a a' 
x=:. -=:'-. 

e c 

La distanza PQ del punto P (.-¡;, y) dalla retta (5) differisce solo per 
nn fattore dal valore cbe assume il primo membro della (5) qnando al 
posto delle variabili si pongano le coordinate di P (n. 31); e precisamente 
(fatta astrazione dal segno): 

PQ_a-ex_~_ 
- e - e 1lJ, 

come risuUa pure dalle figure di pago 437. Questa. relazione, ricordando 
la (4), ci da 

PF 
PQ=:.e, 

indipendente dalla posizione di P . . 
Per enunciare il risultato, si osservi che la retta (5) (la cÚi equazione 

pub anche scriversi sotto la forma c~ = 1) e la polar~ del fuoco F (e, O) 
a 

rispetto alta conica. Ora le polari dei fuochi si sogliono chiamare direttriei. 
Una conica a centro ha due direttrici, es terne rispetto allá 'curva, e nor
mali all'asse focale. Possiamo COSI affermare che: 

Il rapporto delle distanze di 1~n punto qualsiaai di una conica (a eentro.) 
tIa 1m juoeo e dalla corrispondente direttriee e costante, ed 1tguale alla ec
centricita. 
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Sappiamo poi, inversamente (n. 63, b)), che il luogo di un punto, le 
cni distanze da. un punto fisso e dá una. retta fissa abbiano un rapporto 
costante e, e una conica, e precisamente una. enisse se e < 1, una iperbole 
se e> 1 1• 

287. Altre proprleta focaU delle eonlehe a eentro. - Dalle pro, 
prieta. precedenti dedurremo alcuni corolIari ver via geometrica, lasciando 
al lettore la cura di ritrovarli analíti-
camente.' 

Condotta. la tangente ad una conica. 
a. centro in un punto P di essa, costruiamo 
il punto (j, simmetrico di un fuoco E ri· 
spetto alla detta tangente. Congiungendo 
il punto P con E, lP' e G risulta subito, A' 
dall'uguaglianza di certi tre angoli col 
Tertice in P (n. 284, b)), che i punti F ', 
P e G sono allineati, e che P G = P F, 
donde segue, in valore assoluto, per la. 
eliisse e per la iperbole, 

F'G=E' P+PG=F'P+EP=2a. 
Dunque: 
3) n luogo del punto simmetrico di un fttoco, rispetto ad una tangente 

l1ariabile di 1¿na conica a centro, e il cerchio che ha per centro l'altrv fuoco 
e per raggío l' asse foca le. 

TI segmento che congiunge il punto H, medio di FG, col centro 0, 

medio di E E', vale ~ E' G = a; e in conseguenza: 
J 

b} Il luogo del piede della perpendicolare calata da un juoco sopra una 
tange.nte 'Variabile ad una conica a centro (brevemente la podaria di un 
fuoco) e il ce,'chio descritto sull'a,~,~e focttle come diametro. Questo cerchio 
e pure (per ra~ioni di simm~tria) luogo del piede H ' della perpendicolare 
calata da F' sulla detta tangente. 

Ora. se si prolunga la F H fino ad incontrare lluovamente il cerchio 
in K, sara. (per la. simmetria della figura rispetto ad O) F' K = F' H'; ma 
d'altra parte, in valore a,<;soluto, 

EH·FK=EA. .EA'=+(a-c) (a+c)=bl
• 

I Ri.olta dalle 008e "ette ohe l'equa"lone (in ooordloate ortogonali) 

± V(o:-a)'+(y-I'I¡I=ao:+by+, 

rappre.eot& uoa conlca avente II ruoco (a, 1'1), la direttrice n.o: + by + e = O, e l'oocentrlcitA Va' + bO, 

I Giova a tal flue ricorrere a))'equadone de)),. tangente 8critta .otto la forma (5) uel n, 273. 



440 PARTE IV, OAI'. V, N. 288 

Si conclude: 
Il prodotto c1elle distanze dei fuochi di U1,a conica a centro da una 

tangente variabile e costante, ed uguale al quadrato del ,emiasse seconda"io 
(non focaZe). 

288. Fuoeo della para bola. - P~endia.mo ora. in esama la parabola, 
che supporremo riferita all'asse e alla tangente nel vertice, 

(1 ) y' == 3px, 

e vediamo come a questa curva si adattino le pro prieta focali delle coniche 
a centro. Segueudo lo stesso procedimento tenuto nel n. 28~, scriviamo 
le equazioni di due rette conillgate e perpendicolari, qua.li Bono la retta 
polare di un punto qualsiasi M (x', y') (cfr. n. 275) 

m) yy'=p (x+x'), 

e la normale ad essa condotta da M 

n) 
x-x' y -y' --+--, =0. p y 

Le due rette m, n segano Passe della. curva (y = O) in due punti M', 
N' aventi le ascisse 

OM'=-x', ON'=p+x'. 
Ora la somma 

OM'+ON'=p 

e indipendente dalla coppia di rette m, n, coningate e perpendicolari, cbe 
si considerano. Risulta di qua che i puuti 1~f', N' dell'asse x sono coniu· 
gati in una. involuzione simmetrica, che ha per punti doppi il punto me· 
dio Ji' fra M', N', avente la a.scissa 

(2) OF=~ <>' <J 

ed il punto all'infinito 0 00 dell'asse, osaia della parabola. 11 pnnto F e 
fuoco della curva, mentre il punto 0 00 

!J possiede solo alcune delle pro prieta 
spettanti ai fuochi. Si suol dire percio 
che: 

La paraba la possiede un solo fuoco, 
situato sull'asse, interno alla c'u1"va, e 
avente dal vertice tma distanza uguale 
a meta del pararnetro. 

Il fuoco puo co~tl'Uirsi condn
cendo pel vertice la retta y == 2 x. la. 
quale sega ulteriormente la curva. (1) 

in un punto di ascissa ~, situato adunque sulla perpendicolare all'asse 

condotta pel fuoeo. 
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Dalle ('.ose dette l'islllta che: 

a) Le r.oppilf di 'rette coniu.gate rispetto ad una parabola e perpendico. 

lari tra 101'o scgano stül'a.~sc coppie di punti simmet?·ici rispetto (tI Juoco. E di 

qua, eolio atesso ragionamento fatw per le coniche H centro, si trae che: 

b) La tangente e l(t nonnale ad una parabola in un punto sono le bi· 

.ettrici deWangolo formato dalla ,'etta cong'iungente -il punto al ftlOCO e dal 

diametro nseentll dal punto (retta parallela all'asse). 

E vale puro per la. parabola un ri8ul tato analogo all' ultimo teorema. 

del n. 284, come i1 Iettore vedra facilmente. 

289 . .Altr~ proprieta foeali della parabola. - Preso un punto P 

(a:, y) sulla parabola, calcoliamo il raggio focale P Ji'. Si ha (teneudo conto 

dell'equazione della. curva) 

P Jj1i == (a: - ~r + y' = (x - ~r + 2 P x = (a: +~)', 
e quindi 

(3) 

Per interpretare questo risultato, si consideri la retta 

+p-a: 2"- 0, ossift a:--~ - 2' 

che e la polare del fuoco, e si cbiama dirett1'Íee deHa parabola.. La distanza 

di P da questa retta ha (come risulta. dalla figura) il va.lore assoluto 

PQ == a: +~ ==P F. 

Dunque: 
a) 1 punti della parabola sono eqttÍlZistanti daZ fuoeo e dalla direttrice; 

e viceversa (n. 63, b)). 

Questa proposizioue si suole riunire 

coniche a centro (n. 286), convenendo che 

la eccentricita della parabola valga 1. 

C081, anche ROtw questo aspetto, la. para.· 

bola appare come forma intermedia tra le 

ellissi e le iperboli. 
Se si os serva. che il triangolo F P T 

e isoscele col vertice in F, e che la base 

e dimezzata dall'aAse y (n. 275), si La: 

b) Il luogo del piede della perpendi· 

colare calata dal fuoco di una parabola 

all'analoga, enunciata per le 

!J 

80pra una tangente variabile iJ la tangente nel t'ertice j ed il luogo del simme

trieo del fuoco rispetto alla detta tangente e la direttrice (cfr. n. 287, a))~ 
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~90. Equazione polare di una couica rispetto al fuoeo. - Giova 
talora (ad es. nell'astronomia, in relazione colla prima. legge I.li KEPLERO 
sul movimento ellittico dei pianeti) l'equazione polare di una conica, asau
mendo il fuoco come polo; come asse polare prenderemo l'asse focale, di· 
retto dal fu~o verso la corrispondente direttrice. 

Dette Q e <p le coordinate polari di un punto P, per la ellispe si ha 
(n. 285) 

bt 
Q = P l? = a - e x = a - e (e + Q cos <p) = - - e Q cos <p, a 

.e di qua si ricava 

(1) Q - p 
- 1 + ecos <p' 

nove si e posto 

(2) b2 a = p (pat'ametro)o 

Per la ipe1'bole, con!ii<ierando a.nzitutto il ramo che avvolge il fuoco 
scelto per polo, 

Q = F P = e x - a = e (e - Q cos <p) - a, 
donde nuovamente, fatta la, posizione (2), 

(1 ) Q- p 
- 1 +e cos <po 

Per l'altro ramo d'iperbole si otterrebbe similmente 

Q - p 
- 1- ecos <p' 

ossia 
- Q = 1 + e eos (<p + 31:)' 

p 

la quale puo ritenersi contenuta nella (1), quando si riguardi come nega· 
tivo un raggio vettore situato sul prolungamento della semiretta relativa 
a un dato valo.re di <p. 

Finalmente per la parabola (n. 289) 

e = F P = x + ~ = (~ - Q cos Q) + ~, 
,ossia 

1') - P 
Q - 1 + cos <p' 

che dentro, pure nella (1) per e = 1. 

Le (1) ed (1'), per <p = i, danno Q =p, donde segue che il pm'ametro, 
.per una quals'iasi coniea, e l'ordinata relativa al fuoco, ossia meta della 

ghezza della corda condotta pel fnoco normalmente all'asse focale. 
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291. Coniehe eonfoeali. - Si di cono confocali (od omojúcali) due 
coniche a centro che abbiano gli atessi fuoclJi, o due parabole che abbiano 
lo stesso fuoco e lo stesso punto all'infinito. 

Due coniche a centro confocali hanno in comune il oontro e le dire
zioni degli as si. Assunti l'asse focale e Passe secondario come assi coordi
nati delle x, y rispettivamente, l'equazione di una delle conicbe sara del tipo 

x! y2 
(1) (1+(3 =1, 

,do ve potremo supporre a > ~. 

Se a e ~ sono positivi, la (1) rappresenta una ellisse: se a > 0, ~ < 0, 
si tratta di una iperbole; in ogni caso e c = V a - ~ la distanza focale. 
Ne viene clle ogni conica confocale alla (1) avra una equazione del tipo 

Xl 7/ 
(2) a + le + P +- le = 1, 

do ve le e un parametro variabile da úonica a conica. Si ottengono in C01'

rispondenza infinite curve, forman ti un sistema di conic]¿e conjocali; queste 
sono ellissi reali se le> -~, iper- y 

boll se - a < le < - ~, ellissi iro ma· 
ginarie se le < - (1 (coniche dege
neri se 7.: = - a, o le = - ~). 

a) Per un punto genet'ico P del 
piano passano dtM curve del sistema, 
.e pt-ecisamente una ellisse ed una iper
bole, luoghi dei pUllti i cui raggi 
focali hanno la somma o la differenza 
uguale a P F + P F ' ; quelle due co-
nicke si segano o'rtogonalmente in P / 
(e negli altri tre punti simmetrici rispetto agli assi od al centro), giaccM 
banno per tangenti in P le bisettrici deIl'angolo FP F'. In generale: una 
eUisse (,-eale) ed una iperbole confocale si segano sempre (ortogonalmente) in 
quattro pltnti reali, mentre due coniche confocali dello stesso nome non ,i 
segano in punti reali; segue facilroento t1alle relazioni che legano i raggi 
focali delle due curve in questione. 

La prima parte del teorema a), interpretata algebricamente, ci dice 
che la (2), quando ad x ed y si attribuiscano due valori costanti, coordí
n,\te di P, e si riguardi le come incognita, fornisce per k due valori reali, 
radici dell'equazione 

le! + (a + ~ - X2 - y!) k + a ~ - ~ x· - a yl = 0, 

dei quali valori uno k' (corrispondente alla ellisse) e superiore a - ~, 1'301-
tro k" (corrispondente all'iperbole) e compreso fra - a e - ~. Giova iD 
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talnne ricerche riguardare k', k" come particolari coordinate, dette ellitti
ohe, del punto Pi dato il punto, le coordinate sono pienamellte determi· 
nate, e uate queste, entro ai limiti nominati, o determinato uu solo punto P 
in ciascuno dei quattro quadranti limitati dagli assi. 

Per quanto riguarda le parabole coIifocali, osserviamo che una para, 
bola, riferita a coordinate ortogonali di cui l'origine ca.da nel fuoco e Passe 
delle a; coincida coll'asse della curva, ha una equazione del tipo 

y2 = 21';¡; + pi. 

e che una equazione siffatta, al variare di p. rappresenta infinite parabole 
confocali. 

b) Per ogni punto del pia no pas.'a,no dile parabole del sistema, le quaU 
Mi tagliano ortogonalmente in quel punto e nel simmetrico ,'ispetto all'as8/J. 

• E inte/'essante eaaminare il sistema delle cnniche confocali ricorrendo 
a. coordinate di rette. Sllpponeudo che si tratti di coniche a centro, ricor' 
diamo (n. 273) che la (2) ha l'equazione taugeuziale 

(a + k) u' + (~ + k) vt == 1, 
ossia 

<,3) (utt! + ~v' - J) + k (u' -i- v 2
) == O. . . 

Ora., a.l variare di k, questa rappresellta le coniche (inviluppi) di una 
.chiera (n. 260), aUa quale appartengouo la conica u u· + ~ v' - 1 == O~ 
08sia la (1), e la. u2 + Vi == O che si spezza nei due punti 

u+it,==O, u-iv=O, 

di coordinate cartesiane omogenee (n. 132) 

(1, i, O), (1, - i, O). 

Questi Bono i punti ciclici del piano 'n. 127, Osa.), i quali coatituiacono
dunque una conica degenere della sehiera. Le altre due coniche degeneri 
sono la coppia dei fuochi renli (corrispondenti a k == - ~), e la coppia dei 
fuochi immaginari (corrispondenti a k = - a). E le quattro rette basi della 
Bchiera, tangenti aUe infinite coniche confocali, sono (come poteva preve· 
dersi per via geometrica (n. 282)) le rette proiettanti i punti ciclici dai 
fuochi. Concludiamo: 

c) Le coniche confocali formano una seMera, le cuí tre conicM degened 
Bono costituite dalla coppia dei punti ciclici, dalla coppia dei f1wchi reali ~ 
dalla copp'ia dei fuochi, immaginari. Ogni 1'etta genet'i~a del piano t toccata, 
da una, e da una sola conica del sistema. 

d) Le coppie di tangenti condotte da un punto alle infinite coniche con, 
focali formano una involuzíone simmet'rica, cuí appa1'tengono le congiungentt 
il p 'unto coi fu,ochi (n. 260). 
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1 due ultimi teoremi valgono auche per le parabole confocali, purche si 
tenga presente che uno dei fuochi l'ealí coincide col punto all'infinito delle 
parabole, ed i fuochi immaginari ca.uono nei punti ciclici del piano. 

Esercizi 1. - 1) Costruire per punti, o per tangenti, una conica a centro, 
di cni siano dati i fuochi e l'asse focal e (nella secouda costruzione si approfitti 
della podaria dei fuochi). 

2) Costruire per punti una conica, Ji cui sían datí un fuoco, la relativa 
direttrice, e 1'eccentricita od un punto. 

S) Costrllire per tangenti uua para.bola. data 1IIediante il fuoco e la direttriee 
(n. 289, b)). 

4) Dati i fuochi e l'asse focale di una coniea a centro, condurre a queólta le 
tangeilti da un punto assegnnto, o le tangenti parallele !td unn retta data (si co
struiscano i simmetrici di un fnoco riRpetto aUe tangenti richieste, n. 287, a)). 

5) Determinata una parabola mediante il fuoco e la dirottrice, condune ad 
essa le tangcnti da un punto dato, o la tangente parallela ad una retta data. 

6) Dati i fuochi e ' l'as8e focale di una conica a. centro, costruire le in terse
zioni con una retta r assegnata. (Il simmetrico di un fuoco E, rispetto alla tan
gente in uno dei punti richiesti, e punto di contatto di une eerchi, di cni uno e 
noto (n. 287, a)), mentre l'altro, passante per .B' e aVt311te ti centro su r, puó 
costruirsi, n. 61, es. 13)). 

7) Determinare le íntersezioni di una retta data con una parabola, di cui lIi 
CODoscano il fuoco e la direttrice. 

8) Costruire una cODiea, di cuí siano datí un fuoco e tre tangenti (si poi) 
determinare Paltro fuoco (n. 284, e): oppure la podaria dei fuocbi). 

9) Le íntersezioni di uue conicllo aventi un fuoco eomune possono costruirsi 
mediante riga e compasso (cfr. n. 260, e8. 34, b)). Si risolva ad es. il problema 
supponendo definite le coniche mediante ti fuoco comuno, le rispettive direttrici 
o le eccentricita. (Si determineranno anzitnt.to due rette formanti faseio colIe di
rettrici, e c,ontenenti, ciascuna, due dei punti incogniti; ecc.). 

10) Valendosi della costruzione precedente, e ricordando 1'es. 7) del n. 63, 
si puó risolvere (con NEWTON) il pI'oblema di ApOLLONlO: «descrivere un cer
chio che tocchi tre cercbi assegnati~. Il problema ammette al piu. otto soluzioni. 

n. - 11) n segmento di una tangente variabilll di una conica, compre!!o fra 
le tangent.i negli estremi dell'asse focale, El visto da ciascun fuoco sotto angolo 
retto (n. 24,6, es. 32)). Questa proposizione serve ad ApOLLONIO per definire e 
costrnire i fuochi. Essa sussiste pure 8e all'asse focale si sostituisce una qUlIlsiasi 
corda passante per quel fnoco ove sta il centro di vista. 

l2) Una corda qualsiasi di una conica e vista da un fuoco sotto un angolo, 
le cui bisettrici passano, Puna per il polo della corda, l'altra per la int6rsezione 
della corda colla direttrice relativa a que1 flWCO. Caso particolare che la corda 
passi per quel fuoco. 

13) Il teorema precedllnte perlDette di: "costruire una conica, di cui siano 
noti un fuoco e tre pnnti~. Si puó infatti eostruire la direttrice relativa al fnoco. 
Ne1 c!,so general e esistoDo quattro coniche reulí soddisfacenti al problema, delle 
quali tre sono iperboli, e la rilllanente e nna ellisse, varabola od ioerbole. secondo 
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la poslzlOne dei dati i (cio risulta osservando che i punti di una ellis8e, o para
bola, stanno tutti da una ste8sa banda di una direttrice). Si confronti la risolu
zione qui iDdicata del problema con quella suggel'ita nelPes. 10) del n. 260. Si 
riprenda pure la riaoluúone analiti~ del problema indicata nelPe8. 25) del n. 260). 

14) Dall'es. 12) segue il teorema (di PONCELET): 4: il segmento di una tan
gente variabile ad una conica, compreso fra due tangeuti fis!le, e visto da un fuoc()c 
80ttO un angolo costantelO, il quale e la meta dell'angolo formato dalle congiun
genti il fuoco coi punti di contatto delle tangenti fisse. 

15) Nella parabola l'angolo nominato nel teorema precedente e uguale (o 
supplementare) all'angolo delle dne tangenti fisse ¡donde il teorema (di LA.MBERT): 
< il cerchio circoscritto al triangolo formato da tre tangenti -nd una parabola pa.ssa 
per il fuoco ». Quel cercllio e il luogo dei fuochi delle infinite parabole tangenti 
alle tre rette (formanti una schiera). 

16) Segue la costruzione del fuoco della parabol.a tangente a quattro rette 
date, ed incidentalmente si rica va: 4: i quattro cerchi circoscritti ai triangoli for
mati prendendo a tre a tre i lati di un quadrilatero passano per uno stesso punt()c 
F i i piedi delle perpcndicolari da esso calate sopra i lati del quadrilatero stanJ!o 
sopra una retta y (tangente alla parabola nel vertice) i gli orto<:entri dei quattro 
triangoli nominati stanDo 80pra una seconda retta d (direttrice della parabola, 
n. 260, e8. 35)), la quale e paralleIa ad y, e dista da y quanto y dista da F ». 

17) Dal teorema delI'es. 12) e da! n. 284, b) puo pure dedursi il teorema 
di CnA.SLEs: 4: le quattro rette proiettanti i due fuochi di una conica da due punti 
della curva toccano uno stesso cerchio, il cui centro e la intersezione delle tan
genti nei detti punti ». 

lIT. - 18) Il prodotto dei raggi focali di un punto di una conica a centro e uguale al quadrato del semidiametro b', coniugato aquello passante pel punto 
(n. 281, e8. 9)). 

19) Detti H, H' i piedi delle Dormali condotte dai fuochi F, F' di una 
conica a centro sulla tangente in un punto P qualsiasi della curva, 8i ha 
F H = ~ F P, F' H ' = ~ F' P, dove b e il semiasse secondario, e b' ha il sigui
ficato deU'es. precedente. Moltiplicando si ritrovn. la nota proprieta (no 287, e)) 
F H . F' H' ~ b! ¡dividendo in vece si ha F H : F H' = F P : F P, donde risulta 
nuovamente che la tangente in P forma coi raggi focalidel punto angoli uguali, 

b 
il cui 8eno vale b' . 

20) Tenendo conto di quest'ultimo valore e della espressione del raggio di 
curva.tura in un punto (no 281, es. 25)), si giustifichi la seguente c08truzione (di 
ST~INER) del centro di curvatura in P: < condotta la normale in P, la quale 8e
ghi in N l'n.sse focale, si conduca la perpendicolare in N a P N fino ad incontrare 
la F P in M, e poi per :J[ la perpendicolare ad F Pi questa. sega P N nel cen tro 
di curvatura richiesto». 

21) Si dimos tri che la stessa costruzione vale anche per la parabola. 
22) Nella parabola i1 ruggío di curvatura dí un punto e doppio del segmento 

della normale compreso tra i1 punto e la dírettrice. 
IV. - 23) Partendo dall'equllzione polare di una conica riferita al fuoco e 

all'asse focale, e detta corda focale una corda passante vel fuoco. si dimostTi che 
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«la media. armonica (n. 156) tra i segmenti, in cui una corda foeale 6 divisa dal 
fnoeo, e costante ed uguale al parametro" (n. 290). 1 segmenti vanno presi pero 
collo stesso segno, o con segni opposti, secondo che il fuoeo e interno, o esterno 
alla corda. 

24) Le eorde foeali di una conica a centro sono proporzionali ai quadrati dei 
diametri paralleli. Segne che «6 eostaote Ia. somma di due eorde foeali parallele 
a due diametri eoniugati (cfr. n. 281); ed e pUl' costante la somm(~ dei valori 
inversi di due corde foeali perpendieolari fra loro:. (cfr. n. 281, es. 12). 

V. Sui clJrchi focali. - 25) Un tnoeo F di una eonica puo riguardarsi come 
nn cerchio di raggio nullo (spezzato nelle due rette isotrope uscenti da P), il 
quale tocca la conica nelle intersezioni di questa colla direttrice, polare di F. 
Questa. nozione puo estendersi (con BOBILLlER, e STEINlm), consirler:mdo un cer
chio qualsiasi bitangente alla curva; un tale cerchio si dira focale, e la retta con
giungente i punti di contatto (reali o immaginari) colla curva. sara la direttrice 
relativa aquel cerchio. Una aata conica possiede infiniti cerehi focali; se essa. ha 
centro, i detti cercLi si distribuiscono in due serie, gli uni (cerchi focali princi
pali) avendo i centri sull'asl!e principale e le direttrici parallele all'asse seconda
rio, gli altri (o. f. secolldari) avendo i eentri sulJ'asse ~econdario, ecc. (n. 267, 
es. 20». Partendo dall'equazione ridotta della curva, si scrivano le equazioni dei 
cerchi dell'una e dell'altra serie. 

26) Se da un punto P di una conica si condllce la tangente P T ad un cer
chio focale e la perpendieolare PQ alla relativa direttrice, il rapporto PT: PQ 
deí segmenti cosl ottenuti non varia al variare del punto i ed e precisamente uguale 
all'eccentricita della conica e -- ya2 + b2 : a se si trattn di un cerchio principale, 
o ad e' =- Y b2 + a t : b se si tratta di un cercl1io sewudario (per la elliase el e 
immaginario). 

27) Viceversa: se un punto varia in modo che la tangente i da esso condotta 
ad un cerchio tisso sE.'rbi un rapporto costante colJa distanza del punto da una 
retta fissa, quel punto descrive una conica, bitangente al cerchio nelle iutorse
zioni colla retta; la conica 6 una ollisse, una para bola od una iperbole, secondo 
che il detto rapporto (supposto reale) e inferiore, uguale, o superiore ad 1. 

28) E costante la somma, o differenza, de11e k'l.ngenti P T, P T' condotte da 
un punto P, variabile sopra una conica, a dne cerchi focali di una stessa serie; 
precisamente, detto k il valore delJa costante (che dipenda dai cerchi cousiderati), 
El P P + P T' = k per quei punti P della curva che si trovan o nella striscia 
compresa ira 10 direttrici relati ve ai due cercbi; mentre P T - P T = + k per 
i punti esterni aUa detta striscia. In particolare, se le due direttrici sono es terne 
alla curva, .3 costnute sempre la sorama, o sempre la differenza (il primo caso po
tendosi presentar solo nella el\isse). 

29) Viceversa: se un punto si muove in modo che rimanga costante la somma 
o la differenza delle tangeuti da esso condotte a due cerchi fissi, il punto descrive 
una conica bitangoute a ciascuno dei due cerchi. 

1 Qui. e nei segoenti eeeroizi, per ta"oe,.~ al iDtende il segmento di t .. ngonto compreso fra Il puntAl. da coi quena esee ed il ponto di eonlalto. 
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30) La equazione deí cerchi focali aeconuari fa vedere che i loro raggi sono 

proporzionali alle distanze dei rispettivi centri da un fuoco F della conica. 

Segue che, se al cerchío (compreso tra quelli) avente per diametro l'asse focale 

della . conica ili fa subire una rotazione intorno ac1 F di un angolo arbitrario IX, e 

1 
successivamente un omotetia di ceutro Fe rapporto --, quel cerchio si tr!1-

cosa 

sforma in altro cerchio focRle secondario. Ricordando una proprieta del primo 

cerchio (n. 287. Q)), risulta i1 teorema (PONCELKT, ST~~INER): «i1 luogo deí pl1nti 

di incontro deUe tangenti ad una couica a. centro colIe rette che escono da un 

fuoco e segano quelle sotto' angolo costaute e un cerchio bitangente alla conica 

ed avente il centro suU'asse secondario:.. Viceversa: e se Jin angulo di grandezza 

costante si muove in modo cLe il vertice descriva un cerchio, ed un lato passi 

per un punto 11sso, l'altro lato inviluppa una conica bitangente al cerchio ... Teo

remí analoghi valgono per la parabola, sOBtituendo al cerchio (bitangente) una 

retta (tangente) alla curva (cfr. n. 251, es. 5)). 

VI. Bulle cOlliche cOlljocali. - 31) Il luogo dei poli di una retta, rispetto ad 

una schiera di conicbe confocali, e una retta perpendicolare aquella (n. 260, 

es. 45\); le due rette dividono armonicamente i fuochi. Se due rette perpen(licolari 

sono coniugate rispetto ad una conica, es se son pure coniugate rispetto ad ogni 

conica confocale con quella; le d ue conicbe della Behiera passanti per la intersezione 

delle due rette, hanno ivi come tangente (e norll1ale) l'una o l'altra delle rette. 

E se dae rette SODO' cODiugate rispetto a due coniche confocali, esse Bono coniu

gate rispetto a tutte le altre coniche confocali, El Bono perpendicolari tra loro. 

32) Le polari di un pUDtO P, rispetto ad UDa schiera di couiche cODfocali, 

inviluppano una parabola, che tocca gli assi delle dette coniche, ed ha come di

rettrice la cODgiungente P col centro (n. 260, es. 46)). Le quattro tangeDti co

muni alla parabola e ad UDa cODica della schiera hanno come punti di contatto 

P l! ... , p. su questa conica i piedi delle normali condotte da P alla conica stessa 

(CHASLES, STEINER). Per ciascuno Pi di qllei punti passa un'altra conica della 

schiera, che ha ¡vi come tangente la retta P Pi' Segue cbe il luogO' dei punti di 

conta,tto delle taDgenti condotte tia P alle coniclte conf\)cali. od anche i1 luogo deí 

piedi delle Dormali uscenti da P alle coniche stesse, e la pOllltria di P rispetto 

alla parabola sopra nomíData; questo luogo e una curva del terzo ordine. 

33) L' inviluppo ed il luogo dell'es. precedente· degeDerano se P sta !lopra 

UD asse, o Bulla retta all' infinito. Si dimostri ad es. che • i1 luogo dei pUDti di 

cODtatto delle taDgenti (e dei piedi delle Dormali) condotte ad UDa schiera di co

ni che confocali da un pUDtO P di un asse, e (fatta astrazione dall'asse) un cer

cbio che' passa per P ed ha. il centro su! detto asse. Il cerchio divide armoni

camente i fuocbi, se P sta sull'asile principale; passa irilvece per i fuochi, se 

P sta sun'asse secondario:.. 

34) Se P e improprio, il luogo iD questione e una "perbole equilatera che 

passa per P e per i fuochi, sia reali, sia imlll<1giDari, delle coniche cODfocali. Se

gue ad es. che una conica a cent,ro qualsiasi e segata da ogl)i iperbole equilatera, 

passante per i suoi fuochi reali e ímmaginari, in quattro punti, le cui tangenti 

formaDO un rettangolo circoscritto alla conica. 

35) Sopra due elliBsi confocali diconsi QQl'rispond'tlH due punti aventi la stesBa 
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anomalia eccentrica (n. 281, es. 31». n luogo dei puntí corrispondenti ad un 
punto P assegnato, in una serie di ellissí confocali, e la iperbole confocale ohe 
passa per P, anzi quel tratto d'iperbole che Bta nel quadrante xy oontenente P. 

36) Se P e Q son o due punti arbitrari di una ellisBe, e P', Q' Bono i due 
punti corrispondenti sopra una elliBse confocale, si ha P Q' => P' Q (IvORY); in 
altre parole: «in un rettangolo ourvilineo formato da due ellisBi e da dne iper
boli confocali, le diagonali (rettilinee) sono uguali tra loro:.. Le dette diagonaH 
toccano inoltre una medeBima. elliBBe confooale con quelle. 

87) 1 lati di un angolo ciroosoritto ad una conioa segano una eonica oonfo
oale in quattro puntí tali, ohe le tangenti a questa in due oi essi, non apparte
nenti ad uno Btesso lato, si incontrano Bopra una bisettrice deIl'angolo. Od anohe: 
il quadrilatero formato dalle tangenti alla seconda conioa nei detti punti ha oome 
rette diagonali le due bisettrioi dell'angolo, e la polare del vertioe rispetto alla 
oonica stessa. (Si consideri il trin.ngolo diagonale oomune del quadrilatero nomi
.nato e del quadrangolo de-i. quattro punti (n. 246, es. 30)), e si osservi che due 
lati del triangolo sono coniugati rispetto alle due coniche; poi es. 81». 

39) Da questo teorema e dal n. 291, e), segne ohe 4: le t mgenti condotte ad 
una oonioa da due punti di una conioa con focal o tocoano uno stes~o eerehio, il 
cuí oentro e l' intersezione delle tangenti aIla secon'la eonica nei punti n )minati ~ 
(CRABLES; cfr. es. 17)). 

80) Se Pi e P t Bono due punti di una ellisse, dai quaU si conducano le tan
genti PI Tu PI Ui e P 2 TI, P 2 U2 ad una ellisse interna, confocale aIla prima, e 
si pone Pi Ti' P 2 Tt = Mil Pi UI • P 2 U2 = No segue dal teorema preoedente la 
relazione 

od anche 

Pi Ti + p. U. - (T. M, + M.T2) = P t T2 + P 2 U2 - (UINI + N. Uf)' 

Siano ora Tu T2, Ta,oO' T' ed Uu U2, Us,'" D' due gruppi di punti sulla ellisse 
interna, tali che le tangenti in punti omologhi dei due gruppi si seghino in punti 
Po P u P s, Oo' p' della eUisse esterna. QueIle tangenti costitniscono due spezzate 
T¡ ![I Mz Ma oO. T' ed UI NI N 2 Na Oo, U' cirooscritte aIla ellisse interna, ed nventi 
perimetri le cuí lunghezze indicheremo brevemente con (T¡T') ed (Ui U'). Appli
cando piu. volte l'ultima relazione, si trova 

e oio qualunque sia il numero dei lati di oiasouna spezzata. Ora faoendo ore80ere 
questo numero, vale a dire interoalando tra PI e P', sulla ellisse esterna, un nu
mero sempre orescente di punti PI ''', i perimetri di quelle spezzate hanno por 
limiti le lunghezze degli arohi TI T' ed Ul U' della elliase interna; sussiste dunque 
la relazione 

PI TI + PI Ul - aro. TI T' = P' T' + P' U' - a .'o. UI 1J', 

e togliendo dai due membri aro. T' U', 
PITI + PI Ul - aro. T¡ UI = P' T' + P' U' - are. T'U', 

29 - G. CASTRLNUOTO. Lnioni di Geom.etria analiUO<I. 
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la quale esprime il teorema di GRAVES.! «La somma delle tangenti condotte ad 
una ellisse da un punto variabile sopra una elliese confocale, e l'arco (minore) dí 
quella compreso fra i punti di contatto, hanno una di:fferenza costante •. 

40) E dunque costante la somma delle due tangenti nomínate e dell'arco 
maggiore compreso fra í punti di contatto. Segue che «una punta, la qua]e si 
muova tendendo un filo chiuso, di lunghezza costante, avvolto parzialmente ¡ntomo 
ad una ellisse, descrive una ellisse confocale •. Questa. costruzione, nella ipotesi 
che la prima. elliBse si riduca ad un segmento F p' contato due volte, ha come ca80 
partico]are la nota costruzione mediante i fuochi. 

41) Da un punto PI di una ellisse si conduca una tangente ad una ellisse 
confocale interna, e sia P t la seconda intersezione della tangente colla prima el
lisse; da p! si conduca la ulteriorl3 tangente PIPS all'elHsse interna, e cosl l5i, 
continui. Si otterra una spezzata P,P,Ps ... iscritta nella ellisse esterna, e circo
scritta alla ellisse interna. Ora, l5e. la spezzata si chiude pel fatto che ad es. il 
vertice P n + 1 viene a coincidere con Pl/ lo stesao fatto accade qualunque sia iI 
Pll!lto PI della conica esterna da cuí si parte. Si hanno allora. innnHj n.goni aem
plici iscritti nella conica esterna, e circoscritti alla interna (cfr. n. 246, es. 29)). 
«1 perimetri di tutti questi n.goni sono uguali tra. loro» (e si dimostra altres} 
che quel perimetro e maggiore del perimetro di ogni aUro n.gono iscritto nella 
conica esterna, e minore del perimetro di ogni altro n.gono circoscritto aUllo conica 
interna; CHASLES). 

42) Nella spezzata o nel polígono dell'es. precedente, la bisettrice di ciase un 
angolo e normale aUa conica es terna nel rdativo vertice (n. 291, e)); se adunque 
P1P% e un raggio luminoso uscente dal punto P)I allora PIPa, PsP" ecc., SOllO 

i successivi raggi rifiessi su! contorno della couica esterna. E poiche una retta. 
qualsiasi P 1 P 2 tocca una conica confocale colla data, segue: «un raggio lumi
noso, il quale parta da. un punto di una ellisse, e venga. sempre nuovamente ri
fiesso dal contorno della. curva, tocca con tutte le sue Buccessive pos)zlOni una 
conica confocale aUllo data.; ancbe la nuova conica e una ellisse, se il raggio 
primitivo lascia i fnochi da una stessa banda. 

CAPI'l'OLO VI. 

Trasformazione di una conica mediante una collineazione. 

292. Coniehe eolUneari. - L'argomento, a eui quest'ultimo Capitolo 
~ dedieato, mentre ci fornira aleune proprieta delle eoniche, utili nello 
etudio delle superficie del secondo ordine, ei eondurra d'altra parte a rías
sumere e riordinare varie nozioni aequistate nei Capitoli preeedenti. 

Una eollineazione stabilita fra due piaui Jt, ¡t' trasforma, come gil\ 
sappiamo (n. 200, OS8. 1.), una conica K di ¡t in una conica K' di ;el; e 

1 La. dimost1'8Zione qni accennata e dovnta a RRYIl. 
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se la prima curva e reale, non degenere, come supporremo sempre nel 
seguito, tale sara. pure la seconda. Ogni P"op"ieta proiettiva di K si tra· 
spM·ta inalterata a K '. Dunque una retta di n' che sia secante, tangente 
od esterna a K, ha per corrispondente in 'JC' una retta che si comporta 
nello stesso modo rispetto a K'; un punto esterno od interno a K si tra· 
sforma in uu punto esterno od interno a K '. A punti o rette coniugate 
rispetto a X, corrispondono punti o rette coniugate rispetto a JI'; e tutte 
le proprieta. dei poli e delle polari si conservano nella trasformazione. 

Al contrario, le proprieta metriche generalmente si perdono. Oosl, 
l'esser JI' una elliese, parabola od iperbole non dipende gia dalla specie 
ClÚ K appartiene, ma soltanto dal fatto che la retta limite di 'JC sia esterna, 
tangente o seeante di K, rispettivamente; ed il centro di JI' corrisponde 
al polo della retta limite rispetto a K; ecc. -

La r¡uestione inversa di quena ora trattata ammette la. seguentc risposta: 
Esistono inflnite collineazioni tra due piani n, 'JC' che trasfot'mano una 

canica K di 'JC in una conica K ' di ¡el; la collineazione e pienamente deter· 
rninata, quando 8i esiga che a tre punti (o tangenti) arbitmri di K corrispon· 
dano i?t K' tre punti (o tangenU) .fiss(tti pure ad arbUrio. 

Infatti una collineazione che muti K in K', ed i lmnti A, B, O di 
quella nei pllnti A', B' , O' di que sta, deve mutare la intersezione D delle 
tangenti in A, B nella intersezione D' delle tangenti in A', B' . Viceversa, 
la collineazione determinata (n. 198), che muta il quadrangolo A B O D nel 
quadrangolo A' B' O' D', trasforma K in una conica che, dovendo passare 
per A', B', (J e toccare nei primi due punti le rette A' D', B' D', coincide 
con K'. 

L'ultimo teorema puo anche enunciarsi cosl: stabilita una proiettivita 
(n. 249) tra le punteggiate sostenute da due coniche K, K ' (o tra gli invi· 
luppi delle tangenU aqueste), rimane determinata una collineazione che 
muta K in K', ed ogni punto (o tangente) di K neZ punto (o tangente) coro 
rispondente di K'. 

293. Coniche omologiche. - Se due coniche K, K' di uno stesso 
piano si corrispondono in una omologia (n. 205), esse ne segano l'asse negli 
stessi due punti; e se questi Bono reali e distinti, quel tratto di asse che 
e interno a K e pure interno a K'. Dualmente, le tangenti condotte dal 
centro di omologia a K e K' sono comuni, e le due coniche appartengono 
ad uno stesso dei due angoli completi formati dalle dette tangenti, ove 
síano reali e distinte. Se la conica K passa per iI centro di omologia, 
la Jr passera pure per quel punto, ed avra. ivi la' st,essa tangente; e se E. 
tocca l'asse di omologia, K' tocchera pure Passe in quel p1lIlJio. 

L'ultima osservazione si inverte subito: Se due coniche (di un pía.no) 
.i toccano in un punto, esistono due omologie, generalmente distinte, che t1·a· 
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sfonnano l'una conica neU' altra j una delle omologie ha per centro il punto 
di contatto delle coniche, l'altra ha per as se la tangente comune. Dimo
streremo Pesistenza della prima. omologia; il ragionamento duale condur
rebbe alPaltra .. 

Detto A il punto di contatto delle coniche K, K', noi possiamo rife
rire proiettivamente le due curve, riguardando come corrispondenti due 
punti di esse, come B e B', o O e O', ecc., che si trovino sopra rette uscenti 

da A (n. 250); in particolare, il punto A 
__ -::;;;.-¡.,~:::-_--=8~ risultera nnito DelIa corrispondenza, in 

virtu della tangente comuna a. Esiste dun
que (n. 292) una collineazione, che muta K 
in K ', ed i punti A, B, O . .. nei punti A', 
B', O' •.• ; ma la colliúeazione e ora una. 
omologia di centro A, perche le rette a, 
ABB', ACO' ... risultano unite (n. 205). Si 
noti che Passe di omologia conterra le ri
manentl due intersezioni di K e K'; si ha 

cosi un modo semplice per determinarle, e per riconoscere se le due co
niche hanno in A un contatto di primo, secondo o terzo ordine (n. 225). 

Osservazione. - Detto u l'asse di una delle omologie che mutano K 
in K', si faccia motare di un diedro arbitrario il piano di K' intorno ad u, 
in guisa che si stacchi dal piano di K. Nella nuova posizione le due co
niche sono prospettive (n. 204); una di esse, ad es. K, puo riguardarsi 
come proiezione dell'altra lí! da un centro S situato fuori dei loro piani, 
o come sezione piaDa del cono proiettante K ' da S. Se, in particolare, Jf 
e un cerchio, risulta che ogni conica (reale non degenere) puo ottenerBi come 
sezione piana di un cono circolare (cono proiettante un cerchio). Si vede 
cosl che la definizione delle coniche data da A.POLLONIO (n. 225) conduce 
agli stessi enti da noi studiati, scartate naturalmente le coniche imma
ginarie. 

294:. Coniche atIlni. - Una aflinita (n. 201), la quale trasformi una 
conica K del piano;¡¡; in una conica K' di ;¡¡;', conserva non solo tutti i ca
ratteri pr.oiettivi della curva, ma pure una parte dei caratteri metrici, e 
precisamente tutti quelli che si riattaccano alla retta all' infinito, ma sono 
indipendenti dai punti ciclici. Cos1, K e K' saranno dalla stessa specie (cioe 
ambedue ellissi, o parabole, o iperboli); e si corrisponderanno i centri, gli 
aSintoti, le coppie di diametri coniugati delle due curve; pero agli as si 
di K non corrisponderanno generelmente gli assi di K', ne ai fuochi, i fuochi. 

Viceversa: esistono in.1inite affinita che tra,sformano l'una nell'altra d1¿e 
ooniche di uno stesso nome. 
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lnfatti, se le dne coniche K, K ' Bono iperboli, o parabole, esse si COl' 
rispondono in infinite cOllineazioni, le qnali mntano i pnnti all' infinito 
di K nei punti 3011' infinito di K ' (n. 292), e qnindi la retta all' infinito di n 
nella retta all' infinito di n'. Se poi si tratta di dne ellissi, detti O A, O B 
dne semidiametri coningati di K, ed O' A', O' B' dne semidiametri conin_ 
gati di K', que11a affinita che trasforma il triangolo O A B nel triangolo 
O' A' B' (n. 201), muta K in una conica che, avendo comune con K' due dia
metri coningati (in grandezza e posizione), coincide oon essa. 

In particolare: una eUisse pitO sempre rigl,ardarsi come affine ad un 
cerchio. Anzi, se il cerchio ha per diametro nn asse A O Ao della emsse, 
Puna CUl'va si trasforma nell'altra mediante una affinita omologica ortogo
nrue (n. 208, b)) di asse A <'10 ; il rapporto di :tffinita tra ellisse e cerchio 

e il rapporto g; = ~! = : dei due semiassi della ellisse. Ogni punto P' 

del cerchio forniace un punto P della ellisse, quando l'ordinata di P, 
b 

rispetto all'asse A A o, venga diminnita nel rapporto - (cfr. n. 62, 1). E la 
a 

ellisse puo costruirsi por punti 
in modo semplice qu¡¡,ndo si noti 
che le rette omologhe B' P' e B P 
si segano sull'asse di affinita. Su 
quest'aRse si segano pure le tan
genti in P, P', donde una costru
zione della tangente a11' eUisse 
in P. A diametri perpendicolari 
del cerchio corrispondono diametri 
coningati della ellisse. 

Si osservi inoltre che lo stesBO 
b 

rapporto costante - passa fra le aree di due figure corrispondenti, Puna 
a 

appartenente al piano dena ellisse, l'altra al piano (sovrapposto) del cer
chio (n. 208, b)). Segue che Parea della elliase sta all'area del cerchio 

b t d . d' 1 ., b b l' d . l l come s a a a, e qum 1 va e n u' . - = :n: a; area ~ una e liase f' 
a 

ugnale all'area del rettangolo dei due semiassi moltiplicata per:n: (AROHlMEDE). 

Segue ancora che e costante ( = ~ ab ) Parea, del triangolo che ha per 

latí due semidiametri coniugati della eIlisse (d'accordo col n. 281). 

295. Coniehe si mili. - Se una similitndine muta la conica K nella 
conica E', alJora (accanto a11e osservazioni relative aIl' affinita) va notato 
che gli as si di E corrispondono agli asai di K', e son proporzionali a questi, 
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quando si tratti di coniche a ceutro; i fuochi corrispondouo ai fuochi ; e 
se K e un cerchio od una iperbole equilatera, tale sara. anche K!, In breve 
la similitudine conserva tutti i caratteri delle coniche (a parte le lun
ghezze assolute dei segmenti). 

Viceversa: due coniche a centro dello BtesBO nome, aventi gU assi omo
nimi proporzionali, sono simili (si corrispondono in una. similitudine), Iu
fatti se 

(1) 
X' y' 
al + b! = 1, 

sono le equazioni delle due curve riferite agli as si (dovendosi prendere in
sieme i segui superiori o gli inferiori), ed e 

a b 
a=13=k, 

la aimilitudine 

(2) x=kX, y=k Y 

trasforma la. prima conica. nella se con da, 
Due parabole qualisivogliano sono simili; infatti la similitudine (2) 

trasforma Puna nell'altra le parabole 

(3) y' = 2px, 

-p quando si prenda k - p' 

Y2=2PX, 

296. Coniehe omotetiche. - Se la aimilitudine e una. omotetia ira 
piani aovrapposti o paralleli, coniche corrispondenti K, K' hanno gli stesai 
punti a11' infiuito; e gli asintoti, gli assi, le coppie di diametri coniugati 
dell'una, sono paralleli flgli asintoti, agli assi, alle coppie di diametri coniu
gati dell'altra; due diametri paralleli sonú illsieme trasvfJrsi o non traaversi. 

Questc osservazioni, invertite, conducouo al segllente teorema: 
Due coniche sitttate in uno stesso piano, o in piani paralleli, le quali , 

abbiano gli stessi punti all' infinito, reali o immaginat'i, colla condizione, nel 
primo caso, che il tt'atto di retta all' infinito interno all'una conica sía pU1 '~ 

interno alZ'altra, Bono omotetiche. 
Si osservi che, in virtu della. ipotesi, le due coniche sono della steasa 

apecie, e gli asintoti e gli assi dell'una sono paralleli agli asintoti e agli 
as si dell'altra., e precisamente sono paralleli tra loro gli as si trasversi 
quando si tratti di iperboli, Supposto anzitutto che le due coniche abbiano 
centro, riferendole ai rispettivi assi, x, y per Puna, X, Y, paraIleli a quelli, 
per l'altra, avremo due equazioni come le (1) del n. precedente. Ora gli 
asintoti delle due curve son o dati, se si tratta di iperboli: dalle equazioni 

X a 
y=+ Ir' 
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mentre, se si tratta di ellissí, nei secondi membri comparisce ancora il fato 

tore i == ,¡ - 1. In ogni caso, per il parallelismo dei primi asintoti coi secondi 

ocoorre che sia ~ = ~ . Ma a11ora, indicando con k il valore comune dei a p . 

due rapPol'ti, si vede che le Gue conicbe si mutan o Puna nell'altra me· 
diante le sostituzioní (2) del n. precedente, le quali definiscono questa voUa, 
una omotetia fra i piani f1Y!J ed X Y. Se poi si tratta di due parabole com,e 
le (3) del n. precedente, si oBservera. che la similitudine ivi considerata, 
che trasforma l'una parabola nell'altra, e una omotetia quando siano pa,· 
ra1Ielí gli assi x, X delle due curve e le rette y, Y, tangenti nei vertici. 

Esercizi 1. - 1) Una conica mediante una omologia, il cui centro stia in 
un fuoco della curva, lIi muta in una conica avente ancora un fuoco in quel punto. 

2) In particolare: una omologia, avente il centro nel centro di un cerchio, 
trasforma questo in una conica avente ivi un fuoco. Viceversa: una conica qual
siasi puo esser trasformata in un cerchio mediante una omologia avente il centro 
in un fuoco di quella; quale sara la retta limite nei piano della conica '1 

3) Mediante questa relazione, dalle proprieta del cerchio possono dedursi varie 
proprieta focali delle coniche, ad es. i1 teorema del n. 291, es. U); od anche il 
seguente: ... le corde di una conica, che son viste da un fuoco sotto un angolo 
costa.nte, inviluppano una seconda conica che ba comune colla prima quel fuoco 
e la relativa direttrice. 

4) Data. una conica ed una retta esterna, trasformare quella in un cerchio 
mediante una omologia avente la retta data come una retta limite (del piano della 
conica). Come si determina il centro di omologia' (n. 193, es. 7». TI problema 

. puo anche enunciarsi cosi: data una conica ed un punto interno, trasformare me
diante una omologillo quella in un cerchio, ed il punto nel relativo centro. 

5) Data una conica ed nn punto S su questa, costruire una seconda conica 
ohe abhia colla prima un contatto bipunto, tripunto o quadripunto in S, e passi 
ino1tre per tre, due, od nn punto assegnato. (La conica richiesta puo riguardarsi 
come omologica alla data ... ). 

6) Dei puntí assegnati fuori di S dua possono anc]J6 esser immaginari coniu
gati. Come caso particolare si ba il seguente: «data 1mB cúnica ed un punto 8 
Sil questa, costruire il cercllio osculatore alla conica in S, riguardandolo come 
olUologico alla conica rispetto al centro S.. TI centro del cercbio e omologo al 
punto di FRÉGIER di S rispetto aUllo conica (n. 251, es. 13». 

7) Costruire, mediante l'omología, una parabola od una iperbole equilatera 
avente un COl!tatto quachipunto con una data. conica in un punto assegnato. 

8) TI problema del n. 260, es. 11): ... costruire una conica passante per tra 
punti e tangente a due rette» puo anche risolversi riguardando la conica come 
omologica dí un carchio tangente aIle due rettl'. 

9) Se due coniche di un piano segano una. stessa retta negli stessi due punti, 
reali o immaginari, colla condizione (nel primo caso) cbe il tratto di retta interno 
all'una conica aia interno anche aU'altra, esistono due omologie generalmente di
stinta, le quali trasforman o l'una conica nell'altra. (TI teorema puo dedursi col 
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metodo della proiezione cemrale da! n. 296. Direttamente si dimostra conducendo 
da un punto della retta. nominata, 'U, che sia estsrno alle due coniche, le tangenti 
a queste, e costruendo una omologia di asse '11, in cui i punti.di contatto sull'una 
conica corrispondano ai punti di contatto sull'altra •.. ). 

10) Si enunci e si dimostri il teorema duale. 
11) Valendosi di questo, si riBolva. nuovamente il problema del n. 260, es. 34 b) : 

<determinare le intersezioni di due coniche, conoscendo due tangenti comuni ad esse~. 
12) Dati due cerchi K, K' non concentrici, esistono quattro omologie che mu

tano K in ]{T i di queste, due Bono omotetie ed hanno come centri i centri di si
militudine dei due cerclti (n. 209, es. 19»; le altre due, non omotetiche, hanno 
ancora quegli stessi centri, ma come asse hanno l'asse radioale dei due cerchi 
(n. 57). Segue che, se una trasvers111e condotta ad arbitrio per un centro di si
militudine sega K in A, B e K' in A', B', aHota le tangenti in A, B a K saranno 
parallele, in ordine conveniente, ad es. nell'ordine scritto, aUe tangenti in A', E' 
a B.', ruentre le due prime tangenti segheranno rispettivamente le tangenti in 
E', A' al secondo cerchio ]{T in punti dell'asse radicale; in breve, le quattro tan
genti formano una parallelogramma, una cui diagonal e sta sull'asse radicitle. E 
se da un punto dell'asse radicale si conducono le tangenti ai due cerchi, i quattl'o 
punti di contatto formano un quadrangolo completo, il cui triangolo Jiagonale ha 
due vertici nei centri di similitudine ed i1 terzo vertice suU'asse radicale, nel 
punto coniugato armonico del primitivo rispetto a11e intersezioni dei due cerchi. 

n. - 13) Un" collineazione tra due piani sovrapposti, la qua1e mnti una 
conica in se stessa, determina una proiettivita (n. 250) fra due serie di punti (o 
tangenti) della conica. E -viceversa, ogni proiettivita siffatta determina una colli
neazione che trasforma la conica in se. 1 due punti uniti (reali o immaginari) 
della proiettivita, e la intersezione (sempre reale) delle tangenti in quelli, sono 
punti uniti della collineazione, che, in generale, non ha altri punti uniti; l'asse 
di proiettivita e quelle tangenti sono rette unite. 

14) Se la collineazione suddetta possiede altri elementi uniti, essa e una omo
logia, e precisamente una omo1ogia armonica (n. 209, es. 7», il cui centro ed il 
cuí asse sono mutuamente polari rispetto aUa conica. La proiettivita determinatu 
da quella collineazione sulla conica e in tal caso una involuzione; e viceversa. 
Esistono dunque infinite omologie armoniche trasformanti una conica in se stessa. 

1ó) Esistono infinite affinitA che trasformano in se stessa una conica a centro; 
esse o lasciano fissi i punti 8011' infinito delIa curva (affinita dirette) , o li scam· 
biano tra loro (affinita. inverse). Ogni affinita diretta determina sulla curva una 
proiettivita avente come as se la retta aU' infinito; ogni affinita inversa determina 
una involuzione avente come asse un diametro e come polo un punto improprio ; le 
affinita inverse sono dunque le simmetrie oblique determinate dai singoli diametri, 
e trasformanti la conica in se stessa. Fissati ad arbitrio sulla conica due punti A, A', 
esistono due affinita, una diretta e l'altra inversa, che mutano A in A', e trasfor
mano la curva in se stesBa. 

16) Il prodotto di due affinitA inverse trasformanti una conica in se e una 
affinita diretta godente la stessa propriebl; e viceversa, ognuna di queste affinita 
dirette puo riguardarBi come prodotto di due di quelle affinita. inverse, delle quali 
anzi una puo Bcegllersi ad arbitrio . 
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17) Ogni affini ta traBformante una conica a eentro in Be e eq!tivalente (n. 201); 
flBBa bscia inalterati o invertc i segni delle aree, secondo che e diretta od in
versa (d'accordo colla locuzione introdotta neU'es. 29) del n. 209). Da questo 
teorema. Barebbe fncile ricavar nuovamente il secondo teorema di ApOLLONlO 

(p.. 281). 
18) Detto segmento (AB) l'area compresa fra la corda AB di una. curva e 

l'arco minimo di curva che ne congiunge gli eBtremi, Bi dimoBtri (eB. 15), 17» 
che due Begmenti (AB) , (A' B'), di una stessa ellisse od ipcrbole, Bono (diretta
mente) equivalen ti se le rette A B', A' B rie9cono paralIele: ed allora sono pure 
equivalenti i settori A O B, A' O B' limitati dai semidiametri che congiungono i1 
centro O agli estremi degli :nchi A B, A' B'. 

19) Nella ' ipotesi dell'es. precedente, posto che si tratti di una iperbole, 
si conducano da. A, B, A', B' le parallele ad un asintoto, fino ad iucontrare in 
Ao,Bo, A'o, B' o l'altro asintoto; si dimostri che Bono uguali le dne aree trapezoi
dali AAoBoB, A' A'oB'oB', limitate üÍascuna da tre lati rettilinci e da un arco AB, 
o, rispettivamente, A' B'. Si puo anche dire che le due aree nominate sono equi
valenti Be Bussiste la proporzione AAo: BBo-=A'A'o: B'B'o' Segue che, Be in 
una iperbole riferita agli asintoti si considera una serie di punti le cui ordinate 
formino una progressiono gllometrica, le aree trapezoidali racchiuse tra le coppie 
di ordinate successive sono tutte uguali. 

20) Esistono infinite affinita, che trasforman o una parabola in se stessa, e 
per fissaroe una si possono dare sulla curva, ad arbitrio, due coppie di punti 
corrispondenti. Segue che in una parabola passa un rapporto costante k fra l'area. 
di un 8egmento (AB), e l'area del triangolo P AB formato dalla corda A B colle 
tangenti in A e B. Per calcolare k si consideri quel punto O della parabola. (si
tuato sul diametro uscente da P), la cui tangente BOS e parallela ad AB. Con
frontando i segmenti (AO), (OB) coi corrispondenti triangoli BAO, SOB, si ot-

tiene facilmente una relazione fra aree triangolari, da cui si ricava k =- !-. Dunque: 

.l'area di un segmentt> parabolico e uguale ai due terzi dell'area del triangolo 
racchiuso dalla corda limitante il segmento e dalle tangenti negli estremi di essa:. 

03 

(ARCHIMEDE). Quell'area vale precisamente 12p' dove o e la differenza fra. le or-

dinate (rispetto aU'asse) degli estremi della corda; essa dipende quindi soltanto 
dalla detta differenza. 

21) L'area del settore compreso fra l'asse di una parabola, il raggio focale 
di un punto P e la curva, e uguale ad un terzo deU'area del trapezio formato 
da11'asse, da! diametro passante per P, dal raggio focaIe Ilominato e dalla di
rettrice. 

22) Fra le (oo~) affinita che tnutano una paraboIa in se stessa, ve na sono 
infinite (~i) che lasciano inalterati i valori delle aree. Queste affinita equivalenll 
si dividono in due famiglie: affinita dirette, che subordinano sulla paraboIs proiet
tivita paraboliche aventi l'unico punto unito all' infinito, e a:tJillita inve1'86, che 
80no simmetrie oblique rispetto ai singoli diametri della parabola; (cfr. es. 15». 

IU. - 23) Data una conica a centro, esistono infinite coniche omotetiche e 
eoncentriche con quella; es se appartengono ad un fascio-Bchiera (n. 260, Oss.) dI 
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coniche bitan$enti nei punti a11' infinito.' Supposta nota l'equazione normale della 
prima conica, come si scri vono le equazioni delle conich6 omotetiche e concentriche' 

24) Un fr"scio-schiera., che ha proprieta analoghe, e pure c(/stituito dalle pa
rabole aventi un contatto quadripunto (n. 255) nel loro punto comune all' infinito. 
Queste parauo!e hanno lo stesao asse, e SOllO uguali tra loro; due di esse, prese 
a(l arbitrio, possono sovrappor$i mediante una. tra81azione parallela nll'aase comune. 

25) Una. trasversa.le qualsiasi intercetta, entro le coniche degli es. 23) e 24), 
corde aventí lo stesso punto medio; in aItre parole: se una. retta. sega una. di 
quelle coniche in M, M', e una seconda. eoniea in N, N', si ha. M N=-- M' ]jI; e 
se la retta toeca la seconda conicn, iJ punto di contatto e medio per . la. corda. MM'. 

26) 1 poli di una retta., rispetto aile iufinite coniche degli es. 23 e 24), sta.nno 
sopra. una retta, che (, il diametro coniugato colla direzioue della retta primitiva 
rispetto n ciascuna di quelle curve (u. 210, es. 45». Che cosa formJ).no le polari 
di un punto rispetto alle coniche stesse ~ 

27) Ogni affinita che trasformi una conica a centro in se stessa, trasforma 
pure in se ogni coniea omotetiea e concentrica con quella; (si confrontino infatti 
i diametri sovrapposti delle due coniche; oppure aualíticamente). Segue che l'area 
del segmento compreso ira una <lonicn K ed una tangente ad una seconda conica K', 
omotetica, concentrica ed interna alIa prima, non varia al variare delIa tangente. 
Le stease pro prieta sussistono per le parabole aventi un contatto qnadripunto al· 
l'infinito, purche dopo la parola (lffinita si aggiunga equi'valent/l (es. 22». 

28) Date due coniche omoteti~he e concentriche K, K' (o due pal'abole aventi 
un eontatto quadripunto a11' infinito), di cui una, ad es. la prima, contenga nel 
sno interno la seconda, e scelto su K un punto Pi qualsiasi, si conducs da P, 
una tangente a K', la quale in contri nuovamente K in PI; poi da P% si conduca 
la ulteriore tangente PzPs a K' e cos) si prosegua. Si otterra. una apezzata Pi P 2 P a ... 
iscritta in K e circoscritta a K'. Vale ora la proprieta che la tangente a K in 
un vertice Pi delh" spezzata e parallela alla retta. Pi _ 1 Pi + 1 congiungente i 
due vel'tici contigui, ed anche alle rette Pi _ 2 Pi + 2, ecc. 

29) Nella ipotesi che K e K' siano ellissi, puo accadere (in relazione a valor! 
particolari del rapporto di omotetia) che la spezzata si chiuda, venendo ad es. a 
coincidere i1 vertice P,. col punto di partenza P,. In tal caso, comunque si acelga 
il punto Pi su E." la spezzata n.latera avente ivi l'ol'igine si chiude, ed esistono 
infiniti n.goni semplici iscritti nella conica K e circoscl'itti aUllo conica K' (cfr. n . 246, 
es. 29). «Tutti questi n.goni hanno la stessa area»; e, Bupposto che si tratti di 
n.goni convessi, si dimostra che qnell'area e massima fra le are e degli n.goni 
iscritti in K, e minima fra le aree deglí n.goni circoscritti a K'. 1 detti n.goni 
banno tutti come baricefitro il centro delle ellissí K, K'; (per n = 8 si riducono 
a <¡uei triangoli conaiderati nell'esercizio 11) del n. 267). 

30) Le ultime proposizioni possonc faeilmente dednrsi dalla seguente: nna 
affinita, l'be trasformi una ellisse K in un cerehío Ko' trasforma le ellissi omote
tiche e concentriche a K in cerchi concentrici a Ko; e muta quin di i poligoni 
suddetti in poligoni regolari iscritti in Ko' 

t Se la oonio .. primitiva e nna iperbole (l'y = k), il fascio·echiera contiene. oltre .. lIe iperboll omotetlcbe 
con qnella ("'11 = k', dove k' l¡ nn namero arbitrario che ba 11 Beguo di ~). una lecoud,. famiglia di iperbol 
("'11 = - k') omotetiche tri> loro, mIO non colle precodeuti; le iperboli delle dae famiglie Bono, per dlr 008\ 

•• parate dagli asintot!. Varie proprieta contennte negli e8. 25) e ee¡;aenti si eewndono anche alle curve di 
<¡uBsta eeconda rami¡¡lia. 



PARTE QUINTA. 

Superficie di secondo ordine 

OAPl'l.'OLO 1. 

Polarit~ definita dalla superficie. 

297. Deftnizione ed esempi di quadriehe. - Una superficie delseoondo 
ordine, o, come diremo hrevemente, una quadrica, e il luogo dei punti 
(reali o immaginari) dello spazio soddisfacenti, colle loro coordinate car
tesiane x, '!J, z, ad una equazione di secondo grado a tre variabili. Una 
eql1a.zione siftatta puo contenere sei termini di secondo grado (x!, y2, zZ, 
xy, xz, yz), tre termini di primo grado (x, '!J, z), e un termine noto; essa 
avra la. forma 

(1) aH ,x! + au yt + aS3 z, + 2 a i ! xy + 2 au x z + 2 ata y # 

+ 2 a u x + 2 a'2( Y + 2 au z + a" == O, 

dove le a. sono coefficienti costanti, che supporremo reali, qnando non si 
dica il contrario; a]cuni pos80no anche esser nulli. 

Spesso conviene adoperare la equ¡¡,zione della superficie in coordinate 
omogenee (1;, y, z, t; col solito procedilllento (n. 138) applicato alla (1), si 
ottiene questa equazione sotto la fOl'ma 

(1') aH Xl + au yt + a3a z, + a" tt + 2 a 12 xy + 2 al3 xe 

+ 2 aH x t + 2 ata y z + 2 au 11 t + 2 a S4 z t == O; 

ponendo in questa t = 1, si riproduce la (l).l 
La. equazione generale (1) delle quadriche non si presta aIlo studio 

della forma di aiffatte superficie, studio che verra fatto in seguito, partendo 
da equazioni contenenti un minor numero di termini. :E bene pero, nei para· 

I E bene notare, s3bbeno non occorr .. por il .e¡:uito, ohe 1& (1) o (1 ') r&ppr",.entano nn .. quadrioa, "neb. 
le le variabili si r-ignardano come coor~tinate proiettit"o Don omogouee, od omogeuoe. 
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grafi seguenti, riferirsi ad alcuni tipi di quadriche facilmente costruibili, par 
potel'vi applicare i risultati a cui giungeremo. Tali tipi sono la sfara (n. 108), 
l'ellissoide rotondo, i due iperboloidi rotondi, il paraboloide rotondo (n. 113). 
Appartengono pure alIa famiglia delle quadriche i coni e i cilindri di secondo 
ord'ine, proiettanti nna conica da. un punto, proprio od improprio, esterno al 
piano della curva (come si verifica scri vendo le relative equazioni); in par· 
ticoJare, il cono ed il cilindro rotondo della. geometria elementare. Ed una 
qnadrica particolare El la coppia di piani, rappresentata dall'equazione che 
si ottiene moltiplicando tra di loro, membro a membro, le equazioni dei 
due piani, ridotte ad aver O nel secondo membro. 

D'altra parte, va notato che una quadrica puo non avere alcnn punto 
reale (ad es. X2 + y! + Z2 == - 1), od averne nno solo (ad es. x! + yt + zt == O). 

Ai greci erano note sol tanto le quadriche rotonde, eBcluso l' iperboloide ao 
una falda, che fu considerato da W&EN (1699). Lo Btudio delle quadriche, par
tendo dall'equazione generale, fu inaugurato da EULJ<;RO (1748), e condotto atine 
da MONGE e dalla sua Beuola (1801), cui son dovuti i norui ora i\'uottati delle 
varie specie di quadriche. 

298. Numero del punti che individuano una quadriea.. - Poiche 
l'eqnazione (1) di una quadríca contiene dieci coefficienti, e quindi dipende 
da. nove costanti (i rapporti di nove tra i coefficienti al rimanente), si con· 
elude, imitando il ragionament,o fatto per le coniche al n. 228, che per 
nove punti deHo spazio passa setnpre una .quadrica ed in generale una sola. 

Per nove punti passano piu di una, e quindi infinite qnadricl1e, 
quando i punti stessi occupano tali posizioni particoJari, che tutte le qua· 
driche passanti per alcuni di easi vengano, in conseguenza, a. passare per 
i rimanenti. Oio accade se i nove punti sono scelti sopra la. curva di 
intersezione di due qlladriche f(x, y, z) == 0, <p (x, y, z) = O, giacche aHora 
per quei ptmti passano le dne quadriche nomínate, ed anzi, come poi si vedra, 
ognuna delle infinite quadriche rappresentate dall'equazione f + A <p == O, 

. a.l variare del parametro 1... Ma su questi casi di indeterminazione non 
possiamo qui trattenerci. 

299. Intersezionl con una. retta. - Le intersezioni della quadrica (1) 
(n. 297) colla retta x = lz + p, y == nLZ + q si determinano sostituendo 
nella (1), al posto di x, y, le loro espressioni in funzione di z, risolvendo 
la eqnazioJle risultante di secondo grado in z, e sostituendone successi· 
vamente le radici zll Zt nelle espressioni di x e di y. Si ottengono cosl, 
in generale, due punti. 

Per fare una discussione minuziosa del problema, úonviene adoperare, 
come retta secante, uno degli assi coordinati, ad es. Passe x (y = 0, z = O): 
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ipotesi questa CUl ci si puo sempre Tidurre, operando, ove occorra, una 
trasformazione di coordinate. 

Posto ti == Z == O nella (1), questa diviene 

(2) 

di qua si ricavano le ascisse x., x, delle due intersezioni della quadrica 
coll'asse x. Ora, sulla (2), si possono ripetere le osservazioui fatte trato 
tan do la. questione analoga. relativa alle coniche (n. 229). Bastera dunque 
enunciare il risnltato: 

Una retta sega una quadrioa in dut pt~nti (propri od impropd), ohe 
p08sono essere reali e distinti, reali e ooinoidenti, o immaginari ooniugati; 
a meno ohe la retta n01l abbia pi'u di d1W punti in comune colla superficie, 
nel qual oaso ttttta la retta giace nella superfioie. Va notato, in quest' u]. 

timo caso, che (al contrario di cio che accade per le coniche) una qua
drica non si spezza neceRsariamente per il fatto di contenere una retta. 
Ad es. un cono, superficie non spezzata, contiene infinite rette; altri esempi, 
piu notevoli, di quadriche contenenti rette saranno visti in seguito. 

Una retta, che tagli una quaurica in due pnnti reali e distinti, di
cesi secante; in due punti immaginari, dicesi non secante; in due punti 
realí e coincidenti, dicesi tangente alla quadrica nel punto (di contatto) 
ove quei due coincidono. 

300. Intersezione con un piano. - Supponiamo, per semplicita, che 
si tratti di un piano coordinato, ad esempio del piano xy (z == O), avver
tendo che ogni piano (proprio) potrebbe assumersi come piano x y, pur 
di esegnire una conveniente trasformazione di coordinate.1. 

La curva intersezione della quadrica (1) (n. 297) col piano x y si 
oUiene ponendo z == O nella (1); si giunge cOSl all'equazione 

(3) aH x% + a!2 y' + 2 al.! xtl + 2 au IV + 2 au y + aH = O, 

la quale, nel piano lVy (cioe insieme alla z == O), rappresenta una conioa.% 
TI risultato vale anche se uno o piu (ma non tutti i) coefficienti della (3) 
sono nulli; giacche, ad es., ove fossero au = an = an = O, ricorrendo 

,all'equazione omogenea (1') della quadrica (n. 297) e ponendovi z = O, si 
troverebbe, in luogo della (3), la equazione , 

t (2au IV+ 2au y + aHt) = O, 

rappresentante, nel piano xy, due rette, tra cuí la retta all'infinito t = O. 

1 La curva intersezione di una qnadricaf(<1!,y,z)=O con un piano genetico z=a<1!+by+e ti gil¡ 
rappresentata dalle due equazioni scritte ; volendo la proiezione della curva sul piano <1! 11. <laI punto aU' infinito 
deU'asse z, basta (n. 104) eliminare z tra le due eql1azioni; si ottiene ccsl I'equazione .r (x. 11. a.:&+ b Y + e) = O 
ch. ti di secondo grado in <1!, y e rappr.seuta, nel pia.no <1! y. nna conioa ; doude si collclnde che ancbe la curva 
obbiettiva e una conic ... 

, La (3), presa a se, raPPl"esent ... nello spazio, un cilindro (n. 103) colle generatrici paraJlele sll'.s.e " 
passante per la conica nominata. 
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Se pero tutti i coe:ffi.cienti della (3) sono nlllli, ogni punto (w, y, O) del 
piano wy appartiene alla superficie. Questa contiene dunque il piano w y, 
e si spezza nel piano steaso eel in un secondo piano (distinto o coincideute 
col primo), come prova la equazione (1), la. quale, nelle ipotesi in cui ci 
troviamo, di viene 

z (2 au ro + 2 /S 1!3 Y + a33 Z + 2 a 34) = 0, 

e rappreaenta i due piani z = O, 2 au w + ... + 2 a3, = O. Concludendo: 
Un pía.no sega una q'l.I,adrica lungo una conica; a meno clle tutto il p'iano 

non formi parte dclla quadrica, la quale allora si spezza in quel p'iano ed 
in un secondo piano (che puo eventualmente coincidere col primo). 

Esclusa. l' ultima ipotesi, la curva intersezione di una quadrica con 
un piano puo presentare, sotto l'aspetto proiettivo, i seguenti tre casi: 

1) puo essere una conica reale non degonere, nel qual caso il piano 
dicesi secante; . 

2) puo essere una, conica completamente immaginaria; il piano aHora 
diceai non secante od estenw; 

3) puo osser finalmente una couica degenere, cioa una coppia di rette 
(realí e distinte, o reali e coincidenti, o immaginarie coniugate); il piano 
aliora, per ragioni che ora esporremo, dice si tangente. 

Qualunque di questi tre casi si presenti, a evidente che una retta 
tracciata. in quel piano sega la quadIica nei punti stessi ove la retta 
sega la conica intersezione. Segue che una retta reale di un plano secante 
puo eHilere secante, non secante o tangente, rispetto aUa superficie; e le 
rette tangenti, situate nol piano, formano un inviluppo di seconda classe. 
In un piano esterno ogni retta reale a non secante rispetto alla super
ficie. 1 Esamineremo ora quali particolarita presentino le rette di un piano 
tangente. 

301. Piano tangente. - Supponiamo dunque che un piano n: seghi 
una quadrica lungo due rette r, r', che possono esser reali e distinte, o 
reali e coinciden ti, o immaginarie coniugate. In ogni caso le due rette 
hanno (almeno) un punto reale P comune. Ogni altra retta t, condotta 
per P nel piano te, sega la conica degenere "r', e quindi la quadrica, in 
due punti riuniti in P; la. retta. t e dunque tangente aUa quadrica in P 
(n_ 299). Si echa sul piano te esiste un fascio, di centro P, composto di 
rette tangenti in P aUllo quadrica (tra le quali, due, r ed r', apparten
gono alla quarlrica). Questo fatto spiega. la denominazione di piano tan-

I n lettore ftegnirll nel miglior modo qneste con.iderp.zlonl immar.inando . lid M .. un .. eferl\ In rel •• ione 
eon nn pl&no cite la 8eghi Inngo un cel'chlo, O che non J .. inccutri aJl',,-,to. 
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gente alla ql¿adrica in P, che, secondo il n. preced ente, viene attribuita a.l 
piano n. Diremo dunque: 

Se un piano llega una quadrica lungo dl¿6 rette (reali o immaginarie) 
ogni retta del piano passante per il (o per ogni) punto 
comune aLZe dlM rette toeca ivi la ql,ad~-ica, ed H 
piano stesao e tangente ivi aLZa superfioie. 

Il piano e tangente alIa superficie nel pnnto 
P=rr', se le dGe rette sono distinte; in ogni 
punto di r =s! r', se le dne rette coincidono. 

Viceversa, snpponiamo che in nn piano n ....... . 
asista. un fascio di centro P, composto di rette 
tangenti alIa superficie in P. Anzi supponiamo, 
giacche basta al nostro scopo, che almeno due 
rette t, t' del fascio (P, n) tocchino la quadrica 

~ .....• 

in P. Il piano n sega la quadrica lungo una conica, che ha in comune, 
tanto con t, quanto con t', «:lue punti riuniti in P. Ora una tal conica 
deve spezzarsi in dne rette r, r' (reali o immaginarie) uscenti da P, gia(l
cM, in tutti gli altri casi, esisterebbe una sola retta tangente alla conica 
in P (n. 232). 

Dunque il piano 1C e tangente alla quadrica. in P, e contiene infinite 
rette tangenti alla superficie nel punto stesso. In conclusione: 

TI piano detenninato da due rette tangenti ad una quadrioa in uno 
deSBO p'¿nto, contie-ne infinite altre tangenti aLZa quad-rioa in quel punto; 
il piano e tangente ivi alla quadrioa, e la sega lungo due rette (reali o i1lt

maginarie) usoenti da quel pu,.nto. 

OSE;orvazione. - La deftnizione data. di piano tangente, in virtU dei due 
teoremi preceden ti , equivale aquesta: «dicesi tangenttl ad una quadrica in un 
punto un piano contenente infinite rette ivi tangenti alla superficie~. Ora quella 
definizione ha bisogno di qualche avvertenza, quando si voglia metterla d'accordo 
col concetto di piano taugente suggerito dall' intuizione. Infatti noi siamo abituati 
a considerare superficie (come la sfera), che appariscono dovunque convesse ad un 
08servatore 8ituato esternamente; per tali superficie un piano tangente, secondo 
il concetto intuitivo, ha. un solo punto in comune colla superficie e lascia tutta 
la superficie da una ateSBn. banda. Ql1eBto fatto si presenta appunto nelle qua
driche dovunque convesse, coll'avvertenza che una tal quadrica ha in comune 
con un piano tangente un. ,olo punto ,-eale, che e il punto di contatto, ed illoltre 
infiniti punti immaginari, situati su due rette uscenti dal detto punto. Si consideri, 
ad eaempio, una sfera posata Bul piano :¡;y, in modo da toccarlo nell'origine; il 
centro della sfera. stara sull'asBe e (nella ipotesi di assi ortogonali); se e, ad es., 
il punto (0,0,1), la sfera ha l'equazio.¡e :el + y2 +.el - 2z =- 0, e sega il piano :¡;y 
Ilella conica :¡;! + ~l =- 0, cioe nelle due rette immaginarie :z; + ¡y = ° Il8centi 
dal punto di contatto O; la. afera tocca poi evidentemente ogni altra retta del 
piano zy uscente da O. 
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Consideriamo ora un secando caso. Si tratti di un cono, o di un cilindro, 
posato sopra un piano che ne contenga una genera trice; sia, ad es., il cilindro 
circolare retto y2 + z! -- 2z = 0, che ha per base, sul piano y z, i1 cerchio di 
centro (O, 0, 1) e di raggio 1. Questo cilindro sega il piano xy lungo la conica 

y2 = O, che si riduce all'asse x contato due 
~ volteo Il cilindro tocca dunque i1 piano xy in 

r
~~---------------L~ 

ogni punto dell'asse x, secondo la nostra dici
tura, ed anche secondo il Unguaggio ordina
rio; ogni altra retta t del piano xy tocca il 
cilindro in un punto dell'asse .X. 

: . 
o 

.. ' 
Meno facile a cOllcepirsi e il terzo caso, 

che si presenta per le quadriche C01weIl8o·con
% cave, le quali hanno in ogni loro punto la 

forma di una sella. Tali sono, ad es., l' iper
boloide. rotondo ad una falda (n. 113), gene-

rato da una iperbole rotante intorno all'asse non trasverso, od il paraboloide 
iperboUco qc2 - y~ = z, di cuí parle remo in seguito. Consideriamo, ad es. que
st'ultima superficie. Essa e segata dal piano xy lungo la conica x2, - y2 = 0, 
composta delle due rétte reali x + y = ° uscenti dalla origine. 11 piano xy tocca. 
dunque la superficie, p.econdo la definizione da noi data; ed effettivamente una. 
retta generica del p~ano xy uscente da O, retta di equazioni y = kx, z = 0, tocea 
la superficie in O, come subito si verifica.. In realta, il piano xy spezza la super
ficie in due parti, di cui una 
(x > y, z > O) ¡,ta al disopra del 
piano xy, Paltra (x < y, z < O) 

sta al disotto. Per questa super
ficie adunque il linguaggio geo
metrko e in disaccordo col Un
guaggio ol'dinal'io, il quale non 
distingue i piani secanti la super
ficie lungo due rette reali (piani 
tangenti, secoudo i geometri) da
gli altri piani secanti la superficie 
lungo coniche non degeneri (piani 
secan ti) . i 

302. Per costruire il piano 
n tangente ad una quadrica in 
un punto dato P, basta cono
Bcere, secondo l'ultimo teorema del n. precedente, due rette t, t' tangenti 
alla quadrica in P. Queste si ottengono segando la quadrica con due piani 

1 P¡ani tangenti ad una superficie .onv_sso-concava furono conaiderati da EULEIlO (1760) e MEUSNIEIl (1776). 

TI teorema, secondo cui un piano tangente "d una quadrica siftMt .. 8e, .. la superficie lungc dne rette roal!, 
• <1ovuto .. DUPrN (1813). 
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arbitran passanti per P, e conducendo le .tangenti t, " in P alle coniche 
sezioni; sara poi 1& == t t' il piano tangente richiesto. 

La costruzione di n, a dir vero, non esclude che possano esistere 
al tri piani tangenti alla quadrica in P, oltre n. Oio accadrebbe se fuori 

.. del fascio (P, n) esistesse almeno una ulteriore retta u tangente alla qua
drica in P. Ma aHora ogni fascio determinato dalla u con una retta gene
rica del fascio (P, 1&) conterrebbe due, e quindi (n. 301) infinite rette 
taugenti alla. qua.drica in P; ogni retta della stella P sarebbe ivi tangente 
'alla quadrica, o vi apparteuebbe; ogni piano per P toccherebbe ivi la 
quadrica, e la segherebbe (n. 301) lungo due rette (reali o immaginarie) 
uscenti da P. La quadrica risulterebbe dunque costituita da infinite rette 
uscenti da P, sarebbe un cono di secondo of'dine di vertice P, formato 
dalle rette proiettanti da P uua conica (reale, o immaginaria, o spezzata 
in rette). Siamo quindi autorizzati a concludere: 

Una quadrica htt; in ogni suo punto, un unico piano tangente, iZ quale 
~ontiene tutte le rette tangenti in queZ punto alZa superficie; fa eccezione solo 
il caso che la quadrica sia un cono, ed il punto ne sia il vertice. In realta, 
ogni piano condotto per il vertice V di un cono, segando la superficie in 
due rette uscenti da V, va considerato, secondo la nostra definizione, come 
piano tangente al cono nel vertice; badiamo pero che, d'ordinario, si dice 
tangente ad un cono un piano che passi per il vertice, ed abbia in comune 
col cono due generatrici coincidbnti (piano proiettante dal vertice una retta 
tangente ad una conica sezione). Un siffatto piano tocca il cono in ogni 
punto della generatrice, colla quale le due coincidono. 

303. I risultati precedenti ci dimostrano la presenza di rette realí, 
od immáginarie, sopra una quadrica. Studieremo iu un l.'Iuccessivo capitolo 
la distribuzione di queste rette. Per ora limitiamoci a notare che ogni 
piano, condotto per una f'etta di una quadrica, sega la q1¿adrica Zungo 1tna 
s6conda retta (che puo anche coincidere colla prima), e tocca la superficie 
nel punto (od in ogni punto) comune alle due rette. Infatti la intersezione 
della quadrica con quel piano deve essere una conica (n. 300), della quale 
forma parte la prima retta; la conica quindi si spezza in questa retta ed 
in una. seconda retta, ed il piano riesce tangente. 

II teorema e sopratutto interessante nel caso che la prima retta ed 
il piano siano reali; giacche alIora e reale anche la seconda retta (compo
nente colla. prima una conica, la cui equazione ha coefficienti reali). 

3M. Intersezioni di una. quadrica colla retta eongiungente due 
punti. - .A.bbandoni80mo, per il momento, le considerazioni sintetiche 
precedenti, che verranno riprese in seguito. e cerchiamo di confermare, 
per via analitica, alcuni dei risultati ottenuti. Oi varremo di Ull metodo 
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gia adoperato nella teoria delle coniche (n. 231 e aeg.), il quale ci fornid 
molte altre pro prieta notevoli. 

Partiamo dall'equazione di una quadrica in coordinate omogenee: 

(1) f(x, '!J, z, t) = aH Xl + oo. + aH tI + 2au zy 

+oo.+2a"zt=0, 

e conveniamo subito di porre ahk = akh (k, k = 1, 2, 3, 4), ogniqualvolta 
la simmetria lo consigli. Siano poi P (x, y, z, t), P' (..e', y', z', t') due puntj 
dello spazio. Oerchiamo le intersezioni della retta. P P' colla quadrica (1). 

Notiamo, a tal fine, che ogni punto Q della retta P P' ha coordinate del 
tipo (n. 139, a)) 

Q (kx + x', oo. , kt + t'), 
e che il punto appartiene alla quadrica. se queste coordinare soddisfano 
la equazione (1). Sostituendo nella. (1) le coordinate di Q, sviluppando ed 
ordinando rispetto a k, otteniamo l'cquazione 

(2) k'f( +2f(X,y,z,t)+ (' '" x, y, z, t) 7, "" f x, y , z , t) = O. 
x,y,z,t 

In questa il coefficiente di kl e il termine noto sono i valori assunti dal 
polinomio (1) in relazione alle coordinate di P e P', mentre il coefficieute 
di 2k puo scriversi per disteso sotto una delle forme seguenti (cfr. n. 231) : 

(3) 

(
X, y, z, t) 

f x', y', z', t' == auxx' + oo' + a"tt' + al! (xy' + x'y) 

+oo. + aH (zt' + z't) 
(aux + a,uy + auz + a u t)x' 

+ (aux + any + a23 z + av.t)y' 
+ (aS¡x + aa!'!! + aaa z + a3,t)z' 
+ (a(¡x + auy + a'3z + aH t) t' . 

(allx' +.oo + au t')x + (aux' + oo. + aut')y 
+ (Cl 3¡X' +.oo + lt34 t')z + (aux' + oo. + aut')t. 

Snl polinomio stesso si OBSerVera: 
1) che esso ~ bilineare e simmetrico rispetto ai due gruppi di va

lori (x, y, z, t), (x', y', z', t'); 
2) che, ordinato ad es. secondo x', '!J', z', t', i coefficienti rispettivi 

sono le semiderivate parziali di f (x, y, z, t) rispetto ad x, y, z, t; 
3) che, posto x' = x, '!J' = y, z' = z, t' = t, il polinomio (3) si riduce 

al polinomio (1). 
La (2) ~ una equazione quadratica in k. Se k¡, k2 sono le radici, le 

intersezioni Q ¡, Q, della quadrica colla retta P P' hanno le coordinate 

Q¡(7'tx+x', . .• , kj,t+t'), 

Qt("iX+X', .•• , k 2 t+t'). 
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Le intersezioni sono due come sapevamo. Si ha indeterminazione, vale 
a. dire la. retta. P P appartiene aBa. quadrica, quando coesistono le relazioni 

) I ( :1;, y, z, t) - O I (' , '.J) O I (x, '!J, z,' = O, , '_J , _ , x, y, z, ~ = , 
X,y,Zi,t 

di cuí la prima e terza esprimono che i puntí P e P' stanno, come e 
naturale, sulla superficie. 

309. Eqnazione del piano tangente. - Se il punto P' sta. sulla quadrica, 
nella. (2) manca il termine noto ¡(x', y, z', t'); una delle radici, ad es. kll 
si annulla, ed il punto Q1 coincide con P. La. seconda. intersezione Qz della 
retta. P P colla quadrica viene essa pure a coincidere con P', cioa la 
retta. P' P riesce tangente alla quadrica in P, quando risulti anche k, = O, 
quando dunque, nella (2), si annulli inoltre il coefficiente di 2 k: 

(4) 

ossia 

I(X, y, z, t)_o 
x', y', z', t' - , 

(4') (a11 ::1)' + ... ) x + (a21 z' + ... )y + (a31 x' + ... )z + (a41 al' + ... )t == O, 

od anche (cfr. n. 232) 

(4") '01 +af +al +af t O (fx' al 'O Ji' y () Z; z 'O t' = . 
La (4), o (4'), a dunque la condizione cui devono soddisfare le coor

dinate (x, '!J, z, t) del punto P, affinche esso stia sopra una tangente aUllo 
quadrica nel punto assegnato P' (al', y', z', t'). Poicha l'equazione (4') con
tiene linearmente quelle coordinate, es Silo rappresenta un piano. E cosl 
rimane confermato che le infinite rette tangenti ad una quadrica in un punto 
atanno in un piano (piano tangente), la oui equazione si lorma attribuendo 
come coefficienti alle variabili (x, y, z, t) i valori a88unti dalle se1niderivate 
o derivate prime del polinomio I (x, y, z, t), quando in e8se si s08tituiscaft.o 
le coordinate del punto di contatto. 

TI piano tangente in P e indeterminato soltanto quando queUe semi
derivate si annullino insieme per le coortlinate di P; cio, come ved remo, 
accade nel solo caso che la quadrica sia un cono col vertice P' (d'accordo 
col teorema del n. 302). 

Osservazione. - In coordinate cartesiane ordinarie al, y, z, conviene 
talvolta. scrivere la equazione del piano tangente ad una quadrica, nel 
punto p' (x', y', z'), sotto una delle due forme seguenti: 

(a) (au:r! + auy' + auz' + a u ) (x - al') 
+ (au x' + auY' + aZ3 z' + al') (y - y') 
+ (a3i x' + a,uy' + aS3 z' + as.) (z - z') == O, 
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che si dimostra equivalente alla (4'), ridotta in coordinate non omogenee, 
quando si tenga conto che la equazione della superficie e soddisfatta dalle 
coordinate di P'; 

(~) ailxx' + ... + a3S zz' + au(xy' + x''!!) + ... + a2 3 (yz' + y'z) 
+ au(x + x') + ... + aS'(z + z') + aH == O, 

la. quale si forma tenendo presente la regola esposta per le coniche nelJa 
OS8. seguente il n. 232. 

Valendosi dell'una o dell'altra formula, illettore vedrl), che, se la. qua· 
drica passa per l'origine (se dunque a" = O), l'equazione ' del piano tan· 
gente ivi si ottiene uguagliando a zero il complesso dei termini lineari 
nell'equazione non omogenea della superficie . 

.. 306. Cono eireosel'itto aIla quadriea da un punto. - Tolta ora 
la restrizione che il punto p' (x', y', z', t') appartenga · alla qUl1drica (1), 
osserviamo che la retta P' P del n. 304 tocca in un punto Qi = Qz la su· 
perficie quando l'equazione (2) in k ha una radice doppia, ossia quando 

(5) f( ) " .J, ! f (X, y, z, t) ¡Z _ . 
11:, y, z, t • f (x, '!! , ~, t) - '" t' ........, O, \ x, y, z, . 

e viceversa. Supposto fisso il punto P' (x', y', z', t'), la (5) rappre.senta dun· 
que il luogo dei punti P che si trovano sulle tangenti alla quadrica uscenti 
da P'; questo luogo e evidentemente un cono di vertice P', cono di seoonao 
ordine, perche tale e il grado della (5) nelle coordinate di P. Dunque: le 
tangenti .ad l¿na quad'rica uscenti da un punto qualsiasi dello spazio oosti· 
tuiscono un cono del seoondo ordine, che dicesi cono circoscritto alla super· 
fioie daZ punto. 

Ritorneremo tra poco (n. 313) su questo risultato, per esaminarlo con 
maggior cura. 

307. Funti eoniugati rispetto 3d una quadriea. - Riprendiamo la 
equazione (2) (n. 304) nella ipotesi che il punto P' occupi una posizione 
generica nello spazio, e supponiamo ora che in quella equazione sia 

(4) f (X, y, z, t) - O 
x', y', z', t' - . 

Vuol dire che le due radici ko kz della (2) sono uguali in valore assoluto 
ma di segno opposto, e, in conseguenza, che le dU(l intersezioni Qo Qz 
della retta P P' colla quadrica sono divise armonicamente da Pe P' (cfr. 
n. 234). Diremo che due punti sono coniugati (o recipróci) rispetto ad una 
quad'rica, qua.ndo essi divido no armonicamente le intersezioni della loro con
giungente colla superficie. Dunque la (4) esprinte la condizione perche i due 
punti (x, y, z, t), (x', y', z', t') siano coniugati rispetto alla nostra superficie. 
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La condizione di coniugio e simmetriea rispetto ai dne punti, cui si 
riferisce. Sopra ogni retta dello spazio7 che non appartenga alla 8uperficie, 
esistono infinite eoppie di punti eoniugati, le quaU formano una involuzione, 
avente come punti doppi le intel'sezioni colla quadriea. 

Sopra una retta della superficie la detinizione geometrica di punti 
coniugati diventa illusoria j ma, in quel caso, conviene riguardare come 
coniugati due punti comunque preRi sulla retta. i cio per il fatto che la condi
zione analitica (4) e veriftcata. da due p:unti arbitrari di quella retta (n. 304). 

1 punti autoconiugati son o i punti della superficie. 

S08. Pla.no polare di un punto. - Il luogo dei p1tnti P (x, y, z, t) 
coni1tgati ad 1m punto fisso P' (x', y', z', t'), ri8petto ad una quadr-iea, e rap
presentato dalla (4), o dalla 

(4') (aH x' + .. . )x + (au a;' + .. . )y + (a3l x' + ... . )z 
+ (a4jx' + ... )t= 0, 

ossia dalla 

(4") a L x + ro / y + ro f z + ro f t = 0, 
ro~ roi rot roe 

ove si riguardino come variabili x, y, z, ti e dunque un piano, ehe dieesi 
piano polare del punto fis80 rispetto alla quadrica. Esso e anche il sostegno 
delle rette polari di P, rispetto alle coniche Regate sulla superficie dai 
piani passauti per P'. TI punto P' dicesi polo di quel piano. 

Se il polo appartiene alla quadrica, il piano polare coincide col piano 
tangente ivi (n. 305). 

Dato il polo P' (x', y', z', t~, il piauo polare x' e iudividuato dalla (4'). 
Inversamente, se e dato un piano 

:e) ux+vy+wz+rt==O, 

il polo di esso deve aver tali coordinate x', y', Z', t' da soddisfare alle 

QU = au x, + a12y' + auz' + au t', 
Q v = au x' + 0.22 y' + a 2S z, + a24 t', 
QW= aSl x' + as2y' + aS3 z' + as, t', (6) 

Q r = au x' + auY' + 0.43 z'+ au t', 
dove Q e nn fattore di proporzionalita. 

Queste determinano (a meno di nn fattore) le coordinate al, y', z', t', 
quando sia diverso da zero il discrimi'lante dell'equazione (1) (o della qua
drica relativa), cioe il determinante 

a u alZ a 18 a u 

(7) ..4.= 
a2l a u 0.23 0.24 

a81 aS! asa as. 
a'l au 0.'3 a" 

questa ipotesi sara sottintesa nel seguito, ftnche non si dichiari il contrario. 
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Si ha. precisamente 

(8) I ~q;'. ~t:U:~u.V~~l3~~~U~' 
cd =A" u+A.,v+Auw+A"r, 

ove le Ah" sono i soliti complementi algebrici tratti da A. 

• 309. Equazione tangenziale di una quadriea. - Il polo (q;', y', z', t') 
non appartiene in generala al piano polare, le cui coordinate sono (1¿, v, w, r). 
Perche vi giaccia El necessario e Rufficiente che sia 

(9) 

Ora se in questa sostituiamo, al posta di u, v, w, r, le loro espressioni 
fornite dalle (6), troviamo f (q;', y', z', t') == O, la quale ci dice (come sape
vamo) che i punti appartenenti ai propri piani polari stanno sulla quadrica. 

Se invece si sostituiscODO nella (9), al posta di q;', y', z', t', le loro 
espressioni (8), si arriva all'equazione 

(10) Au u2 + A22V~ + Ass w 2 + AH r l + 2A u uv + 2At3 uw 

+ 2Au ur +2A23vw+2Auvr+ 2.Aa4 wr= O, 

la quale rappresenta l'inviluppo, doppiamente infinitó, costituito dai piani 
che contengono i propri poli. Imitando il ragionamento tenuto a proposito 
delle coniclle (n. 236), si vede che questi piani sono tangenti alla quilo
drica, e si conclude: 

I piani tangenti ad una quadrica (di di80riminante non nullo) o08titui-
8cono un ·inviluppo doppiamente infinito di seconda ola88e. La equazione di 
quedo inviluppo (brevemente, l' equazione tangenziale, o plückeriana, ' della 
quadrica) si ottiene dall'equazione puntuale (1) 8ostituendo alle coordinate di 
punti le coordinate di piani, ed ai coefficienti i rispettivi oomplementi alge
brioi estratti dal discriminante. 

310. Polarlta dete¡'minata da una quadriea. - Riassumendo gli 
ultimi risultati, possiamo dire: 

Una quadrica (di discriminante non nullo) determina nello 8pazio .una 
corrisponde?tza, la quale muta ogni punto nel proprio piano polare ed ogni 
piano nel proprio polo j in particolare, ogni punto della qttadrica corrisponde 
al proprio piano tangente, e viceversa. 

La corrispondenza qui nominata El una correlazione, anzi una pola1-ita. 
Essa presenta alcune particola.rita, in relazione al fatto che il determi-
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nante (7) e simmetrico. Queste particolarita. (di cui fl} gia parlato al n. 224) 
si ritrovano anche direttamente, stabilendo i seguenti teoremi: 

Be di due punti il 8econdo ap- Se di due piani il .eoondo passa 
parUene al piano polare del primo, il per il polo del primo, il primo pa8-
primo apparterra al piano polare del 8era per il polo del 8eoondo; i due 
8ecoltdo; i due puuti sono coniugati, pia.ni diconsi coniugati, o reciprooi, 
o reciprod, rispetto aUllo quadrica. rispetto aHa quadrica. 

1 teoremi si dimostrano imitando i1 procedimento seguito nella teoria 
delle coniche (n. 237). Si trova cos1 che la condizione di coniugio di due 
punti non dift'erisce da queUa esposta al n. 307; mentre la condizione di 
coniugio di due piani tli deduce da quella mediante trasformazione per 
dualita. E di qua segue: due piani coniugati rispetto ad una quadrica divi
dono armonioamente i piani tangenti alla superjicie condotti per la loro intet·
.czione! 

Ed in conseguenza: 
Per una retta generica dello 'pazio passano injinite coppie di piani co

fl,iu!1ati ri.petto ad una quadt'ica, le quali formano una involuzione avente, 
come doppi, i piani tangenti condotti dalla retta alla quad1'ica. 

Mentre un punto desorive una rett.a r, il piano polare del punto, in 
forza della correlazione polare, dovra. descrivere un fascio, che sara a.nzi 
proiettivo alla punteggiata su r (n. 222). Se r' e Pa.sse del faseio, ogni 
punto di r e, per definizione, coniugato con ogni punto di r' . Ma poiehe 
la relazione di coniugio e 8immetrica, si con elude che il piano polare di 
un qualsiasi punto di r' passa per r. Se chiamiamo mutuamente polari le 
due rette r, r', vediamo che: 8e due rette 80no polari ri8pctto ad una qua
drica, ogni punto di cia8cuna ha il piano polare che pa88a per PaUra; ed 
ogni piano per l'una ha il 8UO polo 8ull'altra.t 

311. Piani tangentl ad una quadriea eondottt per una retta. 
Se un piano per la retta. r e tangente alla. quadrica, il polo di eS80, cioe 
il punto di contatto, appartiene tanto aIla quadrica, quanto alla. retta r' 
polare di r. Dunque: 

Per una retta 8i p0880no condurre ad una quadrica due piani tangenti, 
¡cuí punti di contatto stanno 8ulla t'etta polare della data; i due piani sono 
reali e distinti, reali e coincidenti, o imma.ginari, secondo che la retta 
polare e secante, tangente, o non secante, rispetto ano. superficie; nel caso 

1 Che I plani tall¡elltl per olla rotta ¡enertea aiano dile, cienIta dalla dnaliti. " ... rt. oonfermato nel 
nnmero eeguente, 

I Un'a1tr .. geoerazione deUa retta r', pola .. di nna retta r, • la eeguente, ohe ti lettore potra gin.ti. 
lIcare da ~: 1" r0tt4 po/are di una r.te" r a ,1 luou. del poli di r .vpllt. "I!. eonicAI , •• ioni della flU4dn4" 
del pi"". p<II'''M pM' r. QneatA gtIoeraziooe oade lo difetto .e r appartien. alla anadrlCA. 
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intermedio, come vedremo, la retta primitiva e essa pure tangente alla 
superficie. Fa solo eccezione la ipotesi che la retta appartenga aUa superficie, 
giacche allora (n. 303) ogni piano per e8sa e tangente alla superficie. e la 
retta (come sara. dimostrato) coincide colla. propria polare. 

312. Tangenti coniugate ad una quadrica in un punto. - Per esau· 
rire la discussione del numero· precedente, e necessario esaminare quali 
posizioni particolari possano assumere due rette mutuamente polari r, r'. 

Due rette siffatte, in generale, sono sghembe. Vediamo ora quando 
esse si incontrino. 

Supposto anzitutto che le due rette r, r' non coincidano, chiamiamo P 
il punto e n il piano comuni alle rette stesse. Poicbe P appartiene ad r 
e ad r', il piano polare di P dovra. passare per r' ed r, dovra dunque 
coincidere con n. Ma P e 1t si appartengono; in conseguenza P l!I un 
punto della quadrica, n e il relativo piano tangente, r ed r' sono tan· 

- genti aUa superficie in uno stesso punto P. 
Viceversa si dimostra, invertendo il ragio
namento, che una retta r, tangente ad una 
quadrica in un punto P, ha come polare 
una nuova tangente r' alla superficie nello 
stesso punto P. 

Supponiamo che la tangente r de
I!!cri va il fascio di centro P e piano n; la 
tangente 1'" descrivera un fascio sovrap
posto, proiettivo al precedente, perche la 
polarita determinata dalla quadrica muta 

l'un fascio nell'altro. La proiettivita. tra i due fasci e anzi una involuzione, 
giacche la relazione fra due rette polari r, r' e scambievole_ 

Sia u una retta doppia della involuzione, vale a dire una retta coin
cidente colla propria polare. Ogni punto Q oi u ha il piano polare che 
passa per u, e quindi per Q; ne viene che Q e un punto della quadrica, 
e che la retta u stessa appartiene alla quadrica. Le rette doppie della invo
luzione sopra considerata- sono adunque le due rette (reali o immaginarie) 
costituenti la sezione della quadrica col piano tangente n. Concludiamo: 

Una ,-etta tangente ad una q1~adrica in un punto ha come polare una 
seoonda retta tangente alZa quadrica nel punto stes8o; nel fascio di rette che 
ha per centro quel punto e per piano il relativo piano tangente, viene cosi 
a stabilir8i una corrispondenza tra rette mutuamente polari, che e una invo
luzione avente per rette doppie le due rette comuni al piano ed alla quadrica. 

Dua tangenti mutuamente polari (aventi dunque lo stesso punto di 
contatto) si c.hiamano di solito tangenti coniugate, adottando per le qua
driche una denominazione che il DUPIN ha introdotto par una superficie 
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qualsiasi, algebrÍ'ca o trascendente; la involuzione, di cui parla l'enunciato, 
si dice, in conseguenza, involuzione delle tangenti coniugate in un punto. 
Rssa e ellittica (parabolica), o iperbolica, secondo che le due rette sezioni 
della quadrica col piano tangente sono immaginarie (reali e coincidenti), 
o reali e distinte. 1 E il punto di contatto, come sara ripetuto anche in 
seguito, si dice ordinatamante punto ellittico (parabolioo), o iperbolioo. Va 
notato pero che il caso intermedio, della involuzione parabolica, esigerebbe 
un esame speciale, sul quale non intendiamo ora fermarci, perche, come 
ve.dremo, quel caso si presenta solo nelle quadriche a discriminante nullo, 
che sono escluse dalle nostre attuali considerazioni. 

Osservazione. - La polarita determinata dalla quadrica muta la, pun
teggiata sopra una retta u, appartenente alla superficie, nel fascio dei rela
tivi piani tangenti, i quali passano tutti per u. Quella punteggiata e quel 
fascio, di sostegno ~¿, son o adunque riferiti prolettivamente. In altre paro le : 
mentre un punto desorive una retta di una quad·rioa, iZ piano tangente in 
esso ,:uota in torno alla retta, e genera un fasoio proiettivo alla punteggiata 
dei punti di contatto. 

313. Plani tangenti passanti per un punto. - Per un punto P dello 
spazio, che non appartenga ad una ql.ladrica, passano infiniti piani (reali 
o immaginari) tangenti alla superficie. Se Q e uno tra questi, il punto di 
contatto R, essendo polo di Q, sta 
sul piano polare Jt di P, quindi sulla 
conica K in cuí 1t sega la quadrica. 
Viceversa, il piano tangente ana qua
driea in un punto R di K passa per P. 
La retta 1t Q, che giaee nel piano tan
gente Q, e passa per il punto di con
tatto R, tocca in R la q uadrica, e 
qwndi la conica K. Segue: 

I piani tangenti ad una quadrioa, 
che passano per un punto dello spazio, 
si ottengono proiettando daZ punto le 
tangenti aquella oonioa, lungo oui il 
piano polare d~l punto sega la qua· 
drioa. Quei piani tangenti forman o, come diremo, un ·invil~¿ppo (semplice
mente infinito) oonioo di Ifeoonda olasse (n. 140). 

La retta PE, che va dal punto P ad un punto gualsiasi R della 
eonica K, tocca in R la quadrica, perche giace nel piano Q tangente alla 

I Ad es., .nlla efera, che e segatl> da!. piani t&ngentl ¡ungo <ette ieotrope (n. 301, 08e.), la ÍnTolnzionl 
delle tangentl coninlrQte e oircolare. -
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quadrica iu R. Possiamo dunque enunciare il teorema (dovuto a. MONGE, 

1798-99): 
Per un punto pa8sano inflnite rette (reali O immaginarie) tangenti ad 

"na quadrica, le qua.U costituiscono il cono di 8econdo ordine che proietta 
dal punto la conica 8ezione della quadrica col piano polare del punto 8te880 ; 
la detta conica ~ il luogo dei punti di contatto delle generatrici del cono. 
E questo il cono cirCOBcritto alla quadrica, . del quale abbiamo gis scritto 
l'equazione al n. 306. 

Ogni piano tangente alla quadrica condotto per P, conten-endo una 
tangente alla conica K, sega il cono circoscritto lnngo due generatrici coin· 
cidenti, ossia. tocca il cono lungo tutta. una generatrice (n. 301). Segue 
che l'inviluppo conico di vertice P, di cui parla il primo enunciato, e 
costituito dai piani tangenti, lungo generatrici, al cono circoscritto dal 
punto P. 

Un punto P dicesi e8terno, od interno, rispetto ad una quadrica, ' se· 
condo che il cono circoscritto da P e reale o immaginario, ossia secorido 
che e secante, o non secante, i1 piano n polare di P. Nel primo caso, la 
conica di contatto K separa sulla quadrica (supposta opaca) la regione vi · 
sibile dalla regiona invisibile, rispetto ad un osservatore situato in P; 
percio quella conica. dice si contorno apparente della quadrica, rispetto al 
centro di vista P. 

Si puo chiedere come si modifichino i risultati precedenti quando il 
punto P sta aulla. quadrica, nel qual caso il piano n: e ivi tangente aUa 
superficie, e la conica K si scinde in due rette. E facile vedere che allora. 
l' inviluppo conico dei piani uscenti da P, e tangenti alla quadriCla, si scinde 
nei due fasci di piani che hanno per as si le rette costituenti la conica K 
(n. 303) Quanto al cono formato dalle rette tangenti aIla quadrica uscenti 
dal punto P, esso si riduce al piano n (o meglio al fascio di rette di centro P 
e piano n:) contato due volte, come si puo verificare per via. analítica, ri· 
correndo all'equazione (5) del n. 306. 

Osservazione. - Nella ipotesi che il punto P non appartenga alla 
quadrica, e bene notare che la polarita. determinata da questa trasforma 
l'inviluppo conico dei piani tangenti condotti da P, nella conica K formata 
dai punti di contatto in n:, e trasforma il cono circoscritto di vertice P, 
considerato come costituito da. infinite rette, nella. conica K, considerata 
come inviluppo delle sue tangenti; se poi il cono stesso si riguarda come 
luogo degli infiniti suoi punti, situati su quelle rette (generatriei), Pente 
polare sara formato dagli infiniti piani passanti par le tangenti alla co
nica. .K. Queste relazioni cí mostrano come glí inviluppi conici ed i coni 
si trasformino per dualit3. nello spazio. 

Segue ancora che le generatrici del cono ha.nno come tangenti conin-
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gata (o polan) , rispetto alla quadrica., le tangenti alla conica K nei rispet
tivi punti di contatto. 

314:. Figure autoeoniugate rlspetto ad una quadrica. - Si hanno 
talvolta. da considerare figure autoconiugate rispetto ad una quadrica, tali 
Oi08 che i vertici, o le facce, siano coniugate a due e due. 

Precisamente, dice si autoconiugato rispetto ad una quadrica: 

un triangolo, quando ciascun vertice 
e coniugato dei rimanenti due ed 
ha quindi il piano polare passante 
per il lato opposto. 

Un triangolo autoconiugato e 
autopolare rispetto alla conica che il 
8UO piano sega sulla quadrica(n. 240). 

un triedro, quando ciascuna faccia 
e coniugata delle rimanenti due ed 
ha quindi il polo sopra lo spigolo 
opposto. 

Un triedro autoconiugato e auto
polare rispetto al cono circoscritto 
dal auo vertice aUa quadrica.1 

Si dice poi che un tetraedro e autopoZare (od autoconiugato) rispetto 
ad una quadrica, se ciascun vertice di esso ha per piano polare la faccia 
opposta. In nn siffatto tetraedro i vertici son o coniugati a due a due e 
COS1 pure le facce j tre vertici, o tre facce, costituiscono un triangolo, o 
un triedro, autoconiugato. 

JjJsistono inftniti tetraedri autopoZari. Per costruirne uno si prenda ad 
arbitrio un vertice A, che non appartenga alla quadrica, e si costruisca 
il piano a polare di .A; su questo piano si prenda ad arbitrio un secondo 
vertice B, non appartenente aUa quadrica, e si costruisca il piano ~ polare 
di B; sulla retta a~ si prenda ad arbitrio un terzo vertice a, non appar
tenente aUa quadrica, e si costruisca il piano y polare di Oj il punto 
D = a~y, che ha per piano polare 3 =!.A B a, sara. il quarto vertice del 
tetraedro richiesto. 

316. Superficie di 8ecoudo ordiue degenerl. - Negli ultimi par~ 
grafi furono esclus6 le quadriche aventi il discriminante nullo. Dobbiamo 
ora esaminare quale particolarita. presenti la superficie 

(1) (x, y, z, t) == au x2 + ... + a"tl + 2au xy + ... + 2as,zt = O, 

quando 

aH a it ata a u 

(2) .4== 
a u au a n a~4 

=0. 
al! a n asa au 
a61 au a" a,. 

a L'enunolato di deetra riluJterl ehIaro. qoando aTremo par1ato della polaritl rilpetto ,,1 oonl (n. 317). 
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Ricordiamo che la (2) e la condizione perche esista un sistema di 
valori, non tutti nulli, (xo' Yo, zo, to)' soddisfacenti alle quattro equazioni 

(3) ailX + a;.2Y + a,3z + Ui4t == O (i == 1,2,3,4); 

quei valori saranno proporzionali ai complementi algebrici (supposti non 
tutti nulli) degli elementi di una stessa linea in A. Ora si dimostra (imi
tando il ragionamento svolto per le coniche, n. 242) che le quantita 
xo, Yo, zo' to rendono 

nella seconda delle quali x, y, z, t hanno valori arbitrílri. La. prima di queste 
ha un immediato significato geometrico, giacche si dice che il punto V, 
di coordinate (xo' Yo' zo, to), appartiene aUa quadrica (1). 

Oerchiamo ora le intersezioni della superficie colla retta V P, congiun
gente il punto V (xo' 'Yo, %0' lo) con un punto arbitrario P(x, 'Y, z, t). Sappiamo 
(n. 344) che queste dipendono dall'equazione 

(4) k! f(x, y, z, t) + 2kf (x, y, Z, tt) + f(xo' Yo, zo, to) = O, 
xO' Yo' %0' ° 

la. quale pero ha nulli il termine noto e il coefficiente di 2k. Begue che 
la retta V P sega la quadrica (1) in due punti riuniti in V; a meno che 
il punto P(x, y, z, t) non appartenga esso pure aUa quadrica, nel qual caso 
la (4) diviene una identita, ed ogni punto della retta V P appa.rtiene aUa 
superficie. Questa e dunque costituita dalle infinita rette congiungenti il 
punto V coi punti che la superficie ha in comune con un piano generico, 
non pass ante per Vi poiche questi punt'i costituiscono una conica (n. 303), 
la superficie sara un cono (reale o immaginario) di vertice V. i 

Il ragionamento sussiste pure nella ipotesi che siano nulli tutti i mi
nori del terzo ordine del determinante A. In questo caso pero due delle 
quattro equazioni (3) sono conseguenze delle rimanenti due, le quali rap
presentano una retta 'V; ogni punto di questa (avendo coordinate soddi
sfacenti il sistema (3)) gode le proprieta che prima spettavano all'unico 
punto V. Vuol dire che tutte le rette congiungeuti i punti di 'V con un 
plmto P della quadrica, fuori di 'V, formano parte della quadrica; questa 
dunque contiene il piano vP, e, in general e, un secondo piano passante 
per v e distinto dal primo. La quadrica si riduce ad una coppia di piani. 

Finalmente, se tutti i minori di secondo ordine di A sono nulli (ma 
non tutti gli elementi), tre delle quattro equazioni (3) SOllO conseguenze 

• In queata dlacuasione, d' Indole prolettlva, I oiUndrl Don 8000 diatlntl dal eonl; la .uperOole .areboe 
'IlII cilindro, •• V fo •• e un punio Improprlo. 
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della rimanente; questa rappresenta un piano, di cui ogni punto gode la 
proprieta del vertíce V. La quadrica. si riduce aUora a quel piano contato 
due volte, cioe ad un piano doppio. Nell'ultimo caso e facile verificare che 
il primo membro dell'equazione della superficie e il quadrato di un poli
nomio di primo grado in x, y, z, t; si ha infatti, nelPipotesi a u 9= O, 

au/(x, y, z, t) ~ (aux + an'!J + ai3z + ai,t)2. 

Riassumendo : 
Una qUltd1-ica, la cuí equazione punt1tale abbia il d'iscriminante nullo, 

e un 0011.0, il cuí vertioe ha coordinate proporzionali ai oomplementi alge
brioi degli elementi di una stessa linea del disoriminante; se si annullano 
inoltre tutti i minori del terzo ordine del disoriminante, la quadrioa si 
s.cinde in due piani; se finalmente si annullano tutti i minorí del seoondo 
{)rdine, la quadt-ioa si riduoe ad un piano doppio. E vioeversa, perche ira
gionamenti, che precedono, sono tutti invertibili. 

Il 0011.0, la ooppia di pianí ed il piano doppio costituiscono i tre suc
cessivi casi di degenerazione di una superficie (luogo di punti) di secondo 
ordine. 

316. Talvoltr:. il semplice aspetto dell'equazione di una quadrica lascia 
vedere che la superficie e un cono. Oosl, una equazione di secondo grado 
-omogenea, in coordinate cllo!'tesiane ordinarie (x, y, z) : 

aux' + auY! + a3Sz· + 2au XY + 2ai3xz + 2a 23yz = O 

rappresenta un cono avente il vertice nell'origine (n. 103). 
E la equazione ottenuta dalla precedente, col sostituire x - xo, '!J - Yo, 

z - Zo al posto di x, y, z, rappresenta un cono di vertice (mo, Yo, zo), avente 
la stessa conica 0.11' infinito del cono suddetto. 

817. Polarital'i8petto ad un eono. -Rispetto ad un cono/(x, y, z, t) =0 
~i vertice V (mo, Yo, Zo, to), ogni punto P (x', y', z', t') dello spazio, distinto 
da V, ha ancora un determinato piano polare:re', che si definisce nel so
lito modo (n. 308), ed ha l'equazione 

/ (m, y, z, t) _ O 
al, y', Z', t' - • 

Questo pia,no passa. sempre per il punto V (gíacche l'equazione e sod
disfatta dalle coordinate di V) e contiene le infinite rette coniugate armo
niche di V p' rispetto alle coppie di rette secondo cuí il cono e segato 

' ~ai piani passanti per VP'. Mentre il polo p' descrive una retta p' uscente 
da V, il piano polare :re' non varia, al contrario di cio che aecade per una 
quadrica generale; il piano polare del vertice V e indeterminato, perche 
la precedente equazione e identicamente 80ddisfa.tta quando si ponga 
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x' == :11o, •.. , t' = too Viceversa, un piano qnalsiasi non passante per V ha 
sempre come polo il punto V. Invece un piano n passante--per V ha in
ftniti poli, situati sopra una retta p' uscente da V. 

La polarita degenere, determinata da un cono, viene adunque a stabi
lire una corrispondenza biunivoc:a tra le rette p' ed i piani n' della stella V~ 
Ed e facile persuadersi che tale corrispondenza e una poladta nella 8tella V, 
di cui si e dato un cenno nelle prime righe del n. 214; e precisamente 
quelIa polarita. che si ottiene proiettando da V la polarita piaDa definita. 
da una conica, sezione del cono con un piano non passante per V. 

Ogni piano passante per V sega il cono lungo due generatrici (reali 
o immaginarie); se le due generatrici coincidono, il che accade quando il 
piano passa per una tangente della conica sopra nominata, il piano e tau
gente al cono lungo tutta quena geueratrice (n. 302). Dunque: il piano 
tangente ad un cono in un punto, diverso dal vertice, passa per iZ vertice, 

. e tocca il cono lungo tutta la generatrice contenente il pnnto assegnato. N el 
vertice non v'e un piano tangente determiuato. 

Per una retta generica p', uscente dal vertice di un cono, passano due 
piani (reali od immaginari) tangenti al cono; le generatrici di contatto 
appartengono al piano n' polare di p'. Due piani per p', che dividano ar
monicamente quei piani tnngenti, sono coniugat'i rispetto al cono, e for
mano con n' un triedro autopolare ri8petto al cono, tale cioe che ciascuno 
spigolo ha per piauo polare la faccia opposta. Esistono inftniti triedri sif
fatti; es si si ottengono proiettando dal vertice Vi triangoli autopolari ri
spetto ad una sezione piana del cono. 

·318. Invilnppi di seconda classe degeneri. - Una equazione di 
secondo grado in coordinate di piani, Ji' (u, v, w, r) == O, rappresenta, quando 
il discriminaute del polinomio F sia nuno, 1'ente dua.le di un cono, di cuí 
si El parlato nella Oss. al n. 313. Mentre un cono (riguardato come luogo 
di punti) si compone di infinite punteggiate, i cui sostegni hanno un punto 
(vertice) in comune, l' inviluppo dual e si compone di infiniti fasci di piani, 
i cui as si stanno in un medesimo piano, e toccano in questo piano una 
conica (cfr. n. 140). Un siffatto inviluppo degenere, costituito dagli infl.· 
niti piani che passa.no per le infinite tangenti ad una conica, fu detto 
(da. HESSE, 1861) quadrica limite, alIudendo al fatto che l' inviluppo dei 
piani tangenti ad una quadrica. degenererebbe a quel modo, se la quadrica. 
si schiacciasse, in guisa. da. ricoprire due vol te la regione piana interna, 
od esterna" ad una conica. 

Se la conica. inviluppo si scinde in due punti distinti (n. 246), la 
quadrica inviluppo degenere si scinde in due stelle di piani, a.venti quei 
due punti come centri, e preude iL nome di coppia di punti j i due punti 
(o le due steBe) possono anche coincidere, e allora si ha il punto doppio. 
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Riassumendo: 
Una equazione di leoondo grado in coordina te di piani, il cuí di8c1'i· 

minante sia nullo, rapP"esenta una quadrioa limite; se son nulli tutti i mi· 
nori del terzo ordine del disoriminante, E' inv'Íluppo si soinde in due punti 
(o, meglio, in due steHe); i due punti coincidono se sono nuZZi inoltre tutti 
i minori del seoondo ordine del disoriminante. 

La quad'rioa limite, la ooppia di punti ed il punto doppio costituiscono 
i tre successivi casi di degenerazione di una quadrica inviluppo, 

Come una equazione di secondo grado, omogenea in a:i y, z, rappre· 
senta (n. 316) un cono colvertice nell'origine (a: = y = z == O), c081 una 
equazione di secondo grado, omogenea in u, v, w, rappresenta una qua· 
drica limite giacente s.ul piano aH' inftnito (u = v == w == O). In modo ana
logo, scambiando coordinate di piani, si rappresenterebbe una quadrica 
limite ap¡1artenente ad uno dei piani coordinati. 

Aggiungeremo l'osservazione seguente, las ciando al lettore la cura di 
giustiftcarl~ (cfr. n. 246). E noto che, se 

(1) au a;' + .. , + au t' + 2 a 12 a; Y + ... + 2 a S4 z t == O 

e l'equazione di una quadrica, a discriminante non nullo, l' invilnppo dei 
piani tangenti alla (1) e rappresentato dall'equazione 

(1) AH ul + .. , + AH r! + 2 Au u v + ... + 2 Aa, w r = O, 

formata nel modo indicato al n. 309. 
Ora, se la (1) e l'equazione di un cono, la (1) rappresenta il vertice 

del cono, come punto doppio; se poi la (1) e una coppia di piani distinti 
o coincidenti, la (1) perde ogni signiftcato, perche tutti i suoi coefficienti 
si annnllano . . 

Valgono pure le osservazioni duali. 

Esercizi. I. - 1) Si scriva l'equazione di una quadrica passante per Puri· 
gine, per i punti (1, 0, O), (O, 2, O), (O, 0, 3), (O, -1, 2), (2, 0, - 3), (3 - 2, O), 
e per i punti all' infinito delle rette le = Y = Z, le = Y = - z. 

2) La condizione per una quadrica di toccare, in un dato punto, una retta, 
od un piano assegnato, equivale a due, o rispettivamente a tre relazioni lineari 
fra i coefficienti de11'equazione della quadrica. Si scriva, ad es., l'equazione della 
quadrica che tocca gli assi coordinati nei punti (1, 0, O), (O, 2, O), (O, 0, 3), ed 
il piano a11' infinito nel punto improprio della retta ~ = y = z. 

3) Perche una quadrica contenga una data retta, o una data conica, devono 
esser soddisfatte rispettivamente tre, o cinque condizioni lineari. Si scriva l'equa
zione di una quadrica, che passi per l'asse ~, per la retta a11' infinito del piano y z, 
e par i tre punti (Ot 1, 2), (1, - 1, 1), (2, 2, - 1). 

4) Si scriva l'~quazione di una. quadrica, che seghi il piano ~ y lungo la 
eonica ~J + yJ - le Y + 2 ~ - 1 = O, tocchi l'ass6 11 nel punto (O, 0, 1) e passi 
per i punti (O, - 1, 2), (2, O, 3). 
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5) Data la quadrica z y + z z + y z - x - 2 Y - 3 z + 6 = O, trovare: a) le 
equazioni dei piani tangentinei punti ove essa sega gli as si coordinati; b) il piano 

polare del punto (2, 1, 1); o) i piani tangenti condotti per la retta i- = - y = z ; 

d) la retta polare della retta precedente; e) l'equazione del cono circoscritto dal
l'origine allllo quadrica. 

6) Determinare il termine noto della equazione Z2 + y' -+ 2 z! + 2 x e + 2 z 
- 6 Y -+ k = O, in modo che essa mppresenti un cono. Quale ne El il vertice' 

n. - 7) L'equazione di un cono circoscritto al triedro degli a8si coor linati 
El del tipo a y z + b z x + e z y = O. Scrivere le equazíoni dei piani tangenti lungo 
gli spigoli del triedro, e dillitlstrare che quelli segano le facce opposte in tre rette 
di un piano (cfr. n. 246, es. 27}). 

8) Le equazioni, in coordinate di piani, di un cono tangente ai tre piani 
coordinati, sono del tipo a v w + b 10 U + e u v = O, r = O. Si deduca che la equa
zione del cono, in coordinate cartesiane, El 

a
'

z2'-+ b!y! + el z! -2 b eyz - 2 cae x - 2 abzy== O. 

Si trovino le equazioni delle generatrici di contatto, e si dimostri che i piani 
ehe le congiungono cogli spigoli opposti del triedro x y. passano per una stessa 
retta. 

9) Un cono, avente il triedro degli assi come autopolare, ha l'equazione 

a X2 + b y2 -+ e e2 = O. 

10) Una quadrica passante per l'origine, ed avente ivi come tangente il 
piano z y, ha una equazione del tipo 

a u X2 + aZ2 y2 -+ asa Z2 + 2 al! x Y + 2 a iS z e + 2 al3 Y z -+ 2 aa( e = O. 

Si detel'minino le rette che la quadrica ha in comune col piano tangente, e la 
involuzione delle tan gen ti coniugate in O; si dimostri che la condizione perche 
gli assi x, y siano coniugati e al! • O. . 

11) Una quadrica paseante per l/origine e per i punti 0.11' infinito degli aasi 
coordinati, o, in coordinate proiettive, una quadrica circoscritta al tetraedro fon
damentale, ha una equazione del tipo 

al! x Y + a i3 x z + al( z t -+ a za y e -+ au y t + aS( e t = O. 

Quali sono i piani tangenti nei quattro punti fondamentali' 
12) In coordinate di piani, l'equazione di una quadrica tangente alle facce 

del tetraedro fondamentale si ottiene dalla precedente ,sostituendo ad x, y, z, t 

le coordinare 'U, v, 10, r. Si deduca l'equazione puntual e della quadrica stessa., e 
le coordinate dei punti di contatto. ;.' 

13) L'equazione di una quadrica tangente ai seí spigoli del tetraedro fonda 
mentale (in particolare ai tre assi cartesiani e aUe rette improprie dei piani coor
dinati) e del tipo 

a! X2 + b! y! -+ e •• ' -+ d! ti - 2 a b x y - •.. = O. 

Si determinino i punti di contatto con questi spigoli, e i relativi piani tangenti, 
e si dimostri che le tre rette congiungenti i punti di contatto degli spigoli opposti 
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concorrono in un punto, mentre le tre rette int~!'seúoni dei piani tangenti con
dotti per gli spigoli opposti stanno in un piano. 

14) Scritta l'equazione di una quadrica che contenga l'asse delle x, si deter
mini, in un punto P generico di questo, il piano tangente n, che passa pure per 
l'asse x. Si dimostri analíticamente che, mentre P descrive una punteggiata su 
questa retta, il piano n rnota intorno alla retta, generando un fascio proiettivo 
alla punteggiata. 

15) Si acriva. l'equazione di una quadrica che passi per gli assi ~, y; come 
si semplifica l'equazione se la quadrica contiene inoltre la retta 0,11' infinito del 
piano x ~, e !le contiene anche la retta 11011' infinito del piano y~' Nell'ultimo caso 
l'equazione si presenta sotto la forma a x y + b ~ t = O. In coordinato proiettive, 
l'equaúone stessa rappresenta una quadrica contenente gli spigoli del quadrila
tero sghembo X T Y Z. Qual' e l'equazione tangenziale di questa quadrica'l Quante 
quadriche contenenti quegli spigoli passano per un punto generico dello spazio, 
o toccano un piano generico' 

16) L'equazione (canonica) di una quadrica avente il tetraedro fondamentale 
come autopolare a del tipo (cfr. n. 241) 

a;¡;2 + by2 + se' + dt! = O. 

Determina.re le intersezioni cogli spigoli, e i rispettivi piani tangenti. Qua!' e 
l'equazione tangenziale della quadrica stessa? 

17) Le quadriche, rispetto alle quali un determinato tetraedro e autopoJ¡tre, 
formano un tal sistema. che per tre punti generici dello spazio passa uua sola. 
quadrica del sistema; e vi e pure una sola quadrica del sistema che tocca tre 
piani generici asseguati. 

18} Si esteudano alle quadriche gli es. 21), 22), 23) del n. 246, e si stabi
lisca, in particolare, il teorema di CARNOT, relativo alle intersezioni di una qua
drica coi lati di un n.gono semplice sghembo. Si deduca, nel caso ti. = 4, che le 
otto iutersezioni di una. quadrica coi lati di un quadrilatero sghembo Bono tali, 
che ogni quadrica passante per sette di esse contiene, in conseguenza, l'ottava. 

19) L'es. 38) del n. 246 da, mediante proiezione da un punto, il teorema: 
4: due triedri autopolari rispetto ad un cono quadrico (che abbia con essi il vertice 
comune) sono iscritti in un secondo cono quadrico, e circoscritti ad un terzo •• 
Segue, in particolare (n. 214): «due triedri trirettangoli collo stesso vertice sono 

• iscritti in un cono del secondo ordine, e circoscritti ad un altro ~ (STElNER). 
20) Le terne di punti A, B, O di una qnadrica, che Bono viste da un punto 

fisso O della superficie mediante terne di rette mntuamente perpendicolari, stanno 
in piani A B O passanti per un unico punto, situato sulla normale aUllo qnadrica 
(cioa al piano tangente) in O. (Cfr. n. 251, es. 13). Per la dimostrazione ana
litica giova asenmere O come origine, e la normale come uno degli aesí. Per la 
dimoetrazione sintetica, si faccia ruotare il triedro O.A B O in torno allo spigolo O A, 
e si osservi che, in corrispondenza, il piano A B O dtlscrive un fascio, il cui 
as se A Al sega la detta normale, ecc.). 

IlI. - 21) La polarita (sfe1'Íca) determinata da una sfera g (ad es. dalla 
efera x' + y! + Z2 - 1 = O) ha notevoli paI'ticolarita metriche. Il piano polare di 
un punto qualsiasi a normale aUa retta congiungente quel punto col centro O 

al - G. CASTBLNUOVO, Le,ioni di Geometría analitica. 
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della afera; il diedro di due piani e uguale al!' angolo aotto cm da O sono visti 
i rispettivi poli; due rette mutuamente polari sono ortogonali; in un tetraedro 
autopolare le altezze si segano nel punto O (cfr. n. 246, es. 17)). 

22) Se un punto P descrive una conica K, il piano polare ¡t', rispetto alla 
sfera a, inviluppa un cono; questo cono, ed il cono proiettllnte K da O, sono 
.u,pplementari, tali cioe che ogni generatrice dell'uno e normale ad un piano tan
gente all'altro. Segue che, se uno dei due coni e rotondo, sara rotondo anche 
l'altro, intorno ad un asse parallello all'as¡;e del primo. • 

23) Se un punto descrive una quadricn. Q, il piano polare riapetto ad Q invi
luppa una seconda quadrica Q' (polare di Q), i cui punti hanno come polari i 
piani tangeuti a Q. In particolare: « se Q e una sfera di centro O, la quadrica 
polare 0,' e rotonda in torno a1l'asse O e, ed El generata precisamente da una conica 
avente in O un fuoco, la quale ruoti in torno al suo as Be focn.la O O ». TI punto O 
dicesi fuoco par la quadrica rotonda, eu il piano polare di O rispetto ad essa (ch(l 
e pura piano polare di O rispetto ad Q) dicesi piano direttM'e, a contiene una 
(lirettrice di ciascuna conica meridiana. TI cono circoscl'Ítto dal fuoco O aUa qua
drica rotonda Q' si compone delle retto isotrope uscenti da a: La quadrica Q' ha 
poi un secondo fuoco ed un eecondo piano direttore, provenienti dall'altro fuoco 
e dall'altra direttrice della conica meridiana. Viceversa, ogni quadrica Q', rotonda 
intOl'no aU'asse focale della conica meridia,na, e trasformata in una sfera dalla 
polarita rispetto ad una sfera g che abbia. il centro O in un fuoco di Q'. Que5ti 
risultati si confermano analíticamente, ricordando che !'equazione di una quadrica 
rotonda, la cm conica meridiana abbia un fuoco in O e l'a¡;se fo<>ale 18, e del 
tipo 1)% + y2 + 182 = (a s + b)!. In generale, l'eq uazione di una quadrica rotonda. 
avente un fuoco nell'origine, puo scriversi sotto la forma • 

1)% + y' + z! = (o: X + ~ y + r z + 0)2; 

qua!' 9 il piano direttore'l quale l'asse' quale l' interpretazione geometríca di questa 

equazione' (cfr. n. 286). 
24) Dal fatto che ogni cono circoscritto alla sfera g e )'otondo, segue (es. 22)) 

che .. ogni sezione piana della. quadrica Q' 'e proiettata da un fuoco O della qua
drica media.nte un cono rotondo », che ha per aS~tl la congiungente di O col polo 
(riflpetto a Q'), del piano secante. «' Le coppie di tangenti coniugate a Q', in un 
suo punto qualsiasi, sono proiettate dal fuoco O mediante coppie di piani per
pendicolarb. «Ogni conica di Q', il cui 'piano passi per O, ha un fuoco in O v 

(DUPIN). Mediante analoghe considerazioni seguono le proprieta: «Ogni piaD6 
condotto per il flloco O e normale alla retta cbe congiunge O col polo del piano 
rispetto alla quadrica >. «Le coppic di rette, mutuamente polari rispetto alla qua
drica Q', sono proiettate da O mediante COppiA di piani perpendicolari ». 

25) Due quadriche rotonde aventi un fuoco O comune si segano lungo due 
coniche, i cm piani formano un gruppo armonico coi rispettivi piani direttori. 

26) Ad un tetraedro si posBono circoscrivere, in generale, otto quadriche ro
tonde aventi un dato fuoco; come si costruiscono i relativi piani direttori, e come 
Bono situati rispetto alle facce del tetraedro' (cfr. n. 98, es. 23)). 

27) Una omologia, che abbia il centro nel centro di una sfera, trasforma 
questa in una quadrica rotonda avente ivi un fuoco (n. 296, es. 2)). 



RETTE DI UNA QUADRIOA, EOO. 483 

OAPITOLO II. 

Rette di una quadriea - Generazione delle quadriehe rigate. 
Fasei e sehiere di quadl'iehe. 

319. Pnnti ellittiei, paraboliei, iperboliei. - Abbiamo gia visto, 
nel Oapitolo precedente (n. 301), che sopra una quadrica esistono rette 
reali od immaginarie; sappiamo anzi che per ogni punto della superficie 
passano, in generale, due rette, costituenti la intersezione della quadrica 
col piano tangente in quel punto. Volendo ora approfondire lo studio delle 
rette situate sulla superficie, dobbiamo chiederci anzitutto se esistano, 
sopra una quadrica, punti singola1'i, per cui passino piu di due rette della 
quadrica, Supposto che per un punto P passino almeno tre rette di una 
quadrica, notiamo che, se q ueste stanno in un piano, il piano stesso forma 
parte della quadrica (n. 300), la quale si spezza aHora in due piani (distinti 
o cOincidenti); se poi le tre rette non appartengono ad un piano, i tre 
piani che es se determinano a due a due toccano in P la q uadrica, la 
quale e un cono col vertice in P (n. 302). Dunque: per un punto di una 
quadrioa passano due, e due sole rette appat'tenenti ad essa; a meno che la 
quadrioa non si spezzi in due piani, o non sia un cono col vertioe in quel 
punto. 

Scartando questi evidenti casi di eccezione, dobbiamo considerare le 
ipotesi che le due rette di una quadrica, uscenti da un punto di essa, 
siano reali e distinte, reali e coinciden ti, o immaginarie. Nella prima ipotesi 
il punto, come gia. sappiamo (n. 312), dicesi iperbolico, nella seconua pam· 
bolico, nella terza ellittico. Si potrebbe pensare che, sopra una stessa qua· 
drica, si trovas~ero punti delle tre specie. Dimostreremo, al contrario, la 
proprieta seguente: 

Secondo che un punto di una quadrica e ipet'bolico, parabolico od ellittico, 
tale sara, rispettivamente, ogni altro punto (non singolare) della quadt'iaa; 
saremo cosl condotti a distinguere quadriche a punti iperbolioi, quadriche a 
punti parabolici, e quadriche a p1¿nti ellittioi. 

TI teorema preéedente considera tre ipotesi; bastera esaminare la 
p'rima e la seconda, giacche seguira poi per assurdo che il teorema e vero 
anche quando e soddisfatta la terza ipotesi. 

320. Qnadrielie a punti paraboliei. - Esaminiamo anzitutto la. se· 
eonda ipotesi del teorema precedente. Supponiamo dunque che un punto P 
di una quadrica sia parabolico; vuol di re che il piano :re, tangente a.lla 



484 PARTE V, CAP. lI, NN. 321, 322 

quadrica in P, sega la superficie lungo due rette reali e coincidcnti p = p' 
uscenti da P, e tocca la quadrica in ogui punto di p (n. 303). Conduciamo 
per p un secondo piano arbitrario Q; qnesto tocca la quadrica in un qual
che punto R di p (n. 303). Ailora pero la quadrica ammette in R due 
piani tangenti distinti 1C e Q, ed e quindi un cono col vertice in R (n. 302). 
D'altra parte ogni punto di un cono e parabolico (n. 317), all'infuori del 
vertica, punto singolare. Concludiamo che il teorema precedente sussiste 
nel caso dei punti parabolici; vediamo inoltre che le quadriche a punti 
parabolici 8ono i coni (o cilindri). 

321. Qnadriche a punti iperbolici. - Supponiamo ora, in secondo 
luogo, che un punto P di una quadrica sia iperbolico; da P usciranno 

due rette reali e distinte p e p' appar
tenenti alla quadrica, e costituenti la in
tersezíone di questa col piano tangente 
in P. Dobbiamo dimostrare che ogni al-

tro punto Q della quadrica e iperbolico. 
E iperbolico intanto ogni altro punto 
di p, o p'; infatti un punto di p (ad es.) 
non puo esser ellittico, giacche per esso 
passa una prima retta reale p, ne puo 
esser parabolico, che tale sarebbe aHora 

il punto P (n. 320). Possiamo dunquc 
supporre che il punto considerato Q still 
fuori di p, p', e quindi fuori del piano p p'. 

Consideriamo aUora il piano Q p; questo sega la quadrica. lungo p, e lungo 
una seconda retta reale q' (n. 303), la quale dovra. contenere il puuto Q, 
che appartiene al piano ed alla. quadrica, ma non a p. Similmente, se
gando la quadrica col piano Qp', otteniamo una scconda. retta reale q 
della quadrica, pure passante per Q. In conclusione, per Q pass ano due 
rette reaH della. quadrica q, q', certo distinte, che altrimenti Q, e quindi 
anche P, sarebbe parabolico, contro l'ipotesi. Con cío il teorema enunciato 
aIla fine del n. 319 e dimostrato anche nella ipotesi dei punti iperbolicí, 
e quiudi sussiste in ogni caso. 

322. 1 dne sistemi di rette di una quadrica rigata. - Riprendiamo 
in esame l'ultima ipotesi: da un punto P di una quadrica escano due 
rette reali e distinta, p, p', appartenenti aila superficie. La. costruzione 
del numero precedente ei ha mostrato che, per ogni altro punto Q della 
quadrica passano due rette reali e disti ute q, q'; delle quali le prima, q, 
appal'tenendo al piano Qp', sega la retta p', mentre la seconda, q', soga 
la retta p. Prendiamo ora sulla superficie un terzo punto R; colla eostru-
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zione analoga otteniamo due rette reali e distinte r, ,.' usccnti da E, delle 
quali la prima sega p', mentre la seconda sega p. 

Cosl continuando, vediamo che sulla superficie esistono infinite rette 
reali; di queste alcune 

P. 9, r, segano p'; 
le altre 

p', q', r', &', segano p. 

Chiameremo primo sistema (o se"ie, o schiera) l'insieme delle rette che 
incontrano p'; secondo sistema l'insieme delle rette ' che segano p; avver· 
tondo sin d'ora che i due sistemi hanno proprieta. simmetriche, sic che sara 
lecito scambiare la denominazione di p"imo e secondo sistema. Ora, ai due 
sistemi spettano le seguenti notevoli pro prieta. 

1) Due rette di uno stesso sistema sono sghembe tra loro. Supposto 
infatti, ad es., che q ed r si segassero, poi che entrambe segano p', se· 
guirebbe che le tre rette q, r, p' dovrebbero appartenere ad un medesimo 
piano, o ad un medesimo punto (n. 124). Nel primo caso quel piano foro 
merebbe parte della quadrica; nel secondo caso la quadrica sarebbe un 
cono col vertice in quel punto (n. 319). Ma queste conclusioni sono evi· 
dentemente in contraddizione colle ipotosi in cuí cí siamo posti. 

2) Due rette di 8istemi diuersi si segano (in un punto proprio od im· 
proprio). Cio risulta chiaro intanto per le coppie di rette p,p'; q, q'; r, r'; ... , 
che es cono, per costruzione, dai punti P, Q, E, ... assunti sulla superficie, 
e costituiscono le intersezioni di questa. coi piani tangenti nei punti no· 
minati. Consideriamo ora, ad es., le due rette q, r'. La T' sega il piano q q' 
in un punto, che, appartenendo alla quadrica, dovn\ atare su q o su q'; 
ma non puo stare su q', per il lemma precedente; dunque deve stare su q. 

Riassumendo questi risultati, insieme ai precedenti, possiamo dire: 
Una quad1'ica a punti 'iperboliC'i pos8iede infinite "ette reali, che si 

distribuiscono in due sistemi; due "ette di uno stesso sistema sono sghembe, 
due rette di sistemi diversi si segano; ad ogni punto della superficie, e ad 
ogni l-iano tangente alla superficie appartengono due rette, una del primo, 
Z' altra del secondo sistema. i 

Per questa proprieta, una quadrica a punti iperbolici dicesi quadrica 
rigata, od anche doppiamente rigata. 

323. Costruzione di una quadrica rigata.. - Si conoscano della 
quadrica tre rette p, q, T, appartenenti ad uno stesso (primo) sistema., e 
quindi sghembe a due a due. Le rette p', q', r ' ... del secando sistema de· 

1 Propr'6ta anaJoghe, qnaudo si 8OatitniS6a l 'aggettivo r.al. con ;rnmagin4rW. snssiatono pnre per 1. 
¡uadrlcho a pnnti .11ittici, ma presentallo minore intcr6sse, mancando aUora la intnlzioll6 goometrica. 
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vono segar quelle tre (n. 322); viceversa, ognuna delle infinite rette elle 
incontrano p, q, l' (n. 124) ha tre punti (uno su ciascnua di e8se) in co
mune colla superficie, e quindi vi giace per intero, ed appartiene al Re
condo sistema perche sega p. Dunque tntte le rette del secondo sistema 
si ottengono conducendo le rette che si appoggiano a p, q, r. Ed in modo 
analogo, quando si siano costrnite tre rette p', q', r' del aecondo sistema, 
si potranno ottenere le infinite rette del primo sistema, tra le quali si 
t.rovano p, q, r. 

Una quadrica rigata e dunque pienamente determinata da tre sua 
rette di uno atesso sistema, Anzi, per costruire una quadrica rigata, si 
puo partire da tre rette arbitrarie p, q, r dello spazio, purche sghembe a 
due a due. Infatti, per nove punti, di cui tre appartengano a p, tre a q, 
e tre ad r, passa sempre una quadrica (n. 298), la quale contiene quelle 
rette (n. 299) come rette di uno stesso sistema. Che poi la quadrica sia 
unica, risulta dalla conclusione precedente. DuIlqua: 

Tre rette, sghembe a due a due, indíviduano 1tna quadrica rigata, la 
quc.le contiene l8 infiníte rette che si appoggíano a quelle tre, ed infinite altre 
,'otte, tra eui le tre primitive. 

Quando una quadrica e generata partendo da tre rette p, q, r, e co
atruendo le infinite rette p', q', r', ... , che si appoggiano a quelle, si dice 
che le rette costruite sono generatrici dalla superficie, e le rette date sono 
direttrici. Ed i due sistemi di rette della superficie si chiamano talora 
sistema delle generatrici, e sistema delle direttrici; ma. i due no mi possono 
evidentemente scambiarsi tra loro, 

Osservazione. - Segue indirettamente, dai . risultati ottenuti, una 
notevole proprieta. del sistema delle infinite rette che si appoggianó a tre 
rette sghembe a due a due; vediamo infatti che ogni retta, la quale segbi 
tre di quelle infinite rette, seghera, in conseguenza, tutte le altre. 

Segue iDoltre che il problema di cond1wre una retta, la qua le seghi 
quatt1'o ,-ette date sghembe a due a due, ammette, in generale, due solu
zioni reali o immaginarie. Si consideri infatti la quadrica che ha come 
direttrici tre, a, b, e, delle rette date; essa segltera la quarta retta d in 
due punti (realí o immaginari), per ciascullo dei quali passa una genera
trice della quadrica, soddisfacente al problema. Fa eccezione solo il caso 
che d aia anch~essa direttrice della quadrica nominata, perche a110ra il 
problema ammette infinite soluzioni. TI problema e di secondo grado, e la 
SU" risoluzione grafica puo ricondursi, in virtu delle considerazioni che 
seguono, alla. determinazione dei punti uniti di una proiettivita tra pun
teggiate Bovrapposte. 

324:. Generazione delle quadriehe rigate mediante forme proiet
tive. - Per costruire le generatrici di una. quadrica rigata, oasia le rette 
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che segano tre rette (direttrici) p, q, r sghembe a due a due, si puo pro
cedere, come sappiamo (n. 124), in due modi duali Puno dell'altro. 

Si puo infatti, in primo luogo, scegliere su p un punto variabile P, 
e costruire la retta p' intersezione deí piani Pq, Pro Questi, mentre P 
descrive la punteggiata p, generan o due fasci proiettivi tra loro, perche 
prospettivi aquella punteggiata. Dunque le generatrici p', q', r' ... di una 
q uadrica rigata possono riguardarsi come intersezioni di coppie di piani 
omologhi in due fasci proiettivi, aventi per assi due direttrici q, r. 

Dualmente, per costruire una. generatrice qualsiasi possiamo condurre 
per p un piano variabile ¡t, e tracciare la retta p' congiungente i due 
lmnti q¡t, r¡t. Questi, al variare di ¡t, descrivono, su q, ", due punteggiate 
proiettive, e le generatrici appariscono come congiungenti punti omologhi. 

Riassumendo possiamo dire che 

Un sistema di rette di 1tna quadrioa rigata puo oOllsiderarsi 
sia come l'insieme delle rette ínter- sía come l'insieme delle rette congíun· 
sezioni di piani omologhi in due fa- genti punti omologh'¡ in d1¿e pU'nieg
sci proiettivi, aventi per assí due t'ette giate proiettive, aventi per 80stegni 
sghembe. due rette sghembe. 

Le rette 'sghembe, qui nOmÍnate, sono due rette arbitrarie uell'altro 
sistema. 

Viceversa: due fasoi proiettivi di píani ad a.~si sghemb'i, o due puno 
teggiate proiettive a sostegni sghernbi, generano, nel modo ora indicato, un 
sistema di rette di tma qttadríca rigata, alla quale appartengono, come rette 
dell'altro sistema, i due assi dei fasci, o i due sostegni delle punteggiate. 
Cio risulta dalle considerazioni che precedono, e pub dimostrarsi, nel modo 
piii. semplice, per via analitica. 

Consideriamo infatti, ad esempio, due fasci proiettívi di piani, che 
possiamo rappresentare mediante due equazioni del tipo 

(1) L + k M == 0, L' + k M' == 0, 

dove L, M, L', M' souo polinomi lineari in x, y, z, e k e 1m parametro 
variabile, ad ogni valore del quale corrisponde una coppía di piani omo
loghi (cfr. n. 242). L'equazione della superficie costituita dalle rette (1) 
(generatrici), intersezioni di piani omologhi, si otterra eliminando il para., 
metro k; si giunge cosl all'equazione di secondo grado, in x, y, z, 

(~) LM' - L' M= 0, 

che rappresenta. una quadrica. La superficie contiene evidentemente la 
retta L = M = ° asse del primo fascio, e la retta L' == M' = ° asse del 
secondo fascio; queste sono due di'rettrici della q uadrica. Si notera poi 
che la. atesaa quadrica (2) e pur generata dai due fasci proiettivi di piani 

(3) L + h L' == 0, M + h M' = O, 
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i quali hanno per assi due generatrici L = L' = O, M == M' == O (rappre. 
sentate dalle (1) per k == 0, 00), ed i cui piani omologhi si segano nelle 
singole direttrici (3) della superficie. Da. questa. doppia. generazione risulta 
la presenza sulld. superficie dei due sistemi di rette. E sarebbe facile ri· 
trovare la proprieta di questi, faceudo uso delle equazioni (1), (3) di una 
generatrice o, rispettivamente, di una direttrice arbitraria. Ma cio puo 
esser lasciato al lettore. 

Osservazione. - Se gli assi di due fasci proiettivi di piani si segano 
in un punto V, le rette intersezioni di piani omologhi costituiscono un 
cono del secondo ordine <:01 vertice in V; i due fasci generano dunq ue 
una superficie del secondo ordine degenere. 

Dualmente, se i sostegni di due pUllteggiate proiettive stanno in un 
piano ro, le rette congiungenti punti omologhi inviluppano una conica di ro, 
ed i piani per esse costituiscono una quadrica limite (n. 318), Ci06 un 
inviluppo di piani degenere, di seconda c]ass\'. 

325. Qualehe proprieta delle quadriehe rigate. - Poicbe una retta 
reale sega un piano reale in un punto reale, >!egue che ogni piano ("eale) 
sega 1tna quadrica rigata lungo una conica reale, che puó anche scindersi 
in due rette reali j il piano 6 dunque secante o tangente. 

Dualmente: per un punto (reale) dello spazio passano infiniti piani 
realí (e qttindi infinite rette "eal-i) che toccano una quadrica rigata j quei 
piani cO.ytit1¿iscono (n. 313) un inviluppo coniéo reale di .,econda classe, che 
puó anche scindeni in due fasci di piani. In altre paro le, ogni punto e. 
esterno ad una qu,adr ióa rigata, o sta 8ulla superficie. 

1 piani tangenti alla quadrica. condot.ti per Ull punto V dello spazio, 
non situato sulht superficie, sono i piani proiettanti da V le rette della 
superficie (n. 303); ciascUl10 di es si contiene due rette della quadrica, una 

del primo e Paltra del secondo sistema. Segue che 
le proiezioni sopra un piano arbitrario di ro, da un 
punto generico V, delle rette di una quadrica rigata 
toccano una. conica di ro, che 6 sezione del cono cir· 
coscritto aIla quadrica da V, ed 6 proiezione da V 

del contorno apparente della superficie (relativo al 
punto V) (n. 313). 

Siano P, Q due punti (li una quadrica rigata, 
dai quali esca.no, rispettivamente, le rette p, q del 
primo sistema e le rette p', q', del secondo sistema. 
Queste qnattro rette sono lati di un quadrilatero 
sghembo p q' qp', del quale due vertici opposti sono 

p == p p', Q = ti q, e gli altri due sono T = P q', U = p' q. 1 piani p p', q q', 
tangenti alla quadrica in P e Q, si segano lungo la. retta TU; e i 
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piani tangenti in T, U si segano lungo P Q. Dunque le due diagouali 
P Q, T U del quadrilatero sono rette mutuamente pola.ri rispetto alla 
quadrica. Segue che una retta secante, "ispetto ad una qttad1'ica rigata, 
ha pe?' polare una nuova retta seoante, e, in conseguenza, una retta non 
secante ha per polare una retta non secante. In altre paro le : per una retta 
si possono condurre, o no, piani tangenU reali ad una quadrica rigata, se· 
condo che la 1'etta sega, o no, in punti reali la superficie. 

Al contrario, si dimostra che, per una quadrica. reale non rigata 
(ad es. per una sfera), una retta secante ha come polare Ulla retta. non 
secante, e viceversa; sicche per le rette non secanti possono condursi 
piani tangenti reali, non gia. per le rette secanti. 

Le proprieta generali delle quadriche rigate furono Bcoperte da MONGlI: (1794) 
e dalla sua Scuola. La generazione mediante forme proiettive fu indicata da 
STELNER (1832). 

• 326. Fascio di quadriehe. - Prima di abbandonare le proprieta 
proiettive delle quadriche (rigaro o no), vogliamo dar un cenno nel fnsci 
e delle schiere di quadriche, limitandoci a considerare il caso generale. 

Due quadriche 

\ / (x) y, z) a u Xl + '" + 2 au xy + ... + au = 0, 
(1) ¡ <p (z, y, z) :;¡¡ bu Xl + ... + 2 bu xy + ... + b4,4 = 0, 

hanno in comuue infiniti llunti (reali o immaginari), costituenti una curva 
sghemba, che e rappresentata. dal sistema delle equazioni (1). Un piano 
generico sega le due quadriche in due coniche, e quella curva nelle quat· 
tro intersezioni dí queste coniche (n. 255). Percio la curva dicesi del qt¿arto 
ordine. Essa puo presentare vari casi, che non staremo a distinguere; 
in particolare, essa puo scindersi in due coniche giacenti in piani clistinti 
e secanti la retta intersezione negli stessi due puntí, od ancbe puo com
porsi deí latí di un quadrilatero sghembo, ecc. 

Consíderiamo ora le infinite quadricbe rappresentate dall'equazione di 
secondo grado 

(2) 'A/(x, y, z) + ¡.L <p (x, y, z) = 0, 

o, cío che fa lo stesso, dalla. 

(~') /(x, y, z) + k <p (x, y, z) = 0, 

al variare del parametro k = t. Queste quadriche, tra cuí si trovano le 

due date, coatituíscono un fascio (cfr. n. 256). Esae passano tutte per la 
curva del quarto ordine !lominata (che dicesi curva ba8e del fascio), perche 
le coordínate di un punto qua]siasi di questa. annullano i polinomi (1), e 
quindi il polinomio (3). 
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a) Per ogni punto dello ,ypazio, che non appartenga alla cm'va base, 
passa una ed una sola quadrica del fascio; giacche, sostituendo nella (2'), 
al posto di x, y, z, le coordinate del punto, rimane determinato il para
metro k. 

b) Le quadt-iche di un fascio segano 80pra una retta generica coppie 
di una invol1lzione; se, ad es., come retta si as sume l'asse x (y = z =- e), 
il che non costituisce una restrizione (cfr. n. 256), la coppia di punti se
gata dalla quadrica. (2') e rappresentata da 

(3) 

e, al variare di k, descrive una inq-oluzione (n. 184).l 
Dal teorema b) segue: 

c) Entro un fascio esistono due q1tad-riche che toccano una retta gene
rica a,~segnata; i punti di contatto sono coniugati ri,~petto a tutte le qua
driche del fascio. Infatti questi punti sono doppi nella involuzione sopra. 
nominata. Si ricordi clle le due quadriche, di cuí parla questo enunciato, 
possono esser rappresentate anche da equazioni a coefficienti immaginari; 
una simile osservazione si applica a vari enunciati seguenti. 

d) Le quad~'iche di un fascio segano sopra un piano generico coniche 
di un fascio. Supposto che il piano secante sia il piano x y (z = O), il che 
uon costituisce una restrizione, la conica sezione della. quadrica (2') sara 

(4) 

esea descrive e:ffettivamente un fascio J (u. 256) al variare di k. 
In un fascio di coniche esistono generalmente tre coniche rlegeneri 

(n. 257), i cui punti doppi costituiscono un triangolo autopolare rispetto 
a tutte le coniche del fascio. Ora, se una quadrica del nostro fascio sega 

1 Puó .. "cadere tuttavia, per partioolari p08izionl della retta, 6he le due ooppl. 

a ll lt' + 2 a" "'+ a,,= 0, 

vengano a coincldere, nel qua! calla ei ha 

"11 : a..¡. ; fZ44 = bu : b1t : b, ... 1 

Gil al{ G44 
ed ogni coppia (3) viene .. oolncidere con queUa. Aliara pero ti valore k = - b,;" = - ¡;;; = - b.. rand. 

la (3) una identitA. e la qnadri6a del fasclo, 60rriepondente a qnel valore di k, 60ntien~ 1" retta, TI caso 
eccézionale si presenta dnnqne ae la retta appartiene ad nna qnadrica del fasoio; queUa retta ha due puutl 
(reall o immagiuarl) comunl oolla curva base, e una eorda di queat,a curva. SorvoUamo su! caeo, pri"o d! 
Intere .. e, che la ratta apllartenga a tutt.> le quadriohe del faeolo . 

1 Se peró il piano lt = lty forma parle di una quadrica del fasolo (la quale si seinde aJ.Iora in doe 
plan! lt, "') , quel piauo Bara segato da tutte le quadriche del faselo in uua stes.a oonioa, ohe forma parte 
della curva ba.se del fascio. Questa aliara el eclnde in quella oonica di ". ed in nna aeconda canica di ,,' , 
per la quale passano pura tutte le quadrlche del fasclo, Viceversa. oe doe qnadriche si eegano in nna canica 
eituata in un piano :l, vi é una quadrica del Caacío che 8i ecinde nel piaDO'" ed in UD aecondo pia.no ;(1 ; 

questo e segato in una steosa ooni6a dalle duo quadriehe primltlve e da ognl quadrlca del faeeio . Segu6 di 
qm. il ootevolo teorema: 8. au. qu,ad.riche ptUlsano pe.,. una ,tena conic:a, U" n Iegtt.fU) ¡U.11.go U1\(I BUOflda 
Clanica, CM ha colla pri11WJ ti", punti comuni (o coincia. CCln tila). 
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il p:ano IC 11 lungo una di quene coniche degeneri, la quadrica tocca il piano 
nel punto doppio della conica, e viceversa (n. 301). Dunque: 

e) Entro un fascio esistono tre quadriche che toccano un piano gene· 
rico; i punti di contatto costituiscono un triangolo autoconiugato rispetto a 
tutte le quadriche del fascio (ed alle coniche che esse segano sul piano). 

Quante quadriche di un fascio degenerano in coni' Sappiamo (n. 315) 
che la quadrica (2') e un cono se si annulla il discriminante 

aH + k bu'" a u + k bu 

== O. 

aH +kbu " .a" +kbu 

Abbiamo qui una equazione di quarto grado in k, la quale fornisce qnattro 
valori di k, e, in corrispondenza, quattr.o coni. Dunque (PONOELET, 1822): 

f) Entro un fascio di quadriche esistono, in generale, quattro coni. 
Questo numero subisce riduzioni se una, (1 piu quadricbe del fascio dege
nerano in coppie di piani. 

g) I vertici dei qllattro coni appm·tenenti ad un fascio di quadriche 
formano un tetraedro autopolare rispetto a tutte le quarZ,··iche del fascio. Per 
dimostrare il teorema. si osservi, in primo luogo, che il piano polare di 
un punto generico P deUo spazio, rispetto aUs quadrica f + k q> = O del 
fascio, ha un'equazione del tipo 

(5) (al IC + a! 11 + as z + u,) + k (~l IC + ~! Y + ~8 Z + ~4) = O, 

fmpposto che al IC + ... = O e ~l IC + ... = O rappresentino i piani polari 
di P rispetto alle quadriche f = 0, q> = O; cio si verifica scrivendo per 
disteso le dette equazioni, secondo la nota regola (n. 308). Ne viene che 
«i piani polari di un punto generico, rispetto alle quadriche di un f:lscio, 
formallo un fascio ». Se pero il punto P e vertice di un cono appartenente 
al fascio, cono che corrispondera a un certo valore di k, il piano polare 
di P rispetto al cono e indeterminato (n. 317), e la equazione (5), per quel 
valore di k, diviene una identita. Cio e possibile soltanto, S8 

al : a! : aa : a, = ~j : ~! : ~3 : ~,; 

ma aHora i piani polari di P, rispetto alle quadriche f= O q> = 0, e a 
tutte le altre quadriche del fascio, coincidono. Sicche « il vertice di un 
cono, appartenente ad un fascio di quadriche, ha lo stesso piano polare 
rispetto a tutte le quadriche del fascio ». Fra queste quadricbe, oltre al 
cono di vertice P, si trovano altri tre coní, i cuí vertici siano Q, R, S. 
TI piano polare di P, rispetto a tutte le quadriche del fascio e quindi 
anche rispetto al cono Q, eleve passare per il vertice Q del cono (n. 317), 
e deve passsre analogamente per R, S; sara dunque il piano Q R S. Risulta 
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cosl dimostrato che, nel tetraedro P Q R S, eiascun vertiee ha come piano 
polare la faceia opposta rispetto a tutte le quadriche del faselo. 

h) Ogni piano tangente, lungo una genemtrioe, ad uno dei ooni appat· 
tenenti al fasoio di quadriohe, sega le quadriohe l1¿ngo coniohe che si toocano 
in due p1mti fissi j i due pttnti appartengono aquella generatrice. Infatti 
il faseio delle eoniche sezioni col piano nominato possiede una conica 
(sezione del cono) che degenera in una ~etta doppia; quel faseio e, in eon
seguenza, un faseio-sehiera di coniche bitangenti (nn. 254; 260, Oss.). 

Il ragionamento che precede e invertibile; si conclude che 
i) I piani secanti le quadriche di tm fascio (od anche due quadriche 

assegnate) in coniche bitangenti si distribuiscono in quattro inviluppi conici 
di seconda classe, pt'ecisamente nei quattro inviluppi di piani tangenti ai 
quattro coni del fascio. 

ji 327. Sehiera di quadriehe. - 1 risultati precedeuti si traducono 
subito per dualita, pur di considerare (lue quadriche inviluppi, deJlnite da 
equazioni di secondo grado in coordinate (n, v, w) di piani 

(1) f (u, 'l.', w) == U, !p (u, v, w) == O, 

insieme alle infinite quadriche rappresentate dall'equazione 

(2) f(u, v, te) + k!p (u, v, w) == 0, 

contenente il parametro le. Queste quadriche costituiscouo, come si suol 
dire, una schiera, ente dual e del fascio (n. 260). GIi infiniti piaui tangenti 
alle due quadriche (1) toccano pure tutte le quadriche della schiera, e 
formano un inviluppo semplicemente infinito, inviluppo base della qua¡'ta 
clas8e j esprimendo, con questa locuzione, il fatto, che per ogni punto dello 
spazio passano quattro píani del!' inviluppo. 

. Le propríeta delle schiere dí quadriche si deducono per dualita. dalle 
proprieta deí fascí; bastera dunque raccogliere qui gli enuncia ti, laseiando 
al lettore la cura di tr~tsformare anche le dímostrazioni. Dei risultati, cuí 
perveniamo, sara fatta in seguito una importante applicazione metrica. 

a) Ogni piano dello spazio, che non appartenga all' inviluppo base, 
,.iesce tangente ad una e ad una sola quadrica della soMera. 

b) Le coppie di piani tangenti, condotti alle quadriche di una schiera 
per una t'etta generica, formano una involuzione. 

e) Una retta generica e toccata da due quadriche della schiera; i rela
tivi piani tangenti (passanti pe?· la retta) sono coniugati rispetto a tutte le 
quadriche della schiera. 

d) I coni circoscritti alle quadriche di una schiet'a, da un punto gene
rico,formano una schiera (cioe toccano quattro piani ftssi uscenti dal punto). 

e) Per un punto generic.o passano tre quadriche aella schiera j i t·ela
tivi piani tangenti, in quel punto, costittáscono un triedro autoooniugato 
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rispetto a tutte le quadriohe della aohiera (ed ai ooni ad esae ciroosoritti dal 
punto). 

f) in una aohiera di qundriohe esistono, in genm'ale, quattro quad"iohe 
inviluppi degeneri (n. 318), oio~ quattro ooniohe oonsiderate oome inviluppi 
di piani. 

g) I piani delle qua,ttro coniohe formano un tetraedro autopolare ri· 
spetto a t1¿tte le quadriohe della 8ohiera. 

h) I ooni cÍ1'coscritti alle quadriohe di una sohiera, da un punto qua l· 
siasi (P) di una di quelle ooniohe (K), si toooano lungo due generatrioi, hanno 
oioe, hUlgO que8te, gli 8teasi piani tangenti; i due piani tangenti 8i segano 
nella tangente alla detta oonica (K) in quel punto (P). 

i) Le quattro ooniohe, appartenenti alla sohiera, c08tituiscono il luogo 
deí punti da oui si possono oiroosorivere alle quadriche della sohiera coni 
ohe si toochino tra loro lungo due generatrici. 

Esereizi 1. - 1) Costruire, mediante fasci di piani proiettivi, una quadrica 
rigata conoscendo: a) due geueratrici e tre punti; b) UDa conica e due genera
trici secan ti , la curva; e) una conica, una generatrice cbe vi si appoggi, e due 
pUDti .A, B; d) uua generatrice, una direttrice e quattro punti .A, B, O, D; 
e) una generatrice e sei punti A, B, O, D, E. F; (nel problema e) si costrui
scano le due direttrici passanti per .A, B; nel problema d) la conica aegata dal 
piano ..él. B O; nel problema e) la genera trice uscente da .A, dalla quale i cinque 
punti B O D E F sono proiettati mediante un gruppo di piani proiettivo ad un 
gruppo noto (n. 260, es. 30». 

2) Due stelle T, T', legate da una correJazione, generano, come luogo della 
intersezione di elementi (retta e piano) corriApondenti, una quadrica che pasa a 
per Te T'. Ed ogui quadrica a punti reali puo esser generata mediaute due 
atelle correlative aventi i centri in due punti arbitrari della superficie (S EYDEWITZ) • 

(Scelto T come origine delle coordinate, e T' come centro della stella di piani 
x y s 

),L+I-I.M+vN=O, che e correlativaalla stella di rette,,=-=-, la super-
A 1-1. v 

ficie gellerata ha l'equazione xL + Y M + z N = O. D'altra parte, l'equazione di 
ogni quadrica passante per l'origine puo, in infiniti modi, porsi sotto quella forma, 
donde segÜe la seconda parte del teorema) . 

n. - 3) L'equazione canonica (n. 318, es. 16» di una quadrica, riferita ad 
un tetraedro autopolare, 

ax'+by2+ez2+d~ = O 

!Ji presta per classiftcare le quadricbe sotto l'aspetto proiettivo. Considerati anzi
tutto i casi di degenerazione, in cuí uno, due o tre coefficienti si annullano, si 
esaminino le ipotesi: 1) i quattro coefficienti hanno lo stesso segno (quadrica a 
punti immaginari); 2) tre hanno lo atesso segno, e il rimanente il seguo opposto 
(quadrica a punti ellittici; tali sono infatti i punti reali in cui certi spigoli del 
tetraedro segano la superficie); S) due coefficienti hanno un segno e due il segno 
opposto (quadrica a punti iperbolici). 
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4) Indicando con X, Y, Z coordinate cartesiane ortogonali, si applichi slls 
quadrica precedente la collineazione 

V-
a :Ii x= +--d t' 

y='/ +!!..! V -d t' 
e 11 V-z= +--d t' 

dove i segni vanno scelti in modo che i radicali risultino reali. Si vedra. che 
«ogni quadrica a puuti ellittici e collineare ad una sfera, ed ogni quadrica a 
punti iperbolici e collineare ad un iperboloide rotondo ad una falda:t. 

5) In un tetraedro autopolare rispetto ad uua quadrica a punti ellittici, un 
vertice e interno e gli al tri sono esterui; i tre spigoli usceuti dal primo vertice 
souo secanti e i tre rimaneuti uo; una faccia e esterna e le rimauenti sono se
cauti. Se invece la quadrica ha punti iperbolici, i quattro vertici del tetraedro 
lIono esteroi, le quattro facce sono secanti, due coppie di spigoli opposti Bono 
secauti, mentre la terza coppia si compone di rette uon secauti. 

6) Di due rette mutuamente polad, rispetto ad una qlladrica a punti ellittici, 
una e secante e l'altra no; mentl'e, se la quadrica ha punti iperbolici, le due 
rette sono insieme secauti, oppure no. 

7) Se due tetraedri A B V D, A' B' e' D' sono mutuamente polari rispetto 
ad una quadrica Q (in guisa che A abbia per piano polare ex' = B' O' D', ecc.), 
le rette A A', B B', O O', D D', congiungeuti vertici omologhi, souo geueratrici 
di una quadrica rigata: e la stessa proprieta spetta alle rette ex ex', ~ ~', Y y', 00' , 
intersezioni di facce corrispondenti (CUASLES). (Per di mostrare la seconda parte , 
si osservi che le tre facce 0:', jl', y' del secondo tetraedro segano sulla faccia o 
del primo un triaugolo, che e polare di A B O rispetto alla sezione di Q; l'asse 
di omologia dei due triangoli (u. 246, es. 35» in contra dunque le rette o: ~', ~ W, 
y y', o o'; similmente si ottengono aItre rette secanti queste quattro, donde segue 
il teorema). 

8) In particolare: se una quadrica e circoscritta a un tetraedro, i piani tan
genti nei vertici segano le facce opposte in quattro generatrici di uua quadrica 
rigata; e dualmente (BOBILLIElt). 

9) Se la quadrica Q dell'es. 7) e una sfera col centro in D, segue: le quattro 
altezze di un tetraedro sono generatrici di una stessa quadrica rigata. 

m. - 10) Se due quadriche si toccano in un punto O, vale a di re hanno 
ivi lo stesso piano tangente w, ogni quadrica del fascio determínato da quelle 
due ha in O il piano tangente 00; dei quattro coni del fascio, due coincidono in 
un cono di vertice O, che sega il piano w lungo due retto generalmente distinte T, 8; 
gli altri due coni hanno i vertici su 00, in due punti P, Q, generalmente distinti 
da O, e toccano il piano 00 lungo le rette O P, O Q, rispettivamente, le quali 
sono tangenti coniugate rispetto nd ogni quadrica del fascio. Un piano gene rico 
condotto per O sega le quadriche lungo coniche che hanno in O un contatto 
semplice; ma se il piano passa per una delle rette T, , sopra nominate, il con
tatto e di secondo ordine (n. 258). (Si assuma O come origine, 00 come piano :Ii y). 

1]) 11 tascio determinato da. una quadrica e da un cono del secondo ordine, 
che abbia il vertice in un punto O di quella, si compone di quadriche toccantisi 
ID 0, ed ha le proprieta. sopra eaposte. 
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12) Se due quadriche hanno una retta comune (ad es. l'asse x), esse si toe
cano generalmente in due punti di questo ¡ negli stessi due punti si toccano tutte 
le altre quadriche del fascio determinato da quelle ¡ e quei punti sono vertici di 
due coni appartenenti al fascio, ciascuno dei qu&.li assorbe due deí quattro coní che 
si preseDtano in un fascio geDerale. TI fasCÍo particolare suddetto e anche determi
nato da due coni che abbiano una generatrice iD comuDe, ma uon lo SteSBO vertice. 

13) Puo anche aocadere che due quadriche, lloveD ti una retta comuDe, si toc
chiDO in piu di due punti della retta, Del qual caso esse si toccaDo iD ogDi punto 
della retta. Lo stesso fatto si verifica per tutte le altre quadriche del fascio, una 
delle quali si spezza in due piani passanti per la retta. La curva baBe del fascio 
si compona di questa retta, con tata due volte, e di due rette secaDti quella, milo 
sghembe tra loro. Un fascío siffatt,) e pur determinato da una quadrica e da una 
coppia di piani passanti per UDa retta della superficie. 

14) Se due quadriche hanno in comune UDa conica, e quindi una seconda 
conica secante la prima. in due punti 0, P, le quadriche si toccano in questi due 
punti, ed ivi si toccano tutte le quadriche del fascio determinate da quelle. Al 
fascio appartengr)Do la coppia dei piani delle dlle coniche, e due coni, cinscuno 
dei quali proietta l'una conica nell'altra. 1 vertici dei due coni Bono separati armo
nicamente dai piani delie due conic1e. 

15) Se due quadriche si toccano in due punti O, P, ed e M un ulteriore 
punto ad esse comune, il pia.no O P M sega le quadriche lungo dile coniche, che 
hanno due punti comUDÍ in O, due in P ed un quinto in M. Le due coniche 
quindi o coincidono, o degenerano in due coppie di rette aventi una retta comuue. 
Nel primo caso le due quadriche si segano lungo due coniche secantisi in O e P 
(es. 1,4», nel secondo caso si segano lungo una. retta ed una curva residua del 
So ordine (cubica sghemba¡ es. 12». 

16) Se due quadriche si toocano in tre punti O, P, Q, qnesti appartengoDo 
ad una retta, o determinaDO un piano. Nel primo caso le due quadriche si toc
cano in tutti i punti di quella retta (es. 13». Nel secondo caso esse segano il 

- piano O P Q lungo una stessa conica. Se la conica non si spezza, le quadriche si 
toccano in ogni punto di essa ¡ la conica atesBa, contata due volte, costituiace la 

. totale interaezione delle due quadriche. Milo la conica puo spezzarsi in due rette 
O P, O Q, ed aliora le quadriche hanno in comune queste rette, ed inoltre una 
conica (di un secondo piano) pasaaute per P e Q. 

17) Due quadriche possono toccarsi al pÍlI in quattro punti O, P, Ql R, senza 
toccarsi in infiniti punti ¡ cio accade se le quadriche passano per gli apigoli di 
un quadrilatero sghembo semplice, avente i vertici in quei punti. Al faseio deter
minato dalle due quadriche appartengono due coppie di piani. Una eorrelazione 
muta un faacio siffatto in un sistema dello stesao tipo ¡ aicche quel fascio e insieme 
faecio e schiera. Quali ne sono le quadriche inviluppi degeneri' 

18) Se f = O e l'equazione di una quadrica, ed U = O, V = O sono le equa
zioni di due piani, aotto la. forma f + A U V ==- O si puo rappreaentare ogni qua.
drica, che passi per le coniche intersezioni di f con quei due piani. 

19) Tre quadriche contenenti una atesaa conica, prese a due a due, danno 
come ulteriori intersezioni tre coniche, i cuí piani pasa ano per una ateaaa retta.. 
Quale corollario ai ottiene ae la conica primitiva e l'aaaoluto' 
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20) L'equazione f + A U 2 .... O rappreeenta una quadrica tangente aUa f = O 

lungo la conica che queeta quadrica ha in comune col piano U = O. Al variare 
di A, si ottiene un fascio di quadriche, 1\ cui appartiene un cono ed un piano 
doppio U2 =- o. Un piano genetico sega il fascio ltUlgO coniclle dI un fascio-schiera 
(n. 260, Oss.) aventi due tangenti comuni, le quali si segano nfll punto ove il 
piano e toccato da una quadrica del fascío; le due tangenti sono anzi le genera
trici di questa quadrica. Questo sistema di quadriche e duale di se stesso; e, nel 
tempo steslo, un fascio ed una schiera. 1 coni circollcritti alle quadriche del ¡¡i
stema da un punto formauo un fascio-schiera di coni, che si toccauo tutti lungo 
due generatrici, le quali appartellgono alla. quadrica del ' sistema pass ante per il 

punto. 
21) Due quadriche Q', Q", le quaU tocchino, rispettivamente, una terza qua

drica Q lungo le coniche K', K", si segano in due coniche, i cui piaui formllno 
un gruppo armonico coi pialli di K', K" (MONGE, CHASLES). Caso particolarc: la. 
quadrica Q Bia un cono; queBtione duale. 

22) 1 coni circoBcritti ad una steaBa quadrica da due punti si segano lungo 
due coniche. 

23) Se due quadriche Q', Q" sono iBcritte in uno stesso cono Q, eBse sono 
iscritte in un secondo cono Q¡ (teorema dua.le di queHo contenuto nella nota 2 a 

pago 490). Le due quadriche Q', Q" si segano lungo due coniche, i cui piani divi
dono armonicamente i piani delle coniche Q' Q, Q" Q, ed i piani delle coniche 
Q' Q¡, Q" Q¡. (Il caso particolare, che Q sia il cono delle rette isotrope usctlnti 
da un punto conduce al risultato del n. 318, es. 25». 

24) Dualmente: due quadriche che si seghino lungo due coniche sono iscritte 
in due coni. Caso particolare che una delle coniche sia il cerchio assoluto. 

25) Dati quattro punti, esietono in generale otto quadriche che paseano per 
quelli, e toccano, ciascuna lungo una conica, un cono od una quadric/t Q /tllse
gnata. Come sí possono costruire i piani delle otto coniche' Come si scrive la 
equazione di una quadrica soddisfacente al probleIDa~ (Cfr. n. 260, es. 23». Caso 
particolare che Q sia il cono delle rette isotrope uscenti da un punto (n. 318, 

es. 26». 
26) Tradurre per dualita. il risultato general e precedente; si vedra., in par

ticolare, che per una conica passano generalmente otto quadriche tangenti a quattl'o 
piani assegnati. Come caso piu particolare, si conelude che in un tetraedro si 
possono iscrivere otto sfere. 

IV. - 27) 1 piani polari di un punto, rispetto alle quadriche di un fascío, 
formano un fascio (n. 326). I fasci di piani, che si ottengono al variare del punto; 
son o rüeriti proiettivamente tra loro, quando si riguardino come corrispondenti 
i piani polari relativi ad una stessa quadrica. In particolare, i qllattro piani, di 
uno di quei fasci, che passano per i vertici del tetraedro autopolare rispetto alld 

quadriche del fascio formano un birapporto costante; donde segue una pro
prieta notevole degli assi di quei fasci di piani, in relazione al detto tetraedro 
(n. 152, es. 30»). 

28) Dualmente: i poli di un piano, rispetto aUe quadriche di una Bchiera, 
formano una punteggiaia sopra una retta, che sega il piano nel punto ove esso 
e toccato da una quadrica della Bcbiera. Al variare del piano varia la retta; ma 
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le punteggiate che cos\ si ottengono sono tutte proiettive tra loro. Sui relativi 
sostegni le quattro facce del tetraedro autopolare, rispetto alle quadriche della 
schiera, determinano un birapporto costante. 

29) Le rette polari di una retta fissa, rispetto alle quadriche di un fascio (o 
di una scbiera), costítuiscono un sistema di rette di una quadrica rigata, che 
¡>lIIlsa per i vertici (o tocca le facce) del tetraedro autopolare. 

30) In un fascio di quadriche vi sono generalmente tre quadriche che toccano 
un dato piano (n. 326, e)); i punti di contatto determinano un triangolo tale, 
che i latí uscenti da un vertice sono tangenti coniugate rispetto aUa quadrica del 
fascio passante per quel vertice. 

31) Dualmente: in una schiera di quadriche vi sono generalmente tre qua
driche che passauo per un uato punto; i relativi piani tangenti formano un triedro 
tale, che gli spigoli giacenti in una faccia son o tangenti coniugate rispetto aIla 
quadrica delIa Bchiera che tocca quella faccia. 

32) Poiche i piani tangenti a due quadriche, in un punto ad eBse comune, 
si segano in una retta che e tangente aUa curva intersezione, il risultato prece
dente pub enunciarsi COB1: «sopra una quadrica Q di una scbiera le aItre qua
driche della schiera segano un sistema di curve tale, che per ogni punto delIa 
quadrica Q passano due curve del sistema, le cui tangenti, in quel punto, sono 
coniugate rispetto a Q •• 

33) Se, in particolare, la quadrica Q e una sfera, le due curve del "istema 
ascellti da un punto gene rico di Q si segano ivi ortogonalmente. 

CAPITOLO IIl. 

Proprieta. diametrall. 

328. Sezione di una quatlrica col piano aU' infinito. - Dobbiamo 
ora occuparci delle proprieta metriche delle superficie di secondo ordine, 
vale a dire delle rela.zioni di una quadrica col piano all'infinito e col 
cerchio assoluto dtlllo spazio. 

Una quadrica 

(1) au:.v! + au y2 + aS3z! + 2an a;y + 2aiSxz + 2atsyz 

+ 2au x + 2au y + 2au z + au = O 

sega. il piano aH' infinito lnngo la conica. 

(2) aHx! + au y2 + a33z'+ 2a i2a;y + 2au xz + 2an yz = O, 

come riaulta trasformando la (1) in coordina.te omogenee (x, '!J, z, t) (n. 297), 
e ponendo poi t = O. A dir vero, ]30 conica. e rappresentata dalla (2) in· 
sieroe all'equazione t == O; ]a (2), presa a se, rappresenta nell0 spazio un 
cono del secondo ordine col vertice nell'origine O (n. 316), precisamente 
il cono proiettante da O la conica 3011' infinito della superficie. 

32 - G. C"STIlLNUOVO, Leziol1i di Geomet,.itJ anc:diti,ctl. 
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Questa conica (o quel cono) puo essere reale e non degenere, imma
ginaria e non degenere, oppnre spezzata in due rette. t In corrispondenza 
distingueremo tre specie di qlladriche, delle quali possiamo esalllinare Bin 
d'ora la natura delle sezioni piane; cí appoggeremo, a tal fine, sulla osser
vazione che i punti all'infinito della conica X, sezione di una quadrica 
con un piano proprio 31:, cadono nelle intersezioni della. retta aH' infinito Pa) 
di 31: colla conica all'infinito HaJ della. superficie. La conica K El adunque 
elliBse, parabola, o iperbole, secondo che la retta PaJ El esteTna, tangente, 
o secante rispetto alla. conjca H co' 

1) Se la conica aH' infinito della superficie, H ae , El immaginaria non 
degenere, la superficie non ha punti reali illlpropri e dicesi ellissoide. 
Essa puo avere punti reali propri (ellissoide reale; fig. l),i o puo non 
averne al cuno (ellissoide immaginario).3 Le sezioni p'iane di un elliS80ide 
sono ellissi (reali o immaginarie). Il piano tangente all'ellissoide in un 
punto sega la superficie lungo due rette illlmaginarie; tutti i punti di un 
ellissoide Bono ellittici; l'ellissoide non possíede rette reali. 

2) Se la conica aH' infinito, Ha), El reale uon degenere, la superficie 
dicesi iperboloide. Un iperboloíde possíede, come sezioni piane, ellissí, para.
bole, ed iperboli, secondo la posizione del piano secante . . TI pia.no tangente 
ad un iperboloide in un punto puo segare (come vedremo in seguito) la 
superficie lungo rette reali od immaginarie. 

Nel primo caso quel punto, e quin di ogni punto d~lla superficie e 
iperbolico; la superficie contiene rette reali, e dicesi iperboloide rigato, o 
iperboloide ad una jalda (fig. 2). Nel secondo caso <?gni punto della su
perficie El ellittico; si ha 11.1101'11. l' iperboloide non rigato, o iperboloide a 
due jalde (fig. 3). 

3) Supponiamo infine che la conica all' infinito, H~, si scinda in due 
rette. La superficie tocca a110ra il piano all'in:finito nel punto (o nei punti} 
che le due rette hanno in comune, e dicesi paraboloide. 

Vanno qlli distinti tre casi, secondo la. natura delle due rette ~ompo. 
nenti HaJ' lnfatti le due rette possono esser reali e distinte, secantesi in 
un punto OaJ; questo punto, e quindi ogni altro punto della superficie El 
iperbolico, e la superficie dicesi paraboloide 'iperbolico, o paraboloide ri
gato (fig. 5). La sezione piana generica di una paraboloide iperbolico e una 
ipm'bole; risulta una pa,rabola se il piano passa petO OaJ' Oppure le due 

• Tratta.ndo.i di una coniea al!' infinito. vauno preal In •• ame 6010 1 CRratt~rI prc;ettivi di eosa. 
I Le figure. qni iudícate •• 1 trovano riunite Ilella Tavola anne •• a a que8to "olume. E ••• 80no rlpro

duzioni di modelli apparteneutl al Gdbínetto dí Geometria del!' Univer8it& di Roma, e provonientl dalla Cu .... 
Martín Schilling in Halle 1>. S. (gia L. Brill ín Darmstadt). 11 Slg. SohiUlng ha gentilmente ILooordato U 
p.rme."" di que8tl> riproduzione • 

• Ad e8 .. trattando d.ll •• fere, ohe .ono partioolarl eilis.oídi, abulano distinto .fere reali e 8fere 1m. 
UlagiDllrie. 
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rette componenti la conica Roo sono imma,ginarie, secantisi in un punt.o 
reale 000 ; la superficie, di cui ogni punto e ellittico, dicesi aHora parabo
loide ellittico, o paraboloide non ""igato (fig. 4). La sezione pia.na genM'wa 
dí un paraboloide ellittico e una ellisse j solo i pianí passantí per 000 se
gano la superficie lungo paraba le. Finalmente, le due rette componenti Hoo 
possono essere reali e coincidenti; in tal caso ogni punto della superficie 
e parabolico, e la superficie e un cono (n. 320) col vertice all'infinito 
(sulla retta in cui quelle due coincidono), ossia un cilindro, e precisamente 

. un cilindro parabolico, perche le sezioni piane generiche del cilindro sono 
párabole. 

A parte quest'ultimo caso, nella discussione non abbiamo tenuto conto 
delIe quadricbe degeneri. Il lett.ore yedra pero subito che un cono a ver
tice proprío appartiene alla categoria degli ellissoidi o degli iperboloidi, 
secondo che il cono non ha od ha punti reali fuori del vertice, secondo 
che il cono e immaginario o reale j un piano generico sega un cono imma
ginario secondo una conica (ellisse) immaginaria, e un cono reale secondo 
una conica reale, che puo esser ellisse, parabola od iperbole, in relazione 
alla posizione del piano. Un cono a vertice improprio, ossia un cilindro, 
appartiene alla categoria dei paraboloidi iperbolici se il piano all'infinito 
sega il cilindro lungo rette reali e distinte, nel qual caso le sezioni piane 
generiche sono 'iperboli (cilindro iperbolico); alla categoría dei para,boloidi 
ellittici se il piano all'infinito sega il cilindro secondo rette immaginarie, 
nel qual caso le sezioni piane del cilindro sono ellissi (cilindro ellittico); 
finalmente il cilindro e parabolico, come sopra si disse, se il piano all'in
finito lo tocca lungo una generatrice. 

08st.'rvaztone. - Si possono chiedere i criteri analitici che valgono 
a decidere se una quadrica data appartiene all'una o all'alpra delle famiglie 
sopra considerate. Questi criteri saranno stabiliti in se guito, come pure in 
seguito si ritornera sulla discussione precedente, a110 scopo di esaminare 
con cura le forme delle superficie sopra nominate. Per ora limitiamoci a 
notare che la quadrica (1) e un paraboloide se la sua conica aH' infinito (2) 
si scinde in due rette; dovra. a tal fine annullarsi il discriminante della (2) 
(n. 242), cioe il determinante 

che si riconosce essere il complemento algebrico di a" nel discriminante 
della (1). Dunque: la condizione perche la q1¿ad1'ica (1) sía un paraboloidt 
t e8pre88a da 

A .. :=0. 
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329. Sezioni di una quadriea con pianl parallell. - Si éonside· 
rino le coniche segate sopra una quadrica da una serie di piani paralleli. 
Queste coniche hanno gli stessi punti aH' infinito, precisamente quei puuti 
ova la retta. all' infinito, comune ai loro piani, incontra la conica aH' infinito 
dalla superficie; in conseguenza quelle coniche Bono tutte della stessa spacie 
(ellissi, iperboli o pa.raboIe). Si suol dira inoltre, tanendo conto del n. 296, 
che le coniche segate sopra una quadrica da piani paralleli sono omotetiche. 
Occorre tuttavia avvertire che una omotetia reale, trasformante una conica 
nell'altra, esiste soltanto se le due coniche che si considerano sono en
trambe reali (o entrambe immaginarie), e se inoltre, quando siano iperboli, 
il tratto di retta all'infinito, interno all'una conica, riesca pure interno 
all'altra. l In ogni caso, confrontando due di quene coniche, e sempre vero 
che gli asintoti d~ll'una sono paralleli agli asintoti dell'aItra, e diametri 
coniugati dell'una sono paralleli a diametri coniugati dell'altra. 

Sotto questa forma la propl'ieta. sussiste pure se una delle due coniche 
degenera, nel qual caso iI relativo piano e tangente alla quadrica, e le 
coppie di diametri coniugati divengono coppie di tangenti coniugate (n. 312). 
Risulta cos} che le coppie di tangenti coniugate ad una quadrica in un 
punto sono parallele alle coppie di diametri coniugati di una conioa segata 
da un piano parallelo aZ piano tangente in quel punto. 

330. Piani dlametrali. - Un punto all'infinito P <IJ ha, rispetto ad 
una quadrica, un piano polare, che contiene i punti medi di tutte le corde 
avente la direzione di P <IJ' Dunque: 

I punti medí dí un sistema di corde paraZlele di una quadrica stanno 
in un medesimo piano, che dicesi piano diametrale, precisamente piano dia
metrale coniugato con ciascuna di quella corde. La conica (reale od imma
ginaría), sacondo cui la quadrica e segata da un piano diametrale, e luogo 
dei punti di contatto dalle tangenti parallele alle corde che il piano biseca. 

Sta 
(1) au.x! + ... + 2au xy + ... + 2au x + ... + a" == O 

la equazione della quadrica in coordinate cartesiane ordinarie, e aia 

~-J!...-.!... 
Z m n 

(2) 

ona retta uscente dall' origine. Il piano polara del punto 0.11' inftnito 
(l, m, n, O) della retta, oBsia il piano diametrale coniugato alla retta (2) 
ed aUe parallele, ha l'equazione (n. 308) 

(3) Z (allx + auy + ataz + au ) + m (aux + a22y + a23z + au ) + n (a31x + a32y + asaz + a3{) == O. 

1 n OMO opposto, come si vedra, pul) presentani nelle quadriche ri,ate (tperboloide o paraboloide). 
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Oonsiderando, in particola.re, i punti 8011' infinito degli as si cartesiani 
(1, O, O, O), (O, 1, 0, O), (O, 0, 1, O), si ha il risultato: i piani diametral" 
coniugati oogli assi x, y, z hanno, rispettivamente, le equazioni 

(3) 
aBx + auy + a1az + au = 0, 
aux + a2~y + a23z + a u = 0, 
a3tx + as2Y + a33z + aS. = 0, 

ottenute annullando le 3emiderivate parziali, rispetto ad x, '!J, z, dM poli. 
nom'io (1); l'equazione di ogni altro piano diametrale e una combinazione 
lineare di quelle treo 

331. Centro. - Gli infiniti piani diantetrali di una q1~adrica (ossia i 
piani polari dei punti 8011' infinito) passano per uno stesso punto, polo del 
piano all' infinito, che dicesi centro della quadrica. Il centro O e proprio 
ncgli ellissoidi e negli iperboloidi, che non toccano il piano 8011' intinito, 
ed e centro di simmetria per la superficie; ogni corda di questa, passante 
per O, ha iu O il punto medio, ed ogni conica segata da un piano per O 
ha. in O il suo centro. Al contra.rio, nei paraboloidi (non degeneri), che 
toccano in un punto il piauo aH' infinito, il centro O coincide con questo 
punto improprio, e non da. mogo evidentemente ad una simmetria. D'ac
cordo con mo, si dice talora che gli ellissoidi e gli iperboloidi Bono su
perficie dotate di centro, i paraboloidi sono privi di centro; altre volte si 
dice che questi ultimi hanno il centro improprio. I piani diametrali di un 
paraboloide formano una stella impropria. 

Le coordinate del ceutro della quadrica (1) si ottengono risolveudo le 
equazioni di tre piaui diametrali, che non formino fascio, ad es. dei tre 
piani (4) del n. precedente. Si troyano cos} le coordillate 

(5) 

dove le AtA sono i soliti minori del discriminante. Il centro e improprio 
quanuo AH = 0, quando cioe la quadrica e un paraboloide (n. 328,Oss.), 
ed ha aHora le coordinate omogenee (A w A w A34' O). E indeterminato 
quando A l., = A ti = A 34 = A u = 0, nel qual caso risulta pure A = 0, e 
la quadrica (che a,ppartiene alle categorie dei paraboloidi e dei coní) e un 
cilindro; un cilindro ha effettivamente influiti centri situati sopra una 
retta, propria se il cilindro e ellittico o iperbolico, impropria se iI ci
lindro e pa.rabolico. In un cono a vertice proprio il centro coincide col 
vertice. 

332. Diametrl. - Le rette passanti per il centro di una quadrica 
diconsi diametri. r diametri di un pamboloide sono tutti paralleli tra loro. 
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Poiche ogni diametro p passa per il centro a della qnadriea, la 
retta. p', polare di p rispetto alla superficie, stara nel piano polare di a, 

cioe nel piano aH' infinito; e 
viceversa. 1 diametri possono 
dunque deflnirsi come le rette 
polari delle rette 8011' infinito. 

Sia p un diametro, e p' 00 

ne sia la retta polare. Ogni 

punto P di P e coniugato, ri
spetto aUllo superficie, a.d ogni 
punto P' 00 di p' 00; in P cade 
dunque il punto medio della 
corda intercettata dalla super

ficie sulla retta P P'oo' Seglle che P e centro della conica X, segata sulla 
superficie dal piano 1C == Pp'oo' 

Facendo variare il punto P lungo p, risulta che il luogo dei centri 
delle sezioni di una qttad1-ica, ottenute con una serie di piani paraZleli, e 
un diametro, il quale dicesi coniugato con ciascuno di quei piani. Due, tra i 
detti piani, toccano la superficie nei punti ove questa, e segata dal diametro. 

333. Cono &sintotieo. - II ragionamento precedente cade in difetto 
ee il diametro p sega la retta polare p' oo' In tal caso p e tangente alla 
superficie nel punto 8011' infinito PP' 00 (n. 312). 

1 diametri tangenti ad una quadrica costituiscono il cono circoscritto 
aUllo quadrica dal centro, cono che tocca la superficie lungo la conica 811-
l'infinito di questa, e dicesi cono asintotico. Scartando íl caso del para
boloide (per cuí il detto cono degenera nel piano 8011' infinito contato due 
volte) , risulta che il cono asintotico si ottiene proiettando dal centro la 
conica all' infinito della quadrica, od anche conducen do per il centro le 
parallele aile rette (reali od immaginarie) che la superficie possiede. II 
detto cono e reale negli iperboloidi, immaginario negli ellissoidi. 1 piani 
tangenti al cono, lungo le singole generatrici, toccano la superficie nei 
punti all'infinito di queste, e diconsi piani asintotici; ciascuno di essi 
sega la superficie lungo due rette paraHele (reali od immaginarie). 

Un piano generico de110 spazio sega la quadrica ed iI cono asintotico 
in due coniche, che hanno gli stessi punti a11'infinito e gli stessi asintoti 
(sezioni del detto piano coi piani asintotici, che toccano la quadrica in 
quei due punti). Le due coniche lono adunque concentriche ed omotetiche 
(n. 296); l'affermazione vale tenendo presente pero la restrizione es posta 
al n. 329. 

Data la equazione (1) (n. 328) di una quadrica, per formare l'equa
zione del cono asintotico si ricordi che la (2) del n. 328 rappresenta il 
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cono proiettanOO dall'origine la conica a11' inftnito della superficie. Si tra· 
sporti ora queato cono parallalamente a se 8OOsso, ftnche il vertice coin· 
cida col centro (xo, Yo' zo) dalla quadrica (n. 331, (5»); si otterra il cono 
asintotico, la cui aquazione e dunqlle (cfr. n. 263) 1 

(6) al! (x - xo)l + a n (y - Yo)! + a33 (z - zo)' + 2au (x - x o) (y - Yo) 
+ 2a13 (x - :,vo) (z - zo) +2au (y - 'Yo) (z - zo) = o. 

334:. Coppie di pianl dlametrali coniugatl. - Due piani diame· 
trali di una quadrica qualsiasi diconsi coniugati se ciascuno contiene iI polo 
dell'altro (ll. 310), in altre parole, se ciascuno e parallelo aUe corde bise· 
cate dall'altro. Per un diametro passano infinite coppie di piani diametrali 
coniugati j es&e formano una involuzione, i oui piani dOJlpi sono i piani 
(asintotici ossia) tangenti condotti per quel dianwtt'o (n. 310). 

Per costruire una coppia di piani diametrali coniugati, passanti per 
un diametro p, conviene proceder cos'!. Si costrnisca anzitutto un piano :It 

coniugato a p, contenente cíoe la retta p' 00 polare di p. TI piano :It sega 
la quadrica lungo una conica K, 
che ha il centro nel punto 0== p:lt 
(n. 332). Si conducano ora due 
dHtmetri coniugati r, s della 00-

nica K, e siano Roo, Soo i loro 
pllnti all'infinito. Poiche la ratta 
polare di R 00 rispetto a K e la s, 
il piano polare di Roo rispetto 
alla quadrica pailsera par s; asao 
passa inoltra per p, giacche R 00 

sta su p' 00 ; il detto piano sara 
dunque Q ~ ps. Similmente si vede 
che il piano polare di S 00 rispetto 
alla quadrica e 11 == pr. E si con· 

p-

f 

.1 

elude che i due piani diametrali Q e 11, <'Ii cui ciascuno contiene il polo 
dell'altro, sono conillgati. In breve: i piltni diametrali coni1tgati passanti 
per un diametro p si ottengono congi1tngendo p colle coppie di dia1lletri 
coniugati della conica K segata da un piano coniugato a p. 

331). Terne di pianl diametraU coniugati. - Esaminiamo, in par· 
ticolare, il caso che la quadrica abbia centro proprio O; a11ora, tra i piani 

1 Re J(",_ 11, z) = O e ¡'equazione deUa qnadrlca, l'eqnllZione del cono aaintotico pub pure ecriverai ootto 
1& forma 

A 
!(IZ, y, e) - .4. .. =0, 

eh... g1Uetlfica imitando 11 raglonameoto upo.to nell .. O ••. al D. 263. 
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coniugati col diametro p, ve ne sara uno (proprio) n passante per il cen
tro O. Questo piano diametrale n dicesi coniugato col diametro p, e p e 
il diametro coniugato col piano diametrale n. In una quadrica a centro, 
ad ogni diamet"o corrisponde un piano diantetrale r.oniugato, il quale ha il 
polo nel punto all'infinito del diametro, e biseca le corde parallele aquesto. 
Il punto all'infinito del diametro e la retta all'infiuito del piano diame
traje si corrispondono nella. poIarita. piana determinata dalla conica al
l'inftnito deIla superficie; o, in altre parole, iI diametro ed il piano dia
metraIe si corrispondono nella polarita. che il cono asintotico determina 
entro la stella O. Applichiamo ora al piano diametrale n ed aIla conica E, 
che esso sega sulla superficie, le considerazioní del numero precedente. 
Se r, s sono due diametri coniugati di K, vale ancora il risultato che i 
loro punti all'infinito R 00' S 00 banno come piani poJari Q == p s, (J = p r. 
Ma, questa volta, si puo aggiungere che il punto all'infinito P ("JJ di P ha 
come piano polare n = rs. Il triedro prs ha dunque la proprieta che 
ogni sua faccia ha per polo il punto all'infinito dello spigolo opposto, e 
biseca le corde parallele aquesto spigolo; esso e un triedro diametrale 
autoconiugato (n. 314), le sue facce costituiscono una terna di piani diame
trali coniugati, i suoi spigoli una terna di diametri coniugati. Ciascuna 
faccia del triedro sega la quadrica in una conica, di cui dne diametri co
ningati sono gli spigoli giacenti su quella faccia. 

Se poi, insieme al triedro, consideriamo il piano all'infinito, che e il 
piano polare del vertice, abbiamo uu particolare tretraedro autopolare ri, 
spetto aUllo quatlrica (u. 314); i vertici all'infinito di esso formano un trian 
golo autopolare rispetto aIla conica all'infinito della superficie. Viceversa, 
un siffatto triangolo, insieme al centro della superficie, da. un tetraedro 
autopolare, le cui facce proprie sono tre piani diametrali mutuamente COa 
niugati. Si conclude: 

Una quadrica a centro , possiede infinite terne di piani diametrali co
niugati; quede si ottengono proiettando dal centro gli infiniti triangoli 
autopolari rispetto alla conica all'infinito della superficie. 

Osservazione. - La nozione di piani diametrali coniugati vale anche 
per i coni a vertice proprio, e non differisce dalla nozione di piani co
niugati cuí conduce la teoria della poJarita rispetto al cono (n. 317). In 
particolare, si noti che due o tre piani diametrali mutuamente coniugati, 
rispetto ad una quadrica a centro, sono pure coniugati rispetto al cono 
asintotico, e viceversa. 

336. Pian! princJpaU. - Sappiamo (n. 330) che ogni piano diame
trale divide per meta. le corde aventi una. data direzione. Se quel piano e perpendicola.re aqueste corde, es so dicesi piano principale, ed e un 
,piano di simmetria della superficie. Sappiamo inoItre (n. 332) che ogn; 
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• diametro contiene i centri delle coniche segate dai piani (cOJ;liugati con 
esso) aventi una data giacitura. Se quel diametro e perpendicolare a questi 
piani, esso dicesi asse della superficie, ed e un as se di simmetria per la 
quadrica. Noi cí proponiamo ora la ricerca analítica dei piani principali 
e degli assi di una quadrica. 

Ricordiamo a tal fine che, data la equazione di una quadrica. 

(1) a u Xl + ... + 2 a l2 xy + ... + 2 au x + ... + au = O, 

il piano diametrale coniugato alla retta 

(2) 
x y z 
1==m=;' 

ed alle sue paran ele ha (n. 330) l'equazione 

(3) (aH x + al' Y + a l3 Z + al.) l + (a21 x + a 22 y + a 2a z + au ) m 

+ (aSi x + a32 y + a 3a Z + aH) n = O, 

ossia, ordinando rispetto a x, y, z, 

(3') (au l + a 21 m + a SI n) x + (aa l + a22 m + a32 n) y 
+ (ala l + a23 m + asa n) z + (aa Z + a Z4 m + aa n) = O. 

Affinche il piano (3') risulti perpelldicolare alla retta (2) deve essere, 
nella ipotesi di coordinate ortogonali, 

aH 'z + a 21 m + aS! n _ al! l + a'22 m + a 3! n _ a!a Z + a'23 m + a 3a n 
l m n 

Indicando con k il valore comune delle tre frazioni, sviluppando & 

ordinan,do rispetto a l, m, n, otteniamo le equazioni . 

( 4:) 
(an - k) Z + a 21 m + 

al! Z + (a!! - k) m + 
a!3 l + a 2a m + 

a 3 ! n = O, 
aS2 n == U, 

(asa - k) n = O, 

le quali, oltre alle incognite l, m, n di cuí interessano solo i rapporti, 
contengono l'incognita ausiliare k. Por risolvere u~ siffatto sistema con
viene eliminare anzitutto l, m, n; si ottiene cos1 l'equazione di terzo 
grardo in k 

al! - k a u a u 
(5) a u an - k a23 == 0, 

a S1 a'S2 asa - k 

che interviene ad ogni pasao nello studio delle proprieta metriche delle 
quadriche, e si suole indicare brevemente con 

'5) 11 (k) == O. 
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(5') 
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Sviluppata e ordinata rispetto a k, essa si presenta sotto fa forma 

k3 
- Ik' + Jk - AH == O, 

dove Au e il noto determinante del terzo ordine, e dove si e posto, per 
brevita, 

(6) 

Indichiamo con lei , k2, ka le radici dell'eq~azione (5). Una qualsiasi 
di esse, ad es. k¡! sostituita al posto di k nelle (4), fa sl che una delle (4:) 
diveuti conseguenza delIe rimanenti due; si potranno dunque calcolare 
valori non tutti nulli di l, m, n che verifichino insieme le (4). Questi 
valori, sostituiti nella (3) o (3'), danno l'equazione di un piano principale. 
Concludiamo che una quadrica possierle, in general e, tre piani principali. 

1\1a si puo affermar eU piu, che questi piani 8ono 8empre reali. Basta 
percio assicurarsi che siano tali le tre radici leu k" ka della (5). Ora, che 
~os) sia risulta da un noto teorema d'algebra, il quale insegna che la 
equazione di grado n (qui n = 3), ottenuta uguagliando a zero un deter· 
miuante simmetrico di ordine n (ad elementi tutti reali) ai cui elementi 
principali sia aggiunta la incognita (qui - k), ha. tutte le sue n radici 
reali. i 

Pero, nel caso presente, non occorre nemmeno ricorrere aquel teo· 
rema, bastando al nostro scopo il ragionamento che segue, nel quale uo
vremo tuttavia distingue re le quadriche a centro dai paraboloidi. 

337. Piani prineipall dalle quadriehe a eentro. - Supposto che 
la nostra superficie abbia. un centro proprio a, si osservi anzitutto che 
e certo reale una. delle radici dell'equazione (5), o (5'), d·i grado dispari 
a ooe.ffioienti ,·eali. Aquesta radice corrisponde un piano principal e reate :!t, 

piano proprio giacche contiene il centro a; il diametro p coniugato a :!t, 

1 Fra le tante dimostrazioni ohe forono date di quel celebre teorema. riproduelamo qnl, per comadit • 
..tel letOOre, la .eguente, limit.~~~ci al eaoo particolare che ei interessa. 

Soppooto di aver caleol810 nn" radice l; deUa (5) , .d I eorrispondtlntl valori noo tutti nnlli di 1, "'. ", 
eoddiafaceu t i ,,1 sistema (4) in cui al posto di k si .Ia sostituito il valore t,"ovaOO, Iodiebiamo con 1'. m'. ,,' 
I valori coniugatl di l. m, " (valori eha coineidono con 1, m, ti, Be qnestl 80no reali). Ora moltlpliohiame 
.ordinatamente le «() per 1'. m'. n'. e oommiono memhro a membro. Otterremo 

a" U' + a .. mm' + a,. n,,' + al' (1m' + 11m) + ata (In' + ¡,,.) 
+ u" (mn l + m''') = k (llI + mm' + n,,'), 

nAna qnale il primo membro ed il cootlidente di k oono eertamont .. reali, perchO tali sono 111, .•.• Iml + ¡'m • .•• 
~anohe quando l . m," fosaero compleB81). Inoltre W, 1»m', "ti I sono;;;: O. e c6rto non tutti e tre nolU. ch. 
altl'Ímenti snrebbe 1= m = n = O, coutro la ipotesi; t1unque ¡¡ eoeffieiente di k é diverso da zero. Ora 
1'6qnazione plece 'Aote. risolta riapetOO a k, dá per k nn vMore reale; é qulndl vero eio ohe .1 ora alfermato. 



PRO PRIETA D~TRALI 501 

~, per ipotesi, perpendic01are a :rt (v. fig. di pago 503¡. Il piano :rt sega 
la quadrica 1ungo uoa conica K, che ha il ceutro O. Questa conica pos
siede certo due diametri reali r, s couiugati e perpeodicolari tra loro, che 
-sono assi della conica (n. 265). Coosideriamo ora il triedro rea1e, triret· 
tangolo, p r 8; esso e autocouiugato rispetto alla superficie (o. 335); ciascuna 
faccia dunque divide per meta le corde parallele a110 spigolo opposto, 
,cioe perpendicolari alla faccia stessa; ciascuua faccia e, in consegueoza, 
un piano principale della superficie. E si hanno cos! i tre piaoi princi
palí che una quadrica possiede. Uoncludiamo: 

Una quadrica a oent'ro p08siede tre piani prinoipa,li reali, i quali oo· 
~tituisoono un triedro trirettangolo, autoooniugato rispetto alla superfioie. E 
,ques-ta, in generale, la sola terna di piall.i diametrali mutuamente coniu
gati e perpendicolari. 

Gli spigoli del triedro, cioe i diametri coniugati e perpendicolari ai 
,singoli piani principali, sono assi della superficie (n. 336); ve?·tioi diconsi 
i punti ove gli assi segano la q uadriéa. Il piano tangente aUa quadrica 
in un vertice e perpendicolare al relativo as se. Gli assi ed i vertici si· 
tuati in un piano priocipale sono assi e vertici per la conica sez ione prin· 
cipale della quadrica con quel piano. 

Osservazione. - Il teorema e le considerazioni precedenti sussistono 
.anché per i coui a vertice proprio. Ogoi cono siffatto possiede tre piani 
-reali di simmetria, o piani p,'inoipali, passanti per il vertice. 1 piani princi· 
paJi di una quadrica a centro sono pure piani principali del cono asintotico. 

338. Piani prineipali di un paraboloide. - Esaminiamo, in secondo 
Iuogo, il caso dei paraboloicli. Riprencliamo l'equazione 

(5) 11 (k) = O 

del n. 336, ed osserviamo che, nella ipotesi attuale, la (5) ha una radice 
k l = O, perche il termine noto Á" della (5') si annulla quando la quarlrica 
e un paraboloide (n. 328, Oss.). 

Sostituiamo ora la radice k l = O, al posto di k, nelle (4) del n. 336; 
esse divengono 

(4') ¡' au l + a u m + ala n = 0, 
aH l + a 22 ni, + a '23 n = O, 
a3 ! l + a3 ! m + aa3 n = O, 

e coesistono, nel nostro caso, per valori non tutti nulli di l, m, n. Calco
latí questi valori, formiamo con es si l'equazione (3') del n. 336, la quale 
rappresenta, secondo la. teoría general e, un piano princípale. Attualmente 
pero la (3'), tenuto conto delle (4'), diviene 

O IV + 0'Y + O z + (al~ l + au tn + a,u n) = O. 
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e rappresenta (supposto non nullo il trinomio tra parentesi, con che ven
gono scartati i cilindri, n. 331) il piano al l' inii nito, come risnlta intro
ducendo coordinate omogenee. Un tal piano si riguarda pero come una 
soluzione estranea del problema, e ci si limita a considerare i due piani 
principali provenienti dalle due radici non nulle della (5). Che questi 
si ano reali, risuIta dalla considerazione geometrica seguente, oltre che dal 
teorema algebrico menzionato alla fine del n. 336. 

Ricordando che i diametri di un paraboloide sono tutti paralleli tra 
loro, consideriamo i piani perpendicolari ad essi, e costruiamo il diame
tro p che e coniugato a quei piani; esso sara un asse, anzi il solo asse 
del paraboloide (n. 336). L'asse sega il paraboloide in un puuto próprio, 
detto vertioe, ove il piano tangente e normale all'asse, e nel centro al~'in
iinito della quadrica. Sia poi ~ uno tlei piani perpendicolari a p, e sia K 
la conica segat.a da esso sulla superficie, conica che ha H centro nel punto 
proprio p~ (v. fig. di pago 503). Se r ed s sono gli assi, certo reali, di K, 

eRO), S O) sono i loro punti all'infinito, sappiamo gia (n. 334) che i pia.ni 
polari di RO), S O) sono Q == p 8, (J == P ,'. Questi piani, essendo rispetti
vamente coniugati e normali alle rette r, s, sono i piani principali del 
paraboloide. Osservando che essi sono coniugati e perpendicolari tra loro, 
concludiamo : • 

Un paraboloide p08siede, in generale, due piani principali reali, ch~ 
.ono coniugati e perpendicolari tra loro; essi si segano lungo un diametro, 
detto asse, che ~ coniugato ai piani perpendicolari ad esso. 

Osservazione. - Le considerazioni precedenti si applicano, con qual
che modificazione, ai cilindri. El chiaro pero, direttamente, che un cilin
dro ammette come piani di simmetria ogni piano normale aUe generatrici, 
ed i piaui paralleli aqueste condotti per gli assi di una sezione normale. 
Di quest' ultimi piani ve n'e uno solo se la. sezione e una parabola (ci
lindro parabolico), ve ne son due se e una conica a. centro (cilindro ellit
tico od iperbolico); la retta in cui questi due si segano dicesi ats/; del 
cilindro. 

339. Casi partieolari; qnadriehe rotonde; sfera. - Noi abbiamo 
visto nei llll. 337, 338 che, nota una radice dell'equazione 11 (k) = O 

(ad es. la radice kl. = O nel caso dei paraboloidi), la determinazione dei 
due piani principali corrispondenti alle altre due radici e ridotta. aila de
terminazione degli assi di una certa conica K, as si che, congiunti colla 
retta p normale al piano ~ di K nel centro della conica, forniscono i 
piani principali nominati. Ora puo accadere che la conica K sja un cer
chio, nel qual caso ogni suo diametro e as se. Il ragionamento fatto sopra 
prova allora che ogni piano per p e piano principale; la quadrica pos
lIiede dunque infiniti piani principali passanti per un asse p, e, quando 
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la quadrica abbia centro, un ulterior e piano principale perpendicolare 
" all'asse. D'altra parte, ogni piano normale a p sega la quadrica lungo una 

conica simile a K (n. 329), cioe lungo un cerchio che ha il centro su p 
(n. 332). La quadrica e dunque rotonda; essa puo generarsi facendo ruo
tare intorno a p (o.s8e ' di rotazione) la conica (meridiano) secondo cui la 
superficie e segata da un piano qualsiasi condotto per p. Ritroviamo cOSl 
le quadriche rotonde, di ClÚ si e discorso al n. 113, superficie che hanno 
evidentemente inflniti piani di simmetria. 

Se poi, in un caso piu particolare, la conica meridiana e un cerchio, 
la quadrica sara. una sjera. Ogni piano diametrale della sfera e piano prin
cipale, o piano di sLnmetria; ogni diametro e asse, coniugato al piano 
diame·trale perpendicolare ad esso. Per la sfera adnnque la polarita che 
si genera nella stella avente per . centro il centro de1la sfera, quando ad 
ogni diametro si associ il piano diametrale coniugato (n. 335), e la pola
rita. ortogonale o sjerica (n. 214); il cono asintotico della sfera, che deter
mina quella polarita., e dunque il cono delle t'ette isotrope uscenti dal 
centro; e la conica all'infinito della sfera, anzi di ogni sfera, e il cerchio 
assoluto deZZo spazio (n. 214). Le sfere (superficie caratterizzate da una 
proprieta. metrica) rientrano dunque nella famiglia delle quadriche (super
ficie deflnite da caratteri proiettivi), come quadriche costrette a contenere 
il cerchio assoluto deDo spazio. 

Ritornando al problema dei piani principali, possiamo ora affermare: 
Una quadrica possiede piu di tre, anzi inftniti piani principa.li solo 

quando essa e rotonda, nel qual caso sono principali tutti i piani passanti 
per l'asse di rotazione, e, se la quadrica ha centro, un piano ulteriore per
pendicolare al detto asae. Ogni piano diametrale della quadrica" principale 
se essa e una sjera. 

Osservazione. - Si puo chiedere quale particolarita offra l'equazione 

(5) Il (k) = =0, 

da cuí dipendono i piani principali di una quadrica, quando questa e 
rotonda. Notiamo percio che la (5) non puo avere piu di tre radici, e che 
3d una k! di queste corrisponde (n. 336) un solo piano principale se le 
equazioni (4) (n. 336), ove sia posto k = k i , determinano i rapporti 1 : m : n. 
Perche si abbiano infiníti piani principali, dovranno dunque quelle equa
zioni (4), in corrispondenza a un particolar valor di k, laseiare indetermi
nati i rapporti 1 : m : n. Oio aocade se due delle (4) diventano conseguenze 
della rimanente, ossia se esiste un valore di k i di k che annulli tutti j 

minori del secondo ordine del determinante (5). In tal caso si dimostra 
che k, ~ radice doppia dell'equazione (5); e, viceversa, una radice doppia 
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gode quella proprieta.. i Un caso di maggiore indeterminazione si presenta 
se una radice k della (5) annulla. tutti gli elamenti del determinante (5), e 
rende quindi identicamente veriftcate le (4); allora infatti ogni piano dia
metrale e principale. D'altra parte, ",ffinche cío accada, occorre e basta che 
aiano verificate le condizioni 

le quali esprimono che la superficie e una. afera (n. 108); in tal caso k i = au 
e radice tripla della. (5). Viceversa, si dimostra che, ae la (5) ha. una. radica 
tripla, son verificate le ultime condizioni e la quadrica e una afera.' In 
conclusione: . 

Se l' equazione D. (k) == O ammette una radice che annuUi tutti i minori 
del secondo ordine del detm'minante D. (le) (ossia se ha una radice doppia), 
la quadrica e rotonda; Be ammette una radice che annulli tutti gU elementi 
del determinante (o8sia Be ha una radice tripla), la quaarica e una ,¡era; 
e viceversa. 

3iO. 1 piani principaU di una quadrica in relazione col eerchio 
assoluto. - La ricerca analitica dei piani principali di una quadrica (n. 336) 
vien messa in luce piii. viva mediante le considerazioni geometriche seguenti. 

Sí considerino insieme la conica aU' infinito Hoo della quadrica, ed j} 
cercbio assoluto 000; queste due conicbe si segano in quatt,ro punti imma
ginari, i quali (provenando dalla risoluzione di due equazioni a coefficienti 
reali) si distribuiscono in due coppie (M, M'), (N, N') di punti immaginari 
coningati. 1 punti stessi determinano un quadrangoIo completo, in cui una 
coppia di latí opposti si compone di rette reali (Mjlf', NN') (n. 38), e le 
aItre due coppie si compongouo, cías cuna, dí rette immaginarie coniugate 

1 Indicando brevemente con 1':1 H determinante (5), con lI.Z un 8UO elemernto, e cou I':1.Z U relativo com

plemento IIflgebrico, .1 ol.ervl che l'equazione cubica iu k, 1':1 = O, dA, derivata ri.petto a k, l'equazione qua· 
dratica l':1u + 1':1 .. + 1':1 .. = O. Ora, se un valore k, di k anuulla il determinante 1':1 e tnttll minori I':1.Z, oerto 
le 6 radice doppia dell'eqnazione 1':1 = O, perch6 ne annulla i1 primo membro e la funzione derivata. 

SI .upponga ora, inveraamente, che un valore 1:, di k sia rad.!ce doppia delJ'equazione 1':1 = O, e quindi 
.empllce deU'equazlone 1':111 + 1':1,. + 1':1 .. = O. Indicando con • ¡ '" una permutazione del numer! 1, 2, 3, e 
t"nendo conto dell' identita 1':1;. 1':1¡¡ - 1':1;¡1 = I\m". 1':1, la quale, per 1< = k., dlvlene 1':1,.1':1u = 1':1,/1, posslam" 
klfermartl ehe k, rende 

(I':1n + 1':122 + 1':133) 1':1 .. = I':1li 2 + 1':12. i + 1':13. 2 = 0, 

s quindi (trattandoel di quantltll r"all) I':1H = O, 1':12' = O, 1':18. = O, per i = 1, 2, 3. SicoM ., IUlDnl1,. tutt· 
i minori del eecondo ordino di 1':1. 

I Infattl, .e le, e radiee tripla dell'equazlone 1':1 = O, esoa verifica l'eqnazlone prima derivata, ed annnlla 
quindl (in vlrtll della nota prectl<lente) tnttl i minori 1':1.1; ea.a verifica moltre 1 'equ ... ione Beconcla derivata 
3u + 1\ .. + 1\ .. = O. Moltiplicando I due merubri di qnesta per I\'i, e ricordando ohe 1\" 3u - I\.IJ = Amm, 
olsla = O per .1: = k., ai vede che 1<, rende 

e qumdi lIli = O, lI2• = O. liJó'" 0, per • = 1, 2, 3. 
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(come ad es, M N', M' N), E dunque reale (n, 38) il triangolo diagonale P R S 
del quadrangolo, ed e autopolare rispetto aile due conicbe Hoo, 000 (n. 240). 
Ne viene che il piano polare di P rispetto aila quadrica, cioe il piano 
diiametrale coniugato aUa direzione di P, passa per R S, ed e normale aBa 
detta direzione (n. 214). Quel piano e dunque piano principale della qua· 
drica. Risulta cost nuovamente cbe una quadrica ha tre piani principali 
reali, che Bono i piani polari di P, R, S; se la quadrica. ba centro, essi 
si ottengono proiettando dal oentro i lati del triangolo P R S; se la quadrica 
e un paraboloide, nel qual caso Hoo degenera in due rette (latí opposti 
del quadrangolo nominato) secantisi in un vertice P del triangolo diago· 
nale, il piano principale che e polare di P coincide col piano aH' infinito, 
e restano due piani principali propri, passanti per P R, P S, rispettivamente, pu.o darsi che le quattro intersezioui M, M', N, N' delle coniche H oo , 000 
non sia,no tutte distinte S non puo pero M coincidere col punto immag\nal'io 
coniugato M', se non in un punto reale, mentre 0 00 non ba punti reali; 
dovra. dunque M coincidere, ad es., con N, e, in conseguenza, M' andra 
a coincidere con N'; le due conicbe allora si toccano in due punti imma· 
ginari coniugati M= N, M' = N'. Le tangenti (imUlagiual'ie coningate) in 
questi punti si segheranno in un punto reale P. Ora, questa. volta, il punto P 
con una qualsiasi delle infinite coppie di punti R, S, dividenti armonica
mente MM', da. un triangolo autopolare rispetto aile due coniche, Esistono 
dunqne infiniti triangoli siffatti, col vertice P; e la nostra quadrica possiede 
infiniti piani principali, di cui tutti, tranne uno, passano per Pi la qua
drica, in breve, e rotonda intorno ad un asse passante per P. Osservando 
cbe questi ragionamenti sono invertibili, si giunge al notevole risultato: 
condizione necessa1'ia e sU.fficiente perche la quadrica sia ,'otonda e che la .9Ua 
conica all' infinito tocchi in due punti il cerchio assoluto. 

Se poi Hoo ed 0 00 coincidono, si ha il caso della sfera. 
Volendo porre sotto forma analítica queste considerazioni, si osservi 

che (ove si rap-presenti la quadrica colla solita eqnazione aH X2 , •• == O) 
le coniche Hoo ed 000 han no (sul piano aH' infinito t = O) le equazioni 
(nn. 328, 214). 

auw + auyt + aS3 z! + 2au xy + 2 aux.z + 2au yz = O, r+y2+z2=O. 
Per determinare il triangolo autopolare comune aIle due coniche, con

viene (n. 257) determinare le coniche degeneri del fascio (Hoo , OQO): 
(aH - k)x2 + (an - k) y2 + (a33 - k) z! 
+ 2a"xy + 2 at3 xz + 2a2s Yz == O. 

Occorre dunque annullare il discriminante dell'ultima equazione, e con cie. 
sí ottiene precisamente la Il (k) = O, di cui ora apparisce i1 signiftcato
geometrico. 
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Se poi le due coniche Hoo, 0 00 si toccano in due punti, la. rett~ che 
li congiunge, con tata due volte, fornisce una. conica. degenere del fa./Jcio 
precedente; deve esister dunque un valore di k che annulli n~n solo il 
discriminante, ma. pure tutti i minori del secondo ordine (n. 242). E cosi 
si ritrovano le condizioni analitiche perche una. quadrica sia. rotonda. 

1 piani principali di una quadrica, di cui si serve gia. EULERO (1748) 1'er 
eemplificare l'equa~ione della superficie, furoDo definiti, Del modo qui adottato 
(n . 536), da BINltT (1809). L'equazione 6. (k) = 0, da cuí essi dipendono, appare 
sotto forma IIviluppata iD UDa nota di HACHETTE e PETIT (1812), e sotto forma 
di determiDante in CAUCHY (1829). l.e cODsiderazioni dell'ultimo numero sono 
dovute a. PONCELltT (1822), Del caso di UDa quadrica generale; ma l'osservazione 
che una quadrica rotonda e bitangeDte al cercbio assoluto fu fatta da STAODT (1856). 

Esercizi. 1. - 1) Determinare i centri delle quadricbe seguenti: 

2 X2 + 2 '!l + .2 + 2 x y - 6 x - 6 '!I + 1 = 0, 
2 X2 + 3 y2 + 4.2 + 6 x y -+ 8 x ti - 4 Y lO - 2 x - 5 Y = O, 

2 x'!l - X ti + Y lO - 2 x + 2 Y - 3 ti - 2 = 0, 
X2 + 2 y2 + 3 lO! + 2 x ti - 4 Y • + 2 x - 2 Y - 2 • = O, 

X2 + y2 + 2 x'!J - 2 x + 2'!J - 2 t = O. 

Per quelle, tra. queste quadriche, che hanno centro proprio, si determini il cono 
asintotico; per le altre si diano le equazioni delle rette aU' infinito. 

n. - 2) Data una quadrica ed un punto P, che non vi appartenga, si pos
sono costruire infinite corde della superficie aventi in P il punto medio; eSS6 
appartengono tutte ad un piano che sega la quadrica lllngo una conica avente il 
centro P. Ma, se per P passano tre corde non situate in un piano ed aventi ivi 
il punto medio, P e punto medio di ogni corda condotta per esso, ed e il centro 
della qnadrica. 

3) Rispetto ad una quadrica aH Xl + ... = 0, ogni direzione (l, m, 'A) ha 
come coniugato un determinato piano diametrale. Quali Bono le condizioni perohe 
i piani diametrali coniugati alle direzioni 

(l, m, n), (li' mil n t ), (l" "':, 11,), 

lIiano coniugati tra loro a due a due' 
4) Date le equazioDi di UDa quadrica e di un piano, si sorivano le equuloni 

del diametro cODiugato COD quel piano. 
5) Il piaDO suddetto sega la quadrica lungo una conica; si cerohino le aoor

diDate del centro di questa, e si eaamini se la curva sia UDa ellisse, una. para
bola, od una. iperbole. (Si puo sostituire a. quella curva la sua. proiezione Bul 
piaDO a; '!J, parallelnmente a e). 

6) Il luogo dei punti medi delle corde di una quadrioa. Q, usoenti da. UD 
punto fisso arbitrario P, e UDa quadrioa Q', la quale passa. per il 1l6lltro O di Q, 
per il pUDto P, e sega Q lungo la coniollo aH' infiDito e lungo il QOutOl'.nO IIppa
l'eDte di Q rispetto al punto P. La. qua.drioa. 9' {¡ anohe i1 lllogo del centrl delle 
coniche di Q i cui piani passano per P. 
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7) Se il punto P dell'es. precedente varia descrivendo una retta p, la qua.
drica Q' v~ria descrivendo un fascio, la cui curva base si compone della conica 
ull' infinito di Q e di una seconda conica, che giace nel piano diametrale coniu
gato con p, passa per il centro O e per i punti di contatto dei piani tangenti 
condotti per p, e sega in un punto la retta p e in due punti la conica aH' infi
nittt di Q. Segue che il luogo deí centri delle conicbe segate sopra una quadrica 
dai piani di un faseio e una conica giacente nel piano diametrale eoniugato col
Patse del faseio, eec. 

IIL - 8) In un faseio di quadriche vi sono, generalmente, tre paraboloidi, 
' tra cui uno almeno e iperbolieo; i eentri di quelli sono proiettati dal centro di 
ciascuna quadrica del fascio mediante una terna di tliametri coniugati. 

\ 
9) Se tra le quadriche di un fascio vi e una sfera, gli assi di quelle banno 

direzioni eoetanti j i relativi punti a11' infinito sono centri dei tre paraboloidi ap-
partenenti al fascio. Sopra un piano le quadric]10 segano coniche, i cui as si hanno 
direzioni costanti (n. 267, es. 17». 

10) Nel faseio determinato da una quadrica rotonda con una sfera, ogni qua
drica e rotonda; e gli assi di rotaziolJ6 Bono tutti paralleli , e stanno in uno stesso 
piano. Al fascio appartengono tre coni l'otondi, ed un cilindro parabolico, che 
tocca il piano all' infinito lungo la. retta impropria comune ai piani dei paralleli. 
Viceversa, un cilindro parabolico ed una sfera determinano un fascio composto 

_ di quadriche rotonde. 
11) Si pub sempre coetruire una efera che tocchi una quadríca rotonda lungo 

un paru.llelo assegnato. Viceversa, se una quadrica e toccata lungo una conica da 
una sfera, la quadrica. e rotonda, quella coniea e un parallelo, ed il centro della 
afera sta suIPasse di rotllzione (cfr. n. 267, ea. 20». Segue che l'equazione di 

. :z:-a y-b ~-c 
ogni qnadrica rotonda, avente per as!>e la retta -z- = -m ...., -1~-' pub scri-

versi sotto la forma 

(:z: - a)2 + (y - b)I + (.1 - C)2 = A P! + 2 ¡.L P + v, 

dove A, ¡.L, v sono t1'e parametri, e P indica il trinomio l:z: + m y + n z (cfr. n. 113, 
es. l6}). 

12) I centri delle quadriche di una schiera si trovano sopm una retta, che 
passa per il centro improprio del paraboloide appa1'ten~ntp olla acbiera, e per i 
centri delle quattro coniche, inviluppi di piani, che a¡Jpartengono a11 " Bcbiera. 

13) In particolare: a) TI Iuogo dei centri delle qnadricho, che toccnno un 
dato cono lungo una conica fiasa, e la 1'etta congiungente 11 vertice del cono col 
centro della conica. b) Il luogo dei centri delle quadriche, c:he passano por gli 
spigoli di un quadrilatero semplice sghembo .A B O D, Q la retta clJ(! congiunge 
i punti medi delle due diagouali .A O, B D. Segue che ogni segmento, aventtl gli 
estremi sulla coppia dí spigoli opposti A B, O D (oppure B O, A .D) e secante 
quena retta, ha iví il suo puuto medio. 

14) II luogo dei centl'i delle quadl'iche di un fascio e, in generale, una curva 
sghemba (del terzo ordine). Ma, per fascí particolari, il luogo pub ridursi ad una 
conica o ad una retta. L'ultimo caso si presenta nei fa!lcí-schiere considerati 

33 - G. CASTEI.NUOVO. Luío,,¡ di G,om,!" a an"litira. 
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nell'es. precedente. Porteremo ora qualche esempio di fasci, per cui ha luogo il 
secondo caso. 

Se ad un fascio di quadriche appartiene un cilindro, il vertice di esso ha lo 
stesso piano pola.re rispetto a tutte le quadriche del Cascio; questo piano, che e 
un piano diametrale comune, contiene i centri delle dette quadriche, i quali for
mano la -conica dei nove punti (n. 267, es. 13)) del fasCÍo di coniche segato su 
quel piano dalle quadriche. Ad es., nel fascio di quadriche rotonde considerato 
nell'es. 10) il luogo dei centri e una iperbole equilatera (n. 267, es. 16)). 

15) Il luogo dei centri delle quadriche che passano per due coniche aventi 
due punti M, N comuni, e una conica situata ne\.piano polare del punto all' infi · 
nito della retta M N, rispetto ad ogni quadrica del fascio; ed 6 precisamente la 
conica dei nove punti del fascio di coniche segato su quel piano. Se le due co
niche primi ti \' tl son o cerchi, il luogo dei centri delle quadriche 6 una iperbole 
eqnilatera. 

OAPITOLO IV. 

Equazioni ridotte delle quadriche. 

SU. Quadriehe riferite a. partieolari sistemi eartesiaui. - L'equa
zione cartesiana di una quadrica. 

(1) aH x' + ... + 2au fll!J + ... + 2au x + ... + a" = O 
si semplifl.ca notevolmente se gli as si coordinati lJanno particolari relazioni 
colla superficie (cfr. n. 268). Discuteremo qui i casi piu interessanti, te

nendo presenti le equazioni dei tre piani diametrali della (1) coniugati 
cogli a.ssi x, y, z, rispettivamente: 

(2) 

1 

aux+auy+a! z+au=O, 
au x + auy + auz + a24 = O, 
aS! x + a'32 Y + aS3 z + aH == O. 

a) Supposto anzitutto che si tratti di una quadrica a. centro, e che 
l'origine delle coordinate ca.da nel centro, si osservera che i piani diame
trali (2) devono passare per l'origine, donde le condizioni 

a u = al4 = a34 == O ; 

l' equazione di una quadrica a centro ?nanca dei termini a primo grado 111 

l'origine delle coordinate cade nel centro; e viceversa. 
b) Supposto inoltre che i tre piani coordinati costituiscano una 

terna di piani diametrali coniugati (n. 335), i tre piani diametrali (2) de
vono coincidere ordinatamente coi piani coordinati yz, zx, aJ'Y, donde le 
condizioni 
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da aggiungersi altre tre precedenti. L'equazione (1) della superficie si ri· 
duce, in conseguenza, alla forma nonnale, o canonica, 

(b) 

L'equazione di una quadrica a centro, ,'iferita ad una terna di piani 
diametrali coniugati, contiene Bolo i quadrati delle coordinate e il termine 
noto j e viceversa. i 

Al tipo (b) si riduoe, in pa,rtioolare, l'equazione di una quadrica a 
centro ,'iferita ai tre piani principali: si ha aHora il vantaggio che il si, 
stema delle coordinate ti ortogonale. 

c) Per ottenere un sistema di riferimento che si applichi anche ai 
paraboloidi, scegliamo come origine ° un punto della quadrica, come piano xy 
il piano tangente in 0, come pi9ini xz, yz dne piani diametrali coniugati 
passanti par 0, e, in conseguenza, come asse z il diametro passante per 0, 
il quale ti coniugato a qnel piano tangente, 

AHora. i punti aH' infinito degli assi x, y hanno come piani polari, 
rispettivamente, i piani yz, XZj dunqne le dne prime equazioni (2) rappre
sentano i piani x == O, Y = O, ordinata.mente, donde le condizioni: 

.11e quali va aggiunta l'altra 

8sprimente che l'origine sta sulla superficie. L'equazione (1) di que sta si 
ridnce, in conseguenza, al tipo 

auxl + auY! + asaz' + 2aS4 z = O, 

Se poi si fa la ipotesi che la quadrica sia un paraboloide, nel quale 
caso l'asse z (diametro) sega la superficie nell'origine ed in un punto im, 
proprio, si trova inoltre a33 = O, e si conclude: 

L'equazione di un paraboloide, riferito a due piani diametrali ooniu, 
gati (xz, yz), ed al piano (xy) tangente nell'estremo proprio del diametro z, 
assume la forma 

(o) 

ALZa stessa forma si riduce, in particolare, l'equazione di un parabo
. loide rife1'ito ai due piani principali (xz, yz} ed al piano (xy) tangente nel 

vertice; si ha aHora il vantaggio che il sistema. di coordinate ti ortogonale. 

1 Adoperando coordlnate prolettive omogenee, 01 dimoBtra (cfr, n. 2n) che l'eqnazlone di nna quadrioa 
,1 ridnll8 a oontener solo I qnadrati delle qnattro coordinate gnando il tetraedro fondamentale si.. "utopo· 
lare ri.petto ana superficie. Nel caeD del teoto, il detto tetraedro 81 compono del lTe piani diQmetrali mutoa· 
mente coniugati e del piano all' inllnito. 
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34:2. Di8cu8sione dell'equazione normaJe di una quadrica a cen
tro. - Abbiamo visto che ogni quadrica a centro puo rappresentarsi, in 
coordinate cartesiane ortogonali, mediante una equazione (normale) del tipo 

(1) 

basta a tal fine riferire la superficie ai tre piani prineipali.1 Le varie 
forme delle quadriche a centro dipendono daí segní che pO,ssono ricevere 
i quattro coefficienti della (1), o meglio, í loro mutui rapporti. 

Osserviamo prima pero che alcuni coefficienti della (1), possono anche 
esser nulli; in corrispondenza, la. quadrica. risulta degenere. Oosl, se 
a" = O, si ha l'cquazione 

(1') 

rappresentante un cono col vertice nell'origine (n. 316), riferito ai tre piani 
principali. Il cono ha tutti i punti immaginari, fuori del vertíce (cono im,
maginario), se aw a", aas hanno lo stesso segno, giacche non si puo aHora. 
soddisfare la (1') con valori reali, diversi da zero, di x, y, z. Il cono (1') 
ha invece infiniti punti reali (cono reale), se uno dei cofficienti della (1') 
ha segno opposto agli altri due. Notiamo inoltre che, se due coefficienti 
della (1') sono uguali, ad es. se aH = a:2 , il cono e rotondo in torno ad un 
asse coordinato, che, nel caso presente, e quello delle z, giacche ogui piano 
z = k, perpendicolare aquesto asse, sega il cono (1') lungo il cerchio 
al! (Xl + y2) + asa kl = O che ha il centro sopra l'asse stesso. 

Se fosse invece, nella (1), asa = O, si avrebbe il cilind,'o 

(1") 

colle generatrici parallele aH'asse z, cilindro ellittico od iperbolico, secondo 
che la (1"), nel piano xy, rappresenta una ellisse o una. iperbole, seconuo 
che dunque af.1 ed an hanno segní uguali od opposti.. In particolare, se 
a u = a22, si ha un cilindro ,'otondo. _ 

Sarebbe facile similmente esaminare gli ulteriori casi di degenerazione 
che si presentano se due o tre coeilicienti della (1) si aunuUano; ma questa 
ricerca puo essere lasciata al lettore. 

Supposto ora che tutti i coefficieuti della (1) siano diversi da zero, 
la (1), mediante divisione dei due membri per - a'4' assume la forma 

(2) mx' + ny' + pz' = 1, 

dove 'In, n, p sono tre quantita reali, non nuIle. Riguardo ai loro segní, si 
possono fare le seguenti ipotesi essenzialmente distinta tra loro, alle quali 

1 Se 111 snperficie pos.edes8e influid pianl principlill, si assumerelJbero, como ooorrlinati, tre di qU61 
\lian! mutuamente perpendlcolari, 
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ogni altra puo l'idursi, scambiando opportunamente i nomi degli assi coo1'· 
dinati: 

tn ~ P 
l. + + + Ellissoide reale, 
n. El1issoide immaginario, 
IU. + + Iperboloide ad una falda, 
IV. + Iperboloide a due falde. 

1 nomi delle superficie ora scritti vengono giustificati dalla discus
tlione che segue. 

34:3. Ellissoide. - 1) Se, nella (2), si suppongono m> O, n > 0, p > o 
la superficie sega l'asse :J1 in due punti reali A, A', di coordinate 

:J1=±l/l =±a, V n~ 
l'asse 1/ in due punti reali B, B', di coordinate 

6 l'asse z in due punti 1'ea.li 0, 0', di coordinate 

z=±V~==+o' 
do ve a, b, e sono i valori assoluti dei radicali. 1 sei punti A, A', B, lf, 0, 0', 
sono i vBrtici della !!uperficie, ed a, b, e sono le lnnghezze dei semiassi. 
Esprimendo m, n, p in funzione di a, b, e e sostituendo nella (2), la equa
zione della nostra superficie diviene 

(1) 

Da questa e faoiie dednrre la. forma della superficie. 
Osserviamo infatti che il piano W!J (z = O) sega la quadric& lungo la 

coniea 

che e una ellisse ABA' B' di semiassi O A == a, O B = b. Un piano paral
lelo, z = k, sega. la quadrica lungo l'ellisse 
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a 
- '/e! - k' e V , 

b o1"el- P. 

.ll1entre k cresce in valore assolnto da O a. e, i semi as si vanno diminnendo, 
e precisamente, per k = ± e, l'ellisse si riduce ad una coppia di rette 
immaginarie, ed il corrispondente piano El tangente (in O, o O') aUa snper
ficie. Se poi k, in va.lore assoluto, supera. e, l'elliase aezione El immaginaria. 
Si conclude che la. quadrica. non ha punti reali fllori dello strato compreso 
tra i piani condotti per O e O' paralleIamente al piano xy. Rieultati ana.· 
loghi si ottengono considerando, in Iuogo del piano xy, ciascuno degli altri 
due piani coordinati; alla. fine si vede che tutta la quadrica e contenuta 
entro un parallelepipeJo, di cui AA', BB', 00' sono linee mediane. 

x 

La. quadrica, non avendo pnnti reali a11' infinito, e effettivamente ua 
cllis80ide (rea.le) (n. 328). Ogni punto dell'ellissoide El ellittico (n. 319); 
giaccbe tale e il punto O, o 0', come ora si El visto. 

Oasi particolari si ottengono supponendo due, o tre semiassi uguali 
tra loro. Se a= b, il piano z = O ed i suoi paralleli sega.no l'ellisaoide 
lungo cerchi; quindi l'ellissoide, la cui equazione assume la. forma 

X'+y' z'_ 
--'-;1;-"- + .... _1, a e 

e rotonda intorno all'asse z (n. 113). 
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Se a = b = c, l'equazione diviene 

xt + y~ + zt = a', 

e rappresentata. una sjera di raggio a. 

519 

II) Passiamo alla ipotesi m < 0, n < O,p < O. Non esistono aHora va· 
lori reali di x, 'Y, z soddisfacenti la (2); percio diremo che essa rappresenta 
un ellissoide immaginario. 

3U. Iperboloide Bd una falda. - IlI) Discutiamo ora la ipotesi IlI: 
m> 0, n > 0, p < O. La superficie (2) sega ancora l' asse x in due punti 

reali A, A', a distanza ± V ~ da O, e Pasee y in due punti ~eali B, B', a 

distanza ± n da O. M:a poi che ± V ~ e immaginario, Passe z non sega 

la qllndrica in punti reali. 
Posto 

a= ,/1, 
Vm 

l'equazione (2) diventa 

(IIl) 

I1 piano z = O sega la quadrica 
lungo la ellisse (ABA' B' della figura) 

¡r! yZ 
a2 + b2 = 1, 

di semiassi a, b, che dicesi ellisse di 
gola dell' iperboloide, perche si ricono· 
sce esser la pio. piccola ellisse trae· 
ciata Rulla superficie. I1 piano z = k 
sega la superficie lungo la ellisse 
(MPM'P') 

f1J' '!Jt k 2 

'+b. =1+1' a e 

cui semiassi 

vanuo crescendo meutre k cresce in 

C=l/ 1 , V -p 

valore assoluto, vale a dire, mentre il piano z = k si allontana dal 
piano z=O. 
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ti pía,no y = O invece sega la quadrica lungo la iperbole (M AN M'A' N') 

x t Zl 

2-,=1, a, o 

di cuí l'asse trasverso AA' e situato lungo la retta al, mentre so iII sta. 
l'asse non tra.sverso. Anche il piano parallelo y = k sega la quaüríca 
lungo una iperbole di eqnazione 

os si a. 

la quale iperbole ha Passe trasverso parallelo ad ¡¡; :linche I k I < b, mentre 
Passe trasverso diventa parallelo a z se I k I > b. Nel caso intermedio, 
k = ± b, l'eqnazione dell' iperbole si riduce a 

e quindi la curva si spezza nelle due rette reali 

~+~=O 
a o ' 

x z 
---=0 
a o 

del piano y = ± b; il detto piano e tangente alla quadrica (in B o B'), !l 

il punto di contatto e iperbolico; quindi (n. 311) la quadrica ehe f3tiamo 
esaminando e rigata. 

TJe ultime considerazioni andrebbero ripetute, senza ~ostanziali diffe
renze, quando si esaminasse il modo di comportarsi della qnadríca rispeuo 
al piano z = O ed aí suoi paralleli. 

Da cio che si e detto segue che la quadrica si compone di una sola 
falda, che si estende all' infinito dall'una e dall'altra banda. del piano z = O; 
la superficie (IlI) dice si ipe1·boloide ad una falda, o iperboloide ,-igato. 
Esso ha due assi trasversi AA', BB', di lunghezza 2a, 2b, e quattro vertici 
reali A, A', B, B'; si suo] dire tal ora che sopra z giace un asse non tra
sverso di lunghezza 20, i cuí estremi sarebbero i punti (O, O, ± e) non ap
partenenti pero alla quadrica. 

Che l'iperboloicIe ad una falda (IIl) con.tenga infinite rette reali, si 
puo anche dimostrare direttamente, senza ricorrere alle proprieta. generali 
delle quadriche rigate. Si osservi infatti che la equazione (III) puo scri
versi sotto la forma 
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(IIl,,) 

el>sa quindi e soddisfatta ogni qualvolta sussistano insieme le due equazioni 

x z 1( Y) -;--o=r 1 -¡;, 

dove A e un parametro arbitrario. Ora queste rappresentano una retta; 
ogni punto di essa sta dunque suil' iperboloide. Al variare di A, la prima 
equazione lineare ci da un piano variabile in un fascio, mentre la seconda 
equazione da pure un piano variabile in un secondo fascio, proietti vo al 
primo; le infinita rette intersezioni di piani corrispondenti stanno sulla 
superficie, e costituiscono un primo sistema di rette. Al secondo sistema 
si giunge osservando che l'iperboloide (IIl,,) contiene pure la retta 

qualunque sia. il parametro !l. 
L' iperboloide ad una. falda (IIl) puo eseer ro tondo ; cio accade se 

a. = b, nel qual caso la equazione (III) assume la forma. 

x' +y' Zl _ • 
_--'e,'-::- - t _ 1, 

a e 

la superficie e generata (n. 113) da una iperbole ruotante intorno all'asse 
non trasverso (asse delle z); od anche da una retta qualsiasi dell' iperbo

a 
loide, ad es. dalla retta y = - z, x=a, quando si faccia ruotare in torno 

() 

all'asse z, che e sghembo con quella retta e si 8uppone rigidamente col
legato con essa. 

3!1). Iperboloide a. dne faldeo - IV) Rimane la ipotesi IV: 
M > 0, n < O, p < O. In corrispontlenza la superficie (2) sega l'asse delle '" 

in due punti reali A., A.', a distanza ± 1/ ~t da o; ed ha iu comune punti 

immaginari cogli altri due as si. 
Posto 

a=1/ 1
, ?n 

b=V 1 , -n 

l'equazione (2) diviene 

(l V) 
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Il piano z == O sega la quadrica (IV) lungo la iperbole (M A N M' A' N' 
della figura) 

che ha l'asse trasverso A A' sopra x, e l'asse non trasverso ~Qpra y. 1 
piani paralleli z = k segano pure la quadrica lungo iperboli, i cui assi 

trasversi conservano la stessa direzione, e crescono al crescere di le (in 
valore assolnto). 

Osservazioni analoghe valgono per il piano y = O (che sega lungo la 
iperbole P.A. Q p' A' Q') e per i piani paralleli. 

Invece il piano x = O sega sulla quadrica. l'ellisse immaginaria 

ed il piano parallelo x == k sega la eIlisse 

y2 z! k! 
b2 +01= a2 -1, 

ossia 

la quale e immaginaria finche I le I < a, si riduce ad una coppia di rette 
immaginarie se k = ± a (sicche il piano corrispondente tocca la superficie 
in A od A', e questi punti, insieme agli altri punti della superficie, sono 
ellittici), e finalmente reaIe se I k I > a; gli assi dj quest'ultima elliase 
sono paralleli aUe rette x, y, e vanno crescendo al crescere di I k I ; (si 
veda l'ellisse Q NP M della figura). 

Segue da questa discussione che la quadrica (IV) si compone di due 
falde distinte, esterne 0.110 strato compreso fra i piani condotti per A, A' 
para11elamente ad y z; le due falde si estendono aH' infinito. Perdo la super· 
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ficie (IV) prende il nome di iperboloide a due Jalde (o iperboloide non rigato). 
Il delito iperboloide ha un solo OSBe trasverso .A. A', di lunghezza. 2 a, e d ua 
vertici reali A, A'; esso possiede inoltre due assí non trawersi, di lun· 
gJ:1ezze 2 b, 2 e, situati lungo y, z, rispettivamente. 

L' iperboloide a due falde (IV) e rotondo se b = e, nel qual caso l'equa· 
ziope diviene 

Passe di rotazione e, que sta volta, x, e la superficie e generata da una 
, iperbole ruotante intorno al suo asse trasverso (n. 113). 

346. Aleune tormole relativa all'equaziona normale di una quadriea 
a centro. - Dalle discussioni fatte risulta che la. equazione di ogni qua· 
dríca reale, a centro, puo porsi sotto la forma 

W y' Z2 

-¡- + -b2 + -¡- = 1, a e 

ilove i segní superiori corrispondono all'elli88oide, il segno superiore davanti 
a. un termine e l' inferiore davanti all'altro porliano all' iperboloide ad una 
falda, mentre i segni inferiori conducono all' iperboloide a due faldeo Con· 
servando le atesse convenzioni nelle formole seguenti, osserviamo che il 
piano tangente aUa quadriea nel punto (x', y', z') (o, in generale, il piano 
polara di questo punto, comunque scelto) ha l'equazione (n. 305) 

xx' yy' z z' 
(2) -, + -b

' 
+ -, = 1; a e 

e la norma le alZa lIuperflcie nel punto stesso, cioa la perpendicolare ivi al 
piano tangente, ha le equazioni 

a' (x - xl) b' (y - y') e' (z - z') 
~ , =+ , =+ , , x y z 

(le quali rappresentano, in generale, la perpendicolare condotta dal polo 
al piano polare). 

Il diameliro 

(4:) 

ha il piano diametrale coniugato (n. 330) 

(5) I 
!..!!. + 'Ylty + n z _ O 
a' - b2 - 02 - • 

Posto che 1, m, n siano proprio i coseni di direzione del diametro, 
il valore comune delle tre frazioni (4) a la distanza Q dell'origine, centro 
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della superficie, dal punto (:v, y, z) (n. 90); se questo puuto sta suUn. superficie, 
e Q misura. quindi un semidiametro, le coordinate x = 1 Q, Y == m e, z = n e 
devono soddisfare la. (1). Sostituendo e dividendo per Qt, si ricava 

(6) 

relazione che, in certo senso, pub riguardarsí come la. equazione polare della 
quadrica rispetto al centro. 1 tre coseni di direzione l, m, n sono leg-ati 
dalla condizione II + 1n~ + nI = 1, tenendo conto della quale la (6) puo 
trascriversi, nel caso dell'ellissoide, sotto la forma 

Q~ == ~! + (b: - al!) tl/,· + C~ - a~) n'. 

Q .. b f: d 'h 1 1 uesta, nella lpotesl a ~ 6 e, a ve ere che SI a sempre -¡-6 t' ossia (l ~ a 
Q ¡¡, 

(in valore assoluto). Se invece avessimo supposto che a fosse il minore dei 
tre semiassi, sarebbe risultato, dalla stessa relazione, Q ;;,;: a. Concludendo: 
[m tutti i Bemidiametri di un elli.~Boide, il ma.~simo e il minimo eoi'lleidollo 
col maggiore e eol minore dei tre semiassi. 

Considerazioni analoghe, che lascieremo al lettore, possono esser appli
cate agli iperboloidi; esse fanno vedere elle, di tut,ti i semid,iamet1'i di un 
iperboloide ad una jalda, il min¡:mo coincide eol minore dei due semiassi 
trasversi; e di tutti i semidiametri di un iperbolo'ide a d'ue jalde, il minimo 
coincide col semiasse trasverso. Non si parla del massimo semidiametro, 
perche gli iperboloidi posseggono semidiametri inftniti (asintoti). 

Il cono asintotico della quadrica (1) ha l'equazione (n. 333) 

(7 ) 

• Finalmente l'equazione tangenziale della q1ladrica (1), in coordinatE! 
non omogenee u, 'V, w, di piani, e (n. 309) 

(8) 

Osservazione. - Alcune formule preceden ti si trasportano subito al cono 

(1') 
:v' yl z! 
-¡-+-¡-+-¡-=O a a e 

reale o immaginario, secondo che si prende il segno - o + davanti all'ul· 
jimo termine. In particolare, se P (:v', y', z') e un pu'nto (le1 cono, il piano 
tangente in quel punto, e i~ ogni altro punto della generatrice O P, ha 
l'equazione 

(2') 
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• Dette u, v, w, r le coordinate del detto piano, si ha.nno dunque le 
relazioni 

x' y' z' 
u= al' v= bt ' w=+" r=O; c 

ricavando x', y', z' dalle prime tre di queste, e sostituendone i valori 
nella (1'), che e soddisfatta dalle coordinate di P, si trova la equazione 

(8') 

che e verificata dalle prime tre coordinate omogenee di ogni piano tan· 
gente al cono. La (8'), insieme colla r = 0, esprimente che la qnarta coor· 
dinata del detto piano e nnlla (in relazione col fatto che il piano stesso 
passa per l'origine, D. 139), rappresenta il cono in coordinate di piani. 
Un cono ha d~Le equazioni tangenziali, come era prevedibile, visto che i 
píani tang'enti ad un cono (lungo le generatrici) formano un inviluppo S6m· 

plicementl' infinito (n. 140). 
La (8'), considerata isolatamente, e soddisfatta dalle coordinate dei 

piani tangenti a,1 cono (1') e (lei piani a. questi paralleli, vale a dire, dalle 
coordinate dei pianí che toccano la conica all' infinito del cono (1'). In 
orevo, la (R') rapprtMenta la ql¿ad1',ioa limite (n. 318) inviluppo dsí piani 
~he toccano una conica situata 81¿l piano a.ll' infinito. 

34:'7. Diseussione dell'equazione ridotta di un paraboloide. - Ab
Diamo gia visto che l'equazione di un paraboloide, in coor<linate cartesiane 
ol·togonali, puo sempre ridul'sj alla forma 

(1) 

basta percio assumere come origine il vertice della. snperficie, come asse z 
I'asl:le della. superficie, come piani x z, y z i due piani principali, e come 
piano x y il piano tangente nel vertice. 

Nell'equazione (1) qualcbe coefficiente puo anche essere zero; ma la 
quadrica allora degenera. 001:11, se as, = 0, il paraboloide si riduce ad una 
coppia di piani 

~x+v a22 y=O. 

Se invece e Un = 0, l'equazione 

(1') 

a cui la (1) si riduce, rappresenta un cilindro parabolico avente le gene· 
ratrici parallele ad y, e secante sul piano x z la parabola rappresentata 
dalla (1'). 

Lasciando da parte qnesti eft altri evidenti casi di degenerazione, supo 
po:remo diversi da zero i. tre coefficienti della (1). Dividendone i due 
membri per - 0,3" possiamo porre quell'equazione sobto la forma. 

(2) mxl+ny!=2z, 
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dove m, ~ sono due quantita reali, non nulle. Anzi una di queste, ad es. m, 
puo sempre supporsi positiva, giacche, in caso opposto, si muterebbe i1 
segno ai due membri della (2), e si invertirebbe il verso positivo sulPasse z, 
cambiando z in - z. Dunque i casi dístinti, che, rispetto ai segni, possono 
presentare i coefficienti della (2), sono raccolti nella tabella segueute: 

l. 
IT. 

m n 

+ 
+ 

+ Paraboloide ellittico. 
Paraboloide iperbolico. 

34:8. Paraboloide ellittieo. - 1) Discutiamo anzitutto la ipotesi 

m > 0, n > O. Porremo, per comodita, m == ~, n == ~ , dove p, q sono due 
p q 

quantita. posit-ive, parametri (come vedremo) delle due sezioni principali 
della superficfe. Con cío la (2) diviene 

(1) 
_ a;'- y2 
-+-=2z. 
P q 

TI piano z == ° sega i1 paraboloide hmgo la coppia di rette immaginarie 

a;2 yZ 
p+-q==O, 

uscenti dal vertice V; questo punto, come ogni altra della superficie, e 
dunque !3llittico, ed il paraboloide 
e ellittico (o non rigato). Un piano 
z -= k, parallelo a quello, sega il 
paraboloide lungo la ellisse 

N" 

x" yl 
2pk + 2qk =1, 

che ti reale se k > ° (l'ellisse 
M N M' N' della figura), ed ha gli 
assi paralleli ad x, y, e crescenti 
con k; la ellisse ti invece imma
ginaria se k < O. Segue che tutta 
la superficie sta al disopra del 
piano x y. 

TI piano y = ° da come se· 
zione la parabola (M V M') 

x' =2 pz, 

mentre il piano parallelo y = k da pure una parabola 

pk2 

a;1=2pz-- . 
q 
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Questa, colla traslazione dí assi x == X, z = Z + ::' si riconosce essere 

uguale alla precedente, ed ayer per vertíce il punto (nuova origine) 

fV = O, Y = k, z = :~, il cuí luogo (al variare di k) e la curva x = 0, 

y·=2 qz. 
Ora quest'ultima curva e la parabola (N V N') intersezione ' del para.· 

boloide (I) col piano x = O; í piani paralleli x = k segano poi la super
ficie lungo parabole uguali aquella, aventi i vertici sulla para bola M V M' 
sopra considerata. 

Segue di qua che il para'boloide ellittico puo costruirsi cosi: si assu
mano due parabole invariabili di forma M V M',' N V N', e si dispongano 
anzitutto in modo che es se abbiano lo stesso vertice V, lo stesso nsse V z, 
direttQ ugualmente, ed i rispettivi piani perpendicolal'i; si tenga poi fissa 
una delle due parabole, e si faccia variar l'altra con moto tl'aslatorio (ciQe 
parallelamente a se stessa), in modo che il suo vertice percorra la parabo]a 
fissa; la parabola mobile descrivera il paraboloide. 

Riprendiamo l'equazione (I); se p = q essa di viene 

x· + yt = 2 P z, • 

e rappreseuta un paraboloide rotonda intorno aU'asse z (n. 113), generato 
da una parabola ruotante intorno al suo asse. 

34:9. Paraboloide iperbolico. - II) Se, nella (2), e m> 0, n < 0, 
1 1 

porremo m = -, n = - -, do ve p, q sono ancora quantita positive, e sCrÍ-
p q 

veremo guell'equazione cosl: 

(TI) 
Xl y" 
---=2z. 
P q 

Il piano z = O seg3 la superficie lungo due rette reali (H V H', KV K') 
llscenti dal vertice V, aventi, su quel piano, le equaz!oni 

Il punto V dunque, come ogni altro punto della superficie, e iperbo· 
lico, ed il paraboloide (TI) e iperbolico (o rigato). Un piano parallelo z == k 
lo sega lungo la iperbole 

xl y' 
2pk - 2qk=1, 

n cui as se trasverso e parallelo ad x 8e k> O (come nella iperbole 
p N Q p' N' Q'), ed e invece parallelo ad 11 se k < O (come nelF iperbole 
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R T R' S U S'); in ogni caso Passe trasverso va crescendo mentre k cresce 
in valore assoluto. 

Il piano y = O sega la superficie lungo la paraboIa (M' V M') 

Xl = 2p z, 

di cui l'asse coincide con z; precisamente, la porzion~ di as se interna alla 
curva e la semiretta positiva z. 1 pialli paralleli segano il paraboloide lungo 
paraboIe uguali e similmente poste, i cui vertici formano la parabola (T V U) 

yt =-2 qz 

che e sezione del paraboloide col piano x = O. Anche queata. parabola h!~ 
Pasae aopra la retta. z; ma ora (easendo negativo il coefficiente - 2 q) e 
Interna alla curva la semiretta negativa z. Finalmente, i piani paru,l-

leH x == costo segano la superficie lungo parabole uguali El similmente poste 
all'ultima considerata (come, ad es., la R M S o R' M' S'), i vertici delle 
quali costituiscono la parabola M V M', di cui sopra si e discorso. 

Risulta di qua che anche il paraboloide iperbolico puo esser generato 
mediante la trn,slazione di una parabola rigida" in modo analogo aquello 
visto per il paraboloide ellittico; colla differenza che qui la parabola mo
bile, ad es. U V T, e la fissa, ad es. M V M', hanno gli nssi diretti in 
verso opposto. 

Per procurarci le equazioni delle rette di un paraboloide íperbolico 
scriveremo la (Il) sotto la forma 

(X y) (X Y)-9 yp+ yq -Vp- yq - A. 

Si vede aHora che il paraboloide contiene le infinite rette rappresentatl'\, 
1\1 variare di A, dalla coppia di equazioni 

x 11 yp+ yq = 2Az, 
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come pure le infinite rette rappresentate, a.l variare di ¡.L, dalle equazioni 

Le rette del primo sistema sono tutte parallele al piano ,/~ - '11_ = O; 
vP -yq 

quelle del secondo sistema sono para.llele al piano fi + i-q = O. 1 due 

piani diconsi piani direttori del paraboloide; le loro rette all'infinito ap
partengono alla superficie, e precisamente al secondo ed al primo sistema. 

Poiche due rette di uno stesso sistema di una quadrica rigata sono 
segate dalle rette dell'altro sistema in punteggiate proiettive (n. 364), e 
tra queste rette vi e ora una retta impropria, segue (n. 173, b)) che due 
rette di uno stesao sistema di un paraboloide iperbolico 60no segate in pa1·ti 
proporzionali dalle rette dell'altro sistema: e, viceversa, le rette che con
giungono punti omologhi di due punteggiate simili (od uguali) a sostegni 
sghembi costituiscono un paraboloide iperbolico. 

Un paraboloide iperbolico non puo mai esser rotondo, giacche le sue 
flezioni piane Bono soltanto iperboli o parabole (n. 338), non mai cerchi. 

850 . .lleune formole relative all'equazione ridotta dei paraboloidi. 
- Limitiamoci a ricordare che, data l'equazione di un paraboloide 

(1) 
fe' XS 

-+ - = 2z P q , 

il piano tangente alla superficie nel punto (x', y',.') (o il piano polare del 
detto punto) ha l'equazione (n. 305) 

(2) xx' + yy' _ + J - - ~ ~., 
p q 

e la normal e nel punto stesso (o la perpendicolare dal punto al piano 
polare) ha le equazioni 

(3) p (x -:- x') == + q (y ~ y') == _ (e _ ~'). 
fe Y 

• La. equazione tangenziale del paraboloide, in coordinate te, 11, '10 di 
piani, si rieonosce essere (n. 309) 

(4~ pUl + qv' = 2w. 

351. Eft'etto di partieolari trastormazioni di eoordinate sulla 
equazione di uua quadriea. - Nel n. 341 abbiamo visto quali te mini 
entrino nell'equazione di una quadrica riferita a particolari sistemi di 

3' - G. CA8TKLNUOVO, L ezioni di G.om.tria ",,,,,litico.. 
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coordinate. Rimane pero da esaminare come si possano calcolare i coe!
ficienti della eqtlazione nominata, qnando la quadrica sia inizialmente data 
mediante l'equazione generale 

(l) aH x' + ... + 2 au xy + ... + 2 a u x + ... + a" = O; 

rimane, in sostanza, da eseguire la trasformazione di coordinate, con cni 
si passa dall'antico sistema generale x, y, z ad un nuovo sistema. partico· 
lare X, Y, Z. Riserbandoci di indicare un metodo che dispensi dai calcoli 
laboriosi a cui la trasformazione diretta condurrebbe, notiamo alcnni casi 
ove il risnltato e facilmente prevedibile (cfr. n. 277). 

I. Una trasformazione di coordinate, nella q¡tale muti l'orig'ine ma non 
le direzion'i degli assi, lascia inalterati i coefficienti dei termini a aecondo 
grado nell'equazione di una quadrica. 

Una siffatta trasformazione e espressa infatti dalle formole (n. 99) 

w=:a+X, y=~+Y, z=:y+Z, 

dove a, ~, y sono costanti; eseguendo queste sostituzioni nella (1), svilup
pando e ordinando rispetto ad X, Y, Z, si trova un'equazione del tipo 

(2) a' Ii Xl + ... + 2 a' u X y + ... + 2 a' u X + ... + a' u = 0, 

dove si riconosce essere 

a';k = Q,¡k , (i, k == 1, 2, 3) 
a'.4 = ail a + 4>2 ~ + a.s y + ai4, (i =: 1, 2, 3) 

a'" =: a u a' + a22~' + a33y' + 2 a n a~ + 2 a t3 ay + 2 a,. ~y 
+ 2 a .. a + 2au ~ + 2a~4 y + au. 

Le ngnaglianze contenute nella prima orizzontale dimostrano il lemma.. 
U. Una traaformazione di coordinate, che lasci ferma l'origine, non 

altera il termine noto dell'equazione di una quadrica. 
Si riconosce direttamente, esegnendo Bulla (1) la trasformazione (n. 99) 

x = a' X + a" Y + a'" Z, 
y = W X + W' y + W" Z, 
z = y' X + y" y + y'" Z, 

dove le a, ~, y sono costanti; (cfr. per le conicbe, n. 277, II). 
IU. Una trasformazione ortogonale, che lasci fet-ma l'origine, muta iZ 

trinomio x' + y' + z' nel trinontio XI + .I' + Z2. 
Infatti entrambi i trinomi esprimono il quadrato della distanza della. 

origine dal punto che ha le anti~he coordinate (x, y, z), e le nuove (X, Y, Z). 

352. Invarianti di una quadriea rispetto ad una trasform'8zione 
ortogonale di eoordinate. - Riprendiamo l'equazione di una quadrica 

(1) aux' + ... + 2au xy + ... + 2au x + ... + a" == 0, 
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e supponiamo che, mediante una qualsiasi trasformazione di coordinate, 
essa si muti nella 

(2.) a'ur + ... + 2a'"XY + ... +2a'uX + ... + a'u == O. 

Oerchiamo di formare, coi coefficienti della (1), certe espressioni in
varianti rispetto alla trasformazione, tali cioe che non mutino valore 
quando vengano formate coi coefficienti della (2), anziche coi coefficienti 
della (1), e cío qualunque sia la trasformazione impiegata, o la quadrica 
a. cui si applica (cfr. n. 278). Noi pero, per maggiore semplicita, ci limi
teremo a considerare trasformazioni ortogonali. E supporremo anzitutto 
che la trasformazione con cuí si passa dalla (1) alla (2) non alteri l'ori
gine, riserbandoci di togliere poi quest'ultima restrizione. 

Tenendo conto delle formole rappresentanti quella trasformazione, El 

del lemma III (n. 351), possiamo scrivere le seguenti identita: 

(3) a11 x' + a22 y' + a33 Zl + 2 a12xy + 2ai3 wz + 2au yz + ... + au 
= a'l1 X' + a'29 y' + a'S3Z ' + 2a'u XY + 2a't3XZ + 2a'23 YZ + ... + a'u 

(4) 

nella prima delle quali e anzi au = a",,' (lcmma 1I, n. 351). Insieme alle 
due identita. scritte sussiste pure la identita che da quelle si . ottiene ag
giungendo ai due membri della (3) i due membri della (4), moltiplicati per 
uno stesso parametro arbitrario - k: 

(5) 

(aH - k) x! + {au - k)y2 + (a33 - k)zt 

+ 2a{!xy + Za t3 xz + 2 a23 yz + ... + au 
= (a'll - k) X' + (a'22 - k) P + (a'33 - k)Z' 
+ 2a\2 XY + 2a'taXZ + 2a'23 YZ + ... + a'u. 

1 due membri della (5), uguagliati a zero, rappresentano una stesss 
quadrica Q, riferita una volta agli assi x, y, z, una seconda volta agli assi 
X, Y, Z, quadrica che varia in un fascio al variare di k. Volendo determi
nare, ad es., per quali valori di k la quadrica Q divenga un paraboloide, 
possiamo valerci sía dell'equazione in x, y, z, sia di quella in X, Y, Z. La 
prima equazione ci fornisce, per k, la equazione di condizione (n. 328, Oss.) 

(6) =0, 

equazione che abbiamo gia trovato al n. 336 ed abbiamo indicato con 
11 (k) == O, e che, 8viluppata, assume la. forma 

(7) P - Ik' + Jk - AH == O. 
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dove A" e il noto determinante di terzo ordine, e si e posto inoltre 

I== a u + an + a33 , 

(8) J = I au an I + I aH ata I + I aH al! I aSt a33 a 31 aS3 al!. a n 

== au a22 + a u a33 + a u a33 - al.2' - ala' - au'· 

Se invece avessimo adoperata l'equazione della quadrica Q in X, Y, Z, 
si sarebbe trovata, per k, la condizione 

(7') kS -l'k' + J'k - A'u = 0, 

dove r, J', A'u sono cio che divengono I, J, Au quando si formino colla 
a'."" coefficienti della (2), anziche colla a.", coefficienti della (1). 

Le due equazioni di condizione (7) e (7') devono fornire par k gli 
stessi valori; esse avranno dunque i coefficienti proporzionali, anzi uguali 
perche ceincidono i coefficienti di k3

• Sussistono dunque le uguaglianze 

(9) I=r, J=J', Au=A'ul 

le quali di cono che le 'espressioni 1, J, .A'4 non mutano valore, sia che 
vengan o formate coi coefficienti della. (1), sia coi coefficienti della (2). In 
breve, quelle espressioni sono invarianti relativi ad una trasformazione 
ortogonale di coordinate, che non sposti l'origine. 

Un quarto invariante si ottiene imponendo aHa quadrica variabile Q, 
sopra considerata, la condizione perche essa. degeneri in un cono. Se si 
opera sulla equazione di Q in x, y, z, la detta condizione e espressa dal
l'annullarsi del discriminante del primo membro della (5): 

au - k a u a l8 au 
al! au-k a!a au =0. 
aS! aat a S3 - k aa, 
a,1. au au au 

Sviluppando e mettendo in evidenza il termine con ka e il termine 
noto, che solo interessano nel nostro caso, la detta condizione assume 
la forma 

(10) - a" ka + ... + A = O. 

Operando similmente sulla equazione di Q in X, Y, Z, troviamo l'equa· 
zione di condizione 

(10') - a'" k3 + ... + A' == O, 

dove A' e il discrimina.nte della (2). Poiche la (10) e la (10') devono avere 
le stesse radici, poiche inoltre a", a'u sono uguali, come fu gia notato, 
e possono ritenersi diverse da zero (che altrimenti si aggiungerebbe ai 
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due membri della (5) una stessa costante non nulla), si eonelude che 
sara pure 

(11) A == A'. 

Vediamo COS1 che le quattro espressioni 

(12) I, J, A u , A 

non variano quando mutano gli as si coordinati ortogonaJi, resta.ndo ferma. 
l'origine. Ma quelle espressioni non si alterano nemmeno per una trasla
zione di assi. Oio e chiaro per le prime tre, ]e quali dipendono dai solí 
coefficienti dei termini a secondo grado della (1), eoefficienti che non si 
alterano in conseguenza di una traslazione di assi (n. 351, lemma TI). 
Quanto ad A, l'asserzione si verifica direttamente eolio stesso procedi
mento che fu usato nella teoría delle coniche (n. 278, pago 529), formando 
cioe il determinante A' colle espressioni delle a'." contenute nelle formole 
del n. 351, I, e mostrando che, mediante semplici trasformazioni, A' si 
riduce ad A. 

Visto cio, si conclude (con O.A.UOHY, 1826) che le espressioni (12) sono 
effettivamente invarianti rispetto ad ogni trasformazione ortogonale di 
coordinate. In paro le: 

Nel passaggio da assi ortogonali ad assi m·togonali rimangono imm1¿tati 
i valori delle quattro espre88ioni seguenti, formate coi coefficienti dell'equ4-
zione di una quadrica: 

1) il di8criminante A dell' equazione (inva~'iante biquadratico); 
2) il complemento algebrioo A" del termine noto entro al discrimi· 

nante (invariante cubico); 
3) la 80mma J dei oomplementi algebrioi degU elementi principali 

in AH (invariante quadratico); 
4) la 80mma I degli elementi principali di A", ossia la 80mma dei 

coe:tficienti dei quadrati nell'equazione della quadrica (invariante lineare). 
Naturalmente (come fu gia notato in geometria piana, n. 278, Oss.) 

l' invarianza. delle quattro espressioni suddette vale, ove si para,gonino due 
equazioni (1), (2), dedotte una dall'altra mediante una trasformazione orto
gonale, avendo cura di non introdurre ne togliere fattori. 

OS8el'Tazione. - Abbiamo gia notato che l'equazione (6), da cuí hanno 
origine tre invarianti, coincide coll'equazione (5) del n. 336, da cuí dipen
dono i piani principali di una quadrica. Di questa coincidenza non dol>
biamo sorprenderci. Infatti, nel presente numero, noi abbiamo considerato 
un fascio di quadriche Q, secanti sul piano all' inftnito un fascio di coniche 
determinato dalla conica 8011' infinito della. quadrica (1) (k == O) e dall'asso
luto (k == + (0). Ohiedere quali quadriche Q divengano paraboloidi, equi-. 
vale a. chiedere quali coniche del detto fascio si spezzino in due rette; la (6) 
esprime appunto la condizione .di spezzamento. 
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Ora si e visto (n. 340) che anche il problema Ilei piani principali di 
una. quadrica porta a determinare le coniche degeneri del fascio nominato. 

Dunque le due questioni trattate nel n. 336 e nel numero presente, 
sebbene in apparenza molto distinte, portano ad uno stesso problema. di 
geometria piana. Aggiungeremo qui che, come sono invarianti i coefficienti 
dell'equazione 11 (k) = 0, COSl ne sono invarianti le radici k{, k!, ka, di 
cui ora vedremo il signiftcato geometrico. Esse pero non si possono espri· 
mere razionalmente mediante i coefficienti della (1), sono, come talora si 
dice, invarianti irrazionali. 

363. CaIeoIo del eoeffieienti dell'eqnazione ridotta di una qnadriea 
eoI mezzo degli invarianti. - Ritornando ora. al problema. enunciato 
nelle prime righe del n. 351, proponiamoci di convertire in forma ridotta 
l'equazione data di una quadrica, riferita ad un sistema qualsiasi di coor· 
dinate ortogonali: 

(1) aux t + ... +2a,uxy+ ... +2au x + ... + aH == O. 

Calcolati gli invarianti 
I, .J, A", A 

della (1) (n. 352), che sono quant-ita 'r~oteJ dobbiamo distinguere due casi. 
a) La quadrica (1) abbia centro proprio; sia !iunque AH *' O. Come 

equazione ridotta prenderemo l'equazione normale 

(2) , X' + ' yt + ' Z2 + r - O a u a 22 a 33 a u - , 

che la quadrica sssume ove venga riferita ai suoi piani principali; i coeffi
cien ti della (2) sono incogniti. Per calcolarli, formiamo gli invarianti della. (2); 
essi risultano espressi da 

I'=a'u +a'n +a'33' 

A'u == a'u a'22 a'33' 

J'-' , +' , +' , -a U a 22 a[{a 33 anaa!' 

A'=a' {{a'Ua'3Sa'". 

Paragonandoli cogli invarianti della (1), troviamo quattro equazioni fra 
quattro incognite: 

a'u + a'u + a'33 == J, 

(3) 
, , +' , +' , -J a u a 22 a u a 33 a t2 a 33 - , 

a'u a'n a'S3 == A", 
a'u a'na'33 a'u = A. 

Le ultime due ci danno 

(4) 

mentre le prime tre ci dicono che a'U! a'u , a'u sono le radici della. nota 
equazione cubica 

(5) k3 -Ik'+Jk-Au=O, 
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ossia (nn. 336, 352): 

(6) Il(k)=::: ==0. 

Indicando con k., k
2

, k3 le radici della (5) o (6), che sappiamo gia 
esser reali (n. 336), l' equazione normale della nostra quadrica a88ume la forma 

(7) k1 XI + k, y. + ka Z· + -1-- == o. 
u . 

~) La quadrica (1) sía un paraboloide; si abbia dunque Au == O. 
Oome equazione ridotta prenderemo la 

(2') a' ti X2 + a' 22 y' + 2 a' 3' Z = O, 

che il paraboloide assume ove venga riferito ai due piani principali ed al 
piano tangente nel vertice. Oalcoliamo gli invarianti della (2'), ed uguaglia
moJi agli invarianti gia noti della (1); trascurando la relazione Au = A'" 
che diviene nel caso presente O == O, otteniamo le tre relazioni 

(3') a'H + a'u = I, a'ua'n=J, - a'H a'u a'a,' == A. 

Le ultime due ci danno 

(4') a'u == + -V ~ , 
(dove il segno del radicale e indifferente, potendosi mutare il segno di a'a. 
con' invertire il verso positivo sulllasse Z). La prima e seconda delle (3') 
ci dicono poi che a'u , a'u sono radici dell'equazione quadratica 

(5') 

o, se si vuole, sono le due radici non nulle, k1 , k2 , della solita equazione 
cubica Il (k) == O, la quale, que sta volta, ha come terza radice k. == O (n. 338). 

L'equazione ridotta del paraboloide e dunque 

(7') k1 XI +k2 Y'+2 -V - ~ Z=O. 

Osservazione l. - 1 procedimenti ora indicati per formare l'equazione 
ridotta di una quadrica non degenere si applicano, almeno in parte, anche 
alle quadriche rlegeneri. OOlil, per il cono a vertice proprio, la cuí equa· 
zione normale 1130 la forma 

I xt+ ' Y'+ ' ZI-O aH a b a~ -, 

si trova, col ragionamento fatto in a), che a'U) a',., a'as sono le radici kl ! k" k3 
della equazione cubica Il (k) == O. 
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Per il cilindro ellittico o iperbolico, che ha. l'equa.zione normale 

a'uxt + a'u yt + a'" == O, 

risulta che a'u e a'u son o le due radici non nulle dell'equazione II (k) = 0, 
di cuí la. terza ra.dice e nulla, perche Au == O; ma il termine noto a'" non 
si puo calcolare mediante la espressione (4), la quale assnme ora la forma 

indeterminata ~; si giunge a calcolarlo mediante un altro procedimento, 

che esporremo nell'esercizio 4) dopo il n. 356. 
Finalmente, per il c·ilindro parabolico, la cui equazione puo ridursi 

al tipo 
a'u XI + 2 a'a,Z= 0, 

si vede che a'u e l'unica radice non nulla dell'equazione (6), la quale ha, 
questa volta, due radici nulle, perche J = A" = O. TI coefficiente (~' 34 non 

viene determinato dalla espressione (4'), che assume ora l'aspetto ~; se 

ne calcolera il valore eseguendo direttamente la trasformazione di coor· 
dinate. 

Lasciamo al lettore le analoghe considerazioni per le quadriche spez
zate in due piani. 

Osservazione 11. - Se l'equazione II (k) == O ha una radice doppia 
1¡;1 == k%, la quadrica (7), o (7'), risulta rotonda intorno a11'asse Z; e se 
la II (k) == O ha una radice tripla. ki = k, = ka' la quadrica risulta una sfera. 
Rimangono cos1 confermate, per altra vio., le asserzioni del n. 339, OS8. 

354:. Classifteazione delle quadriehe partendo dalla equazione gene
rale. - 1 risultati del numero precedente possono riassnmersi cos1. 

Data l'equazioue general e di una quadrica 

(1) auxt+ ... +au=O, 

si formi l'equazione cubica 

(5) k 3 
- Ik' + Ji - A" = 0, 

ossia. 

(6) II (k) = O, 

e se ne calcolino le radici ki , kt , k3' 

a) Se queste sono tutte diverse da zero, se dunque A" =F 0, l'equa.
zione della quadrica puo porsi sotto la forma 

kiX'+k,P+kaZ'+ :: =0. 
" 

(7) 

Ricordando ora la. discussione fatta al n. 342, si vede che, neHa ipo
tesi A =t= O, la. superficie e un ellissoide reaIe, un iperboloide ad una falda.. 
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un iperboloide a. due falde, od un ellissoide immaginario, secondo che tre, 

due, una, o nessuna delle radici della (6) hanno il segno di - : • Se 
H 

invece A == O, la quadrica. e un cono immaginario o reale, secondo che le 
dette radici h~nno tutte lo stesso segno, 0PPur no. 

~) Se una delle radici della (6) e nulla, ad es. ka == O, ed e quindi 
AH = O, la quadrica e un paraboloide; la sua equazione, nella ipotesi .A 9= O, 
puo porsi sotto la forma 

(7') , k¡ XI + k 2 ys + 2 V - ~ Z == O, 

sicche il paraboloide e ellittico od iperbolico, secondo che kl. e k2 hanno 
lo stesso segno, oppur no. Se invece A == O, la quadrü~a e un cilindro, la 
cuí equazione puo porsi sotto la forma 

k1 XI + k2 y' + a' H == O 

quando k¡, "1 siano diverse da zero; il cilindro e ellittico od iperbolico, 
secondo che ko ks hanno lo stesso segno, oppur no. Finalmente, se due 
radici della (6) si annullano, ad es. k! == ka := O, la quadrica e un cilindrO' 
parabolico. 

Tutta qnesta discussione (ove son lasciati da parte i casi di spezza
mento della quadrica in piani; n. 315) pno riassumersi nella tabella se
guente. Nella quale e da avvertire che, ove si incontrino, in una stessa oriz
zontale, due o piu doppi segni, de'vono prendersi conternporaneamente i segni 
superiori, o gl' inferiori. 

k¡ k2 ks 

± ± ± 

+ 

± + O 

+ o 

+ O o 

O 

o 

o 

A 

+ 
O 

+ 
O 

O 

+ 
O 

Ellissoide immaginario. 
Cono immaginario. 
Ellissoide reale. 

Iperboloide ad una falda. 
Cono reale. 
Iperboloide a due falde. 

Paraboloide ellittico. 
Cilindro el1ittico. 

Paraboloide iperbolico. 
Cilindro iperbolico. 

O Cilindro parabolico. 

Le radici indicate con kl) k 2, ka si intendono disposte in tal ordine da 
verificare uno dei casi cont¡muti nella tabella, il che e sempre possibile.1. 

1 Nella formazioDe della tabella. il lettore osservera che il segDo di A .. tlipeDde dai 'segni di k, , k •• k,. 
perché é A .. = k, k, k. (vedi D. 353, eq. (5»; inoltre ohe, quando k, = 0, e k, k. = J (D, 353, eq. (5'», i1 
sapo di A é oppceto al sagno tli k, k •• come risulta dalla (41) del n, 353, la qnale deve fomire per a' .. un 
valore reale. 
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Delle tre radici "k¡ , k 2 , k3 dell'equazione 

k3 
- Ik! + Jk - A" = O, 

interessano, come si disse, solo i segni. Ora, poiche l'equazione ha tutte 
le sue radici reali, tante sono le radici positive, quante sono le variazioni 
di segno nella serie dei coeflicienti 1, - I, J, - A", i ossia, quante sono 
le permanenze nella serie 

+ 1, I, J, AH' 

L'esame di tutti i casi possibili conduce, tenendo conto della tabella 
precedente, a stabilire i seguenti criteri, dove, relativamente ai doppi se
gni, e rispettata la convenzione fatta sopra: 

I J A .. A 
+ Ellissoide immaginario. 
O Oono immaginario. 

Ellissoide reaIe. 
+ + + ! + Iperboloide ad una falda. 

O Cono reale. 
Iperboloide a due faldeo 

altri casi + ! 
Paraboloide ellittico. 

O Cilindro ellittico. + + O ¡ 
+ Paraboloide iperbolico. 
O Cilindro iperbolico. 

arbitrario O ¡ 
+ O O O Cilindro parabolico. 

355. Signitleato del segno del diseriminante. - Dall'esame delle ta
belle precerlenti risulta che le quadriche per cui A > O Bono o imlD1tgina
rie (ellissoide immaginario), o rigate (iperboloide ad una falda, paraboloide 
iperbolico), mentre le quadriche per cui A < O sono reali non rigate 
(ellissoide reale, iperboloide a due falde, paraboloide ellittico). Si ha dunque 
il seguente notevole criterio: 

Una quadrica non dege1Mre, a punti reaU, e rigata o non rigata, seoonao 
che il discriminante di essa e positivo o negativo. , 

Ora questo teorema puo pure uimostrarsi, in modo diretto, per la via. 
seguente.! 

Data l'equazione generale di una quadrica a punti reali, il cuí discri
minante A sia diverso da zero, si trasportino gli as si coordinati (supposti 
ortogonali) in guisa che l'origine O si porti in un punto O' della superfi· 
cie, ed il piano I»y si portí nel piano X Y ivi tangente, il sistema. restando 

• V. ad 68. CAPELLl. J.titu.ion' ,1,\ analil; algebrica. 1902. pago 383 . 
• BrANORr. Le.io»' di uoometria analitica. 1915. pago 420 
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ortogonale; con cio il valore del discriminante non muta (n. 352). La nuova 
equazione della superficie manchera. del termine noto e dei termini lineari 
in X, Y (perche la parte a primo grado, uguagliata a zero, deve rappre
sentare il phtno tangente nell'origine, che e Z = O); l'equazione avn\ 
dunque la forma 

(1) a'u X = + a'u yt + a'33 Z1 + 2a'uXY + 2a'13XZ 

+ 2a'23 YZ + 2a'34 Z= O. 

Calcoliamo il discriminante di que sta equazione, ed ugnagliamolo ad 
A' , sara. 

a'H a'i2 a ' i3 O 

A= 
a'21 a"2 a'!3 O 

;- - a'34·(a'U a'Z2 - a'u!)' 
a'31 a'a2 a'33 a'a, 

O O a'43 O 

Vediamo dunque che A ha lo stesso segno della espressione a' ni-a' u a' 22' 

Se ora cerchiamo la intersezione della quadrica (1) col piano tangente Z = O, 
troviamo la coppia di rette 

a'uX2 + 2a'12XY + a'~2Yt = O, 
ossia 

X ,+,/ , 2 " __ - a 12 - V a t2 - a ti a 21 
Y- I , 

aH 

coppia che e reaIe od immaginaria, secondo che l'espressione sotto il ra
,1icale risulta positiva o negativa. Dunque il punto O', che e un punto 
arbitrario della superficie, e iperbolico od ellittico, secondo che A e posi
tivo o negativo; il che si doveva appunto di mostrare. 

Nella dimostrazione figura la ipotesi che il sistema di coordinate, cui 
vien riferita la quadrica, sia ortogonale. Sarebbe facile pero stabilire che 
il teorema sussiste pure in coordinate oblique; sussiste anzi, in generale, 
quando la quadrica si riferisca ad un sistema di coordinate proiettive 
qualsiasi. Ma su questa estensione, che e legata colle considerazioni del 
numero seguente, non vogliamo qui trattenerci. 

31)6. Classifleazione proiettiva dalle quadrieha. - La classificazione 
delle quadriche contenuta nelle tabelle precedenti e fon~ata sopra crit~ri 
metrici. Sotto l'aspetto proiettivo, quando si riguardino come equivalenti 
due quadriche trasformabili Puna nell'altra mediante una collineazione reale 
(rappresentata cioe da nna sostituzione lineare a coefficienti reali) , si e 
condotti a distinguere .un minor numero di tipi. Precisamente: le quadt'iche 
non degeneri, sotto l'aspetto proiettivo, si distribuiscono ttelle tre famigUe se· 
guenti: 1) quadriche a punti immaginari; 2) quadT'iche a punti 1'eali ellittici 
(o non rigate); 3) q~¿adriche a pl¿nti reali iperbolici (o ,'igate). Ogni quadrica 
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di una. di queste famiglie e trasformata da. una collineazione in una qua

drica della famiglía stessa; cío e evidente, quando ~í pensi che una colli

neazione muta punti e rette reali di una quadrica in punti e rette reali 

della quadrica trasformata. Ma, viceversa, si dimostra (e qui basti l'enun

ciato) che, date d'Ue q'Uadriche di 'Una stessa famiglia , si puo sempre formare 
(e in infiniti 1nodi) 'Una collineazione che m'Uti l' 'Una quad'ficu nelZ'altra. 
Per esempio ogni quadríca reale non rigata (ellíssoide reale, iperboloide a 

due falde, paraboloide ellittico) puo esser sempre trasformata in una sfera 

reale, mediante una collineazione (cfr. n. 327, es. 3), 4»)_ 

La prima e la terza delle tre famiglie sopra, indicate corrispondono 

a valorí positivi del discriminante A; per la seconda famiglia invece 

e A < o. 

Esercizi. 1. - 1) Determinare i piani principali deUe quadriche seguenti, 6 

ridllrne le equazioni a forma canonica: 

2 x~ + 2 y2 + z! + 2x Y - 6 x - 6 Y + 1 = O, 
10 (x2 + y2 + Z2) + 8u + 6yz - 1 = 0, 
X2 + y2 + 2 xz + 2yz - 1 = 0, 
xy -ro XZ + yz - 4 = 0, 
X2 +Y.e'+ 1 =0, 
Xl + 2 y2 - 2xy + 2x - 4y - z + 1 = 0, 
X2 + y2 + 2 x y - 2 x + 2 Y - 2 z = O. 

!) Ogni iperboloide riferito a tre asintoti, come a8si coordinati, ha un' equa
zione della forma 

ai2 x y + aisxy + a23 yz + le = ° ; 
si dimost,ri che l' iperboloide (anche nella ipotesi di asei obliqui) e rigato o no, 
secondo che il prodotto au aiS a23 ha il segno di le o il segno opposto. (Si seghi 
la I!!uperficie col piano tangente nel punto 3011' infinito dell' asse z). 

3) Si dimostri che la superficie 

a (xl + 2 Y 14) + b (y2 + 2 ex) + e (.e! + 2 x y) = 1 

e un iperboloide ad una o due falde, secondo che la somma a + b + o e positiva 
o negativa, ed e un cilindro iperbolico se quella somma e nulla. La condizione 
necessaria. e sufficiente perche la. superficie sia rotonda e a b + be + ea = O. 

4) Per determinare il termine noto dell'equazione canonica di un cilindro 
ellittico od iperbolico (n. 353, Oss_ I), di cui e data l'equazione generale, si tra
aportino parallelarnente due piani coordinati, ad es. xz, yz, lasciando fisso il terzo 
xy, e si scelga come nuova origine il centro della. coniea che il cilindro sega Bul 
piano xy. Il termine noto della nuova equazione (ehe si puo calcolare col mezzo 
degli invarianti della detta conica) e il termine noto dell'equaziontl canonica ri
chiesta (n. 351, II). Si applichi questo procedimento al cilindro 

X2 _ y' - 142 + 2 Y z + x + y - z ""'" 5. 
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n. - 5) In un ellissoide (di semiassi a, b, e) e costante 

la somma dei quadrati dei valori inversi di tre semidiametri mutuamente per· 
pendicolari (CHASLES). Come si eilprime questa somma mediante gli invarianti 

della superficie' (cfr. n. 281, es. 12)) t 

6) E pure costaute (= 4 (b; e2 + e2~2 + a2~2) ) la somma dei quadrati dei 

valori inversi delle aree di tre triangoli, determinati da tre semidiametri mutua· 
mente perp€ndicolari presi a due a due (CHASLES). 

7) Nello studio delle proprieta metriche di un ellissoide 

XS y2 ,e" 

aZ+b2 +c:=l, 

conviene"adoperare le seguenti equazioni parametriche: 

:¡; = acos 0:, y = b cos~, ,e' = e cosy, 

dove 0:, ~, Y SOllO gli angoli che una retta variabile forma con tre rette mutua· 
mente perpendicolari. A queste formule si arriva direttamente, se si stabilisce 
l'affinita.:¡;=aX, y = bY, z = eZ tra l'ellissoide dato e la afera X~ + P + Z2 =1. 
Mediante quella affinita. il punto sopra considerato dell'ellissoide si muta nel punto 
(cos 0:, cos~, cos y) della sfera. 

8) A tre punti dell'ellissoide, che siano estremi di tre semidiametri mutua· 
mente coniugati, corrispondono, nell'affinita nominata, tre punti dalla sfera ap· 
partenenti a tre raggi mutuamente perpendicolari. Dalle formole esprimenti questo 
fatto si ricavino i seguenti tre teoremi, che estendono all'ellissoide le relazioni 
di APOLLONIO per la ellisse (n. 281). 

9) In un ellissoide El costante (= a' + b! + e~) la somma dei quadrati di tre 
semidiametri mutuamente coniugatí (LIVET). 

10) E costante (= ~ (b2 el + c2 a! + a2 b2») la somma dei quadrati delle aree 

di tre triangoli determinatí da tre semidiametri mutuamente coniugati, presi a 
due a due (BINET). 

11) E costante (= ~ a be) il volume del tetraedro, di cuí tre spigoli sono 

ke semidiametri mutuamente coniugati (LIVET). 
12) E costante la somma dei quadrati delle proiezioni ortogonali di tre se

midiametri coniugati sopra una retta (PETIT), o sopra un piano assegnato (CHASLES). 
13) L'affinita che lega un ellissoide ad una sfera permette di dedurre il 

volume di quello dal volume di questa. Si trova COS1 che il volume racchiuso da 
4 

un ellissoide di semiassí a, b, e, e 3" 7t abe (cfr. n. 294). 

1 1 ri8nltati relativi all'elli88oide, contennti in qnesto e nei 8ncces8ivi esercizi, si e8tenaono alle altre 
qnadriche a centro pnr di considerare i semidiametri in valore a;lgtb,'ico (reale o immaginaTio). 
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IIl. - 14) Se p e la distanza del centro da un piano tangente all'ellissoide 
z2 y~ Z2 
a t + b2 + Cf = 1, e A, ¡.t., V Bono gli angoli che la normale al piano forma cogli 

assi, si ha 
pl = a! cos2 A + b2 cos2 ¡.t. + e' cos2 v. 

Applicando que sta formola a tl'e piani tangenti, mutuamente perpelldicolari, risnlta 

pZ + Pi! + pz2 = a2 + bZ + eS, 

e si conchiude: «il lnogo dei punti da cui si possono condurre ad un ellissoide 

terne di piani tangenti perpendicolari e nna sfera di raggio yai +b2 +e2, con
centrica Rll'ellissoide «(MONGE); (cfr. n. 281, es. 22»). Il cono circ08critto al-
1'ellissoide, da un punto qualsiasi della afera, e tale che ad esso son o circo
scritti infinití triedri trirettangoli. 

• I 

15) Il teorema precedente vale anche per i due iperboloidi :: + ~! -:! = 1, 

per i qua.li la sfera di MONGE ha il raggio v' al + b2 - eS, e puo quindi essere 
immaginaria. La sfera di MONGE non sega in punti reali l'ellissoide, o 1'iperbo
Joide a due faldeo Essa sega l' iperboloide ad una falda lungo una curva reale , 
8e a > e; «questa curva (del quarto ordine) e il luogo di un punto da cui 
escono due rette della superficie perpendicolari tra loro~. 

;¡;2 y2 

16) Rispetto al paraboloide pI + q2 == 2 z, il luogo dei punti da cui si pos-

sono circoscrivere terne di piani tangenti mutuamente perpendicolari e il piano 
~ • + p + q = O. Esso sega il paraboloide iperbolico lungo una iperbole, in ogni 
punto della quale si incontrano due rette della superficie mutuamente perpen
dicolari. 

IV. - 17) Se in un cono I!i puo iacrivere un triedro trirettangolo, e nullo 
l' invariante lineare I; vicever8a, se I = O, si possono iscrivere nel cono infiniti 
triedri trirettangoli, donde risulta che «se in un cono si pu/'¡ iscrivere un triedro 
trirettangolo, si possono iscrivere nel cono infiniti triedri siffatti» (cfr. n. 318, 
es. 19». (PElr dimostrare il teorema diretto, si riferisca il cono al triedro tri
rettangolo; per l' inverso, si as suma una generatrice come asse 2', e si ricordi 
il n. 280). 

18) Dicesi equilatero nn cono, od una quadrica (iperboloide o paraboloide 
iperbolico) che abbia nullo l' invariante lineare. Il cono asintotico di un iper
boloide equilatero e equilatero. 1 piani direttori di un paraboloide equilatero sono 
perpendicolari. La sezioDe piaDa di un iperboloide (o cono) equilatero con un 
piano perpendicolare ad un asintoto (o ad una generatrice) e una iperbole equi
latera; tale e pure la sezione di un paraboloide equilatero con ogni piano normale 
all'asse. 

19) In un iperboloide equilatero ad una falda ciascuna generatrice e segata 
ortogonalmente da due direttrici, che formano tra loro un angolo retto. La di
rettrice e le due generatrici, che son parallele a quelle tre rlltte, formano con 
esse un seilatero semplice sghembo, i cui latí appartengono alla superficie, ed i 
cui angoli sono retti; lati opposti del seilatero Bono paralleli. 
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20) In un paraboloide (rigato) equilatero la generatrice (o direttrice) U8celite 
dal vertice sega ortogonalmente tutte le direttriei (o generatriei). Viceversa, se 
una retta di un paraboloide ha questa proprieta, es so e equilatero. 

21) Segue che le perpendicolari calate sopra una retta dai punti di una retta 
sghemba con quella formano un paraboloide equilatero, cui appartengono le rette date. 

22) In un faseio di quadriche vi e, in generale, una sola quadriea equilatera; 
se ve ne son due, ogni quadrica del fascio e equilatera. Se le quadriche del faseio 
Bono coni equilateri collo stesso vertice, le quattro generatriei base del faseio 
formano un quadl'ispigolo in cui le coppie di faecie opposte si segano ortogo
na.lmente. Ad un triedro generico si possono circoscl'ivere infiniti eoni equilateri; 
questi eontengono tutti la retta ove si segano i piani eondotti per i tre spigoli 
perpendicolarmente alle facce opposte (cfr. n. 260, es. 37). 

23) Un cono (od un iperboloide) dicesi dualntcnte equilatero se e nullo il 8UO 
invariante Q uadmtico J. Ad un cono siffatto possono cireoscriversi infiniti triedri 
trirettangoli; e viceversa. Un iperboloide dualmente equilatero possiede infinite 
terne di piani asintolici mutuamente perpendicolari. La sfera di MONGE (es. 14), 
] 5) di un tale iperboloide ha raggio nullo. 

24) Il luo~o dei vertici dei coni dualmente equilateri circoseritti ad una 
quadllica e la sfera di MONGE (es. 14». Parten do dalla condizione J = O ora. 
esposta, si ritrovi ~'equazione di questa sfera. 

25) n luogo di un punto da eui si possono eondurre ad una quadrica a 
centro terne di tangenti mutuamente perpendicolari, ossia il luogo dei vertici dei 
eoni equilateri circoscritti alla quadrica, e una quadrica concentrica alla data, 
eogli assi uguahnente diretti. Se la quadrica primitiva e un paraboloide, il detto 
luogo e un paraboloide ro tondo collo stesso asse. 

V. - 26) In una quadrica a centro il segmento di una normale qualsiasi 
compreso ha il piede ed un piano principale, moltiplicato per la distanza del 
centro dal relativo piano tangente, da un prodotto costaute (uguale al quadrato 
del semiasse perpendicolare al piano principale considerato). 

27) Segue cbe i segmenti di una normale compresi fra il piede e le inter
sezioni coi piani principali banno rapporti che non variano al variare della 
normale. 

28) Da un punto generico B dello spazio si conducano le normali ad una 
quadrica a centro. Dalle equazioni, cuí devono soddi¡,¡fare le coordinate dei piedi 
di quelle, si daduca che per questi punti passano tre cilindri di secondo ordine, 
di cuí ciascuno contiene uno degli assi, i punti a11' infinito degli altri due asai, 
ed il punto S. Due di questi cilindri banno in comuna una retta impropria ed 
una curva sghemba del 3° ordine, la quale contiene i piedi delle dette normali. 
Os servando che i due eilindri e la quadrica data hanno in comune complessiva
mente otto punti, si conclude che «per un punto si possono condurre sei Dor
mali ad una quadrica a centro, i cni piedi atanno sopra una curva del terzo 
ordine che passa per il punto dato, per il centro e per i punti a11' infinito 
degli assi:.. 

Per i sei piedi (e per que11a curva) passano infinite quadriche, le cui equa
zioni si ottengono combinando linearmente le equazioni dei tre cilindri; tra queate 
quadriche si trova un cono, col vertice nel centro della quadriea data, ed un 
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cono col vertice in S. Segue: < le sei normali, condotte da. un punto ad una. 
quadrica. a centro, appartengono ad un cono (equilatero) del secando ordine col 
vartice in quel punto:. (CHASLE!!). 

29) Per un punto generico dello spazio si possono condurre cinque normali 
ad un paraboloide; il cono del secondo ordine che esse determina.no contiene 
la parallela all'asse del paraboloitle condotta per il punto. 

CAPITOLO V. 

Sezlonl clrcolari. - Quadriche eonfocall. 

31)7. Sezioni eireolari di una quadriea; rieerea sintetiea. - Espor· 
remo in quest' ultimo Capitolo alcune proprieta metriche, che mettono in 
luce le relazioni di una quadrica col cerchio assoluto dello spazio. 

Proponiamoci anzitutto il problema delle sezioni circolM'¿ : « data una 
quadrica (che non sia una sfera), determinare i piani che la segano lungo 
cerchi, o, brevemente, i piani ciclici ». Ricordiamo che la conica K, segata 
sopra una quadrica da un piano n, ha come punti all'infinito le interse· 
zioni della retta a11' infinito p 00 del piano colla conica aIl' infinito Hoo 
della superficie. Ora, se K e un cerchio, quei punti all'infinito devono 
es'ser i punti ciclici di n (n. 129, Oss.), devono adunque trovarsi (oltre 
che su B 00) sul cerchio assoluto dello spazio, Q 00' che e il luogo dei 
punti ciclici di tutti i piani dello spazio. Quei due punti saranno percio 
intersezioni delle coniche Hoo, Qoo; e la retta Poo del piano n richiesto 
sara la congiungente di due tali intersezi'oni. 

Ora fu gia notato (n. 340) che le due coniche Hoo, Qoo si segano 
in quattro punti immaginari, i quali si distribuiscono in due coppie 
(M, M'), (N, N') di punti immaginari coniugati. II quaclrangolo completo, 
che ha quei punti come vertici, ha due lati opposti reali M M', N N' e gli 
altri quattro immaginari. :E pero reale il triangolo diagonale P RS del 
quadrangolo, ed ha come vert.ici i punti al1' iufinito degli assi dalla quadrica. 

Ricordalldo che ciascuno dei sei lati nel detto quadrangolo e retta 
impropria di uno, anzi di infiniti piani ciclici paralleli, concludiamo: 

Una quadrica e segata lungo cerchi dai piani di sei fasci impropri, 
dei quali pet·o due soZ¿ si compongono di piani reali. 1 piani di ciascuno 
dei sei fasci sono paralleli ad uno degli assi della quadrica, mentre ogni 
asse e parallelo ai piani di due dei sei fttSci. In part'icolat'e, i piani ciclici 
reali sono paralleli ad uno stesso asse. 

n risultato vale anche par i coni (a vertice proprio). In particolare, 
ogni cono reala ammette due serie di sezioni circoI:¡,ri reali, e puo quindi 
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riguardarsi come cono circolare, ottenuto mediante la proiezione di un 
cerchio da un punto esterno al piano di questo. 

L'enunciato esige invece qualche avvertenza, sopra cui ritorneremo, 
nel caso dei paraboloidi. Fermandoci ora sulle quadriche a centro, pos
siamo anche dire: 

Jj'ra i piani diatnetrali di una quadrioa a centro &/li, di cui due reali, 
&egano la 8uperficie lungo oerohi; per ogni asse della superfioie passano due 
di qttei 8eí piani j in partioolare, per uno degU assi pas.,ano i due piani 
ciclici reali, i quali (come a chiaro) risultano simmetrici rispetto ai due 
piani principali secantisi lungo quell'asse. 

1 piani ciclici di un fascio segano la quadrica lungo cerchi, i cui 
centri stanno sopra il diametro coniugato con quei piani, cioa sulla retta 
polare della retta impropria comune ai piani stessi (n. 332). Poicha que
st' ultima retta passa per il punto improprio di un asse della quadrica, 
quel diametro giacera nel piano principale perpendicolare all'asse. In 
corrispondenza ai sei fasci di piani ciclici, avremo dunque sei diametri, 
giacenti, a coppie, nei tre piani principali della quadrica; tra. questi dia
metri due solí sono reali, e stanno in uno stesso piano principale. Oiascuno 
dei sei diametri incontra la quadrica in due punti, reali o immaginari, i 
cui piani tangenti segano la superficie lungo cerchi di raggio nullo, vale 
a dire lungo coppie di rette isotrope (n. 48). Ora un punto di una qua
drica, il cui piano tangente seghi la superficie lungo due rette isotrope, 
dicesi punto oircolare od ornbelioo; in esso la involuzione delle tangenti 
coniugate (n. 312) e circolare. Ooncludiamo: 

Una q1¿adrica a centro possiede dodioi otnbelichi, sittwti a coppie sopra 
sei diatnetri j ogni piano prinoipale contiene qttattro d'i quei p1¿nti. Dei do
dici otnbelichi quattt'o al piu sono reali, e stanno in uno stesso piano .p,'in
cipale (perpendicolare all'asse per cuí passano due pi:mi ciclici reali). Pre
cisamente, ricordando le relazioni tra rette polari esposte al n. 325, si 
dimostra che una quadrica a punti ellittici p08siede effettivamente quattro 
olnbeliohi reali, mentl'e sopra 1tna qttadrioa a punti iperbolici gli ombelichi 
son o tutti immagina1'i; (cío a cbiaro, perche un ombelico reale e un punto 
ellittico). La afera naturalmente non e compresa in questo enunciato, 
giaccM ogni punto di essa e un ombelico. 

Vediamo ora come questi risultati si modifichino nel caso dei para
boloidi. La conica all' infinito HCIJ di un paraboloide si scinde, come sap
piamo, in due rette, realí o immaginarie secondo che il paraboloide ~ 
iperbolico od ellittico. Queste costituiscono una coppia di latí opposti del 
quadrangolo MM' NN' sopra. considerato; ma. i piani passanti per una 
di quelle rette non segano il paraboloide lungo cerchi propria.mente detti, 
bensl lungo la retta impropria nominata ed una. retta propria. Scartundo 
questi piani, risulta che un paraboloide possiede quatt1'o fasoi impropri di 

ar, - G. CASTBLHUOVO. LlZioni di Geotnt:tria 4naZ;ticc. 
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piani cicUci, deí quali fascí due si compongono di piani reali Be il para· 
boloide e ellittico, e neS8uno se iZ paraboloide e íperboZico.' 1 quattro fasei 
si distribuiscono in due coppie, in guisa che i piani di ciascuna. coppia 
sono paralleli ad uua delle rette ove il piano tangQllte nel vertice del 
paraboloide e segato dai piani principali; ad una delle coppie apparten· 
gono i piani ciclici reali del pa.raboloide ellittico. 

TI diametro coniugato ai piani ciclici di un fascio sega il paraboloide 
nel centro improprio ed in un punto proprio, che ~ un ombelico della 
superficie; dunque: un paraboloide possiede quattro ombelichi, situati a 
coppie nei due piani principali j di questi punti due (appartenenti ad uno 
Btesso piano pritwipale) sono reali nel paraboloide elZittico, nessuno neZ pa· 
raboloide iperbolico. 

Osservazione. - Noi abbiamo tacitamente supposto che le quattro 
intersezioni M, M', N, N' della conica all'infinito H 00 di una quadrica 
coll'assoluto 0 00 siano distinte tra loro. Ora fu gil\. osservato (n. 340) che 
puo M venire a coincidere con N, e nel tempo stesso JI' con N'; aUora. 
le due coniche H oo , 0 00 si toccano nei due punti M;::= N, M' ;¡¡¡¡ N', e la 
superficie e rotonda intorno ad un as se che passa per il polo P della. 
retta M M' = N N' rispetto !lolle dette coniche. In tal caso, le due serie 
oi piani ciclici reali vengono a coincide re nell'unico fascio improprio dei 
piani passanti per la retta M M'; questi piani sono perpendicolari all'asse 
di rotazione, e segano la quadrica rotonda lungo i cerchi paralleli (n. 112). 
1 punti di incontro dell'asse colla quadrica (ove esistano) sono gli ombe· 
lichi reali della superficie. 

358. Sezioni eireolari; rieerea analitiea. - Le considerazioni pre
cedenti possono tutte interpretarsi col mezzo delle coordinate. La ricerca 
a.nalitica dei piani ciclici di una quadrica di data. equazione porta, in 
sostanza, alla ricerca delle coniclte degeneri nel fascio determinato dalla 
conica all'infinito Hoo della superficie insieme coll'assoluto, porta. dunque 
a. risolvere quell'equazione cubica A (k) == O che abbiamo gia. incontrato 
piu volte (nn. 336, 352). Il procedimento si semplifica notevolmente se si 
parte dall'equazione normale della quadrica. Noi lo esporremo nel caso 
dell'ellissoide, ed enuuceremo i ri¡mltati relativi agli altri casi. 

Sia dato un ellissoide non rotondo 

(1) 
X' y2 z, I+U +.=1, a u e 

I L 'ultlmo rI.ultato e evidente, perch6 U paraboloide iperboUoo 6 segato da! piani reaU lunio Iper}~III . 
• parabole (n. 328). 
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cuí assi possiamo supporre scelti in guisa che sia 

(2) a> b > e. 

La conica all'inflnito H QQ dell'ellis!!Ioide ha (nel piano t = O) Pequa.zione 

(3) 
x' y2 z' 
--¡-+ -bV +, == O, a e 

mentre (nello stesso piano) l'assoluto Q 00 ha. l'equazione 

(4) x' + '!J' + Zl == O. 

La conica generica del fascio determínato da H 00, Q 00 

x, y' z! - + - + - - k (x' + '!J' + Z2) = O a2 b2 el , 

ossia 

degenera. in corríspondenza aí tre valori del parametro 

1 1 1 
k=" -b' '!' a e 

Essa., ad es., par il valore k = ~s si scínde nelle due rette 

g; Vb! - ~, +Z ,V~2 - ~t =0, 
ossia 

(5) 

rette che son reali in virtil delle (2); agli altri due valori 'di k corrispon
dono invece, come subito si vede, coppie di rette immaginarie. La stessa 
equazione (5), ove si faccia astrazione dalla t == O, rappresenta i due piani 
proiettanti dall'origine quelle due rette, rappresenta i due piani eieliei 
reali condotti per il eentro dell'elli88oide. Essi si 8egano lungo l'asse y, che 
e l'as8e di lunghezza intermedia. 

1 diametri coniugati ai due piani (5) banno le equazioni (n. 330) 

'!I=O, X _+ z 
a ya' .- b' - - e yb' - e' ' 

e segano l'ellissoide (1) in quattro punti, le cuí coordinate si ottengono 
risolvendo il sistema formato dalle due equazioni ora scritte (presa la 
seconda coll'uno o coll'altro segno) e dall'equazione (1). Fatti i calcoli, si 
trovano cos1 le coordina te dei quattro ombeliehi reali dell'elli8soide: 

(+ a 1 / a: - b: , 0, + e -V b: e:) . 
Va-e ' a-e 
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Similmente si dimostra che i piani ciclici reali condotti per il cent1'O 
di un iperboloide ad una falda paIsano per il rnaggiore dei due assi tra· 
Bversi; e gli analoghi piani, ,'elativi all'ipe)'boloide a due falde, passano 
per il rnaggiore dei due assi non t?'asversi. Dei due iperboloidi solo il se· 
condo ha quattro ombelichi reali, nel piano prineipale perpendieolare al· 
l'asse nominato. 

Per il paraboloide ellittieo 

con p> q > 0, i due piani eieliei reali useenti da,l vertiee hanno le 
equazioni 

y yp - q + z yq = 0, 

e i due ombeliehi reali, propri, hanno le eoordinate 

(o, + yq (p -q), ~ (p - q)). 

Le due serie di sezioni circolari del cono generale di 2° ordine farono seo. 
perte da DESCARTES (1648), mentre APOLLONJO aveva insegnato a determinare 
una delle serie quando l'altra. era nota. D' ALEMBERT (1780) dimostro che auche 
l'ellissoide possiede due serie di sezioni circolari. La ricerca generale, per tutte 
le specie di quadriche, fu fatta da MONGE e HACHETTE (1802); le considerazioni 
sintetiche del n. 357 sono dovute a PONCELET (1822). 

* 359. Quadriehe a eentro eonfoeali. - Ad una nuova serie di pro· 
prieta metriehe notevoli delle quadriche si giunge quando si eerehi di 
estendere a queste superficie la nozione di fuoehi, che presenta tanto in· 
teresse nello studio delle eoniehe, Giova qui, per proeedere nel modo piu 
sempliee, partire dal concetto di coniche confocali, e cercare l'equivalente 
nello spazio. 

Ricordiamo pereio (n. 291) che quene coniche formano una sebiera, 
alla quale appartiene, come coniea inviluppo degenere, la eoppia dei punti 
cielici. Ora, similmente, possiamo formare la sehiera di quadriehe (n. 327) 
che e determinata da una quadriea generiea assegnata e dal eerehio as· 
soluto, l'iguardato come quadrica limite, ossia quadriea inviluppo degenere; 
tutte le quadriehe della schiera si diranno confocali. In altre parole: due 
quad1'iohe si dicono confocali se della schie1'a che le contiene fa parte il 
cerohio assoluto. 

Le numerose proprieta delle quadriehe confocali si ottengono subito, 
ricordando le proprieta. proiettive delle schiere di quadriche (n. 327), e 
tenendo conto della particolarita metrica cbe caratterizza la sehiera di eui 
ora vogliamo oeeuparci. Ma per proee<1ere nel modo piu completo, comino 
ceremo colIo stabilire le equazioni delle quadriebe confoeali. 
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Partiamo d;all'equazione di una quadrioa in ooordinate di punti i supo 
porremo, per sémplioita, ridotta la. equazione a forma normale, e lasoie
remo da parte per il momento il caso dei paraboloidi. Non oocorre inveoe 
distinguere tra le varie speoie di quadriche a centro, giacche, come ve
dremo, ogni schiera di quadriche a centro confooali contiene ellissoidi ed 
iperboloidi delle due speoie. Possiamo dunque, senza introdurre restrizioni, 
supporre che la superficie data sia un ellissoide reale 

(1)' y' z! ,+ b2 + t =1, a o 
(1) 

i cui assi riterremo 8celti in guisa, che sia 

(2) a> b > 0i 

(veniamo C081 ad esoludere il caso delle quadriohe rotonde, che presenta 
minor interesse). Il nostl'O ellissoide, oonsiderato come inviluppo di piani, 
na (n. 346) l'equazione 

:3) a2 u2 + b2 v! + OllO
2 = 1. 

D'altra parte, Passoluto e rappresentato, in coordinate di piani, da 

(4) u' + Vi -t- w1 = O, 

wme risulta dall'Oss. del n. 346 applioata al cono 

(1)2 + yt + Z2 = O. 

Le quadriche inviluppi (3), (4) determinano una schiera, la cui qua
drica generica ha l'equazione plüokeriana 

DSBia. 

(5) (a' - k) u' + W - k) Vi + (01 
- le) lO' - 1 = 0, 

8 quindi l'equazione oartesiana 

(6) 

Al variare di le la quadrica (5), o (6), descrive la scbiera delle quadriche 
confooali alla data. 

La (6) ci fa vedere anzitutto che le qttadriohe confooali hanno lo stesso 
centro e gli stessi piani prinoipali; esse segano ciasouno di questi in una 
Bohi6ra d'i ooniohe con!ooalí; ad es., le sezioni col piano (1) y hanno, come 
fuoohi, due punti sull'asse (1), di aBcisse + ya' - b'. 

La (6) fa vedere, in secondo luogo, che tra quelle quadriche vi sono 
effettivamente quadriche a centro di tutte le specie, come avevamo affer
mato. Infatti, tenendo conto delle disuguaglianze (2), apparisce che ai 
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valori di k eompresi negli intervalli qui sotto indieati, corrispondono le 
quadriche nominate di fronte: 

CTJ < k < o', 
o' < k < b', 
b' < k < a', 
a' < k < + 00, • 

ellissoidi reali, 
iperboloidi ad una falda., 
iperboloidi a due falde, 
ellissoidi immaginari. 

Ai limiti degli intervalli eorrispondono quadriehe in viluppi degeneri, 
cioe coniehe riguardate come inviluppi di piani. Ad es., per k = o', la (5) 
ci da. 

(a' - 0' ) u' + (b' - o') v' = 1, 

che e (n. 273) l'equazione plückeriana della ellisse reale 

x' y2 
a' _ o' + b' _ o' = 1, 

situata nel piano ~ = O. Si puo formar cos1 la tabella: 

ellisse reale 

k=b', iperbole 
z· 

b
' 

,=1 -o 

nel piano (Ij Y. 

nel piano ti! z, 

k=a', 
.. y' Zl 

elhsse lmmag., b
' 
+ I t = - 1 nel piano y z, 

a - a-o 

k = + CTJ, cerchio assoluto nel piano all'infinito. 
Son queste le qu:tttro coniehe costituenti le quadriche invilnppi de

generi ehe una sebiera, come gia. sappiamo, contiene (n. 327, f»). Le prime 
tre di esse, o talora solo le prime due, che son o reali, diconsi coniohe fo, 
cali della sehiera. Dnnque: 

Una sohiera di qt~adriohe a oentro confooali posBiede tre ooniohe fooali 
appartenenti ai tre piani prinoipali; due di queste ooniche Bono reali, e pre
oisa'ntente una elliBse Bituata nel piano ohe oontiene l'asBe maggiore e l'asBe 
medio di un qualsiaBi ellis80ide della sohiera, ed una iperbole nel piano 
dell'asse maggiore e dell'aBBe minore del detto elliB8oide. 

La ellisse foeale 

(7) 
2)' y' --.--- --.;+ -1 z=O a2 _ e' bl - o' - , 

ha i fnochi nei punti (± v' a' - bl
, O, O), ove eadono i fuoehi delle eoniche 

segate sul piano 2) y dalle quadriehe confoeali; gli 8teasi pnnti 80no ver:;ici 
dell'asae trasverso nella iperbole focale 

(8) 
Xl z· 

1, Y =0, 
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i cui fuochi (+ ya' - o', O, O) sono, aUa lor volta, i vertici dell'asse mag
giore dena enisse (2), e son pure i fuochi delle sezioni delle quadriche 
confocali col piano xz. Conviene ricordare una parte di questo risultato cosl: 

La ellisse e la iperbole fooale hanno gli a8si fooali situati sopm 'una 
ste8sa retta, ove sta l' asse maggiore di ogni ellissoide della sohiera j i fuoehi 
d¡ ciasouna delle due ourve sono vertiei dell'asse foeale per l'altl·a. 

Riprendendo ora III esame le due ta.belle preceden ti, ove son consL 
derate le variazioni del parametro k, noi possiamo raffigurarci, 11el seguente 
modo, un sistema di quadriche a centro confocali/' Si attribuisca anzitutto 
a k un valore compreso tra - 00 e e'; la (6) ci dara in corrispondeuza. 
un ellissoide, i cuí semiassi valgono 

ya! - k, yb2 - k, ye' k, 

e decrescono al crescere di k. Quando k raggiunge il valore e', il minore 
dei tre semiassi, yo'- k, diretto secondo ~, si annulla, l'ellissoide si schiac· 
cia e si riduce ad un disco, che ricopre dqe volte la n'gione del piano roy 
interna alla ellisse focale (7). Continuando k a crescere nell' intervallo 
da o' a b.t , si ottengono iperboloidi ad una falda di semiassi tra~versi decre· 
scenti ya' - k, yb' - k, diretti secondo x, y; le ellisai di gola di questi 
iperboloidi cadono tutte nell' iuterno della ellisse focale. Se poi k raggiunge 
iI valore b', il minore dei due semiassi trasversi, ybt - k, si annulla. e 
l' iperboloide si schiaccia sul piano ro z, e viene a ricoprire doppíamentb 
la. regione di questo piano es terna aUa iperbole focal e (8). Finalmente, 
quando k cresce da b' ad al, si hanno iperboloidi a due falde, in cuí l'unico 
semíasse trasverso, ya~ - Te, va decrescendo, ed El diretto secondo ro; questi 
iperboloidi segano il piano x z lungo iperboli gíacenti nella regione ora 
nominata. Per le == a' si ha l'ellisse immaginaria del piano y z, e par i: > a2 

si ottengono quadriche immaginarie.' 

• Si pOSI!ODO seguire queste o .. ervazionl, e le succe8sive, sulla IIg, 6 "nll .. Tavola annes'" ,,1 volome, 
1 .. qual figura rappreseut .. tre quauriche confocali, delle tre "pecie. 

I Se si fa invece decre .. 'ere k da ,., a - 00, .i ottieue anzitutto un Iperbololde a due falde, che per 
It = b' "iene a ricoprire due volta la regione del piano ",z intem,. all' iperbole focale (8), poi un iperboloid. 
ad una falda, che por 1; = e' .i schiaccia sulla regione del pi~no "' 11 .,ter",. all'eW886 focaJe (7), finalmente 
!ln elli880ide rea1e. 
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Premesse queste nozioni, veniamo a tradurre, pel nostro caso, le pro· 
prieta generali delle schiere di quadriche. 

La proprieta a) del n. 327 cí da: 
a) Tra le infinite quadriche confocaZi a una data ve n' e una sola 

che tocca un piano generico a8segnato; quella superficie e sempre reale, se 
tale e il piano, giacche essa corrisponde a quel valore di k (certo minore 
di al) che soddisfa la (5), ove siano poste, in luogo di u, v, w, le coordi. 
nate del piano. 

Per una retta generica r dello spazio conduciamo le coppie di piani 
tangenti alle singole quadriche confocali; quelle coppie costituiscono una 
involuzíone (n. 327, b)), cuí appartiene lRo coppia dei piani passantí per l' 

e tangenti all'assoluto. 1 piani doppi dell' involuzione, dovendo di videre 
armonícamente anche questa coppia, risultano perpendicolarí t.ra loro e 
reali; essi d'altra parte toccano (n. 327, c)) l'una o Paltra delle due qua
driche della schiera che sono tangenti alla retta. Seguono dunque i teoremi: 

b) Le coppie di piani tangenti, condotti pel' una retta alle infinite 
quad¡'iche confocali (e alZe loro coniche focali), formano una involuzione sim
metrica (cfr. n. 291, c)). 

c) Fra le infinite qua'driohe confocali ve ne son due, sempre reali, che 
tocoano ttna retta .genet·ica assegnata; i relativi piani tangenti, pasBanti .per 
la retta, sono perpendicola¡'i t'ra 101'0. 

TI teorema d) del n. 327 ci da: 
d) I coni circoBC1'itt'i, da un punto generico dello spazio, alle qua.dl'iche 

confocali formano una schiera, cuí appa'rtiene il cono delle rette isotrope 
1t8Centi dal punto; una siffatta schiera dicesí schiera di coni confocali. 

Per quel punto passano (n. 327, e)) tre delle quadriche confocali, i cuí 
piani tangenti nel punto costítuiscono un triedro autoconiugato rispetto 
alle quadriche stesse ed ai coni nominati. TI triedro e dunque trirettan- . 
golo (perche antoconingato rispetto al cono isotropo), ed ti formato dai 
piani principali, sempre reali, di ciascuno di quei coni (n. 340). Dunque: 

e) Fra le 'infinite quadriche confocali ve ne Bono tre, sel1¿pre ¡'eali, che 
passano per un punto genet'ico assegnato; i relativi piani tangenti in que~ 

punto son o perpendicolari a d1¿e a due. 
Segue che, se due quadriche confocali si segano lungo una curva, i 

rispettivi piani tangenti, in ciascnn punto di questa, sono perpendicolari; 
le due quadriche si segano ortogonalmente lungo la curva. I1 fatto che per 
ogni punto dello spazio passano tre quadriche confocali, secantisi ivi orto
gonalmente a due a due, si esprime dicendo che le quadriche confocali 
formano un (particolare) sistema triplo ortogonale di superfic·ie. 

Ridimostriamo, e completiamo per vía analitica, la prima parte del 
teorema e). Le quadriche confocali passanti per un punto generico asse
gnato corrispondono a quei valori di k che soddisfano l'equazíone (6), nella 
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quale x, y, z indichino le coordinate nel punto dato, Liberando da frazioni 
la (6), si ottiene 

(9) (al - k) (b' - k) (o' - k) - Xl (h' - k) (o' - k) 
- y' (e' - k) (al - k) - Zl (a' - k) (h' - k) == O, 

equazione cubica in k, che ha tre radici reali k!) k2 , kg, perche il primo 
membro assume valori di segni alternati (+, -, +, -) quando a k si 
attribuiscano successivamente i valori - 00, e', b', a', Dagli intervalli, ove 
vengono a trovarsi le radici, si deduce che: . 

e') L~ tre quadriehe eonfoeal'i reali pasBanti per un punto generieo 
assegnato ,ono: un elli88oide, un iperholoide aa una falda, ea un iperholoide 
a due faldeo J Donde segue che quadriclJe confocali dello stesso nome non 
si segano in pnnti reali, mentre si vedrebbe che quadriche confocali di 
nome diverso si sega no lungo curve reali. 

A.d ogni punto P (x, y, z) dello spazio corrispondono, mediante la (9), 
tre valori reali k!) k2 , ka, appartenenti agli intervalli (- 00 , e'), (e', b'), (b', a'), 
e relativi alle tre q uadriche confocali che passano per il punto. Viceversa, 
dati tre valori reali ku k2 , ka' appartenenti a quegli intervalli, si hanno 
tre quadriche confocali, che si segano in otto punti P (+ al, + y, + z), dei 
quali uno solo sta, ad es., nel triedro che ha come spigoli i tre semiassi 
positivi. In virtñ di questa corrispondenza, si assumono talora i tre numeri 
ki , k2 , k. come coordinate di un punto P variabile nello spazio, o nel 
triedro suddetto. TI sistema delle eoordinate ellittiehe, a cui coal si perviene, 
viene applicato utilmente in alcune questioni di geometria, di meccanica, ecc. 

Riprendiamo in esame le pro prieta. generali delle schiere di quadriche. 
1 teoremif), g) del n. 327 ci condurrebbero alle coniche focali della nostra 
schiera, delle quali abbiamo gia discorso. 11 teorema h) (n. 327) ci da. invece 
una notevolissima pro prieta. delle dette coniche. Si as suma infatti sopra 

. una, K, delle coniche focali un punto P, e da es so si circoscrivano coni 
alle quadriche confocali; questi, tra cuí si trova il cono iaotropo di ver
tice P, hanno in comuue, secondo il teorema h), uue generatrici ed i piani 
tangenti lungo queste, i quali piani si segano nella tangente in Palla 
conica K. 

1 Se le qnadriebe corri.pondenti al Talon 1:,. ~ del parametro banno In eomnne U punto (<11>, 110, '.l, 
lo •• i8tono le relazloni 

'Xo' y~ zo' &tol Yo' lO' 

a' - k,. + b' - 1:, + el - 1:, = 1, a' _ 1:, + b' _ k, + c' _ ~ = 1, 

dalle qnall, mediante sottrazione e 8Oppreuione del fattore non nullo 1:, - k" el den"' . 

{l,Oi 'l/o' :o' 
(c.' - 1:,) (a" - ~l + (b' -k,.) (b' - k,) + (c" - k,.) (c' _ .1:.) = O. 

Ora sI rioonolOll eeaer que.ta la oondizione di perpelldicolantA del piani tangenti (n. 3(8) alle dne qn ... 
drlebe in ("'o, Yo, • l, Resta cosl dimostrata anaJitieamente anche 1 .. sseonda parte del teorema .) 
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Ora sappiamo che un cono, il quale sia bitangente al cono iso tropo 
collo stesso vertice, e ro tondo, ed ha come asse di rotazione la retta in ter
sezione dei piani tangenti comuni ai due coni (n. 340). Dunque: 

h) I coni circoscritti alle quad1'iche confocali, da un punto di una 
canica foca,le, &011,0 rotondi, e hanno come aBse comune di rotazione la tan
gente a quella canica in q1¿el punto. 

Anzi i punti delle coniche focali sono i ' soli (n. 327, i», cbe godano 
della pro prieta enunciata. 

• 360. Paraboloidi eonfocali. - Vediamo rapidamente come queste 
proprieta si estendano ai paraboloidi. : 

(1') 

Dato un paraboloide, ad es. ellittico, non rotondo, 

X' yt 
-+-==2z P q 

con p > q > O, e scrittane l'equazione tangenziale (n. 350) 

(3') pU' + q v' - 2 w = 0, 

si consideri la schiera determinata da es so col cercbio assoluto. La qua
drica generica della sehiera ha l'equazione tangenziale 

(5') (p - k) u' + (q - k) Vi - (k w + 2) w = O 

e l'equazione cartesiana 

(6') 
X' y' 

--+--==2z- k. 
P - k q- k 

Variando k da. - 00 a + 00 , si ottengono dunque paraboloidi .lJflittici 
linche k < q, paraboloidi iperbolici se q < k < p, e di nuovo paraboloidi 
ellittici (coll'asse diretto in senso inverso rispetto ai primi) se k > p. In 
corrispondenza al valore k = q, Ri ha una parabola /ocale 

Xl = (p - q) (2 z - q) 

nel piano principale '!I = O; e per k == P si ha una seconda parobola focale 

y' == - (p - q) (2 z - p) 

nel piano principale X = O. Le due parabole hanno gli assi sovrapposti (sulla' 
retta z), ma rivolti in senso opposto, ed hanno lo stesso parametro p - q. 

11 fuoco de.lla prima parabola (o, O, ~) e vertice della seconda, e viceversa. 

Alla Bcbiera dei paraboloidi confocali si applicano immutati i teoremi 
_), b), e), d), e), h) del numero precedente. TI teorema e') diviene: 

Per un punto pa8sano tre pa?'aboloidi con'¡ocali, di cuí due eLUttici ed 
ImO iperbolico, secantisi ortogonalmente neZ punto. 
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• S61. Coniehe foeaU di una quadrlea. - Data una quadrica, e per
fettamente determinata la 8chiera di quadriche confocali a cui e88a 'appar
tiene; son determinate quíndi le coniche focali della schiera, che possono 
dirsi coniche focali della quadrica primitiva. Esse souo caratterizzate dalla 
proprieta. seguente, che discende da! teorema h) del n. 359; nell'enunciato 
si ti en conto soltanto delle due coniche reaJi. 

n luogo dei punti da cuí si pOJSono circosc~'ivere coni rotondi ad una 
quadrica si compone di due coníche reali (dette focali), g'iacenti in due píani 
príncipali della quadrica, ed aventi gli assí focali situatí sopra uno stesso 
a8se di quclla. Precisamente, se la q'1tadrica ha centro, l'asse nomínato e il 
ma,ggiore degli assí trasversí, o l'unico asse trasverso j delle due coníche fo
cali una ~ ellisse, l'aUra e iperbole j i fuochi di cíascuna sono vertici del
¿'aBse focaZe per l'altra. Se la quadríca e un paraboloide, le due coniche 
focali sano parabole, aventi ciasc1tna il vet'tíce ?teZ f1WCO dell'altm. 

1 coni rotondi, di cuí parla il teorema, sono poi reali o immaginari, 
secondo che i relativi vertici sono esterni od interni alla. quadrica. 

Le due coniche focali reali e la conica focale immaginaria di una 
quadrica a centro segano la superficie complessivamente 'in dodici punti. 
Si dimostra, per vía sintetica o analítica, che son questi i dodici ombelichi 
della quadrica; 1 SOllO reali, nell'ellissoide, gli ombelichi segatí dalla iper
bole focale, e, ne}]' iperboloide a due falde, quelli segati dall'ellisse focale. 
Oonaiderazioni analoghe valgono per i paraboloidi. 

• 362. Coniehe foeall eoniugate. - Le osservazioni del numero pre
cedente continuano a sussistere anche quando si parta da una quadrica 
inviluppo degenere, cioe da una conica diversa dal cerchio assoluto, giacche 
quella conica, insieme coll'assoluto, determina pienamente una schiera di 
qnadriche confocaJi, di cuí essa e una conica focale. Oio segue senz'altro 
dalla definizione di schiera, e risuIta pure dal notare che, 3d es., la ellisse 

x' y" 
a' -+ ~i = 1, z == 0, 

appartiene (come conica focale) alla sola schiera di quadriche confocali 

Xl y' z' 
a 2 -+A + ~+A +T=1, 

dove ). ~ un parametro; basta, per assicurarsene, identificare l'equazione 
delIa ellisse alla (7) del n. 359. Riguardando dunque una data conica come 
conica focal e di una. schiera di quadriche confocali, restano determinate le 
altre due coniche focali della Bchiera, delle quali una e reale, e dicesi 

1 Infattl il cono yotondo, oiroOlloritto da uno di quol punti an .. quadrlca, degenera, oome Invilnppo, In 
due fasei, I cni sesi Bono le rette leotrope uscentl da! punto nel piano tangente ana quadrica (n, 313), 
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conica focale c07liugata deUa primitiva (v. fig. di pago 551). Aqueste coni. 
che focali coniugate si applica ancora il teorema del numero precedente, 
coll'avvertenza pero che il cono circoscritto ad una conica da. un punto 
dellá. conica stessa e i1 piano della curva contato due volte, e non ha 
quindi alcun interesse, mentre il cono circoscritto alla conica da un punto 
generico della conica focale e i1 cono proiettante quella curva da que sto punto. 

Tenendo conto solo di questi ultimi coni, si giunge al seguente note· 
volissimo teorema: 

Il luogo _ dei punti da cui una conica t'eale ~ proiettata mediante coni 
rotondi e una seconda conica reale, la qua le, a sua volta, e proiettata me· 
diante coni rotondi dai punti deUa conica primitiva. I piani delle due coni
che si segano o,·togonalmente l'L/mgo l' asse focale comune alle dtte curve, ed 
i fuochi di ciascuna sono vertici dell'asse focale per l'aUra. Se la conica 
primitiva e una ellisse, l'altra e una iperbole, e viceversa; se quelZa e una 
parabola, sara una parabola anche la seconda. 

Risulta da questo teorema che per una couica qualsiasi paseano infiniti 
coni rotondi. Per conseguenza, la definizione che i geometri greci anteriori 
Bod ApOLLONIO davano delle coniche come sezioni di coni rotondi, non intro
duceva in realta aleuna restrizione. 

Sebbene gli ellisaoidi confocali si presentino in una rioorca di meccanica cele
ste fa.tta. da LAPLAClI: (1799), si puo aff'ermare che la teoria. delle qnadriche con
focali fu fissata nelle sue linee principali da DUPIN (1813), i1 'lnale scopr\. le 
coniche focali, e dimostro (eontemporaneamente a BINET) che le dette quadriche 
formano un sistema. triplo ortogonaJe. Pero l'osservazione (presa qui come defini
zione) che queHE'> quadriche cOBtituiscono una particoJa.re schiera e dovuta a 
CHASLEB (1837). 

Che le coniche focali Biano luoghi di vertici di coni ro ton di circoscritti aIle 
quadriche confocali, fu dimoBtrato da STEINER (1826), mentre il caso particoJare, 
relativo ai coni rotondi passanti per una. data conica, era gia. noto a. DUPIN (1813). 

Esercizi. l. - 1) Un cono quadrico di vertice O, ed il cono isotropo avente 
lo stesso vertice determinano un fascio di coni conciclici ed una schiera di coni con
focali, fascio, o Bcbiera, ottenuti proiettando da O il faBcio o, riBpettivamente, la 
achiera di coniche determinati, sul piano all'infinito, dalle coniche all'infinito 
dei due coni. I coni del fascio, o della sehiera, hanno i piani principali e gli assi 
in comuna (piani principali ed aBsi del fascio o della. Bchiera). La poJarita orto
gonale nella stella O muta i coni conciclici in coni confocali, e viceverBa. 

2) Nel fascio di coni conciclici vi Bono tre coni che degenerano in coppie di 
piani ciclici, secantiai lungo i tre aBsi del fascio; di queste coppie una sola si 
compone di piani reali. Ogni piano paralIelo ad uno dei piani ciclici sega ciaBcun 
cono del fascio lungo un cerchio. Due piani paraHeli a due piani ciclici costituenti 
una delle dette coppie si chiamano antiparalZeli; essi segano ciascun cono lungo 
due cerchi che appartengono ad una sfera. Una sfera condotta per 0, in guisa da 
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toccare ivi uno dei piani cicüci, sega tutti i coni del fascio lungo cerchi, i cui 
piani sono paralleli tra loro ed antiparalleli a quel piano ciclico_ 

3) Un piano generico condotto per O tocca due coní del fascio lungo due ge
neratrici, ,che risultano perpendicolari tra loro. 

X2 X2 ¡:! 
4) Se - + R + - = O, con C% > ~ > y, e l'equazione cartesiana ortogonale 

_ IX t' r 
di un cono, e quindi C%U! + ~t,! + yw' = O e l'equazione plückeriana del cono 
(o meglio della sua conica aH' infinito), i coni confocali sono rappresentati dal. 
l'una o dall'altra delle due equazioni: 

(GIl + A) u 2 + (~ + A) v! + (r + A) wl = O, 
,;2 'lj~ Z2 

IX + A + ~ + A + y + A = O, 

dove A e un parametro. Si esamini la posizione e la natura dei coni che corri
Ilpondono ai valori di A compresi negli intervalli aventi per eBtremi (- 00, - IX, 

-~, - T, + (0). 
5) Alla schiera dei coni confocali appartengono tre coni di cui ciascuno de

genera in due fasci dí pi allí ; gli assi di tali fascí escono da O~ e si troyano 
distribuiti 3 coppie suí tre piani principali della Bchiera. Una sola di queste cop
pie Bi compone dí rette reali 

X2 ¡:2 

y=O, --- ----=0. 
IX-~ ~-"( 

A queBte rette (8 talvolta anche alle rimanenti quattro) si dA il nome di rette (0-
cali della Bchiera, o dí ciaBcun cono componente la Bchiera (MAGNUS). 

6) Dato un cono, le Bue rette focali Bono completamente determinate, e pos
sono definirBi direttamente mediante una delle Beguenti proprieta.: a) i pianí tan
genti ad un cono condotti per una retta focale toccano il cerchio aBBoluto; b) per 
una retta focale pasBano intinite coppie di piani coniugati riBpetto al cono e per
pendicolari tra loro (CHASLES). 

7) Dalla proprieta b) segue che un piano, perpendicolare ad una retta focale 
di un cono, sega questo luugo una conica avente un fuoco su quella retta. 

8) Le coppie di piani tangenti, che sí possono condurre aí coni confocali da 
una retta p passante per O~ forman o una in,oluzione simmetrica, cui appartiene 
la coppia congiungente p coi due raggi focali (rea1i) della scbiera. 1 piani doppi, 
perpendicolari tra loro, della involuzione sono tangenti, lnngo p, ai due coni della 
schiera passanti per p. 

9) Segue che il piano tangente ad un cono lungo una genera trice biseca il 
diedro dei piani congiungenti quella generatrice colle rette focali del cono. 

10) Segue ancora che due coni confocali, aventi una "eneratrice in comune, 
si segano ortogonalmente lungo queBa. 

11) Le rette simmetriche di una retta focale di un cono, rispetto ai piarri 
tangenti al cono, formano un cono rotondo, che ha per asse l'altra retta focale 
del cono primitivo. 

12) Segue: ~ e costante la somma o la differenza degli angoli che una genera
trice qualsiasi di un COllO forma colle due rette focali» (MAGNUS); comparisce 
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la somma o la differenza, secondo che si adoperano certi angoli o gli angoli 
adiacenti. 

13) L'ultimo teorema si dimostra per via analítica, cercando il luogo di una 
fetta per O che formi con due rette fisse, uscenti da O, angoli aventi una somma 
o difIerenza costante. Posto che le rette fisse si trovino nel piano y = 0, e formino 
coU'asse :t: gli angoli !p, 1t - !p, posto inoltre che la somma o differenza costante 
sia (J), l'equazione del luogo risulta 

X' y! ,31 

---+ + =0-
cos 00 - 1 cos 00 + cos 2 r; cos 00 + 1 ' 

si tratta effettivamente di un cono, il quale, al -variare di 00, descrive una schiera 
di coni confocali. 

14) 1 teoremi sulle rette focali si trasformano, mediante la polaritA ortogo
nale nella steBa O (es. 1», in teoremi suí piani ciclici. Si dimostd per queijta 
via che ~ El costante la somma o la differenza dei diedri formati da un piano va
riabile tangente ad un cono coi due piani cicli~i reali» (CüASLES). 

n. - 15) 11 luogo dei poli in un piano 1t, rispetto ad una schiera di qua
driche confocali, e una retta p normale al piano 1t nel punto ove 1t El toccato da 

una quadrica della schiera; p El dunque normale aquesta quadrica in quel punto. 
La retta p contiene, in pal'ticolare, i poli delle rette sezioni di 1t coi piani prin
cipali, rispetto alle coniche focali appartenenti a quei piani (n. 237, es. 28)). 

16) Segue: ~ sopra un piano principale di una quadrica riman e determinrtta 
una polarita, in cuí si corrispondono le tracce di ogni piano 1t e della retta p 
perpendicolare " coniugata con 1t rispetto aUa quadrica; la curva fondamentaJe 
della polaritA piana El la conica focale giacente su quel piano principale» (CR/\.
eLES, REYE; cfr. n. 283). 

17) Segue pure dal teorema 15): «due piani perpendicola.ti e coniugati ri
epetto ad una quadrica, son o coniugati rispetto ad ogni quadrica confocale; eS8i 
segano sopra un piano principale coppie di rette coniugate rispetto aUa relativa 
eonica focale ». 

18) Un triedro trirettangolo, autoconiugato rispetto ad una quadrica, e pure 
autoconiugato rispetto aUe quadriche confocnli. Ogni punto generico S dello spa
zio El vertice di un siffatto triedro; esso El formato dai piani prinCÍpali del cono 
circoscritto da S ad una (qualsiasi) quadrica della schiera, o dai piani tangenti 
alle tre quadriche della sebiera passallti per S. Se pero S appartiene ad una co
nica focale, esistono infiniti triedri siffatti di vertice S, aventi, come spigolo co
mune, la tangente aquella conica in S. 

19) Una retta per cuí passino (due a quindi) infinite coppia di piani perpen
dicolari coniugati rispetto nd una quadriea dicesi asse focale di quella quadl'iea 
(e di ogni quadrica confocale). Le tangenti aUe coniche focali son o, ad e8., aSBi 
focali (PLttCKl!lR). Un asse focale El retta focale per il cono circoscritto da un suo 
punto ad una qualsiasi quadrica della schiera; e viceversa. 

20) Per ogni punto generico S dello spazio passano sei assi focali, tra cui 
due solí reali, che son o le rette focali dei coni confocali circoscritti da. Salle 
quadriche della schiera. 
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21) Gli &88i focali rea1i di una 8cbiera di quadriche coufocali 80no le rette 
degli iperboloidi rigati appartenenti alla schiera (CRABLES). 

IIl. - 22) n cono circoscritto ad una quadrica da un fuoco J!, cios da un 
punto di una conica focale, tocca la quadrica lungo una conica situata nel piano 
polare di F, che e perpendicolare al piano principale contenente F. Quel cono ti! 
rotondo (n. 359, k», e tocca quindi il cono iso tropo di vertice F lungo due ge
neratrici i80trope; il piano di queste ti! normale all'asse del primo cono, cios aHa 
tangent" in Falla conica fooale. Segue: «i1 cono isotropo che 1G per vertice un 
(uoco F di una quadric.a e tangente alla quadrica in dne punti, la cui congiun
gente f (direttrice relativa al (uoco F) e perpendioolare al piano principale conte
nente F, e 8ta nel piano normale in F aUa conica focale cui F appartiene. Questo 
piano 8ega la quadrica lungo una conica, di cui F e un fuoco ed f s la relativa 
direttrice:. (CRASLES). 

23) Il cono i80tropo di vertice F sega la quadrica lungo due coniche (n. 327, 
e8. 15» (cerchi immaginari) appartenenti ai due piani ciclici passanti per la diret
trice f. Indicando brevemente le equazioni di que8ti due piani con U = O, V = O 
8e 80no reali, o con U + i V = O 8e sono immaginari, e 8cegliendo come origine 
il fuoco F, si conclude: e la equazione di una quadrica avente un fuoco nella ori
gine puo scriver8i sotto una delle forme: 

(ex) 

(~) 

:1;2 + y2 + .2 = U V, 

z! + V2 + 11
2 = U' + V' I 

dove U e V sono polinomi reali lineari in x, y, 11 ... La (IX), o la (~), corri8pon
dono alle ipotesi cbe l'origine appartenga ad una conica (ocale secante la super 
dcie in ombelicbi reali, o rispettivamente immaginari; ad es., nell 'ellissoide la (exl 
li riferisce alla iperbole focale, la (~) alla ellísse focale. 

24) L'equazione (ex), nel caso di uu ellissoide, esprime che «il quadrato dells 
distanza di un punto generico di ,un ellissoide da un fuoco appartenente all' iperbolt 
focal e sta in un rapporto costante col prodotto delle distanze di quel punto dai 
due piani ciclici condotti per la direttrict' corrispondente al fuoco:.. (SALMON, 

AJ4TOT). Il rapporto vale bt (:: - :2) , e non dipende quin di da,l fuoco che si 

tin& Bulla iperbole focale. Proprieta analoghe valgono per le altre quadriche. 
25) L'equazione (~), nel caso deU'ellis80ide, puo interpretarBi cosl: e la di

Itanza di un punto variabile di un ellis80ide da un fuoco preso 8ulla ellisse focale 
8ta in rapporto cost&nte colla dista.nza del punto dalla direttrice corrispondente 
& quel fuoco, purche qucsta distanza venga valutata paralle1a.mente ad un piano 
ciclico:. (si intenda oioe la distanza tra il punto nominato e la íntersezione della 
direttrice con un piano cíclico reale conuotto per il punto). Analogamente per le 
altre quadriche. (MAC CULLAGR). 1 teoremi 24), 25) conducono, invertiti, a gene
razioni deIle quadriche, analoghe .n& nota generazione di una conica mediante 
un fnoco e la direttrice (n. 65, b». 

IV. - 26) Sopra due ellisBoidi confocali 
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si dicono oorrisponde,~ti due punti P (x, y, .z), p' (X, Y, Z) tali che 

1 punti P, pr si corrispondono effettivamente in una affinita, che trasforma un 
ellissoide nell'altro. Ora si dimostri che le due quadriche confocali Il.ll'ellissoide, 
che paBsano per P, pasBano per pr. Se dunque il Becondo ellisBoide si porta, va
riando, sugli infiniti elliBsoidi confocali col primo, i1 luogo del punto P' e un tratto 
della curva intersezione dei due iperboloidi confocali passanti per P. Definizioni 
e proprietA analoghe valgono per due iperboloidi confocali deilo stesso nome. 

27) Se (P, PI), e (Q, Q') sono due coppie di punti corrispondenti di due 
ellissoidi c:onfocali, vale la relazione P Q' c= P'Q (IvORY). 

28) Se P, Q Bono due pnnti di una generatrice di nn iperboloide rigato, 
e P', Q' sono i due pnnti corrispondenti di una generatrice di un iperboloide 
rigato confocale, vale pure la relazione P Q = P' Q'; in altre parole, I'affinita 
sopra nominata, che muta l'una superficie nell'altra, stabilisce una uguaglianza 
sopra le generatrici corrispondenti (cfr. n. 224, es. 9)). Od anche: sono ugnali i 
segmenti di due generatrici corrispondenti dei due iperboloidi, compresi tra dne 
ellissoidi confocali con quelli. 

29) Segue che, se con due generatrici e due direttrici di un iperboloide ri
gato si forma un quadrilatero semplice sghembo .P Q R S, i lati di questo risul
tan o uguali ai lati del quadrilatero P' Q' R' S' corrispondente sopra un iperboloide 
confocale. Se si suppone che i due ipel'boloidi corrispondano a due valori vici
nissimi del parametro A che entra nell'equazioni delle quadriche confocali, i due 
quadrilateri possono riguardarsi come due configuraziolli successive assllnte da 
uno steS!lO quadrilatero, formato da quattro aste rígido articolate nei vertici. 
Estendendo que sta considerazione a tutta la superficie, risulta che «un iperbo. 
loide rigato, il quale si immagil1i costituito da due serie di aste rigide, articolate 
nei punti ove si segano, puo deformarsi con continuita , assumendo la posizione 
e la forma degli infiniti iperboloidi rigati confocali con esso .. (HENRICI). Le due 
coníl~urazioni estreme sono costituite dagli inviluppi delle tangenti alla ellisse 
ed aIla iperbole focale. 

V. - 30) Se due quadriche si toccano lungo una conica, il piano tangente 
ad una di esse in un ombelico sega Paltra quadrica in una conica che ha un 
fuoco nell'ombelico e la corrispondente direttrice sul piano della conica. 

31) In particolare: se una quadrica (rotonda: n. 839, es. 11)) tocca un. 
sfera lungo nn cerchio, ogni piano tangente a qnesta sega queila lungo una co
nica che ha un fuoeo nel punto di conta,tto. 

32) La conica, lungo cui un cono rotondo e segato da un piano, ha i fuochi 
nei punti ove il piano e toccato da sfere iscritte nel cono (DANDELIN). Esistono 
due sfere siffatte, come si vede segando la figura solida col piano di simmetria 
condotto per l'asse del cono normalmente al piano della conica. Nel caso della 
ellisse, UDa delle due sfere sta dalla banda del vertice rispetto al piano della 
conic!\, e l'altra dalla banda opposta. Nel caso della iperbole, le afere stanno 
dalla banda del vertice. E nel caso della parabola' 
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33) La dl'fl.nizione elementare di fuoco di una sezione del cono rotondo, che 
di qua si ricava, conduce (in base alle note proprieta delle tangenti condotte da 
un punto ad una sfera) a stabilire, per via elementare, le principali proprieta 
dei fuochi di una conica. Ma le stesse considerazioni conducono pure a proprieta 
notevoli delle coniche mutuamente focali. Supposto infatti, ad es., che la sezione 
dei cono di vertice 8 sia una ellisse di fuochi P, P, e presi sulla curva due 
punti arbitrari M, N, segue facilmente che S M - 8 N = P M - F N. Di qua, nella 
ipotesi che M, N coincidano coi vertici dell'asse tocale della ellisse, si deduce il 
risultato noto (n. 362) : «illuogo dei vertici ilei coni rotondi proiettanti una ellisse 
data El una. iperbole (foenle), che ha per vertici e fuochi i fuochi ed i vertici del
Passe focale della ellisse, e che sta in un piano normale al piano di questa~. 

34) Si deduce pure che e El costante la differenza delle distanze di un punto 
variabile della iperbole focale da due punti fissi (arbitrari) della ellisse focale ~. 
Ed analogamente si dimostra che «El costante la somma, o la differenza, delle 
distan:z;e di un punto variabile lUD~o la ellisse focale da due punti fissi della 
iperbole focale, situati sopra rami diversi, o sopra uno stesso ramo:. (DUPIN). 

35) Rappresentando parametricamente i punti delIa ellisse mediante e formola 

~ = a C08;,p, y = ~ ~o. 'il, e = O, 

od i punti della iperbole focale mediante le formola 

X' = v'a2 
- W : cos~, y' =- O, e' = ~ tg ~, 

dove cp e ~ souo dile parametri, si calcoli la distanza tra i due punti (2:, y, e), 

(x', y', .z'), e si dimostrino analíticamente le proprietA sopra enunciate. 
VI. - 36) Dicesi tangente di curvatura ad una quadrica, in un punto, una 

tangente che sia perpendicolare aUa tangente coniugata (n. 312). Ogni punto ge
neríco di una quadrica possiede due determinate tangenti di curvatura, reali, le 
quali sono parallele agli assi di una sezione della quadrica con un piano paral
lelo al piano tangente in quel punto. Ma, se il punto El un ombelíco, ogni tan
gente in esso El tangente di curvatura. 

37) Preso sopra nna quadrica un punto P, le due quadriche confocali con 
os Sil. passanti per P hanno ivi i piani tangenti che contengono le tangenti di 
curvatura aUa prima quadrica in P. In altre parole: la curva intersezione di due 
quadriche confocali ha come tangente, in ogni suo punto, una tangente di cur
vatura di ciascuna delle due quadriche (n. 327, es. 32)). Una curva siffatta di
cesi Íinea d,¿ curvatura della superfieie cui appartiene. Dunque: «la intersezione 
di due quadriche confocali e linea di curvatura per ambedue:. (MONQE). 

118 - G. CAI!"I"I!Ll'UOVO, Luto,,( di Gt61'11ária. a.nttfitlMl. 
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Sui problemi geometrici. 1 

963. Classifteazione dei problemi geometriei. - Piñ. volte cí e ac· 
eaduto di risolvel'e, llel corso delle nostre lezioni, problemi di geometria 
piano" sia col metodo analitico, sia mediante effettive costruzioni. Alcuni 
di quei problemi, trattati analíticamente, ci hanno condotto ad equazioni 
Lineari; e noi siamo riusciti a risolverli graficamente facendo uso di sol e 
linee rette, cioe colla sola riga. Tale e atl es. il problema di costruire 
l'elemento quarto armonico dopo tre élementi dati (nn. 149, 150). 

Altri problemi, trattati analíticamente, ei hanno condotto ad equazioni 
quadratiche; mentre per la loro risoluzione grafica si e dovuto far uso di 
cireonferenze (eioe del eompasso) olt"e che di rette. Basti qui ricordare 
la costruzione deglí elementi uniti di una proiettivita tra due forme di 
prima specie sovrapposte (n. 178). 

Finalmente abbiamo accennato a due celebri problemi (nn. 64, 65), 
la cui risoluzione esige Puso di curve diverse dalla retta e dal cerchio. 

Lo studio sistematico dei problemi geometrici e deglí strumenti im
piegati a riliolverli forma l'oggetto di una teoria, che eostituisce forse la 
piu notevole applicazione dei metodi analitici nel cámpo della Geometría 
elementare. Vale quíndi la pena di porne in luce brevemente i concetti 
generali, rimandando, per i risultati algebrici e per lo studio di partico
lari problemi, ad opere che il lettore potra facilmente consultare. 

Due questioni noi cí proponiamo. Vogliamo in primo Iuogo stltbilire 
una classificazione razionale dei problemi geometrici. 1M in secondo luogo 

I QU8Sto .. rticolo e, salvo aleuue moditloazloni dI ("rma e q"&loh~ .. "'pli.mento, nna riproduzloue di Oll mio "critto «SuUa risolubilita del problemi geometriel ... », redntto per il volume pubblkato da) Sigo EN' alQUIIS .opra alenn8 ~ Quostionl rlgu .. rda"U 1& geometria elelll6utare. (Bologna, Z .. nichelli, 1900 ¡ vol. n della 2& edi •. ). 
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vogliamo esaminare quali classi di problemi aiano risolubili con determi· 
natí strumenti. 

Assegnare un problema di geometría piana vuol dire aaseguare nel 
piano, su cm si opera, un certo numero finito di punti, rette, curve ... , e 
chiedere nuovi punti, nuove rette, nuove curve ..• , che siano in determi
nate relazÍoni cogli enti dati. Possiamo supporre pero che gli enti richiesti 
~iano sempre punti; iufatti, se fosse domandata una retta, basterebbe 
costruirne due punti (ad es. le intersezioni con due rette pr.efisse), giacche 
la retta potrebbe poi tracciarsi collo strumento riga, di cui riterremo 
permesso l' uso; ed una osservazione analoga si farebbe quando fosse ri
chiesto un cerchio, e si disponesse del compaaao. Ma, in generale, se non 
si possiede uno strumento atto a. tracciare d'un tratto continuo una curva 
che venga richiesta, si intendera che la curva deve esser costruita per 
punti, e si riguarderanno come altrettanti problemi staccati la determina
zione di singoli suoi punti, ad es. dei punti che si troyano sopra retLe, 
cerchi..., condotti, aia ad arbitrio, sia in modo prefisso. 

Oonsiderazioni analoghe possiamo applicare ai dati del problema. Alle 
rette, ai cerchí e, sotto ipotesi molto larghe, alle curve che comparissero 
fra i dati, possiamo sostituire un numero finito di punti atti ad indivi
duare quelle linee. l Limitandoci ai casi in cui cio e possibile, il nostro 
problema potra. ridursi ad uno o piñ problemi del seguente tipo: 

Dati in un piano alcttni punti in numero finito, costruir, un punto 
ohe abbia coi dati rela.zioni as.~egnate. 

Per tradurre ii problema in forma analitica, riferiamo i punti nomi· 
nati ad un sistema. di coordinate proiettive (n. 156), o casi particolari, ad 
es. coordinate cartesiane. Nel fissare gli elementi fondamentali del sistema 
eviteremo tuttavia (per ragioni che poi saranno dette) di introdurre enti, 
che non abbiano relazione colla natura del problema proposto. Oos'l., se 
questo ha carattere puramente proiettivo, faremo uso di un sistema di 
coordinate proiettive, di cui i punti fondamentali ed il punto unito, si 
trovino possibilmente fra i dati, od in punti arbitrari che, in tal caso, 
vanno aggiunti (aRsociati) ai dati. Ma se si ritiene conoaciuto un paral
lelogramma, due lati contigui di questo potranno assumersi come assi di 
un sistema cartesiano, e il vertice opposto all'origine come p"t.nto unita; 
se finalmente si ritiene con08ciuto un quadrato (o costruibile coi mezzi 
di cuí si dispone), pot.remo adoperare un sistema cartesiano ortogonale, 
con un' unica unita di lunghezza per le asciS86 e le ordinate. 

1 Si intende che I puntl. a cul ei alludo, poseono appartenere alla our .. a; mil non e nec.asarlo ohe cos\ 
ola. b8l!tando che la loro oon08cenza permetta di determinare la curva. Cosl, le una ouna algebrica f08.e 
riferita ad assi carteeianl, e ei conoacessero pib. punti aventi come coordinate i coefficienti delJa equa.iono 
della curva, .i potrebbe .Ure che qne! punt! permettono di individuare la onrva. 
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Rispetto al sistema di coordinate prescelto, i punti dati (compreso 
il punto unita) avranno certe coordinate, ad es. non omogenee, che pro
miscuamente indicheremo con 1, a, b, o ... , e riguarderemo come quantita. 
note. Esse, insieme a tutte le qnantita. che si ottengono da quelle con 
operazioni razionali (addizione algelJrica, moltiplicazione, divisione) eseguite 
in numero indeterminato, purche finito, costituiscono, come si suol dire, 
un campo di razionalitií 1 

K=[l, a, b, c .. . ], 

la cui conaiderazione e fondamentale nella discussione che stiamo per fare; 
lo chiameremoil oampo di razionalita deflnito dai dati. Insieme ai datí 
dobbiamo pur considerare il punto incognito, il quale avra come coordi
nate certi numeri incognit-i x, y. I legami espressi nell'enunciato del pro
blema fra. i punti dati ed il punto incognito, si tradurranno in certe rela
zioni analitiche fra le quantita. note e le incognite x, y. Operando su 
queste .relazioni mediante i processi di eliminazione fornit i dall'analisi, 
i\rriveremo in fine, se il problema e de ter mi nato, a. due equazíoni, una 
llontenente la sola incognita ro , 

(1) f(,v) == O, 

l'altra la sola y. Ed il problema si spezzera in due: uno dipendente dalla 
equazione (1), per determinare la coordinata ro del punto incognito, o, se si 
vuole, per determinare il punto (x, O) sopra una retta assegnata (y == O) ; 
Paltro problema per determinare la coordinata y, ossia il punto (O, y), 

quando Bia nota la ro. 
In se guito aquesta osservazione, possiamo limitarci a considerare i 

problemí dipendenti da una. sola. equazione con una sola incognita. Easi 
poasono classificarsi a seconda. dell'equazione nominata. Precisamente: 

Un problema B'í dioe algebt'ico se la equazione da c·ui e8SO dipende e 
algebrioa, e quin di pitO porsi sotto la forma (razionale, intera) 

(2) 

dove si 8uppone precisamente ohe A., A 2 ... A.. siano quantitit appartenenti 
al campo di razionalita deflnito dai dati. 

Ogni problema che non rientri in questa categoria dicesi trascendente. 
Quanto ai problemi algebrici, essi poasono suddividersi ulteriormente 

a seconda del grado n della equazione (2), da cui dipendono. Avremo 
dunque problemi di primo grado, dipendenti da una equazione lineare; 
problemi di seco nito grado, dipendenti . da una equazione quadratica, eco. 

I Per q08Sto ooncetto 01 vedaDO ad .8, le lllilm;on¡ di anaZiGi alutbn'ca del CAPBLLI (1902), pag, 548. 
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Qui pero va fatta un'avvertenza, nel caso che la equazione (2)' 8ia ri· 
dueibile entro al ea1npo di razionalita K, vale a dire nel caso che il po
linomio (2) sia il prodotto di due o piu polinomi <Pi (x), <P2 (~) .•• , i cui 
coefficienti appartengano ancora a.l campo K.l Supponiamo infatti, ad es., 
che l'equazione (2) possa Bcriversi sotto la forma 

<PI (x) • <PI (x) = O, 

dove <PI' <P2 sono due polinomi della natura indicata e di grado nI, ni 

(con nt + 11 2 = n); l'eqnazione, in tal caso, si scinde nelle due 

epl (x) = O, <¡JI (x) = O. 

Allora, o le radici di una di queste due equazioni, ad ee. della prima, 
soddisfano al problema proposto, e forniscono anzi tutte quelle radici 
della (2) che soddisfano al problema stesBo, e in tal caso il problema non 
e veramente di grado n, ma di grado tI-¡ < n; oppure le radici, sia di 
<¡JI = O, che di <PI = 0, soddisfano al problema, ed in tal caso il problema 
e riducibile, e si scinde in due problemi, uno di grado ni' Paltro di grado n~. 
Percio, parlando nel seguito di un problema di grado n, supporremo co· 
munemente irridue'ibile la relativa equazione. Gli esempi di problemi che 
porteremo fra poco renderanno evidenti queste considerazioni. 

Osservazione. - Se ai punti dati, aventi le coordinate 1, a, b, o ... , 
si aggiungono nnovi punti di coordinate p, q ... , che si riguardano pure 
come dati, il campo di razionaliia K = [1, a, b, e ... J, si muta nel campo 
di razionalita K' = [1, a, b, e, ... , p, q ... j, il quale puo diiferire da K (esser 
piu ampio di K). In questa ultima ipotesi puo accadere che una equazione 
algebrica, -irridtteibile nel campo K, sia inveoe t"idueibile rispetto al nuovo 
campo I K'. Puo accadere dunque che un problema, il quale sia irriducibile 
di grado n quando certi punti si riguardano come dati, si scinda in pro
blemi di grado inferiore quando il gruppo dei unti dati si ampli celo 
l' introdurne dei nuovi. 3 

Va pero notato clle questo fatto non si preseuta se i nuovi punti, 
che si aggiungono, son o intemmenie arbitrad. Se infatti accadesse che una 
equazione irriducibile nel campo K = [1, a, b, e ... j, divenisse riducibile nel 
campo K' = [1, a, b, e, ... , p, q ... ], e cio eomunque fossero scelti i llumeri 
p, q ... (coordinate dei punti aggiunti), l'equazione sarebbe ridncibile anche 

1 Per queata nozlone si veda (' APELLI , J. o., pago 550, 631. 

• Vedl CUIILL!, 1. O. , pago 63L 
3 Cos\, mentre il problema di bisecar" un angolo retto, datl i punti elollol , 6 di _eoondo grado (e con· 

lIlaOO nel costrui .... le r"tte doppie di una involnzione determinata dal dne lat! dell 'angolo e dalle dne ratoo 
IlOtrope uocenti dal vertlce), qnel problema si acinde In dne probleml di primo grado qnando el ouppongaDo 
datl i vertioi di un qnadrato (Cfr. n, 193, es. 24)), 
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se a p, q... si attribuissero valori appartenenti al campo K. Ma alIora il 
campo K' verrebbe a coincidere col campo K; l'equazione nominata sa
rebbe dunque, nel tempo stesso, irriducibile e riducibile in K, il che e 
assurdo. 

Qlleste considerazioni possono applicarsi a ¡iustificare certe avver
tenze, di cui abbiamo parlato, nella scelta del particolare sistema di coor
dinate proiettive (o cartesiane) a cui il problema vien riferito. Si e gü\ 
detto che gli elementi fondamentali di quel sistema vanno aggiunti ai 
dati primitivi, quando non vi siano gis inclusi. Segue che, mutando il 
sistema delle coordinate proiettive, muten. generalmente il campo di ra
zionalita. definito dai dati. L'equazione da cui il problema dipende non 
mutera grado per questo, giacche le relazioni fra le antiche coordinate e 
le nuove sono lineari; ma l'equazione stessa potra. da irriducibile divenir 
riducibile, o viceversa. Dunque un problema irriducibile, di un certo grado, 
rispetto ad un primo sistema di coordinate proiettive (o cartesiane), puo 
scindersi in problemi di grado inferiore, qmtndo esso venga riferito ad un 
nuovo sistema di coordinate proiettive (o cartesiane).\ 

Ecco perche, volendo evitare che la scelta del sistema di riferimento 
alteri artificialmente le condizioni del problema, converra scegliere gli ele
menti fondamentali fra i punti inizialmente dati (con che il campo di razio
naliti1 K sara ristretto, quanto e possibile, rapporto al problema), o, quando 
cio non si possa fare, in punti affatto arbitrari del piano, da aggiungersi 
ai dati (che questa sceIta, pur ampliando il campo K, non rende riduci
bile un problema, per sua natura irriducibile). 

364. Sulle eostruzioni che possono f1segllirsi colla riga. - Pas
sando ora ~lla seconda parte della nostra. trattazione, vogliamo esamiuare 
quali classi di problemi siano risolubili con determinati strumenti. Dovremo 
percio precisare le operazioni grafiche che possono compiersi con un dato 
strumellto, e trovarne, col mezzo delle coordinate, le equivalenti operazioni 
analitiche. 

Si tratti anzitutto della ?-iga. La riga permette di eseguire le seguenti 
due operazioni: 

1) tracciare la retta che passa per due punti assegnati; 
2) determinare la intersezione di due rette, che possono esser defi· 

nite ciascuna da una coppia di punti. 
(¿ueste operazioni noi riteniamo sempre eseguibili, anche quando i 

punti o le rette nomínate cadano fuori del foglio del disegno, o aiano 

I Ad eB., d'acoordo oolla nota precedente, .1 trovero che 11 problema dI Beeondo grado della bls8ziono 
di un angolo retto, si .elnde In due prob:emi di primo grado, quando .\ riferisca la figura lid un sistema 
cartesiano ortogonale con utla lola unita di ¡un¡¡h •• ta. 
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improprie, purche ciascuno di quei punti sia determinato come interseziona 
di dua rette tracciate in parte nel foglio, e ciascuna di quella retta come 
congiungente due punti assegnati nel modo ora indicato (cfr. n. 126, es. 22), 
23), 24), 25» . 

Cío posto, suppolliamo uati piu punti, in numero finito, i quali, rispetto 
ad un sistema di coordinate proiettive non omogenee (i cui punti fondamen
tali trovansi fra i dati), abbiallo, promiscuamente, le coordina te 1, a, b, o .•• , 
definenti il solito campo di razionalita. 

K=[l, a, b, o ..• ]. 

La. operazione grafica 1) ci da. una retta, la cuí equazione ba ' ~oeffi
cienti che si ottengono eseguendo operazioni razionali sulle coordinate dei 
due punti; quei coefficienti appartengono dunque al campo K. La opera
zione grafica 2) ci da un punto, le cui coordinate si ottengono con opera
zioni razionali eseguita sui coefficienti delle equazioni delle due ratte; 
quelle coordinate appartengono dunque ancora al campo K. Segue di qua 
che, per quante volte si ripetano costruZiOlli grafiche dalla natura indicata, 
partendo dai punti dati, ai quali va.nno aggiunti VÍa via quelli gia costruiti, 
si otterranno sempre punti le cui coordillate apparterranno al campo X; 
da questo non sara. possibile uscire, finche ii operi colla riga nel modo 
indicato. 

Rimane pero da esaminare la questione inversa: se ogni punto, le cuí 
coordinate appartengano al campo X, possa ottenersi mediante un numero 
fiuito di costruzioni esegui bili colla sola riga. 

Una questione siffatta ebbe gia risposta affermativa nella ipotesi che 
i punti dati appartenessero a.d una stessa retta (n. 179, es. 29». N oi po
tremo sempre ridurci aquel caso mediante la considerazione seguente. 

Riprendiamo iI triangolo fondamentale X Y Z del sistema di coordi
nate, il punto unita E (1, 1), e gli altri punti datí, aventi, promiscua.
mente, le coordinate a, b, o... Partendo da questi e valelldoci di costru
zioni eseguibili co~la sola riga, possiamo anzitutto procurarci sopra una 
delle rette fondamentali, ad es. Z X, punti o.venti la prima coordinata 
uguale rispettivamente ad 1, a, b, o ... (la secondo. coordinata essando nulla). 
Infatti uno qualsiasi Ji questi numeri, ad es. a, sara la prima, o la seconda 
coordinata di uno, P, ITa i punti dati. Nel primo caso la proiezione di P 
su Z X da Y sara. il punto richiesto (a, O); nel secondo caso conduciamo 
la retta X P, che ha l'equazione y = a, e seghiamola colla retta Z E avente 
la equazione x = 11; otterremo il punto (a, a), il quale, proiettato da Y 
su Z X, ci dara il punto desiderato (a, O). Ottenuti cOSl i punti x = 1, a, b, c .•• 
sopra. Z X, ed operando su questi e su Z (x = O) ed X (x == + (0), me
diante costruzioni eseguibili colla sola riga, noi sappiamo costruire (n. 179, 
es. 29)) sulla retta stessa ogni punto M la cui prima coordinata te = 'In 
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appartenga al campo di razionalita X= [1, a, b, e ... J. In modo perfetta 
mente analogo potremo costruire sulla retta Z y un punto N la cuí seconda 
coordinata. 'Y = n appartenga al campo stesso. E finalmente nella interse· 
zione delle due rette Y M, X N avremo un punto le cui coordinate m, n 
Bono due numeri arbitrari del campo K. In conclusione: 

])ati piu punti in un piano (riferiti ad un sistema di coordinate proiet
tive, j cui punti fondamentali ed unita sono compresi fra i dati), la con
dizione necessario, e sufficiente perche un nuo'Vo punto possa ottenersi da 
quelli mediante 1~n numero finito di eostruzioni eseg'wibili colla sola riga, e 
che le eoordinate di questo punto appartengano al campo di razionalita defi
nito dai dati. 

Il risultato stesso puo anche esser presentato sotto la forma seguente, 
che ne mette in rilievo tutta l' im portanza: 

«Siano dati in un piano piu puntí, in numero finito; si congiungano 
« questi a due a due, si determínino le intersezioni delle rette cosl otte
« nute, si estenda il gruppo deí punti priUlitiví aggregaudovi i nuovi puntí 
«trovati, si operi sul nuovo gruppo COllle sull'antico, e cosl si continui 
« all'infiníto. Si otterra in kl guisa una classe di inñniti pU::lti (eccettuato 
«il caso clle i punti primiti"d siano tutti, o tutti meno uno, allineati). 
«Si domanda di caratterizzare in qualche modo la cla,sse dei punti COSl 

«ottenuti, la quale, come subito si verifica, non comprende tutti i punti 
e del piano ». La risposta e data, dall'ultima proposizione: 

«Se tra i punti dati si scelgono quattro, che siano vertici di un qua.
~(drangolo, come punti fondamentali ed unita di un sistema di coordina be 
«proiettive, e si chiamano a, b, c ... le coordina te degli altri punti datí, 
«ove esistano, la nostra classe di punti sí compone di tutti ql1ei puntí le 
«cui coordina te appartengono al campo Ji raZÍonalita [1, a, b, c ... ] ». 

Le operazioni geometriche che conducono alla costruzione di una sif· 
fatta classe di punti trovano dunque riscontro nelle operazioni aritmetiche 
che conducono aUa costruzione di un campo di razionalita, partendo da 
.quantita date in numero finito. Il caso p'iu semplice di quattro solí punti, 
il qua.le conduce alla classe di tutti i punti aventi le due coordinate razio
nali, fu considerato la prima volta dal MOBIUS, uhe chiamo rete quella classe. 

36á. Sui problemi risolubili eolIa soja riga. - La proposizioue del 
numero precedente cí permette di risponder subito ad una delle questíoni 
ehe cí Biamo proposte: quali siano i problemi risolubili colla soja riga. 

Supposto al solito (n. 363) che il problema si riduca alla ricerca di 
un punto, affinche questo sia costruibile colla sola riga, dovranno le sue 
coordinate x, 'Y appartenere a.l campo di razionalita K definito uai dati. 
Ma aliora le equazioni irriducibili, da cui dipendono x, y, saranno per forza 
di primo grado; e viceversa.. Dunque: 
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.-------- .----------------------------------~------

Mediante l'uso della 80la riga &'i p08sono risolvere i problemi . di primo 
grado] e questi 8oUanto. 

Osservazione. -- S' intende pero che devono csser da ti graflcamente 
tutti quegli elementi, ad es. punti, che sono necessari perche il problema 
sia determinato (e possa esser posto in equazione). Ora,- se il problema e 
di natura grafica, i punti in questione saranno generalmente quelli sol tanto 
che compariscono esplicitamenté nell'enunciato. Se invece il problema e di 
natura metrica, converra aggiungere ai punti esplicitamente nomiIÍati, quei 
punti (ad es. impropI'i, o. in particolare, ciclici) che occorrono per tradurre 
graftcamente (n. 190, Oss.) le relazioni metriche contemplate nel problema 
proposto. Oosl, se e richiesta la paralleIa per un punto ad una rebta as se
gnata r, o il punto medio di un segDlento giacente su r ... , deve esser dato 
graficamente il punto aH' infinito di r, ad es. mediante una retta parallela 
~d r, tracciata nelia figura. E se nel problema figurano due o piil dire
zioni distinte, deve esser com presa, fra i dati la retta aH' infinito; il che 
si ottiene, ad es., assegnando un parallelogramma. Per risolvere colla riga 
problemi in cui compariscano relazioni di ortogonalita, bisognera che sia 
data inoltre la involuzione circolare intorno ad un punto, coH'assegnarne 
due coppie; basta percio supporre dato un quadrato, del quale le direzioni 
dei lati e quelle delle diagonali fissano la involuzione circolare sulla retta 
aU' infinito. 

Il lettore, che volesse veder confermate queste osservazioni generali 
sopra esempi concreti, riprenda in esame i vari problemi metrici di primo 
grado che furono trattati, o proposti nel corso; (ad es. n. 126, es. 23), 25); 
n. 1152, es. 34), 35); n. 193, es. 22)·27)). Egli comprendera ora a priori la 
ra.gione per la quale quei problemi potevano risolversi coi mezzi indicati. 

366. Sulle eostruzioni eseguibili eolIa riga e eol eompasso. -- Esa· 
miniamo ora quale contributo portí l'uso del compasso, aggiunto alla riga. 
n compasso permette di eseguire le seguenti operazioni (da aggiungersi 
alle 1) e 2), relative alla riga, menzionate nel n. 364): 

3) descrivere il cerchio che ha per centro un punto noto e par 
• raggio la distanza di due punti noti; 

4) determinare le intersezioni di un cerchio con una retta nota; 
5) determinare le intersezioni di due cerchi noti. 

Per tradurre analiticamente queste operazioni, r¡feriamo i punti dati 
ad un sistema di coordinate, che possiamo supporre ormai sia cartesiano 
01"togonale con un'unica unita di lunghezza, visto che il compasso permette 
di costruire un angolo retto, e di trasportare un segmento dalPuno all'altro 
lato dell'angolo. Oomprendendo fra i dati anche il punto unita, indichiamo 
al solito con 1, a, b, o ... le coordinate dei punti dati, e con K il campo 
di razionalita che esse determinano. 
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Cío posto, il cerchio di cui parla la costruzion~ 3), applicata. ai punti 
primitivamente dati, ha una equazione del tipo 

(x - a)' + (y - ~)I = r l, 

nella quale a, ~, r\ e quindi i coefficienti, sQno numeri appartenenti al 
<lampo K. Per trovare analíticamente le intersezioni di questo cerchio con 
una retta congiungente due punti dati (operazione 4)), o con un altro 
cerchio definito come il primo (operazione 5)), noi dobbiamo eseguire 
(nn. 56, 57) la risoluzione di una. equazione di secondo grado, i cui coeffi.
cienti dipendono razionalmente da quelli delle linee intersecantisi, e quindi 
appartengono al campo K. Le l'adici di quella equazione, e, per eonse
guenza, le coordinate dei punti richiesti, si otterranno adunque eseguendo, 
<>ltre ad operazioni razionali, una estrazione di radice quadrata sopra un 
numero del campo K. Queste coordinate appartengono percio a quel campo 
di razionalita K ' , che si ottiene dal campo K aggiungendovi le radici 
quadrate di tutti i numeri positivi (se vogiiamo limitarci ad enti reali) 
<lOntenuti in K. 

Viceversa, ogni punto le cui coordinate x, y appartengano a K ' puo 
ottenersi dai punti dati mediante costruzioni eseguíbili con riga e com
passo. La ipotesi e infatti che il numero x (od y) possa ottenersi mediante 
un numero finito di operazioni razionali eseguite suí numeri di K e sulle 
loro radici quadrate; ma poiche le operazioni razionali si traducono, come 
gia sappiamo, in costruzioni eseguibili colla riga, possiamo supporre che 
la stessa x sia la radice quadrata di un numero le di K. In tal caso pero 
x = v'~ e il valore del segmento medio proporzionale fra due segmenti 
noti, aventi i val.ri 1 e le; quel segmento e adunque costruibile con riga 
e compasso, come si era affermato. 

Noi finora abbíamo applicato le costruzioni 3), 4) e 5) immediatamente 
ai punti primitivi, o, cío clle conduce aUe stesse conseguenze, a punti le 
<lui coordinate appartengono al campo K. Quelle costruzioni ci hanno for
nito nuovi punti. le cui coordinate appartengono ad un campo piu esteso K'. 
Ma sui nuovi punti, che vengono aggíunti ai primitivi, e su questi, pos
siamo ancora operare mediante ]13 dette costruzioni_ Arriveremo cosl ad 
ottenere ulteriori punti, le cui coordinate apparterranno a quel campo di 
razionalita K", che proviene da K ' (coll'aggiunta delle radici quadrate dei 
numeri di K') come K ' proveniva da K. Si puo proseguire in tal guisa, 
ed e chiaro che si giungera al seguente risultato: 

Si parta da un nttmero finito di punti aventi le coordinate o1-togonali 
1, a, b, c ... , e su q1¿esti, e suí punti che via vía si ottengono, si operí me
diante oostruzioní determínate da eseguirsi colla riga e ool compasao. Ogni 
punto a ouí si perverra in tal guisa (dopo un numero finito dí costruziofti) 
avra coordinate che potranno caloolarsi, partendo daí numeri dati, mediante 
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un nume}'o finito di operazioni razionali e di estrazioni di radici qUQ,drate; 
e viceversa, ogni punto avente coordinate di tal natura potra costruirsi me
diante la ,'iga ed il compasso. 

Od anche, se cbiamia,mo campo euclideo detenninato dai nume1'i dati 
1, a, b, c ... , l' insieme dei nruneri reali che si ottengono da questi mediante 
un numero finito di operazioni razionali ed estrazioni di radicf quadrate, 
potremo dil'e: 

Oondizione nece.~saria e sufficiel~te affinche, partendo da certi punti dati, 
si possa costruire un nuovo 1,unto med'iante riga e compasso, e che le coor, 
dinate ortogonali di questo punto appartengano al campo eucl'ideo detenlti. 
nato dalle coord'inate dei punti dati. 

Siccome poi la estrazione di radice quadrata e equiv,tlente alla riso· 
luzione di una equazione di secondo grado, un numero generico del campo 
euclídeo sopra nominato puo anche definirsi nel modo segnente. Si formi 
una prima equazione quadratica, i cuí coeflicienti appartengano al campo 
di razionalita K = [1, a, b, c ... 1 definito dai numeri dati, e si aggiungano 
le radici di questa al campo K, ottenendo un campo (generalmente) piu 
a.mpio K i ; si costruisca poi una seconda equazione quadratica, i cui coef· 
ficienti appartengono al ca.mpo KiJ e si aggiungano a Ki le radici di ques~a 
equazione, ottenendo un nuo'\'"o campo Jí. 2 ; e cosl si continui. Tutte le 
equazioni quadratiche che in tal guisa si possono formare hanno per ra
dici reali numeri del campo euclideo; e viceversa, ogni numero di questo 
campo El radice di una equflzione costruíbile nel modo detto. 

367. Sui problemi risolubili mediante la. riga e 11 compa.sso. 
Le considerazioni precedenti, quando si ricordino le convenzioni fatte per 
classificare i problemi geometrici, ci conducono al risultato fondamentale 
che segue: 

Oondizione necessaria e sufficiente perche un problema geometrico pulilla 
risolversi colla riga e col c01npasso e che la equazione da cuí il problema 
dipende abbia le radici appartenenti al campo etwlideo determinato dai dati; 
0,1, in altre paro le, che ql¿ella equazione possa risolversi mediante un nume1'O 
finito di operazioni razionali e di estrazioni di radici quadrate eseguite 
pat'tendo dai numeri dati; 

Potremo dire ancora: 
Sono risolubili colla riga e col compas8o tutti i problemi di primo e 

di secondo grado; e, Ira i p1'oblemi (algebrici) di grado .~uper'iore, quelli 
8oltanto che conducono ad equazioni la cui risoluzione puo larsi dipendere 
dalla risoluzione di un numero finito di equazioni quadratiche, formate nel 
modo sopra indicato, Questi ultimi problemi si risolvono mediante la suc
cessiva risoluzione di piñ problemi di secondo grado. 

In base a questo teorema, la questione geometrica di decidere se un 
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determinato problema possa risolversi colla riga e col compasso, si riduce 
(quando si riesca a scrivere la equazione del problema) alla questione 
algebrica di decidere se una data equazione possa risolversi mediante ope
razioni razionali ed estrazioni di radici quadrate. Ora l'algebra possiede 

' ~ggi metodi generali per affrontare questioni siffatte. Essa quindi ha po
tuto, nel secolo XIX, portare una risposta definitiva a domande che i geo
metri greci avevano posto, e che per 91tre venti secoli erano rimaste 
insolute. 

Non possiamo qui trattenerci sulla teoria algebrica delle equazioni 
rÍeolubili mediante radicali quadratici. Oi limitiamo ad enunciare un teo
rema fondamentale in quella teoria, rimandando, per la dimostrazione e per 
altre nozioni, agli autori che si occuparono in particolare di questo argo
mento: I 

Oondizione necessaria, non sufficiente, affinohe una equazione algebrica 
irriducibile (in un campo (U razionalita ouí appartengano i suoi coe;tficienti) 
p08sa risolversi mediante un numero jin'ito di operaz,ioni razionalí ed estra
zioni di t'adící quadrate, e che il grado della equazione sia una potenza di 2. 

368. Esempi di problemi di secondo grado, o di grado superjora, 
risolubili con mezzi alementari. - EUOLIDE ha insegnato a risolvere 
colla riga. e col compasso i problemi di secondo grado; t tali sono, ad es., 
la costruzione di un segmento medio proporzionale fra due segmenti dati, 
la bisezione di un dato angolo, la divisione di un segmento in media ed 
estrema ragione, ecc. 

Molti problemi grafid di secondo grado si incontrano, come vedemmo, 
nella Geometría proiettiva (n. 193, es. 28) e seg.); fondamentale, tra questi, 
la determinazione dei pUllti uniti in una proiettivita od involuziolle tra 
punteggiate sovrapposte, al quale problema mostreremo fra poco potersi 
ricondurre ogni altro problema di secondo grado. 

Fra i problemi di grado superiore al secondo, che possono risolversi 
tuttavia con riga e compasso, citiamo anzitutto la costruzione di un cerchio 
che tocchi tre rette date, lati di un triangolo, problema di quarto grado, 
la cui risoluzione dipende dalla bisezione di due angoli del triangolo, Ci06 
da due problemi di secondo grado. Sotto l'aspetto proiettivo quel problema 
rientra nel seguente, che abbia.mo imparato a risolvere (n. 260, es. 9), 10)): 
costruire una conica di cui siano date tre tangenti e due punti, o tre punti 

1 PRTERSEN, Teoria dell. equarioni (trad. ROZZOLrNO e SFORZA): KLrlllN, Oonf .... ne •• opra alcum qtu
.tioni di e.ometria .lemmtare (trad. GlUDlCE) pp. 5·11 (Torino, 1896); ENRIQUES, Sulle .quazioni algebrich. 
ri,olubili per radical. quo;drati ..... , nel volume cita.to «QneBtioni riguardanti la Geometria eJementare. 
pp. 3~7-368; (voL n, pp. 132·140 della 2" ediz.). 

• Tale ri801uzione er" gill. Dot .. aU .. ScnoJa Pita~orioa del v 8.co10 av. er. 
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e due tangenti; quí della curva si domandano tali ulteriori elementi, che 
si possa applicare una delle note costruzioni lineari per punti o per tangenti. 

Pure di quarto grarlo, milo risolubile con mezzi elementarí, e il pro· 
blema di costruire le quattro tangenti comuni a due cerchi, .Q, iu general e, 
a due coniche di cui si conos cano gia. due intersezioni (n. 260, es. 3)); 
ed il problema duale di costruire le intersezioni di due coniche conoscend" 
due tangenti comuni, ad es. di due coniche aventi un fuoco comune 
(n. 291, es. 9) ¡. 

Citiamo finalmente un celebre problema di ottavo grado, che ApOLLONIO 

ha insegnato a risolvere coi mezzi euclidei : la determinazione di un cerchio 
tangeute a tre cerchi assegnati. Delle numerose risoluzioni proposte, una, 
dovuta a NEWTON, trovasi accennata nelI'es. 10) del n. 291. Quanto al 
problema dei poligoni regolari, si veda il n. 372. 

369. Sopra aleuni strumenti atti a sostituire n eompasso nelle 
eostruzioni elementari. - La ricerca general e che precede, sui problemi 
risolubili mediante riga e compasso, puo estendersi in due direzioni. Si 
puo infatti domandare se esistano strumenti atti a sostituire, in parte o 
interamente, la riga o il compasso nella risoluzione dei detti problemi. 
Oppure si puo esaminare quali s trumenti convenga aggiungere alla riga 
6d al compasso, per risolvere nuove classi di problemi geometrici. 

Per quanto riguarda la prima domanda, ricordiamo anzitutto che Pope· 
razione essenziale risoluta dal compasso (quando sia associato alla riga) 
e la seguente: noto un segmento, la cui lunghezza sia a rispetto ad una 
data unita di lunghezza, costruire un nuovo segmento la cuí Junghezza 
sia ya. Ogni altro strumento che permetta di eseguire la stessa costru· 
zione (qualunque sia a· > O) puo essere sostituito al compasso. 

Notiamo, in secondo luogo, che quella costruzione puo compiersi me · 
diante uno strumento il fJuale permetta, dati i segmenti 1 e k < 1, di 
costruire il segmento di valore VI - kt • Sia infatti a la lunghezza di un 
dato segmento. Noi pos:iiamo costruire colla sola riga (n. 364) un segmento 
avente la lungbezza 

1-a 
k=-

l+a' 

poi, co110 strumento in discorso, il segmento 

b=V1 - kZ = 1¡~ Va. 
el finalmente il segmento 
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Applichiamo qu~ste considerazioni a due esempi: 
l. Sia tracciato (con uno stramento qualsiasi) un cerchío in una de· 

terminata posizione nel piano; e ne sia noto il centro O. E chiaro intanto 
che si potranno condurre, colla sola riga, due r('tte perpendicolari x, y 
per O, giacche bastera iscrivere nel cerchio un rettangolo, di cui due día
metri arbitrari possono esser assunti come diagonali, e costruir poi l. 
mediana del rettangolo. Assuruendo il raggio del cerchio come unita, abbiamo 
un sistama di coordinate ortogonali, a cui riferiremo i dati. 11 cerchio avra 
l'equazione 

Ora questa ci mostra che, noto il segmento x < 1, si puo costruíre il 
segmento V 1 - x%, ordinata del punto che ha l'ascissa x_ Ricaviamo, in 
base aUa considerazione precedente, íl teorema di PONCELET (1822) e 
STEINER (1833): ogni problema risolubile colla t-iga e col compasso puo 
p'¡¿re risolversi colla sola riga, purch~ sul foglío del disegno sía segnato un 
cet-chío fisso. 11 centro del cerchio si adopera soltanto nei problemi d' in
dole metrica.1 

11. Sia data una riga II duo orli paralleli, vale a dire una riga ordi· 
l1aria, di cuí si adoperano insieme i due orli, in guisa da poter condurre 
uue rette parallele distanti quanto la larghezza (od al tez za) della rig-a, 
che aS8umeremo come unita lineare. 

Osserviamo subito che questa riga pni> adoperarsi in due modi diversi. 
Un primo modo consiste nel far comba ciare un orlo di essa con una retta 
data, e costruire le parallele aquesta, distanti da essa dell' uníta dí lun
ghezza. CosI procedendo, possiamo, dati i due latí di un angolo, costruire 
un parallelogramma equilatero avente, come uno degli angoli, l'angolo 
dato; possiamo adunque bisecare l'angolo, ottenendo due rette perpendi
colari x, y, sulle quali potremo costruire un quadrato avente per lato 
l',unita lineare. Possiamo ancora, servendoci di parallele alle nominate 
bisettrici, costruire sopra un lato dell'angolo un segmento ugua]e ad un 
segmento dato sopra l'altro lato. Ora i due problemi di « bisecare un angolo 
dato », e «trasportare un dato segmento da una retta ad un'altra» son o 
di secondo grado; ma non si deve credere che ogni problema di secondo 
grado possa ricondursi a questi. Cio fu dimostrato ~ a. proposito di uno 

1 (>6r la eoeouziol1o etf.ttiva di .itfatte cootrnzionl si ved .. 1'0pu8colo di STRINER, Die ue.metri8ch ... 
Conatructio"e" ... , ripro<1otto in S'1'EIN~a'8 Geaammelle W.rke, Vol. l, pago 461; od anche I'articolo di GIACOMl.Nl, 

bulla ri,oluzion. de> pToblemi u.ometrici .. , , nel oitato volome di ENRIQUES, pago 279; (vol. n, pago 73 e eeg. 
dena 2& ediz.). 

• HlLBltRT, Grundlau.n der Geom<lrie, Cap, VII (Leipzig, 1899); memoria pobhlicata in un voluroe drJ 
Teubner, 6 tratlotta poi in varie liogue, ad e8. in ft'anoose nel periodico « Anoales de l'École normule supé. 
r¡eUl'6» (1900). Un oonoo sol d.tto stramento oi trova pure nel mio articolo citato, inserito nella raccoita di 
ENRIQUES, pp. 343, 348; (vol. JI, pag, 120 della 2& ediz.). 
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strumento, detto trasportatore d 'Í- segmenti} il quale permette appunto di 
risolvere il secondo (e qnindi il primo) problema. Aquesto strumento El 
equivalente la riga a due orli adoperata nel modo ora esposto; essa adunque 
non puo sostituire interamente il compasso, finche si limiti la sua azione 
alle operazioni indicate. 

Milo vi e un secondo modo di adoperare la riga a une orli, che con · 
siste nell'adagiar la riga in modo che i suoi due orIi passino rispettiva· 
mente per due punti, la cui distanza superi od uguagli l'altezza della riga, 
tracciando le rette cosl determinate. In tal guisa. si riesce a risolvere 
ogni problema elle sia risolubile colla. riga e col compasso. 

Per veder cio, partiamo da un segmento O A = P > 1, posto sopra 
l'asse delle x, segmento che riguardiamo come noto, Collocata la riga in 
guisa che un orlo passi per O, e l'altro per A, tl'acciamo, seguendo que· 
st' ultimo orlo, la retta A B, che incontrera in B l'asse y; sia O B :.::: q il 
segmento che COS1 si costruisce. Per calcolare q, notiamo che la retta in· 
definita .A B ha l'equazione 

~+!.=1 P q , 

e dista dell'unita dall'origine O; ricaviamo di qua la relazione 

donde (in valore assoluto) 

~=l/l_lt _ 
q V P 

Questa ci mostra che, data la riga a due orli, • noto 

1 
k=-< 1, 

P 

si puo costrnire l'espressione )11 - k!. E tanto a noi basta per a.ffermare: 
Ogni proble'l1La risolubile colla riga e col compasso PUQ anche risolver,¡ 

usando la sola riga a due orli paralleli. 1 

1 risultati precedenti si confermano per via sintetica, pnrche si ricordi 
che il problema di secondo grado consistente nella determinazione dei 
punti uniti di una proiettivita od involuzione fra punteggia,te sovrapposte, 

I L'applioaZlone di que8to 8trnmento, In lungo del compuao, fu lodloata da AULaa (Del .. SitzlIng8be. 
riohle» dell'Aocad. di Vienna, 1890) , Si veda In proposito I'firtioolo di GIACO~INI. Sulla ri.oluzione dti pI'. 

blemi geometrici... 'J.n .. Raccolta oitata di ENRIQUES. pp. B04,-309; (vol U , pp. 89.94 della ~a .fu.), 
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puo risolversi colla. sola. riga quando sia noto un cerchio (nn. 178, 198), 
o colla sola riga a. due orli (n. 179, es. (2)); e si noti inoltre che ogni 
altro problema di secondo grado puo ridursi a quello ora nominato. Que
st'ultima. affermazione si giustifica os servando che la risoluzione di un 
qualsiasi problema di se con do grado, vale a dire la determinazione grafica 
delle radici di una equazione 

Xl + p x + q = 0, 

dove p, q possono riguardarsi come coordinate proiettive (od anche ascisse; 
di punti noti sopra una retta, su cuí Bono segnati i punti fondamentali 
(x = ± ~, 0, 1), equivale alla costrnzione dei punti doppi della involuzione 

x x' + ~ (x + x') + q = 0, 

la quale e nota, perche di essa si pOSSODO costruire linearmente quante 

( 
') q 

coppie si vogliano ad es. la coppia x::::: 0, x' = - ~ e la. coppia 

"'-+ '- p) w __ ~, x --2 . 

IlI. Finalmente ricordiamo il risultato ottenuto dal MASOHERONI 
(Geometria del compasso, 1797; ediz. francesi del 1798 e 1828), secondo il 
quale si puó risolvere col solo compasso ogni problema risolubile con riga 
e compasso (quando, s' intende, l'elemento richiesto sia un punto od un 
cerchio). Non ci fermiamo ad esporre qui la dimostrazionc di questo fatto, 
giacche, essendo fondata sopra concetti diversi da quelli contenuti nelle 
pagine precedenti, ci porterebbe troppo lontano dai nostri studi.1 

370. Risoluzione dei problemi del 3D e 4,0 grado mediante una 
coniea fissa. - Veniamo ora 801180 seconda questione proposta al principio 
del n. 369: quali strumenti convenga aggiungere alla riga ed al compasso 
per la risoln~ione dei problemi di grado superiore al secondo. Oi limite
remo a dimostrare il teorema seguente, dovuto ai due fondatori della 
Geometria analitica, FEllMAT e DESCARTES (1637): 

Ogni problema di 30 o 4° grado puo ri.~olve1'si colla riga e col compasso, 
purche sia tracciata inoltre, sul foglio del discgno, 1¿na C1¿rva del secondo 
ordine diversa dal cerchio. 

Supponiamo ad es. che questa curva sia la parabola 

(1) ~.2 == y, 

I n lettore potra consnltare. oltre .. ll'opera ori!l'inale del MASCHKRONI, l' .. rticolo di D..t.NIKLE, Bullll ri3o. 
l",;one de¡ vrobItmi ueometrici col compll8so, nella Raccolta citata di ENRIQUK8, pago 2'\7; (vol. n, pago 21 
dalla 2& ediz.). 

37 - G. CASTKLNUOVO, Le.ioni di Geometrill Il""liticlt . 
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riferita ad assi ortogonali. Osserviamo ltnzitutto che il problema di deter
minarne le intersezioni con un dato cerchio 

(2) 

viene a dipendere dall'equazione di quarto grado 

(3) 

che si ottiene eliminando y fra le (1) e (2); le radici reali della (3) pos
sono dunque esser costruite grafieamente, quando siano traeeiate la para
bola e il cerchio. 

Cio premesso, supponiamo di dover risol vere un problema di quart() 
grado, il quale dipenda dall'equ:1zione 

(4) 

dove a, b, e, d sono quantita appartenenti al campo di razionalita definito 
dai dati (sono ad es. Iunghezze di segmenti noti sulPasse x). Possiamo 
intanto, senza introdurre restrizioni, limitarci al caso che sia a = O; in
fatti, nella ipotesi opposta, si assuma come incognita la quantita xl' legata 

ad x dalla relazione x == Xl - ¡; fatta la sostitllzione .nella (4), si rico

nosce che la nuova equazione in xl' pur essendo di quarto grado, manca 
del termine a terzo grado, cOÍlle desideriamo. 

Sia adunque 
(4') x' + b x' + e x + d == O 

l'equazione del nostro problema, Paragonandola colla (3), vediamo che, 
quando si siano determínate a, ~, y in guisa da avere 

1- 2 ~=b, - 2 a=e, y=d, 
OSS13 

l-b e 
y=d, (5) ~=-2-' a=-2" 

allora le radici richieste della (4') sono le ascisse delle intersezioni della 
parabola (1) col cerchio (2). E poi che la costruzione di questo cerchio (di 
centro (a, ~) e raggio 1"at + ~i - y) puo farsi con mezzi elementari, in 
virtu delle (5), concludiamo che la risoluzione di ogni problema di quarto 
grado si puo ricondurre alla determinazione delle intersezioni di una para
bola fissa con un cerchio costl'uibile elementarmente. 

La stessa conclusione vale, a fQrtim'i, per i problemi di terzo grado, 
giacche la equazione cubica 

x3 +axt.+ b a:+e= O 

ha le tre radici comuni colla equazione di quarto gTad& 

x' + a x3 + b Xl + e X == O, 
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di CID la. quarta radice e nulla. Vorra dire che il cerchio da adoperarsi 
seghera la paraboIa (1) in quattro punti, di cui uno sara noto a priori 
(cadrebbe nell'origine se fosse a = 0, perche alIora l'uItima delle (5) darebbe 
y = d = O), e gli altri tre condurranno alle soluzioni del problema. 

Lasciamo al lettore l'applicazione di questo metodo alla risoluzione 
dei due problemi di terzo grado di cui ora parleremo. 

371. 1 problemi della duplieaziooe del cubo e della trisezione del
l'angolo. - Portiamo qualche esempio di problemi di grado superiore al 
secondo. 

Abbiamo gia accennato alla risoluzione grafica, mediante curve supe
riori, di due celebri problemi di terzo grado (nn. 64, 65). Esaminiamoli 
ora sotto l'aspetro algebrico. 

l. Il problema della duplicazione del cubo (o problema di DELO) con
siste nella ricerca di un segmento, il cni cubo sia doppio del cubo costruito
sopra un segmento dato. Assunto quest'ultimo come unita. lineare, il pro
blema dipende dall'equazione 

x 8 
- 2=0, 

mentre il campo di razionalita definito dai dati e il campo [1] costitnito 
da tutti i numeri razionali. Quella equazione e irriducibile; infatti, se il 
primo membro fosse il prodotto di due fattori (x - a) (x' + ~ x + y) a 
coefficienti razíonali, l'equazione stessa avrebbe una radice razionale ar 
mentre nessun numero razionale h'a per cubo il numero 2. Ricordando il 
teorema finale del n. 367, possiamo dllnque concludere che il problema 
della d1¿plicazione del cubo non e risolubile colZa riga e col compasso. 

n. Il problema della trisezione dell'angolo consiste nel dividere in tre
partí uguali un angolo dato <p. Si assumano il vertice ed un lato come 
origine ed asse x di un si.stema cartesiano ortogonal e ; l'altro lato sara. 
noto quando sí conos ca ad es. la ordinata, a = tg <p, del punto in cui esso 
sega la retta x = 1. Il campo di razionalita definito dai dati e ora K = l1, a J. 
Come incognita. assumiamo 

Y -tg~ - 3' 

ordinata del punto in cui una retta trisettrice sega la retta x = 1. Ricor
dando la formol a trigonometrica. 

t 3 a _ 3 tg a - tg3 a 
g - 1 - 3 t tyl a ' ., 

e ponendo a = ~, risulta subito che y e radice della cquazione cubica 

(1) 
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Se noi dimostriamo che questa equazione e irriducibile nel campo K in 
corrispondenza au infiniti valori di a, risulte1'l1 (in vírtu del teorema alge
brico, n. 367, sopra citato) che la trisezione di nn a,ngolo dato e general
mente ineseguibile colla l'iga e col compasao. Premesso che la riducibilita 
della equazione (1) porterebbe (come nel problema precedente) l'esistenza 
di una radice appartenente al campo K, supponiu,mo ad es. che a sia un 
numero intero. In tal caso K e l' insieme dei numeri razionali, e quella 
radice dovrebbe esser razionale, anzi (per un noto teorema sulle equazioni 
a coefficienti interi) dovrebbo esser un numero in tero divisore di a. Ora, 
che nessun divisore di a soddisfi all'equazione (1), si verifica subito per 
a = 2, 3 .•. ; e, con un facBe calcolo, si verificherebbe lo stesso fatto per 
q'Ual'Unque valore intero di a, esclusi i tre valori a = 1, 0, - t (ai quali 
corrispondono le radici razionali y = - 1, Y = 0, y = 1). Concludiamo che, 
per infiniti valori dell'angolo dato, la trisezione ~ ineseguibile colla ,oiga e 
col compasso. 1 Esistono pero angoli particolal'i che possono esser trisecati 
coi detti strumenti; tali sono ad es. l'angolo retto (a = + ~), l'angolo 
semiretto (a = 1), ece. 

372. n problema dei poligoni regolari_ 

r. La divisione di un dato angolo ep in un 1mmero intero n di pa,rti 
"guaU dipenile da una equazione di grado n, quando si consideri come 

quantita. data tg ep, e come incognita tg ~. Quella equazione e irriduci-
n 

bile per un valore generico di ep; il problema non puo duuque risolversi, 
in generale, mediante la riga e il compasso, quando n non sia una po
tenza di 2. 

Ma se n = 21: (k intet·o positivo), il problema si risolve coi detti stru
mentí, qualunque sia epi giacche si riduee a k bisezioni successive del
('angolo ep e degli angoli che via via si ottengoDo. E la risoluzione della 
equazione di grado ~k si eseguisce risolvendo k suecessive equazioni qua
dratiche. 

n. Un esame speeiale esigouo valori particolari dell'angolo ep. II caso 
piu interessante si presenta ql1<l1ldo ep == 2:re, giacche ad esso corrisponde 
la isc1-izione di un n.gono regola1-e in 1¿n oerohio. Qui conviene assumere 
come incognita il numero complesso 

2:re . 2:re 
z == cos - + % sen - , 

n n 

1 Per nna dimoatrazion8 plll completa al veda il volome citato del eMBLLl, pago 648. SI cooanltlnc 
Inoltra Poposcolo cltato del KLBIN, pp. U-H. e l'articolo di CONTI. Problomi di 3" grado ••. Del voloWb c!tato 
di ENRIQUES, pago 415 (vol. n, pago 185 della 2& ediz.), dove al troveranno altre c08trozioni o notlzl •• ni 
du. problemi qul oominati. 
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noto il quale, e pur noto il lato dell'n.gono iscritto nel cerchio di raggio L 
Ora z e radice della equa.zione binomia 

zn -1 = O. 

Questa pero e riducibile nel campo K == [1], giaccbe 

Z" -1 = (z - 1) (zn -1 + z" - 2 + ... + 1). 

Fatta astrazione dalla radice z == 1, priva di interesse, rimane l'equazione 

zn-1 +Z"-2 + ... +1 = O, 
la quale, nella ipotesi che n sia un numero primo, GAUSS dimostro essere 
irriducibile. t Dunque (n. 367): la i.crizione di un n.gano regolare in U" 

cerchio, per n numm'o primo, e. ineseguibile colla riga e col compfl.sso .e n - 1 
non e una potenza di 2. Di fronte aquesto risultato negativo, e notevo
lissimo il risultato positivl), pure dovuto a GAUSS (1796): 2 

Si puo iscrivere in un cerchio, colla riga e col cornpa8so, un n.gono 
regolare, ogniqualvolta n 8ía un numero primo della forma n = 2k + 1 
(k essendo uu numero intero positivo). 1 piu piccoli valori di n, che 80d

disfano aqueste condizioni, sono 

n = 3, 5, 17, 257, 

(corrispondenti a k == 1, 2, 4, 8); dei relativi poligoni regolari, solo i primi 
due erano lloti agli antichi; dei due successivi furono indicate costruzioni 
elementari, fondate sulla discussione algebrica. della detta equazione di 
grado n _1. 3 

V olendo considerare a.nche i valori composti di n, si trova il teorema 
seguente: 

Affinche 8i pos8a i8C1'ivere in un cerchio, colla riga e col compasso, 11.11 

n.gono regolare, e nccessa1'io e sufficionte che i fattori primi dispari compo
nonti il numero n siano tutti della forma 2.1: + 1, e tutti compariscano alltl 
prima potenza; (il fattore 2 pub compadre a potenza qualsiasi). 

373. n problema della rettifleazione del ellrebio. - Le considera
zioni elle precedono si 1'iferi8cono a problemi algebrici. Per i problemi 
trascendenti si presentan o speciali difficolta. Pub accadere, ad es., che 
non si riesca a. scri vere la equazione da. cuí dipende il problema, e si 
debba limitarsi a di mostrare che quella equazione non puo essere alge
brica; e puo accadere, d'altra parte, che tra le radici di una equazione 

1 Si troveranno lempllcl dimoatr ... ioni Dell'opUlcol0 <ti KL1I:IN, pago 18, Del1'artlcolo cítato di ENRIQU1I8, 

81t1U tqu .. zioll' algobricho • . . , V"g. 873 (vol. J r, pago 146 dell:\ 2& erliz.), Del voJume del CAPBLLI, pago 638. 
I Per 1 .. diInoetruiono rluviamo 11 lettore agli .. utud lopra citatl. 
181 vedano, por n~171 t,r. costruzioni nell 'articol0 di DANDLE, Bulle cOltruzioni d.eU'ettacUcagono reg. 

, ..... in""rito Del Volllme clMtll di ENRIQUES. pago SQ7; (vol. JI. pago 170 della 2& e<tiz.). 
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trascendente si trovino numeri i quali soddistlno pure ad equazioni alge
briche, nel qual caso sara. da decidere se fra questi uumeri siano comprese, 
o no, le soluzioni del problema._ 

Accenniamo qui ad un problema notissimo, éhe si riconobbe esser 
trascendente: quello della rettificazione (o quadrat1¿ra) di 1m cerchio. Dato 
il raggio del cerchio, che si potra. assumere come unita. di lunghezza, si 
doman da di costruire un segmento, il quale sia lungo quanto la circonfe
renza. del cerchio, cioe 2 1C (od un quadrato equivalente al cerchio, cioe 
di afea 1C). Se il problema fosse algebrico, visto che il campo di raziona· 
lita. definito dall'unico dato (unita. di lnnghezza) e il campo di tutti i 
numeri razionali, esisterebbe una equazione algElbrica, a coefficienti razio
nali, avente, fra le suo radici, 1C. Ora, in epoca recente (1882), il LINDEMANN 

riUSCl a dimostrare che una siffatta. equazionc non csiste, che 1C e un numero 
trascendente. l Di qua segul senz'altro l' impossibilita. di rettificare o qua
,drare un cerchio colla riga e col compasso, o con qualsiasi a.ltro strumento 
i.l quale permetta di tracciare sol tanto curve algebriche. 

1 Di questo teorema furono date varie dimootrazionl, totte perO troppo complioate per eooer qnl rlp .... 
dotte. D ¡attor. potrá oonsultare, 00 que.to argomauto . l'opnscolo citato dal KLEIN, pag_ 57; o l'arUoolo di CALÓ 
8u' pr.b~i tr,ucendt"Ii ... , nella el tata Raccolta di ENRIQUBS, P~I:. '71 ¡ (vol. JI. pal:. 27a clella 2& edu.l. 
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Raccolta di a1cune formole di Oeometria analitica . 

..4). Oeometria piana. 

(Le coordinate, di cuí si fa uso, sono cartesiane ortogonali, sebbene varie 
formole valgano pure in assi obliqui. Con P, P', ... si indicano punti di coor· 
dinate (x,y), (x',y'), ..• ; con r, r', ... rette di equazioni ax+by+c==O, 
a'x+ ..• = 0, ... ). 

(1) 

(1') 

{1") 

(1"') 

Punti e rette. 

1) Varie forme dell'equazione di una retta ,.: 

ax+by+e=O; 

y=mx+q, (m == tg xr); 

:'+!-1 
JI q-' 

X COS <l + ti sen <l - n = 0, 

dove p, q son o i segmenti staccati dalla retta sugli assi, a partire dall'ori· 
gine, <l e l'ang()lo della 'llQrmale alla retta. coll'&.sse x, ed n e la distanza 
dell'origine dalla retta,. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

2) Equazione di una retta uscente dal punto P': 

a (x - x') + b (y - y') = O. 

3) Equazione della retta P' P': 

x y 1 
x' y' 1 = 0, oppure 

x -x' _y -y' 
, ,,-. ". x-x 1I-Y 

x" y" 1 

4) Intersezione di due rette r, r': 

be' - b'e 
x= ab' _ a'b' 

ca' - e'a 
Y= ab'-a'b' 

5) Condizione di parallelismo delle rette r, r': 

a: a' =b: b'. 
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6) Retta generica del fascio rr': 

(6) ax+by+e+"(a'x+b'y+e')==O. 

(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

7) Oondizione perche tre rette r, r', r" passino per uno stesso punto~ 

a b e 

a' b' e' = O. 
a" b" e" 

8) Distanza di due punti P, P': 

PP'= vi (x - x'? +(y -y')'. 

9) Distanza del punto P' dalla retta r: 

ax' +by'+c a = ,/ . + Vas + b! 

10) Angolo di cIue rette r, r': 

aa'+bb' 
cos r r' == -===:---'-=== yal + bl ya'i + b'" 

ab' - a'b 
sen rr' = . . ya' + b2 ya" + b't 

Se le rette r, r' sono date mediante equazioni del tipo y == m x + p, 
!! = m' x + p', si ha pure 

(lO') 
m'-m 

t g rr' == 1 + ,. 
'nt'/n 

11) Oondizione di perpendicolarita delle rette r, r': 

(11) aa' + b b' == O, oppure (11~) mrn' -+ 1 = O • • 
12) Equazione della perpendicolare ad r condotta per P' ; 

(12) 

oppure 

(12') 

x-x' _y -y' 
-a- -b-' 

, 1 ') Y - Y == - - (x - x • 
~n 

13) Area del triangoJo P P' P" : 

(13) 
x y 1 

P P' P" -!. x' y' 1 -2 
x" y" 1 

Trasformazione delle coordinate. 

14) Se i nuovi assi X, Y sono paralleli agli antichi x, 11, ed escono> 
dal punto (o" b): 

(14) .v==a+X, y==b+ Y. 
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15) Se i due Ristemi banuo la steElsa origine, ed e a == xX = y"'y: 
(15) x == X cos a - Y sen a, y = X sen a + Y cos 'a. 

16) Forillole di passaggio dal sistema polare (Q, <p) al sistema carteo 
siano ortogonal e (x, y), nella. ipotesi che il polo coincida coll'origine e Passe 
polare coll'asse x: 

(16) I
x == Q cos <p, 

Q='llxl + y\ 

y= Q sen <p 

tg<p==JI. 
x 

Curve di secondo ordine. 

17) Equazione del cerchio di centro (a, ~) e raggio ,. I 
(17) (x - a)! + (y - ~) 2 == r l, 
oppure 

(17') 

dove 
a. 

a=-3" 

~~ +y'+ax+by+c=O, 

18) Equazione generale di una conica: 

(18) a.H l " + 2 au xy + a~2 y' + 2 a 18 x + 2 a23 y + asa == O, (a,!: = a,l:' ). 

19) Condizione perche la conica ( 18) Bia una ellisse, parabola od iper. 
bole, rispetti vamente: 

(19 ) 

20) Oondizione perche la conica (18) si spezzi in due rette: 

al! a n a l3 
(20) ..4.= a ll an a23 =0. 

°31 a32 a3a 

21) Condizioni perche la conica (18) sia un cerchio: 

(21) 

22) 

(22) 

a,!!=O. 

Oondizione perche la conica (18) sia una iperbole eqniJatera: 

aU+ a2!=0. 

23) Eqnazione della tangente alla conica (18) nel punto (x', y'), o della 
polare del detto punto: 

(23) (aux' + al2Y' + al3) x + (a21 x' + ~2Y' + als), 
+ (aSlx' + a32Y' + a3a) == O. 
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24) Diametro della conica (18) coniugato colla. retta y = k a: ; 

(24) aua: + auy + ata + k (aua: + anY + a2S) = o. 
25) Ooordinate del centro della conica (18) : 

(25) 

dove Aik e il complemento algebrico di aiA: entro al discriminante (20). 
26) Equazione complessiva degli asintoti della conica a centro (18): 

(26) 

(27) 

(28) 

au (a: - a:o)! + 2 al! (ro - a:o) (y - Yo) + al! (y - Yo)! = o. 
27) Equazione complessiva. degli assi deIla conica a centro (18): 

a n (x - xo)2 - (al! - ate) (x - .ro) (y - Yo) - au (y - Yo)' = o. 

~8) Equazione dell'asse della conica (18), se e una parabola: 

29) Invarianti della conica (18) relativi ad una trasformazione orto· 
gonale di coordina te: 

(29) a¡t + a22 ! (Ass ==) au a22 - a12 \ A. 

30) Equazioni della ellisse reale (segno superiore), od iperbole (segno 
inferiore), riferite ai relativi as si : 

(30) 

dove a e b Rono i semiassi, il primo trasverso e il secondo non trasverso 
nella iperbole. 

(31) 

(32) 

(33) 

31) Tangente nel punto (x', y') alla conica (30): 

xx' yy' 
-+ - -1. 
al - b2 -

32} Asintoti della iperbole (30): 

~+!-O a- b- . 

33) Distanza focale per la elJisse 00 iperbole (30): 

supposto per la ellisse a ~ b. 

(34) 

34) Eocentricita per la. ellitise od iperbole (30): 

e 
e == - . 

a 
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35) Equazione di una iperbole riferita agli asintoti: 1 

(35) xy = costo 

36) Equazione di una parabola riferita all'asse e alla tangente nel 
vertice: 

{36) 

~37) 

(p, parametro). 

37) Distanza dal vertice al fnoco, ed eccentricita. nella parabola (36) : 

p 
2' e = 1. 

38) Equazione polare di una elliase, parabola od iperbole, scegliendo 
-come polo il fuoco, e come asse polare l'asse focale diretto dal fnoco verso 
la corrispondente direttrice: 

(38) Q - P 
-1 + ecos<p' 

dove e e la eccentricita (34), (37), e p, che per la parabola entra nell'equa· 

zione (36), vale, per la ellisse od iperbole (30), p .= b! • 
a 

B) Geometria solida. 

(Le coordinate si suppongono cartesiane ortogonali. Con P, P', .•. si 
indicano punti di coordinate (x, y, z), (x', y', z'), ... ; con n, n', ... piani di 
-equazioni ax + by + oz + d = O, a' x + ... = 0, ... ). 

{l) 

(1') 

(l'~ 

Punti, piani e rette. 

1) Varie forme dell'equazione di un piano: 

ax + by + e z + d = 0, 

x y z p+-q+r =1, 

xcosa + ycoa ~ + z cosy - n == O; 

dOTe p. q, t' sono i valori dei segmenti staccati dal piano sugli assi, a. 
partire dall'origine, a, ~,y gli angoli che una retta normale al piano forma 
'Cogli assi, ed n la. distanza dell'origine dal piano. 

2) Equazione di un piano per un punto P': 

.(2) a (x - x') + b (y - y') + e (~ - Zl) == O. 

I In qU8St .. formol .. l'anlZolo .,. non é 8UPPO.to retto. 
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3) Equazione del piano che passa p.er tre punti PI' PI' PI: 

x y z 1 

(3) xI Yl zl 1 
=0. 

x2 Y2 .~ 1 

3'8 Ya Zs, 1 

4) Pia,no generico del fascio determinato da due piani n, n': 

(4) ax + by + cz + d + '}..(a'x + b'y + e'z+ d')= O. 

5) Piano generico della stella determinata da tre piani n, n', n": 

(5) ax + by + ez + d + '}.. (a' x + b'y + e'z + d') 

+ ¡.L(a"x + b"y + e"z + dl!) . O. 

6) Condizione perche quattro piani :n:, :n:1, :n:2) :n:a' passino per un punto: 

a· b e d 

(Jl b{ e{ d¡ 
=0. a2 o'J ( !2 d2 

(6) 

0 8 /"8 es ds 

7) Condizioni di parallelismo tra due piani :n:, :n:': 

(7) a : a' = b : b' = e : e'. 

8) Condizione di ortogonalita tra due piani :n:, :n;': 

(8) aa' + bb' + ce' = O. 

(9') 

(10) 

(11) 

(11~ 

9) Diedro di due piani :n:, :n:': 

aa' + bb' + ce' 
cos:n::n:'=¡=7=~~==~-r~7=~==~ 

Va,2 + b2 + e2 Va'! + b't + e" ' 

sen :n::n:' = V(be' - b' e)2 + (e a' - o' a)2 + (ab' - G,' b)% 
(al + b2 + (2) (a'. + b't + e'2) 

10) Distanza di un punto P' da un piano :n:: 

a x' + by' + e z' + d 
b= V . 

al + b2 + (;2 

11) Varie forme delle eqnazioni di una l'etta. r: 

x=lz+p, y=n~z+q, 

x-x'_y-y'_z-z' 
-l--tn--1-t-' 

(11") 
x-x'_y-y'_z-z' 
cos a - cos ~ - cos y , 

dove x', y', z' sono coordinate di un punto della retta, .e a, ~, y gliangoU 
ch'essa forma cogli aSBi coordinati. 
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12) Retta passante per due punti P', P": 

x - x' _ y - y' _ z - z' 
x, - x" - y' - y" - z' - z" . 
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13) Ooseni di direzione di una. retta r, le cuí equazioni sia.no date 
sotto la forma. (11'): 

(13) 
l 

COS1'X = , 
-y'¿! + mt + n' 

n 
cos rz == .1 

Vl2 + m2 + ni 

14) Oondizioni di parallelismo di due rette r, r': 

{14) l : Z' == 111, : m' = n : n',· 

{15) 

15') 

(16) 

{17) 

(18) 

(19) 

15) Angolo di due rette r, ,,': 

ll' + mm' + nn' coa rr' = ,1 

Vl' + 1!L~ + ni Vl'! +m'2 + n" 

sen rr' = 1 /(m n' - m' n)' + (nI' - n' W + (Zm' - l'm)! .' 
V W + mI + n2

) (l'S + m!2 + n'2) 

16) Oondizione di ortogonalita di due rette r, r': 

Zl'+mm' +nn'=O.l 

17) Equazioni della normale al piano (1) per un punto p' 

ro-x' _y -y' z-z' 
--a- --b- IJ 

18) Angolo della retta l' col piano n: 

seu r n == ,r - ,/ 
vas + b' + o' V Zt+m2 +nt 

19) Condizioni di perpendicolarita fra la retta r e il piano n: 

a : l == b : m == e : n.l 

20) 

{20) 

Condizione di parallelismo tra la retta r ed il piano n: 

al + b 'tn + en == 0,1 

21) Condizioni perche la retta appartenga al piano 1t: 

(21) ¡
al + b m + c n == O, 
a x' + by' + cz' + d = O, 

essendo (x', y', z') un punto della retta.1 

1 Se le eqnazioni dell .. o delle rette che si considerano Bono dato !Otto la forma (11), el ponga " ~ 1 
n ' = 1, ecc. 
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(22) 

(23) 

APPENDICE 

Xi Y¡ z( 1 

V-~ :1:2 Yi Z2 1 
-6 X a Ya za 1 . 

x( y", z", 1 

Trasformazlone di coordina te. 

Xl Y1 1 
X lI Y9 1 

xa!Ja 1 

24) 1 nuovi assi X, Y, Z siano paralleli agli antichi x, y, z, ed ab
biano l'origine nel punto (a, b, e): 

(24) X == X + a, Y == Y + b, Z == Z + e. 
25) 1 due sistemi x, y, z; X, Y, Z, sieno ortpgonali, ed abbiano la 

Rtessa origine: 

(25) I
x == X cos X x + Y cos Y x + Z co~ Z x, 
y == X cos X y + y cos Y y + Z cos Z y, 
Z == X cos X Z + Y cos Y Z + Z cos Z z. 

26) Relazioni fra. i nove coseni che entrano nelle (25). 
Nel determinante dei nove coseni.: 

a) la somma. dei quadrati degli elementi di una stessa. orizzontale, 
o verticale, vale 1; 

b) la. somma. dei prodotti degli elementi di una stessa orizzontale, 
o vertical e, per gli elementi omologhi di una. linea parallela. vale O; 

o) il determinante StOBSO vale + 1. 
27) Formule di passaggio fra le coordinate polari Q, <p, {} e le coordi· 

nate cartesiane m, y, z, nel caso che l'asse z e l'origine coincidano con 
l'asse polare e il polo, e il piano polare sja il piano coordinato y = O : 

(27) a; = Q cos <p sen {}, y == Q sen <p sen {}, z == Q cos {}. 

(27') Q == -V Xl + '!Ji + Z2 , tg <p == JL , tg {} = ya;1 + yl • 
X Z 

Superficie particolari. 

28) Cilindro colle generatrici parallele alla retta. a;== lz+p, y == mz + q: 

(28) f(x - lz, Y - zm) == O. 

29) Cono col vertice nel punto P': 

(29) (
X - x' Y-Y') 

f z _ z" z _ z' == O. 
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30) Supe.rftcie rotonda intorno all'asse z, della. quale un meridiano 
Bis f (x, z) == O, Y == O: 

(30) 

31) Sfera. di raggio r, col centro nel punto P': 

(31) (x - x'? + (y - y')' + (z - z')! = r t 
, 

oppure 

(31') 

dove 

x' = - ~ , y' = - ~ , z' = - i ' r =} -Va2 + b2 + e! - 4 d .. 

Quadriche. 

32) Equazione generale di una quatlrica: 

(32) a,1 :D' + a22 yt + a33 Zl + 2 au xy + 2 a 13 XZ + 2 a2~ Y z 

(33) 

(34) 

(35) 

+ 2 au x + 2 au y + 2 aH z + ltu = o. 
33) Oondizione perche la quadrica sia un cono: 

a u au al3 au 

..4.= 
a u a2J a23 a24 =0 
a3! a3! asa a'S4 

aH a'42 lt43 aH 

34) Oondizione perche sia un paraboloide: 

a u a12 a'lS 

AH = a21 a22 a23 = (J. 

aS! 0S2 IIss 

35) Oondizioni perche la quadrica sia una sfara: 

36) Equazione del piano tangente nel punto P' (o del piano polare di: 
P', se pi non sta sulla quadrica.): 

(36) (au x, + a u y' + a l3 z' + al.) :JI 

+ (az¡ x' + a22 y' -+- a23 z' + au ) y 

+ (aS! x' + 032 y' + ass z' + a84 ) z 

+ (a'l x' + °.2 y' + a. 3 z' + a44 ) == o. 
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(37) 

(38) 

.i.PPENDIOE 

37) ,Piano diametrale coniugato alla retta ~ == .JI... ==:. 
l 'n ,. 

l (aH x + al! Y + ata Z+ a 14 ) + 1n (au x + U22 Y + a 23 z + (fu ) 

+ n (a3i-x + a'3~ Y + a33 Z + as,) = O. 

38) Coordinate del centro della quadrica.: 

_Áu 
YO-A' 

u 

39) Equazione del CODO a8intotico di una quadrica a centro: 

(39) aH (x - Xo? + au (y - Yo)! + a3a (z - zol 
+ 2 an (x - x Q) (y - Yo) + 2 al3 (x :....- x o) (z - %0) 

+ 2 at3 (y - Yo) (z - zo) == O. 

40) Equazione di un piano principale: 
• Se k e una radice dell'equazione 

au- k 

11 (k) == 

ed l, 'm, 14 e la. corrispondente soluzione del sistema 

(au- k) l + 
au l + 
asll + 

al! m + al3 n 

(an - k)m + at3 n 

a32m + (aS3 - k) n 

=0, 

== O, 
== 0, 
=0, 

un piano principale della quadrica ha l'equazione (37), od anche, se la 
qlladrica ha il centro (xo' Yo, zo), la equazione 

(40) 

41) Equazione della quadrica (32) rifel'ita ai propri assi, nell'ipotesi 
che si tratti di una quadrica a centro: ;o 

(41) k1x l + k2 y! + k3Z2 + .: == 0, 
u 

dove k1 , k2 , k-. sono le radici dell'equazione 11 (k) = O . . 
42) Equazione della quadrica (32) riferita ai due piani principali xz, 

yz ed al piano xy tangente nel vertice, nell'ipotesi che si tratti di un 
paraboloide: 

(42) k1 x
2 + k2 .ll + 2 z v-~ = O, 

le l k'l 

do ve k1 , k! sono lo due radici non nuBe della equazione 11 (k) == O. 
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4:3) Equazione dell'ellissoide di semiassi a, b, o: 

(43) 

44) Equazione dell'iperboloide ad una fa.lda di semiassi trasversi a, b, 
non trasverso o: 

(44) 

45) Equazione dell' iperboloide a due falde di semiasse trasverso a, 
. non trasversi b, o: 

(45) 

4:6) Piano tangente nel punto (ro', y', z' ) alIe quadriche (43), (44), (45) : 

xx' yy' zz' 
-2 +-b2 +-1 =1, a (] 

i segni dovendo prendersi come nelle relative eq:tazioni. 
47) Equazioni ridotte del paraboloide ellittico (segno superiore) o iper. 

bolico (segno infedore). 

(47) 
(p, q > O). 

48) Piano tangente al detto paraboloide nel punto (x', y', z') : 
/ 

(48) xx' yy' - ±-=z+z'. p q 

Per la di!,!cussione dell'equazione generala di una quadrica si vedano 
le tabelle di pago 537, 538. 
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