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INTRODUCCION

Muy frecuentemente suele confundirse la METODOLO-
GfA DE LA CIENCIA con la METODOLOGIA DE LA ENSE-
NANZA, o sea con la DIDACTICA.

Método significa camino para llegar a un fin, y la Me-
todologia de una disciplina cualquiera es el estudio de los
diversos caminos que conducen al fin propio de ella.

La Ciencia matemdtica tiene, pues, sus métodos, que
desde los siglos méas remotos han conducido a la forma-
cién de su organismo y que constantemente acrecientan
sus dominios con rapidez vertiginosa. El estudio sistema-
tico de estos métodos propios de la ciencia matematica;
limitados al aspecto elemental de su desarrollo, constituye
el primer tomo de esta obra, en el cual se analizan los
materiales conceptuales que utiliza la Matematica para
sus construcciones y los métodos con que éstas se orga-
nizan. Aun limitado el campo a la Matemitica elemen-
tal, hemos considerado conveniente dividir en dos etapas
el camino, tratando en el segundo capitulo ciertas cues-
tiones mas especialmente interesantes para el profesor de
segunda enseflanza y para el maestro primario supé'riog.

Una vez obtenida en este primer tomo, que trata de la
METODOLOGIA MATEMATICA propiamente dicha, una vi-
sién de conjunto del edificio matemaético, y conocida, si-
quiera a grandes rasgos, su estructura, se plantea un do-
ble problema: ;Qué partes del edificio matemitico deben
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exhibirse y estudiarse en los diversos grados de ensefian-
za? ;Qué métodos pedagdgicos seran los mas eficaces en
cada uno?

Entrambos problemas estin subordinados a una cues-
tién previa: ;Cual es el fin que debe perseguirse en cada
uno de los periodos escolares primario, secundario o uni-
versitario? Seglin cual sea la meta que nos proponga-
‘mos alcanzar, asi serd diversa la forma de conducir la en-
seflanza en cuanto a la cantidad, a la calidad y al método,
cuestiones todas que exigirdn ademds un estudio psicold-
gico de cada una de las edades del elemento discente. Tal
es el plan del segundo tomo de esta obra, en el que se tra-
tard de la DIDACTICA MATEMATICA.

Aun a riesgo de incurrir en el vicio del simplismo exce-
sivo en cuestiones muy complejas, permitasenos establecer
desde ahora la linea divisionaria que las discusiones in-
ternacionales sobre este problema vital van delineando de
manera cada vez mas acentuada. La enseflanza matema-
tica en la escuela primaria tiene caricter predominante-
mente instrumental, y se propone ante todo adiestrar a
los nifios en el cilculo numérico, proveyéndolos de ciertos
conocimientos necesarios o Utiles para la vida, como son,
por ejemplo, el sistema métrico, el cilculo de dreas y vo-
ldmenes de cuerpos usuales, las reglas de cilculo comer-
cial, etc.

Con la ensefianza secundaria se persigue modernamen-
te un fin predominantemente educativo, a la par que se
amplian ciertas nociones de la ensefianza primaria Wtiles

ra la vida, pero més bien por deficiencias y excesiva
brevedad de aquélla que por corresponder en verdad a
este segundo periodo de formacién humanistica en el mas
amplio y moderno sentido de esta palabra. Por tltimo,
la ensefianza superior persigue ya un fin profesional, tam-
bién en el sentido mas lato de este adjetivo.
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Esta divisoria en tres a:)eriodos instrumental, educati-
vo y profesional no excluye la preocupacién educativa en
todos ellos; pero mientras en el primero la educacién es
un medio para llegar a los conocimientos, en el segundo
son los conocimientos el medio necesario para llegar a la
educacién mental. He aqui, pues, una distincién de esen-
cia,'que no es puramente cuantitativa, entre la ensefianza
primaria.y la secundaria. Mientras un maestro de escuela
debe considerarse completamente fracasado si sus alum-
nos salen a la vida sin los pertrechos indispensables, que
significa saber leer, escribir y calcular correctamente; en
cambio*un bachillerato que no haya dejado en la memo-
ria de los alumnos indeleblemente grabada para siempre
ninguna declinacién latina, ninguna férmula trigonomé-
trica, ninguna especie botdnica, podrd ser, sin embargo,
un bachillerato eficaz si ha logrado despertar en el alum-
no la aficién a la lectura de obras literarias, el hibito de
razonamiento cuidadoso, el amor a la naturaleza y el
sentido de observacién, porque, en fin de cuentas, ese
imponderable que se llama cultura general no es sino aque-
llo que queda en el espiritu después de haber olvidado
todo lo aprendido en el periodo escolat. '







CAPITULO PRIMERO

NOCIONES DE METODOLOGIA DE LA
MATEMATICA ELEMENTAL

§ 1.—CARACTER Y CLASIFICACION DE LA MATE-
MATICA.

Método inductivo y método deductivo.

Para la formacién de toda ciencia hay dos métodos, es
decir, dos caminos, uno ascendente y otro descendente,
que se llaman método inductivo y método deductivo.

El método inductivo o ascendente va de lo particular
a lo general; del hecho aislado asciende hasta la ley gene-
ral que comprende a todos los hechos analogos. PO_Bser-g
vemos, por ejemplo, que ciertos cuerpos caen cuando se
abandonan a si mismos, mientras otros se elevan en el
aire; algunos que caen en el aire flotan en el agua y otros
no; he aqui, pues, un caudal de hechos complejos, con-
tradictorios que no hace sospechar la existencia de una
ley general que a todos los comprenda. Veamos, por ejem-
plo, cémo procedieron los primeros hombres de ciencia
para descubrir las leyes que regulan la caida de todos los
cuerpos, descomponiendo este hecho complejo en sus ele-
mentos simples, esto es, analizando por separado el cuer-
po y el medio ambiente en que se abandona.

Operemos en el vacio, y entonces observamos que fodos

“
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los cuerpos caen. Ya tenemos una ley, pero es una ley cua-
litativa; comparemos las caidas de diversos cuerpos de na-
turaleza muy diversa y observamos que fodos caen con
igual velocidad; ya tenemos la ley cuantitativa de la cai-
da de todos los cuerpos en el vacio; sélo falta ya medir
los espacios recorridos en la caida, como hizo QGalileo, y
asi se llega a la féormula matemdtica que encierra todos los
casos posibles de caida de graves en el vacio. La ley ma-
temdtica, expresada por una férmula, constituye el ideal
de toda ciencia fisica, pues una vez lograda permite de-
ducir ¢cémo acontecerd el fenémeno en nuevos casos no
experimentados, es decir, se llega a la prediccidn de los fe-
némenos, que constituye el mas alto ideal de toda cien-
cia de la Naturaleza.

Vemos en este ejemplo como la induccién asciende de
lo particular a lo general y cémo la deduccién desciende
de la ley general a los hechos particulares. Conocida la
ley de Ia caida en el vacio, juntamente con la ley de At-
quimedes, que expresa el valor del empuje ascendente de
los cuerpos sumergidos en un fliido, y sabida ademas la
resistencia que cada fliido opone a cada cuerpo, segiin su
forma y tamafio, se puede predecir cémo acontecera la
caida o elevacidon de cualquier cuerpo abandonado en cual-
quier medio ambiente, sea liquido o gaseoso.

Método analitico y método sintético.

" ;Qué hemos hecho en el ejemplo anterior para ascen-
der desde los hechos particulares a la ley general? Des-
componer cada hecho complejo en sus elementos simples:
primero hemos' prescindido del medio ambiente, para
atender al hecho escueto de la caida, exento de complica-
ciones; después hemos analizado por separado cada me-
dio ambiente. He aqui un @ndlisis, es decir, una descom-
=
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posicién de lo complejo en elementos simples; por esto se
llama método anadlitico.

En cambio, una vez que estamos en posesion de las di-
versas leyes que relacionan cada causa simple con sus efec-
tos, bastard examinar en cada caso los factores que inter-
vienen en el mismo para reunir o sumar sus efectos y po-
der predecir el nuevo hecho; es decir, eh la aplicacién de
las leyes generales a los casos particulares, seguimos mé-
todo sintético. ¢

No quiere expresar este paralelismo que induccidn equi-
valga a anélisis y que deduccién sea sinénimo de sintesis,
pues son conceptos de categoria diferente:Pronto vere-
mos que en la elaboracién de la Matematica, que es la
ciencia deductiva por excelencia, se utiliza frecuentemen-
te el andlisis como recurso auxiliar en las demostraciones,
que no son otra cosa sino una adecuada sintesis de pro-
posiciones anteriores.

Suele decirse, a veces, en forma demasiado esquemati-
ca, y por tanto inexacta, que el analisis es el instrumento
de la invencién y la sintesis es el método de la exposicién
o ensefianza (*). En toda invencién hay tanto de anili-
sis como de sintesis, y en la exposicién didactica veremos
que no es el método exclusivamente sintético el mas ade-
cuado y eficaz; pero ciertamente es indispensable el ani-
lisis en toda invencién, asi como en la resoluciéon de todo
problema, y es indispensable una sintesis en toda expo-
sicién cientifica. Lo que acontece es que la moderna pe+
dagogia, que utiliza ademds conjuntamente el anilisis en
la ensefianza, lo hace precisamente para seguir el mismo
camino de la invencién; por ello, tal combinaciéon del
analisis y de la sintesis que remeda en la ensefianza la via

(*) Asi, por ejemplo, la Légica de Abel Rey dice demasiado ex-
clusivamente: «Es con el andlisis con el que se inventa, y es con la
sintesis con la que se expone lo que ha sido descubierto.»
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de la*invencién y que convierte al alumno en un redes-
cubridor de verdades ya sabidas por otros, suele designat-
se por el nombre de método euristico (del griego eurisko,
que significa encontrar o descubrir).

&

L o8 origenes de la ciencia matemitica.

Las ciencias matematicas, o mejor dicho la Matema-
tica, es la ciencia deductiya, por excelencia. Gracias a la
sencillez de sus conceptos¥6gré descubrir hace veinticin-
co siglos las leyes fundamentales a que estos satisfacen, y
de ellas se ha ido obteniendo por deducciones sucesivas
todo el inmenso caudal de los actuales conocimientos ma-
tematicos.

El periodo experimental e inductivo perdura a traves
de varias civilizaciones: caldeos, babilonios, egipcios...
Uno de los primeros descubrimientos, anterior en veinte
siglos a la era cristiana (es decir, que tiene unos cuarenta
siglos de existencia), es el hecho de que un triangulo cu-
yos lados miden 3, 4 y 5 unidades es rectingulo. En él
se basaban los agrimensores para trazar perpendiculares,
haciendo en una cuerda de extremos anudados tres nudos
con intervalos de 3, 4 y 5 unidades y extendiéndola sobre
el suelo, estirada mediante tres estacas, para formar el
triangulo que tenga estos tres lados.

Otro descubrimiento geométrico fué el drea del circulo
que calculaban asi: «del didmetro se resta su novena pat-
te y se eleva al cuadrado para obtener el area del circulo»;
esto equivale a expresar el drea del circulo de diametro d
por la férmula siguiente:

Rz (%)2d2.

2
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que es lo mismo que tomar como longitud de la circun-
ferencia

256
——d=3,16d (*).
3] (*)

Estos conocimientos egipcios se han sabido por el des-
cubrimiento de un papiro llamado de Ahmes, que se cus-
todia en el Museo britanico y que data de diez siglos an-
tes de Jesucristo, el cual parece resumir una obra anterior
en otros diez siglos.

Examinando a la luz de nuestros actuales conocimien-
tos estos dos resultados que damos a titulo de ejemplo,
decimos inmediatamente que el primero es exacto, es de-
cir, que un angulo del tridngulo de lados 3, 4, 5 mide
exactamente 90°; y en cambio decimos sin titubear que
el segundo resultado es sdlo aproximado, pues el verda-
dero valor de m, o sea la razdén de la circunferencia al dia-
metro, no es 3,16, sino algo menor. Al expresat estos dos
juicios, jqueremos, acaso, expresar que las mediciones mo-
dernas efectuadas con mis delicados instrumentos han
comprobado el valor de 90° para aquel angulo, y en cam-
bio han rectificado la medida de la longitud de la circun-
ferencia, siendo de temer que anadloga rectificacién acon-
tezca cualquier dia con la medida de aquel angulo? No.
Nuestras dos afirmaciones tienen cardcter absoluto y eter-
no, precisamente porque no las apoyamos en nuevas ex-
periencias, sino en el razonamiento puro, y nada tienen
que temer de futuros experimentos. He aqui la diferencia
esencial entre mérodo experimental y método racional,
que en lecciones sucesivas iremos explicando.

La gloria de haber encontrado el método racional, esto

(*) En muchos oficios que no necesitan gran exactitud, se uti-

liza actualmente esta regla sencilla: «del cuadrado del didmetro se res-
ta su quinta partey. Esto equivale adoptar como valor de m el ni-

mero 3,20.
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es, deductivo o légico para la Aritmética y para la Geo-
metria, corresponde de lleno a los griegos. Tales de Mi-
leto y después Pitdgoras en el siglo VI antes de Jesucristo,
inician la construccién racional de la Geometria, la cual
llega a su apogeo en el siglo III con Euclides, Apolonio y
Arquimedes, que elevan la escuela de Alejandria a su ma-
ximo esplendor. Son, pues, los griegos los verdaderos
creadores de la Aritmética y de la Geometria, asi como los
hindiies son los creadores del Algebra y los drabes lo son
de la Trigonometria.

Clasificacion de las matematicas.

Las ramas mads puras y abstractas de la ciencia mate-
maitica son la Aritmética, el Algebra y el Anilisis (la
ciencia de las tres aes, como la designan simbdlicamente
los alemanes) . La Aritmética estudia las propiedades de los
numeros; el Algebra, las ecuaciones de primero, segundo,
tercer, ... grado; el Anélisis estudia las funciones o co-
rrespondencias de todas clases entre variables. Todas es-
tas ramas se apoyan en el concepto primitivo de néimero
natural, esto es, en la operacién de contar, que es uno de
los actos mas simples y primeros de la mente, sin necesi-
dad de mas observaciones ni experiencias; y por ser tan
sélido y sencillo su punto de apoyo, es la construccién in-
telectual mas perfecta creada por el hombre.

En cambio la Geometria se apoya en un gran niimero
de observaciones empiricas que es preciso depurar y orde-
nar enuncidndolas en forma de postulados. Postular sig-
nifica pedir, y el cuadro de postulados geométricos con-
tiene todo lo que debemos admitir para deducir de ellos
todas las sucesivas proposiciones geométricas.

La Cinematica exige ademas del concepto de espacio el
de tiempo, para estudiar los movimientos de las figuras
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geométricas. Mas cercana a la realidad fisica estd la Me-
canica, que introduce ademas la nocién de masa o la de
fuerza y estudia los movimientos de los cuerpos materia-
les, mientras que la Estatica s6lo se ocupa de las condi-
ciones de equilibrio de éstos. Estas tres ramas: Cinema-
tica, Estatica y Dindmica forman la Ciencia llamada Me-
cdnica, que ya no se considera como Matematica pura, a
pesar de ser una ciencia racional igual que la Geometria,
y perfectamente deductiva como ella.
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§ 2. —METODO INDUCTIVO Y METODO DEDUCTIVO
EN ARITMETICA.

Clasificacién de las propiedades de los niimeros.

Suele definirse la ARITMETICA diciendo que estudia las
propiedades de los ndmeros; pero deberia completarse esta
definicidn afiadiendo que sélo estudia «las propiedades ge-
nerales de todos los nlimeros y las especiales de ciertas cla-
ses de nimeros». He aqui, por ejemplo, algunas relaciones
numeéricas:

1.8) 2*=42? (Propiedad conmutativa de la potencia-

cién).

22) 3X4=4 X3 (Propiedad conmutativa de la
multiplicacién) .

3.2) 427 —274= 9 (Diferencia de ntimeros de igua-
les cifras).

Que estas relaciones numéricas tengan o no interés cien-
tifico, depende de su generalidad. Ensayemos, pues, si las
mismas relaciones se verifican para otros nlimeros, y en-
contramos:

1.° Propiedad conmutativa de la potenciacion.
14+ 41, 23%32 28§52

es decir, no logramos obtener ningdn otro par de niime-
ros enteros que tengan la propiedad de 2 y 4 indicada.

2. Propiedad conmutativa de la multiplicacién.
A S I G D B I S A
PRI P RSE LS p o B
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es decir, la inversién de dos factores no altera el producto
en ninguno de los casos ensayados; la propiedad observa-
da parece verificarse en todos los casos;

3.e* Diferencia de nimeros formados por las mismas
cifras.

42—24=18, 412—124=1288,
5231 —1235=3996,

se observa en estos ejemplos que siempre resulta como di-
ferencia entre los dos nimeros que tienen las mismas ci-
fras, un mualtiplo de 9.

Estos ensayos bastan para decidir que la primera rela-
cién carece de interés aritmético, por su caricter singular,
y en cambio las otras merecen un estudio especial, pu-
diendo anticiparse que la segunda serd una ley general de
la Aritmética, caso de ser valida para todos los niimeros,
mientras que la tercera tiene un caricter mas especial, por
referirse a la divisibilidad por 9.

La primera quedari, pues, relegada al margen de la
Aritmética como simple curiosidad. En los libros espe-
ciales que recopilan tales curiosidades aritméticas hay
multitud de relaciones entre niimeros que, a pesar del in-
terés que a veces ofrecen, no han pasado a la Aritmética,
por su poca generalidad.

EJEMPLO.—<Si de un nfimero de tres cifras se resta el que
tiene las mismas cifras invertidas, el resultado tiene como cifra
central 9, y las dos extremas suman 9; de modo que basta co-
nocer una de éstas para tener las tres.» Es una de las adivinan-
zas aritméticas més conocidas (*), que se explica ficilmente me-
diante 1a propiedad tercera de ser divisible por 9, 1a diferencia
entre los dos nimeros.

(*) Véanse otras curiosidades y adivinanzas en nuasstros <Ele-
mentos de Aritméticay. Coleccién intuitiva, pigs. 44, 54, 74, 100.
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Insuficiencia de la induccidn.

La Aritmética se ocupa, pues, de las propiedades gene-
rales de todos los nimeros y de las especiales de ciertas
clases de nameros; pero ante todo debemos preguntar:

iBastan estas comprobaciones para afirmar que el or-
den de los factores no altera el producto y que la diferen-
cia entre dos niimeros que tienen las mismas cifras, es di-
visible por 9?

En las Ciencias Naturales seria suficiente esta reiterada
comprobacidn, para afirmar la validez de la ley obser-
vada; tal método se llama inductivo, como hemos visto
en la leccidén anterior, y tiene el peligro de que nuevas ex-
periencias vengan a contradecir la ley, en cuyo caso habra
que modificarla o desecharla.

También la Aritmética fué inductiva antes de los grie-
gos, pero ya hemos dicho que éstos la organizaron deduc-
tivamente, al observar que ciertas leyes, que parecian ge-
nerales, dejaban de verificarse para grandes nlimeros. He
aqui algunos ejemplos:

EJEMPLO 1.°— El nimero 60 es divisible por 1, por 2,
por 3, por 4, por 5, por 6; ;Serd divisible por todos los nt-
meros menores que é1? Facil es comprobar que para 7 ya no se
verifica; pero en otros ejemplos, la comprobacién de una ley
observada llegard a ser imposible, y por muchas comprobacio-
nes que se obtengan, no podra afirmarse su validez general.

EJEMPLO 2.°—La igualdad
(24 1D)x2=6x(x24+1)
esciertapara x =0, x=1, x =2, x=3; jlo serd para todo

valor de x? Ficil es demostrar que no lo es para ningfin otro
n@mero.

—
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EJEMPLO 3.°—Si en la expresién 22" + 1 damos a n valo-
res sucesivos,

para n = 0, resulta: 2! + 1 = 3, primo

pata n = 1, resulta: 22 + 1 =5, primo;

para n= 2, resulta; 24 -+ 1 =17, primo;
pata n = 3, resulta: 28 + 1 = 257, primo;
para n = 4, resulta: 21¢ 4 1 = 65.537, primo

Matemiticos tan famosos como Fermat creyeron que siempre
sucederia lo mismo y, sin embargo, para n = 5 resulta un ni-
mero compuesto,

EJEMPLO 4.°—Si se forman los productos de cada dos niu-
meros naturales consecutivos y se les suma 17, resulta: o

o gl D e R YR O T, i (R (0 N LS e
U-2 612203042'56°72 90 110-132-156-182
17.19 23 2937 47°59 73 89 107127 1491737199 '8

que son ptimos, Sin embargo, la proposicién no es general, pues
miés adelante resultan ndmeros compuestos.

Ejemplo de deduccion

Estos ejemplos nos hacen sospechar si la ley conmuta-
tiva de la multiplicacién dejard de verificarse para nime-
ros grandes. Para salir de dudas, cambiemos de procedi-
miento. En vez de hacer comprobaciones numéricas, que
nada demuestran, analicemos la esencia de la multiplica-
cién, escribiendo:

4X3=4+4+4,

y descomponiendo cada sumando en unidades, podremos
formar un cuadro de tres filas y cuatro columnas:

14141414
+14+141414
SR T TR T

W
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Si ahora contamos estas unidades, agrupandolas por co-
lumnas, obtendremos:

34+343+4+3=3xX4.

Ahora bien, el niimero que resulta de contar varios
objetos cualesquiera es independiente del orden en que se
cuentany, seglin el principio o postulado fundamental de
la Aritmética; luego resulta:

IX4=4X%3.

Aunque nos hemos fijado solamente en los factores 3
y 4 el razonamiento es de indole general, es decir, apli-
cable a cualquier otro par de nimeros, y podremos con-
gluir: «Aceptado el principio fundamental de la Aritmé-
tica, es cierto que la permutacién de los factores no altera
el producto». De otro modo: esta propiedad se deduce de
aquélla, o se demuestra mediante aquélla.

Demostraciones, teoremas y postulados.

Demostrar una propiedad de los néimeros, reducirla a
otras anteriores, o deducirla de ellas son frases equivalen-
tes que no se pueden definir sin incurrir en el uso de tér-
minos sinénimos. Acabamos de ver en un ejemplo la di-
ferencia existente entre observar una relacién aritmética
y demostrarla o reducirla a otra ya admitida como cierta;
y hemos procurado llevar al 4nimo de los lectores la con-
viccién de que la simple observacién no es un criterio de
certeza y si 1o es en cambio la demostracién; pero des-
pués de convencido el lector quizds incurra en el exceso
opuesto preguntando jpor qué no demostrar todas las
propiedades, logrando asi el rigor y solidez absolutas de
toda la Aritmética? Es preciso deshacer esta ilusion.
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Puesto que demostrar es reducir una proposicién a otra
anterior, y demostrar ésta es reducirla a otra, asi siguien-
do sblo cabe un dilema: o bien llegamos a cerrar la ca-
dena, apoyandonos en la misma proposicién que trata-
bamos de demostrar, en cuyo caso se incurre en la falla
légica llamada circulo vicioso, que trataremos mas ade-
lante, o bien debe llegarse a una primera proposicién que
ya no se pueda apoyar en ninguna otra. En todas las cien-
cias; incluso en la Geometria, son numerosas tales pro-
posiciones iniciales, que no se pueden demostrar, llamadas
postulados, pero la Aritmética s6lo necesita un postula-
do o principio para deducir todas las demas propiedades
de los nimeros, y por ello se considera como la mas per-
fecta de las ciencias y merece el epiteto que le did el fa-
moso matematico Gauss, tituldndola reina de las ciencias.

El postulado de la Aritmeética.

Ya lo hemos encontrado al demostrar en el parrafo an-
terior que el orden de los factores no influye en el pro-
ducto y se puede enunciar asi:

El nimero de objetos que forman una coleccién cual-
quiera es independiente del orden en que se cuenten.

De este principio hacemos constante uso en la vida co-
rriente: cuando el cajero de un Banco cuenta las pesetas
cobradas en el dia no se le ocurre, para ver si asi resulta
mayor nmero de pesetas, volver a contar cambiando el
orden de todos los modos posibles, lo cual, ademés de
innecesario, seria completamente imposible (*). Cuando

’

(*) Si los doce apéstoles hubiesen querido ensayar todas sus po-
sibles colocaciones en los doce asientos, y en cada ensayo o cambio de
colocacién hubiesen invertido solamente un minuto, todavia, al cabo
de 1900 afios, no habrian terminado los ensayos, aun dedicando diez
horas diarias.
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los comensales de una comida no logran sentarse todos,
porque falta alguna silla, a nadie se le ocurrird tampoco
ensayar todos los posibles modos de distribuirse en los
asientos disponibles, para ver si de algin modo encuen-
tran todos un asiento.

En este solo principio, tan natural y evidente, se basa
toda la Aritmética, pero esta posibilidad de desarrollo
perfectamente l0gico no excluye que en la enseflanza se
admitan numerosas propiedades como evidentes, aunque
podrian ser deducidas de aquel solo principio, y esto se
hace con el laudable fin de simplificar y abreviar la ex-
posicién, que de aquel modo resultaria excesivamente lat-
ga y complicada. Comparese la sencillez de nuestra Arit-
mética intuitiva con la complicacién de cualquier Arit-
mética racional y se comprenderdn las ventajas didacticas
de aquel sistema para un primer aprendizaje; mas, cuan-
do llega a sentirse la necesidad de perfeccionar los cono-
cimientos, ordenando légicamente todos los eslabones,
tales exposiciones intuitivas son ya insuficientes. En la
Didactica trataremos el problema de este transito de la
enseflanza intuitiva a la racional, que sélo debe hacerse
en su tiempo y sazén.
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§ 3.°— METODO EXPERIMENTAL, METODO INTUI-
TIVO Y METODO RACIONAL EN GEOMETRIA.

Objeto de la Geometria.

La Geometria prescinde de la clase de materia que
constituye los cuerpos, de su orientacién geografica y de
su posicidén respecto de nosotros, considerando solamente
ciertas relaciones que son comunes a multitud de cuerpos
de naturaleza y tamafio muy diversos, a los cuales susti-
tuye que un esquema ideal, llamado figura geomeétrica.
Todos los cuerpos que tienen las mismas propiedades geo-
métricas se consideran como equivalentes y se dice que
tienen la misma figura o la misma forma.

Una hoja de papel, un tablero de dibujo, una losa de
pledra, cuando se prescinde de su espesor, son equivalen-
tes geométricamente y se sustituyen por la figura ideal
llamada rectdngulo.

La escuadra de dibujo y un hilo anudado por sus ex-
tremos, que se estira mediante tres estacas, fijadas en el
suelo, aunque son cuerpos de naturaleza tan distinta, dan
origen al concepto de tridngulo.

Clasificacion de las propiedades geométricas.

Examinemos, por ejemplo, la escuadra que nos sirve
para dibujar en el pizarrén y cuyos lados miden, 3, 4
y 5 dm. Inmediatamente se observan las siguientes rela-
ciones:

A) Un lado es la semisuma de los otros dos:

4=(345):2.
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.

B) Un éngulo es igual a la suma de los otros dos.
C) Cada lado es menor que la suma de los otros dos.

Si ahora nos fijamos en la pequefia escuadra que nos
sirve para dibujar en el papel, se observa que ya no se
verifica A), pero si B) y C).

Si dibujamos un tridngulo cualquiera, no se verifican
A) ni B), pero siempre se verifica C). Esta parece ser,
por tanto, una propiedad general para todos los tridngu-
los, y por tanto muy impotrtante, mientras que B) pa-
rece verificarse solamente en aquellos tridngulos que tie-
nen de comiin con la escuadra un angulo, llamado recto
y su interés mas limitado; finalmente, la propiedad A)
carece de importancia, por su caricter singular.

La Geometria estudia las propiedades generales de cier-
tas clases de figuras y no las singulares de cada figura.

Asi, por ejemplo, en todos los tridangulos se obsetva
que la suma de los tres 4ngulos es muy aproximadamente
igual a dos rectos. -

Ahora bien, por muchos que sean los tridngulos obser-
vados, nunca podremos asegurar que las propiedades des-
cubiertas sean generales, pues siempre quedard la duda de
si se verifican en otros tridngulos de dimensiones dife-
rentes.

Insuficiencia del método experimental.

Dibujemos, por ejemplo, un cuadrado dividido en 64
casillas iguales y dividdmoslo en cuatro pedazos A, B,
C, D, como indican las lineas de la figura, formando con
ellas el rectingulo de la derecha.

{Podremos enunciar como una verdad geométrica esta
transformacién del cuadrado en rectingulo? De ninglin
modo; pues si contamos el nimero de casillas del nuevo
rectangulo, resultan 13:5 =65, y al notar esta contra-

s
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diccién aritmética, concluimos que el ajuste logrado con
los cuatro trozos es solamente aproximado.

\\
/

c
~

En efecto, si la figura se construye mayor, se nota que
los trozos A y D forman tridngulo, pues los dos segmen-
tos oblicuos no estan alineados, y tampoco en los trozos B
y C, quedando vacio un trozo cuya forma es paralelogré-

|
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mica y su area es exactamente la de un cuadrado de la red.

{Queda, pues, subsanado este peligro del método ex-
perimental construyendo las figuras a gran escala? De
ningin modo; y para convencernos de ello, repitamos la
construccién anterior, dividiendo el lado del cuadrado en
233 unidades (que pueden ser, por ejemplo, mm.), y di-
vidamos en dos rectingulos de alturas 89 y 144, fraccio-
nando cada uno en forma analoga a la anterior. La sepa-
racién entre los dos bordes que aparecen en la diagonal
(en este caso monta uno sobre otro), es imperceptible aun
con un microscopio corriente (¥), y no cabe extremar la
precisién en la medida por las inevitables imperfecciones
en el corte del papel, que son mucho mayores que dicha
distancia entre los bordes.

Sin embargo, por un simple razonamiento, y sin ne-
cesidad de experiencias dificiles o imposibles, podemos
afirmar que no existe la coincidencia, pues en tal caso el
nimero de casillas del rectingulo seria 54288, una me-
nos de las 54289 que tiene el cuadrado inicial, contradic-
cidén aritmética que basta para asegurar dicha relacidén geo-
métrica.

Y si se quiere otra demostracién mas directa basta com-
parar las pendientes de los dos segmentos, que son:

89 i 55
233 144
Como las imperfecciones de los medios materiales de
que dispcnemos y de nuestros sentidos son defecto comiin
a todas las experiencias, se comprende con este ejemplo
que no puede considerarse la experiencia por si sola como

(*) Su méxima distancia no llega a un cuarto de centésima de
milimetro, pues el drea del paralelogramo que ahora aparece cubierto
dos veces o8 1 mm. y st diagonal mide més de 400 mm.
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base suficiente para establecer las verdades matemdticas.
Asi, por ejemplo, no bastard recortar los vértices de mu-
chos tridngulos, adosarlos y comprobar que la suma de
los de cada tridngulo vale un dngulo llano para asegurar
que esta propiedad es cierta para todos los tridngulos, ni
siquiera para los tridngulos comprobados.

Insuficiencia de la intuicién.

No sclamente la experiencia es insuficiente como cri-
terio de certeza, sino también la intuicién, que es una ex-
periencia imaginativa (intuere = ver con la inteligencia).

Imaginemos la Tierra perfectamente esférica, y a lo
largo de un circulo méaximo arrollada una cinta meta-
lica (como la llanta de un carro). Si queremos ahora alar-
gar la circunferencia asi formada en media docena de me-
tros, ;habrd necesidad de separar mucho de la Tierra la
cinta en cuestién?

Aqui no podemos ya realizar la experiencia; la intui-
cién parece indicar, sin embargo, que, como la Tierra es
tan grande, bastard separar muy poco de su supetficie di-
cha cinta para intercalar el trozo deseado, mientras que
para agrandar la llanta de un carro de la misma cantidad,
la separacién de la rueda habrd de ser mucho mayor. Di-
cho de otro modo: 6 metros mas en la cinta, repartidos
a lo largo de tan enorme circunferencia, no dardn aumen-
to apreciable en el radio. ‘

Pues bien, esta intuicién es totalmente errénea; la se-
paracién es la misma en un caso que en otro. En efecto,
siendo ]a longitud de la circunferencia el producto del
radio por 2=, si se agranda el radio un metro, es decir,
si se separa la cinta un metro, su periferia viene aumen-
tada siempre en 2z metros, cualquiera que sea el radio
primitivo.
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Con este ejemplo se comprende también el peligro gae
puede tener en las investigaciones cientificas el dejaraos
llevar por ligeras apreciaciones intuitivas.

El método 1égico.

Acabamos de poner claramente de manifiesto que tam-
bién en Geometria es necesaria la deduccidén. ;Serd sufi-
ciente?, o de otro modo: ;jPodremos establecer todas las
proposiciones de la Geometria demostrindolas? Bastaria
repetir el razonamiento hecho contestando a la pregunta
idéntica formulada al tratar de las deducciones aritméti-
cas para comprender que fatalmente habremos de apoyar
algunas de las deducciones en propiedades indemostrables,
cuya verdad hemos de postular.

Ahora bien, para que el edificio 16gico que se constru-
ya sobre dichos postulados sea fecundo en aplicaciones
précticas, es preciso que tales postulados estén en concot-
dancia con la realidad externa, de manera que para el es-
tablecimiento de estas primeras propiedades necesitamos
recurrir a la experiencia efectiva o en su defecto a la ex-
periencia imaginativa o intuicién.

Aun a riesgo de incurrir en repeticiones, condensemos,
pues, en breve esquema el método [égico de la Geometria
y de la Matemética en general:

I. Establecer por via experimental o intuitiva las re-
laciones mas sencillas.

ITI. Admitidas éstas, establecer por via deductiva to-
das las demds.

Las primeras, llamadas axiomas o postulados, se to-
man como verdaderas, es decir, concordantes con la rea-
lidad externa. Las segundas, llamadas teoremas, se con-

sideran ciertas, es decir, de conocimiento claro y seguro.

Estas tltimas deben deducirse de las primeras sin re-

e e
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currir a nuevas experiencias o intuiciones, sino solamente
combinando dichos postulados mediante razonamientos
adecuados que se llaman demostraciones.

Las consecuencias inmediatas de un teorema, que enun-
cian alglin caso particular contenido en €1, suelen llamarse
corolarios. Escolios son las notas o aclaraciones que sue-
len intercalarse en la exposicién didéctica.

La axiomatica.

Asi como la Aritmética se funda sobre un postulado,
la Geometria, y la Mecanica, necesitan muchos mas (*) ;
el conjunto de axiomas sobre los que se funda una cien-
cia se llama sistema de axiomas. Una misma disciplina
puede fundarse sobre distintos sistemas de axiomas, segiin
las cademas deductivas que se establezcan entre sus pro-
posiciones. Se comprende que la ordenacién serd tanto
mas perfecta desde el punto de vista 1égico riguroso cuan-
to menor sea el niimero de axiomas o postulados que ne-
cesite. La ciencia que se ocupa en buscar diversos sistemas
de axiomas y que analiza las relaciones entre ellos se 1la-
ma Axiomdtica.

(*) Véase, por ejemplo, nuestros «Elementos de Geometria Ra-
cional».
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§ 4.—].0S CONCEPTOS Y LAS DEFINICIONES.

Método clasico de definicién.

,Una de las reglas que contiene el «Discurso del méto-
do» de Descartes es la de no usar términos que no hayan
sido previamente definidos; y todos los lectores, que ya
han seguido algunos cursos de Matematicas, saben con
cudnto cuidado procuran todos los tratados definir los
términos técnicos, a medida que se van introduciendo en
la exposicidn.

Definir un término es fijar o determinar su alcance o
contenido. Mas adelante veremos los diversos métodos
usados en Matematicas para definir términos; pero en esta
introduccién, muy elemental, debemos limitarnos a po-
ner de manifiesto estos diversos métodos mediante senci-
llos ejemplos y a llevar al 4nimo de nuestros lectores el
convencimiento de la imposibilidad 1égica que existe para
definir todos los términos mateméticos, del modo como
suele pretenderse en ciertas exposiciones didacticas, victi-
mas de su propio anhelo de perfeccién, que las lleva in-
conscientemente a incurrir en las mas groseras fallas 16-
gicas.

He aqui algunas definiciones que el lector conoce de su
aprendizaje anterior:

1.2 Ndmeros pares son los divisibles por 2.

2.2 Angulo es la mayor o menor inclinacién de dos
rectas que se cortan.

3.2 Linea recta es la que tiene todos sus puntos en
una misma direccién.

La primera define los nimeros pares como una clase
especial de nlimeros naturales, esto es, por la condicién
caracteristica de ser divisibles por 2. Este modo de defi-
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nicién es el que los légicos llaman por género préximo y
diferencia especifica, que consiste en dar el género a que
pertenece la clase que se trata de definir y en fijar los ca-
racteres especiales que distinguen a esta clase dentro de
aquel género. En este ejemplo el género préximo es el de
los ndmeros naturales, y la diferencia especifica es la de ser
divisibles por 2. Tal definicién puede considerarse como
perfecta.

No acontece lo mismo con las otras dos, y esto por dos
causas muy diversas. Una y otra adolecen del grave de-
fecto de definir oscurus per oscurius, es decir, una cosa
oscura mediante otra que es mas oscura todavia. Definir
el dngulo por la inclinacién o definir la recta por la di-
reccién es incurrir de lleno en esta falacia 16gica. Habria
que definir previamente lo que se entiende por inclinacién
y lo que quiere expresarse con la palabra direccidn, y al
pretender hacerlo iriamos a caer fatalmente en el uso més
o menos indirecto de aquellos conceptos de dngulo y de
recta que tratamos de definir, incurriendo, por tanto, en
lo que llaman los 1égicos circulo vicioso, que para las de-
finiciones consiste en hacer entrar lo definido en su pro-
pia definicién y para las demostraciones consiste, como
veremos, en apoyarse en la misma propiedad que se trata
de demostrar.

La definicién de ingulo. : ;

Sin embargo, la definicién de dngulo puede hacerse de
modo perfectamente claro y riguroso de modo anilogo a
como se define el segmento. Recordemos primero la de
éste: Una vez ordenados los puntos de una recta, en un
sentido, y definida en consecuencia la semirrecta, el seg-
mento A B aparece formado por aquellos puntos de la
recta que estan entre A y B, es decir, como ¢parte de recta
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comiin a la semirrecta de origen A que contiene B y a la se-
mirrecta de origen B que contiene A». Pues bien; una vez
introducido el concepto de semiplano, que es el andlogo
al de semirrecta, y dadas dos semirrectas @ y b con el mis-
mo origen pero no opuestas, podemos definir el dngulo
que forman como «parte del plano
comun a los dos semiplanos si-
gutentes: el limitado por la recta
de a y que contiene a la semirrec-
tab, y el limitado por la recta de b
y que contiene a la semirrecta a».
La figura indica bien claramente
cuil es la parte del plano comiin a
ambos semiplanos, que es la que aparece con rayado do-
ble, superposicién de los rayados simples que distinguen
a cada uno de los semiplanos.

La definicién de espacio.

iCabe entonces proceder anilogamente para la defini-
cién de recta sustituyendo asi la definicién inadmisible
arriba estampada por otra que sea perfecta?

Desde luego se comprende que no es posible definir to-
dos los conceptos mediante el género proximo y la dife-
rencia especifica, pues si un género se refiere a otro mas
amplio y este a otro que lo comprende, jcémo definir el
género mas amplio posible de entes mateméticos no in-
cluido en otro superior? Asi vemos que el semiplano se
ha podido definir como conjunto de puntos del plano
que estidn situados de un mismo lado de una recta del
mismo; aqui el género préximo es el conjunto de todos
los puntos del plano y la diferencia especifica es la con-
dicién de estar situados a un mismo lado de la recta; pero
icdbmo definir de modo anilogo el conjunto de todos los
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puntos del plano? Solo cabe considerar como género pro-
ximo el conjunto més amplio formado por todos los
puntos del espacio y aqui llegamos al género supremo,
que por no estar incluido en otro conjunto geométrico
mas amplio no es posible definir por género préximo.

Nos vemos conducidos asi a esta conclusidén: no es po-
sible definir al modo cldsico el espacio geométrico redu-
ciéndolo a otro concepto anterior.

Las pretendidas definiciones de recta.

Para definir la recta la dificultad es de otto orden, pues
existe el género proximo, ya que la recta estd contenida
en el espacio y aun en el plano que sirve de base a la Geo-
metria plana; pero ;qué propiedad caracteristica adopta-
remos para distinguir la recta de otros entes geométricos,
es decir, qué propiedad adoptaremos como diferencia es-
pecifica para definir la recta? Bien se comprende que si
queremos estampar tal definicién en la primera pagina
de la Geometria cuando el Gnico ente geométrico que ha
sido introducido es el punto, y ninguna propiedad geo-
métrica ha sido todavia establecida, serd imposible adop-
tar ninguna propiedad caracteristica de la recta que la
distinga de los otros conjuntos de puntos, puesto que
ningln otro nos es conocido todavia. 5

Alguien objetard que cabe postergar la definicién de
recta hasta que se hayan definido las lineas en general y
entonces aparecera de modo natural la recta como una
linea que tiene ciertas propiedades caracteristicas que la
distinguen de las lineas curvas; pero con ello no resolve-
mos la dificultad, sino que la cambiamos por otra mu-
cho mas grave, pues se plantea el problema de definir la
linea en general, cuando sblo se tiene el concepto’de pun-
to, lo cual exigiria delicadisimas consideraciones sobre la
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continuidad, que son de todo punto imposibles sobre tan
exigua base (¥).

Conceptos primitivos.

Por no querer reconocer esta simplicisima verdad de
que en toda ordenacién de conceptos debe haber algunos
que sirvan de punto de partida, han fracasado cuantos
pretendieron definir el punto y la recta como conceptos
iniciales de la Geometria; y esta es la parte mas deficiente
de la obra de Euclides, cuya forzosa oscuridad ha dado
origen a las més diversas interpretaciones. He aqui su de-
finicidén de recta: «Es la linea que yace uniformemente en
todos sus puntos». Cual sea el significado que quiso dar
Euclides a esta frase de «yacer uniformemente» es proble-
ma que no ha sido resuelto, ni podri ser aclarado, por-
que encierra la inevitable y quizis deliberada oscuridad
de los empenios imposibles.

No quiere esto decir que sea imposible definir la recta,
sino que es imposible definirlo todo, siendo imprescindi-
ble elegir ciertos conceptos como punto de partida de
toda organizacion deductiva. Estos conceptos iniciales o
primitivos son: en Aritmética el ndmero natural; en Geo-
metria son mas numerosos y diversos segun el modo de
ordenacién. Asi, por ejemplo, si se adoptan la recta y la
ordenacién de sus puntos como conceptos primitivos, se
define el segmento como antes hemos hecho. En cambio,
si adoptamos el segmento como ente primitivo, se puede
definir la recta como prolongacién del segmento (**).

(*) Aun aplazando la definicién de curva hasta después de haber
desarrollado la Geometria analitica y el Célculo infinitesimal, el pro-
blema presenta dificultades muy graves.

(**) He aqui una famosa definicién de la recta atribuida a Leib-
niz: «La recta es el conjunto de puntos que permanecen inméviles
cuando un cuerpo gira alrededor de dos de sus puntos». Es decir, si
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La introduccién de los conceptos primitivos.

Una vez convencidos de la imposibilidad de definir to-
dos los conceptos, pues por alguno es preciso comenzar,
se plantea el problema de la introduccién de los concep-
tos primitivos; y dado el cardcter sumamente elemental
de este primer capitulo vamos a valernos de un ejemplo
muy vulgar, que dé una idea aproximada, susceptible de
ulterior perfeccionamiento.

Si un alumno se propone colocar algunos libros en un
largo estante de modo que se sostengan, procurard apo-
yar cada uno sobre otro, con leve inclinacion; pero ;jdén-
de apoyar el primero? A cualquiera se le ocurre elegir
como primero uno cualquiera de ellos que por su mayor
espesor y mas solida encuadernacién se sostenga por si
solo, y asi es posible iniciar la serie de modo que todos,
hasta los mas sutiles, se sostengan. Pues bien; la Geome-
tria elige como conceptos primitivos o iniciales los que se
sostienen por si solos, es decir, los que tienen tan amplia
base de apoyo en la realidad, que ofrecen solidez suficien-
te para servir de base a nuestros razonamientos. La rea-
lidad fisica nos ofrece modelos que a todos nos dan cla-
ramente la idea de recta geométrica, y éste es, por tanto,
un concepto adecuado para iniciar la Geometria; no lo es
en cambio el concepto de esfera, demasiado complejo y
de dificil comprobacién fisica.

Preguntese al labrador mis ignorante si varios arboles estin alinea™
dos o si es recto el borde de una tabla, y dirigiendo una visual con-
testard sin titubeo si o no. Preglintesele si una bola es bien redonda,
y contestard probablemente: asi parece, pero la vista engafia. Piense

el lector cémo haria para probar si la bola es o no exactamente esfé-
rica y se dard cuenta de la dificultad del problema.

fijamos dos puntos de un cuerpo cualquiera y se hace girar, los pun-
tos que no se mueven forman una recta. Para llegar a organizar de-
ductivamente la Geometria partiendo de esta definicién, habria que
introducir otros conceptos primitivos: cuerpo, rotacién, etc.
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Por estas razones los tratados didacticos modernos, le-
jos de empefiarse en definir estos primeros conceptos de
punto, recta, segmento, se limitan a evocar imagenes fisi-
cas que despierten la idea abstracta y sobre esta simple
base imaginativa comienza la elaboracién logica de la
Geometria.

Las definiciones implicitas.

Volviendo al ejemplo de los libros alineados sobre el
estante, vamos a complicar el problema suponiendo que
todos son tan delgados que ninguno se sostiene solo,
icomo hacer para que se mantengan verticales? El lector
menos practico en construir castillos de naipes ideard en
seguida el artificio eficaz: a falta de libros que se sosten-
gan solos para tener la base inicial, construird esta apo-
yando unos en otros, a la manera como se hace con dos
o mas cartas de baraja, incapaces de sostenerse cada una
por si sola, pero que se sostienen reciprocamente con leve
inclinacién.

Pues bien; esos conceptos primitivos que al principian-
te parecen suficientemente sélidos para sostenetse por si
mismos y servir de apoyo a los siguientes, son considera-
dos como demasiado fragiles por los gedmetras profesio-
nales, que se han esforzado en que la Geometria se sos-
tenga por si sola sin apoyo en realidades fisicas externas
a los conceptos abstractos y han ideado las definiciones
llamadas implicitas, en que se enuncian conjuntamente las
relaciones que ligan todos estos entes primitivos todavia
no definidos; este cuadro de relaciones enunciadas, natu-
ralmente en forma de axiomas o postulados, donde figu-
ran los términos que los designan y las relaciones que los
ligan, constituye la definicién implicita de unos y otras
simultdneamente.
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NOTAS

A continuacién reproducimos algunas definiciones cldsicas, cuyo
analisis detenido dejamos como jercicio a la consideracién del lector.

PUNTO.

«Lo que es indivisible en todos sentidos, pero tiene una posicién»
(Aristételes) .

«Lo que no tiene parte alguna» (Euclides).

«Los extremos de una linea» (Euclides, Legendre).

«Forma sin magnitud. Lo que estd determinado por si mismo»
(Delboeuf) .

RECTA.

Ademais de la definicién oscura de Euclides y la de Leibniz, citada,
y de otras anilogas fundadas en la invariabilidad de la recta durante
el giro, citaremos las siguientes:

«Camino mas corto entre dos puntos» (Legendre y otros autores an-
teriores) . Definicién muy generalizada y como se ve muy defectuosa
por utilizar el concepto de distancia y el de minimo mucho méis com-
plejos que el de recta.

«Linea cuyos puntos intermedios hacen sombra a los extremos»
(Platén) . Definicién de caricter fisico que asimila la recta al rayo lu-
minoso.

«Es la linea que, trazada de un punt: 2 otro, no se vuelve ni a la
derecha ni a la izquierda, y es la mis corta que se puede trazar entre
estos dos puntosy (Simpson). Definicién superabundante, y, ademis
de este defecto, retine los de dos definiciones malas.

«La recta es una linea homogénea, es decir, cuyas partes, tomadas
indiferentemente, son semejantes entre si y no difieren mis que en
longitud» (Delboeuf). Modelo de definicién oscura e imperfecta, que
igualmente parece aplicable a la circunferencia.

«La linea recta es una serie de puntos, cada uno de los cuales equi-
dista de tres puntos dados» (Fourier). Definicién defectuosa y com-
plicada; se apoya en el concepto de distancia; es preciso probar ade-
mis la existencia del lugar geométrico de puntos que cumplen esta
condicién,

«Es una linea indefinida tal que por dos puntos dados no se puede
hacer pasar mas que una» (Duhamel). Tiene ya caricter de definicién
implicita.

ANGULO.

«Es la contraccién en un solo punto de una superficie bajo una
linea quebradas. Definicién atribuida a Apolonio (7).

«Cuando dos rectas se cortan, la cantidad mayor o menor en que
estin separadas una de otra se llama dnguloy (Legendre).
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§ 5.—] A DEl OSTRACION.

Hipotesis, tesis, demostracion.

Analicemos, por ejemplo, el siguiente teorema demos-
trado en Geometria. (V. nuestros Elementos de Geome-
tria. Coleccién intuitiva, pag. 91):

TEOREMA.—Si un tridngulo A B C es rectdngulo en C,
la circunferencia, que tiene
por didmetro la hipotenusa
A B, pasa por el vértice C
del dngulo recto.

En este teorema se parte de
una propiedad: el tridngulo
es rectdngulo; y se demues-
tra otra: la circunferencia,
que tiene por didmetro la hipotenusa, pasa por el vértice
del dngulo recto. La primera propiedad se llama hipdtesis
y la segunda tesis.

De un modo general: Se llama hipdtesis de un teorema
lo que se supone que se verifica, y tesis lo que se deduce
de la hipdtesis.

El razonamiento mediante el cual se deduce la tesis
como consecuencia de la hipdtesis y de otras propiedades
anteriormente establecidas se llama demostracién. Esta
consiste en la sintesis de algunas propiedades anteriormen-
te establecidas combinadas seglin las reglas 16gicas 1lama-
das de inferencia o deduccidén, que son las leyes del sen-
tido comun.

Recordemos, por ejemplo, la demostracién del teorema an-
terior:
Como el tridngulo es rectingulo (hipdtesis), podemos des-

S S I i o ) i e e
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componer ¢l angulo recto C en dos dngulos agudos iguales a
los A y B, en la forma que indica la figura (en virtud de una
propiedad anterior que establece que dichos angulos son com-.
plementarios). Queda asi el tridingulo A BC descompuesto en
otros dos AM C y C M B, que son isésceles por tener cada uno
dos 4ngulos iguales (en virtud de otra propiedad conocida);
por consiguiente, MA=MC y MC = M B, lo que prueba
que la circunferencia de didmetro A B, es decir, de centro M y
radio MA=MB = MC pasa por C, y resulta la tesis del
teorema.

La cadena deductiva.

Analicemos, por ejemplo, una de las propiedades en
que acabamos de apoyarnos en el parrafo anterior:

TEOREMA.—En todo tridngulo rectdngulo los dngulos
agudos son complementarios.

HIPOTESIS: Un tridngulo es rectdngulo.

TESIS: Los dngulos agudos son complementarios.

La demostracién consiste sencillamente en aplicar la hi-

potesis al siguiente teorema, que suponemos ya demos-
trado:

TEOREMA.—La suma de los tres dngulos de un tridn-
gulo vale dos rectos.

Tan sencilla es en este caso la deduccién del teorema
para el tridngulo rectingulo como consecuencia del teore-
ma general para todo tridngulo, que no suele dirsele el
nombre de teorema, sino de corolario. Analicemos, a su
vez, el teorema que acabamos de enunciar.

HIPOTESIS: Tres dngulos pertenecen a un tridngulo.
TESIS: Su suma es igual a dos rectos.

La demostracién (v. Elementos de Geometria. Colec-
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cién intuitiva, pdg. 76) se apoya en propiedades del pa-
ralelismo. Y si analizamos igualmente éstas veremos que
se apoyan en el postulado fundamental del paralelismo
de rectas, que en dicha Geometria intuitiva enuncidba-
mos asi: «El paralelismo de dos rectas es independiente
de la traslacién que se elija para trazarlasy. Postulado que
otros autores sustituyen por otro de enunciado muy di-
ferente, pero de esencia equivalente. Por ejemplo, Eucli-
des adoptaba la siguiente propiedad como postulado de
paralelismo. «Si una recta, cayendo sobre otras dos, for-
ma angulos internos de un mismo lado cuya suma sea
menor que dos rectos, aquellas dos, prolongadas hacia ese
lado, se cortan.»

Muchos libros modernos adoptan esta otra forma:
«Por un punto exterior a una recta pasa una sola para-
lela a ellay (*) (V., por ejemplo, nuestros Elementos de
Geometria racional.)

Si se adopta una de estas proposiciones como postula-
do fundamental de paralelismo, las otras se pueden de-
ducir, es decir, demostrar, y quedan convertidas en teo-
remas. La distincién entre postulado y teorema no es, por
consiguiente, intrinseca y sélo depende de la ordenacién
que se adopte para la organizacidn 16gica de la Geometria.

Circulos viciosos.

Hemos visto que cabe ordenar de muy variados modos
las proporciones matemdticas; pero una vez elegido uno
hay que atenerse estrictamente a él, y conviene insistir en
el requisito 16gico esencial de que cada teorema debe sélo
apoyarse en teoremas anteriores, es decir, que no sean a su
vez consecuencia del que se trata de demostrar.

(*) Otra forma mis particular de enunciar el postulado de Eucli-

des de la que resulta aquél como corolario es ésta: “Una perpendicu-
lar y una oblicua a una misma recta se cortan.”

N R TSRS
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Empecemos por un ejemplo bien sencillo del lenguaje vulgar. Ima-
gine el lector que pregunta a un amigo:

iPor qué no come Juan’

Y que le contesta: Por que no trabaja.

Supongamos que inquiere de nuevo:

Y por qué no trabaja?

Contestacién: Por que estd enfermo.

Nueva pregunta: ;Y por qué estd enfermo?

Contestacion: Por que no come.

Repita el lector las preguntas y respuestas, y diga si queda conven-
cido del por qué Juan no come, ni trabaja, ni esta sano.

Analice ahora esta serie de razonamientos de naturale-
za parecida, aunque un poco mas complicada.

TEOREMA.—Dos oblicuas AB y A C iguales, se apar-
tan igualmente del pie de la perpendicu-
lar AM. A

Demostracién.—En efecto, ABC es
-un tridngulo isdsceles, en el cual la al-
tura AM divide en partes iguales a la
base; de donde resulta BM =MC.Nos B ~——-"¢
apoyamos, pues, en el siguiente

TEOREMA.—En todo tridngulo isésceles AB C la al-
tura A M es mediatriz de la base B C.

Demostracion.—En efecto, si trazamos la circunferen-
cia de centro A y radio AB= AC, el didmetro A M per-
pendicular a la cuerda la divide en dos partes iguales. Es
decir, que nos apoyamos en este otro

h

TEOREMA.—E! didmetro perpendicular a una cuerda
divide a ésta en partes iguales.

Demostracion.—En efecto, consideremos la recta BC
y las dos oblicuas AC y A B. Puesto que estas oblicuas
son iguales por ser radios de la circunferencia, equidista-
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tdn del pie M de la perpendicular, luego BM=MC,
como queriamos demostrar.

iCree el lector que los tres teoremas han quedado de-
mostrados?

Fiécil le serad darse cuenta de que si el primer teorema
es cierto como consecuencia del segundo, éste como con-
secuencia del tercero y éste a su vez como consecuencia del
primero, resulta en definitiva la siguiente conclusién:

Dos oblicuas se apartan igualmente del pie de la per-
pendicular, por que ... dos oblicuas se apartan igualmen-
te del pie de la perpendicular.

A resultados como éste se llega siempre que se incurre
en el defecto de apoyar la demostracion de un teorema
en alguna de las consecuencias que del mismo se deducen.
Se dice entonces que se ha, establecido un circulo vicioso.
Cuide el principiante de evitarlos.

Las pretendidas demostraciones del Postulado de Eucli-
des adolecen precisamente de dicho defecto, pues se apo-
yan en verdades equivalentes a dicho postulado o que se
deducen de él.

Por eso no puede juzgarse nunca de la correccién de
una demostracién mientras no se digan las proposiciones
en que es posible apoyarla.

Por eso también hemos dicho en el § 2.° que toda ca-
dena de proposiciones ha de tener un origen, ya que no
es posible cerrarla sobre si misma.

Peticiones de principio.

Hemos visto la inconsecuencia que resulta de apoyar la
demostracion de un teorema en otros posteriores, es de-
cir, que se deducen de él.

Pero junto a esta falta légica se suele cometer otra
mucho mads frecuente, a saber: la de apoyar una demos-
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tracion en proposiciones implicitamente admitidas en el
razonamiento (frecuentemente aportadas por la observa-
cién de una figura) y que no han sido previamente es-
tablecidas de un modo explicito.

La intromisién velada de una de tales proposiciones se
llama «peticién de principio», y puede conducir algunas
veces (como veremos al tratar del rigor y de los paralo-
gismos) a resultados errdneos.

No se crea, sin embargo, que la intuicién de figura es la unica
fuente de peticiones de principio; éstas pueden deslizarse igual-
mente en razonamientos de caracter netamente abstracto.

EJEMPLO. — Segun el postulado de la divisién del plano
(véase por ejemplo nuestros Elementos de Geometria racional),
una recta ¢ del mismo le divide en dos regiones, llamadas semi-
planos o y o’ de manera que todo punto exterior a la recta esta
en @ o en o, Otra recta b, secante de a, determina también dos
semiplanos B y B’. De este modo un punto del plano no situado
en a ni en b, estard

enoyB, -oendo’yp, oenoayf, oend yB,

quedando el plano dividido en cuatro regiones llamadas angulos,
segin hemos visto en pagina 28.

Consideremos ahora una nueva recta ¢, secante de las ante-
riores y no concurrente con ellas; como esta recta divide tam-
bién al plano en dos regiones ¥ y ¥/, combinando cada una de
ellas con las anteriores, resulta en definitiva que todo punto del
plano no situado en a, b o ¢ estard

enafy, oenaBy, oenaf’y, oenaf’y, oenda'By,
oen® By, oend’f’y, oenof'¥Y;

es decir, tres rectas @, b, ¢ no concurrentes dividen al plano en
ocho regiones, en contra de lo que nos dice claramente la figu-
ra 1.* jEs asaco esta figura quien nos engafia? En modo algu-
no; en este caso la falla esti precisamente en el razonamiento
abstracto, en el que implicitamente acabamos de hacer una pe-
ticién de principio: admitir la existencia efectiva de puntos en
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todas las clases a que el razonamiento de caricter disyuntivo an-
terior nos ha conducido. No es dificil probar, en efecto, que una
de tales supuestas regiones carece de puntos, es decir, es una clase
vacia, como se dice en términos de 16gica formal. En cambio, si
sustituimos las palabras plano y recta por superficie esférica y
circunferencia mixima y repetimos la clasificacién anterior, la
superficie esférica queda efectivamente dividida en ocho regio-
nes o triangulos esféricos, y el razonamiento anterior, que sigue
siendo falso por contener una peticién de principio, no conduce

a ninguna contradiccién.
\ A

S

Fig, 1.* Fig. 2.*

EJERCICIO 1.—He aqui una pretendida demostracién del teorema
de la suma de los dngulos de un triangulo sin apoyarse en el postu-
lado del paralelismo (fig. 2.%).

La recta BC gira en torno de B hasta tomar la direccién B A;
gira después alrededor de A, en el mismo sentido, hasta tomar la di-
reccién A C; finalmente gira alrededor de C, hasta llegar a la direc-
cién CB. Los ingulos girados son A + B+ C, y como el giro total
ha sido de dos rectas, puesto que al final coincide con la recta inicial,
pero en sentido opuesto, resulta A 4+ B 4+ C = 2 R. ;Ddnde esta la
peticion de principio, o el circulo vicioso?

EJERCICIO 2.—En ¢l § anterior hemos dicho que en las defini-
ciones pueden presentarse circulos viciosos, lo mismo que en las de-
mostraciones. Tal defecto aparece cuando apoyamos la definicién de
un concepto en otto, la de éste en otro, ..., y después de dos o mas
eslabones volvemos a apoyarnos en el primer concepto.

Probar que los llamados «Diccionarios de 1a Lenguas, en los que se
definen todos los términos, no son mds, desde ¢l punto de vista 16-
gico, que una tupida red de circulos viciosos, Cerrar algunos, como
ejercicio.
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§ 6. —RELACIONES ENTRE LOS TEOREMAS
DERIVADOS.

Teoremas reciprocos.

Hemos demostrado en la leccién anterior:

I. & un tridngulo ABC es rectdngulo en C, la cir-
cunferencia que tiene por didmetro A B pasa por el vér-
tice C.

Pero también es cierta esta otra proposicién:

II. 8t la circunferencia que tiene por didmetro un
lado AB de un tridngulo ABC pasa por el vértice C,
este tridngulo es rectdngulo en C.

En efecto (*), siMA=MC =
= M B los triangulos AMC y
C M B son is6sceles (por tener cada
uno los dos lados iguales), por
consiguiente los dngulos (1) de la
figura son iguales entre si, asi co-
mo los (2). El dngulo C es, pues,
igual a la suma de los A y B, y co-
mo entre los tres valen dos rectos,
C vale un recto.

Si comparamos los teoremas I y II vemos ficilmente
que la hipdtesis del uno es tesis del otro, y viceversa.
Cuando dos teoremas cumplen esta condicién se dice que
uno es reciproco del otro. Es frecuente llamar a uno de
ellos teorema directo y al otro reciproco, aunque igual-
mente podria tomarse éste como directo y aquél como re-
ciproco suyo.

(*) <«Elementos de Geometria». Coleccién intuitiva, pig. 9 .
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Otro ejemplo:

TEOREMA DIRECTO.—T odo punto situado en la me-
diatriz de un segmento equidista de sus extremos (<Ele-
mentos de Geometria», Col. int., pag. 46).

TEOREMA RECIPROCO.—T odo punto equidistante de
los extremos de un segmento estd en la mediatriz de di-
cho. segmento («Elementos de Geometria», Col. int., pa-
gina 69).

De un modo general, si convenimos en representar la
hipétesis del teorema directo por H, y la tesis por T, po-
demos expresar abreviadamente un teorema cualquiera
directo y su reciproco asi:

TEOREMA DIRECTO.—St se verifica H, se verifica T.
TEOREMA RECIPROCO.—Si se verifica T, se verifica H.

Independencia de los teoremas reciprocos.

No se crea que dos proposiciones reciprocas son siem-
pre ciertas a la vez. Asi, por ejemplo, el reciproco de la
proposicién cierta: Todo poligono regular es inscriptible
en una circunferencia, daria la proposicion evidentemente
falsa: Todo poligono inscriptible en una circunferencia es
regular.

Anidlogamente: Si dos tridngulos son iguales, tienen
sus dngulos respectivamente tguales, mientras que 'a reci-
proca no es cierta, ya que dos tridngulos cuyos dngulos
sean respectivamente tguales, pueden ser iguales o seme-
jantes.

En resumen:

Do0os TEOREMAS SON RECfPROCOS CUANDO LA TESIS
DEL UNO ES LA HIPOTESIS DEL OTRO, Y VICEVERSA. LA
CERTEZA DE UNO DE DICHOS TEOREMAS NO IMPLICA LA
CERTEZA DEL OTRO.
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Teoremas contrarios.

Dado un teorema, como por ejemplo el citado en el
parrafo anterior:

HIP.: §i un punto estd en la mediatriz de un seg-
mento,

TESIS: equidista de los extremos del segmento.

Formemos otra proposicién cuyas hipétesis y tesis sean
respectivamente contrarias a las de éste, es decir:

Hip.: 8 un punto no estd en la mediatriz de un seg-
mento
TESIS: no equidista de los extremos del segmento.

{Es cierta esta propiedad? Es facil ver que si, obser-
vando que viene a decir lo mismo que el teorema reci-

" proco ya demostrado, pues st el punto equidistara de los

extremos estaria forzosamente en la mediatriz, contra lo
supuesto.

Dos teoremas, como los precedentes, tales que la hipé-
tesis y tesis del uno sean respectivamente las negaciones
de la hipétesis y tesis del otro, se llaman contrarios.

Equivalencia de los teoremas contrario y reciproco.

Generalizando lo que acabamos de ver en este caso par-
ticular, supongamos demostrado un teorema directo:

St se verifica H, se verifica T.

Y su reciproco:

8i se verifica T, se verifica H.

Entonces es igualmente cierto el teorema contrario:

St no se verifica H, no se verifica T.

En efecto, no puede verificarse T, pues si se verificara,
en virtud del teorema reciproco, se verificaria igualmen-
te H, contra lo supuesto.

Y anéalogamente, si es cierto el contrario es también
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cierto el reciproco. Llegamos asi a esta conclusién ge-
neral:

EL TEOREMA CONTRARIO Y EL RECIPROCO SON EQUI-
VALENTES.

Teoremas contrarreciprocos. Su equivalencia.

Comparando entre si el teorema contrario y el recipro-
co, se observa que cada uno de ellos tiene por hipdtesis la
negacion de la tesis del otro, y viceversa.

Dos teoremas que cumplen esta condicién se llaman
contrarreciprocos, y acabamos de ver que la certeza del
uno implica la certeza del otro.

Otro ejemplo: Formemos el contrarreciproco del si-
guiente teorema directo:

TEOREMA DIRECTO.—Si un punto estd en la media-
triz de un segmento equidista de sus extremos.

TEOREMA CONTRARREC{PROCO. — 8t un punto no
equidista de los extremos de un segmento, no estd en la
mediatriz.

De un modo general:

TEOREMA DIRECTO.—Si se verifica H, se verifica T.

CONTRARRECIPROCO.—St no se verifica T, no se ve-
rifica H.

DOsS TEOREMAS CONTRARREC{PROCOS SON EQUIVA-
LENTES.

Esquema 16gico de las relaciones entre los teoremas deri-
vados.

En el cuadro siguiente estin expresadas esquematica-
mente las relaciones l6gicas existentes entre cada teorema
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y sus tres derivados: reciproco, contrario y contrarreci-

proco. :
Los teoremas de la linea inferior son contrarios de sus

correspondientes superiores y éstos son a su vez contra-

rios de aquéllos.
Los dos teoremos que estin en una misma horizontal

son reciprocos entre si.

DIRECTO RECIPROCO

Si se verifica H y Si se verifica T’
se verifica T (reciprocos) se verifica H

(contrarios)
Y
(contrarios)

Si no se ve‘n.ﬁca H (reciprocos) Si no se ve‘n.flca I
no se verifica T no se verifica H

CONTRARIO CONTRA-
REC{PROCO

Los teoremas contrarreciprocos quedan en diagonal, de
tal modo que demostrados los teoremas situados en dos
vértices consecutivos del cuadrado, quedan demostrados

los otros dos.
En particular: PARA DEMOSTRAR LOS CUATRO TEORE-

MAS BASTA PROBAR EL DIRECTO Y EL RECIPROCO, o bien
EL DIRECTO Y EL CONTRARIO.

Condiciones necesarias y suficientes.

Muchas veces se enuncian en Matematicas los teoremas
como condiciones necesarias y suficientes. Volvamos, por
ejemplo, al teorema directo de la mediatriz.
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8t un punto estd en la mediatriz de un segmento equi-
dista de sus extremos.
Esta proposicién puede expresarse diciendo:

1.o Es suficiente que el punto esté en la mediatriz
para que podamos afirmar que equidista de los extremos.

2.2 Siempre que ocurra lo primero tiene necesaria-
mente que ocurrir lo segundo, es decir, la equidistancia
de los extremos es una condicién necesaria para que el
punto esté en la mediatriz.

De un modo general, todo teorema: Si se verifica H
se verifica T, puede enunciarse de estos dos modos:

1. ES CONDICION SUFICIENTE QUE SE VERIFIQUE LA
HIPOTESIS H PARA QUE SE VERIFIQUE LA TESIS T.

2. LA TESIS T ES UNA CONDICION NECESARIA PARA
QUE SE CUMPLA LA HIPOTESIS H.

Si se demuestra, pues, un teorema y su reciproco (o su
contrario), la hipétesis y la tesis desempefiaran igual pa-
pel, y cada una de ellas serd condicién necesaria y sufi-
ciente para que se verifique la otra.

Podemos, pues, reunir en un solo enunciado un teore-
ma directo y su reciproco diciendo: H es condicidn nece-
saria y suficiente para que se verifique T. O bien: T es
condicién necesaria y suficiente para que se verifique H.
O bien, por tltimo: T y H son equivalentes.

Asi, por ejemplo: Es condicidn necesaria y suficiente
para que un punto esté en la mediatriz de un segmento
que equidiste de los extremos del mismo.

O bien, lo que es lo mismo: Es condicién necesaria y
suficiente para que un punto equidiste de los extremos de
un segmento que esté en la mediatriz del mismo.

O también: Estar un punto en la mediatriz de un seg-
mento y equidistar de sus extremos son condiciones equi-
valentes.
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En resumen: PARA DEMOSTRAR QUE UNA CONDICION
ES NECESARIA Y SUFICIENTE HAY QUE DEMOSTRAR DOS
TEOREMAS RECfPROCOS ENTRE S$f O CONTRARIOS EN-
TRE Sf.

NOTAS
Condicidn suficiente minima.

Con bastante frecuencia se habla en Matematicas de LA con-
dicién necesaria y suficiente A para que se verifique 7. Se suele
entender entonces por tal una condicién necesaria y suficiente
minima.

Precisemos este término. Una condicién A suficiente para
que se verifique T es superabundante o excesiva cuando existe
una condicién A’ suficiente contenida en A. Una condicién
suficiente A se llamard minima cuando no sea superabundante;
es decir, cuando para toda condicién A’ contenida en A existe
alglin caso en que se verifica A’ y no se verifica T.

Ejemplos: Si dos circunferencias coinciden tienen tres (cuatro, cin-
co, ...) puntos comunes; y reciprocamente: Si dos circunferencias tie-
nen tres (cuatro, cinco, ...) puntos comunes coinciden.

Es, pues, condicién necesaria y suficiente, en el sentido estrictamen-
te 16gico, que dos circunferencias tengan tres (cuatro, cinco, ...) pun-
tos para que coincidan.

Ahora bien; al decir LA condicidn necesaria y suficiente para que
dos circunferencias coincidan es que tengan tres puntos, se da a enten-
der (aun cuando sea defectuosamente) que dicha condicién es sufi-
ciente minima. En cambio, son superabundantes la de tener cuatro,
cinco, etc.

Decir que A es necesaria para que se cumpla T, es aflrmar
que <«si se verifica T se verifica A».

Decir que B es suficiente para que se cumpla T, es afirmar
que <si se verifica B también se verifica T».

Como consecuencia resulta ¢si se verifica B se verifica A»;
es decir, A es consecuencia de B.

Una condicién suficiente minima entrafia, pues, como con-
secuencia todas las superabundantes necesarias que la compren-
den. Ejemplo: la condicién de tener dos circunferencias tres
puntos comunes lleva como consecuencia el que tengan cuatro,
cinco, etc.
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Reciprocos parciales de un teorema.

Ocurre algunas veces que la hipétesis de un teorema es mil-
tiple; es decir, encierra varias condiciones, como por ejemplo
un teorema de la forma.

«Si se verifican Hy, H, y Hg se verifica T.» £
El reciproco seria:
«Si se verifica T se verifican H;, Hy y Hg»;

pero es frecuente que tal reciproco no sea cierto, y en cambio
si ocurra que al verificarse la tesis y alguna de las condiciones
parciales de 1a hipdtesis se verifiquen las restantes. Por ejemplo:

«Si se verifica T y H; se verifican Hy y Hy»;
o bien:
«Si se verifica T, H; y H, se verifica Hp.

A estos teoremas se les suele llamar también reciprocos
del [1]; de modo que un mismo teorema puede tener varios
reciprocos parciales de esta naturaleza seglin las combinaciones
que se hagan con la tesis y las hipotesis parciales.

EJEMPLO:

Supongamos definido como es corriente un rectingulo como un
paralelégramo con un anguio recto (basta esta condicién para que
sean rectos los demds), y analicemos el teorema que dice «Las diago-
nales de un rectingulo ABCD son iguales»:

Hy Hy Hy
AB || CD AD| BC ABLBC

Hip.)

Tesis) Diagonal AC = Diagonal BD
7

H, y H, traducen la condicién de ser paralelégramo.

iEs cierto el reciproco que resultaria de invertir sencillamente Ia
tesis y la hipétesis? De otro modo: ;jSerd rectingulo todo cuadrilitero
que tenga las diagonales iguales? Evidentemente no, pues es posible
construir infinidad de cuadrildteros cuyas diagonales son iguales y
que, sin embargo, no son ni siquiera paralelogramos.

Ahora bien: si a la tesis afiadis las hipétesis Hy y H,, es decir, la
condicién de ser paralelégramo, se verifica también H,; es decir:
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«Todo paralelégramo cuyas diagonales son iguales es rectingulo.»

Asi también, si se verifican T, H, y Hq se verifica H,. Es decir:

¢Todo cuadrilitero que tenga dos angulos rectos (condic. equiva-
lente 2 H, y Hy) y cuyas diagonales son iguales, es rectingulo.»

/
NUEVOS EJEMPLOS Y EJERCICIOS

1.—Es condicién necesaria y suficiente para que un namero sea di-
visible por 2, que termine en cifra par.

2.—Es condicidon necesaria y suficiente para que un producto sea
nulo, que sea nulo uno de sus factores.

3.—Es condicién suficiente para que un nimero sea divisible por 5,
que termine en 5; pero no es necesarid, pues también puede termi-
nar en o.

4.—Es condicidon necesaria para que una divisién esté bien hecha,
que el divisor por el cociente, mas el resto, sea igual al dividendo; pero
no es suficiente, pues se precisa ademas que el resto sea menor que el
divisor.

Ambas condiciones conjuntamente son necesarias y suficientes, es
decir, determinan el cociente y el resto.

6.—Pirtase de la siguiente proposicién:

Todo alumno con mas de quince faltas de asistencia serd suspenso.

Férmese la contraria, la reciproca y la contrarreciproca.

7.—Digase cuales son ciertas.

8.—=S8e puede deducir de esta proposicién una condicién necesaria
para aprobar. jEs suficiente? Se puede deducir una condicién sufi-
ciente pata ser suspenso. ;Es también necesaria?
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§ 7.—L.0S METODOS INDIRECTOS DE DEMOS-
' TRACION.

La demostracién por reduccién al absurdo.

Hemos visto en la leccién anterior la equivalencia en-
tre dos teoremas contrarreciprocos, y a veces conviene
aprovechar esta equivalencia para demostrar uno de ellos
en vez del otro cuando resulta mas cémoda o mas con-
veniente desde el punto de vista psicoldgico.

Demostrar por reduccién al absurdo un teorema (o
simplemente por el absurdo) es probar su contrarreci-
proco.

La justificacién de este nombre resultard de la simple

lectura de los ejemplos siguientes:

EJEMPLO.—Dos perpendiculares a una misma recta no
se cortan. Puede demostrarse viendo que si se cortaran no
podrian ser perpendiculares a una misma recta (contra-
reciproco) , en virtud de una propiedad anterior que dice:

Por un punto no hay mds que una perpendicular a una
recta.

Esta proposicién anterior se demuestra asi: «Pues si
hubiera dos perpendiculares a la recta con un punto co-
mun, también tendrian el simétrico, y tendriamos dos
rectas distintas con dos puntos comunes, lo que contra-
dice el postulado fundamental de la recta.»

También esta demostracién se ha hecho por reduccién

al absurdo: »
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Inconvenientes de la demostracion por el absurdo.

Ante todo y aunque parezca superfluo, conviene insis-
tir en que el absurdo o contradiccién a que se llega debe
serlo respecto de la hipdtesis y no respecto de la tesis. La
contradiccién con la tesis es el punto de partida; la con-
tradiccién con la hipdtesis es el punto de llegada, que
termina la demostracién por quedar asi probado el con-
trarreciproco.

Un ejemplo grosero, pero por desgracxa frecuente, de falsas
demostraciones por el absurdo, es éste:

Dos rectas perpendiculares a otra son paralelas.

Demostracion por el absurdo: Demostrar esto equivale a pro-
bar que las dos rectas no tienen punto alguno comin; en efec-
to, si tuvieran un punto comun no serian paralelas, contra lo
afirmado en el teorema; luego la hipétesis hecha es falsa y que-
da demostrado el teorema.

Dejando de lado errores tan faciles de subsanar con un
poco de atencién, y aun suponiendo que la demostracién
por el absurdo se desarrolla correctamente, tiene algunos
inconvenientes que quedardn de manifiesto en un ejemplo.

EJEMPLO.—La sucesién de ntmeros primos es inde-
finida.

Demostracién por el absurdo: Supongamos que el teo-
rema no sea cierto y que p sea el mayor niimero primo.
Formemos el producto de todos los niimeros 1,2,3,5,
7, ... p, sumandole 1, o sea:

£ S % B0 BRI I

Todo niimero, o es primo, o admite un divisor primo;
pero este nimero no admite ningin divisor primo 2,3,
5,7, ... p, pues al dividir por cualquxer de ellos, resulta
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el resto 1; luego: el numero n es primo; y como es ma-
yor que p, el teorema queda demostrado.

Esta demostracion hizo sospechar que el niimero n, fue-
ra siempre primo, sospecha apoyada en las comprobacio-
nes numéricas siguientes:

.

1+1=2 primo.
1.24+1=3 >
1.234+1=7 »
I52:3.5:% 1=31 »
1.2.3.5.74+1=211 >
F2.3. 5k 1=2311 < »

y, sin embargo, para p=12, resulta 30.031, que es di-
visible por 59.

{A qué es debido que la frase arriba subrayada afirme
tal inexactitud? :

Veamos méis detenidamente la esencia del método de
reduccion al absurdo. Se comienza por negar provisional-
mente la tesis y de este supuesto (que luego se verd que es
imposible) se van sacando consecuencias (que pueden ser
falsas) hasta llegar a una cuya falsedad es patente, y en-
tonces hay que desechar toda la cadena de proposiciones,
cuya verdad era solo hipotética y provisional.

Por el peligro didictico de que en la memoria del alum-
no queden grabadas como definitivas tales proposiciones
provisorias, que pueden ser falsas (*), conviene evitar, en
lo posible, el método de reduccion al absurdo que, ade-
mds, tiene el inconveniente de dar una prueba indirecta,
menos convincente que la demostracién directa (**).

(*) Tampoco puede afirmarse que dichas proposiciones sean to-
das falsas; pues de hipétesis falsas pueden sacarse conclusiones verda-
deras. Ejemplo: la madera es un mineral; los minerales tienen peso,
luego la madera tiene peso.

(**) Schopenhauer apoya en ellas (que llama métodos de la ra-
tonera) su critica acerba de la ensefianza matematica.
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Teoremas compuestos.

He aqui un ejemplo de teorema compuesto de varias
hipdtesis con sus tesis correspondientes, tipo que se pre-
senta con frecuencia en Aritmética y en Geometria.

Supongamos demostrado el siguiente teorema aritmé-
tico para nlimeros positivos:

Siesa=>hesa®=b* Wi SiesVp=Vgqgesp=g
Siesa<besa®<b® | equiva-{ SiesVp < Vg esp<gq
Siesa>besa®> b2 etites Si es VE S Va esp>q,

el cnal resulta como corolario de la multiplicacion de des-
igualdades.

sSeran ciertos los reciprocos? Vamos, en efecto, a de-
mostrar:

RECIPROCOS:
Siesp=ges VE=V?]
Siesp<qges Vp <Vyq
Siesp>gqes V5>V}}

Demostremos por ejemplo esta Gltima propiedad por
el absurdo diciendo: Supongamos p > g; si fuera

Ve=Vyq ~

seria p=gq. en virtud del primer teorema directo, y si fuera

Vp <<Vaq
seria p < g, en virtud del segundo teorema directo, lo que
contradice en ambos casos la hipdtesis; Iluego debe ser

Vp >V g, quedando asi demostrado dicho reciproco; y
andlogamente se puede hacer con los otros dos.
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Analicemos la causa de la brevedad y sencillez de esta
demostracién para descubrir el principio general que per-
mita en casos analogos llegar directamente a la conclu-
sién, sin necesidad de repetir el razonamiento.

Nétese que en el teorema directo estin todas las hipd-

tests posibles respecto de los nﬁmerosV;y VE, y gra-
cias a ello cualquier hipStesis que hagamos respecto de
Vp vV q en la demostracién por el absurdo estd previs-
ta en el teorema directo. Ademas, las conclusiones a que
llegan todas las hipétesis de los teoremas directos son dis-
tintas, es decir, se excluyen entre si, y por esto hemos lle-
gado a contradiccidn.

Principio general de reciprocidad (*).

Generalicemos esto, demostrando este principio gene-
ral de Légica, que es de frecuente uso en las demostracio-
nes matematicas:

Si en un teorema demostrado, que comprende varias
hipétesis con sus tesis correspondientes, las hipdtesis se
completan y las conclustones se excluyen, todos los reci-
procos son ctertos.

En efecto; sean los directos, que ya suponemos demos-
trados, los siguientes:

Si se verifica Hy se verifica T
Si se verifica H, se verifica T
Si se verifica Hj se verifica T
Si se verifica H, se verifica T4,

y demostremos, por ejemplo, el reciproco segundo:
Si se verifica T's se verifica Ho.

(*) También suele llamarse principio de Hauber.
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En efecto, si no se ver@cara H,, deberia forzosamente
verificarse alguna de las otras hipdtesis Hy, o bien Hs, o
bien H,, puesto que suponemos haber agotado en el di-
recto todas las hipétesis posibles, es decir, suponemos que
el cuadro de hipdtesis es completo.

Pero si se verificara H; también se verificaria T4, lo
que encierra una contradiccién con T, puesto que las
cuatro tesis del directo se excluyen, es decir, son incom-
patibles o contradictorias entre si; andlogamente llegare-
mos a contradiccién en las hipdtesis Hy y Hy; Iuego for-
zosamente debe verificarse Ho.

Si en vez de cuatro hipdtesis posibles fuese cualquier
otro niimero, el razonamiento seria anilogo, siempte con
la condicién de que el cuadro sea completo y que las con-
clusiones sean incompatibles entre si.

EJEMPLO
DIRECTOS:

St la distancia de una recta al centro de una circunferencia de
radio t es

d > r la recta es exterior a la circunferencia.
d = r la recta es tangente a la circunferencia.
d < r la recta es secante a la circunferencia.

Como hemos hecho todas las hipdtesis posiBles y las conclu-
siones son contradictorias o excluyentes entre si, podemos afir-
mar sin necesidad de demostracién los

RECIPROCOS:
exterior
87 una recta es { tangente ; a una circunferencia, su distan-
secante

: . > )
cia d al centro de la misma es = que el radio.
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%
§ 8.—RESOLUCION DE PROBLEMAS.—EL METODO
REDUCTIVO.

El método reductivo en general.

Suele llamarse impropiamente método analitico al idea-
do por Hipdcrates de Chios, que consiste en reducir un
problema a otro y éste a otro, y asi sucesivamente hasta
llegar a un problema ya resuelto, del cual se deduce la so-
lucién del primero.

Este método reductivo consta de un doble proceso de-
ductivo, y quedard incompleto si se omite cualquiera de
sus dos partes esenciales. :

Si se trata de encontrar un ente que cumpla ciertas con-
diciones suponemos el problema resuelto, esto es, admiti-
mos la existencia de dicho ente que satisface las condicio-
nes expuestas; de éstas deducimos otras propiedades con-
secuencias de ella; de estas nuevas deducimos otras, y asi
seguimos hasta llegar a una condicién consecuencia de las
anteriores y que ya determina un solo ente. Ahora hay
que probar, por deducciones en sentido inverso, que de
esta Gltima condicién se deducen o resultan las primeras.

Cuando se opera por el proceso que hemos llamado
sustitucion de equivalentes, es decir, cuando se sustituye
cada condicién por otra que no sblo es consecuencia de
ella, sinc equivalente a ella, no serd necesario el proceso
deductivo inverso; pero éste serd indispensable en cual-
quier otro caso.

El método reductivo en Aritmética.

En Aritmética los entes a determinar son néimeros, y se
procura reducir las condiciones a que han de cumplir a
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otras mas sencillas hasta hallar aquellas que los determi-
nan directamente.

La traduccién del enunciado del problema en las con-
diciones aritméticas a que han de satisfacer los nimeros
incdgnitos se llama planteo o planteamiento del proble-
ma, y el proceso reductivo de estas condiciones hasta la
determinacién efectiva del nimero o ntimeros buscados
se llama resolucién.

EJEMPLO 1.°—Empecemos por un ejemplo trivial para po-
ner de relieve que aun en los ejemplos més sencillos hay proceso
reductivo.

Un decimetro de tela ha costado 85 pesetas, ja qué precio
resulta el metro?

Planteo y resolucién. — Este numero tiene que cumplir la
condicién de que repetido como sumando tantas veces como
metros tiene la pieza, es decir, multiplicado por 10, ha de dar
85 pesetas. El nimero que multiplicado por 10 da 85 es, por
definicién, el cociente de dividir 85 entre 10; esta es, pues, la
operacién que da directamente el resultado 8,5 pesetas.

Veamos ahora otros ejemplos algo mas complicados, y cuyo
proceso reductivo no desmenuzaremos tanto.

EJEMPLO 2.°—Un camién parte de Madrid a las 2 y llega
a Zaragoza a las 12. Un auto parte a las 5 y llega a Zaragoza
alas 11. ;A qué hora se encuentran, suponiendo que cada uno
recorre espacios iguales en tiempos iguales?

Planteo y resolucién.—El tiempo en horas que tarda el auto
en encontrar al camidn se obtendrd dividiendo la fraccién de
recorrido que les separa en el momento de la partida del «auto>,
por la fraccién de recorrido en que se acercan por hora.

El primer dato, o fraccién de recorrido que les separa a las 5,
se obtendrd multiplicando la fraccién de camino recorrido por
el camidén en una hora, por el t1empo que lleva corriendo a
las 5, o sea 3 horas.

El segundo dato, o sea el acercamiento de ¢auto» y camidn
por hora a partir de dicho instante, se obtendrd restando las
fracciones que recorren uno y otro por hora.

La fraccién de recorrido total de cada coche en una hora es
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la que tiene de numerador la unidad y de denominador el na-
mero de horas que dura su recorrido total, que se obtendrd a
su vez restando las horas de llegada y partida.

Tenemos asi reducido el problema a un conjunto equivalente
de problemas elementales, y resta solo ordenar cuidadosamente
los calculos.

‘Ntmero de horas que emplea el camién: 12—2 = 10.
Fraccién de recorrido por hora: 1/10.
Niimero de horas que emplea el «auto»: 11 —5=6.
Fraccién de recorrido por hora: 1/6.
Acercamiento por hora: 1/6—1/10=1/15.
Distancia entre ambos a las 5: 3 X 1/10 = 3/10.
Tiempo que tardan en encontrarse:
3/10:1/15 = 4 % horas.
Hora de encuentro: 5 + 4 % = 9 y media.

EJEMPLO 3.—Entre monedas de 1 peseta, 2 pesetas y 5 pe-
setas se han acufado 2.500 monedas, por valor de 3.300 pese-
tas. La plata necesaria pesa 13 kg. 940 gr. ;Cudntas monedas
hay de cada clase?

Planteo y resolucién.—Si todas las monedas tuviesen la ley
de la peseta o de las dos pesetas (0,835), el peso total de plata
seria

0.835:5-3300 = 13777,5 gr.

La diferencia 13940 —13777,5 = 162,5 gr. se debe, pues,
a los duros acufiados. Como la diferencia de peso de plata con-
tenido en un duro y en 5 pesetas es
25(0,9—0,835) =1,625 gr.,
el nimero de duros acufados sera:
162,5: 1,625 = 100.
Las restantes monedas son, pues, 2400; si fuesen todas de

peseta, el valor total de ellas seria 2400 pesetas, mientras que
su valor verdadero es 3300 — 500 = 2800. La diferencia de
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400 pesetas se debe, pues, a las monedas acuﬁadgs de dos pese-
tas. Como por cada moneda de dos pesetas el aumento de valor
es de una peseta, dichas 400 pesetas de més indican precisamen-
te el niimero de monedas de dos pesetas buscado. De modo que,
en resumen, el nimero de monedas de cada clase es:

100 duros 400 pesetones 2000 pesetas.

Dejamos la comprobacién a cargo del lector.

No siempre es facil la reduccién a problemas simples. El pro-
ceso reductivo de los dos ejemplos anteriores envuelve ya una
cierta complejidad. Veamos otro ejemplo.

EJEMPLO 4.°—Un jardinero dispone sus plantas en cuadro,
es decir, ordenindolas en filas y columnas, con igual ntimero
de unas que de otras. Después de formado un cuadro le sobran
15 plantas, y le faltan 14 para formar otro cuadro con una
fila y una columna mds. ;Cuintas plantas tiene?

La resolucién aritmética de este problema requiere el cono-
cimiento previo, o en su caso el descubrimiento, de la siguiente
propiedad: La diferencia entre los cuadrados de dos nimeros
consecutivos es el duplo del menor mis uno. Conocida ésta el
problema se reduce a hallar primero las plantas que es preciso
afiadir al cuadro formado para tenmer el siguiente, que son
15 4 14 = 29, y deducir de dicho niimero el de filas o colum-
nas del cuadro formado, que serd el niimero cuyo duplo aumen-
tado en una unidad dé 29. Es decir, duplo, 28; nimero de
filas, 14. Ndmero de plantas del cuadro, 14-14 = 196. Na-
mero de plantas del jardinero, 211.

Bastan los ejemplos anteriores para poner de manifiesto
cudn diversos y complejos son los recursos de razonamien-
to para resolver un problema aritmético reduciéndolo a
problemas simples, es decir, a operaciones elementales efec-
tuadas con los datos. De tal modo que, exceptuados cier-
tos grupos de problemas conocidos de proporcionalidad,
aritmética mercantil, etc., apenas puede hablarse de méto-
dos generales de resolucién propiamente aritméticos.
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El método reductivo en Algebra.

Para metodizar y encauzar de un modo general el pro-
ceso reductivo de los problemas aritméticos, economizan-
do esfuerzo, y permitiendo abordar con ello cuestiones de
mayor dificultad, se ided el Algebra, que es Ia ciencia re-
ductiva por excelencia. ;

El método algebraico consiste en suponer resuelto el
problema, es decir, se admite la existencia de los niimeros
desconocidos, llamados incégnitos, que designaremos por
X, Y, z, etc., y se opera con ellos como si ya se supiera su
existencia, relaciondndolos con los datos nlimeros cono-
cidos o datos mediante las igualdades condicionales lla-
madas ecuaciones o bien las desigualdades condicionales
llamadas inecuaciones, que expresan las condiciones im-
puestas.

Para resolver estas ecuaciones o inecuaciones, el Algebra
las transforma en otras que son consecuencia de ellas, es
decir, que se satisfacen por toda solucién de aquéllas.
Cuando las ecuaciones o inecuaciones obtenidas sucesiva-
mente son equivalentes a las anteriores, apenas lleguemos
a una ecuacién o inecuacién que sepamos resolver, el pro-
blema propuesto habrd quedado resuelto y sus soluciones
seran las raices de esta Gltima ecuacién o inecuacién. Se-
ran éstas y sdlo éstas.

Sin embargo, las transformaciones que estudia el 4lge-
bra no suelen transformar las ecuaciones en otras equiva-
lentes, sino simplemente consecuencia de ellas, de tal modo
que puede asegurarse que toda solucion del problema pro-
puesto debe satisfacer a la ecuacién o inecuacién final; es
decir, se tiene la seguridad de no haber perdido solucién
ninguna al adoptar esta Gltima ecuacién abandonando las
anteriores; lo que no podrad asegurarse es que todas las
soluciones de esta Gltima satisfagan a las condiciones im-
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puestas, y habrd que desechar las que no las cumplan, es
decir, las soluciones extrafas, introducidas por las trans-
formaciones algebraicas.

Como las transformaciones que conservan la equiva-
lencia son muy escasas y no bastan para llegar a la ecua-
cién o sistema de ecuaciones resolubles, deberan utilizar-
se solamente aquellas transformaciones que no hagan per-
der soluciones, es decir, las que conducen a ecuaciones con-
secuencias de las anteriores; pues, de lo contrario, ademas
de introducirse soluciones extrafias podran perderse solu-
ciones verdaderas.

Transformaciones de una ecuacién que conservan la
equivalencia son las siguientes: adicién a los dos miem-
bros de una misma constante o funcién entera; multipli-
cacién de los dos miembros por una misma constante
distinta de 0. No conservan, en cambio, la equivalencia
(sino con ciertas condiciones) las operaciones siguientes:
adicién de funciones fraccionarias; multiplicacién por una
funcién cualquiera, etc. Sin embargo, como estas trans-
formaciones conservan todas las soluciones, es decir, sa-
tisfacen al proceso deductivo directo, pueden usarse sin
inconveniente, y hasta son indispensables para llegar a la
solucién buscada, con la sola condicién de aplicar a los
resultados el proceso deductivo inverso que, en este caso,
tan sencillo, se reduce a una simple comprobacién, susti-
tuyendo en las condiciones propuestas los valores obteni-
dos para desechar aquellos que no la satisfacen. :

Para los sistemas de ecuaciones la transformacién fun-
damental que conserva la equivalencia y, por tanto, aho-
rra el proceso deductivo inverso es la siguiente: del siste-
ma P=0, Q=0, se deduce el sistema P=0, Q—AP=0;
y, reciprocamente, todas las soluciones de éste satisfacen
al primero. El método Ilamado de reduccién para la re-
solucién de sistemas de ecuaciones lineales, el cual se basa
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en esta equivalencia, cumple, pues, las dos condiciones
impuestas por el método reductivo, y aunque la analo-
gia de nombres tiene origen y significado distintos, re-
sulta en definitiva que el método llamado en algebra mé-
todo de reduccidn es también en el sentido de la Logica
un método reductivo.

EJEMPLOS

Apliquemos el método algebraico a los ejemplos aritméticos
que preceden.

EJEMPLO 1.°—La ecuacién que lo resuelve es:
10x=285; dedonde x=85:10=38,5.

Ciertamente, no son problemas como éste los que indujeron
a crear el Algebra.

EJEMPLO 2.°—S8ea x la hora de cruce. La ecuacién se obten-
drd igualando los caminos recorridos por ambos coches, cada
uno de los cuales se expresard multiplicando la veloc;dad res-
pectiva por el tiempo que ha corrido

1 1
s 3} bl St B Yo w4
(x )]0 (x~~5) >
de donde
1
6(x—2)=10(x—5) ; 38=4x; x=9—§-.

EJEMPLO 3.°—Sea x el niimero de monedas de 1 peseta,

y el de 2 pesetas y z el de 5 pesetas. El sistema que resuelve el
problema es el siguiente:

x+y-+2z=2500
x+2y+5z=3300
0,835(5x+10y) 4-0,9-5 -z = 13940.
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La primera ecuacién expresa que el nimero total de monedas
es 2.500. La segunda expresa su valor = 3300 pesetas; y la
tercera expresa que el peso de plata es 13940 gr. Dejamos la
sencillisima resolucién de este sistema a cargo del lector. Sélo
le haremos observar que los coeficientes de x e y en la segunda
y tercera ecuaciones son proporcionales de manera que multipli-
cando la segunda ecuacién por 0,835 X 5 y restando se elimi-
narin a un tiempo x e y. Esta reduccidon algebraica corresponde
al razonamiento (reduccién aritmética) efectuado en primer tér-
mino para la determinacién aritmética del nimero de duros.

EJEMPLO 4.° — Sea x el nimero de plantas. El cuadrado

formado contiene, pues, x — 15 plantas y V x—15 filas o
columnas. El cuadrado siguiente tendria x--14 plantas y
Vx+14 filas, una més que las anteriores; la ecuacion es, pues,

G e R

elevando al cuadrado

14x—1542Vx—15=x+14; Vx—15=14;
de donde, elevando nuevamente al cuadrado
x—15= 196 ~x=211.

Como las operaciones efectuadas pueden introducir solucio-
nes extrafias es preciso comprobar esta solucién para ver si cum-
ple las condiciones del enunciado.

Como se ve, el esfuerzo intelectual de planteo y reduc-
cidén aritmética de los ejercicios se ha convertido en el tra-
bajo de resolucién de ciertas ecuaciones, que no tienen di-
ficultad una vez conocidos los procedimientos generales
del Algebra.

Los peligros del Algebra.

No se crea, sin embargo, que el Algebra simplifica siem-
pre los planteos. Hay ocasiones en que la rutina algebrai-
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ca oscurece en tal forma la esencia del problema, que una
solucién aritmética trivial se convierte en un planteo al-
gebraico de absurdas proporciones.

EJEMPLO.—Como ejemplo tipico, copiaremos literalmente
de un libro de curiosidades matematicas el enunciado y la solu-
cién del antiquisimo y conocido problema de las manzanas del
hortelano:

«Un hortelano que Ilevaba una cantidad de manzanas entré
en un vergel que tenia tres guardas; al primer guarda que en-
contrd, por permitirle pasear por el verjel, le dié la mitad de
las manzanas que llevaba, mis dos manzanas; al segundo guar-
da que en su paseo tropezd, por dejarle ver el huerto, le dié la
mitad de las manzanas que le quedaban, mas dos manzanas; y
al tercer guarda, por concederle también estar en el huerto, le
dié la mitad de las manzanas que le quedaban, mas dos man-
zanas y le sobré una.

iCon cuantas manzanas entré en el vergel, y cuantas dié a
cada guarda?

SOLUCION.—Llamando X el nimero de manzanas que lle-
vaba el hortelano, al primer guarda le entregd la mitad mas dos,

X
e
2
luego le quedaron, la mitad menos dos,
X
—_—12.
2
Al segundo guarda le dié la mitad més dos,
X
_—2
2
+ 2
2
luego le quedaron, la mitad menos dos,
X
a2
2 RS P . Ly
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Al tercer guarda dié la mitad mas dos,
X—4
4
2

=2
s

y le quedaron la mitad menos dos, igual a la una que le sobrd.
X—4
4
2

-2

Despejando en esta ecuacién X, tenemos:

A48l

5 =1»X=4+8+16 + 8 =36 manzanas.

El primer guarda recibié 20 manzanas, el segundo 10 y el
tercero 5.»

Compirese este penoso planteo con la resolucién aritmética
natural, que consiste en desandar lo andado: Antes de hallar el
ultimo guarda, el hortelano tenia el doble de (1 4 2) (la que
le queda mis las dos que did), es decir, tenia 6. Antes de hallar
el segundo, tenia anilogamente el doble de (6 + 2). es decir,
16; y, por fin, antes de hallar el primero tenia el doble (16 42),
o sea 36.

Aparte de este peligro, en verdad poco frecuente, el
principal desde el punto de vista educativo es la mecani-
zacién del razonamiento, convirtiéndolo en rutina, y aho-
gando, en vez de cultivar, las facultades discutsivas y crea-
doras del alumno. Por esta causa algunos profesores, como
los franceses, tienen especial empefio en retardar todo lo
posible el empleo del ilgebra en 1a resolucién de proble-
mas aritméticos. Sobre este punto hemos de volver en la
parte de DidActica.
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§ 9.—FL METODO REDUCTIVO EN GEOMETRIA.

La discusién del planteamiento.

Suele apoyarse el método reductivo aplicado a los pro-
blemas geométricos en la intuicién de una posible solu-
cién que cumple las condiciones impuestas, y transforma-
das éstas en otras equivalentes o simplemente consecuen-
cia de las anteriores, se llega a determinar tal ente geomé-
trico que resuelve el problema; pero este método reductivo,
basado en una intuicién inicial, tiene el grave peligro de
hacernos perder otras soluciones, potr habernos fijado so-
lamente en una posicién particular, olvidando otras tam-
bién posibles.

Se evita este peligro de la intuicién inicial haciendo un
analisis 16gico riguroso de las condiciones impuestas, para
deducir de ellas cudles son todas las posiciones posibles
del ente geométrico buscado y, aplicindoles el método re-
ductivo, llegar a la solucién completa del problema. Este
anilisis previo de todos los casos posibles se llama discu-
sién del planteamiento, que no debe confundirse con la
discusién de la solucién. /

EJEMPLO 1.—Tratemos de obtener las tangentes comunes
a dos circunferencias v supongamos el problema resuelto, cosa
posible, pues la intuicién nos indica la existencia de dos rectas
tangentes, una que deja ambas circunferencias por debajo y la
otra por arriba. Construido un croquis con ambas tangentes a
las dos circunferencias, apliquemos a una de ellas el método re-
ductivo, razonando asi:

1. El segmento A B de los puntos de contacto y el seg-
mento OO’ que une los centros y los dos radios OA y O'B
deben formar un trapecio rectingulo; luego trazando por O’ la
paralela a la tangente se forma un tridngulo recténgulo OO’ M,
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cuya hipotenusa es OO’ y un cat-.o O M es igual a la diferencia
de radios. De la existencia de la tangente A B resulta, pues, la
existencia de este tridngulo rectingulo que tenga tal hipotenusa
y tal cateteto.

*B

2. La hipotenusa y el cateto conocidos determinan un tri-
ingulo rectingulo; construydmoslo y deduzcamos de él la tan-
gente buscada.

3.° Basta para ello prolongar el cateto O M, el cual nos de-
termina el punto A; trazar por O el radio paralelo O’ B, el
cual determina el punto B. Queda asi formado un cuadrildtero
ABO’ M, que tiene dos dngulos rectos, O’, M, y dos lados igua-
les M A = O’ B, luego son rectos los angulos A, B; por consi-
guiente, es A B la tangente buscada.

El problema ha quedado resuelto en sus dos aspectos deduc-
tivos, directo e inverso, partiendo de la intuicién de la tangen-
te superior A B; y anilogamente para la tangente inferior. La
solucién obtenida no es, sin embargo, completa, pues falta la
discusién inicial, examinando todas las posibilidades, a saber,
que la tangente buscada deje a las dos circunferencias de un
mismo lado o bien de lados distintos. Esta ultima posibilidad
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so6lo cabe si las dos circunferencias carecen de puntos comunes,
puesto que sélo asi pueden quedar en distintos semiplanos res-
pecto de la misma recta; y efectuado para este caso el mismo
proceso doblemente deductivo que antes hemos explicado se 1le-
gard a construir las dos tangentes llamadas interiores, es decir,
las que separan entrambas circunferencias; bastard para ello
considerar la suma de radios en vez de la diferencia.

Si las dos circunferencias son tangentes exteriormente, la
discusién previa conduce a la existencia de dos tangentes exte-
riores y una interior. Si las dos circunferencias son secantes,
solamente resultan las dos tangentes exteriores. En el caso de
circunferencias tangentes, una de ellas interior a la otra, resulta
una sola tangente comun. Finalmente, si una circunferencia es
completamente interior a la otra, no existen tangentes comu-
nes, puesto que siendo exteriores a la circunferencia mayor los
puntos de cada tangente a la misma, son también exteriores a
la otra y no cabe la posibilidad de ser tangente a ella.

EJEMPLO 2.°—Resuelva el lector por el mismo método re-
ductivo el problema siguiente: tra-

. B zar una recta equidistante de los
/’;\ +  tres puntos dados A, B, C.
AR La figura indica la existencia de

H una solucién, y tiene los trazados .

; \l auxiliares suficientes para indicar

A G cémo debe construirse mediante

sencillisimas operaciones geométri-

cas; pero cuide el lector la discusién previa de planteamiento, a
fin de no perder las otras soluciones.

Peligros del método reductivo en Geometria.

Ademas de la necesidad de la discusién previa, sobre la
cual acabamos de insistir, el método reductivo requiere
en Geometria una especial atencién en lo que se refiere a
la sustitucién o reducciébn de condiciones, cuya equiva-
lencia es més dificil de establecer que en Algebra.

De modo anélogo a la advertido alli, diremos:

1. Es preciso cuidar de que las propiedades encade-
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nadas por el proceso deductivo directo sean equivalentes.
Si tal no fuera posible, serd preciso cuidar de que las re-
laciones geométricas deducidas de las condiciones impues-
tas sean satisfechas por todos los elementos buscados. De
este modo pasaremos del conjunto de entes buscados a
otro conjunto de extensién mayor, ya que no pueda ser
igual, y asi evitaremos la pérdida de soluciones.

2.° En el proceso deductivo inverso serd preciso to-
mar idénticas precauciones, es decir, sacar propiedades a
las que satisfagan los entes obtenidos hasta llegar a de-
ducir las condiciones impuestas.

A veces acontece que no se logra esto ultimo para algu-
nos de los elementos obtenidos; pero esta imposibilidad
deductiva no autoriza a desecharlos, pues no es suficiente
el no poder probar que satisfacen al problema, sino que
es necesario probar que no lo satisfacen.

EJEMPLO. — T'ratemos de construir un tridngulo definido
por los lados a, b, y el dngulo opuesto A al primero.
Proceso directo, andlisis reductivo.—Supongamos el proble-

ma resuelto, es decir, partamos de la intuicién de la existencia
del tridngulo. Construido el 4dngulo da-

do A, si se lleva el dato b en uno de sus €
lados, quedara determinado el vértice C

del tridngulo; sélo falta hallar el vérti-

ce B, el cual, por estar en la recta ¢ y dis-

tar a de C, se hallard como interseccién ,\
de dicha recta con la circunferencia de “* e 8
centro C y radio @ conocido.

Esta condicién, al parecer equivalente a las del enunciado,
no lo es; es decir, podemos afirmar que el vértice B es punto
de interseccién de la recta y de la circunferencia, pero no pode-
mos afirmar la reciproca. No hemos perdido soluciones, pero
podemos haber introducido soluciones extrafias, como vamos
a ver. De aqui que ademas de la discusién de planteamiento sea
necesario el proceso deductivo inverso para determinar las ver-
daderas soluciones del problema.

)
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Discusién de planteamiento.—El dngulo A puede ser agudo,
recto u obtuso, y puede ser ademas a >, = 6 < b. Ahora bien;
si a es menor que la distancia d, de C a ¢, es decir, si

a<d=bsen A,
podemos afirmar desde luego que no existe tridngulo.

Proceso inverso y discusion de la solucion. — Primer caso:
A es agudo.—Si es a > b la circunferencia corta a la recta de
dos puntos, uno B situado en la semirrecta que forma el an-
gulo A y el otro B’ en la semirrecta opuesta. Esta ultima solu-
cién debe desecharse, pues daria un tridngulo AB'C con un
angulo en A suplementario del dado.

Si es a= b, B’ se confunde con C, y no hay mas que una
solucién, la que proporciona el punto B.

Si es a < b (siendo siempre a>d), los dos puntos de intet-
secciéon B y B’ estan en el lado del dngulo A y son vélidas las
dos soluciones.

Si es a=d la circunferencia es tangente a la recta y las dos
soluciones antericres se confunden en una.

(% C
=6 b a<h b3 a=d
Z AN g
B

B AB B

Segundo caso: A recto.—En este caso b=d, y la construc-
cién se reduce a la de un tridngulo rectingulo de hipotenusa a
y cateto b. De modo que si a=b, o a<b no hay tridngulo.
Si a> b las dos intersecciones B y B’ dan tridngulos iguales, y
sabido es que todos los tridngulos iguales se consideran como
una sola solucién.

G C

b a b a
~ AR /7
B A B B A -°B

B\
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Tercer caso: A obtuso.—Anilogamente a lo visto en el caso
primero veriamos aqui que sélo existe solucion, y una sola
sia>b.

La discusion en los problemas y teoremas matematicos.

La advertencia hecha acerca de la necesidad de la dis-
cusién de planteamiento en los problemas es aplicable
igualmente a las demostraciones, y tiene la mayor im-
portancia (*).

En suma: todos los razonamientos geométricos y to-
dos los problemas basados en una intuicién o en una figu-
ra exigen la discusidn previa para asegurarse de que las
conclusiones son independientes de la posicién particular
representada en la figura.

Asi, por ejemplo, el teorema fundamental de la trigo-
nometria, que expresa el seno y el coseno de la suma o
de la diferencia de arcos, queda incompletamente demos-
trado si solamente elegimos dngulos del primer cuadran-
te, no siendo, por tanto, aplicables las férmulas a los 4n-
gulos mayores que un recto.

Para dar a las férmulas toda la generalidad apetecible
sera, pues, forzoso elegir uno de estos dos caminos: 1.°,
efectuar la discusién previa de todos los casos posibles y
deducir para cada uno las férmulas antedichas; 2.°, uti-
lizar solamente propiedades cuya generalidad haya sido
demostrada anteriormente, como son, por ejemplo, los
teoremas de las proyecciones, considerando no solamente
la magnitud, sino también el signo de los segmentos.

Es el primer camino el seguido por Euclides y por to-
dos los libros elementales que en ¢l se inspiran, pero des-

(*) En el capitulo siguiente veremos ejemplos notables de sofis-
mas que tienen precisamente su fundamento en una discusién previa
poco cuidadosa. (Ver Paralogismos de enumeracién incompleta.)
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graciadamente suelen olvidar la discusion previa, de todo
punto indispensable.

El segundo método de demostracién geométrica, con-
sistente en dotar a los elementos geométricos de signo,
para dar a las operaciones geométricas elementales toda
la generalidad del Algebra y evitar tales enojosas discu-
siones previas, fué ideado por Descartes y en él radica la
indiscutible ventaja de la Geometria moderna.

Asi, por ejemplo, la relacién métrica que liga los tres segmentos
determinados por tres puntos A, B, C, de una recta, no puede expre-
sarse de modo general en la Geometria de Euclides, en la cual es pre-
ciso considerar separadamente las diversas posiciones posibles. En cam-
bio, en la Geometria métrica organizada por el método cartesiano,
todos los casos imaginables quedan encerrados en una simplicisima re-
lacién general, que es la siguiente:

AB+4+BC+CA=0.
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§ 10.—L0OS METODOS ESPECIALES DE LA GEOME-
TRIA METRICA.

Caracter metédico de la moderna Geometria métrica.

El altisimo poder educativo del método geomeétrico de-
ductivo se logra principalmente con la resolucion de pro-
blemas. Es ésta una rama de inestimable valor estético,
que educa mas que instruye, pues mientras la utilidad de
las construcciones euclidianas en casos artificiosos es du-
dosa y a veces nula, en cambio es indudable que ejercitan
poderosamente el raciocinio y el ingenio.

La resolucién de problemas geométricos a la manera
euclidiana fué durante mucho tiempo simple prueba de
ingenio, dependiendo solamente de una feliz idea, sin la
cual resultaba punto menos que imposible. Después de la
nueva organizacion de la Geometria en el siglo XIX sobre
las ideas genéricas de traslacidn, rotacién, simetria, inver-
sién, etc., es decir, en suma sobre el concepto amplisimo
de transformacién geométrica, se ha logrado una sistema-
tizacion tal que ya puede hablarse de métodos, donde an-
tes s6lo cabia la inspiracién feliz, poco frecuente en la
mayoria de los estudiosos.

No quiere esto decir que la geometria euclidiana, des-
pués de tal sistematizacién, haya alcanzado el mismo gra-
do de perfeccidén metddica que la geometria analitica, cu-
yos métodos son tan seguros y bien determinados que la
resolucién de problemas sblo exige el previo estudio de
los procedimientos generales. Queda, pues, todavia en la
geometria euclidiana, después de su moderna evolucién,
amplio margen para la iniciativa individual, y buena can-
tidad de interesantes cuestiones, que son solo accesibles a
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los dotados del més agudo espiritu geométrico. En esta
fisonomia previa, que los amantes de la rigidez sistema-
ticaa considerardn como imperfeccidn, reside precisamen-
te su encanto y su dificultad.

Sin dnimo de agotar todos los métodos de resolucién
de problemas, pasemos revista a los mas fecundos.

Método de las transformaciones geométricas.

Para construir un elemento geométrico que tenga cier-
tas relaciones con otros dados, conviene, a veces, someter
la figura o parte de ella a una transformacién que conser-
ve la relacién exigida y facilite la resolucién.

Ejemplos varios aclararin el procedimiento.

METODO DE TRASLACION

Si se desea ubicar entre dos lineas dadas un segmento
de longitud y direcciéon dadas, convendra trasladar una de
sus lineas ese segmento hasta que encuentre a la otra, y el
problema se reduce a hallar la interseccién con esta otra.

La figura representa, por ejemplo, cémo se efectia la
traslacién de una circunferencia con sélo trasladar el cen-
tro, un segmento igual, paralelo y del mismo sentido al
segmento orientado o vector que define la traslacién.
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EJEMPLO 1.—Determinar un segmento de longitud
y direccién dadas, cuyos extremos estén sobre dos circun-
ferencias.

[La figura indica claramente la resolucién, utilizando
la traslacién de la circunferencia explicada en la pédgina
anterior. |

EJEMPLO 2.°—Entre dos pueblos, A y B, a distinto
lado de un rio, de méirgenes rectas y paralelas, se quiere
establecer una comunicacién

por barca; sabiendo que ésta, e ¢

por causa de la corriente, se- .
guird un trayecto de direc- / \‘P
cién dada por la flecha de la X Wi
figura, determinar la mejor A

ubicacién del paso, para que

la distancia entre ambos pueblos sea la menor posible.
[La figura indica la traslacién auxiliar conveniente pata

poder llegar a la solucién, utilizando la igualdad de lados

opuestos del paralelégramo. ]

EJEMPLO 3.>—Tender un puente perpendicularmente
a la corriente, de modo que el camino entre dos pueblos,
A y B, sea minimo.

METODO DE SIMETRIA

.

Empecemos por un ejemplo en el que se aplica la si-
metria axial.

EJEMPLO 4.—Un arriero tiene que ir de un punto A
a otro B, abrevando su caballeria durante el trayecto en la
acequia rectilinea r. ;Cual es el camino més corto a seguir?
Si B estuviera en la posicién simétrica B respecto a r,
el camino mas corto seria indudablemente la recta A B'.
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Como las distancias del punto N (de interseccién con r)
a B y B’ son las mismas, el camino mas corto pedido serd
la quebrada A N B. Deduzcase
la construccion.

Este problema equivale al de
hallar el camino de un rayo lu-
minoso que va de A a B refle-
jandose en r, o bien el de una
bola de billar que va de A a B
tocando en Ia banda r.

EJEMPLO 5.>—Hallar el camino de una bola de bi-
llar A para dar a otra D después de tocar las cuatro ban-
das. Apliquense cuatro simetrias. Discusion.

En ejemplos siguientes se aplicard una simetria central.

EJEMPLO 6.°.—Tender entre las dos margenes irregu-
lares de un rio un puente rectilineo de dos tramos iguales,
aprovechando para el pilar central un pefiasco que emerge
del rio. :

[Se hallard en el plano la interseccién de una margen
con la simétrica de la otra respecto del pefiasco. ]

EJEMPLO 7.°—Dado un angulo y un punto O en su
interior, trazar por él una recta tal que el segmento que
intercepte en el dngulo tenga su punto medio en O.

(El 4ngulo dado y el simétrico recpecto de O determi-
nan un paralelégramo, una de cuyas diagonales es la rec-
ta pedida.)

METODC DE ROTACION

Una simple rotacién permite resolver en algunas oca-
siones un problema.
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EJEMPLO 8.-—Construir un cuadrado con un vértice
en un punto dado A y los dos vértices contiguos en dos
rectas dadas.

ANALISIS.—Si giramos de 90 grados una de las rectas,
alrededor del punto A, el
punto de interseccién con la
otra serd precisamente uno de
los vértices del cuadrado. Ha-
llado este punto, el cuadrado
se completa ficilmente. El
lector detallard la construc-
cién y hara la discusién por
su cuenta.

Dados dos segmentos iguales A B y A’ B/, se determina
el centro de rotacidn, alrededor del cual debe hacerse girar
uno, para obtener el otro, como interseccién de las media-
trices de AA’ y BB'.

En efecto, O debe equidistar de A y A’, y también
de By B.

EJEMPLO 9.—Determinar todos los centros posibles
de rotacién para hacer coincidir los dos cuadrados de la
figura. (Obsérvese que no es indistinto llevar A B sobre
A’ B’ o sobre B’ A’, pues en este segundo caso el cuadrado
primero quedaria en posicién simétrica respecto del se-
gundo.)
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METODO DE SEMEJANZA Y HOMOTECIA

La construccién de una figura semejante a la que se
pide permite en multitud de casos resolver los problemas
con,suma sencillez.

EJEMPLO 10.—Construir un pentidgono regular, dada
una de sus diagonales.

(Basta construir un pentdgono regular cualquiera y ha-
llar una de sus diagonales. Por semejanza se deduce el
pentdgono pedido. La razdn de semejanza es la que existe
entre las diagonales.)

EJEMPLO 11.—Inscribir un cuadrado en un tridngulo.

(Puesto que los cuatro vértices han de estar en el con-
torno, dos han de estar en un lado; es
\ decir, un lado del cuadrado estd sobre
e un lado del tridngulo. Aplicando la ho-
0 motecia con centro en el vértice opuesto,
/ \ :
/ \ de tal modo que sean homodlogos el lado
/ 4 del tridngulo y el lado paralelo del cua-
/ \| - drado, a dicho cuadrado corresponderd
en la homotecia el cuadrado construido
sobre el lado del tridngulo. Como este
cuadrado puede construirse facilmente, por homotecia se
deducira facilmente el buscado, como indica la figura.)
Hagase la discusidn, precisando el nimero de soluciones
y distinguiendo los casos de tridngulo rectingulo, acutdn-
gulo y obtusidngulo.
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§ 11.—EL METODO DE LOS LUGARES GEOME-
TRICOS.

Método de los lugares geométricos.

Recordemos la sabida definicién: un conjunto de en-
tes se llama lugar geométrico, de las que tienen una cier-
ta propiedad cuando todos ellos y sélo ellos tienen esta
misma propiedad. Para afirmar, pues, que una figura es
Iugar geométrico de los entes que tienen una cierta pro-
piedad, es preciso demostrar dos proporciones:

Directa) Todo ente del lugar tiene esta propiedad.

Contraria€) Todo ente que no es lugar no tiene esta
propiedad; o en lugar de ésta, su equivalente:

Reciproca) Todo ente que tiene la propiedad es del
lugar.

Son, pues, equivalentes las cond1c1ones ser del lugar y
tener la propiedad.

Para determinar un elemento geométrico que satisfaga
a dos condiciones bastard, por consiguiente, construir los
Iugares de los entes que cumplen cada una de estas con-
diciones, y el problema queda asi reducido a determinar
los elementos comunes a ambos lugares. Como el proceso
reductivo es en este caso por equivalencia, resulta innece-
saria la deduccién inversa, pudiendo asegurarse que todos
los entes asi obtenidos y sélo ellos satisfacen a las condi-
ciones impuestas por el problema.

Ejemplos de lugares geométricos.

Suelen estudiarse en Geometria elemental casi exclusi-
vamente los lugares geométricos de puntos, olvidando en
cambio los lugares geométricos de rectas; en parte, por
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dificultades de dibujo, también por inveterada costumbre
y quizé por exigir mayor esfuerzo de abstraccion.
Conviene, pues, enumerar los principales lugares geo-
meétricos, tanto de puntos como de rectas, que suponemos
conocidos del lector, o que demostrara facilmente.

‘1. El lugar de los puntos de un plano que distan de
otro fijo un segmento dado es la circunferencia que tiene
este radio y aquel centro. En el espacio es una superficie
esférica.

2.c El lugar de las rectas de un plano que distan de
un punto dado un segmento dado es el haz de tangentes
a la circunferencia que tiene este radio y aquel centro. En
el espacio es el complejo de rectas tangentes a una super-
ficie esférica.

3. El lugar de los puntos de un plano que distan de
una recta del mismo un segmento dado serd formado por
dos paralelas a aquélla. En el espacio por una superficie
cilindrica de revolucidén de eje en la recta.

4.c El lugar de los puntos de un plano equidistantes
de dos puntos fijos es la mediatriz del segmento que és-
tos determinan. En el espacio es el plano perpendicular en
el punto medio del segmento en cuestién.

5. El lugar geométrico de las rectas de un plano
equidistantes de dos puntos A y B estd constituido por
dos haces de rectas: el haz de paralelas a la recta AB, y
el haz concurrente de vértice en el punto medio de A B.
Para el espacio cimbiese la palabra haz por radiacién.

6. EI lugar de las rectas de un plano que cortan a
una recta fija, formando con ella un 4ngulo dado, esti
formado por dos haces de rectas paralelas. En el espacio
es un haz de superficies cénicas de revolucidon con eje en
la recta.
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7.°  En particular, el lugar de las rectas de un plano
que cortan en angulo recto a una fija es el haz de sus
perpendiculares. Y en el espacio es la congruencia de rec-
tas secantes perpendiculares. ;

8.2 El lugar de los puntos de un plano que equidis-
tan de dos rectas concurrentes del mismo, estd formado
por las dos rectas perpendiculares bisectrices de los an-
gulos determinados por aquéllas. En el espacio esta for-
mado por los dos planos perpendiculares que pasan por
dichas rectas.

9. EIl lugar geométrico de los puntos de un plano
desde los cuales se ve un segmento del mismo bajo un
cierto angulo es el conjunto de dos arcos capaces de dicho
angulo, cuyos extremos coinciden con los del segmento.
En el espacio es la superficie de revolucién (toro) engen-
drada por dichos arcos al girar alrededor del segmento.
En el caso particular en que el dngulo es recto, los dos
arcos capaces completan una circunferencia y la superfi-
cie es esférica.

Ejemplos de aplicacion del método.

EJEMPLO 1.>—Construir un tridngulo conociendo un
lado, la altura correspondiente y el dngulo opuesto.

El problema quedatd resuelto en cuanto se sepa situar
el vértice opuesto al lado dado. Este vértice dista A del
lado; luego esta en una paralela a dicho lado a distan-
cia h. Desde este vértice se ve el lado dado bajo el an-
gulo a; luego estd en el arco capaz de dicho angulo. El
veértice buscado esta, pues, en la interseccién de estos dos
lugares.

Construccion.—Tracese en uno de los semiplanos que
determina el lado dado la recta paralela a distancia A y
el arco capaz del dngulo dado sobre el lado dado. Unase

6
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uno de los puntos de interseccién con los extremos de
dicho segmento, y se tendra el tridngulo.

Discusion.—Si h es mayor que la distancia del punto
medio del arco al lado, los dos lugares no se cortan y el
problema carece de solucién. Si A es igual a aquella dis-
tancia, la paralela es tangente al arco, y el punto de con-
tacto determina con los extremos un tridngulo isdsceles.
Si A es menor que la distancia mencionada, hay dos pun-
tos de interseccion, pero los dos tridngulos que determi-
nan son simétricos respecto a la mediatriz del lado, y,
por consiguiente, iguales.

Datos:

En el otro semiplano puede hacerse la misma cons-
truccidn, pero las soluciones son simétricas.

EJEMPLO 2.°—E]I problema de la carta.

Una aplicacién interesante del método de los lugares
geométricos se halla en el problema de Potenot, o de la
carta, empleado en topografia marina.

Desde un navio se observan tres puntos notables de la
costa A, By C, y se miden los dngulos AXB y BXC,
que forman entre si las visuales. Con estos dos sencillos
datos se puede fijar en el mapa la situacién X del navio.
En efecto, X estd en el arco capaz del primer dngulo cons-
truido sobre el segmento A B del plano y en el arco capaz
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del segundo construido sobre BC. La interseccién de los
dos arcos dard la situacién X buscada.

Anilogo a este problema es el siguiente, que resolvera
el lector facilmente:

Hallar un punto desde el cual se vean bajo 4ngulos
iguales los tres lados de un triangulo dado.

Al final de este parrafo proponemos multitud de pro-
blemas relativos a lugares geométricos para ejercicio e
ilustracién del lector.

Veamos ahora otros dos ejemplos en los que el ele-
mento incégnito es una recta determinada mediante dos
lugares de rectas.

EJEMPLO 3.—TTrazar en un plano una carretera rec-
tilinea que dista distancias dadas a y b, respectivamente,
de dos lugares dados A y B.

En virtud del lugar geométrico (2.°), el problema es
equivalente a trazar la tangente comun a las circunferen-
cias de centro A y B y radios respectivos a y b. El lector
haré la discusién teniendo en cuenta lo dicho en § 9.

EJEMPLO 4.—Construir un tridngulo dado el peri-
metro 2p, un angulo B y el radio ¢’ del circulo inscrito.
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Segiin una propiedad conocida por Geometria, el seg-
mento B A” comprendido entre un vértice B y el pun-
to A” de contacto del circulo ex-inscrito interior al an-
gulo B con uno de sus lados, es igual al semiperimetro p,
en este caso conocido. Es decir, BA”=BC” =p.

Los datos del problema permiten, pues, construir el
angulo B, la circunferencia O inscrita en ¢él, de radio
dado r/, y la ex-inscrita O” tangente en A” y C” a sus
lados. Con lo cual quedard determinado el lado AC del
triangulo, que serd tangente interior comiin a ambas cir-
cunferencias.

El lector completard ficilmente la discusién. ;Existe
siempre solucién? Cuando hay dos tangentes interiores,
jhay en rigor dos soluciones?

Los instrumentos geométricos.

A pesar del nimero considerable de problemas resolu-
bles por el método de los lugares geométricos, obsérvese
que los lugares utilizados en las construcciones de la Geo-
metria plana elemental se reducen a rectas y circunferen-
cias. Ello es debido a la clasica limitacién de los instru-
mentos geométricos.

e e e i~
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Aunque existen instrumentos que permiten dibujar cur-
vas con exactitud andloga a la lograda con el compas para
la construccién de circunferencias, y muy superior a la
alcanzada con la regla, se consideran regla y compés des-
de tiempo remoto como Unicos instrumentos aceptables
para resolucién elemental de los problemas geométricos.

Este capitulo de problemas resolubles con regla y com-
pés es el mds ampliamente estudiado, por su antigiiedad
histérica, ya que fué el tinico al que los griegos dedicaron
atencién; pero hay otros capitulos también interesantes
dentro de la teoria de las construcciones geométricas. Tal
es, por ejemplo, el estudio de aquellos problemas que son
resolubles sin otro instrumento que el compas, el cual fué
realizado sisteméticamente con admirable ingenio por el
geémetra italiano Mascheroni. Otros grupos de construc-
ciones realizables con tales o cuales instrumentos han me-
recido modernamente detenida atencién; por ejemplo, las
realizables solamente con la regla, o con la regla y la es-
cuadra, pudiendo utilizarse la regla de un solo borde rec-
to, como se hace en el dibujo corriente o bien la regla de
dos bordes rectos de paralelismo debidamente compro-
bado: o bien las construcciones realizadas sin maés ins-
trumento que la escuadra y una circunferencia fija pre-
viamente trazada; y también resulta interesante el estu-
dio de las construcciones que se pueden efectuar sin ins-
trumento ninguno, mediante dobleces de una hoja de pa-
pel; y asi podriamos proseguir la enumeracién, cuyo ob-
jeto es simplemente restar a la Geometria de la regla y el
compas su pretendido caricter de exclusividad (*).

(*) Véanse algunas de estas construcciones en el Apéndice.
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EJERCICIOS DE LUGARES GEOMETRICOS

Proponemos como ejercicio la demostracién de los siguientes luga-
res geométricos y la resolucién de los problemas apoyados en ellos,
enumerados a continuacién.

Lugares planos relativos a la recta.

I. El lugar de los puntos medios de los segmentos determinados por
un punto fijo y cada punto de una recta, es otra recta paralela a ella.

EJ. 1: Trazar entre un punto y una recta un segmento que que-
de bisecado por una recta o circunferencia dada.
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II. E!l lugar de los puntos medios de los segmentos que tienen
sus extremos en dos rectas paralelas, es la paralela media.

EJ. 2: Trazar por un punto una secante de dos rectas paralelas
y de una tercera linea, de modo que los tres puntos formen segmen-
tos iguales.

EJ. 3: Se desea tender un puente de dos tramos iguales entre las
dos mérgenes paralelas de un rio, aprovechando un islote para el pilar
intermedio. ;Cuidndo seri posible la solucién? Si no es posible el tra-
zado perpendicular, jserd posible tenderlo oblicuamente?

III. EI lugar de los puntos cuya suma de
distancias a los lados de un dngulo es cons-

A tante, es un segmento cuyos extremos estdn
en los lados formando con éstos un tridngulo
isosceles.

[La figura indica claramente la demostra-
A S cidén.]
P

EJ. 4: A qué segmento del tridingulo

Q
S & “ es igual la suma de distancias a los lados del
B M = tridngulo isGsceles desde cada punto de la

base?
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EJ.5: El lugar de los puntos cuya suma de distancias a dos rec-
tas es constante, es un contorno rectangular.

EJ. 6: La suma de distancias a los tres A

lados desde cualquier punto de un tridngulo

equilitero es constante e igual a la altura del

triangulo. P N
[Basta aplicar el ejercicio anterior al tri-

angulo parcial indicado en la figura con linea

de trazos.]
iCémo deben contarse las distancias si el

punto no pertenece al tridngulo? B M c

Enunciar el teorema general.

Lugares planos relativos a la circunferencia.

A) El lugar de los puntos medios de las
P cuerdas iguales en una circunferencia es otra
circunferencia concéntrica, a la cual son tan-
gentes todas ellas. .
EJ. 7: Trazar por un punto cualquiera
B del plano una cuerda de longitud dada. Dis-
cusion.
B) El lugar de los puntos medios de las
e cuerdas que pasan por un punto es la circun-
ferencia cuyo didmetro es el segmento determi-
nado por el punto y el centro, o bien un arco de esa circunferencia,
cuando el punto es exterior.
EJ. 8: Resolver el problema anterior mediante este lugar.

C)  El lugar de los centros de las circunferencias tangentes a una
recta en un punto, es la perpendicular en ese punto.

EJ. 9: Trazar por un punto dado la circunferencia tangente en
un punto dado a una recta dada.

D)  El lugar de los centros de las circunferencias tangentes a una
ciccunferencia dada en un punto fijo, es la recta que lo une con el
centro. i

EJ. 10: Trazar por un punto una cir-
cunferencia tangente a otra dada en un pun-

to dado. X
EJ. 11. ;Existe alguna circunferencia

tangente a dos circunferencias dadas en dos

puntos prefijados? @

ferencias tangentes a dos concéntricas, es la

los radios. i

E) El lugar de los centros de las circun- @

circunferencia cuyo radio es la semisuma de
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EJ. 12: Trazar por un punto una circunferencia tangente a dos
circunferencias concéntricas.

;Dénde debe estar el punto para que haya solucién? Discusién.

F) EI lugar de los centros de las circunferencias tangentes a dos
circunferencias iguales, es la mediatriz del segmento de los centros.

G)  El lugar de los extremos de los segmentos de tangentes a una
m"rcugferencia, iguales a un segmento dado, es otra circunferencia con-
céntrica.

EJ. 13: Determinar sobre una recta, o sobre una circunferencia
dada, un punto tal que las tangentes trazadas por ¢l a otra circun-
ferencia sean iguales a un segmento dado.

H) El lugar de los centros de las circunferencias de radio dado,
tangentes exteriormente a una circunferencia, es otra concéntrica de ra-
dio suma. Andlogamente, para las tangentes interiormente, el radio es
la diferencia.

EJ. 14: Trazar una circunferencia de radio dado tangente a dos
circunferencias dadas.

EJ. 15: Al apoyar un tronco de arbol sobre otros dos que yacen
paralelamente y muy préximos, jcudl es la altura total de la pila for-
mada por los tres? :

1) El lugar de los centros de las circunferencias de radio dado
tangentes a una recta, estd formado por las dos paralelas que distan
el radio.

EJ. 16: Trazar una circunferencia de radio dado tangente a otra
y a una recta.

J) El lugar de los puntos desde los cuales se ve una circunferen-
cta bajo dngulo dado, es otra concéntrica.

EJd. 17: La Tierra describe una &rbita, aproximadamente circu-
lar, alrededor del Sol; la Luna una érbita, aproximadamente circular,
alrededor de la Tierra. Desde la Tierra vemos de igual tamafio al Sol
y la Luna, es decir, los vemos bajo dngulos aproximadamente iguales
(que valen alrededor de medio grado) (*).

Admitida la exactitud de estas relaciones, se pregunta: En cada mo-
mento, jhay alglin otro punto del plano determinado por los tres
astros, desde el cual se vean iguales el Sol y la Luna? ;Desde qué
puntos se ve mayor uno u otro astro?

EJ. 18: Construir un tridngulo dados: un angulo, la altura que
pasa por su vértice y el radio del circulo inscrito.

Resuélvase este mismo ejercicio haciendo eplicacién de los lugares
de rectas para determinar el lado opuesto al ingulo dado.

(*) En realidad el didmetro aparente del Sol, varia entre 31’ y
32', y el de la Luna oscila entre 29’ y 34'.
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Problemas y lugares del espacio.

Indiquense las construcciones de los problemas que siguen en el es-
pacio, aun cuando no se sepa traducirlas en el dibujo (sistemas de re-
presentacién).

Se determinara para ello previamente el lugar propuesto antes de
cada problema.

I. Lugar geométrico de las rectas que pasan por un punto fijo y
se apoyan en una recta fija exterior.

EJ. 19: Determinar una recta que corte a otras dos y que pase
por un punto exterior a ellas. Discusién.

II. Lugar de las rectas paralelas a una cierta direccién y que se
apoyan en otra recta no paralela.

EJ. 20: Determinar una recta paralela a una cierta direccidén y
que corte a dos rectas dadas. Discusion.

EJ. 21: Determinar una recta secante y perpendicular comiin a
dos rectas que se cruzan. [Determinada la direccidn perpendicular a

‘ambas, o sea al plano paralelo a una que pasa por la otra, el proble-
ma se reduce al ejercicio anterior. ]

III. Lugar de los puntos que equidistan de tres no alineados.
(Apliquese Ejemplo 4.°, pig. 80.)

EJ. 22: Determinar un punto que equidiste de cuatro puntos
dados.

IV. Lugar de los puntos equidistantes de dos planos. Discusién.

V. Lugar de los puntos equidistantes de tres planos. En parti-
cular de las caras de un triedro. &

EJ. 23: Determinar un punto equidistante de cuatro planos. En
particular: Hallar el centro de la esfera inscrita en un tetraedro.

EJ. 24: Determinar la esfera inscrita en una pirimide regular.

VI. Planos que pasan a igual distancia de dos puntos dados.

VII. Planos que pasan a igual distancia de tres puntos dados.

EJ. 25: Trazar un plano que pase por una recta y quede a igunal
distancia de dos puntos dados.

EJ. 26: Trazar por un punto un plano que pase a igual distan-
cia de tres puntos dados.

EJ. 27: Trazar un plano equidistante de cuatro puntos.

VIII. Lugar de los puntos que distan de un plano un segmento
dado.

EJ. 28: Hallar una esfera de radio dado tangente a tres planos
dados.
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CAPITULO II

COMPLEMENTOS DE METODOLOGIA
DE LA

MATEMATICA ELEMENTAL

Abordamos en este capitulo el estudio méis a fondo de
algunos problemas metodoldgicos iniciados en el capitulo
anterior, y puede ser omitida su lectura por quienes se
preocupen mas de las cuestiones didécticas que ldgicas,
pues no nos apoyaremos en los temas aqui tratados para
la exposiciéon de las cuestiones didicticas que forman la
segunda parte de esta obrita.

§ 1.—] AS DEFINICIONES MATEMATICAS.

Unidad, pluralidad y clasificacion.

Los conceptos fundamentales de la Matematica son el
de unidad y el de pluralidad, y éstos son también los de
la Légica. La Matemitica se ocupa desde tiempo inme-
morial de ciertos conjuntos formados por infinitos entes;
pero no por yuxtaposicién, agregacién o enumeracién,
operaciones que por su propia esencia s6lo producen con-
juntos finitos; ni tampoco por generacién, esto es, por
una ley que vaya produciendo dichos entes sucesivamen-
te. Los conjuntos que estudia la Matematica suelen de-
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finirse por la operacidén ldgica que se llama clasificacion.

Cuando hablamos, por ejemplo, del conjunto de los
ntimeros primos no nos referimos a la criba de Eratdste-
nes desde uno hasta ciento, que figura en el texto de
Aritmética; ni siquiera a la criba supuesta indefinida, que
permite formar todos los nimeros primos, uno tras otro;
sino que definimos ese conjunto, dando un criterio tal
que para cada niimero pueda decirse si es 0 no primo sin
necesidad de tabla alguna.

Este criterio que adoptamos para caracterizar los ni-
meros primos, es decir, para clasificar los niimeros natu-
rales en primos y compuestos, es el siguiente: Un nimero
se llama primo cuando no admite ningin divisor distinto
de si mismo y de la unidad.

Los conjuntos que estudia la Matematica no son co-
lecciones, sino clases; y las definiciones usuales en Mate-
maética son clasificaciones, como después veremos. Mas,
para penetrar a fondo en la esencia de las definiciones ma-
tematicas, recordaremos previamente algunas nociones de
Légica.

Extension y comprension de un concepto.

Los términos que forman el lenguaje, tanto vulgar
como cientifico, son singulares o generales, seglin que re-
presenten unidades o clases; no se trata, pues, de colec-
ciones o conjuntos formados por yuxtaposicién o enu-
meracioén, sino de clases caracterizadas por un distintivo
comunn.

Por ejemplo: el término «Miguel de Cervantes Saavedra» es
singular, porque designa un individuo determinado, esto es, una
unidad; y lo mismo acontece con estos términos: <la Castella-
na», el «Partendén», <la Via Lictea»; debiendo observarse que
el caricter de unidad de éstos y de todos los términos anilogos

B ETIE. S EESEERRRRIESNNee.,
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que representan entes materiales no excluye su estructura cor-
-puscular, molecular o celular. Los conceptos de unidad o plu-
ralidad no se refieren, pues, a la esencia de la cosa en si misma,
sino al modo de considerarla. El Partenén es pluralidad si se
considera como conjunto de sillares y la Via Lictea como con-
junto de estrellas; uno y otra son conjuntos mucho mas am-
plios si se consideran como conjuntos de atomos.

Extension de un término general o del concepto que
designa es el conjunto de individuos que en él se inclu-
yen. Comprensién del término o concepto es el conjunto
de cualidades que caracterizan a los entes de dicho con-
junto, es decir, aquellas que pertenecen a éstos y sélo a
éstos.

Si se ordenan varios términos en orden de extensién
creciente, su comprension es decreciente, y viceversa.

EJEMPLOS.—Tridngulo, poligono, recinto plano, son tér-
minos de extension creciente, puesto que todos los tridngulos
son poligonos y todos los poligonos son recintos planos; su
comprension es, en cambio, decreciente, pues la propiedad de
tener tres lados no pertenece a todos los poligonos, y la exis-
tencia de vértices no se presenta en todos los recintos.

Anilogamente son términos de extension creciente y com-
prensién decreciente estos otros: nimero natural, nimero en-
tero, numero racional, numero complejo ordinario, numero
complejo de n componentes, etc.

Definiciones nominales y objetivas.

Distingue la Légica dos tipos de definiciones: la defi-
nicién nominal o de nombre y la definicién objetiva o de
Cosas.

Cuando en una ciencia cualquiera se introduce un tér-
mino nuevo es preciso traducitlo al lenguaje ya conoci-
do, esto es, definirlo. Estas son las definiciones nomina-
les de palabras, que son incontestables y deben ser acep-
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tadas como hechos, siempre que cumplan ciertas condi-
ciones que después analizaremos.

En cambio, las definiciones de cosas estan sujetas a la
condicién de concordancia con éstas.

EJEMPLOS.—Si yo defino: nimero pseudoperfecto es todo
numero natural igual al producto de sus partes alicuotas, nadie
-podra impugnar esta definicién, ni decir que sea verdadera o
falsa, porque al crear esta palabra tengo derecho a atribuirle un
significado arbitrario (*). Pero si yo defino a Cervantes como
el «autor de la Celestina», doy una definicién evidentemente
falsa.

Los légicos de Port-Royal, que elaboraron la 16gica de
Aristételes, inspirados por Pascal y bajo la influencia
cartesiana, se lamentaban de tal confusién con estas ex-
presivas palabras: «Los gedmetras no parecen haber en-
tendido siempre la diferencia que hay entre las definicio-
nes de palabras y las definiciones de cosas. Vemos, en
efecto, que discuten las definiciones de palabras con el
mismo calor que si se tratase de las cosas mismas. Asi se
Ve en ciertos comentarios sobre Euclides una larga y muy
acalorada disputa entre dos gedmetras respecto del espa-
cio comprendido entre una circunferencia y su tangente,
espacio que uno afirma no ser un angulo, mientras que
el otro sostiene que lo es. jQuién ve que todo esto po-
dria terminarse en dos palabras preguntando cada uno
al otro lo que entiende por la palabra angulo.»

Lo mismo podriamos decir de las discusiones inaca-
bables sobre si la Geografia es o no ciencia, pues debe-

(*) Claro estd que una vez admitidas por consenso universal las
definiciones nominales de la ciencia, los entes definidos pasan a ser
cosas y ya no cabe dar de los mismos otras definiciones que de ella
difieran en esencia. Cuando alglin autor no encuentre adecuado un
nombre con la cosa definida, debe introducir otro término, en vez de
conservar el corriente con nuevo significado.
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rian unos y otros comenzar por definir lo que entienden
per ciencia.

Clases de definiciones matematicas.

Las definiciones matematicas son todas nominales, pero
pronto veremos gue no todas proceden por clasificacién,
como admitia la Légica de Aristételes. Mas amplio con-
cepto es el expresado por Leibniz: «La definicién debe
comprender las condiciones necesarias y suficientes para
demostrar todas las propiedades del objeto definido»;
es decir. la definicién determina la comprensién del con-
cepto y, por tanto, la extensién del mismo. De acuerdo
con este concepto las definiciones matematicas pueden
clasificarse en explicitas e implicitas. De estas tltimas,
que tan sefialado papel desempefian en la Axiomatica,
hemos hablado ya en el capitulo primero.

En cuanto a las definiciones explicitas, las clasificare-
mos asi:

RESPECTC DE LA

Modo de definicién
Extensién Comprensién

Por clasificacién. [Analiticas. |Sintéticas. |Género préximo y
> ultima diferencia.
Por abstraccién. . [|Sintéticas. |Analiticas. ||[Igualdad.

Definiciones por clasificacién.

Las definiciones explicitas por clasificacién determinan
la clase definida por seleccién dentro de otra clase mas
amplia, llamada género préximo, indicando las propieda-
des caracteristicas de los entes definidos, es decir, aquellas
cualidades que perteneczn a éstos y sélo a éstos, diferen-
cidndolos de los demds entes del género considerado. Es-
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tos caracteres distintivos constituyen la diferencia especi-
fica.

EJEMPLOS.—Los nlimeros primos se definen como una cla-

se particular de niimeros naturales, que constituyen el género
proximo. La diferencia especifica que caracteriza a los nimeros
primos es la propiedad de carecer de divisores distintos de ellos
mismos y de la unidad.
* Anilogamente se definen los poligonos regulares dentro del
género de los poligonos; y los tridngulos equildteros dentro del
género de los tridngulos con la diferencia especifica de temer
iguales sus lados; o también pueden definirse dentro del género
de los poligonos regulares, siendo entonces la diferencia especi-
fica la propiedad de ser tridngulos,

Las condiciones clasicas de la definicion.

La Légica fué creada por observacion de las leyes del razo-
namiento y muy especialmente del razonamiento matematico.
Al progresar considerablemente la Matematica muchos 16gicos
no han avanzado paralelamente, y asi resultan casi inservibles
los tratados de Légica clasica. Por lo pronto, solamente se ocu-
paban de las definiciones por clasificacién, olvidando las defi-
niciones por abstraccién y las implicitas, que son mucho inis
importantes, por residir en ellas el poder creador de la Mate-
matica.

Aun limitindonos a considerar las definiciones por clasifi-
cacién, no son admisibles todas las condiciones que les impone
la Légica cldsica, inspirada en Aristoteles. He aqui las condi-
ciones que suelen imponerse:

1.* La definicién ha de ser mis clara que lo definido.
2." Lo definido no debe entrar en la definicidn.

3." La definicion debe ser breve.

4.* No sea la definicién ni redundante ni diminuta.

5

6

La definicién ha de convenir a todo y sélo a lo defi-
nido.

La definicién debe hacerse declarando el género pré-
ximo y la diferencia ultima de la cosa definida.
La primera condicidn carece de sentido para las definiciones

nominales, puesto que todo término nuevo carece de significa-



CONDICIONES DE LAS DEFINICIONES 97

do antes de ser definido, y atn debe prescindirse del vago sen-
tido etimoldgico que quizd podria atribuirsele (ejemplos: nu-
meros compuestos, numeros irracionales, ntmeros perfectos,
puntos imaginarios, etc.).

La segunda condicién es ciertamente esencial y por no te-
nerla en cuenta se ha incurrido en antinomias no sélo en las
ingenuas definiciones a que hemos hecho alusién en § 4.°, cap. I,
sino también en alguna de las concepciones mas atrevidas de la
moderna teoria de conjuntos.

La brevedad exigida por la tercera condicién es ciertamente
recomendable, pero no esencial; y mucho menos si la brevedad
se logra a expensas del rigor.

Respecto de la condicién cuarta es esencial su segunda parte,
que obliga 2 no olvidar ninguna condicién caracteristica, ol-
vido que ampliaria indebidamente la extensién del concepto
definido. No es en cambio esencial la exigencia primera, y luego
veremos que son admisibles ciertas definiciones redundantes.

Respecto de la quinta condicién puede afirmarse, como de la
primera, su falta de sentido para las definiciones nominales.

La sexta condicidén excluye taxativamente las definiciones
por abstraccién y las implicitas, cuya importancia veremos mas
adelante.

En resumen, de las condiciones clasicas quedan como funda-
mentales:

1, Lo definido no debe entrar en la definicién.
2.° La definicién no debe ser diminuta.

Condicién esencial de las definiciones por clasificacién.

Condicién primordial es que las propiedades caracte-
risticas de la especie definida sean compatibles con las del
género préximo; de lo contrario no existird ente alguno

que las satisfaga, lo cual se expresa diciendo que resulta
una clase vacia.

EJEMPLOS: Si definimos el tridngulo-cuadrildtero como po-
ligono de tres vértices y cuatro lados; o bien el tridngulo rec-
tilineo y trirrectdngulo, resultan evidentemente clases vacias, es
decir, conceptos carentes de todo significado.

Tinz)d
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No siempre saltard a la vista, como en estos casos, la
contradiccién, y entonces existe el peligro de llegar a or-
ganizar una teoria légicamente perfecta de los entes asi
definidos, sin llegarse por mucho tiempo a tropezar con
ninguna contradiccion.

. Asi, por ejemplo, podria elaborarse una teoria de los tridn-
gulos rectilineos trirrectingulos completamente analoga a la de
los triangulos esféricos y no se llegaria a contradiccion ninguna
mientras no hagamos uso del postulado de Euclides o de alguna
propiedad que en él se apoye; pero la contradiccion surge in-
mediatamente, apenas introduzcamos dichos postulados.

La compatibilidad de una definicién, o sea su falta de
contradiccién con el género préximo, se prueba con un
teorema de existencia o, mas sencillamente, con ejemplos
de entes que cumplan las condiciones impuestas.

EJEMPLOS.—Numero perfecto es todo numero natural e
igual a la suma de sus partes alicuotas. Ficil es ver la existen-
cia de tales nimeros como son, por ejemplo, 6 =12 3.

Lo mismo sucede con la definicién de tridngulo equildtero,
cuya existencia estd asegurada por la posibilidad de construirlo.

No basta un ejemplo ni aun varios para justificar una
definicién, cuyo valor seria insignificante si solamente
caracterizara un conjunto finito.

EJEMPLOS.—Por analogia con los niimeros primos ordina-
rios podiamos definir: nimero primo aditivo es el que no ad-
mite ninglin sumando distinto de la unidad; y hasta se podrian
demostrar ciertos teoremas como, por ejemplo, éste: Todo nii-
mero admite un sumando que es primo aditivo. Sin embargo,
todo ello careceria de valor, puesto que los Unicos primos adi-
tivos son el 1 y el 2, como se observa inmediatamente.

El mejor modo de asegurar la existencia de la clase in-
finita definida por clasificacién es engendrarla, es decir,
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dar una férmula o un procedimiento de formacién inde-
finida.

Tal sucede, por ejemplo, con la criba de Eratdstenes, que
permite formar todos los nimeros primos. Asimismo se cono-
ce la férmula que da todos los ntimeros perfectos pares, a sa-
ber: 2°—1(2"—1), si es primo este nfimero, entre parénte-
sis; sin embargo, esta férmula no es tan completa como seria
de desear, por no poderse asegurar si da infinitos nimeros per-
fectos; y como tampoco se sabe si exXisten nimeros perfectos
impares, y atiin puede suceder que no los haya, la definicién
dista todavia de ser l6gicamente inatacable.

Hay definiciones l6gicamente perfectas, que definen con
toda claridad la comprensidén del concepto, pero no per-
miten determinar su extension en el estado actual de la
Ciencia, por carecerse de medios para verificar si un ente
dado cumple o no las condiciones impuestas.

Nuamero algebraico es el que satisface a una ecuacién alge-
braica de coeficientes racionales. He aqui una definicién com-
patible, puesto que existen infinitos nimeros que cumplen la
condicién impuesta; y tiene también caricter genético, puesto
que formando todas las ecuaciones posibles se engendran todos
los néimeros algebraicos. Sin embargo, este conjunto cuya com-
prensién estd perfectamente definida, tiene extensién imposible
de precisar en el estado actual de la Matematica; pues dado un
nimero cualquiera no es posible averiguar si es o no algebraico.
Hasta para los nimeros fundamentales = y e ha costado im-
probo esfuerzo el demostrar que son trascendentes, es decir, nqQ
algebraicos.

La condicién de unicidad de algunos conceptos.

Es preciso analizar cuidadosamente todas las condiciones que
contiene la definicién de un concepto, para probar su compa-
tibilidad y, por tanto, la existencia del concepto definido. Se
presentan a veces condiciones implicitamente contenidas en la
definicién y que escapan con frecuencia a un anélisis ligero de
las mismas.
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Tal ocurre con la condicién de unicidad implicitamente con-
tenida en el uso de un articulo determinado o de un pro-
nombre.

EJEMPLOS. — Definidos como equivalentes dos poligonos
cuando se pueden descomponer en sumas de poligonos iguales,
para probar la existencia de un cuadrado equivalente a un po-
ligono dado bastard ver la posibilidad de una descomposicién
del poligono y del cuadrado en partes poligonales iguales. Pero
para hablar en rigor del cuadrado equivalente al poligono (pro-
blema de la cuadratura) es preciso probar ademads que este cua-
drado es independiente del modo como se efectde la descompo-
sicion, o lo que es lo mismo, supuesta demostrada la propiedad
transitiva de la equivalencia, que dos cuadrados equivalentes son
iguales.

Anilogamente para definir la longitud de la circunferencia
como limite del perimetro de un poligono regular inscrito cuan-
do crece infinitamente ¢l niimero de lados no basta, como se
hace en algunos libros, probar la existencia de tal limite eli-
giendo convenientemente una ley de variacién de dicho ni-
mero, sino que es preciso probar ademés (o al menos advertir)
que este limite es el mismo cualquiera que sea la ley elegida (*).

De un modo general: siempre que en la definicién de un
ente de cardcter unico exista un elemento arbitrario es preciso
probar que dicho ente es independiente del elemento arbitrario
en cuestion.

Condiciones convenientes para las definiciones por clasi-
ficacion.

Ademais de la condicién de compatibilidad que hemos

considerado esencial para toda definiciéon, pueden impo-

(*) Una cosa parecida ocurre, por ejemplo, con el irea lateral de
un cilindro, a tal punto, que siendo vélida la definicién como limite
del 4rea lateral de un prisma regular inscrito, deja de serlo si se da
como limite de una superficie poliédrica inscrita, al tender a cero cada
una de sus caras, ya que por el conocido eiemplo de Schwarz se sabe
que, segin la ley elegida de variacién de dicha superficie, pueden obte-
nerse limites diferentes y aun puede no haber limite.
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nerse otras condiciones no esenciales, pero si recomenda-
bles. Tales son, por ejemplo, éstas:

a) La definicién debe contener solamente las propie-
dades especificas, es decir, no debe ser superabundante o
redundante.

Esta condicidén no es imprescindible y nada impide que
en la definicién se incluyan algunas exigencias que sean
consecuencia de otras, a condicién de demostrar inmedia-
tamente esta relacion de inclusion.

EJEMPLOS.—Suelen definirse los tridngulos semejantes por
. la igualdad de dngulos y la proporcionalidad de lados; defini-
cién admisible siempre que se demuestre la equivalencia de am-
bas condiciones.

Hasta puede convenir, por razones estéticas y didacti-
cas, conservar cierta simetria entre dos relaciones equiva-
lentes sin dar injustificada preponderancia a una sobre
la otra.

Asi, por ejemplo, convendria definir: tridngulo regular es el
equilitero y equidngulo, viendo a renglén seguido que ambas
condiciones son equivalentes en el tridngulo, lo" que no acon-
tece para los demas poligonos.

b) Las definiciones totalmente inadmisibles son las
diminutas, es decir, las que omiten alguna propiedad
esencial, cuyo olvido amplia indebidamente la clase de-
finida. ‘

Si definimos, por ejemplo, los poligonos regulares, como se
hace con el tridngulo regular, por la igualdad de lados, claro
estd que la clase de poligonos asi definida serd mucho mais am-
plia de lo que corresponde al significado que siempre tuvo este
concepto de poligono regular; para esa clase mas amplia estd
ya consagrada la palabra poligono equildtero.

¢) Una condicién sumamente importante para las



103 ; DEFINICIONES POR ABSTRACCION

definiciones es que sean genéticas, esto es, que permitan in-
mediatamente engendrar los entes definidos, asegurando
asi la existencia de la clase no vacia; de lo contrario po-
dremos quizd hacernos la ilusién de haber definido un
nuevo concepto, cuando en realidad carece de existencia
o coincide con otro bien conocido.

EJEMPLO.—Si definimos el nimero pseudoperfecto por la
condicién de ser igual al producto de sus partes alicuotas, re-
sulta inmediatamente que tales nimeros son exclusivamente de
la forma siguiente: producto de dos nimeros primos p:q. o
bien cubos de nimeros primos p®. Ahora bien, serd sin duda
preferible partir de esta expresién genética que permite engen-
drarlos todos, y de ella deducir aquella propiedad particular y
alguna otra, mis o menos interesante, que pudieran quizi
tener.

Definiciones por abstraccion.

Puesto que las definiciones por clasificacién exigen el
conocimiento previo de una clase mas amplia que la de-
finida, se comprende que los conceptos matematicos fun-
damentales, es decir, los mas amplios, no pueden definirse
por clasificacién. Los dos métodos de que la Matemitica
se sirve para elaborar sus nuevos conceptos son: las defi-
niciones por abstraccién y las definiciones axiomdticas o
implicitas.

Los conceptos matematicos se crean por el mismo pro-
ceso de abstraccién que todos los conceptos de otras cien-
cias, esto es, por creacién de un quid comun a toda una
clase de entes, que cumplen cierta condicién de homo-
geneidad.

EJEMPLOS.—No es posible definir el peso o la masa o
la temperatura a la manera aristotélica, por género pro-
ximo y diferencia especifica, y por empeifiarse en hacerlo
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circulan en los manuales tantas definiciones vacias de
sentido. El concepto de peso nace en nosotros por el fe-
némeno del equilibrio en una balanza; aunque parezca
paraddjico, la idea de igualdad de peso es anterior a la
idea de peso. Definida la igualdad de peso por el equi-
librio, nuestra mente crea el concepto de peso para asig-
narlo a todos los cuerpos que se equilibran entre si y dis-
tinguirlos de los que no se equilibran con ellos. A cada
clase de cuerpos asi determinada le asignamos un mismo
peso.

No de otro modo procede la Matematica en la creacién
de sus conceptos. Cada uno de ellos es creado para repre-
sentar una clase de entes relacionados entre si por una
clase de igualdad, esto es, por una relacién idéntica, reci-
proca y transitiva.

La direccién o punto del infinito es el concepto engen-
drado por un haz de rectas paralelas, llamando también
paralelas a las rectas coincidentes.

El concepto de ntimero racional nace por abstraccién
de los pares de numeros enteros y no debe confundirse
con el concepto de fraccién, puesto que fracciones de tér-
minos desiguales, pero equimiltiplos de un mismo par
de nimeros enteros definen un mismo némero racional.

Asimismo nace el niimero real para representar todas
las cortaduras entre nimeros racionales.

Y el nimero complejo se define también por abstrac-
cién, basado en la igualdad de los pares de niimeros rea-
les; entendiendo que dos pares son iguales cuando tienen
las mismas componentes y en igual orden.

Las definiciones por abstraccién permiten, pues, la crea-
cién de nuevos entes, que sdlo asi pueden definirse, o bien
axiomaticamente como vimos en el capitulo anterior.

Es preciso insistir pesadamente sobre los graves defectos
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de ciertas definiciones que circulan en los tratados, en las
cuales se pretende intUtilmente eludir la definicién por
abstraccion.

EJEMPLOS.—De todo punto inadmisible es definir el ni-
mero irracional, como ntmero que no es entero ni fraccionario,
pues ello presupone el concepto general de nimero, al cual pre-
tendemos llegar por ampliaciones sucesivas. Aunque disimula-
damente, esta definicion utiliza, pues, el propio ente definido.

Es corriente definir el vector como un ente compuesto por
entes anteriormente conocidos, a saber: el segmento, la direc-
cion y el sentido, pero el vector no es el agregado de estos ele-
mentos simples, pues con estos mismos se forman categorias
muy diversas de vectores. Lo que caracteriza cada categoria, es
decir, cada concepto, es la definiciéon que se adopte para la
igualdad. Si consideramos iguales dos vectores que tengan igua-
les longitudes, direcciones y sentidos, tendremos los vectores
libres; si para la igualdad de los nuevos entes exigimos la igual-
dad de longitud y sentido sobre la misma recta base, queda de-
finida la clase de los vectores axiales.

De igual modo suele definirse el niimero racional como par
de enteros y el nimero complejo como par de niimeros reales.
Segin esto, el par (3,5) jes un nimero racional o es un
complejo? La diferencia esencial estriba en los dos modocs de
definir la igualdad; en el primer caso es la igualdad de pares
de productos cruzados y en el segundo la igualdad de compo-
nentes. El mismo par define un nuimero racional o un nimero
complejo segiin que se adopte una u otra ley de igualdad.

Cuando se define el nimero real por una cortadura no que-
da esencialmente desvirtuada la definicién adoptando la corta-
dura misma como numero real; pues habiendo una correspon-
dencia biunivoca, entre el nimero y la cortadura, resulta indi-
ferente la identificacién; pero no acontece lo mismo cuando se
define el nimero real por dos sucesiones mondtonas conver-
gentes, puesto que un mismo nimero puede estar definido por
diversos pares de sucesiones y es esencial establecer previamente
el concepto de igualdad.
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Definiciones afirmativas y negativas.

Llamaremos negativas a las definiciones que caracterizan a los
entes definidos por la carencia de alguna propiedad. Definicio-
nes negativas son, por ejemplo, [a de nimero primo, y la usual
de rectas paralelas.

Hacer una afirmacion es realizar un juicio, mientras que una
negacion suele implicar infinitos juicios, Yo puedo afirmar que
el sefior X estd en Madrid, porque lo acabo de ver; pero negar
que estd en Madrid exigiria en todo rigor una investigacidén tan
extensa y minuciosa, que es imposible. Hay, sin embargo, un
modo de negar con certeza, que es afirmar una propiedad con-
tradictoria; asi puedo negar que el seflor X esté en Madrid si
estoy en condiciones de afirmar con certeza que dicho sefior estd
en Valencia. '

La distincién entre definiciones afirmativas y negativas ca-
rece, pues, de oposicién esencial y es puramente una oposicién
formal, que ficilmente puede reducirse.

Suele prescribirse que las definiciones afirmativas sean en
todo caso preferidas a las negativas; asi ha merecido censuras,
por ejemplo, la definicién de rectas paralelas por la condicién
de estar en un plano y carecer de punto comin, habiéndose pro-
puesto para sustituirla otras definiciones, como es, por ejemplo,
la fundada en la equidistancia.

No es discreto, sin embargo, exagerar tal preferencia, y esto
por tres razones:

1.* Porque ciertas definiciones afirmativas implican infi-
nitas afirmaciones, como acontece con las negativas; tal sucede
con la equidistancia de todos los puntos de una recta respecto
de otra. ¢ .

2.* Porque ciertas definiciones negativas son considera-
blemente mis simples que otras afirmativas que pueden darse
para el mismo concepto. Negativa es, por ejemplo, la defini-
cién de elipse, que se distingue de la circunferencia como cénica
que tiene dos ejes reales y desiguales, mientras que seria afir-
mativa esta otra definicién: Codnica cuyo sistema polar tiene
comin con el sistema polar absoluto un solo tridngulo auto-
polar.

3.* Porque no es dificil dar caricter afirmativo a las defi-
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niciones negativas, puesto que el no pertenecer a una clase equi-
vale a pertenecer a la clase definida por la propiedad opuesta; asi,
por ejemplo, en aritmética de los ntimeros reales la condicién:
no mayor equivale a esta otra: igual o menor, y la condicién
no igual equivale a la de mayor o menor. Asimismo, la defi-
nicion de rectas paralelas por la condicién de no cortarse puede
sustituirse por esta otra equivalente, pero afirmativa: dos rec-
tas de un plano se dicen paralelas cuando cada una estd en un
semiplano respecto de la otra (*).

(*) En la Geometria euclidiana esta condicién no seria sufi-
ciente, como tampoco lo es la condicién de no cortarse; pero mds in-
admisible todavia resultaria la definicién fundada en la equidistancia,
que es completamente falsa, ya que el lugar de les puntos equidistan-
tes de una recta resulta ser una cénica.
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§ 2.—LA INDUCCION MATEMATICA.

La induccidn en las ciencias fisicas.

En el capitulo primero hemos dicho ya en qué consiste
el método inductivo o ascendente de la ciencia: en ir del
hecho, o conjunto de hechos particulares, a la ley general
que abarca todos los analogos

El supremo ideal de la ciencia fisica es la pred1cc1on, es
decir, 1a obtencién de leyes y su aplicacién a casos no ex-
perimentados. En la consecucién de este ideal se encierra
el doble proceso inductivo y deductivo que caracteriza el
método cientifico.

También la Matematica generaliza, es decir, induce.
Pero la induccién matemiética es de distinta naturaleza
que la induccién fisica. En las ciencias naturales la in-
duccién se basa en un nimero limitado de observaciones,
y las leyes asi inducidas sélo conservan su vida precaria
mientras no existen hechos que las contradigan. En este
valor provisional y aproximado de las leyes reside preci-
samente el cardcter evolutivo de las ciencias fisicas, en
constante renovacion.

La verdad en las ciencias fisicas no tiene, pues, el ab-
solutismo que algunos espiritus ingenuos pretenden darle,
imaginando la ciencia infalible y el universo encadenado
a las leyes que aquélla le ha dictado. La palabra cierto o
falso, aplicada a una ley fisica, no tiene sentido sino den-
tro de un campo limitado de condiciones.

La ley de la gravitacién de Newton ha sido conside-
rada cierta hasta hoy, y ain lo es dentro de cierto grado
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de aproximacidén, pero deja de serlo para velocidades gran-
des y medidas mas exactas (*).

La induccién en la Matematica.

. Mientras que en las ciencias fisicas el criterio de ver-
dad es la concordancia con los hechos, y la induccién se
basa en la analogia, en matematicas el criterio de verdad
es la no contradiccién, y la induccidén, que origina nue-
vos entes y descubre nuevas relaciones, reside en la sim-
ple combinacién de conceptos y juicios anteriores. La Ma-
tematica toda, que pasa por ser la ciencia deductiva por
excelencia, es también una disciplina combinatoria en Ia
mds amplia acepcién de esta palabra.

Los axiomas expresan juicios muy generales, es decir,
de gran extensiéon y poca comprensién; de estos juicios
se deducen, es decir, se seleccionan, se sacan, multitud de
juicios particulares, y combinados éstos de miltiples mo-
dos se forma el cuerpo deductivo de la Matematica.

Pero antes de llegar a esta combinacién, en la forma-
cién misma de los axiomas fundamentales, existe un pro-
ceso inductivo, consciente o no, que conviene analizar.

La induccion en los axiomas matematicos.

Los axiomas nacen por abstraccién. Abstraer es pres-
cindir de condiciones especiales, es decir, disminuir la com-
prensién y aumentar la extension de un concepto; es ele-
varse de lo particular a lo general, es inducir. En la for-
macioén de los axiomas hay un gran proceso de induccidn,
pues de la multitud de experiencias y observaciones ad-

(*) Las 6rbitas de los planetas eran circulares para Ptolomeo, y
lo son actualmente dentro de un grosero grado de aproximacién, pero

no si se adoptan medidas mds exactas.
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quiridas y heredadas nacen esas proposiciones generales
que afirman hechos mas alla del campo de la observacién.

Veamos el concepto de nimero. Su origen es empi-
rico; nace de observaciones como ésta: el tener o no asien-
to varios comensales es independiente del orden en que
se adjudiquen las sillas; sin embargo, el principio de la
invariabilidad del nimero cardinal es una induccién atre-
vida. La invariabilidad del nimero la afirmamos para nd-
meros que no hemos visto ni siquiera existen en la Na-
turaleza; para todos los nimeros imaginables, y también
para los inimaginables.

Cuando afirmamos que dos puntos determinan una
recta, extendemos demasiado el campo de nuestra obser-
vacién, que es bien limitado. Para Kant, este juicio de
universalidad y necesidad asoluta es un a priori, que exis-
te en nosotros independientemente de la observacién. Des-
pués de haberse familiarizado con las Geometrias no
euclidianas, nadie seguird afirmando aquellos axiomas
euclidianos con igual caricter de universalidad y de ne-
cesidad. En definitiva, sélo parece existir un juicio sinté-
tico a priori: la formacién del niimero natural.

La induccion en la generalizacién de los conceptos.

Supongamos adquirido el concepto del niimero natu-
ral. La Aritmética estudia las propiedades generales de to-
dos los niimeros, y la teoria de ntimeros investiga las pro-
piedades especiales de ciertas clases de nlimeros (pares, im-
pares, primos, compuestos, etc). Es decir, del conjunto
de los nimeros selecciona ciertas clases o conjuntos.

Pero 1z Aritmética no sélo deduce o selecciona, sino
que también induce, también amplia; del nliimero natural
pasa al nimero racional, nuevo ente que nace de la consi-
deracién de pares de enteros, y con los nuevos niimeros
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se organiza una rama de la Aritmética, que vuelve a am-
pliarse después agregando los niimeros irracionales y lue-
go los complejos.

La Aritmética se generaliza, y se pasa al Algebra; y la
sencilla correspondencia que di6 origen al nimero natu-
ral, se amplia y generaliza para formar el concepto de
funcién.

La Matematica amplia constantemente su campo, me-
diante generalizaciones, es decir, induce, y en esta induc-
cién reside su poder creador.

El método mas fecundo de creacién matematica es la
correspondencia entre dos clases, o simplemente entre dos
elementos. Un par de enteros engendra el nimero frac-
cionario; una correspondencia entre infinitos pares de nu-
meros racionales que cumplen ciertas condiciones, define
el nimero real; un par de niimeros reales cualesquiera de-
termina un nimero complejo; una correspondencia orde-
nada entre dos puntos define el vector; la proyectividad
entre dos series o haces engendra nuevos entes geométri-
cos, llamados ¢dnicas, conos, cuddricas aladeadas, etc.

La induccién completa.

En el capitulo primero hemos visto ejemplos en los que
se puso de manifiesto las falsas conclusiones a que podia
conducirnos en el campo de la Aritmética la induccién
efectuada a la manera de las ciencias naturales. Veamos
ahora un ejemplo geométrico analogo.

Una circunferencia divide al plano en dos regiones.

Dos circunferencias secantes dividen al plano en cuatro
regiones.

Tres circunferencias secantes entre si dos a dos, y no
concurrentes las tres en un mismo punto, dividen al plano
en ocho regiones.
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{En cuantas regiones r, quedara dividido el plano por
n circunferencias secantes entre si dos a dos, y tres a tres
no concurrentes?

Una induccién ligera nos conduciria a admitir la sen-
cilla ley ry = 2", que se cumple para los ejemplos ante-
riores. Sin embargo, comprobariamos inmediatamente que
ya deja de cumplirse para n =4, pues el niimero de re-
giones es 14, y no 16. Busquemos, pues, otra ley también
valida para n =4; por ejemplo:

t‘1=2
f2:2+2 =4
AR T R

ti=2+4+2+446=14,
y veamos si es cierta la ley general

th=24244+6+...4+2(n—1)=24n(n—1).

En cuantas figuras hagamos, que cumplan las condicio-
nes del enunciado, comprobaremos que la ley se verifica,
no sélo para los valores anteriores, sino también para
e A e

{Podemos, pues, afirmar que la ley es general, es decir,
valida para todo valor de n? Asi proceden los fisicos; la
ley seria considerada verdadera mientras no se encontrara
un caso que la desmintiera; en cambio, para los matema-
ticos 1a ley no es cierta hasta tanto no se prueba, con Ios
recursos de la légica, que ha de cumplirse siempre. Y he
aqui el recurso que se emplea en estos casos. Hemos com-
probado que la ley es cierta para n=1; tratemos de de-
mostrar ahora que st es cierta para un valor cualquiera
de n, tal como n =p, también es cierta para el valor si-
guiente n=p -+ 1.

En efecto: si p circunferencias han dividido al plano
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en 2-+p(p—1) regiones, una circunferencia nueva, que
las corte a todas en puntos distintos, tendrd con ellas
2p puntos de interseccién, que determinaran en dicha cir-
cunferencia 2p arcos. Cada uno de ellos divide en dos a
la regién que atraviesa, por tener sus extremos en el con-
torno (*); es decir, cada arco afiade una regién nueva.
- El nimero de regiones determinadas por p + 1 circunfe-
rencias es, pues, de 2+p(p—1)+2p=24+(p+1)p,
que coincide con el resultado de sustituir n por p+1 en
la férmula; luego ésta también es valida para n=p+1,
como queriamos demostrar,

OTRO EJEMPLO.—Supongamos demostrado en el tridngu-
lo que un lado es menor que la suma de los otros dos; y de-
mostremos ademas que si es cierta, para poligonos de n lados,
la propiedad de ser un lado menor que la suma de los demas,
también es cierta para los poligonos de n-1 lados. (La de-
mostracién es bien sencilla y la dejamos a cargo del lector;
basta que descomponga, mediante una diagonal, el poligono
de n-}-1 lados en un tridngulo que contenga al lado deseado
y un poligono de n lados y sume las desigualdades que resulta
de aplicar las hipGtesis anteriores a cada uno de ellos.) No ne-
cesitamos més para afirmar que la propiedad es completamente
general, es decit, vdlida para poligonos de cualquier ntimero
de lados.

Este principio 16gico, en virtud del cual es cierta una
propiedad para cualquier nimero n una vez que se ha
comprobado su certeza para un primer valor de n, y de-
mostrado que si es cierta para un valor cualquiera lo es
también para el siguiente, se llama en matematicas prin-
cipio de induccion completa, o también de recurrencia.

Tratemos de analizarlo un poco mis a fondo.
Las proposiciones matematicas son juicios de caracter uni-

(*) Admitimos por brevedad, como ya demostrada, la simple co-
nexién de estos recintos.
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versal, es decir, de la forma: Todo X es Y, donde entendemos
por X cualquier ente que cumpla las condiciones de la hipé-
tesis, y por Y cualquier ente que cumpla las de la tesis. El
teorema expresa que la clase de los entes X esta incluida en la
de los entes Y.

Ahora bien; esto lo podemos demostrar de dos modos:

1.> Comparando las extensiones, es decir, demostrando
que todo ente X pertenece a la clase Y.

2.° Comparando las comprensiones, es decir, demostrando
que las condiciones o cualidades que definen los entes Y son
consecuencia o estin contenidas en las que definen los entes X.

Este segundo modo, esencialmente deductivo, suele ser el
usual, ya que, como hemos dicho, los conceptos matematicos
se definen usualmente por clasificaciéon y no por extension.

El primero modo encierra una dificultad grave, y es la com-
paracion de extensiones de conjuntos iufinitos. Sin embargo,
cuando la clase de entes X puede descomponerse en un con-
junto numerable de clases parciales Cy, C,, ... Cg, ... (es decir, de
tal modo, que todo ente X pertenezca a una y sélo una de
ellas), la demostracién de que todo ente de la clase X perte-
nece a Y, se reduce a probar que:

I.—La clase C; pertenece a Y; y
II.—Si C; pertenece a Y, también Cgy.y pertenece a Y.

En efecto, X pertenece, en virtud de lo dicho, a una de las
clases C, por ejemplo, a C,; y podemos establecer la siguiente
cadena de silogismos: Cy pertenece a Y (en virtud de I); si Cy
pertenece a Y, C, también (en virtud de II); luego C, perte-
nece a Y; si Cy pertenece a Y, Cg también (en virtud de II);
luego Cg pertenece a Y; y asi sucesivamente. jQué admitimos
cuando afirmamos que la propiedad es cierta para C, y, por tan-
to, para X? La posibilidad de llegar a la clase C, por aplicacién
reiterada de esta cadena de silogismos. En la afirmacidén de esta
potencia de nuestro espiritu radica la fuerza del razonamiento
por induccién completa, y vemos que este principio estd inva-
riablemente ligado al concepto de la serie natural de los nimeros.

EJEMPLO 1.—Todas las figuras formadas por n circunferencias
secantes que cumplan las condiciones indicadas en el ejemplo anterior
constituyen la clase X, descomponible en clases parciales C;, Cy, ...,

8
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caracterizada cada una de ellas por el nimero de circunferencias. La
clase Y es mas amplia; abarca todos los conjuntos de n lineas que di-
viden al plano en 2 4+ n (n—1) regiones. Ficil es ver como la de-
mostracion del ejemplo 1.° encaja perfectamente denetro del esquema
general que acabamos de establecer. .

EJEMPLO 2.°—Todos los poligonos constituyen una clase descom-
ponible en un conjunto numerable de clases parciales: tridngulos, cua-
Crildteros, pentdgonos, ..., a las cuales es aplicable el proceso de in-
duccién completa. La clase X estdi formada en el ejemplo de los poli-
gonos antes indicado, por los poligonos rectilineos, y la clase Y por
la mis amplia de todos los poligonos, rectilineos o no, en los cuales
un lado es menor que la suma de los demis. A

EJEMPLO 3.°—Los polinomios enteros se clasifican segin el grado,
y tenemos asi una ordenacién de clases que permite la aplicacién del
principio de induccién completa. Demuestre el lector, como ejercicio,
la descomposicién factorial de un polinomio de grado n, que se anula
para n valores distintos de la variable, por el proceso recurrente, y se
dard cuenta de que las demostraciones corrientes utilizan también en
¢l fondo el principio de induccién, aunque de modo solapado.

EJEMPLO 4.°—Repisese en cualquier libro elemental la demostra-
cion de la féormula del binomio. Si no se ha establecido antes la teoria
combinatoria, la demostracién de tal férmula viene dada invariable-
mente por induccién completa.

EJEMPLO 5.°—Véase en «Curso ciclico de Matemaiticas», tomo I,
Rey Pastor, la teoria de determinantes expuesta por el método de re-
currencia o induccién.
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§ 3.—EL RIGOR Y LOS PARALOGISMOS
MATEMATICOS.

Evolucién del rigor.

La necesidad del rigor matemdtico se ha desarrollado
paulatinamente, después del retroceso sufrido durante la
Edad Media, en la cual se pierden las demostraciones de
los griegos y las proposiciones matemadticas se ensefian
dogmaticamente llenas de errores y oscuridades. En pleno
siglo XVII la oscuridad persiste; las obras de Descartes es-
tan llenas de errores y afirmaciones atrevidas y los co-
mienzos del Calculo infinitesimal se caracterizan por su
falta de rigor. Asi, por ejemplo, se obtiene el volumen
de la esfera mediante la suma de infinitas pirdmides de
base regular, olvidando que no existen poliedros regula-
res con mas de veinte caras.

Este periodo de desarrollo de la Matematica esta carac-
terizado por la frase de d’Alembert: «Allez en avant, et
la foi vous viendra.»

La obra critica del siglo XIX sometié a profunda revi-
sién tanto la matemadtica de los griegos como la posterior
al renacimiento, y hace resplandecer la luz donde antes
reinaba la oscuridad y confusién.

Alcanzado ya un rigor que muchos consideran abso-
luto, resulta, como dice Couturat, que «la reputacién de
rigor de que ha gozado la Geometria de Euclides era com-
pletamente usurpada, pues estd muy lejos de ser el tipo
perfecto de rigor 1égico».

El rigor ha llegado a extremos tales que muchos ma-
tematicos lo consideran excesivo, al menos desde el pun-
to de vista didactico; tal, por ejemplo, Hermite cuando
decia: «Bacon ha dicho que la admiracidén es el principio
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del saber, y esto es exacto sobre todo en nuestra ciencia;
yo me atreveria a desear que se conceda en los estudios
mayor importancia a las cosas simples y bellas que al
extremo rigor, hoy tan en boga, pero tan poco atrayente
para los principiantes que no pueden comprender su in-
terés.»

Los paralogismos.

Se impone, pues, una dualidad de procedimiento para
la construccién de la Ciencia y para su enseflanza; la de-
duccién matematica tiene la fuerza apodictica que le han
concedido los filésofos de todos los tiempos, siempre y
cuando sea rigurosa. Demostraciones no rigurosas pueden
darse tantas como se quiera de toda propiedad falsa.
Cuando bajo la apariencia de una deduccion rigurosa que
conserva la forma silogistica, se falta a alguno de los prin-
cipios logicos, se llega pronto a la contradiccién, y aun
no llegando a ella todo lo deducido carecerd de solidez.

Los tratados de todos los tiempos estan llenos de seu-
dodemostraciones para probar resultados.que son ciertos,
es decir, a los cuales se hubiera podido llegar rigurosa-
mente. Ahora bien; con tales demostraciones @ peu pres
se puede demostrar igualmente cualquier propiedad por
absurda que sea, lo que prueba la inconsistencia del razo-
namiento.

Vamos a examinar algunos tipos de paralogismos ma-
temadticos, es decir, de falsas demostraciones que conducen
a conclusiones claramente absurdas. Caracteriza a tales de-
mostraciones el hecho de ser mas claro lo absurdo de la
conclusién que la defectuosidad del razonamiento, de tal
modo que esta imperfeccién pasaria facilmente inadver-
tida si no fuera por la sorpresa que causa el resultado.

No pretendemos agotar todos los tipos posibles, pues
asi como la verdad es unica la falsedad es infinita.
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Paralogismos intuitivos.

La intuicién y la experiencia, tnicas fuentes de cono-
cimientos en la nifiez, son ya insuficientes para los espi-
ritus razonadores. La experiencia con sus imperfecciones
y la intuicién con sus espejismos nos engafian y nos con-
ducen con frecuencia a conclusiones erréneas. En el § 3.°
hemos visto significativos ejemplos de ello.

He aqui una demostracién intuitiva del Teorema de Pitigo-
ras: Sea un tridngulo rectingulo de catetos a y b. Construya-
mos un cuadrado de lado a-}b. Recortando de este cuadrado

cuatro tridngulos iguales al dado en la posicién que indica la
figura 1.* quedan, como se ve, dos ¢uadrados de lados a y b.
Si los recortamos en la forma que indica la figura 2.* se ve
ignalmente que queda un cuadrado de lado igual a la hipote-
nusa. Este Gltimo cuadrado es, pues, equivalente a la suma de
los primeros. El resultado es efectivamente cierto; pero del mis-
mo modo podriamos afirmar, por que se ve, que el cuadrado
de 64 cuadros de la figura 1.* de la pigina 21 es equivalente al
rectingulo de 65 cuadros de la figura 2.* de la misma péagina.

No basta, pues, ver, es preciso razonar, y asi como un ade-
cuado razonamiento nos hizo ver en el § 3.° que el aparente
ajuste de los trapecios de esta ultima figura era falso, asi tam-
bién es preciso acudir al razonamiento para probar aqui la exac-
titud de la descomposicién que demuestra el teorema de Pitigo-
ras del modo indicado. Y, en efecto, los trozos sobrantes en la
figuras 1.* y 2. son cuadrados, ya que tienen los cuatro lados
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iguales y un dngulo recto, por ser ambos casos suplementatios
de la suma de dos complemenarios entre si.

Paralogismos grificos.

La Geometria suele apoyar sus demostraciones en la
guia de una figura que permite fijar las ideas y designar
por letras sus diversos elementos a fin de abreviar las re-
ferencias a los mismos, evitando de esta manera el vio-
lento esfuerzo de memoria y abstraccidn que exige la
Geometria sin figuras; pero las demostraciones no seran
rigurosas ni, por tanto, admisibles sino a condicién de
no apoyarse en las relaciones geométricas que aparecen en
la figura sin haber demostrado previamente que tales re-
laciones deben presentarse en cualquier otro caso como
consecuencia obligada de las hipdtesis.

Poincaré ha expresado esta idea con frase profunda, di-
ciendo: «La Geometria es el arte de razonar bien sobre
figuras mal hechas.»

No quiere esto decir en modo alguno que en la ense-
fianza deba utilizarse figuras imperfectas y confusas, sino
todo lo contrario; pero para lograr la pureza del razona-
miento riguroso son preferibles los esquemas a las figu-
ras bien construidas, y esto por la razdn siguiente: En
las figuras correctamente dibujadas con regla y compis
no aparecen, en efecto, relaciones absurdas, pero si apare-
cen, en cambio, relaciones particulares debidas acaso a la
especial disposicién o dimensiones de los datos y no a la
hipétesis geométrica establecida.

Empecemos por un ejemplo trivial.
La figura representa dos circunferen

A
cias secantes, y trazadas las tangentes
{’} : AO y AO’ y anidlogamente BO y
(6 B’ resulta: 1.°, por ser OA y OB
B radios, la igualdad de las dos tangentes

a una circunferencia por un mismo
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punto. Resulta ademds: 2.°, por ser O A perpendicular a O’ A,
ya que una es radio y otra es tangente, la igualdad

002=0A210 A2

Es decir, el cuadrado de la distancia entre los centros de dos
circunferencias secantes es igual a la suma de los cuadrados de
los radios.

El lector habri notado seguramente la inconsistencia de estas
deducciones apoyadas en una posicién muy particular de las cir-
cunferencias secantes, pues en general la tangente a cada una
en uno de los puntos comunes no pasa por el centro de la otra.
La segunda propiedad es, en efecto, falsa excepto en el caso
particular representado en la figura (pues bien sabido es que la
tinica condicién para que dos circunferencias sean secantes es
que la distancia entre los centros esté comprendida entre la suma
v la diferencia de los radios sin necesidad de satisfacer a 1a igual-
dad anterior). Y, sin embargo, a pesar del falso punto de par-
tida de la primera propiedad deducida es completamente ge-
neral.

He aqui, pues, un grave caso de paralogismo a que nos ha
conducido una figura perfectamente dibujada. En cambio, si
hubiéramos trazado un simple esquema a mano alzada, antes
de asegurar que el punto de interseccién de las dos tangentes a
una circunferencia es el centro de la otra, habriamos analizado
si tal debe suceder como forzada consecuencia de ser secantes
ambas circunferencias, y al no encontrar razdén alguna para
asegurarlo no nos habriamos apoyado en tan especial circuns-
tancia.

Al lado de los paralogismos derivados de la particular
posicién en una figura correcta se presentan, en cierto
modo como contrapuestos, los paralogismos grificos de-
rivados de figuras esquemadticas, cuando éstas no se some-
ten al andlisis 16gico a que antes hemos aludido.

La figura representa dos circunferencias secantes trazadas a
mano alzada, en las cuales se han obtenido los puntos M y N
diametralmente opuestos del A de interseccién, en cada una de
ellas. La recta M N corta a una y otra en sendos puntos P y Q.
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Ahora bien; el dngulo AP M es recto por estar inscrito en una
semicircunferencia, y lo mismo le
acontece al AQN, de donde resulta la
existencia de dos perpendiculares a la
recta M N por el mismo punto A.
;Cual debe ser, por consiguiente, el
trazado correcto de la recta M N? Fi-
g cil es ver que M B y N B deben estar
alineados por ser ambos perpendicu-
lares a 1a recta AB en el punto B; y
como por M y N no puede pasar mas que una recta serd preci-
samente M B N.

Critica de las demostraciones corrientes.

El peligro de falsa induccién que nos ha conducido a
conclusiones absurdas es muy dificil de eliminar en ab-
soluto cuando las demostraciones se apoyan en figuras,
pues el andlisis riguroso cuya necesidad hemos preconi-
zado resulta extraordinariamente complicado para ser
completo. Aun en las demostraciones mas perfectas de
los tratados geométricos que gozan de justa fama es fa-
cil encontrar peticiones de principio por utilizar ticita-
mente ciertas relaciones sin otro justificante que el de
verse en la figura.

Un ejemplo instructivo de este tipo de demostraciones en
que implicitamente se admiten multitud de relaciones intuitivas
por que se ven en la figura, es la clisica demostracidén del teo-
rema siguiente. «Toda linea poligonal convexa es menor que
toda linea poligonal que envuelve la primera y que tiene las
mismas extremidades®> (Rouché Comberouse, traduccién espa-
fiola de Portuondo).

Ante todo seria preciso (y no todos lo hacen) definir pre-
viamente la convexidad y lo que debe entenderse por envolver
una linea a otra; pero aun cumplidos estos dos requisitos in-
dispensables, la demostracién usual admite:

1.° Que cada lado de linea envuelta corta a la envolvente
en un solo punto situado en una cierta prolongacién de dicho
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lado, segin el sentido que se haya establecido previamente en
ella, sentido que igualmente hace falta definir.

2.° Que los trozos de envolvente determinados por estos
puntos no tienen partes comunes.

3.° Que los segmentos que aparecen en la demostracidén
como prolongaciones de los lados de la envuelta figuran una
sola vez entre los primeros miembros y una sola vez entre los
segundos miembros de las deseigualdades establecidas, circuns-
tancia que permite su eliminacidn.

Ejemplo de demostracién menos imperfecta, que puede ser-
vir de prototipo de las demostraciones mais rigurosas en los
libros corrientes de Geometria, es la que sigue: Para demostrar
que la paralela media de un trapecio.
es igual a la semisuma de las bases,"
se traza una diagonal que la divide,
como se ve en la figura, en suma de
dos segmentos, cada uno de los cuales,
en virtud de un teorema anterior, es
igual a la mitad de una de las bases.
Tanto en esta demostracién como en otras relativas a los cua-
drilateros, se admite que cada diagonal es interior y lo divide
en dos tridngulos, propiedad que sélo es cierta en los cuadrild-
teros convexos y que, por tanto, no deberd utilizarse sin haber
demostrado previamente la convexidad del trapecio o cuadri-
litero considerado.

Por banales que parezcan estos escriipulos de rigor son
indispensables para una construccién completamente ri-
gurosa de la Geometria, pues descuidos andlogos pueden
conducir a conclusiones absurdas.

He aqui, por ejemplo, la construccién siguiente: Sobre un
segmento A B levantamos el seg-
mento perpendicular A A’ y el obli-
cuo B B’ de igual longitud. Las me-
diatrices de los lados AB y A’ B
parecen encontrarse en un punto
interior O, que, unido con AA’ y
con BB/, determina dos tridngulos
OAA’ y OBPB'. Estos tridngulos
son iguales por tener OA=0B
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por estar O en la mediatiiz de AB; O A’ = O B’ por aniloga
razén, y, por ultimo, A A’ = B B’ por construccién. Por con-
siguiente, son iguales los dngulos sefialados con un solo arco,
y como también lo son los dngulos marcados con doble arco
por ser angulos basicos del triangulo isésceles A O B, sumando
resulta A’ AB= B’ BA contra la hipdtesis.

. Sin duda el lector atribuird con razén el absurdo al hecho de
haber admitido la posicién interior del punto de interseccidén de
las dos mediatrices. Se impone, pues, un analisis 1égico de dicha
posicién que efectuamos enseguida.

Paralogismos de enumeracion incompleta.

Para demostrar del modo mas general algunas propo-
siciones matemdticas que no es posible abarcar con un
solo razonamiento en toda su integridad, es forzoso di-
vidir la dificultad en casos; mas para que la conclusién
sea siempre valida serd indispensable que la enumeracién
de dichos casos sea completa, pues la omisién de alguno
de los casos posibles puede conducir a paralogismos.

EJEMPLO 1.—He aqui cémo puede continuarse el paralo-
gismo anterior, en el que hemos supuesto que las dos media-
trices se cortan en el interior del cuadrilitero A A’ B’ B: Si las
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mediatrices se cortan en la recta A” B’ (punto medio) (figura o)
o mas arriba atin (figura B), la demostracién se completa de la
misma manera; el punto O de interseccién equidistard de A B
y de A’ B/, de modo que los tridngulos AO A’ y BO B’ serin
iguales y, por tanto, los dngulos marcados con simple trazo; y
como también siguen siendo iguales los dngulos marcados con
doble trazo, serin también iguales los dngulos suma A’AB y
ABBE.

Si las mediatrices se cortaran en el punte medio de A B (figu-
ra v), de la igualdad de los tridngulos A”O A y B’O B resul-
taria sin mas la de los 4ngulos mencionados. Y, por fin, si las
mediatrices se cortaran por debajo de A B, resultaria la igual-
dad de los 4ngulos A’ A By A BB’ por diferencia entre los in-
gulos marcados con simple trazo y los marcados con doble
trazo.

Completado asi aparentemente el sofisma, parece como si en
todo caso el dngulo que forma la perpendicular A A’ con la base
fuera igual al dngulo que forma la oblicna B B’.

Sin embargo, un anélisis mis profundo de la cuestién mues-
tra que las dos mediatrices se cortan del lado de la recta BB’
en que no estd situado el cuadrilitero
A A’ B’ B; de tal modo que los dngulos
con simple y doble trazo, en lugar de su-
marse o restarse en uno y otro lado, se
suman en UnNo y restan en Otro; Yy por
esta razon no hay contradiccién en que la
suma no sea igual a la resta. El paralogis-
mo ha sido, pues, debido a una enume-
racién incompleta de casos posibles en el
esquema, considerando tan sélo el conjun-
to de casos absurdos y olvidando el Ginico
caso cierto y real.

EJEMPLO 2.°—Otro paralogismo que puede clasificarse en-
tre los de enumeracién incompleta es el siguiente: Sea A BC un
trizngulo cualquiera. Si la bisectriz del idngulo B fuera perpen-
dicular al lado AC, el tridngulo seria simétrico respecto de di-
cha perpendicular, y, por tanto, isdsceles.

Si la bisectriz del 4ngulo B no es parpendicular al lado AC,
cortard a la mediatriz D] de este lado, ya que estas dos rectas
no seran paralelas. Tracemos desde el punto I de interseccién
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las perpendiculares I E ¢ I F a los lados AB y BC, asi como las
rectas / A e I C que unen dicho punto con los vértices A y C.
Tanto si el punto [ es interior al tridngulo (figura @) como si
es exterior (figuras b, ¢ y d), tenemos [E=IF, BE=BF
por la simetria de los tridngulos I BE e I BF respecto de la bi-
sectriz BIl; ademis, I/ A=1C, por pertenecer I a la media-
triz D I. Los dos tridngulos rectingulos AIE, CIF son, pues,

B

iguales por tener las hipotenusas iguales Al =1C, asi como
los catetos [ E = I F, de donde resulta la igualdad de los otros
dos catetos AE = F C, igualdad que, combinada por suma en
el primero y segundo caso (figuras a, b) y por resta en el ter-
cero y cuarto (figuras ¢ y d) con la ya establecida BE = BF,
da la igualdad de los lados A B= BC. Es decir, que en estos
casos también es el tridngulo isdsceles. Por tltimo, si I coincide
con B, la mediatriz DI seria altura, y si coincide I con D, la
bisectriz B seria también mediana y en ambos casos el trian-

gulo igualmente isésceles. La consecuencia absurda es, pues, la-

siguiente: Todo tridngulo es isdsceles.

Aun cuando parecen haberse agotado todas las hipétesis po-
sibles capaces de introducir una variante en la demostracién, es
lo cierto que se ha omitido el dnico caso posible acerca de la
posicién del punto de interseccién I. A saber: aquel en que [
esté en el trozo de mediatriz limitado por las dos perpendicu-
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lates AM y CN a los lados BA y BC del tridngulo dadf). .En
estas condiciones, que como veremos en seguida son las Gnicas
posibles, la perpendicular [ F corta a un lado BC en un pun-
to F interior a dicho lado y al otro BA en un punto E de su
prolongacion, Je manera que subsistiendo la igualdad de todos

los tridngulos y segmentos mencionados BE =BF, AE=CF,
la diferencia entre BE— AE = AB no es igual a la suma
BF+ CF=BC.

Para probar, a priori, que este es el tinico caso posible basta
considerar la circunferencia circunscrita al triangulo. Por el
punto medio del arco A C ha de pasar la bisectriz del dngulo B
que abarca dicho arco, y también por dicho punto pasa la me-
diatriz DI de la cuerda AC. El punto I de interseccién de la
bisectriz y mediatriz utilizadas es, pues, el punto medio del
arco A C exterior al tridngulo. Los dngulos BCI y BAI son,
pues, suplementarios (como inscritos que abarcan arcos que su-
man toda la circunferencia), es decir, si el dngulo en A es, por
ejemplo, agudo, el dngulo en C es obtuso, lo que prueba que
una de las proyecciones serd interior 2l lado BC, mientras la
otra, E, serd exterior a AB.

Paralogismos de extrapolacion.

Uno de los tipos mas frecuentes de seudodemostracio-
nes que se presentan, aun en libros que gozan de gran
circulacién, son aquellas en las que se extrapola, es decir,
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se da una extension falsa o indebida al contenido de la
hipétesis o a la aplicacién de la tesis de un teorema.

Muchas veces hemos visto en libros corrientes de Arit-
mética aplicar como ciertas las propiedades de la suma
multiplicacién, etc., para numeros fraccionarios o incon-
mensurables, cuando sélo se han demostrado para niime-
ros enteros, es decir, extrapolando en los enunciados de
dichas propiedades el valor de las palabras numero, suma,
producto, etc., sin mas fundamento que el hecho de haber
conservado los nombres para los nuevos entes y opera-
ciones, cuando lo que procede precisamente es justificar
el derecho a conservar estos nombres demostrando la con-
servacion de las propiedades.

Para entretenimiento y ejemplo del lector exponemos
a continuacién algunos paralogismos fundados en extra-
polaciones faciles de descubrir.

EJEMPLO 1.°—Segtin se sabe no existe ningin nimero real
que, elevado al cuadrado, dé un resultado negativo, como por
ejemplo — 9. Sin embargo, la siguiente serie de igualdades pa-
rece demostrar que los dos valores 43 y —3 pueden tomarse
como raices cuadradas de — 9.

V—9=y(—92=y/s1=x3.

La transformacién se funda en el conocido teorema que per-
mite maultiplicar el indice de un radical y el exponente de la
cantidad subradical por un mismo factor; pero su aplicacién es
indebida, pues todo el cdlculo con radicales es sélo vilido en
tanto se consideran los valores absolutos o aritméticos de los
mismos, es decir, sus determinaciones positivas, cuando existan.
Advertencia esencialisima que falta o no se destaca con suficien-
te vigor en muchos libros.

EJEMPLO 2.°—Otro ejemplo algebraico: Sea a distinto de
b, y llamemos c a su suma, es decir,

a+b=c;
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multiplicando los dos miembros por a se obtiene
aa-t+ba=ca,
y multiplicando analogamente por b
ab-+bb=ch,
y restando estas dos igualdades miembro a miembro,
aa-t+ba—ab—bb=ca—cb,
transponiendo y sacando factor comin

aa+ba—ca=ab-+bb—cb;
a(a+b—c)=b(a+b—c) :

de donde a = b contra la hipdtesis.

{En qué consiste la paradoja? En haber dividido los dos
miembros de la dltima igualdad por la expresién a—4b—-¢
que es nula, extrapolando asi el teorema que permite dividir
los dos miembros de una igualdad por un mismo nimero.

EJEMPLO 3.°—Un ejemplo geométrico. Sea ABC un tri-
angulo escaleno y tracemos el circulo circunscrito. Unamos los
tres vértices con el punto medio M del arco BC limitado por
uno de los lados.

Se han formado asi dos mangulos MBA y MCA, que son
iguales por tener M A comiun, MB= MC, y ‘
los angulos BA M y M A C iguales por abar- A
car arcos iguales. De la igualdad de dichos
tridngulos resulta la de los lados ABy AC,
es decir, el tridngulo escaleno es isdsceles.

La explicacion es sencilla: los dos tridn-
gulos considerados tienen, en efecto, iguales
dos lados y un 4ngulo, pero éste se opone a B
uno de los lados, precisamente el menor, y M
sabido es que en este caso hay dos tridngulos
que tienen los mismos elementos mencionados. La extrapolacién
ba consistido en extender el caricter de unicidad del tridngulo
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correspondiente a los restantes casos de igualdad a este caso am-
biguo.

OTROS EJEMPLOS.—A idéntico tipo de paralogismos de ex-
trapolacién corresponden las paradojas en las que se maneja in-
debidamente el concepto de limite, o se opera con el simbolo
(infinito) como si se tratara de un nimero. Analoga es tam-
'bién la conocida paradoja de «Aquiles y la tortuga» que se
funda en aplicar a un crecimiento indefinido el caricter del cre-
cimiento infinito.

Paralogismos de peticién de principio.

Analogo al error de extrapolacién es el defecto de pe-
ticién de principio; no es que se aplique indebidamente
una propiedad demostrada, pero se introduce en el razo-
namiento una propiedad no demostrada. Si esta propie-
dad por anadidura es falsa, el razonamiento puede dar
lugar a conclusiones falsas.

Los razonamientos hechos anteriormente en los para-
logismos graficos y de enumeracién incompleta contienen
en rigor peticiones de principio al suponer la figura en
una cierta disposicién y no efectuar cuidadosamente la
discusién de planteamiento que tanto ponderamos en el
§ 9.°, lo mismo para la resolucién de problemas que para
la demostracién de teoremas. 3

EJEMPLO 1.°—Véase el ejemplo final del § 5.°

EJEMPLO 2.°—Conocida es la anécdota del principe orien-
tal, al cual pidi6 el inventor del ajedrez como recompensa por
su invento tantos granos de trigo como se obtuvieran poniendo
uno en la primera casilla, dos en la segunda, cuatro en la ter-
cera, y asi sucesivamente en progresion geométrica hasta agotar
todas las casillas del tablero, condicién que fué aceptada por el
principe. Resuelto el problema, termina la anécdota, ponde-
rando la magnitud de la suma que resulta y la imposibilidad de
cumplir la oferta ni aun con el trigo de la Tierra entera en mu-
chos afios.
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Pues bien; a esta anécdota se agregd posteriormente con sin-
gular ingenio la continuacién siguiente: Apurado el principe
por la magnitud del compromiso contraido, ante el cual sus
propios contables fueron los primeros sorprendidos, hizo lla-
mar a un oscuro matematico de sus dominios y le pidié le
librara de tal agobio. Llamé éste al codicioso inventor y le
propuso pagarle, no ya lo convenido, sino lo que resultara
afiadiendo més y mas casillas, sin fin; y aceptado que fué por
el inventor el trato, le hizo el cilculo siguiente:

Te debo
§=1424+4+48+4...=14+2(142+44...):

es decir,

S=1+4128S;
de donde

S=—1;

dime, pues, un grano de trigo, y... en paz.
Diga el lector, como ejercicio, dénde esta la peticién de prin-
cipio, o la extrapolacién.
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§ 4.°—].0S PARALOGISMOS DE RAZONAMIENTO.

Errores de indole exclusivamente 1dgica.

Los paralogismos estudiados en los parrafos anteriores
tienen, como se habrd observado, origenes muy diversos;
unos proceden de sustituir el razonamiento por induccio-
nes apoyadas en figuras ya dibujadas, ya imaginadas (pa-
ralogismos graficos e intuitivos) ; otros nacen de la pre-
visién incompleta de las diversas posibilidades compati-
bles con las hipdtesis (paralogismos de enumeracidén in-
completa) ; otros, por fin, provienen de atribuir una ex-
cesiva amplitud a propiedades previamente establecidas,
convirtiéndolas en premisas falsas (paralogismos de extra-
polacién), o a admitir implicitamente en el razonamien-
to propiedades también falsas (peticiéon de principio).

Cabe, sin embargo, que, a pesar de eliminar el peligro
del graficismo y de la intuicién, y a pesar de apoyarnos
en premisas rigurosas y bien previstas, las conclusiones
no lo sean por aplicar indebidamente algunos de los prin-
cipios 16gicos del razonamiento. De esta clase de paralo-
gismos vamos a ocuparnos, estudiando algunos de los
tipos mas frecuentes.

Imprecision de los términos.

Condicién previa de todo razonamiento matemaético es
la claridad y precisién de los términos. La intromisién
de palabras del lenguaje vulgar en sustitucién de los tér-
minos que tienen significado netamente definido puede
conducir a conclusiones erréneas.
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EJEMPLO.—He aqui dos proposiciones verdaderas:

Directa: Si a=b es siempre ab = be. :

Contraria: Si a3 b no es siempre ab=b* (por ej. 2R
Siendo ciertas las proposiciones directa y contraria serd tam-

bién cierta la reciproca, en virtud del principio de contradic-
cién; es decir, parece deducirse:

Stempre que ab=Db% es a=D,

lo cual es falso, comoilo prueba la igualdad 2% =42,

iA qué se debe la paradoja? A la introduccion inoportuna
de la palabra siempre.

En efecto; si ésta significa incondicionalmente, es decir, que
la igualdad ab = b? es identidad, el enunciado es ya en si con-
tradictorio, puesto que la hipdtesis establece una condicién en-
tre a y b; y entonces el reciproco bien enunciado: <Si es incon-
dicionalmente (idénticamente) ab= b®, se verifica a= b», es
igualmente absurdo.

En cambio, si la palabra siempre del directo pretende signifi-
car: «Siempre que a = b, es ab = b®», entonces constituye una
redundancia innecesaria, y el contrario ya no seria el escrito.
sino este otro, que es falso: «Siempre que a & b, es ab F b*.

En los razonamientos y enunciados matematicos con-
viene, pues, evitar, aun cuando las consecuencias no sean
siempre tan graves, la intromisién de giros y términos de
lenguaje vulgar, que carecen de significado matemético
preciso, como son: cast, en general, frecuentemente, mu-
chos, pocos, grande, pequefio, etc.

En cambio hay expresiones de lenguaje que tienen un
sentido matematico bien determinado y que no hay in-
conveniente alguno en emplear, siempre y cuando se les
aplique en su sentido estricto. Asi, por ejemplo, los tér-
minos tan usuales «de donde», «luego», «por consiguien-
te», «por ende», «por tanto», etc., significan «lo que si-
gue es consecuencia de lo anterior». Andlogamente, las
frases «puesto quey, «en virtud de», «por ser», etc., sig-
nifican solamente que lo que precede es consecuencia de lo
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que sigue. Por ultimo, los términos, «es decir», <o lo que
es lo mismo», «o sea» indican que lo que precede es con-
secuencia de lo que sigue, y reciprocamente, es decir, la
equivalencia de entrambos juicios.

_ Entre los términos vulgares que tienen significacion légica
precisa, y que sin embargo pueden dar lugar a paralogismos en
cuanto se les da otro valor que el estrictamente 16gico, figuran
las palabras necesario y suficiente.

Decir que una condicién A es necesaria para que se cumpla B
es afirmar que: Si se verifica B se verifica A (necesariamente).
Decir que A es condicién suficiente para que se cumpla B es
afirmar que: St se verifica A se verifica B. Si se olvida este sig-
nificado estricto surgen paradojas.

Por ejemplo: Son ciertas las proposiciones

DIRECTA.—Si dos circunferencias' coinciden tienen cuatro
puntos comunes.

RECIPROCA.—Si dos circunferencias tienen cuatro puntos
comunes coinciden.

Y resulta como consecuencia 16gica irrebatible:

Es condicién necesaria y suficiente para que dos circunferen-
ctas coincidan que tengan cuatro puntos comunes.

Pero esto parece en flagrante contradiccién con lo que nos
ensefia la Geometria: «La condicidn necesaria y suficiente para
que dos circunferencias coincidan es que tengan tres puntos co-
munes», pues si bastan tres, no parecen necesarios cuatro.

Y es que cuando en matemiticas se habla de LA condicién
necesaria y suficiente se suele entender por tal una condicién
necesaria y suficiente minima segiin se vid en la pigina 46 (*).

(*) Para evitar los errotes y paradojas a que conducen por su
falta de precisién los términos del lenguaje ordinario en las disqui-
siciones cientificas, los matematicos y filésofos han intentado la sus-
titucién del lenguaje en los razonamientos de caricter 16gico por un
simbolismo adecuado (ideologia I8gica) que permite expresar cualquier
relacién légica mediante combinacién de ciertos simbolos fundamenta-
les de propiedades bien definidas. El intento, iniciado en Leibniz (al-
rededor de 1700), como una vaga aspiracién, culmina en Peano y su
escuela, a fines del pasado siglo, con una realidad concreta. Véase, por
ejemplo, La Légica deductiva, de Padoa, discipulo de Peano.
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Confusion entre directo y reciproco.

No es raro encontrar tratadistas que para demostrar la
verdad de una proposicién P creen suficiente deducir de
ella otra verdadera Q. Ficil es ver la aberracién que un
tal procedimiento supone.

Decir que de la proposiciéon P se deduce la Q es afir-
mar que

Si es cierta P, es cierta Q ; [1]

pero esto no equivale a afirmar el reciproco
Si es cierta Q, es cierta P, [2]

que es justamente en lo que se apoyan.

EJEMPLO 1.—Tal modo de razonar nos conduciria a ad-
mitir como cierta la igualdad — 1 =1, puesto que de eila
se deduce elevando al cuadrado la igualdad cierta 1 = 1.

EJEMPLO 2.°—Advertido de esta falsedad, el lector hallard
sin duda donde radica el paralogismo en esta conocida demos-
tracién:

16 —36=25—45;

es decir,

9 9
- SN, B RSy TS Rl A
4 3 5 5 2

de donde
9 9 \2 9 9 \2
AT (_) TR L (_)
2-4 2 - 5 5 2.5 2+ 2

es decir,

de donde
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También es muy frecuente afirmar que una conclu-
sion Q es falsa por deducirse de una proposicidn falsa P.
Este paralogismo, con ser de apariencia distinta, es en rea-
lidad equivalente al anterior. En efecto: de P se deduce Q;
es decir,

Si es cierta P, es cierta Q ; [1]

pero esto no equivale a afirmar el contrario:

Si es falso P, es falso Q. [3]

El paralogismo anterior consistia en confundir el di-
recto [1] con el reciproco [2]; éste consiste en confun-
dir el directo y el contrario [3]. Como [2] y [3] son
equivalentes, los paralogismos son en el fondo idénticos.

Admision de reciproco o de contrario.

Acontece con frecuencia que se da implicitamente por
cierto el reciproco o el contrario con solo haber demostra-
do el directo, pudiendo llegarse asi a conclusiones erréneas.

EJEMPLO 1.°— Si después de haber demostrado que todo
punto de la mediatriz de un segmento equidista de sus extremos
afirmamos a continuacién que un punto estd en la mediatriz
por equidistar de los extremos del segmento (o bien que por no
estar en la mediatriz dista desigualmente de sus extremos), co-
metemos el paralogismo aludido sin llegar, sin embargo, a nin-
gun resultado absurdo.

EJEMPLO 2.°—Pero si andlogamente después de haber de-
mostrado que en todo tridngulo un lado es menor que la suma
de los otros dos, afirmamos que con tres segmentos se puede
construir un tridngulo por ser uno de ellos menor que la suma
de los otros dos incurrimos en el mismo paralogismo con una
conclusién evidentemente falsa. Sabido es, en efecto, que para
la posibilidad de la construccién hace falta, ademas, que dicho
segmento sea mayor que la diferencia de los otros dos (o bien
que cada uno de los tres segmentos sea menor que la suma de
los restantes).




ERRORES LOGICOS 135

Confusion de contrario o reciproco con el contrarreci-
proco.

Para demostrar que una condicién es necesaria y sufi-
ciente hemos visto (cap. I, § 6.°) que es preciso demos-
trar dos teoremas, contrarios entre si o reciprocos entre si.
He aqui dos ejemplos que sometemos al analisis del lector:

EJEMPLO 1.—Veamos los dos siguientes teoremas:

Primer teorema: <Si dos lados de un tridngulo son desiguales,
la bisectriz que concurre en el mismo vértice no es mediana.»

En efecto, seglin una propiedad bien conocida de la bisectriz,
ésta corta al lado opuesto en un punto que le divide en partes
proporcionales a los lados concurrentes, y como éstos no son
iguales, aquél no es el punto medio.

Segundo teorema: «Si una bisectriz de un tridngulo es tam-
bién mediana, el tridngulo tiene iguales los dos lados que con-
curren con aquélla.»

En efecto, trazando la circunferencia circunscrita al tridngu-
lo, la bisectriz en cuestién tendria que pasar el punto medio
del lado y del arco que subtiende; de donde resulta que es per-
pendicular al lado y, por tanto, eje de simetria del tridngulo,
simetria de la cual resulta la igualdad de los lados concurrentes
con esta bisectriz.

El lector acaso enuncie como consecuencia de ambos teore-
mas la siguiente proposicidn cierta.

Es condicion necesaria y suficiente para que la bisectriz de
un tridngulo sea también mediana que sean iguales los dos la-
dos concurrentes con ella.

EJEMPLO 2.°— He aqui el otro B
ejemplo anunciado:

Primer teorema: «8i la distancia en- Am
tre los centros de dos circunferencias es Eh

mayor que la suma de los radios care-
cen de puntos comunes.>

En efecto, si P es un punto cualquiera de la circunferencia O,
se verifica OPXx0O’O—O’ P, y como es por hipétesis O O’ >
>rr, resulta OP>r-+4-¢— ¢ =r; luego P es exterior 2 la
circunferencia O.
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Segundo teorema: Si dos circunferencias tienen algin punto
comun, la distancia entre sus centros es mayor que la suma de
sus radios.

En efecto, si las citcunferencias son tangentes, O O’ es igual
a la suma o a la diferencia de los radios, y si son secantes y es
P uno de los puntos de interseccién, la distancia O O’ es menor
que la suma de los segmentos OP 4P O/ =r--7/, con los que
forma triangulo.

El lector enunciara tal vez, como en el caso anterior, la pro-
piedad siguiente:

Es condicién necesaria y suficiente para que dos circunferen-
cigs carezcan de punto comdn que la distancia entre sus cen-
tros sea mayor que la suma de sus radios.

Asi como la conclusién a que llegibamos en el ejemplo an-
terior era notoriamente cierta, esta Gltima es palmariamente fal-
sa, pues basta pensar en una circunferencia interior a otra, en
cuyo caso no tienen punto alguno comun y la distancia entre
sus centros es menor que la suma de sus radios.

{Quiere decir esto que la deduccién ha sido correcta en
el primer ejemplo y defectuosa en el segundo? El lector
habrd notado ya la identidad de paraligismo en uno y
otro caso, que ha consistido simplemente en demostrar
un teorema y su contrarreciproco, es decir, dos proposi-
ciones completamente equivalentes. Este error es bastante
frecuente.

Incorrecta aplicacion de la ley de reciprocidad.

También la aplicacién no cuidadosa de la ley de reci-
procidad puede conducir a paralogismos tanto en el caso
en que las hipStesis no se completan como si las tesis no
se excluyen.

El problema de las posiciones de dos circunferencias a
que acabamos de aludir nos suministra ejemplos de uno
y otro tipo de paralogismos.
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Teorema directo: Si dos circunferencias son

secantes, es d <r-r.
tangentes exteriores, es d =r--r.
exteriores, es d >r-r.

Hemos llegado a tres conclusiones que se excluyen y ademas
se completan, pues expresan todos los casos posibles que pue-
den presentarse al comparar un segmento con la suma de otros
dos. jPodremos aplicar el principio de reciprocidad enunciando
la siguiente proposicién?

Teorema reciproco: Si la distanciz entre los centros de dos
circunferencias de radios r y ¢/ es

d <r-}r’, las circunferencias son secantes.
d =r--¢, las circunferencias son tangentes exteriores.
d > r-}r’, las circunferencias son exteriores.

Claramente salta a la vista la falsedad de esta conclu-
sién recordando el caso de las circunferencias interiores.
Repase el lector el enunciado exacto de la ley de recipro-
cidad y notara inmediatamente que las dos condiciones de
completarse y de excluirse las hemos aplicado entrambas
conjuntamente a la tesis en vez de exigir, como se pre-
ceptia en dicha ley, que las hipdtesis se completen (lo
que no acontece en este caso) ademas de excluirse las tesis.

Completemos, pues, las hipdtesis del teorema directo
incluyendo los casos antes olvidados.

circunferencias interiores, d < r—1r’.
circunferencias tangentes interiores, d —=r—1’.

Si aplicamos ahora sin més detenido examen la ley de
reciprocidad, resultard el enunciado siguiente:

1o Si d>r- ¢, lascircunferencias son exteriores.
2° Si d=r-r, lascirc. son tangentes exteriores.
3.2 Si d<r-7, lascirc. son secantes.

4.2 Si d=r—r, lascirc. son tang. interiormente,
5.0 Si d <r—7r’, lascirc. son interiores.
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Y, sin embargo, puede ser d < ¢4’ y ser las circun-
ferencias interiores jA qué se debe ahora tan errénea con-
clusién, después de haber completado las hipdtesis? Sen-
cillamente a que las tesis que antes se excluian ahora no
se excluyen, pues son perfectamente compatibles las con-

diciones d <r+4t¢ y d<r—r. Se elude la paradoja
agregando

ala condicién d <r 4’
estaotra: d >r—7r,
incompatible con dlr—7.

Es decir, los reciprocos correctamente enunciados seran:

1. Si d>r+r, las circunferencias son exteriores.
22 Si d=r-, lascirc. son tangentes exteriores.
30 Sid<r+v¢yd>r—r, lascirc. son secantes.
4. Si d=r—7r/, las circ. son tang. interiores.

5. Si d <r—~’, lascirc. son interior una a otra.

Paralogismos compuestos.

Superfluo es decir que en un mismo razonamiento pue-
den presentarse varios de los paralogismos estudiados.
Pongamos un ejemplo de paralogismo multiple o com-
puesto:

«Todo nimero o es primo o es compuesto.

Los 26 nameros de la criba de Eratdstenes son los
nidmeros primos menores que cien.

Los 81 nameros de la tabla de Pitdgoras son los pro-
ductos, es decir, los nimeros compuestos, menores
que cien.

Los ntmeros menores que 100 son, pues, en total
26+81=107»

En este breve razonamiento hay varios paralogismos que va-
mos a analizar. Sin duda, lo primero que verd el lector es que
en la tabla de Pitdgoras figuran los nimeros primos 1, 2, 3,
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5, 7, como productos de si mismos por la unidad. Hemos co-
metido, pues, un primer paralogismo al admitir que todo pro-
ducto es un nimero compuesto, confundiendo esta proposicién
con su reciproca cierta: todo nimero compuesto es un producto.
Pero como, ademis, 2, 3, 5, 7 estan repetidos, quedan en la
tabla 72 niimeros compuestos; y la paradoja subsiste (72 -
426 =98<99).

El lector caerd aqui en la cuenta de que también se repiten
los nimeros compuestos de la tabla por su simetria, de manera
que no hay mis que 40 nimeros compuestos distintos (basta
suponer repetidos los ocho productos de la diagonal, con lo que
resultatian 72 - 8 nimeros, y dividir por dos). Hemos come-
tido, pues, un nuevo paralogismo (peticién de principio) al
contar los 72 nuimeros como numeros distintos. Pero después de
cotregido este segundo paralogismo, la paradoja queda agravada,
pues 4026 = 66 < 98, es decir, atin faltan mas niimeros.

Obsérvese entonces que efectivamente faltan en la tabla de Pi-
tdgoras los niimeros compuestos, tales como 22 (=2X 11),
26 (=2 X 13), etc., que siendo menores que 100, proceden de
factores mayores que 10. Es decir, que es falsa la afirmacién
arriba establecida de que «la tabla de Pitigoras contiene los pro-
ductos menores que 100», dando a entender que todo producto
menor que 100 estd en la tabla. ;A qué se debe esta afirmacién
errénea? Lo mismo que antes, a la confusién con la reciproca
cierta. Todos los numeros de la tabla son productos menores
que 100.

Tres han sido, pues, los paralogismos empleados, y los tres
en la corta frase de apariencia ingenua: «Los 81 ntimeros de la
tabla de Pitdgoras son los nroductos, es decir, los nliimeros com-
puestos, menores que 100.»

ADVERTENCIA:

No queremos terminar estos articulos destinados a los para-
logismos sin afiadit dos palabras acerca de la importancia que
tienen en la formacién de un buen maestro de matematicas, asi
como de la prudencia suma con que deben utilizarse como arma
pedagdgica.

Del mismo modo que la patologia ha sido el mejor acicate
para el estudio de la anatomia y fisiologia humanas, asi tam-
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bién el estudio de los paralogismos, es decir, de la patologia
matematica, constituye el mas firme estimulo y el mas eficaz
recurso para penetrar en el fondo del organismo de dicha cien-
cia. Para ello no hemos regateado espacio a este capitulo que
acaso parezca excesivo a quienes no ven en tales sofismas sino
meros entretenimientos brindados al lector, sin orden ni prove-
cho, en multitud de libros de curiosidades matematicas.

' Ademas, juzgamos de todo punto conveniente que el maes-
tro se adiestre en descifrar y corregir sofismas que se presentan
con frecuencia espontdneamente en los razonamientos del esco-
lar, inculcando en éste (en los grados de ensefianza racional, se
entiende) el habito del razonamiento cuidadoso, que es tanto
como inculcarle habitos de sana higiene mental. Ahora bien;
juzgariamos una equivocacion lamentable, desde el punto de
vista pedagdgico, provocar o proponer estos sofismas con fre-
cuencia, aun con el propédsito de corregirlos, ya que en tal caso
se correria el peligro de obtener un resultado totalmente opuesto
al perseguido. Abrumad a una inteligencia en formacién con
multitud de sofismas y conseguiréis el mismo efecto que se ob-
tendria suministrando en corto tiempo a un nifio tantas vacu-
nas como enfermedades posibles.




APENDICE

EL USO DE LOS INSTRUMENTOS GEOMETRICOS

En el § 11 hemos tratado de atenuar el exclusivismo
de las construcciones clasicas, circunscritas al uso de la re-
gla y del compas, dando una leve noticia de la existencia
de otras construcciones fundadas, ya sea en el uso de uno
solo de dichos instrumentos, ya sea en el uso de instru-
mentos Nuevos.

Trataremos en este apéndice de poner mas detenida-
mente de relieve que los tradicionales «regla y compas»
no son ambos necesarios para la resolucion de los proble-
mas ordinarios ni suficientes para problemas de mayor
envergadura.

Problemas resolubles con la regla.

Son aquellos que no exijan méas operaciones que las si-
guientes: 1.2 Trazar la recta que pasa por dos puntos.
2.2 Determinar el punto de interseccién de dos rectas.

Aun cuando parezca su campo tan restringido, es sa-
bido que con estas simples operaciones, equivalentes a las
de proyectar y cortar, pueden resolverse todos los proble-
mas de la geometria proyectiva lineal: construccién de
series y haces proyectivos, determinacién del conjugado
arménico, ... Asi, por ejemplo, con el simple uso de la
regla pueden hallarse las tangentes en dos puntos de una
conica definida por estos puntos y otros tres.

Si a la utilizacién de la regla afiadimos la de una sola
cénica (en particular, circunferencia), dibujada de una vez
para todas en el plano, es decir, si introducimos como
operacién elemental nueva la de hallar los puntos de in-
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terseccién de dicha cénica con una recta cualquiera, los
problemas abordables son todos los de la geometria pro-
yectiva cuadratica: determinacién de elementos dobles, in-
terseccion de una recta con otra cdnica cualquiera, trazado
de tangentes desde puntos exteriores, etc. Si la cénica fun-
damental dada es circunferencia, pueden abordarse ya to-
dos los problemas clasicos de la regla y del compas.

Problemas resolubles con la regla y el portasegmentos.

Si al instrumento regla afiadimos sélo el instrumento
portasegmentos, podemos resolver ciertos problemas de
indole métrica, pero no todos.

Advertiremos, ante todo, que carece matemAaticamente
de sentido hablar de los problemas resolubles con un ins-

" trumento determinado si no se especifica qué clase de ope-
raciones es licito hacer con él. Lo interesante no es preci-
sat el instrumento, sino su funcién, a tal punto que los
problemas que vamos a tratar ahora no exigen propia-
mente dos instrumentos fisicos, sino que basta el sencillo
borde rectilineo de un papel o cartulina doblada, utiliza-
do en sus dos funciones: de regla y de portasegmentos.

Veamos la resolucién de algunos problemas clasicos ele-
mentales por este medio:

1.—Trazado de la paralela por un punto A a una recta t.

Tracese por A una secante AM a r y prolénguese A M
en M P—=AM. Tracese por P otra secante P N y proldn-
guese en NB=PN. La recta AB es la paralela pedida.
Demuéstrese (fig. 1).

A
BV

\/
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2.—Trazado de la bisectriz de un dngulo.

Toémese en un lado V' A y V' B segmentos arbitrarios;
y en el otro lado VA’=V A, VB =V B. Las rectas

AB’ y B A’ se cortan en un punto P de la bisectriz V' P.
Demuéstrese (fig. 2).

3.—Construccién de un dngulo recto.

La recta A A’ de la construccién anterior es perpendi-
cular a la bisectriz; sea M el punto de interseccién. Lle-
vando sobre V' A el segmento VM’ =V M, y sobre VM
el segmento VA” =V A, resulta el 4ngulo recto V.M’ A"

con un lado en la recta V A dada de antemano. Demués-
trese (fig. 3).

4.—Construccion de la perpendicular a una recta por un
punto.

Se reduce a combinar los problemas 3 y 1.

5.—Divisién de un segmento en partes iguales.

Vale la construccidén clisica, que es una combinacion
del transporte de segmentos y del problema 1.

6.—Otras construcciones.

Levantar una perpendicular en un punto a una recta
equivale a transportar el dngulo recto. Esta operacién,
unida al transporte de segmentos, permite efectuar el
transporte de tridngulos rectangulos, de dngulos, de tri-
angulos y pollgonos en general

He aqui, pues, una operacién posible con el solo uso
del borde recto de un papel doblado: Construir un poli-
gono igual a otro dado. Y como la construccién de cuar-
tas proporcionales es aplicacién simple del transporte y
del paralelismo problema 1), también serd posible cons-
truir un poligono semejante a otro en una razén dada.

En cambio no es posible construir un tridngulo dados
los. tres lados, que exige la interseccion de dos circunfe-
rencias, ni aun siquiera problema tan sencillo como la
construccion de un triangulo rectingulo dada la hipote-
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nusa y un cateto, si no admitimos como operacién valida
la ubicacién de un segmento entre un punto y una recta
dadas mediante el portasegmentos (operacidn equivalente
a determinar la interseccién de una recta con una circun-
ferencia y, por tanto, al uso del compas).

Problemas resolubles con la regla de bordes paralelos.
Operaciones en que se funda:

1.»  Trazado de una recta por dos puntos (empleo de
un borde).

2.2 Trazado de dos rectas paralelas de separacién igual
a la anchura a de la regla, una por un punto A y otra por
un punto B prefijados (empleo de los dos bordes) ; tiene

dos soluciones, una o ninguna, segin que AB?a.

3.2 Trazado de la paralela a una recta a la distancia a.

Se ha demostrado que con este instrumento se pueden
resolver todos los problemas de la geometria de la regla
y del compas (*). Veamos solamente algunas construc-
ciones.

1.—Duplicacién de un segmento mayor que el ancho de
la regla.

Sea A B el segmento. Apoyando un borde en A y otro
en B, tricese la recta r del segundo borde, y enseguida la
paralela ¢ a distancia igual al ancho de 1a regla y a dis-
tinto lado de A. La interseccién C de ¢ con A B determi-
na AC=72 A B. Demuéstrese (fig. 1).

2.—Trazado de la paralela por un punto.

La construccidn 1 expuesta al hablar de los problemas
solubles con la regla y el portasegmentos puede repetirse
aqui aplicando la construccién que acabamos de dar para
la duplicacién de los segmentos AM y PN.

(*) Véase “Questioni riguardante le matematiche elementare”,
tomo II. Enriques. .



REGLA DE BORDES PARALELOS 145

3.—Bisectriz de un dngulo.

Trécense las paralelas a los lados del 4ngulo situadas
en los semiplanos que le definen. Su interseccién da un
punto P de la bisectriz. Demuéstrese (fig. 2).

4 —Perpendicular a una recta.

Coldquese la regla en posicién oblicua de modo que los
dos bordes m y n, que se dibujardn, corten a la recta dada
en los puntos respectivos A y B. Coldquese ahora la re-
gla en la segunda posicién de modo que los bordes m" y n’
sigan pasando por A y B. Los puntos de interseccién de
mn’ y de m’n determinan la perpendicular. Demuéstrese

(figura 3).

[0/’/

Fig. 1. Fig. 2.

5.—Divisién de un segmento en partes iguales.

La regla de bordes paralelos permite trazar un haz de
paralelas equidistantes que serd cortado por una recta
cualquiera en una sucesién de puntos equidistantes, lo
que permite construir ficilmente la sucesién auxiliar de
segmentos iguales de la construccién clasica.

6.—Uso del papel pautado.

Trazado el haz de paralelas en papel transparente, la
divisién del segmento en n partes se reduce a aplicar el
papel de modo que se apoye una linea en un extremo y
la n® siguiene en el otro; los puntos de inferseccién in-

10
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termedios resuelven el problema. Pero esto supone el uso
de un instrumento nuevo: el papel pautado transparen-
te, o bien el transporte del segmento sobre el papel entre
dos de sus lineas, lo que equivale al uso del compas.

La geometria de la regla y del compis.

Las operaciones simples en que se fundan las construc-
ciones con la regla y el compas son las siguientes:

1.2 Trazado de una recta por dos puntos (regla).

2.* Interseccién de dos rectas (regla).

3.2 Trazado de una circunferencia de centro y radio
dados (compas) .

4.2 Interseccién de una recta con una circunferencia
(regla y compis) .

5.2 Interseccién de dos circunferencias (compas) .

La escuela griega se propuso la resolucién de todos los
problemas geométricos mediante combinacién de estas cin-
co operaciones fundamentales.

Sabido es su fracaso para algunos problemas como el
de la duplicacién del cubo, triseccién del dngulo, cuadra-
tura del circulo.

Los problemas elementales corrientes (trazado de para-
lelas, perpendiculares, bisectrices, construccién de tridngu-
los, ...) recibieron en cambio solucién sencilla y bella.

iCuales de estas construcciones son viables si prohibi-
mos el uso de la regla?

Geometria del compis.

Los problemas que pueden resolverse con el uso exclu-
sivo del compids seran aquellos en cuyas construcciones no
se combinen més que las operaciones 3.2 y 5.2 No deben,
pues, manejarse mas que puntos y circunferencias y el
concepto recta se sustituird por el de par de puntos.

Asi la operacién primera: Trazado de una recta por
dos puntos, se reduce aqui a este problema: 1.° Dados
dos puntos averiguar con el compés si otro punto estd
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en linea recta con ellos, o bien situar puntos en linea recta
con otros dos. :

La segunda operacién: Interseccién de dos rectas, se
reduce aqui a este problema: 2.° Dados dos pares de pun-
tos A, B y C, D, hallar con el compiés el punto de inter-
seccién de las rectas que determinan.

Por altimo, la cuarta operacién: Interseccién de recta
y circunferencia se reduce al problema: 3.° Dados dos
puntos A y B, hallar otro alineado con ellos en una cir-
cunferencia dada.

Veamos como es posible reducir estos problemas a tra-
zados e intersecciones de circunferencias. Tomaremos co-
mo fundamentales en esta exposicién las dos construc-
ciones siguientes de Mascheroni (*).

I. — Determinacién del punto medio de un arco AB
(radio r). (V. fig. 1.)

Con centros en A y B describiremos dos arcos O B’
O A’, sobre los que llevaremos OB'=0A’=AB=a.
Los puntos asi obtenidos, A" y B’ estin en una paralela
a AB por O, pues en virtud de la construccién resulta
OB’y OA’, paralelas ambas a A B por O y, por tanto,
coincidentes entre si. Por ser A equidistante de O y A’, la
proyeccion ortogonal de A sobre O A’ sera el punto me-
dio de O A, de donde

AB*= 0B+ OA'+2-0B - OA';
es decir,
AB’2=a2+r2+2-a'%= 20 42,

Si con este radio A B” trazamos circunferencias de cen-
tros en A’ y B’, cada punto P de interseccidén distard de O
un segmento, cuyo cuadrado es

OP2=AB?—a*=a*+1?;

(*) Ver su ingeniosisima «Geometria del compds», que tratamos
de sintetizar aqui en brevisimo espacio.
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es decir, OP, a y r forman tridngulo rectingulo por veri-
ficar el teorema de Pitdgoras, de manera que llevando un
arco de radio O P con centro en A’ tendremos por inter-
seccion con el arco AB el punto M de la perpendicular
por O, es decir, el punto medio M buscado.

A’ 0
1’ /q ///’
|‘ i \K/b/
)0 M \¥P ‘\/a " ! X Q
./ ‘A x\_/é;—;;’ P

[ el 7
! B SEC. ,’,
‘*rBr \‘3-5”

Fig. 1. : Fig. 2.

II.—Determinacién del segmento cuarto proporcional en-
tre otros tres a, b y ¢ dados por sus extremos (fi-
gura 2).

Tracense dos circunferencias concéntricas de radios a
y b. Llévese 1a cuerda ¢ sobre la primera, y con centro en
sus extremos, y en el mismo sentido de rotacién, lleva-
remos dos arcos de radios A A’ y B B’ iguales que deter-
minaran en la segunda circunferencia los extremos A’ B’
del segmento buscado.

(La demostracién es inmediata, teniendo en cuenta la
igualdad de los angulos de rotacion AOB y A’OB’.)

No hay que decir que la misma construccidén sirve pata
hallar terceras proporcionales.

Con estos elementos podemos resolver los problemas
planteados.

1. Averiguar si tres puntos A B C estdn en linea recta.

Tracese un arco de centro A por C y cbrtese por otro
de centro B. El punto C tiene que ser el punto medio del
arco interceptado.

S i e S

e

E
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La misma idea permite resolver el problema del

Trransporte de un segmento.—Hallar un punto C ali-
neado con A B, tal que AC sea igual a un segmento
dado a. Basta trazar con radio a y centro A un arco; cor-
tarlo por otro de centro B, y hallar el punto medio del
arco interceptado.

Con esta construccién podemos efectuar sumas y restas
en la recta; podemos duplicar un segmento, y también
hallar su mitad (por una tercera proporcional) y, por
tanto, el punto medio.

o g
A Bl
Py § o
5 ;‘ PR L "——/—/:?&P
A B OII C D l'/’,"
/ //;IA'

2.° Hallar el punto de interseccién de dos rectas AB
y CD.

Los dos arcos de circulo con centros en C y D que pa-
san por A se cortan también en A’, simétrico de A respec-
to la recta C D. Determinemos andlogamente B’ simétrico
de B. La interseccién de AB y CD es la misma de AB
y A’B’, y para hallarla basta llevar a partir de B sobre
B A un segmento B P, cuarto proporcional entre los seg-
mentos BB'—AA’, BB'y BA. Si A y B estan separa-
dos por la recta C D, cambiese el sxgno — por +.

La construccién cae en defecto si B A es perpendicular
a CD; pero en este caso basta hallar el punto medio del
segmento A A’ determinado por A y su simétrico respecto
de CD.

3.2 Interseccién de una recta AB con una circunfe-
rencia.

Por 1ltimo, la interseccién de una recta y de una cir-
cunferencia se reduce a la de dicha circunferencia y su si-
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métrica respecto de la recta, simétrica que se trazard ha-
llando como antes el simétrico del centro y tomando el
mismo radio. Excepto cuando la recta sea didmetro, en
cuyo caso el problema es equivalente al de transporte de
un segmento, ya resuelto.

Completado el cuadro de las construcciones simples que
caracteriza la geometria cldsica, llegamos a la conclusién
siguiente:

Todos los problemas cldsicos de la geometria euclidea
son resolubles con el uso exclusivo del compds, si se ma-
nejan pares de puntos en vez de rectas.

Podemos, pues, determinar por puntos cuantas figuras
nos ensefla a construir la geometria clasica de la regla y
del compis sin necesidad de utilizar la regla.

Uso de otros instrumentos.

iQuiere significar la conclusién anterior que tengamos
que proscribir el uso de la regla? Evidentemente no, ya
que salta a la vista la complicacién que adquieren las cons-
trucciones con tal restriccién (*). Pues bien, del mismo
modo podemos preguntar jpor qué cefiirnos entonces al
uso exclusivo de la regla y del compas?

Conocida es, por ejemplo, la simplificacién que intro-
duce en el trazado de paralelas y perpendiculares el uso
de la escuadra o mejor del juego de escuadra y regla; en
la construccién de figuras congruentes, el uso del papel
transparente; en la construccién de figuras simétricas, la
operacién de doblar el papel; etc.

Pero no sélo en orden a la sencillez de los trazados es
por lo que cabe aconsejar el uso de instrumentos nuevos,

(*) Las construcciones indicadas en la ripida ojeada anterior son
susceptibles de simplificaciones notables, si se prescinde de reducirlas
unas a otras. El libro de Mascheroni contiene soluciones bellisimas,
que omitimos por brevedad. Alguna construccién, ademais, como la
de la cuarta proporcional, aventaja en sencillez y exactitud a la cli-
sica. Pero, en conjunto, las construcciones son mis complicadas, como
es natural.
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es que hay problemas que siendo imposibles de resolver
con determinados instrumentos son posibles y aun faciles
con instrumentos adecuados.

Problemas insolubles con la regla y el compas.

Entre los problemas insolubles con la regla y el compiés
que mas preocuparon a los gedmetras de la antigiiedad.
encerrados en el coto de sus propias restricciones, citare-
mos los mas famosos de la triseccién del dngulo, duplica-
cién del cubo, cuadratura del circulo, inscripcion del ep-
tdgono, etc.

La demostracién de la imposibilidad de resolverlos sale
de los limites elementales que nos hemos impuesto en esta
obra; pero conviene dejar consignado una vez mds en
letras de molde que con los recursos de la matemdtica su-
perior se ha llegado a demostrar rigurosamente la imposi-
bilidad de resolver estos problemas mediante un nimero
finito de construcciones efectuadas con la regla y el com-
pds. De manera que hoy sélo siguen empefiados en resol-
verlos espiritus ilusos con tanta inmodestia como incul-
tura.

Intentemos, sin embargo, dar una idea elemental de la
dificultad.

La cuadratura del circulo.—Es un error grosero (y has-
ta figura impreso en libros dafiinos) que la causa de la
imposibilidad de la cuadratura del circulo es la incon-
mensurabilidad del niimero x, pues teniendo infinitas ci-
fras (se dice) no es posible llegar a la solucién exacta. Si
tal fuera cierto, tampoco se podria cuadrar el tridngulo
equiltero, cuya drea es también inconmensurable.

La verdadera causa es que todos los segmentos cons-
truidos con regla y compds se calculan por el teorema de
Pitégoras, y vienen expresados por raices cuadradas, mien-
tras que @, no es expresable por raices cuadradas.

Por tanto, no es p031ble la construccién de la circun-
ferencia, medlante un ndmero e_rec-

tas y citennferencias. BIBLIOTECA NACIONAL
F MAESTROS
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La duplicacion del cubo.—No solamente la cuadratura
del circulo ha preocupado hasta fines del siglo pasado, en
que el asunto quedd aclarado; hay otros problemas fa-
mosos que han tenido igual suerte. Tal, por ejemplo, el
problema de Delos. Consultado el oriculo sobre lo que
debia hacerse para que terminase una epidemia, dijo que
el Dios exigiria que le duplicasen el altar cibico, es decir,
que le construyesen otrc de volumen doble.

Si el lado del primer cubo es a, el lado del segundo debe
cumplir la condicién x® = 2 d?, y como x viene exptresado
por una raiz cubica, no se puede construir con regla y
compids, por la misma causa explicada al tratar de la cua-
dratura del circulo.

La divisién de la circunferencia.—De indole aniloga es
el problema de la divisién de la circunferencia en 7 par-
tes, oen 9, o en 11, etc., que tampoco se pueden resolver
con regla y compds, por no conducir a raices cuadradas.

T'riseccidn del dngulo.—He aqui otro problema famo-
so: dado un adngulo cualquiera dividirlo en tres partes
iguales.

También en este problema intervienen como se de-
muestra en Algebra, raices clbicas; y, por consiguiente,
no es resoluble mediante un ndmero finito de construc-
ciones con regla y compds, aunque si lo es mediante otros
instrumentos.

Para el dngulo de 90° se puede resolver ficilmente con
el compds, ya que se reduce a la construccién del angulo
de 60°.

Resolucién mediante instrumentos adecuados. — Vea-
mos, a titulo de ejemplo, cémo es posible resolver los
problemas de la triseccién del dngulo y de la duplicacién
del cubo mediante instrumentos adecuados.

Para la triseccién del 4ngulo basta una varilla o tira de

papel, si admitimos la posibilidad de efectuar con ella la

e e~ L
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operacién siguiente: ubicar un segmento entre dos lineas
de modo que la recta que lo contiene pase por un punto
dado.

Dibujado el dngulo AOB B -

que se desea trisecar con vér- 5
tice en el centro de una circun- T c
ferencia, basta deslizar una tira 1 D

de papel, en la cual se ha sefia- A a
lado el segmento CD igual al
radio, hasta ubicarlo entre la -

circunferencia y la semirrecta

OD, de modo que la recta C D pase por B. Se desprende
facilmente de la figura que, conseguida esta posicién, el
angulo en D es la tercera parte de A O B.

El problema de la duplicacién del cubo puede resolvet-
se mediante una escuadra de
albaiiil formada por dos re-
glas y una escuadra corrien-
te, que resbala sobre la pri-
mera. Fijados en los ejes los
puntos A y D, cuyas distan-
cias al origen sean a y 2a, se
logra ubicarlas de modo que
la primera pase por A, te-
niendo el vértice en el otro
eje, y la segunda pase por D,
teniendo su vértice en el otro eje. Los segmentos x e y in-
dicados en la figura, cumplen la condicién:

iziz—y—; de donde x3=24a%.
x ynila

En cambio, la cuadratura del circulo no se puede re-
solver con medios andlogos, por no ser expresable por
raices de ningln indice. Es un problema trascendente,
que quiere decir: no algebraico,
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