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GEOMETRIA

CAPITULO I

PROGRAMA 1. — Poligonos convexos. — Definicién: Suma de los an-

gulos interiores.

Suma de los dngulos exteriores. Un lado es menor que la suma
de los demis.

Igualdad de poligonos. Definicién. Caracteres idéntico, reci-
proco y transitivo. Dos poligonos iguales a un tercero son igua-
les entre si. Si dos poligonos tienen n-1 lados consecutivos ¥
los n-2 4ngulos comprendidos por cada dos de ellos respectiva-

mente iguales, son iguales: Demostracién. Construceién de un

poligono igual a otro lado.

Poligonos convexos

1. PovricoNnos. — Definiciones. — Dados n puntos en
un cierto orden, tales que cada tres consecutivos no estén

en linea recta, se
llama poligono a la
figura formada por
las m rectas deter-
minadas por el pri-
mero y segundo pun-
tos, el segundo y el
tercero, ete., ('fig. 1142
Los n puntos son los
vértices del poligono
y los n segmentos.

que tienen por extremos dos vértices consecutivos son los

lados del poligono,

Contorno. — Es el conjunto de los lados del poligoilo.

Perimetro. — Es la suma de los lados.
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Diagonal. — Es todo segmento determinado por dos vér-
tices no consecutives. Ej.: AC, AD, EB...

Convexo. — Es el poligono en que la recta de un lado
cualquiera no corta al contorno del mismo (fig. 2); en
caso contrario es concavo (fig. 3).

2. Los poligonos se clasifican en convexos y edncavos.
Postularemos las siguientes propiedades de cada uno de

ellos :
CONVEXOS

Fig. 2

Tienen: (Fig. 2):

I. Todos los éangulos
salientes.

II. Todas las diagona-
les interiores.

III. Al prolongar un
lado del poligono, éste
queda totalmente com-

prendido en uno de los se-

CoNcavos

Fig. 3
Tienen: (Fig. 3):

I. Angulos entrantes
(DCB) y salientes (CDE).

II. Diagonales interiores

(EH) y exteriores (DB).

1IT. Al prolongar un lado
del poligono, éste puede que-
dar comprendido en los dos



miplanos determina-
dos por la recta que con-

tiene a dicho lado (semi-
~ plano a con respecto a
413).

IV. Una recta cual-
quiera del plano solo pue-
de tener dos puntos co-
munes con los lados del
poligono (M y N),

N
| semiplanos determinados por
la recta que contiene a dicho
lado (semiplanos « y B con
respecto a FH).

IV. Una recta cualquiera
del plano puede tener méas
de dos puntos comunes

con los lados del poligono
(M,N,Ry8).

Suma de los angulos interiores

3. TeoremaA. — En todo poligono convexo la suma de
los dangulos interiores es igual al producto de 2R por el
numere de lades que tiene el poligono menos 2.

D

<>,

Poligono ABCDEF

[ ol b R S
s & G e
F mteriores
n=6 (Fig. 4)
F a ;
A48 2454+ 6=
W T"
4 OR (n— 2)
Fig. 4
Demaostracion, — Desde un vértice cualquiera E tra-

zamos las diagonales E(C, EB, EA. Quedan formados
tantos tridngulos como lades tiene el poligono menos dos,
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puesto que todos los trl;mgulos Lomprenden un lado del
poligono, menos el puimere y el dltimo que comprenden
dos lados cada uno. Hay pues m —2 tridngulos y como
los 4ngulos interiores de cada tridingulo suman 2R, se
tiene que: "

N
54 6=2R (n—2)

Suma de los angulos exteriores

4. TweorEMA. — La suma de los dngulos exteriores de
un poligono es igual a cuatro angulos rectos.

Poligono ABCDE ; angulos exteriores 1, 2, 3,4 y 5,

(Fig. 5).
JRcae e s AN
V142484 44 5=4n
Demostracion, — Cada 4n-

gulo exterior con su interno
adyacente suman dos Angulos
rectos. Si el poligono tiene n-
lados, la suma de sus angulos
AB 3 internos y exferiores sera n
veces 2R, es deeir:

Fig. 5

Suma de todos los dngulos = n.2R
pero sabemos, por el teorema anterior, que:

Suma éngulos interiores = (n— 2)2R
La resta de esas dos sumas es la suma de los angulos
exteriores, es decir:
Suma éngulos exteriores = . 2B —(n —2)2R
=n,2R—n.2R + 4R = 4R
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y en nuestro caso:
AN BN A0 ANl A
1+2+4+3-F44+5=4R
5. TeoreEMA. — En todo poligono convexo un lado es
menor que la suma de los demds.

\ Poligono convexo
H { ABCDE
(Fig. 6)
T]e<bt+etc+d-
Demostracion

AN
Enel EAB se tiene: a < b+ m

"/‘\A
. +EBC w o m<n-te

s _.,DFC%C e M B
Sumando:

a-}—fn—{—n( b+m-+n+e+ec+d

Restando m - n a ambos miembrog queda !

a<b+tet+c+d

Igualdad de poligonos

6. Definicion. — Para que dos poligonos sean igua-
les deben ecumplir las siguientes condiciones (tomando
los lados y los vértices ordenadamente) :

I. TGUALDAD ORDENADA DE LADOS

IT. TGUALDAD ORDENADA DE ANGULOS
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Es decir que: (Fig. 7) .
ABCDE — A'B'C'D'E’
D D
s . Ef
G C
A B A
Fig. 7

Si se cumple:
I. JTGUALDAD ORDENADA DE LADOS
ABR=A'B', BC=B'C", 6D=CD , PE=DE",

EA=FEA
II. IGUALDAD ORDENADA DE ANGULOS
A N P ) A NG AN WO
== g 3=23 4=—4' 5=15
7. Caracter idéntico. — TrorEMA. — Todo poligono
es igual a st mismo.
D 1] Poligono ABCDE, Fig. 8
T} ABCDE — ABCDE
Demostracion.
E ABCDE — ABCDE
c porque se cumple:
1?9 TGUALDAD ORDENADA DE
LADOS.
-kAB =S O SBO=1R
Pig. 8 EA=EA

(por caricter idéntico de la igualdad de segmentos).
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II. IGUALDAD ORDENADA DE iNGULOS g
ZReE A /\ N gt 2o P S /\

= 3 — _,) g 3 — 3 4 o 4 5 5 e ()
(por cardcter idéntico de la 1gua1dad de angulos).
8. Caracter reciproco — TrOREMA. — St unm poligo-
no es igual a_otro, éste es igual al primero.
D D’
E E(
c 53
A B A B’
Fig. 9
(CABCDE = A'B'C'DE
ZN 1O
AB=A'B’ ="
P
BC —=BC =12
N N DR — A
H{ ¢D = C'D’ 3— g T|A'B'C'D'E" = ABCDE
O BN
DE =D'E' 4=4
P S
EA=F'A S
(Fig. 9)
_ Demostracion.

A'B'C’'D'E’ = ABCDE
porque se cumple:
I. TGUALDAD ORDENADA DE LADOS
AR = AR . B/C" = BC ., CD = €D , DE=DE
E'A’'=EA
(de la hipétesis y por el cardcter reciproco de la igual-
dad de segmentos),



1I. IGUALDAD ORDENADA DE ANGULOS
1 5= SRR §=3', 4=4 , 5=5
(de la hipétesis y por el cardcter reeiproco de la igunal-
dad de angulos).

9. Caracter transitivo. — TrorEMA. — 81 un poligo-
no es igual a un segundo poligono y éste es igual a un ter

cero, este wltimo es igual al primero. (Fig. 10).
EG
1
A
2 Fig. 10 3
|ABCDE, A'B'C'D'E’ y A"B"C"D"E", Fig. 10.. ~
, £ | AN AN
”_ AB.=A'B’ =1
2 . . E N
4{1-I‘Rl — AIIBIV ll L "
: 4 A I
BC=8BC" =
. : 2N TN
Il B =R =2 ‘
. T ABCDE =
- (/'I) = C’D’ 3 = 3’ s 15510 LS o Ul n il
H ket T( A"B"C"D"E
D= D7 3 =3
N N
DE =D'E 4=4
2 N
Z)IEI - DIIEN 4 e "
N -\
\ EA =FE'A’ 5= &
| S N\
EIAI:E,'A”‘ I:(ll
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Demostracion.
AB(J'DE e AV’B!ICI!DI’ :II
porque se cumple : '

I. TGUALDAD ORDENADA DE LADOS

AB = A"B" Bll= B0 o LCD =D s

1

DE — DIIEII , EA e EIIAII
(de la hipétesis y por el eardcter transitivo de la igual-
dad de segmentos).
II. TGUALDAD ORDENADA DE ANGULOS

5 s AN ~ PN o e
” ’ 0 ’
le=1" ‘28 =2" . "3==3 4=49¢" . H5=5

(de 1 ahipdtesis ¥ por el cardeter transitivo de la igual-
dad de angulos).

3

10. Cororario, — Dos poligones iguales a un tercero
son iguales entre si, (Fig. 10).

ABCDE — A'B'C'D'E'’
H T {ABCDE — A"B"C"D"E"
[1IIBI!CIIDIIEII e AIBIC!D!EI
Demostracion.
Si A"B"C"D"E" = A'B'C'D'E’, por teorema (8) :
fl_,BlC,D,E, — AIIBII()'VIDIIEI’
Y como se tiene:

ABCDE = A'B'C'D'E’
ArBr(lelE' L AHBNC”DHEM
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Por teorema anterior resulta :
ABCDE > Lll!Bll("'I'DIIEll

5 -
11. TeorEMA. — Ni dos poligonos tienen n — 1 lados
consecutivos y los n— 2 dngulos comprendidos por cada
dos de ellos respectivamente iguales, son iguales. (Fig. 11).

Fig. 11
ABCDEFy A'BCDEF'
" 7 A
B:A/B, 2:2’ g v P e |
~ A 'l;ABCDEF:ABCDFF
Bli="B" =B
) T
H (CD=¢D 4 ==
A A
DE = D'E' hr=h
EF =E'F
n==56

Demostracion. — Desde uno cualquiera de los vértices (!
v luego desde el € tracemos todas las diagonales posibles
(CE,CF,CA y CE, C'F’'y C'A").
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Se tiene asi:

45 VAN VAN VAN
“ABC , ACF , FCE y ECD

£\ A lfl\
ABC , ACF ; FCE y

Consideremos :
D0.= D'C” por hip. ¢
\DE = D'E’. por hip.

e TR

=

/AN AN
ECD =E'C'D’

por hip,

EC = E'C’ por demos.
EF = E'F’ por hip.

N AN

CEF = C'E'F’ por proj
unif. de la resta de

angulos, pues:

N ) N D
CEF =5 — CER'y
A ey
CIEIFI — 5[ .. C‘IEIDI
‘AB = A'B’ por hip.

& v : !
A'B'C" {BC = B'C’ por hip.
PO A

2=2" por hip.

F@ = FC: por (1)
AC = A'C" por (2)
N AN .
y =19 por prop. unif.| -
de la resta de &dngulos,
pues :
4 P -\ 2%
3— (a+B4v)7¥
P 2N 25N

’ 1] /\’ ’ ’
Yy =3—(a+F'1+v")

A
4BC =

.
|

A A\
ACF =A'C'F’

/\
EICI ’
EG¢=F'C
AL

a = a.’

A
CED = C'E'D’

SFC=FC (1)

SR
B=g

A\ N
OFE =COCE
AC = A" (2)
A 2o
d=3§
£ e
FA=FA (3)

AN A~
0 = o

~ s

AFC = A'F'C'
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Siendo FA =F'A" (3) todos los lados de ABCDE son

iguales a los correspondientes de A'BCD'EF, es de-

eir que se cumple la igualdad de lados, :
También se cumple la igualdad de angulos, pues

= S e Zs IS

1=1 3 6==46
por propiedad uniforme de suma de éngulos, se tiene:
N : 7N
i=04+9 jy '=0+¢
7N Ny AN N N e
§ — AFC + CFE y 6 = A'PC 4 CFF

Construccién de un poligono igual a otro dado

12. ProsreMa. — Construir un pentdgono igual a
otro dado.
Figura de analisis ~Elementos dados
D
e
E (o A—2 —B

a:ﬁ:y:ﬁ:e=l“.
AB:BC:CD:DEz

A B = FA=2emnm.
(ConsTrRUCCION., — Tomemos una recta m (Fig. 12) ¥

sobre ella un punto A, apartir del cual construimos
AR = o. Bn 4 ¥ en B construimos respectivamente
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los dngulos o' y B iguales a los dados de modo que toda
la construecion queda en uno de los semiplanos determina-
dos por m. Sobre las semi-
rrectas asi trazadas construi-
mos AE =a y BC =a. En
E y en € construimos los an-

g T o

gulos € y ¥’ iguales a los da-
dos y las semirrectas asi tra-
zadas determinan el quinto
vértice del poligono (D).

Al construir los éangulos
(si se trata de un poligono
convexo) hay que efectuar la construecién de modo que
todos los vértices sean salientes,

Fig. 12

e —



CAPITULO II

PROGRAMA II. — Cuadrilateros convexos. — Propiedades del cuadri-
laitero deducidas de las de los poligonos en general. Cuadriliteros
iguales. Las diagonales do un cuadrilitero se cortan en un pun-

‘to interior a las mismas.
Clasificacién de los ecuadriliteros en paralelogramos, frapecios

v trapezoides. Definiciones.
Cuadrilateros convexos

13. r@l:;f‘iﬂicién. — Cuadrildtero convexo es un poligo-

ne co que tiene cuatro lados.

14. Propiedades del cuadrilatero dedumdas* de las de
los poligonos en general.

I. En todo cuadrildtero c

convero la suma de los an- | D
gulos interiores es igual «a
4R. (Fig. 13).

Porque en todo poligono

convexo dicha suma es: A . ‘8
2R (n—2) y siendo n =14 AP F/”i 13/\
se tiene 2R (4 —2)=4R. 14+24-344=4R
AT

II. En todo cuadrildtero 4 3
convexo la suma de los dn- €
gulos exteriores es igual a
4R. (Fig. 14).

Al 82
Porque en todo poligono

convexo dicha suma es 4R. o

4
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III.  Ewn todo cuadrildtero
convero un lado es menor
que la suma de los demds.
(Fig, 15).

Porque en todo poligono
convexo se cumple esa con-
dicion/ (5).

A 4 — o
Fig. 15
AB < BC+(D+ DA

IV. Dos cuadriliteros
convezos son iguales cuando
tienen 3 lados vy los dos an-

qulos comprendidos por los.

mismos respectivamente
iguales. (Fig. 16).

Porque dos poligonos con-
vexos son iguales cuando tie-
nen n—1 lados y los n—2
angulos comprendidos por
les mismos, respectivamente
iguales. Y en este caso n = 4
y por lo tanto:
lados: n—1=4-—1=3;
dngulos: m—2—4—2=2

D
[
AB = A'B]
A 1 B 4D = A'D
Fig. 16 DO—D'C
AN AN
B § ol
c
P
=
A B

ABCD = A'B'("'D’

15. TeoreEMA. — Las diagonales de un cuadrildtero se
cortan en un punto interior a las mismas. (Fig. 17).

\ DB y AC diagonales

HJ del cuadrilatero ABCD T

(DB y AC determinan el
. punto O, interior a dichas
{ diagonales.
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Demostracion — La diagonal AC es interior al poligono
(2) y, por lo tanto, es interior al angulo DAB. Por
D consiguiente, los puntos B v
D, situados sobre los lados
de dicho éngulo pertenecen
a los semiplanos opuestos
determinados por la recta m
que contiene al segmento

L B AC. El segmento determi-

sl nado por B y D (Geom., 1*
parte) corta a la recta m, y el punto de interseccion
debe también ser interior de AC, pues DB es la otra dia-
gonal del cuadrilatero y por ser éste ebnvexo, resulta
interior,

16. Clasificacion de los cuadrilateros.
D —

Paralelogramo
DeriNicioN, — Cuadrila D P C
/
tero que tiene sus lados j
opuestos paralelos:
|

AD 4/ BC y AB J DC

g = 4 .
(Fig. 18). A J’ B

' Pig. 18




Trapecio
DeFiNiciON. — Cuadrilé- ;
tero que tiene lados _pa-
ralelos: AB // DC. (Figu-
ra 19). 4/

Si uno de los lados mo
paralelos es perpendicular a
estos 1ltimos, el trapecio es

rectangulo:
AB J/DC y AD dz:

(Fig, 20).

Si los lados no paralelos
son -iguales, el trapéc@o es
wsosceles: AB /) DC y AD =
= (CB (Fig. 21).

A B
Pig. 21

Trapezoide

DermNiciON. — Cuadrila-
tero que no tiene lados pa-
ralelos :

AB no paralelo DC y

AD no paralelo OB
(Fig. 22).




CAPITULO III

PROGRAMA ITI. — Paralelogramos. — Kn todo paralelogramo los lados
opuestos son iguales. Reciproco. En todo paralelograme los éngu-
los opuestos son iguales. Reciproco. En todo paralelogramo las
diagonales se cortan mutuamente en partes iguales. Reciproco.
Si un cuadrilitero tieve dos lados iguales y paralelos es un
paralelogramo.

Centro de simetria. Significado fisico de la existencia de un
centro de simetria en una figura (haciéndola girar 180° alre-
dedor de dicho punto coincide con la posicién primitiva). Kl
punto de interseceiébn de las diagonales de un paralelogramo es
un centro de simetria del mismo.

Construccién de paralelogramos dados tres de sus elementos:
Dos lados consecutivos y el dngulo comprendido; dog lados con-
secutivos y una diagonal; un lado y las dos diagonales; las
dos diagonales y uno de los éngulos que forman.

Construceién por puntos de la figura simétrica de una dada
con respecto a un centro.

Paralelogramos.
17. TreoremMa. — En todo paralelogramo los lados
opuestos son iguales. (Fig. 23).
D
ABCD il 4D = BC
‘ “AD // BC DC=AB
a2 'm_' / AB

A >
Fig. 2&'
Demostracion. — Lia diagonal AC determina los trian-
gulos ACD y ACB, tales que:
xl(v'f:AC
.

S N
/\ AN 1 = 2 alter. inter. entre las paralelas
ACD = ACB AB y DC

e WA
3 =4 alter. inter. entre las paralelas
AD y BC

Por consiguiente :
AD = 3C
DC =AB
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18. Trorema (reciproco del 17). — Un cuadrildters

que tiene sus lados opuestos Uual(’s es un paralelogramo.
(Figura 23).

ABCD
1= AD J BC
H! AD = BC 'r; -
DC ) AB
DC = AB

DEMOsTRAOION, — La diagonal AC determina los trian
gulos ACD y ACB, tales que:

( AC =AC
AD=BC p
DC=AB

ACD — ACB or hipdtesis

” bi
Por consiguiente :

AD J BC
4 ", DOJAB

19. TeoreMA. — En todo paralelogramo los angulos
opuestos son iguales. (Fig. 24).

et oy
1==2
N
J=

N

\ ABCD
H AD / BC
' DC J AB

Demaostracion.

A~
1 2
A S
3=—4

— Trazan-
do la diagonal AC, se tiene:

Fig, 24

A N‘ AC=AC
ADC = ABC: AD = BC por teor, ant

DC = AB por teor. ant. - s



Y

Trazando la diagonal DB y con una demostraeion ana-
loga, se prueba que: e oAl

=4

20. Teorema (reciproco del 19). — Un cuadrildtero
que tiene sus angulos opuestos iguales es um paralelogra-
mo. (Fig. 25).

" | 4BCD \ AD / BC
a=a )
| DC J/ AB
o= /
Demostracion. — Desde que la suma de los euatro an-

gulos interiores de un cuadrilatero vale 4R, se tiene:

L

2 2a + 28 —4R
B " ;
o bien:
a =98
* 8 +B=
A B siendo, ademés, conjuga-
. Fig. 25 dos, los 4ngulos o y B, de-

ben estar comprendidos entre paralelas, luego ABCD es
un paralelogramo,

21. TroREMA. — En todo paralelogramo las diagona-
les se cortan mutuamente en
partes iguales. (Fig. 26).

‘ABCD
H!AD J BC
AB ) DC

5 A0 = 0C
4
| DO = 0B




=W

Demaostracion. — Consideremos los tridngulos DOC y
AOB. Se tiene:

AB = DC( por lados opuestos

-

N Ny
A A — 2 por alter. inter. entre / AB
DOC = AOB y DC
2N N k
3 =4 por alter. inter. entre / AB
y DC
Por lo tanto: A0 = 0C
DO = 0B
22. TeoremA (reciproco del 21). — Un cuadrilatero

cuyas diagonales se corten mutuamente en partes rguales
es un paralelogramo. (Fig. 26),

s ABCD

. AB y DC

H{ A0 = 0C s ADZBC‘
'_ DO = OB '

Demostracion. — Se tiene:

[ A0 =0C por hipitesis
A /\
DOC = AOB;, DO=0B por hipdtesis

AN
5==6 por opuestos por el vért.
Por lo tanto:
AN AN
1=2

AB J DO

Considerando los triangulos DOA y COB y siguiendo

un razonamiento anélogo al anterior, se demuestra que:
AD / BC. '



23. TeOrREMA., — Si un cuadrilitero tiene dos lados
opuestos iguales y paralelos, es un paralelogramo. (Fi-
gura 27).

D
3% .
> 2 \ ABOD
Pa
/,/ H) AD 4 BC T) AB j/ D€
X — | AT
A B
Pig. 27
Demostracion. — Se tiene:
AC = AC

IS /\ Y AD= BC. por hipétesis
ACD = ACB e X
1=2 por alt. inter. entre paralelas
AD y BC
N 0N
Luego es 3—4, y como son alternos internos, deben

estar comprendidos entre paralelas, luego: AB / DC.

24. Centro de simetria. — Si dos puntos 4 y B, (F'i-
gura 28) equidistan de otro
O situado sobre el segmento
que ellos determinan, son si-
métricos con respecto a ese
punto. Inversamente, O es
centro de sumetria de dos
puntos A y B cuando O es el
punto medio del segmento
AB.




Si consideramos un pun-
to tal como el O (Figu-
ra 29) y comprobamos
que para cada punto
de la fig. a existe uno
simétrico en o' con respec-
to a 0, es decir, A0=A4'0,
BO+=B0,00 = (0, las
figuras a y o' son simétri-

e

cas con respecto a dicho 2 Fig. 29

punto.

25. Significado fisico de un centro de simetria en
una figura, — Tomemos una tarjeta de visita y doblé-

J .

Fig. 30

Fig. 31

mosla por la mitad (Figura 30).
Con una tijera cortemos las
dos hojas sobrepuestas segiin
las lineas 04 y OB (Figura
31). Con la punta de un al-
filer perforemos una serie de
puntos formando una figura.
Levantemos la hoja superior y
extendamosla de modo que am-
bas queden en el mismo plano
de la mesa. Las dos partes de
la tarjeta constituyen una figu-
ra que tiene un centro de sime-

tria (0).

Lo mismo podemos decir de
las figuras punteadas, porque
cada punto de una de las fi-

guras tiene su simétrico en la otra.



Comproba-
mos que, Fig. 32,
S si hacemos girar

Fig. 32 la tarjeta media
vuelta alrededor de O, la figura de la izquierda ocupa el
lugar de la de la derecha, y reciprocamente.

Podemos decir que dos figuras son simétricas con res-
pecto a un centro, cuando cada punto de una de ellas
tiene su simétrico con respecto a dicho centro 0. (Fi-
gura 32).

Si se tratara de determinar la existencia de un centro
de simetria en una figura, diremos, que tal centro existe
st al hacer girar 180° alrededor de dicho punto cualquiera
otro de la figura, coincide con su posicion primitiva.

26. TrorEMA. — El punto de interseccion de las dia-
gonales de un paralelogramo es un centro de simetria del
mismo. (Fig. 33).

‘\'AB(,'D paralelogramo D c
N P
H (DB y AC diagonales /53\0' o ;E'
Ef—2 %
| O pertenece a DB y AC / e A ‘4\@7
x &
T) O es centro de simetria A Fig. 83
Demostracion. — Debemos demostrar que cualquier

punto de la figura tiene su simétrico con respecto
a O en el contorno de la misma. Sea E. Demostraremos
que E’ situado en el contorno, es un simétrico, es decir
que EO = OF',



— 3
Tenemos :
DO =0
A AN \ e
EOD=EOB| 1=
N AN
3=—4
Por lo tanto:
B

L
]\
B (teor. numero 21).
por alt. internos entre
las paralelas AD y BC.

por op. por el vértice

OFE’

Construccion de paralelogramos dados tres
de sus elementos

27. ProsLeEma [. Enunc
lelogramo del cual se conoce
un lado y ambas diagonales.

CoNsTrRUCCION, — Sea una
recta m (Fig. 34) y sobre ella
un punto A4, a partir del cual
construimos AB=—a. Con
centro en A y con una aber-
tura del compéis igual a la
mitad de d trazamos el ar-
¢o s. Con centro en B v con

iado, — Construir un para-

Figura de analisis

Elementos dados

d
d

a

una abertura del compés
igual a la mitad de d' traza-
mos el arco n que corta al s
en el punto 0. Trazamos A0
y BO y construimos:



Mgy

AC=d
BD —=d

Unimos A con D, B con € y D con (' y se tiene el pa-
ralelogramo ABCD pedido.

98. Propiema 1I. Enunciado. — Construir un pard-
- lelogramo, conociendo las dos

Figura de analisis ’
diagonales y uno de los dngu-

D c

w los que forman.

(loNSTRUCCION, — Sea una

o
recta m (Fig. 35) y sobre ella
A B un punto O. Construimos :
Elementos dados pe
0 = o
d 2
d d’
= En el punto O y sobre m

\®/ construimos un 4dngulo igual

a a y sobre la recta n asi
obtenida trazamos:

d
00 == -~
d
Ol ="~

Fig. 35

Unimos A con B, B con C, € con D y D con A y te-
nemos el paralelogramo ABCD pedido.
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29. ProBLEMA. — Enun-
ciado. — Construir un para-
lelogramo, conociendo dos la-
dos consecutivos y una dia-
gonal.

CongTrUCCION. — Tome-
mos una recta m (Fig. 36) y
sobre ella un punto 4, a par-
tir del cual construimos el
segmento AB = a. Con una

\D e*c/c .

m
A a B
Fig. 36
Figura de analisis
D (o4

|
A l B

Elementos dados

)
AR U

Figura de analisis

D c

Elementos dados
a
b
d

abertura del compas igual
a b y con centro en B tra-
zamos el arco ¢. Con una
medida igual a d y con
centro en A trazamos el
arco e que corta al ¢ en (.
Por este punto trazamos
CD 4/ AB y por A, la
AD 4 CB; ABCD es el
paralelogramo pedido.

30. ProBLEMA, — Enun-
ciado. — Construir un pa-
ralelogramo, del cual se
conocen dos lados consecu-
tivos y el angulo compren-
dido.



S

CoNSTRUCCION. — Tomemos una recta m (Fig. 37) y
sobre ella una punto 4, a
partir del cual construi-

\C mos un segmento AB = a.

Sobre AB y en el punto A

b construimos un angulo
igual a « y sobre la n, y a
® partir de A construimos

Mo eA a B un segmento AD — b.

Pig. 37 Por D y y por B traza-
mos :

DC // AB y BC // AD

y se tiene el paralelogramo ABCD pedido.

31. Construccion por puntos de la figura simétrica
de una dada con respecto a un centro.
Dada la figura ABCDEFG y el centro de simetria O,
(Fig. 38), se trazan las
;- rectas que determinan ca-
> da punto de la figura con
el centro de simgtria y
luego a partir de O se
construyen segmentos
“iguales a 04, 0B, 00,
OD,~QE, OF, 0C, obte-
niéndose~ los puntos bus-
cados:

Fig. 38 Fig. 39
A B, C,D,E,F, @,

que determinan la figura (39) simétrica pedida.
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CAPITULO 1V

PROGRAMA IV, — Paralelogramos especiales. — 8i un paralelogramo
tienen un d#ngulo recto los otros tres #ngulos también lo son.
Definicion de rectingulo. Propiedades del rectdngulo deducidas
de las de los paralelogramos. Propiedad particular del recténgu-
lo: Las diagonales de un rectdngulo son iguales.

Eje de simetria. Significado fisico de la existencia de un
eje de simetria en una figura (haciéndola girar 180° a su alre-
dedor coincide con la posicién primitiva). Las perpendiculares
a los lados de un rectingulo trazadas por el punto de inter-
seccibn de sus diagonales son ejes de simetria de dicha figura.

Si un paralelogramo tiene dos lados consecutivos iguales
tiene los cuatro lados iguales, Definicion de rombo. Propieda-
des del rombo deducidas de las de los paralelogramos. Propie-
dad particular del rombo: TLas diagonales de un rombo son
perpendiculares y bisectrices de los fdngulos cuyos vértices unen.
Reciprocos.

Las diagonales de un rombo son ejes de simetria de dicha
figura.

El cuadrado. Definicién. Propiedades del cuadrado deducidas
de las de los paralelogramos, del rectngulo y del rombo.

Las diagonales del cuadrado y lag perpendiculares a sus la-
dos trazadas por el punto de interseccién de aquéllas son ejes
de simetria de dicha figura.

Construccién de rectingulos y rombos dados dos de sus ele-
mentos,

Construcecién por puntos de la figura simétrica de una figura
dada con respecto a un eje.

Paralelogramos especiales

32. TeoreMA., — Si un paralelogramo tiene un dngu-
lo recto los otros tres dngulos también lo son. (Fig. 40).

c

B )

(ABOD y N A
=y

Ha—g00 T =l
2 78l 4.t
A B
Fig. 40
Demostracion. — Por ser ABCD un paralelogramo es:
A

y==190°, por ser y opuesto a a



y si a + y = 180° se tiene:
N N
B + & — 180P

AN PN
Y como deben ser: B=—3, por opuestos de un parale-

i SR Sy
logramo se tiene: B ="3%= 90p
. N N N
sidecit. gquez | S8 == ==5=9(°
33. Rectangulo. — Rectingulo es un paralelogramo
cuyos angulos son rectos.
34. Propiedades del rectdngulo deducidas de las del

paralelogramo. Son las siguientes:

I Todo rectingulo tiene sus D }/ c
lados opuestos iguales. (IFigu-
. ra 41).
/
Porque esta condicién la cum-| A I B
ple?’ los1 para.lelogra{nlos y el Alf 'i 4]1; C
rectangulo es.un paralelogramo. AB — DO

II  Todo rectingulo tiene sus, p [o
angulos opuestos iguales. y Q
(La definicién de rectiangulo
es mas amplia: los cuatro dngu-

los son iguales). (Fig. 42). -A ﬁ
A B

Porque esta condicion la cum-

s

Fig. 42

plen los paralelogramos y el
rectangulo es un paralelogramo. A% 0t
También puede admitirse es- j\ —/y\
ta propiedad como corolario de B =3

la definicién.
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IIT  Las diagonales de un
rectangulo se cortan mutuamen-
te en partes iguales. (Fig. 43).

Porque esta condieion la cum-
plen los paralelogramos y el rec-

tangulo es un paralelogramo.
1

IV El punto determinado
por las diagonales de un rectin-
gulo es centro de simetria de la
figura. (Fig. 44).

Porque esta condicion la cum-
plen los paralelogramos y el rec-
tdngulo es un paralelogramo.

V  La igualdad de dos rec-
tangulos se cumple _cuando tieN
nen dos @‘,{bnsecuﬁﬁvés\(es-
pectivamente iguwales (no es pre-
ciso decir y el angulo compren-
dido, pues es sabido que todos
valen 90°). (Fig. 45).

Porque esta condicion la cum-
plen los paralelogramos y el rec-
tangulo es un paralelogramo.

Si AD=A'D’
AB—A'B’

’
a — a

Se tiene: ABCD=—=A'B'C'D’

Fig. 45
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Propiedad particular del rectangulo

.35. TEOREMA. — Las dmgonales de un rectingulo son
iguales.

@;}‘Q AC y BD diagonales
\ R del rectdngulo ABCD, fig. 46.
N
N ,)'/ e :"-- a8
o | \\.\. T{ AC=BD
A
Fig. 46
Demostracion. — Consideremos los triangulos DCA y
DCB:
S AD = B( por lados opuestos del paral\.;,'\ o
/ :
Dot Do, DO=1C o YIS
? IS
li=2s=190°
Por lo tanto: AC=BD

36. Eje de simetria. — Dos puntos son simétricos con
respecto a una recta, llamada eje de simetria, cuando per-

C tenecen a los distintos se-

AW miplanos determinados por

a i B } el eje, ambos se hallan en
|

una misma perpendicular

\
|
|
|
. a él y sus distancias al
0" N mismo son iguales. Ejem- ‘

|

|
I
|
|
B | plo: A4 y A" Considere-
i ’
|

|

|
ﬁ' | mos en la figura 47 el tridn-
A c gulo ABC dibujado con

tinta en el semiplano o de-



=139, —

terminado por MN y doblemos en seguida el papel a lo
largo de MN hasta que ABC esté en el semiplaso B, (se
hace girar la fig. 180° alrededor de MN ) Se marcara en
éste una figura tal que cada uno de sus puntos tiene umno
simétrico en el otro semiplano, Tales figuras se llaman si-
métricas con respecto a un eje de simetria. Por lo tanto,
se tiene que

AQ =— A0 , BO'=R0 y 00" (0"

es decir que el eje de simetria resul@rﬁﬁe los seg-
mentos AA', BB y CC'. N i

\

37. TreorEMA. — Las perpendiculares a los lados de
un rectangulo trazadas por el punto de interseccion de sus
diagonales son ejes de simetria de dicha figura.

ABCD
AC y BD diagonaies
O pertenece a AC' y a BD
Bgr | cB
“|FF" | AB (Fig. 48)
O pertenece a FF' y EE-
SEE' y FF’ ‘
| ejes de simetria de la figura.

E

Demostracion. — Se tiene que demostrar que si H es
un punto del contorno en el semiplano superior con res-
pecto a EE', H' debe ser su simétrico en el semiplano in-
ferior eon respecto a EE'.
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Consideremos los rectangulos formados FOIH y F'OIH'.
que tienen FO = OF" (por 36 — IV) y OI = OI. Lue-
go por (36 — V) se tiene FOIH — F'OIH’ y por consi-
guiente: y :

HI = \LH' y

De manera analoga se demostraria la simetria para
cualquier punto del contorno con respecto a FF'.

38. TeorEMA. — St un paralelogramo tiene dos lados
consecutivos iguales, tiene los cuatro lados iguales.

2 ABCD
AD // B
AB=pC
(Fig. 49)
A T , AB=—B0—CD=DA
Fig. 49 .
Demostracion. — tenemds:
“AB=DC por lados opuestos del paralelogramo
B/ =AD ” ” ” ’ »
Pero:
AB = R

Y por caracter transitivo de la igualdad de segmentos:

AB = BC = (0D = DA

39. Rombo. — El rombo es un paralelogramo cuyos
lados son todos iguales.
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40, Propiedades del rombo deducidas de las del pa-
ralelogramo. — Son las siguientes:

»

I. Todo rombo tiene sus la-
dos opuestos iguales (Fig. 50).
(La definicion de rombo es

. més amplia: los cuatro lados

son iguales).

Porque esta condicién la cum-
plen los paralelogramos y el
rombo es un paralelogramo.

También puede admitirse esta
propiedad como corolario diree-

'to de-la defnicién.

Fig. 50

AB = DC y AD = BC

II. Todo rombo tiene sus dan-

gulos opuestos respectivamente
iguales. (Fig. 51).

Porque esta condicién la cum-
plen los paralelogramos y el
rombo es un paralelogramo.

II1. Las diagonales de umn
rombo se cortan mutuamente en
partes iguales. (Fig. 52).

Porque esta eondicién la cum-
plen los ,paralelogramos y el
rombo es un paralelogramo.

Fig. 52

A0 =0C y DO = 0B




T

) O i LML, DS
IV. ElL punto (laterfrmnada‘ 3 f v
por las diagonales de un rombo. Rl
; oL o A2
es centro de simetria de la figu- M Y P N
ra. (Fig. 53). | V% N
| 7 -ol \\
ey ‘ > i N\
| / \
l’ 2
Porque esta condicién la cum- A S B
plen los paralelogramos y el Fig: b8
rombo es un paralelogramo. | RO = 08
ar MO = ON
D

V. La igualdad de dos rom-
bos se cumple cuando tienen dos
lados comsecutivos y el dangu-
lo comprendido respectivamente
iguales. (Fig. 54).

(En realidad basta con *la
igualdad de un lado y un dngu-
lo, respectivamente).

Porque esta condicion la cum-
plen los paralelogramos y el
rombo es un paralelogramo.

A B
Fig. 54
Si. . AB=— AR
AD = A'D’
a = 0.’
Se tiene:

ABCD = A'B'C'D’

e




Propiedad particular del rombo

41, @Q};EMJ\\J— — Las diagonales de un rombo son per-
pendiculares y bisectrices de los dngulos cuyos vértices
unen. '

AC y DB i s oy
Sdiagonales 1) S =i d =md
H{del rombo T /1\2/1\ {2\:{\'
ZAB()D AR 2
(Fig. 55) 929 DB 1 AC
Demostracion. — 1) Te-r'xemos:
A DB = DB ¥ g
ADB — BCD!AD = DC por def. rombo
“AB = B( por def. de romk Figs 65
Por lo tanto:
=3 7 4 =4 (1)

También ;
{ AC— AC

L \
AIiC = ABC. AB = DC por def. rombo

(Bl AT 0 5
Por lo tanto:

7\ D% N N\
1= gi2e=2 (2)

II) Tenemos:
A DO = DO T
DOA = DOC {DA = DC por def. de rombo
N AN

3 = 3’ por demostrado.

N /} o {\ /'\
Por lo tanto: 5 = 5 y como también 5 + 5 = 2R, se

tiene :

DB 1 AC
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42. TrorEMA (reciproco del 41). — Un paralelogramo
es un rombo cuando cumple cualquiera de estas condicio-
nes: a) que sus diagonales sean perpendiculares; b) que
las diagonales sean bisectrices de los (ingulos cuyos vértices
unen. ‘ :

I PaArTE: Que las diagonales sean pmpendwularcs '

AC y BD diagouales del

ABCD es
H. paralelogramo ABCD s i es un
l4c 1 BD mbo
Demostracion. — En la Fig. 55 se tiene que siendo O

el punto determinado por las diagonales de un parale-
logramo, por (21): '

A0 —"00
DO = 0B
Y se tiene que:
AO0=0¢C
D%A—D%C OD=0D ( AP = DC: 0l
|~ o
=5'—90° )
g OB = 0B 1
B%A:B%C A0=0C ) AB=—B(C" (2)
’ A A ‘
o G —908 1]
g AO0O=A40
A(%D:A%B‘ DO =O0B Jo o AD=— AB (3)
P
bi=16="90¢

Y de (1), (2) y (3) se tiene:
AD =D = AB =B



Y AL

— 45 — ; e,
/ — ,r‘/

Y por definicién (41): % AT
ABCD rombo.
1I Parte: Que las diagonales seam bisectrices de los
angulos cuyos vértices unen.
AC y BD diagonales
del paralelogramo ABCD

T | ABCD es un rombo

5 4 P ZoEEN

8 =3 y 4=4

1 =R
Demostracion, — En la Fig. 55, se tiene, por ser O

el punto determinado por las diagonales de un paralelo
gramo. por (21):

A0 = 0¢
DO = OB
Y se tiene que:
0D — 0D
JAN VAN
DOA=DOC { A0 = 0C aherADI=D(]

S A\
3 = 3’ por hip.
Y por lo tanto ABCD es un romho, pues el paralelo-
gramo que tiene dos lados consecutivos igunales, tiene to-
dos sus lados iguales. (Teorema 38).

43, OBseErRVACION. — Puede observarse que no es ne-
cesario decir que las diagonales sean bisectrices de los &n-
gulos cuyos vértices unen. Basta expresar que una de las
diagonales cumple esa condicién.

44, TeoreMA. — Las diagonales de wn rombo son ejes
de simetria de dicha figura.



AC y DB
Diagonales del
rombho ABCD
(Fig. 56)

i51

‘3 AC y DB ejes de

simetria de la figura

Demostracion.

Debemos probar que el simétrico de
un punto E es E’, tal que siendo FE" | AC, se cumpla:
Bl — 1K,

Se tiene:
Al = Al vows
ALY A
ATE — ATE'{ 1=2= 90° /
AN it
3=—4 por ser AC" diagonal (Teor. 41)
De donde: EI = IE!
45. Cuadrado. — El cuadrado es un paralelogrémo

cuyos lados son iguales y cuyos éngulos valen cada uno
90 grados.
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46. Propiedades del cuadrado deducidas de las del

paralelogramo, del rectdngulo y del rombo.
» Son las siguientes :

\

vy
— : 5 ‘ ;
educidas del G)am]e- Deducidas def recs Deducidas del
logramo tangulo — rombo
I. Todo cuadrado| I. Todo cuadmdo! I. Todo -cuadrado
ene sus lados opues-| tiene sus lados opues-

s igunales.

Il. Todo cuadrado
iene sus angulos
puestos iguales.

1TT. Tas diagonales
le un cuadrado se cor-
an  mituamente en
yartes iguales.

IV. El punto de in-
terseccién de las dia-
gonales de un cuadra-
do es centro de sime-
Q‘ia del mismo,

-

tos iguales.

II. Todo cuadrado
tiene sus dngulos opues-
tos iguales.

III. Las diagonales
de un cuadrado se cor-
tan mutuamente en par-
tes iguales.

IV. El punto deter-
minado por lag diago-
nales de un cuadrado es

centro de simetria del
mismo.
V. Las diagonales

de un cuadrado son
ignales.

tiene sus lados opuestos
iguales.

II. Todo cuadrado
tiene sus angulos opues-
tos iguales.

~

IV. El punto deter-
minado por las diago-
nales de un cuadrado es
un centro de simetria
del mismo. -

VII. Las diagona-
les de un cuadrado son
perpendiculares y bi-

sectrices de los angu-|

los cuyos vértices unen.

A VI. Las perpendi- VIII. Las diagona-
culares a los lddos de | les de un cuadrado son
un rectangulo trazadas | ejes de simetria de di-
por el punto de inter-| cha figura.
seccion de sus diago-
nales son ejes de sime-
tria de dicha figura.

47. OBservAciON. — En este euadro las propiedades

se resumen enumerando los enunciados I, IT, I11, TV, V,




L AR e

.

VI, VII y VIII. Los enunciados en bastardilla se repiten

(son iguales a los correspondientes de cada columna).
Las propiedades de los enunciados I y II se conocen
_directamente de la definicién de cuadrado, pues se sabe
que en éste todos sus angulos y lados son iguales.

48. (OROLARIO DE LA DEFINICION., — La igualdad e
dos cuadrados se cumple cuando tienen un lado igual.

Construccién de rectangulos y rombos dados dos
de sus elementos

Fig do analisis 49. ProBLEMA 1. —

D d ¢ Construir un rectangulo
’ del que se conocen dos
4 y c lados adyacentes. Datos:
~ OV " @y b.
| 5
A o B ConsTrRUCCION, — To-

. mamos una rect v -
Elementos conocidos - o
- bre ella un punto A (Fig.

d 57), a partir del cnal
construimos el segmento
AB =10. En A y B construimoss n | by r L b, respec-
tivamente. Sobre n, s
construimos el segmen- - L_l_

D

to 4D = a, Por ‘el 49 3
N
A

punto D trazamos
l// b, que determina el
punto €, que es el otro
vértice del rectangulo. |




e [ et
, COMPROBACION. — En efecto, DA y OB perpendiculares
ab y comprendidas entre las paralelas I y b son iguales.

A trazamos n 1 m. Con cen-
tro en B y con una abertura del compés igual a d traza-
mos un arco que corta

S ) amnen D. Por By por
D c D trazamos:
4 Q
CB | AB
\ 2 DC L DA
A b B

Fig.ian quedando construido

el rectidngulo pedido.

('OMPROBACION, — Tenemos 1 li— 2 = 4 = 90°, Luego el

3 — 90°. Ademas AD = C'B por ser paralelas comprendi-
das entre paralelas.

N A\ s g =4

Ademés 1 = 2 = 4 = 90° por construceién. Luego
A= 900, . ¢

50. ProLEmMa, II. — Figura de analisis

Yonstruir un rectingulo dao- D ic
dos un lado vy la dza_jonal \'
Datos: by d. 1 i d {

ConstrucciON. — Toma- = b ,<~~~ —
mos una recta m (Fig. 58) A B/
y sobre ella un punto 4, a Elementos conocidos |
partir del cual construimos b
un segmento AB = b. En d

y
\

~J




51. ProsremA IT1. — Construir un rombo dados la dia-

\ gonal y un lado. Datos: «
Figura de analisis y d.
D ¥ -
ConstrUccION. — Sobre
una reeta m (Fig. 58) consi-
deramos un punto 4 y a
partir de é construimos
A a B AB = q@. Con centro en A
Elementos conovidos v con una abertura del com-
% pas igual a d trazamos un
_-_b_—'__ arco n. Con centro en B ¥
abertura igual a @, trazamos
el arco r que corta al primero en (. Unimos € con
B y por ( -trazamos
CD 4/ AB y por A,
AD y/ CB. Se tiene asi
el rombo ABCD, pedi-
do.

COMPROBACION. —
ABCD es un rombo,

pues : Fig. 59

AB = OB = DC = DA,

1
por construccion y por segmentos de paralelas compren-
didos entre paralelas.

82, ProBrLEma 1V. — Construir un rombo cuyas diago-
nales se conocen. Datos: d y d':




R N

(ONSTRUCCION, — Sobre una recta (Fig. 60) conside-

ramos un punto 4, a partir del
cual construimos AC = d. En el

Elementos conocidos

; D
punto 0, medio de AC, trazamos
d 1 dy construimos sobre ella
a@. &

log segmentos 0D — OB = 3 4

4 A C
Uniendo 4 y € con D y con B, o
se tiene el rombo ABCD pedido.

ComproBacION. — HEste cua- B
drilatera tiene sus diagonales 1 : :
perpendiculares y ademds se Figura de analisis
cortan en dos partes iguales: es d
un rombo. d

53. ProBueMA V. — Construir un cuadrado cuyo lado
es conoeido. — Proponemos este problema como ejercicio

de aplicacion, recordando que la construceién es analoga

a la del problema (49), con la

D diferencia de que en el euadra-
do todos los lados son iguales.
d
2 64, ProBLEMA VI, — Cons-
iy [ 5 truir un cuadrado cuya diago-
A nal se comoce. — Proponemos
& este problema, recordando (e
2 la construcecién es analoga a la
_ del problema (52), con la dife-
B rencia de que en el cnadrado
stk las diagonales son iguales.



55. ProBLEMA VII. — Construir por puntos la figura
stmétrica de una dada con respecto a un eje.

Sea la Fig. 61, y
el eje de simetria e e o g
m. El problema se B
reduce a conside- e
rar puntos de la

figura y determi-

nar sus respectivos L
simétricos. Luego —I_f___\_#_—_f—___'____
se unen estos pun- o
tos simétricos, en
el mismo orden es- Fig. 61 ©  TFig. 62
establecido y resulta la Fig. 62

@

Ejercicios

56. Proponemos los siguientes problemas:

ProBLEMA 1. — Construir un rectingulo, dados un la-
do. y la diagonal del mismo.

- ProBrEMA I1. — Construir un rombo dados un lado Y
un angulo del mismo.

Propuema III. — Construwr wn cuadrado, cuyo lado
mide m 0.04.

ProsreMaA IV. — Construir un cuadrado cuya diagonal
d=5y2

ProBLEMA V. — Construir un rombo, tal que

d=—m 0.07y d =m0.05;
ProBuEMA VI. — Construir un rectingulo sabiendo que
sus lades consecutivos miden m 0.06 y m 0.08.




\
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CAPITULO V

PROGRAMA V. — Trapecio. — Base media. La base media de un tra-
pecio es paralela a las bases e igual a su semisuma. Corolario:
La paralela a las bases de un trapecio trazada por el punto medio
de uno de los lados no paralelos del mismo divide al otro lado no
paralelo en dos partes iguales.

Trapecio isésceles. Si por los estremos de una de las bases
de un trapecio se trazan perpendiculares a las mismas,
los triingulos y rectingulos que se forman son iguales. La
perpendicular a las bases de un trapecio isésceles trazada por el
punto medio de una de ellas es un eje de simetria.

Construceién de un trapecio: dados los lados no paralelos y las
bases; dados las bases y los dngulos adyacentes a una de ellas;
dadas las bases y las diagonales.

Trapecio
67.  Base media. — Sea el trapecio ABCD y tome-
mos: c
AE=EFD (E punto medio
de AD) €
BF=F(C (F punto medio F
de CB) \
Uniendo E con F se tiene: A B
EF = base media Fig. 63

Por tanto: La base media del trapecio es el seg-
mento de reeta interior al mismo que se obtiene al unir
los puntos medios de los lados no paralelos de la figura.

58. TrorEMA. — La base media de un trapecio es:
1¢) paralela a las bases; 2°) igual a su semisuma,



o £ G \ Trapecio ABCD

/—__—Y(;;'T H! DE—=EA
i £ | o — FB (Fig. 64)

/ ;'2 I) EF // AB .
| v
N' Y EF /) DC
(L Fig. 64

Yt A4,
m gp=201AF
Demostracion. — Por el punto F trazamos:
' GH // AD.

Se ha formado asi el cuadrilitero AHGD. que por
tener: '
AH // DG por hipitesis
AD // HG. por construceién
es un paralelogramo. {
Demostraremos que ¥ es punto medio de HG. En efee-
to, se tiene:
CF =FB por hipitesis

A€ A /1\ /2\ | ;
s == por op. por el vértice
(1) FG@Q= HBF) i
‘ 3=4  por alternos internos
: entre paralelas AB y D(
_ Por lo tanto: HF = F@G,
y como AD =GH por lados opuestos de un paralelogra-
mo, sus respectivas mitades son: AE = HF. Por lo

tanto AHFE es un paralelogramo y EF // AH, o lo que
es lo mismo EF // AB. Considerando ED =FG se de-
muestra que L ER ADC "

IT) De la igualdad (1) se tiene también:

HB = GC. (2)



Y sabemos que:
EF — DG = AH por lados op. paralelog.

O también:

s DEFAR. D@+m+AB — 8-
: 2 _ o el

Y recordando (2) :

gyl 2CoTAS
/ ' 2 {
59. Corovario. — La paralela a las bases de un trape-l
cio trazado por el punto medio de uno de los lados no pa-
ralelos del mismo divide al otro lado no paralelo en dos!
partes iguales.

C

D
Trapecio ABCD T{CF=FB
DC 4/ AB ‘ E —/_‘ L X\F
H(ED — EA
EF y DC j/ AB / \
(Fig. 65) A : 5

Fig. 65

Demostracion, — Lo demostraremos por el absurdo, es
decir que supondremos que F no es el punto medio de

’B. Sea ¥’ dicho punto. Si unimos E con F', por el
teor, ant. se tendrd que EF" / AB,lo que es imposible,
pues tendriamos por el punto os paralelas a AB.

Por lo tanto el punto F” sélo puede existir coincidiendo
con I

60. TrorEMA. — Si por los extremos de las bases de un
trapecio isdsceles se trazan las perpendiculares a la otra
base, los triangulos rectangulos que se forman son todos
iguales.



= Bps

Trapecio

4D — BoC
ABCD )" —BAC o

B ’ — ’ A -

ob o dmeltEe LA gauv e s
3
H(DD' | AB
CC' 1 AB T T
B I £ 1 2 |
BB | DC (Fig. 66) @ . Y
Fig. 66
Demostracién. — Se tiene, en efecto, que:

DD = (' por segmentos de para-
lelas comprendidos en-
tre paralelas

oy R
1 =2 =900

\ AD = CB por hipétesis

A ,
i -ADD' = BCC" por

También tenemos:
gpiter’ | QU
(' = BB’ Por segmentos de para-

A
BCC = BB'C lelas comprendidos en-
tre paralelas
sy AN
=8 =90
Y por el cardcter transitivo de la ignaldad de trian-
gulos :

A /\
ADD' = BB'C




Anéloga demostracion podemos seguir para probar que

A VA
AAD — ADD
Por lo tanto:

A Ja N i
ADD%—= BCC! = BB@ — A&D

61. TroreEMA. — La perpendicular a las bases de un
trapecio isésceles trazada por el punto medio de una de
ellas ¢s un eje de simetria de la figura.

ABCD trapecio
isdsceles
H{ AB j/ CD
DE == E:i
EF | (OB (Fig. 67)

J EF eje de simetria
de la figura

Demostracion. — Tenemos
que demostrar que los pun-
tos del contorno D, H, I, J. L. C... del semiplano a con
respecto a FF tienen sus simétricos 4, H', I', J', L/,
B... sobre el contorno en el otro semiplano B.

Fig. 67

El trapecio isésceles puede ser considerado como ob-
tenido de un tridngulo isésceles en el que se traza una
paralela a la base. La altura del tridngulo isdsceles
es mediatriz de la base (Geom. de ler. aito) y coincide
con EF. Esta altura divide a las bases CB, LL/...DA
en partes iguales,



Problemas sobre la construccién de trapecios

62. ProBuEMA I. — Construir un trapecio dados las
bases y sus lados no paralelos. Datos: a, b, ¢, y d.

Figura de analisis Elementos conocidos

‘ b.I [1

(2 2%
ARG (S Fles
b
a

Construccion. — Tomemos una recta m (Fig. 68) y

sobre ella un pun-

s to 4, a partir del

D ! \C n cual construimos

/ AB=a y AE=D.

/ Con una abertu-

/ ra del compas

/ igual a d y con

o 2 ‘ centro en B tra-

A A —m - zamos el arco n.

Con una abertu-

ra del compds igual a ¢ y con centro en E, trazamos cl

arco s que corta al primero en (/. Unimos € con E y

con B. Por ( trazamos una paralela a AB y por 4 una

paralela a EC, las que determinan el cuarto vértice D
del trapecio pedido.

Comprobacion. — Bl trapecio ABCD tiene los lados
pedidos, puesto que:

DA =CE=c § por paralelas comprendidas
DC = AE =10 | entre paralelas.
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63. ProsLeMa II. — Construir un trapecio del cual
se conocen sus bases y los dngulos adyacentes a una de
ellas, Datos: a, b, a y B.

Figura de analisis Elementos conocidos °
A : 1a B

i %
b
ConsrrucciON. — Tomemos una recta m._ (Fig. 69)

y sobre clla un punto 4, . el e 4w
a partir del cual construi- A'*""_""b""'"“ic ok B
mos AB=ay AC = b. \{ \\“' P
En B construimos un an- . A
gulo B/ = By en C un \
dngulo ¢ = a. Se tiene \
asi el punto D por el cual E
trazamos una paralela a Fig. 69

AB. Por A trazamos la paralela a CD que corta a la
anterior en E. Se tiene asi el trapecio pedido ABDE.

ComproBACION. — En efecto ABDE tiene los lados:
a, por construceion, b” = b por paralelas entre parale-
las, 8 = B por construceién y a = a por ser igual a o’
por correspondientes entre paral\elas.

OBSERVACION, — Si se dieran los dngulos adyacentes
a la base menor la construccién se puede efectuar eomo
en este problema recordando que los édngulos adyacentes
a la base mayor son suplementarios de los dados, por
conjugados internos entre paralelas.



AN

64. ProsLEMA III. — Construir un trapecio del cual
se: conocen sus bases y diagonales. Datos: a, b, d y d'.
Figuras de analisis Elementos conocidos

a)
! a
d d b
d
| d
bl
ConsTrRUCCION, — Tomamos una recta y sobre ella un

punto A, Fig. 70, a partir del cual construimos AB = a.
A la derecha de B construimos BC = b. (Clon una aber-
tura del compas igual a d y con centro en A trazamos
el arco m.

Fig. 70

Con una abertura del compas igual a d’ y con centro
en (' trazamos el arco s que corta al anterior en I}, Por
este punto trazamos una paralela a AC y por B cons-
truimos BE 4/ CD. Unimos A con E y B con D y se
tiene el trapecio pedido AEDB.

CoMPROBACION. — En efecto AEDB tiene las bases
ay b (ED = b por segmentos de paralelas entre para-
lelas) ; las diagonales d y d' (d’ = CD por paralelas
entre paralelas).




CAPITULO VI

PROGRAMA VI. — Romboide, — Su definicién como trapezoide que tie-
ne dos vértices opuestos equidistantes de los otros dos. Las dia-
gonales de un romboide son perpendiculares y la que une los vér-
tices equidistantes de los otros dos es bisectriz de los fngulos gue
tienen esos vértices y eje de simetria de la figura.

65. Romboide. — El romboide es un trapezoide (cuna-
drildtero sin lados paralelos) que tiene dos vértices opues-
tos equidistantes de los otros dos.

66. TrorEMA. — En todo romboide la diagonal que une
tos vértices equidistantes de los otros dos es bisectriz de
los-angulos que tienen esos vértices.

D
ABCD romboide (=
AD=AB 1=1" /1

A
M pe=Be o e ) 2

(Fig. 71) A

B

Fig. 71

Demostracion. — Se tiene que: /

g Ac=4¢ GTV—
ABC=ADC | AD=AB por hipétesis
l DE=BO "' v
Por Jo tanto: \
/1\ N N N

— M I

afl



= gonaE

67. TrOREMA. — En todo romboide las diagonales son
reciprocamente perpendiculares.

ABCD
romboide
ADi—=AB
DN = B{
(Fig. 72)

T%A(JLDB

i
L‘{ ‘{)

i~ H
1' »

Fig. 72

Demostracion. — Se tiene: ‘ )
EC=EC [y O~—"""-

A /AN o ALY
DEC = BEC!{ DC = BC( por hipétesis

2R PN
1=1 por teor. anterior

Por lo tanto:

Aol S
2=l =00"
Finalmente : AC | . DB,
68. TeoreMA. — En todo romboide la diagonal que

une los vértices equidistantes de los otros dos es eje de
simetria de la figura.

(ABCB' [ . .
\romboide \AC eje de
H! AB= AB' T de simetria

' (Fig. 73).

BC = B'( 'do la figura.‘



o Sipaiie,

Demostracion. — Tenemos que demostrar que los pun-
tos del contorno D, E, B, F, H, I, J, K, L, M, N, O, del
semiplano % con respecto a AC tienen sus simétricos D',
E,B,F,H,I,J,K, I M, N, ( sobre el contorno,
en el otro semiplano B.

Se tiene:
DD - AQ; BE" LA ; BB | AG , P 1, AC,

HH' " AC -, H' | AC|, X 1. AG | ER | AC,
LL" | AC , MM" | AC , NN’ 1 AC...

Cada perpendicular forma dos tridngulos, tales como
’ I’IC = II'C
A ,/A SN
"¢ =17"C © 1=1' por teorema nim. 68
N AN ‘
2=2" por construceién

Por lo tanto:
IIII —— IIIU

Y en general:

D' —=D'D” 4 EE” — E'E” . BBN — Ban
T s e :

Es decir que: AC eés eje de simetria del romboide
ABCPB’,
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CAPITULO VII

PROGRAMA VII. — Puntos notables del triangulo. — Las mediatrices
de los ladog de un tridngulo concurren en un punto. Las bisec-
trices de les fdngulos de un tridngulo concurren en un punto. Las
alturas de un triingulo concurren en un punto.

El segmento que une los puntos medios de dos lados de un
tridngulo es paralelo al tercer lado e ignal a su mitad. Coro-
lario: La paralela a un lado de un tridngulo trazada por el
punto medio de otro de sus lados divide al tercero en partes
iguales, Las medianas de un triédngulo concurren en un punto
situado a dos tercios de cada una de ellas a partir del vértice |
respectivo.

Puntos notables del triangulo

\[ 69. TreorEMA. — Las mediatrices de los lados de un
triangulo concurren en un punto.

A%C O pertenece an
AF=FC C<0 » »
AD = DB (0 o »
BE = E(

mz | AC
m L. AB
my” | BC

(Fig. 74).

Fig. T4

Demostracién. — Dos rectas del plano se cortan o son

paralelas. Supongamos que m;" y m,” no se corten. En-

tonces deben ser paralelas y comom'; | ACy m”’; | AB



“EpE

(y las perpendiculares a paralelas son paralelas) se ten-
dria que AC 4/ AB, lo que es un absurdo, por cuanto
AC y AB se encuentran en un punto A.

Falta probar que la tercer mediatriz pasa también por
0. Efectivamente pasa por O, pues por estar O en las
mediatrices m, " y m:” equidista de los puntos 4, B y C.
Luego OB = 0OC y o pertenece, por consiguiente, a m:",

/
{

70. TroremA, — Las bisectrices de los dngulos de un
triangulo concurren en un punto.

YA
ABC lO comin a
} Lo 8
3 1=1" lba,bb'ybﬁ/}
t L/
N N
C{ 2—9
N A\
g =3
(Fig. 75).

Pig. 75

Demostracion. — Se tiene que A0 y BO, por ser bisec-
trices de dos dngulos de un tridngulo deben cortarse. Sea
0 el punto que ellas determinan. Vamos a demostrar que
por ese punto pasa la bisectriz C'O.

Por ser un punto de 40, el O equidista de los lados
AB y AC del angulo ABC.

w Por ser un punto de BO, el O equidista de los lados
AB y (CB.
i‘ Bs decir que O equidista de los lades AC' y CB y por



. GGt

lo tanto debe pertenecer a 'O bisectriz del angulo ACB
que ellos forman.

71. Teorema. — Las alturas de un tridngulo concu-
rren en un punto.
A/ﬁC T; O comin & lg, hy, e
H ha , hp , he alturas
(Fig. 76)
Demaostracion. — Por A, B y (, trazamos:
F
DE j/ AB [ (ha i I EL (1)
FE J AC {.*.. hs | FE (2) E
pryBc | \h L DE(3) VAN S

pues una recta perpendicu- ‘%

lar a otra lo es también a su g C : E

paralela. Hig. 7\\

/.‘ /
A LN\ I\ e ’
Ademas, los tridngulos ADC, AFB y BCE son iguales

entre si por ser respectivamente iguales al ABC, ecomo
puede verse para un par de ellos:
AB= 4B
~ { por alternos internos
l entre paralelas.
==
De la igualdad de los cuatro tridngulos nombrados, re-

sulta:
AF — AD , FB=BE , DC=CE




Es decir que hg, hs, y he, ademés de ser perpendicu-
lares a DE, FE y DR#-respectivamente, pasan por sus
puntos medios. Por lo tanto son mediatrices del tridngulo
DFE y concurren en un punto (teor. nam. 69).

72. (Qxl%entro. — EI punto O de pancufrencia de las

alturas dean tridngulo se llama ‘orto'centro.

73. TeorEMA. — La paralela a un lado de un tridangulo
trazada por el punto medio de otro de sus lados, dvide
al tercero en partes iguales.

CD = DB
DE J AB
(Fig. 73)

o

Demostracion. — Por E
trazamos:

Fig. 77

EF / DB. Por lo tanto: EF — DB, por lados opues-
tos del paralelogramo EFBD. Pero siendo DB = €D por
hipétesis, por el cardcter transitivo de la igualdad de seg-
mentos, se tiene:

EF — @D (1)
N N\
Ademés 1 = 2, por ser angulos correspondientes entre
ED j/ AB (2).
N A\
También 3 — 4 por correspondientes entre las para-
AN N

lelas EF ,/ DB; pero como 4 = 5 por correspondien-

A f
ABC TICE:AE




SA T

tes entre ED // AB y por el cardcter transitivo de la
N\ %
igualdad de angulos: 3 = 5 (3)

Por consigujente
w s =CD por (1) )
AFE_II»G /f—z Zpor (2) | .. CE=B4
3::5 por (3) s
T4. TroreMA. — Bl segmento que une los puntos me-

dios de dos ladoes de un triangulo es paralelo al tercer la-
do e igual a su mitad.

Y
ABC
HICD=DA
CE = EB
(Pig. 74)
\ I) DE / AB
: ‘11) DE = “‘TB
Fig. 78

Demostraciéon. — 1) Trazamos BF // AC, que deter-
mina con la recta que contiene a DE el punto F,
Se tiene:

CE = EB por hipotesis

N
1) D%E % B%F 1=1" op. por el vértice

“ON ‘
2=—2' por alter. inter. entre

BF J AC
Por lo tanto D = BF
pero como por hip. CD=DA
Se tiene DA = BF



o G S

" En el cuadrilitero ABFD se tienen dos lados DA y
BF iguales y paralelos; los otros dos también deben ser-
lo y la figura es un paralelogramo (ntim. 23).

Por lo tanto:

DE / AB
I1) De (1) también se tiene:
DE = EF
0 Hien DE=-1 DF
O finalmente: DE— % AB
75. TroreMA. — Las tres medianas de un tridngilo

determinan un punto situado a un tercio de cada media-

na con respecto al lado correspondiente.
ABC

¢D=DB
CE =EA
AP =T1R
(Fig. 75)

5

w punto ¢o-
min a las
tres me -
dianas '
II)
FC
BE) =t
o 3
DA
D= =
EB
O = —f=

Demostracion. — 1) Las medianas EB y AD se cortan
en un punto, que llamamos 0. Demostraremos que la ter-
cer mediana se obtiene prolongando el segmento C'O. Por

B v por A trazamos:
BH ) AD
AH 4 EB.



Sl

Consideremos :
AO = HB por segmentos de para-
lelas comprendidos en-

3
tre paralelas.

. A\ VA
(1) AOF=HFB

N N

1=1" por alter. int. entre /

25 LA B

R B e
Por lo tanto - AF = FB

Es decir que CF es la tercer mediana y que también
concurre en el punto O.

I1) De (1) se deduce:

\ HF = FO
/
En el BCH, se tiene CD = DB s SR
oD FEB |°° " .
O también:
o O]
AT g
—C)Q— =0
Y finalmente:
gt
FO = 5 CF
De manera aniloga demostrariamos que:
:
DO = 3 DA
EO = i EB
(R=3
76. Baricentro, — EI punto O de concurrencia de las

tres medianas de un tridngulo es el baricentro de la fi
gura.



@APITULO VIII

PROGRAMA VIII. — Circunferencia y circulo. — Definiciones. Circun-

ferencias iguales. Definicién, Arcos, dingulos centrales y sactores.
Definiciones de arcos iguales y sectores ignales, y de arco mayor

0 menor que otro. Arcos consecutivos. Suma y diferencia de arcos
pertenecientes a circunferencias iguales. :
Relaciones entre arcos y cuerdas iguales o desiguales.

Propiedades del didmetro: El didmetro es la mayor de las
perpendicular a una cuerda divide a
ésta y a los arcos que subtiende en partes iguales. Todo difmetro

cuerdas. Todo difimetro

es un eje de simetria de la circunferencia a que pertenece.
Distancia al centro de cuerdas iguales y desiguales.

Por tres puntos no alineados pasa una circunferencia y sélo una.

Circunferencia y circulo

Damos las siguientes definiciones:

T7. Circunferencia.
— Es el conjunto de
puntos de un plano que
equidistan de otro, la-
mado centre. (Figu-
ra 80).

K 78. Radio. — Es el
segmento de recta que
une el centro de la cir-
cunferencia con un
punto de la misma.
(Fig. 81).

Circunferencia

Fig. 80

Radio

OA=—7r

Fig. 81




79. Cuerda. — Es
el semento de recta
que une dos puntos de
la cireunferencia. (F'i-
gura 82).

80. Diémetro. — Bs
la cuerda que pasa por
el centro de la circun-
ferencia. (Fig. 83).

81. Aréo.>— Es un
segmento de circunfe-
rencia. (Fig. 84). Dos
puntos de una ecireun-
ferencia determi-
nan dos arcos. Conven-
dremos que siempre
que no se haga indica-
¢ién eontraria nos re-
feriremos a arcos me-
nores que una semieir-
cunferencia.

82. Circunferencias
iguales. — Son las que
tienen igual radio. (Fi-
gura 85).

/

Cuerda
e B0

AB cuerda

Fig. 82

Diametro

AB
B didmetro

Fig. 83

~\
AB =@

Fig. 84

Fig. 85
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83. Circulo. — Es
el conjunto de puntos
del plano que contiene
al centro y limitado

por la ecircunferencia.
(Fig. 86).

84. Angulo central.
— Es el que tiene su
vértice en el centro del
circulo y sus lados son
radios del mismo. (Fi-
gura 87).

85. Sector circular.
— Es el conjunto de
puntos interiores com-
prendidos por un &n-
gulo central y el arco
de circunferencia que
abarcan los lados del
mismo. (Fig. 88).

86. Sectores iguales.
— Son aquellos que en
un mismo cireulo o en
circulos iguales, tienen
iguales los respectivos
angulos centrales. (Fi-

Circulo

Fig. 86
Angulo central

A —
o*

B
a = cbneave
B = convexo

Fig. 87

Sector circular

Sectores iguales
i
4

Fig. 89
AOMB = A’OMB

’

8l o = la

gura 89). l’
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87. Arcos iguales.
— Son aquellos que
perteneciendo a una
cireunferencia o a eir-
cunferenciasiguales
tienen iguales los res-
pectivos angulos cen-
trales. (Fig. 90).

88. Arco mayor. —
Dados dos arcos de una
misma cirecunferencia o
de cirecunferen-
cias iguales, es mayor
aquel al cual corres-
ponde un angulo cen-
tral mayor. (Fig. 91).

89. Arco menor. —
Dados dos arcos de
una misma circunfe-
rencia o de eircunfe-
rencias iguales, es me-
nor aquel al ecual. co-
rresponde un angulo
central menor. (Figu-
ra 92).

Arcos iguales

L 48 N
a = a

Arco mé,yor

&
/\/\

o
Arco menor

AMGp

AMB < CND
a < B
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I

80. Arcos consecu-
tivos. — Son aquellos
que perteneciendo a

una misma circunfe-
reneia tienen solamente
un punto comun, sien-
do todos los otros de
un areo exteriores con
respecto a los del otro.
(Fig. 93).

Arcos consecutivos

91,
— La suma de los ar-
ccs @ y b pertenecien-
tes .a

Suma de arcos.

cirecunferencias
iguales, es el arco
@ + b que forman dos
arcos consecutivos res-

pectivamente iguales a
ayb. (Fig. 94),

Suma de arcos

A a & c
)

Fig. ¢4
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Diferencia de arcos
92. Diferencia d -0
de arcos. — La dife-
rencia de los arcos a y
b, siendo @ > b, perte-
necientes a cireunferen-
zias iguales, es otro arco c 6
¢, tal que ¢ + b = a.
(Figura 95).

Fig. 95

Relaciones entre arcos y cuerdas iguales o
desiguales

93. TroreEMA. — En circunferencias del mismo radio
0 en una circunferencia, a arcos iguales les corresponden

cuerdas iguales.

ey

i
q ‘Cif. 0 s
Hoa=a AR—CD

o af
Ca ’ (Fig. 96). '

Fig. 96




Demostracion. — Trazamos los radios 04, OB, 0C y
OD y se tiene:

* OB = 0( por ser radios
AOB=(0D 0A = 0D por radios

. a=4d por corresponder arcos ignales
Por consiguiente :

AB=—CI
5
94. TroreEma. (Reciproco). — En circunferencias del
 mismo radio o en una circunferencia, a cuerdas iguales
| les corresponden arcos iguales.

(Cit. 0

| H{ Cif. 0’ (Fig. 97)
| | 4B=cCD

k w’ ey

k rl \' a—a

r Fig. 97
|
L

Demostracion. — Trazamos los radios 04, OB, 0C y
0D y se tiene:

| 4 A ‘ 0A = 0'C por radios circunf. ignales
A p
110B ——"_'-CO’D A ()B — O D 2] 2 ” ”
{ AB= (D por hipétesis.

Por consiguiente :

T—g y por (87) a==a’

e
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95, TroREMA. — En circunferencias iguales o en una
circunferencia, a arcos desiguales menores que una semi-
circunferencia corresponden cuerdas desiguales, siendo
mayor la que corresponde al arco mayor.

‘ Cit0
d >a
\ (Fig. 98).

(

H

21 l CD > AB
Vig. 98 Fig. 99
A Dos arcos meno- Dos arcos mayo-
res que una semieir- res que una semieir- -
cunferencia, - cunferencia.
Demostracion. — Trazamos los radios 04, OB, 0C y

OD y se tiene:
A A 0A = 0C por radios
CODy AOB ;  OB=O0D —
'- a’ > a pues por hip. @ > ¢

2 »

Por consiguiente (200 Geom. I) :
CD > AB

96. Observacion. — Si los dos éngulos son mayores
que una semicircunferencia (fig. 99) la cuerda mayor
corresponde al dngulo menor,

97. TroremA. (Reciproco del anterior). — En circun-
/ ferencias iguales o en una circunferencia, a cuerdas des-
tguales corresponden arcos desiguales menores que wng




semicircunferencia, siendo mayor el que corresponde a la
cuerda mayor. ~

- Cif. O
II{C’D>AH T{a’>a,
(Fig. 98).
Demostracion. — Trezamos los radios 04, OB, 0C y

0D y se tiene:
a" 2= a, pues si @ = ¢ se tendria (D — AB (contrario a
la hipétesis).
@ < a, pues si a” < a, se tendria (D < AB (contrario a
la hipétesis).

Por lo tanto si @’ no es igual ni menor que a, debe cum-
plirse:

ad >a T

Propiedades del diametro

98. TeoreMA. — El amimelro es la mayor de las G o

oy
i . /Cif. 0 pmﬂb"»" /g\

D \ o i 2
H{AB didmetro R‘-/’n—*: a 43
c .4‘ B z(Fig. 100). ﬂ//l 1 Qo
A 2

i ;AB es la mayor de las cuerdas

(

Pig. 100
Demostracion. — Si consideramos una cuerda que no sea
didmetro, tal como la C'D y unimos O con C y con D se

A
tiene en el OCD :



— By =

r-+r>CD
o también, por ser AB=—2r:
‘AB > CD

99, TeoreMA, — Todo didmetro perpendicular ¢ una

cuerda divide a ésta y a los arcos que subtiende en partes
iguales. -

Cif. O 1
AB cuerda l 1y Ak =EB
. H\CD difmetro TI1) AD=DB
CD | AB 10—0n
(Fig. 101).
Fig. 101
Demostracion. — 1) Trazamos OA y OB. Siendo

CD | AB,y OA = OB por radios, se tiene que son obli-
cuas iguales y por lo tanto se alejan igualmente del pie
E de la perpendicular:

AE = EB

IT) Porser CD | AB, por hipétesis, en su punto me-
dio (demostitacion anterior) el punto (f equidista de A y
de B y el punto D también equidista de A y de B.

Luego:

AD=DB .. AD=DB (rencia a cuerdas iguales
AC—CB .. 40— (p | corresponde arcos iguales.
A<l \ (teor. 94).

100. TroreMA. — Todo didmetro es un eje de sime-
tria de la circunferencia a que pertenece.

porque en una circunfe- -




SR

( Oif. 0
1[) AB didmetro

T : AB eje de simetria de la figura

Fig, 102

Demostracion, — Debemos demostrar que a cada punto
de la circunferencia situado en un semiplano eon respecto
a AB, corresponde uno simétrico que esta en el contorno
de la circunferencia en el semiplano opuesto.

En otras palabras, debemos probar que:

nclI: C”C,; DDII ——— D”D’, EEII — E”E,, FFII f—
— F”F’, HH” = H”H’ siendo CC’ | AB, DIV 1 AB,
EE’ | AB,FF' | ABy HH' | AB.

Y en efecto, estas igualdades se cumplen pues todo dia-
metro perpendicular a una cuerda divide a ésta en par-
tes iguales (teor. ant.).

Por lo tanto, AB es eje de simetria de la figura.

Distancia al centro de cuerdas iguales y desiguales

101. Teorema, — En toda circunferencia o en circun-
ferencias iguales, las cuerdas iguales equidistan del cen-
tro.



I Cit. O
\AB CD
H OE | AB T{OE:OE'
|0E" 1 D
\ Wig. 103

Fig. 103

Demostracién. — Trazamos A0, BO, CO y DO y tene-
mos
A A0 = CO por radios
AOQ (”OD' BO = DO por rachm
AB=—CD por hip.

Por lo tanto, las alturas trazadas desde los vértices en

0 son iguales.
OE = OF’

102. TroreMA. — En toda circunferencia o en cir- -

cunferencias iguales, wna cuwerda dista menos del centro
que otra cuerda menor que ella.

B c Cif. 0
AB > BC
H!'NO L BC T!MO < ON
MO 1| AB
| (Fig. 104)

Fig. 104

Demostraciéon. — Si AB > B€ por hipltesis, sus res-
pectivas mitades, por teorema 99, son: MB > BN.



A AN A
En el BMN por ser MB > BN se tiene: a > S,
QAN N
Por lo tanto, y < 8 por complementos de los dng. « y f3,

respectivamente.
En el tridngulo NMO se tiene entonces:

MO < ON

103. Teorema. (Reciproco del 102). — En toda cir-
cunferencia o en circunferencias iguales, de dos cuerdas
que distan desigualmente del centro de la circunferencia,
es menor la que mds dista.

Cif. 0

NO 1 BC :
MO 1 BA i
MO < ON

(Fig. 104).

Demostracion. — En el tridngulo MNO, por ser por

H BA > BC

N 2%
hipétesis OM < ON se tiene que y < 8. Por lo tanto
a > B por complementos de los dngulos y y 8, respecti-
vamente. L

En el BMN se tiene entoneces:

BM > BN
y por consiguiente:
BA > BC
104, Teorema. — Tres puntos que no pertenezean @

una recta determinan una circunferencia y solamente
und.



S o

4, .8 yiC.
,\ 4, B y C no determinan una
H' recta.
(Fig. 105),
( I) A, By € determinan
7. Cif. 0.
IT) Cif. O es tinica.

Fig. 105

Demostracion. — 1)  Sean los puntos A, B y €. Tra-
zamos AB y B(C y construimos:

AD DB
BE EC

[

En D y en E, respectivamente, trazamos

DO 1 AB
EO 1 BC

Todos los puntos de DO equidistan de 4 y de B. To-
dos los puntos de EO equidistan de B y de (. El punto
0 en que se cortan, por ser comfn a ambas, equidista de
A, de By de C,

Por lo tanto, segiin la definicion de circunferencia, 0
es el centro de aquella que pasa por 4, B y C.

IT) Vamos a demostrar que esta circunferencia es
Gnica. Si admitimos que existiere otra, de centro (), este
centro debe coineidir con 0, puesto que por ser AOQ" =
= OB’ y O'B = (0, el punto O pertenece simultinea-
mente a las mediatrices de AB y BC'; es decir DO" y EO/,
esto es que O es el mismo punto O,




CAPITULO IX

PROGRAMA IX. — Intersccciones de rectas y circunferencias. — Una
recta no puede cortar a una circunferencia en més de dos puntos.
Si la distancia del centro de una circunferencia a una recta es
mayor que el radio todos los puntos de la recta son exteriores
a la circunferencia. Reciproco. Recta exterior.

Si la distancia del centro de una circunferencia a una recta
es igual al radio la recta tiene un punto comin con la circunfe-
rencia y log deméis exteriores a ella. Reciproco. Tangente. (oro-
lario: La perpendicular a un radio en su extremo es tangente y
toda tangente es perpendicular al radio en el punto de contacto.

Postulado: Todo segmento cuyos extremos son uno interior y
otro exterior a una circunferencia tiene con ella un punto comifin
y s6lo uno.| Teorema: Si una recta tiene un punto interior a
una circunferencia tieme con ella dos puntos comunes. Recta se-
cante. Si la distancia del centro de una circunferencia a una
recta es menor que el radio, la recta es secante. Reciproco.

Intersecciones de rectas y circunferencias

105. TrorEMA, — Una recta no puede cortar a una
circunferencia en mds de dos puntos.

. A y B pertenecen
Cif. 0. s BlAE
simultaneamente a
_a H<{ Recta a. d 10T
(Fig. 106) ' Cif. 0 y a a.
o " ' Ay B finicos.
Fig. 106
Demostracion. — Si admitimos (fig. 106) que ademas :

de A y de B la recta ¢ corta en (' a la circunferencia, tra-
zariamos AC y @B y las perpendiculares en sus respecti-
vos puntos medios determinarian el centro O de la cir-
cunferencia, (teor, anterior).
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Pero como A, ¢ y B debieran estar en la recta a, las
perpendicu’ares serian paralelas. Por lo tanto el punto
C no puede pertenecer a «.

106. TroreMA. — Si la distancia del centro de una
circunferencia a una recta es mayor que el radio todos los
puntos de la recta son extericores a la circunferencia.

Cif. 0,
Recta m.
H{OA | m
OA>r
(Fig. 107).

E T { m exterior a Cif. O.

Fig. 107

Demostraciéon. — Por hipétesis, se tiene:
0OA 1 m

Como cualquier otro punto de m distinto de A debe
ser el pie de una oblicua OC, OD, OE... se tiene que

0A < 0C<O0OD<KOE.. yecomo0OA > r
luego A, C, D, E..., son puntos exteriores y

m exterior con respecto a Cif. O,

107. Trorema. (Reciproco del anterior). — Si todos

los puntos de una recta son exteriores con respecto a wna

circunferencia, la distancia del centro de la circunferen-
eia a la recta dada es mayor que el radio.




Cif. 0.

Recta m.

A, B, C, D,... puntos

H de m exteriores aT O0A > r
Cif. 0.

OA | m

(Fig. 107)

Demostracion. — Por pertenecer a m, el punto A4 es
exterior a Cif. O y se tiene:

04 > r

108. Recta exterior con respecto a una circunferen-
cia. — Hs la que tiene todos sus puntos exteriores con
respecto a dicha circunferencia.

109. TroremA. — Si lg distancia del centro de una
circunferencia a una recta es igual al radio, la recta tie-
ne un punto comin con la circunferencia y los demds ex-
teriores a ella.
me 8 £ 0 E oo

S

A punto ecomin
Recta m. de a y Cif. O. Los
AO 1 m T\ demés puntos de
A0 —=n» m exteriores a
(Fig. 108). ! Cif. 0.

Fig. 108

Dempostracion. — Desde que 04 = r, A, punto de m, es
también punto de Cif. O,

Todo otro punto, como C, B, D, E... distintos de A,
deben ser exteriores a la circunferencia, puesto que:

0A < BO =00



y siendo: >
AO = 1
C, B, D, E... son exteriores
110. TroremA. (Reeciproco). — Si una recta tieme un

.punto comiin con una circunferencia y los demds son ex-
teriores a la misma, la distancia de'dicha rectd al centro
de la circunferencia es el radio trazado desde el pumto
comaun,

Cif.-0.
Recta m.
H)B, C, D... exteriores
A comtn a a y a Cif. 0.
(Fig. 109).

AO I m
T;A0r=r

Fig. 109

Demostracion. — Todos los puntos exteriores B, C, D
determinan segmentos OB, OC, OD... mayores que A0,
y sabemos que el menor de todos es perpendicular a la
recta, por tanto es A0 | m. Pero A es un punto de la
circunferencia, luego:

AO = r

111, Tangente. — Recta fangenie a una circunferen-
cig es aquella que tiene un punto comtin y solamente uno
con dicha ecircunferencia,

112. Corolario. — La perpendicular a unk radio en su
extremo es tangente y toda tangente es perpendicular al
radio en el punto contacto.




113. Postulado. — Todo segmento cuyos extremos son
uno inlerior y otro exterior a wna circunferencia tiene
con ella un punto comun y s6lo uno.

l"t.‘n-‘n ) % =

114, TEOREMA - - Sb una recta tiene um punto inte-
ror @ una cm'cunfm encia tiene con ella dos puntos co-
munes.

J Cif. 0.
Recta m.

E Bm HI A pertenece am
Afm interior a
X0 le 0.

(Fig. 110).

B / m  tiene dos

Fig. 110 T) puntos comu-
nes con Cif, 0.

Demostracion. — Sobre m en los sentidos AB y AC,
tomamos AD = 2r y AE = 2r. Los puntos D y E son
exteriores y por el postulado anterior el segmento AD cor-
ta a la circunferencia en un punto y el AE corta a la
circunferencia en un punto. Por 1o tanto

m, corta a Cif, O en dos puntos

115, Secante, — Recta secante a una circunferencia
es aquella que tiene dos puntos comunes con dicha eir-
cunferencia.

116. TroremA. — Si la distancia del centro de una
circunferencia a wan recta es menor que el radio, la rec-
ta es secante a la circunferencia,



Cif. 0.
0 13?4“1 7::'1’ T m secant_e con
04 < r respecto Cif. O,
< (Fig. 111).
Tig. 111
Demostracion. — Si 0A < r, se tiene:

A punto interior a Cif. 0,

y como A pertenece a m, ésta tiene dos puntos comu-
nes con la circunferencia, por el teorema 114.
Es decir:

m secante con respecto a Cif. O.
117. TeoreMA. (Reeiproco). — Si una recta es se-

cante con respecto a una circunferencia, la distancia de
la misma al centro es menor que el radio.

Cif. 0.
m secante con

Hy respectoa Cif. 0. T 04 < r
0OA | m.
(Fig, 112).
Fig. 112
Demostracion. — Si m es secante, tiene comun con
Cif. O los puntss € y D, y tenemos entonces:

04 < 0OC
Pero OC = r, luego
04 < r



CAPITULO X

PROGRAMA X. — Posiciones relativas de dos circunferencias. — (ir-

cunferencias exteriores.

Definicidn,

Postulados: Si dos circunfe-

rencias son exteriores la distancia de los centros es mayor que
la suma de los radios y reciprocamente.
Circunferencias tangentes exteriormente. Definicién. Postulado:

Si dos circunferencias son

tangentes exteriormente la distancia

de los centros es igual a la suma de los radigos y reciprocamente.

Circunferencias

secantes. Definicién.

Posfulado: Si una cir-

cunferencia tiene un punto ,.en el interior y otro en el exterior
de otra, ambas son secantes. Teorema: Los puntos comunes a dos .
circunferencias secantes son simétricos con respeeto a la recta

de los centros. Corolario: Los

puntos comunes a dos circunferen-

cias secantes pertenecen a semiplanos opuestos con respecto a la

recta determinada por los centros,

Teorema:| Si dos circunferen-

cias son secantes la distancia de los centros es menor que la
suma de los radios y mayor que la diferencia. Postulado: 8i la
distancia de los centros de dos circunferencias es menor que la
suma de los radios ¥y mayor que la diferencia, las circunferencias

son sz2eantes.

Si

los radios de dos circunferencias iguales son

mayores que la mitad del segmento determinado por los centros
dichas ecircunferencias son secantes.
Circunferencias tangentes interiormente,

Definicién. Postulado:
Si dos circunfercncias son tangentes interiormente

la distancia

de los centros es igunal a la diferencia de los radios y reciproca-

mente.

Circunferencia interior a otra,

Definicion.

Postulado: Si una

circunferencia es interior a otra la distancia de los centros es
menor que la diferencia de los radios y reciprocamente.

Posiciones relativas de dos circunferencias

Son las siguientes:

Circunferencias exteriores

118. D e f +
nicion. — Una
circunferencia es
exterior con res-
pecto a otra, si
todos los puntos
de la primera son

exteriores com
respecto a la se-
gunda. (Figu-

r a 113),

m=

Fig. 113

00" =r -+ -+ m.

119.  Postula-
do. — Si dos: eir-
cunferencias son
exteriores (figu-
ra - 113) 1o dis-
tancia de los cen-
tros es mayor que
la suma de los
radios Yy recipro-
camente,




AT

Circunferencias tangentes exteriormente

120. D e f @
nicion. — Dos
cirecuntfe-
rencias son tan-
gentes exterior-
mente, si tienen
solamente
un punto comun,
siendo todos los
restantes exterio-
res. (Fig. 114).

Fig. 114

00" =r 41

121. Postula-
do. — St dos cir-
cunferencias son
tangentes  exte-
riormente, (fig.
114), la distan-
cia de los centros
es igual a la su-
ma de los radios
Yy reciprocamen-
te.

Circunferencias secantes

122, D e f &
nicion. — Dos
circuntfe-
rencias son se-
cantes si tienen
dos puntos comu-
nes y solamente
dos.' (Fag. 115).

Fig. 115

123. Postula-
do I. — St una
circunfe-
rencia tieme un
punto en el inte-
rior y otro en el
exterior de otra,
(fig. 115) ambas
son secantes.,




. gdnest

124. TeorEMA. — Los puntos comunes a dos circunfe-

rencias secantes son simétricos con respecto a la recta de O').AJL om

los centros.
'Cif 0 y Cif. 0’, se-

< cantes. (Fig. 115). T'( AM =— AN
'ooaLMN o
Demostracion. — Si tomamos el punto 4 tal que sea

AM — AN, y por A trazamos m | MN, la m debe pa-
sar por 00’

Por consiguiente M y N son simétricos con respecto a
00’, linea de los centros, por estar situados sobre MN y
a distancias iguales de 00’.

125. Cororario. — Los puntos comumes de dos cir-
cunferencias secantes pertenecen a semiplanos opuestos
con respecto a la recta determinada por los centros.

Efectivamente, desde que M y N son puntes simétricos
con respecto a 00" deben pertenecer a uno y otro de los
semiplanos determinados por dicha linea de los centros.

126. TeoreEMA, — Si dos circunferencias son secantes
la distancia de los centros es menor que la suma de los
radios y mayor que su diferencia.

(Cif. 0 y Cif. 0
H | secantes
| (Fig. 116).

Tf00’<r+r'
|00 > r4-1

Fig. 116

Demostracion. — Unamos M con O y O, resultando el
triangulo 00" M, en el que un lado O0” es la linea de los
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centros y los otros dos son los radios. En todo triangulo
un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor
que su diferencia, luego:

00" < r + v

00" > r — 1
127. Postulado II. — Si la distancia de los centros de
dos cireunferencias es menor que la suma de los radios

y mayor que la diferencia, las circunferencias son secon-
tes. (Figura 117).

71
N/

i Fig. 117-
QO =" ==
00" > r w=1/

128. Postulado III. — Si los radios de dos circunfe-
rencias iguales son mayores que la mitad del segmento

/)
%

Fig. 118
(0108

pe———
2

determinado por los centros, dichas circunferencias son
secantes. (Figura 118).
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Circunferencias tangentes interiormente

129. De fs-
nicidén. — Una
cireunferencia es
tangente interior
a otra, euando tie-
nen un punto co-
mun y todos los
demas puntos de
la primera son in-

(0

‘ (sze) encias

130. Postula-
do. — Si dos cir-
son
tangentes © n t e~
riormente la dis-
tancia de los cen-
tros es igual a la
diferencia de los

cuando todos los
puntos de la pri-
mera son interio-

res de la segunda.

(Fig. 120).

Fig. 120

00 <. r— ¢

Fig. 119 ' e
teriores de la se- radios y recipro-
gunda. (Figura| 00’ =y — y | Camente. (Figura
119). 119).

Circunferencia interior a otra
gt . _—
i

181. D e f 4| 132. Postula-
meion, — U do. — Si una cir-
circunferencia es @" cunferencia es in-
interior a otra, ter;m' a otra, la
distancia de los

centros es menor
que la diferencia

' de los radios Y re-

ciprocamen-
(Fig. 120).




CAPITULO XI

PROGRAMA XI. — Angulos inscriptos y semi-inscriptos. — Todo éngu-
lo inseripto es igual a la mitad del dngulo central que abarca
el mismo arco. Corolario: Log angulos inscriptos cuyos lados abarcan
una semicircunferencia son rectos. Todos los éngulos inseriptos
cuyos lados abarcan un mismo arco son iguales. Angulos semi-
inseriptos: su relacién con el dngulo central que abarca el mis-
mo Arco.

Arco capaz de un fngulo consfruido sobre un segmento dado.
Definicién y construceién., El arco capaz de un fngulo constrai-
do sobre un segmento dado es el.lugar geométrico de los puntos
del semiplano que lo contiene, respecto de la recta a que per-
tenece el segmento, desde los cuales se ve éste bajo aquel fngu-
lo. Construceién de un tridingulo conociendo un lado, el féngulo
opuesto y la altura o la mediana correspondiente a ese lado,

Angulos inscriptos y semi-inscriptos

Definiciones:

133. Angulo inscripto, — ]/
Se llama dngulo inscripto en un A
arco, al que tiene su vértice en
dicho arco y sus lados son cuer-
das de la circunferencia, (Fig.

2
1"1)' Fig. 121

N
ABC inseripto
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134. Angulo semi-inscripto.
— Se llama dngulo semi-inserip-
to en un arco, al que tiene su
vértice en uno de los extremos
del arco y un lado es cuerda y
el otro es tangente a la ecircun-
ferencia, (Fig. 122),

135. Arco capaz.—Arco ca-
paz de un dangulo dado, es aquel
(ue sélo admite dngulos inserip-
tos iguales al dado. (Fig, 123).

Fig. 122

AB( semi-inseripto

136. TeoremMA. — Todo dngulo insc
la mitad del angulo central gues

(‘onsideraremos tres posibilidades :

ripto es ig

(]

wal a
0.

I — Que un lado del d4ngulo pase por el centro de la

circunferencia.

IT — Que el eentro de la circunferencia sea exterior al

angulo dado.




s

III — Que el centro de la cireunferencia sea interior
al dngulo dado.
1% Posibilidad :

( Cif. 0.
B inscripto. 1,
B(v o ,'0 T lB:_Y
' pasa por O. 9
(Fig. 124).
Fig, 124
Demostracion. — Trazamos AO. Se tiene en el AOB:

AQN="08 == 2} 4= Jaa) WA

Pero, por ser y un angulo exterior, se tiene que:

y=28
Finalmente : B—= —1— y
2 Posibilidad : (
Cif. 0. [ \
B inseripto g 1
0 exterior a 8 9 g

(Fig. 125).

Demostracion. — Trazamos el
diametro que pasa por B y se
tiene, por el caso anterior, que:




’

2 X

. =
Pero g = 8" — f, luego:

’

I 1
= V'—TY
¢ .

. B=15= flfeseal)
5 ’” ’ . 1 :
Peror y¢ 9=y . p= 5 ¥
L. Posibilidad :
Cit. 0.
) ! 1
B 1nseripto .
flices? sl Tp=——=¢
O interior a 9

(Fig, 126).

Pig. 126 ‘
Demostracion. — Trazamos el didmetro que pasa por B,
y por el primer caso, se tiene:

Pero: B=p + B”, luego:




- SOQrEs

Pero y+y'=y
iz 1
e B= o
135. Coronarios, — 1. Los dngulos inscriptos cuijos

lados abarcan una semicireunferencia son rectos.

Por el teorema anterior estos dngulos son iguales a la
mitad del central que abarca el mismo arco. El central
vale 2 R, luego el inseripto vale 1 R.

136. II. Todos los dngulos inseriptos cuyos lados
abarcan un mismo arco son iguales.

Por el teorema anterior cada uno de ellos es igual a la
mitad del Angulo central que abarca el mismo arco, luego
son todos ignales,

137. III. Todo dngulo inscripto cuyos lados compren-
dan un arco mayor o menor que wuna semicircunferencia
son obtusos o agudos, respectivamente,

Por el teorema anterior les corresponde anﬂulos centra-
les que abarcan mas o menos de una semicircunferencia,
respectivamente.

Angulos semiinscriptos

138. TroremA, — El dngulo semiinscripto es igual
a la mitad del angulo central correspondiente.

Consideramos tres posibilidades :

I. Que el lado (cuerda) del dngulo pase por el eentro
de la circunferencia;

II. Que el centro de la circunferencia sea exterior al
angulo dado;

T TIEIERRIRE—————
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III. Que el centro de la circunferencia sea interior al

angulo dado.
1. Posibilidad :

~

Cif. 0.
B semiinseripto R 1 p
(o] B( pasa por O o !

(Fig. 127).

Pig. 127 -
A Demostracién, — Por su AB tangente, se tiene AB | BC,
y luego:

B =18
¥ v = 2 R por ser angulo llano

Liuego B= % Y

II. Posibilidad:
Cif. 0, (
B semiinscripto 1

Ik PLf=—y
O exterior a 8 9
(Fig. 128).
Fig, 128
Demostracién, — Trazando el didmetro BD, por el caso

anterior, se tiene:



I: i. ”
9 Y
B=pR"’"— f, luego \
T \
BT s G ‘
i ‘
Bepma(ytty'y Az
Pero ¥’ — 9y =1y, luego:
1
B = <5 Y
II1. Posibilidad :
( Cit.0.
S S 1
semiinseripto -
gpjteinsarip T’pz_y
| O interior a g ' 9
U (Fig. 129).
Fig. 129
Demostracion. — Trazando el didmetro BD, por el pri-
mer caso, se tiene:
b ; i ey
B’ semiinscripto: o ==y
3 : . 73 1 r”
B inseripto : dig == T
Pero: B=pB + B”, luego:
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Pero: - . ¥ + ¥’ =, luego:
1
Aiim ¥
139. Construcciéon del arco capaz, — Se nos pide

construir sobre un segmento «, el arco capaz de un an-
gulo « (Fig. 130).
(‘onsideremos una recta m y sobre ella un punto A, a

o

partir del cual construimos el segmento AB = a. En B

v sobre BA construimos AEC == a. Construimos tam-
bién: n 1 AB en su punto medio £, y s | CB en el
punto B, Los segmentos n y s
determinan el centro O del ar-
¢o buscado, que es BDA.

Se advierte facilmente que
todos los angulos con vértice en
el arco BDA son iguales a a,
por ser éste semiinseripto y
aquéllos inscriptos que com-
prenden el mismo arco,

Fig. 130

140. TroreMA. — Bl arco capez de un dngulo cons-
truide sobre un segmento dado_es el lugar _geométrico de
los puntos del semiplano que lo contiene, respecto de la
recta @ que pertenece el segmento, desde los cuales se ve
éste bajo aquél dngulo.

ADC es el lugar geométri-

a, dngulo dado. co de los puntos, del semipla-
AC, seemento dado. no que contiene a ADC con

H| ADC areo capaz de 7T]respecto de la recta a que
a sobre AC. pertenece el segmento AC,
(Fig. 131). desde los cuales se ve éste

bajo el dngulo dado a.
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D Demostracion. — En efec-
to: I) desde cualquier pun-
to del ADB, el segmento A(
se ve bajo el dngulo «, pues-
to que siendo ADB el arco
capaz del angulo «, todos los
angulos inscriptos en él son
iguales a a.

IT) Un punto cualquiera
desde el cual se ve a AC ba-
jo el angulo a pertenece a AD(, puesto que si no perte-
neciera deberia ser interior o exterior a ADC

Sea el B’ interior. Uniendo B’ con (, deberia tenerse

= a lo que es imposible por ser B exterior en el trian-
gulo B’B(C,

Anélogamente demostrariamos que el punto no puede
ser exterior. Por lo tanto pertenece a ADC,

Cumplidas esas dos proposiciones quedan satisfechas
las condiciones exigidas por el lugar geométrico enun-
ciado.

Fig. 131

141, ProBLEMA. —
Construeeion de un tri-
angulo conociendo un
lado, el dngulo opuesto
y la altura correspon-
diente a ese lado. Da-
tos: @, ha y o (Fig.
132)!

Construcecion. —

Fig. 132

Consideramos una recta y sobre ella un punto A4, a par-
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tir del cual construimos AB = a. En A y sobre m, cons-
fruimos « y luego trazamos el arco capaz de este Angulo.
(N°139). En un punto cualquiera de m trazamos s 1 m.
Sobre s y a partir de E construimos EF = h. Por F
trasamos n »/ m que determina el punto D. Unimos D
A y con B y se tiene el triangulo pedido -ABD.



CAPITULO XII

PROGRAMA XII. — Construccién de tangentes. — Tangentés trazadas
a una_ circunferencin por un punto exterior. Su construceién.
Propiedades.

Construceion de’ las tangentes exteriores e interiores comu-
nes a dos circunferencias.

Construccion de tangentes

142. Si dada una circunferencia, se nos pide construir
desde un punto las tangentes a la misma, se presentan
tres posibilidades (Fig. 133) :

a) Que el punto sea inte- Las tangentes no existen,
rior, (Son imaginarias).

b) Que el punto pertenez- La tangente es una sola.
ca a la circunferencia.

¢) Que el punto sea exte- Las tangentes son dos vy

rior, distintas.
~,
A C
A
Tangentes Una tangente Dos tangentes
imaginarias distintas

Tig. 133
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Construccion de tangentes

143. ProBrLEMA 1. — Por el punto A de la circunfe-
rencia de centro O (Figura 134), construdr las tangentes a
la misma.

ConstrucciON, — Unimos A g T t
con O y en el extremo A de este
radio, trazamos ¢t | AO.

CompProBACION, — La recta t
asi obtenida es la tangente buscada, o
puesto que la perpendicular al ra-
dio, en su extremo es tangente a
la cireunferencia.

Fig. 134

144, ProBLeEma 1I. — Por el punto A, exterior a la
circunferencia de centro O (Fig. 135), trazar las tangen-
tes a la misma,

CONSTRUCCION. —
Trazamos el segmento
de recta 0A y determi-
namos su punto medio
B. Con centro en B y
radio AB trazamos una
circunferencia que de-
termina con la dada
los puntos M y N. Las

) L rectas que pasan por
% S r AM y por AN son las
Fig. 186 tangentes buscadas.

C'oMPROBACION. — Basta unir ¥ y N con 0. Los 4n-




-

gulos 1 y 2 son rectos por dngulos inseriptos que abar-

can media cireunferencia. Por lo tanto: {
MO | MA ﬁl/b’ |
NO 1L NA ‘

Es decir, que ¢ y ¢’ son las tangentes buscadas.

Propiedades

145. TrorEMA. — Los segmentos de tangentes traza-
dos desde un punto exterior a una circunferencia, com-
prendidos entre dicho punto y los puntos de tangencia
son iguales.

cit. .

H] AB y AC tg. a Cit™\Q, TgAB — AR
Fig. 136. \
Demostracion. — Unimos O con A, con B y con (: ]
tiene:

2 N 0A=04 .
AéB — ACO { BO=CO por radios
? P N
OBA = 0CA = 90° por hip,
AB = AC
1462 BoREM A, ~)
Dadas las tangentes a
w n @ crecunferencia,
trazadas desde un pun-

to exterior a la misma,
el segmento de recta




b\ TR

comprendido entre el punto exterior y el centro de la
circunferencia es bisectriz del dngulo que forman las
tangentes y del determinado por los radios perpendicu-
lares-a las tangentes dadas.
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Cith. O \
H! A exterior (Fig, 136) T
| AB y AC tg. a Cif. 0. a

Demostracion, -+ Se tiene que:

A A ( 04=04
ABO = ACO { BO = (O por radios
AB = AC teor. ant.

/1\/\/\/\

=2 » 8=—4%

Construccién de las tangentes comunes a dos
circunferencias

Dadas dos circunferencias, se nos pide construir las
tangentes comunes, sean exteriores o interiores.

147. ProBLEmA I. — Construir las tangentes exteriores
res comunes a dos circunferencias. — Esta construceion
es posible cuando desde el centro de la circunferencia
menor se pueden trazar tangentes a la mayor, es decir,
cnando O es exterior a Cif. 0.

CoxstrUCCION, — En el centro de la circunferencia
mayor trazamos otra circunferencia de radio " = r — v/,
(Fig. 137). Aplicando la construccion del ntimero (144),
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trazamos ’A y O’B tangentes a la circunferencia de ra-
dio »””. Unimos O con A y prolongamos el segmento hasta
cortar a la cireunferencia de radio » en (!, Unimos O con
B y prolongamos el segmento hasta cortar a la circunfe-
rencia de radio » en D. Por (' trazamos CE / AO" y
por D, DF / BO'. De este modo se obtiene:

CE y DF tangentes comunes exteriores a ambas cir-
cunferencias.

ComMPROBACION, — Por ser A0’ tangente a la cireun-
ferencia de radio " se tiene que A0" | AO y por lo
tanto ('E, paralela a A0’, debe ser perpendieular a O

Fig. 137

en el punto . Con esto queda probado que CE es tan-

gente a la circunferencia de radio ». Hay que probar

que también lo es a la de radio . En efecto, uniendo ¥

con O, se forma un cuadrilatero CAOQ’E que tiene los la-

dos CA = EO" y CE / AO’ y, por lo tanto, la figura
N N

es un paralelogramo. Como ACE — (A0’ = 90°, ge tie-



2= i

ne que C/E\O’ = 90°. Luego CE es tangente a ambas cir-
cunferencias.

Andlogamente se demostraria que DJF' es la otra tan-
gente exterior comtin a ambas circunferencias.

148. Prosuema 11, — Construir las tangentes interior-
rés comunes a dos circunferencias. — Esta construceion
es posible cuando las circunferencias son exteriores.

ConsTrRUCCION, — En el centro de la circunferencia
mayor trazamos otra circunferencia de radio " = r -+ 7/,
(Fig. 138). Aplicando la construceién del niimero (144)
trazamos ’A y O’B tangentes a la circunferencia de ra-

Fig. 138

dio #”. Unimos O con A y con B y se tienen asi los pun-
tos ¢ y D. Por C trazamos CE ,/ AO’ y por D,
DF g BO', y se tienen las tangentes buscadas CE y DF.
(CoMPROBACION, — Vamos a probar que (E es tangente
interior comin a ambas circunferencias.
CE es tangente a la circunferencia de radio r, pues
CE | OC por ser paralela a AO" | AO. Hay que pro-
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bar que también lo es a la de radio /. En efecto, unien-
do E con O’ se forma un cuadrilatero CAO'E que tiene
los lados CA = O'E y CE // AO’ y, por lo tanto, la fi-

N Py
gura es un paralelogramo. Como ACE = CAO = 90°, se

A\
tiene que CEOQ’ = 90°. Luego CE es tangente a ambas
cirecunferencias.
De igual manera se prueba que DF es la otra tangente




CAPITULO: XTII

PROGRAMA XIII, — Tridngulos y cuadriliteros inscriptos y circnns-
criptos. — Todo tridngulo es inscriptible en una circunferencia,
Todo trifngulo es circunseriptible a una circunferencia,

Propiedad de los éngulos de un cuadrilitero insecriptible,
Propiedad de los lados de los cuadriliteros ecircunseriptibles.

Construccién de tridngulos en logs que intervenga el radio de
la circunferencia inseripta ¢ el de la circunscripta.

Triangulos y cuadrilateros inscriptos
y circunscriptos

149. Triangulos y cuadrilateros inscriptos y circuns-
criptos, — Sea una circunferencia de centro O y sobre
ella los puntos -4, B, ¢ y D. Si trazamos 4B, B(C, (D,
DA, resulta un cuadrilitero cuyos vértices son puntos de
la cireunferencia, Todos los euadrildteros, tales como el
ABCD ... se llaman inscriptos, Si por los puntos
A, B, C y D, trazamos tan-
gentes a la circunferencia, se
forma otro cuadrilatero cu-
yos lados son todos tangen-
tes a la Cif. 0. Todos los
cuadrilateros, tales como el
EFGH se llaman circuns-
criptos. (Figura 139).

Fig. 139

150. TroremMa. — Todo tridangulo es inscriptible en
una circunferencia,
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/A
HgABC (Fig. 140).

A
T zABC’ inseripto en Cif O.

Fig. 140

Demostracion. — Hemos visto que tres puntos del
plano que no pertenecen a una recta determinan una cir-
cunferencia y sélo una. Por los tres vértices de un trién-
gulo pasa, por lo tanto, una circunferencia en la cual
aquél queda inseripto.

En la figura se ha tomado:

AE=EB ; OE_L AR O centro de la
BD=DC ; OD LRC cireunferencia

1561. TwroreMA. — Todo tridngulo es circunscriptible
@ una cireunferencia.

A A

¢ \aBc 1)4BC

H _circunseripto a Cif. 0.
'(F‘ig. 141)

\

Demostracion. — Hemos visto

F  que las bisectrices de un tridingu-

los determinan un punto O que

equidista de los tres lados del
triangulo. Esto es que

Fig. 141 OD = OF = OF




— 115 —
Por lo tanto, la circunferencia trazada con centro en O

y radio » = 0D, resulta inscripta en el tridngulo, o lo
que es lo mismo, éste es eircunscripto a la circunferencia.

Propiedad de los angulos de un cuadrilatero
inscriptible N

152. TroreMA, — En todo cuadrildtero inseripto los
angulos opuestos son suplementarios,

D

‘ Cif.0.
H) ABCD inseripto
Fig. 142,

T{ a+ y=180°
B+ 8=180°

N

Demostracion. — Los dngu-
los a y v por ser inscriptos son
iguales a la mitad del 4angulo central que abarca el mis-
mo arco. Como o y y abarcan la circunferencia, pues
"BCD + DAB = 360°, se tiene

a4 y = 180°
Para g -+ 8, una demostracién andloga nos conduce a:

B+ & = 180°
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Propiedad de los lados de los cuadrilateros

circunscriptibles

153. TroremMA. — En tedo cuadrilitero circunscripto,
las sumas de los lados opuestos son iguales.

Cif. 0, Fig, 143,
EFHI, pol. circunseripto,
EI tangente a Cif. O en D,
Mu M &r tg. cit..0 en 0,

FH tg. Cif. O en B,
HI tg. Cif O en A.

7| BF 4 IH = EI + FH

Fig. 143
Demostracion., — Por un teorema anterior, (145), se
tiene:
EC = ED
ok, = B
I4v= DI
AH = BH

Sumando ordenadamente (prop. uniforme de la suma),
se tiene:

EC 4 CF + 1A + AH =ED + FB + DI 4 BH

y por las propiedades asociativa y conmutativa de la
suma :

(EC + CF) 4- (IA 4 AH) =(ED - DI) Y- (FB + BH)
o bien: EV + IH = EI + FH,
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fl Construccién de triangulos en los que intervenga
; el radio de la circunferencia inscripta o el de
E la circunscripta

154, Notacion, — Designaremos con r el radio de la
ﬂ circunferencia circunseripta y con pelde la circunferen-
cia inseripta.

1 156, ProBuema 1. — Construgr un tridngulo cono-
ctendo r, a, b. (Fig. 144),

| Construecion. — Con centro O y radio 1 trazamos una
circunferencia. Apoyando el compéds en un punto B de

ella y con abertura igual a @
determinamos el punto ¢. Uni-
mos B con (' y con centro en (
y abertura igual a b determina-
mos sobre la circunferencia el
punto A. Uniendo B con 4 y (!
con A, se tiene el tridngulo pe-
dido ABC. Si en lugar de de-
terminar A desde C, lo deter-
minamos desde B, se tiene otro
tridngulo BC’C, que también resuelve el problema.

Fig, 144

156. Prosuema II. — Construir un triangulo cono-
ciendo a, 0, B. (Fig. 145).

Construceion. — Consideremos una recta m y sobre
ella un punto B, a partir del cual construimos BC' = a.
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En B y sobre BC cons-
truimos el angulo B.
Construimos la bisec-
triz de este angulo y el
punto determinado por
ésta y la paralela a m
trazada a la distancia
] 0 es el centro de la cir-
Pig. 145 cunferencia inscripta,
: que trazamos. Construi-
mos la tangente desde (' y se tiene el triangulo ABC pe-
dido. P :

=

A\ / }
i 2 o I




CAPITULO XIV

PROGRAMA XIV. — Medida de los angulos. — La razén de dos én-
gulos centrales es igual a la de los arcos correspondientes. La
medida de un dngulo central es igual a la del arco correspon-
diente tomando como unidad el arco que abarca la unidad de
éngulo. Transportador. Medida del &ngulo insecripto.

157. TroreMA. — En el mismo cireulo o en circulos
iguales, la razon de dos dngulos centrales es igual a la de
los arcos correspondientes.,

Cif. 0.

ay o angulos centrales

@ y @' arcos correspondientes,
| (Fig. 146).

w a
oot
o a
Demostracion. — Tomemos un arco b que esté conte-

nido un ntmero exacto de veces en el arco a (4 veces,
por ej.) y en el arco a’ (3 veces, por ej.). Podemos es-
cribir :

a=4b
a=3b
Y por la propiedad uniforme de la divisién:
a " [ AT ¢ 4 :
S By e, P

Uniendo O con E, F, J, H e I, los angulos a y ' que-
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dan divididos en 4 y 3 angulos respectivamente iguales,
que llamaremos B. Podemos escribir:

o= 4P
o' = 3B
Y por la propiedad uniforme de la divisién:
e e 2)
o 3B [0} 3
o o a
2). g ) a
De (1) y (2), se tiene: v =7
158. TroreMA. — La medida de un dngulo central

es igual a la del arco correspondiente, tomando como uni-
dad el arco que abarca la unidad de dngulo.

c o angulo central, (Fig. 147).
@ arco correspondiente,
b
.E> Q e B=—unidad de angulos,
D b =unidad de arcos.
B

Fig. 147

T[ Med. de o resp. a B = Med. de @ resp. a b.
Demostracion. — Aplicando el teorema anterior, po-
demos escribir:

En el primer miembro tenemos la medida del angulo a
con relacion a B, unidad de angulos, y en el segundo



= o

tenemos la medida del arco ¢ con relacion a b, unidad
de arcos.

Pero la razon del primer miembro es la medida de a,
respeeto a B, y la razon del segundo miembro es la razén
de a respecto a b, y ecomo las razones son iguales, se tiene:

Med. de a resp. a B = Med. de a resp. a b.

Medida del angulo inscripto

159. Trorema, — Todo dngulo inscripto en una cir-
cunferencia tiene por medida la mitad de la medida del
arco comprendido por sus lados.

Cit. 0, Fig. 148,
Hi

a Angulo inscripto,

AN 1
T < Medida de a Sl medida de a.

Fig. 148

Demostracion, — Unimos O con A y €' y se forma el
angulo eentral B euyos lados comprenden el mismo arco
que el dngulo «. de manera que:

a=—;—ﬂ
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v entonces:
Med. de a = % med de 8 (1)
pero (158) se tiene que:
Med. de g = Med. de « T i 1)
v sustituyendo este valor en (1), resulta: |

Med. de « = % med, de a.




CAPITULO XV

PROGRAMA XV. — Poligonos equivalentes. — Suma de poligonos.

Definicién, Poligonos equivalentes: Su definicién como sumas de
poligonos ordenadamente iguales. Ejemplos: Caracteres idéntico,
reciproco y transitivo.

Equivalencia de dos paralelogramos de’ igual base y altura:
distintos casos, Postulado de equivalencia: Si un poligono es
suma de varios otros la figura que se obtiene prescindiendo de
uno de ellos y sumando los restantes no es equivalente a la
primera. Si dos paralelogramos equivalentes tienen igual altura
tienen también igual base, y viceversa. Dos cuadrados equivalen-
tes son iguales.

Un trifingulo es equivalente a un paralelogramo de igual
altura y base igual a la mitad de la del trifngulo. Los tridn-
gulos de igual base y altura son equivalentes.

Un trapecio es equivalente a un tridngulo de igual altura y
base igual a la suma de las del trapecio.

Demostracién del teorema de Pitdgoras por equivalencias,

Transformar un poligono en otro equivalente que tenga un
lado menos. Transformar un poligono en un tridngulo equivalente.
Transformar un rectingulo en cuadrado equivalente.

Poligonos equivalentes

160. Suma de poligonos. — Sean los poligonos
ABCDE, FGHI y -JKLMNR, que no tienen ningiin

D

B

I .. punto interno comun. (Fig.
c 149), .

Dispongamos el ABCDE de
A modo que el lado DC se apli-
Peq e que a uno de los lados del
AN : M JEKLMNR, de modo que F@&

R coincida con el lado MN. De es-

J K

L te modo hemos formado el nuevo
poligono de la fig. 150, que tie-

e ne todos y tinicamente los pun-
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tos de los tres poligonos dados.

El poligono asi obtenido es el

poligono suma de los propues-
tos. (Fig. 150).

161. Sumafde poligonos, —

La suma de warios poligonos
que no tienen mingun punto in-
terno comun es otro poligono
que esta formado unicamente
por todos los puntos de los po-
ligonos sumandos (1).

r H
F G M
N I
R
L
J
e . K
B
E
A
Fig. 150
1B
4|5 sly
1
1l2(3]?
2
4 568
3
4
.| 2 387 5
4|5 |6 A
7.
8
Fig. 151

162. Poligonos equivalen-
tes, — Tengamos los cua-
drados 1, 2, 3,4, 5 y 6 y los
tridngulos 7 y 8. Se nos pi-
de efectuar su suma y la po-
demos hacer de distintas ma-
neras acomodando los poli-
gonos sumandos en diverso
orden, como lo indican las
figuras. Todos los poligonos
asi formados son equivalen-
tes. (Fig. 151).

Podemos expresar: Poli-
gonos equivalentes son aque-
llos que se obtiemen como
suma de poligonos ordena-

(1) En la suma se pierden las lineas del contorno en que
hay coincidencia de puntos de dos poligonos (segmentos FG y DC).
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damente iguales y que mo tienen ningun punto interno
comain,
Para indicar la equivalencia se emplea el signo: .«
Ejemplos:

D
A JAN
AE’D =AIEID’
4 A A
1 3 8 DEC=D'E'(
“ C%P //-Xl ’
A E F B i or Ci"F
B c CFB— A'D'B
4
2
1. °3 Se tiene:
‘\0 E‘ F ABCD iA’F,C’B'
Fig. 152
163. Corouario I. — Dos o mdas poligonos equivalen-

tes pueden ser descompuestos em trigngulos ordenada-
mente igquales.

Cororarto II. — Los poligonos suma de poligonos
equivalentes son equivalentes.

Caracteres de la equivalencia

164. Son éstos:
I. CarictEr ENTICO. — Todo poligono es equivalen-
te a si mismo.,
Pol: ABCDE ... N = Pol. ABCDE ... N
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II. CarfeTEr RECIPROCO. — Si un poligono es equiva-
lente a otro, éste lo es con aquél.
se tiene que:
Si Pol. ABCDE. ... N .- Pol. A'B'C'D'E: .. N
se tiene que:
Pol. A'B'C’'D'E' ... N' - Pol. ABCDE ... N
ITI. CARACTER TRANSITIVO. — Si um poligono es equi-
valente a otro y éste_es equivalente a um tercero, el pri-
mero y el ditimo también son equivalentes,
Si Pol. ABCDE ... N - A'BC'D'E' ... N'
Pol. A'B'CDE 'r"N = AYBYCDE!. .., N
Se tiene:
Pol. ABCDE ... N . Pol. A*B"C”D"E"; ... N

Equivalencia de los paralelogramos de igual base
y altura. - Distintos casos

165. TroreEMA. — Dos paralelogramos de iguales ba-
se y alturas con respecto a esos lados, son equivalentes.

D G Y c

-

A b Rl b B'

Fig. 153

[ Paralelogramos s
T

\aBcp y aBCD
HE o
=1k

y— 3 (Fig. 153)



ey
¢ Sobre la base AB construyamos un paralelogramo
ABC'D’ ignal al A'B'C'D’. Como h = I/, el lado D¢’
coineidird con la recta que contiene a D(, presentindose
las signientes posibilidades :

I. Que D'C” tenga mas de un punto comin con D ;
IT. Que D’C’ tenga un solo punto eoman con D(';
III. Que D’C’" no tenga ninglin punto comin con D(,
I, Posibilidad. — En este caso (fig. 154), se tiene que:

‘DA = (/B por lados op. paralelogramo

I\ /\ \D’A = (’'B por lados op. paralelogramo
DAD’ = CBC'| ppr — por ser ambos iguales a
( CD — OD'.

Fig. 154

Por otra parte:
8| ! A
ABCD = ABCD’ + DAD'
D i A ’
ABC”D’ = ABCD + CBC
y como los trlanﬂnlos DAD" y (BC’ son iguales, por

(162) e

[E -
ABCD = ABC'D
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coO //.H— /:', "." P4
pero ABC'D' es igual a A'B'C'D’ por eeﬂhn&aeum Juego :
L] C]
ABCD - A'B'C'D
IT. Posibilidad. — En este caso (fig, 155), se tiene
i CA=C'B’ por lados op.
paralelogramo
A A 7y | HAL TS
DAC —DBCY DA=D'B por lados op.
paralelogramo
DC = D’(’ por ser respec-
tivamente iguales a AB.
Bt : LCl

e 'r +

Fig, 155 *
Por otra parte:

= A A
ABCD = ABC 1 DAC

] VA ik
ABC'D! = ABC 4 D'BC’
y como los tridangulos DAC y D’B(’ son igunales
(162) es: ] £ .
] L]
ABCD - A’BC'DY
pero ABC'D" es igual a A'B'C"D’ por construceién, luego
(3 L]
ABCD = A'B'C'D'

, por
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I11. Posibilidad. — Unimos (Fig. 156), A con €' y por
B trazamos:

BD" yJ AC
Se forma de este
modo el paralelogra-
mo ABD"(' y por IL
caso:

L] ] >
ABCD_ ABD"¢ @/

Y también por el
I caso:

Pig.' 156

4

L
ABD"C _- ABC'D' (2)

pero por construecion, ABC'D" y A'B'C'D’ son iguales.
luego :

[l el )
ABC'D' = A'B'C'D (3)

De (1), (2) y (3), por el caracter transitivo, tenemos:
[T} ]
ABCD - A'B'C'D'

166. PosTULADO DE LA EQUIVALENCIA (1). — St un po-

ligono es suma de varios otros poligonos la figura que se
obtiene prescindiendo de uno de ellos y swmando los res-
tantes no es equivalente a la dade. (Fig, 157).

(1) TFormulado por De Zolt.
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A B

Pig. 157

167. TrorEMA. — Si dos paralelogramos equivalentes
tienen igual altura tienen también igual base.

D (el | G
’h |
5 b 0E - © , F
Fig. 158
Il L] :
H!ABCD - EFGH T {b i
=N (Fig. 158)
Demostracién. — Si los segmentos b y b’ mo fuesen

iguales, serfan: 1°) b > b/, 0 2°) b < V.
Supongamos qué fuese b > b’. Entonces (Fig. 159)
sobre AB construimos Al = b’ y trazamos:

JI jJ/ AD




Se forma el paralelogramo AIJD que es, por (165):

]
AlJD - EFGH
D J. @& H G
r I,
/
h / h
/
1
r /
E: J/ ~
1- B8 E b F

‘ b
Fig. 159
Pero esto es un absurdo, pues EFGH no puede ser si-
multaneamente equivalente al ABCD (por hipdtesis) y

a una parte del mismo AIJD.
b BV

Por lo tanto:
Supongamos que fuese b < b’. Efectuariamos la de-
mostracion andloga construyendo b sobre b”. (Fig. 160).

y tendriamos que:
il 7S
ABCD - EIJH
D e H J G
1',
: /
h h /
!
/
A b B E b R
Fig. 160
= i
BCD - EFGH por hipé-

lo que es imposible, pues, es 4
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tesis y no puede serlo con un paralelogramo que es parte
del mismo,

Por lo tanto: b €V
No pudiendo ser § ni mayor ni menor que b’, debera ser:
bh=5"
168. Trorema (reciproco). — Si dos paralelogramos
cquivalentes tienen igual base tienen también igual altura,
D C:.H €]
‘, iy L],
H{ABCD - EFGH
1 ’\bzb’ (Fig. 161).
h h
Gk ( Bttt

(

A b BESE b’ 5

Pig. 161
Demostracion. — Si las alturas i y b’ no fuesen iguales,
D CY R G serian:
1°) h > 1,
0 bien:
29) I %

Supongamos q e

fuese h > b (Fig.

162). Entonces so-

oy bre nh construimos
: W = IJ y trazamos

porJ, LM // AB.
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Se debe tener que:

. .
EFGH - ABML
por tener respectivamente iguales las bases y las alturas

correspondientes a dichas bases.

= L]
Esta equivalencia es imposible, pues es EFGH - ABCD
por hipdtesis, y no puede ser equivalente simultdneamente
con ABML que es un paralelogramo parte de aquél.
D C H G
Gl i IM

Por lo tanto

hb N

Supongamos  que

W fuese h < b (Fig.

163). Sobre A" cons-

/ truimos h y traza-
A

J mos LM 4/ EF.
B E o

Fig. 163

Se debe tener:

gl Jalll

ABCD . EFML por tener  respectivamente igua-

les las bases y las alturas correspondientes a dichas bases.
(] &,

Esta equivalencia es imposible, pues es ABOD - EFGH

por hipétesis, y no puede ser equivalente simultineamen-
te con ABML que es un paralelogramo parte de aquél.

Por lo tanto: h <K
No pudiendo ser A ni mayor ni menor que b/, deberd ser:

=it
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169. Coronario., — Los cuadrados equivalentes son

iguales.
En efecto, tienen respectivamente igual las bases y las

alturas.

170. TrorEMA. — Todo tridngulo es equivalente a un
paralelogramo de igual altura y de base igual a la mitad
de la del triangulo.

ST E [
&, o
h F
v o’ i3
& vl - B
‘ Pig. 164 AW
A :
ABC de base b y altura h,
4 b 7} ke mﬂ
H ADEC de base —- y altura h, ABG = ADE 6‘
(Fig. 164).
Demostracion, — Se tiene:

/a}_a’ alter. inter. entre CE j/ DB
B ,3, » 7 2 ’VE//DB

| T Y
(JEI' B) CE=DB por ser ambos segmentos
iguales a AD, '
A
Pero: ABC.— ADFC - DFB,
[ A
y ADEC - ADF(C + CEF

'._//—\ e
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Por definicién de poligonos equivalentes:
O
ABC = ADEC.

171, TeoremA. — Los tridngulos de igual base y al-
tura son equivalentes.

(3 F

A b B D b’

i Fig. 165
[ 0 e s Mty
H\ ABC, DEF y GKI- o lZ_BC-i DEF - GKI
\h=h=n"

Lb=0b'=0b" (Fig. 165)

Demostracion, — Cada triangulo es equivalente a’ un
paralelogramo de igual altura y de base mitad de la del

o

triangulo. Y todos esos paralelogramos son equivalentes.
Luego, también :
A A A
ABC - DEF - GKI

172. TrorEMA, — Un trapecio es equivalente a un
tridngulo de igual alture y base igual a la suma de las
bases del trapecio,



Fig. 166

1[; Trapecio AFDC y Alif\(' de igual altura
U AF + CD = AB, Fig, 166.
( VA
I | Trap. AFDC - ABC,
Demostracion — Se tiene:
A A a==d/ por alter. inter.’entre CD / I'B
CDE=EFB; B==8 » '» ' #. 7 » CDAFB
CD =FB, por hipotesis.

Pero: AFDC - AFEC 1 CED
¥ ABC = AFEC + EFB
Por definicion de poligonos equivalentes:
JAN 1
Trap. AFDC - ABC

Demostracién del teorema de Pitagoras por
equivalencias

173. TeoremA. — El cuadrado construido sobre la
hipotenusa de un triangulo rectangulo es equivalente g la .
suma de los cuadrados construidos sobre los catetos.
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ABC, rectangulo, Fig. 167,
ABED = cuad. de la hipotenusa,

BHN( =", ' del cateto B(C,
ACTE = o ,  AC.

I A &l
ABED *_ BHNC -+ ACJF

Demostracion, — Construimos CM | DE y unimes €

A ,
con D. Se tiene que ADC _% ADML por tener la mis-

ma base AD y la misma altura AL,
Unimos F con B y se tiene:

) \ AF = AC lados de un cuadrado
‘1[)( — ‘1[? AB = AD lados de un cuadrado

' " =90° - q.
Por lo tanto:

(1) App =L ADML

Y también :

: _
L3N . 1
(2) AFB =% AQJF

por tener la misma hase FA
y la misma altura C'A
Luego de (1) y (2):
)
ADML - ACJF (3)
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y del mismo modo se demuestra que: MEBL —~_ BHNC (4)

y finalmente, sumando (3) y (4):

ABED _-. BHNC -+ ACJY

Transformar un poligono en otro equivalente que
tenga un lado menos

174. ProBrEma. — Sea el
poligono ABCDEF (exigono)
(Fig. 168), que se desea trans-
formar en otro equivalente de
un lado menos (pentigono).
Construimos el segmento EC
determinado por dos vértices no
consecutivos. Por el vértice D
trazamos

DN J EC.
Prolongamos el lado B(' hasta
cortara DN en (' y trazamos E (.

Fig. 1638

Se forma asi: ABGEF . ABCDEF

En efecto:

A
ABCDEF — ABCEF - EDC.
’,7 ‘/.‘\X
Pero como ECG - EDC por tener igual base HC y
la misma altura (perpendiculares entre paralelas), se tie-

ne, conforme a la definicién de poligonos equivalentes:

ABGEF - ABCDEF
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Transformar un poligono en un triangulo

175. ProBrLEMA. — Para transformar un poligono en
un triangulo equivalente, se procede a transformar el po-
ligono dado en otro de un lado menos (problema ante-
rior). El poligono asi obtenido se transforma en otfro

Fig, 169

equivalente de un lado menos (problema anterior) y asi
sucesivamente hasta llegar al tridngulo. En la figura 169
puede verse cémo se ha pasado del exagono al pentigo-
no, de éste al cuadrilitero y de éste al tridngulo,



CAPITULO XVI

PROGRAMA XVI. — Areas de los Poligonos. — La equivalencia de
poligonos considerada como igualdad. Lo que tiene igual un
poligono con todos los que son equivalentes a él1 se llama su-
perficie de dicho poligono. El érea es la medida de la superficie.
La razén de las superficies de dos rectdngulos de igual base
es igual a la de las alturas correspondientes. La razén de las
superficies de dos rectingulos de igual altura es igual a la de
lag bases correspondientes. La razéon de las superficies de dos
rectingulos c¢ualesquiera es igual a la de los productos de sus
bases por sus alturas., Area del rectingulo, Area del cuadrado.

Area de un paralelogramo. — Area de un trifingulo. — Aren
de un trapecio. — Area de un poligono. — Aplicaciones,

Areas de los poligonos

176. La equivalencia de poligonos considerada como
igualdad, — En la Geometria 1* parte, hemos visto que
los caracteres formales de la igualdad de dos entes cuales-
quiera son: 1° cardcter idéntico; 29 cardcter reciproco y
39 caracter transitivo.

En las equivalencias de poligonos que acabamos de es-
tudiar, vemos que las relaciones cumplen dichos caracte-
res formales y por lo tanto puede afirmarse que tienen
algo igual. Por lo tanto diremos:

SUPERFICIE. — Lo que tiene de igual un poligono con
todos los que le son equivalentes a él, se lama superficie
de dicho poligono-———

AREA. — El drea de una figura es la medida de sw su-
perficie.

Por lo tanto no debe confundirse superficie con drea.
La superficie es lo que tiene de ignal una figura con su
equivalente y el area es la medida de esa superficie.
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177. TroreMa. — La razém de las superficies de dos
rectangulos de igual base es igual a la de las alturas co-
rrespondientes.

D c
[ e Rectangulos
il £l s o H( ABCD y A'B'C'D’
_______________ h b'=10 (Fig.170)
HieT: 0 IR [ T )
[ -7y R 5 ety leel o & il o | Supl ABOD Y
n n | Sup. ABCD T b
A B B N b B
Fig. 170
Demostracion. — Sea n un segmento contenido exac-
tamente en h y h', 4 y 6 veces, por ejemplo:
h=6n
W =4n

Y por la propiedad uniforme de la divisién

h __ bn ; h 6

RGP T (1)

Por las divisiones determinadas por n en h y h' traza-
. mos paralelas a b y ', respectivamente. De este modo las
superficies ABCD y A'B'C’'D" han quedado divididas en
6 y 4 rectingulos «. Es deecir que:

Superficie ABCD = 6a
Superficie A'B'C'D'=4a l
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Y por la propiedad uniforme de la divisién

Superficie  ABCD __ ¢x , Superficie ABCD _ E_(_))
Superficie A’B'C'D’ ™~ 40" " Superficie A'B'C'D'~ 47

De (1) y (2):

3 -
Superficie ABCD _ h
Superficie A'B'C'D' ~ k'

178. TrorEMA. — La razén de las superficies de dos
rectangulos de igual altwra es igual a la de las bases co-
rrespondientes.

Lo D D c Rectéangulos
ABCD y
A'B'C'D’

h W=hp "(Big I71)

Superficie ABCD _ b
o 7 — b,

A b B A b = Superficie A'B'C'D
Fig. 171

Demostracion., — Considerando a las alturas eomo ba-
ses y a las bases eomo alturas, nos colocamos en el teore-
ma anterior. Podemos escribir:

Superficie ABCD b
Superficie A'B'C'D'" b’
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179. TroreMA. — La razon de las superficies de dos
rectangulos cualesquiera es igual a la de los productos
de sus bases por sus altwuras.

D C

-]
9]
<
3

Pig. 172
[ Reetdngulos (Superficie ABCD __ b X h
ABCD y (Superficie A'BCD ~ b X I
H!A'BCD (Fig. 172) : .
bi=b’
h==h'
Demostracién. — Construimos un rectangulo auxiliar

que tenga la base b y la altura h’. Sea el A”B”C”D”.
Comparando el ABCD conv el A”B”C”D” se tiene:

Superficie ABCD _ h i
Su'perficie A”B”C”D" TR

Comparando el A”B”C”D” con el A'B'C'D’, se tiene

Superficie A”B”"C”"D"” _ b 2)
Superficie A'B'C'D' ~— V
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Por la propiedad uniforme de la multiplicacién, de (1)
y (2), se obtiene:

Superficie ABCD. Superficie A'B QD . b X®
Superficie A”B”C”D”. Superficie A'B'C'D' ™ W XV

v finalmente, simplificando :

Superficie ABCD _ h X b
Superficie A'B'C'D" ~ W X b’

Area de la superficie del r¥éngulo

180. TrorEMA. — El drea de la superficie de um rec-
tangulo se obtiene multiplicando la medida de su base por
D c la medida de su altura, con

relacion a una misma unidod,

h : 3 rectangulo ABCD
. 2 w = unidad de medida de
u W by den
A b B A uB ' ((Fig 173).
Fig. 173

'I‘*Area de la sup. ABCD — medida b X medida h.

Demaostraeion. — Por el teor. anterior tenemos:

Superficie ABCD __ b.h
Superficie A’'B'C'D’ ~ wu.u
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Pero

Sup. ABCD
U'up A’B,C,D' — med. de la sup. "ABCD = area de la
Pup. sup. ABCD

b :
S = medida de b con respecto a w

-

h ‘
rontes medida de h con respecto a u

Entonces:

Area de la superficie ABCOD — medida b X medida 7

181. AREA DE LA SUPERFICIE DEL CUADRADO. — Bl drea
i de la superficie de un cuadrado

& se obtiene elevando al cuadrado la
medida del lado.

b El cuadrado (Fig. 174) es un
rectangulo especial en que la me-
dida de la base es igual a la me-
dida de la altura.

A b B

D A .
Pig, 174 Por lo tanto:

Area de la superficie ABCD — (medida de b)2

Area de la superficie de un paralelogramo

182. TrorEMA. — El drea de la superficie de un pa-
ratelogramo se obtiene wmultiplicando la medida de su
base por la medida de su altura, con relacion a una mas-
ma unidad.



LRl

D T S Paralelogramo
ABCD
ih H AD=y / CB
E AB=y J (D
! [ (Fig, 175)
A E- Db B F
Pig. 175

[ Area ABCD — med. de b X med. de h
| con respecto a la misma unidad.
Demostracion. — Construyamos :
LA ey, e R e
CF | AB a0 DEFC Iu,tqngulo
Se tiene

A | rectangulos, por const.
AED— BFC | DE= CF lados op. rectang.
AD = BC lados op. paral.
Pero:
Superficie ABCD __ Superficie DECEF
por ser:

A
i :
ABCD :DLE'BC + AED | y siendo los sumandos

_ R /\ ¢ iguales las sumas son
DECF =DEBC + BFC | iguales,

Entonces:
area superficie ABOD = area superficie DECF
Por consiguiente :

area superficie ABOUD — medida b X medida h
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Area de la superficie de un triangulo

183. TrorEMA. — Kl area de la superficic de wun
triangulo se obtiene multiplicando la mitad de la medi-
da de su base por ia medida de su altura con relacion a
wna masma unidad. '

A
ABC (Fig, 176).
H, b = base
' h = altura

drea ABC =

mitad de medida
T{h ¥ medida h con
Pig. 176 respecto a la mis-

ma unidad.

Demostracion: Por B y por (, trazamos:

cD / AB
BD yJ AC
VAN 7AY
se tiene el paralelogramo ABDC en el que ABC = BCD
A
VA
superficie ABC' — % superficie ABDC
JAN |
area sup. ABC — 1) adrea sup. ABDC
L 1 . }
drea sup. ABC == — medida bgmedida h

2 *
medida b. medida h
2

drea sup. ABC =
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Area de la superficie de un trapecio

184. TroreMA. — El drea de la superficie de un tra-
pecio se obtiene maultiplicando la semisuma de las medi-
das de sus bases por la medida de su altura, con respec-
to a la mism&un«idad.

D a (o

trapecio
ABCD
nl b = base

h = altura

(Fig. 177)
A b 6 B a E
Fig. 177
nedida (a1 / : Do
T4rea ABCD —' (a—4b) ¢ Med, h_con respecto
ARy a la misma unidad.

Demostracion. — Prolongamos b, tal que AE = b -+ a
y unimos D con E.

Hemos .visto que:
A
superficie ABCD = superficie ADE

area sup. ABCD — area sup. ADE
__ medida (b + @)
e e

]

area sup. ABCD medida A,

Area de la superficie de un poligono

185. TrorEMA. — El drea de la superficie de un po-
ligono regular se obtiene multiplicando la medida de su
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perimetro por la witad de la medida de sw apotema con
respecto « la misma unidad,

\ABCDEF poligono regular,

e o
| @ apotema,
£ - l[’ n = numero de lados, Figu-
. ra 178.
\
Area de la superficie
' ABCDEF — -1 medida
A C 7
“\de @ X medida de p con
B ™\

[

respecto a la misma uni-

™ Pig. 173 dad.
Demostracion: Trazamos OA, OB, ..... , OF, y tene--
mos los tridngulos AOB — BOC .... = FOA por

tener sus tres lados respectivamente iguales (dos por ra-
dios de la Thisma circunferencia y los terceros por lados

o

de un mismo poligono regular),

Por lo tanto:

Area superficie ABODEF = 4area sup. AOB X n,
siendo # el ntimero de tridngulos formados.

ik lida a .
Area superficie ABCDEF — Ee%dl—a— X medida
AB X n.
Pero medida 4B X n = perimetro p:
medida @
9

e

Area superficie ABCDEF = medida p
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APLICACIONES :

1) Hallar el darea de la superficie de un rectangulo
tal que:

b=5m
h =28,70 m.
Aplicando :
drea sup. rect. =— medida b . medida h .

area sup. rect. = 5 m X 8,70 m = 43,50 m*.
1) Hdallar el darea de la superficie de un_paralelo-
gramo, cuya base es 5,35 m y cuya allwra es 4 m.

Aplicando :

area sup. paralelogramo — medida h. medida b .
hrea sup. paralelogramo = 5,35 m X 4 m = 21,40 m?.

I11) Hallar el darea de la superficie de un trapecio
tal que:

a=Tm b= Fl"m y h="3/00"m,
Aplicando:
area superf, trapecio = medida - -g g X medida h.

Tm -+ 11 m

: X 3,50 m.

area superf. trapecio =

area superf. trapecio == 9 m X 3.50 m = 31,50 m*.
IV) Hallar el area de la superficie de un triangulo,
tal que:

= b=850m y h = 6m
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medida b X medida h

i 2

=8560m X 3m=

Aplicando:
area sup. triangulo
8,50 m X 6 m

9

~

area sup, triangulo ==
=25 50 m?.
V) Hallar el drea de la superficie de un pentagono

reqular cuyo lado es de 8 metros y cuya apotema es de

3 metros:

Aplicando:
drea sup. poligono regular = medida p . medida 5
3m -
o, — 40 m X ST 40 m X 1.50 m. =
-

area sup. polig. reg
Ly

= 60 m?.
Hallar el drea de la superficie de wn cuadrado,

VI)
tal que el lado es de 8 metros.

Aplicando:
4rea sup. cuadrado = (medida h)*
drea sup, cuadrado — (8 m)? = 64 m®
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