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GEOMETRIA 

CAPITULO 1 

PROGR.AMA l. - Poligonos convexos. - Definición: Süma de los ñn· 
gulos interiores. 

Suma de los {~ngulos exteriores. Un lado es nlenol' que la suma 
de los demás. 

Igualdad de polígonos. Definición. C"racter~s idéntico, recí · 
proco y transitivo. Dos polígonos iguales a un tercero son igua · 
les entre sí. Si dos polígonos tienen n·] 111,los consecutivos y 
Jos n·2 ángulos comprendidos por cada dos de ellos respectiva· 
mente iguales, son iguales: Dmllostración. on"truceión de un 
poligono igual a otro lado. 

Polígonos convexos 

1. POLÍGONOS. - Definiciones. - DadoFi n puntos en 
Hn cierto orden, h"ilE'R qne r.ada tres consecntiyos no estén 
en línea recta, se O 

llama polígono a la 
figura formada por 
las n rectas deter­
minadas por el pri­
mero y segundo pUll­

tos, el segundo y el 
tercero, etc., (fig. 1). 
Los n puntos son ]OR 

vértices del polígono 
y los n segmentos..... .I!'ig. 

que. tienen por extremos dOi; vértices consecutivos son loa 
Zaldos del polígono. . . 

Gont01'1!o. - Es el conjunto de los lados del polígono. 
Per-íme-tr-o. - Es la suma de los lados. 
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DiagorUll. - Es todo liegmento determinado por dos vér­

tices no consecutivos. Ej.: AC, AD, EB ... 
Convexo. - Es el polígono en qlte la recta de un lado 

cualquiera no corta al contorno del mi 'mo (fig. 2); en 
ea¡.;o conh'ario e¡;; cóncavo (fig. 3). 

2. Los polígonos se clasifican en convexos y cóncavos. 
Po¡,;rnlal'emo:,; las signientes propiedades de cada uno de 
ello:,; : 

CONVEXOS 

E 

TilYnen: (Fig. 2) : 

l. Todos los ángulos 
salientes. 

n. Todas las diagona­
les interiores. 

lII. Al prolongar un 
lado del polígono, éste 
queda totalmente com­
prendido en uno de los se-

CÓNCAVOS 

Fig, 3 

Tienen: (Fig. 3): 

l. A n g u los entrantps 
(DCB) y salientes (CDE). 

n. Diagonales interiores 
(EH) y exteriores (DB). 

lII. Al prolongar un lado 
del polígono, éste puede que·· 
dar comprendido en los dos 
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m ~ p 1 a n o s determina- I 
dos por la. recta que con­
tiene a dicho lado (semi­
plano 'u con respecto a 
AB). 

IV. Una. recta <:ua1-
l!lUera del plano solo pue­
~le tener dos pun tos co­
mun.es con los lados del 
polígo~o (,W y N). 

semi pI anos determinados por 
la recta que contiene a dicho 
lado (semiplanos u y {3 con 
respecto a F H) . 

IV. UlHl. recta cualquiera 
del plano puede tener más 
dc doo puntos comunes 
con los lados del polígono 
(M, N, R Y S). 

Suma de los ángulo~ interiores 

3. 'l'.ElORKMA. - En todo polígono convexo la suma ele 
los án{j/llos 1·lf!.teriol·es es ig!w,l (d p¡'od~wto ele 2R pO?' el 
nlÍmero de lrodos que tiene el poUgono menos 2. 

o 

Fig.4, 

PolíO-OllO ABODEF 
/'. /'., /'., /'., /'., /'., 

H 1, 2, 3, 4, 5 Y 6 

interiores 

n=6 (Fig. 4) 

~ /'., /'., /'., /'., /'., /'., 

'}') 1+2+3+4+5+6= 
/2R (n-2) 

D em(}st1'aáón. - Desde un vértice cualquiera E tra­
zamos las diagonales Ea, EB, EA_ Quedan formados 
tantos triángulos como lados tiene el 'polígono menos dos, 
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puesto que todos los triángulos comprenden un lado del 
polígono, menos el l'),WoBt'litl'@> y el último que comprenden 
dos lados cada uno. Hay pues n - 2 triángulos y como 
los ángulos interioi'!"s de 
tiene que: 

cada tri~ngulo suman 2R, Hl 

/'.. /' /'.. /'.. /'.. /'.. 

1+2+3 + 4 + 5 + 6=2R (n - 2) 

Suma de los ángulos exteriores 

4, T.ElORElVL\. - La Silma· de los ángulos l xtm"ioJ'es de 
un políg01'1..O es igual a cl~aüo áng1tlos rectos. 

T \ Polígono ABODE; ángulos exteriores 1, 2, 3, 4 y 5, 
I (Fig. 5) . 

E 

4 

AS 

3 O 

Fig. 5 

2 

B 

De1nosi1·am"Ón. - Oada án­
gulo exterior con su interno 
adyacente suman dos ángulos 
¡'ectos. Si el polígono tirne n 
lados, la suma de sus ángulos 
internos y exteriOl'es será 11 

veces 2R, es decir: 

Suma de todos los ángulos = n. 2R 
pero sabemos, por el teorema antrrior, que: 

Suma ángulo interiores = (n, - 2)2B 
La resta de esas dos sumas, 00 la suma de los ángulos 

exteriores, es decir: 

Suma ángulos exteriores =.l/t . 2R - ( 11 - 2) 2R 
::;:;: n. 2R - n . 2R + 4R = 4R 
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y en nne :t1'o. caso: 
/'., /'., /'., /'., /'., 

1+2+3+4+5=4R 

5. TEOREM.\. - En todo polígono convexo 1tn lado es 
meno?' que la suma de 70S demás. 

Polígono convexo 
ARODE 
(Fig. 6) 

a<b+e+c+d 

o 

D~most1'ación E 
'--_--'1-----4 e 

6-
EnelEABsetiene: a< b+m 

f\, 
" .,ERO" m<n+e 

" 
Figo G 6-

" "DEO" 
Sumando: 

a+m.+n< b+m+n+c+c+d 
Restando m + n a ambos mil'mb1'O, queda: 

Igualdad de polígonos 

6. Definición. - Para que dos polígonos .·ean igua. 
les deben cumplir las siguientes condiciones (tomanoo 
los lados y los yértices ordenadamente) : 

1. IGUALD.\D ORDENADA DE LADOS 

n. IGUALDAD ORDENADA DE ÁNGULOS 
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Es decir que: (Fig. 7) 
ABODE =A'B'O'D'E' 

E 5 

A 

o 
4 

Si se cumple: 

2 
B 

O' 

3 C 3 C' 

2 ' 
B' 

Fig.7 

1. IGUALDAD ORDEX.\D.\ DE L.\DOS 

AB=A'B' , BC=B'O' , CD=O'D' , DE=D'E' , 
EA=E'A' 

II. IGUALDAD ORD&'\TADA DI¡: ÁNGULO:; 

/'.. /'.. 

1=1' 
/'.. /'.. 

2 == 2' 
/'.. /'.. 

3=3' 
/'.. /'.. 

4=4' 
/'.. /'.. 

5=5' 

7, Carácter idéntico. - 'l'EOREMA. - Todo poligono 
es igual a sí. rnisnw. 

o 

E e 

Fig. 8 

ll! Polígono r1BCDE, Fig. 8 
TI ABODE = AB('DE 

Demostració11. 
ABCDE = ABODE 

porque se cumple : 
1" IGUALDAD ORDENAD.\ DE 

LAOOS. 

AB =AB, , BC=BC 
CD=CD , DE=DE 

EA = EA. 

(por carácter idéntico de la igualdad de c;¡egmentos). 
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n. IGUALD,lD ORDEN.\DA DE ;\.NGULOS 

/'0./'0. /'0./'0. /'0./'0. /'0./'0. /'0./'0. 

1=1 , 2=2 ) 3=3 , 4=4 , .5=;) 
q:>or carácter idéntico de la igualdad de ángulos) . 

8. Oarácter recíproco - TEOREMA. - Si tm polígo­
no es igual a otro, éste es ig1Wl ab primero. 

E 

O O' 

C 

A B 
Fig.9 

ABCDE = A'B'C'D'E' 

C' 

AB=A'B' 

BC=B'C' 

H CD =C'D' 

DE=D'E' 

EA=E'A' 
(Fig. 9) 

/'o. /'o. 

1=1' 
/'o. /'o. 

2=2' 
/'o. /'o. 

3=3' 
/'o. /'o. 

4=4' 
/'o. /'o. 

TI A'B'C'D'E' = ABCDE 

5 -:- 5' 

D e"most"l'aci ón. 
A'B'C'D'E' = ABODE 

porque se c~mple : 
l. IGUALDAD ORDE....,..,ADA DE LADOS 

A'B' = AB , B'O' = B C , O'D' = GD , D'E' = DE , 
E'A' =EA 

(dlil la hipótesis y por el carácter recíproco de la igual· 
dad de segmentos). 
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n. IGUALDAD ORDENADA DE ÁNGULOS 

/'.. /'.. /'.. . /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

l' = 1. 2' = 2 , 3' = 3 " 4' = 4 5' = 5 
(de la hipótesis y por el carácter recíproco de 1 a igual­

dad de ángulos) . 

9. Carácter transitivo, - TEOREMA. - Si un polígo· 
no es igual a, 1m segU/nd,o polígono y éste es igual a 1m te?' 
oel'o, e¡;fe último es igllal al prirne1'o. (Fig. 10) . 

o o o .. 
4 /~ A 

/ 

''c --J 
A A' 8" 

Fig. 10 

ABODE, A'B'O'D'E' y A"B"O"D"E", Fig. 10. , 

. ~ AB. . A'~' \ 1-I /'-
A.'B' = AtlB" l' = 1" 

/'.. /'.. 

2=2' 
/'.. /'.. 

B'C' = R"O" 2' = 2" 
/'.. /'.. 

- n ( UD = C'D' :~ = 3' 
/'.. /'.. 

(/ D' = (J"D" 3' = H" 
/'.. /'.. 

DE=D'E' 4=4' 
/'.. /'.. 

D'E'=D"E" 4'=4" 
/'.. /'.. 

EA.=E'A' 5=5' 
/'.. /'.. 

E'A' =E"A." 5' = 5" 

\

ABCDE= 
T A"B"C"D"E" 
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De'mostración. 

ABUDE ./l"B"C"D"¡'¡" 

porque ~e cumple: 

T. IQtT.\LDAD ORDFlNADA m; l,.'.DOS 

AB =A"B" , BC= B"G" , UD = ('''D'', 
DE = D"E" , EA = E"A" 

(ele la hi.pótesis y por el carácter transitivo de la ¡gna l­
oad ele segmentos). 

IT. IGUALDAD ORDENAD,\ nFl . .\.NGUr.OS 

/'-. /'-. /'-. /'-. 

] =1" , 2 = 2" 
/'-. /'-. /'-. /'-. 

a 1= 3" , 4 = 4" 
/'-. /'-. 

5=;''' 

(JI' 1 ahipótesis y ]101" el earáeter trausitivg de la igual­
LIad de ángulos). 

10. COROLARTO. - Dog polígonos 'Íg1wleg (/ lI1J frl /'Cel',) 

son iguales entre sí. (Fig. 10 ) . 

ABODE = A'B'O'D'E' 
H~ T {ABODE = Jl"B"G"D"E" 

IA"B"O"D"E" = A'B'O'D'g' 

Demos {mcüÍ'n. 

Si A"R"C"D"E" = A'B'U'D'E', por teorema (8 ) : 
A'B'C'D'E' = A"B"('''J)''E'' 

y como se 1 ¡ene: 

ABODE = A'B'C'D'E' 
A'B'(,'D'E' = .A"B"O"D"E" 



-lb -

Por teorema anterior resulta: 

ABODE = A"B"(J"D"E" 
b 

11. TEOREMA, - S,,: dos poUgonos tienen 11 - 1 lados 
conseM(,tivo's y los n. - 2 áng1üos cOlnpl'end1'dos por cada 
dos de ellos l'espectivamente 1'g1W)eS, son ig1ta.les, (Fig, 11), 

F F 

. 2 
, 'B 

Fig, 11 

ABODEFy .il'B'O'D'E'F' 

E' O' 
~ 

AB=A'B' 

BO=B'O' 

/'.. /'.. 

2=2' 
/'.. /'.. 

3=3' 
l' !ABODEF-= A.'B'O'D'F'f 

/'.. /'.. 

H OD=O'D 4=4' 
/'. /'.. 

DE=D'E' 5=5' 

EF=E'F' 

n=6 

Demosfmc'iól1, - Desde uno cualquiera de Jos vértices O 
y luego desde el O' tracemos todas las diagonales posibles 
(OE, OF, OA Y O'E', O'F' Y O'A'), 
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Se tiene así; 

L L 
ABO , AO}!' 

6, 
FOE y 
6, 

L 
EOD 

,\ 6, 1':, 
A'B'O' , A'O'F' ; F'O'E' y E'O'D' 

Consideremos : 
DO = D'O' por hipo I 

6, 6,' DE = D'E'. por hipo l
· '. EO=E'a' · 

EOD = E'O'D' /'-. /'-. /'- /'-, 
a==a 

4 = 4' por hipo /'- /'-

OED = O'E'D' 
EO = E'O' por demos. 
EF = E'F' por hipo ".FO = 1l'0' (1) . /'- /'- /'- /'-

L L OEF = O'E'F' por pro] (3 = (3' 
EOF = E'O'F' lmif. de la resta de /'- /'-

O 'i'E -_ O'O'E' ángulos, pues: 1.' . 

/'- , /'-. D 
OEF = 5 ~ OEfI. Y 

/'- /'-

O'E'F' = 5' - O'E'D' 

" AB = A'B' por hipo 
L 6, \ 

ABO=A'B'O' ,BO= B'O' por mp. 
) 
.
.. ~O /'- A'O' (2) 

L 1\ 
AOF=A'O'F' 

I 2' = ~ por hipo 

liJO = F'O' por (1) 
AO = A'O' por (2) 

8= 8' 
/'- /'-

rp= q/ 

/'-. 'i . . 7JrA 7.~'A' (3) y = r por prop. Ulllt.· . . 1i = 1.i 

de la resta de ángulo>:, /'- _ /'-\ 
pues: Q - Q 

/'-. /'-
. /'- /'- /'- /'- no = A'F'O' 

y=3- (a+(3+y) y 
/'- /'-. /'- /'­

'-~' ('+~'...L ') y-o- a 1" Ir 
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Siendo FA =F'A'· (3) todos los lados de ABODE son 
iguales . a los correspondientes de A'B'O'D'E'F', es de­

cir que se cumple la igualdad de lados. 
También se cumple la igualdad ele ángulos, pues 

./"-../"-. ./"-../"-. 

1 = l ' Y 6 = 6' 

por propiedad múfol'me ele };U1l1a de ángulos, se tiene: 

./"-. ./"-. 

1 = Q + <P Iy l' = Q' + <P' 
./"-. ./"-. ./"-. ./"-. ./"-. ./"-. 

6 = APO + aFE y 6' = A'F'O' + O'F'E' 

Construcción de un políg'ono igual a otro dado 

12. PH.OBT~EMA. - (Jonstnui·)' 1/,n 2JMltágo'Y/.o ignrtL a 

otro dado. 

Figura. de análisis Elementos _dados 

O 

~ 
E e A a B 

a=¡;=y=O=€= Jf9-
AB = BC=OD =DE = 

A B 
=EA =2cm. 

OONS'rRUCCIÓN. - Tomemos una recta m. (Fig. 12) Y 

sobre ella un punto A, apal't ir drl cnal constrn imo.,> 
AB = a. En A y en n ronstl'uimos respectivamellte 
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Jos ángulos a' y fJ iguales a los dados de modo que toda 
la construcción queda en uno de los seuúplanos determina­
dos por m. Sobre las semi­
rrectas así trazadasconstrui­
mos AE = a y BO = a. En . 
E Y en a construimos los ár..-

/'. /'.. 

gulos €' y y' iguales a los da-
dos y las semirrectas así tra­
zadas determinan el quinto 
vértice del polígono (D). 

,E 

Al construir los ángulo, 
(si se trata de un polígono 

Fig. 12 

convexo) hay que efectuar la construcción 
todos los vértices sean salientes. 

de modo que 



CAPIT ULO n 
PROGRAMA n. - Cuadriláteros convexos. - Propiedades (lel cuadri· 

látero deducidns de las de los polígonos en general. Clladrilát~ros 
iguales. Las diagonales do un cuadrilátero se cortun en un ptlll­
,to interior a las misluas. 

Olasificación de los cuadrllútel'os en puri:\lelbgramos, trapecios 
y tmpezoilles. Definiciones. 

Cuadriláteros convexos 

13. pefW ción. - C~tadl'illÍte)'o CO'71VCXO es 1/.11 polígo-
1M eO~~ttle tiene watro lado. 

14. Pr'opiedades del wad1'iláte1'() dedncidaS' de las de 
los polígonos en gwneral. 

1. En. todo c1lad1'iláler'o 
convexo la s'U.rJtc¿ de los Ú,11- O 
gll¿O'S inte1'iores es 1:g'!Ull a 
4R. (Fig. 13). 

Porque -en todo polígono 
convexo dicha suma es: 
2R (n-2) y siendo n= 4 
se tiene 2R (4 - 2) = 4R. 

n. En todo cuadr'ilátero 
convexo ¿a suma ele los án­
gl¿~OS extM'iores es i.gnal (1 

4R. (Fig. 14), 

P orque en todo polígono 
convexo dicha suma es 4R. 

Fig. 13 

/'. /'. /" /'-

1 +2+3+ 4=4R 

2 
Ar.l----------~B=--

Fig. 14 
/'. /'- /'. /'. 

1+2+3 +4=4R 
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lII. En todo clI(/(lI'ilútero 
convexo 1m /.ado es mello/' 
que la Sllma de los demá~' 1 
(};'ig. 15). 

e 

Fig. 15 

Porque cn todo polígono 
('OIlVCXO ~'C t'umple ('sa cou­
dición (j). AB < Be + UD + j)jl 

IY. D o s cuadriláteros I 
ronvexos son 'iguales cuando 
tienen 3 lados)) los dos án­
[fulos c-omp¡'cndidos '}Jor lo~ 

1/1 i s In o s respccli va mente 
¡[JIta/cs. (.J1'ig. 16). 

AR=A'B' 

Porque dos poligonol> con · 
vexos fion igllalef: cuando tie­
nen n-1 lados y los n - 2 
ángulos comprendidos por 
101' miSIT108, respectivamenl e 
iguale:-;. Y en e~te caso n = -1: 

Y por lo tanto: 

lados: n-] = -:1 --1 =3; 
ángulos: 11 - 2 = -:1 - 2 = 2 

l<'ig. 16 

AD=A'O' 

DO =])'0' 

/'.. " 1=1' 
/'.. /'.. 

2 - ')' -'" 

ABef) = A'B'(,'D' 

15, 'l'EOREMA. - Las diagonales de 1m euadrilátej'o se 
C01'ÜlIn Ml 1m punto intej'i01' a la.s mi.smas. (Fig. 17). 

\ DB Y AO diagonales 
n¡ dpl euadrilátl:'ro A BCD 

\ DB Y AO determinan el 
1') punto O, interior a dichas 
! diagonale ·. 

1..; 

/ 
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D eiYIost1'(lción - La diagonal AC es interior al. polígono 
(2) y, por lo tanto, es interLor al ángulo DAB. Por 

o 

Fig. 17 

consiguiente, los puntos n y 

D, situados sobre los lados 
de dicho ángulo pertenecen 
a. los semi planos opuesto, 
determinados por la recta m 
que contiene al segmento 
AG. El segmento determi­
nado por B y D (Geóm., 1~ 

parte) cor ta a la recta ?n, y el p'unto de intersección 
debe también ser interior de AG, pues DB es la otra dia­
gonal del cuadrilátero y pOl' ser éste convexo, resulta 
interior. 

16. Clasificación de los cuadriláteros, 
:::.:- !S> 

~lelogramo 

DEFlNIClÓN. - Cuadr ilá 

tero que tiene sus lados 

opuestos paral elos: 

AD f Be y AB 1/ D O 

(Fig. 18) . 

Fig. 18 
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:rwecio. 

DEFINICIÓN. Cuadrilá-
tero que tiene.--®-s lados~ 
r:alelos: AB 11 DO. (.B ign­
ra 19) . .¡. / 

Si uno de los lados no 
paralelos es perpendicular a 
estos últimos, el trapecio E'S 

rectángulo: / 

AB // DO Y AD lLlB 
(Fig. 2D). A 

19 

e 

B 
Fig, 20 

Si los lados no paralelos 
son iguales, el trape o eFi 
1:Sósceles: AB // DO Y AD = 
= OB (Fig, 21), A B 

Trapezoide 

O 
DEFINICIÓN, - Cua<lrilá--tQl'.D que no tiene lados pa-

ralelos: 

AB no paralelo DO y 

.AD no paralelo O B 

(Fig. 22), 

Fig, 21 

e 

Fig, 22 



OAPI'fULO III 

PROGRAM.A IlI. - Paralelogramos. - En todo lJaralel<lgraruo ' los Jad0. 
opuestos son iguales. Recíproco. En todo paralelogramo los áng ... · 
los opuestos son iguales. Recíproco. En todo paralelogramo las 
diagonales se cortan mutuam@nte eu partes iguales. Reci-proco. 
Si un cuadrilátero tiene dos lados iguales y paralelOS es un 
paralelogramo. 

Centro de simetría. Significado físico de la existencia ue un 
centro de simetría en una figura (haciéudola girar 180· aire· 
dedor de dic-ho punto coincide con la posición primitiva). lJJI 
punto de intersección de las diagonales de un paralelogramo e~ 
un centro de simetría del mismo. 

Oonstrucción de paralelogramos dados tres de sus elementos: 
Dos lados consecutivos y el áugulo comprendido; dos lados con· 
secutivos y UDa diagonal; un lado y las doS" diagonales; las 
dos diagonales y uno de los fmgulos que- forman. 

Oonstrucción por puntos ele la fig\Ira simétrica de una ciada 
con respecto a un .centro. 

Paralelogramos" 

17. 1'EOR.hlMA. Eu lodo parale.lograrno los lados 
optl,eS'tos son iguales. (Fig. 23)" 

o 

Fig. ZS 

(ABC]) 

'AD!l BC 

IDe!l AB 

1

, AD=BO 
T 

DO=AB 

Demostración. - La diagonal AC determina los trián­
gulos AOD y AOB, tales que: 

/\ /'-, 
AOD=AOB 

..... 1C=AO 
/'... /'... 

1 = 2 alter. inter. entre las paralelas 
AB y DC 

/'... /'... 

3 = 4 aUer. inter. entre las paralelas 
AD yBO 

Por consiguiente: 

AD=BO 
DO=AB 
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18. TEOREMA (recíproco clBl 17). - Un e uadr'il.áte}'fj 
que tiene SllS la,dos 'Opt~('stos iglwles es tln paralel,ograwo. 
(Figl1l'a 23) . 

, ABCD 

H\ AD = BU 

I DU=AB 

TI AD f BU . 
)DCfAB 

DEMO~1'lUOIÓN. - La diagonal .ElU c1ctermilla los trián· 
gulos ACD y AGB, tales que: 

'\ 6 ) AC = AC ' 
ACD = ACrE A~ = BC p(}f}' lápótesis 

DC=AB" " 
POl' C'ollsigujente: 

/'.. /'-. 

1=2 ADfBU 

DCfAR 

19. 'rEORE'MA. - En todo pxmleZog1'amo los á11.glllos 
IIpnestos son igu,{l,les. (Fig. 24). 

\ABCD 

U AD f Be 
/ DC f AB 

Dem,ostra.ción. - 'rra¡.;an­
do la diagona). AC, se tiene: 

. \ AC = AC 1\ /\ 
ADC = ABO

I
' AD = BO por teoI'. ant. 

Da = AB por teoI'. ant. 

/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

/ 

Fig. 24 

/'-. /'.. 

.. 1=~ . 
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Trazando la diagollal DB y <'011 una demostración aná­
loga, ,'e prueba que: 

20. 'l'EORE1\L\ (recíproco del 19). Un cuadl'iláterl) 

que tiene sus ánglllos opuestos 'l:gllales es un pltra.klof}/"a­
litO. (Fig. 25). 

\ ABeD 
II 1 a=a 

rf3=f3 

/) AD // BU 

'1 IDO // AB 

Demostración. - Desde que la suma de los cuatro án­
gulos interiores de un cuadrilátero vale 4R, se tiene: 

A 

D 

(3 

f3 
8 

Fig. 25 

oen estaJ.· compl'endic1ol:i 
un paralelogramo. 

2a + '2f3=4R 

o bien: 

siendo, además. conju~a ­

dos. los Hllglllos a y f3, de­
elltrc pa ra1e1a"', luego ABeD es 

21. 'l'EOREMA. - En {'odo paralelogralllo las diagona­

Fig. 26 

les so cortan mutuamente en 
pades iguales. (F'ig. 26). 

'ABCD 

TI ~AD // BC 

I A!~!l DC 

T l .10 = OC 

I DO=OB 
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Demosh'ación, - Consideremos los triángulos DOO y 
¿:lOB, Se tiene: 

Por lo tanto: 

AB = DO por lados opuestos 
/'.. /'.. 

1= 2 por alter. inter. entre // AB 
yDO 

/'.. /'.. 

3 = 4 por alter. intel'. entre // AH 
yDO 

AO= 00' 
DO=OB 

22. rJ'EOREMA (recíproco del 21). - U n c~~adtt"l-1út C1'0 

cu.yas d'i.ag'onal,es se corten 1n1/.tnamente en par'tes iguales 
es /{,II pamlelogr·omlo. (Fig. 26). 

, ABOD 

R) .i.o~ 00 
\ DO=OB 

Dernostmción. - Se tielle: 

{ 

6 6 \ 
DOO=AOB¡ 

Por lo tanto: 

AO=OO 

DO=OB 

T \.413 1/ DO 
¡ AD // 130 

p01' hipótesis 

pOl' h ipóteRis 

por opuestos por el ,,{'rt. 

AB 1/ DO 

Considerando los triángulos DOA y OOB Y siguiendo 
un razonamiento análogo al anterior, se demuestra que: 
AD // RO. 



23. 'l'EOREMA. - Si un c1wdrilátel'o tiene dos lados 
Optlestos igtwles y pm'alelos, es 1ln paralelogramo. (Fi. 
gura 27). 

ABCD 

H AD #' BC '1') AB #' DC' 

Fig. 27 

Demostmción. - Se tiene: 

ACD=ACB ./"..,./".., 
D L 1 ~~ = ~~ por hipótesis 

1 = 2 por alto inter. entre paralelll~ 
ADyRC 

./".., ./".., 

Jjuego es 3 = 4, Y como sou alternos internos, deben 
estar comprendidos entre paralelas, luego: AB #' nc. 

24. Centro de simetría. - Si nos puntos A y B. (li'i. 
gura 28) equidistan de otro 
O situado sobre el segmento 
que ellos determinan, son S'~. 

métricos COll respecto a eRe A 

punto. Inv.ersamente.. O es A<T----.:::~-----<>B 
centro de St'/'l'wt1'ía de dos 
puntos A y B cuando O es el 
punto medio del segmento 
AB. 

B 

. Fig. 28 



Si consideramos un pun­
to tal como el O (Figu­
ra 29) y ' comprobamos 
que para cada punto 
de la fig. a existe uno 
simétrico en a' con respec­
toaO,esdecir,AO A'O, 
BO =B'O, CO = 0'0, las 
figuras a y a' son simétr,i­
cas con respecto a dicho 
punto. 

29 -

B 

Fig. 29 

25. Significado físico de un centro de simetría en 
una figura. - '['omemos una tarjeta de visita y doblé· 

Fig. so 

B 
Fig. 31 

mosla por la mitad (Figura 30). 
Con una tijera cortemos las 
dos hojas sobrepuestas según 
las líneas OA y OB (Figura 
31). Con la- punta de un al­
filer perloremos una serie de 
puntos formando una figura. 
Levantemos la hoja superior y 
extenúámosla de modo que am­
bas queden en el mismo p!ano 
de la mesa. Las dos partes de 
la tarjeta co~tituyen una figu­
ra que tiene u¡n centro de sime­
tría (O). 

Lo mismo podemos decir de 
las figuras punteadas, porque 
cada punto de una de las fi-

guras tiene su simétrico en la otra. 
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A/ ... ;.~r,--c> O~;;;rJ O, m p;, b3~-
~:.:Z~~·:::::: -- ---~:"':>"/ mos flue, 19. , 

.- . si hacemo' girar 
l!'ig. 32 la tarjeta mE'dia 

vnelta aheuedor dE' O, la fig;UI'a de la izquierda ocupa el 
lngar de la de la deTecha, y recíprocamente. 

Podemos decir que dos figuras son sünétricas con res­
pecto a un centro, cuando cada plmto de una de ella, 
tiene su simétrico con l'csp('C'to a di~bo centro O, (Fi­
gma 32). 

Si se tratara de determinar la existencia de un centro 
dE' simetría en una figura, diremos, qu.e tal cent1'0 existe 
si (¿l hace'I' gÚ'al' 1800 al1'edeclO1' de dicho plinto cl¿nlq¡m'em 
Ot1'O de la figú'm, coinc'ide cO'n .m piOsición pti'lI~üi¡\a, 

26, TEORF..MA. - El pwnto de ú¡!l'rseCC,iól1 de las üia · 
gonales de um¡ pm'aJelogrrD1lO es 1/11 cent1'O dc simetr'íu del 
mi,~mo. (Fig. ~3). 

AB(JD paralelogramo 

H DB Y AC diagonales 

. O pertenece a .DB y AC 

T) O es centro de simetl'ía Fjg. 33 

Demost?'ación. - Debemos demostrar llne cualquier 
punto de la figma tiene su simétrico con respecto 
a O en el contorno de la. misma. Sea E. Demostral'emos 
que E' situauo en el C'OllÍorno, es un simétrico, es decir 
que EO =OE'. 
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Tenemos: 

E~D ~E%); 1 
DO=OB (Leor. número 21) . 

Por lo tanto : 

por alto internos entr e 
las paralelas AD y Be. 

por op. por el yértice 

E O =OE' 

Construcción de paralelogramos dados tres 
de sus elementos 

27. PROBLEMA r. Enunciado. - Construir 1m par.1-
lelogl'amo del CllaZ se conoce 
1/11 lado y ambas dia(Jo'naZes. 

CONSTRUCCIÓN. - Sea una 
recta rn (Fig. 34) Y sobre ella 
un punto A, a partir del cual 
eoustruimo AB = a . Con 
centro en A y con una aber. 
tura del compá. igual a la 
mitad de d trazamos el ar­
e') s. Con centro en B y con 

"'~D . e d' n d 

o 
~ 

m A B. 
Fig. 34 

Figura de análisis 

, D e 
~------..:;: 

..... ................... ~I d/// ' 

" " /0- --
/ / ......... ..... 

",. .... ... ... 
A B 

Elementos dados 

d 

a 

una abertura del compás 
igual a la mitad de eL traza­
mos el arco n que corta al, oS 

en el punto O. 'rr azamos A O 
y BO y constrnimos: 
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AC= el 

BD =d' 

nimos A con D , B con C y D coll C y se tiene el pa­

ralelogramo ABCD pedido. 

28. PROBLEMA 11. Enunciado. - Co-nstn;,ú' ~tn pam­

B 

Elementos dados 

d 

d 

a a y sobre la recta ?1 así 
obtenida trazamos: 

el 
00=2 

d 
OA = '"2 

Lelogra.rno, conociendo las dos 
diagonales y nno de los ángu­
los qi&e fOl'man. 

UONSTRUCCIÓN. - Sea una 
recta rn (Fig. 35) Y sobre ella 
un punto O. Oonstruimos: 

d' 
OD = ;>. 

d' 
OB = ­ ;>. 

En el punto O y sobre ))/ 
construimos Ua ángulo igual 

..x------.::::::,lIB 

Fig. 35 

Unimos A con B, B con e, C con D y D con A y te­
nemos el paralelogramo rLRCD pedido. 

f 
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29. PROBLEMA. - Enun­
ciado. - Constnlil' un pam­
lclogramo, conociendo dos u/­
dos consecutivos y 1t1!a dia­
gonal. 

Co 'STRUCc1!6N. - Tome­
mos una recta m. (Fig. 36) Y 
sobre ella nn punto A, a pal:­
tir del cual construímos el 
segmento AB = a. Con una 

e 

F igura de análisis 

\~\ 
A B 

Elementos dados 

a 
b 

Figura de análisis 

Elementos dados 
a 

b 
d 

abertura del compás igl1~l 
a b y con centTo en B tra­
zamos el arco c. Con l.wa 

medida igual a d y con 
centro en A trazamos el 
arco e que corta al c en C. 
Por este punto trazamos 
eD 11 AB Y por .tí, la 
AD // CB j ABOD es el 
paralelogramo pedido. 

30. Pl,'tOBLEMA. - Enun­
ciado. - Oonsfntir un pa.­
,'alclog1'OnIo, del cual se 
conocen (Jos lados conseC1t.­
tivos y el ángulo compq"en­
dido. 



- 34-

CONSTRUCCIÓN. - Tomemos una recta m (Fig. 37) Y 

n\ 
o 

b 

m B 
Fig. 37 

sobre ella una punto A, a 
partir del cual construí­
mos lID segmento AB = a. 
Sobre AB y en el punto A 
construÍmos un ángulo 
igual a a y sobre la n, y a 
partir de A constrUÍIDos 
un segmento AD = b. 
Por D y Y por B traza-
mos: 

DC JI AB yBC II AD 

y .. e tiene el paralelogramo ABCD pedido. 

31. Construcción por puntos de la figura simétrica 
de una dada con respecto a un centro. 

Dada la figura, ABODEJi'G y el centto de simetría O, 
A (Fig. 38), se trazan las 

E 

Fig. 38 Fig. 39 

~ rectas que determÜlan ca­
da punto de la figtu'a con 
el centro de sim~ría y 

luego a partir de O se 
construyen s e g m e n t o s 
i nales a 0..'1, OB, 00, 
OD, Q.!!!, OF, 00, obte­
niéndose los puntos bns-
cados: 

A', B', O', D', E'. F', G', 

que determinan la figura (39) simrtrica pedida. 



CAPITULO IV 

PROGRAMA rv. - Paralelogra.mos especiales. - Si un paralelogramo 
tienen un ángulo recto los 'Otros tres ángulos tambi-én lo son. 
Definjción de rectángulo. Propiedad .. elel rectángulo deducidas 
de las de los p"l'alelogramos. Propiedad particular del rectiingu­
lo: Las diagonales de un rectángulo son iguales. 

Eje de simetría.. Significa.do físico de la existencia de un 
eje de simetría en una figura (haciéndola girar 180· a su ol1'e­
dedor coincide con la posición primitiva). Ln,s perpendiculares 
a los lados de un rectángulo trazadas por el punto de inter­
sección de sus diagonales son ejes ele simetria de dicha figura . 

Si un paralelogramo tiene dos lados consecutivos iguales 
tiene lo cuatro lados iguales. .DefiniciÓn de rombo. Propieda­
des elel rombo deducidas ele las de los paralelogramos_ Propie­
dad particular del rombo: Las diagonales de un .rombo son 
perpendiculares y bisectrices de los ángulos cuyos vértices unen. 
Recíprocos. 

Las diagonales de un rombo son ejes de simetri.. de dicha 
figura. 

El cuadraelo. Definición_ Propieelades del cu .. drado deducidas 
de 1a$ de los paralelogramos. del rectángulo y del rombo. 

Las diagonales det cuad rado y las perpendiculares a sns la­
dos trazadas por <'l punto de intersección de aquéllas son ejes 
de simetría de d ¡ella figura. 

Construcción ele rectángulos y l'ombos dados elos de SUB ele­
mentos. 

ConRtrucción por pun tos de la figura si métrica de una figura 
dada con respecto a un eje. 

Paralelogramos especiales 
l 

32, TEOREMA. - Si 7MI' paralelogramo tiene 11n ángu-
lo 1'ecto los otros tres ángnlos también lo sork (Fig_ 40)_ 

e 

Fig. 40 

IABCD 
JI 

la=90° 
l /" /"- /"-

'1', ,B=y=8=90° 

Demostmción. - POI' ser ABCD un paralelogramo es: 
/"-

Y = 90°, por ser y opuesto a a 
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y si a + y = 180°, se tiene: 
/'.. /'.. I 

{:1 + 8 = 180b 

/'.. /'... 

Y como deben ser: {:1 = 8, por opuestos de un parale-

logramo se tiene: 

Es decir que: 

/'.. /'.. 

{:1 = 8 = 90° 
/'.. /'.. /'.. 

f3=y=8=90o 

33. Rectángulo. - Rectángulo es un para!elogramo 
cuyos ángulos son rectos. 

34. Propiedades del ~ ~das de las del 
paralelQgramo. Son las siguientes: 

1 Todo rectángulo tiene sus 
O 1 I e 

l' 
lados opuestos iguale, . (Figu-
ra 41). 

,1 

Porque esta condición la cum- A I J 8 

plen los para.lelogramos y el Fig. 41 

AD=BC 
rectángulo es. un paralelogramo. 

AB=DC 

II Todo rectángulo tiene sus I O e 
. ángulos opuestos iguales . W \:!. (La definición de rectángulo 
es más amplia: los cuatro ángu-
los son igualf-s) . (Fig. 42). ~ rG 

Porque esta condición la cum- A B 

plen los paralelogra mas el 
Fig. 42 

Y 
rectángulo es un paralelogramo. /'.. /'.. 

También puede admitirse es-
a=y 

/'.. /'.. 
ta propiedad como corolario de {:1=8 
la definición. 
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III Las diagonales de 1tn 

rectángulo se cortan mutllamen­
te en partes iguales . (Fig. 43). 

Porque esta condición la cum­
plen los paralelogramos y el rec­
tángulo es un paralelogramo. 

IV El punto determinado 
por las diagonale.~ de 1tn t'ectán­
g1ll~ es cent1'O de simetría de la L 
figura. (Fig. 44). 

Porque e ta condición la cmn­
plen los paralelogramos y el rec­
tángulo es un paralelogramo. 

V La igualdad de dos r(!('­

tángulos se CUtl1'T}{c Clla11'lO tie­
nen dos 'ia4Q (,o/Uiec1lt¡~/)OS 'es­
pectivarnente iqualewlO es pre­
ciso decir y el IÍngulo compren­
dido, pues c. sabido que todos 
PaZen 90°). (Fig. 45). 

Porque esta condición la cum­
plen los paralelogramos y el rec­
tángulo es un paralelogramo. 

Si AD=.A'D' 
AB=A'B' 

, 
a = a 

Se tiene: ABCD=A'B'C'D' 

O 

O' 

Fig. 43 

AO=Oa 
DO=OB 

M 
I 

:0 
------ ------ S 

~ 
I 

Fig. 44 

1110=ON 
LO=OS 

C 

r 
S' 

- C' 

s 
Fig. 45 
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Propiedad particular del rectángul~ 
, 

.35. TEOREMA. - Las diagonales de un reotángulo son 
ig1~ales. 

AC y BD diagonales 
del rectángulo ABCD, fig. 46. ll ~ 

Tl AC=BD 

Fig. 46 

Dernost1'aoión. - Consideremos lo triánO'ulos DCA y 
DCB : 

DCA= DCB DC= DC 1" "" 
) 

A D = BC por lados opuestos del para\J..o 

/'. /'. 

1 =2=90° 
Por lo tanto : AC = BD 

36. Eje de simetría. - Do puntos son simétricos con 
r especto a una recta, llamada e.fe de simetría , cuando per­

A~C 

a !T i 
1 .t"1 I 
1 1 I 
I I I 

M Oj lo' :0" N 
I 1 1 

:~I: I I 

A~C' 
p. 

Fig. 47 

tenecen a. los distintos se-
miplanos determinados por 
el eje, ambos se hallan en 
una. misma perpendicular 
a él y su di tancias al 
mismo son iguales. Ejem­
plo: .ti y A'. Oonsidere­
mas en la figura 47 el trián­
gulo ABC dibujado con 
tinta en el semiplallo a de· 
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terminado por MN y' c1oblemo' en seguida el papel a lo 
largo de MN l1a ta que ABC esté en el semiplaso {3, (se 
hace girar la fig. 1800 alrededor de MN) se marcará en 
éste una figma tal que cada uno de S1lS puntos tiene 1tnO 

simétl'ico en el otro semiplan·o. Tales figuras se llaman tii­
métricas con respecto a un eje de simetría. Por lo tanto, 
'e tiene que 

Aa = A'O BO' = B'O' U eo" C'O" 

es decir que el eje de simetría 1"esulfa medl'ctfriz de los seg­

mentos AA', BB' Y CC'. 

37, TEOREMA. - Las perpendiculares a los lados de 

1m rectángulo trazadas por el punto de intel'sección (le sus 

diagonales son ejes de simetría de dicha figul'a. 

ABCD 
AC y BD diagonales 
O pertenece a AC y a BD 

H EE' .1 CE 

F'F" .1 AB (Fig. 48) 
O pertenec€ a FF" y EE' 

l
EE' Y F'F" 

T ejes de simetría de la fIgura. 

o 

A 

F 

F 
Fig. 48 

H e 

H' B 

Demostmción. - Se tiene que demostrar que si 11 es 
un punto del contorno en el semiplano superior con res­
pecto a EE', H' debe ser su simétrico en el semip1ano in­
ferior con respecto a EE'. 
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Consideremos los rectáu'gulos formado FOIH y F'OIIi'. 
que tienen FO = OF' (por · 36 - IV) Y 01 = 01. Lue­
go por (36 - V) se tIene FOIH = F'OIH' y por consi-
guiente: 

, 

HI = IH' 

De manera análoga l:Ie demostraría la simetría para 
cualquier punto del contÚ'rno con respecto a FF'. 

38. TEOREMA. - Si wn p(~ralelog1'a,mo tiene dos lados 
consecutivos igua.les, tiMe ~os ct~at1'o lados iguales. 

o e 

H l~~p~ 
(Fig. 49) 

B T I AB=BC=C])=DA 
Fig. 49 \. 

Ddnostración. - tenemos: 

~~=DC por lados opuestos del paralelogramo 

Iií. - AD" " " " " -. 
P~ro: 

AB=BC 

y por carácter transitivo de la igualdad de segmentos: 

AB = BC = CD = DA 

39. Rombo. - El 1'01nbo es un paralelogramo cuyos 
lados son todos iguales. 
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40. Propiedades del rombo deducidas de las del pa-
ralelogramo. -- Son las siguientes: . 

1. Todo rom.·bo tiene S'ttS la­
dos op1.~estos iDlIa,zes (Fig. 50). 

CIJa definición de rombo es 
más amplia: los cuatro lados 
son iguales). 

-------------------
Porque esta condición la cum-

plen loo paralelograrq,os y el 
rombo el' un paralelogramo. 

También puede admitirse esta 
propiedad como corolario direc-I 
'to ds"la deHnición. 

Porque esta condición la cum­
plen loo paralelogramos y el 
rombo es un paralelogramo. 

IIl. Las diagonales de 1l<1! 

9'o9nbo se cm·tan 1r!rtt,ttt-a,men:te en 
pwrtes iD'l/a,les. (Fig. 52). 

Porque esta condición la cum­
plen los ¡,paralelogramos y el 
rombo es un paralelogramo. 

Fig. 50 

AB=DCyAD=BC 

Fig. 51 

\ = S'!ffJ ..., 

A 
Fig. 52 

AO = OC Y DO = OB 
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IV, E? punto clatenninado
l 

p(»)' las diagonales de un 1'ombo. 
es cenh'o de simetría de la figu­
ra. (Fig. 53). 

1- --- --------

Porque esta cOlldición la cum­
plen los paralelogramos y el 
rombo es un paralelogramo. 

V. La igualdad de dos rom-' 
bos se cumple cuando tienen dos 
lados cOllsecufivos y el ángH­
lo comprendido respectivamente 
iguales. (Fig. 54). 

(En realidad basta con -la 
igualdad de un lado y un ángu­
lo, respectivamente). 

Porque esta condiciÓll la cnm- A 
plen lo paralelogramos y el S. 

• 1 
rombo es un paralelogramo. 

/ 0/ ' , 
/ I ' / , , 

/ I " 
// I , 

Fig. 53 

lW=OS 
MO=ON 

O' 

o 

-----::::' 
B 

Fig. 51 

AB = A'B' 
AD=A'D' , 

a = a 

Se tiene: 
ABCD = A'B'C'D' 
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Propiedad particular del rombo 

41, l'E.QRE1\:Ll.r:= Las diaO'onales de 1m j·om·bo son pM'­

pendiot~ y biseckices de los tÍ.?1[Jnlos c'Uyo~ vértices 
unen .. 

l AO y DB 
) diagonales 

H?del rombo 
ABOD 
(Fig. 55) 

I /'. /'. /'. /'. 

1
1~/ 3=3",4=4' 

/'. /'. /'. /'. 

T 1 = l' ,2 = 2' 

2~) DB .1 AO 

Denwsimción. - I) Tenemos: 

6,. 6, \DB = DB 
ADB = BOD\AD = DO por def. rombo 

(AB = BO por def. de roml 

Por ] 0 tanto: 
3 = 3' Y 4 = 4' 

También: 

f\. 6. í AO = AO 
ADO = ABO, AB = DO por def. rombo 

. (BO = AD " ., " 
Por lo tanto: 

/'. /'. /'. /'.. 

1 = l' Y 2 = 2' 
Ir) 'renemos: 

6, 1\ ¡DO = DO '('f'" 
DOA = DOO DA = DO por det de rombo 

/'. /'. 

3 = 3' por demostrado. 

o 

Fig. 55 

(1) 

(2) 

/'. " '- /'. /'. 

Por lo tanto: 5 = 5' Y como también 5 + 5' = 2 R, se 
tiene: 

DB .1 AO 
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42. 'l'EOREMA (recíproco del 41). - U·¡¡. paralelogl'a1l1o 
cs un l'o11lbo cuando clwlple w.alqu·iera de estas condicio­
nes: a) que sus diagonales sean pel'pendiculal'c:Sj b) que 
las diagO<llales scan bisectrices ele ro::; állgulos cuyo' uértices 
1MW1t, 

1 PAR'rE: Qlle las diagonales sean perpendiculares. 

\ AO y BD diagonales del 
R. paralelogramo ABOD 
I AO 1- BD 

¡
ABCD es un 

T 
rombo 

Demostración. - En la Fig. 55 se tiene que sieu(10 O 
el punto determinado por las diagonales de un parale­
logramo, por (21.): 

AO - 00 
DO = OB 

y se tiene que: 

( AO=OO 

6. 6. ' DOA = DOO) OD = OD 
/"o. /"o. 

5=5'=90° 

( .'. 
\ 
I 

AD=DO 

OB=OB 

A;: ~C 1:. AB~BC 6. 6. í 
BOA = BOO¡ 

6=6'=90° j 

\ AO=AO 

A~D = A~B DO=OB 

I 5' 6=900 

AD=AB 

Yde (1), (2) Y (3) se tiene: 
AD = DO = AB = BO 

(1) 

(2) 

(3) 
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y por definición (41): 
ABCD rombo. 

II P,ARTE: (¿ue las diag(malci> sean biscet6ces ele los 
ángulos ellyos véTtioes ¡¡·nen. 

AC y BD diagonales T I ABaD es un rombo 

del paralelogramo ABCD 
TI /'.. /'.. /'.. /'.. 

3 = 3' Y 4 = 4' 
/'-. /'-. /'-. /'-. 

1 = l' Y 2 = 2' 
Demostració1l. - En la Fig. 55, se tiene, por ser O 

el punto determinado por las diagonales de un paralelo 
gramo. por (21) : 

y e tiene que: 

• AO = OC 
DO = OB 

lBA=D~C ):~ ~: ¡ AD =DC 

3 = 3' por hipo ~ 
Y por lo tanto ABeD es un rombo, pues el paralelo­

gramo que tiene dos lados consecutivos iguales, tiene to­
dos us lado iguales. (Teorema 38). 

43. OB 'ERVACIÓN. - Puede observar. e que no es ne­
cesario decir que las diagonales sean bisectrices de los án­
gulos cuyos vértices unen. Basta expresar que una de las 
diagonales cumple esa condición. 

44. TEOREMA. - Las diagon(lLes de tul "ombo son ejes 
de simetría de dicha figuTa. 
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TI Diagonales del 
e ¡AG Y DB 

rombo ABeD 
(Fig. 56) 

( 

Fig. 56 
¡ AG Y DB ejes. de 

'1' . 
simetría. de la figura 

Demostración. - Debemos probar que el simétrico de 
un punto E es E', tal que siendo E'E' 1- AG, se cumpla: 
El = lE'. 

Se tiene: 

6. 6. 1~ /'-A l ~ 
Al E = 'AlE' 1 = 2 = 90° ~ 

/'- /'-
3-3 por ser Aa diagonal (Teor. 41) 

De donde : El = lE' 

45. Cuadrado. El cuadradO' es un paralelogl'amo 
cuyos lados son iguales y cuyos ángulos yaJen cada uno 
90 grados. 
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46. Propiedades del cuadrado deducidas de las del 
p'arale~ogramo, d~l rectángulo y del rombo. 
, Son las siguientes : 

\ 

educidas del rparnle- I 
logl"amo 

1. T o d o cuadrado 
ene sus lados opue~ 
s iguales. 

." 

Deducidas avf' re!b 
tángulo ? 

Deducidas del 
rombo 

\ l. l' o d o cuadrado ¡ 1. T o do cuaii1'ado 
tiene S~tS lados O)Jlte.~- tiene SltS lados olnwstos 
tos igucles. iglwles. 

n. Todo cuadrado 11. l ' o d o cuadmdo n . T o d o ouad'rado 
i e n e sus ángulos tiene sus ángulos OpUCS- tiene sus ángltlos OptLCS-

puestos iguales. tos igl¡ales. tos iguales. 

In. Las dia~onales 
e un cuad1:ado se cor­
an mútuamente en 
artes iguales. 

IV _ El -punto de m­
ersección de, las dia­

¡!>onales de un cuadra­
~o es centro de sirne­
pía del mismo. 

IIl. Las diagonales 
ele 'Un mtaell'aelo se cor­
tan 7'Iwt'lLamente en pal'­
te.~ iguales. 

IV. EL punto detcT­
minado pOT la~ diago­
nales de un ouo'¿J)rad,¡ es 
centl'O de si1netrín, de1 
r¡vismo· c 

V. Las diagonales 
de un cuadrado son 
iguales. 

VI. Las perpendi­
culares a los l<Mos de 
un rectángulo trazadas 
por el plmto de inter ­
sección de su s diago­
nales son ejes de sime-

I tria de dicha figura. 

IV. El punto detel'­
minado PO?' las e1iago-
11ales de '1m ('1wdrado es 
11m cent¡·o ele s'i?Jletría 
del mismo. 

VII. Las diagona­
les de un cuadrado son 
perpendiculares y bi­
sectrices de los ángu­
los cuyos vértices unen_ 

VIII. L as diagona,­
les de un cuadrado son 
ejes de simetría de di­
cha figura . 

47. OBSERVAOIÓN. - En eRte cuadro las propiedades. 
, e resumen enumel'a;nc1o los enunciados I, II, IU, IV, V, 

- --
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VI, VII Y VIII. Los enunciados en bastardilla se repiten 
( on iguales a los correspondientes de cada columna). 

Las propiedades de los enunciados 1 y 1I se conocen 
. directamente de la definición de cuadrado, pues se sabe 
que en éste todos sus áno'ulos - lado' son iguales. 

48. COROL.\RIO DE LA DEFINICIÓN. - La igualdad .(le 
dos cuadrados se cllmple cl/ondo tienen 1/111 lado ~·gllal. 

Construcción de rectángulos y rombos dados dos 
de sus elementos 

F'igura de análisis 

1) e 

e a 

A b B 

Elementos conocidos 
a 
d 

49. PROBLEMA 1. -
Oonstntir 1m 1+ectángu'lo 
del que se conocen dos 
lados adyacentes, Datos: 
a y b, 

CONSTRUCCIÓN, - To­
mamos una recta ?n y 1';0-

bre ella un punto A (Fig. 
57), a partir del cual 
construímos el segmento 

AB = b. En A y B construímoss n .1 by l' .1 b, respec­
tivamente, Sobre n, 
construÍmos el segmen­
to AD = a, Por el 
p u n t o D trazamos 
l / / b, que determina el 

a 

punto e, que es el otro m 2 
vértice del rectángulo. :':"-~-~A--'----""':b-, ---'----;!;B=---

Fig. 57 
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I COMPROBACIÓN. -. En efecto, DA y CB perpendicular es 
a b y comprendidas entre las paralelas l y b son iguales. 

/'.. /'.. /'.. 

Además 1 = 2 = 4 = 90° por constru cción. Luego 
3 = 900. 

50. PROBLEMA. n . 
OonsinlÚ' wn. 1'6otárzg~~lo da­
dos ~t,n lado y la diagonal. 
Datos: by d. 

CONSTRUCc:rÓN. - 'r oma­
mas una recta rn (Fig. 58) 
Y sobre ella un punto A, a 
partir del cual constnúm(¡s 
un segmento AB = b. .En 
A trazamos n .L m. Con cen o 

Figura de análisis 

o le 

d 

A 

Elementos conocidos 

b 
d 

tro en B y con una abertura del compás igual a el tr aza-

n 

A b 
Fig. 5il 

el rectángulo pedido. 

3 

2 

e 

B 

mas un arco que cort~ 
a n en D. Por B y por 
D trazamos: 

CB .L A B 

DO .L DA 

quedando construído 

/'.. /'.. /'-

COMPROBACIÓN. - Tenemos 1 = 2 = 4 = 90°. Luego el 
/'.. 
3 = 90°. Además AD = CB por ser paralela,s compr endi-

das entre paralelas. 
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51. PROBLEM.\ nI. - Constnli1' un 1'ombo dados la dia­
gonal y 1m lado. Datos: (( 

Fiaura de análisis d 
""b Y . 

e 

A 

Elementos conocidos 
a 

b 

CONSTIWCCTÓN. - Sob!'e 
una recta 111 (J!'lg. 58) consi­

dcramos. un p un t o A y a 
par t i r de él construÍmos 
AB ~ a. Con centro en A 
y con una abertura del com .. 
pás igual a d trazamos un 
arco n. Con centro en B y 
abertura iO'ual a a, trazamos 

el arcQ l' que corta al primero en C. Unimos C COll 

R y por C trazamos 
CD // AB Y por A, 
Al) // CB. Se tiene q'iÍ 

el rombo ABCD, pedi­
do. 

COl\IPROll.\ cróN. 

ABeD e.'l un rombo, 
pues 

b O 

Fig. 59 

AB = CB = De = DA, 

por construcción y por segmentos ele paralela. compren­

dido. entre paralelas. 

52, PROBLEM.\ IV. - CO'I/strlt,il' un rombo cuyas diago­
nales se conocen.. Datos: d y d'. 
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/V'f\.. 
CONSTRL:CCrÓN. - Sobre una rccta (Fig. (jO) considc-

ramos un punto A, a partir del 
cual construímos AG = el. En el 
punto O, medio de AG, trazamos 
d' .1 d Y construÍmos sobre ella 

d' 
los segmentos OD = OB =T 
Uniendo A y G con D y can B, 
se tiene el rombo ABGD pedido. 

COMPROBACIÓN. - Este cua­
drilátero tiene sus diagonales 
perpendiC'ulal'es y además sc 
cortan en dos partes iguales: e;¡ 
un rombo. 

Elementos conocidos 
o 

B 

Figura de análisis 

d 
d 

53. PROBLEMA V. - Uon¡;tl'uil' Wl cuad1'Cldo cuyo laclo 
('s conocido. - Proponemos este problema como ejercicio 
de aplicación. rec~)rdando q lle la com;trucción es análoga 

a la <.lel problema (49), con la 
O di l'erenria de que en el cuadra­

e 

B 

do ioclo los lados son iguak:. 

54. PROBLEM.\ \'1. - Calls­
trnir un cuadrado C71ya diago­
nal se conoce. - Proponemos 
estf' problema, recordando qne 
la construcción es análoga a la 
del pl'oblema (52), con la dife­
rencla ele que en el cuadrado 
las diagonales son iguales. 



- 52-

55, PROBLEMA YII. - Construir pOI' puntos la fi{jura 
simét1"ica ele tina dada con respecto a un cje, 

E Sea la Fig, 61, Y 
el eje de simetría 
m, El problema se 
l'educe a conside­
rar punto de la 
figura y determi­
nar sus respectivos 
simétrico, Luego 
se unen estos pun-

I\\-~~~=~ ~~==-=~ / .. 

~- --
tos simétricos, en 
el mismo orden e - Fig, 61 1<' ig, 62 

establecido y resulta la Fig, 62 .. 
Ejercicios 

56, Proponemos los siguientes pl'oblr'mas: 

PROBLEMA 1. - COllstrllir un. 1'ectáng1uo, dados un la­
do .IJ la diago'Jlal del /Il,ismo. 

PROBLEMA Il. - Oonstrui1' 1ln rombo dados un lado y 
un á,ngulo del mismo. 

PROBLEMA IIl. - C'ollstnlir un cnad1'ooo, cuyo lado 
rnúle m 0.04. 

PROBLEMA IV. - Constnlir 1m cuad¡'ado CIlya diag01wl 
d = 5 V'2 

PROBLEM,\ V. Constnlil' un rombo, fal que 
d = m 0.07 Y d' = m 0.05. 

PROBLEMA VI. - C01!.~tl'lliJ' Ull rectángulo sabiendo que 
sus lados cOllseclIf1'vos miden m 0.06 Y m 0.08. 



CAPITULO V 

PROGRAlIIA Y. - Trapecio. - Base media. La base mooi .. de un tm· 
pecio es })aralela. a las buses e igual n. su semisuma. Corolario: 
La paralela a las bases de un trapecio trazada por el punto medio 
d~ uno de los lados no paralelos del mismo diVide al otro lado no 
lla ralelo en dos partes iguales. 

Trapecio isósreles. Si ]lar los estremos de una de las bases 
de un trap ecio se trazan perpendiculares a las mismas, 
los triúngulos y rectángulos que se fomla" son iguales. L. 
perpendicular a las ha es de un trapecio isósceles trazada llar el 
IlUnto medio de una do ellas es un eje de simetrl •. 

Constmrción de un trapecio: dados los lados no lIara lelos y las 
bases; dados 1". bases y los ángulos adyacentes a una de ellas; 
dadns la s ba es y la diagonales. 

Trapecio 

f>7. Base media. - Sea el trapecio ABCD y tomc­

mo': 

AE = En (E punto medio 
ele AD) 

BF'=FC (F punto medio 
ele CE) 

L'niendo E con F se tiene: A 
EF = base media 

Ef-------\ 

Fig. 63 

Por tanto: L'a ba:;e media del trapecio es el seg­
mento de recta interior al mismo que se obtiene al unir 
los puntos medioH de lo lados no paralelos ele la figura. 

58. TE:OREM.\. - La base. ¡¡¡ecUa de 1111 trapecio e. 
l?) paralela (( las bausj 2°) (gua!' a su semisuma, 



e G ;.:c-----";:.;- r --, 
I 
I 

l Trapecio ABCD 
n) DE=EA 

I C'F = FB (Fig. 64) 

~--------~~~8 EP I/ DO 

) 

I) EF 1/ AB , 

T 
Fig. 6-1 II) EF = DO t AH 

Dcmosfrac·iÓn. - Por el punto F' trazamo. : 

GIl /1 .L1D. 

Se ha formado así el cuadrilátero AHOD. que pOL' 
tener: 

AH 1, DO por hipótesis 
AD ¡ IlO por construcción 

es nn paralelogramo. 
Demostl'aremo ' que Ji' es punto medio de HO. En efec­

to, se tiene: 

I 
CF =FB por hipótesis 

p e; \ /'-. /'-. ,. 
(1) Ji' GIl = HBF( 1 = 2 por op. por el yerhce 

/'-. /'-. 

:3 = 4 por alternos interno 
entre paralelas AH y D(' 

Por lo tanto: IfF = Ji'G. 
Y como AD =GH por lados opuestes de un paralelogra­
mo, sus respecti.vas mitades Son: AE = IIF. Por lo 
tanto AliFE es un paralelogramo y EF' 1/ AH, o lo qUE' 
es lo mismo EF / / AB. Con iclerando ED FG se de-
muestra que EJi' /¡ 'DO 

TI) De la ig-ualtlacl (l) S(' ti('ue tambipn: 

HE = OC. (2) 
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y ~abemc:; que: 
EF = DG = AH por lados op. paI'alelog. 

o también: 

DG+AH 
EF= 2 = 

Y recordando (2): 

DC +AB 
EF= ----

I ,2 
59. COROLARIO. - La paralela a las bases de 1ln trape­

cio trazado por el plmto medio de ~tnO de los lados nó pa-, 
ralelos del mismo divide al otro lado no paralelo en dos 
pal'ie iguales. 

¡Trapecio ABCD 
DC // AB 

TI ED = EA 
EF // DO // AB 

(Fig. 65) 

D e 

EL ---------{F ' 
/ .\ 
A B 

Fig. 65 

Demostración. - Lo demostraremos por el abs1wdo, es 
decir que supondremos que F no es el punto medio de 
CB. Sea ji" dicllo punto. Si unimo E con F', por el 
teoI'. ant. se tendrá' que EF' // AB, lo que es imposible, 
pU<:'S tendríamos por el punto !i3Jos paralelas a AB. 

Por lo tanto el punto F' sólo puede existir coincidiendo 
con F. 

60. TEOREl\1A. - Si PPl' los extremos de las bases de nn 
t rapccío isósceles, e trazan las perpellclicula1'e.s a la otm 
base, los triángulos 1'ectánglllos que se forman son todos 
i(lualcs. 
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ABCD ADD' =BCC' = 
Trapecio ) /':, /':, 

T D /':, 
DC // AB BB'C=AA'D 

H DD' .L AB 

CC' .L AB 

AA' .L DC 

BB' .L DC (Fig. 66) 
Fig. 66 

Demost1"aciÓn. - Se tiene, en efecto, que: 

, 
AD = CB por hipótesis 

/':, /':, DD' = CC' por segmentos de para-

A.DD' = BCC' por ) lelas comprendidoe:; en-
tre paralelas 

. /'.. /'.. 

1=2=90" 

También tenemos: 

I
CB =CB 

6, /':, CC' = BB' Por segmentos de para-
BCC' = BB'C lelas compréndidos l'n-

I 
tre paralelas 

/'.. /'.. 

2=3 =900 

y por el carácter tran itivo de la igualdad de trián­

gulos: 
6 /\ 

ADD'=BB'C 
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Análoga demostración podemos seguir para probar que 

!\ A 
AA'D = ADD' 

Por lo tanto: 

{\, 1::, !\ 1\ 
ADD' = BGG' = BE'G = AA'D 

61. TEOREMA. - La pel'pelldicttla,l' a. las bases de un 
tl'alJ!!cio isósceles trazada por el plinto medio de lIna de 

ellas es u.n eje de simetría de la figm·a . 

ABGD trapecio 
isósceles 

H AB? GD 
DE=EA 
EJi' 1- GB (Fig. 67) 

c \ EP eje de simetría 
¡ de la figura 

Demostración. - 'renemos 
que demo trar que los pun-
tos del contorno D, II, 1, J. L. G . .. 

Fig. 67 

del semiplano a con 
respecto a EF' tienen sus simétricos A, H', 1', J', L', 
B. " sobre el contorno en el otro semiplano p. 

El trapecio isósceles puede ser considerado como ob­
tenido de un triángulo isósceles en el que se traza una 
paralela a la base. La altura del triángulo isósceles 
es mediatriz de la base (Gcom. de 1er. mÍJo) y coincide 
con EF. Esta altura divide a las bases GB. LIJ ... DA 
en parte, iguales. 
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Problemas sobre la construcción de trapecios 

62. PROBLEMA 1. - (JoniSt1"Uü' U1¡' trapecio dadr¡s las 
bases y S1/,S lados no paralelos. Datos: a, b, e, y d. 

Figura de análisis Elementos conocidos 
b 

d 

e 
b 

a 

¡..--- ------. a - --- -----.., 

Constnwción. - Tomemo una recta m (Fig'. 68) .Y 

m 

sobre ella un pun-
s to A, a partir del 

cual construimos 
AB=a y AE=b. 
Con una abertu­
ra del c o ro p á s 
igual a d y con 
centro en B tra-
zamos el arco n. 

Fig. 68 Con una abertu­
ra del compás igual a c y con cenh'o en E, trazamos el 
arco s que corta al primero en C. rnimos O con E y 
con B. Por C trazamos una paralela a AB y por .L1 una 
paralela a EC, las que determinan el cuarto vértice D 
n.el trapecio pedido. 

ComprobcwiólI. - El trapecio ARCD tiE'l1 C lo. lado. 
pE'c1idos, puesto que : 

DA = CE = e 1 por para] la. ('omprendidas 
DO = AE = b cntre paralelas. 



63. PR013LEMA n. - Constl'uiJ' tln trapecio del c1wl 
se conocen su.s bases y lo!; ángnlos adyacentes a una de 
ellas. Datos: a, b, a y {J. 

Figura de análisis Elementos conocidos 

b 

COL STRuccr6 . - Tomemos una recta 111, (Fig. 69) 
Y sobre ella un punto A, __________ .a ___ ___ ______ ..: 

a partir del cual COD trui- A '--\-" U_ b u u- ~f 'J':' ¡ B 
mos AB = a y AC = b. oc \OC t' 

E. n B construimos un án- \, 
gulo {J' = {J y en C un \ 
ángulo a' = a. Se tiene \ 
así el punto D por el cual E ti O 
trazamos una paralela a Fig. 69 

AB. Por A trazamo la paralela a CD que corta a la 
anterior en E. Se tiene así el trapecio pedido ARDE. 

COMPROBACIÓN. - En efecto ABDE tiene los lados: 
a, por construcción, b' = b por paralelas entre parale­
la , {J' = {J por construccióu y a = a por ser igual a a' 

por correspondiente entre para 1 las. 
OBSERVACIÓN. - Si se dieran los ángulos adyacentes 

a la base menor la construcción se puede efectuar como 
en este problema recordando que los ángulos adyacentes 
a la base mayor son suplementario. de los dados, por 
conjugados internos entre paralelas. 
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64. PROBLEMA nI. - Construir wn trapecio del cual 
se conocen sus bases y diagonales. Datos: a. b, el Y d'. 

Figuras de análisis Elementos conocidos 

a 
b 

d 
d' 

CONSTRUCCI6~. - Tomamos una recta y sobre ella un 
punto A, Fig. 70, a partir del cual construimo, AB = a. 
A la derecha de B cOllstruimo BC = b. Con uua aber­
tura del compás igual a d y con centro en A trazamos 
el arco n. 

8 , 
A L.---- a --- .;-. ---- - -- b--------- -: C 

n s 
Fig. 70 

Con una abertura del compás igual a d' y con centro 
en C trazamos el arco s que corta al anterior en D. Por 
este punto trazamos una paralela a AO y por B cons­
truimos BE // CD. Unimos A con E y B con D y se 
tiene el trapecio pedido AEDB. 

COMPROBACIÓN. - En efecto AEDB tiene las bases 
a. y b (ED = b por segmentos de paralelas entre para­
lelas); las diagonales el y d' (d' = CD por paralelas 
entre paralelas). 



CAPITULO VI 

I'ROCiRA11.\ VI. - Romboide. - Su definición como trapezoide que tie· 
no dos v1!rtices opuestos equidistantes de los ot"08 dos. Las dia· 
gonales de un romboi(le son perpendiculares y la que une los vér· 
lites eqltidistantes de los otros dos es bisectriz de 108 (,"gulos que 
tienen esos vértices y eje de simetris de la figura. 

65. Romboide. - E11'omboide es un trapezoide (ena· 
dl'ilátero sin lados paralelos) que tiene dos vér tices opues­
tos equidistantes de los otros dos. 

66. TEOREMA. - En todo Tomboide la diagonal que 11lle 
los vértices equidistantes de los otros dos es búecfri'" de 
los ángulos que tienen esos 1,értices. 

¡
ABCD romboide 

H AD=AB 
DC=BO 
(Fig. 71) 

Demostración. - Se tiene que: 

6. 6. 
ABC=ADC 

Por Jo tanto: 

AC=AC 

AD=AB 

DC=BC 

[)' 

B 
Fig. 71 

f 
~ 
por hipótesis 

" " 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

1 = l' Y 2=2' 
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67, TEOREMA. - En todo 1'01nboide las diagonales son 

1'ecíprocamente perpendiculares. 

o 
ABCD 
romboide T ~.AC 1. DB 

A.I---d-!::.,------+J.,~C H AD = AB 
DC=BC 
(Fig. 72) 

B 
Fig. 72 

Demost1'aeión. - Se tiene: 

D~C = B~C DC = BO por hipótesis 

1 

EC=EC 

Por lo tanto: 

Finalmente: 

68, TEOREMA. 

/'.. /'.. ] = l' por teor. anterior 

/'.. /'.. 

2=2'=90° 
AC L DE. 

En todo l'omboide la diagOtll1.l que 
l.me los vértices equidistantes de los oh'os dos es eje de -simett'í,a de la fig1ll'a. 

i ABCB' I 

\ romboide \ AC eje de 
II AB = A.B' T) de imetrÍa I BC.= B'C de ]a figura. 

(Flg. 73). 

Fig. 73 
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Demostración.- Tenemos que demostrar que los pun­
tos del contorno D, E, B, F, H, J, J, K, L, M, N, O, del 
semiplano C!. con respecto a AO tienen sus simétricos D'. 
E', B', lJ'/, H', l', J', K', L', M', N', O' sobre el contorno, 
en el otro semi plano f3. 

Se tiene: 

DD' J.. AO , EE' J.. AO , BB' J.. AO , lJ'lJ" J.. AO, 
HH'¡ J.. AO , lI' J.. AO , JJ' J.. AO ; RR' J.. AO, 

LL' J.. AO , MM' J.. AO , NN' J.. AO . . . 

Caua perpendlCl.uar forma dos triángulos, tales como 

1"0 =1"0 

l
D
l"e' 1,6["0 \ ~ ~ , 68 = ' 1 = 1 por teorema num .. 

_ /'2 2r por construcción 

Por lo tanto: 
II" =1'1" 

y en general: 

DD" = D' D" , EE" = E'E" 
JJ" = J'J" ... 

BB"=B'B" 

Es decir que: AO es eje de simetría del romboide 
AROBI

. 

• 
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• CAPIT ULO VII 

PI'¡'OGR.AhlA VII. - Puntos notables del triángulo. - Las mediatrice. 
de los lndns de un t.ri.ángulo COU('UITell en un l1u.ntO. Las bisec­
trices de les :íngulos de un triángulo concurren en un punto. Las 
altnras de un triángulo cou('uxren en un punto. 

El scgUl~nto que une los puntos medios de dos lados de un 
triángulo es paralelo al tel"Ce,' lado e ¡gnal a su mitad. Corvo 
lario: La lloralela a un lado de un triángulo trazada por el 
punto me,lio de otro de 8\IS ludos divide al tercero en partf"s 
iguales. Las me-dianas de un triángulo concurren en un punto 
situado a. dos tercios de cada una ele eJlas a partir elel vél'tiee 
respectivo. 

Puntos notables dlel triángulo 

~ 69. TEORE.l\fA. - Las mcd7'akices de los lados de 1111 

tr·iúl1(Julo concurren en wt p11l11tO. 

e 

D 
Fig. 7l 

TI 

B 

[:., 
ABC 
AJi'=FC 
AD=DB 
BE=EC 
n~z' -L AO 
1n"zll -L AB 
'111ZI/1 -L BO 
(Fig. 74.). 

pertenece a iJI 

" " 'IJl 

" ,,111 

Demosi¡'(Jcióll. - Dos rectas del plano se cortan o son 
para] elas. Supongamo. que m z' y ?JI. z" no ::¡e corten. En­
tonces deben ser paralelas y como m..'z .1 AC y m"z .1 AB 
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(y la, perpendiculares a paralelas son paralelas) se ten­
dría que AC // AB, lo que es un absurdo, por cuanto 
AC y AB se encuentran en un punto A. 

Falta probar que la tercer mediatriz pasa también por 
O. Efectivamente pasa por 0, pues por estar O en las 

mcdiatrlces ?n z ' Y m." equidista de los puntos A, B Y C. 

Luego OB = OC Y o pertenece, por consiguiente, a mz'''. 

70. TEORElIL\. - Las bisect1'ice.s de los ángulos de 1/ n 
triá1lgulo conCl/rren en. un pnnto. 

6 
ABC 
/'o.. /'o.. 

1=1' 
/'o.. /'o.. 

e 2=2' 
/'o.. /'o.. 

3 = 3' 

(Fig. 75). 

TI O común a 

lba,bb'Yb-.../ 

A 

e 

Fig. 75 

Demosf¡'a<CÍón. - Sc tiene ql1e AO y BO, por ser bisec­
trice de dos ángulos de un triánCfulo deben cortarse. Sea 
O el punto que ellas determinan. Vamos a demostrar que 
por e:e punto pasa la bisectriz CO. 

Por ser un punto de AO, el O equidista le los lados 
AB y AC del ángulo ABC. 

Por ,'el' un punto de BO, el O equi<liRta de los lados 
AB y UB. 

Es decir CJue O equidj, ta de los lados AC y CR y por 



- 66-

lo tanto debe pertenecer a ca bisectriz del ángulo ACB 
que ellos forman . 

71. TEOREM<\. - Las aUn¡'as de 1bn triáng'ulo COI:CU­

rren en un p'lmto. 

) 

A1Jc T 1 O común a 71a J hb, 71 e 

H ha, hb ) he alturas . 

(Fig. 76) 

Demostmó6n. - Por A, B Y e, trazamos: 

DE // AB ( r ha -.l DF (1) 

FE // AC ~. ' .,\ hb -.l FE (2) 

DF // BO ( t he -.l DE (3) 

pue.'S una recta perpendicu­
lar a otra lo es también a. su 
paralela. 

F 

/'.:, D 6-

E 

Además, los triángulos ADO, AFB Y BCE son iguales 

f:, 
entre sí por ser respectivamente iguales al ABO, como 
puede yerse para un par de ellos: 

~ .AB=AB 

1\ 1\ j /'o. /'o. .LlBC=AFB 1=2 
/'o.. /'o.. 

3=4 

i por alternos internos t entre paralelas, 

De la igualdad de los cuatro triángulos nombrados, re-

sulta: 
AF=AD , FB = BE , DO= OE 
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Es decir que ha, h b, ~ h e, además de ser perpendicu­
lares a DE, FE Y D¡::-respectivamente, pasan por sus 
puntos medios. Por lo tanto son mec1iatrices del triángulo 
DFE y concurren en un punto (teor. núm. 69). 

72. Ortocentro. - El punio O de ?l!~;Qllyencia de las 
alturas de"fi'n triángulo se llama eentro. 

73. TEOREMA. - La paralela a un lado de 1ln t1'iángulo 
trazada po/' el punto medio de otro de sus lados, divide 
al terce/'o en partes iguales. 

e 

Fig. 77 

/\ 
A.BC 

TI CD=DB 
DE // AB 
(Fig. 73) 

T{CE=AE 

Demostración. - Por E 
trazamos: 

EF // DB. Por lo tanto: EJi' = DB, por lados opues­
tos del paralelogramo EFBD. Pero siendo DB = CD por 
hipóte is, por el carácter transitiyo ele la igualdad de seg­
mentos, se tiene: 

EF = CD (1) 
/'.. /'.. 

Además 1 = 2, por ser ángulos correspondientes entre 
ED // AB (2). 

/'.. /'.. 

También 3 = 4 por correspondientes entre las para-
/'.. /'.. 

lelas EF // DB; pero como 4 = 5 por correspondien-



/ 
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tes entre ED ji A.B Y por el carácter transitivo de la 
/'. /'. 

igualdad de ángulos : 3 =' 5 (3) 

Por consiguiente: 

6, '\0 \ ~F /'.CD por (1) 
A.PE - I 1 = 2 por (2) CE=EA 

( 3=5por (3) 

74, TEOREMA. - El segme.nto que u,ne los puntos me­
drías de (los lados de ~l.n tt'iángnlo es paralelo al te/'cer la­
do e 1'g~tal a S1~ mJitad, 

6, 
ABC 

TI CD=DA 
CE=EB 
(Fig. 74) 

m 

, 1) 

Á ¡ II) 

DE ji AB 

DIE= AB 
2 

e 

A 
Fig. 78 

Dmnostración. - 1) Trazamos BF ji AC, que déter­
mina con la recta que contiene a DE el pemto ]1'. 

Se tiene: 

j
CE=EB 

6, 6, /'._~ 
(1) DCE = BEF 1-1 

1 
/'. /'. 
2=2' 

Por lo tanto GD = BF 
pero como por hipo CD = DA 

Se tiene DA =BF 

por hipótesis 

op. por el vértice 

por alter. ínter. entre 
BBT ji AC 
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En el cuadrilátero ABFD se tienen dos lados DA r 
BF iguales y paralelos; lo:> otros dos tamhién deben ser­
lo y la figura es tUl paralelogramo (núm. 23). 

Por lo tallto: 
DE // ..elB 

1 I) De (1) también se tiene: 

o bien 

o finalmente: 

DE=EF 

DE=~DF 
2 

75, TEORE~L\. - Las (¡'es 11/erlÍlLllaS de un tl'iríll[Jitlo 
determinan un plinto situado a un tel'cú; dc cada media-
1/(1 con t·cspectn a~ l'lrlo cOl'respondiente. 

e 

Fig. 70 

J

ABO 
CD=DB 

TI (lE = ELl 

l ~tF=FB (Fil? 75) 
o· T 

¡ IIi punto co­
~ mún a lal'; 

tres m e -
dianas 

JI) 
Fe 

PO = :3 

D"l 
DO =---g-

EB 
EO=~ 

Demostración. - 1) Las medianas EB y AD se cortan 
en un punto, que llamamos O, Demostraremos que la te1'­
('el' mediana ~e obtiene prolongando el segmento OO. Por 
B y por .t1 trazamos: 

BII // AD 
AII // EB. 



ConsiJeremos : 

!\ D 
(1) AOF=HFB 

Por lo tanto 

- iO-

AO = llB por segmentos de 11ara­
lelas comprendidos eu­
tre paralelas. 

/'-. /'-. 

1 = l' por alter. int. entre // 
/'-. A 
2=2' 

.AF = FB 
" 11 " // 

Es decir que CF es la tercer mediana y que también 

concurre en el punto O. 

Il) De (1) se deduce: 

1\ 
HF=FO 

En el BaH) se tiene CD = DB ) 

o también: 

y finalmente : 

OD // HB / .. 

00 OlII 
----z-- = - 2-

00 -PO 
2 -

. 1 
FO= -OF a 

CO=OH 

De manera análoga demostraríamos que: 
1 

DO = 3 DA 

1 
EO = 9EB 

¡) 

76. Baricentro. - El punto O de concurrencia de las 
tres medianas de un triángulo e.'3 el baricentl'O de la fi 
gura. 



API'rULO VIII 

l'HOGHAMA VIII. - Clrcuuferencia. y circulo. - Definicionos. Circun· 
ferCllt'ias iguales. Definición. Arco~. ángulos centrales y sc..:"torcs. 
Definiciones de a1'('05 iguales y sectores igunles. y de arco Dlayor 
o mellar que otro. Arcos cOllsecuti vos. Suma y diferencia de arcOs 
pertenecientes a eircllllfereul'ial'\ i~uales. 

Relaciones entre llreos y cuerdas iguales o desiguales. 
Propiedades del diámetro' El (liámctro es la mayor de las 

cuerdas. Todo diámetro per)>endic"),,r a una cuerda divide 11 
ésta y a los arcos que subtiende pn partes iguales . Todo diámetro 
('8 un ('jo de simetría de la drcuuíerencia el que- portenece. 

Distuucia al c .... ntro ue ('uerdus iguales y desiguales. 
Por tres puntos no alinead?s l,"sa una circunferencia y sólo una. 

Circunferencia y círculo 

Damos las siguientes definieione : 

77. Ci¡·cllnfc)'(·l1cia . 
- Es el conjunto de 
puntos de un plano quc 
equidistan de otro, lla­
mado celltl'(j.. (Figu­
ra 80). 

78. Radio. - Es el 
~'egmento de recta que 
une el cen~ro de la cir­
cunferencia con un 
p u n t o dc la misma. 
(l!'ig. 81) . 

Circunferencia 

G 
Radio 

Fig. 80 

OA=t, 

Fig. 81 
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79. Cuerda. - Es 
el ~ento de recta 
que une dos puntos de 
la circunferencia. (Fi-

Cuerda 

gura 82). A .AB cuerda 

80. DÚll'neh·o. - EI'l 
la cuerda que pasa por 
el centro de la circun­
ferencia. (Fig. 83). 

81. Ar~ Es un 
se~ento de circunfe­
rencia. (Fig. 84). Dos I 
puntos de una circun­
ferencia , de ter m i -
nan dos arcos. Conven­
dremos que siempre 
que no se haga indicar 
ción contraria nos re­
feriremos a arcos me­
nores que una semicir­
cunferencia. 

82. Circ1lnfe1'Moias 
iguales. - S011 las que 
tienen igual radio. (Fi­
gura 85). 

Fig. 82 

Diámetro 

AB 
" I--~)E-----j B diámetro 

Ji'ig. 83 

Arco 

....---. 
AB = a 

Fig. 84 

Circunferencias, iguales 

(!) Cl) 
r=r' 
Fig. 85 
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83. Círculo. - Es 
el conjunto ele puntos 
del plano que contiene 
al centro y limitado 
por la circunferencia. 
(Fig. 86). I 

84. .A:1l1[Julo centml. 
- Es el que tiene su 
vértice en el centro del 
círculo y sus lados son 
radios del mismo. (Fi­
gura 87). 

85. Secto¡· ci,·wla1·. 
- Es el conjunto de 
puntos interiores com­

prendidos por un án­
gulo central y el arco 
de circun ferencia que 
abarcan l OR lados de] 
mismo. (Fig. 88). 

86. Sectores igudes. 
- Son aquellos que en 
un mismo círculo o en 
círculos iguales, tienen 
igl1ales los respectivos 
ángulos centrales. (Fi-

Círculo 

Fig. 86 

Angulo central 

rJ. a = cóncav{) 
f3 = convexo @

--B 

~ 
Fig. 87 

Sector circular 

Fig. 88 

Sectores iguales 

C!)" B ®'" M 8 ~ ~. 

O O 

Fig. 89 

AOMB = A'OMB 

gura 89). JIP~ ________ s_'i __ a ____ a_' ________ ~ 



87, A r G o s ig'uales. 
- Son aquellos que 
perteneciendo a una 
circunferencia o a cir­
clmferencias i g u a 1 e s 
tienen iguales los res­
pectivos ángulos cen­
trales. (Fig. 90). 

88, ATGO m.ay01'. -
Dados dos arcos de una 
misma circunferencia o 
de c i r c u n f e r e n­
cias iguales, es mayor 
aquel al cual corres­
ponde un ángulo cen­
tral mayor. (Fig. 91). 

89, Ano meno'/'. -
Dados dos arcos de 
una misma circunfe­
rencia o de circunfe­
rencias iguales, es me­
nor aquel al cual, co­
rresponde un ángulo 
central menor. (Figu­
ra 92). 

74 -

Arcos iguales 

A A' 

00
' 

~ B rj.' 8' 

O O' 

I 

Fig. 90 

a= a' 
SI 

a == a' 

Arco mayor 

(¿)·W l 

a 8 B' 

Si 

Fig. 91 

a' > a 
si 

a' > a 

Arco menor 

® 
N 

J!'ig. 92 

.11MB < OND 
a<fJ 



90. Arcos COnSeG1~­

tivos. - Son aquellos 
que perteneciendo a 
una misma cii'cunfe­
rencia tienen solamente 
lID punto común, sien­
do todos los oüos de 
un arco exteriorc con 
respecto a los elel otro . 
. (Fig. 93). 

91. S1&ma de arcos . 
- La suma ele los ar­
cos a y b pertenecien­
tes a circunferencias 
i g u a 1 e s, es el arco 

a + b que forman elos 
arcos consecutivos res­
pectivamente iguales a 
([, y b. (Fig. 94). 

75 

Arcos consecutivos 

Fig. 93 

Suma de arcos 

Fig. (14 



92 . D i f e l' e n e i a 
de arcos. - La dife­
rencia de los arcos a y 

b, siendo a, > b, perte­
necientes a circunferen­
~ias iguales, es otro arco 
(}", tal que c + b = a. 
(Figura 95). 
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Diferencia de arcos 

00 
o 

Fig. 95 

Relaciones entre arcos y cuerdas iguales o 
desiguales 

93. TEOREMA. - En cinu'Y/Jfel'encias del rnriS'rl'w j'adio 
o en ~~na; - ci1"mtnferencia, a arcog ~'g1tales les con·esponden 
clt.erdas iguo),~s. 

e 

\ Cif. O 

H ' a=a! 

/ (Fig. 96). 

Fig. 96 
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Dcmosfl'Gción. - Trazamos los radios OA, OB, OC y 
OD Y se tiene: 

6, f\ 
AOB=COD 

\ ' OB = OC por ser radios 

, OIl = OD por radios 

I a = a' por corr~sponder arcos iguales 

POI' consiguiente: 

AB=CD 
í 

94. TEOREMA. (Recíproco). - En circllnfere'llcias del 
mismo I'Gdio o en tOla circlInferencia, a cuerdas iguales 
lrs corrcsponr7en (/I' COS iguales. 

a 

Fig. 97 

í Cif. O 
TI '1 Cif. O' (Fig. 97) 

'. AB=CD 

, 
a=a 

Demostración. - 'frazamo'l los radios Oil, OB, OC y 

OD Y .'e tiene: 

\ 

OA = O'C por radies cireunf. iguales 
t ' 

A()R -(}()'D OB = O'D" ., ,. " 

I AB = (ID por hipótesis. 

Por consiguiente: 

n = a' y por (87): a=a' 
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95. TEOREl\1A. - En ci1'cunferenoias iguales o en 1l11Ct 
cir-cnnf ererl.Cia) a arcos desiguales menores qlW ttna semi­
CirC'll,nfe¡'encia corresponden cnerclas designales, siendo 
mayal' la. qne conesponde al a~'co mdyO'r'. 

A 

a' 
Fig. 98 Fig. 99 

( Cif. O 

H¡a'>a 
\ (Fig. 98). 

T t CD > AB 

Dos arcos meno- Dos arcos mayo-
res que una semicir- res que una semicir-
cunferencia. cunferencÍa. 

De'1nostmúión. - Trazamos los radios OA, OB, OC Y 
OD Y se tiene: 

OA = OC pOI' radios ,"" 1\ ( 
CODyAOB .1 OB=OD " " I 

a' > a pues por hipo (t' > a 

Por consiguiente (200 Geom. 1) : 

CD>AB 

96. Observación. - Si los dos ángulos son mayores 
que una semicircmuerencia (lig. 09) la cuerda mayor 
c.orresp:mde al ángulo menor. 

97. TEOREMA. (Recíproco del anterior). - En CÚ'C1ln­
ferencias iguales o en nna c'irc1lnfrn'erlCia, a cuerdas des­
ig'lwles c01'?'espo·nden arcos desigu(Jles menOt'es que 'IMa 
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semicircunfe1>encia) siendo ?na/yo/' el q1te corresponde a la 
cuerda, mayor. 

, Cif. O 

TI l CD > Ajr 

t (Fig. 98). 

Dcrnost,·ación. - Tn.zarnos lós radios OA, OB, OC Y 
OD Y se tiene: 
a' + a, pues si a( = a ~e tendría CD = AB (conh'ario a 
la hipótesis). 
a' <j: a, pues si a' < a, ~e tendría C D < AB (contrario a 
la hipótesis). 

Por lo tanto si a' no es igual ni mellar que a, debe cum­
plirse: 

a'>a 

Propiedades del diámetro 

98. TEOREMA. El7vnitnetro es la m.a,yor de las 4. Il 
A~S. 

e 
A 

~'ig. 1 o 

rCif. O 

TI ) A~ diámetrQ 

\ (Flg. 100). 

T 1 AB es la mayor c1e las cuerc1as 

Demostración. - Si consideramos una cuerc1a que no sea 
diámetro, tal como la CD y unimos O con O y con D se 

6 
tiene en el OCD: 

~ 
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1'+1' > OD 
O también, por ser AB = 21' : 

(AB> OD 

9ü. 'l'EOREMA. - Tacto diámetl'o 'PM'pendictlla1' a tw¡,a 
cne1'da eNvid.e a ésta y a· los arcos qtle s1tbtiende en partes 
igu,ales. 

Fig. 101 

J

Cif. O 
AB cuerda 

H OD diámetro 

¡OD 1.. AB 
(Fig. 101). 

1) AE=EB -- --l' II) AD=DB 

M=CB 

Demostmción. - 1) Trazamos OA y OB. Siendo 
OD 1.. AB, Y OA = OB por radios, se tiene que son oblí­
cuas iguales y por lo tanto se alejan igualmente elel pie 
E ele la perpendicular: 

AE=EB 

II) Por ser OD 1.. AB, por hipótesi,>, en su punto me­
dio (demostración anterior) el punto O equidista de A y 
de B y el punto D también equidista de A y de B. 

Luego: 

AD=DB 

AO=OB 

-- ..-... AD=DB 
..- ..-

... AO=OB 

l porque en una circunfe-' 
\ rencia a cuerdas iguales 
) corresponde arcos iguales . 
\ (teor. 94). 

100. TEOREMA. - Toclo diámetro es tm eje de sime­
tría de la cirounfcreru:l'a a que per-teneoe. 



Fig. 102 
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í Cif. O 
II i AB diámetro 

\ Fig. 102 . 

T 1 AB eje de simetría de la figura 

Dem.ostmc,ión. - Debem0S demostrar que a cada punto 
ele la circunferencia situado en un semiplano con respecto 
a AB, cOrresl)onde uno simétrico que eiltá en el contorno 
de la circunferencia en el semiplano opuesto. 

En otras palabras, debemos probar que: 

CC" = C"C' j DD" = D"D', EE" = E"E', FF" = 
= F"F', HH" = H"H' siendo CO' 1. A B , DD' 1. A B, 
EE' 1. AB, FF' 1. AB Y HH' 1. AB. 

y en efecto, estas igualdades se cumplen pues todo diá­
metro pe~'pendicular a una cuerda divide a ésta en par­
tes iguales (teor. ant.). 

Por lo tanto, AB es eje de simetr ía de la figura. 

Distancia al centro de cuerdas iguales y desiguales 

101. T .ElOREMA. - E1'b toda árc~tnferencia O> e-¡u ci?'cwn.­
ferenm"as iguales, la.'; cnerdag ig~~ales eqllidistClin de~ cen­
tI'o. 
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8 
I Cif. O 

\ AB=CD 5 
IJ OE 1. AB T {OE= OE' 

lOE' 1. CD 
\ Fip:. 10:3 

Fig. 103 

Demostl'a<Jióñ. - 'l'razalllos AO, BO] CO y DO Y tene­
mos: 

, { AO = CO por radio 

AOl{ = COp 'l BO = DO por racli~)s 
AB = eD por hipo 

Por Jo tanto, las alturas trazadas desde los vértices en 
O son iguales. 

OE = OE' 

102. TEOREMA. En toda circunfe7'encia o en cí/'-
clmfercllcias ig¡wles, ¡(;l/a cuerda dista menos del cent1'o 
que otra cuerda menor que ella. 

Fig. 101 

Oif. O 

\ AB > Be í 
II NO 1. BC T t 2J.10 < ON 

1 1110 1. AB 
. (Fig. 10-:1) 

Demostl"ación. - Si AB > BC por hipótesis. SUJ res­
pectivas mitades, por teorema 99, son: MB > BN. 
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D /'.. /'.. 
En el BMN por ser MB > BN se tiene: a > [3. 

/'.. /'.. 

Por lo tanto, y < 8 por complementos de los áng. a y [3, 
re pectivamente. 

En el triángu~o NMO se tiene entonces: 

MO < ON 

103, TEOREMA, (Reciproco elel 102). - En, toda G'Í7'­

clI.nferenoia o (!lrb GÍ1'c1¿nferenúas iguales, de d'os ctt.erdas 
que distan desigualmente del oenkol de la cü'ctmferencia, 
es menOl' la q1¿e más dista. 

I 
Cif. O 
NO .1 BO 

RIMO.l BA 
MO < ON 
(Fig. 104). 

Demosh'ación. - En el triángulo MNO, por ser por 
/'.. /'.. 

hipótesis OM < ON se tiene que y < 8. Por lo tanto 
a > [3 por comp;ementos de los ángulos y y 8, respecti­
Yamente. 

6 
En el BMN se tiene entonces: 

BM> BN 

y por consiguiente: 

BA > BO 

104, TEOREMA. - Tres p,wn1;os qne 100' pertenezcan, a 
una recta dctcl'minan 1&na oircunfe¡-encia y solamente 
una. 
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\ 

A , B Y O. 
A, B Y O no determinan una 

TI / ?'ecta. 
(Fig. 105). 

( .1) A, B Y O determinan 
T· elfo O. 
t II) eif. O es única. 

Demostr'acl:Ón. - 1) Sean los puntos A, B Y O. Tra-
zamos AB y BO y constrUÍmos: 

AD =DB 
BE = EO 

En D Y en E, respectivamente, trazamos 

DO .1 AB 
EO .1 BO 

Todos los puntos de DO equidistan de A y de B. To­
dos los puntos de EO equidistan de B y de C. El punto 
O en que se .cortan, por ser común a ambas, equidista de 
A, de B y de e, 

Por lo tanto, seg(m la definición de circnnferencia, O 
es el centro de aquella que pasa por A, B Y O. 

II) Vamos a demostrar que esta cir·cunferencja es 
única. Si admitimos que existiere otra, de centro O', este 
centro debe coincidir con O, puesto que por ser AO' t= 

= OB' Y O'B = CO', el punto O pertenece simultánea­
mente a las mediatrices de AB y BO; es elecir DO' y EO'., 
esto es que O' es el mismo punto O, 



CAPITULO IX 

PROGRAMA IX. - I ntersecciones de rectas y circunferencIas. - Un .. 
recta no puede COl"tar a una circunferencia. en mlLs de dos puntos. 
Si la di s tannia del centro de una circunferencia. a una recta es 
mayor qtle el radio todos los ]luntos de la recta s<m exteTiores 
tI la circunferencia. Recíproco. Recta exterior. 

Si la distanda del centro de una circuníerencia a una n~cta 
es igual al radio la recta tiene un punto común con la riTcunfe M 

rencia y 108 demás exteriores a ella. Reciproco. Tangente. Coro­
lario: La perpendicular 8. un radio en su extremo es tangente y 
toda tangente es perpondicular al radio en el punto de contacto. 

Postulado: Todo .E'gmento cuyos extremos son uno interior y 
otro exterior n. una circunf(\rencia tiene con ella UD punto común 
y s6lo uno.1 Teorema; Si una rs!' ta tiene un punto interior a 
una circunferencia tiene co n ella dos ¡Juntos comunes. Recta. !!c· 
rante. Si la distancia del centro de tilla, circunferencia a una 
recta es menor que el radio, la recta es secante. Reciproco. 

Intersecciones de rectas y circunferencias 

105. TEOREMA . - Una ~'ecta no pue<7e cortar a una 
cÚ'cllnferenoCia en más de dos p1tntoS. 

A(6)B~ ) Cif O TI 
A Y B pertenecen 

simultáneamente a 
TI Recta a. I Cií. O y a a. 

(Fig. 106). \ A Y B únicos. e 
Fig. 106 

Demostr(J;ciÓn. - Si admitimos (fig. 106) que además 
de A y ele B la recta a corta en a a la circunferencia, tra­
zaríamos Aa y JrB y las perpendiculares en sus re pecti­
"OS puntos medios determinarían el centro O de la cir­
cunferencia; (teor. anterior). 



- Rt:i-

Pero como A, e y B debieran estar en la recta a, las 
perpendicu:ares erían paralelas. Por lo tanto el punto 
U no puede pertenecer a a. 

106, TEOREMA. - Si la distancia del centlY) de una 
cil'cllllfcl' ncia a lln(L 1'ccta CIJ I/Wy01' qlW el1'adio todos los 
puntos de la recta son cxte¡'iol'es a la ci1'cunfel'encia. 

A e o E 

Fig. 107 

Cif. O. 
Reta 1/1. 

n O~l.l 111 

OA > l' 
(Fig. 107). 

l' ¡In exterior a Cif. O. 

Demostl'ación. - Por hipótesis, se tiene: 

OA .l m 

Como cualquier otro punto de m distinto de A debe 
ser el pie de una oblícua OC, OD, OE ... se tiene que 

OA < 00 < OD < OE, .. y como OA > r 

luego A, O, D, E . . . , son puntos exteriores y 

m exterior c~n respecto a Cif. O. 

107, 'rEOREM.\. (Recíproco del anterior) . - Si todos 
los punlos de una recta son exteriol'es con respeclo a l{¡I/U 
oil'clll/ferencia, la distancia cld centl'O de la circunferell­
cia a la ¡'ccta dada es mayor que el 1·aclio. 
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Oil. O. 
Recta m.. , 
A, B, O, D, . .. plU1tos \ 

H de 'Jn exteriores a T , OA > l' 
Oif. O. ¡ 

OA .1 m l 
(Fig. 107) 

Demosf1·(wión. - Por pertenecer a rn, el punto A es 
exterior a Oif. O y se tiene: 

OA > r' 

108. Recta e'xterior con respecto a una circunferen­
cia. ,- Es la que tiene todos sus puntos exteriores con 
respecto a dicha circunferencia. 

109. TEOREMA. - Si la distancia del cent1'O de wna 
cir'cunfer'enóa a 1una ¡'eofa eg igual al 1'aclio, la ¡'Bcta tie­
ne 1m p1.~nto com.ún con, la, ci¡'ounfcrcn,cia y los demás ex­
tm'iorcs a, eUa. 

I 
Oíf. O. I A punto común 
,;aecta m. de (~y Oif. O. Los 

¡
AO .1 'In T¡ demás .puntos de 
AO = l' 111 exteriores a 
(Fig. 108). Oil. O. 

Fig. 108 

Drmwstr-ación. - Desde que OA = 1", .A, punto de rn, es 
también punto de Oif. O. 

Todo otro punto, como O, B, D , E . .. di ,tintos ele A, 
deben ser exteriores a la circlU1ferencia, puesto que: 

OA < BO < 00 
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y siendo: 
AO =r 

C, B, D, E ... son exteriores 

110. TEOREMA. (Reciproco). - Si una ?'eetó, tiene un 
pttnto emnún eon wta ei?'eullf81'eneia y los demús son e.r;, 
feriorcs a la misma, la distancia de dicha 1'eetaJ al centro 
de la circll.nferellcia, es el mdio tt'a,zado desde el pltnto 
cornú11,. 

, Cif. O. 
¡ Recta m. 

rr) B, C, D . .. exteriores 
J A común a a y a Cif. O. 
\ (Fig. 109). 

TjAO.l m 
AO=1' 

Demostración. - Todos los puntos exteriores B, e, D 
determinan segmentos OB, OC, OD. " mayores que AO, 
y sabemos que el menor de t ados e' perpendicular a la 
recta, por tanto es AO .1 Ill, Pero A es un punto de la 
circunferencia, luego: 

AO =?' 

111. Tangente. - Recta tangcnte a una cil'cunferen­
ci~ es aquella que tiene un punl0 común y solamente uno 
con dicha circunferencia. 

112. Corolario. - La perpendicllZm' a 111la 1'adio en SIL 

extremo es tangente y toda tangente es perpendicular al 
radio en el punto contacto. 
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113, Postulado, - 'Dodo segmento cuyos extremos son 
uno inie¡'im' y otro exte¡'iol' a t~na circ~tnferencia tiene 
con ella 1ln punto común y sólo 1mo, 

114,L TEOREMA. - Si ~lna ¡'eeta tiene 1m punto inte­
riO/' a una ci¡'cunfel'encia tiene con ella dos pttntos co­
'I1mnes. 

J 
Cif. O. t1 Recta m. 

~o A pertenece am 
m --+-

I A interior a 

~xo CH. O. 
(Fig. 110) . 

. / 
\ 'In tiene dos 

Fig. 110 T) puntos comu-
nes con Cif. O. 

Demostrución. - Sobre m en los sentidos AB yAC, 
tomamos .AD = 2¡' y AE = 2¡'. Los puntos D y E son 
e}",'teriores y por el postulado anterior el segmento AD cor­
ta a la circunferencia en un punto y el AE corta a la 
circunferencia en un punto. Por b tanto 

rn. corta a Cif. O en dos puntos 

115, Secante, - Recta secante a una circunferencia 
es aquella que tiene dos puntos comunes con dicha cir­
cunferencia. 

116, TEOREMA. - Si la distancia del centro de W1Ul 

circunferencia a ttan ¡'ecta es menor que el radio, la ¡'ec­
ta es secante a la CirC1lnferenoia. 



Fig. 111 
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1 

Cif. O. 
Recta ?n. 

il OA .1 In 

OA < r 
(Fig. 111). 

m secante con 
respecto Cif. O. 

Demostmciól1. - Si OA < 1', se tiene: 

A punto interior a Cif. O, 

y como A pertenece a m, ésta tiene dos puntos comu­
nes con la circunferencia por el teorema 114. 

Es decir: 

1n secante con respecto a Cif. O. 

117. TEOREMA . (Recíproco). - Si nna, recta es se­
cante con 1'especto a ~¿na cinunfe1"encia, la d'ristanda de 
la mi8ma al centr'O es menor' q~le el mdio. 

Fig. 112 

I Cif. O. I 
1n secante ?o.n 

H!l'eSpecto a (lf. o. T.! OA < l' 
OA .1 m. 
(Fig. 112). 

Dem.ostración. - Si In es secante, tiene común con 
Cif. O los plmtss e y D, Y tenemos entonces: 

OA < OC 
Pero OC = 1', luego 

OA < l' 



CAPITULO X 

PROGRAJ>fAX. - P osiciones r elativas de dos circunferencias. - Cir­
cunfer~ncias exteriores. Definición. Postulados: Si dos circunfe­
rencias son exteriores la distancia. de los centros es mayor que 
la suma de los radios y reL\Íprocamente. 

Circunferencias tangentes exteriormente. Definición. Postulado : 
Si dos circunfeTcncias son tangentes exteriormente la distancia 
de los centros es igual a la Ruma de los radios y recíprocamente. 

Circunferencias secantes. Definición. Postu lado : S i una cir­
cunfereulia tiene un punt.o ,en el interior y otro en el extprior 
de otr3., ambas son secantes. Teorema: Los puntos comunes B dos 
circunferencias secantes son simétricos con 1'cspecto a la rectn. 
ue los centros. Corolario: Los puntos comunes arios circunferen­
('ia.~ se.·.antes pertenecen a serniplanos opuestos con respecto a h\ 
rétta determinada por los centr os. 'feorema:1 S i dos circllnferen­
CHlS son sccalltc~ la. di tnncil1 de los centros es menOr qur Ir\ 
~uma de los radios y Jlloyor que la diíerencia. Postulado: Si 18. 
distancia de los centros de dos circunferencias es menOr que la 
suma de 10$ raíl ios y mayor que la diferen('ia, las circunferencias 
soo s~cantes. Si los radios de dos circunferenc ias iguales son 
muyoros que la mita,l del segmento determina,lo pOI' los centros 
dichas circunferencias son t;ccantes. 

Circunferencias tangentes interiormente . Definición. Postulado: 
Si dos circuufel'l'DCias son tangentes interiormente la d istancia 
de los centros es igual a la diferencia de los radios y reciproca­
luentc. 

Circunferencia interior a otra. Definición. Postu lado: Si un~ 
circunferencia es interior 11 otra la distancia de los centros es 
menor que la diferencia de los radios y recíprocamente. 

Posiciones relativas de dos circunferencias 

Son las ~lguientes ; 

Circunferencias exteriores 

118. D e f i­
nición. Una 
circunferencia es 
exterior con res­
pecto a otra, si 
todos loi', puntos 
de la primera OJl Fig. 113 

exteriores e o n 
respecto a la se- 00' = t' + t,l + m. 
g llncla. (F j g -u-
r a 113)_ 

119. P ostnla-
do. - Si dos· CÚ'­

cunferencias so n 
exte /' iores (fig u­
ra 113) la dl-s­
tancia de los cen­
t ros es mayor que 
la su ma de los 
mdios y recípro­
camente. 
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Circunferencias tangentes exteriormente 

120. D e f i­
m·ción. Dos 
circunfe­
reneia¡; son tan­
gentes extE'rior­
mente, si tienen 
solamente 
un punto común, 
siendo todos los 

I 
restantes exterio­
res. (Fig. 114). 

~ 
\~ 

Fig. 114 

00'=1'+r" 

121. Postula-
do. - Si dos CÚ'­

c1w%fe?"e?'/cias son 
tangentes ex te.­
j'io1'1nente, Vigo 
114), la distan­
cia de los centros 
es irrnal a la SUr 

ma de los radios 
y 1.ecíproCMnen-1 
te, 

Circunferencias secantes 

122. D e f i­

nición. Dos 

circunfe­

rencias s o TI s e­

cantes si tienen 

dos puntos comu­

nes y solamente 

dos. (Fig. 115). 

Fig. 115 

123. Post1lla-
do l. ---o' Si una 
Gi1'C1~nfe­

rencia tiene 1m 

pnnto en el inte­
N01' y ot1'o en, el 
exterior de otra., 
(fiq. 115) ambas 
son secantes. 
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124. ,TEOREMA. - Los p1.intos W1n1/J1tCs a dos cin~tmfe-
?'eJu;ias secaJn,tes son simétricos con 1'es,p'eúio a la reda ds y ()fl 

los centros. 

í Cil. o y Cif. O', se-
R '/ cantes. (Fig. 115). 

\ 00' ..L MN 
Dem.ost1'Cwión. - Si tomamos el plmto A tal que sea 

AM = AN, Y por A trazamos m ..L MN, la m debe pa­
. al' por 00'. 

Por consiguiente M y N son 'imétricos con respecto a 
00', línea de los centros, por estar situados sobre MN y 
a distancias iguales de 00'. 

125. COROLARLO. - Los P1.tntos corn.u11es de dos cir­
Wnfe1'e'fláas secantes pertenecen (~ semiplanos opuestos 
con respecto (I¡ la r'eota cleter'núna.da p¡:n' los centros. 

Efectivamente, desde que M y N son puntos simétriéos 
con respecto a 00' deben pertenecer a uno y otro ele los 
semiplanos determinados por dicha línea de los centros. 

1~6. TEOREMA. - Si dos C/Í,1'C1.1nfe/'enc·ias son seca1ntes 
la. distan,cia de los cent1'os es menor q1¿e la, S1.1.rna de los 
md¡;os y mayor que S1b difere1/'cia. 

Fig. 116 

í Cil. O y Cif. O' 
H · secantes 
t (Fig. 116). 

T {OO' < r' + 1" 

00' > 1'+1-' 

Demostración. - Unamos M con O y O', resultando el 
triángulo 00' M, en el que un lado oor es la línea de los 
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centros y los otros dos son los radios. En todo triángulo 
un lado es menor que la suma de los otro, dos y mayor 
que su diferencia, luego: 

00' < '1' + 1" 

00' > t· - )" 

127. P(lstuZado Il. - Si ltt distancia ele lo~ ccntro. de 
dos circll'nfercncias es mellOI' que la suma de lf)S mdios 
'!J rnay(w que la dlfel'enc·ia, la.,; cIrcunferencias son secan­
tes. (Figura 117). 

Fig. 117 

00' < l' + 1" 

00' > l' ..;- 1" 

128. Postlllado IIl. - Si los radios ele dos cÍl'clln!e­
¡'encías iguales son mayores que la mitad d~l segnt(,Jlto 

~ 
\:JlV 

Fig. 118 

00' 
l' >--

2 

determinado por lo~ centros, dichas circunferencias son 
secantes. (Figura 118). 
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Circunferencias tangentes interiormente 

129, D e f i_1 
11 i ció n. - l'na 
circunferencia es 
tallgente interior 
a otra, cuando tie­
nen 1111 punto co­
múll ~. todos )os 
demás ])U11tos de 
la primera S011 ill­

tel'iOl'eS de la ~e­

gunda. (Figura 
119) 

Fig. 119 

00' = J' -)" 

130, Post /lJ(/-

do. - Si dos CÚ'­

cllllferencias S011 
I tangentes i n I e­

J'ioril/ente la dis­
Ia?lcia de los cen­
tros es iglial a la 
ch'fen'ncia de los 

I ¡'(liTio.'? .lJ t'ecípro­
camente. (Figura 

1
119

). 

Circunferencia interior a otra 

131. D e f 1-

lIiriÓn. - l' 11 a 

eirc lluferellc ia es I 
inte¡'ior a otra, 

('llando todos los 

puntos de la pri­

mera .on interio­

res (le la segu nCla. 

(.B'ig. l~O). 

Pig. 120 

00' < }'- 1" 

132, Postlilu-
do. - Si l/na cir­
cunferenciá es in­
ten'ol' a otra, ln 
dis/ ancia ele los 
re?Llros es meno/' 
que la d,iferenria 
di' los )'adio. y }'('­
C í p /' o (' ([ 'In e n­
te. (Fiy. 120). 



CAPITULO XI 

PROGRAMA XI. - Angulos inscr ip t os y semirJ.ru¡criptos. - Todo ángu· 
lo inscr ipto es igll"l ~ I~ mitad del 8ngul{) central que abarca 
el mismo arco . Corolario: Los ángulos inscriptos cuyos lados abarcan 
una semicircunferencia son rectos. Todos los ángulos inscriptos 
('uyos lados ~baroan un mismo arco son iguales. Angulos semi· 
inscriptos: sn relación con el ángulo central que abarca el mis· 
mo arco. 

Arco rapaz de un ángulo construido sobre un seg'tllento dado. 
Definición y construcción. El arco capaz de uu ángulo construl· 
d" sobre un segmento dado es el _lugar geométrico de los puntos 
del semiplano que lo contiene, respecto de la recta a que per' 
tenece el segmento, desde los cuales se Ve éste llajo aquel ángu' 
lo. Construcción de un triángulo conociendo un lado, el ángulo 
opuesto y la altura o la mediana correspondiente a ese lado. 

Angulos inscriptos y semi-Inscriptos 

Definiciones : 

133. Angulo inscripto. -
Se llama ángulo 1'nsm'ipto en un 

arco, al que tiene su vértice en 

dicbo arco y sus lados son cuer­
das de la circunferencia, (Fig. 
1:21) . 

A 

e 
Fig. 121 

/'o.. 

ABO inscripto 
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134. Angulo semi-inscripto. 
- Se llama áng~tlo se'lrlJi-insc?'ip­
to en un arco, al que tiene su 
vértice en uno de los extremos 
del arco y un lado es cuer da y 
el otro es tangente a la circun­
ferencia. (Fig. 122). 

135. Arco capaz.-Arco ca~ 

paz de l~n ángnZo dado, es aquel 

que sólo admite ángulos inscrip­

tos iguales al dado. (Fig. 123). 

Fig. 122 

"'" ABe semi-inscripto 

136. TEOR.EMÁ. - T,ado ángulo insC1'ipta es ?:gual a 
la. mitad del ánglllO' central que. {/~o. 

Consideraremos ttes ,posibilidades: 

1 - Que un Jado del ángulo pase por' el centro de la 
circunferencia. 

Ir - Que el centro de ]a circunferencia sea exterior al 
ángulo dado. 
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III - QUEt el centro de la circunferencia sea interior 
al ángulo dado. . 

1" Pos·ibilidad: 

B 

'¡ Oif. O. 
f3 inscripto. H , ' 
BO pasa por O. 

'(Fig. 124). 

Fig. 124 

6 
Demosf¡'ación .. - Tra~amos A.O. Se tiene en el AOB: 

AO = OB = l' ,' , a = f3 fo 

Pero, por ser y un ángulo exterior) se tiene que: 

Finalmente: 

2~ PosibiLidad: 

Fig. 125 

¡Oif. O, 
f3 inscripto 

H · 
O exterior a f3 
(Fig, ] 25). 

Denwstración. - Trazamoi': el 
diámetro que paf>a por B y se 
tiene, por el caso anterior, que: 



1 qL4~#-90-
j; 13" . ~ " 

:2 Y 

(3'=~y' 
,2 

Pero (3 = ,(3" - 13', luego: 

(3 -¿ " __ 1_ ' 
- 2 Y ~ Y 

(3 1=: ~ (y" --'<- y') 
2 

P " , . (3 1 ero y - y = y .. = 2 y 

111. j>osibilidad: 

8 

) 

Cif. O. 

(3 inl:icripto 
H O. . mtenor a (3 

(Fig. 126). 

Fig. 126 

1 
'1' (3=-'1 

2 

Demostl·ac.ión. - rrrazamo¡; el diámetro que pai:ia por B. 
y por el primer caso, se tiene: 

Pero: 

, 1 , 
(3 = - y 2 

(3"= ~ " :2 Y 

(3 '=' (3' + (3", luego: 

1 '+ 1 " (3= - y -, y 
2 .2 

(3= +. (y' + y") 
'" "' 



Pero 

100 -

y' +y"=y 

1 
(3= - y 

2 

135. COThOLARIDS. - l . Los ángulos inscriptos cuyos 
ladJos abal'can 1~na se"micir'G1IIll!erenc·ia son r'ec,tos, 

Por el teorema anterior estos ángulos son iguales a. la 
mitad elel central que abarca el mismo arco. El central 
vale 2 R, luego el inscripto vale 1 R. 

136, n. Todo,s los Ó!ngnlos inscl'<iptos cuy.os lados 
abarca1'~ tl,n mismo wrco son igtta.les. 

Por el teorema anterior cada uno de ellos es igual a la 
mitad del ángulo central que abarca el mismo arco, lnelto 
son todos iguales, 

137. IU. Todo ángulo insc,ripto C,tlyOS lados cornp'ren­
dan t¿n al'co 'YIUUlJO'¡' o 'YIl.enm·' qu.e n1~a sernwi1'cunfel'enoia 
son obtusos () ag·u.dos, l·espiectivwmm~te. 

Por el teorema anterior les correspónde ángulos centra­
les que abarcan más o menos de una semicircunferencia. 
respectivamente. 

Angulos semiinscriptos 

138. TEOREMA. - El ángt~lo sern.iírt8c1'ipto es igtlal 
a la m.itad éfJel áng1üo cenk.al cmTespo1uiiente. 

Consideramos tres posibilidades: 

1. Que el lado (cuerda) del ángulo pase por el centro 
de la circunferencia; 

U. Que el centro de la circunferencia sea exterior al 
ángulo dado; 



In. Que €l centro de la circunferencia sea interior al 
ángulo dado. 

I. PostoiUdad·: 

A 

f3 semii.ni:>CriPto 1 

1 

Cif. O. l 
H T f3=-y' 

1-'--~'--1---"----1 e B C pasa por O 2 
(Fig. 127). 

Fig. 127 

Demosi1'ación. - Por su AB tangente, se tiene A.B .lBC, 
y luego: 

f3 = IR 
.Y Y = 2 R por ser ángulo llano 

1 
Luego f3= 2 y 

n. pfis'ibaidad: 

e 

l
Oií. O. 
f3 semiínscripto 

H . o exterIor a f3 
(Fig. 128). 

Fig. 128 

De'l11JO'stmción. - Trazando el diámetro BD, por el caso 
anterior, se tiene: 

(3' 
1 , 

=- y 
2 



Pero 
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{3" 1" =-y 
2 

(J = f3" - (J', luego: 

r~ 1" 1 , ",=-y --y 
2 2 

(.) 1 (" ') ",= - y -y 
2 

y" - y' = y, luego: 
1 

B = TY 
IIl. Posibilidad: 

\ 

Cif.O. 
(J semiillscripto H . 
¡ O illterior a (J 

i (Fig. 129). 

o 
Fig. 129 

I 

\ . 1 . 
T I (J= -y 

1
2

. 

Demostración. - rrrazando el diámetro BD, por el pl'i-
mer caso, se tiene: 

(J' semiillscripto: (~, 1 , 
"' =2 y 

(J" inscripto 

Pero: 

R" 1 " ",= - y 
2 

(J = (J' + (J" , luego: 

R- ~ '+ ~ 11 
"'- 2 Y 2 Y 

(J= ~ (y' + y") 
2 
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Pero: y' -+ y" = y, luego: 
1 

(3= 2 y 

139, Construcción del arco capaz, - Se nos pide 
cOlll<1ruir sobre un ~eglllento a, el arco capaz de Ull án­
gulo u (Fig. 130). 

Consideremos una recta In y ,'ohre ella un punto A, a 
partir del cual con¡.;truímos el segm('uto AB = a. En B 

/"-. 

Y :-;obre B.d COllstruímos ABC = u. Constrl1Ímoli tam-
bién: n .1 AB en su punto medio E, r s .1 CB en el 

e punto B. Los .segmentos 11 ~' s 

A 

o 
Fig. 130 

determinan el centro O del al'-
Co buscado, que es B D.1. 

Se advi('l'te fáeilmentr que 
todos lo. ángulos con yértice ('n 
el arco BDA ~on iguales a u, 

por ser é. te semiinscripto y 
aquéllos inscriptos que com­
l)renc1pll el mismo arco. 

140, TEOREM .\.. - _El ((/'(,0 C(f2...lIZ de 1.ill....1ínglll0 COI/S­

fl'llÚlo .~'o'b/' e un segmento do(IQ eg el 1.Y.a(f}~lét)'ico de 
los puntos del sem,ipfallo que lo contiene, ¡'especto de la 
?'ecia cO qu c pertenece el segmellt(l, desde los c/{(Iles se ve 
h¡fe bajo aquél ángulo. 

l
a, ángulo dado. 
.11('. segmento dado. 

II ADC arro capaz de 
a sobrp AC. 

(Fig. 131). 

ADC N, el lngar geométri­
co de los puntos, del ~emipla­
no que contiene a ADC' con 

T respecto de la reda a que 
pertenece el segmento A e, 
desde loo· cuales se ve éste 
bajo el áugulo dado a. 
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e 
Fig. 131 
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De1rwstmció'YI. - En efec­
to: 1) desde cualquier pun­
to del ADB, el segmento ...10 
se ve bajo el ángulo a, pues­
to que siendo AD B el arco 
ca'paz del ángulo, a, todos los 
ángulos inscriptos en él son 
iguales a a. 

II) Un punto cualquiera 
desde el cual se ve a A.O ba-

jo el ángulo a pertenece a ADO, puesto que si n'o pcrte- , 
neciera debería ser interior o exterior a ADa. 

Sea el B' interior. Uniendo B' con a, debería tenerse 
f3 = a lo que es imposible por ser f3 exterior en el trián­
gulo B'BOI 

Análogamente demostraríamos que el punto no puede 
ser exterior. Por lo tanto pertenece a ADa. 

Cumplidas esas dos proposiciones quedan satisfechaH 
las condiciones exigidas por el lugar geométrico enun­
ciado. 

141. PROBLE]\fA. -

(Jonstnwción. de 1.10t tri­
ángt~lo conociendo un 
lado, el ánglüo opnesto 
y la alttlm C01Tespon­
die'nte a ese lad'o . Da­
tos: a., ha y a. (Fig. 
132). 

Oontstnwción. 

------
-- " 

l
FO // ",~ 
- - - - - n \ 

h s I ---- - \ f 1-_ 
a I J/' -T---

\ /~ O ¡ 
- __ ~ _ : J 

~ A·' / 

Fig. 132 

Consideramos una recta y obre ella un punto A, a par-
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tir del cual construÍmos AB = a. En A y sobre m cons­
truÍmos a. y luego trazamos el arco capaz de este ángulo. 
(~Q 139). En un punto cualquiera de m trazamos s 1. 71l. 

Sobre s y a partir de E constnúmos EF = 11. POI' F 
trasamos n // m. que determina el punto D. Unimos D 
A Y <:on R y se tiene el triángulo pedido ABD. 

1 , _-1 



CAPITULO Xll 

PROGRAMA XlI. - Construcción de ta.ngentes. Tangent~s trazadas 
a una circunferencia por un punto Qxte'rior. Su construcci6n. 
Propiedades. 

Constnlcción de la~ tangentes exteriores e interiorps comu­
nes a dos circunferencias. 

Construcción de tangentes 

142. Si dada una circunferencia, se 110S pide con 'h'ui!' 
det>d(' un punto las tangentes a la misma, se presentan 
tres posibilidades (Fig. 133) : 

a) 

b) 

e) 

(~ue el punto sea 1n1 e- Las tangentes HO existen. 
rior. (Son imaginarias). 

Que el punto pertenez- La tangente es Ulla ·ola. 
ca a la circunferencia. 

(~ue el punto 
rior. 

Tangentes 
imaginarias 

sea exte- Las tangente!; 

Una tangente 

Fig. 133 

distintas. 

Dos tangentes 
distintas 

Hon doo y 
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Construcción de tangentes 

143, PROBLEMA 1. - POI' el pWlto A de la C'irc ll'n fe­
rc ncia de ce'lI'tTo O (Figura 134), cons11'1/.'l'1' las tangenles a 
la misma, 

CONSTRUOCIÓN. - Unimos A 
con O y en el extremo 4. ele estl" 
radio, trazamos t .L AO. 

COMPROBAOIÓN. - La recta t 
así obtenida es la tangente buscaela, 
puesto que la perpendic.ular al ra­
dio. eu su extremo es tangente a 
la circunferencia. Fig. 134 

144, PROBLEMA n. - Por el pumio A, exie1'io1' a la 
cÚ'cullfej'enm'a de centr'o O (Fig. 135), t1"azar' las tarnglYll~ 

tes a la m,is?na. 

- ........ 

I 

/ 
r ' 

/ 

CONSTRUCcrÓN. 

Trazamos el segmento 
de recta OA. y determi.­
namos su punto medio 
B. Con centro en B y 
radio AB trazamos U1Ja 

,circunferencia que de­
termina ron la dada 
los punto, JIII y N. Las 
rectas que pasan por 
A .M y por AN son las 

Fig. 135 tangentes buscadas. 

OOMPROB.\ CIÓN. - Ba. ta unir My N con O. Los án-
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gules 1 y 2 son rectos por ángulos inscriptos 
can media circunferencia. Por lo tanto: 

que abar-

MO .1 MA 
NO .1 NA 

Es decir, que t y t' son las tangentes buscadas. 

Propiedades 

145. TEOREMA. - Los segmentos de tangentes t1'a.za­
dios elesde u,n plmto exte1'i01' a 1lna CÚ'Ctll/'¡fe1'Mwia, wm,­
p1'emdidos entre dicho pl/1nto y los p1nntos de ta.ngencia 
son iguales. 

(Cif. . 
Hi A~ yAC tg. a Cií. 

\ Flg. 136. 

Dernoskación. - Unimos O con A, .con B y con C. 
tiene: 

1
, OA=OA 

0, [1., O d' AOB=ACO I BO=C por ra lOS 

Fig, 136 

/'.. /'.. 

OBA = OCA = 90° por hipo 

AB=AC 

146.'Í:.mQR.EMA. 
Dadas las tangenies a 
ti, ?h eL CÚ"()1,w~f e't encia , 
h'a,zadas desae n11 pun~ 

io exte1'im' a la misma, 
el segmento de ?"ecfa 
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cornp"'endido ent1'e el pWl1tO ext61'io1' y el c'enko de la 
ci1'cnnf61'encia es bisect1'Íz del ángulo qtle fm'rnan las 
tangentes y del cletenninaao por los 1'adiios perpendq()t~­

lares.- a las tangentes dadas, 

\ 
Oií. O. 

H¡ A exterior (Fig. 136) 

. AB Y Aa tg. a Oif. O. 

Démostración. + Se tiene que: 

6 D 
ABO=Aao 

OA=OA 
BO = ao por radios 
AB = Aa teor. ant. 

Construcción d¡e las tang,entes comunes a dos 
circunferencias 

Dadas dos circunferencias, se nos pide construir las 
tangentes comunes, sean exte1'i'ores o int61'iores. 

147, PROBLEMA r. - aonst,t'ui'r las tangentes exterio~'es 
res conunnes a dos c·inmnfCl'encia,s. - Esta construcción 
es ¡posible cuando desde el centro de la circunferencia 
menor se pueden trazar tangentes a la mayor, es decir, 
cuando O' es exterior a Oif. O. 

OONSTRUCCIÓN. - En el centro de la circunferencia 
mayor trazamos otra circunferencia de radio 1''' = l' - 1/, 

(Fig. 137). Aplicando la construcción del número (144), 
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trazamos O' A Y O' B tangentes a la circunferencia de ra­
dio /,"_ mmos O con A y prolongamos el segmento hasta 
cortar a la circunferenl'ia ele radio /' el1 C. Unimos O ('on 
B y prolongamm; el i;egmento hasta cortar a la circunfe­
rencia ele radio l' en D. Por (' trazamos CE // AO' y 

por D, DF // BO'. De (;'ste modo se obtiene: 

(lE y DF tangentes comunes C'xteriol'('s a ambm; (·il'­
('1111 f('rencias. 

COMPROB.\cr6N. -- Por SCl' AO' tangente a la circun­
ferencia ele radio //' ,e tiene qlH' AO' .1 AO y por 10 
tanto CE, pal'alela a AO', debe ser per)wJ1Jiculal' a 0(' 

Fig. 1:17 

C'11 C'] punto r. Con c,,10 queda probado que CE e, tan­
g-entC' a la eircunfere'ncia dC' raJio 1'. Hay que proba,' 
que también lo es a la <le radio 1". En efecto. uniendo E 
('on O', se forma un cuadrilátC'ro ('LlO'E que tiene los Ja­
rlos CA = EO' y CE // AO' y, por lo tanto, la fignl'Cl 

/'.. /'.. 

C',<; 1111 pal'alelog'l'amo. ('0111') ,j('E = ('AO' = 90". He tie-
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ne que CEO' = 90°. Luego CE es tangente a ambas cir-
cunferencia, . 

Análogamente se demostraría que DJi' es la otra tao­
gE'n1E' exterior común a ambas circlmferencias. 

148. PPOBLEMA n. ~ COIlSt1>1lIi1' las tangentes infe1'iot·­
res comunes a dos circwnfer'encia~. ~ Esta construcción 
es posible cuando las circunferencias son .exteriores. 

CONSTRUCCIÓN. - En el centro de la circunferencia 
mayor trazamos otrp. circunferencia de radio 1'" = r' + 1"', 
(Fig-. 138). Aplicando la construcción del número (144) 
1razamos O'A y O'E tangentes a la circunferencia de 1'a-

I 

-' 
/ 

, , 
8 

Fig. 138 

dio r,l1. Unimos O con A y con B y se tienen así los pun­
to: C y D. Por C trazamos CE // AO' y por D, 
D'F' // BO', ? se tienen las tangente.<; buscadas CE y DF. 

COMPRoBAmóN. ~ Vamos a probar que CE es tangente 
interior común a ambas circunferencias. 

() E es tangente a la circunferencia de radio 1', pues 
r'E ..L OC por ser paralela a AO' ..L AO. lIay que p1'O-
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bar que también lo es a la de radio ¡l. En efecto, unien­
do E con O' se forma un cuadrllátero CAO'E, que tiene 
los lados CA = O'E Y OE // AO' y, por lo tanto, la fi-

,/'... /'.. 

gura es un paralelogramo. Como ACE = CAO = 9()P, se 
,/'... 

tiene que OEO' = 900. Luego CE es tangente a ambas 
cÜ·cunrerencias. 

De igual manera se ,prueba que Dli' es la otra tangente 



CAPI'fULO XIII 

PROGltAMA XIII. - Triángulos y cuadrllá.teros inscr iptos y circuus­
cr ipta s. - Toda triánguJo es iuscriptible en una circunferencia. 
'fado triángulo es circunscriptib1e '" una circunferencia. 

P"opiedad de los ángulos de un cnadrilá-te,'o inscriptible. 
Propiedad de los lados de los euadriláteros circtmscriptibles. 
Construcción de triángulos en los que intervenga el radio de 

la circunferencia inscripta o el de )a circullscripta. 

Triángulos y cuadriláteros inscriptos 
y ci .. cunscriptos 

149. Triángulos y cuadriláte'ros inscriptos. y circuns­
criptos. - Sea una circunferencia de centro O y sobre 
ella los puntos -A, B, C y D . Si trazamos AB, BC, GD, 
DA, resulta un cuadrilátero cuyos vértices son puntos de 
la circunferencia . Todos los cuadriláteros, tales como el 
ABCD. .. se llaman insoriptos .[ Si por los puntos 

A, B, a y D, trazamos tan­
gentes a la circunferencia, se 
forma otro cuadrilátero cu­
yos lados son todos tangen­
tes a la q.f. O. Todos 10.3 

cuadriláteros, tales como el 
EFGH se llaman oiro1l!ns­

E -J __ ':::"'.:>L-~---\ F or1:ptos. (Figura 139), 
Fig. 139 

150. TEOREMA. 

1lna cir'o1tnfe1'e1101\a, 
Todo tt'ián(Julo es insadpiibLe en 
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H¡A~C (F.ig. 140). 

)
ú 

T ABC inscripto en Oif O. 

Fig. 140 

DemostraóÓn. - Hemos visto que tres puntos del 
plano que no pertenecen a una. recta detel!Illinan una cir­
clmferencia y sólo una. Por los tres vértices de un trián­
gulopasa, por lo tanto, una circlmferencia en la cual 
aquél queda inscripto, 

En la figura se ha tomado: 

AE=EB 
BD=DU 

151. T:mORE1'IA. 

(/. 11'1'1(/ cú"cnnferencia. 

e 

B 
Fig. 141 

05.l AB 
OD .lIlO 

o centro de la 
circunferencia 

Tocio t1·iángu.lo es CÚ'G1l?1scripfible 

. Ó · /:; 
. ~ABC T ~ ABO HI (circunscripto a Oif.,ú. 

,(Fig. 141) 

Demostmció1t. - Hemos visto 
que las bisectrices de un triángu­
los determinan un punto O que 
equidista ele los tres lados del 
triángulo. Esto es que 

OD = OE = OFf 
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Por lo tanto, la circunferencia trazada con centro en O 
y radio l' = OD, resulta inscripta en el triángulo, o lo 
que es lo mismo, éste es cinml1sc'riptQ a la circunferencia. 

Propiedad de los ángulos de un cuadrilátero 
inscriptible 

, 
152. TEOREM~\. - En todO' c1~ad1'iZáte/'o ilUsc1'ipt o los 

á ng lIlos Op11estos s-on s1tJplernemtar'ioS'. 

Fig. 142 

( ('ji.O. 
H I A.!30D inscripto 

, FIg'. 142. 

'I' í a + y= 1800 

t f3 + 8=180p 

Demost,·aúón. - Los ál1gu~ 

los a y y por ser im;criptos son 
iguales a la mitad del ángulo central que abarca el mi¡:;~ 
mo arco. Como a y y abarcan la circunferencia. pue~ 

'BOD + DAB = 360°, se tiene 

a + y = 1800 

Para f3 + 8, una demostración análoga nos conduce a: 

f3 + 8 = 180° 
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Propiedad de los ladbs de los cuadriláteros 
. circunscriptibles 

153. TEOREMA. - En todo cuadrilátero Ci1"~'UlIl.scripto, 
las surna.s ele los lcbdos opl~estos son iguales. 

E 
H 

Fig. 143 

H 

Oií. O, Fig. 143. 
EFHI, poI. cireunseripto, 
El tangente a Oif. O en D, 
El¡' tg. Oif. O en O, 
FH tg. Oli. O en B, 
JII tg. Oif O en A. 

TI El/ + IH = El + FH 

DDmost1·GJGiÓn. - Por un I teorema anterior, (145), se 
tiene: 

EO = ED 
OF = FB 
lA = DI 
AH=BH 

Sumando ordenadamente (prop. uniforme de la suma), 
se tiene: 

EO + OF + lA + AH =EI! + FB + DI + BIl 

Y por las propiedades asociativa y conmutativa de la 
suma: 

(EO + OF) + (lA + AH) =(ED + DI) 4- (FB + BH) 

o bien: EF + IH = El + FH, 
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Construcción de triángulos en los que intervenga 
el radio de la circunferencia inscripta o el de 

la circunscripta 

154. Notación. - Designaremos con }' el radio de la 
circunferencia circunscripta y con p el ue la circunferen­
cia inscripta. 

155. PROBLEMA 1. - Const1'uú' 1t1~ ü'ián01lZ0 cono­
ciendo 1', a, b. (Fig. 144). 

Constl'ncción. - Con centro O y radio j' trazamoo una 
tircunferencia. Apoyando el compás en un punto B de 

A 

Fig. 14.4 

ella y con abertura igual a a 
determinamos el punto C. Uni­
mos B con C y con centro en C 
y abertura igual a b determina­
mos sobre la circunferencia el 
punto A. Uniendo B con A y e 
con A, se tiene el triángulo pe­
dido ABC. Si en lugar de de­
terminar A desde C~ lo deter­
minamos desde B, se tiene otro 

triángulo BC'C, que también resuelve el problema. 

156, PROBLEM.\ n. - Constl'Uil' 1t11o l1'wn[Ju,lo cono­

ciendo a, Q, f3. (Fig. 145). 

Constrncción. - Consideremos una recta In y sobre 
ella un punto B, a partir del cual construímos BC = a. 
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p 

En B Y sobre BO cons­
truímos. el ángulo f3. 
Construímos la bisee­
triz ele este ángulo y el 
punto determinado por 
ésta y la paralela a 'In 

trazada a la distancia 
º es el centro de la cir-

Fig. 145 cunferencia inscripta, 
que tTazamos. Consl:rul­

mos la tangente desde O y ·e tiene el triángulo ABO pe­
dido. 



CAPITULO XIV 

PROGRAJ)!A XIV. - Medida de los ángulos. - La razón de dos án· 
gulos centrales es igual a la de los ul't'os c(lrrespondientes. L:'\. 
medida de un ángulo ce-ntral es igunl a la del arco correspon· 
dient~ túmando tomo unidad el arco (Ine "barta la unida el de 
ángulo. Tran~portadol·. Madida del án,glllo inscripto. 

157. TEORE.M.\.. - En el mismo círculo o en cí¡'clllos 
¡O'Hales, /(1, razón ele dos lÍngltlos centrales ps ig/(al a, la de 
los arcos c01'J"esporzc7lientes. 

Fig . 146 

Cif. O. 
a y a' ángulos centr8.lel:! 

H 
(( Y a' arco. correspondientes. 

\ (Fig. 146). 

Tí~ _ a t a' - a' 

Demostl·ución. - Tomemo." un arco b tiue esté conte­
nido un número exacto ele veces en el arco (/., (4 veces, 
por ej.) y en el arco (1' (3 veces, por ej.). Podemos es­
cribir: 

a=.Job 
a'=3b 

y parla propiedad uniforme de la división: 

a 4b a 4 
7 = 3b CT - - 3- (1) -

Uniendo O con E, F, J, II e 1, los ángulos a y a' que-
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dan divididos en 4 y 3 ángulos respectivamente iguales, 
que llamaremos {3. Podemos escribir: 

a. = 4~ 
a.' = i3(:l 

Y por la propiedad uniforme de la división : 

a. 4~ o a. 4 
7=3]3 0 0 7=-3-

De (1 ) y (2), se tiene: ~ = ~ 
a. a. 

(2) 

158. TEOREMA. - La medlida de t¿.Jt áng1tlo centl'al 
es igual a la del arco oorrespondiente, tomando como uni­
dad el at·co que (tbarca la umtidad de án[lulo. 

a ti 

Fig. 147 

a ángulo central, (Fig. 147) . 
a arco corr·espondiente, 
{3 = unidad de ángulos, 
b = unidad de arcos. 

T! Med. de a .resp. a {3 = Med. de a resp. a b. 
Demostmcwn. Aplicando el teorema anterior, po-

demos escribir: 

a. a 
b 

En el primer miembro tenemos la medida del ángu!o a 

COll relación a {3, unidad de ángulos, y en el segundo 
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tenemos la medida del arco a con relación a b) unidad 
de arcos. 

Pero la razón del primer miembro es la medida de a, 

respecto a (3, y la Tazón del . 'egundo miembro es la razón 
de a respecto a b) y como las razones son iguales, se tiene: 

l\Ied. de a resp. a (3 = Med. ele a. resp. a b. 

Medida del ángulo inscripto 

159. TEOREMA. - Todo ángulo inscripto en 1t1!a CU'­

cunferencia tiene por medida la mitad de la múVida del 
arco comp1'encliclo por S11S lados. 

Fig. 148 

t
· Cií. O, Fig. 148, 

I-I 
a ángulo inscripto. 

'r t Medida ele-:- ~ medida de a. 

Demostración. - Unimos O con A y e y se forma el 
ángulo central (3 cuyos lados comprenden el mismo arco 
que el ángulo a . de manera que: 

1 
a=<¡-(3 
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y entonces: 
1 

:JIed. de a = 2 meel de f3 (1) 

pero (158) :::le tiene que: 

Med. ele f:J = Med. ele a (1) 

y :.mstituyendo este -valor en (1), resulta: 
1 

Ued. de a = 2 medo ele a .. 



CA.PITI LO XV 

PROGRAMA XV. - Pollgonos equivalentes. - Suma de polígonos. 
Definición. Polfgonos equivalentes: '-JU definición como sumas de 
j)oligonos ordenadamente iguales. Ejemplos: Oaracteres idéntico, 
redproco y transitivo. 

]~quivalencia deo dos paralflogrnmos de' igual base y altura: 
distintos rasos. Postulado de equivalen('ia: Si un polígilDO es 
suma de varios otros la figura que se obtiene prescindiendo de 
uno de ellos y sumando los restantes no es equivalente s Itl 
]~ rimeru. Si dos l)aralelogramos equivalentes tienen igua l altura 
tienen tambi-én igual bast', y viceversa. Dos cuadrndoR equivulE'n­
tfS son iguales. 

Un triángttlo es equivslonte a un paralelogramo de igual 
altura y base igual a la mitad ,le la del triángulo. Los t .. Hln­
gulos de igual hase y altura son equivalentes. 

·Un trapecio es equivalente " un triángulo d. igual alturlt y 
base igual a la suma de las de l trapecio. 

Demostración del teorema de Pit~gorns por equivalencias. 
Transformar un polígono en otro equivalente que tenga un 

lado mpnos. Transformar un polígono en un triángulo pqui\rnlrnte. 
'l'ransformur un rprtúngulo (In ruadrado equiva lente. 

Polígonos equivalentes 

160. Suma de polígonos. Sean los polígonoA 
ABODE, pGIJJ y .!KLMNR, que no tienen 

punto interno común. 
ningún 

(Fig. 

O e 'O-H 149)_ 

B modo que el lado D(' se apli-O Disp011l2'amOS el ABeDE de 

E F G que a uno de los lados del 
A N M JKDMNR, de modo que pG 

R(I coincida con el lado MN_ De es­
~ L te modo hemos formado el nuevo 

J K polígono de la fig. 150, que tie­
ne todos y úni('amente los pun-Fig. 149 
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'·r----,H 

A 
Fig. 150 

~~0[y 

000rY 
1 2 3 lY 
4 5 6 I~ 

1 2 3 l%1 
4 5 6 

Fig. 151 

2 

3 

4 

5 

6 

tos de los tres polígonos dados. 
El polígono así obtenido es el 

polígono suma de los propues­
to. (Fig. 150). 

161. Suma de polígonos. -
Lct swna ae varios polígonos 
q1W no tienen ningún punto in­
terno común es otro polígono 
que estlÍ formado únicamente 
pOI' todos los puntos de los po­
lígonos sumwndos (1). 

162. Polígonos equivalen­
tes. - Tengamos los {'ua­
dralos 1, 2, 3,4,5 Y 6 Y los 
triángulos 7 y 8. Se nos pi­
de efectuar su suma y la po­
demos hacer de distintas ma­
neras acomodando los polí­
gOllOS sumandos en diyerso 
orden, como lo indican las 
figura.. rrodos los polígono!-i 
así formados son equú:alen­
tes. (Fig. 151). 

Podemos expresar: Polí­
gonos eqllivalentes son aque­
llos que se obtienen como 
S1/.11U'/' de polígonos ordena-

(1) En la suma se pierden las líneas del contorno en que 
ha,y coincidencia de puntos de uos polígonos (segmentos FG y De), 
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damente iguales y que no tienen 11ingún pttnto interno 
común. 

Para indicar la equivalencia se emplea el signo: • 
Ejemplos: 

6 6 
AED=A'E'D' 

6 6 
DEO=D'E'O' 

Si 
6 /\ 

B OEF=O'E'F' 
6 [:.. 

OFB=A'D'B' 

Se tiene: 

ABOD . A'F'O'B' 

Fig. 152 

163. COROLARIO r. - Dos o tnás polígonos equivalen­
tes pu.eden ser' desoomp1¿estos en t1'iángnlo8 ordenada­
mente ifllULles. 

COROLARIO n. - Los polígonos snma de p'Olígonos 
equivalentes son eqnivalentes. 

Caracteres de la equivalencia 

164. Son é tos: 
I. CARÁCTER IDÉNTICO. - Todo poUgono es equivalen­

te a sí mismo.: 

PoI. ABeDE ... N . PoI. ABODE ... N 
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lI. O.\RÁCTER RECíPROCO. - Si nn p.olígono (' S equh'a­
lente a Of1'0) 'éste lo es con aqnél. 
se tiene que: 

Si PoI. ABODE ... N . PoI. .d.'B'O'D'E' . .. N' 
se tiene que: 

Pol. A'B'O'D'E' .,. N' . Pol. A.BCDE . .. N 
UI. C .\Rl\.CTEH TRANSITIVO. - Si 1tn, polígono es (lqlli­

vale nte a otro V éste es eqnivale'1'1te a 11.'1'1 tercero) el [i1'i'. , 

mero y el úitúno taqnb'ién sOn eq1l'ivalentes. 

Si PoI. ABCDE . . . N . A'B'O'D'E' ... N' 
PoI. A'B'e'D'E' '" N' ..:.... A"B"O"D"E" ... N" 

Se tiene: 

PoI. ABODE ... N ..:.... Pol A"B"C"D"E" . . . N" 
-' " 

Equivalencia de los paralelogramos de igual base 
y altura. - Distintos casos 

165. TEOREMA. - Dos pa/'alelog1"arlnOS a.e 1'o'uales ba­
se y a1t/l.l'aS con 1'especlo ({ esog lados, S01l equ.i·mlentes. 

O' 

b B b' 
Fig. 15~ 

{ Paralelogramos 

'

ABCD A'B'O'D' H y 
lh = h' 
/ b ~ b' (Fig-, 153) 

\ 0 D TI ABOD . A'B'r'D' 
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Sobre la base .!lB construyamos un paralelogramo 
ABO'D' igual al A'B'O'D'. Como h = h', el lado D'O' 
coincidirá con la recta que contiene a DC, presentándose 
las siguientes posibilidades: 

1. Que D'(" tenga más de un punto común con DC j 

TI. Que D'O' tenga un solo punto común con Dej 

III. (~ue D'O' no tenga ningún punto común con DU. 

1. Posibilidad. - En este caso (fig. 154), se tiene que: 

(DA = CB por lados op. paralelogramo 
~ /), -\D' A = O'B por lados op, paralelogramo 

DAD' = OBC'lDD' = 00' por ser ambos iguales a 
t OD - OD', 

Fig. 154 

Por otra pm'te: 

O [:, 
ABOD = AROD' + DAD' 
D 6 

A BO'D' = ABCD' + CBO' 

y como los triángulos DAD' y CBO' son iguales, por 
(162) es: 

o LJ 
ABOD = ABC'D' 
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, 

pero ABO'D' es igu:'Il a A' B'O'D' por ool'ltinnaeión, luego: 

D O 
ABCD . A'B'C'D' 

n. Posibilidad. - En este caso (fig. 155), se tiene: 

C.ft = GfB' por lados Ol>. 

6 6 
DAO D'RG' 

paralelogramo 

DA =DfB por laclol; op. 
paralelogramo 

DO = D'G' por ser rrspec­
tivam nte iguales a AB. 

1 

Fig, 155 
Por otra parte: 

066 
ABOD = ABO + DA.O 
O 6 .6 

ABO'D' = ABO + D'BO' 

, GJ 

y como los 
(162) es: 

triángu]os DAO y D'BO' son iguales, por 

o O 
ABOD . A'BO'D' 

pero ABO'D' es igual a A'B'O'D' por conlltrucción, luego: 

O D 
ABOD . A'B'O'D' 
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ru. Posibilidad,. - Unimos (Fig. 156) I A con e y pOI' 

R trazamos: 

Fig: 156 

D 

BD" // AO 
Se Iorma de este 

modo el paralelogra­
mo ABD"O y por II. 
caso: 

o o .¿;:?; 
ABOD • ABD" e ..,-..1 

y también por el 
1 caso: 

ABIY'C -.:.. A.BO'D' (2) 

pero por construcción, ABO'D' y A'B'O'D' son iguales. 
luego: 

o D 
ABO'D' . A'B'(;'D' (3) 

De (1)" (2) Y (3), por el carácter tram;ítivo, tenemos: 

D O 
AB('D ~ A'B'O'D' 

166. POSTULADO DE LA EQUlVALENCTA (1). - Si un po­

lígono es suma de va1'Ú¡S Ot1'OS políg01~os la, f1:g1tra q1W se 
obtiene prescincl'tienelo clfJ 1WW ele ellos ~f sW/'I·/,.(l.ndo los res­
tW/'I·tes no es eqnivalente a la (lada.. (Fig. 157). 

(1) FOl'll1111nrlo 11m' De Zolt. 
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Fig. 157 

167. TEOREMA. - Si dos pebralelogmmos eq1ti'lJalentes 
tienen igual alt'w'u tienen ta;mbién ig !lal base. 

A 
Fig. 158 

H ABCD~EFGH 
(

O O 

' . h = h' (Fjg. 158) 

Demostmción. - Si los segmentos b y b' 110 Iuec.:en 
iguales, serían: 1Q

) b > b', El 29 ) b < b', 

SIl,pong(LmOS qne fuese b > b'. Entonces (Fig. 159) 
sobre AB constnúmos Al = b' y trazamos: 

JI E LiD 
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Se forma el paralelogramo .AIJD qne es, por (1(j5): 

b 

D D 
.AIJD . EFOH 

Fig. 159 

b 

Pel'o esto es un absurdo, pues El/'Oll no puede sel' si­
multáneamente equivalente al .ABOD (por hipótesis) y 
a una parte del mismo .AIJD, 

Por lo tanto: b 1> b' 

SUIPongamos que fu,ese b < b'. Efectuaríamos la c1e­
mo¡;tración análoga construyendo b sobre br

. (Fig. 160). 
Y tendríamos que: 

o 

b 

o D 
ABOD ~ EIJIl 

Fig. 160 

I 
I 

, 
f 
f , 

I 

D D 

F 

lo que es imposible, pues, es .ABOD . EFGH por hipó-
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tesis y no puede serlo con un paralelogramo que es parte 
del mismo. 

Por 10 tanto : b 1: ' l/ 
No pudiendo ser b ni mayor ni menor que o', deberá ser: 

b = b' 

168. rrEOREMA (recíproco) . - S'i dos paq'alelogralilos 
cqnivalentes tienen, 'ig!w.l bc¡se tienen también ig1ta) altura . 

o H 

b 
Fig. 161 

b' 

r o n 
H \ ABGD ~ E}!1Gli 

/ b = b' (Fig. 161), 

D emostración. - Si las alturas h y h' no fuesen iguales. 

o e H G .--------, ~----~--~ 

L J __ __ __ M 

Fig. 162 

serían: 
19 ) h > 11', 

o bien : 
29 ) h < h' 

Suponga'm,os q n e 
f1/ese h > h' (Fig. 
162). Entonces so­
b r e h construimos 
h' = IJ Y trazamos 
por JJ LM // AB. 
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Se debe tener que: 

~J LJ 
EF'GH ' . ABML 

por tener respectivamente iguales las bases y las alturas 
correspondientes a dichas bases. 

o , 
,~ 

Esta equiyalencia es imposible, pues es EF'GH .:. ABOD 
por hipótesis, y no puede ser equivalente simultáneamente 
wu AB1l1L que es un paralelogramo parte de aquél. 

o H G 

Fig. 163 

D D 

Por lo tanto 

h :j> h' 

Snponyanws 1.1(0 

f'uese h < h' (F'ig. 
163). Sobre h' con '­
truÍmos h y traza­

mos LM // EF'. 

Se debe tener: 

ABaD . EJi7ML por tener " respectivamente igua· 
les las bases y las alturas cOl'I'espondien.t~s a dichas bases. 

O O 
Esta eqtúvalencia es imposible, pues es ABOD . EFGH 
por hipótesis, y no puede ser equivalente simultáneamen­
te con ABML que es un paralelogramo parte dc aquél. 

Por lo tanto: h <t: 71/ 

No pudiendo ser h ni mayor ni menor que h', deberá ser : 

h = h' 
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169. COROLARIO. - Los Clwdl'ados equivalentes son 
ig tll1les. 

En efe-cto, tienen respectiyamcnte igual las batles y las 
alturas. 

170. TEOREMA. - Todo triúngulo es equivalente a 1m 

pat'alelogramo de igllal altura. !J de base igual a la mitad 
de la deD triángulo . 

e 

b B 
Fig. 164 

!\ . 
.tiBC de base b y altura h, 

II n b 
ADEC de ba 'e 2 y altura h, 

(Fig. 164). 

Demostración. ;;: El} tiene: 
( a = a f alter. -¡nter. entre CE j' DB 

~ 6. \ ~-~ 
CEP = DPB) f:i - {:f" " " CE j' DB 

CE=DB por :;el' ambos seg~entos 
iguale::; a LiD. 

6. 6. 
Pero: ABC . ADPO + Dli'B 

L:: ~ 
y ADEO . ADJi'O + OEE' 
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Por definición de polígonos equivalentes: 

/" O 
ABO . ADEG. 

171. 'l'EOHEMA. - Los triáng uZo:; de 'igual base y al­
·t~M"a son cq'ltivalentes. 

e F -

Fig. 165 
¡ ' 
I ' 

)

' 1\. D 6 
ABO, DEF Y UKI ' 

H h= h' = h" , 
, b = b' = b" (Fig. 165) 

1 1\ A· 6 
T t ABO· ' DEff . 6KI 

Demo:;tración. - Cada triángulo es equivalente a un 
paralelogramo de igual altura y de base mitad de la del 
triángulo. Y todos esos paralelogramos son equivalentes. 

Luego, también: 

D t, !\ 
ABO ~ DEF ~ OlU 

172. TEORE1<U. - Un trapecio es equiuctlente aun 
triÚ1.1gulo de igual aUu.ra !J ba::;e igu,ul a la suma de [fLs 

bases del trapecio. 
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' B 
Fig. 166 

, . 1::, 
II ~ Trapecio AF'D(' :y ABO de igual altma 

" AF' + CD = AB, Pig. 166. 

']' í 1::, 
( 'l'ralJ. Al¡'DC . ABC. 

J] clI7osfntción - Se tiene : 

1::, 1::, f 
CDE=EFB( 

Pero : 

y 

a = a' por alter. illt:er. l'n1 re cn // .F B 

/3= /3' "" ,. OD // FB 
OD ~FB, por hipqte¡;i¡,,¡, 

, (, 

. AFDO . APEO + CED 
.6, L 

ABO . ,1FE(' + EFB 

Por Jefinicióll de polígonos equivalentes: 

" 

1::, 
Tl'ap. APDO . ABO 

Demostración del teorema de Pitágoras por 
equivalencias 

173. TEOREMA. - E~ Guo,dJl'ado' cons't'rUlido sobre la. 
/¡ipotenu~a ele 1m triánglll.o rec.táng1do es eqnivalente a la 
SIl/1W de los c~tad1'ados constn~ídos sobre los catetos. 
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, 
\ 

ABC, rec.tángulo, Fjg. 167, 
II ABED = cuad. de la hipotenusa, 

BHNG = " del cateto BU, 

AGJl! = " ;J "AG. 

¡ n. D D 
T ABED . BHNC + AGJl! 

DonwstmciÓn. - OOD/:ltÍ'uÍmos G1I1 .1 DE Y unimos G 

con D. Se tiene que Af->"::.C ~ ~ ADfrIL pOI' tener- la mil;­

ma bal:ie AD y la misma altura AL. 

Ullimo/:l P con B y /:le tiene; 

\ 6 
ADC,=AF'E 

Fig. 167 

, Al! = AC ladoi:i de U1I euadrado 

\ AB' AD] ado!> de un cuadrado 

/ 
/'.. /'.. 

. 1=2=!)O"+a. 

Por lo tanto: 

6 . 1 
.ril!E =2 ADJIL ( 1 ) 

'{ tum bién ; 

(2) 
1\ . 1 ' 

AWB = - AGJJi' , 2 
por tener la misma base l! ,1" 
y la misma altura CA. 

Luego de (1) y (2): 

'=l 
AJ)ML . ACJIJ' (3) 
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LJ 
y del mü;mo modQ se clCllluestra que : MEBL ' BIlNU (4) 
y finalmente, sumando (3) y (4) : 

A BED ' BHNO + ACJF 

Transformar un polígono en otro equivalente que 
tenga un lado menos 

F 

.o 
G N 1--_ 

B 

l!'ig, 168 

1.74, PIWJ3LEJ\I .. ", - Hea el 
polígono .AJ3UDEF (exágor¡.o) 
(Fig, 168), que se dc'ea trans­
for mar en otro eqniya1ente ele 
IDl lado mellos (pentágono), 
COllstruÍmofl el segmento EC 
determinado por dos vértices no 
consecutiyo'::i, Por el vél'tice D 
trazamos 

DN // EC, 

Prolongamos {'l Iado BC hasta 
cortar a DN en a y trazamos EG, 

Se forma así: .d B(JEP , ABCDEF 
En credo: 

1\ 
ABCDEP = ABUEF + EDC, 

1\ 6 
Pero como EUG ' ED C por tenel' igual base EC y 

la misma altu ra (pel'penclicularcs cntre paralelas), se tie­

ne, conforme a ]a definición de polígonos equivalentes : 

AB GEF ' ABCDEF 
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Transformar un polígono en un triángulo 

175, PRORLElVIA. - Para tl'anSfOl'mar un polígono en 
un triáugulo equivalente, se prorec1e a transformar el po­
lígono dado en otro ele un lado menos (problema ante­
riol') , El polígono así obtenido se tran, forma en otro 

Fig, 169 

equivalente de un lado menos (problema anterior) y así 
sucesivamente hasta Ueg-ar al triángulo, En la figura 169 
puede verse cómo se ha pasado del exágono al pentágo­
no, ele éste al cuadrilátero y de éste al triángulo, 



CAPITUTJO XVI 

l'ROGRA1fAXVI. - Areas de los Polígonos. - La equivaleol'ia (le 
polígonos consiuerada ('omo igualdad. Lo que tiene- ignal 1111 
polígono con todos los que son equivnlcnh.l s a él ge llama ~H ­
pel"firie ele dicho )101fgono. Bl área. es la medida de la suverfiri('. 
La 1'l\.z6n de la,o; ~upel'ricieij de dos l'e('.tfl.nguloB de igual hasü 
es igual 11 la <l~ I.s alturas correspondiente~. La razón d. laR 
superficies de dos rectángulos de igual altur¡~ es igual " ht dl' 
lo:) buses correspond.ienles. La razón ue las sUllerficies de clo~ 
l'ectángulos rualesquiel'a C8 igual a la de los productos de U~ 
hases 1'01' su. alturas. Arell del rectrulgnlo. Area del cuadrado. 

Aren. de un lHlrnlelogramo. - Area. de un triángulo. - .\rea 
de un trapecio. - Are& de un poligono. - Aplicaciones. 

Areas de los polígonos 

176, La equivalencia de polígonos considerada como 
igualdad, - En la Geometría l' parte, hemos visto que 
los caracteres formales de la igualdad de dos entes cuales­
(luiera son: 19 carácter ielént.ico; 29 caráeter recíproco y 
30 carácter transitivo. 

En las equivalencia de polígonos que acahamo. de es­
t mliro:, vemos que las ¡'elaciones cumplen dichos caracte­
res formales y por lo tanto puede afirmal'fle que 1ienen 
algo igual. Por lo tanto diremos: 

SUPERFICIE. - Lo qne tiene ile igual un polígono C01l 

todos los que le son eqnivalentes a él. ge 7l(tII1a stllpel'ficic 
de clicho polígono. 

AREA. - El (írea de l/na figura e~ la medida de sn Sl/.­

perficie. 
Por lo tanto no debe confundirse superficie con IÍJ'ea. 

La. superficie N¡ lo qU(' tiene de igual 1111a figura con HU 

Nllüvalente y el árca ('8 la lDedida de ('sa sllpel'f'ic·ic. 



177, TEOREM.\. - Lc¿ razón de las superficies de dOR 

1'eclúlI!Julos de igual base es igual ([ la de las alturas co­
rrespondientes. 

O e , 
ll~ectángulos 

O' e' n) ABOD y A'B'C'D' a c======= · ¡ b' = b (}'1, 170) :'B ---,,--- n 'r¡~:~:~'~~D' = ~' 
A' b' S' A~---=b-----::!. S 

l!'ig. 170 

Denl.Osfrllción. - Sea n un segmento contenido exac-
1amente en J¡ y 71', 4 Y 6 veces, por ejemplo: 

h=6n 
h'=4n 

y poe la propieuad nniformc de la divi. ión 

/¡ 6n 
---¡¡t = 4n (1) 

Por la~ divisione, determinadas por n en h y h' traza­
mOl; paralelas a b y b', respectivamente. De este modo las 
sllpeL'ficics ABOn y A'B'C'D' han quedado divididas en 
(j ~. -J. rc(·tflllgulo8 a. Es decir que: 

SupeJ'ficie 
~npel'ficie 

ABCD=6a 
A'B'C'D'=4a 
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y por la. propiedad uniforme de la división , 

Superfi~e ABOD _ GCL • Superficie ABOD _ ~(o)) 
Superficie A'B'O'D' - 4CL •• Sur erJ'icie A'B'O'D' - 4 ~ 

De (1) Y (2) : 

Superficie ABOD h 
Superficie A'B'O'D' h' 

178, 'l'EOREMA, - La razón de las s'llperficies de dos 

rectáng1tlos de igual aUuJI'a es igual a la ele las bases co­

n'espondienfes, 

. C' O' O e 
~----~ ~--------~ 

h 

r 
Po ti B' A b B 

Fig. 171 

1 

ReGtán gulos 
ABOD y 

H A'B'O'I)' 
h' = h (Fig, 171 ) 

T l Supedici(l ABOD = ~ 
Superficie A'B'O'D' b' 

Demostl'ación , - Considerando a las alturas como ba­

ses y a las bases como alturas l nos colocamos en el teore­

ma anterio¡', Podemos escribir : 

Superficie ABOD b 
Superficie A'B'O'D' b' 
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179. TEOREMA. - La mzón de las sHperi'icies de dos 
t'ectángulos c'LL.alesquiem es igual a la ele los p'roductos 
de s~¿s bases pO?' sus alt1was. 

o C 
O' C' on C~ 
r-----~ r-------; 

h 
ti 

TI. b S fti. 1) S' ~: b" 

Fig. 172 

( Rectángulos í Superficie 
l ABCD y T t Superficie H' A'B'C'D' (Fig. 172) 

J b + b' 
\h+h' 

ABCD 
A'B'C'D' 

BU 

bXh 
b' X /¿' 

Dernostración. - Oonstruímos un rectángulo a'uxiliaq­
que tenga la base b y la altura h'. Sea el A"B"O"D". 

Oomparando el ABCD con el A"B" C"D" se tiene: 

Superficie ABaD h 

Superficie A"BI/C"D" = h' (1) 

Oompnrando el A"B"O"D" con el A'B'C'D', se tiene 

Superficie A"B"O"D" b 
Superficie A'B'C'D' - V (2) 



h 
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Por la propiedad uniforme de la multiplicación, de (1) 
y (2), se obtiene: 

Superficie ABOD. Superficie A"B"C"D" 
Superficie A"B"O"D". Superficie A'B'O'D' 

y finalmente, simplificando: 

Superficie ABOD 
Superficie A'B'O'D' 

Area de la superficie 

hXb 
h' X b' 

hXb 
h' X b' 

180. TEOREMA. - El área. de la supM'ficie de 'I,ún, 9"eC­
támgtllo se obtiene multiplicando la medida de S1~ base por 

O e la medidn de St~ alftwa, con 
9'elaáón a tl11Cl misma t¿nidorl. 

n = unidad de medida de 
H b Y de h. 

A b 
) 

rectángulo ABOD . . 

(Fig. 173) . " , 
Fig. 173 

T lArca de la supo ABOD = medida b X medida h. 

Dernostmción. - Por el teor. anterior tenemos: 

Superficie ABOD b . h 
Superficie A'B'O'D' 'H . ~~ 
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Pero 

Supo ABoD 
A'B'o'D' = medo de la supo 'ABoD = área de la 

1::!11p. supo ABoD 

~ = medida de b con respecto a n 
u 

/¡ d' - = me Ida de h con . respecto a ji· 
'I,t 

Entonces : 

Area de la superficie ABOD = medida b X medida h 

181. AREA DE L..\ SUPERFICIE DEL CUADRADO. - EL át'ea 
de la snpet'ficie de 1l~~ c1wdt"ado 

Cr-_____ -iD se obtiene elevatndo al c~wdt'"ad'o la 

b 

A b B 

Fig. 171 

meclida del lado. 

El cuadrado (Fig. 174) es un 
rectángulo especial en que la me­
dida ele la basc es igual a la me­
dida de la altura. 

Por lo tanto: 

Area de la superfície ABoD = (medida de b )2. 

Area de la superficie de un paralelogramo 

182. TEOREMA. - El árca de lcl R~t'P'erNcie de ~I¡¡¡' pa­
ntlelograrno se obtiene multiplicando la medida de su 
base por' la med,ida ele S1~ alt1w'a., con t'elación a 1W1a nH:s­

ma 1lnidad. 
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Fig. 175 

Paralelogramo 

ABeD 

TI AD=y ji CB 

AB=y ji CJJ 
(l<'ig'. 175 ) 

Demost ¡·ació11. - Construyamos: 

DE ..L .AB 
Cff ..L AB DEPC rectángulo 

Se tiene 

L L ¡ re~tángulos, por const. 

AED =BFO \ DE = Ol? lados op. l'ectáng. 
( AD = BC lados op. paral. 

Pero: 
Supel"fide .ABOD = Superficie DEOF 

por ser: 

D, 
ABOD = DEBO + AED 

ti 1\ 
DECP=DEBO+Bli'C 

Entonces: 

:y siendo los sumando,:; 
iguales la. ..;umas son 
iguales. 

área superficie ABeD = área superficie DECF 

Por consiguiente: 

ál'ea superficie ABOD = medida b X me(lida h 



A 
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Area de la superficie de un triángulo 

183. 'l'EORE~L\. -- Bl úrca de la slIperfiác de 1111 

triánUlllo se obtiel/e lIlultiplicando la. mitad de u¿ I!wc1i­
d((, de su base pOI" la medida de ¡¡ti altura Con relación (/ 
/lila mislJ/a unidad. 

b 

B O ----- -- - - -- - - - 7' 

I 
I 

/ 

e 
:¡"ig. 176 

I 
I 

I 
I 

I 

/ 
/ 

I 
I 

I 

\ Alo (FiO". 176) . 
II b = base 

/ 71 = altura 

área ABe = 
mitacl ele m<>clicla 

T b X llwcl ida h COl! 

"espectq a la mis­
ma unidad. 

Dell/os{n/ción: POl" B y por O, trazamos: 

OD // AB 
BD // AO 

1\ [\ 
se tiene el paralelogramo ABDO en el que ABO = BOD 

h, 1 
sllllerficie AB(' = - superficie ABDO 

:2 

/ , 1 área supo ABO = área supo Almo 
:2 

L:. 
át'ea supo 1 ABO ::..= - lUedicla b medida 11 

:2 

úrea Imp. ABO 
medida b. medida h 

2 
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Area de la superficie de un trapecio 

184. TEOREMA. - El área de la supet-/icie ele tl.n, ka­
pecio se obtiene ?1!lultipl'icando la, se1nisurna de las medi­
(las de sus ba:ses pm' la medJicla de SLb altwra,' con 1'espec­
to a la '/'}~isrn~ unidad. 

O a e 

Fig. 177 

I 
trapeeío 
ABCD 

JI b = basé 

I h=altura 
(Fig. 177) 

T 1 área ABCD medida e CL + b) v Med. h con respecto 
. 2 A a la misma unidad. 

Demostm<JÍón. - Prolongamos b, tal que AE = b + a 
y unimos D con E . 

Hemos .visto que: 
6, 

superficie ABCD = superficie ADE 
f:., 

área supo ABCD = área I:lUp. ADE 

, medida eb + a) . 
area supo ABCD = ~. medIda h. 

'" 

Area de la superficie de un polígono 

185. TEOREMA. - El á1'ea de la wpel'fieie de 1t,n po­
lígono regular :>e obtiene multiplicando la medicZa ele st( 
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peI'íntelru [YO¡' la mitad de l(~ 'Iledida dé sn apotema con 
respecto a la. rnisma '¿midad. 

" E 

\ 

B 
"'-

Fig. 178 

l
· ABODEF polígono regular, 

a apotema. 
1I I n = núm~ro de lados. Figu­

ra 178. 

Area ele la superficie 

ABODEF = _1_ medida 
2 

T de (J) X medida ele p con 
respecto a la mIsma uni­
dad. 

D e)'ll.o:;!,'/'ución: Trazamos OA, 08, ..... , OlJ', Y tene-
mos los triángulos AOB = ROO .... = li'OA por 
tener sus tres lados respectivamente iguales (dos por ra­
dios de la 'isma circunferencia y los terceros por lados 

de un mismo polígono regular). 

Plor lo tanto: 

Area superficie ABODEF = área supo AOB X 71, 

siendo n el número de triángulos formados. 

medida a 
Area superficie ABODEF = -----

2 

AB X 11. 

Pero medida AB X n = perÍmet.ro lJ': 

A f' ABCDEF medida u rea super ICle {= 2 

X medida 

medida p 
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APLICACIONES; 

1) HaUclI/' el área· ele la s1tpm-ficie de un 1'ectángulo 
tal que; 

Aplicando; 

b=5m 
h=8,70 m. 

área sup_ rect. = medida b . metlic1a h. 

área supo recto = 5 m X 8,70 m = 43,50 m2 • 

Il) HaBat;' el área de la s1Upel'ficie de 1m.4Jaralelo­
gram.o, Ct~ya base es 5,35 m y cuya aU'u.m es 4 rn. 

Aplicando : 

áre~ supo paralelogramo = medida h. medida b . 

area supo paralelogramo = 5,35 rn X 4 111- = 21,40 1//2. 

JII) Halla.j' el á1-ea a,e la stlpe¡-/7"cie ele nn tl'apec1'o 
tal que; 

b = 11 nt Y h = 3 50 m. 

Aplicando; 

, :f . el'el a + b n,"'el 7 area super . trapeCIO = me I a 2 X mlJUl a Lo 

, . 7 m + ]1 1H 
a1'eas1lpe1-¡' tra,ple.c'W = X 3,50 m. 

2 

área superf. trapecio ==-= 9 111 X 3.50 111 = 31,50 '1/1~. 

IV) Hall(M' el ál'e.a de la s1Cpe7'ficie de un t1-iá%glLlo. 
ta,l q'lle: 

17 = 8,50 'In y h = 6 ?n, 
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Aplicando: 
medida b X medida h 

área supo triángulo = 
2 

8,50 rn X 6 'In _ 
área supo triángulo :=: = 8,00 m X 3 j)1, = 

2 

V) HuU(1//' el' área ele la snpe1'ficie de 1./11t pen"tágono 
j'o[Jnla1' CUIlJO laelo es elo 8 1'II,ctj'os V cu-Va u¡potenw es (Jo 
3 rnetros: 

Aplicando: 
a 

área supo polígono regular = medida p. medida 2 

3m 
área supo políg. reg. = 40 ¡¡¿ X 2 = 40 'J1! X 1.50111, = 
= 60 n~2. 

VI) Hallar el, á"ea de la s'W[Jerj'1'c'ie de 1~'I! cWJdraclo, 

tal qt¿e el la:do es ele 8 meM·os. 

Aplicando: 
área supo cuadrado = (medida h)2 
área supo cuadrado = (8 rn)2 = 64 m2. 
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