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PROLOGO 

O frecemos a la consideración de 11 /Lestros colegas y 
tstlldialltes este 1/uevo texto de Geomcfría respondiendo 
al Progml1l([ del 29 año de los Colegios Nacionales . 

Hemos seguido la objetivación experimental cuando 
era indispensable, pero son las demostraciones lJU1·as 
las que predominan, pues la experimentación a éstas nos 
llcuan pOI· poco que se generalicen las propiedades. 

Las comprobaciones a base de hechos sólo sirven para. 
inducir la lJropiedacl gelle1'al, pero su demost1'Qción debe 
hacerse a ]Jura lógica, aceptando el movimiento en aq1lé­
llas, lJero 1/0 en éstas. Por eso llUcemos comprobaciones 
.lJ deslizamientos cllando ello es imprescindible, pero ha­
cemos demostraciolles lógicas preferentemente, porqlte no 
perdemos de vista que en la enseñanza secundaria el 
jJapel de la Geometría es servir, especialmente, de ma­
teria de 1·azonUllliento, 1)a1"(( aprender a razonar. 

Al final de cada capítulo hcmos lnlesto ejercicios de 
illvestigación pa1·a el all/mllo, a fin de q11e ponga a 
1mICba la calidad del conocimiento adquirido y las facul­
tades del propio razonamiento. 

Debajo de cada figuTa se tiene en forma sintética la 
cOITesponcliente lJropiec7ad, a fin de que su conocimiento 
se haga hasta sin esfuerzo. 

Al juicio de mlestros eolcgas va nuest1'O modesto tm­
bajo. 

P . A. 

Marzo de 1938. 



A LOS ESTUDIA.l-,TTES 

Es il1usitado entre nosotros el dirigir unas palabras a 
los estudiantes en la primera plÍgina de un libl'o de te:rto, 
pel'O, no obstante ello, nos creemos obligados a hacer tal 
cos.a COIl el objeto de dar bl'eves indicacioncs que con­
tribllyan a que el libl'o no sea 1tn 1'1101'0 l'cpetidor de las 
lecciones qne explica el profes01', sino 1111 venlaelel'o au­
xiliar del estlldio y 1tn ÚlSt r1l1nento ele trabajo. 

Para tal ¡.in l'ecomenelalllos que al cshldiar la leeción 
el estudiante dibuje en papel aparte sólo los elementos 
y relaciones conocidos en la hipótesis, y nunca la figura 
completa como se halla en el t(,:1'10. Luego se 1'a comple­
tando la figura a medida que las necesidades de la de­
mostración lo vayan e:rigiendo, cuida ndo. de marcm' con 
l'ayitas sencillas, dobles o trilJles, los segmentos !J ángu-
70S l'espectivamente iguales, con el objeto dc que se des­
taqllcn los clementos conocidos. De los clementos y 1'(;la­
eiones dados y de los constl'uídos, se ded !lcen las conse­
cuencias posibles y que JJuedan sen'irnos de lJaso hacia 
la tesis, l'ecol'dando todo lo estudiado antel'iormente, y 

qllc el texto enu neia, pero hay veces que algunas lJl'opie­
dades no se elicen en el texto sino que está entre pal'én­
tesis en tipo negrita el número elel lJán'afo en elonde 
fií/ll1'a la lJt'opieelad que se aplica o la 1'a4Ón ele la afirma-



ción, y entonces el estudiante debe pensar C11ál debe ser 
esa propiedad, y sólo cuando 1'10 la recuerde elcbe b l/sea/' 
esa 1'eferencia Y leerla. Nunca hay que pasar por alto 

esas citas. 
Estas indicaciones no son ninguna novedadj las sabc 

todo el mundo. Pero nosot1'OS las anottunos aql¿í pata 
que los estt¿c7iantes sepan cómo hay ql¿e est1¿cliar, y lo 
hacemos con el noble deseo de que se r-azone, que se pien­
se, qllC no se repitan de l1wlIloria los teoremas, a fin de 
qlle las Matemáticas sean para todos la gimnasia mental 
que deben ser Y no l¿lla repetición ele razonamientos. 

F. A. 

Marzo de 1938. 



GEOMETRIA DEL ESPACIO 

CAPíTULO 1 

REC:T AS Y PLANOS 

1. Entes geométricos. - Los entes ge01nétrieos son 
los p~cntbs, las q'eGtas y los planos. 

Las representaciones materiales de los entes geométri­
cos son: lID grano de arena o el punto ortogr áfico para 
el ptmto j un hilo mantenido tirante o el borde de una 
regla para la qoeeta, y un trozo de cartón o un tablero 
para dibujo para el plano. 

Designaremos con letras mayúscul~s (A, B, O, . . . ) a 
los puntos, con letras minúsculas (a, b, e, . .. ) a las r ec­
tas y sus porciones, y con letras griegas minúsculas 
(a, (3, y, ... . ) a los planos. 

2. Postulado de existencia. - Existen infin itos pun ­
tos, infinitas q'ectas e infinitos pla1~os . 

3. Espacio . ..:..... Se llama espacio al conjunto de los 
infinitos puntos existentes. 

4. Figura geométrica. - Se llama figura geomét1"i­
ca a todo conjunto de entes geométricos, excepto el 
espacio. 
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!l. Geometría del Espacio. - La Geomet?'ía del 
Espacio tiene por objeto el estudio de las figuras geomé­
trieas que no están en un mismo plano. 

6. Definición. - Cuando un ente geométrico con­
tiene a otros, diTemos que éstos pet'ümecen o yacen o 
que están en aquél, y recíprocamente. 

Se indica que tm ente pertenece a otro, poniendo entre 
ellos la letra griega € (épsilon). 

Así, para expresar que el punto A pertenece a la recta 
m, fig. 4, escribimos .11 e 'rIt. 

Se indica que nn ente no pe¡·tenece a otro, poniendo 
entre ellos el signo no e, O e cruzado con una rayita. 

Para expresar que el segmento AB no pertenece al 
plano ce, fig. 11, escribimos: AB no ca. 

7. Postulados característicos de los entes geomé­
tricos. - Los entes geométricos son coneepciones de 
nuestro espíritu inc1ueic1as por la ob, ervación de objetos 
materiales. Las primeras propiedades de los entes geomé­
tricos, éuyá deducción no puede hacerse de otras propie­
dades, se llaman postulados o ve·rclades primitivas. Esos 
postulados son los sig-uientes: 

1. - PO?' 1m ptutto pasan infinitas rectas, (Figura 1). 
n. - PO?' dos pu,ntos pasa ~~na sola ?"ecta, (fig. 2) . 

~ 
~ 

Fig. 1. 

Por un punto pasan infinitas 
rectas. 

A , B 

Fig. 2. 

Por dos puntos pasa una so­
la recta. 
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III. - Dada nna r'ecta, sicmp1'c existen puntos fUC1'a 
de ella, (fig. 3), 

IV. - En 1wa recta hay infinitos puntos, /la habiclIdo 
CIl clla puntos tCl'minales, (fig. ,*). 

A B - e -a 

-E 
-F 

Fig. 3. 

Siempre hay puntos 
una recta, 

-O 

-G 

íuera da 

O -_._- . . ~ 

Fig. 4. 

En una recta hay infinhos 
puntos. 

Un punto cualquiera de Ulla recta la divide en dos 
partes opuestas llamadas semirrectas. e llama segmento 
a la parte recta limitada por dos puntos de ella, (figs, 
5 y 6), 

Semirrecta segmento 
---.--------~ A 

. 
B 

Fig. 6. 

V. - Por 1I1W recta pasan infinitos planos, (fig. 7), 

VI. - La '/'ccta determinada pOI' dos puntos de 1m 
plano, está toda contenida en él, (fig, 8). 

Fig. 7. 

Por una recta p"inn infinitos 
planos. 

Fig. 8. 

Una recta est.á en un plano si 
dos puntos de eUa lo están. 
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VII. - Toda t'acfa de un plano lo divide en dos lJartes 
llamados semiplanos. Dos pnntos de un mismo semiplallo 
dctenninan un segmento que no corta a la recta dada, 
y dos puntos de distintos semiplanos determinan nn seg­
me1lto qne corta a la Tect(~ dada en 101 ¡)Unto, (fig. 9). 

·B .- ·c 

¡( 7E 
·0 

Fig. 9. Fig. 10. 

Una recta ,livide al plano en Siempre hay puntos exteriores 
dos semiplanoB. a un plano. 

VIII. - Dado nn ¡Jlano, siempre c:risten puntos fllera 
de él, (fig. 10). 

IX. - Todo plano divide al espacio en dos 2Jartes 
llamadas scmicspacios. Dos puntos de nn mismo semi­
espacio determinan!!n segmento que no coria al plano. 
y dos zmntos de distintos sC11licspacios determinan 1m 
segmento que corta allJlano dado en un punto, (fig. 11). 

o 
Fig. ll. 

El plano divide al espacio en 
dos semiespacios. 

Fig. 12 . 

'l'res puntos no en línea rcch' 
forman un plano 
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Determinación de un Plano 

8. Postulado X. -1'1'CS puntos 110 en línea 1'eeta 

dctcrminan 1m plano, (fig. 12). 

9. COROLARIO 1. - Una 1'ccta y 1m punto fuera de 
clla clcicnninan 1m 2)lallo, (fig. 13). 

Fig. 13. 

C'n punto y unn. recta forman 
un plano. 

Fig. 14. 

Dos reC'tns qUE' se cortan Ior­
man un plano. 

En efecto, si tomamos dos puntos en la recta 1ll, con 
el punto dado e tendremos tres puntos no en línea rec­
ta, y estaremos eH el caso del Postulado X. 

10. COROLARIO n. - Dos rcctas quc se cortan de­
tC1'minan 1m plano, (fig. 1:1:). 

En efecto, el punto común .:1 y un punto tomado en 
cada una de las rectas nos hacen aplicar el postulado 
último. 

11. COROLARIO JII. - Sabemos que dos rectas son 
paralelas cuando estando en un plano no tienen ningún 
punto COll1íill, de donde se deduce que: Dos rectas para­
lelas eleterminan un plano, 

12. Representación de un plano. - En las figuras, 
un plano e concibe cuanclo se tienen: 
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tres 1J1wtOs no en línea recia, 
o mIU r'eGta y 1m 1JUnto fuenl ele ella, 
o dos rectas q7te se cortan, 
o elos 1'eGtas pa1'alelas, 

pero usualmente se representa un plano con lll1 paralelo­
gramo que es el dibujo, en perspectiva, de lll1a hoja de 
cartón colocada lejos del ojo, y con una letra griega en 
lUlO de sus ángnlos para designarlo, tal como se ha hecho 
en la, figlU'as 7 a H, 

Intersección de Planos 

13. TEOREMA, ~ Si dos 1J7(//1OS tienen 'un p~~nto co­
mún, tienen común ~(,lIa 1'eeia que ]Jasa por dicho plULtO, 

Fig, 15. 
La illler('esióll de dos planos es 

una recta. 

JIipótesis :. Planos a. "5' f3; 
P punto comlU1, (fig.15). 

Tesis: Por P pasa una 
recta común a los planos 
a y f3. 

Dcmostración: Por P 
trazamos en a, pero en los 
c1i"tintos semiespacios de­
terminados por f3J las rec­
tas a y b. En la recta (t 

tomamos el punto A y en 
en la b el punto B) que 

por el Postulado IX determinan el segmento AB que 
cOl~ta a f3 en Q, y que por el Postulado VI estará en a, 

Como P y Q están en a, la recta PQ también está en 
o; (7, VI), yC0l110 P y Q están fll f3, la recta P(¿ tam-
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biéll está en f3, luego, si . la reda PQ, que pasa por P, 
está en a y en f3 (luiere del·ir (llle a f3 tienen una recta 
tomlÍn que pasa por el punio P. 

14. Intersección de dos planos. - Se llama ú!tcr­
sección üe dos plallos, a la 1'('('{<1 común a ambos; e!ltOlltes 
se elite que un plano cOl'ta al otro. 

Posiciones re lativas de una Recta y un Plano 

15. Dados una recta :r un plano, plH'den tellel' una 
de las tres pORieiolles relatinlS siguientes: 

p. La recta y el plal/o ti('1!('n 1t11 ¡Jludo comúl! . 

El punto <:omún a una reda -:' U11 plano se llama 
intersección o pi(' dE' la rE'<:ta y el plano. En tal caso se 
eliee llne la red a corta al plano, o tille el plano corta el 

la re(:ta. 

2~ La ]'cctu licl!(, dos pUl/los COlJ/lll/eS C!JI! el plal/o . 

Entonces, por E'1 pmdulwlo 1'[ ele (7), resulta que todos 
los ]Jltlltos dI' 1(/ recta ])('I'/('I/eccn al l)lallo; es decir: la 
¡'('clu y el plano son coincidentcs, pues la red a estc¡ o 
JlCI'iCllcCC al plano. 

3.~ La {'ccta .IJ el jJl!~I/O 110 tieJ!fn nil1g1111 jJll1!to común " 

es decir: la recta ~' el plano son pal'alelos, tille definire­
mos así: 

16 . Recta y plano paralelos. --:- rila reda y U11 

plano son pa/'alelos, cuando no tienen nillg-úll punto 
('omún. 

Si una recta el; paralela a UJl plano, el plano es paral~lo 

a la recta. 
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Cuando la recta coincide con el plano, también suele 
definirse como paralelos. 

PROPIEDADES DE LAS RECTAS Y PLANOS 
PARALELOS 

17. TEOREJ\IA. - Si una recta, es paralela a otra 
recta perteneciente a ttn plano, y pasa 1)01' ~m punto 
exterim' a él, es paralela al plano. 

Hip.) A no E a; b E A; bll a; o E a, fig-. 16. 

Tesis) bl la. 
Demostración. - Si b no fuese paralela a a tendrían 

un cierto punto P común, y como las rectas a y b de­
terminan uu plano {J (11 ), el plU1to P se encontraría, 
además, 'en a, que es la recta común a a y a {J. Entonces 
si b y a tiene P común, y P se halla .en a, P pertenece 
a a y a b, es decir, a y b no sou paralelas, lo que "'es 
absurdo por oponerse a la hipótesis, luego b yana tie­
nen punto común: 

blla 

Fig. 16. 

La recta paralela a otra. de un plano es pa· 
ralela al plano. 

18. TEOREMA. - Si mw 1'eGta es paralela a un plano, 
todo plano que pase por ella y corte al primero dete1'-
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mina con éste 1111a ,'ccta paralela a la anter'iormente 
considerada. 

Hip.) bl l a; (3 c b y corta a a según a, fig. 16. 
Tcsis) blla. 
Demostración. - Para demostrar que las rectas a y b 

son paralelas, habrá que c1emoRtrar que e. tán en un 
mismo plano y que no tienen ningún punto común . 

. Ahora bien, las recta:> a y b están en un mismo plano 
(3 y no tienen ningún plUltO comllU, pues 'si tuviesen 
eomún uno, el plUltO P, este punto estaría en b y en a, y 
por consiguiente en a, ~'a que a está en a (7, VI). Y si 
b y a tienen P co~nún, no serán paralelas, lo que va con­
tra la hipótesis, luego no es b no II a, luego es b II a. 

19. TEORE;\rA. - Si mw j'ecta es paralela 
no. toda paralela a ella t/'azada por un punto 

a 1m pla­
del lJlano 

pcrtenece a él. 
Hip.) al/a;Aca;AB/l a 

fig. 17. 
Tesis) 4B c a. 
Demosfracióll.-La recta a 

~' el pllUtO A detérminan tUl 

plano (3 (9), que por los 
teorema, (13) y (17) deter-
minan lUla recta b contenida 

Fig. 17. 

Si una recla es paralela a un 
plano, cst" en é"te la paralela 

a aquélla. 

en a y paralela a a. Las rectas b y .flB deben ser una 
misma recta, pue si no lo fuesen, por A tendríamos dos 
paralelas a la recta a, lo que es absurdo, luego AB es b, 
y como b c a, es AB e a. 

20. TEoRE::.rA. - Si 111la 1'eeta es paralela a dos 
1)10110S que se cortan, es 1JaraZela a la intersección de 
los mismos. 



-18-

Hil).) a y f3 se cortan seglm b; all a; all f3, fig. 18. 
Tesis) al l b. 
Demostmoión. - Tomemos llD punto P de la recta b; 

a 

l,mmuum7 
' C " " b p ..... . 

Á ········· .... 7 
Fig.18. 

La r~rl'a paralela n do" pl~IJOs 
es pa ralel,l " la intersección. 

por ser b común a a y a f3, 
P tambiéu es común a 10R 

planos. 
Por P tracemos una recta 

01 l a. Como P ei>tá en a y 

en f3, e también está en a 
(19) y en f3, ele manera que 
e es la interi>ección ele a y f3, 
es elecir, es la misma recta 
b, Juego al l b. 

TRANSLACION 

Propiedades de un movimiento de translación 
rectilínea. 

21. Deslizamiento de un plano sobre otro por 
translacióll rectilínea. - Consideremos a la superficie 
de una mesa o al pizarrón del aula como representati­
vos del plano, fig. 19, 

En dicho plano tracemos una recta, a y fijemos la 
regla R con dos cllinches para impecllr que se mueva. 
Sabemos, por lo yisto en (7, VII), que dicha recta a 
divide al plano en dos semiplanos. Tomemos ahora lilla 
hoja de cartón e, que va a representar al semiplano 
que no contiene a R, y apoyemos lillO ele sus lados rec­
tos, el b, sobre la regla. 
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Se comprueba fácilmente que la hoja de cartón O 
puede cleslizarse a lo largo de la regla R . A ese desli­
zanüento se le llama movimiento de tmnslaeión ,'eeti-
línea. 

Los planos con­
siderados se lla­
man planos de des­
lizalniento, y las 
rectas se llaman 
recta fija (la recta 
a), recta móm:Z (la 
recta a que perte­
nece b) . 

Si con ·un alfi-

a 

ler vinchamos a Fig. 19. 

la hoja de . cartón 
sobre la mesa, comprobamos que no es posible ejecutar la 
translación, luego podemos decir quc: Si el lJZarLO móvil 
que se desl,:za sobr'e otro tiene 1m lnmto fijo, todo el plano 
queda fijo, 

22. Translación de un punto. - Si aquel alfiler 
con que pinchamos la hoja de cartón lo dejamos en el , 
cartón pero sin que se fije sobre la mesa, y hacemos 
el deslizamiento, la plmta del alfiler, que representa t~n 
lmn"to, trazará .sobre la mesa lma recta, como podremos 
comprobarlo. 

Luego : La translación rectilínea de un p¡mto es una 
"eeta, fig. 20. 

m 
) 

• • 
p P' 

Fig. ZO. 
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23. .Translación de una recta sobre sí misma. 
Consid.eremos ahora la recta m descrita por la punta 
del alfiler en el caso anterior. En vez de cartón utili­
cemos una hoja de papel transparente con una raya t, 

hecha con lápiz, que coincida con la recta?n. Si desli­
zamos el papel transparente como lo hacíamos con el 
cartón, comprobaremos que la raya 1" coincide constan­
temente con la recta m. Como la raya r representa una 
recta, diremos que: La translación 1"e(jtilíllca de una 1"e C~ 
ta es la misma recta. 

24. Tran'slación de una figura cualquiera. - Si en 
el cartón móyil O de la figura 19 asentamos un objeto 
cualquiera (cm libro o un tintero, por ejemplo), y luego 
deslizamos el cartón a lo largo de la regla E, el objeto 
considerado efectúa un movimiento dc tmnslación rec­
tilíneo en el eS1Jacio. 

Ejemplos: Efectúan mmimientos ele translación rec­
tilíneos: un vagón de ferrocarril, un tram'Ía, un asceu­
sor, el cajón de lma mesa, la escuadra que se desliza 
sobre lma regla para trazar paralelas,. etc. 

Observando el movimiento de translación rectilíuea 
ele un cuerpo se deduce que: 

19 Todos los puntos del cnerpo cZescriben recon'idos 
ig1wles en el mis?no tiempo. 

29 Oacla 1¿na de l.as a1"istas del C1tel"lJO describen 
planos. 

25. Movimiento de translación de una recta. -
Rectas paralelas. - Si fijamos una regla E, ' fig. 21, 
sobre el pizarrón, y luego hacemos deslizar una escuadra 
E sobre ella, y en cada una de las diversas posiciones 
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de la translación de la escuadra tr azamos r ectas con el 
cateto mayor y con 
la hipotenusa, com­
probamos .q u e las 
rectas a, b y c' son 
par a 1 e 1 a s, y que 
también son parale­
las el, e, y f. 

De aquí deuuci­
mos la siguiente : 

26. Definición. 
- Dos rectas son 
paralelas, cuando 
pueden coincidir por 

a 

Fig. 22. 
Rectas paralela .. 

Fig. 21. 

Trazado de paralelas con re· 
gla y escuadra... 

una translación rectilínea, fig . 22. 

~ , 7 . . 
\\ 

'. 

j 
. 

/ 
, . 

\ 

Fig. 23. 
Planos paralelos. 

27. Definición. - Dos planos son paralelos, cuando 
pueden coincidir por una translación rectilínea, fig. 23. 

ANGULO DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO 

28. T EOREMA. - Si dos t'eGtas secantes son parale­
las, 1'espGctivantcnte, a otras dos 1'ectas secantes, el p lano 
de las dos primeras es paralelo al plano de las otras dos , 
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Fig. 2·1, 

Ih'p,) al/a'; bl lb'; 
a y b determina a, a' 
y b' determinan a', fig. 
2-1, 

Tesis) al la'. 
Demostración. - lla­

gamos que el plano a 

efect úe 1 a translación 
rectilínea 00'. Enton-
ces la recta a coincidi­

rá con su par alela a', ~r la recta b coincidirá con su pa· 
ralela b'; es decir, las rectas a y b habrán coincidido con 
a' y b', pero esas dos rectas coincidentes determinan los 
planos a r a', luego estos planos que pueden coincidir 
por una translación rectilínea, son paralelos: al l a'. 

PROP IEDADES DE LOS PLANOS PARALELOS 

28a. TEORE)IA. - Las intersecciones ele dos planos 
paralelo:,; COH UI! terccr plallo son paralelas. 

Hip .) '1'/- (3; y corta a ex y a (3 seglUl a y b. 
1'esis) a/lb. 
DUllos/mción. - 8i las rectas 

a y b 110 fuesen paralelas, se cor­
tarían eH un punto P del plano y, 
de¡;c1e que a y b pel'tene('en a y. 
Pel'o como a eRtá en a y b está 
en (3, el punto P estará en o: y 
en (3, es decir, que los planos a 
y (3 tienen P común, lo que es 
abmrc1o, pues por hipótesis es 
o: / (3, luego a y b no se cortan, 
es decir: al l b. 

T.JQS inter~e.c c iones de dos 
V l:ul(I s paralelos con un ter· 

cero son paralelas, 
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28b. IJ.'EORE;\IA. - Po)" UI! punto exterior a un plano 
]Jasa 1m lAano y sólo 11110 l)(/)"(/lclo al primero. 

Hip.) a y Pj P no e a. 

Tesis) Por P pasa {31 l a; {3 es único. 

Demostración. - Por P podemos trazar dos rectas m 
y n paralelas al plano a. La' rectas in y n determinan 
un plano {3 (10) que es paralelo a a.. En efecto; {3 110 

puede cortar a a, pues si lo cortase las rectas In y n 
. erían paralelas a la intersección de a. y {3 (20 ) , lo que 
es absurdo, pues entonces tendríamos trazadas desde el 
punto P dos rectas paralelas a la intersección a{3, luego 
es {3/ l a. 

El plano {3 es {mico. Si no lo fue. e, imaginemos otro 
plano y que pase por P y sea YI l a. 

Sea ahora 71' un plano que pase por P y corte a a e­
gÚll a, a {3 seglm b y a y según e. Como a y ~ son 
paralelos, por (28a) resulta: 

bl¡ u (1) 
y como es y 'la, es: el/ (L (2) 

A~ 
;: / 

Por un punto exterior a UD 
plano p8"n un plano paralelo 

al dado. 

Di cho pluno paralelo es único . 

pero a, b y e se hallan en 71', de manera que de (1) y (2) 
deducimos que por P en el plano 71' pasan las rectas b 



y e paralelas a a, lo que e absurdo por oponerse al 
Po tillado de Euclides, luego b y e on una misma recta, 
lo que implica ser y y f3 un solo plano, luego el plano f3 
es único. 

28c. COROLARIO 1. - Si por 1lJI p1lnto exterior a un 
plano se trazan dos 1·ectas paralelas a él, el plano que 
dichas reelas detenninan es paralelo al primero. 

En efecto, por el teorema ·último tenemos que si In y 
n son paralelas a a, el plano f3, determinado por In y n, 
es paralelo a a. 

28d. COROLARIO lI. - Todas las rectas paralelas a 1m 

plano trazadas por un p1¿nto ext erial· al mis?1w 1Jertene­
cen al 1Jlano 1Jal'alelo a aquel trazado por dicho punto. 

En efecto, si las rectas a, b, e, d, ... pa an por P, son 
paralelas a u, pues por el corolario 1 dos a dos determinan 
plano que son paralelos a a, pero por (28b) todos e os 

Las paralelas " un plano por 
un ¡Junto están en el plano. 

planos son uno solo, luego a, b, 
e, d, ... están en un plano para­
lelo a a que pasa por P. 

28e. TEOREMA. - Si 1tna 
recta coda a 1tnO de dos planos 
paralelos, corta también al otro. 

Hip.) allf3; a corta a a en A. 

Tesis) a corta a f3. 

Demostración . - Si a no cortase a f3 sería al I f3, y 

entonces estaría contenida en el plano a (28d ), lo que 
va contra la hipótesis, pues a no pertenece al plano a, 
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luego si suponer que a no corta a a conduce a un absur­
do, resulta que a corta al 
plano f3. 

Si un plano corta a uno do 
dos planos paralelos, corta al 

otro. Si una recta corta a uno de 
dos planos paralelos, corra al 

otro. 28f. TEORElIIA. - Si ~m 
plano cm·ta a nno ele elos 

planos pamlelos, C01"ta también al otro. 
Hip.) a/ / (3; y corta a a según a. 
Tesis) y corta a (3. 
Demost1·ación. - Si y no cortase a f3 ,ería y/ / f3, y 

entonces por un plffito P de la recta comíffi a a y y 

tendríamos, por hipótesis: a/ / f3 
y por el supuesto: y / / f3 
lo que es absurdo, pues por un punto exterior a un plano 
pasa lUl solo plano paralelo a otro (28a), luego el plano 
y no puede ser paralelo a f3 , es decir : y corta a f3. 

Caracteres del pllrtllelismo de planos 

28g. Carácter idéntico. OOROLARIO. - Todo lJlano 

es 2Jaralelo a sí mismo : 
al/a 

En efecto, dos planos son paralelos cuando son coin­
cidentes (27); en realidad se trata de un mismo plano. 
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28h. Carácter recíproco. COROLARIO. - Si wn plano 
es paraZelo a otro) éste es lJaralelo al p¡'iI¡w¡'o: 

Si es 0:/ / /3, también es /3/ / 0:. 
En efecto, si o: no tiene punto común con /3 (27), 

tampoco /3 tiene punto c.omi'Ul con 0: . 

28i. Carácter transitivo. TEOREMA. - Si 1m plano 
es pamlelo a Ot1'O, y éste es pa¡'alelo a 1~n tercero) el 

j / 
f------- -----------7 
Dos planos paralelos a un ter· 

cero son paralelos cntre sí. 

pr'tmer'o y el tercero son para-
7elos. 

H i1)·) 0:/ / /3; /3/ /y. 
Tesis) 0:/ /y. 
D emostración. - Si o: y y no 

fuesen paralelos, tendrían un 
pmlto común por el que se ten­
cirían trazados los planos o: y y 

paralelos al plano /3, lo que es 
absurdo (28b), luego es 0:/ /y. 

28j. COROLARIO. - Dos planos paralelos a un tm'ce1'o 
son pa'ralelos entre sí. 

Si es 0:///3 i 
y y///3) es: 0:/ /y. 

29. Semirrectas de un mismo sentido. - Dos se­
mirrectas paralelas son elel mismo sentido) cuando están 
en un mismo semiplano respecto a la recta determinada 
por los orígenes ele las semirrectas mismas. 

o: 
Fig. 25. Fg. 26. 

Semirrectas de i¡rual sentido. Semirrectªs de distinto sentido, 
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En la fig. 25 las semirrectas a y . b son del mismo . 
sentido. 

Las seminectas de igual sentido también se llaman 
concordes. 

30. Semirrectas de distinto sentido. - Dos semi­
rrectas paralelas son de Cl1:stinto sentido, cuando están 
en semiplanos opuestos respecto a la recta determinada 
por los orígenes de las semirrectas mismas. 

En la fig. 26 las semirrectas a y b son de distinto 
sentido. 

Las semirrectas de distinto sentido también se llaman 
discordes. 

Angulo de dos rectas en el espacio 

31. TEOREMA. - Si dos ángtlZos tienen ws laelos 
respectivamente pamlelos y cZel mismo sentido, y pe1·tene­
cen a planos diferentes, son iguales. 

Hip.) Angulas o; y (Ji al/a'; 
bl / b'; a ya', by b', concordes, 
figura 27. 

T esis ) o; = {J. 

Demost1·aeión.-A partir del 
vértice tomemos sobre a ya' 
los segmentos OA = O' A', Y 
sobre b y b' los seg'mentos OB 
= O'B'. Unamos A y B con O' 

A' Y B' Y A con B y A' con E'. Fig. 27. 

a 

b 
8 

En el ' cuadrilátero 00 'A.' A Los állgulo , r OIl lados porale. 
lo son iguales. 

los lados O A Y O' A' S011 igua-
.les y paralelos, luego la figura es tUl paralelogramo, de 
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donde se deduce que es: 

OO'=AA' (1) 

Análogamente, eu el paralelogramo OO'B'B se tiene 
que: 

00' = BB' 

y comparando (1) . y (2) se deLIuce que: 

AA'=BB' 

También se tiene que es: 

OO'jjAA' J 
.'. ""lA'j jBB' 

OO'/ jBB' 

(2) 

(3) 

(4) 

Entonces el cuadrilátero AA'B'B por (3) y (4) tiene 
los lados AA' y BB' iguales y paralelos, luego es lill 

paralelogramo, de donde: 

AB=A'B' 

Los triángulos AOB y A'O 'B' tienen sus tres lados 
respectivamente iguales, luego son iguales, de donde se 
deduce que es: 



EJERCICIOS 

1. Tres puntos Á, B Y e no están en linca recta. Decir cuántas 
rectas, semirrectas y segmentos e9 forman con ellos. 

2. Cuatro puntos de un plano Á, B, e y D no están en línea 
r€cta. Decir cuántas rectas, semirrectas y segmentos. se forman 
Ion ellos. 

3. Se (la un plano a y un punto Á fuera ele a. Se une Á con 
B y con e, que pertf:'necen a a. ~Cuál es la intersecci6n de a con 
el plano de ÁB y A.e? 

4. ¡,Cu(lntos planos determinan cuatro puntos que no estó,n en 
un mismo plauo ~ 

5. Dados una recta y dos puntos exteriores a ella, ¿ cuántos pla­
nos determinan ~ 

6. Da.clas cuatTo yectas paralelas de modo que no haya tTes en 
un mismo plano, .1 cuántos planos determinan ~ 

7. Por un punto dado, trazar una rMta paralela a un plano 
daelo. 

9. Por una rccta dada, trazar un plano pamlelo a atTa recta. 
E tudiar los diferentes cafiOS. 

10. Dadas dos rectas que se Cl'uzan sin cortarse, trazar un plano 
paralelo a ellas y que equidiste de ambas. Diferentes casOs. 

11. Por un plmto dado trazar un pIrulO que equiaiste de tres 
puntos dacIos. 

12. Si (los planos a y e se cortan y son respectivamente para­
lelos a otros dos planos CA' y e', demostrar : lq) a' y e' se cor­
tan j 20) la intersección ae es paralela a la intersección a' e'. 



CAPíTULO II 

PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA 

32. Nociones preliminares - lIemos visto en el 
curso de P¡"imer Afío las siguientes nociones que con­
viene recordar: 

Dos rectas son lJe?'pendiculo'/'es, cuando al cortarse de­
terminan ángulos iguales, 

Se llama áng1~lo ?'ecto al ángulo formado por dos rec­
tas perpendiculares; o bien el ángulo igual a su adya­
cente, 

También sabemos que: PO?' 1~n p1mto sólo se 1J1wcle 
traza¡' una pM'pendicular (¿ 1ma ?"ecfa, y sólo nna, 

Esta propiedad siempre es cierta ya sea que el plmto 
pertenezca a la recta o sea exterior a ella. 

El teorema siguiente nos permite afirmar que si el 
pun to pertenece a la recta, en el espacio se pueden tra­
zar infinitas perpendiculares a la recta, 

33. TEOREMA. - Por" 1¿1'1 '[nrnto ele 1~na 1'ecta lJasa,n 
en el espacio, infinitas pcrpendiwlm'cs a elicha 1'ccta. 

Hi1). ) Recta aj punto P; P F.: a, fig. 28. 

Tesis) Por P paRan infinitas perpendiculares a a, 

Demost'ración.-Sabemos, por (7, V), que por una recta 
a pasan infinitos planos 0:, f3, y ...... , y como, por Geom. 

• 
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Plana, se puede trazar en cada plano una perpendicular 

y 

e 

B 

Fig. 28. 

a la recta a en el punto P, al haber 
infinitos planos habrá infinitas per­
pendiculares a la recta a en el pun­
to P. 

34. T'.IJlORElJ\tA. - Si ~tna recta 
corta a un plano y es perpendic~¡Zar 
a otr-as dos 1'ectas del plano q~6e pasan 
por el pnnto de i'flim'sección, es per­
pendicula1' a cualqnier ot-ra 1·ecta del 
lJZano q118 lJase por elicho punto. 

H ip.) La recta a corta a o; en O; 
y b Y c e o; y pasan por O; a -L b; 
a ..1 c; el e IX "';>T pa a por O, figura 29. 

Tesis) a ..1 el. 
Por un punto de 
UIl~\ }'ecta pasan in­
finitas perpendicu-

lares a ella. Demostración. - En IX trazamos 
una recta m que corte a b, c y el; así 

obtenemos los puntos B, O y el. En la recta a, en cada 
una de las semirrectas determinadas por O, tomamos los 
segmentos OA' = 
= OA Y unimos los 
puntos A y A' con 
E, O y D. 

En el plaüo AA'O 
se tiene por oblícuas 
qne equidistan del 
pie de la perpendi­
cular, que: 

AO = A'O (1) 

Por la misma razón, 

A 

Fi¡¡-. :)9. 
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en el plano AA' B se tiene: 

AB=A'B (2) 

Los triángulos ABC 'y A'BO son iguales por tener 
AO = A'O y AB = A'B por lo demostrado en (1) y 
(2), re pectivamente, y el lado BO comlUl. 

Como en triángulos iguales a lado iguales se oponen 
ángulos iguales, al . el' ..lC = A'O resulta: 

f3 = f3' (3) 

Los triángulos ABD y A'BD son iguales por tener 
AB = A'B por lo demostrado en (2 ) , f3 = f3' por lo 
demostrado en (3), y BD común. Y como en triángulos 
iguales a ángulos igualeR se oponen lados iguales, al ser 
f3 = f3' resulta: 

AD=A'D (4) 

En el plano AA'D tenemos .liD = A'D por lo demos­
trado en (4) , luego el triángulo AA 'D e isóRceles, y 
como DO es la mediana de la base AA', puesto que es 
OA = OA', Y sabemos que en todo triángulo isósceles 
la mediana de la base es altura de la misma, luego re­
sulta que es: 

a .l. d 

35. TEORE~rA. - Todas las perpendiculares a 1/lIa 

t'ecta trazadas pOI' wno ele sus lmntos pertenecen a 1m 
plano. 

Hip.) b, c, el, ... .l. a en 0, figura 30. 
Tesis) b, e, d, ... e a. 

Demostmción. - Desde luego, las rectas b y e deter­
minan el plano a; sólo falta demostrar que la recta ~ 

también pertenece a a. 
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Supongamos que d no pertenezca a a. 
Por (10) a y d determinan un plano f3 que corta a a 

según d'. Como es, por hipótesis, a 1. b y a .1 C, por 

a 

Fig, 30. 

el teorema anterior debe ser 
a 1. d'. Pero entonces te­
nemos en f3 la recta a 1. d 
por hipótesis y a 1. d' por 
lo demostrado, lo que es ab­
surdo, pues en un plano no 
se pueden trazar dos per­
pendiculares a lUla' recta en 
un plUlto, luego al no poder 

ser d exterior a a por conducirnos a lUl absurdo, resulta 
que la recta d pertenece. al plano a. 

De manera análoga se demostraría que cual~uier otra 
recta perpendicular a a en O pertenece a a, luego todas 
las perpendiculares a una recta trazadas por uno de 
sus puntos pertenecen a un plano. 

36. Recta y plano perpendiculares. - Una recta 
es perpendic~bla1" a un plano, cuando es perpendicular a 
todas las rectas del plano que pasan por su intersección. 
En tal caso también el plano es perpendicular a la recta. 
El punto común se llama pie 
de la perpendicular. 

Si la recta a es perpendi­
cular a las rectas b, c, d, e"oo' 
del plano <X, fig. 31, que pa­
san por la intersección O de 
a y a, es a .1 a, o a .1 a. 
Nótese que, según el teore­
ma (34), una recta es per­
pendicular a un plano cuan-

a 

Fig. 31. 

Recta perllendicular a un 
-pIaDo. 
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do es perpendicular a uos rectas de éste que pasen por 
la intersección y recíprocamente. 

37. TEORElIIA DE LAS TRES PERPENDICULARES. - Si 
desde el pie ele tina recta 1JCrpendieulllf (t un plano se tra­
za una perpendicular a otra recta. del plano, la 1'cefa de­
terminada por 'el pie ele estas dos lJerpendielllar'es y 
eualquim' 1Jnllto de la recta lJel'pendicular al 1)[aI10 es 
también perpendicular a la recta situada en el pla1/o. 

Fig. 32. 

IIip.) a..L a; b ..L Cj b 
y c ¡; a, fig . 32. 

Tesis) A.O..L e. 
DemostracióJl. 

cOllstruímos OJ1 
En C 

OX y 

unimos 1II y N con P y con .ti. 
En el plano a se tiene 

PJ1 = PN por ser oblicua~ 
que equic1i~tan del pie O ele 
la perpendicular. 

Los triángulos APM y .l:1PN son rectángulos, por seL' 
a ..L a, luego es (t ..L PJ1 Y a..L PN, (34). Estos dos 
triángulos rectángulos son iguales por tener el cateto 
AP comlUl, y los cateto PM y PN iguales por lo demos­
trado, luego las hipotenusas también son iguales: 

LI1Il = AY (1) 

El triángulo AlJIN es isósceles por (1), y como ..lO es 
la mediana de la base J.l1N, por ser O JI = O l{ por cons­
trucción, y como la mediana de la base de un triángulo 
isósceles es altura de la base, resulta: 

AO ..L C 
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38. COBOl,AIUO. - Como e¡;; por hipótesis: 

b .l c 

y por lo demostrado: ..tiO.l c 
pOl" (34) es c .l pl. APO, es decir: 

El plano determinado 1)01' la pcrpencliC1¿lat' al plano 
y la seo/( ndn pel'pendiculcw, cs perpendicular a la ter­
rel'a nclu. 

39. 'l'EOHE~[Á. - P01' un pnnto de una ,'ccta pasa 
/(11 plano lJCrpendicular a dicha recta y sólo uno. 

Hip.) aj P e a, fig. 33. 
Tcsis) Por P pasa un solo plano a .l a. 
Demostración. - Sean b 

y c dos de las infinitas (33) 
perpendiculares a la recta a 
en el punto P. Por (10), b 
Y c determinan el plano a. 
Como es a .l b y a .l c, por 

a 

(34) es a .l a, y demostrado ~--c._--i--_-./ 
que por P pasa a .l a. El Fi¡;. 33. 

Por un punto de una recta. plano a es único. 'ólo ¡la", un plano perpen. 
dicular n diclla recta. Si no lo fuese, suponga-

mos otro plano (3 perpendicular a a en P. Tracemos en 
(3 y por P la recta d j al 'el' a .l (3, es a .l d, de manera 
que en el punto P tenemos las rectas b, c, y el perpen­
diculares a a y no pertenecientes a un mismo plano, lo 
que es absurdo, pues se opone al teorema (35), y como 
este absurdo resulta de suponer que existe otro plano 
distinto de a, deducimos que a es el único. 

40. TEoRE:\[Á. - Por un punto e:rle"iol' de nna reeta 
puso 1/ n plano pe1'pclIdicular a dicha recta y sólo uno. 
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Hip.) 1I; P no e a, fig. 34. 
Tesis) Por P pasa un 010 plano IX 1- a. 

Demostración. - El punto P y la recta a determinan 
(9) nn plano. En ese plano trazamos P A. 1- a Y por A. 
en otro plano, la recta c 1- a. Las rectas b y c, que se 
cortan, determinan un plano <X que es perpendicular a la 

a 

Fig. 34. 

POl" un punto exterior a una 
rcel" Rólo posa un plano pero 

pendicuJal' a dicha recta. 

reeta a. 
En efecto, se tiene: a 1- b 

r a 1- c, luego (34), es 
1I 1- a. 

El plano IX es UlllCO. Si 
no lo fue. e, podemos supo­
ner otro plano {3 que pase 
por P y sea perpendicular a 
a. Este plano {3 cortará a a 
en un punto B, distinto de 
A. debiendo ser a 1- BP. 

C0J:l10 es a 1- b, el triángulo .flBP tiene dos ángulos rectos, 
lo que es absurdo, de manera que e e plano {3 no puede 
existir, luego el plano IX es único. 

41. TEORE~IA. - POI' un pnnto dc t~n p~ano pasa 
una recta perpendiculm" aL plano y s610 una. 

JI ip.) <x; P e a, fig. 35. 
'Tesis) Por P pasa una sola recta a 1- a. 
Demostración. - Por P, en a, trazamos una recta b 

cualquiera, y por P un plano {3 1- b (39), que corta a 
a según C. En este plano {3 trazamos la recta a perpendi­

cular a la recta C. 

La recta a e la perpendicular a é( que pasa por P. 
Al ser b 1- {3, es b perpelldicular a todas las rectas de 

{3 que pasen por su pie, luego e b 1- a, o sea a 1- b. 
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Pero por construcción es, también, a 1. c, luego la recta 
a es perpendicular a dos rectas b y c del plano a que 
pasan por su intersección, luego es a 1. a, por el teore­
ma (34). 

La recta a es lUllca. Si no lo fuese, supongamos que 
'por P pase otra recta 111 1. a, fig. 36. Las rectas a y m 
determinan un plano y, y como se supone rn 1. a, deberá 
ser 111 1. eD, pero entonces resulta en el plano y la. rectas 

Fig. 35. 

Por un punto de un plano 
pasa. una. recta perpendicular 

al plano. 

Fig. 36. 

La perpendicular a un plano 
es única. 

a y m pápendiculares a eD, lo que por Geom. Plana es 
ab urdo, luego la perpendicular tn no existe, es decir: a 
es la única perpendicular a ex en P. 

42. TEoRE:r.rA. - Por un punto exte1'io1' a tm plano 
pasa 1ma 1'eGta perpendicular al plano y sólo una, 

Hip.) ex; P no e a, fig. 37. 

Tesis) Por P pasa una sola recta a 1. a. 

Demostración. - Tracemos en ex una recta c cualquie-
ra, y por P un plano (3 perpendicular a la recta c, siendo 
eD la intersección de ex y (3. Por P tracemos a 1. eD; 
a es la perpendicular a ex que pasa por P. 



En efecto, por construcción es e ..1 (3, luego por (34:) 
es e ..1 b, Y también eR a ..1 b por construcciÓll, de ma­
nera que por el teorema de las tres perpendiculares (37) 
tenemos que es a perpendicular al plano determinado por 
b y e, eR decir: a ..1 ex. 

La recta a es única. Si no lo fuese, Rupongamos que se 
pudiese trazar otra recta m ..1 ex, fig. 38. Entonces el 
triángulo PEH tiene dos ángulos rectos, al ser a ..1 a y 
m ..1 ex, lo que es absurdo, luego la recta m es la misma 
recta a, es decir, la recta a es la única perpendicular que 
se puede trazar por P a ex. 

Fig. 37. 

Por un punto exterior a un 
plano pasa una recto. lJerpen· 

dienhl1' al plano. 

p 

Fig. 38. 

La perpendi cular n un pln.no 
es única . 

42a. TEORE~rA . - Dos recias perpendiculares a 1/n 
lJlano son lJa?'alelas, 

IIip.) a ..1 a en B; b ..1 ex en D, fig. 38a. 

Tesis) a/ l b. 

Demostración, - Unamos D con B y con un plillto A 
cualqui.era de la recta a, y luego tracemos en el plano ex 
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la recta m -L ED, de donde 
resulta, por el teorema de las 
tres perpendiculares, que es: 

In -L AD 

Además, al ser b -L a, por 
definición de recta perpen­
dicular a un plano es b per­
pendicular a toda recta de a Dos 

que pase por su pie, luego es: 

plano 

b -L 1)1 

es decir, que las rectas b, AD Y ED son perpendiculares 
a m en un punto D, luego todas esas perpendiculares 
están eu tUl mi:mo plano (35), y por consiguiente, (7, 
VI), las rectas a y b. e. tán en el mismo plano, en el que 
se tienen trazadas dos perpcndiculare~, a y b, a una 
misma recta ED, por hipótesis, luego .on paralelas: 

a/lb 

42b. TEORE~[A . - Todo plano perpendicular a 111W 

de dos rectas paralelas es l)erpendicular a la otra. 
Hip.) al l b; a -L a en A, fig. 3 b. 

a 

.'-- --------- ti--

A e 

B 

Fig. 38 b. 
Si un plano e~ perp. a una 
d0 dos paralelas. es perp. " 

JI} otra. 

Tesis) a -L b. 

Demostración. - Al ser 

paralelas las rectas a y b, 
determinan llll plano (3 
(11), que tiene, por hipó­
tesis, el punto A comlUl 
con a, Juego tienen comlUl 
la recta e, (13). En el 
punto E, intersección de 
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b Y a, trazamos una recta b' 1- ex. Como es al l b por 
hipótesis, y b' 1- ex por construcción, por el teorema 
anterior resulta al l b', pero por hipótesi es bl l a, de 
manera que por el punto B tenemos trazadas dos para­
lelas, b y b', a la recta a, lo que es absurdo, pues se 
opone al Postulado de Euclides, luego las rectas b y b' 
son una misma, es decir, que si es b' 1- ex, es b 1- ex. 

42c. TEOREMA. - Dos rectas pamlelas a ttna tet'eera 

son paralelas entre sí. 

Hip.) al l b j el lb, fig. 38c. 

b Tesis) alle. 
a e 

Fig. 38 c. 
Dos paralelas a una recta son 

paralelas entre s i. 

Demostración. - Si las 
rectas estuvieran en un pla­
no, el teorema ya ha sido 
e tndiado en primer año. 
Supongamos que las rectas 
dada. e tán en distintos 
planos. 

Tracemos un plano a J_ aj como es al l b, por el teore­
ma anterior resulta a 1: b. Pero sabemos que es el l b, 
luego también es a 1- C, y como las rectas a y e son 
perpendiculares a a, por (42a) , resulta al I e. 

42d. TEORElIIA. - Dos planos perpelldicula¡'es a tina 
"eeta son paralelos. 

H ip.) Planos a y {3, y recta a j ex 1. a, {3 1- a, fig. 38d. 

Tesis) all{3. 
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Demostración. - Si a y {3 no fuesen paralelos tendrían 
un punto común, por el cual habríamos trazado dos pla­
nos perpendiculares a la recta 
a, lo que es absurdo, pues por a ___ --=t--~---,. 
el teorema (39) sabemos que 
tal cosa es imposible, luego los IX 

planos dados no tienen ningún 
punto común, es decir: al/(3. 

42e. TEOREMA. - Si una 
recta es perpendic1~lar a uno de 
dos planos paralelos, es también 
perpendicular al otro. 

'--------,----' 

Fig. 38 d. 
Dos planos perpendiculares a 

una recta son paralelos. 

Hip.) (J.//{3; rn ..1 a en A, fig. 3Se. 

Tesis) In .1 {3. 

Demostración. - Como los planos (J. y {3 son paralelos, 

l!'ig. 38 e. 
Si una recta es perp. a. uno 
de dos planos paralelos, ~s pero 

pendicular ,,1 otro. 

elr, es (3 1. rn o sea m ..1 {J. 

la recta m que corta a 
(J. también corta a {3 

(28e) en B. Si por B 
trazamos un plano per­
pendicular a la recta 
m, por (42d) resulta 
dicho plano paralelo a 
a, y como este plano 
paralelo a (J. es único 
(28b), dicho plano se 
confunde con {3, es de-
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Segmentos de paralelos comprendidos entre 
planos paralelos 

42f. TEOREMA. - Si dos planos son paralelos, todos 
los lntntos de uno eqnidistan del otro. 

HilJ.) a// f3; fig . 38f. 

Tesis.) Todos los puntos de a 
equidistan de 13. 

Demostmeión. - Sean A y e 
dos puntos de a, y por ellos tra­
cemos AB y eD perpendiculares 

Dos Plano!,i~~r~fel~~ son equi. a 13. Por (42a) resulta AB//CD, 
d,st.mtes. y el plano que determinan corta 

a los planos dados 'según las rectas AO y BD (13). 

Por el teorema (28a) es AO//BD, luego la fig. ABDO 
es un paralelogramo, luego AB = OD, es decir, los pun­
tos A y C de a equidistan de 13· 

Angulo de dos planos 

43. Angulo diedro. Definiciones, - Se llama án­
g11lo diedro a la parte de espacio comprendida entre dos 
semiplanos que se cortan, y no pertenecientes a un mismo 
plano, y tal, que contenga a todo segmento que tenga un 
extremo en un' semiplano y el otro extremo en el otro 
semiplano. 

Si los semiplanos a y 13, fig. 39, se cortan según 
~IN y no pertenecen a un mismo plano y UI1 segmento 
AB tiene sus extremos en los semiplanos dados, la parte 
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de espacio que cOlltiene a ~lB es lo que se llama ángulo 
diedro, o simplemente diedro. 

Los semiplanos que fOl'mau el diedro se llaman caras 
del dicdl"O, y la intersección se llama arista. En el diedro 

Fig. 39 . 

Angulo diedro. 

de la fig. 39 las caras son o; y 
(3, y la arista J.1IN. 

Un ángulo diedro se designa 
le."endo las aristas que deter­
minan 'u arista, o mejor, las 
letras griegas correspondientes 
a sus caras. Así, el diedro de 
la fig. 39 se lee: diedro "MN, o 
diedro 0;(3. 

44. Generación de un ángulo diedro. - Si el se­
miplano (3 se supone coincidiendo con el semiplano o; y 
suponemos a (3 animado de un movimiento de rotación al­
rededor de MN (en sentido contrario al de las agujas de 
un reloj), cada posición de (3 habrá formado con o; un 
ángulo diedro. 

45. Angulos diedros convexos y cóncavos. - El 
diedro que hemos definido se llama áng¡tlo diedro convexo, 
y la parte de espacio 
que no contiene el seg-
mento AB se llama 
cíngulo diedro cóncavo, 
(fig. 40) . 

Siempre que hable­
mos ele diedros, qneda­
rá entendido que nos 
1'efe1'imos a el i e d r o s 
convexos. 

Fig. 40. 
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46. AnguIo diedr~ llano. - Se llama áng1do died?'o 
llano al diedro cuyas caras pertenecen a un mismo plano. 

Si las caras a y {3, 
fig . 41, del diedro MN 
pertenecen a un mismo 
plano, el diedro MN es 
Llll diedro llano. 

47. Postulado.­
Todos los ángulos die­
dros llanos son ig1wZes. 

Fig. 41. 

Diedro llano. 

48. Semiplanos respecto de la arista de un diedro 
interior al mismo. - Todo punto que pertenezc.a a llll 

diedro, sin estar en las caras, se llama p~tnto intM'im' al 
diedro. E l punto es exterim' cuando no pertenece ni al 

Fig. 42. 

diedro ni a las caras. 
En el diedro a{3, fig. 

42 el punto a es in­
terior, y el punto D 
exterior. 

La semirrecta deter­
minada por un punto 
de la arista y un punto 
interior, se llama semi­
rrecta interior al die­
dro. La semirrecta es 
exterior cuando e s t á 
determinada por un 

punto de la ar ista y un punto exterior. 

En la ligo 42 la semirrecta Ea es interior y la F D es 
exter ior al diedro. El semi plano determinado por la arista 
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y un punto interior al diedro se llama scmiplallo interior 
al diedro. 

El semiplano es exteTior si está determinado por la 
arista y un pmüo exterior al diedro: 

En la fig. 42 el semiplano y es interior a a(3, y exte­
rior el 'emiplallo B. 

49. Diedros consecutivos. - Dos diedros son conse­
cutivos, cuando tienen una cara común y las otros dos se 
hallan en los semiespacios que determina la cara común. 

Los diedros a(3 y (3y, fig, 43, son consecutivos, pues 
tienen la cara (3 comím y las caras a y y se hallan en los 
semiespacios que determina la cara (3. 

Pig. 43. Fig, 44. 

Do" diedros consecutiyos. Varios diedros consecuth-os. 

Varios diedros son coltsecldivos, cuando tomados en 1m 

cierto orden, el primero es consecutivo con el segundo, 
el segundo con el tercero, etc. 

Las diedros a(3, (3y, yB Y Be, fig. 44, son consecutivos. 

50. Sección normal de un diedro. - Se llama sec­
ción 11O?'mal de un diedro, al ángulo que forman las dos 
semirrectas perpendiculares a la arista en 1m punto, lma 
en una cara del diedro y la otra en la otra cara. 



- 4(j-

Si en la fig. 45 es AO 1. JIX:r está en a, y BO ..L JLY 
Y está en (3, el ángulo LiO B es la sección normal del 
diedro (1.(3. 

La sección normal de un diedro también se llama (¡ ngu­
lo plano o ángulo 1'Cct ¡línea del diedro. 

Fig. 45. 
Fig. 46. 

Sección normal de un diedro 
I ecdones normales de un 

diedro. 

51. TEOREMA. - Toelas las secciones normales de 1111 

diedro son iguales. 
/'.. /'.. 

¡Iip.) ABe y DEF secc. Horm. de (1.(3, fig. J6. 
/'.. /'.. 

Tesis) ABe = DEF 

Demostración . - Como los ángulos ABe y DEF flOll 

secciones normales del diedro a.(3, se debe tener: 

AB 1. MN 
... AB//DE DE 1. llIN (1) 

Y además: 
Be ..L },IN 

... BC//EF (2) EF ..L MN 
De (1) Y (2) se deduce que lo ángulos ABe y DEF 

tienen sus lados respectiyamente paralelo .. , y por (31) se 
deduce que: 

/'.. /'.. 

ABe = DEF 
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OBSERYACIÓ~. - A todo diedro corresponde una sola 
sección normal y viceversa, a una sección normal dada 
corresponde tUl solo diedro; es decir, entre los diedros y 
sus secciones normales existe una correspondencia bi­
uníyÓca. 

52. Significado físico de la igualdad de diedros. -
Se comprueba experimentalmente Que dos diedros físicos 
(de cartón, madera, etc.) son iguales, cuanclo coinciden 
las ari tas y las caras. Si en ambos estuvieran trazadas 
las secciones normales, deslizando un diedro sobre el otro 
hasta coincidir los vértices, comprobaríamos que las dos 
secciones normales son coincidentes y por lo tanto iguales, 
de donde deducimos la siguiente definición: 

53. Diedros iguales. - Dos diedros son iguales cuan­
do son iguales sus secciones normales, y recíprocamente. 

Si en los die-
dros a(3 y ya las 
secciones norma­
les ABO y DEF', 
fig. 47, son igua­
les, también e s 
a(3 = ya. 

54. COROLA­

RIOS. - De la de-
fiIüeión anterior, 

A 

Fig . 47. 

DiNlros iguales. 

-¿' recordando los caracteres ele la igualdad de ángulos, se 
deduce: 

l. - Todo cZied1·o es igual a sí mismo. 

II. - Si un diedro es igual a otro, éste es igual al pri­
mero. 
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JIl , - Si un diedro es igual a otro, y éste es igttal a 1trt 
tercero, el p1'imero es ig1tal al tercero, 

IV , - Dos diecl1'os iguales a 1¿n ter'cero son iguales 
entre sí, 

55. Secciones igualmente inclinadas de un diedro. 
- Se llaman secciones igualmente inclinadas de un diedro, 
o de diedros iguales, a los ángulos cuyos vértices éstán en 
la arista y sus lados en cada cara del diedro, formando 

M los lados con la arista, en cada 
una, ángulos iguales, 

Si en el diedro a{3, fig, 48, es: 

/'.. /'.. 

1 = 2 
/'.. /'.. 

3 = 4 

Fig. 48. los ánO'ulos ABe y DEF son sec-
Secciones ignalmen.te in.cli·. "'. ,. 

nadas. ClOneS 19ualmente mclmadas. 

56. Postulado. - En un mismo diedt'o, o en diedros 
iguales, las secciones igttalmente inclinadas son ig1wles . 

Recíprocamente : Si en dos clied1'os las secciones igual­
mente inclinad(Ls son iguales, los died1'os son igtwles. 

1. 
Desigualdad de diedros. 

57. Criterio fÍ'sico para reconocer si un diedro es 
mayor o menor que otro. - Se comprueba experimen­
talmente que, dados dos diedros físicos, el primero es 
may01' que el segundo, cuando superponiendo las aristas 
y una de sus caras, estando ambos en uno de los semies-
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pacios determinados por la cara común, la otra cará 
resulta exterior al segundo diedro. 

Si al superponer las aristas y una de sus caras, la 
otra cara es inte1'ior al segundo diedro, el primer die­
d.TO es 1nen01' que el segundo . 

..Al superponer dos diedros materiales, comprobamos 
que si uno es mayor o menor que otro, la sección normal 
del primer diedro es mayor o menor que la sección nor­
mal del segundo diedro. De aquí deducimos la siguiente 
definición: 

58. Diedros desiguales. - Un diedro es mayor 
(menor) que otro, cuando su sección normal es mayor 
(men01') que la del seglmdo diedro. 

Recíprocamente: Si la sección normal de un diedro 
es mayor' (menor) que la de otro diedro, el primer die­
dro es mayor. (menO?') que el segmldo. 

Si en los diedros a(3 y y8, fig. 49, los ángulos Ana 
y DEF son las secciones normales y es: 

/'o. /'o. 

ABO > DEF también es a(3 > y8 

y recíprocamente. 

Fig. 49. 

Diedros desiguales. 
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59. COROLARIOS. De la definición anterior, y te-
niendo presente las propiedades de la desigualdad de 
ángulo, deducimos los siguientes corolarios: 

1. - Si 1m dicdro cs mayor (mcnor) que otl'O, y éste 
es mayO?' (menor) que un tercero, el lJrimcJ'o es mayor 
(menor) QllC el tercero. 

n. - Dados dos diedros debe vel'l:¡icarse 1ma sola ele 
estas t?·cs lJosibilidaeles: el prmwro es mayor, o menor, 
o igual que el segundo. 

Operaciones con ángulos diedros 

Suma de diedros. 

60. Definiciones. - r. Se llama suma de dos c7iedros con­
secutiv<J.S, al diellro convexo, llano o CÓI1C¡¡XO, que contiene a éstos 
y cuyas caras son las cams no COlllunes de los diedros darlo .. 

J-,a suma de los diedros consecutivos a{3 y {3y' fig. 50 es el 

uieilro ay' 

Fig. 50. 

Suma de dos diedros COllse­
{"utivo~ . 

Fig. 5l. 

Suma de vario~ diedrm; con­
secutiyos. 

n. - Se llama suma dcwrios diedros consecutivos al dieul'o 
convexo, llano o cóncavo, que se obtiene sumando el primero y l'¡ 

segundo, al resultado el tercero, al resaltarlo el cuarto, etc. y 
así hasta termiuar con los dieuros dados. 

La suma de los diearos consecutivos a{3, (3y Y yl), f ig. 51, es 
el diedro al)· 
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TI!. - Se llama suma de varios diedros cualesquiera, al diedr o 
que es suma de diedros consecutivos ordenadamente iguales a 
los diedros dados. 

La suma de los diedros aj3, yo y €<p, fig. 52, es el diedro mf' 

que es suma ele los eliedro~ 7r p' pw Y w .¡;, respectivamente iguales 
a los diedros dados. 

l!'ig. 52. ' 

Suma de diedI'os cunlesqui('Ta. 

61. COROLARlO. - Si un (Líulro es la S11ma. de otTOS val'ios, su 
secc1,ón llonnal es la Sllm,a ele las seooioncs nO!'males de los diedros 

dados. 

62. Propiedades de la suma de diedros. Postulado. -
La suma de diedros goza de las p1'opiedac1es ~tnifor?11e, con1Jluta­
tiva, asocia.tiva y monótona de la s¡¡ma, iJe ángulos, estud'iaaas en 
otro curso. 

Resta de diedros 

63. Definiciones. - Se llama dJiferencia entre dos c1iedros 
llamados minuendo y sustraendo, siendo el primero mayor que el 
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segnudo, al diedro que sumado con el sustraendo da una suma 
igual al minuendo. 

La diferencia entre los diedros ay Y {3y fig. 53, es el diedro 

a{3, pues: 

aB + By = ay 

Fig. 53. Fig. 54. 

Resta de diedros. Múltiplo de un diedro. 

64. COROLARIO. - Si 1W diellro es la diferencia de Otl·0S dos, 
Slt sección normal es la diferencia de las secciones nonnales de 
los diedros dados. 

65. Propiedades de la resta de diedros. P~.tulado. 
LeL resta de diedros goza de las propiedades ele la resta de ángulos, 
estudiadas en Otl·0 curso. 

Múltiplos y submúltiplos de un c;edro 

66. Definiciones. - Se llama procI1/Cto, o mültiplo de un 
die(ho respecto a un cÍl'rto número natural n, a la suma de n 
diedros iguales al (Uetlro darlo . 

Daelo un diedro D, fig. 5-l, ~e tiene que el producto de D por 

n es: 
n 
~ 

D.n = D + D + D + .... +D. = a{3 

Se llama cociente o sub-múltiplo de un diedro rel3pecto a un 
número natural n, al dieelro que multiplicado por n dé un producto 

igual al diedro Jado. 
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Dado el die Iro a(3, fig. 54, se tiene que el cociente de a(3 y n es: 

a(3: n . D porque D.n = a(3 

67. Postulado. - A los clieclros les sOn alllicables los pos' 
t~lla(los éJe Arq1IÍmcéJes y de la clivisibilidaéJ 1·elaUvos a los ángulos. 

68. Ré171ón de dos diedros. - Se llama razón de 
dos diedros o su cociente. 

El teorema siguiente nos va a mostrar que la razón de 
dos diedros es igual que la razón ele los rectilíneos co­
rrespondientes. 

69. TEORE~IA. - La razón de dos diedros es igual a 
la de SttS secciones nonnales correspondientes. 

Fig. 55. 

/'-. 

Hip.) a(3 y ya; ABO 
/'-. 

Y EF'G secc. norm., fi-
gura 55. 

aB 
Tesis) ~-

yo 

/'-. 

ABO 
/'-. 

EFG 

Demostraáón. - Su­
pongamos que un cier­
to diedro D esté conte-

La razón de dos diedros es la de sus nielo lUl número exacto 
seccione~ normales. 

de veces en el diedro 
a(3 (5 veces en el ejemplo de la fig.) , y que esté conte­
nido otro número exacto de veces en el diedro ya (3 veces 
en el ejemplo de la fig.). Entonces, tenemos: 

a(3 
y3 

5.D ) 
3.D ) 

aB _ 5.D _ 5 
Yf)- 3.ii-T (1) 
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Sea d la sección normal del diedro D. Como D está 
contenido 5 veces en a{3, d está 5 veces en .ABO, y tam­
bién está contenido 3 veces en EF'G, es decir: 

/'.. 

ABO 5.d ) 

EPG = 3.el \ 

/'.. 

ABO 

/'-

DEF' 

5.d 5 
(2) 

3.d 3 

Comparando (1) Y (2) observamos que los seglmdos 

miembi'os son iguales, lnego: 

/'.. 

rx{3 ABO 
/'.. 

y3 EF'G 

Si no hubiese ningún diedro que estuviese conteniclo 
exactamente en ambos diedros, la propiedad subsiste, pe­
ro su demostración corresponde a otros cursos. 

70. Medida de un diedro. - Si en el caso del teo­
rema anterior tomamos al diedro D como unidad de me­
dida para medir los ángulos diedros, y su sección normal 
el como unidad de medida para medir las secciones nor­
males, tendremos que la rneclida de ~~n á1Lgulo dieel1"o es 
ig1~al a la medida de su sección normal cor1·eS1JOndiente. 

/'.. 

ABO 
d 

meclida del elie(lro a{3 
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71. Diedros adyacentes. Dos diedros son adya­
ce1ltes si tienen una cara 
común y las otras dos son 
semiplanos opuestos. 

Diedros adyacentes. 

Los diedros af3 y f3y 
son adyacentes, fig. 56, 
pues tienen común la ca­
ra f3 y las otras dos son 
semiplanos opuestos. 

72. Diedros opuestos por la arista. - Dos diedros 
son opllestos por la arista cuando las caras de 11no son los 
seroiplanos opuestos de las dos caras del otro. 

Los diedros af3 y y8, 
fig. 57, son opuestos 
por ]a arista, pues a y 
y, y f3 y 8 son seroipla­
nos opuestos. 

73. TEOREMA. 

Los diedros Op1WStOS 
por la arista son igua­
les. 

Hip .) af3 y y8 op. 
por la arista, fig. 57. Fig. 57. 

Tesis) af3 = y8. 
Demostmción. - Por 

Los diedros opuestos por la 
arista son iguales. 

un punto O de la arista J[N trazaroo en a AC ~ 
y en f3 BD ~ JIN, resultando entonces (50) que: 

/'.. 

1 = sección normal dc af3 
/'.. 

2 = sección nornuil de y8 

JIN, 

(1) 

(2) 
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Pero las rectas AC y BD están en un plano (10) y por 
consiguiente los ángulos 1 y 2 son opuestos por el vér­
tice, luego : 

y reemplazando en esta igualclad los valores (1) y (2), 
resulta: 

sección normal de af3 = sección normal de y8 

y si las secciones normales son iguales, los diedros tam­
bién lo son (53) , luego: 

af3 y8 

PLANOS PERPENDICULARES 

74. Planos perpendiculares. - Dos planos son 
perpendiculares, cuando al cortarse forman dos diedros 
adyacentes iguales. 

Fig. 58. 

Plano. perpendiculares. 
Fig. 59. 

Plano que pasa por una recta 
perpendicular a otro plano. 
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Los planos o; y (3, fig. 58, son perpendiculares si los 
diedros 0;(3 y o;y son adyacentes e iguales. 

Cuando dos planos se cortan y no son perpendiculares, 
se llaman oblímtOs. 

75. TEOrtE~A. - Si nna 'recta es perpendúnllar' a tGn 
plano, todo plano qtW pase PO?" ella es perpendict¿lar al 
primero. 

Ibp.) a .l 0;; (3 e a, fig. 59. 
Tesis) (3 .l 0;. 

Demostración. - Sea O el punto común a la recta a 
y al plano 0;, y lJIN la recta comlm a o; y a (3. 

En o; trazamos b .l MN en O, Y como es a .l 0;, por 
(36) resulta: 

a .l llIN Y al. b 

resultando, entonces: 

"'" 1 = sección normal de (3y 

"'" 2 = sección nonnal ele (30; 

(1) 

(2) 

Al ser a .l b, los ángulos 1 y 2 son rectos y por con­
siguiente ifruales, luego: 

sección normal ele (3y seccwn nonnal de (3a 
de donde deducimos (53) que los diedros (3y y (30; son 
iguales y adyacentes, y por definición es: (3 .l 0;. 

76. COROLARIO. - PO?· tl?l punto perteneciente o ex­
fc?"ior a un plano pasan infinitos planos perpendiculares 
al primero. 

En efecto, por el punto P, fig. 60, o por el punto Q. 
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pasa una recta a ~ o: (41 ) Y (42 ), y por dicha recta pasan 
infinitos planos (7,V) y que por el teorema último son 
perpellc1icnlares al plano dado, 

Fig, 60 , Fig. 61. 

Por la perr> , a un plauo pasan 
infinitos jllonos perp. al pla· 

no dado. 

Los plallos perpeudiculares foro 
mu.n diedros iguales. 

77. TEOREMA. Si m~ plano es pe1'pencz.ict~lar a 
otro, los cuat1'o ángulos cliecl1'os q1.¿e !o1'ma con éste son 
·iguales. 

H ¡tI,) a .1 /3; diedros formados: a{3, o:y, (38, y8, fig , 61, 

Tesis) a{3 = o:y = {38 = y8. 
Demost1'ación, - En efecto, por ser a ~ {3, es: 

a{3 =ay 

y por ser diedros opuestos por la arista, es : 

o:{3 = y8 
o:y = {38 

Comparando (1), (2) Y (3), re ulta: 

0:(3 = y8 = {38 = ay 

(1) 

(2) 
(3) 
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78. COROLARIO. - Si 1tn plano es pcrpcncliclllar a 
otro, éste es pCrlJcndic1l1ar al primero. 

Es decir, si e. a .1 {3, también es: {3 .1 iZ. 

79. Diedros rectos, agudos y OIDt.liOi. - un diedro 
es recto cuando sus caras son perpendiculares. 

Si es a .1 {3, fig 62, el diedro a{3 es recto. 
Un diedro es agudo cuando es menor que un diedro 

recto, fjg. 63. 
Un diedro cs obtuso cuando CI'! mayor que lID diedro 

recto, fig. 6i. 

Fig. 62. Fig. 6-!. 

Diedro recto. Diedros agudos. Die,lro obtuso. 

80. 'l'EORK\IA. - Si 1m diedro es recto, su sección 
normal es un ánglllo recto. 

. /'.. 

Hip. ) a{3 = diedro recto; AOB = secc. normal, fig. 63. 
/'.. 

Tesis~ AOB = ángulo recto. 

Demostración. - Al ser a{3 un diedro recto, es a .1 {3 
(79), luego es a{3 = iXy por (77), ~T si dos diedros son 
iguales, sus secciones normales también lo son, ] uego 
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/'.. /'.. 

llOR llOC. Como los ángulos llOB y llOC son án-
gulos adyacentes e iguales, son rectos, es c1ecll': 

-"" 
llOB = ángttlo 1'ecto. 

Fig. 65. 

r,a sección norlllal de un die­
dro recto es un ángulo rect~. 

Fig. 66. 

81. COROIjARIO I. - Si la sección nor'mal de ~tn 
d'ied1'O es 1m ángulo recto, el died1"0 es recto. 

/'.. 

Es decll', si es llOB = ángulo recto, fig. 65, el diedro 
af3 es recto. 

82. COROLARlO n. - Todos los diedros rectos son 
1:g1wles. 

83. TEORE:i\IA... - Si dos planos son perpendic~dares, 
toda 1'ecta de ~¿no de ellos p¡wpenclicula1' a la intersec­
ción es perpendicular al oh'o. 

Hip.) a 1. (J en MNj a e a; a 1. MN en O, fig. 66, 
Tesis) a 1. (J. 

Demostmción. ~- 'l'racemos por O en el plano (J la 
recta b 1. a; por (36) resulta b 1. a, o sea: 

a 1. b 
y como hipótesis es: a 1. lIIN 
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se tiene que la recta a es perpendicular a dos rectas del 
plano {3, luego es a -L {3. 

84. COROLARIO. - Si (los planos son per2)endie~~la­

res, toda per'pendictllar a 1~no ele ellos trazada por w~ 
punto del Ot1'0 pedenece a este Ot1'O. 

Si es ex -L {3, fig. 66 Y por P, que pertenece a a, tra­
zamos a -L {3, resulta que a pertenece a a. 

Si a no estuviese en ex se podria trazar por Potra 
recta c que estuviese en a y fuese perpendicular a la 
intersección y por (83) resultaría c -L {3, de manera 
que por P tendríamos a y c perpendic·ulares . a {3, lo que 
es absurdo, luego e es a, luego a está en a. 

85. 'l'EOREMA. - Si elos planos que se cortan son 
perl)encz.ieula1'~s a 1m te1'ce?' plano, la intel'Sece1:ón ele 
los elos lJ1"imel'os es perpenelic1bla1' al te1'ce1'O. 

Hip.) a y {3 se cor-
tan según a; a -L y; 
{3 -L y, fig. 67. 

Tesis) a -L y. 

Demostración. - Por 
un punto P de la in­
tersección de a y {3 tra-

p 

a 

,,_._ ....... _ ...... f-----, 

cemos una recta In -L y. Y L-________________ ~ 

Como P está. en ex y Fig. 67. 

en {3, m también está La intersección de .dos planos ' 
perp. a otro, también es pero 

en a y en {3 por el co- P?ndictllar al mismo. 

rolario último, de manera que esa perpendicular m a y 
está en a y en {3, es decir, es la intersección de a y {3, 
pero la intersección es a, luego es 

a -L y. 
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86. TEORE~IA. - Po?' mI([ recta no lJCrpenclicular a 

nn plano pasa 101, plano y sólo uno lJCl'penclicnlar al 
lJn m.e?'o. 

Hi1J .) a ya; a no e a, fig. 68. 
Tesis) Por a pasa un solo plano f3 .1 a. 

DClnosh'ación. - Por tUl punto A de la recta a, tra-
cemos la recta b 1- a. Las rectas a y b, que se cortan, 
determinan un plano f3 que, por pasar por una recta 
perpendicular a a (75 ), eR perpendicular a IX, luego es: 
f3 .1 a. 

Fig. 68. 

Por una. reet.-t oblicua a un 
pli.lllO pasn llll solo pI. perp. 

al dado. 

Fig. 69. 

El plano que pasa es único. 

El plano f3 es -(mico. Si por a pasara otro plano y .1 IX, 

f ig. 69, Y por el punto A de a trazáramos b .1 m Y e .1 n, 
por (83 ) deben ser b .1 a Y e .1 a, lo que es absurc1o, 
pues se opone al teorema (40), luego y no existe, es 
decir: f3 es el {mico plano que pasa por a y es perpen­
dicular a GC 

87. Diedros complementarios. - Dos diedros son 
complemel1tm'ios, cuando su suma eS un diedro recto. 
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Los diec1ros a{3 y {3y son complementarios, fig. 70, si: 

a{3 + {3y = died1·o recto. 

Fig. 70. Fig. 71. 

Diedros cODlplementarios. Dieuros Suvlelllentnrios. 

88. Diedros suplementarios. - Dos diedros son 
S1t1JZementar¡:os, cuando su suma es un diedro llano. 

Los ·diedros 1X{3 y {3y son suplementarios, fig. 71, si: 

a{3 + {3y = diedro llano. 

89. COROLARIO. - Los ángnlos diecl1'{)s aclyacentes 
son snplernentarios. 

Si los diedros a{3 y {3y, fig. 71, son. adyacentes (71). 
los semiplauos IX y Y deben ser opuestos; luego su suma 
es el die,lro llano ay, resultando por c1efinición que los 
diedros a{3 y {3y son suplementarios. 

90. Bisector de un diedro. - Se llama bisccto¡' de 
un diedro, al semiplano que pertenece al diedro y cuyo 
origen es la arista del mismo y lo divide en dos dieclros 
iguales. 

Si ay = y{3, y es el bisector de a{3, fig. 72. 
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91. Angulo plano suplementario de un diedro. -

Fig. 72. 
Plano bisector de un di~dro. 

AOB + y = 2R 

Se llama ángulo 1)lano 
suplementario de 1¿ n 
diedro, al ángulo su­
plementario de la sec­
ción normal del diedro 
dado. 

Si el ángulo AOB es 
la sección normal del 
diedro (I.{3, y el ángulo 
y es el ángulo suple­
mentario del ángulo 
AOB, lig. 73: 

el ángulo y es el suplementario del diedro (I.{3. 

Fig. 73. 

Angulo plano .llpl~mentnrio do un 
diedro. 

92. TEORE'MA. - Si pOi' un plmto interior a tm 

diedro se trazan 1JC1'pendiclllares a las caras, el ángulo 
plano formado por las semirrectas que cortan a las caras 
es suplementario del diedro. 

Hip.) O interior (I.{3; OA .1 (l.; OB .1 {3, fig. 74. 
/'-

Tesis) AOB suplementario de (I.{3. 



- 63-

Demostración. - Las rectas OA y OB determinan el 

plano 7r. 

Por ser OA .1 a, por (75) es 

7r J. a; por ser OB .1 (1 por (75) 

es 7r .1 (1, Y por (85) resulta 

7r J. MN, de donde deducimos: 

MN J. AC ¡:. ACB = sección 
y MN.l BC normal de a(1 

Ahora bien; en el cuadrilátero 

AOBC los ángulos en A y en B 

son rectos, luego por Geom. Pla­

na debe ser: 

/"'.. /"'.. 

AOB + ACB = 2R 

M 

o 
Fig. 74. 

El ángulo formado por 
lns perp. a las cnras de 
un diedro es suplemen . 

tnrio de él. 

y si el ángulo AOB es el suplemento de la sección nor­
/"'.. 

mal de a(1, es, por definición: AOB st{plementaTio de a(1. 

93. Triedro 

a 

Fig. 75. 

trirrectángulo. - Consideremos una 
recta a perpendicular al 
plano a. Sea O el pie de 
la perpendicular, fig. 75. 
En el plano a tracemos 
por O las rectas b y c 
perpendiculares entre sí: 
b J. c. 

Triedro trirrectlin~ulo. 

Conio la recta a es per­
pendicular al plano a, por 
definición debe ser la rec­
ta a perpendicular a la,El 
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rectas b Y e, Y como éstas son perpendiculares, debe 
teuerse: 

a .1 b 
a .1 e 
b .1 e 

La figura constituí da por tres semirrectas que tienen 
el mismo origen se llama tr'jedr'o, de manera que la. se­
mirrectas a, b :r c, que tienen común el origen O, cons­
tituyen un triedro. 

Pero esas tres semirrectas sou respectivamente per­
pendiculares, de manera que se han formado tres ángu­
los rectos: el ab, el ae :r el be, y en tal caso al triedro 
que forman se le llama triedro tril'rcetánglllo. 

94. 
puntos 

SIMETRIA 

Simetría respecto a un eje 

Puntos simétricos respecto a un eje. - Dos 
son simétricos respecto a una recta llamada eje, 

e 
cuando el eje es perpendieular 
al segmeuto que determinan 

_---+:------A esos plUltos, y perpendicular en 
A O el punto medio del segmento. 

m 
s p s' 

Fig, 76. 
Puntos simétricos. 

Los puntos A y A' son i­
métricos respecto al eje e; fig. 
76, si se tiene: 

e .1 AA'j AO = OA' 
Se comprueba que si plegamos 
el papel según la recta e, los 
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pnntos A y A' coinciden, lo que nos prueba que dos pun­
tos son simétricos respecto a un eje, cuando coinciden 
haciendo girar 180· a uno de ellos alrededor del eje dado. 

95. Construcción de un punto simétrico de otro. 
- Sea B el punto dado y e el eje, fig. 76. Por B se traza 
una recta in perpendicular al eje c, y luego en el semi­
plano determinado por e y que no contiene al punto B 
se construye PB' = BP. El punto B' es el simétrico 
de B respecto a e en el plano de la figur?-. 

96. Figuras simétricas. - Dos figuras son simétri­
cas respecto a un eje, cuando los vértices ele lilla son 
ordenadamcnte simétricos respecto a los vértices de la 
otra. 

En la fig. 77 los polígonos ABOD y A'B'C'D' son 

simétricos porque: 

.. :1' es simétrico de A s s' 
B' " B 

C' " " e 
D' D 

e 
" .. 

97. Construc-

ción de una figura 
0-······_···· 

O' 

simétrica de otra. -

La figura simétrica 
Fig. 77. 

Figuras simétricas. 

de una figura plana respecto de una recta del plano se 
puede construir ele una ele las siguientes maneras: 

1<;1 Construímos el punto simétrico ele cada vértice ele 
la figura elada, fig. 78. 
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2~ Se pliega el semiplano que no contiene la figura 
alrededor del eje e, y luego se calca la figura dada, fig. 79. 

A A' 

B 

Fig. 78. Fig. 79. 

3~ Se calca el eje y la figura dada en un papel trans­
parente y luego se invierte 
el calco colocando los ejes 
en la misma posición y re­
produciendo la figura en la 
otra parte del plano, como 
indica el grisado de la fi­
gura 80. 

Deben tomarse en el eje 
dos puntos de referencia, 
qne se calcan, como se ha Fig. 80. 

hecho en la fignra, pues si no se los tomara la figura 
calcada podría quedar más alta o más baja que la pri­
mitiva figura. 

Figuras simétricas respecto a una recta 

98. Simétrica de una recta. - La simétrica de una 
recta es otra recta. 

Si la recta a corta al eje, fig. 81, basta determinar 
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el ptmto simétrico P ' de tm punto P. Uniendo O con P' 
P ' queda determinada la recta a' simétrica a la recta a. 

Si la recta b es paralela al eje, se hallan los simétricos 
P ' y Q' de dos puntos cualesquiera ele la recta . .Así que­
da · determinada la recta b' simétrica de b. 

P' 

Fig. 81. 

La simétrica de UUl l"ectn. es 
otra recta. 

e 

P , 

, 
• P' 

b Q 

b ' . 
• 
Q' 

Fig. 82. 

Rectas simétricas. 

99. Simétrico de un polígono. - Se construye el si­
métrico ele cada vértice del polígono dado, fig . 83. 

Fig. 83. Fig. 84. 

Polígonos simétricos. Circunferencias simétricas. 

100. Simétrica de una circunferencia. - Se halla 
el punto simétrico elel centro de la circtmferencia dada, 
y luego se traza con centro en ese punto y radio igual 
al dado, una circunferencia, fig 84. 
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101. Simétrica de una figura cualquiera. - Si la 
figura es una curva cualquier a, como 
el rizo de la fig. 85, se marcan en él 
varios puntos no mu? sepaTados y se 
hallan sus simétricos. Luego se unen 
éstos en el mismo orden en que están 
uuidos los primeros. 

102. Eje de simetría de una fi­
gura. - Una figura tiene eje de 
súnet1'ía, cuando al plegarla alrede-

Fig. 85. elor elel eje coinciden las dos partes 
Figuras' simétricas em.. 1 . l d ' . el 
v1eadas en herrería ar- en que e eJe a IV} e. 

tísticI>. En otros términos, una figura tiene 
eje ele simetría cuando todos los plUltos de ella tienen 
su simétrico respecto al eje de la figura misma. 

Ejemplos de figuras con eje de Rimetría: 

Fig. 86. Fig. 87. Fig. 88 . Fig. 89 . Fig.90. 

* t 
Fig. 91. Fig. 92. Fig . 93. Fig. 94. 
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Fig. 95. Fig. 90. Fig. 97. Fig. 98. 

Pi/!. nB. 
La simetl'ía en las hO,iMoi, fru tos y flores. 

103. Aplicaciones. - La simetría ele una figura pla-
na respecto a una recta del mis­
mo se emplea en la industria y 
en las artes decol'atiyas: herre­
ría, carpintería, tipografía, pa­
peles pintados, etc. 

104. Problema. - Hallar la 
distancia mínima cntre dos lJun­
tos pasando pOI' mw recta. 

A 

m 

Sean A y B los puntos y m la Fig. 100. 

recta <lada, fig. 100. Se trata Mlnimn distancia entl'e dos 
lJUntos tocando una l'acta. 

de determinar la menor distancia 
que hay entre .ti y B pasando por m. 

Se halla el punto simétri<:o de B (95 ), que es B'. 
Luego se llne B' con A, quedando así fijado e(punto O 
en la recta m. El punto O se une con A y con B: la 
menor distancia que hay entre A y B pasando por III 

es ... -10 + OB. 
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En efecto: la menor distancia entre A y B' es AB', 

Fig. 10l. 
Empleo de la simetría en t"I\­

bajos de herrerla. 

fig. 102, se trata de hallar 
entre A y B pasando por 
a y b. 

ConstrUÍDlos el simétri­
co de ¡l respecto a a, que 
es A', y el simétrico de 
B respecto a b, que es B'. 
Unimos A' con B' y que­
dan así fijados los plmtos 
O y O'. Unimos A con O, 
O con O' y O' con B, y la 
quebrada AOO'B es la 
menor distancia buscada. 

o bien AO + OB'. Pero 
OB = OB por ser oblí­
cuas que se alejan igual­
mente del pie de la per­
pendicular ya que es BB' 
1. m y BO' = O'B. En­
tonces tenemos: 

Mínima distancia 
AB', = AO + OB' 
AO + OB. 

10'5. Problema. 
Hallar la mínima distan­
cia entre dos puntos inte­
riores a un ángulo, pasan­
do por los lados de éste. 

Dados los puntos A y 
B interiores al ángulo a, 

]a menor distancia que hay 

A' • . \' .... 

a 

· . · ' · . " 

Fig. 102. 

": 
\~ B' 

A 

Mínima distancia entre dos 
puntos tocando los lados de 

un ángulo. 
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En efecto: la menor distancia entre A' y B ' es: 

mínima distancia - A'B' = A'O + 00' + O'E' 

pero A'O = AO y O'B' = O'E por ser oblicuas que se 
alejan igualmente del pie de la perpendicular, luego: 

mínima distancia = A'E' = AO + 00' + O'E 

Simetría respecto a un punto 

106. Puntos simétricos respecto a un centro. -
Dos puntos son simétricos respecto a un punto, llamado 
centro, cuando el centro es el punto medio elel segmento 
que determina los plmtos dados. 

Los puntos A y A' son simétricos respecto al centro O, 
fig. 103, si se tiene OA = OA'. 

8: 

A 

o 

8 

Fig. 103. Fig. 104. 

Puntos simétricos. Polígonos simétricos. 

Se comprueba que si hacemos girar media vuelta, 180·, 
el punto A' alrededor de O, coincide con A. 

107. Construcción de un punto simétrico de otro. 
- Sea B el punto y O el centro, fig. 103. Unimos B con 
O y en su prolongación construÍmos OB' = OB. El punto 
B' es el simétrico de B respecto a O. 
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108. Figuras · simétricas. - Dos figuras son simé­
tricas respecto a un centro, cuando los vértices de una 
son orclenadamente simétricos respecto de los vértices de 

la otra. 

El polígono A'B'e'D'E', fig . 104, es simétrico de 
ABODE, respecto a 0, porque: 

A' es el simétrico de A 

B' 
" " " 

B 

e' " " " 
e 

D' 
" " " 

D 
E' 

" " " 
E 

Si hacemos girar media vuelta, 180°, uno de los polí­

1<' ig. 105. 
La simétrica de una r ecta es 

otra recta. 

gonos alrededor del centro, coin­
cide con el otro. 

Figuras simétricas respecto 
a un punto 

109. Simétrica de una rec­
ta. - La simétrica de una rec­
ta es otra recta. 

Sea la recta a y el centro 0, fig. 105. En a tomamos dos 
puntos cualesquiera A Y B Y hallamos sus simétricos A' y 

B'. La recta a' que determina estos puntos es la simé­

trica de la recta a. 
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110. Simétrico de un polígono. - Se construye 
el simétrico de cada vértice del polígono dado, fig. 104. 

111. Simétrica de una circunferencia. - Se halla 
el s:hnétrico del centro ele la circunferencia dada, y luego 
con radio igual al dado se traza una circunferencia, 
fig. 106. 

112. Simétrica de una figura cualquiera. - Se 
marcan en ella puntos no muy separados y se hallan sus 
simétricos. Luego se unen éstos en el mismo orden en que 
esh\n unidos los primeros, fig. 107. 

Flg. 106. 
Ch'cunfereDClaS simétricas. 

Fig. 107 . 
..E'igul'as simétricas. 

113. Centro de simetría de una figura. - Una 
figura tiene cent1'O de simet?'Ía O) cuando todos los pun­
tos de ella tienen su simétrico respecto a O en la figura 
mIsma. 

Ejemplos de figuras con centro de simetría 

Fig. 108. lNg. 109. Fil!:. llO. Fig. 111. 
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Fig. 112. Fig. 113. Fig. 114. Fig. 115. 

114. Figuras directamente iguales. - Dos figuras 
pertenecientes a un mismo plano son dú'ectamente igtta­
les, cuando pueden coincidir por un deslizamiento. 

E.iem1Jlo: Los triángulos T y T ', fig. 117. 
Son figuras directamente iguales las que Son simétriGas 

respecto a un punto. 

Fig. 117. F .ig. 118. 

Figu1'8S directamente jguales. Figuras inversamente iguales. 

115. Figuras inversamente iguales. - Dos figmas 
pertenecientes a un mismo plano son inversamente igua­
les cuando para poder coincidir necesitan que gire 180' 
el plano que las contiene. 

Ejemplos: los trapecios P y P ', fig . 118. 
Son fjgm'as inversamente iguales las que son simétri­

cas respecto a una recta. 

Simetría respecto a un plano 

116. Puntos simétricos respecto a un plano. -
Dos puntos son simét7'ÚJOS respecto a un plano, cuando 
el plano es perpendicular al segmento que determinan 
en su punto medio. 
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Los puntos A y A' son simétricos 
fig. 119, si se tiene que es: 

ex 1. A A' Y AO = OA' 
Si hacemos girar 1800 el punto 

A alrededor del plano ex, compro· 
baremos que coincicTe con A'. 

117. Construcción de un punto 
simétrico de otro. - Sea B el puno 
to dado, fig. 119, Y ex el plano. Por 

respecto al plano ex, 

A 

m 

B se traza una recta m perpendicu· Fig. '119. 

lar al plano ex, y luego en el semi. Puntos simétriccs. 

espacio determinado por ex y que no contiene a B ~c 
construye O'B' = O'E. El punto B', es el simétrico de B 
respecto a ex. 

118. Figuras simétricas. - Dos figuras son simé· 
tricas respecto a un plano, cuando los vértices son orde· 
nadamente simétricos respecto a los vértices de la otra, 
fig. 120. 

4
'" ~ .. , .. ~., 

____ - _._ __ _ _ I 

........... '::: ~ : : .. '.'.,+ ..... ,. 

Fig. 120. 
Figuras simétricas. 

Fig . 121. 
Los espejos planos forman 

figuras simétricas. 
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Figuras simétricas respecto a un plano 

119. Si nos situamos frente a un e::;pejo plano, com­
probaremos que: 

19 La imagen simétrica de mla recta es otra recta, 
que i'el'á paralela, oblicua o perpendicular, según sea la 
recta que consideremos respedo al plano. 

29 La imagen simétrica deulla figura plana (de car­
tón, por ejemplo), es otra figura plalla inversamente 
igual a el! a. 

39 La figura simétrica de una lilaila derecha es ulla 
mano izquierda. 

Las manos ele una persona son simétricas, invet'sa­
mente iguales; por eso el guante de una mano nQ sine 
para calzar la otra. 

Lo mismo OClure con los pies. 
La imagen de una persona reflejada en un espejo 

Fig. 122. 

Edificio simétrico. 

Pa lIicio Tu] JlIahal, de la India. 

reno", Facultad de Derecho, etc. 
de Búenos Aires. 

plano es una figura. i­
métrica de ella. 

La imagen de una 
embar('acÍón reflejada 
en el agua es una figu­
ra simétrica de ella. 

Las fachadas de los 
grandes edificios pú­
blicos generalmente son 
simétricas: Palacio de 
Correos, Colegio Na­
cional "Mariano 1\10-
(fig. 122), de la ciudad 
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120. Plano de simetría de una figura. - Una fi­
gura tiene plano de simet1'ía cuando todos los puntos de 
ella tienen su simétrico respecto al plano en la figura 
misma, 

Ejemplos de figuras con plano de simetría: 

Una recta tiene por plano de simetría a todos los pla-
nos que la contienen. . 

Un segmento tiene por plano de simetría al plano per­
pendicular a él en su pernto medio, fig. 123 .. 

Un plano tiene por plano de simetría a sí mismo, y a 
todos los planos que le son perpendiculares. 

Una f1:gttm plana que tiene 1tn eje ele simetría, tiene por 
plano de simetría al plano perpendicular de la figura 
y que pasa por el eje, fig. 124. 

A 

Fig. 123. Fig 124. 

121. Elementos de simetría de las figuras. - He­
mos dicho que para que dos figuran sean simétr icas, 
deben tener todos sus vértices ordenadamente simétricos. 

De aquí deducimos que: 
19 Los lados que unen vértices simétricos, también 

deben ser simétricos. 



- 80 -

2Q Los ángulos for.mados por las rectas a que pero 
tenecen esos lados simétricos, también deben ser simé­
tricos. 

3Q Las caras determinados por vértices simétricos, 
también son simétricas. 

Los vértices simétricos que se corresponden, los ángu­
los simétricos que se corresponden, y las caras simétricas 
que se corresponden, se llaman homólogos unos de otros, 
y constituyen los elementos de simetría de las figuras. 

Relaciones entre los diversos simetrías 

122. Figuras con centro, con eje y con plano de 
simetría. - Las tres clases de simetrías que hemos es­
tudiado están vinculadas entre sí, pudiendo pasarse de 
una a otra clase mediante las propiedades siguientes 
cuya demostración omitimos: 

Fig. 125. Fig. 126. Fig. 127 . F ig. 128. 

/ 
Fig. 129. Fig. 130. Fig. 131. Fig. 132. 

Las figuras con centro de simetría tienen eomo eje de simetría 
a la recta perpendicular al plano de la figura en el centro. 



19 Si ~tna figura plana tiene un centro de simetría, 
tiene también un eje de simetría, que es la recta per'­
pendic1lla1' al plano de la figura en el centro de simetría, 

Si consideramos las figuras 108 a 115, con centro de 
simetría, procediendo como se ha dicho se obtienen las 
figuras respectivas 125 a 132, con eje de simetría. 

29 Si ~tna fig~t1'a plana tiene un eje de s'i'metr'ía, tam­
bién tiene ~m plano de simetría, q1Le es el plano que pasa 
por dicha recta y es pe1'pendicular al plano de la figttm. 

Si consideramos las figuras 86 a 98, con eje de sime-

Fig. 133. Fig. 134. Fig. 136. Fig. 136. Fig. 137. 

Fig. 138. Fig. 139. Fig. 140. Fig. 141. 

Las figuras con eje de simetría tienen como plano de simetría 
al plano perpendicular al lllano de la. figura y que pasa por di­
cho eje, 
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Fig. 142. Fjg. 143 . . Fig. 144. Fjg. 145. 

tría, trazando ~¿no de los distintos planos determinados 
por los distintos ejes, tenemos las figuras correspondien­
tes 133 a 145 con plano ele simetría. 



EJERCICIOS 

13. llallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que 
equidistan de dos rectas que e cortan. 

14. ITallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que 
equiclistan de las caras de un ángulo c1icrho. 

15. Las caras y la arista de un lliedro aS se cortan con dos 
planos paralelos. Demostrar que los diedros que se hau fOl"lllado 
ton rada cara del diedro dado son iguales. 

16. Demo trar que los ll1anos bi eetores de dos dierlros adya­
centes son perpendiculares. 

17. Drlllostrar que si cuatro semiplano que tienen común una 
rccta, son tales que de los cuatro diedros que forman el primero 
es igual al tercero y el segundo es igual a I cuarto, el primer sellli· 
plano es la prolongación del tercero, y el ,egunllo <lel cuarto. 

18. Demostrar que si dos planos paralelos son cortados por 
uu tercer plano, los diedros alternos intel'l1os son iguales, los die· 
<1roR alterJlOs extel'llOS son iguales, y los diedros conjugado son 
suplementa ri u,. 

19. Demostrar que los planos lJisectores de dos diedro;; opues· 
tos pOl' la arista, son un misl\1o plano, 

20. Con truir la f igma simétrica de un triángulo ABC: 19, too 
mando como eje de simetría el lado Be; 2", tomando como centro 
lle simetría el punto medio de Be; 3", tomando como eje de sime· 
tría la pcrpcnclicular a Be en su punto mellio. 

21. Dado un arco de circunferencia, hallar su eje de simetría. 
22. Dado un arco de circunferencia, hullar su simétrico respecto 

ul centTo. 
23. Demo traI' que si una figma tiene do~ ejes de simetría 

reetangulal'es, la inteI'sección de ellos es un tC'utro de ~illletría de 
la figura. 

24. Dados dos puntos A y B exteriorc3 a una recta 1Jt, encono 
trar en 1n un punto e tal eA y CE que fo rmen con m ángulos 
iguales, 

25. Designar y dibujar las letras mayúsculas de imprenta que 
tienen centro y eje de imetría . 



CAPíTULO III 

ESFERA 

123. Idea de superficie de revolución. - Se llama 
S11.pl31·ficie de rcvol1~ción a la parte externa de la figma 
engendrada por una línea cualquiera que gira alrededor 
de una recta fija a la que está ligada en forma inva­

riable. 

Fig. 148. Fig. 149. 
Cuerpos de revolución. 

Fig. 15l. 
Torno mecánico. 

Fig. 150. 

La recta fija se 
llama eje, y la lí­
nea dada se llama 
gener·atriz. 
Eje?np~os: Son 

superficies de re­
volución los ties­
tos, cacharros, ja­
rras, botijos y 
demás objeto que 
hacen los alfare-
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ros en su torno. Lo mismo los diversos objetos que ha­
cen en el torno respectivo los torneros en madera o los 
torneros mecánicos. 

124. Paralelos. - Se llama paralelo, al círculo 
engendrado por cada punto de la generatriz. El centro 
de este círculo se halla en el eje, fig. 152. 

125. Meridianos. - Se llama plano m erieZian o, el 
plano que pasa por el eje. La curva determinada por la 
intersección del plano mel'idiano y la superficie de re­
volución se llama corrientemente meridiano, . fig. 152. 

Todo plano meridiano es un pla­
no de simetría de cada paralelo, 
y por consiguiente de la superfi­
cie de la revolución engendrada. 

126. Superficie esférica. 
Definiciones. - Se llama sttper­
ficie esférica a la superficie de re· 
volución engendrada por la rota­
ción de lID semicírculo alrededor 
del diámetro que pasa por sus ex­
tremos, fig. 153. 

El cuerpo limitado por la su­
perficie esférica se llama esfera. 

El centro y el radio del semi­
círculo es el cent'ro y el j'aGlio de la 
esfera y de la superficie esfél'ica. ]ligo 152. 

Durante el movimiento de rotación elel semicírculo, el 
centro, que está en el eje, permanece fijo, y como el radio 
siempre es el mismo, deducimos que: 

Todos los pt¿ntos de la S1¿1Je¡'ficie esfél'ica equidistan 
del centro, o sea: todos los mdios son iguales. 
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También se comprueba que: 
La distancia de un p7¿nto interior a la esfera es meno)' 

que l radio, y qt/C la distancia de un p~tnto exterior es 
nwyor que el radio. 

Se llama cuerda al segmento que une dos puntos de 
la superficie esféTica; diámet1'o es la cuerda que pasa 
por el centro. 

127. Rectas secante y tangente. - Una recta es 
secante o tangente a una superficie esférica si tiene co­
mún con ella dos puntos Q uno solo. En caso contrario 
la recta es exte1'iol'. 

128. Esferas iguales. - Dos esferas son iguales, SI 

t ienen radios iguales. 

, , 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
\ 

\ , 

---

Fig. 153. 
Generaci6u de la esfera. 

Fig. 154. 
Plano ecante aUlla es rera. 

129. Intersección de una superficie esférica con un 
plano. - T EOREMA. - Si 1tn plano corta a 1tna Stt2Jer­
ficie esférica, la sección que reS1tlta es una cir·Qttnferencia. 

IIip.) Super ficie esférica O de radio RJ IX corta la 
esfera O, f ig. 154. 

T esis) La sección de C( y la superficie esférica O es 
una cir cunferencia. 

Demos.trac'ión - Sean A, B , C, ... los puntos comunes 
a la superficie esférica y al plano IX . 
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Como todos los puntos de la superficie esférica equi­
distan del centro, tenemos: 

OA = OB = OC = .... 

Por O tracemos OP.l a y unamos P con A, B Y C. 
Los triángulos formados son rectángulos (36) que tienen 
el cateto OP comím y las hipotenusas OA, OB Y OC 
iguales por ser radios de la superficie, luego esos trián­
gulos son iguales, luego los otros catetos son iguales, es 
decir: 

PA. =PB=PC 
lo que nos prueba que los puntos A, B Y C del plano 
equidistan del punto P, luego pertenecen a una circun­
ferencia. 

130. TEOREMA. - Si la distancia elc un plano al 
cellh'o de una superficie esfér'ica es mayor, iílual o menor 

ql~C el radio, el plano y la 
superficie esférica no tienen 

1nmto común o tienen común 

un solo 1JUnto, o tienen co­
mlÍll lllla circunferencia. 

Hip.) Supo esf. O de radio 
Rj OP=d=dist. de O a a. 

d > R, figs. 155, 156 Y 157. <: . . Fig. 155. 
Pluno exterior a una esfera. 

1. - Si el > R, la supo esf. y ex no tienen punto 
comím; 

Tesis 
II. - Si d = R, la sup. esf. y o; tienen un punto 

comím; 
III. - Si d < R, la supo e -f. y ex tienen común 

una circunferencia. 
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Demostración. - 1. - Si es d > R, el punto P eS 
exterior (126); luego P no pertenece a la superficie es­
férica, fig 155. 

Si se tratara de otro punto cualquiera Q se tendría, 
por ser OP 1. a, que en el triángulo rectángulo OPQ la 
hipotenusa es mayor Que un cateto, luego: 

OQ > OP ! . 
h·,· OP R .. OQ > R pero por lpotesls es: > 

lo que nos dice que Q es exterior. Pero Q es un plmto 
cualquiera de a, luego todos los plmtos de a son exterio­
res a la superficie esférica, es decir, ésta yana tienen 
punto común. 

Fig. 156. 

JI. - Si es d = R, el 
punto P pertenece a la 
supo esf., pero también 
pertenece a a, luego a y 
la supo esf. tienen un 
punto común, fig. 156. 

Plano tangente a. una. esfera. 

Cualquier otro punto de 
a, como Q, no pertenece 
a la supo esf. pues resul­
ta su distancia al centro 
mayor que el radio: 

OQ > OP / 
OP = R \'" OQ > R Pero: 

lo que nos dice que Q es exterior a la supo esf., luego P 
es el único punto comím a a y a la supo esf. 

IrI. - Si es el < R, el punto P es interior á la supo 
esf., fig. 157. En un plano que pase por OP construí­
mas el triángulo OPB, cuya hipotenusa es igual a R. 
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Con centro en P y radio PB trazamos lUla circunferencia 
en el plano a. 

Tomemos un punto a de esta circunferencia; unién­
dolo con P y con O resulta un triángulo opa que es 
rectángulo, pues es d ..L a, e igual al triángulo OPB 
por·tener OP común y PO = PB por ser radios de una 
misma circunferencia, luego OC = OE = R, es decir, 
que a pertenece a la supo esf. De la misma manera se 
prueba que todos los puntos ele la circunferencia de 
centro P pertenecen a la sup esf., y como por construc­
ción dicha circunferencia pertenece a <.t, resulta que 
a y la superficie e férica 
tienen comlUl una circwl­
ferencia. 

131. Planos tangente 
y secante. - Un plano es 
tangente a una supo esf., 
si tiene común con ella un 
punto, fig. 156. 

Un plano es secante a 
una supo esf. si tiene co­

l"ig. 1 57. 
Plano ~ecante n una esfera. 

mún con ella una circrurlerencia, fig. 157. 
El plano que no e tangente ni secante, es exterior, 

fig. 155. 

132. TEOREMA. - Sí la distancia de 1ma t'ecta al 
cent1'0 de 1tnCt esfera es may01', igual o menor q116 el 
mdio, la recta y III esfera no tienen punto com{m, o tie­
nen común un solo lJUnto, o tienen dos puntos comunes. 

Hip.) Sup, esf. O de radio Rj OP = disto de O a ?ni 

d ~ R, figs. 158, 159 Y 160. 
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L - Si d > R) la supo esf. y 111 no tienen punto 
común; 

U. - Si el = R, la supo esf. y m tienen un pun­
to común; 

IU. - Si d < R, la supo esf. y In tienen dos 
puntos comunes. 

DernostraC1:ón. - Si es el > R, el plmto P es exte­
rior, luego P no pertenece a la supo esf., fig . 158. 

Si fuese otro punto Q de m, tendríamos en el trián­
gulo rectángulo OPQ que la hipotenusa es mayor que 

lID cateto: 

y como es: 

m p 

lfl,g'. 158. 

OQ > OP ¡ 
OP > R \ 

:. OQ > R 

lo- que nos dice que Q es 

exterior luego la recta ?n y 

la supo esf. no tienen ningún 

punto común. 

Recta exte,ior '" una esfera. 

U . - Si es d = R, fig. 

159, e] punto P pertenece a 

la supo esf., luego la recta 

'In y la supo esf. tienen LID 

punto comím. 

Cualquier otro plmto de m, como Q, no pertenece a 
la supo esf., pues en el tr iángulo rectángulo OPQ es: 

pero 
OQ > OP/ 
OP = R \ .. . OQ :> R 

lo que nos dice que Q es exterior a la superficie esférica. 
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JII. - La recta m y el centro O determinan un plano 
que corta a la superficie esférica según una circunferen­
cia cuya plano es el de la fig. 160, Y cuyo radio es el 
ele la superficie esférica. 

p 

Fig. 159. 
Re etn tangente n lUla esferll. 

Fig. 160. 
Re cta secante a una es lera. 

Si e' d < R, el pUllto P es interior a la circunferencia 
O (Geom. Plana), y sabemos que si una recta m tiene 
un punto interior a una circunferencia, dicha recta tiene 
los puntos comunes M y N con la circunferencia. Pero 
los puntos de la circunferencia son puntos de la super­
ficie esférica, luego .iJl y N, que pertenecen a la recta Tn, 

también pertenecen a la superficie esférica. 

133. Circunferencias y cÍrcul,os máximos y meno­
res. _ Polos. - Se llama ci1'cnllfcl'cncia máxima a la 

p 

Fig. 161. Fig. 162. 
Circulo máximo. Oh'culo menor. 
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que' resulta al cortar una esfera con un plano que pase 
por el centro. Círctüo máximo es el que corresponde a 
una circlmferencia máxima, fig. 161. 

El radio de un círculo máximo es el radio de la esfera. 

Un círculo máximo divide' a la esfera en dos partes 
'iguales llamadas hemisferios. Los extremos del diámetro 
perp,endicular a un círculo máximo son los polos de la 
esfer'a. En la fig. 161, los polos son P y P'. 

Si el plano secante uo pasa por el centro de la esfera, la 
circunferencia se llama cir'cttnferencia meno?' o mínima, y 
su círculo círculo menor, fig'. 162. 

134. La Tierra como esfera. - Hablando con pro­
piedad, la Tierra no es uua esfera, pero se la considera 
como tal porque en relación con el tamaño de su diáme­
tro (1), el achatamiento que experimenta en los polos es 
relativameute pequeño. 

En Geografía, al círculo máximo determiuado por la 
intersección del plano meridiano y la superficie terrestre 
se llama Meridiano, y la longitud de un arco pequeño de 
meridiano se llama 1nM'ü:Ziana, que es la intersección del 
plano meridiano y el plano tangente en un lugar cual­
quieTa del globo terráqueo. 

Hay tantos merÍdianos como pillltos se consideren en 
la superficie teTrestTe. 

" .. 

(1) Las dimensiones de la Tierra son las siguientes: 
Radio ecuatorial, máximo = 6.377 km. 
Radio polar, mínimo = 6.356 km. 
Circunferencia meridiana = 40.003 km. 
Oirclmferencia ecuatorial = 40.070 km. 
Longitud de la 6rbita terrestre = 939.200.000 km. 
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Todos los meridianos tienen dos puntos comunes, que 
son los polos: boreal, árt1:Co o norte, uno; y austral, an­
tártico, o sur, el otro. 

Los polos son los extremos de un diámetro (el menor' 
de todos) llamado eje del mundo. 

El eje del mundo es perpendicular a un círculo máxi­
mo llamado emwdor, cuya intersección con la superficie 
terrestre se llama línea eC1¿atorial. 

Se llama pamlelo a la intersección con la superficie es­
férica de todo plano paralelo al ecuador. 

En un pupto cualquiera de la superficie terrestre no 
pasa más que un solo meridiano y un solo paralelo. La 
situación de un lugar o de una localidad en la superficie 
terrestre está determinada con exactitud cuando se co­
nocen el meridiano y el paralelo que pasan por dicha lo­
calidad. 

Los meridianos se determinan con relación a un meri­
diano inicial, llamado prime'f mm"idiano o meridiano cero, 
elegido arbitrariamente, y que es para todos los países 
modernos el que pasa por Gt"eenwich, pueblo de los alre­
dedores de Londres, con un Observatorio Astronómico. 

Se llama longitud de un lugar, el ángulo diedro forma­
do por el meridiano del lugar y el p1'i1ner lnM'idiano. Es­
te ángulo se expresa en grados, minutos y segundos, y se 
cuenta indiferentemente sobre el ecuador o sobre un pa­
ralelo cualquiera. Se mide en el sentido este o en el 'sen­
tido oeste, de 09 a 1809. 

_ Todos los puntos de un mismo meridiano tienen igual 
longitud. 

La posición de un paralelo se determina por el valor 
del arco de meridiano comprendido entre ese paralelo y 
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el ecuador. Se expresa ese arco en grados, minutos y se­
gundos, y su yalor se llama latitud del lugar. 

La latitud se cuenta a partir elel ccuador hacia el norte 
o hacia el sur, y se mide ele 09 a 909. 

Todos los puntos de 1Ul mismo paralelo tieuen la misma 
latitud. 

Fig. 164. 
El centro de !'.imetl'ía de la 

es Cera. es su centro. 

P 

P' 
Fig. 165. 

El eje de simetría <le In e.· 
fera es su diámetro. 

135. Simetrías en la esfera. - En la esfera se tiene: 

19 El centro de una esfera es el centro de simetría de 
la rnisl/tn. 

En efecto, basta considerar los extremo. de un diáme­
tro cualquiera ..t1A', fig. 16·t Como to~os los radios de 
la esfera son iguale., es OA = OA', luego A y A' son 
plmtos simétricos respecto al centro O. 

29 Todo diámetro de una esfera es 1m eje de simetría 
de la misma. 

En la fig. 165, sea PP' un diámetro cualquiera. Sea 
A un punto cualquiera de la superficie esfériea. Por ..ti 
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tracemos un plano perpendicular al diámetro PP'. Sabe­
mos (129) que este plano determina IDl círculo al cortar 
a la esfera. Sea BB' un diámetro de este círculo menor. 
Por ¡;;er dicho círculo perpendicular a PP' (36), es BB' 
-.l PP', pero también es BO = O'B' por ser radios de 
un mismo círculo, luego los puntos B y B' son simétricos 
respecto al diámetro PP'. 

Lo mismo se demostraría si el punto A perteneciera al 
plano del círculo máximo de la esfera. 

39 Todo lJlano que puse por el centro de una esfe?'a 
es 11'1'1 1J1ano de simetría de la, mi:sma. 

En la figura 166, ::lea o: 

la sección producida por un 
plano que pasa por el centro 

O. Sea A IDi punto cualquie­

ra de la ::luperficie esférica. 
Por 11 tracemos .d .. :1' per­
peucljcular al plano 0:. Una­

mo.' el centro O con A, A' 
Y con M. Los triángulos for- ~'ig. 166. 

Un dl"culo lnáximo es un p1. 
mados OAM y OA'1I1 son de simetría de la esfera. 

rectángulos que tienen el cateto Oil! común y las hipote­
nusas 011 y OA' iguales por ser radios de la esfera, luego 
los otros catetos son iguales: AM = .fl'M, Y como es por 
con. trucción AA' -.l 0:, resulta que .. :1 y A' son puntos 
simétricos respecto al plano 

136. TEOREMA. - Por cuatro puntos no pertenecien­
tes a un mismo 1)la1/0 pasa siemp?'e 1wa esfera y sólo una. 
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Hip.) A, B, ° y D puntos no coplanares, fig. 167. 
Tesis) Por A, B, ° Y D sólo pasa una e fera. 

Demostración. - Unamos los puntos B y ° con A y D, 

Fig. 167. 
Por cuatro puntos no ropla· 

nnres pasa una esfera. 

resultando así dos triángu­

los, y sean jJ.J y N los centros 

de las circunferencias cir­

cunscriptas a los dos trián­

gulos. Por M trazamos a .1. 

pI. ABO, Y por N la recta 

b .1. pI. BOD. 

La recta a es el lugar geo­

métrico de los puntos que 

equidistan de A, B, Y 0, Y la recia b es el lugar geomé­
trico de los pmlÍos que equidistan de B, ° Y D. 

Demostraremos que a y b se cortan en O. 

Tomemos el punto medio P de BO y unámoslo con M y 
con N. Como 111 equidista de B y 0, el triángulo MBO es 
isósceles, luego la mediana 1I1P es perpendicular aBO. 
Por la mi ma razón es NP .1. BO, luego (34) BO es 
perpenclim.uar al plano que pasa por 111, N Y P, Y por 
(85) el pI. MNP es perpendicular a los planos de los 
dos triángulos, pero entonceR, por (83) las rectas a y 
b se hallan en dicho plano 1I1NP, y como los ángulos que 
forman a y b con MN no son suplementarios, las rectas 
a y b se cortan en un cierto punto O, que equidista de 
los puntos dados, luego O es el centro de una esfera que 
pasa por ellos. 

Por los puntos dados no puede pasar otra esfera, pues 
el punto O es el único que equidi ta de A, B, ° y D. 
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137. Posiciones relativas de dos esferas. - Dos 

esferas son eJ:fm'io1'es cuando no tienen ningún punto 

común. 

Fig. 168. 
Esteras exteriores. 

Comprobamos, fig. 168, que si dos esferas son exterio­

res, la distancia de los centros es mayor que la suma de 

los radios: 

Dos esferas son tangentes si tienen un punto común. 

Fig, 169. 
Esferas tangentes exteriOl'mente. 

Si dos esferas son tangentes exte1·ionne.nte, fig. 169, la 
di. tancia de los centros es igual a la suma de los radios: 
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Si son tangentes interionnente, fig. 170, la distancia de 
los centros es igual a la diferencia de los radios: 

d=R-r 

Fig. 170. 
Esfel'8s tangentes interiormente. 

Dos esferas son secantes si tienen común una circunfe­
rencia. 

Si dos esferas son secantes, fig. 171, la distancia de los 
centros es menor que la suma ele los radios: 

Fig. 171. 
Esferas secantes. 

Se demuestra que si dos esferas son secantes, la distan­
cia de los centros es perpeudicular al plano de la circun­
ferencia común. 
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Si lma esfera es interior a otra, fig. 172, la distancia 
de los centros es menor que la diferencia de los radios: 

d<R-1' 

Fig. 172. 
Esfera interior a otra.. 

138. Zona y segmento esféricos. - Se llama zona 
a la parte ele superficie esférica comprendida entre dos 
secciones paralelas. Las secciones se llaman bases y altum 
es la distancia de los planos paralelos, fig. 173. 

Fig. 173. Fig. 174. 

Zona esférica. Oasquete esfél·ico. 

Si uno de los dos planos es tangente a la esfera, la zona 
resulta de una sola base, y entonces se llama casqnete, fi-
gura 174. '1 

Se llama segmento esférico a la parte de esfera com­
prendida entre dos planos paralelos. Si el segmento co­
rresponde a una zona, se llama bibásico, fig. 173, Y si 
corresponde a un casquete, se llama ?nonobásico, fig. 174. 
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139. Huso y cuña esféricos. - Se llama uso esfé­
"ico a la parte de superfieie esférica comprendida entre 
dos semi-circunferencias máximas (]ue tienen el mi.·<l1lo 

diámetro, fig. 175. 

Angula del huso es el forma­
do por las tangentes a y b a los 
semimeridianos en un extremo 
del diámetro, fig. 192. Este án­
gulo es igual al diedro que 
f o r m a n las semicircunfe­
rencias. 

Se llama Cll Ita csfér'ica a la 
ral'te de esfera comprendida 

entre dos semicírculos máximos que tienen un mismo diá­
metro, y el huso correspondiente, fig . 175. 

Fig. 175. 
Huso y cuña. esféricos. 

EJERCICIOS 

26. La intersección de dos círculos Illúxjmos de una esfe:ra, 
,qué elemento es de la esfera ~ 

27. Por dos punto" A y B tomados en la superficie esférica 
pasa un solo círculo máxüllo. 

28. Por tres puntos A, B Y e tomados en la superficie esférica 
pasa un solo círculo menor. 

29. Si se corta una esfera con dos planos paralelos (Iue equi­
distan del centro, las secciones obtenidas son iguales . 
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30. Se traza un pla110 ,ccantc a una esfera y perpendi~ular a 
lUlO de su' cliítmetros. DE'lTIostrar 'lue Jos ]Juntos de la circunfe­
rencia o¡'¡cnicJa c(Juirlistan üe los (,,,tremos ,le! diámetro. Divcrsos 
rasos. 

31. I'ropier]¡¡¡l redproca de la anterior. 

32. Tollo á.ngulo cuyo vl'rtice CHtú eu la superfieie esférim y 
cuyos lacios pasan por los c:xtrelJlOB de un diámetro, es recto . 

33. t Cuáles son los elementos (h' ,illletría üe un hemisferio! 

34. Todas las tallgeute& a una ed'era trazadas para uu puuto 
ele su superficie, perten.ecen a un mismo plano. 

35. Si por un puuto El' traza una normal a una esfera y una 
ohlicua, la oblicua es m:1yol' que In normal. 

36. Tl'nurun plano tangente a una esfera y qne sea paralelo 
a un plano daclo. 

37. Trazar un plano taugente a lllla esfera y que pase ]101' una 
recta llalla. 

• 



• 

CAPiTuLO IV 

CILINDRO DE REVOLUCION 

140. Superficie cilíndrica. - Se llama snperficie 
cilínd1'ica a la superficie engendrada por una recta que 
se mueve paralelamente a una recta dada, y apoyándose 
siempre en una curva fija. 

Las diversas posiciones de la· recta se llaman ge­
neratrices. 

La curva en que se apoya se llama directriz, f ig. 176. 

Fig. 176. Fig. 177. Fig. 178 . 

Superficie cHindr ica. Cilindro ipdefinido. Oilindro definido. 

141. Superficie cilíndrica circular. - Se llama su­
perft'cie cilíndrica cú'mtlar al conjunto de rectas que pa-
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san por los puntos de una circunferencia y son perpen­
diculares al plano de la misma. 

E l conjunto de rectas 
a, b, c,... perpendicula­
res al plano de la circun­
ferencia 0, en A, B, O, . .. 
es una. uperficie cilíndri­
ca circular, fig. 179. 

Podemos decir, también, 
que la superficie cilíndri­
ca circular está engen­
drada por una recta que 
recorre una circunferen­
cia perpendicularmente al 
plano de la misma. 

Fig. 179. 
Snperficie cilindrica circular. 

La circunferencia dada se llama directriz; cada una 
de las rectas se llama gcnerat?'iz, y la perpendicular al 
plano de la circunferencia que pa a por el centro de ella 
se llama cje. El radio de la circunferencia es el radio 
de la superficie cilíndrica. De las definiciones dadas se 
deduce que todas las generatrices y el eje de un cilindro 
son paralelos. 

142. Superficies cilíndricas iguales. - Dos superfi­
cies cilíndricas circulares son ignales, cuando los radios 

son iguales. 

143. Cilindro. Definiciones. - Se llama cilindro 
indefinido a la parte de espacio limitado por una supo 
cil. circo y que contiene al eje de ella, fig. 180. 
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Se llama cilindro definicbo, o simplemente cilindro a 
la 11arte de cilindro indefinido comprendido entre dos pla­
nos paralelos que cortan a todas las generatrices, fig. 181. 

, .................... . 
t •• ,., 

... :;.r C{/ 
: / 

R 

e 

Fig. 180. 
Cilindro. indefinido. 

Fig. 181. 
Oilindro definido. 

Las seceÍones obtenidas se llaman bases, y altnra la 
distancia enh'e las dos bases. La parte de eje del ci­
lindro indefinido comprendida entre las bases es el e.ie 
del cilindro. 

Para designar llil cilindro se leen las letras corres­
pondientes a los centros de sus bases. En la fig. 181 
tenemos el cilincu..o 00 '. 

144. Cilindros recto y oblicuo. - Se llama cilindro 
'recto al ciEndro cuyas generatrices son perpendiculares 

a las bases, fig. 18~. 

Se llama cilindro oblícuo al cilindro cuyas generatrices 
son oblícuas a las bases, fig-. 183. 
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En el cilindro oblícuo la altura es menor que el eje y 

(lue las generatrices. 

Fig. 182. 
(,ilindro recto. 

Fig. 183. 
Cilindro oblícuo. 

145. Cilindro de revolución. - Se llama cilindro 
de ¡'evolución a la figura engendra-
da por un rectángulo que gira al­
rededor de uno de sus lados, figu­
ra 184. 

El lado ~lB sobre el eual g- il'a es 
el eje o altura; el lado que gira es 
el radio y el lado (JD paralelo al 
eje es la generatriz. 

Siendo un rectángulo la figura 
que engendra al cilindro, se com-
prende que; las bases supM'io¡' c in- Fig. 184. 

fel'ior del cilindro son círcIllo8 i(Jlla- (,ilindm de rHoluciún 

les, pamlclos y pcrpcncliclllclJ"(s I1l cje. 

146. Convención. - Si/.:lIlpl"c que 110S refiramos a 
1/n cilindro, quedará entendido qlll' IlOs referimos al ci­
lindro de revolución. 
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147. Cilindros iguales. - Dos cilinclros son iguales 
si los radios de sus bases y sus alturas son respectivamente 
iguales. 

Intersección de un cilindro con un plano paralelo al eje 

148. Un plano pu~de cortar a un cilindro paralela-
mente al eje de yarias maneras: 

19 el plano pasa por el eje; 
29 el plano no pasa por el eje, pero corta al cilindro; 
39 el plano pasa por una sola generatriz del cilindro; 
49 el plano no corta al cilindro. 

149. Plano secante. - Se llama plano secante, al 
plano que corta a un cilindro. 

150. 19 El plano pasa por el eje. - TEOREMA. -

Si tm plano coda a t~n cilind1'o y pasa por su eje, la sec­
ción que se obtiene es nn 1·ectángttZo. 

Hip.) Cilindro 00' j plano 71" pasa por 

00' j sección ABCD, ligo 185. 

Tesis) . ABCD es un rectá~gulo. 

Demost1'acióll. - Sabemos que las ba es 
de un cilindro son círculos iguales y pa­
ralelos (145, in fine), luego al cortar los 
planos a que pertenecen con el plano 71", las 
intersecciones serán paralelas (283,), luego 
e AD//BC. 

Pero las bases son círculos iguales, lue-
Fig. 185. go sus diámetros son iguales, es decir: 

PI:1no s{'c"antf' 8 un AD BC 
cilindro. = . . 
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Entonces el cuadrilátero ABCD tiene dos lados opues­
tos iguales y paralelos, luego es un paralelógramo. 

En la figura ABO 'O, que sabemos es un rectángulo, el 
ángulo B es recto, luego todos los demás ángulos de 
ABCD son rectos, luego la sección es un rectángulo. 

151. COROLARIO. - La sección obtenida es el duplo 
del t'ectál1gulo q1le engendm al cilindro. 

152. 29 El !llano no pasa por el eje, pero corta al 
cilindro. - TEOREMA. - Si 1m plano corta a nn cilindro, 
sin pasu?' por el eje 2)e1"0 paralelo a él, la sección que se 
obtiene es 1m 1'ectáng1tZo. 

Hip.) Cilindro OO'j plano 7r//OO'j sección ABCD, 
figura 186. 

Tes1·s) . ABCD es un rectángulo. 

Demostración. - Unamos O con A y 
con D, y O' con B y con C. Las figuras 
OABO' y ODCO' son rectángulos, por de­
finición de cilindro de revolución, luego es 

00' = AB = DC 

y además: .J..B / / DC, luego el cuadrilátero 
ABCD que tiene dos lados opuestos igua­
les y paralelos es un p~ralelogramo . 

Al ser AB 1. BO', es AB perpendicular 
al plano que engendra O 'B, luego es, por 
(36), AB 1. BC, luego el ángulo ABC 

B 
Fig. 186. 

Plano secante a un 
cilindro. 

es recto, luego el paralelogramo ABCD es un rectángulo. 
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153. COROI.ARIO. - La sección qnc se obtiene es tanto 
menor cuanto mayor sea la distancia del plano ?T al eje. 

154. 39 El plano pasa por una sola generatriz del 
cilindro. Plano tangente. - En tal ~aso el pla110 e¡:¡ 
tangente al cilindro, que defillixemos así: Se llama pla­
no tangente a un cilindro, al que toca al cilindro segúll 
una generatriz. 

Así, en la fig. 187 el plano ?T que toca al cilindro 00' 
segím la generatriz AI3. eR ta;ngente al cilindro 00 '. 

155. Propiedad del plano tangente a un cilindro. 
TEOREMA. - Todo 2)lo no tangente a ~m Gilind1'o es 1Je1'­
peneZiwlar al, plano cletenninado por el eje y la gene­
¡'atriz de contacto. 

Hip.) Cilindro 00'; pI. ?T es tangente al cilincho se­
g{ill la generatriz AB; pI. a, determinado por AB y 00', 
figura 187. . 

.- .. -.- ,8 

Fig. 187. 
Plano tn~lgente a. un cilindx-o 

Tesis) ?T ..l a. 
Demost1'ación. - En ?T consi­

deremos la recta rn tangente en 
A a la circunferencia O. Esta 
tangente es perpendicular al ra­
dio que pasa por dicho punto, lue­
go es OA ..l 1n. Pero, por ser 
uu cilindro de re,olución, es 
O A ..l AB, luego si O A es per­
penclicnlar a dos rectas del pla­
no ?T es perpendicl1lar al plano ?T, 

es elecir: OA ..l ?T. 

Procediendo de igual manera 
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respecto al raclio O 'B llegaremos a igual conclusión : 

O'B 1- 'Ir. Pero si dos rectas, la OA Y la O'B, son per ­

pendiculares a un plano, el plano 'Ir, el plano determi­

nado por dichas rectas es perpendicular al plano dado, 

luego el plano ce es perpendicular al plano 'Ir : ce 1- 71". 

156. 4Q El plano no corta al cilindro. Plano exte­

rior. - En tal caso el plano es 
exterior al cilindro. 

En la figura 188, el plauo 71" es 
exterior al cilindro 00', pues 
siendo paralelo al eje, no corta al 

cilindro. 

. .. -- - - ... .. 
" 

157. OOROLARIOS. - De las 
propiedades que acabamos de es-' .' 
tudiar, c1educimos que: 

o' 
Fig. 188. 

19 Si ~m plano es secante a un 
<;ilin(lro, S7' distancia al eje es 
rnen01' quc el radio, y corta al 

neratrices j 

Plano exterior a un cilindro 

cilindr'o según dos ge-

29 Si 7m plano es tangente a un cilindr'o, s~, distancia 

al eje es ig~wl qt,e el radio, y corta al cilindro según una 

ge?1erah-izj 

39 Si t,n plano es exte?'ior a 7m cilindr'o, s~, distancia al 

oentro eS mayor que el radio, y na corta al cilindro, 
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158. Tangente a una esfera. - Una recta es tan­
gente a lma esfera, cuando toca a 

Fig. 189. 
RecIa tangente 

a una esfera. 

la esfera en uu solo punto. 
Ija recta a, fig. 189, es tangente a 

la esfera O porque la toca en un 
solo punto. 

Se deduce fácilmente que la tan­
gente a una esfera es tangente al 
círculo máximo determinado por el 
plano que determinen la recta dada 
y el centro de la esfera. 

159. TEOREj\IA. - La recta tangente a una esfera 

es pe¡'lJendicllZar al mdio de la esfera que pasa pOt' dicho 

p11nto. 

Hip.) Recta a y esfera O; ce tg. O en T, fig. 189. 

Tesis). a ..L O T. 

Demoslt'ación. - La recta y el punto O determinan 
un plano que corta a la esfera seg{m una circlmferencia 
máxima. Ahora bien, esta circunferencia tiene común 
con a el punto T, luego a es tangente a ella, y por con­
siguiente, perpendicular al radio que pasa por T. Pero 
este radio de la circlmferencia es el radio de la esfera, 
luego es a ..L O T. 

160. TElOREl\IA. - Todas Zas tangentes trazadas a 
~¿na esfet'a por los pnntos de una ci1'cnnferencia máxi­
ma/ son paralelas. 
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Hip. ) E fera O; cif. máxima O; a, b y c tangentes 

a O en A, B Y O, respect., fig. 190. 

Tesis) a//b // c /l . .. 
Demostración . - Tracemos por O 

la recta e perpendicular al plano 
del círculo máximo. Por (36) resul­
ta: e .1 AO, e .1 BO, e .1 OO. 

e 

a 

A I----+-~ 

Fig. 190. 

resulta que a y e son paralelas por Tangentes a nna esfera. 

ser perpendiculares a una misma recta, luego: al l e. 

Al ser a tangente a la esfera en 
el punto A, por el teorema anterior 
es a .1 AO y como es e .1 AO, 

De la misma manera demostraremos que es b I le y 
cl le . Comparando estas relaciones de paralelismo dedu-

\ cimos que es: al I bl I c. 
A igual conclusión llegaríamos si fuesen más tan-

gentes. 

161. Esfera inscripta. - COROLARIO. - Conforme 
con la definición de superficie cilínch:ica circular, pode­
mos decir que: Todas las ta ngM/tes a 1l1La esfera trazadas 
por los puntos de nna circunferencia máxima constitu­
yen 1wa supc1'ficie cilíndrica circula1'. 

En tal caso, la esfera está inscript(~ en la superficie 
cilíndrica circular, y ésta está circunscripta a la esfera. 

La circunferencia dada se llama circunferencia de 

contacto. 

162. Planos tangentes a un cilindro que pasan por 
una recta paralela al eje. - TEOREMA. - Por una recta 
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exterim' a 1ln cilindro y paralela al eje 1)asan dos planos 
tangentes al cilind¡'o. 

Hip.) Cilindro OO'j AB 
p==---''r--<~_-!!.A¿or. ext. y 1100', fig. 191. 

, , 
~-~:": :. -'Q," -j 

,,- ....... ! 
O· 

N 

13 Tesis) . Por AB pasan dos 
planos tangentes a 00'. 

Demostración. - Sea A el 
punto en que AB corta al pla­
no que contiene a la base su­
perior del cilindro, de centro 
O. Por A, punto exterior a la 

Fig. 191. circunferencia O, sabemos que 
Planos tangentes 11 un cilindro. 

se pueden trazar dos rectas 
tangentes a O. Sean AM y AP esas dos tangentes. 

Por M tracemos una recta JJIN paralela a 00' j esta 
recta MN es lIDa generatriz del cilindro (140). Como es: 

MN 1100' por const. ) 
, ~ es i1INllAB 

~~ABIIOO por hip, j _~ __ .ZM 

Las rectas paralelas MN y AB determinan un plano a, 
(11), que ·tienen común con el cilindro una' generatriz, 
luego es el plano a tangente al cilindro 00', 

Lo mismo se demostraría que por AB pasa otro pla­
no (3 que es tangente a 00' seg(m la generatria PQ, 
luego por' AB pasan dos planos tangentes al cilindro 
dado, 

163. Planos tangentes a una esfera, que pasan por 
una recta determinada. - TEOREMA, - Pm' t¿na 1'ecta 
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exterior a 1~tW esfera pasa?~ dos planos tangentes a tli­

cha esfera. 

Hip.) Esfera O; .AB ext. a O, fig. 192. 

Tesis). Por .AB pasan dos planos tangentes a la 

esfera O. 

A· 
Fig. 192. 

Demostración. -

Por el punto O tl'a­
zamos el plano 7r 

perpend i e u 1 a r a 
.AB. .Al pasar el 
plano 7r por el cen­
tro O, determina en 
la esfera lUla cir­
cunferencia de cen­
tro O, (129), y en Planos tang~n tes a nna esfera: 

la recta AB determina el punto P. En el plano 7r sabe­
mos que por P se pueden trazar dos taugentes a la cir­
cl.Ulferencia O. Sean Pl'I1. y PN' esas dos tangentes. 

El pl.UltO ]1 y la recta AB determinan el plano a, 
que es tangente a la esfera O en el punto M. Lo mismo 
ocurre con N y AB, que determinan el plano {3, tangente 
en N, luego por AB pasan dos planos tangentes a la 
esfera O, 

Simetría en er cilindro 

164. Simetría central. - En un cilinclro, el pu,nto 
medio de S1t eje o alt1wa es el cent1'o de simetría. 

Sea O, fig . . 193, el punto medio de la altura, y P 
un punto cualquiera de la superficie del cilindro. 
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Por O tracemos PP'. El punto P' ps el simétrico 
de P . En efecto: tracemos por P y por P' sendas per­

,,' 
8 

" 

Fig. 193. 
Centro de simetria 

en el cilindro. 

pendiculares al eje AB. Se forman los 
triángulos rectángulos POC y P'OD, 
que son iguales por fenet' Zas catetos 
PC y PD iguales por ser radios del ci­
lindro, y los ángulos 1 y 2 iguale por 
ser opuestos por el vértice. Al ser igua­
les los triángulo rectángulos, sus hipo­
tenusas son iguale', luego PO = OP', 
luego P y P' son simétricos, luego O es 
el centro del simetría del cilindro. 

165. Simetría respecto a un eje. - El eje dc 1m 

cilindro es mt eje ele simetría. 
En efecto: la rotación de 180· del 

cilindro hace que coincida consigo 
mismo, fig . 194, luego el eje de ro­
tación es un eje ele simetría de todo 
sus meridianos. 

166. Simetría respecto a un 
plano. - Todo 1JZanO que pase por el 
eje ele t'o/ación es 1W plano de si­
metría. 

Ya hemos visto (122, 29 ) que toda 
f
· . . d . t' Fig. 194. 
19ura que tIene un eJe e sune na E j" y plano ,]p . ime· 

tiene también un plano ele simetría, tda en un cilindro. 

que es el plano que pa. a por dicho eje, fig. 194. Como el 
cilindro ele revolución tiene un eje de simetría, tiene como 
plano ele simetría a toclos los planos que pasan por el eje. 
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167. La simetría respecto a un eje y a un plano en 
el cilindro puede demostrarse directamente de la misma 
manera como lo hacemos en el cono, en el Capítulo si· 
guiente. 

Intersección de un cilindro con un plano cualquiera 

168. Un plano cualquiera puede cortar a un cilin-
dro de do maneras diferentes: 

19 perpendicularmente al eje; 
29 oblícuamente al eje. 
(Nótese que quedan excluídas las pOSlclOnes del plano 

paralelo al eje porque ya se ha estudiado en las páginas 
106 a 109 y siguientes). 

169. Sección normal. - Sección de una superficie 
cilíndrica es la figura que resulta al cortar con un plano 
todas sus generatrices. 

Fig. 195. 

Secciones en el cilindro. 

Fig. 196. 
La sección normal es una cir· 

cunferencia. 



- 116 -

Si el plano corta perpendicularmente a las generatrices, 
la sección se llama sección n01'mal, 

Para que una sección sea normal, basta que el plano se­
cante sea perpendicular al eje de la superficie cilíndrica, 

En la fig. 195 la sección producida por a es una sección 
cualquiera, mientras que si es (3 .1 e, la sección producida 
es una sección normal. 

170. 1 Q Plano perpendicular al eje. - TEOREMA. -

La. sección normal de ttna s11perNc'ic cilíndrica cirwla1' 
es una ci?'ct~nfe1'encia, 

Hip.) Supo cil. circular de eje e y radio R; (3 .1 e, 
figura 196. 

Tesis). La sección: producida por (3 es una circunfe­
rencia. 

Demostmción: Las generatrices y el eje son paralelas 
(140), es decir: aJe. Por hipótesis es a .1 e y (3 .1 e, 
y como dos planos perpendiculares a una recta son para­
lelos 42d), es (3 J a, y como a y e determinan un plano 
que corta a a y (3 en OA y O'A', por (47) resulta 
O'A'IIOA, luego la figura AOO'A' es un paralelogra­
mo, luego: 

O'A'= OA (1) 

De la misma manera se demostraría que: 

O'E = OE; 0'0' = 00;. . ... (2) 

Pero los segundos miembros de (1) y (2) Son iguales 
por llipótesis, luego: 

O'A' = O'E' = 0'0' ..... 
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y si todos los puntolil de la sección producida por f3 equi­
distan de O, esa sección es una circuuferencia. 

171. COROLARIOS. - 1. Las secciones normales de 
n-na s1lperficie cilínd1'ica circular son paralelas e iguales . 

n. Al ser cÚ'cunfe1'l!ncills las secciones ?wrmales de 
1ma S16pcrficie cilíndrica, en cl cil'inclro dichas secciones 
son CíTC1C los. 

172. 29 Plano oblicuo al eje. - Si el plano 71', 

fig. 197, corta 'al ciliudro ele eje 00', la sección obtenida 
es lUJa ehpse. 

Su estudio corresponde a otros cur,;os. 

173. Cilindro trunca­
do. - Se llama cilind1'o 
fntncado, o tronco de ci­
lindro, a la parte de ci­
lincho comprendida entre 
una base y la sección pro­
ducida por un plano que 
lo corta ablicuamente. 

En la fig. 197 el plano 
'Ir ha determinado dos ci­
lindros truncados. 

Fig. 197. 
Plano oblicuo a un cilindro. 

174. Desarrollo de un cilindro. - Para desar'ro­
llar nn cil'indro se considera a su superficie como 
formada por una hoja de papel y se la corta según lilla 
generatriz. Luego se la desenrolla y se extiende en un 
plano. Se obtiene así un rectángulo cnya base es la lon-
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gItud de la circunferencia de la base del cilindro, y cuya 
altura es la altura o generatriz del cilindro, fig. 198. 

Al rectángulo obtenido e le agregan lo círculos de 
la base. 

38. 
39. 

linclro. 
40. 

('omÚl1. 

h 

Fig. 198. 
Desarrollo de un cilindro. 

E'JEl<CICIOS 

Construir un cilin,ho (};1(la tr(' generatrices, 
1'01' un punto dado traznr los planos tangentes a un ci· 

Dos cilindros son tangentes. Trazar el plano tangente 

41. Daelos \lila esfera y uu ci lindro, trazar los planos tangentes 
comune '. 

42. Da,los dos (;j¡ indroR paralelos, trnzar los planos tangentes 
comunes . 

43. rOl' un punto duelo, trazar todas las rectas que cquidi tan 
de otro punto <1a(lo. 

44. Construir un COIlO da ,las t res generatrices . 
4 5. POI' un punto dado, trazar los plano tangentes a un COllO, 

46. DaLlos una esfera y Ull cono, trazar los planos tangentes 
comunes. 

47. Ilados UIl cono y un punto, trazar los planos tangentes al 
cono y que est,sll a una dcrta distancia (1 del punto dado. 



CAPÍTULO V 

CONO DE REVOLUCION 

175. Superficie cónica. - Se llama s~~perficie có­
nica a la superficie engendrada por una recta que se 

mueve apoyándose cons-

o 

Fig. 199. 
Superficie cónica. 

tantemente en un ptUlto 
dado y siguiendo a una 
~urva fija. 

El punto dado se llama 
vértice o cí&spide; lar; di­
versas posiciones de la 
recta se llaman generatri­
ces; la curva en que se 
apoya se llama dú'ectriz, 
Eig. 199. 

176. Superficie cóni­
. ca circular. - Definicio-

nes. - Se llama snpe'l'ficie cónica C'i,¡'Cu.la1' al conjunto 
de semirrectas determinadas por un ptUlto de una recta 
perpendicular al plano de una circunferencia en el cen­
tro ele la misma, y los puntos de la circunferencia, fi-

gura 200. 
Podemos decir también, que la superficie cónica cir-

cular está engendrada por una recta que recorre tilla 
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circlmferencia, apoyándose en 1Ul punto de la recta per­
pendicular al plano ele ]a circunferencia en u centro. 

V El punto Y de la per-

Fig. 200. 
SuperIicie c6nica circular. 

pendicular e en O al p]a­
no ce, orige)l de las semi­
rrectas, se llama vértice 
y genel'at?'ices las semi­
rrectas a, b, c, .. , La cir­
cunferencia O se llama di-
1'eciriz, y la perpendicular 
TTO se llama cje. 

177. COROLARIO. 

Todas las genemtrices 
fOl"1nan con el eje ángnlos 
ag1tclos ignales. 

E l ángulo formado por el eje YO y lila generatriz 
Y A se llama aberhwa. La (¿bel'tum siempre es lil án­
gulo agudo. 

178. Superficies cónicas iguales. - Dos superficies 

cónicas circulares V V 

son ig1wles, si sus 
aberturas t a m -
bién lo son, 

179. Cono. 
- Se llama cono 
indefinido a la 
parte de espacio 
limitada por una Fig. 201 . 

superficie cónica Cono indeIinido. 

circular y que contiene al eje de 

Fig. 202. 
Couo definido. 

el1a, fig . 201. 
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Se llama cono finito, o &implemente cono, a la parte 
de cono indefinillo comprendida entre el yértice y la 
sección producida por "tUl plano que corta a todas las 
generatrices, fig. 202. La sección obtenida es la base 
del cono; altuTeb es la distancia del vértice a la base. 

Si la base es perpenclicular al eje, el cono es r·ecfo. 

180. Tronco de cono. 
a la parte de cono com­
prendida entre su base 
y la secéióll producida 
por un plano que corte 
a todas las generatri-
ces, fig. 203. 

La llue\'a sección y 
la base del cono son las 
bases del tronco de co-

Se llama t'1'onco de cono 

v v 

Fig. 203. 
Troncos de cono. 

no. Si las bases son paralelas y perpendiculares al eJe 
del cono, el tronco es recto de bases paralelas. 

181. Cono de 
A 

}'ig. 204. 
COllO de 1·evoltlci6n. 

revolución. - Se llama cono de re­
volución a la figura engendrada por 
un triángulo rectángulo que gira al­
redeüor de uno de sus catetos, fi­
gura 204. 

El lado sobre el cual gira es el 
eje o altura; el cateto que gira es 
el radio de la base elel cono, Y la 
hipotenusa es la generatriz. 

De la definición üe cono de revo­
lución se deduce que: todas las ge­
neratrices son ig1tales. 
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182. Convención. - Siempre que nos 1'efiramos a 
tm cono, quedará entendido que nos rc! erimos al cono 
de revolución, 

183. Conos iguales. - Dos conos son ig1/ales si son 
iguales sus alturas y los radios ele sus bases, respectiva­
mente. 

Intersección de un cono con un plano que pasa por el 
vértice 

184. Un plano que pase por el vértice de un COllO 

puede cortarlo de "arias maneras: 
1<:t el plano pasa por al eje; 
2<:t el plano no pasa por el eje, pero corta al cono; 
3<:t el plano pasa por lUla sola generatriz del cono; 
4<:t el plano no corta al cono. 

185. Plano secante. - Se llama plano secante, al 
plano que corta a un COllO. 

186. 19 El plano pasa por el 
eje. - TEOREUA. - Si un plano 
corta a un cono y pasa por sn eje, 
la sección que se obtiene es 1m trián­
gulo isósceles. 

Jlip) Cono VO; plano "Ir pasa por 
VO,. sección l~AB, fi~. 205 . 

Tesis) V AB es un triángulo isó -
celes. 

Demostración. - Al pasar el plano Fig. 205. 
PIHno secante que pasa 

"Ir por VO, pasa por O, que es el cen- vor el eje. 
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tra del círculo de la base, luego la intersección de 7r con 
el plano de la base es el diámetro .tiB. . 

Las intersec<.:iones ele 7r con la SUl)erficie cónica son 
las generatrices YA Y rB, tIue son iguales (181), luego 
el triángulo y AB, que tiene dos lados iguales, es isósceles. 

187. COROLARIO. - La sección obtenida es el dnplo 
del triángulo rectángulo que engendra al cono. 

Si un plano corta a 1111 COlla 2Ja¡;ando 2)01' el vértice 
pero ¡;in pasar pOJ" el eje, la sección que se obtiene es 
lIn h"¡Úllglllo isósceles. 

188. 2Q El plano no pasa por el eje, pero corta 
al cono - 'rEOREMA. - Si un 2Jlano carla a Wt cono 
pasando por rl vértice pcro sin lJasar pOJ' el eje, la sec­
ción qllC se obtiene es nn triángulo isósceles. 

v 

Fig. 206. 
rlano secante que no 

pasa por el eje. 

IIip.) Cono VO; plano 7r pasa por 
V, pero no por VO; sección ViiB, 

fig. 206. 

Tesis) V AB es un triángulo isós­

celes. 

DomostraciÓn. - El plano 7r corta 
al plano ele la base según la secante 
AB. Si unimos .t1 Y B con V, resulta 
YA = VB, pues todas las genemtri­
ces de un cono ele revolución son 
iguales, luego el triángulo V AB que 
tiene dos lauos iguales, es isósceles. 

189 . COROLARIO. - LCL sección q!W se obtiene es 
tanto mella/' cuanto mayor sea la distancia del 1)lano 7r 

al contra O. 
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. 1 so. El plano pasa por una sola generatriz del 
cono. - Plano tangente. - Si el plano que pasa por 
el vértice pasa, además, por una sola .generatriz del cono, 
el plano es t angente al cono, que (lefiniremos así: Se 
llama plano ta,ngente a Ull cono, al que toca al cono 
según una generatriz. 

AS1, en la fig . 207, el plano 7r que toca al cono 170 
según una generatriz 170, es tangente al cono. 

191. Propiedad del pla­
no tangente a un cono. -
T E ORElIIA. - Todo plano tan­
gente a tm cono es lJ (31'p en­
diculm' al plano detenninado 
pOj' el eje y la gel1emM'iz 
de contado. 

H ip,) Cono VO J' plano 7r 

tangente a VO según V Áj 

plano IX determinado por VO' 
y V A, fig . 209. 

Tesis) Plano 7r 1.. plano IX. 

Fig. 207. 
rlnnn tange.1\te n un cono 

Demostración. - Eu el plano 7r ronsideremos la recta 
m tangente en A a la circunferencia O. Esta tangente 
es perpendicular al radio qne pasa por el punto de tan­
gencia, luego es : OA 1.. m. 

Unamos A con V. La genel'Il11'iz 17 ... 1 Y la recta m 
determinan el plano 7r que pasa por V y por la gene­

ratriz V.11. 

El plano 7r es perpendicular' al plano ;;>;, determinado 

por YA y VO, 
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En etecto: tenemos que es: 

YO ..L Oil, por defilúcióll de COIlO de revolución, 

y 0 11 ..L m, por construcción. 

luego, por el teorema de las tres perpencliCluares re­

sulta (37): 

192. 49 El plano no corta al cono. - En tal caso 
el plano se llama plano exterior, fig . 208. 

193. COROLARIOS. - De las propiedades que acaba­

mos de estucliar, deducimos que: 

-Fig. 208. 
Plano ex.terior .a. un cono. 

19 Si ~m plano e,s secante a ttn 
cono Y pasa PO?' el eje, corta al 
cono según dos generatn:ces, figu-

ra 205. 

29 Si ttn pLano pasa pm" el vér­
tice de, un cono Y no pasa, PO?" e,l 
eje, corta al cono según dos gene­
mtrices, Y el ángulo qtte forma 
con el eje, de,l CO'lW es nwnor qtW 
la aberhcra del mismo, fig. 206. 

39 Si 'U.n pla1~o e,s tange,nte a ttn cono, el ángnlo que 
forma con el eje es igual a la aberttwa del cono, fig. 207 . 

49 Si ~m plano pasa pm" el vértice de wn cono Y es 
_ exte1"ior al l1úsmo, el áng'lllo que fm"ma con el eje es 
mayor qtte la abertur-a del cono, fig. 208. 
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Planos tangentes a una esfera, que pasan por un 
punto determinado 

194. TEOREMA. - Todas las tangentes a una esfera 
trazados PO?' 7¿n punto exterio ¡' a ellll, son iguales. 

Hip.) Esfera O j punto P j tangentes PA, PB, PO, . .. 
fig. 209. 

Tesis) PA = PB = PO = 

Demostración. - El eje PO con cada uno de los pun­
tos A, E, O,... determinan planos, que cortan a la es­
fera segtm círculos máximos, pues pasan por el centro O. 
Todos esos círculos son iguales, pues tienen el mismo 
radio, el de la esfera, luego todos la tangentes trazadas 
a esos círculos iguales desde el p 
mismo punto P, son iguales. Pero 
estas tangentes iguales PA = PB 
= PO = ... son, al mismo tiem­
po, tangentes a la esfera, luego to­
clas las tangentes trazadas a una 
esfera desde un mismo punto son 
iguales. 

195. Esfera inscripta. - Co­
ROLARIOS. - 1. Por el p1tnto exte-
1'ior P se pueden trazar infinitas 
tangentes a la esfera O. 

Esas infinitas tangentes consti-

Fig. 209. 
Tangentes a una esfera. 

tuyen un cono circunscripto a la esfcra O, luego pode­
mos decir: 



- 127-

Una esfera está inscripta en un cono, cuando la esfera 

es tangente a todas las gene­
ratrices del cono, fig . 210. 

196. lI. Por cada una 
de las generatrices del cono 
pasa un plano tangente al 
cono, y como éstas son tan­
gentes a la esfera y pasan 
por el punto P, aquellos pla­
nos también son tangentes a 
la esfera, luego: , , " 

0 ,0 

Por 1m punto exterior a 
11M esfera pasan infinitos 
1Jlanos tangentes a ella . Fig. 210. 

Esfera inscripta en un cono. 

Fig. 211. 
Simetrla central 

en el cono. 

Simetría en el cono 

197. Simetría central. - Si se 
con 'iclera 1/11 cono de dos napas, el 
vértice es 1111 centro ele simet1'Ía. 

Sea Y el vértice de un cono recto 
de dos napas, fig. 211. Todo punto 
de una napa tiene su simétrico en la 
otra napa. 

Sea A el punto considerado, per­
teneciente a la superficie cónica. Tra­
cemos desde V la generatriz g que 
pase por A . 

Por defi.uición de superficie COl1l­

ca, todo punto de la generatriz per-
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tenece a la superficie cónica, luego si tomamos en g 

VA' = 11 A, el punto A' per tenece al cono y es el simé­
trico de A. 

198. Simetría respecto a un eje. - El eje de un 
cono es 1tn eje de simet'ría. 

" 

Fig. 212. 
Eje de simetrla 

en el co'l:lo. 

Sea el cono de vértice V, fig. 212, 
Y cuyo eje es VO . 

Este eje o altura del cono es un 
eje de simetría del mismo. 

En efecto, consideremos un punto 
A del cono. Este plilltO tiene su si­
métrico respecto al eje en el mismo 
cono. 

Por A trazamos AP 1. 11P Y pro­
longamos hasta cortar a la superficie 
cónica Em A'. 

E l plillto A' es el simétrico de A . Unamos V con A'. 
Los triángulos VP A y VP A' son rectángulos, por cons­
trucción, y tienen el cateto VP común y el ángulo o: 
igual al ángulo (3, pues en un cono el ángulo formado 
por el eje y las generatrices son iguales. Luego es 
6. VPA = 6. 11PA'. 

Como en triángulos iguales a ángulos iguales se opo­
nen lados iguales, al ser o: = (3', es PA = PA', y como 
es AA' 1. VP, resulta que A y A' son pl.illtos simétricos. 

199. Simetría respecto a un plano. - Todo plano 
q7¿e pase por el eje es un plano de simetT'Ía. 

Sea \\1 cono ele cértice 11, fig . 213, cuyo eje es VO. 
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Todo plano, como el plano 71', que pase por VO es un 
plano de simetría del cono. 

Oonsideremos al plmto A, de la 
superficie cónica. Por A tracemos 
AP .1 71', Y prolong'uemos hasta cor­
tar en A' a la superficie cónica. 

Unamos V con P, con A y cun A'. 

Los trirulg'ulos formados VP A y 
VPA' son rectángulos, pues por ser 
AP .1 71', es (36) AP, .1 VP, y ade-

v 

más son iguales, pues tienen el cateto Fig. 213. 
Plano de simetría 

VP comÍm y los ángulos a y f3 igua- en un cono. 

les por estar formados por el eje y las generatrices. 
Lueg'o es 6. VPA = 6. l TPA', de donde se deduce que 

si es a = f3 también es PA = PA' Y como es AA' .1 71', 

resulta que A y A' son puntos simétricos. 

Intersección de un cono con un plano cualquiera 

200. Un plano puede cortar a un cono de revolución 
de diversas maneras: 

19 por su eje; 
29 paraüilamente a su eje. 
39 perpendicular a su eje; 
49 paralelamente a una generatriz; 
59 oblicuamente a su eje. 

201. 19 Plano que pasa por el eje. - Si un plano 
pasa po'r el eje de 1t1~ cono, la sección que se obtiene es 
1m t1'iáng1üo isósceles wya altnra es el eje y cuya base 
es el diámetro de la base, fig. 214. 
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Esta propiedad ya se ha demostrado en el párrafo 186. 

v 202. 29 Plano paralelo al eje. 
- Si consideramos un cono de dos 
napas, fig. 215, y un plano 7T que 
corte a las dos napas paralelamen­
te al eje, resulta como sección dos 
figuras simétricas, que constituyen 
las dos ramas de una ClU'va que se 
llama hipérbola, y cuyo estudio 
corresponde a otros cursos. 

Fig. 214. 
Sección en un cono. 

203. Sección normal. - Sec­
ción de una superficie cilíndrica 
es la figura que resulta al cortar 

con un plano todas sus generatrices. Si el plano es per­
pendicülar al eje, la sección se llama secc1'ón 1w1'mal. 

Fig. 215. 
Sección llamada hipérbola. 

En la fig. 216 la sección producida por o; es una sec­
ción cualquiera, mientras que si es f3 -l e) la sección 
producida es una sección normal. 

204. 39 Plano perpendicular al eje. - TEOREMA. -

Todo 11lano perpendicular' al eje de 7~n cono, dete1'mina 
1crw sección cir·c7~lar. 

Hip. ) Oono V; eje VO; pI. (1 -l VO, fig. 217. 
Tesis) La sección producida por f3 es un círculo. 
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DemOi;trQción. - El plano (3 corta a todas las genera­
trices de la supo cÓn. cire. dada, por ejemplo a la gene­
ratriz Q. En efecto, el plano determinado por a y e tiene 

V V 

Fig. 216. Fig. 217. 
Secciones normal y oblicua. Sección circular. 

el punto O común con (3, luego (13) tendrá común una 
recta e que encontrará en A a la recta a porque la aber­
tura IX es un ángulo agudo (175) y el ángulo en O es 
recto, luego: A /"-.. 

AVO + AOV < 2R 
luego e y a se cortan por no formar ángulos conjugados 
suplementarios, y como e está en '(3, resulta que (3 corta a a. 

De igual manera se demuestra que (3 corta a las demás 
generatrices. 

Sea b otra generatriz cuya intersección con (3 es B. 
Unienclo B con O resulta el triángulo rectángulo VOB 
que es igual al triángulo rectángulo VOA por tener VO 
común y los ángulos en V iguales a IX, luego OA = OB, 
es decir, los puntos A y B están en (3 y equidistan de O. 

De igual manera se prueba que los demás puntos de 
la sección equidistan de O, luego la intersección es una 
circunferencia. 
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205. 49 Plano paralelo a una generatriz. - Si con­
sideramos un cono V, fig. 218, Y un plano 71' paralelo 

v 

Fig 218. Secci6n llamad" parúbola. 

a una de las generatrices del cono, la sección que resulta 
es una curva que se llama parábola. El estudio ele esta 
curva se hace en cursos superiores. 

206. 
f ig. 219, 

59 Plano oblicuo al eje. - Si el plano 71', 

es oblicuo al eje elel cono V, la sección que se 

v 

Fig. 219. 
S ección ll amada elipse. 

obtiene es lma elipse. Su estu­
dio también se hace en cursos 
superiore . 

207. NOTA. - Las CUl'\'as 
que se obtienen al cortar un co­
no con un plano que ocupa di­
versas posiciones respecto al 
eje son: la cil'cunfcl'encia, la 
elipse, la hipél'bola ~. la pal'ábo­
la que constituyen lo que se de­
nomina familia de las cónicas, 
atendiendo a su origen. 

En las figs. 220 a 222 c1a-
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1110S un ejemplo de esas curvas situadas en el plano de 
del libro, 

208. Desarrollo de un cono. - Para desan'olla1' nn 
cono cOllsideramos a su superficie como formada por una 

00 
Fig. 220. Fig. 221. ~ Fig. 222. 

Circunferencia. Elipse. ~, Hipérpola. 

c -
Fig. 223. 

::; Pal·ábola. 

hoja muy delgada, como el papel, y se la corta según ya 
generatriz. Luego se la desarrolla y se la extiende en 
un plano, La figura que se obtiene es un sector circular 
cuyo radio es la generatriz del cono, y cuya base es un 

v v 

A B 

Fig. 224. 
Desanollo del cono. 

árco de longitud igual a la circunferencia de la base del 
cono, fig. 224, Luego se agrega el círculo de la base. 
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P ara dibujar el desarrollo del cono se traza un arco, 
con centro V y radio igual a la generatriz del cono, y 
luego se toma con el compás el diámetro D de la base 
del cono y a partir de un punto A, se lleva tres veces 
dicho diámetro, resultando el punto B. Uniendo A y B 
con V se obtiene un sector circular sensiblemente igual 
al desarrollo del cono, y suficiente como para construc­
ciones en que no se requiera una gran exactitud. 

209. Tronco de cono de revolución. - Se llama 
tronco de cono de 1'cvol1tción, a la figura engendrada 
por el movimiento de un trapecio rectángulo que gira 
alrededor de su altura fig. 225. 

La altura AB del trapecio es el eje del tronco del 
cono; las bases del trapecio, AD y BO, son los 1'adios 
de los círculos de las bases, y el 
lado OD es la generat1'iz del 
;ronco del cono, 

210. Desarrollo d e u n 
tronco de cono. - Para des­
arrollar 1Ul tronco de cono se 
considera a su superficie como 
formada por una hoja de papel 
según una generatriz. Luego se 
la desenrolla y se extiende en Fig. 225. 

Tronco de cono de revolución 
un plano. Se obtiene así un tra-
pecio circular cuyas bases sean arcos iguales a las lon­
gitudes de las circunferencias de sus bases, y cuya altura 
es la generatriz, fig. 226. Luego se agregan los círculos 
correspondientes a las bases. 

Para dibujar el desarrollo del tronco de cono se pro­
cede así: 
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Se prolonga el eje BA y la generatriz CD hasta que 
se corten en el plmto O. 

Luego con radio OD se traza un arco, haciendo centro 
en P, y con radio OC se traza otro arco, haciendo centro 
en el mismo plmto P. Se une un plmto G de este arco 
con P, résultando así el punto E . Con el compás se 
torna el diámetro mayor CM y se corta al arco de origen 
G, a partir de G, tres veces, obteniéndose así el pmlto H, 
que unido con P nos determina el punto F, quedando 
así construí do el desarrollo. 

Luego se dibujan los círculos de las bases. 
Este procedimiento no es rigurosamente exacto, pero 

para las construcciones de la práctica es suficiente. 

o 
I 

" .' .' , ' 
: \ 

Mt-----=---~ 

Fig. 226. 
Desarrollo de un tronco de cono. 

H 



CAPiTULO VI 

PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN PLANO 
DESDE UN PUNTO EXTERIOR 

211. Distancia de un punto a un plano. - Se llama 
distarlCia, de un punto a 1Ul plano, al segmento que tiene 
sus extremos en el p1Ulto y en el plano, respectivamente, 
y es perpendicular al plano. 

A 

Fig. 227. 
Distancia ae uu punto a un 

plano. 

A 

Fig. 228. 
La perpcuaiculn.r es menor que 

la oblicua. 

La distancia del punto A al plano 11:, fig. 227, es el 
segmento que tiene el extremo A en el punto dado y el 
extremo B en el plano, y es, además: AB .1 el. 

Cualquier otro segmento que tenga sus extremos en el 
punto y en el plano, pero que no sea perpendicular al 
plano, se llama oblicAW. El segmento AVes una oblicl1a 
al plano IX, 
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212. TEORElI'IA. - Ln d'istancic~ de t~n ptvnto a un 
plano es menor qzw cnalqu,ier segrnento oblíG1~O compren­
dido entre el pt~nto y el plano. 

Hip.) AB = disto de A a IX; AO oblícua, fig. 228. 

Tesis). AB < AO. 

Demostr'ación. - Unamos B con O. El triángulo ABO 
es rectángulo, pues por hipótesis es AB 1.. IX, luego es 
AB 1.. BO. Pero sabemos que en un triángulo rectángulo 
un cateto es menor que la hipotenusa, luego: 

AB < AO. 

213. TEOREMA REcíPROCO. - El menO?' de todos los 
segmentos qt¿e se pueden tra-zar desde 1m p1mto a un 
plano, es pe1'pendic1¿lar' al lJlano. 

Hip.) A Y IX; AO, .AB, .10, AD, ... j AO < ABj AO 
< AOj AO < AD, ... , fig. 229. 

Tesis). AO 1.. IX. 

A 

Fig. 229. 
La perpendicular es la menor 
distanci.. de un punto a un 

plano. 

A 

Fig. 230. 

Las oblicuas que equidis'ta"]!. 
del pie de la perp. son iguales. 

DemostrnG'Íón. - ;Si AO no fuese perpendicular a IX, 

se podría trazar (42) 'tUl segmento AP 1.. IX. Entonces, 
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por el teorema anterior, será AP < AO, lo que es ab­
surdo, pues se opone a la hipótesis, luego es AO 1. a. 

214. TEOREMA. - Dos segmentos oblic1ws compren­
didos entre tm punto y 1W plano, y cuyos pies equidistan 
del de la per'pendiC1ilar trazada 2Jor el punto al plano son 
iguales. 

IIiZ).) AO 1. a; AB Y AC oblicuas; OB = OC, fi­
gura 230. 

Tesis). AB - AC. 

Dernost1'ación, - Los triángulos rectángulos AOB y 
AOC son iguales por tener los catetos respectivamente 
iguales, luego las hipotenusas también lo sOn: 

AB = AC. 

215. TEOREMA RECÍPROCO. - Dos segmentos oblicuos 
iguales C01n2J1'e1tdidos ent1'e 1m punto y un plano, equi­
distan del pie de la perpendicular i1'azada pO?' el punto 
al plano. 

Hip .) AB = AC; AO 1. a, fig. 230. 

Tesis) . OB = OC. 

Demostración, - Los triángl:llos AOB y AOC son rec­
tángulos (18) e iguales por tener las lúpotcllusas iguales, 
por hipótesis, y el cateto AO común, luego los otros ca­
tetos son iguales: 

OB = OC. 

216. TEOREMA. - De dos segmentos oblicuos com­
prendidos entre 1m punto y 1m plano} aq1tel cuyo pie eZ'Ís-
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ta más del de la pe/'pendicular tmzada por el punto al 
plano, es mayor. 

Hip.) AO ..1 IX; AB Y 
.AO oblicuas; OB > 00, 
fig. 231. 

Tesis). AB > AO. 

Demostmción. -.Al er 
O B > O O podemos tomar 
un plmto D, interno a OB, 
tal que sea OD = 00 j enton­
ces, por (214), resulta; 

AD 

A 

Fig. 23l. 
La oblicua que más dista del 
pie de la perp. es la mayor. 

AO. 

En el plano AOB, tenemos que es OB > OD, Y por 
Gcom. Plana sabemos que en un mismo plano la oblí~ua 
que dista más del pie ele la perpendicular es la mayor, 
luego es AB > AD, y reemplazando AD por su igual 
AO, resulta; 

AB > AG. 

217. TEOHElIrA RECÍPROCO. - De dos segmentos obli­
C1lOS clesig1wles comprendidos ent1'e 1tn p1l'nto y 1tn pla­
no, el mayor dista más del pie de la perpendicula1' tra­
zacla pOl' el pnnto al 2Jlano. 

Hip.) AO ..1 IX; A!J > AO, fig. 231. 

Tesis). OB > OO. 

Demostración. - Si OB no fuese mayor que 00, sería 
igual o menor. 

Supongamos que .. ea OB = 00; entonces, por (214), 
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debe ser AB = AC} lo que es absul'do, pues se opone a 
la hipótesis, luego OB + OC. 

Supongamos que sea OB < OC;" entonces, por (216), 
debe ser ..{lB < AC} lo que es absurdo, pues se opone a 
la hipótesis, luego OB <t OC. Al no ser OE ni igual ni 
menor que OC, será: 

OE > OC. 

218. Lugares geométricos. - Se llama lugat· geo­
méh'ico a la figma constituí da por todos los puntos que 
gozan de una determinada propiedad. 

Para demo.'trar que lUla figura es el lugar geométri­
co de los puntos que gozan de una propiedad dada, basta 
probar: 

19 ) Que todos los puntos de la figura gozan de la 
misma propiedad; 

y 29 ) Que todo punto que goza de la propiedad per­
tenece al lugar. 

219. TEORE:J\IA. - Ellt~gat· geométrico de los p1lJntos 
de tbn plano qtM} eqt~idistan ele nn pnnto dado es tma 
circunfe1'encia cuyo centr'o es el pie ele la perpendiC1~lar 
tmzacla por el p1bnto al plano. 

A 

Fig. 232. 
J'05 pies de lo,s oblicuas igua­
le. pertenecen a una circunfe­

rencia. 

HiT).) A yo:; AO ..1 0:, fi-
gura 232, 

Tesis). El lugar geomé­
trico de los puntos de o: que 
equidisian de A es . una cir­
cum. de centro O. 

Demostmción. - El punto 
.A puede estar en el plano o 
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fuera de él. Si A está en a, . abemo por Geom. Plana 
que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de 
A es una cirClmferencia. 

El punto es exterior al plano. Con radio OB cual­
quiera trazamos lma circunferencia. Debemos probar 
que todos los puntos de la cif. O equidistan ele A, y que 
todos los puntos que equidistan de A están en una cir­
cunferencia. 

19 ) Todos los puntos de la cif. O equidistan de A. 
Siendo O B = OC = O D = ... , por construcción, 

por el teorema (214) es AB = AC = AD = ... , y 
demostrada la primera parte. 

29 Todos los p1¿ntos del plano q?te equidistan de A 
están en 1l'I'la circunfel'encia. 

Si se tiene que AB = AC = AD = .... por el teo­
rema (215) sabemo. que es OB = OC = OD = .. " 
Pero si los puntos A, B, C, D, ... del plano ex equidistan 
de O, dichos puntos pertenecen a una circunferencia O 
de radio OB, y demostrada la segunda parte, 

220. TEOREMA.. - El ruga¡' geométrico de los p1¿ntos 
que eq1údistan de los extremos 
de nn segmento es un plano per­
pendicular al segmento en su 
1mnto medio. 

Hip.) Segmento AB j a .1 AB A-E---f--'-,:.{ 

en O j OA = OB, fig. 233, 

Tesis) ex es el lugar geom. de 
los puntos que equidistan de 
A y B. 

Demostmción. Hay que 
demostrar que todo punto del 

Fig. 233. 
los extremos de un segmento 
están en un pI. perp. al segm. 

en su punto medio. 
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plano equidista ele A y ele B, y que todo punto que equi­
dista de A y ele B está en el plano. 

19 ) Toelo punto ele a eq1tielista ele A y ele B. 

Sea O un punto ele á. Uniénc1olo con A, B Y O re­
sultan los triáng"Luos rectángulos (86,) AOO y BOO, que 
son iguales, pues tienen el cateto O O comíUl y O A = O B 
por hipótesis, luego las hipotenusas son iguales, es decir: 

AO = BO 

y demostrac1a la primera parte . 
. 29 Todo ptmto que eqtticlista ele A y de B está en a. 

Sea D un punto tal, que sea AD = BD, Y unamoS D 
~on O. El tl'iáng"Luo ABD es isósceles y el segmento OD 
por ser mediana de la base AB, pbr hipótesis, eS también 
altura, luego es OD .1. AB. Pero todas las perpenc1icu­
~ares a una recta en un punto están en un mismo plano 
(35) que es perpendic'Luar a la recta en dicho puntó, luego 
qD . está en elicho plano a, y por consiguiente: D está 
en a. 

. . 221. Proyección de un punto sobre un plano. -
Se llama pi'oyección de un punto sobre un plano, al pie 
de la perpenc1icular trazada por el punto al plano. 

A 

(':. t~t. r""..l' ,< Fig. 234. .' 
!"'¡>í\oi"éCóión· de un puntosobl'e, 

,, \ b",·' úh 'plano. 

A 

a' 
B' 

Fig. 235. 

b 

,p , , 
: , 

l'l'oyecéión de una l'ecta sobre 
un plano. 
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La perpendicular se llama: proyectante, y el plano plano 

de proyección. 

La proyección ele A sobre a es A', siempre que sea 
AA' ..1 a, fig. 234. Si el punto está en el plano, su pro­
yección es el p"Lmto mismo. 

222. Proyección de una recta. - Se llama p1'oyec­
ción de una recta sobre un plano, a la recta det~rminada 
por la proyección de dos puntos cualesquiera de la recta 
dada. 

El plano formado por las elos proyectantes se llama 
lJlano pToyectante. 

La proyección de la recta a sobre a es la recta a', deter­
minada por las proyecciones A' y B' de dos puntos A y B 
de la recta a, fig. 235. 

Si la recta es perpenclicul al' al plano, su proyección es 
el pie. 

Así, si es b ..1 a en P, el punto P es la proyección de b, 
figura 235. 

223. Angula de una recta y un plano. - Se llama 
áng1¿lo de una 1'ecta y un plano, siendo la recta oblícua al 
plano, al ángulo agudo determinado por la recta y su pro­
yección sobre el plano. 

Si b es la proyección de a sobre 'Ir, fig. 236, el ángulo a 
es el ángulo de la recta a y el plano a. 

Si la recta a fuese perpendicular al plano 'Ir, no hay 
ángulo. 

224. Normal a un plano. - Se llama normal ·a un 
plano, a la recta que es perpendicular al plano. 

En la fig. 234, la recta AA' ..1 a, es la normal de a. 
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225. TEOREMA. - El áng~do de una recta y tm pla­
no es menor qt¿e cualquiera de los ángl¿los fonnados pOl' 
la 1"ecta dada con ct¿alqt¿ier otra 1'ecta que pase por S1¿ 
pie en el plano. 

Fig. 236. 
Angu,lo de un.. recta y un 

plano. 

Fig. 237. 
El úngulo de una recta y un 

plano es mínimo. 

/'.. 

H ip.) a oblic. a a; b proyec. de aj 1 = áng. de a y 
/'.. 

a; c e a y pasa por O; 2 = áng. ele a y c, fig. 237. 
/'.. /'.. 

Tesis.) 1 < 2. 

Demostración. - Por un punto cualquiera ele a, traza­
mos AB .1 a, Y luego en c tomamos 00 = OB Y unimos 
A con O. Al ser ÁB .1 a, resulta que AO es oblicua, lue­
go (212): 

AB < AO. 

Los triángulos AOB y AOO tienen OA com{m, 
OB = 00 por cOllstrucción, y el tercer lado desigual, 
AB < AO, por lo demostrado, y como sabemos por Gemn. 
Plana que a menor lado se opone menor ángulo, tenemos 
que: 

/'.. /'.. 

1 = 2 
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226. Angulo de una recta con la nonnal a un 
plano. - COROLARIO. - El áng1tlo de 1ma 7"ecfa y 1m 

plano es el CO'ln2Jlemento elel ángulo ele la recta y la no1'­
mal al plano trazarlo por nno ele s'us pnntos, fig . 237. 

227. Inclinación de una recta. - Se llama inclina­
ción ele ~ma recta, al ángulo que forma esta recta con un 

plano horizontal. 

Este ángulo siempre es ag1tdo, y es el formado por la 
recta y su proyecci6n sobre un plano horizontal. 

También es el complemento del ángulo que forman la 
recta y la vertical trazada por uno de sus puntos, fi­
gura 237. 

228. Pendiente de una recta. - Se llama"Pendiente 
de una recta, al cociente que se obtiene al dividir la dis­
tancia de un punto cualquiera de la recta al plano, por 
la distancia que hay entre el pie ele esa perpendicular y 
elel vértice del ángulo. 

El1 la fig. 237, la pendiente de la recta a es el co-
. AB 

mente OB ' 

Más adelante veremos que a ese cociente se le llama 
tangente del ángulo AOB, luego: la peneliM'~te de 1ma 
recta es la tc¿ngente del ángnlo q1/.e forma con S1t pro­
yección. 

229. Inclinación de un plano. - Se llama inclina­
nación ele 1ln plano, al ángulo diedro agudo que forma 
este plano con el plal10 horizontal. 
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DacIo el plano IX, y el plano horlzontal f3, fig. 238, la in­

r--.;!,-----~8 

Fig. 238, 
Inclinación de tilla recta Y un 

plano. 

clinación del plano a 

es el diedr'o agudo af3, 

230. Pendiente de 
un plano.- La pen­
diente de un plano es 
la pendiente de la rec­
ta del' plano perpen­
dic"Luar a la intersec­
ción del plano dado 
y el plano horizontal. 
A dicha recta se le 

llama j"ecta de máxima, penclie11te del plano. 

AO .1 MN, la 
y como la pen-

Si en el plano a, fig. 238, trazamos 
pendiente de a es la pendiente de AO, 

eD 
diente de AO es resulta que este cociente es la on' 
pendiente elel plano a, 

231. Recta de máxima pendiente. - 'l'EORE'MA. -

Si pOT 1m punto de un plano se tmza una j'ectc¿ peTpen­
diculaT a la inteTsección ele ese plano con el plano h01'i­
zonta~, clicha es la de máxi11'w pendiente del plano. 

H ip .) pI. a; f3 pI. horizontal; AO e a; AO .1 MN, 
figura 239. 

T esis ,) AO = 1'ecta de máx'ima pendiente de a. 

D emostración, - Por un punto cualquiera de AO, 
tracemos eD .1 f3, y unamos O con D; resulta que OE 
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es ]a proyeceión de AO (222). La pendiente g~ es la 

máxima que puede obtenerse con los planos a y el 
horizontal f3. 

Supongamos que 110 

lo fuera. Entonces 
habría otra recta del 
plano a que determi­
naría una razón ma-

l ' CD yor que a raZOll OD 

Sea CE esa recta; 
entonces su pendiente 

el) 
será ED' Pero ED 

M 

/-?.J::------>.,.B 

Fig. 239. 
Recta de máxima pendiente. 

es mayor que OD, pues OD es una perpendicular a lJfN 

y DE es lUla oblicua. Entonces la razón cn es menor 
. cn En 
que OD' pues el numerador de las dos es el mismo, 

mientras que el denominador de la primera es mayor 
que el denominador de la segunda, luego 

cn cn 
En < on 

luego la recta CE tiene menor pendiente que OA. 

De igual manera se probaría que cualquier otra recta 
que 110 sea 0 11 -L MN, tendría menor pendiente, luego 
OA es la recta de máxima pendiente del plano IX. 

232. Aplicación. -- Para evitar la recta de máxima 
pendiente al subir lUl plano inrlinado (calle, montaña, 
etc.), es preferible seguir un camino en zig-zag, que es 



-148 -

lo que ocurre en los caminos serranos, en donde para 
llegar a grandes alturas en automóvil el camiuo recorre 
un sendero que no es el que directamente conduce a la 
cumbre. que a lo mejor no podría subirlo el vehículo. 

233. PROBLEMA. - Dadas dos ?'ecfas alabeadas, de­
tel'ntinar 111l segmento q1le sea perpendicular a las rec­
tas dadas y que sea meno?' que cualq lúe l' 9t1'0 segmento 
que tenga 1m extre1J/o en cada 1tna de dichas rectas. 

M b 

Fig. 240. 
MIllima distancia entre das 

rectas alabeadas. 

(10) el plano al. 

Sean a y b las dos rec­
tas alabeadas dadas, figu­
ra 239. 

Se trata de encontrar 
el menor segmento que sea 
perpendicular a las dos 
rerta dadas. 

Por un punto cualquie­
ra ..ti de a tracemos cl lb, 
quedando así determinado 

Por un plUltO cualquiera B de b tracemos BC .1 al, 

Y por el punto C de al tracemos d"fc, resultando (42c) 
blld. 

Si por el plUltO N, comlUl a el y a, y en el plano de 
las paralelas b y el, trazamos MN IIBC, como es BC .1 al, 

por (42b) e MN .1 al, luego es: 

JJIN .1 a, (1) 

Pero si es MN .1 al, es JJIN .1 d, Y como es di l b, por 
Ge0111. Plana es: 

MN .1 b (2) 
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El segmento MN es el buscado; pues de (1) y (2) 
deducimos que es perpendic1.uar a las rectas dadas a y b. 

Supongamos que otra recta, como AB, fuese perpen­
dicular a las rectas dadas, Si fuese AB 1. b, como es 
b J e, sería AB 1. C, y como suponemos AB 1. a, sería 
AB 1. IX, determinado por a y c, y entonces tendríamos 
trazado desde B dos perpendiculares, AB y la Be, al 
plano IX, lo que es absurdo (24), luego si suponer AB 
perpendicular a las rectas dadas nos conduce a un ab­
surdo, no existe esa perpendicular, luego MN es la única 
perpendicular a a y b. 

El segmento MN es el menor de cuantos tengan sus 
extremos en las rectas dadas. 

En efecto, por ser Be 1. IX Y AB ob.licua, es Be < AB, 
Y como jJIN = Be por ser bl l e, resulta que es: 

MN < AB 

EJERCICIOS 

4 8. Si so traza por el , centro de una circunferencia una per­
pendicular al plano de ella, todo punta de la perpendicular equi­
dista de la circunferencia., 

49. Hallar en una recta 'In un pnnto que equidi6te de dos pun­
tos da.dos. Distintos casos. 

50. Hallar el lugar geométrico de los puntos de un plano que 
equidistan de dos puntos dados no pertenecientes al plano dado, 

51. Hallar los puntos de un plano CJ. que 'equidisten de dos 
puntos A y B pertenecientes a CJ.. 
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52. Idem en el caso ele que A esté en a. y B no. 
53. Idem en el caso ele que A y B no estén en 0.. 

54. ¡, Cuáles son los puntos del espacio más próximo a un punto 
A qne a un punto B? 

55,. Una recta y un plano perpcnQiculal'cs a una misma recta 
son paralelos. 

56. Si pOI' uu punto se trazan tres segmentos iguales, por sus 
extremos no comunes e puede trazar una circunferencia. 

57. Si. por un punto P se trazan dos paI'alelos PA y PB a un 
plano 0., y por P se trazan <1os planos respectivamente perpendicu­
lares a P A Y PB, la intersección de estos planos es peI'pendicu­
lar a 0., 

58. Un plano perpenclicnlar a la intersección de dos planos es 
perpendicular a cada uno de los planos, 

59. Si dOR planos S011 perpOlldiculares y una recta es perpendicu­
lar a uno (le ellos en un punto distinto de la intersección, es paralela 
al otro plano, 

60. Las proyecciones de dos rectas paralelas sobre un plano 
son paralelas. 

62. Una recta oblicua a ljn plano es perpendicular a una recta 
del plano que pasa por su pie, 

63. Tl'Uzar un plano que pase por dos plmtos elados y que sea 
equidistante de otros elos puntos daelos. 

64. Daela una recta 1n y dos puntos A y B en el espacio, 
hallar un punto en la recta que equidiste de A y de B, 

65. Dado un triángulo ABe y un plano 0., halla un punto de 
a. que equidiste de A, B y e, 

66. Por un punto dado, trazar una recta que corte a dos rectas 
alabeaelas dadaa, 

67. Por lilla recta 1n trazar un plano equielistante de dos pun­
tos A y B, exteriores a '11~, 

68. Por un punto dado trazar un plano perpendicular a dos 
planos dados. 

69. i Cuál es la inclinación de una recta cuya pendiente es 1? 
70. ¡, Cuál es la pendiente de una recta cuya inclulación es 

de 60' 
71. Demostrar que el á,ngulo de una recta '11t y un plano a. es 

igual al ángulo ue m' ya', siempl'e que sean m 1/ m' y a. 1/ 0.', 

72. El techo de una torre cuadl'aela de 6 m. de lado eatá for­
mado por cuatro triángulos equiláteros, Calcular la inclinaci6n de 
cada plano y de cada arista, . 



OAPíTULO VII 

ANGULOS TRIEDROS Y POLIEDROS 

Angulos poliedros 

234. Definiciones. _ Elementos. - Se llama án­
gttlo t1"ieclro, o simplemente triedro, al conjunto de pun­
tos comlUles a los tres diedros determinados por tres 
semirrectas que tienen origen comlm y no están en un 
mismo plano. 

Al decir los tres diedros dete1'minados P01" tres semi-
1'eetas, consideramos que cada dos semirrectas determi­
nan un plano, y cada dos planos determinan un diedro 
cuya arista es cada una de las semirrectas dadas. 

El punto común se llama vértice, las semirrectas aris­
tas, y los planos determinados eams. 

Se llama diedro del triedro a cada uno de los diedros 
formados por clos caras. Un triedro tiene tres diedr'os y 
tres caras, que son ángulos. Los diedros y caras de un 
triedro son los elementos del triedro. 

Las tres caras de un triedro dividen al espacio en dos 
regiones: una está formada por los puntos comunes a 
los tres diedros, que es el triedro, y otra formada por 
los puntos que no pertenecen al triedro. 
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En el triedro de la fig. 241 el vértice es V, las aristas 
/'., /'., /'., 

v 

Fig. 241. 
Triedro. 

a, b y e, y las caras ab, be y ae. 
Un triedTo se designa con la 

letra del vértice, o bien nom­
brando sucesivamente las letras 
de sus aristas, o nombrando la 
letra del vértice y las letras ma­
yúscuJas p-l1estas Una en cada 
arista. Así, el triedro de la fig. 
241 se puede leer de tilla de las 
siguientes maneras: 

Triedro V; t1'ied1'o abe; trie­
clr-o VABC. 

Un triedro es r'eetáng~~lo si uno de sus diedros es recto; 
birrectáng~¿lo, si dos de sus diedros son rectos; y tr-in'ee­
táng7~Zo si los tr'es diedros son rectos. 
Ill(i'i. !.'.l1 r. , •.• 11 

v v· 

Fig. ~42. 

Fig. 242. Triedros iguales . 

235. Triedros iguales. - Dos triedros son ignaZes, 
cuando las caras y diedros de uno son ordenadamente 
iguales a las caras y diedros del otro. 
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Si en los triedros 11 y 11', fig . 242, se t iene que es: 
/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

a=a'j b=b'j c=c' 

/'.. 

Y además: ab 

resulta que es: 

/'.. /'.. 

a'c' j bc 

triedro 11 = t1"ied1'o 11' 

/'.. 

b'c' 

236. Triedros simétricos. - Dos triedros son simé­
tricos, 11 opuestos por el vértice, cuando las aristas de 
uno son las prolongaciones de las aristas del otro y el 
vértice es común. 

Los triedros abc y a'b'c', fig. 243, 
son simétricos, pues a ya', b Y b', c y c' 
son semirrectas opuesta .. 

237. TEOREfiIA. - Dos triedros si­
métricos son iguales. 

Hip.) Triedro abc y a'b'c' simé­
tricos, fig. 243. 

Tesis.) Triedro abe = triedro a'b'c'. 

Demostración. - ITay que probar la 
igualdad de las caras y ele los diedros, 
respectivamente. 

19 ) I gualdad de las N/1·([S. - Por 
definición de triedros simétricos son 
a ya', b Y b' semirrectas opuestas, lue­

Fig. 243. 
Triedros simétricos. 

g'O los ángulos determinados son iguales por ser opuestos 
por el vértice. 
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/'.. /'.. 

ab = a'b' J 
/'.. /'.. r 
be = b'e' \ 
/'.. /'.. 

ae = a.'e' 

(1) 

29 ) Igualdad de los diedros. - Las caras ab y a'b' 
pertenecen a un mismo plano, así como las caras ae y 
a'e', luego los diedros a y a' son iguales por ser opuestos 
por la arista: 

y análogamente: 

/'.. /'.. 

a= a' 

/'.. /'.. 

e=e' 

(H) 

De las relaciones (1) y (H) Y teniendo en cuenta la 
definición, deducimos que: 

triedro abe = triedro a'b'e' 

238. Sentido de un triedro. - El sentido de 1m 

triedro consiste en la manera de erHUlciar sus arista, sea 
de derecha a izquierda, o de izquierda a derecha. 

Si consideramos el triedro de la figura 241 y un reloj 
dispuesto horizontalmente, con la esferq hacia arriba, el 
sentido di1'ecto, o 1)ositivo, consiste en enunciar las aris­
tas en sentido contrario al lllovimiento de las agujas del 
reloj. Así, el sentido directo del triedro 11, fig. 241, es 
abe. Entonces el triedro es clú'eeto o positivo. 

El sentido retrógrado, o negativo, consiste en enunciar 
las aristas en el mismo sentido que el movimiento de las 



- 155-

agujas del reloj. Así, el sentido retrógrado del mismo 
triedro V es aeb. Entonces el triedro es 'ret?:ógmdo o 
negativo. 

239. TEOREMA. - Dos triedt·os svmétrieos no son, 
en general, superponibles. 

H 'ip .) Triedro abe y triedro a'b'e', simétricos, fig. 243. 

Tesis) Los triedros a·be y a'b'e' no son superponibles. 

Demostmeión. - Los elementos de los dos triedros de la 
fig. 243 son respectivamente iguales, y también son igua­
les los mismos triedros, como se ha demostrado en (237 ). 
Esos diversos elementos no están dispuestos de la misma 
manera en los dos triedros, pues tienen sentidos contra­
rios. En efecto: el sentido directo del inferior es abe, 
mientras que el sentido directo del superior es a'b'e', de 
manera que si los quisiéramos superponer no se podría, 
pues a y a' coincidirían por ser igualés, pero b y e' no, 
pues no son iguales, lue.go los dos triedros simétricos 
dados no son superponibles. 

240. OBSERVACIÓN. - Ya hemos dicho en (115) que 
las figuras que son ig~wZes por' simetríct, se llaman in­
versamente iguales, luego los dos triedros dados son 
tried1'os inve?'samente iguales. 

241. OOROLARIO, -- Si los dos tried'ros claclos tienen 
dos (liecl/'os rCS1)eetivamente ig1uLZes cada ~¿no, son supe?"­

ponibles. 

Si un triedro tiene dos diedros iguales se llama iso· 
ángnlo, 



- 156 --

242. Orientación de una recta. - Da<.la una recta 
a, fig. 244, comprobamos que puede recorrerse en dos 
senticlos opuestos, que en el caso de la figura podría ser 
de izquierda a derecha, o de derecha a izquier<.la, pero 
que con más precisión diremos que puede recorrerse en 
el sentido de A hacia B, o en el sentido de B hacia A. 

~ _______ ____ -+I _____ a ____ -l' 
--- - -----~ 

A 8 
Fig. 244. 

Una Tecta )Jne(le l'ecorrerse en dos sentidos opuestos. 

En cualquiera de los sent idos en que se la considere 
r ecorrida a la recta a se comprueba que la recta no tielle 
ni p l' imel'o ni último pll nto. 

A esos dos sentidos opuestos se les llama 01'denamien­
tos nat1lrales. 

Se llama sentido di1'ecto, o positivo, al recorrer la recta 
de A. hacia B j Y sentido i11VM'SO, o negativo, al recorrer 
la recta de B hacia A., 

243. Orientación de un plano. - De manera aná­
loga a como hemos visto que puede ,'ecorre1'se una recta, 
puede recorrerse un plano. Sólo que aquí no tenemos 
los mismos dos sentidos de la misma forma, pues no de­
bemos olvidar que un plano se considera ilimitado en 
todas sus direcciones, 

F ig. 245. 
Un plano puede recorrerSE> en dos ~elltidos opuestos. 
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Si en el plano a, fig. 245, consideramos un punto 
fijo O y lUla semirrecta a de origen O, comprobamos 
que haciendo girar la semirrecta a alredeuor del plUlto 
fijo O podemos recorrer el plano en sentido contrario al 
llloyimiellto de las agujas de un reloj, o en el mismo sen­
tido qúe las mismas agujas. 

En cualquiera de lo dos sentidos el plano es ilimitauo. 

Se llama sentiüo directo, o l)ositiuo, al recorrer el pla­
no en sentido contrario al movimiento de las agujas de 
un reloj; y sentido 1'etrógrado, o negativo, al recorrer 
el plano en el mismo sentido que el movimiento de las 
agujas de lUl reloj. 

244. Sentido de un diedro. - Un ángulo diedro 
puede considerarse engendrado por el movimiento de una 
de sus caras alrededor de su arista. 

Fig. 246. 
Un diedro puede cOllsidernrse engendrado en 

ctos sentidos opuesLos. 

Al diedro a(3 de la fig. 246 lo podemos considerar ex­
perimentalmente como engendrado por el movimiento de 
la cara (3 alredeclo:' de a separándose de la cara a que 
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queda fija, como cuando se abre un cuaderno; o bien 
por el movimiento de la cara a alrededor de a separán­
dose de (3. 

Un diedro está dirigido, u ol'ientado, cuando se conoce 
o se fija el sentido en que se considere engendrado. 

El sentido es cli?-eefo, o positivo, cuando se lo consi­
dera engendrado de a hacia (3, o sea, en sentido contrario 
al movimiento de las agujas de un reloj; y el entido es 
1'etróg1'ado, o negativo, cuando se lo considera engen­
drado de (3 hacia a, o sea en el mismo sentido que el mo­
vimiento de las agujas de un reloj. 

245. Angulo de las normales a un diedro. - El 
estudio de esta propiedad se ha hecho ya en la pág. 65. 

246. Triedros suplementarios. - Dos triedros son 
suplementarios, cuando las caras y diedros de uno on 
suplementarios de los diedros y caras del otro. 

v v' 

a' 

Fig. 247. 
Triedros suplementarios. 

Los triedros 11 y 1", fig. 247, son suplementarios si 
se tiene que: 

cara ab supl. diedro e', y cara a'b' supl. diedro e, 
cara be 

" " a', " " 
b'e' 

" " 
a, 

cara ae 
" " b', " " 

a'e' 
" " 

b. 
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247. COROLARIO. - Los triedr'os suplementarios de 
triedros i(]uales son i(]uales. 

Es decir, si 10 triedros S y S' son suplementarios de 
los triedros '1' y '1", Y es T = T', también es S = S'. 

248. 'rEOREMA. - Si 2)01' nn p¡tnto interior a 1m 

triedr'o se fr'azan las semir'reetas q1te tienen por origen 
ese punto 1J cortan perpenclieulannente a las ear'as, el 
triedro qlte fo-~'lIta 'n es sn2Jlementar'io del dado. 

JI ip.) Triedro V j V' interior 
a r; a' ..1 pI. be; b' ..1 pI. 
ae; e' ..1 pI. ab, fig. 248. 

Tesis) Triedro V es suple­
mentario del triedro V'. 

Demostración. - Como es, 
pOl' hipótésis: 

,Fig. 248. 

a' ..1 pI. be ! 
y b' ..1 pI. ae 

por (92) es: cara a.'b' supL diedro e 

y análogamente: cara b'e' supL diedro a (1) 

cara a'e' supL clitldro b 

Por hii)ótesis es (¿' ..1 pI. be y b' ..1 pI. ae, luego (75) 
el plano que pasa por a' y b' es perpendicular a los pla­
llOS ae y be. Pero si dos planos que se cortan y son per­
pendiculares a un tercero, su intersección es perpendi­
cular al tercero (85), luego: 

e ..1 p1. a'b' ( 
y por (92) es: cara ae supL diedro b' 

a.l pI. b'e' 

y análogamente: (II) 
cara ab suplo cliedro e' 
cara be supL diedro a' 
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De las relaciones (1) y (H) deducimos que se cum­
plen las condiciones para que los triedros V y V' sean 
suplementarios, luego: 

el tried¡'o V es suplementario del triedro V' 

249. TEORE~IA. - La swna do los diedros ele un 
h'iedro es mayor que dos rectos y menor que seis. 

Hip.) Triedro abe, fig. 249. 

Tesi ) 2R<a+b+e<6R. 

Demostración. - Sea V' un 
punto interior al diedro abe, 
y por ese punto tracemos el 
triedro a'b 'e' suplementario 
del triedro dado. 

Al ser b' ..L pI. ae y e' ..L 
Fig. 249. pI. ab, resulta por (92) que 

el diedro a es ,uplementario del ángulo b 'e', es decir: 

a + b'e' = 2R 

de donde deducimos, restando a ambos miembros b'e', 
que: 

y análogamente: 
a = 2R - b 'e' 
b = 2R - a'e' 
e = 3R - a'b' 

Sumando ordenadamente, tendremos: 

a + b + e = 6R - b'e'- a'e' - a'b' 

~- encerrando a los términos negativos en un paréntesis 
precedido de signos menos, resulta: 

a + b + e = 6R -- (b'e' + a'e' + a'b') (1) 
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La expreSlOn (1) es una diferencia en la que el sus­
traendo no es cero, pues si lo fuese el triedro a 'b 'e' no 
existiría, luego la diferencia a + b + e es menor que 
el minuendo 6R: 

a + b + e < 6R 
Sabemos que en todo triedro la suma de las caras es 

menor que cuatro rectos, luego en el triedro a'b 'e' se 
tiene: 

b'o' + a'e' + a'b' < 4R 

Y reemplazando este valor en la expresión (1), resulta: 

a + b + e = 6 R - (menos que 4 R) 

más de 2R 
de donde deducimos que: 

a+b+e>2R (3) 

De (2) Y (3) se deduce que la suma de los diedros es 
menor que 6 rectos y mayor que 2 rectos, luego: 

2R < a + b + e < 6R 

Igualdad de triedros 

250. Triedros iguales. - Ya hemos dicho en (235) 
que para que los 
iguales se necesi­
tri e el r o s sean 
ta que las caras 
y diedros del uno 
s e a n ordenada­
mente iguales a 
las caras y die­
dros del otro. 

v v· 

Fig. 250. 
Triedros iguales. 
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ÁS), si en los triedros V y V', rig. 250 es: 
/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

a = a'; b = b'; e = e' 
/'.. /'.. /'.. /'. /'.. /'.. 

Y ab = a'b'; ae = a'c'; be = b'c' 

resulta que es V = V'. 

251. Caracteres de la igualdad de triedros. -
Fácilmente se demuestra que la igualdad de triedros goza 
de los caracteres idéntico, recíproco y transiJivo : 

1. - Todo tried1'o es igual a sí n¡'1srno; 

II. - Si 1m t1'iedro es ignal a otr'o, éste es igua.l al 
prirnero; 

III. - Si un tr'iedro es ig1wl a otro, y éste es igual a 
1tn terce1'o, ellj1"irnero es igual al terCe1·O . 

Dejamos como ejer cicio al estudiante que demuestre 
las tres propiedades que quedan enunciadas. 

Criterios de igualdad de triedros 

252. Ya sabemos que para que dos triedros sean 
iguales deben cumplirse seis condiciones: igualdad orde­
nada de las tres caras, e igualdad ordenada de los tres 
diedros. Pues bien; con tal que se cumpla la igualdad 
de "lUla parte, de tres de los seis elementos, los restantes 
automáticamente también son iguales, resultando así los 
siguientes c1'ite1'ios de igualdad de triedros. 

253. Primer criterio. - TEOREMA, - Dos triedros 
son iguales si tienen respectivamente iguales 1m diedro 
y las caras qt¿e lo forrnan .. 
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/'.. /'.. /'.. 

Hip.) Triedros abe y a'b'e'j a = a'j ab 
/'.. /'.. 

ae = a'e', fig. 251. 

Tesis) 'rriedro abe = triedro a'b'e'. 

/'.. 

a'b'j 

Demostración. - Como lo,' diedros a ya' S011 iguales, 
y también los ángulos ab y a'b', y ae y a'e', resu lta que 
los ángulos be ~. b' e' también son 'iguales por ser sec­
ciones igualmente indinadas de diedros iguales (56). 
y demostrada así la igualdad de las terceras caras de 
los triedros dados. 

v v' 

Fig. 251. 
Los Lriedl'os que tienen un diec¡"o y las caras 
'Lue lo forman respecto igualeR, son iguales. 

/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

Por hipótesis es ae = a'e', y ab = a'b', y be b'e' 
por lo demostrado, lueg-o si las ¡.;ecciones igualmente in­
cEnadas son iguales, los diedros también ]0 son, por lo 
visto en (56), luego los diedros b y b' son iguales. 
y como de ]a misma manera se demuestra que los diedros 
e y e' son iguales, se deduce que: 

triedro abe = tr'ieclt·o a'b'e'. 

254. Segundo criterio. - 'rEORE;\IA. - Dos triedros 
SOl! iguales si tiencII respectivamcnte iguales una cara y 
los diedros adyacentes. 
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./'.- ./'.-./'.- . ./'.- ./'.- ./'.-

Hip.) Triedros abc y a'b'c'j ab = a'b'j a = a'j b = b', 
fig. 252. 

Tesis) Triedro abe = triedro a'b'c'. 

Demostración. - Sean S y S' los triedros suplementa­
rios de los triedros Y y V', respectivamente. 

Por definición de triedros suplementarios, tenemos: 

Fig. 252. 
Los triedros que tienen dos diedros y la cara 
comprendida respecto iguales, son iguales . 

./'.- ,A. 

np + a= 2R 
./'.- ./'.-

n'p' + a' = 2R 
/

./'.-./'.- ./'.-./'.-

pero a = a', luego es: np = n'p' (1) 

\ 
./'.- ./'.-

mp + b = 2R 
./'.- ./'.-

m'p'+b'=2R 

I ./'.-./'.- ./'.-./'.-
,pero b = b', luego es: mp = m'p' (2) 

./'.- ./'.-

p+ab = 2R 
./'.- ./'.-

./'.-./'.- ./'.-./'.-

pero ab = a'b', luego es: p = p' (3) 
p' + a'b' = 2R 

Las expresiones (1), (2) Y (3) nos dicen que los trie­
dros S y S' tienen respectivamente iguales dos caras y el 
diedro comprendido, luego, por el teorema último, es: 

tried1'o S = kied1'o S' 
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y como sus s"Q.Plementarios son los triedros abo y a'b'e', 
y sabemos (247) que los triedros suplementarios de trie­
dros iguales son iguales, resulta: 

t1"iedro abe' - t?"iedro a'b'e'. 

255. Tercer criterio. - TEOREMA. - Dos triedros 
son igualt3s si tienen respeotivamente iguales sus tres 
caras. 

/'.. 

Hip.) Triedros abe y a'b'e'; ab 
/'.. /'.. 

a,e = a'e', fig. 253. 

Tesis) Triedro abe = triedro a'b 'e'. 

/'.. /'.. /'.. 

Demostración. - Al ser ab = a'b' y ae 
/'.. /'.. 

/'.. 

/'.. 

b'e' ; 

a'o', las 

caras be y b 'e' son secciones igualmente inclinadas de 
los diedros a ya', y como estas secciones son iguales (56), 

v v' 

Fig. 253. 
Los triedros que tienen respecto iguaJes 

sus tres caras son iguales. 

los diedros a ya', también son iguales, luego por el se­
glmdo criterio de igualdad de triedros, resulta : 

tr'iedro abe = tTiedro a'b'e'. 
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256. Cuarto criterio. - TEORElIIÁ. - Dos triedros 
sonignales si tienl3n respectivamente iguales sus tros 
diodros. 

/'... /" /'... /'... /'... /'... 

Hip.) 'l'riedro abe~' a'b'e'; a = a'; b = b'; e = o'; 
fig. 254. 

Fig. 254. 
Los triedros que tienen respecto iguales BUS 

tres diedros son iguales. 

Tesis) 'rriedro abo = triedro a'b'c'. 
Demostmoión. - Sean S y S' los triedros suplementa­

rios de los triedro& V y V' respectivamente, para lo cual 
sabemos que basta trazar por S y S' perpendiculares a 
las caras de los triedros V y V', respectivamente. 

Por definición de triedros suplementarios tenemos: 
/'... /'... 

np+a= 2R 
/'... /'... 

n'p'+a'=2R 

I /'... /'... /'... /'... 
, pero a = a.', luego es: 1~p = n'l)' (1) 

/'... /'... 

rnp + b = 2R 
/'... /'... 

) /'... /'... 

~ pero b = b', luego es: Jnp = m'p' (2) 
rn'p' + b' = 2R 

/'.. /'... 

mn+o=2R 
/'... /'... 

/'... /'... 

pero e = e', luego es: mn = m'n' (3) 
m'n'+e'=:2R 
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Las expresiones (1), (2) Y (3) nos dicen que los trie­
dros S y S' tienen respectivamente iguales las tres ca­
ras, luego, por el teorema lutimo, es: 

tr'iedro S = triedr'o S' 

y como 'us suplementarios S011 los triedros abe J' u'b'e', 
y sabemos que los triedros suplementarios ele triedros 
iguales son iguales, resulta: 

triedr'o abe = triedro a'b'e'. 

Relaciones entre las caras de un triedro · 

257. TEOREMA. - En todo triedro 1tna cm'a es me­
nor que la suma de las otras dos. 

Hip.) Triedro abe. fig. 255. 
/"-. /"-. /"-. 

Tesis) ae < ab + be 
Demostración. - El teorema 

es cierto para la menor de las 
caras; demostraremos que tam­
bién es cierto para la cara ma­
yor, que suponemos sea ae. 

En la cara ae construyamos 
una semirrecta el que forme 
con a un ángulo ael igual al 
ángluo ab: 

/"-. /"-. 

ael ab 

v 

Fig. 255. 
En un triedro una cara es 
menor que la suma de las 

atrae- d08. 

En las semirrectas b y el construyamos VD = VB, y 
por B y D tracemos un 1)la110 cualquiera 71", que COl'ta en 
A. a la semirrecta a' y en (' a la semirrecta c. 



- 168-

Los triángtuos V AD Y V AB son iguales por tener V A 
/'-.. /'-.. 

común, VD = VB por construcción, y ael = ab por cons-
trucción, y como sabemos que en triángulos iguales a 
ángulos iguales se oponen lados iguales, resulta que es 
AD = LlB, 

Sabemos que en todo triángulo un lado es menor que 
la suma de los otros dos, luego en el triángtuo ABO se 
verifica: 

AO < AB + BO 

o bien: AD + DO < AB + BO 

pero sabemos que es: AD = AB 

Y restando ordenadamente estas dos expresiones, por la 
propiedad monótona de la resta, resulta: 

AD + DO - AD < AB + BO - AB 

Y simplificando, 'queda: 

DO < BO (1) 

Los triángulos VDO y T'BO tienen dos lados iguales, 
VO por ser común y VD = l'B por construcción, y los 
terceros lados desiguales por lo demostrado en (1); y co­
mo a menor lado se opone menor ángulo, tenemos: 

/'-.. /'-.. 

do < be 
/'-.. /'-.. 

pero sabemos que es: ad = ab 
y sumando ordenadamente, por la propiedad monótona 
de la suma, resulta: 

/" /'-.. /'-.. /'-.. 

ad + do < ab + be 
pero la suma de los ángulos ad y do es el ángulo ao, lue­
go se tiene, finalmente, que es: 

/'-.. /'-.. /'-.. 

ao < ab + be 
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258. TEoRE~1A. - La suma de las caras de un tric­
dro es menor que clwtro recios. 

Hip.) Triedro abc, 
figura 256. 

/'o. /'o. 

Tesis) ab + bc + 
/'o. 

ac < 4R 

Demostració n. 

Fig. 256. 

Tracemos la semirrec­
ta d, opuesta a la se­
mirrecta a. Así queda 
da formado el triedro 
bcd, en el que, por el 
teorema último, una 
cara es menor que la 
suma de los otros dos: 

Ln.s tl"e~ raras de un triedro su­
mao menos de 4 rectos. 

/'o. /'o. /'o. 

bc < bd + cd (1) 

Pero los ángulo bd y ab, y los ángulos cd yac, son su­

plementarios por ser adyacentes, luego es: 

/'o. /'o. 

beZ = 2R - ab 
/'o. /'o. 

Y análogamente: ccl = 2R - ac 

y reemplazando estos valores en (1), resulta : 
/" /'o. /'o. 

bc < 2R - ab + 2R - ac 
/'o. /'o. /'o. 

o bien: . bc < 4R - ab -- ac 

y sumando a ambos miembros al> + ac, lo que es posible 
por la propiedad uniforme de la suma, resulta: 
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/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

be + ab + ac < 4R - ab - ac + ab + ac 
y después de simplificar, queda: 

/'.. /'.. /'.. 

ab + bc + ac < 4R 

259. Comparación de los triángulos con les trie­
dros. - El estudio ele los triángulos y de los triedros 
ofrece algunas analogías y diferencias. Por lo pronto, 
los criterios de igualdad de triángulos y los criterios de 
igualdad de los triedros presentan una gran correlación. 

Damos a continuación un cuadro con las principales 
analogías y diferencias, si bien algwlas de las propieda­
des no las hemos estudiado para los triedros. 

Analogías 

TRIÁNGULOS 

En todo triángulo: 

Un lado es menor que la 
suma de los otros dos y ma­
yor que su diferencia. 

Á lados iguales se' opo­
llen ángulos ig~({lles, y re­
cíprocamente. 

Á mayo?' Zaelo se opone 
mayor ángulo. 

Si dos triángulos tienen 
dos lados respectivamente 
iguales y el ángulo com- ¡ 
prendido desigual, a ma-! 
yor ángulo se opone mayor J' 

lado. , 

TRIEDROS 

En todo triedro: 

Una cara es menor que 
la suma de las otras dos y 
mayor que su diferencia. 

Á caras 19uaZes se opo­
nen diedros ig1wles, y recí­
procamente. 

A mayor cara se opone 
mayor' died1'o . 

Si dos triedros tienen 
dos caras respectivamente 
iguales y el diedro com­
prendido desigual, a mayor 
died1'o se opone mayor 
cm'a. 
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Diferencias 

La suma de los ángnlos I La suma de los diedros 
es igual a dos rectos. está comprendida entre 2 

Un ángnlo exterior es y 6 rectos. 
igual a la suma de los ún- Un diedro extm'ior es 
gulos interiores no adya- menor que la suma de los 
centes. diedros interiores no ad-

Cada lado puede ser tan yacentes. 
grande como se quiera. Cada ca1'Cl es menor que 

La suma de los lados no 2 rectos. 
está sujeta a ninguna con- La suma de las caras es 
dición. menor que 4 rectos. 

ANGULOS POLIEDROS 

260. Definiciones. - Se llama ú ngulo poliedro al 
conjlUlto de puntos comunes a los diedros determinados 
por varias semirrectas que tienen el origen común y tres 
consecutivas no están en un mismo plano. 

Al decir los diedros determinados por varias semirrec­
tas, consideramos que cada dos semirrectas consecutivas 
determinan un plano, y cada dos planos consecutivos de­
terminan un diedro cuya arista es cada una de las semi­
rrectas dadas. 

El punto común se llama vértice, las semirrectas aris­
tas, y los planos determinados caras, y diedros del án­
gulo poliedro a los diedros que forman las caras. 

Si el ángulo poliedro tiene 3, 4:, y,... aristas, se lla­
ma respectivamente, triedro, tetraedro, pentaedro, etc. 

261. Poliedros cóncavos y convexos. - Un ángulo 
poliedro es convexo, cuando el plano determinado poL' 
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dos aristas consecutivas deja a las demás aristas en un 
mismo semiespacio; en caso contrario es cóncavo. 

ASÍ, en la fig. 257 tenemos un ángulo poliedro convexo. 
Comprobamos que si se cortan toda' las aristas del án­
gulo poliedro con un plano, la sección que resulta es un 
polígono convexo. 

Fig. 257. 
Angulo poliedro conv<;xo 

Fig. 258. 
Angulo poliedro c6nclI\·O. 

En la fig. 258 tenemos un ángulo poliedro cóncavo. 
Se comprueba que si se cortan todas las aristas del ángu­
lo poliedro con un plano, la sección que resulta es un 
polígono cóncavo. 

262. Convención. - Siempre q1¿e hablemos de án­

v gulos poliedros, quedará entendi­
do que nos referimos a ángulos 
pol1'ed~'os convexos. 

263. Notación. - En el án­
O gulo poliedro de la fig. 259 el vér­

tice es V, las aristas a, b, e, el y e, 
y las caras ab, be, cd, de y ca. 

Un ángulo poliedro se designa 
An~:f~ p2o~f~dro. con la letra del vértice, o bien 
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nombrando sucesivamente las letras de sus aristas, o nom­
brando la letra del vértice y las letras mayúsculas pues­
tas una en cada arista. Así el triedro de la fig. 259 se 
puede leer de lUla de las siguientes maneras: 

Ang. polo V j áng. polo abcdej áng.pol. V. ABODE. 

Relación entre una cara y la suma de las demás 

264. TEOREMA. - En todo ángulo poliedro una cara 
es menor qne la suma de las demás. 

Hip.) Ang. polo abcde, fig . 260. 
/', /'.. /', /', /', 

Tesis) ab < bc + cd + de + ea. 
Demostración. - Descompongamos el ángulo poliedro 

dado en ángulos triedros haciendo pasar planos por e y 
b, Y e Y c. 

Sabemos que en todo triedro Ulla V 
cara es menor que la suma de los otros 
dos, luego en el triedro abe se tiene: 

/', /', /', 

ab < be + ea 
/', /', /', 

y en el triedro bce: be. < bc + ce 

/', /', /', 

y en el triedro cde: ce < cd + ele 

Sumando ordenadamente, por la 
propiedad uniforme de la suma, se 
tiene: 

Fig. 260. 
Una cal'a es menor q no 
la. suma de las demás. 

/', . "" /', /', /', /', /', /', /', 

ab + be + ce < be + ea + bc + ce + cd + de 

y suprimiendo los sumandos be y oe que figuran en am­
bos miembros, pues por la propiedad monótona de la 
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resta eso equivale a restar be + ce de ambos miembros, 
resulta: 

/'.. /'.. /'.. /'.. "" 
ab < be + ed + de + ea 

265. TEOREMA. - La suma de las ea¡'as de un án­
g1do poliedro es menor q1~e euat1"O ¡'eetos. 

v 

Fig. 261. 

Hip.) Angulo poI. 
abecZe, fig. 261. 

/'.. /'.. 

Tesis.) ab + be + 
/'.. /'.. /'.. + eel + de + ea < 4R. 

DemostraciÓn.-Con­
sideremos un plano que 
corte a todas las aris­
tas formando el polígo­
no ABODE. 

Unamos un punto in­
terior P del polígono 
con los vértices A, B, 
0, E. Resultan tantos 

triángulos con vértice en P, como triángulos hay con 
vértice en V, 5 triángulos en nuestro caso, y como la 
Slillla de los ángulos de un triángulo es dos rectos, se 
tiene: 

s~¿ma, áng. de los triángnlos en P 
suma áng. de los t¡"iángulos en V 

5.2R 
5.2R 

lOR 
lOR 

Como sabemos que e11 todo triedro una cara es menor 
que la Suma de las otra'S dos, en los triedros formados 
en A, B . .. E, se tiene: 
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/'.. /'.. /'.. /'.. 

en el triedro Á: a1' + am > 1+ 2 
/'.. /'.. /'.. /'.. 

" " " 
B: bm + bn >3+ 4 

/'.. /'.. /'.. /'.. 

" " 
c: cn + cp > 5+ 6 

/'.. /'.. /'.. /'.. 

" " " 
C: clp + dq >7+ 8 

/'.. /'.. /'.. /'.. 

" " " 
E: eq + e1' > 9 + 10 

Sumando ordenadamente, y observqnelo que el primer 
miembro es la suma de los ángulos de la base de los 
triángulos formados alrededor ele V} y que el segundo 
miembro es la suma de los ángul.os ele la base de los 
triángulos formados alrededor de P, tenemos: 

Suma áng. base t1'iáng. en V>Suma áng. base t'l'iáng. en P 

y como hemos visto que la suma ele los ángulos de los 
triángulos en V es igual a la suma de los ángulos de los 
triángulos en P, debe ser, entonces, la suma de los ángulos 
de vértice en 11 menor que la suma de los ángulos de 
vértice en P: 

Swrna á'l1g. ele vértice en V < Suma áng. ele vé1·tice en P 

pero sabemos que el segundo miembro es igual a cuatro 
rectos, por ser la suma de los ángulos formados alrededor 
ele un punto, luego: 

St&ma áng. ele vé1'tice en V < 4R 

/'.. /'. /'.. /'.. /'.. 

es decir: ab + bc + cel + de < 4R 

266. Sección de un ángulo poliedro. - Se llama 
sección de un ángulo poliedro, al polígono que se obtiene 
al cortar touas las aristas con un plano. 
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En la fig. 261 el polígono LiBCDE es una sección del 
ángulo poliedro V. ABCDE. 

Secciones pal'alelas son la obtenidas con planos pa­
ralelos. 

267. Angulos poliedros iguales. - Dos ángulos 
poliedros son iguales, cuando las caras y diedros del uno 
son ordenadamente iguales a las caras y diedros del otro. 

Si en los ángulos poliedros abcde y a'b 'c'd'e' es: 

/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

a = a'; b = b'; e = e'; d = d'; e = e' 
y además: 
/'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. /'.. 

ab = a'b'; be = b'c'; cd = c'd'; de d'e'; ea e'a', 
resulta que es : 

áng. polo abcde áng. polo a'b'c'd'e'. 

EJERCICIOS 

73. Si las tres caras de un triedro son iguales, todo plano que 
lo corte por puntos de las adstas equidistantes del vértice deter­
mina un triángulo equilátero. 

74. Se desea construir un triedro cuyas caras sean iguales al 
ángulo interior de un poligono regular. b Qué polígonos regulares 
-deberán elegirse? 

75. Idem, ídem si se tratara de un ángulo poliedro. 
76. Se dcspa construir un ángulo poliedro con ángulos inter­

no de nn exágono regulaI' y un octógono regular. ~ Es posible' 
77. En todo triedro los planos bisectores de sus diedros se cor­

tan según una recta común . 
78. En todo h'iedro los planos perpendiculares a sus caras tra­

zados por las aristas opuestas se cortan según una recta común. 
79. Las cuatro caras de un tetraedro SOn triángulos equiláteros . 

Demostrar que todos sus diedros son iguales. 
80. Construir un triedro trirrectángulo cuyas aristas pasen por 

tres puntos dados. 



CAPÍTUlJO VIII 

POLIEDROS 

268. En las páginas 66 a 82 hemos estudiado la 
simetría respecto a una recta, a un Pllllto y a un plano, 
por lo que nos remitimos a dichas páginas para su repaso, 
así como para ver las relaciones que hay entre las dis­
tintas simetrías. 

Ejes de simetría de orden superior 

269. Definiciones. - Se llama poliedr'o a la figura 
limitada por todas sus partes por porciones de plano. 

Así, son poliedros una regla, una caja, un lápiz, un 
ladrillo, etc. 

En un poliedro hay que considerar: 
Las cams, que son los polígonos planos que forman la 

s~tperficie del poliedro; 
Las ar'istas, que son los lados de esos polígonos, y que 

son los segmentos de recta determinados por dos caras 
contiguas; 

Los vértices, que son los extremos de las aristas. Cada 
vértice es la intersección común de tres arIstas por lo 
menos; 
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Los áng~¿los diedros, que son los ángulos formados por 
dos caras contiguas que tienen una arista común; 

Los ángulos poliedt,os, que son los ángulos formados 
por tres o más caras que tienen un vértice común; 

Las diagonales, que son los segmentos que unen dos 
vértices que no están en una misma cara; 

La superficie del poliedt'o, que es la suma de las áreas 
de todas sus caras; 

El vol~¿men del poliedt,o, que es la porción de espacio 
que ocupa el poliedro. 

270. Diversos poliedros. - El nombre de algunos 
poliedros depende del número de sus caras: 

Si tiene 4 caras, se llama tetmedro j 
Si tiene 
Si tiene 
Si tiene 

5 
6 
8 

caras, 
caras, 
caras, 

se llama pentaedro j 
se llama exaedt'o j 
se llama octaedro j 
se llama dodecaedt·o j 

Si tiene 20 caras, se llama icosaedro, etc. 
Si tiene 12 caras, 

En general, si un poliedro tiene n caras, se llama po­
liedro de n caras. 

El más simple de los poliedros es el tetmedt"o, que 
tiene cuatro caras triangulares. 

La importancia del tetraedro con respecto a los po­
liedros es análoga a la que tiene el triángulo respecto a 
los polígonos. 

Algunos poliedro tienen nombres especiales, prismas, 
pirámides, cuyo estudio haremos más adelante. 

271. Poliedros convexo y cóncavo. - Un poliedro 
es convexo, fig. 263, cuando el plano a que pertenece 
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cada cara deja a los demás en un mismo semiespacio; 
en caso contrario es cóncavo, fig. 263 . 

Fig. 262. Fig. 263. 
Poliedro convexo. Poliedro cóncavo. 

272. Convención. - En lo sucesivo, cuando hable­
mos de poliedros, nos referiremos a los polied1'os convesos. 

273. Poliedros iguales. - Dos poliedros son igua­
les, cuando son ordenadamente iguales las caras y los 
ángulos poliedros. 

274. OBSERVACIÓN. - No hay que confundir un 
ángulo IJoliedro con un polied1'o, ni la caras ele un án­
gulo poliedro, que son 1Í11gnlos planos, con las caras de 
un poliedro que son polígonos. 

Superficie prismática 

275. Definiciones. - Se llama superficie prismá­
tica a la figura determinada por tres o más rectas para­
lela , llamadas aristas y dadas en un cierto orden, y las 
tiras de plano comprendidas entre cada dos rectas con­
secutiyas 
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En la figura 264 el conjunto de las rectas paralelas 
a, b, e, el , e, y las tiras de planos ab, be, cel, ele y ea, 
constituye con la superficie prismática abcde. Las rec­

a 

o 
o 
o o 

le ¡d 
o o 

: b: 
: : 
o o 

},~~ ...... \ 
",' ' ...... 

e 

tas dadas son las a1'istas, las tiras de 
planos son las caras, y los diedros que 
forman dos caras consecutivas son los 
diedros de la superficie prismática. 

Si la superficie prismática tiene 3, 4, 
5,. .. ari tas, se llama, respectivamente, 
triangular, cuad"anglllar, pentagonal, 
etc. 

Una superficie prismática es convexa, 
Fig. 264. d 1 l d t . " 1 superficie prismática cuan o e p ano e ermlnauO por e os 

aristas consecutivas deja a las de­
más aristas en lID mismo semiespacio; en caso contrario 
es cóncava, 

En lo sucesivo, siempre que hablemos de supe1'ficies 
prismáticas qnedará entendido qlW nos referimos a las 
convexas. 

Una superficie prismática se designa con las letras de 
sus aristas. 

276. Sección de una superficie prismática. - Se 
llama sección de una superficie prünnática, al polígono 
que se obtiene al cortar todas las aristas con un plano. 

En la fig. 265 el polígono ABCDE es una sección ele 
la superficie prismática abccle. 

Secciones paralelas son las obtenidas con planos 
paralelos. 

277. TEOREMA. - Dos secciones paralelas ele una 
misma s1lperficie prismática, son iguales, 
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Hip.) S1tp. prisrn. abcdej allf3; p y P polígonos obte­
nidos, fig. 265. 

Tesis.) P = P'. 

Dernostrac'ión. - Como es al I f3 y el plano determinado 
por a y b corta a a y a f3, y sabemos que las intersecciones 
de dos planos paralelos con otro plano son paralelos, es: 

AB II A'B' 

pero como es poI' hipótesis 
al/b, la figura ABB'A' es un 
paralelogramo, y como los la­
dos opuestos de un paralelogra­
mo son iguales, es: 

AB = A'B' 

De la misma manera demos­
traríamos que los demás lados 
ele los polígonos P y P' son res­
pectivamente iguales. 

Se ha visto que es AB 1/ A' 
B', Y por la misma razón es 

Fig. 265. 
Secciones paralelas de 
¡una superficie pris­

mática. 

. BOIIB'O', de manera que los ángulos ABO y A'B'O' 
tienen sus lados respectivamente paralelos, luego son 
iguales (31 ) : 

ABO = A'B'C' 

y de la misma manera se demostrará la igualdad de los 
restantes ángulos de P y P'. 

y si los lados de P y P' y sus ángulos son respectiva­
mente iguales, es: 

P = P' 
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278. Sección normal. - Se llama sección normal 
de una superficie prismática al polígono que resulta al 
cortar toclas las aristas con un plano perpendicular a una 
de ellas. 

Nótese que si el plano es perpendicular a una de las 
aristas, es perpendicular a las restante . 

Del teorema último y teniendo en cuenta la definición 
de sección normal, se deduce el siguiente: 

2 79. CORor,ARTO. - Las secciones normales ele nna 
superficie prismática SOI1 paralelas e iguales. 

280. Superficies pri~máticas iguales. - Dos super­
ficies prismáticas son iguales, cuando sus secciones nor­
males también 10 son. 

Si las superficies prismáticas son S y S', y N Y N' sus 
secciones normales y es N = N', también es: 

Snp. l)ris1n. S = Supo lJrism. S' 

Prisma 

281. Definiciones. - Se llama prisma indefinido 
a los puntos ele espacio que pertenecen a todos los die­
"dros ele una superficie pricmática, fig. 266. 

Se llama prisma finito o simplemente lJrisma, a la 
parte de prisma indefinido comprendida entre dos planos 
paralelos que cortan a todas las aristas. 

Las secciones producidas por los planos paralelos son 
las bases, y las por ciones de tiras de la superficie prismá­
tica son las caras laterales. En el prisma ABCD A'B'C'D' 
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fig . 267, las secciones AB CD y A'B 'C'D' son las bases y 
los cuadriláteros AB ', BC', CD' y DA' son las caras 
laterales. 

Altttra de un pris­
ma es la distancia 
de un plmto de una 
base al plano que 
contiene a la otra. 

Diagonal de un 
prisma es el seg­
mento de recta de­
terminado por dos 
vértices que están en 
caras diferentes. 

a 
d 

b e 

S , 1 l' Fig. 266. . Fig. 267 . egun sea e po 1- Prisma indefinido. Prisma . 

gono de la base, así 
se llama el pl'Í. 'ma : triangular, cuadrangular, pentagonal 
etcétera. 

282. COROLARIO. - De la definición de prisma se 
deduce: 

l. - Las aristas late1'ales ele 1m prisma son iguales y 
paralelas. 

n. - Las caras laterales de 1m prisma son paralelo­
gramos. 

283. Prisma recto. - Un prisma es "ecto cuando 
las aristas laterales son perpendiculares a las bases, (fig. 
268), Y ohlícuo en caso contrario, (fig. 269). 

Un prisma es regular, si es recto y sus bases son po­
lígonos regulares. 
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284. COROLARIOS. - 1. Las caras' laterales de ~~n 
prisma recto son rectángulos. 

lI. - Las caras latemles de un prisma 1'egula1' son 
iguales. 

lII. - La altura de un prisma recto es igual a una 
at'ista lateral. 

E 
·.,.----.... c 

B" 
Fig. 268. Fig. 269. 

Prisma recto. Prism& oblicuo. 

285. Prismas iguales. Dos prismas son iguales, 
si las cal'as laterales son ordenadamente iguales (271 
y 280). 

286. TEOREMA. - Dos 
prismas rectos de igual 
base y alt1¿ra son iguales. 

Hip.) Prismas rectos P 
y P' 6. ABO= 6. A'B'C'j 
AD = A'D', Hg. 270. 

Tesis.) Pro P = Pro P'. 
Demost1'aciórL - Sien­

do iguales las bases, se tie-
ne que: 

o~--...." 

E 

p 

A - ------ --- c 

B 

O' F' 

E 

p' 

~ ------ --- c· 
/ 

8 

Fil'. 270. 
Púsmas igualea. 
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AB = A'B'j BO = B'O'j OA = O'A' (1) 

Como las caras laterales son paralelogramos, y los la­
dos opuestos de un paralelogramo son iguales, tenemos: 

AD = BE· OF 
Y A'D' = B'E' = O'F' 

Pero los primeros miembros son aguales por hipótesis, 
luego, por el carácter transitivo de la igualdad, resulta: 

AD = A'D' = BE = B'E' = OF = O'F' (2) 

De (1) y (2) deducimos que los rectángulos laterales 
de ambos prismas tienen las bases y las alturas respecti­
vamente iguales, luego dichas caras son iguales, hlfgo es: 

PI'. p = PI'. P'. 

Paralelepípedo 

287. Definiciones. - Se llama paralelepípedo al 
prisma cuyas bases son paralelogramos, fig. 271. 

Dos caras son 0lJues­
tas, cuando no tienen 
ninguna arista común. 

Se llama diagonal al 
segmento determinado 
por dos vértices que 
están en planos dife­
rentes. 

Plano diagonal de lill 

H 

Flg. 271. 
Paralelepípedo. 

paralelepípedo es el determinado por 
rales que no están en lilla misma cara. 

dos aristas late-
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E n el paralelepípedo de la üg. 271 son caras opuestas 
ABFE, y CGHD j AG es una diagonal y ABGH es un 
plano diagonal. 

Designaremos un paralelepípedo anteponiendo Ppd a 
las letras de sus vértices. 

288. TEORE1\IA. - En todo paralelepípedo las caras 
opuestas son ig~wles . 

Hip .) Ppd. ABCDEFGHj 1 y n caras opuestas, fi· 
gura 272. 

T esis. ) 1 = n. 
De'lnostmción. - Como las bases de un paralelepípedo 

son paralelogramos por definición, se tiene : 

AB = DC y EF = HG (1) 

Y como las aristas laterales de un prisma son iguales, 
(282, 1), resulta que es: 

AE = BF = CG = DH (2) 

A 

B?-----!;:=-----t. 

Fig. 272. 
Las caras opuestas de 
un Ppd. son iguales. 

H 

Fig. 273. 
Las diagonales de un 

Ppd. se cortan en 
pal'tes iguales. 

H 

Adem.ás, como las caras laterales de un prisma son pa­
ralelogramos, resulta: 

BFI /ca 
y por definición de Ppcl : EF I /GH 
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Entonces, los ángulos o: y (3 que tienen sus lados tespec­
tivamente paralelos, son iguales: 

o: = (3 (3) 

De (1), (2) Y (3), deducimos que los paralelogramos 
1 y 1I, que tienen sus lados iguale , respectivamente, e 
igual un ángulo, son iguales, luego: 1 = II. 

289. 'l'EOREMA. - En todo paralelepípedo las dia­
gonales concurren en ~m p'ttnto que diviele a cada una de 
ellas en pa1'tes ig~tales. 

Hip.) Ppd ABCDEFGHj AG, BH, CE Y DF diago­
nales, fig. 273 . 

. Tesl:s.) Las cliag. tienen un punto comím que las di­
vide en dos partes iguales. 

Demostración. - Los segmentos AB y GH son iguales 
y paralelos (280 y 285), luego el cuadrilátero ABGH es 
1m paralelogramo, de manera que sus diagonales AG y 
BH se cortan en un punto O que las divide en dos partes 
iguales. 

El cuadrilátero BFHD también es un paralelogramo, 
luego sus diagonales BH y FD se cortan en el mismo 
punto O que las divide en dos partes iguales. 

Procediendo de la misma manera demostraremos que 
la cuarta diagonal CE pasa por O y queda dividida en 
dos partes, luego las diagonales tienen un p~tnto común 
q~te las divide en dos partes ig~Gales. 

290. TEOREMA. - Si ~Gn plano corta a C~Gatro aristas 
pamlelas ele ~Gn pa1'alelepipe·clo, la sección q~Ge resttlta es 
~tn 1Jamlelogramo. 
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Ilip.) pp,z . .l.1BCDEF'GH; plano a corta a AD en P, 

~--"'7I 

Fjg. 274. 
La ,ección de un Ppd. 
es un paralelogramo. 

a BC en Q, a F'G en R y a 
O EH en S., fig. 274. 

Tesis) PQR& es un para-
lelogramo. 

Del/tost~·ación. - Los seg­
mentos PQ y RS son parale­
los por ser intersecciones de 
dos planos paralelos con a, 
luego PQ//RS. Por la mis­
ma razón es PS//QR, luego 
la figura PQRS que tiene 

sus cuatro lados paralelos dos a dos es un paralelogramo. 

. Paralelepípedo rectángulo 

291. Definición. - Un paralelepípedo es ~'ectán­

g1tlo cuando las bases y las caras laterales son rectángulos, 
figura 275. 

292. TEOREMA. - En fodo l)aralelepípcdo 1'ectán­
gulo los diagonales son ignale~. 

Hip.) Ppd. recto A.BCDEF'GIl; diag. AH, BE, CF', 
DG, fig. 275. 

Tesis.) AII = BE = CF' = 
= DO. 

Demostración. Uniendo 
H con A. y con F', y E con G 

Ar-----,. 
o', , ' 
o " 
I " S -___ ~ __ 

y con B rcsultan los triállgu- G ....... "---------:: ..... 

los AF'H y BOE que son rec­
tángulos porque L1F' y BG son 

Fig. 275. 
Para.lelepípedo rectán­

gulo. 
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perpendiculares al plano PUlIR. luego (36) es AF .1FH, 
Y BG .1 GE, Y ademús son iguales por tener ..1F = 13G 
porque las aristas laterales de un prisma son iguales, y 

FII = GE por ser diagonales de un rectúngulo, luego las 
hipotenusas son iguales, es decir: 

.AH = BE (1) 

De manera análoga se demuestra que es: 

BE = OF Y OF = DG . (2) 

y comparando las igualdades (1) :r (2), resulta: 

AH = BE = OF = DG 

293. COROLARIO. - El punto de intel'sección de las 

diagonales de 1m pal'alclelJÍpedo t'eetlÍngulo eqúidista de 

todas las earas del 'mismo. 

Romboedro 

294. Definiciones. - Se llama romboedro al para­
lelepípedo que tiene iguales todas sus aristas, fig·. 276. 

En general, las caras laterales :r las bases de un rolU­
boedro son rombos. 

" 
Fig, 276. Fig. 277. 

Romboedro oblíeuo. Romboedro neto. 
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Un romboedro es 1'CCto cuando sus caras laterales son 
cuadradas, fig. 277. 

295. TEOREMA. - En todo romboedl'o recto los pla­
nos diagonales cleiel'minados por las a1'istas 2Jer'penelict¿­
lares a las bases son 2JCr2Jencliclllal'es y bisectores ele los 
diedros lJor cuyas aristas pasan. 

IIip.) Romb. recto ABODEF'GHj ex y (3 pI. diagonales, 
fig. 278. 

Tesis) 19 ) ex ..1 (3; 

29) ex bisector de los diedros BG y DE j (3 bisector de 
los diedros A.F' y OH. 

Demostración. - 19 ) ..Al ser cuadradas las caras late­
rales, resulta que BG y DE, AF' Y OH son perpendicu­
lares a las bases del romboedro, y como sabemos que si 
una recta es perpendicular a un plano, todo plano que 
pa e por ella es perpendicular al plano dado, los planos 

Fig. 278. 

gulo recto, el diedro es 
pendiculares: ex ..1 {3. 

ex y {3 que pa an por dichas 
perpendiculares son perpendi­
culares a las bases, de manera 
que los ángulos BOO' y 000' 
son rectos, es decir, el ángulo 
BOO es la sección normal del 
diedro ex{3. Pero el ángulo BOa 
es recto por estar formado por 
las diagonales de un rombo, 
que son perpendiculares, luego 
si la sección normal es un án­

recto, luego los planos son per-
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29) Lo ángulos 1 y 2 son iguales por ser BD diagonal 
de un rombo, pero como RG es perpendicular a BA y 
a BO, también lo es a BD (34), luego los ángulos 1 y 2 
son las secciones rectas de los diedros formados por los 
planos Il y ABGF', Y Il Y BOHG. y si las secciones 
rectaR son iguales (51 ), los diedros formados también 
lo son, luego Il es el plano bisector del diedro BG. Aná­
logamente, Il es bisector del diedro DE. 

De la misma manera se demuestra que f3 es bisector 
de los diedros AF' y OH. 

296. Base media de lUl romboedro. - Se llama 
base media de un romboedro a la sección que resulta- al 
cortarlo con un plano paralelo a las bases y que pase 
por el punto de inter ección de sus diagonales. 

Cubo 

297. Definición. - Se llama cubo al paralelepípedo 
cuyas bases y caras laterales son 
cuadradas, fig. 279. 

De la definición dada se deduce 
que todas las aristas son iguales, y 
que las tres aristas que concurren 
en un plmto son perpendiculares 
dos a dos. 

Fig. 279. 
Cubo 

298. Propiedades del cubo. - Como el cubo es un 
paralelepípedo rectángulo (291 ) y un romboedro recto 
respecto de cualquiera de sus cara (294), sus propieda­
des son las de una y otra figura. Esas propiedades son: 
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1. - Toclas S1.tS car'as son iguales. 
II. - Las diagonales son ignales V se cortan en partes 

ig1wles. 
III. - Los planos diagonales son ig1tales y bisectores 

de los cliedros q~~e fonnan sns caTas. 

Pirámide 

299. Definiciones. - Se llama p'irárnide, al polie-
dro que se obtiene al cortar con un plano todas las aris­
tas ele lID ángulo poliedro, sin pasar por el vértice. 

La sección que resulta se llama base, los triángulos 
determinados son las caTaS laterales de la pirámide. El 
vértice del ángulo poliedro es el vértice o cúspide de 
la pirámide. 

Si la base es un triángulo, la pirámide se llama tetrae­
dro o pi1'ámicle f¡'iangnlar; si es un cuadrilátero se llama 

v 

Fig. 280. 
Pirúmide. 

c1wdrangula1'; si es un 
pentágono se llama pen­
tagonal, etc. (*). AltuTa 
de una pirámide es la (lis­
tancia del vértice a la 
base. 

En la fig. 280 se tiene 
llna pirámide pentagonal; 
V es el vértice, el polígo­
no ABODE es la base, y 
las caras son 17 AB, VBO 
y VEA. 

C*) Si una pirámjtle tiene por base 1LJ1 polígono de 3, 4, 5, ." n 
lntlos, tiene (3+1), (,1+1), (5+1), ... (n+1), vértices y (2X3). 
(2X4), (2X5), ... (2Xn) al·istas. 
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300. Pirámide regular. - Una pirámide es 1'egula1', 
o equiláte1"o, si la base es un polígono regular y el vér­
tice es un punto de la perpendicular a la base trazada 
por el centro de ella. V 

La pirámide V . ABCDElJ' de la 
fig. 281 es regular porque la base 
es lUl polígono regular y el vél'tice 
V está en la perpendicular va a 
la base en su centro a. 

De las definiciones de pirámide 
y de altura, y teniendo en cuenta 
que la perpendicular es menor que 
cualquier . oblicua, deducimos los si­
g'uientes : 

Fig. 281. 
Pirámide regular. 

301. COR.OLARIOS. - En toda pirámide recta se ve­
rifica: 

1. - El lJie ele la. alttwu es el ceni1"o del polígono dp 
la base; 

Il. - Las aristas laterales ¡;on ignales; 

IlI. - Las caras laterales son tl'iángttlos isósceles e 
ig¡tules; 

IV. - Las ultn1'as (le lus c..aras latel'ales son ignales. 

V. - Lu ulhwa f01'ma ángnlos ig1wles con las uristus 
laterales. 

302. Apotema y eje de una pirámide regular. -
Apotema de lUla pirámide regnlur es la ultU'm de una 
cara lateral. 

El eje de una pirámide regular es la recta determinada 
por el centro de la base y el vél'tive. 
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En la pirámide de la fig . 281 la apotema es VM y el 
eje es la recta que determinan V y o. 

E l eje de una pirámide es un eje de simekía cuando 
todo punto de la pirámide tiene su simétrico en l~ misma. 

303. Pirámides iguales. - Dos pirámides son ig%a­
Zes, cuando las caras y ángulos poliedros de una son res­
pectivamente iguales a las caras y ángulos poliedros de 
la . otra. 

304. Casos de igualdad de tetraedros. - Por ra­
zones de brevedad no demostraremos los siguientes casos 
de igualdad de tetraedros, que proponemo~ como ejerci-

v 
v v 

A c 

B B B 
v' v' v' 

c' 

B' B' 

Fig. 282. Fig. 283. Fig. 284. 
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cio de aplicación de la igualdad de triedros y de trián­
gulos. 

305. 1. TEORE::IfA. - Dos tetraedros son ig1wles si 
tienen 1'espectivamente ig1wles dos cafaS y el diedro com­
prendido, fig. 282. 

Si es 1:::::. VAB = 6. V'A'B' j 6. VBO = 6. V'B'O', 
y VB = V'B', es tetr. V . ABO = tetr. V'. A'B'O'. 

306. II. TEOREMA. - Dos tetraedros son ig1wles si 
tienen 1'espectivamente iguales dos diedros y la cara com­
prendida, fig. 283. 

/'., /'., /'., /'., 

Si es VA = V'A'j VR V'B' .• y 6. VAB _ 
1:::::. V'A'B', es tetr. V. ABO = tetr. V'. A'B'O'. 

307. III. TEOREMA. - Dos tetraed1'os son ig1wles si 
tienen 1'espectivamente iguales sns M'es caras, fig. 284. 

Si es : 6. VAB = 6. V'A'B'; 6. VBO = V'B'O', 
y 6. VAO = 6. V'A'O'. es tetr. V . ABO = tetr. V'. 
A'B'C'. 

Propiedades de simetría de las prismas 

308. TEOREUA. - En todo paralelepípedo el punto 
de ú~tersección de las diagonales es nn cent1'0 de simet1'Ía. 

Hip.) Ppd. ABCDEFGH,: O intersección de las dia­
gonales, fig. 285. 

Tesis) O es un centro de simetría del Ppd. 

Demostfación. - Si se nos da un punto P de la su-
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perficie del PPcl. dado, este punto tiene u simétrico res­
pecto a O en la superficie lateral. 

-;-.:;:-____ ':1)0 

Fig. 285 
La inteT'eeci6n ,le las cliagonales de 

un ppd. es un centro (le simetría . 

Tracemos un plano 
IX que pase por O y 

por P y que corte a 
cuatro aristas del para­
lelepípedo. La sección 
1I1NQE obtenido es, por 
el teorema (290), un 
paralelogramo, c u y a s 
diagonales MQ y NE 

son las intersecciones de los planos diagonales que pasan 
por AD y FG, Y por BO y EH, al cortar a IX. Y como 
el punto de intersección de las diagonales de lID parale­
logramo es un centro de simetría del mismo, resulta que 
el simétrico respecto a O de P es P', que está en la su­
perficie del paralelepípedo, luego O es un centro ele si­
metrla del paralelepí-peelo. 

309. TEOREMA. - El p~¿nto de intersección "de las 
diagonales de nn pamlelepípedo rectáng1¿lo es un cenM'o 

de simetríaj las pe?'pendicnla?'es t1'azadas a las caras por 

dicho cent?'o son e.fes de simetría, y los 2Jlanos q1¿e éstos 
detenninan dos a dos son pZanos de simetría. 

\ 

Ppel. recto ABODEFGH, fig. 286; O inters, de 
H' las c1iag.; lIlN .1 ABOD j PQ .1 AFED j RE 

~p. .1 OHED j a, f3 y planos determinac10s dos a 
dos por }VIN, PQ Y RE. 
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o es 1m centro de simetría; 
MN, PQ Y RS son ejes de simetría; 
a, (3 y y son planos de simetría. 

Demostración. -

19) El punto O es 
un centro de sime- B 
tría, ,pues así lo he­
mos demostrado en 
(308) para todo pa­
ralelepí pedo. 

A 

1·~--------~--------~ 
29 ) Dado un pun­

to T de la superficie 
del P2Jd., este punto 
tiene su simétrico respecto 
fig. 287. 

Fig. 287 
Simetría respecto a un eje 

Jn el ppd. 

Fig. 286 
Simetría en el llaralefellílledo 

r ectángulo. 

a un eje, por ejemplo MN, 

'----~----D 

Fig. 288 
Simotría respecto a. un 

plano en el ppd. 

El punto T y MN determinan un plano 7r que corta 
al Ppd. segtm un rectángulo cuyo centro es O. Como 
MN pasa por O y es perpendicular a las bases del Ppd., 
es perpendicular a las bases del rectángulo IJKL, resul­
tando, por Geom. Plana, que MN es un eje de simetría 
del rectángulo IJI{L, luego el simétrico de T es T', que 
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por estar en IL está en la superficie del Ppd., luego MN 
es un eje de simetría del Ppd. 

Análogamente se demuestra que PQ y RS son también 
ejes de simetría. 

39 ) Daclo un punto U de la superficie del Ppel., este 
punto tiene su simétrico respecto a a, determinado por 
MN y PQ, fig. 288. Tracemos UU' .1 ex. Como ex es 
paralelo (28c ) y equidistante de las caras ABGF y OHED 
(293), resulta UO' = O'U', luego a es un plano de 
simetría. 

Análogamente · se demuestra que f3 y y son también 
planos de simetría. 

310. TEOREMA. - En todo rO?nboed1"0 recto el p~¿nto 
ele intersección de las dia,gonales es un centro de sime­
tríaj la perpendictda1" a las bases tmzada po?' dicho cen­
tro y las diagonales ele la base media son ejes ele simet?'ía 
y Zas lJlanos detenninados POI" éstos elos a dos son planos 
de simeh"ía. 

Hip.) Romb. recto ABODEFGH, fig. 289; AH, BE, 

Fig. 289 
, flimetrín en el romboedro recto. 

OF Y DG diagonales; O in­
tersección de las diagonales; 
MN pasa por O y es perpen­
clicular a las bases PQRS 
base media de las diagonales 
PR y QS. 

Tesis) 19) O es un centro 
de simetría; 

29 ) MN es un eje de si-
metría; 
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39) PR Y QS son ejes de simetría. 

49) Los planos MN y PE, JJiIN Y QS, PR y QS son 
planos de simetría. 

Demostmci6n. - 19 ) En todo paralelepípedo el punto 
de intersección de las diagonales es un centro de simetría 
(308), y como el romboedro es un paralelepípedo, resulta 
que es O 1Ul centro de simetría. 

29 ) Como MN es perpendicular a las bases y pasa por 
O, por (309) es MN un eje de simetría. 

39 ) De manera idéntica a la demostración de la 2iJ. 
parte del teorema (309), se prueba que PR y QS son 
ejes de simetría. 

Propiedades de simetría de las pirámides 

311. 'rEOREMA. - Si 1~na pÚ'ámide reg~~lar tiene un 
núrnero 2?a1' de cams late1'ales, el eje de la pirámide es 
t~n eje de simetría de la misma. 

Hip.) Pirám. V. ABCD reg., VO eje de la pirám., 
fig. 290. . 

Tesis) VO eje de simetría de la pirámide. 

Demost1·aci6n. - Si se nos da 1.Ul punto P de la super­
ficie lateral de la pirámide, este plmto tiene su simétrico 
con respecto al eje VO en la superficie lateral. 

Tracemos el plano 'Tr, determinado por el eje VO y 
el punto P. Este plano tiene el punto O común con el 
plano de la base, luego también tiene común la recta 
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MN (13). Como la base de la pirámide es un polígono 
regular de un número par de lados, su centro es lID cen-

V tro de simetría, y como MN 

Fig. 290 
una:; 

pasa por dicho centro, los pun­
tos 111 y N son simétricos res­
pecto a O, lllego es OM = ON. 

Pero por ser una pirámide 
regular es VO perpendicular al 
plano de la base, luego es VO 
J. MN, de donde se deduce que 
VJI = VN por ser oblicuas que 
equidistan del pie de la perpen­
dicular, luego el triángulo VlIIN 
es isósceles, y como VO es su 
altura, que sabemos es el eje Eje de simetría de 

pirámide. 
<.1e simetría <.1el mismo, resulta 

que el simétrico de P es P', que se obtiene trazando 
PP' J. YO. El punto P', por pertenecer a VN, perte­
nece a la superficie lateral de la pirámide, luego: 

YO es el eje de simetría de la pirámide. 

312. TEOREMA. - Todo plano que pase p01' el eje 
1tna arista de 1ma pirámide 1'egular, es un plano de si­
metría. 

IIip.) Pirám. reg. V. ABCj VO eje; pl. o: pasa por VA 
y VO, fig. 291. 

Tesis) El pI. ex es un plano de simetría de la pirám. 
dada. 

Demostración. - El plano ex será un plano de si­
metría cuando todo punto P la de superficie lateral tenga 
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su simétrico en ella. Unamos V con P y luego tracemos 
por YP el plano {3 perpendicular al plano c(. El plano {3 
corta la cara V AB segím VN. 

Ahora bien: al ser VO 1. ABO, por ser VO eje, 
es pI. IX 1. pl. ABe, por (75 ). Por construcción es 
pI. C( 1. pl. {3, luego la in­
tersección de {3 y ABe es 
perpendicular al plano c(, 

por (85). 
Pero por ser ABe un 

polígono regular es AB 
un eje de simetría del mis­
mo, luego si es MN 1. BD, 
los puntos 1ll y N son si-
métricos, luego es: 

1I1Q = RN. 
El triángulo VlIIN es isós­
cele, pues es VM = VN 
por ser oblicuas que se ale­
jan igualmente del pie de 

v 

B 

Fig. 291 
Plano de simetrla de una 

pirámide. 

perpendicular, de manera que si trazamos PP' 1. VQ, 
los punto. P y P' son simétricos, respecto a VQ, lo que 
significa que es PE = EP'. Pero también es, por (83 ), 
PP' 1. c(, luego los puntos P y P' son simétricos res­
pecto al plano IX, luego: 

IX es 1¿n plano de sirnet1'Ía de la pÚ·árnide. 

3 13. COROLARIO. - Observemos que al ser el punto O 
el centro del polígono de la base, el segmento OD es la 
apotema elel polígono de la base, luego VD es la apotema 
de la pirámide. Pero el plano (.( pasa por el eje de la 
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pirámide y por una apotema de ella, luego: Todo 2JZano 
que pase por el eje y 1tna apotema de 1¿na pÍ?'árnide 1'e­
gula?' es 1tn plano de simetría. 

EJERCICIOS 

81. Con 1m plano se COl·tan todas las aristas de un prisma. En 
un mismo semiespacio y en cada arista se toman segmentos iguales. 
Demostrar que los extremos de estos segmentos está-n en un mis­
mo plano. 

82. Un paralelepípedo es rectángulo sí todas las diagonales 
son iguales. 

83, Las diagonales de dos caras opuestas de un paralelepípedo 
son iguales y paralelas. 

84. Hallar los elenfcntos de ~imetría de un prisma recto cuyas 
bases son: 19, rombos; 29, rectángulos; 39, cuadrados. 

85, Hallar los elementos de siemtría de un prisma recto cuyas 
bases ~on exágonos regulare5. 



OAPí'fULO IX 

POLIEDROS REGULARES CONVEXOS 

314. Definición. - Un poliedro es 1'eg1¿lar si todos 
sus ángulos poliedros son iguales y sus caras son polígo­
nos regulares iguales. Ejemplo: el cubo, fig . 295. 

315. TEOREMA. -' Existen sólo cinco p<lliedros regu­
lares convexos, q1te son: el tetraed7'o, el exaedro, el octae­
dl'O, el dodecaedl'O y el icosaed7'o. 

Demostración. - Se pueden formar tantos poliedros 
regulares como ángulos poliedros se puedan formar con 
polígono regulares, y para ello 'debemos recordar (265) 
que la suma de las caras de un ángulo poliedro es menor 
que cuatro rectos. 

Polied7'os que se forman con t1'iúng1¿los eq~¿ilátel'os, El 
ángulo interior de un triángulo equilátero vale 60·. 

19 ) Se pueden formar ángulos poliedros con 3 ángulos 
de triángulos equiláteros, pues 60· X 3 = 180· < 4R. Así 
se obtiene el tetl'aedro, que tiene 4 caras que son trián­
gulos equiláteros iguales. 

29) Se pueden formar ángulos poliedros con 4 ángulos 
de triángnlos equiláteros, pues 60· X 4 = 240· < 4 R, Así 
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se obtiene el octaedro, que tiene 8 caras que son triángu­
los equiláteros. 

3Q) Se pueden formar ángulos poliedros con 5 ángulos 
de triángulos equiláteros, pues 600 X 5 = 300° < 4 R. Así 
se obtiene el icosaedro, que tiene 20 caras que son trián­
gulos equiláteros. 

Seis ángulos de triángulos equiláteros no se pueden 
agregar, pues entonces no se forma ángulo poliedro. 

Poliedros q7te se form.an con cuadmdos. El ángulo in­
terior de un cuadrado vale 90°. 

4Q ) Se pueden formar án~nloR nolieilroq C011 3 ángnlos 
de cuadrados. pues 90° X 3 = 270° < 4 R. ARí se obtiene 
el exaedro o cubo, que tiene 6 caras que son cuadradas. 

Cuatro cuadrados no se pueden agrupar, pues entonces 
no se forma ángulo poliedro. 

Pol1'ed1'os (f1le se forman con perdárr()?'/os rer/1/7nres. El 
ángulo interior de un pentágono regular vale 108°. 

5Q ) Se pueden formar án~ulos noliedros con 3 ángnlm:; 
de pentá~onos regulares. pues 1080 X 3 = 324° < 4 R. 
Así se obtiene el dodecaed1'o, pues tiene 12 caras que son . 
pentágonos regulares. 

Cuatro pentágonos no se pueden agrupar, pues enton­
ces no se forma ángulo poliedro. 

Con 3 exágonos regulares no se pue'de formar ánaulo 
poliedro, pues como cada ángulo vale 120°, la suma de los 
tres no es menor que cuatro rectos. Con mayor razón no 
se pueden formar ángulos poliedros con eptágol1o , octó­
gonos, etc., pues entonces la suma de las caras no e me­
nor que cuatro rectos, sino mayor, y tal cosa es imposible. 
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316. Construcción del tetraedro regular. - De 
una hoja de cartulina se recorta lUl triángulo equilátero 
ABO, fig. 292. 

A 

~----~~----~c 

Fig. 292 
Desarrollo del tetraedro regular. 

v 

M N 

p 

Fig. 293 
Tetraedro regular. 

Se unen los puntos medios 111, N Y P de los lados, resul­
tando así descompuesta la figura ABO en cuatro triángu­
los equiláteros iguales. Luego e doblan las esquinas al­
rededor de nIN, MP Y NP, de manera que se junten los 
puntos A, B Y O en un solo punto V, tal como se ve en la 
fig. 293. 

Las caras de la fig. 293 son triángulos equiláteros igua­
les, y los ángulos poliedros V, M, N Y P son iguales por 
estar formados por tres caras de 60· cada una. 

317. Construcción del exaedro regular. - De una 
hoja de cartulina se recorta una figura formada por 
seis cuadrados, como indica la fig. 294. Luego se dobla 
alrededor del ON el cuadrado I , de OF el II, de NK el III, 
de JG el VI y de FIí. el V, todos doblados en un mismo 
sentido, resultando así el exaedro o cubo de la fig. 295, 
después de unir los cuadrado. de manera que cada dos 
tengan un lado comlUl. 
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Las caras de la fig, 295 son cuadrados iguales y los 
ángulos poliedros son iguales por estar formados por tres 
caras de 90° cada una. 

( , 
: 
I 

\ 

J 

V VI 

~----~~~~----~G~----7H 

11 

o .,_. _______ /E 
Fig. 294 

Desarrollo del cubo. 
Fig. 295 

Oubo o exaedro. 

318. Construcción del octaedro regular. - De una 
hoja de cartulina se recorta una figura formada por 

A 

a ,r ------~~------~------~ 

Fig. 296 
Desarrollo del pctaedro regular. 

Fig. 297 
Octaedro regular 
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ocho triángulos equiláteros iguales, como indica la fi­
gura 296. 

Luego se doblan los triángulos alrededor de cada lado 
común a dos de ellos, en un mismo sentido, resultando así 
el octaedro regular de la fig. 297, después de unir los 
triángulos de manera que cada dos tengan un lado común. 

Las caras de la fig. 29? son triángulos equiláteros igua­
les, y los ángulos poliedros son iguales por estar formados 
por cuatro caras de 60· cada una. 

319. Construcción del dodecaedro regular. - De 
una hoja de cartulina se recorta una figura formada por 
doce pentágonos iguales, como indica la fig. 298. Luego 
se doblan los pentágonos alrededor de cada lado común a 

Fig. 298 
Desarrollo del dodecaedro regular. 

dos de ellos, en un mismo sentido, resultando así, después 
de unir los pentágonos de manera que cada dos tengan un 
lado común, el dodecaedro regular de la fig. 299. 

Las caras de la fig. 299, son pentágonos regulares iguales 
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y los ángulos poliedros son iguales por estar formados 
por tres caras de 1080 cada ru1a. 

320. Construcción del icosae­
dro regular. - De una hoja de car­
tulina se recorta una figura formada 
por veinte triángulos equiláteros, co­
mo lo indica la fig. 300. Luego se do­
blan los triángulos alrededor de caela 
lado com(m a dos de ellos, en un mis-

Fig. 299 
Dodecaedro regular. mo sentido, resultando, después de 

unir JIN con KL, y juntar los vér­
tices A, B, 0, D, E en un solo punto, los vértices F, 
a, H, 1, J en otro solo punto, la fig. 301, que es un ico­
saedro regular. 

A 8 e o E 

K~----~----~~----~----~~-----*' 

F G H J 
Fig. 300 

Desarrollo del icosaedro regular. 

Las caras de la fig. 301 son triángulos equiláteros igua­
les, y los ángulos poliedros iguales por estar formados 
por cinco caras de 60 0 cada una. 
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320. Número de caras, arista's 
y vértices de los poliedros regulares. 

De la observación de los cinco po­
l.iedros regulares deducimos el cuadro 
siguiente en el que consta el nlU11ero de 
lados ele cada cara, de aristas en cada 
vértice, de caras, de vértices y de 
aristas: 

Aristas 

Poliedro lados de Caras 
en cada 

cada cara vertice e 

Tetraedro 3 3 4 

Cubo 4 3 6 

Octaedro 3 4 8 

Dodecaedro . 5 3 12 

Icosaedro 3 5' 20 

Fjg. 301 
Icosaedro reglllar. 

V~rtioes Aristas 

v A 

4 6 

8 12 

6 12 

20 30 

12 30 

321. Fórmula de Euler. - Comprobamos que en 
el cuadro anterior el nluuero de caras (O) más el nú­
mero de vértices (V), es igual al número de aristas (A) 
más 2. Es decir, que es : 

que se conoce con el nombre de Fórmula de Euler. 
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322. Centro de un poliedro regular. - Se llama 
centro de un poliedro regular al punto equidist81lte de 
todos sus vértices. 

Se demuestra que en todo poliedro regular se verifica: 

19 ) El centro equidista de todas sus caras; 

29) Las perpendiculares trazadas a las diferentes ca­
ras por sus respectivos centros, pasan todas por el centro 
del poliedro; 

39 ) Los planos mecliatrices de las aristas y los planos 
bisectores de los diedros pa 'an todos por el centro del 
poliedro. 

Todo poliedro regular se puede de componer en tantas 
pirámides regulares e iguales como caras tenga el po­
liedro, y cuyo vértice común es el centro del poliedro, 
y cuyas bases son las caras del poliedro, 

323. Poliedro regular inscripto y circunscripto. 
Un poliedro regular está inscripto en lma esfera si todos 
sus vértices son pmltos de la superficie esférica. El cen­
tro de la esfera es el centro del poliedro, 

Un poliedro está circ1tnscripfo a una esfera si todas 
sus caras son tangentes a la e fera. El centro de la es­
fera es el centro del poliedro. 

324. Poliedros conjugados. - Dos poliedros se lla­
man conjugados, cuando los vértices de uno son los cen­
tros de las caras del otro poliedro. 

El poliedro conjugado de un tetraedro es otro tetrae­
dro, el de un octaedro es un cubo y recíprocamente, y el 
de un icosaedro es un dodecaedro, y recíprocamente. 
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Propiedades de simetría de los poliedros regulares 

324. Simetría en el tetraedro regular. - En el te­
traedro regular el plano determinado por una arista y 
el punto medio de la arista opuesta es un plano de si­
metría. Como tiene sus aristas, tiene seis planos de si­
metría. 

No tiene ni centro ni ejes de simetría. 

325. Simetría en el cubo. - E n el cubo o exae­
dro regular se t iene : 

19 ) Un centro de simetría, que es el punto de inter­
sección de sus diagonales (308), fig. 302; 

29) Nueve ejes de simetría: 3 son las perpendiculares 
a las caras t razadas por el centro de simet:da a las ca­
ras (309), fig. 303, Y 6 son las diagonales de las tres 
bases medias (310), fig. 304; 

39) Nueve planos de simetría : 3 son las bases medias 
(310), Y 6 son los planos diagonales (310) . 

Fig. 1102 Fig. 303 Fig. 304 
Oentro y ejes de sin,ctrl", en el cubo. 

326. Simetría en el octaedro regular. - En el oc­
taedro regular se tiene : 

19 ) Un centro de simetría, que es el punto de inter­
sección de sus diagonales (308), fig. 305; 
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29 ) Nueve ejes de simetría: 3 son los formados por 
sus diagonales, fig , 306, Y 6 son los segmentos determi­
nados por los puntos medios de dos aristas opuestas; 

39 ) Nueve planos de simetría : 3 son los planos dia­
gonales, y 6 son los planos determinados por cada dia­
gonal y el punto medio de cada arista. 

Fig, 305 lNg . 306 

CBlltro y eies ele. simatril, en el octne(h'o, 

EJERCIOIOS 

86. Ningún polieilro tiene siete aristas. 
87. Cortar un cubo con un plano de manera que la sección 

sea un exágono regular, 
89. Calcular el número de diagonales de cada uno de los po­

liedros regulares. 
90. Inscribir un cubo en un cono de ,manera que cuatro vér­

tices estén en la sU)2erficie cónica y cuatro en la base. 
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