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PROLOGO

Ofrecemos a la consideracion de nuestros colegas ¥y
estudiantes este nuevo texto de Geometria respondiendo

- al Programa del 2° aiio de los Colegios Nacionales.

Hemos segquido la objetivacion experimental cuando
era indispensable, pero son las demostraciones puras

~ las que predominan, pues la experimentacion a éstas nos

llevan por poco que se gemeralicen las propiedades.
Las comprobaciones a base de hechos sélo sirven para
andueir la propiedad general, pero su demostracion debe
 haeerse a pura légica, aceptando el movimiento en aqué-
llas, pero no en éstas. Por eso hacemos comprobactones
y deslizamientos cuando ello es imprescindible, pero ha-

-~ cemos demostraciones logicas preferentemente, porqie no
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perdemos de wvista que en la emsefianza secundaria el
papel de la Geometria es servir, especiabmente, de ma-
teria de razonamiento, para aprender a razonar.

Al final de cada capitulo hemos puesto ejercicios de
mvestigacion para el alumno, a fin de que ponga a

'-‘\ prueba la calidad del conocimiento adquirido y las facul-

* tades del propio razonamiento.
\\ Debajo de cada figura se tiene en forma sitética la
, .qorrespondiente propiedad, a fin de que su conocimiento
se haga hasta sin esfuerzo.
Al juicio de nuestros colegas va nuestro modesto tra-
~ bajo.

= T LA,
Marzo de 1938.
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A LOS ESTUDIANTES

Es inusitado entre nosotros el dirigir wnas palabras a
los estudiantes en la primera pagina de un libro-de texto,
pero, no obstante ello, nos creemos obligados a hacer tal
cosa con el objeto de dar breves mdwacwnes que con-
< tribuyan a que el libro no sea un mero repetidor de las
lecciones que explica el profesor, sino un verdadero au-
ziliar del estudio Y un instrumento de trabajo.

Para tal fin recomendamos que al estudiar la leecion

el estudiante dibuje en papel aparte sélo los elementos

y relaciones conocidos en la hipdtesis, y nunca la figura
completa como se halla en el texto. Luego se va comple-
tando la figura a medida que las necesidades de la de-
mostracion lo vayan exigiendo, cuidando. de marcar con
rayitas sencillas, dobles o triples, los segmentos y dngu-

"\-l-los respectivamente iguales, con el objeto de que se des-
 taquen los elementos conocidos. De los elementos y rela-
ciones dados y de los construidos, se deducen las conse-
~euencias posibles y que puedan servirnos de paso hacia
la tesis, recordando todo lo estudiado anteriormente, y

que el texto enuncia, pero hay veces que algunas propie-

~ dades no se dicen en el texto sino que esti entre parén-

tesis en. tipo negrita el nimero del pdrrafo en donde
figura la propiedad que se aplica o la razén de la afirma-




“esa propiedad, y s6lo cuando mo la recuerde debe buscar

~esas citas. ‘

cién, y entonces el estudiante debe pensar cudl debe ser

esa referencia y leerla. Nunca hay que pasar por Al

Estas indicaciones mo son ninguna novedad ; las sabe
todo el mundo. Pero mosotros las anotamos aqui para
que los estudiantes sepan como hay que estudiar, y lo 1
hacemos con el noble deseo de que se razone, que se plen- <
se, que mo se repitan de memoria los teoremas, a fin de
que las Matemdticas sean para todos la gimnasia. mental
que deben ser y no una repeticién de razonamientos.

Piids

Marzo de 1938.
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GEOMETRIA DEL ESPACIO

Carituro I

RE§TAS Y PLANOS

1. Entes geométricos. Los entes geométricos son
los puntos, las rectas y los planos.
Las representaciones materiales de los entes geométri-

cos son: un grano de arena o el punto ortografico para

el punto; un hilo mantenido tirante o el borde de una
regla para la recta, y un trozo de cartén o un tablero
para dibujo para el plano. :

Designaremos con letras maytisculas (4, B, C,...) a
los puntos, con letras mintsculas (a, b, ¢,...) a las rec-
tas y sus porciones, y con letras griegas mintsculas
(e, B, v, ---.) alos planos.

2. Postulado de existencia. — Ezisten infinitos pun-

‘tos, infinitas rectas e infinitos planos.

3. Espacio. —Se llama espacio al conjunto de los
infinitos puntos existentes.

4. Figura geométrica. — Se llama figura geométri-
ca a todo conjunto de entes geométricos, excepto el
espacio.
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5. Geometria del Espacio. — La Geometria del
Espacio tiene por objeto el estudio de las figuras geomeé-
tricas que no estan en un mismo plano.

6. Definicion. — Cuando un ente geométrico con-
tiene a otros, diremos que éstos pertemnecen o yacen o
que estan en aquél, y reciprocamente.

Se indica que un ente pertenece a otro, poniendo entre
ellos la letra griega e (épsilon).

Asi, para expresar que el punto A pertenece a la recta
m, fig. 4, escribimos A e m.

Se indica que un ente mo pertenece a otro, poniendo
entre ellos el signo no ¢, o & cruzado con una rayita.

Para expresar que el segmento AB no pertenece al
plano o, fig. 11, eseribimos: AB no ea.

7. Postulados caracteristicos de los entes geomé-
tricos. —  Los entes geométricos son concepciones de
nuestro espirvitu inducidas por la observacion de objetos
materiales. Las primeras propiedades de los entes geomé-
tricos, cuya deduceién no puede hacerse de otras propie-
dades, se llaman postulados o verdades primitivas. Esos
postulados son los siguientes:

1. — Por un punto pasan infinitas rectas, (Figura 1).
II. — Por dos puntos pasa una sola recta, (fig. 2).

Pig. 1. Fig. 2.

Por un punto pasan infinitas Por dos puntos pasa una so-
rectas. la recta.
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ITI. — Dada una recta, siempre existen puntos fuem

de ella, (fig. 3).

IV. — En una recta hay infinitos puntos, no habiendo
en ella puntos terminales, (fig. 4).

A7 c
a i ° m A B C D
F e T T >
.E .G
i Fig. 3. Fig. 4.
Siempre hay puntos fuera de En una recta hay infinitos
una recta. . puntos.

Un punto cualquiera de una recta la divide en dos
partes opuestas llamadas semirrectas. Se llama segmento
a la parte recta limitada por dos puntos de ella, (figs.
5y 6).

Semirrecta segmento
P A i B
Fig. 5. Fig. 6. 4
V. — Por una recta pasan mfinitos planos, (fig. 7).
VI. — La recta determinada por dos puntos de un

plano, estd toda contenida en él, (fig. 8).

Fig. 7. Fig. 8.

Por una recta pasan infinitos Una recta estd en un plano si
planos. dos puntos de. ella lo estén.
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VIL. — Toda recta de un plano lo divide en dos partes
llamados semiplanos. Dos puntos de un mismo semiplano
determinan un segmento que mo corta a la recta dada,
y dos puntos de distintos semiplanos determinan un seg-
mento que corta a la recta dada en un punto, (fig. 9).

.B ” 'C
m A
C.\D . -
*D
Fig. 9. Pig. 10.
Una recta divide al plano en Siempre hay puntos exteriores

dos semiplanos. a un plano.

VIII. — Dado un plano, siempre cxisten puntos fuera
de él, (fig. 10).

IX. — Todo plano divide al espacio en dos partes

lamadas semiespacios. Dos puntos de un MISMO  Semi-
espacio determinan un segmento que no corta al plano,
y dos puntos de distintos semiespacios determinan un
segmento que corta al plano dado en un punto, (fig. 11)

-4 "\.‘ -4 9 .
)
Fig. 11. Fig: 12.
Fl plano dwule al espacio en Tres puntos no en linea recta

dos semiespacios. forman un .plano




Determinacién de un Plano

- 8. Postulado X.— Tres puntos no en lmea recta
 determinan un plano, (fig. 12).

9. CorovrArio I. — Una recta y un punto fuera de
elle determinan un plano, (fig. 13).

o (]

PFig. 13. Fig. 14.

Un punto y una recta forman Dos rectas que se covtan for-
un plano. man un plano.

En efecto, si tomamos dos puntos en la recta m, con
‘el punto dado C tendremos tres puntos no en linea rec-
ta, y estaremos en el caso del Postulado X.

10. Coronario II. — Dos rectas que se cortan de-
terminan un plano, (fig. 14).

En efecto, el punto comtn A y un punto tomado en
cada una de las rectas nos hacen aplicar el postulado
altimo.

"~ 11. C(Corouario IIT. — Sabemos que dos rectas son

paralelas cuando estando en un plano no tienen ningin

. punto comfin, de donde se deduce que: Dos rectas pam-
lelas determinan un plano.

12. Representacién de un plano.
un plano se concibe cuando se tienen:

»



tres puntos no en linea recta,
o una reeta y un punto fuera de ella,
o dos rectas que se cortan,
o dos rectas paralelas,

pero usualmente se representa un plano con un paralelo-
gramo que es el dibujo, en perspectiva, de una hoja de
cartén colocada lejos del ojo, y con una letra griega en
uno de sus angulos para designarlo, tal como se ha hecho
en las figuras 7 a 14. a \

Interseccion de Planos
13. TrorEmA. — Si dos planos tienen un punto co-
miin, tienen comin una recta que pasa por dicho punto.
Hipdtesis: Planos a y B
P punto comtn, (fig. 15).

Tesis: Por P pasa una
recta comin a los planos
ay B. :

Demostracion: Por P

- . trazamos en a, pero en los
¢ distintos semiespacios de-
terminados por B, las rec-

Fig. 16; tas @ y b. En la recta a
La intercesién de dos planos es tomamos el punto A v en

una recta,
' en la b el punto B, que

por el Postulado IX determinan el segmento AB que
corta a B en @, v que por el Postulado VI estard en a.
Como P y € estan en a, la recta PQ también estd en
a (7, VI), y como P y @ estan en B, la recta PQ tam-




bién estd en B, luego, si la recta PQ, que pasa por P,
estd en « y en B quiere decir gque a B tienen una recta

o

comun que pasa por el punto P..

14. Interseccion de dos planos. — Se llama nter-
seccidn de dos planos, a la recta comtn a a,mbos entonces
se dice que nn plano corte al otro. -

Posiciones relativas de una Recta y un Plano

15. Dados una recta y un plano, pueden tener una
de las tres posiciones relativas siguientes:

12 La recta y el plano tienen un punto comiin.

El punto comin a una reeta y un plano se llama
mterseccion o pie de la recta y el plano. En tal easo se
dice que la recta corta al plano, o que el plano corta a
la recta.

22 La recta tiene dos puntos comunes con el plano.

Entonces, por el postulado VI de (7), resulta que todos
los puntos de la recta pertenecen al plano; es decir: la -
recta y el plano son coincidentes, pues la recta estd o
pertenece al plano.

3%  La recta y el plano no tienen nmingin punto comin ;
es decir: la recta y el plano son paralelos, que definire-

mos asi:

16. Recta y plano paralelos. — Una recta y un
plano son paralelos, cuando no tienen ningtn punto
comun.

Si una recta es paralela a un plano, el plano es paralelo
a la recta. ;
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Cuando la recta coincide con el plano, también suele
definirse como paralelos.

PROPIEDADES DE LAS RECTAS Y PLANOS
PARALELOS

17. TroremA. — Si una recta es paralela a otra
recta perteneciente a un plano, y pasa por un punto
exterior a él, es paralela al plano.

Hip.) A noea;be d; b//a; a e a fig. 16.

Tesis) b//a.

Demostraciéon. — Si b no fuese paralela a « tendrian
un cierto punto P comtin, y como las rectas @ y b de-
terminan un plano B (11), el punto P se encontraria,
ademds, en a, que es la recta comfin a o y a . Entonces
si b y a tiene P comtn, y P se halla en a, P pertenece
aayab,es decir, « y b no son paralelas, lo que“es
absurdo por oponerse a la hipdtesis, luego b y « no tie-
nen punto coman :

b//a

/aB D/

B T

Fig. 16.

La recta paralela a otra de un plano es pa-
ralela al plano.

18. TrorEMA. — Si una recta es paralela a un plano,
todo plano que pase por ella y corte al primero deter-
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mina con éste wna recta paralela a la anteriormente

considerada. =

Hip). bffos B e by corta aa segiin a, fig. 16.

o Tesis) b//a.

) Demostracion. — Para demostrar que las rectas a y b
son  paralelas, habra que demostrar que estin en un
mismo plano y que no tienen ningiin punto comin.

Ahora bien, las rectas @ y b estin en un mismo plano
B ¥y mno tienen ningtn punto comin, pues §i tuviesen
comun uno, el punto P, este punto estaria en b y en a, y
por consiguiente en «, ya que @ estd en o (7, VI). Y si
b y « tienen P comiin, no serdn paralelas, lo que va con-
tra la hipétesis, luego no es b no // «, luego es b '// a.

19. TeoreEmMA. — Si una recta es paralela a un pla-
no, toda paralele a ella trazada por un punto del plano

i pertenece a él.
Hip.) af/a;Aea; AB//a

fig. 17.
Tesis) ABe a. :
Demostracidn.—La- recta @ é A B /
: y el punto A detérminan un -
« . Fig, 17.
" plano -8B (9) T g IQS - 'Si una recta es paralela a un
, teoremas (13) b4 (17) deter- plano, esti en éz{.& la paralela
- i a aquélla.
'~ minan una recta b contenida i
en o y paralela a a. Las rectas b y AB deben ser una
) misma recta, pues si no lo fuesen, por A tendriamos dos
F paralelas a la recta a, lo que es absurdo, luego AB es b,
y como b e a es AB ¢ a.
; 20. Trormma. — Si una recta es paralela a dos

planos que se cortan, es paralele a la mtersecczén de
los MISMOS.
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Hip.) o y B se cortan segin b; a//a; a//B, fig. 18.
Tesis) a//b. ;
Demostracion. — Tomemos un punto P de la recta b;
por ser b comin a @ y a @,

2 P también es comin a los

B planos. ;
""""""""" Por P tracemos una recta
Sy ¢//a. Como P estd en o y

/at,,-—""’ / en B, ¢ también esti en «
(19) y en B, de manera que
¢ es la interseccién de o y B,
Lia recta paralela a dos planos P . .
o5 paralels & Tnintersecciony.  ©s. 'decir, "es la 'mismg reeta
: b, luego a//b.

Fig. 18.

TRANSLACION

Propiedades de un movimiento de translacién
' rectilinea. .

21. Deslizamiento de un plano sobre otro por

translacién rectilinea. — Consideremos a la superficie
de una mesa o al pizarrén del aula como representati-
vos del plano, fig. 19.

En dicho plano tracemos una recta, ¢ y fijemos la
regla B con dos chinches para impedir que se mueva.
Sabemos, por lo visto en (7, VII), que dicha recta @
divide al plano en dos semiplanos. Tomemos ahora una
hoja de cartén (', que va a representar al semiplano
que no contiene a R, y apoyemos uno de sus lados ree-
tos, el b, sobre la regla.
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Se comprueba fécilmente que la hoja de cartén C
puede deslizarse a lo largo de la regla R. A ese desli-
zamiento se le llama movimiento de translacion recti-
lineo.

Los planos con-
siderados se lla-
man planos de des-
lizamiento, y las
rectas se llaman
recta fija (la recta
a), recta movil (la
recta a que perte-

nece b).
Siocon un alfi-
ler pinchamos a Fig. 19.

la hoja de carton

sobre la mesa, comprobamos que no es posible ejecutar la
translacién, luego podemos decir que: Si el plano mévil
que se desliza sobre otro tiene un punto fijo, todo el plano
queda fijo.

22. Translacion de un punto. Si aquel alfiler
con que pinchamos la hoja de cartén lo dejamos en el
carton pero sin que se fije sobre la mesa, y hacemos
el deslizamiento, la punta del alfiler, que representa un
punto, trazaria sobre la mesa una recta, como podremos
comprobarlo.

Lwego: La translacion rectilinea de un punto es una
recta, fig. 20.

m
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23. Translacién de una recta sobre si misma. —
Consideremos ahora la rvecta m deserita por la punta
del alfiler en el caso anterior. En vez de cartén utili-
cemos una hoja de papel transparente con una raya r,
hecha con lapiz, que coincida con la recta m. Si desli-
zamos el papel transparente como lo haciamos con el
carton, comprobaremos que la raya » coincide constan-
temente con la recta m. Como la raya r representa una
recta, diremos que: La translacion rectilinea de una rec-
ta es la masma recta.

24. Translacion de una figura cualquiera. — Si en
el cartébn movil € de la figura 19 asentamos un objeto
cualquiera (un libro o un tintero, por ejemplo), y luego
deslizamos el cartéon a lo largo de la regla R, el objeto
considerado efeettia un movimiento de translacion rec-
tilineo en el espacio.

Ejemplos: Efectian movimientos de translacién rec-
tilineos: un vagén de ferrocarril, un tranvia, un ascen-
sor, el cajén de una mesa, la escuadra que se desliza
sobre una regla para trazar paralelas, ete.

Observando el movimiento de translacion rectilinea
de un cuerpo se deduce que:

1° Todos los puntos del cuerpo describen recorridos
wguales en el mismo tiempo.

2° Cada wna de las aristas del cuerpo deseriben
planos.

25. Movimiento de translacién de una recta. —
Rectas paralelas. — Si fijamos una regla R, fig. 21,
sobre el pizarrén, y luego hacemos deslizar una escuadra
E sobre ella, y en cada una de las diversas posiciones
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de la translzpcién de la escuadra trazamos rectas con el

cateto mayor y con
la hipotenusa, com-
probamos .que las
rectas @, b y ¢ son

al b
paralelas, y que
también son parale-
las d, e, y f.

De aqui deduci-

mos la siguiente: W

S
S

DMMAN

R
26. Definicién. Fig. 21.
— Dos rectas son Trazado de paralelas com re-

gla y escuadra,
paralelas, cuando 7

pueden coincidir por una translacién rectilinea, fig. 22.

s AR

b b3 \
A}
)
\
Fig. 22, Fig. 23.
Rectas paralelas, Planos paralelos.
27. Definicién. — Dos planos son paralelos, cuando

pueden coincidir por una translacién rectilinea, fig. 23.

ANGULO DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO

28. TrorEMA. — Si dos rectas secantes som parale-
las, respectivamente, a otras dos rectas secantes, el plano
de las dos primeras es paralelo al plano de las otras dos.
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Hip.) a//a’; b//b’;
@ y b determina «, a’
y b’ determinan «’, fig.
24,

Tesis) af/a’.

Demostracion. — Ha-
gamos que el plano «
efectiie la translacién

Fig. 24. rectilinea 00°. Enton-

ces la recta a coincidi-

ra con su paralela ¢’, y la recta b coincidird con su pa-

ralela b’; es decir, las rectas @ y b habran coincidido eéon

a’ y b’, pero esas dos rectas coincidentes determinan los

planos o y a’, luego estos planos que pueden coincidir
por una translacién rectilinea, son paralelos: a//a’.

PROPIEDADES DE LOS PLANOS PARALELOS

28a. TeoremaA. — Las intersecciones de dos planos
paralelos con un tereer plano son paralelas.

Hip.) 2//B; y corta a a y a 8 segun a y b.

Tesis) a/b.

Demostracion. — Si las rectas
a v b no fuesen paralelas, se cor-
tarian en un punto P del plano y,
desde que @ y b pertenecen a v.
Pero como @ estd en o y b esta
en S, el punto P estard en o y
en 3, es decir, que los planos «
Yy B tienen P comtn, lo que es
absurdo, pues por hipotesis es
a//ﬁ' luego @ y b no se COTtan, - 1as intersecciones de dos

o

es decir: G//b planos paralelos con un ter- -

cero son paralelas.
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28b. TrorEMA. — Por un punto exterior a un plano
pasa un plano y sélo uno paralelo al primero.

Hip.) « y P; P no ¢ a.

Tesis) Por P pasa B//x; B es unico.

Demostracion. — Por P podemos trazar dos rectas m
y n paralelas al plano a. Las rectas m y n determinan
un plano B (10) que es paralelo a o. En efecto; g no
puede cortar a «; pues si lo cortase las rectas m y n
serian paralelas a la interseccion de « y B8 (20), lo que
es absurdo, pues entonces tendriamos trazadas desde el
punto P dos rectas paralelas a la interseceion af, luego
es B//a. ’ =

El plano g es finico. Si no lo fuese, imaginemos otro
plano y que pase por P y sea y//a.

Sea ahora = un plano que pase por P y corte a « se-
gin a, a B segiin b y a y segiin ¢. Como « y g son
paralelos, por (28a) resulta:

b//a : (1)
y como es y//a, es: e/ /a (2)

, P
/ ' :
¢ «

Por un punto exterior a un
plano pasa un plano paralelo
al dado,

pero a, b y ¢ se hallan en =, de manera que de (1) y (2)
deducimos que por P en el plano = pasan las rectas b

Dicho plano paralelo es tnico,




v
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¥ ¢ paralelas a a, lo que es absurdo por oponerse al
Postulado de Euclides, luego b y ¢ son una misma recta,
lo que implica ser y y 8 un solo plano, luego el plano B
es unico.

28c. Corovario I. — 8i por un punto exterior a un
plano se trazan dos rectas paralelas a él, el plano que
dichas rectas determinan es paralelo al primero.

En efecto, por el teorema tltimo tenemos que si m y
n son paralelas a o, el plano g, determinado por m y =,
es pa,r.alelo a a.

28d. Corovario II. — Todas las rectas paralelas a un
plano trazadas por un punto exterior al mismo perteme-
cen al plano paralelo a aquel trazado por dicho punto.

En efecto, si las rectas a, b, ¢, d,... pasan por P,son
paralelas a ¢, pues por el corolario I dos a dos determinan
planos que son paralelos a «, pero por (28b) todos esos
- planos son uno solo, luego a, b,
¢, d,... estin en un plano para-
lelo a @ que pasa por P.

28e. TrorEMA. — Si una
recta corta a uno de dos planos
paralelos, corta también al otro.

Las paralelas a un plano por sz . 3
un punto estin en el plano. H’lp.) (Z//,B, a corta a o en A.

Tesis) a corta a B.
Demostracion. — Si a no cortase a B seria a//B, y
entonces estaria contenida en el plano « (28d), lo que
va contra la hip6tesis, pues @ no pertenece al plano «,



luego si suponer que @ no eorta a « conduce a un absur- Y
- do, resulta que a corta al e

plano g. % ‘1? 4
g A

\a
e A ]

| ; Si un plano corta a uno de
| v dos planos paralelos, corta al
otro.

Si una recta corta a uno de
dos planos paralelos, corta al

1f otro. 28f. Trormma. — Siun A
| plano corta a uno de dos
 planos paralelos, corta también al otro. .Tr
; Hip.) a//B; y corta a a segin a. ’ ‘ ‘,_
| Tesis) y corta a . & -
| Demostracion. — Si y no cortase a @8 seria y//B, ¥ 3

entonces por un punto P de la recta comin a a y y
tendriamos, por hipdtesis: «//B

vy por el supuesto: v//B I
lo que es absurdo, pues por un punto exterior a un plano s
pasa un solo plano paralelo a otro (28a), luego el plano i ’:
y no puede ser paralelo a g, es decir: y corta a g. |

| ~ Caracteres del paralelismo de planos

| 28g. Caracter idéntico. Cororario. — Todo plano
es paralelo a st mismo: i
a//a 3

En efecto, dos planos son paralelos cuando son coin-
. cidentes (27); en realidad se trata de un mismo plano.
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28h. Caracter reciproco. Corovar1o. — Si un plano
es paralelo a otro, éste es paralelo al primero:

Sies a//B, también es B//a-

En efecto, si @ no tiene punto comun con B (27),
tampoco B tiene punto comiin con a.

28i. Caracter transitivo. TrorEmA. — Si un plano
es paralelo a otro, y éste es paralelo a un tercero, el
primero y el tercero son para-

lelos.
[ Hip.) a//B; B//v.
Tesis) a//y.

Demostracion. — Si oy y no
fuesen paralelos, tendrian un
punto comin por el que se ten-

paralelos al plano B, lo que es

Dos planos paralelos a un fer-
cero son paralelos entre si. absurdo (28b), luego es G//'y.

28j. Cororario. — Dos planos paralelos a un tercero
son paralelos entre st.

Si es a//B
v v//B

29. Semirrectas de un mismo sentido. — Dos se-
mirrectas paralelas son del mismo sentido, cuando estan
en un mismo semiplano respecto a la recta determinada
por los origenes de las semirrectas mismas.

.

Fig. 25. Fg. 26.
Semirrectas de igual sentido, Semirrectas de distinto sentido,

es: o//y.

drian trazados los planos o y y

oy
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En la fig. 25 las semirrectas a y b son del mismo.
sentido.

Las semirrectas de igual sentido también se llaman
concordes.

30. Semirrectas de distinto sentido. — Dos semi-
rrectas paralelas son de distinto sentido, cuando estan
en semiplanos opuestos respecto a la recta determinada
por los origenes de las semirrectas mismas.

En la fig. 26 las semirrectas @ y b son de distinto
sentido.

Las semirrectas de distinto sentido también se llaman
discordes.

Angulo de dos rectas en el espacio

31. TroremA. — Si dos angulos tienen sus lados
respectivamente paralelos y del mismo sentido, y pertene-
cen a planos diferentes, son iguales.

Hip.) Angulos o y B; a//a’;
b//b’;aya’,by b, concordes,
figura 27.

Tesis) o =B.

Demostracion—A partir del
vértice tomemos sobre a y a’
los segmentos 04 = 0’A’, y
sobre b v b’ los segmentos OB
= O0’B’. Unamos A y B con

A’y B’y A con By A’ eon B’. Fig. 7.

En el cuadrilitero 00’A’A Los fingulos con lados parale-
los lados 04 y 0’A’ son igua-
Jdes y paralelos, luego la figura es un paralelogramo, de

los son iguales,

o




=, Ot

donde se deduce que es:

00 = A4’ (1)
Anélogamente, en el paralelogramo O0’B’B se tiene
que:
OU>=HB" ." . (2)
y comparando (1) y (2) se deduce que:
AA’ = BB’ (3)

También se tiene que es:
00’//AA’

: 00’//BB’
Entonees el cuadrilatero A4A’B’B por (3) y (4) tiene
los lados AA’ y BB’ iguales y paralelos, luego es un .
paralelogramo, de donde: |
AB=A’B’ 1‘
|
\

.: Los tridngulos AOB y A’0’B’ tienen sus tres lados
- respectivamente iguales, luego son iguales, de donde se
deduce que es:

o A4/ /BB . - fA)

=5
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EJERCICIOS

1. Tres puntos 4, B y € no estiin en linea recta. Decir cuéntas
rectas, semirrectas y segmentos se forman con ellos.

2. Cuatro puntos de un plano 4, B, C y D no estin en linea
recta. Decir cufintas rectas, semirrectas y segmentos se forman
son ellos.

3. Se da un plano a y un puntd A fuera de o. Se une 4 con
B y con O, que pertenecen a . §Cudl es la interseccién de a con
el plano de 4B y AC?

4. ;Cuintos planos determinan cuatro puntos que no estin en
un mismo plano?

5. Dados una recta y dos puntos exteriores a ella, seusintos pla-
nos determinan?

6. Dadas cuatro rectas paralelas de modo que no haya tres en
un mismo plano, geuéntos planos determinan?

7. Por un punto dado, trazar una recta paralela a un plano
dado.

9. Por una recta dada, trazar un plano paralelo a otra reecta.
Estudiar los diferentes casos.

10. Dadas dos rectas que se cruzan sin cortarse, trazar un plano
paralelo a ellas y que equidiste de ambas. Diferentes casos.

11. Por un punto dado trazar un plano que equidiste de tres
puntos dados.

12. Si dos planocs o y B se eortan y son respectivamente para-
lelos a otros dos planos o’ y B’, demostrar: 1°) o’ y B’ se cor-
tan; 2¢) la interseceién @@ es paralela a la interseccién o’g’.




Caritono II

PLANO PERPENDICULAR A UNA RECTA

32. Nociones preliminares — Iemos visto en el
curso de Primer Aiio las siguientes nociones que con-
viene recordar: :

Dos rectas son perpendiculares, cuando al cortarse de-
terminan dngulos iguales.

Se llama dngulo recto al dngulo formado por dos rec-
tas perpendiculares; o bien el dngulo igual a su adya-
cente.

También sabemos que: Por wun punto sélo se puede
trazar una perpendicular ¢ wna recta, y sélo una.

Esta propiedad siempre es cierta ya sea que el punto
pertenezcea a la reecta o sea exterior a ella.

El teorema siguiente nos permite afirmar que si el
punto pertenece a la recta, en el espacio se pueden tra-
zar infinitas perpendiculares a la recta.

33. TuroreMA. — Por un punto de una recta pasan
en el espacio, infinitas perpendiculares a dicha recta.
Hip.) Recta a; punto P; P & a, fig. 28.

Tesis) Por P pasan infinitas perpendiculares a a.

Demostracion—Sabemos, por (7, V), que por una recta

@ pasan infinitos planos «, B, y...., y como, por Geom.
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Plana, se puede trazar en cada plano una perpendicular

Fig. 28.
Por un punto de
una recta pasan in-
finitas perpendicu-
lares a ella,

a la recta a en el punto P, al haber
infinitos planos habra infinitas per-
pendiculares a la recta @ en el pun-
to P.

34. TroreMa. — 8i una recta
corta a un plano y es perpendicular
a otras dos rectas del plano que pasan
por el punto de interseccion, es per-
pendicular a cualquier otra recta. del
plano que pase por dicho punto.

Hip.) La recta a corta a « en O;
ybyceaypasan por O; a | b;
@ 1 ¢;deay pasa por O, figura 29.

Tesis) a 1| d.

Demostracion. — En « trazamos
una recta m que corte a b, ¢ y d; asi

obtenemos los puntos B, C y d. En la recta a, en cada
una de las semirrectas determinadas por O, tomamos los
seementos 04’ —

= 0A y unimos los A

puntos 4 y A’ eon

By -Gy, D

En el plano AA4°C
se tiene por oblicuas
que equidistan del
pie de la perpendi-

cular, que:

AC = AC (1)

Por la misma razén,

e e il L S
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en el plano AA’B se tiene: l
ABE=AR (2) |

Los triangulos ABC -y A’BC son iguales por tener |
E AC = A°C y AB = A’B por lo demostrado en (1) y }
(2), respectivamente; y el lado BC comtn. =

Como en tridngulos iguales a lados iguales se oponen
angulos iguales, al ser AC = A’C resulta: |

p=p’ 3)
3
¥ i Los tridngulos ABD y A’BD son igunales por tener
F AB = A’B por lo demostrado en (2), 8 = B’ por lo
E demostrado en (3), y BD comin. Y como en tridngulos :
iguales a dngulos iguales se oponen lados iguales, al ser |
[ 2 Bi= B regtlta; 1
AD = A’D (4) |
En el plano AA’°D tenemos AD — A’D por lo demos-
trado en (4), luego el tridngulo AA’D es isosceles, y 1
como DO es la mediana de la base AA’, puesto que es i
0A = 0A’, y sabemos que en todo tridngulo isésceles
la mediana de la base es altura de la misma, luego re-
sulta que es: ;
@l d

35. TrorEMA. — Todas las perpendiculares a una
recta trazadas por wno de sus puntos pertemecen @« un
plano.

Hip.) "~ b, ¢, ds... L aen O;figura 30.

Pesis) b, ¢, ;..o e

i son aall o i Tt e ol RN | 13 ol ol DR R o T
b : 1 B =y o

Demostracién. — Desde luego, las rectas b y ¢ deter-
minan el plano «; solo falta demostrar que la recta 7
también pertenece a a.

] A

A
-
s
7
\

;

¥ - - % : o e
Nl fiiee e ol o o BN el BN 1 A;.«,AAL.;;.A.,._L._;‘J
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Supongamos que d no pertenezea a o.

Por (10) a y d determinan un plano B que corta a «
seglin d’- Como es, por hipétesis, a L by a L ¢, por
el teorema anterior debe ser
@ 1 d’. Pero entonces te-
nemos en B la recta a | d
por hipdétesis y @ | d’ por
lo demostrado, lo que es ab-
surdo, pues en un plano no
se pueden trazar dos per-
pendiculares a una recta en
un punto, luego al no poder
ser d exterior a  por conducirnos a un absurdo, resulta
que la recta d pertenece al plano e.

De manera analoga se demostraria que cualquier otra
recta perpendicular a @ en O pertenece a «, luego todas
las perpendiculares a una recta trazadas por uno de
sus puntos pertenecen a un plano.

36. Recta y plano perpendiculares. — TUna recta
es perpendicular a un plano, cuando es perpendicular a
todas las rectas del plano que pasan por su interseccién.
En tal caso también el plano es perpendicular a la recta.
El punto comtin se llama pie
de la perpendicular.

Si la recta a es perpendi- 4

cular a las rectas b, ¢, d, e,... d
del plano «, fig. 31, que pa- a O

. san por la interseccion O de b <
! aya,esa ] ao0a | G & ;
Nétese que, segiin el teore- ;

Fig. 31.

-ma (34), una recta es per-

: Recta perpendicular a un
pendicular a un plano cuan- | R laio




do es perpendicular a dos rectas de éste que pasen por
la interseccion y reciprocamente.

37. TEOREMA DE LAS TRES PERPENDICULARES, — S
desde el pie de una recta perpendicular a un plano se tra-
za una perpendicular a otra recta del plano, la recta de-
terminada por el pie de estas dos perpendiculares 1y
cualquier punto de la recta perpendicular al plano es
también perpendicular a la recta situada en el plano.

Hip.)<ha Ll s bl cx b
y ¢ e a, fig. 32

A -
Tesis) AO | e
a Demostracion. — En ¢
construimos OM = ON y
P N unimos M y N con P y con A.
o : £
i En el plano « se tiene
| PM — PN por ser oblicuas
Fig. 82, que equidistan del pie O de

la perpendicular.

Los triangulos APM y APN son rectingulos, por ser
@ 1 o luego esa | PM y a | PN, (34). Estos dos
triangulos rectangulos son iguales por tener el cateto
AP comtn, y los catetos PM y PN iguales por lo demos-
trado, luego las hipotenusas también son iguales:

AM = AN (1)

El tridngulo AMN es isosceles por (1), y como A0 es
la mediana de la base MN, por ser OM — ON por cons-
trueeién, y como la mediana de la base de un tridngulo
isosceles es altura de la base, resulta:

A0 'L ¢
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38. Coronario. — Como es por hipdtesis:
RSN, -

y por lo demostrado: AO L ¢
por (34) es ¢ | pl. APO, es decir:
Hl plano determinado por la perpendicular al plano

y la segunda perpendwular, es perpendicular a la ter-
cera recta.

39. TEOREMA. — Por un punto de una recta pasa
un pl(mo perpendicular a dicha recta y sélo uno.
Eips) sa; Poe o) He 83,
Tesis) Por P pasa un solo plano o | a.
Demostracion. — Sean b
y ¢ dos de las infinitas (33)
perpendiculares a la recta a
en el punto P. Por (10), b
y ¢ determinan el plano a. b
Comoesa | bya | ¢ por /a
(34) es @ | «, y demostrado

que por P pasa « | a El S
= bin Por un punto de una recta -
pl&llO 2 es unico. s6lo pasa un plano perpen-

L ficul dich
Si no lo fuese, suponga- i bl e

mos otro plano B perpendicular a @ en P. Tracemos en
By por P la recta d; al sera | B,esa | d, de manera
que en el punto P tenemos las rectas b, ¢, y d perpen-
diculares a @ y no pertenecientes a un mismo plano, lo
que es absurdo, pues se opone al teorema (35), y como
este absurdo resulta de suponer que existe otro plano
distinto de o, deducimos que « es el tinico.

40. TroreEMA. — Por un punto exterior de una recta
pasa un plano perpendicular a dicha recta y sélo uno.
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Hip.) a; P no ¢ a, fig. 34,
Tesis) Por P pasa un solo plano « L a.

Demostraciéon. — Bl punto P y la recta a determinan
(9) un plano. En ese plano trazamos PA 1 ay por A,
‘en otro plano, la recta ¢ | a. Las rectas by ¢, que se
cortan, determinan un plano o que es perpendicular a la
recta a.

En efecto, se tiene: a 1L b
y a L ¢, luego (34), es
a 1 @

El plano a es fnico. Si
no lo fuese, podemos supo-
ner otro plano B que pase

I por Py sea perpendicular a
i Ly a. Este plano B8 cortard a a

Por un punto exterior a una o 5

recta s6lo pasa un plano per- €0 UN 'plllltO B, distinto de

pendicular a dicha recta. A, debiendo - ger @ BP.
Como es @ 1 b, el tridngulo ABP tiene dos Angulos rectos,
lo que es absurdo, de manera que ese plano 8 no puede
existir, luego el plano « es fnico.

41. TeorEMA. — Por un punto de un plano pasa
una recta perpendicular al plano y sélo una.

Hip.) «; P ¢ a, fig. 35.

Tesis) Por P pasa una sola recta a 1 .
 Demostracién. — Por P, en @, trazamos una recta b
cualquiera, y por P un plano 8. L b (39), que corta a
o segtin ¢. En este plano B trazamos la recta a perpendi-
cular a la recta c.

La recta @ es la perpendicular a @ que pasa por P

Al ser b | B, es b perpendicular a todas las rectas de

. B que pasen por su pie, luego es b 1L aoseaa 1 b




Pero por construcecién es, también, e | e, luego la recta
@ es perpendicular a dos rectas b y ¢ del plano a que
pasan por su interseccién, luego es @ | @, por el teore-
ma (34).

La recta ¢ es tinica. Si no lo fuese, supongamos que
‘por P pase otra recta m | a, fig. 36. Las rectas a y m
determinan un plano y, y como se supone m | @, debera
serm | CD, pero entonces resulta en el plano v las rectas

Y
a m
------ defecncacaan
C P D
3 c A
Fig. 35. Fig. 386,
Por un punto de un plano La perpendicular a un plano
pasa una recta perpendicular es tunica.

al plano.

a y m perpendiculares a D, lo que por Geom. Plana es
absurdo, luego la perpendicular m no existe, es decir: a
es la Gnica perpendicular a « en P.

42. TroremMA. — Por un punto exterior a un plano
pasa una recta perpendicular al plano y solo una.

Hip.)iws P no-e «, fig. 37, '

Tesis) Por P pasa una sola recta @ | o.

Demostracion. — Tracemos en o una recta ¢ cualquie-
ra, y por P un plano 8 perpendicular a la recta ¢, siendo
CD la interseccion de o y B. Por P tracemos ¢ | CD;
@ es la perpendicular a « que pasa por P.
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En efecto, por construceién es ¢ | B, luego por (34)
es ¢ | b,y también es ¢ | b por construceién, de ma-
nera que por el teorema de las tres perpendiculares (37)
tenemos que es @ perpendicular al plano determinado por
byec, es decir: a | o.

La recta @ es tnica. Si no lo fuese, supongamos que se
pudiese trazar otra recta m | «, fig. 38. Entonces el
triangulo PEH tiene dos angulos rectos, al ser @ | « y
m 1 @ lo que es absurdo, luego la recta m es la misma
recta a, es decir, la recta ¢ es la tnica perpendicular que
se puede trazar por P a a.

Fig. 37. Fig. 38.
Por un punto exterior a un TLa perpendicular a un plano

plano pasa una recta perpen- es unica.
dicular al plano. .
42a. TrorEMA. — Dos rectas perpendiculares a un

plano son paralelas.
Hip.) a | aen B; b | a en D, fig. 38a.

Tesis) a//b.

Demostracién. — Unamos D con B y con un punto 4

cualquiera de la recta @, y luego tracemos en el plano a




la recta m | BD, de donde A

resulta, por el teorema de las c
tres perpendiculares, que es: 7 b
m | AD B m
Ademas, al ser b | @, por

S o D
definicion de recta perpen-

dicular a un plano es b per- Fig. 38 a.

ienlar - Dos rectas perp. a un plano
pendicular a toda recta de « SR penielst:
que pase por su pie, luego es:

b L m

es decir, que las rectas b, AD y BD son perpendiculares
a m en un punto D, luego todas esas perpendiculares
estdn en un mismo plano (35), y por consiguiente, (7,
VI), las rectas @ y b. estdn en el mismo plano, en el que
se tienen trazadas dos perpendiculares, ¢ y b, a una
misma recta BD, por hipétesis, luego son paralelas:

a//b

42b. TroreMA. — Todo plano perpendicular o una
de dos rectas paralelas es perpendicular a la otra.

Hip.) a//b; @ 1 a en A, fig. 38b.

Tesis) a 1 b.

Demostracion. — Al ser
paralelas las rectas a y b,
determinan un plano g
(11), que tiene, por hipé-
tesis, el punto A comin
con «, luego tienen comiin

Fig. 38 b. 3 .
Si un plano es perp. a una la recta c, (13) En el
de dos paralelas, es perp. a : .z

i e 18 punto B, interseccion de




b y «, trazamos una recta b’ | « Como es a//b por
hipétesis, y b” 1| o« por construccién, por el teorema
anterior resulta a//b’, pero por hipétesis es b//a, de
manera que por el punto B tenemos trazadas dos para-
lelas, b y b’, a la recta a, lo que es absurdo, pues se
opone al Postulado de Buclides, luego las rectas b y b’
son una misma, es decir, que si es b’ | a, es b | o.

42c. TroreEMA. — Dos rectas paralelas a una tercera
son paralelas entre si.

Hip.) a//b; ¢//b, fig. 38e.
Tesis) a//c.

Demostracion. — Si las
rectas estuvieran en un pla-
i no, el teorema ya ha sido
estudiado en primer afio.
Supongamos qué las rectas

Fig. 38 ¢, dadas estdn en distintos
Dos ‘paralelas a una recta son
paralelas entre si. planos.

)
e e o
(2]

Tracemos un plano o | a; como es a//b, por el teore-
ma anterior resulta « 1. b. Pero sabemos que es ¢//b,
luego también es @ | ¢, y como las rectas @ y ¢ son
perpendiculares a «, por (42a), resulta a// c.

42d. TreoreMA. — Dos planos perpendiculares a una
recta son paralelos.

Hip.) Planos « y B, y recta a; « | a, B 1 a, fig. 38d.
Tesis) a//B.




Demostracién. — Si « y B no fuesen paralelos tendrian
un punto comun, por el eual habriamos trazado dos pla-

nos perpendiculares a la recta
a, lo que es absurdo, pues por
el teorema (39) sabemos que
tal cosa es imposible, luego los
planos dados no tienen ningfin
punto comin, es decir: a//f.

42e. TryorEMA. — 81 una
recta es perpendicular a uno de
dos planos paralelos, es también
perpendicular al otro.

Tesis) m | B.

et

9
JLES

Fig. 88 e.
‘{ Si una recta es perp. & uno

de dos planos paralelos, es per-
pendicular al otro.

cir, (e8- B 1 -m: o sea m 1Y B.

e
T

Dos planos perpendiculares a
una recta son paralelos.

Hip.) @//B; m 1 « en A, fig. 38e.

Demostracion. — Como los planos ¢ y B8 son paralelos,

la recta m que corta a
« también corta a S
(28e) en B. Si por B
trazamos un plano per-
pendicular a la recta
m, por (42d) resulta
dicho plano paralelo a
@, y como este plano
paralelo a « es fnico
(28b), dicho plano se
confunde con B, es de-




Segmentos de paralelos comprendidos entre
planos paralelos

42f. TrorEMA. — Si dos planos son paralelos, todos
los puntos de uno equidistan del otro.
~ Hip.) a//B; tig. 38f.

c Tesis.) Todos los puntos d
A i 5 s puntos de «
/ / ~ equidistan de .
Demostracion. — Sean A y C
8 BVM dos puntos de «, y por ellos tra-

cemos AB y CD perpendiculares

Fig. 38 f.
Dos planos paralelos son equi- & B. Por (42d) resulta AB//CD
Lo y el plano que determinan corta

a los planos dados segtin las rectas AC y BD (13).

Por el teorema (28a) es AC//BD, luego la fig. ABDC
es un paralelogramo, lnego AB = (D, es decir, los pun-
tos A y C de « equidistan de p.

Angulo de dos planos

43. Angulo diedro. Definiciones. — Se llama dn-
gulo diedro a la parte de espacio comprendida entre dos
semiplanos que se cortan, y no pertenecientes a un mismo
plano, y tal, que contenga a todo segmento que tenga un
extremo en un semiplano y el otro extremo en el otro
semiplano.

Si los semiplanos o y B, fig. 39, se cortan segln
MN y no pertenecen a un mismo plano y un segmento

AB tiene sus extremos en los semiplanos dados, la parte-
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de espacio que contiene a AB es lo que se llama angulo
diedro, o simplemente diedro.
Los semiplanos que forman el diedro se llaman caras
del diedro, y la interseccion se llama arista. En el diedro
de la fig. 39 las caras son a« y
B, ¥ la arista MN.
Un édngulo diedro se designa
N leyendo las aristas que deter-
minan ~su arista, o mejor, las :
letras, griegas correspondientes
a sus caras. Asi, el diedro de
Fig. 39. la fig. 39 se lee: diedro MN, o
Angulo diedro. diedro GIB.

M

44. " Generacién de un angule diedro. — Si el se-
miplano B se supone coincidiendo con el semiplano « y
suponemos @ 8 animado de un movimiento de rotacién al-
rededor de MN (en sentido contrario al de las agujas de
un reloj), cada posicion de B habra formado con « un
angulo diedro.

| 45. Angulos diedros convexos y concavos. — El'
‘- diedro que hemos definido se llama dngulo diedro convexo,
v la parte de espacio
que no contiene el seg-
mento AB se llama
angulo diedro concavo,
(fig. 40). :

Siempre que hable-
mos de diedros, queda-
ra entendido que mos
referimos a diedros
CONVELOS.

N i)
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46. Angulo diedro llano. — Se llama dngulo diedro
llano al diedro cuyas caras pertenecen a un mismo plano.

Si las caras o y B,
fig. 41, del diedro MN
pertenecen a un mismo
plano, el diedro MN es
an diedro llano.

47. Postulado. —
Todos los angulos die-
dros llanos son iguales.

T

Fig. 41.
Diedro llano.

48. Semiplanos respecto de la arista de un diedro
interior al mismo. — Todo punto que pertenezca a un
diedro, sin estar en las caras, se llama punto interior al

diedro. El punto es exterior cuando no pertenece ni al

Pig. 42.

diedro ni a las caras.

En el diedro B, fig.
42 el punto C es in-
terior, y el punto D
exterior.

TLia semirrecta deter-
minada por un punto
de la arista y un punto
interior, se llama semi-
rrecta mterior al die-

‘dro. La semirrecta es

exterior cuando estd
determinada por un

punto de la arista y un punto exterior.

En la fig. 42 la semirrecta £C es interior y la FD es
exterior al diedro. El semiplano determinado por la arista




y un punto interior al diedro se llama semiplano interior
al diedro. .

El semiplano es exterior si esta determinado por la
arista y un punto exterior al diedro.

En la fig. 42 el semiplano y es interior a «f, y exte-
rior el semiplano 8.

49. Diedros consecutivos. — Dos diedros son conse-
cutivos, cuando tienen una cara comun y las otros dos se
hallan en los semiespacios que determina la cara comun.

Los diedros 8 y By, fig. 43, son consecutivos, pues
tienen la cara B comtn y las caras « y y se hallan en los
semiespacios que determina la cara S.

Fig. 43. ‘ *. | Pig. 44
Dos diedros consecutivos. Varios diedros consecutivos.

Varios diedros son consecutivos, cuando tomados en un
cierto orden, el primero es consecutivo con el segundo,
el segundo con el tercero, ete.

Los diedros af, By, yd y 8, fig. 44, son consecutivos. '

50. Seccién normal de un diedro. — Se llama sec-
cion mormal de un diedro, al angulo que forman las dos
semirrectas perpendiculares a la arista en un punto, una
en una cara del diedro y la otra en la otra cara.
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Sien la fig. 45 es A0 | MN y estd en a, y BO i1 MN
y estd en B, el dngulo AOB es la seccién normal del
diedro «p. ;

La seceién normal de un diedro también se llama angu-
lo plano o dngulo rectilineo del diedro.

A
N
s B 5 N F
R
Fig. 45. ‘ Fig. 46,
Seccion normal de un diedro Secciones normales de un
> diedro.
51. TrorEMA. — Todas las secciones normales de un

diedro son iguales.
N N
Hip.) ABC y DEF sece. norm. de apB, fig. 46.
N HEN
Tesis) ABC — DEF

Demostracién. — Como los angulos ABC y DEF son
secciones normales del diedro af3, se debe tener:
AB | ‘MN j ",
U AR//DE 1
’ DE | MN // (1)
y ademés :
BO I MN - )
ot EF 2
T T (@)

De (1) y (2) se deduce que los dngulos ABC y DEF
tienen sus lados respectivamente paralelos, y por (31) se
deduce que:

b ~
ABC = DEF
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OBSERVACION. — A todo diedro eorresponde una sola
seccion mormal y viceversa, a una seccién normal dada
corresponde un solo diedro; es decir, entre los diedros y
sus secciones normales existe una correspondencia bi-
univoca.

52. Significado fisico de la igualdad de diedros. —
Se comprueba experimentalmente aue dos diedros fisicos
(de cartén, madera, ete.) son iguales, ecuando coinciden
las aristas y las caras. Si en ambos estuvieran trazadas
las secciones normales, deslizando un diedro sobre el otro
1 hasta coincidir los vértices, comprobariamos que las dos |
secciones normales son coincidentes y por lo tanto iguales,
de donde deducimos la siguiente definicién:

r———

53. Diedros iguales. — Dos diedros son iguales cuan-
do son iguales sus secciones normales, y reciprocamente.

Si en los die-
dros af y yd las
seceiones mnorma-
les ABC y DEF,
fig. 47, son igua-

¥ A Cl D F
les, también es
aB = vyb.
54. CoRroOLA- Re. 47,
RIOS. — De la de- . Diedros iguales,

finicién anterior,
v recordando los caracteres de la igualdad de &dngulos, se
deduce : 3

I. — Todo diedro es igual a st mismo.

II. — Si un diedro es igual @ otro, éste es igual al pri-
mero. | .

Rala®, Vs . P T Wt N T N L . Slge e Vs d ot it S
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III. — 8i un diedre es igual a otro, y éste es igual a un
tercero, el primero es igual al tercero.

IV. — Dos diedros iguales a un tercero son iguales
entre si.

55. Secciones igualmente inclinadas de un diedro.
— Se llaman secciones igualmente inelinadas de un diedro,
o de diedros iguales, a los angulos cuyos vértices éstan en
la arista y sus lados en cada cara del diedro, formando

(] los lados con la arista, en cada
B una, angulos iguales.
L C  Sien el diedro a8, fig. 48, es:
A Wl
E 1 =2
I LA
B l 3 o=t 4
D N
Fig. 48. _los angulos ABC y DEF son sec-
Secciones igualmente ineli- | 5 1 y 5
nadas. ciones igualmente inclinadas.

56. Postulado. — En un mismo diedro, o en diedros
iguales, las secciones igualmente inclinadas son iguales.

Reciprocamente: Si en dos diedros las secciones igual-
mente inclinadas son iguales, los diedros son iguales.

Desiguuldcd de diedros.

57. Criterio fisico para reconocer si un diedro es
mayor o menor que otro. — Se comprueba experimen-
talmente que, dados dos diedros fisicos, el primero es
mayor que el sezundo, cuando superponiendo las aristas
y una de sus caras, estando ambos en uno de los semies-




A

pacios determinados por la cara comtn, la otra cara
resulta exterior al segundo diedro.

Si al superponer las aristas y una de sus caras, la
otra cara es interior al segundo diedro, el primer die-
dro es menor que el segundo.

Al superponer dos diedros materiales, comprobamos
que si uno es mayor o menor que otro, la seccién normal
del primer diedro es mayor o menor que la seecién nor-
mal del segundo diedro. De aqul deducimos la siguiente
definicitn :

58. Diedros desiguales. — Un diedro es mayor
(menor) que otro, cuando su secciébn normal es mayor
(menor) que la del segundo diedro.

Reciprocamente: Si la seceién normal de un diedro
es mayor (menor) que la de otro diedro, el primer die-
dro es mayor (menor) que el segundo.

Si en los diedros of y v9, fig. 49, los angulos ABC
v DEF son las secciones normales y es: .

N\ N
ABC > DEF también es af > 8

y reciprocamente.

Fig, 49.
Diedros desiguales.
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59. CoronArios. — De la definicién anterior, y te-
niendo presente las propiedades de la desigualdad de
angulos, deducimos los siguientes corolarios:

I. — St un diedro es mayor (menor) que otro, y éste
es mayor (menor) que un tercero, el primero es mayor
(menor) que el tercero. -

II. — Dados dos diedros debe verificarse una sola de
estas tres posibilidades: el primero es mayor, o menor,
o igual que el segundo.

\

Operaciones con dngulos diedros
Suma de diedros.

60. Definiciones. — 1. Se llama suma de dos diedros con-
secutivos, al diedro convexo, llano o céneavo, que contiene a éstos
y cuyas caras son las caras no comunes de los diedros dados.

La suma de los diedros consecutivos aB ¥ By fig. 50 es el

diedro ay-

<0t

Fig. 50,

Fig. 51.

Suma de i“’ﬂiv‘il:dms EUILEDS Suma de variod diedros con-
o x5 secutivos,

II. — Se llama suma de wvarios diedros consecutivos al diedro

convexo, llano o céneavo, que se obtiene sumando el primero y el
segundo, al resultado el tercero, al resultado el ecuarto, ete. y
asi hasta terminar con los diedros dados.

La suma de los diedros econsecutivos af3s By Y v fig. 51, es
el diedro ¢3-




IIT. — Se llama suma de varios diedros cualesquiera, al diedro 0

que es suma de diedros consecutivos ordenadamente iguales a ks

los diedros dados. : !
La suma de los diedros af8; y8 Y =u, fig. 52, es el diedro 7Y |

que es suma de los diedros o pr po ¥ o y» respectivamente iguales

a los diedros dados.

& Pig. 52.°
Suma de diedros cualesquiera.

61. CorOLARIO. — Si un diedro es la suma de olros varios, su
secciéon normal es la swma de las secciones normales de los diedros i
dados. |

62. Propiedades de la suma de diedros. Postulado. —
La suma de diedros goza de las propiedades uniforme, conmuta- {
tiva, asociativa iy mondtona de la suma de dngulos, estudiadas en
olro curso.

Resta de diedros

63. Definiciones. — Se llama diferencia entre dos diedros
llamados minuendo y sustraendo, siendo el primero mayor que el o

. e
B0 A ol
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segundo, al diedro que sumado con el sustraendo da una suma
igual al minuendo.

La diferencia entre los diedros ay y [y fig. 53, es el diedro
af}y pues:

af + By = ay
Fig. 53. Fig. 54.
Resta de diedros. Miltiplo de un diedro.
64. CorOLARIO. — Si un diedro es la diferencia de otros dos,

su seccion mormal es la diferencia de las secciones mormales de
los diedros dados. ¢

65. Propiedades de la resta de diedros. Postulado. —
La resta de diedros goza de las propiedades de la resta de dngulos,
estudiadas en otro curso.

Miltiplos y submultiplos de un diedro

66. Definiciones. — Se llama producto, o maltiplo de un
diedro respecto a un cierto nimero natural n, a la suma de %
diedros igunales al diedro dado.

Dado un diedro D, fig. 54, se tiene que el producto de D por

n es:
n

Dl DD B Ay L 4=

Se llama cociente o sub-maltiplo de un diedro respecto a un
ntimero natural n, al diedro que multiplicado por n dé un produeto
jgual al diedro dado.
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Dado el diedro af3, fig. 54, se tiene que el cociente deaf3 y n es:

af}: n = D porque D.n = aof3

67. Postulado. — 4 los diedros les son aplicables los pos-
tulados de Arquimedes y de la divisibilidad relativos a los dngulos.

68. Razén de dos diedros. — Se llama razdn de
dos diedros o su cociente.

El teorema siguiente nos va a mostrar que la razén de
dos diedros es igual que la razén de los rectilineos co-
rrespondientes.

69. TroremA. — La razon de dos diedros es igual a
la de sus secciones normales correspondientes. -

20N
Hip.) aB y y8; ABC

DN
y EF@ sece. norm., fi-
gura 95.

P
b ABC

Tesis) e
Y0 EFG

a

Demostracion. — Su-

pongamos que un cier-

Pig. 55. ’ to diedro D esté conte-

La razén de dos diedros es la de sus nido nn nimero exacto

secciones normales. N

de veces en el diedro

aB (5 veces en el ejemplo de la fig.), y que esté conte-

nido otro niimero exacto de veces en el diedro y8 (3 veces
en el ejemplo de la fig.). Entonces, tenemos:

07 ool PR SR o Wl €

aB e
8D f TN BT (1)

vd




— 54 —

Sea d la seceion normal del diedro D. Como D estd
contenido 5 veces en B, d estd 5 veces en ABC, y tam-
bién estd contenido 3 veces en EFG, es decir:

N i N
ABC =54y  ABC 54 5

T N > I (2)
EFG =34\ DpEF 84 3

Comparando (1) y (2) observamos que los segundos
miembros son iguales, luego:

N

«3  ABC
AT

B  EFG

Si no hubiese ningtn diedro que estuviese contenido
exactamente en ambos diedros, la propiedad subsiste, pe-
ro su demostracién corresponde a otros cursos..

70. Medida de un diedro. — Si en el caso del teo-
rema anterior tomamos al diedro D como unidad de me-
dida para medir los dngulos diedros, y su seccién normal
d como unidad de medida para medir las secciones nor-
males, tendremos que la medida de un angulo diedro es
igual a la medida de su seccion normal correspondiente.

N
T TR b S QAR :
s T o medida del diedro af
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: 71. Diedros adyacentes. — Dos diedros son adya-
centes si tienen una cara
comun y las otras dos son
semiplanos opuestos.

Los diedros o y By
son adyacentes, fig. 56,
pues tienen comiun la ca-
ra B y las otras dos son

Fig. 56. semiplanos opuestos.
Diedros adyacentes,

72. Diedros opuestos por la arista. — Dos diedros
son opuestos por la arista enando las caras de uno son los
semiplanos opuestos de las dos caras del otro.

Los diedros a8 y v3,
fig. 57, son opuestos
por la arista, pues a y
v, ¥ B ¥ & son semipla-
nos opuestos.

73. TeoremMA. —
Los diedros opuestos
por la arista son igua-

les. ' 8 D
Hip.) af y 3 op.

por la arista, fig. 57. Fig. 57,
TGS’I:S) QB = yS, Los diedros opuestos por 1a

o arista son iguales.
Demostracion. — Por

un punto O de la arista MN trazamos en o AC 1 MN,
yen 8 BD | MN, resultando entonces (50) que:

AN
1 = seccion normal de af (1)
N s

2 = seccidn normal de yd (2)

FYCRTRRT O LW P b ST e e A Rt
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Pero las rectas AC y BD estan en un plano (10) y por
consiguiente los angulos 1 y 2 son opuestos por el vér-
tice, luego:

N\
1

w)

y reemplazando en esta igualdad los valores (1) y (2),
resulta :

seccion mormal de aff = seccion normal de 8

y si las secciones normales son iguales, los d1edros tam-
bién lo son (63), luego:

PLANOS PERPENDICULARES

74. Planos perpendiculares. — Dos planos son
perpendiculares, cuando al cortarse forman dos diedros
adyacentes iguales.

L L

Fig. 58. Fig. 59,

Planos perpendiculares. Plano gque pasa por una recta
perpendicular a otro plano.

P s
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Los planos o y B, fig. 58, son perpendiculares si los
diedros @B y ay son adyacentes e iguales.

Cuando dos planos se cortan y no son perpendlculares,
se llaman oblicuos.

75. TroreMA. — Si una recta es perpendicular a un
plano, todo plano que pase por clla es perpendicular al
primero.

Hip.) la 10&: ﬁsa,flo 59,
Tesis) B L a.

Demostracion. — Sea O el punto comin a la recta a
v al plano @, y MN la recta comtn a o y a S.
En « trazamos b | MN en O, y como es ¢ | @, por
(36) resulta:
ol LOMN Ay i lurh

resultando, entonces :

A\
1 = seccion normal de By (1)
A\
2 = seccion normal de Bo (2)

Al ser @ | b, los angulos 1 y 2 son rectos y por con-
siguiente iguales, luego:

seceion mormal de By = seccion mormal de B
de donde deducimos (53) que los diedros By y B« son
iguales y adyacentes, y por definicién es: g 1 .

76. CoronLArio. — Por un punto perteneciente o ex-
terior a un plano pasan infinitos planos perpendiculares
al primero.

En efecto, por el punto P, fig. 60, o por el punto @.

- T T B |
B T A TR L L RTh o T —
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pasa una recta a | « (41) y (42), y por dicha recta pasan
infinitos planos (7,V) y que por el teorema tltimo son

perpendiculares al plano dado.

a ’

: p
'
t
'I
Y v
Fig. 60. Fig. 61.

Los planos perpendiculares for-

Por la perp. a un plano pasan
man diedros iguales.

infinitos planos perp. al pla-
no dado.
77. TrorEMA. — Si un plano es perpendicular a

otro, los cuatro dngulos diedros que forma con éste son

"ig-ua,les.
(i) o B, diedros formados: af, ay, B8, y9, fig. 61.

Tesis) uB — ay = By = i
Demostracion. — En efecto, por ser o 1 S, es:

3 a,B =y (1)

y por ser diedros opuestos por la arista, es:
B = v8 (2)
ay = B (3)

Comparando (1), (2) y (3), resulta:
o = 8 = Bd = ay
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78. CorouLARIO. — Si un plano es perpendicular a
otro, éste es perpendicular al primero.
Es decir, si es « | B, también es: B | a.

79. Diedros rectos, agudos y obtusos. — un diedro
es recto enando sus caras son perpendiculares. ;

Sies a | B, fig 62, el diedro af es recto. .

Un diedro es agudo cuando es menor que un diedro
recto, fig. 63.

Un diedro es obtuso cuando es mayor que un diedro
recto, fig. 64.

Fig, 62. Fig. 63. Fig. 64.
£ B
Diedro recto. Diedros agudos. Diedro obtuso.
80. TroremA. — Si un diedro es recto, su seecion

normal es un dangulo recto.

. 2N
Hip.) af = diedro recto; AOB = secc. normal, fig. 65.

AN\
Tesisy AOB — angulo recto.

Demostracion. — Al ser ¢ un diedro recto, es & | S
(79), luego es af = ay por (77), y si dos diedros son
iguales, sus secciones normales también lo son, luego
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N 7N
AOB = A0C. Como los 4dngulos AOB y A0C son 4n-
gulos adyacentes e iguales, son rectos, es decir:

N
AOB = dngulo recto.

A/w
______ N
c B
Sk -
L \
M
Fig. 65.

La seccién normal de un die-
dro recto’ es un fngulo recto.
:

81. Coronario I. — 8¢ la seccién normal de un
diedro es un dngulo recto, el diedro es recto.

N
Es decir, si es AOB = éngulo recto, fig. 65, el diedro
af es recto.

82. Cororario II. — Todos los diedros rectos som
iguales.
83. TrorEMA. — 8i dos planos son perpendiculares,

toda recta de wno de ellos perpendicular a la intersec-
cion es perpendicular al otro.
Hip.) « | Ben MN;ae @;a 1 MN en O, fig. 66.
Tesis) a 1 B.

Demostracion. — Tracemos por O en el plano 8 la
recta b | a; por (36) resulta b | a, o sea:
a1l b

y eomo hipétesis es: a | MN
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se tiene que la recta a es perpendicular a dos rectas del
plano B, luego es a L B.

84. (oronario. — Si dos planos son perpendicula-
res, toda perpendicular a wno de ellos trazada por um,
punto del otro pertenece a este otro.

Sies o 1| B, fig. 66 y por P, que pertenece a a, tra-
zamos a | f, resulta que a pertenece a .

Si @ no estuviese en « se podria trazar por P otra
recta ¢ que estuviese en a y fuese perpendicular a la
interseccién y por (83) resultaria ¢ | B, de manera
que por P tendriamos a y ¢ perpendiculares a g, lo que.
es absurdo, luego ¢ es @, luego a esti en o.

-85. TroremMA. — Si dos planos que se cortan son
perpendiculards a un tercer plano, la interseccion de
los dos primeros es perpendicular al tercero.

Hip.) « y B se cor- _
tan segin a; o 1 y; / P\
p

3y, Tige G @

Tesis) @ 1 . a

Demostracion. — Por Hoitren ot aghocs
un punto P de la in- b ,
terseccion de « y B tra- \
cemos una recta m 1 y. i
Como P estd en a y Tig. 67.

*4 4 La interseccién de dos planos °

en B, m también estd perp. a otro, también es per-
en ¢ y en IB por el co- pendicular al mismo.

rolario {iltimo, de manera que esa perpendicular m a y
estd en o y en B, es decir, es la interseccién de o y B,
pero la interseccién es a, luego es

= a 1l y




86. TrorEMA. — Por una recta no perpendicular a
un plano pasa un plano. y solo uno perpendicular al
primero. :

Hip.) a'y a; a no ¢ o, fig. 68.
Tesis) Por a pasa un solo plano B8 1 o

Demostracion. — Por un punto A de la recta a, tra-
cemos la recta b | «. Las rectas @ y b, que se cortan,
determinan un plano B que, por pasar por una recta
perpendicular a o (75), es perpendicular a «, luego es:

T e (O

- B

Fig. 68. Fig. 69.

Por una recta oblicua a un
plano pasa un solo pl. perp.
al dado.

" Il plano que pasa es funico.

El plano f es tinico. Si por @ pasara otro plano y | «,
fig. 69, v por el punto A de a trazdramos b | mye¢ L n,
por (83) deben ser b | ay ¢ L @ lo que es absurdo,
pues se opone al teorema (40), luego y no existe, es
decir: B es el tnieo plano que pasa por a y esAperpén-
dicular a . ‘

87. Diedros complementarios. — Dos diedros son
complementarios, cuando su suma es un diedro recto.




Los diedros «B8 y By son complementarios, fig. 70, si:

af + By = diedro recto.

o
Tig. 70. Fig. 71.
Diedros complementarios. Diedros suplementarios.
Ll
88. Diedros suplementarios. — Dos diedros son

suplementarios, cuando su suma es un diedro llano.
Los diedros a8 y By son suplementarios, fig. 71, si:
af - By = diedro llano.

89. CorovArio. — Los dngulos diedros adyacentes
son suplementarios.

Si los diedros @8 y By, fig. 71, son adyacentes (71).

los semiplanos @ y y deben ser opuestos; luego su suma
es el diedro llano ay, resultando por definicién que los
diedros o8 y By son suplementarios.

90. Bisector de un diedro. — Se llama bisector de
un diedro, al semiplano que pertenece al diedro y cuyo
origen es la arista del mismo y lo divide en dos diedros
iguales. { i

Si ay = vB, y es el bisector de ap, fig. 72.




91. Angulo plano suplementario de un diedro. — .
Se llama dngulo plano

suplementario de wun

diedro, al éangulo su-

plementario de la see-

cién normal del diedro

dado.

Si el angulo AOB es
la seceién normal del
diedro «p, y el angulo
y es el 4ngulo suple-

 Fig. 2. mentario del 4ngulo
Plano .bisector de un diedro. AOB, fig. 73 .

AOB 4- y = 2R
el dngulo y es el suplementario del diedro «p.

A
o
—'B
(o] J
Fig, 738.
Angulo plano suplementario de un
diedro.
92. TrorEMA. — Si por un punto interior a un

diedro se trazam perpendiculares a las caras, el dangulo
plano formado por las semirrectas que cortan a las caras
es suplementario del diedro.

Hip.) O interior af; OA 1| «; OB 1 B, fig. 74
N\
Tesis) AOB suplementario de op.




Demostracion. — Las rectas OA y OB determinan el
plano .

Por ser OA 1| «, por (78) es
w | «; por ser OB | B por (75)
es = | B, y por (85) resulta
x 1| MN, de donde deducimos:

MN | AC|. . ACB = seccion
¥y MN 1 BC | normal de a3
Ahora bien; en el cuadrildtero
AOBC los éngulos en A y en B
son rectos, luego por Geom. Pla-
na debe ser:

Fig. 74,

El 4ngulo formado por
las perp. a las caras de
un diedro es suplemen-

A5 N :
AOB + ACB = 2R tario de €L
y si el dngulo AOB es el suplemento de la seccién nor-

N
mal de a8, es, por definicién: AOB suplementario de «f.

93. Triedro trirrectangulo. — Consideremos una
recta a perpendicular al
plano «. Sea O el pie de
la perpendicular, fig. 75.
En el plano « tracemos

a

por O las rectas b y c
perpendiculares entre si:

Lty L Wi

b/ O .
/ ” Conio la recta a es per-
pendicular al plano «, por
Fig. 75. definicion debe ser la ree-

Triedro trirrectfngulo.

ta e perpendicular a las




rectas b y e, y como éstas son perpendiculares, debe
tenerse :

S «
|l o
(= i<~ )

La figura constituida por tres semirrectas que tienen
el mismo origen se llama triedro, de manera que las se-
mirrectas @, b y ¢, que tienen comin el origen O, cons-
tituyen un triedro. )

Pero esas tres semirrectas son respectivamente per-
pendiculares, de manera que se han formado tres dngu-
los rectos: el ab, el ac y el be, y en tal caso al triedro
que forman se le llama {triedro trirrectingulo. ]

SIMETRIA

Simetria respecto a un eje

94. Puntos simétricos respecto a un eje. — Dos
puntos son simétricos respecto a una recta llamada eje,
cuando el eje es perpendicular
al segmento que determinan
esos puntos, y perpendicular en
(o) el punto medio del segmento.

Los puntos A4 y A’ son si-

m . métricos respecto al eje e, fig.
B P e 76, si se tiene:

e | AA’; AO =04’

Pig, 76 s

Moaina s 1o el papel segiin la recta e, los

Se comprueba que si plegamos
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puntos A y A’ coinciden, lo giie nos prueba que dos pun-
tos son simétricos respecto a un eje, cuando coinciden
haciendo girar 180° a uno de ellos alrededor del eje dado.

95. Construccion de un punto simétrico de otro.
— Sea B el punto dado y e el eje, fig. 76. Por B se traza
una recta m perpendicular al eje e, y luego en el semi-
plano determinado por e y que no contiene al punto B
se construye PB’ = BP. El punto B’ es el simétrico
de B respecto a ¢ en el plano de la figura.

96. Figuras simétricas. — Dos figuras son simétri-
cas respecto a un eje, cuando los vértices de una son
ordenadamente simétricos respecto a los vértices de la
otra.

En la fig. 77 los poligonos ABCD y A’B’C’D’ son
simétricos porque:

A’ es simétrico de A

B2 i 7 1% » B
Gid,; 5 an
S T S yw D

97. Construc-
cion de una figura
simétrica de otra. —

. e g Pig. 77.
La figura simétrica Piguras simétricas.

de una figura plana respecto de una recta del plano se
puede construir de una de las siguientes maneras :

12 Construimos el punto simétrico de cada vértice de
la figura dada, fig. 78.
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93 Se pliega el semiplano que no contiene la figura
alrededor del eje ¢, y luego se calca la figura dada, fig. 79.

Fig. 78. Fig. 79.

32 Se calca el eje y la figura dada en un papel trans-
parente y luego se invierte
el caleco colocando los ejes
en la misma posiciéon y re-
produciendo la figura en la
otra parte del plano, ecomo
indica el grisado de la fi-
gura 80.

" Deben tomarse en el eje
dos puntos de referencia,
que se calcan, como se ha
hecho en la figura, pues si no se los tomara la figura
calcada podria quedar més alta o méds baja que la pri-
mitiva figura.

Fig. 80.

Figuras simétricas respecto a una recta

98. Simétrica de una recta. — La simétrica de una

recta es otra recta.
Si la recta a corta al eje, fig. 81, basta determinar




el punto simétrico P’ de un punto P. Uniendo O con P’
P’ queda determinada la recta ¢’ simétrica a la recta a.
Si la recta b es paralela al eje, se hallan los simétricos
P’y @’ de dos puntos cualesquiera de la recta. Asi que-
da-determinada la recta b’ simétrica de b.

2 Pk A0
’ . h W
a ' : )
e : : @. t
. T g '
et 5 %y oBrm. AR
' 2 o
P P’ Q
Fig. 81, Fig. 82,
La simétrictn de 1tma recta es Rectas simétricas.
otra recta.

99. Simétrico de un poligono. — Se construye el si-
métrico de cada vértice del poligono dado, fig. 83.

‘e
Fig. 83. Fig. 84.
Poligonos simétricos. Circunferencias simétricas.
100. Simétrica de una circunferencia. — Se halla

el punto simétrico del eentro de la circunferencia dada,
v luego se traza con centro en ese punto y radio igual
al dado, una circunferencia, fig 84.




101. Simétrica

Fig. 85.
Figuras simétricas em-
pleadas en herreria ar-

tistica.

anT

de una figura cualquiera. — Si la
figura es una eurva cualquiera, como
el rizo de la fig. 85, se marcan en él
varios puntos no muy separados y se
hallan sus simétricos. Luego se unen
éstos en el mismo orden en que estan
unidos los primeros.

102. Eje de simetria de una fi-
gura, — Una figura tiene eje de
simetria, cuando al plegarla alrede-
dor del eje coinciden las dos partes
en que el eje la divide.

En otros términos, una figura tiene

eje de simetria cuando todos los puntos de ella tienen
su simétrico respecto al eje de la figura misma.

Ejemplos de figuras con eje de simetria:

Fig. 86. Fig. 87.

%@Vﬁ

Fig. 88. Fig. 89. Fig. 90.

Fig. 91,

Fig.. 92. Fig. 93. Fig. 94.
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Pig. 97.

Fig. 98.

Fig. 99,
La simetria en las hojas, frutos y flores.

103. Aplicaciones. — La simetria de una figura pla-
na respecto a una recta del mis- &
mo se emplea en la industria y
en las artes decorativas: herre-
ria, earpinteria, tipografia, pa-
peles pintados, ete.

m
104. Problema. — Hallar la g
distancia minima entre dos pun-
tos pasando por una recta. B
Sean A y B los puntos y m la Fig. 100.

recta dada, fig. 100. Se trata Minima distancia entre dos
& g 3 puntos tocando una recta,
de determinar la menor distancia

que hay entre 4 y B pasando por m.

Se halla el punto simétrico de B (95), que es B’
Luego se une B’ con A, quedando asi fijado el -punto O
en la recta m. El punto O se une con 4 y con B: la
menor distancia que hay entre A y B pasando por m
es AO + OB,




En efecto: la menor distancia entre A y B’ es AB’,

gt

100, E

| et

'8

Fig. 101.
Empleo de la simetria en tra-
bajos de herreria.

o bien A0 + OB’. Pero
OB” = OB por ser obli-
cuas que se alejan igunal-
mente del pie de la per-
pendicular ya que es BB’
1 my BO’ = O’B. En-
tonces tenemos:

Minima  distancia =
ABL—1A0, - OB =
AO —+ OB.

105. Problema. —°
Hallar la minima distan-
c¢ia entre dos puntos inte-
riores a un angulo, pasan-
do por los lados de éste.

Dados los puntos A y
B interiores al angulo @,

fig. 102, se trata de hallar fa menor distancia que hay

entre A y B pasando por
ay b.

Construimos el simétri-
co de A respecto a a, que
es A’, y el simétrico de
B respecto a b, que es B’.
Unimos A’ econ B’ y que-
dan asi fijados los puntos
0 y 0’. Unimos A con O,
0 con O’y O’ con B,y la
quebrada AOO’B es la
menor distancia buscada.

Fig. 102.

Minima distancia entre dos
‘puntos tocando los lados de
un #éngulo.




En efecto: la menor distancia entre 4 y B’ es:
minima distancia = A’B’ = A’0 4+ 00’ 4 0’B’
pero A’°0 = A0 y 0’B’ = 0’B por ser oblicuas que se

alejan igualmente del pie de la perpendicular, luego:

minima distancic = A’B’ = A0 + 00’ + O’B

Simetria respecto a un punto

106. Puntos simétricos respecto a un centro. —
Dos puntos son simétricos respecto a un punto, llamado
centro, cuando el centro es el punto medio del segmento
que determina los puntos dados.

Los puntos A y A’ son simétricos respecto al centro O,
fig. 103, si se tiene 04 = 0A4°.

B,

B A E' D.
A A &
o 0 ¢
B D E Al B:
. Pig. 103. Fig. 104.
Puntos simétricos. Poligonos simétricos.

Se comprueba que si hacemos girar media vuelta, 180°,
el punto A’ alrededor de O, coincide con A.

107. Construcciéon de un punto simétrico de otro.
— Sea B el punto y O el centro, fig. 103. Unimos B con
0 y en su prolongacién construnimos OB’ = OB. El punto
B’ es el simétrico de B respecto a O.
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108. Figuras simétricas. — Dos figuras son simé-
tricas respecto a un eentro, cuando los vértices de una
son ordenadamente simétricos respecto de los vértices de
la otra.

El poligono A’B’C’D’E’, fig. 104, es simétrico de
ABODE, respecto a O, porque:

A’ es el simétrico de A

E)
B » ” ” B
]
C ”» 3 £ C :
s
D 33 2 » D
»
E » » ” E

Si hacemos girar media vuelta, 180°, uno de los poli-
gonos alrededor del centro, coin-
cide con el otro.

Figuras simétricas respecto
a un punto

109. Simétrica de una rec-

Fig. 105. imétri
o bty oo S La simétrica de una ree-
otra recta. ta es otra recta.

Sea la recta a y el centro O, fig. 105. En a tomamos dos
puntos cualesquiera A y B y hallamos sus simétricos A’ y
B’. La recta a’ que determina estos puntos es la simé-
trica de la recta a. ;




110. Simétrico de un poligono. — Se construye
el simétrico de cada vértice del poligono dado, fig. 104.

111. Simétrica de umna circunferencia. Se halla
el stmétrico del centro de la circunferencia dada, y luego
con radio igual al dado se traza una cireunferencia,
fig. 106.

i

112. Simétrica de una figura cualguiera. — Se
marcan en ella puntos no muy separados y se hallan sus
simétricos. Luego se unen éstos en el mismo orden en que
estdn unidos los primeros, fig. 107.

(o B9

| Fig. 106, Fig. 107.
Circunferencias simétricas. Figuras simétricas.

113. Centro de simetria de una figura. — Una
figura tiene centro de simetria O, cuando todosilos pun-
tos de ella tienen su simétrico respecto a O en la figura
misma.

Ejemplos de figuras con centro de simetria

e ST

Fig. 108. Fig. 109. Fig. 110. Fig. 111,
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Pig. 112, Fig. 113, Fig. 4. Fig., 115,

114. Figuras directamente iguales. — Dos figuras
pertenecientes a un mismo plano son directamente igua-
les, cuando pueden coincidir por un deslizamiento.

Ejemplo: Lios tridngulos T y T7, fig. 117.

Son figuras directamente iguales las que son simétricas
respecto a un punto.

AN N /A

Fig. 117. Fig. 118.
Figuras directamente iguales. Figuras inversamente iguales.
115. Figuras inversamente iguales. — Dos figuras

pertenecientes a un mismo plano son nversamente igua-
les cuando para poder coincidir necesitan que gire 180°
el plano que las contiene.

Ejemplos : los trapecios P y P’, fig. 118.

Son figuras inversamente iguales las que son simétri-
cas respecto a una recta.

" Simetria respecto a un plano

116. Puntos simétricos respecto a un plano. —
Dos puntos son simétricos respecto a un plano, cuando
el plano es perpendicular al segmento que determinan
en su punto medio.
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Los puntos A y A’ son simétricos respecto al plano «,
fig. 119, si se tiene que es:
g A A vy AQ = (AL
Si hacemos girar 180° el punto o
A alrededor del plano @, compro- A o &
baremos que coincide con A’

117. Construccion de un punto
simétrico de otro. — Sea B el pun-
to dado, fig. 119, y « el plano. Por
B se traza una recta m perpendicu- Fig. ‘119,
lar al plano o, y luego en el semi- FPuntos simétricos.

espacio determinado por o« y.que no contiene a B s¢
construye 0’B’ = 0’B. El punto B’, es el simétrico de B
respecto a a.

118. Figuras simétricas. — Dos figuras son simé-
tricas respecto a un plano, cuando los vértices son orde-
‘ nadamente simétricos respecto a los vértices de la otra,
fig. 120.

i Fig. 120. Fig. 121.
‘, Figuras simétricas. Los espejos planos forman
|

figuras simétricas.




Figuras simétricas respecto a un plano

119. Si nos situamos frente a un espejo plano, com-
nrobaremos que :

1° La tmagen simétrica de una recta es otra recta,
que serd paralela, oblicua o perpendicular, segiin sea la
recta que consideremos respecto al plano.

29 La imagen simétrica de una figura plana (de car-
ton, por ejemplo), es otra figura plana mversamente
igual a ella.

3° La figura simétrica de una mano derccha es una
mano zquierda.

Las manos de una persona son simétricas, inversa-
mente iguales; por eso el guante de una mano no sirve
para calzdr la otra.

Lo mismo ocurre con los pies.

La imagen de una persona reflejada en un espejo
plano es una figura si-
métrica de ella.

La imagen de una
embarcacion reflejada
en el agua es una figu-
ra simétrica de ella.

Las fachadas de los
grandes edificios pu-
‘ blicos generalmente son

Pig. 122. simétricas: Palacio de

o i, Comeon, Clego Na

cional ‘‘Mariano Mo-

reno’’, Facultad de Derecho, ete. (fig. 122), de la ciudad
de Buenos Aires.




120. Plano de simetria de una figura. — Una fi-
gura tiene plano de simetria cuando todos los puntos de
ella tienen su simétrico respecto al plano en la figura
misma.

Ejemplos de figuras con plano de simetria:

Una recta tiene por plano de simetria a todos los pla-
nos que la contienen. |

Un segmento tiene por plano de simetria al plano per-
pendicular a él en su punto medio, fig. 123.

Un plano tiene por plano de simetria a si mismo, y.a
todos los planos que le son perpendiculares.

Una figura plana que tiene wn eje de simetria, tiene por
plano de simetria al plano perpendicular de la figura
Yy que pasa por el eje, fig. 124, ‘

Fig. 123, Fig. 124.

121. Elementos de simetria de las figuras. — He-
mos dicho que para que dos figuran sean simétricas,
deben tener todos sus vértices ordenadamente simétricos.

De aqui deducimos que:

19 Tos lados que unen vértices simétricos, también
deben ser simétricos.




2° Los 4ngulos formados por lus rectas a que pet-
tenecen esos lados simétricos, también deben ser simé-
tricos. .

3° Las caras determinados por vértices simétricos,
también son simétricas. ’

Loos vértices simétricos que se corresponden, los angu-

los simétricos que se corresponden, y las caras simétricas

que se corresponden, se llaman homdlogos unos de otros,
y coustituyen los elementos de simetria de las figuras.

Relaciones entre las diversas simetrias

122. Figuras con centro, con eje y con plano de
simetria. — Las tres clases de simetrias que hemos es-
tudiado estdn vinculadas entre si, pudiendo pasarse de
una a otra clase mediante las propiedades siguientes
cuya demostraciéns omitimos :

e T S

I l l I

Fig. 125. Fig. 126. Fig. 127. Fig. 128.
I | ! |
Fig. 129. Fig. 130. Fig. 131. Fig. 132.

Las figuras con centro de simetria tienen como eje de simetria
a la reeta perpendicular al plano de la figura en el centro.
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19 8i una figura plana tiene un centro de simetria,
tiene también un eje de simetria, que es la recta per-
pendicular al plano de la figura en el centro de simetria.

Si consideramos las figuras 108 a 115, con centro de
simetria, procediendo como se ha dicho se obtienen las
figuras respectivas 125 a 132, con eje de simetria.

29 8i una figura plana tiene un eje de simetria, tam-
bién tiene un plano de simetria, que es el plano que pasa
. por dicha recta y es perpendicular al plano de la figura.
Si consideramos las figuras 86 a 98, con eje de sime-

W 248 A /
/

Fig. 133, Pig. 134. TFig, 135. Fig. 186. Fig. 137.

;
G LT <> |
e e

Fig. 138. Fig. 139. Fig. 140, Fig. 141.

Las figuras con eje de simetria tienen como plano de simetria
al plano perpendicular al plano de la figura y que pasa por di-
cho eje.




Y

Fig. 142. Fig. 143. Fig. 144, Fig. 145,

tria, trazando wno de los distintos planos determinados
por los distintos ejes, tenemos las figuras correspondien-
tes 133 a 145 con plano de simetria.




EJERCICIOS

13. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de dos rectas que se cortan.

14. Hallar el lugar geométrico de los puntos del espacio que
equidistan de las earas de un dngulo diedro.

15. Las caras y la arvista de un diedro g8 se cortan con dos
planos paralelos, Demostrar que los diedros que se han formado
con cada cara del diedro dado son iguales. .

16. Demostrar que los planos bisectores de dos diedros adya-
centes son perpendiculares. »

17. Demostrar que si cuatro semiplanos que tienen comimn una
reeta, son tales que de los cuatro diedros que forman el primero
es igual al tercero y el segundo es igual al cuarto, el primer semi-
plano es la prolongacién del tercero, y el segundo del ecnarto.

18. Demostrar que si dos planos paralelos son cortados por
un tercer plano, los diedros alternos intermos son ignales, los die-
dros alternos externos son iguales, y los diedros conjugados son
suplementarios.

19. Demostrar que los planos bisectores de dos diedros opues-
tos por la arista, son un mismo plano.

20. Construir la figura simétriea de un tridngulo 4BC: 19, to-
mando como eje de simetria el lado BC; 2¢, tomando eomo centro
de simetria el punto medio de BC; 3% tomando como eje de sime-
tria la perpendicular a BC en su punto medio.

21. Dado un areo de eircunferencia, hallar su eje de simetria.

22. Dado un arco de circunferencia, hallar su simétrico respecto
al centro.

23. Demostrar que si una figura tiene dos ejes de simetria
rectangulares, la interseccién de ellos es un centro de simetria de
la figura.

24. Dados dos puntos 4 y B exteriores a una recta m, encon-
trar en m un punto C tal C4 y CB que formen con m &ngulos
iguales.

25. Designar y dibujar las letras maytsculas de imprenta que
tienen centro y eje de simetria. »



Carpfruno I11

ESFERA

123. Idea de superficie de revolucion. — Se llama
superficie de revolucion a la parte externa de la figura
engendrada por una linea cualquiera que gira alrededor
de una recta fija a la que estd ligada en forma inva-

riable.
Fig. 148. Y Pigs 149, Fig. 150.

Cuerpos de revolucidn.

La recta fija se
llama eje, y la li-
nea dada se llama
generatriz.

Ejemplos: Son
superficies de re-
volueién los ties-
tos, eacharros, ja-

~ = : 1'1‘as,’ bo.tijos y
demas objetos que
Fig. 151. hacen los alfare-

Torno mecénico,



S

ros en su torno. Lo mismo los diversos objetos que ha-
cen en el torno respectivo los torneros en madera o los
torneros meeéanicos.

124. Paralelos. — Se llama paralelo, al circulo
engendrado por cada punto de la generatriz. El centro
de este circulo se halla en el eje, fig. 152.

125. Meridianos. — Se llama plano meridiano, el
plano que pasa por el eje. La curva determinada por la
interseceién del plano meridiano y la superficie de re-
volucién se llama corrientemente meridiano, fig. 152.

Todo plano meridiano es un pla-
no de simetria de cada paralelo,
y por consiguiente de la superfi-
cie de la revolucién engendrada.

126. Superficie esférica. —
Definiciones. Se llama super-
ficie esférica a la superficie de re-
volucién engendrada por la rota-
cion de un semicirculo alrededor
del didmetro que pasa por sus ex-
tremos, fig. 153.

El cuerpo limitado por la su-
perficie esférica se llama esfera.

El centro y el radio del semi-
circulo es el centro y el radio de la
esfera y de la superficie esférica. g, 168,

Durante el movimiento de rotacién del semicirculo, el
centro, que estd en el eje, permanece fijo, y como el radio
siempre es el mismo, deducimos que:

Todos los puntos de la superficie esférica equidistan
del centro, o sea: todos los radios son iguales.




También se comprueba que:

La distancia de un punto mterior a la esfera es menor
que el radio, y que la distancia de un punto exterior es
mayor que el radio.

Se llama cuerda al segmento que une dos puntos de
la superficie esférica; didmetro es la cuerda que pasa
por el centro. '

127. Rectas secante y tangente. — Una recta es
secante o tangente a una superficie esférica si tiene co-
mun con ella dos puntos o uno solo. En caso contrario
la recta es exterior.

128. Esferas iguales. — Dos esferas son iguales, si
tienen radios iguales.

Fig. 153. 1 Fig. 154.
Generacién de la esfera. _ Plano secante a una esfera.

129. Interseccion de una superficie esférica con un
plano. — TrorEMA. — Si un plano corta a una super-
ficie esférica, la seecion que resulta es una circunferencia.

Hip.) Superficie esférica O de radio R; o corta la
esfera O, fig. 154.

Tesis) Lia seccion de « y la superficie esférica O es
una circunferencia.

Demostracion — Sean 4, B, O,... los puntos comunes
a la superficie esférica y al plano a.



Como todos los puntos de la superficie esférica equi-
distan del centro, tenemos :
QA0 R — Q="

Por O tracemos OP | « y unamos P eon A, B y C.
Los tridngulos formados son rectangulos (36) que tienen
el cateto OP comtin y las hipotenusas 04, OB y OC
iguales por ser radios de la superficie, luego esos trian-
gulos son iguales, luego los otros catetos son iguales, es
decir :

PA= PR~
lo que nos prueba que los puntos A, B y C del plano
equidistan del punto P, luego pertenecen a una circun-
ferencia. :

130. Treorema. — S0 lo distancia de un plano al
centro de wna superficie esférica es mayor, igual o menor
que el radio, el plano y la
superficie esférica no tienen
punto comun o tienen comain

un solo punto, o tiemen co-
mun una circunferencia.

Hip.) Sup. esf. O de radio
B; OP = d — dist. de O a a.
d _z__ R, figs. 155, 156 y 157. Fig, 155.

Plano exterior a una esfera.

I.—8i d > R, la sup. esf. y « no tienen punto
comun ;

II.—Si d = R, la sup. esf. y o tienen un punto
comun ;

III. —Si d < R, la sup. esf. y « tienen comun

una ecircunferencia. -

Tesis




Demostracién. — I. — Si es d > R, el punto P-es
exterior (126); luego P no pertenece a la superficie es-
férica, fig 155.

Si se tratara de otro punto cualquiera @ se' tendria,
por ser OP | a, que en el tridngulo rectingulo OPQ la
hipotenusa es mayor gue un cateto, luego:

CEHMA I g G0 0 (M R P
pero por hipdtesis es: OP > R

lo que nos dice que @ es exterior. Pero @ es un punto
cualquiera de «, luego todos los puntos de o son exterio-
res a la superficie esférica, es decir, ésta y « no tienen

punto comtn.

II. — Siesd = R, el
punto P pertenece a la
sup. esf., pero también
pertenece a a, luego « y
la sup. esf. tienen un
punto comun, fig. 156.
Cualquier otro punto de
@, como @, no pertenece
a la sup. esf. pues resul-

Fig, 156. G 5
Planio! tanRehts 6 nnn Detara: ta su distancia al centro

mayor que el radio:

0Q > opP

' Patoy 0Pme B g H T B

lo que nos dice que ) es exterior a la sup. esf., luego P
es el Ginico punto comtn a o y a la sup. esf.

IIT. — Si es d < R, el punto P es interior a la sup.
esf., fig. 157. En un plano que pase por OP construi-
mos el tridngulo OPB, cuya hipotenusa es igual a R.




Con centro en P y radio PB trazamos una circunferencia
en el plano a. )

Tomemos un punto C de esta circunferencia; unién-
dolo con P y eon O resulta un tridngulo OPC que es
rectdngulo, pues es d | « e igual al triangulo OPB
por tener OP comimn y PC — PB por ser radios de una
misma circunferencia, lnego OC = OB = R, es decir,
que C pertenece a la sup. esf. De la misma manera se
prueba que todos los puntos de la ecircunferencia de
centro P pertenecen a la sup esf., y como por construec-
cién dicha cirecunferencia pertenece a a, resulta que
o v la superficie esférica ‘
tienen comin una circun-
ferencia.

" 131. Planos tangente
y secante. — Un plano es
tangente a una sup. esf.,
si tiene comiin con ella un
punto, fig. 156.

Un plano es secante a
una sup. esf. si tiene co-
min con ella una circunferencia, fig. 157.

El plano que no es tangente ni secante, es exterior,
fig. 155.

Fig. 157.
Plano secante a una esfera.

132. TroremA. — Si la distancia de una recta al
centro de una esfera es mayor, igual o menor que el
radioy la recta y la esfera no tienen punto comim, o tie-
nen comin un solo punto, o tienen dos puntos comunes.

Hip.) Sup. esf. O de radio R; OP = dist. de 0 a m;
Pl
<

d = R, figs. 158, 159 y 160.
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[.—Si d > Ryla sup. esf. y m no tienen punto
comun ; '
II.—Si d = R, la sup. esf. y m tienen un pun-

Tesis. y
to ecomun ;

puntos comunes. -

Demostracién. — Si es d > R, el punto P es exte-
rior, luego P no pertenece a la sup. esf., fig. 158.

Si fuese otro punto @ de m, tendriamos en el tridn-
gulo rectingulo OPQ que la hipotenusa es mayor que
un cateto:

0Q > OP !

= R
y como es: (0 el (A i

lo que nos dice que @ es
exterior, luego la recta m y
la sup. esf. no tienen ningin

punto comtin.

=51 ednd, = "Ry g
159, el punto P pertenece a
la sup. esf., luego la. recta

m y la sup. esf. tienen un

Fig. 138,
Recta exterior a una esfera. punto comn.

Cualquier otro punto de m, como @, no pertenece a
la sup. esf., pues en el tridngulo rectdngulo OPQ ‘s :

09 = 0F
pero QP =k S A

lo que nos dice que @ es exterior a la superficie esférica,

III.—Si d < R, la sup. esf. y m tienen dos




R,

I1I. — La recta m y el centro O determinan un plano
que corta a la superficie esférica segiin una circunferen-
cia cuya plano es el de la fig. 160, y cuyo radio es el

de la superficie esférica.
m P Q

Fig. 159. Fig. 160,
Recta tangente a una esfera. Recta secante a una esfera.

Sies d < R, el punto P es interior a la circunferencia
0 (Geom. Plana), y sabemos que si una recta m tiene
un punto interior a una circunferencia, dicha recta tiene
los puntos comunes M y N con la circunferencia. Pero
los puntos de la circunferencia son puntos de la super-
ficie esférica, luego M y N, que pertenecen a la recta m,
también pertenecen a la superficie esférica.

133. Circunferencias y circulos maximos y meno-
res. — Polos. — Se llama circunferencia maxima a la

Fig. 161. Fig. 162.
Cireulo méximo, Circulo menor.
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que' resulta al cortar una esfera con un plano que pase
por el centro. Circulo mazimo es el que corresponde a
una circunferencia maxima, fig. 161.

El radio de un circulo maximo es el radio de la esfera.
Un eirculo méximo divide a la esfera en dos partes

iguales llamadas hemisferios. Los extremos del didmetro

perpendicular a un cireulo maximo son los polos de la
esfera. En la fig. 161, los polos son P y P’.

Si el plano secante no pasa por el centro de la esfera, la
circunferencia se llama circunferencia menor o minima, y
su cireulo eirculo menor, fig. 162.

134. La Tierra como esfera. — Hablando con pro-
piedad, la Tierra no es una esfera, pero se la considera
como tal porque en relacién con el tamafio de su didme-
tro ('), el achatamiento que experimenta en los polos es
relativamente pequeio.

En Geografia, al eirculo méximo determinado por la »

“interseccién del plano meridiano y la superficie terrestre

se llama Meridiano, y la longitud de un arco pequefio de :
meridiano se llama meridiana, que es la interseccién del w
plano meridiano y el plano tangente en un lugar cual- ]
quiera del globo terraqueo.

Hay tantos meridianos como puntos se consideren en

la superficie terrestre.

J /

(1) Las dimensiones de la Tierra son las siguientes:

Radio ecnatorial, miximo = 6.377 km.
Radio polar, minimo = 6.356 km.
Circunferencia meridiana = 40.003 km.

CQireunferencia ecuatorial — 40.070 km.
Longitud de la Orbita terrestre = 939.200.000 km,
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Todos los meridianos tienen dos puntos comunes, que
son los polos: boreal, drtico o morte, uno; y austral, an-
tartico, o sur, el otro.

Los polos son los extremos de un didmetro (el menor
de todos) llamado eje del mundo.

El eje del mundo es perpendicular a un eirculo maxi-
mo llamado ecuador, cuya interseceién con la superficie
terrestre se llama linea ecuatorial.

Se llama paralelo a la interseceién con la superficie es-
férica de todo plano paralelo al ecuador.

En un punto cualquiera de la superficie terrestre mo
pasa mas que un solo meridiano y un solo paralelo. La
situacion de un lugar o de una localidad en la superficie
terrestre estd determinada con exactitud cuando se co-
nocen el meridiano y el paralelo que pasan por dicha lo-
calidad.

Los meridianos se determinan con relacién a un meri-
diano inicial, llamado primer meridiano o meridiano cero,
elegido arbitrariamente, y que es para todos los paises
modernos el que pasa por Greenwich, pueblo de los alre-
dedores de Londres, con un Observatorio Astronémico.

Se llama longitud de un lugar, el dngulo diedro forma-
do por el meridiano del lugar y el primer meridiano. Es-
te angulo se expresa en grados, minutos y segundos, y se
cuenta indiferentemente sobre el ecuador o sobre un pa-
ralelo cualquiera. Se mide en el sentido este o en el sen-
tido oeste, de 0° a 180°.

_Todos los puntos de un mismo meridiano tienen igual
longitud.

La posicion de un paralelo se determina por el valor
del arco de meridiano comprendido entre ese paralelo y

R AT AR N RN
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el ecuador. Se expresa ese arco en grados, minutos y se-
gundos, y su valor se llama latitud del lugar.

~ La latitud se cuenta a partir del ecuador hacia el norte
o hacia el sur, y se mide de 02 a 90°.

Todos los puntos de un mismo paralelo tienen la misma
latitud.

Y

P’

Fig. 164. Fig. 165. {‘

El centro de simetria de la Bl eje de simetria de la es- |
esfera es su centro. fera es su didmetro.

135. Simetrias en la esfera. — Tin la esfera se tiene:

1°  El centro de una esfera es el centro de simetria de |
la mismao.

En efecto, basta considerar los extremos de un diame-
tro cualquiera A4’ fig. 164. Como todos los radios de
la esfera son ignales, es 04 = 0A’, luego A y A’ son ‘
puntos simétricos respecto al centro O.

29 Todo didametro de una esfera es wn eje de simetria
de la misma.

En la fig. 165, sea PP’ un didmetro cunalquiera. Sea
A un punto cualquiera de la superficie esférica. Por A




tracemos un plano perpendicular al didmetro PP’. Sabe-
mos (129) que este plano determina un circulo al cortar
a la esfera. Sea BB’ un didmetro de este circulo menor.
Por ser dicho circulo perpendicular a PP’ (36), es BB’
1L PP’ pero también es BO = O’B’ por ser radios de
un mismo circulo, luego los puntos B y B’ son simétricos
respecto al didmetro PP’.

Lo mismo se demostraria si el punto A perteneciera al
plano del circulo maximo de la esfera.

3% Todo plano que pase por el centro de una esfera
es un plano de simetria de la misma.

En la figura 166, sea «
la seccion producida por un
plano que pasa por el centro

ra de la superficie esférica.
Por A tracemos AA’ per-
pendicular al plano «. Una-
mos el centro O con A, A’

|
|
| 0. Sea A un punto enalquie-
|

2z ig. 166,
«on M. s tridne 2
i 200 Los tuanaulos for Un c¢irculo méximo es un pl.

mados OAM y 0OA’M son de simetria de la esfera.

rectangulos que tienen el cateto OM comtn y las hipote-
nusas 04 y OA’ iguales por ser radios de la esfera, luego
los otros catetos son iguales: AM = A’M, y como es por
construceién 44° | «, resulta que A y A’ son puntos

simétricos respecto al plano

136. TrorEmA. — Por cuatro puntos no pertenecien-
tes @ um mismo plano pasa siempre una esfera y sélo una.
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Hip.) A, B, C y D puntos no coplanares, fig. 167.
Tesis) Por A, B, C y D sblo pasa una esfera.

Demostracion. — Unamos los puntos By C con A y D,
. resultando asi dos triangu-
los, y sean M y N los centros
de las circunferencias ecir-
cunseriptas a los dos tridn-
gulos. Por M trazamos a |
pl. ABC, y por N la recta
b- L. pl. BOD.

Fig. 167. T 11
Por cuatro punfos no copla- a recta a es e ugar geo-

nares pasa una esfera.

métrico de los puntos que

equidistan de A, B, y C, y la recta b es el lugar geomé-
trico de los puntos que equidistan de B, C y D.

Demostraremos que @ y b se cortan en O.

Tomemos el punto medio P de BC y unémoslo eon M y
con N. Como M equidista de B y C, el tridngulo MBC es
isosceles, luego la mediana MP es perpendicular a BC.
Por la misma razén es NP | BC, luego (34) BC es
perpendicular al plano que pasa por M, N y P, y por
(85) el pl. MNP es perpendicular a los planos de los
dos tridngulos, pero entonces, por (83) las rectas a y
b se hallan en dicho plano MNP, y como los dngulos que
forman @ y b con MN no son suplementarios, las rectas
a y b se cortan en un cierto punto 0, que equidista de
los puntos dados, Iuego O es el centro de una esfera que
pasa por ellos. .

Por los puntos dados no puede pasar otra esfera, pues
el punto O es el tnico que equidista de 4, B, C y D.
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137. Posiciones relativas de dos esferas. — Dos
esferas son exteriores cuando no tienen ningtn punto

comiuin.

Fig. 168,
Esteras exteriores.

! Comprobamos, fig. 168, que si dos esferas son exterio-
| res, la distancia de los centros es mayor que la suma de

los radios: -
d>R+r

Dos esferas son tangentes si tienen un punto comin.

.

Fig, 169.
Fsferas tangentes exteriormente.

‘ Si dos esferas son tangentes exteriormente, fig. 169, la
distancia de los centros es igual a la suma de los radios:

d=R+r
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Si son tangentes interiormente; fig. 170, la distancia de
los centros es igual a la diferencia de los radios:

d=R-—r

Fig. 170.
Esferas tangentes interiormente.

Dos esferas son secantes si tienen comtn una circunfe-
rencia. : |
Si dos esferas son secantes, fig. 171, la distancia de los
centros es menor que la suma de los radios: |

d<R-+r

Fig. 171,
Esferas secantes.

Se demuestra que si dos esferas son secantes, la distan-
cia de los centros es perpendicular al plano de la circun-

ferencia comtn.




Si una esfera es inferior a otra, fig. 172, la distancia
de los centros es menor que la diferencia de los radios:

d < R—r

Fig. 172.
Esfera interior ‘a otra.
138. Zona y segmento esféricos. — Se llama zona
a la parte de superficie esférica comprendida entre dos -
secciones paralelas. Las secciones se llaman bases y altura
es la distancia de los planos paralelos, fig. 173.

Fig. 173. Fig. 174.
Zona esférica. Casquete esférico.

Si uno de los dos planos es tangente a la esfera, la zona
| resulta de una sola base, y entonces se llama casquete, fi-
gura 174. . = f

Se llama segmento esférico a la parte de esfera com-
prendida entre dos planos paralelos. Si el segmento co-
rresponde a una zona, se llama bibdsico, fig. 173, v si
corresponde a un casquete, se llama monobdsico, fig. 174.
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139. Huso y cuna esféricos. Se llama wuso esfé-
rico a la parte de superficie esférica comprendida entre
dos semi-circunferencias méximas que tienen el mismo

: didmetro, fig. 175. i

Angulo del huso es el forma-
do por las tangentes @ y b a los
semimeridianos en un extremo
del didmetro, fig. 192. Este an-
gulo es igual al diedro que
forman las semicircunfe-
rencias.

Se llama cufia esférica a la
parte de esfera comprendida
entre dos semicirculos méximos que tienen un mismo dia-
metro, y el huso correspondiente, fig. 175.

Fig. 175.
Huso y cufia esféricos.

EJERCICIOS

26. La interseccién de dos ecirculos miximos de una esfera,
gqué elemento es de la esfera?

27. Por dos puntos 4 y B tomados en la superficie esfériea
pasa un solo circulo maximo.

28. Por tres puntos 4, B y € tomados en la superficie esférica
pasa un solo cireulo menor. -

29. Si se corta una esfera con dos planos paralelos que equi- -
distan del centro, las secciones obtenidas son iguales.

L [ PR iant o L3, . T TP, =
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30. Se traza un plano secante a una esfera y perpendivular a
uno de sus difimetros, Demostrar que los puntos de la circunfe-
rencia obtenida equidistan de los extremos del didmetro. Diversos
casos. 5

_31. Propiedad reciproca de la anterior.

32. Todo éngulo euyo vértice estdi en la superficie esférica y
cuyos lados pasan por los extremos de un difimetro, es recto.

33. ;Cudles son los elementos de simetria de un hemisferio?

34. Todas las tangentes a una esfera trazadas para un punto
de su superficie, pertenecen a un Amismo plano.

35. Si por un punto se traza una nmormal a una esfera y una
oblicua, la obliena es mayor que la normal.

36. Trazar un plano tangente a ‘una esfera y que sea paralelo
a un plano dado.

37. Trazar un plano tangente a una esfera y que pase por una
recta dada.



Carituro IV

CILINDRO DE REVOLUCION

140. Superficie cilindrica. — Se llama superficie
cilindrica a la superficie engendrada por una recta que
se mueve paralelamente a una recta dada, y apoyandose
siempre en una curva fija.

Las diversas posiciones de la- recta se llaman ge-
neratrices.

La curva en que se apoya se llama directriz, fig. 176.

il

T

Fig. 176. Fig. 177. Fig. 178.
Superficie cilindrica. Cilindro indefinido. Cilindro definido.

141. Superficie cilindrica circular. — Se llama su-
perficie cilindrica circular al conjunto de rectas que pa-
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san por los puntos de una circunferencia y son perpen-
diculares al plano de la misma.

El conjunto de rectas
a, b, ¢,... perpendicula-
res al plano de la cireun-
ferencia O, en A, B, C,. ..
es una superficie cilindri-
ca circular, fig. 179.

Podemos decir, también,
que la superficie cilindri-
ea circular estd engen-
drada por una recta que
recorre una circunferen-
cia perpendicularmente al
plano de la misma.

Fig. 179.
Superficie ecilindrica circular,

La circunferencia dada se llama directriz; cada una
de las rectas se llama generatriz, y la perpendicular al
plano de la circunferencia que pasa por el centro de ella
se llama eje. El radio de la cireunferencia es el radio
de la superficie cilindrica. De las definiciones dadas se
deduce que todas las generatrices y el eje de un cilindro
son paralelos.

142. Superficies cilindricas iguales. — Dos superfi-
cies cilindricas circulares son iguales, cuando los radios
son iguales.

143. Cilindro. Definiciones. — Se llama cilindro
indefinido a la parte de espacio limitado por una sup.
eil. eire. y que contiene al eje de ella, fig. 180,

Y

|
A |
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Qe llama cilindro definido, o simplemente cilindro a
la parte de cilindro indefinido comprendido entre dos pla-
nos paralelos que cortan a todas las generatrices, fig. 181.

O

" =3

Fig. 180. Pig. 181.
Cilindro_indefinido. (ilindro definido.

Las secciones obtenidas se llaman bases, y altura la
distancia entre las dos bases. La parte de eje del ci-
lindro indefinido comprendida entre las bases es el eje

del cilindro.
Para designar un cilindro se leen las letras corres-
: pondientes a los centros de sus bases. En la fig. 181
tenemos el cilindro 00’.

¢ . 144. Cilindros recto y oblicuo. — Se llama cilindro
e recto al cilindro cuyas generatrices son perpendiculares

a las bases, fig. 182.
o Qe llama cilindro oblicuo al cilindro cuyas generatrices
h son oblicuas a las bases, fig. 183.
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En el cilindro oblicuo la altura es
que las generatrices.

menor que el eje y

Pig. 183,

Fig. 182.
Cilindro recto. Cilindro oblicuo.
145. Cilindro de revolucion. — Se llama cilindro

de revolucion a la figura engendra-
da por un rectingulo que gira al-
rededor de uno de sus lados, figu-
ra 184.

Rl lado AB sobre el cual gira es
el ¢je o altura; el lado que gira es
el radio y el lado CD paralelo al
eje es la generatriz.

Siendo un rectdngulo la figura
que engendra al cilindro, se com-
prende que: las bases superior e in-
ferior del cilindro son circulos igua-
les, paralelos y perpendiculares al

146. Convencién. — Siempre

Fig. 184.
Qilindro de revolucidn

eje.

que nos refiramos a

un cilindro, quedard entendido que nos referimos al ¢i-

lindro de revolucion.
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147. Cilindros iguales. — Dos cilindros son iguales
si los radios de sus bases y sus alturas son respectivamente
iguales.

Interseccion de un cilindro con un plano paralelo al eje

148. TUn plano puede cortar a un cilindro paralela-
mente al eje de varias maneras:

1° el plano pasa por el eje;

29 el plano no pasa por el eje, pero corta al cilindro;

39 el plano pasa por una sola generatriz del cilindro;

49 el plano no corta al eilindro.

149. Plano secante. — Se llama plano secante, al
plano que corta a un cilindro.

150. 1° El plano pasa por el eje. — TEOREMA., —
Si un plamo corta a un cilindro y pasa por sw eje, la sec-
cion que se obtiene es un rectingulo.

Hip.) Cilindro O0O’; plano = pasa por
00’; seccibn ABCD, fig. 185.

Tesis). ABCD es un rectingulo.

Demostracion. — Sabemos que las bases
de un cilindro son circulos iguales y pa-
ralelos (145, in fine), luego al cortar los
planos a que pertenecen con el plano , las
intersecciones seran paralelas (28a), luego

es AD//BC.

Pero las bases son circulos iguales, lue-

Fig. 185. go sus didmetros son iguales, es decir:
Plano secante a un AD — B(C

cilindro.



iy e o S RS Sl D ML RS Tl et LS T g AR

— 107 —

Entonces el cuadrilitero ABCD tiene dos lados opues-
tos iguales y paralelos, luego es un paralelogramo.

En la figura ABO’0, que sabemos es un recténgulo, el
angulo B es recto, luego todos los demés angulos de
ABCD son rectos, luego la seceién es un rectangulo.

151. CoronaArio. — La seccién obtenida es el duplo
del rectangulo que engendra al cilindro.

152. 2° El plano no pasa por el eje, pero corta al
cilindro. — TrorEMA. — Si un plano corta a wn cilindro,
sin pasar por el eje pero paralelo a él, la seccion que se
obtiene es un rectangulo.

Hip.) Cilindro 00’; plano =//00’; seceion ABCD,
figura 186. : ;

Tesis). ABCD es un rectangulo.

Demostracion. — Unamos O con A y
con D, y O’ con B y con C. Las figuras
0ABO’ y ODCO’ son rectangulos, por de-
finicién de cilindro de revolueién, luego es

00" = AB — D0

v ademdas: AB//DC, luego el cuadrilatero
ABCD que tiene dos lados opuestos igua-

les y paralelos es un paralelogramo.
Al ser AB | BO’, es AB perpendicular Fig: 198,

9 Plano secante a un
al plano que engendra O’B, luego es, por cilindro.

(36), AB | BC, luego el angulo ABC

- es recto, luego el paralelogramo ABCD es un rectangulo.

el e
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153. Cororario. — La seccion que se obtiene es tanto
menor cuanto mayor sea la distancia del plano = al eje.

154. 3¢ El plano pasa por una sola generatriz del
cilindro. Plano tangente. — En tal caso el plano es
tangente al cilindro, que definiremos asi: Se llama pla-
no tangente a un cilindro, al que toca al cilindro segiin
una generatriz.

Asi, en la fig. 187 el plano = que toca al cilindro 00’
segiin la generatriz AB, es tangente al eilindro 00’.

155. Propiedad del plano tangente a un cilindro.
TroreEMA. — Todo plano tangente a un cilindro es per-
pendicular al plano determinado por el eje y la gene-
ratriz de contacto.

Hip.) Cilindro 00’; pl. = es tangente al cilindro se-
gun la generatriz AB; pl. 2, determinado por AB y 00°,
figura 187. S

Tesis) = 1 o.

Demostracion. — En = consi-
deremos la recta m tangente en
A a la circunferencia 0. Esta
tangente es perpendicular al ra-
dio que pasa por dicho punto, lue-
go es OA | m. Pero, por ser
un cilindro de revolucién, es
0A | AB, luego si OA es per-
pendicular a dos rectas del pla-
no = es perpendicular al plano =,
es decir: OA | =

X

A

\
“
\
.
.
.
.
i )
' ) R
{ 3
- ™ T
7!
»
0
et

« Wigl 187, d P
Plano tangente a un cilindro. PI’OC(‘dlelldO de lgual manera
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respecto al radio 0’B llegaremos a igual conelusion :
0’B 1| = Pero si dos rectas, la OA y la O’B, son per-
pendiculares a un plano, el plano m, el plano determi-
nado por dichas rectas es perpendicular al plano dado,
luego el plano « es perpendicular al plano =: & 1

156. 4° El plano no corta al cilindro. Plano exte-

rior. — En tal caso el plano es

exterior al eilindro. o
En la figura 188, el plano = es Q

exterior al cilindro 00’, pues

siendo paralelo al eje, no corta al -
cilindro.
157. Cororarios. — De las

. A
propiedades que acabamos de es-
tudiar, deducimos que:

12 Si un plano es secante @ un Wik 198. o
. Plano exterior a un cilindro

cilindro, su distancia al eje es

menor que el radio, Y corta al cilindro segim dos ge-
neratrices;

90 8i un plano es tangente a un cilindro, su distancia
al eje es igual que el radio, y corta al cilindro segin una

generatriz ;

30 Si un plano es exterior a un cilindro, su distancia al

centro es mayor que el radio, y mo corta al cilindro,
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158. Tangente a una esfera. — Una recta es tan-
gente a una esfera, cuando toca a
la esfera en un solo punto.

La recta a, fig. 189, es tangente a
la esfera O porque la toca en un
solo punto.

Se deduce fécilmente que la tan-

gente a una esfera es tangente al
cireulo maximo determinado por el

Fig. 189. plano que determinen la recta dada
Rectla tangente .
LN RESh y el centro de la esfera.

159. TrorEmMA. — La recta tangente a una esfera
es perpendicular al radio de la esfera que pasa por dicho
punto.

Hip.) Recta @ y esfera O; a tg. O en T, fig. 189.

Tesic), 'w-f S0P,

Demostracion. — La recta y el punto O determinan
un plano que corta a la esfera segiin una circunferencia
méxima. Ahora bien, esta circunferencia tiene comun
con @ el punto 7, luego a es tangente a ella, y por con-
siguiente, perpendicular al radio que pasa por 7. Pero
este radio de la circunferencia es el radio de la esfera,
luego es a 1 O T.

160. TrorEMA. — Todas las tangentes trazadas o
una esfera por los puntos de wna circunferencia mdaxi-
ma, son paralelas.



1l

= LI T e

Hip.) Esfera 0; cif. méaxima O; a, by ¢ tangentes
a 0 en 4, B y C, respect., fig. 190.

Tesis) afbyey -

Demostracién. — Tracemos por O
la recta e perpendicular al plano
del cireulo méximo. Por (36) resul-
ta:e L A0,¢ | BO,e 1L CO.

Al ser @ tangente a la esfera en -/
el punto A, por el teorema anterior =
es ¢ | AO y como es e L AO, Fig, 190,
resulta que a y ¢ son paralelas por Tangentes a una esfera.
ser perpendiculares a una misma recta, luego: a//e.

De la misma manera demostraremos que €s b//e ¥y
¢//e. Comparando estas relaciones de paralelismo dedu-
cimos que es: a//b//c. J

A igual conclusién llegariamos si fuesen mas tan-
gentes.

161. Esfera inscripta. — COROLARIO. — Conforme
con la definicién de superficie cilindrica cireular, pode-
mos decir que: Todas las tangentes a una esfera trazadas
por los puntos de una circunferencia mdrima constitu-
yen una superficie cilindrica circular.

En tal caso, la esfera estd inscripta en la superficie
cilindrica ecircular, y ésta estd cireunseripta a la esfera.

La circunferencia dada se llama circunferencia de
contacto.

162. Planos tangentes a un cilindro que pasan por
una recta paralela al eje. — TEOREMA. — Por una recta
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exterior a un cilindro y paralela al eje pasan dos planos
tangentes al eilindro.

Hip.) Cilindro 00’; AB
ext. y //00°, fig. 191.

Tesis). Por AB pasan dos
planos tangentes a 00°.

Demostracion. — Sea A el
punto en que AB corta al pla-
no que contiene a la base su-
perior del cilindro, de centro
0. Por A, punto exterior a la

Fig. 191. circunferencia O, sabemos que
Planos tangentes a un cilindro.
se pueden trazar dos rectas

tangentes a 0. Sean AM y AP esas dos tangentes.

Por M tracemos una recta MN paralela a 00’; esta
recta MN es una generatriz del cilindro (140). Como es:

MN//OO" por const, )e‘ VN //AB
"AB//00 por hip. | e

Las rectas paralelas MN y AB determinan un plano «,
(11), que-tienen comun con el cilindro una generatriz,
luego es el plano o tangente al cilindro 00,

‘Lo mismo se demostraria que por AB pasa otro pla-
no B que es tangente a 00’ segin la generatriz PQ,
luego por AB pasan dos planos tangentes al cilindro
dado.

163. Planos tangentes a una esfera, que pasan por

una recta determinada. — TroreMA. — Por una recta

=
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exterior a una esfera pasan dos planos tangentes a di-
cha esfera.

Hip.) Esfera O; AB ext. a 0, fig. 192.

Tesis). Por AB pasan dos planos tangentes a la
esfera 0.

Demostracion. —
Por el punto O tra-
zamos el plano =
perpendicular a
AB. Al pasar el
plano = por el cen-
tro O, determina en
: la esfera una ecir-
cunferencia de cen- ; Fig. 192.
tro 0’ (129)’ y en Planos tangentes a una esferal
la recta AB determina el punto P. En el plano = sabe-
mos que por P se pueden trazar dos tangentes a la cir-
cunferencia 0. Sean PM y PN esas dos tangentes.

L El punto M y la recta AB determinan el plano «,
que es tangente a la esfera O en el punto M. Lo mismo

E ocurre con N y AB, que determinan el plano g, tangente
en N, luego por AB pasan dos planos tangentes a la
esfera O.

Simetria en el cilindro

164. Simetria central. — En un cilindro, el punto
medio de su eje o altura es el centro de simetria.

Sea 0, fig. 193, el punto medio de la altura, y P
un punto cualquiera de la superficie del cilindro.
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Por O tracemos PP’. El punto P’ es el simétrico
de P. En efecto: tracemos por P y por P’ sendas per-

pendiculares al eje AB. Se forman los

@ tridngulos rectangulos POC y P’0D,
. que son iguales por temer los catetos

D > PE pg v PD iguales por ser radios del ci-

0, lindro, y los angulos 1 y 2 iguales por

1 ser opuestos por el vértice. Al ser igua-

c les los tridngulos rectangulos, sus hipo-

12 ] “ tenusas son iguales, lnego PO = OP’,

B
v luego P y P’ son simétricos, luego O es

Fig. 193. el centro del simetria del cilindro.

Centro de simetria
en el cilindro.

165. Simetria respecto a un eje. — El ¢je de un.

cilindro es un eje de simetria.

En efecto: la rotacién de 180° del
eilindro hace que coincida consigo
mismo, fig. 194, luego el eje de ro-
tacién es un eje de simetria de todos
sus meridianos.

166. Simetria respecto a un
plano. — Todo plano que pase por el
eje de rotacion es un plano de si-
metria.

Ya hemos visto (122, 2°) que toda
ficura que tiene un eje de simetria
tiene también un plano de simetria,

0
el

-~
Yosi ”k\
.,
¥
,

B

Fig. 194,
Eje ¥ plano de sime-
tria en un cilindro.

que es el plano que pasa por dicho eje, fig. 194. Como el
cilindro de revolucién tiene un eje de simetria, tiene como
plano de simetria a todos los planos que pasan por el eje.
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167. La simetria respecto a un eje y a un plano en
el cilindro puede demostrarse directamente de la misma
manera como lo hacemos en el cono, en el Capitulo si-
guiente.

Interseccion de un cilindro con un plano cualquiera

168. Un plano cualquiera puede cortar a un cilin-
dro de dos maneras diferentes:

19 perpendicularmente al eje;

20 oblicuamente al eje.

(Nétese que quedan excluidas las posiciones del plano
paralelo al eje porque ya se ha estudiado en las paginas
106 a 109 y siguientes).

169. Seccién normal. — Seccidn de una superficie
cilindrica es la figura que resulta al cortar con un plano
todas sus generatrices.

e

Fig. 195. Fig. 196.

Secciones en el cilindro. La seccién normal es una eir-
cunferencia,
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Si el plano corta perpendicularmente a las generatrices,
la seccién se llama seceion normal.

Para que una seccion sea normal, basta que el plano se-
cante sea perpendicular al eje de la superficie cilindrica.

En la fig. 195 la seccion producida por « es una seccion
cualquiera, mientras que si es 8 | e, la seceién producida
es una secciéon normal.

170. 1° Plano perpendicular al eje. — TEOREMA. —
La seccion normal de wna superficie cilindrica circular
es una circunferencia.

Hip.) Sup. cil. circular de eje ¢ y radio R; B L e,
figura 196.

Tesis). La seceién producida por B es una circunfe-
rencia.

Demostracion: Las generatrices y el eje son paralelas
(140), es decir: a/e. Por hipdtesises « | ey B L e,
¥y eomo dos planos perpendiculares a una recta son para-
lelos 42d), es /2, v como a y ¢ determinan un plano
que corta a @ y B en OA y O’A’, por (47) resulta
0’°4°//0A4, luego la figura AOO’A’ es un paralelogra-
mo, luego:

0°A’ —=0A (1)
De la misma manera se demostraria que:
OPB = 0By 070> =06;.:. .~ (2)

Pero los segundos miembros de (1) y (2) son iguales
por hipétesis, luego:

04 =028 =70 5.0
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y si todos los puntos de la seceion producida por B equi-
distan de O, esa seccién es una cireunferencia.

171. Cororarios. — 1. Las secciones normales de
una superficie eilindrica circular son paralelas e iguales.

11. Al ser circunferencias las seceiones mormales de
una superficie cilindrica, en el cilindro dichas secciones
son cireulos.

172. 2° Plano oblicuo al eje. — Si el plano =,
fig. 197, corta-al cilindro de eje 00’ la seceibn obtenida
es una elipse.

Su estudio corresponde a ofros cursos.

173. Cilindro trunca-
do. — Se llama cilindro
truncado, o tromeo de ci-

lindro, a la parte de ci-

- lindro comprendida entre
una base y la seccién pro-
ducida por un plano que
lo corta ablicuamente.

En la fig. 197 el plano
= ha determinado dos ci-
lindros truncados.

g, 197,
Plano oblicuo a un cilindro.

174. Desarrollo de un cilindro. — Para desarro-
llar un cilindro se considera a su superficie como
formada por una hoja de papel y se la corta seglin una
generatriz. Luego se la desenrolla y se extiende en un
plano. Se obtiene asi un rectingulo euya base es la lon-
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gitud de la circunferencia de la base del cilindro, y cuya
altura es la altura o generatriz del cilindro, fig. 198.

Al rectangulo obtenido se le agregan los ecirculos de
la base.

y

-2
=

Sk e 5 c

Fig. 198.
Desarrollo de un cilindro.

EJERCICIOS

38. Construir un cilindro dadas tres generatrices.

39. Por un punto dado trazar los planos tangentes a un ei-
lindro.

40. Dos cilindros son tangentes. Trazar el plano tangente
comin.

41. Dados una esfera y un cilindro, trazar los planos tangentes
comunes. :

42. Dados dos ecilindros paralelos, trazar los planos tangentes
comunes.

43. Por un punto dado, frazar todas las rectas que equidistan
de otro punto dado.

44. Construir un cono dadas tres generatrices.

45. Por un punto dado, trazar los planos tangentes a un eono.

46. Dados una esfera y un cono, trazar los planos tangentes
comunes.

47. Dados un eono y un punto, trazar los planos tangentes al
eono y que estén a ung cierta distancia d del punto dado.



Capituro V
CONO DE REVOLUCION

175. Superficie cénica. — Se llama superficie co-

nica a la superficie engendrada por una recta que se

mueve apoyandose cons-

(0] tantemente en un punto

dado y siguiendo a una
surva fija.

El punto dado se llama
vértice o ctspide; las di-
versas posiciones de la
recta se llaman generatri-
ces; la eurva en que se .
apoya se llama directriz,
g, 199.

FERTE

b {‘g 129; 176. Superficie coni-

Superficie conica. . . oo =
ca circular. — Definicio-

nes. — Se llama superficie cénica circular al conjunto

‘ de semirrectas determinadas por un punto de una recta
perpendicular al plano de una circunferencia en el cen-
tro de la misma, y los puntos de la cireunferencia, fi-
gura 200.

| Podemos decir también, que la superficie conica cir-

; cular estd engendrada por una recta que recorre una




~ circunferencia, apoyandose en un punto de la recta per-

' pendicular al plano de la cireunferencia en su centro.

El punto V de la per-
pendicular e en O al pla-
no «, origen de las semi-
rrectas, se llama wvértice
y generatrices las semi-
rrectas a, b, ¢,... La cir-
cunferencia O se llama di-
rectriz, y la perpendicular

VO se llama eje.

177. CoroLARIO. —
Todas las generatrices
Fig. 200. forman con el eje angulos

Superficie coénica -circular. S

agudos iguales.

El 4ngulo formado por el eje VO y una generatriz
VA se llama abertura. Lia abertura siempre es un én-
gulo agudo. Sk "

178. Superficies conicas iguales. — Dos superficies
cOnicas circulares v v
son iguales, si sus
aberturas tam -
bién lo son.

179. Cono.
— Se llama cono
indefinido a la
parte de espacio
, limitada por una Fig. 201.
b superfieie cbnica  Come indefinido. Cono definido,
cireular y que contiene al eje de ella, fig. 201.

|
f
|
‘ .

h,‘ 4 5 " 3 - . { y




Se llama cono finito, o simplemente cono, a la parte
de cono indefinido comprendida entre el vértice y la
seccién producida por un plano que corta a todas las
generatrices, fig. 202. La seccién obtenida es la base
del cono; altura es la distancia del vértice a la base.

Si la base es perpendicular al eje, el cono es recto.

180. Tronco de cono. — Se llama tronco de cono
a la parte de eono com- v
prendida entre su base
y la seccién producida
por un plano que corte
a todas las generatri-
ces, fig. 203.

T.a nueva seceién y
la base del cono son las Fig. 203.
bases del tronco de co- Troncos de cono,
no. Si las bases son paralelas y perpendiculares al eje
del cono, el troneo es recto de bases paralelas.

v

N
)

o

181. Cono de revolucién. — Se llama cono de re-
8 A volueidn a la figura engendrada por

un triangulo rectangulo que gira al-
rededor de uno de sus catetos, fi-
gura 204.

Tl lado sobre el cual gira es el
eje o oltura; el cateto que gira es
el radio de la base del cono, y la
hipotenusa es la generatriz.

De la definicién de cono de revo-
lucion se deduce que: todas las ge-
neratrices son igwales.

Fig. 204,
Cono de revolucién.
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182. Convencion. — Siempre que nos refiramos a
un cono, quedard entendido que mos referimos al cono

de revolucion.
183. Conos iguales. — Dos conos son iguales si son
iguales sus alturas y los radios de sus bases, respectiva-

mente.

Interseccion de un cono con un plano que pasa por el
vértice
184. TUn plano que pase por el vértice de un cono

puede cortarlo de varias maneras:

12 el plano pasa por al eje;
22 el plano no pasa por el eje, pero corta al cono;

32 el plano pasa por una sola generatriz del cono;
42 el plano no corta al cono.

Se llama plano secante, al

185. Plano secante.
plano que corta a un cono.

186. 1° El plano pasa por el
eje. — TreorEMA. — St un plano
corta @ un cono Yy pasa por su eje,

la seccion que se obtiene es un tridn-

b1

[T :

gulo isésceles.
Hip.) Cono VO; plano = pasa por
VO; seccion KAB, fig. 205. <

Tesis) VAB es un tridngulo isds-

”///////ﬂllllllllllll

celes.

Demostracion. — Al pasar el plano Pig. 205.
Plano secante. que pasa

= por VO, pasa por O, que es el cen- por el eje.
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tra del cireulo de la base, luego la interseecion de « con
el plano de la base es el didmetro AB. |

Las intersecciones de = con la superficie cénica son
las generatrices VA y V B, que son iguales (181), luego
el tridngulo VAB, que tiene dos lados iguales, es isosceles.

187. Cororario. — La seccion obtenida es el duplo
del tridngulo rectangulo que engendra al cono.

Si un plano corta a un cono pasando por el vértice
pero sin pasar por el eje, la seccién que se obtiene es
un triangulo isosceles.

188. 2° El plano no pasa por el eje, pero corta
al cono — TeorEMA. — St un plano corta a un cono
pasando por el vértice pero sin pasar por el eje, la sec-
cidn que se obtiene es un triangulo isosceles.

Hip.) Cono VO; plano = pasa por
V, pero no por VO ; seccion VAB,
fig. 206.

Tesis) VAB es un triangulo is6s-
celes.

Demostraciéon. — El plano = corta
al plano de la base segiin la secante
AB. Si unimos A y B con V, resulta
VA = VB, pues todas las generatri-
ces de un cono de revolueién son
Fig. 206. iguales, luego el tridngulo VAB que

Plano secante que no 1 3 126
by 2 g tiene dos lados iguales, es isosceles.

189. Cororawrio. — La seccion que se obtiene es
tanto menor cuanto mayor sea la distancia del plano =
al centro 0.




_190. El plano pasa por una sola generatriz del
cono. — Plano tangente. — Si el plano que pasa por
el vértice pasa, ademés, por una sola generatriz del eono,
el pland es tangente al cono, que definiremos asi: Se
llama plano tangemte a un cono, al que toca al cono
seglin una generatriz.

Asi, en la fig. 207, el plano = que toca al eono VO
segiin una generatriz VO, es tangente al cono.

181. Propiedad del pla-
no tangente a un cono. —
TeorEMA. — Todo plano tan-
gente a un cono es perpen-
dicular al plano determinado
por el eje y la generatriz
de contacto.

Hip.) Cono VO; plano =
tangente a VO segin VA;
plano « determinado por VO°
y VA, fig. 209. . Fig. 207.

TGS’ITS) Plano x .L plano . Flano tangente a un cono

Demostracién. — En el plano = consideremos la reecta
m tangente en A a la circunferencia O. Esta tangente
es perpendicular al radio que pasa por el punto de tan-
gencia, luego es: OA | m.

Unamos A con V. La generatriz VA y la recta m

determinan el plano = gue pasa por V y por la gene-
ratriz VA.

El plano = es. perpendicular al plano «, determinado
por VA y VO.

Wy i >;'A.,s_",'l‘r.dhg-i



Bn efecto: tenemos que €s:

VO | 0A, por definicion de cono de revolucién,
y 0A 1 m, por construecion.
luego, por el teorema de las tres perpendiculares re-
sulta (37):
ar |l &

192. 4° El plano no corta al cono. — En tal caso
el plano se llama plano exterior, fig. 208.

193. COROLARIOS. — De las propiedades que acaba-
mos de estudiar, deducimos que:

19 Si un plano es secante @ un
cono Yy pasa por el eje, corta al
cono segim dos generatrices, figu-
ra 205.

20 Si un plano pasa por el vér-
tice de wn cono y mo pasa por el
eje, corta al cono segun dos geme-
ratrices, y el dngulo que forma
con el eje del cono es menor que

Fig. 208. 2 -
Plano exterior a un cono. la abertura del mismo, flg. 206.

39 Si un plano es tangente a un cono, el dangulo que
" forma con el eje es igual a la abertura del cono, fig. 207.

4° Si un plano pasa por el vértice de un cono Y ¢€s
-exterior al mismo, el dangulo que forma con el eje €s
mayor que la abertura del cono, fig. 208.
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Planos tangentes a una esfera, que pasan por un
punto determinado

194. TroremA. — Todas las tangentes a una esfera
trazados por un punto exterior a ella, son iguales.

Hip.) Esfera O; punto P; tangentes PA, PB, PC,...

fig. 209.

Lesis) PA=|PBi= PO-=ii

Demostracion. — El eje PO con cada uno de los pun-
tos 4, B, C,... determinan planos, que cortan a la es-
fera segin circulos maximos, pues pasan por el centro O.
Todos esos circulos son iguales, pues tienen el mismo
radio, el de la esfera, luego todos las tangentes trazadas,

a esos circulos iguales desde el
mismo punto P, son ignales. Pero
estas tangentes iguales PA — PB
= PC — ... son, al mismo tiem-
po, tangentes a la esfera, luego to-
das las tangentes trazadas a una
esfera desde un mismo punto son
iguales.

195. Esfera inscripta. — Co-
ROLARIOS. — 1. Por el punto exte-
rior P se pueden trazar wnfinitas
tangentes a la esfera O.

Esas infinitas tangentes consti-

P

Fig. 209.
Tangentes a una esfera.

tuyen un cono cireunscripto a la esfera O, luego pode-

mos deeir :



Una esfera estd inscripta en un cono, cuando la esfera
-es tangente a todas las gene-
ratrices del como, fig. 210.

196. 1I. Por cada una
de las generatrices del cono
pasa un plano tangente al
cono, y como éstas son tan-
gentes a la esfera y pasan
por el punto P, aquellos pla-
nos también son tangentes a
la esfera, luego:

Por un punto exterior a
una esfera pasan infinitos
planos tangentes a ella.

Tig. 210.
Fsfera ingeripta en un cono.

Simeiria en el cono

197. Simetria central. — Si se
considera un cono de dos mapas, el
vértice es un centro de simetria.

Sea V el vértice de un cono recto
de dos napas, fig. 211. Todo punto
de una napa tiene su simétrico en la
otra mapa.

Sea A el punto considerado, per-
teneciente a la superficie cénica. Tra-
cemos desde V la generatriz g que
pase por A.

Pig. 211. Por definicién de superficie coni-

- Simetria central 1 v
Sty ca, todo punto de la generatriz per




tenece a la superficie conica, luego si tomamos en g
VA’ = VA, el punto A’ pertenece al cono y es el simé-
trico de A.

198. Simetria respecto a un eje. — il eje de un
cono es un eje de simetria.

Sea el cono de vértice V, fig. 212
y cuyo eje es VO.

Este eje o altura del cono es un
eje de simetria del mismo.

En efecto, consideremos un punto
A del cono. Este punto tiene su si-
métrico respecto al eje en el mismo
cono.

Por A trazamos AP | VP y pro-

Fig. 212 longamos hasta cortar a la superficie
Eje de simetria 7 3 5
en el cono, cénica en A’.

El punto A es el simétrico de A. Unamos V con A’
Los tridngulos VPA y VPA’ son rectangulos, por cons-
truceion, y tienen el cateto VP comun y el angulo «
igual al dngulo B, pues en un cono el angulo formado
por el eje y las generatrices son iguales. Luego es

PSORAT —  XSVIP AL

Como en tridngulos iguales a angulos iguales se opo-
nen lados iguales, al ser 2 = B, es PA = PA’, y como
es AA’ | VP, resulta que A y A’ son puntos simétricos.

199. Simetria respecto a un plano. — Todo plano
que pase por el eje es un plano de simetria.

Sea el cono de cértice V, fig. 213, euyo eje es VO.
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Todo plano, como el plano =, que pase por VO es un
plano de simetria del cono. v
Consideremos al punto A4, de la
superficie eénica. Por A tracemos
AP 1 x, y prolonguemos hasta cor-
tar en A’ a la superficie eénica.
Unamos V con P, con A y con A°.
Los triangulos formados VPA y

VPA’ son rectingulos, pues por ser
AP | =, es (36) AP, | VP, y ade-

mas son iguales s ti Pig. 213.
- ( ) guales, I’mes tienen el c-ateto O o g9
VP comin y los angulos « y g igua- en un cono.

les por estar formados por el eje y las generatrices.

Liuego es A VPA =/ VPA’, de donde se deduce que
si es « = B también es PA — PA’ y como es 44’ | m,
resulta que A y A’ son puntos simétricos.

Interseccion de un cono con un plano cualquiera

200. TUn plano puede cortar a un cono de revolucién
de diversas maneras:

1°2 por su eje;

29 paralelamente a su eje.

39 perpendicular a su eje;

49 paralelamente a una generatriz;

59 oblicuamente a su eje.

201. 1° Plano que pasa por el eje. Si un plano
pasa por el eje de un cono, la seccion que se obtiene es
un triangulo isésceles cuya altura es el eje y cuya base
es el didmetro de la base, fig. 214.
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Esta propiedad ya se ha demostrado en el parrafo 186.
v 202. 2° Plano paralelo al eje.
— Si consideramos un cono de dos
napas, fig. 215, y un plano = que
corte a las dos napas paralelamen-
te al eje, resulta como seccion dos
figuras simétricas, que constituyen
las dos ramas de una curva que se
llama hipérbola, y euyo estudio
corresponde a otros eursos.

i

T

A 203. Seccién normal. — Sec-
cibn de una superficie cilindrica

Fig. 214.
Seccién en un cono,

es la figura que resulta al cortar
con un plano todas sus generatrices. Si el plano es per-

pendicular al eje, la seccién se llama seccion normal.

Fig. 215,
Seccién llamada hipérbola.

En la fig. 216 la seccién producida por « es una sec-
c¢ién cualquiera, mientras que si es 8 | ¢, la seccion

producida es una seceién normal.
TEOREMA, —

204. 39 Plano perpendicular al eje.
Todo plano perpendicular al eje de un cono, determing

una seceion circular.
.- Hip.) Cono V; eje VO; pl. 8- L VO, fig. 217.

Tesis) La seceion producida por B es un circulo.
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Demostracion. — Bl plano B corta a todas las genera-
trices de la sup. c¢on. cire. dada, por ejemplo a la gene-
ratriz a. En efecto, el plano determinado por « y e tiene
Vv

Fig. 216. i Pig. 217.
Secciones normal y oblicua. Seccién circular.

el punto O comin con B, luego (13) tendrd comin una
recta ¢ que encontrard en A a la recta ¢ porque la aber-
tura « es un dngulo agudo (175) y el dngulo en 0 es
recto, luego : '

AVO 4 A/O\V < 2R
luego ¢ y a se cortan por.no formar Angulos conjugados
suplementarios, y como ¢ esta en’'f3, resulta que 3 corta a a.

De igual manera se demuestra que S corta a las demés
generatrices.

Sea b otra generatriz cuya interseccién con B es B.
Uniendo B con O resulta el tridngulo rectingulo VOB
que es ignal al tridngulo rectingulo VOA por tener VO
comtn y los dngulos en V iguales a o, luego 0A = OB,
es decir, los puntos A y B estin en g8 y equidistan de O.

De igual manera se prueba que los demés puntos de
la seccién equidistan de O, luego la interseccién es una
cirecunferencia. : Bes
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205. 4° Plano paralelo a una generatriz. — Si con-
sideramos un cono V, fig. 218, y un plano = paralelo

v

PN

Fig. 218, Sececién llamada pardbola.

a una de las generatrices del cono, la seccién que resulta
es una curva que se llama pardbola. El estudio de esta
eurva se hace en cursos superiores.

206. 5° Plano oblicuo al eje. Si el plano
fig. 219, es oblicuo al eje del cono V, la seceién que se
v obtiene es una elipse. Su estu-
dio también se hace en cursos

superiores.

207. Nora. — Las curvas
que se obtienen al cortar un co-
/ /// no eon un plano que ocupa di-
' versas posiciones respecto al
eje son: la circunferencia, la
elipse, la hipérbola y la pardbo-
la que constituyen lo que se de-
nomina familia de las cdnicas,
atendiendo a su origen.

Fig. 219. i, S 9 g
Seccién llamada elipse. En las flgs' 220 a 222 da
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mos un ejemplo de esas eurvas situadas en el plano de
del libro.

208. Desarrollo de un cono. — Para desarrollar un
cono consideramos a su superficie como formada por una

i@el, d

Fig, 220, Fig. 221. Siko Fig. 222, Fig. 223.
Circunferencia. Elipse. & » Hipérbola. L. Parébola,

hoja muy delgada, como el papel, y se la corta segiin ya
generatriz. Luego se la desarrolla y se la extiende en
| un plano. La figura que se obtiene es un sector circular
| cuyo radio es la generatriz del cono, y cuya base es un

§ v v

Fig. 224,
Desarrollo del cono,

arco de longitud igual a la circunferencia de la base del
cono, fig. 224. Luego se agrega el circulo de la base.
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Para dibujar el desarrollo del cono se traza un arco,
con centro V y radio igual a la generatriz del cono, y
luego se toma con el ecompas el diametro D de la base
del cono y a partir de un punto A, se lleva tres veces
dicho diametro, resultando el punto B. Uniendo 4 y B
con V se obtiene un sector circular sensiblemente igual
al desarrollo del cono, y suficiente como para construc-
ciones-en que no se requiera una gran exactitud.

209. Tronco de cono de revelucion. — Se llama
tronco de cono de revolucion, a la figura engendrada
por el movimiento de un trapecio rectingulo que gira
alrededor de su altura fig. 225.

La altura AB del trapecio es el eje del tronco del
cono; las bases del trapecio, AD y BC, son los radios
de los circulos de las bases, y el
lado CD es la generatriz del
:roneo del cono.

210. Desarrollo de un
tronco de cono. — Para des-
arrollar un troneco de cono se
considera a su superficie como
formada por una hoja de papel
segiin una generatriz. Luego se
la desenrolla y se extiende en Fig. 226.

o > Tronco de cono de revoluecién
un plano. Se obtiene asi un tra-
pecio circular cuyas bases sean arcos igunales a las lon-
gitudes de las cireunferencias de sus bases, y cuya altura
es la generatriz, fig. 226. Luego se agregan los circulos
correspondientes a las bases.

Para dibujar el desarrollo del tronco de cono se pro-
cede asi:
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Se prolonga el eje BA y la generatriz CD hasta que
se corten en el punto O.

Luego. con radio OD se traza un arco, haciendo centro
en P, y con radio OC se traza otro arco, haciendo centro
en el mismo punto P. Se une un punto G de este arco
con P, resultando asi el punto E. Con el compas se
torna el didmetro mayor CM y se corta al arco de origen
G, a partir de @, tres veces, obteniéndose asi el punto H,
que unido con P nos determina el punto F, quedando
asi construido el desarrollo.

Luego se dibujan los cireulos de las bases.

Este procedimiento no es rigurosamente exacto, pero
para las construcciones de la préactica es suficiente.

Fig. 226.
Desarrollo de un tronco de cono.
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PERPENDICULARES Y OBLICUAS A UN PLANO
DESDE UN PUNTO EXTERIOR

211. Distancia de un punto a un plano. — Se llama
distancia de un punto a un plano, al segmento que tiene
sus extremos en el punto y en el plano, respectivamente,
y es perpendicular al plano.

A
i / ]
/ !B ﬂa
& C » o C
1
Fig, 227. Fig. 228,
Distancia de un punto a un La perpendicular es menor que
plano. la oblicua.

La distancia del punto A al plano z, fig. 227, es el
segmento que tiene el extremo A en el punto dado y el
extremo B en el plano, y es, ademas: AB | a.

Cualquier otro segmento que tenga sus extremos en el
punto y en el plano, pero que no sea perpendicular al
plano, se llama oblicuo. El segmento AC es una oblicua
al plano «.
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212. TreoremMA. — La distancia de un punto @ un
: plano es menor que cualquier segmento oblicwo compren-
dido entre el punto y el plano.
Hip.) AB = dist. de A a «; AC oblicua, fig. 228,
Tesis). AB < AC. '
Demostracion. — Unamos B c¢on €. El tridngulo ABC
es rectingulo, pues por hipétesis es AB | a, luego es
AB | BC. Pero sabemos que en un triangulo rectdngulo
un cateto es menor que la hipotenusa, luego:

AB < AC.

213. TrorEmA rECiPROCO. — El menor de todos los
segmentos que se pueden trazar desde un punto a un
plano, ¢s perpendicular al plano.

Hip.) Ay a; A0, AB, AC, AD,...; AO < AB; A0
e A A A S s 20

Tesis). . AO 1 o

A
E /I\
\\‘
AR
B |
. / (L ‘\P D M

y & e « B
]
1 Fig. 229, Fig. 230,
La perpendicular es la menor Las oblicuas que equidistam
distancia de un punto a un del pie de la perp. son iguales.
plano.
Demostracion. — Si AO no fuese perpendicular a a,

se podria trazar (42) un segmento AP | «. Entonces,
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por el teorema anterior, serd AP < AO, lo que es ab-
surdo, pues se opone a la hipdtesis, luego es A0 1 a.

214. TroreMA. — Dos segmentos oblicuos compren-
didos entre un punto y un plano, y cuyos pies equidistan
del de la perpendicular trazada por el punto al plano son
iguales.

Hip.) A0 1 a; AB y AC oblicuas; OB — 0C, fi-
gura 230.
Tesis). AB = AC.

Demostracion. — Los tridngulos rectingulos AOB y
AOC son iguales por tener los catetos respectivamente
iguales, luego las hipotenusas también lo son:

AB = AC.

215. TEOREMA RECIPROCO. — Dos segmentos oblicuos
iguales comprendidos entre un punto y un plano, equi-
distan del pie de la perpendicular trazada por el punto
al plano.

Hip.) AB = AQC; AO | a, fig. 230.

Tesis). OB = 0C.

Demostracion. — Lios triangulos AOB y AOC son rec-
tangulos (18) e iguales por tener las hipotenusas iguales,

por hipdétesis, y el cateto AO comiin, luego los otros ca-
tetos son iguales:

OB, ="0¢.

216. TroreMA. — De dos segmentos oblicuos com-
prendidos entre un punto y un plano, aquel cuyo pie dis-
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ta mas del de la perpendicular trazada por el punto al
plano, es mayor. '
Hip.). AO 1 a«a; AB y
AC oblicuas; OB > 0C,
fig. 231.
Tesis). AB > AC.

% o
Demostracion. — Al ser
OB > 0OC podemos tomar
un punto D, interno a OB,
tal que sea OD = OC'; enton- Pig. 231.
« e - La oblicua que més dista del
ces, por (214)’ resulta : pie de la perp. es la mayor.

AD = AG:

En el plano AOB, tenemos que es OB > 0D, y por
Geom. Plana sabemos que en un mismo plano la oblicua
que dista mas del pie de la perpendicular es la mayor,
luego es AB > AD, y reemplazando AD por su igual
AC, resulta:

AB > AC.

217. TrorEMA RECIPROCO. — De dos segmentos obli-
cuos desiguales comprendidos entre un punto y un pla-
no, el mayor dista mds del pie de la perpendicular tra-
zada por el punto al plano.-

Hip.) AO 1 a; AB > AC, fig. 231.

Tesis).. OB > 0C.

Demostracion. — Si OB no fuese mayor que OC, seria
igual o menor.

Supongamos que sea OB = OC; entonces, por (214),
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debe ser AB = AC, lo que es absurdo, pues se opone a
la hipétesis, luego OB == OC.

Supongamos que sea OB << OC; entonces, por (216),
debe ser AB < AC, lo que es absurdo, pues se opone a
la hipétesis, lueco OB < OC. Al no ser OB ni igual ni
menor que OC, sera: '

0B > 0C.

218. Lugares geométricos. — Se llama lugar geo-
métrico a la figura constituida por todos los puntos que
gozan de una determinada propiedad.

Para demostrar que una figura es el lugar geométri-
co de los puntos que gozan de una propiedad dada, basta
probar:

1°) Que todos los puntos de la figura gozan de la

misma propiedad ;
y 29) Que todo punto que goza de la propiedad per-
tenece al lugar.

219. TrorEMA. — El lugar geométrico de los puntos
de un plano que equidistan de un punto dado es una
circunferencia cuyo ceniro es el pie de la perpendicular
trazada por el punto al plano. '

Hip.) Ay a; AO 1 a, fi-
gura 232.

Tesis). Bl lugar geomé-
trico de los puntos de « que
equidistan de A es una ecir-
cunf. de centro O.

Pig. 232, ostracion. — El punto
Tos pies de las oblicuag igua- Demasiraos P

les pertenecen a una circunfe- 4 puede estar en el plano 0
rencia,
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fuera de él. Si A estd en «, sabemos por Geom. Plana
que el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
A es una circunferencia.

El punto es exterior al plano. Con radio OB cual-
quiera trazamos una circunferencia. Debemos probar
que todos los puntos de la cif. O equidistan de 4, y que
todos los puntos que equidistan de A estin en una cir-
cunferencia.

12)  Todos los puntos de la cif. O equidistan de A.

Siendo OB = 0C = OD = ..., por construecién,
por el teorema (214) es AB = AC = AD = ...,y
demostrada la primera parte.

2° Todos los puntos del plano que equidistan de A

estan en una circunferencia.

Si se tiene que AB = AC = AD = .... por ¢l teo-
rema (215) sabemos que es OB = OC = 0D = ....
Pero si los puntos 4, B, O, D, ... del plano « equidistan
de O, dichos puntos pertenecen a una circunferencia O
de radio OB, y demostrada la segunda parte.

220. TrorEMA. — El lugar geométrico de los puntos
que equidistan de los extremos
de un segmento es un plano per-
pendicular al segmento en su
punto medio.

Hip.) Segmento AB;a | AB" A
en O0; O0A = OB, fig. 233.

Tesis) o es el lugar geom. de

los puntos que equidistan de
Ay B.

a5 : Fig. 233.
Demostracion. — Hay que los extremos de un segmento

estdn en un pl. perp. al segm.

demostrar que todo punto del e
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plano equidista de A y de B, y que todo punto que equi-
dista. de A y de B esta en el plano.
1°) Todo punto de a equidista de A y de B.

‘Sea ¢ un punto de @ Uniéndolo con A, B y O re-
sultan los tridngulos recténgulos (36) A0C y BOC, que
son iguales, pues tienen el cateto OC comin y OA = OB
por hipotesis, luego las hipotenusas son lgualea, es decir:

AC=="BC

v demostrada la primera parte.
- 22  Todo punto que equidista de A y de B esta en a.
Sea D un punto tal, que sea AD = BD, y unamos D
con 0. El tridngulo ABD es isosceles y el segmento 0D
por ser mediana de la base AB, por hipétesis, es también
altura, luego es OD | AB. Pero todas las perpendicu-
lares a una recta en un punto estdn en un mismo plano
(35) que es perpendicular a la recta en dicho punto, luego
0D esta en dicho plano «, y por consiguiente: D estd
en a.

*221. Proyeccion de un punto scbre un plano. —
Se llama proyeccion de un punto sobre un plano, al pie
de la perpendicular trazada por el punto al plano.

A
@
|

A !P

' 1

: i

! :

I I

gRrnaraes g 284, 0 Fig. 235.
?i'oyecciﬁn de un punto sobrej ' Proyecéién de una recta sobre

un’ plano. ' un plano,
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La perpendicular se llama proyectante, y el plano plano
de proyeceion. ?

La proyeceion de A sobre « es A’, siempre que sea
AA’ | « fig. 234. Si el punto estd en el plano, su pro-
yeeceion es el punto mismo.

222. Proyeccién de una recta. — Se llama proyec-
cién de una recta sobre un plano, a la recta determinada
por la proyeccién de dos puntos cualesquiera de la recta
dada. '

El plano formado por las dos proyectantes se llama
plano proyectante.

La proyeceién de la recta a sobre « es la recta a’, deter-
minada por las proyecciones A’ y B’ de dos puntos 4 y B
de la recta a, fig. 235.

Si la recta es perpendicular al plano, su proyeceién es
el pie.

Asi, sies b | «en P, el punto P es la proyeccién de b,
figura 235.

223. Angulo de una recta y un plano. — Se llama
angulo de una reeta y un plano, siendo la recta oblicua al
plano, al dngulo agudo determinado por la recta y su pro-
yeeeion sobre el plano.

Si b es la proyeccién de a sobre , fig. 236, el dngulo «
es el angulo de la recta a y el plano e. .

Si la recta a fuese perpendicular al plano =, no hay

angulo.

224. Normal a un plano. — Se llama normal a un
plano, a la recta que es perpendicular al plano.
En la fig. 234, la recta 44’ | 2, es la normal de o.
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225. TreorEMA. — El angulo de una reeta y un pla-
no es menor que cualquiera de los dangulos formados por
la recta dada con cualquier otra recta que pase por sw
pie en el plano.

b
Fig. 236. Fig. 237.
Angulo de una recta y un Kl &ngulo de una recta y un
plano. plano es minimo.

N
Hip.) a oblic. a o; b proyec. de a; 1 = 4ng. de a y
% PN
@;ceay pasa por O; 2 = éng. de a y ¢, fig. 237.
o ST A
Pesig.) 1< 2

Demostracion. — Por un punto cualquiera de a, traza-
mos AB 1 ¢, y luego en ¢ tomamos OC = OB y unimos
A con C. Al ser AB | a, resulta que AC es oblicua, lue-
go (212): :

AB < 2 AD,

Los tridngulos AOB y AOC tienen OA comun,
OB = 0C por construccion, y el tercer lado desigual,
AB < AC, por lo demostrado, y como sabemos por Geom.
Plana que a menor lado se opone menor angulo, tenemos
que:

o
{ 2
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226. Angulo de una recta con la normal a un
plano. CoroLARIO. — El dangulo de wuna recta y un
plano es el complemento del dngulo de la recta y la nor-
mal al plano trazado por uno de sus puntos, fig. 237.

227. Inclinacion de una recta. — Se llama nclina-
cion de wna recta, al angulo que forma esta reecta con un
plano horizontal.

Bste dngulo siempre es agudo, y es el formado por la
recta y su proyeccion sobre un plano horizontal.

También es el complemento del Angulo que forman la
recta y la vertical trazada por uno de sus puntos, fi-
gura 237.

228. Pendiente de una recta. — Se llama pendiente
de una recta, al cociente que se obtiene al dividir la dis-
tancia de un punto cualquiera de la recta al plano, por
la distancia que hay entre el pie de esa perpendicular y
elel vértice del angulo.

En la fig. 237, la pendiente de la recta a es el co-

3 AB
ciente 0B’

Miés adelante veremos que a ese cociente se le llama
tangente del angulo AOB, luego: la pendiente de una
recta es la tangente del dangulo que forma con sw pro-
yeceion.

229. Inclinacion de un plano. Se llama wmeclina-
nacion de un plano, al angulo diedro agudo que forma
este plano con el plano horizontal.
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Dado el plano «, y el plano horizontal B, fig. 238, la in-
clinacion del plano «
es el diedro agudo af3.

230. Pendiente de
un plano.— La pen-
diente de un plano es
la pendiente de la rec-

g ta del plano perpen-
dicular a la intersec-
eion del plane dado
y el plano horizontal.

Fig. 238.
Inclinacién de una recta y un

plano. " A dicha recta se le

llama recta de mdxima pendiente del plano.

Si en €l plano «, fig. 238, trazamos A0 1 MN, la
pendiente de « es la pendiente de A0, y como la pen-

diente de AO es 82, resulta que este cociente es la

pendiente del plano a.

231. Recta de maxima pendiente. — TEOREMA. —
Si por un punto de un plano se traza una recta perpen-
dicular @ la interseccion de ese plano con el plano hori-
zontal, dicha es la de mdxima pendiente del plano.

Hip.) pl. a; B pl. horizontal; A0 ¢ a; AO 1 MN,
figura 239.

Tesis.) AO = recta de mdxima pendiente de a.

Demostracion. — Por un punto cualquiera de A0,
tracemos CD 1| B, y unamos O con D; resulta que OB
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es la proyeccion de A0 (222). La pendiente g—g es la

maxima que puede obtenerse con los planos « y el
horizontal g.
Supongamos que no
lo fuera. Entonces
habria otra recta del
plano o que determi-
naria una razén ma-

SO
yor que la razén ——.
R 0D

Sea CE esa recta;
entonces su pendiente

e D

: Fig. 239.
sera EB- Pero ED Recta de méxima pendiente.

es mayor que 0D, pues OD es una perpendicular a MN
y DE es una oblicua. Entonces la razén %— es menor

que %, pues el numerador de las dos es el mismo,

mientras que el denominador de la primera es mayor
que el denominador de la segunda, luego

cD oD

ED < 0D
Inego la recta CE tiene menor pendiente que OA.

De igual manera se probaria que cualquier otra recta
que no sea OA | MN, tendria menor pendiente, luego
0A es la recta de maxima pendiente del plano a.

232. Aplicacién. -— Para evitar la recta de méxima
pendiente al subir un plano inclinado (calle, montaiia,
ete.), es preferible seguir un camino en zig-zag, que es
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lo que ocurre en los caminos serranos, en donde para
llegar a grandes alturas en automovil el ecamino recorre
un sendero que no es el que directamente conduce a la
cumbre, que a lo mejor no podria subirlo el vehiculo.

233. ProBuEMA. — Dadas dos rectas alabeadas, de-
terminar un segmento que sea perpendicular a las rec-
tas dadas y que sea menor que cualquier otro segmento
que tenga un extremo en cada wuna de dichas rectas.

Sean ¢ y b las dos ree-

MLA SR tas alabeadas dadas, figu-
ra 239.
& a / / Se trata de encontrar
b C el menor segmento que sea
/ ! T A perpendicular a las dos
i 7 : rectas dadas.
~ Tig. 240, Por un punto cualquie-
M otas alabeadns. > 12 A de a tracemos ¢//b,

quedando asi determinado
(10) el plano c.
Por un punto cualquiera B de b tracemos BC | a,
y por el punto €' de « tracemos d//c, resultando (42¢)
b//d.

Si por el punto N, comin a d y a, y en el plano de

las paralelas b y d, trazamos MN//BC, como es BC | «,
por (42b) es MN | «, luego es:

MN | a, (1)
Pero si es MN 1 o, es MN 1d, y como es d//b, por
Geom. Plana es:
MN 1 b (2)
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El segmento MN es el buscado; pues de (1) y (2)
deducimos que es perpendicular a las rectas dadas « y b.

Supongamos que otra recta, como AB, fuese perpen-
dicular a las rectas dadas. Si fuese AB | b, como es
byec, seria AB | ¢, y como suponemos AB | a, seria
AB | a, determinado por a y ¢, y entonces tendriamos
trazado desde B dos perpendiculares, AB y la BC, al
plano «, lo que es absurdo (24), luego si suponer AB
perpendicular a las rectas dadas nos conduce a un ab-
surdo, no existe esa perpendicular, luego MN es la tnica
perpendicular a a y b.

El segmento MN es el menor de cuantos tengan sus
extremos en las rectas dadas.

En efecto, por ser BC | a y AB oblicua, es BC < AB,
y como MN = BC por ser b//ec, resulta que es:
MN < AB

EJERCICIOS

48. Si se traza por el centro de una circunferencia una per-
pendicular al plano de ella, todo punto de la perpendicular equi-
dista de la circunferencia.

49. Hallar en una recta m un punto que equidiste de dos pun-
tos dados. Distintos easos.

50. Hallar el lugar geométrico de los puntos de un plano que
equidistan de dos puntos dados no pertenecientes al plano dado.

51. Hallar los puntos de un plano o que equidisten de dos
puntos 4 y B pertenecientes a o.
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52. Idem en el caso de que 4 esté en o y B no.

53. Idem en el caso de que 4 y B no estén en o.

54. ;Cufiles son los puntos del espacio mis préximo a un punto
A que a un punto B?

55. Una recta y un plano perpendiculares a una misma recta
son. paralelos.

56. Si por un punto se trazan tres segmentos iguales, por sus
extremos no comunes se puede trazar una circunferencia,

57. Si por un punto P se trazan dos paralelos P4 y PB a un
plano a, y por P se trazan dos planos respectivamente perpendicu-
lares a P4 y PB, la interseecion de estos planos es perpendicu-
lar a o.

58. Un plano perpendicular a la interseccién de dos planos es
perpendicular a cada uno de los planog.,

59. Si dos planos son perpendiculares y una recta es perpendicu-
lar a uno de ellos en un punto distinto de la interseccidn, es paralela
al ofro plano.

60. Las proyecciones de dos rectas paralelas sobre un plano
son paralelas.

62. Una recta oblicua a un plano es perpendicular a una recta
del plano que pasa por su pie.

63. Trazar un plano que pase por dos puntos dados y que sea
equidistante de otros dos puntos dados.

64. Dada una recta m y dos puntos 4 y B en el espacio,
hallar un punto en la recta que equidiste de 4 y de B.

65. Dado un tridingulo 4BC y un plano o, halla un punto de
o que equidiste de 4, B y C.

66. Por un punto dado, trazar una recta que corte a dos rectas
alabeadas dadas.

67. Por una recta m trazar un plano equidistante de dos pun-
tos 4 y B, exteriores a m.

68. Por un punto dado frazar un plano perpendicular a- dos
planos dados.

69. ;Cudl es la inclinacién de una recta cuya pendiente es 12

70. ;Cudl es la pendiente de una recta cuya inelinacién es
de 60?

71. Demostrar que el &ngulo de una recta m y un plano « es
igual al dngulo de m’ y o’, siempre que sean m 4/ m’ y o. // o’.

72. El techo de una torre cuadrada de 6 m. de lado estd for-
mado por cuatro tridngulos equiliteros. Caleular la inclinacién de
cada plano y de cada arwta

TR L T T P T TR Ay O



CariTuno VII

ANGULOS TRIEDROS Y POLIEDROS
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Angulos poliedros

234. Definiciones. — Elementos. — Se llama dn-
gulo triedro, o simplemente triedro, al conjunto de pun-
tos comunes a los tres diedros determinados por tres
semirrectas que tienen origen comun y no estin en un
mismo plano.

Al decir los tres diedros determinados por tres semi-
rectas, consideramos que cada dos semirrectas determi-
nan un plano, y cada dos planos determinan un diedro
cuya arista es cada una de las semirrectas dadas.

El punto comun se llama vérfice, las semirrectas aris-
tas, y los planos determinados caras.

Se llama diedro del triedro a cada uno de los diedros
formados por dos caras. Un triedro tiene tres diedros y
tres caras, que son angulos. Los diedros y caras de un
triedro son los elementos del triedro.

Las tres caras de un triedro dividen al espacio en dos
regiones: una estd formada por los puntos comunes a
los tres diedros, que es el triedro, y otra formada por
los puntos que no pertenecen al triedro.
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En el triedro de la fig. 241 el vértice es V, las aristas

AN R N
v a, b y ¢, y las caras ab, be y ac.

Un triedro se designa con la
letra del vértice, o bien nom-
brando sucesivamente las letras

a c de sus aristas, o nombrando la
letra del vértice y las letras ma-
yisculas puestas una en cada

A C arista. Asi, el triedro de la fig.
241 se puede leer de una de las
B siguientes maneras:
Fig. 241, Triedro V; triedro abe; trie-
Triedro. dro VABC.

Un triedro es rectdangulo si uno de sus diedros es recto;

birrectangulo, si dos de sus diedros son rectos; y trirrec-
tangulo si los tres diedros son rectos.

AR
v v’
‘a |

Fig. 242,
Fig, 242. Triedros iguales.

235. Triedros iguales. — Dos triedros son iguales,
cuando las caras y diedros de uno son ordenadamente

o

iguales a las caras y diedros del otro.
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Si en los triedros V y V7, fig. 242, se tiene que es:
N D OS N N N

— 3 o — 2 e, 3
0 0 =D R =N
F 2N N ¥ 5.9 N\ o8 2N
y ademas: ab = ¢’b’: ge =@’y bo = b’e’

resulta que es:

triedro V- = triedro V’

236. Triedros simétricos. Dos triedros son simé-
tricos, w opuestos por el vértice, cuando las aristas de
uno son las prolongaciones de las aristas del otro y el
vértice es eomun.

son simétricos, puesay a’, by b’ ey ¢’
son semirrectas opuestas.

Los triedros abe y a’b’c’, fig. 243,

237. TeorEMA. — Dos triedros si-
métricos son iguales.
Hip.) Triedros abe y a’b’c’ simé-
tricos, fig. 243.
Tesis.) Triedro abe = triedro a’b’c’.
Demostracion. — Hay que probar la
igualdad de las caras y de los diedros,
respectivamente.
1°) Igualdad de las caras. — Por
definicién de triedros simétricos son
aya’, by b’ semirrectas opuestas, lue-
2o los dngulos determinados son iguales por ser opuestos
por el vértice, ;

Fig. 243,
Triedros simétricos.
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2 s
ab = a’b’
’ /\ /\ P,
y andlogamente : Sy (I)
/\_ 7N
dbi= a0’
20) Igualdad de los diedros. — Las caras ab y a’b’

pertenecen a un mismo plano, asi como las caras ac y
a’c’, Tuego los diedros a y a’ son iguales por ser opuestos
por la arista:

N
="
y anéalogamente : s (1I)
7 e N
Gi=C"

De las relaciones (I) y (II) y teniendo en cuenta la
definicién, deducimos que:

triedro abe = triedro a’b’c’

238. Sentido de un triedro. — El sentido de un
triedro consiste en la manera de enunciar sus aristas, sea
de derecha a izquierda, o de izquierda a derecha.

Si consideramos el triedro de la figura 241 y un reloj
dispuesto horizontalmente, con la esfera hacia arriba, el
sentido directo, o positivo, consiste en enunciar las aris-
tas en sentido eontrario al movimiento de las agujas del
reloj. Asi, el sentido directo del triedro V, fig. 241 es
abe. Entonces el triedro es directo o positivo.

El sentido retrégrado, o megativo, consiste en enunciar
* las aristas en el mismo sentido que el movimiento de las
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agujas del reloj. Asi, el sentido retrégrado del mismo
triedro V' es acb. Entonces el triedro es retrégrado o
negativo.

239. TroreEmMA. — Dos triedros simétricos mo son,
en general, superponibles.

Hip.) Triedro abe y triedro a’b’e’, simétricos, fig. 243.
Tesis) Los triedros ebe y @’b’¢’ no son superponibles.

Demostracion. — Los elementos de los dos triedros de la
fig. 243 son respectivamente iguales, y también son igua-
les los mismos triedros, como se ha demostrado en (237).
Esos diversos elementos no estan dispuestos de la misma
manera en los dos triedros, pues tienen sentidos contra-
rios. En efecto: el sentido directo del inferior es abe,
mientras que el sentido directo del superior es ¢’b’¢’, de
manera que si los quisiéramos superponer no se podria,
pues ¢ y &’ coincidirian por ser igualés, pero b y ¢’ no,
pues no son iguales, luego los dos triedros simétricos
dados no son superponjblés. : :

240. OssERVACION. — Ya hemos dicho en (115) que
las figuras que son iguales por simetria, se llaman in-
versamente iguales, luego los dos triedros dados son
triedros inversamente iguales. '

241. Corovario. —— Su los dos triedros dados tienen
dos diedros respectivamente iguales cada wno, son super-
ponibles.

Si un triedro tiene dos diedros iguales se llama iso-
angulo.
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242. Orientacion de una recta. — Dada una recta
a, fig. 244, comprobamos que puede recorrerse en dos
sentidos opuestos, que en el caso de la figura podria ser
de izquierda a derecha, o de derecha a izquierda, pero
que con mas precision diremos que puede recorrerse en
el sentido de A hacia B, o en el sentido de B hacia A.

; a
~—mmmmmn e - E——E T ES

A B
Fig. 244,
Una recta puede recorrerse en dos sentidos opuestos.

En cualquiera de los semtidos en que se la considere
recorrida a la recta a se comprueba que la recta no tiene
ne primero ni wltimo punto.

A esos dos sentidos opuestos se les llama ordenamien-
tos naturales. ;

Se llama sentido directo, o positivo, al recorrer la recta
de A hacia B; y sentido imverso, o negativo, al recorrer
la recta de B hacia A.

243. Orientacion de un plano. — De manera ani-
loga a como hemos visto que puede recorrerse una recta,
puede recorrerse un plano. S6lo que aqui no tenemos
los mismos dos sentidos de la misma forma, pues no de-
bemos olvidar que un plano se considera ilimitado en
todas sus direcciones.

Fig. 245,
Un plano puede recorrerse en dos sentidos opuestos.
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Si en el plano «, fig. 245, consideramos un punto
fijo O y una semirrecta ¢ de origen O, comprobamos
que haciendo girar la semirrecta ¢ alrededor del punto
fijo O podemos recorrer el plano en sentido contrario al
movimiento de las agujas de un reloj, o en el mismo sen-
tido que las mismas agujas.

En cualquiera de los dos sentidos el plano es ilimitado.

Se llama sentido directo, o positivo, al recorrer el pla-
no en sentido econtrario al movimiento de las agujas de
un reloj; y sentido retrégrado, o negative, al recorrer
el plano en el mismo sentido que el movimiento de las
agujas de un reloj.

244, Sentido de un diedro. — Un éangulo diedro
puede considerarse engendrado por el movimiento de una
de sus caras alrededor de su arista.

Un diedro puede considerarse engendrado en
dos sentidos opuestos.

Al diedro o8 de la fig. 246 lo podemos considerar ex-
perimentalmente como engendrado por el movimiento de
la cara B alrededor de a separandose de la cara « que



queda fija, ecomo cuando se abre un cuaderno; o bien
por el movimiento de la cara o alrededor de @ separin-
dose de B. ;

Un diedro estd dirigido, u orientado, cuando se conoce
o se fija el sentido en que se considere engendrado.

El sentido es directo, o positivo, cuando se lo consi-
dera engendrado de « hacia B, o sea, en sentido contrario
al movimiento de las agujas de un reloj; y el sentido ‘es
retrégrado, o megativo, cuando se lo considera engen-
drado de B hacia a, o sea en el mismo sentido que el mo-
vimiento de las agujas de un reloj.

245. Angulo de las normales a un diedro. — El
estudio de esta propiedad se ha hecho ya-en la pag. 65.

246. Triedros suplementarios. — Dos triedros son
suplementarios, cuando las caras y diedros de uno son
suplementarios de los diedros y caras del otro.

v

Fig. 247.
Triedros suplementarios.

Los triedros V y V7, fig. 247, son suplementarios si
se tiene que:

cara ab supl. diedro ¢’, y cara «’b’ supl. diedro ¢,

cara be , T L e e

cara ac ,, B T e N L LT e D



— 159 —

247. Corovuario. — Los triedros. suplementarios de
triedros iguales son iguales.
Es decir, si los triedros 8§ y S’ son suplementarios de

* los triedros T’y T?, y es T = T?, también es § = §°.

248. TreoreEMA. — Si por wun punto interior a un
triedro se trazan las semirrectas que tiemen por origen
ese punto y cortan perpendicularmente a las caras, el
triedro que forman es suplementario del dado.

Hip.) Triedro V; ¥V’ interior
aFp g v pls hes (B ipls
acy; ¢’ 1 pl. ab, fig. 248.

Tesis) Triedro V es suple-
mentario del triedro V.

Demostracion. — Como es,
por hipd6tesis : Fig, 248,
a’s pl. ke
: A por (92) es: cara ¢’b’ supl. diedro ¢
y b’ 1L pl ac .
y andlogamente : cara b’c’ supl. diedro @ (D)

cara a’c’ supl. diedro b

Por hipétesis es @’ 1 pl. be y b’ 1 pl. ac, luego (75)
el plano que pasa por ¢’ y b’ es perpendicular a los pla-
nos ac y be. Pero si dos planos que se cortan y son per-
pendiculares a un tercero, su interseccién es perpendi-
cular al tercero (85), luego:
2ol plia’h’ .
S P l y por (92) es: cara ac supl. diedro b’
@ L pl. b’e” §

v anilogamente : ; II
G cara ab supl. diedro ¢’ {1

cara be supl. diedro a’
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De las relaciones (I) y (II) deducimos que se cum-
plen las condiciones para que los triedros V y V'’ sean
suplementarios, luego:

el triedro V es suplementario del triedro V’

249. TroremA. — La suma de los diedros de un
triedro es mayor que dos rectos y menor que seis.

Hip.) Triedro abe, fig. 249.

Tesis) 2R<a-+b-}c<6R.

Demostracion. — Sea V'’ un
punto interior al diedro abe,
y por ese punto tracemos el
triedro @’b’c’ suplementario
del triedro dado.

Al ger. b2 1Pl @o y ¢

g s pl. ab, resulta por (92) que
el diedro a es suplementario del angulo b’¢’, es decir:
a + b’c’ = 2R

de donde deducimos, restando a ambos miembros b’c’,
que:
a = 2R — b'e’
y anélogamente : b = 2R — a’¢’
¢c'= 2R — a’b’
Sumando ordenadamente, tendremos:
¢ +b-+c¢c=6R—Db¢—ac —al’
v encerrando a los términos negativos en un paréntesis
precedido de signos menos, resulta:

a-+ b4 ¢=6R-— (be’+ a’e’+ a’d’) (1)
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La expresion (1) es una diferencia en la que el sus-
traendo no es cero, pues si lo fuese el triedro ¢’b’¢’ no
existiria, luego la diferencia @ 4+ b -+ ¢ es menor que
el minuendo 6R:

¢+ b+ ¢ < 6R

Sabemos que en todo triedro la suma de las caras es
menor que cuatro rectos, luego en el triedro a’b’c’ se
tiene:

b’e’ + a’c’ + a’b’ < 4R
v reemplazando este valor en la expresién (1), resulta:
a+ b+ c¢c=6R— (menos que 4 R)

mas de 2R

de donde deducimos que:
a+b-+c¢c>2R (3)
De (2) v (3) se deduce que la suma de los diedros es
menor que 6 rectos y mayor que 2 rectos, luego:
2R < a—+ b+ c¢c < 6R

Igualdad de triedros

250. Triedros iguales. — Ya hemos dicho en (235)
que para que los
iguales se necesi-

v A
triedros sean
ta que las caras a - - o
y diedros del uno
sean ordenada-
mente iguales a ¢
las caras y die-

5 Fig. 250.
dros del otro. . Triedros iguales.
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Asi, si en los triedros V y V7, fig. 250 es:

— 3 ot b4 -
dl=rdi b= bl s el
A X N N SN A\
Y abi=a’b e — a’¢cs-be = blc’

resulta que es V = V’,

251. Caracteres de la igualdad de triedros. —
Facilmente se demuestra que la igualdad de triedros goza
de los caracteres idéntico, reciproco y transitivo:

1. — Todo triedro es igual a si mismo;

IL. — 8t un triedro es igual a otro, éste es igual al
Primero;

IIT. — Si wn triedro es igual a otro, y éste es igual a

un tercero, el primero es igual al tercero.
Dejamos como ejercicio al estudiante que demuestre
las tres propiedades que quedan enunciadas.

Criterios de igualdad de triedros

252. Ya sabemos que para que dos triedros sean
iguales deben cumplirse seis condiciones: igualdad orde-
nada de las tres caras, e igualdad ordenada de los tres
diedros. Pues bien; con tal que se cumpla la igualdad
de una parte, de tres de los seis elementos, los restantes
automaticamente también son iguales, resultando asi los
siguientes eriterios de igualdad de triedros.

253. Primer criterio. — TrorEMA. — Dos triedros
son iguales si tienen respectivamente iguales un diedro
y las caras que lo forman.
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N\ O D A\
Hap.) Triedeos abe .y-a’ble’; a = @3 ab = a’b’;
N N 3 .
e =! a’c’y fig, 251
Tesis) Triedro abe = triedro a’b’c’.

Demostracion. — Como los diedros ¢ y @’ son iguales,
y también los dngulos ab y a’b’, y ac y a’c’, resulta que
los angulos be y b’¢’ también son iguales por ser sec-
ciones igualmente inclinadas de diedros iguales (56).
Y demostrada asi la igualdad de las terceras caras de
los triedros dados.

Fig. 251.

Los triedros que tienen un diedro y las caras
que lo forman respect. iguales, son iguales.

N\ S N N\ N 2N

Por hip6tesisiesiat. = @l y abi= a’b’-y be =Ibje’

por lo demostrado, luego si las secciones igualmente in-

clinadas son iguales, los diedros también lo son, por lo

visto en (56), luego los diedros b y b’ son iguales.

Y como de la misma manera se demuestra que los diedros
¢ y ¢’ son iguales, se deduce que:

triedro abe = triedro a’b’c’.

254. Segundo ¢riterio. — TrorEMA. — Dos triedros
son iguales si tienen respectivamente iguales wnha cara y
los diedros adyacentes. e
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N 2N AN s PO
Hip.) Triedros abcy a’b’¢’; ab = a’b’;a =a’; b = b,
fig. 252, i
Tesis) Triedro abe —= triedro a’b’c’.
Demostracion. — Sean S y S’ los triedros suplementa-
rios de los triedros V y V’, respectivamente.

Por definicién de triedros suplementarios, tenemos :

Fig. 252.

Los triedros que tienen dos diedros y la cara
comprendida respect. iguales, son iguales.

np +a= A N S AN

i epero a = a’, luego es: np = n’p’ (1)
n’p’ 4 a’ =2R hs
iy /I; ‘)R ' N N N s
e s pero b = b’, luego es: mp = m’p’ (2)
m’p’ -+ b’ =2k s

polab =R
s T AN P A
Ijj— a/\ pero ab = a’b’, luego es: p — p’ (3)
p’ 4+ a’b’ =2R i
Las expresiones (1), (2) y (3) nos dicen que los trie-
dros S8 y S’ tienen respectivamente iguales dos caras y el
diedro comprendido, luego, por el teorema tultimo, es:

triedro 8 = triedro S’
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y como sus suplementarios son los triedros abe y a’b’c’,
v sabemos (247) que los triedros suplementarios de trie-
dros iguales son iguales, resulta: :

triedro abe — triedro a’b’c’.
255. Tercer criterio. — TroREMA. — Dos triedros

son iguales si tiemen respectivamente iguales sus tres
caras.

. 5 N\ AN N N\
Hap.) Triedros abe y a’b’c’; ab = a’b’; be = b’e?;
S AN v :
e ="a’c, fig. 253
Tesis) Triedro abe = triedro a’b’c’.
v S AN N N
Demostracion. — Al ser ab = a’b’ y ac = a’c’, las

VS P
caras be y b’¢’ son secciones igualmente inclinadas de

los diedros @ y @’, y como estas secciones son iguales (56),

v
A

Tig. 253.

Los triedros que tienen respect. iguales
sus tres caras son iguales,

los diedros @ y a@’, también son iguales, luego por el se-
gundo ecriterio de igualdad de triedros, resulta:

triedro abe = triedro a’b’c’.
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256. Cuarto criterio. — TEOREMA. — Dos triedros
son dguales st tienen respectivamente iguales sus tres
diedros.

N ol N NG PO AN

Hip.) Triedro abe y a’b’c’; a = a’; b 50
fig, 254.

Fig, 254,
Los triedros que tienen respect. iguales sus
tres diedros son iguales.

Tesis) Triedro abe = triedro a’b’¢’.

Demostracion. — Sean S y 8’ los triedros suplementa-
rios de los triedros V y V’ respectivamente, para lo cual
sabemos que basta trazar por S y 8’ perpendiculares a
las caras de los triedros V y V’, respectivamente.

Por definicién de triedros suplementarios tenemos :
o i A\ 2ON o
'n/p\—l— a.; e 2 pero a = a’, luego es: 11;9 = n’p’ (1)
n'p’ 4+ a’ =2R \

i 7)\ 2R

= 755 N
m/zi+ R Z pero b = b’, luego es: mp = m’p’ (2)
m’p: + b’ =92R

N e,
mn-+4-c=2R |
N AN
m’n’ ¢’ =2R S

AN N
pero ¢ = ¢’, luego es: mn = m’n’ (3)

=
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Las expresiones (1), (2) y (3) nos dieen que los trie-
dros 8 y S’ tienen respectivamente iguales las tres ca-
ras, luego, por el teorema ultimo, es:

triedro S8 = triedro S’
y como sus suplementarios son los triedros abe y a’b’e’,

y sabemos que los triedros suplementarios de triedros
iguales son iguales, resulta:

triedro abe = triedro a’b’c’.

Relaciones entre las caras de un triedro-

257. TeoreMA. — En todo triedro una cara es me-
nor que la suma de las otras dos.

Haup.) Triedro abe, fig. 255.

AN N N

Tesis) ac < ab + be

Demostracion. — El teorema
es cierto para la menor de las
caras; demostraremos que tam-
bién es cierto para la cara ma-
yor, que suponemos sea ac.

En la cara ac construyamos
una semirrecta d que forme
con ¢ un angulo ad igual al
angulo ab:

Fig. 255,
s, b En un triedro una cara es
B menor que la suma de las
ad = ab otras dos,
En las semirrectas b y d construyamos VD = VB, y

por B y D tracemos un plano cualquiera =, que corta en
A a la semirrecta @’ y en (' a la semirrecta c.
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Los tridngulos VAD y VAB son iguales por tener VA

N N -
comun, VD = VB por construeciéon, y ad = ab por cons-

truceién, y como sabemos que en triangulos iguales a
angulos iguales se oponen lados iguales, resulta que es
AD—" AB.

Sabemos que en todo tridngulo un lado es menor que
la suma de los otros dos, luego en el tridngulo ABC se
verifica :

AC < AB + BC

o bien: AD -+ DC < AB + BC
pero sabemos que es: AD: ="AB
y restando ordenadamente estas dos expresiones, por la
propiedad mondtona de la resta, resulta:

AD 4+ DC — AD < AB + BC
y simplificando, queda:

DC < BC (1)

Los tridngulos VDC y VBC tienen dos lados iguales,
VC por ser ecomin y VD = VB por construceion, y los
terceros lados desiguales por lo demostrado en (1) ; y co-
mo a menor lado se opone menor angulo, tenemos:

AB

e P
de"< be

7 N
pero sabemos que es: ad = ab
y sumando ordenadamente, por la propiedad mondétona
de la suma, resulta:

o N N A

ad + de < ab + be
pero la suma de los dngulos ad y dc es el angulo ac, lue-
go se tiene, finalmente, que es:

7N N\ AN
ac < ab + be
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258. TrorEMA. — La suma de las caras de un trie-
dro es menor que cuatro rectos.

Hip.) Triedro abe,
figura 256.

N vooDN
Tesis) ab -+ be -+
A
ac < 4R

Demostracion. —
Tracemos la semirree-
ta d, opuesta a la se-
mirrecta a. Asi queda
da formado el triedro
bed, en el que, por el

A4 ’ Fig. 256.
teorema ultlmo, una Las tres caras de un triedro su-

de 4 :
cara es menor que la Rp DAY R T

suma de los otros dos:
N N Yt
be < bd + ed (1)

Pero los angulos bd y ab, y los angulos ¢d y ae, son su-
plementarios por ser adyacentes, luego es:

P N\
bd = 2R — ab
N AN
y andlogamente: e¢d = 2R — ac
y reemplazando estos valores en (1), resulta:
Py A\ F i
‘be < 2R — ab + 2R — ac
7D N N
0 bien: . be < AR — ab — ac

y sumando a ambos miembros ab - ac, lo que es posible
por la propiedad uniforme de la suma, resulta:
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A\ N N P N N N
be 4+ ab + ac < 4R — ab — ac + ab + ac
y después de simplificar, queda:

N N N
ab + be + ac < 4R

259. Comparacion de los triangulos con les trie-
dros. — Bl estudio de los tridngulos y de los triedros
ofrece algunas analogias y diferencias. Por lo pronto,
los ecriterios de igualdad de triangulos y los criterios de
igualdad de los triedros presentan una gran correlacion.

Damos a continuacion un cuadro con las principales
analogias y diferencias, si bien algunas de las propieda-
des no las hemos estudiado para los triedros.

Analogias

TRIANGULOS
En todo triangulo:

Un lado es menor que la
suma de los otros dos y ma-
yor que su diferencia.

A lados iguales se' opo-
nen dngulos iguales, y re-
ciprocamente.

A mayor lado se opone
mayor angulo.

Si dos tridngulos tienen
dos lados respectivamente
ignales y el dngulo com-
prendido desigual, a ma-
yor angulo se opone mayor
lado.

TRIEDROS
En todo triedro:

Una cara es menor que
la suma de las otras dos y
mayor que su diferencia.

A caras iguales se opo-
nen diedros iguales, y reci-
procamente. '

A mayor cara se opone
mayor diedro.

Si dos triedros tienen
dos caras respectivamente
iguales y el diedro ecom-
prendido desigual, a mayor
diedro se opone mayor
card.
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Diferencias
La suma de los dangulos La suma de los diedros
es igual a dos rectos. estd comprendida entre 2
Un dngulo exterior es}y 6 rectos.
igual a la suma de los, an- Un diedro exterior es
gulos interiores no adya- | menor que la suma de los
centes. \ diedros interiores no ad-
Cada lado puede ser tan | yacentes.
" grande como se quiera. Cada cara es menor que
La suma de los lados no | 2 rectos.
estd sujeta a ninguna con- La suma de las caras es
dicion. menor que 4 rectos.

ANGULOS POLIEDROS

260. Definiciones. — Se llama dngulo poliedro al
conjunto de puntos comunes a los diedros determinados
por varias semirrectas que tienen el origen comun y tres
consecutivas no estén en un mismo plano.

Al decir los diedros determinados por varias semirrec-
tas, consideramos que cada dos semirrectas consecutivas
determinan un plano, y cada dos planos consecutivos de-
terminan un diedro cuya arista es cada una de las semi-
rrectas dadas.

El punto comin se llama wvértice, las semirrectas aris-
tas, y los planos determinados caras, y diedros del dn-
gule poliedro a los diedros que forman las caras.

Si el angulo poliedro tiene 3, 4, y,... aristas, se lla-
ma respectivamente, triedro, tetraedro, pentaedro, ete.

261. Poliedros concavos y convexos. — Un éngulo
poliedro es convexo, cuando el plano determinado por
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dos aristas consecutivas deja a las demés aristas en un
mismo semiespacio; en caso contrario es concavo.

Asi, en la fig. 257 tenemos un angulo poliedro convexo.
Comprobamos que si se cortan todas las aristas del an-
gulo poliedro con un plano, la seccion que resulta es un
poligono convexo.

| P

Fig. 257, Fig. 258.
Angulo poliedro convexo Angulo poliedro cbéncavo.

En la fig. 258 tenemos un éngulo poliedro cémeavo.
Se comprueba que si se cortan todas las aristas del dngu-
lo poliedro con un plano, la seccion que resulta es un
poligono concavo.

262. Ceonvencion. — Siempre que hablemos de dn-
gulos poliedros, quedard entendi-
do que mos referimos a dangulos
poliedros convexos.

263. Notacion. — En el an-
gulo poliedro de la fig. 259 el vér-
tice es V, las aristas @, b, ¢, d y e,
y las caras ab, be, cd, de y ca.

Un angulo poliedro se designa
con la letra del vértice, o bien

Fig, 259.
Angulo poliedro.
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nombrando sucesivamente las letras de sus aristas, o nom-
brando la letra del vértice y las letras maytsculas pues-
tas una en cada arista. Asi el triedro de la fig. 259 se
puede leer de una de las siguientes maneras:

Ang. pol. V; ang. pol. abede; dng.pol. V. ABCDE.

Relacién entre una cara y la suma de las demas

264. TreorEMA. — En todo dangulo poliedro una cara
es menor que la suma de las demds.

Hip.) Ang. pol. abede, fig. 260.

AN Ve AN 7N N
Tesis) ab < be + ed + de + ea.
Demostracion. — Descompongamos el dngulo poliedro

dado en angulos triedros haciendo pasar planos por ¢ y
b,yey c.

Sabemos que en todo triedro una v
cara es menor que la suma de los otros
dos, luego en el triedro abe se tiene:

[/

N\ N\ #N
ab < be + ea

N s N\
y en el triedro bee: be < be -+ ce

e T

% N SN N\
y en el triedro ede: ce < ed + de
Sumando ordenadamente, por la Pig." 260,

. . Una cara es menor gue
propiedad uniforme de la suma, se 7% ‘e b8 menor dug
tiene:

N 2N 2N N N\ N N 2N 88

ab + be 4 ce < be + ea 4 be + ce -+ cd -+ de
y suprimiendo los sumandos be y ce que figuran en am-
bos miembros, pues por la propiedad monétona de la

’
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resta eso equivale a restar be -+ ce de ambos miembros,
resulta : :

N N 2e N A
ab < be + cd + de + ea

265. TrorEMA. — La suma de las caras de un dan-
gulo poliedro es menor que cuatro rectos.

v Hip.) Angule pol.
abede, fig. 261.

F ! PN
Tesis.) ab + be +

N N N
+ ed + de + ea < 4R.

Demostracion.—Con-
sideremos un plano que
corte a todas las aris-
tas formando el poligo-
no ABCDE.

Unamos un punto in-

terior P del poligono

Fig. 261. con los vértices A, B,

C, E. Resultan tantos

tridngulos con vértice en P, como triangulos hay con

vértice en V, 5 triangulos en nuestro caso, y como la

suma de los dngulos de un triangulo es dos rectos, se
tiene :

R = 16R
Rl Uk
Como sabemos que en todo triedro una cara es menor

que la suma de las otras dos, en los triedros formados
en A, B... E, se tiene: '

suma dng. de los tridngulos en P = 5.
suma dng. de los triangulos en V = 5.



AN 2N N AN
en el triedro A:ar + am > 1+ 2
Ay A\ 70N N
e B:bm + bn >3 + 4
7N 2N 7N PN
AT C:em +c¢p > 5+ 6
o~ A A~ A~
e Q:idp - 8g.e= T4 B
N\ PO PN i
S A Y 5 E:eq +~er > 9+ 10

Sumando ordenadamente, y observando que el primer
miembro es la suma de los angulos de la base de los
tridngulos formados alrededor de V, y que el segundo
miembro es la suma de los angulos de la base de los

triangulos formados alrededor de P, tenemos:

Swma dng. base triang. en V>Swma dng. base tridng. en P
y como hemos visto que la suma de los dngulos de los
triangulos en V es igual a la suma de los angulos de los
triangulos en P, debe ser, entonces, la suma de los angulos
de vértice en V. menor que la suma de los angulos de
vértice en P:

Suma dng. de vértice en V.< Suma dang. de vértice en P

pero sabemos que el segundo miembro es igual a cuatro
rectos, por ser la suma de los angulos formados alrededor
de un punto, luego:

Suma dng. de vértice en V< 4R

23y v N\ 72O PO
es decir: ab + be + ed + de < 4R

266. Seccion de un angulo poliedro. — Se llama
seccion de un éngulo poliedro, al poligono que se obtiene
al cortar todas las aristas econ un plano.
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En la fig. 261 el poligono ABCDE es una seccién del
angulo poliedro V. ABCDE.

Seceiones paralelas son las obtenidas con planos pa-
ralelos.

267. Angulos poliedros iguales. — Dos 4ngulos
poliedros son iguales, cunando las caras y diedros del uno
son ordenadamente iguales a las caras y diedros del otro.

Si en los angulos poliedros abede y a’b’c’d’e’ es:

N O] e S8 N AN AN PN
G=a b e =il ==y e =8
y ademas:
2N\ 2N N ) S N N A N s
ab =a’h’;"be = bleR edi="c’ der—= dle’sien, =0 R
resulta que es:
ang. pol. abede = dng. pol. a’b’c’d’e’.

EJERCICIOS

73. Si las tres caras de un triedro son iguales, todo plano que
lo corte por puntos de las aristas equidistantes del vértice deter-
mina un triingulo equildtero.

74. Se desea construir un triedro cuyas caras sean iguales al
4dngulo interior de un poligono regular. ;Qué poligonos regulares
deberén elegirse?

75. Idem, idem si se tratara de un angulo poliedro.

76. Se desea construir un &ngulo poliedro con #Angulos inter-
nos de un exfigono regular y un octégono regular. ;Hs posible?

77. En todo triedro los planos bisectores de sus diedros se cor-
tan seglin una recta comum.

78. En todo triedro los planos perpendiculares a sus caras tra-
zados por las aristas opuestas se cortan seglin una recta comim.

79. Las cuatro caras de un tetraedro son triingulos equiliteros.
Demostrar que todos sus diedros son iguales.

80. Construir un triedro trirrectingulo cuyas aristas pasen por
tres puntos dados. i



Capfruro VIIL

POLIEDROS

268. En las paginas 66 a 82 hemos estudiado la
simetria respecto a una recta, a un punto y a un plano,
por lo que nos remitimos a dichas paginas para su repaso,
asi como para ver las relaciones que hay entre las dis-
tintas simetrias.

Ejes de simetria de orden superior

269. Definiciones. — Se llama poliedro a la figura
limitada por todas sus partes por porciones de plano.

Asi, son poliedros una regla, una caja, un lapiz, un
ladrillo, ete.

En un poliedro hay que considerar:

Las caras, que son los poligonos planos que forman la
superficie del poliedro;

Las aristas, que son los lados de esos poligonos, y que
son los segmentos de recta determinados por dos caras
contiguas;

Los wértices, que son los extremos de las aristas. Cada
vértice es la interseccién comtn de tres aristas por lo
menos; :
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Los dngulos diedros, que son los dngulos formados por
dos caras contiguas que tienen una arista comun;

Los dngulos poliedros, que son los &ngulos formados
por tres o mas caras que tienen un vértice comin;

Las diagonales, que son los segmentos que unen dos .
vértices que no estdn en una misma cara;

La superficie del poliedro, que es la suma de las areas
de todas sus caras;

El volumen del poliedro, que es la porcién de espacio
que ocupa el poliedro.

270. Diversos poliedros. — El nombre de algunos
poliedros depende del ntimero de sus caras:

Si tiene 4 caras, se llama fetraedro;

Si tiene 5 caras, se llama pentaedro;

Si tiene 6 caras, se llama exaedro;

Si tiene 8 caras, se llama octaedro;

Si tiene 12 caras, se llama dodecaedro;

Si tiene 20 caras, se llama icosaedro, ete.

En general, si un poliedro tiene n caras, se llama po-
liedro de n caras.

El méas simple de los poliedros es el tetraedro, que
tiene cuatro caras triangulares.

La importancia del tetraedro con respecto a los po-
liedros es andloga a la que tiene el tridngulo respecto a
los poligonos.

Algunos poliedros tienen nombres especiales, prismas,
pirdmides, cuyo estudio haremos mas adelante.

271. Poliedros convexo y concavo. — Un poliedro
es convexo, fig. 262, cuando el plano a que pertenece
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cada cara deja a los demds en un mismo semiespacio;
en caso contrario es concavo, fig. 263.

Pig. 262, Fig. 263,
Poliedro convexo, Poliedro céncavo.
272. Convencion. — En lo sucesivo, cuando hable-

mos de poliedros, nos referiremos a los poliedros convesos.

273. Poliedros iguales. — Dos poliedros son igua-
les, cuando son ordenadamente iguales las caras y los
angulos poliedros.

274. OBsErvaciON. — No hay que confundir un
angulo poliedro con un poliedro, ni las caras de un an-
gulo poliedro, que son dngulos planos, con las caras de
un poliedro que son poligonos.

Superficie prismatica

275. Definiciones. — Se llama superficie prismd-
tica a la figura determinada por tres o més rectas para-
lelas, llamadas aristas y dadas en un cierto orden, y las
tiras de plano comprendidas entre cada dos rectas eon-
secutivas
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En la figura 264 el conjunto de las rectas paralelas
a, b, ¢, d , e, y las tiras de planos ab, bc, e¢d, de y ea,
constituye con la superficie prismatica abede. Las rec-
tas dadas son las aristas, las tiras de
planos son las caras, y los diedros que

' . forman dos caras consecutivas son los
Ee éd diedros de la superficie prismatica.
g . i | Sila superficie prismética tiene 3, 4,
i b i 5,... aristas, se llama, respectivamente,
i‘__ ___i triangular, cuwadrangular, pentagonal,
. ]l ete:
\/ Una superficie prismatica es conveza,

siperfien prsmitica cuando el plano determinado por dos

aristas consecutivas deja a las de-
mas aristas en un mismo semiespacio; en caso contrario
es concava. '

En lo sucesivo, siempre que hablemos de superficies
prismdticas quedard entendido que mos referimos a las
convexas.

Una superficie prismatica se designa con las letras de
sus aristas.

276. Seccion de una superficie prismatica. — Se
llama seccion de una superficie prismética, al poligono
que se obtiene al cortar todas las aristas con un plano.

En la fig. 265 el poligono ABCDE es una seccién de
la superficie prismatica abede.

Secciones paralelas son las obtenidas con planos
paralelos.

277. TroreMA. — Dos secciones paralelas de una
masma superficie prismdatica, son iguales.
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Hip.) Sup. prism. abede; a//B; Py P poligonos obte-
nidos, fig. 265. \

Tesis.) P = P’.

Demaostraciéon. — Como es a//B v el plano determinado
por ¢y b corta a o y a B, y sabemos que las intersecciones
de dos planos paralelos con otro plano son paralelos, es:

AB /) A’B’

pero como es por hipdtesis
ay/b, la figura ABB’A’ es un
paralelogramo, y como los la-
dos opuestos de un paralelogra-
mo son iguales, es:

AB = A’B’

De la misma manera demos-
trariamos que los demds lados
de los poligonos P y P’ son res-

pectivamente iguales. ~ Fig. 265.
Secciones paralelas de

Se ha visto que es AB/A’ usasuperficie prie-
B’, y por la misma razén es
"BC//B’C’, de manera que los dngulos ABC y A’B’C’.
tienen sus lados respectivamente paralelos, luego son
iguales (31) :

ABC.= A’B’C’
y de la misma manera se demostrard la igualdad de los
restantes angulos de P y P’ .

Y si los lados de P y P’ y sus dngulos son respectiva-
mente iguales, es:

g bl 22
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278. Seccién normal. — Se llama seccidn normal
de una superficie prismatica al poligono que resulta al
cortar todas las aristas con un plano perpendicular a una
de ellas.

Notese que si el plano es perpendicular a una de las
aristas, es perpendicular a las restantes.

Del teorema tltimo y teniendo en cuenta la definicién
de seceion normal, se deduce el siguiente :

279. CoronArio. — Las secciones nmormales de una
superficie prismdtica son paralelas e iguales.

280. Superficies prismaticas iguales. — Dos super-
ficies prisméaticas son iguales, cuando sus secciones nor-
males también lo son.

Si las superficies prismaticas son S y 8, y N y N’ sus
secciones normales y es N = N’, también es:

Sup. prism. 8 = Sup. prism. S’

Prisma

281. Definiciones. — Se¢ llama prisma indefinido
a los puntos de espacio que pertenecen a todos los die-
dros de una superficie priecmética, fig. 266.

Se llama prisma finito o simplemente prisma, a la
parte de prisma indefinido comprendida entre dos planos
paralelos que ‘cortan a todas las aristas.

Las secciones producidas. por los planos paralelos son
las bases, y las porciones de tiras de la superficie prisma-

v

tica son las caras laterales. En el prisma ABCD A’B’C’°D’
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fig. 267, las secciones ABCD y A’B’C’D’ son las bases y
los cuadrildteros AB’, BC’, CD’ y DA’ son las caras
laterales.

Altura de un pris-
ma es la distancia
de un punto de una
base al plano que
contiene a la otra. d

Diagonal de un
prisma es el seg-
mento de recta de-
terminado por dos amanet

vértices que estan en \ ____,_J
caras diferentes. Y :

Segtin sea el poli-  prisme indeinido, oes
gono de la base, asi
se llama el prisma: triangular, cuadrangular, pentagonal
eteétera.

282. C(Corovarto. — De la definicion de prisma . se
deduce:

I. — Las aristas laterales de un prisma son iguales y
paralelas.

II. — Las caras laterales de un prisma son paralelo-
gramos.

283. Prisma recto. — Un prisma es recto cuando
las aristas laterales son perpendiculares a las bases, (fig.
268), y oblicuo en caso contrario, (fig. 269).

Un prisma es regular, si es recto y sus bases son po-
ligonos regulares.
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284, C(Corotarios. — I. Las caras laterales de un
prismae recto son rectdngulos.

II. — Las caras laterales de un prisma regular son
1guales.
III. — Lo altura de un prisma recto es igual a una
arista lateral.
E
: A c
A D )
) (o
E
1 _."“ ~§“1\ A' %
A o’ ¢
B! Cl Bi
Fig. 268. Fig. 269.
Prisma recto, Prisma oblicuo.

285. Prismas iguales. — Dos prismas son iguales,
si las caras laterales son ordenadamente iguales (271

y 280).

286. TrorEMA. — Dos
prismas rectos de igual
base y altura son iguales.

Hip.) Prismas rectos P
VPN ABC= NAB'C’;
AD = A’D’, fig. 270.

Tems.)  PraP —=-Pre B

Demostracion. — Sien-
do iguales las bases, se tie-
ne que: Prisiggs zi’,g'(\)iales.
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AR == AR RO = BI0 ; CA == NPAE L)
Como las caras laterales son paralelogramos, y los la-
dos opuestos de un paralelogramo son iguales, tenemos:

AD = BE = CF
¥ AP =0 B =0 R
Pero los primeros miembros son agnales por hipdtesis,
luego, por el cardcter transitivo de la igualdad, resulta:

AD = A’D’ = BE = B’E’ = CF = C’F’ (2)
De (1) y (2) deducimos que los rectangulos laterales

de ambos prismas tienen las bases y las alturas respecti-
vamente iguales, luego dichas caras son iguales, lnego es:

ReSPy=rPrr B

Paralelepipedo

287. Definiciones. — Se llama paralelepipedo al
prisma cuyas bases son paralelogramos, fig. 271,

Dos caras son opues-
tas, cuando mno tienen
ninguna arista comfin.

Se llama diagonal al
segmento determinado
por dos vértices que
estin en planos dife-
rentes.

Fig, 271.
Paralelepipedo.

Plano diagonal de un
paralelepipedo es el determinado por dos aristas late-
rales que no estdn en una misma cara.

b b

ool
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En el paralelepipedo de la fig. 271 son caras opuestas
ABFE, y CGHD; AG es una diagonal y ABGH es un
plano diagonal. -

Designaremos un paralelepipedo anteponiendo Ppd a
las letras de sus vértices.

288. TrorEMA. — En todo paralelepipedo las caras

opuestas son tguales. :
Hip.) Ppd. ABCDEFGH ; 1 y II caras opuestas, fi-

gura 272.
Tesiss) I.= 1k
Demostracion. — Como las bases de un paralelepipedo
son paralelogramos por definicion, se tiene:
AB = DU" ¥y BF —"HG (1)

y como las aristas laterales de un prisma son iguales,
(282, I), resulta que es:
AR — BF.= CG'= DH (2)

Fig. 272. Fig. 273.
Las caras opuestas de Las diagonales de un
un  Ppd. son iguales. Ppd. se cortan en

partes iguales.

Ademés, como las caras laterales de un prisma son pa-
ralelogramos, resulta: ,
BF//CG
y por definicién de Ppd: EF//GH
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Entonces, los dngulos o y 8 que tienen sus lados respec-
tivamente paralelos, son iguales:

a=p (3)
De (1), (2) ¥y (3), deducimos que los paralelogramos

I y II, que tienen sus lados iguales, respectivamente, e
igual un angulo, son iguales, luego: I = II.

289. TroreEMA. — En todo paralelepipedo las dia-
gonales concurren en un punto que divide o cada una de
ellas en partes iguales.

Hip.) Ppd ABCDEFGH; AG, BH, CE y DF diago-
nales, fig. 273.

- Tesis.) Las diag. tienen un punto comin que las di-
vide en dos partes iguales.

Demostracion. — Lios segmentos AB y GH son iguales
v paralelos (280 y 285), luego el cuadrilitero ABGH es
un paralelogramo, de manera que sus diagonales AG y
BH se cortan en un punto O que las divide en dos partes
iguales.

El cuadrilatero BFHD también es un paralelogramo,
luego sus diagonales BH y FD se cortan en el mismo
punto O que las divide en dos partes iguales.

Procediendo de la misma manera demostraremos que
la cuarta diagonal OF pasa por O y queda dividida en
dos partes, luego las diagonales tienen un pumto comiin
que las divide en dos partes iguales.

290. TrorEMA. — Si un plano corta a cuatro aristas
paralelas de un paralelepipedo, la seccion que resulta es
un paralelogramo.
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Hip.) de ABCDEFGH ; plano o corta a AD en P,
aBCenQ,aFGen Ry a
D EH en 8., fig. 274.

Tesis) PQRS es un para-
lelogramo.

Demostracion. — Los seg-
mentos PQ y RS son parale-
los por ser intersecciones de
dos planos paralelos con o,
luego PQ/RS. Por la mis-

- Tig. 274 5
La seccion de un Ppd. ma razén es PS/QR, luego

es un paralelogramo.

la figura PQRS que tiene .
sus cuatro lados paralelos dos a dos es un paralelogramo.

Paralelepipedo rectangulo

291. Definicion. — Un paralelepipedo es rectan-
gulo ecuando las bases y las caras laterales son rectangulos,
figura 275.

282. TroremMA. — En todo paralelepipedo rectan-
gulo los diagonales son iguales.

Hip.) Ppd. rect. ABCDEFGH ; diag. AH, BE, CF,
D@, fig. 275.

Tesis)AH = BE = OF. =
—=abG. A B
Demostracion. — Uniendo

H con Ay con F,y E con G
y con B resultan los tridngu- g
los AFH y BGE que son rec- Fig. 275,

5 h Paralelepipedo rectdin-
tangulos porque AF y BG son P ry
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perpendiculares al plano FGHE, lnego (36) es AF | FH,
y BG 1 GE, y ademas son iguales por tener AF — B
porque las aristas laterales de un prisma son iguales, y
FH — GFE por ser diagonales de un rectiangulo, luego las
hipotenusas son iguales, es decir :

AH — BE T 2

De manera analoga se demuestra que es:
BE = CF y CF = DG $a(2)

Y comparando las igualdades (1) y (2), resulta:
AR = BE'=0R =Dt

293. Cororario. — El punto de interseccion de las
diagonales de wn paralelepipedo recltangulo equidista de
todas las caras del mismo.

Romboedro

294. Definicicnes. — Se llama romboedro al para-
lelepipedo que tiene iguales todas sus aristas, fig. 276.

En general, las caras laterales y las bases de un rom-
boedro son rombos.

S e

Pig. 276. Fig. 277.
Romboedro oblicuo. X Romboedro recto.
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Un romboedro es r¢cto cuando sus caras laterales son
cuadradas, fig. 277.

295. TeoreMA. — En todo romboedro recto los pla-
nos diagonales determinados por las aristas perpendicu-
lares a las bases son pcrpand*iculafes y bisectores de los
diedros por cuyas aristas pasan.

Hip.) Romb. recto ABCDEFGH ; oy 8 pl. diagonales,
fig. 278.

Tesis) A%).¢ 1= B3

29) « bisector de los diedros BG y DE; B bisector de
los diedros AF y CH.

Demostracion. — 1°) Al ser cuadradas las caras late-
rales, resulta que BG' y DE, AF y CH son perpendicu-
lares a las bases del romboedro, y como sabemos que si
una recta es perpendicular a un plano, todo plano que
pase por ella es perpendicular al plano dado, los planos
@ y B que pasan por dichas
perpendiculares son perpendi-

O culares a las bases, de manera

A que los angulos BOO’ y COO’
B77 7 C son rectos, es decir, el angulo
5 : /g BOC es la seccion normal del

/ L diedro of. Pero el dngulo BOC
0¥

o a

es recto por estar formado por
las diagonales de un rombo,
que son perpendiculares, luego
si la seceidon normal es un an-
gulo recto, el diedro es recto, luego los planos son per-
pendiculares: o 1 B.

[l o
G H
Fig. 278.
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29) Los dngulos 1 y 2 son iguales por ser BD diagonal
de un rombo, pero como BG es perpendicular a BA y
a BC, también lo eés a BD (34), luego los dngulos 1 y 2
son las secciones rectas de los diedros formados por los
planos o y ABGF, y o« y BCHG. Y si las secciones
rectas son iguales (B1), los diedros formados también
lo son, luego « es el plano bisector del diedro BG. Ana-
logamente, « es bisector del diedro DE.

De la misma manera se demuestra que B es bisector
de los diedros AF y CH.

296. Base media de un romboedro. — Se llama
base media de un romboedro a la seceién que resulta-al
cortarlo con un plano paralelo a las bases y que pase
por el punto de interseccién de sus diagonales.

Cubo

297. Definicién. — Se llama cubo al paralelepipedo
cuyas bases y caras laterales son
cuadradas, fig. 279.

Ll

'

.

1

H

De la definicién dada se deduce :

.
que todas las aristas son igunales, y :
que las tres aristas que concurren N 17777 *\
en un punto son perpendiculares U,

A
dos a dos. Fig, 279

298. Propiedades del cubo. — Como el cubo es un
paralelepipedo rectingulo (291) y un romboedro recto
respecto de cualquiera de sus caras (294), sus propieda-
des son las de una y otra figura. Esas propiedades son:
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I. — Todas sus caras son iguales.

I1. — Las diagonales son iguales y se cortan en partes
iguales. ;

II1.— Los planos diagonales son iguales y bisectores
de los diedros que forman sus caras.

Piramide

299. Definiciones. — Se llama pirdmide, al polie-
dro que se obtiene al cortar con un plano todas las aris-
tas de un adngulo poliedro, sin pasar por el vértice.

Lia seccion que resulta se llama base, los tridngulos
determinados son las caras laterales de la pirdmide. El
vértice del angulo poliedro es el vértice o cuspide de
la piramide.

Si la base es un triangulo, la piramide se llama tetrae-
dro o pmamzdc triangular; si es un cuadrilatero se llama
cuadrangular; -si es un
pentagono se llama pen-
tagonal, ete. (*). Altura
de una piramide es la dis-
tancia del vértice a la
base.

En la fig. 280 se tiene
ana piramide pentagonal ;
V es el vértice, el poligo-
no ABCDE es la base, y
las caras son VAB, VBC
Fig. 280. v VEA.

Pirémide,

(*) Si una pirdmide tiene por base un poligono de 3, 4, %
lados, tiene (3-+1), (4--1), (5+41),... (n+41), vértices y (2)(3),
(2X4), (2X5), ... (2Xn) aristas.

T
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300. Piramide regular. — Una piramide es regular,
o equildtero, si la base es un poligono regular y el vér-
tice es un punto de la perpendicular a la base trazada
por el centro de ella.

La piramide V. ABCDEF de la
fig. 281 es regular porque la base
es un poligono regular y el vértice
V esta en la perpendicular VO a
la base en su centro O.

De las definiciones de piramide
y de altura, y teniendo en cuenta
que la perpendicular es menor que

cualquier. oblicua, deducimos los si- Fig. 281
5 Pirdmide regular,
gulentes :

301. Coronarios. — En toda piramide recta se ve-

rifica:

I.—El pie de la altura es el centro del poligono de
la base; :

II. — Las aristas laterales son iguales;

I1I. — Las caras laterales som triangulos isdsceles e
iguales ;

IV. — Las alturas de las caras laterales son iguales.

V.— La altura forma dngulos iguales con las aristas
laterales.

302. Apotema y eje de una piramide regular. —
Apotema de una pirdmide regular es la altura de una
cara lateral.

El ¢je de una pirdmide regular es la recta determinada
por el centro de la base y el vértive.
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En la pirdmide de la fig. 281 la apotema es VM y el
eje es la recta que determinan V y O.

El eje de una piramide es un eje de sumetria cuando
todo punto de la pirdmide tiene su simétrico en la misma.

303. Piramides iguales. — Dos pirdmides son igua-
les, cuando las ecaras y angulos poliedros de una son res-
pectivamente iguales a las caras y angulos poliedros de
la -otra.

304. Casos de igualdad de tetraedros. — Por ra-
zones de brevedad no demostraremos los siguientes casos
de igualdad de tetraedros, que proponemos como ejerci-

v

Tig. 282. " Fig. 283. Tig. 284,
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cio de aplicacion de la ignaldad de triedros y de trién-
gulos.

305. 1. TeorEMA. — Dos tetraedros son iguales si
tienen respectivamente iguales dos caras y el diedro com-
prendido, fig. 282.

Sies N VAB = A V2ABY - A VBO = /A V2B:0%
Y VB =V'B? estetr. V. ABC =="tetr.' V'." A’BIC>

306. II. TrorEMA. — Dos tetraedros son iguales si
tienen respectivamente iguales dos diedros y la cara com-
prendida, fig. 283,

20 FON

. N N
Sices WA= Vid?: VR — V'R Yo\ AR =
A V’A’B?, es tetr. V. ABC = tetr. V’. A’B’C?,

307. TIII. TeorEMA. — Dos tetraedros son iguales st
tienen respectivamente iguales sus tres caras, fig. 284.

Sies: A VAR = A'VZAZBY: A VBE = VIBWY,
y A VAC = A V’A’C?, es tetr. V. ABC. = tetr. V’.
A’B’C°. :

Propiedades de simetria de los prismas

308. TroremA. — En todo paralelepipedo el punto
de interseccion de las diagonales es un centro de simetria.

Hip.) Ppd. ABCDEFGH ; O interseccién de las dia-
gonales, fig. 285.

Tesis) O es un centro de simetria del Ppd.

Demostracion. — Si se nos da un punto P de la su-
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perficie del PPd. dado, este punto tiene su simétrico res-
pecto a O en la superficie lateral.

Tracemos un plano
o que pase por O y
por P y que corte a
cuatro aristas del para-
lelepipedo. La seccion,
MNQS obtenido es, por
el teorema (290), un

Fig. 285
La interseccién de las diagonales de paralelogramo, cuy as

un ppd. es un centro de simetria.

diagonales M@ .y NS
son las intersecciones de los planos diagonales que pasan
por AD y F@, y por BC y EH, al cortar a «. Y como
el punto de interseccién de las diagonales de un parale-
logramo es un centro de simetria del mismo, resulta que
el simétrico respecto a O de P es P’, que estd en la su-
perficie del paralelepipedo, luego O es un centro de si-
metria del paralelepipedo. <

- 309. TroremMA. — El punto de interseccion de las
diagonales de un paralelepipedo rectingulo es un centro
de simetria; las perpendiculares trazadas a las caras por
dicho centro son ejes de simetria, y los planos que éstos
determinan dos a dos son planos de simetria.

Ppd. rect. ABCDEFGH, fig. 286; O inters. de

|las diag.; MN 1. ABCD; PQ 1 AFED; RS
1 CHED; o, B y planos determinados dos a
dos por MN, PQ y RS.

Hip.
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1° 0 es un centro de simetria;

Tesis; 2° MN, PQ y RS son ejes de simetria ;
3% a, By y son planos de simetria.
Demostracion. — ] . D
! M,
1°) El punto O es Py : A
un centro de sime- B PR R G
tria, ,pues asi lo he- | Rl 3 S
mos demostrado en  {_i i'""P"' i ----Y----L--E
(308) para todo pa- L % i
» LEEEEEIEILES 7 T S a2 1)
ralelepipedo. N
a H
2°2) Dado un pun- Pig, 286

to T' de la superficie
del Ppd., este punto

Simetria en el paralelepipedo

rectingulo,

tiene su simétrico respecto a un eje, por ejemplo MN,

fig. 287.
A_l
i M 2
' /7:/ d
B — 2 C
1TEA07
il o ) Y g
Pk E
= N*<
G K H
Fig. 287
Simefria  respecto a un eje
n el ppd,

G

>

M
L
&
; Q
i o) c
1]
¥ \
U..E‘_P..’}\" Y
7 o®
B¢ >N
H
Fig, 288
Simetria respecto a un

plano en el ppd.

El punto T y MN determinan un plano = que corta
al Ppd. segiin un rectdngulo cuyo centro es 0. Como
MN pasa por O y es perpendicular a las bases del Ppd.,
es perpendicular a las bases del rectdngulo IJKL, resul-
tando, por Geom. Plana, que MN es un eje de simetria
del rectingulo IJKL, luego el simétrico de 7' es T7, que
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por estar en IL esta en la superficie del Ppd., lnego MN
es un eje de simetria del Ppd.

Anélogamente se demuestra que PQ y RS son también
ejes de simetria.

39) Dado un punto U de la superficie del Ppd., este
punto tiene su simétrico respecto a «, determinado por
MN y PQ, fig. 288. Tracemos UU’ | a. Como « es
paralelo (28¢) y equidistante de las caras ABGF y CHED
(293), resulta UO’ = O0’U’ luego « es un plano de
simetria.

Anilogamente -se demuestra que B y y son también
planoé de simetria.

310. TeorEMA. — En todo romboedro recto el punto
de interseccion de las diagonales es unm centro de sime-
tria; la perpendicular a las bases trazada por dicho cen-
tro y las diagonales de la base media son ejes de simetria
y los planos determinados por éstos dos a dos son planos
de simetria.

Hip.) Romb. recto ABCDEFGH, fig. 289; AH, BE,
% CF y DG diagonales; O in-
Y] D terseccion de las diagonales;
: i MN pasa por O y es perpen-

BfS——SiHC r dicular a las bases PQRS
AN base media de las di 1
A0 : a de las diagonales

P gﬂﬂ///‘%* ’(/2 "“‘\.\ E PR 4 QS X
- FAPQen .

AR s Tesis) 19) O es un centro

i P ) ) de simetria;

H 3 ; :
Fig. 289 2°) MN es un eje de si-

¢ Bimetria en el romboedro recto, metria;
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3%) PR y Q8 son ejes de simetria.

49) Los planos MN y PR, MN y @S, PR y QS son
planos de simetria.

Demostracion. — 1°) En todo paralelepipedo el punto
de interseccion de las diagonales es un centro de simetria
(308), y como el romboedro es un paralelepipedo, resulta
que es 0 un centro de simetria.

29) Como MN es perpendicular a las bases y pasa por
0, por (309) es MN un eje de simetria.

39) De manera idéntica a la demostracion de la 22
parte del teorema (309), se prueba que PR y QS son
ejes de simetria.

Propiedades de simetria de las piramides

311. TeoremA. — Si wuna pirdmide regular tiene un
numero par de caras laterales, el eje de la piramide es
un eje de simetria de la misma.

Hip.) Piram. V. ABCD reg., VO eje de la piram.,
fig. 290.

Tesis) VO eje de simetria de la piramide.

Demostracion. — Si se nos da un punto P de la super-
ficie lateral de la pirdmide, este punto tiene su simétrico
con respecto al eje VO en la superficie lateral.

Tracemos el plano =, determinado por el eje VO y
el punto P. Este plano tiene el punto O comin con el
plano de la base, luego también tiene comin la recta
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MN (13). Como la base de la pirdmide es un poligono
regular de un ntumero par de lados, su centro es un cen-
tro de simetria, y como MN
pasa por dicho centro, los pun-
tos M y N son simétricos res-
pecto a O, luego es OM = ON.

Pero por ser una piramide
regular es VO perpendicular al
plano de la base, luego es VO
| MN, de donde se deduce que
VM = VN por ser oblicuas que
equidistan del pie de la perpen-
dicular, luego el triangulo VMN

es isésceles, y como VO es su

Fig. 290
Eje de simetria de una®  altura, que sabemos es el eje

pirdmide, ; 7 i
de simetria del mismo, resulta

que el simétrico de P es P’, que se obtiene trazando
PP’ | VO. El punto P’, por pertenecer a VN, perte-
nece a la superficie lateral de la piramide, luego:

VO es el eje de simetria de la piramide.

312. TroremA. — Todo plano que pase por el eje
una arista de wuna piraémide regular, es un plano de si-
metria.

Hip.) Piram. reg. V. ABC'; VO eje; pl. @ pasa por VA
y VO, fig. 291,

Tesis) El pl. 2 es un plano de simetria de la piram.
dada.

Demostracién. — El plano « sera un plano de si-
metria cuando todo punto P la de superficie lateral tenga
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su simétrico en ella. Unamos V con P y luego tracemos
por VP el plano 8 perpendicular al plano «.- El plano B
corta la cara VAB segin VN.

Ahora bien: al ser VO L ABC, por ser VO eje,
es pl. @ 1| pl. ABC, por (75). Por construceién es

Vv

pl. « | pl. B, luego la in-
terseccion de By ABC es
perpendicular al plano «,
por (85).

Pero por ser ABC un
poligono regular es AB
un eje de simetria del mis-
mo, luego si es MN | BD,
los puntos M y N son si-
métricos, luego es:

MQ = RN.
El tridangulo VMN es isos-
celes, pues es VM = VN Pig. 291
por ser oblicuas que se ale- PIE M e

Jjan igualmente del pie de

perpendicular, de manera que si trazamos PP’ 1 V@,
los puntos P y P’ son simétricos, respecto a V@, lo que
significa que es PE =— EP’. Pero también es, por (83),
PP’ | «, luego los puntos P y P’ son simétricos res-
pecto al plano a, luego:

o es un plano de simetria de la piramide.

313. Coronario. — Observemos que al ser el punto O
el centro del poligono de la base, el segmento OD es la
apotema del poligono de la base, luego VD es la apotema
de la pirdmide. Pero el plano « pasa por el eje de la
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pirdmide y por una apotema‘de ella, luego: Todo plano
que pase por el eje y una apotema de una pirdmide re-
gular es un plano de simetria.

EJERCICIOS

81. Con un plano se cortan todas las aristas de un prisma. En
un mismo semiespacio y en cada arista se toman segmentos iguales.
Demostrar que los extremos de estos segmentos estén en un mis-
mo plano.

82. Un paralelepipedo es rectingulo si todas las diagonales
son iguales.

83. Las diagonales de dos caras opuestas de un paralelepipedo
son iguales y paralelas. : ‘

84. Hallar los elementos de simetria de un prisma recto cuyas
bases son: 1°, rombos; 29, rectingulos; 3% enadrados.

~ 85. Hallar los elementos de siemtria,de un prisma recto cuyas
bases son exfgonos regulares.



Cariruro IX

POLIEDROS REGULARES CONVEXOS

314. Definicién. — Un poliedro es regular si todos
sus angulos poliedros son iguales y sus caras son poligo-
nos regulares iguales. Ejemplo: el cubo, fig. 295.

315. TrorEmMA. — Existen sélo cinco poliedros regu-
lares convexos, que son: el tetraedro, el exaedro, el octae-
dro, el dodecaedro y el icosaedro.

Demostracion. — Se pueden formar tantos poliedros
regulares como angulos poliedros se puedan formar con
poligonos regulares, y para ello debemos recordar (265)
que la suma de las caras de un dngulo poliedro es menor
que cuatro rectos. ‘

Poliedros que se forman con tridngulos equildteros. 'El
angulo interior de un tridngulo equildtero vale 60°.

1°2) Se pueden formar éngulos poliedros con 3 dngulos
de triangulos equilateros, pues 60° X 3 = 180° < 4R. Asi
se obtiene el tetraedro, que tiene 4 caras que son tridn-
gulos equildteros iguales. -

2°) Se pueden formar éngulos poliedros eon 4 adngulos
de fridngulos equilateros, pues 60° X 4 = 240° < 4 R. Asi
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se obtiene el octaedro, que tiene 8 caras que son tridngu-
los equilateros. y

39) Se pueden formar adngulos poliedros con 5 édngulos
de tridngulos equilateros, pues 60° X 5 = 300° < 4 R. Asi
se obtiene el icosaedro, que tiene 20 caras que son tridn-
gulos equilateros.

Seis 4ngulos de tridngulos equiliteros no se pueden
agregar, pues entonces no se forma dngulo poliedro.

Poliedros que se forman con cuadrados. El dngulo in-
terior de un cuadrado vale 90°

49) Se pueden formar 4nculos poliedros con 3 dneulos
de cuadrados, pues 90° X '3 = 270° < 4 R. Asi se obtiene
el exaedro o cubo, que tiene 6 caras que son cuadradas.

Cuatro enadrados no se pueden agrupar, pues entonces
no se forma 4ngulo poliedro.

Poliedros que se forman con pentdaonos reaulares. El
Angulo interior de un pentigono regular vale 108°.

5%) Se pueden formar dnculos poliedros con 3 édneulos
de pentigonos regulares, pues 108° X 3 =324" < 4 R.
Asi se obtiene el dodecaedro, pues tiene 12 caras que son
pentagonos regulares.

Cuatro pentigonos no se pueden agrupar, pues enton-
ces no se forma angulo poliedro.

Con 3 exégonos regulares no se puede formar Anculo
poliedro, pues como cada dngulo vale 120° la suma de los
tres no es menor que cuatro rectos. Con mayor razén no
se pueden formar 4dngulos poliedros con eptégonos, octd-
gonos, ete., pues entonces la suma de las caras no es me-
nor que cuatro rectos, sino mayor, y tal cosa es imposible.
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316. Construccion del tetraedro regular. — De
una hoja de cartulina se recorta un tridngulo equilatero
ABC, fig. 292.

v
M N
P
Fig. 292 Pig, 298
Desarrollo del tetraedro regular. Tetraedro regular,

Se unen los puntos medios M, N y P de los lados, resul-
tando asi descompuesta la figura ABC en cuatro tridngu-
los equilateros igunales. TLiuego se doblan las esquinas al-
rededor de MN, MP y NP, de manera que se junten los
puntos 4, B y €' en un solo punto V, tal como se ve en la
fig. 293.

Las caras de la fig. 293 son tridngulos equildteros igua-
les, y los angulos poliedros V, M, N y P son iguales por
estar formados por tres caras de 60° cada una.

317. Construccién del exaedro regular. — De una
hoja de cartulina se recorta una figura formada por
seis cuadrados, como indica la fig. 294. Luego se dobla
alrededor del CN el cuadrado I, de CF el 11, de NK el 111,
de JG el VI y de FK el V, todos doblados en un mismo
sentido, resultando asi el exaedro o cubo de la fig. 295,
después de unir los cuadrados de manera que cada dos
tengan un lado comiin.
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Las caras de la fig. 295 son cuadrados iguales y los
dngulos poliedros son iguales por estar formados por tres
caras de 90° cada una.

M 0 DR N L
mo|
I N K|’ J l i VI
. 7 M R
i / v % if
: 7 BN
Biwil 2 W7 (o3 Fl G H
Il :
DYy e
Fig. 294 Fig. 295
Desarrollo del cubo. Cubo o exaedro,

318. Construccion del octaedro regular. — De una
hoja de cartulina se recorta una figura formada por

Fig. 296 J Fig. 297
Desarrollo del petaedro regular. Octaedro regular

TRV
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ocho tridngulos equildteros iguales, como indica la fi-

gura 296.

Luego se doblan los triangulos alrededor de cada lado
comtn a dos de ellos, en un mismo sentido, resultando asi
el octaedro regular de la fig. 297, después de unir los
tridngulos de manera que cada dos tengan un lado comtin.

Las caras de la fig. 297 son tridngulos equildteros igua-
les, y los angulos poliedros son iguales por estar formados
por cuatro caras de 60° cada una.

319. Construccion del dodecaedro regular. — De
una hoja de cartulina se recorta una figura formada por
doce pentiagonos igunales, como indica la fig. 298. Luego
se doblan los pentégonos alrededor de cada lado comiin a

Fig. 298
Desarrollo del dodecaedro regular,

dos de ellos, en un mismo sentido, resultando asi, después
de unir los pentagonos de manera que cada dos tengan un
lado comtn, el dodecaedro regular de la fig. 299.

Las caras de la fig. 299, son pentégonos regulares iguales
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v los éngulos poliedros son iguales por estar formados
por tres caras de 108" cada una.

“ ‘ 320. Construccién del icosae-

dro regular. — De una hoja de car-
tulina se recorta una figura formada
por veinte triangulos equilateros, co-
mo lo indica la fig. 300. Luego se do-
blan los tridngulos alrededor de cada
lado comtn a dos de ellos, en un mis-
mo sentido, resultando, después de
unir MN eon KL, y juntar los vér-
tices 4, B, C, D, E en un solo punto, los vértices F,
G, H, I, J en otro solo punto, la fig. 301, que es un ico-
saedro regular.

Fig. 299 '
Dodecaedro regular.

Fig. 300
Desarrollo del icosaedro regular,

Las caras de la fig. 301 son tridangulos equiléteros igua-
les, y los dngulos poliedros iguales por estar formados
por cinco caras de 60° cada una.
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320. Numero de caras, aristas
y vértices de los poliedros regulares.

De la observacion de los eineco po-
liedros regulares deducimos el cuadro
siguiente en el que consta el nimero de
lados de cada cara, de aristas en cada
vértice, de caras,‘ de wértices y de

yay

Fig. 301

aristas : Tcosaedro regular.
Aristas b

Poliedro Lados de s Caras Vértices Aristas
cada oara vértice Cc v A
Tetraedro 3 3 4 4 6
Cubo 4 3 12
Octaedro 3 4 8 6 12
Dodecaedro . . 5 3 12 20 30
Tcosaedro 3 5 20 1171 30

321. Foérmula de Euler. — Comprobamos que en

el cnadro anterior el ntumero de caras (C) méas el ni-
mero de wvértices (V), es igual al nimero de aristas (A4)

més 2. Es decir, que es:

C+V

= A + 2

que se conoce con el nombre de Férmula de Euler.
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322. Centro de un poliedro regular. — Se Ilama
centro de un poliedro regular al punto equidistante de
todos sus vértices.

Se demuestra que en todo poliedro regular se verifica:

19) El centro equidista de todas sus caras;

29) Las perpendiculares trazadas a las diferentes ca-
ras por sus respectivos centros, pasan todas por el centro
del poliedro;

39) Los planos mediatrices de las aristas y los planos
bisectores de los diedros pasan todos por el centro del
poliedro.

Todo poliedro regular se puede descomponer en tantas
piramides regulares e iguales como caras tenga el po-
liedro, y cuyo vértice comiin es el centro del poliedro,
y cuyas bases son las caras del poliedro.

323. Poliedro regular inscripto y circunscripto. —
Un poliedro regular esté inseripto en una esfera si todos
sus vértices son puntos de la superficie esférica. El cen-
tro de la esfera es el centro del poliedro.

Un poliedro estd circunseripto a una esfera si todas
sus caras son tangentes a la esfera. El centro de la es-
fera es el centro del poliedro.

324. Poliedros conjugados. — Dos poliedros se Ha-
man conjugados, ecuando los vértices de uno son los cen-
tros de las caras del otro poliedro.

El poliedro conjugado de un tetraedro es otro tetrae-
dro, el de un octaedro es un cubo y reciprocamente, y el
de un icosaedro es un dodecaedro, y reciprocamente.
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Propiedades de simetria de los poliedros regulares

324. Simetria en el tetraedro regular. — En el te-
traedro regular el plano determinado por una arista y
el punto medio de la arista opuesta es un plano de si-
metria. Como tiene sus aristas, tiene seis planos de si-
metria.

No tiene ni centro ni ejes de simetria.

325. Simetria en el cubo. — En el eubo o exae-
dro regular se tiene:

1°) Un centro de simetria, que es el punto de inter-
seccion de sus diagonales (308), fig. 302;

29)  Nueve ejes de simetria: 3 son las perpendiculares
a las caras trazadas por el centro de simetria a las ca-
ras (309), fig. 303, y 6 son las diagonales de las tres
bases medias (310), fig. 304;

39) Nueve planos de simetria: 3 son las bases medias.
(310), y 6 son los planos diagonales (310). .

T e ST

Fig. 302 Fig. 303 Pig. 304
Centro y ejes de simetria en el cubo.

326. Simetria en el octaedro regular. En el oe-
taedro regular se tiene:
19) Un centro de simetria, que es el punto de inter-

seccién de sus diagonales (308), fig. 305;
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29) Nueve ejes de simetria: 3 son los formados por
sus diagonales, fig. 306, y 6 son los segmentos determi-
nados por los puntos medios de dos aristas opuestas;

39) Nueve planos de simetria: 3 son los planos dia-
gonales, y 6 son los planos determinados por cada dia-
gonal y el punto medio de cada arista. '

Fig, 305 Fig. 306
Centro y ejes de, simetria en el octaedro.

EJERCICIOS

86. Ningiin poliedro tiene siete aristas.

87. Cortar un cubo con un plano de manera que la seccién
sea un exfigono regular.

89. Calcular el ntimero de diagonales de cada uno de los po-
liedros regulares,

90. Inscribir un eubo en un cono de manera que cuatro vér-
tices estén en la superficie conica y cuatro en la base.
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