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PROLOGO

El Maestro y los jovenes alumnos Jorge y Walther:
MAESTRO. — Jorge, piensa un nimero.

JORGE. — Ya estd. .

MAESTRO.

Agrégale uno.

JORGE. — Ya esta.

MAESTRO. — ;Cuénto te di6?

JORGE. — Cinco.

MAESTRO. — Ta, Walther, adivina el niimero que pensé Jorae.
WALTHER. 5 — 1 == 4; este es el nimero pensado.
MAESTRO. — Bien, Walther, diste un primer paso en Algebra.

Los mismos alumnos:

MAESTRO. — Walther, piensa un nfmero, duplicalo, agrégale
di el resultado, y td, Jorge, adivina el nimero pensado.
WALTHER. 17.

JORGE. (1T — 3):2 = T.
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MAESTRO. — Muy bien, Jorge, diste un paso bastante laréo
en Algebra.

Luego el Maestro continia su clase:

MAESTRO. — Pasos andlogos a los que ustedes acaban de dar.
fueron dados también desde épocas muy remotas, y en todas las
civilizaciones, en el eampo de esta hermosa rama de la Matemética.

Lo atestignan el famoso papirus de Ahmes que data de mis de
4000 afios, y otras obras de los mas antiguos algebristas arabes,
persas e italianos.

Al respecto, les referiré, tal como lo hizo su autor, uno de los
euriosos problemas que figuran en la obra llamada “Liber Abaci”,
que en 1202 publieé el matemitico italiano Leonardo de Pisa, cono-
cido con el nombre de Fibonacci, y que les mostrari el grado de
adelanto que acusaba ya en aquella época la ciencia matemdtica.

El problema es el siguiente:

“Un devoto rogé a Jupiter que le duplicara el nimero de mone-
“das que tenfa en el bolsillo, y que por ello le pagaria 8 mone-
“das. Asi se hizo. Entonees rogd a Venus que realizara igmal
“milagro, y pagé 8 monedas; finalmente rogé a Mercurio que le
“ duplicara el niimero de monedas, y le pagé 8 monedas; asi se
“ encontrd, finalmente, poseedor de nada. jCudntas monedas tenia
“al prinecipio?”

Fibonacei resuelve el problema por el método llamado en aquel
entonces “regula recta” (regla directa).

Dice: “Llamemos cosa (en latin res) al eapital inicial; lo du-
plicé y tuvo 2 cosas; pagd 8 monedas y le quedaron 2 cosas —8 mo-
nedas. Lo duplicé la segunda vez, y tuvo 4 cosas-—16 monedas.
Pag6é 8 monedas y quedé con 4 cosas — 24 monedas. La duplied la
tercera vez y tuvo 8 cosas— 48 monedas. Pagé 8 monedas, y le
quedaron 8 cosas— 56 monedas, por consiguiente, 8 eosas— 56
monedas, y cosa =7 monedas”.

Este mismo proceso empleariamos hoy, en Algebra, con la dife-
rencia de que, en lugar de cosa diriamos a.

Como vemos, problemas de esta indole se resolvian empleando
la llamada “Algebra retérica”, es decir, mediante un razonamiento
algebraico que se traducia en frases, sin ninguna intervencién de
simbolos.
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Mis tarde, el matemdtico francés Vieta, en su Tratado publicado
en 1591 con el titulo de Imtroduccidn al Arte analitico, representé
por letras, tanto las cantidades conocidas como las
desconocidas, y ered, puede decirse, el dlgebra actual,
ciencia de los simbolos, cuyo poder, al decir de un
historiador matemdtico, reside precisamente en las com-
binaciones de sus signos que, facilitando el razona-
miento, conducen por via misteriosa a los resultados
deseados.

No considero oportuno darles mna definicién del
(1540 - 1603) Algebra, por cuanto cada uno de ustedes podrd ha-

Feo. VIETA cerlo a su modo, si lo estima necesario, después de
- .¢ - haber experimentado la satisfaccion de hallar la
solucién de algunos problemas y ecuestiones que se tratarin en
este curso.

Sélo les pido que, desde un prineipio, resuelvan gran cantidad
de ejercicios, con lo cual les resultari muy fécil el estudio de la
asignatura, y, por otra parte, por ser ésta la {inica manera de
cimentar y coronar con éxito vuestra educacién matemdtica, como
diseiplina en si, y como poderoso auxiliar también para el estulio
de las otras ciencias del ciclo de ensefianza secundaria.

M. C.




CAPITULO T

NUMEROS RACIONALES E
IRRACIONALES

Numeros reales

Para abreviar la exposicion y mantener la unidad indispensable
enfre la materia de este eurso y la de los anteriores, caracteristiea
ésta fundamental de los estudios matemdticos, al referirnos a una
propiedad ya tratada en el primer o en el segundo ano de Arit-
métiea, lo haremos, respectivamente, con las abreviaturas (A; N.°...)
o (A, N....), correspondiendo el nimero al parrafo de nuestros
textos de “Aritmética” parva los Colegios Nacionales.

1. Breve resefia sobre los niimeros absolutos. — Recor-
demos del primer curso (A; Cap. I-11), que la adicion y la
multiplicacion de ntGmeros enteros, es decir, de nameros de
la sucesion natural

RV e Ben Bt IR S

dan siempre como resultado un ndmero de esta sucesion.
Expresamos esto diciendo que la adicion iy la multiplicacion
son operaciones siempre posibles en el campo de los NAMEros
. enteros.

2. BEn cambio, la division, como operacién para hallap el
cociente de dos mumeros, es deeir, como operacion inversa
de la multiplicacion, no siempre es posible en el campo de
los ntmeros enteros; por ejemplo, 4:9 no existe en dicho
campo, pero si en el maAs amplio de los nimeros racionales
(A; Cap. VII).

Vemos, pues, que para (ue la divisién resulte posible on
todos los casos, ha sido necesario ampliar el campo de los
nimeros enteros introduciendo los ntimeros fraccionarios,
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3. La extraccion de la ruiz cuadrada de un ntmero ra-
cional se encuentra frente a una necesidad analoga a la que
se’ presenta en la division de niimeros enteros.

Asi, por ej., si con la letra @ representamos un nimero racional
que no sea cuadrado perfecto, su raiz cuadrada es un nimero irra-

cional (A, N.° 171), que representamos con el simbolo Va.

Recuérdese del curso anterior (A, N.° 170), que no sola-
mente son nimeros irracionales las raices cuadradas de nu-
meros (ue no sean cuadrados perfectos; en general, son
numeros irracionales los que tienen infinitas cifras decimales,
que mo son periodicos y no pueden ser iguales a niumeros
racionales,

Asf; por ej., es un ndmero irracional la’relacién entre la eireun-
ferencia v su difimetro, es deecir, el nimero ==3, 14159... Cite-
mos como ejemplos de nimeros irracionales, que se estudian en
Geometria: la altura de un tridngulo equilitero conociendo el lado;
la diagonal de un cubo conociendo la arista, ete.

No entramos en la teoria de los nfimeros irracionales, a fin
de no salir del limite fijado por el programa de esta asigna-
tura; haremos notar {inicamente, que en cursos superiores se
definen las operaciones con numeros irracionales, y se de-
muestra que tienen las mismas propiedades (asociativa, con-

mutativa, ete.), que las operaciones con numeros racionales.

4. Numeros relativos. — También la sustraceion no siem-
pre es posible en el eampo de los ntimeros absolutos. Asi, por

ej., carecerian de senfido, en dicho campo, operaciones tales -

eomo 3 — 5, puesto que no existe ningiin nimero absoluto que
sumado con 5 dé 3 ; andlogamente diriamos de la opera-
eifm 1o — 34 .

Para hacer posible la sustraccion en estos casos, se ha
creado una nueva clase de nfmeros, llamados numeros ne-
gativos., Recordemos del curso anterior (A, N.° 218), que
para su representacion se emplean los nimeros absolutos
precedidos del signo menos, »
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Asi, por ej., la primera de las sustracciones anteriormente indi-
cadas daria por resultado el nimero negativo menos dos, 0 sea:

g e o 2

Los niimeros ahsolutos precedidos del signo mds, se llaman
nikmeros positivos,

Para abreviar la nomenclatura, los ntimeros positivos y los
negativos reciben el nombre comin de nameros relativos, en
contraposicion con los niimeros absolutos, que llevan esta de-
nominacion por considerar de ellos solamente su valor abso-
luto, es decir, por prescindir del signo + o — que afecta
a los numeros relativos.

5. - Los nfimeros racionales y los irracionales reciben el
nombre comin de NUMEROS REALES, que pueden ser
absolutos o relativos.

Resumimos en el esquema que sigue, la clasificacién de
niimeros reales: :

Enteros
NGmeros reales relativos | Racionales relativos l Fraccionatrios

l Irracionales relativos

Nors. — Existe un eampo mis amplio que el de los niimeros
reales; el de los mimeros complejos, llamados también, impropia-
mente, mimeros imaginarios, cuya teoria se estudia en cursos su-
periores.

Son nfimeros imaginarios, por ej., las raices de indice par de

niimeros negativos, Asi, decimos que V—25 es un nimero imagi-
nario, porque no existe en el campo de los nimeros reales; en
efecto, no existe ninotn nimero- real que elevado al cuadrado dé
por resultado el nimero negativo —25 (A, N.° 283),

Abscisa de un punto sobre un eje

6. Representacion grafica de los niimeros reales. — Re-
cordemos del curso anterior (A, N.° 217), que, para la repre-
sentaciom de eciertas magnitudes, a veces mno es suficiente
conocer el nitmero absoluto que la representa, sino que es
necesario también el sentido.
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Asi, por ej., si nos dicen que un auto se encuentra a 20 Km. de
la Plata, en la carretera que pasando por dieha localidad y siguiendo
la direccién Oeste-Este, une la
Capital Federal econ Magdalena,
para deferminar su wubicacion
es necesario otro dato mas: sa-
ber si el auto se enenentra al
Este o al Oeste de La Plata.

Anilogamente, se presentan
en la prietiea infinidad de
ejemplos de magnitudes que pueden considerarse en dos sentidos
opnestos: las temperaturas sobre cero o bajo cero; las latitudes
Norte o Sur; las longitudes Fste w Oeste, ete.

En general, sobre una recta, un punto puede moverse en
dos sentidos opuestos: para distinguirlos, a uno de ellos,
elegido arbitrariamente, le llamamos sentido positivo, y al
otro, sentido megativo.

Por ej., dispuesta la reecta z’z horizontalmente (fig. 1),
se conviene considerar como SENTIDO POSITIVO el indi-
cado por la flecha, es decir, de izquierda a derecha, y, por
consigniente, resulta establecido como SENTIDO NEGA-
TIVO el opuesto.

La recta 2’z se llama eje orientado, o, simplemente eje.

Si sobre el eje fijamos un punto O, llamado origen, y
tomamos un segmento O A como unidad de medida en ei
sentido positivo del eje, decimos que el punto O es la repre-
sentacion grafica del mimero cero, y que el punto A es la
pepresentacion grafica del wmimero -+ 1. También decimos
que los punfos O y A corresponden a los niimeros 0 y - 1,
respectivamente.

Si a partir del origen llevamos sucesivamente, y en cada
uno de los dos sentidos, el segmento unidad O A, obtenemos
asi un conjunto de infinitos puntos, para cada uno de los
cuales corresponde un niimero entero, anteponiéndole el signo
positivo si el punto se encuentra a la derecha del origen, ¥
el signo negativo si se encuentra a la izquierda.
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7. Como el segmento unidad O A puede imaginarse divi-
dido en un ntamero cualquiera de partes iguales, a cada
punto de divisién corresponderd un mimero fraccionario po-
sitivo, comprendido entre 0 y 1, es decir, una fraceién propia.

(Clomo este razonamiento puede repetirse para cada uno de
los segmentos cuyos extremos son dos nimeros enteros conse-
eutivos, diremos, pues, que a cualquier numero racional co-
rresponde uno y solo un punto del eje orientado.

c B
“ S ———
MU o A B o S R
e e e 2 ——c ==t
IR T T W RS SR T L P
(fig. 1)

8. Pero existen infinidad de puntos a los que no corres-
ponde nimero racional alguno. Por ejemplo, tomando la
diagonal O B del cuadrado O A B (¢ de lado O 4, o bien la
altura del tridngulo equilitero de lado O A4, o la cireunfe-
rencia de difimetro O 4, o cualquier miltiplo o submultiplo
de uno de dichos segmentos, a la derecha o a la izquierda
del origen O, se hallardn infinitos puntos para los que no
corresponde niimero racional alguno, sino un nidmero irra-
clonal,

9. A cada punto P del eje corresponde, pues, una dis-
tancia O P al origen O, llamada ABSCISA del punto, expre-
sada en magnitud y signo por un namero real determinado,
positive o negativo, segiin que el punto P se encuentre a
la derecha o a la izquierda del origen, respectivamente.

El punto P se llama indice del ntmero.

Reciprocamente, a todo nimero reai, positivo o negativo,
corresponde sobre el eje un punto perfectamente determi-
nado, que tiene por ABSCISA aquel nimero.

Fijado el origen O sobre una recta, el sentido positivo, y
la nnidad de medida, decimos que hemos establecido sobre la
recta un sistema de absecisas, siendo la recta el eje,
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Asi, por ej., si 2’z es el eje orientado (fig. 2), si O es el origen
y 0 A la unidad de medida, el nimero natural (- 3) se representa
con el segmento O C ; el nimero (- 5) se representa con el seg-

' O A CM E
, : e e :
Be = A =D S RG SR D 43 1 B 5 B | 1he
(fig. 2)

mento O F ; el niimero (—3) con O (”. El ntimero fraceionario
7/2 = 3 } estard representado por el segmento O M, que es la
suma de los segmentos O (' = 3 y C M = }.

Igualdad y desigualdad de
numeros reales

10. Igualdad de nimeros relativos. — Recordemos del
curso anterior que, al valor absoluto de un numero relativo,
es decir, al que se obtiene prescindiendo del signo, se le
llama, también, valor aritmético, o médulo del namero
(As N.° 219).

Asi, por ej., 5 es el médulo de +5 y de —5.

También vimos en aquel curso (As N.” 223), y se eviden-
cia en éste con la representacion grifica antes indicada de
nimeros sobre un eje orientado que:

Dos nfimeros relativoes son IGUALES si corresponden al
mismo punto del eje, por consiguiente, si tiemen el mismo
modulo y el mismo signo.

Recordemos también, que dos nlmeros iguales en valor
absoluto pero de signos contrarios, se llaman nimeros opues-
tos; por ej.: +' 3 y — 3. A estos niimeros corresponderin,
pues, puntos simétricos del eje orientado. (Los puntos ' y €’
de la fig. 2).

Como para los niimeros absolutos, también son vilidas para
los ntimeros relativos las leyes o caracteres formales de las
ignaldades (A; N.” 8):

1.* Ley refiexiva: a=a

2% 7 gimétrica: si a=Db, tenemos b=a

3* 7 tramsitivae: si a=b, y b=c¢, tenemos a=c.
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Anélogamente, para el Postulado de las igualdades (A
N> '9):

Efectuando con los dos miembros de una igualdad wna de-
terminada operacion con wn nilmero real cualquiera, se ob-
tiene otra igualdad.

11. Desigualdad de numeros relativos. — En el curso
anterior (A, N.° 224), también vimos que, dados dos nume-
TOs positives, por ej., (+3) y (- 6), podemos reempla-
zarlos por los mddulos respectivos 3 y 6 ; pero siendo 3
menor que 6, tendremos, en consecuencia, la desigualdad

S P g e

Hallandose el ntimero -+ 3 a la izquierda de +6 en el
eje orientado x’z (fig. 3), podemos decir, pues, que de dos
NUMEros posff,'[rn()s es menor u(]l{('[ cliifo indice se encuentra «
la izquierda del indice del otro,

Extendiendo este criterio a dos ntmeros relativos cuales-
(uiera, tendremos, pues, la siguiente

Prorepap, — De dos nimeros relativos cualesquiera, es
MENOR aquel cuyo indice se encuentra a la IZQUIERDA
del indice del otro.

" p 4 M 4 " N 4
X'-5 -4 -3 -2 -1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 X
(fig. 3)

Asi, por ej., — 2 < + 2, porque siendo M y N los in-
dices respectivos (fig. 3), el punto M se encuentra a la
izquierde del N en el eje orientado z’x. Analogamente,
— 4 < — 2 por estar P a la izquierda de M.

12. Como consecuencia de la propiedad anterior, tene-
mos estas otras:

1." El nmitmero cero es mayor que cualquier niimero negative
y menor que cualquier posilivo.

2." Cualquier mimero positivo es mayor que cualquier M-
mere negativo,
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3. De dos nivmeros positives serd mayor ¢l que tenga ma-
yor modulo.
4.* De dos nimeros negalivos sera mayor el que tenga me-
nor modulo.
EJEMPLO. — De acuerdo con cada una de las cnatro propieda-
des anteriores, tenemos, respectivamente:
10 > — B 5 0 2 L2y
gr S pes g g g sy
las. que pueden resumirse asi:
—d < —2<<0<C2KC8LKT
Si un numero ¢ es positivo, eseribimos: @ > 0, y si es
negativo, ¢ < 0.

13. La propiedad enunciada en el (N.” 11), justifica que,
ecomo para los numeros reales (A; N.” 10), para los numeros
relativos se cumplen también las siguientes propiedades:

LSt g < U Wy b=0, .tenemos @ <.¢-
D2 ISP etall | 3 T B teTeOR [ L .
Esta ultima es la propiedad fransitiva de las desigualdades.

EJEMPLO :
—2<0; 0< 45, porconsiguiente, —2 < 45

14, Nora IMPORTANTE. — Para abordar con éxito ¢l estu-
dio dél Caleulo algebraico que se expondra en los proximos
capitulos, es necesario que el estudiante recuerde muy bien
ias propiedades y reglas operatorias con ntmeros relativos
estudiadas en el curso anterior de Aritmética, las que cons-
tituyen la base sobre la que se levantara el hermoso edificio
del Algebra. Como es sabido, la solidez de un edificio depende,
en primer término, de la de sus cimientos; por tanto, esti-
mamos conveniente recomendar al estudiante que empiece por
dar un buen repaso a lo tratado en aquel curso sobre nf-
meros relativos (As N.** 226 al 271),

LA SO



CAPITULO II

ELEMENTOS DEL CALCULO
ALGEBRAICO

Expresiones algebraicas racionales
e irracionales

15. En el curso anterior ya dimos la definicion y clasi-
ficacién de las expresiones algebraicas (A. N.°° 272 y 273),
que recordaremos en éste.

DeriniciON, — Se llama EXPRESION ALGEBRAICA a
toda combinacion de naimeros relativos, o de niimeros rela-
tivos y letras, o solamente de letras, ligadas entre si por los
signos de las operaciones a efectuarse con ellas,

Asi, por ej., son expresiones algehraicas las siguientes:
[114(—3)]:(—4) ; VE—0 ; 6a:(2a—a?)

Las diferentes letras que figuran en una expresién alge-
braica representan, en general, niimeros reales diferentes en-
tre si, tanto positivos como negativos.

Asi, por ej., en la expresién 3a®b se entiende, generalmente,
que a y b representan numeros reales diferentes, sin exeluir el
caso particular de a — b.

Siendo las letras simbolos representativos de nimeros rea-
les podemos, pues, aplicar a ellas todas las reglas de cdalculo
ya establecidas para dichos nimeros y para las operaciones
con ellos.

16. Cuasmricacién, — Una expresién algebraica es RA-
CIONAL cuando sélo contiene operaciones racionales con
las letras que la forman, de lo contrario es IRRACIONAL.
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Reciben el nombre genérico de operaciones racionales; la
adicién, sustraceion, multiplicacién y divisién, porque, cuan-
do se opera con ellas sobre numeros raecionales, se obtienen
como resultados numeros racionales.

Asi, la tercera de las expresiones de los ejemplos anterio-
res es racional, mientras que la segunda es irracional.

También es racional la expresién = /5 4 a /3, porque
la extraccion de raices solo se refiere a mitmeros, mientras

(ue es irracional la expresion 3 Vb + a.

17. Una expresiéon algebraica es NUMERICA cuando
s6lo estd formada de nfimeros relativos; de lo contrario, es
LITERAL.

Asi, por ej,, es numérica la primera de las expresiones de
los ejemplos del (N.* 15) y literales las otras dos.

18. Valor de una expresion algebraica. — Si la expre-
sion dada es numeérica, su valor es el que se obtiene efectuando
las operaciones indicadas.

Asi, por ej., el valor de la primera de las expresiones de los
ejemplos del (N.° 15), es:

(11 4 (—3)2):(—4) = (11 +9):(— 4) = 20:(—4) =—35

Si la expresion dada es literal, tiene wn valor numérico
para cada grupo de valores atribuidos a las letras que con-
tiene. Tenemos, pues, la siguiente

DeriniciON. —8e llama VALOR NUMERICO de una ex
presion algebraica para ciertos valores, también numeéricos,
dados a sus letras, el nimero que se obtiene reemplazando

las letras por los valores numéricos dados, y efectuando
luego las operaciones indicadas.

EJEMPLO 1. — El valor numérico para ¢« =5 y b =3 de
la segunda de las expresiones de los ejemplos del (N.° 15) es:

VEE — 3t = /2 — 9 = 16 = 4

Parag==9 y b= T se encuentra el nimero irracional /32,
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EJEMPLO II. — La tercera de las expresiones del (N.° 15), o

sea 6Ga:(2a — a?), tiene para ¢ = 3, el valor numérico:
63X 3:(2X 3—32) =18:(6—9) =18:(—3) =—6
Norsa, — Como solamente hemos definido qué se entiende

por raiz enésima de un numero absoluto (A, N.° 157), o
positivo, supondremos, pues, por ahora, que en toda expre-
sion que contenga radicales, sélo atribuimos a las letras va-
lores numéricos tales, que las cantidades que figuran bajo el
signo radical resulten positivas.

Asf, la expresién del Ej. TL que antecede, earece de valor numé-
rico para « = 2, porque su denominador (2 X 2 — 22), se
anula (A N.° 257, 2.%), y la fraceién no tiene sentido.

Analogamente, en una expresion fraccionaria, el valor nu-
mérico del demominador tiene que resultar diferente de céro,
para que la fraceién tenga sentido (A, N.” 257, 2.%).

19. Una expresion algebraica es ENTERA RESPECTO
DE UNA LETRA, cuando dicha letra no estd sujeta a ope-
raciones distintas de las llamadas enteras. Reciben el nombre
genérico de operaciones enteras, la suma, resta y multiplicacion,

Una expresion es fraccionaria respecto de una letra, euan-
do dicha letra figura como divisor en la expresion.

Asi, por ej., es entera en « la expresion: x* — 2z + 5.

La expresion ax + a*z* + a:x es entera respecto de la
letra @, pero fraccionaria respecto de la letra =.

Monomios

20. DeriNIcION, — Se llama MONOMIO al producto de
factores numéricos o literales,

Asi, por ej., son monomios las expresiones:
—2; b; —d5z; (—3)a(—4)bea ; 2a (b-+e)
Nétese que en un monomio, los factores pueden ser frac-

—2al?®
cionarios, Asi, la expresion ————— es un monomio, puesto
3n
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que puede considerarse como el producto de los cuatro fac-
tores siguientes:
— 23, a, V¥, 1/n

21. Monomio reducido. — Si un monomio contiene varios
factores numéricos o literales, puede simplificarse efectuan-
do las operaciones indicadas y ponerse en forma més sencilla,
llamada forma reducida,

Asi, el monomio (—3).a (—4)beca toma la siguiente
forma reducida: 12a¢*be.

22. De acuerdo con el (N.° 19), un monomio puede ser
entero respecto de wuna letra. Asi, el monomio 2a3/b es
entero respecto de la letra a, y fraccionario respecto de la
letra b.

Un monomio se llama entero, cuando ninguna de sus letras
figura eomo divisor.

Asi, por ej., son enteros los monomios: 3a® ; — @b,

23. Coeficiente de un moncmio, — En un monomio se
distinguen siempre dos partes: el coeficiente y la parte literal ;
esta 1ltima es la expresion formada exclusivamente por las
letras del monomio,

El COEFICIENTE de un monomio es el nimero relativo
gque multiplica la parte literal del monomio.
Asi, por ej., los coeficientes de los monomios
3 a°
=—=2a, ¥%a 22, 01lm(p +q B ——
4

son, respectivamente:
— 2 ’ ]/2 ) 071 ’ %

- Cuando en un monomio no existe factor numérico, el coefi-
ciente es -+ 1, puesto que podemos siempre suponer el factor
~+ 1 en el monomio; asi, el coeficiente de a®c b® es 1, porque

aleb* =1 X a?ch®
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24. Mis generalmente, el coeficiente de un monomio res-
pecto de una o mds letras, es el producto de los restantes
factores del monomio,

Asi, por ej., en los monomios —a*z , (a+b)w ,
2 amxy , los coeficientes respecto de la letra a son:

= a® , e4b, 2 amy

En el altimo monomio, el coeficiente respecto de la letra y
es: 2 ama ; respecto de xy es 2 am ; ete.

Polinomios

25. Como lo hicimos con los nimeros relativos (A, N.° 237),
si eseribimos varios monomios uno a continuacién del otro
con los signos respectivos, obtenemos la suma algebraica de
esos monomios. De aqui la siguiente

Durintcidon, — Se llama POLINOMIO a la suma alge-
braica de monomios.

Asi, ¥4 a—02 ab®+43 ¢° es un polinomio, porque ex-
presa la suma de los tres monomios siguientes: 14 @, — 0,2 a b*
¥ 8.

Los monomios que componen un polinomio, con los signos
que le preceden, se lHaman términos del mismo.

Un polinomio formado solamente por dos términos, se lla-
ma binomio; si tiene tres términos, se llama trinomio; si tiene
cuatro, cuatrinomio.

EJEMPLOS: a -— 2b es un binomio; 4 ¢ -+ 3b — ¢* es un
trinomio; 2 — 22 — 5 -+ 6 es un cuatrinomio.

26. De acuerdo con los (N.** 19 y 22), un polinomio es
entero respecto de una letra, si son enteros todos sus términos.
Asi, respecto a esa letra, son enteros todos los polinomios de
los ejemplos del pérrafo anterior. Bn eambio, el polinomio
x!
2a — 5z 4+ — es entero respecto de la letra z, pero no lo es
a
respecto de la letra q,
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i Grado

27. Derinicion, — Se llama GRADO DE UN MONO-
MIO entero a la suma de los exponentes de todas sus letras.
Asi, por ej., los monomios
S5aw, £, —2a*bPz, Y mazd
son, respectivamente, de segundo, de primero, de sexto y de
cuarto grado.

28. Un monomio que no contenga cierta letra se dice que
es de grado cero respecto de esa letra.

Asi, por ej., 1o es el monomio 2 b ¢* respecto de la letra « .

Anélogamente, un monomio que no contenga parte literal
se dice que es de grado cero. Asi, el niumero (—5) es un
monomio de grado cero.

Esta denominacién quedard justificada en el préoximo cur-
50, al estudiar las cantidades con exponente cero.

29. DeriNicion, — Se llama GRADO DE UN MONO-
MIO RESPECTO DE UNA DE SUS LETRAS (o respecto
de un grupo de letras), al exponente de dicha letra (o a
la suma de los exponentes de dichas letras), en la forma
reducida del monomio. (Toda letra que figure sin expo-
nente se considera como teniendo el exponente 1).

Asi, por ej., el monomio

S axty
es de sequndo grado respecto de x, de primer grado respecto
de y, de tercer grado respecto del grupo de letras « e y, ete.

30. DeriniciON, — Se llama GRADO DE UN POLINO.-
MIO entero al mayor grado de sus términos (N.” 27).

Asi, por ej., el polinomio
3a* —5b*c +ab>*+c—6
cuyos términos son, ordenadamente, de grados 2, 4, 3,1 y 0,
es de cuarto grado,
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31, Se llama GRADO DE UN POLINOMIO RESPECTO
DE UNA DE SUS LETRAS, al mayor grado de sus términos
respecto de dicha letra (N.” 29).

Asi, por ej., el polinomio anterior es de segundo grado

respecto de la letra a, de tercer grado respecto de b, ¥y
de primer grado respecto de c.

32. Un POLINOMIO se llama HOMOGENEO cuando
todos sus términos son del mismo grado. »

El grado comtin de todos los términos es lo que se llama
grado de homogeneidad o, mas brevemente, grado del po--
linomio. ==

Asi, por ej., son homogéneos los polinomios:

2 —2xy +y®; a4+ 3a*b +3ab?+ B

El primer polinomio es de segundo grado y' el otro de

tercero.

Términos semejantes

33. DeriniciON, — Se llaman monomios SEMEJANTES
los que tienen la misma parte literal; entendiéndose con
esto que las letras sean las mismas, que desempenen todas el
mismo papel de factores o divisores y se encuentren todas
afectadas de los mismos exponentes (s6lo difieren, pues, en
sus coeficientes).

Asi, por ej., son semejantes los monomios:

N ANt T R R

—b 5

o

También son semejantes estos ofros:

[

no
i~

: a*
En cambio, no son semejantes los monomios
Ha*b y Jabd

34. Més generalmente, varios monomios son semejantes
respecto de uma letra (o respecto de un grupo de letras),
st son del mismo grado respecio de dicha letra,
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Asi, por ej., los monomios:
—2z; 3axzy ; —25H0%2zy
son semejantes respecto de z, siendo los coefidientes de cada
uno de ellos respecto de dicha letra, respectivamente :
—1; day; —25b%y

Los dos Gltimos monomios son semejantes respecto de z ¥,
siendo. los respectivos coeficientes: Yo ; —25 5%,

36. Reduccion de términos semejantes. — Si un polino-
mio contiene dos o mas términos que sean MoNoMios seme-
~ jantes, a éstos se les llama términos semejantes.

Asi, por €., el polinomio

Ta + 3b— 2a — H5b — b
contiene dos clases de términos semejantes, que son:
Ta, —2a v 3b, —5b, — b

Como los términos de un polinomio representan nimeros
reales, podemos apliearle, pues, todas las propiedades estu-
diadas en el curso anterior para los niimeros relativos. Asi,
aplicando al polinomio del ejemplo anterior las propiedades
conmutativa y asociativa de la suma (Ap N.”" 228 y 229),
tenemos :

Ta-+3b—2a—bb—-b= (Ta—2a) + (3b—5b—'b)

Sacando el factor comin « de la expresion (Ta — 2a),
resulta : Ta—2a= (T—2)e=5a

Analogamente, para la segunda expresion, tenemos:
3b—56b—b= (3 b——1)b=-—8% 1
El polinomio dado Ta + 3b — 2a — 5b — b queda asi

reducido a la forma méas simple, ba — 3b.
Podemos enunciar, pues, la signiente
RecrA, — Cuando en un polinomio figuran varios tér-

minos semejantes, podemos reemplazarlos por otro término
semejante a ellos, cuyo coeficiente es la suma algebraica de
los coeficientes de dichos términos.

La operacién realizada se llama reduccién de términos
semejantes, v el polinomio obtenido, polinomio reducido.
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EJEMPLO. — El polinomio reducido de
52 —2a—3z~+7—2z+a—4z—6

es: (bx—3z—a—4z) + (—2a+a) + (7T—6) =
=B5—3—1—4)zr+ (—2}+ e+ (T—6)=——3z—a —|—}

En la priectica, no es necesario escribir los polinomios in-
termediarios obtenidos al invertir el orden de los términos;
se efeettian mentalmente las sucesivas reducciones de términos
semejantes y s6lo se eseriben los términos reducidos,

Asi, por ej., tenemos: :

@ —bab | b2+ 3ab | 2a* + T 4 Ga* — 2b° =

— 94> — 2ab | 602

Polinomios ordenados

36. . DeriNiciON. — Un polinomio estéa ORDENADO se.
gln las potencias decrecientes (o crecientes) de una letra,
si sus términos se suceden de modo que los exponentes de
dicha letra vayan decreciendo (o creciendo).

EJEMPLOS. — Fj polinomio 2a* 4 4a* — 8a*> + 5 estd
ordenado segin las potencias decrecientes.

El polinomio : 3

a* — 6aa® — Ha* 2 + 8at
estd ordenado segin las potencias decrecientes de x 'y erecien-
tes de a.

Cnando un polinomio contiene més de una letra y quere-
mos ordenarlo segtin una de sus letras, existiendo, ademas,
varios términos ue contienen potencias de igunal grado de
la letra ordenatriz, podemos proeceder como se indica en el
ejemplo que sigue:

ax® 42 4 a%x }: ba® — 2abe + a® - b2 + b2 =
= at + (aa* 4 ba*) + (a*vr — 2abax 4 b%z) + a® + b* =
= 2" + (a 4 b)2® 4 (¢® — 2ad | b))z | a® -} b*.
~ Hemos ordenado segin las potencias decrecientes de la
letra, = .

El binomio (a + b) es el coeficiente del término en z*, por

extension de los vocablos férmine y coeficiente. ;
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Anélogamente, (a¢°—2ab -+ b*), es el coeficiente del tér-
mino en =z, ete.

37. Un polinomio se llama COMPLETO si contiene to-
das las potencias de la letra o de las letras ordenatrices,
desde la potencia maxima a la potencia cero, De lo con-
trario, el polinomio es incompleto.

EJEMPLO. — Es completo y esti ordenado el polinomio:

2.4° + 522 — 62 + 8
Los polinomios de los ejemplos del (N.” 36), son incompletos:
al primero le faltan los témminos de enarto y de primer grado; al
segundo le falta el término de segundo grado en =, que también
es el de segundo grado en a.

Suma y resta de monomios y polinomios

38. En el (N." 25) ya vimos c¢omo se efectuaba la suma
de monomios; de manera que aqui nos concretaremos a
agrupar las operaciones con monomios y polinomios.

De acuerdo con la regla demostrada en el curso anterior
referente a la suma de ntmeros relativos (A. N.° 227), po-
demos establecer en éste la siguiente

ReaLA GENERAL, — Para SUMAR MONOMIOS Y POLINO-
MIOS se forma el polinomio con los términos de todos ellos.

39. Suma de monomios. — Sean, por ejemplo, los mo-
nomios
2da., —0bha*b; —3ab®

De acuerdo con la regla general anterior, su suma sera el

polinomio
20— 05a*b — 3ald?

Norsa. — Es natural que, st entre los swmandos existen
términos semejantes, se efectuard su redueciom en la Sume
hallada (N." 35).

Asi, por ej., la suma 2q¢ +9b — b +5a— 6b, queda
reducida a la expresion:

24+5)a+ (9—1—6)b=Ta+20b
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40. Suma de polinomios. — De acuerdo con la regla
geneval, para SUMAR POLINOMIOS se escriben todos los
términos de los polinomios unos a continuacién de los ofros,
efectuando luego la reduccion de términos semejantes.

En la préactica, se dispone la operacién de manera de
facilitar la reduceién de términos semejantes, lo que se
consigue mediante la siguiente

Reecra prAcTICA, — Para sumar polinomios, se les da pre-
viamente lao forma reducida, y se les ordenma en el mismo
sentido respecto de una misma letra. Luego se escriben los
polinomios uno debajo del otro, de manera que se correspon-
dan en columna los términos semejantes, y se efectiia la suma
de los téerminos de cada columna vertical.

EJEMPLO. — La suma de los polinomios
22 2 l'+l 428 + 2 — 32> 45, z—7
se dispondrd asi:
2 221
428 —3a*+ x5
z—T7
Suma: 4a2*— 224+42—1
41. Resta de monomiog y polinomios — En el eurso

anterior vimos que, para restar nimeros relativos se suma
al minuendo el ntimero opuesto del sustraendo (A, N.° 236).
En consecuencia, podemos enunciar la siguiente

RecrA. — Para RESTAR dos expresiones algebraicas
(monomias o polinomias), se suma al minuendo el sustraen-
do cambiado de signo.

Ofra manera més prictica de enunciar la regla, es la
siguiente :

Para restar expresiones algebraicas, se eseribe el minuendo
con sus signos correspondientes, y a continuacion el sustraen-
do con los signos cambiados. Es natural que, si en la dife-
rencia aparecieran términos semejantes, se reducen.

EJEMPLO I. — Para restar del monomio (— 2 m =) el mo-
nomio (— 3 m n), tendremos:

(—2mn) —(—3mn) =—2mn-+3mn=mn
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EJEMPLO II. — Para restar del monomio (2ab) el polinomio
4dab—2¢—>5ab)
tendremos :
2a¢h— (4ab—2¢c—5ab) =2ab—4ab+2c+5uab
cuyo resultado es: 3ab-+ 2¢

JJEMPLO 1II- — La diferencia de polinomios
bo—3/gy +382) —2x—y—r—0>5H)

es la siguiente: .
bae—2/sgy+3z2—2z2t+yt+ast+5=3x4%y+42+5

42. Paréntesis. — Cuando un polinomio contiene un pa-
réntesis comprendido entre signos -+ o —, ese paréntesis
se considera como término del polinomio. Asi, por ej., di-
remos que la expresion

(a—b) — (b+c—a) + (b—2c¢ + a)

consta de tres términos (es, pues, un trinomio).

Bs natural que, para quitar paréntesis, aplicaremos las
reglas operatorias que ya hemos dado referentes a la suma
0 a la resta, segun el caso. Recordando, al mismo tiempo,
las reglas referentes al empleo de paréntesis dadas en el
curso anterior (As N.” 240), podenmos enunciar la siguiente

RecrA prAcTICA, — Para SUPRIMIR UN PARENTESIS,
si estd precedido del signo -, se le suprime, sencillamente,
sin modificar los:signos de los términos que encierra; si esta
precedido del signo —, se cambiarda el signo de cada uno
de los términos que encierra.

EJEMPLO 1. — Quitemos los parénutesis del trinomio que figura
en este parrafo:

(@a—0b) —(b4+c—a) + (b —2¢ -+ a)

Aplicando la ultima regla practica, tendremos:

a—b—b—c+a+b—2¢c+a=3a—b—3c¢

LJEMPLO II:

de—Ry'— (G —0+yl +lp—1(x42) Js]l=

=382—2y+ 4z—6+y)+y— (42 +z2=
=3s—2y+42—6+y+y—a2—2+4+2=06z++2—8

. e M
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43. Inversamente: Dos 0o mas términos de una expresion
algebraica se pueden ENCERRAR DENTRO DE PAREN-
TESIS, conservando cada unc de ellos el signo respective,
o cambidndole de signo, segiin que se preceda al paréntesis

del signo -+ o —, respectivamente.

BETEMPLO:

40 — 30 + Ha —2b — 6 -+ a = 4a —(3b —5a) - (—2b—06 4 a)

44. Recuérdese del curso anterior (A, N.°° 285 al 287),
(ue para suprimir paréntesis- superpuestos, es decir, como
los que figuran en la expresién que sigue:

a—{b+[—e—(@—a]—=F}

se puede empezar suprimiendo los paréntesis interiores U
prosiguiendo  sucesivamente hacia los erteriores, o bien, en
orden inverso, También pueden suprimirse aplicando la si-
auiente

REGLA. — S un término esta encerrado dentro de parén-
tesis superpuestos, euando se suprimen simultineamente todos
los parintesis, el término conserva su signo o lo cambia, segin
que el nimero de paréntesis que lo encierran, precedidos del
signo —, sea. par o impar, respectivamente.

Asi, por ej., en la expresion anterior tenemos: el término b lo
encierra wur paréntesis precedido del signo —, por consigniente,
cambiari de signo, y pondremos — b : por ignal razén, el otro
término — ¢ eambiard de signo, y poundremos - ¢ ; log términos
d vy — e, los encierran dos paréntesis precedidos del sizno —,
por consiguiente, no cambiarin de signo, y pondremos d y — ¢';
ele. La expresion sin parvéntesis serd, pues:

a—b+etd—e-+f

45. Si un paréntesis es factor de un término de una ex-
presion algebraica, para quitarlo es necesario aplicar la pro-
piedad distributiva de la ultiplicacién. Volveremos sobre
este punto al tratar la multiplicacién en el Capitulo siguiente.

"o



CAPITULO III

MULTIPLICACION Y DIVISION DE
MONOMIOS Y POLINOMIOS

Multiplicacion

46. Producto de monomios, — Sean, por ej., los mono-
mios (2a*bz) y (—5a*b®) euyo producto nos proponemos
caleular.

In virtud de las propiedades conmutativa y asociativa de
la multiplicacion (As N.*° 246 y 247) y de la regla de los
signos (As N.” 243) (*), tendremos las siguientes transfor-
maclones:
2abz) X (—5a**) = [(2) (—5H)] (a®.¢®) (b.B?) 2 =

(L [N e e e L L

Siendo el procedimiento aplicable a. cualquier otro caso,
v atn para mis de dos factores monomios, resulta, pues,
la siguiente

ReEGLs. — El PRODUCTO DE MONOMIOS es otro mo-
nomio, cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes;
la parte literal se forma poniendo como exponente de cada
letra la suma de los exponentes con que figura esa letra en
los diversos factores.

EJEMPLO :

(— 3 ac)(— 2 ab) (W a®b d?) (— 402 =
= [(— 3)(— 2) (%) (— 4)](a>.a.a®) (b%.b.b.b2) ¢ d> =

— =3 a% b7 ¢ a®

Obsérvese que, el grado del producto de monomios enteros
es igual o la suma de los grados de los monomios factores.

(*) Recordemos que, dos factores del mismo signo dan producto positivo, ¥
dos factores de signos contrarios dan producto megativo,
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47. Producto de un polinomio por un monomio, y vice-
versa, — El producto de dos factores, de los cuales uno
~es un polinomio y el otro un monomio, se efectiia aplicando
la propiedad distributiva de la multiplicacién (A, N.* 249);
por tanto, tendremos la siguiente

ReGra, — Para MULTIPLICAR UN POLINOMIO POR
UN MONOMIO, se multiplica cada término del polinomic
por el monomio y se suman los productos parciales.

EJEMPLO I:

(z® 522 +3z+4 2)(— 6 a%) =
= (2*)(— 6 2®) 4+ (— b 2?)(— 622) -} (3 =) (—62*) |
+ (2)(— 6 a2) = — 6 a° 4 30 z* — 18 2% — 12 22

EJEMPLO 1I:

3ate (Vaa?b — Yo ab®—1/30%) =3, a°be—3katb2ec—a*ble

48. Nomas. — 1. Obsérvese que, cuando el monomio y el
polinomio son ambos enteros, el grado del producto es igual
a la swma de los grados del volinomio y del monomio.

2." Antes de efectuar la multiplicacién de un polinomio por
un monomio, es util redueir los términos semejanies del po-
linomio, con lo que se logra abreviar la operacion.

Ademds, si algtin término del polinomio es a su vez el
producto indicado de un polinomio por un monomio, es con-
veniente efectuar primeramente este producto, porque puede
resultar, en algunos casos, una redueeion de términos se-
mejantes.

EJEMPLO :

2@r[—ay—x (02— 2a) 4 a(z? -} 9) F @l =
=2a@z(—ay—a2+2qzxtaa*>+ay+ a®) =

=2a% 26z + ax*) =4a®22} 2a 2
49. Producto de polinomios, — Sea, por ej, la multi-

plicacion de (a 4+ b + e) por (d -+ e).

Considerando primeramente como ya efectuada la suma
(d =€), que indicaremos con la letra m, y aplicando la
regla anterior (N.® 47), tendremos:

(a+b+e)(d+e) = (@a@a+b+c)m=am-+tbm-+em
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Pongamos ahora (d -+ ¢) en el lngar de m :
(@« +0Fe(d+¢)=a(d ¢)+b(d-+e)dc(d-+e).

en la que, aplicaiido nuevamente la regla del (N.” 47), nos da.

(a+bh+e)(dte)=ad+aetbdt+bedcd-tce
Esta altima igualdad justifica la siguiente
ReGrLa, — Para MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS, se
multiplica cads término de uno de los polinemios por cada
término del otro, y se suman los productos parciales.
EJEMPLO : :
(Batr="9a == 1} - 3ud) =
= (2 a*)(e*) + (— 3 a)(a®) 4 (1) (u )
—

-
producto por a®
-+ (2¢2)(3 @) + (— da)(3 a) + (1) 3 ( —
e v—— -
producto por 3 «
= 2 @b Soati e ad-—+6ia® — 15 @+ 3w =
— 920" —Hat+Ta*—15a + 3a
50. Noma. — Si son mis de dos les factores polinomios
que se multipliean, aplicando la propiedad asociativa de la
multiplicacion, corresponde multiplicar el producto de dos de
les factores por el tercero, este segundo producto por un cunar-
to factor, y asi hasta emplear todos los factores.
EIEMPLO :
(2—3) (Bur—a—+1) (0?4 ) = (St —a?fa—15x 4-37—3) (2> V)=
= {0t — 16« —-I— 40— 3)(? -{— -l) o
=540 — 162" 4 a5 > 3a2 4 202t - 642 4 160 — 12 =
=545 — 160" - 2425 — 6T + 162 — 12

51. Producto de pclinomios crdenados. — A fin de fa-
cilitar la reduecién de términos semejantes (ue aparecieran
en la multiplicacion, es conveniente ordenar primeramente
ambos polinomios segin las potencias decrecientes o crecien-
tes de una misma letra, y eseribir luego uno debajo de otro
los productos parciales, colocando en. columnas los monomios
semejantes (como indicamos en el N.° 40).
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HIEMPLO :
El producto de los polinomios

322 —a2+5) y (2z-+4

3a:— z 4+ 5
2z + 4
Oir® — 12 e =il
G+ 1222 — 42+ 20
6a® 41022 4 Gz 20

se dispone asi:

52. Obsérvese en el ejemplo anterior que, como el produc-
to de los dos términos (3 2*) y (2x) de grado “*maximo’’ de
cada factor da el término (6.r*) de grado mdximo del polr-
nomio producte, y como el grado de este tltimo término es
la suma de los grados de los factores, tendremaos:

El GRADO DEL PRODUCTO DE DOS POLINOMIOS
es igual a la suma de los grados de los factores.

Puede ohservarse también, {dcilmente, que el producto de
los dos términos de grado minimo de cada factor da el tér-
mino de gradeo minimo. del polinomio protucto.

Como el término de grado méximo y el de grado minimo
no se reducen con ningan otro, podemos enunciar, pues, la
signiente propiedad :

El producto de dos polinomios enteros tiene siempre por
lo menos dos términos, vy, por consigiiente, no podrd ser un
monomio.

53. Nora, — Si el polinomio que se toma como multipli-
cador no es completo respecto de la letra ordenatriz, conviene
dejar en los productos parciales los lugares correspondientes
a los términos que faltan.

EJEMPLO :
(a* — 2a 4+ 1)(3a® + a* —4) =
3d’ — ba*+3a°
a® —2a* + @
— 4at +8a—4

=3at L at—10 gt ad e} Sau—4



26 M. COPPETTI. — ALGEBRA (PARA EL 3.r ANO)

54. Potencia de un monomio. — Como un monomio es
un producto, para -elevarlo a una potencia aplicamos la
regla correspondiente estudiada en el eurso anterior (Ag
N.” 148), que dice: La potencia de un producto es igual al
producto de las potencias de los factores. Asi, por ej., se jus-
tifica la siguiente igualdad:

(—2a B 0 y?)* = (—2)*(a) (b & (v)?

Pero (—2)® = — 8, y aplicando la regla que da la po-
tencia de una potencia (As N.” 151) a los restantes factores
del ultimo producto, tenemos: i

(— 2 a* b2 5 y2)® = — § gX H2X3 8 gy2X8 = __.§ q12 h8 z? O

Siendo el procedimiento aplicable a eualquier otro caso,
tendremos la siguiente *

Reaua, — La POTENCIA DE UN MONOMIO se obtiene
elevando a esa potencia el coeficiente, y multiplicando por
el exponente de la potencia los exponentes de las diversas
letras del monomio.

EJEMPLO :

(_ 3//5 a’ b C3):» — (__ 3/5)2 adX2 pixa 3X2 — 9/25 a'® b2 8

Identidad

955. Recordemos del curso anterior que, dos expresiones
se Uaman EQUIVALENTES, cuando adquieren los mismos
valores muméricos, cualesquiera sean los valores numéricos
atribuidos a las letras que figuran en ecllas.

Asi, por ej., son equivalentes las expresiones:

‘m (¢ +b) y ma-+ mb
abtc+d 3 a4 (b4e)+d

DerinicioN, — Se llama IDENTIDAD la igualdad de dos -
expresiones equivalentes.

Asi, por ej., son identidades las expresiones siguientes:
m(a + ) = ma -+ mbd
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¢+b4+ct+d=a+(b+c)+d
(e b) %= lg®b"

Una identidad expresa siempre una propiedad matemati-
ca. Asi, la primera de las identidades anteriores, expresa
‘la propiedad distributiva de la mmultiplicacién; la segunda,
expresa la propiedad asociativa de la suma; ete.

Nora, — Para diferenciar las identidades de las igualda-
des, algunos autores emplean el signo = (con tres barras)
en Ingar de =, :

Asi, por ej., se eseribe la identidad

a— (b—e+d=a—0b+c¢c —d
Identidades notables

56. Producto de (¢ + b) por (¢ — b). — Ofrece especial
interés el produeto (@ + b) (¢ — b). Efectuando la multi-
plicacion, hallamos: -

(0+Db)(e —b) =0 —=abF ab—b2=ac¢* —b?

que justifica la identidad y regla siguientes:

(¢ + b) (e — b) =a%— b?

Recra, — El producto de la suma de dos expresibnes por
su diferencia, es igual a la diferencia de los cuadrados de
las mismas expresiones.

57. Nora. — Las expresiones referidas en el enunciado
que antecede, estin representadas en la identidad por las letras
@ y b. Es natural que estas letras pueden representar mo-
nomios o polinomios eualesquiera,

EJEMPLO 1I:

(3a® + 5b)(3a° — 5b) = (3a2)2 — (5b)2 = 9a® — 25 b2

EJEMPLO 1II:

(—2zy+t2)(=22y—g) = (—2xy)® —2=4ay2—2°
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EJEMPLO III;
(.’.J+1J—o)(’1—+—3J+ )=[(2a+43 y)—>] [(Za43y)+5] =

r + 3y)* — 25
EJEMPLO IV:
(¢t —a+y—>b)(e —a—y-+b)=
= [(J —a) + (v —b)] [(x —a) — (y —-b)] =
= (¢ —a)” — (y — b)*
58. Cuadrado de un binomio. — Puesto que
(a +0)*= (a+0b) (a+D),

efectuando la multiplicacién (que como ejereicio la dejamos
para el estudiante), se encuenira ficilmente la identidad:

(@ b)r=a>+2ab 4 b

que justifica la siguiente

RegLa, — El CUADRADO DE UN BINOMIO es igual al
cuadrado del primer término, mas el duplo del primero por
€l segundo, mds el cuadrado del segundo,

Mas brevemente, podemos deecir también, que el euadrado
de un binomio es igual a la swma de los cuadrados de los
términos ds su doble producto. (*)

Nora. — En este caso, asi eomo en todas las identidades
que tratemos, es aplicable, también, la Nota del (N.” 57).

EJEMPLO I:

2z 4 3y)*= (22)* + 2 (22)By) +-By)*=
=422 + 122y + 942
EJEMPLO 1I:

o+ (0 + )2 =a +2a (b + ) + (402 =
——cv—}—”ab—f— ac 4+ b2+ 2be | ¢ g
59. Obsérvese en la identidad anterior (ue, mientras que
los euadrados de los dos términes del binomio son siempre -
positivos, cualesquiera sean los signos de estos términos, el
~ (*) Esta regla, asi como la que veremos mas adelante referente al cubo de

una suma (N.° 60), ya han-sido halladas en el curso anterior para la suma
de dos nimeros absolufos,
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doble producto tiene el signo -+ o — , segan que los tér-
minos del binomio tengan el mismo signo o signo contrario,
respectivamente. Asi, por ej., si el binomio que elevamos al
cuadrado es (a. — b) el doble producio serd —2ab, y
aquella identidad se eseribe asi:

(¢ —b)}=uw*—=2ab -+ b?

Las dos identidades pueden escribirse en la forma Uniea
siguiente : -

(@ £b)2 =@¢*>*=2ab + b?

Nora. — El doble signo = de esta identidad, asi como de
cualquier otra, significa que resume dos identidades: una to-
mando para todos los términos el signo superior; la otra,
tomando para fodos los términos el signo inferior.

EJEMPLO 1I:

(3402 —12b): =(%a®)® —2 (3he®) (12 D) + (e b)2 =
=9/1gat — 3 a? b + W4 b
EJEMPLO I1:
(—3 —Ta®)? = [(—38) 4+ (—T7a?)]® =
= (— 3)* 4 2 —3)——(1")—}—(—11)-———
= 9 } 422% + 492"
Este ejemplo es-del mismo tipo del primero del (N.° 58), puesto

que basta poner en evidencia el factor —1 euyo cuadrado es - 1.
60. Cubo de un binomio. — Por definicién de cubo,
tenemos :

(a+ D)= (a+Db) (a-}+1b) (a0 +b) =
= (a+ b)* (¢ +b) = (¢ +2ab -+ b*) (a-+ b)

Efectuando esta tltima multiplicacion, llegamos a Ia
identidad :

(a+b)=a+3ab+3ab* -+ b

que justifica la siguiente

Reera, — El CUBO DE UN BINOMIO es igual al cubo
del primer término, mas el triplo del cuadrado del primero
por el segundo, mas el triplo del primero por el cuadrado
del segundo, méis el cubo del segundo.
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61. Si en la identidad anterior cambiamos el signo de b,
cambian también de signo los términos que contienen las po-
tencias wmpares de b que se obtienen:

(@ —0b)>=a*—3a% + 3ab>— b

»

Como ejercicio, enuncie el estudiante en este easo la regla
respectiva, es decir, la que da el desarrollo del cubo de una
diferencia. :

Si también cambiamos el signo de @, resulta:
(—a—0b)=—da —3a¢°h —3ab>—b°

Si observamos que (— @ — b) es el niimero opuesto de
(¢ + b), y recordando que al cambiar de signo a la base
de una potencia de grado impar, la potencia cambia de signo,
resulta justificado, pues, por otro procedimiento, la diferen-
cia que existe entre los desarrollos de (a -+ b)* y (— a — b)*.

EJEMPLO I:

(2 @*4-m x)® = (2a2)*43(2a*)*mz 4 3(2a*) (m2)* 4 (max)? =
=8a*412a¢* ma 4 6 a*> m* 2* | m® a®

EJEMPLO 1I1:

(Yoa® b—2)* = (Yoa® b)® — 3(Y% a® b)2 24 3(1% a*b)2% — 28 ==
=% a® b3 — 3/, a® b* 4 6 a’b — 8

62. Cuadrado de un polinomio, — Aplicando la propie-
dad asociativa de la suma, transformamos un polinomio en
un binomio. Luego desarrollaremos su cuadrado aplicando
la regla del (N.” 58). Asi, el desarrollo del Ejemplo IT del
(N.* 58), nos daria el cuadrado de un trinomio:
(@a+bt+or=[la+0®+alE=

=a*+ b2+ c*+ 2ab - 2ac+ 2be
Andlogamente para un cuairinomio:
@+b+etad=1[a+b+e) +ar=
=(a+b+e)*+2((@+b-+e¢)d+ d=
= a*+ 024>+ 2ab+-2ac | 2be | 2ad |} 2bd 4 2¢d - &P
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Del mismo modo procederiamos para un polinomio de un
niumero cualquiera de términos; la regla que enunciaremos
es valida para el caso general:

RucrLa, — El CUADRADO DE UN POLINOMIO es igual
a la suma de los cuadrados de sus términos, mas el doble
producto de cada término por cada uno de los que le siguen.

EJEMPLO : 7 '

(z* — 22 + 2z + 1)2 =
2ttt 14208 (—a?) 22824228 -2 (—a2) 242 (—22) F 20 =
=a% 4 ot | 2?4+ 1—225 | 20t | 228 — B33 — 222 -2 ==
=ab — 2% - 3at — a2+ 22+ 1

63. Otras identidades usuales. — También son de uso
frecuente y, por tanto, resulta conveniente su retencién, las
identidades siguientes:

(@E =k ax Fa?) (—a)
(22 — e o+ a?) (g +a)—=a0+ad
(¢ +a) (x+b) =a>-+F (¢ +b)z+ab
(£ —a) (2=0)=2*— (a+-b)x+ ab
(z+a) (24b) (z4-¢) =25+ (a+b +c) a2~ (ab+ac+-be)z-+abe

cuya verificacion dejamos como ejercicio para el estudiante.

25 g8

Como ejereicio de multiplicacién de polinomios, halle el estudiante
identidades andlogas a la tltima, multiplicando cuatro o mds fac-
tores binomios que tengan iguales entre si sus primeros términos:

Division

64. Trataremos tnicamente de la division de monomios
y polinomios enteros.

Pueden presentarse tres casos de divisién algebraica:

1." Diyisién de monomio por monomio.

2.° s " polinomio *’ 4

3.0 ) 3 n 12 I)Ollllomlﬂ.
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Recuérdese que, seginn la definicion de division que se ha
dado en el eirso anterior (As N.” 255), el producto del co-
ciente por el divisor debe dar ol dividendo.

65. Division de monomiocs, — Recordando también el
(N.” 46), tendremos que el coeficiente del monomio dividen-
do serd el prodiicto de los coeficientes del divisor y del
cociente; por tanto, el de este Gltimo se obtendrd dividiendo
el coeficiente del dividendo por el del divisor.

También tendremos que el exponente de una letra en el
dividendo, serd la suma de los expowentes de la misma lefra
del divisor y ecociente; por tanto, el exponente de una lefra
del cociente se obtendrd restando al exponente del dividendo
el del divisor de la misma letra.

Finalmente, debiendo econtener el dividendo todas las di-
ferentes letras del divisor y del cociente, si hay una lefra
aue solamente se encuentre en el dividendo deberd apare-
cer igualmente en el ecociente.

Lo antedicho justifica la siguiente

Recrs, — El COCIENTE DE UN MONOMIO POR OTRO
es el monomio cuyo coeficiente es el cociente de coeficientes,
y la parte literal estara formada por todas las letras cuyos
exponentes seran las diferencias entre los que tienen el
dividendo y el divisor.

Las letras que figuren en el dividendo y en el divisor con
igual exponente, daréin por cociente 1 y, por tanto, no figu-
rardn en el cociente,

Si hay letras en el divisor que no figuren en el dividendo
o tienen exponente mayor, no es posible reducir el cociente
a momomio entero. Prescindiremos por ahora de este caso,
que volveremos a tratar més adelante, en la division de frae-
ciones. )

EJEMPLO I:

Dividir —6a* b* 25 por 2a® b a?

El cociente de coelicientes es (—6):(2) =—3
" exponente de a es ...... 3—2= 1
» ” ”»” ,) » 4 = 1 e 3
” ” » T 3 5 e . 3 f— 2

El resultado es, (—6a?b*a®): (2 b &)= — 3ab® %’

S e "
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Efectiese la prurba multiplicando el coeiente por el divisor.
EJEMPLO II:
(—3a*b® 22 y?) s (—4ab?2?y) = 34 aby®

66, Cuando el cociente de dos monomios enteros es un

monomio entero (caso de los dos ejemplos anteriorves), se
dice que el monomio dividendo es divisible por el monomio
divisor.
De lo expuesto podemos enunciar la siguiente propiedad :
Para que un monomio sea divisible por oiro, es necesario
que los grados de las letras del divisor mo sean mayores que
los de las mismas letras del dividendo.

67. Divisién de polinomio por monomioc, — Puesto (ue
dividir un polinomio por un monomio significa dividir una
suma por un numero, aplicaremos, en consecuencia, la pro-
piedad distributiva de la division ya tratada en el curso
anterior (A, N.” 262). Por tanto, tendremos la siguiente

RecLa. — El COCIENTE DE UN POLINOMIO POR UN
MONOMIO es la suma de los cocientes de cada término del
dividendo por el divisor,

En cada una de las divisiones parciales se aplicard la
regla del (N." 65).

EJEMPLO I:

(8xd—xt—=2u2) 2 x—
= (84%): (22) + (—a'):(22) + (—222): (22) =
— 4 pt — l‘,,’_, . —

EJEMPLO II:

(Razt —Ha*a® 4+ x2): (—a?) = —2a2* +Hata—1

Cuando el cociente de un polinomio por un monomio, am-
hos enteros, es también un polinomio entero, se dice que el
polinomio es divisible por el monono,

€8. Divisién de polinomio por polinomio. — Divigion
exacta. — En lo sucesivo, al referirnos a polinomios, supon-
dremos que se trata tnicamente de polinomios enteros. Deci-
mos que, un polinomio es divisible por otro cuando existe un
tercer polinomio, o eventualmeyte un monomio, que multiplh-
cado por el segundo reproduce el primero, '
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Asi, por ej., si A y B son los polinomios dados, y € el poli-
nomio que multiplicado por B da A, decimos que A es el
dividendo, B el divisor y C el cociente exacto; podemos, en
consecuencia, escribir:

A =B X C(C, obien,” 4:B =2C

Lia operacion se llama, entonces, divisién exacta.
BEJEMPLO: (a®*—0b?) es divisible tanto por (e - 0) como
por (@ —b), puestoque (a®— b?) = (a —b) (a + b).

69. Veamos ahora eémo se halla el cociente de dos po-
linomios, en el caso de una divisién exacta.

Clon la intencién de facilitar la explicacion, efectuaremos
primeramente la multiplicacion de dos polinomios ordenados
segln las potencias decrecientes de una de sus letras; luego,
mediante el polinomio producto y uno de los factores, tra-
taremog de obtener el otro factor.

Efectuemos, por ej., el producto (2¢* — a)(a® + 3).
(26°—a)(a*43) =

24° — @
+6a*—3a

=2a"+5a*—3a

Ahora, con los polinomios
2a*+5a*—3a) y (2¢*—a)

tratemos de obtener el otro. Para ello, obsérvese que el pri-
mer término del polinomio que queremos obtener, multipli-
cado por 2a* (primer térimno del segundo), debe dar 2a°
(primer término del producto); por tanto, inversamente,
aquel término se obtendrd dividiendo 2 a® por 2a®. Asi obte-
nemos a °.

Pero el polinomio (2¢* + 5a¢* — 3 a) se obtuvo mediante
la suma de dos polinomios, de log cuales uno es el producto
de (24 — a) por (e?); por tanto, si de (2a°45a*—3a)
se resta este tltimo producto que es (2a4° — ¢*), la dife-
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rencia que se obtiene, que es (6a¢* — 3a), vesultard ser el
producto de (2¢* — a) por el segundo término desconocido
del polinomio que deseabamos obtener; por consiguiente, di-
vidiendo su primer término 6 ¢* por el primer término 2 @?
se hallard este segundo término, que es 3.
El cociente que buscdbamos es, pues, a* - 3.
La operacién se dispone asi:
2a°+5a*—3a | 2¢°—a
—2a® 4+ @ [ a%s=3

6a*—3a
—6a*+3a

0

70. Con un razonamiento andlogo al del ejemplo ante-
rior, podemos deducir la regla para obtener el ceciente de
dos polinomios, que se fundaria, pues, en los dos prinei-
pios siguientes:

1. Estando ordenados el dividendo y el divisor con res-
pecto a las potencias decrecientes (o crecienies) de una misma
letra, el primer término del cociente se obtiene dividiendo €l
primero del dividendo por el primero del divisor.

Este principio es evidente, por otra parte, puesto que, -
de acuerdo con el (N.” 51), el primer término del producto
de dos polinomios ordenados (que llamamos dividendo, en
este caso), resulta de multiplicar el primer término del
multiplicando (divisor) por el primero del multiplicador
(cociente).

2.° Si del dividendo se resta el producto del divisor por
el primer término del cociente, dividiendo el primer térming
de esta diferencia (o dividendo parcial) por el primero del
divisor, se obtiene el sequndo término del cociente.

En efecto, siendo el dividendo el producto del divisor por
el cociente, si se resta del primero el producto del divisor
por el primer término del cociente, la diferencia serd el pro-
ducto del divisor por los demds términos del cociente. Por
tanto, segin el principio anterior, si se divide el primer

4
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término de esta diferencia por el primero del divisor, se ten-
dré el segundo término- del cociente. Esta primera diferencia
~se llama primer dividendo pareial,

De acuerdo con los dos principios anteriores, el cociente
exacto se obtendra con la siguiente

ReGrA, — Para DIVIDIR DOS POLINOMIOS ordenados
seglin las potencias decrecientes de una misma letra, se di-
vide el primer término del dividendo por el primero del
divisor, y el resultado es el primer término del cociente.
Se multiplica éste por todo el divisor y el producto se resta
del dividendo, obteniéndose asi el primer dividendo parcial.
Se opera con este dividendo parcial del mismo modo que
con el dado, y asi sucesivamente hasta obtener un dividendo
parcial igual a cero,

EJEMPLO:

(Bat — 1322 + 222 — 1l 2+ 3): (a2 — 2a + 3)

Dispondriamos la operacion asi:
Sat—13a* 4222 — 1 e -3 | 22—22-+3
— 5zt 4 10 2% — 15 a7 |pa?—3a-41

— 324 Ta*—N a3
38— G224+ 9u

Hemos dividido 5 2* (primer término del dividendo) por z* (pri-
mero del divisor), lo que nos di6 5 22, primer término del eociente.
Hemos multiplicado este primer ténmino 522 por todo el divisor;
ecomo este producto debemos restarlo del dividendo, después de mul-
tiplicar cambiamos de signo a cada producto pareial, y luego redu-
c¢imos términos semejantes. Asf, diremos: -522 por - z°, da

—+5xt, pero para restar, pondremos: —5z* debajo del término
semejante del dividendo; luego, 522 por —2x,da —102*,
pero para restar, pondremos: -+ 10 2% debajo del término — 13 2?

del dividendo, y asi sueesivamente.
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71. En la prictica conviene, para el cdleulo de los suce-
sivos dividendos parciales, efectuar simultineamente las
multiplicaciones y sustraccienes, como indicamos a con-
tinuaeion : i :

bt —13r* +222*— 11 +3 | «* —2x 4 3
— 324+ Te*—1z+3 |Hha? —3 x4 1
#— 2243 |
0

72. Si en el dividendo faltara alguna potencia de la letra
ordenatriz, conviene dejar en blanco el lugar de los tér-
minos que faltan.

EJEMPLO : #
i —ad* |z —a
ax® —a® | a® 4 ax—+ a?
a* z—a®
0
Nora. — Como ejercicio, compruebe el estudiante las divi-

siones de los ejemplos anteriores, multiplicando el cociente
por el divisor, debiendo obtener el dividendo.

Otra manera de efectuar la prueba es la de dividir el divi-
dendo por el cociente, debiendo obtener como resultado el
divisor. (Como ejercicio de division, efeetiie el estudiante por
este procedimiento las pruebas de las divisiones de los ejem-
plos anteriores).

73. Division inexacta. — Tios polinomios divididos en los
dos ejemplos anieriores habian sido preparados de ante-
mano, a fin de que dieran cocientes exactos. Pero podemos
tomar dos polinomios enteros cualesquiera, y dividirlos apli-
cando la misma regla.

Si llegamos a un dividendo pareial nulo, quiere decir que
habremos obtenido un cociente exacto. Pero en la mayoria de
los casos, llegamos a un dividendo parcial cuyo primer tér-
mino no es divisible por el primero del divisor, por ser de
grado nferior al del divisor; entonces, ya no es posible con-
tinuar la division,

N
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BJEMPLO: 8u*—2 2 — 248 2—z2
—2a% 4 8a?—172+3 | 8a—2
8a2—19z +7

El altimo dividendo parcial obtenido (82 — 19 = 4 T)
se llama resto; el cociente (8 2 — 2) se llama cociente entero,
v la operacion se llama division inexacta.

De manera que, en el caso de divisién inexacta, deberi, mo-
dificarse la regla del (N.” 70), en su parte final, donde dice:
‘“...hasta obtener un dividendo parcial igual a cero’’, de-
biendo decir, en este caso, ...hasta obtenar un dividendo
parcial, llamado resto, de grado menor que el divisor,

T4. Como el resto obtenido en la divisién inexacta re-

sultéo de restar del dividendo sucesivamente el producto del
divisor por cada uno de los términos del cociente, es decir:

Dividendo — (divisor X cociente) = resto
si llamamos D al dividendo, d al divisor y R al resto, se
verificard la identidad
D.=d X e+ R

Mediante esta igualdad puede verificarse la division; esta
verificacion constituye la prueba de la operaciom efectuada.
Asi, para el ejemplo del parrafo anterior, tendriamos:
Bat—2a% —g + 3= (2®—2 +2)(8x—2)+ (822 —192 -} 7)

Nora, — Es natural que, si el resto de una divisién es nulo,
es decir, si tenemos Il =0, la identidad anterior se trans-
forma en

=.d X ¢
y entonces la division es eracta, estando, pues, en el caso
del (N.” 68).
-
75. Dividiendo ambos miembros de la identidad anterior

(D=4d X e+ R) por d, tendremos:
D R
Sy bk —
d d
De acuerdo con esta identidad, vemos que puede comple-
tarse el cociente entero de una divisién; para ello, se le suma
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el cociente que resulta de dividir el resto por el divisor. A la
suma (¢ + R:d) se llama cociente completo, distinguiéndose
asi del cociente eracto obtenido en una divisién exacta.
EJEMPLO :
En la divisién del dltimo ejemplo, el cociente complelo es:

8iz2=—183 -7

8x—2-4

ad—az 2

76. Divisién de monomio por polinomio, — Hsta division
puede considerarse como un caso particular de la de poli-
nomios; por tanto, se efectiia con la regla ya dada para
los polinomios. Es natural que, en este caso, la division
nunca puede ser exacta, porque si lo fuera, el producto del
cociente (supuesto exacto), multiplicado por el divisor, que
es un polinomio, no podria dar el (}ividendo, que es un
monomio (N.° 52). '

EJEMPLO I:

x3 l x-4+1
—a® | a2 —ax 41
—1

Tendriamos, pues:

B = (z+1) (e —2F1)F(—1)
 EJEMPLO II:

E feetuemos la divisién el ejemplo anterior, ordenando el divisor

segiin las potencias decreciertes de x; tendremos:
z3 | 142

— it | &% —at - ad— ...

(Clomo vemos, la operacion puede continuarse indefinidamente; po-
demos decir que el cociente consta de un ntumero infinito de términos,
Andlogamente obtendriamos:

X

——=1—az 4 —a | at— ...
142
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"Una suma como esta tltima, es decir, de un namero infinito de
términos, que se dedncen unos de otros mediante una ley determi-
nada cunalquiera, se llama una serie,

La expresion del primer miembro de la igualdad anterior se llama
la suma de la serie.

Se dice también, que el segundo. miembro es el desarrollo en serie
de la expresién del primer miembro.

El estudio de las series constituye uno de los tépicos de mas tras-
cendencia, en el estudio de la Matemdtica superior.

EJEMPLO III. — Procediendo como en el ejemplo anterior, se
encnentran los siguientes desarrollos en serie:
1 i
ol e B e LR e bR
ey
1
e L D L A
122

Como ejercicio de division, dejamos que el -estudiante halle estos
desarrollos.

Nora. — Del desarrollo en serie del Ejemplo II hubiéramos po-
dido dedueir estos tltimos, reemplazando la letra (2) por (—y),
o por (z%), respectivamente.

77. Ley de formacion del cociente por »—a.

Sea un polinomio entero en x, ordenado segiin las poten-
cias decrecientes de x ; hallaremos el cociente de su division
por el binomio z—a.

Para facilitar el razonamienfo, nos concretaremos a umno
de tercer grado:

Art Bzt 4 Ca + D

advirtiendo que los términos del cociente (ue encontraremos,
estan sujetos a una ley, o regla general, llamada regla de
Ruffini (*), que nos permitira hallar dicho cociente, sin
efectuar la division, cualquiera sea el grado del dividendo,

(*) PABLO RUFFINI (1765-1822), médico y matemdtico italiano. Rector

de la Universidad de Mdodena, fué, ademés, profesor de Cliniea médica, de Me-
dicina préctica y de Mateméticas. Esta @ltima ciencia le debe preciosos descu-
brimientos sobre la teoria de ecuaciones y, especialmente, la demostracién de la
imposibilidad de la solucién general de 'las ecuaciones algebraicas de grado su-
perior al cuarto,
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Para ello, efectuemos primeramente dicha divisiéon:

A3 4+ Br* 4+ Cx+D | x—a
—dad | Aax? | da*+(da+-B)a-{ (Ada+B)a-t+0]

- (da-+B)az +Cx+D
— (da -+ B)a® + (da+-B)ax

[(da+ B)a + C]x 4 D
—[(da+B)a-+ |z~ [(da -+ B)a -+ Cla

[(da—+B)a—+ Cla+D

Si examinamos el cociente, vemos: que su primer términe,
A 2%, es igual al primero del dividendo, o sea A x°, disminui-
do una unidad el exponente de x, cuyo exponente va dis-
minuyendo una unidad en cada uno de los términos siguien-
tes; el segundo coeficiente (A a -+ B), es igual al del tér-
mino anterior, o sea A, multiplicado por @, y sumado
con el coeficiente B del segundo término del dividendo; el
tercer coeficiente [(A4 a+ B)a -+ C], es igual al del tér-
mino anterior, o sea (A« -+ B), multiplicado por a, ¥
sumado con el coeficiente (! del fercer término del dividendo.

El resto, [(Aa + B)a + Cla - D, es igual al dltime
término de! cociente, o sea [(A ¢ + B)a + €], multiplicado
por @, y sumado con el dwltimo término D del dividendo.

Podemos enunciar, pues, la siguiente !

REcLA, — El COCIENTE DE LA DIVISION POR « — 2
de un polinomio entero en ., supuesto completo y orde-
nado seglin las potencias decrecientes de ., es ofro poli-
nomio igualmente ordenado y supuesto completo, que se
obtiene asi:

1.". El primer término del cociente es igual al primero
del dividendo, disminuido su exponente en uma unidad.

2. Cualquier coeficiente de los términos del cociente se
obtiene multiplicando por « el coeficiente del término que
le precede, y sumando a ese producto el coeficiente del
término que ocupa igual lugar en el dividendo,
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a0

3. El resto de la division se obtiene multiplicando por
a el altimo término del cociente, y sumando a ese producto
el dltimo término del dividendo.

EJEMPLO. — Sin efectuar la divisién, hallaremos el cociente y

el resto de:
(ot —8ua® +da? ++ 2 —06): (x—3)

En este caso, tenemos «=3.

Aplicando la regla anierior, tene-
mos para el cociente:

1.°" término

== G
Coeficiente del 2.° término =5 X 34(—8)=T7
b1 » :;.tr » :l '. + _1 e u:)
” ” 4.0 ” _— 2 >/ ; _l__ 1
Resto de la division =76 X 34 (— 6) =222
El cociente es, pues: 5a* +7a2 4252 +76, y el resto, 222.

78. Kn la regla anterior se ha supuesto el dividendo y
el cociente completos. Si alguno de estos polinomios no fuer:
completo, se le consideraria como tal, imaginando que ten-
gan coeficiente cero los términos que faltan.

EJEMPLO. — En la divisién (2° — 2 4~ 222 4 8): (z — 4)
cuyo dividendo carece de témminos en z' y en z, lo completa-
remos asi: |

2 4+ 0at —ad 422240248
Tendremos, pues:

Primer término del cociente — x*

Coeficiente del 2.° término= 1 X 44 0=4

Y D A B D e T B

1 iy ek et I B S )

o D =62 X 44 0=248
Reston . =5 0t .. =248 X 4 +8=1000

El cociente es, pues: .L' + 4 4 1522 + 622 + 248, y o
resto, 1000 .

T79. 'Téngase presente que, si el binomio divisor es de
la forma x -} a, basta expresarlo en la forma z — (— a);
en consecuencia, en la aplicacién de la Regla de Ruffini, en
lugar de multiplicar por a, se multiplicara por — ¢,
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EJEMPLO. — En la divisién (2* 4+ 42° 4+ 6z — 2): (z + %),
tendremos:
2.° coeficiente = 1 X (—¥%) +4=7/,
JivE s = ("/2)(—) +6="7/,4
Resto . . . .= (/) (—1) —2=—3/
El cociente es, pues: @+ 7 /o @ 27/4 , y el resto, —32/g.

80. Resto de la division por z—a.

Cuando solamente interesa conocer el resto de la division
del polinomio por el bincmio z-—a, es atil poder determi-
nar facilmente ese resto sin efectnar la division, o bien sin
caleular los sucesivos coeficientes del cociente.

Al efecto, volviendo al ejemplo de la division del (N.® 77),
vimos que el polinomio dividendo, que ahora representamos,
simhdlicamente, por P(z), o sea,

P(z) = A« + Bz + Cz -+ D

dividido por z—a, nos da el resto (que ahora representa-
nos por R):
R=[(Aa+ B)a+ Cla + D
Efectuando operaciones en esta ultima expresion, tenemos:
B=A4a¢ + Ba*+ Ca + D
Obsérvese que este valor de R es el que se obtendria re-
emplazando en el polinomio P (x) en lugar de z el valor a,
Yy que se representa asi: P(a). Como el razonamiento efee-
tuado para el polinomio dado de tercer grade, tiene cardcter
general, nos resulta demostrada, pues, la siguiente

Propiepap. — E1 RESTO de la division de un polinomio
entero en x por un binomio de la forma »— g es igual
al valor que adquiere el polinomio para z=ua ; es decir,
(ue tenemos: 8

B = P(a)

La regla que antecede también puede demostrarse directamente.
En efecto, si llamamos @ (x) al coeiente de la division del polino-
mio P(x) por el binomio z—a, y R al resto, de acuerdo con
la identidad del (N.° 74), tenemos:

P(z)=(z —a) X Q(z) + E
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Como esta identidad se verifica para cualquier valor de z, po-
demos hacer en ella #=a, y nos resulta:

P(a) = (a—a) X Q(a) + R

(Téngase presente que R es independiente de =z, porque es Ge
grado inferior al divisor). Como (a—a) =0, se anula su pro-
ducto por @(a), y nos resulla:

P(a) =R
es decir, que obtenemos la identidad que resume la regla anterior.
EJEMPLO I. — Caleulando por esta regla el resto de la division
(bat — 82 422 4 22— 6): (x—3)
ya tratada en el Ejemplo del (N.° 77), tenemos:
R=P(3)=5X3*—8 X 344 X 324-3—6—405—216-}36-}-3-—6=222
EJEMPLO 11. — Tl resto de la division ya tratada en el (N.° 79),
0 sea, (2 + 422 4+ 62 — 2): (2 + %)
es:  R(—Y5)0H4(—15)H-6(—1h) —2=—Vi 1—3—2=—1/,

81. Divisibilidad por =—a. p

Si el resto de la divisibn de un polinomio P(z) por el
binomio (x —a) es nulo, significa que el polinomio es di-
visible por el binomio (Nota del N. 74). Pero, segtn el
(N.° '80), dicho resto es: P(a) = 0, relacién ésta que nos
justifica la siguiente

ProriEpAp. — Para que un polinomio sea DIVISIBLE

POR i —a es necesario y suficiente que adquiera el valor
cero (es decir, que se anule), sustituyendo en él = por «.

EJEMPLO- — El polinomio az4—5a2*-442—4 es divisible
por x— 2, porque para &=—2 nos da: 2*—5X2°+4X2—4 =10,

82. Como corolarios de la propiedad anterior tenemos
las cuatro propiedades siguientes:

La diferencia de dos potlencius de igual grado es divisible
por la diferencia de las bases.




MULTIPLICACION Y DIVISION DE MONOMIOS Y POLINOMIOS 45

Asi, 2" — a" es divisible por # — @, porque el resto de
la division es R = a" — " = 0.

Como aplicacién de la propiedad auterior, efectuemos la division,
va sea por el método general, o por la regla de Kuffini; expresan:do
luego que el dividendo es igual al producto del divisor por el eo-
cienfe (N.” 64), nos resulta la signiente identidad :

2" — a" = (2 — a) (2" 4 az"2+ta? 2" 4 ... F+a"Y)

Haciendo en ella a=1, y recordando que cnalquier potencia
de 1 es igual a 1, obtenemos, como caso particular, esta otra
identidad, también muy usada en Matemdtieas:

M —1= (a— D @E@" "+ a"2+ ... + 2+ 1).

83. La swuma de dos potencias de igual grado no es divi-
sible por la diferencia de las bases.

En efecto, en este caso R = a™ + ¢" = 2 & £ 0.

84. La diferencia de dos potencias de igual grado es di-
visible. por la suma de las bases, sdlo cuando el grado es par.

En efecto, en eSte caso, el resto es: R = (—ua)" —a", ¥
se obtienen valores diferentes, seglin ¢ue m sea par o impar:
Para ‘m' par; resulta: B = ¢™ —¢™ = 0.,
L) iml)al‘ 2> l.) _ (lﬂl o a"l —_— 2 a"lv # O 'y

o Asi; por ejemnplo, Ia diferencia x*—a* es divisible por la suma
-+ a. Efeetnando la division y aplicando luege la definicién de
division (N.” 64), resulta la identidarl;

J.Al Fam ”.I — (,r + ((,)(,r'" e 2 _*_ llr:.l‘ S . at%)
85. Lu suma de dos potencias de igual grado es divisible
por la swmae de las bases, solo cuando el grado es impar.
Hsta propiedad se justifica en forma andloga a la ante-
rior; como ejercicio, lo dejamos para el estudiante.

Asi, por ej., la suma 2* - a® es divisible por la suma z -+ a;
efectiiese la division y justifiquese la segunda de lag identidades
del (N.° 63).
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Factores comunes

86. Sean dados un polinomio y un monomio enteros, el
primero de los cuales suponemos sea divisible por el segundo
(N.” 67). Por ejemplo:

126 b® 4 8a? b® — 2002 b2y 242D

Efectuemos la division :

(12a® b + 802 b° — 2002 0%) 26> b=6a b> -+ 4b*—10D
de donde, por defincion de division (N.” 64), tenemos:
1260 4 82 0°—20a2 0> =2a*b (6ab*>440*—100)

El polinomio dado resulta asi desecompuesto en dos facto-
res, uno de los cuales, el monomio, es un factor comin de los
términos del polinomio. La transformacién indicada en la
ultima igualdad, se llama poner en evidencia un factor, o
bien, decimos que se saca un factor comtn. (A, N.” 263).
Tenemos, en consecuencia, la siguiente

RucrA. — Para SACAR UN FACTOR COMUN de los tér-
minos de un polinomio, se multiplica el factor que se desea
sacar por la suma de los cocientes que resultan de dividir
cada término del polinemio por dicho factor.

87. Generalmente se saca el mdwimo comin divisor de
los términos del polinomio; es decir, el monomio euya parte
literal es el producto de las potencias de mds alto grado de
las letras comunes a todos los términos del polinomio, y cuyo
coeficiente es el maximo comun divisor de todos los coefi-
cientes del polinomio.

EJEMPLO 1. — En el Ejemplo del (N.° 86), sacando el méximo
comin divisor, que es 4a> b®, tenemos:
12a* b +8a®> b — 20 a2 b* =4 a®> b* (3 ab -} 2 b® — 5)
EJEMPLO II:
(z —2y)* —8y(z—2y) —4z 2y — 2) =
=—(e—2y)*—8y (2—2y) +4z(2—2y)=(2—2y) [(x—2y)--8By+-4z]=
= (¢ —2y) (5x — Wy) = (z —2y) 5 (z — 2y) = 5(z — 2y)*
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88. Nota, — De un polinomio, a wveces interesa poner en
evidencia una ciertq expresion algebraica, aunque ella mo sea
factor de todos los términos del polinomio.

Esto se consigue aplicando también la regla anterior; el
cociente que se obtiene en este caso, no resulta entero.

Asi, por ej., si en el polinomio aa® 4 bax - ¢ deseamos poner
en evidencia el factor a, tenemos:

b @

ar* +bx+c=a | a®+ —a -+ —

1] a

Descomposicion de polinomios en
factores primos

89. En algunos casos es conveniente transformar un
polinomio en el producto de expresiones algebraicas enteras,
operacion ésta que se llama descomposiciéon de un polino-
mio en factores: se le llama, también, factoreo algebraico.

No siempre es posible esta descomposicion, ni existen re-
glas generales para rvealizarla, Al efecto se ensayan ciertos
procedimientos, generalmente en el orden que se indican a
continuacion, que se fundan en las propiedades anterior-
mente estudiadas,

90. Sacar un factor comfin total. — Se aplica la regla
del (N.” 86).

El factor que se saca es generalmente el mdximo comin
dwisor de todos los términes del polinomio que se desea tram-
fermar en producto.

Asi, por ej., tendremos:
6:a% 0% ¥ 10 bi-e——Dia? b gti=

=2a* 0% ¢ (Bab®¢ - da b — b2 ¢?)
91. Sacar un factor comfin parcial. — Sea, por ej., el

polinomio :
Sar -——6x 4 20y — 4y

Observemos que los dos primeros términos tienen el factor
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comtn 3 ; los dos Gltimos, ol factor ecomin 2. Sacando
esos factores comunes pareiales, -tenemos:

Jdr—6a+2ay—4y=3=x (e =2)+ 2y (@ —2)
Como el factor polinomio que queda en cada producto
es el mismo, podemos, a su vez, sacarlo eomo factor comin.
v nos resulta:
300 —be+2ay—4y = Bz + 2y)(a— 2)

es decir, que logramos descomponer ¢l polinomio dado en
factores. :

El procedimiento empleado puede enuneciarse, en gene-
ral, asf: ;

Se agrupan convenientemente los términos del polinomio
dado en dos o mds polinomios de igual niimero de términos,
sacando luego en cada wio de estos polinomios parciales, ¢l
factor comiin que apareciere; si el polinomio que, queda den-
iro de cada paréntesis es el mismo, éste se saca, a su Vez
como factor comin.

EJEMPLO :
max + m by - Snat — ma - bn —Hnb=

— (mate +mber— mr)— (Ina L 5nb-—5n) =

— ma(a® 4+ b—1)—> n(a® 4+ b — 1)—(m x — 5 n) (a®4b —1)

99. Diferencia de cuadrados, — Si aplicamos la ley si-
" métrica a la identidad del (N. 56), tenemos:
3 at — b = (g-+.b)(e — )

que nos justifica el siguiente enunciado general :

La diferencia de los cuadrados de dos expresiones es igual
al producto de la swma por la diferencia de dichas erpresiones.

Por este procedimiento podremos descomponer, pues, una
diferencia en un producto-de dos expresiones binomias.

EJEMPLO I Az —25= (22)! — 5*=(2z + 5}(22—9).
EJEMPLO II. Via?a® — 8= (Yaaz*+ V8 (Yeaa® — VB).
BIEMPLO T, 418 — 312% = (418 4 319) (418 — 312).
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EJEMPLO IV.  (24a)* — (y — a)® =
=4 a+(y—a) [ (e4a)—(y—a)]=(z+y) (2—y +2a)

93. Diferencia de potencias de igual grado. — De acuer-
do con la propiedad del (N." 82) sabemos que la diferen-
cia de dos potencias de igual grado es siempre divisible
por la diferencia de las bases; en consecuencia, de acuerdo
con la identidad :

J‘m Logh— (J‘ =i (,lv)(‘l‘"l—] + a P™m—2 + ”2 Im_;; _I_ S + am_,‘l)
demostrada en aquel parrvafo, tenemos el siguiente enuncia-
do general ;

La diferencia de dos potencias de igual grado es igual al
producto de la diferencia de las bases, por el cociente que
resulta de dividir lag diferencia de potencias dadas por la
diferencia de las bases. (Este cociente puede obtenerse por
la regla de Ruffini).

EJEMPLO I.

at — 16 = a* — 2* = (2 — 2)(2® 4 22° | 42 | 8)

EJEMPLO 61, 8a? —125 = (24)* — 5 =

=(2a —5)[(2a)? + 5(2a)+5*]=(2a — 5) (4 a® + 10 a + 25)

94. De acuerdo con la propiedad del (N.° 84), la dife-
rencia de dos potencias de igual grado también es divisible
por la suma de las bases cuando el exponente es par; pro-
cederemos, pues, como antes (N.° 93).
~Asi, para la diferencia de potenciag del Ejemplo I de dicho pd-
rrafo, tenemos esta otra forma de descomposicion :

o —16 =@t — 2t = (2 -} 2) (a® -— 222 | 42 — 8) -1

856, Tratindose de la diferencia de potencias pares, tam-
bién puede considerarse como la diferencia de cuadrados, y
aplicarse el (N.* 92).

Asi, para el ejemplo anterior, tenemos:

216 =t — 2 — ()% — (297 = (a2 | 20) (2? - ) —

— (@ +4) (& + 2) (2 — 2)
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96. Suma de potencias de igual grado. — De acuerdo
con la propiedad del (N.” 85), la suma. de dos potencias de
igual grado sélo es divisible por la suma de las bases cuando
el grado es impar; como en el (N.” 93), tenemos, pues, el
siguiente enunciado general :

La swma de dos potencias de igual grado impar, es iguel
al producto de la suma de las bases, por el cociente que re-
sulta de dividir la suma de potencias dadas por la suma de
las bases. :

Asi, tenemos la identidad:

' 4 a" = (o Fa)(#" = —az" 2 + a2 2™ P — .o d™)

FEJEMPLO :

a® 4+ 32 = (& + 2)(2* — 22 4+ 42 — 8z -} 16)

97. Trinomio cuadrado perfecto. — Un trinomio se lla-
ma cuadrado perfecto, ecuando es el desarrollo del cuadrado
de un binomio,

Si aplicamos la ley simétrica a la identidad del (
tenemos :

2 59),

ar S ah A b =g b) 2

Vemos que el trinomio a*> = 2ab -+ 0> es un cuadrado
perfecto, porque es el desarrollo del cuadrado (a = b)2

La identidad anterior nos justifica, pues, el siguiente enun-
ciado general:

Para que un trinomio sea cuadrado perfecto, es mecesario
que uno de sus términos sea duplo del producto de las raices
cuadradas de los otros dos,

Verificada la condicién enunciada, el trinomio es el cua-
drado de la suma o de la diferencia de aquellas raices, se-
giin que el doble producto sea positive o negative, respec-
tivamente. ,

EJEMPLO 1. — Bl trinomio 2* 42 2? »* -+ y® es-un cuadrado
perfecto, porque fenemos: 222 3% — 2 /a! {/ o
El trinomio dado puede eseribirse asi:

at _|,_ 2 a2 3/3 + 1 {3y DO (l.g + yx)'z
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EJEMPLO II. — El trinomio m2 4 3 - 2m /3 es el des-
_arrollo de (m -+ 1/3)2, porque ?,m\/-jz 2 \/W\/?

98. . Cuatrinomio cubo perfecto. — Un cuatrinomio se
llama cubo perfecto, cuando es el desarrollo del cubo de
un binomio,

Si aplicamos la iey simétrica a la identidad del (N.” 60),
tenemos : :

@ + 3a* b+ 3ab*+ b = (a + b)*®

Vemos que el cuatrinomio ® + 3a*h + 3ab® + b® es
un ceubo perfeeto, porque es el desarrollo del cubo (a -+ b)2.

La identidad anterior nos justifica, pues, el siguiente enun-
clado general :

Para que un cuatrinamio sea cubo perfecto, es mecesario
que, ordenado segun las potencias decrecientes de una de
sus letras, tenga: el segundo término igual al triplo del cua-
drado de la raiz cibica del primero, multiplicado por la raiz
cibica del Wltimo; el tercer i1érmino igual al triplo de lo
ratz cibica del primero por el cuadrado de la raiz cibica
del ultimo.
~Verificadas las condiciones antedichas, el cuatrinomio es
el cubo de la suma o de la diferencia de aquellas raices cii-
bicas, segin que los términos sean todos positivos, o alter-
nativamente positivos y mnegativos, respectivamente,

EJEMPLO I. — El enatrinomio 8 a®*4-60 a*b-}-150 a b2--125 b?
es un cubo perfecto, porque, estando ordenado segiin las potencias
decrecientes de la letra a, tenemos, también:

3(W8ah): Wi = 3(2a)25b = 604D — 2.° términs
38 (YIBI)? == 3(2a) (55)2 —150 ab? — 3. término
El cuatrinomio dado puede eseribirse, pues, asi:

8 a? 60 a2 150 a b2-4-125 b?=( /8 a4 125 b%)*=(2 a5 b)5.

EJEMPLO 11:
64 — 96 m2z + 48 m*2® — S mx? —

=42—3 4°(2 m*x) +-3.4(2 m*2) *— (2 m?x)'—=(4—2 mz)3
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Expresiones algebraicas fraccionarias

99. Concepto. — En el curso anterior ya dimos el con-
cepto de fraceion (A, N.° 264). Recordemos que el cociente
indicado del numero relativo a por el ntimero relativo 5,

se expresa con el simbolo a:b, o bien, que se llama

a
b ?
fraccion algebraica, o, simplemente, fraccion, siendo a el
numerador y b el denonmunador (ambos son los érminos de
la fracciom).

Si e y b son expresiones algebraicas enteras, pudiendo
ser la letra ¢ también una expresion numérica, tenemos
la siguiente

Derinicion. —— Una EXPRESION ALGEBRAICA FRAC.

CIONARIA, o simplemente FRACCION ALGEBRAICA, es
el cociente indicado de dos expresiones algebraicas enteras.

Asi, por ej., son fracciones algebraicas las expresiones:
1 )

Ti——2F =5 —3

& —>5 a2

100. Como se trata de expresiones literales, de acuerdo
con el (N.° 18), s6lo tendran un wvalor numérico para cada
valor que se atribuya a sus letras. Asi, para ia primera de
las fracciones del ejemplo que antecede, tenemos:

Para & = 2 el numerador vale (2* — 2 X 2 —3) = — 3
v el denominador vale (2 5) = — 3 ; por tanto, la frac-
cion vale (— 3):(— 3) = | 1.

Para x = — 1 el numerador se anula, y ¢l denominador
vale (— 6): por tanto, la fraecién vale 0. (A N.” 257, 1.").
Diremos, pues:

Una fraccion algebraica se anula cuando se atribuyen a
las letras valores tales que anulén el mwmerador, sin anular
el denominador.

Para # = 5 el numerador vale (4 12) y el denominador

se anula; por tanto, la fraccion carece de- valor nwmérico.
(A N.* 2567, 2.), Podemos decir, pues:
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Una fraccion algebraica carece de wvalor numérico para los
valores de las letras que anulan el denominador.

101. De acuerdo con el (N.” 18), dos fracciones alge-
braicas son equivalentes cuando adquieren los mismos valores
numéricos para iguales valores de las letras.

Asi, por ej., son fracciones equivalentes las siguienfes:
z*+1 2+ x
x 42 2* -2z

Como ejercicio, verifique el estudiante la equivalencia de estas
fracciones,

Simplificacion de fracciones

102. DeriNicioN. — Simplificar wna  [raccion algebraica
es obtener otra equivalente que tenga sus términos de mne-
nor grado.

Como una fraccién algebraica se transforma en una frac-
eién aritmética para cada valor numérico atribuido a sus
letras, gozard, en consecuencia, de las mismas propiedades
de las fracciones numéricas estudiadas en los ecursos ante-
riores. Para su simplificacién vodemos emplear, pues, la
siguiente

RecLA. -— Para SIMPLIFICAR fracciones algebraicas se
dividen sus dos términos por un divisor comun.

La fraceién asi obtenida serd equivalente a la primera,
siempre que no se divida por cero, o por una expresion
algebraica que tome el valor cero para algun valor parti-
cular de sus letras.

103. Como para las fracciones aritméticas, conviere om-
plear como divisor de los dos términos de la fraceién, su
mdzxrimo comin divisor, reduciendo asi la fraccién a su mds
simple expresion, es decir, obteniendo una fraccion irreducible,

3
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EJEMPLO 1:

15-q% ble d?
En la fraceion , ¢l méximo comin divisor de los
' 24 atb®c*d

dos términos es 3a®b*cd; por consiguiente, tendremos:
15ab5cd*:3a*b*¢d Hbd

atb2ctd:3a*b*ed 8ac
FJEMNPLO I1: 3

ax+a

En la fraceidon — .
22241
factor comin en el numerador, obteniendo @ (z-}1). El deno-
minador es el desarvollo de (x-1)%; por tanto, dividiendo los
dos términos de la fraceion por el divisor comin (2 -+ 1), tendremos:

ar—+a a(z-41) a

FR AR - e 1 1

podenos sacar la lelra a como

Como el divisor empleado (x4 1) se anula para z=—1,
para este ultimo valor la igualdad anterior no es vilida.
2% 4 a®
EJEMPLO I1I: Simplificar
L g2, a?

Kl numerador es divisible por « -+ a (N.° 96) obteniendo como
cociente a2 — ax -+ «*> ; el denominador es la diferencia de
cuadrados (N.° 92). Tendremos, pues:

#4a  (xda)(2®—axr+ta?) a*—ax-ta®

et (z+ @) (x—a) 2 —0

104. Reduccién a comin denominador., — DeriNTCIGN. —-
Reducir varias fracciones a comiun denominador es obtemer
otras, respectiwamente equivalentes a ellas, y que tenq(m el
mismo denominador,
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Clon un criterio como el empleado al prineipio del (N.° 102)
respecto de la analogia entre las fracciones algebraicas y las
aritméticas, tendremos, pues, la siguiente

REGLA. — Para reducir fracciones algebraicas a COMUN
DENOMINADOR se multiplican los dos términos de cada
ung por los denominadores de las demas,

EJEMPLO. — Sean las fraceiones

2 5 o1
2 b4
B3 z -2 x
Aplicando la regla anterior a eada una de ellas, tenemos:
2 2(x 4 2)a 202 4 4z

x—3 (z—3)(z+2)x a*—a*—6a

5 S5(x—3)x ba> — 156z 3

x4 2 & (2 42)(x2—3)x - a®—at—6z

1 (;lr:}—l)(.r——-fi)(a:—}—‘&) at—Tx—6

@ z(x—3) (z +2) P —p—O

105. Cuando los denominadores tienen factores comunes,
conviene reducir lag fracciones al minimo denominador co-
min, Para ello se empleard un procedimiento anélogo al de
Aritmética para las fracciones ordinarias (A; N.” 203), con-
siderando cada letra comg¢ un factor primo. Siga el estu-
diante las operaciones del ejemplo siguiente,

EJEMPLO. — Sean las fracciones algebraicas
Ja ¢ i
4pE Ga®b® 6 at

El minimo comiin miltiplo de los denominadores es: 12a*bt.
I
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Lios cocientes de dividir este M, €, M. por cada denominador
son, respectivamente :

(12 at-b) ;. (4 b¥) =3 a* ;5 (120 bt) : (6a= D3)=2a>d
GI2-a= b= {6.a*) = 2b?

En consecuencia, las fraceiones reducidas a su minimo comiin
denominador, son:

3a.3 a O ab e.2'a%h DAt
=== y s —_ —_ —
4 6.3 a? 12 at b? Ga®b*.2a%b 12 a%bt
1202 2 b

Gat.20% 12-q% b

Las cuatro operaciones fundamentales
con fracciones algebraicas

106. Como vimos en los parrafos que preceden, podemos
operar con las fracciones algebraicas lo mismo que con las
ariimeéticas, tratadas en los cursos anteriores.

107. ' Adicion. — La identidad que expresa la propiedad
distributiva de la division (A. N.° 262), o sea
(a4 bbF+c¢):m=a:m+ b:m + e:m
puede escribirse asi:
i b c a+b-+e¢
i m n n
la yue nos origina la siguiente

REGLA, — La SUMA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
que tengan igual denominadcr es otra fraccién que tiene el
mismo denominador y cuyo numerador es la suma de los
numeradores.

La suma de fracciones de distinto denominador, se efectila
reduciéndolas previamente a comiin denominador,
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EJEMPLO I. — Aplicando la regla del (N.° 104), luego la an-
terior, y simplificando, tenemos:

5a 2a 5a3% 2a.2 5.6:42
e +—=
22 Dk 6 2® 6 x* 6a®
15ax -+ 4 a4 3022
6a*
EJEMPLO II:
2 3 2(14-2)+3(1—x) 2422433z H—=

—_— = == - ——
1—a 14z (I—a) (1+4=2) 1—z2 1—z>
108. - Sustraccién. — Como para la sustraccién de name-

ros relativos, aplicaremos la siguiente

RegrLa. — La DIFERENCIA DE DOS FRACCIONES
ALGEBRAICAS se obtiene sumando a la fraccién minuendo
la opuesta de la fraccion sustraendo.

Si se quiere, puede emplearse la regla de la suma (N.” 107),
en la que se reemplazard la palabra swma por resta.

EJEMPLO ;
aty =y ° (ety)e—(r—y)y - PFyz—xyty® 4o°

Y & yx Yy yx

109. Multiplicacién. —— Rrcta. — E1 PRODUCTO DE
FRACCIONES ALGEBRAICAS es la fraccion que tiene por
numerador el producto de los numeradores, y por denomi-
nador el producto de los denominadores.

EJEMPLO I:
a -1 a(z—+1) a(x—+1) a
b4 — == —
?—1 2 2 (x®—1) 2(z+1) (a—1) 2(x—1)
EJEMPLO 1I:
a*+2a+1 6 a* a—1 (a41)%6a*(a—1) a(a*>—1)
xt = =

3a Db B 3a 2(a-+1)b b
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110. Division. — Reers. — El COCIENTE DE DOS
RACCIONES ALGEBRAICAS es igual al producto de la
raccion dividendo por la fraccién inversa (o reciproca) del
livisor. .
EJEMPLO 1:

fi 4 22 . a—bH a3—bH a? 22—5z
: = = ey
20—3 a2—H 22—3 £z 8 22—12 2 8 r—12
EJEMPLO II:
a a*+tab 0 "p2
S PRSI e =
2b b? 2b a*tab
ab? a b? b

;_26(a2+ab) 7ot 2ab('a~}—b) 23 2(a-}-b)

‘

111. Operaciones combinadas, — Las cuatro operaciones
llamadas racionales, o sea, la adicién, sustraceién, multi-
plicacion y division de fracciones, dan como resultado una
fraceion algebraica; por tanto, enalquier combinacién de
estas cualro operaciones dard también como resultado una
sola fraccion algebraica.

EJEMPLO I:
[ b b a—Db b (a—b)b b
1 —— = : — S
l a | b—a @ b—a a(b—a) a

EJEMPLO II:
a b a*-b? a?—ab | b*—ad ab
—(a—b)— —(b—a) | : — = X
b

a ab b a a*4-b?
a*-—a® b-}-a b*—b* alb a*—b* I '
ab a?+b? a+b a*-4-b*
(a*++b?) (a® — b?) a’—b? (a+Db) (a—D)
—_ —— e =da '——b ]
(a+b) (@488 atb atb




CAPITULO IV

ECUACIONES DE PRIMER GRADO
CON UNA INCOGNITA

Preliminares

112. Identidades. — En el (N." 55) vimos que, la igunal-
dad de dos expresiones equivalentes se llama identidad.
Por ejemplo, lo.es la siguiente, ya estudiada en el (N.” 58) :

(6 +b)=a*+2ab + b?

De una identidad pueden deducirse otras, aplicando las
propiedades de las igualdades (A; N.° 8). Por ejemplo, po-
demos sumar a ambos miembros un mismo ntimero, o multi-
plicarlos por un mismo numero, ete. Asi, podemos sumar
— b2 a los dos miembros de la identidad anterior, obtenienda

(a +0)2—b>=a*+2ab
y luego sacar en el segundo miembro el factor comiin a :
(¢ +b)2 —b>=ala +20) [17]
Decimos que la [1] es también una identidad.
113. Si damos valores numéricos arbitrarios a las letras
de una identidad, llegamos a obtener dos valores numéricos
iguales para ambos miembros, salvo, como es natural, para

aquellos valores excepcionales de las letras que den ope-
raciones irrealizables con esos nimeros.

114. Ecuaciones, — Si eseribimos
G—2

jseré esta expresion una identidad?
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Ciertamente que no, puesto que si damos a la letra ¢ nn
valor numérico distinto de 2, no obtenemos valores iguales,
0, en otros términos, la igualdad ya no resulta satisfecha:
es absurda.

Para que la igualdad se satisfaga, la letra a admite sola-
mente el valor 2.

Podemos decir que la igualdad «=2 se establecié con el
objeto de indicar que la letra (a) puede admitir solamente
el valor 2.

Veamos otro ejemplo; sea

=19
Aqui también, la letra @ solamente admite dos valores-
+3 y —3; la igualdad es absurda para otros valores

de @ ; por consiguiente, no es una identidad.

Vemos, pues, que se destacan claramente dos tipos de igual-
dades: las primeras, que llamamos identidades, y estas tlti-
mas, que no lo son, porque no se satisfacen para valores
arbitrarios de las letras, sino para un ntmero limitado de
valores (uno en el primer ejemplo, y dos en el segundo).

Las igualdades de condicion como estas Ultimas se llaman
ecuactones, Podemos, en consecuencia, dar la siguiente

Durinicion. — Se llama ECUACION la igualdad estable-
cida a los efectos de determinar los valores que deben atri-
buirse a cierta letra (o mas letras), a fin de que aquélla
resulte satisfecha, o, en otros términos, a los efectos de
buscar los valores para los cuales la igualdad se transforme
en una identidad.

115. Si nos proponen el siguiente problema: ;cudal es el
ntmero cuyo triplo, disminuido en 8 unidades resulta igual
a aquel ntamero? :

Indicando eon x el ntmero pedido, su triplo es 3z, ¥
disminuido en 8 unidades es (3 #-—8). Segtin la condicién
impuesta, esta diferencia tiene que ser igual al namero pe-
dido x ; por tanto, podemos establecer la siguiente igualdad :

3z—8==x

Podemos comprobar que esta igualdad solamente se satis-
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face si damos a = el valor 4, mientras que, para otros
valores resulta ahsurda. Este valor (que, como veremos mas
adelante, es tinico), es la solucion de la ecuacion anterior, y
es también la solucion del problema,

116. Si una ecuacién contiene varias letras, puede suce-
der que alguna de ellas tenga valores prefijados.

Asi, supongamos que nos piden: caleular la altura de un
rectangulo del cual se conocen el drea y la base. Si indica-
mos con S el area, b la hase, y con x la altura descono-
cida, como el area de un reetangulo (A N.° 56) es b X z,
tendremos :

S=bXuz

En esta ecuacion las letras S y b representan cantidades
conocidas, mientras que « es una cantidad ‘desconocida.

Las letras que representan cantidades desconocidas se llaman
incégnitas. _

Generalmente, se representan las incégnitas mediante las
Gltimas letras del alfabeto: «, y, 2...

Los términos que no contienen incégnitas se llaman tér-
minos conoeidos o independienles de la incégnita.

117. Resolver una ecuacion, Guiere decir operar conve-
nientemente con ella hasta hallar cudles son los valores que
debemos atribuir a la wncognita (o a las incognitas) para que
la ecuacion se transforme en una identidad.

Estos valores se llaman goluciones de la ecuacidn, y se
dice que la satisfacen o la wverifican, '

Cuando la ccuacién contiene una sola incégnita, las so-
luciones se llaman, también, raices de la ecuacién.

EJEMPLO I. — En la ecuacién a—3=—2, la inedznita es a,
puesto que figura en ella una sola letra- La solueién o raiz de la
ecuacion -es evidentemente a =25, puesto que este valor la satis-
face: 5—3=2 (identidad). Hemos {ratado una ecuacién zon
una inedgnita. &

EJEMPLO II. — La ecnacién a*--3x==4 tiene las dos rafees:
x=1, w=—4 ; se demostrari en el préximo curso, que sola-
mente admite dos raices. :
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EJEMPLO III. — La ecnacién con dos incgnitas , y,

y=z—3
admite infinitas soluciones:
p=l 3 y=—2 puesto que — 2 =1—3
A s T S S R e |
e y=—"/a ? "o —Sfa=/y —3
118. Clasificacién de ecuaciones, — Una ecuacién se

llama arracional, racional, entera o frac uionafrm, segfm que
sus dos miembros sean, respectlvmnenbe expresiones 1rraem-
nales, racionalés, enteras o fraccionarias, respecto de la in-
cognita (o de las incdgnitas) (N.** 16 y 19).

Asi, por ej., de las ecnaciones
Va—3=2; a\/24+x2=38 ; 2/x—3y=1
la primera es irracional; la segunda es racional y entera, porque la
ine6gnita no figura bajo signo radical ni ecomo divisor; la tercera

es fraccionaria, porque la inedgnita (o inedgnitas) figuran como
divisores.

Equivalencia

119. Sean las dos ecuaciones
»F1=3 , 2+ 5=T

Vemos facilmente que ambas tienen como solucion el na-
mero 2. 1

Este ntmero resulta, pues, indiferentemente determinado,
ya sea por la primera o segunda ecuacién. Por ese motivo,
decimos que las ecuaciones se equivalen, o que son equiva-
lentes, En general, damos la siguiente

DeriniciON. — Dos  ecuaciones se llaman EQUIVALEN-
TES cuando tienen las mismas soluciones.

Para afirmar que dos ecuaciones son equivalentes, no basta
que todas las soluciones de una lo sean de la otra; es me-
cesario también que flodas las soluciones de la segunda lo
sean de la primera,
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Por ejemplo, son equivalentes las ecuaciones
2—83=0 y' B(z—3) =0

porque ambas admiten la solucién z=3, y no pueden ad-

mitir otra. En efecto, el producto 5(x—3) serd nulo tGnica-

mente cuando (z—3) también lo sea, es decir, cuando x = 3.
En cambio, no son equivalentes las ecuaciones

r—3=0 Y z(x —'3) =0

porque, si bien admiten la solucion z=3, en cambio la
segunda ecuacion admite también la solucion =0, que
no lo es de la primera.

Principios generales en que se basa
la resolucion de ecuaciones

120. Transformaciéon de ecuaciones, — Para resolver
una ecuacion, la transformamos en otra equivalente mis faeil
para resolver, ésta en otra, y asi sucesivamente, hasta llegar
a una ccunacion completamente resuelta, es decir, del tipo
r=a, cuya raiz es, evidentemente, el ntimero a.

Bstas transformaciones se justifican por los dos teoremas
que veremos a continuacion,

121. Teorema 1. — 8i a los dos miembros de una ecua-
ci6n se les SUMA una misma expresion que tenga valor
determinado, se obtiene una ecuacion equivalente.

Sea, por ejemplo, la ecuacion:

5 — 2 =2 -+ 10 [1]
y (22 — 1) una expresin que sumaremos a ambos miem-
bros; obtenemos:
52 —24+(2z—1)=z+104+ Cz—1) 2]

Se trata de probar que las ecuaciones [1] y [2] son equi-
valentes.

1.° Toda raiz de la [1] es raiz de la [2]. — Facilmente
puede verse que el niimero 3 es raiz de la [1], porque para
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r =23 ambos miembros toman el valor numérico 13 ; pero
para =3, la expresion (2z—1) que sumamos toma el
valor numérico 5, de modo que ambos miembros de la [2]
tomardn el valor numérico 13 +5==18, Por consiguiente,
el nimero 3 es también raiz de la [2].

2. Toda raiz de la 2] es raiz de la [1]. — El ntmero
3 ‘es raiz de la [2] porque para r =3 sus dos miembros
toman el valor 18 ; pero para # =3, la expresiéon (22 —1)
toma el valor numérico 5, que restado a ambos miembros
de la [2] dan por resultado 18 —5=13, lo que nos prue-
ha que 3 es también raiz de la [1]. y

Noras. — 1." Es evidente que el razonamiento empleado
es general, y se aplica a ecuaciones con un nimero cualquiera
de incognitas.

2.* Como caso particular es natural que, la expresion que
sumamos a ambos miembros de la ecuaeidn puede ser una
cantidad independiente de la inedgnita.

3." En lugar de sumar, podemos restar a ambos miembros
de una ecuacidon una misma expresion algebraica que también
resulta una ecuacion equivalente, pues sabemos que restar
equivale a sumar la expresiéon opuesta.

EJEMPLO. — Dada la ecuacion: x — 5 = 4, son equiva-
lentes a ella, las siguientes:

2—b+2=44+2; z—5+3z=4-+32

porque cada una admite la solueion Gnica z=—9. La primera de
estas dos tltimas se obtuvo sumando el ntmero 2 a los dos miem-
bros e la ecunacion dada; la Gltima, suméndole 3.

122. Como consecuencia de la Nota 3." que antecede, te-
nemos :

Se puede SUPRIMIR UN TERMINO COMUN a los dos
miembros de una ecuacidn,
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EJEMPLO. — En la ecuacién —» — a* 4 9 = 3 — 22
se puede suprimir el término comin —a*. LEn efecto, en virtudl
del teorema que antecede, sumando - »* a los dos miembros de
la ecuacién, obtenemos:

d—at+ 9 Far=3— 2+ a*
y reduciendo los términos semejauntes en cada miembro, resulta:

r—9=23

123. Trasposicion de términos. — Kl teorema anterior
nos permitird pasar wn (érmino de wnp miembro a otro de und
ecuacion, operacion que se llama trasposicion de términos.

Sea, por ejemplo, la primera ecuacién del (N.* 121):

50 —2 ="+ 10 '
Si sumamos a los dos miembros la expresion (— ), obte-
nemos la ecuacion equivalente
B e SR e S [ RS
Pero en el segundo miembro, los términos = y —ux se

pueden eliminar, es decir, que se desiruyen, por ser términes
opuestos; la ecuacion queda reducida, pues, a esta otra:

e = 1)

o w

Vemos que el término x que se encontraba en el segundo

miembro de la eeuacidn inicial pasé al primer miembro, pero
con signo contrario; podemos enunciar, pues, la siguiente

RecLAs. — Para PASAR UN TERMINO de un miembro a
otro de una ecuacién, se cambia el signo de ese término.

EJEMPLO. — Sea la-eeuacion: x —by —3=2a— 3y + 4.
Pasaremos a] primer miembro los téiminos que contienen las inedg-
nitas, y al segundo los términos independientes. Aplicando la regla

anterior, tenemos: « — 5y — 22 -+ 3y=4-+3.

124. Como consecienciq del parrafo anterior, tenemos:

Puede reduzirse q cero el sequndo miembro de wna ecuacion.
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EJEMPLO. — Dada la ecnacion:
2t +4dg +5=Tz—8—a®
traspouniendo todos los términos al primer miembro, fenemos:
2?4 +5—T7z+8Fa22=0
v, reduciendo términos semejantes, resulta:

222 =3z 4 13=190

Esta transformacion se llama reduceién de una ecuacion
a cero (*), y se indica, simbélicamente, asi:

AE) =10

125. TeoruymA I1.— Si ambos miembros de una ecuacién
se MULTIPLICAN por un factor independiente de la incég-
nita, y distinto de cero, se obtiend una ecnacién equivalente.

En la demostracion del Teorema I empleamos una ecua-
cion particular; en éste variaremos el método por razoncs
didacticas, empleando una ecuacién general.

Sea la ecuacion :

A(z) = B(z) - [1]

en la que A(z) y B(x) representan, simbdlicamente, las
expresiones algebraicas de cada miembro de la ecuacion dada.
El valor numérico que toma la expresién A (z) para z=a0
se representa asi: A(a), y, analogamente, el que toma B(z)
es B(a). _
Sea K un nimero cualquiera distinto de cero. Si multi-
plicamos los dos miembros de la [1] por K tendremos:

[A(2)].K=[B(2)].K [2]
Probaremos que las ecuaciones [1] y [2] son equivalentes.

1. Toda raiz de la [1] es raiz de la [2]. — En efecto,

= Bk l

(*) El matemftico inglés TOMAS HARRIOT (1568-1621) fué el primero
que dié a las ecuaciones enteras la forma A(X) = 0. Entre las consecuencias
de esta transformacién merece citarse, la de escribir una ecuacién entera en la
forma A(x) = (x—a)(x—b)(x—=c)... = 0, que sugirié al matemitico
francés d'Alembert (1717-1783) el teorema que lleva su nombre, segin el cual
toda ecuacién de grado m, tiene m raices,




RCUACIONES DE PRIMER GRADO (ON UNA INCOGNITA 67

si £ =g¢ es una raiz de la [1], sustituyendo en ella » por «

tenemos la identidad : :
A(a) = B(a) (3]

Multiplicando los dos miembros de esta dltima por K ten-
dremos otra identidad

[4(a)] . K= [B(a)].K (4]
la que nos prueba que el nimero @ es raiz de la [2].

2" Toda raiz de la [2] es raiz de la [1]. — Si z=a es
raiz de la [2], sustituyendo en ella x por ¢ tenemos la iden-
tidad [4], y dividiendo amhos miembros por el nimero K,
distinto de cero, resulta la [3], lo que nos prueba que a es
raiz de la [1].

Lias dos ecuaciones son, pues, equivalentes.

Nora, -—— En lugar de multiplicar podemos dividir ambos
miembros de una ecunacién por un ntmero diferente de cero,
que también resulta una ecuacion equivalente, pues sabemos
que dividir por un namero K equivale a multiplicar por 1/K.

EJEMPL(O. — Las ecuaciones:
4r +3=2; 8z + 6=2z
son equivalentes, porque cada una de ellas admite la solueidn tinica
z==-—1 : la segunda ecunacién se obtuvo muitiplicando por el
nimero 2 los dos miembros de la priniera; inversamente, la primera

puede obtenerse de la segunda dividiendo sus miembros por 2, es

decir, multiplicandolos por Vs .

126. Trasposicion de factores o divisores, — El teorema
anterior nos permitird pasar un factor o un divisor de un
" miembro a otro de una ecuacion.
Sea, por ejemplo, la ecuacién

6 i 8l ==15

Como el primer miembro tiene el factor 2, podemos pa-
sarlo al segundo miembro dividiendo por é ambos miembros
de la ecuacién, obteniendo la ecuaciom equivalente:

3z —4="72/
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Si trasponemos el término —4 al segundo miembro, ten-
dremos:
3z=":+4, oses 3= 1/, de donde, ©=="/s

Es evidente que esta Gltima ecuacién solo se satisface para
el valor /s ; por tanto, ésta es la tnica raiz de la ecua-
cion dada. ;

Tratemos un ejemplo de trasposicion de un divisor, Sea
la ecuacion :

e §
eie— 8
4 2

Pasamos el divisor 4 del primero al segundo miembro,
multiplicando por 4 ambos miembros, lo que nos da:

pi—st e b0 i de donde, e =14

5
Este ntmero 14 es la aniea raiz de la ecuaciéon propuesta.
En estos dos ejemplos hemos réswelto las dos ecuaciones
dadas, y podemos decir, que este es el camino que debemos
seguir para resolver una ecuacion, eamino que detallaremos
mas adelante (N.2* 133 y siguientes).

127. Eliminacién de denominadores. — Sea, por ejem-
plo, la ecuacion:
DT 3 ® 1
At o Al
2 2 2 2

cuyos términos tienen todos el mismo denominador.

Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por el

denominador comin 2 {(lo que es licito en virtud del Teo-
rema 1I), y luego simplificamos, obtenemos la ecuacién equi-
valente

S R s

que es de forma entera; la operacién realizada se llama eli-
manacion de denominadores,
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Tratemos otra ecuaciém con términos de diferentes deno-
minadores; por ejemplo:

z 1 2

4 2 3
Reduzeamos las expresiones enteras y fraccionarias a co-
min denominador; para ello nos conviene emplear el minimo
comin multiplo de los denominadores, que en este caso es
12, vy obtenemos:

3 6 8z 12

12 ik 21 12 12
Procediendo como en el ejemplo anterior, eliminamos los
denominadores, y obtenemos la eeuacion equivalente:

3¢ —6=—=8zx— 12

En la préctica, no es necesario eseribir el comun denomi-
nador, porque hasta multiplicar desde un prinecipio los dos
miembros de la ecuacién dada por el minimo comin multiplo
de los denominadores y simplificar, para lograr eliminar los
denominadores.

El procedimiento indicado justifica, pues, la siguiente

ReGLA, — Para ELIMINAR LOS DENOMINADORES DE
UNA ECUACION se multiplica el numerador de cada frac-
cién por el cociente entre el minimo comfn mialtiplo de los
denominadores y el denominador correspondiente (que se
suprime) ; cualquier otro término se multiplica por dicho
minimo comfn miltiplo.

@ a W 0

EJEMPLO. — Sea la ecuacion — — —=—— — —

a b b a

El M. C. M. de los denominadores es ab ; dividiéndolo por
el denominador de la primera fraceién, obtenemos el cociente
(ab):a=">, y multiplicando luego el numerador por dicho co
ciente, obtenemos a . Prosiguiendo andlogamente con las res-
tantes fracciones, logramos la ecuacién equivalente:

b —at=ax—b*
sin denominadores.
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128. Como corolarios del Teorema II, tenemos:

1.° Se puede suprinvir un factor constante comim a todos
los términos de uma .ecudcion,

En efecto, esa supresién equivale a dividir todos los tér-
minos de la ecuaciéon por un mismo nimero independiente
de la inedgnita,

EJEMPLO I. — En la ecuacion: 8x 4+ 4 — 122 — 16 pode-
mos suprimir el factor comin 4, obteniendo la ecuacion equi-
valente : 22+ 1 =3z — 4.

EJEMPLO II. — En la ecnacion: aa? — a®> 2 — (0 podemos
suprimir el factor comiin a, pero no és licilo suprimir el facior
comuin T -

2.2  Se pm’dﬂ cambiar de signo a todosg Ins- términos de
UNG eCcUActon.

En efecto, esto equivale a multiplicar o a dividir todos
los términos por —1.

129. Nota al Teorema II. — Si se nultiplican ambos
miembros de una ecuacion por un factor dependiente de la
incégnita, pueden introducirse nuevas raices (los valores que
anulan dicho factor), o suprimirse algunas rwices (los valores
que anulan al denominador del factor, si éste tiene forma
fraccionaria).

Sea, por ejemplo, la ecnacién
S=2 =8
que tiene la raiz 5, Si multiplicamos ambos miembros por
el factor (z—2), tendremos la nueva ecuaeion

(¢ — 8) (2 — 2) = (2 = 8) (. — 2)
que admite la raiz de la primera, pero no le es equivalente.

En efecto, facilmente puede verificarse que esta ultima
.ecuacion admite la raiz =25 de la primera, pero admits,
ademés, la raiz 2=2, que no lo es de la primera; vemos
(que esta operacién ha introducido una nueva raiz (la que
resulta da resolver la ecuacion z—2=0).

Otro ejemplo: la eeuacién (z—3)(x—5) =0 tiene las raices
2=—3 y a=25, lo que resulta ficil comprobar. Pero si multi-
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i
plicamos ambos miembros por el factor fraccionario —— , 7re-
r—3
sulta la nueva eenacion: @ —>5==0, cuya uuica raiz es =05,
vemos que ha desaparecido la raiz z=23 (0 sea el valor de =
que anula el denominador x—3).

Si el factor por el cual se multiplica es una expresion alge-
braica que no puede anularse, es natural que no se intro-
ducen raices al multiplicar los dos miembros de la ecuacion
por él. Por ejemplo, si los factores son:

425 (—8—at—y); [2+ (5—3)%
130. Como consecuencia de la Nota anterior, tenemos:
Cuando se eleva al cuadrado los dos miembros de una ecua-

cion, se obtiene una ecuacion que admite todas las soluciones
de la ecuacion dada, pero que, en general, no le es equivalente.

EJEMPLO. — Sea la ecuacién: 3 —az—\/z—3
Elevando al cuadrado log dos miembros, tenemos:
(3—ax)2=2—3, dedonde, (3—a)*+ (83— =z) =0
y sacando el factor comin (3 — z), resulta:
B—2z)B—x4-1) =0

que admite, evidentemente, las dos raices z—=3 y a2=—4. La
primera verifica la ecuacién primitiva, pero la segunda no.

131. Para resolver una ecuacion fraccionaria, es necesa-
rio transformarla previamente en entera. Esto se logra
multiplicando ambos miembros de la eeuacién por el pro-
ducto de los denominadores, o mejor atn, como lo indica-
mos en el (N.° 127), empleando el minimo comiin multiplo
de los denominadores.

Lia multiplicacién indicada puede introducir raices extra-
nas (N.° 129); por tanto, es necesario tomar la precaucion
de ensayar todas las raices de la nueva ecuacién, sustitu-
yvéndolas en la ecuacion dada y descartando las que no la
satisfacen. Trataremos algunos ejemplos de ecuaciones frae-
cionarias en los proximos parrafos,
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Resolucion de ecuaciones de primer grado
con una incognita

132. Grado de una ecuacion entera. — Si en una ecua-
cion eliminamos los denominadores (procediendo como lo
indicamos en el parrato N.” 127), efectuamos operaciones
indicadas y trasponemos todos los términos al primer miem-
bro, reducimos la ecuacion a cero (N.” 124), es decir que la
llevamos a la forma 4 =—=0 ; si luego reducimos los términos
semejantes, resulta para la expresion 4 un polinomio entero,
cwyo grado con respecto a las incognitas es el grado de la
ecuacion.

Los términos ¢que no contienen la incognita se llaman tér-
minos independientes o términos de grado cero.

EJEMPLO I. — La ecnacion 3z r*—4z es de se-
gundo grado, porque trasponiendo todos sus términos al primer
miembhro toma la forma equivalente: —a*+72-42=10.

EJEMPLO 1I. — La ecuacién 3(22°—1) =23a*—a+41)

equivale a 62 —3=6a*—22-}2.
Redunciendo la ecuacion a cero, y simplificando, tenemos:
2 —5=—10 .

Tanto esta ecnacién como la ‘primitiva, son de primer. grado,
aunque aparentemente la ecuacion dada pareeia de segundo grado.

133. Regla para resolver una ecuacién entera., — (omo
vimos, cualquier ecuacién racional entera puede reducirse a
la forma de un polinomio igualado a cero; si la ecuacion es
fraccionaria, también sabemos hacer depender su resolucion
de la de un polinomio entero (N.” 131). En este Capitulo
nos ocuparemos solamente de la resolucion de las ecuacio-
nes de primer grado con una incégnita, es decir, de las que
pueden llevarse a la forma tipo:

ar+b=0

en la que x es la inedgnita, ¢ y b son cantidades conocidas,
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Si trasponemos los términos conoeidos al segundo miembro,
la forma tipo anterior puede presentarse también asi:

A;[:B

siendo A y B cantidades conocidas.
Consideraremos primeramente un ejemplo. Sea la ecuacion:

AT 1 0 -*"2 23

+ 8 4

12 Eliminemos los denominadores: Para ello calenlamos
el M, C. M. de los denominadores, que es 8 ; aplicando luego
| la regla del (N." 127), obtenemos la ecuacion equivalente:

(o—1). 24" (8%):8 =u -+ 2 423 X 2
en la que efectuando operaciones indicadas, nos da
22 —2 + 24y =ua + 2 -+ 46

2. Pasemos los términos que contienen & al primer niem-
bro, y los independientes al segundo; en virtud del (N 123)
obtenemos la ecuacién equivalente :

Q0 +24 —x=2-+46+2
3.° Reduzcamos los térmanos semejantes :
25z = 90
4. Dividamos los dos miembros por el coeficiente de la
incdgnita, que en este caso es 25, y obtenemos la ecuacién
equivalente :

P=—", . 06868, &=

La ecuacién dada es equivalente a esta fGltima, que tiene
evidentemente la tnica solucién: 2, que lo es también de
la primera, en virtud de los Teoremas I y Il aplicados en
las transformaeciones.

Si bien el estudiante ya se habrd dado cuenta de, las diver-
sas operaciones y de su orden conveniente en la resolucién

v
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de una ecuacion de primer grado con una incognita, estima-
mos oportuno resumirlas en la siguiente

RuGra. — Para RESOLVER UNA ECUACION ENTERA
de primer grado con una incognita:

1> Se eliminan denominadores si los hay, y se efectiian
las operaciones indicadas.

2.° Se trasponen al primer miembro todos los términos
que contienen la incégnita, y al segundo los términos inde-
pendientes.

3. Se reducen los términos semejantes en ambos miem-
bros, sacando la incégnita como factor comin.

4.° 8Se divide el segundo miembro por el coeficiente de
la incégnita, siempre que este coeficiente no sea nulo; el
cociente obtenido es la tnica raiz de la ecuacion.

5. Conviene verificar la raiz hallada sustituyendo su

valor en los dos miembros de la ecuaciéon dada, debiéndose
obtener asi una identidad.

134. Ejemplos. — Como aplicaciones de la Regla del
(N.* 133), tenemos:

EJEMPLO I. — Resolvamos la ecunacion fraccionaria
;l'—l 5
r—2 8

Eliminacion de denominadores:
8(z—1) =H(xz—2)
Realizacion de operaciones indicadas:
8ax—8=0x—10
Trasposicion de términos:
8x—bax=—10+18
Reduccion de términos semejantes:
Jr=——2
Divisién por el coeficiente de la incognita:

x=—2/3

Por tratarse de una ecuaeién fraccionaria, debe verificarse si este

valor no anula alg@n denominador de la eeunacion dada. Reempla-

PR p—
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zando z=—2/3 en el denominador, nos da: —2/3—2=—25/4,
valor que, por ser diferente de cero, nos indica que puede admitirse
la soluciébn —2/3.
Verificacion: Caleulando el primer miembro, tenemos:
=g Lo ST el L

—%fs—2  — 8
valor éste, idéntico al segundo miembro de la ecuacién dada; por
tanto, queda verificada la raiz. &
LJEMPLO 1I. — Resolvamos la ecuacion
(2—2)(8z—3)(z+4) =0 .
(fomo el primer miembro es un producto indicado y el segundo
miembro es nulo, todo valor de a que anule uno de los factores

anulard el producto (A; N.° 75). Por consiguiente, la ecnacion dada
origina estas otras equivalentes:

2—2=—0 , 80—3=0, 2-44=0
que resueltas nos -dan:
p=2 ., w=Uk tpe—rid
EJEMPLO I1I. — Resolvamos la eeunacion

1
(z—2) ::+—‘—‘-) } =90

&

Por el eriterio aplicado en el ejemplo anterior, la ecuacién dada

se desdobla en
1
2—2=0 |, 34 —=0
r—2

La primera de estas dos ecunaciones tiene conio Gnica solueién
x==2; pero este valor sustituido en la ecuacién dada anula el
denominador que en ella figura, y, por tanto, la fraceién ecarece
de sentido para ese valor; el nimero 2 no es, pues, raiz de la
ecuacién dada.

2
Resolvamos ahora la segunda ecnacién: 3 ——=10,

T —2 b
Eliminamos denominadores y efectuamos operaciones indicadas:

32—6F+1=0
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Trasponemos términos: 3az=—06—1.

Reducimos términos semejantes: 3z=—25.

Dividimos por el coeficiente de la inedgnita, y obtenemos la tiniea
raiz: z=5/3.

Este valor no ‘anula el denominador de la fraceién que figura en
la ecuacion ‘dada; por consiguiente, es raiz de la misma.

Como ejercicio, dejamos la verifieacion para el estudiante.

135. Ecuaciones irracionales, — La resolucion de una
ecuacién irracional requiere la transformacion previa en ente-
ra. Para ello, si la ecuacién contiene un solo radieal, se aisla
éste en uno de los miembros, transponiendo los otros términos
al otro miembro, operacién que se llama aislar el radical.
Luego se elevan los dos miembros a la potencia igual al indice
del radical, con lo que se logra una ecuacion que admite
todas las soluciones de la ecuacién propuesta, pero que, sin
embargo, no le es equivalente (N.° 130).

En general, cuando se resuelve una ecuacion entera obte-
nida mediante elevaciones a potencias, es neecesario wverificar
si las raices obtenidas satisfacen la ecuacién propuesta, y con-
servar solamente aquellas que la satislacen.

EJEMPLO I. — Sea la ecuacién: \)x+1—2=0.

Aislando el radical, tenemos: ‘\/;L‘—-H =2,
Elevando al cuadrado los dos miembros, resulta:
r+1=4 , de donde, 2==3
Este altimo valor satisface la ecuacion dada; es, pues, la tnica
solucién de dicha ecunacién.

"EJEMPLO II. — La ecuacién tratada en el Ejemplo del (N.* 130)

nos da dos soluciones para la eeuacion transformada: z=3 Y.

=4 ; pero sblo la primera satisface la ecuacién dada, que era:

3—a=\/x—3

136. Cuando la ecuacion contiene dos radicales cuadrados,
se afsla primeramente uno de ellos, y luego se elevan ambos
miembros al cunadrado, obteniendo asi una nueva ecuaecion
con s6lo un radical; se procede luego con ésta como indica-

mos en el péarrafo anterior,

e ol sl
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EJEMPLO. — Sea la ecuacién: /o454 Voe=35.
Aislando el primer radical, y luego elevando al cuadrado, tenemos:
Ve +5=5—z ;3 r45=2—10\az+«

Reduciendo términos semejantes y simplificando: /x=2.
Elevando al cuadrado, tenemos: x=—4, solucion esta que veri-
fica la ecuacién dada.

137. Discusién de la ecuacién de primer grado. — Des-
pués de realizadas las tres primeras operaciones indicadas
en la Regla del (N.” 133), toda ecuaeién de primer grado
con una ineégnita se lleva a la forma tipo:

Az =B [1]

Si A es diferente de cero, podemos dividir los dos miem-
bros por A, y tenemos:

B
L= — [2]
A

El examen de los distintos casos que se pueden presentar,
segtn los valores de 4 y de B, constituye la discusion de
la ecuacion [1]. 5

1.2 St A0, la ecuacion [1] es determinada. La inica
solucion esta dada por la expresion (2], que puede ser um
nitmero entero o [raccionario, posilive o megativo, y tam-
Lién nulo. -~

En efecto, el cociente entre dos nimeros existe siempre ¥
es Tnico, si el divisor es diferente de cero,

Como ecaso particular, si A#0 y B=0, la solucién
es nula.

2° St A=0 y BF#0, la ecuacién [1j es imposible,
es decir, no tiene ninguna solucidn.

En efecto, se tendria la ecuacién: 0.r=— B, que, en Vir-
tud de la ley de la multiplicacién por cero, no se satisface
para ningun valor que se atribuya a z.

3°8i A =0y B =0, la ecuacion [1] es indeterminada,
es decir, admite infinitas soluciones,
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En efecto, se tendria la ecuaciéon: 0.z == 0, que, en virtud
de la ley de la multiplicacion por cero, se satisface para cual-
quier valor que se atribuya a .

Resumimog los resultados de la discusién en el siguiente
cuadro :

r#'——_——' j?_ﬂ
DISCUSION DE LA ECUACION 4z = B
—
PL Hipotesis Soluciéon |La ecuacién es:
20 B :
A SO umca:x=7_ determinada
4 b { B =£.0 ninguna imposible
B =0 infinifas indeterminada
EJeMPLO. — Sea la ecuacion: a(z — b) = b(a — &) — (a 4 b)=z.

Bfectuando operaciones indiecadas, trasponiendo términos y reduciendo
términos semejantes, resulta:

2(a + bz =2 a b [1]
de la que, si (@ 4 b) es diferente de cero, tenemos:
ab
i [21
a+4b
Como ejercicio, verifique el estudiante esta raiz.
Discusion. — Obsérvese, primeramente, que si @ 4+ b = 0, es deeir,
8i @ — — b, no es posible el pasaje de la [1] a la [2], porque no

es licito dividir los dos miembros de una ecuacién por una cantidad
jdénticamente. nula.

Ademds, tenemos: Si a + b % 0, la ecuacién dada admite la sola
solucién dada por la [2], solueién que, como easo particular, serd igual
a cero si @ o b son nulos.

Sia+4 b =0, yab= 0, condiciones que se verifican simultinea
mente Ginicamente en el easo que se tenga a = b = 0, la ecuacién
es indeterminada.

Sia + b = 0, pero a y b son diferentes de cero, la ecuacién
es imposible,
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Asi, por ej., la ecuacién propuesta admitird una solueién unica, para
los valores ¢ = — 3 y b = 6. Exprese el estudiante la ecuacién y
la raiz en este caso.

Propiedades de las desigualdades

138. En el primer curso (A; N 10 y 11) ya enuncia-
mos algunas propiedades de las designaldades entre mimeros
absolutos, asi como el Postulado correspondiente, que se ex-
presa asi: Efectuando con-los dos miembros de una desigual-
dad una determinada operacion con wa mimero, se obtiené
otra desigualdad en el mismo sentido que la primera.

En los (N.** 11 al 13), tratamos también de la desigualdad
de miimeros relativos y algunas propiedades; ampliaremos,
ahora, el estudio de estas tultimas.

139. Desigualdades equivalentes. — Dos desigualdades
se llaman equivalentes eunando, verificindose una de ellas, se
verifica también la otra.

Téngase presente que, si una designaldad es literal, para
verificar su equivalencia con otra, serd necesario constatar
que, para todos los valores de las letras para los cuales re-
sulta verdadera una de las desigualdades, también lo es la
otra, y reeiprocamente. ’

140. Teorema I. — Son EQUIVALENTES las desigual-
dades: a > b y a—b >0,
Andlogamente, « < /) equivalea a— b < 0,

En efecto, suponer « > b equivale decir que el ntimero
@ se encuentra a la derecha de b en la representacion de los
nimeros reales sobre una recta (N.” 11) ; significa, pues, que
existe un nimero positivo ¢ que sumado con b da a, lo
que puede escribirse asi: b -+c¢=a, y, por consiguiente,
a—b=c. Puesto que ¢ es positivo, esta igualdad equi-
vale a la desigualdad a—0b >0. s

Se demuestra en forma analoga que, si a < b, se tiene
a—b <0,
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141. Trorema II. — Se pueden INVERTIR LOS DOS
MIEMBROS de una desigualdad, siempre que se cambie su

~

sentido (es decir, que se cambie el signo > por el < ).
Significa, pues, que son equivalentes las desigualdades:
/i N B y bt
En efecto, siendo a > 0, en virtud del Teorema I que
antecede, tememos: a—b>0, y por consiguiente, b—a<0,
0 sea, b<a.
Este Teorema se llama, también, Principio de equivalencia.

142. Treorema III. — Se puede SUMAR o RESTAR a
los dos miembros de una desigualdad un mismo niimero, sin
que ésta cambie de sentido. -

Significa que, si

a>b, tenemos: ¢ =m > b £ m

siendo m un namero relativo cualquiera.
En efecto, fécilmente se verifica la identidad:
a4 — b= (a+ m)— (b +m)
que nos justifica que la expresion «—0b tiene el mismo
signo que (@ +m)—(b + m), y reciprocamente,
Asi, por ej., si
a-—b >0, .tendremos: (a + m)—(b + m) >0
es decir que, si
a>b , tenemos: a4+ m >b-+m
S6lo  hicimos el razonamiento para el caso de la suma,
puesto que restar un namero equivale a sumar el opuesto
(A2 N.° 236).
EJEMPLOS: 1.° Siendo -2 > —5, tenemos:
+2—6>—5—6, o sea, —4>—11.
2.° Siendo —7 < —1, tenemos

—T74+3<—1+43, o sea, —d < 42,
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143. Teorema IV. — Se pueden SUMAR ordenadamente
varias DESIGUALDADES que tienen el MISMO SENTIDO,
que se obtiene otra desigualdad de igual sentido de aquéllas.

Significa, por ejemplo, que si
= ey s gl
tenemos :
a+ect+e>bA+ad+f

En efecto, resultando por hipétesis positivos los ntmeros
(a—b), (¢e—d), (e—f), su suma es, por consigniente,
positiva, Pero esa suma puede eseribirse asi:

(@ — b)-F(e —=d)+le—F) =(a+¢c+e&)—(b+d+ 1)

Siendo, pues, esta tltima diferencia positiva, en virtud del
Teorema I, tenemos:

0 o e bitdin f

EJEMPLO.—Siendo, +2 >0% —3>—4; +5>—1;
+ 8 > 4 7, tenemos:
+2—3+54+8>0—4—1+7, osea, 12> 42

144, Trorema V. — Se pueden MULTIPLICAR los dos
miembros de una desigualdad por un mismo nfimero, que se
cbtiene otra desigualdad: del MISMO SENTIDO si el fac-
tor es POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO si el factor
es NEGATIVO,

Significa que, verificAndose la desigualdad : a>bhb
v siendo i un nlmero positive, tenemos: am >bm
Si om es megativo, tenemos : am<bm

En efecto, en virtud de la propiedad distributiva de la mul-
tiplicacion (A, N.* 249), tenemos la identidad :

(a—b)m = am — bm

Como por hipGtesis resulta positivo el ntimero (a—05), si
m es un nlmero positivo, el producto (a¢— b)m también
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sera positivo (As N.° 243), y, en consecuencia, la identidad
que antecede nos justifica que el ntmero (e¢m — bm) es
positivo; tenemos, pues:

am —bm > 0, osea, am > bm

Si m es negativo, el producto (a—Db)m seri negativo
(A2 N.° 243), y aquella identidad nos justifica que el ntmero
(@m—bm) es negativo; tenemos, pues:

am—>bm < 0, o sea, am < bm

EJEMPLOS. — Sea la desigualdad, —3>—7.
1. Multiplicando por -5, tenemos: —15 > —35.
2.° Mullipliecando por —5, fenemos: -+ 15 < -+ 35.

145. Corovario I. — 8i se CAMBIA DE SIGNO a log
dos miembros de una desigualdad, ésta cambia de sentido.

En efecto, cambiar de signo a los dos miembros de una
desigualdad, equivale a multiplicarlos por —1.

EJEMPLOS: 1. Siendo -6 >—8, tenemos: —6< 8.
2.” Siendo  +Yo< 45, tenemos: —Y5p> —5.

146. Corovario II. — Se pueden DIVIDIR los dos miem-
bros de una desigualdad por un mismo nfmero, que se ob-
tiene otra desigualdad: de IGUAL SENTIDO si el divisor

es POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO si el divisor
es NEGATIVO.

En efecto, dividir por un niumero equivale a multiplicar
por su inverso (o reciproco), que es de igual signo que
dicho nimero.

EJEMPLOS : Sea la desigualdad, —14< 48
1.° Dividiendo por -+ 2 , tenemos: — 7 < 44
2.° Dividiendo por — 2, tenemos: -+ 7 >—4

b i i
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147. Teorsma VI. — Se pueden RESTAR ordenada.-
mente dos desigualdades que tienen SENTIDO CONTRARIO,
que se obtiene otra desigualdad de igual sentido que el
minuendo.

Significa, por ej., (ue si

a>b y ¢c < d, tenemos: a—c¢ >b—d

En efecto, cambiande de signo a los dos miembros de la

segunda desigualdad dada, en virtud del (N.° 145), tenemos:
—ec > —d

Sumando ordenadamente la primera de las desigualdades

dadas con esta altima (N.” 143), resulta:

o—c >b0—d

EJEMPLOS: 1.* Siendo +5> +4, y +3 < 49, tenemos:
+5—3>-+4—9, osea, +2>—5

2° Siendo —3 < —1, ¥y +2 > —5, tenemos:
—3—2< —1+5, osea, —5 < 44

148. Teorema VII. — Se pueden MULTIPLICAR orde-
nadamente dos desigualdades que tienen el MISMO SEN-
TIDO y tales que el PRIMER MIEMBRO de una sea del
MISMO SIGNO que el SEGUNDO MIEMBRO de la otra,
que se obtiene otra desigualdad: del MISMO SENTIDO si
el signo comin en POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO
si dicho signo comiin en NEGATIVO.

Significa que dadas las desigualdades:
a > b y ¢c > d
1" Si a y d son positives, tenemos:
ac > bd
2" Si a y d son negativos, tenemos:
ae < bd

En efecto, en el primer caso, si @ y d son ambos positivos,
multiplicando por « los dos miembros de la desigualdad
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¢>d, y por d los dos miembros de la desigualdad o > b,
en virtud del (N.” 144), tenemos:
@e > @y ad > bd
que, en virtud de la propiedad transitiva de las desigualda-
des (N.” 13), nos dan esta otra:
ac.-> bd

Si a y d son ambos negativos, las mismas multiplicacio-
~ nes invierten los sentidos de las desigualdades (N.° 145), v
tenemos :

gec < ad y ad < bd, de donde, ac < bd
EJEMPLOS: 1. Siendo +5 > —2 y -+ 8 > - 3, tenemos:
(+ 5) (4 8)>(—2)(+ 3), o sea, +40 > —6
2° Siendo — 7> —9 y 42> —2, tenemos:
(— (4 2)<(—9)(—2) , o sea, —14 < 418

149. Teorema VIII. — Se pueden ELEVAR AL CUA-
DRADO los dos miembros de una demg’ualda,d que se obtiene
otra desigualdad: del MISMO SENTIDO si el signo comfin
de los dos miembros de la desigualdad dada es POSITIVO,
o de SENTIDO CONTRARIO si dicho signo comin ez NE-
GATIVO.

Significa que, verificandose la desigualdad: a > 0

‘1. Si a y b son ntmeros positivos, tenemos: a* > b*

2. Si a y b son ambos negativos, tenemos: @ < b*

En efecto, elevar al cuadrado los dos miembros de la des-
igualdad dada, equivale a multiplicar ordenadamente las dos
desigualdades siguientes:

a>b Y a>b

Aplicando a este producto el teorema anterior (\I“ 148),
resulta demostrado, pues, este teorema.

EJEMPLOS: 1° Siendo -8 > -5, elevando ambos miem- i
bros al cuadrado, tenemos: - 64 > 25

2.° Siendo —3 < —2, elevando amhbos miembros al euadrado,

tenemos: 9 > 4.
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150. Teorems IX. — Se pueden sustituir los dos miem-
bros de una desigualdad por sus respectivos RECIPROCOS,
que se obtiene otra desigualdad: de SENTIDO CONTRARIO
si los dos miembros de la desigualdad dada son del MISMO
SIGNO, o de IGUAL SENTIDO si dichos dos miembros
son de SIGNOS CONTRARIOS.

Significa que, verificindose la desigualdad: « >0

1> Si a y b son del mismo signo, tenemos: 1:a < 1:0.

2" Si a y b son de signos conlrarios, 1:a > 1:0 .

En efecto, si @ y b son del mismo signo, el producto ab
es positivo, v, dividiendo la desigualdad « > b por ab, en -
virtud del (N.° 146), tenemos:

a:(ab) > b:(ab)
y simplificando,
bl > Lea,, osed,  beg A4 b

En el segundo caso, si @ y b son de signos contrarios, el
producto @b es negativo, y procediendo con la desigualdad
@ > b como en el caso anterior, tenemos:

a:(ab) < b:(abd)
de donde,

Lol i Bad - r0i888; o 1 o0 B b
BJEMPLOS: 1.° Siendo — 3 > —5, tenemos: —1'/; < —1/;4
2. Siendo, -+ 3 >—7, tenemos: -+1'/3>—1/;

3.0 Siendo, -—4 < -1, ftenemos: —Y < 41

151. Teorema X, — Se pueden DIVIDIR ordenadamente
dos desigualdades que tienen SENTIDO CONTRARIO sien-
do los dos miembros de la desigualdad divisora del mismo
signo y no nulos, que se obtiene otra desigualdad: del
MISMO SENTIDO que la desigualdad dividendo si el signo
comin del PRIMER MIEMBRO de esta tltima y del se-
gundo miembro de la desigualdad divisora es POSITIVO,
o de SENTIDO CONTRARIO si dicho signo comin es NE-
GATIVO, -

¢
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Significa, por ej., que verificandose las desigualdades:
a > b g c < d
v siendo ¢ y d del mismo signo y diferentes de cero:
1. Si @ y d son nimeros positivos, tenemos:
a:c > b:d
2° Si a y d son ambos negativoes, tenemos:
a:c < b:d

En efecto, siendo por hipdtesis ¢ y d del mismo signo,

la desigualdad ¢ < d nos da, en virtud del (N.” 150) :
IEensslng

Multiplicando ordenadamente esta tltima desigualdad por
la dada, @« > 0, para lo cual aplicanios el (N.® 148), obte-
nemos los resultados enunciados.

EJEMPLOS: 1.° Siendo 46 >—8 y 42 < 44, {enemos:

(4+6): (+2) > (—8):(+4), o sea, +3>—

222 Siendo —6 > —12 y — 3% < — ¥, tenemos:
(—6):(—3) < (—12): (— %), osea, + 8 < -+ 24
152. Nora. — En casos de multiplicacion o de division

" de designaldades diferentes a las tratadas en los teoremas que
anteceden, no es posible afirmar nada, @ prior:.

Desigualdades de primer grado

153. Inecuaciones. — Asi como las igualdades se distin-
gnen en identidades y ecuaciones, las desigualdades también
se distinguen en aquellas que se satisfacen para cualquier
valor atribuido a sus letras, v las que se satisfacen unica-
mente para ciertos valores de las letras, llamadas incognitas.
Distinguhunos estas 1ltimas desigualdades con la denomina-
cion de desigualdades condicionales o Mwmmmanee Podemos
dar, pues, la siguiente

DeriNicioN, —- Se llama INECUACION a una desigual-
dad que unicamente se verifica para ciertos valores conve-
nientemente elegidos de sus letras, llamadas ‘‘incégnitas”,



ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA é7

164. Resolver una inecuacion, significa operar convenien-
temente con ella, hasta hallar cudles son los valores que
debemos atribuir a las incégnitas, para que la inecuacién se
transforme en una desigualdad en el mismo sentido, valores
que llamamos soluciones de la inecuacion.

Asi, por ejemplo, es una inecuacion :

r+2>3

porque ella se verifica tinicamente cuando atribuimos a la
ineégnita x valores mayores que 1. Las soluciones de la
inecnacion anterior som, por consiguiente, los valores de =
que satisfacen la condieién 2 > 1 ; mnétese que existe, pues,
en general, un numero ilimitado de esos valores.

Podemos decir que las soluciones de una’ inecuacién son
cantidades variables, pero cuya variacién estq limitada por -
un confin, ya sea superior o inferior. Fn el ejemplo anterior,
tendriamos el confin inferior z==1,

155. Equivalencia de inecuaciones, — Como definimos la
equivalencia de desigualdades (N.° 139), podemos deeir, tam-
bién, que dos inecunaciones se llaman equivalentes, cuando
admiten las mismas soluciones; es decir, enando toda solueion
de una de ellas es tamhién solueién de la otra, y recipro-
camente,

Para las inecuaciones, podemos establecer principios gene-
rales andlogos a los. establecidos para la resolucién de ecua-
ciones (N.”" 120 a 134). :

TeorEma I, — Se puede SUMAR o RESTAR a los dos
miembros de una inecuacién una misma cantidad, que se
obtiene una inecuacién equivalente.

Significa que, son equivalentes las inecuaciones:

A: >R y A+M>B+ M

en las que A y B son expresiones que eontienen las in-
cognitas.

En efecto, segtin el Teorema del (N.” 142), podemos sumar
o restar un mismo nlmero a los dos miembros de una des-
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igualdad entre ntmeros; en econsecuencia, si para ciertos
valores de las incognitas, tenemos:
valor de A > valor de B
resulta, evidentemente,
valor de A + valor de M > valoy de B - valor de M

y reciprocamente.

EJEMPLO, — Dada la inecuacién: 2x-—3 > 2, son equiva-
lentes a ella, las <dos inecuaciones

2a— 3 A= b > Eeulb trA B =3 — 12 Sw ——ig?

1566. Procediendo en forma analoga, pero aplicando el
Teorema y Corolario de los (N.” 144 y 146), se llega al
siguiente

TeorEmMa 1I. — Se pueden MULTIPLICAR o DIVIDIR
los dos miembros de una inecuacién por un mismo namero
POEITIVO que se obtiene una inecuacién equivalente; si se
multiplica o divide por un nimero NEGATIVO, serd nece-
saric CAMBIAR EL SENTIDO de la inecuacién para que
resulte equivalente.

157. Noma, — El teorema anterior ha sido enunciado para
el caso que M sea un nimero, es deecir, (que fenga un signo
invariable, ya sea positivo o negativo. Se comprende faeil-
mente que el enunciado seria valido, también, para el caso
que M fuera una cantidad dependiente de la ineignita, pero
de signo invariable. Asi, por ej., podemos multiplicar los dos
miembros de una inecuacion por una suma de cuadrados
(>} 5); o por un cuadrado perfecto (2*—2ux 4 1), ete,
porque son estas cantidades positivas para cualquier valor
real de . :

EJEMPLOS: Dada la inecuacion 32 < 2245, son equiva-
lentes a ella las tres inecuaciones siguientes:

(Ba) 4 < (22 +5)4, osea, 122 < 8x 4 20
(Safire=4) > (2wl (4 pioges, Y pn > = w0
(Bz)(*)< (2@ +5)x% osea  3xd-< 22 4 Ha?
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158. Resolucién de inecuaciones, — Los teoremas que
anteceden nos permiten operar con las inecuaciones, como lo
hicimos con las ecuaciones (N.** 123 y siguientes), es decir:

1.° Podemos dar a wna inccuacion la forma A > 0.

En caso que A mnos resulte un polinomio entero con rela-
cion a las inecégnitas, el grado de ese polinomio es lo que
se llama grado de la inecuacion.

En este curso, sélo trataremos de las inecuaciones de pri-
mer grado.

!

2.° Podemos trasponer un término de un miembro a otro
de una inecuacion.

3.  En una tnecuacion entera, de coeficientes fraccionarios,
podemos eliminar los denominadores, multiplicando los dos
miembros por el denominador comun de los coeficientes. Tén-
gase presente que en easo de ser megative dicho multiplica-
dor, serq necesario cambiar el sentido de la inecuacion,

De lo que antecede vemos, pues, que una inecuacion
de primer grado con una incégnita, puede llevarse a la for-
ma tipo:

ar+b>0-"°

en la que 2 es la inedgnifa, @ y b son cantidades conocidas.

R

Si trasponemos los términos conocidos al segundo miembro,
la forma tipo anterior puede presentarse también asi:

A w58
siendo 4 y B ecantidades conocidas,

1.° Si A es positivo, dividiendo por A amhos miembros
se obtiene la inecuacién equivalente

B
L S
A

que es también la solucién de la inecuaci‘n dada.
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2.° Si A es megativo, al dividir por A es necesario cam-
biar de sentido a la inecuacién, obteniendo entonces esta
otra equivalente:
B
D, s
A

que es también solucion de la ineenacion dada.

En resumen, tenemos:

La inecuacion A4 z > B tiene un numero ilimitado de
soluciones, que son todos los valores de x» mayores que
B/A, si A >0, o todos los menores que B/A; si 4 <0.

EJEMPLO. — Resolver la inecuacion

Sl gy ]
> + 6
+ 2
* Eliminaciéon de denominadores:
. 2ux—8 >122—2 4 24

Trasposicién de términos:

22 —122 > — 2.+ 24 |8

Reduecidn de términos semejantes:

» — A F#5>:30
Dividiendo por el ntmero negativo —10, ecambiaremos enton-
ces de sentido a la ineenacién, y obtenemos:
30
@ < — —- 11 bien, - & L — 3
10
159. Graficas de inecuaciones. — Cuando una misma

variable debe satisfacer simultdneamente varias condicio-
nes, para deducir facilmente los resultados, resulta eémodo
marcar sobre una recta las distintas condiciones. Los trozos
de recta en los cuales se verifican todas las condiciones
simultaneamente, serdn aquellos en los cuales deberdn to-
marse los valores de la wvariable.
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Asi, por ejemplo, busquemos para qué valores de z se
satisfacen simultdneamente las inecuaciones:
2.LT—~5<J7, .1/3.'U<1/2a}+1/(; .
Resolviendo la primera, obtenemos: z <5
i ' segunda, 3 z > —1

Representemos sobre un eje- ovientado «’ 2 (fig. 4), los
nimeros reales: .,.—2, —15 0, F1e+2. - b il

.‘ w .\‘M
X

R R TS I e T W R

Los valores de @ que satisfacen la primera inecuacion, es
decir, @ < 5, se encontrardn a la izquierda del punto 3,
es decir, sobre la semirrecta M 2’,

Tos valores de = que satisfacen la segunda inecuacion,
es decir, # > — 1, se encontrarin a la derecha del punto N,
es decir, sobre la semirrecta N z .

En consecuiencia, los valores de = que satisfacen a ambas
condiciones simultdneamente, que podriamos Ilamar las so-
luciones comunes de las inecuaciones dadas, serian los valores
comprendidos entre —1 y -5, es decir, correspondientes
a los puntos del segmento de rvecta M N, exeluyendo los
extremos. Podemos decir, también, que estos valores de =
deben satisfacer la condicion : ;

—1I'<z2<+5

160. Si hien, en general, una inecuacion tiene un nimero
ilimitado de soluciones, puede suceder que las condiciones
particulares impuestas a la variable, limiten su namero.

Asi, por ejemplo, si en el caso tratado en el parrafo ante-
rior, se impone ademés la condicién que los valores de =
deban ser enteros, las Ginicas soluciones son: 0,1,2,3 y 4.



CAPITULO V

SISTEMAS DE ECUACIONES
: DE PRIMER GRADO

161. Generalidades. — Consideremos una ecuaeién de
primer grado con dos incognitas; por ejemplo,
3r—y=>5

Si despejamos una de las inedgnitas, por ejemplo, vy, re-
sultard ésta en funcién de la otra incégnita, y obtendremos:

y=3x—>
Demos ahora valores arbitrarios a =z, y calculemos los
valores correspondientes de v :

para = = 0 resulta ¢y = — 5
b ] 2 2 y f— 1
” = 3 »” y p— 4
? B 5 " y —_— 10

Estos pares de valores de # y de y, que verifican la
ecuacion dada, son, pues, soluciones de la misma. Vemns,
pues, que:

Una ecuacion aislada con dos incégnitas tiene infinidad
de soluciones.

Tomemos otra ecuacién, por ej., da+2y-=23.

Considerada aisladamente, también tiene infinidad de so-
luciones; procediendo con ella como con la primera ecuacién,
tendremos:

para z=—10" resulta y = 3/,
2 T = o y — 13/2
M Y 3 L y — 4

" [~ 1
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Si comparamos estos pares de valores de = y de ¥y con
los que obtuvimos de la primera ecuaciém, vemos que existe
un par de valores, =3, y=4, que satisface a ambas
ecuaciones.

Decimos que aquellas dos ecuaciones:
(8x— y= 5
forman un sistema, siendo el grupo de valores =3,
y=—4, la solucién del sistema.

162. En general, aun considerando més de dos. ecuaciones,
podemos dar la  siguiente

DeriniciON, — Se llama SISTEMA DE EGUACIONES
a un grupo de ecuaciones que debe satisfacerse para un
mismo grupo de valores de las incégnitas.

(Cada grupo de valores que satisface todas las ecuaciones
se llama una solucién del sistema.

Resolver un sistema significa determinar las soluciones.
Sistemas equivalentes

163. Lo mismo que al tratar la equivalencia de ecuacio-
nes con una inedgnita (N.° 119), daremos la signiente

DeriniciON. — Dos sistemas de ecuaciones se llaman
EQUIVALENTES cuando tienen las mismas soluciones; es
decir, cuando todo grupo de soluciones de uno de los sis-
temas verifica al otro, y reciprocamente.

Como veremos mis adelante, la resolucién de un sistema
de ecuaciones se reduce, finalmente, a la resolueiéon de una
ecuacién con una incdgnita, obtenida mediante transforma-
ciones convenientes de las ecuaciones del sistema. Las trans-
formaciones deben ser tales, que no alteren las soluciones
del sistema, es decir, que se obtengan sistemas equivalentes ;
para ello emplearemos las transformaciones tratadas en el



94 M. COPPETTI. — ALGEBRA (PARA EL 3.¢r ARO)

Capitulo anterior que, al obtener con ellas ecuaciones equi-

valentes, es decir, no alterando las seluciones de las ecua-

ciones dadas, no alteraran tampoco las soluciones del sistema.
Podemos enunciar, pues, el siguiente

TeorEMA, — Si una o mis ecuaciones de un sistema se
sustituyen por ecuaciones equivalentes, se obtiene un sis-
tema equivalente.

Eg evidente, también, que

Dos sistemas equivalentes a un tercero, som equivalentes
entre. si.

164. Un sistema de ecuaciones puede constar de cual-
quier numero de ellas, de diferentes grados, y puede con-
tener varias incognitas.

Un sistema se llama de primer grado si todas las ecuacio-
nes que lo forman son de primer grado.

En este eurso solo corresponde tratar los sistemas de primer
grado. Primeramente trataremos de los sistemas de dos ecua-
ciones con, dos incognitas; al final del Capitulo trataremos
de los sistemas con mds de dos incognitas.

Métodos de resolucion por sustitucion,
por reduccion, por igualacion y por
la regla de Cramer

165. Mediante las transforinaciones indicadas en el Ca-
pitulo anterior, es decir: eliminando denominadores, efec-
tuando operaciones indicadas, trasponiendo los términos que
contienen la inedgnita al primer miembro y los términos
conocidos al segundo, y redueciendo los términos semejantes,
llevamos el sistema a la forma tipo:

fda1by=¢o
O e e

Partiremos de esta forma en los ejemplos que veremos a
continuacion.
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166. Método de sustitucién. — Sean, por ejemplo, las
ecuaciones ya citadas en el (N.” 161):
i S5z+2y=23 [2]
Despejando y en la [1], resulta la ecuacion equivalente.
y=3x—5 [17]

Pero como este valor debe satisfacer también la [2], susti-

tuyéndolo en ella tendremos;
£ B ~F 203 6=1b)=—= 28 [27]

El sistema [1], [2], se transforma, pues, en el sistema
equivalente [17], [2']; pero la ecuacién [2’] es de primer
erado y ¢on una ineognita, de manera que, resolviéndola como
se explied en el Capitulo anterior, obtenemos, sucesivamente:

5wt 6.0 —10 =23
112z =33, de donde, =3

Es decir, que ya hemos hallado el valor de una de las
ineognitas.

Sustitayendo este valor x =23 en la ecuacion [1'] ten-
dremos el valor correspondiente de la ofra inedgnita que es:
y=3X325=0-—5=4

La tnica solucion del sistema es, pues,

‘ £=3. W= 4»!

Como ejercicio, verifique el estudiante esta solucion, sus-
tituyendo los valores hallados en las ecuaciones primitivas,
cada una de ellas originara una identidad.

Resumimos el método seguido en la siguente

ReGLA, — Para resolver por el METODO DE SUSTITU.
CION un sistema de dos ecuaciones de primer grado con
dos incognitas, = e 4 :

1. Se considera como conocida, en una de las ecuaciones
una de las incégnmitas; sea, por ejemplo, . y se despsj
la otra incégmita y, cuyc valor dependerd de i,



96 M. COPPETTI. — ALGEBRA (PARA EL 3.t ANO)

2." La expresion que se obliene para y se sustituye en
la otra ecuacién, transformandola asi en una ecuacién que
s6lo contiene la incégnita =z ; resuelta ésta, nos da el valor
de la incégnita que habiamos supuesto conocida.

3. Se sustituye el valor de # en la expresién de v,
obteniendo asi una ecuacién aue sélo contiene la incégnita
i, de la que se despeja ésta.

El método se llama de sustitucion, en virtud de las susti-
tuciones que se realizan durante su aplicacion.

EJEMPLO. — Sea el sistema

{Ysgz—2y=>5 (1]
| 4 o43y="% (2]

Despejando z de la [1] tenemos:
r=6y 415 [3]

Sustituyendo este valor en la [2] obtenemos la ecuacién:
4(6y+15) +3y="1%
48y 4120 4+6y=1
54y ——119
y=—11/5
Sustituyendo este ultimo valor en la expresion [3], tenemos:

o= 6(—119/5,) +15=16/,
La solucion del sistema es, pues:
y=—"Yy, a=%[
Verificacién: para la ecuacién [1] tenemos:
Ya(*/0) — 2(—1%/5s) == %97 4+ "3y = /01 =5

Para la ecuaciéon [2] tenemos:
410 /p) + 3(—110/54)="4/p — 112/ 15 ="2/13 1'% /13 ="/1s ="/

167. Método de igualacion, — Sea, por ej., el sistema
ya tratadc en el parrafo anterior:

(82— y=5 [1]
| 5o+2y=23 (2]

Suponiendo conocido el valor de z en ambas ecuaciones
y despejando el valor de y, tenemos:

S
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De la ecuacion [1]1: y =3 x — 5

De la ecunacién [2]: y=—"/» @+ ¥/v

Igualando estas dos expresiones de #, obtenemos una ecua-
cion de primer grado que sélo contiene una incégnita:

3 —5=—"/ 5+ /s
y transforméandola:
6 ——10="—hKgtfE 23. . 6-p— B w=723>10
11z = 33, de donde, | =3 |

Para calcular @, suponemos conocido el valor de y en
ambas ecuaciones y despejamos el valor de ., procediendo
Inego como antes.

De la [1] tenemos: =LA g A=Ef,

De la [2] tenemos Bi== A gy W

Tgualande estas dos expresiones de «, resulta:

sy + Sa=—2sy + */s
by+20=—6y+469.:.5y + 6y=69—25

11 y =44, de donde, El

Como en ¢l método anterior, conviene verificar las raices
halladas.

Resumimos el método seguido en la siguiente

REGLa. — Para resolver por el METODO DE IGUALA-
CION un sistema de dos ecuaciones de primer grado con
dos incognitas:

1.° Se despeja una misma incégnita en cada una de las
ecuaciones dadas, suponiendo conocido el valor de la otra.

2.° 8¢ igualan las expresiones de la incoégnita despejada,
obteniendo asi una ecuaciéon de primer grado con una sola
incognita, de la que se despeja ésta.

3. Se repite el procedimiento para el caleulo del valor
de la otra incégnita, pero invirtiendo en el proceso los
papeles de las incognitas,
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- 168. El método de igualacién, que también se llama de
comparacion, generalmente no tiene ventaja sobre el primero,
¥, por consiguiente, poco se usa.

Nora prAcTicA. — Puede emplearse con ventaja el método
de igualacién, combinindolo con el de sustitucién. Para ello
se empieza por calenlar una de las ineognitas por el método
de igualacion; su valor asi caleulado se sustituye en una de
las ecuaciones dadas, obteniendo asi una ecuacion que solo
contiene la otra incégnita, de la que se despeja esta incognita.

EJEMPLO. — En el ejemplo tratado en el (N.” 167) o sea, en
la resolucién del sistema

[ Bw—1y = 5

] Ba42y=23
se caleulé primeramente la incOgnita x=3 por el método de
ignalacion. Si ahora sustifuimos este valor en una cualquiera de las
ecuaciones dadas, por ejemplo en la primera, tenemos:

IX 3 —=y=>b."wy=9-—-5; osea, y—4

169. Meétodo de reducciém. — Tratemos nuevamente el
sistema del parrafo anterior:
' [ 3% W= [1]
54 2y =923 ' [2]

Transformemos las ecnaciones de manera que resulten igna-
les los valores ahsolutos de los coeficientes de una misma
ineognita, por ejemplo, los de ¥ .

Para ello, se multiplican los dos miembros de cada ecua-
cion por el valor absolute del coeficiente de # en la otra.

En el sistema propuesto, bastard multiplicar por 2 la
ecuacion [1], obteniendo el sistema equivalente:

{2622 Fol ==110)
| 5+ 29=23

Si o sumamos miembro a mismbro las dos tltimas ecuacio-
nes (N." 121), se eltminan asi los términos opuestos (—2%) ,
(+2y), resultando la ecuacion en z :

b+ S =101 23
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54 obtenida en el método anterior (N.° 167). Resolviendo

esta ecuacion, hallamos:
| =3

Para caleular la otra incognita, es decir, y, igualemos los
valores absolutos de los coeficientes de = ; para ello se
multiplica por 5 la ecuaciéon [1], y por 3 la eenacion [2],
chteniendo:

152z —5y=25
{' 152+ 6y =69

Si restamos ordenadamente estas dos ecuaciones, se elimi-
nan asi los términos opuestos (+15z) y (—15z), obte-
niendo la ecuacién en ¥ :

—11y = — 44, de donde, | y=4 |

En este caso se ha restado, porque log coeficientes de la
incognita que eliminamos son del mismo signo.

Como en unos casos hay que swmar y en otros restar, el
método empleado se llama, también, de sumas y restas.

Resumimos el método en la siguiente

ReGLa. — Para resolver por el METODO DE REDUC-
CION un sistema de dos ecuaciones de primer grado con
dos incognitas:

1° Se multiplican los dos miembros de las ecuaciones
por nameros convenientes para igualar en valor absoluto
los coeficientes de una misma incognita.

2.° Se suman o restan miembro a miembro las ecuacio-
nes para eliminar dicha incognita, obteniendo asi una ecua-
cién con una sola incégnita, de la que se despeja ésta.

3. Se repite el procedimiento para el cilculo del valor
de la otra incognita, pero invirtiendo en el proceso los pa-
peles de las incognitas.

170. Norag prAcricas. — 1.* Como lo indicamos en el
método anterior (N.° 169), puede resultar ventajoso el em-
pleo del método de reduceién combinado con el de sustitueion;
a continuacién trataremos un ejemplo,
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EJEMPLO. — Sea el sistema:
(4xf5y=21
| 3z+42y= 17
Para igualar los coeficientes de = multiplieamos por 3 la pri-
mera ecuacion, y por 4 la segunda. Indiquemos primeramente las
operaciones y luego efectuémoslas:

3) 4x+4 Hy=21
4) © 32+ 29y=17

122 4 15 y.= 63
122+ 8y—=—28

(37}

Restando: Ta=3
de donde, y="5/z , 0sea, y=2>o
Sustituyendo este valor y=>5 en la segunda de las ecuaciones

dadas, resulta:
3a4-2XH=T

de donde, §g=—7—10 ; 3z2=—38 ... a=—1

La solucién del sistema es: | a=—11, i y—>5 |

9+ No siempre es necesario multiplicar cada eenacion por
el coeficiente que tiene en la otra, la incognita que se desea
¢liminar; lo veremos en el ejemplo que sigue,

EJEMPLO. — Sea el sistema
(Wae—3y=—— 5
| 152 —8y=— 10
Para eliminar la inedgnita x, observemos que sus coeficientes,
10 y 15, tienen como minimo comin miltiplo el nimero 30, En con-
seenencia, multiplicando la primera ecuacién por 30:10=3, la
segunda por 30:15=2, ¥ procediendo luego como indicamos en
la Nota anterior, tenemos:

3) 10z2— 3y=—— 5
2) 52— 8y= 10
Nz— Y9y=—15
0z —16y= 20

Restando: Ty=—3b . g—=—2>
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Sustituyendo este valor y=—-—5 en la primera de las ecua-

ciones dadas, resulta:
102z—3(—5)=—>5

dedonde: Wz =—=—5—15; Wa=—20.".a=—2
7 1
La solueién del sistema es: ’ £=—=—2 l ,1 y=——3>5 |
|
171. Férmulas de regolucion. — €omo en la prictica se

presenta frecuentemente la resolucién de un sistema de dos
. ecuaciones de primer grado con dos inedgnitas, resulta
conveniente, pues, conocer las formulas (A N.° 277), que
nos permiten calcular rdpidamente los valores de las incog-
nitas, mediante sustituciéon en ellas de las letras por los
valores particulares (generalmente numéricos), de los eoefi-
cientes y términos conoeidos de las ecuaciones dadas, redu-
cidas a la forma tipo indicada en el (N.° 165).

Para hallar dichas férmulas resolveremos por uno cual-
quiera de los métodos, por ej., por el de sustitucién, el sis-
~tema general: :

far+by=c 1
| @’z +by=¢’ [1]

Suponiendo a == 0, despejamos = de la primera ecuacibn,

y tenemos:

c—by
r= —
a
Sustituyendo este valor en la segunda, resulta:
~ @’ (c—by)
e —I— b’y =’
a

Resolviendo esta ecuacién que solo contiene la inedégnita
Y, tenemos:

ca’ — bay + ab’y =ac’
(@b’ —ba)y =ac’ —ca’

de donde, y = (ac’ — ¢a’): (ab’ — ba’).
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Sustituyendo este valor de ¥ en una cualquiera de las
ecuaciones [1], y despejando x, se encuentra:
v = (¢b’ — be’):(ab’ — ba’)
Las férmulas de resolucién del sistema general [1] son,
pues :

eb’—be’ ac’—ca’
r = —————— yy = —
ab’—ba ¥ ab’—ba’

EJEMPLO. — Sea el sistema:

2x—3y=22

[ G by=—"10

Aplicando las férmulas de resolucion, en las que

B=9: t="—3815 =22 #=6; V=5, J=1M1W
tenemos :
22 % b —(—3) X 10 140
T —— ——3% )
2K 5—(—3) X6 28
2 X 10—22 X 6 — 112
y= R e
2K H—(—3)X 6 28

La solucién del sistema dado es, pues:

e

y——414 \

=
b |

172. Regla de Cramer. — Un binomio como abl—b 0’
suele representarse con el simbolo >

QD5
|
al bl

Dicho binomio se llama determinante de log enatro ntumercs
[ AT e Y]
Obsérvese que en el simbolo referido estin dispuestas las
cuatro letras a , b, @’ , b’ , en forma rectangular;
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podemos deeir, pues, que indica debe efectuarse el producto
en diagonal @b’ y de él restarse el otro producto en dia-
gonal ba’.

En el parvafe anterior vimos que un sistema de dos ecua-
ciones de primer grado con dos inedgnitas, reducido a la
forma tipo:

(ax+by= [1]
l a’s +by=c¢’
se puede resolver empleando las formulas
ct—b¢ ac—ea
& = et ’ y o S—
ab’—ba abl—ba

Bl denominador comin de estas dos fracciones, o sea el
hinomio a b’ — b @’, se llama el determinante del sistema [1].

De acuerdo con la notacién indicada al principio de este
parrafo, las formulas de resolucion del swtemd [1] pueden
escribirse, pues, simbolicamente, asi:

| ¢ b | | @ ¢ |
[e” 28 |
L= S oY
luh|’ | b
| & v | | & b’

Estas formulas, debidas a (ramer (*), nos permiten enun-
clar la siguiente

RegrA, — La solucién de un sistema de dos ecuaciones
de primer grado con dos incognitas, reducido a la forma -
tipo, se puede obtener escribiendo dos fracciones cuyo de-
nominador comiin es el determinante del sistema, y cuyos
numeradores son los determinantes que resultan de reem-
plazar en el anterior, la columna de los coeficientes de la
incégnita que se expresa, por la de los términos indepen-
dientes. \

(*) GABRIEL CRAMER (1704-1752) fué profesor de Matemiticas en Gine-
bra. su cindad natal. Su obra mis importante, que ain se consulta hoy, es el

‘“Tratado sobre curvas algebraicas’’

Contribuyé al estudio de las aeuuuones, e hizo revivir el de los determinantes,
comenzado por Leibnitz; escribié sobre la causa fisica de la forma esferoidal de
los planetas y el movimiento de sus dpsides; amplié los estudios de Newton
relativos a las curvas cilbicas, ete.
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EJEMPLO. — Resolver el sistema:

| 24 y =16
b i 8l
16 Cod b BRI 86 b= 128 183
r== == s = —
S P T 3416 19
e =l
! 5
2 - 16 B SCAG 5523 48 — 10 38
Y= — e et W S
14 19 19 19
Verificaeion :
1.* ecuacibn: 3 X 7—8X 2=21—16=5
g T+ 2 —1442=16.
Discusion de los resultados
173. Sistema determinado. — Nos proponemos repetir,

para un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos
ineognitas, la discusién que efectuamos en el (N.° 137) para
una sola ecuacién con una inebgnita, discusion que tiene
por objeto prever todes los casos que pueden presentarse
en la resolucion de dicho sistema.

SNea, pues, el sistema general:

({eazt+by=c
| dz+by=c¢’ (1]

Suponiendo a0, en el (N.” 171) vimos que despejando
r de la primera ecuacién, sustituyendo su valor en la segunda
v simplificando, llegamos & la ecuacion:

(b’ —ba)y =ac’ —ca’ 2]

Si ab’—ba’5<0, la ecuacion [2] se satisface para un

golo valor de y (N." 137, 1.°), que sustituido en una cual-
quiera de las ecuaciones del sistema [1], nos da también un
solo valor para @,
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El sistema [1] tiene, pues, una sola soluecién, expresada
por las férmulas que hallamos en el (N.” 171):
eb’—bc ac —ca
= e Y=
ab’ —ba abl—ba
y decimos que el sistema es determinado,

Casos de imposibilidad e indeterminacion

174. Si ab’—ba’=0, y ac’—ca’0, la ecuacion [2]
no se satisface para mingin valor de y (N.® 137, 2.°); el
sistema [1] no tiene, pues, ninguna solucién, y decimos que es
imposible, o que las ecuaciones que lo forman son incom-
patibles,

Nota. — Obsérvese que, en este caso, también se cumple
la condicién, c¢b’—be’5£0 ; ésta se obtiene dividiendo
ordenadamente las dos expresiones ab’=ba’ y ac’#ca’,
deducidas de las condiciones dadas,

= st . 3ar—2y=

EJEMPL(O. — Consideramos el sistema; ?‘ 6 1’__4;;__11

Tl determinante del sistema es:

6 —ba =3(—4) — (—2)6=—12 4+ 12 =10
Ademds, tenemos:
a¢ —cd =3X1—1X6=3—6=—3+£0;

en consecuencia, el sistema dado es imposible.

La imaposibilidad anterior podia haberse previsto observando los
coeficientes y términos conocidos de las eenaciones dadas; en efecto,
6 y —4 son equimiltiplos de 3 y — 2, pero 1 no lo es de 1, porque

=3 X2; —4=—2X 25 1z£1X2

175. Siab’—ba'=0, y a¢’— ca’=10 , la ecuacion [2]
del parrafo anterior se satisface para cualquier valor .que
se atribuya a la letra y (N.” 137, 3.°) ; el sistema [1] tiene,
pues, infinitas soluciones, y decimos que es indeterminado.

En este caso decimos, también, que existe indeterminacién
de orden 1, porque si bhien podemos dar a wna de las incég-
nitas valores arbitrarios, los valores de la otra dependen
de los valores atribuidos a la primera,
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EJEMPLO. — Cousideremos el sistema:
( 3:1)'—-2"1/;—_‘1
| 6x—dy=2
El determinante del sistema es:
abl—ba =3(—4)—(—2)6=—12 4 12=10
iy, ademids,
a¢ —cad =3 X2—1 X6=06—6=0;
en consecuencia, el sistema dado es indeterminado.

Esta consecuencia podia haberse deducido inmediatamente, en este
caso, observando que las dos ecuaciones se reducen a una, puesto
que los coeficientes y el término conoeido e la segunda, resulfan
de multipiicar vor 2, los de la primera, v sabemos que una eenaecién
aislada eon dos inedgnitas tiene infinidad de soluciones (N.® 161).

Nora., — Obsérvese en este easo que, siendo ab’— b a'= 0,
y.oe' —ca =0, resulta’ a:a’ = b:0"=t:¢’, de donde
se tiene, también: c¢b’ —be’=0;

176. Cuando los coeficientes a, b, a’, b’, y los térmi-
nos conocidos e, ¢', dependen de ciertas cantidades literales
llamadas pardametros, a las que se les puede dar dilerentes
valores, puede suceder que los valores particulares afribuidos
a dichos parametros anulen uno o varios de aquellos coefi-
cientes. ;

Supongamos (ue se tenga: ¢ — b —a’ =0"=0 ; en
ese caso, el sistema [1] ya no contiene las incognitas, y se
reduce a

=7 i ="¢’ .
1."caso: si ¢ o ¢’ son diferentes de cero, una, por lo meo-
nos, de estas tultimas igualdades resulta imposible, y el sis-
tema [1] no tiene solucidn; decimos que es imposible.

2.0 caso: si c=¢' =0, las ccuaciones [1] se transforman
en identidades para cualesquiera que sean los valores que se
atribuyan a = e y . El sistema [1| tiene, pues, infinitas so-
luciones, y decimos que es indeterminado.

En este caso decimos, también, que existe indetermina-
cién completa o de orden 2, puesto que podemos dar simuls
taneamente a las dos incégnitas valores arbitrarios,
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177. Resumimos los resultados de la discusién en el si-
guiente cuadro:

azr + by =c¢
DISCUSION DEL SISTEMA { , b
&'z + b'y = ¢*
Hipdtesis Solucién | E] sistema es:
adl - diar kO ; anica determinado
act — ¢o’ %0 | Ringuss imposible
a %0 { infini indeterminado
- a¢’ — co'= O infinitas de crden 1. '
ab'=da'-p -
coc %0 ninguna imposible
P { e
5 R i s inde nado,
¢ £ - infinitas de orden 2

Sistemas sencillos con mas de
dos incognitas

178. Sistemas de igual numero de ecuaciones que de
incégnitas. — Cuando se presenta para su resolucion un
sistema de mds de dos ecuaciones de primer grado con igual
namero de inedégnitas, pueden aplicarse, también, los méto-
dos que hemos empleado en este Capitulo para los sistemas
de dos ecuaciones eon dos inedgnitas.

En esencia, el procedimiento consiste en transformar el
sistema dado en olro equivalente con una ecuacidon y una
incognita menos, y asi swucesivamente, hasta lograr obtener
una sola ecuacion con una sola incognita.

(fomo para el caso de dos ecuaciones con dos inedgnitas,
un sistema con igual ntmero de ecuaciones que de inedgni-
ias rvesulta, generalmente, determinado,

Asi, por ej., el método de sustitucion se aplicaria mediante
la siguiente

Reara, — Para resolver un sistema de ecuaciones de pri-
mer grado con IGUAL NUMERO DE ECUACIONES QUE
INCOGNITAS:

1.° Se despeja de una de lag ecuaciones, una de las
incoégnitas, considerando como conocidas lag otras.
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2° Se sustituye la expresién de dicha incégnita en las
ecuaciones restantes, formando asi un nuevo sistema que
contiene una ecuacién y una incégnita menos que el an-
terior.

3. Se procede con este nuevo sistema como con el pro-
puesto, y se continfia hasta llegar a un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas, que se resuelve por cualquier
método.

4.° Sustituyendo los valores de las dos incégnitas halla-
das en la ecuacién precedente, que contiene una tercera
incégnita, se tendrd el valor de ésta, y asi sucesivamente se
calculan las restantes incognitas, sustituyendo en las ecua-
ciones que le preceden, los valores de las incégnitas ya
calculadas,
EJEMPLO. — Resolver e] sistema:
2x-—3 Y — }: gl g g [
3z4+2y—2s=13 [
dr—4dy—22=11 [
Despejando z de la primera ecuacién, resulta:
z2=2x—3y—1 EL
Reemplazando esta expresion de z en las [2] y [3], tenemos:
3z+2y—2R2a—3y—1) =13
bo—4y—22x—3y—1)=11
£ ! —z+8y=11 [2’]
Transforméndolas, resulfa: { e iy —0 (3]
El sistema de estas dos eeuaciones [2'], [3'], con dos inebgnitas
« e Y, podria resolverse por el método de sustitucién; pero en el
caso particular que se presenta, resulta mis breve aplicar el método
de redunecion. Sumando las dos ecuaciones [2'] y [3’], tenemos:
10y=20, de donde, y=2
Sustituyendo este valor y =2 en la ecuacién [2'] o en la [3'],
y despejando @, obtenemos el valor de esta ineégnita: x==5.
Sustituyendo los valores a=5, y=—2 en la eenacién [1'] tenemos:
=2X5—3X2—1, dedonde, ¢ =3
La solucién del sistema es:

=0 1 y:‘z 3 E——)
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179. Nora. — Si el sistema de dos ecuaciones con dos
ine6gnitas, obtenido al aplicar la regla anterior, resultara
imposible o indeterminado, analogamente sucederia con el
sistema dado.

Se podria desarrollar una discusion general andloga a la
realizada en el (N.” 173) y siguientes, pero ello nos condu-
ciria fuera de los limites fijados para este curso elemental.

180. Sistemas de diferente niimero de ecuaciones que de
incégnitas.

1. Sistemas con mds ineognitas que ecuaciones. — Estos
sistemas son generalmente indeterminades; tienen, por tan-
to, infinitas soluciones. En efecto, si tuviéramos un sistema
de m ecuaciones con m -+ n incognitas, dariamos valores
arbitrarios a n de las incognitas, y tendriamos asi un sis-
tema de m ecuaciones con m incognitas, que resolveriamos
como indicamos en el (N.° 178).

EJEMPLO. — Sea el sistema de 2 ecuaciones econ 2-41=3

inebgnitas :
{3zty+2=5
l =2y -+32=—6

Demos valores arbitrarios a una de las incbgnitas, por ej., a 2:
Asi, para z==2, tenemos el sistema de dos ecuaciones con dos

Lol

inedgnitas =z e 1y :

(3eduta =3 [ aetu=3
) T 9 W _|_ ;>< (e (1(- d()llﬂ( ? 1_2”:0
Resolviendo este Gltimo sistema, tenemos: & — & =2k

Una solncién del sistema dado es, pues:

e =ty S e B

Si damos a z ofro valor cualquiera, por ej., 2 ==-—115, encon-
i y ) 72 9

tramos, andlogamente, ofra solueién del sistema dado:

o ==3% g sy AT Z=—1/:z

Andlogamente (al(ularxa.mos todas lag soluciones que (uisiéramos
del sistema dado.
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Nora. — El sistema podria resultar determinado, si los

coeficientes y término conocido de una de las ecuaciones
fuesen equimultiplos de los de ofra, porque, en ese caso, dos
0 mas ecuaciones serian idénticas, reduciéndose entonces el
namero de ellas. (Véase el ejemplo del N.” 175),

“2.° Sistemas con mds ecuaciones que incognitas. — Si tu-
viéramos un sistema de m -+ n ecuaciones con m incognitas,
resolveriamos ¢l sistema formado por m cualesquiera de las
ecuaciones dadas. :

Si las soluciones halladas de este sistema parcial verifican
las = m . ecnaciones restantes del sistema dado, éste es deter-
minado; de lo contrario, es imposible (o absurdo).

EJEMPLO I. — Sea el sistema de 4 ecuaciones con 2 inedonitas:
20 4+3y="7 Resolviendo el sistema formado por las
x+4+2y=>5 dos primeras ecuaciones, encontramos:
« - -
}l+ == P e
—4xt+ y=7 Sustituyendo estos valores en las ofras

dos . ecuaciones,- vemos que las verifiean:
3(—1D)+3=—34+3=0; —4(—1)+3=44+3=T7

" > A e
El sistema es, pues, determinado, siendo su solueion :

==Ly =3
EJEMPLO TI. — Si la altima ecnacién del sistema del ejemplo

anterior fuese, por ej.:
4w + by =2

al sustifuir @& = — 1 e y=23, tendriamos:

4(—1) 5 X3=—4+15=11
resultado éste absurdo, por ser diferente del término conocido de la
eeuacion, que es 2; en consecuencia, este sistema seria smposible,
y decimos que las ecuaciones que lo forman son incompatibles-




CAPITULO VI

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO

181. Definiciones. — En el (N.” 115) vimos e¢dmo se
podia resolver un problema mediante la resolucion de una
ecuacion, Iasta ahora, hemos resuelto ecuaciones con el objeto
de ejercitarnos; pero, en la practica, utilizamos las ecuacic-
nes como un medio para la resolucién de un problema.

En todo problema existen cantidades euyos valores estin
dados en forma explicita, o bien, que pueden obtenerse por
medida directa; éstas son las cantidades conocidas o datos
del problema. Existen otras cantidades, llamadas incdgnitas,
cuyos valores no estan dados, sino que es necesario deter-
minar baséndose en las relaciones que las ligan con las can-
tidades conocidas.

Lia resolucion de un problema tiene por objeto determinar
log valores de las incognitas mediante los valores de las can-
tidades conocidas.

Lios valores de las inedgnitas se llaman soluciones del
problema,

Antes de dar normas generales para la resolucion de pro-
blemas, estimamos conveniente tratar algunos ejemplos.

182. ProBremA I — En un salon de clase habia 40 alumnos,
entre minias y varones. Habiéndose retivado 12 niftas y 8 va-
rones, quedaron en el salon igual nimero de alwinnos de am-
bos sexos. ¢ Cwintas nifias y cudntos varones habia en el salon
inicialmente?

Indiquemos con z el niimero de ninas que habia en el
galon; el de varones sera (40 — 2).

Habiéndose retirado 12 nihas y 8 varones, quedaron en
el salon (2 — 12) nifas,.y [(40 — =) — 8] varones,
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Como el ntmero de nifias que quedaron en el salon debe
ser igual al ntmero de varones que también quedaron, estas
dos tultimas diferencias deberdn ser iguales, vale decir, que
tendremos la siguiente

Eeuaciébn: 2 — 12 = (40 — z) — 8 :

Reduecion: = — 12 = 32 — x, de donde 22 — 44.

Solueién de la ecuacién: = — *1/, — 22,

Solucién del problema: el ntmero de nifias es 22, y el
niimero de varones es 40 — 22 — 18,

Verificacién . vetirAndose 12 nifias y 8 varones, quedaron
en el salém 22 — 12 = 10 nifias, y 18 — 8 — 10 varones,
nGmeros éstos que por ser iguales, justifican la solucién.

183. ProBrLEMA II.—En una fabrica, un obrero, trabajando
a mano, construye 10 cajas por hora; otro, trabajando con md-
quinas, comstruye 36 cajas por hora, pero no empieza su tra-
bajo sino 2 horas después. del primero. ;Al cabo de cudnto
tiempo el segundo obrero habra fabricado 3 veces mds cajas
que el primero?

Tomemos como origen del tiempo el instante en que el
segundo obrero empieza su trabajo; por unidad de tiempo
la hora, y como incbgnita, qlie representaremos con =, el
tiempo empleado contado positivamente después del origen.
Al eabo de este tiempo, el primer obrero habri trabajado
(z + 2) horas, y fabriecado 10(z -+ 2) cajas.

El segundo obrero habré trabajado z horas y fabricado
36 x cajas.

Pero, segin la condicién del enunciado, esta ultima can-
tidad debe ser tres veces mayor que la primera, vale decir,
que tendremos la siguiente

Beuaecion: 362 = 10(xz + 2) X 3.

Redueeion: 36 2 = 30z + 60, de donde 6 2 = 60 .
Solueién de la ecuacién: z = /5 = 10.

Solucién del problema: 10 horas,

Verificacién: Al eabo de 10 horas, el segundo obrero hahra
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fabricado 36 > 10 = 360 cajas, y el primero, que habra trd-
bajado (10 -+ 2) = 12 horas, habra fabricado 10 X 12 = 120
cajas, numero, el primero, triplo de este Gltimo.

184. Normas generales para la resolucion de problemas.
— Por los ejemplos tratados, vemos que el método que con-
viene seguir en la resoluciéon de problemas, es el siguiente:

1. Eleceién de las incdgnitas.

2. Planteo del problema.

3. Resoluecion de las ecuaciones.
4. Discusion de los resultados.

Eleccion de las incognitas

185. El mismo enunciado del preblema indica, general-
mente, cual es la inedgnita, o ineégnitas,

A veces, el enunciado no indica claramente cuéles deben
ser las incignitas; de su eleccién depende que la resolucion
del problema sea més o menos sencilla. Es natural que mo
existen reglas fijas al respecto; solamente la préctica adqui-
rida mediante la resolueibn de variados problemas, podra
ayudarnos a resolver las dificultades,

EJEMPLO I. — En el problema tratado en el (N.* 115), cuyo
enunciado es: “Cudl es el nimero cuyo friplo, disminuido en 8
unidades resulta igual a aquel nimero?”, es evidente que la incdg-
nita es ese nimero.

EJEMPLO I1i—F] problema IT (N.” 183) podria enunciarse asi:

Un obrero fabrica 10 cajas por hora trabajando a mano; otro
obrero, que trabaja a maquina, fabrica 36 eajas por hora, pero
empieza su trabajo 2 horas después del primero. jPodri acontecer
que el nimero de cajas fabricadas 'por el segundo sea triplo del
construido por el primero?

Ahora no se indica eudl debe ser la ineéguita; podrmmos tomar
diversas eantidades: ya sea la que tomamos, es decir, el niimero de
_horas a contar del momento que inicia el traba.jo el segundo obrero;
o bien, el nimerp de horas a contar del momento que inicia el tra-
bajo el primer obrero. Llamando 2 a este dltimo nimero, la ecnacién
del priblema seria:

(102) X 3 = 36(x—2) de donde x—=12
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Como el segundo obrero inicia el frabajo 2 horas después del
primero, empleard (12— 2) =— 10 horas para fabricar el namero
de cajas que establece el enunciado del problema (resultado igual
al obtenido en el N.° 183).

186. Al mismo tiempo que se determinan cudles deben
ser las incdgnitas, es indispensable, para interpretar rapida-
mente y con preecision las soluciones halladas, indicar las uni-
dades eon las cuales medimos fodas las magnitudes que
intervienen en el problema; por tltimo, eunando es del caso,
se establece para cada incégnita un origen y un sentido
positivo.

Como norma general, podemos decir que la eleecién de la
incognita (o incognitas). debe ser tal, que facilite el planteo
del problema, operacion esta tltima, que indicaremos a eon-
tinuaci6n.

Planteo

187. DreriNiciON, — El PLANTEO de un problema es la
expresion, en forma de igualdades entre los datos y las
ineégnitas, de las relaciones que resultan del enunciado.

Para esta operacién, tampoco puede darse una regla geneval.
En casos sencillos, se puede llegar al planteo de la siguiente
manera:

Se opera como si, siendo conocidas las soluciones del pro-
blema, se quisiera verificar mediante una o mas igualdades,
que dichas soluciones satisfacen a todas las condiciones del
enunciado, asi como . las leyes malematicas, mecdnicas, fisi-
cas, ete., a las cuales pueden estar swjetas. Las igualdades qie
asi se obtengan, son lus ecuaciones del problema.

La inedgnita o incégnitas se representan, generalmente, con
las ultimas letras del alfabeto (., vy, 2z, ¢,. .).

188. Resoluciones de las ecuaciones. — Si las ecuaciones
que resultan del planteo son de primer grado, podemos
resolverlas con los conocimientos adquiridos en el Capitulo
precedente..

\
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Un problema se llama de primer grado si su resolucién
s6lo exige resolver ecuaciones de primer grado. Si
ecuacion resultante es de segundo grado, el problema se
llama- de segundo grado; andlogamente para grados supe-
riores. En el préximo curso trataremos de las ecuaciones y
problemas de segundo grado.

Discusion de los resultados |

189. Problemas con una incégnita, — Resuelta la ecua-
¢ion de un problema, es necesario verificarla. Pero, en cier-
tos casos, no todos los valores que verifican la ecuacién son
también soluciones del problema; esto sucede, porque no
todas las condiciones que encierra implicitamente el enun-
ciado pueden tenerse en cuenta en el planteo.

Es necesario, entonces, investigar si el valor hallado para
la inedgnita satisface también a todas las otras condiciones
que abarcan el enunciado del problema; esta inierpretacion
de resultados es lo que se llama la discusion de los resultados.

Supongamos, por ejemplo, que-por la naturaleza del pro-
blema, la solucién deba ser un nGmero entero, y se halla,
en cambio, como solucion de la ecuacion, un nimero frac-
cionario. j Podremos decir que ésta es la solucién del pro-
blema? Ciertamente que no. :

Si la solueién de un problema debe ser un namero posi-
tivo, v encontramos como solueion de la eeuacion un ntimero
negativo, no podra aceptarse ese valor como solucion del
problema. X

En los casos indicados y otros analogos, se dice que el
problema es imposible, o que mo tieme solwcion, aunque la
tenga la ecuacion.

Tlustremos este punto mediante algunos ejemplos.

Asi, por ej., si la inedgnita es el niimero de herramientas que: se
encuentran en un taller, el resultado, para que sea aceptable, debe
ser un namero entero y positivo; la fuerza de un motor no puede
resultar expresada sino por un mnfimero positivo; si se caleula la
edad de un padre enando se conocen las de sus hijos, la primera
fiene que resultar mayor que la de los segundos, ete.
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190. Problemas imposibles. — Cierto problema puede
resultar imposible de resolver, ya sea porque la ecuacion del
mismo carece de soluciones, o hien, porque las soluciones de
la ecuacion no lo son al mismo tiempo del problema.

Asi, por ejemplo; en el Problema I del (N.° 182), si modi-
ficamos el enunciado en el senfido de suponer que sean 41
alumnos en lugar de 40 los que habia inicialmente en el salén
de elase, la ecuacion del problema seria:

dr—12'= (41" = z) —'8
que resuelta nos da: x = */, (nfimero fraccionario),
‘Como la naturaleza del problema no admite solucién frae-
cionaria, decimos que el problema es imposible.

191. FroBLEMA, — Encontrar un mnimero cuya tercere
parte disminuida en sw cuarte parte y aumenlada en 6, sea
igual a su doceava parte, aumentada en 5.

Llamemos z a la incégnita; segun el enunciado, la ecuacion
del problema sera:

x x x
i o ) 6 i
3 4 12
Eliminando denominadores, 4o — 3z -+ 72 =z -+ 60

de donde

(]

+

=1
o

43 i"Fp— 3 =60 —

0.2 = —-1
Esta ultima ecuacion no tiene solucion (N.” 137, 2.°); por
consiguiente, ¢l problema es tmposible.

Nora. — Esta imposibilidad podria notarse desde la ecuacién primi-
tiva del problema; en efecto, la diferencia de las dos fracciones que
figuran en el primer miembro es igual a la fraccién que figura en el
segundo miembro, y a esas dos expresiones iguales se les ha sumado
‘nimeros diferentes, 6 y 5, respeetivamente, lo que no puede dar resul
tados iguales.

o

192. Solucién indeterminada, — Se presenta eunando cual-
quier valor de la inedgnita es solucion del problema. Trata-

remos un ejemplo,

it oo i il o e Sl e e
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ProBrLEMA., — Dos personas tiemem, respectivamente, 23 y
27 aios; otras tres tiemen, respectivamente, 18, 25 y 32 aiios.
¢Dentro de cudntos aiios el triple de la suma de las edades
de las dos primeras personas sera doble de la suma de las
edades de las otras tres?

Llamemos = al ntmero de atios, a partir del momento
actual, que faltan para que se eumpla el acontecimiento se-
nalado en el problema.

Dentro de 2 afios la suma de las edades de las dos pri-
meras personas serd: (23 4+ x2)4-(27 -+ 2); la suma corres-
pondiente a las otras tres serd: (18-a)--(25-tx)+ (32+=).

De acuerdo con el enunciado del problema, la ecuacién co-
rrespondiente sera:

323 +ax+271+2) =218+ x4 20+ =+ 32 4 2)
que reducida nos da: 0.z = 0. ‘

Siendo esta ecuacion indeterminada (N.” 137, 3.%); o sea,
que cualquier valor de x la satisface, significa, pues, que
el acontecimiento busecado tiene lugar en cualquier momento.

193. Solucién negativa. — En ciertos problemas, cuando
la ineégnita es una cantidad susceptible de contarse en dos
sentidos' opuestos, como ser: un tiempo, una distancia, un
dinero cuando representa las ganancias o pérdidas en un ne-
gocio, ete., la solueién negativa puede tener interpretacion.
Tenemos un caso en el siguiente

ProsLeMA, — Un padre tiene 41 aios y su hijo 13. ;Dentro
de cudntos aios la edad del padre serd 5 veces la del hijo?
Llamando » al ntimero de afios que faltan para gue se emum-
pla el acontecimiento sefialado, la ecuacién del problema es:
41 + 2 =513 + =)
que resuelta nos da: = = — 6.

Tal como se encuentra redactado el enunciado, la solucion
negativa nos indicaria que el problema es imposible. Pero,
representando la inedgnita un tiempo, que hemos considerado
positivo cuando es hacia el porvenir, contado a partir de un

origen, y negativo cuando es hacia el pasado, el signo negativo
: : S
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nos indica que el acontecimiento buscado es anferior al origen

de los tiempos (momento actual); vale decir, que hace 6 aios

la edad del padre era 5 veces la del hijo.

Jorresponderia, pues, modificar la parte final del enun-
ciado, diciendo: ; En qué época la edad del padre fué 5 veces
la del hijo?

Vemos, que en ciertos problemas cuya solucion puede to-
marse en-dos sentidos opuestos, la solucién negativa nos in-
diea, en algunos casos, la modificacién que debemos introducir
en el enunciado, para que el problema tenga solucién.

194. En otros casos, la solucion negativa puede indiear
(ue el problema es imposible (N.° 189). :

Un ejemplo lo tenemos en el Problema 11 del (N.” 183), si
modificamos la parte final del enunciado, en la siguiente
forma: ;Dentro de endntas horas el segundo obrero habra
fabricado 5 veces mas cajas que el primero? La ecuacion del
problema seria, entonces:

36 2 =101(¢ 4+ 2) X &
cuya solueion es x = — 9/ (negativa).

De acuerdo con nuestra convencién sobre la manera de
contar los tiempos, el signo negativo nos indiearia que el
instante encontrado precede al origen en °°/; de hora.

Es natural que este resultado no responde a la cuestion,
porque en ese instante el segundo obrero mo empezj a tra-
bajar atn. Vemos, pues, que en este caso, el problema es
imposible.

195. Problema de los méviles, —Dos mdviles, sitwados en
los puntos A y A’; se trasladan sobre una recta con movimien-
to uniforme, y con velocidades de v y v’ metros por segundo,
respectivamente. Sabiendo que en cierto instante sus distan-
cias a un punto O de la recta som a y a’, respectivamente,
determinar el momento y lugar en que se encontrardn.

Tomemos sobre la recta » (fig. 5), un sentido positivo,
por ejemplo, de izquierda a derecha, y el punto O como ori-
gen de las distancias. Ubiquemos los puntos 4 y 47 sobre esa
recta, a las distancias ¢ y o’ del origen, respectivamente,
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Tomemos también como origen de los tiempos el momento
en que los méviles pasan por A y A’, respectivamente, y 1lla-
memos = al nimero de segundos transcurridos desde ese mo-
mento hasta el de encuentro en E.

vXx
bl s N s & 2
—— - s Y
o“..._________v__ ....... ./A".....-.._..v,...__...__/"E f
a’ v’ X
(fig. &)

Si la velocidad del mévil A es de ¢ metros por segundo,
en z segundos habra recorrido v # metros, represenfados en la
figura por el segmento de recta AJ’J, a distancia O E val-
dra, entonces: a + vz

Ll mévil A’ habra recorrido en el mismo tiempo v’z me-
tros, represeniados por el segmento A’E; la distancia O E
podra entonces representarse también asi: o’ 4 v’z.

[gnalando estas dos distancias tendremos la ecuacion

@ + v =" Ave

que permite caleular z.

196. Discusion. — Primer caso. — Si las velocidades son
diferentes, ©v—uv’5 0, entonces la ecuacion anterior da
un valor Gnico para « :

a’—a
r = — [a]
V==

Si o resulta positiva, quiere decir que el encuentro tiene
lugar en un momento posterior al origen de los tiempos. El
punto E se encontrard a la derecha de 4 y 47, y la distancia
A'E se obtendri multiplicando el tiempo = por la veloci-
dad v, y obtenemos:

(a’>—a) v
AR = e 18]
v —’

Si x resulta megativa, quiere decir que el encuentro se

efectué en un momento anterior al origen de los tiempos.
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El punto E se encontrari ubicado a la izquierda de los pun-
tos Ay A’ :

Este altimo resultado tieme su interpretacion fisica; en
efecto, si la fraceion que da = es negativa, sus dos términos
deben ser de signos contrarios. Suponiendo ¢’ > a (caso de
la figura), el numerador de la fraccion resulta positivo, y el
denominador debe ser entonces negativo, vale decir, que v<<v’,
o sea, (que la velocidad de A debe ser menor que la de A°.
Pero pasando los méviles al mismo tiempo por A y A7, es evi-
dente que ya no se encontvariin, sino que se ivan alejando
cada vez mas, Pero antes de llegar a esos puntos, la distancia
entre ambos era menor, y ha habido un momento en que la
distancia era nula, es decir, que se encontraron.

Lia solucién negativa nos indica también, en este caso, que
debe modificarse la parte final del enunciado del problema,
y decir: gen qué momento y lugar se encontraron los moviles?

Como ejercicio, diseuta el estudiante el caso que ¢ < a y
v > v’; el punto de encuentro corresponderia también a la
izquierda de 4 y A

Si 2 resulta nule, @ — a’, quiere decir que los moviles
coinciden en el origen de los tiempos, (Lios puntos A, 4’ y
E de la figura, son uno solo).

Segundo caso. — Si las velocidades son iguales, v =— o,
entonces la ecuacion ue permite caleular » se transforma en
O —"w/ — ¢

ecuacion imposible (N.* 137, 2.); los moviles no se eneon-
traran nunca. Esto es evidente a priori, puesto que, mar-
chando los dos mdviles con la misma velocidad, permanecen
a una distancia invariable uno del otro,

Tercer caso. —Si v = v’ y a = a’, la ecuacién que
permite ealeular 2 se transforma en
Oy -=20

ecuacién indeterminada (N.” 137, 3.°), o sea, que cualquier
valor de = la satisface. Lios puntos 4 y A’ coinciden siem-
pre, o, con otros términos, los méviles marchan juntos,
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Nors, — Las férmulas [a] y [B] de este problema, siendo
literales, son formulas generales, vale decir, que expresan todas
las soluciones de los problemas de tipo igual al tratado; en
cada caso particular, no habrd mas que sustituir en ellas los
valores numéricos del problema dado.

Resolveremos algunos problemas, como ejemplos de aplica-
cion de las formulas halladas.

ProprEMA 1. -— Dos autos se dirvigen hacia la Capital Federal por
la carretera que la une con -‘Lujan. En cierto momento, uno de los
antos, el que marcha con una velocidad mediqg de 60 Km. por hora,
pasa por Rodriguez, que dista 17 Km. de Lujin. El otro auto, que
marcha con 36 Km. por hora de velocidad media, pasa en el mismo
momento por Moreno, que dista 33 Km. de Lujin. ;A qué distancia
de Rodriguez alcanzard el primer aulo al segundo?

LudAn""" Lol
RODRIGUEZ /

/__._,-——MO

MORENO

"---.-__,,--__.-..a' ________ - Choque

Con las notaciones de la (fig. 5) y que ahora repetimos gn.ln
(fig. 6), suponiendo rectificada la carretera en la 'parte inferior
de la misma figura, tenemos:
a=—17Km. ; & = 33 Km. ; v=060 Km.h. ; 2 = 36 Km.h.

Sustituyendo estos valores en la férmula [B], tenemos:

(@ —a)v (33 —17) .60 16 X 60
A W = — =% —— — 40 Km.
v — v’ 60 —36 24

El primer auto aleanzard al segundo a 40 Km. de distancia de
Rodriguez; es decir, con los datos kilométricos de la figura, a 6 Km,
de Morén, hacia la Capital Federal.
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ProsuEMa II. — Por la carretera referidg en el problema ante-
rior, en cierto momento un auto pasa por Rodriguez y otro por
Moreno; después de 27 minutos dichos aulos chocan en Morin.
Caleular las velocidades medias de marcha de cada auto, empleando
las distancias kilométricas que se indican en la (fig. 6).

Con las notaciones de la (fig. 6), tenemos:
a=—17 Km. ; &«=33 Km. ; A B=Dist. Rodriguez-Morén—34 K.

Siendo ia distancia Moreno-Morén de 18 Km. y el fiempo em-
pleado por el segundo auto en recorrer esa distancia, de 27 minu-
tos, su velocidad es:

v e—=e:1=18:27T =2/3 Km. por minuto = 40 Km. por hora

La inedgnita cs ahora, ». Para caleularla, sustituimos los valores
anteriores en la férmula [B], obteniendo:

(@’ —a)v (33 —17)»
AR = ———, de donde, 34 —= —-———
Y —’ r— 40

Resolviendo esta ecuacién, tenemos:
34 v — 1360 =16 .. 18y == 1360 .. v= 1260/, 0 — 75,555 Km, ],
Las welocidades de ambos autos son, respectivamente: 40 Km. y
753 Km. por hora (aproximadamente). j

197. Problemas con varias incégnitas. — El método con-
veniente para la resolueién y discusion de un problema con
varias inedgnitas, es andlogo al empleado en los problemas
con s$6lo una incégnita.

'l‘éngdqe presente que, para que un problema admita un
namero limitado de solucmnex, serd necesario, en general (que
origine tantas ecuaciones como incognitas (N.“ 178) ; en ese
caso, el problema se llama determinado. A continuacién tra-
taremos un ejemplo.

PROBLEMA. — En una asamblea, se aprobé un proyecto por una
mayoria que fué igual a la cuarta parte del nimero de wotos de
la minoria; pero, si con el mismo nimero de votos, los de la mi-
noria hubieran contado con 12 votos mds, ei proyecto se habrig
aprobade con una mayoria de dos votos. ;Cudntos votaron de cada
parte?

Sea « e|l nimero de votos dados por la mayorfa, e y los dados
por la minoria.
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De acuerdo con el resultado de la votacion realizada, tenemos
esta primera ecuaeion:
e—y="%y
De acuerdo con la segunda condicién del problema, el nimero de
votos de la minoria lhubiera sido (y +12); y los de la mayoria,
(z—12); tenemos, pues, una segunda eenacién:
(x—12)—(y +12)=
Dando la formwa tipo al sistema de estas dos ecuaciones, resulta:
(2— by Y=
l 2 —y =26
Resolviendo este sistema, encontramos:
i U5 | A yhie=-104

En consecuencia, el problema es determinado, siendo la respuesta:
votaron 130 en favor del proyecto y 104 en contra.

198. Cuando un problema origina menos ecuaciones que
incognitas es, en general, indetermanado, y tiene, por tante,
infinitas solnciones (N.” 180, 1.°). Como ejemplos, a continua-
cion resolveremos dos problemas,

P’rROBLEMA I. — Hallar dos nimcros tales, que sumando al primero
el doble del sequndo se obtenga 3.

Llamando 2 e g a los nameros que buscamos, tendremos la
Yinies ecnaeion ;

2 +2y=3
que sabemos tiene infinitas soluciones (N.” 161). Asi, despejando
x, ternemos:
z=3—29y
Si ahora danmos a y valores arbitrarios, por e]emplo 1, —1,
Yy, . . obtenemos para x, respectivamente: 3, 1, 5, 2,
ProsuEMA 1L — Se compraron 43 amimales, entre pollos, gallinas

u pavos; se pogé $ 1 por cada pollo, $ 1,20 por cada gallina, y
$ 1,50 por cada pavo. Si se pagé $ 50 por todos los animales, ;cudn-
tos se compraron de cada clase?

Sean x, y, #, el nimero de pollos, gallinag y pavos que se
compraron, respectivamente.

Las ecuaciones del problema son:

z+y+2=43
e X1+yX12+sX15=50
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Siendo dos las ecuaciones y tres las incognitas, el sistema tiene
infinitas soluciomes. Para resolverlo, consideramos como econocida
una de las inebgnitas, por ej., 2, v tendremos el sistema en = e y:

fz 4+ y=45 —z
l 2+12y=50—153

Despejando « e y por cualquiera de los métodos, se obtiene:
‘ = B8/ 4 7S yre= 30— 18/y 2

Dando a 2 valores arbitrarios en estas expresiones de = e v,
tendriamos infinitas soluciones del sistema de ecuaciones; pero, por
la naturaleza de la cuestién, no todas serfan soluciones del problema.
En efecto, los valores de las incégnitas fienen que ser nimeros
enteros 'y positivos.

Por la forma de expresion de r e y, fieilmente vemos que
para las tres inedgnitas resultardn valores enteros, si damos a 2
valores paies. :

La segunda condicion, de tener que ser las inebgnitas numeros
positivos, se expresa. asi:

z>0 3 843503 3 8ot >0

Los valores de 2z que satisfacen simultdneamente a estas tres con-
diciones, se determinan ficilmente empleando la grafica de inecua-
c¢iones (N.° 159).

Podemos resumir, pues, aquellas tres condiciones en esta otra:

0 <2< 14

Pero como 2 dehe ser un nlmero par y positivo, los tinicos va-
lores que satisfacen a la fltima designaldad, son:

Ca—a e IS L s B ;

E1 problema tiene, pues, seis soluciones.

Asf, por ej., para z=—2, las expresiones que hallamos de 2
e y mnos dan:

2=8-1-3/,¢2—=8-1-3—11 ; y=35—5/,X2—=35—5=30

Como primera soluciéon del problema diremos, pues, que se com-
praron: 11 pollos, 30 gallinas y 2 pavos.

Para z—4, tenemos otra solueién:

14 pollos ; 25 gallinas ; 4 pavos

199. Cuando un problema origina més ecuaciones que
incognitas es, en general, imposible o absudo (N.” 180, 2°).
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EJEMPLO. — Dos wimeros son tales que su suma vale 5, su
diferencia 3,y uno de los mitmeros es la mitad del otro. Hallar
£S0S NUMEros.

Llamando 2 e y a las ine6gnitas, se origina el sigulente sistema:

zt+y=5; og—=y=8; =%y

Resolviendo las dos primeras ecuaciones encontramos que los ni-
merog que las verifican son: a2=4, y=1.

Ahora, si sustituimos estos dos valores z=—4 , y=1 en la
tercera ecuacién, constatamos que no la verifican, puesto que nos da
4 7 Yo

Decimos, pues, que el problema no tiene solucidn, puesto que los
valores de = e y que verifican las dos primeras ecuaciones, ne
verifican la altima.

200. Algunos de los problemas que se resuelven mediante
una ecnacién con una incbégnita, pueden también resolverse
més facilmente empleando dos ecuaciones con dos incognitas.
Un ejemplo lo tenemos en el Problema I del (N.” 182), que
decia: En un salon de clase habia 40 alumnos entre niiias y
varones. Habiéndose retirado 12 ninas y 8 varones, quedaron
en el salon igual mimero de alummnos de ambos sexos. ¢ Cudan-
tas winias y cudntos varonecs habia en el salon, inicialmente?

Llamando z al ntimero de nifios e y al de varones, las
condiciones del problema originan el siguiente sistema:

(x4 y=40
| t— 12=y—8

que resolviéndolo, encontramos:
A=t e Yy, =18
soluciones estas iguales a las obtenidas en el (N.° 182).

Calculo de dos niimeros conociendo su
razon y la suma o diferencia de
los mismos
201. ProBrLEMA, — Llamemos ¢ la razon conocida entre

dos nfimeros =, y ; b su suma o diferencia, también co-
nocida; calcular los nmeros = e y.
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De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos
las siguientes ecuaciones:

fz:y =a
l B Y =b [a']
equivalentes al sistema: jo—al =0
lex y =b

Resolviéndolo por cualquiera de los métodos, por ej., por
la regla de Cramer (N.” 172), resulta:

e A Pk
p —— s ==
Fpired ot
de donde
ab |
B e
axl |

Asf, por ej., si a=35 es la razén y b=—=8 la suma conoeida,
corresponde tomar el signo - de las formulas [B], v tendremos:

8ox'8 8
i =6 y= g
341 341
Verificacion :
giy=0:2=3=a ; 4+ y=0642=8=b
Fn cambio, si a=3 es la razén y b — 8 es la diferencia, co-
rresponde tomar el signo — de las formulas [R], v tendremos:
3X8 8
= ———=12; y = =L
3—1 3—1

Verificacion :
riy=12:4=3=a; r—y=12—4=8=10
Nors, — Para a = 1, vy tratindose del caso de la diferencia
de los nfimeros dados, el denominador de las férmulas [B], o sea,
(a—1), nos da:
a—1=10
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Pero, para a=—1, los numeradores de aquellas férmulas también
se anulan. En efecto, siendo a=—=uz:y==1, tenemos: x=y;

" entonces resulta también, »—y=40, o sea, b==0, valor este

¢ue anula los numeradores de las fracciones de las férmulas [B].
El sistema [«] tiene, pues, infinitas soluciones (N.° 175), y de-
cimos que el problema es indeterminado.
Facilmeute verificamos el problema, en este caso, porque cual-
quiera que sea el par de nimeros iguales, su cociente es siempre
igual &« 1, y su diferencia es igual a 0.

Reparticion proporcional

202. Reparticion simple directa. — Recordemos del curso
anterior (A, N.° 106), que si las razones A:a, B:b, C:c. ...
son iguales, la expresion

A B C

a b C

se llama una serie de razomes iguales.

Decimos también, que los numeradores de estas razones
son directamente proporcionales a los denominadores res-
pectivos, o bien que los denominadores son directamente
proporeionales a log numeradores.

Asl, por ej., si tenemos 3:6=1:2=5:10, decimos, mas
brevemente, que 3, 1, 5 son proporcionales a 6, 2. 10,

DerinicioN, — Repartir una magnitud S en partes DI-
RECTAMENTE PROPORCIONALES a los nimeros «, b,
¢, ... significa descomponerla en tantas partes =, y, 2, ...

como nimeros se dan, y tales que dichas partes sean direc-
tamente vroporcionales a los nmumeros dados.

Vale decir que se eumpliran las relaciones

[S=a+y+z+ ...

x Yy &

[1]

a b ¢

que constituyen un sistema de tantas ecuaciones come -
¢ignitas,
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Asi, por ej.,, si son tres las partes en que queremos des-
componer un namero &, tendremos el sistema formado por
las tres ecuaciones siguientes : y

([S=xr4y+=2
{ @ a==rysb
Uz:a = zic

EJEMPLO. — Repartir el mitmero 120 en partes directamente
proporcionales a los mimeros 3 y 5.

El sistema [1] es, para este caso: 3

. O =i e
(l.;(')-—a—}—y olsea, (.r—{-]l-;—l%
A I =

Conocemos, pues, la suma de dos niimeros y su razén. Aplicando
las férmulas: [B] que hallamos en el Problema del (N.° 201), en

las que hacemos a — 3%/5, b = 120, tenemos:
(3/5) X 120 ' 120
= ——— =45 ; y=————=175
s 41 s+ 1

Verificacién: 45 4 75 = 120 ; 45:3 =751 5

203. Resolucién general del problema. — Para el caso
de tener que repartir una magnitud en partes proporcionales
a varios nimeros, en lugar de resolver en cada caso el siste-
ma [1], resulta mis préctico emplear una regla general que
deduciremos de dicho sistema.

Para ello, recordemos del eurso anterior (Ap N.° 107) que,
en toda serie de razomes iguales, la suma de los antecedentes
es a la suma de los consecuentes, como uno cualquiera de los
antecedentes es a su consecuente. Tendremos, pues, aplicando
esta propiedad a la serie de razones que figura en el sis-
tema [1]:

zt+y+2+4 ... @ y z
a+b-+tc ... a b ¢

lgualando el primer miembro, sucesivamente, con cada und
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de los siguientes, sustituyendo = +y 424 ... =8, y des-
pejando x, Y, 2.,... obtenemos, respectivamente:

| |55 5 l
’J.‘: ————Xltl:l//:—————-Xb|:...

F ey e S YRR S YL s vl

Estas expresiones nos justifican, pues, la siguiente

RecrA, — Para REPARTIR una magnitud en PARTES
DIRECTAMENTE PROPORCIONALES a varios nameros
dados, se divide aquella magnitud por la suma de los ni-
meros dados, y se multiplica el cociente obtenido por cada
uno de los niimeros dados.

EJEMPLO, — Dividir el mimero 240 en partes divectamente pro-
porcionales a los mimeros 3, 4, 5.

Apliquemos la regla anterior: para ello, caleulemos primeramente
la suma de ios ntmeros dados: 3 + 4 4 5 = 12.

El cociente de 240 por la suma 12 es 20.

Las partes pedidas serdn, pues:

20 3 31==.80 13- 190 E =Rt N N B — 1001

Clomo verificacion, la swma de estas tres partes debe ser igunal al
ntimero dado: 60 + 80 -+ 100 = 240.

ProBrLEMA. — Tres empleados deben repartirse una gratificacion
de $ 1260 proporcionalmente a los aiios de servicios. El 1.° tiene 15
aiios de servieios, el 2.° tiene 12, el 3.° tiene 8. ;Cudnto corresponde
a cada uno?

Se divide 1260 en proporcion directa a 15, 12 y 8 . Para
ello tenemos: 15 -+ 12 + 8 — 35.
El cociente de 1260 por esta suma es, 1260:35=—=3506.

A cada empleado le corresponderd, pues:
1.5 36 X156 ==540%" 2% 86 D¢ 12 —432 5 3, 368 Se—10h8

Al primero le corresponden $ 540, al segundo $ 432 y al tercero
$ 288. Como verificaeién, tenemos: 540 - 432 |- 288 —1260 .

Nora, — Silos nfimeros ¢, b, ¢,... son fracciones,
se pueden ‘reducir a comin denominador, y, por consiguien-
te, repartir la magnitud S en partes proporcionales a los
numeradores resultantes.
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En efecto, si en la serie del sistema [1] fueran los deno-
minadores de las razones, fraceiones de igual denominador,
podrian suprimirse estos ualtimos denominadores, que las
razones seguirian siendo iguales entre si, puesto que cada
razén de la serie habria sido multiplicada por el denomi-
nador comin suprimido.

204. Reparticion simple inversa. — Con las convencio-
nes del (N.” 202), daremos la siguiente

Derinicion, — REPARTIR una magnitud S en partes
INVERSAMENTE PROPORCIONALES a los numeros «,
b, c,... significa descomponerla en tantas partes =, v,
2, ... como numeros se dan, y tales que dichas partes sean
directamente proporcionales a los INVERSOS (o recipro-
cos) de los niimeros dados.

Vale decir que se c¢umplirdn las relaciones
S—=ax+y+24+ ...

@ Y 2

l:a Lol 1:¢

Se comprende facilmente (ue la regla para la resolucion
de problemas es andloga a la del anterior (N.” 203), reem-
plazando, en este easo, los nimeros dados por sus inversos.

EJEMPLO. — Duwvidir el mimero 36 en partes mversamente pro-
porcionales a los niimeros 4, 3, 0.

Los inversos: son: 3/ 5 s o /g .
Su suma es: 1/ 4 Yy + Vg = /4
El ecociente de 36 por 3/, es 36X */3=—48.
Las partes pedidas serdn, pues:
48,3 TE==12 5 | M8 S ai==21615 148 50 1/ =18,

205. Reparticién compuesta directa, — Supongamos que
n0s proponen el siguiente
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ProBLEMA. — José y Alberto ganan en un megocio $ 3403
José coneurrid, para la realizacion del negocio, con un capital
de $ 1200 durante 9 meses, y Alberto con $ 3000 durante 7
meses. ¢Qué parte de la ganancia le corresponde a cada uno?

Se comprende fécilmente que, colocar en un mnegocio un
capital de $ 1200 durante 9 meses, equivale a colocar un ca-
pital 9 veces mayor durante un tiempo 9 veces menor. Por
consiguiente, la ganancia que corresponde a $ 1200 por Y
meses, es igual a la de $ (1200 X 9 = 10800) por un solo mes;
analogamente la ganancia de $ 3000 por T meses es igual a
la de $ (3000 X 7=21000) por un solo mes,

El problema se reduce, por consiguiente, a la reparticion
de $ 3400 .en partes proporeionales a los mameros 10800 y,
21000 .

Llamando z ¢ 4 a las partes que corresponden a José y Alberto,
respectivamente, y aplicando las férmulas y notaciones del (N.° 203),
tenemos :

S — $ 3400 ; = 10800 ; b = 21000.

3400
T=m———— % 10800 = § 1154,72
10 800 - 21 000

3 400
Yy =—— X 21 000 = $ 2245,28
10:800 - 21 000 el
Gananecia total $ 3400,00

206. En el problema anterior, hemos repartido la ganan-
cia en partes directamente proporcionales a los capitales ¥
a los periodos de tiempo durante los euales habian estado
colocados.

Estas reparticiones se llaman reparticiones compuestas, y
se caleulan con la siguiente

RecLs., — Para REPARTIR una magnitud en partes DI-
RECTAMENTE PROPORCIONALES a log niimeros «, b, ¢,
y a los ntimeros «’, b’ ¢’, se reparte aquella magnitud en
partes directamente proporcionales a los productos (a X a’),
(bX0b") , (eXe).
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EJEMPLO. — Tres [leteros transportan los materiales mecesarios

para una obra, y se les retribuye en razén directa del wimero de
vehiculos que emplea cadg uno de ellos y de la distancia del trons-
porte. EL 1.° empled 12 camiones en 2 Km. de distancia; el 2.° empled
10 en 3 Km. y el 3. empleé 9 en 4 Km. ;Cudnto le corresponds
percibir a cada fletero, si la suma a repartir es de $ 600.

Con las notaciones anteriores tenemos, S = $ 600. Los produc-
o somzin M2 ¢ Q== 4TS X3 == 30" ;0 9 X 4 = 36/ ;. 1
sumg de estos ntmeros es: 24 —+ 30 4 36 — 90. Llamando =,

w4, 2z, a las eantidades que ecorresponde percibir eada fletero,
tendremos :

£/ - (600.'%) >< 24— $ 160 <
y = (600:90) X 30 =$ 200 ; 2= (600:90) X 36 = $ 240,

207. Reparticion compuesta inversa. — Supongamos que
nos proponen el siguiente

ProBLEMA, — Kl dueiio de un megocio resolvic distribuir
un aguinaldo de $ 720 entre tres de sus empleados, en razon
wversa de los sweldos, que son $ 100, $ 200, $ 240 y también
en razom inversa de las edades respectivas, que son 25, 30 y
32 aiios. ;Cuanto corresponderd a cada uno en el reparto?

Con el mismo criterio empleado en la veparticion simple
inversa, se comprende que este problema se resuelve con la
regla del problema anterior, reemplazando, en este caso, los
nameros por Sus reciprocos,

Tendremos que repartir, por consiguiente, la cantidad de $ 720
en partes directamente proporcionales a los produetos:

(*/100 X */25) 5 (*/200 X /30) s (/240 X '/32)

Aplicando ahora la regla del (N.° 203), encontramos las partes
que buseabamos, que son, respectivamente: §$ 413,27 ; 172,20 ;
134,53 (eon $ 0,01 de aproximacién). Como ejercicio, caleule el es-
tudiante estos tres valores.

208. Reparticion compuesta directa e inversa. — Supon-
gamos que nos proponen el siguiente

PROBLEMA., — T'res chacareros, A, B y (', resuelven
construir un pozo para wtilizar en comun, siendo el presu-
puesto de la obrq $ T40. Las, casas de cada chacra distan del
pozo, 200 m., 300 m. y 500 m., y el niwmero de habitantes de
las mismas es 12, 8 y 6 respectivamente, jComo corresponde
repartir el costo de la obra?
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Se admite que, al awmentar la distancia del pozo a las
casas, disminuyen proporcionalmente los beneficios que presta
el pozo; y-que, al awmentar el nimero de habitantes de cada
chacra, aumentan en proporcién directa los beneficios del
mismo. En consecuencia, corresponde repartir el costo de la
obra en razén directa de los ntimeros de habitantes y en razdn
inversa de las distancias del pozo a cada casa.

Para esta reparticion empleamos también la regla del
(N.° 208), peroc 1'ecmplamndo los ntmeros que corresponden
a las distancias, por sus reciprocos.

Tendremos que repartir, pues, la cantidad de $ 740 en partes
directamente pmpovemnale a los productos f
(12 X /200 = **/200), (8 X*/300 = ®/500), (6 X*/500 = */500)}
o bien, por razén aamloga a la indicada en el (\T" 204), ‘podriamos
repartir proporcionalmente a los nfimeros 2/,, /3, °/;. Re-
duciendo estas fracciones al minimo comiin denominador y supti-
miendo este fltimo (Nota del N.° 203), la reparticién podrd simpli-
ficarse haciéndola proporcionalmente a los numeradores respectivos
que resultan, que son log niimeros 90, 40, 18.

Aplicando la regla del (N.° 203), encontramos las partes que
buscitbamos: al chacarero A le corresponde pagar $ 450; al B co-
wresponde § 200 y al C $ 90. Dejamos, como ejercicio, que el
estudiante caleule estos tres valores.

209. APLICACIONES. — Regla de compaiiia o de socie-
dad. — En la explotacién de un megocio de cierta impor-
tancia, es corriente que se convenga entre varias personas
reunir sus capitales para formar una sociedad o companic
comercial. Lia suma de capitales aportados por todos los socios
se llama capital social, y el de cada socio se llama wmposicion.
La gananecia o pérdida lograda por la sociedad, se llama divi-
aendo general, y lo que le corresponde a cada socio, se llama
diwvidendo parcial,

El procedimiento empleado para determinar cada dividendo
parcial, se llama regla de sociedad o de compaiiia.

Si los socios han aportado sus capitales durante un mismo
tiempo, es logico que el dividendo general se distribuya entre
los socios, proporcionalmente a la imposicién de cada uno de
ellos; en-este caso, la regla de sociedad se llama simple, y se
resuelve con la regla del (N.° 203).
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Si lasg imposiciones no hubieran quedado colocadas durante -

el mismo tiempo, se admite que cada dividendo parcial sea
proporeional al capital y al tiempo; en este caso, la regla
de sociedad se llama compuesta, y se resuelve con la regla
del (N.” 206).

La regla de sociedad, ya sea simple o compuesta, es siemn-
pre directa.

210. Ejemplo de regla de sociedad simple. — Resolvere-
mos el sgiguiente

ProBLEMA., — Tres socios realizan un megocio con una -
nancia de $ 4000, y desean repartirse equilalivamente esa suma
en relacion al capital aportado por cada uno de ellos a la
sociedad. Calcular lo que le corresponde a cada wno, sabiendo
que los capitales respectivos fueron de $ 20 000, $ 25 000,
$ 35000 .

Aplicaremos, pues, la regla del (N.° 203); para ello, lla-
mando z, y, 2z, lo que corresponde a cada socio, reparti-
remos los $ 4000 proporcionalmente a los ntmeros 20 000,
25000 y 35000 ; tendremos:

4000
e >, 20000 =
20 000 - 25000 -} 35 000
Dividendo general
= X (1" imposicion) — $ 1000
Capital social-
y = (4000:80000) > 25000 = $ 1250
2 = (4000:80000) X 35000 — $ 1750
Verificacion :
$ 1000 + $ 1250 + $ 1750 = $ 4000

Las férmulas halladas en el problema, nos justifican, pues,
la siguiente

RecrA. — Para hallar cada dividendo parcial, se multi-
plica por cada imposicién, el cociente del dividendo general
por el capital social,

SR Se———
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211. Ejemplo de regla de sociedad compuesta. — Resolve-
remos el siguiente

ProBLEMA, — Dos socios ganaron $ 3000; el 1.° habia
colocado $ 6 000 durante 15 meses y el otro $ 11 000 durante
10 meses, ;Cuanto le corresponde a cada uno?

Aplicando la regla del (N.” 206), y llamando =z e y a lo
que corresponde al 1.° y al 2.° socio, respectivamente, tenemos ;

3000
B = — X (6000 X 15) = ¢ 1 350
6000 X 154 11000 X 10
3000
Y= X (11000 X 10) = $ 1 650

6000 3 15 - 11 000 X 10
Podemos enunciar, pues, la siguiente

REGrA. — Para hallar cada dividendo parcial, se empieza
multiplicando cada capital por el respectivo tiempo; luego,
congiderando los productos como capitales, se opera como en
la regla de sociedad simple,

212. Cuestiones de prorrateo. — La reparticion de contri-
buciones, socorros mutuos, ete., forman un conjunto de cues-
tiones que se llaman de prorrateo. Estos problemas se re-
sitielven como los de regla de sociedad.

EJEMPLO. — El costo de una obra publica es de $ 24000, y se
resolvig repartirlo proporcionalmente entre las cuatro clases de con-
tribuyentes de cierta poblaciin; de éstos, 20 pagaban $ 80 de contri-
bueion ;. 25 pagaban $ 1105 36 pagaban $ 90, y 32 pagaban $ 84.
oA eudnto asciende la contribucion de cada uno para la obra?

En este ecaso aplicamos la regla del (N.° 211); para e¢llo repar-
tiremos los % 24 000 en partes proporeionales a los productos:
(20 X 80 =1600); (25 X 110 =—2750); (36 X 90 = 3240);
(32 > .84 = 2688),

Siendo la suma de estos produstos,
1600 + 2750 4 3240 - 2688 — 10278 ,
a-cada clase le corresponderd pagar;
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-1.* clase, (24000:10278) < 1600 —4% 3 736,14
2" clase, (24000:10278) X 2750 — $ 642148
3.2 clase, (24 000:10278) x 3240=4 7 565,67
4. clase, (24000:10278) X 2688 —=4¢ 6 276,71
Por consiguieate, a cada uno de los contribuyentes le corresponde
pagar: los de 1." clase, 3736,14:20 =% 186,81 ; los de la 223,
6421,48:25 — % 256,86 ; los de la 3.", 7565,67:36=¢ 210,16 ;
los de la 4.", 6276,71: 32 — $ 196,15. (Resultados aproximados a
menos de # 0,01).

Problemas sobre mezclas

213. Definiciones. — Se llama media aritmética entre dos
cantidades o nameros, a su semisuma,

La media aritmética entre varias cantidades es el cociente
de la suma de ellas dividida por el ntmero de las mismas.
* Asi, la media aritmética de los nameros 13, 15, 20,
24 ‘es: ;

' 13 4 15 420 + 24
4

Se llama mezela de dos o mas sustancias, su reunion en
proporeiones cualesquiera y conservando cada una su pro-
pia naturaleza.
~ Se llama aleacion, la mezela que se obtiene de la fusion de
dos o més metales. El oro, la plata y el platino se emplean,
en los usos corrientes, aleados con el estano, cobre, ete.

——i

* Recordemos del curso anterior (A, N.° 69), que en las aleaciones
de metales finos, se llama ley o titulo de lag mismas, al nfumere que
se obtiene dividiendo el peso del metal fino por el peso bruto de
la aleaciéh.

La ley de una aleacién se expresa generalmente en milésimas.
Asi, las monedas de oro y plata de Ja Reptblica Argentina son de
una aleaciéon de 900 gramos de oro o plata econ 100 g. de cobre;
por consiguiente, su titulo es 900:(900 -} 100) = 0,900 .

Se llama precio de una sustancia, la razén entre su valor,
0 costo total, y la cantidad de la misma,
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214. Pueden presentarse dos clases de problemas de
mezelas: :

1. ProBLEMA DIRECTO. — Hallar el precio de una mezcla,
conociendo las cantidades mezcladas y sus precios respectivos.
2. ProBLEMA INVERSO, — Hallar las cantidades que de-

ben mezclarse de dos o mds sustancias cuyos precios conoce-
mos, para que la mezela resulte a un precio dado.

215. Problema directo. — Cuando se mezelan sustancias
de distintos precios, interesa conocer el precio que resulta
para la wmidad de la mezela, al que se llama precio medio.

Asi, por ejemplo, tenemos el siguiente

PROBLEMA I. — Un comerciante mezcla tres clases de vinos:
16 ltros de $ 0,45 el Utro, b litros de $ 0,60, y 7 litros de
$ 0,60. ;Cudl es el precio de un litro de mezela?

Llamemos x al precio de un litro de mezela. El costo
total de las tres clases de vinos mezclados es:

16 X 0,45 + 5 X 0,60 + 7 X 0,50 = 7,20 -+ 3,00 -} 3,50

Pero el namero de litros mezelados es: (16 +5-+4+17) ¥y
su costo total serd también: (16-+5-+7) 2.

Tgualando estas dos expresiones del costo total, resulta la
ecuacion
(15 + 5 4+ Te = 7,20 + 3,00 4 3,50

de donde, .
7,20 -+ 3,00 -+ 3,50 13,70
T = = $ 0,489....
164547 28
Vemos que el precio medio resulta ser la media aritmétic

de los costos de los componentes. Podemos, enunciar, pues,
la siguiente !

Reera, — Para calcular el PRECIO MEDIO de una mez-
cla, se calcula el costo total y se divide por el niimero de
unidades de la mezcla,
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Llamando: ¢, ¢’, ¢, ... los nimeros que expresan las
cantidades mezcladas; p, p’, p’’ los nimeros gue expresan
los precios de esas sustancias, y P el precio medio de la
mezcla, tendremos la siguiente férmula general:

eptep+eip’+ ...
5 1]
¢ + o’ + ¢’ + % ik

Nora. — La férmula anterior se emplea también en los
problemas de aleaciones, representando entonces las letras
F, p, p¥, ... log titulos de las mismas.

216. ProBLEMA II. — Se funden juntos, un lingote de
oro que pesa 850 gramos cuya ley es 0,920, y otro que pesa
50 gramos, de ley 0,840. ;Cudl es la ley de la nueva aleacion?

El peso de oro puro del primer lingote, expresado en
gramos, es: :

c >< = 850 >< 0,920 =182

Para el segundo lingote, tenemos:

¢ X p! = 750 X 0,840 = 630
El peso total de la aleacion es:
¢ + ¢ = 850 - 750 = 1600
Aplicando la féormula [1] del parrafo anterior, tenemos,
pues, la ley que buscamos:
cep—+cp 782 -+ 630
g Ll — 0,8825
¢+ ¢ 1600

217. ProBuEMa I[IL. — Una persona posee 320 litros de
vino que cuesta $ 0,60 el litro. ;Cudanta ague debe agregor
para obtener una mezcla de $ 0,48 el litro?

Con las notaciones anteriores, suponiendo que sea nulo
el costo ‘del agua, tendremos:

=8 ive. == 3y ==10060; 5 o2 S, pt =0k
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Aplicando la férmula [1] del (N.® 215), resulta:
320 X 0,60
048 =t
320 ‘=
Despejando x de esta eecuacion, encontramos: z=80.
La solueion del problema es, pues, que deben agregarse
80 litros de agua.

218. Problema inverso. — En este problema, se trata de
determinar las cantidades # e vy, de dos sustancias de pre-
cios respectivos p y p’ que deben mezclarse para obtener
una eantidad (', de precio medio P, comprendido entre
Py p :

La cantidad total de mezecla es: z+y=0C

El costo total de la mezela es: paz+p'y=P X C

Se nos presenta, pues, un sistema de dos ecuaciones con
Gos incognitas. Resolviéndolo por cualquiera de los métodos
(N.” 166 a 172), encontramos:

l (B—ipl) 6 (n—P)C
& == e y ==
| p—p p—igt ]

Los dos valores de « e ) resultan positivos, porque' he-
mos supuesto p > P > p’, o hien, p <P <p’.
EJEMPLO I, — iCuéntos litros de vino de $ 0,44 el litro, con vino de

$ 0,39 deben mezclarse, para formar 500 litros de mezela de $ 0,41 el
litro?

Para, aplicar las férmulas anteriores, tendremos:

p = 0,44 3 pli==1039 . P=1041 , C = 500
(0,41 — 0,39) 500 10
de donde, o= = — = 200
0,44 — 0,39 0,05

El valor de ¥ se obtiene més répidamente, asi:
y = 500 — ¢ = 500 — 200 = 300

Respuesta: deben mezclarse 200 litros de vino de $ 0,44 el litro, con |
300 litros de vino de $ 0,39 el litro.
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EJEMPLO II. — ;Qué cantidad de oro de ley 0,750 debemos alear
con oro de ley 0,920 para que resuiten 2 Kg. de una aleacién cuya ley
sea de 0,8407

En este ejemplo también pueden usarse las férmulas anteriores, pero
cambiando los precios p, ' y P por las leyes 0,750, 0,920 y 0,840,
regpectivamente.

Asi, representando con z la cantidad de oro, expresada en kilo-
gramos, de ley 0,750, tendremos:

(0,840 — 0,920) 2
i 0,750 — 0,920
La cantidad de oro de'ley 0,920, expresada en Kg., serd:
Yy =2— 0941.,, =1,068...

EJEMPLO III. — El rey Hieron, tirano de Siracusa, emeargé a un
artifice una corona de oro puro, de 10 libras de peso. Sospechando que
el artifice hubiese mezclado plata con el oro, encargé a Arquimedes (céle-
bre matemético del siglo III antes de J. C.), que hiciera el anilisis sin
deteriorar la coroma. Bste pudo descubrir el fraude, observando que el
peso especifico (*) de la corona era 16, mientras sabia que el peso espe-
cifico del oro es 19 y el de la plate es 10 (aproximadamente). ;Qué can-
tidad de oro y plata contenia la coronaf :

Aplicando la férmula anterior, en la que « es la cantidad de oro puro,
C = 10, tendremos:

=, 0,9%1. 5.

g =19 , Lpi=10 . ;| P =38,

16 — 10) 10 20
:.___.———-( ) :——:62/3

19 — 10 8
Por consiguiente, en las 10 libras que pesaba la coroma habia 6 2/,
libras de oro, y 301/, libras de plata, aproximadamente.

z

(*) Recuérdese del curso anterior (A, N.o 66) que el peso especifico de un
cuerpo, es el nimero que expresa el peso de la unidad de volumen del cuerpo.
estando expresados el peso y el volumen en unidades correspondientes. Para la

- resolucién de ejercicios que requieran conocer el peso especificoa de sustancias
usuales, véase nuestra ‘‘Tabla de logaritmos y Constantes usuales'’, donde se
encontrarin los pesos especificos de 68 sustancias, -




CAPITULO VII (*)
REPRESENTACION GRAFICA

Sistema cartesiano. - Coordenadas

219. Coordenadas cartesianas en el plano. — Para fijar
]a posicion de un punto en una recta, vimos que es necesario
dar wun mimero: la abscisa del punto respecto del sistema
prefijado (N.” 9).

Veremos ahora que en un plano, la posicion de un punto’
se fija mediante dos nimeros.

Dibujemos en el plano (fig. 7) dos rectas perpendiculares
entre si: Oz y Oy ; sobre cada una de ellas tomemos un

Y 2° Y g5k

' C ‘A

T 2 """Q——

3An A _’?.w___ - 7 E
e o ? : B
, R 5 2 0 9L

. 1 ][ P

2 % 5l i) i
O] 1 3 & —}3_|~? 5 4:4

(fig. 7) (fig. 8)

gistema de abseisas de origen comin . Se acostumbra di-
bujar horizontalmente el eje O x, orientindolo positivamen-
te hacia la derecha; el eje Oy se dibuja verticalmente, orien’
tandolo positivamente hacia arriba.

" (*) Como en el estudio de la ‘‘Variacién del binomio de primer grado’' que
figura en este Capitulo se emplea la teoria de la ‘‘Semejanza de tridngulos'’

que corresponde al curso de Geometria del mismo afio, convendré, pues, anteponer
el estudio de este dltimo tema al del presente (Capitulo,
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Si desde un punto A del plano se trazan las paralelas
AA” y AA’ acada eje, se obtendran los puntos 47 y 47,
que tienen abscisas determinadas. Asi, en la (fig. 7), la abs-
cisa de A’ es 3, y la de A" es 2. Podemos decir, pues:

A todo punto del plano corresponden dos nimeros.

Reciprocamente, dados dos nimeros reales, y estableciendo
cual de ellos deba considerarse primern, podemos tomar éste
como abscisa de un punto A’ ‘del eje Oz, y el otro como
abscisa de un punto 4’7 del eje O y. Considerando estos dos
puntos como proyecciones de un cierto punto del plano, el
punto A resulta asi determinado por la intersecciéon de las
paralelas trazadas por 4 y A’ a los ejes. Por consiguiente,
podemos deeir:

A dos numeros reales, dados en cierto orden, corresponde
un solo punto del plano. .

En este caso, existe también correspondencia biunivoca en-
tre dos puntos del plano y pares de niimeros reales, conside-
rados estos mumeros en un orden determinado. Para cada
par de numeros resulta asi coordenado un punto, y para
cada punto un par de numeros. Por este motivo, los dos nii-
meros que corresponden a un punto se llaman sus coordenadas,
y se agrega, también, cartesianas, debido al nombre del ma-
tematico Descartes (¥), quien ided ese sistema de coordenadas.

(*) RENATO DESCARTES (1596-1650), matemitico y filosofo francés, lla-
mado también CARTESIO, fué el primero que empleé en forma sistemitica los
nimeros negativos y concibié la idea de representarlos, conjuntamente con los
positivos, sobre un eje orientado.

Cuando joven, y atn ¢on poca salud, tomé parte en varias campanas, y se dice
que durante un crudo invierno en un campamento de Austria, concibi6 la idea
de la representacién grifica de los nfimeros reales. '

Si bien el aspecto de sus obras difiere mucho de las modernas, sin
embargo se halla en ellas lo esencial de las representaciones grificas.
Establecié que una letra podria representar un ntmero tanto positivo
como negativo, y, en consecuencia, convencié a los matemiticos que
los enteros negativos son en realidad niimeros, y que tienen su razén
de ser en las operaciones algebraicas. TIntrodujo también la notacién
moderna de exponente, si bien no usé los exponentes negativos ni
los fraccionarios. A Descartes debemos también el empleo de las
Wltimas letras del alfabeto para representar las incdgnitas, y de las primeras
para las cantidades conocidas. p

En 1637 publicé su famoso Discurso del Método, notable contribucién a la
evolucion de las ciencias, y en 1644 publicé sus Principios filoséficos, obra con-
sagrada, en su mayor parte, a la ciencia fisica,
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Para diferenciar los ntimeros leidos sobre cada eje, se
reserva la denominacién de abscisas para las lecturas sobre
el eje Oz, y la de ordenadas para las sobre el eje Oy . La
abscisa y ordenada de un punto son, pues, sus coordenadas.

Los ejes respecto a los cuales se refieren los puntos, se
llaman ejes coordenados cartesianos, o, mas brevemente, un
sistema cartesiano.

Al eje horizontal Oz se le lama eje de las abscisas, o, mas
brevemente, eje de las equis. Al eje vertical Oy se le llama
eje de las ordenadas, o bien, eje de las ies.

Para indicar que un punto < tiene por abscisa y ordenada
los ntimeros 2 y b, respectivamente, se eseribe: A(a, b).

Asi, para los puntos de la (fig. 8), tendremos:

A5 eyt ms 0y oo ey s VM

N(—2, —2); P4, -—1,5); 600, 0

220. Signos de las coordenadas. — Los dos ejes coorde-
nados dividen el plano (fig. 8), en cuatro dngulos: 0y,
yOx', 2’0y', y Ox, que se llaman, respectivamente:
1°, 2°, 3.° 4.° cuadrantes.

I‘acllmente puede constatarse que: todo punto del primer
cuadrante tiene sus coordenadas positivas; los del segundo
cuadr'm’re tienen la abscisa negativa y la ordenada posi-
tiva S-S

Heoun que un punto M se encuentre en uno o en otro de
los cuadrantes referidos, tendremos, pues:

Si M se haila en el 1. cuadrante: =z >0, y >0 ;

b g L N z<0, y>0;
n M 8] 22 R ) DR 29 r < 0’ Y < 0 ;
tR) ]I 2 1 AT | 4'0 5 $>0, l/<()

Es evidente también, que todos los puntos del eje de las z
tienen ordenada nula; los del eje de las y tienen abscisa nula.

221. Diagramas. — Las coordenadas cartesianas tienen
una gran aplicacién en los diagramas, que se emplean actual-
mente en gran escala para representar graficamente fenémenos
fisicos, quimicos, estadisticos, sociales, econdmicos, biold-
gicos, ete.
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Un diagrama se puede construir siempre que, en un feno-
meno, los valores que adquiera una magmtud dependan de
los valores que adquiera otra magnitud.

EJEMPLO. — Supongamos que cierto dia anotamos la tempera-

tura ambiente, tomada cada dos horas. Podemos dispouner las ano-
taciones como indica el signiente cunadro:

‘0 - ] 4 4 " £
hlt §
AR PR
4|-1 &
6|-2| 6t
13 g s / \
2| 8
12| 9l 2 AN s
;g g loras
20| 1| © 0 72 14 76 18 20 22 |
271 3 ' (fig. 9) L

Fijamios luego un sistema de ejes coordenados (fig. 9), y ¢on-
venimos en tomar sobre el eje de las absecisas, las horas sucesivas
de las observaciones; por tanto, podremos llamarle eje de las horas
o de los ticmpos. En el eje de las ordenadas tomamos lag sucesivas
temperaturas; por tanto, le llamaremos eje de las temperaturas.

Para cada par de nameros, hora de la lectura y temperatur'l
observada, corresponderd un punto que tendri esos dos nameros
como coordenadas. Del conjunto de las observaciones resultard, a
su vez, un conjunto de puntos, que nos dari una idea de edémo
vario la temperatura durante ese dia.

Resulta aun mis evidente la variaeién sefialada, si unimos cada
punto con el sucesivo mediante un segmento de recta; de este modo,
si la linea quebrada sube, o baja, nos indica que la temperatura
aumenta o disminuye respectivamente. Un dibujo como el anterior
se llama un diagrama.

Es evidente que, si en lugar de relevar la temperatura cada dos
horas lo hiciéramos cada hora, o eada minuto, obtendriamos asi
un conjunto de puntos mds proéximos unos de otros; la linea que-
brada que asi se obtendria, se pareeeria mds a una linea eurva.
Si pudiéramos velevar las temperaturas ‘en forma econtinua, ten-
driamos asi una sucesién de puntos que, formando una linea (en
general curva), nos daria una idea exacta de la variacién del fe-
némeno.
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Graficas andlogas se emplean en las elinicas para contraloreay
la fiebre de un enfermo.

Los diagramas de temperaturas atmosféricas pueden obtenerse
automiticamente mediante aparatos llamados termdgrafos; no los
deserihimos, porque suponemos serdn ya conoeidos por los estu-
diantes, disponiendo de ellos la zeneralidad de gabinetes de Fisica
de nuestros Colegios Naecionales.

Como ejercicio, empléese la grifica anterior para hallar la tem-
peratura eorrvespondiente a la hora 13; determinese también en qué
mstantes la temperatura es de 8°

OTROS EJEMPLOS., — De cualquier fenémeno fisico o social
pueden construirse diugramas, Asi, por ejemplo, podemos dibujar
diagramas que representen la variacion del erado de solubilidad de
una sal segin la temperatura del disolvente; la presion de una masa
de gas, a temperatura constante, segtin el volumen que ocupa; la
presion atmosférica segin la hora de la observaeidn, ...; ete.

Tomando datos de estadisticas, podemos representar la variacion
de la poblacion de un pais, la del precio de cierto artfeulo, la de
fitulos hanearios, ete. '

Por les ejemplos citados, podrd apreciarse la importancia que
tienen ias grificas, no solamente para el matemdtico, sino también
en la vida prictica del profesional, comerciante, estadista, ete.

@
B:OOH\J~ I et — T
| o 12 L) S LU SRS FR 1
7,80 2 \ _
=
7600 \ ‘i
Qo
7,40 ur ‘lr
= — pt—
7.009
vl Dlijals f [
GERIRE © 810 12 I 20y, T 22 20 1 PR eSS0
AGOS TO iSept.
(fig. 10)

El diagrama de la (fig. 10) representa la variacién de las coti-
zaciones oficiales del trigo, puesto sobre vagén en la dérsena del
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puerto de Buenos Aires, durante 30 dias (del 3 de agosto al 2
de septiembre de 1938).

Como ejercicio, empléese dicha grifica para determinar la co-
tizacibn que corresponderia al dia 21; determinese también en qué
dias la cotizacién fué de $ 7,20.

La operacion de leer o determinar valores intermedios a los mar-
cados expresamente en la grifica, se llama interpolacion.

222. Observaciones practicas. — En el trazado de dia-
gramas conviene tener presentes algunas normag practicas
generales: |

a) Se emplearda papel cuadriculado, o, mejor aln, mili-
metrado (como hacemos en la lamina que se encuentra al
final de este libro).

b) La escala para ordenadas puede ser diferente de la de
abscisas; conviene elegirlas de manera que pueda utilizarse
todo el espacio disponible en el intervalo que deba conside-
rarse eada una de las coordenadas.

¢) El origen de coordenadas puede estar fuera del dibujo,
puesto que puede empezarse la numeracion con el menor de
los valores conocidos de cada coordenada.

d) Indiquese qué valores son los representados en el eje
de las abscisas y cudles en el eje de las ordenadas, asi como
las escalas adoptadas en cada eje.

e) Obtenida la representacién de todos los puntos que co-
rresponden a las observaciones realizadas, se traza por ellos
‘una linea que no presente irrvegularidades, vale decir, que se
aparte lo menos posible de ellos, compensando en lo posible
el nimero de puntos dejados a uno y otro lado de la misma.
El dibujo de la linea se faciiita utilizando una plantilla
de eurvas,

Nocion de funcion

223. Variables. — En las distintas ciencias se presentan
cantidades constantes y cantidades variables. Son constantes,
por ej.: el tiempo que emplea la Tierra o un planeta en dar
una vuelta alrededor de su eje, o en la rotacion alrededor
del Sol; la velocidad de la luz en un medio homogéneo; la
relacion entre la longitud de la ecircunferencia y del didme-
tro, ete. En cambio, son variables, por ej.: la presién atmos-
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férica; la temperatura en un deferminado lugar; la longitud
de una barra metalica; el valor numérico de una expresién
algebraica para valores arbitrarios, también numérieos, dados
a las letras que contiene (N." 18); ete.

Consideremos uno cualquiera de los ejemplos anteriores de
cantidades variables: el de la barra metéalica. A la tempera-
tura ambiente, por ej., a 15°, tendrd cierta longitud, por ej.,
0000 mm. 8i la calentamos, elevando su temperatura a 90°,
su longitud aumentard, y serd 5004 mm.; para otro valor de
la temperatura, por ej. para 170°, su longitud también sera
otra, de 5009 mm. Andlogamente si la enfriamos, para 2° le
correspondera una longitud de 4992 mm.

Vemos que, para cada valor de la temperatura corresponde
un determinado valor para la longitud de la barra metélica.
Ambas cantidades son, pues, variables, pero tienen una dife-
rencia fundamental; la temperatura puede variar arbitraria-
mente, mientras que la longitud de la barra no; esta Gltima
longitud depende de la temperatura que tenga la barra. A
la primera le llamamos variable independiente, y a la segunda
(cuyo valor depende de la primera), le llamamos variable
dependiente.

224. Funcicnes, — Considerando el ejemplo anterior, en
el lenguaje corriente decimos que la longitud de la barra me-
talica depende de la temperatura; en el lenguaje mateméatico
diremos que la longitud de la barra es funcion de la tempe-
ratura. En consecuencia, podemos dar la siguiente

DeriNicion, — Cuando una cantidad variable depende del
valor atribuido a otra, se dice que es FUNCION de esa otra.

Podemos decir, pues, que las palabras ‘‘funcién’’ y ““va-
riable dependiente’’ son sinénimas.

EJEMPLOS PRACTICOS. — Analogamente decimos que la fem-
peratura ambiente es funcién de la hora; la presién atmosférica es
funcién de Ia altura del punto de observacién; el peso de sal
disuelta en un liguido, es funcién de la temperatura; la distancia
recorrida por un cuerpo al ecaer, es funcién de] tiempo transcu-
rrido desde que inicié su caida; el costo de una tela es funcién
del ntimero de metros; la poblac¢ién de un pafs es funcién del afig
que ha sido relevada; ete,
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NOTA. — Una funcién puede depender de mas de nna variable.
Asi, por ejemplo, el area de un rectangulo, que se expresa multi-
plicando sus dos dimensiones (A, N.° 56), es una funcién de las
medidas de la base y de la altura; la altura de la columna de
mercurio de un barémetro es funciéon de la presion atmosférica y
de la temperatura. En este curso nos ocuparemos solamente de las
funeciones de una sola variable independiente.

225. Funciones empiricas y funciones analiticas. — Entre
las funciones indicadas en los ejemplos anteriores, figuran
algunas cuyos valores estdn dados por tablas de estadisticas
" o resultados experimentales; a éstas se les llama funciones
empiricas,

Asi, son funciones empiricas las tratadas en los ejemplos
de diagramas del (N.” 221).

En cambio, se llaman funciones analiticas de una variable
independiente, aquellas cuyos valores se obtienen mediante
caleulos con los valores dados a dicha variable independiente.

Asi, por ej., son funciones analiticas de x, las siguientes:

3& s 2—ux ; 72

Para el caleulo de valores de estas funciones emplearemos,
pues, el -procedimiento ya indicado en el (N.” 18) para el
valor numeérico de una expresion algehraica. A continuacion
presentamos, en forma ordenada, respecto de », un conjunto
de esos valores: :

‘=) "Variable .| |
- independiente |

(| Sz i i

Valor de la funcion:

Op HDHB

xr
—32 4
] 3
0 § 0 2
1) il
2 0
3 5
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226. Notaciones. — Las variables se representan, gene-
ralmenté, con las ultimas letras del alfabeto: xz, v, 2z,...;
por el contrario, las cantidades constantes, por las primeras
letras: a, b, ¢, ... La variable independiente se representa
generalmente con la letra « ; la variable dependiente (o
funeion), con la letra .

Asi, para los ejemplos de funciones analiticas tratadas en
el parrafo anterior, eseribiremos:

Yy=3z; Yy=2—=z ; () ==

En eciertos casos se emplea para las variables la letra inicial de la
palabra qgue representan. Asi, por ej., la longitud de una ercun-
ferencia es funcién de su didimetro, y se expresa mediante la for-
mula ¢==314>d, la letra ¢ (variable dependientc), represen-
ta la circunferencia, y la letra 4 (variable independiente), repre-
senta el didmetro.

Asi como en el (N.° 124) indicamos con A (:r) una expresion
algebraica dependiente de la letra =, aqui también emplea-
mos el simbolo andlogo f(x), que se lee: fumecion de x, o
mas brevemente, [ de x ; eseribiremos, pues:

y=f(z)
suponiendo que mientras z varia en cierto intervalo (a b),
la funeién y adquiere, para cada valor de z, un valor
~determinado (o, en todo easo, un namero limitado de valores
de y). El intervalo (ab) se llama campo en que estd defi-
nida la funcién,

Para indiear [unciones diferentes, se afecta la letra [ con
un subindice. Asi, fi(x), fo(x), f3(x) indican tres funcio-
nes diferentes de = que se leen: f sub 1 de = ; [ sub 2
de x ; ete. También puede reemplazarse la letra f por otras
andlogas; asi, se emplearin los simbolos (), ¢ (), 4 (x), ete.

Para indicar el valor numérico que corresponde a una fun-
¢ion para determinado valor numérico de la variable inde-
pendiente, se reemplaza, en el simbolo que representa la fum-
cion, la letra que designa la variable independiente por dicho
valor. Asi, por ej., f(2), f(34), f(=1), indican los valores
numéricos de la funeién f(x) para x =2, =%, x=—1,
respectivamente,

6
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EJEMPLO. — Si con el simbolo f(x) indicamos la funecién
Yy=ua*—4 a3, tendremos:
F(OY == — 4(2) $- 3 =ii]
f(PA)=0G4)*—4 (C4)+3="/1s
f(L1) = (—1)2—d (—1) +3=8

227. Representacién grafica de una funcion, — En el
parrafo anterior vimos que una funcién cde la variable = se
puede representar con la notacion y=f(xz).

Si damos a x valores arbitrarios, por ejemplo, z=2a’,

podemos calcular los valores

y . correspondientes de la fun-
cion y' = f(x’), como ya lo
hicimos en los ejemplos del
(N.” 225). Este par de ni-
meros «’ e y’ podemos con-
siderarlos ecomo coordenadas
de un cierto punto en un
sistema de ejes coordenados
cartesianos Oz y Oy (fig.
0 . X 11), tomando z’ como abs-
cisa e y’ como ordenada
(fig. 11) (N.* 219) ; obtendremos asi

; un punto P(z’, y’).

Para otro valor de z, por ejemplo, z =", caleculamos
y’=1f(x"’), vy, en conseecuencia, obtenemos otro punto
Q(z", y”'). ;

31 los valores sucesivos que damos a 2 difieren muy poco
entre si, obtendremos un conjunto de puntos como los P,
@, ... ete., también muy préximos unos de otros, Se forma
asi una linea ¢ (generalmente curva), que se llama la
curva representativa de la variaciéon de la funcién. Recipro-
camente, decimos que la relacion

y = f(x)
es la ecuacion de la linea ¢.
Se comprende que, para enterarnos completamente de la
variacion de la funeion dada, seria necesario dar a =, suce-
sivamente, y en orden creciente, fodos los valores posibles

24
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desde un valor negativo muy pequefio (tan pequeiio como
queramos), hasta un valor positivo muy grande (tan grande
como queramos); esto se expresa, en forma abreviada, di-
ciendo que hacemos crecer r desde — o« hasta —+ oo . (Lios
simbolos — w y - o« se leen: menos infinito y mds infi-
nito), Decimos también, que hacemos crecer z en el campo
(~— o - ®), que es el mis amplio que podamos imaginar.

EJEMPLOS. — Las (figs. 12, 13 y 14) son las curvas repre-
sentativas de las funeiones

Y=g Y=2—x Y=

limitadas en el campo (—3 4). Se destacan en ellas los puntos
que corresponden a los valores caleulados en el enadro del (N, 225).

Y iV 4 y Y| ] {% I
SR f)!% N4 y=%2
amar a8 \3 2
I )’Jil\_‘ MY =2 =%~ =
s R -
i By 4 1:*& EnaEi| ] I ‘ 7
AAS0T 2(3N 2ot Cx A
A ECET H\. YEE NN
7 4 NS NG [qfL
Vdm HHH  HEEEE. RO 28 X

(fig. 12) (fig. 13) (fig. 14)
Obsérvese que, para la primera y lercera grifica, se ha tomado
la escala de las ordenadas diferente de la de las abscisas, a los
efectos e poder dibujar las curvas dentro de los limites dispo-
nibles de la dimensién vertical del papel (N.* 222, b).

228. Crecimiente o decrecimiento de una funcion. — Con-
sideremos, por ej., la funcién:
y=3%a
En el (N.” 225) vimos que para los valores de la variable
independiente :
R EERRRC . EWSM R LS | SYERLEY] CESERE - SIS R
tenemos los correspondientes valores de la funeion:
e Sl I R R L ST R
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Observemos en el sjemplo que, cuando la variable indepen-
diente qumenta, la funcién también aumenta (o crece) ; and-
logamente cuando x disminuye, y disminuye. Como en este
caso ambas variables crecen o decrecen simultdneamente, de-
cimos que varian en el misino sentido.

DerFINICION. — Una. FUNCION se llama CRECIENTE
cuando varia en el mismo sentido de la variable inde-
pendiente,

EJEMPLOS. — En el eurso anterior (A, N.” 113), vimos que
dos cantidades directamente proporcionales varfan en el mismo
sentido.

Asi, por-ej., la cantidad de una mercaderia y el costo respectivo;
la cantidad de trabajo ejecutado en determinado tiempo y el nimero
de obreros empleados; la longitud de camino recorvido por un movil
v el tiempo empleado en recorrerlo; ete.

Diremos, pues, que el costo de una mercaderia es una funeién
creciente de la cantidad adquirida de ella; ete.

229. Si consideramos el segundo ejemplo del (N.” 225),
o sea la funecionm: ;
y=2—=z
vemos que para valoves crecientes de la variable z, o sea
para ,
; SRS, =y (§ | T e RETAE
obtenemos valores decrecientes de la funcion y :
Y= ... 4 P il W D= e

b

En este caso decimos que ambas variables varian en sentido
contrario. ]

DrriniciON. — Una FUNCION se llama DECRECIENTE
cuando varia en sentido contrario de la variable indepen-
diente.

EJEMPLOS. — En el eurso anterior (A, N.° 116), también vimos
que dos cantidades inversamente proporcionales varian en sentido
contrario. Asi, por ej., el nitmero de obreros empleados en ejecutar
determinado trabajo y el tiempo empleado; la cantidad de merce-
deriqg que se puede comprar con cierta suma de dinevo y el precio
unitario de la misma; ete.

Diremos, pues, que el niimero de obreros empleados es una fun-
cién decreciente del tiempo; ete. ’
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230. Nora. — De acuerdo con las definiciones que ante-
ceden (N.”" 223 y 229), para investigar si una funcién es
creciente o decreciente, bastard, pues, dar a la variable dos
valores cualesquiera y observar cual es el mayor de los va-
lores correspondientes de la funeidn:

@) La funcién sera ereciente, ecuando al mayor valor de la
variable corresponde siempre el mayor valor de la funcién.

b) La fumcién serd decreciente, cuando al mayor valor de
la variable corresponde siempre el menor valor de la funeion.

Variacion del binomio de primer grado

231. El binomio de primer grado ax -+ b, siendo z la
variable independiente, a¢ y b constantes, se llama [funcion
lineal. El estudio de la variacion de esta funcién se basa en
las propiedades siguientes:

TeorEMA I. — La funcibn y=awxz+ b es CRECIENTE
cuando el coeficiente « es POSITIVO, y es DECRECIENTE
cuando « es NEGATIVO.

1." caso: Sea. > 0.

Demos a la variable z dos valores cualesquiera, por ej.,

x’ y x’"; la funcién tomard los valores correspondientes:
yY=ax’+b , y"=az”+0b
Si suponemos getite 2

al multiplicar los dos miembros de esta desigualdad por el
niimero positive a, tendremos otra desiguaidad de iguel
sentido (N.° 144).

dici il
y, sumando b a los dos miembros (N.” 142), resulta:

az’+b>ax’”+0b

O sea:

La funeién lineal es, pues, en este caso, creciente, porgue
a mayor valor de la variable corresponde mayor valor- de la
funeién (N.° 230, a).
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BEJEMPLOS. — Bs creciente la funcion y=32 tratada en el
N.° 228), porque el coeficiente de = es 3> 0; también lo son
as signientes: y=—3a2; y=2u; Y= 5x-—2, porque los coe-
ficientes de x, o sea ¥, 1, 9, son positivos.

92.° caso: Sea a<0.

Como en el caso anterior, suponiendo 2’ >z’
al multiplicar los dos miembros de esta desigualdad por el
nlupero negativo «, tendremos ofra designaldad de sentide
contrario (N." 144).

o < ax>
de donde
o’ +b < az-+b, o sea, .yl < Y

La funcion lineal es, pues, en este caso, decreciente, porque
a mayor valor de la variable, corresponde menor valor de la
funcién (N.” 220, b).

BIJEMPLOS. — Bs decreciente la funcién y=2—x, ftratada .
en el (N 229), o sea la funeion y=—wx—+2, porque el coefi-
ciente de @ es — 1 < 0 ; tamhién lo son las siguientes: y=—— i
Yy=——2; y'= —4a | 2 ; porque los coeficientes de @, o
sea — 3, —1, —4, son negativos.

939. Trorema 1. — Para valores de la variable infini-
tamente grandes, la funcién « .+ b es también infinita-
mente grande y de signo igual al del término en .

Sea, por ej., la funcion : y—=—2x—56

1° Si damos a « valores muy grandes y positivos, deci-
mos que ¢ también resulta muy grande y positiva, y ten
grande OO (UETAMOS.

Supongamos, por ej., que deseamos sea J mayor (ue un
millén ; es decir, que tendremos la desigualdad : ‘

~ 2z—6 > 1000000

Resolviéndola (N.° 154), encontramos:

x> 500 003

Significa, pues, que basta dar a « un valor mayor que
500 003 para que y sea mayor que 1000 000 .

Anélogamente, podemos dar a & valores suficientemente
grandes, para que % Sea mayor que 1000 000 000, ete,
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2° Si damos a « valores muy grandes pero negativos,
decimos aue y también resulta muy grande en valor abse-
luto pero negativa (es decir, de signo igual al que toma el
término ax para valores megativos de ’l')

Supongamos, por ej., que deseamos sea ¥ mayor en valor
ahsolutc que un millén, pero negativa; es decir, que y tendra
que ser menor, en valor relativo, que —1000000. Tendre-
mos, pues, la desigualdad :

22— 6 < — 1000000
de donde
< —499 997

Significa, pues, que basta sea = en wvalor absoluto, mayor
que 499 997 pero megalivo, para que y sea mayor en valor
absolute que 1000 000 .

233. En el ejemplo anterior hemos considerado el easo
que el eoeficiente de 2 es positivo. Si ese coeficiente es mne-
gatiro, ficilmente puede constatar el estudiante, siguiendo
método andélogo, que las conclusiones resultarin invertid
es decir: para valores de z muy grandes y positivos, ¥
resulta muy grande en valor absoluto pero negativa; para
valores de x muy grandes en valor absoluto pero negativos,
4y resulta muy grande y positiva.

234. Nora, — En el (N.° 227) vimos que con el simbolo
+ oo indicamos una cantidad positiva muy grande (tan
grande como queramos), y con el simbolo — o« indicamos
una cantidad {ambién muy grande en valor absoluto (tanto
como lo queramos), pero negativa.

Podemos resumir, pues, el teorema anterior en el siguiente
esquema ;

Dada la funcion y—ax-+b

1 3 l o 7 S oy =
B L etz o A e
v o === 0 Yy = — @
] { cuando «© = + o , resulta y=— — oo
S a<0 l 29 ;‘l":—OO, 7 y_____i_w



156 M. COPPETTIL. — ALGEBRA (PARA EL 3.6r ARO)

235. Variacion de la funcién y—=ax + b.

Los dos teoremas que preceden nos permiten estudiar fa-
cilmente la variacién de la funcién lineal

=g e )

Notemos también que la funcién se anula, es decir, que

y=0, para el valor de zr que satisface la relacién
b
0=aax+b, osea z'=—-——
a

Asi, la funeibn y=2r—6 se anula, para a=—(—6):2,
0808y L==3u

1.* easo: Sea_ a > 0.

Si hacemos crecer x desde un valor muy grande en valor
absoluto pero negativo hasta un valor muy grande y posi-
tivo (lo que se expresa diciendo que z crece desde — o¢
a - ), de acuerdo con los teoremas I y Il que preceden
(N.°* 231 y 232), la funcién ¥y también crece desde — o
Beiw.,

La funcién resulta, pues, primeramente negatwa, se anulo
para z=—0/a, y luego es positiva.

2.° caso: Sea a <0,
En este caso, de acuerdo con los teoremas I y TI (N.” 231
y 232), cuando z crece desde — o a -+ o, la funcién

y decrece desde —+ o a — .

La funcién resulta, pues, primeramente positiva, se anuld
para x = — b/a, Yy luego es negativa.

236. Cuadro de las variaciones. — Como lo hicimos en

los ejemplos del (N.” 225), y para mejor enterarnos de la
variaciéon de una funcién, conviene, en general, presentar
dicho estudio en un euadro.

En la pégina que sigue, presentamos los dos cuadros que
corresponden a la funcién lineal, en los dos casos de @ posi-
tivo o megativo.

Obsérvese que se han eserito los valores de la variable =
de arriba para abajo en orden de magnitud creciente. En Ia
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segunda columna se encuentran los valores correspondientes
de la funcién y . Basta leer, pues, de arriba para abajo la
columna de los valores de la funcién, para enterarnos facil-
mente de su variacién.

a>0 a<0
r A \ T T \
z Yy &z Yy
— @ — — == o,
crece crece crece decrece
negativa positiva
—b/a 0 —b/a 0
crece crece crece decrece
positiva negativa
+ + @ + o — @

También pueden presentarse dichos valores en filas hori-
zontales, como indicamos a continuacion para un ejemplo
numeérico :

y=3x — 6
z [S==et i arete VU T orese T L R 0
|
Y ¥ oot fah ereee s L anc 0 5 sickete L L ik 60

Para enterarnos mejor atin que con los cuadros, del sentido
de la variacién de una funcién, se emplea el método gréafico,
como ya lo hicimos al tratar ‘‘Diagramas’ en el (N.° 221).

237. Representacion grafica de la funcién lineal.
Caso particular de la funcion y=ax. — Consideremos
primeramente un ejemplo numérico; sea ia funcién
g =3z
que ya ha sido tratada en el (N.” 225). En el primer ejem-
plo del (N.® 225) hallamos algunos puntos de la grafica de

dicha funcién (fig. 12), los que reproducimos nuevamente
en la (fig. 15).
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Puede verificarse que todos estos puntos se encuentran
alineados, es decir, situados sobre una misma linea recta
que pasa por el origen de coordenadas, aun aquellos puntos
que se obtienen dando a x valores no enteros. Asi, por ej,
para z="/s Se encuentra y="'"/2; verifiquese que el
punto (*/2, '*/2) también se encuentra alineado con log an-
teriores.

Fsta verificacion experimental nos induce a presumir que
el diagrama de la funeion 3 x sea, ofectivamente, la recta
sobre la que. se encuentran aquellos puntos.

U
P

(fig. 15) (fig. 16)

Anélogamente podriamos efectuar esa verificacion para
las funciones |
oy A T B A B peivete

es decip, para funciones lineales del tipo aw®
Demostraremos ahora que, efeetivamente, la funcion
y=az [1]
representa una linea recta que pasa por el origen de coor-
denadas.

Para ello, damos a = valores arbitrarios en la ecuacion [11,
por ej, 1, 2, F RS R (TS obteniendo los valores
correspondientes de la funcién, que son: a, 2a, 3@,.. Ka; e
Tomamos luego esos pares de valores en un sistema de ejes
coordenadas cartesianos 0y (fig. 16), obteniendo los
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puntos’, A7, B, 0 i DA Demostraremos ahora
que todos estos puntos estin alineados con el origen O, es
deeir, que los édngulos x0 A , 2 OB, O Q) i
son iguales:

En efecto, por ser las ordenadas A4, BB OO, etcy
perpendiculares al eje 0z, los triangulos 44’0, BB’O,
C(’0,. .., ete, son reetangulos. Ademés, los catetos de esos
tridngulos son proporcionales, puesto dque, siendo

AN a BB’ 2a s DIy Ka
N T S R = e My e e ST =
04’ 1) onB’ 2 o’ K
resulta : ;
A4 BB’ co? DD’
S5 Sl T - a0 oD

Los tridgngulos 44°0, BB’0, CC’0 , ... son, pues, seme-
jantes (véase nuestra Geometria para el 3.” aifio, N.* 37, 3.5
y los angulos homdlogos- #0A , xOB , z0CQ , ... 0D, 1
son ignales.

La recta OD es, pues, la grifica de la funcion {1].

238. En Ila ‘(fig..17) se han trazado las rectas represen-
tativas de las funciones:

=%z, y—==0, 9i=2%, Y =85, W— =&

Ohsérvese que cuando el coeficiente « es posilivo, la recta
es interior del 1.° y 3. ‘cuadrantes (N.° 220); en cambio,
enando @ es negativo la recta es interior del 2.° y del 4.
cuadrantes.

Lo antedicho se justifica ficilmente por el esquema del
(N.° 234), pues, seglin él, podemos decir que siendo a >0,
la funcién lineal tiene un punto de coordenadas (4 o, -+ ),
es decir, del 1. cuadrante, y tiene también un punto de
coordenadas (— % , — o), es decir, del 3. cuadrante; ané-
logamente siendo @ < 0 , los puntos de coordenadas
(+ o, —e) y (—o, =+ x) pertenecen al 4’ y al 2.’
enadrantes, respectivamente,
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239. Por el trazado de las rectas de la (fig. 17), el alum-
no podrad constatar que, para los diversos valores de a, la
recta resulta tanto mdas inclinada sobre el eje de las
cuanto mayor sea el valor ahsoluto de a. Por esta razén el
coeficiente @, que fija el dngulo de la recta con el eje de
las x, se le liama coeficiente angular de la recta.

SNV oA Lk VT,
\ T 4 { 5 /|' %
X1 ¥ w7
/ N JI
> 94,/ .
<3
Y | B
y=0 R
7 x X
73 7
(fig. 17) (fig. 18)

Como casos particulares, resulta facil verificar que las
ecuaciones

y:g}’ y:__z

representan las bisectrices de los dngulos de los ejes coor-
denados.

240. Caso general de la funciéon y=az-+0b. — Consi-
deremos primeramente un ejemplo numérico; sea la funcion
=2 '8

El valor que adquiere para cualquier valor de z es igual
al correspondiente de la funcién 22z aumentado en 3 unida-
des. Para obtener la gréafica de la funcion 2z -3 bastara,
pues, desplazar 3 unidades paralelamente al eje de las ¥,
en sentido positivo, todos los puntos de la recta y—=2z.
Este desplazamiento justifica que la grafica de la funcion
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y=2r+3 es una recta paralele a la »y==2z (fig. 18).
Si se considera, por e¢j., la funcién

y=2u —1
con un razonamiento andlogo al anterior, vemos que su gré-
fica es una reeta paralela a la y — 2, obtenida despla-

zando en wuna unidad los punios de esta tltima, paralela-
mente al eje de las y, pero en sentide negativo,

241, Como el razonamiento realizado para los casos nu-
méricos que preceden, se podria repetir para el caso gene-
ral de la funcion lineal con coeficientes literales, podemos
decir, pues, que:

La curva representativa de la variacion (o grafica) del
binomio de primer grado y —oa.r -} b es una RECTA; que,
en el cago de ser h — (), pasa por el origen de coordenadas.

Nora. — El (N.* 240) nos justifica que, dos’ rectas que
tengan iguales coeficientes angulares, son paralelas.
EJEMPLOS. — Las ecuaciones:

y=—2zx, y=—22+5, y=—2a—4
representan, todas, rectas paralelas; la primera pasa por el origen
de coordenadas.

La segunda corta al eje positivo de las », a 5 unidades de dis-
tancia del origen de coordenadas; la tercera corta al eje- negativo
de las », a 4 unidades de distancia del origen. Estas ordenadas,
+ 5 y — 4, se llaman ordenadas en el origen.

242. Trazado practico de la recta. — Del primer curso de
Geometria sabemos que una recta queda determinada por
dos cualesquiera de sus puntos (G; N.° 12). En consecuen-
cia, para el {razado de la grifica de una funecién lineal,
basta obtener dos de sus puntos y luego trazar la recta que
pasa por ellos.

Asi, por ejemplo, sea la funcién

y=-—"2+ 2

Dando a z wun valor arbitrario, por ej., #=1, obtenemos
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y="/5 ; éstas son las coordenadas del punto M indicado en
la) (fig. 19)!

Otro punto lo tendremos haciendo, por ejemplo, z=—4%,
v resulta y=7</3, que determina el punto N.
"~ La reeta trazada por los puntos M y N es la grafica de la
funeién dada,

ut

P
SI~M(7. %)
14
o 1

(fig. 19)

243. Generalmente resulta méis comodo determinar los
puntos donde la recta corta a los ejes coordenados.

Asi, para hallar el punto P donde la recta corta al eje de las
Yy, como todo punto de este eje tiene abscisa nula, hacemos en
la ecuacién de la recta dada x==0, obteniendo: y =2 (or-
denada en el origen), que es la ordenada del punto P . Para
hallar el punto @ donde la recta corta al eje de las =,
hacemos en la ecuacién de la recta dada y =0 ; despejando
el valor de . obtenemos: x»=06, que es la abscisa del
punto €@ . La recta pedida es, pues, la que pasa por los
puntos P v Q.

Formas de la ecuacion general de primer
grado con dos incognitas
244. La ecuacibn Adxr+By-+ C=0 [1]

que es de primer grado respecto de las variables z e y,
puede siempre tomar la forma de la funcién lineal

y=azx+b [2]
¢uando B sea diferente de cero, En efecto, dentro de esta
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hipétesis, podemos dividir los dos miembros de la [1] por B,
y despejando 3y obtenemos la ecuacién equivalente:

4 c
st e L [3]
B B -

que es, precisamente de la forma de la [2] si hacemos
— A/B=ua, —C/B=00.

Todas las soluciones de la [3], es decir, todos los pares de
numeros z e y que la satisfacen, son coordenadas de puntos
de la recta; como, ademds, por hipotesis B =40, las solu-
ciones de la [3] son soluciomes de la [1] y reeiprocamente,
se deduce, pues, que la [1] y la [3] representan la misma recta.

245. En caso de ser B=—0, la [1] se transforma en
Aigi = @i=()

Como ademis A 540, de lo contrario no existiria ecuacion
entre las variables = e y, se deduce la ecuacién equivalente

C
r= — — Y S
A l"J
la que significa que todos los pun- " T
tos de la grafica tienen la misma ~ & =
: 2 3 A <
abscisa — U/A, y por consiguien- g L
te, pertenecen a una misma recta 0 1 *
_ paralela al eje de las y (fig. 20).
Vemos, pues, que aun en el
caso de ser . B==0, la [1] re- (fig. 20)

presenta una recta.
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246. Anilogamente, en caso de ser 4 — 0, la [1] se
transforma en

de donde se deduce la ecuacién equivalente :

Yy (]
By+C=0 Yol —
; B

H-< que representa una recta para-
& lela al eje de las o (fig. 21)
OT i < que corta al eje de las y a la
distancia — C'/B del origen de

(fig. 21) coordenadas.

247. En caso de ser ¢ =0, resulta’la ecuacién equiva-
lente :

A
y = —— T
B
que ya demostramos representa una recta que pasa por el
origen de coordenadas (N." 237). A

Si ademds tenemos A =10, resulta la ecuaeion equivalente :
B
- (ue representa el eje de las x.

Si en cambio tenemos B =0, resulta la ecuacién equi-
valente : ¢

que representa el eje de las y.

EJEMPLOS. — 1. La grafica de la funcion 2z — 3y -+ 6=10
es la recta A B de la (fig. 22). Para representarla, determinamos
los puntos 4 y B de interseccion eon los ejes coordenados, pro-
cediendo como indicamos en el (N.” 243). Asi, para =0, fe-
nemos “—3y-+6=—0, de donde y—2 (ordenada del punto
B); para y=10, tenemos 2246—0, de donde z——3
(abseisa del punto ).
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2 La grifica de la funcién y =15 es la recta C D paralela
al eje de las 2, a la distancia 1,5 de dicho eje.

3.° La gréfica de la funeiébn z=—2 es la recta K F paralela
al eje de las y, a la distancia 2 de dicho eje.

(fig. 22) B (fig. 23)

248. Una forma particular interesante de la ecuacién de
la recta, es la siguiente

& Y
= + i |
a b
que representa la [1] del (N.° 244) para A=1/a; B=1/b ;

e — e W

Procediendo como indicamos en el (N.° 243) se encuentra
que la grafica de esta recta A B (fig. 23), corta al eje de
las = a la distancia O A =a del origen de coordenadas, y
al eje de ias y a la distancia O B="0b, consideradas esas
distancias con los signos respectivos. y

Inversamente, deseando formular la ecuacién de una recta
A'B (fig. 22), que corte, por ej., al eje de lag z 'y al de las

y a las distancias respectivas de —3 y de -+2 del ori-
LS s 1
gen de coordenadas, escribiremos:
z Y
— + —=1, osea, 2z —3y +-6=0

=% g
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Resolucion grafica de un sistema de dos
ecuaciones de primer grado con
dos incognitas

249. Sistema determinado. — Como los valores numé-
ricos de las coordenadas de cualquier punto de una recta,
sustituidos en la ecuacion respectiva la transforman en una
identidad, son, por tanto, soluciones de aquella ecuacion.
Por otra parte, como una recta tiene infinitos puntos, la
propiedad anterior mnos confirma, pues, que una ecuaeion
aislada con dos inedgnitas tiene infinttas soluciones (N.* 161):
son las coordenadas de cualquiera de sus puntos.

Sea ahora un sistema de dos ecuaciones con dos ineognitas;
por ejemplo:

; f22—3y= 6 : [1]

sy =10 2]

Hallando las graficas de ambas ecuaciones, en la forma
‘como indicamos en el (N.° 243), tenemos las rectas A B y
D (fig. 24).

N 7
Ef
Jii f P
ol Dl
0 /}3 6] 1O\
"Ié LTINS

(fig. 24) (fig. 25)
CGomo las soluciones de la ecuacion [1] son las eoordenadas
de puntos de la recta A B, y las soluciones de la [2] son las
coordenadas de puntos de la recta C D, la solucién comin
de las dos ecuaciones la formarin las coordenadas del punto
comtn de las dos rectas, es decir, las coordenadas del punto
de intersecciéon E . Leyendo en el papel cuadriculado esas
coordenadas, encontramos: z—=6 , e y=2,

1
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La solucién del sistema dado es, pues: z—26 ; 'y=2.
En general, podemos dar la swulente

RecLs. — Para RESOLVER GRAFICAMENTE un sistema
de dos ecuaciones con dos incognitas, se construye la grafica
de cada ecuacién empleando un mismo sistema de ejes car-
tesianos, y las coordenadas del punto de interseccién de
ambas lineas dan la solucién del sistema.

Nora, — En la (fig. 25) volvemos a resolver el sistema
.ya tratado en la (fig. 24) pero modificando las escalas de
las coordenadas (N.° 222 b); las graficas seguiran siendo
rectas, y la solucion del sistema mno varia.

BJEMPLO. — En la (fig. 26) de la lamina que se-encuentra
al final de este libro, empleamos el papel milimetrado (N.® 222, a)
para la resolucion del sistema:

{4z +9y=236
| a—4y=——4

La primera ecnacion resulta representada por la recta A B y la
segunda por la € D. Las coordenadas del punto de encuentro K
pueden leerse con 0,1 de aproximacién: . xr=—=43 e y=2]1,
siendo estos niimeros la solueién del sistema dado. Si resolviéramos
analiticamente el sistema, encontrarfamos: 2=432 e y=2,08;
en consecuencia, la solucién que nos proporciona el método ‘rra:fleo
es, en este caso, y en virtud de las escalas empleadas, aproximada,
a menos de 0,1 .

250. Discusion, — Para que el sistema admita solueién
es decir, sea determinado (N.” 173), es necesario y suficients
que las rectas representativas de las ecuaciones que lo forman
se corten en un solo punto, o, en otros términos, que no
sean paralelas ni coineidentes.

Pero el sistema general puede escribirse de cualquiera de
las dos maneras siguientes:

o e e
ROl
o bien :

[ @z
{L(L’.'IT'*"ZI"U:(‘»’ l —__-3' o £
: P AT

\

1]

Esta tltima forma pone en evidencia los coeficientes-.an-
gulares de ambas rectas, que son: —a/b y —a’/b’
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Pero para que las rectas [1] no sean paralelas ni coinei-
dentes, sus coeficientes angulares deben ser diferentes, es
decir que tendremos:

a a’
— — % — —, dedonde, ab’ — ba F0
b b’

Vemos, pues, que esta tltima condicién hallada por via
geométrica, concuerda eon la que establecimos por via ana-
litica en el Capitulo anterior (N.° 173), para el mismo caso.

Interpretacion grafica de los casos de
imposibilidad e indeterminacion.

2561. Caso de imposibilidad. — Si las rectas representa-
tivas de las ecuaciones que forman el sistema [1] son para-
lelas (fig. 27), no tienen mingiin punto comim; por econsi-
guiente, el sistema no admite solucion, o hien decimos que es
un sistema incompatible (N.” 174).

(fig. 27) (fig. 28)

Pero, también sabemos que cuando dos rectas [1] son
paralelas, sus coeficientes angulares son iguales (Nota del
N.* 241); es decir que con las notaciones del parrafo ante-
rior, tendremos:

— — =,— —, dedonde, ab) —ba =0

Ademas, no siendo coincidentes dichas rectas, las abscisas
de los puntos A y B de interseccion con el eje de las @
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seran diferentes; caleulando dichas abscisas (N.° 243), halla-
mos: ¢/a y e¢’'/a’. De la expresion de desigualdad de
estos valores, resulta:
ac’ —ca’ #F= 0

Vemos, pues, que estas dos tltimas condiciones halladas por
via geométrica, concuerdan con las que establecimos por via
analitica en el Capitulo anterior (N.° 174), para el mismo
¢aso. ‘

2562. Caso de indeterminacion. — Si las rectas represen-
tativas de las ecuaciones que forman el sistema [1] son coin-
cidentes (fig. 28), tienen infinitos puntos comunes; por lo
tanto, el sistema admite infinitas soluciones, o hien decimos
que es un sistema indeterminado (N.° 175).

Pero, siendo coincidentes las rectas, seran iguales sus coeli-
cientes angulares —a/b y —a’/b’, asi como también las
abscisas de los puntos 4 y B de interseccién con el eje de
las r, que son: e/a y ¢’/a’ . De las expresiones de
igualdad de esos valores, resulta, respectivamente :

abl—ba =0 |, ac’—eca’ =0

Vemos, pues, que estas dos tltimas condiciones halladas
por via geométrica concuerdan con las que hallamos por via
analitica en el Capitulo anterior (N.” 175), para el mismo
aso.

263. Nora. — Se excluye de esta discusiéon geométrica
el caso de ser ¢=b=—=a'=0"=0, porque, en ese caso,
las ecuaciones [1] ya no representan rectas (por carecer de
lag variables = e y).

Resolucion grafica de problemas que con-

ducen a sistemas de dos ecuaciones de
primer grado con dos incognitas

254. Ecuacién del movimiento uniforme. — .En el curso
anterior (As N.° 241), vimos que, el movimiento de un punto
se dice uniforme, cuando recorre espacios iguales en tigpmpos
iguales; y que se llama velocidad de ese movimiento, al es-
pacio recorrido por el mévil en la unidad de tiempo,
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‘Asi, por ej., al decir que un mévil tiene una velocidad de
60 Km,. por hora, significa que en cada hora recorre 60 Km,
Por consiguiente, a las 2 horas de iniciado el movimiento,
habra recorrido 120 Km.; a las 3 horas 180 Km., ete.

- Vemos, pues, que el espacio recorrido por un movil es una
funcion del tiempo.

Supongamos que un movil I recorra una recta con velo-
cidad v (expresada, por ejemplo, en kilémetros por hora},
habiendo partido de cierto punto A ; que sobre esa recta
se fije un sistema de abscisas (N.” 9), optando como sentido
positivo el del movimiento del punto M.

Indiquemos ceon « la abscisa (expresada en Km.) del
punto A, posicion que ocupa el movil al iniciar su movi-
miento, y a partir de ese momento contemos los tiempaos,
tomando como unidad la hora. ’

Después de una hora, la distancia de M al origen de las
‘abscisas es @ -+ v ; después de 2 horas es a--v X 2; des-
‘pués de 3 horas es a4 v X 3, y asi sucesivamente; después
de ¢ horas serd a-t+uvt.

Si llamamos e la abscisa al eabo de un tiempo 7, tendre-
mos la siguiente relacion entre e y t:

| e==a+wt | 1]

- Esta relacion se llama la ecuccion del movimicato unifornie,
que permite determinar en todo momento la posicion del mo-
vil en funcién del tiempo.

Si el origen de los espacios coincide con Ll momento que
empezamos a contar los tiempos, tendremos: a=0; en este
caso la ecuacion [1] del movimiento uniforme es mas simple:

[re=vt | 2]

EJEMPLO. — Un aunto parte de Gl. Brandzen, que dista 60 Km.
de la Capital Federal, dirigiéndose hacia La Plata con una velo-
cidad de 40 Km. por hora. ;A qué distancia de la Capital se
encontrari despuds de 3 horas de marcha?

Tomemos como eje de las abscisas la earretera Buenos Aires-
La Plata snupuesta rectificada, y consideremos el origen ubicado en
‘la Capital Federal. Tendremos: a=60 , v=40 , t=3.

Empleando la férmula [1], tendremos la distancia pedida es-
presada en- kilometros:  e=00 4-40 X 3 =180,
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265. Grafica del movimiento uniforme. — Como la fun-
¢ion [1] es del tipo y=ax-+Db, e
ya estudiada en el (N.” 240), repre-

2

senta, pues, una recta.

Tomando un sistema ecartesiano de A
ejes coordenados, contaremos los tiem-
pos en el eje de las abscisas, toman- 5. L

do como unidad la hora; contaremos
los espacios en el eje de las orde-
nadas, tomando como unidad el ki-
16metro,

La relacién [1] resultari entonces
representada -en la (fig. 29) me-
diante la recta M N . Esta grafica presenta varias ventajas:

[ e

[ XY e rr T T ¥

M
a
(0]

(fig. 29,

1. Permite hallar féacilmente el valor de e para cada
instante. En efecto, basta medir en la grafica la ordenada ¢
que corresponde al instante dado . L

2. Pone de manifiesto la rapidez del movimiento, En
efecto, si la velocidad v es pequeina, el coeficiente angular
de la recta es pequefio y la reeta resulta entonces poco ineli-
nada sohre Ot ; de lo contrario, si la veloeidad v es grande,
el dngulo que forma la recta con el eje O { también es grande.

256. Problemas de los moviles. — Una de las aplicaciones
mis intevesantes de las gréificas de movimientos uniformes,
se presenta en la resolucion de problemas de los mdviles.

En el (N.” 196) ya tratamos analiticamente uno de estos
problemas, que ahora volveremos a resolver, pero grafi-
camente.

Prosuema I. — Dos autos se dirigen hacia la Capital Fe-
deral por la carrvetera que la wne con Luwjan. En cierto mo-
mento, uno de los autos, el que marchaba con una velocidad
media de 60 Km. por hora, pasa por Rodriguez, que dista
17 Km. de Lujin. El segundo auto, que marcha con 36 Km.
por hora de velocidad media, pasa en el mismo momento por
Moreno, que dista 33 Km, de Lujan, ;A qué distancia de
Rodriguez alcanzara el primer auto al segundo?
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Véase la (fig. 6) del (N. 196). Supongamos rectificada
la carretera entre Lujan y la Capital Federal, y tomemos
como origen de los espacios, Lujan, orientando la carretera
positivamente hacia la Capital. Contemos los tiempos a par-
tir del momento que el primer auto pasa por  Rodriguez.
Tomemos como unidad de tiempo ¢, la hora, y ecomo unidad
de espacios ¢, el kilometro.

Con las notaciones del (N.” 254), tendremos:

Para el primer auto: =l v="60.

Para el segundo auto: g’ =17 - 16=—"383";  p’=36",

Aplicando la ecuacién general [1] del movimiento unifor-
me, 0 sea, e=—a | vt al movimiento de cada uno de los
autos, tendremos las ecuaciones,

{i e ==17=-60¢
\ e=33+361¢ 2]

Como los dos autos se encuentran a la misma hora, y en
el masmo punto de la carretera, ¢ y e tendrin en ese mo-
mento los mismos valores, los que serin, pues, la solucion
del sistema [2].

CAP. FED..A e el B
uniers T WPZ==T)
MORON_ ey DSl
) "1 RS H | Ol
MERLO _ i@y LN T ml
- 1 |
MORENO_ {5 Ti=se
) ([’/, = = '\-'3 ¥
SR e i :
RODRIGUEZ (33) L+~ ! 1 I
0 e - | T
17 o 88 g g P == I
. I -
LUJAN 2 2 ikl 20 i 2? [ 40 minutos | ¢
0246810 20 30 40 50
(fig. 30)

En la (fig. 30) resolvemos graficamente el sistema [2],
procediendo c¢omo indicamos en el (N.” 249).

Tomamos los tiempos ¢ como abscisas sobre el eje hori-
zontal Ot asignando a cada parte de la cuadricula el va-
lor de 2 minutos..
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Tomamos las distancias e como ordenadas sobre el eje ver-
tical O ¢, medidas a partir de Lujdn como origen, y asig-
nando a cada parte de la cuadricula el valor de 5 kilémetros.
En este eje ubicamos, también, las loealidades que figuran
en dicha carretera.

Las graficas AB y (D que corresponden a cada una
de las ecuaciones [2] se cortan en el punto FE ; leyendo las
coordenadas de este punto, hallamos =40 y e=57.

Significa que el primer auto alecanzara al segundo, des-
pués de 40 minutos de haber salido de Rodriguez; y que el
encuentro se verificarda a 57 Kin. de distancia de Lujan, o
sea a (AT —17) =40 Km. de distancia de Rodriguez.

NOTA. — La misma grafica nos permite contestar a otra serie
de preguntas; por ej.:

1.°  ;Después de cudnto tiempo de haber salido de Rodriguez-el
primer auto, pasan ambos por Merlo, que dista 7 Km. de Moreno
hacia la Capital Federal?

Siendo la distancia Lujin-Merlo de (17 416 +7) = 40 Km.
hasta leer las abseisas de los puntos M y N donde las grificas
respectivas cortan a la paralela al eje de las abscisas trazada por
el punto de ordenada 40; encontramos t=23 y #'= 112/;.
Significa que el primer auto pasa por Merlo a los 23 minutos des-
pués de haber salido de Rodriguez, y el segundo auto a los 11
minutos y 40 segundos después de aquel mismo momento.

2°  ¢En qué momento la distancia entre ambos autos es de 8 Km.?
Trazamos la paralela F ¢ a una de las rectas, de modo que in-
terceple sobre el eje de las ordenadas el segmento F C =8 ; el
segmento G H de ordenada también valdra 8, y corresponde para
t=20. Contestaremos, pues, que la distancia entre ambos autos
es de 8 Km. después de haber transcurrido 20 minutos de la
partida de ambos. Es natural que después de cruzarse los autos,
existird, otra solucién del problema.

257. ProuEMa I1. — Un dmnibus hace el servicio de ida
y vuelta entre la Capital Feéderal y Pergamino, que distan
2256 Km., con una velocidad de 50 Km. por hora, pero dete-
niéndose en Pergamino durante wmedia hora, Un auto que
salié de Pergamino 2 horas despiés de haber salido el dmmni-
bus de la Capital, marché durante 2% horas con una velo-
cidad de 40 Km. por hora, para luego detenerse durante
una hora. ¢Con qué velocidad tendrd el auto que reiniciar



174 M. COPPETTI. — ALGEBRA (PARA EL 3.°r ANO)

el viaje para llegar a la Capital Federal en el mismo momento
que el omnibus?

En la (fig. 31) que se encuentra en la lamina de papal
milimetrado al final de este libro, se resuelve grificamente
el problema. :

Supondremos que cada centimetro del eje de las abseisas
representa wna hora, es decir, que cada milimetro representa
6 manutos; eada centimetro del eje de las ordenadas supon-
dremos representa 25 kilometros, es decir, que cada milimetro
representa 250 metros.

La linea quebrada O A B (' es la grafica correspondiente
al viaje del émnibus; el segmento de recta A B paralelo al
eje de las abscisas, corresponde a la media hora que el 6m-
nibus estuvo detenido en Pergamino.

La linea D F G es la grafica del viaje del auto hasta el
momento de reiniciar su marcha, momento este (ue corres-
ponde al punto @G de la grifica.

El segmento que une los puntos G y (€ es el trozo de
grafica correspondiente a la terminacion del viaje del auto.

Para caleular la velocidad del auto en la etapa final, ia
ecuacion {2] del (N.° 254) nos da: e=—uvt, de donde
v =e:1.

Pero, para este trayecto medimos en la grafica:

e = H =125 K vt 5=HrG—=10 G — 0 H =4dfiorqs

En consecuencia, tendremos la respuesta del problema :

v = 125:4 = 31 14 Km. por hora

Como las grificas se cortan en el punto E, cuyas coordenadas
leidas en las escalas prefijadas son: ¢—=—34=—=23" 24"; ¢=169,
podemos decir, también, que los vehiculos se ernzan inicialmente a
las 3 horas y 24 minutos después de haber salido el émnibus de la
Capital y a 169 Km. de distancia de ésta.

268. Graficas de ferrocarriles, — Las graficas de movi-
mientos tiemen gran aplicacién cuando se refieren al mo-
vimiento de ferrocarriles. Las oficinas de trafico las emplean
para estudiar los itinerarios, determinar las velocidades
convenientes para losg trenes a fin de combinar los cruces
en las estaciones intermedias (cuando existe una sola via y
marchan en sentido contrario, o bien, cuando existiendo
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doble via, marchan en el mismo sentido), y otra serie de
datos necesarios para regular la marcha de los trenes.
EJEMPLO. — Reproducimos un horario del Ferrocarril Sud,
correspondiente a la linea Buenos Aires-Bahia Blanca. De él saca-
mos los datos neeesarios para eonstruir las grificas de los trenes
N.%® 11 y 12 que corren los dias Innes. miéreoles v viernes (fig. 32).
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La gvéifica del tren que va de Buenos Aires a Bahia Blanca (tren
N.° 11), la construimos con trazo lleno; la del tren de regreso
(N.” 12), con trazo cortado.

También hemos construido la grifica de un tren de carga (dibu-
jada con trazo de linea y punto), que sale de Constitucion a las
7 h. y llega a Las Flores a las 10 h. y 20 min.; se detiene en
esta estacion durante 2 horas, para luego marchar hasta Azul, donde
llega a las 16 h. 30 min. y se detiene en esa estacion.

Puede notarse en la grafica, que los trenes de pasajeros se eruzan
a las 15 h. 25 min, y por el kilémetro 360, aproximadamente.

BAHIA BLANCA[640] =l 2
&, T
| 4 7
priNGLes @oofel L Ll 1L L1 1 Nl |||
v K =5
j— LS 1 A
OLAVARRIA e spepesperi 2 o
AZUL 89}t B o~ ma
W |
) o «
LAS FLORES (78]} = (e e e e 2=
=
§ ™.
H M
CANUELAS __ R ol 7% < VT i 6 . N B
0 - b I L
CONSTITUCION " | LT8R T min] horas ™
g 90 1T 12 13 14 15 16 17 18 19 20 o %
(fig. 32)

Noétese también la menor inelinacién sobre el eje de las abscisas
que tiene el Gltimo trozo de recta correspondiente a la marcha del
tren de carga, debido a su menor velocidad respecto a los trenes de
pasajeros (N" ""), 2y

Como ejercicio, construya el estudiante, tomando los datos del
itinerario, las graficas que corresponden a los mismos trenes, pero
que corren los dias martes, jueves y viernes.

259. Problemas determinados, imposibles o indetermina-
dos. — Como complemento de la interpretacién gréafica de
problemas en los casos de imposibilidad e indeterminacion
(N.** 251 y 252), trataremos los siguientes ejemplos practicos.

PROBLEMA DETERMINADO. — Rectas que se cortan:

BEiemprLo, — Compramos 4 metros de tela y 8 metros de
paiio por la suma total de $ 44. También compramos, por los
mismos precios unitarios, 4 metros de tela y 3 metros de paio
por la suma total de $ 24. Se desea saber cudnto cuestan 1 m.
de tela y 1 m. de paiio, respectivamente.
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Sea » 0Oy un sistema de ejes coordenados (fig. 33); toma-
mos sobre el eje Oz todos los precios posibles para 1 m. de
tela (precio unitario), y sobre Oy todos los precios posibles
para 1 m., de pano.

La primera compra nos origina la igualdad X4y xX8=44
0 sea la ecuacion:

La grafica de esta ecuacién, que se obtiene como indica-
mos en el (N.® 243), es la recta A B .

y La abscisa 11 del punto 4 nos indica que
el precio del metro de tela no puede exceder
de $ 11; por andloga razén, el precio del me-

e 7 tro de pafio no puede exceder de $ 5,50.
8 6 Lia ordenada de un puntp cualquiera del
g5§ segmento de recta A B mnos daria el
3 £ precio unitario del pafio correspon-
S 2 Ay diente a un preeio unitario arbi-
3 ‘ trariamente elegido para la tela.
§ 2 ] Diremos, pues, que las
) ’ i coordenadas
i A e y de un pun-
0| 7 2 34 5667 8 9101 x todedBson
(fig. 33) Precio de 1 m. de tela tales, quE4 m.

de tela a $ = el m,. y 8 m. de pano a $ y el m, euestan en
jotal $ 44,

Nora. — Limitamos dicha recta en los puntos A y B, es decir, que
consideramos solamente el segmento 4 B, porque la naturaleza del pro-
blema no admite precios unitarios negativos.

La abscisa 11 del punto A mnos indica que el precio del
metro de tela no puede exceder de $ 11; por aniloga razén,
el precio del metro de pano no puede exceder de $ 5,50.

La ordenada de un punto cualquiera del segmento de recta
A B nos daria el precio unitario del paho correspondiente a
un precio unitario arbitrariamente elegido para la tela. Dire-
mos, pues, que las coordenadas z e y de un punto de A B
son tales, que 4 m. de tela a $ z el m., y 8 m. de pafio a $ ¥
el m, cuestan en total $ 44.
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. La segunda compra nos origina la eeuacién
4+ 3y=24 (2]
cuya grafica es la recta C D, que, por razén analoga a la
anteriormente indicada, limitamos en el segmento C D .
Las coordenadas del punto de interseceion FE de ambas

rectas, nos da la solucién del problema. Leyendo en la gri-
fica estas coordenadas, encontramos: z =3, y — 4.

‘La respuesta del problema es, pues, que 1 m. de tela cuesta
$ 3 y 1 m. de paio $ 4.

La solucion es umica, porque las rectas solo se cortan en
un_ punto,

260. PROBLEMA IMPOSIBLE. — «) Rectas paralelas:

- Baemrro. — Compramos 4 m. de tela y 8 m. de paiio por
la suma total de $ 44. También compramos por los misnios
precios unitarios, 1 m. de tela y 2 m. de paiio por la swma
total de $ 10. Se desea saber cudanto cuestan 1 m. de tela 1y
1 m. de pano, respectivamente,

. Las ecuaciones que representan las dos com-

y pras son, respectivamente :
o
3 5508 dz 4 8y=44
@
33 e r -+ 2y =10.
E 4
2 3 Las grificas de estas ecuaciones
22 son las rectas AB y CD
& 1 de la (fig. 34),
A que son pard-
Ol D 8 a- 5678 ‘9C70 11 ~ lelas. En efec-
Precio de 1 m. de lela t(), (1(-‘.'\‘[)(*,]31’]1(10
o1 o y en ambas
die 54) tenemos
y=—"1s2+ */ ; y=—"1%z+
_Resultando iguales los coeficientes angulares de estas rectas,
o sea, —*'/s=—"/5, sejjustifica, pues, ¢l paralelismo de

las reetas AB y CD.
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El punto de interseecion de las rectas A B y C D se en-
cuentra, pues, en el infinito, y el problema es imposible.

Podiamos haber previsto este resultado, puesto que si sim-
plificamos la primera ecuacién 4 z + 8 y = 44, dividiendo
sus dos miembros por 4, resulta: 22 g=11.

Pero es imposible que se tenga al mismo tiempo: x--2 y=11
¥y o+ 2y =10, puesto que siendo idénticos los primeros
miembros, no lo son los segundos. Las dos ecuaciones son, por
lo tanto, evidentemente incompatibles.

NOTA. — Podria también preverse esta incompatibilidad, obser-
vando que se cumplen las relaciones del (N.° 174), o sea:

all—bad =4X2—8X1=8—8=0;

a¢ —cad =4 X1 —MUX1=4H0—H=—4F0
h) Rectas que s2 cortan pero en un punto inaceptable:
Esempro. — Compramos 4 m. de tela y 8 m. de pano por

la suma total de $ 44. También compramos, por los mismos
precios unitarios, 4 m. de tela y T m. de paio por la sume
total de $ 28. Caleular el precio unitario de cada articulo.

Las ecuaciones que representan las dos compras son, en
este caso, respectivamente ;

y| 4+ 8y=4
F:@g'\‘; """""""""""" 16 4 5 + 7y = 28.
oy X

(fig. 35)

cuyas grifieas son las rectas AB y CD de la (fig. 35).
Pero de estas rectas, sélo tenemos que considerar los seg-
mentos A B y ("D (Nota del N, 259), los que no s¢ cortan;
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por consiguiente, el problema mno tiene solucién, y decimos
que es imposible.

Si en lugar de los segmentos hubiéramos considerado las
rectas completas A B y C D, se cortarian en un punto £,
‘de coordenadas x = — 21, y =— 16. EI primer valor, por
ser negativo, nos indicaria que, en lugar de pagar el compra-
dor un ecierto precio unitario por la tela, tendria, por el con-
trario, que recibir del vendedor $ 21 por metro; resultado este
absurdo, por ser contrario al enunciado del problema.

261. PROBLEMA INDETERMINADO. — Rectas coin-
cidentes:

Eiempro. — Compramos 4 m, de tela y 8 m. de paiio por
la suma total de $ 44. También compramos, por los misimos
precios unitarios, 1 m. de tela y 2 m. de paiio. Calcular el
precio unitario de cada articulo.

Las ecuaciones representativas de las dos compras son, en

y este caso, respectivamente:

44 8y=—a
L e A S 1 5

euyas graficas son dos rectas
AB y CD comncidentes

(fig. 36), vale decir que
A tienen infi-

P

Precio de 1 m. de pafo
Q
'
v
1
'
1
H

~O— =~ nitos puntos
0 3 5 ¥ 1 o SF
Precio de 1 m. de tela communes;

(fig. 36) por ej.,

Mol =8¢ W =— A N (=5 =13), Plo = Ty —2)8
los pares de valores asi obtenidos son infinitas soluciones del
problema, el que resulta, pues, indeterminado.

NOTA. — Podriamos haber previsto esta indeterminacién, ob-
servando que se cumplen las relaciones del (N.° 175), o sea:
abl—ba=4X2—8X1=8—8=0;
ac—cd =4 X111 —#4X1=4—4=10

R



EJERCICIOS Y PROBLEMAS
para resolver

(La abreviatura R. indica el resultadq del ejercicio o problema)

CAP. I. — NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

1. Disponer en orden creciente los nimeros reales siguientes:
/. 5
+1/2_' —0,3, 5) 2; %y |317

2. Dados sobre un eje orientado Oz los puntos 4, B y O, y

siendo 04 = -+ 3, AB = -+ 7, BC = — 9, hallar 0B, 0C y CA4.

R.: e W

3. Tndicar un niimero decimal y ofro fraccionario eomprendido
enfre los nimeros de cada uno de los pares de nimeros siguientes:

_3) _1v3 3 _1,/‘.’.7 _1 3 7/8v +3
; Cudntos ntmeros racionales estdn comprendidos entre los dos
nameros de cada par, y cadntos niimeros enteros?

v

4. Indicar dos nimeros opuestos comprendidos enfre — 2
v + 35. R: —15 ; +15
5. Verificar que (— % — 34) vy (%4:1%4) son nimeros opuestos.

6. ; Qué relacién - debe existir entre los valores absolutos de
@, b, ¢, para que la suma
a4 (—b) + (—0)
sea positiva, o negativa, o nula?
R: loa>b+tc¢ ; Zoa<hb+dc ; ...ete
CAP. 1I. — ELEMENTOS DE CALCULO ALGEBRAICO
Expresiones algebraicas.

1. De las expresiones que siguen, indicar cudles son racionales y
cuales son irracionales respecto de la letra o :

2423 bia; Ve 4+ 3; da 4 3ax—4.
R.: Son todas racionales, excepto la tercera
2. De las expresiones del ejercicio que antecede, ;cudles son
enteras respecto de 2 y cendles son fraccionarias?
8. Verificar que: para z — — 3, resulta 2°—2a2 4+ 1=16;
para z =1, resulta H:x —10'=0.
4. Caleular el valor numérico de las expresiones siguientes:
a> 1+ 2ab 8% ; @*—2ab |+ b, para, a—=—3, b =2,
R: 1 ; 26
7



182 M. COPPETTI. — ALGEBRA (PARA EL 3.°r ARNO)

5. Valor numérico de la expresion
a® — 3aty + 8ady* — 6ty 4 b
para 2—=1 ¢ y==2.
6. Valor numérico de la expresion
4a—T7Tb—10ab —5bec + ca -} 3abe
DBXa- @ S = i e AT

R.: —19
7. ;Cualesquiera sean los valores de lag lefras que contiene, qué
valor adquiere la expresi6n:

2a¢+30
)

; Qué relacion deberd existir entre @ y b, para que la expresion
anterior resulte indeterminada?

(3a — b)(a — a) ?

Monomios y polinomios.
1. Indicar el grado de cada uno de los monomios siguientes:
2ax 5 —3a® ; jazy? ;5 4daz’y
respecto de la letra x ; idem, respecto del grupo de letras =, .
Indicar los coeficientes de cada monomio; idem del ultimo mo-
nomio respecto de las letras z y.

2. Tndicar el grado de cada uno de los polinomios siguientes y
ordenar ¢l 1ltimo segtn las potencias decrecientes de  :

2a®> — ab® + b3 2z —xy + 2 — 3y
Indicar el grado de homogeneidad del tltimo polinomio.

3. Redueir los términos semejantes de los siguientes polinomios:
2¢ —3a+a—ba; ab-+5a—3b-+a—4ab-}+ 70
Suma y resta de monomios y polinomios.
1. Sumar los siguientes monomios:
2abe, —a*b, Y bat, —bHabe, abe
2. Sumar los siguientes polinomios y reducir térm. semej.:
5a4+3b—1; b+5—a; 6b—a4+5—7a
: R.: —4a410b+9
3. Idem para (2* — 3az) ; (2az — 422 4 5).

4. Al monomio (—4 mn) restarle (-5 mn); id. restarle (—m n).
R: —9mn ; —3mn
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. Al monomio — 2aa? y restarle sucesivamente los monomios:
a2’y , 8azx*, — 3axy:, —a2z’y’

6. Al polinomio (a* -+ 2ab - b2) restarle (a2 — 2ab - b2).

R.: dab

7-9. Tfectnar las sustracciones siguientes, y simplificar los
resultados :

s — (0 +'26 4+ 1) 5. 20z Hl — Q+2a2—2%);
ab—4a*+ab— (02ab®— 05 a® -+ a?)
1012, Ifectnar las sumas y restas indicadas en lag expresiones
signientes, y simplificar los resultados:
2t — (22 —3) + (32 —4z +2);
R.: 4x*—6x+4 5
@ —[1—a—(2—a)] + (a®*+ 33 —3);
20¢° +{ —3ab—[a* — (2b* —ab)] — [4a®>— (4ab 4 2Db%)] }
B.: 2a%— ba? 4 2b + 2b°
13-16. Suprimir los paréntesis y lnego simplificar:
3e—{y—Ilz+ (y—32)]}

ez 4+ bz —4 ax——[b:c—-—(Zaa:——b) +2a]—b
x—-2ax+4b+2a.

z— [62% — (22 —1)] + [42 — (05:4:2 — 3) + a?]
bab?—b* —4 —2a*b— [3abz— %b“——(azb——m)——ib"]}
R.: 7ab*/2 + a*h — 6b%/4
17. Encerrar dentro de paréntesis, precediéndolo del signo —,
los tres Gltimos términos de la expresion:
at*— 3a°b + 2a*h* — 5ab® 4 20b*

18. Dados los polinomios:

A=2a>—4zy + y* ; B=—2zy-+ 34>
C=4a224y* ; D= —a2a2-+4 3zy
calenlar: A—(B+4+C)—D ; A—(B—C)-}-D ; A—[B+-(C—D)]
y reducir los términos semejantes. R.: — 2x*— 6Xy— 8¥% ;... etc.

CAP. III. — MULTIPLICACION Y DIVISIGN DE MONOMIOS
Y POLINOMIOS

Multiplicacién.
1.3. Efectuar los productos:
8(—3a) ; — b5z (—3%=x); Ha*b’z (— 3% a b a?)



184 M. COPPETTIL. — ALGEBRA (PARA EL 3. ARO)

4. Dados los monomios: mz ; — 2 ma* ; 3m2 y® 5 4zY
efectuar todos los posibles productos de dos en dos.
R.: —2mx! ; 3m'xy® imxly ; ... etc
5. Elevar a la segunda, tercera y cuarta potencia los monomios :
o Bant y batbt; — % mdnt ; 0la?a®.
6. Rfectuar: 5/3a2b (—2ab®) (— 8/s b% a?) 8 a® at.
R.: 1229

Efectuar las sionientes multiplicaciones:

7.8, (22— 5z + 43z ; — a(® + 2a 4 a® — 7 )

9. (ab——Ba'lbTi-ﬁab“——.?,a“b)(——‘labg)
10. (e~ 2a™ %0l ® 4 gty o
1. [(a——b—l—c—}—l)——(‘.?a-ﬁ—b—l—c)] 2ab
R.: — 4a'h — 4ab® | 2ab

Pfeetuar operaciones y simplificar los resultados de las expresiones:
12500 (B — 1) - Ha? =5 + 4)at — (a2 — 0,1 ) — %5
18. (—ab+-a*)(—2ab)+-3a® (—a*+-5ab—b?) —a* (2a—b)

s : R.: —a'h? 4 14ath — 5a’
14. ;Qué forma toma la expresibon 54 — a B para
f =" a8 at—11, B—44 —3a-+ 2
15. Multiplicar el polinomio: a’ry — Y4 a 'y + @ — v
separadamente por los monomios %Y, — Yo any, -— & j Sumar

los productos parciales obtenidos y redueir términos semejantes.

Efectuar las multiplicaciones siguientes :

16. (.r'l+.r—1)(.19+1) s (a— 2)(a® — @’ +a—1)
R.:

xt4+x4x—1 3 at— 8a’ 4 8a® —8a + 2

| 17. 322 —3zy+ 92— 4xy + y*)

18,  (2a—x)(2b—y)+(a 32 e)d -39} — 5(ab + zy)
R.:

0
19. (3 a®b — 5 a b®> + b*) (a* — a b2 — 0,5 b*)
20. [.r(1+a)—a(a'——a)] [a(x —a) —a(a—2)]

i R.: x —at

21. (a*——?.a“b—}-30'—’b'~'——5ab"——b‘)(a2——3ab—i—lﬂ)

| 22, g(x+1)(z+ 2) + a(x —1) (x—2) + 4(& —1)(z +1)=
B.:

ex*
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8. (a~—=z)(a 4 z)(@® + 2*) — (b—z) (b +} =) (b + =)
24. [2°+ (2a+3b)az+6ab] [22— (2a-+43b) z-+6ab]

R.: xt—(4a24 9b?)x* -+ 36a’h?
25 [(2—62x)y* + (62 —Ta?)y® + (B3 —22)y](2xy*—3 )
Identidades.

1.8.  Aplicando la regla del producto de tna suma por una dife-
rencia, calcular los siguientes produetos:

Vo) (z41%) 3 (223-4b2) (22°—b?) ; (3ab—2ch(3ab+ 2ed)
R.: x2—1, ; 4x° 3 een OEC

4.5. Tdem para los siguientes productos:
(— Yo a* + 3 a®)(— Yo 2t — 3 a?) ; (at-bTci-d) (a—l—b—c—d)_

Desarrollar las siguientes potencias:

6.8, (z +3y)? ; (a*—3b)2 ; (2m—0,1m)°
R.: x?-4 6xy- 9y ; at—6ath 4 9b2 ; ... etc.
& a)? 1 %
1 (a2b — 9,5a82)2; |[— — —| ; —+0lax
a &z a

12.14. (2a +30b)*; (5a—2ab); (—¥e2*+ 34"
R.: 8a® | 24a%b + b4ab? + 27b% ; ... etc.

1517, (4a2b—5a'b?)% ; (&8 —2)°; (—22"—3a)

18.19. (14z4+2)2; (8 —2a+2a—1)°
) R.: 14 2x- 8x?4 2x? | x¢

20.22. (a42b—¢)2; (m—wtp—q)? ; (—zyt+¥*)?

Simplificar las signientes expresiones:

22, (a + 20 + (a 4 1)* — 2(a + 3)?

\ R —6a=-'18
L (6 —1)2—2(a+1)*+ (z—1) (= + 1)
B (e 49) A (e = SRS R
26.27,  (2—2)%4-(z4-2)*—22% ; (22—y)*{(2—2y)*—9(z—y)?

28.29, 2a(a — 3b)? —4b(2a — b)2 — 2(a—b)3
R.: — 22a%b 4 28ab? — 2b®
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30, En el polinomio 2 2> — 3 & + 5 reemplazar z por
(> — ab) ¥ ordenar el resultado segin las potencias deere-

cientes de a.

Verificar las siguientes identidades:

31, (¢ 4+ b)2 4+ (a — b)* = 2(a? + b%)

3z, (m——l)(m—l—-l)-4(x——1)+1: (x—2)*°

33, (u—b)9—|—(b—e)3—|—(o——a)ﬂ_—_—Q(a,—b)a—{—2(b——c;)b+2(c——a)c

34, (c—b)at+(a—c) b2+ (b—a)e*=(a—D) (b—c) (e—a)

35, (a® 4 b%) (e +a?) = (@ac+bad)*+ (ad—Dbe)®

36, T ma—1)2 4 (m + )= (m2 + 1) (»* + 1)

8. (2 —y) 'y — )+ (z— o) =8z —y) (y— )z —2)

38, a(a—2b)3-—b(b—-2a)3_—-_.(a—b)(a—{-b)"’

89, (2271 oy 4 902 — (a2 —zy + ¢*)F =4zy(a* T v*)

W0 (af s o DY (B 6) e )

3 :r:;i‘diil:desigmamos con 2p la suma a-+b-+tec, verificar la
@4 b=t (p— @)+ (p— )+ (p— o)

42. (on la hipétesis del ejercicio anterior, verificar la identidad :
[(p—a)(p—B)E=T(p—0)+(p— b)s43(p —a) (p — b)e
Divisién. :

Efectuar las signientes divisiones; |

1.3. Sa:(—2a) ; —6a:(—32); 9 a’b%c®: 3 ab’c®

R —4 3 2%, 4 3ab?

4.6, 3ryt:hayr ;3 —3katbiext:O/4ab’e ; —minx?: (—miz)

7.8, Efectuar las siguientes operaciones:

= 3 102 64(_ “41,502) : 3/5 azb®e 5 9 a4y3: [% ay (_ 6a ye)J

R.:

bashics ; — Sa?
Ffectuar las siguientes divisiones:
9.10. (4 a%® —22%):(—a) ; (a'd + 4 a%b* —Hab?):a%

() (—0,1‘5!1"b“c5—-i—0,?5a4b503—0,1a3b4c"d) :( —0,05a%b%c)
R.: Satbici — babe? - 2beid

12, (Bunsyies = 3 atys + Lo avyzt — qusz): (— 2 m'yzz)
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1314, (2247 2}12): (z43) ; (28 — 7 2 — 6): (223 z42)
R: x+4 ; x—3

15. (2t —a% — T a* 4+ o+ 6): (22—1)

16. (10 a* — 9 a®b — 13 a*b® + 6 a b®): (2 a®> — a b — 3 b?)
R.: ba?z— 2ab

17. (6 2% — b5 ady — 5 o’y® — xy®— yb): (Ba2 2z y—y?)
18. (a 2* + b2z — 2® —b%a): [(r—}—b)m——x)]

x—b
19:20. . (% —125): (m—5) 5 (32 a® -+ b%): (2@ + b)
Hallar el cociente entero y el resto de las siguientes divisiones:

E2t; (@ —5a+8a+1):(a*—a-+2)
R.: (a—4) con resto, 2a 4 9
22. (a 2¢ — 3'a%® — a*z + 2 a*) : (2* —a z | @)

23. (40 25—17 a* — 14 2® — 45 2> — 18 3416) : (8 23 x—2)
R.: (bx®—4x? - x—7) con resto, 5x + 2

24, (xr — 5/4 a? 4 /g x): (Yo xP 4 Yy a2 —2/g x 2)

R.: (2x—1) con resto, -}-2
25.26. 2o (w4 1) ; (—a'h®) s (a®b® + 8)

27. bic(tuar las dos tiltimas divisiones, ordenando el divisor se-

giin las potencias erecientes de las letras, y continunar las divisiones

hasta el quinto término.
R: X¥—x8 4} x7T—x8 L x0—,., ; etc

28. Sin efectuar la division, deferminar el resto de la division
del polinomio a* — 2 2* + 4 2 — 6 por cada uno de los binomios
siguientes:

2—3; »+2; 3a—4; 20—5
29. Tdem para la divisién de 2! — 5a® + 3 por (22 — 4)
R.: Haciendo x*=—m, ... se llega R — — 1

Verificar que el resto de las siguientes divisiones es cero, y caleu-
lar el cociente por la regla de Ruffini:

30.31.  (a83—d 2245 2—6): (2—3) ; (2*+4ax+t3a?): (z+a)

32. ('395—27:4—61,3—|—2az+41:+1) (z +1)

8xt—bx? —x? - 3x + 1

B (2t — )t (2 — ) (&xv+3w2—8)=<x+2)
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35. [(z-—ow+1)(m-—2x—3)(w-—6] (z — 3)
i (®2— 5%+ 1) (x2— 6)(x + 1)

36. (6 a®—6 a*2+3 a x*—3 x“)(Q a—2ax—22): (a—x)

37. Determinar m del polinomio 2* — z* -2z -+ m , para
que sea divisible por =z — 2.
R: m=—8
38. Tdem para que el polinomio x* — 5 22 -+ 2 m — 2 sea
divisible por 2 -} 3.

39. Demostrar que un polinomio entero en z es divisible por el
binomio 2 -+ 1 , si la suma de los coeficientes de las 'potcncms
pares de x es igual a la de los coeficientes de las potencias impares.
(Se entiende que entre los términos de grado par se incluye el de
grado cero, es decir, el que no econtiene x).

l 40. Deferminar la condieién para que un polinomio entero en &
| sea divisible al mismo tiempo por z—1 y por z-1.

| R.: La suma de todos los coeficientes debe ser nula,
:‘ ! vy s6lo deberd contener potencias pares de x.

41. Demostrar que es divisible por z - m -+ » la expresion:
: (m 4 n)(z +m) (@ +n) +mnz
42. Tdem para (m—n)24(n+tz)24(m42)2—(224m2+n?)
| 43. Demostrar que es divisible por 2 -+ a — b el polinomio:
2+ 3abzx+ a® — b
Sin efectuar la divisién, indiear si son exactos los cocientes de
las divisiones que siguen y hallarlos mediante 1a regla de Ruffini:

44.46.  (23—8): (2—2); (a™—Db®): (a—b); (m*—nt): (m-+n)
47-48. (@ — )i (z+y) ;5 (®FV):(a40) ;

49. (4a*+90%):(2a-+ 30b)
50-51.  (m® — n®): (m® — m3) ; (z% —64): (22 — 4)3

R: Hacer m* =x ; n?®=a, ... et
52, (2* — 8la'): (z = 3 a)

Descomposicién de un Qolinomio en factores.

1. Sacar el factor a?b de la expresién:
2 a3b2x5 Lt 6 a4b4zﬂ + 4 a3b3czx
2. Sacar el miximo factor comfin de la expresién del ejercicio

anterioz ,
R.: 2a%p%x (xt— 3ab’x? | 2he?)
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Sacando factores comunes parciales (N.° 91), o aplicando la dife-
rencia de cuadrados ¢ — b* = (a + b)(a — b) del (N.0 92),
descomponer en productos los siguientes polinomios:

3.4. ax—a—br+b; v4+y—ay—y
B: (x—1)(a—>») ; x4+ya—y
5.6. ab—az—bzt+22; ax®t+a—ba?—Db

78 grt—gz-—a422—z—1; a?* —b4a*b—1
B: (®—x—1@+1) ; (af+1)(@a—1)(b+1)
9.10. a8 + 2 Yy —x y;: s y.'s 3 a? xt ,____(a.. + bz)xz + b2
13.13. ¥ —z; a*b — ab® ; ™ — 16 2™ y?
R: x(x+1)(x—1) ; ab(a+Db)(a—b) ;

Aplicando los (N.”* 93 al 98) descomponer en produectos los
sigmentes polinomios: <

14.17. @3 S B N —|- bo ; z° — Bla®x
.: x—1;\x +x+1) H
(a4 1)(a*—ar 4 a—1 5 ete.

18.20. a8y — yt ; at — 22241 ; a‘t8a~b2—|—16b4
21.28. g2 —a*+2a+1; a*+2a—3; 422 —4zx—8

R: (a+14x)(a4+1—x) ;
8+ 22—8 = (a* 4 2a+ 1) —4 = ., etc.

24.25. @*4-3a*43a+1 ; a'+a® 65432 u b (2°+a b)
Expresiones algebraicas fraccionarias.

Simplificar las siguientes fracciones:

1-4. ba*b’y ax — bz dxyz — 82° st —my
— laztyt abx ° RTH o 3@ —y)’
R.: —babh¥/x’%y* ; (a—b)/ab ; (2xy—82)/2x ; ... etc.
— atbzdy abe® — atbe + ab’c
e o2%y — 3axy® + Tabxy- abic — 2a*bc® — Tab*c®’
=40 ax + bx 2+ 2z 41 3y —.at) x3+y
T ey + by’ 1—a% ° (x—y» e
a*x® + by® o — Yt — 2 4 2z Gt
11-13. agza_b!yg' > y'—x’—z'+2:vz' a—-_—’—5a+6'
R.: (a%x*—abxy + b%?)/(ax—by) ; (x—y+2)/(y—x+2) ; ...etc,
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Reducir a comfn denominador las siguientes fracciones:

1416 9z By 4z a 2 — 2a? 3b? ¢t
g ve' m’ my' b’y 3y 2ryist’  — 6atys’
- z? 1 a+b a=0>b a4 b
e e R TR a—b" a+ b’ a*— b
R.: TyY/y: , Xy/¥ ., /¥y ,—xyY/y ;5 ... et
— a® + a*h — ab® 4 b® — a¥skab —btv. v ui— kb
12 2a3b3¢? 4 2a3h3e* e
a a—b a® + b?
&0 G b’ atF %ab 0 @ + 3a% + 3ab® + b

R.: a(a+DY@+t+b’ , @—b)/(afb)? , ... et

Efectuar las signientes operaciones indieadas:

: 1 2 3 a biss 2a 3b - 4u® + 9b°
s R e S 3 b6 a0 b’ 3 2 6a®h®
a+b a—0> 1 1 1
2428 e D 70 76219 #16z19

R.: 2(a2+b)/(a2—>b?) , (x*+ 12x — 9)/(x*—9)2

26. A1l R 8 3la — l)+lO. .‘

a—1 Il —a 1 +a at — 1
' | I 1 I
S 2 : y g Tl b
i (z — 1) F= 1 &) z+1
R: (x*—38x+48)/(x—1)* ; =x/(x-+1)
1 0-5 0:5x + 15 i) 7d — 2 2 ‘_’,—.r_‘f f;”j

e i o g e e Ty ¥ el =

a—b h? : PR R
31-33. 1 -+ ‘;‘+—I; a—Db + m . T° = Ty Y Tty .
: R.: 2/(a+b) ; a/(at+Dd) ; x/(x+Y)

4.3 dabe®  5a°hiz y He =9 dafa® = %) ble+w)

a-+b g — b a?bx® 3ble® — x?) a*—ax
3557 — 4a 0:-1b —.2a : ab —rathz® ( 0<3n.b2.1;)
‘0 3a=10b) s 2Aa 4 b)Y a@® + b2 3yz ( xy -

R.: (4a%h — 0,22*b?)/3(a*t — DY) ; — T0ax*/9hz
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ged0,  AE  DBady (ma 5 ‘_) Jie _'_) bl
dyzu - U-3yzu £l [ £
=, ’i(l""l.‘f . .qa,"'h.r" "': 1 b? {f) . (_i"__ — ﬁ‘) .
40-41. (AT hR e b RN e T ¢

R: —1/(a-+b)2x ; (a® 4 b3—c?)/(a‘c —ab?)

y
1 |
R | Gt EXC B VR PR s

& x—1
2 a? @t — bt -a® — 1
1 ez E—_ar ¢ 4 dr
il ek 1883 1 2 1 a b al—b
Dl e e e — e
¢ T Y £ ¢ — d ¢ -«

R.: (abc + a+ ¢)/(be 4 1) ; (x3—ax® 4 ax—a¥)/(x+a) ; ...etc

Verificar las siguientes identidades:

3 T 1 1 1 3

3o TR Ry ] e O P

e S A SN N P ) b
48, TR L E R (R T o O T [

A x -4 2 » 1

49, = +

1= 3= x4 1) , Q(l — &)

1 1 1

r A= T e it = ()
L Y g Ry | (7w M 7= Y )

CAP. V. — ECUACIONES DE PRIMER GRADC CON
UNA INCOGNITA

Resolucién de ecuaciones de primer grado con una incégnita.
Resolver y verificar las siguienles ecuaciones numéricas enteras:

18, 3a+T7a=20; 2—g =3z 4 6 ; 5(2—3z)=0
Bi: 2 ; —1 § 2/3
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4.5. -’—-1—-(x—l—1)“;x+2=x+3(notieneso—
Iueién). (* ) ’
6.7. 7(22—5)=3(11 — z) ; 4z+3(z — 5):4+2(x+3)
47 i gy
8.9. 3r—2[z—4—(50—7)-F+30]=0 (z—1) (a:—<2).—(:c+1)
6 5 1/6
1011, z(a—1) (2—2)=(a—1)* ; 0,2(H):3—0,1(m—|—46)
12, &z — (24 2) (2—1) = (2—a) (5 x) —17
=8
13-14. %+_§=10 %_§.+%+3’6=11_—:——%.
3 3 2 1 3.1:_
s 673\ 5 uiy
1 4 bz Tz — 37 1
17-18. R B G AT Y Bl LRI
Bl B R 0-l(z — 3) 1 8 4.
3z4+1 x4+ 2 et ot I it A
19. e Wi R 2= T g
g R: —1
20. 3z + 1) 7z+1=2_7x—4
16 20 15
5 1 7 ol .f) _39+42
et ?(’“T)“ (42_30 3 A
: R.: 625/81
1 1
3 3(’*?)"‘(””& _r=1s
0-6 RVENT T R

Resolver y verificar las siguientes ecuaciones literales:

23.25. gx—6=0;
R.:
26.27. 13z —a=Tz—Db;

28.29. 5(4b — x)=3(4a — 3x) ;

az+z=a>—1;

2az—1=z-41
; (a—1) ; 2/(2a—1)

(e+1z=b—=z
(2 — a) (z — b)=2? —a?

R.: 3a—5b ; a

(*) Como ésta, otras de las ‘ecuaciones t_le las propuestas no tienen solucidn,

T N NP —
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30. 2b(a+ x) + a2z =3a(b + x)
31. (a 4+ 2)(b + 2) — (@ — ) (b — z) = 2(a — b)

; R.: (a—b)/(a+ D)
32. (62 —4a+1) =3(8a*—5x -+ 1) )
33. Rer—1)(z—4) (x4 2)2 Bz -+ 1)2==0

R: Y% , 4, —2 , —1/8
34. Resolviendo la ecunacion a° — 1 = (¢ — 1) (2 4 2) se
obtiene xz==1. ;l’uede aceptarse esa solucion? ;Por qué?

Resolver y verificar las siguientes ecuaciones fraccionarias:

x 1 x 1 x 1 ad-x b2
o 36, —= —_——— == — — — - ———
2 + a b 2 a + b @ b
R.: (ab 4 2a—2b)/(ab—2a+ 2b) ; ... ete
v—ab x—be xT—ac .
37. ik s =2(a+ b+ ).
¢ a b

x @ T
LI B G S5 L =1 - b+ e)x
ag. =¢ b e abo (z 4 b4 o)
R.: (1 + abe)/2(a+ b +¢)

24 24 15 40
o _—— =6. = -—3-
3941, — = 8. % g A o
15——1:__7—3: b0 —9 3—56x W—=
243 T8 z_8 1 R
. L v B: ‘3 3 a8
4 82 —30 10w—13 4o—11 S5x—4
) TP (ST F e TR o I
/) L e = | 1 a+ b
AT, ST T RIm T A B GEW % T A

R.: (b—ac¢)/ec ; (hc—ad)/(a+Db+cHd) ; ... etc

a HIveD 2ab z4+1 a—1_ 2844
48-49, a:—b+a:—a_(a:—a)(z—b)’ a-l_a+2=a’—l;

E a:—-a_z—b_ 26 _a+t+b-—ua
& ab — b a* +ab  a*— b a*h —ab®’ Kv{ ath
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¥z o2 =l x B 2
Sh-3% e i m—.—a+x+amz+l
1 (3a a a 23+ b
L AR o L T R AL S Sl S s T
o 2 (.n :r) @ z+b apie = b =Dk <

R.: Las dos ecuaciones son imposibles.
55. Verificar que no existen valores de x que hagan tomar va-
lores numéricos iguales a las expresiones (2 — 1):(z — 3) ¥
s — 3)¢(x — BY.
Resolver y verificar las siguientes ecuaciones irracionales:

5658. /12 —z—23; \az-+ 2= 8—2y

;; 1—Ve=2
4 3

ecuacion imposible

59.60. \/x 4+ 2 + 3 =2Vz 4 2 ; ez + b= PV B
6162 Vo2 4Votd=1; r=8—Va +2a+10

63-64. /1> 2ax+2a*=a+a ; Ve—at\/b—r=\ a-+b—2

Aplicaciones de las ecuaciones (*)
1. La férmula ¢ — 8 h B — 4 h2 se refiere a un segmento de
cirenlo, siendo ¢ la euerda, 7 la flecha y R el radio, Caleular R cuando

. la cuerda vale 30 em. y la fleecha 8 cm. & ouni

2. La formula § = 3 (b + b’) h se refiere al drea de un trapecio.
Hallar la expresion que dé el valor de la base b.
3, En el problema del descuento racional se tiene la siguiente fér-
mula: .
AXdXR
4 =N — —«—
36000
en la que N es el valor nominal, A4 el actual, d el tiempo expresado en
dias, y R el tanto por eciento de interés anual. Despejar el valor actual
y caleular luego su valor para N = $ 980, d = 85 dias, y B = 6 %.
R.: A= 36000N/(dR + 36000) ; ... ete
4. Si F es la temperatura Fahrenheit y € la correspondiente cen-
tigrada, se tiene la férmula: F = 9/, ¢ 4 32, Caleular C para I' = 74°.

5. Idem para F = 10°. : C = —12022 ...

(*) En Geometria, Fisica, Cosmografia y otras Ciencias que se estudiarin
en los cursos proximos, se presentan con frecuencia ecuaciones que contienen las
—le.h'as mlcm]m§ de las magnitudes que representan. Es conveniente que el estu-
diante se habitie a su resolucién, despejando cualquiera de las letras que con-
tienen, et
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6. Hallar el valor F de la temperatura Fahrenheit, mediante la fér-
mula B = ¢/, (F — 32), cuando B = 58° (B es la temperatura Reamur). .
7. En Fzslea en el estudio de las fuetzas paralelas, se llega a la

férmula:
T b

d—uxz F

en la que F y F’ son las intensidades de las fuerzas, d la distancia

entre ambas, y # la distancia de la resultante a la fuerza F. Despejar a,
y luego caleular su valor para d = 30 em., F = 2 Kg. y F’ = 28 Kyg.
8. Con el aparato de MacLeod, usado en Tisica para medir pe-
quefias presiones de gases, se emplea la siguiente férmula:
N o = n(w 4 h)

en la que N y n vepresentan volimenes, h y z presiones. Despejar .
x = nh/(N —n)

9. La formula del psicrémetro (aparato empleado para conocer el
grado de humedad de la atmdsfera), es la siguiente:
=1

A = #)

Despejar [, que representa la presién del vapor en el aire smbiente.
10. En la determinacién del coeficiente medio de dilatacién absoluta
del mercurio; se llega a la férmula:

hD
- D

= h

0o

L4+mt
Despejar m, que representa el coeficiente buscado.
11, En el estudio de los espejos esféricos se llega a la formula

»’ af =g’

p p—2f ‘
Despejar f, que vepresenta la distancia focal.
ST f=pp'/(p+p)

12. La eeunacion conocida en Fisica con el mnomhre de Vander
Waals, es: .

a
p+—|(w—b)=RT
/U‘Z
en la que p y v representan presiones y volimeues, respectivamente,

de un fliido; @, b, R, son constantes posilivas que dependen de la na-
turaleza de ese fliido, y T la temperatura absoluta. Despejar p.
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13. En Cosmografia, se emplea la férmula
d s—1

a’ Bt
para determinar el equinoceio de otofio, vale decir, el momento que el
centro del Sol pasa por el Ecuador celeste, yendo del hemisferio
austral al boreal; x, ¢, #' representan intervalos de tiempo, d y &’
representan las distancias angulares del Sol al Ecuador. Despejar .
x = (At + td’)/(d + d)
Desigualdades de primer grado.
Resolver las siguientes inecnaciones:
18. 22 —6>0; 24+2<32—6; Yr—3) <3/s(x—1)
R: T8 ; 254 5.0 x<0
45 2p + Vo < o — (1 — Yox) ; o — 22 < x(l + z) — 3
67. qr<bae+1; (z —|—a)(r+b <(x—a)(z;-——h)
. x<1/(a—Db) ; x<0
1 i1

5
8-10, ";.<-. ."c+l<7' a;+]>3'

& . 1 g—2 =z+1.
11-13. z+a_<2- (£+2)(x—§)<0. B

B: x<8 ; —2<x<Y% ; x>1/6
14. Demostrar que, para enalquiera que sean los valorves de z,
se cumple la desigualdad:
2+ a*z2ax
15-16. Hallar las soluciones comunes de las siguientes inecuaciones:

z—2>0 z >3 (3r—1) (az>0
2r—3 < 6z > x4 1 | z—1<0
WY S ES 3 A X <l T siebe

AP. V. — SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO
Sistemas con dos incégnitas.

Resolver y verificar los siguientes sistemas:

Ele==g z+y=1
LT a=s sl [-qu
3. 2z 4 6y=—3 4 {22 = 3y

4 —3y—=—1 | dz—32y=11

B: (=% ; y=1/8) ; (x=8 ; y=2)
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g Yow — 1/4y —4 g 0,3z + 02y —=—1

5. | Var -+ 34y =5 6 1 01z—02y=—0;3
i S s {aty=adto
; az—y—a : | (& +¢)z=(c+ y)b
| B: (x=1 ; y=0) ; (x=b ; y=a)
5 Ha -— 33y =10 10, { m—-n—l=tm—in-|1
i V(e +4)+ Ya (e —y)=>59 | 2m—n—--2—m--3n—3

o 3(2% + 3y)=2 (2x — 3y)+ 28
. bz —2y=3(4x —y)+9 :
R.:

Snis )
—,—”‘4(1,—1/)-{- & DN YN
12 s 3010 4 u+b4a-—b—2a
Y 2 1 3 o
2 —+———=5(J‘—-‘l ~== ot X y_a:—y._.
10" 3 ST C7 S e
5 i
:!-l-g; : 2 ?4-7-_—_57
14, w4 o4,
2z — 3y = 2 —1 (*——8“—22
2 Yy
R: x= (8a+11)/5 , == {2
‘hacer 1/x = u ,l/y—=1y .°. o 1/(1:-*,_'9;/; %
ok SRR . IS & X %‘1‘“!(:“
16, at + 2a + 1 a® — 1 a* — 2a + 1 17
g =Y —-y—"—..
T+ y=2a e
18 (o2 — 4y =23 10. {i bz By =3

1 32— 2y =2 | 10z + 4y =6
R.: Sistema imposible ; sistema indeterminado

20, ;Cudles son los valores que debemos asignar a los coeficien-
tes « y b del sistema

8 +ay=3
2z - y=0b

para que tenga una solueién tdnica? jIdem para que resulte impo-

sible, o indeterminado?
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Sistemas con mas de dos incognitas.

Resolver y verificar los siguientes sistemas:

[fa—y=5 z=2z-1+1
1, z+y= —3 2, Yy=12z—32
i.zr—}—_:/—|—,z:‘2 3z +uy+2=1:
By (=1 4 §Fe==i—4- 3% z= s
(x = 11/8. ; y= —2/3 ; 4/3)
[z+y=5 ( z42y+3:=6
8 {yte=T * ilv+y+4~'=7
| 24 2z=6 3z -4y -0 =38
f3m—8n-{—41)———-l 3z—2y 4-2—=7,1
b. m + 6n — dp = 23 6. 2z4-3y—22——42
Jl Tm —10n |+ 10p =10 o+ 22 =12
R m=5 ; n=4 5 p=—8) 3
(=1 3 §=—27 3 ia="01)
x+2=20 r 4y =2
7. 1/—{-120 8 Y — 28— —1
I:O §— 3= —"2
Dbyt 2—t =—1 sty tetu=d
9. En las tres ecuaciones siguientes dar a
m el valor 2, y decir si forman un sistema de- [ =4y 4+ m=3
terminado o absurdo. En este ultimo easo, ealeu- x—2y=3
lar el valor que es necesario dar a m para do—m =1

obtener un sistema determinado. ¢
CAP, VI. — PROBLEMAS DE PRIMER GRADO
Problemas con una incognita.
1. Dividir el nimero 180 en dos partes tales, que el duplo de
una de ellas sea igual a las dos terceras partes de la otra.

2. Una de las bases de un trapecio isésceles es dupla de la
otra, los lados iguales miden 324 mm. cada uno y el perimetro
mide 19,23 dm. ;Cudnto mide cada base?

ET: X 4 2x 4 324 X2 = 1923 ,°, Bases: 425 mm. ; 850 mm.

3. Determinar dos ntmeros sabiendo que su suma es 624, y
que uno de ellos supera en 63 el duplo del otro.

4. Si a un namero se agrega 6, luego se divide esa suma por
6 y del cociente se resta 6, se obtiene 6 como resultado. ;Cudl
es el nuamero? . | R e S DR R

’
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5. De la conocida expresiéon de la suma de los angulos inte-
riores de un poligono convexo, o sea [180° (n—2)], deducir que si
esa suma es igual a 180, el poligono es entonces un triangulo.

6. Dividir el nimero 337 en dos partes tales que dividiendo la
primera por la segunda se obtenga 6 como cociente y 15 como resto.
3 R.: 337 —x=—xX6-+15 ., 12=201 ; 28—46

7. Si en un colegio se ubicaran 8 alumnos en cada banco, 4 de
ellos quedarian sin asiento; si se ubicaran 9 en cada banco, gue-
darian dos asientos sin ocupar. ;Cudntos son los alumnos y cuidn-
tos log bancos?

8. Una persona compré una tela por cierto precio y pagd igual
suma por un marco para ella. Si el marco le hubiese costado $ 8,25
menos y la tela $ 3 més, el precio del marco hubiera sido la
mitad del de la tela. ;Cuanto costé esta 1ltima?

Rii x—8,26 = (x4 3)/2 . x.=1$1950

9, Una persona dispone de $ 50 000 para colocar a interés sim-
ple; una parte al 5 % y la otra al 6 %, y obtiene asi una renta
anual de $ 2700. Calcular cada una de aquellas dos partes.

10. Un obrero estipulé ejecutar cierto trabajo con la condicién
de recibir $§ 3 por cada dia que trabajara y que se le descontaria
$ 1,80 por cada dia que faltara al trabajo. Después de 80 dias se
termin6 el trabajo, pero el obrero, poco laborioso, no percibi6

. vaga alguna. ;Cuantos dias falté al trabajo?

R.: (80—x)3—18x =0 ., x = 50 dias

11, Una persona comprd una pieza de pafio de 30 metros; pagoé
al contado y le hicieron un descuento del 6 %. Si el total neto,
vagado fué de $ 423, ;cudl era el precio unitario del pafio?

12. Una fabrica tejio un total de 2616 Kg. de algodén, durante
tres meses consecutivos. Calcular la produccion mensual sabiendo
quie en cada uno de los meses siguientes al primero ella aumento
en los 2/, del mes precedente.

R.: x+ 7x/5 + [7x/5 4 2(7x/b) /6] = 2616 .°, 600 ; 840 ; 1176 Kg.

13. Un padre, al morir, deja a cada uno de sus hijos $§ 19 200.
Uno de ellos renuncia a su parte, la que se divide entre los res-
tantes hermanos, tocandole asi a cada uno $ 24 000. Calcular el
numero de hermanos y el monto de la herencia.

14. Una persona gasta en alimentarse la mitad de lo que gana
y la tercera parte en otros gastos, ahorrando el resto. (Calcular
cuanto gana por dia, sabiendo que en 45 dias ahorr6é § 30.

R.: (x—x/2—x/3)456 = 30 ., x — $4

156. ;Cudntos kilogramos de harina se necesitan para prepa-
rar 100 Kg. de pan, si la harina, al transformarse en pasta, au-
m»ent’a 1/4 de su peso, y la pasta, al cocinar, pierde 1/6 de su
peso?
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16. Un padre tiene 48 afios y el hijo 9. ;Dentro de cudntos
anos la edad del padre sera cuadruple de la del hijo?
Ri: 4834 x = (94x)4 .°, x =_4 afios
17. Con los datos del problema anterior, ;cuando ia edad del
padre fué 7 veces la del hijo?

18. Se dispone de un cierto numero de monedas para formar
con ellas un cuadrado; hecho un primer ensayo sobran 120, pero
aumentando dos monedas por lado sobran entonces 52. ;De cuan-
tas monedas se dispone?

R.: x? 4120 = (x4 2)*4 562 ., 376 monedas

19. Un depésito se abastece por dos canillas; la primera lle-
naria el dep6sito en 10 horas, y la segunda en 14 horas. Pero
un cafio colocado en el fondo del depdsito lo agotaria en 20
horas. ;En cuanto tiempo se llenard el deposito dejando abiertas
las dos canillas y el canho?

20. Un chacarero posee, entre gallinas y conejos, 150 animales.
¢Cuantos tiene de cada especie, si el numero total de patas es 4047
R.: 2x 4 4(1560—x) = 404 ., 98 gallinas, ... ete.

21. Se compré una casa en $§ 10000 y se vende por inter-
medio de un corredor, a quien se paga el 4 % del precio de
venta. ;Cual debe ser este precio, para ganar el 20 % del dinero
que costé la casa?

22. Una persona coloca $ 4200 al 5 %; después de 3 afios
y 4 meses, coloca una nueva suma de § 5400 al 6 %. Al cabho
de euanto tiempo después de la primera colocacién, la suma de
los intereses de ambos capitales reproducirda la suma de los capi-
tales iniciales?

R.: 4200 X 5x/1200 + 5400 X 6(x — 40) /1200 — 4200 -}- 5400 ', 240 meses

23. Un padre tiene a afios y el hijo b. iDeniro de cuantos
afios la edad del padre sera m veces la del hijo, y cuil es la
condicién para que la solucién del problema sea positiva?

24, Fulano tiene 49 afios y su mujer 30. Sabiendo que se
casaron cuando la edad de él era doble de la de ella, indicar
las edades respectivas al casarse.

B.: 49—x = 2(30—x) ..

hace x = 11 afios que se casaron; edad del hombre, 38 afios, ... etc.

256. La base de un rectingulo es el doble de la altura. Si
ambas dimensiones se aumentan en 2 cm., el drea aumenta en
154 c¢m.2. Calcular las dimensiones del rectangulo.

26. En un colegio que hay 24 profesores y 500 alumnos, se
desea recolectar $ 822 para fomento de la biblioteca. ;Cual dehe
ser la cuota de log profesores y de los alummnos, si se establece
que la de los primeros sea doble que la de los alumnos?

R.: 500x | 24 X 2x = 822 ,°, cuota por alumno = §1,50 ; ,.. etc,
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27. Un estanciero compré un cierto nimero de animales por
$ 200; habiendo muerto 10 de ellos, vendié los que le gnedarcn
en § 180. ;Cuantos animales comprd, si no perdié ni gano en la
venta?

28. Una persona propuso dar 8 pesos a quien duplicase el
numero de pesos que tenfa. Un amigo accedié a ello tres veces
consecutivas, y asi, el primero qued6 sin nada. ;Cudntos pesos
tenia?

Ri: “[(2x—8)2—812—8 = 0 . 'x—9$7

29. Deseando distribuir cierta suma de dinero enire varios
pobres, se observa que faltan $ 8 para dar a cada pobre $ 5:
v que dando a cada pobre $ 4, sobran § 10. ;Cuantos eran los
pobres? J

30. Dos moviles, distantes 182 Km. parten al mismo tiempo
y dirigiéndose uno hacia el otro, con velocidades respectivas de
6 y de 8 Km. por hora. ;Después de cudanto tiempo se encontraran
y a qué distancias de los puntos de partida?

R x/6 = (182—x)/8 .. X =78Bm. ' ; |l r6kc:
‘ 31, Andlogo problema al anterior, pero suponiendo que el se-
gundo movil parte 4 horas después del primero.

32. ;A qué hora, después de mediodia, se encontraran por pri-

mera vez lag agujas de un reloj?
R.: .x/5== (60 4+ x)/60 .., x = 5 mint. 27 8g. 3
encuentro a la 1 h. 6 mint. 27 sg.

Problemas con dos incégnitas.

1. Hallar dos numeros tales que su suma aumentada en 14
sea igual al duplo del numero mayor, y que su diferencia sea igual
al nimero menor disminuido en 4.

2. Hallar una fraccién que adquiera el valor de %% cuando sus
dos términos aumentan en 1, y que en cambio adquiera el valor
1/q cuando sus términos disminuyen en 1.

R: (x+V/(y+1) =% ; (x—1)/(y—1) = 1/3 ; Frac. = 3/7

3. TUna persona colocé a interés simple dos sumas de dinero:
la primera al 5 % y la segunda al 6 %, recibiendo la renta anual
de $ 548. Si colocara la primera suma al 6 % y la segunda al
5 %, la renta anual aumentaria en § 26. ;Cudles son dichas sumas?

4. Un capital se distribuye entre cierto nimero de personas;
si éstas aumentaran en 6, a cada una le tocarfa $ 3 menos; si en
cambio aumentaran en 2, a cada una le tocaria § 2 mas. Deter-
minar el nimero de personas y la parte que le toca a cada una.

R: (x+68)(y—38) =xy ; (x—2)(¥y+2) =xy ;
personag = 10 ; parte = §$8
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5. Distribuir $§ 240 entre dos personas de modo que la razén
entre las respectivas cuotas sea igual a B

6. A una fiesta concurrieron 12 hombres mas que mujeres.
Sabiendo que los hombres pagaron $ 5 cada uno y las mujeres
$ 2, y que en total se recaudaron § 186, calcular el niaero de
hombres y de mujeres que intervinieron en la fiesta.

R: x=y-412 ; b6x-4 2y = 186 ;. 18 mujeres y 30 hombres ;

7. En un numero de dos cifras, la suma de las mismas es 9,
y escribiendo las cifras en orden inverso, se obtiene un nimero que
excede al primero en 45. ;Cudl es el numero?

8. Hace 3 afios, la edad de un padre era quintupla de la del
hijo; dentro de 4 afios la edad del padre serd triple de la del hijo.
+Cudles son sus cdades en el momento actual?

R.: X—3=258(y—3) ; x+4=38(y+ 4) ; el padre 38 afios, ... ete.

9. Se pagdé una cuenta de $§ 20 mediante 370 monedas; unas
eran de 20 centaves y otras de 10 centavos. ;Cuantas habia
de cada clase?

10. En una jaula se encuentran encerrados conejos y gallinas,
en total 42 cabezas y 120 patas. Calcular cuiantos animales hay de

cada especie. )
R: x4 y= 42 ; 4x-4 2y = 120 ;. 18 conejos, ... etc.

11, La rueda delantera de un carro da 6 vueltas mas que la
rueda trasera en un trayecto de 120 metros; si la circunfzrencia
de la rueda delantera se aumentase una cuarta parte mas y la de
la trasera una quinta mas, en lugar de 6 revoluciones daria sola-
mente 4 en el mismo trayecto. ;Cnal es la circunferencia de
cada rueda?

12. Observo en el reloj, que el horario se encuentra entre las
4 y las 5, y el minutero entre las 7 y las 8. Después de un rato,
ohservo que las agujas ocupan una posicion inversa, es decir, que
el horario ocupa la posicion que antes tenia el minutero, e inver-
samente. ;Cudl era la hora de la primera observacion?

' B x—20=y/12 ; y—8b = x/12 .. y — 86 miiut. 6688, 3
Hora de la 1.® observacién: 4 h, 36 mint. 55 sg.

Problemas con mas de dos incognitas.

1. Interrogado un estudiante respecto de la edad que tenia,
ag’ como la del padre y la del abuelo, contestéo: mi edad y la
de mi padre suman 59 afios; la de mi padre y la de mi abuelo
suman 109 anos; la diferencia de edades de estos tltimos es 21
afnos. ¢Cudl es la edad de cada uno?

.v
!
:
1

e
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2, Se han gastado § 74 entre 44 personas, en cuyo nimero hay
hombres, mujeres y nifios; cada hombre gasté $ 5, cada mujer
$ 4, y entre cada 3 nifios gastaron § 1. Si el nimero de nifios
es duplo de la suma de hombres y mujeres aumentada en una
mnidad, ;cudntos hombres, mujeres y nifios habia?

B: x4 y+4+2z = 44 ; 6x-tdy+z/8 =74 ;2 = 2xHy+1)

3. Descomponer el numero 90 en tres partes tales que: divi-
diendo la primera por la segunda, se obtenga 3 como cociente y .
3 como resto; dividiendo la segunda por la tercera, se obtenga 2
como cociente 'y 6 como resto.

4, Tres personas tienen en conjunto $ 500; si la primera diera
$ 20 a la segunda, y la segunda $ 30 a la’ tercera, la primera
tendria el doble de lo que tendria la segunda, y ésta el triple de
lo que tendria la tercera. ;Cuanto tiene cada persona?

R: x+y+2z2=2500 ; x—20 = 2(y+ 20—30) ;
¥+ 20—30 = 3(z -+ 30) .
10 = $320 , 28 — $160 , ... stc

5. La suma de las tres cifras de un nimero es 9; la primera
cifra de la izquierda es la octava parte del nimero formado por
las otras dos cifras de la derecha, y la altima cifra de la derecha
es la octava parte del nimero formado por las otras dos cifras
de la izquierda. Hallar el numero.

6. Tres canillas 4, B, ¢, pueden llenar un estanque. Estando
abiertas al mismo tiempo las ecanillas 4 y.B io llenan en 10
minutos: B y (' en 20 minutos, ¢ y 4 en 12 minutos. ;Cudnto
tiempo emplearda cada canilla en llenar el estanque, si sélo estu-
viera abierta una de ellag?

R I/x~+1/y = 1/10' 5 1/9-1/2 = 1/20 5 1/3 F=1/x =12/12 ",
A en 15 ; Ben 30 ; C en 60 minutos.

7. Los 600 mil habitantes de una ciudad estin repartidos en
cuatro zonas. En la 1. hay doble nimero de habitantes que en
la 4.*; en la 2* y 3. juntas hay tantos como en la 1* y 42 ¥
el numero de habitantes de la 3.* zona es-los 5/. de la 2., oCuén—
tos habitantes hay en cada zona?

Reparticion proporcional.

1. Una herencia de § 24000 se dispuso repartirla entre tres fa-
milias en proporecién al ntimero de miembros que las componen,
¢Cudnto corresponderd a cada ung, si la 1.* consta de 5 personas,
la 2* 7y la-3.* 8?2

2. El directorio de una fdbrica dispuso repartir $ 8400 entre 3
antiguos empleados, proporcionalmente a las respectivas edades:
el 1.% tiene 56 afios, el 2.° 64 y el 3.2 80. ;Cudnto recibird cada uno,
y cudnto recibiria, si la reparticion se hiciera en razén inversa
de las edades?

R.: s $ 2 ; $ 2688 ; § 3360
a3 3 62 14 ; $28564,37 ; $2288,49
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3. Cuatro vecinos arriendan un campo por § 1540. El primero
manda a pastorear sus 40 animales durante 15 dias, los 45 del
segundo durante 20 dias, los b5 del tercero durante 12 dias, y los
60 del cuarto durante 10 dias. ,Cuédnto tendrd que pagar cada
vecino?

4. Se ha lezado la suma de $ 152000 para repartirse entre 4
instituciones de beneficencia, en razén directa del nimero de per-
sonas socorridas y en razén inversa de las rentas de que disfrutan.
+Cuéanto corresponde a cada una, si los socorridos son, respectiva-
mente: 90, 124, 196, 216, y las rentas: §$ 3000, § 6200,
$ 9800, § 360007

R.: $ 60000 ; §$ 40000 ; $ 40000 ; §$ 12000

5. Dos viajeros, uno de los cuales tiene 5 panes y el otro 7,
encuentran un tercero con quien distribuyen las provisiones. Al
despedirse, este tultimo entreg6, como retribucién, 12 monedas.
:Cémo corresponderd repartir las monedas entre los dos primeros
viajeros? Respuesta: Se repartirin proporcionalmente a los nameros
1 y 3. (Este problema es del “Liber Abaci’ de Leonardo de Pisa,
aiio 1202).

6. Cuatro socios aportaron capitales iguales en un negocio, que
dejaron: el 1° 1 afio y 4 meses, €l 2.° 1 afio y 2 meses, el 3.2 2
afios y 3 meses, y el 42 2 afios y 5 meses. Si la ganancia total
fué de $ 2700, ;cudnto le corresponderda a cada uno?

R.: $ 60283 ; $ 489,683 ; § 847,87 . ; § 910,47

7. Tres socios obtuvieron una ganancia de § 1400, los que ha-
bian aportado al negocio, el 1.° § 4000 durante 10 meses, el 2.°
$ 7000 durante 15 %% meses, y el 3. § 6000 durante 17 meses y
20 dias. ;Cuédnto corresponde a cada uno?

8. Para la construccién de un canal de irrigacién, tres propie-
tarios contribuyen en razon directa de las superficies de sus cam-
pos que son de 5,12 H4. 6,08 Ha., 10,50 Ha., y en razon inversa
de las distancias al canal, que son respectivamente 3,256 Km.,
1,23 Km., 0,78 Km. Calcular la contribucién de cada propietario, si
el costo total de la obra fué de $ 10 539.

R.: 1c $ 830,98 ; 20 § 2607,37 ; 3. 7100,65

Problemas sobre mezclas.

1. Se han mezclado 120 litres de vino de § 0.30 el litro, con
160 litros de vino de $ 0.45 el litro y con 40 litros de agua. ;Cudan-
to vale el litro de la mezcla?

2. Se funden juntos dos lingotes de plata y de cobre: el pri-
mero de tftulo 0,905 y de 10 Kg. de peso; el segundo de titulo
0,895 y de 4 Kg. de peso. ;Cuél es el titulo de la aleacién que

se obtiene?
R.: 0,002



EJERCICIOS Y PROBLEMAS 205

3. Se funden juntos 20 gramos de oro de 18 kilates con 50
gramos de oro amonedado. Calcular el titulo de la aleacién que
resulta. (Recuérdese que el titulo del oro de 18 K. es la relacion
18: 24, y que el oro amonedado argentino tiene el titulo 0,500;
véase A, N.2 69).

4. ,En qué relacion se deben mezclar cafés de $ 2 y de $§ 2,60
el Kg. para obtener café de $ 2,40 el Kg.?
R.: Y, (es decir, una parte del primero y dos del segundo)

5. ;Qué cantidades de plata de titulos respectivos 0,930 y 0,850
se deben fundir para obtener 680 gramos de plata de titulo 0,9007?

6. Un artifice dispone de dos lingotes: el primero contiene
270 g. de oro puro y 30 g. de cobre; el segundo, 200 g. de oro
puro y 50 g. de cobre. Calcular qué cantidad tendria que tomar de
cada lingote para componer 400 gramos de aleacién de titulo 0,825.

R.: 100g. de titulo 0,800 ; ... etc.

7. ;Cuanto oro puro es necesario agregar a 272 gramos de
una aleacién de oro y cobre cuya ley es de 0,845 para elevar la
ley de la aleacién a 0,917?

8. Se dispone de tres aleaciones de plata y cobre de titulog
respectivos: 0,700; 0,820; 0,900. Se desea obtener un lingote de
titulo 0,850 que contenga 730 gramos del segundo y de 2130 g. de
peso total. ;Qué cantidades es necesario tomar de los otros dos

lingotes ?
R.: 240,56 g. de ley 0,700 ; 1159,6 g. de ley 0,900

CAP. VI. — REPRESENTACIONES GRAFICAS

Sistema cartesiano. — Funciones

1. En un mismo sistema de ejes coordenados, representar los
puntos:
(4,2); (—3, —3); (—5/5);: (0, H); Bf,—1); (0, —2)
2. Construir el diagrama del crecimiento de la poblacién argen-
tina, con los siguientes datos de los censos nacionales:

Célculo de Azara (1797).... 310.628|| Censo de 1869 ........ 1.737.076
5 Brackenridge (1818). 554.000 5 Y = L 3.954.911
) de Parish (1837).... 650.000 - o, RO s L 7.885.287
» ,» Marin de Moussy. 1.180.000|I Cilculo en 1934....... 12.026.172

3. Construir un diagrama que indique la hora de salida del Sol
en la Capital respectiva durante el afio corriente. (Témense los
datos de un almanaque para el dia 1.° de cada mes),
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4. En un mismo sistema de ejes coordenados, construir los
diagramas correspondientes a la importacion y a la exportaciéon
comercial de la Republica Argentina con los datos del siguiente
cuadro:

CIFRAS GENERALES DEL INTERCAMBIO COMERCIAL
DESDE 1927 A 1936, EN $ mn.

Afios Total Importacion Exportacion Saldo

1927 .241.203.388 1.947.282.736 2.293.020.652 346.637.916
.298.216.773 1.901.608.474 2.396 608.299 494.999.825
.126.684.711 1.959.084.898 167.599.813 208.514.915
.075.652.099 1.679.960.782 1.395.891.317 284.269.465
.629.642.971 1.173.828.311 -814.660 281.986.348
.124.047.034 836.264.536 - 1.287.782.498: 451,517 962
.017.990.441 897.148.929 1.120.841.512 223.692.583
.548.366.422 1.119.932.444 1.438.433.978 328.501.534
)
il

ottt A
s
o
(3]

74.330.280 1.174.981.223 1.569.349.057 394.367.834
72.423.390 1,116.710.994 1.655.712.396 539.001.402

[
ow
©w
1)
NMN’NNNW#‘#

5. Idem para el saldo del intercambio comercial; téngase pre-
sente que el correspondiente al afio 1930 fué negativo, superando
las importaciones a las exportaciones.

6-9. Calcular los valores numéricos de las funciones:
Y= 2013 ; Y =y = Mex? sy =

para valores enteros de x comprendidos en el intervalo (—2, 5).

10-13. Empleando papel cuadriculado, dibujar las curvas repre-
sentativas de la variacion de las funciones del ejercicio anterior,
limitadas en el campo referido en el mismo; hagase variar u de
media en media unidad para los dos primeros y de un cuarto
de unidad para los dos tltimos.

14, Grifica de la fundén y=—13 g 1>, para g=—98.

15. Ly intensidad ¢ del sonido, a igualdad de ofras cireunstan-
eias, es inversamente propoveional al euadrado de la distancia o
al euerpo sonoro ('i__-K/((L‘). Dibajese la grafica de ¢ al variar o,
haciendo K =

16-20. Indicar si son crecientes o decrecientes las funuones

g G =2 — ==Yy = s = \/;
Variacion del binomio de primer grado.
1-19. Representar graficamente las siguientes funciones:

2y y=az+1; y=2¢-+1

s =—a—1; g=—3%

W= Ty A e Ny =
B &

Lo

+

=& Y=
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y=—d8r—4 ; y=—224+% ; y=Yr4% ; y=—"%2—W
U4 y=—3; z2=2; a=—Y%; y=19; z =0

20-22, Graficas de las siguientes rectas, determinando los puntos
de interseccion con los ejes coordenados:

23. Determinar los coeficientes angulares de las rectas de los
tres ejercicios que precgdeu.

24. Las diagonales de un cuadrado miden 5 y coinciden con
los ejes coordenados; formular las ecuaciones de los cuatro lados
del cuadrado. R: 2x+4+2y =5 ; ...ete

25. Sabiendo que 10 metros de pafio cuestan $ 60, construir
una grafica que nos permita obtener el costo de un nimero cuai-
quiera de ietros (entero o fraccionario), hasta 25 m. Leer en la
grafica cudntos metros de pano. se pueden comprar con § 110.

26. Un avién vuela sobre un circuito cerrado, y cubre su pri-
mer lado a una velocidad de 160 Km. por hora, el segundo a 200,
el tercero a 300 y el cuarto a 400 Km. por hora. ;Cual es el
término medio de velocidad del avién en dicho yuelo? (%)

1L VUELD 161 AVION

e a {

R.: En la figura adjunta se presenta el diagrama del movimiento en las
cuatro etapas del circuito: OA , AB , EC , CD. El término
medio de velocidad es el de un movil que recorreria el circuito total
en el mismo tiempo total, es decir, aguel cuya grifica es la recta OD.

Llamando ‘‘a’’ al lado del cuadrado, el tiempo empleado en la
1.= etapa es a:100 , en la 2.5, a:200 , en la 3.% 'a:300 y
en la 4., a:400 ; el tiempo total serd, pues:

t = a(1:100 4 1:200 - 1:300 - 1:400) = a:48
Como el espacio total recorrido es e — 4a , el término medio

de velocidad del avién es:
v=e:t = 4a:(a:48) — 4 X 48 — 192 Km. por hora

(*) Reproducimos el enunciado y la primera figura de este problema, del
diario ''La Naeion'' de Buenos Aives, de fecha setiembre 4 de 1938,
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Resolucion grafica de sistemas de dos ecuaciones lineales y dé
: problemas que conducen a ellas

1-2. Resolver graficamente los siguientes sistemas:
z—y="T 3+ 3y=4
2y + x=17 x4 4y =—24
3-4, Resolver graficamente los siguientes sistemas e interpre-
tar los resultados:

{ 20 —3y=1 % 2r4- gy

4o —By—>5 6L—]—'¥z/—_9
5. Un peatén parte a las 6 de la mafiana con una velocidad
media de 5 Km. por hora; a las 9, un ciclista parte del mismo
lugar, en la misma direccién, con una velocidad media de 15 Km.
por hora. ;A qué hora y a qué distancia del punto de partida se
encontraran?
7 : R.: 10h, SOmint. ; 22,65 Em.

6. Trazar el grafico de la marcha de los dos tremnes cuyo iti-

nerario se indica a continuacién, e indicar el punto y hora del cruce:

—— RETIRO.. (Salida) 7h35 || ROSARIO (Salida) .ceseesein 8h45
23 Km. Victoria Santa Teresa ........ Lilegada 10h21
i 10h26

112 Km. Vagues Pergamino ... 11h57
12h15

229 Km, Pergamino ... Vagues . 15h03
I 15h13

286 Km. Sta. Teresa.... Lleg. Victoria ...vivivsecsnns 17h12
i 17h18

852 Km., ROSARIO BETIRO uovieerssivass .. Llegada 17h50

7. Un regimiento inicia una marcha a las 7 de la mafana;
recorre 5 Km. en 50 minutos y luego descansa 10 minutos, pro-
siguiendo la marcha con esas alternativas. Un .correo ciclista se
propone alcanzar el regimiento saliendo a las 9 % h. con la velo-
cidad de 20 Km. por hora, y sin detenerse. ;A qué hora y dénde

lo alcanzara?
R.: 10h. 20 mint, ; 17,1 EKm.

8. Una persona sale de paseo en auto, con una velocidad media
de 30 Km. por hora. ;A qué distancia del punto de partida debe
detenerse para que, regresando a pie y haciendo 4 Km. por hora,
se halle de vuelta 6 horas después de su partida?

L -y

e —— a8 et -
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