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PRÓLOGO 

El lJ'laesi1"o y los .1óuel1es alzl1nn08 .Jorge y TValther: 
"MAESTRO. - Jorge, piensa un número . 
. TORGE. - Ya está .• 
M AE STRO. - Agrég'alr uno . 
. JORGE. - Ya esk'Í.. 

l\IAiESTRO. - ~Cuánto te dió? 
.,TOR.GE. - Cineo. 
MAESTRO. - Tú, Walther, atiivina el número que pensó Jorge. 
W AL 1'HER. 5 - 1 = 4; este es el número pensado. 
MAESTRO. - Bien, Walther, diste un primer p'uso en .álgebra. 

Los mismos alumnos: 

MAESTRO. - Walther, piensa un número, Cluplíea.lo, agrégale 
3, dl el resultado, y tú, .J orge, adivina el número pensado. 

vYALTHER. 17. 
JORGE. (17 - 3): 2 = 7. 
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MAESTRO. - Muy bien, Jorge, diste un paso bastante largo 
en Algebra. 

Luego el Maestro continúa su clase: 

MAESTRO. - Pasos análogos a los que ustedes acaban de dar. 
fueron darlos t::tmbiéll de.>de ,époo8s lUuy remotas, y en todas las 
cil'iliza;ciones, en el campo de esta hermosa rama éle la Mllltemática. 

Lo aJtestiguan el famoso papil'us de Ahme.s que data de más de 
4000 años, y otras obras éle los mas antiguos aIgel:iristas áralJes, 
'persas e italianos. 

Al l'espeeto, les referiré, tal como lo ,hizo su autor, uno de los 
curiosos problemas que figuran en la obra llamada "Liber Abad') 
que en 1202 publicó el matemá.tico iLaliano Leonardo de Pisa, cono­
-ciélo con el nombre de Fibonacci, y que les mostrará el grado (la 
adelanto que aeusaba ya en a(Juella época la ciencia matemática. 

El problema es el siguiente: 

"Un devoto rogó a JÍlp1ter que le duplicara ,eJ. número de mone­
"das que tenía. en el bolsillo, y (Jue por ello le pagaría 8 mOll{'­
"das. Así se hizo. Entonces rogó a Venus que realizara igual 
"mila¡g'l'o, y 'pagó 8 lUonedas; finalmente rogó a Mercurio que le 
"dupli'cara el número de monedas, y le pagó 8 monedas; así se 
"ellwntl1Ó, fina1mente, poseedor de nada. l, Cuántas monedas tenía 
"al principio~" 

Fibonacci. resuelve el problema por el método llamado en aquel 
entonces "regula recta" (regla directa). 

Dice: "Llamemos cosa (en latín 'res) rul capital inicial; lo du­
plicó y tll\'O 2 cosas; pag'Ó 8 monedas y le quedaron 2 cosas - 8 mo­
ll!!lclas. Lo dupheó la segunda vez, y tuvo 4 cosas --16 monedu~. 
Pa¡g'Ó 8 monedas y quedó con 4 cosas - 24 monedas. La duplicó la 
tercera vez y tUYO 8 cosas - 48 monedas. Pagó 8 monedas, y le 
quedaron 8 ('osas - [)6 monedas, por consig1úente, 8 cosas = 50 
monedas, y cosa = 7 monedas". 

Este mismo p,roceso emplearíamos J:IOY, en Algebra, 'Con la. dife­
l'eneia de que, en lugar de cosa diríamos ir. 

Como vemos, problemas de esta Índole se resolvúl.1l errupleando 
la ll¡¡.m.ada "Algebra retóóca.", es decir, mediante n11 razonamiento 
algebraico que se traducía. en frases, sin ninguna intel"Venciól1 de 
símbolos. 



PRóLOGO 

Más ta1Xle, el matemático francés Vieta, en su Tratado publicado 
en 1591 con el título de IntroducJción. al ... lTte analítico, representó 
,.... ___ --., por letras, tanto las cantidades conocidas como las 

desconocidas, y creó, puede decirse, el álgebra actual, 
e.iencia de Jos sí.mbolos, cuyo poder, R'l decir de n11 
historiador matemático, reside precisamente en las ('orn­
binaciones oCle sus signos que, facilitando el l'azona­
mieuto, 'condmen por vía misteriosa a los resultados 
deseados. 

No considero oportuno darles Ulla definición del 
Algcbra, por ('uauto cada nno de ustedes podrá ba­

(1640 .. 1603) 
Feo. VIETA cerio a su modo, si lo estima necesario, clespurs d,~ 

. • ' • < haber expel'imentlliclo la satisfacción de hallar la 
solución de algullos ·problemas y cuestiones que se tratarán en 
este curso. 

Sólo les pido que, desde un principio, l'esuelvau gran cuatidad 
de ejere.icios, con lo cual les resulta;l'á muy fácil el estudio de la 
asignatura. y, por otra parte, por ser ésta la única manera de 
cimentar y coronar cou éxito vuestra educación matemática. como 
disciplilla' en sí, y como poderoso au .. '>:iliar también para el estulio 
de las otras eielleias del ciclo de enseñall~a sceul1l1aria. 

M. C. 

.. .. .. 



CAPíTULO 1 

NUMEROSRACIONALES E 
IRRACIONALES 

N úmeros reales 

Para nbrel'ial' la eXllosieiól' Y mantener la unidad iULli~pell,;able 
ellh'e la materia de este cur~o y la de los ant.eriores. ca raderístir'a 
psta fundamental de los estuc1i~s matemá.ticos, al refel'il'uOt; 3 UII<l 

pl'o.picdad ya l!'atuda en el primer o en el segllnclo afio !le Arit­
mélica., lo haremos, rcspeeii\'umellte, con las abre,i;Jturas (Al N ... . . ) 
o (A~ N.o ... ), l"onespoudieu(lo pI nluuero al párr3,fo de 1Ill e~lros 
textos de "Aritmética" pIna los Colegios Nacionales. 

1. Breve reseña sobre los números absolutos. - Rc(;()l'­
demos del primer C1W;o (Al Cap. I-JI) , que la. ((([iciún y la 
¡¡¡ ull i [11 ie{fe ió'II de números enteroN, es decir, de nÚmeros tlc 
la succsilÍn natural 

0,1, 2, :~, 4· 5, 

flan Sil'Uljll'e como rcsultado UD número de c¡:;la flIH'csióll. 
ExpresamoN esto dicielldo '111C la aclic'ión y la, 1IlllftíplicarilÍn 

son oplJrociones siempre po¡;ibles en el campo de lOí> números 
enteros. . 

2. Fln ('H-mhjo, hl (liL'isicíll. eOlllO operacilÍu para ha ll ar (, J 
cocil'¡¡{ e de dON llÚmel'l)S, CN dccir, como operaciÓ1J im'C l'im 
ele lelo multiplicación, no siemprc es pOflihle en el campo tlu 
lo númcros enteros; por ej.3mp10, 4-: O no existe eu dicho 
campo, pero sí en el más amplio de lo. números racionales 
(Al Cap. VII) .. 

Vemos, pues, que para ílue la división resulte p08ih1o "11 

todos los casos, ha sido nece::;al'io ampliar el campo de l o~ 
números cnteros introduciendo los nú,lllerOE¡ fr?,Cciomlrlo¡¡, 
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3. La extracción de la raíz cl/adrada de un nlunero ra­
cional se encuentra frente a una necesidad análoga a la que 
Re presenta en la división ue números 'enteros. 

Así, por ej., si con la letra a representamos un número raciona,l 
que no !'<E'1l. cuadrado perfecto. su raíz cuadrada es un número 'irra-

ciolwl (Az N.O 171), que represelltamos con el símbolo Va, 
Rcc;uérde¡.¡e elel curso anterior (A2 N.o 170), que no sola­

mente son número¡¡ irracionales la!> raíces cuadradas de nú­
mero", que no sean cuadrados perfectos; en general, son 
números irracionales los que 'tienen il1fi1¡'Ítas cilí'as decimetles, 
qlle 1/0 son pet'ióc1icos y 1/.0 pueden s(!.Ir iguales (b números 
1'acional es. 

Así; por ej., 1'8 un número ü"acional la relac~ón elltrc la cirCLlll­
fercJlcia .v su diámetro, es decir, el. número 7'; = :-3, 1415>9... Cite­
mos como ejemplos de números irracionales, qtle se estudian el1 
Geometría: la altura ele Ull Lriáng'ulo equilátero conociendo el lado; 
la diagonal de un rubo eOllocieudo la arista, etc. 

'No entramos en la teoría de 101-; números irracionales, a fiu 
de no salir del límite fijad!) por el programa de e¡.¡ta asigna· 
tura; haremos "notar únicamente, (fue en cursos superiores se 
definen las operaciones con número!'! i.rracionales, y Se de­
muestra que tienen las misma!> propiedades (asociativa, con­
mlltatiya, etc.), que las operaciones con números raciona1e9. 

4. Números relativos. - También la stlstra,cción no t:iielll­
pre c:-; po:-;ihle en el campo de 1m; números ab}>olutos. Así, por 
ej., earccerlan ele .'enticlo, en dicho campo, operaciones tales 
como :3 - !), ¡jue!:ito qlle no exif1te ningún número absoluto que 
RlUllado con 5 dé :3; análogamente diríamos de la ope1;a­
ciún y:?- %. 

Para hacer posible la sustracción en estos casos, Se ha 
creado una nueva clase de números, llamados números ne­
gativos. Recordemos del curso anterior (A2 N: 218), que 
para su represel1tación se emplean los llúmerOf;¡ ab!jolutos 
precedido:;; del signo menos, 
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Así, Ipor ej., la primera de las sustracciones anteriormente indi­
cadas daría por resultado el número negativo menos dos, o sea: 

3-5=-2 

Los números ,absolutos precedidos del signo más, se llaman 
n'lÍ:meros p'ositivos. 

Para abreviar la nomenclatura, los números positivos y 108 

negativos reciben el nombre común de números relativos) en 
contraposición con los números absolutos, que llevan esta de· 
nominación por considerar de ellos solamente su valor a,bso­
luto) es decir, por prescindir del signo + o - qne afecta 
a 10R números relativos. 

5. Los números racionales y los irracionales reciben el 
nombre común de NúMEROS REALES, que pueden ser 
absolutos o ,'ela,tivos. 

Resumimos en el esquema que sigue, la clasificación de 
números reales: 

Números reales relativos Racionales relativos 

Irracionales relativos 

NOTA, - Existe un campo mús amp,lio ,que el ele los números 
I'eales: el <le los nlÍmnos complejos, llamados también, imPTopia­
mente, n,lÍmeros i.maginarios, cuya teoría se estudia en Clll'SOS su­
periores. 

Son l¡(¡meros imaginarios, por ej., las raíces de índice par de 
números negativos. Así, deei.mos que V - 25 es un número imagi­
nurio, porque no existe en el C'alllilJO de los números reales; en 
efecto, 110 existe nil1'g'ún número 1'l'al que elevado al (·ull.chado dé 
pOl' l'esnltaclo 1'1 número ne¡giltivo -25 (A!) N." 28:3). 

Abscisa de un punto sobre un eje 

6. Representación gráfica de los números reales. - R c­
cordemos del curso anterior (A 2 N.O 217), que, para la repre­
sentación de ciertas magnitudes, a vec'es no es suficiente 
conocer el TlJlímero absoluto que la representa., sino que es 
necesario también el sentido. 
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Así, por ej., si nos dicen que uu anto se encuentra a 20 Km. de 
la Plata, en la carretera que pasando por dic.ba localidad y siguiendo 

la dirección Oeste-Este, une la 
Capital Federal con Magdalena, 
,para del erminar su 1~bicación 
es necesario otro dato más: sa­
her si el an to sc ()']1 eUi'l1 tra .nI 
Este o al Oeste de La Plata. 

Análogad1lente, se presentan 
en la pdcLica jnlil1idad de 

e.icmplos de magnitudes que puedcll ('ol1,;idcrarse en dos sentidos 
opues.tos: la¡; Lf'lllperatura SClbre ce'ro o lJCljo cero j las latiturles 
'NO?'lf o 8~l1'j las longitlld¡es JiJ,~te u Oestl', et.r . 

B n general, sohro una recta, U11 1111llÍo pUe(lc mOVeri'l8 1'11 

dos. sentidos opncstos; para dis.tingllil'loR, a uno de ellos. 
('legido arbitrariamente, le llamamos. sl'lIli<.lo posifit'o, y al 
oh'o, sellticlo negativo. 

Por ej., dispuesta la recta, :1"0; horizontalmente (fig. li. 
se conviene considerar como SENTIDO POSITIVO el indl­
cado por la flecha., es decir, de izquierda a derecha, y, por 
('onsiguiente, l'eSl1lta establrcúlo como SENTIDO NEGA­
TIVO el opuesto. 

J..Ia rceta x'x se llama ej e orientado, o, si.mp] ~mente eje. 

8i sohre el eje lijamo!:> u 11 pUJ\to O, llamado origen, y 
tomarnos un segmento O A. como unidad de medida en el 
sentido positivo del. eje, decimos q\le el punto O es la fepre­
sentaci6n gráfica del núme'('o ('e 1'0, y que el punto A es la, 
91ep1·esentación gr'á/ica del númer'o + 1. También decimos 
que los puntos O y A con-espond J1 a 109 números O y + 1, 
l·espeetivamente. 

Si a partir del origen ll('vamos suresivamente, y en cada 
lUlO de los dos sentidos, el segmento unidad O A, obtenemos 
así. Ull conjunto de infinitos puntos, para cada uno de los 
cuales corresponde un número el1te1:0, anteponiéndole el signo 
positivo si el punto se encuentra a la derecha del origen, y, 
el signo negatiyo si se encuentra a la izquierda. 
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7. Como el segmento unidad O A puede imaginarse divi­
dido en un número cualquiera de partes iguales, a cada 
punto de división corresponderá un número fraocionario po­
sitivo, comprendido ent1'e O y 1, es decir, una fracción propia. 

Como este razonamiento puede repetirse para cada uno de 
JOR RegmentoR cuyos extremos son dos número&enteros conse­
cutivos, uir'emofl, pues, qne a cllalqllie~' nÍlmero 1'a,cional co­
rresponde m10 y sólo mI lmnto del de ori.en fa.do. 

~~~\D ~ : p 
I I I I ::>-

Xl -3 -2 -1 O +1 +2 +3 +4 X 

(iig, 1) 

8. Pero existl'u infinid.ad de puntos a los que no corres­
ponde número racional alguno, Por ejemplo, tomando la, 
diagonal O B del cuadrado O A B e de lado O A, o bien la 
altura del triángulo equilátero Lle .lado O A, o la circunfe­
l'pncia de diámetro O A, o cualquier múltiplo o suhmúltiplo 
de U110 de dichos segmelltos, a la derecha o a. la. izquierda 
del origen O, se hallarán infinitos puntos para los que no 
cOl'responde número racional alguno, sino un número irm­
ciona,l. 

9. A cada punto T del eje corresponde, pues, una dis. 
tancia O P al origen O, llamada ABSCISA del punto, expre· 
sada en magnitud y signo por un número real determinado, 
positivo o negativo. según que el punto P se encuentre a 
la derecha o a la izlluierda del origen, respectivamente. 

El punto P se llama índice del número. 
Recíprooamente, a todo número real. positivo ó negativo, 

corresponde sobre el eje un punto perfectamente determi­
nado, que tiene por ABSCIS'A aquel número. 

Fijado el origen O sobre trua recta, el sentido positivo, y 
la unidad de medida, decimos qRe hemos establecido sobre la 
recta un sistema de· abscisas, siendo la recta el eje. 
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.As~ por ej ., si x'x es el eje orientado (fig. 2), si O es el oJigen 
y O A Ja unidad de medida, el número natural (+ 3) se repre5enta 
con el segmento O e; el uúmero (+ 5) se representa con el seg-

C' O A CM E 
I ; I I I I I y.. I O I I 

x' · -4 -3 -2 -1 O +1 +2 +3 l 4 5 6 7 X 
2 

(.fig. 2) 

mento O E ; el número (- 3) con O C'. E 1 número fraccionario 
7/2 = :3 1 estad\ representado por el segmento 0111, que es la 
suma de los se'f!;mentos O (] = 3 Y e M = l. 

Igu¡aldad y desigualdad de 
números reales 

10. Igualdad de números relativos. - Recordemos del 
curso anter Íor que, al valO1' absoluto de un número relativo, 
es de('Ír, al ·que se obtiene pr escindiendo del signo, 'le le 
lla ma, t ambién, valor aritmético, o módulo del número 
(A2 N .o 219). 

Así, por ej ., 5 es el módulo de + 5 Y de -- [j . 

También vimos en aquel curso (A2 N: 22:3), y se eviden­
cia en éste con la rep ref-lentación gráfica anteR indicada. de 
númerOs sol)re un eje orientado que: 

Dos números relativos son IGUALES si corresponden al 
mismo punto del eje, pOl' consiguiente, si tienen el mismo 
módulo y el mismo signo. 

Recordemos también, que dos n úmeros i.guales en valor 
ahsolu to pero de signos contrarios, se llaman números opues­
tos; por ej . : + ;¡ y - :~. A estos números corre!'!ponderán, 
pues, puntos simétricos del t'je orientado. (I.Jo!'! puntos e y e' 
de la fig. 2). 

Como para lo!'! número!'! ,absolutos, tamhién son válidas para 
los números relativo. las leyes o calracte?'es [m'ma les de las 
igualdades (Al N." 8): 

1.' L ey ?·efie.át:a: a = a 
2.· " sirnétrica: SI a = b, tenenl0~ b == a, 
3,' " t"ansit-iva: si a = b, Y b = c, tenemos a = e, 
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Análogamente, para el Postllludo de las igualdades (At 
N: 9): 

Efectuando oon los dos miembros de III!CL igualdad ll1W, de­
fenninada operación con tLn númoro ¡'eal cnalqttiera, se ob­
tiene otrGI ig1UJlldad. 

. 11. Desigualdad de números relativos. - En el curso 
anterior (A2 N." 224L también vimos que, dados dos llllme­
ros positivoll, por ej., (+ 3) Y (+ 6), podemos reempla­
zarlos por 10:-; módulos respectivos ;3 y ti ; pero siendo 3 
menor que 6, tendremos, eu consecuencia, la desigualdad 

+ 3 < + 6 
Hallándose el número + 3a la izquierda de + ti en el 

ej~ orientado .c' x (lig. 3), podemos decir, pues, que de dos 
nlÍmeros POS'í#1'OS es mellor uquei 011.110 índicc se encuentra a, 
la 1:ZqU Ílercla del índice (Zcl otro. 

Extendiendo este criterio a dOi> númeroll relativoll cualeS­
(luiera, tendremos, pues, la siguiente 

PROPIEDAD. - De dos números rela.tivos cualesquiera, es 
MENOR aquel cuyo índice se encuentra a la IZQUIERDA 
del índice del otro. 

P M N 
I I o I I I : I I I I x' - 5 - 4 -3 - 2 -1 O +1 +2 +3 +4 +5, +6 x. 

(Lig. :3) 

¡'u;í, pOLo ej., - 2 < + 2, porque ~ieuc1o ¡lj y N los Íll­

dices respectivos (fig. 3), el ¡J1U1tO M se encuentra a la 
izquierda, del lY en el eje orientado .r,' J:. Análogamente, 
~ ± < - 2 por estar P a la izquierda de .11. 

12. Como consecuencia de la propiedad auterior, tene­
mos estas otras : 

1: El número ·cero es rnayor qt~e cltalqt~íe1' nú,mero negativo 
y nllenm' q11e c1La.lquim' posi.tivo. 

2: Cualq·¡(ie¡· núme'ro positivo es mavol' qne cualqttier mí,. 
mero negativo. 
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:).' De dos IlIíIl/C/'OS 1IO.·itivos salÍ II/(/!JO/, el que tenua ma­
!/or módulo. 

4.' De dos luíll/cros IIf[jl/lit·os será Ilw!Jor el qlle tenga InC­

ILO/' módulo. 
EJ B.JIP LO. - IJr ¡H'u~r,lo 'OH lada Ulla dc b" cuatro propieda­

des antE'l'iol'I's. tellE'JUO!;, resputiYllillJcnte: 

1.' O > -:3; O < + ~; 2." 
;l: + 7 > + :¡ -4: 

las que pueden J'C'HUl1UrbC así: 

-+<-~<O<2<3<7 

}-;i \l1l lIúmC'ro (/ c" po:.¡itiwl, escribilllos: (( > O, Y SI es 
Ilegativo, n < O. 

13. La propiedad elllUlciacla en el (N." ] 1), justifiea que, 
('OlUO para los llúmeros reales (Al N." 10), para los número!'; 
relatinls ~e c1ll11plrll tamhién laH siguiente. propiedades: 

1.' :-)i (f < {¡ .v b = e, tenemos a < e. 

2.' ~i (/. < [¡ y ú < e, trnemQlo; (~< G. 

Bsta última N, la propiedad tl'((I!siti¡'(/ de las desigualdades. 

E.TEJIPLO: 
- 3 < O; (1 < + 3, por consiguiente, ~ 2 < + 5 

14. No'!'\ [')U'OHT.i1\'l'K - l'ara abordar cOn éxito el estu­
dio dél (,~h'ulo algrhraico quc se expondrá. eH los próximos 
capítulos, es nceesario qne el estudiante recuerde muy hien 
las propiedade" .y regla::; operatorias con númcro::; relat.ivo)' 
estudiadas en el ('\l1'SO anterior de Aritmética, las que cons-
1 ituyen la basr sobre la. 'que ~c levantará el hermoso edificio 
del Algebra. Como ('s sabido, la solidez de un edificio depeml,.., 
en primer término, de la de sus cimientos; por tanto, esti· 
mamos conveniente recomendar al estudiante que empiece por 
dar un buen repaso a lo tratado en aquel curso sobre nú­
meros relativos (A2 N.o" 226 al 271). 



CAPíTULO II 

ELEMENTOS DEL CALCULO 
ALGEBRAICO 

Expresiones algebraicas racionales 
e irracionales 

15. En el curso anterior ya dimos la definición y clasi­
ficación de las expresiones algebraicas (A2 N .. • 272 Y 273), 
que recordaremos en éste. 

DEFINICIÓN. - Se llama EXPRESIóN ALGEBRAICA a 
toda combinación de números relativos, o d.e números re1a· 
tivos y letras, o solamente de letras, ligadas entre sí por los 
signos de las operaciones a efectuarse con ellas. 

Así, por ej., Son expresiones algebraicas las siguientes: 

Las diferentes letras que figuran en una expresión alge­
braica representan, en general, números reales diferentes en­
tre sí, tanto positivos como negativos. 

Así, por ej., en la expresión 3 a2b Se entiende, generahnente, 
que a y b representan I1Úmel'os reales diferentes, sin excluir el 
caso particular de a = b. 

Siendo las letras símbolos representativos de números rea­
les podemos, pues, aplicar a ellas todas las reglas de -cálculo 
ya establecidas para dichos númet·os y para las operaciones 
con ellos. 

16. CLASIFICACIÓN. - Una expresión algebraica es RA­
CIONAL cuando sólo contiene operaciones racionales con 
las letras que la forma-n, de lo CQntra.rio es IRRACIONAL. 
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Reciben el nombre gené.rico de operaciones racionales; la 
adición, sustracción, multiplicación y di visión, porque, cuan· 
do se opera con ellas sobre números r acionales, ss obtienen 
como resultados II úmer os racionales. 

Así, la tercera de las expresiones de los ejemplos anterio­
res es racional, mientras que la segunda es irracional. 

También es racional la expresión :.c y'5 + a \}'3, porque 
la extracción de raíces sólo se refiere a nlÍmeros, mientras 

(1ue e::; irracional la expresión 3 yb + a. 

17. Una expresión algebraica es NUMÉRICA cuando 
sólo está formada de números relativos; de lo contrario, es 
LITERAL. 

Así, por ej ., es numérica la primera de las expresiones de 
los E:'jelllplo~ del (N,O 15) Y literales las otra' dos. 

18. Valor de una· expresión algebraica. -Ri la expre­
:-;ión dada es numérica . su valor es el que se ohtiene efectuando 
las op(;'raciones indicadas. 

Así, pOl' e,j., el valor fle la primera de las eX'lll'esiolles de los 
ejemplos elel (N.O 1.3), es: 

[11 + (- ilrJ :(- 4) = (11 + 9) :(- 4) = 20:(- 4) = -;) 
Si la expre!-li6n dada eH li teral, tiene UJI. villo'/' 1l!l1né,,..I~cO 

para cada grupo de valores atribuídos a las letras que con­
tiene. Tenel1lo~, pues, la ¡,;iguiente 

DEFI.t-.'1CIÓN. - Se llama VALOR NUMÉRICO de una ex· 
presión algebraica para ciertos valores, también numéricos, 
dados a sus letras, el número que se obtiene reemplazando 
las letras por los valores numéricos dados, y efectuando 
luego las operaciones indicadas. 

EJEMPLO 1. - El valor numérico para a = 5 Y b = 3 de 
la segunda de las expresiones de los ejemplos del (N.O 15) es: 

y52 - 3~ = y25 - 9·= y16 = 4 

Para r( = 9 Y Q = r 1jC eucueuu:a el número irracioual V 32 • 
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EJE]tIPLO II, - La tercera de las expresiones del (N.o 15), o 
sea 6 a: (2 a ~ a2 ), tiene para a = 3, el valor numérico: 

6 X 3:(2 X 3 - 32
) = 18:(6 - 9) = 18:(- 3) = - 6 

NOTA. - Como solamente hemos definido qué se entiende 
}lor raíz enésima de un número absoluto (A2 N: 157), o 
positivo, supondremos, pues, por ahora, que en toda expre­
sión que contenga radicales, sólo atribuÍmos a las letras va­
lores numéricos tales, que las cantidades que figuran bajo el 
signo radical resulten positivas. 

As), la ex,presióll del Ej. Ir que antecede, C,Lreee de valor m~m~­
rico para a = 2, 'pOr(¡lle su denomina::1or (2 X 2 - 22 ), se 
anula (A2 N.O ~7, 2,"), Y la fra¡:ción no tiene sentido. 

Análogamente, en una expresión fraccionaria, el valor nu­
mérico del clenomina-<.lor tiene que resultar diferente ele cero, 
para 'que la fracci6n tenga sentido (A2 N;o 257, 2:). 

19. Una expresión algebraica es ENTERA RESPECTO 
DE UNA LETRA, cuando dicha letra. no está sujeta a ope­
raciones distintas de las lla.madas enteras. Reciben el nombre 
genérico de operaciones entems, la suma, resta y multiplicación. 

Una expresión es fraccionaria respecto de una letra, cuan­
do dicha letra figura como divisor en la expresión. 

Así, por ej., es entera en ;f' la expresión: .r:1 - 2 x + 5 . 
La expresión a . .c + a2

./;, + (L: x es entera respecto ,de la 
letra a, pero fraccionaria. respect.o de la letra x, 

Monomios 
20. DEFINICIÓN, - Se llama MONOMIO al producto de 

factores numéricos o literales. 

ASÍ, por ej., son monomios las expre. ionefl : 

- 2; b; - 5 ce; (- 3) a (- 4) bca; 2 a (b + e) 

Nótese que en un monomio, los factores pueden 'ser trae-

-2ab3 

cionm'ios. Así, la expresión es un monomio, puesto 
3n 
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que puede considerarse como el producto de los cuatro fac­
tores siguient.es: 

- 2/3, a, b3
, l/n 

21. Monomio reducido. - Si un monomio contiene varios 
factores numéricos o literales, puede simplificarse efectuan­
do las operaciones indicadas y ponerse en forma más sencilla, 
llamada forma reducida. 

Así, el monomio (-3) .a (-4) b ca toma la siguiente 
forma reducida: 12 a2 be. 

22. De acuerdo con el (N." 19), un monomio puede ser 
ent81'o 1'espeetv de 1¿na letra. Así, el monomio 2 a 3/b es 
entero respecto de la letra. a, y fraccionario respecto de la 
letra b. 

Un monomio se llama entero, cuando ninguna de sus letrús 
figura como divisor. 

Así, por ej., son enterOR los monoll1ÍoR: 3 (¿5 ; - a~ /.¡ • 

23. Coeficiente de un monomio. - En un monomio Re 
distinguen siempre dos partes: el coefir:Jienfe y la parte literal: 
esta última es la expresión formada exchlRi \'lJmcn te por las 
letras del monomio. 

El COEFICIENTE de un monomio es el número relativo 
que multiplica la parte literal del monomio. 

Así, por ej., los coeficientes de los monomios 
3 a5 

- 2 a, 1;2 0,3 X2, 0,1 m (p + q) , 
1 

son, respectivamente: 

- 2, Y2, 0,1, % 
Ouando ,en un monomio no existe factOr numérico, ei coefi­

ciente es + 1, puesto que podemos si~mpre suponer el factor 
+ 1 en el mopomio; así, el coeficiente de (¿2 e b3 es 1, porque 

a2 e ba = 1 X a2 e ba 
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24. 1Vlás generalmente, el coeficiente de 1ln monomio res­
pecto de una o más letras, es el p1'oducto de los 1"estantes 
faclores del monornio. 

Así, por ej., en los monomios - (Ji x, (a + b)x , 
2 a rn :v y, los coeficientes respecto de la letra x son: 

~ a3 
, a + u , 2 a rny 

En el último monomio, el coeiiciente respecto de la letra !J 
es ; 2 a nI~: ; respecto ele ,¡; y es 2 (J,?n etc. 

Polinomio .s 

25. Como lo hicimos con los números relativos (A2 N.· 287). 
si escribimos varios monomios uno a continuación del otro 
con los signos respectivos, obtenemos la sluna algebraica de 
esos monomios. De aquí la siguiente 

DI~B'INICIÓN. - Se llama POLINOMIO a la suma alge­
braica de monomios. 

Así, 1,4 a - 0,2 a, b3 + 3 (J¡"es un polinomio, porque ex­
presa la suma de los tres monomios siguientes; 1,4 a, - 0,2 a 0:1 

y 3 0,5. 

Los monomios q1[O com}Jo'nen 1m pol'inomio, con los signos 
que le preceden, se llaman términos del rnis'lno. 

Un polinomio formado solamente por dos términos, se Ha­
ma bi1lomio j si tiene tres términos, se llama trinomio j si tiene 
cuatro, cuuirinomio. 

EJEJJIPLOS: a -- 2 b es un binomio j ~ a + .) b - c:\ es un 
trinomio; x3 - 2 X2 - 5 x + 6 es un cuatrinom.io. 

26. De acuerdo con los (N.u' 19 y 22), un polinomio es 
entero r-especto de t¿na, letra, si son enteros todos sus términos. 

Así, respecto a esa letra, son enteros todos los polinomios de 
los ejemplos del pán-afo anterior. En cambio, el polinomio 

,1;2 

2 a - 5 x + - es entero respecto de la letra x, pero no lQ es 
a 

respecto de la letra, a. 
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Grado 

27. DEFINICIÓN. - Se llama GRADO DE UN MONO­
MIO entero a la suma de los exponentes de t odas sus letras. 

ASÍ, por ej ., los monomios 

5 a x " X, - 2 a2 b3 x, o/cJ.. m XS 

S011, respectivamente, de segttndo, de prim,ero, de sexto y de 
Gu(¿rto grado. 

28. Un monomio que liO contenga cierta letra se dice que 
es de grado cero respecto de esa letra. 

ASÍ, por ej ., lo es el monomio 2 b c2 respecto ele la letra. IJ. 

Análogamente, un monomio que no contenga parte liJ eral 
se dice que es de g1'ado cero. ASÍ, el número (- 5) es un 
monomio de grado cero. 

Esta denominación quedará jm:tificada en el próximo cur­
&0 , al estudiar las cantida.des con exponente cero. 

29. D EFINICIÓN. -- ISe llama GRADO DE UN MONO­
MIO RESPECTO DE UNA DE' SUS LETRAS (o respecto 
de un grupo de letras), al exponente de dicha letra (o a 
la suma de los exponentes de dichas letras). en la forma 
reducida del monomio. (Toda letra que figure ¡;;in expo· 
lIente se considera como teniendo el exponente 1) . 

A:,¡Í, por ej., el monomio 
5 (h X 2 y 

es de ¡jegunclo grado respecto de x, de pl'il lWl' grado respecto 
de lj, de tet'CC1' grado respecto del grupo de letras x e V, etc. 

30. DEFINICIÓN, - Se llama GRADO DE UN POLINO. 
MIO entero al mayor grado de sus términos (N,O 27). 

ASÍ, por ej., el polinomio 

3 a2 
- 5 b~ c + a b2 + G - 6 

cuyos términos son, ordenadamente, de grados 2, 4, 3, 1 Y 0, 
E)S de ·cuarto !§rado, 
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31. Se llama GRADO DE UN POLINOMIO RESPECTO 
DE UNA DE SUS LETRAS, al mayor grado de sus términos 
respecto de dicha letra (N: 29). 

Así, por ej., el polinomio anterior ,es de seg!~ndo grado 
respecto de la letra (~, de tercer' grado respecto de b, Y 
de primer grado res¡>ecto de c . 

32. Un POLINOMIO se llama HOMOGÉNEO cuando 
t odos sus términos son del mismo grado. 

El grado común de tndos los términos es lo que se llama. 
g'l"ado ele homogeneidad o, más brevemente, gr'ado del po­
linomio. 

Así, por ej., son homogéneo::; los polinomios: 

x~ - 2 x y + y2; (~3 + :i (/2 b + 3 a b2 + b~ 
El primer polinomio es de segundo grado y el otro de 

tercero. 

Términos semejantes 

33. DEFINICIÓN, - Se llaman monomios SEMEJANTES 
los que t ienen la misma parte literal ; entendiéndose con 
esto que las letras sean las mismas, que desempeñen todas el 
mismo papel de factol'es o divisores y se encuentren todas 
afectadas de los mismos exponentes (sólo difieren, pues, en 
sus coeficientes). 

Así, ,por ej., son semejantes los monomios: 

5 a X2 ; - a. X2 ; 2/3 a a:2 

-b 5b 
También son semejantes estos otros: 

En eambio, 110 son semejantes los monomios 
5 a3 b y :~ a 1)3 

34. ;i\1:ás generalmentp, varios monomios S01l semejantes 
respecto de una letra. (o ,'especto de wn grupo d,e le tras), 
si son del mismo grado r'espe.cto de (];icha letra, 
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Así, por ej., los monomios: 
- x; ! a x y; - 2,5 7;2 x y 

son semejantes respecto de x, siendo los coefi~ientes de cada 
uno de ellos respecto de dicha letra, respectivamente: 

- 1 ; ·~ay ; -2,5 b2 y 

Los dos últimos lllonomios son r;emejantes l'·especto de x y , 
siendo los r espE'ctivoR coeficientes : i CL ; - 2,5 b2 

• 

35. Reducción de términos semejantes. - Si un polino­
mio contiene dos o más términos que sean monomios seme­
jantes, a ~stos se les llama términos semejantes. 

Así, .por ej., (,j po,linomio 

7a+:lU-3a-Gb-b 
rontiene dos da~R ,de términos semeja,nLes, que son: 

'i a, - 2 (¿ y 3 b, - 5 b, - b 

Como loi'; términos de Ull polinomio representan números 
reales, podemos aplicarle, pues, todas las propiedades estu­
diaJas en el curso anterior para los números relativos. Así, 
aplicando ~l polinomio del ejemplo anterior las propiedades 
conmutativa y asociativa de la suma (.A.!! N.o" 2'>..,8 y 229), 
tenemos : 
7 a + :3 b - 2 a - G b - b = (7 a - 2 a) + (3 b - 5 b - b) 

Sacando el factor común a de la expresión (7 a - 211,), 
resulta: 7 a - 2 (L = (7 - 2) a = 5 a 

Análogamente, para la segunda expr,csión, tenemos: 

3 b - 5 b - b = (3 - 5 - 1) b = - 3 b 

El polinomio dado 7 a, + 3 b - 2 a - 5 b - b queda así 
reducido a la forma más simple, 5 a, - 3 b . 

Podemos enunciar, pues, la siguiente 
REGLA. - Cuando en un p()linomi() figuran varios tér­

minos semejantes, podemos reemplazarlos por otro término 
semejante a ellos, cuyo coeficiente es la suma algebraica de 
los coeficientes de dichos términos. 

La operación realizada se llama reducción de términos 
semejantes, y el polinomio obtenido, polinomio reducido. 
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E.J K'IIPLO. - El polinomio reducido I(]e 

5x - 2a ~ 3x + 7 - x + a - 4x - 6 

es: (5 x - 3 x - x - 4 x) + (- 2 a + a) + (7 - 6) -

=(!'5-3-1~4)x+ (--2+1)a+ (7-6)=-3x-a, +1 
En la: práctica, 110 ,es necmlario escribir los polinomios il1-

tpl'medial'iofl obt nidol'; al invertir el orden de los términos; 
SI' efectúan l1Il>ntalmeute las sucesiva" reducciones de términos 
:,it'luejant.'s y sú10 se esc)'iJwll Jos térmÍllOs redurldoH. 

Así, por ej., tenemos : 
(t " - :) 1I b -1- u ~ + 3 (1 u+ 2 n~ -t 7 UO + Ü Ll ~ - ;! b2 = 

= 9 a~ - 3 a b -1- G /) 2 

Polinomios orden,ados 
36. J)Ell<'INIC16N. - Un polinomio está ORDENADO se. 

gún las potencias decrecientes (o crecientes) de una letra, 
sí sus términos se suceden de modo que los exponentes de 
dicha letra vayan decreciendo (o creciendo). 

R.TE'JIPLOh'. - EII poljnomio 2 a" + ij a" - 8 a2 -1- b está 
ordenado segúll la>; potf'llC'iaR dl'cl'ec·iellll's. 

El 'polinomio: 
:,.·1 _ (i a /< - 5 n3 .1' + 8 ct" 

<,!-1tú onlellfHlo se~'ílll las potelu·ias d/' r-recie lllr·s ,le :.c y CfPC;PIl­

teH ue a. 

Uuando un polinomio con1.1enr mÚH de Ulla letra y quere-
1110S ordenarlo Reg(m una ele- flllR ietl'afl, rxistiendo, además, 
\"al'io~ tfl'l11illOS que contienen potelleiaH de igual grado de 
la letra orc1ena.triz, poclelllos pro('("dr)' rOlllo Re indica en el. 
(·'.iemplo Ijur Higue: 

(/ :l'~ -1 .1" t-- (I ~.l' +. 1, .'l!~ - - 2 (t b x I (/3 + b~x + b3 = 
-'- ~ .:l + ((( ,1,2 + b :r'~ ) + (0".1' - 2abx + b~.x) + aS -1- b3 = 

=- .,.3 + (a + b):r2 + (a:2 - 2ab + b2 )x + a3 + b3
• 

IIel11o~ ordf'naclo según las potencia, decrecientes de la 
It'tra ,l". 

El binomio Ca + b) es el coefic/:enie del término eH x2, por 
extensión de los vocablos térm ino y coeficiente. 
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Análogamente, (a2 
- 2 a. b + b~), el:! el coeficiente del t~r­

mino en .h, ·etc. 

37. Un polinomio se llama COMPLETO si contiene to­
das las potenci31S de la letra o de las letras ordenatrices, 
desde la potencia máxima a la potencia cero. De lo eon· 
trario, el polinomio es incompleto. 

EJEMPLO . . - Es completo y está ordeu3do el polinomio: 

2 :¡;3 + 5 x'!J - (3;l' + 8 

Los polinomios de los ejemplos del (N.O 3(3), son in.co1npleto.s: 
al prionero le falt::ln los télnTlÍllos de enarto y de ])]'imel' grado; al 
segundo le falta el término de segnndo grado en x, que también 
es el de ::;eg-undo ,grado en a. 

Suma y resta de monomios y polinomios 
38. En el,.o 25) ya vimos cómo se efectuaba la suma 

de monomios; de manera que aquí nOs concretaremo~ a 
agrupar las operaciones con monomios y polinomios. 

De acuerdo con la regla demostrada en el curso anterior 
referente a. la suma de númel'os relativos (A!! N." 227), po· 
demos establecer en éste la siguiente 

REGLA GENERAL. - Para SUMAR MONOMIOS Y POLINO­
MIOS se forma el polinomio con los términos de todos ellos. 

39. Suma de monomios. - ~ean, por ejemplo, los mo-
nomios 

2 a., - 0,5 a.2 b, - 3 ((. ba 

De acuerdo eOl1 la regla general anterior, su suma será el 
polinomio 

2 a, - 0,5 a.~ b - :3 a b? 

NOTA. - Es natural que, ú entre los stl.manclos exi·sfen 
términos semejantes, se ej'ectuará su ?'er1l'cción u11 la Sllf)I(~ 
halladc¿ (N: 35). 

Así, por ej., la suma. 2 (¿ + 9 b - b + 5 (¿ - 6 b, queda 
reducida a la expresión: 

(2+5)a+ (9-1-G)b=7a + 2 b 
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40. Suma de polinomios. - De acuerdo con la regla 
general, para SUMAR POLINOMIOS se escriben todos los 
términos de los polinomios unos a continuación de los otros, 
efectuando luego la reducción de términos semejantes. 

En la práctica, se dispone la operación de manera de 
facilitar la reducción de términos semejantes, lo ,que se ' 
consigue mediante la siguiente 

REGLA PRÁCTIC.t. - Pa;ra, SU,lltal" polinomios, se les da pr-e-
1,ianue'llte la, fo'ruta rf),dtlcida, y Se les ordena en el mis'm,o 
sentido respecto de una misma lct1'a. Luego se escriben las 
polinomios '/wo debajo del otro, de ma·ll er'a qne se C01'resport­
clan e1l columna los términos semejante, y se efectúa la suma 
de los t ér'minos de cada col'umna vertical. 

EJEMPLO, - La suma de los lJoliuomios 

2 :1' + 2 ,'l'~ + 1, 4 x3 + X - 3 :x2 + 5, ,,& ~ 7 
se dispondl'á así: 

Swna: 

2x2+2x+l 
4 x 3 

- 3 a:~ + x + 5 
x-7. 

41. Resta de monomios y polinomios. - En el curso 
anterior vimos 'que, para restar liúmeros relativos se suma 
al' minuendo elllÚmel'O opuesto del sustraendo (A:!, N.O 236). 
En consecueucia, podemos enunciar la siguiente 

HEGLA. - Pa,ra RESTAR dos expresiones algebraicas 
(monomias o polinomias), se suma al minuendo el sus,traen­
de cambiado de signo. 

Otra manera más pl'áctica ele elUllIciar la regla, es la 
siguiente: 

Para r'estar c:cp1'esiones algebr'aicas, se escr'ipe el min'lten(lo 
con sus signos correspond'íentes, y a contimwcwn el S1¿st1'aen­
do COll los signos cambindos. Es natural que, si en la dife, 
reucia aparecieran términos semejantes, se reducen. 

EJEll¡fPLO l. - Para restaT del monOlllio (- 2 m n) el mo­
I!omio (- 3 m n), tendremos: 

(- 2 m n) - (- 3 m n) = - 2 m n + 3 m n = m ~~ 
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EJE..lIPLU n. - Para restar rIel monomio (2 a b) el polinomio 

(4 a b - 2 e - 5 a b) 
tendremos: 
2 a b - (4 a b - . 2 e - 5 a b) = 2 a b - 4 a b + 2 e + 5 e, b 

cuyo resultaclo es: 3 a b + 2 e 

E.JElJIPLO IIl· - La diferencia de polinomios 

(5 x - 3/8 Y + 3 z) - (2 x - y - z - 5) 
es l~ siguiente: 

5.1: - 31a Y + 3 z - 2 x + y +;; + 5 = 3 x + % '!J + 4 z + 5 

42. Paréntesis. - Cuando U11 polinomio contiene un pa­
réntesis C'omprendido entre sigilos + o -, ese paréntesis 
se considera como térmillo del polinomio. Así, por ej., di· 
remo¡.¡ que la expresión 

(a-b) - (b+c-a,) + (b-2c + a) 

e011sta de tres términos (es, pues, un trinomio). 
Es natural que, para quitar paréutesis, aplicaremos las 

reglas operAtorias que ya 'hemos dado referentes a la suma. 
o a la resta, según cl caso. Rccordando, al mismo tiempo, 
las reglas referentes al empleo de paréntesü,. dadas en el 
('urso aJlterior (A2 N: 240), podcmos enunciar la siguiente 

REGL.\' PRÁCTICA. - Para SUPRIMIR UN PARÉNTESIS, 
si está precedido del signo +, se le suprime, sencillamente, 
sin modificar los signos de los términos que encierra; si está 
precedido del signo -, se cambiará el signo de cada uno 
de los términos que encierra. 

E,JE1JIPLO 1. - Qnitemoi5 los parénlel:iio del t.rinomio que figura 
en este pálT3Jfo: 

(a - b) - (b + e - a) + (b - 2 r: + a) 

Aplicando la úIti!IIla regla. práctica, tendremos: 

a-b-b-c+a+b-2c+a=3a-b-3c 

EJEMPLO II: 

3 x - [2 Y - (4 x - 6 + y)] + [y - (x + 2) + z] = 
= 3 x - 2 Y + (4 x - 6 + y) + y - (x + 2) + z = 

=3x-2V+4x-6+V+V-x-2+z=6x+z-S 
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43. Iuyersamente: Dos o más términos de una expresión 
algebraica se pueden ENCERRAR DENTRO DE PARÉN­
TESIS, conservando cada uno de ellos el signo respectivo, 
o cambiándole de signo, según que se preceda al paréntesis 
del signo + o -, respectivamente. 

E.JEJ1LPLO: 
-:1,/- :Jb + ~(( - 'J/J - 6 + a = -tCi -(:'¡b -,ílT) + (-21) - G + a) 

44. Heeuprdese del curso auil'l'ior (A~ N.'" 28;') al 287), 
qne para finprünit· p!lréntesis· superpllestos, ey; clecil', como 
Jos que figuran el! la (,xpl'esión que sigué: 

a-i b + [-c- (d-e)] -f r 
se puede em!l('za]' slllJ1"imiet'ndo fas [lI/rélltesis '¿lItLrioi'l's ,1/ 

¡Jrosiglliclldo ,l/ce. i¿'(f/ncnte l!acia 70S e.rteriores,· o bien, en 
orden in l'('I'SO. Tamhién pueden fiuprimirKe aplü~anc1o la si­
guif'nte 

REGLA. - 8i un th'mi110 (IS!lÍ ('¡¡('C'rTarlo deJ1tro de !Jarh,­
(eKis sllpel'}lllcsfus, CI/lllldo se s/lpri7ll('n si/nnltúnealllcllte lodo,~ 
¡os !)((rhd'esis , el lé?'lltino cOllser/'a S/I sigilo o lo ('((múía, ,'i'eglÍn 
q//e el luímero de jwt'Í'nfesis que lo encicrrall, precedidos del 
signo -, seu par o impar, /'csprctil'f/lllellte. 

"tsí, ]l0r ej., ell 1:1 e.'presiótl allterior tellemos: el término u ]u 
etlcicni1 un parélltesis prc('('(lido <.1 el sigllo -, por conúgllielllr, 
('¡1lllhial'á d~ Si~llO, ,\' pondremos - u; por igual razón, el otro 
término - (' c~unlJiará de'¡'gnu, ~' 1'0J]llr(,1l10~ + e; los térmillo~ 
iI .Y - e, 10H eneierntll do;:; pnr6nte,'¡:; prceedidos del sig'uo -, 
i.ur consiguienle, no tamhlarán de _' igno, y pondremos el y - e ; 
foll'o La expresión l:iin parc-1ltesis f;('f'Ú, plHlS: 

a-ú+c+el-e+f 
45. Ni II n pal'éll tC8iH es factor de un término ele una ex­

presión algebraiea, para quitarlo ('1'; necesario apliea)' la pro­
piedad distributiva de la lllultjplicación. VolYeremos sohre 
este punto al tratar la multiplieacióll en el Capítulo siguien te. 

* *" * 



CÁPíT ULO III 

MULTIPLICACION y DIVISION DE 
MONOMIOS Y POLINOMIOS 

Multiplicación 
46. Producto de monomios . . - Sean, por ej., los mono· 

mios (2 a3b ;:¡;) y (- 5 a2b3
) cuyo producto nos proponemos 

calcular. 
En virtud de las propiedades conmutativa y asociativa de 

la multiplicación (A!! N .. • 246 Y 247) Y de la regla de los 
signos (A 2 N: 243) (*), tendremoS' las siguientes transfor-
maclOnes ; 
(2n'lb.x) X (-5a2 7J 3) = [ (2) (-5)] (a3 .a2 ) (7J.b~) x = 

= (- 10) a3+ 2 .bJ +3 .x = - 10 a" b4 x 

Siendo el procedimiento aplicable a cualquier otro caso, 
y aún para más ' de dos factores monomios, r esL1lt a, pues, 
la siguiente 

REGLA. - El PRODUCTO DE MONOMIOS es otro mo­
nomio, cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes ; 
la parte liter al 'se forma poniendo como exponente de cada 
letra la suma de los exp'onentes con que figura esa letra en 
los diversos factores . 

EJEMPLO : 
(- 3 a2b3c)(- 2 a b) (lis a3b d 2 )(_ 4 b2 ) 

= r(- 3)(- 2)(1jg) (- 4)](a2 .a.f13)(b3 .b.b.b2 ) e d2 = 
= - 3 a,a b7 e fl2 

Ohsérve, e que, el gra,do del prodw:,to de monomios enteros 
(' ,~ (r¡ lIol a la suma de los grados de los monomios ¡adores. 

(*) Recordemos que, dos factol'es' del mismo signo ¡]on llro<lucto positivo, ¡ 
,Jos factores <lo si ¡¡nos contrarios <lau :producto ue¡¡ativo, . 
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47. Producto de un polinomio por un monomio, y vice­
versa. - El producto de dos .factores, de los cuales uno 
es un polinomio y el o1;ro un monomio, se efectúa aplicando 
la propiedad distributiva de la multiplicación (Az N." 249); 
por tanto, tendremos la siguiente 

REGLA. - p a.ra MULTIPLICAR UN POLINOMIO POR 
UN MONOMIO, se multiplica cada ténnino del polinomio 
por el monomio y se suman los productos parciales. 

EJEMPLO 1: 
(X3 - 5 X2 + 3 x + 2) (- 6 X2) = 

= (X3)(_ 6 a,.2) + (- 5 X2)(- 6X2) + (3 x) (- 6 x2) + 
+ (2) (- G a;2) = - G x 5 + 30 x 4 

- 18 x 3 
- 12 X2 

E .TEMPLO II: 
:l a3c (1,4 (t2J¡ - Ys a/}2 - 1 la b3) = % (65 b e - % (14 b2 c-aa b3 e 

48. NOTAS. '- 1: Obsérvese que, cuando el monomio y el 
polinomio son flmbos enteros, el g1"aclo del p?'od'ucio es igual 
" la. S1!iIllU, el·e los orac[os del ~l)o7i1Jomio :1/ (leZ mO'l'101/Nio. 

2: Antes de efectual' la multiplicación le un polinomio por 
un monomio, es útil reducir los términos semejantes del pO­
linomio, ~on lo que se logra abrevi!ar la operación. 

Ademáfl, si alglÍl1 término dcl polinomio es a. su' ,ez el 
producto indicado de 1.111 polinomio por un monomio, es con­
veniente efectuar primeramente elite producto, porque pueue 
l'esultar, en algunos eaf.)Os, U11a reducción de thmino'3 se­
mejantes. 

E.TEMPLO: 
3 (12,1: [- n 11 -- :t (.{"2 -- 2 n) + (l (X2 + y) + x 3 ] = 
= 2 a~.'1: (- a. y - a·a + 2 (l, :r; + a i1;~ + (6 !J + x3 ) = 

= 2 (62,r; (::l ce x + a :¡;2) = 4 (él X2 + 2 (63 x3 

49. P roducto de polinomios. - Sea, pOl' ej., la. multi­
plicación de (a. + b + e) por (di + e) . 

Considel"ando primera.mente como ya efectuada la snma 
(el + e), que incUearemos con la letra ti! , Y aplicando la 
regla anterior (N." 47), tendremos: 

(a + b + e) (d + e) = (a + b + e) m = a' m + b m + e 1/t 
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PongamoH ahora (rI + (') en el lugar de' /1/ : 

(a + ú + e) (d + e) = (t (rl -i e) + /¡ (d + e) + c (el + e) 

tU la (!1IE', aplicando nuevamente la regla del (N.' :l:7), 110¡; ela, 

(a + b + e) (el + e) =: a el + u e + ú d + {¡ c + e rl + e e 
g¡;ta última igwllclad justifil:a la !'iiguicntc 

REGl u \. - Para MULTIPLICAR DOS POLINOMIOS, se 
multiplica cada, término de uno ele los polinomios por cada 
término del otro, y se suman los producto.s parciales, 

KJEJ[PLO: 
(~(j~ - ,ía + l) (({" + :1 n) = 

(2 1I~)(a") --1- ( - í al(a l + (1) (a" ) + 
--y 

pro<lnrto ]lO]' (la 

+ (:2n 2 )(:3 a) + (- :5n)(3 a) + (1) 3 a=-
~-------~~----------~ 

protlllctu por :1 a 

-= :2 ({ro _ :) a' + (11 -+ r; (11 - 1.í (I~ + 3 ({ = 
= :2 (10 - ,í (J 1 + 7 lI" - 13 (1,2 + 3 (( 

50. NOT.\. - Hi f-iOl1 más (Ir dos los l'actOl'C'H polinomir¡' 
fllH' sr lllultiplican, aplil'ando 1<1 propiedad cu;ociatiy¡¡ ele b 
11l1lltipl icn:::j()Jl eOl'i'e~]lollcl(> m lIlti lili('al' pI prodllcto de dOR de 
l€f-i fa('ÍOl'l's pOi' el tercero, ('"te , 'rgl1l1do pl'ochwto po}' un l:lllll' , 

to f'3etor, y así ba"ta emplear t ')do~ lo:,; factores, 
f~.J EjlP LO: 

(,1'- :)) (,-,,¡-"-,l'+ 1) (,l "+4 ) = (,), ,.:;-,(~+.f'-Il:í,r~ +:1 I'-:l ) (.1 2+ 1) = 
= (:í,r" _1(;.>2 + J,,. -:1) (,{2 + 4) = 
= :i ,Ir, - lli ,,.1 + -1 , ('~ - :1 ,,.~ + 20 /1 ._- 64,1'2 + 1 (i ;( - 12 = 

= ,í ,1 5 - 16 (1 -1- :.!-1 ,1''' - 67 ,f~ + l().1' - 12 

51. Producto de polinomios ordenados, - A 'fin ele fn­
l ilitnr In redncl'iún de térmiuos iiemejauiL's que aparecieran 
eu la ll1ultiplicación, es rOH!'cnicllfc on7ellQ1" lJi'imeramenic 
l/1II710S polinomios seylÍlI llls pofel/ri((s dcc/'eciMlles o creriell' 
fes dr //11(1 ¡¡¡isllla letm, !f e¡;cl'iúil' Illc,Cjo 1/110 debajo de ot)'O 
70S IJ/'oduclos 'lJIl1'ciiJ7cli, colocando eH COlllJllllf/;;; los 1I/OI!oJllios 
SeJlle,illl1ft's (COIUO inc1iramos en el N." 40), 
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RJEJIPLO: 
El 'producto ele los polinomios 

\;-¡ .1,2 - ,1.' + ;)) y (2.r + 4) 
se dispone así: 

G .¡;3 - 2 . .1'2 + ll() ,( 
+ 12 .¡;2 - 4 .l· + 20 

G ,r~ + 10 .!'~ +- U.l' +- 20 

52. Obsérvese en el ejemplo anterior que, como el produc. 
to ele los dos términos (3' ,,.2) ,l) (2.r) ele grado "máximo" de 
cada factor' dr! el fér'mino (G .ra) de grado máximo del poli­
nomio pl'Udllctc, y como el grado de este último término es 
la: suma ele los grados de los factores, tendremó,,: . 

El GRADO DEL PRODUCTO DE DOS POLINOMIOS 
es igual a la suma. de los grados de los factores, 

Puede observarse tamlJiéll, fáeilmente, llUe el producto de 
los dos té/'JltlllOIi de gl'ado mínimo de C(fdlt factor da el tér­
mil/O de {f¡,ac/u mínimo d,el polilloll/iu producto. 

Como el término de gracia máximo y el ele grado mínimo 
no se reducen eon ningún otro, podemos enunciar, pues, la 
)'iguiente propiedad: 

El producto de (los ¡Jolinomios enteros t¿elle siempre por 
lo ¡¡¡ellOS dos th'mil1os, y. pOI' COI/siguiente, /la poclr'ú SOl' un 
'monomio. 

53. NOT.\. - Si el polinomio que fie toma como multipli­
cador no es completo respecto tle la letra ol'denatriz, convÍelle 
dejar en los productos parciales los lugal'cli correspondiente,; 
a los términos que faltan. 

EJEJIPLO: 
(al - 2a + ]J(3a3 +- (12 - 4) 

3 a7 
- 6 ai + .1 a3 

aS -2a::+a" 
- 4a4 +8a-4 

= 3 a' + aG-l'O al + aS + C¡2 + 8 a-4 
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54. Potencia de un monomio. - Como un monomio es 
un producto, para elevarlo a una potencia aplicamos la 
regla correspondiente estudiada en el curso anterior (Az 
N: 148), que dice: La, potencia de un prod'1wto es igual al 
p1'od1tcfo de Zas potencias de los fa.cto1'es. Así, por ej., se jus­
tifica la siguiente igualdad: 

(-2 Ct4 b2 x y2)3 = (_2)3(a'l)3(b 2)3 x~ (y2)~ 

Pero (- 2)3 = - 8, Y aplicando la regla que cla la po­
tencia de una potencia (A2 N.O ] 5J) a los restantes factores 
del último prodncto, t€nemos: 

(_ 2 a4 Z,2 x y2)3 = _ 8 (l'¡X3 b2X3 x3 y~X3 = -.8 a'2 [JG xq yr. 

Sieml0 el procedimiento aplicable a cualquier otro caso, 
tendremos la siglúente 

REGr~A. - La POTENCIA DE UN MONOMIO se obtiene 
elevando a esa potencia el coeficiente, y multiplicando por 
el exponente de la potencia los exponentes de las diversas 
letras del monomio, 

EJEJIPLO : 
(- 3/5 a5 b c3 )2 = (- 3/5)2 (L5X.2 b1xa C3X2 = 9/25 al~ b2 c6 

Identidad 

55. Recordemos del curso anterior que, dos expl'esiones 
se Uama,n EQUIl' ALENTES, cua.ndo ndq,táe'ren los mismos 
valores n/{!mél'icos, c'Ltu,zesqnier'a sean los va,101'os n'umér"ico,~ 

atr'ib'/tídos a las let1'as qt!e figuran en ellas. 

Así, p01' ej., son equivalentes las expresiones: 

m(a+b) y ma+mb 

(l + b + e + el y a + (b + c) + d 
DEFINICIÓN. - Se llama IDENTIDAD la igualdad de dos 

expresiones equivalentes. 

Así, por ej., son identidades las expresiones siguientes; 

?n Ca, + b) = m a + m b 
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a + b + e + d = a + (b + e) + d 
(a b)B = a" bB 

Una identidad expresa siempre una propiedad matemáti­
ca. Así, la primera de las identidades anteriores, expresa 
la propiedad distributiva de la 111ultipli(;ación; la segunda, 
expresa la propiedad asociativa de la suma; etc. 

NOT.\. - Para diferenciar las identidades de las igualda­
des, algunos autores emplean el signo == (con tres barras T 
en lugar de =. . 

ASÍ, por ej., se escribe la identidad 
a - (l! - c + el) - a - b + e - d 

Identidades notables 

56. Producto de (a + b) por (a - b). - Ofl'ece especial 
interés el.producto (a + b) (a - b). Efectuando la multi­
plicación, hallamos: . 

(a + l!) (a - b) = a2 
- a b + a b - b2 = a,2 - b2 

que justifica la, identidad y regla siguientes: 

I (a + b)(a - b) =a2 _b2 ! 

REGLA. - El producto de la suma de dos expresiones por 
su diferencia, es igual a la düerencia de los cuadrados de 
las mismas expresiones. 

57. NOTA. - Las expresiones referidas en el enunciado 
que antecede, están representadas en la identi.dad por las letras 
a y b. Es natural que estas letras pueden representar 1110·· 
nomios o polinomios cualesquiera. 

EJEMPLO 1: 
(3a3 +5b)(3a3 -5b) = (3a3 )2- (5b)2=9aG -25b 2 

EJEMPLO II: 
(- 2x y + z)(- ~x V'- z) = (- 2x y)2 ~ 142 =~x2y2._ f42 
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EJElJIPLO IJI: 
(2.1+3y-5) (2x+3y+5)=[(2J+3y)-5] [(2x+3y)+5] ~ 

= ( :2 .r + :3!J) 3 - 23 
EJEJIPLO IV: 

(.1' - a + y - b) (x - a -!J + u) = 
= [~.J' - a) + (!.f - un [(.c - al - (y -- b)] 
= (;X' - Ct)2 - (i/ - U)2 

58. Cuadrado de un binomio. - Puesto que 

(a + br = (a + b) (a + h), 

efectuando la multiplicac ión (q ll C' romo Pjerci('io la dPjamos 
'par a el estudiante), He enenent ra Jitcilmeute la iclcTl,tidacl: 

que jUl:itifil'a la siguiente 

R EGLA . - El CUADRADO DE UN BINOMIO es igual :tI 
cuadrado del primer término, más el duplo del primero por 
el segundo, más el cuadrado del segundo. 

:Más hrcvcmente, }1oclemo!'¡ deci r iambién, que el c!ladra·do 
de 1lH binomio es igual a la suma ele los c111ldrailos de los 
términos más su doble pl'odu.clo. C'''') 

NOTA. - Eu este caso, a¡;í C01l10 ('n toLla¡; la::; identidad!'!'; 
qne tratemo::;, es aplicable, también, la Nota del (N.O 57). 

EJEJJ1PLO I: 
(2.lJ + :3 !J)~ = (2X)2 + 2 (2x)(3y) + (3y)2---:­

= 41)2 + 12 JI Y + [) y2 
EJEMPLO Il: 

[a + (b + c))2 = a2 + 2 a (b + e) + (b + e)2 = 
= ((2 + 2 a b + 2 a (i + 1J2 + 2 b o + 0

2 

59. Obsérvese en la identidad anterior c1ue, mientras que 
los cu adrados ele l os dos términos del bi.Jlomio son siempre 
positivos, cllalesquiera sean los signos ele elrtos términos, el 

------¡-;;¡-Estn ~egla. así como l¡¡ que vereJllO~ más adelante refereute 81 cubo de 
una suma (N.o 60), ya han sido halladas eu el curso anterior para la suma. 
de dos números absolutos, 
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doble prodn,cto tiene el signo + o -, según que los tér­
min os del binomio t enga n el mismo signo o signo contrario, 
respectivamente. Así, por ej., si el billomio que eleyamos al 
cuadrado es (a - b), el doble pl'oLlucto será -- 2 a b. Y 
aquella identida·d se escribe al>Í: 

(a. - b r. (b2 - 2 a b + b" 

Las dos identidades pueden escl'ibirse en la fo rma única 
siguiente: 

(a ± b )'=(l2 ± 2ab + b2 

NOTA. - El doble signo ± de esta identidad, así como ele 
cualquier otra, significa que resume dos identidades: una to­
mando para fodos los términos el signo superior; la otra, 
tomando para fodos los términos el signo interior. 

EJEJIPLO 1 : 
(3(,¡, C/2 - Yz b F = (o/.i a2 )" - 2 (% C/2) (1'2 b) + (1:l b F = 

= 9/ 16 a" - % 1(2 b + % bZ 

EJEJIPtO 11: 
(- 3 -7 ,L.3)2 = [(- 3) + (_,:,3»)2 = 

= (- 3)" + 2 (- 3)(- 7.(3) + (- 7 ..t.3 )2 = 

= 9 + -1-2 x3 + 49 x" 
Este ejemplo es -del mismo tipo elel primeru del (N: ,38), pllesto 

que basta poner en eritleucia el factor -1 PL1yo cuadrado es + 1 . 

60. Cubo de un binomio. - Por definición de cubo, 
tenemos: 

(a + b):I = (a + b) (a + b) (a + b) = 
= (a. + /¡F (n + b) = (a,2 + 2 a/¡+ /¡2) (a + b) 

Efectuando esta última multiplicación, llegamo~ a. la 
identidad : 

~------------------------------~ 

I (lt + b)~ = a~ +:5 a~ b +:i a b2 + ba I 

que justifica la siguiente 
HEGLA. - El CUBO DE UN BINOMIO es igual al cubo 

del primer término, más el triplo del cuadrado del primero 
por el segundo, más el triplo del primero por el cuadrado 
del segundo, más el cubo del segundo. 
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61. Si en la identidad antel1ior cambiamos el signo de b, 
cambian también de signo los términos que contienen las po­
tencias intpa:res c~e b que se obtienen: 

Como ejercicio, enuncie el ,estudiante en este caso la regla 
respectiva, es decir, la que da el desarrollo del cubo de una 
diferencia. 

Si también cambiamos el signo de a" resulta: 

(- a¡ - b) s = - a,3 _ 3 a2b - 3 a b2 _ b3 

Si observamos que (- a - b) es el núme~'o opuesto de 
(a + b), y recordando que al cambiar de signo a la base 
de una potencia de grado impar, la potencia cambia de signo, 
resulta justificado, pues, por OiTO procedimiento, la diferen­
cia que existe entre los desarrollos de (a, + b) 3 Y (- a - b) 3. 

EJEMPLO 1: 
(2 a2+m X)3 = (20,2)3+3 (2 ((2)2 m.J; + 3 (2 (12) (m .xr + (1/1.1')3 ="" 

= 8 aS + 12 a4 m:1: + 6 a2 m2 a;2 + rn3 x3 

EJEMPLO II: 
(1/20,3 b-2)3 == (%a3 b)3 - 3(% a3 b)2 2+3(1j2a"b)22-23== 

= l/s a9 b3 - 3/2 aG b2 + 6 a3b - 8 

62. Cuadrado de un polinomio . . - Aplicando la propie­
clad asociativa de la suma, transformamos un polinomio en 
un binomio. Luego desarrollaremos su cuadraclo aplicando 
la regla del (N.O 58). Así, el desarrollo del Ejemplo II del 
\N.o 58), nas daría el cuadrado de un trinomio: 

(ti + b + 0)2 = [a + (b + c)J2 = 
= 0,2 + b2 + e2 + 2 a b + 2 a e + 2/J e 

Análogamente para un ct'lairinomio: 

(a + b + o + d)2 = [(e! + b + e) + dp = 

= (a + b + 0)2 + 2 (a + b + e) d + d!2 = 

= et2 + u~ + e2 + 2 etb + 2 ete + 2 be + 2 (teZ + 2 bd + 2 cd + ¡Z2 
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Del mismo modo proceder íamos para un polinonúo de un 
nÍlmero l' ualquiera de términos; la regla q ne cnunciaremos 
es válida para el caso gener al: 

UEGLA. - El CUADRADO DE UN POLINOMIO es igual 
a la suma de los cuadrados de sus términos, más el doble 
producto de cada término por cada uno de los que le siguen. 

EJEllIPLO: 
(..eS _ x" + x + 1) 2 = 

J'¡+x4+J,,2+1+2x3(-x~)+2x3x+2x3 +2(-.L"2).x+2(--..l·~)+~.¡· _ 
= 1.6 + X1 + .('2 + 1-2x~ + 2J· 1 + 2..(·3 - ~hB - 2X2 .+ 2.1: 

= .1'6 - 2 .1'5 + 3 x 4 - x 3 + 2 x + 1 
63. Otras identidades usuales. - También son de uso 

J'reeuente y, por tanto, resulta conveniente su retención, las 
identidades siguientes: 

C.c~ + (t.r + (/~) C.l; - a) = xS - aS 

(.c 2 
_ a j + n") (x + a) = :r;3 + rt3 

(.l' + a) (.l' + b) = .r.2 + (a + b) x + a b 

C.,{' - (J.) C.l' - b) = .(2 - Ca + b)x + (( b 

(J+a) (.z:+b) (.v+c)=x3+(a+b+c)x2+(ab+a(+bc·).l+al¡c 

tuya verificación dejamos como ejercicio para el estudiante. 

Como ejercicio de multipliraeión de polinomios, hall e el estudiante 
identidades análogas a la última, multiplirando cuatro o más fac­
tores binomios que tengan i~uale~ en (re sí sus primeros (érmino~· 

División 

64. Trataremos úllieam nte de la divií>i<Í n ele mo nomios 
y polinomios entel·Os. 

Pueden presentarse tres ca. os de división algehraiea: 
1.0 División de monomio por monomio. 
2: " " polinomio " " 
3: " 11 11 11 poliuQmio. 
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RecuérdeHe (lile, según la dcfiniáón de divii¡ión que se ha 
dado en el C'lrI:iO anterior (Az N." 255), el prodllcto de l co­
ciente pOI' el rliL isor debe dar al divide'nelo. 

65. División de monomios, - Rec.orelanelo también el 
(.N ," 46), tendrelllo;,¡ (1UC el coeuciente del monomio dividen­
do ~erá el proc1ucto ele los coeficientes elel d~visor y del 
cociente·; por tanto, el de este último se obtendrá diuid7'enrlo 
el coeficii'nte de] di ~·idelldo p.11' el del divi,or. 

También tendremofi que el exponente ele una lotra en ('1 
dividendo, ROl'á la i'lUl1Ul ele 10H exponentpt! de la münna letra 
del cli"isnr y cociente; por ta.nto, el expon ntc de una letra 
del coc iento HC obtendrá reslal/do al exponente del dividendo 
el del ¡jiviHor ele la misma letra. 

Finalmente, clchiendo C'ontener el dividendo todas las di­
ferentes letras elel d i\'isor y del coc iente, si hay una letra 
que solamente se encuentre en el eli\'idendo deberá apare­
cer igual mente en el eo<'Íente. 

Lo antedicho justifieR, la. Niguiente 

REGLA. - El COCIENTE DE UN MONOMIO POR OTRO 
es el monomio cuyo coeficiente es el cociente de coeficientes, 
y la parte literal eatará formada por todas las letras cuyos 
exponentes serán las diferencias entre los que tienen el 
dividendo y el divisor. 

Las letras que figuren en el di\'idendo y en el divisor con 
igual exponente, darán por cociente 1 y, por tanto, no fig11-
rarán en el cociente. 

Si hay 1('I1'a3 en el divisor que no figuren en el dividendo 
o tiplJen exponente mayor, no es posible reducir el cociente 
a ml)11omio entero. Pl'escindiremoH por ahora de este caso, 
que volveremos a trata r más adelante, en la división de frac­
done . 

EJElJIPLO 1: 
Dividir - 6 ",3 bJ .r.5 por 2 aZ b ,1;3 

El comellJte de coeficientes e" (- 6) : (2) = - 3 
" €xponeute de (t eH 3 - 2 = 1 
" " "b" .... . . 4-1= 3 
" " "x". .. . . . 5-3== 2 

El resllltado es, (- G 313 bl ""5) : (2 a2 IJ xa) = - 3 a bS 3)2 
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Eifedúese la jJntdJa mlllliplil:lndo el ('oeiculc por el di,'isol', 
J,'.7 EJIP LO lf: 

(-:3a"b 5 ,I",Ii,J) : i-.:J.ab",r2 y) = %ab2 y2 

66. ('uculdo el coeipl1te de dON lL10 IJOllliQl:; enleros es un 
llIonomio entero (eu::;o de los dos ejeml)los allteriOl'e~), se 
dice que el monomio divicleJlclo es ciíl'isib['o por el mOllomio 
di I'iRor. 

De lo expursto POilCDlON l'muleiae la: sigclÍentc propiedad: 
¡'111'fl alfe 1117 monomio sea rtil'i 'ible lJOr otro, es IIcccsa1'!'() 

ql;e los r¡l'ados el,e las lcl!'aR de! (7it'isor 110 sean ¡¡!(t!Ja/'es (i'l e 
los de las mismas letras del clit'irlendo , 

67, División de polinomio por monomio. - Puesto {Iue 
dividir un polinomio por un monomio sigllifiea c1i\'idir una 
suma por un número, aplicaremos, en com;ecucncia, la pro­
piedad distributiva de la (livisión ya tratarla en el (nl l' ,:)O 
anterior (A~ N," 262 ) . Poe tanto, tC'il(ll'ClllOS la siguiente 

R.EOLA. - El COCIENTE DE UN 'POLINOMIO POR UN 
MONOMIO es la suma de los cocientes de ca,da término del 
dividendo por el divisor, 

En ('aela una ele las diYisioncs pal'ciales se aplical'á la 
regla del (N." 63) . 

EJEJIPLO 1: 
(8 .. ro - ,tI - 2 ,)'") : 2 J: = 

= (S .r") : (3 :1' ) + (~ .{'I): (:3,1') + (_2X2): CLr) 
= 4 .1;' - V2 X" - X 

E.JEJJIPLO 1l: 
(2 (( J,l - 5 il".c" + .:r" ): (_ .. ('2) = - 2 a.1;:! + ,S Q" .('- l 

Cuanclo pI cocipl1te de 1111 polinomio ]lor un monomio, <1111-
hos cntero!'\. es también mi polinomio enlero, :;e elice que el 
lJolilloJll io es divisible pOI' el 1110nomio. 

68. División de polinomio por polinomio. - División 
exacta. - En lo suceflivo, al l'eferirno<; a polinomios, supon­
dremos qne se trata únicamente de polinomios ente1'Os. Deroi-
1110S que, un polinomio el; dil'isible pOI' otro c1lallclo exí. te un 
tace!" polinomio, .0 eucntlla{¡¡¡qJte un monomio, que ' m llltiplb-
r:ado pOJ' el scg undo 1'cprod l/ce el pritnel"Q, . 
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Así, por ej., si A y B son los polinomios dados, y (J el poli­
nomio que lI1ultipljeado por B da A, decimos que A es el 
dicidclldo, B el dil'isor y U el cociente exactoj podemos, en 
consecuencia, escribir: 

A = B X a, o hien, A : B = e 
lJa ope1'3c'ión ¡;;e llama, entollccs, división exacta. 
J-JJl~'MPLO: (a2 - b2 ) e' dil'Ísible tallto por (a + b) como 

pOI' (a - b), puesto que (a2 -- b2 ) = (a - b) (a + b). 

69. Veamos ahora cómo lle halla el cociente de dos po­
linomios, en el callO de Ulla división exacta. 

Con la intención ele facilitae la explicación, efectual'emOR 
primeramente la multiplicación de dos polinomios ordenados 
según las potencias decl'ecientes de una de sus letras; luego, 
mediante el polinomio prochH'to ~. uno de los factores, tra­
tal'emo~ de obtener el otro factor. 

Efectuemos, por ej., el producto (2 a3 
- a) (a2 + 3). 

(2a3 -(/)(a2 +3) = 

= 2 a~ + 5 al - 3 a 

Ahora, con los polinomios 

(2 a5 + 5 a3 - 3 (J,) 

tratemos de obtener el otro. rara ello, obsérvese que el pri­
mer término del polinomio fIue queremos obtener, multipli­
cado por 2 aS (primer térimno del cgundo), debe dar 20,5 

(primer término del producto); por tanto, inversamente, 
aquel término se ohtendrá dividiendo 20,5 por 2 a}. Así obte­
nemos a 2. 

Pero el polinomio (2 a" + ;) a~ - :3 a) lle ohtuvo mediante 
la suma de dos polinomio.-, de los cuales uno es el producto 
de (2 a~ - a) por (a~); por tanto: si de (2 aS + 5 a3_. 3 a) 
:it' restfl l' jr últi~no produc;:lo que es (2 a5 

- aS), l~ dife-
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rencia que se obtiene, que es (6 a3 
- 3 a), resultará ser el 

producto de (2 aS - a) por el segundo término desconocido 
del polinomio que deseábamos obtener; por consiguiente, di­
vidiendo su primer término 6 ú,~ por el primer término 2 a3

, 

se hallará este segundo término, que es 3. 
El cociente que buscábamos es, pues, a2 + 3. 
La operación se dispone así: 

2 a5 + 5 aS -3 a 
-2(JJ5 + a3 

o 

2a/-a 

70, Oon un razonamiento análogo al del ejemplo ante· 
rior, podemos deducir la regla para obtener el cociente de 
dos POlÍ1lOmios, .que se fundaría, pues, en los dos priJwi. 
pi o!:! f>1guientes: 

]: Estando ordenados el div¡:dendo y el d;ivisor con l'es­
pecto a, las potencias decl"ecventes (o C1'ec1:en,tes) de nna misma 
letm, el primer tél'w.'/:no (lel cociente se obtiene (lividiendo el 
pl'imel"o del dim:dendo pm' el primero del divisOl', 

Este principio es evidente, por otra parte, puesto que, · 
de acuerdo con el (N." 51), el primer término del produeto 
de dos polinomios ordenados (que llamamos dividendo, en 
este caso), resulta de muWplicar el primer término dol 
multiplicando (divisor) por el primero del multiplicador 
(cociente) , 

2: Si del dividendo se l'esta, el p'l'od1wto Ml diviso!' por 
el primer ténnino clel cociente, cliviclienclo el pl'imer tél'mino 
de esta diferencia (o dividendo pa,rcial) por el pl'únero del 
divisor, se obtiene el seg1tndo térm,ino del coáente, 

En efecto, siendo el dividendo el producto dd divisor por 
el cociente, si se resta del primero el producto del divisor 
por el primer término del cociente, la dif€rencia será el pro­
ducto del divisor por: los demás término:,¡ del cociente. Por 
tanto, seg(m el principio anteríol', si se ªivide el primer 
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t érlllino de esta difereJlcja por "l pl'i ll lerO del divisor, se ten­
drá el segundo término elel cociente. Esta primera diferencia 
se llama ZJ1'iJncr el i L'iele l/do parcial . 

De acnerc10 con los ,los principios anteriores, el cociente 
('saeto e ohtendrá con la Higuientr 

REGLA. - Para DIVIDIR DOS POLINOMIOS ordenados 
según las potencias decrecientes de una misma letra, se di­
vide el primer término del dividendo por el primero del 
divisor, y el resultado es el primer término del cociente. 
Se multiplica éste por todo el divisor y el producto se resta 
del dividendo, obteniéndose así el primer dividendo parcial. 
Se opera con este· dividendo parcial del mismo modo que 
con el dado, y así sucesivamente hasta obtener un dividendo 
parcial igual a cero. 

E .JKMPLO: 
(;¡X t -1::l,r3 + 22:.t,~ -ll.r + :1): (.~2 - 2::r + 3) 

Dispondríamos la oJ.lera.rión H¡;í: 

5 .c· -13 x~ + 23 .c2 - 11 .l" + :J I J.2 - 2 x + 3 

- 5 .1:' + 10 a·3 -15 ;v~ I 5 ;¡;2 - 3 x + 1 

3 .¡;~ + í .¡;2 - 11 ,1: + :~ 
3.x·~- 6.1..2+ 9x 

,1,2- 2,1'+:1 
_,1.2 -\- 2.1'-:\ 

o 
llemos diyiditlo .) xl (primer término t1el dividendo) 1101' .1;2 (pri­

mero del divisor), lo (Jue nos lIió ;'j .1,2, prilller término del cociente, 
lIemos lUu ltiplir-.ado este primer lt'l\lllino ;) .t~ pOl' todo el divisor; 

como este proclucl'o debemos restarlo del di~'idel1do, después lle illul­
Üpliear cambiamos de signo it cada pl'oducto parcial, y luego l'edu­
cimos término:,: semejantes. Así, diremus: +;) X2 'por +..c2 , da + 5 .l", pero para resi,w, pOlldremos: -;) ,¡;., debajo elel término 
semejuute del diyjdelldo; hwgo, -\- 5 a;.!l pOI1 - 2 x ,da -10,1;3, 
pero para, l'estar, poullremos: + 10 ,t':' debajo del término -13 x 3 

llel diyi(lendo, y así sllcesi'\'amenie. 
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71. En la práctica conviene, para el cálculo de los Buce­
si vos di vic1endos parcia les, efectuar simultáneamente las 
multiplicaciones y &11stracciones, como indicamos a con­
tinuación: 

5 x' - 13 .r3 + 22 ;X'2 - 11 :r + B 

- :1 x~ + 7.(;2 - 11 .x; + 3 
.f"2_ 2.1'+3 

O 

X2 - 2 .(; + 3 

15.r2 
- 3 x + 1 

1 

72. Si en el di videlldo faltara alguna potencia de la letra 
ordenatTiz, <:011\'ie11e dejar en blaneo el lugar de los tér, 
minos que faltalJ. 

EJEJIPLO: 

.c" _C¿3.V -a 

a .,.2 - a3 ,c2 + a .v + a2 

a~x- a3 

O 

NOT.\. - Como ejercicio, comprnebe el estudiante las divi­
siones de los ejemplos anteriores, multiplicando el cociente 
por el di"isol', debiendo obteuer el dividendo. 

Otra manera de efectuar la prueba. es 1 de dividir el divi· 
dendo por el eociente, debiendo obtener como resultado el 
c1i,'isor. (C01110 ejercicio dc diYisión,efE;ctúc el estudiante por 
este procedimiento laR pruehas de las divisione. de los ejem­
plos anteriores). 

73. División inexacta. - Los polinomios divididos en los 
Llos ejemplos allteriores habían sielo preparados de ante­
lllano, a fin de cIue dieran cocientes exactos. Pero podemos 
tomar dos polinomios enteros cualesquiera, y dividirlos apli­
cando la misma regla. 

Si llegamos a un dividendo parcial nulo, quiere decir que 
habremos obtenido un cociente exacto. Pero en la. mayoría de 
los casos, llegamos a un dividendo parcial cuyo primer tér­
mino 110 es c1i"i .. ible pOr el primero elel divisor, por ser de 
grado inferior al del c]'irisor; entonces, ya no es posible con­
tinuar la. división. 
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EJEJJIPLO : 8 x' - 2 .c3 

-2x3 +8x2 -17x+3 I 8x-2 
8x2 -1,9x+7 

El último dividendo parcial obtenido (8 X2 - 19 x + 7) 
se llama resto; el cociente (8 x - 2) se llama cociente entero, 
y la operación se llama división inexacta. 

De manera que, en el easo de división inexacta, deberá mo­
dificarse la regla del (N." 70), en RU parte final, donde dice: 
" ... ha¡:;ta obtener un dividendo parcial igul11 a cero ", de­
hiendo decir, en este caso, .. , hasta obtene.r 1ln d1;v·¡dendo 
lJa.rc'ial, llamado 1'esto, de gmdo menar que el divisor. 

74. Oomo el regto obtenido en la división inexacta re­
sultó de resta1' elel dividendo sucesivamente el producto del 
di vÍflOr por cada un o de los términos del cociente, es decir: 

Dit'idencZo - (divisO?' X cociel'lte) = resto 
si llamamoH D al dividendo, el al divisor y R al resto, se 
yerifiearála identidad 

D=dXc+R 
~Iediallte esta igualdad puede 'I.'el'if'icoD·se la división; esta 

verificación constituye la p1"neba de la operación efectuada. 
ARí, para el ejemplo del párra fo IJnterio'r, tendríamos: 

8 :t4 -2 .1'3 -x + 3 = (x3 - :t + 2) (8 x-2)+(8 X2 -19 x + 7) 

No~·c~. - Es natl1l'al que, si el resto de 1wta división es nltlo, 
es decir, Ri tenf'mos R = O, la iclenti.dad anterior se tran,­
forma en 

D=d Xc 
y ('utonces la rliL'is1'ón es e.racta., estando, pum" en el caso 
del (N." 68). -75. Dividiendo ambos miembros de la identidad anterior 

(D = el X e + R) por rl, tendremos: 

D r. 
-=c+-
d el 

De acuerdo con esta identidad, vemos que puede c0111ple­
ta1'se el cociente entero de una división; para ello, se le suma 
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el cociente que re;¡ulta de d ividir el reHto por el divisor. A la 
suma. (e + R: el) ¡;e llama cocic ll te comp7eto, dÜ:itinguiéndo:';f\ 
a"iÍ del cociente c.ra,cto ohtenido en una divÍ!:;ión exacta. 

EJEMPLO: 
En la, diyi!:iióu del último e5en\plo, el ('ocicule t{)Jll'plelo es: 

8 X2 -19 ,t + 7 
8,x-3+------

.'l.3- x +2 
76. División de monomio por polinonúo. - Esta di visióll 

puede considerar¡;e como un caso particular de la de poli­
nomios; por tanto, se efectúa con la regla ya dada para 
los polinomios. Es natural que, en este easo, la di visión 
mUlca puede ser exacta, pONlue si lo fuera, el producto del 
('ociente (supue,'to exacto), multiplicado por el divisor, que 
es un polinomio, no podría dar el <).ividendo, que es un 
monomio (N" 52). . 

EJEMPLO 1: 

-.1':! 

-1-. x 
-1 

Tendríamos, pues: 
x3 = (x + 1)(x,2- x + 1)+(-1) 

EJEMPLO II: 
Efectuemos la di"jsión del ejemplo anlerior, ordenando el divisor 

'eg1úu las poteJlcia~ decreeiede" de .~; tendrell1o~: 

x3 11+x 
7-~-------

- .t l I ,ca-,t'! +xú -, •• 

+x5 

-té 

COIllO yemo , la operación puede cOlltil1uan;e illdefinic1a.menle; po­
dernos decir que el cocientE cOlista de un nÚIDero infinito de términos. 

Allálogamen1e obtcndl'íaruo;o;: 

1 
-- = 1 - x + X2 - x 3 + X 'l - ." 

l+x 
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r na sumB como esta úll ima, ('f\ (Ie('ir, dt' un nÚlllero illfinito de 
términos, que () declul'ell unos de otros mediante una ley determi­
Ilada cuaLquiera, "e llama Ulla serie. 

La, expresión del pr1mer 1I1i<1l1lbro de la ig'ualdad allterior se llama 
la su JJ1a dr la. serie_ 

Se diee también, que l'l segnl1do llüPlllbTlI es el desarrollo eu 8 (' /'/ (' 

de la expresión del 'primer miembro. 
El estudio de la,.; serie. cOllslilnye UllO (le loo lfwicos ele máti tril.~­

cel1Clencia en €'I estudio ele la 1\latemátir}l sllperior. 

EJEMPLO iJI. - PrOl'ecliendo como l'l! el ejemplo anterior, i:>e 
enCLleutran los sig'uielJles desarrollo .. en serie: 

l 
-- = 1 + Y + !J" + !fa + 
1-" 

] 

-- = 1 - z" + ,34 - .0
11 + 

1 +z" 
Como ej'ercitio (le di,'isió]:, dl'ja:wos que el eslutllante halle e;;[os 

desarrollos. _ 
NOTA.· - Dd desanollo cn ~crie el '1 Ejrmplo IL hubiéramos po­

dido decluC'Ír estos últimos, l'eel1111lazaudo la letra (x) por (- .'/), 
o por (z"), reSl)f'~ti\·amente. 

77. Ley de formación del cociente por .r - a. 
Sea un polinomio entero en :r, ordf'uado según las poten­

cias decrecí entes de .1'; hallaremos el cociente de su división 
por el hinomio ;c -(1, . 

Para facilitar el l'azvnamiento, nos concretaremos a uno 
de tercer grado: 

.el .r" + B ;1'" + C.r + D 

advirtiendo que lo:> tél'lllinOH elel cot:Írute que cucontraremo:-i, 
están sujetos a una ley, o regla general, llamada r-egla de 
Rnffini (*), que 1108 permitirá hallar dicho cociellte, sil! 
efectuar la división, cualquiera ::lea el grado del dividendo. 

(*) PABLO RUFFlNI (1765-1822). médico y matemático italiano_ Reetol' 
de la Universidad d~ Módella, fué, además, profesor ,de Clínica médica, de lile­
dicina práctica y de Matemáticas_ E,sta última cieneia le ,debe preciosos descu­
brimientos sobre la teoría de ecuaciones y, especialmente, 1a demostl-.ción de la 
imposibilidad de la. solución general de -las ~cuaciones algebra.icas de gra.do su­
penor al cua~to, 
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Para ello, efeetuemos primeramente dicha división: 

. Ir' +B.t' ~ 

(Aa + B) ./,2 + C,l ' + lJ 
-' (_la + Bl ·I" + (. la+B )et./ 

[( . tl! + B)(I + {'].1' +D 
-1 ( Í la + B)a + ('jx + [(.la + B)(t + OJa 

C.C.J.a +B)a + CJa + D 

Hi examinanws el cociente, vemos: ([ue f>11 primer término, 
A .;r;2, es igual al p1'z'mcro del dividendo, o sea 11 ,1'3, disminuí· 
do una unidad cl exponcllte de J" cuyo exponen-te va dis­
minuy nc10 Ulla unidad P11 eaela UIlO ele los términos siguien. 
tes; el íiegll ¡¡do coeficient... (.ti a + B ) , e,; igual al del tér­
mino a·nterior, o sea A, multiplicado por a, y sumarlo 
con el coeficiellte B del segundo término del dividendo; el 
feree?' coeficiente [(A (/, + B) a + (' J, es jgna,l aU del tér­
mino anterior, o . ea (11 (t . + B ) , multiplicado por lt, Y 
sumado con el coeficient0 e del l erccr término del dividendo. 

El resto, [(A a + B)a + {'Ja, + D, es igual al {dt'inw 
término del coeiente, o sea. [(A (¿ + B)(/, + OJ, mnltiplicado 
por al , y sumado ron el último término D del dividendo, 

Podemos rnunciar, pues, la siguiente 

REGLA. -- El OOOIENTE DE LA DIVISIóN POR :r - 1 

de un polinomio entero en .c, supuesto completo y orde· 
nado según las potencias decrecientes de .1) , es otro poli­
nomio igualmente ordenado y supuesto completo, que se 
o btiene así: 

1." El primer término del cociente es igual al primero 
del dividendo, disminuído su exponente en una unidad. 

2: Oualquier coeficiente de los términos del cociente se 
obtiene multiplícando por a el coeficiente del término que 
le precede. y sumando a ese producto el coeficiente del 
término que ocupa igual lugar en el dividendo, 
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3." El resto de la división se obtiene multiplicando por 
" el últ.imo término del cociente, y sumando a ese producto 
el último término del dividendo. 

H.THJIPLO. - Sin efeeLual' la (liyisión, i1all~l'ClllOS el cociente y 
el reslo de: 

t j .1" 1 - 8 .t:3 + .;) .,t'~ + .t --< ti) : (.¡; - ,1) 

E 11 este ta:-;o, tenemos lt = :1. Aplicando la regla anLerior, teut'­
IUOS para el cociente: 

Le. término = 5..c3 

Coeficiente del :2.0 término =5 X 3 +(-8) =7 

" ":1.or = 7 X 3 + 4 = 25 
" "4.° " =23 X :3+1=76 

Re¡;to de l(~ dirisión =76 X:3 + (-6) =222 
El eocicute es, pues: .5 .,t'~ + 7 J'~ + 23 x + 76, .Y el resLo, 222. 

78. Bu la regla antr]'ior se ha supue. to el dividendo y 
el cociente cOll/pletos. Si alguno de estos polinomios no fltera 
completo, se le consideraría corpo tal, imaginando que ten­
gan coeficiente cero los términos q ne faltan. 

1!J.JEJlrLO. - Ell la división (.r:; - .l·~ + 2x~ + 8): (x -- 4) 
tuyo dividelldo earcce de télmlÍllOs en ,1. 1 y en x, lo completa­
l'emOiS así: 

Tendremos, pues: 

P'rimer término del ('ocieute = Xl 

C'oificienle del 2." término = 1 X 4 + 0=4 
" " ~ttlr 

" .,l." 

" " :5.tJ 

" , . 4X4-1=1.í 
- l.) X ± + 2 = 62 
- 62 X 4 + O = 2-18 

Reslo = 248 X 4 + 8 = ·1000 
El tortellte es, pues: ..t. I + 4,," + 13 x" + 62 x + 2-18, Y ti 

reslo, 11000. 

79, 'réllgase presente que, si el hinomio divisor es de 
la forma .r + a, ha~ta expresarlo en la forma x - (- a) ; 
en consecuencia, en la aplicación de la Regla de Ruffini, en 
luaar de lIlUltiplicar por a s multiplicará po:r - a. 
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EJE1I1PLO· -lEn la di'Visión (x3 + 4X2 + 6x - 2): (x + 1J2), 
tendremos: 

2.° coeficiente = 1 X (-1J2) + 4 = 7/2 
3:' " = (1/2)(-112)+6 = 11/4 
Resto . .. = (17/4) (-l/2) -2= _a3/8 

El cociente es, pues : X2+7/2 X +17/4 , ;y el resto, _33/S. 
80. Resto de la división por x - a . 
Cuando solamente interesa conocer el resto de la. división 

del polinomio por el binomio x - a, es útil poder determi­
nar fácilmente ese resto sin efectuar la división, o bien sin 
calcular los sucesivos coeficientes del cociente. 

Al efecto, volviendo al ejemplo de la división del (N: 77), 
vimos que el polinomio dividendo, que ahora representamos, 
simbólicamente, por P (x), o sea, 

P (x) = .tÍ. X" + B X2 + a x + D 

dividido por x - (¿, nos da el resto (que ahora representa­
])]OS por R) : 

R = [(A a + B)a + aJa + D 

Efectuando operaciones en esta última expresión, tenemos: 

R = .tÍ. as + B a2 + a a + D 
Obsérvese que este valor de R es el que Se obtendría re­

emplazando en el polinomio pea:) en lugar de x el valor a, 
y que se representa así: P (a) . Como el razonamiento efec­
tuado para el polinonúo dado ele tercer grado, tiene carácter 
general, 110S resulta demostrada, pues, la siguiente 

PROPIEDAD. - El RESTO de la división de un polinomio 
entero en a; por un binomio de la forma x - a es igual 
a.1 valor que adquier e el polinomio para a; = (¿; es decir, 
que tenemos: 

El = Pea) 

La regla qLle antecede también puefle demostrarse directamente. 
En erecto, si llamamos Q(:¡;) al cociente (le la división del polino­
mio P(;r) por el binomio x - a, y R al l'esto, de aeueTdo COI1 

la idel1tidac1 del (N.O 74), tellemos: 

P(.'1:) = (x - a) >< Q(x) + R 
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Como esta identidad se veTifica para cualquier \"alor de x, po­
demos !hacer en ella :l.' = a I y nos ]'eslllta: 

Pea) = (a-a) X Q(a) +R 

(Téngase 'Presente que R es independiente de x, ¡J)Ol~que es cie 
grado inferior 31 divisor). Como (a - a) = O, se anula su pro­
ducto por Q ((1), y 110S resulta: 

Pea) =R 

es decir, que obtenemos la identidad que resume la regla anLerior. 

EJEMPLO I. - CalcLüando por esta regla el resto de la división 

(5.r 1 
- 8xa + 4:,t'" + x - 6): (x-3) 

ya tl'utalda en el Ejemplo del l:N.o 77), tenemos: 

R=P(3)=5X3~--8X33+!X32+3-6:='l.OG---<216+36+3---Q=22·3 

EJ ElJ1PLO n. - El resto de la división ya trat.ada en el (N." (9), 

o sea, (.1'3 + -! ;¡;2 + 6 x - 2) : (x + %) 

es : R= (-'112) 8+4 ( -112) 2+6 (-1j2) _2=_1/8+ 1-3-2=-3~ / M 

81. Divisibilidad por x - a . 

Si el resto de la división de un polinomio P (x) por el 
binomio (x - a) es mIlo, significa que el polinomio es di­
visible por el binomio (Nota del N .. 74 ) . Pero, según el 
(N.O 80), dicho resto es: Pea) = O, relación ésta que nos 
justifica la. siguiente 

PROPIED,\D. - Para que un polinomio sea DIVISIBLE 
POR .t - a es necesario y suficiente que adquiera el va.lor 
cero (es decir, que se anule), sustituyendo en él :r por a, 

EJEMPLO· - El polinomio xl-5 ;¡;2 + 4x-4 es divisihl(' 
por ,¡: - 2, pow]ue l)ura :1' = 2 nos da: 2,1- 5X83--j-4X2 - 4 =: n. 

82. Como corolarios de la propiedad anterior tenemos 
las cuatro propiedades siguientes: 

La d:iferencia de (los potencias (le ?'guaZ gmdo es divisible 
po'r la· diferencia de las bases, 
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Así, x'" - a'" es divisible por x - a, -porque el resto de 
la división es R = an< - e[.''' = O. 

Como aplicacióu de la propiedad auterior, efectuemos la división, 
ya sea por el métoc1o geueral, o por la regla de Rutrini; expresan:lo 
Iu.ego que e.J chvideu<lo es igual al producto del llivisol' por el co­
ciente (N." 64), nos result~ la signieute identidad: 

Hatiendo eu ella (¡ = 1, Y recordando que cuakluier poteuci(1 
de 1 es igual al, obtenemos, como e(1·so parlieuiar, esta otra 
idel1tülnrl, también muy usa.da en Matemáti1cas: 

.r:'" -] = (x - ])(.1''''-1 + ./""-, + ... + .z + 1). 

83. La wl/ta de dos potencias de igual g1'ado no es dil'i. 
sible por la dilerel/cia de las 7¡ases. 

En efecto, en este ca~o H = (l,m + a'" = 2 a'" =1= O. 

84. La di/er·pncia de dos potencias de igual gnldo es eli. 
l'isible por la suma de las bases, sólo CIU/nc!o el grado es par. 

En efecto, en este ca .. o. el resto eH: B = (- (1) m - a,m, y 
se obtienen valore .. diferentes, según ílue III sea par o impar: 

Para lit par. resulta: 11 = a'" - lb'" = O. 

" " impar " H = - un! - a"' = - 2 a.'" -=1= O • 

Así, por ejetllplo, jn diferencia .1"' - ((4 es c1iviúble por la suma 
.1" + o. 'E Etctualldo la división y apli('ftlldo lnl'go la r1efi,uitióu Ile 
c1il'isióll (N." (H), resulta la itlenlida,l: 

J.I -- al = (.l' + a) (.l'" ~ el .r~ + a~.r - o") 

85. La suma e7e clo::; potellcias de ,igual g'rado es c7idsible 
por la suma de las bases, srilo cumulo el {jí'adl) es impar. 

EtSta propiedad se justiliea en forma análoga a la ante­
rior; como ejercicio lo dejamos para el estudiante. 

Así, por ej., la 'lima ,¡,:l + ((:! es dil'isible por la suma .r + a ; 
cfectÍlese la c1il'ÜliólI .Y jllsti fíquese la ,;egunc1a de las ¡¡1entidades 
del (N." 63). 
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Factores comunes 

86. Sean dados un polinomio y un monomio enteros, el 
primero de los cuales suponemos sea divisible por el i:legundo 
(N: 67). POl' ejemplo: 

12 aS US + 8 a2 uG _ 20 (¡,2 (¡2 Y 2 a2 b 

Efectuemos la divi1'li6n: 

(12 a3 ])3 + 8 a? b5 
- 20 a2 7J2) :2 a2 b = 6 a b2 + 4 b1 

- 10 b 

de donde, por dcfinción de división (N: 64), tenemos: 

12 a3 b3 + 8 a2 UU 
- 20 a2 u2 = 2 (¿2 b (6 a b2 + 4 b·1 _ 10 b) 

El polillomio dado resulta así descompuesto en dos facto­
res, uno de los cuales, el monomio, es un facto?' oomún de los 
términos del polinomio. La transformación indicada en la 
última igualdad, se llama pone'r en eviden,oia ~¿n faotor, o 
bien, decimos 'que se saca un factor común. (A 2 N.o 263). 
Tenemos, en consecuencia, la siguiente 

RJ!lGL,A, - Para SACAR UN FACTOR COMUN de los tér­
minos de un polinomio, se multiplica el factor que se de!rea 
sacar por la suma de los cocientes que resultan de dividir 
cada término del polinomio por dicho factor. 

87. Generalmente se saca el máxt1no oo¡nün divisor de 
los términos del polinomio; es decir, el monomio cuya parte 
literal es el producto de las potencias de más alto g¡'ado de 
las letras comu,nes a todos los términos del polinomio, y cuyo 
c:oeficiente es ,el má.ximo común divisor de todos los coefi­
cientes del polinomio. 

EJEMPLO 1. - En el E¡j<lmplo elel (N.O 86), sacanuo el rill<í.xilll1o 
común elLTisor, que es 4 a2 b2 , tenelD1OS: 

12 a3 b3 + 8 a2 b5 - 20 a:2 b~ = 4 a2 b 2 (3 Q, b + 2 b3 - 5) 

EJEMPLO II: 
(.-X-2y}2_8y(,-x-2y) -4x (2y-x)= 

= (.1'-2y )2-8y (,-x-2y) +4x ('2:-2y) = (:t~2V) [( .x-2y) --8y+4-x] = 

= (x - 2y)(5.x -10$1) = (x - 2y) 5 (x - 2V) = 5(x - 2V)2, 
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88. NO'lA. -- De un polinomio, a veces intM'esa poner MI 

evidencia una cierta, e:¡;pres'bón (¿lgebra'¿ca, au,nque ella no sea 
tacto?' de todos los té1-minos del polinmnio. 

Esto se consigue apJic~mdo también la regla anterior; el 
cociente que se obtiene ell este caso, no resulta entero. 

Así, por ej., si en el polinomio (1. {1.2 + b .c + e deReamos poner 
en evidencia el fador el J tenemos: 

i 
u e 1 

(( .1'2 + b x + e = Q, .'r~ + - x + - I 
L a a; 

Descomposición de polinomios en 
factores primos 

89, En algunos casos es conveniente transformar un 
polinomio en el producto de expl'eSiOlles algebraicas enteras, 
operación ésta 'que se llama descomposición de un polino­
mio en factores; se le llama, también, j'a('tm'eo Illgebra'Íco. 

N o siempre es posible esta dcscompO,;Íción, ni existen re­
glas generales para realizarla. Al efecto se ensayan ciertos 
procedimientos, generalmente en el orden que se indican a 
continuación, que se fundan en las propiedades anterior­
mente estudiadas. 

90. S·ac'ar un fact or común total. - Re aplira la regla 
del (N." 86). 

El factor que se saca, es gen el'ulme11te. el má.cimo común 
diviso,/, de Todos los t Pflnil10S del. pol1nol1l1:0 qu '! se desea, t1'a/1S­
[cnnal' en prO(Z1Ic'IO. 

Así, por ej., tendremos: 

6 a3 b" c~ "+ ] O n3 b4 c - 2 a~ b~ c~ = 
= 2 (t2 b:l c (3 a. b2 c -1- 5 a. b - b~ (,2) 

91. Sacar un factor común paa:cial. - Sea, por ej., el 
polinomio: 

3 a.c - " 6 x + 2 (h Y - 4 Y 

Oh~el'Yemos que los dos pl'imero~ términos tienen el facto,. 
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común 3.r; los dos últimos, el factor común 2 y. Sacando 
esos factores (:omm1es parciales, tenemos: 

3 a.r _ (j.t + 2 a y - 4 Y = 3 x (a - 2) + 2 Y (a - 2) 

,Como el factor polinomio que queda en cada l)roducto 
es el mismo, podemos, a su vez, sacarlo como fachlr común. 

y nos resulta: 
3u.r - 6.(' + 2aJj- 4y = (3.7' + 2y)(a~2) 

es decir, que logr.amo;; d scomponer el polinomio dado en 
factores. 

El procedimiento empleado puede enunciarse, en gene-

ral, as} ~ 
Se agru[J(w con.¡;C11ientcmclIl e los t h'minos cleJ,l polinomio 

dado en dos o mlís po¡'¡llo¡nios ele i.guCl,[ nlÍm.ero de ténninos, 
sacando 111ego en cada 11 no de pstos polinomios parciales, el 
facto/' común que apancciere: si el polinomio 11 1(13<, q11.eda. den­
tt.o de cada parélltesis es el miSil/O, éste se saca, a su l'ez, 
como /o("to/' comlÍn. 

r';JKJIPLO: 
m a~.{ + ')' b .l · - 3 1/. aó - m.r + ::i JI - ,) 11 u = 

= (m (t~.1' + 111 1) J' _. m .l') - (,j ti 11" + j 11 b -- j n) 

= J)/ .r(02 + /) - 1)-3 ¡¡(o~ + b - l)=(m a: - 511) (a
2
+b -1) 

92. Diferencia de cuadrados. - Si aplicamos la ley si­
métrica a le identidad del (N." 56), tenemos: 

a2 _ b2 = (a + b) «(1, - b) 

'qlH' 1108 justifiea el siguientt" enunciauo general: 

La di/M"cncia. 7e log Cl/a(/'/'oc1os de dos e,rp'resiones es igual 
al producto ele la SUIJW por 70 (Li/~renci(/ ele clichas expres·ioneg. 

Por este procedimiento podremofl uescomponer, pues, una 
diferencia en un lJT'odueto de dos expresiones hinomias. 

EJKlIIPLO J. ±.l2 - 2:í = (2.r)~ - 52=(2 x + 5) (2x-5). 

E.!E]I,IPLO Il. 1f.J, aZ.co - 8 = (% a . .¡;3 + \,I8)(1fz a x
3 

- \,18). 

EJEMPLO JII. 4182 - 3122 == (·HS + 312) (418 - 312). 
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¡';./l';JIPLO liT. (X + aF - (y - aF = 
=[( .l·+ a)+(y--a)].[Cl· + a)-(y-a)J=(J' + y) (x- y + 2 a.) 

93. Diferencia de potencias de igual g-rado. - D e acuer­
(lo eOIl la pl'opi,!dad del (N: H2) sabemos {Jue la diferen­
cia ele dos potet1('ias d igual gTac10 es siempre divisible 
pOI' lel dif'preneia de las bases j el) consecueneia, de acuerdo 
l'llll la idellt ¡dad: 

dCll1Of,trada pn aquel pánafo, tPllemos el siguiente enuncia­
d() genera]: 

La diJciencia de dos potencias de igllal grado es igual al 
producto de /a diferencia ele las uases, pOI' el cociente qlle 
Il'SlIltU de di/'irlir la diferencia de potencias dadas pOr la 
dife/'el/cia de las uases. (Este cociente puede obtenerse por 
la regla de Rul'fini). 

EJ EJIPLO l . 
. r-I - 10 = .~.l - 2" = (.1' - 2) (.1'3 + 2;r2 + ·Lx + 8) 

RJEJJPLO Il. 8 a3 - 12,) = (2 (I)" - 5~ = 

=(~ a - .-))[(2 al" + ií(2a)+{j2J=(2 rt - 5)(4 a2 + 10 a + 2fJ) 

94. De ac·uerc1o ron la pl'Opieclacl del (N." 84), la dife­
'/'encia ele dos potencia,> ele igual grado también es divisib le 
por 1(1, sUllla ele las hase,. cuanclo el exponente es par; pro­
~edercmos, pUCf\, como antes (N." 9J). 

Ast. 'para la. tlil'erencia. lIe Iotel1C'las del EjemlJlo 1 .dl' dicho pá­

J'l',LI'O, tellt'mO¡;; t:Hia otra. fOl'l1\a el.' rleseomposición: 

.r' - lü -= .1" - 2~ = (,1' + :3) (J.3 -- 2.:t:~ + 4x - 8) 
. ! 

95. Tratándose de la diferpmia de potencias pares, tam­
hién (lnede comriderarsc c:omo la dife/"l'llcia de cuaclntc7os, y 
a]llicarse el (N." 92j. 

ASt, para f'I ejemplo anterior, tenemo;;: 

.c' - 1ü = .~, - 2- = (1.2)2 _ (:22)2 = (.¡.2 + 22) (.:r2 _ 22) = 
= (x2 + 4) (x + 2) (x' - 2) 
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96. Suma de potencias de igual grado. - De acuerdo 
con la propiedad del (N.o 85), la suma. de dos potencias de 
igual grado sólo es divisible por la .. mua de las bases cuando 
el grado es impar ... como en el (N: 93), tenemos, pue:¡, el 
siguien te enllneiac10 gpnera]; 

La ,mnlCt de dos potenci(/s ele igl/al grado impal', es igl/al 
al p/'orll/{'fo d" la SI/mil de las bases, pOI' el cociellte qUl!\ re­
Sl/lt(4 dI' dil'idi/' la ,11 1//(/ de potencias dadas pO/' la SIllita de 
II/s basps. 

A í, tellPmos la j<1eutir13~l; 

.. r"u + a'" == (,r + a) (.t,,1 1 _ ((,¡o1U-2 + ((-!. Jtt-::J_ .,. + 0 '11 - 1 ) 

EJJt:MPLO; 
:1,5 + :12 := (,r + 2) (,1;4 - 2,1,3 + 4x~ - 8:r + 16) 

97. Trinomio cuadrado perfecto. - Un trinomio se lla­
ma cuadrado perfedo, ruando f'S ('1 desarrollo del cuadrado 
(le un binomio. 

Si apliclllllOS la ley RimHrira 11 la itlelltirl¡Hl el pI (N: 59), 
1 PIlP lllOs ; 

(I ~ :.t 2 (( f¡ + b~ = (a ± b) ~ 

VemoR que el trinomio ((~ ± 2 (/ li + b~ p, un cuadraclo 
pprfe¡·to, porque es ('1 clPRanollo del cuadrado Ca ± b)~. 

IJa idpl1tidad anh'l'ior nos jURtirica, P1WR, el f;ignipute el1nn· 
eiado genera] ; 

]>I/1'(b (jue lIn tril/omio sea cl/adrado perfecto, es necew¡"¡o 
qlle 11110 de SI/S términos sea dl/lllo drl producto ele las rClfces 
C//(/,d1'adas de los otros dos. 

Vel'ifit'ada la conc1ieión enunciada, el trinomio eR el cua· 
drado de la suma o de la düerencia de aquellas raíces, sp· 
g'ún que ('1 rloh1c prodlleto spa {Jo.~itil'o o llegafil'o, reslwe­
t ivan1Pnte. 

R"f:MPLO l. - El trinomio ;t1 + 2,1,2 y3 + '!lG ps un l'uadrnc1o 

perfec·to, pOl'fJlIe tenemos; :2 ,1,2 y3 = 2 V:t.J \! y" . 

El tl'inomio dado pnede p>;c·ribil'::.e así: 

[t,4 + 2 x~ y3 + Y 11 = (,1,2 + y3) 2 
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JiJJE"MPLO n. - El trinomio m~ + 3 + 2 m y'3 es el des­

arrollo,(fe (m + y'3)2, }JOl'l1Ue 2my'3 = 2 Y'l1li2y'3, 

98, , Cuatrinomio cubo perfecto. - Un cuatrillomio ~e 
llama cubo pC'I'/ecto, cuando es el desarrollo del cubo de 
un binomio. 

Si aplicamo.,; la ley simétrica a la identidad del (N.O 60), 
tenemos: 

Vemos que el cua-trinomio a3 + 3 a2b + 3 a b2 + b3 es 
un cuho perfecto, porque es el desarrollo del cubo (a + b) 3. 

La identidad. anterior nos justifica, pues, el siguiente enun­
ciado general: 

Para qlle 1m cuat1"inomio sea c1¿bo perfecio, es 'necesario 
que, ordenado según las poten,cias door'ecientes de 1tna. de. 
.' IIS le tra,s , tenga: el segu.ndo ténn'ino ignal al triplo del cua· 
dmdo ele 7a. -raíz r.:úbica del primero, rnttltípricctdo por la raíz 
cúbica, étel úU¡:rno; el te1'ce1' término ignal al triplo de la 
miz cúbica del p1'únero P0)' el cHacl1'ado de la míz cúbica 
del último. 

Verificadas las condiciones antedichas, el cuatrinom io es 
el cubo de la suma. o de la diferencia de aquellas r aíces cú· 
bicas, según que 10>1 términos sean todos positivos, o alte1'. 
nativamente posl:tivos y negati'uos, respectivamente, 

EJEMPLO l , - El cuatrinomio 8 a3+60 a?b+15'O a b2+125 b3 

ei-; un cnbo perfeeto, 'Porque, estando ol'denac1o según las potenrcias 
decrecientes de la letra, a) tenemos, tarmbiéll: 

3(w'8a"F .Vl25P = 3(2a)25b = 60a"b = 2.0 término 
1- __ 

3\y8a3 (-y/125/¡3)2=3(2a) (5b)2 =150ab2 =3.'" ténnino 

El cnatrillomio dado puede escribjrse, pues, así: 

8 a3+60 (t2b+150 a b2+12ií b3=( \}'8 a3+ '\YJ 25 b3 )3=(2 (/+5 b )3, 

EJEMPLO JI: 
64 - '00 l1V2::r; + 48 'I11 4,;r,2 - 8 mOx3 = 

=4'-3 .41 (2 m.2,¡;;) +3.4(2m2,x) 2_ (2 m2x)3=( 4---2 1l1,2x )3 
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Expresiones algebraicas fraccionarias 

99. Concepto. - En el cun;o anterior ya dimos el l'Ol1-

cepto de fracción (A2 N.o 26-1). Recordemos r1l10 el oocien te 
indicado del número relativo a por el número relativo b, 
se expre, 'a con el símbolo (/: b, o hien, 1:-, (lUe se llama 

fl'aCcl:ón algebraica, 0, simplemente, !1'I1cc·ión, Hiendo (l. el 
nwnetado )" y ú el dCJlom;nado r (.ambos son los términos de 
la fracción). 

Si a, y b 8011 expl'CSinnCR algebraiea~ en{ ('I'((S, Plldienrlo 
ser la. letra a también una. exprefiión llumériea, tenemos 
la. siguiente 

D EFINICTÓN. ~ Una EXPRESION ALGEBRAICA FRAC. 
ClONARlA, o simplemente FRACCION ALGEBRAICA, es 
el cociente indicado de dos expresiones algebraicas enteraH, 

Así, por ej., baH frarciolJes algehraicas las expresiones: 

x-5 a+3b 

100. Como se trata de eX j)l'l'!'iioncR jitpl'ales, (le acuerdo 
con el (N: 18), sMo tendráJ1 un 1'alor numérico para cada 
yalor rtll C He atribuya a I';US letraR. Así, para la primera de 
las fl'acci(}ne.<; del ejemplo que antecede, tenemoi'l: 

Para' .c = 2 el numerador valc (2" - 2 X 2 - :3) = - ;¡ 
y el denominador vale (2 - i)) = - 8; por tanto, la frac­
ción vale (- :3): (- :3) = + ] . 

Para .r = - 1 el numcrado r He allula, y el rlenotuiuadoJ' 
yale (~ 6) : por tauto, la fracción vale O. (A~ N." 237, J.a). 
Diremos, pues: 

Una fracc~'ón alg.cbraica se annLa ('/UI..¡¡r70 se atribuyen a 
las leb'as 'l'alpres tales que annle1/ d l/ume1'oao/', sin anula?' 
el denominador. 

Para :r = !5 el numerador vaJe (+ J 2) Y el denominador 
se anula; por tanto, la fracción carcce ele valOr lI11/nhico. 
(A~ N: 257, 2.'), Podemo~ (lecir, pues: 
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Una fracción algeb'/'aica. carece de L'alo?' numérico para los 
('alores de las letras que anulan el denominador. 

101. De acuerdo con el (N: 18), dos fracciolles al~e, 
braieas son eq1tivalentes cuanuo adquieren lo~ mismo:,; valoTcs 
l1uméricos para iguales valores de las letras, 

Así, 'pOr ej,. SOn fracciones equirahlDter:; 1m; "il'uieu1.es: 

.IP + 1 

.l' +2 
",3 +.X 
.r2 +2.x 

romo ejenicio, verifique el e::;tndiante la eqnil'aleucia de estas 
fracciones. 

Simplificación de fracciones 

102, DEFINICIÓN. - Simplifica'l' 1/lIa fracción algeb1"aica 
es oUte'rler otl'a equivalcnte que tenga. sus té'I'minos de n¡,e· 
nOr grado. 

(Jomo una J'ra(!ciún algebraica se tral1!;fol'lua en una trae· 
ci6n aritmética para cada \'alor numérico atribuído a Sll!-! 

letras, gozará, en c011secneneiu, de laH misma!; propiedades 
dt' las frac:ciones numérica!; c!>tuuiada!; en los cursos ante· 
riOl'es. Para :,;u ¡.;im,pli fic.a(' ión "1oclemos emplear, pues, la 
~igniente 

REGLA. -- Para, SIMPLIFICAR fra,cciones algebraicas se 
dividen SUs dos términos por un divisor común. 

La fruC'C'ión así obtellida ¡.;¡·tá equivalente a la. primera, 
siempl'P que no KC diviüa pOl' rero, o por una t'xpl'Psión 
algebl'ujca que tOúle el valoe cero para algún "'Jlo1' parti. 
rular de sus letras, 

103. Como para las fracciones al·ltméticas, cOl1viepc "Ul­

plear como divisor de los dos términos üe la fracci6n, . u 
má.rimo común divisor, reduciendo así la fracción a su más 
simple e,r.p1'esión, es decir, obteniendo una fraeción ilTedllcible, 

i! 
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EJEMPLO 1: 

lEn la .frac-óón ---~- , el máximo cumún divisor de los 

dos tél'.llllllOS es 3 a3 b2 o d; por consig'l1iellle, tendremos: 

--------~-=---

EJEMPLO II: 

1~1I ].a. rraceión podemo:l sacar la letra a como 

factor wmún cn el lJu11lerador, ouleuieudo a (x + 1), El deno­
minador ~s e,! clci:>a1.'l'ollo dc (;; + 1)2; ¡por taulo, di",idieucl0 los 
dos térmillos (le la fracción por el divisor común (x + 1), Lendremos: 

a 

X2 + 2 IX + 1 (x + 1)2 x + 1 

Como el di:vi!>or empleado (.v + 1) se anula para x = -1, 
para este último valor la igualda(l anterior no es válida. 

x3 +a3 

EJEMPLO IlI: Simplmcar ---

lill numeradur es divisible por x + (, (N.O 96) outelJümdo como 
C()ticllte x·2 - a IX + (,2 ; el dellQlmilJador es la difel'eucia do 
cuadrados (N." 92), Tendremos, pues: 

-----------------
(x+a)(x-a) x-a 

1.04. Reducción a común denominador, - DEFINICIÓN. 

Reducit' Vaq'1'aS /mcciones a común denomútadOlt" ,es obtel1.er' 
otras, r'espectiumnenie equivalentes (1, eUas, y q1¿e tengan el 
rnismo de!wmi?lac7m', 
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Con un criterio como el empleado al principio del (N." 102) 
respecto de la analogía entre las fracciones algebraicas y las 
aritméticas, tendremos, pues, la siguiente 

REGLA. - - Para reducir fracciones algebraicas a COMúN 
DENOMINADOR se multiplican los dos términos de cada 
una por los denominadores de las demás, 

EJEMPLO. - Rean las fra,Nliolles 

2 5 

.1: 

Aplicando ,In. l'cg'la nnterior a cada nna de ellns, tenemos: 

2 2(::t, + 2)x 2X2 +4x 
---= 
a;-R (.'1:-3) (x + 2) .1: rJfl-x2 -6x' 

5 5(x~3)x 5:1...2 -15:1: 
---= 
.,: +2 (.c + 2) (.L'- :l) .¡; a':! - x~ - 6.e 

-----~---------

:1: ::1'(.7' - 3)(x + 2) 

105. Cuando Jm; denominadores tienen faetores comune~, 
conviene reducir las fl'aceiones al mí.n'irno · a:enol'núwclm' co­
mún. Para -ello se emplel:lrá un procedimiento análogo al de 
Aritmética para las Ú'ac<.:iol1es ol'dinarias (A] N." 203), con­
siderando cada letr.a r01110 un fa,etol' primo. Riga el eshl­
diallte las operacione~ del ejemplo siguiente. 

EJEMPLO. - Sean las f'Tac<liones ulgebrairas 

3a. e 1 

4 b'¡ 

E I mínimo común múltiplo de los denominadores es: 12 (j4 bt , 
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Los eocil'l1tes de rlivic1ir e~te 1\1. C. 11. pUl' eada lle¡;OUlinadol' 
son, l"espect~vailllentc: 

(1~a+úl):(4b4)=3(l4; (1211'ú4) : (lio"b3)=2a~b 

(12 a' U'I): (6 a') = 2 b' 

En COD~e('L1en('j a, las f l'arciones reducidas a su mínimo comÍ1n 
rlencrm inac1ol', son : 

3 (/ .:3 a4 9 a fi c .2 (12 b 2 (/2 b e 
_._-----

-!b ' .. '3a 1 12a' 1)4 () (1" b3 • 2 a2 b 13 (/" b' 

1.2/); ,2 /r' 
=---

Ü 0'.:3 b 4 12 a' /), 

Las cuatro operaciones fundamentales 
con fracciones algebr,aicas 

106. Como vimos en Jos párl'a fos Cj ne pl'eCedell, podemm; 
opera r POl1 las fnlCc iollCf{ algebl'aieas lo mismo que con las 
aritméticas, tl'atadas l'll los CU1'SOS anteriore!';. 

107. Adición. - La identi,]ac1 que (,xp i'esa la propiedad 
distrihullva (Ir la diyisión (A~ N:' 262), o sea 

(a + b + e) . ¡¡¡ = a: ¡¡¡ + b: m + (': In 

[luede eEcrihil'sr así: 
({ b c 

+ + 
m 111 m 

la l/Uf' 11 0>; origina la sigu ient e 

HLGLA . - La SUMA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS 
que tengan igual denominadcr es otra. fracción que tiene el 
mismo denomlnador y cuyo numerador -es la suma. de los 
numeradores. 

La 81111/(/ de f racciones ele distinto denominado?') se efectúa 
Heluciéndolas ]J1'fL'iamellte {/ comÍln denominador. 
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EJEMPLO I. - Aplicando la regla del (N.o 104), luego la an­
terior, y simplificando, tenemos: 

,)(/ 2{t :'Sa.3.!' 2a.2 3.6.r2 

- + - + .'i=-- + -- + --= 
2 ~. 3 ;'1:'2 1{} X2 6 .¡-2 6 X2 

15 a x + 4 a + 30 X2 

- ---------------

E.TEMPLO JI : 

2 3 2 (1+z:) +3 (l -x) 5--x 
---+--= - -----.----
1 -'J~ l+:r (l -x) (l +x) 

108. Sustrl:\.cción. ~ Como para la sustr accjón de núme­
ros rela t1'\ os, aplicar~mos la siguiente 

REGLA. - La DIFERENOIA DE DOS FRAOOIONES 
ALGEBRAICAS se obtiene sumando a la fracción minuendo 
la opuesta de la fracción sustraendo. 

Si se quiere, puede emplearse la regla de la suma (N: 107), 
en la que se reemplazará la palabra suma por 1'esta. 

E J EMPLO: 

x+y x-y (x+ y)x-(x- y)y 
- - ---------- - ----~--=--

y yx y 3: yx 

109, Multiplicación. - REGLA. - El PRODUOTO DE 
FRAOOIONES ALGEBRAICAS es la fracción que tiene por 
numerador el producto de los numeradores, y por denomi­
nador el producto de los denominadores. 

EJEMPLO l: 

a x+1 (/(:c+1) a 
--- X ---=----------
.c~-l 2 2 (.c2-1) 2(x+1) (0('-1) 2 (:c-1) 

EJEMPLO ll: 

(/2+2 (/+1 6 Ct2 a-1 (a+1)26a 2 (a-1) a(a2-1) 
---- X X ---=------

3 a 2(a+1) b 3 a 2(a+l )b b 
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no. División, - REGLA. - El COCIENTE DE DOS 
RACCIONES ALGEBRAICAS es igual al producto de la 

1 acción dividendo por la fracción inversa, (o recíproca) del 
[ivisor. . 

EJEMPLO 1: 
a:2 4x X2 x-5 

--: -- = ---'- X ~ = ---- ----
2 ;1.'-3 x-ó 2 x-3 4o.c 

E,JEJlPLO II: 

a a2+a b (t 'b 2 

--- '-- X --+-~-
2 b b2 2 b rt~+a b 

a b2 b 

2 b (a2+a b) 2{a+b) 
'.¡ 

111. Operaciones combinad!liS. - Las cuatro operacione~ 
llamadas raeionales, o sea, Ja adición, sustracción, multi­
plicación y di visión de fracciones,clan como resultado una 
fracción algebraica; por tanto, cua1quier combinación ele 
estas cuatro operaciones da l'á también como resultado una 
sola fracción algebrai<>a. 

EJEMPLO 1: 

r b 1 b a - u u ( a-b ) b 

II - ~ b-a = -a-' u-a = a(b-a) 

EJEMPLO JI: 

u 

a, 

[

a b 1 a2
+b

2 [a~-ab b
2
-a.!) 1 a b 

-(Clr-b)--(b-a) :--= ----- x--= 
u a a b b a a2+b2 

!I~--a2 b+a, b2-b~ a b c~4-b'" :L 
----~-x-· -=--x--= 

a b 0,2+/)2 (~+b a2+1P 

(ct2+b2 )(a2 -b2 ) (t2-b 2 (ct+b) (a-b) 
-----~=--= =a~'b' 



OAPITULO IV 

ECUACIONES DE PRIMER GRADO 
CON UNA INCOGNIT'A 

Preliminares 

112. Identidades. - En el (N: 55) viruo que, la igual­
dad de dos exprefiiones equivalentes. e llama idenlicZacl. 

Por ejt>mplo, lo.es la siguiente, ya estudiada en el (N: 58) : 

(a + b) ~ = a2 + 2 a b + b2 

De U lla identidad pueden deducirse otras, aplicando las 
propiedades d~ las igualdades (Al N: 8) . Por ejemplo, po­
demofi fiumar a ambofi miembros Ull mismo número, o multi­
plicarlos por un mismo número, etc. Así, podemos sumar 
- lJ2 a lOfi J.os miembros de la identidad anterior, obteniendo 

(a. + lJ) 2 - b2 = aP + 2 a b 

y luego sacar en el segundo miembro el factor común a: 

(a + b)2 - b2 = a(a + 2 b) [11 

Decimo. que la [J] e. también una id ntidad. 

113. Si damos valores numéricos arhitrado. a las letras 
de una identidad, llegamos a ohtener dos valores numéricos 
iguales para ambos miembros, salvo, como es natural, para. 
aquellos valores excepcionales de las letras que den ope­
raciones irrealizables con esos números. 

114. Ecuaciones. - Ai escribimos 

a=2 

¡. será esta expresión una identidad ~ 
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Ciertamente que no, lme:;to que si dama a la letra a 1111 

"alar numérico distinto de 2, no obtenemos valores iguales, 
o, en otros térll1ino&, la igualdad ya no resulta .. atisiecha: 
es absurda. 

Para que. la igualdad se satisfaga, Ia letra a admite sola· 
mente ,el 'l.·aZor 2. 

Podemos decir qlle la igualdad (/ = 3 se estableció con el 
objeto ele indicar q-ue la. letra (a) puede admitir solamente 
el ualo1' 2. 

Veamos otro ejemplo; !:iea 

(¿~ = 9 

Aquí también, la 1et ra (h solaU1ente admite dos valores' 
+ 3 Y - 3; la igualdad es absnrda para otros valores 
de a; por consiguiente, no es una identidad. 

Vemos, pues, que se destacan clarament.e dos tipos de ignal­
dades: la:; primera:;, que llamamos identidades, y estas últi­
mas, que no lo son, porque no se satisfacen para valores 
arbitrarios de las letras, sino para un nÚl11:ero limitado de 
"alares (ww en el primer ejemplo, y elos en el segundo). 

Las igualdades de condición como estas últimas se llaman 
eClIacio'lles. Podemos, en consecuencia, dar la siguiente 

DEFINICIÓN. - Se llama ECUACIóN la igualdad estable­
cida a los efectos de determinar los valores que deben atri­
buirse a cierta. letra (o más letras), a fin de que aquélla 
resulte satisfecha, o, en otros términos, a los efectos de 
buscar los valores para los cuales la igualdad se transforme 
en una identidad. 

115. Si nos proponen el siguiente problema: ¿ cuál es el 
número cuyo triplo, dismÍlluído en 8 unidades resulta igual 
a afluel número ~ 

Indicando con ..c el número pedido, su triplo es 3 x, y 
dismilluído 'en 8 unidades Cfi (3.c -- 8). Según la condicÍóll 
impuesta, esta. diferencia tiene que ser igual al número pe­
dido ..c; por tanto, podemos estahlecer la siguiente igualdad: 

3x-8=x 
Podemos comprobar que esta igualdad solamente se satis-
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face si damos a x el valor 4, mientras que, para otros 
I'alore!'l resulta ab~urda. Este valor (que, como veremos más 
adelante, el'; úniro), e~ la s()lución de la cC1/ación anterior, y 
e>l tamlliéll la solución del problema. 

116. Si una ecuación contiene \'ariaS' letras, puede suce­
der >que alguna de ellas tenga valores prefijados. 

Así, supongamos que nos piden: calcular la altura de un 
rectángulo del cual se conocen el área y la hase. Si indica­
mos con 8 el área, b la base, y con .c la altura descono­
cida-, como el área de un rectángulo (Az )LO 56) es b X x, 
tendremos: 

S=bXx 

En esta ecuación las letras S y b representan cantidades 
conocidas, mientras que xes una cantidaddescOl1ocida. 

Las letras que representan canfidades desconocidas se llaman 
incógnitas. 

Generalmente, se representan la,; incógnitas mediante las 
últimas letras del alfabeto : x, -y, IZ ••• 

Lo!'l términos que no contienen ineógnitas se llaman tér­
mil/OS cOlloddos o independientes de la incógnita. 

117. Resolver 1lna ecuación, quiere decir operar con ve­
ni,cnteme?lte con ella hasta halla?' cuáles son los 'ealores qW3 
debemos atrib1lir a la incógllita (o a las incógnitas) pa'l'a. que 
la eCliaci6n se transforme en 1lna identidad. 

ES'tos valores se llaman solucioné s de la ecuación, y se 
dice qne la satisfacen o la ver'ificarL. 

Cuando la ecuación contiene una sola incógnita, las so­
luciones se llaman, también, raíces de la ecuación. 

EJEJIP LO r. - En la oollacióll a- 3 = 2, la incógnita es ,." 
puesto <l11e figura en ella una sola letra· La solución o raíz de la 
ecuación es e\'ideutemente a = 5. puesto ·que este valor la satis­
face: :j - 3 = 2 (identidad). TIernos tra>tado Ulla ecuación '"011 

una incógnita. 

EJEMPLO n. - La ecuación x 2+3:¡; = 4. tiene las dos raíces: 
x = 1, .x: - - 4; se demostrará en el próximo curso, que sola­
mente admite dos Taíces. 
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EJEMPLO II!. - La ecuación con dos incógntitas x) y, 

y=x-3 
admite infinitas soluciones: 

x=l y=-2 puesto que - 2 = 1- 3 
x=-l y=-4 " 
x=lh ' y=_5/2 " 

" 
" 

- 4 =-1-3 
_6/2=1/2 -3 

118. Clasificación de eouaciones. - Una ecuación se 
llama irracional, 1'a-eio-nal, entenb o f1'aceionaria, según que 
sus dos mi'embros sean, respectivamente, expresiones irracio­
na1es, racionales, enteras o fraccibnar ias, respeJ.Cto de la in­
cógnita (o de las incóg1titl!'~) (N,:.'" 16 Y 19). 

Así, por ej., de las ('{luaciones 

2/x - 3/y = 1 

la primera es ir1'acional; la s~gUDda es racional y ente-ra, .porque lti 
inc6gniLa no fig-um bajo signo radical ni 'como divisor j b tercera 
es !m,('cionaria, porque la incógnita (o iu~ógnitas) figman como 
cli visores. 

E¡ q U , ~ val e n e i ia 

119. Sean las dos ecuaciones 

x+1=3 , ,1::+5=7 

Vemos fácilmente rlll.e ambas tirnen como solución el nú-
mero 2. ~ .. 1 

Est.e númel'l) l'esulta, pues, 'incll:¡erente'l'llcnte clefenninado, 
ya sea por la primera o segunda ecuación. Por ese motivo, 
decimos que las ecuaciones se equivalen, o que son e,q1IÚ'G-
1 entes. En general, damos la siglliellt.e 

DEl~INICIÓN . . - Dos ecuaciones se llaman EQUIVALEN. 
TEiS cuando t íenen las mismas soluciones. 

Para afirmar que dos ecuaciones oon equivalentes, no basta 
que todas las soluciones de una lo sean de la otra; es 11e­
cesario tamhién que lodas las soluciones de la seglU1da lo 
tiean ele la primera. 
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Por ejemplo, son 'equivalent.es las ecua:ciones 

x-3=0 y 5(x - "3) = O 

porque ambas admiten la solución x = 3, Y no pueden ad­
mitir otra. Eu efecto, el producto 5(x - 3) será nulo única­
mente cuando (x - 3) también lo sea, es decir, ,cuando x = 3. 

En cambio, no son equivalentes las ecuaciones 

,1; --3=0 y xCv - 3) = O 

porclue, si bi:en admiten la solución x = 3, en <:amhio la 
segunda ecuación admite también]a olución x = O, que 
no lo es de la primera. 

Principios generales en que se basa 
la resolución de ecuaciones 

120. Tr ansformación de ecuaciones. - Para resolver 
una ecuación, la- transformamos en otra equivalente más fácil 
para resolver, psta en otra, y así sucesivamente, hasta llegar 
a una ecuación completamente resuelta, es decir, elel tipo 
J' = a, ruya raíz es, evidentemente, el número a. 

Estas transformaciones se justifican por los dos teoremas 
que veremos a continuación. 

121. TEOR.E:JlLI l . - Si a los dos miembros de una ecua­
ción se le.. SUMA una misma expresión que tenga valor 
determina.do, se obt iene una ecuación equivalente. 

Sea, por ejetn plo, 1aecnación: 

5x - 2 = x + 10 [1] 

y (2 x - 1) una expresión fjUe sumaremos a ambos mIem­
bro!>; obtenemos: 

5 x - 2 + (2 x - 1) = x + 10 + (2 x -- 1) [2] 

Se trata de probar que las ecuaciones [1] y [2] Son equi­
valentes. 

1.0 Toda 1°aJz de la r1] es raíz ele la [2]. ~ Fácilmente 
puede verse que el n(uuero 3 . raí:z (l~ la [lL porque pan;~ 
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;, = 3 ambos miembros toman el valor numérico 13; pero 
para x = 3, la expresión (2 x -1) que sumamos toma el 
valor numérico 5, de modo que ambos miembros de la (2) 
tomarán el valor numérico 13 + 5 = 18. Por consiguiente, 
el número 3 es también raíz de la. [2]. 

2. o Toda míz die h¿ 121 e'S raíz ae la [1]. - El número 
3 es raíz ele la [2J porque para x = 3 sus dos miembros 
toman el valor 18 ; pero para ;7; = 3, la expresión (2 x -1) 
toma el valor numérico 5, que restado a a,mbos miembros 
de la [2J dan por resultado 18 - 5 = 13, lo que nos prue-
ba clue 3 es también raíz de la [lJ . . 

NOTAS. - 1." Es evidente que el razonamiento empleado 
es general, y .:;e aplica a ecuaciones con un nÍlmero cualquiera 
de incógnitas. 

2: Oomo caso particular el') natural que, la expresión que 
sumamos a ambos miembros de la ecuaciótn puede ser una 
cantidad independiente de la incógnita. 

3." En lugar de sumar, podemos t'egi"ar a ambos miemlJl'os 
de una ecuación una nnsma expresión algeuraica clue también 
resulta una ecuación equivalente, pues sabemos que restar 
equiva,le a sumar la expl'esión opuesta. 

EJEMPLO. - Dada la ecuación: ,l' - 5 = 4, son egui1!a-
7entes a ella, las siguientes: 

J' - :) + 3.'t = 4 + 31: 

porque '(Jada UlIa admite la solución única .c = 9. La pr.iUlera de 
estas dos últimas se obtm'o sllIDando el número 2 a los dos miem­
bros de la ee,uacióll dada; la última, sumándole 3 x , 

122, Oomo consecuenoia de la Nota 3." que antecede, te­
nemos: 

Se puede SUPRIMIR UN TÉRMINO COMÚN a los dos 
miembros de una,. ecuación, 
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EJEllIPLO. - En la ecua.tiól1 .(: - .l'~ + 9 = 3 - ..(;2 

8e pu€de suprimir el téruúno lQImúl1 - .l'~. En efecto, el! vu'tu I 
rlel teorema que anteet'uc, sumando + ,l'~ a los dos miemhros de 
la ecuación, obtenemos: 

.7' ~ .r" + 9 + .1'" = :1 - . .c:~ + J ' " 

y rec1ucieudo los tprtllil1O~ scmejantes en cada miembru, resulta: 

,.1'--9=;3 

123. Trasposición de t.érminos. - El teOl'ema anteriOl' 
no permitirá [Jastlr '/u¿ térmillo de un miembro a. otro de uno 
ocuación, operación que se llama trasposición d¡l térlllinos. 

Sea, pOLO ejemplo, la pl'imel'a ecuación del (N." 121): 

ij.c - 2 = ,1' + 10 

Si sumamos a 10H dos 111 iembros la exprt>sión (- ,J;), obte­
nemm, la ecuación equivalente 

5 ,¡; - 2 - J' = .c + 10 - x 

Pero en el segundo miembro, los 1él'minos .C j' -.1; .,(. 

pueden elimillar, es cleciJ', qne ~e c7e¡¡{1'uYCII, por s '1' términos 
opuestos; la ecu3eióll queda reducida, pues, a esta otra: 

5:x: - 2 - x = 10 

Yemos que el término .( qne se encontraha en el i'iegllndo 
miembro de la ecuaci(¡n inicial paf;ó al primer miembro, pero 
con signo l'Oll11'a1'io; podcmof; enunciar, pues, la siguiente 

REGLA, - Par<l; PASAR UN TÉRMINO de un miembro a 
otro de una ecuación, se cambia el signo de ese término, 

/;',JEJIl'LO. - 8ea la CClUl('iúll: .1' - ;¡ .11 - :J = :2 .l' - ;l.ll + 4 . 
Pasaremo'5 al primer miembl'o los Lél'miLlos que contienen la,' U1CÓg­
nitas, y al seguudo los términos in/depeuclielltes. Aplicando la regla 
anterior, tenemos: .J; - .) y - 2,v + 3 Y = 4 + ;; , 

124. Como conseQ1l'eru;ia del párrafo anterior, tenemos: 

Puede reducirse a cero el :)egnnclo miembro (~e 1(11a ec((((c¿¿'I~. 
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EJEMPLO. - Dada la ecuación: 

x~ + 4 x + 5 = 7 x - 8 - J;2 

trasponiendo lodos los términos al primer miembro, t"JlC"lllOti: 

,¡;2 + 4 x + 5 -- 7 x + 8 + X2 = O 

)T, reduciendo términos semejantes, retmUa: 

2 a;2 - 3.'1: + 13 = O 

EHta tmnsfol'maeión se llama reducción de una ecua.ciÓn 
a cero CI!), y se indic.a, simbólicamente, así: 

..d(x) = O 

1.25. T:gOR!!J)fA TI. - Si ambos miembros de una ecuacióu 
se MULTIPLICAN por un factor independiente de la incóg­
nita, y distinto de cero, se obtiene una ecuación equivalente. 

En la demostración del Teorema 1 cmpleamoi:l una eCllH­
ció n particular; -en éste variaremos -el método por razones 
didácticas, empleando una ecuación general. 

Sea la ecuación : 
A(x) = B(x) [1] 

en la que A(x) y B(x) representan, simbólicamente, las 
expresiones algebraicas de cada miembro de la ecuación dada. 

El valor numérico que toma la. expr€sión A ex) para x = a 
se representa así: ...4. (a) , y, análogamente, el que toma B(x) 
es B(a). 

Sea. K uu número cualqui€ra clistinto de cero. Si multi­
plicamoH los dos miembros de la [1] por Ji tendremos: 

lA (o;) ] .lí. = [B (x)] .lí. [2] 

Pro.baremos que las ecuaciones [1] Y [2] SOl1 equivalentes, 

1.0 Tnda 1'aíz (le ~a [1] es 1'n'Íz de la [2].- En efecio, 
_, 

(*) El matemático inglés TOitlIA.8 HARRIOT (1568·1621) fué el primero 
qU& di6 a las ecuaciones enteras 1" forma A (x) = O. Entre las consecuencias 
de esta transfo:mnación merece citarse, la do .escribir una ecuación entera en la 
forma A(x) = (x - a) (x - b) (x - c) . " = O, que sugirió al matemático 
tl'ancés d'Alembert (1717·1783) el teorema {[ue lleva ,')11 IlQmbl''', se¡ph, el cunl 
t9da ecua~i6n de §Tado !l! I tiene m ~aiCel¡, 
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si x = a es una. raíz de la [1], sustituyendo en ella x por (J 

tenemos la identidad: 
A(a) =B(a) [31 

Multiplirando los dos miembros de esta última por K ten­
dremos otra identidad 

[A'Ca)] . K = LB Ca)].Ji [4] 

la ([\le nOR prneha que el número a es ra5z de la [2]. 

2: To(Ia raíz (le la [2] es 1:aíz de la [1]. - Si x=a. es 
raíz de la r2], sustituyendo en ellat ,:t: por a tenemos la iden­
tidad [4 J, y dividiendo am hos miembros por el número J(, 
distinto de cero, rrsnlta la [8], lo que nos prueba qne a t'R 
l'aíz de la [1]. 

J;a, do,~ ecuaciones S011, pues, equivalentes. 

N01'A. - En lugar ele mnl tipllcar podemos dividir ambos 
miembrOfl ele una ecuación por un 11úmero diferente de cero, 
que también resulta Ulla. eClluci(ín equivalente, pues sabemos 
que dividir por un número T( equivale a multiplicar por l/K. 

71J,JEJlIPIJ) , - Las ecuaciones: 

4x + 3=:1'; 8x + G=2x 

::;on eqlli'VCl /('nie", porque calda, una JI' ellas admile la solución única 
j' = - 1 ; la segunda N·\la.f'ión e obtuvo multiplicando por el 
número 2 los dos miembl'OS de la pl'i,nlera; inversamente, la primera 
puede obLenerse de la seg-l1\1dn, dividiendo ~\I~ miembros pOl' 2, es 
decir, multiplicánclolos pOt' Y:l. 

126. Trasposición de factores o, divisores. - El teorema 
anterior nos permitirú paila?' /In factor o 1m divisor de un 
miembro a ot.ro de una ecuaciá11. 

Rea, pOI' ejemplo, la ecuación 

6x-8=5 

Como el primer miemhro ti('ue el factor 2, podemos pa­
sarlo al seglmdo miembro dividiendo por él ambos miembros 
d'e la ecuación, obt.eniendo la ecuaciÓlll equivalente: 

3 x - 4 = 5/2 
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Si trasponemos el término - -l: al segundo miembro, ten­
dremos: 

3X=5/2+-:I:, osea, 3x = 1"/2, de donde, X=lS/O 

Es evidente cine esta última ecuación sólo se satisface para 
el valor H/ a; 1)or tant.o, ésta es la. única raíz de la ecua-
ción dada. 

Trat'emOR un ejemplo dÉ' trasposición de un divisor. Sea 
la ecnación 

x . 1 
~=-+3 
4 2 

Pasamos el divisor 4 uel primero al <;egundo miembro, 
multiplicando Ilor 4 ambo:> mirll1bTO~, 10 que nos da: 

.T =! + ]2, de donde, x=14 

EAte número 14 es la única raíz de la ecuación propue'lta. 

En estos dos ejemplos hemos r-esuelto las dos ecuaciones 
dadas, y podemos decir, que este es el camino que debemos 
seguir para resolver un¡¡ eCUnCIOJJ , camino ljue detallaremos 
más adelante (N.O' 133 Y siguientes) . 

127. Eliminación de denominadores. - Sea, por ejem­
plo, la ecuación: 

5 ,.¡; 3 

2 2 

.1' 1 
+-

2 2 

cuyos términos tienen toclos el mismo denominador. 
Si multiplicamos ambo!> miembros de la ecuación por el. 

denomina.dol' común 2 (lo que es lícito en virhld del Teo­
remaII ), y luego simplificamos, obtenemos la ecuación ,equi-

"alente 
5 .r - 3 == J' + 1 

que es de forma. ente1'aj la operación realizada se llama eU­

ffl ,inación ele denominadores. 
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Tratemos otra ecuación con términos de dl:ferentes deno­
minadores; por ejemplo: 

x 1 2x 
---=-+1 

4 2 3 
Reduzcamos la,':! expresiones enteras y fraccionarias a co­

mún denominador; para ello nos conviene emplea.r el rmmmo 
común múltiplo de los clenominadol'f'''l, que en este caso es 
12, Y obtenemos: 

3 ,C 6 12 

12 12 12 12 

Procediendo como en el ejemplo anterior, eliminamos los 
denominarlores, y obtenemos la ecuaci6n equivalente: 

3 x - . 6=8x - 1.2 

En la práctiea, no es necesario escribir el común denomi·, 
nador, porque basta multiplicar c1esde un principio los dos 
miembros de la ecuación dMa por el mínimo común múltiple. 
de los denominadores y simplificar, para, lograr eliminar los 
denominadores. 

El procedimiento indicado justifica, pues, la siguiente 

REGLA. - Para ELIMINAR LOS DENOMINADORES DE 
UNA ECUACIóN se multiplica el numerador de cada frac­
ción por el cociente entre el mínimo común múltiplo de lO!3 
denc:munadores y el denominador correspondiente (que se 
suprime); cualquier otro término Se multiplica por dicho 
mínimo común múltiplo. 

a ce 
EJEMPLO. - Sea la ecuación - - -===----, 

a b b a 
El M. C. M. de los denominadores es a b; dividiéndolo pOl' 

el denominador de la ¡primera frac.ción, obtenemos el cociente 
(a b) : a = b, Y multiplicando luego el numerador por dicho co 
ciente, obtenemos a x . Prosiguiendo análogamente 'con las res­
tantes fraccioues, logramos la ecuación equi,alente: 

b x - a2 = ax - b2 

sin denominadores. 
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128. Como corolarios del 'l'eol'ema n, tenemos: 

lo" Se lJlwle s/~prillti1' 1/11 factol" constante común eL todos 
los términos de 11nu e.ctt<.lCiÓ11. 

En efecto, esa supresión ec[uivale a dividit· todos los tér­
minos de la ecnaeióll por UlI mismo número independiente 
de la incógnita, 

FJJFJJJIPLO J, .- En la c«mwión: 8 l' + 4 = ]3,1: - lG podp­
mos suprintil' 1'1 f'l].¡·Lor COlnÚtt 4, ohll'ni('IHlo la (ll'uuc'¡ón prtni-
\alent!' : :J .1' + 1 = :3 ." - 4. 

EJ7iJJJIPLO n. - En la eenadón: (t .rZ - (/2 ,1' = O podemo~ 
suprimir (,1 fador c·omílll (/, JlPI'O no t>" líci/o 811Jlril1lir ('l [rte/o/' 
(·omlÍn {/'. 

2." SI' 1J1/cdc c{(¡¡¡IJia/' de si[Jl1o 1/, (oflog log f{>/')nino,~ de 
11 //((, eCllaci<5l1. 

En efecto, esto equivalr a ll1nltipli('ar ° a dividir todos 
los t~rl11inos por -]. 

129. Nota al Teorema II. - ,~i . e multiplican ambos 
miembl"Os de 11 na, C(,11O('ióII pOI' 1/11 j'acto1' dependiente de la 
incógnita, l)l/l:'clen introdllcirse n/lc/'as 1'((íc(',~ (los valores que 
anulan dicho J'actOt'), o supl'imil",\p atUunaR /'/líccs (los valorE'>j 
que anulan al denominador dpl faclOl', !'ji ('Ste tiene forma 
t'racciollaria) . 

Sea, pOI' ejemplo, la pcnación 

re -3 =2J' - 8 
quP tiene la raíz 5, Si 1l1ulti1'1 icalllOf; amboR mirmhros por 
el fado!' (.l' - 2), 1endl't'1l10H la Ilucva ecnaeión 

(a' -- 3) (,c - 2) = (2:r - 8) (x - 2) 
que admite la raíz de la pl'llllrra, pero 110 ]1' e!'l equivalente, 

En ef('do, J'ácill11entr puede yeririrarRe que esta última 
eCllación admite la raíz .l' = 5 de la primeJ'a, pero admit~, 
además, la raíz ~r = 2, qne no 10 e ele la primera; vemOR 
([He E'sta operación ha inüoclllcic1o una nneva raíz (la que 
l'E'sulta d n re;;;oln'l' la ('('uación x-2=O), 

Otro ejemplo: 1..'1. ecuación (x - 3) (x - 5) = O Liene las r3ítcs 
x = 3 Y oC = 5, lo que rcsulla fácil comprobar, Pero si IDl1lti-
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1 
plicamos ambos miC'lllbl'os por el Lactol' fraccionario , 1'e-

x-3 

¡mUa la lllle\'a' ecuación: .1.1- iJ = O, cuya úllica raíz es x = 5 ; 
yernos que ha desaparecido la raíz x = 3 (o sea el valor de x 
que a.nula el denominador x - 3). 

Si el factor por el cual se multipliea es una expresión alge­
braica que no puede anularse, es natural ,que no se intro­
ducen raíces al multiplicar los dos miembros de la ecUaCiÓJl 
por él. Por ejemplo, si los factores son: 

130. Como con ecuencia de la Nota anterior, tenemos: 
Ouando se e7eva a·l cuocl'rado 70S dos I/líembros de. ~(.1U¡' ocuq·­

ción, se obt/:6¡lle tina ewaGÍón que admito todas las soluciones 
de la. ecuación dada) pero q1lC) en general) no le es equivalente. 

EJEMPLO. - ,sea la ecuación: 3-x=\/x-3 

Eleyanc10 al cuadrado los dos miembros, tenemos: 

(3 - x).!! = X - 3, de donde, (3 - .1')2 + (3 - x) = O 

Y sacando el factor común (3 - x), resulta: 

(3-x)(3-x+1) ={j 

r([ue admite,evidentemente, las dos l'a.íccs x = 3 Y x = 4. La 
primera verirfiea la ecuación primiti'Va, pero la segunda no. 

131. Para resolnl' una ecuación fraccionaria, es necesa­
rio transformarla previamente en entera. Esto se logra 
multiplicando ambos miembros de la ecuación por el pro­
ducto de los denominadores, o mejor aún, como lo indica­
mos en el (N.O 127), empleando el mínimo' común múltiplo 
de los denominadores. 

La multiplicación indicada puede introducir raíces extra­
ñas (N.O 129); por tanto, es necesario tomar la precaución 
de ensayar todas las raíces de la nueva ecuación, sustitu­
yéndolas en la ecuación dada y descartando las que no la 
&atisfacell. Trataremos algunos ejemplos de ecuaciones frac­
cionarias eu los próximo;; pál'1'afos. 
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Resolución de ecuaciones de primer grado 
con una incógnita 

132, Grado de una ecuación entera, - Hi en una ('('ua· 
ción eliminamoi'i 10H d¡>nomüLadorei'i (pl'o('('diendo ('01110 In 
indica1110s ('11 pI párt'afo N," 121), efe'tualnos operacion('~ 

indicada:> ,v tra,.,ponelllOi-; tollos loi'i térLllÍnos al primer miem· 
131'0, redul'iUlO~ la ('('uaciún a cero ( ," 124), eH deeir que la 
1I('\'amo;, a la [01'111a ..1 -= O ; Hl luego reducimos los término;; 
fiemejantl' ,' , ['('Hulta petra la CXpl'C;;iÓll A un polinomio eutero, 
('l/yo grado ('UH res/Jedo a las i1lcógnitas es el grado de la 
ecuación. 

LOH términos que 110 l'ontleucn la illl'ógllita se llaman ¡fr· 
1lli/lOs i/ldfpcl/dicl/tcs o térlllinos de gl'ado ('e,.o, 

1'J.fHJI P LO 1, - La p('ua('ión ;1 ,1' + 2 = ,l'~ ~ 4 J ' eb de <;e· 
g'lllldo grado, pOI'que ll'asponielHlo todos su' Lérminos al primer 
miembro toma la forma .t'«Inil'alellle: -.r~ + 7 ,r + 2 = 10, 

E.JEJIPLO L/, - La ecuación :1(2 ,1;2 -1) =2(3 X 2 _ ,1' + 1) 
equi\'ale a ti .l'~ -;1 = (; ,1'2 - 2 .1' +:3. 

Red lll'iendo In e('luH:ióu a (,C1'O, y ~imJllificando, lellelllos: 

2,1'-,j=() 

Tanto esta {'('ua('ióLI millO la pl'imili,a, son (](' primer g'l'ado, 
aunque apan'lltemeut l' la l'CUaeiÓll dada pUl'ecÍa dI' ¡.;eg-undo grado, 

133, Regla para resolver una ecuación entera. - ('omo 
YÍmos, cua Iquicr ecuación rariollal entera pnede l'edueir.,e a 
la forma de UD polinomio igualado a ('ero; si la c('uación ('9 

fraccionaria, también sabemos hacer depender su resolul'Íón 
de la de un polinomio cntero (N." 131). En este Capítulo 
nos ocuparemos solamente de la l'e 'olnción dc las rcuacÍo· 
nes de primer grado con una incógnita, es decir, de las que 
pueden llevarse a la forma tipo: 

a.;I'+b=O 

en la que J' es la incógnita, a ~' b sou cantidades conocidas. 
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Si trasponemos los 1érminos conocidol:l al seglmdo miembro, 
la forma tipo anterior puede presentarse también así: 

Ax=B 

siendo A Y B cantidades conocida¡¡. 
Oonsicleraremos primeramente un ejemplo. Sea la ecuación: 

,1'-1 ,r +2 23 
-- + 3,1' == -- +--

4 8 4 

1." Rlimin8mos los denO'IJ1Jinndor,es: Para ello calc.ulamos 
el .:\I. O. 711. de Jos denominadores. que el> 8; aplicando luego 
]a regla del (N: 127), obtenemos la ecuación equivalente: 

(..c - 1) ,2 + (3.r). 8 == ..c + 2 + 23 X 2, 

en la que efechlando operaciones indicadas, nOI> da 

2x--2 +24x=:r + 2 -+ 41) 

2.° Pasemos ~os términos que contienen ..c al pr'imer ln,iMn­
bl'o, y los independientes al segundoj en virtud del (N,O 123) 
obtenemos la ecuación equivalente; 

2 x + 24 x - ;¡; = 2 + 46 + 2 

3." Recl1¿ccumos los tét'minos semejantes; 

25x = 50 

4.· Dil.'ida.mos los dos mie¡¡~br'Os pO?' el ooeficiente ele la, 
incógnita, que en este caso es 25, Y obtenemos la ecuación 
equivalente; 

50 
x = --, o sea, x = 2 

25 

La ecuaClOn dalla es eqlúvalente a esta última, que tiene 
evidentemente la única solución; 2, que lo es también de 
la primera, en virtud de los Teoremas 1 y Il aplicados en 
las trans Eormaciones. 

Si bien el estndiante ya se habrá dado cuenta de las diver­
sas operaciones y de ~u orden conveniente en la resolución 
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de una ecuación de primer grado con una incógnita, estima­
mos oportuno resumirlas en la siguiente 

REGLA. - Para RESOLVER UNA ECUACIóN ENTERA 
de primer grado con una incógnita : 

1.0 Se eliminan denominadores si los hay, y se efectúan 
las operaciones indicadas. 

2. o Se trasponen al primer miembro todos los términos 
que contienen la incógnita, y al segundo los términos inde­
pendientes. 

3: Se reducen los términos semejantes en ambos miem­
bros, sacando la incógnita como factor común. 

4: Se divide el segundo miembro por el coeficiente de 
la incógnita, siempre que este coeficiente no sea nulo ; el 
cociente obtenido es la única raíz de la ecuación. 

5: Conviene verificar la raíz hallada sustituyendo su . 
valor en los dos miembros de la ecuación dada, debiéndose 
obtener así una identidad. 

134. Ejemplos. - Como aplicaciones de la Regla elel 
(N: 13a), tenemQs: 

EJEMPLO l. - Reso!yaruos la ecua.ción fraooiollal'ia 

x-1 5 
---=-
x-2 8 

Eliminación ele denomillctdores : 
8(x-1) =5(.¡;-2) 

Realización de operacionl':; incUoadas: 
8 x-8 =5 .. 1.'-10 

1'msposición ele ténninos: 

8x-:.ix=-10 + 8 
Reduoción de té'rminos semejantes: 

3:r=-2 
Divi¡;¡:ón por el coeficiente de la incógn'ita: 

X=_2/s 
Por ,tratarse de LlIla ecuacióll fraccionaria, debe verifiea¡'se si estH 

YU.!Of 110 Il,llula, ¡tlgúP élenO'lDinadol' él la ~eoll!l.Ción da,da. Reempla" 
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zando X=- 2/3 en el denominador, nos da: _2/3 - 2 =- 8/a, 
valor que, pOI' ser diferente de cero, nos indica que puede admitirse 
la solueión - 213 . 

Verificación: Calculando el 'primer miembro, tenemos: 

5 
--<_~ __ = --1--- = -

8 

,'alor éste, idéntico all segundo miembro de la ecuación dada; por 
tanto, queda ~'eTifÍC-ada la l'aíz. 

liJ.JEJ1PLO ]J, - Res01vamos la ecuación 

(x-2)(8x-3)(x+4) =0 

Como el primer miembro es un produdo indicado y. el segundo 
~lüembro es nulo, todo valor de x que anule uno de los factores 
anulará el ,producto (Al N." 75). Por consiguiente, la e(mución Ila.la 
origina eHtas otras aqllÍvalentes: 

x-2=0, 8.1'-3=0, .1.:+4=0 
que refiueHas nos ,dan: 

x=2, ~l:=% , x=-4 
EJEMPLO I!l. - R.eflolvamns la eCllación 

(x-2) [;1 +_1_1 =0 
;1:-2 J 

Por el eriterio aplicado en el e.il'1llplo aJ1líl'rlor, la ecuación darla 
se desdobla en 

1 
:1+--='0 

x-2 ' 
La .primera de estas dos ecuaciones helle COIDO Ul1lca solucióh 

x = 2; pero este valor sustituido en la eeuacióll dada anula el 
uenominador que en ena figura, y, por tanto, la fracción carece 
de sentido para ese valor; el número 2 no es, pll!'R, raíz de la 
e('uación anda. 

1 
Resolvamos ahora la seglll1da eruación: 3 + --- ' O. 

x-2 
ElbminalUlos denominadores y eCectuamOfl operaciones indicada,,: 

3x-6 +1=0 
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Trasponemos tél'minos: 3 x = 6 - 1 . 
Reducimos términos semejantes: 3 x = 5 . 
Dividimos 'por el coeficiente de la incógnita, y obtenemos la única 

l'aíz: x=5/3. 
Este valor no 'anula. el denominador de la fraec.ión que figura en 

la ecnaeión '{laaa; por ,consi'gniente, es raíz ele la misIlla, 
Como ejeI1cicio, dejamos la verificaciól1 parH el estudiante, 

135, EcuMiones irracionales. -- La resolución de una 
ecuación irracional requiere la transformación previa en ente­
ra. Para ello, si la ecuación contiene un solo radical, se aísla 
éste en uno de los miembl'os, transponiendo los otros término:> 
al otro miembro, operación que se llama a.í,~la1' el radical. 
Luego se elevan los dos miembros a la potencia igual al índice 
del radical, con lo que se logra una ecuación que admite 
todas las soluciones de la ecuación propuesta, pero que, sin 
embargo, no le es equivalente (N: 130). 

En general, cua.ndo se resuelve una ecuación entera obte­
nida mediante elevaciones a potencias, es necesariov,erifica1' 
si las raíces obtenidas satisfacen la ecuaciÓn propuesta, y con­
servar solamente aquellas que la satisfacen. 

EJEJJIPLO 1. - Sea la ecuación: V x + 1 - 2 = O . 

Aislando el radical, tenemos: V x + 1 = 2 , 
Elevando al cuadrado los dos núembros, resulta: 

x + 1 = 4, de donde, x = 3 
Este último valor satisface la ecuación dada; es, ,pues, la única 

solución ,de dioha ecuación. 

'EJEMPLO n. - La ecuación tratada en el Ejemplo del (N.O 130) 
nos da dos soluciones para la ecuación transformada: x = 3 y. 
x = 4; pero sólo la -primera satisface la ecuación dada, que era: 

3-x= V'x-3 

136. Cuando la -ecuación contiene dos r'adicales ctwdrados, 
se aísla primeramente uno de ellos, y luego <;c elevan ambos 
miembros al cuadrado, obteniendo así una nueva ecuación 
con sólo un radical; se procede luego .con ésta como indica­
mosen el párrafo anterior, 
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EJEJ,!PLO. - Sea la ecua.ción: y..r; + 5 + y-;; =:5 . 
Aislando el primer radit'al, y luego elevando al cuadrado, tenemos: 

yX+5=5- y-::r :r+5=2Z>-lO Vx+x 
Reduciendo Lérmillos sl'JIllejantes y simplificando: y x = 2 . 
Elevando al Luadrado, tenemos: .1: = 4, solución esta que vel'i­

riea la eClla.ción dada. 

137. Discusión de la ecuaclon de primer grado. - De¡;­
pués de realizadas las tres primeras operaciones indicadas 
ell la Regla fIel (:N"." 133), toda ecuación de primer grado 
con una incógnita se lleva a la forma t ipo : 

Ax = B [11 
Si A es diferente de cero, podemo¡; dividir los dos miem­

bros por A, Y tenemos: 

x==- [2] 
.A 

El rxamen de los distintos casos que se pueden presentar , 
seg'ún los valores de A y de B , constituye la discusión de 
la ecuación [1]. 

1." Si A =1= O, ~a ecuación [1] es determinada. La 'Única 
.~o¡'¡lCión está dada PO?' la· exp1'esión [2], q/t e pnede Se?' un 
número e11tero o j"?'accioltct1'Ío, pos'itivo o 'I'begativo, y twrn.· 
~ién ntüo. 

En efecto, el 'cociente entre dos númerOs existe siempre y 
es único, si el diviSOr es diferente de cero. 

Como caso particular, si L1 =1= O Y B = O, la solución 
es 11 ula. 

2: Si A = O Y B =1= O, la ecuación [lj es imposible, 
es (Z,ecir, 110 tiene ning'una solución. 

EH efecto, se tendl'Ía la ecuación: O. X = B , que, en v ir­
tucI de la ley de la multiplicación por cero, no se sati~face 
para ningún valor 'que se atribuya a x . 

3.° S·¿ A = () y B = O, la ecuación [1] es indeterntiní!4a.. 
es decir', admite infinitas soluciones, ' 
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E n efecto, SP. teJldría l a e(',uación: O, X = O, que, en virtud 
de la ley de la multiplicación por cero, se satisface para cual­
quier valor que se atribuya a x. 

Resumimot' los resultados de la discusión en el siguiente 
cuadro: 

DISCUSION DE LA ECUACION A x = B 

Hipótesis Solución La. ecuación es: 

A =1= 0 ' ' B 
umca:x =/I creterminada 

B =1= O ninguna imposible 
A - O { 

B - O infinifas indeterminada 

EJEMPLO, - Sea la ecuación: a(x - b) = b(a - x) - (a + b)x . 
Efectuando operaciones indicadas, trasponiendo términos y reduciendo 
térlllinos sem<ljantes, l'esulta: 

2(a + 1J)x = 2 a b [ 1] 

U(; la clue, si (a + 11 ) es diferente ele cero, tenemos: 

ab 
a; = --- [2] 

a+b 

CornQ ejereil-io, '\'crilicl11e el estudiallte esta raíz, 
Dis(}¡~8iÓII, - Obsérvese, primeramente, que si a + b = O, es deci.r, 

sí a = - Ü, no es posible el pasaj e de la [1 ] a la [21, porque 110 

es lícito dividir los .dos miembros de Ulla ecuación por una ca!ltidarl 
jelénticamente nula. 

Además, tenemos : Si a + b =1= 0, la ecuación llalla admite la sola 
solución dada por la [2] , solución que, como caso particular, será igual 
a cero si a o b son nulos. 

Si a + b = O, Y a b = O, condiciones que se verifi can simultánea' 
mente únicamente en el caso que se tenga a = b = O, la ecuación 
es incleter1n1:nada. 

Si a + b = O, pero a y b son diferentes d~ cero, la eI'Ju!l.ción 
es imposible, . 
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Así, por ej., la ecuación propuesta admitirá \Ina solución única, para 
los valores a = - 3 Y b = 6. EX'pre-se el estudiante la ecnación y 
la raíz en este caso. 

Propie.dades de las desigualdades 

138. En el primer curso (A] N."" 10 Y 11) ya enuncia­
mos algnnas propiedades de la~ desigualdades entre números 
absolutos, así como el Po~tnlado correspondiente, que se ex­
presa así: Ej"cctlUlndo con los dos ¡i1ielJllwos cce ww· desigu,aZ­
dad 1111(/¡ dete'I'minada ope1"(wión con un nümeroJ se obtie,¿e 
oi1'(l. de:;igua,lclad e1l el 'll/1S1I10 se1Jtido que la p1'imera,. 

En lOFl (N.·' n al l;·n, tratamoR tamhién de la desigualdad 
de mí.mC1·os relativos y algunas propiE'dade.; ampliaremos, 
ahora, el estudio de -estaR últimas. 

139. Desigualdades equivalentes. - Dos desigualdades 
R'8 llaman eg1'/'iv(/,lentes cuanclo, verificándose una de E'lla.'l, Re 
verifica también la otra. 

'réngase presente que, si una desigualdad es literal, para 
verificar !':IU "quivalel1cia con otra, será necesario constatar 
que, para todos los valorefl de las letras para los cuales re­
snlta verdadera una de las desiguaIda.dE'fr, también lo es In 
otm, y recíproeamellte. . 

140. TIDOREMA 1. - Son EQUIVALENTES las desigual-

dades: a > ú y (/-/»0. 

Análogamente, a < {¡ equivale a. a-b<O. 

En . efecto, suponer (t. > b e1luivale decir que el número 
a. se encuentra a la del'echa de b en la representación de los 
números reales sohre una reda (N.O 11) ; significa, pues, que 
existe un número positivo c que sumado con b da a J ' lo 
que puede escribirfle ,así: b + e = a, y, por consiguiente, 
a - b = c. Puesto qlle e es positivo, E'sta ' ígualdad equi-
vale a la desigualdad a. - b > O. - . 

Se demuestra en IOl'ma análoga que, si a < b " se tiene 
a-b<O. 
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141. 'r.EJOREMA n. - Se pueden INVERTIR LOS DOS 
MIEMBROS de una desigualdad, siempre que se cambie su 
sentido (es decir, ,que se cambie el signo> por el < ). 

Significa, pues, que san equivalentes las desigualdades: 

a>b y b<a. 
En efecto, Riendo a > b, en virtud del Teorema I que 

antecede, tenemos: a, ~b>O, y por consiglúente, b-a<O, 
o sea, b < a. 

Este Teorema se llama, también, Principio de equivalencia. 

142. TEORElIIA IIl. - Se puede SUMAR o RESTAR a 
los dos miembros de una desigualdad un mismo número, sin 
que ésta camoie de sentido, 

Significa que, si 

a > b, tenemos: a,:-l::: m > b ± 111 

biendo 'rtl, un número relat.ivo cualquiera. 
En efecto, fácilmente se ,rerifica la ident.idad: 

a - b = Ca + m) - (b + m) 

que nos justifica que la expresión a - ú tiene el mismo 
signo que (a, + m)-(b + 111), Y recíprocamente. 

Así, POI' ej., si 

a -- b > O, t.endremos : Ca + m )- (b + m) > O 

es decir que, si 
Ct > b , t.enemos: a + 111 > b + m. 

S610 hicimos el razonamiento para el caso de la sumá, 
puesto que restar un número equivale a sumar el opuesto 
(A2 N: 236). 

EJKliPLOS: 1.° Siendo + 2 > - 5, tenemos: 

+ 2 - 6 > - 5 - ti, o sea, - 4 > --11 . 
2.° Siendo -7 < -1, tenemos 

- 7 + 3 < -1 + 3, o sea, - 4 < + 2. 
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143. T EOREMA IV. - Se pueden SUMAR ordenadamente 
varias DESIGUALDADES que tienen el MISMO SENTIDO, 
que se obtiene otra desig'Ualdad de igual sentido de aquéllas. 

Significa, por ejemplo, que si 

o > b , e > el , e > f 
tenemos; 

a+c+e>b+d+i 

En efecto, resultando por hipótesis positivos los números 
(a.-b), (c-d) , (e-f), su surna es, por consiguiente, 
positiu({. Pero esa suma puede ewribirse uSÍ; 

(a - b)+(c - d )+(e - f) = (a + e + e)- (b + el + f) 
Siendo, pues,esta última diferencia positi1'lt, en virtud del 

Teorema 1, tenemos: 

a+c+e > b+cl+f 

EJTiJl1LPLO.-Siendo, + Z > O; - 3 > - 4; +.'5 > -1; 

+ 8 > + 7 . tenemos: 

+ 2 - :J + ;) + 8 > O - 4 - 1 + 7, o sea. + 12 > + 2 

144. TEOREMA V. - Se pueden MULTIPLICAR los dos 
miembros de una desigualdad por un mismo número, que se 
obtiene otra desigualdad: del MISMO SENTIDO si el fac­
tor e'l POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO si el factor 
es NEGATIVO. 

Rignifica que, verificándose la desigualdad: a. > b 
"?' siendo m un número positiro, tenemos: o, m > b 1YI 

Si 1n es 11ego,tivo, tenemos : a 1)1 < b rn 
En efecto, ·en virtud de la propiedad distributiva ele la mul­

tiplicaci6n (Az N.O 249), tenemos la identidad : 

(a~b)m = (1m - bm 

Como por hipótesis resulta positivo el número (a-b) , si 
m es un número posHi'vo, el producto (a - b)rn. también 
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será positivo (A2 .N.o 243), y, en consecuencia, la identidad 
que antecede nos justific:a que el número (CL ni, - b tn) os 
positivo; tenemos; pues: 

a'ln - b m > O, o sea, a'ln > b m 

Si rn CR negativo, el proclucto (a - b) In será negativo 
(Az N.o 243), y &flnella identidad no::; justifica que el nÚlllel'o 
(a In - Ú '/1/,) es negati vo; 1elll'1ll0~, pues: 

a 'In - b m < O, o 8e&, a m < b m 

EJEJJiPLOS. - 1-4ea. la. desigualdad, - 3 > - 7 . 

LO. ..M~¡\tip'lical1clo por + 1), tenemos: -15 > - 3tl . 

2: íMl1lLiplicn.ndo por -5, tenemos: + 15 < + 35. 

145. COROLARIO 1. - Si se CAMBIA DE SIGNO a los 
dos miembros de una desigualdad, ésta cambia de sentido. 

En e.fecto, rambiar d.e signo a Jos do miembros de una 
desigualdad, equivale a multiplicarlos por - 1 , 

EJEMPLOS: LO Sicndo + 6> -8, tenf'l11os: -6 < +8, 
2." Riel1llo +y~ < + G , I encmos: -%> -·· 5. 

146. COROIJARJO n. - Se ' pueden DIVrnm los dos miem· 
bro.S de una desigualdad por un mismo número, que se ob­
tiene otra desigualdad: de IGUAL SENTIDO ' si el divisor 
es POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO si el divisor 
es NEGATIVO, 

En efecto, dividir por un 11Úmel'O Nlui.\'ale a lllultiplicaT 
por su illVel'fW (o rel'ípl'oro), que es de igual signo que 
dieho número, 

E,TR11IPLOFl: Sen lá desigualdad, -14 < +8 
1.0 Dividienrlo por + 2, tenemos: í < + 4 

2." Dividiendo por - 2, tellemos: + 7 > - 4 
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147. TEORiE~fA VI. - Se pueden RESTAR ordenada . 
mente dos desigualdades que tienen SENTIDO CONTRARIO, 
que se obtiene otra desig'Ualdad de i~ual sentido -que el 
minuendo. 

Significa, por ej., qlH} ::;i 

(1, > b Y (; < rl, tenemos: l¿ - (; > b - el 

En efecto, ('ambiando ele signo a los dos miembros de la 
:-.egullda de::;igualdad dada, en virtud del (N.o 145), tenemos: 

-(; >-el 

SlImando o]'(leuadallll'1l te la primera de las desigualdades 
dadas COn esta últLma eN: H3), resulta: 

a,-e>b-el 

EJ.NJll'LOH: 1." Siendo + 5 > + 4, Y + 3 < + 9, iel1(}IDOti: 

+5 - 3> +4-9, osea, +2>-5 
2." Siendo - H < - 1, ;y + 2 > - 5, tenemos: 

-3-2<-1+5, osea, -5< +4 

148. TmoRElIIA VII. - Se pueden MULTIPLICAR orde­
nadamente dos desigualdades que tienen el MISMO SEN­
TIDO Y tales que el PRIMER MIEMBRO de una sea del 
MISMO StGNO que el SEGUNDO MIEMBRO de la otra, 
que se obtiene otra desigualdad: del MISMO SENTIDO si 
el signo común en POSITIVO, o de SENTIDO CONTRARIO 
si dicho signo común en NEGATIVO. 

Big'l1ifiea que dadas las desigualdades: 

a>b Y e>el 
1: Si a y el son positivos, tenemos: 

a,e> b el 
2: Si 11 ~- d >'011 l1cga,til'os, tPllemos: 

ae<brl 
En efecto, en el primer caso, si a y el son ambos positivos, 

multiplicando por a los dos miembros de la desigualdad 
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e > el.. y por d los dos miembros ele la desigualdad a > b, 
en virtud del (N." 1H), tenemos: 

ac>acl yacl>bd 

que, en virtuLl ele la propiedad t ransitiva de las desigualda­
des (N." 13), nos dan esta otra: 

ac > b d 

Si a y d, ~on ambos negati·uos, las llúsmas multiplicacio­
nes invierten los sentidos de la" desigualdades (N." 145), y 
tenemos : 

a c < a rl y a el < b el. de donde, (( e < b el 

E.JEJIPLOS: l." Siendo + .) > - 2 .v + 8 > + a, tenE'l11o:;: 

(+ 5)(+ 8»(- 2)(+:3), o sea, +,*0> - 6 

2." Siendo - · 7 > - 9 Y + 2 > - 2, leuclllos: 

(-- 7)(+ 2)«-9)(-3) , o sea, -14 < +18 

149. T EORElIH. VIII. - Se pueden ELEVAR AL CUA­
DRADO los dos miembros de una desigualdad, que se obtiene 
otra desigualdad: del 'MIS'MO SENTIDO si el signo común 
de los dos miembros de la desigualdad dada es POSITIVO, 
o de SENTIDO CONTRARIO si dicho signo común es NE­
GATIVO. 

Significa que, ycrifiel:Índose la desigualdaa: a. > b 

'1." Hi (1 Y b son números [Josifit'os, tenemos: ((2> 7)2 

2: Si a y b Hon amhos negatiL'Os, tenemos: a2 < lJ2 

En efecto, elevar al cuadrado los dos miembros de la des-
igualdad dada, equivale a multiplicar ordenadamente las do"­
desigualdades siguientes: 

a>b y (/, >b 

Aplicando a este producto el teorema anterior (N: 148) , 
resulta demo, hado, pues, este teorema. 

EJEMPLOS: l." Siendo + 8 > + 5, elevando ambos núem­
bros al cuadrado, tenemos : + 64 > + 25 . 

2." Siendo - 3 < - 2, eleVando ambos miembrOd al cuadrado, 
tenemos: + '9 > + 4 . 
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150. TEOREMA IX. - Se pueden sustituir los dos miem­
bros de una desigualdad por sus respectivos 'RE.CiPROCOS, 
que se obtiene otra desigualdad: de SE.NTIDO CONTRARIO 
si los dos miembros de la desigualdad dada son del MISMO 
SIGNO, o de IGUAL SENTIDO si dichos dos miembros 
son de SIGNOS CONTRARIOS. 

Signifi\!a, que, verificándose la desigualdad: a > 1J 

1: Si a y b son del mismo signo, tenemos: 1: a < 1: 1J • 

2." Si a y ú son de signos contmrios, 1 : a > 1: b . 
En efecto, Ri (l. Y b son dd mism.o signo, el producto (~b 

eR positivo, y, dividiendo la desigualdad a > 1J por (L b, en 
virtud del (N: 146), tenemos: 

a:(ab) > b:(ub) 
y simplificando, 

] : b > ]: (/, o sea, ]: a < 1: b 

En el segundo caso, xi (/1 y b son oe sigilOS contrarios, el 
producto a b es negativo, y procediendo con la desigllaldad 
a. > b como en el caso anterior , tenemos: 

a :(a b) < b :(a b) 
de donde, 

1:b < 1 :a. , o sea., 1 :a. > 1:b 
EJENIPLOS: 1.° SiellclCl -:1->~), tenemos : _11a < _1/r. 
2.° Siendo, + 3> -7, tenemos: + l/ a> - t/7 
3." Siendo, --4 < + 1, ien,l"J11o:;: -1¡4 < +1 

151. TEOHEMA X. - Se pueden DIVIDIR ordenadamente 
dos desigualdades que tienen SENTIDO CONTRARIO sien­
do los dos miembr03 de la desig'ualdad divisora del mismo 
signo y no nulos, que se obtiene otra desigualdad: del 
MISMO .sENTIDO que la desigualda,d dividendo si el signo 
común del PRIMER MIEMBRO de esta última y del se­
gundo miembro de la, desigualdad divisora es POSITIVO, 
o de SENTIDO CONTRARIO si «;licho signo común es NE-
GATIVO. ' 

~ 
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SjgllificCl, por ej., que verificándose las desigualdades: 

a>b y c<d 
y ::liendo c y d del mismo signo y diJe·/' ntles ele cel'o: 

1." Si (t. y el !:ion nlÍmero!> positivos, tenemos: 

a:e> b:d 
2: Si (J, Y d son ambos 'I'Iegati'vos, tenemos: 

a:c<b:cl 
En declo, Hiendo por h ipótcsiH e y (~ del llIismo signo, 

la desigllaldad e < el 110S da, ,en virtud del (N." 150) : 

l:e > l : ro 
::\ínltiplil'alldo ordenadameute esta última. desigualdad J1f11' 

la dada, (t > 7J, para lo cual aplicamos el (N.· 148), ohte­
nemos los l'esultac1osen uncia dos. 

EJEMPLOS: 1.° Sieudo + G > - 8 Y +:2 < + 4, lmlemos: 

(+6) : (+2»(-8):(+4), osea, +3>-2 
2." 8iendo - G > - 12 ;( - % < - Yz, tenoIDos: 

(- 6) : (- %) < (- 12): (-112), o sea, + 8 < + 24 

152. NOTA. - Eu casos de multiplicación o de tlivisión 
de desigualdades difel'cnies a laN tratadas en los teor emas que 
~ll1teceden, liO e ' posible afirmar nada, a pl"iol'i, 

Desigualdades de primer grado 
153. Inecuaciones. - ABí \·omo hu; igualdad!'8 se disl in­

guell en identidades y ecuaciol1c!'I, las desigualdades también 
se cl ist ingucn cn aquellas que se 8atisfaeen para cuaLquier 
\'alor atribuído a sus loe tl' as, )' las que se satisfacen única­
ffipnte para c/:ertos va.lor es de ]l;l:¡;¡ letras, llamadas incógnitas. 
Dj¡;;tinguil'emos estas últimas desigualdades con la denolllina­
ción de desig!~aldades cond1'oionales o inoctwcione.'? Podemos 
da.r, pues, la siguiente \ 

D EFIN IOJÓN. - Se llama INE·CUACIóN a una desigual­
dad qu.e únicamente se verifica para ciertos valores conve­
p.~entemente elegidos de sus letms, llamada.s " incó~nitas ". 
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154. Resolver una inecuación, significa operar convenien­
temente con ella, ~hasta hallar cuilles ~n Jos valores que 
debemol:l atribuir a las incógnitas, para que la inecuación se 
transforme en una desigualdad en el mismo sentido, valores 
que 'llamamos sol~tciones c1e la inecuación. 

Así, por ejemplo, es lUla inecuación: 

x+2>3 

porque ella. se verioca únicamente 'cuando atribuÍmos a la 
incógnita .r valores mayores que l. Las süluciones de la 
illeéllación anterior son, por consiguiente, los valores de x 
qlle satisfacen la condición x > 1; nótese que existe, pues, 
en general, un número ilim itaclo de esos yalores. 

Poclemos elecir que la" ::;oll1c1ones de una inecuación son 
cantidades 1.'(lr¡'(llblcs, pero cuya variación está limitada por-
1111 conj"ín, ya sea superior o inferior. En el ejemplo anterior, 
tendríamos el confin in ferior x = 1 . 

155. Equivalencia del inecuaciones. - Como definimos la 
E'qnivalencia ele desigualdal1es (N: 130), podemos decir, tam­
hién, quc (10;-; inecna 'iones se llaman equivalen/es, cuando 
admiten hlR münllCl-S soluciones; es clec:ir, cuando toda solución 
de una de ellas es también Rolución ele la otra, y recípro­
camente. 

Para las inecuaciones, poclemos eRtablecer prinClplOs gene­
rales análogo::; EL lo,' establecido>! para la resolución de e 'ua­
ciones (N."' J20 a 134). 

TEOREMA 1. - Se puede SUlVIAR o RESTAR a. los dos 
miembros de una inecuación una misma. cantidad, que se 
obtiene una inecuación equivalente. 

Rignifica qne, son equivalenl es lafl inecuaciones: 

A' > B y A+M>B+J1 
en la::; qne Jl ~' B ROll ("xj)rcsiones qne conticnen laR in­
<:úgnitas. 

En cfedo, según el Teorema eH (N: 142), podemos sumar 
o restar uu mismo número a los dos miembros de una des·-
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igualdad eutre números; en consecuencia, si pa.ra ciel'tos 
valoréf:i de la:; incógnita::;, tenemos: 

'L'alol' €l,e A > ralor' de B 

re¡:mlta, evidentemente, 

calor' ele A + L'alor de .11 > l'alo?' de B + ¡'(fJor ele JI 
y recíprocamente. 

EJ EJJI? LU. -- Dada la inecuación: 2,1:' - 3 > T) son ,·q'!tiw­
lentes a ella, las :los inecuaciones 

2 ,J' - 3 + fi > ,/, +;) ; 2.1' - él -::r2 >.-r _ .'('2 

156. Procediendo ell forma análoga, pero aplicando el 
Teorema y Oorolario dp los (N.'" 1 H Y 1-16 ), se llega al 
signiente 

TEOREMA n. - Se pueden MULTIPLICAR o DIVIDIR 
los dos miembros de una inecuación por un mismo número 
POSITIVO que se obtiene una inecuación equivalente; 'si se 
multiplica o divide por un número NEGATIVO, será, nece­
sario CAMBIAR E'L SENTIDO de la inecuación para que 
lesulte equivalente. 

157. No'rA. - El teorema anterior ha !'lido ruunciauo para 
el caso que Ji sea un nú 111 el'O, es decir, que t e liga un siguo 
irna¡-¡'able, ya sea positivo o negativo. ~p comprende fácil­
meute que el enunciado sería vál ido, tambiÉ'u, para el oa>;o 
que Ji fuera una cantidad dependiente dc la incógnita. pero 
d e signo illv(f1·iable. Así, pOI' ej ., podemos multiplicar los dOI> 
miemhros de una inecuación pOI' uIIa suma de cuadrados 
(..1'2 + 5); o por un cuadrado perfecto (.J'~ - 2 J' + 1), etr., 
porque son estafi canticlanes positi,'as para cualquier valor 
r eal de J'. 

EJ ZiJ,ll PL08: Dada la in(>('uarión :i.1' < 2.1' + :'), son equiyu-
lentes a ella In;; tres ine('IIL1,eioll('S tiig'uielltes: 

(3.d 4 < (2,}' + .í) 4, o sen, 12.t < 8 .v + 20 
( 3 .1' ) : (- 4) > (:2 ,1' + ,)) : (- 4) , o sea, - ~ / . ,¡; > -- 1/2 a: __ 5/4 

(3 1') (,T~) < (2 .1' + 3).1'", o sea 3.c3 < :3 x:l + 5:¡;2 
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158. Resolución de inecuaciones. - Los teoremas quC' 
anteceden nos permiten operar con las inecuaciones, como lo 
hicimos con las ecuaciones (N.oS 123 y siguientes), es decir: 

1: PodMnos dar a ~ma inccuMión la !m'ma A > O, 
En caso que A nos resulte un polinomio entero con rela­

ción a las. incógnitas, el gradó de ese polinomio es lo que 
se llama grado ele la 'Ínecl¿aciún. 

En este curso, sólo trataremos de las inecuaciones de pri­
mer grado. 

2: Podemos traspone¡- 1m térmi1tO de 1t11 tn·iembro CL otrO 
de una ineC1lación. 

3: En 1/.na inec1wción entera, de coeficientes fraccionarios, 
podernos eliminar los de1wrninaclol'es, multipliwnclo los dos 
1n·iemb1'os por el denorninado1' comú,n de 1(l8 coeficientes. Tén­
gase presente que en caso de ser rt,egativo dicho multiplica­
dor, será necesario cambiar el sent.ido de 1a inecuación. 

De lo Ique alltecede vemos, pues, que una inecuación 
de primer grado con una incógnita, puede lleyarse a la for­
ma tipo: 

ax+b>O • 

en la que x es la incógnita, a. y b son cantidades conocidaR. 
Si trasponemos los términos conocidos al segtmdo miem hro, 

la forma. tipo anterior puede preHentarse también as]: 

Ax>B 

siendo il Y B cantidades conocidas, 

1.0 Si A es positi1'O, dividiendo por A amhos miembros 
se obtiene la inecuación equivalente 

B 
x>-­

A 

que es también la solución de la illccuaci6n dada, 
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2.° Si.A. es negativo, al dividir por .A. es necesario cam­
hiar de sentido a la inecuación, obteuiendo entonces esta 
otra equivalente: 

B 
x<-­

.A. 

que es también floluc ióu de la ineCWlCióJl dacIa. 
En res \1111 en , tenemos: 

La inecuación .A. x > B tiene un número ilimitado de 
soluciones, que son todos los valores- de x mayores que 
BjA, si A> O, o todos los menores que B/A; si A < O. 

EJElJIPLO. - Resolver la inec;uaé6n 

3x-8 6x-1 
> +6 

-'1: 2 

Bliminarióu de ,denominadores: 

2:c-8> 12.>t-2+2-J. 
Trasposirióu de tpl'l1lÍnos: 

2.r - 12.'.1: > - 2 + 24 + 8 
Ref1u0c'ión de thlllinos flemejautes: 

- 10x > 30 

Dividieudo por el número nega.tiJvo -10, r.ambial'emos enton­
ces de sentido a la ineelHI,Ción, y obtellemos: 

30 
.~. < - -- o bien, [1' < - 3 

10 

159. Gráficas de inecuaciones. - Cuando una misma 
yal'iable elebe satisfacC'l' simultáneamente varias condicjo­
nes, para uedncir fácilmente los re.'ultac1os, resulta cómodo 
marear sobl'e Ulla recta las distintas condiciones. Los trozos 
de reeta eIl los C'ualt's se vel·j riC'an touas las ('ondiciones 
simultáneamente, :;eJ'án aquel10s 1'11 los ('nales deberán to­
marse los va.lores de la va.riab le. 
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AiSí, por ejemplo, bu quemos para qué valores de x se 
satüifaeen simultáneamente las inecuaciones: 

2J;~5<x, l/aX<1/2X+l/6 
RCl:!ul viendo la primera, obtenemos: x < 5 

, , , " segunda, ' , x > ~ =t 

Repre~cntel1los ~obre un eje Mieutado x' x (fig. 4), los 
ll(Ullel'os rcaleiS: ", - 2, - 1, O, + 1, + 2 , ' " + 5 , 

I 
X· 

x<s 
- _ .... - - -- - - -- - --- -- ---- --------

-3 -1 " o +1 +2 +3 +4 

"'M 
:; 

+5 +6 
... _-------------~ ,.--------- ...... . 

'v' 
X >-1 

(fig. 4) 

x 

TJOH valúres ele .c que ~a[.iHraeell la primera inecuaci6n, es 
dt'cíl', .7" < 5, R(;' encóntrarán el la izquierda del punto M, 
N; decir, sobre la semirrecta III x'. 

TJo;;; valores ele .x: que Ra[ isfaccn la segunda ineeuación, 
es GPcjr, x > -1 , ge encontrarán a la del'(;'cha del punto N, 
(;'R decir, &oh1"<3 la senilrrecta N x , 

En consccuencia, los vaJOl'Cfl de ;T, que Ratisfacen a amhas 
('oll(l ieiones simuJtiincamente, fJuc podríamos llamar las 80-

luciOJlPS rOlll1me~ de las inccuaciones dada¡.;, sf'l'Ían lo;;; valore' 
comprcllüidos NIÜ'C -] y + 5, es cle('i1', corrcspondientes 
a los ])U nLOR del segmento dc recta M N, e-x:cluycndo los 
rX(1'('1ll0X. "Porlemos decir, iamhién, que estos valores dc J) 

dcbcll xalisfacer la coudicióu: 

-1<x<+5 

160. Si bien, en general, una inecnación tiene un número 
üimitado de soluciones, puede suceder que las condiciones 
particulares impnestas a la variable, Emiten su número. 

Así, por ejemplo, si en el caso tratado en el párrafo ant.e­
rior, se impone además la condición que los valores de x 
(ieban ser enteros las únicas soluciones son: O 1 1 , 2 ,3 Y 4. 



CAPÍTULO V 

SISTEMAS DE ECUACIONES 
DE PRIMER GRADO 

161. Generalidades. - Consideremos una ecuación de 
primer grado con dos incógnitas; por ejemplo, 

3x-·y==5 
Si despejamos una de las incógnitas, por ejemplo, y, re­

~llJtará ésta en función de la otra incógnita, y obtendremos: 

y=3x-5 

Demos ahora valores arbitrarios a 
valores correspondientes de y: 

para, x = O resulta 
., x = 2 " 
" x=3 " 
" x=5 " 

x, y calculemos los 

y = - 5 
Y - 1 
Y = 4 
Y = 10 

Estos pares de va lores de x y de y, que verifican la 
eC1.lación dada, son, pues, soluciones ele la misma. Vemr¡s, 
pues, que: 

Una ecuación aislada con dos in{)ógnitas tiene infi11idad 
(Te sol¡¿ciones, 

Tomemos otra ecuación, por ej., 5 x + 2 Y = 23, 
Oonsiderada aisladamente, también tiene in.Einidad de so· 

luciones; p rocediendo cqn ella como con la primera ecuación, 
tendremos: 

pal'a x= O resulta y= 23/2 

" x=2 " y= 18/2 

" x=3 " y= 4 

" x=5 " y=-l 
." .•. , . ,"",.:." • .• . . '1 '·"" ,· ' .' 
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Si comparamos estos pares de valores de x y de y con 
los que obtuvimos de la primera t'cuación, ve~nos que existe 
1/,n pa1' de valores, x = 3, Y = 4, que satisface a ambas 
ecuaciones. 

Decimos que aquellas dos ecuaciones: 

S'3x- Y'<= 5 
~ 5x + 2y = 23 

forman un sist'emw, siendo el grupo de valores x = 3 , 
Y = 4, la SOl11ción del sistema. 

162. En general, aun considerando más de dos ecuaciones, 
podemos dar la siguiente 

DEFINICIÓN. - Se llama SISTElVIA DE ECUACIONE'S 
a un grupo de ecuaciones que debe satisÍ!werse para un 
mismo grupo de valores de las incógnitas. 

Uada grupo de valores ,que satisface todas las ecuacionrs 
se llama una solución del sistema. 

Rcsoker un sistema significa determinar las sQluciones. 

Sistemas equivalentes 

163. Lo mismo ,que al tratar la equivalencia de ecuacio­
nes con una incógnita (N: 119), daremoS' la siguiente 

DEI<'INICIÓN. - Dos sistemas de ecuaciones se llaman 
EQUIVALENTES cuando tienen las mismas sQluciones; es 
decir, cuando todo grupo de soluciones de uno de los sis­
temas verifica al otro, y recíprocamente. 

Como veremos más adelante, la l'e~olución de un sistema 
de ecuaciones se reduce, finalmente, a la resolución de una 
ecuación con una incógnita, obtenida mediante transforma­
ciones convenientes de las ecuaciones del sistema. Las trans­
formaciones deben ser tales, que no alteren las soluciones 
del sistema, es decir, que se obtengan sistemas equivalentes; 
para ello emplearemos las transformaciones tratadas en el 



94 M. COPPETTI, - ÁWEBRA (PARA EL 3."' AM) 

Oapítulo anterior que, al obtener con ellas ecuaciones equJ.­
valentes, os decir, no altt"l'anc1o las s01n 'iones de las ecua· 
ciones dadas, no alteTarán tampoco las solucioneS' del sistema. 

Podemos enunciar, pues, el siguiente 
'l'EOREl\IA. - Si una o más ecuaciones de un sistema se 

sustituyen por ecuaciones equivalentes, se obtiene un sis­
tema equivalente. 

ES' evidente, también, 'que 

Dos sistemas eqnivalenles a /In tel'CEJ)'o, son eqnivalentes 
entre sí. 

164. Un sistema de ('cuaciones puede constar de cual­
quier número de ellaR, de diferentes grados, y puede con· 
tener varias incógnitas. 

Un sistema se llama do primer .grado si todas las ecuacio­
nes que lo ronDan son <le primer grado. 

En este curso sólo corresponde tra tal' los sistemas <le primer 
grado. Primeramente h'ataremos de 10Fl sistemas de dos ecua· 
ciones CCI')¿. do incóg71itasj al final del Oapítulo tea taremos 
de los sü;temas con mlÍs ele dos 1'¡¡cógnitns. 

Métodos de resolución por sústitución, 
por reducción, por igualación y por 

la regla de Cramer 
165. Mediallte las transformacioneS' indicadas en el Oa· 

pítulo auterior, es dccir: clilllÍnando denominadores, efel'­
tuando operaciones indicadas, ü'uspoJ1iendo los términos que 
cOlltienell la incógnita al primer miemhro :r los término . ..; 
conocidos al segunoo, y reducieJ1do los términos semejantes, 
llevamos e] sisLcllW a la forma tipo: 

5 ax+b y = c 
l (f,'.l' +!J'.IJ = e' 

Partiremos de esta lorma en los ejemplof! .que "eremos a 
contillUa{,jóll. 
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166. Método de sustitución. - 8ea11, por ejemplo, las 
ecuaeiones ya citadclf; e11 el (N" ]61); 

r 3,:r- v= 5 

1. 5 X' + 2 V = 23 

[1] 

[2] 

Despejando !I en la [1], resulta la eCllacióll Cfluivalent.c. 

y=3:r-5 [1 '] 

Pero ('omo r~te "Cllor debe ¡·;atisfacer tarubi6u la [21, snsti­
l11yéndo10 ('11 e1l,1 tendremoll: 

5x+2(3x--5)=23 12'] 

El ~i'itt'mH [1 J, 121, se transforma, pnes, C'n el l'I;slcma 
p<¡lIivalcnte [l'J, [:.l'l; pero la ecuación r2'1 Cf; de primer 
¡:;rac1o y ('on una ¡Il(-ógnila, de mancra que, rcsolviéndola eomo 
He explicó pn el 'Capítulo anterior, ohtencltlos, sucesivamente: 

5 ,r + G ,í' - ID = 2:~ 

1] ,c = :j:{, de dondc, ,r = :l 

Es rleloir, 'In(· ya hemo,' iwllado el v¡¡lor de Ulla ele las 
i llCógn i taA. 

Nnr-;ti f l1yenc1o est e va 101' .f =:3 en la, ecua -i6n [1'] ten­
e! remos el valor eOlTespollfliéll t.e de la otra ineúgnitl1 lJue es: 

'y=:~X8~5=9-5=4 

La úniea Holu('ióll elel si.~temn r>!, pue~, 

1 :1'=3, y=4 ( 

Como e.iel'eIC IO, /'( rifiqlw rl rs1 udialllc psta sohwión, SU::;-
1 itll~'endn lo" valore~ llallado!; rn la;; ecuacioncf¡ primitivas, 
l'acla una <1r ella~ originará Hna identidad. 

Rrf;l1mimos el método >.cgllido ('ll la sigLlÍente 

RI!:Gf'A. - Para resolver por el MÉTODO DE SUSTITU· 
ClóN un !':istema. de dos ecuaciones de primer g'rado co.!) 
dos incógnitas, :r e y : 

1.° Se considera como conocida, en Una de las ecuacione!' 
una de las incógnitas; sea. por ejemplo. ,c . y se desp"j ~ 
la o,tra incógnita i/, cUyQ valor depenqerá qe ~', 
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2." La expresión que se obtiene para y se sustituye en 
la otra ecuación, transformándola así en una ecuación que 
sólo contiene la incó~nita x; resuelta ésta, nos da el valor 
de la incó~nita que hahíamos supuesto conocida. 

:3: Se sustituye el valor de x en la expresión de 1}, 

obteniendo así una, ecuación q,ue sólo contiene la incógnita 
U, de la que se despeja ésta. 

El método se llama de sttstittteión, en virtud 
t llciones que se realizan dUTante su aplicación. 

de las sustí-

EJEMPLO. - Sea, el sistema 

{ 
1/ax-2y=5 
4 :X+3y=1j2 

Despejando x ele la [1] tenemos: 

x=6y+15 
Su tituyendo este \'alor en la [2 J obtenemos la ecuación: 

4(6y+15) +3y=1Iz 
48y+120+6y=1 

54y=-119 

[1} 
[2] 

[3] 

y=_llP/54 
Sustituyendo este último valor en la expresión [3], tenemos: 

X=6(_119/ü4 ) +15=16/9 
La soluc~ón: del sistema es, púes: 

y = - 1l~¡54 , X = 16/9 

Yerificación; para la ecuación [1] tenemos; 
.l/ 3(16/ 0) - 2(- 119/54) = 16/27 + 119127 = 135/27 = 5 

Para la ecua.ción [2] tenernos: 

4(16 / 0 ) + 3 (- 119/ (4)= 64/0 _119/ 18 =128/18 - 119 h8 = 9/ 18 = 1/ 2 

167. Método de igualación. - Sea, por ej., el sistema 
ya tTatac10 en el pánafo anterior: 

r 3 x- y= 5 [1] , 
1 5x+2y=2:3 [2] 

Suponiendo conocido el valor de x en ambas eC'lutciones 
y despejandQ el valor de y, tenemos: 
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De la, ccua('i0n [1]: !J = 3 x - 5 

De la ecuación [2]: y = - fj / 2 ,C + "./o! 
Igualando estas dos expresiones ele y, obtencmos uná ecua· 

ción ele primer grado que sólo contiene una incógnita : 

3 ,C - 5 = - ¡j h x -\- "~/:?-
Y transformúndola: 

6 x-lO = - 3 .r -\- 2:3 .' , 6 ,1' -\- ;) ,C = 2:3 -\- 10 

1 ] :c = Ha, ele donde, ! 3.: = 3 I 
rara ('ulculal' ,1;, su ponem0S cOllocido el 

ambas ecuaciones y c1e.'pejamos el va lor ele 
lnego como antes. 

De la [1] tenemOR: x = lh Y -\- G/3 

valor de !J en 
J', procediendo 

De la [2] tenelllO~ ,C = - ~ / r. '!J + 23 j;; 
Igualando e~taf; do~expresiones de :r:, resulta: 

1 la y -\- 5/s = - 2/5 Y -\- 2~ j;; , 
i) .IJ -\- 25 = - 6 Y -\- 69 " . 5 Y -\- fi Y = 69 - 25 

J1 Y = 44, de (loude, I y = 4 ¡ 
Como en el método anterior , conviene ver ificar l as ra.íces 

hallada , 

Re .. 'umimol:i el método seguido en la siguiente 

REGLA, - Para resolver por el METODO DE IGUALA. 
CIóN un sistema de dos ecuaciones de primer grado con 
dos incógnitas : 

1.0 Se despeja una misma incógnita. en cada una de ln.s 
ecuaciones dadas, suponien~o conocido el valor de la otra. 

2: Se igualan las expresiones de la incógnita despejada, 
obteniendo así una ecuación de primer grado con una sola 
incógnita, de la que se despeja ésta. 

3: Se repite el procedimiento para el cálculo del valor 
de la otra incógnita, pero invirtiendo en el vroceso lQ~ 
papeles de las incógnitas, . 



98 ~I. COPPETTI. - ÁLGEBRA (PARA EL 3.·" AÑO) 

168. El método de igualación, que también se llama de 
comprwación, generalmente no tiene ventaja sobre el primero, 
y, por cOllsiguiente, poco se usa. 

N01'A .pnÁC'l'ICA. - Puede emplearse con ventaja el método 
ele igualación; comlJÍl1ánelolo ron el (le sustitución. Para ello 
. e cmpieza por calcular 11na de las illcógnitas por el método 
ele igualat'ión; su valor así calculado ,'e sustituye en lma ele 
la!:! ecuacionC'l> dada.s, ohteniendo así una ecuación que sólo 
contiene la otra incógnita, ele la que fiC despeja esta incógnita. 

E.JEMPLO. - Jiju el ejemplo tratado en el (N." 167) o sea, en 
la reso!uciólI del sistema 

f3a:-y=5 
1 ;).c + 2 .1J = 23 

se (',,!eu!ó 11l1>lllel'<Ultl€l11.c la lllelíg'nita .1: = 3 ,por ('1 111,étoJO <le 
igualación. Hi aJlOra sllstiluí1l1US e::;tc vaJor en UlIlL cualquiera ele 1m; 
ecuaciones dac1m;, por ejclllplo OH la lu'im(,l'tl, lencmos: 

3 X :3 ~ V = G .'.!J = !J - 5, O sea, y = 4 

169. Método de reducción .. - 'l'ra ternos Jluevamente el 
sil>Lema del pál'l'a 1'0 il11tel'iol': I 3 :¡;- :'} = G tIJ 

L f).c + 2 !I = 2:i [2] 

Transfol'memOR la,; ('('lla('100l';; ele manera qllO resulten iglla­
les; los valores ahRolu I'OR ele 10R (>oeficientes ele una mi"ma 
incógnita, por ejemplo, 1o¡; ele V. 

Para ello, Re multipliran lo/'i t10s miembros de cacla ecua· 
eión por el valor ab~olllto del eocficiente ele y ('u la otra. 

En el :-;istem<l propuesto, hastClrá mult.i plicar por ~ la 
ecuación [1], obteniendo el "i:-;tClllli equivalente: 

S 6,¡; - 2 !J = 10 
l 5 x + 2y =23 

Si SlIman/OS miembro a miembro las dos últimas ecuacio­
nes (N." 121), 'e elin¡ illa n así los términos opue, rtos (- 2 y) , 
( + 2 !j), l'el:Jultanc1o la ecuación en x: 

9,.c + 3 X = 10 + 23 
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ya obtenIda en el método anterior (N." 167 ) . Resolviendo 
esta ecuación, hallamos: 

I x = 3 I 
Para calcular la otra incógnita, es decir, y, igualemos los 

valores a1)8010 tos de ]Of; coeficientes de x; para ello Sé 

multipl ica por 5 la eCllación [1] , y pO l' 8 la ecu ación [2], 
ohteniendo; 

{ 
15x-5y=25 

. 15 x, + G Y = 69 

Si restamos ordenadamente ,estas dos ecu aciones, se elimi. 
nan así los términos opuestos (+ 15 x) y (- 15 x), obte· 
niendo la ecuación en y; 

- 11 Y = - 44, de donde, I y=4 I 
En este 'caso se ha 7'estado, porque los coeficienteíi de la 

incógnita que eliminamos son del mismo signo. 
Como en unos casos hay que Sl¿mar y en otros resta7', el 

método empleado se llama, también, de S1¿mas y ,'estas, 
Resumimos el método en la siguiente 
REGLA. - Para resolver por el MÉTODO DE REDUC· 

CIÓN un sistema de do." ecuacione,s de primer grado con 
dos incógnitas: 

] .0 Se multiplican los dos - miembros de las ecuaciones 
por números convenientes para igualar en valor absoluto 
los coeficientes de una misma incógnita. 

2.· Se suman o restan miembro a miembro las ecuacio­
nes para eliminar dicha incógnita, obteniendo así una ecua­
ción con una sola incógnita, de la que se despeja ,ésta. 

3.° Se repite el procedimiento para el cálculo del valor 
de la otra incógnita, pero invirtiendo en el proceso los pa­
peles de las incógnitas. 

170. NO'l'AS PRÁCTICAS. - 1: Como ]0 indicamos en el 
método ant.erior (N: 169), pnede resultar ventajoso el em­
pleo del método de reducciún combinado con el de sustitución ; 
a continuación trataremos un ejemplo. 
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EJEMPLO. - Sea el sisteJl1.;'l.: 

~ 4.:I;+5V=21 
l3x+2y= 7 

Para igualar los coeficientes de .1; multiplicamos por 3 la pri­
lUera ecuación, y pOl: 4 la segtllldn. llllc1i,¡IH"IUOS 1lrimera.mente las 
operar.iones y luego efootu~oslas: 

Restanrlo: 

de donde, 

Sustituyendo 
dadas, Tesultta: 

3) 4x+ 5!J=21 
4) 3x+ 2y= 7 

12 x + 15 y.= (m 
12.1:+ 8y=28 

711=:)!) 

y=3ó/ ¡ ., (1 seu, 1/=5 
este valor y = 5 en la segunda de las emlaciones 

3x+2X!)=7 
3x' 7-10; 3x=-3.·. x=-l de donde, 

La solución !lel ¡;lstema es: I x=-l 1, I y=5 I 
Q,.' No siempl:e es necesal'io lIIultiplicar cada. ecuación por 

el coeficiente que tiene en la otra, la incógnita que se desea 
eliminar; lo veremos en el ejemplo que sigue. 

EJEMPLO. - Sea el sistema 

~ 10x-3y=- G 
l15x -S y = 10 

Para elimina.r la. incógnit.a .'t:, ol¡seJ.1Vemos que sns coeficientes, 
10 y 15, tienen tOmO mí1~imo común 1111í1.ti.plo el número 30. En con­
secuencia, multiplicando In, ])l'imel'a e:cuacióLl por 30: Hl = 3.. la 
segunda por 10: 15 = 2 , Y 'p'roce<liendo [ungo como üldi·camos en 
la Nota anterior, tenemos: 

Restando: 

3) 10x- 3y=- 5 
2) 15,2;- 8y= 10 

30x- 9y=-15 
30 x-16y= 20 

7 Y =-:- 35 y=-5 
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Sustituyendo l'.8te valor y = - 5 en la primera de las t'cua.­

ciolles dadas, resulta: 
]O x-3(- 5)=-5 

de donde: :W x = - 5 - 15; 1i() x = - 20 ... x = -- 2 

La solución del sistema es: I x=-21 ,\ y=-5 ¡ 
I I 1 

171. Fórmulas de resolución. - leomo en la práctica se 
presenta frecuentemente la resolución de un sistema de dos 
ecuaciones de primer grado con dos incógnitas, resulta 
conveniente, pues, conocer las /órnMuas (A2 N: 277), que 
nos permiten calcular rá.pidamente los valores de las incóg­
nitas, mediante sustitución en ·ellas de las letras por los 
valores particul.ares (generalmente numéricos), de los coefi­
cientes y términos conocidos dc las ecuaciones dadas, l'edu­
cidas a la forma tipo indicada en el (N: 165). 

Para hallar dichas fórmulas resolveremos por 11110 cual­
quiera de los métodos, por ej., por el de sustitución, el sis­
tema general: 

{
aX+bY=c 
a'x+b'y=e' [1] 

Suponiendo 
y tenemos: 

a,* O, despejamos x de la primera ecuación, 

e-by 
x=----

a 

Sustituyendo este valor en la segunda, resulta: 
• a'(e--by) 

+ b'y=e' 
a 

Resolviendo psta ecuación que sólo contiene la incógnit:l. 
y, tenemos: 

e a' - b a'y + a b'y = a e' 
(a b' - b a')y = a e' - e al 

de donde, y = (ae' - ca'): (ab' - ha'). 



l\)~ M. CóJ'r]tTTt - ÁLGEBRA (PARA EL n. cr AÑO) 

Sustituyendo este valor de y en una cualquiera de las 
ecuacione::; [1], y despejando x, se cnel.1entra: 

;;; = (eb' - be'): (ab' - ha') 

Las fórmulas de rel'lolución del sistema general [1) son, 
pues: 

, eb'-be' 
l' ------

ac,'-ea' 
y= 

(¿b'-va' 

EJEMPLO , -- Rea el sistema: 

5 2x-Ry=22 
t 6:x+5y=lD 

a b'- b a' 

Aplicando las fÓ11mnla. de resolue.ión, en las qlle 

a = 2; b = - 3; e = 22; (t' = G; b' = 5; e' = 10 
tenemos: 

22 X 5-(-3) X ]O 
/'= 

HD 

28 

- 112 

2X 5-(-3lX (j 

.~ X J{l-22 X 6 
Y = --------- - --- = - 4 

2X5-(-3)X II 38 

La solución del si~t croa (lado es, pues: 

\ x=5 \ e \ y=-4 \ 

172. Regla de Cramecr. - Un hinomio como (1, b'- b a' 
suele representarse con el símbolo 

I a b I 
I a' b' I 

Dicho binomio se llama dctcnninante de los cnatro números 
a, v , a', b'. 

Obsérvese que en p} símholo referido están dispuestas las 
cuatro letras a, b - , al, v', en forma, rectangular j 
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podelUos decir, pnef:l, 4ue iudica debe e fectuar se el pro dueto 
CtI diagonal a ú' Ji ele él restnrse el OtTO producto en dia­
gonal b a' , 

En d párrafo anterior vimos qUe uu si:,;Lema de dos ecua­
ciones ele primer grado con dos incógnitas, reducido a la 
forma tipo: 

{ 
ax+b y= <C 
a'x+b'y=c' 

se puede re,~ol \'er elUpleando las f' lÍl'mutas 

e bJ 
- b e' a e' -- e a' 

:r - , y= 
a b' - b a' a bJ 

- b aJ 

[1 ] 

El denoIU inador ('omím de cRias dos fl'3iccionc~, o sea el 
binomio ab'-b al, se llama el determinante del siste'ma [1] , 

De acnol'do con la notaci6u indicada al principio de este 
p[¡rrafo, la¡; fórmula:,; ele re¡;olución elel Sif:!te llla [1] pueden 
esel'ihÜ'se, pues, simlJólicalllente, así: 

I e /, I ct e 
I e' b' I a' e' 

.1.: = - ---

I a IJ I I a' b' 

u=----
a /J 

(~J b' 

ERtils fñrlll ll lHR, deJ¡idaH a ('ramer ('b), nos permiten enun­
ciar la siguiente 

REGl ,,\ , - La solución de un sistema. de dos eouaciones 
de primer grado con dos incógnitas, reducido a. la forma . 
tipo, se puede obtener escribiendo dos fracciones cuyo de­
nominador común es el determinante del sistema, y ouyos 
numeradores son los determinantes que resultan de reem­
plazar en el anterior, la columna de los coeficientes de la 
incógnita que se expresa, por la de los términos indepen­
dientes_ 
--(.-)- GABRIEL CR.Al\IER (1104-1752) fuá profesor de Matemáticas en Gille­
bl-s, su ciuda,l nataJ. Su obra más iD1Jlortallte, que aún se confulta. llOY, es el 
I ¡Tratado sobre curvas algebraicas". 

Contribuyó al estudio de la,s ecua.ciones, e hizo revivir el de los determlnautes, 
comenzado por Lelbllit,,; escribió Robre la causa física de la {o],n. esferoidal de 
los p]auetas y el movimiento de sus ápsidfrs; amplió lo" e~tudiQ~ de NewtOll 
l'elativu& a ¡a~ ~unas cúbicas, etc, 
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EJEJIPLO. - Resolver el 5ÍstE.>ma: 

5 
16 

í 3.1:-8y= r) 

( 2.1: + !J = 16 

5 >< 1-(-8)16 133 
x= ---- - ---------- ---=--=7 

I 
3 - 8 3 X 1- (-8) 2 3 + 16 19 
2 

3 
2 

1 

5 
1ti 3 X1G-5X3 38 

y:= ---- - -------
48 --lO 

19 
=---==2 

1,[1 

Verifiea,e.ióll : 

1: ecua:ción: 

19 

:1 X 7 - 8 X 2 = 21- J 6 = 5 
2X7+ ~ ==14+·2==16. 

19 

Discusión de los resultados 

173. Sistema determinado. - Nos proponemos repetir, 
para un "istema de dos ecuaciones de pl'imer grado con dos 
incógnitas, la discusión que efectuamos en el (N" 137) para 
una sola ecuación con una incógnita, discusión que tiene 
pOI' objeto prever todog los casos que pueden presentarse 
en la resolución de dicho sistema. 

Sea, pues, el sistema general: 

) ax+b y=c 
{ a'x+b'y=c' [1] 

Suponiendo (t -::/= O, en el (N" 171) vimos que despejando 
x de la. primera ecuación, sustituyendo su valor en la segunda 
~r simplificando, llegamos a la ecuación: 

(ab'-b a')y = a'c' - ca' [2] 

Si a b'- b a '-::/= O, la ecuación [2) se satisface para un 
solo valor de y (N.o ]37, 1.°), que sustituído en una cual­
quiera de las ecuaciones del sif.itema [1] I nos da también un 
solo valor para x. 
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El sistema [1] tiene, pue3, una sola solll,oión, expresada 
por las fórmulas que hallamos en el (N." 171) : 

<]b'-oc' ac'-c(¿" 
.1'=---- é y=---~ 

a b'-b a' ab'- b a/ 

y decimos que el sistema es deter minado. 

Casos de imposibilidad e indeterminación 

174. Si a b'-b a'=O, y a c'-e a'=f=O, la ecuación [2] 
no Se satisface para ningún valor de y (N" 137, 2,"); el 
sistema [1] no tiene, pues, ninguna solución, y decimW:i que es 
imposible, o que las ecuaciones que lo forman 80n incom­
patibles. 

NOTA_ - Obsérvese que, en este 'caso, también se cumple 
la condición, e b' - be' =1= O ; ésta se obtiene di \'idiendo 
ordenadamente las dos expresiones á b' = b a' y a e' =1= e a', 
deducidas de las coniliciones dadas. 

EJEMPLO. - Consideramos el sistema; 

El determinante del sisLero,a es: 

:lx-~!I=l 
Ox-4y=1 

t. b' - b a' = 3 (- 4) - (- 2.) 6 = - 12 + 12 = O 
AdemAs, tenemos: 

ad - ca! = 3 X 1- 1 X 6 = 3 - 6 = - 3 =1= O ; 
en cOilliccuel1'cia, el sisLema dado es impo~ible. 

La imposibilidad anterior podía haberse lH'evisto ohservando los 
coeficientes y términos conocidos de las ecuaciones da.(las; en efecto, 
6 y - 4 son ~nimúltiplos de :; y - 2, pero 1 110 lo es de 1, por"l.ue 

f)=;1XJ; -4=-2X2; l=1=lX2 

17~. Si a b'- b a'= O, Y a, e' - e a'= O , la ecuación (2] 
del párrafo anterior se satisface para cualquier valor 'lue 
se atribuya a la letra 11 (N." 137, 3.°) ; el sistema r1] tiene, 
pues, infinitas soluciones, y decimos que es indetermina.do. 

En este caso decimos, también, que existe indeterminación 
de orden 1, pOl'que si bien podemos dar a una de las incóg­
nitas valores arbitrarios, los valores de la otra dependen 
de los ,fclores a tribuídos a la primera. 
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E./EJIPLO. - COl\sitlereuJus el "istema: 

r ;l,:¡;-2y=1 
l 6x-4y=2 

El uetermina nte ilel sistema es: 

(1, b' - b n' = 3 (- 4) ~ (- 2) !l = - J:2 + 12 = U 
'j, además, 

a e' - e a' = 3 X 2 - 1 X 6 = G - ti = U ; 

~n consecuencia., el siste.m[\, dado es Í?tdetennil1ado. 
Esta cOl1SeCneui·ja pocHa baberstl deducido ir)¡roediaLamcllí,e, en cste 

raso, obscl'y'&ndo que la.s dOb eCLlaciOllc" :;c l'CdUe;Cll a nna, pucsto 
que los coefjcientcs y el il'rmino conocido ·llc la segnnda, resullan 
de llUlltiplical' por 2, los Itc la lwimera, y sub '11IOS que 'llla e narilíll 
aislada 'con dos inCÓrguitafl íiel1C i'liinirlacl de soluciones (N." 161). 

No'u. - Ollsél'\'e'se en c¡.¡te. caso que, siendo (1, {¡'- b a'= O, 
Y ac'-c(¿'=O, resulta a:a'={¡:{¡'=(':c', c1edollcll' 
ce tielle, tambipll: cú'-.bc'=O . 

176. Cuando 10"1 cocJ' icicutcl'l (J, Ú, a', {¡'. y los térmi· 
nos cOllol·ic1o~ e, e', dependen <le' C'it'l'la¡.; ('anlic1a<1I'R literale¡; 
llamada¡,; jJo'/'(í 111 et r Ol;, ti l a~ (jite 1';(' les Jluede rla l' (lirerente:; 
\,8 )ore;;, ruede ~ 1l ('edc L' qll t' 108 \'alol'Pf; llCU'lit'l1fa,l't'H a frihllídns 
a dichoH parfllfJe'üos auulcu tillO o varios ele aquellos eoefi­
ciente~ . 

SupongamoH qll e :-ie IOllga: (f. - /¡ = (l.' = b' = O; elJ 
ese ca:-iO, el &i:>tema 11 .].).anoconticuo·lasil1cúgllitaEl.y . .jo 
reduce a 

0=(', O == o' 

l. e'ca.so: si e o e' son di/eren(rs de ('e/'o, uua, poe lo ml~­
nos, de C:>t38 ú ltimas ig nalchtles 1'('~111fa imposible', ~' l'J sis­
tema [ 1] no tiene solución; deci1110~ que es imposible. 

2." ('as'o::;i (,=0'=0, Imi Cl'llaÚCJlle" [11 se transJ'Ol'll1<ln 
01 id en1 idac1es para cUl;ll~Hqujcra que sean 10R valores que sC' 

atribuyan a ..c e y . El sistema [lJ tiene, pues, infinitas so­
luciones, y decimo que es indeterminado. 

En este caso decimos, también, qne existe indetermina­
ción completa O de orden 2, l)Ue~lto qne POc1PlllOS dar ::;imul 
táneamente q, las dos inc{"gnitili-i \,¡]lorr::¡ ¡ll'hit1'31'ios, 
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177. Resumimos los r esultados de la discusión en el si­
guiente cuadr o : 

DISCUSION DEL SISTEMA l 0." + by = e 

a. 'x + b'y=c ' 

Hipótesis Solución El sistema ea: 

/lb' - b a ' =1=- O única determinado 

rC' -(U'*O niuguna im polible 

a b'-b a,=o{ 
a * O infinita. indeterminado, 

ac' - c a.'= O de crden l. 

r o e' * ° 
ning-una imposible 

a= b", o'",b' =Ol 
r = c ' = ° infinitas indeterminado, 

de orden 2. 

Sistemas sencillos con más de 
dos incógnitas 

178. Sistemas de ig'ua.l numero de ecuaciones que de 
incógnitas. - , Cuando Re presenta para su resolución un 
sl¡,ü·ma de m<Ís de elos ccuaeioncs de pr imer grado con igual 
níll11 ro de llleóg'll ita 5, pu('den aplit'arse, también, los métú · 
dos (iue henlOs empleado en este Capítulo para los sistemas 
de llos ecuaciones con dos incógnitas. 

En esencia, el pl'ocedimiento consiste en tl'ansfol'mm' el 
.\iSTf I/W dado en oiro cquivalel1Ce con una ecuación y una 
'illcógnita. menos, ,Ij nsí. slwfsi,'(IIHeJtleJ ha,sfa lognw obt'e/l e?' 
1I1U¿ sol(~ fClwóón con l/na sola incógnita. 

Como para el euso de dos ecuaciones co n dos incógnitas, 
un sistema ('on igual número ll e er.uacioll e!-i que de ill cógni­
ias 1'es1llta, g'f'llpl'almcn1.e, determinado, 

Así, por. eL pl método de sustitución se aplicaría mediante 
la. siguiente 

REGLA. - Para resolver un sistema de ecuaciones de pri­
mer grado con IGUAL NúMERO DE ECUACIONES QUE 
INCóGNITAS: . 

] : Se despeja de una de ias ecuaciones, una de las 
incógnitas, considera ndo -como conocidas las otras. 
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2,° Se sustituye la expresión de dicha incógnita en las 
ecuaciones restantes, formando así un nuevo sistema que 
contiene una ecuación y una incógnita menos que el an· 
terior. 

3,° Se procede con este nuevo sistema como con el pro­
puesto, y se continúa hasta llegar a un sistema de dos 
ecuaciones con dos incógnitas, que se resuelve por cualquier 
método. 

4,° Sustituyendo los valores de las dos incógnitas halla.­
das en la ecuación precedente, que contiene una tercera 
incógnita, se tendrá el valor de ésta, y así sucesivamente se 
calculan las restantes incógnitas, sustituyendo en las ecua­
ciones que le preceden, los valores de las incógnitas ya 
calculadas. 

EJEMPL O. - Resolver el sistema: 

{ 

2 x - 3 Y - z = 1 [1] 
3 x + 2 Y - 2 z = 13 [2] 
5 x - 4 Y - 2 z = 11 [31 

Despejando z de la primera ecuaClon, resulta: 
2 = 2 x - 3 Y - 1 [1' J 

Reemplazando est.a expresión de z en las [2] y [3], tellemos: 

3 x + 2 Y - 2(2 x - 3 Y -1) = 13 
G x - 4 Y - 2(2 x - 3 Y - 1) = 11 

Transformándolas, resulta: 5 - x + 8 Y = 11 [2'] l x + 2 Y = 9 [3'] 
E l sistema de estas dos ecuaciones [2'], [3'], con ,dos incóguitas 

IX e y, 'podría resolverse por el método de sustitución i pel'O en el 
caso particulru: que se presenta, resulta más breve aplicar el método 
de reducción, Sumando las dos ecuaciones [2'] y [3'], tenemos: 

10 y = 210 , de donde, y = 2 

Sustit uyendo este valor y = 2 en la ecuación [2'] o en la [3'], 
y des.pejando x, obtenemos el valor de esta inoo,,"'llita: IX = 5 . 

lSustituy~ndo los valO1'es x=5, y=2 en la ecuación [1'] tenenlo¡:¡: 
z = 2 X 5 - 3 X 2 - 1, de donde, z = 3 

La solución del sistema es: 

,1:=5; y=2; 2=3 I 
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179. NOTA. - Si el sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas, obtenido al aplicar la regla anterior, resultara 
imposible o indeterminado, análogamente sucedería con el 
sistema dado. 

Se podría desarrollar una discusi6n general análoga a la 
realizada en el (N." 173) Y sigui e>l1t,e:-; , pero ello nos condu­
ciría fuera de los límites fijados para este curso elemental. 

180. Sistemas de düerente número de ecuaciones que de 
incógnitas. 

1." Sistemas Mn más inoóg n'itas que ec u,a,cion es. - Estos 
ústemas son generalmente indetermin3idos; tienen, por tan­
to, infinitas sol!wiones. En efecto, si tuviéramos lID sistema 
de In 'ecuaciones con nt + n incógnitas, daríamos valores 
arbitrarios a n de las incógtUitas, y tendríamos así un <;1:;­

tema de m ecuaciones con 111 incógnitas, que resolveríamos 
como indicamos en el (N.O 178). 

EJEMPLO. Sea el sistema de 2 ecuaciones 0011 2 +1=3 
incógnitas: 

f 3x+y+z=5 
1 x-8y+3z=6 

Demos valores arhitrarios a Ulla de las inC'ógnÍtas, por ej., a 2' : 
Así, para z = 2, tenemos el sistema de dos ecuaciones COll dos 

inoognitas .r e 11: 

f 3x+1I+2 =!"i 
? J'-2y+3X2=6 

de dOlJJae 

Resol,iendo este último sistema. lpI1PIDOS: 

Pna solución del sü,tema dado es, ]JlWS: 

:-3.1"+.')=;1 
,r-2y=O 

.1; = ti 17 ; ;11 = "h . 

S.i damos a z otro vaIOl'wal'Lilliera, por ej., z = --112, encon­
tramos, análogannente, otra solución del sistema dado: 

I d = ~71 .~ 1-1 

Análogamente c3.lcularíamos todas las soluciones que cluisiéramos 
<1el sititema dad\?, 
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No'!'.\.. El "istema podría I'C¡;llltar (lrtel'minado, si los 
eoefieieu tes y término cono(·ido de una de las ecuaciolleR 
fuesen equimúlti[llo~ de los de otra, porque, en ese ('a .. 0, dos 
() más ecuaciones serian idénücHfi, l'edneirnclose ('llÍonces el 
número de ellaN. (V€are el ejemplo del N.O 175). 

2.° f{1'stemas con más ('cHucio'nes que incógll#as. - Si t\l­
viéramos un sistema de 'In + n ecuCLciones ('011 In illeógnita:"l, 
resolveríamos el sistema formado por '!n cualesquiera de las 
ecuaciones dadas. 

Si las s01uciones halladas de ('NI e si¡.¡te1l1a parcial \Terifiea:n 
laR tb ecuacjones rcshtntes del Hü,tema dado, éste es deter­
minado; ele lo coub'ario, es imposible (o absul'do). 

NJI<JMPLO l. - Se;1 ('! l:i i:;tema de 4 {'0U;1cíolles COJl 2 il1 ("ó~njtil';: 

{ 

2 x + ;1 y = 7 Resoll"iollc1o cl fljslpllla formado por laR 
•. C + 2 Y = 5 dos primel'Hs ecuaciolles, eJJeontramos: 

. 3.1'+ y=O x=- l, y=3 

- 4..c + y = 7 Sl1~litu'yell<1o esto~ "alol'l'>4 el1 las 01 ras 
do~ . c<:LUJciolll"S, ,"('IUlOK '1L1e la:; "orifican: 

3 (- 1) + :3 = - :3 + :¡ = O; - 4 (- 1) + ;3 =- 4 + ;) = 7 
I~l sistellJa. es, pues, rll'te n¡li~lll(I(), sien<lo Sil Holueióll: 

.1' =- 1, y=3 

E.¡R.lU'LO JI. Ri la. tíltiJ1ln ('ru3(·ión dld :-;islerua dd ejcll11'Io 
anterior fues<" por ej.: 

.J..I" + G,I) = 2 

al sustiluil' .t' = - 1 e /1 =;1, LelHll'íallloH: 

'* (-1) + ,j X ::) = - 4 + 1G = 11 
resuHac10 é~te absurdo, por i>Cr diCcrenlo del Lé111ÚllO eOl1ocirlo dI' la 
eeuaclon, C[LlC os :2; eu eol1¡;ecueucia, osLe sistema sería imposi/.¡/¡:, 
y decimos quo las ecuaciones qLle 10 forman SOn incompcttibles· 

I 



CAPíTULO VI 

PROBLEMAS DE PRIMER GRADO 

181. Definidones, - En el ~í'\,o 11!)) vimos rómo se 
podía 1'eRol ve!' un p1'o11lp111a mediallte la resolución ele uun 
ecnaci{¡n, I1a¡;,ta ahora, hPlIlOS rp";l1l'lt.o ecuacionefl con el objeto 
ele ejen'lta.r'llo¡,;; pero, en la. práctiea, utilizamos las ecnaci(¡­
neR COulO un medio para la resolución de mi prohlema, 

'En toclo problema exiF;ten cantidades cuyos valores están 
elados en forma explíúita, o bien, que pueden dbtenerse pOI' 
medida clir·eeta i é¡;;ta¡;; S011 las cantidades c01/ocida .. ~ o datos 
elel [lrol)lema. ExiRtell otras canticlaelpi'i, llamadas i'ncógnita,~, 
euyos valOJ'e:- no pstán dados, ¡.;ino qnp eR neCE'sal'io deter­
millar ])aSállUOi"(' 011 las ]'placiol1pi;¡ qlle las ligan con las cau­
tillaclE's ('onociclas. 

IJa resolllcilÍlI de un prohlfma tiene por objeto determinar 
Jos vaJores al' laR incógllitas mpdianie Jos valores elE' laR can­
I ¡(lades COllOcidas. 

Los valore-i:! de lasillcógnitas sr llaman g011lCiorles del 
problema. 

Antes de dar normas generales para ]a resolución de P1'(/­
hlpmas. (""timamos ('onVf>niplltr tratar alO'llllos ejemplos. 

182. PUOBL14MA L - En 11 n salón de clase había 40 alum'nos, 
ent,'e niñas y !'al'Olles. Habiéndose retil'aüo 12 niñas y 8 'va­
rones, quedaron en el salón ¡,(jual ?l/íl11el'o de aluj/mos de am­
bos sexos. ¿Cu,í11tas nifías !J cuántos l'(l.l'OrVes había en el salón 
inicialmente? 

Indiquemos con ,1' el número ele niñas que había en el 
salón; el, de varOlles será (40 - x), 

Ilabiéndose retirado 12 nifí.as y 8- varones, quedaron en 
el salón (.t - 12) niñas, y [(40 - ,c) - 8] val'ones, 
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Como el número de niñas que quedaron en el salón debe 
ser igual al número de varones que tambi.én quedaron, estas 
dos últimas diferencias deberán ser iguales, vale decir, que 
tendremos la siguiente 

Ecuación: 'x - 12 = (40 - x) - 8 
Reducción: x - 12 = 32 - x, de donde 2 x = 44 . 
Solución de la ecuación: x = 4j / 2 = 22 . 

Solución del problema: el número de niñas es 22, y el 
número de varones es 40 - 22 = 18 . 

Verificación. retirándose 12 niñas y 8 varones, quedaron 
en el salón 22 - 12 = 10 niñas, y 18 - 8 = 10 varones, 
números éstos que por ser iguales, justifican la solución. 

183. PROBLEMA n.-En ~tna fábrica, un ob1'ero, M'abajando 
a. mamo, CO'YIst1'1'/'ye 10 cajas pat' hora)' otro, trabajando con tná­
quinas, constntye 36 cajas por hora, pero no empieza Sl¿ tra­
bajo sino 2 horas después del p1'irnero. ¿Al cabo de cuánto 
tiempo el segundo obrero habrá fabricado 3 veces más cajas 
que el primero? 

Tornemos corno origen del tiempo el instante en que el 
segundo obrero' empieza su trabajo; por unidad de tiempo 
la hora, y corno incógnita, qúe representaremos con x, el 
tiempo empleado contado positivamente después del origen. 
Al cabo ele este tiempo, el primer obrero habrá trabajado 
(x + 2) horas, y fabricado 10 (x + 2) cajas. 

El segundo obrero habrá trabajado a; horas y fabricado 
36 a; cajas. 

Pero, según la condición del enunciado, esta última can­
tidad debe ser tres veces mayor que la primera, vale decir, 
que tendremos la siguiente 

Ecuación: 36 a; = 10(a; + 2) X 3. 
Reducción: 36 x = 30 a; + 60, de donde 6 x = 60 , 
Solución de la ecuación: a; = 60/6 = 10, 
Solución elel problema: 10 horas. 
Verificación: Al ·cabo de 10 horas, el segundo obrero habrá 
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fabricado 36 X 10 = 360 cajas, y el primero, que habrá tra~ 
bajado (10 + 2) = 12 horas, habrá fabricado 10 X 12 = 120 
cajas, número, el primero, tripIo de este último. 

184. Normas generales para la resolución de problemas. 
- Por los ejemploR tratados, vemos que el método que con­
viene segllir ell la resolución de problemas, es el siguiente: 

1.. Elección de las incógnitas. 
2: Planteo del problema. 
:J.o Re;;olución de las ecuaciones. 
-l.0 Discusión de los resultados. 

Elección de las incógnitas 
185. El mismo enunciado del pr6b1ema indica, general­

mente, cuál es la incógnita, o incógnitas. 
A veces, el enl1llciado no indica claramente cuáles deben 

ser las illcógllltas; de su elección depende que la resolución 
del problema sea más o menos sencilla. Es natural que 110 

existen reglas fijas al respecto; solamente la práctica adqui­
rida mediante la resolución de variados problemas, podrá 
ayudarnos a resolver las dificultades. 

EJEMPLO l. - E:u el problema tratado en el (N.O 115), cuyo 
enunciado es: ",Cuál es el número 'c;uyo triplo, disminuí:do en 8 
unidades resulta iguaj a aqLlel n(lmero~", es I"-videlJte que la incóg­
nita e~ ese 1111111(>1'0. 

EJEMPLO Ji.-EI problen;ta II (N: 183) podría enunciarse así: 
Un obrero fabr¡'ca liD cajas por hora trabajando a IDaJ10; otro 

obrero, que trabruja a máquina, fa:brica 36 cajas por hora, pero 
empieza su Ira.bajo 2 horas después del primero. ¡,Podrá acontecer 
que el número .-le cajas fabricadas 1)01' el segundo sea triplo del 
eonstruído por el primero? 

tAlbora no se indica éllá 1 debe ser la incógnita; podríamos tO'IDar 
diversas eRutidades: ya sea la .que tomamos, es deeir, el número d~ 
horas a coutar del momento que inicia el trabajo el SEl,,"1lndo obrero; 
o hieu, el 11611ne1:0 de horas a contar del momento que inicia el tra­
bajo el primer obrero. Uamalldo 3: 11 este último número, la cculllCÍón 
del priblema sel'Ía: 

(10 .1') X 3 = 36(.r-2) de dOOlde x=12 



114 M. COPPETTI. - ÁLGEBRA (PARA EL 3P AÑO) 

Como el segundo obrero inicia el trabajo 2 horas después del 
primero, empleará (12 - 2) = 10 horas para fahricar el número 
de -cajas que establece el enunciado dl'l problema (resultado igLlal 
al obtenido en el N.O 183). 

186. Al mismo tiempo que se determinan cuáles dehen 
Rer las j,ncógnitas, es il1dispen>lahle, para interpretar rápida­
mente y con precisión las soluciones halladas, indicar las uni­
dades con las cuales medimos jodas las magnitudes qn~ 
intervienen en el problema.; pOl~ último, cnanclo es del caso, 
se establece para ·acla incógniül, un origen y un sentido 
positivo. 

Como noniL(L genm'a,l, podemos decir que la eleccilÍD c1p la 
incógnita (o incógnita~) . elehc ser tal, tIue facilite el plamteo 
del prohlema, operación esta {¡ltima, que inc\icmpJUoR a cou­
tÜluación. 

Planteo 
187. DEFINICIÓN. - El PLANTEO de un problema es la. 

expresión, en forma de igualdades entre los datos y las 
incógnitas, de las relaciones que resultan del enunciado. 

Para esta operación, tampoco pued0 darse UIla regla general. 
En casos Rencillos, se pupde llegar al planteo de la siguiente 
.munertl : 

Se ope1'(J, como si, siendo conocidas 7as soluciolles del pro· 
blema, se qwisic'I'Q, 1' e1'i/icar medianle Il?UL o más ignaldade.~, 
q'll.e dic7ws soluciones satisfacen (~ lodas las condiciones del 
enwncia.do, así (;01110 (t las 7eyes matemáticas, m,eoánicas} fíS'I­

cas, etc., a. las cl/'{lles pueden csf(w sujeta!;, Las 'igualdades qll f 

así se obtengan, son lag ecuaciones del problema. 
La incógnita o incógnitas se l'epl'(~f;entan, generalmellte, cou 

las últimas letras del alfabeto (.1'} y, Z , t,. .). 

188. Resoluciones de las ecuaciones. - Si las eCUaCiOllf'''l 
que resultan del planteo son de primer grado, podemos 
resolverlas con los cOllocimientos adquiridos en el Capítulo 
precedente. 
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'-11 prohlcm<l se llama de primer grado si su resolucién 
~ólo exige 1'<,,>,ol\'cr ccucl<'iol1es de primer grado. Si la 
ccuaeit')J} rcsultante CH de segundo grado, el problema se 
lIaI1la dp segundo grado; análogamente para gradoH 'lupe­
riol'C'f;' En el próximo ('Ul"~O trataremos de las ecuaciones y 
problemas de :;cgunc1o grado. 

Discusión de los resultados 

189. Problemas con una incógnita. - Resuelta la ecna­
('ió/I (k Ull proh1ema, es n('('e~ari() verifi('arfa. Pero, en ('iel'-
1m; ('asos, !lO todos lo~ "alo1'es que "erif¡ean la e('uación SOll 
tcllnhilill sOltH'iOlH'.· ele1 problema; esto suC'ede, porque 110 

to<lclR las ('oudiciones qu(' enciel'l'a implícitamente el enun­
('iaflo l)u('(lcn t('l1crse PIl cuenta en el planteo, 

Es /I('(·psill'io, pntoneei'i, investigar si el valor hallado para 
la iue6gllita Hatisface tamhi{>n a toda, las otras condiciones 
que aharC'an el pnuneiado del prohlema; esta interpretación 
ele /,es¡d/(ulos ~ lo que se llama la discusión de los resultados, 

8u!)OngamoH, por ejemplo, que por la naturaleza del pro­
blema, la solución deba el' un número entero, y se halla, 
eH cllTlll>io, como solución de la ecuación, un número frac· 
CiOllal'io. ¿ Podremos decir' que ésta es la solución del pro­
hirma ~ C'iedamcllt e que Tl0. 

Ri la solu('ión de un pl'ohlerua tkue sel' un l1úmet'o posi­
tiyO, ,:,: ('ncontramos (,OJl\O SOlllcÍcíll de la ecua<!ión un número 
lle¡rat i \'0, uo pod I'á aceptarse l'H!' \'alor ('omo solución del 
prohlema. 

En los ('aso:; indicadoi-l y otros aJlálog'os, se dice que el 
li/'ob7(,1//{/ ('8 illl/JOsiblc, o ()ue 110 tiene iíollleión, allnque lct 
lcnya 7a (clI(/ciúll. 

Ilust relllOS este punto mediante algunos ejemplos. 

Así, pUl' ej., ¡,¡i la inróguila es el número de herramientas que se 
C'llcuPlltrall ell 1111 taller, el J'(>~ultado, para que sea acepta.ble, debo 
Rer un número entero y posilivo; la fuerza de un moLor no puede 
reRultllr eX}ll'C'sada Rino pOI' un número positivo; si se calcula la 
f'uad de un padre cuando se conocen las ue sus hijos, la prirqern 
tiene que resultar mayor que la de los segundos, etc. 
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190. Problemas imposibles. - Cierto problema puede 
resultar itnposible de resolver, ya sea porque la ecuación del 
mismo carece de soluciones, o bien, porque las soluciones de 
la ecuaciÓn no lo son al mismo tiempo del problema. 

Así, pOl' ejemplo; en el Problema 1 del (N: 182), si modi­
ficamos el elllillciado en el sentido de suponer que sean 41 
alumnos en lugar de 40 los que había inicialmente en el sal6n 
de clase, la ecuación del problema sería: 

:v - 12 = (41 - x) - 8 

que resuelta nos da: a; = 45/2 (número fraccionario). 
Como la naturaleza del problema no admite solución frac­

cionaria, decimos que el problema es impasible. 

191. PROBLEMA. - Encontrar 1m número ctt.!Ja tcrcera 
parte disminUIda en Sl¿ cuarta pa1·te y aumentada en 6, sea 
ig1tal a Sil doceava parte, a1/11nentada en 5. 

Llamemos :v a la incógnita; según el elllillciado, la ecuación 
del problema será: 

.re 

3 4 

Eliminando denominadores, 
de donde 

+5 
12 

4 x - 3 x + 72 = .r + 60 

4 x 3 x x = 60 - 72 

0 .. 7; = - 12 
Esta última ecuación 110 lieuc solución (N: 137, 2:); por 

consiguiente, el proble·ma esimposi~L.e. . 

NO'l'A. - Esta imposibilidad' podría notarse desde la eeuaei6n primi­
tiva del problema; en efeeto, la difereneia de las dos fraceiones que 
figuran en el primer miembro es igual a la fracción que figura en el 
segundo miembro, y a esas dos expresiones iguales se les ha sumado 
números diferentes, 6 y 5, respectivamente, lo que no puede dar resul 
tados iguales. 

192. Solución indeterminada. - Se presenta cuando cual­
quier valor de la incógnita es rmluciíll1 del problema. Trata­
remos un ejemplo, 
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PROBLEMA, - Dos personas tienen, respectit¡;amente, 23 y 
27 años j otms tres tienen, 1·espectit'a1r~ent.e, 18, 25 Y 32 años. 
¿Dentro de cuántos años el t1'{ple de la swna de las edades 
de las dos prime1'as pet'sonas será dobl.e d·e la sttma de las 
edades de las otras M'es? 

Llamemos ~J al número de años, a partir del momento 
actual, que faltan para que se cLlmpla el acontecimiento se­
ñalado en el problema, 

Dentro de .J' alías la suma de las eelades de las dos pri­
meras personas será: (23 + .l') + (27 + x) ; la suma corres­
pondiente a las otras tres será: (18+.¡;)+(25+x) + (32+x). 

De acuerdo con el enunciado del prohlema, la ecuación co­
rrespondiente será: 

3 (23 + ,C + 27 + x) = 2 (18 + .c + 25 + x + 32 + x) 

qlle reducida ])oS da: O, X = O, 
Siendo e!ita ecuación indeterminada (N: 137, 3,"), o sea, 

que cnalquier valor de x la satisface, significa, pues, que 
el acontecimiento buscado tiene lugar en cttalqt¿i61' momento, 

193, Solución negativa, - En ciertos pl'oblemas, cuando 
la incógnita es una cantidad susceptible de contarse en dos 
sentidos opuestos, como sel': 1Ul tiempo, una distancia, UCl 

dinero cuando representa las ganancias o pérdidas en un ne­
gario, etc" la solución negativa pucde tener ';,nterp1'etación, 
Tmemos un caso en el siguiente 

P1WBLEJlI.\, - Un pad1'e tiene 41 aíios .tJ su hijo 1:-1. ¿Dentro 
a.e cuántos a ílos lCL eclacl elel 1Jarl1'e será 5 veces lCL del hijo? 

];lalllando .1' al númel'o de auuN que ralta 11 para que 8(' ('nm­
p1a el l;lC'ontecimiento señalado, la ec'uacióll del problema ~,,: 

41 + x = 5 (13 + a;) 
que resuelta nos da: x = - 6, 

Tal como se encuentra redactado el enunciado, la solución 
negativa nos indicaría que el problema es imposible, Pero, 
representando la incógnita un tiempo, que hemos considerado 
positivo cuando es hacia el porvenir, contado a partir de un 
origen, y negativo cuando efl hacia el pasado, el signo negatiVQ 

~ . - -
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nos indica que el acontecimiento buscado es anterior al origen 
de los tiempos (moment.o actual) ; vale decir, que hace 6 años 
la edad del padrc era 5 veces la del hijo. 

Correspondería, pues, modificar la parte final dpl enun­
ciado, diciendo: ¿ En qué época la edad del padre fué 5 veces 
la del lújo? 

Vemos, qne en ciertos problema~ cnya solución puede to­
marse en · dos sClItidoH opuestos, la solución negativa nos in­
dica, en algunos casos, la modi.ficación que debemos introducir 
en el emIDciaclo, para que el problema tenga solución. 

194. En otros ('asos, la solución Jlegativa puede indicar 
(Iue el problema es imposible (N.· 189). 

Un ejemplo lo tenemos en el ProblemaIl dcl (N." ]8:~ ) , si 
modificamos la parte final del enunciado, cn la siguiente 
forma: i Dentro de cuántas lloras el segundo ohre1'O habrá 
fabricado 5 veces más cajas que el primero? La ecuación del 
problema sería, entonces: 

36 x = 10 (.c + 2) X 5 
cu'ya solución es x = - 50/ 7 (negativa). 

De acuerdo con nuestra convención sobre la mauera de 
contar los tiempos, el signo negativo nos indicaría que el 
instante encontrado preoede al origen en 5°/7 de hora. 

Es natural que e8te rcsnltado no responde a la cuest.ión, 
porque en ese instante el segundo obrero no empezó a tra­
bajar aún. Vemos, pues, que en este caso, el problema es 
impos'ible. 

195. Problema de 10.5 móviles. -Dos móv'Íles, sit1lados cn 
los puntos A y A', se tTasladan sob'rc una Tecla con movimien­
to 1tnifot'lJle, y con velocida,des (le v y v' metTos por seglmdo, 
Tespeotivament.e. Sabiendo q~~e en oierto instante sus distan­
cias CL 1Ln punto O de la ,'e·ota, son a ya', respectiva?nente, 
determinar el momento y lugat' en q1Le se enoontmTán. 

Tomemos sohl'e la recta t· (fig. 5), un sentido positivo, 
por ejemplo, de izquierda a derecha, y el punto O como ori­
gen de las distancias. Ubiquemos los puntOI> A y A.' sobre eSa 
rectal a laFJ distancjas a y a' del origen, respectiv?mente, 
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Tomemos también como origen de los tiempos el momento 
en que los móviles pasan por A y A', respectivamente, y lla· 
memos x al número de segundos transcurridos desde ese mo· 
mento hasta el de encuentro en E. 

.. V)( 
6'" U· •. g.._ ... -- '~ ,"" ,u';;' ............... 00._ u ....... ¡:: 

0',-........ ... v.-....... . /A'" ...... .•. _" .... _. _ .... /·E r 
~ ~x 

(fig. 5) 

Ri la velocidad del móvil .Il es de v metros por segundo, 
en x segundos babrá recorrido v x metros, representados en la 
figura por el Regmento de recta A E; la distancia O E val· 
drá, entonces: a + v x . 

El móvil A' hahrá recorrido en el mismo tiempo v'x me· 
tros, represen tados por el segmento AJE; la distancia O E 
podrá entonces representarse tamhién asi: a,' + v'x. 

J gna1ando estas dos dÍf;tanciaFl tendremos la ecnaeión 

a + l' X = a' + v'x 
fine permite ('alcular x. 

196. DrscusróN. - Primer caso. - Si las velocidades son 
diferellteN, !l -1)' .7== O, entonc,('s la ecuación anterior da 
U11 "alo1' único para x: 

a'-a 
x=--­

v-v' 
[a] 

Si ,J; resulta positiva, quiere decir que el encuentro tiene 
lugaL' en un momento poste1'ior' al origen de los tiempos. El 
punto E se ellcontrará a la derecha de A y A', Y la distancia 
A E se obtendrá multiplicando el tiempo x por la veloci· 
dad 11, y ohtenemos: 

(a'-a)v 
AE [,8] 

V -1)' 

Si X resulta negativa, quiel'e decir que el encuentro se 
efectuó en un momf'nto anteriol' al origen de los tiempos. 
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El punto E se encontrará ubicado a la izquierda de los pun­
tos A y .l1', 

Este último resultado tiene su interpretación física; cn 
efecto, si la fracción que da x e' negativa, sus dos términos 
deben ser de signos contral'ios. Suponif'ndo a' > a (caso de 
la figura), el numerador de la fnH'ciún resulta po¡.;iti \'0, .Y el 
dl'llomillaclor dehe ser enton(;rs llf'gativo, vale (]r('ir, qlle 1'< 1", 

o sea, <jue la velocidad de A dphe spr lllf'JlOI' <[lIe la de .. J', 
Pero pasando los móvilf's allllislllo li!'ll1po por .. 1 .Y A', es l'\'i­
dente que ya llO se cncontl'c1rán, :-;illO qur sr il';lll alejando 
cada Vf'Z mlÍs. Pero 3l1tf'S de Ill'gar a rs()~ IlllJllos, la distancia 
entre amhof.¡ era menor, ~' ha hahido un 1llOllll'lltO f'11 !J\1f' la 
distancia era nula, N; dccit" qlle se l'l1contt'arOll. 

IJa soluC'Íón negativa nos indil'<1 tamhién, en esle caso, 'tUI.' 
debe lllodifieal'!';e ]a parte final dt>[ l'nnnriado c1l'1 prohlema, 
y decir: ¡en qué ?1IOInento y [liga?' ge eJlCOnl1·(t ¡'On 70S mÓl,if('s'> 

Como ejercicio, discuta el r~tl)(l iante PI l'aso que It' < 1I Y 
l' > 1"; pI p1mto de L'Jlcnrnl¡'.o l'ol'rf'spondeJ'ú tall1hi~n a la 
i7.quier(la de A. y A'. 

Si .r resulta 1/117(/, (( = a'. C[lIirl'e clpl'il' ¡¡Uf' los mó"i[p!,; 
{'oimic1pu ('n 1'1 origen de los lil'lllpW'. (Los ]>llJ1tm; A. ¡j' y 
E df' la f'igura, flon uno solo), 

Segundo ca.so. - ~i laR vP\ol'i(latlps son iguale!';, l' -= 1", 

f'lltonces la ('l'uflción <¡Uf' ]>prmilp cn1l'1I1al' .1' sr transforma I'n 

O .. r=a'-(( 
N'ua('ión imposiblf' ( '." 1:37, 2:); 1m1 m{)\' ilps 110 Sl' rl1<'011-
tl'arún l1\Il1Cfl. Esto es I'videnl(' a )lriori, ¡mesto que, mar­
rhalldo los do" m6\'ilefi eon la misma wlociclad, j)Cl'lllflllf'Cen 
a una (ÚHl uncia invarialllt> 11110 c1pl 01 ro. 

Tercer caso. - Si l' - 1" Y a -= a', la e['uación (1ue 
pel'mite calcular J' se transforma rl1 

O.,r = O 

e('uación indeterminada (N: 1:37, ;3."), o sra, que cualquier 
valor de :r la sati.,face. Los ]lunto,> A y .ti' coinciden siem­
[lre, 0, CO)j otros térlllino~, los múyilf'S marchan juntos, 
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Nol'.~. - Las fórmulas [a] y LB) de este problema, sieudo 
literales, son f ór1m~las gene'rales, vale decir, que expresan todas 
las soluciones de los problemas de tipo igual al trataclo; en 
cada caso particular, no habrá más clue sustituir en ellas los 
valores numéricos del problema dado. 

Resolveremos algunos problemas, como ejemplos de .aplica­
ción de la' fórmulas halladas. 

PROBLEMA 1. .- Dos autos se dil'igen hacia la Capital Federal 1'O'}" 
la carretera que la une con -Luján. En cie1'to momento, u.no ele l(ls 
autos, el q~,e mMcha C01'b una t'eloeidad media de 60 Km, por 7101'(1, 

pasa. por Rodríguez, que dista 17 Km .. (lp Lujím. El otro auto, que 
mCt7'ella con 36 Km. por hora l1e wloridad media, pasa en el mis'mo 
momento PO?' jjJ areno, qllf' el/sta ¡l] Km. de Luján. &A qu.é distrmcia 
ile Rod-ríg'IAez ,!lcanzM'ú el p?'ime'r a~¡lo al seg~tndo? 

, 
I I 
I I 
I I 

---16 Km---~'7Km7fE'-11Km-

a -----, ._--"-----.- Q'--------
(fig. 6) 

I 

i 
-.9Km-;;.! 

Con las notaciones de la (fig. J) Y que ahora repetimos en 1 a. 
(fig. 6), Buponiendo rectificada la carretera en la. 'parte inferior 
de la misma figura, tenemos: 
a = 17 Km . ; a' = 33 Km.; v = ,00 Km. h.; v' = 36 Km .h. 

Sl1stituy.eudo estos valores en la f(wlTIula [~J, tenemos: 

(a'-a)v (33-17) .GO 1ü X 60 
AE= = 40 Km. 

v-v' 60-36 24 

El primeT auto a}eanzal'á aJ segundo a 'PO [(m. de distancia de 
Rodríguez; .es uecir, con los datos kilométricos de la figura, a 6 Km. 
de Morón, hacia la Ca,pi1.al Federal. 
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PROBLEMA n. - POI' la carretera referida en el probl 111a ClfJ.te­
l'io¡" en Ci1;1·tO momento un auto pasa PO)' Rodríguez y otro por 
Jloreno j ,lnpuf.s de 27 minutos dichos aulas chocan en 1I10r6n. 
('alculm' las velocidades medias de marcha de cada auto, empleando 
la¡; di8tancias kilométricas que se indican en la ([/:g. ti). 

('on las notaelOn('S de la (fig. 6), tenE'mO!l: 
a=17 Kili.; a'=:J:-l KII!.; .-1 B.=Dist. Rodríguez-JlortÍl1=34 Km. 

~iendo ia distantia l\lorello-:\lol'ón de 18 Km. y el tiempo em­
pleado por el i:iegulldo auto en l'E'('orrer ('Ka distancia, ele 27 minu­
tos, ~11 v"lo('idad es: 

!,'=e: /-18: 27=2/3 Km. lJor mil/lito = 40 Km. po/' hora 

La incógnila es ahora, /'. Para ealrlllarla, snstitllímo~ los valores 
anteriores en la f{,l'lIll1la r~l, ohteniendo: 

(a'-(l)1) (:I:I-17)v 
..lE = (lE' donrle, ;l-! = ------

1'-1" ,.-,1,0 

Resolviendo illa eCl1atión, tenemos: 

34 l' D(jO = 1(i l' .' . 18 l' = 1:iGO .' . l' = 1~"O/'8 = 7:1,5:1;) Km. h. 
Las releJ( ¡clac/es dI' ambos auto", son, rl'sjlN:til'a JlU'l1 le : 40 Km. Ij 

751 Km. por "('ra (aproximadamente). 

197. Problemas con varias incógnitas. - El método con­
veniente para la resolución ~' discu¡.;ión el un problema con 
varia!'> illcógnitafl, es análogo al E'l11plE'ado E'1l los prohlE'mas 
('on sólo una incógnita. 

Ténga. e presente que, para que un problema admita un 
número lim itado de soluciones, será necesario, en general, que 
(lrigine tal/tas ecuaciones conto incógllifas (N." 178); eu ese 
caso, el vrohlema 'le llama detenn1J1a<lo. A continuación tra· 
taremos un ejemplo. 

PROnLF.~IA. - El! '/I1l1'1 asamblea, Si' aprobó un proyecto por una 
ma!Joría que filé igual n. 111 ('l/arta partl' del 111'»1('1'0 (/e lloto, (Je 
la millO/·ía; )JPro, si con el mismo llIímero dI' 1'0108, los de la mi­
noría, ]l1túil')'an cOl/tado COI! 12 ¡'olos rn{rs, el lJroyecto se }¡aúríl4 
flprouac/o con 111/(1 fIla.l/oría (/r (jos /lotos. ,. ('1,6'ltO,~ /,'O/((ron 11e cada 
lJUr/e .' 

Sea x el nÍlmero de ,"otos da.los por la mayoría, e !J los dallos 
pOI' la minoría. 



PROBLEMAS DE PRIMER GRADO 123 

De acuerdo '(,on el resuHado de la voLac:ión realizada. Lancmas 
e~la primera ecuación: 

x-y=%y 
De acuerdo con la segunda. tondieión del problcrua, el número de 

yotos de la. minoría hubiera sido (y + 12); Y los de la mayoría, 
(x -12); tenemo~, 'lJues, UlIa seg'Uuda eeuaeióll: 

(x~12)-(y + 12)=2 

Dando la forma tipo al sistema. de estas dos ecuaáones, re~ulta: 

r :[;_5 / 4 .11= O 
? J; - !J = 26 

Resoh'iendo este sisterua, encontramos: 

x = 130 y = 104. 

lE 11 con eeuellcia, el pro'blellla. es determinado, siendo la respuesta: 
.cotaron 13'0 e,¡ fuvor del, pr0!Jecto y 104: en ('Olzt,'a. 

198. Cuando un problema origina menos ecuaciones que 
incógnitas es, en genel'al, indetM'mtnado, y tiene, por tanto, 
infinitas soluciones (N: 180, 1,"), Como ejemplos, a continua­
ción resolveremos dos prohlemas. 

PROBLEMA 1. - Hallar dos núme,'os tale.') (j/le sumando al prime'ro 
el doble del segundo se ubtenga 3. ' 

Llamalldo x e y a los números que buscall1us, tendremos la 
~íllica ecmaeión: 

a:+2y=3 
{Iue sabemos tiene infi'¡¡,itas :sol'l¿ci01MS (N: 161). Así, de$pejandl) 
x , tenemos: 

x=3-2y 
Si ahora damos a !j valores arbitrarios, por ejel1~plo: O, 1 • -1, 

1 2 •• . obtenemos pa1'a :¡: ) l'Ci;pectivaill1cmte: 3, 1. 5, 2,.,. 

PROBL.KMA n. - Se compraron 43 animales, entre pulfos, gallinas 
.lI pavos j se pagó $ 1 por cada pollo, $ 1,20 1101' cada gallina, V 
$ 1,50 por cada pavo, Si se pagó $ 50 po'r todos los animales, ¿ cutÍn­
tos Se compora"on de cada da,se? 

Sean x) y) z, el número de pollos, gallinas y pa.vos que se 
compraron, respectiyamente, 

Las ecuaciones del 'lYl'oblema son: 

x + y + z = 43 
x X 1 + Y X 1,2 + z X 1,5 = 50 
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Siendo dos la;: ecuaciones y I res las inrógnitas, 1'1 sislruua tjenp¡ 
infi1litas So1UC101Ies. Para resoh'erlo, ('c)llsideramos como conocida 
una de las inc~nitas, por ej., z , y teudremos el sistema en ,1' e !I: 

¡.r+y = 43-;-
1 J' + 1.2 !I = 50 - 1,5 :; 

Despejando :r e 11 por cualquiera de los métodos, se obtiene: 
l' = 8 + 3 / 2 z: y = 35 - 5/ 2 ;; 

Dando a ;: yalores arbitrariof' en estas rxpresiones de .1' f' 7/, 
tendríamos infinitas soluciones c1l'l sistema ,de emariones: pero. pOl' 
la naturaleza de la cuestión, 110 todas serían wlu!'Íones df'l problema. 
En efedo. los yalores de las inról!'nilas 1ienen que ser números 
entl'ros y positiros, 

POI' la forma de r .·pre ión (h' ,r r .1J, f;ícilll1cllte "emos qlH' 

.para las tres in rógllitas resultarán yallores enteros, si da,mos a :; 
valoref' ]JO; es. 

La segunda ('oudición. de tener que ser las incógnitas números 
positiros, se expresa así: 

z > O; 8 + 3/ 2 Z .? O: :;5 - ~/2 ;- > O 
Los "alarES de ¡; que satisfacen 5imultáneamente a estas tre;: CO'l­

diciones, c;e determinan fácilmente empleando la g-ráfica de inecua ­
ciones (N." 159), 

Podemos resumir, pues, aquella~ tresrondic.iones en esta otra: 

O < z < 14 
Pero como ;: debe ser un número pal' y pOSltlVll, los únicos va­

lor<>s ,que satisfacen a. la última desigualdad. son: 

:: - 2, 1, (). 8, 10, 12 

El problema tiene, pues. srío< soluciOtMs, 
Así, por e,j., .para z = 2, las e),.'Presiones que baIlamos ele x 

(1 II nos dan: 
.=8+3/zX2 8+3=11 Y =35-5hX2=3!í-5=30 

C'omo primera solución del problema diremos, pues. que se C01/!­

lJraron: 11 pollos, 30 gallinas y 2 pavos. 
Para z = 4. tenemos otra solurión: 

14 pollos; 2.5 gallinas; 4 2)avo.~ 

199, Cuando un pronlema origina más ecuaciones que 
incógnitas es, e11 general, imposible o aDsudo (N: 180, 2:), 
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EJEJIPLO. - Dos nlÍmeros son tales que su suma 'l:ale 5, 1~ 
difereneia 3, Y lino de los númpl'os es la mitad del otro. Hallar 
p.' os números. 

L1aman,]o x e y a las incógnitas. se orig'Ína el siguiente sistoma: 

.r+y=5; a: -y=:3; x=%Y 
Resolviendo las dos lJ/'imems ermaciones enconrrrumos que los nú­

meros que las I'erifican son: J ' = 4, Y = 1 . 
Ahora, si sustitufmos estos nos valores x = 4, Y = 1 en la 

tercera ecuaci6n, eonstata.mos (]ue no la ¡-erifican, puesto que nos da 

4 * 112 
Decimos. pues, que el problema 1/0 tiellP solllci6n, puesto que los 

valore:; de .f e y que \'(,l'ifiNlI1 las dos -primera>! ecuaciones, no 
YCl'lfieau la ú Hima. 

200. Alguno de los problemas que se resuelnn mediante 
Ulla ecuación con una incógllita. pueden tallluién re"olverse 
más fádlmente empleando dos e('uaciones con dos illcógnita9. 
"C'u ejemplo lo tellemos en el Prohlema 1 Ül'l (N: 182), que 
decía: EH 1IJ1 salón de clase había 40 alumnos elltre Iliiías y 
l'aI'Ones. lIablélldos n ; tiJ'{u]o 12 nilias y ti L·(trones, quedaron 
(11 el salón igual n¡ímero de alumnos dl'A ambos se.ros. ¿Cuán­
las /liiias y (,lIá/ltos cal'onls }¡aú'íu ('/1 (,1 saJón, i1úcialmente.' 

Uamando .( al número elr nifíos e y al de varone~, las 
condieiollps (]rl problema originan ('] siguiente sistema: 

5 ..c+ y=40 
~ x - 12 o- y- i3 

r¡ut> resolviéndolo, encontramos: 

~; = 22 e !J = ]8 
l'iolueiones estas iguales a las dbtenldas C'H el (N: 182). 

Cálculo de dos números conociendo su 
razón y la suma o diferencia. de 

los mismos 
201. PROBLEM.\. - Llamemos a la razón conocida entre 

dos números x, y; b su suma o diferencia, también co­
nocida; calcular los números x e y. 
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De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos 
las siguientes ecuaciones: 

S x:y = a 
l x±y=b 

equivalelltes al sistema: 
S x-a.y=O 
lx± y =0 

[a) 

Resolviéndolo por cualquiera de 105 métodos, por ej., por 
la regla de Ol'amf'r (N: 172), resulta: 

o -a 1 O 
b ±1 1 b 

.1:= 11 
1 -a 1 ±~ I 1 ±1 1 

de donde 

\x=~11 \y=_b_ LB] 
I a±l I I a±l 

Así, por ej., si n =3 es la. rawn y ú =8 la SLlilla conocida, 
f"Ol'l"t'RpoIHlr lOllun· el sigilo + dE' 1m; .róllfulllas [~JJ y tenelt'OO1oi-': 

3 X 8 8 
a:=---=6 y=---=2 

3+1 3+1 
Verificación: 

·.l;:y= ,6:2=3=ct 
En camhio, si a = 3 es la razón y ú = 8 es la diferencia, <:0-

l'responcle tOlllar el Sigll~ - ele las -eórmulas [~J, y t.endremos: 

3X8 8 
x = --- = 12; Y = --- = 4 

3-1 3-1 
Verificación: 

.1" : !J = 12: 4, = 3 = a; x - y = 12 - 4 = 8 = b 
NOTA. - Pa.ra a = l. Y tratándose del caso de la diferencifl 

de ,los números daelos, el f1enomíllador de las fórmulas [~J, o sea, 
((1.-1), nos da.: 

a-1=0 



PROBLEMAS DE PRllIER GRADO 127 

Pero, pa,ra a = 1, los lltlluerac10rcs ,ele aq uellas fÓl'mnlas también 
se anulan. En efedo, siendo ct = .L·: !I = 1 , tenemos: .1: = Y j 
entonces relSlIlIa también, .1' - Y = ¡(), o i:lea, b = O. valor este 
que amlla los numeradores de las fracciolles de las fórmnlas [~]. 

E l sistema [IJ.] tiene, pues. itlj'initas soluciones (N." 175), Y de­
cirnos que el problema es indelel'lIúnado . 

Fáeilmeute verificamos el ,pl'o IJ!l.ema, en este caso, porque cual­
q uiera {fue sea. el pa.r de números igu ale>:!, lill cociente és siempre 
igual a l , Y su diferencia. es igual a O. 

Repartición proporcional 

202. Repartición simple directa. - Recordemos del curso 
anterior (A2 N.O 106), que si las razones A : a, B: b, G: e, ... 
f;on iguales, la expr e,<;ión 

A B e 

a b 

i"e llama una serie de razones iguales. 
Decimoa también, !)ue los numer adores de estas razones 

SOI1 directamente proporcionales a los denominadores 1'('8-

pertiYos, o bien ·qu e los denominadores SOI1 directamente 
proporcionales a los JlumeradoTes. 

_\~í, pOI' ej., I:li j'enemOf:> 3: 6 = 1 : 2 = 5: 10, decimos. más 
brevemente, <{1.1(, 3, 1 . 5 son PI'Opurc1()nales a ti, 2, 10. 

DEFINICIÓN. - Repartir una magnitud S en partes DI­
R.ECTAMENTE PROPORCIONALES a los números {/, b I 

(' , . .. sigllÜica descomponerla en tantas partes x, J), Z, . . . 

como núm.eros se dan, y tales que dichas partes sea n direc­
ta.mente l-,rOpol'cionales 11 los números dados. 

Va le clecü' ·que se cumplirán las relaciones 

i
r : = '!y + !I : Z + 

-=-=----'=== . .. 
a b c 

[1] 

l{Ue constituYC:l1 un sistema (le tan1 as eGuaciones COlUr, ;n­
c6gnitas. 
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Así, por ej., ~i Ron tt'es las partes en que queremos des­
componer un número .'{, tendremos el sistema formado por 
las tI'es ecuaciones siguientes: 

(8=x+V+ z 
i ;r;:a=y:b 
lx:a=z:c 

EJEJIPLO, - Repartir el nlÍme1'O 120 en partes directamente 
proporciona7es 11 70S nlÍm.eros 3 y 5, 

El sistema [1] es. para este caso: 

. ~ 120 :-= a' + ?) 

l J':3 = y:5 
o sea, ~ x + y = 120 

~'X: y = s/5 
'Conocemos, pups. la suma. de oos números y su razón. Aplicando 

las fórmulas [~J que hallamos en el Problema del (N,O 201), en 
las que hacemos a = 3/5, b = 120, tenemos: 

(%) X 120 
x = '= 45 ; 

3/5 + 1 

120 
Y = = 75 

3/5+1 
Yerificación: 45 + 75 = 120 ; 45: 3 = 75: 5 

203. Resolución general del problema., - Para el caso 
de tener que repartir una magnitud en partes proporcionales 
a l'a1'ios números, en lugar de resolver en cada caso el siste­
ma [1], resulta más pl~áctico emplear una regla general que 
deduciremos de dicho sistema. 

P?ra ello, reeordemos del curso anterior (A2 N." 107) que, 
en toda Se1'1~6 de razones iguales, la suma de los antecedentes 
e-s a la sunw. de los oonSi8Cl~entes, corno 1¿nO c1lalqt¿iera de los 
antecedentes es (1, S1l consecuente. Tendremos, pues, aplicando 
esta propiedad a la serie de razones que figura en el sis­
tema [1]: 

x+y+z+ .. . x y z 
==-=-=-== 

a+b+c+ . . . a b e 

Jgualap.d9 el primer :pÚ(lmbro, sucesivamente, con cada uno 
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de los siguiente;;, sustituyendo .l' + !J + Z + ... = 8, Y de~­
pejando x) U, ¿ J • •• obtenemo', respectiyamente: 

8 
y= Xb 

a+h+c+ ... 
Esta;! expl'csioneH' llOf'¡ jllstifican, pues, la siguiente 
l{EGL.\ . - Para REPARTIR una magnitud en PARTES 

DIRECTAME'NTE PROPORCIONALES a, varios números 
dados, se divide aquella ma,gnitud por la S'UIlla de los nú­
meros dados, y se multiplica el cociente obtenido !>or cada 
uno de loo númeroi5 dados. 

EJEJIPLO. - Dit,idii' el ?Ilímero 3-!O en parte8 diredamente pro­
porcionales a los números 3, 4, 5. 

,\ pliquemos la regla anterior: purll. ello, calculemos primeramente 
la SLmUH rle lo;; números dados: 3 + 4 + .) = 12. 

1:<:1 rOl'ieJJte d(' 2..\>O por la suma 12 es 20. 
Las partes 'pe(1idas serán, pues: 

20 X 3 = 60; 20 X 4 = 80; 20 X .) = 100 . 
('orno ycriEicación, la suma de estas tres pal'les t1e'!)e ser ~gllltl al 

núm('ro darlo: fíO + 80 + 10.0 = 240 . 

P¡¡()ULK~rA. - Tres e:InJlleados áeben repartirse ulIa gratificación 
de $ 1260 lJrOporciolwhnl"nle a 10ii años de sc'rvicios. El 1: tiene 15 
((¡'í.os de SI'/'t'icios, el 2." tiene 12, el 8.° tiene 8 . . UWí?btO c01"1'esponde 
a, cad!! uno~ 

Rt:' (1l\·irle 12()() (,lJ pl'~pol'('ión ,1il'ceta 11 15, 12 Y 8 Poara 
ello len('lllOS: L.í + 12 + 8 = 35. 

I'jl ('ocieutc al' 1:200 'Por cst¡:¡, fiLUlla, es, 12!J0 : ~~5 = :36 . 
A rada emplearlo le rorresponllerá, pues: 

1.0, :l6 X 1.) = 540; 2.°, 36 X 12 = 432; 3.", 3G X 8= 2;38 

.\1 primero le correspondell $ 54'Ü, al segundo ,$ 432 Y al tercero 
$ 288. GOOllO \'erificación, tenemos: 540 + 432 + 288 = 1260 . 

NOTA. - Si los números a, b, c,. . . son fracciones, 
::le pueden rrc1uciJ! a comúll denominador, y, por consiguien­
te, repartir la magnitud S en partes propo1'cionqle¡¡ a ~Qii 
nt6mcraélores res1¿Uantes. 
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En efecto, l>i en la serie del sistema [1] fueran los dC110-
minadores de las razones, fl'arciones de igual denominador, 
podr ían suprimirse estos últimos denominadores, qne las 
razones seguirían siendo iguales cntre sí, puesto que cada 
razón de la serie 11abria sido multiplicada por el denomi­
nador común Hlprimido. 

204. Repartición simple inversa. - Con las eonveucio­
nes del (N." 202), daremos la siguiente 

DEIi'INlC IÓN. - REPARTm una magnitud FJ en partes 
INVERSAMENTE PROPORCIONALES a los números a, 
b , G,. . . significa descomponerla en tantas partes x, y, 
z, . . . como números se dan, y tales que dichas pa.rtes sean 
directa.mente proporcionales a los INVERSOS (o recípro­
cos) de los números dados. 

Vale decir que se cumpliráll las l'elaeiones 

S=·.c+lJ+Z+, 
.1: y z 
--=~-=--= 

1:0 ]: b 1:0 

Se comprende rácilmente que la regla para la l'esolucjón 
de problemas es análoga a la del anterior (N: 203'), reem­
plazando, e1l este caso, 1m; Húmero daclos por sus jnversos. 

EJEJI PLO . - lJII'idir el wim ero 36 en partes i1H'CrsClllw'/bt e pro-
porcionales a los números -:lo, :3, 6. 

Los inversos son; ' / 1' ' / a, ]/ n' 

l"u suma es: '/1 + 1/ 3 + l/ U = ~/4 ' 

'El ,cot'ienh: de 36 ,por 3/4 es 36 X 1/3=48. 

Las partes 'proidaR serán, pues: 

48 X ' / 1 = 12; 48 X 1/3 = 16; 48 X 1/6 = 8 . 

205. Repartición compuesta directa, - Supongamos que 
1108 proponen el si~'uient(} 
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P'ROBt]]M .~. - José y Alberto ga,nan en 'ttn negocio $ 3408. 
J os6 eon,)urrió, petl'a la r'ealizaeión del negocio, con 'U1t capital 
ele $ 1200 clnrante 9 meses, :ti Alberto con $ 3000 d~trant(31 7 
ntéSes. ¿Qué parte de la ganar/oCia le cm'responde a cada uno? 

Se comprende fácilmente que, colocar en un negocio un 
capital de .$ 1200 durante 9 meses, equivale a colocar un ca­
pital 9 veces ma.yor durante un tiempo 9 veces menOL'. Por 
consiguiente, la gammcia que correspondo a $ ]200 por !J 
mese.'.!, es igual a la de $ (1200 X ~) =] 0800) por 1m solo me.~; 
al1á.logamente la ganancia de ;ji 3000 por 7 meses es igual a 
la de * (3000 X 7 = 21000) por un solo mes. 

El prohlema se reduce, por cousiguiente, a la repartición 
de $ 3400 en partes proporcionales a los números 10800 y 
2]000. 

Llamand(\ x e 1/ a las partes qne conesponden a José y Alberto, 
l'espec{jyamente, y aplieanrlo las I\írmnlas y Dotaciones del (N." 20G), 
tenemos: 

,'; = $ 3 400 ; (( = ] ° SOO: b = 21 000 . 

34!(}0 
.r = -----~ X l{) 800 = ~ ll54,72 

;t!= 

10 80{) + 21 000 

34100 
----- X 21 000 = $ 2245,28 

10 800 + 21 QÜlO 
Gananci,a total $ 34100,00 

206, En el problema anterior, hemos repartido la ganan­
(·ia en partes directamente proporcionales a los capitales y 
a los períodos de tiempo durante los cuales habían estado 
c:olocados. 

Estas reparticione~ se llaman r·epm·ticion'w compuestas, y 
se calculan con la siguiente 

REGL"\.. - Para REJ>ARTIR una magnitud en partes DI­
RECTAMENTE PROPORCIONALES a los n'Úmeros a, b, e, 
y a los números a', b', c', se reparte aquella magnitud en 
partes directamente proporcionales a los productos (a X a'), 
(bXb') , (cXc'). 
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EJEMPLO . - 1'res fZeteros t!'fJ:nsportan los materiales neceSlJlrios 
pam una oora, y se les ret~'ibuye en razón directa del número de 
vehículo:; que enbplea cacl~ uno de ellos y ele la distancia del trons­
pO'l'te, El l .· empleó 12 camiones en :3 Km. ele ¿¡'istatbC'ia; el 2,· empleó 
10 en 3 ' Km, y el 3.· empleó 9 en 4 Km, ¡, Cuánto le cOI'1'espondt¡ 
percibir a cada fletera, si la suma (~ t'epm'tir es de $ 600, 

,Con las notwc."Íonesallltel'iores telH'!mo~, 8 = $ 6100, Los produc­
to. son: 12 X 2 = 24; 10 X :3 = ¡lO ; 9 X 4 = ::l6 j la 
suma de estos números es: 24 + :lO + :lG = 90, Lh1Jmando ~'" 
y z) a las 'oontidades 'que correspomle pert'ibil' cncla f1i't ero , 
tendremos: 

x :.= (600: 100) X 2-10 = $ 160 ; 
Y = (6.00:9.0) X 30 = $ 200; z = (noo:oo) X 3D =.$ 2-!O, 

207, Repartición compue.sta inversa, - Supongamos que 
]lOR proponen el siguiente 

PROBLEMA, - El dt~M/'o de tm negooio 1'esolvió distr'ibnir 
tln agninaldo de $ 720 entre tres de SUs empleados, en mzón 
im:c'rsa de los st~etdos, qttB son * 100, * 200, $ 2-:1:0 Y también 
IYI~ 1'a:zón inversa de las edades 1·especti·uas, q¡~e son 25, 30 !J 
32 alíoS'. ¿Cuánto oorresponder'ó a cada 1mo en el 1'epa1'io :' 

Oon el mismo crüerio empleado en la repartición simple 
inversa, se comprende que este problema se resuelve Con la 
regla del problema anterior, reemplazando, en este caso, los 
números por sus recíprocos, 

1'endremos 'que repartir, por cOllsiguiente, la cantidad ue $ 720 
en pa.rtes directamente proporciona.1es a los productos: 

(l/rOO X 1/25), (1/200 X liso), (1/240 X 1/ 32 ) 
Aplicando aJ¡ora la regla del (N.· 203), encontramos las partes 

que buscábamos, que son, respectivamente: $ 413,27 ; 172,20 ; 
134,53 (con $ ()i01 de a,proximación), Como ejercicio, 'calcule el es­
tudiante estos tres valores, 

208, Repartición compuesta directa e inversa, - Supon­
gamos que nos proponen el siguiente 

PROBLEMA, - T1'es ohaoare1'os, A, B Y .o, 1'esuelven 
constnllir 1¿n pozo pam ~dilizaJ' en común, sie'ndo el presu, 
pnesto de la obrQ, $ 740. Las, casas de cada chacra clistalh del 
pozo, 200 rn,.., 300 ?n, Y 500 ?n., Y el mÍ,¡nel'o de habitantelS de 
las mismas es 12, 8 Y 6 rcspoect-ivam,.ente. ¿ Cómo cQ1'1'esponde 
1'epU1'tit, el costo de la o,bra? 
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Se admite que, al a1tm,entar la distancia del pozo a las 
casas, clismir1'llyen proporcionalmente los beneficios que presta 
el pozo; y que, al at¿menfa1' el número de habitantes de cada 
chacra, aumentam en proporción directa los beneficios, del 
mismo. En consecuencia, corresponde repartir el eosto de la 
obra. en 1'azón (lit'ecta ele 10R llúlllcros de habitantes y en 1'GZÓn 
im'el'sa, de laR distancias del pozo a caela casa. 

Para t'sta repartición cmpleamof> tambiél'l la regla del 
(N: 20:{), pe!'CJ reemplazando los números qnc corresponden 
a las distallciaR, por sus recíprocos. 

TemlrcmoR que r~paTtir, pues, la cantÍJelad (le ;\) 740 en partes 
dire('talllellle prOl)Ol'ciolJales a los prodLlctos 
(I::! X 1/ 200 = 12/ 200 ), (8 X"/300 = 8 / S00 ), (,6 X"/500 = G/ñoo); 

o bien, por razón análog'a a la indilcada en el (N" 204), 'podríamos 
repartir proporcionalmente a los números 12/2 , BIa, G Ir>, Re­
duciendo estas I'rac:ciones al múlÍll10 ('omún denominador y sU¡pi'i­
miendo este último C~ota del N .. 2(3), la repartición podrá simpli­
ficarse Ihaciéndola prOl)Orcionalmente a los numeradores respediyos 
¡que resultal1~ que SOl) los números 90, 40, 18. 

Aplicalltlo la regla del (N .. 20:1), encontramos las partes que 
bustábamos: al l":ha,cal'el'O A le corresponde pagar $ 450; al B co­
rresponde $ 200 J' al e $ 90. Dejwmos, 'oorno ej,ercicio, que el 
estudiante calcllle estos tres valores. 

209. APLICACIONES. - Regla de compañía o de socie­
dad. - En la explotación de un negocio de cierta impor-
1ancia, eR corriente que se convenga entre varias personas 
reunir sns capitales para formar una sociedad o compañía 
<'omercial, La suma de ca·pitales aportados por todos los socios 
se llama capq'tal social, y el de cada socio s~ llama imposición, 
La ganancia o pérdida lograda por la sociedad, se llama divi­
dendo g'eneral, y lo que le corresponde a cada socio, se lla.ma 
dividendo parcial. 

]]1 procedimiento empleado para determinar cada dividendo 
parcia], se llama regla de sociedad o de compañía. 

Si Jos socios han aportado sus capitales durante un mismo 
tiempo, es lógico que el dividendo general se distribuya entre 
los socios, proporcionalmente a la imposición de cada uno de 
ellos; en este caso, la regla de sociedad se llama simple, y !le 
resuelve con la regla del (N: 203). 
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Si las imposiciones no hu'bieran fluedado colocadas durante 
el mismo tiempo, se admite que cada dividendo parcial sea 
propol'cional al capital y al tiempo; en este caso, la regla 
de sociedad se llama compuesta, y se re. uelve con la regla 
del (N: 206). 

J.Ja regla de sociedad, ya sea simple o rompneR1a, es <¡iero­
pre directa. 

210. Ejemplo de regla de sociedad simple. - neflolvere­
mOR el siguiente 

PROBLEMA. - Tres socios rcalizamull negocio con una gil ­
nancia de $ 4000, Y cleseall 1·epm·tirse eq1litat il 1am.(' llte, esa Sllma 

en t'elac'ión al capital aZJodado por carla tIno de (Jll08 a 7a 
sociedad. CaZcnlar lo q11e l,e c01'resp011de (t cada. u.no, sabiendo 
qlte los cap·ita,les ?'espectiuos f1/eron de * 20000, * 25000, 
$ 35000. 

AplicaremoR, pues, la regla del (N" 208); para ello, lla­
mando x, ' y, z, lo que correflponde- a cada sociü, reparti­
remos los * -1000 proporcionalmente a los núuwros 20000, 
25 000 y 35 000; tenclremos: 

400.0 
{l' = ~--------- X 2,0 0'00 = 

20 ·000 + 3,') O()O + :1rí noo 
Dividend,o ger¡,eml 
----~-- X (1." imposici6n) = $ , o,on 

Cal1ital social· 

y = (4{)OO: 80 000) X 25 000 = ~ 1230 

z = (4 000 : 80 (00) X :15 OÚO = :$ 1 700 
Verificacióll : 

$ 1000 + $ 1 2.50 + .~ 1 750 = $ 4 ooa 
Las fórmulas hlllladasm el problema, 110S justifican, pm&, 

la siguiente 

R.EGLA. - Para hallar cada dividendo parcial, se multi­
plies. por cada imposición, el cociente del dividendo g'eneral 
por el capital social. 
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211. Ejemplo de regla de sociedad compuesta. - Resolve­
remos el siguiente 

PltOBLElIL\. - Dos socios gall(/I'on * :3 000; elLo había 
('olo('arlo * fi 000 durallte 1;) meses !J el otro $ 11 000 durante 
]0 m.eses. ¿()I~á'YIto le corresponde a coda 'uno? 

Aplicando la rpgla del (N." 206), Y llalllando :c e '!J a lo 
rJlle corresponde al 1." y al 2.° socio, respectivamente, tenemos; 

.t' = 
:3000 

------- X (6000 X 15) = $ 13:10 
(j 000 X 15 + 11 000 X ]rO 

:3 000 
1/ = - --------X (11000 X 10) =$ 1(1)0 

() 000 X l,) + 11 000 X 1JO 

Podemos enunciar, pues, la siguiente 

R [~llIJ .\, - Para hallar cada dividendo parcial, se empieza 
multiplicando cada capital por el respectivo tiempo; luego, 
considerando los productos como capitales, se opera como en 
la regla de sociedad simple. 

212. Cuestiones de prorrateo. - La repadic'ión de contri., 
vuciolles, SOC01TOS 'lIIut'ltos, ctc., forman un conjunto de cues­
tiones 'que se llaman de prorrateo. Estos problemas se re­
suelven como los de regla de sociedad. 

EJE.JIPLO. - El {'O 'to de ulla o&'ra plí,blica es ele $ 24 000, Y se 
,·r¡;o]¡·irí repartirlo propOl'cioYlalm!'nte entre las CUllt¡·O clas.es de con­
tribuiJentes ele cie¡'ta pobLación j de éstos, 20 pagaban $ 80 de contri­
h?Il'ÍIÍ'u,; 33 pc/gaban '$ llO; :~6 pctgaua.n $ 00, y :32 pagaba¡! :;; 84 . 
.. '"1 culÍnto (/8cie'ndl' lct cont?'ibuc/:ó'//, de ('ada uno para la obra? 

H.~neste caso apli~alllos la regla del (N." 311); para r:1Io repar­
¡iremos los \$ 24 000 en partes proporcionales a los productos: 
(20X80=1000); (23 X HO=2750); (36X90=3Z40); 
(;~3 X 84 = 2688), 

Siendo la suma de estos ,produdos" 

1 1600 + 2 750 + B 240 + 2 688 = 10 278 , 
a calla clase le oorresponderá pagar; 
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·1: euase, (2± 0100: 10 2(8) X 1600 = $ 3736,14 
2: eUase, (2± OIOiO: 10 2·78) X :3 75,0 = ¡ji 6421,48 
3.' dase. (240,00: 11() 278) X :1 340 = $ 7565,67 
4: (I!ase. (24: noo: 10 278) X 2688 = $ 6276,71 

Por ~onsig1.lÍe>lte, a ('¡¡da. llllO de ]Oi; eontribllycnLes le corre~pollde 
pag¡ar:, 101'< de l." dasc, :~ 7i.l6,14: 20 = $ 186,81 ; los ele la 2.". 
6,421,48: :Ji) = ;j; 356,8(j ; 10t; de la ;l.", 7565,67: 36 = $ 210,16 ; 
los de la. ,J..', 6276,71::32 = $ 196,].). (Hesultados aproximados a 
mellOS de * 0,01). 

Problemas sobre mezclas 

213. Definiciones. - Se llama ?nc(lia aritmética entre dos 
cantidades o números, a su semisuma. 

La mecl ia a ri t1l1 ét ¡ca entre varias can tidac1es es el cocíen ti> 
de la suma de ellas dividida por el número de las mismas, 
, Así, la media, aritmética ele los números 13, 15, 20, 
24 es: 

13 + 15 + 20 + 24 

4 
. = 18 

Se llama 1/1ezcll.b OC dos o más sustancias, su reunlon en 
pr oporciones cualesquiera y cOJl"ervanc1o cada una su pro­
pia naturaleza. 

Se llama alcocir511 , la lllezcla que se ubtiene ele la eusión de 
'dos o más metales. El OTO, la plata y el platino ~e emplean, 
en los usos corrientes, aleados con el elltaño, cohre, cte. 

Recol~demos del ('1ll'SO anterior (A2 N.O no), que eu las aLeaciones 
de metales finos, se llama ley o títttlo de las mismas, al número quu 
e obtiene dividiendo el peso !lel mel.a,l fino pOl: el peso bru[.o de 

la aleacióh, 
La ley de üna aleación se eSjJrosa generalmente en milésimas. 

Así, las monedas de oro y plata ele la Repú,blicn, Argentina, son de 
una aleación de '900 gra:rnos de oro o plata e,on 100 g. de cobre; 
por consiguiente, su título e8. 900 : (900 + 100) = 0,900. 

Se llama pr'ecio de una sustancia, la razóu entre su valor, 
o costo total, y la cantidad de la misma. 
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214. Pueden presentarse dos clases de problemas de 
mezclas: 

1.0 PROBLEMA DIRECTO. - Hallar el precio de 1lna mezcla, 
conociendo las cantidades mezcladas !J. sus precios 1'espectivos. 

2: PROBLEMA INVERSO. - llall(¿r las cantidades qlM de­
ben mezcla?'se d'e dos o más sustancias cuyos p1'ecios conoce­
mos, para que la mezcla resulte (L. un procio dado, 

215. Problema directo, - Cuando se mezclan sustancias 
de distintos precios, interesa. conocer el precio que resulta 
para la unidad de la mezcla, al que se llama pl'cáo medio. 

Así, por ejemplo, tenemos el siguiente 

PROBLEMA 1. - Un comerciante mezcla t1'es clases de t'inos: 
16 litros de $ 0,45 1.'1 litro, 5 litros d'e $ 0,60, Y 7 lih'os d" 
$ 0,50. ¿ C1fál es el p,'ecio de 1m litro de mezcla? 

Llamemos x al precio de un litr o de mezcla. E l costo 
total de las tres clases de vinos mezclados es: 

16 X 0,45 + 5 X 0,60 + 7 X 0,50 = 7,20 + 3,00 + 3,50 

Pero el número de litros mezclados es: (J 6 + 5 + 7) Y 
su costo total será también: (16 + 5 + 7) x. 

Igualando em:a~ do expresiones del costo totai, resulta la 
ecuación 

(10 + 5 + 7) .1' = 7,20 + a,oo + 3,50 
de donde, 

7,20 + 3,00 + ::l,50 13,7.0 
x = = -- = $ 0,489 ... 

16+5+7 28 

Vemos que el precio medio resulta ser la media aritmética 
de los costos de los componentes. Podemos, enunciar , pues, 
la siguiente 

REGLA. - Para calcular el PRECIO MEDIO de una mezo 
cla, se calcula el costo total y se divide por el númerQ de 
unidades de la mezcla. 
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Llamalido: e, e', e",... los números que expresan 1310; 

cantidades mezcladas; p, p', p" los números que expresan 
los precios de esas sustancias, ~T P el precio medio de la 
mezcla, tendremos la siguiente fórmula general: 

e p + e' p' + e" p" + ... 
p ~ -------------- [1] 

e + (', + e)' + ... 
NOTA. - La fórmula anterior se emplea tam biéll en los 

pl'oblema,s de aleacionet>, representando entonces las letras 
P, p, p',... los títulof; de las mismas. 

216. PROB,r,EMA n. -- Se funden juntos, nIL lingote de 
oro qu'e p,esa 850 gramos cuya. leyes 0,920, y otro que pesa. 
í50 g1'a¡¡WS, de ley 0,840. ¿Cuál es la ley de la nueva aleación'! 

El peso de oro puro del primer lingote, expl'etlado en 
gramos, es: 

e X p = 850 X 0,920 = 782 

Para el segundo lingote, tenemos: 
(;' X p' = 7&0 X 0,840 = 030 

El peso total de la aleación es: 

e + c' = 850 + 75U = 1000 

Aplicando la fórmula ll] elel párrafo anterior, tenemos, 
pues, la ley que buscamos: 

cp + c' p' 782 + 630 
p=----- ------- = 0,8825 

ú+c' 1600 

217. PROBLElIlA In. -- U na persona posee 320 litros de 
vino que ettesta $ 0,60 el litro. ¿Cuánta agua clebe agregar 
paTa obtenm' una mezcla de $ 0,48 el l'itro? 

Oon las notaciones anteriores, suponiendo que sea nulo 
el costo' del agua, tendremos: 

p = 0,48, e = 3~, 'P = 0,60 e' = .¡;, p' = O . 
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Aplicando la fórmula [1] del (N: 215), resulta: 

320 X 0,60 
0,48 =----

330+ x 

Despejando x de esta ecuación, encontramos: x = 80 . 
La. solución del prohlf:'ma es, pues, que dehen agregarse 

80 litros ele agua. 

218. Problema inverso. - En este problema, se trata de 
determinar las cantidade" x e y, de dos sustancias de pre­
cios respectivos p y pJ que deben mezclarse para ontener 
una cantidad e, de precio medio P, comprendido entre 
p y p'. 

La cantidad total de mezcla es: X + Y = a 
El costo total de la mezcla es: p x + p' y = p X a 
Se nos presenta, pues, un sistema de dos ecuaciones con 

dos incógnitas. Resolviéndolo por cualquiera de los métodos 
(N:" 166 a 172), encontramos: ' 

I I 
(p-P) G 

.'l:=- , e y=-
p-p' p-p' 

(P-p') G 

Los dos valores de x e y resultan positivos, porque he­
mos supuesto p > p > p', o bien, p < p <p' . 

EJEMPLO l. - ~Cuánrt06 liMos de vllIlO de $ 0,44 el litro, oon vino de 
$ 0,39 daben mezolarse, pama fO!l'ma.r 500 Ji,nos de mezeln de $ 0,41 el 
litro' 

Para, a.plicar las f6mnuWru¡ anter1o.re.<l, ,tendTt€IOl;06: 

p = 0,44 p' = 0,39 P = 0,41 e = 500 

de dOlIide, x= 
(0,41 - 0,39) 500 10 

= 200 
0,44 - 0,39 0,05 

El valolf de y se obtdene más Tápidamente, así: 

y = 500 - x = 500 - 200 = 300 

Respuesta.: daben mezclaroo 200 litTos de v.mo de $ 0,44 el l~tifo, (',on • 
300 litros da vino de $ 0,39 el litro. 
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EJEMPLO II. - ~Qué ca.n.tidad de oro de ley 0,750 debemos alear 
con oro de ley O,H2Q para que resulten 2 Kg. de una aleación cuya .ley 
sea de 0,8407 

En este ejemplo también pueden USi8JISe iI.as fómnuJas 3JIlIteriOTes, pero 
cambiando los precios p, p' y P pOlr las ~eyes 0,750, 0,920 Y 0,840, 
respooti~e. 

Así, representando con x la ('antidad de oro, expresada en kilo­
gramos, de ley {),750, tendremos: 

(0,840 - 0,920) 2 
x= = 0,941 ..• 

0,750 - 0,920 

La ca.rutidad de oro d~ ley 0,920, expresada en Kg., será: 

y = 2 - 0,941. " = 1,058 ... 

EJEMPLO III. - El Tey H:i.er00l, tirano de Siraeusa, encargó a un 
al'\tifice u.na OOTo.rw. de OIrO pu.ro, de 10 libres ·de peso. Soopechando que 
el avtífice hubiESe mezclado ,plo;ta COOl el oro, encargó a Arquímedes (céle­
bre ma.temático c1el siglo III antes de J. C.), que hiciera el análisis sin 
deterioro.r la corOOla. Este pudo descubrir ru fraude, observando que el 
peso especí:fi.co (*) de la COTorul. ere 16, mientras sabía que el peso espe­
cí:fi.co del oro es 19 y el de Ja plam es 10 (aproximadamente). t Qué can­
tidad de oro y plata COiIlJtenía la corona f 

Aplie.a.ndo la fórmul.a. anteuior, en ia quoe x 

p = 19 p' = 10 P = 16 

(16 - 10) 10 20 
x= 

19 - 10 3 

es la cruntidad de oro puro, 

e = 10, tendremos; 

= 6 2/3 

Por consiguiente, en las 10 libras que pesaba la corona había 6 2/3 
libres d.e oro, y 3 111/3 -libms de plarta, a.proximadrumente. 

* * * 

---¡-;;) Recuérdese del curS<l anterior (A. N.O 66) que el peso especifico d. un 
cuerpo, es el número que expresa el peso de la unidad de volumen del cuerpo. 
estando ex¡presados el peso y el volumen en unidades corres.pondientes. Para la 

. resolución de ejercicios que requieran conocer el peso especifico de sustancia , 
usulries, véase nuestra "Tabla de logaritmos y Constantes usuales" , donde so 
encontrarán los pesos especlficos de 68 sustancias. 
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R1EPRESENTACION GRAFICA 

Sistema cartesiano. - Coordenadas 

219. Coordenadas cartesianas en el plant>o - P ara fijar 
la posición de un punto en una recta, vimos ,que es necesario 
dar' 1m número: la ab9Cisa del punto respecto del sistema 
prefijado (N.o 9). 

Veremos ahora que en un plano, la posición de un punto ' 
se fija mediante dos numeras. 

Dibujemo en el plano (fig. 7) dos rectas per pendiculares 
entre sí: O x y O Y j sobre cada una de ellas tomemos un 

y i 2
: 

?J 1: I 

2~- --- --~ 1-
M , -r--- --_. --- -, 1 , 

'B 
3 A" A 
2 ---------- <;> 

"- 4 - 3 - 2 - 1 O 1 2 3 4 ;ro 

=4 I ¡ ~ - 1 
' . 

.... '--' ---l--?p 
3, ~·Nt .. , 'y I 4: I 

i :1 
:A' 

(fig. 7) (fig. 8) 

Fistema de abscisas de origen común O. Se acostumbra di­
bujar horizontalmente el eje O x, orientándolo positivamen­
te hacia la derecha; el eje O y e dibuja verticalmente, orien 
l~ndolo positivamente hacia arriba. 

-(-*-) -Como en el estudio de la ""Variación del binomio de primer grado" que 
figura en este Capitulo se emplea la teorl .. de la "Semejanza de t r iángulos" 
que corresponde al curso de Ge<>m<ltría del miSllllo año. convendrá, pues, anteponer 
el estndio de este último tema al del ~reseDte ,Ca~ltnlo, 
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Si desde un punto A del plano se trazan las paralelas 
A A J1 Y A A' a cada eje, se obtendrán los puntos A''' y A', 
que tienen abscisas determinadas. Así, en la (Lig. 7), la. ah:,;­
cisa de A' es 3, Y la. de A" es 2. Podemos decir, pue 

A todo punto del pluM corresponden dos nÍll11~e1'os. 

Reciprocamente, dados dos números reales, y !:'stableciendo 
cuál de ellos deba considerarse primero, podemos tomaJ.' éste 
como abscisa de un punto A' 'del eje 0.1;, y el otro como 
abscisa de Un punto A" del eje O!/. Considerando estos dos 
puntos como proyecciones de un cierto punto elel plano, el 
punto A resulta así determinado pOl' la intersección de la,; 
p&ralelas trazadas por A' Y A" a los ejes. Por consiguiente, 
podemos decir: 

A dos nÚtn6TOS -reales, dados en cierto O/'dlen, corresponde 
~In solo p¡¿nto del plamo, 

En este caso, . existe también correspondencia biunívoca en­
tre dos puntos del plano y pares d~ números reales, consi,de­
rados estos números en un orden determinado. Para cada 
par de números resulta así coordenado un punto, y para 
cada punto un par de números. Por este motivo, los dos nÚ­
meros que corresponden a un punto se llaman 'sus coordenadas, 
y se agrega, también, cartesianas, debido al nombre del ma­
temático Descctl'tes (*), quien ideó ese sistema ele coordenada!>, 

--¡-;;¡ RENATO DESCARTE,I'( (1596·16~O), matemático y filósofo f"llllcég, lla' 
mado también. CAiRTESIO. fué el pl'imero que empleó CII forma sistemática los 
números llegatjyo-s y C011Cibió la i.dea de representa-rlos. conjuntamenle con los 
p<>sitivos. sGure \1n eje orientado. 

Cua.ndo joven, y Rl111 ,con po.ca salud, tomó l)Rl'te on va..rias caJnpaña~, y se dice 
que durante un Cl'11do invierno en un c(unpnmento ae Au:;;tl'ia, concibió la id ca 
de la representación gl"á.fica de los níuneros rea1es. 

Si bielL el aspecto de '118 obras difiero mucho de la •• 1110,lerna •. "in 

DJ 
embargo se halla ell ellas lo esencial de las represellta,cione.s grúficas. 
Est8Jb'leció que una letra podría representar Un nl1lnero tanto positivo 

Q~ como negativo, y, en consecuencia" convenció a los matemáticos que 
1'... 108 enteros negatiwo8 SQ.n en .realidad nÚJnerÚ's, y que tienen su razón 

de ser en las operaciones algebraicas. Introdnjo también la llota.ciÓn 
moderna de exponente, si bien nO usó los ell.--pone-ntes negativos ni 
IGS 1racciollarios. .A Descartes debemos también el empl~o de las 

ltltimas letras del a11abeto para representar las incógnitas, y de las primeras 
para la. cantic1,ades eonGcid¡¡,s. 

En 1637 publicó .,u famoso Discurso del Método, notable contribución • l. 
evolución de las ciencias, y en 1644 'Publicó sus Principios filosóficos, obra COIl' 
~agrad3, en su mayor parte, a la ciencia física , 



RlnPRESENTACIóN GRAFICA 

Para diferencial' los números leídos sobre cada eje, se 
reserva la del10minación de abscisas para las lecturas sobre 
el eje O x) y la de ordenadas para las sobre el eje O y . La 
abscisa y ordenada de un punto son, pu~s, sus coordenadas. 

Los ejes' respecto & los cuales se refieren los puntos, se 
llaman ejes úoot'denados cartesianos, 0, más brevemente, un 
sistema castesiano. 

A.l eje hOl'izolltal O..r; se le llama de de las abscisas, 0, 111ás 
breyemellte, eje de las eqllis. Al ('j(' vertical O 11 se le llama 
ej<e de las onlel/adas, o bien, eje (le las íes. 

Para illdicar que un punto A tiene por ahscisa y ordenada 
los númelos a yO, ' ref>pectivamente, sc escribe: A(a, b). 

Así, para 101) puntos de la (l'ig'. 8), tendremos: 
A(5, 2) ; B(5, O) ; C(O, 2) ; M(-4, 1) 

N(-i2, -2) ; P(4, --],5) ; 0(0, O) 

220. Signos de las coordenadaJs. - L'os dos ejes coord<.'­
nadOR dividen d plano (fig. 8), en cuatro ángulos: x O y ) 
y O :¡;', :t, ' O y' ,y' O :1' , que Re llaman, reSI)ectivamente: 
, .. , 2:, 3:, 4." cuadrantes. 

Fácilmente pueele constatarse que: todo punto del primer 
cuadrante tiene ¡'¡llS coordenadas positivas; lo.s elel segundo 
cuadrante tienen la abscisa negativa y la orelenada posi­
tiva; ... , etc. 

Según que lln punto M se encuentre en uno. o en otro de 
los (Jllac1ranteR referidos, tellelremos, pues: 

Si Ji se huila en el 1." cuadrante: x > O, Y > O ; 
" JI!" " "2.° " x < O, .IJ > O ; 
" ]JI " " "" 3." " ,r < O, Y < O ; 
" JI " " "" 4: " x > O, Y < O . 
Es evidente también, que todos los puntos del eje de las x 

tienen ordenada nula; 10R del eje de las 11 tienen ahscisa nula. 

221, Diagramas. - Las coordenadas cartesianas tienen 
una gran aplicación en 10R c]<iag1'omas, que r;e emplean actual· 
mente en gran escala para representar gráficamente fenómenos 
físicos, CjUlll11COS, estadísticos, soclales, económicos, bioló. 
gicos, etc. 
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Un diagrama Se puede construir iempre que, en un fenó­
meno, los valores que adquiera una magnitud dependan da 
IOR valores que adquiera otra magnitud. 

EJEJIPLO . - Supongamos que ciel'to día anotamos la tem<p-era· 
t ura amhiente, tomada cada dos !horas. Podemos disponel' las auo­
taciones como indica el siguienLe cuadro ; 

h t 

~ 4 
3 

4 -1 
es - 2 
8 O 

10 5 
12 8 
14 9 
16 8 
18 3 
20 1 
22 J 24 

t' .. E 
~ 

" ... ., 
"" ~ 
~ 

8 

es 

4 

2 
~ 

O 

-2 ~ 
l 

V '" / \ 
\ 

/ i\.. 
\ V lIora.s 't~ V 

~ V~ 'P 7~ 14 16 18 20 22 t 9) ¡ I I l I l (fig. 

Fijamos luego un sistlillla de ejes coordenados (fig. 9), Y con­
\'ellimoH en tomar Robee el eje de las ahstisas, las horas sucesivas 
de las ousPIT3ciones; pOI' talllo, podremo' llamarle eje de las horas 
o de los l il1l1pO~. ~ n el eje de las oetl enada~ lomainos las sucpsi'va" 
tsmperatul'a:;; pOI' tanto, le ll amal'emo,¡ eje de las temperaturas. 

Para l'ada par ele n Ú!nJ.e ros, hora d<, la ledura y temperatnra 
obsell'aela, eorrt'S]Jonderá un punto lj ue tendrá e os dos números 
como ,(,ool'nenactls, Del conjunto de las observaciones resultará, a 
SIL vez, Ull ('onjunto tle punios, ({U e nos dar5 una idea de cómo 
varió la temperatura d urante ese día. 

Resulta ann mús evideute la ,'ariacióll señalada, si unimos cada 
punto con el sll cesi,\'o mediante un ~eg'Ulento de rerta; de este mono, 
'i la líll<'n quebrada sube, o baj a, nos indica que la temperatura 
aumenta t.l disminuye respectivamente. Un dibujo como el anterior 
se ll ama Il ll diagrama. 

lEs eYÍ<1ente que, Ri en lugar de relevHI' la temperatura cada dos 
horas lo bic-il'ral11os ~acla hora, ° cada minuto, obtendríamos así: 
IIU conjUlTto de puntos mús próximos unos de otros; la linea que-
1J1'acla <lue así se olJtelldría, se parecería más a una línea curva. 
Si pudif ramos lele\'ar las tempemturas en forma continua, ten­
dríamos así ull a sucesión de puntos que, formando una línea (en 
general cUlTa), nos daría una idea exructa de la variación del fe­
nómeno. 
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Gráficas análogas se emplean en las c-líni cas ,para contralore8,1' 
la fiebre de un enfermo. 

Los diagramas de temperaturas atmosféricas puedeu obtenerse 
nutQmáticaomente mediante aparatos llamados te1'móg'ra!os; no loE' 
describimos, pOl'que suponemos serán ya conocidos por los estu­
diantes, disponiendo de ellos la :;'€lIel'alidad ,(le gabinetes de Fi.,ica 
d¡> nuestros Colegios Nacionales. 

Como ejcreieio, empléest' la g'l',\fic'a anterior para, Ilaliar la, tem­
pf'rall1ra c01'1'espoullientc a la llo('a 1 ~-l; determílwst' también en qué 
J IlBtUllj('S I:;¡ templ'l'lÜul'a es dl' 8°. 

01"N()S' H.Jb'MPLOS. - ])0 ('u;llquiel' l'¡mÓDleno fís1eo o social 
pael]en I'oll sel'uil'se tliugTno1l1a8. Así, pOl' ejemplo, podemos dibujnl' 
di.,gTUIUÚS lJlll' l'ep¡'eSt'ntl'l1 la v<leiarióll del grado de solubilidad de 
lllLllo ~:ll se¡,;t'lI l la Lentperatura del disolvente; la presión de una masa 
(le gas, a lrm[leratura (,ollstante, segÍln e l volumel1 que ocupa; la 
]11't'SiCJll atlUosI~ric'a t't>glún la hora de la observación, ... ; ete. 

1'0l11a11I[O tlatos de estadísticas, podemos representar la variación 
Ilr la pohln.ción de un país, la del ]>l'C'cio cIe<:ierlo artículo. la ,102 
títlllos iJauearias, ~·je. 

Por II)~ ejeJU]lloH ('if.udos, 'P'OÜl'CL npl'('C'ial'se la importancia que 
til' IlC:'ll ¡Ui> gráficas, 110 ~olrumellte pa 1'0. el IIlnteruáti'co, sino tambiln 
1'11 la, ',ida, pr{ldica ,1(·1 'profesional , (·olllercianl e. estadista, etc, 
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(fig. 1!0) 

El dia,grama de la (fig. 10) representa la variaclOll 'de las coti­
zaciones oficiales del tJ1g0, puesto sobre \' ugón en la dársena del 
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púerto de Buenos Aires, durante 30 días (del 3 fle agosto al 2 
de septiembre Ile 1938). 

Como e.iel'cicio, empléese diGha gl'áfica para deLerminar la co­
-tÍzaci6n qllecorrespollderÍa al día 21; d0termínese tamhién ell qué 
dbs la cotiza:dón fllé de $ 7,20. 

La operación de leer o determinar valores intel'medios a los mar­
cador:: expresamente en la gTM'jeu, i'l€ llama interpolación, 

222. Observaciones prácticas. - En el trazado ele clia­
gramas conviene tell('r pT<'SenteR algulHul llormaR pnícticas 
generales: 

a) Se empleará p a.p el cuadriculado, o, mejor aún, mili­
metrado (como haccmoF; en la J~mina qne se encuentra al 
Jinal de este libro), 

b) La escala para ordenada!'! puede ser diferente de la de 
abscisas; conviene elegirlas ele ma·nrl'íl que pueda utilizarsE' 
todo el espacio disponible en el intervalo que deba conside· 
rarse caela una de las coordeuaclas. 

c) El origen de coordenadas puede esta!' fuera del dihujo, 
puesto que puede empezar:;;e ]a lltllneración con el menor d,> 
lo~ va.lores conocidos de cada cool'üenaüa, 

d) Indíquese qué valores son los represcntados en el ejt' 
de las ahscisas y cuáles en el eje de la~ ordellaJa~, a"í como 
las escalas ado[.tadas en cada eje. 

e) Obtenida la representación de todos los puntos que co­
rresponden & las ohservacione!'! realiza daR, >le traza por ello,; 
una línea que no presente irregularidades, vale decir, que fíll 

aparte lo menos po¡.;ible de ellos, compellsando en lo posihle 
el número de puntos dejados a 11110 y otro lado de la misma. 
El dibujo de la línea se facilita utilizando 1111a plantilla 
de curvas, 

Noción de función 
223. Variables. - Rn las distintas ciencias se pl'esel1tan 

cantidades constantes y cantidades vm-iables, Son constantes, 
por ej,: el tiempo que emplea la Tierra o un planeta en dar 
una vuelta alrededor de su eje, o en la rotación alrededor 
del Sol; la velocidad de la luz en un medio homogéneo; la 
relación entre la longitud de la circunferencia y del c1iúmc­
tro, etc, En cambio, son variahles, por ej.: la presión at11109-
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férica; la temperatura en un determinado lugar; la longitud 
de una. barra metálica; el valor numérico de una expresión 
algebraica para valores arbitrarioti, también numéricos, dados 
a la~ let1'a~ que rontielle (N." ] 8); etc. 

Consideremos uno cualquiera de los ejemplos anteriores de 
cantidades variahles: el de la halTa metálica. A la, tempera-
1n1'a ambiente, por e,j., a 15", tendrá cierta longitud, por ej., 
5000 mm. f'i la calentamos, elevando su temperatura a 90·, 
su longitnd amnentará, y ¡:,erá 5004 mm.; para otro valor de 
la temperat.ura, por ej. para 170·, su longitud también será 
otra, de 5009 mm. Análogamente si la enfriamos, para 2· le 
corre ponderá una longitud de 4992 mm. 

Yemos que, para carla valor de la temperatura corresponde 
un determinado valor para la longitud de la barra metálica. 
Amhas ranbdades son, pllCS. ~Ia"'l:ables, pero tienen una dife­
rencia fundamental: la temperatura puede variar arbitraria­
mente, mientras <]ue la longitud de la barra, no; esta última 
10ngitnc1 depende de la temperatura que tenga la barra. A 
la primera le llamamos v:;¡,riable independiente, ya la segunda 
(enyo \'alor depende de la, primera), le llamamos variable 
dependiente. 

224, Funciones. - COlJsiderando el ejemplo anterior, en 
el lenguajr corriente decimos que la longihld de la barra. me­
tálica d.ependc clr la t.emperatura; en el lenguaje matemático 
diremos que la longitud de la barra es función de la tempe­
l'atnl'::t. En consecuencia, podemos dar la. siguiente 

D1<:FINlcróN. - Cuando una cantidad variable depende del 
valor atribuído a otra, se dice que es FUNCION de esa. otra. 

Podernos c1eeil', pues, 'que las palabras "función". y "va·· 
¡'ia bIe dependiente" son sinónimas. 

EJEMPLOS PKLCTlCOS. - Análogamente decirnos que la tem-
11Cl'atura ambiente es fUl1ción de la hora; la presión atmosférica es 
función de la altura del punto Je observación; el peso de sal 
dil'uelta cu un líquido, es función de la temperatura; la distancia 
l'eC01Ticla por un cuerpo al caer, es función del tiempo transcu­
rrido desde 'que inició su N\íc1a; el cos'to de una tela es función 
del número de metros; la poblacióu de un país es funciÓn del lI.ñQ 
que ha sido l'ele\'ada; etc, . 
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:\'0 T.A, - Una función puede depender de más de una ,'ariahle, 
Así, 'por ejemplo, el área de tUl rectángulo, que se expresa multi­
plicando sus .(los dimensiones (A2 N,o 56), es una función de las 
medidas de la base y de la altura: la. altura de la (!olumn'1 de 
mercurio de un barómetro es función de la presión almosf~rira y 
de la temperatura, En este curso llOS ocuparemos solamente de las 
funciones de una sola "al'iable inc1ependientt'. 

225, Funciones empíricas y funciones analíticas , - Entrc 
las funciones indicadas en los ejemplos anteriores, figuran 
algunas cuyos yalores están dados por tablas de estadísticas 
o resultados experimentalrs; a éstas se les llama funciones 
empíricas, 

Así, son funciones PlllpÍJ']('as las tl'éltadas P11 los ejPlllplos 
de diagramas dE'l (N: 221). 

En cambio, ~'e llaman funciones analíticas ele 1111a yal'iahle 
independiente, aquellas l'u~'o , "alares se obtienen mediante 
cálru los ('on los valol'es dados a c1irha \'uriable independiente. 

Así, por ej" son funciones analíticas de J', las siguientes: 

a,); ; 2-x; ,r~ 

PaL'a el cálculo de valores c1r rsta>; l'uncÍollNl emplearemo::i, 
pues, el pl'oredimiento ya indicado en rl (N: 18) paJ'a el 
\'alor numérico de lIna expre¡.;ifíl1 algclll'ai('a, .A cOlltil1uaciém 
pre>;cnta-moR, en forma ordenada. rcsprcto de ,1;, un conjunto 
de esos \'al ore:-; : 

l ' ariable 1\ 1 
índe penrliell tI' r((lol' dr la [I/ución : 

-- - .c-' - 1-1 -~-

-2 
-1 
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226. Notaciones. - Las variables se representan, gene­
I'almenté, con la!'; últimas letras del alfabeto: .c, y, z, ... ; 
por el contrario, las cantidades cOl1::ilanteR, por las primeras 
letras: a. , b, e, ... La variahle independiente se representa 
generalmente con la letra .c; la variable depe1!diente (o 
función), con la letra y. 

Así, para los ejemplos de funciones analíticas tratadas en 
el párrafo anterior, escdhiremos: 

y=3x' y=2-x¡ y=j;~ 

En ciertos 'casos se emplea para. las \'ariables la letra inicial de la 
palabra .que represen Lan. Así, 'por ej., la. longitud de llJ1a CIrCun­
ferencia es función de su diámetro, y se expresa mediante la fór­
mula. e = 3,14 X d) la letra e (yariable depemlientc), represen­
ta la. circllnferell'rla, y la letra a. (variable independieote), repre­
senta el diámeh'o. 

Así como en el (N.O 124) indicamus cou A (x) una expresión 
algebraica dependiente de la letra .c, aquí también emplea­
mos el símbolo análogo f(x), f(Ue ~c lee: .fnnción de x, o 
más hrevemente, .f de x; eHcribireillOfi, pues: 

'!J=f(x) 
ouponienclo que mientra. :e varía en eierto intervalo (a b), 
la función y adquiere, para cada valor de x, un valor 
determinado (o, en todo caso, un número limitado de valore:> 
de ,lJ). El intervalo (a b) se llama ('((mpo en que está defi­
nida la función, 

Para indicar l'tmclOnes diferentes, i:ie afecta la letra f COIl 

UIl subíndice. Así, fl (.c), 12(.r), la(.e) iudican tres funcio­
Des diferentefl de .l' clue Se leen: f sub 1 de x; f 81tb 2 
de J.' J' etc. Tamhién puede reemplazarse la letra i por otras 
amllogas; así, He emplearán los símbolos P(.r;) , cp (x), '-1> (x), etc. 

Para indicar el valor numérico que corresponde a una fUIl­
eión para determinado valor numérico de la yariable inde­
pendiente, se reemplaza, en el símbolo que representa la fun­
ción, la letra ([ue designa la yariahle independiente por dicho 
valor. Así, por ej., [(2), !(%), /(--1), indican los valores 
numéricos üe la funciónf(.r) para .1'=2, .r=%, :x=-l, 
respectiYamellte. 

§ 
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EJEMPLO. - Si con el símbolo j'(x) Íl~c1icamos la funci611 
'!J = X2 - 4 x + 3, tendremos: 

f(2)=2~-4(2) +3=-1 
f(%)=(%)~ -,1 (%J+ 3=°116 
/(-1) = (-1)2-4 (-1) +3=8 

227. Representación gráfica de una , 'función. - En el 
pár rafo anterior vimos que una [unción de la variable x Be 

puede r epresentar con la notación y = f (:1'). 
Si damolil a x valores arbitrarios, por ejemplo, x = x', 

podemos calcular los valores 
)' correspondientes de la fun­

ción !J' = f(x'), como ya lo 
hicimos en los ejemplos del 
(N." 225) . Este pal' de l1Ú­

meros x' e y' podemos con­
siderarlos como coordenada:5 
de un cierto pmlto en 1111 

sistema de ejes coordenados 

--nf;::::;==;;;!;;;;;=;;;::"I--~: cartesianos O x y O Y (fig. 
x 11), tomando x' como abs-

X" 

(fig. 11) 

Para otro valor de 
y"=f(x"), y, en 
Q(..c", y"). 

cisa e y' como ordenada 
(N.O 219); obtendremos así 
un punto P (x/, y') . 

x, por ejemplo, x = x", calculamos 
consecuencia, obtenemos otro PUlltO 

Si los valoret' r:mcesivos que damos a x difieren muy poéO 
entre sí, obtendremos un conjunto de puntos como los P, 
Q, . .. etc., también muy próximos unos de otros. Se forma. 
así una línea c (generalmente curva), que se llama la. 
curva representativa de la variación de la función. Recípro­
camente, decimos que la relación 

y = f(.~) 

es la eCllaci.ón de la línea c. 
Se comprende que, para enterarnos completamente de la 

variación de la función dada, ser:ía necesario dar a x, suee· 
~ivamente, :¡ en orqen creciente? todos los v~lores posibles 
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desde Uill valor negativo muy pequeño (tan pequeño como 
queramos), hasta un valor positivo muy grande (tan grande 
como queramos); esto se expresa, en forma abreviada, di­
ciendo que hacemos crecer » desr1e - 00 hasta + 00 . (Los 
símbolos - 00 y + 00 se leen: -menos infinito y más infi­
nito) . Decimos también, que hacemos cr ecer x en el campo 
(-- 00 + 00), que es el más amplio que podamos imaginar. 

EJEMPLOS. - Las (figs. 12, 13 Y lIJ·) SOIl las curvas repre­
senlativaR de las funciones 

y=:3;.t V=2-x y=x2 

limitadas eu el cwmpo (- 3 4) . Se desta.can en ellas los puntos 
(lIt(' wl"l"espomlen <L los valores calculados en el l'U!tdro del (N: 225 ). 

P 
1-9 

..,y 

~ 4 

y 
y=x 2 

1-6 
.'- 3 

y =3x 
r 3 "' 1-IIt 

+-1+1- " Y 2 x 
1 

- ~ 1 ~ 2 3.x 2 --1 1-1~ x t - 4 
'6 

I ~~1 
X L . 

LL 
__ o - [litE 1 2 3 x 

1-- I ~l _,-

(fig. 12) (fig. 1'3) (fig. 14) 

Obsérvese 'que, para la primera y tercera gráfica, se 11a. tomado 
la escala de las ordenadas diferente de la de las abscisas, a los 
etectos ,lle poder dibujar -las Ctlr\ as dentro ite los límites dispo­
nibles de la rlimellsión vertical del papel (N." 222, b). 

228. Crecimienta O decrecimiento de una función. - Con­
l'ic1eremos, pOI' ej., la l"tmción : 

y=3x 

En el (N: 225) vimos que para los valores <le la variable 
independiente: 

x= ... -2, -1 0, 1 , 
tenemos lús correspondientes "aJoreR de 

y= ... -G, -3 o , 3 , 

2, ;), 
la función: 
6 , 9 , . . • 
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Ob¡.¡erVClllOf; en el ejemplo que, C .... 1311d\l la varialble indepen­
diellte aumenta, la fUJJción también alllliE'1lta (o crece) ; anú­
logament" cuando .r c1ümúnnyc, !J dif;lllillLtye, Como en este 
caso amhas vaTiahles crecen o derrecen simultáneamente, de­
cimos que '1:aí'Ían en el rnis¡)tO sOl1tido. 

DEFI1\jCIÓN. - Una FUNCIóN se llama CRECIENTE 
cua,ndo varía en el mismo sentido de la variable inde­
pendiente. 

EJEMPLOS. - En el curso anterior (A2 N." 1L8), vimos que 
dos ca ntidacleR rlirectam"\1te propo:r:riollale!'i varía n en el miRUlo 
spntido . 

Así, .por ej., la cantidad dI' mIO mel'c(lélI'1'{a y el costo res.peeti,'o; 
la cantidad ae trabajo ejecutrurlo en rlelerlllinado tieml]1o y el ¡¡¡¡meru 
de ob1'e1'Os empleaflos; la longItud de carnina recorrido por n11 mó",il 
y el tiempo empleado en recorrel'(]o; etc. 

Diremos, pues, que el costo de una mercadería es una función 
creciente ele la eantidad ac1quiril{]a de ella; etc. 

229. Si con~i df'ralllOF; el segundo ejemplo del (K· 225), 
o sea la función: 

y=2-:r. 

vemos que para valores cI'ecic1Ites de la variahle .1:, o sea 
para 

.c = , . . -2, -1, 0, .1, 2, 3, 

ohtenemos ,alores dec1' l!cienfes el€' la fu llción y 

.11= .. . 4, :3 , 2, 1 , 0, - 1 , ... 
En este caso decimos que amhas variahles ¡:aTEan ell sentido 

cont'rario. 
DEF1NfGJÓN . 

cuando varía 
diente. 

Una FUNCIÓN se llama DECRECIENTE 
en sentido contrario de la variable indepen-

EJEMPLOS. - En el curso fillteriol' (A2 N .. 116), tailllbién v~mo" 
que dos c3lJltidades il1\-el'stll11cnte proporr10na.les \'arjan en sentido 
contrario. Así, por ej ., el número ele ob'reroli empleados en ejeeutar 
detern_.inado trahajo y el tiemjJo emp leado' la. ccl·;¡tidall de men(l­
rle ri(¡ que se puede comprar ('on cjerta suma de dinero y el precio 
uuitario de la mis!ll1a; ete. 

Diremos, pues, que el número ele obreros empleados es una fun­
ción decreciente del tiempo; etc. 
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230. NOTA. - De acuerdo con las definiciones que ante­
ceden (K.'" 228 Y 229), para investigar si una función es 
creciente o decreciente, bastará, pues, da.r a la variable do' 
valores cualesquiera y observar cuál es el mayor de los va­
lores correspondientes de la funciún : 

a) La función sera crecúnte, cuando al mayor valor de la 
variable corresponde siempre el mayor' valor de la funcíón. 

b) La .función sel'á decrelc'iente, cuando al mayor valor de 
la variable corresponde Sl;e,mpre el menor va.lor de la, función. 

V,ariación del binomio de primer grado 

231. E l binomio de primer grado a.c + b, siendo x la 
yariaible independiente, a y b constantes, se llama !nnción 
lineal. El estudio de la variación de esta función se basa en 
las propiedades siguientes: 

TEOREMA 1. - La. función y = a, x + b es CRECIENTE 
cuando el coeficiente 'a es POSITIVO, y es DECRECIENTE 
cuando (t, es NEGATIVO. 

1:' caso: Sea a > O . 
Demos a la variable rr dos valores c7talesqttiera, por ej.,. 

.1:' Y .c"; la, función tomará los valores correspondientes: 

y'=ax'+7J, y " =ax"+b 
Ri suponemos x' > x" 

al multiplicar los dos nDembros de esta desigualdad por el 
número positivo a J tendremos otra desigualdad de ligltal 
sentido (N" 144), 

ax' >a, x" 

y, sumalldo b a los dos miembros (N,O 142), l'esulta: 

ax' + b > a x" + b 
o sea : 

y' > .y" 

La función lineal es, pues, en este caso, C7'cc1:ente, porque. 
a mayor valor de la variable corresponde mayor valor· de la 
función (N: 230, a.) . 
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EJEMPLOS. - Es creciente la rUMi6n y = 3 x tratada en el 
~.o 228), lJorQl1e el coeficiente ele x es 3> O; también lo S011 

as siguientes: y = -! x; y = x; !J = ;) .1: -- 2, porque los coe­
¡'icientes de x, O sea !, 1, 5, SOll positivos. 

2." crtSO: Sea a < O . 
,Como en el ('aso anterior, suponiendo :t' > x" 

al multiplicar 10H dos miembroR de (':,;ta clesigualdad por el 
número negativo (1" tendremos otra c1esigualrlad de sentido 
cmztnlJ'io (N" 14:4). 

a x' < a1''' 
de donde 

a .1" + b < a x" + b , o sea, y' < y" 

La función lineal ('~, pueR, en este caso, decl'ecÍl:nte, porque 
a mayor valor de la. variahle, corresponde menor valor de la 
función (N: 230, b). 

EJEMPLOS. - Es .decreciente tla luneión y=2-:x:, tratada 
en el (N.O :229), o sea la. fuucióa y=-.¡;+2, pOl'que el éoefi­
ciellLe de ~. es -1 < O; también lo H011 las sig-uientes: y =--3,4,1'; 
y =-.x; y=-- 4;l' + 2 ; pOl'que los coericientes ue J') Ll 
sea - 3,4, - l, - 4, SOI1 negativos. 

232. 'fEORElIH n. - Para valores de la variable infini· 
tamente grandes, la función (J.C + b es también infinita· 
mente grande y de signo igual al del término en J;. 

8ea. por ej., la función: y = 2.c - 6 
1.0 Si damo:', a x valore;; muy grandes y positivos, deei· 

mos qU(~ y también resulta mny gnlllue y positiva, ~' t,;n 
gra.l1de 601110 quenllll0S. 

;-)upollgmt10S, 1lor ej., que defieamos sea !J mayor qne 1m 

willón; eS decir, qnc tel1llremoJ'i la desigualdad: 
2 x ~ 6 > 1 000 000 

Resolviéndola (N," 154), encontramo8: 
X > 500003 

Rignit'ica, pues, qUE' basta dar a x un valor mayor qne 
50Ó OO~~ para '1 LlC y sea m.ayor que 1 000 000 . 

Análogamej)te, jjociemos dar a J; valores suficientemente 
granc1fs, para que y sea mayor llue 1 000000000, etc. 
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2.0 Si damos a x yalore¡:; muy grandes pero negativos, 
clecül10s ,que y también resulta muy grande en valor absc­
luto pero negativa (es decir, de signo igual al que toma el 
thmino a J; para valores negativos de x). 

Supongamol:l, P9r ej., que descamo.' sea y mayor en valor 
ahsoluto quc un millón, pero neg¡üiva; es c1e<.:ir, que y tC'ndrá 
que I:;er menor, en valor relativo, que -1000000. TondrE'­
m0S, pues, la c1eRigualdad: 

2· x - 6 < - ] 000 000 
de donde 

x < -499097 
Sig¡:¡ifica, pues, que hasta Sea x cn valor (bosohtto; ma.yor· 

que 499 097 pero negativo, para qne- y sea mayor en valor 
ah, o}uto que 1 000000. 

233. Eu el ejemplo anterior hemos considerado el 0:180 

que el coeficiente de .¡; es positivo. Si ese coeficiente es 'ne­
gati1.'o, fácilment.e puede constatar el e!:ltudiante, siguiendo 
método análogo, que las conclusiones resultarán invertida8; 
es decir: para valores de x muy grandes y positivos, JI 
resulta muy grande en valor ahsoluto pero negativa; para 
valores de x muy grandes en valor absoluto pero negativo~, 
'!J resulta muy grande y positiva. 

234. No'u. - En el (N.O 227) vimos que con el símbolo 
+ 00 iudicamOFl una cantidad positiva mu.y grande (tan 
f!'runc1e l:omo queramos), y con el símbolo -- 00 indicarnoi:i 
llDil cantidad también muy grande en valor absoluto (tanto 
como lo queramos), pero negativa. 

Podemos resumir, pues, el teorema anterior en el siguiente 
esquema: 

Dada 7a función y=ax+o 

S' a> O 5 cuanelo x = + 00 tenemos y=+ 00 
A 1 l " " x = - 00 y=- 00 

Si a<O 5 c1/a'nclo x =+ 00 1'esIllta y=- 00 

l " x -- 00 " v= + Cf.t 
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235. Variación de la función y = a, .r; + b . 
Los dos teorema:;; que preceden nos permiten estudiar fá· 

cilmente la val'iación de la función lineal 

y=ax.+b 
Notemos también que la función se anula, es decir, que 

y = O, para el nlor de .r; que satisface la relación 

b 
O = (1 • .r; + b, o sea, .¡; = - -

a. 
Así, la func,ión y = 3 x - 6 se auula, para x = -( -6) : 2, 

o sea, x=3. 

1." oas·o: Sea a > O . 
Si hacemos crecer .r; desde un valor muy grande en valor 

absoluto pero uegat.ivo hasta un valor muy grande y posi­
tivo (lo que se expresa diciendo que x. crece desde - 00 

a + 00 ), tie acuerdo con los teorema.s 1 y II que preceden 
(N.o, 231 y 2;i2) , la función y también C1·ece desde - 00 

a +00. 

La función resulta, pues, primeramente 1Mgativa, se a.nn[a. 
para rE = - b / rt, Y luego es positiva. 

2: caso: Sea a < O . 
En este caso, de acuerdo con los teoremas 1 y II (N.o, 231 

y 232,), cuando x C1'ece desde - 00 a + 00, la función 
y decrece desde + 00 a - 00 • 

La función resulta, pues, primeramente 1Jositiva., se anul«(, 
para x = - b /a , y luego es nega,tiva. 

236. Oua,dro de las variaciones. - Como lo hicimos en 
los ejemplos del (N.O 225), y para mejor enterarnos de la 
variación de una función, conviene, en general, presentar 
dicho estudio en un cuadro. 

En la página q'tle sigue, prescntamos los dos cuadros que 
corresponden a la función lineal, en los dos casos de a posi­
tiyo o negativo. 

Ob. énese que se han escrito los valores de la variable ,z; 

(te a1Tiba pa'/'a aba-jo en orden de ma~n.itud creciente. En la 
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segunda columna Se encuentran los valores correspondientes 
de la función y. Basta leer, pues, dc arriba para abajo la 
columna de los valores de la función, para enteranios fácil­
mente de su varia-ción. 

a>O a<O 
r-______ ~JL~ ________ ~ 

r---------~---------~ 
x 

- oc 

'Crece 

-bja 

'CXece 

+00 

y 

- oc 

'<'Tece 
negati,"a 

{) 

-crece 
positiva 

+oc 

x 

<:'rece 

-bja 

'c:rece 

+00 

y 

+00 

decrece 
positiva 

{) 

decrece 
negativa 

- 00 

r 

También pueden presentarse dichos valores en filas hori· 
zontales, como indicamos a continuación para un ejemplo 
numérico: 

x -- 00 

y -00 

y = 3x - 6 

crece 2 

crece o 

crece +00 i 
----~I 
crece + 00 1 

Para enierarnos mejor aún que con los C:L1adros, del sentido 
de la variación de tllla función, se emplea el método gráfico, 
como ya lo hicimos al tratar "Diagramas" en el (N: 221). 

237. Representación gráfica de la función lineat 
Caso partiC1llar de la f!tnción y = a x. - Considerem08 

primeramente un ejemplo numérico; sea la función 

y = 3x 

que ya ha sido tratada en el (N: 225). En el primer ejem­
plo del (N.· 225) hallamos algunos puntos de la gráfica de 
dicha función (fig. 12), los que reproducimos nuevamente 
en la (fig. 15). 
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Puede verificarse que todos estos puntos se encuentrau 
aLineados, es decir, situados sohre una núsma línea recta 
que pasa por el origen de coordenadas, aun aquellos puntos 
que se obtienen danclo a JI valores no enteros. Así, por ej., 
para X = 5 h se encnentra Y = 1512; verifíquese que el 
punto ("h, 1f>/2) también se encuentra aJineaclo con los ano 

teriores. 
Esta verificación experimental 110S induce a presumir que 

el diagrama ele la función 3:r sea, efectivaniente, la ~'cct(J 
sobre la fIlIe se encuentran aquellos puntos, 

y . 
9 ----------- ./':;"1' 
~ ----------: '\. 
6 

.. , , . 

JI 

,'( 
, IK '3 ' a , al , , 
le' 

0.'1-

3 K :x 
-2 

- - - -- 6 

(fig. 15) (fig. 16) 

Análogamente poc1ríamos efectual' esa verificación para 

las I'nncio11es 
x, k x, -:t, - :3 x, etc. 

es decir, para funciones lineales del tipo a x 
Demostraremos ahora- Cjlle, efectivamente, la función 

y = a x [1] 

representa una. línea recta que pasa por el origen de coor­

denadas. 
Para ello, damos a x valores arhi.trarios en la ecnación [1j, 

por ej., 1, 2, 3, ... , ,J{ , ... , ohteniendo los valore>: 
cOl're::;pond ientel'! de la función, que son: a, 2a, 3a, . .. ,]( a, . .. 
Tomamos luego esos pares c1e. valores en un ¡¡isterua de ejes 
coorclel1:;¡.c1as carte~ianOR T O Y (fig. 16)) obtenienclo los 



REI'RESENTACIQN . GRAFIeA .159 

puntos' A) B, (1, ... D,... Demostraremos ahora 
que todo:> estos puntos están aljneado~ con el origen O, es 
decir, que lo. ángulos .c O ,1 , .X O B , .r O O , . .. x O D , ... , 
f·on iguales. 

En qfecLo, por .·CT las ordenadas AA', BE', CC', ... , elú., 
perpendiculal'e~ al eje O x, 108 triángulos AA 'O, BB 'O, 
(1("0, ... , etc., son rectángulo,.,. Además, los catetos de esos 
triángulos son Pi"op01'cionales, puesto que, siendo 
,1,1' a BB' 2 a DD' Ka 
__ == _ == a; -- == -- == a ; . . -- = -- === a ; ... 
0.1' 1 OB' 2 OD' K 

re,·ul1.a: 
J ~l' BB' CC' DD' 
-- ==== -- = -- = =--= 

OB' oc' OD' 

Lo:> triángulos AA'O, BB'O, ('UJO, ... son, pues, ~('mc­
jantes (véa!'ie nue tra Geometría para el 3:" año, N: 37, 3:), 
y lo. ángulos homólogos . .rOA, .rOB , .rOa , . . . xOD, ... 
~on iguales. 

La recta O D es, pues, la gráfica de la función i] l. 

238. En la (fig. 17) se han trazado las rectas represen­
tativas de las .fUl1ciones: 

,1J=~'¡;' y=.1", y=2J.:, y=-3x, y=-.T 

O\¡~·érvese que cuando el coeficiente a es lJosilivo, la recta 
es interior del 1." y 3:" cuadrante:,; (N: 220); en camhio, 
cuando a es l1cgatiro la recta es interior del 2: y elel ,¡..O 
cuadrantes. 

1.10 anteelieho se justifi.ca fácilmentE' por el esqulema del 
(N." 234), pues, según él, p()demo~ decir que siendo n > O, 
la función lineal tiene un punto de coordenadas (+ 00, + 00), 
es decir, del 1:' cuadrante, y tiene tambiéll un punro elf' 
C"oorclenadas (- 00, - 00 ), es decir, dcl 3." cuadrante; aná­
logamente si.enclú a < O, los puntos de cool'denarla-; 
(+ 00, - 00) y (- 00, + 00) pertenecen al 4: y al 2,· 
cl1adrantes¡ respectivamente. 
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239. Por el trazado de las rectas de la (fig. 17), el alum­
no podrá constatar que, para los diversos valores de a, la 
recta resulta tanto más inclinada sobre el eje de las x 
cuanto mayor sea el yalor a bsoluto de a. POl' esta razón el 
coeficiente lj" que fija el ángulo de la recta con el eje de 
las x, se le llama coeficiente angular de la recta, 

(fig. 17) (fi,g. lB) 

Como casos particulares, resulta fácil verificar que las 
eCllaClOnes 

y=x, 1)=-X 

representan las bisectrices de los ángulos de los eJes coor­
denados, 

240. Caso general de la función 11 = a x + b, - Consi­
deremos primeramente un ejemplo numérico; sea, la lunción 

y = 2x + 3 

El valor que adquiere para cualquier valor de x es igual 
al correspondiente de la función 2 x aumentado en 3 unida­
des. Para obtener la gráfica de la función 2 x + 3 bastará, 
pues, desplazar :3 unidades paralelamente al eje de las 11, 
en sentido positivo, todos los puntos de la recta 11 = 2 x, 
Este desplazamiento justifica que la gráfica de la función 
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y = 2J' + 3 es nila recta paralela a la y ,2x (fig. 18). 
Si se considera, por ej., la función 

y=2.r-l 

con un razonamiento análogo al anterior, vemos que 'u grá­
fica es una recta paralela a la y = 2·,r, ohtenida despla­
zando en II 1/(( unidad los puntos de esta (Lltima, panilela­
mente al eje de la: y, peTO en sentido negativo. 

241. Oomo el razonamiento realizado pa 1"a los casos nu­
méricos qlle prereden, se podría repetir pal'a el caso gene­
ral ele la funrión lineal ('on roeficientes literales, podemos 
decir, pues, que: 

La curva represent,a,tiva de la variación (o gráfica) del 
binomio de primer grado !I = (/ .1' + b es una RECTA; que, 
en el caso de ser b = O, pasa por el origen de coordenadas. 

NO'l'A. - El (N." 240) nOR justifica que, do . ., recta¡; qlte 
te11gan igualeii cOef¡:c1'entes angulares, son parale{as. 

EJElliPLOS. - Las ecuaciones: 

y=-2,;¡;, y=-2x+5, y=-2.1;- 4 

represclltan, todas, metas paralelas; la pTimeTa pasa por el origeu 
de cOOlx1enadas. 

La seg'unda corta al eje POS.itiTO de las '!J, a 5 111lidudes ele dis·· 
tanda del ol'igen ele coordcnadas; la tercera. corta, al eje uegati vo 
de las y J a 4 unidades rle distancia del orjgen. Estas ordenadas, 
+ 5 Y - -1, se llaman orde1/adas en el origen. 

242. Tra.zado práctico de la recta. - Del prime]' ('mso de 
Geometrí.a sabemos que Ulla recta queda determinada por 
dos cualesquif'l'a el!" su:,; puntos (G1 N: 12). En consecuen­
cia, para el j razad.o ele la gráfica de una función lineal, 
hasta obtener dos ele sus puntos y luego trazar la recta que 
paoo. por ellos. 

Así, por ejemplo, sea la función 

y =_'/&X + 2 

Dand.o a x un valor arbitral'io, por ej., x -1, obtenemos 
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y = 5/3 ; éstas son las coordenadas del punto JI indicado en 
la (fig. 19). 

Otro punto lo tendremos haciendo, por ejemplo, x = 4, 
Y resU!lta y =:!. / a, que determina el punto N. 

La recta tr.azada por los puntos J11 y N es la gráfica de la 
función dada. 

!I 

¡ 
.- ..... -. ~ . .. - ' ... _ ...... - .... . 

o 2 3 4 .1' 

(fig. 19) 

243. Generalmente resulta más eómodo determinar los 
puntos donde la recta corta a lo:; ejes coordenados. 

Así, para hallar el punto P donde la recta corta al eje de las 
y, como todo punto ele est.e eje tiene abscisa nula, hacemos en 
la ecuación de la recta dada .;¡; = O, obteniendo: y = 2 (o/'­
dlenada en el origen ) , que es la ordenada del punto P. Para 
hallar el punto Q donde la recta corta al eje de las x, 
hacemos en la ecuación de la recta dada y = O; despejando 
el valor de x, obtenemos: .r = 6 , que es la abscisa del 
punto Q. La recta pedida es, pues, la que pasa por los 
puntos P y Q. 

Formas de la ecuación general de primer 
grado con dos incógnitas 

244. ua ecuaClOn .A x + By + o = O [1] 
que es de primer grado respecto de las variables x e !J, 
puede si-3mpre tomar la forma de la .función lineal 

[2] 

\iWl!ldo 1l St:la. (liferent~ de ('.I;ro. En efecto, dentrQ de esta 



1tEP1tE'SE~ACTóN G'RAFLCA 

hipótesis, podemos dividir los dos miembros de la [1] por B, 
Y despejando y. obtenemos la ecuación equivalente: 

A O 
y=--;¡;-- [3] 

B B 

que es, precisamente de la forma ele la [2] si hacemo¡;; 
- AjB = (t, - O/B = b . 

'roda.s las solucione!'; de la [3], es decir, todos los¡ pares <le 
l1úmeros x e y que la satisfacen, sou coordenadas de puntos 
de la reota; como, además, por hipótesis B =1= O, las solu­
ciones de la [3] son soluciones de la [1] y recíprocamente, 
se deduce, pues, que la [1] y la [3] representan la misma recta . 

245. En caso de ser B = O, la [1] se traru;forma en 

Como adem{¡¡;; A =1= O, de lo contrario no existiría ecuación 
entre las variables :r e !J, se deduce la ecuación equiv.aJente· 

O 
:1'=--

A 

la que significa que todos los pun­
tos de la gráfica tienen la misma 
abscisa - O/A, Y por consiguien­
te, pertenecen I.t lilla misma recta 
paralela al eje de las y (fig.20). 

Vemos, pues, que aun en el 
caso dc ser . B = O, la [lJ 1'e­
pl'esenta una recta. 

y 

1 

o 

o 
11 

U 
+ e ~ 

-A ~ ------1 x 

(fig. 20) 
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246. Análogamente, en caso ele ser A. = O, la [1] se 
transforma en 

By+G=O 
de donde se deduce la ecuación equivalent.e: 

" e 
tlj'+C=O 1J = - -

1 )- ~ que rE'pl'esen ta un: recta. pa.ra-
lela al eje de 131S x (fig. 21) 

----=o:'?¡'-----'--------x que corta al eje de las y a la 
dii'tancia - e lB del origen de 
coorclcna el as. (fig. 21) 

247. En caso ele ser e = O, resnlta la ecuación equiva-
lente: 

A 
y=--.x 

B 

que ya demostramos represent.a una recta q1¿e pasa pm' el 
or'igen de coonlenadas (N: 237). , 

Si además tenemos A = O, resulta la ecuación equivalente: 

y=O 
que representa el eje de las x. 

Si en camhio tellemos B = O, resulta la ecuación equi­
valente: 

x=O 
que representa el eje de las y. 

EJEMPLOS. - 1.° La g'ráfica de la. función 2!X - 3 Y + 6 = {} 
es la recta .A B de la (.lig. 22). Para representarla, determinamos 
los puntos A y B de intersección con los ejes coordenados, pro­
cediendo como indreamos en el (N.O 243). Así, para !X = O, te­
nemos - 3 Y + 6 = O , de donde y = 2 (ordeuada del punto 
B); para y=O, .tenemos 2x+6=O, de clonde x=-3 
(abscisa del punto A). 
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2.° La gráfica de la función y = 1,5 es la recta G D paralela 
al eje de las x} a la distancia 1,5 de dicbo eje. 

3." La gl'Mica <de la función x = 2 es la 1'8c.ta E F pal'alcla 
al eje de las y, ·a la distancia 2 de dicho eje. 

y 

(fig. 22) (fig. 23) 

248. Una forma particular interesante de la ecuaci6n de 
la recta, es la siguiente 

IX Y 
-+-=1 

a b 

que representa la [1] del (N: 244) para Al = 1/(11; B = l/b 
C=-1. 

Procediendo como indicamos en el (N: 243) se encuentra 
que la gráfica de esta. recta A. B (fig. 23), corta al eje de 
las x a la distancia O A. = a del origen de coordenadas, y 
al eje de las y a la distancia O B = b, consideradas esas 
distancias con los signos respectivos. 

Inversamente, deseando formular la ecuación de tilla recta 
A! B (fig. 22), que corte, por ej., al eje de laS' x y al de las 
y a las distancias respectivas de - 3 Y de + 2 del ori­
gen de coordenadas, escribiremos: 

x y 
-- + - = 1, o sea, 2 x - 3 Y + 6 = O 
-3 2 
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Resolución gráfica de un sistema de. dos 
ecuaciones de primer grado con 

dos incógnitas 
249. Sistema determinado. - Como los valores numé­

ricos de las coordenadas de cualquier punto de lUla recta, 
sustihlÍdos en la ecuación respcctiva la transforman en l1JHl 

identidad, SOll, por tanto, soluciones de aquella ecuación. 
Por otra parte, como una recta tiene infinitos puntos, la 
propieclad anterior nos confirma, pueH, que 1ma ecuación 
aislada con dos incógnitas tiene i?l/,initas' soluciones (N." 161) : 
son las coordenadas de cualquiera de sus puntos. . 

Sea ahora un ::;iRtema ele dos ecuaciolle' cou (los incógnitas; 
por ejemplo: 

{ 
2x-3y= 6 

x +2y =10 
[1] 
[2] 

Hallando las gráficas de amba~., ecuaciones, en la forma 
como indicamos en el (N." 243), tenemos las rectaH A B Y 
UD (Lig. 24). 

Y e ~ r 
5 , 

VB 

, t,¡ 
1[' 

11 I K D I 

O V3 6 1i'k'" 
-<~ I I I Ir t'-

(fíg. 24) (.Eig. 25) 

Como las soluciones de la ecuación [lJ son las coordenadas 
de puntos de la recta A B, Y las soluciones de la [2] son las 
coordenadas de puntos de la recta e D, la solución común 
de las dos ecuaciones la formarán la coordenadaS del punto 
común de las dos rectas, es décir, las coordenadas del punto 
de intersección E . Leyendo en el papel cnadriculado esaS 
coordenadas, encontramos: x -= 6, e y = 2. 
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La solución del siHtema dado es, pues: X = 6 ; Y = 2 . 
En general, podemos dar la siguiente 

REGlü. - Para RESOLVER -GRÁFICAMENTE un sistetM 
de dos ecuaciones con dos incógnitas, se construye la gráfica 
de cada ecuación empleando un mismo sistema de ejes car­
tesianos, y las coordenadas del punto de intersección de 
ambas líneas dan la solución del sistema. 

NOTA. - En ]a (fig. 25) volvemo, a resolver el sistema 
ya tratado en la (.fig. 24:) pero modificando las escalas de 
las coordenadas (N." 22,2, b); las grá fic.as seguirán siendo 
rectas, y la solución del sist€IÍ1a no varía. 

ETKfJIPLO. - En la (fig. 26) ele la lámina que se encuentra 
al final de este libro, empleamos el papel milimeLrado (N." 222, a) 
para la resolución del sistema: 

f 4,c + 9y=:16 
1 x-4y=-4 

La primera ecnaci,ón resulla represeutacla por la recta A B Y ia 
se¡¡;uuda por la e D. Laseoordenadas del punto de ell'CUelltro E 
pueden Ieerse con 0,1 de aproximación: x = 4,3 e y = 2,1 , 
siendo esto número:; la solución del sistema dado. Si resolviéramos 
analíticamente el sistema, encontrarí-amos: x = 4,32 e y = 2,08 ; 
e11 cOllRecuencia, la solución que 110S proporciona 'el método gooico 
es, en este caso, y en virtud ele las escalas empleadas, aproximada 
a menos de 0,1, 

250. Discusión. - Para 'que el sistema admita solución 
es decir, sea determinado (N." 173), es necesario y suficiente 
que las rectafl representa! i vas de las e(juaciones que lo forman 
He corten en un solo plUltO, o, en otros términos, que no 
~ean paralelas ni coÍ11cidentes. 

Pero el sifltema general puede e:;cribil'se de cualquiera de 
las dos manera.e; siguientes: 

raa;+by=c 
~ 
laJa; + b'y = e' 

o bien, 

, 
a e 

j
y=--¡;x,+t; 

a' e' 
Y=-/J x+ b' 

{1] 

Esta última forma pone en evidencia los coeficiel1tes- an­
gulares de amQas rectas, que son: - alb y ~ a~/b'. 
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Pero para que las rectas [1] no sean paralelas ni coinci­
dentes, sus coeficientes ang1~la1-es deben se1' diferentes, es 
decir que tendremos: 

a a' 
- - =1= - -, de donde, a b' - IJ a' =1= O 

b b' 

Vemos, pues, que esta última condición hallada por vía 
geométr ica, concuerda con la que establecimos por vía ana­
lítica en el Capítulo anterior (N.o 173), para el mismo caso. 

Interpretación gráfica de los casos de 
imposibilidad e indeterminación . 

251. Caso de imposibilidad. - Si las r ectas representa­
tivas de las ecuaciones que forman el sistema [1] son pam· 
lelas (fig. 27), no tienen nútg¡Jn p·¡¿nto común; por consi­
guiente, el istema no admite solución, o bien decimos que es 
un sistJerna ·incompatible (N.O 174). 

(fig. 27) (fig. 28) 

Pero, también sabemos qn-e cnando dos rectas [1] son 
paralelas, sus coeficientes angulaTes son iguales (Nota del 
N. o 241); es decir que con las notaciones del párrafo aute­
rior, tendremos: 

a a' 
= ,- - de donde, a b' - b a' = O 

b b' 

Además, no siendo coincidentes dichas rectas, las abscisas 
de los puntos A y B de inteTsección con el eje de lal:j ;¡; 
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serán diferentes; calculando dichas a!bscisas (N." 243), halla­
mos: e/a y e' / a,'. De la expresión de desiguald?-d de 
estos valores, resulta: 

a e' - e a' -=1=- O 
Vemos, pues, que estas dos últimas condiciones halladas por 

yía geométrica, concuerdan con las que establecimos por vía 
analítica en el Capítulo anterior (N." 174), para el mLsmo 
caso. 

252. Ca,so de indeterminación. - Si las rectas represen­
j ati"as de las ecuaciones que forman el sistema [1] son eoín·· 
eidentes (fig. 28) , tienen infindos p~6ntos CO?nllne.sj por lo 
tanto, el Fistema admite 'infinitas sol'!6eiones, o bien decimos 
que es un sistema indete1'lnina.do (N: 175). 

Pero, siendo coincidentes las rectas, serán iguales sus coefi. 
cientes angulares - a/ b y - a'/ b', así como también las 
aoscÍt-ms ele los puntos A' y Ji de intersección con el eje de 
la:; ..c, que son: e/ a y e'/a'. De las expresiones de 
igualdad de esos valores, resulta, respectivamente: 

a b' - b a' = O, a e' ~ e a' = O 
Vemos, pues, que estas dos últimas condiciones halladas 

por vía geométrica concuerdan con las que hallamos por vía 
analítica en el Capítulo anterior (N." 175), para el mismo 
caso. 

253. NOTA. - Se excluye de esta discusión geométrica 
el caso de ser a = b = a' = b' == O, porque, en ese caso, 
las ecuaciones [1] ya no representan rectas (por carecer ele 
las variables x e y). 

Resolución gráfica de problemas que con­
ducen a sistemas de d~s ecuaciones de 

primer gr,ado con dos incógnitas 
254. E cuación del movimiento uniforme. - En el curso 

anterior (A2 N.O 241), vimos que, el movinúento de un punto 
se dice uniforme-, cuando recorre espacios iguales en tillmpos 
iguales; y que se llama veloeiclad de ese movimiento, al es­
pacio recorrido por el móvil en la unidad de tiempo. 
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Así, por ej., al decir que un móvil tiene una vrlocidad de 
60 Km. por hora, AigIli rica que r11 rada hora recorre 60 Km. 
Por comiglliente, a las 2 horas de iniciarlo el movimiento, 
habrá recorrido ] 20 Km.; a las ~ horas 180 Km., rte. 

Vemos, pues, que el espacio 1'cco,.,.iclo lJ0" un mÓL'il es tina 
función del tiempo. 

Supongamo!; que un mó"il JI recorra una recta con "elo­
cidad t' (expre ada, por ejemplo, en kilómetro!; por hora), 
h<thiendo partido de cierto punto A; que !'lobre e. a recta 
se fíje un sistema de ahscisas (N." 0), optando como entielo 
positivo el del movimiento del punto JI. 

Indiquemos con (/ la ahscisa (expl'csada en Km.) del 
puuto A, posición rjue ocupa el móyil al iniciar su movi­
miento, y a partir de ese momento contemos los tiempo", 
tomando como unidad la hora. 

Después de una hora, la di. taneia de ,ll al origen (le la>; 
abscisas es a + l'; de. ¡més de 2 horas Cb (1 '1- /. X 2; de~­
pues ele :3 horas es a + ¡' X 3, Y así sucesi\"arucllte; después 
n.e t horas &(,J'á (J + /' t . 

8i llamamos e la a'hscisa ;JI ca ho de uu tiempo 1, tendre­
mos la siguiente relación entre e .1J t: 

I e ~-= a +u f I f 11 
E;;,ta l'rlación se llama la ecuación del 1H0liimil¡¡(o uníffln l ¡'!, 

que !1('l'Jl1ite Je1.erminar ('11 todo momento la posición elel mo­
"il en fumión del tiempo. 

Si el Ol'igen de los espacios coillc:idc con 1 momento que 
empezamos a ('ontar los tiempos, tendremos: (/ = O; en este 
ca.'o la ecuación [1] del movimiento uniforme e más ,illlplp: 

I e=t't I [2] 

BJEJll'L(). - '('n aulo parte de Gl. RraJHlz<,n. f[UC dista (iD Km. 
de la Capital l<'ederal, dirüó~ndos<, ]¡¡wia La Plata ron ulla yeJo­
(·j¡lad oe -lO Km. por hora. ¿ A qll~ distullcia de la Capital se 
encontrará (lespuÍ>s de :l horas ,le marcIDa! 

Tomemos como e.ie de la ahseisas la C'urreteru Buenos Ail'es­
La Plata snpum';ta rl'ctifit'¡¡ila, ~' ('ol1siderelllos el origen ubicado ell 
la C3!pital Federal. Tendremos: a -= nO, r =.:M) , t = 3 . 

Empleando la fórmula [1], tl'Lldr(,lllos la di~tuncia pedida es-
pre~adf\ en kilómetros: e = 60 + 40 X 3 = 1 'Ü , 
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255. Gráfica del movimiento uniforme. 
eión [1} es del tipo y = a x + b , e 
ya estudiada en el (N: 240), repre- a.¡.3v 
senta, pues, una recta. 

17i 

Como la fun· 

_ •••••.. " .• - . N 

Tomando un sistema cartesiano de 
ejes coordenados, contaremos los tiem­
pO!; on el eje de las ahscisas, toman­
do como wlidad la hora; contru:emos 
lo, espacios en el eje de las orde­
nadas, tomando como unidad el lel­

~ ... : 
1< I 

a+2v .--_ ..• 0< : 
,,~: : 

lómetl'ú. 
La. relación [1] resultará entonces 

representada en la (fig. 29) me­

a+v 

M 
a 

v : : 

: ¡ 
i . . 

-O~--':--'2""'--±'3-l 

(fig. 209 ~ 

diante la recta Al IV. EFita gráfica presenta varias ventajas; 

].. Permite hallar J'úcilmente el valor de (} para caela 
instante. En e fecto, hasta medir t'n la gráfica la ordenada 1) 

que cOl'1'espollde al instante dado t. ,. 
2.° POlH! ele mallifieRto la ?'apiclez del movimiento. En 

efecto, si la velocidad l' es pellueña, el coeficiente angular 
de la redil ef.: pequeíio y la recta. resulta entonces po('o incli. 
nada sdbre O t ; ele lo ('on11'ario, si la velocidad u es grande, 
el ángulo que forma la l'l'CÜt con ell'je O t talllbién es grande. 

256. Problemas de los móviles. - Una de las aplicaciones 
más interesantes de las gráficas de movimientos uniformes, 
se pre, cnta en la I'esoluejón de problemas de los móviles. 

En el (N." 19G) ya. tl'atamos analíticamente lUlO ele estos 
problemas, que abora volyel'emos a resol ver, pero gráfi. 
camente. 

PROBUJ:MA 1. - Dos autos se dl:?'igen hacia la Capital Fe· 
cleral pOI' la can'etel'(f, q11e la, une (Ion Lnjám. En cierto mo­
mento, nI/o de los autos. el qne marchaba con una velocid(ul 
medúL de 60 Km. P01' ltom, pasa por Hodríguez, que d/Ísta 
17 Km. de L11.iún. El seglt1/do a1~to, que ¡na·rc7w con 36 Km. 
por hora ele 'velocidad media, pasn en el mismo momento pOI' 
¡}Joreno, que dista 3~~ J(m. ele Lu.iáll. ¡A. qué di¡;tancia de. 
Rodrígufiz alcanzal'lÍ el p/'imer allto al segwMlo? 
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Véase la (fig. 6) del (N" 196). Supongamos rectificada 
la carretera entre Luján y la Capital Federal, y tomemos 
como origen de los espacios, Luján, orientando la carretera. 
positivamente hacia la Capital. Contemos los tiempos a par­
tir del momento que el primer auto pasa por ' Rodríguez. 
Tomemos como múdad de tiempo t, la hora, y Milla unidad 
de espacios e , el kilómetro. 

Con las notaciones del (N" 251) , tendremos: 
Para el primer auto: a = 17 v = 60 . 
Para el segundo al1to: a' == 17 + 16 = 33 ; v' = 3G . 
Aplicando la ecu.ación general [1] del movimiento unifor-

me, o sea, (J = a + v t al movimiento de cada uno de los 
autos, tendremos las ecuaciones, 

5 e=17 + 60 t 
l e= 33 +36 t [2] 

Como los dos autos se encuentran a la misma hora, y en 
el mismo punto de la carretera, t Y. e tendrán en ese mo­
mento los mismos valores, los que serán, pues, la solución 
del sistema [2]. 

CAP. FEO; ";' e I B 
LINIERS Km. J57 I ¡....- f--'D ------1\'--60 

¿= - - - - - - - - - - - --1-- - jo'" 9 ~Ji:=': M~.Q~L_t@-
..,\0 H ~~ 

36 

• 11 
~~ .\\ 

M~hO __ -+@-. N ~ BKmk:: ~ 

- - ::::~ '; - . - ~Ef.~-. 7 
MQ.RJ;®_t@_· 

,~ 
..,\O l~ , .-. ~ I 

16 F ¿ , , 
RQPBIGUJ;,~@-. ~ : , 

t 

11 , 
~ f-++ 1'23 40' LUJAN 

5 11,l ~t minutos ¡ ~ ~ 
o 2 4 6 8 10 20 30 40 50 

(fig. 30) 

En la (fig. 30) resolvemos gráficamente el sistema [2] , 
procediend(') eomo indicamos en el (N: 249) , 

Tomamos los tiempos t como abscisas sobre el eje hori­
zontal O t asignando a cada. parte de la cuadrícula el va· 
lar de 2 minutos .. 
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Tomamos la, distancias e como ordenadas sobre el eje ver­
tical O e, medidas a partir de Luján como origen, y asig­
nando a cada parte ele la cuadrícula el valor de 5 kilómetros. 
En este eje ubicamos, también, las localidades que figuran 
en dicha carretera. 

Las gráficas A B Y e D que corresponden a cada una 
de la" ecuaciones [2] se cortan en el punto E; leyendo las 
coordenadas ele este punto, hallamos t = 40 y e = 57 . 

Significa qlle el primer auto alcanzará al segundo, des­
pués de -i0 minutos de haher salido de R'Üdríguez; y que el 
encuentro se verificará a 37 Km. ele distancia de Luján, o 
sea a (57 - 17) = 40 Km. titc distancia de Rodríguez . 

.YOTA. - La misma gófir¡t IlOS permite contestar a otra serie 
de preguntas; por ej.: 

1.0 i: Des]JuPs (Te cuánto tiempo de haber salido de Rodríguez el 
primer auto, pasan ambos ]JOI' Merlo, que dista 7 Km. de JJloreno 
l/(leia la Capital Fedeml'! 

Siendo la clistamia Ll1jilll-.l\Ierlo de (17 + 16 + 7) = 40 Km. 
hllsta leer las abscisas de los puntos JI y N donde las gráficas 
respectivas cortan a la paralela al eje de las abscisas trazada por 
el punto de ordenada 40; en<,ontramos t = 23 Y t' = 11 2/3' 

Rignifica que el primer auto 'pasa por l\Ierlo a los 23 minutos des­
pués ele haber saliclo (k Roelriguez, y el segundo auto a los 11 
minutos y 40 segundos despné de aquel mismo momento. 

2.° ¿En qué momento la distancia ent1'e ambos autos es de 8 Km.' 
Trazamos la paralela F G a una de las rectas, de modo que in­
terrepte sohre el eje de las ordenadas el segmento F G = 8 ; el 
segmento G JI de ordenada también valdrá 8, y corresponde para 
t = 2(). Contestaremos, pues, que la distancia entre ambos autos 
es de 8 Km. después de babel' transcurrido 20 minutos de la 
partida de ambos. Es natural que después de cruzarse los autos, 
nis1irá otra solución del problema. 

257. PnOBLElIl.\. n. - UIl ómllibns hace el senicio de ida 
y t'/Ielta ClIfr'p, la CopitaZ FederaZ y Pergamino, qne dAstan 
225 Km .• con 11M velocidad de 50 Km. por hora, pero dete­
niéndose en Pergamino durante media hora. Un anta que 
salió el.e Pergamino 2 horas despHé de haber salido el ómni­
bus de la Capital, 1I111I'CJ¡Ó cZura11te 21/2 horas con una velo­
cidad cZe ±O Km. por hora, para luego detenerse dnranle 
1(11(1 llora. ¡Con qué t'elo91'cZad tel/d1'á el auto qtte reinioiar 
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el viaje paTa llegar a l(/ .f/apital Federal en el mismo 1H01l//mto 

q1~e el ómnibns! 
En la (fig. 31) (lUC se encuentra en la lúmina de pa[nl 

milimetrado al final de este libro, tie resuelve gráficamente 
el problema. . 

Supondremos que cada centímetro el el eje de las abscü;as 
representa una hora, es decir, que cada milímetro representa 
6 minutos j cada centímetro elel eje de las ordenadas SUpOll­
dremoti representa 25 kilómetros, e~ decir, que ca.da milímetro 
representa 250 metros. 

La línea quebrada O A B (Y e¡; la gl'áfiea cOl'1'e~pondien(e 
al viaje del ómnibus; el flegmellto de recta A: B pa.ralelo al 
eje d~ las ahscisas, corresponde a la media hora que el óm­
¡úbus est.uvo detenido en Pergamino. 

La línea D P G es la gráfica del viaje del anto hasta el 
momento de reinieiar su marcha, momento este que corres­
ponde al punto G ele la gráfica. 

El segmento que une los puntos G y U es el trozo uo 
gráfica correspondiente a la terminación del viaje del auto. 

Para calcular la yelocidad del auto en la etapa final, la 
ecuaClon [2] del (N.O 2S4) nos da: e = v t, de donJe 
v = e:t. 

Pero, para este trayecto m9dimos en la gráfica: 
e = GH=125 Km.; t=H (' = O e - O H=4 horas 
En consecuencia, tendremos la re~puesta. del problema: 

l' = 125 : 4 = 31:l4 JI rn. por ho'l"a 
Como las gTáficas se cortan en el punto E, cuyas cool'üenadas 

leídas eH las escalas prefijadas son: t = 3,-1 = 3" 24"'; e = 100, 
podemos decir, también, que los vehículos se cruzan ini 'ia!tJl1'ente a 
las 3 ,horas y 24 minutos despnés de haber salido el ómnibus de la 
Capital y a 169 Km. de distaueia de ésta. 

258. Gráficas de ferrocarriles. - Las gráficas de movi­
mientos tienen gran aplicación cuando se refiel"en al mo­
vimiento de ferrocarriles. I.Jas oficinas de tráfico las emplean 
para estudia r los itinerarios, deternúnar las velocidades 
cOl1Venielltes para los trenes a fin de combinar los cruces 
en las estaciones intermedias (cuallc1o existe una sola vía y 
marchan en sentido contrario, o bien, cuando existiendo 
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doble vía, marchan en el mismo sentido), y otra serie de 
datos necesarios para regular la marcha de los trenes. 

EJEJJ[z>LO. - Rl'producimos un horario elel Ferrocarril Sud, 
correspondiente a la línea Buenos Aires-Bahía Blanca. De él sa:ca­
mos Jos datos J1c~csal'ios para construir las gráficas de los trenes 
K.o s n y 12 que eonen 10<; (lías Innp". mip]"(>olpf'i v viernes (fig-. 3:!), 

F. C. 8. SI. AIRES Y SAHIA BLANCA (vla Prlnglel) 

I¡s;ru I SALIDAS I 
17 
26 
38 
45 

,49 
64 

CO.IIII •• IOn .0lIl. 
T.mperle' ...... ' •• 
Monte Grande .. 
Trl8t:,n Suár ... . 
Mí.J<lmo Paz ... . 
VIcente OUlre8. 
Clft.el •••.. . fleg. 

•. Cañuel~ ..... oral. 
77 La NorIa ...... .. 
90 Abbott .......... I 

I : g~ ~~:t~ V': jj¡'¡';;~ 
138 Gorcbs ........ .. 
146 Kllóm.I46(Par.) 
158 VUela .......... . 
169 Coro Boerr .... . 
179 L •• Florll(")fleg. · 

.. I . .. .. eal. 
200 11.'. IlItal,,,, •.. 
214 Pardo .......... . 
224 Mlramoole .... .. 
T33 Cacbari ........ .. 
253 Parlsh ......... . 
267 Sba ............ .. 
277 VIcente Pereda. 
289 Az.1 (tt) .. Ueg. 

302 N;ev~B ':::.:: .. 8.~: 
318 HlooJo ........ .. 
332 Dlanrfl. (t)~. 

361 SaDt~ L\lí8~~~ 
377 Durañoo ..... ; .. . 
391 Saota Elen ...... . 
405 Vo! untad ...... .. no Laprlda ........ _ 
431 La. fferm .. n ... .. 

::~ k~~~té'~::::::::. 
470 Reserva ......... 
400 Prl •• Ule •• ~~~ .• ~ 
007 Stegmaon ...... .. 
520 Peralla ........ .. 
537 S. de la V6ntan .. . 
5~5 Sf.!duogar&y .. .. 
~ E8tomba ..•.. ! ••• 
581 O .. blldo .......... 
593 Oochraneu ..•.•. 
602 Cortl ........... .. 
614 Calderón ........ . 
"28 &rB.b.lft~ 

u 61 tiúli .. lu .. .. Bal. 
~ Pto.Belgr .. no llq. 

(;¡rllobeln .... sal. 
R.ao 8.bl. BI.a..n..alJ.eD.. 

8 10 
'832 

.. 
o 

'" : El 
.. o ;0 .... 
.. .a 

~8 
¡¡; " ; t 

;:¡ 
19 00 

11 

810 
832 

...... 
9'i2 ,~ 
917 \ ..' 

20'50 
2flf.I 
21 29 
2052 
21 07, . 

REGRESOS 1, '1 

S._'.SIInO •••. ocd.¡ r 820 10Z¡ 
8r ..... ln ...... tlef· O" 
PIO. Belgrano ocd. ..~ z~ 
Grllnbein .... .. Zkg. ... .. ~ 8 
Grllnbeln ...... tiIl.· g B :::18 
Oalderón .. 08 < 
g~~~r~~~:::::::::: i ~~ I 
Cabildo ............ ~ 9 34 .J o 

I:~e~~i~f~:~:: ,::g'~I ~~ 
Peralta ............ ':po 57 
Stegmann .•.•. · ... ~1l J4 t3-i1 
Prl.ll .. (t). ~ 0 11 31 1325 

Res~rva·::::.:: .... :,g ~~ .. 
Krabbé ........... u !l2 1~ ""' :,: 
Par .. gull........... :g 12 3

2 Las Hermanas .... a125
0 .':ia 

L"r,rlda.. .. .... •• .. 13 1 9 
Vo untad .......... [ 132

0 :l .. 
Sao\a Elen ..... _.. 13 4 ~ .. 
DurañoD& ••••• ~... - 14 03 ~ •• 
Sao la Lul........... 1428 >.5'55 
Dlaw:trla. ~!~:: ~ :~ ~~, ",16 15' 

IDnoJo............. f 15 33; -
NIeve..... ......... 15 ~~ 'O 10'56 
Az."1 ~!.~~ .:',',','. ':t ' ¡g 21 ~ \704 
VIcente Pereda... 16 36 ¡ .. 
Sha ............ - .. ~16 j9 ., 
Parl.h ......... - •• :17 ~; .. 
Cacbarí ............ ¡¡l7 ,," 
UIramonle ........ 0 17 66

9 
~ .. 

Pardo .............. AI755 .. 
Dr. D. aaroltegu, 18 1 .. 
L •• Flor •• (*) lag. ;18 35 1~ 35 

"" . . ...... .. 21850 1850 
'" .. :tl Coro Boerr ...... .. 

VUel .............. .. 
Kllóm. 148 (Par.) .. 
GorcbB ........... . 
Zenón V. Dorna. 
Moote ............ .. 
Abbolt ............ . 
LA Norl •• ~ ...... .. 
c.ft.el ... ; .. : .. ~ 
CaI •• I ........ .. 
Vlcen,e Cuare., . 
Mblmo Faz,. .... I .. 
Trlstá.n 8uár6z... .. 
/doo,e Grande.... .. 
romp.rlay.......... 21 45 
Co •• 1II.016n ... fleQ. ~ 22 05 

20'57 
2059 

21 'és 
2205 
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La gráfica del tren que va de Buenos Aires a Bahía Blanca (tren 
1.° 11), la {'Ollstruímos ton trazo lleno; la del tren de regreso 
(N." 12), Con (razo coItado. 

También hemos construído la gráfica de un tren de carga (dihu· 
jada con trazo de línea y pun to), que sale de Constitución a las 
7 11. Y llega a Las Flores a las 10 h. Y 20 ruin.; se detiene en 
esta. estación durante 2 horas, para. luego maredlar hasta Azul, donde 
llega a. las 16 h. 30 mino y se detiene en esa estación. 

Puede notarse en la. gráfica, que los trenes de 'pasajeros se cruzan 
a las 15 h. 25 mino y pOI' el kilómetro 360, aproximadamente. 

(fig. 32) 

mese también la mellor inclinación sobre el eje de las abscisas 
que tiene el último trozo de recta 'correspondiente a la marcha del 
tren de carga, debido a su menor "elocidad res'pedo a los trenes de 
pasajeros (N.O 255, 2.°). 

Como ejercicio, construya el estudiante, tomando los datos del 
itinerario, las gráficas CJue corresponden a los mismos trenes, pero 
que ron'en los días martes, jueyes y viernes. 

259. Problemas determinados, imposibles o indetermina. 
dos. - 'omo complemento de la interpretación gráfica de 
problemas en los casos de imposibilidad e indeterminación 
(N.o' 251 y 252), trataremos los siguientes ejemplos prácticos. 

PROBLEl\IA. DETER,l\IINA.DO. - Rectas que se cortan: 
EJEMPLO. - Compm.?1ws 4 metros d,e tela y 8 rnet1'os de 

paño por la suma total de $ 44. También compramos, por los 
mismos precios 1/nita'rios, 4 metros de vela y 3 metros de pa;;a 
por la suma total de $ 24. Se desea saber cuánto cuestan 1 m. 
de tela y 1 tn. de paíio, 1·espectivam.ente. 
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S ea J; O Y un sistema de ejes coordenados (Eg. 33) ; toma­
mos sobre el eje O x todos los precios posibles para 1 m. de 
1ela (precio unitario), y sobre O y todos los precios posibles 
para 1 m. de paño. 

La primera compra nos origina la igualdad xX4+YX8=44 
o sea la ecuación: 

4x+8y=44 [1] 
La gráfica <le esta ecuación, que se obtiene como indica­

mos en el (N: 2..18), es la recta A B . 

o 
'C: 

11a abscisa 11 del punto A nos indica que 
el precio del metro ele tela no puede exceder 
de * 11; por análoga razón, el precio del me-
11'0 ele pailo no puede exceder de $ 5,50. 

La ordenada de un punto cualquiera del 
i'iegmento de 1;ecta A B nos daría el 

precio unitario del paño correspon-
diente a un precio unitario arhi­

trariamente elegido para la tela. 
Diremos, pues, que 1a.<; 

A 
coordenadas x 
e y de un pun-

~O:+-1-"'2--i1--""!"""~:""'-----:t-~~1):-' - -:::-x to de AB son 
(fig. 33) Precio de 1 m. de lela tales, que 4 m. 

de tela a $ .r el m,_ y 8 m. de paño 
total $ H. 

a $ y el m. cue:'!tan en 

NOTA. - LiDlitamo~ dicha recta en los puntos A. y B, es decir, que 
considetamos solamente el segmento A B, porque la natUJ'aleza del pro­
blem<¡ no admite precios unitarios negativos. 

La abscisa 11 del punto A nos indica que el precio del 
metro de tela no puede exceder de $ 11; por análoga razón, 
el precio del metro de paño no puede exceder ele $ 5,50. 

La ordenada de un punto cualquiera. del segmento de recta 
A B nos daría el precio unitario del paño correspondiente a 
un preciQ unitario arbitrariamente elegido para la tela. Dire­
mos, pues, que las coordenadas x e y de un punto de A B 
son tales, que 4 m. de tela a $ x el m., y 8 m. de paño a $ y 
el m. cuestan en total $ 44. 
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La seg1tnda compra nos origina la ecuación 

4 x + 3 Y = 24 [2] 
cuya gráfica es la recta C D, que, por razón análoga a la 
anteriormente indi<!ada, limitamos en el segmento C D . 

Las coordenadas del punto de intersección E de ambas 
rectas, nos da la solución del problema. Leyendo en la grú­
tic a estas coordenadas, encontramos: x = 3, Y = 4 . 

. La i'espuesta del problema. es, pues, que 1 lll. de tela cuesta 
$ 3, y 1 m. de paño $ 4. 

La solución es única, porque las rectas sólo se cortan en 
1m punto. 

260. PR,oBLEl\IA IlVIPORlBLE. - (l.) Rectas paralelas: 

E';¡EMPLO. - Compnl1lws 4 m. de l.ela y 8 m. de paii.o por 
la s1tma total d.e $ 44. Ta,mbién compl'amos 1J01' los mismos 
precios unit(J;rlos, 1 ?no de tela y 2 m. de paño pOI' la Sllma 

total de * 10. Se desea sabel' c'uánto c'uestan 1 ln. de tela 11 
1 m. de paño, l'especti'l·amente. 

Las ecuaciones que represen tan las dos COill-

y pra::i son, respectivamente: 

{¡ 

~ 

{¡ 3 
.~ 2 
~ 

ci:: 1 

o 

B 4.c+8y=4-:l: 

.r + 2 !J = 10. 

Las gl'Ú ficas ele estat-l eClIBcioneH 
SOll laR l'ertas A B Y e D 

de la (J'ig. 34), 
que son para 

1 2 3 4--¡;--6'~""7-+---+-:i:'O~')-J---:\ lelas. En efct'­

PrArio (fe 1 m. tii!' lela 

(fig·. 34) 

to, (lespejando 
y on amhas 
tpJl('1l10fl 

y = - 112 X + 1°/2 
Resultando iguales los ooefieientes angulares de estas rectns, 

o sea, - 4/s = - 1/z, se j us1 inca, pues, el paralelismo de 
las rectas A B ~. C D . 
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El punio de intersección de las rectas A B Y C.D se en­
cuentra, pues, en el infinito, y el problema es imposible. 

Podíamos haber previsto eHle resultado, puesto que si sim­
plificamos la pl'imera ecuación 4 x + 8 11 = 44, dividiendo 
sus dos miembros por 4, resulta: x + 2 11 = 11 . 

Pero es Imposible que se tenga, al mismo tiempo: x+2 y=l1 
y x + 2 U = 10, puesto qne siendo idénticos los primeros 
miemhros, no lo son los segundos. Las dos ecuaciones son, por 
10 tanto, evidentemente ·incompatibl.es . . 

,YO 7~l. - Porlría. taml)ién pre\'erse esta. incompatibilidad, ol>se1'­
"ando que se CU!l!liplen las relaciones del (N.· 174), o sea: 

a h' - ú a' = 4 X 2 - 8 X 1 = 8 - 8 = O ; 
(1 e' - t ((' = -1, X 1U - 44 X 1 = 40 - 44 = - 4 =1= O 

b) Rectas que Sl3 cortan pero en un punto inaceptable: 
EJEMPLO. - C011lp1'amos 4 m. d.e tela 11 8 'tn. de paño por 

la suma tota.l de $ 44. Ta.mbién comp1'a¡nos, por los mismos 
pr-ecios 7tnitarios, 4 m. ele tela, 11 7 ?no de paño PO't la sUma 
total de $ 28. Calct&lar el preoio 'unitario aJe oada artículo. 

Las ecuaciones CJue representan las dos compras son, en 
este caso, respectivamente: 

y 4x+8y=44 
F @,- - - - - - - - -- - -- --- --- --- - --- 1 6 4 x + 7 Y = 28. : ~ .... . '~:--.. 

-21 

'~ ...... 
'~, , ... ... 

' .......... ...... 
",' ..... , 

',~ " 
' ..... ", 

" ..... 5~ 8 
'.:. 

4 

(fig. 3;')) 

A 

x 

cuya~ gráficas son las rectar; A B Y e D de la (fig. 35). 
Pero de estas rectas, sólo tenemos que considerar ~os seg­

mentos A B Y C D (Nota del N.O 259), los que no se, cortan; 
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por consiguiente, el problema no tiene solución, y decimos 
que es imposible. 

Si en lugar de los segmentos hubiéramos considerado las 
rectas completas A B Y O D, se cortarían en un punto F, 

. de coordenadas x = - 21, Y = 16. El primer valor, por 
ser negativo, nos indicaría que, en lugar de pagar el compra­
dor un cier to precio unitario por la tela, tendría, por el con­
t r ario, que recibir del vendedor $ 21 por metro j resultado este 
absurdo, por ser contrario al eimnciado del problema. 

261. PROJ3T.JEU\<IA INDETERMINADO. - Rectas coin­
cidentes: 

EJEMPLO. - Oompl'amos 4 m. de tela, y 8 m. ele paño poI' 
la suma total d.e $ 44. También compramos, por' los mismo~ 
precios ~¿nitarios; 1 m. de teta y 2 m. de paiío. Oalcular el 
precio unitario de cada a1,tíctÜo. 

Las ecuaciones representativas de las dos compras son, en 
y este caso, respectivamente: 

iS,5 
C>. 
{: 

4 
ti ... 

3 {: 

.1:' 
" 

2 
~ 

Cl.. . 

B 4x+8y=44: 

x+2y=11. 

cuyas gráficas son dos recLas 
A B Y O D coincidentes 

(fig. 36), vale decir que 

O 

A tienen infi-
.....,..I-----4---.-+---'"----~o---_;:::_x nitos puntos 

3 5 7 11 
.Precio de 1 m. de lela com U ne S ; 

(fig. 36) por ej., 

M(x = 3, Y = 4), N(x = 5, Y = 3), P(x = 7, Y = 2); 
los pares de valores así obtenidos son infinitas soluciones del 
problema, el que resulta, pues, indeterminado. 

NOTA . - Podríamos haber previsto esta inc1etermina'c-ión, ob­
seryando gue se cumplen las relaciones del (N." 175), o sea: 

a b' - b a' = 4 X 2 - 8 X 1 = 8 - 8 = O j 

a e' - e a' = 4 X 11 .- 44 X 1 = 44 - 44 = O 



EJERCICIOS Y PROBLEMAS 
palia re,solver 

( L.a abrev iatura R , indica el resultado de l ej,er ci cio o problema) 

CAJ>, I. - NúMEROS RACIONAL.ES E IRRACIONAL.ES 

1. Disponer eH orden crecienLe los números reales siguientes: 
+ Vz, - 0,2, - 5, + 2, - %, + 3,7 

2. Dados Robre UD eje orientado O::r; los puntos A, B Y C, y 
siendo 0"' = + 3, AB = + 7, BC = - 9, hallar OB, OC Y CA. 

R .: 10 ; 1 ; 2 

3. Tndir31' un número (lecirnal y oh'o fracciouario comprendido 
entre los lIlmWl'OS de cada uuo ele los pares de números 5iguielltes : 

-:"l, - 1]5; -%, -1; %, + 3 
l, CmíntoR llúmeros racionales están coml1renclidos entre los dos 

números de ~ada par, y 'c,ilá,ntos números enteros'? 
4. Indicar dos números opuestos comprendidos entre -- 2 

Y + H,5 . R.: - 1,5 : + 1.5 

5, Verifiear flue (- % - 3¡.J) Y (% : %) son números opuestos. 
6. i Qn'? relación debe existir entre los valores absolutos de 

(/, b, e, para que la suma 
n + (- b) + (- e) 

sea positiva, o negati\a, o mua? 
R.: 1.° a> b + e ; 2.0 a < b + c ; . .. etc. 

OM. n. - EL.EMENTOS DE CAL.CULO ALGEBRAICO 

Expresiones al gebra icas. 

1. De las expresiones ~,Ue sig'uen, indical' cu{ues son racionales y 
cuáles son irralcionales respecto de la letra x: 

2 + x; [) ::l'; V X + 3; 5 x~ + 3:t - 4 . 
R. : Son todas r acionales, excepto la tercera 

2. De las e.s:pl'e iones del ejercicio que antecede, ¿ cuále¡; SO l! 

ente1'3~ re~peeto de x y cuáles son fra.ccionarias ~ 
3. Vel'ifrcar que : 'p'ara x = - 3, resulta x2-2x+l=16; 

para x = %, resulta 5 : x-lO = O . 
4. Calcular el valor numérico de Jas expresiones siguientes: 

a2 + 2 n b + bZ n2 
- 2 a b + b~, para n = - 3, b = 2 • 

p..: 1 2~ 
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5. Valor numérico de la expresión 
:¡;5 _ 3 X1 y + 8 x3 y2 _ 6.v2 11 + y6 

para x = 1 e 11 = - 2 . 

6. Valor numérico de la expresi~n 

4 a - 'i b - 10 a b - 5 b e + e a + 3 a b IJ 

para a = V2, b = 4, e = - 2 . 
R.: -19 

7. ~ ·CualeS'qllicra. sean los valores de las letras quc contienc, qué 
valor adquiere la. expresión: 

2a+3b 
(3(t-b)(a-a) "1 

a+b 
¿ Qué reluc·ión tlebel'á exi¡.¡LÍl· cutre a .y b, para que la expresión 

anterior resulte indeterminada' 

Monomios y polinomios. 

1. Indicar el gmdo <le cada. uno de los monomios siguientes: 
2 a x ;' - 3 X2 ; -! X y2 ; 4 a X2 y 3 

reS'p'ecto de la letra x; ídem, respecto deil grupo de letras x, y. 
Indicar los coeficientes de cada monomio; ídem del último mo­

llomio respe0totle las letras x y . 

2. Indrear el gradu de cada uno de los polinomios sig'uicllLes y 
ordenar el úIt~mo seg'úl1 las .pot.en'Cias decrecientes de x: 

2 a2 - a b2 + b3 ; 2 x - X'!J + X2 - 3 y2 

IIlc1icar (>1 grado de homogeneidad del último polinomio. 

3. Reducir los Mrminos semejantes de los siguientes polinomios: 
2a-3a+(t-5u; ab+5a-3b+a-4ab+7b 

Suma y resta de monomios y polinomios. 

1. Sumar los siguientes monomios: 

2 a be, - a2 b, % b (,2, - 5 a be. a b e 

2. Sumar los siguiente:; polinomios y reducir térlll. semej.: 
5a+3b-1j b+5-a; 6b-a+5-7a 

R.: - 4a + lOb + 9 

3. Idem para (X2 - 3(tx) ; (2ax - 4x"2 + 5). 

4. .Al monomio (--4 mn) restarle (+5 mn) ; ld. restarle (-m n). 
p,.: - 9mn ¡ - 31I!n 
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h. Al monomio - 2 a X2 y restarle sucesivamente los monomios: 

a x2y, 8 a x2 , - 3 a x y2, - a x2y2 

6. Al polinomio (aZ + 2 a b + b2) restarle (a2 - 2 a b + b2). 
R .: 4ab 

7_9. Efectuar Jas sustracciones siguientes, y simplific,ar 1011 
restl ltados; 

a - (a2 + 2 a + 1) ; 2 a x + 1 - (1 + 2 a x - X2) ; 

a"b - 4 a2 + a b - (0,2 a ba - 0,5 a2 + a3
) 

10_12. Jtfectllar las suma.'> y restas indicadas en las expresiones 
siguientes, y simplificar los l'esultados: 

X2 - (2 x - 3) + (3,:¡;2 - 4 x + 2) ; 
R.: 4x' - 6x + ti 

a2 
- [1 - a - (2 - a2 ) J + (a2 + 3 a - 3) ; 

2 a~ + i - 3 ab - [a2 
- (2 b3 -- ab)] - [4 a2 

- (4 ab + 2 b2 )] r 
R,; 2a.' ---:- tia.' + 2b' + 2b' 

13_16. Suprimir los paréntesis y luego simplifiear : 

3x ~ i y - [x + (y - 3 x)] r 
a x + b x - i a x - [b x - (2 a x - b) + 2 a] - b r 

R,: 2bx-2ax + ~b + 2a 

x - [Gx2 - (2x -1)] + [4 x - (0,5x2 - 3) + X2] 

% a 1J2 - b3 - i - 2 a2 b - [3 a b2 - % b3 - (a 2 b - b3)-! /¡3] r 
R,: 7ab'[2 + a'b - 5b'/4 

17. iEueerl'al' dentro ele paréntesis, precediéndolo del signo 
los tres últimos términos de la expresión: 

a4 _ 3 aab + 2 a2bz - 5 a ba + 2 b4 

18. Daüos los po~inomios: 

A = X2 - 4 x y + i¡2 B=- 2x V+ 3 y2 

e = 4 X2 + yZ ; D = - XZ + 3 x y 

calcular: A-(B+C)-D; A-(B-C)-!-D; A-[B+(C-D)] 

y l'tltlurir los tél'lDinos semejantes. R, : -2x'-5xy - 3y'; .. etc . 

CAlP. rrr. - MULTIPLIC,AClóIN y DIVISióN DE MONOMIOS 
Y POLINOMIOS 

Multiplicación. 

1-3. Efectuar los pToductos: 

S(-3a); -5x(-%x) 
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4. Danos los monomios : m x ; - 2 m :1:
2 

; 3 m
2 

ya ; 4 ;: !J 
efecluar lodos los 'Posibles productos de clos en dos. 

5. Ele\'ar a la segunda, tercera y cuarta potencia los monomios: 

_ 3 a .1'2 ; i a2 /)3 ; - % '111
3 n2 

; 0,1 a
2 

x
3 

• 

6. Efectuar: 6/4 a2 b (- 2 a b2;r:) (- 3/5 /;a x 2
) 8 a

2 
Xi. 

R .: 12a~b6x; 

Efectuar las siguientes multiplieaeiones: 

7_8. ( .1'2- 5 x + 4)3.'1'; - a(;') + 2a + a2 
_7a

3
) 

9. (a b - 3 a2b + ;) a b3 - 2 aab) (- 2 (( b
2

) 

10. (.rm--l + 2 ,1:711_2 _ ¡j :1"'&.-3 + ,V"l+J) x~m. 

11. [(a_b+c+ 1)-(:3a+b+c)]2 a b 
R.: -4a'b -4ab' + 2ab 

Efectuar opt>ra;cíones y simplificar los resultados de las e.'li:presiol1E's: 

12. .x(3:t _ 1) + (.X2 - 5 [f + -1,).x3 - (: •• 2 - 0,1 x) - x
6 

13. ('-a2b+a~) (-<2ab) +3a3 (_a 2 +5ab- b2 )-a4(2a-b) 
R .: - a'b' + 14at b - 5a' 

5A - aB para 14. ¡ Qué for ma t oma !Ia. expresión 

.,L = - 2 a 3 + a2 
- 1 , B = 4 {(2 - 3a + 2 

15. 1\IultipliC'ar el pO,linomio: a2 x 11 - y,* a x2y + x
a 

- ~¡3 
separ adamente por los monomios .'r2y, - 112 a y, -- X2; sumar 
los productos parciales obtenidos y reducir términos ~emejantes. 

E feetuar las multiplicaciones s~gujentes: 
16. (.r2 + [f _ 1) (x2 + 1) ; (a, - 2) (a3 

- a
2 + (! - 1) 

R . : x' + x' + x _ 1 ; a' - 3a' + 3a" - Sa + 2 

17. (31'2 - 3 .r y + y2) (2 .¡;2 - 4 x y + y') 

18. (2 a _ .r)( 2b - y) + (a + 2 3' )( /; + 2 y) - 5 (a b + x y) 
R.: o 

19. (3 a2b _ 5 a /;~ + b~ )(a3 - a lJ.2 - .0,5 b
3

) 

20. [-c(x+ a ) - a(.1' -a)1 [xCI-a) -a(ct - x)] 
R.: x4 - a" 

21. (04 _ 2 aS b + 3 a 2 b2 - 5 Ct /;~ - bol) (a2 
- 3 a b + /; 2) 

22. x(x + 1) (x + Z) + x(x -1) (x - 2) + 4(x -1) (x + l)x 
R.: 6x" 

\ -
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23. (a - x) (a + x) (a2 + x 2 ) - (b - x) (b + x) (b 2 + x~) 

24. [X2 + (2 a + 3 b) :t + 6 a b J [X2 - (2 a + 3 b) x + 6 a b] 
R.: x' -(4a'+ 9b')x' + 36a'b' 

25. [(2-6x)y3+ (6x-7x?)y2+ (3-2x)yH2xy2_3x) 

Identidades. 

L3. Aplicando la regla del prod'udo de una suma por una. dife­
rencia, calcular los siguientes productos: 

(a---Y2) (x+%) ; (2x~+b~) (2 x?-b2) ; (3aú-2cd) (3ab+2cd) 
R.: x'- y. ; 4x6 - b' ; ... etc. 

4_5. Idem .para los siguientes productos: 

(- % x4 + 3 a2) (- % x 4 - 3 a,2); (a+b+c+d) (a+b-c-d) 

Desarrollar la.s siguientes potencias: 

6_8. (x + 3y)2; (a2 -3b)2; (2m-O,ln)2 
R.: x' + 6xy + 9y' ; a' - 6~b + 9b' ; .. , etc. 

[
1 12 

- + 0,1 a x 
a J 

12_14. (2a+3b)3; (5a-2ab)3; (_%X2+%y2)3 
R.: Sa' + 24~b + 54ab' + 27b' ; .. , etc. 

15_17. (4a2 b-5a3 b2)3; (x"-2)B; (-2x"-3xP 

18_19. (1 + x + X2)2; (a' - 2 al?; +'2 a - 1)2 
R. : 1 + 2x + 3x' + 2x3 + x' 

20_22. (a+2b-c)2 i (m-n+p-q)2 ; (x2 _xy+y2)2 

Simplificar las sig-uientes expresiones: 

23. 
R.: -6a-13 

24. (a - 1) 2 - 2 (a + 1) 2 + (x - 1) (x + 1) 

25. (x - 4y)2 + (x - 3y)2 - (x - 5y)2 - a;2 
R.: -4xy 

26_27. (x-2)~+(x+2)3-2 x3 ; (2x-y)3+(x-2y)3_9(x-y)3 

28_29. 2 a(a - 3 b)2 - 4 h(2 a - b)2 - 2(a- b)3 
R.: - 22a'b + 28ab2 - 2b' 
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30. iEn el polinomio 2 X2 - 3 x + 5 reemplazar x por 
(a2 _ a b) Y ordenar el resultado seg>(m las potencias decre-

cien tes de a. 

Verificar las siguientes identidades: 

31 (a + b) 2 + (a - b)2 = 2(a2 + b
2

) 

(.'IJ -l)(x + 1) - 4(x -1) + 1 = (X_2)2 32. 

33. 

34. 

35. 

«(¡,-b )2+ (b---<J) 2+ (o-a)l:! 2(c¡,-/J )a+2(b-c) b+~(c-r¿)c 
(c_b)a2+(a.--c)b2+(l)-a)02=(ct-b) (b-e) (G-7a.) 

({t2+b2)(C~+d2) = (a,o+bIiF+Cad - ue )2 

36. (m ;¡ - 1)2 + (m + n)2 = (m2 + 1) (112 + 1) 

37. (x _ y)3+(y - zp+(z - x)3 = 3(x - y) (V - z) (z- x) 

38 (/ (ct - 2 b) 3 - b (b - 2 ct) 3 = (a - b)( a + 7J)3 

39. (X2 + xy + ,!/)2 _ (X2 -.'lJy + y2)2 = 4::ry(a:
2 + ~/2) 

40. (:e2 + a x + b x + a b)2 == (a' + a) 2 (:r + 1J) 2 

41. Si designamo;:: con 21) la suma a + b + o, verificar la 

identidad: 
a2 + b2 + 02 = p2 + (1) - a)2 + (p - br + (p - cr 

42. Con la hipótesis del ejercieio anterior, verificar la identidad: 
[(p _ (t)+(p _ b)]3 = (p - a)3+(p - b)3+3(p - a) (p - b)o 

División. 

Efectual' las si'gnientes divisiones: , 

1_3. 8 a : (- 2 a) 
9 a2b6c3': 3 a bZcs 

R.: --1 ; 2x ; 3ab' 

7 _8. E t'eetllal' las siguientes operaciones: 
_ 3 a b2 c4 (- n4b5( 2 ) : 3/5 a2b3e; ,9 a4y3: [~ a V (- G a y2)J 

Efectual' las :¡<i,g1lÍel1tes divisioncs: 

9_10. (4 a2.»2 _ 2 X3): (- .'1;); (a'lb + 4 a3
lJ2 -5a2b

3
): a

2
b 

11 (-O,15a" b6c5+0,25a4boé3-0,ll¿3b4e3d) : ( _OIOGa,ab 3e) 
R. : 3a'b'c' - 5ab'c' + 2bc'd 

12. (8 x3y2z2 _ % x2y4z + % x"y3Z• - X1 y5Z) : (- 2 x .y2Z) 
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13_14. (.r.2+7 ..1:+12): (x+3); (.¡;B - 7 x - 6): (x2+3 x+2) 
R.: x+4 ; x-3 

15. (x·j 
- x3 - 7 X2 + X + 6) : (X2 -1) 

16. {lO (¿'1 - 9 a3b - 13 a2b2 + .6\ (¿ b3 ) : (2 a2 - a b - 3 b2
) 

R.: 5a2 -2ab 

17. (6 :¡;1 _ 5 X3y - 5 x~y2 - :1; y3 - yf): (3 X2 + 2 x y - '1/) 

18. (a :1;2 + lJ2x - x3 - b 2a) : [( ¡; + b) ( Ct - x) ] 
R.: x - b 

19_20. (m3 -123): (rn - 5); (32 a" + b5
): (2 a + b) 

Hallar el éociellte entel'o y el resto de las siguientes c1iJvisiones: 

21. (a3 - 5 a2 + 8 a + 1) : (a 2 
- a + 2) 
R.: (a-4) con resto, 2a + 9 

22. (a x4 - 3 CI2X 3 - aS J.' + 2. a~) : (.'1 .. 2 - a x + a2
) 

23. (40 . .c5-17 x4 -14 x3 - 45 X2 -18 x+16): (8 x2+:'l x-2) 
R.: (5x' - 4x' -t- x - 7) con resto, 5x + 2 

24. Ce! - Gh ,'1;2 + 11/8 x): (yz x8 + Y4 X2 - 9/S X + 2) 
R.: (2x - 1) con resto, + 2 

25_26. X5: (x + 1) ; (-a1bG
) : (a 2b3 + 8) 

27. Efedual' las dolS últimas divisiones, ordenando el divisor se­
gún Ia~ potencia. crecientes de las letras, y continuar las divisiones 
basta el quinto término. 

R.: x' - x' + x' - x. + x' - . " ; etc. 

28. Rill efectuar la di,isióJl, cleterminar el resto ele la divisiólI 
r¡pl polinomio x" - 2.1:2 + 4 x -- 6 por cada uno de los binomios 
¡;jo'uientei:l : 

x-3; x+2; 3x-4; 2x-5 

29. ldel11 para, :la división !le .:v ' - 5 :1.2 + 3 por (x2 - 4) 
R. : Ha.ciendo x" = u, '" se llega. R = - 1 

Veri Cical' que el resto ele las siguientes divisiones es cero, y calcll­
lar el cociente por la regla ele Ruffini: 

30_31. (x3--4 x2+5 x--6): (x-3); (x2+4ax+3a2 ): (x+a) 

32. (3 x5 - 2 x4 - 6 x3 + 2 X2 + 4 x + 1) : (x + 1) 
R.: 3r-5x'-x' + 3x + 1 
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35. [(x2 - 5 x + 1) (X2 - 2 x - 3)(x2 - 6)J: (x - 3) 
R.: (x'-5x+l)(x'-6)(x+l) 

36. (6 a3 -6 a2x-j-3 a x2-3 x3 )(9 a2 --2 a X-X2): (a-x) 

37. Determinar tn del polinomio xa - x 2 -j- 2 x -j- m, para. 
que l:íea d-iJvisible por x - 2. 

R.: m =-8 

38. Tdero para que el polinomio x' - 5 X2 -j- 2 m - 2 sea 
divisible por x + 3. 

39. Demostrar que un polinomio entero en x es divisible por el 
hinomio x + 1, si la, suma ele los coeficientes de las 'potencias 
pares de x es igual a la de los coeficientes de las .potencias impares. 
(Se entiende que entre los términos ele grado par se incluye el de 
grado cero, es decir, el que no ,contiene x). 

40. Determinar]a oondieión para que un p.ulinomio entero en x 
sea divisible al mismo tiempo por x -1 y pOI' x -j- 1 . 

R.: La suma de todo.s los coeficientes debe ser nula, 
y s6lo. deberá contener potencias pares de x. 

41. Demostrar que es divisible por x -j- 1n -j- n la eX'pTesión: 

(m -j- n) (x -j- m) (.'1; -j- ?~) + m n x 

42. Tdem para (m-j-n)2-j-(n-j-x)2-j-(m-j-x)2-(x2+m2+n2 ) 

43. Demostrar que es iliv:isible por .¡; + a - b el pOllinomio: 
x3 + 3 a b x + aS - b3 

Sin efectuar la división, indicar si son exactos los cocientes de 
las divisiones que siguen y hallarlos mediante la. regla de Ruffini: 

44-46, (X·3-8): (x-2); (a~-b"): (a-b); (mC -'1!4): (m+n) 
47-48. (x5 - y5): (x + y); (a~ +b3): (a + b) 

49. (4 a2 + '9 b?) ; (2 a + 3 b) 

50-51. (m9 - n9 ) : (m3 - n3 ) j (XO - M) : (X2 _ 4) ; 
R.: Hacer m' = x n' = a, '" etc. 

52. (x1 - 81ai ): (x ± 3a) 

Descomposición de un ~olínomio en factores. 

1. Sacar el factor a3 b de la expresión: 

2 a3b2x 5 - 6 a1b4x3 + 4 a3b 3c2x 
2. Sacar el máximo factor común de la expresión 

Ílntcriol. 
del ejercicio 
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Sacando falCtores comunes parciales (N.o 91), o aplicando la dife­
rencia de cuadrados a2 - b~ = (a + b)( a - b) del (N.' 92), 
descomponer en productos los siguientes polinomios: 

3-4. a x - a - b x + b; a; + y - o; y _ y2 
R.: (x-l)(a-b) ; (x+y)(l-y) 

5_6. a b - a x - b o; + ,:v2; a 0;2 + a - b 0;2 - b 

7_8. a X2 - a o; -- a + 0;2 - X - 1; a2 - b + a2 b - 1 
R.: (x'-x-1)(a+1) ; (a+l)(a-1)(b+1) 

9_10. x3 + x" y _ X y2 - y3; a2 0;4 _ (aZ + b 2)0;2 + b2 

lU3. 0;3 - x; a3 b - a b3 ; x2"' _ 16 x"' y2 
R.: x(x+1)(x-1) ; ab(a+b)(a-b) 

Aplicando los (N.oS 93 al ,98) descomponer en productos 103 
siguientes polinomios: 

14_17. 

18_20. 

21-23. 

a;3 - 1; a4 - 1; mó + b5 ; x5 - 81 aSa; 
R.: (X-1J(X' +x+1) ; 

(&+1)(&3-a'+a-1) ; '" etc. 

x3y _ yo!; x4 _ 2,1:2 + 1; a4 ± 8 a2 b2 + 16 b4 

a2 
- X2 + 2 a + 1; a2 + 2 a - 3; '" 0;2 - '" o; - S 

R.: (a+l+x)(a+1-x) ; 
&' + 2a-8 = (Si' + 2a + 1) - 4 = ". etc. 

a3+3 a.2+3 a+ 1 ; x';+a3 b3+30;2 a b (x2+a b) 

Expresiones algebraicas fraccionarias. 

Simplifica.r las siguientes fracciones: 

1-4. 

6·6. 

7·10. 

ax - bx 
abx" • 

R.: - fiab'/x'y' ; 

2x'y - 3axy' + 7abxy-' 

~~ - xy 
3 (x - y)' 

(a,--b)/ab ; (2xy-8z) j2x ; '" etc. 

abo' - aObo + ab'o 
alblc - 2a2bo' - 7ab'c' . 

ax + bx 
ay + by' 

x'+2x+l 
1 - x' 

a'0;3 + bayo x' - y2 - z' + 2yz a2 - 4 
11·13. a2x2_b2y2' y'-x"-z1+2xz' a2 -5a+6' 

R.: (aOx'-abxy + b'y2) I (ax - by) ; (x - y + z) I (y - x + z) ; ." etc. 
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Reducir a común denominador la8 siguientes fracciones: 

14 -16. 

17·18. 

19. 

2x 3y 4.z a , 
yz l:Z xy b 

x' 7, 
y' ' 

- x. 
Y 

R.: 7y'l'i' 

_ u 2 -1 a 2 f¡ - (tb' + /,' 
:2a 3/J'(;. 

x - 2a' 3b' eS 

y 3xSy2z' 2xy3z' ' - 6x'y:3' 

a + b (t- b n' + f¡' 
a - b' (L -1- b' n' - ú2' 

X'Y/y" , 1/'1" , - xY'/ Y' ... etc. 

_ (t' + (lb - /J' 
2(( '/J'c' 

.1 - b 
(Lb 

(t lL - b (1" f ú' 
20 ;-¡-I,' '1' + '2ab + &"' (t', 3(t'ú + 3ab" i bJ

' 

R.: 30(30 + b)2/(3o + b)' , (30' - b ' ) / (3o + b)' , . .. etc. 

Efectual' las siguientes operaciones indil'a!las: 

21-23. 

2425. 

26. 

27-28. 

29-30. 

31·33. 

3435. 

36 ·37. 

1 2 3 
X + Xi + xs ' 

a b e -+- +-. be (1(; (tb 

a+b a-b 1 
a---b + (-,-+-ú' -x'-' --9 + .c' - 6x + 9 - .);-·'-+---'-6.c-¡--9 

R.: 2(30' + b')/(3o'-b") ,(x' +12x-9) / (x' -9)" 

1/ 

4 R 3(11 
- - ---- + J J - a 1 ;- ({ (/, 

J) + 10 

1 

1 1 J 
(XLi' - (x - 1 )' + .c - J • - x t- 1 . 

R.: (x' - Sx+ S) / (x-1)' x/ (x + 1) 

0·5 
:1;-' --)'+ 1 

rt - Ú 
1.L-- · 

o (1 + /J 

()·5.c -t J.:; 
.(2 _ 

/¡2 
a - b t- nIb' 
R.: 230/(& + b) 

- o!rtbJ·2 5a 6/¡'x 7(:r - y} 
(¡ lb . a --=---L' a'b'xs 

- 41t O·lb - 2a ah 
3(n - b) ,2(a + b) '(t' + ú' 

x!! - .cy· ·' 

a'/ (a. + b) 

y' 

2.1'2 - .'1 

y' 1" 

.C .'1 
; x'/(x + y) 

4a(a' - x') b(o +;r) 
3/J(o' - XO) • a' - (1.); • 

- 'ffl'/Jx' : ( _ O'3Ilb'X) 
3yz .I'y 

Ro: (4a.8b - O,2a'b') IS (a.' - b') -70ax' /9bl1l 
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40 -41. 

43, 

4446. 
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~\\¡l/'y O':)ah~J' 

5yzn : (j':3yru . (;r,~ - ~) :(:r - ~) 
~ , \ .r 

- 41l"!J;r S(~r. h,T· 

((~ -1- /1)' : ¡¿::¡-¡¡ 

( 
1 1 ) (' x

3 
) -:2 + -:- + 1 x' - --1 : (X 3 

- 1) 
.'l; .]; x-

et -!- - - 1 . 
b +-e 

1 2 1 
-+ -+-
X2 (¡.C a 2 

R. : - l j (x - l )2 

(~2 _ /)' ' n3 _ /, ' 

e" - rl 2 (;3 1- ,r 
n + /¡:~ ' 

c-i ~. 
R.: (abe -\- a + c) ¡ (be -1- 1) (x' - ax" + a"x - a") / {x + a ) . .. etc. 

Vcri'fiear las siguielltes illentidac1cs: 

47. 

48. 

49. 

~o . 

(¡ ' - 1 

a~l =---
1 '1, •• I - T a ...L 1 - 2 1 + n' . 

:1' -1- 2 J 
-1---.03 - :3(.1;2 ,1 x -1- J ) ·I 3(1 - .e) 

1 1 1 
_, ____ I ____ + .,--_-;-;-_---, -= O. 
(.c - y) (.c -- ,:) , \ 1/ - .1') (y - z) (z - - ~.) (e - iJ) 

CAP. IV. ' - ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON 
UNA INCóGNITA 

Resolu c ión de ecuac iones de primer grado con una incógnita. 

Resolyer y "erwcar las siguienLes ecuaciones numéricas entera:>' 

1.3. 3 x + '1 .C = 20 i 2 - X = 3 x + 6 ; ;) (2 - 3 x) = O 
1\.; l! : -! i \:(3 
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4_5. X 2 - 1 = (x + 1)2; X + 2 = x + 3 (no tiene so­
lución). (*) 

6_7. 7(2x-5)-3(11 - x) ; 4x+3(x - 5)=4+2(x+3) 
R.: 4 ; 5 

8_9. 3x-2[x--4-(5x-7)+30l=0 (x-1) (x~2)=(x+1)2 
'R.: 6 ; 1/ 5 

10_11. ,~(x-l) (x-2)=(x-1)3; 0,2(x-5) 3-0,1 (x+46) 

12. x- (2 + x) (x-1) = (2-x)(5+x)-17 

13·14. 

15-16. 

17·18. 

19. 

20. 

21. 

R.: -3 

~-~+~+~=1l-~-~ 
2 3 4 6 5 12' 

3 3 2 1 
2x - - x = - x - -.:. X + - . 

5 2 .5 2 

1 4 
2x - - x = - x - 0'1( x - 3) . 

5 5 

3(,1; + 1) 7x + 1 _? 7x - 4 
16 + ---w--- - - ---r5' 

3x 
18 - 4 = 0·7x + 2 O· 9 

R.: 5/3 ; -2 

5x _ 7x - 37 _ ~ _ 4 
4 18 2 - • 

R.: -1 

5 ( J ) ( J x \ 39 + :t '6 x - 3' - 7 42 - 30) = -6- . 

R.: 625/ 81 

22. 3(:r+ ~)-4(x+i) x-13 
0'0 ' , =_~-1·2. 

ResdJver y verificar las siguientes ecuaciones üLerales: 

23.25. a X - 6 = O; a x + x = a2 - l. 2 a x - 1 = X + 1 
R.: 6/20 ; (20-1) ; 2/(220-1) 

26_27. 13 x - a = 7 x - b; (a + l)x = b - x 

28_29. 5(4b-x)=3(4a-3x); (x-a)(x-b)=x2 -a2 

R.: 32o-5b ; a 

~ COlli\l ~sta, otrM (l~ ).~ 'eouaciQue§ (l~ IlIs l'ro'¡JUesta& UQ tielle!l solución. 
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30. 2 b(a + . .1') + a x = 3 a(b + x) 

31. (a + x) (b + x) - (a - x) (b - .'r) = 3(a - b) 
, R.: (a.-b)/(a+b) 

32. (G .('~ - 4 x + 1) = 3(8 x'! -.) X + 1) 

33. (2 .1) - 1) (x - 4) (x + 2r (3 x + 1)3 == () 
R.: 1fo , 4 , -2 , -1/3 

34. Resolyielldo la eCllweiólI .,/' - 1 = (x - 1) (x + 2) se 
optielle .'lJ::'= l . ¿ Puede aC:€}J'tarse esa solución ~ ¡, Por qué ~ 

Resolver y \'erifit"ar las sig'uicnies ecuaciones fraccionarias: 

:;r 36. 

37. 

38. 

39·41. 

x 1 x 1 x 1 11.+.7: ,,+~: 
"2 + a - b = "2 - a + ¡; -(-¡ - + -¡;-- -

R.: (ab + 23,-2b)/(ab"':"'23, + 2b) ; ... etc. 

x - 0,/) + ~ + x - ae = 2 (a + /¡ + e). 
e a b 

!.. + ~ + ~ _ a,bc = 1 - (a + /) + e):J; 
a,b be ae 

R.: (1 + abe)/2(a + b + e) 

24 _ 8 
X - • 

15 40 -- + 3 = -- -- 3. 
6-x S-x 

15 - x 7 - X 
42-43. x - 18 = X - 8' 

5x-9 3-5x 10-:1: 
-4- + -4- = 5:1; - S 

44. 

4~ 47. 

8,r - 30 103: - 13 4:T - 17 5x - 4 
23:-7 - 2:1'-3 = x-4 - x-1 

R.: 3 4/13 

_ I_, __ r. . (¡t-:r r.-x /1.+/1' 
(1 + .T h - :c = 17. + x . :r. - 11 - :r. + /1 =o .~. t ;;í . 

R.: (b-ae)/c ; (bc-ad)/(a + b + e + d) ; ... etc. 

_a_+~_= 2ab 
48··49. x - b x - a (x - al (x - b) 

x-a x-b 2b a+b-x 
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61-52. 

53 !'4. 

1 4.r .1:'-1_0 
-2- ----ax-
1 (311 a.) _. n . 
2.1;--;:--;' 

x X 2.r . --+-=--:r-a. x+a. :r+1 

:r;3 + ba 
---1 - x (x - /¡) = /)2 -
:r + ) 

R.: Las dos ecuaciones son Imposibles . 

55. Yerificlll' {IUC nu existen "alores de 
lores numéricos iguales a las e;"presiones 

. 1' (l lle hagan tomar VH­

(x - 1) : (::r; - 3) Y 
(x - 3) : (J: - 5). 

Resoh'cr y "erificar las big'uiclltes eeuaciones irracionales: 

y7 + ~ = 8 - 2 yX-; 1- Vx_2 
R.: 3 ; 4 ; ecuación imposible 

59-60. V.l" + ~ + 3 = 2V.t: + 2 ltyX + b = a'VX- + /1' 

61-62. Vx + 2 +yx + ¡j = l¡; = 8 ~y,r,2 + 2:r + 10 
R.: -2 ; 3 

63_64. \1 ,1'~-2ax+2a~=I'+a ; Va x+yb x=Ylt+b 2,. 

Apl icaciones de las ecuaciones «) 

1. La fórmula 1'2 = 8 7t R - ,[ ,," se refiere a U" segmentu ,le 
círculo, siendo l' la cucnla, /¡ la fl('(llla y R ('1 radio. Calcular R cualldo 
la cuerda vale 30 cm. y la flet,ha 8 cm. 

R. : 289/16 

2. La fórlllllla S = ~ (b + b') 7t Sl' refirrc al ár('a ile UIl trapecio. 
Hallar la expresi"ll <\llO el" ('1 "alor <1c la llase b. 

3, En cl problema del descuento racional se tiene la siguiente fór ' 
lllula: 

LÍXclXR 
LÍ=N-----

3fiOOO 

en la CJlle N es el valor noulinal, .1 el adual, d el liempo expn'saclo en 
días, y 11 el tantu por ciento de interés anual. Despojar e) valor actnal 
y calcular lUl'g-o SH '-alol' para N = $ ORO, r7 = ~5 ilías, y R = 6 '70. 

R.: A= 36 OOONj (dR + 36000) '" etc. 
4. I::li F es l;¡, tempcratura FaJlrenillCit y e la. corrcspolldiente crll' 

tíg-I'ada, se tiene la fórmula: F = 9/~ O + 32. Calcular e para F = 74°. 

5. Idem para F = 10°. e = -120 22 .. . 

-(-.-) -En Gpomctrín, Física, Cosm.ogr:\fía y otras Ciell cíat:- que SE' p-studinriin 
en los tursos próximos, so presentan con fr(' ('u("llcla ecuaciones que contienC'll ]a¡.¡ 
leotr:\s inic-in]p¡; ne la~ Juagnitudt:'s que frpreRelltan. J:i;s conveniente flue el e!o\1u­
diante 6e habitúe 8 ~u .e~olución, despejalldo cunlquierll ele I~. I~fr{\s que eOIl' 
!Ieljell , 
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l>. Hallar el valor F de la temperatura Fahrenheit, mediante la fór­
mula R = "'/9 (F - 32), cuando R = 58° (R es la temperatura Reamur)_ 

7. :En Física, en el estudio de las fuerzas paralelas, se llega a la 
fórmula: 

x F' 

a-x F 
en la que F y Ji" son las intensitlades de la.~ fuerzas, a la distancin 
entre ambas, y x la distancia de la resnltante a la fuerza P. De~pejal' !r, 

y luego calcular su \'alor para el = 3~ C111., 7! = 2 Kg. Y F' = 2,8 Kg. 

8. Con el aparato de Mac'Leod, usado en Física pal'a medir pe· 
qneñas presiones !le gases, se empIca la siguien te fórmula: 

N x = 1~(¡¡; + JI) 

pn la que N y n lepresentan volúmenes, h y x presiones. Despejar x. 
x = nh/(N-n) 

9. La f6rmula del psicr6metro (aparato empleado para conocer 1'1 
g¡'ado de humedad ue la atmósfera), es la siguiente: 

F-1 
A(~ - t') = 

H 

Despejar f, que representa la presión del vapor en el aire !:,mbiente. 
10. En la determinación del coeficiente mE'(lio de (liIatación absoluta 

del mercurio, . e lll'ga a la fórmuln: 

hDo 

l + ?nt 

Despejar ?ll, que representa el coefidente huscado. 

11. En el estudio de Jos espejoR e8férico~ se llega a la fórmula: 

p' 2f-p' 

1J 11-21 

Despejar f, que repl'esenta la llistancia focal. 
; '" etc. f = pp'/(p + p') 
12. La ecuae.ión conocida en Física con el nomJ.re de Vandcr 

Waals, es: 
a 

en la que p y v representan presion-cs y \'olúmenes, respectivamente, 
de un flúido; a, b, R, son constantes positivas que dependen de la nl1-
turaleza de ese flúido, y T la temperatura abs()luta. Despejar p. 
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13. En Cosmografía, se emplea la fórmula 

d x-t 

d' t'-x 

para determinar el equinoccio .de otoño, vale decir, el momento que el 
centro del ,SoiJ pasa .por el Ecuador c.eleste, yendo del hemisferio 
austral al boreal; x, t, t' representan intervalos de tiempo, el y (7' 
representan las (listaneias angulares del Sol al Ecuador. Despejar ~r. 

x = (dt' + td/)/(d + d') 

Desigualdades de primer grado. 

Resolver las siguientes inecu<rCcÍones: 

1.3. 2.1' - 6 > {); x + 2 < 3.v - 6; 112 X - o/.¡ < 3 h l.T - 1) 
R.: x>3 ; x>4 ; x<9 

4.5. 2x + 112 < IX - (1- %x); X2 - 2x < .1:(1 + .1') - 3 
6.7. (j ·v<bx+1; (x+Ct)( :t+b)«x-a)(x-b) 

R.: x<l/(a-b) ; x<o 

x-I>3. 
x+l 

1 
x + 1 < 7. 8-10. 

x-2 x+l. 
11·13. --<---

x+l x-l 
R.: x<a ; -2<x<% ; x>1/6 

14. Demostrar que, para. cllalqniera que sean los vado!'es de x, 
se cumple la desigualda'<l: 

X2 + a2 5' 2 a x 

15.16. Rana!' las soluciones comunes de las siguiellltes inecuaciones: 

f x-2>O f x>! (R..t·-;--]) fax>O 
12:r-3<x 1 6~;> x+1 {x-l<O 

R.: 2<x<S ; 1/6<x<1 ; ... etc. 

CAP. V. - SISTEMAS DIE ECUACIONES ' DE PRIMER GRADO 

Sistemas con dos in,cógnitas. 

Resolver y verifiear los s~guientes sistemas: 

1. 

3. 

J x = 3 
l x+y=5 
f 2x+ 6y=3 
14x-3y=1 

R.: 

5x+Y=1 
2. l x-y=5 

í 2x = 3y 
4. l. 4.r-h=11 

(x=% 7=1/3) ; (x=S ; y=2) 



5. 

7. 

12 •. 

14. 

16. 

18. 

1l:.iERCICIOS y PROBLKMAS 

{ 
lhx-:J¡!y=4 
Ysx+%y=5 6. 

í 0,3x + 0,2y=1 
l O,lx - O,2y = - 0,3 

í x+y=a+b í x+y=l 
l ax-y=a 8. l (a + (;)x= (c+y)u 

R.: (Jt=l ; y=O) ; (x=b ; y=A) 

5.x:--33y= O ¡ m+'/l-l=~'I1!-!n+] 
lla(X + y)+ :J¡!(x-y)=:39 10. 1 2m-n+2=m+~1l-3 

11. {3(2x+3Y):3 (2x-3y)+28 
5.~;- 2y = 3(4.1: - y)+9 

2.r. 1 Y 
3+ 10=4(.1;- y) +"4 

y 2x 1 
10+ 3=5(x- y) -10 

13. ¡ 
R.: x=-1 ; y=2 

_x_ .... _Y_ = 2a 
l~+b a-b 

x-y x-y 
2ab - a' + b2 = O 

a2 - 4 = a---=-2 ¡
X + y 2 - + - = 57 

15. x y l 
5 7 

2x - 3y = 2a - 1 - ~ _.! = 22 
I x y 

R.: x = (8a + 11)/5 • Y = (2a+ 9) /5 . 
/ hacer l / x = u • l/y = v .'. x = 1(10 , Y = i 

¡
X - 4 _ 2a y + 4 

a' + 2a + 1 - (12 
- 1 - a' - 2a + 1 

x + y = 2" 

íx-4y=3 
1 h-2y=2 

19. 

R.: Sistema imposible 

)

':+aJl=a 

17. 

ax+~'-l 

í 5x + 2y =;¡ 
l10x + 4y = 6 
; sistema indeterminado 

20. ¡, Cuáles son los valol'es ,que ¿¡ebemos asignar a los coeficien­
tes (t y b del sistema 

í 8x+ay=3 
L2x+y=b 

para que tenga una solución única f ~Idcm para que resulte impo­
sible, o indetermiuado ~ 
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Sistemas con más de dos incógnitas. 

Resolver y verificar jos 

r x-y=5 

siguientes sistemas: 

3. 

5. 

7. 

i x+y=-3 
L .x+.IJ+ z = 2 { 

x=2z+1 
2. y= z -2 

3x + y + 2z = 1:, 
R.: (x: = 1 

(x: = 11/ 3 
y = -4 ; z = 5) ; 
Y = -2/3 ; z = 413) 

[x+V=5 
iv+ z =7 
L z + x =6 

[ 3m - 8n +4p=-1 
i 111 + 6n - 5}J = 23 
L 7m -1011 + 10p = O 

R.: 

{ 
x+ z =O 
y+t=O 
.c-t=O 
2x+y+2z-t = -1 

8. 

4. 

6. 

r 'l' + 2y + 3z = ¡¡ 
i 2.~ + JI + 4z = 7 
L 3x + 4y + z = 8 

{ 

3x-2y+ z =7,1 
2,);+3y- 2z=-4-,2 
.11 + 2z = 1,2 

(m = 5 
(x = 1 

; u = % p = - 3) 
; Y = - 2 z = 0,1) 

~ 
x +y=2 
y-2z= -1 
z - 3lb = - 2 

L x+y+ z +1l=4 

9. En las tres ecul\,ciones siguientes dar a 
m pI valor 2, y i1ecir si forman n11 sistema de- {.'!: + 11 + 111 = 3 
terminado o absmdo. En este último caso, calml- .1: - 2y = 3 
lar el va.lol' que es necesario dar a 'In para 4::c - m, = 1 
obtpllel' ti 1\ sistema determinado. 

CAP. VI. - P.ROBLEMAS DE PRIMER GRADO 

Problemas con una incógnita. 

1. Dividir el número 180 en dos partes tales, que el duplo de 
una de ellas sea igual a las dos terceras partes de la otra. 

2. Una de las bases de un trape-cio isósceles es dupla de la 
otra, los .lados iguales mideu 324 mm. cada uuo y el perímetro 
mide 19,23 (lnl. ¿. Cuánto mide cada base? 

R.: x: + 2x: + 324 X 2 = 1923 .'. Bases: 425 mm. ; 860 rum. 

3. Determinar dos números sabiendo que su suma es 624, y 
que uno de ellos super-a en 63 el duplo del otro. 

4. Si a un número se agrega 6, luego se divide esa suma por 
6 y del cocieute se resta 6, se obtiene 6 como l'eSllltado. ¿ Cuál 
es el número? R.: (x+ 6)/6-6 = 6 ... x = 60 
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5. De la conocida expresión de la suma de los ángulos inte­
riores de un llolígono convexo, o sea [1809 (n-2)], deducir que si 
esa suma es igual a 180~, el polígono es <3ntonces un triángulo. 

6. Dlvidir el número 337 en dos partes tales que dividiendo la. 
primel'a por la segunda se obtenga 6 como cociente y 15 como restll. 

R.: 337-x=xX 6 + 15 ... 1."=291 2."=46 

7. Si en un colegio se ubicaran 8 alumnos en clIJda banco, 4 de 
ellos quedarían sin asiento; si se ubicaran 9 en cada banco, que­
darían dos asientos sin ocupar. ¿ Cuántos son los alumnos y cuán­
tos los bancos? 

8. Una persona ·compró una tela por cierto precio y pagó igual 
·suma llar un marco para ella. Si el marco le hubiese costado $ 8,25 
menos y la tela $ 3 más, el precio del marco hubiera sido la 
mitad del de la tela. ¿ Cuánto costó esta última? 

R.: x-8,25 = (x + 3)/2 ... x = $19,50 
Q. Una persona dispone ele $ 50 000 para colocar a interés sim­

ple; una parte al 5 o/r y la otra al 6 %, y obtiene así una renta 
anual ele $ 2700. Calcular clIJela una ele aquellas dos 'P~rtes. 

10. Un obrero estipuló ejecutar cierto trabajo con la condición 
de recibir $ 3 por clIJda dia que trabajara y qlle s'e le descontaría 
~ 1,80 ,por cada día que fallara al trabajo. Después de 80 d,ías so 
t,erminó el trabajo, pero el obrero, poco laborioso, no percibió 
llaga alguna. ¿Cuántos días faltó al tr.abajo? 

R.: (80-x)3-1,8x = o x = 50 di as 
11. Una persona compró una llieza de paño de 30 metros; 1>lIJgó 

'tI contado y le hicieron un descuento del 6 0/0. Si <31 total neLo 
llagwo fui' de $ 423, ¿ cuál eTa el llrecio unitario del paño? 

12. Una fáibl'i,ca tejió un total de 2616 Kg. de aJ.godón, durante 
t,res meses consecutivos. Calcular la producción mensual sabiendo 
Q.tte en cada uno de los meses siguientes al primero ella aumentó 
'lll los 3/5 del mes rprecedellie. 
R.: x + 7x/5 + [7x/S + 2(7x/5)/5] = 2616 ... 600 84.0 1176 Kg. 

13. Un padre, al morir, deja a cada uuo de sus hijos $ 1,9200. 
lJno de ellos renuncia a su parte, la que se divide entre los re8-
~antes hermanos, tocándole asi a cada uno $ 24 000. Calcular el 
uúmero de hermanos y el monto de la herencia. 

14. Una per:::Olla gasta en alimentarse la mitad de lo que gana 
y la tercera parte en otros gastos, ahorrando el resto. 'Calcular 
cuánto gana p.or ·dia, sabien<lo que en 45 días ahorró $ 30. 

R.: (x-x/2-x/3)45 = 30 x = $ 4 

15. ¿ Cuántos kílogramos de harina se necesitan para prepa­
rar 100 Kg. <le pan, .si la 11al'ina, al transformarse en past:J., au­
menta 1/4 de su peso, y la pasta, al cocinar, pierde 1/6 de su 
peso? 
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16. Un padre tiene 48 años y el hijo 9. ¿Dentro de cuántos 
años la eclad del padre será cuádruple oe la del hijo? 

R.: 48 + x = (9 + x) 4 x = 4 años 

17. Con los datos -del problema anterior, ¿ cuándo ¡a edad del 
p¡¡¡dre fué 7 veces la del hijo? 

18. Se dispone de un cierto numero de moneda¡; para formar 
con ellas un cuadrado; hecho un primer ensayo sobran 120, pero 
aumentando dos monedas por lado sobran entonces 52. ¿De cuán­
tas monedas se dispone? 

R.: x' + 120 = (x + 2)' + 52 376 mouedas 
19. Un depósito .se abaste.ce por dos canillas; la pr1mera lle­

naría el depósito en 10 horas, y la segunda en 14 horas. Pero 
tID caño colocado en el fondo del depÓSito lo agotaría en 20 
horas. ¿En cuánto tiempo ,se llena¡¡Í, el -depósito dejando abiertas 
las dos canillas y el caño? 

20. Un chacarero posee, entre gallinas y conejos, 150 animales. 
¿'Cuántos tiene de cada especie, si el nÚitIlel'o total de pat¡¡¡s es 404? 

R.: 2x + 4 (150 - x) = 404 98 gallinas, '" etc. 

21. Se compró una casa en $ 10000 Y se vende por inter­
medio de un 'COrredQl', a quien se paga el 4 '10 del prado de 
venta. ¿ Cuál debe ser este precio, para ganar el 20 % del dinero 
que costó la casa? 

22. Una persona coloca $ 4200 al 5 %; después de 3 años 
y 4 meses, coloca una nueva suma de $ 5400 al 6 %. ¿.I-\l cabo 
de auállto tiempo (]es1pués ,de la primera colocación, la suma de 
los intel'e:3cs de ambos ca,pitales reprOducirá la .suma de los capi­
tales inioiales? 
R.: 4200 X 5x/1200 + 5400 X 6{x- 40)/1200 = 4200 + 5400 240 meses 

23. Un .poore tiene a años y el hijo b. ¿Dentro de cuántos 
años la edad del padrB será 7It veces la -del hijo, y cuá.l es la 
condición para que la solución del prol,lema sea llositiva'i 

24. Fulano tiene 49 años y su mujer 30. Sabiendo que se 
casaron cuando la ed¡¡¡d de él era doble de la de ella, indicat 
las edades res'pectivas al 'Casarse. 

R.: 49-x = 2(30-x) .. 
hace x = 11 años que se casaron; edad del hombre, 38 afios, . .. etc. 

25. La base de un rectángulo es el doble de la altura. Si 
a.mbas dimensiQnes se aumentan BU 2 cm., el área aumenta en 
154 cm. 2 . Calcular las ,dimensiones del rectángulo. 

26. En un colegio que hay 24 profesores y 500 alumnos, se 
desea recolectar $ 822 llara fomento de la biblioteca. ¿ Cuál debe 
ser la cuota de 1<loS profesores y de los alumnos, si se tlstable~e 
que la de los 'primeros sea doble que la <le los alumuos? 

R.: 600x + 24 X 2x = 822 .'. cuota pOr alumno = $ 1,50 ; '" ~tc. 
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27. Un estanciero compró un cierto número de animales por 
$ 300; habiendo muerto 10 de ellos, vendió los qlle le qlHldaron 
en $ 180. ¿Cuántos animales compró, si no per-dió ni ganó en la 
venta? 

28. Una persona propuso dar 8 pesos a quien duplicase el 
número de pesos que tenía. Un amigo accedió a ello tres veces 
consecutivas, y aSÍ, el primero quedó ,sin n ¡¡¡da. ¿ Cuántos pesos 
tenía? 

R.: [(2x-8)2-8]2-8 = O ... x=$7 

29. Deseando distribuir cierta suma de dinero enlre varios 
pobres, ,se observa que faltan $ 8 para dar a cada pobre $ 5: 
y que dando a cada pobre $ 4, sobran $ 10. ¿ Cuántos eran los 
:pobres? 

30. Dos móviles, distantes 182 Km., parten al mismo tiempo 
y dirigiéndose uno hacia el otro, con velocida,des res,pec!.ivas de 
6 y de 8 Km. por hora. ¿ Después de ·cuánto tiempo se encontrarán 
y a qué distancias de los puntos de parUda? 

R.: x/6 = (182-x)/8 ... x = 78 Km. etc. 

31. Análogo problema al anterior, pero suponiendo que el se­
gundo móvil parte 4 horas después del primero. 

32. ¿A qué hora, después de mediodía, se encontrarán por pri­
mel'a vez las agujas u·e un reloj? 

R.: x/5 = (60 + x)/60 :. x = 5 mint. 27 sg. 
encuentro a la 1 h. 5 mint. 27 sg. 

Problemas con dos incógnitas. 

1. Hallar dos números tales que su suma aumentada en 14 
,sea igual al duplo del número mayor, y que su diferencia sea igual 
al número menor disminuido en 4. 

2. Hallar una fracción que adquiera el valor de % cuando SllS 

dos términos aumentan en 1, Y que en cambio adquiera el valor 
1/3 ·cuando sus términos disminuy·en en 1. 

R.: (x+ l)/(y + 1) = Vz (x-1)/(y-1) = 1/3 ; Frac. = 3/7 

3. Una· persona colocó a inteJ'lés simple dos sumas de dinero: 
.la 'primera al 5 % y la segunda al 6 %, recibiendo la renta anua.] 
de $ 548. Si colocara la primera suma al 6 % y la segund'a al 
5 'lo, la renta anual aumentaría en $ 26. ¿Cuáles son dichas sumas? 

4. Un capitn.l se distribuye entre 'cierto número de personas; 
si éstas aumentaran en 6, a cada una le tocarla $ 3 menos; si en 
cacrnbio aumentaran en 2, a cada una le tocaría $ 2 más. Deter­
mjnar el número de personas y la parte que le toca a cada una. 

R.: (x+6)(Y-3)=XY; (x-2)(y+2)=xf 
veraonas = 10 ¡¡arte = ~ 6 
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5. Distribuir $ 240 entre dos personas tIe modo que la razón 
entre las res11ectivas cuotas sea igual a 3;'7' 

6. A uua fiesta concurrieron 12 hombres más que mujeres. 
Sabiendo que los hombres pagaron $ 5 cada uno y las mujeres 
$ 2, Y que en total se recaudaron $ J 86, c:11cular el nÚlOero di! 
hombres y de mujeres que intervinieron en la fiesta. 

R.: x = y + 12 5x + 2y = 186 18 mujeres y 30 hombros 

7. En un nÚJJlel'O de dos cifrul:', la suma de las mismas es !), 
)" rtic-JÍbicll(lo la, cifras el! orÜCIl inverso, sc "hUcue uu número que 
excede al primero en 45. ¿ Cuál es el número? 

8. Hace 3 años, la edad ele un padre era tllúutupla de la el el 
hijo; dentro de -1 años la eelall elel padre será triple de la del hijo. 
¿ Cuáles son sus edades en el momen to actual? 
R.: x-3=5(y-3) ; X+4=3(y+4) ; elpadIe38años, ... etc. 

9. Se pagó una cuenta de $ ZO modiante 370 monedas; UIlas 

eran de 20 centavos y otras de 10 eontavos. ¿Cuánt:ts había 
de cada clase? 

10. En Ulla jaula se encuentran oncerrados conejos y gallinas, 
en total 42 cabezas y 120 patas. Calcular cuántos animales ~lUy ele 
cada especie. 

R,: x + y = 42 ±x + 2y = 120 18 conejos, '.' etc. 

11. La rueda delant¡¡ra do un carro <la 6 vueltas más que la 
rueda trasera en llU trayocto de 120 metros: ¡;i la circunf':1:'ellcia 
(io la rueda delautera se aumenta¡;e una cuarta parte más y la de 
la trasera una quinta más, en lugar de 6 revoluciones daría sola­
mente 4. en el mismo tra.yecto. ¿ Cuál es la circu.nferencia de 
Lada rueda? 

12. Observo en el reloj, que el llorario se encuelltr·:1 entre la!:! 
4. y las 5, y el minutero entre las 7 y las . De.spués de un rato, 
ohservo que las agujas ocupau una pOSición inversa, es dedr, que 
el horario ocupa la posición que antos tenía el minutero, e inver" 
samente. ¿ Cuál era la hora ele la primera observación'! 

R.: x-20 = y/12 ; y - 35 = x/12 .". y = 36 mint. 55 sg. 
Hora de la l." observación: ± h. 36 lUint. 55 sg. 

Problemas con más de dos incógnitas. 

1. Interrogado un estudiante respecto de la eelad que tenía, 
a;;·' como la del padre y la del abuelo, contestó: mi edad y la 
ele mi padre suman 59 años; la ele mi padre y la de mi abuelo 
suman 109 años; la diferencia de edades ele estos últimos es 21 
aiio::¡. i. Cuál es la edad de cada uno? 
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2. Se han gastado $ 74 entre 44 personas, en cuyo número hay 
hombres, mujeres y niños; cada bombre gastó $ 5, cada mujer 
$ 4, Y entre cada 3 niños gastaron $ 1. Si el número de niños 
BS duplo de la suma de hombres y mujeres aumentada en una. 
unidllid, ¿cuántos hombres, mujeres y niños había? 

R.: x+y+z = 44 ; 5x+4y+z/3 = 74 ; z = 2(x+y+1) 
3. Descomponer ,el número 90 en tres partes tales que: divi­

diendo la primera ,por la segunda, se obtenga 3 como cociente y 
3 como resto; cti"viclielldo la segunda por la tercera, se obtenga 2 
como cociente'y 6 como resto. 

4. Tres personas tienen en conjunto $ 500; si la primera diera 
$ 20 a la segunda, y la segtmda $ 30 a la' tercera, la primera 
tenclrí:!. el doble de lo que tendría la segunda, y ésta el triple de 
,lo que tendría la tercera. ¿Cuánto tiene cada persona? 

R.: x+y+z = 500 ; x-20 = 2(y+20-30) 
y+20-30 = 3(Z+30) 

1." = :ji 320 , 2.' = $ 160 , '" etc. 
5. La Ruma de las tres cifras de un número es 9; la primera 

cifra de la izquienla es la octava parte del número formado por 
las otr:18 dos cifras de la derecha, y la última cifra de la derecha 
es la octava parte del número formado por las otras dos cifras 
de la izquierda. HaJlar el número. 

6. Tres canillas .d, B, r, pueden llenar un estanque. Estando 
abiertas al mismo tiempo las canill'as A y B lo llenan en 10 
mÍllutos: R y e eu 20 minutos, (; y A en 12 ¡uiuutos. ¿ Cuánto 
tiempo empleará cada canilla en llenar el estanque, si sólo estn­
viera !tbierta una de ellas? 
R.: l/x + l/y = 1/10 l/y + l/z = 1/20 l/z + l/x = 1/12 

A en 15; B en 30 e en 60 minutos. 
7. Los 600 mil habitantes de una ciudad están repartidos en 

cuatro zouas. En la 1." hay doble número de habitantes que en 
la 4.'; en la 2." y 3." juntas hay tantos como en la 1.~ y 4.', Y 
el número de habitantes ele la 3." zoua es los 6/7 de la 2.'. ¿ Cuán­
tos habitantes hay en cada zona? 

Repartición proporcional. 

1. Una herellcia de $ 21000 se dispuso repartirla entre tres fa­
milias en proporción al número de miembros que las componen. 
¿ Cuánto corresponderá a cada Ulla, si la 1.' consta de 5 personas, 
la 2 .. 7 y la 3.' 8? 

2. El directorio de una fábrica dispuso repartir $ 8400 entre 3 
antiguos empleados, proporcionalmente a las respectivas edades: 
el 1.9 tiene 56 afios, el 2." 64 Y el 3." 80. ¿, Cuánto recibirá c,ada uno, 
y cuánto recibiría, si !.'l repartidóll se hiciera en razón inversa 
de las edades? 

R.: 1.- $ 2 352 ; $ 2 688 : ljl 3 360 ; 
2.- $ 3262,14 ; $ 2 85-1,37 ; $ 2 283,49 
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3. Cuatro vecinos arriendan un campo por $ 1540. El primero 
manda a pastorear sus 40 animales durante 15 días, los 45 del 
se,gundo 'durante 20 días, los 55 del tercero durante 12 días, y los 
60 del cuarto d ur.ante 10 días. ¿ Cuánto . tendrá que pagar cada 
vecino? 

4. Se ha lega.Q.o la su.ma de $ 152 000 para repartirse entre 4 
institudones de beneficencia, en razón directa del número de per­
sonas socorridas y en razón inversa de las rentas de que disfrutan. 
¿Cuánto corresponde a cada una, si los socorridos son, respectiva­
mente: 90, 124, 196, 216, Y las rentas: $ 3000, $ 6200, 
$ 9800, $ 36000? 

R.: $ 60000 ; $ 40000 $ 40000 $ 12000 

5. Dos viajeros, uno de los cuales tiene 5 'Panes y el otro 7, 
encuentran un tercero con quien distribuyen las provisiones. Al 
despedirse, este último entregó, como retribución, 12 monedas. 
¿ Cómo corresponderá repartir las monedas entre los dos ·primeros 
viajeros' Respuesta: Se repartirán proporcionalmente a los números 
1 y 3. (Este p1'oblema es del "Liber Abaci" de Leonardo de Pisa, 
año 12OZ). 

6. Cuatro socios aportaron capitales iguales en un negocio, que 
dejal'on: elLo 1 aiío y 4 meses, el 2.· 1 año y 2 meses, el 3.- 2 
años y 3 meses, y el 4. 9 2 años y 5 meses. Si la ganancia total 
fué de $ 2700, ¿ cuánto le corresponderá a cada uno? 

.11;.: $ 502,33 $ 489,53 $ 847,67 $ 910,47 

7. Tres socios obtuvieron una ganancia de $ 1400, los que ha­
bían aportado al negocio, elLo $ '¡OOO durante 10 meses, el 2.· 
$ 7000 durante 15 % meses, y el 3.9 $ 6000 durante 17 meses y 
20 días. ¿ Cuánto corresponde a ca<la uno? 

8. Para la construcción de un canal de irrigación, tres propie­
tarios contribuyen en razón directa de las superficies de sus cam­
IPOS que son de 5,12 Há., 6,08 Há., 10,50 Há., Y en razón inversa 
de las distancias al canal, que son respectivamente 3,25 Km., 
1,23 Km., 0,78 Km. Calcular la contribución de cada propietario, si 
el costo total de la obra fué <le $ 10 539. 

R.: 1.° $ 880,98 

Problemas sobre mezclas. 

2.0 $ 2607,37 3 .• 7100,65 

1. Se han mezclllido 120 litros dé vino dB $ 0.30 el litro, con 
160 litros de vino de $ 0.45 el litro y con 40 litros de agua. ¿Cuán­
to vale el litro de la mez.cla? 

2. ,se funden juntos dos lingotes de plata y de cobre: el pri­
mero de título 0,905 y dB 10 I(¡g. de peso; el segundo de titulo 
0,895 y de 4 Kg. de 'Peso. ¿ Cuál es el título de la aleación que 
se obtiene? 

R.: 0,902 
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3. ,Se funden juntos 20 gramos de oro de 18 kilates con 50 
gramos de oro amonedado. Calcular el título de la aleación que 
resulta. (Recuérdese que el titulo del 01'0 de 18 K. es l'a relación 
18: 24, y que el oro amonedado argentino tiene el título 0,500; 
véase Az N.o 69). 

4. ¿En qué relación ,se deben mez'clar cafés de $ 2 Y de $ 2,60 
el Kg. para obtener café de $ 2,40 el K:g.? 

R. : % (es decir, una parte del primero y dos del segundo) 

5. ¿ Qué cantidades de plata de títulos respectivos 0,930 y 0,850 
se deben fundir para obtene1' 680 grMIlOS de plata de título 0,9001 

6. Un artífice dispone de dos lingotes: el primero contiene 
270 g, de oro puro y 30 g. de cobre; el segundo, 200 g. de oro 
puro y 50 g. de cobre. Calcular qué cantidad tendrá que tomar de 
cada lingote para componer 400 gramos de aleación de título 0,825. 

R.: 100 g. de titulo 0,000 . " etc. 

7. ¿ Cuánto oro pUTO es necesario agregar a 272 gramos de 
una aleación de oro y cobre cuya leyes de 0,845 para elevar la. 
ley de la aleación a 0,917? 

8. Se dispone de tres aleaciones de plata y cobre de titulas 
respectivos: 0,700; 0,820; 0,900. Se desea obtener un lingote de 
título 0,850 que contenga 730 gramos del segundo y de 2130 g. de 
peso total. ¿ Qué cantidades es necesario tomar de los otros dos 
lingotes? 

R.: 240,5 g. de ley 0,700 1159,5 g. de ley 0,900 

CAP. VII. - REPRESENTACIONES GRÁFICAS 

Sistema cartesiano. - Funciones 

1. En ' an mismo sistema de ejes coordenados, re'presentar los 
puntos: 
(4, 2) ; (- % " - 3) ; (- 5, 5) ; (O, 4) ; (%, - 1) ; (O, - 2) 

2. Construir el diagrama del crecimiento de la población argen­
tin'a, ,con los siguientes datos de los censos nacionales: 

Oálculo de .Azara (H97).... 310'62811oenso de 1869 . .. . .. . . 1.737,076 
Brackellridge (1818). 554.000 " ,,189'5 ... " . , . 3,9.54.911 
de Pa,rish (1837).... 650.000 " ,,1914 .. , .. . . . 7.885,2,37 
" Marin de Moussy, 1.180.000 Oálcul() ell 1934....... 12.026.172 

3. Construir un ,dia;grama que indique la hora de salida del Sol 
en la Capital respectiva durante el año corriente. (Tómense lOE¡ 
datos de un almanaque llara el día 1.9 de caqa mes). 
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4. En un mismo sistema de ejes coordenados, construir los 
diagramas cOl'l'espondientes a la iLUI)Ql'tación y a la exportación 
comercial de la República Argentina con los datos del siguiente 
cuadro: 

CIFRAS GENERALES DEL INTERCAMBIO COMERCIAL 

A60s 
1927 
1928 
1929 
1930 
1931 
lS32 
1933 
1934 
1935 
1936 

DESDE 1927 A 1936. E:"l $ rn n . 
Tatal Importación EXP6rt.:..::l..::cl:..:· ó:::n=---,--=S:..:a:.:l.:::d.:,.o_ 

4.241.203.388 1.947.282.736 2.29J.920.652 346.637.916 
4.298.216.773 1.901.608 .474 ~.396 6U8.299 494.999.825 
4.126.684.711 1.959.084 .898 2.167 .599.813 208.514.915 
3.075 .652.099 1.679.960.782 1.395.691.317 284.269.465 
2.629.642.971 1.173.828 .311 1.455.814.660 281.986.349 
2.124.047.034 836.264 .536 1.287.7M2.498· 451.517 .962 
2 .017.990.441 897.148 .929 1.120.841.512 223.692.583 
2.548.366.422 1.119.932.444 1.438.433.978 328.501.534 
2.774 .330.280 1.174.981.223 1.~69.349.057 394.367 .834 
2.7~2.423.390 1.116.710.994 1.65j.712.396 539.001.402 

5. Idem p!l.ra el sllJdo del intercambio comerCIal; téngase 'Pre­
sente que el cOl'l'espoThdiente al afio 1930 fué negativo, superando 
las importaciones a las exportaciones. 

6-9. Calcular los valoTes llumériC{)s do las fUllciones: 

y = Z:v + 3; Y = -.1'; !J = %,t2
; y = 1j.,: 

para valores enteros de ~. comprolluidos en el intervalo (- 2, 5). 

10-13. Empleando papel cuadriculado, dibujar las curvas Te;pre­
sent.attvas -ele la variación <le las [unciones del ejercicio anterior, 
limitadas en el campo referido en el Uli~mo; ll(igase variar ;/; l1e 
media en meclia uni(lacl para los dos primeros y de un cuarto 
de unidad para los dos últimos. 

14. GrMi~H .1(' la fUll~·:iÓll .11 = - i 9 t~, ¡>am 9 = 9.8. 
15. L,l inlensidad i del sOl1iclo, a iglla]cl¡Hl ae otl'U¡; {'il'('IlIl¡;jHl~­

cins, es irl\'ersllJl11culc prop01'cional ni I'Ulvlrado cle la di.,;! :1.IIC·i:l (1 
al ell!'l'pO SOllO¡'U (i=K/d"). Dihúj<>se la ,g-ráfie¡t el\:' l. al val'iar d, 
ltatit'lIdo J( = 2. 

16-20. Indicar si son crecientes o decrecientes las funciones 

!I =.1' - 1; Y = 2 -:r; y = 3/x; y = x3 ; y = V,V 

Variación del binomio de primer grado. 

1-19. Representar gráficMllente las siguientes fundones: 

y=:r:; .IJ=2,1!; y=!,r 
¡¡=-J,;; y=~x+2; 

y=x+l; y=2x+l 
y=-x-1; y=--3x 
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v = -3;t-4 ; V = -2x+ Yz V = lJtX+% V = - %x-% 
y=4; y=-3; x=2 X=-Y2; y='O; X=Ü 

20-22. Gráficas de las siguientes rectas, determinando los puntos 
de intersección con los ejes coordenados: 

2n - ]j + 5 = (j; 2y + 4x - 1 = O; 3x + By + 2 = O 

23. Determinar los coeficientes angulares de las rectas de los 
tres ejercicios que preceden. 

24. Las diagOlJales de un cuadrado miden 5 y coindden con 
los ejes coordella¡[os; formular laf' eeuaci.on8s de los cuatro lados 
del cuadrado. R.: 2x + 2y = 5 ... etc. 

25. Sabiendo que 10 metros .de paño cueslan $ 60, construir 
llIla gráfica que no. permita obtener el costo de un número cual­
quiera de metros (enLero o fraccionario), basta 25 m. Leer en la 
gráfica cuántos metros. de pailo. se pueden comprar ·con $ 110. 

26. Un avióu vuela sobre 1111 circuito cerrado, y cubre su pri­
lUer lado '3. una velocidad de 100 Km. IJar hora, el se'gun<1o a 200, 
el tercero a 300 y el cuarto a 400 Km. por hora. ¿ Cuál es el 
término medio de velocidad ,del avión en dicho vuelo? C') 

I ",,¡{.lonEl IW~ 

A·~1..G"',...~· .... - I 

j ~ : 

I ~1 
f,;--- ''''-~'-Á 

e 

.J 

./ 
r a, 

R.: En la figura adjunta se presenta el diagrama del movimiento en las 
cuatro etapas del circuito: OA , AB , BC , CD. El término 

medio de velocidad es el de Un móvil que recorreria el circuito total 
en el mismo tiempo total, es decir, aquel ouya gráfica es la recta OD. 

Llamaudo "a" al lado del cuadrado. el tiempo empleado en la 
lo" etapa es a: 100 , en la 2.', a:200 , en 1<1 3. a , a: 300 y 
en la 4.', a:400; el tiempo total será, lmes: 

t = a(1:100 + 1:200 + 1:300 + 1:400) = a:48 

Como el espacio total recorri<lo es e = 4a, el término medio 
de velocidad del avión es: 

v = e:t = 4a: (a:48) = 4 X 48 = 192 Km. por hora 

( ' ) Reproducimos el enunciado y la lJrillle1'a figura <le este problema, del 
diario " La Naeióu" de Buenos Aires. ue fecho, setiembre 4 ele ] 938. 



208 M. COPPETTL - ÁLGEBRA (PARA EL 3.0. AkÓ) 

Resolución gráfica de sistemas de dos ecuaciones lineales y de 
problemas que conducen a ellas 

1-2. Resolver gráficamente los sigUientes sistemas: 

S x-y=7 S 3x + 3y=4 
( 2y + x = 7 (X + 4y = 24 

3-4. Resolver gráficamente los siguientes sistemas e interpra­
tal' los l'e~lUltados: 

S 2.1'-:3y=1 S 2x + y=:~ 
( -tc-6y=5 1 6.c + 3y=9 

5. Un peatón parte a las 6 de la mañana con una velocidad 
media de 5 Km. por hora; a las 9, un ciclista parte del mismo 
lugar, en la misma dirección, con una velocidad media de 15 Km. 
POI' hora. ¿A qué hora y a qué distancia del punto de partida se 
encoutrarán? 

R . : 10 h. SO mint. 22,5 Km. 
6. Tr:tzar el gráfico de la marcha de los dos trenes cuyo iti­

nerario se indica a continuación, e indicar el punto y hora del cruce: 
- ---

RETffiO ... (Salida) 7h35 ROSARIO (Salida) .............. 8b4á 
23 Km. Victoria ........ Lleg. 8b05 Santa Teresa .. ........ Llegada 10h21 

Sal. 8h07 Salida lOh26 
112 Km. Vagues ......... Lleg. 91153 Pergamino ............... Llegada 11h57 

Sal. 9h58 Salida 12b15 
229 Km. Pergamino .... Lleg. 121141 Vague s ................ Llegada 151103 

Sal. 13bOO Salida 15h13 
2-86 Km. Sta. Teresa .... Lleg. 14h20 Victoria. . .................. Llegada 17h12 

Sal. 14h2-! Salida 17h 18 
352 Km. ROSARIO ..... Lleg. 16h05 RETIRO .................. Llegada 17h50 

7. Un regimiento Inicia una marcha a las 7 de la mañana; 
recorre 5 Km. en 50 minutos y luego descansa 10 minutos, pro­
siguiendo la marcha con esas alternativas. Un correo ciclista se 
¡propone alcanzar el regimieuto salieuclo a las 9 % h. con la velo­
cidad de 20 Km. por hora, y sin detenerse. ¿A qué hora y dónde 
10 alcanzará? 

R.: 10 h. 20 mint. 17,1 Km. 
8. Una persona sale de paseo en 'auto, con una velocidad media 

de 30 Km. por hora. ¿A qué distancia del punto de partida debe 
detenerse para que, regresando a pie y haciendo 4 Km_ por hora, 
,se halle de vuelta 6 horas después de su partida? 

.. .. .. 
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