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PROLOGO DE LA CUARTA EDICION

Agotada con singular éxito, lo que agradecemos, la
tercera edicion de nuestra Algebra 1* parte, lanzamos la
cuarta edicion motablemente wmejorada y aumentada en
ejercicios y problemas, y con tal ordenacién, variacion y
cantidad, que el resolverlos todos en elase constituye la me-
jor prueba del aprovechamiento del curso.

Hemos suprimido, a fin de economizar espacio, los re-
stimenes que habiamos colocado al principio de algunos ca-
pitulos, referentes a las propiedades de las operaciones con
los nitmeros racionales, propiedades que puede consultar-"
se con mds provecho en nuestra Aritmética 2 parte.

Como dijimos en la primera edicion, ““no pretendemos
ser originales desarrollando temas conocidos, ni ser inno-
vadores en métodos, demostraciones o criterios suficiente-
mente divulgados. Desarrollamos un programa categdrico
y elaro; nadae mds’’. 1

Los AUTORES.
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CURSO DE ALGEBRA ELEMENTAL

3 ANO
CAPITULO 1

PROGRAMA I. — Expresiones algebraicas. Monomios y polinomios. Po-
linomios ordenados. Polinomios homogéneos. Valor numérico de
las expresiones ‘para valores enteros o fraccionarios, positivos
(0 negativos, de las letras.

Expresiones algebraicas

1. Definicion. — Se llama ezpresidn algebraica, a-to-
do conjunto de niimeros entre los cuales se mdiquen ope-
raciones aritméticas. ¢

5a%—b* 4 4

Ejemplos : a + b ; e i P zt — ﬁ — log. &

Una expresion algebraica es entera, cuando mno tiene
denominador literal, y fraccionario en caso contrario.

Ejemplos

1 2ab® + b 1 ‘
3¢’ —m ; T /T g % . son expresiones enteras.
2 at+b—c¢ c :
- o —+T Dot — 2a g ., fraccionarias

2. Monomio.—Se llama monomio a todo conjunto
de nimeros entre los cuales se indiquen la multiplica-
cidn, divisién, potenciacion, radicacién o logaritmacion.

T TR T—
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Ejemplos : % a"b;igi; %V’a ; a. log. &

Un monomio también se llama 1érmino.

3. Coeficiente. — Se llama coeficiente de un mono-
mio al factor numérico que entra en su composicion.

) 1 1
Ejemplos : 5 ab® , el coeficiénte es 5

3a’) ¢ , el coeficiente es 3

(uando un monomio no tiene visible el coeficiente,
queda entendido que es uno.

Ejemplo: a?b® = lazl;l"', el coeficiente es 1.

4. Grado de un monomio. — El grado de un mono-
mip es el nimero de factores literales que lo componen.

Ejemplos : — 2a®h = — 2aaab , de 4° grado.
lgax N T o
a’l = aab N = Sars e
da o e G o
5. Monomios semejantes. — Varios monomios son

semejanies, cuando la parte literal es la misma y cada le-
tra tiene los mismos exponentes.

Ejemplos: ab®; — 3ab*; —])- ab? ; — % ab®.

-—3aV—C; %avc; —%aV—c;
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6. Polinomio. — Un polinomio es un conjunto de mo-
nomios entre los cuales se indican operaciones de sumar
o restar.

Sb!

Ejemplo : — a4 —= a’b -+ b

El polinomio que tiene tres te1mmos se llama trinomio.

Ejemplo : h + = c‘
El polmomlo que tlene dos términos se llama binomio.
Ejemplos : a —{— b; 5— %

7. Grado de un polinomio. — El grado de un poli-
nomio es el mayor grado de sus diversos términos.
Ejemplo: 3ab —4a®b 4 2a  es de 4¢ grado.
T A e
8. Polinomio homogéneo. — Si los términos de un
polinomio son de igual grado, ¢l polinomio es homogéneo.

1 ; ;
Rt a@*b -+ o*b* — b? es homogéneo de 4° grado.
9. Polinomio ordenado. — Un polinomio esta orde-

nado, cuando sus términos estan colocados seglin las po-
tencias crecientes o decrecientes de una misma letra, lla-
mada ordenatriz.

El polinomio
] 1 4 52 243 2 q 5
40° — 7 a' + 50%" + 2a%6% — b’ - b

esté ordenado segiin las potencias decrecientes de a, y
segin las potencias erecientes de b.
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Un polinomio es completo, cuando los exponentes de
la letra ordenatriz son los ntmeros de la serie natural :
Or 1 9534 500 :

Ejemplo: ba* — @® -+ 3a* —4a 42
Un polinomio es tncompleto, cuando no es completo.
Ejemplo: 2a% —4a® —3a® + 7

Cualquier polinomio incompleto, puede hacerse comple-
to agregando los términos que faltan, pero con coeficiente
cero. El polinomio tdltimo se puede completar asi:

2a° 4 O0a* — 4a® — 30> 4 0a + 7

10. Valor numérico. — Se llama valor numérico de
una expresién algebraica, al niimero que se obtiene al dar
valores particulares a cada una de las letras que la com-
ponen, y efectuar luego las operaciones indicadas.

Se halla el valor numérico de

{ 3
. \ o+ b — ab*v—ti -+ ac? }
‘ ab — 3¢ |

1
siendo: a=8 ; b=—75- ; =2

Reemplazando los valores, resulta:
3 — 1
) 8( Va8l (o
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efectuando las potencias§
64 i 8 = 248 8
g imet L ) + 8(—8)

SEPE ) Lo

efectuando los productos:

64——5—"4———-64 64——8-—'1——64 33
——2-+6 ——§+6

que es el valor numerico buscado,



EJERCICIOS

Hallar el valor numérico de las siguientes expresiones siendo:
0 =310 =2 =1,

1. 3a .4 2b — 5e¢ R8s

2. bab — 6o 4 4 suiiis 48

3. 3(a® — b)) + 2ab® & - 0,

4, 2ah® — 3a°b -+ abc no — 24
5. a’h? — 2a* 4 3a’c w  —9
idem, idém, siendo: a=—2; b=—3;¢c= 4.

6. a*® — ab® 4 abe w —26

7. 3ab — 2ac 4 3be PR

4a + b—c¢ ;

8. m . 35 e,

9 3a® — 2b* — 5¢ 13

: 3ab + ¢ S
10 _(_li‘__—__b)_{’_: 5_b’ 5

‘ a + b — 2 T
. i 2
idem, idem, siendo: a:—E D=t G e 3
e el K : 9

da + b —c , i S
155 2a® — iﬁ 53
3ab 4 ¢ #1440
= 2a"b* — 3ab* 4 abo : el
6a’y* — 4 7 90
idem, fdem, cuando sesa: ¥ = — 1, z = — 2,
14. 658 — 3z 4 4 s 12y 30.

15. 3a* — 25 — 62 4 2z — 6 » —8y 34
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CAPITULO II

PROGRAMA 1I. — Suma algebraica. Suma de monomios. Reduccién de
términos semejantes. Suma de polinomios. Ejercicios.

Suma algebraica

.| a) semejantes.

I.-Suma de monomios ;
Casos DE b) no semejantes.

sSuMA ALgEBrALca | IL-Suma de monomios y polinomios.

IIL-Suma de polinomios.

11. Convencién. — Hemos visto antes (*), que los
signos + y — tienen dos significados, como signos de
operacion y de direccion.

Para lo sucesivo convendremos:

La suma de varios mumeros raeionales la indicaremos
escribiendo los sumandos separados por sus respectivos

signos. i bl

Asis(+3 )+(—3)+(——)+(+2>= Tog—g42

12. [.—Suma de monomios.

a) MONOMIOS SEMEJANTES., — ‘Sea sumar:

G- 2ab) & (—- % ab) F(— 3ab)

hl
%) Véase el Capitulo XIX de nuestra-Ari¢mética; para, ler. Afio,
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Por la convencién anterior, se tiene:
1 1
(+ 2ab) + (—- 5 ab) -+ (— 3ab) = 2ab — - @b — 3ab

sacando el factor comiin ab: — (2 ———]2f — 3) ab

5
y efectuando las operaciones: = — -21 ab.
de donde se deduce la siguiente

REGLA PRACTICA. — Para sumar monomios semejantes, H

se suman algebmrwame'nto sus coeficientes y el resultado
es el coefwwnte de la parte literal comiin.

La suma de monomios semejantes se llama también
reduccion de términos semejantes.

b) MoNOMIOS NO SEMEJANTES. — Sea sumar:

(+za)+(—50)+ 30

Por la.convencion (11):

(+5a)+(~F0)+e 3c>=§;z—§b+3c

Al no haber términos semejantes que redueir, estd halla-
da la suma, luego:

REGLA PRACTICA. — Para sumar monomios no semejan-

tes, se forma con ellos un polinomio, dmando la suma in-
dicada. .
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13. IL.—Suma de monomio y polinomio.—Sea’ su. gl
mar:

2
(—gb) +(Ba + b — 4¢)
Por la propiedad asociativa de la suma, se tiene:
2 2
por la propiedad conmutativa:
2
=3a +b— T b — 4ec
por la propiedad asociativa:
2
=3a+(b——b)—4c
3
y por el caso anterior:
1
=3a + 3 b—4c
~ de donde se deduce la siguiente

l REGLA PRACTICA. — Para sumar un monomio y un poli-
| nomio, se forma con ambos un solo polinemio, y luego se
reducen los términos semejantes que hubiera.

14. lIl.—Suma de polinomios.—Sea sumar:

: (3a/;~%b)+.(%b+2c)+(2a—4b—%—c)

Por la propiedad asociativa de la suma:

(Ba——%b)—l—(%b+2c)+(2a—4b;%c) e

1 3 1
= 3a——§b+zb+2c+2a—4b—_—§c
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por la propiedad conmutativa:
! 1 3 1
== 3a-{—2a——2—~b+z b\—4b'+20——§-c
por la propiedad asociativa: :
£ (3a+2a)+(—% b +% b 4b)+(2c & ?l‘-c)
reduciendo los términos semejantes, (12, a) :

15 5
—~5a—zb+§c

de donde se deduce la siguiente

REcLA PRACTICA.—Para sumar polinomios se forma con @

|/ sus diversos términos un solo polinomio, y luego se redu-
' cen los términos semejantes que hubiera.

15. Disposicién practica. — Cuando,se tienen varios: ,
" términos semejantes, para reducirlos, se disponen en co-
lumna los diversos términos semejantes, cfectuando la
reduceién columna por columna.

Sea reducir los términos semejantes que haya en el ;
polinomio :

4a—-—;-b+20—3a+2b—36+—;“—4b 3

© Colocando los términos semejantes en columna y su-
méndolos, resulta:

+4a-—-;—b+2c

L}
+ —8a+ 2b—3c¢ F
1 /
+2a——4b y
3 5

+ 3¢ —73 b—ec o
Al sumar las eolumnas, se leen s6lo los coeficientes.
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EJERCICIOS

Sumar los siguientes monomiost
16. 3a; — bb; — 6a; 2b;— Ta; 5h R: —10a + 2b.

3 i
17. 3ab; — 2a; bab; -2-a;—5 » 8ab—§-a—5
18. 3ab ——Lab'ﬁl-iab — ab ab
5 3 ‘0 ”’;" ) "AV
3 2 2 1
19. —s-a,———ab,(ia;?)b,——m i -;a«}--sb
3 2 &
= ——y ; 4z —2 — —z ;3
20, 5% 3y,4:r Y ; 33; Y
52 |
R e 122
31+3y

Sumar los siguientes polinomios:

21, a+b + 2ab;a+ b —2ab;a—-b , 38 + b
22, 3a — 2by 6b — 8c; 8¢ — 4a; ba — 3b + 6¢
R: 4a 4 b + o
i 3 3
23, 2a* — 3b; ba — — B 4= ——
3 a ; ba 2b-}-?,, a+4b 3

~ R: 7a’——‘—‘b+5¢z+g

{u o des ]
‘ 1 ) ; 3 %
2._’5a—-§b——30,——8a+3b+ic,7a ‘b+ 'g'c




CAPITULO 1II

PROGRAMA I1I. — Resta algebraica. Resta de monomios y polinomios.

Ejercicios.
Resta algebraica
. (a) semejantes.
I.—Resta de mononvios ) $ ;
Casos DE Ib) no semejantes.
rEsta ( 1l.—Resta de monomio y polinomio.

| ITI.—Resta de polinoms
CSEARATOL Resta de polinomio y monomio

1V.—Resta de polinomios.

16. [.—Resta de monomios.
a) MoNoMmI10s SEMEJANTES. — Sea efectuay :
(— Hab)— (— 3ab)

Sabemos, (2), que los monomios son nimeros, asi como
que para restar al minuendo se le suma el sustraendo cam-
biando de signo (*), luego: :

(— 5ab)—(— 3ab) = (— 5ab) + (+ 3ad)
y por (12): = —bab - 3ab
o bien: =—2ab
b) MoNOMIOS NO SEMEJANTES. — Sea efectuar:
(+ 8a)—(— 6b) '

(®) Véase uuestra Aritmética para ler. afio, pig. 178.
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Procediendo ecomo se ha dicho més arriba:

(+ 3a)—(—6b) =(+ 3¢)+ (4 6b)
y por (12): = 3a +- 6b

17 ' II.—Resta de monomio y polinomio.—Sea:
(+30—(+2a—3 45 c)
Procediendo de la manera ya dicha:
(4 3¢c) — (+ 2a — 3b + 2—0 ) = (4 3c)+(—2a+3b—— %c)
y por (13): =3é—2a+3b——2—c
= — 2a -} 3b — g—c + 3¢
=—2a 4+3b+4 (—%c—}- 36)
y por ultimo : =-éa+3b+—%—c
18. HI.—Resta de polinomio y monomio.—Sea :
(+2a—%b +c)-—(—2b)
Siendo los monomios y poiinomios niumeros, se tiene:
(+2a——; b+c)— (—20) = (+2a-~ ;—b +'c) + (+ 20)
¥y por.(13): ' =2a——;—b+c+2b
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=2a+(— -;—b+2b)+c
—=2a+%b+c

19. IV.—Resta de polinomios.—Efectuar:
(2a — 3b + ¢)—(2a — 4b } 5¢)

Sumando el sustraendo cambiado de signo al mi-
nuendo:

(20— Bl -0 )~ [2-2AbF )=
=(2a — 3b + ¢)+(— 2a + 4b — 5¢)
= %a—3b +c—2/i+4l\>—5c
y por (14): =b—4dc
De los ejercicios anteriores se deduce la siguiente :

REGLA GENERAL.—Para restar dos expresiones algebrai-
cas, se suma al manuendo. el sustraendo cambiado de
signo y luego se reducen los términos semejantes que
resulten.
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EJERCICIOS

Efectuar las siguientes restas de MoNoMios :

26. (—3a) - (—2a) R: -~a
27 (2ab) — (—3 ab) ,» oab
6 f 44
(‘—”‘)’('*""") e s
G 8
()= (+32) g5 > T
N, , 13 ..
| 30. (4 6ab) (+ E.ab , gab
Efectnar las siguientes restas de monomios y polinomios:
81, (3a— 2b.+ 6) — (—1b) R: 3a + 5b + 5
by 5
32, (—é-a—x+c)-—(+30_)i pmge— e
3 2 17
3. (6ab — = b?) — ST sl
3. (S 4b) (+3b) , Sab — 15 b
34, (—2a)—(——5a—b+c) T AL

3. (+3b°)-(—4a+136b’) 5 4a+T36b’

36. (——C)—(E'»x—-s—c) W e

Efectuay las siguientes restas de polinomios:
37. 54—— 3b + 20)—(2a — 7> — 5¢) R: 3a + 4 + Te

38, 3:;.—-%—_:/———5) (57—- y-—-:-i-z)
R:—2x+l—y-—%).:

39.@-1»———0) (——c+ b—l) l

R: — — o 7
2b+3c+1

»W../g—z—a—fl-b+ -;—c)'(—%a+-%b+—gb‘)



CAPITULO 1V

PROGRAMA IV. — Multiplicacion Algebraica. Mulﬁplicacién de mono-
mios, de monomios por polinomios y de polinomios entre sf. Ejer-
cicios.

Multiplicacién algebraica

CAs0s DE I.—Multiplicar monomios.

MULTIPLICACION { II.— 7 monomio y polinomio.
ALGEBRAICA  III.— W polinomios.

20. 1.—Multiplicacién de monomios.—S‘ea efectuar :
(—4a®b) . (4 3ab*c)
Por la regla de los signos de la multiplicacién, se tiene;
(—4a?b) . (+ 3ab?%c) = — (4a>b) (3ab?¢)
po;- la propiedad asociativa del producto:
— —(4a%b .3a5"’c)
por la propiedad eonmﬁtativa:
= —(4.3a%abb%)
por definicién de producto, y por un teorema anterior :

= — 120%b%¢
luego:

REcLA PRACTICA. — Para multiplicar varios monomios
entre si, se procede como sigue:
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1° — Se-determina el signo por medio de lo regla de los
signos;

2 — Se multiplican los coeficientes y el resultado es el
coeficiente del producto:

L

37— A continuacion se escribem lus letras comunes a
dos 0 mds mononvios con un exponente igual a la suma
de los exponentes que tengan en dichos momentos;

— 4 continuacion se escmben las letras que aparez-
'(,cm en un solo monomio, con el mismo exponente.

21. IL Maultiplicacién de monomio y polinomio.—
Sea efectuar:

(— 3a® —ab+ — b2) (— —g—ab)

Por la propiedad distributiva de la multiplicacion :

(- 3a? 4 %ab + —i—bﬁ)(— %—ab) 2
~—(—3a’)(-——-ab)+(+ ab)(— 3ab)+(+ b’)(—— ab)

y por el caso anterior:

= 4 % a*h — %a’bf-— ab?

luego:
REGLA PRACTICA. — Para multiplicar un polinomio por
un Monomio, o vice-versa, se multiplica cada término del

polinomio por el monomio dado, y luego se suman alge-
braicamente los productos parciales.
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22. IlI. Multiplicacién de polinomios. — Sea efeq-

tuar: X
3 e 1.3
(Ta’—2ab+§-b )(4a— Eb)

Por la propiedad distributiva de la multiplicacion:
3 2 1 3
(-;;a'—?ab + & 0‘)(4(1 — —b): ——a". 4a +(——2ab)lla.

+2p4atla. (——b)-H‘-Qab)(—- —b)+ o~ —b)
¥ por (20) :
= 3a’ — 8a’b +-~§ ab? — —:;—a’b + ab® — ;—b’

y reduciendo los términos semejantes, resulta:

)
- 3a3—E a’h + ab‘ — —3— b*
luego:
- REGLA PRACTICA. — El producto de dos polinomios se
obtiene multiplicando cada término del multiplicador por
todo el multiplicando. Iatego se reducen los términos se-
mejantes que resulten. : S

23. Disposicion practica. — Practicamente, para mul-
tiplicar dos polinomios, se escribe el de menor niimero
de términos debajo del otro, y luego los términos seme-
jantes que vayan resultando de los productos parciales
se. disponen en columna, facilitando asi su redueccion::

De esta manera, el producto:

T, T 3
(-g-a — 4ab—--§ab + §—b‘) (2a’+—§ab+4b’)j



it i ~;
se efectiia asi:
i 1 2
S MY N S N R X
5a 4a'b 3ab+3b

2a’+—:-ab+4b’

- 2 4
a® — 8a'h — 3 a’b? 4 -§a‘b”

4+ %a‘b — 6 a’ht — —;— a’t’ + ab*

, 4 8
+ 2 a’b* — 16 a'® — '3‘ ab! + '3—0‘
¢ y
@ —gfa‘b — M o 5 ab* + :— b

24. Maximo y minimo numero de términos del pro-
ducto. — Sea el producto:
(2a — 3b -+ 4¢) (3m — n)
Se tiene:
" 2a—3b + 4c
3m—m -

6am — 9bm -+ 12em — 2an -+ 3bn — 4cn

Al no haber términos semejantes, el niimero de térmi-
nos del producto es igual al nimero de términos del
_ multiplicando por el ntimero de términos del multiplica-
dor, luego: : >

El mazimo mianero de términos.de un producto de dos
polinomios, es igual al nimero de témminos del multipli-
cando por el niimero de términos del multiplicador,



Sea el producto: (o + a*z + ax? + z°) (a — )

Se tiene:

a® -+ a*x + ax? + 1°
a—
@t + aPz + a*a® + axd

— Py —a%r? — ezt — zt

af i . —gt

., De manera que, multiplicando dos polinomios ordena-
dos respecto a una misma letra, resultando términos se-
mejantes, el primero y ultimo términos del producto

nunca lo serén, puesto-que el grado de uno es la suma

de las mayores potencias de una letra y el del otro es
la suma de las mayores potencias de otra letra, pudiendo
los términos intermedios anularse como en el ejemplo da-
do, luego: L2 L3

* El minimo numero de términos del producto de dos po-
linomios, es dos. :

W Ry T T —
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EJERCICIOS
Ffectuar las siguientes multiplicaciones de monomios: *
41. 4a.(—30b)- —: a R: —6a’
42, 4a.(— -E’- ab) . [ — —l— ab’) 3 2a°b"
2 5 _ o
43, 2a’cd. (— 4ab) . (— 3ab?¢?) .5bem »  120a’b*c*dm
44, 3a*y.(— 2az).(— 8ab). (— bb%e) ,  — 240a'biezy
45. —2— ab’c. %abc’ia’bo 5, 1+ 20t
46, 0,4x.0,52%.7° (— 2%) %—z’ =g el Ot
47. (— 9 a*b“) : (— & alﬂ) ke ' .2
8 !
| 3 ) ( 2 ) 10 :
1 Sx YA ==X} = AL i
w ( 2 xy). 37 Y

Tfectuar las siguientes multiplicaciones de monomios y polinomios:

49, (6a— 2b + 30).7Ta : R: 42a*— l4ab + 2lac
50, . (—ba* + 3ab — 8b*) . (— 3ab) SN S — 9a’b* + 24ab’

2

51. (51“— 15zy + 5y°) - % . oty L, 2aty— 6%y’ + 22°Y°

52. ( b - ab’ x 6) dab ., 3a%*— 2a%b* + 24ab
‘ 3 | 2 : x 3 4 5
53, 61———:r+—:r——4x 3 9;:—7)—1‘ + z* — 6z
1 -9 |
("“ iVt ”) i it

55, (Za —b+ c—~ab) (——aba)
' \ 1

Bt E—a’bc—f— = abzc——% abe? + a*b’e

ke T2 )‘_b R: 2 @' — o'’ + 6al
66. (—g—ab lgab+4_'4“ .3a + Bab
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Efectuar las siguientes multiplicaciones de polinomios:

67.
58.
59.

61.
62.
€3.

67.

(3a—4b) (a —b) R: 3a*— Tab + 4b*
(z + 8) (z + 10) . 22418z 4 80
(a. + @' + a*) (a’—1) ” a*—a’

'.(2a—4)(a + .;T) w 20*—3a—2

(2a* — az + 2*) (5a + 2x) »  10a* — o’z + 3ax® 4 22°
(@ + b*—ab) (a* +b* 4+ ab) , @'+ b*+ a®b?
(2* — 8az® + 12a°z — 8a®) (2* + dax — 4a*)

R: z°— 2ax' — 16a’2* + 644’2 — 80a'z + 32a°
(2a° + 3a* + 2 — 1 + a*) (¢* + 1 — 2a)

R: a*—2a°+1
(82 — bzy — y*) (42 — 3zy + 6y°)

R: 12z*—292% + 291’y” — 27zy* — 6y

(3a°b'— L e ) (— @=L ab)

R: 2adb 3" abz_i_ }E azbs__

12 72 o

Tz).

R: 3a° 1 a:r+ a"‘a;’ 11 ’x‘+-—az——l-x"
e 12 9

(2a’+—ah )(3a—-4ah+—b=)

X 20 Bt Gono s i
R: 3o ‘(l’) -i—(lb-{“—zﬂb-g-b

3 — 9a? g 2
(a 20’z + ax’ 3 z’) (3«. == Tt ar +




CAPITULO V

PROGRAMA V. — Divisidn algebraica. Divisién de- monomios y poli
nomios por monomios. Divisién de polinomios. Definicién. Regla
prictica. Ejercicios.

Division algebraica

a) Que todas las letras del
divisor estén en el di-

L. - Divisidn de videndo ;
MONGNOS b) Que haya letras en el
Cas0s DE divisor que mo figuren
DIVISION en el dividendo.
ALGEBRAICA | 11 Divisién de polinomio y monomio;
THI 7+ ety » monomio y polinomio;
| T w polinomios.

25. I.—Division de monomios.—

a) QUE TODAS LAS LETRAS DEL DIVISOR ESTEN EN EL
DIVIDENDO. — Sea efectuar:

(— 6a3b%¢®) = (4 3a®h?).

Por la regla de los signos de la division, se tiene:

bab?c®
(_ 6a3b208): (+ 3(1,2b2);: | 2 —W
y por definicién de producto de niimeros racionales:
B e S

o —— = 3
S B



— 32 -~

y por un teorema anterior:

_— 2 03—2b2-—20!
= —2 ab%%?®
pero, por definicién, b° = 1, luego:
: =—2ac
b) QUE HAYA LETRAS EN EL DIVISOR QUE NO FIGUREN

EN EL DIVIDENDO. — Sea efectuar:
3
(—3a%) : | — 2 ab3c?

Por la regla de los signos de la divisién, se tiene:

3 3a*b
(— 3a%) : (—Eab_-‘c")= e -
) ab’c?
y por definicion de productos de niimeros racionales:
S AORY ) R |
= 4+ _E— g TR

2
efectuando las divisiones indicadas:

1
= e
+2.ab..c

1
pero, por definicién, b—2 = I luego:

Sl
——.—-{—Za—b—,.?

i 2a
o bien: = +ch€

- De los ejemplos anteriores se deduce la siguiente:



T

RecrA pRACTICA, — Para diwidir dos monomios, se pro-
cede asi:

1° Se determana el signo del cociente por medio de la
regla de los signos;

2° Se dividen los coeficientes y el resultado es el coefi-
ciente del cociente;

3° Las letras comunes se eseriben con un exponente
igual a la diferencia entre el exponente del dividendo vy
¢l exponente del divisor de cada letra;

4° A continuacion se escriben las letras que haya en el
dividendo y que no figuren en el divisor;

5° Las letras que figuren en el divisor y no en el di-
videndo, se escriben como divisor de lo obtenido segin
los pasos precedentes. :

26. II.—Division de polinomio y monomio. — Sea
efectuar:

.

,_3_32 _1_"2 2)1
(4ab——8a+6abc .2ab g

Por la propiedad distributiva del cociente, se tiene:

3 1 1!
(Z a“b’——8—a2 =t 6abc’): Tzab?:

3 ! 1 1 1
T TR Mebee A 1 ) R
--4ab.2ab +( 8a,).2ab2-|—6abc 2ab=

y por el caso anterior:
c'.!

1
+12’E

TL4

a

vo] o
Fla

lue:go: £

REGLA PRACTICA. — Kl cociente de un polinomie y un
monomio se obtiene dividiendo cada término del polino-
mio por el monomio, y sumando luego los cocientes oble:
nidos,



s

27. lI.—Division de monomio y polinomio.—Co-
mo implica este caso dividir por un polinomio, estd com-
prendido en el caso siguiente.

28. IV.—Division de polinomios.—DEFINICION, —
La division de dos polinomios tiene por objeto hallar dos
expresiones algebraicas, llamadas cociente y resto, tales,
que el dividendo sea igual al producto del divisor por el
cociente, més el resto, y que éste sea de menor grado que
el divisor.

Siendo: D, el dividendo; d, el divisor; ¢, el cociente
v R, el resto, se debe tener:

D=d.c+R
y ademés: _
grtlo de R < grado de d

29, Procedimiento para hallar el cociente de dos
poﬁl‘omios. — TeorEMA. — El cociente de dos polino-
mios se obtiene asi:

l”rg\’;— ordenan los dos polinomios segin las potencias

~déerecientes de una misma letra, siendo el grado del di-
videndo mayor o igual que el grado del divisor;

90 Se divide el primer término del dividendo por el
primero del divisor, resullando el primer término del co-
ciente;

3° Se multiplica el divisor por el cociente hallado, y se
resta el producto del dwidendo;

4° Con el primer resto obtenido se procede lo migsmo
que con ¢l dividendo, resultando asi el segundo término
del cociente, y siguiendo asi hasta que el grado del resto
. sea menor que el grado del divisor.

S TR ——



Hipdtesis
D = 6xr®* — 112 — 8a 4 3 3ot 2 —1=d
wd.c, = — 62 — 4o} 2 2¢ —b =c
R, = — 15t — Be 8 |
80 6= + 152 + 10x — b
R = dor — 2
. 14 D =d(e; + ¢2)-+ R
Tesis ) 90 gr R < gr.d.
DEMOSTRACION, — 17) Se tiene:
D——d.c;:lﬁ I):(Z.Cl—}—R] (1)
Ii‘1—'(l.02:]f R]Z(l.CQ+R‘ (2) .

Sumando ordenadamente (1) y (2):
D+ Ri=d.co+d.cot R4 K
factoreando d:

D+ RBy=d(ei+ca)+ B + K

restando B, a ambos miembros:
D+ Ry — Ry =d(er + c2) +R,—E+ R

v reduciendo los términos semejantes, queda: -

= d(01 —'I'- Cz)—l— R

y demostrada la primera parte de la tesis.

2¢) Como los polinomios dados son decrecientes por
hipétesis, de acuerdo con Ja formacion de Jos términos

T e N
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del cociente y de cada resto, el grado del primer resto
es menor que el del dividendo; el del segundo resfo es
menor que el del primero, ete. Asi, los grados de los
sucesivos restos van disminuyendo, mientras que el gra-
do del divisor queda constante, llegando un momento en
que uno de los restos sea de igual grado que el del di-
visor, pero continuando la division, el resto siguiente
serd de menor grado, luego:

gr.R<gr.d

30. CoroLARIO. — Del teorema anterior se deduce que”
el grado del cociente es igual a la dcferenma de los grados

del dividendo y divisor,

31. Ejemplos. — Efectuar la divisién
(32% — 42® + 20 — 4z — 1) : (2> — 32 4 2)
Se tiene: BNy

Szt — 423 + 22°— 4z — 1 x> —8z 12
— 32! 4 9a® — 622 3z* 4 bz 4+ 11

+ 52 — 42— 4o — 1
— 523 4 152 — 10z

41122 — 142 — 1
— 1122 + 33z — 22

19z — 23  divisién inexacta.



o 7 i
IT, — Efectuar la division :
5 16 4 2
3 = 7 TSR sl Y R (el
(2a e 5 b +3.b) (3a+4b)

Se tiene:

2a® 4 o 4 2b—%cabs + —b* —3a+4b
: 1 1
- 2 gt 7 8a* — 5 ab 4 3 b?
= 1 16 4
= —gazb—?ab?+ -§-b3
+—;— ab + 2 ab?
2 4
e 9 ab? + 3 b*
2 4
3 ab? — —?: b2
0 divisién exacta.
32. Practica de la division. — Una vez ordenados

en forma decreciente el dividendo y divisor y obtenido
el primer término del cociente,-el producto del divisor y
ese primer término se escribe debajo del dividendo con
signo contrario diciendo :

-+ por 4 da - , para restar: —

e S R T " AL

Pl gy G S g RoNRE -

= L + A R, T 2 2 "i‘
Luego se reducen los términos semejantes del dividen-
do y ese producto.
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33._ Division de polinomios incompletos. — Al tener
que dividir dos polinomios incompletos se dejan en blan-
co los lugares de los términos que falten, o bien se agre-
gan con coeficiente cero.

Sea dividir 20a° — 6a® — 124% 4 6 por 4a% —2,

- Dejando en blanco los lugares correspondientes a los
términos que faltan, se tiene asi la operacién siguiente :
204° — 6a*—12¢* +6 |4a* —2
—20a°  +10a¥
+ 44*—12q2 +6

ba® +a—3

— 44?3 +2a
—12a2-}-2a-}-6
4122 —6

2a

La misma operacién se puede hacer completando los
polinomios dados, agregando los términos que faltan con
coeficiente cero, resultando:

20a°+-0a*— -6a®>—12a*-+ 0a+-6 |442{-0a—2
—20a°—0a*+-10a°
& s 5a°4-0a-}-a — 3
Oa‘+ 4a°—120*
—0a’— 02’ 0a’
+ 44*—120>1-0a
— 403— Oe +2a
—-126°4-2a-+6
—/-1202—{-0:—76
g

2a




=39 - )

Otro ejemplo: Dividir:

19 : ‘ : 1 .
?ﬁ_+~gﬁz1~i+12m +9m* por — 5 + 6m + 3m.

Ordenando los polinomios dados, se tiene la operacién :

1
12m*-2m3-L- 9m2+},§ m—1 6m* 4+ 3 m ——

2
— 12mi—6m*+ m?

2m“———§-m + 2

——4m3+10m2+-1§? m, v
+4md-- 2m‘-’—%— m

+12m2*46 m — 1
—12m?*—6 m 4 1

0
EJERCICIOS
Efectuar las siguientes divisiones de monomios:
69. (—18a"°%): (— 6a’b) R: 3a'®
70. 12a°0°¢* : 4ab’c? s oabe
71. —20a'd* : 5ad S e U
9
72, (—182%%°): (— 82°ys") Ty yx
73. 12¢°0° : 8a’b’c? ” *3?
2¢
Say?
74. bz'y'2' 1 T — T
1 1 2
75. (— < a*b’e) : (———2- abe) T a*b
76. 52% : —; z*y 55 Lo
; 4a*
7. —2a%%: 4 ab*c* Y s

z



78. 24ab’c’ : 18a’bc B: — g

Efectuar las siguientes divisiones de polinomios y moenomios:
79. (8a'h — 32a°b* + 4a%0°) : 4a’d
, R: 2a* — 8ab + V*
80 (25a’b? — 35t + 40a°°): (—5a'b%)
R:-bd® + Ta’b* — 8ub‘

81, (6a* — 2ab + 4p%) : —é— a*

MO SR
a (3

82, (2a'b — 6ap® + 20%0°): -% b
R: 5a* — 15ab + 5b*

1 3
83. ( - A 3 s S 5 ): .
9a’ 2 a + a 6a’ 2 T

1 2
b Ga—-é-a’-i-—g a"‘—-4u,‘

St ln)- 3
84. (3ab 5@+ gY@
4

3 - 2
= T a ool b4 3 ub
85. (05m’n — 0,32 m*n* + 0,4m*n?) 0,4 mn*
, 125m — 08m' + mn

(6a’ a‘+—§a——a) iaf

2
;5 8t — %a‘——:;—a’—{- —%—a
Tofectuar las siguientes divisiones de polinomics:
87. (3a* — Tab + 4b%): (a—1)
R: 3a — 4D
88, (a&* + ax —az® — z*): (a — @)

I S e

5
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89. (6a* — 224 + 23a%* — 5ab®): (3¢’ — bab)
R: 2a*— 4ab + V*
90. (12s% — 142° — 6a2* + 12z — 1): (42* + 22 — 1)
w 322 — bz + 2; resto: 3z + 1
91, (162% + 642° + 1032* + 84z + 21): (4°+ 9z + 3)
e And T + 17
92. (42® + 47 — 29z + 21): (2z — 3)
.  2a? 4 Bz — T
93. (a;‘—5z’+ 927 — 5z + 1): (a® + 5z — 3)
i y @ — 10z + 62; resto: — 345z + 187.
94. (—7_—{—26x—21x’ + 22 + a¥)i(— T + 5w + 2%)
y 1— 3z + z*
95. (14a>— 27a'b + 21a°*— 3a%0° — 2ab*):(2¢* — 30b + 20%)
, 1@ — 3a®b — ab?

96. (:v"———Z—a;’ + T z" — ——x) (a:’ —_— x)

2] R i
i 41,-1—

97. (af — 2a® + 1): (a® — 20 + 1)

gl +2a’+3a‘+2a+1
98, (a® + ¥%): (a + D) ,
- , 0 — a4+ ettt — b’ + b*

99. (a* — 8): (a* — 22 — 1)

s 6 + 2a + 5; resto: 12a 4 2
100. (a:‘+a:'+1):(a;’+a:+1)

w =zt 1




. e el T

S e

CAPITULO VI

PROGRAMA VI. — Casos particulares de divisibn, Division de un po-
linomio entero en x por un binomio de la forma x --a. Regla
de Ruffini. Teorema del resto. Condicién necesaria y suficiente
para que un polinomio entero en x sea divisible por x 4 a. Di-
visibilidad de la suma o diferencia de potencias de igual grado
por la sums o diferencia de las bases.

Casos particulares de division de polinomios

34. Polinomio entero en x. — Un polinomio es entero
en x al no ser z denominador de ninguno de sus térmi-
nos, y los exponentes de sus potencias son niimeros po-
sitivos. |

Ejemplo: 5z — 6z + T —4x 4+ 2
es un polinomio entero en z.

De la misma manera dirfamos cuéndo un polinomio es
entero en a, o .en b, ete.

35. Noracién, — Para expresar que un polinomio es
entero en x, se emplean las notaciones

P (z), o bien: [ (z),
que se leen: P de z, 0 f de .
36. Divisiéon de un polinomio entero en z por un
binomio de la forma z - «, siendo ¢ un numero cual-

quiera positivo o negativo.
Sea efectuar la divisién del polinomio entero en z:

Aox® + A1.’234 + A2$3 + Agz? + Az —I—- A-ﬁ

por el binomio z + a. £




Lot

Se tiene:
A+ Asi? + Azt A+ Ass+ 45 [oto

»—Aoivﬁ——AoaJJ‘ Agzt-c12®+eox® 324
| (Ay —Aoa) gt Aoa?

—cit  —ciax®

(Az—c1a x3—f-Aaz2

Y —coa® - —eoaxt

(A;y—.-CzG) $2+A4ZE
—C33% —Ca30x
(A4—c3a) 2145

—C4T —C44

Ag—cqa
En el cociente se tiene:
' ¢ = Ao
a=4A1—4Adw=4,—ca=A4;+ c(—a)
ce=As— ¢1a = As+ c1(—a)
és =A3— co0 = A3z -} ca(—a)
cs=As— cza=As+ cs(—a)
Observando que cada coeficiente del cociente es igual
al anterior multiplicado por a cambiando de signo y su-

mado algebraicamente al coeficiente del respectivo tér-
mino del dividendo, podemos enunciar la siguiente
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37. RecrA pe RurriNi (*). — Ksta regla permite for-
mar el coeficiente y el resto de la divisién de un polino-
mio entero en & por binomio de la forma z - a. Se enun-
cia asi:

El coeficiente del primer término del cociente es el mas-
mo del primer término del dividendo; el coeficiente del
segundo término del cociente se forma multiplicando el

anterior por a cambiado de signe, mas el coeficiente del

segundo término del dividendo, continuando del mismo
modo con todos los demds.

Bl resto es tgual al producto del dltimo coeficiente del
“cociente por a cambiado de signo, mds el término inde-
pendiente del dividendo.

El grado del cociente es una unidad menor que el gra-

do del dividendo.
38. Baoempros. — 1. Hallar el cociente y el resto de la
division del polimomio
@r® - 32t - 423 + 200% — 125 + 5 por z + 2.
Aplicando la regla de Ruffini, después de haber escrito
" el primer coeficiente 4 del cociente, se dira:

4 multiplicado por — 2 da — 8y -+ 3=— 5
— 5 5 B 22 B o Ay = A= TR
S L AR 'y —2,, — 28,420 =— 8
- — 8 5 w — 2, +16,,—12=+4 4
o 4 » yw — 2, — 8,4+ 65=— 3

El cociente es 4a*— 5z° + 1422 — 8z + 4 y el resto
es — 3.

(*) Debida al célebre matematico italiano Pablo Ruffini (1765-1822).




S =
1I. Hallar el cociente y el resto de la divisidn del
polinomio * — 22 + 32° — 102 — 24 por = — 3.
Aplicéndo la Regla de Ruffini, diremos:
1 .multiplicado por + 3 da ++ 83y — 2= 4 1

—I_' 1 » ”» + 3 » + 3 Y + 2 + 6
+ 6 » 2 + 3 9 _l" 18 W= 10.= + 8
+ 8 1 0 + 3 9 -{"‘ 24 Y= M ()

El cociente es z* + 42 -+ 6x 4 8, y el resto es cero.
III. Hallar el cociente y el resto de la dimsion de
27° —lz® —4 por x4 1.

Como el polinomio dividendo no es completo, previa-
mente lo completaremos y se tendra:

E 22° -+ 0z — 23 + 022 + Oz — 4.

Por la regla de Ruffini, se tiene:

-+ 2 multiplicado por —1da —2y 0= —2
— 2 e sy —1 ,, +2,—1=+1
+ 2 ¥ w — 1, — 1, Q="
— 1 5 SR i (S s EERE | e = |
+ 1 i y — L1l 5, =1, —4=—5

EL cociente es 2zt — 2% 1+ 22 — + 1, el resto
i ¥
es — 9.

39. TrorEMA DEL RESTO. — El resto de la division de
un polinomio entero en x por el binomio de la forma
X + a, se obtiene reemplazando x por a cambiando de sig-
no, en el polinomio.



D(z), polinomio entero en &;

g # -+ a binomio diyisor; T R = D':(— &
c(z) cociente;
R resto.
Por definicion, (28), debe ser:
D(z) = (z+a).c(@)+ R
Suponiendo que sea & = — 0
D(—a)=(—a+a).c(—a)+ R
0 bien: D(—a)= 0.c¢(—a)-+ R
y finalmente: D(—a)= R
es deeir, que: " R= D(&in)

y demostrado el teorema.
. 40. Eiempwos. — 1. Hdllar directamente ¢l resto de
la division del polinomio 21° — 432 — 3z, 4+ 6 por el
binomio x.— 2.
Por el teorema del.resto, se tiene:
R—=292—422—-32-46
—08 44—64+%
: —=16—16—6-4+6=0
El resto es cero; la division es exacta.

1I: Hallar directamente el resto de la division de
274 + 4a8 — 22—z —4 por cl binomio = -+ 3.
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Se tiene, por el teorema tltimo:
R=2(—3)*+4(—3)*—2(—3)2—(—3)—4
—281—427—294+3—4
=162 —108 — 18 4+ 3 —4 = 35.
El resto es 35.

41. Condicién necesaria y suficiente. — Se llama
condicion mecesaria de una propiedad, a toda consecuen-
cia deducida de ella, y condicion suficiente de la misma
propiedad, a toda hipdtesis que contenga a dicha pro-
piedad.

Una propiedad es una condicion necesaria y suficiente

b de otra propiedad, cuando las dos propiedades se con-
tienen mutuamente. ; i

Asi, demostrar un teorema y su reciproco es estable-
cer gque una misma condicién es, al mismo tiempo, me-
cesaria y suficiente.

42. Condicion necesaria y suficiente para que un
polinomio entero en x sea divisible por x } a.

TrOREMA.—La condicidn necesaria y suficiente para que
wn polinomio entero en x sea divisible por un binomio de
la forma x -} a, es que se anule dicho polinomio al dar a
X el valor de a cambiado de signo.

D(z) polinomio dado; (D () es divisible por = + «
z + a divisor dado. ) siempre que D(—a) = 0.
LA CONDICION ES NECESARIA.—En efecto, la divisién de

D(z) por z -+ a, seri exacta, cuando sea R =0, pero
por el teorema del resto, es:

R=D(—a)



luego se deduce que:
D(—a)=20

“ es decir, para que D (z) sea divisible por z -}- a es nece-
sario que sea

D(—a)=0

LA CONDICION ES SUFICIENTE, — En efecto basta, para
que la divisién sea exacta, que -

R=Dia)="10

43. Divisibilidad de la suma o diferencia de poten-
cias de igual grado por la suma o diferencia de las
bases. — Se nos presentan sélo estos casos:

10 (@m4am : (®+a)
20 (™ + am)y : (x—a)
3o (xm — am) : (x-+a)
40 (xm — am) : (x—a) +
44. 1er Caso. — (@m +am): (@ + a)
Calculemos el valor del resto:
R=D(—a)=(— amntan
Si m es par, resulta:
R—= D(—a)= +a"'+am — 2 aqm =10,
Si m es impar:

R=D(—a)=—oam+4am=0



o A
luego: La suma de dos potencias dé igual grado es divist-
ble por la suma de las bases cuando el exponente m €s
impar. ‘ ol
45. 20 Caso.—(zm 4 am) : (x — @)

Calculemos el valor del resto:
R=DH a)=(+ aym 4 a™.
Si m es par:
Rz—{—am-}-am:‘lam#—- 0
Si m es impar: 3
R=4am+4am=2a" =+ 0
luego : La suma de dos potencias de igual grado nunca Aes
divisible por la diferencia de las bases.
46. 3¢r Caso.—(@m —am) : (¥ 1 Q)
Caleulemos el valor del resto:
Re=D(—a)=(—a)" — am

Si m es par:

7

) — m — qn —
v +- @ a 0

Si m. es impar:

.~

_Rz_anx_.am:_garrx=i=0

luego: La diférencia de dos polencias de igual grado es
divisible por la suma de’ sus bases, sélo cuando el expo-

nente m es par.



47. 10 Caso—(xm — am) : (x —a)
Calculemos el valor del resto:
R=DHa)=(+a)y" — am
Si m es par:
R=+4am—am=0
Sim es impar:
R=+4am—am =0
luego: La diferencia de dos potencias de igual brado,
siempre es divisible por la diferencig de sus bases.

48. RESUMEN:

1er caso : (@” 4am) : (x+a) — impar
PO o (em Fam) : (@ —a) — nunca
3L i (em—am) : (@ -+a) — par

400 .| o 3l —amy G (—a), — | giempie

Como no cuesta trabajo recordar el orden de coloca:
cién de los signos en los cuatro casos, sabiendo de me-
moria las palabras impar-nunca-par-siempre, podremos
decir de inmediato cuindo es o no divisible la suma o
diferencia de potencias de igual grado por la suma o
diferencia de sus bases.

EJERCICIOS
Aplicando la Regla de-Ruffini, determinar el cocientq y el resto
de las siguientes divisiones: g
101. (8 — 52z + 1): (x — 8) R: e=2z -4+ 1; R =4
102. (328 — 22 + 5z — 10): (z + 2)
R: ¢ = 3 — 82 4 21; R = — b2

103. (21 — 1528 + 81a* — 22z + 30): (z — 3)
B: ¢e= 2 — 92> + 42 — 10; R= 0




| &

|
- o4
F © 105.
Il

‘[ 106.
|

|

\

|

107.

108.

Bl -

(6 — 42° + 5z° — 10z — 16): (& + 2)

R: ¢ = 62° — 162® + 3Tz — 84; B = 153
(ba® — 272t —+ 142° — 232* + 16a — 5):(z — 5)

R: e—=5z —2 + 42° — 3z 4+ 1; E=10
(2a* 4+ a® — @ + 18a + 16): (a + 2)

R: ¢ = 2¢° — 3a* + ba + 8; B =

P 1
“+T)-(a+ '-2')

(4 + 2 @ g

(3m' + % me® l} m? + 5

8

1

R: o:4az-——-z-a+—§ s R:Oh

R:

5

2
m—l),(m+-3—)

it Jere Bt e
0_31;13——2‘"; +Gm——2—, R=10

“ Aplicando el Teorcma del Resto, caleular el resto de-las, siguien-
: tes divisiones:-

109, (2 — Ba® + 22— 9):(z — 2) R: —17
} 110, (22" + 69;’—-5:5-1—-—2—):(.7;— ;—) et )
| 111,  (z* + Ta® + 92° — 1Tz — 20): (z — 1) 5 —20
L‘, 112, (20° + 62° — 8z + 12): (z + 4) v
113. (3a* — b6a® 4 Ta* — 10a — 4): (a — 2) i L
} 114, (62° — 4a* + 10z — 20): (@ + 2) O il
F‘ 115. (a‘-{-—%— a'"'——;- @+ 9% + 8) :(a +2) s
g .
o i 1 1 \
| 116. ( 8a® + — @ E ' = s Geah =) sz st
| 2 4 2 2
; Eseribir, sin operar, los cocientes de las divisiones siguientes:
| i A A i Y 8 (7 R: ' — d’s+a*s*—az’+ &
| 18, at— bt a—D y @+ a*b+ ab® b’
9. & — 5* 2 o — @ 3 w @+ dv+ d’d?+ axt + 2t
120, a* —1 : a -+ 1 , @—a'+a—a+ a—1
121, a* — V' i a + 0 y A —ah 4 ah’— b’



CAPITULO VII

PROGRAMA VII. — Potenciacion. Potencia enésima de un monomio.
Cuadrado y cubo de binomios, Cuadrado de un polinomio.

Potenciacion

49. Potencia enésima de un monomio.—Sca cal-

cular: :
SR,
(— ) a2b'c )

Como sabemos que un monomio es un producto, (2),
por la propiedad distributiva de la potenciacién, se
tiene:

3 3\?
(_ g"“wcz) i (— E) @’ @Y ()

Efcetuemos aparte los cileulos indicados.

Por la regla de los signos de las potencias y recordan-
do que la potencia de un ccciente es el cociente de las
potencias del dividendo y divisor, resulta:

( 32 3* 27

Como para elevar una potencia a potencia se multi-
plica los exponentes, tenemos:

‘ (a!)s p— a?':} — aﬂ
(b4)3 po— ,)4"5 —_ bl2

T C R | (. SO
P = =¢



A T

y reemplazando estos valores en (1):

(_ T:;' a’b‘cs)s P %7 abh'2e?

-

En general, se tendra, procediendo idénticamente, que.
(— babc)n = (— b)n an b2acdn

de donde se deduce la siguiente

ReGra prAcTicA.—Para elevar un monomio a lu poten-
cla enésima se procede ast. 4

12 Se determana el signo por la regla de los signos;

2 Se eleva el coeficiente a la potencia dada;

2°  Se miultiplica el exponente de cada factor literal
por ¢l cxponente dado.

La potencia es Imwbzen un nwnurrwo, cuyos signo Yy coe-
[iciente son los determinadoes, y la parte hiteral la mzsma,
pero con los exponentes obtenidos.

Ejemplo: _
(_ Saibclid“)z e (_ 3)?a2.?bl.‘lc‘.}.‘l d‘.‘l
= 4+ 9 a*b%ctd®
50. Cuadrado de un binomio.—TEorEMA, — El cua-
drado de un binonuo es igual al cuadrado del primer tér-

mino, mis o menos el duplo del primero por el sequndo,
mds el cuadrado del segundo término.

1° (@ -+ b)? ”S 79 (0 4+ 0)2 = u* + 2ab + b?
2 (@—bRe_ L) 2 (e—0b)?=a*—2b 4 b2
1¢) Por definicién de potencia:
(¢ +0)=(«-+0b) (e 0)



y efectuado el producto:
& -+ b
a4+ b

o + ab
+ ab 4 b®

a* -+ 2ab + b
luego:

(a + b)* = a® + 2ab + b* (1)

22) Por definicién de potencia:
(@ —b)>= (a —b) (¢« — D)
y.efectuando el producta: "
a— b
a — b

a® — ab ]
— ab —I" 2
a* — 2ab + b*

luego :

(@ —b)2 = a®—2ab +b* | (9)

Las expresiones (1) y (2) se pueden eseribir asi:

(6 % bJ2 = a® = 2ab I b

Ejemplos:

1) (3¢ + 2b)2 = (3a)® + 2.30.2b + (2b)?
' = 9a¢® 4 12ab + 4b*



s TN

2 2 3
29) (%a* L 4b3) = (—,1‘—2- a’) + 2 -;— a*s 4b% + (40%)?
1
= @ - 4efbt -+ 1608

3 (Bob — 3 ='{Bab)*.— 2:54h.3 4 -3?
= 25a*b* — 30ab + 9

2 i 2veg
4) (_ ~——bt,) (—a") 2-—a3-—bc"+(3bc"')

et 2’0
—ga—3a<,+

53. Cubo de un binomio.—TE0rREMA, — £L cubo de
un binomio es igual al cubo del primer término, mds o
menos el triplo del cuadrado del primero por el segundo,
mds el iriplo del primero por el segundo al cuadrado, mds
0 menos el cubo del seguido nimero.

1¢ (¢ + b)3 4 1 (a+b)*=a*4-3a%b+4-3ab+b°
2 (a—b)* 1) 2 (a—b)>=a*—3a%b+3ab>—b®
12) Por definicion de potencia:
(64 b)* = (¢ + b)* (s + b)
0 bién: = (¢* + 2ab +0b%) (¢ + b)
y efectuado el produeto:
a® 4+ 2ab + b*
a +b
a® -+ 2a%D | ab?®
+a*b -} 2ab® 4 b®
a® 4 3a%b +- 3ab* 4 b*

luego, reemplazando:

(a+0)* = a® + 3a*b - 3ab® + b3 (1)




2¢) Por definicién de potencia:
y (6 — D)= («—b)? (¢ — b)
0 bien: = (a2 — 2ub + b)2%) (¢ — b)
y efectuando el producto: :
a?=—2ab - b*
—b

a? — 2a%b -+ ab?
—a?b + 2ab*—b?

a8 — 3a2b + 3ab® — b

3

luego: | (¢ — b)? = «® — 3a®b -} 3uab® — b® i (2)

Las expresiones (1) y (2) se pueden eseribir asi:

(o 2= b)° = ¢® %= Bufb - 3ub> == P

Ejemplos :

19) Qa44b") =@a)’ +3.2a) . 4b + 3. 2a . (4b)° -+ (4b)?
= 8a® + 48¢°b + 96ab? |- 641°

3

2.9) (—;l,- a'b + —i— (:")‘. =

1 3:-12223-1-(2.3)2 (_2_.3‘3'
= (—é-a’b)-}-.% (?a,b) -3¢ +3.’§a‘1) e + 30)

__1_ “u[):q + _‘1_ a¢b2c3 + Ea’!bcl‘. + _§, cB
g I 3 20

<

3 f 5 3
134 (2 —-‘—;a) =2"—3.2‘2.—éa+3.2.(%a) —(—;—a)

) 1 3
=8—6a+%a”—§a"

49 (Br— 2y = (Ga) — 3. (52).2y + 3. 5x. 2y)’ — 2y)°
= 1252® — 150x*y + 60 zy* — 8y’



£

52. Cuadrado de un polinomio.—TEorEMA. — El
cuadrado de un polinomio es igual « la suma de los cua-
drados de cada uno de uno de sus términos, mas el duplo
del primer término por cada uno de los que le siguen; mas
el duplo del segundo término por cada uno de los que le
siguen; mdas el duplo del tercer término por cada uno de
los que le siguen, ctc.

) (e+b+c+d)?
T) (a+b4c+td)?=a*+b6"+c*+d* + 2ab + 2ac+2ad-+
+ 2bc - 2bd +-2¢d.
Por definicién de potencia, se tiene:
(a+b+4+c+d?* = (@a+b+c+ad) (a+b+c+d (L

y -efectuando el producto:

a+b +c¢ +d
«+b +c¢ +d
Ca* 4 ab + ac + ad
+ ab + b2+ be + bd
+ ac -+ be + ® +ed
+ ad -+ bd + ed + d?

a*-F2ab+2ac+2ad+62 +2bec+2bd-+-c*+-2¢d ++d*
sustituyendo este valor en (1), queda:
(a+b4ctd)=a*+2ab+2ac+2ad+b*+20c+2bd+-c*F-2cd+d

y por la propiedad conmutativa de la suma.

;(a—}—b-i—c—l—d)2=a,"+b’+cz+d\+2ab+2ac+2ad—|—2bc+2bd+20d

Ejemplos:

19(@—3+4+¢)=a*+3*+c*+2¢(- 3)+2ac+ 2(—3)c
=a'+ 9 4 ¢~ 6a + 2ac¢c — 6¢



T gt

20) (34——b+ Jeis d)

= (3a)* +(— = b) +(2c) + (— - zl) Eislo 3a(— —b) 4
ST SR By 3a(— 5d)+2 (_ 5”_) 3 20
ORI
y efectuando los productos:

1 9
= 9a* 7y b* +4¢*+ Zd’—3ab+12ac—9ad—2bc+ % bd—6cd

EJERCICIOS
Calcular las siguientes potencias de monomios:

122.  (3ab")* R:5 Saip"
123, (— 2¢%0¢%)? w — 8a’b%®
124,  (—2a%’z)* o loathEat

\ 3
125. (__;_ z’y’) S _:3, o

2

© 126. (% mn?a;’) 5 —2 m*n'a®

127. (— 0,5 a®b'c*)? »  — 0,125.a%p"¢

Desarrollar los siguientes cuadrados de binomios:

128, (3a + 20)* R: 9a 4 12ab + 4b*

129. (5a* — 3b)* , 254 — 30a% + 9

130. (a% + V)* . a4 20y + b

2

131. (;)La —da? ) 3 : @ — 4a* + 16a*
2 \? 4

132. (aab= — = a) b 00 — 40 +

RS T Bk
133. (—3— a%».}) " —g—a + 2a + 9a*

PO (c VARG o Ry Wy
- 2 “ » *




FI ey

135, (— ba* — 3a)? L, 26a* 4 30a® 4 9¢

Desarrollar los siguientes cubos de binowios:
136, (0 + 2bc)°  R: @ + 6atbe + 12ab'c + 8¢
137. (2a — 3ab)* »  8a® — 36a’b 4 54a’L* — 27a’b"
138. (Tab + 2ac)® ,  343a'D® + 294abic + 84a’bc’ + S’
139. (1 — b)® w 1 —13b -+ 8 — W

y _
140. (l.) .r'"_:/+2wy’) 2 —;— @ + 32 2y 4 bap + 82y

141 21—i a’)3 w 8a® — 9at +2_7 a® — gza‘
: (‘ i 8 64

Desarrollar los siguientes cuadrados de polinomios:
142, (a — 2b + 3¢)?
R: a* + 4b* + 9¢ — 4ab + 6ac — 12b¢
143, (20 — 5b — 2¢)?
i S 4a® + 250 + 4¢® — 20ab — 8ac + 20bo
144, (¢’ — 2ab + b¥)*
n o a + 4a® + b — 4d'b 4 200 — 4al?
145, (22* — 3ay — ¥*)? '
o 4t — 122% 4 Baty* + 62y’ + Y
146, ‘(-;- at — 2ab + % b’)~
)

L
a' + ‘—1:1, a*h* + 1—6 bt — 2a*h — 3ab?



CAPITULO VLT

PROGRAMA VIII. — Factoreo de expreciones nlgebraicas Vactor comdn
Dascomposicién en grapes de ignal ntimero de términos y con un
factor comiin, Trinomio cupdrado perfecto. Trinomio de segundo
grado. Cuatrinomio cubo perfecto. Diferencia de cuadrados. 'Su-
ma o diferencia de potercias de igual grado. Combinacion de los
casos anterior®s.

Factoreo de expresiones a|gebraicas

53. Definicion.—Factorear una expresion algebraica,
es transformarla en un producto de varios factores.
Estudiaremos varios casos de factoreo,,segin sea la for-

ma de las expresiones algebraicas dadas.
54. 1ler. Caso.—Factor comun.
EaeMpLO T1PO: am + bm — cm = ?
Sabemos, por la propiedad distributiva de la multipli-
cacion, que:
(e +b—¢) m = am -+ bm — cm
y por el caracter recipr()co de la igualdad :

(e - — env = (¢ »l— b —c) m

Reemplazar el primer miembro de la exprcsi(’)u anfe-
rior por el segundo, es sacar el factor comitn m..

Como cada término del paréntesis es el cociente de cada
término del polinomio y el factor comin, se tiene:

REGLA PRACTICA. — Si lodos los términos de un polino-
“mio tienen un factor comiin, se saca ese factor fuera de wn




e

paréntesis en el que se escribe el cocienle que se obtiene al
dividir el polinomio dado por el factor.
Ejemplo: Factorear el polinomio
6a°b — 12a¢°b® 4 3a2b*
Observando el poiino'mio dado, deducimos que el rac-
tor comun es 3a*b, luego, por la regla anterior se tiene:
o f6a%h  12a%°®  3a’b*
5__]233 3a?h? — 32 fnesed SR R Skl
6a%b — 124°b* +- 3a2b* = 3a b(wb 3
y efectuando: = 3a%b (2a® —4ab? + b?
/

55. 2° Caso — Descomposicién en grupos de igual
nimero de términos y con un factor comun.

I -am+bdm—4an+4bdn=72

II -am—bm + an—bn =2
111 am -+ bm Lan—bn=2?
IV-am—bdbm —an +bn=72

Sus-caso 1. am -+ bm 4 an +bn=2

B EJEMPLOS TIPOS :

Por la propiedad asociativa de la suma, pedemos agru-
par los términos con factor comin:

am 4+ bm + an + bn =(am -+ dm)-(an + bn)
Sacando el factor comin de cada paréntesis:
am—+bm+an+bn=(e¢-+b)m -+(a+b)n

y sacando el factor comiin @ 4 b del segundo miembro,
se obtiene, finalmente:

am +bm~+an+bn=(a-+b)(m +n) |

|




=B

Sus-caso II.  am—bm -+ an—bn=*?

Por la propiedad asociativa de la suma, podemos agru-
par los términos con factor comiin:

am — bm -+ an — bn = (am — b ) - (an— bn)
Sacando factor comiin de cada paréntesis:
am —bn -+ an—bn=(a—"b)m -} (a—Db)n

v sacando el factor comin ¢— b del segundo miembro,
queda :

am —bm ~+ an —bn =(a—"b) (m -+ n)

Sus-caso III.  am + bm —an—bn = ?
Por la propiedad asociativa de la suma, se tiene:
am —+ bm— an— bn = (am 4 bm)— an — bn

Introduciendo — an — bn en un paréntesis. precedido
del signo menos, se obtiene:

am - bm — an — bn = (am -+ bm)—(an 4 bn)
sacando el factor comiin de cada paréntesis:

=(a+b)ym—(a+4b)n

y sacando « - b factor comin :

am - bnz—an;b7z=(a+b)(n1.—1z) !
i |

Sus-caso IV. am—bm —an-bn=2?
Por la propiedad asociativa de la suma:

am — bm — an 4 bn = (am — bm)— an 4 bn
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* 06RAS DG ENSCRRNCR SECUNDARIR DUBLICADN DOR (A CASH

ANGUITA F. — Elementos de Algebra, ] Tomo ene: . o i
— " Elementos de trigonometria rectilinea y esferlca, 1 to-
mo encuadernado ..

BOLLO J. N. — Felipe Anguna y Lorenzo Dagnmo Pastore.
Aritmética ler. afo, | tomo encuadernado
— Aritmética, 29 afio, | tgmo enc. St B
— Algebra, 3er. afio, | tofmo enc.
— Algebra, 4° afio, | tomo enc. .
—  Geometria, ler. afio, | tomo enc.
— Geometria, 2? afio, | tomo enc.
— Geometria, 3er. afio, | tomo enc. .
Geometrla del Espacio (49 afio), | tomo enc. ...
COBOS DARACT. — Historia I\roentma, ler, tomo. i t enc.
— Historia Argentina, 29 tomo, | t./enc. .. .

COTTINI E. H. — Tratado de Construcciones .. ..
CHAROLA FLORENCIO. — Lecciones de Fisica Elemental
DAUS F. A, — Nociones de Geografia General, Astronémica
y Fisica, Asia y Africa, | tomo enc. ..
DAGNINO PASTORE LORENZO. — El Umverso, La Tlerra
y El Hombre, | tomo enc. .. ..
— Estadistica, | tomo enc.. ..
DIAZ DE GUIJARRO E. — Curso teonco prachco de Proso-
dia y Ortografia, | tomo enc. ..
— Texto de lectura del curso teérico prachco de Proso-
dia y Ortografia, | tomo enc. ..
DARQUIER H. y HASENBALG A. — Las trece boh]las de
quimira, | tomo ristica .. !
GOURVILLE H. D. — The modern Handbook of Enghsh,

I1# parte, | tomo enc. .. <14
— The modern Handbook of Enghsh 2" | tomo enc.
— The modern Handbook, of English, 32, | tomo enc,
— Manuel Moderne du Francais Parlé (Premier livre),
| tomo eng .
JARA JUAN G. — Manual de loglca apllcada. 1 tomo enc.
MARTONNE EMM. DE. — Compendio de Geografia Fisica
(traduccion del Sr. F. A. Daus), | tomo enc. ..
PARENTE RICCIOTTI. — Gramatica de la lengua ltahana,
ler. y 29 curso (4% y 5% afios), | tomo enc. .
PASSARELLI V. — Lecciones de historia Americana, 1 t.
encuadernado . .
PERALTA J. M. — Hnstona de las Clwllzacxones Annguas,
I tomo enc.
PIZZURNO CARLOS H. — Lecciones de Hnstona Argentma.
(Epoca Colonial, 1492-1810), | tomo enc.

POIRIER LALANNE. — Curso de Francés, ler afio, 1 t. enc.
PORCEL CARLOS A. — Tratado de Contabilidad y Tene-
duria de libros, | tomo enc. .
RESUMEN de la Edad Media, Moderna y Contemporanea,
para 29 aifo, enc.

| tomo - : .
RESUMEN de Historia Americana y Argentma, Jer. aﬁo..

| tome rdstica .. St [
RESUMEN de Historia Americana y Argentma, 4o ano. | (G 2
riistica .
TORRES IBANEZ M 'C. — ‘Curso completo de pedagogxa,

1 mo en g
TRUCCO SIXTO E. — Elementos de Cosmograh’a, T t. enc.

2.50
3.50
3.50

3.50
3.50

ol SN S e
L 11188818

wo
[ 808
oo

o
|




Pl g

introduciendo — an -+ bn en un paréntesis precedido del
Signo menos: ;

am. — bm — an + bn = (am — bm)—(an — bn)
factoreando: =(a—b)m—(a—Db)n

sacando a — b factor comin:

L =t~ vl
1 am — bm — an -+ bn:(a—b)(m—n)‘]

De los cuatro sub-casos estudiados se deduce la si-
guiente :

ReGra prAcTICA. — Cuando el polinomio se puede des-
componer en grupos de igual niumero de términos y con
un factor comiin cada grupo, se factorea ese factor comain
en cada grupoe, y luego, si fuera posible, se continta su
cando factor convin de acuerdo con lo estudiado en ¢l pré
mer caso. -

56. 3er. Caso. — Trinomio cuadrado perfecto.

| I @ ead =t

EIEMPLOS TIPOS
| mMe—2btpr=1¢

SuB-caso I. a4 2ub b2 =2 =
Hemos visto, (50), que: ~--.-<(w
(a4 b)% = ¢® Flab + b° §

y por el caracter reciproco de la ignaldad:

‘g2 4lab + bt =(a 4 b)*



y por definicién de potencia:

@ -+ 2ab + b2 =(a + b) (a -+ D) (1)

Sus-caso I1. ar==20b 2 =
Sabemos, (50), que:
(e—0)>= ®— 2ab + b.2
y por el caracter reciproco de la igualdad:
a®—2ah -+ b2 =la—b)?

y por definicién de potencia -

@ —2ab+ b2 =(a—>b)(a—Db) (2)

Las expresiones (1) y (2) se pueden escribir asi:

a? = 2ab 4+ b =(a £ b)(a = D)

luego .

REcLA PRACTICA — Cuando un polinemio es un trino-
mio cuadrado perfecto, el pelinomio es igual al cuadrado
de la suma o de la diferencia de las bases de los cuadra-
dos, segitn que el signo del segundo término sea positivo
0 negativo

57. Condiciones necesarias para que un trinomio
sea cuadrado perfecto. — Para determinar las condicio-
nes que debe reunir un trinomio para ser cuadrado per-
fecto, analicemos la expresion :

a® & 2ab + b =(a = b)?




Se observa, una vez ordenado el polinomio, gue:

12  a? es’el ecuadrado de a, 0 sea (¢)?, y tiene el signo -} ;

201 p? » o » 2 b; " » (b)27 §9, = T s g s
3% 2ab ecs el duplo de la base a por la base b, y tienc
el signo 4 o —, luego:
Las condiciones necesarias para gque un trinomio sea
cuadrado perfecto, una vez ordenado, son:
13, el primero y tercer término deben ser cuadrados per-
Jectos con signos positivos;
2, el segundo lérmino debe ser el duplo del producto

de las bases de aquellos cuadrados perfectos, pudiendo
ser positivo o negativo.

Ejemplos:

1°  Averiguar si 2® +,—§ z -i—% es un cuadrado per-
feeto. ‘

z* = (z)* ;a® es positivo y cuadrado de x:

1 #.(i 2N Ly
o 3 ’ _5 0 2 ” i 2= T3

9
Analisis: | 9 N2
3L = 2T (—3-); ges el duplo del pro-

Yy positivo.

1
ducto de « y de 3

Como en el andlisis hecho se cumplen las condiciones
necesarias, se tiene:

S e e
% S T (L i



= b 1=

2

2" Averiguar si &*— pz 2 ‘es un cuadrado perfecto.
xt = (x)* ;a® es positivo y cuadrado de ;
g (z v B i
4 N 2 L] 4 " ” " ” ! ) 2 r4

Andalisis p
pa =2 .(x) 5 —pE e8 el duplo del pro

ducto de = y g, y negativo,

Como se cumplen las condiciones exigidas, se tiene:

B g L e A
-m‘——px-}-w—(.n—-z

3" Aweriguar si «* — 20* 4 1 es un cuadrado perfecto.
g —{a)a s at es positivo y cuadrado de «;
l :(])2 ; l .” M ” 2 29 ];
2¢% 4= 1.(a)(1) ;. —2¢* no es el duplo del
producto de ¢ y 1.

Andlisis ¢

CO;‘IIO no se cumplen las condiciones diremos:
az—2a* -+ 1 no es cuadrado perfecto.

4>  Averiguar si a* + 4a%b* - 4b% es un cuadrado per-
fecto.

at =(a?)? ; a* es positivo y cuadrado de @*;
4% =(20%)2; 4b* ,, gl W PRSI
4a2b% = 2(a®) (2b%) ; 4a®b* cs el duplo del
producto de ¢? y 2% y positivo.

Andlisis:

Como se cumplen las condiciones, se tiene:
at 4 4a%b* + 4b* = (a* + 2b%)2




= B

58. 4° Caso. — Trinomio de segundo grado.
EJEMPLO TIPO: 2tprtqg=2?
Efectuemos el producto de los binomios 4 m y z4n:

Z==-m
X z+n

2% 4 zm
-+ xijy, 7+ mn
a;z—i—a;(m-i-"nr-l)»—}-?nﬁ (1)
Si ecomparamos el producto (1) con el polinomio dado;
| z* 4+ pr—+q

se observa que, para que sean iguales, debera tenerse:

3 pP=m-+n
q=mn

y én tal caso se tendra:
22 +prt+g=2a*+z(m-+n)-+mn

0 bien:

[:x’ + px —i—-q =(z+m)(z+n)

Como este ejemplo es general, deducimos la siguiente:

REGLA PRACTICA. — Cuando un polinomio es ua trino-
mio de la forma z* + pz + q, el polinomio es igual al
producto de dos binomios de la forme =+ m y z + u,
tales que sean: m-+n=p y m.n =q.

| L T i e e O o e Al BT B
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Ejemplos:

1  Descomponer en factores el tringmio de segundo
grado: :
22 4 6x -+ 8

Hemos de hallar dos niimeros que sumados den 6 y
que multiplicados den 8, y procedlendo por tanteo, s¢

obtiene:
— 944=6- 3 2X4=8
lnego : m =2 y n=4
es deeir, que:
# b+ 8=(z+2)(z+4)
2¢  Descomponer en factores el trinomio de segundo
grado: :
5 - 0¥ 20— 24
Haciendo varios ensayos, se obtiene:
6—4=2 ; 6(—4)=—24 :
luego : m==6 - n=—4 .
es deeir, que:
a4 2a—24 =(a-6)(a—4)
30 Descomponer en faclores el trinomio de segundo
grado:
1 e T T |
vy M= s
@ 5 ® 4 5

Procedlendo como antes, se obtiene:

Zgdilasae ey L) Ly




luego: M=l s VS
es decir que:

:152—-32‘:1; —}—%-—'—’(m— 1)(93——)
59. 5° Caso., — Cuatrinomio cubo perfecto.
o ik } 1-a® 4 3a*b + 3ab> -+ b2 = ?
JEMPLOS TIPOS: [ I- 65— 842 < 3b% — b = ¢
Sus-caso 1. © o —|— a,‘b + 3ub® |- b" =3
Hemos visto, (ol), que .
(@4 b)® = a® 4 3a2b 4 3ab? + b3
y por el caracter reciproco de la igualdad:
a@® + 30¢%b + 3ab* 4 b® =(a -} b)*

y por definicién de potencia:

@® + 3a*b + 3ab* +b*—(a—}—b)(a+b)(a—|—b)

Sus-caso II. a® — 3a?b 4 3ab* — b = 2
Sabemos, (51), que:
(a—1b)? = a® — 30*b - 3ab* — b*
y por el caracter reciproco de la igualdad :
@ — 30%b -+ 3ab? — b = (¢ —0)®

5 por definieién de potencia:

T A Semacif . e Sy L = i =

(1)

a® —3ab + 3ab* —b* =(a —b) (a—b) (¢ — b)w 2)
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Lias expresiones (1) y (2) se pueden escribir asi:

a°i3a9b+3ab’ib3=(a-_¥—_b)(ai‘b)(aili|

de donde deducimos la siguiente:

Recra prAcrica. — Cuando un polinomio es un cua-
trinomio cubo perfecto, el polinomaio es igual al cubo de
la suma o diferencia de las bases de los cubos, segin que
el segundo y cuarto término sean positivos o megativos,
suponiendo ordenado el polinomio

60. Condiciones necesarias para que un cuatrino-
mio sea cubo perfecto. — Para determinar las condicio-
nes que debe reunir un cuatrinomio para que sea cuho
perfecto, analicemos la expresion:

a® + 3a*h + 3ab* + b® = (@ 1 b)’
Una vez ordenado el polinomio, se observa que:

’ 1¢ @® es el cubo de a, 0 sea (a)?, y tiene el signo -+ ;
2 b3 » N » "» b1 CEIE) (b)s; ” ”» 7 » +0_§
32 3¢”b es el triplo del producto del cnadrado de a y b,
y tiene el signo + o —;
42 3ab? es el triplo del producto de « y el cuadrado de
b, y tiene el signo -, luego:

Las condiciones mecesarias pare que um cualrinomio
sea cubo perfecto, una vez ordenado, son: s

1%, el primero y cuarto términos deben ser cubos pu-
fectos y de iguales o distintos signos;

2%, el segundo término debe ser el triplo del producto
del cuadrade de la primera base por la segunda, pudien-
do ser positivo o megativo;
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3¢, el tercer término debe ser el triplo del producta de
la primera base por el cuadrado de la segunda;

4%, los signos deberdn ser o todos iguales, o alternada-
mente positivos y negativos.

Ejemplo: Averiguar si 8 — 12¢ + 3¢* —@a* es un
cuatrinomio cubo perfecto.

8 =23 ; 8 es positivo y cubo de 2Z;
—a? =(—a)?® : —a® es negativo y cubo de —a;

: SR ) P U - R U | i 2
irain 12 = 3.2%(—u) ; 12a es el triplo de 2

por — a; ;
302 =8.2(—a?) ; 3a* es el triplo de 2
por (—a).

Del analisis hecho se deduce que:
8 —12a -+ 3a® —«? =(2 —a)?
61. 6° Caso. — Diferencia de cuadrados.
Biempro 11IP0:  @® — b =2
Sabemos, por lo estudiado en primer afo, que:
(@ b)(@a—Db)=a"— b?

¥ por el caracter reeiproco de la igualdad :

@* —b*=(a+b)(ea—0) —J

luego :
ReGra prACTICA. — Lo _diferencia de-dos cuadrados ¢s
igual al producto de la suma f)f)r'?a diferencia de sus bases.
Ejemplos:
1?2 Descomponer en factores 25 — a®



\

Se tiene: - 05— 32 = 5% —

o bien: | =(54 2)(5—2)

. 1
20 Descomponer ¢n factores 2 at — 9m

. 1 o
Se tiene: — at— 9m' = (—2 a) e (Emt)?

; SHE 1 ord ¥ L g L )
o bien —(2u+.3m)(2a—-3m
2 : 4 16
30 Descomponer en jactores & a'b® — 5= a’.
9 2b
: 2 :
4 16 2 4 4
s gpe e 200 Ll et ) o— =P
Se tiene: g ¢ b T (3 [0 1)) (5 @ )
; 2 4 2 4
3 . TN By =S Sl e 3
0 bien: __(3(11)—{—50,)(361,1) 5a)

62. 7° Caso. — Suma o diferencia de potencias de
igual grado. TS
1 - gpm + a” — 3

* BJEMPLOS TIPOS:
Il Sagptt — @M = )

Sus-caso 1. w7 + am =7

El exponente m puede ser par o impar.

Hemos visto, (44), que cuando v es impar, el binomio
2" - an es divisible por la suma z - a de sus bases
teniéndose, por la Regla de Ruffini, (37):
nm ..+_ a”

x + a

y por definicién de cociente:

= gm—-1 — qgm—2 + @’'e=8 — .. ... + am—t

© (m impar)
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En (44) vimos que 27 4 a” es divisible por z + @
s6lo cuando m fuese impar y en (45) se vié que @ + a”
nunca era divisible por x— «, luego la descomposicién
en factores de ‘la expresion (1) es la tnica pomblc y
siempre que m sea impar.

Sus-casp II. =" — am =2

El exponente m puede ser par o impar
Si m es par, en (46) hemos estudiado que el binomio
" — a™ es divisible por la suma z -+ a de sus bases

teniéndose, por la Regla de Ruffini (37):

--wm — a™ et Sl g + aBpn—8— . . — am—1
x4 a .
.y por definicion de cociente:
(m par)
| ' o ey i |
em—a" = (z+a) (27 —1—axm—2 4 a2x7-3—.....— a”—1)|(2)

Por otra parte, por lo estudiado en (47), el binomio
x” — a™ giempre es divisible por la diferencia z— ¢
de sus bases, ya sea m par o impar, luego, por la Regla
de Ruffini, se tiene:

S i wmn—1 4 gn—2q + am=8q¢ 4 ... .. + am—1

£L— a o £
y por definicion de cociente:

(m par o impar)

Al ey

e —an=(r—a) (@*—1Hu" - 2a4a”-3a + ...+ an-1) ‘(d)

De los dos subeasos estudiados dedueimos la s;gmente:
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REGLA PRACTICA, — Pura descomponer ew producto a la
suma o diferencia de potemcias de igual grado, basta apli-
car las condiciones de divisibilidad por lu suma o diferen-
cia de sus bases y la Regla de Ruffinm.

Ejemplos:

12 Descomponer en factores a® 4 a®.

El binomio dado es divisible por z - ¢:

x® A o 2 2
TS el
luego : LB e =z -+ a)(x®—za + )

2°  Descomponer en factores o' —- b'.
Bl binomio dado es divisible por a -|- b:
a' — b 3 2 2 3 : .
—Wl)———a — b + ab® — b
luego: a*— b* =(a + b) (a® — a®b + ab®> — b?)
3°  Descomponer en factores a® — md.
El binomio dado es divisible por ¢ — m:

a® — m?
=a’ 4+ am + m*

luego ' —m?® =(¢—m) (a®> +am + m?)

a — -m

63. Combinacion de los casos de factoreo. —
I jercicios :

1¢  Descomponer en factores la expresion 5a®> — 45m>.

Sacando el factor comin 5, (54):

502 — 45m? = 5 (a®— 9Im?)
desecomponiendo la diferencia de cuadrados, (61) :
5a? — 45m? = 5(a 4 3m) (@ — 3m)
22 Descomponer en factores la expresion ¢*—ab—b—1.




e
, Por las propiedades conmutativa y asociativa de la su-
ma, podemos eseribir:
@*—ab—b—1=(e*—1)—(ab+b)

descomponiendo la diferencia de cuadrados, (61), y sa-
cando el factor comiin b, en ¢l segundo paréntesis:

=(a+1)(e—1)—(a+1)b
sacando el factor coman ¢ - 1, queda:
=(a+1)[(e—1)—b]
-y finalmente:
a*—ab—b—1=(a+1)(a —b—1)
3" Descomponer en factores la expresion :
: a*r — abx + a*y — aby
Sacando el factor comiun «:
'z — abr + a*y — aby = a(aw — bx + ay — by)

Descomponiendo en grupos de igual niimero de térmi-
nos y con un factor comin cada grupo, (55) :
= a| (az —bz)+(ay — by) |
=a|(ea—b)z +(a¢—b)yl
factoreando « —b: =a|l(a—Dd)(xz+D)]
y finalmente : = A
@z — abz 4 0*y —aby = a(a—b) (w4 y)
42 Descomponer en factores la expresion a*—2a2—3a.
Sacando el factor comin ¢:
a®—20?> —3a=a(a®—2a—3)
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El paréntesis es un trinomio de la forma z*+ pz - g,
(58), en donde se tiene que:

m=—=—d -3 m=1
luego:
@ —0>—3e=a(a—3)(a+1)
52 Descomponer en factores la expresion:
@+ a®—4a—14
Descomponiendo en grupos de igual ntimero de térmi-

nos la expresién dada, y factoreando en cada grupo,
se tiene:

@+ a*—4da—4=(a®+ a®)—(da + 4)
=a*(a+1)—4(a+1)
sacando el factor comin @ | 1:
=(a*+1) (a* —4)
descomponiendo la diferencia de cuadrados:
@+ ad—4a—4=(a+1)(e+2)(ea—2)
6° Descomponer en faclores la expresion:
 (a—y) (@ — ) — (s —2) (2 —?)
Descomponiendo las diferencias de cuadrados:
(z—y) (2 —22)—(z —2) (a* — y?) =
=(z—y)(@+2)(z—2)—(z—2)(z+ y)(z—Y)
sacando el factor comin (z—y) (x—2):
=(@—y)(z—2)[(z+2)—(z+y) |
0 bien;: =(z—y)(z—2)(z+2-—2—1y)
y por ultimo: : "
@—y) (@ —2") = (@—2) (x*—7y') = @ —y)(x—2) (c—y)

]
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7°  Descomponer en factores la expresion:3a® — 48ab*
Sacando el factor comiin 3a:

3a® — 48ab® = 3a(a' — 16b%)
descomponiendo la diferencia de cuadrados del paréntesis:
= 3a(a® 4 4b*) (a®> — 4b?)
volviendo a descomponer la diferencia de cuadrados:
3a® — 4&}(11)8 = 3a(a® + 4b*) (a + 2b%) (¢ — 2b?)
82 . Descomponer en factores la cxp;‘esio'n: ‘
4a*b? —(a® + b* —¢?)*

Como la expresién dada. es una diferencia de' cuadra-
dos, se tiene:
44D —(a*4-b*—¢)* == [2ab+(a’+-b* — )] [2ab—(a’+ b*— ¢?))]
suprimiendo paréntesis: \

= (2ab--a?4-b>—c?) (2ab—a2—bé+cﬁ)

0 bien =/ (2ab-+a2+-b2)—c?| [—(—2abt-a2+b?)+c?]

en los paréntesis tenemos los cuadrados de un binomio,
luego:

=[ (a+b)>—c?] [—(a—D)>*+-c?]
=[(a+b)*—c*] ¢*—(a—b)?]

y, por tltimo, descomponiendo las diferencias de cuadra-

dos, queda:

4a°0*— (a*+b*—e*) = (a—+b+¢) (a+b—¢) (c+a—b) (c—a+b)
{
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EJERCICIOS

.Factorear las siguientes expresiones algebraicas:

147.
148.
149.
150.
151.

153.
154.
155.
156.
157.
158.

159.
160.
161.
162,

163.

164.

165.
166.
167.
168.

169.

170.

2a¢* — 6ab + 4ac R: 2a(a — 3b + 2¢)
6a’b? — 9a*b* + 1bal? »  3ab*(2a* — 3ab® + b)
26a® + 30a* — 35a’ . ba*(h + 6a* — Ta)
6a*s" — 3ux* 4 2la'z® 5. 8ar*(2a — z 1+ Ta'a®)
30a*2® -- 12a°2® + 424%° -— 12a%2°
“R: 6a*2*(ha — 2a2* + Tz — 2ax)
4 2 BN
-—5‘ a9 == ﬁ') (s ﬁ) a
s 2 L
R"E"““"“““’Tz‘")
2 + ar + bxr + ab R: (z + a)(xz + b)
ap + az — 2bx — 2bp n (o — 2b)(p + z)
ab — bz — az + 5b 4 (o 4. B — a2yt
ab — bm — azx + mx ] (a — m) (b — x)
6a* — 9ab + 8a — 12b w  (2a—3D) (3a 4 4)
12 — 4a* + 15ah — 200 ,, (3¢ — 4a*)(4 + Bahy
- RS WP
a’+2ax+:r’ " R: (a + z)*
9 — 6a + a* R R
4a*> — 12ad + 9b* » (26 — 30)*
9b* + 12a¢*b + .4a* o (3 + 2a*)?
Oat' —Bxy ok -,1—11‘ TR ey 7;— ¥)?
Y o ' " L )
-gn + 2a* + 9a X (—3-a + 3a)
2 + 8z + 15 ) R; (x4 5)(z + 3)
7 4+ Ta 412 w (B4 (= + 3)
@ — 20— 48 . (a~+ 6)(a — 8)
2 4+ x — 6 w (@ — 2)(z + 3)
b — 9b + 20 e (b= (h==5)

¢ — 8 + 15 w fe=8)(e=8)



171,
172.
473,
174,
175.
176.

177.
178.
179.

180.

181.
182,

183.
184,
185.
186.
187.
188.

189.
190.
191.
192,

193.
194,

195.

196.

—ng 2

8a* + 12a°b + 18ab* + 27b° R: (2a +.3b)*
125 — T6a® + 15a* — a* » (B— a®)?
64m® + 48m*z* + 12ma* + 2 o (4m +.2%)°
a® — 3a'b + 3a’p° — b° , (a*— 9D%)?
1 + 6a + 12a* + 8a® » (L 2a)
270° — b4a’r + 36az* — 82° ,  (3a — 22)°
da* — 9b* R: (2¢ 4 30){2a — 3b)

a® — 4a° . (a+ 23)(a—23)

a’r* — bz’ 5 (am + v’2®) (az —D%2%)

et S =)

Tt g A L i

81¢* — 26m® o (94 Bm) (9¢' — Bm)

@+ b R: (¢ + b)(a* — ab + b%)

P—mt L, (2 — 'm)(a.‘ + am + m*)

@+ v, (a+ b)(a* — a + a'® —ab® +b*)

bt —at ,, (b + 2)( — b+ bs? — 2°)

@ — & , (a—¢)(a®+ ac+ a’c+ ac + ac* + ¢*)

gt =gt 9y @— o) (2 — 2@ + za®? — a°)

2y — xyf R: azy(z + y)(z — v)
a,—1 o a4 1) (a + 1)(a — 1)
2a' — 4a* 4 4da — 2 o 2(e + (@@ — 1)

36’V — 24a’b'cd + 4a'bled

»  4a®Ve(3be — ad)?
amt — and e B =ty (a4 n) (m— n)(a + b)
30> — 3a — 18 ,  2a(a + 2)(a — 3)
Sa'r — 3a%® + 3d*x* — 3a2’

3ax(a + x)*(a — 2)

(2 — 1)(xz — 2)(x — 3)+(:c — 1) (z —2)—(z — 1)

7] (17 - 1) (E - 3)

o



CAPITULO IX

PROGRAMA IX. — Mdximo comiin divisor y minimo comin miiltiplo de
expresiones algebraicas. — TFunciones enteras primas: definicién
v ejemplos. El M. C, D. de variag expresiones algebraicas enteras
como producto de sus factores primos comunes tomados con su
nienor exponente. El M. C. M. de varias expresiones algebraicas
enteras como producto de sus factores primos comunes y no oe-
munes tomados con su mayor exponente.. Ejercicios,

Méaximo comin divisor y minimo -comin multiplo de
expresicnes algebraicas.

64. Funciones enteras primas. — Se¢ llama funcion
entera prima a la expresién algebraica que no contiene
letras como denominador ni afectadas por exponentes ne-
gativos, y no se puede descomponer en factores.

Ejemplos: . [

2 1
Bl .« O F T S £ Iy
3n y D0 2 ~4 my ) P ]/a + b
Una expresién algebraica es compuesta, cuando se pue-
de descomponer en factores, como a? — b2

65. Maximo comun divisor. — Se Ilama mdzimo co-
mun divisor de varias expresiones algebraicas, al pro-
ducto que se obtiene multiplicando sus factores primos
comunes tomados con su menor exponente. .

Esta definicién es, ni mis ni menos, que la regla pric-
tica que hemos deducido en el primer afio (*) referente a

(*) Véase nuestra Arifmética para ler, Afio, pigina 164.
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Jos niimeros. Al fin y al cabo, las expresiones algebraicas
son, en definitiva, niimeros también,
Ejemplo. — Hallar el m. c. d. de las siguientes expre
stones algebraicas:
; u
2ab +-4b- ;" 2a—8 ; 6u*+2da+ 24 /1

Descomponiendo las expresiones dadas en sus factores

primos, segfin hemos visto en el capitulo anterior, resulta :
{2aplt- 0 :Zb_aw)

20 8 = 2(a +2)(a—2)

A 7

9 "N

6a? - 24a ‘24—_-2.3((1—{—-2)?"@1‘ L4

0

y por la definicién, resulta:
m.c.d.=2(a-+2)=21d 4+ 4
Otro ejemplo. — Hallar el m. c. d. de lds siguientes ex-

presiones algebraicas:

4a*b — 4a3b — 8¢2h;

2a%b> — 6a*b*> — dab®;

845h — 8% — Sath - 8ath;
6a®h — 6ab ;

Aplicando los diversos casos de factoreo estudiados en
¢l capitulo anterior, se obtiene:

4a%h — 465 — Ba?b :'a_+. 1) (a—2)
2aib2 — 6a2b2 — dab? = 2ab*(a + 1)%(a —2)
845 — 845 — Batb + 80%b = Ba¥b(a + 1) (¢ — 1)2,
6a3h — 6ab = 6ab (a+1) (a—1)



y por definieidn :
m.c. d. = 2ab(a—+ 1)= 2a¢?b + 2ab .

66. Minimo comin multiplo. — Se llama minimo
comun multiplo de varias expresiones algebraicas, al pro-
ducto que se obtiene multiplicando sus factores primos
comunes y no eomunes tomados con su mayor exponente.

Esta definicién es la regla practieca que habiamos dedu-
cido en primer afo para hallar el m. e. m. de varios
nimeros. Su aplicacion a las expresiones algebraicas es
véalida, dado que éstas son numercs también (*).

Ejemplo. — Hallar el m. ¢. m. de las siguientes expre-
siones algebraicas :

2ab + 4b- ; ' 2a* — 8 ; 'ba® + 24a + 24
Descomponiendo estas expresiones en sus factores pri
nmos, resulta:
20b + 4b = 2b(a -+ 2)
20> —8=2(a+ 2)(a —2)
6a2 - 240 - 24 =2.8(a —2)
y.por la definicion, se obtiene:
m.c.m. = 2b.3(a+ 2)%(a —2)
y efeetuando los productos indicados:
m. c. m. = 603b + 12a*b — 24ab — 48b
Otro ejemplo: Hallar ¢l m. ¢. m. de las siguwientes ezx-

presiones :
3a* = 3a%b® ; 2a%b — 2ab* | *b* — a*b® - 2a%h — 2ab?

(*): Ver nuestra Aritmética para ler. Ano, pagina ‘165
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Descomponiendo ‘estas expresiones en sus factores
primos :
: 3a* — 3u2b? = 3a%(a + b) (e — b)
2a2b — 2ab®> = 2ab(a —b)
a*b® — a*b® + 20%b% — 2ub® = ab?*(a—b) (a + 2)

.y por definicion :

m. ¢. m. = 2.3a2b*(a +b) (a—b) (a 4 2)
y efectuando los productos indicados, resulta:
m. ¢.m. = 6a%b* — 6a%b* + 12a4b* — 1242

OBSERVACION. — Al determinar el m. ¢. d. y el w. c. m.
de varias expresiones algebraicas, es preferible dejar in-
dicados los productos respectivos en lugar de efectuarloc.



Hallar el m. ¢. d. y el.m, ¢, m. de las siguientes expresiones:

197.
198.
199.
200.
201.
202,
203.
204.

205,

206.

EJERCICIOS

Tab® ; 1l4ac ; 21a’h ‘. R: Ta ; 42a%%
12ab ; 60b* ; 15ab® , 3b ; 60abt
86° ; 21ab ; 24b° w30 ; 168ab°.
30¢'m® ; 6b’c ; 15bw » 3 5 90b¢mz

2+ ab + bw + az ; 32% — 3a* .. _

R: z 4 a; 3(z + a)(z — a)(z + b)
at—4 ; a*— 3¢+ 2 ;a*— 4a + 4

R: a—2; (a6 — 2)a + 2)(a — 1)
bab — 10a ; a®b — 2a* + 2ub — 4a

R: a(d — 2) ; ba(d . — 2)(a + 2)

23 4 62 ; 4ot 4 242 - 862° ; 4a® 4 8z — 12

R: 2(z + 8) ; 4oz + 3)*(w — 1)
3a® + 9a* 4+ 9a ; 6a® — 12a® ; 12a® — 120 — 24¢
R: 8a ;12a*(a + 1)(a + 2)(a — 2)
15ax*y — 6b2’y ; bazy® — 2bzyf 30az’y — 12ba'y -+
+-30azy* — 12bay®

R: zy(ba — 2b) ; gx’;u’(5a —2b)(z + ¥)




CAPITULO X

PROGRAMA X. —  Expresiones algebraicas fraccionarias. Simplificacion,
Ejercicios. Reduccién a comin denominador, Minimo comin de-
nominador. Ejercicios.

Expresiones algebraicas fraccionarias

a
67. Expresion algebraica fraccionaria{ — Se llama -
-expresion algebraica fraccionaria, o fraccion algebraica, a
la expresién cuyo denominador es literal en todo o en
parte.
a—m 4-2a°tm

s a
Ejemplos: R WA By B

68. Simplificacion. Simplificar una expresion al-
gebraica fraccionaria, es hallar otra que le sea igual, pe-
ro euyos términes sean menores.

En el curso del segundo afio hemos visto cémo se sim-
plifica una expresion fraccionaria; por lo que diremos:

Para simplificar una expresion cuyo numerador y deno-
minador son expresiones algebraicas enteras, se descompo-
nen Cstas en sus factores primos, y se simplifican los fac-
tores comunes del muncrﬂﬁ’ y denominador.

Ejemplos. — 1¢ - Simplificar la expresion:

@ —a®t+a—1
a*—3a -+ 2




ey

= !
CALCULOS AUXILIARES®

@ —d+a—1=a(a—1)+(@—1)
=(®+1)(e—1) W
a"—3a+2=(a—2)(a—1)

CALCULOS DEFINITIVOS |

a®—a*+a—1 _ (a2+1)(a—1)

a"'—-73a+2 (a—2)(a—1)
Simplificando el factor coman a — 1 a los dos térmi
nos- reswta:

@d—a+ae—1_  @&F+1 |
2982 . 4—2 |
20 Simplificar la expresion : l
z?—1 _ “
zt—1 :
:

CALCULOS AUXILIARES :
i
p—1=(z—1)(*+2+1)
#—1= -1
= (z241)(z*—1)
=@+ {r+E—1D

CALCULOS DEFINITIVOS

#—1 _ _@@+D@E@+s+]l)
#7=1 = @—DE+DkE=1




e T
simplificando por z —1:

o SR e S

=1 BN (z+1)

efectuando el producto indicado

ket SRSRAMG™ i s, SN
zt—1 Pl S I B |
3" Simplificar la expresion:
9ab — 122
6a®> — 8ab
CALOULOS AUXILIARES

Yub — 12b> = 3b(3a — 4b)
6a? — 8ab = 2a(3a — 4b)

CALCULOS DEFINITIVOS

9ab—12b*  3b(3a— 4b)
607 —8ab  2a(3a— 4b)

simplificando el paréntesis comiin, queda :

9ab— 1202 8b

6a2—8ub 2
69. Reduccion a comun denominador. — Reducir
varias fraceionesr:._\a comun denominador, es hallar otras
fracciones iguales a las dadas, pero cuyo denominador
sea el mismo para todas.
Sea reducir a comin denominador las fracciones:
a b ¢
-

—  — 3

m . n 'p



T

Sabemos, por lo estudiado en segundo afo, que si se
multiplican ambos tériminos de una fraceién por un mis-
mo ntimero, distinto de cero, se obtiene una fraccion
igual a la dada. Multiplicando ambos términos de la \pri-
mera fraceion por np; ambos términos de la segunda per
mp, y ambes términos de la tercera por mn, se obtiene:

a _ a.np _ anp
m_ m.np  mmp
b _ b.mp _ bmp
n m.mp  map
¢ _c.mn __cmn
p  p.mn  map

Constatamos que las fracciones obtenidas son iguales
a las dadas y que el denominador es comiin para todas,
luego: : ‘
Para reducir fracciones algebraicas a comin denomina-
- dor, se multiplican todos los denominadores y el producto
sera el demominador comiun, obteniéndose los respectivos
numeradores multiplicando el numerador de cada frac-
cion por el producto de los demominadores de las demds
fracciones.

Ejemplo: Reducwr a comin denominador las fracciones

a-—1 a1 2a

T a i
Aplicando la regla practica anterior, resulta:
EATEEL 8 (e—1)a.8 Su—Fa
RN T S T
a4+1  (a41)2¢ 3  6a®+ 6a
B | Toni e g F L 6a>
2a 2a.2a.a 4q8

3 et o T 6g2




=gy L

Otro ejemplo: Redueir a comuin denominador las frac-
ciones :

=

Lt el LS
T | iD=l R A

Se tiene:

AT ek, ]
it s e (e N S R T
: E i ¢ 2.0(x—1) o 2x(z—1)
z -1 (x4 1) (x—1) = z(z2—1)
2 2.z(x-+1) 2z(x+1)

s(x+1)(z—1) = x(z*—1)
Dejamos indicados los productos porque asi son expre-
siones. mas comodas para ulteriorves caleulos.

z—1

70. Reducir al minimo comiin denominador.

Reducir varias fracciones algebraicas al minimo coman
denominador, es hallar otras fracciones iguales a las da-
das, pero cuyo denominador sea el minimo comin malti-
plo de los denominadores dados.

Sea redueir al minimo comin denominador las frac-
ciones : :

@ b ¢
a0 LoD

Suponganios que sea:
. ¢. m. (m, n, p) = M
Multiplicando ambos térmitics de la primera fraccién

por M:m; ambos términos de la segunda por M:mn, y

ambos términos de la tercera por M: p, resulta;

=



—_ 00 —

« a(M:m) a(M:m)

m 7 m(M:m) M
b_ b(Mim) _ b(M:m)
n_ a(M:m) M
£ c(M:p) :c(M:@_
p p(M:p) M

luego :

Para reducir. fracciones. algebraicas al minimo comin
denominador, se halla el mintmo comiin multiplo de los
denominadores, quien serd el demonvimador comain. Los
numeradores respectivos se obtienen maltiplicando cadu
numerador por el cociente del mimimo comun multiplo
hallado y el demomimador respectivo.

. Ejemplo: Reducir al minimo .comin denominador las
fracciones :
SR SIS
2a* —4a? ’ 2¢® +4a® ' a® —4
CALCULOS AUXILIARES
1?2 Determinacién del m. ¢. m. de los denominadores:
Qb= 4a* = 20%(a —2)
2a® + 4a®> = 2a*(a -+ 2)
a?—4 =(a+2)(«—2)
. c. m. = 202(a 4+ 2) (¢ — 2)
= 2a?(a®—4)
2¢ Primer cociente:
m. ¢. m. 2a’(a—{—2’)(a——2)_

242 = T 2@(a—2) gat




S e

3¢ Segundo cociente:

m. com. 2a%(a+ 2) (a— 2) A et
203 4a* 2a2(a + 2)
4° Tereer cociente:,

m. c.omo 20 (a4 2) (a — 2) - 2g*
ut'—4 (a+2)(a—2) )
CALCULUS DEFINITIVOS
a1 - (e4+1)(a+2)
2a® — 4a? 202 (a® — 4)
g 3 e (a2+-1)(e—2)

\2a* 4- 42> — = 20*(a® — %)
1 2"2__
Z—4  2%(a>2— 1)

EJERCICIOS
Simplificar lus siguientes fracciones algebraieas:
3ba*h'e 5
20T = — e
e Ta*b'c® R. abc®
aryt — a' ¢ @ — o
208, ———— : i ey
o8 2am + 3an o 2m ++ 3n
12a* — 2ab 6a — b
V1 R R AT Sl =
16 2 Sa
@?—2a + 1
24, 11 g G 1t a— 1
vt P Sy
o\ B 2oy o~ Wk
zt — y* o 2 + y
hia a¢ + be + ad + bvd e+ d
L - T E T = T o
2 a* + b
T e : :
(a—by Fab g et



i 2a [z 3 28t b A8
214- ‘ 3— 3 .—2' H i—ﬂ : R.-lz—n- 3 m‘ 4 E‘—
a 3a a 10a 450  6a
kDT - ooeni " 305 30 % 30
o a+d Do (a4 b)? 6
£ 3 Y a+b " 3(a+0b)’ 3(a+d)
217 z+y . Ty @t le—"
- T—uy 3 $+2] 4 7 z:_yz ’ G’——-y,
Reducir al minimo comin denominador: :
2 5 ¥k, da e
B RERE s S B T Ve
516 20~ e T 5 8 . 9%  10a
; T e T 7 - 1927 12z ' 7128
d 2 2 - 3
220. i) » 3V SEPI WS
e z NTE T Rt e
‘R *—1 | 2(z—1) , 2z(z+41)
Y oa@—1) ' a(@—1) ’ a@—1)
a? LSl . 3a—2ab i
221. SR a . ‘
. a(a—Db) | ab(a+D) . 3a—2ab
R: W ’ —aa__bx 2 a*— b
1 ) a+2x 3 az
Lty t—a = orazt+a ' FP—a

2+azt+a , P—a ax

R: F—a of—a @ F—d
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CAPITULO XI

PROGRAMA XI. — Operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias.
Suma, resta, multiplicacién y divisién de expresiones algebrai-
cas frnr}cionarins. Fjercicios.

Operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias
Suma de fracciones algebraicas

71. Definiciones. — I. Se llama suma de varias frac-
ciones algebraicas de igual demominador, a otra fracciom
cuyo numerador es la suma de los numeradores y cuyo
denominador es el mismo.

T o LG Yt IR L Lo o i e
s decir m_|_m+m -
Ejemplo :
@44 b4 2 P4 DP—4— 2%
a+b+a,—{—b_a—}-,b'~ a-+b
; . o 2 32
a-b
= a—0>b

II. Se llama suma de varias fracciones algebraicas de
distinto demominador, a la suma de otras tantas fracciones
de igual denominador, respectivamente iguales a las
dados. §

r

P 4
= +7+

*

. b c
Es d 2 L Aeilly
5 deeir AN & + )

&

a ¢
L v



=i o7 il

Siempre que sea:
e et T e e
d CORAY ST TR R

72. Procedimientos para sumar expresiones alge-
braicas fraccionarias.

[. METODO DEL COMUN DENOMINADOR. — Sea:
a b c
B e s
_m n p
Segun (69), reduzeamos a ecomin denominador :
a _ anp
m map
b bmp
n mnp
c __cmn
P mnp

y por la propiedad uniforme de la suma:

e te ) o anp bmp | emn
& 0 at P —mnp+mnp mnp
y por la definicion (71, I):

Lr wa b + i erias a_nPiZW_I)+ cmm
s nEup mnap

de donde se deduce la siguiente .

Reera PrACTICA. — Pare sumar varias fracciones de
-distinto demominador, se.halla el producto de los diversos
denominadores, quien serd el denominador de la suma, Bl
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numerador es wgual a lu suma de los productos que se
abtienen al mulliplicar cada numerador por los denomi-
nadores de las demds fracciones.

Bjemplo: Efectuar la suma:
3a « 4
6 Jrbtg— | - @
Aplicando la regla practica anterior, se obtiene:

3a @ 4 Ba*(a—1)+a*(a+1)—4(a*—1)
a+1+a—l T (a2 —1)a

efectuando los productos del numerador :

(3a® — 3a*) + (a® + a*)—(4a®* — 4)
i P s e T

suprimiendo los paréntesis.
3a® — 3a% + ¢* 4 a® — 4a® -4

(¥ —1)a
redneiendo los términos semejantes, resulta:
_ 40*—6a® 4
ey SR

que es la suma buscada.
73. 1I. METODO DEL MINIMO COMUN DENOMINADOR, —
Sea :
(71 ] ¢
m n P
Segin (70). redyzcamos al minimo denominador:

a-_a (M :m)
A M

m
_»b___ b(M:n)
T M

c _c(M:p)
gt



a7, TR

siendo M = m.c m. (m, n, p)

lnego:
a b ¢ a(M:m) b(M: c(M p)
e gt g i

y por definicién de suma, (71, I)

|

b ¢  aM; m)+b(M n)—{—c Mp)
e M

+ ot

a
m n P

de donde se deduce la siguiente

REGLA PRACTICA. — Para sumar varias fracciones alge-
braicas de distinto denominador, se halla el minimo co-
main multiplo de los denominadores, quien serd el denc- |
minador de la suma. El numerador es igual a la suma |
de los productos que se obtienen al multiplicar cada nu- |
merador por el cociente del minimo comiin miltiplo ha- |
lado y el denominador respectivo.

Ejemplo: Efectuar la suma:

2a 3a da
a1 FaEiT e

CALCULOS AUXILIARES

m.c. m.(a-+1 ; a—1 5 i>—1)=a*—1
M a*— 1
= a_-{»'_fza 1
M a’*— 1 X
Sy l_a+1
M a’—1
P a’—l——1



/

g7
’
CALCULUS DEFINITIVOS

Aplicando’ la regla préactica ultima:

2a 30 da  2a(a -1 +3a@+1)—da. 1
a+l Ta=1 _a&—1 Bl
efectuando los productos del numerador :

(2a? —- 2a) 4 (3a* + 3u) — 4a

a?—-1

suprimiendo los paréntesis:

: _ 20 —2a + 3a* + 30 — 4

a?—1
reduciendo los términos semejantes, resulta:
o :
_ bu?—3a
02— 1

que es la suma buscada.

Resta de fracciones algebraicas

74. Definicion. — Se llama diferencia entre dos frac-
ciones algebraicas, llamadas munuendo y sustraendo, a
otra fraccién algebraica, tal, que sumada al sustraendo
dé una suma igual al minuendo.

Es decir:
a a ¢ A c + a a
s ot s T8 e Sl (A — — —_—
m n § D QtRRKE Que {7 (] m

75. Procedimientos para hallar la diferencia de
dos fracciones algebraicas.

Las fracciones dadas pueden tener el mismo o distinto
denominador,



- .’ :
1° RESTAR FRACCIONES DE IGUAL DENOMINADOR. — Sea
hallar la diferencia: 3

s eh
m _ m
Por lo estudiado en segundo ano, sabemos que:
R
“m - Tm —m
luego: a b a —b
™ m m ' m

y por definicién, (71, 1), de suma de fracciones:
a b vad(=D)

m m n
y por la convencion (11):

@ b a—0b
m m m

de donde se deduce la siguiente:

RicLA PRACTICA. — Para restar dos fracciones algebrai-
cas de igual denominador, se restan los numeradores, 0b-
teniéndose asi el numerador de la diferencia, dejando co-

mo denominador el mismo.
Ejemplo: Efectuar la resta:
Ha 3a
2 2
Aplicando la regla préictica anterior, se obtiene:
5a 3a 5a — 3a
B TOh
2a .

\

4 2
y simplificando: = _Z_




00 =

76. 2° RESTAR FRACCIONES DE DISTINTO DENOMINADOR
Sea hallar la diferencia:

“« b
mT n

m
Por lo mismo que en el easo anterior, se tiene:

a b a — b
mTw T m TR

Efectuando la suma del segundo miembro por cualquie-
ra de los dos procedimientos estudiados, por ejemplo, el
primero,. (72) :

a b  an-4(—bm)
m n mn
. [ b an—bm
0 bien: S
m n mn
luego:

REGLA prRACTICA. — Para restar dos fracciones algebrai-
éas de distinto denominador, se reducen a comun denomi-
nador, o al mintmo comin denominador, y luego se pro-
cede como en cl caso anterior.

Ejemplo:. Efectuar la resta:

a—1
4 ¢
Reduciendo al’minimo comtin denominador :
a+2 a—1 _ 2(a+2)_‘3(a — 1)
6 4 12 12
aplicando la regla préctica anterior:
_2@+2—3@—10

12

a

2
e




i S o e B ot s i Pt S 2 e i

00 =

efectuando los productos:
20 +4—3a+ 3
7 12
reduciendo los términos semejantes, resulta:
s g ik
12
que es la diferencia buscada.
Otro ejemplo: Efectuar la resta:
a—1 i A
2a*— Ga* a* —9

CALCULOS AUXILIARES
2a® + 6a® = 2a%(a 4+ 3)

a*—9 =(a+3)(@a—3) ‘
m.c.m. _ 2a*(a+3)(a—3) __

WFeE 2 tn
m.c.m. __ 2a*(a+3)(a—3) — 942
FLg T o) (B

CALCULOS DEFINITIVOS

Aplicando la regla préctica:
a a (a—3)(a—1)—2a.a

26+ 6a- a—9  2a'(a+3)(@a—3)
efectuando los productos del numerador’:
_ it g 32
T 2a2(a+43)(a~—3)
y ordenando el numerador resulta:
_ —2¢®4-a*—4a+3
" 2a2(a+ 3) (a —3)

m. c.m. = 2a*(a -+ 3) (a —3)



Multiplicacion de fracciones algebraicas

77. Defmicion. — El producto de varias fracciones
algebraicas, llamadas factores, es otra fraceién algebrai-
ca, cuyo numerador es el producto de los diversos nume-
radores, y cuyo denominador es el producto de los diver-
sos denominadores.

]

Es decir: ! ! ! ! g___a_g_m
bl m b.d.n

Ejemplo: Efectunar el producto:
13a% s ah* i 8hE
BRE R
Por la definicion, se tiene:

3_a." ab® S_bs éa,‘ . ab® . 8b?

AW N6 Ngt T 4.6 a
al efectuar todas las simplificaciones posibles, queda:

__a’.a
b

as
=%
que es el producto buscado.

0 bien :

Otro ejemplo: Efectuar el producto:
a-+Db a® — 2ab + a?
a? —b* am - bm
Por la definicién se tiene:

a,2—2ab-|—b2_(a+b)(a3—2ab+b2)
am+bm —  (a*—Db?) (am —+ bm)

(1)
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Déscompomendo los paréntesis en sus factores primos:
a®—2ab + b2 =(a—b)*
a*—b>=(a+0b)(b—a)
am -+ bm = (¢ 4 b)m

y reemplazando estos valores en (1): ‘

ae+b a*—2ab + b* (a-+0){a-—b)2
a® —b? am+bm  (a+Db)(a—Db)(a+b)m
a—10b

simplificando queda: == (—J?b—);lt_

que es el producto buscado.

Division de fracciones algebraicas

78. Definicion. — Se llama cociente de dos fracciones
algebraicas, llamadas dividendo y divisor, a otra fraceién
algebraica, tal, que multiplicada por el divisor dé un
producto igual al dividendo.

Es decir:
a b c L ¢ b a
=B et~ HICMPre ques = je—tre —
m n P P on m

79. Regla practica para hallar el cociente. — Puara
hallar el cociente de dos fraceiones algebraicas se multi-
plica el dividendo por el divisor invertido. '

" Esta regla se deduce de la simple consideracion de que

las fracciones algebraicas son niimeros racionales, y que
de esa manera halldbamos el cociente en segundo afio al
estudiar los néimeros racionales.
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Ejemplos:
& oy 9ab 6a
10 Efectuar lu division: Icd | e

. 15
Aplicando la regla practica anterlor:

-9ab 6&_ Yab .2_0
Ted  Fc— 1@ 6a

e . 9ab 2
: " 4ced . 6a

; Sz 30

y simplificando, queda: = i

2!  Efectuar lu division:

3a+_?i)_' 2a -+ 2D

dc . ° 6¢2
Se tiene:
3a + 3b .2a—l—2{)_3a+3bx 6c>
4dc P eE. o A 2a + 2b
_(3a + 3b)6¢*
([ = 4c(2a I 2b)
% 3 __3(a+b)6c*
factoreando: e T e AT
9e¢

y simplificando: =7
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EJERCICIOS:
Efectuar las siguientes sumas:

- s B AU U

4 3 5
2a—b a-+b
224, T+T
40 —3 Tz 4+ 1 3z
e vt e

a a 3a
S a+1 +1—a+a’—1
a a—b
a—b + b—a

227.

Efectuar las siguientes restas:

3a 4a
228, % T &

b5a 2a
229. T

4m—1 6z — 2
e 2w - . - 3%

az —a ax + a
g B!

4 3——- %
282, 24 : 2a + 1 al a

at—a a—1

Efectuar las siguientes ' operaciones:

a* a a 1
5 e S s
3
034, a W a

@ —1 TR O

m? m m
235. m’—-1+ e o R e —

41z
60
13a + Ii
20
139z —8

a4+ 1
a' + 2a
a*—1

3m*
m*—1
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Efectuar las siguientes multiplicaciones:
; 6a 10 3 9
B 7o, e 2 i
a5 5 a’ 20 R 5a
6a? 2ab? 2ac 4
8P e WS e £
2b 3¢ a’h? LS
3a*be 10ab?e 2ab
238, —— — =
k S5abc? 3abe Hote
239 2+ 2z '—1 ¥ — 4z + 4 z(z +1)(z— 2)
(@ —1)? z—2 z+2 3 z—1
az + z* 2bx — c2? z
240, -
2b —cx (a4 z)? " a4z
P8
BEfectuar las siguientes . divisiones:
oqr. 300 . 8P . 204 @it 2ay
£ 51"y i 101‘1[’ § e d 22 3p?
197 4
22 (@4l STLUIAE Y o2
oo 4 4 S |
244 ab—bz ac—cx ;_ L& b
3 e+ m a+m S s o
245. (l_a—b a+b Ak wosib:
a+b = " a+4+b



CAPITULO XII

PROGRAMA XII. — Ecuaciones de primer graco con una incognita. —
Igualdades: Identidades y ecuaciones,. Ecuaciones enteras, fraccio-
narias e irracionales. Ejemplos. Ecuaciones equivalentes. 8i a am-
bos miembros de una ecuacién se les suma un mismo nimero o
una misma expresién entera, se obtiene una ecuacifn equivalente:
Trasposicién de términos. Si a ambos mlembros de una ecuacion
se multiplican o dividen por -un mismo nimero distinto de cero,
se obtiene una ecuacién equivalente: Pasaje de factores o diviso-
res numéricos de un -miembro a otro. Eecuaciones enteras de
pnmer grado con una incégnita. Resolucién de las mismas. Ecua-
ciones fraccionarias: Supresién de denominadores. Si se multi-
plican los. dos miembros de una ecuacién por una expresién entera,
se obtiene una ecuacién con las mismas raices que la dada, pero
que puede admitir, ademds, nuevas rafces. Ecuaciones fracciona-
rias de primer grado, Resolucién de las mismas.

Ecuaciones de primer grado con una incdgnita

80. Igualdades. — Se llama igualdad, a la expresion
que resulta al unir con el signo igual a dos expresiones
de igual valor, aunque de distinta forma.

Ejemplos: 5—7=_15§+1

(e+b)(a—Db)=0a*—10b*
a4 2ab 4 b2 =(a -} b)?

Primer miembro es la parte .que estd a la izquierda del
signo =, y segundo miembro la parte que estd a la de-
recha.

Las igualdades comprenden a las identidades y a las
ecuaciones. -

81. Identidades. — Se llama identidad a toda igual-
dad que se verifica para tedos los valores de las letras
que en ella figuran. /

anl o
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Para indicar una identidad, en lugar del signo =, se
emplea el signo = llamado de identidad.

Ejemplos : (@ —b)m = am — bm
a? + 2ab + b = (a + b)?
82, Ecuaciones. — Se llamd ccuacion a toda igual-

dad que sélo se verifica para algumos valores de las le-
tras que en ella figuran,

Estas letras se llaman incégnitas, y sus valores espe-
ciales son las raices de la ecuacidn.
Ejemplos: 424 2=6x—4 ; la raiz es 3.

z? + 2x = 8 ; las raices son 2 y — 4.

83. Clasificacion de las ecuaciones. — Las ecuacio-
nes pueden ser enteras, fraccionarios o wrracionales.
84. Ecuacion entera.

Una ecuacion es entera, cuan-
do ninguna de las incognitas figura como denominador.

Ejemplos:
g + 32z = bz
Y2 =16 = 0
85. Ecuacion fraccionaria. — Una ecuacién es frac-

cionarie, cuando .una -o vyarias ineégnitas figuran como.
denominadores.

- 1 1 I bx + ay

E em 10: —_ — NS et S b Sl 4

Jemp = - —i: - 3

86. Ecuacion irracional. — Una ecuacién es irracio-

nal, cuando algunas de sus incOgnitas estan afectadas por
el signo radical.



— 108 —

Ejemplo: V?—}- y=2y—3

87. Ecuaciones equivalentes. — Dos ecuaciones son
equivalentes, cuando toda raiz de la primera es raiz de
la segunda ecuacién, y toda raiz de la segunda es raiz
de la primer ecuacion.

Ejemplo:

z4+2=5H s r=38

ecuaciones equivalentes
20 —8=1—z ; =3 ¥

88. CorovLARIO. — St una ecuacidn es equivalente a
otra, y ésta es equivalente a una tercera, la primera es
equivalente a la tercera.

89. NoraciON. — El primer miembro de una ecuacion
de incégnita x lo representamos por A(z), y el segundo
miembro por B(z), asi

A(z)=B(z)

es una ecuacién que se lee A de « igual.a B de z.
Para expresar que @ es una raiz de la ecuacién ante-
rior, escribiremos :
A(a)=B(a)

lo que se lee: A de ¢ igual B de a.

OBSERVACION. — En una ecuacién uno de los dos miem-
bros, por lo menos, debe contener a la incégnita, que re-
presentamos por 4(z) o B(z), respectivamente, aiin en
el. caso en que uno de ellos no contuviese a =z,
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Propiedades de las ecuaciones

90. TrorEmA I. — Si a ambos miembros de una ecua-
Cion se les suma un mismo nimero, se obtiene una ecua-
cion equivalente.

A(x)= B(z), ecuacion; n numero dado.
; A(z)+n=B(z)+ n ecuacién obfenida.
A(z)+n=B(z)+n
A(2)= B(x)

.Las ecuaciones dadas seran equivalentes cuando toda
raiz de la primera sea raiz de la segunda y reciproca-
mente.

ecuaciones equivalentes.

1?) Sea z = a una raiz de la primera ecuacién;. en-
tonces, por definicién de raiz, (82), se obtiene la iden-
tidad :

A(a)=B(a)
escribamos : n=n
sumando : A(a)+n=B(a)+ n

expresién que por (89), nos dice que z = « es raiz de
la segunda ecuacién,

.29) Siz = b es una raiz de la segunda ecuacién, por
definicién de raiz se tendra la.identidad :

AD)+n=B(b)+ n

eseribamos : n=mn

restando: A(b)+n—an=B(b)+n—n
o bien: ; A(b)= B(b)
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expresion que nos dice, ‘por (89), que 2 = b es una raiz
de la primera eenacién, luego las ecuaciones:
A(z)= B(=)
y A(z)+n=B(z)+ n
son equivalentes.

91. TworEMA II. — Si @ ambos miembros de una ecua-
cion se les suma una misma expresion entera, se obtiene
une ecuacion equivalente.

4 (x)=B(x) ecuacion dada; N(x) expresion entera dada.
;A(m)—{— N(z)= B(z)+ N(z) exuacién obtemida.
A(x)+ N(z)= B(z)+ N(z) (1) Jecuaciones equi-
A(x)= B(z) (2) \  wvalentes.
12) Toda raiz de (1) es raiz de (2).

Si z =a es una raiz'de (1), por definicién de raiz se
tendra :

A(@)=B(a) (3
Reemplazando en N(z) el valor a, resulta N(a), o bien:
~ N(a)=N(a) (4)

Sumando ordenadamente (3) y (4), se obtiene:
A(a)+ N(a)=B(a)+ N(a) '
expresion.que nos dice, (89), que z = a es raiz de la
ecuacion (2).
2?) Toda raiz de (2) es raiz de (1).

Si z=1> es una raiz de (2), por definicion de raiz se
tendra :

A(b)+ N(b)=B(b)-- N(b) (9)
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Reemplazando en N (xz) el valor b, resulta N(b), o bien:
_ N(b)=N(b) (6)
Restando ordenadamente (5) y (6), se obtiene:
A(b)+ N(D)—N(b)=B(b)+ N(b)— N(b)
o bien: A(b)= B(b)

expresion que nos dice que x = b es raiz de la ecua-
cion (1).

92. Trasposicion de términos. — CoroLario. — Todo
término de una ecuacion puede pasar de wn miembro a
otro con tal de que cambie su signo.

En efecto, equivale a sumar o restar a ambos miem-
bros de la ecuacién el término dado.

Ejemplo: Sea la ecnacion
-12— = 20 +T; . ; x =4

El término 2z, afectado por cl signo -+, lo podemos
trasponer al primer miembro, afectindolo ¢on el signo et
resultando:

3x —

T 7
w—g—2e=75 5 &L=4

-

ecnacion que es equivalente a la dada.
e | : :
El término — ; afectado por el signo —, lo pode:
mos trasportar al, segundo miembro, afectindolo-con el
signo | , resultando:

N k]
31‘:—2-:1,’-}-—0——{-—2— S pi==id

que es una ecuacién equivalente a la dada.
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93. TeoreMA IIL. — Si ambos miembros de una ecua-
cion se multiplican por un mismo nimero, distinto de
cero, se obtiene una ecuacion equivalente.

o Az =Blz) ecuaéio’n dada; n=0;
| A(z).n = B(z).n ecuacion obtenida.
{A(z)= B(x) (1] |

ecuaciones equivalentes.

A(z).n=B(z).n (2) |
1° Toda raiz de (1) es raiz de (2).

Si = @ es una raiz de (1), por definicién de raiz se
tendra:
A(a)= B(u)

eseribamos: n=mn

multiplicando:  A(a).n=B(a).n

expresion que nos dice que x=a es raiz de la ecua-
cién (2).

2 Toda raiz de (2) es raiz de (1).
Si 2 = b es una raiz de (2), se tendra: .
A(b).n=B(b).n

eseribamos: n=mn

A).n _ ii(b).n
o T i

dividiendo:

y simplificando, queda:
LA(b)= B(b)

expresién que nos dice que z = b es una raiz de- (1).
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94. TroreMa 1V. — Si ambos miembros de una €cud-
ciém se dividen por un mismo numero, distinto de cero, se
obtiene una ecuacion equivalente.

‘A(x) — B(z) eccuacién dada 5 M + 0

- \ :
)A—(m—) = f—(f) ecnacion obtewida.

n n

I Aley = Blr) (1) _

T Alz) B(x) ecuaciones equivalentes.
e D (2)

19) Toda rviz de (1) es raiz de (2).
Si r = a es una raiz de (1), se tendra :

A(a)= B(a)

eseribamos : n=m
dividiendo : 4 (@) — E_(l_'.)
n n

expresién que nos dice que T =0 €8 raiz de la ecua-
ciom (2).

99)  Toda raiz de (2) es raiz de (1).
Qi #—b es una raiz de (2), se tendra

AQ) _ B®
e
eseribamos : n=n
multiplicando: - A (0) B )
W Ry
y simplificando: A(b)= B(D)

expresion que nos dice, que = b es raiz de (1).
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95. Pasaje de factores o divisores numéricos de un
miembro a otro. — CoROLARIO. — Todo nimero que esté
en un miembro como factor o como divisor, puede pasar
al otro miembro como divisor o como factor, respecliva-
mente. -

En efecto, equivale a multiplicar o dividir ambos miem-
bros de la ecuacion por el nimero dado.

“Ejemplo: Sea la ecuacién:
5x + 6
2

El ntimero 2, que estd como divisor, lo podemos pasar

al segundo miembro como factor, resultando:
52 4+6=(3x—12)3.2 - ; z=6
que es una ecuacién equivalente a la dada.

Analogamente, el ntimero 3, que estd como factor lo
jpodemos pasar como divisor del primer miembro:

5z 1 6
N T SR v
3
que es una ecuacién equivalente -a la dada.

96. Grado de una ecuacion. — Una ecunacion es de
primer grado cuando, después de suprimidos los denomi-
nadores y reducidos los términos semejantes, el expo-

nente de la incognita es 1.

= (32— 12)3 Ak

Ejemplos :
5.’1}*—' 7 promg 4.’1: i
_ ecuaciones de 1¢* grado.
ax+b=0 .

Una ecuacién es de segundo grado cuando, después de
suprimidos los denominadores y reducidos los términos
semejantes, el exponente de la incognita es 2:
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Ejemplos:
522 — 25 —=4 L
i ecuaciones de 2¢ grado
az®+bxr+c¢c=0

Ecuaciones enteras de primer grado con una incognita

.
97. Resolucion de una ecuacion. — Resolver una
ecitacion, es hallar el valor de la incognita.
Sea resolver la ecuacion -
P

e
R P i e 3 + (1

Hallemos el minimo comin miiltiplo de los denomina-
dores: ;

| &

m.c.m 3y2 =6
Multiplicando ambos miembros de la ecuacion (1) por
6, resulta:
o RN SRR P, T
3.—$.)-~}-l()—2.——3.+ 6
y simplificando:
e —br+42=3z—2zx+ 6
acuacién que es equivalente a la dada en virtud del ‘teo-
rema (93).
Transpongamos todos los términos que contienen inedg-
nitas al primer miembro y los términos numeéricos al

segundo, quienes segun el corolario (92), deberin cam
biar de signo al pasar de un miembro a otro:

4r—6x—3z 4+ 20 = 6—42 (2)

ecuacién que es equivalente a la dada.
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Réduciendo los términos semejantes de la ecuacién (2)

resulta: ;
L3 =:-—306

Multiplicando ambos miembros por — 1, por el teore-
ma (93), se obtiene la ecuacién:

3r =236
que es equivalente a las anteriores.

Pasando el coeficiente 3 al segundo miembro como di-
visor, (95), resulta: :

=8
N
y efectuando:
| z=12 "

que es la raiz de la ecuacién dada.
De todo lo que antecede se deduce la siguiente:

REGLA PRACTICA. — Para resolver una ecuacion entera
de primer grado con una incégnita, se procede asi:

1%, se halla el m. c. m. de los denomanadores;

2, se multiplican todos los términos de la ecuacion por
el m. c. m. hallado y se simplifica;

39, se efectiian las swmas algebraicas indicadas;

4%, el coeficiente de la incognita se pasa como divisor
del oiro miembro.

-El valor de la incignite de la dllima ecuacion es la raiz
de la ecuacién dada.

Si después de efectuar las swmas algebraicas ambos
miembros aparecen afectados por el signo menos, a los dos
se les cambia el signo.
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1° " Ejemplos: Resolver la ecuacidn:
dr 6 -2
P g e
Se tiene, aplicando la regla préactica anterior:
m. c.om, (9, 15y 3y =15
multiplicando ambos miembros por 15:

dx 6 2% :
L. 15—-{-"5 .15-—-‘1—5.15_—_'—?; 154 3.15
simplificando: 15z + 122 — 6 = 10z 4 43
trasponiendo las ineégnitas al primer miembro y los da-
tos al segundo:

160 +- 122 — 102 =45+ 6

|

efectuando las sumas indicadas: Y
172 =51

>

pasando el coeficiente 17 como divisor del segundo
miembro:

_ 5l
ST
ide donde: ' =3 ,
COMPROBACION. — Para comprobar que el valor de la

inebgnita estd bien hallado, se reemplaza en la ecuacion
dada @ por su valor hallado y se efectiian las operacio-
nes indicadas. Si se obtiene una igualdad, la raiz de la
ecunacion es el valor hallado.
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En el ejemplo dltimo se tiene:

£:3 056" 3
e T el e :

5=5

como 5 =15 es una igualdad, el valor 3 es la raiz de la
ecuaciéon dada. -

2° Resolver la ecuacion:
b — 2_w——8=m+ 14_6
3 4 2
Se tiene: m.c.m (3, 4y 2)=12
multiplicando ambos miembros por 12:

12(53:—2)‘ 12(9:—8) 12 (x4 14)
3 i -——-12 6

simplificando :
450 —2)—3(z—8)=6(z114)—12.6
efectuando los productos indicados:,
20z — 8 — 3z 4 24 = 6z -84 — 72
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{rasponiendo :
20x — 3x — 6r—84—T7248—24
efectuando: N =—4

de donde:

que es la raiz buscada

Ecuaciones fraccionarias

98. 'TeokEMA. — Si s¢ multiplican los dos miembros

de wna ecuacion por una crpresion cnlerd, se obtiene una

ccuacion con las mismas raices que lu dada, pero que pue-
de admitiv, ademds. nuevas raices.
Alxe) = Bla) (1), eenacion dadw; Nix) expresion entera;
Al®) . N») == B(z) . Nx) (2), ecuacion obtenida.

{ 1¢ Toda raiz de (1) es ruiz de (2);
| 22 Toda raiz de (2) no siempre €s raiz de (1N

P
1¢) Zoda raiz de (1) es raiz de (2).
Si z = a es'raiz de (1), se tendra:
A(a)= B(a) (3)
Reemplazando en N(x) el valor o = «, resulta N(a),
o bien: N(a)= N (a) (4)
Multiplicando ordenadamente la (3) y la (4), resulta:
A(a).N(a)= B(a).N(a)
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expresién que nos dice que r =ua es raiz de la etua-

cion (2).

2°) Toda raiz de (2) mo siempre es raiz de (1).

La ecuacién (2): A(x) . N(x) = B(x) . N(x)
puede escribirse asi, (92) :

A(z). N(x)— B(x).N(z)=0

y sacando el factor comiun N (z), resulia:

[A(z)—B(z)] N(z)=0
ecuacion que se verifica para los valores de z para los
cuales sea:

A (zf—iB(2)=\0", es'decir: A(z)= B(z)-
v también :
N(z)=0

pues para que el produeto sea cero, uno o los dos factores
deberan ser cero.

Luego la ecuacion (2) admite, ademas de las raices de
la (1), las raices de N(z)=0, que no siempre son raices
de (1). Estos valores constituyen soluciones extrafias de
la ecuacion dada.

Ejemplo: Sea la ecuacion: 2°=9
cuyas raices son 3 y — 3.

Multiplicando ambos miembros por z —2, obtenemos

\ 22(z—2)=9(z—2)

ccuacién dada, pero que admite, ademas, una raiz extra-

na + 2. - 4

OBSERVACION. — Segtin los casos, al multiplicar ambos
miembros de una ecuacién por una expresion entera, ga-
naremos o perderemos raices,

,"'E
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99. Supresion de denominadores. — El teorema an-
terior nos permite suprimir los denominadores de una
ecuacién fraceionaria, pues basta multiplicar por el mi-
nimo comin multiplo de los denominadores.

Sea suprimmir los denominadores de la ecuacion -

r—2 3
z+2 b
Se tiene: m. c. m. ((@2+2) y5) = 5(x—+ 2)

multiplicando ambos miembros de la ecuacién por

5(z+2):

o'— 2

=+

y simplifieando: 5(z—2)=3(z + 2)

B e+2== .5x+2)

no
ot e

ecuacion que, por el teorema anterior, tiene las mismas
raices, por lo menos, que la ecuacién dada.

Resolucion de las ecuaciones fraccionarias de primer grado

100. Sea resolver la ecunacion :
4+ 3 e i )
2+6x+9 x+3 =43
Se tiene: 22+ 6+ 9 =(x+3)*
luego la ecuacion es:
o o e . ¢
(@+3 z+3 =x+3

m. ¢. m. de los denom. =(z + 3)2
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Multiplicando ambos miembros por (z 4+ 3)2, .(98)4

4z 43 it <
o @A — o eI = o @y
yéimplificando: 4r4+3—6(z+3)=z+3
o bien: 4r 3 —6x—18 =g 3
rasponiendo : 4z —6r —r—3418—3

reduciendo los términos semejantes:

— 3z =18
de donde se-deduce:
18
afiples =
o .bien:
£=——6

que es la raiz de la ecuacién dada.

CoMPROBACION. — Reemplazando el valor 2 = —6 en
la ecuacién dada. resulta:
4(—06)+ 3 6 )

E6r+e6(—e)+9 —6+3 —€+3
efectuando los productos indicados
o L R A e e Sy
36—30+9 —64+3F —643
efectuando las sumas algebraicas:
' —31. 6 !

9 g~




s 1 B

il 7 ! :
simplificando: —3gt2=— 5 efectuando:

multiplicando ambos miembros por 3: trasponiendq:
S R T R

o bien:
—1=—1

Como — 1=
raiz de la ecuacién dada.
De donde se deduce la siguiente:

Reaua PRACTICA. — Para resolver una ecuacion fraccio-
naria de primer grado, se procede asi:

1%, Se halla el m. ¢. m. de los denommadores

2, Se multiplican ambos miembros de la ecuacién por
el m. ¢. m. hallado;

3%, Se hacen todas las simplificaciones posibles ;

4°, Ne resuelve la ecuacion enlera obtemida;

5?, Se werificon las raices obtemidas, desechindose las
que no verifiquen a la ecuacion dada.

Ejemplo: Resolver la ecnacién:

x—4 8x—3b 3ac+4.
8 7ac—40 24

Aplicando la regla préctica anterior, se”tiene.
m. ¢. m. |8, (Tx — 40), 24] = (T — 40)24

multiplicando ambos miembros de la eeuacién
(Tr —40)24:,

“ . (T— 4024+ 3: jg (T 40)24_%.‘#40)24
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simplificando, queda:
(r—4) (T2 —40)3 4 (82 —35)24 =(3z 4 4) (Tx —40)
efectuando los productos indicados :
214% — 204z -+ 480 4 192z — 840 = 2122 — 92z — 160

trasponiendo las incognitas al primer miembro y los da-
tos al segundo:

2122 — 204z + 1922 — 212® 4 922 = — 160 — 480 + 840

reduciendo los términos semejantes :

80z = 200
200
de donde: ® = o5
A : S 5]
o bien, simplificando : z=-3 l

que es la raiz de la ecuacién dada.

EJERCICIOS

Resolver las siguientes ecuaciones enteras:

246. 5z + 50 — 4 z + 56 R:l =6
247, 18z — 111 = Tx-— 70 n =19
248. 13z — 2(3z — 5) = 59 R — §
249, (v + 65)* — 140 = (x — 9)* Rt
250. T(zx — 8) = 9(z + 1) — 34 R
251. %'4-4:9 I -2
252. X _ 3= v =8

> n
A
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253, 15z+g'-v+47=0 R:z = — 3
3 .
X %
254.z+?+_—6=11 ] o =
TR O , z =38
4 6
ogg, 12— 11, ;s s
e 3 21
z—1T r—2 z—8 x—29
BB L B i S e e = 32
5 15 6 3 A
3z 0,25z z
QRGN 1l e 42 — — 0,01 = 0
8 0,4 e bd 0,8 e
, T = 243466
= =512
259..1:+§z_.__2::4__5Jr he , z=123
5 3
Resolver las siguientes ecuaciones fraceionarias:
2
260. »}) + 8§ = 13 g z=*#
1. X pa=o h T =—8
z
262.7——40:15 Y
z
5z — 5
263. S0l - —
CR] X n T 4
1 3 3 28
264. s DRSS e =
[T T 2z 23 n 8
8 2 9
265. 7 -+ T = R0 ke =14
3 3 ') 1
06H. | e e e A =
b I Fex T2 Uit
3z —17 3z — 14
) S T e = et SR o) ¥ p L
7. TiT T w—1 s
1 1 1 <
268. = =X —_ —
=R 1+z 1—=2 BT S



272,

273.
274.

275.

276.

277

278.

279.

z x

e T L
6.+ 4

7 = 4 1

a(z + b) = bla — z) — (a + b))z

aa:-—b_ az
5= aEh
¢ b
=g
a b

b a—z
1 1 =y a—-_b-
z—a . &—0b & —ab
z—1 1—z
iFa—p - i=a¥s T2

22
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CAPITULO XIIl

PROGRAMA XII1.— Problemas de primer grado con una incognit+, — Plan.-
teo, resolucién de la ecuacién obtenida e interpretacién o discu-
si6n del resultado. Ejercicios. Divisién de un segmento en otros
dos aditivos o sustantivos, que estén en una razén dada. Dis-
cusién del resultado.

Problemas de primer grado con una incdgnita

101. Nociones previas.—Se llama proposicién, a to-
do juicio que contiene la afirmacién de un hecho, de un
prinecipio, de una conveneién, de una verdad o de una
cuestion a resolver.

Se llama problema a la proposicion en la cual se trata
de determinar uno o varios entes que guardan con otros
relaciones determinadas, que la propesicion misma sefiala.

La frasé que expresa un problema se llama enunciado;
los entes conocidos que figuran en el enunciado se llaman
datos, y aquellos otros que hay que determinar se llaman
ineognitas.

Todo ente o grupo de entes que satisfacen a todas las
condiciones que el enunciado del problema impone a las
inedgnitas, se llama solucién del problema.

Cuando un problema tiene un ntimero finito de solu-
ciones, se le llama determinado; en caso contrario es in-
determinado. 3

Un problema es imposible. enando no tiene ninguna
solucion.

Se llama resolucion de un problema, al conjunto de
operaciones y procedimientos que permite, partiendo de
los datos, obtener Jas incégnitas.
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Lia resolucion de un problema comprende tres partes:

12, Planteo, yue consiste en expresar por medio de
ecuaciones todas las relaciones que el enunciado indica
entre los datos y las inepgnitas;

22, Resolucidn de las ecuaciones obtenidas;
32, BPiscusidn o interpretacién concreta de los resulta-
dos numéricos obtenidos.

Un problema es de primer grado con una incognita, si
asi lo es la ecuacién que lo resuelve.

102. _Algebra. — El Algebra es la ciencia que tiene
por objeto el estudio y resolucién de las ecuaciones.

103. Regla general para el planteo de los problemas.

Se representan las incégmitas por las ultimas letras del
abecedario: X, y, z. t, ... y se efectiian, con la ayuda de
estas incggnitas, todas las operaciones que habria que ha-
cer para verificar st cumplen las condiciones del enuncia:
do. Esta verificacion nos conduce ¢ una o varias ecua-
ciones, las que resueltas mos dan las soluciones del pro-
blema.

104. Problemas. — 12 El duplo de un numero dis-
minuido en 5 es igual al mismo.nimero aumentado en 7.
Hdllar el mimero.

PrANTEO. — Sea z el ntimero buscado; entonces el du-
plo es 2z. El duplo disminuido en 5 es 2z —35, y el ni-

mero aumentado en 7 es -+ 7, y como estos resultados
deben ser iguales, se obtiene la ecunacion:

22 —5=2+T1T.

— A
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ResoLucioN, — Resolvamos la ceuacion obtenida apli-
cando la regla (97):
2 —5=a-}T (1)
dr—a =T+
o bien; r—12 "

/El ntimero buscado es 12.

Discusion. —. Bl ntimero buscado es 12, pues su duplo

es 24 y restindole 7 da 19, o sea el nimero 12 mas 7.

20 Un padre tiene 35 aitos iy st hijo tiene 3. ¢Dentro
de cudntos afios la edad del padre serd cinco veces la del
(hijo?

PLANTEO. — Adfios que transeurrirdn: ;

El padre tendra después de anos: 35 - z;

Bl hijo tendra después de z anos: 3} z;

Pero entonces la edad del padre serd cinco veces la
del hijo, luego: (3 -+ )5 = 35 + @.

- ResoLucion. — Resolvamos la ecuacion obtenida:
(3+2)5=3+¢z '
15} bx=38b-}+=
50 —2=3—=15
4z = 20
_ 20

W,
rz=25

Deben {ranscurrir 5 afnios,
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DiscustON. — Deben transcurrir 5 aios, pues enton-
ces el padre tendra 40 anos, y el hijo 8, siendo 40 el
quintuplo_de 8.

3° Se ha cortado de una barra de hiefro trozos iguales a
% ; _;T Y % de su longitud, y ain quedan 24 ecm. Cal-
cular lg longitud de la barra.

PrANTEO. — Longitud de la barra: =z cm.;

Primer trozo cortado:

Segundo.-trozo cortado:

o8 e wla

Tereer trozo cortado:

La suma de las longitudes de los trozos cortados mis
los 24 em. que quedaron, debe ser “igual a la longitnd
de la barra, luego;

EX + i -+ 5 + 2=
ResorLucioN. — Resolviendo la ecuacién obtenida:

R TR

m. c. m. (3, 4y6)_.1"
4z - 3x 4 2z |—288:12r
9z — 127 = — 288 |
— 3x = — 288
— 288
—3

=&

|
I x=96:em. '

La barra mide 96 centimetros,
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Discusion. —- La barra mide 96 cm., pues su tercio,
cuarto y .sexto son, respectivamente, g,cm, 24 cm. y
16 em.. y sumando estas cantidades y los 24 cm. que
quedaron, resulta 96 em.

4> Un zorro perseguido por un lebrel lleva 50 saltos
de ventaja. El zorro da 4 saltos mientras que el lebrel
da 3, pero 2 saltos del lebrel valen como 3 del zorro.
¢ Cnwantos saltos dard el lebrel pare alcanzar al zorro?

Pranteo. — La distancia que debe recorrer el lebrel es
la misma que la que recorre el zorro. Como las unidades
de medida, los saltos del lebrel y los del zorro, son distin-
tas, previamente las reducciones a la misma unidad, los
saltos del lebrel, por ejemplo.

Sea z el ntmero de saltos del lébrel.
Como 3 saltos del zorro equivalen a 2 saltos del lebrel,

2
un salto del zorro equivale a = de salto del lebrel, y los

. 2 100
50 saltos que lleva de ventaja equivalen a 50 X T="3

de saltos del lebrel.

Si mientras el lebrel da 3 saltos el zorro da 4, por cada

LA 4= 8
salto del lebrel el zorro da 3 de salto, luego 3 X N

de salto del lebrel es lo que avanza el zorro.
El lebrel tiene que dar z saltos mientras que el zorro

8x u :
avanza o, pero el ntimero de saltos del lebrel es igual

a la ventaja que lleva el zorro més lo que avanza éste,

juegn: = A —9~ ’
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ResOLUCION. — Resolviendo la ecuacién obtenida:

100 | 8z
e Wi
92 = 300 + 8z
9w — 8z = 300
z =300

E1 lebrel debe dar 300 saltos.

Discusion. — Como el zorro lleva 50 saltos de ventaja
; 2 :
y un salto del zorro equivale a 3~ del salto del lebrel, los

100 a
50 saltos equivalen a 3~ =3333... saltos del lebrel;

al dar el lebrel 3 saltos por cada 4 del zorro, por cada

4
salto del lebrel el zorro da 3, de modo que por cada salto»

; 4 2 8
del lebrel el zorro avanza e ey de salto, y como

8
el lebrel da 300 saltos, avanzara 7 X 300 = 266,66 sal-
“tos, que con los 33,33 ... que lleva de ventaja son los 300.

- 105. Problema.
aditivos o sustractivos, que estén entre si em una razin
dada.

PraNTEO0. — Sea AB =a, (fig. 1), el segmento, y _???
la razén dada. 2

Dividir un segmento en otros dos,

|
|
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Sean los segmentos buscados AM y MB:
AM =r =g MB =a=—7%

1 X m
Entonees, se tendra:  —— = =
RESOLUCION. — Resolviendo la ecuacion obtenida:
L e
ATE AR

wr = m(a—ax)
NL = Mm@ — M
ne -+ mx = ma

(m 4+ n)e =ma

ma (1)

B, =
m -+ n

Queda asi obtenido uno de los dos ségmentos. Para
obtener el otro basta restar el segmento dado y el obte-
nido:

g A m
DiscusioN. — La razén dada - - puede ser:

12, positiva, 0 mayor que cero; 22, negativa, o meno
ue cero; 39, ignal a cero.
-5
m i P .
| T > 0. Dividamos ambos términos del segund:

miembro de (1) por m:




o bien: w

1+l (2)

nm -

m vk % et i P, e
Como B 8 positiva, su inversa. Py también es positi- |

i n 3! e
; va, luego la suma 1+ ;n.—"es positiva y por consigulente

; ™ también lo es, luego z es positivo, encontrandose,

1 — ' ? ; |
g ks v

por lo tanto, en la semirrecta de origen A que contiene

al punto B. ;

Se tiene: I—i—-”%—>1,]ueg0:w= _i_.<“

PR ————

m

es decir: el puntd M pertenece al segmento a. N \

m ; m : : oty
2° - < 0. Siendo — - negativa, su inversa también es
negativa, luego la expresién (2) se convierte en:
2 3
r = A (3)
T et

m

n . C
El valor absolito de _—E podra ser mayor, igual o

ménor que 1.

Si es

— —7;':' > 1, la diferencia 1 — proll negativa,

a aip . 2
Tuego ——— también lo es, es decir, que z es negativo,
n td ?

R g

-
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estando, por lo tanto, en la semirrecta de origen A que
no eontiene al punto B.

Sies| — —
m

. : n
=1, la diferencia 1 — T 8 cero, y

como, no se puede dividir por cero, la expresion

carece de sentido.

Si es

n | . ] n 713
— | < 1, la diferencia 1 — == es positiva,

a e : avp
luego ot positiva, es decir, que = también es po-

) | T
m

sitiva, perteneciendo a la semirrecta de origen A que con-
tiene al punto B. ¢
(11

3 n
BERENE s F s = <1, duegud @ T > 0

. 11—

; m
es deeir: el punto M se encuentra a la derccha de 4 y
es AM > a.
) n . gLy
3 T 0. Para que el cociente sea cero, debera ser

m =0, luego la (1) se convierte en:

To que nos dice que la distancia AM ¢s cero, es decir, que
el punto M es el mismo punto 4.
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106. Resumen. -— Resumiremos la discusion anterior
en el siguiente cuadro sinéptico.

a

m
= >0

14 |

T

m

v n
ja >0, Como 1+ e > lies

% i
Entoncesa— > 0, luego 1 +4- —;—; >0, de dqndc

a

PR
PR

luego el segmento x se encuentra a la dere-

cha de 4 y es menor que . 1

|

|

LA a
Enfonces — < 0, luego == ——-
m e 1 S 1

m

Si >1,¢s‘1-—7—7;<0,lucg0x<0;

n
m

el segmento # se encuentra a la izquierda
de A. ’

Si
n

n n
g =.1,esl——=0,9 como no

se puede dividir por cero, no existe el seg-
mento .
n

n
Si|— — <1,es1~;"~l“-0, luego @ es

| positivo.

0 ! Entonces es m = 0, luego « = 0.
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- PROBLEMAS

280. Hallar tres niGmeros consecutivos cuya suma sea 45.
R: 14, 15 y 16.

281, Hallar un nimero que, sumado con su mitad, dé 21.

R: 14.
282, Buscar un nimero ecuyo duplo aumentado en 12, dé 8.
3 R
-

283. Hallar un ndmero que disminuido en sus dos tercios, la
liferencia sea ignal al quinto del mismo nimero aumentado en 2

. B:1h.

284. [En una reunién de 11 personas se hace una colecta, dando
cada hombre 5 pesos y cada seiiora 2, reuniéndose 30 pesos.
;Lulntos hombres y sefioras hay en la rennion?

R: 22 y 8-
- 30 3

(El problema es imposible, la solucién dada es solueién de la
ecuaecion que resulté del planteo, pero no del problema).

285, Hallar un nimero que sea igual a su mitad, méas su tereio,
mas su sexto, mas 1. R: No hay soluei6n.

286. Hallar un nfunero que seu igual a sn mitad, was su ter-
¢i0, mas fu sexto. R: Todos las ndmeros son solucién.

287. Una persona gana 3000 pesos' al afio. En comer gasta la
mitad, la tercera parte en casa y vestir y la sexta parte en diver-

siones. 3Cudnto ahorra? 3 R =1

288. Dos cargas de ladrillos pesan juntas 4.000 kg. Si se toman
500 kg. de la menor y se agregan a la mayor, ésta pesari 7
veees mis que aquélla. ;Cudl es el -peso de cada earga?

“R: 1000 y 3000 kg.

289. Un nifio tiene 10 docenas de holitas en dos ecajas; una
de ellis contiene 40 bolitas mas que la otra. jCusntas holitas
contiene cada caja? : R: 40 y 80.

290, Cudl es ¢l capital que sumado _zg su G-por ciento da 371 $2
R: 350 §.
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291, El cociente de dos niimeros es 4 y el resto de su division
es 2, Caleular esos nmeros, sabiendo que su diferencia es 38.

Rz -b0 yel2,

292. Un ciclista sale a las-6 de la mafiana con intencion de
volver al mediodia. Ir4 a 15 km. por hora, descansari una hora
y regresard en trem, cuya velocidad es de 50 k. por hora. gA
qué distancia mixima podra alejarse?

R: 57,692 km.

293. Una canilla llena, un depésito en 3 horas y otra en 4 ho-
ras, y una tercera lo vacin en 2 horas. Caleular el tiempo que
tardaré en llenarse abriendo las tres canmillas a un tiempo.

R: 12 horas.

294, Una aleacién de oro y cobre pesa 128 gramos y su-titulo
es de 0,915. jQué cantidad de cobre hay que agregar para que
el tltulo sea de 0,840?

R: 11,429 gr.

295. TUn hombre Ileyaba al mercado un rebano de ovejas; en
el camino le robaron la tercera parte de él y 6 ovejas mas;
después le robaron la mitud de lo que le habhia quedado y 10
ovejas més; le quedaron 2 ovejas. iCuéntas tenia al prineipio?

R: 45 ovejas.

296. Mira ese estanque: de la sierra umbria
Tribute vanle a dar cuatro raudales.
Llenarle puede el uno en todo un dia;
El ofro necesita dos cabales;
El tercero hasta tres;, y todavia
¥l dltimo uno més, quedando iguales.
$i los euatro a la vez libres corrieran,
;Cuanto tiempo en llenarlo ccnsumieran?

I3

R: 11 horas, 31 minutos, 12 segiindos.

297. Un toned conticne 120 litros de vino y 180 lifres de agua;
otro tonel contiene 90 litros de vino y 30 de agua. ;Qué canti-
dad hay que tomar de cada tonel para obtener una mezela de
70 litros de vino y 70 litros de agua

R: 100 del 1¢ y 40 del 29,
298. Hallar la base de un rectingulo cuya altura es 1,2 m..
sabiendo que es equivalente a un tridngulo cuya base mide 4.8

metros y su altura 2,1 m,
R: 42 m.
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299, Hallar el perimetro de un tridngulo equilitero que tie-
ne 9 m. de radio.
R: 46,764 m.

300. Hallar el nimero de lados de un poligono regular cuyo
angulo interior vale ocho quintos de recto.
R: 10.

301. Un silo, de forma cilindrica, tiene 5 m. de radio y debe
contener la cosecha de 20 Ha. a razén de 200 HI. por hectirea.
Hallar la altura del silo.

R: 8522 .m.



CAPITULO XIV

PROGRAMA XIV. — Sistemas de ecuaciones de primer grado con varias in-

cognitas. —Uria ecuacion de primer grado admite infinitas raices.
Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas.
Métodos de sustituei6én, ignalacién y reduccidén.

Resolucién de un sistema de dos ecuaciones literales de primar
grado con dos inedgnitas: Férmulas. Los determinantes de se-

gundo orden como simbolos representativos de las diferencias de los

productos cruzados de sus elementos. Expresién de las férmulas
anteriores por medio de determinantes. Resolucion de sistemas de

.dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas por determi-

nantes,

Sistemas de tres ecuaciones de primer grado con tres incégnitas:
su resolucién por los métodos de sustitucién, igualacién y re-
duceibn.

Resolucién de un sistema de tres ecuaciones literales de primer
grado con tres incégnitas : Férmulas. El determinante de tercer
orden como simbolo representativo de la suma algebraica de los
productos de sus elementos obtenidos de acuerdo con la regla
de Sarris. Expresién de las férmulas anteriores por medio de
determinantes. Resolucién de sistemas de tres ecuaciones de pri-
mer grado con tres incdgnitas por medio ‘de determinantes.

Sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incognitas

107. Una ecuacién de primer grado con varias in-
cognitas admite infinitas raices. — Sea la ecuacion:

2r sy =1

- Resolvamos esta ecuacion de primer grado con dos in-
cégnilas econ relacion a y como si z fuese un numero
conocido, lo que se llama calcular y en funcion de z:

Si

Q= =2
;‘Dando a z valores arbitrarios, tendremos para y:
T =21 . seiiener, Y= 1—-2(—=2)=11
] e R R VR R T R

»

2

W=l Y W g=1g=T
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Sl gie="T o setienesl iy =200 o 1=

Eh] &L= 2 |} 1 3y

Constatamos,” pues, que una ccuacion de primer grado
con dos incognitas, admite infinitas raices.

108. Ecuacién indeterminada. — Una ecuacién es
indeterminade, cuando admite infinitas raices.

En general, toda ecuacién que contiene mas de una
incégnita es indeferminada,

Bjemplos: s—y=6 ; a+3y=2—3

Una ecuacion es determinada, euando tiene una sola

incognita.

109. Sistemas de dos ecuaciones de primer grado
con dos incognitas. — Scan las ecuaciones de primer
“‘grado con dos incognitas:

x4+ 2y=2=8 (1)
St—Yy=23 (2)
Resolviendo ambas ecnaciones con respecto a v, resulta:
8— ' b
y=—3 (3)
Yy =3r—-=-3 (4)

Dando a z valores arbitrarios, tendremos en la (3):



Bt 2 =10, se tenets =

o
8 —1
P L G PR == 9 =35
8§ -2
” x:2" ) 37 y:—2—=5
" 1:3, E] TR y:§——2—_3'“ 2v5

Analogamente, en la (4): -

SI"o=10; se fieng: y=3 X -3 -—==—2
el A= O A,,' e o e B T8 es )
e =g i eiyead S 3L 308
i e e AR T B e i K IR T

S g e TR R T TS e T A T et TG . S Bl o o e LSRC R E RN

Observando ambos cuadros de valores, se coniprueba
que cada una de las ecuaciones dadas admite infinitos
pares de valores para sus incdgnitas, pero que, conjun
tamente, un solo par de valores: m=2; y=73 verifica
a una y a otra ecuacion. : .

Las dos cenaciones dadas constituyen un sistema.

~
110. Definicion. — Se llama sistema de dos ecuacio-
nes con dos incdgnitas, al par de ecuaciones con dos inedg-
nitas que tienen las mismas raices.
Un sistema es determinado, cuando tiene tantas ecua-
ciones como inedgnitas.
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Ejemplo: las dos ecuaciones del parrafo anterior.

El sistema es indeterminado, cuando tiene mas incog-
nitas que ecnaciones,

Un sistema que no admite ninguna solucion se llama
1mposible. ;

Lias raices de las inedgnitas de un sistema se Jlaman
solicion del sistema.

Resolver un sistema es hallar todas sus soluciones, si
las hay, y sl no, demostrar que es imposible.

111. Sistemas equivalentes. — Dos sistemas, tenien-
do las mismas incdgnitas, se llaman equivalentes, euando
tienen las mismas soluciones, es deeir, cuando toda solu-
cién del primero es solucién del segundo, y toda solueién
del segundo es solucién del primero. Asi, se tiene:

AR X et A 0 2
0 0n; &= - —

istema Syl =i solueién ; a iy

: 4 8y =6

Sistema B § ::Syy: 10 : solucion: ¢ =0 "; y=2

Los sistemas A y B son cquivalentes.

112. Propiedades de los sistemas equivalentes. —
Cororarins, — 1. Dos sistemas equiralentes a wun ter-

cero son equiralentes entre si.

Es decir: Si Sist. A = Sist. B SRR A
r ; Sist. = Sist. C
Sist. B Sist. € h

» 11, — Si to ecuacién de un sistema se sustituye por la
ecuacion de un sistema equivalente, se obtiene un sistema
equivalente, : :



i

= A

Resolucion de un sistema de dos ecuaciones de primer grado
T con dos incognitas

113. Para resolver un sistema de dos ecuaciones de
primer grado con dos inebgnitas, podriamos emplear el
método seguido en (109), pero tal procedimiento es largo
y pesado, por lo que emplearemos otros mas breves y.
comodos. ; .

Existen tres métodos generales de resolucién: 12, méto-
do de sustitucién; 22, método de igualacion; 32, método de
reduceion,

Otro método, el de determinantes, lo veremos en este
mismo Capitulo, y en el Capitulo XVI estudiaremos un
métode grafico de resolucion.

114. Método de sustitucién. — Sea el sistema:
( 224+ y=1 (1)
3r4-2y=4 (2)
Resolviendo una de las ceuaciones, por ejemplo, la (1),
respeeto a una de las incdgnitas, por ejemplo y, resulta:

y=1—2z . - (3)
reemplazando este valor de y en la ecuaeion (2) :
3z4+2(1—2x)=4 (4)

Obteniéndose el sistema B:
i y=1—2=% _ (3)
8z - 2(1—2z)=4 (4)

Los sistemas A y B son equivalentes, ( 112), pero la
ceuacion  (4) de B es una ecuacién de primer erado con
una incégnita, que sabemos Tesolver:
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3z +2(1—2z)=4%
3zt+2—4r=4
3r—4r—=4—2
— z=2

multiplicando ambos miembros por —1:

()

z=—2

Sustituyendo este valor, (87), en la (4) de B, resulta
el sistema C, (112): £

f Y= 1—22 (3)
Gttty (5)
~ Sustituyendo el valor (5) en la (3):
y=1—2(—2)
o bien: y—=1-414
‘lnego: \> y=>5 ‘ (6)
resultando asi el sistema D:
r=—2 15
Dhlg=s (6)

Por (112, 1), los sistemas 4, B, C y D son equivalen-
tes, luego A es equivalente a D, es decir: la solucion de
D es solucion de 4, (111).

De todo lo anterior deducimos la siguiente:
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REGLa PRACTICA. — Para.resolver un sistema por el
meétodo de sustitucion se procede asi:

1°, Se resuelve una de las dos ecuaciones respecto a una
meognita;
2, Se reemplaza el valor obtenido en la otra ecuacion;

3%, Se resuelye la ecuacion asi obtenida, resultando el
valor de una de las incognitas;

4°, Se sustituye este walor enm la ecuacion que resulté
segun el paso 1° resultando el valor de la otra incognita.

Ejemplo: Resolver el sistema:

8 50 —8y =19 Sh
Ti—" y=H (2)
Resolviendo la (1) respecto a y:
Hae — 19
PR % - (3)

reemplazando este valor en (2) : 7

simplificando: 2 — \ia—-s-_——l-?- £ 5
sacando el denominador 8:
8z — (b — 19) =40
8z — bz + 19 =40
trasponiendo: 8z — 5z =40—19
. Sp="21

=" (4)
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Sustituyendo este valor en (3):

5X7—19 8 —19 16_,
- 5 TR e Sl

l y=2 (5)

Los valores (4) y (5) constituyen la solucién del siste-
ma dado.

115. Metodo de lgualacmn. — Sea el sistema:
3e—2y=1 (1)
2z 4+ 3y =18 (2)

Resolviendo cada ecuacién respecto a la misma ineég-
mita :

_ 142 %
Cyeans 5,
w =Y 0

Como los primeros miembros son iguales, resulta; per
el caracter transitivo de la igualdad:

142y  18—3y
o et ©)

resultando asi el sistema C':

1

1—|—2y__18-—3y, ;
e (5)

Como la ecuacién (5) es de prlmer grado con una in-
cégnita, resolviéndola, resulta:  © ;
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142y 18—3y

suprimiendo denominadores:
2(1+4 2y)=3(18— 3y)
efectuando:
24y =54 — 9y
trasponiendo:
4y + 9y =54 — 2
18y =562
_ 52
=13
y=+4 (6)
Sustituyendo este valor en la (5) de C, por (112):
1 2
=52 ®
D
=14 A (1)
y snstltuyendo el valor (6) en la (3):
1+2x4
3
=3 : {7
Resultando, finalmente, el sistema:
y=4 6
B (6)
=3 (7)

Por (112) los sistemas 4, B, C, D y E son eqiivalen-
tes, luego A es equivalente a E, es decir: la solucién de

E, ¢és solucién de A.
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De todo esto deducimos la siguiente:

REGLA PRACTICA. — Para resolver un sistema por ¢l mé-
todo de igualacion, se procede asi:

1°, Se resuelven ambas ecuaciones respecto a la misma
incdgnita;

2, Se igualan los sequndos miembros de las ecuaciones
obtenidas; . : :

37, Se resuelve la ecuacién que resulta, obteniéndose el
valor de una de las incognitas;

4%, Se sustituye este valor en cualquiera de las ecuacio-
nes que resultan segin el paso 1°. obteniéndose el valor de
la, otra 1ncdgnita.

Ejemplo: Resolver el sistema:

72y =14 (1)
3z — 4y =12 (2)
Resolviendo ambas ecuaciones respecto a z:
a=14—2y (3)
G) 3
gt ;‘4” (4)
igualande los segundos miembros:

sacando el denominador :
42 — 6y =12 4 4y
trasponiendo: — 6y —4y =12 —42

—10y-_—-—30‘

—30
y'—'_]o %
Y= (5)
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Reemplazando este valor en (3):

z=14—2X3
z=14—6
=) (6)

Lios valores () y (6) son la solueién del sistema dado.
116. Método de reduccion. — Sea el sistema:

22 8y =—2 (1)

3r— y=—16 (2)
Multiplicando la (1) por 3, [coeficiente de z en la (2) ],

‘y la (2) por 2, [coeficiente de z en la (1)], por el teore-
ma (93), resulta:

6r 424y = —6 (3)
246:5 — 2y =—32 (4)

El sistema B, por (93 y (111), es equivalente al sis-
tema A. Como los coeficientes de una incognita, = en este
caso, son iguales, si restamos ordenadamente la (3) y la
(4), por el teorema (91) la ecuacin que resulte serd
equivalente a la (3), por eJemplo

Restando miembro -a miembro la (3) y la (4):

(62 + 24y)—(6z — 2y)=(—6)— (—32)
o bien, sacando paréntesis:
6z—{—24y—6x—}-21/_—-6—|—32
reduciendo los términos semejantes:

26y = 26
26
¥y =3

TR—) il (5)
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Operando de manera anéloga con los coeficientes de y,
resultara el valor de .

En efecto, multiplicando la (2) por 8, resulta el siste-
ma C equivalente a A: /

| 2et8y=—2 (1)
Cloqr —By=—198  {86)

Antes restamos las dos ecuaciones porque los coefi-
cientes iguales de una inecégnita eran de igual signo;
ahora que son distintos los signos, sumaremos:

(2 1 8y) (240 — 8y) =(—2) +(— 128)
o bien- 2c 48y 4 242 — 8y = —2 — 128

26— — 130 -
_ 130
26

r=—325 (T)

Tenemos, finalmente, el sistema D :
yi=1 (5)
Dig=—5 (7)
que es equivalente al sistema A, luego la solucion de D
es la‘solueion de A.
De todo esto dedueimos la signiente:
REGLA PRACTICA. — Para resolver un sistema por el mé-
todo de reduccion, se¢ procede asi: f
1°, Se multiplican ambos miembros de la primera por
el coeficiente de x en la segunda, y ambos miembros de la

segunda por el coeficiente de x en la primerd;
2%, Su los coeficientes iguales obtenidos son de igual szg
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no, se restan ordenadamente las dos ecuaciones, y si son
de distinto signo se suman;
3%, Se resuelve la ecuacion oblenida, resultando asi el
valor de una incégnita;
4°, Procediendo de la misma manera se halla el valor
de la otra imcogmita.
Ejemplo: Resolver el sistema:
dr—y =1 (1)
3z 4 2y =20 (2)
Multiplicando ambos miembros de la (1) por 3 y de
la (2) por 4, resulta:

122 —3y =3
12z 4 8y = 80
Restando miembro a miembro:
i—1ly=—17
— 77
Y= oy T
y="1 (3)

Multiplicando ambos miembros de la (1) por 2, y de
la (2) por 1:
8z —2y =2
i ’ 8z J- 2y =20
Sumando miembro a miembro:
llig= 22
_2

e

z=2‘l (4)

Los valores (3) y (4-) son la solucién del sistema dado.




53

117. Casos particulares.
Sea el sistema:

I. COEFICIENTES IGUALES.

47 4+ 2y =16 (1)
dz—y =—5 (2)
Restando ordenadamente:
3y =21
. |
=
" — (3)

Una vez obtenido el valor de una inedgnita, el valor.
de la otra se halla, preferentemente, sustituyendo este
valor en cualquiera de las ecuaciones dadas y resol-
viéndola.

Asi sustituyendo el valoryy =7 en la (1):

4z +2.7=16
y resolviendo: 4= 2
; R¥';
7!
de donde: a —_—_I‘T (4)

Los valores (3) y (4) son la solucién del sistema.,

Luego: Si los coeficientes de una misma incdgnita son
iguales, se procede inmediatamente a la suma o resta para
lo. determinacion de la otrq incdgni¥d,
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1[. COEFICIENTE MULTIPLO. — Sea el sistema:
Tz 6y = 20 (1)
51z —2y =18 (2)
En cste sistema el coeficiente de y en (1) es miiltiplo

del coeficiente de y en (2), bastando multiplicar ambos

miembros de la (2) por 3, que es el cociente de 6 y 2,
resultando el sistema:

T + 6y = 20 (1)
162 — 6y = 24 i(:3)
sumando ordenadamente:
222 — 44
4
de donde: Jo= ;2
=1 (4)

Reemplazando este valor en (2):

A 5.2 —2y=38
resolviendo:
10 —8 = 2y
2=2y
de donde.
W=l ()

Los valores (4) y (5) son la solucion del sistema.

Luego. 8 uno de los coeficientes de una wncégmta es
multiplo del coeficiente de la misma incégnita en la otra
ecuacion, se multiplica la ecuacion en donde el coeficiente
es menor por el cociente de ambos coeficientes.
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HI. CoerICIENTES NO PRIMOS. — Seael sistema :
3r—4y=—18 (1)
or + 6y =8 (2)

Los coeficientes de y no son primos entre si, tenién-
dose:

m.c.m,de4y6:
Multiplicando la (1) por 12:4 =3, y la(2) por 12:6 = 2
9z -— 12y = — 54
10z -+ 12y = 16

y vesolviendo, se obtiene:

r=—12 ) [ ==

Luego: 8i los coeficientes de una misma incégnila no
son primos enlre si, se multiplica cada ccuocion por el
cociente del m. c. m. de dichos coeficientes y el coe[menle
que figura en la ecuacion respectiva.

118. Caso especial. — Si las incoégnitas de un sistema

. 3 Pt kg
estan bajo las formas T en vez de suprimirlas ¢como
denominadores, ¢s mas comodo eonsiderarlas en esas for-
mas como incoguitas.

Ejemplo: Resolver el sistema:

3 4
i — — =3 ]
, == (1)
i LA
AT g @)

Teniendo en cuenta el caso Il del parrafo antermr
multipliquemos la (1) por 3:
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oyl N (6))
9 8
e ? =—1 (2)
restando ordenadamente :
—2—0 = 10
Y
20 = 10y
2 20
de donde: ¥=i5
y=2 @

Reemplazando este valor en (1):
3 4
S o

3
A;+2=3

=

3
ae= ey
@

de donde: S 5)

Los valores (4) y (5) constituyen la solucion del siste-
ma dado.

Sistema de dos ecuaciones literales de primer grado con dos
incognitas.

119. Forma normal de un sistema de dos ecuacio-
nes de primer grado con dos incognitas. — La forma
normal o tipica, a que puede reducirse todo sistema de
dos ecuaciones de primer grado con dos incégnitas es:
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ax 4 by =¢
adr+by=c

de donde a, b, ¢, ¢/, b’ y ¢’ representan nimerps conoci-
dos. Los ntimeros a, b, a/, b’ se llaman-coeficientes; ¢ y ¢’
son los términos absolutos o independientes.

Un sistema es completo, cuando los coeficientes son to-
dos distintos de cero, por ejemplo:

4z 1+ 9y =3 =3
3z +Ty=2 y=—1

Un sistema es incompleto, cuando alguno de los eoefi-

cientes es cero, tal el siguiente:
2r— y=1 \2x—y=l =29
o bien: )

J3-'”+0.'/=]5 3e.=15 Y =9

120. Determinante de los coeficientes. Se llama
determinante de enatro ntameros a, b, o/, b’, dados en el
orden de la.eseritura; a la expresion :

a b

ol 2bf

que representa la diferencia:
ab’ —a’d
de los productos eruzados de sus elementos.
Ejemplos:

2 38| 3 :
19 | | —92%9—5X3=18—15=3
|5 9] '
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ML

(g L

2¢) = (— 8) (— 6)— 4(— 1)= 4 18 £ 4= 22
—1=6]
|—8 0

30)/ ‘—_-(—8)2—0><6:—-16--~O:-—-16
]

Resolucion de un sistema de dos ecuaciones literales de
primer grado con dos incognitas

121. Formulas. — Consideremos el sistema normal :
ax 4+ by =c¢ (1)
a'z - by=c (2)

¥ resolvamoslo por cualguiera de los métodos de resolu-
cion estudiados anteriormente; por ejemplo, el método
de reduccion.

Multiplicando la (1) por " y la (2) por b:
ab’x 4+ bb'y = ¢b
a'bz + bb'y = b

restando miembro a miembro, resulta:

ab'z—.ad'bx' = cb’ — ¢’

factoreando: (ab’—d’b)x=cb'—c’b

de donde: el e
L= ab—ab Al

Caleulemos el valor de y por el mismo método. Mul-
tiplicando ambos miembros de la (1) por o, y ambos
miembros de la (2) por a:

e
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ad’z + ba'y = ca’
ad'z + b’;zy =ica
restando miembro a miembro, resulta:
ba'y —bay =ca—c'a
factoreando: (ba' —Db'a)y =ca’—c'a
) ca' —ca
de donde: ¥= e . (4)
Como el denominador de este valor difiere sélo en los
signos del denominador de (3), para que sean iguales,
multipliquemos ambos miembros de la (4) por —1:

o H i
ac (IC_ (D)

0 i e

ab’ — a’b

-

Teniendo en cuenta la definicion (120) sobre lo que se
llama determinante de los coeficientes, las expresiones
(4) v (5) se pueden expresar asi:-

3
Sti.b ' y a ¢
e ol bl a
Ei= T e (]) O e ] [l 1 816
@' b i ‘_. a b
|« Vv o I

Los valores (3) y (5), o sus correspondientes (I) y
(II), son las Férmulas que permiten resolver con rapidez
y facilidad un sistema de dos ecuaciones de primer grado
con dos incdgnitas,
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El determinante del denominador de ambas férmulas:

a b

o'
se llama determinante del sistema.

De las formulas (I) y (II) se deduce la siguiente re-
gla, llamada:

REeGLA DE CRAMER. — Para resolver un sistema de dos
ecuaciones de primer grado con dos incégnitas por el mé-
todo de los determimantes, s¢ reducen ambas ecuaciones
a la forma normal, si es que no lo son.

El valor de cada incégnita esti expresado por una frac-
cion cuyo denominador es cl‘dé‘iérminanfef del sistema, y
cuyo numerador es el detem‘que—se 'éb-tfiene al reem-
plazar en el determinante del sistema los coeficientes de
la incbgnita que se comsidera, por los términos indepen-
dientes.

122. Resolucion de sistemas de dos ecuaciones de
primer grado con dos incognitas por determinantes.

1°) Resolver, aplicando la Regla de Cramer, el sis-
tema:

(=)

i U 25

Sty=1

Sacando denominadores:
4z 4 y =20
z - 6y =51

Ty | ——
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Por la Regla de Cramer:

20 1
& 51 6 | _20.6—1.51 _ 120—51 oy
=T e e T S ] 241
Jl b] '
\ 4 20 ':4.51—1.20 S doart S
1 51 R N s s |
;o R
L]
lnego: z=3 ; y=8

es 1a solucién del sistema dado.

2?) Resolver por determinantes el sistema:

S:v-{—'y:a
( z—y=Db
Por la Regla de Cramer :
@ 1
b= a(—1—1.b_—a—b_a+b
ot Lo P e e o i
FErp -2ty
Al o
P B ey e A g - a3
SRR e 5 e e
1 —1 '
1 4 b a—b
luego: 'L:w-g 3 Y= B)

es la solucion del sistema dado,
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s

32) Resolver por determinantes el sistema:

7
THE=7
R P
i
Suprimiendo denominadores: ¥
8z + 2y = 42
8z — 3y = 12
Por la Regla de Cramer:
42" ' s
Lo SR o sra-e G o igiei ol
~ |3 9| 3(—3)— 8.2 —9—16
g 43
3 42
_ I8 12] 3.128.42 36—336 g
Y=°3 o1 8(-31—82 —9—16
g /=3 '
luego: =6 ;‘ y=12

es la solucién del sistema dado.
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Resolver los siguientes

302,

303.

304,

= 306.

307,

|
|
{
|
i
|

— 163 —

EJERCICIOS

a2 <+ y =5
20 g ==1
Azt t= "10
ba -- 2y = 44
5z =- 2y = — 6
lz — 3y = =17
'
Sz- +=dp2="9
ba-— 2¢ ="1T
4z, + I8 = 6y
2y — 26 = 8z
bz’ + Qy{";‘Q.,,”

Br + 4y = 147

sistemas por el método de

" R:

n

sustitneién:

LA LR T Rt - h A

e 8

o

Il

il

|

1l

2
3

8
=R

e S
= {

0,7
0,9

— 12
—.b

1

Resolver los siguientes sistemas por el método de igualacién:

308.
309.
310.
31 1_.
312,

313.

%
e
?
y
st
%

g el 8
Bty ==
o+ cTy-=128
e e

0,22 + 0,3y = 12
0,5z + 0,4y = 23
3 4+ 2 = — 5
20t Sy ===

4,50 — 6y —= — 11,1
656z — 8y = — 15,1
4z + 20y = 0
3z +94 =14

ey

LA TR

SRUERE

Il

= ]

Il

0,6
2,3

-1



Resolver los siguientes sistemas por el método de reduccién:

314,

315.

316.

317,

318.

319,

Resolver los siguientes sistemas por el método de determinantes:

320.

321.

322.

323.

324.

325,

|
|
]
X
?
|

x

2z + 3y = 27
bz — 2y =1
3 4+ Ty = 224
z — by =6
z 4+ 3y="1
z— 2 =2
22 + 4y = 19
6z + 2y = 57
4 + y — 14
3z —9=10
3z 4+ y=2

2y + 12'= 22

22 4+ 3y = 8
by — 2y =1
22 + y = 10
3z — 2y =1
54 — 2B = 34
94 — 3B =1

25z + y = 16
15z + 06y =9

5]

»

»

L |
y=2
=3
V=4
—: 88
B= 202
=
y=18
1

= —
2

o e

Y= 3
@ =4

-1

Q
I

=

=2

8
11l

&
1l

M I O b S
o

®
I

u
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|
Resolver los siguientes sistemas por cualquier método:
| { 3z 4 2y =0 R: z=2
| : )
“ i o8 Ty = — 3 . L ==I3
l y s t+y=-—2 s 2
: 287 ) 2 +y=1 w ¥=—25
| [ 22+ y=71 ot A
& == =
‘ 229 3 ; i B
ded. 2z 4 .l
| ‘§+5*5 » e
‘ e S e
bl T o
} 330. S . y=2
‘ E:u+2
s &gl 2
33t P ni g9
=5
ba —ay =0 i

Resolver los siguientes sistemas de ccuaciones fraccionarias:

:

| 1430

1 332 £ y 5 P

| y 9 L » y =18
;+ y...
e

‘ — — =1

| 333 a g =

: LI Pl ¥ g
v Y
S 1y
;+—§l—:29 » x—g

334. 3 g :

;;“T—_—O » y:?
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Sistemas de tres ecuaciones de primer grado con fres
incognitas.

123. Una ecuacion de primer grado con tres incog-
nitas admite infinitas raices. — Sea la ecuacién:
242y—2="17

Resolvamos esta ecuacién con relacién a z, como si z
0 y fuesen numeros conocidos :

‘ e=xc+2y—1T

Dando a z y a y valores arbitrarios, tendremos para 2:

Siz=0, e y=—3, se tiene: z2=—13
B1 == b, By S BN z=—10 1
Six:.Q, A = B R 2=—1 3
SIS bl == 0., R 2=—4 |
Sl R e (L s SN 2=—1
3 B Al e e S TR DT

En donde se ecomprueba que una ecuacién de primer
grado con tres incégnitas admite infinitas raices.

124. Sistemas de tres ecuaciones de primer grado
con tres incoégnitas. — Sean las ecuaciones:

z4+2y— 2= (1)
z— y+ 2=3 (2)
e+ y—22=4 «(3)
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Resolviendo cada ecuacion respecto a z, por ejemplo,
y dando valores a z y a y, obtendremos in\ﬁ&i’ta,s(tqrr_ms
de ntimeros que verifican a cada una de las tres ecua-
ciones dadas. Después de muchos ensayos, observaremos
que solo una terna de mimeros, que son:

= S =D el
verifica, simultineamente, a nuestras tres ecuaciones. En-
tonces se dice que las tres ecuaciones de primer grado
con tres mcoo'mtas constituyen un sistema.

125. Dehmcxon. — Se llama sistema de tres ecuacio-
nes con tres incognitas, al conjunto de tres ecuaciones con
tres incégnitas que tienen las mismas raices.

Las mismas definiciones dadas en los nameros (110) y
(111), son validas para los sistemas que estamos' estu-
diando.

Las propiedades del ntiimero (112) son aplicables a los
sistemas en general,

128. Meétodos de resolucién. — Resolveremos estos
sistemas por los métodos de sustitucién, igualacion, re-
duccion y por determinantes.

127. Método de sustitucion, — Sea resolver el sis-

tema:
z-+2y— 2=10 (1)
2¢+ 5y +2: =24 (2)
r— y—=2:=2 (3)

Hallando el valor de z en la (1), por ejemplo, por lo
estudiado en (114), resulta:

2=10—2y -}z
Reemplazando este valor en (2) y en (3):
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2(10 —2y +2)-+ 5y 4 22 = 24
3(10—2y +2)— y—2:=2
efectuando los productos:
20-—-4y 42245y 4-2:=24
30 —6y 32— y—22=2
reduciendo los términos semejantes:

y-+4z=4 (4)
—Ty+ #2=—28 ()
" El sistema de estas dos ecuaciones es, por (112), equi-
valente con el sistema dado.

Resolviendo el sistema (4) y (5) por el método de sus-
titucién, (114), resulta:

y=4w ;]z:o (6)

Sustituyendo estos valores en cualquiera de las ecua-
ciones del sistema dado, por ejemplo en (1), resulta:

z+2.4--0=10

de donde: =2 (7)

Los valores (6) y (7) son la solucion del sisiema pro
puesto.

De todo esto deducimos la siguiente:
. ReGnA PRACTICA. — Parg resolver un sistema de ires

ecuaciones de primer grado con tres incignitas por el me-
todo de sustitucion, s¢ procede asi:
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1°, Se halla el valor de una de las incognitas en cual-
quiera de lus ecuaciones dadas;

22, Se reemplaza ese valor en las otras dos ecuaciones
y se resuclve el sistema asi formado;

3°, Los valores obtenidos se sustituyen en cualquiera
de las ecuaciones del sistema y se resuelve la ecuacion gue
résulta, obteniéndose ast el valor da la otra incognita.

128. Meétodo de igualacion.—Sea resolver el sistema:

r— yYy+22=2 (1)
e+ y+ 2=6 (2)
242y— 2=5 (3)

Hallando el valor de z, por ejemplo, en cada una de
las ecuaciones, resulta:

=24 y—22 (4)
r=6— y— z (5)
t=5—2y+ 2 (6)

Tgualando los segundos miembros de (4) y (5), y (4)
y (6), se obtiene:

24+y—2:=6— y—=z
24-y—2:=5—2y-+2
escribiendo estas dos ecuaciones en la forma normal,
(119), se obtiene, respectivamente :
20— 2=4
3y—3z=3
Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos in-
cognitas por el método de igualacién, (115), se obticne:

y=3 3 g2 ()
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" Reemplazando estos valores en cualquiera de las ecua-
ciones de nuestro sistema, por ejemplo en (1), resulta:

a:—3—|—2.2=2

de donde:. z=1 (8)

Los valores (7) y (8) son la solucién del sistema dado.
De lo expuesto se deduce la siguiente:

REeGLA PRACTICA—Para resolver un sistema de tres ecua-
ciones de primer grado con tres incégnitas por el método
de igualacion se procede asi:

1%, Se halle el valor de une incognita en coda una de
las ecuaciones del sistema;

2, Se igualan el primere y el segundo, y el primero y
el tercero de los dos valores obtenidos, y se resuelve el sis-
tema formado;

3°, Los valares obtenidos se sustituyen en cualquiera de
las ecuaciones del sistema y se resuelve la ecuacion que
resulta, obteniéndose ast el valor de la otra wncognita.

129. Método de reduccién.

Sea resolver el sistema:

5% - By adr =6 1)

4o — 3y + 22 =22 (2)
3r—4y —22=—38 (3)

Igualando los coeficientes de z, por ejemplo, en la (1)
y (2), y teniendo en cuenta el caso IT de (117), resulta:

4z + 10y — 8z = — 12
4 — By-+2:=22
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restando ordenadamente:
18y — 102 = — 34 (4)
Igualando los coeficientes de z en la (1) y (3), resulta:)
6z -+ 16y — 12z = — 18.
6r— 8y — 42=—16
restando ordenadamente :
23y — 82 = =2 (5)
Obteniéndose asi un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas formado por (4) y (b):
; 13y — 102 = — 34 (4)
23y — Be=—2 (5)
y resolviendo por el método de reduccion, (116), se ob-
tiene: :

=2 I; Zi==.06 (6)

Reemplazando estos valores en cualquiera de las ecua-
ciones de nuestro sistema, por ejemplo en (1), resulta:

24+5.2—4.6=—6
o bien: 224 10 — 24 =—6

de donde: =4 (N

Los valores (6) y (7) son la solucién del sistema que
nos habiamos propuesto resolver,

De esto deducimos la siguiente :

Reera PrACTICA.—Para resolver un sistema de tres ecua-
ciones de primer grado con tres incdgnitas por el método
de reduccién, se¢ procede asi:
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1¢, Se igualan los coeficienies de una incégmita em la
primera y segunda ecuacion, y luego se suman o se restan
ordenadamente; :

20,-Se igualan los coeficientes de la misma incégnita en
la primera y tercera ccuaciones, y se suman o0 se restan
ordenadamente ;

3% Se resuelve el sistema formado con las dos ecuacio-
nes obtenidas; 1

4°, Los valores hallados se sustituyen en cualquiera de
las ecuaciones del sistema y se resuelve la ecuacion que
resulta, obteniéndose asi el valor de la otra incognita.

130. Nota. — Una vez resuelto un sistema por cual-
quiera de los métodos estudiados, es conveniente com-
probar si los valores hallados verifican a cada una de
las ecuaciones del sistema.

Sistema de tres ecuaciones literales de primer grade
con tres incognitas.

131. Forma normal. — La forma normal o tipica,
& que puede reducirse todo sistema)de tres ecuaciones de
primer grado con tres incdgnitas, es:

ar -+ by + cz =d
de4 Vy+ de=d
a’lx _I_ b’ly + cllz e dl’

en donde ¢, b, ¢, /, V', ¢, a”, V", ¢”, d, d’, &”, son niime-
ros conocidos. Los ntmeros @, b, ¢, o, V', ¢/, o, b”, ¢,
se llaman coeficientes; d, &’ y &’ son los términos abso-
lutos o independientes.
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Completo es el sistema cuyos coeficientes son distintos
de cero; por ejemplo:

T— Yy 2=3 2 =2
z+ y—22=4 =10
| 4r + 5y —32 =5 | - e

Incompleto es el sistema en que algunos de sus coefi-
cientes es cero; por ejemplo:

2y — 4z =— 16 =3
22 + y =8 y=2
r—Yy-+z2==6 ]

132. Determinante de los coeficientes. — Se llama
determinante de_los ntimeros a, b, ¢, ¢, V', ¢/, a”, b”, ¢,
dados en el orden de la escritura, a la expresién:

', SN N
al b! cI
q/” bl’ G’I

* 133. Regla de Sarrus. (1)-— La Regla de Sarris
permite desarrollar rapidamente un determinante de naue-
ve elementos, o de tércer orden. Se enuncia asi: :

El desarrollo de un determinante de tercer orden se ob-
tiene del siguiente modo :

1%, Se escriben las dos pmmeras Imeas debaje del de-
terminante;

2%, Se multiplican los términos en diagonal de izquierda
a derecha, afectando a los productos con el signo +;

-«

(1) Los determinantes constituyen un estudio especial, llamado Teoria de
los determinantes, que no noé corresponde, siendo otro su lugar. -
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3°, Se multiplican los términos en diagonal de derecha
a 1zquierda, afectando a los productos con el signo —;
4°, Se hallg la suma algebraica de los productos obte-
nidos. : i
El esquema siguiente muestra, graficamente, como se
procede :

al s o
a b c =
G” b’ c"
‘Ejemplos:
3 91
[N | 4\5/
X

—1.5.1—3.3.2—4.2.1

Tl SR A e 35 =3.56.14+4.3.14+1.2.2
1
Y

v =154124+4—-5—18—8=

0. 392
0 2 4\/0
sl XX
=N NP2 [=0.2.244.1.241.3.0
1 2 oxaxz —1.2,2—=0.1.0—4.3.2
/\O ol s L VU= Ve

=8—4—24=-20
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Resolucion de un sistema de tres ecuaciones literales de
primer grado con tres incognitas.

-

134. Férmulas. — Consideremos el sistema normal

ax+ by + ‘ez =d (1)
dz+ by+ ce=d (2)
o’z + by + ¢’z =d" (3)

y resolvAmosio por el método de reduccién, por ejemplo.
Multiplicando la (1) por ¢’ y la (2) por c:

ac’z + be'y + cc’z = dc’
dex -+ bley + cce=d'c
restando miembro a miembro: !
ac’r —a'cx -+ b’y — bey =de’ —d'e
factoreando:
‘ (ac’ —d'c)x 4 (be' —b'e)y =dc' —d'c (4)
Multiplicando la (1) por ¢” y la (3) por c:
ac’z + be’y + e’z = de”
“acx - b"cy + ez = d’c
‘restando miembro a miembro:
ac”z — a”cx -+ by —b"cy = de” — d’¢
factoreando: ’ :
(ac” —a”¢)x 4+ (be” —b"c)y = dc” — d'’c (5)

Resolviendo ¢l sistema formado per las ecuaciones (4)
(6), resulta:
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_db’e” + d'be + d’be’ — eb'd” — 'b"d — c"bd’
@ —ablau—_i_ a'b’c + ad’be — cba —cb’a—c’ba

(6)

ad'c"—l— d’d"c + a"de’ — ed'a” — 'd"a — c”da’
=ave” -+ a'b”e + a”be’ =>cb'a” —c'b"a — c"bd’ ™

Reemplazando estos valores en la (1), por ejemplo, y
resolviendo, se obtiene el siguiente valor para z:
abld’l + alblld _I_ a’lbd’ _db’afl =Y d’b’la_ dl,ba/' (8)
ab’c” -+ a'b”c + a’’be’ —cb’a” — ¢'b"a — b’

2=

Teniendo en cuenta la definicién (132) sobre lo que se
llama determinante de los coeficientes del sistema y su
desarrollo por medio de la Regla de Sarris, las expresio-
nes (6), A7) y (8) se pueden escribir asi:

ab i adec a b d
&V e ¢ a ¢V &
Foy d/ﬁ bt (l) G a’ d” ¢’ (”) Cie an b’ d”
a b c a b ¢ a b c
b e | ab ¢ a b
a’l bII cl[ L all bll C” a’l bll cll

" Las expresiones (1), (II) y (III) son las Férmulas que f
permiten resolver ficilmente un sistema de tres ecuacio-
nes de primer grado con tres inedgnitas, sin méis que
. reemplazar cada letra por su valor correspondiente.
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El determinante del denominador de las tres férmulas:

~

(l»” b ’” cll

be llama determinante del sistema.

De las tres férmulas filtimas se deduce la siguiente:

RrerA pE CRAMER, — Para resolver un, sistema de ires
ecuaciones de primer grado con tres incégnitas por el
método de determinantes, s¢ reducen « la forma normal,
si es que mo lo son,

El valor de cada incognita estd expresado por una frac-
cién cuyo denominador es el determinante del sistema, y
cuyo numerador es el determinante que se obtiene al reem-
plazar en el determinante del sistema los coeficientes de
la incognita que se considera, por los términos indepen-
dientes. il ‘ .

135. Resclucion de sistemas de tres ecuaciones de
primer grado con tres incégnitas por medio de determi-
nantes.

12 Sea resolver el sistema:
{ z+y— 2=6 (1)
B o & =B (2)

22 4+y—32=9 (3)
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Aplicando la @qgl?de Crimer, se tiene:

1&1—1';{” 164 J1 16
gyl 7] At V8 e (G
9" ¥ g 9—3 2 1 9]
¥ L §e 3 15 1]
o 2o W 159 74

. E I
g g Ll S ey Ly [2 - 1<8]

y por la Regla de Sarris:

_ B(=1)(=3)+8.1U~1)+9.1.1- (-1)(—=1)9-1.1.6-(=3)1.8
1(—1)( 3+1.1(—=1)+2.11-(—1)(—1)2-1.1.1- (- 3)L.1

18—849—9—6424 28

PR B, P e R
__ll.8(—3)+1.9(——1)+2.6.1—(—1)8.2-w1.9.1—(+3)6.1
-—24—9+19+16-—9+18 7
LY. e ) ke
S (—1)9+1 1, 6+2 I, 8—6(——1)2—81 i=li
e G . 4 e 5

—9+6+16+12——8 9 8
2= Rl
; 1 ey
La solucién del sistema es_:
=y e =l =2

e
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COMPROBACION. — Reemplazando estos valores en las
ecuaciones dadas:

T+1—2=6 (1)
T—1-+2=38 (2)
C1441—6=9 (3)

Se obtienen identidades numéricas, lo que prueba que
la solucién hallada es verdadera..

2° Seca resolver el sistema: |\

'2.tj—y+3z=8 (1)
3r— y=6 . (2)
y— 2=3 . (3)

Completando el sistema, resulta:

22—y -+ 32=28
3z—y-1+0:=6
7 Oz+y— 2=3
Aplicando la Reglg de Crdamer:
2 8 3 jBit 8
8t 6,0 3—1 6
0 3—1 o Es
r=— Y= =
2—1 3 2—1 3 2—1 3
3—1 0 3—1 0 =1 of
0 1-1 [ T T 0
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y por la Regla de Sarris: ,
8(—1)(—1)4-6.1.3+43(—1)0—3(—1)3—0.1.8— (—1)(—1)6
— 2(—=1)(—1)43.1.34+0(—1)0—3(—1)0—0.1. 2—(—])(-—1)3
84 184+0+9—0—6 29
T2F+9+0+0—-0—8"

2.6(—-1)+3.3.3+0.8.0—3.,6.0-—0.3.2—(—1)8.3
s 8

— 1242274+ 0-0—0-424_ 39
‘y,= ] =—-8—

y
!

re 2(—1)3 +3.1.8 4 0(—1)6—8(—1)0—0.1.2—3 (.__1)‘.3 S,

8
—64+2—04+0—1249 15

La solucién del sistema es:

(2]
oS
w
o
ool o
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EJERCICIOS

Resolver los siguientes sistemas por el método de sustitucién:

% < a8 R -2 =4
335. 3 z + 2y 4+ 32=16 o =N
a4+ 3y + 42 = 21 e s 1
z+y+2z2=5 o
336. a.r—y—}—z:;} o =
Tt Yy —a2=2> ey Pe=on o
’I+y+2:815 X ” 'a7:055
337. ; 3@ A G 2 =i—20,5i e =g
2z +4y+ z =18 R
2z + y + 22 = 12 SRR D
338. ; 3z +2y+ z =9 oy = —2
x+y+ 2z =25 n £=4
Resolver log siguientes sistemas por el método de igualacién:
v+ y + 32 =28 B ai—4
339. g 22—y + 3=25 S =
z +2y— z =7 w o os=1
F— 8yt g=—"1 =)
340. 3z + 4y —bz= 29 st Yu==0B
z+ y —3=5 O =
26—yt z=—01 ¥ O
341. ’ z +2y—2=15 » ¥=08
47 —3y+2a= — 1~ T
25 g =1 e =3
342, 2 g Lg—1 y y=23
z +2=3 y &= 2
Resolver los siguientes sistemas ‘por el método de reduceién:
rx— 2y + 32 =2 Ry ="38
343, ; 25— 3y + ¢ =1 R =2

3w — y + 2
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|
- |
|

347. }

348.
349.

350,

3 + 5y —42=2 A —
4z 4Ty — 2 =31 - TR
3z — 2y + 52 = 14 y =1
2+ by — Tz = — 9 e Y=12
4z + 3y + 62 = 28 3 ML
227 + 2 +2=0 - S ).
122 + 8y + 2 =2 R
% Ty == i
Resolver log siguientes sistemas por el método de determinantes:
z+y— 6= R: =8
22—y + 4=5 s Y=1
— 2 +3y— 2z = 4 o =l 2
2 — 2y + 32 =16 oz =
3z + by —22=26 - |
40 .+ 3y — 42 = — 1 et B
122 —20y= 0 T =)
T4+ s ==—1 P —
z 4+ 2y ¥22=38 e P
y— =10 po E=—4
—@ =gy 2" I |

2¢ + 3y + 42 = B3

x=6z—y f Y e s
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CAPITULO XV

PROGRAMA XV, — Problemas de primer grado con dos o mds tncognitas.
— Problemas de interés, descuento, reparticién proporcional,
regla de compaififa y mezclas, resueltos por ecuaciones. Descuento
matemético. Problema de los moéviles. Discusién.

Problemas de primer grado con dos o mds incognitas

136. Teniendo en cuenta la Regla general para el
planteo de los problemas, enunciada en (103), resolvere-
mos a continuacion algunos problemas con dos o mas in-
cognitas.

137. Problema 1. -— B!l duplo de un niimero mas el
triplo de otro es 1gual a 31, y st del triplo del primero se
resta el duplo del segundo, se obtiene 1

Calcular los dos nimeros.

PLanTEO. — Sea « el primer niamero, e y el segundo.
El duplo del primero mas el triplo del segundo es-

-2z 4 3y =31
y el triplo del primero menos el duplo del segundo, es:
3z —2y=1 '
REsoLUCION. — Se obtiene el sistema:

B 4 2z} 8y =31
3x—2y =1
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que resuelto por el método de determinantes, da:

31 3

1~2' =goaig! i lLgs
e Y W SISy T imek

|3—2"

69591}

s —A =9 |~ 13

Lios numeros buscados son 5 y 7.

DiscusionN. — Lios ntimeros buseados son 5 y 7, pues el
duplo del primero es 10 y el triplo del segundo es 21 y
su suma es 31. Ademés el triplo del primero es 15 y el
duplo del segundo-es 14, y su diferencia es 1.

138. Problema Il. — En un triangulo los angulos son
A, ByC. Las‘uma,deAyBesl.?O"yladeByC’es
170°. ;Cudntos grados tiene cada angulo?

PrLanTrO. — Lo0s tres dngulos de un triangulo suman
180°, luego:

A+ B+ C =180
Lo suma de A y B es: A4 B=130°
y la suma de B y C es: B4 C=110°
RESOLUCION. — Se obtiene el sistema:
A+ B+ C = 180>
"A+B  =130°
B C =110°
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y resolviendo por el método de determimantes:

180 1
130 1
1110 1
173
]
0 1

a2 =

~ 1804-1304-0—110—0—130 _ 70
T =4y

Y8 STV DRI e 2 5

L—lo)—‘il—‘e)—‘

= 60

0 110 1| _130+110+40-—-0—0—180 60
Yi=e 1 e I

—t
—
B
e o}
(=]

<
—
ot
Y
=

~ 1104180--0—0—130—110 _ 50

- =50

Los &ngulos son: A=7T0° ; B=60" ; C=50°

DiscusidN, — En efecto:
A4 B C =T70° + 60° 1 50° = 180°
A+ B="170°+600=130°
B C =604 50° =110" :
139. Problema lII, de interés. — Dos capitales, -cwya
suma es 8.000 pesos, han estado impuestos al 4 Y duran-

te un aio; produciendo el primero 40 pesos mds de interés
que el segundo, Hallar los dos capitales y los intereses,
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PLANTEO. — Sea:
z = uno de los capitales;
y = el otro capital;
I(x) =el interés del capital z;
Iy ) == ” ” Y.
Como la suma de los dos capitales es 8.000 pesos, se

tiene: -
Wlrted 5 £ 4 y = 8.000 (1)
Por lo estudiado en segundo aiio, se sabe que:
e T Bl
T 100
o bien, en nuestros casos:
x.4
d (ac) 100 (2).
y-4
. I(y) = 00 3)
pero el enunciado dice que: !
I(z)=I(y)- 40 (4)
luego, sustitnyendo los valores (2) y (3) en (4):
N
x.4
. 100 — 100 T 40
simplificando: ;
g T
o g B5.= g5+ 0
y por dltimo;
xz =y -} 1000 (5)
RESOLUCIGN — Se tiene el sistema:
z -}y = 8000 (1)

&= y + 1000 (5)
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que resolveremos por el método de sustitucion. Reempla-
zando el valor (5) en (1):

, y -+ 1000 4 y = 8000
‘ 2y = 8000 — 1000

2y = 7000

~ 7000

Y=g

y = 3500

y sustituyendo este valor en (1) :
z -+ 3500 = 8000

de donde: z = 4500

En la (2), se tiene:

4500 X &

0 bien: I(z)=180

En la (4) se tiene:
180 = I(y)+ 40

de donde: I(y)=140

Los capitales son 4500 y 3500 pesos, y los intereses
respectivos 180 y. 140 pesos.
Discusién, — En efecto:
4500 $--3500 $ = 8000 $
vy ademas: 4500 $ = 3500 $ + 1000 $
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140. Problema IV, de descuento. — La suma de los
valores nominales de dos letras es de 2440 pesos. La pri-
mera fué negocrada al 4 % durante 2 meses, y la segunda
al 6 Y durante 6 meses. Cobramus por las dos letras
2390 pesos. Hallar el valor nomwmal de cada una.

PLANTEO. — Sea-

xz = valor nominal de una letra;

) * » la otra letra;
D(z) = descuento de. la 1¢ letra;
D(y)r= i o L
La suma de los vélores nominales es:
%+ y = 2440 (1)
Por lo estudiado en seéundo aino, se sabe que
s an.oz) ot

Yy en nuestro caso:
o4 2. 20

ek ek A
' L Y-8:-6 9y
PO =" =360 @
La suma de los dos descuentos es:
; 2440 4 2390 = 50 $
es decir: D(z)-+ D(y)=50
y sustituyendo los valores (2) y.(3):
2% L
300- * 300~ °

o bien, 2z -+ 9y = 15000 (4)
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‘RESOLUCION, — Se tiene el sistema: e
z 4+ y=2440 - (1)
| 2z - 9y = 15000 (4)

que resolveremos por el método de reduccion. Multipli
cando ambos miembros de la (1) por 2:,

2z - 2y = 4880 (1)
2z + 9y = 15000 (4)
Restando de la (4) la (1), ordenadamente:
Ty = 10120
y=22 .. |y=us0

y sustitbyendo este valor en (1):

24144571 =2440 .- | z = 994,20

Los valores nominales de ‘las letras son 994,29 § y
144571 $ :

DiscusioN, — Se tiene:

994,29 $ - 1445,71 $ = 2440 §
y ademas: ; :
99429 $ X 4X 2 . 1445 $ X 6 X 6
1200 45 200

X 141. Problema V, de reparticion proporcional. —
En la puerta de una iglesia piden limosna habitualmente
dos pobres: una mujer todos los dias y, alternativamente,
un cojo y un ciego. Una madre ewvia a su hijo con 5,20
pesos, diciéndole que si estd la mujer y el cojo, dé a éster

50 8§

I

3
los 4 del total y la cuarta parte restante a Ta mujer; pero



2 . ¥ 1
81 estd el crego, que socorra a éste conm un o y @ la mu

3 .
Jer con los — . Sucede que aquel dia estan los tres men

digos a la puerta de la sglesia. ;Qué lumosna debe recibir
cada uno?

PLANTEO. -— Sean: 2z =lo que recibe la mujer;

A ge a i 2el eojos
2=

PR PSR ,,,__c-iego.
Segtn el enunciado: z 4y -+ 2=52 (1)

De acunerdo con la orden recibida, las partes de la mu-
Jer y del cojo estd en la relacion de 3 a 1. es decir:

S

Yol

0 bien: &=3y
Fi 3y =0 (2)

y las partes del ciego y la mujer en la relacién de 1 a 3:

Ehd
@
o bien: S e g
; r—382=0 (3)

‘RESOLUCION. — Se tiene el sistema:

Z=fnafliyies D (1)
z—3y =l (2)
x —8z =0 (3)
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que resuelto por determinantes, da:

G270 1
03 -0
0 0-—3| 468404040040 468 ..,
AP T e
I=-=3270
1 05
1 82" 1
1 0.0
1 0—3 e
o _0+0-0-0+156 _ 156 _
15 15 15
e eig2
} =3 .0
B R g o TS
b 2 91 _ 04040415600 _ 156 _, o,
15 15 15

A la mujer le corresponde 3,12 $, al cojo 1,04 § y al
ciego 1,04 $.
DiscusioN. — En efecto:
312 $1+1,04 $ 1,04 $=5.20"$
y ademas: oy
3128 3 1048 1
1048 11 3128 3
142. Problema VII, de compania. — Dos personas se
asocian para explotar un negocio. Una pone 6400 $, y lo
otra 5200 $. Al terminar el negacio, resultdé que el capital

se habia convertido en 15000 $. ¢Cudl es la ganancia de
caqda socio? i



PLANTBO. — Sean: 2= ganancia del 1er socio;
. Y= 3 o 2 ”
El capital inicial fué de:
" 6400 - 5200 = 11600 $
y la ganancia habida es:

15000 — 11600 = 3400 $
luego: z -+ y = 3400 A (1)

Pero las ganancias son proporcionales a los capitales
respectivos, luego:

R 4 ¢
3 6400 ~ 5200
de donde: 5200z = 6400y
y dividiendo ambos miembros por 400:
- 13z = 16y
0 bien: 132 — 16y =0 (2)
RESOLUCION. — Se tiene el sistema:
. z -y = 3400 (1)
’ 13z — 16y =0 (2)
que resolveremos por el método de determinantes: .
3400 1 ,
0—16] 54400  —54400
L e S o s = 187586
2 1
I 13 —16 \
l 1 3400 l
o ARBAREIE b D e v

—24 o
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Al primero le corresponde 1875,86 $, y al segundo
152414 $. .

DiscusiéN. — En efecto:
1875,86 $ --1524,14 $ — 3400 $

ademis:
187586 §  1524,14 §
6400 " 5200 °

143. Problema VII, de mezclas. — ;Cudnios lilros
de vino de 0,50 $ el litro hay que mezclar con vino de
0,90 $ el litro, para que 30 litros de la mezcla valgaw
24 92

PrAaNTEO. — Sean: z = litros de 0,50 §;
/SRR e ) K 1 B

Se tiene: z+y=30 (1)
El costo de los x litros es: 0,5z;
ey e e g B e R

y como el costo de la mezecla es la suma de los costos
de los componentes:

0,5z 4 0,9y = 24 (2)

RESOLUCION. — Se tiene el sistema:
z -y =30 (@ 5)
0,5z -+ 0,9y = 24 (2)
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que resolveremos por determinantes:

30 1,
5 : 0,0=0p 04
0,5 0,9
l] 30‘
05 24 D 2o T T
y:-——:—64—-=—4:22,5
0,4 1 )

Hay que mezelar 7,5 litros del de 050 $ el litro, y
22,5 litros del de 0,90 $ el litro.

DiscusiON. — En efecto:
7,50 4 22,50 = 30
y ademas: 7,5 X 05 + 22,509 =24

144. Descuento matematico. — Se llama descuento a
la eantidad que hay que restar de un documento de eré-
dito (letra, cheque, pagaré, ete.) pagado antes de su ven-
cimiento. ¢

El descuento puede ser comercial o matemdtico.

El descuento comereial, comtinmente usado en el comer-
cio, es el interés del valor nominal, o cantidad que figura
en el documento, al tanto por ciento dado y por el tiem-
po que falte para su vencimiento.

El descuento matemdtico o racional, es la diferencia
antre el valor nominal y el valor efectivo, que es la can-
tidad que realmente se paga. }
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Se justifica el descuento por el hecho de que ¢l tomador
de un documento, al entregar una cierta cantidad, pilerde
los intereses que le producirian hasta sw vencimiento,
obteniéndolos el tenedor. Ahora bien; el tomador no en-
trega todo el valor nominal, asi que al hacer el descuento
cobra intereses de una cantidad que no entregd, cosa que
con el descuento matematico no sucede, pues se calcula
el interés de la cantidad que se entregé, o valor efectivo,

145. Deduccion de la formula, — Seaq:

Vn = valor nominal ;

Ve= , efectivo;

Dm = ,, descuento matemitico;
r =razén o tanto por ciento;
t = tiempo.

Por definicion, (144) ¢l descuento mqtemdtico es la di-
ferencia entre el valor mominal y el walor efectivo, es
decir: Dm=Vn— Ve (1)
pero, por otra parte, el descuento matematico es el des
cuento hecho sobre el valor efectivo, luego:

Ve.r.t

De la (1) se deduce que:
Ve=Vn— Dm
y reemplazando este valor en (2):

pm — (Yn=—=Dm)r ..
100
y efectuando: Vnrt—Dmri
bm= ——
100
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En esta ecnacion deseamos hallar el valor de Dm, por
lo que procedemos a dejar en un miembro todos los tér-
minos que lo contengan. Saeando el denominador:

100Dm = Vnrt—Dmr i
trasponiendo: 100Dm +Dmrt= Vnrt
factoreando: Dm(100 4 rt)=Vnrt

de donde: T Vo.r.t
T 00 Er

que es la formula del descuento matemético.

OBSERVACION. — Cuando el tiempo esté expresado en
meses o en dias, en lugar de 100 se empleard 1200 6
36000.

Ejemplo: Calcular el descuento matemdtico de un pa-
garé de 270 $, al 5 Y%, si se puya 2 meses antes de siu ven-
cimiento.

SoLucioN. — Aplicando la férmula, se tiene-
270.. 6 .-2
D e o+ 5.5
2700
S

Hay que hacer un descuento de 2,25 $.

146. Problema VIII, de descuento matematico. —
Caleular el valor nominal y el descuento maiemditico de
une leira descontada al 6 % 3 meses antes de su venci-
miento, sabiendo que la diferencia entre el valor nominal
y el-descuento es de 240 $.




) S
PraNnTBO. — Se sabe que: Va— Dm = 240 (1)
¥ que, aplicando la férmula deducida en el parrafo (145) »

V. 6.3

P =

: 18 . Tn
o bien: Dm = —W

8.¥Vn

REsoLuciON. — Se tiene el sistema:

|

[ D =

Vn — Dm = 240 (1)

3.V
203 L @

que resolveremos por el método de sustitueion.
Sustituyendo el valor (2) en (1):

3.Vn
Jlmna i S,
Vn 208" = 240

203Vn— 3Vn = 48720
b
\ 200 . Vin = 48720

48720
%= S50
Vi = 243,60




Reemplazando este valor en (1):
243,6 — Dm = 240

de donde: Dim = 3,60

El valor nominal es 243,60 $, y el descuento matema
tico es 3,60 $.

Discusiox: — Se ‘tiene que:
243,608 — 3,604 =240 8

’ 243,60$.G.3_
y ademads: Dm = —1_200_-?&3_3_ = 3,60%

147. Prcblema de los méviles.— Tres puntos de una
trayectoria rectilinea se suceden en el orden A, B, M. La
‘distancia de A a B es de d metros. Dos mdviles parten
al mismo tiempo de A y de B, respectivamente, en. el sen-
tido A, B, M; el primero recorre v kilometros por hora,
y el segundo v* kilémetros por hora. ¢A qué distancia de
A o de B se encontrardn y después de qué tiempo?

— a - @
4 B M
I B
v v
Fig. 2

Praxren. — Sean:

v la velocidad del mévil que parte del punto A4;
U’ " 3 2 » A » ” » b B;
d ,, distancia A B;

M el punto donde se encontrardn los moviles;
z la distancia de B a M ;

t el tiempo que tardardn para encontrarse.



i s

Los méviles van con movimiento uniforme, asi que si
uno recorre en una hora 50 km. por ejemplo, en dos horas
recorrerd 100, en tres horas 150, etc., y en ¢ horas a una
velocidad v, recorrera tv kilémetros. ; 3

El espacio que tiene que recorrer el primer mévil para
ir de A hasta M es d -+ x, que segin el razonamiento
anterior es igual a la velocidad » por las horas ¢ que
empleard : :

d+z = vt (1)

EJ, espacio que tiene que recorrer el segundo movil para
ir de B a M es z, lo que es igual a su velocidad »" por
las horas %:

=2t (2)

ResoLucioN. — Se tiene el sistema:
d4z=uvt (1)
=0 (2)

que resolveremos por el método de sustitucién.
Reemplazando el valor (2) en (1) :

d-+vt=uwt

y resolviendo esta ecuacion :

vi—ov't=d
(v—2)t=d
de donde t = - j = @)
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Reemplazando este valor en (2):

v'd
v—1

4)

X ==

Los valores (3) y (4) son los que nos dan el liempo
que tardarin para encontrarse y la distancia que reco-
rreran.

DiscusiéN. — Como el problema es general, los niime-
ros v, v° y d son cualesquiera y positivos, pudiendo ser
v —>->=v’. Veamos cada uno de los casos.

de donde:
1°) Supongamos que sea v > V'.

Entonces el denominador v —’ es positivo y el valor
t de (3) resulta positivo, es decir, que se encontraran
después del momento de partida.

Bl valor z de (4) también resulta positivo, luego el
punto M se encuentra a la derecha del punto B.

2°) Supongamos que sea V=1V’

Entonces el denominador de (3) y de (4) es céro, y co-
mo no sabemos dividir por-cero, ¢ y = carecen de valor.
.En efecto: los méviles no se encuentran nunca.

3°) Supongamos que sea v < v’

En tal caso es v — " < 0, es decir, el denominador es
negativo, luego los valores ¢ de (3) y « de (4) son ne-
© gativos, lo que se interpreta diciendo que se han. en-
contrado antes del momento de partida y a la izquierda
de A.
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PROBLEMAS

351, Hallar dos niimeros cuya suma sea 23 y su. diferencia
sea T.
R: 15 y 8.
352. Un mamero tiene dos cifras que sumadas dan 15. Si al
niimero propuesto le agregamos 9 nos da el mismo, pero invertido.
Calcular el mamero. :
B T8
. 353. Dividir 180 en dos partes, tales, que la parte mayor me-
nos la tercera parte de la menor, sea igual a la mitad del namero
dado.
R: 112,56 y 67,5.
354, En un gallinero hay cierto nimero de gallinas y conejos,
siendo en total 70 cabezas y 188 patas. jCuintos animales de

cada clase hay?
R: 46 gallinas y 24 conejos.

355, La suma de cierto capital mis sus intereses durante 5
meses al 6 % es 7524.50 $. Calecular el capital y el interés.

R: C = 734097 $; I — 183.53 #.

356. Un capital ha producido 180 $ de interés al 6 % du-
rante cierto tiempo. Otro capital igual al primero, mas 700 §, ha
producido 220 $ al 5 % y durante el mismo tiempo que el anterior.
Hallar los dos capitales y el tiempo que han estado impuestos.

R: 1500 y 2200 $; 2 aiios.

357, Dos capitales de 3000 $ y 4000 $, produjeron al mismo
tanto por ciento y duranto el mismo tiempo, 60 $ y 80 $, respee-
tivamente. Caleular el % y el tiempo.

: R: 8 % y 3 meses.

358. EI valor efectivo de un pagaré descontado 3 afios antes
de su vencimiento al 9 % es de 1762 $. Calcular el valor nominal
¥y el descuento,

R: 2400 $ y 648 4.

359. La suma de los valores nmominales de dos letras es de
1200 $, y la suma de los valores efectivos es 1170,09 $.

Una fué negociada al 9 % durante 3 meses, y la otra al 8 %
durante 2 meses, Hallar el valor nominal de cada letra.

R: 500 $ 700 .
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360. Se han comprado 50 m. de-una clase de tela y 40 m. de
otra clase, importando la factura 902,40 $, después de descontar
el 4 %. En otra ocasién se compran 30 m. de la primera clase
y 20 m. de la segunda, importando la factura 488,20 $, después
de descontar el 6 %. Caleular el precio de cada clase de tela.

R: 10 $ y 11 8.

361. Repartir 250 $ entre dos personas de manera que las
dos cantidades sean entre si como 2 es 3

R: 100 $ y 150 $.

362. Repartir 3600 $ entre dos personas de manera que los
tres cuartos de la parte del 2¢ sea igual al duplo de la parte del 1°

R: 95454 § y 254546 $.

363. Cuatro socios constituyen una sociedad. El 1° aporté 1500
pesos; el 29, 1200 $; el 39, 2300 $ y el 42, 3000 $. EI duplo de
la suma de-las ganancias de los dos primeros, menos 30 $, es
igual a la suma de las ganancias de los otros dos. jCual fué
la ganancia de cada sociof

R: 19, 450 §; 29, 360 $; 4%, 690 $; 4°, 900 §.

364. Las densidades' de dos liquidos son 1,3 y 0,7. Mezcla.ndo-
los, se obtienen 3 litros de demsidad 0,9. LCu{mto se mezelé de
cn.da uno{

R: 1 y 2 litros.

365. Una gleacién de oro y plata pesa 255 gramos. Caleular la
cantidad que contiene de cada metal, sabiendo que el valor dela
cantidad de plata es igual al de la cantidad de oro, y .que un
gramo de oro vale tanto como 16 gramos de plata.

R: 15 g. de oro y 240 g. de plata.

366. Herén de Siracusa mandé hacer una corona de oro de
7465 gramos de oro para el dios Jipiter. Deteando saber si el
orfebre habia reemplazado oro por plata, encargé a Arquimedes
que lo averiguara. Este sumergié la corona en agua, comprobando
que perdia 467 gramos de su peso; el oro pierde en el agua 0,052
de su peso, y.la plata 0,095. ;Qué cantidad de’ plata habia en
la corona?

R: 5632 g..de oro y 1833 g. de plata.

367. Un pagaré de 3700 $ fué descontado al 8 9% 3 meses
antes de su vencimiento. " Calcular el descuento matematxco v el
valor -efectivo,

R: 7255 8y 3627,45 $
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368, A la misma hora parten de Buenos Aires hacia La Plata
y de ésta hacia Buenos Aires, dos trenes, cuyas velocidades son
50 km. y 70 km., respectivamente. Suponiendo que las velocida-
des sean uniformes y sabiendo que la distancia es de 57 km.,
$a qué distancia de Buenos Aires se encontraran los dos trenes
y euénto tiempo emplearén?

R: 23,750 km. y 28 m, 30 s.

369. De dos lugares A y B distantes 20 km. y en la misma
direccién, parten dos automéviles cuyas velocidades son de 60 y
45 km. por hora, respectivamente. Suponiendo que parten en el
sentido de A a B, ja qué distancia de B se encontrarin?

R: 60 km.

370. Si A da a B 5 $, tiene 6 $ menos que B; pero si A
recibe 5 $ de B, tres veces el dinero que tiera A es 20 $ méas
que cuatro veces el dinero de B. jCuénto tiene cada uno?

B: A, 31 §; B, 27 $.

371. Preguntados tres pescadores qué habian pescado, respon-
dieron: Pescamos 19 peces, y uvno de nosotros pese§6 4 mas que
cada uno de sug des compafieros. jCuénto pescé cada; uno?

R: 9, 5y5.

372." Hallar tres nfimeros, sabiendo que las sumas tomadas
dos a dos som 8, by 7

R: 3,5y 2
+373. El perimetro de un tridngulo mide 38 m.; caleular sus
lados, sabiendo que dicho tridngulo es semejante a otro cuyos
lados miden respectivamente 5 m., 6 m. y 8 m.

R: 10 m; 12 m. y 16 m.

374. Repartir 1620 $ entre tres personas, de modo que las

partes de la primera y segunda 'sean entre si como 2 es a 3,
y las partes de la segunda y tercera sean entre si como 3 es a 4.

R: 1%, 360 $; 2°, 540 $; 3%, 720 $.
a

375. Discutir el valor de « en la expresién: z =

cuandd sea b mayor, igual o menor que ¢

376. El 4rea de una corona circular esti dado por la férmula:
A =" (B —"2).
Discutir el valor de 4 para R mayor, igual o menor que r.



CAPITULO XVI

PROGRAMA XVI. — Representacion grdfica de funciones. — Variables,
Funcién y argumento. Variaciones de la funciény = %

Coordenadas cartesianas ortogonales, Abscisa y ordenada. Sig-
nos. Dado un punto del plano, hallar sus coordenadas, y rTecipro-
camente.

Representacién grifica de la funcién v = % . Representacién
grafica de la funcién lineal: Verificacién de que los puntos repre-
sentativos de los pares de valores correspondientes pertenecen a
una misma- recta, y que, reciprocamente, todo punto de esa recta
tiene por coordenadas un par de valores correspondientes de la
funcién. Representacién grafica de ecuaciones de primer grado
con dos incognitas.

Otras aplicaciones de la representacidn gréfica: Resoluci6n
griafica de sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos
incégnitas. Graficos de temperaturas, de poblacién, de ferrocarri-
les, de conversion de monedas, etc.

Representacidn grafica de funciones

148. Variables. — Todo niimero que en un problema
0 en una investigaciéon especial puede recibir distintos
valores, se llama variable.

En la ecuacién: y=3r—1
puede z tomar distintos valores, de los cuales se deducen
los respectivos de y; # e ¥ son variables. -

En las féormulas conocidas:

o 8=9—é—h; ¢ = 2WoR + 8 — ikt ete:
son variables los elementos b, h y R.

149,. Constante. — El niimero que en un problema o
investigdeion permanece invariable, se llama constante.

Asi en la férmula que da la longitud de una circunfe-
rencia:

C=2nR
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los ntimeros 2 y =, invariables en los céaleculos, son las
constantes, y I es variable.

Generalmente las constantes se representan por las pri-
meras letras del abecedario, y las variables por las dl-
timas. ;

150. Funcién y argumento. — Se llama funcidn de
un ntmero, o cantidad, a la expresién algebraica cuyo
valor depende del de ese ntimero o cantidad. El ndmero
o cantidad de quien depende una funcion, se llama ar-
gumento.

Asi, en la férmula C = 2zt R de la circunferencia, .omo

2 y @ son constantes, el valor de C depende del valor
de R, diciéndose que la circunferencia C es funcidn del
s q

radio R, siendo R el argumento.
En la férmula del interés:

CIEiRE

L2 aan

el interés I es funmcion del capital C, de la razén R y
del tiempo ¢, pues el valor de 7, depende de los valores
de C,Ryt,yC, R ytson los arquinentos.

En la férmula del 4rea de un tridngulo:

b.h
S_T

cl drea S es funcién de la base b y de la altura h, mien-
iras que b y b son los argumentos.

Es usual llamar al argumento variable independiente,

¥ a la funcién variable dependiente.
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En la expresion: =2z-~3

z es el argumento o variable independiente; y cs la fun-
cidn. 0 variable dependiente. '

NoracioN. — Para indicar que una expresion es fun-

cién de z se emplea la notacién f(z) o F(z), que se lee
funcién de z, o efe de .

A veces se emplea la notacion @ (z) o ¥ (2], que se
leen fi de z o psi de z, respectivamente.

Se emplea esta notacién para no tener que repetir una
expresion complicada; asi, si se tiene: .
y=4x3-—3w2‘+5r—1 (1)~
es méas comodo escribir:
y=1[(z) (2) »
Si en la expresion (1), la variable z toma los valores

—2, 0, 5, a, etc., su expresién simbédlica (2) se escribe,
respectivamente :

y=[f(—2) ; y=[0) ; y=1() ; Y= fla) ; ete
151. Variaciones de la funcién y =a. .

En esty ecuacion a es una constante distinta de cero.

La ecuacion dada se llama ecuacion de la proporeiona-
lidad directa porque de ella se deduce gue: '

Y — g (constante)

m -
¢s decir: que la razén de un valor de y al correspon-
diente de z es constante y, por consiguiente, son diree-
tamente proporcionales.

¢
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Supongamos que en la funcién dada sea a = 3, enton-
ces se tiene: y =3z

Dando valores a x obtendremos los valores correlativos
para y:

o

m:‘—4‘—.3 REER e T eion

y=\|—12‘—9 —6|—3| 0|3 ' 6 ’ 9 | crece

Comprobamos en la tabla de valores hallada, que a
medida que crece x, también crece y.

152. Variaciones de la funcién y = —

En esta funcién a es una constante y distinta de cero.
La ccuacién dada, o su equivalente zy — a, se llama
ecuacion de la proporcionalidad inversa, porque los valo-
res de 2 y los de y forman razones inversamente propor-
cionales, es decir, que la razén de los elementos de z, es
igual a la razén inversa de los respectivos valores de y.
Supongamos que sea @ = 4, entonces se tiene:
4
Yis=
Dando valores a z obtendremos los respectivos valores
para y:

l

no

:c=H—-4 —3 lr—2 —1 ’ 0 ‘ 1 4 | crece

En esta tabla de valores se comprueba que, a medida

que crece el valor de z, decrece el valor de y, y que pala
un valor nulo de z, no existe valor para .

I PN

y=“—1 ——‘—2] 4 4|2

,m,, 1 deca "ece
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Coordenadas cartesianas ortogonales

153. Posicion de un punto en un plano. — La posi-
cion de un punto en un mapa estd determinada por Ia
longitud y latitud, que son las distancias angulares del
punto dado a dos eirculos perpendiculares, que son el
ecuador y un meridiano dado.

Como en un ma-
pa, la posicién de un
. punto en un pla-
no ‘estd determinada |
por sus distancias a
dos rectas de refe-
rencia, analogas al
ecuador y al meri-
diano. ' P

Sean x7’, e yy’ fi-
gura 3, las dos rec-
tas de referencia,
perpendiculares, y Fig. 3
supongamos que se
trata de fijar la posicién del punto P, conociendo:

>
<

X’ leja de las

abscis%&

eje de las ordenadas »

%

distancia de P a 2’z = 3 unid.
distancia de P a y'y = 4 wunid.
Comprobamos en la figura que existen cuatro puntos
que cumplen la misma condicién, de manera que, en rea-
lidad, no tenemos determinada la posicién de un solo
punto P, sino de cuatro.
Supongamos que se conozcan las distancias relativas,

3 REE Distancia de P’ a 2’z = 4 4 unid.

Distancia de P’ a ¥’y = -+ 2 unid.
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Teniendo en cuenta la convencién estudiada en primer
ano referente a la representacion grafica de los ntimeros
enteros (*), comprobamos que con esos datos se determi-
na la posicién de un punto P’, inico.

Las distancias P’A y P’B son la abscisa y ordenada
del punto P’. ' : :

154. Ejes, origen, cuadrantes. Se llaman ejes, a
las rectas perpendiculares que se emplean como lineas de
referencia para determinar la posicion de un punto en
un plano.

El eje o’z se Nlama eje de las z, y el eje y'y eje de las
y, fig. 3. »

El punto O, comun a los dos ejes, se llama origen.

Cada una de las cuatro partes iguales en que las dos
rectas perpendiculares dividen el plano, se llaman cua-
drantes.

155. Abscisa y "
ordenada. — Se lla- &
abseisa de un punto P
perteneciente al eje N
de las z, a la medi- 7 [g , A X,
da de su distancia (6] M|
al origen.

Ejemplos, fig. 4: D
abscisa de A—=0A4=3
abscisa de B=0B=- 5

El eje de las = \&
también se llama eje

Fig. ¢

de las asbeisas.
Se llama ordenade de un punto perteneciente al eje de
las y, a la medida de su distancia al origen.

(*) Ver nuestra Aritmética para ler, afio, phg. 169.



Ejemplos, fig. 4:
ordenada de C = 0C = 4
ordenada de D = 0D = — 2

El eje de las y también se llama eje de las ordenadas.
Dado un punto de un plano, sus abscisas y ordenadas
son, respectivamente, las de sus proyecclones sobre am

bos ejes.
La abscisa y ordenada de un punto son las coordena-

das del mismo,
Ejemplo, fig. 4.
ordenada de P = PM = ON =2
abscisa de P=PN=0M=>5
Los ejes perpendiculares de las abscisas y ordenadas
constituyen un sistema de ejes de coordenadas rectan-
gulares.
NoracioN. — La abscisa de un punto se denota con la

letra z, y la ordenada con la letra v.
Para indicar que z =25, e ¥ = 2 son coordenadas del

punto P, se escribe:

!

coordenadas de P.

=5 ’
P(y=2 , 0 bien: P(5/2)

En general, las coordenadas de un punto M se indican
asi: M(z/y).

156. Signos. — CoNVENCION. — Las abscisas situadas
" a la derecha del origen son positivas, y las situadas a la
izquierda, negativas.

El sentido positivo en ambos ejes &e -marca con una
flecha, como se observa en las figuras 3 y 4.
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157. Dado un punto de un plano, hallar sus coorde-
nadas, y reciprocamente.

Ejemplos, fig. 5: 8

1¢) Hallar las coordenadas del punto P.

Se tiene: :
abscisa de P = PA = 3 | W pf #=B
ordenada de P = PB = 4 ~ y :4)

20) Hallar las coordenadas del punto Q. .

& Q(—s/——g— :

3°) Hallar las coordenadas del pimto R.

Se tiene:
abscisa de Q=0C=—
ordenada de () = 0D = —

o

(8 ]\'.‘3

2

Se tiene:
5obseisa de R'=0 fatn R(0/3)
ordenada de R=0R=3| "' i
49) Determinar la A
. rd L
sutwacion del punto i A P
de coordenadas 4R
T
&=05,y=—4. 4
Trazo x = OE=5, — c = 5 - e o
g y=0F=~-4, ¥ D
el punto S, comin a
las perpendiculares &
“en E y en F, es el . S
punto buseado. L&

Fig. 5.
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52) Determinar la posicion' del punto de coordenadas

z=—4,y=2

Trazo x = 0G =—4,e y = OIl =2, y el punto T, co-
man a las perpendiculares en (¢ y en H, es el punto bus-
cado.

OBSERVACION. — De los ejercicios anteriores se dedu-
ce que, dado un sistema de ejes de coordenadas, a todo
punto del plano le corresponde dos numeros, y recipro-
camente, a cada par de numeros, considerados como absci-
sa y como ordenada, le corresponde un punto del plano.

158. Representacion grafica de la funcién lineal.

La funcién lineal es de la forma y = ax -} ..

Sea la funcién y =2z 4 2. (1)

Dando valores a = obtendremos los valores correlativos

ara y: |
L R T T R ,

y=”—4 —2 0|2|4 (2)

Punto:l A B C ‘ D l E

Hemos visto en el “Y_
parrafo anterior que .
a cada par de nime-
ros le correspende D
un punto en un siste-
ma de ejes de coor- clo
denadas. Represen- v
temos, fig. 6, cada,
uno de los puntos Y
del cuadro (2). N o

Uniendo los pun-

) Ca

Fig. G.
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tos 4, B.... E, obtenidos, con un trazo continuo, resulta
una recta, que es la representaeion grifica de la funcign

lineal.

OBSERVACION. — Facilmente se comprueba que los pun-
tos obtenidos 4, B, C, D...., pertenecen a una misma recta.
Reciprocamente, las coordenadas de cualquier punto
de la recta A E, del punto P por ejemplo, son una solu-
cién de la funcion (1). En efecto, si las coordenadas de
P son z = — 95, y = — 8§, se tiene, reemplazando en (1) :

En cursos su-
periores - sc¢ de-
mucstra esta pro-
piedad que aqui
constatamos.

159. Repre-

sentacion grafica !

de la funcién
a

' X
Sea la funeién

(1)
Dando valores
a z obtendremos

los respectivos
valores para y:

i
¥=%

—8=2(—5)+2

A LT

.

\ 4

FO

xl

x\r

Fig. 7.

| &= \—6 -5

—4\ =8

2|3

4

] 5

y:

-0,66{—0,8

—1,33}—2

Punto:| A | B

—4‘? 4

2 1,33

il

']0,8

0,66

Ir

F’ EJ'

Dl

C}

Bv

4]
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Representando graficamente cada par de numeros en
un sistema de ejes de coordenadas, fig. 7, y uniendo to-
dos los puntos por un trazo continuo, resulta una curva
liamada hipérbola equildtera, que es la representacion gra-
fica de la funcién dada.

La figura obtenida, en cualquier caso, se llama imagen
o grdfico de la funcién dada.

160. Representacion grafica de ecuaciones de pri-
mer grado con dos incognitas.

19) Representar graficamente la ecuacion

Sr4y=—4

Resolviendo  res-
pecto a y, resulta: 2 )
— 3z —4 B

A
Vi

y ==
La imagen de esta X 9}\‘ X
funeién es, segin sa- i
bemos, una recta, y
como ésta queda de- N
terminada con des
puntos, sélo daremos S % ~
a z dos valores dis- '
tintos.

V4
/

Fig. 8.

Si r—=4 ; . e

A}=_4

Si (6:—4, $ B(y.______4

resulta y = —4,

resulta y =2 g=72
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Representando los puntos A y B, fig. 8, y uniéndolos:

la funcién dada.

92°) Representar graficamente la ccuacién 2z = 4y.

Resolviéndola respecto a y, resulta:

Si

resulta

Si

‘resulta y =

Z

Il
o o~ =

o

M(4/2)

N{—6/~=2)

con una regla, resulta la recta AB, que es la imagen de

y representando graficamente los dos puntos al unirlos re

sulta la recta MN.
que es la imagen
de la funcién dada,
fig. 9.

OBSERVACION, —
Nétese que segin
el ejemplo primero,
cuando una ecua-
cion tieme término
1nd e pendiente, la
recta 1magen de
ella mo pasa por el
origen; mientras

A
Y
-
X’ = X
() 0
=,
Lk
N
i
Fig. 9.

que, segun el ejemplo segundo, no teniendo término indc-

pendiente, la recta st pasa por cl origen.
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Aplicaciones de Ia repreéentaciﬂn grafica
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161. Resolucion grahca de un sistema de dos ecua- Bt

ciones de primer grado con dos incdgnitas.

Sea el sistema : v /
#4y="5_{1) R
+

2e—y=14 (2) N

Seguin hemos vis- S A
to en el parrafo an-
terior, cada una de D/ Bl,
las ecuaciones (1) y //
(2) representa, gra- A
ficamente, una recta.

Determinemos la Co
recta de la ecuacién i)
(1), de la cual:

Yy=>5o—=z
Bt it (SRR ¥ P10
resulta 2 =5 |

RS ; L. B(5/0)

Fig. 10.

resulta y =5
Representando los puntos 4 y B, fig. 10, resul.ta la
recta 4B, que es la imagen de la ecuacion (1).
Determinemos la recta de la ecuacién (2), de la cual:

- . y—=2r—4
Sit b =0
resulta Y =—4 { il =4
S ol R D(2/0)

resulta @3 2
Representando lotgpuntos C y D, fig. 10, resulta la ree
ta CD, que es la imagen de la ecuaciéon (2).
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Cada recta tiene un numero infinito de puntos, pero

s6lo el punto P es comin a los dos. Las coordenadas del
~ punto comin, x =3, y =2, son la solucién del sistema

dado.
En efecto, por pertenecer P a la recta representativa
de la cenacién (1), sus coordenadas son solueién de (1) ;
por pertenecer P a la recta representativa de la ecuaeibn
(2), sus coordenadas son solueidn de (2), y como el punto
P es tGnico, sus coordenadas son la solueion del sistema
propuesto. AY
_De todo esto dedu-
eimos la siguiente:
REGLA PRACTICA. —

Para resolver grafi- N A

camente un sistema X . \"g/\\ X
de dos ecuaciones de D\, | [OTB Ny [ 7
primer grado con \ S|
dos imcognitas se re- X

presentan  grdfica-
mente cada una de
las ecuaciones, Yy Si Pig. 11,

las rectas obtenidas

se cortan, las coordenadas del punto comiin constituyen la

()

solucwn del sistema d 7
oy = 2 1

Ejemplo: Resolver el sistema : 221 Z: i ((2)
Enla (1):

B ffg A(0/1)

g » Recta AB, fig. 11,

FESTA MRS 11 (1 :
Fi= 2 :
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En la (2)%
Si 2=0
% € (0/—5) 2
y=—>5
§i. §=0 b . 'Recta CD, fig. 11,
Lt _5— S S /0) :

2

Las coordenadas del punto P comin, son la solueién
del sistema, es decir:

162. Grafico de temperaturas. — Durante los dias
que duré la enfermedad de una persona se anotaron, en el
cuadro de la fig. 12, las temperaturas que tenia dia a
dia. Se ha toma- '

do como orde-
ar

nada la tempe-

ratura, y como m*0 A

abscisa el .pe- 239 //

riodo de tiempo gags \

de la medicién; §q -y
=

asi, por ejemplo, Temperatura normal

el dia 3 se ob-

o~
=
o

e
s
9
b
o

servé que .tema - et T
38°,7 de fiebre.
La . unién de to- Fig. 12,

dos los puntos marcados nos da el grdfico de la tem-
peratura del enfermo.
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'163. Griafico de poblacién. — En el grifico de la
figura 13 tenemos representado el crecimiento de la po-
blacion de la Repiblica desde el afio 1865 hasta 1925, de
cineo en einco afios.

9 V.
5 A
al® =
cl7 .
8
5|6 =
o
<ls5 X
° F
old
L)
513 ]
|2 =
1
w| o v o B 2| v o Vv o w =2 =
s Sf B 2| 2 2 2| 8| & 3| 38 s
Fig. 13

La cifra de la poblacién de cada afio figura en El Co-
mercio Exterior Argentino (1).

Las abscisas son los quinquenios, y las ordenadas las
cifras de la poblacién.

(1) Publicacién annal de la Direccién de. Estadistica del Ministozio
da Agricultura.

Los mismos datos pueden verse en Estadistica, pég. 11, por L. Dag-
nino Pastore,
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164. Grafico de Ferrocarriles. — Los grdficos de

ferrocarriles consisten en unos cuadros en donde las absei-

sas marcan las horas, y las ordenadas las estaciones.
Se supone que entre dos estaciones el movimiento de

los trenes es uniforme, representindose por un segmento

de recta, y la mayor o menor inclinacién de éste indica
la mayor o menor velocidad del tren. El cruce de dos
segmentos indica el cruce de los trenes correspondientes,

E

5 /| 7
. /
D = —— i
D % 1
“. /‘ i £
\ % /
b 4
e ram 7
a / N /
A N
B B
‘/ \‘
/ i "\
A8h Sh 10h 11h 12h

Fig. 14.

lo que debe suceder sélo en las rectas horizontales o es-
taciones. : ‘

La figura 14 representa un detalle de an grafico. La
linea a indica que un tren sale de la estacién A a las 8
y media y llega a la estacion B a las 9, en donde para
10 minutos. De B sale a las 9 y 10 y llega a la estacidn
Calas 9y 47. En C demora 13 minutos, en donde espe
ra un cruce con un tren b que sali6 de E a las 9 y 23
El tren a llega a la estacién E a las 11 y cuarto,

Py
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La recta ¢ es el grifico de un tren rapido que sale de
A alas 10, se eruza en B con el tren b y llega a la esta-

~¢ibn K a las 11 y media.

Estos graficos se utilizan sélo en las lineas en que por
una sola via van y vienen dos trenes.

165. Grafico de conversion de monedas. — En una
casa de cambio nos han dado 109 francos franceses por
10 pesos moneda nacional, resultando-el franco a poco
méas de 9 centavos, segin el tipo de cambio de los 1l-
timos tiempos.

...... - s et S ERSS SRS S S — E———r
//
D W -- SHSE Caci Yo maa s < j/ /
i e
o 0 il ;
[ }
< -
c R
1 Pesos i
O A F
Fig. 15.

Con esos datos vamos a construir un gréifico que nos
permita, a ese tipo de eambio, convertir pesos en francos
¥ viceversa. - _
-+ Tomemos en el sistema de la figura 15, como abscisas
los $ 2% y como ordenadas los francos y determinemos
el punto P de abseisa 10 ($7%) y de ordenada 109 (fran-



cos) ; la semirrecta OP nos permite la conversién que de-
seamos.

- Ejemplos:

12) ;Cuéntos francos equivalen a 2,50 $?

Tomo el punto A de abscisa 2,50 y trazo AB perpen- -

dicular al eje de las abscisas. Por el punto B trazo BC
perpendicular al eje de las ordenadas, obteniendo el pun-

to €' de ordenada 27,25, que son los francos que equiva-

len a 2,50 $.

2°) He comprado varios libros por 73 fr.; calcular

cuantos pesos importa la compra.

Tomo el punto D de ordenada 73 y trazo DE perpen- /
dicular al eje de las ordenadas. Por E trazo EF per- -

pendicular al eje de las abscisas, obteniendo el punto B
de abcisa 6,70, que son los pesos que equivalen a 73
francos. :

pSNRE WS IV 25 o v o a1 ”L.;

ul_.yi_v.‘. tatirl

D& M2 7 2TEROS
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