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CURSO DE A.LGEBRA ELEMENTAL 
3er AÑO 

CAPITULO 1 

PROGRAMA r. - Expresiones algebraicas. lIIonomios y polinomios. Po· 
linomios ordenados. Polinom'ios homogéneos. Valor numéri~o de 
las expresiones para valores enteros o fraccionarios, positi\~os. 

,o negativos. de las letras. 

Expresiones algebraicas 
1. Definición. - Se llama expreS'lón algebrmca., a.to­

do conjunto de números entre los cuales se mdlquen ope­
raeione~ aritméticas. 

5a 3
- b2 + 4 ,1.: 

Ejemplos: a + b ; 2 i X2 - V e - log·. I:!--a 

Una expresión algebraIca es entera, cuando no tiene 
denominador literal, y f'1'accumaria en caso contrario. 

EJemplos 

a . 2aó3 + b. 1 
3a - m , 5' - -:2 x. S011 expre.slones enteras. 

2 .a + b-c. 2 2 + e a' 1n ,a - a a' " " fraCCiOnarias 

2. Monomio.-Se llama 'I1tonom1o a todo ~!1to 
de números enh'e los cuales se mdlquen la mI:lltiplica.. 
ción, división, potenciación, radicacIón o logaritmación. 
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'Ejemplos: 
3 5a 1 ,/": 
4 a~b,. 2 ,. 2 r a,. a. log. b. 

Un monomio también se ¡fama té1'1nino. 

3. Coeficiente. - Se llama coeficiente de un mono­
mio al" factor numérico que entra en su c{lmposición. 

Ejemplos: 
] 

- ab' 
2 ' 

1 
el coeficiéllte es 2" 

3a,21'-;;, el coeficiente es 3 

Uuaudo un mOllomio no tiene visible el eoefJC:iente. 
qheda elltendido que es 1tnO. 

Ejemplo: a2 b3 = la2~?, el coeficiente es 1. 

4. Grado de un monomio. - El grado de 1m /lumo­

mio es el número dI' factores literales que lo componen. 

li;jemplos: - 2a3b = - 2aaab , de 40 grado. 

] 
20 gax " " 

a1 /J = 'aab n' Ser. 

4a 
" 

1 ero ,. 

5. Monomios semejantes. - Varios monomios son 
semejantes, cuando la parte literal es la misma y cada le­
tra tiene los mismos exponentes. 

Ejemplos: ab'!; - 3ab~ ; 
1 

- ab! 
2 

- ~ 1 -
- 3a 11 e; 3" a y' e i 

3 ? -"5 abo 

4 -
-"3 Q 11 e; 
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6. Polinomio. - Un polinomio es un conjunto de mo· 
nomios entrE' los cuales se indican operaciones de sumar 
() restar. 

Ejemplo: 

El polinomio que tiene tres términos se \Jama trinom1.o. 

Ejemplo: a - ...!:. h + .!.. c1. 
2 3 

El polinomio que tiene dos términos se llama binotlbio. 

Ejemplos: 
a 

a+b' 5--, 2 

7. Grado de un polinomio. - El grado dé un poli. 
Mnllio es el mayor grado de sus diversos términos. 

Ejemplo: 3ab - 4a2b + 2a es de 4~ grado. 

8. Polinomio homogéneo. - Si los térmtnos de un 
polinomio son de igual grado, Id polinomio es homogéneo. 

! a3b + a2b2 - b4 es llOmogéneo de ~Q grado. 

9. Polinomio ordenado. - Un polinorriio está or({;e. 

rw.do, cuando sus términos están colocados según las po­
tencias C1'ecientf\s o decTccientes de \Ina misma letra, lla­
mada ordenat?·iz. 

El polinomio 

1 2 
4a' - - a4 b + 5a3b' + 2a2b3 - - abO ~ b' 

g il ( 5 

.está ordenado según las potencias decrecientes ele a1 Y 
según las potencillli Cl'~cjelltes ele b: 
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Un polinomio es Gornpleto, cuando los exponentes de 
¡a letra ordenatriz son los números de la serie natural: 
O, 1,,2, 3, ..... 

Ejemplo: 

Un polinomio es incompleto, cuando no es completo. 

Ejemplo: 

Cualquier polinomio incompleto, puede hacerse comple­
to agregando los términos que faltan , pero con coeficiente 
cero. El polinomio último se puede completar así: 

10. Valor numérico. - Se llama valor numb-wo de 
una expresión algebraica, al número que se obtiene al dar 
valores particulares a cada una de las letras que la com­
ponen, y efectuar luego las operaciones indicadas. , 

Se halla el valor numérico de 

siendo: 

s 

a2 + b3 - ab'lVa + ac:l 

ah - 3e 

a=8 

Reemplazando los valores, resulta: 

c=-2, 



- j3~' 

efectuando las potencias: 

1 1 
64 - S - 8 . 4' . 2 + 8 ( - 8 ) 

8.(-~)-:3(-2) 
efectuando los productos: 

1 18 
64 - 8" - -4 - 64 

-- --8---' 
-2 +6 

que es el valor numérico bUt~cado. 
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EJEROICIOS 

'llallar el valor nun¡érieo de las siguientes expresiones siendo: 
1) = 3; b = 2; e = 1. 

1. 3a + 2b - 5e 

2. 5/1b - 60 + 4 

3. 3 (0,' - b') + 2o,b' 

4. 2aIJ' - 3a'b + abr!-

5. /l 3b' - 2a'b' + 3a'/' 

ídem, ídem, siendo: 0.= - 2; b = - 3; e = 4. 

6. a~ - ab' + abo 

7. 3ab -; 2ac + 3bo 

8. 

9. 

10. 

4a+b-o 

2Q - 3b - 2c 

30.' - 2b' - 5e 

3ab + d' 
(0,8 - b)c - 5~' 

-0.- +b --=-2c 

R: 8. 

,. 28, 

39. 

" 
- 24. 

" 
-9. 

" 
- 26 

" 
-2 

" . 5. 

" 

., 5. 

13 
17 

ídem, idem, siendo: a = -~ , b = -3
2 

,e = - 3. , 2 

11. 20. - 3b - 2e 

40. + b - e 

2a2 _ b' + e 
12. 

------aab + -r 
13. 

2a"b' - 3ab' + abe 
\ -

6a'b' - 4 

ídem, ídem, cuando sea: !'t' = - 1" x = - 2. 

14. Sl;' - 3x + 4 

15. 3x' - 2:v' - 5:r.! -b 227 - 6 

" 

" 

" 

!! 
S 

53 
- 144 

49 
" '90 

12 Y 30. 

- 8 Y 34. 
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CAPl'l'ULO Il 

PROGRAMA 11 . - Suma algebraica. Suma de monomios. Redur.ción de 
t él'1l1 inos Sfmej nntes. 'Suma de jlolinomios. Ejercicios. 

SUma algebraica 

~
. a) se·mejantes. 

1 

J:.Suma. de m011Ornios 
CASOS DE b) no sem.ejantes. 

SUMA ALGEBRAICA Il. ·Surna de monomios y polinomios, 

. TIl.·Suma de polinQmios, 

11. Convención, - Hemos visto antes (.), "que los 
signos + y - tienen dos. significados, como sigl1{)$ de 
operación y de direcc'iól'l .. 

Para lo sucesivo convendremos: 

La. suma de v(~r.i()S núm.eros rae,;'on-ales la indica,'i'8'lnos 
escribiendo los -su.ma,ndos separad.os por RU·9 ~'e$pectivo$ 

signos. 

12. I.-Suma de monomios. 

a) MONOM~OS SSM.EJANTES. - 'Sea sumar: 

(+ 2ab) tr- (- j . 'ab) 4 R - i3ab) 

~ 

(.) Véas~ er Ca~ítulo.XlX ~e ,nue$tr~ ·»¡tmit~¡~para;ler. IAjo, 
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Por la convención anterior, se tiene: 

<+ 2ab) -+ ( - {(lb) -+ (- pab) = 'lah - ~ ab ~ 3ab 

~acando el factor común ab: = (2 - ~ - 3) ab 

" .") 

y efectuando la.soperaciones: = - "2 abo 

de donde se dedu('e la sigüiente 

REGLA PRÁCTICA. - Pa-ra S'lll1rUL7' monomios sem,ejantes, 
se suman algeb¡'a'¡:carnent8 S1tS coeNcientes y el 7'esultado 
es el coefi;iente de lapa1'ie literal c·om,lún. 

La ' suma de monomios . semejantes se llama' también 
r-educc.ión de términos seme>jantes. 

b) MONOMIOS NO SEME.JANTES. - Sea sumar: 

(+ ~ a )+( - ! b).L <-+ 3e) 

Por la ·convención (11): 

Al no hahel' términos semejantes que reducir, éstá halla­
da la suma, luego: 

¡?,EGLA ·PRÁOTICA. - p'ara. sumar monomios no semejan­
tes, .se forma con cUos 'un' polinomio,. dejando la S1wna 1·n.­
dicooa, 
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13. II.--,.Suma de monomio y polinomio.-Sea' su· 
mar: 

(- : b ) + «(la + b - 4c) 

Por la propiedad asociativa de la suma, se tiene: 

( - : b ) + (3a + b - 4c) = - ~ b + 3a + b - 4.c 

por la propiedad conmutativa: 

2 
= 3a + b - 3" b - 4c 

por la propiedad asociativa: 

= ::la + (b - ~ b ) - 4c 

y por el caso anterioL" 

1 
= 3a + - b -4c 

3 
de donde se deduce la siguiente 

HEGLA PRÁCTICA. - PaTa s!(mar 1m nwnomio y 1(.11 poli­
nomio, se f017na con ambos un solo polirw1l1>io, y ltlegol se 
¡'ed,1Wen los ténninos sem,ejantes q1le hu·bi,em. 

14. III.-Suma de polinomios.-Sea sumar :-

(3a - i b ) +.(! b + 2C) + (2a - 4b - } e ) 

Por la propiedad asociativa de la: suma: 

(3a- i b ) + (! b + 2C) + (2a - 4b - ! e ) = 

131 
-= 3a -"2 b + 4" b + 2c + 2a - 4b - .3 e 
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por la propiedad ' conmutativa: 
131 

= 3a + 2a - 2~ b +"4 b - 4b'+ 2c - 3" e 

por la propiedad asociativa: 

= (3a + 2a) +( - ! b + ! b - 4b) + (2C - } e ) 

reduciendo los términos semejantes, (12, a) : 

15 5 
= 5a- -¡b+ 3 c 

de donde se deduce la siguiente 

REGLA PRÁCTICA.-Para S1¿mar pol-itwmios se fo·rma con 
St¿S diversos térm'ÍlnQs ~¿n solo poli1wl'Ivio, y luego se redu­
cen los términos semejantes q1tc hu.biet'a. 

15. Disposición práctica. - Cuando/se tienen varios 
. términos semejantes, para reducirlos, se disponen en co­
lumna los diversos términos semejantes, efectuando la 
reducción columna por columna. 

Sea reducir los términos semejantes que haya en el 
polinomio: 

1 1 
4a -2" b + 2c- 3a + 2b-3c+'2 a -4b 

~ Colocando los términos semejanfes en columna y su­
mándolos, resulta: 

1 
+4a--b+2c 

2 l 
+ -3a+ 2b-3c 

1 . 
+2'a - 4b 

3' 5 
+'2 a -2b - c 

Al sumar las columnas, se leen sólo los coeficientes. 
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EJERCICIOS 

Sumar los siguientes monomios! 

16. 34; - 511; - 6(1; 2b;- 7n; 5/l 

3 
17. 3ab; - 2a; 5ab; 2- a; - 5 

3 i I 6 
18. - -ab; - - ab;+,il1b; - al) 

5 10 5 

R: -lOa + 2b. 

I 
" Sab - 2- 111 - 5 

abo 

19. 
3 2 - a . - - b . 6a . 3b . - 7 a 
5 ' 3 ' , , 

2 
-a 
!í 

+21) 
3 

20. 
t 

4x ; - 21/ ; - 3 x ; 3y 

R: ~x + ~ y 
3 3 

Sumar los siguientes po~inomios:. 

21. a + b + 2ab; a + b - Zab; Il ~ b ,,31l + b. 

22. 3a ----' 2b;· 6b - So; 3e - 4a; 5a - 3b + 6e 

R: 4a + b + /J 

1 3 3 
23. 2a' - 3b,' 6a · - - b + 3 6a' + - 1:1 --

2 ' t 4 

R' 7 a' - .!..! b + 6a + ~ . .. t 
1 3 ':i 

b - 3e; - Sa + 3b +2 e ; 7a - 1" b + 6' e 24. 6a - .!. 
~ 2 

7 6 
R: 4a+ -.r b - 3' e 

25. 
I 5 -V+- z 
3 8 

5 1 31 
R: -$- - 'Y + - z 

4 12 24 
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CAPITULO IU 

PROGRAMA IIl . - R,sfa algebraica. Resta de monomios y polinomiol. 
Ej er cic!os . 

Resta algebraica 

l.-Resta de monomios 
CASOS DE . b) n(J semejantes. 

\ la) semejan.tes. 

RESTA n.-Resta de nwnomio y pvlinorwio. 

ALGEBRAIOA '1 [H.-Resta de polúlOmio y mOMmio. 
1 V.--Resta de polinomios. . 

16. I.--.Resta de monomios. 

a) MONOMIOS sr.lfEJANTES. - Sea efectu8t: 

(- 5ab)":"-C- 3ab) 

Sabemos, (2), que los monomios son números, así como 
que para restar al minuendo se le suma el sustraendo cam­
biando de signo C~), luego: 

(- 5ab)-(- 3ab)== (- 5ab)+C +3ab) 

y por C 12) : = - 5ab + 3ab 

o bien: =-2a,b 

b) MONOMIOS NO SEMEJ A.N'l'ES. - Sea efectuar: 

(+ 3a)-(- 6b) 

,(a) \1 ÚIC au.ellra hUm/tica para I tr. alio, p'r. 178. 
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Procédiendo como se ha dicho más arriba: 

(+ 3a)-(- 6b) = (+ 3a)+ (+ 6b) 

y por (12): = 3a + 6b 

17 II.-Resta de monomio y polinomio.-Sea: 

(+ 3c) - ( + 2a - 3b + ~ C ) 

Procediendo de la maNera ya dicha: 

<+3C)-(+2a-3b+ ~c )=<+3C)+(-2a+3b- ~ c) 
5 

y por (13): =3c - 2a+ 3b- 2"c 

y por último: 

5 
"'" - 2a + 3b - 2 C + 3e 

= -2a+3b+( - ~ C+3C) 

1 
= - 2a+3b+"2 c 

18. III.-Resta de polinomio y monomio.-Sea: 

(+2a- ~ b + C)-<-2b) 

Siendo los monomios y polinomios ny.meros, se tiene: 

( +2a-~ b+.C)- <-2b) = (+2a-- ~b +c) + (+ 2b) 

y por (13): 
1 

= 2a - 2" b + e + 2b 

1 
1; 2a .- 2" b + 2b + e 
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= 2a + ( - } b + 2b) + e 

3 
-=2a+2"b+c 

19. IV.-Resta de polinomios.-Efectuar: 

. (2a - 3b + 0)-(2a - 4b + 50) 

Sumando el sustraendo cambiado de signo al mI­
nuendo: 

(2a - 3b + 0)-(2a - 4b + 50)= 

= (2a - 3b + o) + (- 2a + 4b - 5c) 
I 

= ~a - 3b + e - zr + 4(J - 50 

Y por (14): = b-4c 

De 106 ejel'ci~ios anteriores se deduce la siguiente: 

REGLA GENERAI,.-Pam restat' <ks expresWnes algebrati­
cas, se sum.a al minuenito _ el sustrae1ido cambiado de 
signo y htego se t'ed1Jcevn los _ térrrvi1lQs semejam-tes que 
resulten, 
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EJEROICIOS 

Efeetuar las siguientes restas de monomios: 

26. {-3a) -- (-2a) R: --a 

27. ( +2(10) - (-3ao) " 
5ab 

28. (-~m)-(+ ~ m) 
4t 

In -24 

29. (+!x)-(+i y ) 
3 i 

" 2 x -"2 Y 

30. <+ 5ab2) ___ (+ ~ ab2
) " 

~ab2 
3 

Efectuar las siguientes restas de monomIOS .Y polinomios: 

31. (3a _ 20 + 5) - (-7b) R: 3a + 5b + 5 

32. 

33. 

(~ á - " + e) - (+ 3a) 

(sab - f b2
) - (+ : b') 

34. (- 2a) - (- 5a - b + e) 

35. (+: b') - ( - 4a + ¡30 b' ) 

36. (- ! e ) - (5X - ~ e ) 

5 
"-"2"-x+c 

5uú - :2 b' 
" t 2 

" 3a + b - o 

JI 4a + fo b' 

" 
.!.. e - ~:t 
12 

Efectu.i9- las siguientes restas de polinol!lios: 

37. Isa - 30 + Zo)-(2a - 7b - 5e) R: 3a + 4b + 7c 

38. 3x _ ~ y - ~ z ) - (5x - i y - ~ z ) 2 4 ''¡ 6 

R: _ 2a; + ..!.. y --- 2. !I 
~ 12 

0+ 20-- 1) 

R: - ; b + ! e + 1 

39. eL; b - i o ) ~ ( - ~ 

2 ¡ 
40. (- a - - b + , 3 .¡ 

e ) - (_1. a ..L ~ b + ~ e ) "2 .3 I q. 8 
1 

,ft: u ~ b - -- e - , 
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CAPITULO IV 

PROGRAMA IV. - Multiplicación Algebraica. Multiplicllción deo mono. 
mios. de monomios por polinomios y de polinomios entre s!. Ejer· 
cicios. 

Multiplicacl6n algebraica 

CASOS DE ! 1.-Multipl¡icar monorru·Qs. 

MULTIPLICACIÓN 11.- " monomio y polinQn1,io. 

ALGEBRAICA I 111.- " polinom,ios. 

20. l.-Multiplicación de monomios.-Sea efectuar: 

(-4a2b). (+3ab 2c) 

Por la regla de los signos de la multiplicación, se tielle ~ 

por la propiedad asociativa del producto: 

= -(4a2b.3ab2c) 

por la propiedad conmutativa: 

= -(4.3a2abb2c) 

por definiciÓllde producto, y por un teorema anterior: 

=-12a3b3c 
luego: 

REGLA PRÁCTICA. - Pam multiplicar varios monomios 
entre sí, se procede como S1~gue : 
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'1P - Se-determina el si9110 por medio de, la regla de los 

Slg1'WSj 

;&9 - Se multiplican los coeficientes y el resuJ,tado es el 

coeficiente del prod1~ct(t: 

39 - A cont1:n:llación 8e esm'iben las letMs comunes a 

dos o más rnmwmios con nn exponente 'igual a la SU'»Ul 

de tos exponentes que te-nga1~ en (lichos mome'ntos; 

49 -1 contim((J¡ción se escribe,n las letras que aparez­

can en un 80lo monomio, con el mismo exponente . . 
21. 11. Multiplicación de monomio y polinomio.-

Sea efectuar: 

(- ~a2 + ~ ab + ~ b2
) ( - ~ ab) 

Por la propiedad distributiva de la multiplicación: 

(- Sa' + !,ab + ~b2)(_ }ab) = 

y por el caso anterior: 

luego: 

REGLA PRÁCTICA. - Pan), rnult'iplic(lIf u.n poz.inom';'o por 

wn monomio, o vice-vet"sa, se multiplica cada término del 

polinomio pm" el mO'nomio dado, y luego se suman alge­

lwáicamente los P1'OrJUCtos :parciales. 
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22. 111. Multiplicación de polinomioa . ....;. Sea efeo­
tuar: 

(! a2 
- 2~b + i b2

) ( 40. - } tT ) 

Por la propiedad distributiva de la multiplicación: 

(!'at -2ab+ ~ b-t )(4a- ~ b )=~~.4a+(-2ab)~q. 
• 

+~b2. 40. +~a2. (-~b )t( ' 2ab{ - ~b )+ ~ b2
(- ~(¡ ) 

y por (20) : 

= 3as - 8a2b t ·! ab 2 - ~ a'h' + ab' - ~ b~ 
3 8 3 

y reduciendo los término!! semejantes, resulta: 

luego: 

. REGLA PR,ÁCTICA. - El prodtl.wto de dos poliMmios se 
obtiene 1/M.dtiplicatndo cada térmiino del m1~ltiplicador po,­
todo el m,ultiplicando. litwgo se nxwcen los té3·mMtOS se­
mejantes que resmtefIJ. 

23. Disposición práctica. - Prácticamente, para mul­
tiplicar dos polinomios, se escribe el de menor número 
de términos debajo del otro, y luego' los términos seme­
jantes que vayan resultando de los productos parciales 
se. disponen en columna, facilitando así su reduc.ción:; 

De esta manera, el producto: 

(
1 ~ 1 2) ( 3 ) _0.8 

- 4a2b - - a1J2 +- -b8 20.'+ - ah + 4bo¿ I 
2' 3 ' 3 . 2 
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se efectúa así: 

1 1 
¡-al - 4oa~b - g ab' + 

2 a' + : afJ + 4 b' .. 
- 2 4 

a' - 8a t b - - a3b' + - a"b' 3 3 

+ !a4b - 6 a1b' - ~ a'b3 + ab4 

4 2 
·· 48 + 2 a3b~- 16 a,'iJ3 - "3 ab l + a b' 

29 14 91 1 , 8 
aS - -¡u4b - 3 u'b! - 6 a"b3 

- '3 abO + ·3- b~ 

24. Máximo y mínimo número de términos del pro­
duclo. - Sea el producto: 

(2a - 3b + 4c) (3m -11) 
Se tiene: 

2a- 3b + 4c 

3m-n ' 

611tm, - 9bm + 12cm - 2an + 3bn - 4cn 

Al no haber términos semejantes, el número de térmi­
nos del producto es igual al llúmero de términos del 

, multiplicando por el número de términos del multiplica­
dor, luego: 

El máxim.o núm,.ero de términos ,de un producto de dos 
lJOlinomios, es igual a~ número de térrminos 'del multipli­
cando 'P01' e~ 1liÚmero el; términos del multiplicador. 
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Sea el producto: (a,3 + a2x + ax2 + x3) (a - .r) 

Se tiene: 

a-x 

a4 + aax + a2x 2 + a:r} 

- a3x - a'J.;¡:;2 - ax3. - x~ 

I De manera que, multiplicando dos polinomios ordena­
dos respecto a una misma letra, resultando términos se­
mejantes, el primero y último términos del productu 
nunca lo serán, puesto que el grado de uno es la suma 
de las mayores potencias de una letra y el del otro es 
la suma de las mayores potencias de otra letra, pudiendo 
lo~ términos intermedios anularse como en el ejemplo da­
do, luego: 
, El mín~:mo número de tér'Y/lJinos del pJ'Odl~ctO de dos po­
~inomios, es dos. 
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EJERCICIOS 

Efectuar las sIguientes multiplieaciones de monomios:' 

1 R: 
41. 4a. (- 3b) . - a -6a'b 

2 

42. 4a .(-! ab).(-{ ab') 
2a'b' 

43. ¡la'cd. (- 4ab) . (- 3ab'e') .5bclIl " 
120a'b'c"dm 

44. 3a'y. (- 2ax) . (- 8ab ) . (- 5b'e) )J 
- 240a'b'cxy 

2 ;¡ 2a'b'c' 
45. _ ((/J'c. - (l/Jc'.4a'bo )J 

3 ~ 

46. O,lx . O,5x'.x' (-2x) 
5 , -x· -x 
2 

47. ( - ~ a2b') . (-4 ab2) . 4c " 
2a'b"c 

48. ( ~x ) . ( - .! xy ) . ~y2 " 
2x'y' 

2 53 

Efectuar las sIguIentes multiplicaciones de monomios y polinomios: 

49. 

se. 

51. 

52. 

53. 

(6a-2b + 30).7a 

. (_ 511' + 3ab - 8b') . ( - 311/J) 

" (5x" -15xy + 5.'1') . i . x'y 

(~ (I'U - } ab' + 6). 4au 

(6 l . 2, 4') 3 x - '3 X' + '3 x' - x . '2 x 

R: 420.' - 14ab + 21ac 

" 
15a'b - 9a'b' + 24ab' 

" 
2x'y -- 6a;'y' + 2x'¡j' 

JI 
3a'/J' - 2a'b' + 24((/J 

" 
9x'- .!...x' + x'-6x' 

2 

54. (..!. x _ ..? y + .! xy ) . ~- .'ty 
\) lt 3 't " 

1 . 9 1 
_x'y--xy' + -x'y' 
3 16 2 

&5. (2a - ~ b + ;. . 0- .! ab) . (- ~ abe) 
3 6 3 4 

3 l' 1 1 
R' - _ a'be + - ab'c-- abe' + - a'b'c 

. 2 4 2 2 

OO. (..!.a'b-~ab'+4). ~"b R: ~a'b'-a'b'+6(l1l 
9 18 <\ 3' 
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Efectuar las siguientes multiplicaciones de polinomios: 

57. 

58. 

59. 

80. 

61. 

62. 

63. 

64. 

65. 

66. 

(Sa-4b)(a- b) R: 3a' -7ab + 4b' 

(:1: + 8) (x + 10) " X' + 18x + 80 

(a" + a' + aO) (0.'-1) " 
a'-o' 

. (20.-4)(0+ !) " 
2a'-3a-2 

(2a" -.a:t + x') (5a + 2x) " 
lOa' - a'x + 3ax' + 2z" 

(~. + b'-ab) (a' +b' + ab) " 
o' + b' + a'b' 

(it' - Sax' + 12a'x - 8a') (x' + 4ax - 4a') 

R: x' - 2ax' -lSa'x' + 64a'x'- 80a'x + 320' 

(2a' + 3a' + 20. - 1 + a') (a' + 1 - 20) 

R.: áO- 2a' + 1 

(SX'-5:1:Y-Y')(4x'- 3x.v + 6y') 

R: 12x' - 29x'y + 29x'y' - 27xy' - 6y' 

(
SaOb-..!.. abO + ~ ba ) (~ 0'_ ~ ab) 

2 3 3 ~ 

R: 2a'b_ J1 a'b'+ 107 (I'b'- ~ab' 
12 72 ~ 

61. (a' -..:. 2a'x + ow - } x' ) ( Sa' + ~ ax + ! x~ ) 

R: 30' - 21 a'x + .!..! wx'- !.!OI'Z" + .!... ax' - ~ x' 
4 6 t2 12 9 

68. (2a' + .!.- (l1¡ - ~ b') (~a' - 4ab + ~ b') 232 3 

29 8 i 7 \1 
R: 30' - - a'/I - - a' b' + - ob' - b' 

4 3 ;¡ 8 
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CAPITULO V 

PROGRAMA V. - DMsi6n al/Jebrai(4. División de- monomios '1 poli 
nomios ''P0r monomios. DIvisión de polinomios. Definición. Reglo 
prácti t a . Ejercicios . 

CASOS DE"'!' 

DIVISIÓN 

ALGEBRAICA 

Divisibn algebraica 

1. - División de 
monomios 

a) Que todas las letras del, 
divisor estén en el di­
videndo; 

b) Qu:e haya letras en el 
divisor que. no figu·,'en 
en el divfiknao. 

1I . - División de polinomio y monom,io; 

1IJ. - " monon/-io y polino'mio; 
IV. -

" 
" polinomios. 

25. l.-División de monorruos.-

a) QUE TODAS LAS LETRAS DE L OIVISOR Es'rÉN EN EL. 

rnVIDENDO. - Sea efectuar: 

Por la regla de los signos de la división , se tiene : 

6a3b2c3 
( - Ga.3b2c3 ) • (+ 3a.2b2 ) - _ -' ..,..--:,....,,--. - 3a2b2 

y por definición de producto de números racionales : 

, , 6 aS b! 3 

= - '3 . a~ . b~ . e 
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y por un teorema anterior: 

pero, por definición, 'bo = 1, luego; 

= -2 ac" 

b) QUE HA Y A LErRAS EN EL DIVISOR QUE NO FIGUREN 

EN EL DIVIDENOO. - Sea efectuar: 

( - 3a~b-) : (- ~ abSc t ) 

Por la regla de los signos de la división, se tiepe: 

(_ 3afb) ; ( _ : áb:1C
2

) = + 3
3a2b 

- abuc' 
. 2 

Y por definición de productos de números racionales: 

3 a2 . b . 1 
= + 3 . ti . Va • ci 

"2 
efeotuando las divisiones indicadas: 

1 
=+2.ab-:2 •• 

C' 

1 
pero, por definición, b-2 = bi' luego: 

o bien; 

1 1 
= + 2a b!' ct 

, 2a 

= + b'c i 

. De los ejemplos anteriores se deduce la eiguiente:· 
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REGLA PRÁC'l'lCA. - Para dividú' dos mon.omios, se pI'O, 
cccle así: 

l P Se deterlllina el signo del cocie·nte 1701' medio (le la 
,'egla de los signos; 

29 Se div¡¡den los coeficiel1tes y ell'esu,ltado es el coefi­
ciente d{!ll coc,iente; 

3P Las lett'as C0I11 .. 1mes se escI'iben con 1m exponente 
igual a la d-1:¡el'encia entl'e el exponente del dJiv'idetndo y 
el exponen,te del Wivisor de cada letra; 

4P A contúlIIación se escriben las letras que hayct en el 
dividendo y q1te no figuren en el diV'isor; 

59 Las let,'as que Nglwen en el divisor y no en el di, 
videndo, se escriben como divúOl' de· lo obtem'do según 
los pasos precede11tes, 

26, H,-División de polinomio y monomio, - Sea 
efectuar: 

( 
3 1 . ) 1 '4 aW! - 8 at + 6 abc' : 2' ab "-

For la propiedad distributiva del cociente, se tiene: 

( i a3b' - ~ a 2 + 6abc2 
): ~ ab' = 

= ~ a3b' : ~ abZ + (- ~ a2
) : ~ abz + Gabc~ : ~ abo 

y por el caso anterior: 

, 
luego: 

3 1 a e' 
=2' a' - '4 b2 + 12 b 

~ 

REGI,A PRÁCTlOA, - El cociente de un polinomio y U1í 

monomio se obtiene dividiendo cada tél'/n,ino del pol·ino· 
mio p01' el monom,ilO, V smnanao luego los cociel1.tes obte· 
nidos, 
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27. III.-División de monomio y polinomio.-Co­
mo implica este caso dividir por un polinomio; está com­
prendido en .el caso siguiente. 

28. lV.-División de polinomiOS.-DEFINICI6N, -

,La división de dos polinomios tiene por objeto hallar dos 
expresiones algebraicas, llamadas cociente y 1'esto, tales, 
que el dividendo sea igual al producto del divisor por el 
cociente, más el restl), y que éste sea de menor grado que 
.el divisbr. 

Siendo: D, el dividendo; d, el divisor; c, el cociellte 
y R, el resto, se debe tener: 

D=d,c+R 

y además: 

g~o dé R < grado ele d 

29.,.. Procedimie!,ltó ' para hallar el cociente de dos 
po$ro"ooos. - TEOReMA, - El cociente· ele (los polÍ1w­
mios se obtúme así: 

1Q$ O1'd·enan los dos polinomios segím las potencias 
· d.é~;'ecientes de 1tna m'isma letm, sie1~el() el grado del di­
videndo mayor o 'igt¡,al que el gmdo del di'tl'isol'; 

2Q Se dt'vide el pQ'inM1' ténnúw del dt'vide1ldo por el 

p1'imero del divisoi', ?'esti,lta·ndo el pr'ime1' tér'mirlO del co­
oie,nte; 

39 Se multiplica el dim'sol' pOI' el cociente hallado, y se 
1'8sta e¿ pl'odudo del (lividendo j 

49 001~ el p1'úner 1'esto obte1údo se p'l'ocede lo m~¡,wtO 
q1te con el divide,ndo, 1'csúlta,ndo así el seg1!¡/¡·do tértnino 
del cociente, y sigt~ienclo así hasta que el grado del ?'esto 
sea '/'MM?' q'1¿e el gmdo del aiviso/', 
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Hipótesis 

~------------------------------¡3x2 + 2x - 1 == d 

I ~<~ -.~ == e 
R, 

Tesis 

- 1~a:2 - GJ' + ::1 

+ 15x2 + 10 .. ' - f¡ 
------- -

~;]' - 2 

e, (:, 

J" D = d(Cl + (;2)+ H 

2" g¡'. U < gr. d. 

lJEMOR'l'RA('IÓN. - 1 '! ) Se tiene: 

D - el . CI = U1 

N1 - <l. C2 = R 

f) = el . et + Bl 

L~¡ = el , C2 + R 

Rumando ordem¡damente (.l) y (~ ) : 

f) + ](¡ = d, el + ({ . C2 + Rt' + J~ 
¡'¡¡doreando el: 

j) + H¡ = d(o¡ + 1'2 ) + /:í,J + R 

¡'('sÍFllldo N¡ a ambos llliembl'os: 

y ¡'('(l¡lC'irndo los términos semejantes, r¡uccla : 

y drmo!'\trada la primcra parte ele la tesis. 

(1) 

(2) 

2~ ) 00mo los j)olinomios dados son decrecientes por 
hipótesis, de acuerdo con la' formación de los térmi nos 
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del ,cocien.te y de cada resto, el grado del primer resto 
es menor que el di31 dividendo; el aill segundQ resto es 
menor que el del primero, etc, Así, los grados de los 
sucesivos restos van disminuyendo, mientras que el gra­
do del divisor queda constante, llegando un momento en 
que uno de los 1'estos sea de igual grado que el del di­
visor, 'per{} continuando la división, el ·resto siguiente 
será de menor grado, luego: 

~<gr.d . 
30. OOROLARIO. '- ' Del teorema. anterior se deduce que 

el grado del cociente es igual (J, la diferencia de los g1'ados 
,del dividendo y divisor' , 

31. Ejemplos. - Efectuar la división 

(3x4 \ 4x3 + 2i 2 - 4x - 1) : (x2 - 3x + 2) 

Se tiene: 

3x4 - 4x3 + 2X2 - 4x - 1, 

- 3x4. + 9x3 ....,;.. 6X2 

+ 5x3 - 4X2- 4x- 1 

- 5x3 + l5x - lOx 

+ 11x2 -14x- 1 

- 11X2 + 33x - 22 

3X2 + 5x + 11 

19a: - 23 división inexacta, 
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JI. - Efectuar la división; 

(2a3 + 335 a2b --.:.. 19
6 ab~ + : .b3

) ; ( ~a + 4b) 

Se tiene; 

_ ~ (t2b _ 1 G a b2 + ~ b3 
3 fl 3 

+ ~ a2b + 2 ab2 

3 

2 4 
+ '9 ab2 + '3 b

3 

_ ~ ab2 -c- : b2 

2 
Sa+4b 

-----
1 1 

3a2 -"2 (tb + "3 bt 

o división exacta. 

32. Práctica de la división. - Una vez ordenados 
on forma decreciente el dividendo y divisor y obtenido 
el primer término del coc.iente, .el prnducto del divisor y 

ese primer término se escribe debajo del dividendo con 
signo contrario diciendo; 

+ por + da + , para restar; -

" " + , " " 
+ " " 

, , 
" + 

+ I 

" " " " T 

Luego se reducen los términos semejantes del dividen­
do y ese producto. 
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33. Divisiqn de polinomios incompletos. -=- Al tener 
que dividir dos polinomios incompletos se dejan en blan­
co los lugares de los términos que falten, o bien se agre­
gan con coeficiente cero. 

Sea dividir 20a5 - 6a3 -12a2 + 6 por 4a2 - 2. 

Dejando en blanco los lugares correspondientes a, los 
términos que faltan, se tiene así la operación siguiente: 

- 6a3-12a2 , 
+lOat.l 

~ 4a3-12a2 +6 
- 4(¿3 +2a 

-12a2~2a+6 

~12a2 -6 

2a 

-2 

+a-3 

La misma operaClOn se puede hacer completando los 
polinomios dados, ágregaudo los términos que faltan con 
coeflCIente cero, resultando: 

20a5+Oa4
- ·6a3-12a2+ Oa+6 

-20a5-Oa4+10a3 

Oa4+ 4a3-12al! 

-0&4- Oa3~_ Oa2 

~ 4a3-12a2~Oa 

- 4a3-Oa +2a 

--12a2~2a+6 
---J.2a2~Oa-6 

2a 
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Otro ejemplo: Dividir: 
19 1 
"!fm+2m"-1+ ~ +~2 por - 2+ Gmz+3m. 

Ordenando los pOlÍnomios dados, se tiene la operación: 
10 1 

12m4+2m3+ 9m2+~ m.-l 6m2 + 3 m -2 
- 121i~4-6m3+ m2 2 

2m2
--3 m + 2 

19 
-4m3+10m2+-g mi 

+4m3+ 2m2_~ m 
3 

+12m2+ 6 m-1 
-12m2

- 6 111 + 1 

O 

-EJEROIOIOS 

Efectual' las siguientes divisiollcs de 
69. (-l8c¡'h'): (- 6a'b) 
70. l2a'b'c' : (o.b'o' 

71. -20u'b' : 5ah 

72. (-l8x"y'z") : (- 8x'yz') 

73. I2a'h' : 8a'b'(;' 

74. 5x'y'z' : 71fz' 

i 
a.'V·c) 

I 
75. (- - : (-- abe) 

3 2 

76. 5x'y7 : 
1 

x'y 3" 
1 

o.b'c' 77. -2a'b"o: -
2 

monomios: 
R: 3a' b' 

" 
3¡¡úc 

" 
-40."&' 

9 

" 4 
1/11 

3ab 

" 2c' 

5x'y' 

" 7Z 
2 

" "3 a'ó 

" 
15y 

4a' 

" Ile 
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78. 24ab'c': 18a'b'c 

4b c' 
R: -3íT 

Efectuar las siguientes Uivisiones de polinomios y monomios: 

79. (8a'b - 32o,'b' + 4o,'b') : 4o,'b 
R : 20,' - 8o,b + b' 

'so. 

81. 

(25ü'b' - 35(¡'b' + 40o,'b6
): (- 5o,'b') 

R: 50,' + 7o,'b' ,- 8ab' 

(60,' - 2o,b + 4b'): .-!. (1' 
2 

b 2/;' 
R: 3- - + a «(' 

-82. (2a'b - 6a'b' + 2a'b'): ~ a'b 
5 
R: 5a' - 15ab + ;jb' 

83. (90,'-; a' + a' -6a,.) : ~ a; 

" 6a - 1.. a' + ~ ü' - 4«' 
2 3 

84. (1. a'b _ ~ lIb' + ..L a'b') I .i ab 
3 16 2 4 

4 3 2 
" _a--b+-::;-u/J 

9 lf .J 

85. (0,5m,'n' - 0,32m'n' + 0,4'1I~'n~) :-O,41l1n' 

86. (
6ar _ 1 a' + 1 

O 4 

" 1,25111 - 0,8111' + m' n 

• ) 3 a- - a : 2 a 

., 4 ,3. 2 ,+1 a--a--a -a 
5 3 2' 

}Jfcctuar lal! siguientes divisiones de polinomios: 

87. (3a' - 7ab +- 4b'): (a-b) 

R: 30, - 4b 

88. (a' + a'a; -'ax' - a;'): (a - x) 

" a' + 2ax + x' 
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89. (6a' - 22a'b + 23a'b' - 5ab' ): (3a' - 5ab) 

R: 20'- 4ab + b' 

90. (12x' - 14x' - 5x' + 12x - 1): (4# + 2x - 1) 
" 3x' - 5x + 2; resto: 3x + 1 

91. (16x' + .64~ + 103x' + 84x + 21): (4a?+ 9x + 3) 

" 4x' + 7x + 7 

92. (4x3 + 4x' - 29x + 21): (2x - 3) 

" 2x' + 5x - 7 

93. (x' .- 5x' + 9x' - 5x + 1) : (x' + 5x - 3) 

'J x' - 10x + 62; resto: - 345x +- 187. 

94~26x-2u," + 2x' + x'):(- 7 + 5x + x') 

" 1-3x+x' 
95. (14a5 _ 27a'b + 21a'b~- 3a'b' - 2ab') : ( 2CL' - 3ab + 2b') 

" 
7a' - 3a'b - ab' 

96. ( X' - ~ x' + .!.! x' - ~x). (X2 - ..!.. x) i- 8 · 2· 2 . 

X'-~ x +1 " ,., 

97. (a' - 2a' + 1): (a' - 20. + 1) 

" 
0< + 2c(' + 3a' + 2{! + 1 

98. (a" + b'): (a + b) 

" 
(1' - a' b + a' b' - ab' + b' 

99. (a' - 3): (a' - 20 --' 1) 

" a' + 2a + 5; resto: 12a + 2. 

100. (x' + W + 1): «(1;' + x + 1) 

" 
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CAPITULO VI 

EROGRAMA VI. - Casos particulares de divisi6n. División de un pO '. 
linomio entero en x por un binomio de ·Ia . forma :x + a. Regla 
de Ruffini. Teorema del Testo. Oóndici ón necesaria y suficiente 
para que un polinomio entero en x sea divisible por x + a·. Di, 
vísibilidsd de la Buma o diferencia de potencias de igual grado 
pOl' la snma o diferencia de las bases. 

Casos particulares de división de polinomios 

34. Polinomio entero en x. - Un poUnomio es. entero 
en x al no ser x denominador de ninguno de sus térmi­
nos, y los exponentes de sus potencias son números po­
sitivos. 

¿. 
Ejemplo: 5x - 6x + 7 x - 4x + 2 

es un polinomio entero en x. 
De la misma manera diríamos cuándo un polinomio es 

e·nte1·o en a, o .en b, etc. 

35. NOTACIÓN. - Para expresar que un polinomio es 
entero en x, se emplean las notaciones 

que se leen: 

P (x), o bien: f (x), 

P de x, o f de x. 

36. División de un polinomio entero en x por un 
binomio de la forma x + a, siendo a un núméro cual­
quiera positivo o negativo. 

Sea ,efectuar la división del polinomio entero en x: 

ÁOX5 + Á 1X4 + Á 2X3 + Aa::c2 + Á 4x + Á 'á 

por el binomio x + a. 
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Se tiene; 

Aox"+Alx4 +A2.c3+A3x2+A4X +.15 

-Aoxü
- A oax4 

(AI-Aoa)x4+A2x3 

-CIX4 -clax3 

(AS-,-C2a) X2+ A 4x 

-cax2 . -().3ax 

En el. cociente se tiene; 

e =Ao 

x+a 

Cl = Al - Aoa = Al - ca = Al + c ( - a) 

C2 = .12 -:;-- cla=A2 +Cl(-a) 

Cs = Aa - C2a = Aa + C2 (- a) 

C4=A4- Caa=A4+ c3(-a) 

Observando que. cada .coeficiente del cociente es igual 
al anterior multiplicado por a cambiando de signo y su­
mado algebraicamente al coeficiente del respectivo tér, 
nüno del,dividendo, podemos enunciar la si~\ü~nte 
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37. REGLA DE RUFFINI (*). - .Ji:sta regla permite for­
mar el coeficiente y el resto de la división de un polino­
mio entero en x por binomio de la. forma x + a. Se enuu­
cia así: 

El cO(jficiente del primer térrniwo del oociente es el m.is­
mo del p1'imer té1'rnino del iUvidendo j (!1l .coefioien>te del 
seg1t.ndo ténnin>o del cooie11te se forma rllAütip1ricando el 
anterior [101' a Gamb,iaclo de signo', más el ooefifY,iente del 
segwndo té'/"rllJino del d/:videndo, o01~tin1wndo del mismo 
modo oon todos los demás. 

El resto es igual al p1'od7¿olo del ú'lUrno ooeficiente del 
cociente por a cambiaao de signo, más (jl término inde­
pendiente del dividendo. 

El gmdo del oooiente es 1~lW 1~ntidad m·enOI" que· el gra­
do di6l dividendo, 

38. EJEMPlJOS. - r. Hallar el coeiente y el1'esto de la 
división del po limo mio 

4¡l¡5 + 3x4 + 4x3 + 20x2 
- 12x + 5 por x + 2.' 

Aplicando la regla CJ.e Ruffini, después de haber escrito 
el primer coeficiente 4 del cociente, se dirá: 

4 multiplicado 'Por - 2 da - 8 Y + 3 = - 5 

5 " ,,- 2 " + 10 ,,-t- 4 = + 14 

+ 14 " ,,- 2 " - 28 " + 20 = - 8 
8 

+ 4 " 

" - 2 " + 16 " - 12 = + 4 
" -2" - 8,,+ 5=- 3 

El cociente es 4x4 - 5x3 + 14x2 - 8x + 4 Y el resto 
es - 3. 

(*) Debida ni célebre ' matemíiUco italinno Pablo Ruffini (17&5·1822). 
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lI. Hallar el com.en,ie y el resto de la división 'del 

polinomio $4 - 2X 3 +.3x2 -lOx - 24 por ;7;.- 3. 

Aplicando la Regla de Ruffini, diremos: 

1 multiplicado por + :3 da +·3 y- 2 = + 1 

+1 " " + 3 
" + 3 Y + 3 = + 6 

+ 6 " " +:l " + 18 y-lO = + 8 

+8 " " +3 " + 24 Y - 24 = 

El cociente es x3 + :r;2 + 6x + 8, Y el resto es cero. 

IlI. Hailar el cociente y el ?'esto ele la di1J'is-ión de 

2x5 -x3 -4 pOI' x+ l. 

() 

Como el polinomio dividendo no es completo, previa­

mente 10 completaremos y se tendrá: 

2X 5 + Ox4 
- x3 + OX2 + Ox - 4, 

Por la regla de Ruffini, se tiene: 

+ 2 multiplicado por -1 da - 2 Y 0=-2 

-2 
" " 

-1 
" + 2,,-1=+1 

+ 2 " " 
-1 

" - 1 " 0=-1 
- 1 

" " 
-1 

" + 1 " 0= + 1 

+ 1 
" " 

- 1 
" 

-1,,-4=-5 

El. cociente es 2X4 - 2;;3 + ;¡;2 - X + 1, Y el resto 
es - 5, 

39. TEOREMA DEL RESTO .. - El 1'esto de la división de 

un polin<múo cnte?'o en x p01' eol binomio de la fonna 

x + a, se obtiene ?'ce'mplazando x po?' a oombiando de sig­

no, en el pol inamio, 
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1 

D (x), polinomio entero en x; 

x + a binomio divisol'; 
H . 

c(a;) cociente; -

, R resto. 

Por definición, (28), elebe S(W: 

'l') R = Dé - á) 

D(a;) = (,';+0,). c(a;) + R 

Suponiendo que sea x = - a: 

D(-a)=(-a+ a). c(-a)+ R 

o bien: D (- a) = O . c (- (l) +- R 

Y finalmente: D (- a) = R 

es decir, que: R=DC-a) 

y demostrado el teorema, 

40. EJEMPDOs. - I. IlaUar di?'eda,mente el re-sto de 

la d,ivis,i,ón del polinomio 2X 3 - 4X2 - 3x + 6 por eL' 

binomio x. - 2. 

Por el teorema del resto, se tiene: 

R = 2,23 -4.22 -3.2+6 

= 2.8 - 4.4 - 6 + ,{ 
= 16 - 16 - 6 +- 6. = O, 

El restoe~ cero; la (1ivi~ión es exacta. 

11: Hallm' dinctamente. el resto de la división de 
2X 4 + 4x3 _ 2X2 - a; - 4 pfJr el bin,om'io x + 3. 



- 47-

Se tiene, por el teorema último: 

R = 2(- 3)4 + 4(- 3)3 - 2(- 3)2 -(.,- 3)-4 

= 2.81-4.27 -2.9 + 3-4 

= 162-108 -18 + 3-4 = 35. 

El r,esto es 35. 

41. Condición necesaria y suficiente. - Se llama 
con4ioi6n necesal'w, de una propiedad, a toda consecuen­
cia deducida de ella, y cond'íción s1/ficümte de la misma 
propiedad, a toda hipótesis que contenga a dicha pro­
piedad. 

Una propiedad es una condioi<5n necesaria y snficiente 
de otra. propiedad, cuando las dos propiedades se con­
tienen mútuamente. 

Así, demostrar un teorema y su recíproco es estable­
cer que una misma condición es, al m1'Smo tiempo, n'e­
cesaria y suficiente. 

42. Condición necesaria y suficiente para que un 
polinomio entero en x sea divisible por x + a. 

TElOREMA.-La condición necesm'ic¿ y st¿ficiente pam que· 
un lJolinom,io entet'o en x sea div·isibte por t~n . bi?lOmio de 
la fm'ma x + a, es q~¿e se an1¿le dicho polinomio al dar a 
x el valor de a cambia,do de signo. 

I
D (x) polinomio dado; ¡ D (x) es divisible por x + (/ 

TI d" d d T, ( x + a IVlsor a o. sIempre que D - a) = O. 

LA OONDICIÓN ES NECESARIA.-En efecto, la división de 
D(a;) por x + a, será exacta, cuando sea R = O, pero 
por el teorema del resto, es: 

R=D(-a) 
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luego se deduce que: 

D(-a)=O 

es decir, para que -D (x) sea divisible por x + a es nece~, 

sario que sea 

D(- a)= O 

LA. CONDICIÓN ES SUFICIENTE. - En efecto, basta, para 
que la división sea exacta, que' -

~=D(a)=o I 
43. Divisibilidad de la suma o diferencia de poten­

cias de igual grado por la suma o diferencia de las 
bases. - Se nos 'presentan sólo estos casos: 

1° (xm + af/l) (x+a) 

20 (XIII + a ltl ) - (x-a) , 

go (XIII - a lll ) (x+a) 

4° (XIII - a lll ) (x-a) 

44. l er CASO. - (XIII + a m) : (X + a) 

Calculemos el valor del resto: 

R = D (- a) = (- a)m + a m 

Si m es par, resulta: 

R = D (- a) = + a lll + af/lr = 2 a m 4= O. 

Si m es impar: 

R = D (- a) = - 0, 111 + a lll = O 
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1uego: La suma de dos potencias ele igual grado es divlS~­
ble por' lCb suma ele las bases cHanclo el exponente- m es 

impa1'. 

45. 20 CASO.-{Xm + a nL
) : (x - a) 

Calculemos el valor del resto: 

R = D (+ Ct) = (+ a)nI + amo 

Si 111 eS par: 

R = + am + (tm = 2 a m =+= O 

Si m, es impar: 

R = + anl + (tnL = 2 a/ll + O 

luego: La suma ele dos pote11óas de igual grado nunca e$ 
d'ivisibllJ PO)' la difeI'Cl1cia de las bases. 

46. 3er CASO.- (X/II -- (1/11) : (.1' + a) 

Calculemos el valor del I'esto: 

R= j) (-o) = (- a)/Il - a/ll 

Si m es par: 
.1 n = + a lll - 0.'11 ~ O 

Si 1)1. es impar: 

.R = - a lll - am = - 2 a lll + O 

luego; Lct difé7'encia ele dos potencias de igual g"ado es 

divisible po,' la suma de ' Sl1S bases, sólo cuando el e·xpo-

?lente ID es par. 
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47.10 CASO,-(X m - a lll) : (X -a) 

CaJ.culemos el valor del resto: 

R = D (+ a) = (+ a)nI - a m 

Si 'In es par: 

R=+am-alll=O 

Si ?n es impar: 

R = + a m - (¿ni = O 

luego: La dtife1'encia de dos potencias ele- igual grado, 
siernp1'e es dillisible pOl' la cl1:ferencia de sus bases, 

48. RESUMEN: 

1 er caso (x'" + a nl
) (x + a) impar 

20 

" 
(x m + a nl

) (x - a) nun'C'a 

3er 
" 

(xnI - a l1l ) (x + a) par 

40 

" 
(x m - a l1l ) (x - a) síemp1'e 

Como no cuesta trabajo recordar el ordlln de coloéa· 
ción de los signos en los cuatro casos, sabiendo de me· 
moria las palabras impa1'-nunca-pa1'-sie11l1pl'e, podremos 
decir de inmediato .cuándo es o no divisible la suma o 
dife¡'encia de potencias de igual g¡'ado por la. suma o 
diferencia de sus bases, 

EJEROICIOS 

Aplicando la Regla de Ruffini, deLerminalj el cocient~ y el resto 
¡lo las siguientes divisiones: 

101, (2:¡;' - 5:r. + 1): (x - 3) R: e = 2x + 1; R = 4 

102, (3..0' - 2:,,' + 5x - 10): (x + 2) 

R: e = 3x' - 8x + 21; R = - 52 

103. (2x' - 15x' + 31x' - 22x + 30): (x - 3) 
R: e = 2x' - 9x' + 4x - 10; R = O 
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104. (6x' - 4.0" + fix' - 10x - 15) : Cx + 2) 
R: e = 6x' - 16x' + 37x - 84; R = 153 

105. '(5x' - 27x' + 14x' - 23x' + 16:11 - 5): (x - 5) 
R: e = 5x' - 2x' + 4x' - 3x + 1; R = O 

106. (2a' + a' - a' + 18a + 16): (a + 2) 
R: e = 2a' - 3a' + 5a + 8; R = O 

107. (4a' + f (L' + ~ a + ¡ ) : (a + !') 
R: 

3 1 
(J = 4(1' - - a + - ' R = O 

I¡, 2' 
3 17, 5 2 

108. (3m' + ~ 1n' + '3 nt' + "2 111 - 1) : (71l + 3) 

R: e = :3r1l' - ; m' + 6/11 - : ; R = O 

Aplicando el Teore'IIIC1 elel Resto, calcular el ¡('slo de ' las, siguien-
lr, divisiones:, . 

109. (z"- 5x' + 2x- 9): (x -2) 

110. (2x" + 6x' - 5x + ! ) : (x - ~ ) 
111. (x' + 7x' + 9x' -l7x - 20): (x -1) 
112. (2x' + 6x' - 8x + 12): (x + 4) 
113. (3a' - 5a' 4 7a' - lOa - 4); (a - 2) 
114. (6x" - 4x' + 10x - 20): (x + 2) 

, '+ i , t, 115, (a 2' (1" - 2 a- + 9a + 8) : (a + 2 

6 (8 '+ 5, i + 1 ! 11, a - a- + - a -) ( a + -2 ) 
2 4 2 

R: -17 

O 
" 

" 
" 
" 
" 

" 

" 

-20 
12 
12 
-104 

O 

o' 

Escribir, sin operar, los CO(,jPlltcs <le las tlivlsíoncs siguient(,R: 

117. a" + x' a + x H: (t' - a'x + a'x' - (IX" + x' 

118. a' - b' ,'CL - b ((' + a'b + ab' + b' 

119. a" - x' n-x 
" 

a' + (JI'X + a'X' + aa;' + x' 

120. a" - 1 a + 1 " 
(L' - a' + a' - a" + (1 - 1 

121. a' - u' : a+, b " 
(l' - a'/¡ + ab' - 71' 
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CAPITULO VII 

~ROGRAMA VII. - PotenciaciólI. Potencia enésim" de un monomio. 
Cuadrn<lo " !: ullo <le hinomios . CLHidrado de uu polinomio. 

Potenciación 

49. Potencia enésima de un monomio.-Sea cal­
cular: 

Como sabemos que un monomio es un producto, (2 ) , 
po!' la propiedad distributiva de la potenciación, se 
tiene: 

( - ~ a 2 /i'c 3y = ( - ~ y (a 2)3(b")3 (c3)3 (1) 

Efecinemos aparte los cálculos indicados. 

Por la regla de los signos dc las potencias y recordan­

do que la potencia ele un cociente es el cociente de las 
potencias del dividen do y divisor, rcsulta: 

Como para elevar una potencia a potenci:1 se multi­
plica los exponentes, tcnemos: 

(a2)3 = a 2X3 = a 'l 

(b4)3 = b"3 = bl2 

(c3)3 = .C"3 = c9 
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y reemplazando estos valores en (1): 

( _ : a2b<csy = _ 28
7 

a6 b lZ c9 

EH geueral, se tendrá, procediendo idéllticamente, que' ; 

(- 5ab2c 3) " = (- 5)" a" b2n c3n 

de dOllde se dcducc la siguiellte 

REGLA PR;\CTICA,-Pam eleva/' un rr¡orwnúo u l(b poten-
(Jia enésima se procede así, • 

1? Se deternnna el signo pOI' la regla de lOii iiignos,-

2" Se e1leV(b el coef'icientjJ (L la potencia dada,-

3" Se 1I/.ült'iplü;ci el exponente de cada factol" literal 
lJ(J1' el exponente dado" 

La poten.cia eii ta'YJllbié1~ un I/wllornio-, CUyOii iiiV 110 y coe­
fic.iente son los de/el 'minados, y la pal'te literal la misma" 
1Je1'0 con lOii e:r.;ponentes obtenlfdos. 

Ejemplo: 

(- 3ct2bc"d')2 = (_ 3)2a2.2bJ·2c"·~d4.'1 

= + 9 a4b2c6clb 

50. Cuadrado de un binomio.-TE()I~EMA. -.:. El cua­
drado de un binomw e.s 'igual al cu,adrado del p-rimel' tél'­
mino, mlÍs o menos el duplo del ]J1'imel'o 1)01' el se'gundo, 
más el cuadrado del ii6gundo t{-rmino, 

j
l"(a + b )2 ~ 1 ~' ((/+b ) 2=a~ + 2(.b+b2 

II '1' 2" (a,- b )~ 2~ (a - b )2 = a~ - 2ab + b2 

1") Por definiclóll de potencia : 

(a + b)2 = (a +- b) (Il +!J ) 
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y efectuado el producto: 

1 llego : 

a + b 
a + b 

aZ + ab 
+ ab + b2 

[(a + b)2 = a2 + '2ab + b!!. (1) 

2?) Por definición de potencia: 

(a-b)2= (a-b) ((¡-b) 

y ,efectuando el producto: 

luego: 

Cl - b 
a - b 

I ((L _-';)2- o}- - 2ab + b~ (~) 

Las expresiilncs (1) y (2) se pueden escribir así: 

l. ((¡ ~b~'2 = (¿2 ± 2ab + b2 I 
Ejemplos: 

1") (3,¡ + 2b)2 = (3a)!!' + 2.30 .2b + (2b)2 
= 9a~ + 12ab + 4b~ 
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2~) (~a2 + 4b3y = (~a')' + 2.~ {('l.. 4b3 + (4b3)2 

1 
=- '4 al + 4(t~b3 + 1666 

3~ ) (5ab - 3)~ = (5ab)2 - 2.5ab.3 +'32 

= 25a.2b~ - 30(lb + 9 

4") (fa3 _~bC2 r =( {a3y -2· *a3 .~bC~+( ~b~2 r 
=.! a" -~ a"bc2 + ~ b"c" 
934 

53. Cubo de un binomio.-TEloREMó.. - El cubo de 
tt-n bvnomao es igual al ,cubo del primer té'r'/'I'4Íno, m4s o 
menos el triplo del c"luuirado del p'l'imero por el segurnxlo, 
más el triplo MI, p1'imer'o por el segundo al cuadrado, más 
o 'merlos el cubo del segt/.1ldo número, 

¡ 1\' (c¿ + b)3 \ l'? (a+b)3=a3+3a2h+3ab2+b3 

II 2? (a-b)3 l' I 2<> (a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b8 

1") Por definición de potencia: 

. ( (L + b) 3 = (a + b) 2 (a + b) 

o bien: = (et 2 + 2ab +b2
) (a + b) 

y efectuado el producto: 

a2 + 2ab + b2 

c¿ + b 

a3 + 2a2b + ab2 

+ (L2b + 2ab2 + b3 

{(.:I + 3a2b + 3(/02 + b3 

luego, reemplazando: 

,-- (a + b)3 ~ a3 + 3a2b -1- 3ab2 + b3l (1) 
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2~) Por defihición de potenci/1: 

((1. - b)3 = (a - b)2 (a - o) 

o bien: = (02 
- 2(/0 + b)2) (a - b) 

Y efectuando el pl'od ueto : 
(I.2-2([/) + b~ 
(/, -b 

na - 2a2 b + ab 2 

- a2b + 2a.b2 
- b' 

a3 - 3a,~ b + 3(fb~ - b~ 

luego: 1 (a - b rJ = (1.3 - 3(1.2b + 3(/b 2 
- b~ (2) 

TJas expresiones ().) y (2) se pueden e~cribir así: 

\ «(t ± b) 3 = a3 ± 3(/.2b + !~ ~2 ± ba 
[ 

Ej emplos: 
1,0) (2a + 4/¡' ) = (2a)3 + 3 , (2ctr ' 4ú + 3, 2a, (4W + (,lb)" 

= 8(13 + 48(t~b + 960. 11 2 + 64V 

2.°) ( ~ a~b + ~ c:,y = 

( 
1 ) " ( 1 )2 2 1 ( 2 )2 ( 2 ).a .= 2a~b +:.3 ' 2a~b . :J d'+3 ''2 a2ú Scs + 3 C3 

1 l' 1 .bo " + 2 , . S = -8 n' /),i + -'9 (~·cQ -,:; cdJr;" + í)-:' e" 
~ " _ 1 

'3, ") (:?- ~a)"= 2 ; ' - 3,2~ , ~a +3 ,2, (~ar-(~ay 
3 ~ 1 . 

= 8 - 6a + 2" a' - 8' (r" 

4.°) ' (5x - 2y)' = (5"Y - 3 , (5x) ~ ,2y + 3, 5x , (2y)2 - (2.'1)3 

= 125x3 
= 150x2y + (jO x y2 - Sy" 
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52. Cuadrado de un polinomio.-TEoRE:MA. - El 
euadnulo de un polinomio es)gual a la suma de los cua­
drados de eacTa uno de uno de sus términos, mús el duplo 
del prime/' término lJO/' cada nno de los que le siguen; más 
el duplo cTel se(}llndo trrlJlillO por cada UHO de (os que le 
sigllenj más el duplo del tercer ¡Prmino po/' cada uno ele 
los q!le le siguen, etc. 

Il) (a + b + e + d)2 

Tl (a+ú+e+d)2 = a2 +b2 +c2+cl2 + 2ab +2ac+2ad+ 

+ 2be + 2bcl + 2ecl 

Por definición de potencia, se tiene: 

(a + ú + e + d)2 = (a + ú + e + d) (a + ú + c + d) (1 

Y ·efeetuando el proJ neto: 

a +b +e +d 
u+b +e +d 

a2 + ab + ae + ad 
+ ab + b2 + be + /Jd 

+ ac + be + (:2 + fel 
+ ad + bd + eel + d'! 

a2+2ab+2ae+2ad+b2 +2be+2bd+e2+2ccl +d~ 

:-;nstitnyendo este valor en (1), queda: 

(n +b +c+cl) ~ =/it2+2ab+2ac+2ad+b 2+2úc+2úcl+e'+2ed+clG 

y por la propiedad conmutativa de la ~uma. 

Ejemplos: 

10) «(t - 3 + cr = (t
2 + 3~ + c' + 20 ( -3) + 2ac + 2 (- 3)c 

= a2 + 9 + c' - (la + 2ac - (le 
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20) (3a -~b + 2c _ ~ d)'l = 
2 2 

= (3a)~+( - } by + (21< Y + ( - ~' lly + 2.3a( - ; b )-1-

+ 2 . 3a . 2 C + 2 . 3a ( - f d ) + 2 ( - ~ b.) 2 e + 

+2 (- ~b).(- :d)+2.2C(-}d) 
y efectuando los productos: 

Oat ¡ b2 +4CZ+: d2-3ab+12ac-Oad-2bc+ ~ bd - 6cd 

EJERCICIOS 

Calcular las -siguientes potencias de monomios: 

122. (3ab')' R: 9a'b' 

123. (- 2a'uc")' " 
- Sa'b'c' 

124. ( - .2a'/I'x)" 16a'b"x' 

1 r 1 
125. (-2 x'y' " - -s x'y' 

126. 3 r (2 mn'x' ., ~ m'n'x· 
/t 

127. (- 0,5 a:b'c') 3 " 
- 0,125 (l,lOb" c' 

Desarrollar los siguientes cuadrados de binomios: 

128. (3a + 2b)' R: 9a' + 12ab + 4b' 

129. (5a' - 3/1)' " 
25(t' - 30n'b + 9b' 

130. (a'x + /)'y) , 
" 

a'x' + 2a'b'xy + /I'y' 

G-a --4a' r 1 
131. " 

-- a' - 4a' + 16a' 
4 

132. (30/1' -~ ar " 
9a'/I' - 4a'/)' + ~ a2 

9 

133. (r a -1-3 r " 
~ a' 
9 

+ 2a + 9 a' 

134. ( 2a- -} a' y " 
4a' - 2(1' +2 a' 

t 
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135. (- 5a' - 30)' 1> 25a' + 30a' + 9u' 

Dl'S~ !'!'olla!' los siguiente~ cubos de binolllios: 

136. «(/ + 2bc)' R: a' + Sa'uc + 12ab'd' + -sIJc' 
137. (2(1 - 3ab)' " 8(1' - 3Sa'/¡ + 54a'u' - 27a"b' 
138. (7ab + 2ac)' " 343a'b' + 294a;b'c + 84a"bc' + 8th" 
139. (l-b)' ,,1-3b+3b'-b' 

140. 1 )0 ("2 :r'y + 2:cy' " ~ x'y' + ~ :r!y' + 6x'if + 8~!I· 

141. 3 ")3 (2tl--¡ (!" 
" 8a' _ 9a' + '27 a' - ~ aO 

8 64 

Desarrollar los siguientes cuadrados de polinomios: 

142. (a - 2b + 3c)' 

143. 

144. 

R: a' + 4b' + 9e' - 4ab + 6ac - 12bc 

(2/1 - 5b -

" 
(rc' -,211u + 

" 

2c) > 

4a' + 2511' + 4c' - 20ab - 8ac + 20bo 
u') , 
a' + 4a'b' + /¡' - 4u'b + 21¡'b' - 4ab' 

145. (2.L" - 3xy - y')' 
4:1" - 12x'y + 5x'y' + 63'y' + y' 

146. ~ (~ (1' _ 2"b + ~ b' )2 
-¡f a' + 19 a'/;' + !) 

I~ ) 6 
u' - 2a'f¡ - 3ub" 
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CAPITULO Vli1. 

PUOGHAMA VIII. - Factoreo de expreciol/es rzlgebrart'lls Fador ~om{¡1l 
Descomposición en gl't111OS de igual nlÍmero de lél'lllinos y con un 
fact.or l!o nnill. Trinomio cn¡HIl'ado perfecto. Trinomio de segunun 
grado, Ounh:inomio ('\Ibo Pp.rfl?cto. llifcr'cnt'i¡L de cund1'udos. 'Su­
ma o diferencia d~ l :oLel'.cl1s de igual grado. Comhinación de lo:) 
l'asos antel'ior~i.:i. 

Factoreo de expresiones algebraicas 

53. Definición.-Facloreai' una expl'esión algebraica, 
es tr ansforma d a en U11 producto de varios factores. 

Estucliaremos varios caso.· de factol'eo, .scgÍlll sea la fOl'-

ma de las expresiones algebraicas dadas. 

54. ter. Caso.-Factor común. 

E.JEMPÚO 'l'IPO; (1111 + bm - cm = ,~ 

Sabemos, por la ])l'op.ieclad distributiva ele b mullipli­
caeión, que ; 

(a + b - e) II1 = ({III + blll - CIII 

y por el ca l'áctcl' rccíproco de la igualdad: 

:-(f:-+~:= Cil~~ -(~<~- ~._~-_~~ m r 

Reemplazar el jll'imer miembro de la expresión al1te­
rior por el segun do, es sacar el JaCiO/' comlÍn 111 • . 

Como cada término del paréntesis es el cociellte dl' cnda 
térm illo del polinom io y pi facto r común, se tienr: 

REGL A PRÁc'rIC.~. - Si todos los términos de un poli)/()­
'mio tienen un factor comlÍn, se saca ese factor fuera ur HU 
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pm'éntesis en el que se escribe e,l cociente que se obi?'ene al 
clividdr el polinomio dado por el factol', 

Ejemplo: Factorear el polinomio 

6a"b - 12a~b3 + 3a2b'l 

Observaudo el polinoinio dado, deducimos que el iac­
tor común es 3a 2b, luego, por la regla anterim' se 1iene: 

6a5b __ J2u3b3 + 3a2b4 = 3 2b ((la~b _ 12a
3
ú

3 + 3a~ú') 
a 3a

'
b 3a2b 3a2b 

y efectuando: = 3a2b (2a 3 - 4ab2 + b3) 

55. 2° Caso - Descomposición en grupo,s de igual 
número de términos y con un factor común. 

1 - am + brn + 'an. + bu = ? 

EJEMPLOS TIPOS; 
JI -am-bm+an-bn=? 

IlI · am + bm J.. an - bn = ? 

SUB-CASO 1, 

IV -'aln-brn-an+ bn= r 
am + bm, + an + b11 = ? 

Por la propiedad asociativa de la suma, podemos agru­
par los términos con factor cdmún: 

aln + bm + an + on =(am + bm)+(an + bn) 

Sacando el factor común de cada paréntesis: 

am+bm+an.+bn=(a+b)m +(a+b)n 
y sacando el factor común a + b del seg\lndo miembrj), 
se obtiene, finalmente: 

1 ,am + bm + an + bn'=(a+ b) (m +n) 
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.'UB-CASO II. am - brn + an - bn = ? 
, 

Por la propiedad asociativa de la suma, podemos agru-
par los términos con factor común: 

am - bn¿ + an - bn = (am - b In) + (an. - bn) 

Sacando factor común tle cada paréntesis: 

arn - bnl + un - bn = (a - b) m + (a - b) n 

y sacando el factor común a- b del segundo miembro, 
queda: 

Clrn-bm + an-bn =(a--b) (m+ n ) 

Sus:o_\SO lII. am + bm - un - bn = ? 

Por la propiedad asociativa dc la suma, se tiene: 

nm + bm.- an - bn = (am + b11l )- an- un 

Introduciendo - (In - bn. en Ull paréntesis . precedido 
del signo menos, se obtiene: 

a/)~+ bm - an - un = (am + bm )-(an + 7m) 

sacando el factor común de cada paréntesis : 

=(a + o)m-(o + lJ)n 

y sacando Ct + b factor común: 

(M! + bm - an- bn =(a + b) (m-=--n-)-' 
------------.------------.------____ 1 

SUB-CASO IV. arn-brn--an+ bn=? 

:Por la propiedad asociatiya ele la suma: 

am - bm '-- an + bn. = (mn - bm)- an + bn 
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introduciendo - an + bn en un paréntesis precedjdo deL 
signo menos: 

arn - b1n - an -\- bn = (G/m - bm)-(an - bn) 

factoreando : =(a- b)m -(a - b)n 

sacanuo a - b factor común: 

\-~~- brn~ an -\- bn = (a - b) (1'1! - n) ] 

VI:: los cuatro sub-casos estudiados se deduce la si­
guientc: 

REGLA PRÁC'fICA. - Cuando el polinomio se puede MS­

componer en grupos de igual número de té1'lJ!<inos y con 
un factor cOmún cadIJ. grupo, se faetorea ese facto)' eom.ún 
('1~ cada gl'l~pO, y luego, si fuera posible, se eon.tinúa Sil 

amelo facto)' eOI7l'ún de· acuerdo con lo eslud¡'ado en el p/'i 
JitC!' caso. 

56. 3er. Caso. - Trinomio cuadrado perfecto. 

'EJEUPúOS TIPOS: \ 
1 a2 + 2ab + b2 = f 

n a2 
- 20 b + bZ = ? 

Sun-CASO 1. a2 + 2ub -\- b2 = ? 

lIemos visto, (50), que: 

.Y por el carácter recíproco de la igualdad: 

~ a,2 +. ab + be: = (a + b) 2 
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y por definición de potencia: 

.1 a2 + 2ab ~ b2 = (fl + b) (a + b) (1 ) 

SUB-CASO Il. 

Sabemos, (50), que: 

(ti - b) 2 = a2 
- 2a b + b2 

Y por el carácter recíproco dc In igualdad: 

a2 _ 2ab + b2 =(a - br 
y por definición de potencia' 

a2 -2ab+b2 =(a-b)(a-b) (2) 

Las expresiones (1) y (2) se pueden escribir así: 

a2 ± 2ab + b~ =(a:±; b) (a ± b)] 

luego . 

REGLA PRÁCTICA - e /w·ndo 1111 1Jolinomio es un trino­
mio cuadrado pe'l' fecto, el polinomio es igual al cuadrado 
(le la suma o de la diferencia ele las bases de los cuadra­
dos, según q1te el s,igno del segundo término sea p'Os'itivo 
o 1ttgativo 

57. Condiciones necesarias para que un trinomio 
sea cuadrado perfecto. - Par a determi nár las condicio­
nes que debe reunir un tri nomio para ser cuad rado per­
fecto . ana licemos la expresión : 

a2 ± 2ab + b2 = (a ± b) 2 
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1" (L2 es 'el cuadrado de a, o sea (a)~, y tiene el signo +; 
2? b2

"", " "b",,, (b)2,,,,, " " +; 
3\' 2ab es el duplo de la base (t por la base b, y tiene 

el signo + o - , luego: 

Las condl'ciones necesarias pcwa que 'un tl'inorn-io S6(( 

cl((Ldrad.o ,perfecto, tma vez ord~naclo, son: 

D, el prirrne1'o y terC(J1' té1'1Jlino deben ser cuadrados per­
fectos con signos positivos j 

2', el seg1l1tdo término debe Se?' el duplo del pI'odu.cto 
de. las bases de aquellos c'nadmdos perfectos, p1~dienda 
8('1' pasitiva a 11legat'il 1a. 

Ejemplos: 

1 .A , ,,2 + 1 _rl 
o ve n{j'!W1 , s~ ,'1:- +"3 x D es un cUuu,rado per-

ffeto, 

Anúlisis: 

X2 = (X )" 

~ ~ (~y 
; X2 es positivo y cuadrado 

1 

!) " " 

de x: 

1 ' -', 
" 3 

2 (t) 2 3" x = 2 . (x). 3' ; 3' X es el duplo del pro-

d el 1 
1 ., 

lleto e x y e e 3" y pOSltlVO. 

Como en el anúlisis hecho se cumplen las condiciones 
necesilTias, He tiene: 

2 + 2 1 ( 1 )2 
X -x+-= ..c+ -3 U 3 
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pt 
2" AVe1'iguar si .'J;~- p.x t -4- es un cnudrado perfecto. 

\ 

a:t = (x)~ ; X2 es p:)"Iiti vo y cuadrado de a:; 

- ~ = (~ r ; ~ " "" '" ~ ; 
Análisis: p 

¡ px = 2 . ([el 2 j - px es el duplo del pro 

\ 
dueto nc a: y ~ , y neg·ativo. 

Como se cumplen las cUlldiciones exigidas, se tiene: 

P ( Ji)' -' :1";" - pa: + x = :V - 2" 

3" /l verigllar si ((2 ..:... 20,:1 + 1 e-s un cuadrado per j'ecto. 

a.~ = ((/)~ ; a2 es positivo y cuadrado de u; 

1 =(1)2 ; 1'" " " " ,,1; 
2'/1,:\ +- 1. (a) (1) ; _- 2u~ no PS el duplo del 

producto de u y ]. 

_Con1O no se cumplen las cOlldiciorH:'s diremos: 

¡¡2 _ 2aa + 1 DO es cuadrad() perfecto. 

4~ Aueriguar si é + 4a2b2 + 4b4 es un cuadrado pa­

fecio. 
a4 = (a2) ~ j a4 es- positivo y cUadl'Hdo de al; 

, _ _ )4b4 = (2b2) 2; 4b4 " .,,, " " 2b2 
; 

A rw1781S: ~ 4a2bl! = 2 (a2 ) (2b 2 ) ; 4a2b~ es el duplo del 

producto de (,1.2 y 2])2, Y positivo. 

Como se cUJIlplen jHS condiciones, se tieue: 

a4 + 4a2b2 + 4b4 = (a2 + 2b2
)2 
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58. 4° Caso. - Trinomio de segundo grado. 

EJEMPI.JO 'PIPO: 

Efectuemos el producto áe los binomios x + 'm Y x+n : 

X x+m 
x+n 

X2 + :mn 

+:X" l'/~ .t+- mn 
-----~-, 

X2 + X (111 + .(¡,) + 11111 (1) 

Si comparamos el producto (1) eon el polinomio dado; 

X2+pX+q 

se observa que, para que sean iguales, deberá tenerse: 

p=m+n 
q=mn 

.Y en tal caso se tendrá: 

() bien: 

[;~ ~~~.~ q (:c-+ rn) (x + n) 

Como este ejf'Il1}l lo CIS general, d.educimos la siguiente : 

REGLA PR;,\CTICA. - e uando un. pobinon~io es U41, trino­
mio de la forma :.r;2 + px + q, el polinom.io es ¡:gua.l al 
proitucto de dos binomios de la ¡m'ma ;1: + m y x + '11, 

tales que sean: m + n = ZJ Y m. 11 = 'q. 
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Ejemplos: 

1 '! lJesC01nponer en factores eL trinomio de seg ¡¿nelo 

u'rado: 
X2 + 6x + 8 

lIemos de hallar dos números que sumados den 6 y 
que multiplicados den 8, y procediendo por tanteo, se 

obtiene; 

luego: 'nt = 2 y 

es decir r que: 

X2 + 6x + 8 = (:¡; + 2) (x + 4) 

20 Desco?1tpone~' en factores el t1'inorHio de seg ¡¡ ndo 

g1'ado: 
0,2 + 20, - 24. 

Hacícnc'\() varios ensayo>;, se obtiene: 

6-4=2 

luego: 

6(-4)~-24 

n=-4 

es deeir, que: 

a2 + 2a- 24 =((~+ 6) (a -4) 

30 Descornpo'nc1' e,n lac/ores el trinomio de segundo 

grado: 
. , 3 1 

X2 -2 x+2 

Procediendo como antes,- se obtiene: 
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1 
n=- 2 

es decir que: 

3 1 (1) X2 - 2" x + 2"~ (X - 1) x-2 
59. 5? Caso. - Cuatrinomio cubo perfecto. 

o ¡ 1 - a3 + 3a2b + 3ab2 + b~ = ? 
E.JEMPLOS fl'IPOS: / II _ é _ 3a!'!b + 3cib 2 _ bi3 = ? 

SUB-CASO 1. 0,.3 + 3a2b + 3ab2 + ba = ! 

Hemos visto, (51), que: 

(a + b)3 = 0,.3 + 3a2 b + 3ab2 + ba 

y por el carácter recíproco de la igualdad: 

0,.3 + 3a2b + 3ab2 + ba =(a + b):J 

Y por definición de potencia: 

I a3 + 3a2b + 3ab2 + ba =(0,. + b) (a + b)(:-+~) 1 (1) 

SUB-CASO n. 0,.3 - 3a2b + 3ab 2 - b~ = ? 

Sabemos, (51), que: 

(a - b)3 = aa - 3a2b + 3ab 2 - b3 

Y por el carácter recípl'oco de la igualdad: 

af3 --;- 3a2b + 3ab2 - b3 = (t/, _Ob) 3 

Y por definición de potencia.: 

a}! - 3a2 lJ + 3ab2 ~ b3 = (a - b) (a - b) (a - b) I (2) 
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Las expresIOnes (1) Y (2) se pueden escribir así: 

I aS ± 3a~b + 3ab2 ± ba = (a ± b) (a ± b) (a :J: ~ 
de donde qeducimos la siguiente: 

REGLA PRÁCTICA. - CuandO' un polinomio es un cua· 
tl'inomio ctlbo perfecta, el palinantfto es igual al cuba de 
la suma o diferencia de las bases de las cubas, según! qtte 
el setiuooo y cuarto térmlÍna sea·n positivos a negativos, 
supon..ievnda a1'denada el poU¡r1JOm'io. 

60. Condiciones necesarias para que un cualrino­
mio sea cubo perfecto . . - Para determinar las condicio­
nes que debe reunir un cuatrinomio para que sea cubo 
perfecto, analicemos la expresión: 

aS j~ 3a2b + 3ab2 ± bj = (a L /;) '1 

Una vez ordenado el polinomio, se observa que: 

1° 0,3 es el cubo deo" o séa (a)3, y tiene el signo +; 
2':' b3 

"" " "b,,,., (b)3,,, " " " +0-; 

3~ 3a~b es el triplo del producto del cl'Íadl'aclo de [( y b, 

Y tiene el signo + o -; 

4? 3ab2 es el triplo del producto de (¿ y el cuadrado de 
b, y tiene' el signo +, luego: 

Las candicianes necesarias para q1le un c1t.atrinotll iu 
sea cubo pel'¡eeta, 11na vez ordenada, son: 

1'1, el p1'imera y enarto té1'1ll i?tOs deben sel' cubus li(jr­
¡ectas y de igu(lles o distintos signos; 

2'1, el segttndo térmr¡'na debe ser el h'ipla del pruducto 
del CtULdrado de- la pri1nera base par. la segtmda, pudien­
do se1' pasitivo o negativo; 
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3<', el tercer término debe ser el t?'iplo del producta. de 
la pr'imem báse por el c~~admdo de la segt~ndá; 

411, los signos debe?'án Sf:.1' o todos ig!~ales, o alternada­
mente positivos y negativos, 

Ejemplo: Averiguar si 8 - 12((, + 3a 2 - a~ es un 
cuatrinomio cubo perfecto, 

-aa = (-a) 3 ; -a3 es negativo y cubo de -a ; 

\ 

8 = 23 j 8 es po¡;itivo y cubo de 2; 

~ '1" . -12a = 3.22 (-a) ; -12a es el triplo de 22 

t:! 'llll ISIS: 

/ 

por-a' 

_ 3a2 =iL'2(-a,2) 3a·2 es el f¡oiplo de 2 
por (-a), 

Del análisis hecho se deduce que: 

8 -12a + 30,2 - (¿3 =(2 -- a,):I 

61. 6~ Caso. -' - Diferencia de cuadrados. 

EJEMPLO TIPO; a2 - b2 = ? 

Sabemos, por lo estudiado en primer año, que; 

(a + b) (a - b) = 0,2 - b2 

y por el carácter l'ccíp¡'oco de la igllaldad: 

a2 - bll =(a+ b) (0,- b) 

luego; 

REGLA PRf..C'l'IOA, - L(¿ clifel'encict de, dos cwzd1'ado8 es 
igt{al al producto de lcL suma por la diiferencia ele sus bases, 

Ejemplos: 

1? Descompone?' en facto?'es 25 - X2 
• 
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Se tlCne: 

o bien: =(5+x)(5-;t) 

20 Dc:;compuner en laclores ~ al - 9 m' 
4 

¡;ü tiene: ~ a 2 - ¡:jm l = (~ a y - (3m
2

)2 

(
1 ' 'l) ( 1 . 1) o bien ,,- 20 t- ,'3!11 2 Ct -.'3m 

4 16 
3? Descomponer en jactores '9 a4b2 

- - 25 (t". 

4 16 (2 )J. (4 )t Se ticnc:- (l'bl! _ - a6 
- - af

{¡ - - a
3 

. 9 25 - 3 Ó 

o bien: 

62. 7 o Caso. - Suma o diferencia de potencias de 

igual grado. 

\ 

1 - x'" + a 1Jl = ? 
.EJ El\[PUO~ '1'1 pOS: 

11 - x'" - a'" ? 

SUB-CAl:iO I. ..cl/l + (t'" = ? 

Bl exponentc m puede SCl' par o impar. 
lIemos visto, (44), que cuando m es impar, cl binomio 

x'" + a", e!> divisible por la suma x + a de sus bases 
teniéndose, por la Regla dc Rnffini, (37): 
O"lIl+atJl, _~ __ = xm-l - ax",-2 + a2,c- 5 - . , 

x + a 
.+ a lll

-
l 

,v por derinición de cociente: 
(m impar ) 

I I 
1~1:"'+a':':=_(,7J+a) (x'" 1 ~(/xl/l-2 + n~,l",~ ..... +a'-l -~ (1) 
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En (44) vimos que::cm + a'" es divisible por x + a 
sólo cuando m fuese impar y en (45) se vió que xm + a lll 

nunca era di-,isible · por :.¡; - a, luego la descompo8ición 
Cll factores de 'la expresión (1) es la única posible, y 
siempre que 1n sea impar, 

SUB-CM,!) 11. xm - a'" = ? 

El exponente 'In puede ser par o impar 
Si 'In es par, en (46) hemos estudiado que el binomiü 

::cm - am es divisible por la suma x + a de sus bases 
tcniéllc1o~e, por la Regla de Rl/ffini (37): 

a;m_(tJJl . = xl/l-1 _ ax",-2 + a2x~.-3 _ .... ,_ a m - 1 
x+a 

.y por definición de cociente: 

(m par) 

I xm--=a m = (xta) (X"'-J-axm~2; ~X~I-3- ..... -am-l) \(2) 

Por otra parte; por lo estudiado en (47), el binomio 

x'" - a'" siempre es divisible por la diferencia x - a 
de sus bases, ya sea m par o impar, luego, por la Regla 
de Rnffinq;, se tiene: 

xm-a lll 

- - = :1:"' --1 + xm-'la + X"i-3a2 + ..... + am - 1 
x-a ' . 

y por definicióu de cocicnte; 

(111 'Par o impar) 

I--::=:m:;=-~) (X_"'-I+:f:m~~~¿-x,,~~~~ ::; \(3) 
De los dos subcl¡.sOS estudiados dcduciJ;lloS la siguiente: 
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REGLA PHÁt;TlCA. - Pam descon/ponel" en, prOdtlcto a la 
smna o difel'encia ele potencias de igual f.j1·udo, basta apli­
ca¡' las condiciones de div'l".s-ibilida,d pOI' .la su.m(l o dife'rcn­
tia ele sus bose·s 11 la Regla de Ruffi1bi. 

Ejen;tplos: 

10 DescomporlieJ' en factores :¡;~ + Q,~. 
BI binomio dado es üiyisible por x + (J : 

x3 + a3 

--,-- = X2 - .'l:a + (1,2 

x+a 
luego: .c3 + a3 =(x + o ) (x 2 -:l(a + (I~ ) 

2'.' Descornpone1' en factores (b~ -- b~. 

El binomio dndo es divisible por a + b: 

luego: 

3~ Descompone1' en factores a3 - rna. 
El binomio dado es divisible por a - m: 

u,:¡ - 'In'. • --- = a- +am + m­a -?n 

Juegu: (t:l - m3 = (eb - m ) (a2 + nm + 171,2) 

63. Combinación de I~s casos de facloreo. 
l!],jcrcicios: 

10 Descomponer en factol'es la exp1'esión 5a2 ~ 45m~. 

Sacando el Jactor común 5, (54): 

5a2 - 45111.2 = 5 (a2~ 9m2) 

descomponiendo la diferencia de cuadrados, (61): 

5a2 - 45m2 = 5 (a + 3m,) Ca - 3m,) 

29 lJescomrpone'r en [actores la expresión a~-ab-b-1. 

• 
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. Por las prqpiedades conmutativa y asociativa de la su­
ma, podemos escribir: 

q2 _ ab - b - 1 = (a,2 - 1) - (ab + b) 

descomponiendo la diferencia de cuadrados, (61), y t:óa­
cando el factor común b', en el segundo paréntesis: 

=(a + l)(a-l)-(a + l)b 

sacando el factor común a + 1, ·queda: 

=(a+1)fCa-1)-bJ 
y finalmen te : 

a2 
- ab - b - 1 = (a + 1) (a - b- 1) 

3'.' Descompone-I' en factores la exp1'es·ión: 

a2x - abx + a~y - {wy' 

Sacando el factor común a: 

(b2X - ab:x: + a2 y -aby -=- a(ax - b.c + ay - by) 

Descomponiendo en grupos de igual número de térmi-
110S y con un factor común cada grupo, (55): 

factoreando a - b : 

y finalmente; 

= a [ (ax - bx) + (a.y - by) J 

= a.' (a- b)x +(a.- b)y] 

=allCt~b)(.r+b)] 

a,'2x - ab:r..: + a·2y - aby = a(a - b) (x + y) 

4? Desco¡¡?,ponel' en factm'es la expresión a3-2a2~3a. 

Sacando el factor común Q,: 

a3 - 2a2 - 3a = a (a2 - 2a - 3) 
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El paréntesis es un trinomio de la forma X2 + px + q, 
(58), en donde se tiene que: 

m=-3 ; 11.=1 
luego: 

a3 -=-- a2 -- 3a =a(a - 3)(a + 1) 

5? Descompone?' en factores la expresión; 

a3 + 0.2 -40.-4 

Descomponiendo en grupos dc igual número de térmi­
nos la expresión dada, y factoreando en cada grupo, 
se tiene: 

a3 + a2 -4a --'-:"4 =(a3 + a2 )-(4a + 4) 

= a2 (a + 1)- 4(a + 1) 

sacando el factor común a + 1 : 

~ «(1,2 + 1) (a2 - 4) 

descomponiendo la diferencia de cuadrados: 

a3 + a2 -4a-4 =(a+ 1) (a+ 2) (a-2) 

6? I!escompon.er en factores la expresión: 

(x - y) (X2 - Z2)_(X -z) (x2 -'!¡2) 

Descomponiendo las diferencias de cuadrados: 

(x-- y) (x2 - .Z2)_(X - z) (x? _ y2) = 
= (x- y) (x + z) (x -z)-(x -z) (x + y) (x - y) 

sacando el factor común (x - y) (x - z) : 

=(x-y) (x-z) [(x + z)-(x + y) J 

o bien.: =(x-y) (x-z) (x + z--x- y) 

y por últiIlJ.v: 
(x - y) (Xl - z') - (x-z) (x'- y~) = (x - y) (x - z) (z- y) 
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7° De-scompone1' 6n factores la qxpl'csión :-3a5 
- 48ab 8 

Sacando el factor común 3(1,: 

3ar. - 48ab>l = 3a,(a1 -16b8 ) 

descomponiendo la diferencia de cuadrados del paréntesis: 

= 3a(a2 + 4b4
) (a2 

- 4b4 ) 

volviendo a descomponer la diferencia de cuadrado:;;: 

3ar, - 48ab 8 = 3a (a2 + 4b4 ) (a + 2b2 ) (a - 2b2 ) 

8~ DesCOlnlJOner en factores la exp1'esión: 

4a3b2 -(a2 + b2 _C2 )2 

Como la expresión dada es una diferencia de cuadra-
dos, se tiene: . 

4a2bi _(a2+b2_c')' = [2ab+(a2+b"- c2
)] [2ab-(a2+ b2

_(
2

)] 

suprimiendo paréntesis: 

= (2ab+a 2+b2-c2 ) (2ab-az-b2+c2 ) 

o bien = I (2ab+a2+b2
) -c2 } [- (-2ab+a 2+b2

) +c2
} 

en los paréntesis tenemos los cuadrados de un binomio, 
luego: 

= l (a+b )2_C2 } (-(a-b )2+02.1 

= [(a+b)2-c2 } (c 2-(a:-b)2} 

y. por último, descomponiendo las diferencias de cuadra­
dos, queda: 

4a2b2
- (a2+b2_c2

) = (a+b+c) (a+b-c) (c+a-b) (c-a+b) 
( 
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EJERCICIOS 

Factorear las siguientes expresiones algebraicas: 

147. Za' - 6ab + 4ac 
148. 6a'b' - 9a'b' + 15ab' 
149. 25a' + 30a' - 35a' 

6a':¡;,' - :lax' + ZI(!'x' 

R: 2a(a - 3b + 2c) 
3ab'(Za" - 3ab' + 5) 

5a'(5 + 6a' - 7a') 
Sllx'(Za - x + 7d'x') 150. 

151. 30a'x' - - lZa'x' + 4Zu"x' -- 12a'x' 
H: (¡a':I'''(5(1 - ZGlX' + 7x - 2(13') 

2 ':1, 

lO ú +lO a 152. 
~ ., 
-11" 
5 

,1 :i 
l-t; ~ a(4a' - 1 + - o') 

5 2 

153. x' + ax + ba; + ab R: ( :1. + a) (x + b) 

154. al' + ax - 2bx - Zbp (11 - 2b)(p + x) 

155. ab - 5x - nx + 5b ' l (f! + 5') (b - x) 

156. ab - b111 - aa; + '1IIX " 
(a - m) (b - xl k.t- 157.. 

6á' - 91(h + 8a - 121) " 
(2((- 3b) (3a + 4) 

'.!:' 158. I2a - 4a' + 15a'b - 2O"',, 
" 

13(/ - 4(1") (4 + 5ah~ 

159. ((' + 2ax + x'i. JI,: (a + x)' 

160. 9 - 6a + a' " 
(3 - a)' 

161. 4a' - 12ab + 9b' " 
(2a - 3b)' 

162. 9b' + IZa'/) + .4a' " 
(3u + 2a')' 

163. 9 2 3a:y + 
1 , (3.r - .!.. v)' x 1;.1/ 2 . 

~1I2 (\. r 164. + 2a' + 9a' l) 
-a + 3a' 

9 3 

165. x!J + 8x + 15 R; (x + 5)(x + 3) 

166, :r' + 7a' + 12 (x + 4)(x + 3) 

167. a' - 2a - 48 " 
(a + 6) (a - 8) 

168. x'+x-6 (x - 2) (x + 3) 

169. b' - 91> + 20 (1¡-4)(b-5) 

170, o' - 8e + 15 l' 
(0-5)(0-3) 



171. 
172. 
173. 
174. 

175. 
176. 

177. 
178. 
179. 

180. 

181. 

182. 

183. 
184. 
185. 

186. 
187. 

188. 

- ·i9 -

8a' + 12a'0 + 18ab' + 27&' R: (2a +.30)' 

125 - 75a' + 15a' - á~ " 
(á ~ a')' 

64m' + 48'¡rr'x' + 12mx' + x' ., (4m +- x")' 
(a2

- 9oa
)" a8 _ 3a'o + 3a'bo - bO " 

1 + 6a, + 12'a' + 8a' " 
(1' + 2a)' 
(3a - 2x)' 27a' - 54a'x + 36ax' - 8x' " 

4a' - 9b' 
a' - 4x' 
a'x" - b"x" 

' 1 a ---.. 
1 , 
T a - b' 

81c' - 25m' 

a' + /J' R: 
a;' - m' 

a' + b' 
" o' - x' " (lll _ - o" 
" x' - 0:' 
" 

R: (2¡t. -\- 3bH2a - 3.b) 

" 
«(t + 2x)(a-2x) 

" 
(ax + b'x") (aa; - bSx") 

" (a + ~)(a-~) 2 . 2 

" (~ a+o)(~a-o) 
(ge"+ 51l1)(9c'-5m) 

(h + b)(a' - ab + o') 
(x -- "'lit) (X' +' xm + m') 
(a '+ b) (a' - a'b + a'o' -ab' + b·) 

(u + x) (b' -- b'x + ox' - qf') 

(a -:- c) (a' + a'c + a3é' + aOc' + ae' + cS) 
' (T - a) (x" - x"a + xa' - a') 

189. x ' j¡ - XiJ' R: x.~(x + y) (x - y) 
190. /l' - 1 '0 '(a' + 1)(a + l)(a - 1) 
191. 2ci' - 4tt' + 4a - 2 2(a + 1) (a - 1)' 
192. 36a'/,"e' - 24a~IJ'é'(l + 4a'b'áZ' 

l' 4a'o'c(3bc - ad)' 

193. am' - an' + 0111' _ Úl/" " ('111 + 11) (11! - 11) (a + 1,) 

194. 3a' - 3a, - 18 " Za(a + 2) (a - 3) 

3ax(a + x)'(a - x) 

196. (x - l)(x - 2)(x - 3)+(x -l)(x -2)-(x - lj 
., (x - l)'(x - 3) 
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CAPITULO IX 

PROGRAMA IX. - lHáximo común divisor y mínimo común múltiplo de 
expresiolles algebraicas - Funciones enteras primas: definición 

y ejemplos. El M. O. D. de vo.,.ias expre~iones a.lgebraicas ente~n, 
eomo producto de sus factores primos comunes tomados con su 
rue~or exponente. El M. C. M. de varias ' expresiones algebraicas 
on t,ern& como producto de sus factores primoa comunos y no G6-

munes tomados con su mayor exponente. ,. Ejercicios! 

Máximo común divisor y mlnimo · común múltiplo de 
expresiones algebraicas. 

64. Funciones enteras primas. - Se llama !l¿nci/m 
cntem prima a la expresión algebraica que no contiene 
letras como denominador ni afectadas por exponentes ne-

o gativos, y no se puede descomponer en factores. 

Ejemplos: 

2 1_ 
a-a ; 3a - 2 '+ 111; 2' x -1' a + lJ2 , 

Una expresión algebraica es compuesta, cuando Be pue­
de descomponer en iactores, como (12 - b2. 

65. Máximo común divisor. - Se llama má:ámo 00-

m.tí.tI divisor' de varias expresiones algebraicas, al pro­
ducto que se obtiene multiplicando sus factores primos 
comunes tomados con su menor exponente.-- -

Esta clefipición es, ni más ni menos, que la regla prác­
tica que hemos deducido en el pl:imer año (*) referente a 

(0) Véas~ nuestra Aritmética para ler. Año, página 164. 
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los números. Al fin y al cabo, las expresiones algebra icas 
SOll, en definitiva, números también. 

Ejemplo. - l[allm' el /JI. c. el. de las sigwientes expnr 

siones algebraicas: 

2ab + 4b· ; 2a2 
- 8 Ga2 + 24a + 24 -1 

Descomponiendo las expresiones dadas en sus factores 
primos, según hemos visto en el capít.ulo Oll-trrior, rmiulta : 

,// ~,[,.,,~ , " 
3J0+4b~) 
2a2 0-0-8 =2(a+2)(a-2) 

6a2 + .24a+ 24 = 2. 3«({ + 2)2 t 

y por la definición, resulta: 

m. C. d. = 2(a + 2)= 20 + 4 

Otro ejemplo, - Hallar el rIt. c. d. de lns siq1tÍel'ltf'8 I'X· 

presiones algeb1'aicas: 

4a.4b - 4a3b - 8a,2 b ; 

2a4bz - 6a 2b2 - 4nh z ; 

8n~b - 8a5 b - 8a4 b + 8a~b ; 
6a 3 b - 6ab; 

Aplicando los diversos casos de factol'cO estudiados en 
el capítulo anterior, se obtiene: 

4(b4b - 4a3b - 8a2 b =~~a ~ 1) (a - 2) 

2a4b2 - 6a2b2 -4a7r = 2ab2 (a + 1)2(a-2) 

81/Gb - 8a5b - 8a4b + 8a3b = 8a3b (a + 1) (a _ ] ) 2 

6asb - 6ab = 6ab (a. + 1) (á -1) 
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y por defin i('ión : 

m. c. d. = 2ab (a + 1) :::::: 2a2b + 2ab . 

66. Mínimo común múltiplo. - Se llama m'l,mmo 
común múltiplo de varias expresiones algebraicas, al pro· 
dl1(·to que se obtiene multiplicando sus factores primos 
('omuncs y no comunes tomados Con su mayor exponente. 

Esta (ll'finición es la regla prál'lica que habíamos dedll­
cido en pt'imer año para hallar el m. c. m. de varios 
Ilúmeros. Su aplicación a las expresionps algelml i<:ns es 
válida, dado que éstns son números también (-). 

Ejemplo. - Hallm' el m. c. m. de las siguientes exp"e­
.<¡-i011.lJS algebraicas: 

2ab + 41) 2a~ - 8 (ja~ + Ua + 24 

Descomponiendo esta!-; expresiones en sns factores pri 
nlOS, resnlta: -

2ab + 4b = 2b(a + 2) 

2a2 
- 8 = 3 (a + 2) (a - 2 ) 

6a.2 + 2411, + 2-t- = 2.:~(a - 2) 

Y pOI' la definición, se obtiene: 

m. c. m. = 2b . 3(a + 2)2(0 _. 2) 

y efectuando los productos indicados: 

m. c. m. = 6a3b + 12c62 b - 24ah - 48b 

Otro e.iemplo: Hn/(ar el m. c. rn. de las sigl~ientcs e:r­
presiones: 

3a4 ...:.... 3a2b2 ; 2a2b - 2ab2 • f{.;lb 2 - a2b3 .L 2a2lJ2 - 2ab3 

('). Ver nuestra Aritmética p.ra ler. Año. página 'lOO 
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Descomponiendo 'estas expl'csioÍles en sus factores 
primos: 

3a4 
- 3a2b2 = 3a?(ct + b) (a - b) 

2a2v-2ab2 =2ab(a-b) 

a3b2 
- a2b3 + 2a2V- 2ub3 = ab2 (a - b) Ca + 2) 

y por definicióu: 

'In. G. rn. - 2.3(~2b2(a+b)(a-b)(a+2) 

y efectuando los 'produetos indicados, resulta: 
-

m. G. m. = 6aSb2 - 6a3b4 + 12a4b2 - 12a2b4 

OBSERVAcrÓN. - Al determinar el nz.. e, el. y el ·In. c. ?1l. 

de varias expresiones algebraicas, es preferible dejar in­
dicados los productos respec.t ivos en Jugar de efectuarlot.. 
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EJERCICIOS' 

Hallar el 111. c. d. y e!. 111. o. m. de las siguientes expl'esiolleS: 

197. 

198. 

199. 

200. 

201. 

7ab' ; 14ao ; 21a'b 

12ab ; 60b2 ; 15ab' 

8b' ; 21ab ; 24b" 

3002m' ; 6b'0 ; 15ba; 

:c' + ab + ba; + ax ; 3x~ - 3a' .. 

J:t: 7a 42a'b'c 

" 
3b 60ab' 

" 
, 3b 168ab' 

Jo 3 90b'o"m'a; 

R: x + a ; 3(x + a) (x - aHa; + b) 

202. a' - 4 ; a'- 3a + 2 ; a' - 4a + 1 

R: a - 2 ; (a - 2)2(a + 2) (a. - 1) 

203. 5ab - lOa ; a'b - 2a' + 2ab - 4a 

R: a(b ~ 2) ; 5a(b - 2) (a + 2) 

204. 2x' + 6x ; 4x' + 24x" + 36x' ; 4~:' + 8x - 12 

R: 2(x + 3) ; 4x'(x + 3)'(:11 - 1) 

205. 3a' + 9a' + 9a ; 6a' - 12a' ; I2a' - 12a' - 24a 

R: 3a; 12a'(a + 1) (a + 2) (a - 2) 

206. 15ax'y -- 6bx'y ; 5axy' - 2/¡xy' ~ 30ax'y - 12bx'y + 
+30axy' - 12bxy' 

R: xy(5a -- 2/¡) ?x'y2(5a - 2b) (x + y) 
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CAPITULO X 

l'ROGHAMA X. - Expresiones algebraicas fraccionarias. SimplificaciólJ, 
Ejercicios. Reducción a Com\ID den.ominad-or. }'1ínimo común de­
nominador. Ejercicios. 

Expresiones algebraicas fraccionarias 

67. Expresión algebraica fraccionaria ¡ - S.e llama 
expr"esiÓnl algebr'aica fraécionaria, o !r'ac,ción algebr'(J,ica, a 
la expresión cuyo denominador es literal cn todo o en , 
parte. 

Ejemplos: 
d 

e 
a-1'It 

x 

68. Simplificación. - Simplificar una cxpresión al­
gebraica fracci~naria, es hallar otra que le sea igual, pe­
ro cuyos términDs sean menores . 

. En el curso del segundo año hemos visto cómo .se sim­
.plifica una expresión fraccionaria) por lo que diremos; 

Para sim~plilica1' lma expresión Cl~y() ~ml1Ji'j'adéw y deno­
minador son. expresion,e,s algebraicas entcms, se e/escompa.-
1len éstas en sus factores primos, y se simplifican. los fac­

tor"es c01mtnes del nlt·meraaor y clenon~inadol'" 

Ejemplos. - JI) Simplificar la expresIón.: 

a3 -a}+a-l 
(¿2~3a+ 2 
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CÁLCUW¡'; AUXILIARES' 

a3 _ a~+ a-1 = (J,2(o,-1)+ (a -1) 

= (0,2 + 1) (a - 1) 

a2 _ 30, + 2 = (a - 2) (a - 1) 

CÁI.CULOS DEFINITIVOS 

o,3_a2+o,-l (a2+1)(a-l) 
o,Z _ 3a + 2 = . (a - 2)( a - 1) 

Simplificando el factor común a - 1 a los dos ¡érmi· 

nos· resu.lta: 

o,3-a~+a-l 

o,2 :...-3a+ 2 

:z? Simplif'icar la expresió11 : 
x 3 -1 
x4 -1 

CÁLCUl10S AUXILIARES 

x3 _ 1 = (x - 1) (x2 + X + ] ) 
x4-1 = x4 _14 

= (x2 + 1) (x~ - 1 ~ 

= (x2 + 1) (:t: + 1)(a; - 1) 

CÁLCUIJOS DEFINITIVOS 

(x + 1) (x2 + X + 1) 
- (x2 - 1)(i+1)(x:"'1) • 
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t;lmplificando por · x -1 : 

x3 -1 x2+x+l 
x4 - 1 = (X2 + J) (J; + ]) 

efectuando el producto indicado 

x3 - 1 .:¡;2 + X + 1 
x4 -1 - x 3 + X2 + X + 1 

3" Simplif.icar .la exprl's'ión: 

lJab -12b 2 

6a2 - 8ab 

CÁLCUIJOS AUXILIAR.ES 

9al! - 12b 2 = 3b (30 - 4b) 

fia~ - 80J) = 2a(30, - 4b) 

C .\LCUlJOS DEFINl'flVOS 

9ab -12b2 

6al! - 8ab 
3b (30, - 4b') 
2a(3a---':'4b) 

simplificando el paréntesis común, queda: · 

9ab -12b~ 3b 

6a2 -8ab = 21.1 

69. Reducción a común denominador. - Reduór 
varias fraccione!" a cO'n'llún denominador, es hallar otras 
fracciones igLlale:s a las dadas, pero cuyo denominador 
sea el mismo para todas. 

Sea reducir a común denominador ·las fracciones: 
a -·m 

b 
11 

, () 

, p 
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Sabemos, por lo estudiado en segundo año, que si se 
multiplican ambos términos d'e una fracción pOI' un mis­
mo número, distinto de cero, se obtiene una fracción 
igual a la dada. Multiplicando ambos términos de la ;>1'i­
mera fracción por np; ambos términos de la segunda por 
rl/p, y ambos términos de la tercera por mn, se obtiene: 

!!. = a. np = an]l 
m rn . np rn,np 
b b . ni,p bmp 
-=---=--
n n.m,p 

c.mn 
1nnp 
G1nn 

p p .mn mnp 
Constatamos que las fracciones obtenidas son iguales 

a las dadas y que el denominador eB común para todaR, 
luego: 

Pa,ra ~'ednoir frcwcion1es a.lgebraica;; (/ común clenO'lrvirUl­
dm', Se ?JI ultipTican todos los denOl1liinadol'es y el producto 
será el de1wminador común." obteniéndose los ?'espectivos 
11 nm.emdores m,ultiplicando el numerado?' de cada frac­
ción por el prOducto de los denom~n.a.d01'p.s de las demás 
fracciones. 

Ejemplo: Reduw' a ('omún denom¡'nadm' [as fracciones 

(1--1 a + 1 2a 
2(( Il 3 

Aplicando la regla práctica antenor, re>;lllta: 

a - 1 (a - 1) a . 3 3(12 - 8n' 

n+l 
a 
2a 
3 

2a.a.3 = 

(a + 1)2a 3 ------ = 
2a. a. 3 

2a . . 2a. a 
2a, a, 3 

6 ,> 
a~ 

6a2 + 6a 
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Otro ejemplo; Reducir a c01?tún denominado?' las f1'ac­
Clones 

Se tiene; 

1 
x 

2 

x+l 

1 (x.+l)(.r,-l) 
x - .x(.r +l)(x -l) 

2 2.:r(:r:-J) 

x+l :.r(x+1)(x-l) 

2 2,x(x+1) 
x-1 .c(a:+1)(x-1) 

¡}-1 

x(:.c2 -=--- 1) 

2x(x-l) 
x(x2 -1) 

2..c(x + 1) 
x(x~~ 1) 

Dejamos indicados los producías porque así S011 expre­
;siones más cÓmOtl1l8 para ulteriores cálculos, 

70. Reducir al mínimo común denominador. 

Hedncir varias fl'al.'cioncl> algebraicas al mínimo com~í)n 
denominador, es hallar otras fraeciones iguales a la!; da­
das, pero cuyo denominador sea el mÍlllmo común múlti­
plo de los denominadores daelos. 

Sea reducir al mínimo l:omún denominador las frac­
ciones; 

~b b c 
m,-;¡i p 

Supon gamo;:; que sea: 

m. c. m. (?n, n, p) = M 

Multíplicando ambos térmiuos dc la primera fracción 
por M; m' ; ambos términos de la segunda por .41; 11, Y 

ambos térmir~os de la tercera por M: p, resulta; 
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(t a(M: m) a(M: m) 
-= 
'In m(1J1:m) M 

b b(M: n) b(M: n) 
n(M:n) = 

- -_._ -
n 111 

c c(M:p) _ c(M: p) 

p p(M:p) - -¡¡--

luego: 

Paru red,1tcir , f'raeciones-.. atgebmicas al mínÍlrno comlÍ,n 
den.ornilladm·, se halla el mínimo c()(Jn:ún múU'iplo de lus 
denominad01'es, q1tien se1'á ' el ¡ienO'tlVitnador cO'lnún·. Los 
-nu,meradm'es 1'espectivos se obtienen multiplicando cada 
1iltme1'ad01' pO?' el cociente del m'Ítnim.o común múltiplo 
hallado y el deruYfllJ1(lIado1' respectVvo. 

v Ejemplo: Rednc11' al mínlÍmo .cmnún denQminador las 
[¡'acciones: 

0,+1. (t-l 1 
2a3 - 4a2 2a3-+ 4a2 a2 - 4 

CÁLcullOs AUXILIARES 

1? Determinación del m. c, m. de los denominadores: 

2a3 - 4a2 = 2a2 (a - 2) 

2a3 + 4a2 = 2a2 (a + 2) 

a,2 - 4 = (a + 2)( a - 2) 

m. C. '11!, = 2a2 (a + 2) (a - 2) 

= 2a2 (a2 -4) 

2~ Primer cociente: 



91 ... 

]. Segundo cociente: 

m. c. m. 
2a3+4a2 -

2a2 (a +~) (a - 2) 

2a2 (a + 2) 

4· 1'er-cer- cociente:. 

m. c. m. 
u2 _ 4 

UALCUlJOS DEFINITIVOS 

(/+1 
2a3-_ 4a2 

u -1 

(a + 1) (a +~) 
2n,2 (a!!. - 4-) 

(n...LI)(u-2) 
~ '2a:¡-+ 4a2 ,= 21L2(112 ~. 

1 21/ 2 

(1"2-4 2a.2((j2-=--1-) 

E.JERCICIOS 

a - 2 

Simplifi<:ar las tiíguicntl'S fl·~,·('iunl's alg"ur:ucas: 

35(t'b"e' 
207. 7,,"/7'0' 

208. 

209. 

210. 

211. 

212. 

213. 

a:¡..:J - lt"f ~. 

2(1111 + 3(//1 

12a' - 2(/b 
16(1' 

IL'- 2a + 1 
-a-=:-l-
2:'- 2xy + y' 

x' _ y' 

(le + be + ad -1- bd. 

a' + /lb 
a' + b' 

«(~-- b)' + ab 

R. 

" 

" 

" 

" 

5 
((bc'-

x' - a' 

2111 + 3n-
6a - b 
---se¡ -

a - 1 

x - ' ?f 

x + .11 

e + d 
--~ 

" 
" -1- ¡¡ 
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Reducir a común denominador: 

2a a 3 Sa' 6a' 18 
214. '3 .2 20 R: I2a l2a ; 12a 

215. 
a 3a a lOa -i5a Sa 
3 2 5 " 30- 30 ; 30 

216. 
c¡+b 2 (a + b)' S 
-3- a+b " 3('a+b) 3«(1 + b) 

217. x+.v x-y (x + y)2 (X-1/)" 
x-y x+y ' " x'-y' :x'-y' 

Ret1urir al mínimo común denominador: 

218. 
2 5 1 R: 4a 5 6 

3a 6ii' a 6a' 6a' 6a' 

219. 
2a 3a 5a 8a 9a lOa 
3x 4x 6x " 12x. I2x I2x 

220. 
1 2 2 

x+1 
; 

x x-l. 

R: x'-l 2x(x -1) 2x(x + 1) 

x(x'--=-1) ; x(x'-l) x(x'-l) 

221. 
a' ab 3a- 2 ab 

a+b a-b (I'-b' 

R: a'(a- b) ab(a + b) 3a-2ab 

a'- b' 
; a'-=-¡;¡- a'-b' 

222. 
1 a+x ax , 

x-a a;" + ax + a' 
; 

a;"-ct' 

R: x' + ax + a' x2_a2 M; 

--x-'-a3 
; • a;" _ (!, -;;S-a' 
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CAPIT UIJO XI 

PROGRAMA XI. - Operaciqnes con expresiones algebraicas fraccionarias. 
Suma, resta, multiplicaci6n y c1iviRi6n de expresiones algebl'ai. 
cas fra1cioDariBs. Ejercicios. 

Operaciones con expresiones algebraicas fraccionarias 
Suma de fracciones algebraicas 

71. Definiciones. - I. Se llama S1(ma de varias f?'ar­
ciones algebraicas de ig!uU denomin,ador, a otra fracción 
cuyo numerador es la suma de los numeradores y cuyo 
denominador es el mismo, 

Es decir: ~+ ~+ ~=a + b + e 
m m m m 

Ejemplo: 

a2 +4 b2 -4 
-a-+-b + a +b -

a2 + 4 + b2 
- 4 - 2b2 

a+b 

- a.--b 

JI. Se llama sUlma de varias fmcciones algebraicas de 
&dstintQ denornirliador, a la suma. de otras tantas fracciones 
de igual denominador, respectivamente iguales a las 
dados. 

Es, decir: 
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Siempl'e que sea: 

~= _~ b' ú e' c 
d m, icr =-n:i---;¡=p 

72. Procedimientos para sumar expresiones alge­

braicas fraccionarias. 

I. MÉTODO DEL COMÚN DENOMINADOR, - Sea : 

-2- +~+~-. m n p 

Según (69), reduzcamos a común denominador: 

~= anp 
m mnp 

~ = brnp 
¡¿ mnp 

c cm,n 
-=--
p mnp 

y por la propiedad l,niforme de la suma: 

~ +~+ _~= anp -1- bmp + cmn 
1n _n p mnp mnp mnp 

y por la dp.finición (71, 1) : 

I
I "-+~ + "'- ~ aop±bmp+ ,mol 
. 1n n . P mñp 

de donde se dedllce la siguiente . 

REGLA PRÁCTICA, - Pm'a summ' va1'ias fracoimles de 
'distinto de·nomúlador, se . haIla ~l proaucto de los diversos 
denominadores, ff 'u.ien será el de~wrninadol' de l~ snnta, El 
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numerador es igual a tu suma de fos jJ1'U(1llctos que se 
obtienen al mult1:plicar cada nnmprr/d()/, por fas rlerwmi­
nadares de las demás j'l'ucci()ne-:>_ 

gjempln: Efectuar la suma: 

3a a 4 
(t + 1 +;;-=-{--;; 

.\plicando la regla práctica anterior, !,;P obtieuE': 

~_+_~ __ ~=;3a2(a -]) + ([2(a + 1)- 4(a2 -1) 

a + 1 a - 1 a (n.~ - 1) (J 

efectuando los productos de l num('raool': 

_ (3aS - 3(2 ) + (a3 + a~)-(4([2 - 4) 
- ._- - - (a~ - 1) a - ---, 

~:l1prjl1lienc1o los pal'éntesifl. 
:3a3 - 3([2 + ([3 -+ a2 _ 4a2 + 4 

(a,2=-l) ;;-- --

/'l'(]m·j(,lldo lo~ trrminos semejantes, )'('su1ta: 

403 - 6a2 + 4 
-- (0 2 -1 )a- -

que es la suma buscada. 

73. II. MÉTOPO DEL MíNDIO COMÚN DENOMINADOR. -

Sea: 

~+~+~ 
m 'TI p 

Según (70). reduzcamos al mínimo denominador: 

a - a (¡\f: m) 

m M 
b b(M:n ). 

n M 
e c(M :p) 

p M 
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siendo M = m,. e, m, (m, n, p) 

lllego: 

~ .!!...- ~ _ a (M: m) ,t b (M : nl 
m+n+p- M 111 + 

Y por definición de suma, (71, 1) 

c(M: p) 
!tI 

a b e _ a<.,M:m)+b(M:nl+c(M:p) 
m+n+¡;- M 

de donde se deduce la siguiente 

REGLA PRÁCTICA. - Para sumar va1'ias f1'accio-nes alge­
b1'aicas de distinto dentnninadOf', se halla el míntÍmo co­
mún múltiplo de los denonvinadm'es, qu,1'en sC1'á el deno­
minador de la su,ma. El nU'I1wrador es irJu.aL a la suma 
de los prod1wtos qu,c se obt'ienen al rn,u.uipl~:caq· cada nu­
me'mdor por el cociente dei mínimo com1Ín múltiplo ha­
llado y el denominado?' 1'espectivo. 

Ejemplo: Efectuar la suma: 

2a 3a 4a 
a+l + a - l - a~-l 

CÁLCULOS AUXILIARES 

m, e, m, (a + 1 j eL - 1 ; r¡,~ - 1 ) = (t2 - 1 

M a"- l = --- = a - l 
'I1t a + 1 

M a'-l 
=--1=a+1 n a -

M 

P 
1 
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d,LCULU:-> DEFINITIVOS 

AplicandQ la regla práctica última: 

2a 30; 4a 2/1«(f -- ll+3a(a+l)-4a.l -- + -- - - 2- = --------.---- -- --- -
a+l (t - l a-l a-1 

efectuando los productos del numerador: 

(2a? - - 2a) + (3a.2 + 0(1) - 4a 

u2 
-- 1 

wprimiendo los paréntel'iís: 

2a2 
- 2u + 3a~ + 30 - 4-0 

=----- rr2_]----~ 

reduciendo los términos semejantes, resulta: 
... 

502 - :~u 

a2 -1 

que es la suma buscada. 

Resta de fracciones algebraicas 

74. Definición. - Se llama dife1'encia entre dos frac­
ciones algebraicas, llamadas minuendo y SWitraendo, a 
otra fracción algebraica, tal, que sumada al sustraendo 
dé una suma igual al minuendo. 

Es decir: 
a 
m 

a e e a 
n = p , siempre que p +. n a 

?n 

75. Procedimientos para hallar la diferencia de 
dos fracciones algebraicas. 

Las fr!lcciones dadas pueden tener el mismo o distinto 
denominador. 



- 98-

.' l? RESTAH FRACCIONES DE IGUAL DENOMINADOR. - Sea 
hallar la diferencia: 

a - b 

Por lo estudiado en segundo año, sahemos que: 

b - b b 
'Jn m -j'It 

luego: a b a - b 
m--m= -m+m 

y por definición, (71, 1), de suma de fracciones: 

a b a+(-b) 
m?n ?Jt 

y por la convención (11) : 

a b a-b 
111. 

de donde Se deduce la siguiente: 

REGLA PRÁCTICA. - Para 1'estar dos fracciones algebrai­
cas de ignal denominador, so 1·e.~ta.n los nwneradores, ob­
teniéndose así el n¡¿l1Iel'ador' de la diferencia, dejando co­
?/la denominado}' el mismo. 

Ejemplo: Efectuu-r la resta: 
5a 3rt 
ZiJ-2f} 

Aplicando la regla práctica ant(ll'ior, 

5a-3a 
2ú 

5a 3a 
2iJ-2lJ= 

y simplificando: 

2a 
2b 
a 
b 

se obtiene: 
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76. 2? REST~ FRACCIONES DE DISTINTO DENOMINADOR 

Sea, hallar la diferencia: 

a b 
'111, n 

Por lo ~isino que en el caso anterior, se tielle: 

a b a - b 
m~n = m+n 

Efechlando la suma del seglmdo miembro por cualquie. 
ra de los dos procedimientos estudiados, por ejemplo, el 
primero, . (72) : 

a 

o bien: 

luego: 

b 

n 
an+(-Inn) 

mn 

an-bm 
m,n 

REGLA PRÁCTICA, - Pam re-stat' dos fraccion es algebrai­
cas de distinto denominador, se reducen a común denomi­
nad01', o. al mínimo COrlbÚn de?1om:~nador, y luego se pro­
cede eonw en cl caso a,nterior. 

Ejemplo: ' Efectuar la resta: 

a+2 a-l 
-6-- -4-

Reduciendo al' mínimo común denominador: 

a+2 a-l 
-6- - - 4-

2 (a + 2) 3 (a - 1) 

12 12 

aplicando la regla pr'áctica anterior: 
2 (a + 2) - 3 (a -1) 

l:¿ 



efectuando los productos: 

100 -

2a +4-3a + a 
12 

reduciendo los términos semejantes, resulta: 

-a+7 = -1-2-

que es la diferencia buscada. 

Otro ejemplo: Efectuar la resta; 
a-l a 

2a9-- Ga~ - a' -9 

CÁLCur..oS AUXILIARES 

2a3 + 6a2 = 2a2 (a + 3) ( 
m. C. m. = 2a2 (a + 3) ('a - 3) 

a2 - 9 =(a + 3)(a-3) 

m. c. m~ . = 2a2 (a ¿- 3) (a - 3) = a _ 3 
2as + 6a2 2a2 (a + 3) 

m.c.m. = 2a2 (a+3)(a-3) =2a2 

a2 - 9 ( a + 3) (a - 3) 

CÁLCUlJOS DEFINI1'IVOS 

Aplicando la regla práctica: 

a-;l __ a __ (a-3)(a-l)-2a2 .a 
2a9 + Ga2 , a - 9 - 2a" (a + 3) (a - 3) 

efectuando los productos del numerador'; 

_ a2 -4a+ 3-2a3 

- 2a 2 (a + 3) (a -3) 

y ordenando el numerador resulta: 
_ - 2as + a2 - 4a + 3 
- 2a2 (el + 0) (a - 3) 



Multiplicación da fracciones algebraicas 

77. Definición. -- El pro<J;ucto de varias fracciones 
algebraicas, llamadas factores, es otra fracción algebrai. 
('a, cuyo numerad01' es el producto de los diversos nume­
radores, y cuyo denominador es el producto de los diver­
sos denominadores. 

Es decir: a c m a.c.m 
b d· n-':b.d . n 

'ftJjemplo: Efectuar el producto: 

,30,4 aba 8b!l 
4b6 X 6" X a" 

'Por la definición, se tiene : 

30,4 ab3 8bs 3a'. a,bs . 8b2 

4b6 X () X (i2" = 4b6 • 6 . a2 

al efectuar todas las ~implificaciones posibles, queda: 

a' , a 
b 

o bien: 

que es el producto buscado. 

Otro ejemplo: ·Efectuar el producto: 

a + b 0,2 - 2ab + a2 

(L2 _ bZ X am + bm 

Por la definición se tiene: 

0,+ b X o,2 -2o,b + b2 

a2 _ b2 o,m+ bm 
(a + b)(o,2 - 2ab + b2

) (1) 

(a2 - b2 ) (am + bm) 
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Descompomenq.o los paréntesis en sus factores primos: 

a2 _ 2ab + b2 = (a - b) 2 

a2 
-- b2 = (a + b) Cb - a) 

aTI! + bm =(a + b)'I1~ 
Y reemplazando estos valores én (1): 

simplificando queda: 

que es el producto buscado. 

(a+b)(o-b )2 
(a.+b)(a-b ) (a+b )m 

a-b 
=(~+bFt-

División de fracciones algebraicas 

78. Definición.' - Se llama coci0nte de dos fracciones 
a lgebraicas, llamadas dividendo y diviso1', a otra fracción 
a lgebraica, tal, qne multiplicada por el divisor dé un 
producto igual al dividendo. 

Es decir : 

a be . e b a 
- 'slempre qne: - . -

m 7I]l' ]J 1/. m 

79. Regla práctica para hallar el cociente. - Pura 
hallar el cociente de. dO$ j'racciones algebrai.cus se malt'i­
pll:CU el dividendo por el d·ivisoT invertido . 

.. Esta regla se deduce de la simple consideración de que 
las fracciones algebraicas son 11 Ílmcros racionales, y que 
de esa manera hallábamos el cociente en segundo año al 
'estudiar los números racionales. 
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Ejelllplos : 

9ab 6a 
1" Efectuar' /,a dü~isió1J: 4c4 : 2c 

f 
Aplicando la regla práctica anterior: 

o bien: 

.9ab 
4cd 

6a ~ab 2c 
2c = 4cd X 6a 

9ab .2c 
4cd.6(/ 

y simplificando, queda: 
31> 

= 4([ 

2~ E/ect Lla/' la diuisiól1 : 

Se tielle: 

3a + 3b 
-4-c-

faetorealldo: 

3a + 3b 211 + 2& 
---:r¡;- : -6cz-

20. + 2& = 3a -1- 3b X 6e2 

6c~ 4c 2a + 2b 

(3a + 3b)6c~ 
- 4c(2a+ 2b) 

3(a + b) 6cz 

4c(a + b)2 

9c 
y simplificando: - 4 
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EJERCICIOS: 

Efectuar las siguientes sumas; 

223. 

224. 

225. 

226. 

227. 

x x 
T + "3 +~ 6 

2a-b a+b 
-6-+ -4-

4x-3 + 7z + 1 + 3z 
-6- -3- ""2 

a a 3a 
a+T + 1-a + a'-l 

a a-b 
a-b + b-a 

Efectuar las siguientes restas: 

228. 
3a 4a 
2b 5b 

229. 
6a 2a 

3 ""6 

230. 
4111-1 6x-2 
~ ~ 

231. 
az-a (IX + a 
x+1 X=1 

232. 
2a' - 2a + 1 a 

a'-a a - 1 

Efectuar la s siguientes · operaciones; 

233. 
a' a' a 

a -- l a+l a-1 + ii+l 

234. 
a' a a 

a' - 1 -a-1 a+1 

235. 
1/1' 

+ m 111 

lIl' -1 m+l l-m 

R: 

" 

., 

" 

" 

" 

47a: 
60 
13a + b 
-W--
139x -· 8 ---w-

a 
a'-l 

b 

a-b · 

70 
lOb 

4a 
"3 
4m-3x 
----:s17iX 

4ax 
1-x' 

(1-1 

a 

a' + 1 

a' + 2a 
a'-1 

3m' 
1)l'-l 
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Efectuar las siguientes multiplicaciones: 

236. 
6a 10 a R: 9 

5 a' 20 50 

237. 
6a' 2ab8 2ae 4 

2b 3C a"b' " (1 

238. 
3a'be 10ao'0 2ab 
5abe' 3abe " e 

239. x' + 2x x'-l tr'-4x+4 x(x + 1) (x _. 2) 
(x-1)' x-2' ---;;:¡:: -2- " x-l 

240. 
ax + x' 2bx-cx' x' 
2b-cx - (a + x)'- a+x 

Efectuar las siguiente/"divisiones: 

241. 
3a'b 9xb' 

. ?C~ 2a'y 
5:r'y 10x'y' 3b' 

242. (x' + 2x + 1) : : ~~ L¡! 'f.1( J d 
" 

x'-l 

243. 
9(/- 30.- 3a 3a'-a' 
-24- 8 " --3-

1 ¡ 
244. 

ab-ba; ae-ex b 

a+m a+m e 

245. (l_a-b):(~_l) L'-b 
«+b a-b a+b 
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CAPITULO XII 

PROGRAMA XII. - Ecuaciones de primer grado eDil I/ua incógnita. -
Igualdades: Identidades y ecunciolles. · E cuaciones enteras , fraecio · 
IlIrri:ls e irracionales. Ejemplos. E,cuaciones equivalentes. Si a am · 
Los JUiembros de una ecuación se les suma un mismo número O 
una misma· expresi§n entera . se -obtiene una ecuación equivalent e: 
Trasposición de términos. Si [l. ambos miémbros de una eCU::lrión 
se multiplican o dividen llor un mismo número distinto de cero , 

• se obticne una ecuaci6n equivalente: Pasaje de factores o diviso ' 
res numéricos de un "miembro A. otro . Ee1.lnr¡Olles enteras de 
llrimer grado con una. incógnita. Resolución de las mismas. Et'ua · 
ciones fracrionarias: Supresión de df'IlOminadores. Si $f\ multi· 
plican los. dos miembros de una ecuación por una expres ión enterCio 
se obtieno una ecuacj6n con las mismas raíces que la dada, pero 
que puede admitir, además. nue\?as rafees. Ecuaciones rruc{"ionu ­
ria s ele primer grado. Resoluci6n de las misma s . 

Ecuaciones de primer grado con una incógnita 

80. Igualdades. - Se llama iguald(tcl, a la expresión 
que resulta al unir con el signo igual a dos expresIOnes 
de igual valor, aunque de distinta forma. 

Ejemplos :. 5-7 =_1
5
5 +1 

(a + b) (a - b) = a~ - b2 

11
2 + 2ab + b2 =(a + b)2 

Primer miemb'riJ es la pnrte que está a la izquierda del 
signo =, y segun.do rniemb'l'o la parte que e::.tá a la de­
recha. 

Las igualdades comprenden a las identidades y a las 
ec'uacione-s. 

81. Identidades. - Se .1Iama identidad a toda igual­
dad. que se verifica para todos los valol'es ele las letras 
que e)l ella figuran. J 
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Para indi'car una identidad, en lugar del signo _, se 
emplea el signo == llamado de identidad. 

Ejemplos: (a - b)rn == am - bm 

a2 + 2ab + b2 == (a + b)2 

82. Ecuaciones. - Se llama ecuación a toda igualo, 
dad que sólo se verifica para algun.os valO1'es de las le­
tras que en ella figuran. 

Estas letras se llaman incógnitas, y sus valores espe­
ciales son las míces de la ectc(l{;iÓn. 

Ejemplos: 4x + 2 = 6x - 4 j la raíz es 3. 

:¡} + 2x = 8 j las raíces son 2 y - 4. 

83. Clasificación de las ecuaciones. - Las ecuacio· 
nes pueden ser entm·as, fmccionmoios o irraciona.lcs. 

84. Ecuación entera. - Una ecuación es entera, cuan­
do ninguna de las incógnitas figura como denominador. 

Ejemplos: 
x "2 +3x=5x 

y2 --16 = O 

85. Ecuación fraccionaria. - Una ecuaCIón es [rac­
cionaria, cuando una o varias incógnitas figuran como 
denominadores. 

Ejemplo: ~ +.!.. + -.!. = 5x + X!! 
x y z 6 

I 

, 86. Ecuación irracional. - Una ecuación es i1Tacio-
naZ, cuando algunas de sus incógnitas están afectadas por 
el signo radical. 
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Ejemplo: Y-X+.tI = 2y-3 

87. Ecuaciones equivalentes. - Dos ecuaciones son 
eqltivalentes, cuando toda raíz de la primera es raíz de 
la segunda ecuación, y toda raíz de la segunda es raíz 
de la primer ecuación. 

Ejemplo: 

x+2=/) x=3 
2x - 8 = 1- x x = 3 

e('1laciolles equ1'valcnles 

88. CoROLARIO. - Si una ecuación es equivalente a. 
otra, y ésta es eqttiva.lcnte a una tercera, fa primerl/ es 
equiv(tlente a la te1-ce1'a. 

89. NOTACIÓN, - El primer miembro de una ecuación 
de incógnita x 10 representamos por A(x), y el segundo 
miembro por B(x), así 

A(x)= B(x) 

el', una ecuación que se lee A de x igual .a B de x. 
Para expresar que a es una raíz de la ecuación ante; 

rior, escribiremos: 
A(a)= B(a) 

lo que se lee: A de a igual B de a. 

OBSERVACIÓN, - En una ecuación uno de los dos miem­
bros, por lo m~nos, debe contener a la incógnita, que re­
presen tamos por A (x) o B (x), respectivamente, aún en 
el. caso en que uno de ellos no contuviese a x, 
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Propiedades d'e las ecuaciones 

90. TEOREMA 1. - Si a ambos miembros de una ecua­
ción se les St/.'/'H(L ton rn7~~rno nÚ1ne1'o, se obtíe-ne u,na ecua­
ción eqnivalente . 

H 
.ti (x) = B (x), eC1l,acl:ón j n núnM1'o dado. 

A(x)+n=B(x)+n ecuaci.ón obtenida.. 

A(x)+ n = B(x)+ n ¡ 
T ecuaciones eq1ávalentes. 

A(x)=B(x) 

.Las ecuaciones dadas serán equiv~entes cuando toda 
raíz de la primera sea raíz de la segunda y recÍproea­
mente . . 

1?) Sea x = a una raíz de la primera ecuación; en­
tonces, por definición de raíz, (82), se obtiene la iden­
tidad: 

A(a) . B(a) 

escribamos: 

sumando: A(a)+ n = B(a)+ 11 

expresión 'que por (89), nos dice que x = a es raíz de 
la segunda ecuación . 

. 2?) Si x = b es una raíz de {a segunda ecuación, por 
definición d!,l raíz se tendrá la. identidad: 

A(b)+ ni = B(7))+ n 

escribamos: n = n 

restando: A(b)+ n-n = B (7))+ n-n 

o bien: A (b ) = B (b ) 
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expresión que nos dice, 'pOl' (89), que x = b es una raíz 
de la primera ecuación, luego las ecuaciones: 

y 

A(x)= B(x) 

A(x)+ n == B(x)+ n 

son eq uivalcntes. 

91. TEOREMA n. - S't a ambos miernbl'os de u-na ecua· 
ción se les suma ttna mism(i' expresión entera, se obtiene 
una ecuación equ.ivalenfe. 

1I ~ A (x)=B(x) ecuación dctda; N(x) exp¡'e~:ón ente1~ dada, 

¡A(x)+N(x)=B(x)+N(x) eXluww1!.obtelfllda. 

l
A (x) + N (x) = B (x) + N (x) (1) tecuaCiones equi· 

1' . 
A(x)=B(x) (2) valentes, 

1?) Toda raíz de (1) es ¡'aíz de (2). 

Si x= a es unaraíz 'de (1), por definición de raíz se 
tl'lldrá: 

A(a)= B(a) (3) 

I{rf'mpl¡¡zando ('11 N(.x) rl valor a, resulta N(a), o bien: 

N(a)= N(a ) (4) 

Sumando ordeJiadamente (3) y (4), se obtiene: 

A (!le) + N ( a) = . B (a) + N (lj,) 

expresión que nos dice, (89), que x = a es raíz ele la 
ecuación (2) . . 

2~) Toda ¡'aíz de (2) es ¡'aiz de (1). 

Si x = b es Ulla raíz de (2), por definición de raíz se 
tendrá: 

A(b)+ N(b)= B(b)+ N(b) (5) 
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Reemplazando en N(x) el valor b, J'csnlta N(b), o bien: 

N(b)=N(b) (6) 

Restando ordenadamente ( 5 ) Y (6 ), se obtiene: 

A(b ) + N(b )-N(h ) _ B(b) + N(h )- N(b) 

o bi('n: A (b )= B(b ) 

expresión que nm; dire que X' = b es raíz de la ecua­
ción (1). 

92. Trasposición de términos. - COR()LARIO, - Todo 
té1'mino de 1l'na ecuación puede pasar d{~ un miembro fI 

otro con tal de que cambie sn sig1l0. 

En efecto, equivale a sumar o resta!' a ambos miem­
bros de la ecuación el término rlarlo, 

Ejemplo: Sea la eC,uación 

1 7 
~x -"2 =2x +2' x=4 

El término 2.r, afectado po]' ('1 RlgllO +, lo podemos 
trasponer al primer miembro. IIf('ctimclolo ('Oll el signo - , 
r('stlltando: 

1 7 
'3x - 2' -2x= '2 oC. = 4 

ecnación que es equivalente il 111 dada" 

m término - ~ afectado por el SIgilO -, lo pode · 

mos trasportar al segundo miembro, afectándolo con t'l 
Signo + , resultando: 

7 1 
3x =~ + 2 + 2 ; , J ' = 4 

que es una eeuación equivalente a la dada. 



- 112-
, 

93. 'fElOREMA III. - Si ambos mie-mbl'os de una ecua: 
ción se nwltiplican pffl' un misnw núme1'o, distinto de 
cero, se obtiene una ecuación eqtl.ivalente. 

11 
)A(x)=B(x) ecuación cZad.{lj ' 11 + O; 

I A el:) . n = B (~;) . n eC1taG1~ónobtenida. 

'1 A(x)= B(x) (1) I - ¡ ecuaciones equivale1l/es. 
A(x).n=B(x).n (2) 

T 

l~ Toda raíz de· (1) es míz de (2). 

Si x = (l. es una l'aÍz de (1), pOl' definici6n de raíz se 
tendrá: 

A(a)=B(u) 

escribamos: n=n 

multiplicando: A(a) . n=B(a) . n 

expresión que nos dice qnc x = a es raíz de la ecua­
ei6n (2) .• 

2" Toda míz' de (2) ' es raíz de (1). 

Si x = b e¡; una raíz; de (2), se tendrá: 

A(~). n = B(b).n. 

eséribamos: n=n 

dividiendo: 

y simplificando, queda: 

A(b)= B(b) 

expresi6n que nos dice que x = b es una raíz de · (l). 
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94. TEOREMA 1 V. - Si ambos mimnbT()S de una eCUII­

ción se cli'/J'úlen po?' un mismo nÚmM"O, distinto de cero, se 
obtifme untO ecua(';iól1 equivalente. 

1/ 
\ 

A ( x) = B (X.) 

'!J!l. = B(x) 
n 11. 

\

A(X) = H(x) 

11 (x) 8(x) --= -_ .. 
11 11. 

eC1wción dad(l n =!= O 

(1) \ eC IIIlC/Oll es eqt~i1){Jlp.~~tes. 
( 2 ) 

l?) Tllr/a /,(Jíz d/l (1) es 1"(l1Z de en 
Si .1: = a e;: unfl raíz de (1), sr trndl'á : 

A(u)= 8(0) 

Cf.;(~ribamof': : 1'/ = 1/ 

dividiendo: 
A (a) R (b) 
--=--

1t '/1 

expresión qllt' 110': díre que x = a es I'aí~ de III ecua­

CiÓll (2). 

20) Toda j"a,íz de (2) es 1"aíz de (1). 

Si x = b es nnfl raíz de (2), se tendrá: 

A (bJ B (b) -----
'/1 7'1 

csrri bamo~ : 

multiplicando: _ A (b) 13 (ú) 
-n-' n = -n-

y simplificando; A(b)= R(b) 

expresión que nos dice, que :¡;' = b PS raíz de (1). 
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95. Pasaje de factores o divisores numéricos de un 
miembro a otro. - - COR.OLARIO. - Todo número que estt¡ 
en 1m miemb?-o como factor o CQmo divisor, puede, pasar 
al otro miernbro COmo divisor o com,o faci01", respectiva­
mente. ' 

En efecto, equivale a multiplicar o dividir ambos miem ­
bros de la ecuación por el número dndo_ 

-Ejemplo: Sea la ecuación: 

5x +-6 
2 (3.:v-12)3 x =6 

El número 2, que está como divisor, lo podemos pasa r 
al segundo miembro como, factor, resultando: 

5x + 6 = (3x - 12) 3 . 2 x = 6 

que es una ecuación equivalente a la dada_ 
Análogamente, el número 3, que está como factor Jo 

\podemos pasar como divisor del primer miembro: 

5x+ G 

__ 2_=3x_12 
3 

x =6 

qne es una ecuación equivalente a la dada_ 

96. Grad9 de una ecuación. - Una ecuación es de 
,P?OÚ?M1' gmdo cuando, después de suprimidos los denomi­
nadores y reducidos los términos semejantes, el expo­
,n ente de la incógnita es 1. 

IEjemplos: 

, . ecuáciones de 1 er grado, 
5x.~ 7 =:: 4x ¡ 
ax+b=ü . 

Una ecuación es de seguMo grado cuando, despué~ de 
suprimidos los denominadores y reducidos los términos 
semejantes, el exponente 'de la incógnita es 2: 
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Ejemplos: 

5X2- 2x =-! 

ax2 + bx + C = O 
ecuaciones de 2? grél.do 

Ecuaciones enteras de primer grado con una incógnita 

97. Resólución de una ecuación. - Resolvel' una 

eC'uación, es hallar el valor de la incógnita. 
Sea resolyer la ecuaCIón' 

2x x x 
-g-X+7='?-'9+ l _ oJ (1) 

Hallemos el mínImo común múltIplo de los denomina · 
dores: 

?n, ·C. ?n, 3 Y 2 = 6 

Multiplicando ambos mIembros de la ecuación (1) por 
6, resulta: 

2x x x 
3,6-x,6+7 6='2,6-3",6+16 

Y simplificando: 

4x - 6x + 42 = 3x - 2x + G 

3cuación que es equivalente a la dada en VIrtud del teo­
rema ' (93), 

Transpongamos todos los térm1nos que contienen !l1cóg­
nitas al primer miembro y los términos numérIcos al 
segundo, .quienes según el corolario (92), deberán cam 
blar de signo al pasar de un miembro a otro: 

4x-6x-3x +2x.= 6-42 

ecuación que es equivalente a la dada, 

(2) 
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Reduciendo los.términos semejantes de la ecuación (2) 
resulta: 

-3x=-36 

Multiplicando ambos miembros por - 1, por el teorc­
ma (93), se obtiene la ecuación: 

3x=36 

que es equivalente a las anteriores. 
Pasando el coeficiente 3 al segundo miembro como di, 

visor, (95), resulta: 

y efectuando: 

36 
x="3 

que es la raíz de la ecuación dada. 
De todo lo que antecede se deduce la siguiente: 

REGLA PRÁC'fICA. - Para 1'esolver wna ecuación entera 
de primer grado con una incógnita, se procede así: 

l P, se halla el m. c. m. de los derwrwinadores; 
2P, se muJ,t,iplican todos los té1'nvirws de la ecuación por 

el m. c. m. hallado y se simplifica; 

3P, se efectúan las S1blllaS algeb1"aicas indicadas; 

4", el coeficiente de la 1'ncógmita se pasa como divisor 
d~l otro miembro. 

,El valor. de la incógnita de la última ecuac1'ón es la raíz 
de la eC1taú'¿n dáda. 

S·i después de efectuar las Sl~maS algebraicas annbos 
miembros aparecen afectados por el signo m~nas, a los dos 
86 les cambia el signo. ' 
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10 , Ejemplos: Resolver la e'cu.aetón: 

4x G' 2x 
::c + 5" - 15 = 3 + 3 

Se tiene, aplicando la rcgla práctica anterior: 

m. c. ?'n. (5, 15 Y 3) = 15 

multiplicando ambos miembros por 15: 

4x 6 2x 
x.15+ 5 .15- 15 .15=3 .15+3.15 

simplificando: l5;.t; + l2x - 6 = lOx + 5 

trasponiendo las incógnitas al prImer miembro y loo da. 
tos al segundo: . 

15x + 12x - lOx = 45 + 6 

p,reetuando las sumas indicadas; 

l7x = 51 

pasando el coefieien te 17 romo divisor del segundo 
miembro: 

,de donde: 

51 
x = 17 

x=3 

-' 

COMPROBACIÓN. - Para comprobar que el valor de la 
incógnita está bien hallado, se reemplaza en la ecuación 
dada x por su valor hallado y se efectúan la~ operaciu­
nes indicadas. Si se obtiene una igualdad, la raíz de la 
ecuación· es el valor hallado. 
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En el ejemplo último se tiene: 

4 . 3 6 2.3 
3 + - 5- - 15 = T + 3 " 

12 2 
3+ 5 - 5 =2+3 

3 , 5 12 2 -+--- = 5 :. 5 5 

15 T 12 -;2 - . 
---5-- =D 

5=5 

como 5 = 5 es una igualdad, el valor 3 es la raíz de la 
e~uación dada. 

2? Resolver la ecu,aoión: 

Se, tiene : 

5x - 2 x - 8 x + 14 
--3- - -4- = --2 - - 6 

'In. C. 'In. (3, 4 Y 2) = 12 

multiplicando ambos miembros por 12: 

12 (5x - 2) _12 {x.- 8)~ 12 (x+ 14) -12 6 
3 4 - 2 . 

simplificando: 

4,(5x-2)-3(x-8)= 6(x+ 14)-12.6 

efectuando loo productos indicados: . 

20x-8-3x + 24= 6x+84-12 
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t raspon iendo : 

20x - 3.c - 6x = 84 - 72 + 8 - 24 

efectuando: l1x = - 4 

de donde: 

que P.S la ['aír. buscada 

Ecuaciones fraccionarias 

98. TEUI{J~MA, - Si se uwltipltcan los dos miembros 
de t~nlt ecuac.ión pO?' 'una cxpl'c¡;ión enlera, se obtiene una 
eCllaóón con las I'Il1'S/Has mices que /1/ dada, pero que pue­
dp. ur/m 'ilir, (/d(''YllIÍ ,~, l1/16VaS raíces, 

1I 

'1' 

1

,1 (X) = U(x) (1 J, ecnaci¡jn d((d(~; N(x) e;):Jlj'(~s 'ión entera; 

A(x) , N(;J.;) = H(x) ,N(x) (2), er-uacú¡n oútenida, 

\ 1" TurIa ruíz de (1) es /'aíz de (2); 
¡ 2'! '/'uda raíz de (2) no siempre e',~ mí" de (1~\ , 

H) 'tuda míz de (1) es 1'IIíz de (2), 

Si x = a es ' raíz de (1), SI' tendrn: 

A(a)= R(a) (3) 

Heemplazando en N(x) el valor x = lI, resulta N(a), 

o bien: N(a)=N(a) (4) 

Multiplicando ordenadamente la (3) y la (4), resulta: 

A(a), N(a)= R(a). N(a) 
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.expresión que nos dice que x = a es raíz de la eeua· 

ción (2), 

2?). Toda raíz de (2) 110 siemp1'e. es míz de (1) : 

La ecuación (2): A(x) , N(x) = B(x) , N(x) 

puede escribirse así, (92): 

A (x). N(x)- B(x). N(x) = O 

Y sacando el factor común N (x), resulta: 

[A(x)- B (x)] N (x)= O 

ecuación que se verifica para los valor~ de x para los 
cuales sea: 

A.<:r.)- B(x)= O , es decir: A(x)= B(x) · 
y también: 

N(x)= ° 
pues para que el producto sea cero, UIlO o los dos .factores 
deberán ser cero. 

Luego la ecuación (2) admite, además de las raíces de 
la (1), las raíces de N(x)= 0, que no siempre SOn raíces 
de (1). Estos valores constituyen soluciones extrañas de 
la ecuación dada. 

Ejemplo: Sea la ecuación: .x2 = 9 

cuyas raíces son + 3 Y -:3. 

Multipli~ando ambos miembros por x - 2, obtenemos: 

:1;2 ( X -:- 2) = 9 (x - 2 ) 

ecuación que admite las mismas l:ajces + 3 y - 3 de la 
ecuación dada, pero que admite, además, una raíz extra­
ña + 2. 

I OBSERVAcrÓN. - Según los .casos, al multiplicar ambos 
miembros de una ecuación por una expresión entera, ga­
naremos o per'der'ernos raíces. 
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99. Supresión de denomÍnadores. - El teorema ano 
terior nos permite suprImir los denominadores de una 
ecuación frar:cionaria, pues basta multiplicar por el mí· 
nimo común múltiplo de los dcnominadore::>. 

Sea suprImIr los denomilladores dc la ecuación : 

x-2 3 
x+2='5 

Se tiene: 'm. c. m. (x + 2) Y 5) = 5 (x -t 2) 

multiplicando ambos miembros de la ecuacióli pOI' 

5(x+2): 

x-2 3 - + 2 . 5 (,c + 2) = -=- . 5(x + 2) x f) 

y simplificando: 5(x-2)= 3(x + 2) 

ecuaClOn que, por el teorema antcrio\', tiene las mismas 
raíces, por lo menos, que la ecuación dada. 

Resolución de las ecuaciones fraccionarias de primer grado 

100. Sea resolvcr la ecuación: 

4x + 3 (j 1 
x~ + Gx + !) - x + 3 = x + 3 

Se tiene: x~ + (j,c + 9 =(:c + 3)~ 
Illego la ecuación es: 

4x+3 (j 1 
(x+:W- x+3 = x +-3 

m. c. m. de los (lenom. =(x + 3)2 
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Multiplicando ambos miembros por (x + 3)2, .(98)\ 

4x+ 3 . 6 2 1 
(x+3J2 . (x.+ 3)2 , - x + 3 . (x + 3) = x + 3 (x +'3)' 

y simplificando; .4x + 3 - .6 ( x + 3) = x + 3 

o bien: 

rasponiendo : 

4x + 3......:. 6x - 18 = x + 3 

4x - 6x - ..c = 3 + 18 - 3 

red~cjendo los términos semejantes: 

-3x = 18 

de donde se' deduce: 

o ,bien: 

18 
. x = -3 

x=-6 

que es la raí~ de la ecuación dada, 

COMPROBAOIÓN, - Heemplazando el valor x = - 6 ell 

la ecuación dada, resulta: 

4 (- 6) + 3 6 1 
"6)2+6( ~6)+9)--6+3=-6+3 

efectuand? los productos indicados 

-24+3 _ 6 _ 1 
36 - 36 + 9 ~ 6 + 3 - - 6 + 3 

efectuando las sumas algebraicas: 
- 21 6 1 
-9-- -3 = -3 
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simplificando : efectuando: 

multiplicando allluos IDiembroo por 3 : trasponiendo: 

-7+6=-1 

o bien: 
~1=-1 

Como - 1 = -' 1 es una igualdad, el valor - 6 es la 
raíz de la ecuación dada . 

De donde Se deduee la siguiente: 

REOLA PRÁCTlCA. - Pata 1'esolver una eCLUwión f1'accio . 
IIItr i (J de p7'irnel' {j1'ado, se p1'ocede así: 

19, SI' halla'f'l m. c. m. de ./os denominadores; 
29 , S,., multiplican ambm; mtembros de la ecuación por 

(:l rn. e, In. hallado j 
39, Se hacen todas las simplificaciones pmi"ibles; 
49 , Se. 1'esuelve la ecuación en.ten1- obtenida j 
59, Se verifican las 1'aíces o b te1/1id(J s, de,~echándose {as 

fJ 11 e no 'L'erifiqw!n a la ecuación dada. 

Ejemplo: Resolver la eeuación : 

x - 4 8x - 35 3x + 4 
-8- +7x.:.....40=~ 

Aplicando la regla pl'áctica anterior, se' tiene; 

m. c. m. l8, (7x-40), 24]=(7x-40)24 

multiplicando ambo:" miembros de la ecuación 
(7x - 40)24:. 

x - tlx-35 3x+4 
-8-' (7x-40)24+ 7'.1:- 40 ' (7x-40)24 = 24 . ~40)24 
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simplificando, qued~: 

(T- 4) (7x - 40)3 +(~x- 35)24 =(3x + 4) l7x -40) 

efectuando los productos indicados: 

21x2 - 204x + 480 + 192x -'- 840 = 21x2 - 92x -160 

trasponiendo las incógnitas al primer miembro y los da­
tos al segundo: 

21x2- 204x + 192x - 21x2 + 92x = -160 - 480 + 840 

reduciendo los términós semejantes: 

de donde: 

80x = 200 

200 
x=8(f 

o bien, simplificando: 

que es la raíz. de la ecuación dada. 

EJEROICIOS 

Hcsolv€l' las siguientes ecuaciones enteras: 

246. 
247. 
248. 
249. 
250. 

251. 

252. 

5x + 50 = 4 x + 56 
I6x - 11 = 7x - 70 
13x - 2(3x - 5) = 59 
(x + 5)' - 140 = ( :e - 9)' 
7(x - 8) == 9(x + 1) - 34 

.!.. +4=9 
4-

~ - 3 = O 2 . 

R: 

" 
" 
" 

" 

:c - 6 
x - 9 
x .- 7 
x - 7 
x - - 17 

:c - 20 

z = 6· 
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2S3. 15a; + 2x + 47 = O 
3 • 

R: 

x x 
254. a; + - + - = 11 2 3 

265. 

256. 

257. 

~+5=~+2 
~ 6 

12-3a; 3a;-1l_1 
- -4- - -- 3--

x-7 x-2 x-8 x- 29 
-5- - 15 = -6- - --3-

" 

" 

" 

" 

258. 3x _ 0,25x + 3 642 al + O 01 O 
8 0,4 ' - o,s , = 

" 
3x 9 5x - 12 

259. x + - -5- = 4 ---3- " 

Resolver las siguipntPs ecuaciones fraccionarias: 

260. 
20 s= + 13 " x 

261. 
56 

7 O' + " x 

262. 7-
40 - = 15 " a; 

263. 
5a;- 5 
--=3 " a;+1 

264. 
t 3 3 2& • '1X+-;--2X"=E " 

265. 
8 2 9 

+ "6 10 " a; a; 

3 5 -9 1 
266. x- 4 + 2(x-4) = "il-2~ + 2' " 

267. 
3x-7 3x-14 
4X+ 2 = 4x-13 " 

268. 
1 1 1 

l-r=l+x-l-x " 

I 

a; = - 3 

a; - 6 

a; - 36 

68 
x -il 

x = 32 

;¡; = 2,43466 

x=3 

x - 4 

x = -8 

x = -6 

x = 4 

x=2 

x = 2 

x = 24 

x=7 

x = - 0,1) 

-' 
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271. 
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222 
3" 2 2 a X +3 

2-- :~ ='3---'2--' 
3"+x 3+ X 

1 
:l:+~ 1 3 
x' + [- x+l - x' + 2x + 1 

1 
"2 

Resolver las siguientes ecuaciones literales, 

x x 
272. +- =0 

(1 b 

273. ~+x_b=x + 1 
a 

274. a.(x + b) = b(a - x) - " (a + b):r 

ux-b (IX 
275. 

a-b n+b 

276. 
a b 
;;-+2=-X 

(! b 
I¡ - x = ;;-=-; 277. 

278. 
1 1 a- Ú 

x=a - x-l> = x"-aii 
x-1 l-x 

279. x + n _ b = :r-=íi TI + 2 

.., 

·9 
R: x=~ 

'3 

" 

" 

" 

" 

" 

" 

x = 0,5 

x=3 

:e= l-=a 
x = O 

a-j=b 

2a .1'= 

:e= 
b-a. 
-2-

x=a+b 

2ab 
'X = --­

a+b 
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CAPITULO xtn 

PROGRAMA XIII.- Problemas de prime/; grado (011 ulla tncógllit '. - Plan. 
teo, resolución de la eeuadión obtenida e interpretación o diseu · 
.ión del resuaado. Ejercicios. División de un segmento en (Jtros 
dos aditivos o sustantivos. que estén en' una razón dada. Dis· 
cusi6n del resultado. 

Problemas de primer grado con una incógnita 

101. Nociones previas.-Se llama proposición, a to­
do juicio que contiene la afirmación de un hecho, de un 
principio, de una convención, de una verdad o de una 
cuestión a resolver. 

Se llama problema a la proposición en la cual se tra~f\. 
de determinar uno o varios entes que guardan con otros 
I'elaciones determinadas, que la proposición m.isma señala. 

La frase que expresa un problema se llama enunciado; 
los entes conocidos que figuran en el enunciado se llaman 
datos, y aquellos otros que hay que determinar se llaman 
incógnitas. 

'rodo ente o grnpo de entes que satisfacen a todas las 
condiciones que el I:'.llunciado dcl problema impone a las 
incógnitas, se llama SOl1lción del problema. 

Cuando un problema tiene ~m número finito de solu­
cione!;, se lc llamfl. clcfcl'lI1ri1wdo; en CI1SQ contrario es y'n­
cleiermina(lo. 

Un problema e¡:: imp()sible .. cllllndo no tiene lliIlgnlla 
wluciÓn. 

Se llama rcWhlCióll de un problema, al conjunto dc 
operaciones y' procedimientos que permite. partiend0 de 
los datos, obtener las incógnitas. 
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La resolución de un problema comprende tres partes: 
P, Planteo, I.jue consiste en expresar por medio de 

ecuaciones tOdas las relaciones que el enunciado indica 
entre los datos y las incógnitas; 

2~, Resolt/ción de las ecuaciones obtenidas ; 

3\ Discu·si6nl o interp1'etación concreta de los resulta­
dos numéricos obtenidos. 

Un problema es de pri'rner grado con Uina incógnita, si 
así lo es la ecuación que lo resuelve. 

102. _AJgebra. - El AI.qebl'a es la ciencia que tiene 
por objeto el estudio y resolución de las ecuaciones. 

103. Regla general para el planteo de los problemas. 
Se represen.tan. la..~ incógnitas por las Úlf.l:m~ letras del 

abecedario: x, y, z. t, .. . y se efectúan, con la t!1Juda de 

estas .inc9gnitas, tooos lM operaciones que habría que ha­
cer para verificar si c1tmplen las condidcnes del enuncia~ 

M. Esta verificación tWS conduce a u.na o varias ecua­
cionc>s, la.s que reslteltas nos dan' las Sol1wiones del pl'O­
blenUl. 

104. Problemas. - 1~ El d1¿plo de un núme1'o dis­
minu.ído en. 5 es igual ál misntO ·n:Úmm·o a·wnhentado en 7. 

Hallm' el número. 

PLANXEO. - Sea x el número buscado; entonces el duo 
plo es 2x . . El duplo disminuído en 5 es 2x - 5, Y el nú­
mero aumentado en 7 es x + 7, Y como estos resultados 
deben ser iguales, se obtiene la ecuación: 

2x-5=·x+7. 
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l{ESOLUCIÓN. - Resolvamos la ecuación obtenida apli­

catldo la regla (97): 
2x-5=x-I- 7 (1) 

2.¡;-x=7 + ti 
o bien: 

-'El número buscado es 12. 

DISCUSIÓN. -. El núme.ro buscado es 12, pues su duplo 
es 2-1: y restúndole 7 da 19, o sea el número 12 más 7, 

2" Un pad1'c ticne 3;] afios y Sl& hi,io tiene 3. '¿Denko 
de clu.intos afios In ed(J(t elel 1)(ulre sCI"á cinco veces la del 

¡hijar 

PLAN'rEO. - Años que transcurrirán: x; 

El padre tendrá después de x años~35 + x; 
¡El hijo tendrá después de x alios: 3 + x; 

Pero entonces la edad del padre será cinco veces la 

Jlcl hijo, luego: (3 + x)5 = 35 + x . 

. nESOLUCIÓN. - Resolvamos la ecuación obtenida: 

~ 3 + .7:) 5 = 35 + x 

15 + 5x= 35+x 

5x -=- x -:- 35 - 15 

4:r; = 20 

20 
x=-

4 

:;;=5 

,peben Ü'ªJ1scurrir 5 años. 
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DISCUSIÓN. - Dcben transcurrir 5 años, pues enton­
ces el padrc tendrá 40 años, y el hijo 8, siendo 40 el 
quíntuplo. de 8. 

3~ Se 110 cortado de. 1ttHl barra de hie,:,-o ·tt·ozos igl~ales a 

~ , ± y .~ de su longitud, y aúnl quedan 24 cm. Oal­

tular la longiftt.d de ra balTa. 

PLANTEO. - Longitud de la barra: :t' cm. ; 

Primer trozo cortado: 

Segundo trozo cortado: 

Tel'cer trozo cOI'tado: 

x 
:3 
x 
T 
x 
6 

La suma de las longitudes de los trozos cortados más 
los 24 em .. que quedaron, debe ser 'i~ual a la longitud 
de la hana, luego; 

x x x 
3' +- T + "6 + 24 = x 

(RESO,Ll1CIÓN. - Resolviendo la 'ccnación obtenida; 

x x x 
3+T+s+ 24 =x 

m. c. m. (3, 4 Y 6) = 12. 
4:t.-I- 3x + 2x -1- 288 = ]2x 

9x-12x = - 2~8 

-3.T =-288 
-288 

= x -3 

;1; = 96 cm. 

iLa barra mide 96 centímetros, 
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DISCUSIÓN. _. La barra mide 96 cm., pues su tercio, 
cuarto y sexto son, respectivamente, 2 cm, 24 cm. y 
16 cm .. y sumando estas cantidades y los 24 cm. que 
qucdaron, resulta 96 cm. 

4~ Un ZOI'l'o pel'seguido por 1{r¡. lebrel lleva 50 saltos 
de uentaja. El zorro da 4 saltos mi-en.tl'as qne el lebrel 
da 3, pero 2 saltos del lebrel valen como 3 del- zo1'1'o. 
r Cuúntos sa1to~ dará el lebrel para. alcanzar al zorl'o? 

PLANTEO. - La distallcia que debe rccorrer el lebrel ~s 
la misma que la que recorre el zorro. Como las unidades 
de medida, los saltos del lebrel y los del zorro, son distin­
tas, previamente las reducciolles a la misma unidad, 10,<) 

saltos del lebrel, por ejemplo. "\ 

8ca x el nÍlmero de saltos del lebrel. 

Como 3 saltos del zona equivalen a 2 saltos del lebrel, 
2 

un salto del zorro equivale a "3 de salto del lebrel, y los 

.. 2 100 
50 saltos que lleva de ventaJa equIvalen a 50 X "3 = 3 
de saltos del lebreL 

Si mientras ~I lebrel da 3 saltos el zorro da 4, por cada 
, 4 4 2 8 

salto del lebrel el zono da 3 de salto, luego "3 X 3" = 9 
de salto del lebrel es lo que avanza el zorro. 

El lebrel tiene que dal' x saltos mientras que el zorro 

8x . l 
av:mza 9- ' pel'O el llúmero de saltos del lebrel es ¡gua 

a la ventaja que lleva el zorro más lo que avanza éste, 

X 
_ 100 + 8x . 

luego; - 3 !) 
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IRESOLUCIÓN. - Uesolviendo la ecuación obtenida: 
, 100' 8x 
x=T.+T 

!)x = 300 + 8x 

9:c-8x = 300 

x =300 

,El lebrel debe dar 300 saltos. 

DISCUSIÓN. - Como el zorro lleva. 50 saltos de ventaja 

. 2 
Y un salto del zorro eqUIvale a 3' del salto del lebrel, los 

100 
50 saltos equivalen a T = 33,33 . .. saltos del lebrel; 

al dar el lebrel 3 saltos por cada 4 del zorro, por cada 
4 

salto del' lebrel el zorro da 3" de modo que por cada salto t 

428 
del lebrel el zorro avanza 3 X '¡f . !) de !:;alto, y como 

8 
el lebrel da 300 saltos, avanzará 1f X 300 -:- 266,66 sal-

. tos, que con los 33,33 . " que lleva de ven'taja son los 300. 

105. Problema. - Div,idú' 'Un segm.ento en otros dos, 
aditivos o s1¿stmctivos, q1W esté11 entt'e sí en una, 1'OZÓll 

dada. 

PIJANTID. - Sea AB = a, (fig. 1), el segmento, y ln 
¡la razón dada. 'fI 

------~---- a ------------~ 

------ x -----~ - a - x ~ 
----1----------1:---, 1---

A <M lJ 
Fig.l. 



- 1.11 -

Sean los segllJelltus bll::;<;¡¡dol' AM y jI,J B : 

A M = x M B = IL - X 

.1; m 
Entonees, ,w tl'lidn'í: ('/,-:1' 1/ 

RESOI,UCI6N . RI':·;o1 viendo la P.(~lla(~ión ubtenida: 

(j, -::r. /1. 

"/1.:[. = 111, (1). -x) 

7L.c = !na - 'f}"¡,J; 

'T/:'C + rnx ='1YI1l 

(m + n);.C = 'ma 

C::1EJ (1) 

Queda así obtenido uno de 108 dos ségmentos, Para 
obteriel' el otro basta restar el segmento dado y el obte-

nido: 
, 1n 

DlSCUSION. - La razón dada - puede ser: n 

l0, positiva, ó mayor que eero; 2°, negativa, o menO] 

que cero; 3°, igual a cero. 

11) ~ >. O. Dividamos ambo!> términos del scgund· 

miembro de (1) por ln: 

ma 
11L 

x= ---­
rn n 
m+m 
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o bien: 
x =----

(2) ¡¡ 
1 + . 

In 

111 n 
Como n es posjtiva, fiu inversa. 7n también es positi-

va, luego la suma 1 + .!,oes positiva y por consiguiente 
7n 

a 
también lo es-, luego x es positivo, encontrúndose, 

por lo tanto, en la semirrecta dc origen A. que contiene 
al punto B. 

. n a 
Se tiene: 1 + m > 1, luego: x = - 0_11: < u 

1+-m 

es decir: el puntó M pertenece al segmento ao 

20 m O S· d?n o. bO

, - < o len o - negatIVa, °su lllversa tam leJl es n n 
negativa, luego la expresi-ón (2) se convierte ClI: 

a 
x='---

1 - !:. 
1)1, 

(3) 

n , 
El valor absohito do e - - podra sel' mayor, igual o 

7n 

menor que 1. 

Si es 1- ~ I n. > 1, la diferencia 1 - - es negativa, 
7n 

a 'luego --- también lo es, es decir I que x es ncgal i vo, 
'n 

1--
711, 
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estando, por lo tanto, en la sf'lllinp.cta de (jrigen A qUl' 
no conticlIf' é!1 punto B. 

1'1 
Si es I ~ ~ I = 1 la diferencia '/'11 ,. 

__ o -;; ~s cero, y 

como, 110 se pUl'df' dividir pOI' cpro, la exprcsióll : 

carece de sentido. 

a a 
'.J'::=---= ­

n 11 
J - --

111 

I
n '1 n Si e\S - - < 1, la dif{'rt'lIcia 1 - - t'S p08itivu, 

1lt 11/. • 

lnego 
a 

11 
el> positiva, es del·il', tllll~ ,1, ti:lll1uit>1I es po-

j - -m 

t:iÍtiva, perteneciendo a la semirrecta dl' origelJ A ljUt' con­
tiene al punto B, 

11 

J:5l' tiene : 1- - < 1 
1'11 .' 

lllegu: :r.= n 
1 - --

1'1l 

> u 

tlS decir: el punto M se encuentra él In del'echél de A y 
es AM '> a. . 

3" ~O. 
m 

IPara que el cociente Sl!U l'el'U, deuérá ser 

m;:::;O, luego la (1) se cOllvierte en: 

·//tU O 
.J' =-- =-=0 

m+l1 11. . 

lo qtie 11015 dice que la distallcia AM cs cero, es decir, qu(" 
el punto M es el mismo punto A. 
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106. Resumen. -- ResulllirembG la discusión anterior 
.en el siguiente cuadro sinóptico. 

Entonces- > U, luego 1 + - > 0, de donde m m 
n a 

\ 

'TI n -

m IX> O, Como 1 + m > 1 , es n < a J. 

-- > 01 1 + --n m 

{/ 

x=­n 
1 +-?n . 

m -< O 
n 

?n 

n 

luego el segmento x se encuentra a la. dere­
\ cha de A y es menor que a. 

n a 
Entonces - < O, luego == x ----m -. - n 

1- ­
m 

Si 1- ~ 1 > 1 , es-1 - ~ < O, luego x < O ; 

el segmento x se encuentra a la izquierda 
de A.-

Si 1- .:!!: I = 1, es 1 - .:!!: = O , Y como no 
m 1n 

se puede dividir por cero, no existe el seg­
mento x. 

I
n 1 Si --

I 1n 
\, pOllitivo. 

< 1, es 1 -
n 

0, Juego x es 
?n 

O I Entonces es m 0, luego x = O. 
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. PROBLEMAS 

280. Hallar tres números consecutivos cuya SUllill st'a 45. 

R: 14, 15 Y 1G. 

281. Hallar un número que, ~l~Illa<lo con su mitad, dé 21. 
R: 14. 

282. BURear un número ('uyo duplo aumentado en 12, dé 8. 
R; -2. 

283. Hrtilar un IIÚIlJem que dislUiuuíclo en ~us do~ tercios, 1:1 
jjfl'I'('r1f'ia sea iglIal al quinto del mismo núnlll/'o aumentarlo en 2 

TI: Ifi. 

284. En una reunión rle 11 prrsonas se hace una colecta, dando 
l·ada hombre 5 pesos y cnela sC'iior8 2, reuniéndose 30 pesos. 
¿Cuántos hombres y ~eñoras hay en la /'Cllnión~ 

R: 

(El problemn es ilI'IlUsiblc, 1a solnción dada es ~oluci6n de la 
el' unción t¡ue resultf) del plallteo, Ill'ro lI(' (Iel problt·lIIa). 

285. Hallal' UII nÚl1IerO que $('a igual a su lilitad, IlIá::. su terc.io, 
más ~II sexto, más 1. R: N o hay ·solución. · 

286. Hallar un .11íulIero que seu igual a su lIIiturl, 1mb su ter· 
cio, más ~u sexto. R: Tmlos los núlllcl'oS ~Oll Rolnción. 

287. Una persona gana 300.0 pesos' al :\íio. 1~1I tOl1ler gasta la 
llIitad, la tercera parte ell rasa y vestir y la sexta parte en diver-
siones. b()l1ánto allona ~ R: = U 

288. Dos cargas de ladrillos pesan juntas 4.UOU kg. Si se toman 
500 kg. de la meno]' y se agregu11 ' a la I1I:1yOJ': ésta ]Ifsará 7 
vccrs .1II[lS que aquélla. tCuál es el . pc~o tle " cada carga ~ 

. R: 100.0 y 3000 kg. 

289. lJIl niño tiene lO. doceuas ue holitas en dos r.ajas; uua ' 
de ellus contiene 40 bolita~ más que. la otra. hCllántas bolitas 
contiene ·caela caja'? R: 40 y 80(). 

' 290.. ~Cuál es el capital ~ue sumado-~ su Q·por ciento da 371 $~ 
R: 350 $. 
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291. El cociente de dos números es 4 y el rcsto de RU división 
es 2. Calcular esos nÚll}erOS, sabi!Jndo que ~u ,liferencia es 38 . 

. R: 50 y 12. 

292. Un ciclista sale a la$ 6 de la mañana con inlcnción de 
volver al mediorlía. Irá a 15 km. por hora. deStllnSará Ulln hora 
y regresará en tren, cuya velocida(l es lIe 50 kili. )1or hora. ~A 
qué distaneia máxima podrá alejarse? 

R: 57,692 km. 

293. Una canilla llena. un depósito en 3 horas." olra ell 4 Ito · 
ras, y ulla tercera lo vacín, en 2 hora3. Calcula l' el tiempo que 
tardará en llenarse abricndo las tres canillas a Ull tiempo. 

R: 1"2 horas. 

294. Una aleación ¡Je oro y robre pesa- 12R gramos y su título 
,es de 0,915. J Qué -cantidad !le robre hay que agn'gar para que 
el .título 5ea de 0,840~ 

R: 11,429 gT. 

295. Un hombre llevaba nI mercado un rebaño de oyejas; en 
el camillo le robaron la tercera parte de él y 6 ovejas más; 
de~pu(\s lo rob:non la mitad d@ lo qUt le había quedado y 10 
ovejas más; le quedaroll 2 ovejas. ,Cuántas tenía al [lrincipio~ 

H: 45 ovejas. 

296. Mira e&e estanqul': de la sierra umbría 
Tribute vallle a elar cuatro J'audalps. 
ILlenarle puede el -uno en todo un ilia; 
El otro necesita dos cabales; 
El tercero hasta tres; y todavía 
El último IInn más, quedando igual'),;. 
Si los cuatro a la vez libres corril'l'l!n, 
,Cuánto tiempo en llenarlo ccnsumieran ~ 

R; 11 horas, 31 minutos, 12 seg¡inclfls. 

297. Un tonrl COllti0ne 120 litros ele vino y 180 litro; <le agua; 
otro tone) contiene 91} litros de vino y 30 ele agua. bQué canti · 
dad hay que tomar· de cada tOll~1 para obteu¡>r tilia meula dI! 
70 litros de vino J 70 litros de agua 

R: 100 del 1q y 40 del 2" 

298. Hallar la base de un rectángulo cuya altura es 1,2 m .. 
~abienilo .que es equivalente a un triángulo cuya base mide 4,8 
metros y su altuTa 2,1 1lI. 

R: 4,2 Ul. 
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299. HHllar el perímetro de un triángulo t'qllÍlálero que tie· 
ne 9 IU. de radio. 

R: 46,764 m. 

300. Hallar el número de lados di un polígono l'egula~ cuyo 
ángulo interior vale ocho quintos de recto. 

R: 1()o. 

Jalo Un silo, (le forma cilíndrica, tiene 5 m. de radio y debe 
contener la. cosecha de 20 Ha. a razón de 200 HI. por hectárea. 
Hallar la nltura del silo. 

R: 5.22 m. 
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CAPITULO XIV 

PHOGRAMA XIV. - Sistemas de ecuaciones de primer grado ron _arias in­
cógnitas . -UJia ,ecuación de primer grado a.dmite infinita.s Tníces. 
Sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos incógn·itas. 
Métodos de sustitución, igualación y reducción. 

Resolución do un sistema de d<ls ccuaciones literales de primar 
grado con d<ls incógnitas : Fórmulas. Los deter minantes de se­
gundo orden como símbolos representativos de las diferencÍ1Ls de los 
productos eruzados de su s elementos. Expresión de las fórmulas 
anteriores por medio de determinantes. Resolución de sistemas de 

. dos ecuaciones de pri·mer grado con dos incógnitas por deterll1i· 
nunles. 

Sistemas de tres ecuQ~iones de primer grad<l con tTes inc6gnitas: 
RU Tesohlción por los métodos de sustitución, ~ualaci6n y r~-
ducción. r-

Resolución de un sistema de tTes Elcuaciones literales de primer 
gr ado C<ln tre~ incógnitas : Fórmulas. E l determinante de terrer 
orden como ,ímbolo Tepresentativo de la suma algebraica de los 
productos de sus elementos <lbtenidos de acuerdo con la regla 
de Sarros. l!lxjlresión .¡le las fórmulas anterlo'!'es por medio de 
determinantes. Resolución ,de sistem.s do tres ecuaciones de pri· 
ID .. r grado ' con tres incógnitas por medio ' de determinantes. 

Sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incógnitas 

107. Una ecuación de primer grado con varias In­

cógnitaf; admite infinitas raíces. - Sea la ecuación: 

2.,; '1- y == 7 

- Resolvamos esta ecuación ele primer grado con dos in­
eógnilas con relación a, y como si x fuese un número 
¡;onocido, lo que se llama ca7cnlm' y en función de x: 

y = 7 - , 2x 

; lOando a x valores ' arbitrarios, tendremos para y: 

Si x = - 2 , . se tiene : , y = 7 - - 2 ( -- 2) = 11 

x=-l, 

.~ =- o " 
" 

.1/=7-2(- 1)=9 

y=7-2.0=7 



-= 141 -
Si :¡: = 1 .' se tiene: V=7-2 1=5 

" x=2 :'1=7-2 2=3 

;:r; = 3 
" " 

; y=7-2 3=1 

Constatamos,' pues, qtic muz cc'uación ele p1"imc,' grado 
con dos incógnitas, adnúte- infillita,~ 1'aíces. 

108. Ecuación indeterminada. - Una ecuación es 
i'fIJéleterminacla, cuando admite infinitas raiees. 

En general, toda 'ecuación que conl iene más de una 
incógnita es indel rrm ¡nada, 

Ejemplos: :r - y = ¡j ,'r. + :iy = 2z - 3. 

Una eC1H1ciÓlI es detenninada, cuando tiene utla sola 
ineóguita. 

"" 
1 09. Sistemas de dos ecuaciones de primer grado 

con dos incógnitas. - Sean las ecuaciones de pi'ilUer 
. grado COn dos incógni t as: 

x + 2y = 8 

3:r:-Y = 3 

( 1) 
(2) 

Resolviendo ambas ceuaciones C011 respecto a V, re!:>ulta: 

8- x 
y=-Z-

y = 3x-- 3 

(3) 

Dando a x -valores arbitrarios, -tendremos ell 1a (:n; 
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Si x ~ O, se tieJle: 

1, 
8- 1 

3,5 " x= " " y=~ = 

x=2-;, 8- 2 
;) ," y= -2- -" " " 

x=3, 
8-3 

2,5 " " 
\'> y= 

2 
-

Análogamente, en la (4) : 

Si x=O, se tiene: ,Ij = 3 X 0-3 =-3 

" x= 1, 
" " y=3X]-3=0 

" 
x=2, 

" " y=3X2-3=3 

" 
x=3, 

" " y=3X3-3=6 

O~servando amuos cuadros de valores, se comprueba 
que cada ' una ele las ecnacio~es rlaelas admite infinitos 

pa"res de valores pFm'l sus. illcógn it11S, pero r:¡ {H', Clln.1lln­
tame,n/e, un soTo por de 1JUTores: ,1: = 2; .Ij = 3 verifica, 
a una y a ot¡'a ecuación, 

J-Jas doi';' e,cnaciolles 4adas constituyeil uu ,sistema. 
"-

110. Definición. - Se llama sisfell1(¿ de dos ecuf(C'io-
'/'tes con. dos incógnitas, al par de ecuaciones con dos incóg­
nitas que tienen las mismas raíces, 

Un sistema es detC¡'m1'nado, cuando tie11e tantas ecua .. 
~iones como, incógnitas. ' 
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Ejemplo: las dos ecuaciones del pál'l'ilfo anterior. 
El si.st~IlHt es indeterminado, cuando tiene má:; incóg. 

ni tas (jllC ecuaciones. 
Un si!ótcma que no admite ninguna solución ¡¡e llama 

illlposiblr. 
Las raíces dc las incógnitas de un sistema se )laman 

soZlIcion del sistema. 
Rcsolr:er un, sistema es hallar todas sus soluciollcs, SI 

las .hay, y si no, demostrar qnc es imposible. 

111. Sistemas equivalentes. - Dos sistE'mas, tE'!1 ien­
do las mismas illcógnitas, ~e llaman eqllil'Ulclltes, cuando 
tienen las mil>mas soluciones, . cs decir, cuando toda !óolu­
ción del primeJ'O es solución del scgundo, y toda solución 
del segundo es solución del primero. Así, SE' tieM: 

Sístema A 
x-y =-2 

3.t+y = 2 

S.istema R \ 4x + 3y = 6 
j x+5y=10 

snluc'¡ón: X = O 

! solución: i' = O 
\ 

Los sistemas A y B son equivillentes. 

y=2 

112. Propiedades de los sistemas equivalentes. -
COROLARlOS. - 1. Dos sistemas equiralelltes a un ter­
cero sun equbra{ellles e·ntre sí. 

Es decir: Si Sist. A = Sis!. lJ 

Sist. B Sif>t. e \ Sist. A = Sist. e 

, 11. - Si 1"0 eCUOt1Ón de un sistelila se sustituye por la 
('Citación de lt11 sistema equitalente, se obtiene un sistema 
cquilJalpllte. 
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Resolución de un sistema de dos ecuaciones de primer grado 
con dos incógnitas 

113. Para res01\'er un sitltema de dos ecuaciones de 
primer grado con dos incógnitas, podríamos emplear el 
método seguido en (109), pel'o tal procedimiento es largo 
y pesado, por lo que emplearemos otros más breYe~ y 

cómodos . 
. Existen tres métodos generales de resolución: 1°, méto-

do de sustitución; 2°, método de igtralació?/<; 3°, método de 

j·edttcción. 
Otro método, el de determinantes, lo veremos en este 

mismo Capítulo, y en el Capítulo XVI estudiarelllos un 
método gráfico de resoln<:iÓn. 

114. Método de sustitución. - Sel1 el ~i~tema: 

Al 2.'C + Y = 1 
3x +2y =4 

(1) 

(2) 

Hesolviendo una de las ceuaeiones, por ejemplo, la (1), 
L'(;:-;p('o1o a una de las incógnitaR, por ejemplo y . resnlta: 

y = 1-2.,c (3) 

l'eemplm:allelo este valor ele y en la ecuación' (:2) : 

3x+2( 1 -2x)=4 (4) 

Obteniéndose el sistema B: 

B' J 
y = 1 - 2..c (3) 

/3x+2(1-2x)=4 (4) 

Los sistemas A. y B son equivalentes, (112), per o la 
ecuación (4) de B es una ecuación de primer grado con 
una incógnita, que sabemos resolver: 
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3x + 2 (1- 2x) = 4 

3x+ 2-4x=4 

3x-4x =4-2 

- x=2 

multiplicando ambos miembros por - 1 : 

E-;\ (5) 

Sustituyendo este valor, (87), en la (4) de B, resulta -- - -el sistema C, (112): 

) 
y=1 - 2x 

" C 
x=-2 

Sustituyendo el valor (5) en la (3): 

y=1-2 (-2) 

o bien: 

luego: ~\ 
resultando así el sistema D: 

D l x=-2 
y=5 

(3) 

(5) 

(6) 

(5) 

(6) 

Por (112, 1), los sistemas AJ B, C y D son equivalen­
tes l luego A es equivalente a D, es decir·: la solución de 
D es solución de A, (111) . 

De todo lo anterior deducimos la siguiente~ 
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REGLA PRÁCTICA, Para" 1'esolve1' 1tn sistema por el 
método de sustitución se p1'ocede así: 

1P, Se resuelve tl1'la de las dos ecuaciones 1"eSpecto a una 
i'f/cógnita-; 

29, Se reernplaza el valor obtewtdo en la o-tra ecuación; 

3Q
, Se resuelve la eC1tación así obtenida; resultando el 

valor de 1tna.fle la,sincógnitas; 

49, Se sttstituye este Val01' en 'La ectta&Íón. qtte resultó 
según el paso 1<', res-ttltando el valor de la ot1"a úwógnita. 

Ejemplo: Resolver el sistema: 

5x-8y=19 (1) 

x- y = 5 (2) 

Resolviendo la (1) respecto a y: 

5x-19 
y= 8 

reemplazando cste valor en (2) : 

x - ex -; 19) = 5 

simplificando: 
5x - 19 

x - ___ 8~- = 5} 

sacando el denominador 8: 

trasponiendo: 

8x -(5x -19)'= 40' 

8x - 5x + 19 = 40 

8~-5x=40'-19 

3x= 2l! 

x = 7 

(3) 

(4) 
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Sustituyendo este valor en (3): 

5 X 7 '-19_ 35-19 _16_
2 y= S - S -S-

(5) 

Los valores (4) y (5) constituyen la solución del siste· 
ma dado. 

115. Método de igualación. - Sea el sistema: . 

\ 3x-2y=1 
A ¡ 2x+ 3y= 18 

(1) 

(2) 

Resolviendo cada ecuación respecto a la misma incóg­
'n ita : 

(3) 

(4) 

-

Como los primeros miembros son iguales, resulta, per 
el carácter transitivo de la igualdad: 

1 .~ 2y = 18 -; 3y (5) 

resultando así el sistema O: 
. . 

l' x = 1 ~ 2y (3) 

e .\ 
1 + 2y = lS-3y, (5) 

3· 2. 

Como la ecuación (5) es de primer grado COl! una in­
có9nita, resolviéndola, reslllta: _ "' . - .- "--:-
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1 + 2y 18-3y 
3 = 2 (5) 

suprimiendo denominadores: 

efectuando: 

trasponiendo: 

2(1 + 2y)= 3(18 - 3y) 

2 +4y = 54-9y 

4y+9y=54-2' 

13y = 52 
52 

y= 13 

y = 4 (6) 

Sustituyendo este valor en la (5.) de (J, por (112): 

¡ . 1 + 2y (3) 
x= 3 

D 

Y = 4 ~ (6) 

,y sustituyendo el valor (6) en la (3): 

1+2X4 
x= 3 

l __ x 3 I (7) 

\Resultando, finalmente, el sistema: 

E í y=4 (6) 

I x= 3 (7) 

Por (112) los sistemas A, B, e, D y E son eq'ilivalen­
te~, luego A es equivalente a E, es decir: la solución de 
E, és solución de A. 
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De todo esto deducimos la sjguiente: 
REGLA PRÁCTICA. - ' Para 1'esolver un sistema pOI' el mé­

tod~ de igualación, se procede así: 
19

, Se 1'eS1telven am.bas ectUlciones respecto a lu misma 
incógnita; 

2P, Se ig11alan los s(!lgu,ndos miembros de las ecua.cion.es 
obtenidas; . 

3P, - Se 1'cs11elve la ecu,acwn que r'es1úta, obteniéndose el 
valor de wna (le las incógnitas; 

jP, Se s'ustitnye este valor en cualq!tiem de las ectw'cio-
1les q1te resnltan seg{tn el paso l P, obteniéndose ei valo1' de 
lc~ ot1'a incógnita. 

Ej-emplo: Resolver el sistema: 

) $ + 2y = 14- (1) 
1 3x-4y= 12 (2) 

Resolviendo ambas ecuaciones respecto a x: 

X = 14-2y (3) 

12 +4y (4) 
x= 3 

igualando los segundos miemb¡'os: 

14 -2 _ 12+ 4y 
. y- 3 

sacando el denominador: 

42 - 6y = 12 + 4y 

-trasponiendo: - 6y - 4y = 12 - 42 
-10y=-30 

-30 Y==w 
:y = 3 , I (5) 
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l~eemplazando este valor en (3): 

x=14-2X3 
x = 14-6 

I -x __ _ 8 J .( 6) 

Los valores (5) Y (6) son la solución del :>Ístema dado. 

116. Método de reducción. - Sea el sistema: 

A . . 
t 
2x+8y =-2 

3x- Y. -16 

(1.) 

(2) 

Multiplicando la (1) por 3, [coeficiente de x en la (2) j, 
. y la (2) por 2, [coeficiente de x en la (1) 1, por el teore­
ma (93), resulta ,: 

\6x + 24y = - 6 (3 ) 
B ¡ .6~ _ 2y == - 32. (4) 

El sistema B, por (93 y (111), es equivalente al sis­
tema A. Como los coeficientes de una incógnita, x en este 
caso, son iguales, si restamos ordenadamente la (3) y la 
(4), por el t.eorema (91) la,ecuación que resulte será 
equivalente a la (3), por ejemplo. 

Restando miembro·a miembro la (3) y la (4) : 

(6x + 24y) - (6x - 2y) = ( ~ 6) - (- 32) 

o bien, sacando paréntesis: 

6x + 24y - 6x + 2y = - 6 + 32 

reduciendo los términos semejantes: 

26y -:- 26 

26 
V=26 

y=l (5) 



- 151-

Operando de manera análoga con los coeficientes de y, 

resuÚará el valor de x. 
En efecto, multiplicando la (2) por 8, resulta el f>iste-

ma a equivalente a A: 

() 1 2x + 8y = - 2 (1 ) 

/24.1" ~ 8y = - 12H {6) 

Antes restamos las dos ecua~ione8 porl(ue los coefi­
cJCntes igualer-; de una incógnita eran de i¡<nal signo; 
ahora que son dIstintos los signos, sumaremos: 

(2.c + 8y) + (24x - 8y) = (- 2) + (- 12H) 

u bIen' 2x + P,y + 24.r - 8y = - 2 - ,128 

26.r = -130' 
130 

,c=-2ff 

Tenemos, flllalmentc, el sIstema f): 

n ¡ Y= 1 
I x=-5 

(7 ) 

(5) 

(7) 

l¡ue es e([uivalrntc al sistema A, luego la solución de D 
l'~; la SolucIón de A. 

Ve tocIo esto ueducllllOs la siguiente: 

REGLA PR.\CTICfI. - Parn l'eso(1)el' un sIstema por el mé­
todo de redUCCIón, :;e p-rocede así: 

19, Se rnultipli('an ambos mil'?Ilbros de la primera pOJ' 

e/ coeficiente de x en la segunda, y ambos miembros de la 
segunda pOI' el coeficiente de x en la primeni; 

29, Si los coeficientes (guales obtenidos son de ir/,uul sig-
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no, se restan ordenadamente las das ecuacione-s, y si son 
de di.~tinto signo se s~trnan; 

3?, Se resuelve la eC1laC'Íón obten'ida, l'esultando así el 
valen- de u,na 'incógnita; 

4v, Pl'oced'iendo de, la misma manem se halla, el valor 
de la otra incógnita. 

Ejemplo,: Resolver el sistema: 

1
4x- y =1 
3x +2y = 20 

(1) 
(2) 

Multiplicando ambos miembros de la (1) por 3 y de 
la (2) por 4, resulta: 

~ 12x- 311. = 3 
~ 12x + 8y . 80 

Restando miembro a miembro: 

~-lly=-77 

-77 
y= -11 

1-;=7 I (3) 

Multiplicando ambos miembros de la (1) por 2, y de 
la (2) por 1: 

1
8X - 2Y =2 

'. 3x+ 2y =20 
Sumando miembro a miembro: 

11a; = 22 
22 

x=l 

¡. x - 2 ' I (4) 

'Los valores (3) Y (4) son la solución del sistema dado. 
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117. Casos particulares. - 1. COEFICIENTES IGUALES. 

Sea el sistema: 

¡ 4x + 2y = 16 
4x-y =-5 

Restando ordeuadamente: 

3y = 211 
21 

Y· = · 3 

(1) 
(2) 

I:-;-~-\ (3) 

Una vez obtenido el valor de una incógnita, el valor . 
de la otra se halla, preferentemellte, ·sustituyendo este 
valor en cualquiera de las ecuaciones dadas y resol­
viéndola. 

Así sustituyendo el valor (y = 7 en la (1): · 

y resol viendo: 

de donde: 

4x+2.7=16 

4x=2 
2 3;=¡-

~ 
C2J 

( 4» 

Los valores (3) Y (4) son la solución del sistema. 

Luego: Si los coeficier/ites (~e ·una m·isma incógnita son 
iguales) se p¡'ocede inmediatamente a la su;ma o resta parr¡ 
Ir¡, d() t e rmi1¡ació1~ de la otra incúam1-d. 
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tI. COEFICIENTE MÚLTIPLO. - Sea el sistema: 

¡ 7x + ~ = 20 
5x-2y = 8 

(1) 
(2) 

En este sistema el coeficiente de y en (1) es múltiplo 
del coeficiente de y en (2), bastando multiplicar amEos 
III i.embros de la (2) por 3, que es el cociente de 6 y 2, 
resulta~1do el sistema: 

J 7x + 6y = 20 
¡ 15x - 6y = 24 

sumando ot'(lenadamente; 

22x - . 44 

de donde; 

x=2 

Reelll plazafluu este valor en (2) : 

5.2 - 2y = 8 
resolviendo; 

de ctonde~ 

10-8=2y 

2 =2y 

(1) 
(3) 

{4) 

Los valores (4) Y (5) son la Solución del sIstema. 

Luego. S~ uno de los coefioientes de wu/¡ ~ncóonlta es 
ffl 'ultiplo del coeficiente de la rH1:sma incógnIta en. la otm 
ecuación, se m1tUiplü;a, la eC1wúón en donde el coefic-íente 
es menor rOJo el coc1:ente de ambos coeficzentes. 
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111. GOEF'ICIEN'l'ES NO PRIMOS. 

¡ 3:r.- 4y = -18 
5x + 6y = 8 

Sea el sistema: 

(1) 

(2) 
Lo~ coeficientes de y 110 l:ion pl'lmOt:i entre sí, teniéll· 

dose: 
m. c. m. de 4 y 6 = 1:¿ 

~lultiplÍC'ando la (1) por 12 : 4 = R, Y In (2) por 1:Z: 6 = 2 

) 9x -- 12.11 = - 5.4 
¡10x + 12y == 16 

y "PSlllvjPlIdo, se obtiene: 

Luego: /:Ji "os coeficiente:; ele una m'isma incóynÚa no 
son p¡'únos enl1'9 sí, se nLultiplica cada ecu.ución PO?' el 

cuciente del m. c. 1n. de dichos coeficientes y el coeficie'nte 
que fi[J1.t1"a, en la eC'lw,ción re-spect1'va. 

118. Caso especial. - Si las incógll ital:i de Ltll sisl ema 

, . 1 1 . . 
estan baJO las formas - , - ,<'11 vez de tillpI'JJl1lr!as como 

x !I 
denominadores, es más cómodo considerarlas ell ctias fol" 
mas. cómo illcógnitas. 

Ejemplo: Resolver el sistema: 

• f 
,$ 4 -+-= 3 x. 11 

() 8 
- --= 1 x y 

(1) 

(2) 

1'elliendo en cuenta el caso II del pálTafo alltel:ioJ', 
multipliquemos la (1) por 3: 
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" 
-+-= 9' (3) x y l
' 9 12 

9 8 
---=- 1 (2) x y 

restando ordenadamente: 

de donde: 

20 =10 
Y 
20 = 10y 

20 
Y = 10 

l. y=2 

Recmplazando cl>te valol' en (1): 
3 4 ' 
x+2= 3 

~ + 2 = 3 
' x 

3 - = 1 
~' 

de, donde: 
x=3 

(4) 

(5) 

Los valore::; (4) y (5) constituyen la solución del siste­
ma dado. 

Sistema de dos ecuaciones literales de primer grado con dos 
incógnitas. 

119. Forma normal de un sistema de dos ecuacio­
nes de primer grado con dos incógnitas, -- La forma 
normal o típic(f, a que puede Teducirse todo sistema de 
dos ecuaciones de primer grado con dos incógni-tas es; 
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¡ ax + by = e 
a';¡; + b'y = c,' 

de donde a, b, e, a', b' y e' representan números conoci­
doo. Los números a, b, a', b' se llaman ,coeficientes j c y e' 
son los términos absol1btos o independiente-s. 

Un sistema es completo, cuando los co.eficientes son to­
dos distintos de cero, por ejemplo: 

4x+9y = 3 
3x + 7y =2 

x=3 
y=-l 

,Un sistema es incompleto, cuando alguno de los coefi-' 
cientes es cero, tal el siguiente: ' 

¡ 2x"':'- y =] 

o bien: 
_' 3x + O!J = 15 

\ 2x-y= 1 x=5 

I 3x =]5 

120. Determinante de los coeficientes. - Se Hama 
dete1'minanie de cuatro números a, b, a!, b', dados en el 
orden de la .escritura, a la expresión: 

a b 

o' b' 

que representa la diferencja: 

an' - a:b 

de 'los prodnctos cruzados de sus elementos. 

'Eje!TIp!os: 

1 2 3 I 
tl") I I =2X.9- 5 X 3 =18-15=3 

I 5 9 I 
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!-3 41 
2C

) 1 1= (- 3)( - 6) _.- 4 (-- 1) = + 18 + 4 = 22 
1-1 -61 
1-- 8 0\ 

3") I 1= ( - 8) 2 - O X 6 = - - 1 6 - ". O = -- 16 
6' 2 

Resolución de ' un sistema de dos ecuaciones literales de 
primer gradó con dos incógnitas 

121. Fórmulas. - COllsideremos el sistema normal: 

¡ ax + by = e 
1 a'x + b'y = e' 

(1) 

(2) 

JI ['c!:>ol vámosln por cuallfuiera de los métodos de resolu­
ción estudiados 11l1teriormente; por ejemplo, el método 
de reducción, 

Multiplicando la (1) por b' y la (2) por b; 

~ ab';r: + bb'y = eh 

~ a'bx + bb'y = c'b 

restando miembro a miembro, resulta: 

rtb'x - (t'bx = eb' - c'b 

factoreando:. (ab' - a'b)x = eb' - c'b 

de donde: cb' - c'b 
x = ab' _ diJ (3) 

Calculemos el valor de y por el mismo método, Mul­
tiplicando l1mbos miembros de la {1) por (t, y ambos 
miembros de la (2) por a: 
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aa'x + ba'y = ca' 

" , aa' x + b ay = e a 

restando miembro a miembro, resulta: 

ba/y - b'ay = e'a- e'a 

factoreando: (ba' - b' a) y = ca' - e' a 

de donde : 
ca' - c'a 

y= ba'-b'a (4) 

Como el denominador de este valor difiere sólo en los 
signos del denominador de (3), para qye sean ,iguales, 
multiplir¡uemos ambos miembros de la (4) por --1: 

_ ac'-a'c 
!J ~ ---- -

ab' -a'b 
(5) 

Teniendo en cuenta la definición (120) sobt'c lo que sc 
llama determinante de los coe.ficien tes, las cxpre::;iones 

'4) y (5) se pueden expresat' aSÍ: 
3 ,---____ ---. 

l
e 

e' b: 

b 
¡ a e 

a' e' 
.c = ----- (I) y= (Il) 

• Ú 1

1 

a' b' 

a 
, 

a b 

I a' b' 

Los valores (3) y (5), o sus correspondientes (1) y 
(H), son las FÓ1'mttlas que permiten resolver con rapidez 
y facilidad un sistema de dos ecuaciones de primer grado 
con dos incógnitas. 
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El determinante del denominador de ambas fórmulas: . 

a b 

a' b' 

se llama dete1'minante del sistema, 
De las fórmulas (1) y (H) se deduce la siguiente re­

gla, llamada: 

REGLA DE CRÁMER, - Pa1'a 1'csolve1' un sistema de dos 
ecuaciones de p1:'Ínnet' gmdo con dos úl1cógr1JÍ.ta.s por' el mé­
todo de los determinantes, se 1'ed Itccn ambas ecuaciones 
a la forma 1w1'mal, si es qu.(l 1'1:0 lo son. 

El valor de cada incógnita está e.xpresado por 1lina frac­
ción cuyo denominado1' es el detenninanfe del sistema, V 
cuyo numerador es el det"erminaJe que se obtiene- al1'eem­
plazar en el dete?'nVl:nante del sistema los coeficientes de 
la incógnita~ que se considera, PO?' los té1'n~inos' indepen­
dientes, 

122. Resolución de sistemas de dos ecuaciones de 
primer grado con dos incógnitas por determinantes. 

1?) Resolver, aplicando la Re'ola de C1"ánwr, ~l sis­
tema: 

x 
'3 + 2y = 17 

Sacando denominadores: 

4x -+ y:::: 20 

x+6y= 51 
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Por la Regla de C1'ám,er: 

X = I :~ ~ 1 = 20 . 6 - 1. 51 = [20 - 51 = 3 

I ~ : I 46 - 11 24 - 1 

I 
4 20 \ 4 ~ 51- 1. 20 
1 61 4 , 6 --1 , 1 

y= I ~ : I 
luego; x= 3 ; V = & 

e~ hi solución del sistema dado, 

204 - 20 = 8 
24-1 

2°) Resolver por determinantes el sistema: 

) x+v=a 
(x-'y=b 

Por la Regla de Crúmze1'; 

_1: -~ l_ aC-l)-l.b_-a-b_a+b 
x_----_ - ---

y= 

I 1 1 I 1(-])-1.1 -2 2 

I 1-1 

1 

1 

1 

~ I 
1 

-1 

l.b-- l.a b-a a-b 
1(--1)-1,1 = -2 = -2-

a+h d-b 
luego: x= -2- Y=-2-

~s la solución del sistema dado. 
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3~) Resolver por determinantes el sistema: 

x y 7 
-¡-+6"=2 
x y 1 
3-8=2 

Suprimiendo denominadores : 

3x +2y= 42 

8x-3y = 12 

Por la Regla de Crárne1' : 

42 2 

• 

12 -3 

2 

-3 

42(- 3)-12.2 
3(-3)- 8 . 2 

_-_1_2_6_2_4 = 6 
- 9-16 

42\ 

___ 1_2_1 =3.12-8.42 =- 36-336 =12 
21 3(·-3)-8.2 -9-16 

1 
-3J 

x= 6 Y = 12 

es la soluei6n del sistema dado. 
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EJERCICIOS 

HesolvlIl' los siguientes sistemas por el método de sust.ituci6n : 

302. I :1 + Y -- 5 TI: Ir = 2 
2, ,. 11 = 1 " Y = 3 

303. l 2x + 3!J 10 
" a: = 8 

5a, 2!J 44 
" 11 = - 2 

304. { 5x 2y 6 
" x = - 4 

I - 7x 3y 7 Y = - 7 
\ 

305. ¡ 9x + 3y -- 9 " " 
x = 0,7 

5x ~Y = 1,7 
" Y = 0,9 

¡ 4x + 18 = 6)1 
" 

a; =- 12 
306. 

2y 26 - Sx 
" 

y= - 5 
r 

307. ¡ 5a:' + 2YI:= 9 ~ " 
x = 1 

6x + 4.1/ = 14 " 11 = 2 

Resolver los siguientes sistema8 por el método de igualación: 

308. 
1 

x ,+ y = 3 " x = 5 
x-y= '7 

" y =- 2 

309. { x + 7y = 26 
" 

.. =- 12 
a; - 9!! =- 6 

" 
y =C' 2 

310. ¡ O,2a;' + 0,3)1 = 12 
" 

rc = 30 
O,5a; + 0,4!J = 23 

" 
Y = 20 

fI 

311. -1 3x + '2y = - 5 
" 

x =-~ - 7 - 2x + 11 = - 6 Y = S 

312. !' 
4,5a; - 6y = - 11,1 

" 
x = 0,6 

5,5x - 811 = - 15,1 
" 11 = 2,3 

1313. l 4a; + 20y = O 
" x = 5 

3a; + 11 = 14 Y = - 1 
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Resolver 109 siguientes sis\<lmas por el método de reducción: 

314. ¡ 
315. \ 

316. 1 

317. )( ¡ 
318. \ 

319. 1 

2x + 3y = 27 
5$ - 2y = 1 

3$ + 7y = 22,4 
x-5y=6 

x+3y=7 
x-2y=2 

2x + 4y = 19 
6x + 2y = 57 

4x + y = 14-
3x-y=0 

3x+y=2 
2y + 12 '= 2x 

R: x= 3 

" 

" 
" 
" 
" 

" 

" 

" 

y=7 

x=7 
y = 0,2 

x=4 
y = 1 

x = 9,5 

Y = O 

x=2 
y=G 

~ = 2 
!I = - 4 

Resolver los siguientes sistemas por el método de determinantes: 

320. 

321. 

322. 

323. 

324. 

325. 

f 2x + 3y = 8 
5i1: - 2y = 1 

¡ 
¡ 
¡ 

2x + y = 10 
3x - 2y = 1 

5A - 2B = 34 

7A - 3B = 7 

2,5x + y = 16 
1,5x + 0,5y = 9 

1 3 
- x + 3y =--
2 l. 

Sx+9y=3 
x + 4y = O 

" 
" 
~, 

" 

" 

" 

" 

x=l 

y = 2 

x=3 
y = 4 

A = 88 
B = 203 

x = 4 

Y = 6 

I 
x= 

2 

1 
" y = - 3 

" 
x=4 

,. y = - 1 
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Resolver los siguientes sistemas por cualquier método: 

326. 
3x + 2y = O R: x = 2 

9x + 7J1 = - 3 " 
y=- 3 

x + y= -2 
" x=3 

327. 
2:1' + y= " y = - 5 

2a: + y= 7 
" x = 4 

328. 
+ 3y = 1 x 

" 
y=-

¡ x - y= 1 

" 
:¡; = 5 

Z29. 2x 4 

5 + 'Jy 
--, 5 :V = 4 

:t. + Y x- V - - - ---
5 3 

" x = 8 
330. 

x " y=2 

2 1/ + 2 

x 1J 
2 (i'+¡;- = x=a 

33 lo " 
b.1 - ay = O 

., Y = b 

Resolver Jos siguientes sistemas de ecuaciones fraooionarius; 

1 1 1 
x +- -'6 y ., x = 9 

332. Y = 18 '2 14 " -+-= :c y 
., 4 
~+- = x y 

" x=9 
33:!. 

21 2 " Y = 6 
2 

x y 

7 5 - + - =29 l' x= 
x y 2 

334. 
:l 2 I 
---= O " y= '3 (ji y 
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Sistemas de tres ecuaciones de primer grado con tres 
incógnitas. 

123. Una ecuación de primer grado con tres incóg, 

nitas admite infinitas raíces. - Sea la ecuación: 

x + 2V-z = 7 

Resolvamos esta ecuación con relación a z, como si x 
o y fuesen números conocidos: 

z = x+ 2y-7 

Dando a x y a y valores arbitrarios, tendremos para z: 

Si x=O, e y=-3', se tiene: z=-13 

Si x= 1, 
" 

y=-2, 
" " z=-lO 

Si x=2, " 
y=-l , 

" " z=-7 

Si x=3, " y= O, 
" " 

z=-4 

Si ,¡:;=4, 
" y= 1 , 

" z=-l 

Si x=5, " y= 2, 
" " z= 2 

, . 
. , 

En donde se comprueba q¡&e una ectu¡,ción de primel' 
gmdo con tres incógnitas admite Í1~ft:nitas raíces. 

124. Sistemas de tres ecuaciones de primer grado 
con tres incógnitas. - Sean las ecuaciones: 

x+2y- z=7 

x'- y+ z=3 

x+ y-2z=4 

(1) 

(2) 

(3) 
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Res,olviendo cada ecuación respecto a z, por ejemplo. 
y dando valores a x r a y, obtendremos infinitas terna!> 
de números que verifican a cada una de las tres ecua­
('iones dadas, Después de muchos ensayos, observaremos 
que sólo una terna de númet'os, qlle son: 

x=4· j y=2 j z=l 

ve/'ífica, sil1wltrí.neamcn,te, a nuestras t1'es eClwciones, En­
tonces se dice que las tres ecuaciones de primer grado 
con tres incógnitas, constituyen un sistema, . 

125. Definición. - Se llama sistema de t1'es ecuacio­
nes con tres incó,ql1üas, al conjunto de tres ecuaciones con 
tl'es incógnitas que tienen las mismas raíces. 

Las mismas definiciones dadas en los números (110) y 
(111), son válidas para los sist~mas que estamos ' estu­
diar¡.do. 

Las propiedades del número (112) son aplicables a los 
sistemas en general. 

126. Métodos de resolución. - Resolveremos estos 
sistemas por los métodos de sustittwión, igualación, re­
ducción y por determinantes, 

)27. Método de sustitución. - Sea resolver el sis­
tema: 

x+2y- z=10 

2x + 5y + 2z = 24 

3.1: - Y - .2z = 2 

(1) 
(2) 
(3) 

Hallando el valor de x en la (1), por ejemplo, por lo 
estudiado en (114), resulta: 

x=10-2V+z 
Reemplazando este valor en (2) y en (3): , 
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2(10-2y + z)+ 5y + 2z = 24 

3(10-2y + z)- y-2z = 2 

efectuando los productos: 

20.--4y + 2z + 5y + 2z = 24 

30 - 6y + 3z - 11 - 2z = 2 

reduciendo los términos semejantes: 

j y+4z=4 
~ --..: 7y + z = - 28 

(4) 
(5) 

. El sistema de estas dos ecuaciones es, por (112), equi­
valente con el sistema dado. 

Resolviendo el sistema (4) y (5) por el método de sus­
titución, (114), resulta; 

I-~~ ; I z=o (6) 

Sustituyendo estos valores en cualquiem de las ecua· 
ciones del sistema dado, por ejemplo en (1), resulta: 

x+2 .4-0= 10 

de donde: (7) 

Los valores (6) y (7) son la solución del sistema pro 
puesto. 

De todo esto deducimos la siguiente; 

, REGLA PRÁCTICA. - PrJrr; resolve1' un sistema de . tres 
c.cuaaione.s de pritmer' gra{lo con tt'es i1!lcógmtas pOr el mé­
todo de sustitución, se procede así: 
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1~, Se halllt el valor de, una de las útcógniias el! cual. 
quiera de las eC1wci9'nes dadas; 

2?, Se reemplaza ese valo?' en las otras dos eCltaciones 
y se 1'es1t.elve el sistema así formado; 

3P, Los valores obtenidos se sl~S'titnye·n en. cualqwiem 
de las ecuaciones del sistema 'iJ'se 1'esuel've la ecuación que 
,'e,mUa, óbtenié..ndose así el valor da la. otfa in,cógnita. 

128. Método de igualación.-Sea resolver el sistema ~ 

x - y + 2z = 2 (1) 

x + y + z = 6 . (2) 

z + 2y - z = 5 (3) 

Hallando el valor de x, por ejemplo, en cada una de 
las ecuaciones, resulta: 

x=2 + y-2z 
x=6- y- z 

x= 5-2y+ z 
Igualando los segundos miembros de (4) Y 

Y (6), se obtiene: 

2+y-2z=6- y-z 

2+y-2z = 5-2y+z 

(4) 
(5) 
(6) 

(5), Y (4) 

escribiendo estas dos ecuaciones en la forma normal, 
(119), se obtiene, respectivamente: 

2y- z=4 

3y-3z=3 

Resolviendo este sistema de dos ecuaciones con dos in· 
eógnitas por el método de igualación, (115), se obtiene; 

(7) 



- 170 -

Reemplazando estos valores en cualquiera de las ecua· 
ciones de nuestro sistema, por ejemplo en (1), resulta: 

de donde:. 
I

x = 1 I 
_ __ 1 

(8) 

Los valores (7} y (8) son la solución del sistema dado. 
De lo expuesto se deduce la siguiente: 

REGLA PRÁCTICA.-Pat'a resolver un siste?na de t'res eC1Ul­
ciones de p/'VrrUi1' grado con tt'es incógnitas pO?' el método 
de igualación se procede así: 

1?, Se halla el valor de wna incógnita e'/1¡ cada una de 
las ecuaciones del sistemaj 

2?, Se igualan el p1'i'fnero y el segnndo, y el primero y 
el te1'cero de los dos valo1'es obtenidos, y se 1'esuelve el sis­
tema formadoj 

3?, Los valores obtem:dos se sustituyen en cualq¡¿ie1'a de 
las ecuacio1ws del sistell1'/;a y se resuelve la ecuación que 
1'esulta, obteniéndose así et valO1' de la otm incógnita. 

129, Método de reducción.-Sea resolver el sistema: 

2x + 5y - 4z = - 6 (1.) 

4x-3y+2z=22 (2) 
3x-4y-2z=-8 (3) 

Igualando los coeficientes de x, por ejemplo, en la (1) 
y (2), Y teniendo en cuenta el caso II de (117), resulta: 

4x + 10y-8z =-12 

4x - 3y + 2z = 22 
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restandu ordenadamente: 

13V-10z = - 34 (4) 

Igualaudo los coeficientes de x en la (1) y (3), resulta:) 

6x + 15y - 12z = - 18 

6x'~ 8y -' 4z = - 16 

restando ordenadamente: 

23y-,8z =-"-2 (5) 

Obteniéndose así un sistema de dos ecuaciones con dos 
incógnitas formado por (4) Y (5): 

! 13y-10z = -34 
/23y- 8z =-2 

(4) 
(5) 

y resolviendo ' por el método de reducción, (116), se ob­
tiene: 

I y = '2 I I z = 6 (6) 

Reemplazando estos valores en cualquiera de las ecua­
ciones de nuestro sistema, por ejemplo en (1), resulta: 

2.1:+5.2-4.6=-6 

o bien: 2x+ 10 - 24 =-6 

de donde:' (7) 

Los valores (6) y (7) son la solución deí sistema que 
nos habíamQs propuesto resolver. 

De esto deducimos la siguiente: 

REGLA PRÁCTICA.-Pam resol'lJe1' 1tn sistema de t1'es ecua­
ciones de primer gr.ado con tres incógrw.ta,s por el método 
de reducción, se procede así: 



- 172-

19, Se l:gtwlan los .coeficientes de. una incógnita en 1a 
primem y segunda ectw.ción, y luego se S'l,l-nuvn o se restan 
ordenadamente; 

29,' Se igtUllan los coeficientes de la misma 'incógnita e1t. 
la p1'~nM1'a y teq'cem ecuaciones, y se suma1~ o se restan 
onlenadarnenlte; 

39, Se r~su.el'Ve, el sistema fo-rmado con las dos ecuado­
nes obtenU1a.s; 

49, Los valO1'es hallados se sll,stituyen en c1lal.quiem de 
las ecuar:iones del sistema y se t'es'l~elve la e-cuación que 
j'esulta, obteniéndose así el vaJo1' de la otra incógnita. 

130. Nota. - Una vez resuelto un sistema por cual­
quiera de los métodos estudiados, es conveniente com­
probar si los valores hallados ·verifican a cada una de 
las ecuaciones 'del sistema. . 

Sistema de tres ecuaciones literales de primer grado 
con tres incógnitas. 

131. Forma normal. - La forma n.ormal o típica, 

Q, que puede reduciTse todo sistema I ele tres ecuaciones de 
primer grado con tres in~ógnitas, es: 

¡ ax + by + cz = d 
a'x+ b'y + o'z = d' 
a"x + b"y + .C"2 = d!' 

en donde a; b, c, 0:, b', 0', 0:'; b", c", d) d', d", son núme­
ros conocidos. Los números a, b, c, 0:, b', c', a", b", c", 
se llaman coef~(;i:en.tes; d, el' Y a!' son los términos abso·· 
lutos 1> independiemes. 
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Completo es el sistema cuyos coeficientes son distintos 
de cero; por ejemplo: 

I 
x- y+ z=3 

3x+ y-2z=4 
, 4q; + 5y - 3z = 5 

x=2 
y=O 
z=l 

Incompleto ei¡ el sistema en que algunos de sus coefi· 
~-

cientes es cerp; por ejemplo: 

) 

2y - 4z = - H¡ 
2x + y = 8 
x-y+z=6 

x=3 
y=2 
z=5 

132. Determinante de los coeficientes. - Se llama 
deterrnina?1te de los números a, b, e, a', b', e', a/f, b", e", 
dados en el orden de la escritura, a la expresión: 

a b e 

a' b' e' 

a" b" c" 

' 133. Regla de Sarrús. (1) - La Regla de Sam¿s 
permite desarrollar rápidamente un determinante de 'I'!I1te­

ve elementos, o de tereer· Qt'dem, Se enuncia así: 
El desarrollo de un dete1'm{.nan(e do terce,' orden se ob­

tiene del siguiernlte modo: 
l P, Se esc1'iben l{J¡$ dos primems líneas debajo del de­

terminantej 
2P, Se ?nultiplicanlos términos en diagonal de .iú[uierda 

a GOl'echa, afectando a los produotos con el signo +; 
(1) Los determinantes constituyen un estudio especial, llamado Teoría de 

los determinantes, que no nos corresponde, siendo otro su lugar, -
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3P, Se 'i'ltulNplican los términos en diago11al -de derecha 
a izqu,ierda, afectando a los productos con el signo - j 

4P, Se halla, la suma algebraica de 1.os p1'"Od1/,ctos obte-
nidos. -

El esquema siguiente muestra, gráficamente, como se 
procede: 

Ejemplos: 

3 ? I 

4 5 2 

3 

032. 

420 

a. b c 

a: b' c' 

o" b" e" 

= 3,5,1 + 4.3.1 + 1.2.2 

-1.5.] -3.3 .2-4.2,1 

t- ==15+12+4-5-1-8-:8 ~ O 

=: 8 - 4 - 24 = - 20 
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Resolución de un sistema de tres ecuáciones literales de 
primer grado con tres incógnitas. 

134. Fórmulas. - Consideremos el sistema normal 

ax + by + . ~z = el (1) 

a'x + b'y + o'e = d' (2) 

o/'x + b"y + e"z = d" (3) 

Y l'esolvámosio por el método de reducción, por ejemplo: 
Multiplicando la (1) por e' y la (2) por e: 

arlx + be'y + ee'e = de' 
a'ex + b'C'lJ + e'c?: = die 

restando miembro a miembro: 

ac'.'C-a'ex + be'y-Yey = de' =d'c 

fa,ctoreando : 

(ae" - n'e)x + (be' - b'e)y = de' - d'e (4) 

Mnltiplicando la: (1) por e" y la (3) por o: 

ac"x + be"y + ee"e = de" 
. a."ex + b"ey + e"ez = af'e 

' restando miembro a .miembro : 

((O"X - a"ex + be"y - b"ey = de" - dI'e 

factoreando: 

(ae" - a"e)x + (be" - b"c) y = de" - d"e (5) 
, 

'Resolviendo el sistema formado por las ecuacion~ (4) 
(~), resulta: 
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-------------------------------------
db' e" + d'b" e + d!'be' - eo' d" - c'b" d - e"bd' 

~ - - - ---:=-=---''--==--~-
- ab' e" + a'b" e + a"be' - eb' a" - e'b" a - e"ba' 

ad' tf' + a' d" e + a" de' -- cd' a" - e' d" a - elida' 
y , al/e" + a'b"c + a"be' ~eb'a/' - e'b"a - e"ba' 

(6) 

(7) 

Reemplazando estos valores en la (1), por ejemplo, y 
resolviendo, se obtiene el siguiente valor para ¡z: , 

ab' d" + a'b" d + a"bcl' -db' a" - d'b" a - d"ba' z = --- --.--- (8) 
ab' e" +-o/b" e + O/'be' - eb' a" - e'b" a -- tf~ba' 

'reniendo en cuenta la definición (132) sobre lo que se 
llama determinante de los coeficientes del sistema y su 
desarrollo por medio de la Regla de Sm'rús, las expresio­
nes (6), 4: 7) Y (8) se pueden escribir así: 

d b e 
d' 7/ e' 

a d e 
a' d' e' 

a b ' d I 
a' b' d' 

d" b'~c" 
( x= 

a b e 
1) y = o/' a:' e" (11) 

a b e 
z= O/' b" d"l 

a b e 
a' b' e' a' b' e' a/ b' e' 
a" b" e" a" b" e" a" b" e" 

Las expresiones (1), (H) Y (HI) son las Fónnulas que 
permiten resolver fácilmente un sistema de tres ecuacio­
nes de primer grado con tres incógnitas, sin más que 

. reemplazar cada letra por su valor correspondiente. 

(III) 
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El determinante del denominador de las tres fórmulas: 

a b e 

a' b' e' 

(bit b" e" 

se llama determinante del siste,ma. 

De las tres fórmula;; últimas se deduce la siguiente: 

REGLA DE CRÁMER. - p(}Jm resolver un. sistema de tres 
ecuacione.s de pl'irner gmdo con tres . incógnitas p01' el 
método de determinantes, se redllce'n (t. la forma normal, 
si es qtte no lo son. 

El11alor de cada ú¡cógnita está exp,'esado por 1¿na [i'ae­
ción cuyo denominador' es el determinante del sistema; y 
cuyo mU?w1'ad<Jr es el de,terminante que se obtiene al reem­
plazar en el dete1·m:i1w.1~te del sistem,a. los coeficientes de 
la incógnita que se con.údera, pcrr los .térrninos indepe11-
die11.tes. . -~!l!' -r 

135. Resolución de sistemas de tres ecuaciones de 
primer grado con tres incógnitas por medio de determi­
nantes. 

1? Sea resolver el sistema: 

(1) 

(2) 

(3) 
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Aplical!-do la Regla de Cl'ámer, se t.iene: 

¡~ 1-11 
1

1 ,6~11 1 1 

:1 I 
11 . 8-1 

I~ 
8 11 1--1 

~ 

9-31 J 
9 1-31 2 1 91 

x= ; y = - , --- z= 
1 1-1 1 1-1 1 1~11 

1 
1-1 1 1-:1 '1 1-1 11 

12 1-3 /2 1-3 1 h 1 
1-31 

Y por la l;legla de Sm'1'Ús: 

6( -1)( -3)+8.1(-1)+9.1.1- (.-1)( -1}9-1.1.6-- (-3)1.8 
x -= 1(-1)( - 3)+1.1 (-1)+2.i.1-(-1){-¡)2-1.1.1- (- 3)1.1. 

x = 18 - 8 + 9 - 9 - 6 + 24 ~ ~ ;;;; 7 
. 3...,...1+2...,...2-1+3 4 

11.8(-3) + 1.9( -1) + 2.6.1-(-1)8.2-1.9.1- /("':"'3)6.1 
y= -

- ~ ".:.' ',' ' 4 - ' , ,',' "', 

- 24 ~ 9 + 12 + 16 - 9+ 18 ' 4 <1 

t'JJ~ 4 . =:¡-e; .. 
. 

.1 {-U 9 + i .1 .6 + 2 . 1 . 8-6 (-1) 2-8.1 .1-9.1.1 
z'= ~ '". , 4 ~,_-

llJa Ilolución del sistem~ es: 

x='l 
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COMPROBACIÓN. - Reemplazando estos va lores en las 
ecuaciones dadas: 

7+1-2=6 

7-1+2=8 

14+1-6=9 

(1) 

(2) 

(3) 

Se obtienen identidades numéricas, lo que prueba ·que 
la solución hallada es vcrdadera. 

2~ Sca resolver el sistema: \. 

·2x~y + 3z = 8 

3.,;- Y = 6 

y- z=3 

Completando el sistema, resulta: 

2.1: -- y + 3z = 8 

3:¡;-y+Oz = 6 

Ox+y- z= 3 

Aplicando ]a Regle¡. de Cr(vl1ler: 

8-1 a 
/2 

8 

6-1 o 13 6 

3 

o 
3 
1/ . .1 

~'], lo 3-1, 
x= ,11= 

2-1 

:1 
1 2 --1 31 

I 

13-1~ 
I 

3-1 01 
I 

lo ,¡ -=1/ 1-1 ¡ o 

(1) 

(2) 

(3) 

2-1 

3-1 

O 1 

8 

6 

3 
z=-----

2-1 31 

01 3=-1 

t-'f 
l · , 

1--11 
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y por la Regla de Sar1'1is; 

8(-1)( -1)+6.1.3+3(-1)0-3(-1)3-0.1.8-(-1)(-1)6 
x =2(-1)(-=1)+3.1.3+0(-1 )0-3(-1)0-0.1.2-(-1 )(-1)3 

8 + 18 + 0+ 9 T O - 6 29 
x=2+9+0+0-0-3=g 

2. 6(-1)+3.3.3+0.8.0-3.6.0-0.3.2-(-1)8.3 
Y = =- 8 

-12 + 27 + O - O - 0+ 24 39 
Y = 8 '=8' 

2 (: ...... 1) 3 + 3.1.8 + 0(-1) 6-8 (-1) 0-6.1.2-3 (-1) 3 
z= 8 

- 6 + 24 - O + 0- 12 + 9 15 
z= 8 =8 

La solución del sistema es: 

29 
x=S 

39 
Y=8 

15 
z=g 
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EJEROICIOS 

Resolver 108 siguientes sistemas por el método de sustitución: 

335. 

336. 

337. 

338. 

339. 

340. 

341. 

342. 

l 
x+ V+ ;;=9 
x + 2y + 3z = 16 
x + 3y + 42 = 21 

l 
1 

¡ 

x+Y+l'=5 
x-Y+2=3 
x+y-z=5 

Ix + V + z = 8,5 
3x + y - . 1:' = - 0,5 1 

2x + 4y + z = 18 

2x + y + 2 ... = 12 
3x + 2y + 1:' = 9 

x - 3y + z = - 11 
3x + 4y -5z= 29 
x+y-3z=5 

+z==3 

R: · x = 4 

Y = 3 
., 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
'" 
" 

" 
]} 

" 
" 
" 
" 
" 
" 

z = Z 

x = 4 
Y = 1 

z = ° 
:1.' = 0,5 
Y = 3 
z = 5 

:11 = 3 
11 =- 2' 
z=4 

x=5 
y=6 
z = 2 

x = 0,2-
Y = 0,8 
z = 0,3 

x=5 
y=3 
¿-::=-2 

Resolve~' Jos iiiguientes sistemas 'por el método de reduooi6n; 

343. 
x - 2y + .3l' = 2 

2x - 3y + I! = 1 
3x:""" y + 2~ = 9 

R: x = 3 
y=2 

,!=l " 
" 
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2$ + 3y + 4z = 53 
" 

'x = 3 
344. 3:c + 5y --: 4z = 2 

" 
y=5 

4x + 7y - Zz = 31 
" z=8 

3,¡; - 2y + 5z = 14 
" 

a;=1 
345. 2x + 5y - 7z = - 9 

" 
y=2 

4x + 3y + 6z = 28 
" 

;;=3 

2x + 2~ + z'= O x=O 
346. I2a; + 3y + z = 2 " Y = 2 

x + y . + z = - 2 
" 

z =- 4 

Resolver 103, siguientes sistemas pOl' el métouo de determinantes: 

¡ x + '11 - 6z = 9 R: x=8 
347. x-y + 4¿- :::: 5 

" 
y::::7 

- 2,¡; + 3y- e =4 " 
z:::: 1 

¡ 2x - 2y + 3z = 16 x=3 
348. 3,¡; + 5y - 2z = 6 " z=l 

4x.+ ay - 4z = - 1 " 
z :;::: 4 

~ 
I2,¡; -20y= o 

" ~ = 10 
349. x+ z =-1 

" y=6 
x + 2y + 2z = 8 " t=-7 

~ . 

y - ,¡; = 10 
" 

fJi=-4 
350. -fJi=y+2z 

" y=6 
3x::::6z- 'JI z = - 1 

r. , 

\ 
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CAPITULO XV 

PROGRAMA XV. - Problemos de primer grado con dos o más zncognitas. 
- Problemas <le interés, descuento, repaTtición proporcioual, 
regla de compañia y mezcla., l'esueltos por ecuacionrs. Descuento 
matemático. Problema de los móviles. Discusi6n. 

Problemas de primer grado con dos o más incógnitas 

136. Teniendo en cuenta la Regla. general para el 

planteo de los problemas, enunciada en (103), resolvere­
mos a continuación algunos problemas con do); o más in­
cógnitas. 

137. Problema l. - El duplo de un número más el 
l¡'iplo de otro el> igual a 31, y si del trj,plo del primera se 

/'esta el dwplo del segu.rzdo, se obtiene 1 

Oalculm' los dos números. 

PLANTEO. - Sea x el primer número, e y el segundo. 
El duplo uel primero más el triplo del segundo es' 

.2x+3y=31 

y el ü'¡plo del primero menos el duplo del segundo, es: 

RESOl,¡UCIÓN. - Se obtiene el sistema: 

¡ 2x+3y= 31 
3x-2y = 1 
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que resueltó por el método de determinantes, da: 

¡3~ 3 

I -2 -o:¿ - 3 -65 
x= 2 - -4-9 

=---5 

I 
3 

1: 

-13 -

3 -2 

y= I 
2 31 I .-, 1 2-93 -91 .:> 

= 7' 
-13 

= -4-9 = -13 

Los números buscados son [) y 7. 

DISCUSIÓN. - 1.J08 números buscados son 5 y 7, pues el 
duplo del primero es 10 y el triplo del segundo es 21 y 
su suma es 31. Además el triplo del primero es 15 y el 
duplo del segundo es 14, y su diferencia es 1. 

138. Probiema 11. - En un tl'iá1hg1tlO los áng1tlos son 
A, B Y C. La suma de .A y B es 130°, y la de B y C es 
110°, ¿ Cnántos grad{)s tiene cada ángulo? 

PLAN~. - Los tres ángulos de un triángulo sumalJ 
180°, lto.ego: 

A+B + C= 180° 

La suma de A y B e>;: A + B = 130° 

Y la suma de B y C es: B + C = 110Q 

RESOLUCIÓN. - Se obtiene el sistema: 

{ A + B + C = 180° 

1 A +B = 130° 

f B -+- C = 110° 
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y reso.lviendo por el método de determinantes: 

1]80 1 1 
\130 1 O 

J ' _ h~~J-_ =,180+130+0-110-0-130 = 70 = 70 "- 11 1 1 1+1+0-0-0-1 1 . 

y = 

z= 

11 1 O 
lo 1 1 

11 180 l ' 

130 O I ~ 110 1 . -= 130+110+0--0-0-180 _ GO _ GO 
1 - 1 -

1 

1 1 180 

1 1 130 

O 1 110 110+180+0-0-130-110 50 
= - =50 -

1 1 
1 

Los ángulos son: A = 70° 

DISCUSIÓN. - En efeeto: 

A + B '+ e = 70° + 60° + 50° = 180° 

.A + B = 70° + 60° = 130" 

B + e = 60° + 50° = 110n 
• 

139. Problemalll.deinterés. - Dos capitales, cWlJa 
suma es 8.000 pesos, han estado impuestos al 4 % dumn- ' 
te un- año; prodttciendo el pr'imero 40 pesos más de interés 
que el segundo. H aUar los dos capita'les y los intej·eses. 
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PlJANTBO. - Sea: 

X = uno de los capitales; 
y = el otro capital; 

l(x) =::;: el interés del capital Xj 

l(y)=" " " " y. 
Como la suma de los dos capitales es 8.000 pesos, se 

tiene; 
;C + y = 8.000 (1 ) 

'Por 'lo ~tudiado en segundo año, se sabe que: 
t..r! 1 C.'r 

1= 100 
o bien, en nuestros casos: 

, x .4 
I(x) = 100 (2) 

y.4 
, I(y) = 100 (3) 

pero el enunciado dice que: 

ijqe~o, §u§tittlyendo los valores (2) y t 3) 
"-

x.4 y.4 
'lOO = 100 + 40 

( 
/ 

, llimplifiCIm@; 
x y 

25 = 25 + 40 . \. 

Y por último; 
x= y +1000 

RESOLUCIÓN. ""'"" ' Se tiene el sistema: 

! x+y = 8000 

l x= JI + 1000 

( 4) 

en (4) : 

(5) 

(1) 
(5) 
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que resolveremos por el método de sustituci6n. Reempla­
zando el valor (5) en (1) : 

y + 1000 + y;:::: 8000 
2y ;::::' 8000 -1000 

2y;:::: 7000 
7000 

y";::::-2-

y;:::: 3500 

y sustituyendo este valor en (1) : 

x + 3500 ;:::: 8000 

deo, donde: x;:::: 4500 I 
En la (2) l se tiene: 

I( ) 
= 4500 X 4'. 

x 100 

o bien: [lCX);::::180 I 
En la (4) se tiene: 

180;:::: ley) + 40 

de donde: IlCY)= 140 I 
Los capitales son 4500 y 3500 pesoo, y los intereses 

respectivos 180 y 140 pesos. 

DISCUSIÓN. - En efecto: 

4500 !ti + 3500 $ = 8000$ 
I 

y además: (4500 $ = 3500 $ + 1000 $ 
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140. Problema IV, de descuento. - La s'u.ma de los 
valores nominales de dos lekas es de 2440 pesos, L(t pri . 
mera fu,é ne'gocwda al 4 % dlu'ante :2 meiies, y la. segunda 
al 6' % d-urante 6 meses. Uobramus por las dos let'ras 
2390 pesos. Hallar el valor noml.nal de cada lIn{l. 

PLANTIDO. - Sea' 

x = va 10\' nommaf de una letra; 

y =" " "la otra letra ¡ 

D(x) = descuento de la 1'-' letra; 

D(y) = 
" " " 2' 

La suma de los valores nommales es; 

x+y=2440 (1) 

Por lo estudiado en segundo año, se sabe que 

Vn, 1', t' 
D= 100 

y en nuestro caso ~ 

x, 4, Z 2x 'J) 
D(x) = 1200 = 300 (~ 

( y .6, 6 9y 
D(y} = 1200 = 3oq,' (3) 

La suma de los dos -descuentos es: 

es decir= 

2440 + 2390 = 50 $­

D(x'J+ D(y)= 50 

y sustituyendo los :valores (2) y_ (3) '; 

2x 9y 
300. + 300 = 50 

o bien . 2x + 9y = 15000 (4) 
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RESOLUCIÓN. - Se tiene el sistema: 

1 x + y = 2440 (1 ) 

I 2x+9y=15000 (4) 

que resolveremos por el método de reducción. Mu1ti?li 
cando ambos miembros de la (1) por 2 :, . 

\ 2x + 2y = 4880 (1) 

1 2x +!)y = 15000 (4) 

Restalldo de la (4) ]a (1), ordenadamente.: 

7y = 10120 

1012°1 ;-----~­
y = -7- . . y = 1445,7~ 

Y sllstituyendo este valor en (1): 

x + 1445,71 = 2440 .' . E 994,29 

Los valores nominales de 'las letras son 994,29 $ y 

1445,71 $ 

,DISCUSIÓN. - Se tiene: 

994,29 $ + 1445,71 $::::: 2440 . $ 
y además: 

994,29 $ X 4 X 2 11445 $ X 6 X 6 _ ~O ~ 
1200 + 1200 = P .. 

141. Problema V, de repartición proporcional. -
En la puerta de ~ma 1:glesia pid61'¡, limosna habitlwlrlumte 
dos pob1'es: 'una mujer todtJs los días y, alte1·n.ativamente, 
1m cojo y 1¿n c'iego. Una mad1'e envía a, S'lt hijo C01t 5,20 
'pesos, diciéndole q1te SI: está la I11vuje1' y el cojo, dé a éste) 

3 
Ilos -¡- del total y 7·a ~U{l1·t(l, parte restante 'a 7a mujer; pero 
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. 1 
si e-stá el mego, qu·e socorra a éste C01b un --;¡- y a la mu 

3 
Je1' con los 4' Sucede que a<]1wl día están los tres 'I11en 
digos a la pne1·ta de la iglesia;. I,Qné hmosna debe recibir 
cada 1~nof 

PI,ANTEO. - - Sean: .'t = lo q l,le reclbe la mujer; 

y =" .,' " . el cojo; 

Z ==: " ". .'" " .. . cleR'u, 

Según el enunciado: :x + y + z = 5.2. (1) 

De acuerdo con .la orden recibida, las partes de la mu ­
Jer y del cojo estlÍ en ]a relación df' 3 a ] . es flep.ir: 

o bien: 

x 3 
1/=} 

x =:Jy 

x~3y=0 (2) 

y ,las partes del ciego y la mujer en la relación de 1 a 3 : 

o ,bien: 

z 1 
X-=3' 
3z = x 

x -3z = O 

:RESOLUCIÓN: - SP. tiene p.I sistema: 

¡ x+ y+ z= 5,2 

, x-3y =0 

x -,.3z = O' 

(3 ) 

(1 ) 
(2) 
(3) 
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que resuelto por determinantes, da: 

5,2 1 1 I 
° -3 ° ° ° - 3 = 46,8+0+0+0-0+0 = 46,8 = 3 12 

x= 1 1 1 9+0+0+3-0+3 15 . 

1 -3 ° 
1 0-3 

1 5,2 1 

° ° 
Y 

= -'--__ 0 __ 3 __ 0+0-0-0+15,6 _ 15,6 ' 1 04 
- - 15 - 15 = , 

15 

1 1 5,2 

1 -3 ° 
z = .:-1 __ 0 -,--0-,- = 0+0+0+15,6-0-0 = 15,6 = 1,04 

15 15 15 

A la mujer le corresponde . 3,12 $, al eojo 1,04 $ y al 
ciego 1,04 $. 

Dn:;cus¡,óN. · - En eiecto: 

:~,12 $ + 1,04 $ + 1,04 $ = 5,20' $ 

y ndemás: 
3,12 $ 3 1,04 $ 1 
1,04 $ = 1"" y 3,12 $ = 3 

142. Problema VII, de compañía. - Dos personas se. 
asociaTlJ para. explotar' 1¿n negocio . Una pon.e 6400 $, y lo 
otra 5.200 $. Al termina.r el negqcio, 1'esultó q1t,e el capital 
se h(tbía convertido en 15000 $. 4 C1táí es la ganancia. d~ 
cada socio? 
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PLANTEO. - Sean: X = ganancia del 1 er socio; 

y = ." ,,2Q 
7) 

El capital inicial fué de: 

6400 + 5200 = 11600 $ 

y la ganancia habida es: 

l5000 -11600 = 3400 $ 

luego: x + y = 3400 (1) 
Pero lrus ganancias son proporcionales a los capitale¡; 

respectivos, luego: 

x !I 
6400 = 5200 

de donde: 5200x = 6400y 

y dividiendo ambos miembros por 400: 

I3x = 1611 

o bien: I3x -16y = O (2) 

RESOLUCl·ÓN. - Se tiene el Ristema: 

1 x+y = 3400 
¡ 13:,!; - 16y = O 

(1) 
(2) 

que resolveremos por el método de determinantes: • 

1
3400 1 l' 

O - 16 _ - 54400 _ -5440Q _ 1875 86 
- -16 - 1 - -29 - , 

-~61 
\

1 3400 I 
]3 O 

-2\1 

-44200 
-2~ = 1524,14 y= 
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Al primero le corresponde 1875,86 $, y alJ segundo 
1524,14 $. 

DISCUSIQN. - En efecto: 

además: 

1875,86 $ + 1524,14 $ = 3400 $ 

1875,86 $ 1524,14 $ 
R40Ü= 5200-

143. Problema VII, de mezclas. - ¿ Cuántos W"OSi 
de vino de 0,50 $ el litro hay que mezclar COn vino dtr 
0,90 $ el lit'ro, . para que. 30 litros de la mezcla valgpn\ 
24.$? 

PLANTEO. - Sean:. x = litros de 0,50 $; 

y= 
" " 0,90 $. 

Se tiene: x + y = 30 (1) 

El costo de los x litros es: 0,5x; 

., " " " y " " 
0,9y. 

y como el costo ' de la mezcla es la suma de los costos 
de los componentes: . 

0,5x + 0,9)1 = 24 (2) 

RESQI,UCrÓN. - Se tiene el sistema: 

x+ y = 30 

O,Ga: + 0,9y ......:... 24 

(lJ 

(2) 
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que resolveremos por determinantes: 

I !~ o,~ I 27 - 24 3 
x=----=O 9-05=0 4 = 7,5 

I ~,5 o,~ I ' , , 

¡ 1 30 I 
0,5 24 24 - 15 \.l 

Y = -'----- = -O 4 = 04 = 22,5 
Ot4 ' , 

Hay que mezclar 7,5 litros del de 0.50 $ el litro, y 
22,5 litros del de 0,90 $ el litro. 

DISCUSIÓN. - En efecto: 

7,50 + 22,50 = 30 

y además: 7,5 X 0,5 + 22,5 X 0,9 = 24 

144. Descuento matemático. - Se llama deoScuento a 
la cantidad que hay que' restar de un documento de cré­
dito (letra, cheque. pagaf'é, etc.) pagado antes de su ven­
cimiento. 

El descuento puede ser come1'cial o matemático. 

El clescu.en.to comeráal, comúnmente usado en el comer­
cio, es el interés dcl valor no'minal, o cantidad que figura 
en el documento, al tanto por ciento dado y por el tiem ­
po que falte para su vencimiento. 

El descuento matemático o racional, es la diferencia 
'3ntre el valor nominal y el valo'r efectivo. que e~ la call­
tidad que realmente se paga. 
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Se justifica el descucnto por el hecho de que el tomador 
de un documento, al entrega e una cierta cantidad, pierde 
los intereses que le producirían hasla. su. vencimiento; 
obteniéndolos el tenedor. Ahora bien; el tomador no en­
trega to~o el valor nominal, así que al hacer el descuento 
cobra\intereses de una cantidad que no entregó, cosa que 
con el descuento matemático no sucede, pues se calcula 
el iriterés de la cantidad ·quc se entregó, o valor efectivo. 

145. Deducción de la fórmula. - Sean: 

Vn = valor nominal; 

Ve = " efectivo; 

Dm= descuento matemático; 

r = razón o tanto por ciento; 

t = tiempo. 

Por definición, (144) el descuento mqtemático es 7a di~ 
ferencia erlfre el valor 'nOminal y el va10r efectivo1 es 

decir: Dm=Vn--Ve (1) 

pero, por otJ'a parte, el descuento matemático es el des 
cuento heeho sobre el valM efectivo, luego: 

Ve. r. t 
Dm = 100 

De la (1) se deduce quc: .. 
Ve=Vn- Dm 

y reemplnznndo este valor en (2): 

y efectuando: 

Dm = (V 11 -- Dm) r . t 
100 

Vn r t-Dm r t 
Dm = ----=-_:__ 

100 

(2) 
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En esta ecuación deseamos hallar el valor de Dm, por 
lo que procedemos a dejar en un miembro todos los tér­
minos que lo contengan. Sacando el denominador: 

100Dm.= Vn~' t -Drn r t , 

traspol"!iendo: 100Dm + Dm r t = V n~' t 

factoreando: Dm(lOO +~. t)= Vn.~· t 

de donde: Dm = Vn.~'. t 
100 + ri 

que es la fórmula del descuento matemático. 

OBSEIWACIÓN. - Cuando el tiempo esté expresado en 
meses o en días, en lugar de 100 se empleará 1200 Ó 

36000, 

Ejemplo: Calclllar el cleliclte'nto matemático ele 1tn pa· 
garé de 270 $, al 5 ro, si se paVn 2 n~eses antes de su ven­
cúniento. 

SOLUCIÓN, - Aplieando la fórmula, Re tiene' 

270.5.2 
Dm = 1200 + 5 . 2 

2700 
= 1200 = 2,25 $ 

Hay qne hacer un descuento de 2,25 $, 

146. Problema VIII, de descuento matemático. -
Calcular el valG?' nominal y el dc,¡;cnenfo maíenÚltico ele 
1lJI(¿ letra descontada al (j % 3 meses antes ele s¡~ venci­
miento, sabien,do que la diferencia enl1'c el va/ol' nominal 
y el deSCI,lC'llto I'S de 240 $. 
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PLANTEO. - Se sabe que: V n - Dm = 240 (1 ) 

Y que, aplicando la fórmula deducida en el párrafo (145) , 

o bien: 

Vn.6.3 
Dm = 1200 + G . 3, 

D 18 . Vn 
m = -1218 

3. Vn 
Dm = 203 

RESO~U(nON.· - Se tiene el sistema: 

¡ Vn-Dm=240 

I 3. V~1,. 
Dm = 203 

que resolveremos por el método de sustitución. 

Sustituyendo el valor (2) en (1):, 

3. Vn_ ') 
Vn - 203 -.AO 

203Vn,..:.- 3Vn = 48720 

200. Vn = 48720 

48720 yn = 200 

Vn= 243,60 

(2) 

(1), 
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Reemplazando este valor en (1): 

243,6 - Dm = 240 

de donde: 
Dm= 3,60 

El valor nominal es 243,50 $, y el descuento matemá 
tico es 3,60 $. 

DISéuSION: ~ Se tiene que: 

243,60 $ - 3,60 $ = 240 $ 

Y además: Dm = 243,60 $. 0.3 - 3 60$ 
1200+0.3 - , 

147. Problema de los móviles.- Tres puntos de una 
trayectoria rechlírtea se stweden en el orden A, B, M. La 
distancin de A. a B es de d met1'os, Dos móviles parten 
al mismo .tiempo de A y de B, respectl:varnertlte, en el sen­
tido A, B, M; el primero recm're v kilómétros pM' hora, 
y el se.gundo v'· kilómetros por hora. ¿A qt~é di:stancia de 
A o de B se encontrarán y despllés de qt~é t¡'emipo? 

r---- el --~ r----
-1 1 

A B 

v' 
fig. 2 

PLAN'l'ElO. - Sean: 

x------
1-

111 

v la velocidad del móvil que parte del punto Aj 

1./ ., " """ " " " B; 
d " dlstancia A B; 
M el punto donde se encontrarán los móviles; 
x la distancia de B a M; 
t el tiempo. que tardarán para encontrarse, 
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Los móviles van con movimiento uniforme, así que si 
uno recorre en una hora 50 km. por ejemplo, en dos horas 
recorrerá: 100, en tres Iioras 150, etc., y en t horas a una 
velocidad v, recorrerá tv kilómetros. 

El espacio que tiene que recorrer el primer móvil para 
ir de A hasta M es d + x, que según el razonamiento 
anterior es igual a la velocidad v por las horas t que 
empleará: 

d + x=vt (1) 

El. espacio que tiene que recorrer el segundo móvil para 
ir de B a M es x, lo que es igual a su velocidad v' por 
las horas t: 

x = v't 

RESOLUCIÓN. - Sc tiene el sistema: 

\ d+x =vt 
¡ x= v't 

que resolveremos por el método de sushtución . 
. Reemplazando el valor (2) en (1): 

d + v't = '/Jt 

y resolviendo esta ecuación: 

vt - v't = d 

(v -v')t = d 

de ' donde t= 
d 

v - v' 

(2) 

(1) 
(2) 

((3) 
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Reemplazando este valor en (2): 

v'd 
x = v-v' (4) 

Los ' valores (3) Y (4) son los que nos dan el 1iempo 
que tardarán para encontrarse y la distancia que reco­
rrerán. 

DISCUSIÓN. - Como el problema es general, los núme­
ros v, v' y a; son cualesquiera y positivos, pudiendo ser 

> v > v'. Veamos cada uno de los casos. 

de donde: 

1~) Supongamos qtte sea v> v'. 

Entonces el denominador v - v' es positivo y el valor 
t de (3) resulta positivo, es decir, que se encontrarán 
deSptl.és del momento dc partida. 

El valor x de (4) "también rcsulta po~itivo, luego el 
punto M se' encuentra a la derecha del punto B. 

29) Su.pongamos que sea v = v'. 

Entonces el denominador de (3) y de (4) es ce1'o, y co­
mo no sabemos dividir por· cerq, t y x carecen de valor, 

.En efecto: los móviles no se encuentran nunca. 

39) St~pongamos que sea v < v'. 

En tal caso es v - v' < 0, es decir, el denominador es 
negativo, luego los valores t de (3) y x de (4) son ne­
gativos, lo que se interpreta diciendo que se han en­
contrado antes del momento de partida y a la izquierda 
de A. 
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PROBLEMAS 

351. Hallar dos números cuya sUlUa sea 23 y su difereucia 
sea 7. 

R: 15 Y 8. 

352. Un número tiene dos dfras que sumadas dan 15. Si ni 
número propuesto le agregamos 9 nos da el mismo, pero invertido. 
Calcular el número. 

R: n . 
353. Di"idir 180 en dos partes, tales, que la parte mayor me · 

nos la tercera parte de la menor, sea igual a la mitad del número 
dado. 

R: 112,5 Y 67,5, 

354. En un gallinero hay cierto número de gallinas y conejos, 
siendo en total 70 cabezas y 188 patas. 6Cuántos animales de • 
cada clase hay f 

R: 46 gallinas y 24 conejos, 

355. La suma de cierto capital más sus intereses durante 5 
meses al 6 % es 7524.50 $. Calcular el capital y el interés. 

R: e = 7340.97 $; 1 = 183.53 $. 

356. Un capital ha producido 180 $ de interés al 6 % du­
rante cierto tiempo. Otro capital igual al primero, más 70() $, ha 
producido 220 $ al 5 % y durante el mismo tiempo que el anterior. 
llallar los dos capitales y el tiempo que han estado impuestos. 

R: 1500 y 2200 $ i 2 años. 

357. Dos capitale:! de 3000 $ y 4000 $, produjeron al mismo 
tanto por ciento y dmanto el mismo tiempo, 60 $ 'Y 80 $, respec· 
tivamente. Calcular el % y el tiempo. 

R: 8 % y 3 meses. 

358. El valor efectivo de un pagaré descontado 3 años antes 
de su vencimiento al 9 % es de 1752 $. Calcular e1 ,'alar nominal 
y el descuento. 

R: 2400 $ y 648 $. 

359. La suma de los valores nominales de dos letras es de 
1200 $, y la suma de los valores efectivos es 1170,09 $. 

Una fué negociada al 9 % durante 3 meses, y la otra al 8. % 
durante '2 meses. Hallar e1 valor nominal de cada letra. 

R: 500 $ 700 $. 
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360. Se han cOlnprad() 50 ' m. de una clase de telq. y 40 m. de 
otra clase, importando la factura 902,40- ., des2ués de descontar 
el 4 %. En otra ocasión Ee compran 30 m. de la primera clase 
y 20 m. de la segund~ importando la faetura 488,20 $, después 
de descontar el 6 %. ualcnlar el preeio de cada. elaoo de tela. 

R: 10 • Y 11 $. 

361. Repartir 250 $ entre dos personas de manera que las 
dos cantidades sean entre sí como 2 es 3. 

R: 100 $ .y 150 • 

362. Repartir 3500 $ entre dos personas de manera que los 
tres cuartos de la parte del 29 sea. igual al dupl.o de la parte del 19• 

R: 954,54 $ y 2545,46 $. 

363. Cuatro socios -constituyen una sociedad. El 19 aportó 1500 
pesos; el 29 , 1200 .; el 39, 2300 $ Y el ~9, 3000' $. El duplo de 
la suma de ' las ganancias de los dos primeros, menos 30 $, es 
igual a la suma de las gananci!IJS de los otros dos. ¡Cuál fué 
la g~ancia de cada Bociof 

R: 19,450 $i 29,360 $; 49,690 $i 49,900 $. 

364. Las densidades' de dos líquidos son 1,3 y 0,7. Mezclándo­
los, se obtienen 3 litros de densidad 0,9. ,Cuánto -se mezdó de 
cada 11110f 

R: 1 Y 2 litros. 

365. Una aleación de oro y plata pesa 255 gramos. Calcular la 
cantidad que contiene de cada metal, ~abiendo que el valor de ' la 
cantidad de plata es igual al de la cantidad de oro, y .que un 
gramo de oro vale tanto como 16 gramos de plata . 

R: 15 g. de oro y 240 g. de plata. 

366. Herón de Siracusa mandó bacer una corona de oro de 
7465 gramos de oro para el dios Júpiter. Delleando saber si el 
orfebre había reemplazado oro por plata, encarg6 a Arquímedes 
qu.e lo averiguara. Este sumergió la corona en agua, comprobando 
que perdía 467 gramos de su peso; el oro pierde en el agua 0,052 
de su peso. y. la plata 0,095. i Qué cantidad de plata había en 
la corona' 

R: 5632 g .. de oro y 1833 g. de plata. 

367. Un pagaré de 3700 $ fué descol,ltado al 8 % 3 meses 
antes de su ·vencimiento . . Calcular. el descuento matemático vel 
vall>t . efectivo. • 

R: 72,55. Y 3627,45 $. 
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368. A la mismal hora parten de Buenos Aires hacia La \Plata 
y de ésta: hacia Buenos Aires, dos trenes, cuyas velocidades son 
50 km. y 70 km., respectivamente. Suponiendo que las veloeida­
des sean uniformes y ~abiendo que la. distaneia 63 de 57 km., 
b a qué distancia de Buenos Aires se encontrarán los dos trenes 
y cuánto tiempo emplearán' 

R: 23,750 km. y 28 m. 30 B. 

,369. De dos lugares A y B distantes 20 km. y en la misma 
dirección, parten dos automóviles cuyas velocidades son de ~O y 
45 km. por hora, respectivamente. Suponiendo que parten en el 
sentido de A a B, ~a qué distancia de B se encontrarán' 

R: 60 km. 

370. Si A da a B 5 $, tiene 6 $ menos 'que B; pero ,si A 
recibe 5 $ de B, tres veees el dinero que tiell<l A es 20 $ más 
que cuatro veces el dinero de B. ',Cuánto ti-ene cada uno' 

R: A, 31 $; B, 27 $. 

371. Preguntados tres pescadores qué habían pescado, respon· 
dieron: Pescamos 19 peces, y uno de nosotros pescó 4 más que 
cada uno ele sul'/ des compañeros. ~ Cuánto' pescó cada, uno1 

R: 9, 5 Y 5, 

372. ' Ha11ar tres números, sabiendo que las sumas tomadas 
dos a uos son 8, 5 Y 7. 

R: 3, 5 y 2. 

373. El perímetro de un triángulo mide 38 m.; calcular sus 
lados, sabiendo que dicho triángulo es semejante a otro cuyos 
lados miden respecti,amente 5 m., 6 m. y 8 m. 

R: 10 m., 12 m. y 16 m. 

374. Repartir 1620 $ entre tres personas, de modo que las 
partes de la primera y segunda 'Sean ~mtre sí como 2 es a 3, 
y las partes de la segunda y tercera sean entre sí como 3 es a 4. 

R: 1", 360 $; 2~, 540 $; 3-,720 $. 
a 

375. Discutir el valor de a; en la expresión: a; - b _ e 

cuandd sea b mayor, igual o menor que c. 

3]6. El ,área de una corona circular está, dado por la fórmula: 
A =:re (W - 1"). 

Discutir el valor de .J. para R mayor, igual o menor que r. 
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CAPITULO XVI 

PROGRAMA .XVI. - Representación gráfica de funciones. - Variables, 

Función y argumento. Variaciones de la funci6n y = !:. 
x 

Coordenadas cartesianas ortogonales. Abscisa y oTdenada. Sigo 
nos. Dado un punto del plano, hallar sus coordenadas, yo reclpro· 
camente. 

Repres~ntaci6n gráfica de la función v = !:.. Representaci6u 
x 

gráfica d ... la función lineal: Verificaci6n de que los puntos rel'reo­
sentatívos de los parea de valores correspondientes perteneoen a 
una misma recta, y que, reciprocamentc, todo punto de esa recta 
tiene pOI' coordenadas un par de valores correspondientes de Ja 
función. Representación gráfica de ecuaciones de primer grado 
con dos incógnitas. 

Otras aplicaciones de la representación gráfica: Resolución 
gráfica de sistemas de dos ecuaciones de primer grado con dos 
incógnitas. Gráficos de temperaturas, de población, de ferrocarri. 
les, f\e conversión de monedas, etc . 

Representación gráfica de funciones 

148. Variables. - Todo número que en un problema 
o en una investigación especial puede recibir distintos 
valores, se llama variable. 

En la ecuación: y = 3x - 1 
puede x tomar distintos valores, de los cuales se deducen 
los respectivos de y; x e y son variables. 

En las fórmulas conocidas: 
b.h 

8 = -2- ; e = 2re R ; 8 = re R2 etc. 

son variables los elementos b, h Y R. 
149~ Constante. - El número que en un problema o 

inve~!ig1~tó"~ permanece invariable, se llama constante. 
Así en la fórmula que da la longitud de una circunfe­

rencia: 
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los números 2 y n, invariables en los cálculos, SOn las 
constantes, y R es variable. 

Generalmente las constantes se representan por las pri­
meras letras del abecedario, y las variables por las úl~ 

timas. 

150. Función y argumento. - Se llama !un&ión de 
.\111 número, o cantidad, a la expresión algebraica cuyo 
nMor depende del de ese número o cantidad. El número 
o cantidad de quien depende una hmción, se llama ar­
.gumento. 

Así, en la fórmula e = 2 :re R de la circunferencia, .omo 
2 y :re son constantes, el valor de e úepende del valor 
de R, diciéndose qüe la circunferencia e es función del 
radio R, siendo R el a1·gwmento. 

En la fórmula del interés: 

I
_ C . R . t 
- 100 

el interés 1 es !nnción del capital e, de la razón R y 
del tiempo t, pues el valor de T, depende de los valores 
de e, ·R y t, .y e, R y t son los argumentos. 

En la fórmula del á:t'ea' de un triángulo: 

S 
_ b. h 
- i3 

el área S es !1¿1'I1ción de la base b y de la altura h, mien­
tras que b y h son los arg1.m~e-ntos. 

Es usual llamar al argumento var;ia,ble ~~ndepen-diente} 
,y a la función var'iable depen-Wiente. . 



- 206-

En la e-:rpre~ión: y=2x-3 

x es el a1'gwmenta o va.1'iable independ1iel1te j y es la fun. 

ción O variable dependiente. 
NOTACIDN. - Para indicar que una expresión es fun­

ción de x se emplea la notación f(.1:) o F(x), que se lee 

ftl.nci6n de x, o efe de x. 
A veces se emplea la notación cp (x) o ljJ (x)) que se 

leen fí de x o psí de x, respectivamente. 

Se emplea esta notación para nO tener que repetir Ulla 

expresión complicada; así, si se tiene: 

y = 4x3 - 3X2 + 5.1' -1 (1) \ 

es má8 cómodo pserihir: 

.ti = f(x) (2) • 

Si en la expresión (1), la variable x toma los valores 
-2, O, 5, a, etc. , ~n expresi6n simbólica (2) se escribe, 

respertivamente: 

y=f(-2) ; y=f(O) ; y=f(5) ; y=f(Il) cte. 

151. Variaciones de la función y = a . . C • 

En eRtf), ecnación a es una constante distinta de cero. 

La ecua(~ión daela se llama ecuocirí11 de la l)rOporciona-
¿'idad cJ;irecta porqne de rIJa Re dedure que: 

JL = u (eonstanle) 
{f' 

cs decir: que la razón de un valor dI' y al COl'l'e'lpon­

diente de x es COllstante y, por consiguiente, son direc­

tamente proporcionales. 
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Supongamos que en la función dada sea a = 3, entono 
ces se tiene: y=3x 

Dando yalores a :r. obtendremos los valores correlativos 
para y: 

ir = 11- 4 1-. 3 1- 2 j- 1 I O 1 2 3 cnce 

Y = 11-121-91-0 1- 3 1 O 3 6 9 crece 

Comprobamos en la tabla de valores hallada, que a 
m~dida que crece x, también crice y. 

152 V ·· d 1 f " a . arlaClones e a unCIO'n y = -
x 

En esta función a es una constante y distinta de cero. 
La ecuación dad'a, o su equivalente xy = a, se llama 

ecuación de- la, proporci~nalida,d illlve.rsa, porque los valo­
res de x y los de. y . forman razones inversamente propor­
cionales, es decir, que la razón de los elementos de x, cs 
igual a la razón inversa de los respectivos valores de y. 

Supongamos que sea a· = 4, entonces se tiene ·: 
4 

Y=-x 
Daildo valores a x obtendremos los respectivos valores 

para y: 

x= 1 1-41-31~21-1 I O I 1 2 1 3 1 4 1 Cl'ece I 

y = 11-1 1-·: 1-2 1-41~x1:tel 4 2 l ·: 1 1 'clec1'ecé 
I 

En esta tabla de valores se comprueba que, a medida 
que m'ece el valor" de x,decrece el valor de y, y que para 
un valor 'lwlo de x, no existe ' valor para y. 
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Coordenadas cartesianas ortogonales 

153. Posición de un punto en un plano. - La posi. 
ción de un punto en un mapa está determinada por la 
longitud y latitud, que son las distancias angulares dol 
punto dado a dos círculos perpendiculares, que son el 
ecuador y un meridiano dado. 

Como en un ma­
pa, la posición de un 
punto en un pla­
no está determinada 
por sus distancias a 
dos rectas de refe­
rencia, análogas al 
ecuador y al meri­
diano. 

Sean xx', e yy' fi­
gura 3, las dos rec­
tas de referencia, 
perpendiculares, y 
supongamos que se 

X' 

P 

ell d(> las 

P 

~v 
p' 

A ,P 
!Il 
ni 

~ 
I~ abscislis 
:; 10 B 
QI 

p 
"C 

al 
'Qj Y 

fig. 3 

trata de fijar la posición del pllnto P, conociendo: 

d,istancia de P a x'x = 3 1tr1id. 
distan'Cia de P a y' y = 4 unid. 

Comprobamos en la figura que existen cuatro puntos 
que cumplen'la misma condición, de manera que, en rea­
lidad, no tenemos determinada la posición de un solo 
pt¡.n,to P, sino de cuatro. 

Supongamos que se conozcan las distáncias 1'elativas, 
y sean: Distancia de p' a x' x = + 4 unid. 

Distancia de p' a y' y = + 2 unid. 
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Teniendo en cuenta la convención estudiada en primer 
año referente a la representa.ción gráfica de los números 
enteros (f.'), comprobamo1> que con esos datos se determj~ 
lIa la" posición de un punto P', único. 

Las distancias P'A y P'B son la abscis(~ y ol'denadá 

del punto r. 
154. Ejes, origen, cuadrantes. - Se llaman ejes, a 

las rectas perpendiculare¡; que se emplean como líneas de 
referencia para determinat' la posición de un punto en 
un plano. 

El eje x'x se llama -eje de las x, y el eje y'y eje de las 
y, fig. 3. , 

El punto U, cornúu a los. dos ejes, se llama origen. 

Cada una de las cuatro partes iguales en que las dos 
rectas ¡Jet'pendiculares dividen el plano, se llaman eua­
(l¡'antes. 

155. Abscisa y 
ordenada. - Se 11a­
abscisa. de UJl punto 
pel'tenecieute al ejc 
de las x, a la medi­
da de su distancia 
al origen. 

Ejemplos, fig. 4: 
absc'isa de A=OA=3 
absC'isa ele B= O B= - 5, 

El eje de las, x 
también se llama eje 
de las asbcisas. 

X' B 

V 
G 

N 

O 

O 

V· 

Fig.4' 

P 

A X 
M 

Se llama orden.ada· de un punto perteneciente al eje de 
las y, a la medida de su distancia al origen. 

(*) Ver nuestra Aritmética. ¡Jura 1er, aiio, pfig, 169. 
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Ejem pIos, fig. 4; 

o?'denada de e = oc = 4 

onZenada. de D = OD = - 2 

El eje de las y también se llamá eje de las ordenadas. 
Dado un punto de un plano, sus abscisas y ordenadas 

son, respectivamente, las de sus proyecciones sobre am 
bos ejes. 

La abscisa y ordenada de 1Ul punto son las coordena: 
das del mismo. 

Ejemplo, fig. 4: 

orclcfJwda de P = PM = ON = 2 

abscisa de P = PN = OM = 5 
coo1'denadas de P. 

Los ejes perpendiculares de las abscisas y ordenadas 
constituyen un sistema de ejes dc coordenadas 1'eotan­
gulares. 

NOTACIÓN. - La abscisa de un punto se denota con la 
letra x, y la ordenada con la letra y. 

Para indicar que x = 5, e y = 2 son coordenadas del 
punto P, se escribe; 

p (~ ;), o bien: P(5/2) 

En general, las coordenadas de un punto M se indican 
así: M(x/y). ' 

156. Signos. - CONVENCIÓN. - Las abscisas Sit1tadaS 
a la derecha del O1'igen son positivas, y las situadas a la 
~'zqnie'rda, negativas. 

El sentido positivo en ambos ejes se marca con una 
flecha, como se observa el) las figuras 3 y 4. 
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157. Dado un punto de un plano, hallar sus coorde­
nadas, y recíprocamente. 

Ejemplos, fig. 5: 

1'.') llallar Zas coonZenadas del punto P. 

Se tiene: 

r:tbscisa de P = P A = 3 i .'. p( x = 3) 
ordenada de P = P B ......:. 4 y = 4 

2°) Hallar las coordenadas del punto Q. 
Se tiene: 

abscisa de Q = OC = - ó I 3 ) 
. 3 . Q(-5/--

ordenada de Q = OD =- 2. . . 2 

3~) Hallm' las com'denadas del plinto R. 

Se tiene: 

absc·isa ele R = O ./ 
ordenada. de R .' OR = 3 í . . 

4?) Dete1'minar la 
situación del plinto 

de coordenadas 

x=5, y=-4. 

Trazo x.= OE=5, 
e y=OF=--4, y 
el punto S, común a. 
las perpendiculares 

en E y en F, es el 
punto buscado. 

X' 

T 

e 
G 

Q 

y 

·R 
H 

o 
D 

F 

Y' 
Fig. ó. 

R(0/3) 

P 

E 
B X 

S 
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5~) Determinar la posición ' del punto de coordenadas 

x = ---:- 4 , Y = 2. 
Trazo x = oa = - 4, e y = OIl = 2, Y el punto T, co­

mún a las perpendiculares en a y en H, es el punto bus­
cado. 

OBSERVACIÓN. - De los ejercicios anteriores se dedu­
ce que, dado un sistema de ejes de coordenadas, a todo 
punto del plallo le corresponde dos números, y recípro­
camente, a cada par de números, considerados como absci­
sa y como ordenada, le corresponde un punto del plano. 

158. Representación gráfica de la función lineal. 
La función lineal es de la forma y = G/oC + b.-
Sea la función y = 2x + 2. (1) 
Dando valores a x obtendremos los valores correlativos 

para y: 

y = 11-4 1-2 1 O 1 2 

Punto: 11 A I B I e 1 J) 

Hemos visto en el 
párrafo anterior que 
a cada par de núme­
ros le corresp~nde 

un punto en un siste­
ma de ejes de coor­
denadas. Represen­
temos, fig. 6, cada 
uno de los puntos 
del cuadro (,2). 

Uniendo los pun-

, 

-- Y~ 
lE 

V 
ID 

X' V 
le o 

~ 
~/8 

IV; 
-r--VI1A 

y -¡--~I I 

Fig, G. 

1 

4 (2) 

E 

X 
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tos A, R .... E, obtenidos, con un trazo ('ontinuo, resulta 
una recta, que es la l'epresenlaeión (J1'áfica de la !unc1'óI1J 
lineal. 

OUSERVACIÓN. - Fácilmente se comprueba que los pun­
tos obtenidos A, E, C, D .... , pertenecen a una IlÚsma recta. 

Recíprocamente, las coordenadas de cualquier pnnto 
de la recta A E, del punto P por ejemplo, son una solu­
eión de la función (1). En efecto, si las coordenadas de 
P son x = - 5, Y = - 8, se tiene, reemplazando en (1): 

En cursos su­
periores se de­
muestra esta pro­
piedad que aquí 
cons1 a tamos, 

159. Repre­
sentación gráfica 
de la función 

a 
'j =X-. 

Sea la función 
4 

Y =- (1) x 
Dando valores 

a x obtendremos 
los respectivos 
valores para y: 

-8=2 (-5)+~ 

-1) =-10+ 2 

y~ 
I 

4 
F' 

y=- 1\ • - \ 

X 
O 

-h e c¡;-..., ~E 
1\ 

\F 

I 
v· 

Fig.7. 

E' 
f'.. O' C' B' ll? 

X 

Ix= 11-6 1-5 1-41-3 1-21-1 10111213,1'415161 
1 y II-ú,661-0,sl-11- 1,331-21-41? 14 1 2 11,3311 '1°,81°,66 

,~II A lB I·e l D IEIFII F'IE'I'D' IC'IB'IA', 
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Representando gráficamente cada par de números en 
un sistema de ejes de coordenadas, fig. 7, Y uniendo to­
dos los puntos por un trazo cOlltÍnuo, resulta una curva 
llamada hipérbola equ.ilále1"()" que es la representación grá­
fica de la función dada. 

La figura obtenida, en cualquier caso, se llama imagen 

o gráfico de la función dada. 

160. Representación gráfica de ecuacIones de pri­

mer grado con dos · incógnitas. 

1?) Representar gráficamente la ecuación 

3x+.J.y=-4 

Resolviendo res­
pecto el y, resulta: 

-3x-4 
Y=--4-

La imagen de est.a 
función es, según sa­
bemos, una "recta, y 
como ésta queda de­
terminada con des 
puntos, sólo daremos 
fl x dos valores dis­
tintos. 

Si x=4: 

'r-... 

X' 

resulta y=-4, 

Si x=-4, 

resulta y=2 

y 

"-B 
........ 

\Y~r-.... 
"><-)...0 

<1y 0-
~ 

:-... ...... ~ 

r ""-A 
V' I 

Fig.8. 

. . A(X=4 ) 
J=-4 

B(Y=-4) 
.. y == 2 

"'-

) 

..... 



- 215-

Representando los puntos A y B, ligo 8, Y uniéndolos 
(~on una rrgla, resulta la recta AB, que es la imagen ele 
la función dada. 

2°) Representar gráficamente la ecuación 2x = 4y. 
Resolviéndola respecto a y, resulta: 

2x 
Y=T 

F\i x =4, 

resulta y=2 
M(4j2) 

Si x=-6, 
. resulta y=-.3 

N(-6/-3) 

y representando gráficamente los dos puntos, al unirlos re· 
sulta la recta MN. 
que es la imagen 
de ·la función dada, 
fig. 9. 

OBSERVACIÓN. 

Nótese que según 
el ejempló primero, 
c1lando 1ma ectla­
ció-n. t7:ene término 
in d e p end.iente, la 
,'ecta imagen de 
ella no pasa pO?' el 
O1'igenj m i e n tras 

X' 

bri 1./ 
~7 

I-~ ...... 
N 

y j-j'-

. 1./"" V 
-

./ V M 
..... V X 

V O 

-

-Ic--c--
V' . 

Fig.9. 

que, según el ejemplo segundo, no teniendo té1"mi11O indc­
pendi~nte, la recta sí pasa por el origen., 



- 216 -

Aplicaciones de la representación gráfica 
161. Resolución gráfica de un sistema de dos ecua­

ciones de primer grado con dos incógnitas. 

Sea el sistema: 

J x + y = 5 (1) 
/ 2x- y = 4 (2) 

Según hemos vis­
to en el párrafo an­
terior, cada una de 
las ecuaciones (1) Y 
(2) representa, grá­
ficamente, una recta. 

Determinemos la 
recta de la ecuación 
(1), de la cual: 

+- 'x, A 

.J.~ 

<S:"'-
I 

DIl 
'" O J¡; 

I/~ 
JI-

e 1/ .... 
Ir'\¡ 

'/ 

Fig. 10. 

y=O I .. A(Oj5) 
resulta x = 5 I 
Si x=O / 
resulta y = 5 I B(5jO) 

/ 
V 

I 
/p 

f-- -
:'\ 

1'8 

'" i' 

Representando los puntos A y B, fig. 10, resul,ta la 
recta AB, que es la imagen de la ecuación (1). 

Determinemos la recta de la ecuacióll (2), de la cual: 
y= 2x-4 

Si y=O 
resulta =-4 

0(0;-4) 

Si X¿=O / .. D(2jO) 
resulta :t = 3 I 

Representando los puntos e y D, fig. 10, resulta la rec 
tu eD, que es la imagen de la ecuación (2). 
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Cada recta tiene un número infinito de puntos, pero 
sólo el punto P es común a los dos. Las coordenadas del 
punto común, x = 3, Y = 2, s'on la solución del sistema 

dado. 
En efecto, por pertenecer P a la recta representativa 

de la ecuación (1), sus coordenadas &on solución de (1); 
pOI' pertenecer P a la recta representativa de la ecuación 
(2), sus coordenadas son solución de (2), y como el punto 
P es único, sus coordenadas son la f;olución del sistema 

propuesto. 
. De todo esto dedu­

cimos la siguiente: 
REGLA PRÁCTICA.­

Para t'esolve'r grálic 
camen.te 1tn sistema 
de dos ectwciones de 
pl'imet' grado con 
dos i.ncógníta.s se 1'e­
pt'esentan gráfica­
mente ca,da 1t1W de 
las ecn(lciones, y si 
las rectas obtenidas 

..... 

X 

, 
1\ 

....... N 

y 

lP 
r\' r-.... 

-

\ ~ i"'-r-.., A 
~ ........ ~:'f... I}C 

. &\~ 10 Br--.~ 

~ I\~ 
\, 
t\.\l' 
)J 
'""l\, 

Fig. 11 . 

se cortan, las coordenadas clel punto cOl11rín constitT~yen la 
solución del sistema 4 

Ejemplo: Resolver el sistema: 
\ x+ 2y = 2 
)2x + y= - 5 

(1) 
(2) 

En la (1): 

Si x=O 
V=1 

Si y=O 
Ji:;=:2 

l·" 
l·, . 

. ;1 (0/ 1) 
( Recta .A.R, fig. 11, 

~\ w R(2/ 0) 
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En la (2r: 

Si x= O 

Y=-5 ! . . 
Si ~ - ~ ~- l .. 

2 

C (0/ - 5) ) 

~ Recta CD, fig. 11. 

D(_~/O)~ 

Las coordenadas del punto P común, son la solución 
del sistema, es decir ; 

162. Gráfico de temperaturas. Durante los días 
que duró la enfermedad de una persona se anotaron, en el 
cuadro de la fig . 12, las temperaturas que tenía día a 
día. Se ha toma­
do como orde­
nada la tempe­
ratura., y como 
abscisa el _pe­
ríodo de tiempo 
de la medición ; 

41' 

~ 
40' 

~39' 

~36' 
E 
(1) 37' 
~ así, por ejemplo, 

36' 
el día 3 se ob­
servó que tenía 
38°,7 de fiebre. 

35' 

V \ / 
,........... 

\ 
/ \ 

1/ 
Temperatura normal 
~I I I I I 

Di ~s 
1 2 3 4 5 6 

La . unión de to- Fig. 12. 

\ / ~ '--

7 8 9 10 

dos los puntos marcados nos da el gráfico de la te-m­

perat~t1"a del enfermo. 
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163. Gráfico de población. - En el gt'áfico de la 
figura 13 tenemos representado el crecimiento de la po­
blación de la República desde el año 1865 basta 1925, de 
cinco en cinco años. 

/ 
9 / 

8 V (/) 

J CIl ... 7 / c:: 
lIS .... 
:c 6 / 
(\\ / s: 5 
CIl 

'O 

(/) 
4 /' 

al L e 3 ¿ o - ¿ -= 
:E 2 ....-......-

1 

.,., = '" = .,. = '" = In o In = .,. 
(O r- ..... .., ca al Ql C> <:> - ;:;; .... N .., IX> <r> "" 

.., .., .., Ql '" en - al ~ - .... .... ..- - .... - - - - -
Fig. 13. 

La cifra de la población de cada afio figura en El Co­
me·reío Exte1'Íor Argentino (1). 

Las abscisas son los quinquenios, y las ordenadas las 
~ifl'as de la población. 

(1) Publicación ¡mual de la Dirección de Estadística del J.1ini.lcrio 
do Agricultura. 

Los mismos datos pueden ver:>" en Estadística, pá~ .. 11, por Lo Dag· 
,'¡no Pastoreo 
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164. Gráfico de Ferrocarriles. - Los gráfioos de 
fe1TOCarriLes consisten en unos cuadros en donde las absci· 
sas marcan las horas, y las ordenadas las estaciones. 

Se supone que entre dos estaciones el movimiento de 
los trenes es uniforme, representándose por un segmento 
de recta, y la mayor o menor inclinación de éste indica 
la mayor o menor velocidad del tren. El cruce de dos 
segmentos indica el cruce de los tren~s correspondientes, 
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Fig. 14. 

lo que debe suceder sólo en las rectas h.orizontales o es· 
taciones. 

La figura 14 representa un detalle de un gráfico. La 
línea a indica que un tren sale de la estación A a las E 
y media y llega a la estación B a las 9, en donde para 
10 minutos. De B sale a las 9 y 10 y llega a la estación 
e a las 9 y 47. En e demora 13 minutos, en donde espe 
1'a un cruce con un tren b que salió de E a las 9 y 23 
Ejl tren a lle~a a la estaciól1 E a las 11 r cuarto. 
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La recta e es el gl'áfico de un tren rápido que sale de 
A a las 10, tie cruza en B COIl el tren b y llega a la esta­
ción E a las 11 y media. 

Estos gráficos se utilizan sólo en las líneas en que por 
una sola vía van y viencn dos trenes. 

165. Gráfico de conversión de monedas. - En una 
casa de cambio 1I0S han dado 109 francos franceses por 
~O pesos moncda nacional! resultando ' el franco a poco 
más de 9 centavos, según el tipo de cambio de los úl­
tintos .tiempos. 

. •.•• • ....... . .. _ . . ~ ~. 0'=_ . '~. +.= .. ~. -=t=. -= .. =-·b .. =-~-+--=/=-.wp 

1--- --r- I---jl----+-- +- -+----b ... /"-..I---+ 
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u /1-' ;-+--1--' -r--- .+--+-/-7'~-~-_+-.,.f---; 
at-t--l--- I--
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c·· . ... ·· .. ···~ 

- ---+--'-f--+--+--f 
t--7'F/_-f--,:- I-- '¡-"~--+--t-+---+--+---i 
/ Pesos 

o F 

Fig. 15. 

Con esos daios vamos a construir un gráfico que nos 
permita, a ese tipo de cambio, convertir pesos en francos 
y viceversa. 

.. 'l'omemos en el sistema de la figura 15, como abscisas 
los $ " y como ordenadas los francos y determinemos 
el punto P de abscisa 10 ( $~) y de ordenada 109 (fran-
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(:os) ; la semirrecta OP nos permite la conversión que de· 
seamos. 

Ejemplos: 

H) ¿ Cuántos ' francos equivalen a 2,50 $? 
Tomo el punto A' de abscisa 2,50 y trazo AB perpen­

dicular al eje de las abscisas. Por el punto B trazo BU 
perpendicular al eje de las ord'enadas, obtcniendo cl pun­
to O de ordenada 27,25, que son los francos que cqtúva­
len a 2,50 $. 

2?) He comprado varios libroB por 73 ir.; calcular 
cuántos pesos importa la compra. 

Tomo el punto D de ordenada 73 y trazo DE perpen­
dicular al eje de las ordenadas. Por E trazo EF per­
pendicular al eje de las abscisas, obteniendo el punto F 
de abcisa 6,70, que son los pesos que equivalen a 73 
francos. 
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