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INTRODUCCIÓN AL TERCER VOLUMEN 

Este tercer volumen de nuestra Geometría Elemental res
ponde al programa del 3er. curso de los Colegios nacionales 
argentinos. Las « razones y proporciones" que forman su 
argumento principal han sido presentadas anticipadamente en 
distintas ocasiones, según la indicación de los programas, pero 
ahora se desarrolla la teoría completa,· por eso no nos limita
mos al conocimiento del caso conmensurable, tratamos también 
el caso inconmensurable. En este libro la teoría está expuesta 
de manera suficientemente completa pero reduciendo al mínimo 
los desarrollos relativos al caso inconmensurable. 

En la forma que lo hacemos, nuestra teoría resulta inde
pendiente de iodo desarrollo algebraico respecto a los números 
irracionales; más bien ella ofrece al profesor que lo desee, la 
vía más natural para satisfacer este punto del programa de 
álgebra, como podrá verlo en el apéndice de este tomo. En 
efecto, el estudio geométrico de los irracionales, que tiene, por 
otra parte, la más larga tradición histórica, es preferible a las 
teorías puristas y abstractas, de las cuales los jóvenes alumnos 
no logran comprender el valor. 

F. E. Y H. A. 
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RAZONES Y PROPORCIONES 

§ L MAGNITUDES GEOMÉTRICAS 

Caracteres de las magnitudes. - Magnitudes homogeneas. - Comparación 
de magnitudes. - Suma. - Diferencia. - Múltiplos y submúltiplos.
Postulados de Arquímedes y de la divisibilidad. - Propiedades de los 
múltiplos y submúltiplos de una magnitud. - Ejercicios. 

1. Para los segJllenlos, los ángulos, los (JJ'C()S y 
:in/of('S circulares de igual radio yale la relación 
rllndameMal de igualdad y dpsigualdad, de manera 
que dos figuras de l1n~ cuul([Uiera de estas clases 
se plleden siempre ('omparar enlre sí. Además, para 
cada nna de esas clases de ligaras hemos definido 
[a suma y la diferencia; y en los Cap. prec. hemos 
reconocido que, respecto a la igualdad (y desi.gualdad) 
y a la suma (y dü'erencia), las diversas especies de 
figuras enumeradas gozan de un conjunto de propjeda
des comunes (véase el próximo n. 3), las cuales tienen 
por sí mismas un inmediato carácter de evidencia, 
puesto que responden al concepto inluitivo de magnitud 
(g('onu)lrica). Por eso los segmpnlos, los ángulos, los 
(f["CO!( y los sc\.lores (/(' igual radio constituyen otras 
tantas clases d(' magl1iludps (geométricas). También los 
poligonos constituyell una cla.~(' (/(' magnilcl([pl5, si se 
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asume como relación fundamenlal no ya la igualdad 
(superposición), sino La equivalencia o igllaldad dp 
s1lperficie (cfr. Cap. V libro 11). ' 

En otras palabras: cuando se quiere considerar un 
polígono como magnitud, se debe pensar sustituible 
indiferentemente por cualquier otro polígono equiva
lente a él. 

Vemos, pues; 'que el concepto de magnitud es muy amplio: [\Sl 

las longitudf'S de los segmentos, las amplib((le:s de los ángulos, 
las 8upel:flcieN de los pOlígODOS etc., son magnitudes. Ahora bien, 
como a cada segmento corresponde una determinada longitud, H 

cada ángulo una determinada amplitud, etc., cada una de ellas 
recibe el nombre de cantidad; así un segmento tiene una canti
dlld de longitud, un polígono una cantidad de superficie, etc. 

En el texto usamos, sin embargo, las palabras ma,qndad o 
Nlntidad indistintamente porque creemos que no darán lu~ar a 
equívoco. 

2. Las magnitudes de una 111 isma clase se llaman 
homogéneas enh'e si: la igualdad o desigualdad no es 
posible más que entre magnitudes homogéneas; por eso, 
hahlando de magnitudes que se comparan, a menudo 
se sobreentiende la palabra "homogéneas". 

En adelante las magnitudes cuya especie no esté 
indicada las designaremos genéricamente con las letras 
mayúsculas del alfabeto latino; continuaremos, en cam
bio, empleando las letras minúsculas negritas (a , b ... ) 
cuando nos referiramos, en particular, a los segmenLos. 

La igualdad entre magnitudes se indicará con el 
sigilO = (igual). 

3. Como premisa a las consideraciones que des
arrollaremos sobre la comparación de Inagnitudes ho-
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mogéneas en general, es útil resumir aquí las propie
dades relativas a la igualdad (y desigualdad) y a las 
sumas (y diferencias) que, como hemos dicho en el 
ll. 1, constituyen los atributos característicos de las 
magnitudes en general: 

1) Dadas dos magnitudes (1) hOJllogéneas A y B, se 
lieJl(, necesariamente: 

o A>B o A=B o .A. < · B· 

2) La igualdad goza de las propiedades reflexiva, 
simétrica y transitiva; es decir, 

A=A 

de A = B resulta B = A 

(le A = B Y B = C resulta A = C. 

;~) De A > B se deduce B < A Y recíprocamente; y 
de A > B Y B > C resulta A > C. 

4) A + C > A; Y recíprocamente, si A. > B, existe 
l/na magnitud e, que s(' indica con A _ . B (diferencia 
entre A y B) tal que 

A = B + C. 

5) De A = A' Y B = B' se obtiene 

A + B= A' +B'; 

.LI Sl, además, A > B, se tiene también A' > B', Y 

A - B = A.' - B'; 

es decir, Sllmas o difermcias de magnitllde.c; igllales son 
¡!Jllales. 

(1) En rigor dehiera decirse: dadas dos cantidades A y B de magnitudes 
horTIogéneas, etc. 
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(i ) La !;IlI1W go::a di' La!; jJrojJif'dad,'s Nlllllllllllliua y 

aso('ÍatiTla, es decir: 

. :-1 -L B = R + A, .i + (B + C) (:-1. + B) + c . 
7) Dadas dos l1Iagniludes hO/JIog(ineas, f'.rislf' sÍl'mpn' 

/In lJIúlliplo ele /lna de ellas quP Sllpi'/'a a la. otra (pos
tulado de ARQuÍl\mDEs) . 

K) Dada una magnitud A. p_1:iste y ('s umca, para 
clLalquier elllpro 11, el submúltiplo {- A de A SI' fllÍll 1I 

«(lj" isihilidad de las m.agnitudes). 

Hemos tenido ocasi6n de ubservUl' esta propi edad inLlJili\'il )' 
de postularla para los segmentos (11 n. 1,5). 

Ella se reconoce igualmente cierLa para lo::; úugulus ~. los 
Ci rcos o sectores circulares (la aguja del reloj cou sus minutos, 
divisiones angulares iguales entre sí, acaba por describir sobre el 
(' U adran te tantos giros cuantos se quieran). 

La proposición se extiende también a las superllcies IJoligo
nales, pues éstas son siempre transformables en l'ef·tán,Q'ulos d(> 

base aada Cú n. 40) (1) . 

Propiedad de los múltiplos y submúltiplos. 

4. Con el objeto de abreviar lIueslras consideracio
nes conviene establecer pru:a las magnitudes en generaL 
algunas consecuencias evideutes de las defs. de múltipLo 
y sllbmúltipLo que, fueron enunciadas en parte , al tratar 
(le los segmentos. 

De cualquier modo que se e lijan los números CII

teros JlI y Il , se tiene por definición: 

m (n A.) = m H .' l = 11 (1lI L{) ; 

l1l fl + 1l A = (m + 11) A, y 

el) En lo sucesivo, con los $ubilldices 1, 2. illdicarel\lo~ los cap itulo' el e! 
l." y 2.0 lihro. respectivamente ; asi V, indica e l tUp. y del 2,° libro. ctc. 
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1 (1 ) - rl 
n J1! 

Si se c.onsi(lera la magnitud 

es dec.ir el mill O. lllllltiplo del II /JI0, suhmúltiplo de ..1, 
ele la igualdad precedente se deducen sucesivaUll'ute 
(dividiendo por 11!, multiplicalltlo luego por m JI y did
(liendo después por n) las igualdarles siguientes: 

f 1 1 ( ) - B= - A'nB=mA'B= - mA 
/11 n ' ' ll 

SI' ti(>/lf', ('nlom'(',~, }Jara cada par di' Pll[f' J'ns 111 !/ n 

y para tualr¡uil'J' /l/agnitud A, 

La \lila o la olra, illui ferellle mente, de 0slas <los 
magniludes iguaJes se designa ('.011 

qlll~ se lre: 

111 

n 
.t 

« 111 enésimos ,<le _"1», de la cual se diee que se obliene 

« mnHip]ic~U1do J. por ~: » o « to1llanoo los ::' de ,\ ». 
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Suele llamarse tam bién ji'acción de A. según el 
• In 

l1UJnero n' 
Se reconoce en seguida que de; 

111 
B 

H 
A, 

se deduce 
11 

A B. 
In 

5. En lo sucesivo serán frecuenlemente útiles los 
dos lemas siguientes sobre la multiplicación de magnI
ludes por números (enleros o ti'accionaríos). 

a) Dadas dos magnitudes hOlllog(Jneas .4 y B Y 

l d ' l' 111 ' oma o un numero ella qmera -----rl' segun sea: 

A>B o A=B o .tl < B 

es lambíén, respecliuamente, 

111 m 11l m m 
- A> - B:o A IL o n n Jl · n n 

y recíprocamente. 

La primera parte se l'e<:ono(;e lnmediatamenle <.:iel'la en caRO 
de que se mullipliquen A '1 B por un mismo número entero m. En 
efecto, de A = B resulta m A = m B, porque sumas de magnitudes 
iguales son iguales (n. 3); Y si A y B son desiguales y se tiene 
p. ej. A > B, es decir, A = R + e, se obtiene; 

¡¡¿ .1 = m B + m e > /)/ B. 

La Pl'oposicióu se extiende en seguida al caso en que se 1I1ul

tipliquen las dos magnitudes pOI' el recíproco ~ de I1n número 
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entero (o sea que ellas se dividan por n). En efecto, si es A = B 

se tiene también..!:...- A =..!:...- B por la unicidad del submúltiplo; si, al 
n n · 

1 1 contrario, es, p. ej. A > B, no puede ser - A ~ - B, porque en n-n 
tal caso, multiplicando por el entero n, se obtendría A ~ B, contra 
la hipótesis. 

Finalmente basta reunir los dos casos particulares considerados 
(multiplicación y división por un entero) para demostrar el lema 
directo también en el caso general, en el cual se multiplican las 

dos magnitudes por una fracción cualquiera E2-. 
n 

La proposición recíproca es inmediata. Según sea: 

.!!.!:...A>E2-B o o n n 

multiplicando por ~, respectivamente, se tiene: m 

A > B {) .A = B o A < B. 

b) Dados dos números .: y : y considerada una 
magnitud cualquiera A, según sea: 

m p m p m p 
> o - o > n q n q n q 

se tiene, respectivamente, 

m 
!!..A 

m p m p 
- A> o A - A o A< - A, n q n q n q 

y recíprocamente. 

Para demostrar la proposición directa notemos que según 
sea: 

\ 

m L m =L m L. > ú G < n q n q n q 
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Se sabe por Aritmética que (multiplicando por q n) respecti
vamente 

In q > P n , In q = p n, In q < p' n 

y entonces, por la del. misma del múltiplo, 

In q A > P nA, In q A = P nA, In q A < P n A; 

y de aquí, clividiendo por q n (lema a), se deduce respectivamente 

La proposición recíproca se demuestra razonando por absur
do y por exclusión (segunda ley de las inversas lIt n. 19). 

6. Notemos que el lema a) permite enunciar la 
proposición de ARQUÍMEDES (n. 3) bajo la forma: Dadas 
dos magnitudes homogéneas A y B, se puede siempre 
encontrar un submúltiplo de B menor que A. 

Tomado, en efecto, un entero n hastante grande 
para que sea: 

B<nA 

se tendrá, dividiendo por n (n. prec. a), 

1 
B < A. n 

EJERCICIOS 

1) En el n. 3 hemos enumerado las propiedades características de 
las magnitudes geométricas. El concepto de magnitud es, 
en cambio, más general; algunos autores adoptan la siguiente 
def: Las propiedades de los cuerpos o de entes abstractos 
para las cuales tienen sentido la igualdad y la suma, se 
llaman, magnitudes. En este sentido demuestre el lector que: 
a) el peso de los cuerpos es una magnitud; 
b) los números forman un sistema de magnitudes; 
c) las fuerzas y las velocidades son magnitudes. 
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En cambio, pruébese que: 
2) La forma, el color, las temperaturas termométricas, las cotas 

de nivel de los puntos de un terreno con respecto a un plano 
de comparación, no son magnitudes. 

3) Las magnitudes consideradas, es decir, las geométricas, tienen 
la propiedad de poderse poner en correspondencia bi-uniooca 
con la escala de los números reales o con los puntos de una 
recta, por esto se llaman magnitudes escalares. 

Pero hay magnitudes (las fuerzas, las velocidades, los vecto
res, los números complejos, etc.) que no cumplen dicha con
dición, no son magnitudes escalares. 

Estas no pueden compararse con criterio tan simple como 
las escalares. El ejemplo que damos aquí, para comparar dos 
fuerzas de distinta dirección, a pesar de ser muy natural, no 
cumple el postulado de ARQUÍMEDES. 

Consideremos las fuerzas aplicadas en un mismo punto O 
del objeto P y que tienden a "rrastrarlo en la dirección Ox. 
De dos fuerzas cualesquiera F, y F convendrá considerar 
como mayor aquella cuya proyección sobre Ox sea mayor 
en valor absoluto porque su eficacia es máxima cuando la 
fuerza es paralela al camino Ox ('). Así, es F, < F si 'OF,' 
proyección de FI sobre Ox es menor que OF' proyección 
de F. La fuerza F. perpendicular a Ox es menor que F 
por no su proyección es nula, y como cualquier múltiplo m F I , 

de F 2 por grande que sea, tiene también sobre Ox proyección 
nula resulta que ningún múltiplo de la fuerza menor FI puede 
llegar a superar a la fuerza mayor F. Por lo tanto el pos
tulado de ARQUÍMEDES no se verifica. 

4) Determinar el menor múltiplo de la Va7'a (0,866 m) que supera 
a un segmento de 17 m. 

5) Si A, es una fracción E!:... de una magnitud escalar A, y As es otra 
n 

fracción m: de la misma magnitud, demostrar que la fracción 
n 

. 1 m. + m' d A tá d'd 1 d Aa 19ua a n +- n' e ,es compren 1 a entre as os 

fracciones anteriores. 
6) Calcular en grados, minutos y segundos ~xactos la diferencia 

entre un tercio de un ángulo recto J' un séptimo de un án
gulo llano. 

(1) Si tienen igual proyección, se podrá considerar mayor aquella que tie
ue mayor proyección sobre una direcc~n perpendicular al camino Ol:. 
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\ 

§ 2. MAGNITUDES CONMENSURABLES 
Y MAGNITUDES INCONMENSURABLES 

Razón entre dos magnitudes. - Magnitudes conmensurables. - Magnitudes 
inconmensurables. - Ejemplos. - Comparación de razones. - Ejer
oicios. 

7. De la comparación de dos cantidades homogé
neas A y B surge la idea de una relación o "razón" 
entre las dos magnitudes. Una relación tal resulta bien 
determinada cuando se reconoce, p. ej., que un seg
mento es igual al doble de otro segmento, o que un 
ángulo es igual a los dos tercios de otro ángulo, etc. 

Hablando en general, ponemos la siguiente: 
Def.: Si dos magnitudes homogéneas A y B están 

dadas por la relación 
p 

A = - B, 
q 

donde ~ es un determinado número (entero o fracciona
rio), se dice que la razón de A a B es igual a ~ , y se 
escribe 

A:B = .!!.. 
q 

(que se lee: "razón de A a B igual a : " o también 
"A está a B en la razón : "). Así, p. ej., si es A = B 
o A = 2 B o A = { B, la razón A: B es igual, res
pectivamente, a 1, 2 Y f. 

8. Si, dadas dos magnitudes homogéneas cualesquie
ra A y B, se pudiese encontrar siempre un submúlti-
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plo 1- B de la segunda que estuviese contenido exacta
mente un número entero p de veces en la primera, la 
relación entre las dos magnitudes resultada, en cada 
caso, completamente caracterizada por el número : ' 
que llamaríamos razón entre ambas magnitudes. 

Pero puede suceder (y es éste el caso más fre
cuente) que, dadas dos magnitudes homogéneas A y B, no 
exista ningún submúltiplo, por pequeño que sea, de B, 
que esté contenido un número exacto de veces en A. 

Estas magnitudes se llaman inconmensurables entre 
si; en camhio, se llaman conmensurables dos m.agnitu
eles, de las cuales una, como se ha supuesto en el 
n. prec., es igual a una fracción de la otra, es decir, 
a un múltiplo de un submúltiplo de ésta. 

La existencia de magnitudes inconmensurables cons
tituye un descubrimiento importante de la Escuela pi
tagórica (alrededor del 500 antes de C.) y es uno de 
los resultados fundamenlales de toda la Geometría. 

9. Para no interrmnpir más tarde nuestras conside
raciones, mostremos en seguida dicho resultado, recu
rriendo precisamente al mismo ejemplo, en el cual fué 
notado por los pitagóricos. Demostraremos, pues, que: 

Son inconmensurables entre sí el lado AB y la diago-
nal AC de un cuadrado cualquiera ABCD. D e 

Razonando por ahsurdo, suponga-
mos que existan dos enteros p y q, ta-
les que sea 

AB 

P 

A. C 

q 

así que diyidiendo AB en p parles 
iguales y AC en q partes iguales, todas A 
estas partes de AB y .tC resulten iguales entre sí. 

B 
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Si elltollces se trazan e1l <:'1 cuadrado dado las pa
ralelas 11 los ImIos por los puntos de división eH fJ 
partes iguales de .1B y .llJ) el cuadrado resultaríu des
compuesto ell p2 cuadradiLos iguales entre sÍ. 

.\n:Uogamente, construyendo el cuadrado <le la dia
gonal AC y trazando por los pUlLlos de divisiólJ de (los 
lados COlISeClÜi\'os eu q partes iguales las paralelas a 
los lado'!>, tlescompondremos el cuadrado de rlC eu q~ 
cuu(h'ados iguales entre sí e iguales a aqu ellos ('11 los 
cuales eslú descompuesto el cuadrado dado. 

Pero el triángulo ABC es rectángulo e isósceles . el 
cuadrado de AC es, por el teol". de PITÁGOHAS (V2 11. 17), 
equivalente al doble elel cuadrado de .'lB; de numera 
(Iue, si estos dos clraclrados fuesen (lescol1lpouibles res
peetivamenle en q2 y p9 cuadrados lodos iguales, dph(.'ria 
suhsislir la identidad aritméticn (1I . • \ b) . 

la cual es mani fteslumenle absurda, porque, mientras 
el segundo miemhro eontiene el faclor primo 2 ulIa 
vez o un número impar de veces , el prjmer miemhro 
no lo pueoe eOlltener sino un número pm' o nulo <le 
vec.es. 

Como ejereieio se Pllede <lellloslrar, <le mallera 
Hn:íloga, que. (>11 UH lriángulo ('lJllilált>f() cualqllif'fa. SOl! 

iJlC()llm('HSllrabl('s f'nlrf' sí ('! lado !I la a!tum. 

Comparación de razones 

10. Expueslo lo ~mterior , coloquémollos en las COll

c1ieiones más generales posihles, es decir, consideremos 
dos magnitudes homogelleas ,·t y B eualesql1Íera, supo-
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/liendo ignorar si se LraLa de magnitudes conmensura
bles o 1\0: y Lomemos LIlI número cualquiera p. ej. ~ . 

'. Si, al comparar A {'OH los ~ 11, se encuenlra que es 
ex adam en le 

'. A. ,l 1:J, 
.i 

[as dos magniludes A v U SOH conmensurahk,., y, por 

defillición, están en la razón ~, 
EX.e111ído esLe caso. serú necesariamellle, (n. ;~) 

IJ .) 

j > ,) Jj o hicll . \ < .) H. 
.) J 

Si , para lijar las ideas. suponernos \'crilicada In 
primera hipótesis, queda, naturalmenLe. todavía dudosa 
la l'onmensurabilidad de A y B: pero estamos seguros 
que, si las dos magnitudes son conmensllrabLes, su ra
zón ;, cualquiera que ella sea, de he ser mayor que ~ . 
porque de 

}J :1 
. l - JJ Y A. > n 

q .) 

se ( l('sprende , 
¡> 

.. 
.) 

- n > !) 
n 

q 

y por lo I.mlLú ( n. .), /1 ) 

/J :1 
> 

r¡ .l 
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Análogamente de 

.3 
A< 

.) 
B 

se s'gue que, si A y B son conmensurables, su razón 
'3 

J. : B no puede ser sino menor que -i . 
... .. P<;>r . natm'~l .e~tensiÓn, desde ahora en a<lelante, 

diremos también que si A y B son inconmensurables , 
la razón A: B es mayor o menor que f , segt'm que sea 

o l .~ B .r < _ 
J 

Para hablar en general, pondremos la siguiente 
definición que en el caso de magnitudes conmensura
bles, como acabamos de verlo, está en perfecto acuerdo 
con el concepto ordinario de desigualdad entre nú-

meros: 
Def.: Dadas dos magnitudes homogéneas A y B, s(> 

dice qlle la razón A: B es mayor que un número :: 
o, indiferentemente, que el nlÍmero : es menor que la 
razón A: B, si es 

m 
J. > B' , 

n 

y en tal easo se escribe 

117 m 
A:B> o <A :B. 

n n 
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Se dice que la razón .'"1 : B es menor que el nlÍmero 

: () que ':: es mayor que A : B, si es 

m 
.1 < R· 

n 
, 

y se escribe 

m m 
. -1 : B < · 0 >A:B . 

n n 

En par licular, según sea A > B o A < B, la 
razón A: B es mayor o menor que 1. 

ll. De la def. del n. 7 y elel n. prec. resulta sin 
mús que: 

Dadas dos magnitudes homogéneas A y B cuales-

quiera y tomado arbitrariamente un número ':: , se 

/lerifica siempre uno y uno sólo df los tres casos: 

IH 
.1:B > o 

n 

m 
-1'B--~ . - n o 

m 
A:B < 

n 

Además para la desigualdad entre razones (de mag
nitudes inconmensurables) y lIúmeros (enteros o frac
cionarios), definida en el n. prec., valen las mismas 
propiedades que para la desigualdad entre números; 
es decir, si las magnitudes A y B son inconmensurables: 

a) Cada número menor que un número menor que 
la ra:=ón A: B es también menor que A : B; Y análoga
mmle para los números mayores; es decir, de 

nI m' 
< < A:B 

n n' 
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se ([('duce 
11l 

< ~ l: n; , 
H 

\' ele 
111 JlI ' 

> 11 ' 
> . \: H 

II 

l'l"sulla 
111 

> J: H. 
11 

h ) Tod() HÚmer() JIlf'/WI' I/UC .1 : B ('~ Lambit' /l J/I(' J10/ 

q/lf' lodo lllí /llpro mayor r¡1lf' , \ : R : es decir, (1 e 
, 

JIl /JI 

< .:-1: B y . \: 13 < 
n Il 

se ohli e ut' , 
JIl 1JI 

< , 
II n 

.\i mimen) ," (' S ~ \ : H /Ju('(ú' un meno/' IJUl' sc 
11 e) 

{'Jl( 'olllrar Siflllprp algún J1ú/11pro mayol' que ';; y m('no/ 

f/llf' . \ : 15 (es decir , comp/'Plldido I'n/u ':,' y JI.: H), !J 
llná/o!jllmenll' para los nlÍmeros mayores, 

Dejando las demostraciones inmediatas de las pro
posiciones a) y b) (que podrán ser desarrolladas conto 
ejprCicio) . HOS limitamos a justificar la e). 

SlIpueslo 
J1l 

A. :B > -
JI 

o sea , por <le !'. , 
11/ 

A> B . 
n 
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basta tomar un submúltiplo + B de B, menor que la 
diferencia A - : B (n. 6), es decir, tal que sea : 

m 1 
A 

n 
B> B, 

s 

para que resulte 

(
Ill 1) A> - +- B. 
n s 

I 

Se ve así que el llluilero ~ + + evidentemente 
mayor que :, es también menor que A: B. 

12. A fin de aclarar lo que sigue conviene agregar 
algunas otras consideraciones sobre los números me" 
nores y mayores que la razón A : B . de dos magnitudes 
dadas cualesquiera. 

Tomemos de la magnitud B un submúltiplo cual-
quiera ~ B y comparemos la magnitud A con los su

cesivos múltiplos de ~ B 

1 2 3 
B, B, B . ... 

n n n 

Puede suceder que uno de ellos, p . ej . : B, sea 
exactamenle igual a A-; y en este caso, como ya sa
bemos, las dos magnitudes son conmensurables y es 

A:B = :. 
Excluyamos, pues, este caso; es decir, supongamos 

que ninguno 'de los múltiplos de ! B resulte igual a A . 
Pues ellos, por la proposición de ARQUÍMEDES (n. 3) acaban 
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por superar a cualquier magnitud; entonces en cada 
caso se encontrarán dos múltiplos consecutivos de ~ B 
entre los cuales esté comprendida la 'magnitud A; es 
decir, tendremos para lID cierto número: (el cual, 
cuando sea A < ! B, deberá tomarse igual a cero) 
tal que 

m m+1 
B < A < B. 

n n 

Ahora bien: si A y B son conmensurables, su razón, 
cualquiera que sea, está comprendida entre los dos 
números 

m m + 1 
n 

y 
n 

diferentes de !; así que se puede decir que estos dos 
números dan, en tal caso, para la razón A: B dos va
lores aproxima os a menos de !, el primero por de
feclo, el otro por exceso. 

Por analogía, también cuando A y B sean incon
mensurables, convendrá decir que los dos números : 
y m ~ 1 dan para la razón A : B (no ya expresable exac
tamente con un número entero o fraccionario) dos va
lores aproximados a menos de ! , el primero por defeclo, 
el segundo por exceso. Y debe observarse que, como 
se puede elegir arbitrariamente el entero n, es posible 
obtener de tal manera para la razón A: B un valor 
aproximado .con un error de aproximación :, tan pe
queño como se quiera. 

Nótese que eso es lo que se hace precisamente en 
la práctica para la medida de las magnitudes, como lo 
hemos explicado ocasionalmente en el libro segundo. 
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13. Las reflexiones precedentes (nos. 10-12) sugieren 
la manera de comparar entre sí dos razones cuales
quiera A : B y e: D, donde A, B son dos magnitudes 
homogéneas y e, D otras dos magnitudes, también 
homogéneas entre si, pero no necesariamente a las 
primeras. 

Si las magnitudes de los dos pares, o también de 
uno solo, son conmensurables, la comparación entre 
A:B y e:D se sabe hacer. 

En efecto, en el primer caso (A conmensurable con 
B, y e conmensurable con D l se trata sencillamente de 
comparar dos números (enteros o fraccionarios) ; 

p -
- = A:B q , 

así que basta aplicar las reglas bien conocidas de la 
Aritmética. Si al contrario las magnitudes de uno de 
los dos pares, p. ej. A y B, son inconmensurables, mien
tras e y D son conmensurables y es e : D = :, el criterio 
de comparación está dado por la def. del n. 10, es de
cir, se tiene que 

A : B > e: D o A: B < e: D según sea 

r r 
s o A < B, s 

A > B 

(quedando excluido, por la inconmensurabilidad de 
A y B, el caso A = : B). Queda entonces por con
siderar, como nuevo, sólo la comparación de dos ra
zones A. : B y e: D entre magnitudes, las llnas y las 
otras inconmensurables. 

Notando qhe para esta última hipótesis ningún nu
mero es igual a A: B y a e: D, consideremos para 
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cada una de las dos razones los nlmleros menores y 
los números mayores. 

Si sucede que algún número : meno}' que A : B es 
en cambio mayor que C : D, es decir: 

nI 
A. :B> - , 

n 
m 

> C:D , · n 

convendrá decu' (de acuerdo con el caso conmensura
ble) que la razón A: B es mayol" que C: D o, indife
rentemente, que C: D es menor que A : B, y se escribirá 

A:B> C:D o sea C:D < A:B. 

Sí, por el contrario, entre los números mayores que 
A: B se encuentra alguno menor que C: D, se deberá 
decir, por la misma definición precedente, que es: 

A: B < C: D o sea C: D > A: B. 

Cuando, en fin , no sea A : B > C : D ni A : B < C : D , 
quiere decir que todos los números menores o mayores 
que una cualquiera de las dos razones son también 
menores o, respectivamente, mayores que la otra. Re
sulta que, para cualquier grado de aproximación, las 
dos razones admiten los mismos valores aproximados, 
sea por defecto que por exceso (n. prec.), por lo que 
es natural llamarlas iguales. 

Resumiremos, entonces, todo lo dicho en las si
guientes: 

Def.: Dadas dos magnitudes homogéneas A y B Y 
otras dos magnitudes C y D, también homogéneas entre 
sí (pero no necesariamente a las primeras), se dice que 
la razón A : B es mayor que la ra;:ón C: D, o inclif'eren-
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temenle, que C: D es menor que A: B si existe algún 
número .!ii menor que A: B !l mayor que C: D, es decir, 
[al que sea 

A:B> 
m 

n 
> C:D. 

Se dice, al contrario, qlle las dos razones A : B y C: D 
son iguales si ninguno de ellos es mayor que el otro, 
es decir, si todos los números menores que una de las 
dos razones A: B oC: D son también menores que la 
otra y todos los números mayores que una de las dos 
razones son también mayores que la otra. 

14. Para que estas definiciones resulten lógicamente justificadas 
es necesario asegurarse que, cuando uno o los dos pares de mag
nitudes sean conmensurables, estas nuevas definiciones equivalen 
a las ya establecidas para tales casos. Esto es casi inmediato para 

la desigualdad. En efecto, si es A : B = 1!.- y e: D = ~, de q s 
p m l' ulta P r . t' p r - > - > - res - > -; y, reclprocamen e, SI es - >-, 
9 n s q s q s 

existe siempre algún número (P. ej. la semisuma de ~ y :) 

menor que E.. y mayor que ~. 
q s 

Si A Y B son inconmensurables y es, en cambio, 
l' m l' l' e: D=- de A : B > - > -se desprende A : B > - (n.l1, b); 
s n" 8 

y, recíprocamente, si e A: B> ..!..-, se puede siempre encontrar 
8 

algún número!!!:..., tal que resulte A : B > !!!:... > ..!..- (n. 11, e). 
n n s 

En cuanto a la llueva definición de igualdad (n. prec.) si no es 

ni A : B > e : bJ, ni A : B < e : D, y se tiene A : B = L, es 
q 

también necesariamente e : D = L, porque en caso contrario se
q 
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ría (n. Il) oC: D > L oC: D < L, es decir C : D > A : B 
q q 

o e: D < A : B, contra la hipótesis. Y, recíprocamente, si es 

A : B = e : D = L, no puede ser ni A : B > e: D, 
q 

ni A: B < e: D. 

15. Teniendo en cuenta las def. del número 13 resulta in 
más que: 

Dadas dos razones A : B U C : D se verifica siempre uno l/ 
uno solo de los tres casos: 

A : B > e : D o A: B = e : D o A: B < e : D. 
Además es fácil reconOcer que la igualdad de razones satisface 

a las propiedades refle:eiva} simétrica y il'ansiliva. 
Estas propiedades son claras en el caso conmensurable, pero 

se pueden demostrar también para el caso inconmensurable. De 
la forma misma de la def. del n. 13 resultan las dos primeras, es 
decir: 

A: B = A: B; 
y de A : B = e : D sale e : D = A : B. 

Para demostrar la propiedad transitiva conviene establecer pri
meramente la análoga propiedad para la desigualdad, es decir, hacer 
ver que de 

se deduce 
A:B>C:D y C:D~E:F 

A:B>E:F. 

En efecto, la primera hipótesis significa, por definición (n. 13), 

que existe algún número!!!:... , tal que sea 
n 

A: B > ~ > e: D. 
n 

Ahora la segunda hipótesis implica por deL, (sea e : D mayor 
o igual que E : F) 

!!!:... >E: F; 
n 

con que, siempre por deL, se deduce: 

A:B>E:F. 
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Después se llega imneruatamen te al 

TEOR. : De A. : B = e : D '1 e : D = E : F resulta 

A: B = E: F. 

23 

En efecto, de las dos razones A : B '1 E : F ninguna puede ser 
mayor que la otra, porque si fuese, por ej., 

A:B>E:F, 

de esta desigualdad y de la igualdad E : F = e: D resultaría, por 
la propiedad transitiva de la desigualdad, A : B > e: D contra la 
hipótesis. 

EJERCICIOS 

1) Calcular la razón entre las superficies de dos cuadrados sabien
do que el lado de uno es t del lado del otro. 

2) Dado un cuadrado ABeD, uniendo ordenadamente los puntos me
dios de sus lados se obtiene otro cuadrado; uniendo del mismo 
modo los puntos medios de los lados de este último se obtiene 
un tercer cuadrado. Demostrar que la razón entre los perí
metros del tercero y del segundo está comprendida entre 1 
y 2. Calcular la razón de las superficies de cada cuadrado inte
rior con el cuadrado A BCD. 

3) Demostrar que la razÓn de los perímetros del cuadrado inscripto 
al cuadrado circunscripto a una circunferencia es mayor que -! 
y menor que 1. & Cuál es la razón de sus superficies 'f 

4) El lado del triángulo equilátero circunscripto a una circunferen
cia es doble del lado del triángulo equilátero inscripto. 

5) La razÓn de los perímetros del triángulo equilátero y el cua
drado inscriptos en una circunferencia es menor que ~ '1 ma
yor que l 
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§ 3. MAGNITUDES PROPORCIONALES 

Las proporciones. - Sus propiedades. - Proporción continua. - Nota 
histórica. - Proporciones que se deducen de otra proporción dada. 
- Unicidad de la cuarta magnitud proporcional a tres dadas.
Unicidad de la tercera magnitud proporcional a dos dadas.
Ejercicios. 

16. Cuando cuatro magnitudes A, B, C y D (de las 
cuales las dos primeras son homogéneas y las otras 
dos homogéneas entre sí, pero no necesariamente a las 
primeras) son tales que las dos razones A: B y C: D 
resultan iguales, se dice también que las cuatro mag
nitude A, B, e y D en el orden escrito, forman una 
proporción, o que los pares A, B Y e, D son propor
cionales. 

Las magnitudes A, B, e y D se llaman términos 
de la proporción; A Y e se llaman antecedentes, B y D 
consecuentes y también A y e suelen llamarse homó
logos de B y D respectivamente; en fin A y D, se 
llaman extremos y B Y e medios de la proporción. 

Si A:B = C:D 

se dice que D es la Cl/arta proporcional entre las 
magnitudes A, B Y e en el orden escrito. 

T oda proporción: 

A:B = B:C, 

en que los medios son iguales (pru'a lo cual se re-
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quiere que las tres magnitudes . ..4., B, e sean homo
géneas), se llama proporción continua. En tal caso se di
ce que e es la tercera proporcional entre A, y B Y B 
es la media proporcional entre A y e. 

NOTA HISTÓRICA. - La llefinición general abstracta de pro
porción o igualdad de razones (avuA.oytcí.} se remonta substancial
mente a EUDOXIO de Cnido (IV siglo a. C.), y forma parte de la 
base del libro V de « Los Elementos ), de EUCLIDES. En efecto, la 
def. 5 de este libro dice que « A es a B como C es a D» si de 
cualquier manera ql¿e se forman los equimúltiplos n A, n e de 
A y C y los equimllltiplos m B , m D de B y D la igualdad o 
desigualdad 

> nA<:mB 

lleva como consecuencia la igualdad o desigualdad 

en el miS1l1O sentido. 

n e >mD 
< 

R. DEDEKIND, en su clásico opúsculo: Continuidad !J numeros 
irracionales (1872) 1, substituyó en tal definición la comparación 

m 
de los equimúltiplos por la de los valores aproximados n' por 

defecto y por exceso, de las dos razones A : B y e : D, llegan
do así a construir, en el conjunto de los números enteros y 
fraccionarios, la sección que define aritméticamente la razón 
A : B = C: D como número irracional (Véase Apéndice 1). 

17. Es útil notar cómo del n. 14 resulta que en 
una proporción 

A:B=e:D 

según que uno de los pares de magnitudes A, B Y e, D 

I Trad. italiana y nolas históricas-criticas de O. Z ,'-RISKI; Roma, Stoek 1926. 
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sea conmensurable o inconmensurable, tal es, respecti
vamente, también el otro. 

Además, las dos razones A: B y e -;.D, por ser 
iguales entre sí, son ambas mayores o iguales o meno
res que 1; es decir (nos. 7 -10) según sea A > B o 
A = B o A < B es también, respectivamente, e > D 
o e = D o e > D. 

18. En vista de las aplicaciones geométricas, de las 
cuales nos ocuparemos en el próximo Cap. VII, debemos 
establecer para las proporciones (o igualdades de razo
nes) algunas propiedades generales, las cuales se pueden 
considerar como extensiones de propiedades elementa
lísimas de las igualdades entre números enteros o frac
cionarios (razones de magnitudes conmensurables). 

Por eso en cada uno de los teors. que demostrare
mos en los números 19-23, el caso cOl1menslU'able dru'á 
lugru' a una verificación inmediata, en base a nocio
nes elementales de Aritmética. En cambio, para tratru' 
el caso inconmensurable o mejor dicho, el caso general, 
que comprende a los dos, procederemos sistemática
mente con el método de reducción al absurdo, haciendo 
ver en cada caso, según la def. de igualdad del n. 13, 
que ninguna de las dos razones, que deberemos consi
derar sucesivamente, puede ser mayor que la otra. 

Para comprender el espíritu de ese método uni
forme bastará- estudiar con cuidado la demostración de 
uno o dos de esos teoremas; después cada cual podrá 
desan'ollar por analogía fácilmente por sí mismo la 
demostración de los otros. 

19. Dadas dos magnitudes homogéneas A y B, la 
razón B: A se llama inversa de A: B. En el caso con-
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mensurable, si es A : B = : ' su inversa B: A es igllal 

a : ' porque de A = : B resulta B = : A (n. 5). 

Teor.: Dada [IDa proporción 

A:B=C:D 

existe también la proporción que se obtiene "invirtiendo 
(las razones)", es decir, la 

B:A = D:C. 

En el caso conn'lensur ble el teor. es evidente por 
la observación hecha sobre la razón inversa. 

Para demostrarlo, en el caso general basta ver (n. 13) 
que ninguna de las dos razones B: A y D: C puede ser 
mayor que la otra. 

Supongamos, en efecto, que, p. ej., sea 

B:A>D:C. 

En tal caso existiría por def. (n. 13) algún núme

ro : , tal que 

o sea: 

B:A > 

B> 
111 

A; 
1l 

m 

n 
> D:C, 

D< 
In 

11 
C· , 

y de aquí, multiplicando por ,: , se deduciría la des
gualdad (n. 5, a) 

n 
B> A; 

m 

11 
D < C: 

m 
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11 
A< 

m B' , C> 
n 

D" m 

las cuales son absurdas, porque significan (n. 10) 

n 
A:B < < C:D, 

m 
o sea (n. 13) 

A:B<C:D 
contra la hipótesis 

A:B=C:D. 

20. Teor.: Con la proporción 

A:B=C:D 

subsiste también la proporción 

(A + B) : B = (C + D) : D, 

la cual se dice qlle se obtiene "componiendo " La pro
porción dada. 

En el caso conmensurable la verificación es casi 
inmediata, porque si es 

es decir, 

se deduce 

p 
A:B=C:D= 

P A = -B' q , C 

q 

!!.-D q , 

A+B=(:+1)B, C+D=(: +1)D, 
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y estas dos igualdades expresan que las dos razones 

(A + B) : B y (C + D) : D son iguales a : + 1. 

PaI'a demostrar el teor. en el caso general, supongamos que 
una de las dos razones CA + B) : B y (e + D) : D, p. ej. la 

m 
primera, sea mayor: es decir que se tenga para algún número n 

(ri + B) B> In > (e + D) : D, 
n 

o sea simultáneamente 

A+B>Tn B Y e + D < In D. 
n n 

El número m, debiendo ser mayor que la razón" e + D) : D, 
n 

la cual siendo e + D > D es mayor que 1 (n. 10), resulta tam
bién mayor que 1 ; Y entonces, restando de los dos miembros de 
las últimas dos desigualdades respectlvamente B y D, se obtienen 
las dos nuevas desigualdades: 

11/ 
las cuales son absurdas, porque prueban que el número 1 n 
es menor que A : B y mayor que e : D; conducen pOl' lo tanto 
a la conclusión A : B > e : D, contra la hipótesis. 

No puede entonces ser: 

21, Con un razonamienlo análogo al del n. prec. se 

demuestra el 
Tea!".: Con cada proporción 

A:B=C:D 



30 ENRIQUES Y AMALDI - LA MENZA 

en la cual es A > B fy por lo tanto (n. 17) e> D) sub
siste también La proporción 

(A - B) : B = (e - D) : D,' 

la cual se dice que ha sido obtenida "dividiendo" la 
proporción dada. 

Pasemos a establecer abora algunas propiedades de 
las proporciones entre magnitudes homogéneas (nos. 21-23). 

22. Si cuatro magnitudes bomogéneas A, B, e y D 
son proporcionales y conmensurables entre sÍ, de ma
nera que · se tenga 

P l' 
A:B=e:D= - yB:e= 

q s ' 
o sea: 

p r 
e = q D, B = s e, 

se deduce de la primera y tercera de estas relaciones 

y de la tercera y segunda 

r 
B= -s 

~D q , 

y en virtud de la propiedad conmutativa del producto 
de las proporciones, se deduce que con la dada propor
ción subsiste también la: 

A. :e=B:D 
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Para extender esta propiedad al caso general (que contenga 
también el caso de magnitudes inconmensurables) es menester 
que expongamos antes los siguientes tres lemas, que para las 
magnitudes conmensurables son evidentes: 

a) Dadas tres magnitudes homogéneas A, B Y e, de A > B 
se obtiene 

A e>B e· , 

y reciprocamente. 

En efecto, en la hipótesis A > B, tomado un submúltiplo 

.!:..- e de la e menor que la diferencia A - B (n. S) y conside
n 

radas los sucesivos múltiplos de .!:..- e, se acabará por encontrar 
n 

(post. de ARQUiMEDES) uno, p. ej., !!!:.. e, el cual esté compren di
n 

do entre B y A; Y de las desigualdades 

In m 
A > - e > B, o sea A : e > - > B : e, 

n n 

resulta 
A:e>B:D 

Recíprocamente, si es .11 : e > B : e, no puede ser ni A = B, 
porque en tal caso sería A : e = B : e (propiedad. reflexiva de 
la igualdad de razones), ni A > B, porque resultaría, proposición 
precedente 

A : e < B : e, 

b) Dadas tres magnitudes homogéneas A, B, e, de B > e 
resulta: 

A:B<A:e; 

y reciprocamenie. 

Supuesto B > e, tómese un submúltiplo.!:.... A de A, menor n 

que B - e, y ~ntre los sucesivos múltiplos de i.. A considérese n 
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In uno, por ej. -A, el cual esté comprendido entre e y B, así que 
n 

se tendrán las desigualdades 

m A < B. 
n 

De aquí multiplicando por ~ (n . 5 a) e invirtiendo las des
In 

igualdades se deduce: 

~ C < A; 
m 

con lo que, (n. 13) resulta precisamente 

A:B < A:C. 

La proposición inversa se demuestra como la inversa de a). 

c) La razón de dos magnitudes no cambia, si las dos, mag
nitudes se multiplican por un mismo nU7nP7'o,' es decir, para cual-

(luier número l!...., se tiene 
r¡ 

A:B=E.A:LB. 
q '1 

En efecto; si fuese, p. ej., 

A:B>E...A:E...B, 
'1 q 

existiría algún número!!:: comprendido entre esas dos razones, 
Tt 

y se tendría: 

A> m B' 
n ' 

l!....jt<~J!..B. 
r¡ q 

De estas dos desigualdades la segunda contradice a la primera, 

como se reconoce, multiplicando los dos miembros por !L (n. 5 a). 
p 

23. Podemos demostrar ahora el siguiente teorema, 
cuya primera parte extiende al caso general la propie-



ELEMENTOS DE GEOMETRÍA 33 

dad reconocida para magnitudes conmensurables, al 
principio del n. prec. 

Teor.: Con una proporción entre magnitudes homo
géneas 

A:B = C:D, 

subsisten también las siguientes 

A:C=B:D 

D:B = C:A 

que se obtienen de la dada, u permutando los medios" 
y "los extremos 1} respectivamente. 

Para demostrar la validez de la primera de estas proporciones, 
supongamos, como de costumbre, que una de las dos razones 
A: e o B: D sea mayor que la otra, p. ej. 

A:C>B:D; 

es decir, admitimos que exista un número m , tal que sea 
n 

A:C> !.!.!...> B:D, n 

o lo que es lo mismo: 

A > ~ C 
n ' 

B < m D. 
n 

Si así fuese, de la primera de esas desigualdades resultaría, 
lema o, del n. prec. 

. m. A.B>-C.B, n 

mient.ras en la segunda, por el lema b, se tendría 
\ 
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Pero por el lema e) esta última razón es igual a e : D; luego, 
por la propiedad transitiva de la desigualdad de razones (n. 15), se 
obtendría 

A:B>C:D 

contra la hipótesis. 
Establecida así la permutabilidad de los medios, se demuestra 

inmediatamente la de los extremos. En eXecto, escrita la propor
ción dada bajo la forma (propiedad simétrica de la igualdad de 
razones) 

C:D=A:B, 

permutando los medios, 

C:A=D:B, 

después permutando las dos razones se deduce 

D: B = e: A. 

24. Cor.: Si varias ra.:ones entre magnitudes ho
mogéneas son iguales, también es igual a las dadas la 
razón de la suma de los antecedentes a la suma de los 
consecuentes; es decir, de 

A:B=C:D= - H: Ji 

se deduce: 

(A + C + ...... + H) : (B + D + ...... + K) = H: J{. 

Empecemos por demostrar el teor. en el caso de 
dos razones; es decir, vamos a ver que de 

A:B = C:D 

resulta 

(A + C) (B + D) C : D 
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En efecto, de la proporción dada, permutando los 
medios (n. prec.) se obtiene 

A:C=B:D, 

y componiendo (n. 20) 

(A + C) : C = (B + D) : D; 

permutando otra vez los medios, se llega a la pro
porción pedida: 

(A + C) : (B + D) = C: D. 

Si además E: F es una tercera razón igual a las dadas, 
basta aplicar a la pl"opol"ción 

(A + C) : (B + D) = E: F 

el resultado obtenido para deducir que 

(A + C + E) : (B + D + F) = E: F; 

y así se puede pl"oseguir para cuantas razones se 
quieran. 

25. Las propiedades generales de las proporciones 
establecidas en los nOS. 17-23 fuel"on deducidas directa
mente de la def. de proporción (o igualdad de razones). 
De tales propiedades deduciremos ahora, algunos nota
bles teoremas como es el de unicidad. 

En los nOS. 10 y 11 del próximo Cap. mostraremos 
cómo, en el caso de los segmentos y de los polígonos, 
se puede construir efectivamente la cuarta proporcional 
(n. 16) entre \ tres magnitudes dadas. Veremos ahora, 
en general, que cualquiera que sea el procedimiento 
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con el cual se construya la cuarta proporcional entre 
tres magnitudes A, B y C (de las cuales las dos pri
meras son homogéneas entre sí, pero no neltesariamente 
a la tercera), se llega siempre a magnitudes iguales. 

En otras palabras, podemos demostrar la unicidad 
de la cuarta proporcional. 

En el caso comnensurable esta unicidad es evidente, 
porque si es B = ~ A, la cuarta proporcional entre 
A, B Y C está dada por : c. Ahora se trata de ver 
que, también en el caso inconmensurable, una magnitud 
resulta determinada de manera única con respecto a 
otra cuando se da su razón. 

Basta demostrar que si coexisten las uos propor
ciones 

se deduce D=D'. 

A:B=C:D 

A:B = C:D' 

La deducción es inmediata, porque de las propor
ciones admitidas resulta (n. 15) la proporción (entre 
magnitudes homogéneas) 

C:D C:D' 

o sea, permutando los medios (n. 23), 

C: C = D:D', 

y de aquí resulta sin más (n. 17) que D = D'. 

NOTA. - Se obtiene en particular, la unicidad de la 
tercera proporcional entre dos magnitudes dadas (n. 16). 
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26. Coro Si dos proporciones tienen ordenadamente 
iguales tres terminos de igual lugar, son iguales también 
los términos restantes. 

Sean, p. ej., las dos proporciones 

A:B=C:D 

A':B = C:D. 

Permutando los extremos (n. 23), se obtiene: 

D:B=C:A, 

D:B = C:A.', 

y, por la unicidad de la cuarta proporcional, es 

A = A'. 

27. Resolveremos, en el Cap. VII, el problema de dividü' un 
segmento (o poligono) en dos partes proporcionales a dos seg
mentos (o polígonos) dados. Aquí podemos demostrar en general 
la unicidad de la división de una magnitud en partes proporcio
nales a dos magnitudes dadas. Se trata de ver que, si coexisten las 
dos proporciones 

A:B=C:D 

A': B' = C: D 

y es A + B = A' + B', se tiene necesariamente 

A=A'j B=B'. 

En efecto, de las dos proporciones dadas resulta 

A: B=A': B' 

componiendo esta última (n. 20) 

(A + B) : B = (A' + B' ) : B', 
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y permutando los medios en la que así se obtiene (n. 23) 

(A + B) : (A' + B') = B : B' . , 
Pero, por hipótesis, son iguales las dos primeras magnitudes, 

ambas razones son, pues, iguales a la unidad (n. 17), es enton
ces B = B'. Resultan iguales también A j' A', por ser diferencias 
de magnitudes iguales. 

28. En el Cap. VII enseñaremos un procedimiento 
para construir la media proporcional (n. 16) entre dos 
segmentos o dos polígonos dados. Pero estableceremos 
eil general la unicidad de la media proporcional. 

Habrá que demostrar que de las dos proporciones 

continuas: 

A:B=B:C, 

A:B' =B':C, 

resulta la igualdad B = B' . 
Supongamos, en efecto, que B y B' no sean iguales 

y sea, p. ej.: 
B> B'. 

En tal caso, por el lema a) del n. 22 se tiene 

B:C > B':C, 

y, entonces, para las proporciones dadas es 

A:B> A:B'. 

Pero esta desigualdad, por el lema b) del n. 22, 

implica 
B < B' 

contrariamente a la hipótesis. 
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EJERCICIOS 

1) En una balanza de fiel, los pesos son proporcionales a los 
recíprocos de los respectivos brazos. Sabiendo que un alma
cenero tiene una balanza de brazos desiguales y suponiendo 

que estén en la razón de 19~0' colocando las pesas en el pla

tillo que corresponde al brazo más largo, & en cuánto se 
beneficia en cada pesada de 10 kg. '? 

2) Con la misma balanza el comerciante vende a dos clientes 
10 kg. de la misma mercadería; al despachar al primero, coloca 
por equivocación las pesas en el platillo que corresponde al 
brazo más corto, pero al despachar al segundo se da cnenta 
del error y las coloca en el brazo más largo, & cuánto ha 
ganado o cuánto ha perdido al final 'de las dos operaciones 1 

3) Sabiendo que los intereses de un capital son proporcionales 
al tanto por ciento (razón) J' al tiempo, demostrar que SOn 
proporcionales al producto de la razón por el tiempo. 

4) NOTA: Como complemento del Cap. VI enunciaremos algunas 
deL y algunos teors. que el lector demostrará, sacados direc
tamente del V Libro de los Elementos de EUCLIDES, con el 
objeto de reproducir completamente la parte substancial de la 
teoría euclídea de las proporciones. EUCLIDES ex.presa la pro
porcionalidad de dos pares de magnitudes A, B Y e, D diciendo 
que la razón de A a B es igual a la razón de e a D, de 
modo que el teor. del n. 15 (propiedad transitiva de la igual
dad entre razones) se puede enunciar diciendo que razones 
iguales a una tercera son iguales entre si. 

Esto dicho, establezcamos la siguiente: 

DEF.: Dadas tres ma[Jttitudes A, B Y e se dice que A es a 
e en la razón compuesta de A a B y de B a e. 

Más general, se dice que A es a e en la l'azón compuesta 
de A a B y. de F a G- si 

B : e = F: G-; 



40 ENRIQUES Y AMALDI - LA lIlENZA 

y todavía generalizando más se elice que A es a e en la 
razón cornpLtesta de D a E y de F a G si existe ulla magni
tud B tal que 

A B=D:E 

B e = F: G. 

En particular, si A es a e como en la razón compuesta de 
D a E y de F a G y las razones D : E y F : G son iguales, 
es decir, si 

D:E=F:G 

se dice que A es a C como en la razón duplicada de D a E. 

Así, pues, se dice que A es a e en la razón duplicada de 
A a B si 

A : B = B : e, 

es decir, si e es la tercera proporcional según A y B. En 
base a las deL precedentes demuéstrense las siguientes pro
posiciones. Si se quiere seguir completa y exclusivamente el 
procedimiento euclídeo, es preciso adoptar el criterio de pro
porcionalidad enunciado en la Nota del n. 16 (pág. 25), cuya 
equivalencia con el nuestro ya la hemos hecho notar en el n. 13. 

5) TEOR: Si A es a C como la razón compuesta de D a E y de 
FaGyes 

q D = P E, s F = r G, 

tambien A y e son conmensurables, ti es 

q.s A = p.r B. 

6) Razones compuestas de razones iguales, SOIl iguales, es decir, si 
A : B = A' : B' y B : e = B' : e', resulta A : e = A' : e'. 

DEF.: Tres magnitudes homogéneas A, B Y e se llaman 
proporcionales en orden perturbado a A', B' Y e', si las ra
zones de A a B y de B a e son respectiL1amente iguales a las 
razones de B' a C' y de A' a B'. 

7) TEOR.: Si A, B Y e son propo7'cionales en O/'den perturbado a 
A', B' Y C', segUn que A sea mayor, igualo menor que e', es 
también A' mayo?', igualo menor que e'. 
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Si A > e tómese TÍ de manera que n (A - e) > B; enton
ces existe por lo menos un múltiplo p B de B comprendido 
entre n A y n e, y de las relaciones nA> p B > n e y de 
las proporciones dadas resulta, etc. 

8) TEOR.: Si A, B Y e son proporcionales en orden perturbado a 
A', B' Y e', la razón de A a e es igual a la razón de A' a e'. 

Considerados dos números cualesquiera, In y n, apliquemos 
el teor. prec. a las proporciones 

In A: m B=n B': n e' 

111 B : n e = m A' : n B', etc. 

NOTA: Este teor. establece la validez del teorema @ inde
pendientemente del orden de las razones componentes. 

Extendiendo las deis. dadas antes del penúltimo teor., al caso 
de razones compuestas de cualquier número de razones, se 
extiende también a este caso el teor. (;) independientemente 
del orden de las razones componentes. 

9) Si una razón compuesta de dos o más razones es igual a otra 
razón compuesta de igual número de razones, y una razón de 
las primeras (o una compuesta de alguna de las primeras) es 
igual a una razón de las otras (o a alguna razón compuesta de 
alguna de las otras) será también la restante razón de las pri
meras (o la razón compuesta de las restantes de las primeras) 
igual a la restante razón de las otras (o a la razón compuesta 
de las restantes de las otras); es decir, en el caso más simple 
de dos razones componentes, si 

A : e = A' : e' y .t1 : B = A' : B' 

se tiene también 

B: C=B': e'. 
10) La teor1a euclídea de las proporciones que hemos reproducido 

se apoya esencialmente sobre el postulado de ARQUIMEDES 

(n. 3). H1LBERT ha demostrado que se puede hacer la teoría 
de las proporciones entre segmentos, independiente de dicho 
postulado. Naturalmente que al definir la proporcionalidad 
de cuatro segmentos será menester elegir un criterio geo-
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métrico distinto del euclídeo del 11. 16 fundado en la compa
ración de los múltiplos de segmentos dados (n. 13) y que es 
equivalente al criterio euclídeo si se admit~ el postulado de 
la di visibilidad. 

Nosotros reproduciremos aquí la simple y elegante exposición 
ideada por el proL BEPPO LEV!, de tal teoría, limitándonos, 
naturalmente, a dar solamente los enunciados en su orden de 
deducción, dejando las demostraciones como ejercicios para 
el lector. 

DEF.: Se dirá que cuatro segmentos a, b, e !I d lSon p/'opo/'
cionalelS y se escribirá 

a: b =e: d. 

Si los dos triángulos rectángulos que tienen pO/O catetos los 
segmentos a y e, b!f d son tales que el ángulo opuelSto a a 
es igual al ángulo opuesto a b !/, por lo tanto, el angula 
opuesto a e es igual al opuesto a d. 

En otras palabras, tomados sobre un lado OX de un ángulo 
/\ -

recto O, los segmentos OA = a, 08 = b Y sobre el otro O Y 
los segmentos OC = e, OD = d, las reclas AC y ED deben 
resultar paralelas. 

Establecido esto, demuéstrense las siguientes proposicione. : 
11) COR.: El segmento cuarto p7'opoT'cional a tr'e.s segmentos da

dos es único. (Aplíquese la segunda forma de la deL precedente 
y la unicidad de la paralela por un pUlltO a una recta. 

12) COR.: Si a : b = e : d, es lambién 

e: d = a: b, 

13) CORo : Si a : b = e : d ya: e = e : f, ¡'esulta tambil3n b : e = 
d : f (Basta aplicar la segunda forma de la def. precedente 
y el n. 74 del Cap. 11). 

14) T EOR.: Si a : 'b = e : d, es {ambü!n (a + b) : a = (e + d) : e, 
es decir, existe la proporción deducida por composición de la 
dada, y SI: a > b es también e> a!l Ca - b) : a = (e -d) : e. 

/\ 
Tornemos el ángulo recto XO y y sobre OX los segmen-

tos OA = a, OE = AE = b Y sobre O Y los segmentos 
OC = e, OD = d, trácese por E la pal'alela a la recta BD hasta 
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cortar en F a la O Y Y desde A la paralela a la O Y hasta cor
tar a la EF en F'. Los triángulos A.EF', OBD on iguales: 
luego el segmento A.F' es igual a OD y el segmento CF ... etc. 

A 
15) TEOR.: Dado un ángulo recto XOY, .si una ci7'cu11:.ferencia 

corta al lado OX en los puntos 1\11 !/ lY Y al lado O Y en los 
puntos P !:I Q se tiene que: 

OM : OP = OQ : Ol\'; OM : OQ = OP : ON. 

Suponiendo que el punto O es ex.terior a la circunferencia 
y que los puntos b, i11:, N O, Y P, Q se suceden sobre los dos 
lados en el orden escrito, considérense primero los triángulos 
OMQ, OP1Y Y después los dos triilDgulos OQN y OPM, etc .... 

16) TEOR.: Si sobre lo' ladolS OX y O Y de un ángulo l'edo se 
toman los segmentos O},[, O'Yfj OP, OQ tales que 01\1[: OP= 
= OQ : ON, los puntos M, N, P Y Q pertenecen a una circun
ferencia. (Ejercicio precedente y ejerc. '11). 

17) TEOR.: En una proporción se pueden permutar los medios. 
Aplíquese el teor. prec. y la segunda parte del ejerc. 15. . 

18) COR.: Si a : b = e : d ya: b = e : f resulta e : d = e : f. 
Véase ejerc. prec. y ejerc. 13. 
Con lo expuesto se completa la parte abstracta de la teoría. 

Pero sigamos ulteriormente al prof. LEvr en la deducción del 
teorema de TI!ALES que nosotros demostraremos por otro ca
mino en el Cap. siguiente. 

19) Lema: Si a : a' =h : k y b : b' = h : k será también 

(a 4- a' ) : (b 4- b') = h : k. 

De las proporciones dadas resulta 

a : h = a' : k; b: h = b' : k 

y por consiguiente [ej. 12 - 13] 

a : a' = b : b' y (ej. 14) 

(a 4- a') : a' = Cb 4- b'): b' y puesto que [ej. 11 y 17] 

h : a \ k : a' ; Ca 4- a') : h = (lJ 4- b') : k, 

y finalmente 
(a 4- a') : lb 4- b') = 11 : k. 
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20) COR.: En dos triángulos que tienen sus ángulos 07'denada
mente iguales, son proporcionales dos lados opuestos a ángulos 
iguales y las correspondiPntes alturas. (Aplíqu~se la deL y el 
lema precedente). 

21) TEOR. de THALES: Si dos paralelas cortan a los lados OX 
/\ 

y O Y de un ángulo cualquiera O respectivamente en A. !J B, 
C y D se tiene que: 

OA : oc = OB : OD. 

Los triángulos OAB Y OCD tienen los ángulos iguales, de 
donde, bajando desde A y C las perpendiculares AE Y CF 
sobre OY será (ej. precedente] 

OB : OD = AE : CF. 

Construídos entonces sobre la semirrecta opuesta de O Y los 
segmentos OA' = OA, OC' = OC, también los triángulos isós
celes OAA' Y OCG' tienen los ángulos iguales y por lo tanto 
OA' : OC' = AE : FC, es decir, OA : OC = AE : CF. 

De las dos proporciones establecidas resulta (ej. -17) que 

OA : OC = OB : OD. 

NOTA: La unicidad de la cuarta proporcional permite tam
bién invertir el teorema de TIlA LES como lo veremos en el 
Cap. siguiente. 



CAPíTULO VII 

Aplicaciones de la teoría de las proporcIOnes 

TRIÁNGULOS Y POLÍGONOS SEMEJANTES 

§ 4. TEOREMAS FUNDAMENTALES 

Teorema de Thales directo e inverso. - Proporcionalidad de triángulos o 
paralelogramos de igual altura. - Teoremas recíprocos. - Propor
cionalidad de arcos o sectores de igual radio a sus respectivos 
ángulos centrales. - Clases de magnitudes proporcionales. - Proble
mas: construcción de la cuarta y tercera proporcional, división de 
un segmento en partes proporcionales a dos segmentos dados.
Semejanza de triángulos. - Puntos armónicos. - Construcción de la 
media proporcional. - Ejercicios. 

Como aplicaciones inmediatas de la def. de pares 
de magnitudes proporcionales (VI, nOS. 13, 17), demos
traremos tres teors. de los cuales los dos primeros y 
sus inversos son particularmente fecundos en conse
cuencias geométricas. 

1.) Teor. (llamado de THALEs). Si varias paralelas 
son cortadas por dos transversales, cada par de segmentos 
interceptados sobre una de ellas es proporcional a cada 
par de segmentos correspondientes, interceptados sobre 
la otra. 

Las dos transversales r y 1" corten a las parale-
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las a, b, e, d ... , respectivamente en los puntos A, B, 
e, D y A', B', C', D'. Decimos que: 

r 

AB : eD = A'B' : C'D'. 

En el caso conmensura
ble esta proporción está im
plícitamente contenida en el 
teor. del n. 39 del Cap. IIl2 ; 

en efecto, hemos visto allí que 
en la correspondencia entre 

~I--------->r-- d los segmentos de las dos trans-
versales, interceptados por las 

mismas paralelas del haz, a segmeJ)tos iguales corres
ponden segmentos iguales, a la suma de dos seg
mentos corresponde la suma de los segmentos corres
pondientes' y, por lo tanto, a un múltiplo o submúltiplo 
de un segmento el múltiplo o submúltiplo, según el 
mismo entero, del segmento correspondiente (nI 2 , n. 40). 
Por eso si es, por ej. AB = ~ eD, como a los seg
mentos AB y ~ eD de r corresponden sobre r' los seg
mentos A'B' y : C'D', respectivamente, resulta: 

A'B' = P C'D' 
q 

El teor. se extiende también al caso inconmensu
rable, haciendo ver que todo número : menor o ma
yor que una de las dos razones AB : eD o A'B' : C'D' 
es también menor o respectivamente mayor que la 
otra (VI, n. 13). 

Recordemos, en efecto, que a la suma de dos seg
mentos de r corresponde sobre r' la suma de los 
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segmentos correspondientes: resulta, pues, que si dos 
segmentos de r son desiguales, los segmentos corres
pondientes de r' son también desiguales en el mismo 
sentido (III 2 , n. 40). Entonces si es por ej. 

m 
< AB : CD 

11 

es decir (VI, n. 10) 

AB 
m 

> CD, 
n 

(en la fig. se tiene AB > CH = ~ CD), basta tener en 
cuenta que a los segmentos AB, : CD de r correspon
den sobre r' los segmentos A'B', : C'D', respectiva
mente, para concluir, en virtud del teor. antes citado, que 

m 
A'B' > CID'; 

11 

es decir, precisamente 

111 
< A'B' C'D' . 

n 

NOTA HISTÓRICA. - Según PROCLO (comentador de EUCLIDES), 

acerca de la contribución que THALES de Mileto (alrededor de 
6iOO a. C.) habría dado a la Geometría, no resulta que se le pueda 
atribuir este teor. el que verosímilmente pertenece a los pitagó_ 
ricos, por lo menos en el caso conmensurable. 

2) La uniddad de la cuarta proporcionM (IV, n. 25) 
permite invertir el teor. del número prec. 
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Consideremos en primer lugaT dos pares de rectas 
a, b y e, d, las cuales intercepten sobre dos transver
sales r y r' dos pares de segmentos AB, cn y A'B', C'D' 
proporcionales e igualmente dispuestos (III~, n. 39); 

r r' 

-'-+----T-'-a 

momento -indicaremos 
THALES, es tal que: 

basta entonces admitir que 
tres de las rectas dadas, p. ej . 
a, b y e, sean paralelas entre 
sí, para concluir que también 
la cuarta, es decir, la d, es 
paTalela a ellas; en efecto, la 
paralela por D a la a (y por 
lo tanto a las b y e) corta a la 
r ' en un punto, que por el 

con D' I Y que por el teor. de 

AB : CD = A'B' : C'D'¡. 

De esta proporción y de la dada pToporcionalidad 
entre AB, CD y A'H, C'D' resulta, en virtud de la uni
cidad de la cuarta proporcional, C'D' = C'D'l; Y por lo 
tanto los segmentos A'B' y C'D' como A.'B' y C'D'I' están 
dispuestos como AB y CD. Se concluye que D'l coincide 
con D', o sea que la d es paralela a las a, b y e. 

PodenlOs entonces enuncim el siguiente: 

Teor. (inverso del teor. de THALES relativo a cuatro 
rectas). Si dos pares de rectas cortan, sobre dos trans
versales, pares de segmentos proporcionales e iguaL
mente dispuestos, y tres de Las reelas dadas son para
lelas entre sÍ, también la cuarla es paralela a ellas. 
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3. En lugar de cuatro rectas, consideremos sólo 
tres, p. ej. las a, b y e, que corten a las transversales 
l' y 1" en los puntos A, B, C y A', B' , C respectivamente. 
Si se supone que de las tres rec
tas a, b y C las dos primeras son 
paralelas y que además son pro
porcionales e igualmente dispues
tos los segmentos AB, Be y A' B', 
B'C, o bien AB, AC y A'B', ArC', 
se deduce con el mismo razona
miento del n. prec., que también 
la c es paralela a las a y b. 

r r' 

_/-----'\-- a 

B 
-¡------\--- b 

e 
--+---------~-c 

Pero, si al contrario, se supone que, además de ser 
paralelas las a y b sean proporcionales e igualmente 
dispuestos los segmentos AC, BC y A' e, B' C' (que tienen 
todos ellos un extremo sobre la tercera recta e), el 
razonamiento del n. prec. no conduce inmediatamente 
a demosh'ar que la c es paralela a las a y b (l). 

Se llega a la nlÍsma conclusión con la observa
ción siguiente: 

Siendo por hipóte~is 

AC : BC = A'C' : B'C' 

supongamos, para fijar las ideas, que, como en la fig. eÍ 
punto C caiga so])re la prolongación de AB; entonces, 

(1) Nótese en efecto, que si se indica con C', el punto en el cual la paralela 
a las a y b, por e corta n la segunda transversal, la proporción 

dC : BC = A'C' , : B 'C', 

que asi se obtiene no tiene comunes con la proporción supuesta 
\ 

Ae : BC = tl.·C' : B'C' 

tres términos, sino solamente dos. 
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siendo AC > BC, será también (VI, n. 17) A'e' > B'C; y 
de la dada proporción dividiendo (VI, n. 21) se deduce 

, 
(AC - BC) : BC = (ArC - B'C) : B'e', 

o sea: 

AB : BC = A' B' : B' C ; 

y se llega así a una de las proporciones que permi
ten concluir, con el razonamiento del núm. precedente, 
que la c es paralela a las a y b. Análogamente se ra
zona si C cae entre A y B o sobre la prolongación 
de BA. . 

Resumiendo vemos que, admitido que de las h'es 
rectas a, b y e las dos primeras son paralelas, se puede 
concluir que también la c es paralela a ellas; si se 
supone, además, que son proporcionales e igualmente 
dispuestos los segmentos de una cualquiera de las tres 
cuaternas 

AB, BC y A'B', B'C' o A.B, A.C y A'B', A'C 

o AC, BC y A'C, B'C 

obtenemos el siguiente: 

Tem. (inverso del teor. de THALES relativo a tres 
rectas). - Si tres rectas, de las cuales las dos primeras 
son paralelas, cortan a dos transversales de manera 
que dos de los segmentos interceptados sobre una de 
éstas sean proporcionales e igualmente dispuestos respecto 
a los segmentos correspondientes interceptados sobre la 
otra, también la tercera recia es paralela a las dos 
primeras. 



ELE)JENTOS DE GEOMETRÍA 51 

4. Un segundo ejemplo de proporcionalidad está 
dado por el siguiente: 

Teor. Dos triánglllos o paralelogramos ele igual 
altllra son proporcionales a las respectivas bases. 

Basta demoslrar el Leor. en el caso de los triángu
los, porque todo paralelogramo es el doble del triángulo 
de igual base y altura (V., n. 22). 

Sean enlonces ABe y A'B'C' dos triángulos de igual 
altura respecto a las bases AB y ...1.'B', decimos que: 

A.B : .'1'E' = ABC A'B'C' . 

También ac[uÍ, en el caso e e' 

i::~fi~~~;~~~~~%~fd::: fj ~ 
entre los triángulos de igual A B ~ H s' 
altura: 1) los de igual base 
son equivalentes (V 2' n. 24) entre sí. 

2) La suma de varios triángulos de igual altura es 
equivalente al triángulo que tiene por base la suma de 
las bases de los triángulos considerados y la misma 
altura (V2 , n. 25 a), (del que resulta que de dos trián
gulos de bases desiguales el de base mayor es preva
lente). Por eso multiplicando o dividiendo la base de 
un triángulo por un número entero y conservando 
inalterada la altura, se obtiene el múltiplo o submúl
tiplo, según aCfuel mismo entero, del triángulo consi
derado. De aquí se deduce inmediatamente que, si es 

.-lB = .!!.- ..rE' q , 
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se tiene tamhién 

ABe = .f A'B'C'. 
q 

El teor. se extiende al caso inconmensurahle, de

m<?strando, como en el n. 1, que todo número '~ , 
menor o mayor que una de las dos razones AB : A'B' 
o ABe : A' B C', es tamhién menor o, respectivamente, 
mayor que la otra. Sea, p. ej., 

m 
< AB : A'S, 

n 

es decir (VI, n. 10) 

111 
AB > - A'B'. 

n 

Por cuanto se ha recordado antes, se tiene también: 

m 
ABe> - A'B'C' 

n ' 

es decir, 

m 
< ABe: A'E'C'. 

n 

5. También este teor. se invierte en virtud de la 
unicidad de la cU3Tta proporcional. 

Teor. (inverso del prec.) - Si dos triángulos o dos 
paralelogramos son proporcionales a las respectivas 
bases, ellos tienen altllras iguales. 
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Demostraremos también este teor. inverso sola
mente para los triángulos, por la misma razón aducida 
para el teorema directo. 

Sean entonces ABC y A'B'C' dos triángulos tales que 

A.BC : A'B C' = AB : A'B'. c c' 

Decimos que ABC y A'BC' 
tienen, respecto a las bases AB 
y A'B', alturas iguales. L1~ 

Imaginemos construido un 
triángulo .{"B"C', equivalente 
al segundo triángulo A'B'C' y 
que tiene sobre la base AflB" 
a ltura igual a la del primer 
h'iángulo ABC (V" n. 24). 

Será, por la primera parte 

A S A' 
e" 

L1 
A' 8" 

del teor., 

ABC : A"B"C" = AB : A"B" ; 

y siendo, por construcción, 

.{"B"C" A'B'C, 

es también 

ABC : A'BC' = AB A"B" ; 

S' 

de esta proporción y de aquella admitida por bjpótesis 
resulta, por la unicidad de la cuarta proporcional, 
A'B = AIIB" . Por eso el triángulo A'B'C, por ser equi
valente a A"B"C" y tener base igual a él, debe tener la 
misma altura de A"B'C" (V2 , n. 28), o sea de ABC. 

\ 

6. Teor. Dos arcos o sectores de igllal radio son 
proporcionales a los correspondientes ánglllos centrales. 
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Demostraremos el teol'. solamente para los arcos, 
pues en los casos de los sectores vale un razonamiento 
del todo análogo. 

------ ~ Dados dos arcos AB y A'B' de igual radio y de 
centros O y O' respectivamente, se trata de ver que 

r---, "'-- /\ /\ 
AB : A'B' = AOB : A'O'B' . 

En el caso conmensuraJ)le, esta proporción resulta 
casi evidente si se recuerda que a arcos iguales corres

o o' 

ponden ángulos centrales 
iguales y que al arco su
ma corresponde el ángulo 
central suma (1112 , n. 19), 
(y, por consiguiente, al ar
co mayor corresponde el 
ángulo central mayor). 

De aquí resulta que al múltiplo o submúltiplo de 
un arco corresponde el ángulo central, múltiplo o 
submúltiplo, según el mismo número: así que si es 

también es 

y en el caso inconmensurable la igualdad de las dos 
,;--., ,,-.. /\ /\ 

razones, AB : A'B': AOB : A'O'H, se demuestra, como 
de costumbre, verificando que cada número ~ menor 
o mayor que una de las dos razones es también menor 
o, respectivamente, mayor que la otra, 
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Por ej., de 
111 --. ~ 

< AB A'B', 
II 

es decir (VI, n. 10) 

--. m ~ 
AB > A'B', 

II 

de donde 
/\ m /\ 

AOB > A'O'B', 
II 

o sea 
m /\ /\ 

< AOB A'O'B'. 
n 

7. Antes de proseguir conviene reflexionar un mo
mento sobre los tres teors. de los nOS. 1, 4. Y 6 Y sobre 
el procedimiento, manifiestamente uniforme, que hemos 
seguido para demostrarlos. 

Dadas dos transversales l' y 1" de un mismo haz de 
paralelas, a cada segmento de una corresponde un de
terminado segmento de la otra; y por el teor. de 
THALES, cada par de segmentos de la una es proporcio
nal al par correspondiente de la otra. 

Análogamente, para los teor. de los nOS. 4 y 6, te
nemos que, considerados, por ej., todos los rectángulos 
de dada altura, dos cualesquiera de esos rectángulos 
son proporcionales a las respectivas bases: del mismo 
modo considerados todos los posibles arcos (o sectores), 
cualesquiera que ellos sean, son proporcionales a los 
correspondie~tes ángulos centrales. 

Eso se expresa diciendo que los segmentos deter
minados sobre dos transversales de un misrno haz de 
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paralelas, o bien los rectángulos de dada altura y las 
bases correspondientes, o, en fin, los arcos (o sectores) 
de dado radio y los correspondientes ángulos centrales 
constituyen clases de magnitlldes proporcionales. 

Hablando en general se adopta la siguiente: 

Def.: Dos clases de magnitlldes se llaman proporcio
les si a cada cantidad de la llna corresponde en la 
olra Hna determinada cantidad, de manera que cada 
par de cantidades de llna clase sea proporcional al par 
correspondiente de la obra. 

Ahora bien, en la demostración de cada uno de los 
teors. de los nOS. 1, -! Y 6 hemos reconocido la pro
porcionalidad de las dos clases de magnitudes, caso 
por caso consideradas, observando que a cada cantidad 
de una cualquiera de las dos clases corresponde en la 
otra una cantidad bien determinada, de manera que a 
cantidades iguales corresponden cantidades iguales, y 
a la suma de dos cantidades corresponde la suma de 
las cantidades correspondientes. 

De esta doble propiedad se deduce, en cada caso, 
que a cualquier múltiplo o submúltiplo de una mag
nitud de una cualquiera de las dos clases corresponde 
en la otra el múltiplo o submúltinlo según el mismo 
número de la magnitud correspondiente y que a dos 
magnitudes desiguales corresponden magnitudes des
iguales en el mismo sentido. 

Son precisamente esas las circunstancias que per
miten reconocer la proporcionalidad de las dos clases 
de magnitudes (directamente en el caso conmensurable, 
y después en base a la definición general de igualdad 
de razones (VI, n. 13) en el caso inconmensurable). 
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En fin, el fundamento común de las demostraciones 
de los teoremas varias veces recordados está en el si
guiente criterio general de proporcionalidad entre dos 
clases de magnitudes: 

Teor.: Sean dadas dos clases de magnitudes, cada 
una de las cuales contenga con cada cantidad de ella 
lodos los múltiplos y submúltiplos y con cada par de 
cantidades su suma y su diferencia. Se puede concluir 
que las dos clases son proporcionales si a cada can
tidad de una cualquiera de ellas corresponde en la otra 
UIla determinada cantidad, de manera que: 

1) A cantidades i[!Llales corresponden cantidades 
iguales; 

2) A la suma de dos cantidades tomadas arbitra
riamente en llna clase corresponda en la otra la suma 
de las cantidades correspondientes. 

8. Notemos (fUe si se tienen dos clases de magnitudes 
proporcionales A, B, C,...... y A'., B', C'. . . . .. (en las 
cuales se conespondan las cantidades designadas con 
la misma letra mayúscula, sencilla y acentuada) y es, 
por ej., 

de las hipótesis 

A : B = C : D, 

11' : B' = A : B , 

C':D' =C:D 

y de la propiedad transitiva de la igualdad de razones 
(VI, n. 15), r-esulta 

X B' C' D' . 
) 
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es decir, si dos clases de magnitudes son proporcionales 
y cuatro cantidades de una de las dos clases están en 
proporción, también las cuatro cantidades correspon
dientes de la otra están en proporción. 

Sí además las cantidades de las dos clases propor
donales son todas homogéneas, de las proporciones 

A : B = A' : B' , A: e = A' : C' , B : e = B' : C' ... . 

se deducen, permutando los medios (YI. n. 23), las 
siguientes: 

A : A' = B : B' = e : C' ... . 

Esto se puede expresar diciendo que, si dos clases 
de magnitudes, las unas homógeneas a las otras, son 
proporcionales, es constante la razón de las cantidades 
correspondientes. En el caso conmensurable las canti
dades de una cualquiera de las dos clases se obtienen 
de las correspondientes, multiplicándolas todas por un 
mismo número. 

Triángulos semejantes. 

9. Como hemos hecho notar al principio, el teor. 
de THALES y su inverso dan lugar a muchas y notables 
consecuencias, de las cuales desarrollaremos en este 
parágrafo, las más importantes. 

Más bien, todas estas consecuencias están regidas 
por el siguiente caso particular del teor. de THALES (y 
por su inverso), que se refiere al triángulo (y que, 
como ya dijimos, se remonta a la Escuela Pitagórica). 
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Teor. (de THALES relativo al triángulo y su inverso). 
Si dado un lriángulo, se lra::a una paralela a un lado, 
cada par de segmentos así determinados sobre LlIlO de 
los olros dos lados (o sobre su prolongación) es pro
porcional al par de segmentos correspondientes inter
ceptados sobre el otro lado. 

Es decir, si una paralela al lado AB del triángulo 
ABC corta a los lados AC y BC en D y E respectiva
mente (o a sus prolongaciones), se obtienen las pro
porciones: 

AC : A.D = BC : BE; AC: DC = BC : EC; 
AD : DC = BE : EC; 

y, recíprocamente, si se toman los 
dos puntos D y E sobre los lados 
AC y BC (o sobre sus prolonga
ciones y de una misma parte res
pecto a C), de manera que se ve
rifique una cualquiera de las tres 
proporciones indicadas, la DE re
sulta pm'alela a la AB; asi que, 
por la primera parte del teor., se 
obtienen también las otras dos pro-
porciones. 

~'~'/"-"------""''''\ .. EI 

Para ver cómo este teor. es un caso pmiicular del 
de THALES basta considerar el haz de paralelas a la AB 
y las dos transversales AC y BC. 

10. Apliquemos, en primer lugar, este teor. a resol
ver dos problemas: 

\ 

PROBLEMA: Construir el cuarto segmento proporcio-
nal a tres segmentos dados. 
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Si a, b, c son estos segmentos, consideremos dos 
seminectas (no opuestas) de un mismo origen O. Tome

e 

o a 

D 

e d 

A b B 

mos sobre la primera' los dos seg
mentos consecutivos OA = a y 
...lB = b, sobre la segunda el seg
mento oe = c. 

Unam.os A con e, y tracemos 
por B la paralela a A e hasta cor
tar a la oe en D. 

El segmento d = eD es el cuarto proporcional 
a, b y c porque (n. prec.) 

OA : A.B = oe : eD o sea a : b = e : d. 

NOTA: La construcción se puede ejecutar de infini
tos modos (según la elección de las dos seminec
tas); pero por la unicidad de la cuarta proporcional 
(VI, n. 25), estamos seguros de obtener siempre seg
mentos iguales. 

11. Como casos particulares de la construcción 
precedente, cuando sea b = e se tiene la conslrllcción 
del tercer segmento proporcional a dos segmenlos dados. 

Notemos, de paso, que la misma construcción per
mite determinar el cuarlo proporcional a tres polígo[ws 
dados A, B Y e. Si h'ansformridos A, B Y e en los tres 
rectángulos respectivamente equivalentes de prefijada 
altura h (V 2, n. 40) y son a, b y e las respectivas bases 
y es d el cumio proporcional a a, b y e, el rectángulo 
r (d, h) es el cuarto proporcional a .-t, B Y C. 

Análogamente para el lercer polígono proporcionaL 
a dos polígonos dados A y B. 



ELEMENTOS DE GEOMETRÍA 61 

12. PROBLElIIA: Dividir un segmento dado en partes 
proporcionales a dos segmentos dados. 

Sea dividir el segmento AB en dos partes propor
cionales a dos segmentos dados a y b. 

Trazada por A una semirrecta dis
tinta de AB y de su opuesta, tómense 
sobre ella dos segmentos consecuti-
vos AC = a, CD = b. 

NOTA: También aquí, aunque se A 
pueda hacer la construcción de infi-

" 

nitos modos, se llega siempre al mismo 
(VI, n. 27). 

D 
b ,1 

e ,' , . ' 

E 8 

punto E 

13. Con la misma construcción, dados tres polígonos ,1, B Y C, 
se pueden determinar dos polígonos. que tengan por suma C y 
sean proporcionales a A J' B. Transformados los tres polígonos en 
rectángulos de igual altura (cualquiera) /¡J basta dividir en el terce
ro la base en partes proporcionales a las bases de los dos primeros. 

14. El teorema de THALES relativo al triángulo y 
su inverso conducen a establecer una relación entre 
triángulos (semejanza) que es lnás general que la 
relación de igualdad (superposición). 

Para definir esta relación demostremos ante todo el 
teor. siguienté: 

Teor.: Si en dos triángulos (tomados los vértices en 
un determinado ordeil) los ángulos son ordenadamente 
iguales, los pares de lados opllestos a los ángulos están 
en proporción. 

En los dos Lriángulos ABC, A' B' e sea 

/\ /\ /\ ./\ /\ /\ 
A = .4', B = B', C = C' ; 



62 ENRIQUES Y A;\iALDI - LA :\lENZA 

decimos que: 

AB : A'B' = AC : A'C' = BC : HC'. , 
Si es AB = A'B', los dos triángulos, por tener iguales 

un lado y los ángulos adyacentes, son iguales (lIl , n. 6), 

e 
e' 

A D B 

y entonces las razones 

AB : ~4'B' , l!C : A'C', 

BC : B' C' son las tres 
iguales a la unidad. 

Exceptuado este caso 
y supuesto, para fijar las 

8' ideas, AB < A'B', to-
memos sobre AB el segmento AD = A.'B', Y tracemos 
desde D la paralela a BC hasta cortar en E a la AG. 

1\ 1\ 
Será entonces (11, n. 70) EDA = CBA, y como 

1\ 1\ 
EDA = C'HA', los triángulos A.DE y A'HC', tienen 
iguales un lado y los dos ángu los adyacentes, son 
iguales (lIl , n. 6); luego será 

(1) _4D = A'B', AE = A'C'. 

Por otra p3.lie, la DE, por ser paralela a la BC,. 
determina sobre los lados de ABC segmentos propor
cionales (n. 9); entonces se obtiene la proporción: 

AB : AD = AC : AE, o sea por las (1) 

AB : A.'B' = AC : A'C'. 

Análogamente se demuestra que 

BC : B'C' = AB : A'B'; AC : A'C' = BC B'C' . 
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15. En los triángulos ABe y A'B'e' del teor. prec., 
si la razón de los lados correspondientes no es igual 
a 1, aparecen a nuestra intuición con superficies 
desiguales, pero de igual forma; se puede decir que 
uno es la copia reducida o aumentada del otro. 

Esto se expresa diciendo que son semejantes,. En 
términos precisos se da la siguiente: 

Def.: Dos triángulos se llaman semejantes si tienen 
ordenadamente iguales los ángulos y proporcionales los 
lados que comprenden ánglllos iguales. 

Se llaman correspondientes los vértices de ángulos 
iguales y los lados que unen pares de vértices corres
pondientes (es decir, opuestos a ángulos iguales). 

La semejanza comprende como caso particular a 
la igllaldad, a la cual se reduce cuando la razón de 
los lados correspondientes es igual a 1. 

Se tiene también la semejanza dincta o inversa 
según que los ángulos correspondientes (iguales) tienen 
o no el mismo sentido (11 , n. 83). 

16. De la propiedad transitiva de la igualdad entre 
ángulos (11 , n. 51) y de aquella entre razones (VI, n. 15) 
resulta que esta propiedad vale también para la seme
jamm entre triángulos, es decir: 

Cor.: Triángulos semejantes a lln tercero son sefne
jantes entre sí. 

17. Teniendo en cuenta la prec. def., el te al'. deln. 14 
lo podemos enunciar diciendo que: Se puede afirmar 
que dos triángulos son semejantes si se sabe que tienen 
los ángulos ordenadamente iguales. 

Es este mi primer criterio de semejanza de trián
gulos. 
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18. Cor.: En dos triánglllos semejantes las altllras 
correspondientes (es decir, bajadas desde vértices corres
pondientes) son proporcionales a los lado's. 

Si, en eJecto, en los 
e triángulos semejantes, ABC 

L1' e' y A'B'e' se bajan las altu-

:::: L1i:: ras CH y e'H' de los vér-
tices correspondientes C y C', 
uno, por lo menos, de los 

A H B H' S' A A A A 
pares A, .4' Y B, B' estará 

constituido por ángulos agudos (IIll n. 31). 
A 

Supuestos tales, para ftjar las ideas, los ángulos A 
A 

Y A', los dos triángulos rectángulos ABC, A'H'e' por 
A A 

tener iguales los ángulos agudos A y A' , tienen iguales 
todos los ángulos (II¡, n. 31) y por lo tanto (n. prec.) son 
selnejantes; de donde resulta: 

CH : C'H' = .AC : A'C'. 

19. El inverso del teor. de THALES relativo al trián
gulo permite establecer otros dos criterios de semejan::.a 
de triángulos, que demostraremos en este número y en 
el siguiente. 

Teor. Se pllede afirmar que dos triángulos son se
mejantes si se sabe que tienen un ánglllo igual a un 
ángulo y proporcionales Los Lados que los forman. 

En los dos triángulos ABC y A'B'C' sea 

A A 
BAC = B'A'e' Y AB: A'B' = AC : .4'C'. 
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Decimos que los dos triángulos son semejantes; y 
para demostrarlo bastará probar (n. 17) que ellos tie-
nen iguales también los e 
otros dos ángulos; es de
cir, que e' 

/\ /\ 
CBA = C'B'A' , 
" /\ /\ 

ACB = A'CB'. A. D B Al 

Si AB = A'B, por la admitida proporción (VI, n. 17) 
resulta AC = A'C', los dos triángulos, por el primer 
crit. de igualdad de h'iángulos (111 , n. 1) son iguales y 
el teorema está demostrado. 

Si AB > A'B' entonces (VI, n. 17) será AC > A'C'. 
Tómese sobre AB el segmento AD = A'B' Y sobre AC 
el segmento AE = A'G'. Los triángulos ADE y A'B'C', 
por tener iguales ordenadamente dos lados y el ángulo 
comprendido, son iguales (111 , n. 1). Por otra parte, 
siendo A'B' = AD Y A'C' = AE, resulta, de la propor
ción admitida, que: 

AB : AD = AC : AE; 

por lo que la DE es paralela a la BC (n. 9). De aquí 
1\ /\ 

concluímos que los ángulos EDA, AED son respectiva-
1\ 1\ 

mente iguales a los ángulos CBA y ACB; por consi-
guiente los dos triángulos ABC y A'B'C' tienen los ángu
los ordenadamente iguales, luego (n. 17) son semejantes. 

20. Teor.: Se puede afirmar que dos triángulos son 
lo 

semejantes si se sabe que tienen sus lados ordenada-
mente proporcionales. 
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En los dos triángulos A.BC y A'B'C se verifican 
por hipótesis las proporciones 

AB : A'E' = AC : A.'C = B(: 
, 

B'C'. 

Decimos que los dos triángulos son semejantes. 
Ante todo, si es AB = A'B', resulta también (VI, n. 17) 

de las admitidas proporciones que BC = B'C, CA = CA'; 
Y los dos triángulos, por tener los lados ordenadamente 
iguales, son iguales (III' n. 11) 

Para demostrar el teor. en todos los otros casos, 
bastará probar (n. 17) que se verifican las igualdades 

/\ /\ /\ /\ /\ /\ 
de ángulos A = A', B = B', C = C; con este fin 
demostraremos que es posible construir un triángulo 
que tenga los ángulos ordenadamente iguales ya sea a 
los de ABC o a los de A'B' C . 

Supuesto, para fijar las ideas, ..lB > A.'B', Y en con
secuencia (VI, n. 17), AC > A'C, tomemos el segmento 

e 

& 
el 

AD = A'B' sobre AB y 
el' segmento AE = A'C 
sobre AC y unamos D 
con E. Siendo, por cons
trucción 

AD = A.'B', AE = A'C, 
A 

AB 

o B P\ s' y siendo por hipótesis 
A'B' = AC : A'C, tendremos también que: 

AB : AD = A C : A.E, 

lo que nos dice que la DE resulta paralela a la BC 
(n. 9) y el triángulo ADE tiene los ángulos ordenada
mente iguales a ABC, (1., n. 70). 
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Probemos ahora que ADE tiene también iguales 
los ángulos a los de .4'B'C; más aún que es igual a él. 
Obsérvese, en efecto, que ABe y ADE, por tener los 
ángulos iguales, tienen sus lados en proporción (n. 14), 
en particular es: 

AB : AD = Be : DE. 

De aquí, recordando que por hipótesis 

AB : A'B' = Be : B'C' 

y que por construcción es AD = A' B', se obtiene en vir
tud de la unicidad de la cuarta proporcional (VI, n. 25), 
DE = B'C', Y por consiguiente los dos triángulos ADE 
y A'B'C', por tener sus lados ordenadamente iguales, 
son iguales. 

Finalmente los dos triángulos ABe y A'B'C', por 
tener sus ángulos ordenadamente iguales a los de ADE, 
tienen también iguales.· sus ángulos entre sí, y son, por 
lo tanto, semejantes (n. 17). 

Aplicaremos ahora los prec. criterios de semejanza 
de triángulos para demostrar dos teor. notables refe
rentes a los b'iángulos rectángulos, el uno inverso del 
otro, que nos conducirán a la construcción del seg
mento medio proporcional entre dos segmentos dados 
(VI, n. 16). 

21. Teor.: En un triángulo rectángulo la altura 
(bajada desde el vértice del ángulo reclo) es media 
proporcional entre los dos segmentos en que divide a la 
hipotenusa; g cada cateto es medio proporcional entre 
la hipotenusa y su proyección sobre ella. 



68 ENRIQUES Y AMALDl - LA MENZA 

Dado el h'iángulo ABC rectángulo en C y bajada la 
altura CH relativa a la hipotenusa, los dos h'iángulos 

e rectángulos ACH y ,CBH, tienen, 

A
'::::. cada uno, un ángulo agudo común 

con el triángulo rectángulo dado: 
luego tienen los ángulos ordena-

8 damente iguales a los de ABC y 
por lo tanto iguales entre sí; es 

decir, por el n. 17, los h'iángulos ACH y CBH son 
semejantes a ABC, y en consecuencia (n. 16) seme
jantes entre sí. 

A H 

Por ser ACH y CBH semejantes (conespondiendo a 
los vértices A, C y H del primero ordenadamente los 
vértices C, B y H del segundo) resulta que: 

AH : CH = CH : BH; 

es decir, la altura CH es media proporcional entre los 
segmentos AH y HB de la hipotenusa. 

Del mismo modo comparando los triángulos seme
jantes ACH y ABC (en los cuales a los vértices A, C 
y H del primero corresponden ordenadamente los vér
tices A., B Y C del segundo) se encuentra 

. AH : AC = AC : AB, 

es decir, el cateto AC es medio proporcional enh'e la 
hipotenusa AB y su proyección AH sobre ella. 

También de la comparación de los triángulos se
mejantes CBH y ABC resulta 

HB : CB = CB AB. 
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22. Teor.: Si en un triángulo una de las alturas 
divide interiormente al lado correspondiente en dos 
partes entre las cuales él sea medio proporcional, el 
triángulo es rectángulo; y análogamente, si la proyec
ción de un lado sobre otro es interior a éste y el pri
mer lado es medio proporcional entre esta pl'oyección 
y el lado al cual ella pertenece, el triángulo es rec
tángulo. 

En el triángulo ABC, bajada desde C la altura CH 
sobre A.R, sea H interior a AB y sea también 

AH : CH = CH : HB. 
Los dos triángulos ABC y CHB, tienen, por cons-

A A 
trucción, los ángulos AHC y CHB iguales por rectos, y 
dar hipótesis proporcionales los 
lados que los fOTman. Se deduce 
(n. 20) que los dos triángulos son 

A A 
semejantes, y entonces BCH = HAC. 
Pero como el triángulo ABC es 

A t 

rectán gula en ti, Y HCA es el ca m- A H 
A A 

B 

plemento de HAC (lI l , n. 31), lo es también de BCB. De 
A A A 

, aquí se concluye que el ángulo BCA = BCH + HCA 
es recto. 

Sea, en segundo lugar, 

AH : AC = AC : AB. 

Los dos triángulos ACH y ABC, de los cuales el 
primero es rectángulo en H por construcción, tienen el 

A 
ángulo A común y los lados adyacentes proporcionales. 
Se deduce (n~ 19) que los dos triágulos son semejantes, 

A 
luego el ángulo ACB es recto. 
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23. PROBL.: Constmir el segmento medio proporcio
nal entre dos segmentos dados. . , 

Dados los dos segmentos AB y CD, tómese sobre 
la prolongación de AB el segmento BE = CD. Descrita 

A B 

e 

sobre AB como diámetro una 
semicircunferencia, levántese la 
perpendicular a BF en su pun
to B; ella corta a la semicir
cunferencia en el punto F. 

E Decimos que BF es medio 
proporcional entre AB y BE, es 

O decir, entre AB y CD. 
Uniendo, en efecto, F con A y E, el triángulo AEF 

es rectángulo en F (IY2' n. 33), de donde resulta (n. 21) 
que la altura BF es media proporcional entre los do 
segmentos AB y BE de la hipotenusa, es decir, entre 
los segmentos dados AB y CD. 

JOTA. - El leor. del n. 22 (invel~"o del teol". n. :H) pel'mite 
demosll'ar la rmicidad del í5egmento medio p,'op0l'cional entre dolS 
segmentos dadoí5. Se puede desarrollar tal demostración a título 
de ejercicio. Aquí nos limitaremos a recol'dar que en él la unici
dad de la media proporcional ha sido demostl'ada pal'a toda especie 
de magnitud en el n. 28 del Cap. VI. 

24. La segunda parte del teor. del n. 21 conduce a 
otra construcción del segmento AF medio proporcional 
entre dos segmentos dados AB y 
CD, de la cual nos limitalnos aquí 
a dar la figura (donde AE = CD). 

25. Obseryemos finalmente que una u 
otra de las do consll'ucciones preceden les A 
permiten determinal' el polígono de árefl 
media propol'cional enlre dos polígonos e 

E 

o 

" 

B 
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dado~ A Y B. Basta transformar A r B en los rectángulos equiva
lentes de dada altura /¡ (V 2' D. 40); Y una vez constl'uído el eg
mento medio proporcional entre las bases, considerar el rectán
~ulo de altura 11, que tiene como base esta media proporcional. 

Grupo armónico de puntos 

26. Proponemos, como ejercicio, la demostración 
(véase n. 9) de los siguientes 

Teors. 1) La bisectri:: de un ángulo de un triánglllo 
divide eL lado opuesto en dos segmentos, que son pro
porcionales a los otros dos Lados 
adyacentes; e inversamentf, si un 
lado de un triángulo está divi
dido en dos partes proporcionales 
a los otros dos Lados respectiva
mente adyacentes, la recta qlle 
pasa por el punto de división deL 
lado y por el vértice del ángulo 
opuesto es La bisectri= de este 
ángulo. 

2) Si en un triánguLo La bisec
lri= de un ángulo exterior corta A 

e 

D 8 

a la rolongación del lado opuesto, las distancias de 
esta intersección a los extremos deL lado mencionado 
son proporcionales a los otros dos lados que pasan 

e 

E 

F por ellos; e inversamente, da
dos un triángulo y sobre la 
prolongación de uno de sus 
lados un punto cuyas distan-

.. cias a los dos vértices que se L-__ ~L-__ ~ ____ ~ 

A B o encuentran sobre éL sean pro-
porcionales a los dos lados que pasan Dor ellos, la recta 
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que une este punto con el vértice opuesto es la bisec
triz del relativo ánguLo exterior deL triángulo. 

NOTA: Las figuras adjuntan indican claramenté el proceso de 
la demostración. Trazadas en ambos casos las bi;' ectrices CD del 

1\ 1\ 
ángulo ACB o de BCF (segunda fig.) y las correspondientes pa-
ralelas por B hasta cortar en E al lado A C o a su prolongación 
el triángulo BCE resulta isósceles sobre la base BE. Aplicando 
el teor. de THALES a las paralelas CD y EB cortadas por las. 
transversales AB y AC, resultan los dos teoremas directos. 

Para los respectivos teoremas recíprocos, tomando CE = BC, 
se tiene, en ambos casos: AD : DB = AC : BC = AC : CE. Las 
rectas cn y EB resultan pues paralelas en virtud del recíproco 
del teor. de THA LES (n. 2). Del hecho de ser isósceles eltrián
gula BCE y del paralelismo de CD y EB resulta que CD es, en 

1\ 1\ 
ambos casos, bisectriz del ángulo ACB o BCF respectivamente. 

En la demostración del teor. 2) examínese el caso 
en que la bisectriz del ángulo exterior no corte a la 
prolongación del lado opuesto. 

27. Def.: Cllatro puntos A, B, e y D de una misma 
recta, tales que uno de ellos (e por ej.) sea interior al 
segmento AB, y D exterior, se llaman armónicos si son 
iguales las razones Ae : Be y .-iD : BD. 

Los puntos C y D se llaman conjugados armónicos 
de A y B. Cada uno de los puntos fC o D) se llama 
conjugado armónico del otro (D o e) con respecto al 
par A, B. 

~esulta inmediatamente el siguiente 
28. Teor.: EL conjugado armónico D de un punto C 

(distinto del punto medio del segmento AB) respecto a 
un par A, B es único. 

Es decir, que dados tres puntos alineados A, B, C, 
si existe sobre la misma recta un punto D, tal que 
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las razones AC : BC y A.D : BD sean iguales (siempre 
que C no sea el punto medio del segmento AB) este 
punto es único. a' 

Supongamos que so- sX 
~~::e~;:::C:unt~s D /:, :400" 

AC : BC = AD 

Resulta: 

BD AC : BC = ADl : BDl 

AD : BD = ADl : BDl 

a 

Tracemos por el punto A otra recta a' distinta de 
la a y tomen os sobre ella un punto O. Las paralelas 
a CC' por los puntos B y D determinan sobre a' los 
puntos B' y D' respectivamente. En virtud del teorema 
de THALES, se tiene 

AC : BC = A'C' : B'O ; AD : BD = A'D' : B'D' 
• 

y en virtud de las relaciones precedentes resultaría 

A.'D' : B'D ' = .4D1 : BD¡ 

lo, que por el teor. recíproco de THALES, nos dice 
que la recta D'D¡ sería paralela a BE' y por lo tanto 
a la recta D' D lo cual es absurdo porque ellas tienen 
el punto D' común. 

Demostrada la unicidad del punto D, veamos cómo 
se construye efectivamente este punto. Para ello basta 
recordar los dos ejercicios propuestos en el (n. 26). 

De ellos resulta que: 
a) Dado im triángulo cualquiera AOB, si C es el 

punto que determina sobre el lado AB la bisectriz del 
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1\ 
ángulo opuesto O, y si la bisectriz del ángulo exterior 
corta a la prolongación de AB en un punto D. los cuatro 
segmentos A.C, BC, AD y BD son proporcionales, pues 

¿ . .'.'i .... / ••••••••••••••• • ••••••••• 

A e B o 

AC : BC = AO : BO 

AD : BD = AO : BO, 

luego: 

AC : BC = AD : BD. 

b) Recíprocamente, si cuatro puntos A, B, C y D 
de una misma recta son tales que C es interior a AB 
y D exterior (no siendo C el punto medio de AB) y 
los segmentos AC, Be, A.D y BD son proporcionales 
(es decir, se verifica la proporción anterior), existe un 
h'iánguLo de vértices A y B, Y tal que las bisectrices 
del ángulo interior y del exterior opuesto a AB pasan 
por e y D respectivamente. 

En efecto, para obtener un triángulo tal que la bi
sectriz del ángulo opuesto allaQ,o AB pase por e, basta 

N 

o 

M 

construir una circuHferencia O' que pase por A y B Y 
trazar por el punto medio M de cualquiera de los dos 
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,.-., 
-arcos AB, la recta MC que corta a la circunferencia O' 
en un punto O. El triángulo AOB tiene la bisectriz del 

/\ 
ángulo O que pasa por C. La otra bisectriz del ángulo 

/\ 
exterior en O de AOB pasa necesariamente por D en 
virtud del teorema precedente. 

·29. PROBL.: Construir el conjugado armónico de un 
punto C respecto de otros dos puntos dados A y B (ali
neados cqn C). 

Si C es interior a AB bastará consh'uir un triángulo 
sobre la base AB, tal que la bisectriz del ángulo opuesto 
al lado AB pase por C lig. precedente. Si C no es el 

N 

: / D 
o • 

o " " o, 

M 

e 

punto medio de AB, la otra' bisectriz cortará a la rec
ta AB en un punto D, que es el pedido. Si C es exterior 
.a AB se obtiene del mismo modo un triángulo sobre 
la base AB, tal que la bisectriz del ángulo exterior 
opuesto a AB pase por C. La otra dará sobre AB el 
punto D pedido. Para ello tomemos una circunferencia 
cualquiera Q' que pase por A y B. Tracemos desde O' 
la recta perpendicular a AB, que cortará a la circun
ferencia en dos puntos M y N. 
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Uniendo cualquiera de los puntos M o N con C 
hasta cortar en O a la circunferencia la recta NO 
o MO (según que se haya tomado M o Al) corta a la 
AB en un punto D, este punto es el pedido . . 

En efecto, en el triángulo AOB, OC y OD son las 
/\ 

bisectrices del ángulo en O interior y exterior Tespec-
tivamente. 

NOTA: Si e es el punto medio del segmento AB, las cons, 
trucciones precedentes caen en defecto, pero la consideración 
hecha en (a) prueba que el punto D no e:riste, porque la recta OD 
resulta paralela a la AB. 

Demuestre el lector como ejercicio el siguiente 

30. TEOR.: Si D es el conjugado ar1l1ónico de C respecto del 
par A, B, el punto A es el conjllgado armónico de B respecto 
del par' C, D. 

Por esta razón se dice, que lo pare A, B Y e, D, se sepal'an 
armónicamente. 

Para demostrar el teorema, constrúyase de cualquier manera 
(n. 28) un triángulo, dos de cuyos vértices sean C y D, Y si B es 
interior a e D, tómeselo de manerfP que la bisectriz del ángulo 
opuesto pase por B. Bastará probar que la recta que une el tercer 
vértice del triángulo con el punto A es la bisectriz del ángulo 
exterior, etc. 

NOTA: Cuando dos pares de puntos A, B Y e, D se separan armó
nicamente, suele decirse también que el segmento A B está dividi
do armónicamente interior y exteri07'mente por' los puntos C y D. 

Según esto, dado un segmento cualquiera A B, existen dos 
puntos de la recta que lo contiene uno interior !I otro exterior 
que lo dividen armónicamente, en una razón prejljada distinta 
de la unidad. 

Explicaremos la obtención de tale punto re 'olviendo el 
siguiente 

31. PROBL.: Dividir un segmento e interior' !J exteriormente, en 
partes proporcionales a dos segmentos dados a y b desiguales 
entre si. 
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Tomemos sobre una recta cualquiera un segmento A B igual 
al segmento dado c. Por los extremos A y B tracemos dos rectas 
A M Y B N paralelas entre sí. Tomemos finalmente sobre la pri
mera el segmento A M = a y sobre la segunda los segmentos 
opuestos BN = BN' = b. Los puntos C y D en que las rectas 
1~1N' y MN cortan a la AB resuelven el problema. De los trián-

a M 

b 

e 

o 

NI 

gulas semejantes CMA y BCN' resulta AC : BC = a : b, 
y análogamente de la semejanza de los triángulos AMD y BND 
se obtiene 

AD : BD = a : b, 

de donde 

AC : BC = AD : BD. 

Los puntos C y D son únicos, como se vió en el n. 28. 
Por esto también suele decirse que el segmento AB ha sido 

dividido en dos segmentos aditivos AC y CB proporcionales a 
~ y b, Y en dos segmentos .sustractivo· AD Y BD, también pro
porcionales a a y b por ser AB igual a su respectIva suma o dife
rencia. 

32. Damos una ulterior aplicación de los teors. so
bre los triángulos semejantes, demostrando el teor. si
guiente que será muy útil más adelante. 

Teor. Tra~adas desde un punto exterior a una circun
ferencia una tangente y una secante, el segmento de 
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tangente comprendido entre este punto y el ptUlto de 
contacto es medio proporcional entre los dos segmenlos 
de secantes comprendidos entre aquel pH{llo y sus dos 
intersecciones con la circunferencia, o, como suele de
cirse brevemente, la tangenle es media proporcional en-o 
lre la secante total y su parte exlerior. 

Considerando fuera del círculo el punto A, sea AB 
una de las tangentes que desde A se pueden trazar a 

B 

A 

la circunferencia y considérese 
por A una secante cualquiera, 
cuyas intersecciones con la cir
cunferencia sean e y D. De
bemos probar que: 

Ae : AB = AB : AD. 

Uniendo B con e y D, 
los triángulos A.Be y ADB 

(considerados sus vértices en el orden escrito) tienen 
los ángulos ordenadamente iguales, porque el ángulo 

1\ 1\ 
en A es común y los ángulos ABe y ADB son iguales, 
por ser semi - inscriptos e inscriptos respectivamente 

que abarcan el mismo arco Bc (IV 2' n. 34). 
Los dos triángulos son, pues, semejantes (n. 17), y 

correspondiéndose los vértices .4 y A, B y e, e y B 
se verifica precisamente la proporción: 

Ae : AB = AB : AD. 

33. Otras análogas consecuencias de las propiedades 
de los triángulos semejantes están dadas por los dos 
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teoremas siguientes, de los cuales proponemos la de
mostración a título de ejercicio: 

Teor.: a) Tra:::adas por un mismo punto exterior 
dos secantes a una cir6znferencia, los segmentos de ellas 
comprendidos entre este punto y 
SllS intersecciones con la circull- A. 

ferencia están en p.roporción 
(siendo respectivamente extre
mos y medios do s segmentos 
pertenecientes a una misma se
cante). 

D 

b) Si dos cuerdas de Izna circullferencia se cortan~ 
SIlS segmentos están en proporción (siendo extremos y 

e / 

E 

8 

:\ 

medios respectivamente los segmentos 
de una misma cuerda). 

Para la demostración basta observar en am
bos casos que los triángulos ABD yACE tie
DeD sus tres ángulos iguales, y en consecuencia 
'no 14) sus lados homólogos son proporcionales. 

34. La unicidad de la cuarta proporcional permite 
invertir, sin dificultad, los teor. de los nOS. 32 y 33; es 
decir, son ciertos los siguientes: 

Teor.: a) Considerados sobre una recta, a partir de 
un punto A y de la misma parte de él, dos segmentos 
AC y AD Y sobre otra recta por A el segmento AB 
medio proporcional entre AC y AD, la circunferencia 
que pasa por B, C y D es tangente en B a la recta AB 
(cfr. la fig. del n. 32). 

b) Si soble una recta, a partir de uno de sus puntos 
A y de la misma parte respecto a él, se toman dos 
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segmentos AB Y AE, Y sobre otra recla por A y tam
bién de la misma parte respecto a A se consideran dos 
segmentos AC y AD, de manera que sea 

AB : AC = AD : AE, 

los cuatro puntos B, C, D y E pertenecen a una misma 
circunferencia (cfr. la primera fig. del n. pree.) 

e) Si sobre una recta, a partir de uno de sus puntos 
A y en partes opuestas respecto a él, se consideran dos 
segmentos AB y AE Y sobre otra recta por A y siempre 
en partes opllestas Tespeclo a A se consideran los dos 
segmentos AC y AD de manera que sea: 

AB : AC = AD : AE, 

los cuatro puntos B, C, D y E pertenecen a una misma 
circunferencia (efr. la segunda fig. del n. pree.). 

EJERCICIOS 

1) Si tres rectas que pasan por un mismo · punto están cortadas 
por dos paralelas, se obtienen, sobre éstas, dos pares de seg
mentos adyacentes que están en proporción. 

2) Nótense otros dos pares de segmentos proporcionales a los 
cuales se da origen con la construcción del ejercicio precedente. 

3) Cada mediana de un triángulo es el lugar de los puntos medios 
de los segmentos paralelos al lado sobre el cual cae la me
diana, interceptados por los oteos dos lados. 

4) Los puntos medios de las bases de un trapecio, el punto de 
encuentro de las diagonales y el de los lados no paralelos 
están en linea recta. 
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.5) Si sobre dos rectas paralelas se tienen dos ternas de puntos 
consecutivos en el orden A, B, C y A', B', C', tales que 

AB: BC = A'B': BC', 

las treo rectas AA', BB', CC', pasan por un mismo punto o son 
paralelas (inverso del ej. t ). 

@) 1I1viértase análogamente la proposición del ejercicio 2. 
7) TEoR. de PAPPUS. - Si sobre dos rectas se dan dos ternas de 

puntos A, B, C y A' B', C' y las rectas AB' y CB' son paralela 
respectivamente a las A' B, C' B, taÍ11bién las A C', A'C SOn pa
ralelas. (Téngase en cuenta el teor. de TrIA LES y el del n. prec). 

/\/\ 
Si en dos triángulos ABC, A'B'C' los ángulos B, B' son iguales 

/\/\ 
y los ángulos C, C' son suplementarios, se tiene 

AB : A'B' = AC : A'C' . 

.(Llévese el triángulo A' B'C' de manera que su vértice B' caiga 
:sobre el vértice B de ABC y los lados B' A', B'C' sobre BA, 
BC respectivamente, trácese por A la paralela a A'C' hasta 
cortar en H a la BC, etc). 

'9) Determinar dos puntos de manera que dividan interior y exte
riormente a un segmento dado en partes proporcionales a dos 
segmentos desiguales dados (o sea en una razón dada distinta 
de 1), (n. 31 del Cap. VIl). 

10) Si dos punto C y D dividen al segmento AB, el uno interior
mente y el otro exteriormente, en una misma razón, los pun
tos A y B dividen al segmento CD, el uno interiormente, el 
otro exteriormente, en una misma razón. 
Los dos pal'es de puntos A, B Y C, D se dividen armónica
mente, o sea, los cuatro puntos A, BI C, D forman un grupo o 
cuatema al'l11ónica. 

11) Si C y D dividen al'mónicamente al segmento AB, desde un 
punto M cualquiera cuyas distancias a .11 y B sean proporcio
nales a AC y BC, se ve CD bajo un ángulo recto. 

12) Lugar de los puntos cuyas distancias a dos puntos dados son 
proporcional~ a dos segmentos dados (desiguales entre sí), 
(ej . prec.). Se obtiene la llamada circunferencia de ApOLONIO 

(relativa a los dos puntos dados y a la razón dada). 
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13) Construir un triángulo, dadas la base, la mediana relativa a ésta 
y dos segmentos proporcionales a los otros lados (ej . prec.). 

14) Construir un triángulo equivalente a un LTifmgulo asignado, 
dadas la base y el punto de encuentro de ésta con la bisectriz 
del ángulo opuesto (n. 31 VII, ej. 12). 

15) Construir un triángulo dadas la base y el ángulo opuesto, sa
biendo que los dos lados que lo forman deben ser el uno doble 
del otro (ej. 12). 

16) En el plano de un triángulo construir los puntos cuyas distan
cias a los tres yértices sean proporcionales a tres segmentos 
dados (ej. 12). 

17) Lugar de los puntos cuya distancias a dos círculos dados sean 
proporcionales a sus radios. (Considérense 1as distancias de 
un punto del lugar a los dos centros y recuérdese el ej. 12). 

18) Lugar de los puntos desde los cuales se ven dos círculos da
dos bajo un mismo ángulo. (El ángulo bajo el cual se vé un 
círculo desde un punto exLerior es el de las dos tangentes 
trazadas desde el punto al círculo) . Considérese para cada 
círculo el triángulo que tiene por vértices un punto M del 
lugar en cuestión, el punto de contacto de una tangente por 
él y el centro. Las distancias del punto M a los dos centros. 
son proporcional e , etc. (ej. 12). 

19) Construir un triángulo conociendo dos ángulos y una altura. 
(Empiécese por construir un triángulo semejante al pedido). 

20) En dos triángulos semejantes la medianas y las bisectrices 
correspondientes son proporcionales a los lados homólogos. 

21) Dos triángulos que tienen sus tres alturas proporcionales son 
semejantes. . 

22) Dos triángulos que tienen las tres medianas proporcionales 
son semejantes. 

23) Si cuatro segmentos a, b, e, d, son tales que: 

y los tres primeros a, b, e son lados de un triángulo, b, e y d 
son también lados de un triángulo, y los dos triángulos que 
así resultan tienen cinco elementos (lados y ángulos) iguales . 
sin ser iguales. 
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24) Si dos triángulos desiguales ABC, A' SC' están situados de 
manera que los lados AB, BC, AC, del primero son ordena
damente paralelos a los lados A' B', B' C', C' A' del segundo, las 
rectas AA', BB', CC' de los vértices homólogos pasan por un 
mismo punto. (Teo7'. de los triángulos homotétieos). 

25) Si dos triángulos desiguales ABC, A' B'C' son tales que las 
rectas AA', EH, CC', de los vértices homólogos pasan por un 
mismo punto y los dos lados AB, Ae del primero son parale
los a los dos lados A' B ', S C' del segundo, también el lado 
CA es paralelo al lado C'A'. (Por absurdo y teniendo en cuen
ta el ej. prec.). 

26) Con la regla solamente y aplieando los dos ej. pree. 
a) Trazar por un punto dado la paralela a dos rectas dadas, 

paralelas entre sí. 
b) Dado en el plano un paralelogramo, trazar por un punto 

la paralela a cualquier recta dada. 
27) Si en un triángulo rectángulo se inscribe un cuadrado (con un 

lado sobre la hipotenusa) la hipotenusa queda dividida en tres 
partes, que forman una proporción continua. 

28) Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados 
A, B, Y sea tangente a una recta e. (Si la AB corta a la e . 
en S, y X es el punto de contacto de la circunferencia busca
da con e, el segmento SX respecto aSA, SB, es, etc. 

29) Construir una circunferencia que pase por un punto dado e y 
sea tangente a dos rectas dadas a, b. (Si e es la bisectriz del 
ángulo ab (o de la faja ab) y Cl es el simétrico de e con res
peeto a e, la circunferencia pasa también por el' de donde re
firiéndose al ej. prec., etc.). 
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§ 5. APLICACIONES DE LA PROPORCIONALIDAD 
DE SEGMENTOS. - POLlGONOS SEMEJANTES 

Proporcionalidad de segmentos y equivalencia de rectángulos. - Potencia 
de un punto con respecto a una circunferencia. - Pentágono, de
cágono y pentadecágono regulares. - Sección áurea de un segmento 
o división de un segmento en media y extrema razón. - Polígonos 
semejantes. - Confeccción de planos. - Escalas. - Ejercicios. 

Un segundo grupo de aplicaciones de la teoría de 
las proporciones se obtiene del teor. fundamental del n. 4 
sobre la proporcionalidad de los paralelogramos de 
igual altura. 

Este teor. y su inverso (n. 5) conducen, en el caso 
de los rectángulos, a establecer una importante relación 
entre la teoría de las proporciones de segmentos y 
la de la equivalencia entre polígonos. 

35. Teor.: Si cuatro segmentos están en proporción, el 
rectángulo de los extremos es equivalente al de los 
medios. 

Recíprocamente, si cuatro segmentos tomados en un 
cierto orden son tales que el rectángulo de los extremos 

1

'--------, ----------- -- -, es equivalente al de los me
d dios, los cuatro segmentos es-

tán en proporción. 
a b 

e Sean a, b, e y d cuatro 
segmentos tales que: 

a : b = e : d. 

Decimos que el rectángulo r (a, d) de a y d es 
equivalente al rectángulo r (b, e) de b y c. 
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Obtenido el rectángulo r (a, d) de los dos seg
mentos a y d, constrúyase en el ángulo opuesto por 
el vértice a uno de sus ángulos, el rectángulo de los 
segmentos b y e tornando el segmento b en la prolon
gación de a. Completado el rectángulo r (b, d) de los 
dos segmentos b y d tendremos (n. 4) 

r (a, d) : r (b, d) = a : b, 

r (b, e) : r (b, d) = e : d. 

De aquÍ y de la proporcionalidad de a, b y e, d 
resulta, por la propiedad transitiva de la igualdad de 
razones (VI, n. 15), 

r (a, d) : r (b, d) = r (b, e) : r (b, d); 

de donde, se concluye que (VI, n. 17) los dos rectángu
los r (a, d) y r (b, e) son equivalentes. 

Recíprocamente supongamos que, dados los cuatro 
segmentos a, b, e y d, los dos rectángulos r (a, d) y 
r (b, e) de los extremos y de los medios sean equivalen
tes. Decimos que los cuatro segmentos a, b, e y d están 
en proporción. 

Refiriéndonos a la figura anterior, tendremos (n. 4) 

r (a, d) : r (b, d) = a : b, 

r (b, e) : r (b, d) = e : d. 

Pero, por hipótesis, r (a, d) y r (b, e) son equiva
lentes, ele dqnde será (VI, n. 15) 

r, (a, d) : r (b, d) = r (b, e) r (b, d). 
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De aquí y de las proporciones precedentes se deduce 
(VI, n. 15) que 

a : b = e : d. 

36. Como caso particular de este teor. se tiene 
que: Si un segmento es medio proporcional entre otros 
dos, el cuadrado del primero es equivalente al rectán
gulo de los otros dos. 

Recíprocamente, si tres segmentos son tales que el 
cuadrado del primero es eqllivalente al rectángulo de 
los otros dos, el primero es medio proporcional entre 
estos últimos. . 

37. Resulta de aquí que el teor. del n. 21 se reduce 
al teor. del n. 16 del Cap. V2 • Por eso la teoría de las 
proporciones ofrece una fácil demostración del teor. de 
PITÁGORAS; 

Teor.: El cuadl"aclo de la hipotenusa de cm trián
gulo rectángulo es equivalente a la suma de los cua
drados de sus catetos. 

Hemos demostrado, n. 21, que en todo triángulo 
rectángulo, cada cateto es medio proporcional entre la 

e hipotenusa y su proyección so
bre ella. Si ABC es el triángulo 

a rectángulo en C y AH Y HB las 
proyecciones de los catetos AC 

e y BC respectivamente sobre AB, 
A H 8 se tiene: 

AH : AC = AC : AB y HB CB = CB : AB 

y en virtud del n. 36: 

c (AC) = r (AB, AH), c (CB) = r (HB, AB) 
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sumando 

c CAC) + c (CB) = r (AB, AH) + r (AB, HB), 

y como (V2 , n. 12) es 

r CAB, AH) + r (AB, HB) = r (AB, AH + HB) 

y por ser además AH + HB = AB se tiene 

() sea 
c (AC) + c (CB) = r (AE, AB), 

c (AC) + c (CB) = c (AB). 

87 

Del mismo modo, en hase a los teoremas del nú
mero prec., el teor. del n. 32 se puede enunciru.' di
ciendo que: Tra::.adas por Hn punio exterior a una cir
.cunferencia una tangente y Hna secante, el cuadrado de 
,la tangente es eqHiualenle al rectángulo de la secante 
tolal y su parte exterior. 

Dejamos que el lector enuncie los teoremas que de 
manera 'análoga se deducen de los teors. a y b del 
número 33. 

38. NOTA: En el libro segundo (V2 n. 43) hemos dicho que el 
área de un redángulo se obtiene multiplicando la longitud de 
su base por la de su altura. En particular el área de un cuadrado, 
-es igual al cuadrado de la longitud de su lado. En base a esto se 
puede definir el producio de dos se{jmentos a !J b como la super-

j'lcie del 1>eddngulo por ellos contenido ti el cuadrado de un seg
mento como la del cuad"ado construido sobre él. El producto de 
dos segmentos a y b Y el cuadrado de a se indican respectiva
mente con 

a X b o simplemente ah y con a 2
• 

En base a l(\s propiedades estudiadas en (V. n. 6) resulta que 
.el producto de dos segmentos tiene la propiedad uniforme, y la 
conmutativa y distributiva respecto de la suma y de la diferencia . 

.. 
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El teorema de PI'l'ÁGORAS se puede escribir entonces bre
vemente 

, 

indicando con e la hipotenusa y con a y b los catetos. 

EL teorema del n. 35 adquiere la forma siguiente: 

Si cuatro 'egmentos a, b, e y d son proporcionales, el producto
de los meclios es igual al producto de los extremos. 

Siendo a : b = e : d, sabemos (n. 35) que 

7' (a, d) = 7' (b, e) " 

luego: 

ad = be. 

En cuanto al cuadrado de la suma de dos segmentos y al" 
cuadrado de la diferencia hao sido explicados en el segundo libro 
Cap. v! n. 7. Haga el lecLor, como ejercicio, el producto de la 
suma por la diferencia de dos segmentos. 

Potencia de un punto con respecto 

a una circunferencia 

Hemos visto, n. 33, que si desde un punto A, exterior 
a una circunferencia, se trazan dos secantes, los seg
mentos de estas comprendidos entre el punto A y las 
intersecciones con la circunferencia, son proporcionales, 
y también que si dos cuerdas de una circunferencia 
se cortan en un punto A, sus segmentos son proporcio
nales. 



ELEMENTOS DE GEOMETRÍA 89 

En ambos casos se tiene: 

AB : AC = AD ¡lE. 

A B E 

E 
D 

Es decir, n. 35, que 

r. (AB, AE) = r. (AC, AD), 

o de acuerdo con nuestra definición de producto de 
dos segmentos: 

AB . AE = AC . AD. 

Es decir, que se verifica el siguiente 

39. Teor.: Si desde Llll punto del plano de una cir-
cunferencia se trazan dos o más secantes a ella, los pro
ductos de los segmentos determinados por este punto y 
las intersecciones de cada secante con la circunferencia 
son todos iguales entre si. 

También hemos visto, n. 32, que si desde un punto
exterior a una circunferencia se trazan una secante y 
una tangente, ésta es media proporcional entre los 
segmentos de,terminados por el punto y los de la secante
con la circunferencia. En este caso vale también el 
teorema análogo. 
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40. Def.: Dada una circunferencia y un punto A de 
.su plano, trácese por A una recta que corte a la circun
ferencia en dos puntos B y C (cuerda o secante según 
que A sea interior o exterior). Llámase potencia de A, 
con respecto a la circunferenCia, a la superficie del rec
tángulo AB, AC, o sea al producto de los segmentos AB 
y AC (el cual no varía al variar la cuerda o secante BC 
por el punto fijo A). 

A fin de no introducir restricciones conviene con
siderar la potencia de un punto cualquiera de la CIr

cunferencia como una superficie nuLa. 
Resultan, pues, los 
41. Cor.: La potencia de un punto exterior a la cir

cun{erencia está dada por el cuadrado de la tangente 
tra:::ada desde el punto a la circunferencia. 

42. Cor.: La potencia de un punio es igual a la dife-
1'encia de los cuadrados de la distancia del punto conside
l'ado al centro de la circunferencia y del radio de ésta. 

A B e 8 e 

o o 

Puesto que la potencia p de un punto A es igual, 
,cualquiera' que sea la secante, tracemos por A el diá
metro que corta a la circunferencia en B y C. Se tendrá 
en la primera y segunda figura respectivamente, según 
'que A sea exterior o interior a la circunferencia: 

p = AB . AC = (AO - BO) (AO + OC) 

p = AB . AC = (BO - AO) (AO + OC). 
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Si llamamos d a la distancia del punto A al centro 
() y ]' al radio de la circunferencia, resulta para un 
punto extedor (d > r) 

p = (d - r) (d + 1') 

para un punto interior (d < 1') 

P = (1' - d) (1' + d) = ]'2 - d2
• 

Es, en cambio, nula para un punto de la misma 
circunferencia. 

OBSERVACIÓN: Si el punto es exterior, los segmentos 
<ordenados AB y AC de origen A tienen el mismo sen
tido; si es interior, tienen sentidos opuestos. Por ana
logía con el producto de núm.eros, se ha convenido en 
atribuir a la potencia de un puntó exterior el signo 
positivo y a la de un punto interior el signo negativo. 
Con este convenio vale la única fórmula 

p=d't_r2 

<cualesquiera que sean los valores ele d y r. 

43. Dadas dos circunferencias en un mismo plano, ocurre in
mediatamente preguntal'se si hay puntos del plano para los cuales 
ambas circunferencias tienen igual potencia. 

Si r y ]" son us respecti-..-os radios y se indican con d y d' 
las distancias de cada uno de tales puntos a los correspondientes 
<centros O y O', debe tenerse, n. prec.: 

de donde 
(1) 

\ 

a) Si las dos circunfel'encia son concéntricas y tienen radios 
distintos (1' =f= 1"), siendo, en ese caso d' = d por ser O y O' 
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coincidentes, debería ser también r' = 1', lo cual es contrario a la 
hipótesis; no existen pues tales puntos para el caso de dos cir
cunferencias concéntricas y distintas. 

b) Si las dos circunferencias no son concén'tricas y tienen 
radios iguales (r = 1>') resulta de (1) que debe ser tainbién d = d'. 
Los puntos que cumplen tal condición san los de la mediatriz del 
segmento 00' y solamente ellos, porque de las igualdades d = d' 
Y l' = 1>', se obtiene d 2 - 1'2 = d'2 - r". 

e) Si las dos circunferencias no son concéntricas y tienen 
radios distintos (1' =#= r'), veremos que también en este caso los 
puntos pedidos son los de una recta perpendicular a la recta 00: 
de sus centros y solamente ellos. 

p p 
" 

d 
.. 

,., .... ' .. 
",.'/' d' 

o o M d H 

Siendo, por hipótesis r =#= r', resulta de la (1) también d =#= el'. 
Para fijar las ideas sea r > r', de donde, d > el'. 

Consideremos un punto P del plano cuyas distancias a los 
centros O y O' de las dos circunferencias sean respectivamente 
d y d' (el > el') ; H, su proyección sobre la recta 00', .11 el punto 
~edio del segmento 00'. Los triángulos OP}.i[ y O' PM tienen el 
lado MP común y los lados OM y O'M iguales, y como tienen 

1\ 
los terceros lados desiguales, d > el', el ángulo ON1P del primero 

- 1\ 
(lI l n. 21) es mayor que su suplementario 0'A1P del segundo. Por 
lo tanto, la proyección H del punto P sobre 00' está en la semi
recta de origen 1\11 que contiene al centro O' de la circunferencia 
menor. Calculemos la proyección MH de la mediana PM de OPO'. 

Se tiene, teor. de PITÁGORAS que: 

el 2 = OH" + HP',' el'! = 0'H2 + HP2 

el 2 
- d'· = OH2 

- O'H! = (OH + O'H) (OH - O'J--J) (2) 

• 
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Según que H esté o no entre J.11 y O' se tiene respectiva
mente, en la primera y segunda figura, por ser MO - MO' : 

OH+ O'H= 00'; OH-O'H=MO+MH-MO'+MH=2MH 
OH - O'H= 00'; OH + O'H=J'IO + MH +MH - MO' =2 MH 

Sustituyendo en (2), en ambos casos resulta: 

d' - d" = 200' . MH 

Para que P sea un punto de igual potencia con l'especto a 
O y O' se debe cumplir la (1), es decir que 

200' . J/[H = 1,2 - 1,'2 (3) 

Esta última relación prueba, por ser fijos O y O' Y 1', 1" que 
lodos los puntos de la perpendicular por H a 00' cumplen la 
~ondición, y ellos son los únicos, porque cualquier otro punto fuera 
de la perpendicular en H tiene una proyección MH' distinta de 
},tIH por ser NI fijo y por caer H' en la semirrecta de origen }¡[ 

que pasa por O'. 
La relaciÓn (3) permite constrllir un segmento igual a MH 

mediante una simple cuarta proporcional, pues basta escribirla 
.en la forma siguiente: 

De donde 
:200' . MH = (1' + 1") (1' - 1"). 

200' : (1' + 1") = (1' - 7") : "i1H 

Con lo cual queda perfectamente determinado el punto H de 
.00', tomando a partir de M hacia O' un segmento igual al cuarto 
proporcional entre 200', l' + /" Y l' - r' . 

De aquí resulta. el 
TEOR.: El lugal' de los puntos del plano r¡ue tienen igual po

.tencía I'especto de dos Cil'clll7jerencias drtdas, es una I'eeta per
pendicular a la ¡'ecta de sus cenf¡·olS. 

44. DEF'.: El lugar de ,los puntos de igual potencia respecto 
de dos circunferencias, ¡;e llama eje radical de la¡; dos circun
ferencias. 

Si las dos circunferencias dadas son secantes o tangentes, el 
eje radical es la secante o la tangente comÚll, respectivamente, 
porque para sUs puntos comunes la potencia es nula. Si las dos 
circunferencias no son ni secantes ni tangentes, se construye el 
eje radical mediante la cuarta proporcional, explicada en el n. pre
<cedente, o del modo más breve que indicaremos en seguida. 
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45. TEOR.: Los ejes radicales de tl'e.,; c7¡'clll!lerencias concn
rren a un nÚ811w punto, () 80n. paralelo' entre '<1/. Cuando el punto 
existe, dicho punto ·<;e llama centro radical de [1'(.') t,.es circun
j'erencias dada.'). 

Sean 0 1, O! Y Os la trE'S circunferencias, 12, 13 Y 23 los ejes 
radicales de 0 1 0!, O, Os Y O. Os respectiyamente. 

SuponO'amos que 12 y 2& 
se corten en un punto C. Este 
punto, por pertenecer al eje 
12, tiene igual pOlencia respec
to de 01 y Ot, Y por pertene
cer al eje 23 tiene igual po
lencia respeclo de O, y Os; pOI' 
consiO'uienle e tiene igual po
tencia re 'pecto de 0 1 y Os, 
por lo tanto el eje radical 13 
de estas circunferencias, pasa 
l(llllhjpll por C. 

23 
En el caso de que los ejes. 

12 y 23 fuesen paralelo , razó
nese por absurdo, suponiendo que el tercer eje 13 corte a los otros. 
dos, etcétera. 

46. COR.: El eje radical de dos circunferencia.,; e·'! el lugar de 
los puntos desde l08 cuales se pueden trazar a ambas circunfe
rencias tanl¡entes iguales, porque la potencia (n.U) es igual al 
cuadrado de la tangente trazada desde el punto a la circunferencia. 

OBSERV ACIÓN: El teor. precedente permite construir rápida
mente el eje radical de dos circunferencias no ecanles, ni tan
gentes; basta trazar una tercera que corte a ambas; los ejes radi
cales de éstas con ella dan el centro radical de las tres, y como 
el eje de las dos dadas pasa por este punto y es perpendicular a la 
recta de sus centros, queda así perfectamente determinado. 

Veamos ahora cómo la relación establecida en el 
n. 35 entre proporciones y equivalencias conduce a una 
notable propiedad de los cuadriláteros. 

47. Teor. (de PTOLO:\IEO): Si un cuadrilátero con
vexo está inscripto en un círculo, el rectángulo de Las 
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diagonales es equivalente a la suma de los rectángulos 
~e los lados opuestos. 

Dado el cuadrilátero convexo ABCD, inscripto en 
un círculo, y trazadas sus diagonales AC y BD, deci
mos que 

r (AC, BD) = r (AB, CD) + r (AD, BC) 

1\ 
En efecto, en el ángulo ADC, ciertamente mayor 

1\ 
que BDC, trácese una semi-
rrecta que, con la DA, forme 

1\ 
un ángulo igual a BDC, y sea 
E su intersección con la dia-
gonal AC. A 

Los triángulos AED y BCD, 
teniendo iguales los' ángulos 

1\ 1\ 
ADE Y BDC, por construcción, 

1\ 1\ 
Y los ángulo EAD y CBD, por 

D 

e 

B 

inscriptos en un mismo arco de circunferencia (IV 2 

n. 32) resultan semejantes (n. 17), de donde: 

AD : AE = BD : BC, 

y, en consecuencia (n. 35), es: 

r (AD, BC) = r (AE, BD). 

En segundo lugar, restando o sumando (según la 
1\ 

disposición de la figura) a los ángulos iguales ADE y 
1\ \ 1\ 1\ 1\ 

BDC el ángulo BDE, obtenemos ADB = EDC; y como 
1\ 1\ 

DBA = DCA (por ser ángulos inscriptos en un mismo 
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arco), resultan semejantes también los triángulos ADB 
y EDC y se obtiene 

AB BD EC : CD; 
luego es: 

r (AB, CD) = r (EC, BD). 

De estas dos relaciones de equivalencia resulta: 

r (AB, CD) + r (AD, BC) = r CAE, BD) + r (EC, BD), 

-y por ser 
AE + EC AC, 

se obtiene finalmente: 

r (AB, CD) + r (AD, BC) = r (AC, BD). 

NOTA IIlSTÓRICA. - El teor. de PTOLOMEO, que se encuentra 
en el 1er. Libro de su Sintaxi' Matemática, más conocido con 
el nombre de Almagesto (alrededor de 150 a. C). conduce inme
·diatamente a la Jórm7,¿Za de adición del seno. Obsérvese que el 
,seno de un arco (J. (no mayor que un cuarto de circunferencia) 
se puede definir como la razón de la mitad de la cuerda del 
arco 2a, al radio de la circunferencia, Para ello, dados dos arcos 
a y ~, se aplique el te 01'. de PTOLOMEO a un cuadrilátero A BCD, 
en el cual A B Y B e sean las cuerdas subtendidas por 2a y 2~ 
Y D el punto diametralmente opuesto a B . Precisamente PTOLO
MEO, en su Almagesto (para calcular, con fines astronómicos, su 
Tabla de las cuerdas) considera un cuadrilátero inscripto, uno de 
cuyos lados pasa por el centro de la circunferencia y no la dia
gonal, como hemos hecho nosotros; llega así, según nuestro 
lenguaje, a la expresión del seno de la diferencia y del coseno 
de la suma de dos arcos. 1 

1 Cfr. M. T. ZAPELLONI: El leo rema de P1.'OLOMEO y las fórmulas de adición 
.de las funciones circulares. (Periódico di Matematiche. Serie IV, vol. VIll-1928 
,págs. 60 - 67). 
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48. El teor. del n. 35 da el ejemplo de un tipo de proporcio
nalidad entre dos clases de magnitudes que es, eu cierto modo, 
opuesto a la proporcionalidad directa, definida en el n. ¡ . 

Considerados iodos los rectángulos equiyalentes a uno dado, 
hagamos corresponder a la base de cada uno de ellos la respec
tiva altura. 

Si son b y b' las bases de dos cualesquiera de los rectángu
los equivalentes a uno dado, y h Y h' las correspondientes alturas, 
tenemos, por el teor. mencionado, 

b : b' = h ' : h , 

es decir, las bases y la alturas de los considerados rectángulos 
se corresponden de manera tIue la razón de dos segmentos cuales
quiera de una clase es igual a la invel"lia de la razón de los seg
mentos corre pondientes de la otra. 

Esto se expresa diciendo que estas dos clases de segmentos 
.son inversamente p roporcionales entre sí. 

y se pone en general la siguiente: 

Def. : Dos clases de m agnitudes se llam an inversa
ment~ proporcionales si a cada cantidad de una corres
ponde en La otra una determinada cantidad de manera 
que la razón de cada par de cantidades de una clase 
sea igual a la in versa de la ra::.ón de Las correspon
·dientes can tidades de La otra. 

Pentágono, decágono y pentadecágono regulares. 

SECCIÓN ÁUREA DE UN SEGMENTO 

49. Los teors. sobre los triángulos sem ejantes y el 
del n. 32 sóbre la tangente y la secante a una circun
ferencia permiten inscribir en una dada circunferencia 
un decágono regular. 
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Para esto supongamos resuelto el prohlema, y sea 
..lB el lado de un decágono regular inscripto en la 
circunferencia de centro O (es decir, ele u-adio 0..,1 .. ). El 

o 

A 

triángulo 1iBO, isósceles sobre la hase AB, 
/\ 

tiene el ángulo del vértice O igual a la 
décima parle de clla/ro reclos (IV2 n. ()L1) , 
es decir, a t de 2 rectos. De aquí re
sulta que la suma de los dos ángulos 
/\ /\ 4 
A Y B ele la base vale 5" de 2 rectos 
(lI l n. 12), así que cada uno de ellos es 

B igual a los f de 2 rectos; son, por lo tanto, 
/\ 

dobles del ángulo de su vértice O. De esto resulta que 
si se traza la bisectriz BC del ángulo en B, el triángulo 

/\ /\ 
OBC, por tener iguales los ángulos en O y en B, es 
isósceles sobre la base BO, de manera que OC = BC. 

Por otra parte, en el triángulo ACB la suma de los 
/\ /\ 3 /\ 

dos ángulos A y B da "5 de 2 rectos, así que el ángulo C 
vale t de 2 rectos y es, entonces, igual al ángulo en 
A. Se ve así que el triángulo ACB es isósceles sobre la 
base AC, es decir, que AB = CB; además este trián
gulo ACB, como tiene los ángulos ordenadamente igua
les a los de ABO, es semejante a él (n. 17); luego se 
verifica la proporción: 

OA : BA = BA CA .. , 

y siendo 

será 
OA.. : OC = OC : CA. 
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Por consiguiente: 

El lado f-1B del decágono regular es igual a la parle 
OC del radio 011, la cual es media proporcional enlre 
el radio y su parle restante CA. Se puede también decir 
(n. 36) (fUe el lado del decágono regular es igual a la 
parle del radio cuyo cuadrado es eqllivalente al rectán
gulo del radio y de su parte restante. 

Según una manera de hablar, que se remonta a los 
geómetras griegos, esto se expresa diciendo que el lado 
del decágono regular es igual a la sección (o pru:te) 
állrea del radio, y de éste se dice que ha sido dividido 
en media y extrema razón. 

50. El teor. prec. se puede también enunciar en los 
términos siguientes: 

Si en un lriángalo isósceles el ángLllo del vértice 
es igual a + de dos reclos, la base es igual a la sección 
áurea del lado. 

Es cierto también el recíproco de este ' teor. que se 
demuestra sencillamente repitiendo en orden inverso 
los sucesivos pasos, con los cuales en el n. prec. hemos 
llegado al teor. directo. Se tiene entonces que: 

Si en Llll triángulo isósceles la base es igual a la 
secczon áurea del lado, el ángulo del vértice es igual 
a + de dos rectos. 

51. En base a las consideraciones precedentes el 
problema de la inscripción del decágono regular en 
una circunferencia de dado radio se reduce a este otro, 
que aquí resolveremos: 

\ 

Probl.: Construir la sección áurea de un dado seg-
mento, o dividir un segmento en media y extrema razón. 
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Si OA es el segmento dado, considérese soln"e la 
perpendicular en A a OA el segmento AB = ~ OA, Y 
h'azada la circunferencia de centro B l' radio BA, la 

cual resulta tangente a la recta 

o E A 

OA en A (IV1 n. 26), trácese des
pués la semirrecta OB. . 

Llamadas C y D las inter
secciones de esta seminecta con 
la circunferencia, en el sentido 
de O hacia B, decimos que el 

segmento OC, transportado en OE sobre la OA, da la 
sección áurea del segmento OA. 

En efecto, el segmento OA de la tangente es medio 
proporcional entre los segmentos OC y OD de la secante 
(n. 32), es decir, 

OD: OA = OA : OC. 

De esta proporción se obtiene por división (lo cual es 
licito, por cuanto OD es mayor que OA, igual a su vez 
al diámetro CD de la circunferencia) la siguiente 
(VI, n. 21): 

(OD - OA) : OA = (OA - OC) OC, 

Y siendo 

OA = CD, OC = OE, 
resulta: 

OE : OA = EA : OE. 

Basta invertir (VI, n. 19) esta última para obtener la 
proporción 

OA : OE = OE : EA, 

la cual nos dice que OE es la sección áurea de OA. 
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52. NOTA. Refiriéndono todavía a la figura del n. prec. la 
proporción 

OD : OA = OA : OC, 

que hemo.' deducido inmediatamente de esta figura, aplicando el 
teor. del n. 32, muestra que OD es el segmento, cuya sección 
áurea es OA, es decir, el radio del decágono regular de lado OA. 
Por eso la construcción del D. prec. permite también obtener 
el decágonu regular de lado dado. 

53. Cuando en una circunferencia se tiene inscripto 
un decágono regular, la circunferencia resulta dividida 
en diez arcos iguales (IV 2 n. 64). 

Considerados los diez puntos de división, basta 
tomarlos de dos en dos para obtener los vértices de 
un pentágono regular ins-
cripto en la dada circunfe-. 
rencia. 

Por otra parte es fácil 
construir directamente el 
lado de este pentágono re
gular cuando ya se conoce 
el lado del decágono regu
lar de igual radio. Sea, en 
efecto, ¡lB el lado del de
cágono regular inscripto en 

, 

" 

"'c 

,/ D 
/:.>~>~ 

,::::~-::: .. ,._.. \ 0<-/ 
" ,~';. ... (~ 

la circunferencia de radio OA. En el triángulo isósceles 
1\ 

OAB el tmgulo A es igual a t de 2 rectos, es decir a 
i- de 4 rectos, lo que da precisamente el ángulo cen
tral correspondiente al lado de un pentágono regular. 
Resulta de a<I1lÍ que para oh tener el lado del pentágono 
regular de radio OA, basta cortar la semirrecta AB con 
la circunferencia de centro A y radio A.O. Si e es la 
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intersección así obtenida, el segmento OC es el lado 
buscado. 

54. La figura construída permite establecer tina notable rela
ción entre los lados del pentágono y decágono regulares de igual 
radio y su radio camón. Trácese con este objeto, desde C la tan
gente CD a la circunferencia de centro O y radio OA, se tiene 
entonces (n. 32), 

AC : CD = CD : BC, 

o sea, traduciendo esta expresión en una relación de equivalen
cia (n. 36) 

e (CD) = /' (AC, BC); 

pero AB, lado del decágono regular de radio OA, es la sección 
áurea de OA y también de AC = OA,' resulta, pues (n. 49), 

e (AB) = " (AC, BC) " 

y de estas dos relaciones de equivalencia se obtiene 

luego (V2 n. 15) 

CD = AB 

Si después unimos O con el punto de contacto D de la tangente 
obtendremos un triángulo ODC, rectángulo en D (IV2 n. 26), en 
el cual la hipotenusa OC es el lado del pentágono regular de 
radio OA, el cateto CD es igual al lado AB del decágono regu
lar de igual radio, y finalmente el otro cateto OD es igual al 
radio común de los dos polígonos regulares. Obtenernos así el 
TEoR.: El lado de un pentágono l'egular es la hipotenusa del 
triángulo ¡'ectángulo, que tiene pOI' catetos Sil radio!/ el lado 
del decálj01W ¡'egular de igual radio. 

55. Inscripto en una circunferencia dada un decá
gono regular, basta dividir por la mitad los arcos (o 
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los ángulos centrales) corresponchentes a cada lado 
para obtener sucesivamente los polígonos regulares, 
inscriptos en la misma circunferencia, de 20, 40 ... , 
5 x 2° ... , lados. 

Como, además, 

1 1 10 - (j 4 1 
(j 10 - 60 - 60 - 15 ' 

si a partir de un mismo punto 11 dividimos una circun
ferencia en diez y después en seis partes iguales (n. prec. 

~ ~ 
y IV2 n. 66), y .. lB Y .tlC son respectivamente la décima 
y la sexta parte de la misma circunferencia, la cuerda 
correspondiente al arco BC (IV2 n. 56) es el lado del 
pentadecágono regular inscripto. 

Dividiendo por mitad sucesivamente los arcos, obte
nemos los polígonos regulares de 

30, 60 ...... , 15 X 2n
, •••••• lados. 

N aTA: Reuniendo los resultados precedentes con los 
de los nOS. 65-69 del capítulo IV 2 podemos afinnar (Iue 
sabemos construir, con la regla y el compás, todos los 
poligonos regulares de dado radio que tienen (cualquie
ra que sea el entero n) 2° . 3 ; 2°.,) ; lados, resultado 
que se remonta a la Escuela pitagórica. 

Surge de aquí el problema °eneral siguiente: t, es posible ins
cribir en una circunferencia de radio dado, un polígono regular 
de cualquier numero de lados, no haciendo u o en u construc
ción más que \de la reo-la y del compás ~ Una discusión que 
requiere conocimientos superiores a las Matemática elementales, 
{)onduce a la conclusión de que esto no es siempre posible. 
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En particular (como rué demostrado por GAUSS) el problema
es posible con los instrumentos indicados para todos los números 
primos de la forma 

2n + 1, 

pero no para los otros números primos. 
Así se llega a inscribir en el círculo, además del triánguló 

equilátero y el pentágono, los polígonos regulares de 17 = 2' + '1, 
257 = 28 + i; 6)5537 = 2'8 + 1,. .. lados, mientras que no son 
inscriptibles (sin recurrir a instrumentos 8upe7'iores) los polígo
nos regulares de 7, 11, '13, '19 ... lado (1 J. 

Polígonos semejantes. 

Los teors. sobre los triángulos semejantes demos
h'ados en los nOS. 14-20 constituyen el fundamento de 
una teoría general de la semejanza entre polígonos,. 
de la cual daTemos en este parágrafo una breve idea 
con el objeto de establecer una importante propiedad 
de la razón de las superficies de dos polígonos seme
jantes e). 

Como para los triángulos (n. 15); todos tenemos. 
la noción intuitiva de polígonos (o, más general, de 
figuras planas cualesquiera) que tienen igual {arma y des
igual magnitud, de manera que se puede considerar un 
polígono como la copia, reducida o ampliada del otro. 
Esta relación entre polígonos está geométricamente 
precisada por la siguiente definición: 

56. Def.: Dos polígonos se llaman semejantes si es 
posible considerar los vértices en orden tal, que resulten 

(') Véase para mayores noticias el arto de F. ENRIQUES: Sobre las ecuacio
nes resolubles por radicales cuadráticos y sobre la construcción de los polígo
nos regulares: en la P. JI de los Colleetanea de F. E. 

(') El que desee conocer mayores desarrollos al respecto puede con~ulta[" 
el Cap. XV de la 'Geometría Sólida" de F. E. Y U. A. 
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ordenadamente iguales los ángulos, y proporcionales los
lados que comprenden ángulos iguales. 

Es decir, dos pol}gonos ABeDE y A'B'C'D'E' (consi
derados los vértices en el orden escrito) se llaman se
mejantes si es: 

/\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ /\ 
i1 = A', B = B' , C = C', D = D', E = E'; 

AB : A' B' = BC : B' C' = CD : C' D' = .... = EA : E' A' _. 

·Para obtener ejemplos de polígonos semejantes con 
más de tres lados, basta considerar dos cuadrados, o 
más general, dos polígonos regulares de igual número 
de lados. 

En dos polígonos semejantes se llaman correspon
dientes u homólogos los vértices de ángulos iguales y 
los lados y las diagonales que unen vértices correspon-· 
clientes. 

Si la razón de los lados correspondientes es igual 
a 1, la semejanza se reduce a la igualdad. 

En el caso de figuras pertenecientes a un mismo plano se 
puede distinguir la semejanza directa y la inversa, según que 
los ángulos correspondientes sean directa o inver amente iguales. 

57. Cor.: Polígonos semejantes a un tercero son se
mejantes entre sí (11 n. 51 a, VI n. 15). 

58. Teor.: Si desde dos vértices correspondientes
de dos polígonos semejantes se tra::an todas las po
sibles diagonQles, los polígonos resultan descompuestos: 
en el mismo número de triángulos ordenadamente seme
jantes. 
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Sean ABCDE y A'B'C'D'E' dos polígonos semejantes ; 
será en lonces : , 

1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 1\. 1\ 
A. = A.' , B=B', C=C', D=D' , E=E' ; 

AB: A'B' = BC: B'C' = CD: C'D' = DE: D'E' = EA: E'A', 

Uniendo A con C y D, Y A' con C' y D', decimos 
que los triángulos ABC, ACD y ADE, son semejantes res-

E 

D pectivamente a A'B'C', 
D' 

A B s' 

A'C'D' Y A'D'E'. 

Los triángulos ABC 
y A'B'e' son semejantes 
porque tienen los án-

1\ 1\ 
gulos B y B' iguales y 

-proporcionales los lados que los forman (n. 19). 
1\ 1\. 

De aquí que los ángulos ACB y BAC son iguales 
1\ 1\ 

respectivamente a A'C'B' y B'A'C' Y que AC, A'C' son 
proporcionales a AB y A'B' . Y por lo tanto también a 
CD y C'D' . Pero entonces en los triángulos ACD, A'C'D' 
los ángulos 

• 
1\ 1\ 1\ 1\ /\ 1\ 

ACD = BCD - BCA, A'C'D' = B'C'D' - B'e'A' 

son iguales por ser diferencias de ángulos iguales ; los 
dos triángulos son semejantes por tener (n. 19) un 
-par de ángulos iguales y los lados que los forman pro
porcionales. 

Análogamente se demueslra que son semejantes 
.también los triángulos ADE y A' D' E'. 
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59. Establecido esto, podemos resolver el 

PROBLEMA: En un plano sobre llH lado dado y en 
un semiplano prefijado respecto a su recta, construir un 
polígono semejante a un poligono dado. 

a) Sean dados en primer lugar un triángulo ABC 
y un segmento cualquiera A'B'. Se quiere construir 
sobre A'B', en un semiplano e respecto a la recta A'B', lID 

triángulo semejante a ABC y Lj 
tal que el lado dado AIB' co-
nesponda al lado AB de ABC. 
Tracemos por A' y B' en el se-
miplano prefijado respecto a A 
A'B', uos semirrectas que for

e' 

B s' 

men con la transversal A'B' dos ángulos conjugados 
1\ 1\ 

interiores, iguales a A y B respectivamente. Como 
1\ 1\ 

la suma de A y B es menor que dos rectos (II1 n. 13), 
las dos semirrectas se cortan en un punto C' (1 1 n. 76), 
y el triángulo A'B'C', que tiene los ángulos ordenada
mente iguales a ABC será sem.ejante a él (n. 17). 

D 

E 

A 

b) Sea dado, en 
segundo lugar, un 

D' polígono cualquiera 
e (j): ABCDE y sea A'B' 

: e' el lado prefij ado 
E' i./ como homólogo de 

f.../ AB, sobre el cual se 
S A s' quiere construir, en 

\ un semiplano prefi-
jado, el polígono semejante. Descompuesto el polígono 
en triángulos, ·trazando por A todas las diagonales, 
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constrúyase sobre A.'B', en la pru:te prefijada, el 
triángulo A.'B'C semejante a ABe; sobre A'C, en la 
parte opuesta de CA'B', constrúyase ~l triángulo. 
A'C'D' semejante a A.eD, y sobre A'D' en la parte. 
opuesta de A'CD', el triángulo A'D'E' semejante a ADE. 

El polígono A.'B'C'D'E' es semejante al dado porque 
por construcción, los pares de segmentos AB, A'B'; 
Be, B'C; eD, CD' ; DE, D'E'; EA, E'.Ll' son proporcio-

1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 
nales y los ángulos A., B, e, D, E, son iguales respec-

1\ /\ /\ /\ /\ 
tivamente a A', B', e, D', E', por ser smnas de ángu-
los iguales. 

60. NOTA: La construcción preceuente se puede 
extender a figuras planas cualesquiera. Dada una figura 
plana F y fijados en ella uos puntos A y B, con el 
procedimiento antes indicado se puede ¿onstruir, a 
partir de dos puntos A' y B', elegidos arbitrariamente 
como correspondientes de A y B, una figura F' seme-. 
jante a F, es decir, respondiendo a la noción común.. 
de figura que tiene la misma forma de F, pero mag
nitud desigual o igual. 

61. Para reconocer si dos polígonos de un mismo número n. 
de lados son semejantes, no es necesario comprobar todas las n 
igualdades de ángulos y las n - 1 igualdades de razones de lados,. 
de las cuales habla la def. (n. 56) porque algunas de estas igual
dades resultan como consecuencia de las restantes. 

En otras palabras, existen para los polígonos algunos crifel'ios 
de semejan::;a que son una generalización de los dados para los 
triángulos en los nOS. 17, 19 Y 20 que, por otra parte, se reducen a 
los criterios de igualdad del n. 3 del Cap. 11I2 cuanqo la razón de 
los lados homólogos es igual a 1. También aquí nos limitamos 
solamente a dar el enunciado, proponiendo como ejercicio (pOI' 
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lio menos para el caso de los cuadriláteros) la demostración, que 
se puede fundar sobre la descomposición de los dos polígono 
en triángulos semejantes, por medio de diagonales que parten de 
.dos vértices homólogos (n. 58). 

TEOR.: Se puede conclui/' que dos poligon08 con el mismo 
número ele lados son semejantes, si tomando l08 vértices en un 
cierto orden, se sabe que ellos tienen ol'denadamente: 

a) iguales los ángulos !J en proporción n - 2 lados conse
.cutivos (de ángulos iguales) ; 

b) o bien iguales n - 2 ángulos consecutivos U p,'opOl'cio
nales los n - 1 lados que los COll1J)/'enelen; 

c) o bien iguales n - 3 rinflulos consecutivos !J proporciona
les los lados (correspondiéndose los lados de ángulos iguales). 

62. Dados dos polígonos semejantes, ABCDE y 
A'B'C'D'E', tenemos por definición las proporciones 

AB : A'B' = BC : B'C' = 

La suma 

AB + BC + .... + EA 

de los anteceden tes y 
la suma 

A' B' + B' C' + .... + E A' 
de los consecuentes dan 

A 

D 

8 

EA : E'A'. 

D' EIQ e e' 
A 

s' 

respectivamente los perímetros de los dos polígonos; 
así que si a estas proporciones se aplica el teor. del 
n. 24 del cap. VI, se deduce la proporción: 

(AB+BC+ ... + EA): (A'B' +B'C' + ... +E'A') =AB: A'B', 

.se obtiene así el 

Teor.: L~s perímehos de dos polígonos semejantes 
,están entre sí como dos lados correspondientes cuales
.quiera. 
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63. Demostremos, por último, la propiedad general 
de los polígonos semejantes enunciada al principio del 
parágrafo. 

Teor.: Dos polígonos semejantes están entre sí como
los cuadrados de dos lados correspondientes cualesquiera. 

a) Probemos, en primer lugar, que el teorema es 
cierto para dos rectángulos semejanles: si a y b son 
los lados del primero, a' y b' los lados correspondientes 
del segundo, tendremos por definición (n. 56) 

a : b = a' : b'_ 

Ahora comparando el primer rectángulo r (a, b) 
con el cuadrado c (a) de a y análogamente el segundo 
rectángulo r (a', b ') con el cuadrado c (a'), de (a'), se 
obtiene (n. 4) 

c (a) : r (a, b) = a : b, 

( '). (' b') , . b' ca. r a, = a. , 

y en virtud de la igualdad de las razones a : b y a' : b r 

e (a) : r (a, b) = e (a') : r (a', b '), 

invirtiendo (VI, n. 19) y permutando los medios (VI, 
n. 23), 

r (a, b) : r (a', b') = e (a) e (a'). 

Análogamente se demuestra que 

r (a, b) : r (a', b') = c (b) e (b') 
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b) El teorema se extiende en seguida a dos trián
gulos semejantes ABC y A'B'C'. 

En efecto, consideradas 
dos alturas homólogas CH y 
C'H' se tiene (n. 18) 

AB : A'B' = CH : C'H'. 

e 

L1j 
Los dos rectángulos r (AB, CH) A H B tJ: H' 5" 
Y r (A'B', C'H') resultan, por 
def., semejantes, y, en virtud de lo 
U? momento, se tiene: 

que se dijo hace 

r (AB, CH) : r (A:B', C'H') = e (AB) : e (A'B') , 

y como los triángulos ABC y A' B' C' son eqlúvalentes 
respectivamente a las mitades de estos dos rectángulos. 
(IV, n. 28), se concluye sin más (VI, n. 22 e) que: 

ABC : A'B'C' = e (AB) : e (A'B'). 

Am'tlogamente se demuestra que: 

ABC : A'B'C' = e (BC) : e (B'C') = e (CA) : e (C'A'). 

E 

e) Considerados finalmente dos polígonos semejan
tes cualesquiera, p. ej. 
los dos pentágonos 
ABCDE y A' B' C' D' E'; 
divídanse en triángu
los, trazando las diago
nales por dos vértices 
correspondientes A y A'. 

D 
D' 

Los h'iángulos en los cuales ambos polígonos re-
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'sultan descompuestos son semejantes dos o dos (n. 58), 
se tiene entonces: 

, 
ABC : A'B'e' = e (AB) : e (.4'B') = e (AC) : e (A'C') 

-ACD : A'e'D' = e (AC) : e (A'C') = e (AD) : e (A'D') 

ADE : A'D'E' = e (AD) : e (A'D'). 

De aquí, por la propiedad transitiva de la igual
dad de razones (VI, n. 15), 

ABC : A'B'e' = ACD : A'e'D' = ADE A'D'E' 

= e (AB) : e (A'B'); 

basta aplicar el teor. de la suma de los antecedentes 
y de los consecuentes (VI, n. 24) para obtener 

(ABC + RCD + ADE) : (A'B'e' + A'e'D' + A'D'E') 

= e (AB) : e (A'B'), 

es decir, 

ABCDE : A'B'e'D'E' = e (AB) : e (A'B'). 

64. CONFECCIÓN DE PLANOS-ESCALAS. - La semejanza de polí
'ganas tiene una inmediata aplicación práctica en la confección de 
.plano~. Un plano, en general, no es sino una figura semejante a 
otra que puede ser la [arma de un terreno, la planta de un edifi
cio, la configuración de un jardin, de nn parque, de una ciudad, 
'etc. La razón de semejanza entre la figura representada en el 
-plano y la figura verdadera e~ lo que 'e llama e cala. 

Decir que la escala del plano de un mapa, por ejemplo, es 

de 1 a 10.000, que se escribe 1 : 10:000, ó 10~O' significa que una 

longitud de una unidad 1m., por ej., en el mapa, representa 10.000 m. 
en el terreno. Los mapas ° los planos suelen llevar la indicación 
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de la escala mediante un segmento que expresa el número de 
unidades, metros, kilómetro~, etc., que ULla longitud del plano 
igual a la de ese segmento repeesenta en el terreno. 

Escala 
1--1_1 __ 1 __ 1_1 Así toda distancia de dos 
o 10 20·' 30 40 ~O km . 

puntos cualesquiera del plano que tuviese esta escala y que fuese 
igual a la de este segmento, representará una distancia de 50 km. 
-en el terreno. 

En la práctica del dibujo técnico, a vece ' se presenta el caso 
de tener que ¡,edu('i!' o amplia/o un pla.no, e decir, dibujarlo a 
una escala más chica o más grande que 
la del plano dado. En estos casos se lla- ~ 
ce uso de un compás de jil'ojJOl'ción, el 
cual consiste en dos barra.' articuladao. en 
un punto O. 

Supongamos lener que dibujar un po
lígono semejante a otro dado, y cUJ'a ra
zón de semejanza sea, por ej., t. 

Colocando el punto O del compás de 
manera que OA' = t QA Y DB' = t OB, 
resulta .4'B' = t AB, cualquiera que sea 
la abertura del compás. Se 11ará la cons
tl'ucciún como en el problema del (n. 5Ul, 
tomando sobre el polígono dado los seg
mentos con las puntas A, B Y marcando 
sus correspondientes en el nuevo polí- B 
gano con las puntas A', B'. Es claro que 
el compás solamente serú útil dentro de (jiertos límites debido a 
que sus lados tienen una longitud limitada. 

EJERCICIOS 

1) Construir una circunferencia que pase por dos puntos díldos 
A y By. ea tangente a una circunferencia dada C. (Trácese 
por A y B uQa circunferencia que corte a la e y por el punto 
de encuenlru del eje radical de estas dos circunJerencias con 
la recla A.B, trácese UDa tangente a la circunferencia C .. . ). 
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2) Dados sobre una recta cuatro puntos t1, B, A', E ', determinar 
un punto O, cuyas distancias a A y A' sean proporcionales a 
las de E y E' con O. (Trácense por A y B' y; respectiyarnen
te por A' y E dos circunferencias secantes y considérese 
el punto de encuentro de la recta dada con el eje radical). 

3) Si cuatro circunferencias e, x, L, NI se cortan dos a dos, y 
las cuerdas comunes de e, K, y de L, ~VJ, perteuecen a una 
misma recta, los ejes radicales de los círculos e, L y 1{, 1\11 
Y de e, NI y E, L se encuentran en un mismo punto de 
la recta. (Se demuestra estableciendo la unicidad del punto 
Iflle resuelve el problema propuesto en el prec. ej.). 

~) El rectángulo contenido por dos segmel1tos es medio pro
porcional entre los cuadrados de éstos. 

5) Construir el segmento cuarto proporcional 11 dos triángulos y 
un segmento asignados. 

6) Si cuatro segmentos están en proporción, también sus cua
drados son proporcionales. 

7) Construir un cuadrado <lue sea cuarto proporcional a treo 
cuadrados dados. 

8) Demostrar el caso particular del teor. de TlIALES enunciado 
al D. 9 del Cap. VII apoyándose en la proporcionalidad de lo 
triángulos de dada altura (a las bases) y sobre la igualdad de 
razones (D. 15 del Cap. VI). [Demostración de EUCLIDES] . 

H) Si dos paralelogramos (o triángulos) son equivalentes y un án
gulo de uno de ellos es igual a un ángulo del otro, los lados 
que comprenden los ángulos iguales forman una proporción. 
de la cual son extremos (y medios) dos lados de un mismo 
paralelogramo (o triángulo); y recíprocamente, si dos para
lelogramos (o triángulos) tienen un ángulo igual a un ángulo, 
y los lados que comprenden los ángulos iguale. forman una 
proporción, de la cual son extremos (y medios) dos lados de 
un mismo paralelogl'amo (o triángulo), los dos paralelogramos 
(o triángulos) .on equivalentes. 

10) El lado de un clladl'ado es medio pI'oporeional entre la altu
ra y la mitad del lado de un triángulo equilátero equivalente. 
(Comparar el cuadrado con el ¡'ectángulo que tiene por altura 
la altura del triángulo equilátero y por base la unidad de la 
base de éste). 
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11) En un triángulo los rectángulos de los segmentos, de cada al
tura en los cuales é Las e. tán diYididas por su punLo de en
cuentro, son equivalentes. (Considérase el círculo circun. cripta). 

U 1 Dividir un segmento dado en dos partes, Lales que el rectán
gulo por ellos contenido sea equivalente a otro rectánO'ulo 
dado. 

13 ) Inscribir en un cuadrado un r ectángulo equiYalenLe a un rec
tángulo dado. tDivídase el lado del cuadrado en dos partes ... ; 
ej. prec.) 

14) El rectángulo de dos lados de un triángulo es equivalente al 
rectán~ulo de la altura correspondiente al tercer lado y del 
diámetro del círculo circunscripto. (Bajada desde el vértice A 
de ABC la altura AfI y trazado el diámetro AD del círculo 
f'ircunscripto, compárense los dos triángulos AfIC, ABD, etc.). 

El teor. del n. 35 del Cap. VIl permite deduoir de los teor. 
sobre la proporcioJ1éllülad de segmentos otros tan tos teor. 
de equivalencia entre rectángulos, como se vió en el n. 37 y 
en los ej. !wcc. Pero esos te al'. de equivalencia se pueden 
también establ~cer directamente, siguiendo el orden de deduc
ción dado por los siguientes ej. Este orden rué ideado por 
G. VAILATI (t86i3-'l909) '. Notemos, por otra parte, que por 
esta vía se llega a establecer toda la teoría euclldea de las 
proporciones entre segmentos si se parte de la si~uiente def. 
lequivalente por el n. 35 del Cap. VII a la adoptada por nos
ot['o en el texto) : Cuai7'o 8egmento8 a, b, e, d se llaman 
pl'opo7'cionale::; cuando el 7'ectángulo de a, y d es equivalente 
al dE' b Y e. Entonces la permutabilidad de los medios (o de 
los extremos) y el teor. de la razón perturbada (ej. 3) son 
inmediatas consecuencias de la deL El ej. 16 da el teor. de la 
razón compuesta (ej. G Cap. VI ), mientras los (ej. 1í) dan el 
tea!. de THALES y su inverso. 

1:») Si sobre dos semirrectas no opuestas que parten desde un punto 
P se consideran respectivamente dos pare,; de segmentos 

1 De Ull" maner" de relacion"T la leoría de las proporciones en/re segmentos 
con /" de equiv"lencia. Comunicación al rr Congreso de .l!aU1esis, Livorno 1901; 
Escritos de G. VAILAh, Firenze, Seeber, 1911 ; pág. 399-·105. Cfr. del mismo autor 
el art. " Sobre la Leoría de las proporciones » en el Vol. 1 de la parte 5." de los 
ColleeLanea de F. E¡.,nIQuEs 
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P.l, PE Y PC', PD, de mane!'H que el !'ectángulo de P, l , PB 
'ea equivalente al l'eclúugulo ele pe, PD, los cuatro puntos .1, 
B, C, D perteneccn u lIna circunferencia, ( Po~ absUl'do de los 
teol'. n. 32 y 33). 

16) Si se tienen dos ternas ele segmento a, b, c ya', b', c', lales 
que sean equinlentes los rectángulos de a, b' ~; a', b; Y de 
a, c' ya', c, serán cquiyalentes también los rectútlgulos de 
b, c' y b', c. Sobre dos semirrectas no opucstas que parten de 
un punto P sepm'énse los segmentos PA=a, PB=b', PC=c', 
y l'e. pecli\'ameute PA.' = a', PB' = b, pe' = c. Teniendo en 
cuenta el enunciado precedente, eOlllpárensen los án¡rulus 

/\ /\ /\ 
PBB', pec' eon el úngulo AA'B'. Tómense después sobre las 
dos semirrectas PA, Pf l', respeetiyamcnte, los segmentos 
PB, = PB', PBI' = PB, Y de la cOlllparación de los nl1."·ulos 

/\ /\ 
PB,B,', PBB' resullal'ú que los puntus 13" BI', C, C', e:-;tán 
sobre una ciJ' 'unfcl'cl1f'ia. 

17) Si dos semil'l'eelas no opuestHs (IUl' parten de un punto P sun 
cortadas por dos rectas paralelas, rcspectinllul'nte en Jos puntos 
A, C y 13, D (distintos de P), lo' rectángulos de los segmentus 
P, l, PD Y pe, PB' son equivalentes. (Con idorados l'e:pecti
vamente sobl'e las dos 'emirl'cctas los segmento. ¡)D' = PC 
y PB' = PB, basta probar que el cuadrilátero ACB'D tiene los 
ángulos opuestos suplementario, y por lo tanto, in (Tiptihle 
en un <,íl'c'ulo. 

18) Extiéndase la proposición precedente al caso en que dos reelas 
secantes en un punto P sean ('ortadas por dos par¡tlelas en 
partes opuestas de P. 

19) Enunciur J' demostrar el teorema que inyierte las dos 111'opo
siciones l)('ecedentes. 

20) Si dos triángulo Lienen los lados ordenadamente paralelos, las 
rectas que unen los vértices opue ' to pasan por un mism o 
punto o son paralelas. (Teol'. de los tl'idn[]ulo8 homútéticos). 

21) Si dos triángulos ABC, A .. 'B'C' son tale ' que las rectas : L1', 
BE', ce' pasan por W1 mismo punto, J' los lados AB, BC son 
paralelos respectiyamente (1 A.' B', B'e', también los tel'CCl'US 
lado .lC, .. 1 'e' son paralelos. (POI' absurdo). 
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~:!' Dado un polígono .'tEr .... H Y ('onsiderado en su plano un 
plinto (J. qne no esté sobre la recta de ningún lado del polí
unnn, lrúccse por un punlo . 1 considerado arbitl'ariamente 
sobre la 0.1 (y distinto de O J A) la paralela a B(' hasta 
!'n('ontrar a la OE en B', la paralela a BC hasta encontrar a 
la U(' en r', y así suce,úyarnente. Demostrar que el polí
gono A'B'C' . . .. H' así obtenido es semejante al .1EC .... H. 
Lu~ dos polígonos l IBC .... l! , 11'B'(" .. .. [[', se llaman 
ilomot,"lÍeos entre sí, respecto al ('entro Ú (en la razón 
ÚI1' : 0.1 = .4.'B': ¡ lB = R'C' : BC = .... ) In que se 
llalllH ,'«(.::;rin de /iOllloteela y el pllnlo () ('('lItro de hO/llotecia. 

NOT\ : Con la misma construcc'iún se puede obtener la .figuf'a 110-
IllfJ!r'tiNI de una fignra ('lwlquiera l'e~pect() a un dado ('entro 
y en una dada raz6n. Para IllnyOl'('S desarrollos dI'. el Cap. XV 
de la « ('eom. SéJlidu )1. 

:!:1) Ln tig-UI'H !1nlllolPlica de Ulla circunrel'encia es una ('ircunre
r('neia. URdas dos ('ircunrel'encills, t se puede considerar una 
de ellas eomo fi~ura hOlllotética de la otrA? 

:H) Construir un puraLelogrnmo semejante a un paraleLogramo da
do, conociendo una diagonal. 

2:;) Construir un triángulo, del CUAl se conocen dus AnguLos y 

a) una altura: o bien 
h) una bisectriz; o bien 
(.) la proyección de un lado sobre olro; o bien 
d) pI perímetro. 

HesuéLvHse el probLemA con eL llamado -l1Ptodu de selllejan
;:(1 ('). Dejando a un lado la condición a) o b) o C) o d), 
cOIl~trúyase \1n tl'iangulu cualquiera semejante al buscado, y 
entl'e los triángulos semejanles a éste determínese el que sa
tisrace n la ulterior eoudición, que no se Ita tenido en cuenta. 

:W) Construir un triánguLo, dado el ánguLo del vértice, dos seg
mentos proporcionales a los lados 'lile lo comprenden y la 

(') Quién <¡uiera más amplias indicaciones sobre los métodos a los cuales 
aquí aludimos, para la resolución de los problemas, y In literatura que a ellos 
se refiere, lea el art. \de A. S"BBATI"': Sobre los /lIModos elementlll,s para la 
re .• olueüín de lo .• problemlls geométrico .• .j en la l! parte de los Collee/anea, de 
F. E"", QU". 
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bisectriz relativa al ángulo mismo. (."'vIétoclo rlp 8emejan~a; 

se deja la tercera condición, y aplíquese despué,: 01 ej. 13). 

27) Circunscribir n un círculo dado, Ull rombo 'semejante a un 
rombo dado. (ConsidéL'ese la circun[erencia inscripta en el 
rombo dado; >le obtiene así una figura semejante a la que se 
quier construir. (J[éiodo del p7'oblenw (·ontl'arin). 

28) Circunscribir a un cuadrilátero dado .lBCD un euadl'iléitero 
EFGH semejante a otro cuadrilátel'O .~INPQ. (Supuesto que 
los lados EF, FG, GH, HE pasen respeetinunenle por los 

/\ /\ 
vértices B, e, D, A, los ángulos BFC, DHA. son jn-uales a los 

/\ /\ 
ángulos ."Y, Q; de donde se pueden construir los eír'culos ei1'-
cunsc1'iptos a 16s triángulos BFC, DHIL Sean B, S los puntos 
en los cuales la diagonal FH encuentra a esas dos circunfe-

/\ 1\ 
rencias; los ángulos EFH, RHF son iguales respectivamente 

/\ /\ 
a los ángulos NISQ, M{.JS; luego 'e conocen los arcos 
..----, ,--.. 
BR, A.S, etc. 

29) Inscribir en un cuadrado dado "vINPQ un cuadrilátero M'!,\:' P'Q' 
semejante a un cuadrilátero dado ABCD. Empléese el método 
del problema contrario. Circul1scripto a J1' N' P'Q' UIl cuadri
látero A.'B'C'D.' semejante a MNPQ (ej. pl'ec.) se obtiene una 
figura sem ejante a la buseada, etC'. 

30) Construir un triángulo equilátero cuyos ,értices pertenezcan 
a tres eircunferencias concéntricas dadas. (Construido cualquier 
triángulo equilátero determínese un punto, cuyas distancias a 
sus vél'tices sean proporcionales a los radios de los círculos 
dados (e.i . 18), etc.). 

31) Construir un triángulo semejante a un triángulo dado que ten
ga UD vértice en un punto dado y lo otros dos 'obre dos 
rect.as dadas. (Supuestas las dos rectas dadas no paralelas. sea 

/\ 
PQR el ángulo formado por ellas en el cual cae el punto 
dado O; si es ABC el triángulo dado, y al yértiC'e A debe 
corresponder en el triúngulo buscado el vértice 0, determí
Dese el punto 0, desde el cual los seO'mentos .'lB, CA se ven 

/\ /\ 
bajo úngulos iguale respecth'amente a PQO, HQO, etc.). 
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3:21 Inscribir cn un triángulo dado oteo teiángulo cuyos lados 
sean ordenadamente paralelos a tres reetas asignaJas. (Em
plpese el NIeto(lo de homoiecia, que está comprendido en 
el método de semejanza). Construído eualquier triángulo que 
tenga los lados paralelos a las rectas dadas, supuestas no 
paralelas entre sí, poe los yél'tices de éste trúcense tres 
rectas paralelas a los lado, del triángulo dado, después ll'al1S
fórmese por ltolllotecia. 

33) Inscribir en un circulo dado un triángulo que tengH los lados 
ordenadamente paralelos a tres rectas dadas . 

34) Inscribir en un dnulo dado un triángulo semejante a un 
triángulo dado, y del cual un lado pase por un [Junto ¡-ijado. 
(Se reduce el n. prec. con una rotación) . 

.35 ) Inscl'ibir un cuadrado en un triángulo dado. (El cuadrado se 
llama inscl'ipto si tiene un lado sobre un lado del triángulo 
y los otros dos vértices sobre los lados restantes. Constrú
y8:,e Ull cuadrado que tenga un lado sobre la base del trián
gulo y un vértice sobre uno de los otros dos lados, enton
ces, etc.) 

3U) Por un punto interior a un círculo tl'azar una cuerda, que sea 
diridida por el punto dado en partes proporcionales a dos 
segmentos. (Si "'\11 es el centro del círculo dado y S es el 
punto, considérese sobre la prolongación de ;vIS el punto lvb 
tal que 1\11S, .liS sean peoporcionales a los dos segmentos 
dados, y construyase tu circunferencia de centro Jrj¡ homoté
tica de .11 respecto al centro S, etc.) 

3/) Los perímetros de dos polígonos regulares de i()'ual número 
de lados son proporcionales a los lados, a los radios, a las 
apotemas respectivas; y sus superficies son proporcionales a 
los cuadrados de los lados, de los radios y de las apotemas . 

.3H ) Si, dados dos triángulo.', los lados del uno son ordenadamen
te dobles de los correspondientes del otro, el primer triángu
lo es equiYalente al cuádruplo del segundo. 

3H 1 Si cuatro segmentos están en proporción y los dos primeros 
son lados homólogos de dos polígonos semejantes y los dos 
últimos son \lados homólogos de oteas dos polío'onos seme
jantes, los cuatJ.'o polígonos son proporcionales. 
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~O) COllstruil' I1n polígono r¡ue sea ~emejanto a un polígono dado 
) equiyalenlo a otro polígono dado. (Se quiere un polígono 
:,elllejanlo al polígono i l y equinüente al rolírrono B. Si 
Ji', l:J' son los ('uadrados equivalentes respecln'nmente n . l y 
B, indiquemos ('on ((' y b' los Indos. DeternlÍnHdo el segmen
lu ,c cunrto proporcional a a', b' y un l"do I'ualquiem (/ d .1, 
constrúyase el polígono sE'mejanle a .1, y que lenga a .1' por 
lado hOl1ll)logo de (l, l':l polígono _ \' es 01 pedido). 

\,1 ) Dos polígonos semejan les siempre se plleden dE's(,Oll1pOnel' 
en un miSll10 número de tl'iúngulo,.;, s('l11ejuntes dos a do,' 
según la mi 111(\ J azón (que os igual a la de los dos polígonos 
dados). Heclll'rdese el ej. pl'ec. Xótese que pucde hacerse dE' 
l1lanp!'a que lo, lriángulos parciales resulten, dos a dos, di/'p('
{({/l/entp semejantes . 

. 1~ ) Transfomwr UIl triúngulo en un trhíngulo isó. coles dado su 
úngulo del yértice. 

·1-:3) TransforIDar un lriHnglllo (o un polígono) dado en 11Il triún
gnlo t'(]uilúlel'o. 

-H) Tl'nIlSfOI'mal' IlIl trilingulo dado PI\ UI\ tril'lIlgulo I'edángulo 
<¡lit' tenga un dado úngulo agudo. 

't~») Diyidir un triúngulo dado en dos PHl'tps eql\i\'alentes por me
dio de una perpendiculal' a un lado prefijado. (Supuesto <¡ue 
los otros dos lados del trüingulo dado no sean iguales, en 
cuyo ('aso la resolución sería il\ll1ediata, nótese que \lna de 
las dos partes en las cuales queda dividido el triúngulo dado 
es un triftn"uln l'eclúngulo flue tiene un ¡'m,gulo aglldo común 
con el primiti\"o. 1 ero este lri~l\1g1l10 I'ectúngulo debe sel> 
mitad del dado. Entoncos, reeol'dando el ej. preced., etc). 

46) Si sobre los tres lados de un triúngulo rectángulo, como lado' 
(,ol'l'espondicnte, e constl'lIyen lres polígonos semejantes, el 
polígono l'ol1struído sobre la hipotenu a es equivalente a la 
suma de los polIgonos con, truídos sobre los dos ('ate tos. 

47) Construir un polígono e([!tiy¡llento al doble de un polígono 
dado y al homotético, 

48) Con'itruir 1111 triángulo equilátero efluivl1lente a la suma de do,' 
tl'iúngulos equiláteros dado '. 

4~) Construir un hexágono regular equivalente a un ll'iúngulo equi
lútero dado. Debe sel' equivalente a la sexta ]):lrle del exú
gono, etc. 
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50) Construir un pentágono regular equivalente a la diferencia de' 
dus pentógonos regulares dados. 

51) Determinar el perímetro de uu polígono que sea equivalente 
al doble de un polígono semejante dado. (He!'luélvase el pro
blema sin construir el políg-ono incógnito J. 

5:2) Si sobre los lados y sobre las diagonales de un puralelogl'étll1o 
se construyen seis polígonos semejantes, la suma de los polí
gonos consl.ruídos sobre las diagonales es equivalente a la suma 
de los polígonos construídos sobre los lados. 

53) Si desde el vórtice de un triángulo se trazan do::" re(·tas que 
formen Con su base ángulos iguales al úngulo del vértice, SP 

tienen dos triángulos semejantes entre sí y al dado; solll'c 
. los Lres lados del triángulo pri mi tivo considerados co mo lados. 

cOl'l'espondientes, constrúyanse tres polígonos s mejantes. 
El polígono construído sobre la base es a la suma de los 
otro dos como la base es a la suma de los lados de los dos 
Ilueyos triúngulos construídos sobre ella. 

SrN HACER uso DE LA REGLA, SÓLO CO:-'¡ EL COMP.\S, l'esuúl
vumle los siguiente problemas: 

Gi) Trazar desde un punto A la. paralela a la recta qlle une dos 
puntos B y e. (Nótese que el punto D, tal que ABeD ;;ea pa-· 
ralelogl'amo, es tal que eD = AB, AD = Be). 

sr,) Con. truir un . egmento doble de otro seO'mento dado. (Si llO 
es el segmento, considérese el exágono regular inscripto en 
la l'irCtlJ1(erencia de radio A.O r que tiene uno de los vértices. 
en el punto A). Repitiendo un número suficiente de Yece. la 
misma cODstrucción, se puede construir un múltiplo cualquiera 
de un segmento dado. 

5ü I Construir el si métrico de un punto respecto el una recta (dada 
por medio de do, puntos). 

---5~) Bisecar un dado arco de cirounfel'encia. (Dado el arco AB de 
centro O constrúyanse los puntos e, D tales que los cuadri· 
láteros ABOc, A"BDO sean paralelogramos (iguales) COIl cen
tro e y D Y radio igual a CB = DA, descríbanse dos circun
fereneias, d~ las cuales E sea un punto de intersección. En
tonces las dos circunferencias, de centros e, D y de radio OE 
se cortarán en dos puntos que pel'lenecen a la circunfere!1eiCl 
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dada y biseean cada uno de los ar("os iR. Para la dell1o"ll'H
ei611 l'e('(¡rrase al leorema de !lIT ~GOR.\ y sus ("onseeueneias. 

:JR) Construir el cuarto proporcional a tres seglllento~ dados a, b, e. 
(DeS(Tlptas dos ('il'C"ull[el'eneius cOtH'énlrieas en O y de radios 
a, b con.'idl'rense dos puntos A, B; con un mismo radio al'bi
tl'Hri() ('('n'tense sobre la segunda circunfereneia dos punte •. 
.ti', B'. El seglllento ,,1' B' es el segmento buscadu. P¡¡rn la 
delllostr'ación cumpárense los dos tl'iúngulos AOB, .l'O' B', 
que son semejantes. Si es e > 1 a, la construcción no es yH 
posible: pero basta elrgil' un número entero 1':, tal que "en 
e > 2 ¡,; a y notar que el cuarto ]l1'oporei()nal H a, b, e es 
también cuarto proporeional él l':a, 1':b, c.) . 

. :JH) Detel'llliniU' los punto..; comune' a una circun[erenci1\ y a una 
recta que no Ilasa por su centro (dada por medio de dos 
plintos). (Si O es el centro del cÍt'culo dado ~. P (:'s el simé
trico de O respecto a la recta dad1\ AB, supóngase que 
exist1\l1 las dos intE'rsec('iones C, [) de A13 con la circunferen
cia O, y considére_ e el cuadrilátel'o OCPD). 

(ill , Determinar los puntos comunes a una circunferencia y a una 
recta por su centro. (Si O es la circunferencia dada y .l 
es un punto de la recta dada por el cenlro, córtese la O con 
una circunferencia cualquiera de centro , lo elc.). 

fi 1) Dividir por mitad UI1 segmento dado LlB. ( iCes el punto 
ue la prolongaeión de .tB, tal que A C es doble de A.B, con
sidérese el segmento tercero proporcional a .tC, A.B, etr.) 

(·j21 Determinar el pie de la pel'pendicular bajaua desde un punto 
sobre una recta (dada por medio de do puntos). (Considé
rese el siméll'ico del punto dado respecto a la recta dada, etc.) . 

• fj:l) Detel'lninar el punto común a dos rectas (dadas cada una por 
medio de dos ¡JUntos). (Excluído el caso de las l' ctas per
pendiculares (ej . pre('." sean fiB, CD la>; dos rectas dadas. 
Si C', D' son los sil11<:'trieos de e, D resperto a .1, B, el 
punto f{ lJlls(~ado es eOlllún también a C'D'. Si E es el punto 
tal que el cuadrilátero C'D'Dl~ es un pal'ulelogramo, ob"ér
yese que en el triángulo CDE, en el ('\ml HC' es paralela 
a DE, el segmento CH = C'lf' es .... ) 

NOTA. - EIl los ejercit'io~ precedentes se demuestl'a flue 
las conslruc('iones fundamentales efectuablt's llIediante la regla 
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y el compüs se pueden hacer con el uso del compús sola
mente. 

Así todos lo::; problemas resolubles con la regla !/ con el 
compás 'e pueden 7'esoloerf'lJIpleando sólo el compás. 

Este resultado pertenece a L. MASCTIERONI ('1750-1800). Para 
la historia de la cuestión y para ulteriores desarrollos que se 
refieren al argumento, vóase el art. de E. DANIELE « Sobre 
Íl~ resotación de lo' problemas [Jeometl'icos con el compás» 
en la 11 parte de los rotlectanea, de F. ENRIQUES. 

Proponemos aqui algunos ejel'cicios para los alumnos más 
m'entajados, sin nino'una indicación del método a seguir. 
Entre estos ejercicios hay algunos notablemente diliciles. 

M ) Inscribir en un círculo un triángulo isósceles, siendo dada la 
suma de la base y de la altura. Discusión. 

,(,)G ) Construir un triúngulo dadas las tres medianas. 
{j(j) En un triángulo el ortoeentl'o y el bal'icenLro son centl'OS de 

dos homotecias en los cuales se corresponden el círculo cir
cUllscripto y el círculo de los nueve puntos. 

(j7) Lugal' de los centros de los círculos que se ven desde dos 
puntos dados bajo ángulos dado. 

(;8) Construir un círculo que se vea desde tre~ puntos dados bajo 
ángulos dados. 

(in) Construir un círculo tangente a tres círculos dados. Discusión. 
70) Dados tres círculos de iguales y construída para cada par de 

elios las tangentes comunes secantes en un punto fuera del 
segmento que Ulle sus centros, se obtienen. tres puntos de 
intersección que están en linea ¡'ecta. 

71) Inscribir en un triángulo dado un triángulo que tenga dos 
lados paralelos a. dos rectas dadas y del cual el tercer lado 
pase por un punto prefijado. 

7~ ) lnseribir en un triángulo dado, un triángulo que tenga un 
lado paralelo a una recta dada, del cual los otros dos lados 
pasen por dos puntos prefijados. 

;3) lnscribir en WI triángulo dado, un triángulo cuyos lados 
pasen orde{ladamente por tres puntos dados. 

J!~) lD~cribir en un círculo un triúngulo cuyos lados pasen orde
nadamenle por tres puntos. 
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75) Dado~ un triángulo AEe y tres segmentos arbitrarios a, b, e~ 
divídRllse los lados AE, Ee, eD en partes proporcionales res
pectiyamente a los segmentos a, b; b, e; e, a. Los segmentos 
que unen los puntos de división ca]) los ,¡,dices opuestos. 
pasan por un mismo punto, en el cual el segmento que pasa 
por A queda dividido como (b + e) : a, clc. 

¡(j) Dados cuatro puntos, ;1, E, e, D, no Hlineados, ;¡ euatro seg
mentos arbitral'ios a, b, e, d, divídanse los segmentos f iB, A e ... . 
que los unel1 dos él do. ' en jJnrtes proporcionales l'esper,tiva
mente él a: b, a: e; ... Las tl'es redas Cjlle unen los puntos de 
división pertenecientes a segmentos que no tienen un vértice 
('omún, pasan por un ll1i~mo punto. 



CAPITULO ynI 

§ 6. CICLOMETRÍA O MEDICIÓN DE FIGURAS 
CIRCULARES 

!Postulado de continuidad. - Rectificación de la circunferencia y de 
arcos circulares. -.Superficie del círculo y de sectores circula
res. - Ejercicios. 

Hasta ahora hemos enseñado a comparar entre sí 
los arcos y los sectores de igual radio (Cap. 1V2), pero 
no aquellos ele radios desiguales. En este capitulo nos 
proponemos hacer posible la comparación de arcos de 
:raelio cualquiera con segmentos rectilíneos (y por lo 
tanto, entre si) y, en particular, de definir un segmento 
{{ue responda al concepto intuitivo ele circunferencia 
Tectificada. Análogamente enseñaremos a cmnparar los 
sectores circulares o los circulas con los polígonos, lle
gando, en particular, a definir un polígono de superficie 
igual al circulo. 

Pero antes de estudiar los dos problemas mencio
nados, debemos detenernos un momento sobre aquellas 
propiedades que todos reconocemos en la recta y que 
110S permiten concebirla como una linea continua. 

Con tin uidad. 
\ 

1. OBSERYAClO:'>ES. - Si imaginamos que dos puntos 
H y f( se mueven, p. ej. con movimiento uniforme, 
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sobre un segmento .. lB, siguiendo en senlidos opuestos, 
el uno a partir de A hacia B 

A H L K 8 Y el otro desde B hacia A, 
vemos que ellos se encuenlran en un punto L del seg
mento; y anles del encuentro el punto I1 está siempre 
a la izquierda de L, eL punto f{ eslá siempre a la de
recha de L 

Si, modificando la hipótesis precedente, se supone 
que los puntos móviles H y ]( van retardando su 1110-

\'imiento, de manera de no traspasar los puntos e y D 
respectivamente, es claro que 
cada punto L entre e y D deja A e L D B 

siempre a la izquierda aL punto móvil H y siempre a 
la derecha al punto móvil K. 

En los dos casos se encuenlra, por lo menos, un 
]Junto L (de separación), el cual (livide al segnien
Lo AB en dos partes, AL y BL, tales que todas las su
cesivas posiciones de H son interiores a AL y todas las 
sucesivas posiciones de f{ SOI1 interiores a BL. 

La observación nos conduce también al mismo 
resultado cuando los dos puntos móviles H y f{ van el 
uno hacia eL otro a saltos, con tal que cada posición 
asumida por H esté a la izquierda de cada posición 
asumida por f{, es decir, que los dos móviles no se 
crucen. 

Dando fonna precisa a las precedentes observacio
nes (basadas en la intuición de la conlinuidad de la 
recla) enunciaremos el siguiente 

Post. (de la conlinuidad de la recta). - Si se lienen 
sobre un segmenlo AB dos clases de puntos y se designa 
con H uno cualquiera de la primera clase y con f{ uno 
cllalquiera de la segunda, y si en lln dado sentido ele 
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.lB cada plinto H !)I'eCN[p a cada pllnto K, existe en el 
spgmento, por lo menos, l1l1 punto (ele separación) L, el 
cual diuide a .1B P11 dos partes, tales qlle en llna de 
ellas están todos los plintos H y en la otra todos los 
plintos K. 

2. Condiciones ulteriores permitell reconocer en al
gunos casos que el punto L, de separación, entre los. 
puntos H y los puntos J( es único. 

Por ej., si suponemos que, por peqlleJ10 que sea un 
seqmento arbitrario é se pllede encontrar siempre un 
¡Junto H y lln ]Junto [(, cuya distancia resulte menor 
que f.; en tal caso el punto L de separación entre los 
H y los J( es ciertamente único, porque si existiesen 
dos distintos, L¡ y L 2 , la distancia de un punto cual
quiera JI a un punto cualquiera ]( nunca podría llegar 
a ser menor que la distancia lA L2. 

Tambj¡\n el punto de separación L es ciertamente único, si 
carla punto del segmento AB e8 /In IIII/do H o lln plinto K. En 
efecto, si hubiese dos distintos puntos de eparación Ll y L2, ca
da punto interior al segmento LI, L2 no podl'ú ser ni un punto H 
ni un punto J\. 

3. El postulado de la continuidad, enunciado en el 
n. 1 para los segmentos rectilíneos, se extiende tam
!Jü;n a los arcos circlllares y a los ángulos (pensados. 
estos últimos como constiLuídos por sus semirrectas). 

Valen, en efecto, las mismas observaciones intuiti
vas del n. 1, si se imaginan, para un arco circular, dos 
puntos que se mueven sobre él, el uno hacia el otro, a 
partir de los extremos, y para un ángulo, dos semirrec-

\ 
tas, que giran alrededor del vértice una hacia la otra,. 
a partir de los lados. 
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Por otra parte, admitida la continuidad de los segm entos rec-
4l:líneos según el postulado del n. 1, se deduce en seguida 1<1 conti

o nuidad para los ángulos. Considera
do, panl fijar las iaeas, un ángulo 

1\ 
convexo AOB, basta hacer C01'1'es-
ponder a cada semirrecta del án
gulo :;u in lersección con un seg
mento AB que tiene los extremos 
sobre lo. lados, y aplicar el post. 
del n. 1 al segmento AB. Después 

A f---<---+---+-----\ B de esto se extiende la conlinuidad 
H.:' L \ K a cualquier arco circular, haciendo 

corresponder a cada punto del arco 
la semirrecta del correspondienle ángulo central que pasa por él. 

~otemos lodavÍa (sin detenernos sobre lales cuestiones críti
·('as) que del post. de la continuidad de la recta (n. 1) se puede 
deducir la proposición que hemos admitido como postulado en el 
n. :2-í: del Cap. IV 2' para disculir las posibles intersec('iones de 
.l'ectas y circunferencias, y de circunrerencias entre sí. (1) 

Rectificación de la circunferencia 
y de los arcos circulares. 

4. Dada una circunferencia de centro O y radio r, 
'considérense todos los polígonos inscriptos y circuns
criptas a ella. Puesto que cada polígono inscripto en O 
está contenido en cada polígono circllnscripto, se tiene 
(III2 n. 13) ([ue el perimetro de uno cualquiera de los 
primeros es menor que el perímetro de uno cualquiera 

,de los segundos. 
Tómese ahora un segmento AB igual al perímetro 

de uno cualquiera de los polígonos circunscriptos, por 

,1) Cfr. el art. de C. VrrA.Ll: Sobre las aplicaciones del postulado de la cOllti
.<tuídad en la Geometría Elemenlctl, en el Vol. 1 de la parte 1 de los Collectall"t. 
.ue F. ENRIQUES 
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ej. igual a cuatro veces el diámetro (perímeh'o del 
cuadrado circunscripto). En llB tendremos segmentos 
AH iguales a los perímetros de los polígonos inscriptos 
en 0, y de los segmentos AK iguales a los perímetros 
de los polígonos circunscriptos que no superan cuatro 
diámetros, y siendo AH < AK, cada punto H, extremo 
de uno de los primeros segmentos, precederá en el 
sentido AB del segmento, a todos los puntos K, extre
mos de los segundos. De aquí, en base al post. del n. 1, 
se deduce que existe, por lo menos, un punto de sepa
ración L, tal que el segmento AL resulta mayor que los 
perímetros de los polígonos inscriptos y menor que los 
de los polígonos circllnscriptos a 0, o como se dice, 
comprendido entre los unos y los olros. 

NOTA: El segmento flL es ciertamente mayor (y nunca 
if/llC¿/) al perímetro de cada polígono inscripto en O, pues si Re 

tuyie. e UD polígono inscripto en O, cuyo perímetro fuese igual a 
.lL, se podría construir (por ej. bisecando los ángu1.os centrales 
del primer polígono) otro polígono inscripto cuyo perímetro fuese 
mayor que AL, y el1tonce::; se obtendría un punto H a la derecha 
de L. Análogamente, el segmento AL es m,enol' (y nunca igual) 
que el perímetro de cada lJolígono circunscripto a O. 

5. Ahora nos proponemos demostrar que el punto 
L de separación de los puntos H y de los puntos [( es 
ÚNIGO, es decir que existe llll único segmento AL, com
prendido entre los perímetros de todos los polígonos 
inscriptos y los perímetros de todos los polígonos cir
cllnscriptos a la circunFerencia dada. 

Esta unicidad se demuestra en base al primer cri
terio del n. 2~ es decir, haciendo ver que, por pequeño 
que se considere un segJuento é, existen siempre dos 
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polígonos, el uno inscripto y el otro circlillscripto a la 
circunferencia, y tales que la diferencia entre el perí
metro AH del primero y el perímetro A.(( del segundo 
resulta menor que é. Precisamente estableceremos el 
siguiente 

Teor.: Dada una circunFerencia y prefijado un seg
mento <., tan pequeño como se qlliera, se puede determi
nar siempre un entero n bastante grande, tal que los 
perímetros de los dos polígonos regulares de n lados, 
inscripto y circrlllscriplo a la circunferencia, tengan 
una diferencia menor que é. 

Dividimos la demostración en tres partes: 
a) Demostraremos ante todo que: Cualquiera que 

sea el entero n, la diferencia entre los perímetros de los 
dos polígonos regulares de n lados, inscripto y circuns
Cl'ipto a una cz"rcrlll{erencia, es menor que el doble de la 
altura del triángulo isósceles, que tiene por base el perí
metro del polígono inscripto y los ángulos de la base 
iguales a la nrna parle de dos reclos. 

Sean Al A. An y Bl B 2 •••• Bn dos polígo-
nos regulares de 11 lados 
(en la fig. n = 6), inscripto y 
circunscripto a la dada cir
cunferencia O (el segundo 
con los lados tangentes a O 

8 2 en los vértices del primero). 

mente iguales sus lados, 
uno de ellos, p. ej. Al 

Los n triangulitos isósce
les Al A. B I , A2 As B., .... , 
An Al Bn , son todos ig·uales, 
porque tienen ordenada

(111 , n. 11); adem.ás en cada 
A. B I , el ángulo del vértice, 
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por ser ángulo inlerior de un polígono regular de n 

lados, es igual a la Jracción o :- 2 de dos reclos, así que 
la suma de los dos ángulos de la hase es lo que le falta 
a o ~ 2 de dos reclos para valer dos reclos, es decir r~ 
(le dos rectos; de aquí se concluye que en .t1 El A!t 
(como en cada uno de los olros trial1g111itos iguales) 
los ~íngulos de la base son iguales cada uno a ~ de dos 
rectos. 

EsLo dicho, construyamos sobre un segmenlo 
.1'1 11"1 = n .11 ..1 2 , es decir, igual al perímetro del polí

K 
gono inscripto, el trián
gulo isósceles ..1'1 .. 1"1 K, 
semejante al lrianguliLo 
.ll .-1 2 B1 , es decir, que B: ... · "S; B; ¡ 8~ 8;··· .... B~ 
lien e los án!!ulos de la ../S-. ~ /"':.,,:/""'>, /""'>,./"'>. 

~ 1 ¡(, A', A, A'e= H As A. A; 
hase iguales a n de dos 
rectos; y, para hacer l11.ás intuiti"as nuestras conside
raciones, ohservemos que esLe Lriángulo Al ~1"1 K se 
puede imaginar oblenido (lisponiendo los n lriangulítos 
.11 .12 El,' ... , .l" .til Eo en ..1'1 11'2 B'l .... , ..1'0 .J"I E'o, 
es decir, con las bases una consecutiva a la otra sobre 
el segmento .tl'l ..1"1' y prolongando el lado "l' I E'¡ del 
primer triangulito y el lado .1'\ E'" del último hasta 
encontrarse en K. 

Como los triángulos .tI' 1 ..1"1 K Y Al ¡-1 2 El son se
mejantes por ser ..1'1 11\ = n Al A~, será también, por 
la proporcionalidad de los lados correspondientes, 

de donde, observando que Al Bl Y El .. 12 son cada uno 
la mitad de un lado del polígono regular circlIDscripto, 
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se concluye que A.\ K + K A"l es el perímetro de este 
polígono. 

Pero, bajada desde f{ la altura KH, de los dos 
triángulos A' l HK Y A"} HK oblenemos (lII , n. 20) 

sunlamlo miembro a miembro, 

de donde queda demoslrado (Iue la diferencia de los 
perímetros de los dos polígonos considerados es menor 
que el doble de KH. 

b) Si construimos el lriángulo T, semejante al trián
gulo A' l A"t ](, que tenga por hase el cuádruplo del diú
metro de O (perímetro del cuadrado circunscripto), la 
altura de T será a la altura KH de A'l A"l K como la 
base de T es a A' l A\ (VII, 11. 18), Y como esta base 
cualquiera que sea n, es mayor que A'} ...1./1 

t (perímelro 
del polígono regulaT inscripto de n lados), será también 
la altura de T mayor que KH (VI, n. 16); de donde, 
teniendo en cuenta la conclusión a la cual llegamos 
eu a) podemos afirmar que: 

Cualquiera que sea el entero u, la diferencia de los 
perímetros de los polígonos regulares de n lados, ins
criptos y circunscriptos a una circun/erencia, es menor 
que el doble de la altLlra del triángulo isósceles quP 
tiene por base cuatro diámetros y los ángulos de la 
base iguales a la urna. parle de dos rectos. 

e) Ahora es fácil completax la demostración de 
nuestro teor. Prefijado cualquier segmento E, por pe-
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queIlo que sea, constrúyase sobre la base MN, igual 
al cuádruplo del diámetro de la dada circunferencia 
(yen un semiplano con 
respecto a MN) el trián
gulo isósceles lIINP que tie-

ne la altura PO = { é, 
o N 

(en la fig. por razones de claridad se ha considerado E 

más bien grande), y elíjase un entero n bastante grande 
para que ~ de dos rectos sea menor que los ángulos 
<le la hase de lIINP. Entonces el triángulo T, del cual 
se habló poco antes, es elecir, el triángulo isósceles de 
hase lI1N, que tiene los ángulos de la hase iguale!,) a + 
de dos rectos, tendrá el vértice R sobre la PO en un 
punto intermedio entre P y O; y éomo la diferencia 
de los perüneh'os de los dos polígonos regulares de n 
lados, inscriptos y circunscriptos a la O, es menor 
(por lo demostrado en b), que el dohle de QR, será, con 
mayor razón, menor que el doble de PQ = {E, es de
cir, menor que el segmento prefijado E. 

6. Resumiendo las consideraciones de los dos nOS 
prec., poden'los enunciar el siguiente teor. fundamental: 

Teor.: Dada una circunlerencia, existe un segmento 
y llno sólo, el cual está comprendido entre los perímetros 
de los polígonos inscriptos y los de los polígonos circuns
criptos a la circunferencia dada. 

7. OnsERv ACIÓN: Si colocamos sohre el papel un 
hilo flexihle e inextensible, dispuesto en forma de cir
cunferencia, y, después de haberlo cortado en un punto, 
lo extenden\os sobre una recta, la observación nos 
asegura que ese hilo es más largo que el perímetro de 
cada polígono inscripto y más corto que el perímetro 
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de cada polígono circunscripto; por eso coincide con 
el segmento caracterizado por el teor. prec. Queda así 
justificada la siguiente 

. Def.: Dada L/na circLlnferencia, el segmento com
prendido entre los perímetros de los pollgonos inscriptos 
y circunscriptos se llama circunferencia rectificada, o 
también segmento rectificante de la circlLl1{erencia. 

8. Teor.: Las circunferencias recLi/rcadas son pro
porcionales a los respectivos radios y, en consecuencia, 
a los respectivos diámetros. 

Sean dadas dos circunferencias de radios r y r', .Y 
sea, para f~iar las ideas, r < r'. Si e y e' son los res
pectivos segmentos rectificantes, se trata de den1.ostrar 
que: 

e : e' = r : r', 
o sea que 

r : r' = e : e'. 

Para demostrar esta proporción ' haremos ver que 
el curu:to proporcional d, según r, r' y e (VII, n. 10), 
está comprendido entre los peTimetros de los polígonos 
inscriptos y de los perímetros de los polígonos circuns
criptos a la circunferencia de radio r', y por eso coin

D' 

cide con el respectivo segmento
rectificante e' . 

Supongamos, por comodidad, 
que las dos circunferencias dadas 
sean concéntricas en el punto O. 

Inscripto en la circunferencia 
de radio r' un polígono cualquiera 

E' A'B'CD'E', tracemos los Tadios OA', 
OB', .... OE' hasta cortar a la otra circunferencia en 
:rl, B, .... , E respectivamente. El polígono ABCDE, que 
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asi resulta inscripto en ]a circunferencia de radio r, es 
semejante a XB'C'D'E', porque tales son los triángu
los ABO y ABO', .... , EÍ10 Y E'.ti'O' (VII, n. 17). 

Resulta de aqtú que, si indicarnos con p y p' los 
l)erimetros de esos dos polígonos, sení (YII, n. 62) 

p : p' = AB : A'E', 

y, teniéndose en los triángulos semejantes ABO, A'HO', 
AB : XE' = r : r', resulta: 

p : p' = r r'. 

Pero habiéndose indicado con d el cuarto propor
donal según r, r' y e, es decir, el segmento d, tal que 

r : r' = e : d, 

tendTemos tamhién (VI, n. 15) 

p : p' = e : d: 

.Y permu lando Jos medios (VI, n. 23) 

p : e = p' : d; 

recordando que p, por ser perímetro de un polígono 
inscripto en la circunferencia de radio r, es menor 
que el respectivo segmento rectificante e (n. 7), se 
concluye que (VI, n. 17) 

p' < d. 

Análoga~ente se demuestra que d es menor que 
el perímetro de cada polígono circunscripto a la cir
c,unferencia de radio r'; luego d coincide necesaria-
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mente con el segmento rectificante e'; entonces, poniendo 
d = e' en la proporción r : r' = e : d y cambiando 
las dos razones, se obtiene 

e : e' = r r, 

y tamhién (VI, n. 22 c): 

e : e' = 2 r : 2 r'. 

9. Hasta este punto no sabemos comparar entre 
sí más que mocos circulares de igual radio (YII, n. ti): 
pero es también posible la comparación de mocos de 
radios distintos extendiendo a un arco cualc[1Iiera las 
consideraciones que nos han conducido a la rectifi
cación ele la circunferencia. 

Dado un arco AB de centro O, considérense toda 
las poligonales inscriptas en el, es decir, las que tienen 
sus extremos en A y B Y los otros vértices sohre el 
arco, y las poligonales circunscriplas al arco, es decir. 
aquellas que tienen sus extremos sohre las prolonga
ciones ele los radios OA y OB Y los lados tangentes al 
arco (IV., n. 4:8). Con un procedimiento análogo al de 
los nos. ·1 y 6 se demuestra, en base al post. del n. 1. 
el siguiente 

Teor.: Dado un arco de circunferencia, existe lIH' 

segmento y uno sólo, qlle está comprendido entre LoS' 
perímetros de las poligonales inscriptas y los perímetros 
de Las poligonales circunscriplas al arco. 

Una ohservación análoga a la del n. 7 conduce de 
manera natural a la siguiente 

Def.: Dado un arco de circunferencia, el segmento 
comprendido entre los perímetros de las poligonales 
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inscriptas y circlLllscriplas al arco se llama arco recti
Hcado o también segmento rectificanle del arco. 

10. La definición ele segmento rectificante conduce 
a algunas consecuencias que es necesario aclarar. 

a) De la def. del 1\. prec. signe, en primer lugar, 
que arcos iguales tienen segmentos rectificanles iguales . 

• -!demás, el arco Sllma de dos (o más) arcos de igllal 
radio tiene como segmento reclificante la Sllma de los 
segmentos reclificanles de Los arcos sumandos. 

Se reconoce comparando los perimetros de las 
poligonales inscriptas y circllnscriptas al arco suma con 
los perí1Tletros de las poligonales inscriptas y circuns
criptas a los arcos sum~mdos. 

De aquí resulta que, si dos arcos son desiguales, 
son desiguales en el mismo sentido sus respectivos 
segmentos rectificantes; y que cualc[uiér múltiplo o 
suhmúltiplo de un arco liene como segmento rectifl
cante el múltiplo o suhmúltiplo, según el mismo nú
mero, del segmento rectificanle del arco considerado. 

b) Dada una circunferencia, considérense todos 
los arcos (ordenados) a partir de un dado punto 11 y 
en un determinado sentido sin excluir los arcos mayo
res que la entera circunferencia; y, en correspondencia 

...--.. 
de cada arco AP, imaginemos llevado el segmenLo 
rectificante sobre una sem.irrecta, a partir de su origen 
A', en A'P'. 

Es intuitivo que si el punto P, partiendo de A, se 
mueve sobre la circunferencia en el sentido prefijado, 
clescribiéndo)a cuantas veces se quiera, el extremo P' 

--.. 
del segmento A'P', rectificante del arco AP, describe 
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siempre en el mismo sentido, la semirrecta; de donde 
r--. 

resulta que no sólo a cada arco .tiP corresponde un 
determinado segmento rectificante A'P, ~io.o también 
recíprocamente a cualquier segmento A'P', tomado 

r--. 
arhitrariamente, corresponde un determinado arco AP, 
que tiene a A'P' como segmento rectificante. 

Esto también se demuestro con todo rigor teniendo en cuenta 
la continuidad de los arcos circulares (n. 3). 

o: 
A 

A' H' 

En erecto, es claro que pode
mos limit(J.roos a considerar lo. seg
mentos me,nores que la circunfe
rencia rectificada. Si A'P' es un tal 
segmento, cla, ifjquemos los puntos 
de la circun(erenc-ia en dos clases, 
llamando «puntos lh cada punto, tal 
que el arco AH (en el sentido pre
lijado ) admita un segmento rectifi

cante .1'B' S. .1'F, Y « puntos !.: » cada punto lal que el análogo 
m'eo .1f': tengFl Ull segmento rectificante .t'[;' > A'!". 

Cada punto de la circunferencia es un punto H o un punto 1':; 
Y cada arco AH es meno!' que cada arco Al': (porque en caso 
,contrario sería, por la ob. ervación o) A'j{' ~ A'H', contra la hi
pótesis). Con otras palabras: sobre la circunferencia, a partir de 11 
y en el 'entido prelijado, cada punto H precede a cada punto E, 
-eo "irtud de la continuidad de 1m, arcos cll'culares (n. 3), existe 
,tll1 punto P que 8epara los puntos H de los ¡Juntos K. 

Este punto de separación es 7inico, porque si hubiese otro 
punto P" los pllntos de la rircunJerencia comprendidos entre 
P y PI no podrían ser puntos H y tampoco puntos l\.. 

Después de esto es [ú('jl reconocer que AP es preci~amente 

el ano que admite como rectificante el segmento A' P'. Si, en 
efecto, rectificando AY se obtuviese un segmento tl'P,' distinto 
de "t~P', p. ej., menor, bastaría tomar un submúltiplo de la circun
lel'pncia rectificada menor que PI'P' (VI, 11. (3 ), para que el corres
¡Iondiente al'quilo, llevado sobre la circunferencia sucesiyameote 
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-en AP, en PQ, determine un punto {J, que debería sel' un punto 
foC, por cuanto sigue, en el sentido pI'elijado para el punto P, y, nl 
mismo tiempo, un pillltO El, por (mauto el arco AQ = ;:P + Pq 
admite el segmento recti6cante A' P¡' + P/Q' < J1' P'. De ma
nera análogH :;e excluye la posibilidad 1'1>1\' > A'P'; luego el al'co ----. . 
AP t.aue por :;egi1lento reclificante al A' ]J'. 

ResLllt~ entonces que, si se consideran por una 
parte todos los arcos circulares de dado radio y por 
{)tra parte todos los segmentos, pensados como rectifi
cantes de los arcos indieados, a cada arco corresponde 
un determinado segmento (rectif'icante); y, recíproca
mente, a cada segmento corresponde un deterl1linado 
arco (del eLlal es recLificanle). 

Existe, pues, como suele decirse, enh'e arcos y 
segmentos rectificanles una correspondencia biunívoca. 

e) De las observaciones a) y de la biunivocidad de 
la correspondencia entre la clase de los arcos de dado 
radio y sus segmentos rectificantes, se deduce que a 
eantidades iguales de una cualquiera de esas clases 
-corresponden en la otra cantidades iguales, y a la 
sUl11a de dos cantidades consideradas arbitrariamente 
en una cualquiera de las dos clases corresponde en la 
-otra la suma de las cantidades correspondientes. Se 
yerifica, pues (VII, n. 7), el 

Teor.: Los arcos de dado radio y sus segmentos rec
tifican/es constituyen dos clases de magnitudes propor
,cionales, 

d) En virtud del teor. prec. si cuatro arcos de igual 
Ta(Eo están \ en proporción, tales son también sus seg
mentos rectificantes, y recíprocamente (VII, n. 8). 

De aquÍ sigue la e:cistencia del cuarto proporcionaL 
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según tres arcos de radio dado. En efecto, si son a , b> 
y e estos lres arcos, a ', b' Y e' los respeclivos segmen
los rectificantes, y es d' el cuarto propOl'cional según 
a, b' Y e' (VlI, n. 10), es decir el segmento tal que ea: 

a ' : b' = e' : d' , 

el arco d , que tiene el mismo radio que a, b y e y 
admite el segmento rectificante d' , satisface a la pro
porción: 

a:b=e:d . 

e) Hasla ahora hemos hablado de arcos de igual 
radio. Arcos de radios desiguales no son, como ya se 
notó en el n. prec., magnitudes homogéneas enlre sí , 
pero en camhio son homogéneos los respectivos seg
mentos rectificantes. Por eso, desde abora en adelante, 
se compararán entre sí arcos circulares cualesqllil:'ra. 
recurriendo a la comparación de sus segmentos )'('ctifi
cantes. 

/) Notemos por último qu e, de la existencia del 
arco cuarto proporcional según tres arcos circulares 
(de igual radio) se deduce en seguida La existencia ([eL 
cllarlo proporcionaL según tres ángulos cualesquiera 0:, B 
Y y. Recuérdese, en efecto, que los arcos de igual ra
dio son proporcionales a los conespolldielltes ángulos 
centrales (VII, n . (), Por eso, si sobre una circunferen
cia se consideran los arcos a, b y e, que tienen como 
üngulos centrales respeclivan'lente 0:, B Y j , Y es d el 
arco cuarto proporcional según a, b y e, el respecliyo. 
üngulo cenh'al e es tal que: 

, 
o. 
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Superficie del círculo y de los sectores circulares. 

Después de haber tratado el problema de la recti
ficación de la circunferencia, nos ocuparemos de la 
superficie del círCllLo y del seclor cirCllLar, es decir, del 
prohlema de la determinación de un polígono, cuya 
superficie sea igual a la de un circulo o sector dado. 

11. OBSEBVACIONES. - Con este ohjeto es necesario re
cordar para las superlicies en general (y especialmente 
para aquellas contenidas por figuras de lados rectilíneos 
.Y circulares) los postulados 1, II, III, IY del n. 3 Cap. \'2 
que responden a la noción intuitiva de la iguaLdad de 
superficies, sobre los cuales ya hemos basado la teoría 
de la equivalencia de los polígonos. Agregaremos el 
siguiente postulado que comprende también al V de 
los posLulados mencionados. 

Dadas dos superficies A y BJ cualesquiera, o ('LLas 
.S011 igllaLes, o llna de ellas es mayor que la otra; es 
decir, se verifica siempre uno y uno sólo de los tres 
·casos: 

A>B o A.=B oA<B. 

Es útil advertir que esta manera de comparación indirecta nos 
.... " il!1pue ta por la naturaleza de la ruestiÓn. 

Se vió ya que polígonos de igual superficie son siempre 
,equiwtlentes por suma, es decir, descomponibles en partes iguales. 
Pero Iln círculo y un cuadrado, aunque tengan igual superficie 
{COtllQ se reconoce físicamente para láminas homogélleas de igual 
peso y espesor) no pueden ser jamás descompuestas en un nú
mero (finito) de partes iguales. (1) 

(') La demostración (por descomposición con arco~ circulares y segmentos) 
-es tan sencilla (lu\l un alumno inteligente puede obtenerla por si mismo; cfr. 
<lel resto el art. de U. AMALDl. Sobre la teoría de la equivalencia, 1 Vol. Colle<'
.iane(/, de F. ENRIQUES. 
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Amnitido el criterio de comparación de las super
ficies más arriba postulado, se podrá afIrmar que un 
círculo y un polígono tienen superficies ig\,lales cuando, 
se haya demostrado, de cualquier manera, que ninguua 
ele las dos superficies es mayor que la otra, es decir, 
que no existe entre ellas una diferencia. 

En el razonamiento que desarrollaremos en los. 
próximos números para establecer este resultado nos 
será útil la siguiente observación, que en el caso de 
' llperficies con contorno circu lar se podría fácilmente 
llemostrar, pero que es por sí misma evidente a la 
intuición: 

Dada una sllperficie cualquiera plana, siempre se 
puede obtener un polígono qlle tenga superficie menor 
que la superficie dada. 

Para darse cuenta experimentalmente basta reflexio
nar que, cualquiera que sea la forma de la superücie 
considerada, es posible, con oportunos cortes rectilí
neos, recortar de ella un polígono. 

12. Teniendo en cuenta, pues, las ohservaciones pre
cedentes, consideremos un círculo, e indiquemos con r 
su radio y con e su circullferencia rectillcada. 

Es claro que la superficie e del círculo es mayor 
que la de cada polígono inscripto, porque cualquiera de 
éstos forma sólo una parte de él; Y es, aL contrario, 
menor que la de cada polígono circunscripto, porque 
uno cualc[uiera de ellos contiene al eírculo como , una 
de sus partes. 

Suele decirse entonces que la superficie del circulo, 
está comprendida entre la de cualquier polígono ins
cripto y la de cualquier polígono circunscripto. 

Ahora definiremos, en primer lugar, una superficie 
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poligonal (y precisamente Lriangular) ([ue goza de esta 
misma propiedad; y después haremos ver que esta su
perficie poligonal y la del círculo son iguales. 

Con este ob.ieto demostraremos como lemas las dos 
proposiciones siguientes: 

a) La superficie de Wl triángulo 6 qlle tiene por base' 
La cirwnj'erencia rectificada y por altura el radio, está, 
como la del círcuLo, comprendida entre las superficies. 
de cualqllier polígono inscripto !J la de cualqllier poli
gano circllllscripto. 

En efecto, la superficie ele 6 es mayor (fue la de 
cualquier polígono inscripto, porque cada 1.U10 de éstos 
está descompuesto, por los radios que van elel cenLro O 
del círculo a cada vértice, en la suma de un cierto nú
mero de triángulos, cuyas alturas son todas menores, 
que r y cuyas hases Llenen una suma (perímetro del 
polígono) menor que e (n. 7); Y es, en cambio, menor 
([Ue la superficie de cualquier polígono circunscripto, 
porque cada uno de éstos está descompuesto por los 
dos radios que van desde O a cada vértice en triángu
los, cuyas alturas son todas iguales a r y cuyas bases 
tienen una suma (perímetro del polígono) mayor que e 
(n. 7). 

h) Dado un círculo, !J preNado arbitrariamente un 
polígono, tan pequeño como se quiera, se pllede encon
trar siempre un entero n bastante grande, tal que La dife
rencia entre 'los polígonos regulares de n lados, inscripto· 
y circul1scripto al círculo, sea menor que el polígono pre
fijado. 

Indiql1enlOS con H el polígono prefijado, con PIl y 
V n los polígbnos regulares de n lados, respectivamenLe~ 
inscriptos y circunscriptos al círculo dado. 
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Se trata de probar que es posible elegir el entero 11 

bastante grande, para que resulte 

P'n - P Il < H. 

Consideremos nuevamente las figuras del n. 5 en 
la primera ele las cuales están representaelos los dos 

A, 

A~ 

polígonos Pn y P' Il (para 
11 = 6); Y observemos que, 
cualc[uiera que sea 11, la 
diferencia P'n - P I1 está daela 

K 

por la suma ele los n triangulitos isósceles Al .tl 2 Bl) 
..1, A.a B 2 •••• , .tl ll Al Bn, o sea de los n triangulitos, a 
ellOS iguales. ¡1/

1 A./2 B /
1 , A', A'a B'2' .. . , A'n A'l B'n, 

de la segunda figura. Por lo tanto la diferencia p'n - Pll 
resulta m.enor que el triángulo isósceles A'l A'\ K, c[Ue 
tiene por hase el perímetro del polígono inscripto Pn y 
los ángulos de la base iguales a la n"llL

• parte de dos 
rect-os. 

Si entonces, sobre la circunferencia rectificada e 
(le 1 circulo daelo se construye el triángulo semej ante a 
"-1'¡ --1"2 K, es decir, el triángulo isósceles que tiene los 
ángulos de la base iguales a la 11 ma. parte ele dos rec
tos, este último triángulo, por ser e > A' 1 A\ resultará 
mayor que A'1 AI' 1 K y en consecuencia también mayor 
-que la diferencia P'n - Pn de los dos polígonos regu
lares 11 de lados, inscripto y circunscripto. 
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Transformemos ahora el polígono prefijado H, cuya 
superficie queremos hacer menor que P'n - Pn , en el 
triángulo isósceles ABe de base AB = e (en la fig. se to-
mó la altura más bien gran- e 
de con respecto a AB, mien-~ 
tras que, en efecto, si H es ~ 
muy pequeño, también ella A 8 

resulta pequeñísima) y tomemos un entero n, bastante 
grande, para que la n ma. parte de dos rectos sea menor 

/\ /\ 
qne los ángulos de la base A y B de ABe. Si, entonces, 
sobre la misma base AB = e construÍmos el triángulo 
isósceles ABD, que tiene los ángulos de la hase iguales 
a la nma. parte de dos rectos, este nuevo triángulo 
resultará interior a ABe, de donde (indicando con las 
mismas letras de los vértices la superficie) : 

ABD < ABe, 

y siendo, por construcción ABe = H, resulta 

ABD < H. 

Pero para el entero n así determinado se tiene, 
c.omo se vió al principio, 

P'n - Pn < ABD, 

de modo que se obtiene finalmente 

P'n - Pn < H. 

13. Los dos lemas a) y b) del n. prec. permiten 
ahora establecer el siguiente teoI'. fundamental: 

Teor.: La. superficie de un círculo es igual a la de 
un triángulo que tiene por base la circunferencia rec .. 
tificada y por altura el radio. 
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Indicadas con e y 6. respectivamente las superficies 
del círculo y del triángulo antes mencionado, resul
tará demostrada su igualdad si se hace' ver que nin
guna de ellas puede ser mayor que la otra (n. 11). Para 
ello basta observar que, si fuese e > 6. o 6. > e, se 
podría considerar un polígono H menor que la dife
rencia entre e y 6. (n. 11); Y como estas dos superfi
cies están comprendidas entre las superficies de los po
lígonos P'n y las de los polígonos P n (n . prec. a), para 
cualquier entero n, deberíamos tener: 

P'n - Pn > H. * 

Pero esta desigualdad es absurda, porque, como se 
vió (n. prec. b), se puede encontrar siempre un entero 
n bastante grande para que la diferencia p'n - Pn 

resulte menor que cualquier polígono prefijado ar
bitrariamente y en particular menor que el polí
gono H. 

Por consiguiente debe ser necesariamente e = 6.. 

14. Una serie de consideraciones perfectamente 
a.nálogas a las de los noS. 12 y 13 conducen a la Sll

perficie del seclor circular; se llega así al 

Teor. : La superficie de un seclor circular es igual 
a la de un triángulo, que tiene por base el correspon
diente arco rectificado y por altura el radio. 

15. Las consideraciones de los nos 11 y 14 hacen 
posible la comparación de los círculos y de los sectores 
circulares con los polígonos y también entre sí. 

* N. del T. : Si fuese por ej . : e > 8, se tendría fI < e - 8, Y como 
(8 . n . 12) es e < P'" y 8 > P • • sería precisamente 

H< 1" " - p •. 
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Lo mismo dígase de los segmentos circulares, pues 
cada segmento con una sola base puede obtenerse por 
diferencia o suma de un sector circular y de un trián-

( 

gulo, y cada segmento con dos bases puede definirse 
como diferencia de dos segmentos con una sola base. 

Más general aún: resultan comparables con los 
polígonos y también entre sí todas las superficies de 
contorno circular, porque cada una de ellas, como ya 
se notó (n. 11), se puede definir por reunión e interfe
rencia (suma y diferencia) de polígonos, círculos, sec
tores y segmentos circulares. Se extienden así a esas 
superficies todas las propiedades válidas para las su
perficies poligonales respecto a la igualdad y desigual
dad y a la suma y diferencia (Cap. V2); de donde 
podemos afirmar (VI, nOS. 1 y 3) que las superficies. 
planas de contorno poligonaL o circular pertenecen el 

una única clase de magnitudes geométricas, en la cual 
se pueden incluir también todas las superficies planas: 
de contorno cualquiera (cuando se haya establecido 
una conveniente definición). 

EJE RClCrOs 

1) Si el segmento rectificante de una circunferencia es igual a] 
perímetro Irle un polígono regular, el radIO de la circunferen
cia es mayor que la apotema y menor que el radio del polí
gono. (Compárese el segmento rectificanLe de la circunfe-
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rencia dada con los relativos a las circunferencias inscriptas 
y circunscriptas al polígono y téngase en cuenta el n. 8. 

:¿) Dados sobre una recta tres puntos consecutit'os A, B, C, la 
circunferencia rectificada de diámetro A C es igual a la suma 
de las circunferencias rectificadas de diámetros AB y BC. El 
teorema vale para cualquier número de segmentos consecuti
vos. (Téngtll1se en cuenta el n. 8 y el n. 24 del Cap. VI). 

3) Sobre el diámetro AB de una circunferencia considérense 
dos puntos C, D y sobre AC, AD, BC, BD como diámetros 
descrwanse cuatro semicircunferencias, las dos primeras en 
un mismo semiplano con respecto a la recta A B, las otras en 
el opuesto; se obtiene así una figura con contorno curvilíneo 
(pelecoide) cuyo perímetro es igual al de la circunferencia 
rectificada. (Véase ej . prec.) 

4) Arcos de Jistintos radios, correspondientes a ángulos cen
trales iguales, tienen segmentos rectificante proporcionales a 
los respectivos radios. (Se demuestra, como el teor. del n. 8, 
que es un casu particular del teor. enunciado). 

5) Si sobre los lados de un polígono, como cuerdas, se constru
yen otros tantos aL'COS de circunferencia capaces de un ángulo 
jgual a 2/8 de un recto, la suma de los respectivos arcos rec
tificados es doble del segmento que se obtiene rectificando 
~a circunferencia circunscripta a un triángulo equilátero, cuyo 
perímetro sea igual al del polígono dado. (Téngase en cuenta 
el ej. prec.) 

6) t" Qué proposición más general sugieren los ejercicios 2, 3, 5 ~ 
Enúnciese y demuéstrese. 

7) Consideremos dos circunferencias, cuyos diámetros sean el 
uno la mitad del otro, y la primera ruede, sin arrastre, in
teriormente a la segunda. Cada punto de la circunferencia 
móvil describe un diámetro de la otra. [Teor. de CARDANO 
(150l-15'6)]. (Considé['ese la circunferencia móvil en dos po
siciones distintas, en las cuales sean A y B, respectivamente, 
los puntos de contacto con la circunferencia fija [de centro 01. 
Si A' es el punto de intersección [distinto de O] de la cir
cunferencia móvil con el diámetro OA, todo se reduce a ha-

/"'- /"'-
cer ver que los arcos A 8, A' B' tienen segmentos rectifican-
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tes iguale;:. Con este An compárense los respectivos ángulos 
centrales y recuérdense el n. 32 del Cap. IV 2' Y el ej. 4). 

8) Un círculo es prevalen te a cllalquier polígono de igual perí
metro. (Compárese ('on el polígono regular de igual períme
tro y de igual número de lados; y recuérdense las propie
dades de mdJ"imo de ese polígono ej . 23, COjl. lV2, pág. H)4, 
Y el ej. 1). 

D) Si la superfjcie de un circulo es igual a la de un polígono 
regular, el radio del círculo es mayor que la apotema y me
nor que el radio del polígono, (Comparese la superficie del 
círculo con las de los círculos inscriptos y circunscriptos al 
polígono). 

lO) El círculo circunscripto a un políguno regulen' e inscripto en 
otro, es medio proporcional entre las superficies de los 
círculos respectivamente in cripto en el primero y circuns
cripto al segundo. 

11) Dado un tl'iángulo rectángulo, la suma de las superficies de 
los círculos que tienen por diámetros los catetos es igual a 
la superficie del círculo que tiene por diámetro la hipotenusa 
(ej. 46, pág. UO). 

12) Construir un círculo cuya superficie sea doble o triple de 
otro círculo dado (ej. prec.). 

13) Divídase un círculo en treo partes de igual superficie por 
medio de dos circunferencias concéntrica a la dada. 

14) Construir un círculo cuya superficie sea igual a la de una 
corona circular dada. 

15) La superficie de una corona circular es igual a la del círculo, 
que tiene por diámetro una cuerda de la circunferencia exte
l'ior, que sea tangente a la cir('unferencia interior. 

Hi) El pelecoide, construído considerando sobre el diámetro AB 
de un círculo dos puntos C, D (ej. 3) es al círculo como 
CD es a AB. 

17) Si sobre lo lados de un cuadrado inscripto en un círculo, 
considerados como diámetros, se construyen exteriormente 
cuatro semicírculos, la suma de las lunulas * así obtenidas tiene 
superficie igual al cuadrado (ej . 46, pág. 1:20). 

• Se llama así a la superficie limitada por dos arcos circulares. 
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18) Si sobre los lados de UI1 triángulo rectángulo, cOJJ8iderad08 
como diámetros, se descl'iben las emicircunferencias en el 
mismo semiplano del triángulo con respecto ,a la. hipotenusa, 
la suma de las superficies de las dos lúnulas, que así se ob· 
tienen sobre los catetos, es igual a la superficie del triángulo. 
(Lúnulas de HIPÓCRATES). 

H) Si se efectúa la construcción precedentelllente indicada sobre 
los lados de un triángulo equilátero, la suma de las tres lúnu· 
las tiene superficie igual a la suma del triángulo 'l de IIn octavo 
del círculo circunscripto. 

;¿()) Ejecutada la mi ma construcción del ej. prec. obre los lado:. 
de un exágono regular, constrúyase un CIrculo cuya superficie 
sea igual a la diferencia entre el exágono y la suma de las 
seis lúnula . 

21) En una semicircunferencia de diámetro AB in críbase el 
triángulo rectángulo isósceles que tiene el vértice en el cen
tl'O O de la circunferencia y la base CD paralela a AB. Des
cripta la circunferencia de diámetro CD demuéstrese que la 
superficie del triángulo CDO es igual, tanto a la superficie de 
la lúnula del círculo CD exterior al semicirculo AB como a 
la SUilla de la.' superficies de los dos triángulos nIrvilíneos del 
semicírf'lllo AB, exteriores al círculo CD. 

22) Dado un emicÍrculo de diámetro AB, desde un punto C in
terior a este diámetro levántese la perpendicular hasta cortar 
a la semicircunferencia en D; Y descríbanse en el semi· 
círculo las dos semicircunferencias de diámetros AC, CB. De
mostrar que el triángulo de lados circulares, que así se obtiene 
(arbelo de ARQuiMEDES), tiene uperflcie igual a la del círculo 
de diámetro CD. 

23) Dada una semicircunferencia de diámetro AB, descríbase con 
el mismo centro O, y en el semiplano opuesto respecto de A B, 
otra semicircunferencia de radio distinto, con el diámetro CD 
sobre la recta AB. Supue to C comprendido entre A y O (y 
por lo tanto D entre O y B) descríbanse en el mismo semi
plano respecto de AB, en la cual yace la primera semicircun
ferencia, las semicircunferencia (iguales) de diámetros AC 
y DB. En fin, sean E, F las intersecciones de la perpendi
cular en O a la AB con las dos semicircunferencia concén-
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tricas. Las (;uatro semicircunferencias encierran una figura 
{solinón de ARQUiMEDES), cuya f'mpertlcie es igual a la del 
círculo de diámetro EF. 

24) Dadas dos circunferencias iguales 0, O', tangentes (exterior
mente) en A, trácense en ellas dos radios OB, O'B', paralelos, 
y en un mismo semiplano con respecto a la recta de los cen
teos, y sobre el segmento EB' como diámetro descríbase la 
semicircunferencia que cae respecto de EE', en parte opuesta 
de A. Se llama drepanoide el triángulo de lados circulares 
AE'B. 

Demostrar que la superficie del drepanoide es igual a la del 
paralelogramo 00' E' B. 

~5) Considerados dos vértices opuestos de un cuadrado como 
centros, descríbanse dos circunferencias que pasen por los 
otros dos vértices. Construir un segmento circular cuya su
perficie sea igual al huso circular limitado por las dos cir
cunferencias. 

2e) Construir un segmento ciecular cuya superficie seu igual a la 
diferencia entre un círculo dado y un polígono regular inscripto 
de 3 Ó de 4, 5, 6, 8, lO, '12, '15 lados. 

27) Tres circunferencias iguales se tocan dos a dos exteriormente. 
Construir un cuadrado y un círculo de los cuales el triángulo 
eUl'vilíneo así determinado sea la diferencia . 



CAPÍTULO IX 

MEDIDAS Y APLICACIONES DEL ALGEBRA 
A LA GEOMETRIA 

§ 7. GENERALIDADES 

Longitud de los segmentos. - Amplitud de los ángulos. - Area de 108 

polígonos. - Area del rectángulo. - Reglas. - Fórmulas relativas al 
triángulo. - Longitud de la circunferencia y de los arcos circula
res. - Area del círculo y de los sectores circulares. - Ejercicios. 

l. Fijada la atención sobre cualquier especie de 
magnitud (segmentos, ángulos, superficies poligonales, 
etcétera), elijamos entre ellas arbitrariamente una mag
nitud fija U, que llamaremos unidad, con la cual com
pararemos todas las demás de la misma especie. 

La razón A : U de una l11.agnitud cualquiera A de 
la especie considerada a la U, se llama medida de A, 
con respecto a la unidad U. La medida de U es 1; y, 
para cualquier otra cantidad A, la medida resulta ra
cional o irracional, según que A sea conmensurable o 
no con la unidad U. 

De esta manera, a cada cantidad corresponde un 
número bien determinado, su medida (con respecto a la 
unidad prefijada); y, recíprocamente, a cada número 
corresponde una determinada cantidad (Apéndice J, n. 8), 
que lo admite como medida (con respecto a la dada uni-

• 
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dad). Mejor dicho, la clase de todas las cantidades con
sideradas y la clase de las correspondientes medidas 
resultan proporcionales (VII. n. 7), porque a cantidades 
iguales corresponden medidas iguales, y recíprocamen
te; y a la suma de dos cantidades corresponde la 
suma de las respectivas medidas (Ap. 1, n. 1) y recípro
camente. 

Así la razón .l : B de dos cantidades es igual a 
la razón (o cociente) ~ de sus 11.ledidas (Ap. 1, n. 11); 
Y si cuatro cantidades están en proporción, tales son 
también los números que expresan sus medidas, y re
cíprocamente. 

2. Considérense do clases de magnitudes, A, B, (' .... y 
A.', B', e', .. . . proporcionales (pero no necesariamente homogé
nea las unas a las otras). Si se designan con a, b, c, .. . . las 
medidas de las cantidades de la primera clase (con respecto a 
cualquier unidad U' y con a', b', c' . ... las medidas de las corres
pondientes cantidades de la segunda (con respecto a una uni
dad U' cualquiera) de la. proporciones, válidas por hipótesis, 

.4 : 13 = .1' : E', A : e = A.' : G', H : (' = B' : C· .... 

se ol>tienen (n. prec.) las proporciones entre números 

(/ rt' 

b = 77' 
~ = (f' 

e e' , 

o sea, permutando lo medio,;, 

rr Ú 
a' - 77 

1, 
(' 

l/ 
( • .J l .•.. , 

Resulta que la proporcionalidad entJ'e dos clase:> de magnitu
de:> cuale:>r¡láera, está expresada po/' el hecho que las medidas' 
de las cantidp,des de l/na cualquiera de las dos clases se ob
tienen multiplicando las medidas de las cantidades corl'eslJon
dientes de Ir¡ otra por {In número fijo (razón de proporcionalidad)_ 
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3. Se debe observar explícitamente que la medida 
de una cantidad tiene, por su misma definición, un 
significado relativo a la elección de la lmi<lad. Si ésta 
se cambia, por ejemplo si se duplica o se h'iplica, o, 
en general, se multiplica por un número r, la medida 
de la unidad usada antes asume el valor i ó t ó, en 
general, ~; y, análogamente, la medida de cualquier 
otra , cantidad se reduce a la mitad o a la tercera parte 
o, en general, queda dividida por r. 

Resulta, pues, que las medidas de 'las cantidades 
de cualquier especie, con respecto a dos unidades dis
tintas, son proporcionales. 

4. Para expresar que una cantidad A admite, . con 
respecto a la unidad elegida U, la medida a, se debe
Tía escribir, segílO la convención del n . 9, del Ap. 1 

A=a(: \ 

pero se acostumbra escribir más; hrevemente 

A=a 

sobreenten<liendo la unidad', que se considera hien co
nocida. 

5. LONGITUD DE LOS SEGMENTOS. 

Las medidas de los segmentos se llaman particu
larmente longitudes. 

Como bien sabemos, la elección de la mudad es 
teóricamente arbitraria. 

Pero es sabido que, en el sistema métrico decimal, 
al cual se han adherido casi todos los países civilizados, 
se adopta, como unidad de longitud, el metro (1 m.), 
que está dado por la arista de cierto listel - patrón 
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de platino irisado que se conserva en el Bureau Inter
national des Poids et Mesures, de Sevres, cerca de 
París; y las unidades auxiliares se llaman decámetro 
(1 Dm. = 10 m.) ; hectómetro (1 Hm. = 100m.); Kilómetro 
(1 Km. = 1000 m.), ... y decímetro (1 dm. = 0,1 m.); 
centímelro (lcro . = 0,01 m.); milímetro (1 mm. =0,001 m.). 

El metro - patrón fué construí do igual a la cuarenta 
millonésima parte del meridiano terrestre, como resul
taba de las mediciones efectuadas para el arco de 
meridiano com~rendido entre Dunkerque y Barcelona, 
por DELAMBH.E y por )1ECHAIN, entre 1793 y 1799: por 
iniciativa de la Asamblea Nacional francesa. Pero 
determinaciones más recientes y exactas han puesto en 
claro la desigualdad de los distintos meridianos terres
tres, por lo que resulta inexacta (si no aproximadamente 
50~O de su longitud) la ilpj'inición natural del metro 
como submúltiplo del meridiano terrestre. 

Es por esto que la Conferencia internacional de 
pesas y medidas, que tuvo lugar en París el año 188~), 

decidió adoptar la definición convencional indicada al 
principio. 

6. AMPLITUD DE LOS ÁNGULOS. - Para los ángulos la 
tmidad fundamental es el ángulo recto, que en el 
sistema métrico decimal se considera dividido en 100 
partes iguales, llamadas grados centesimales, y cada 
uno de éstos se considera subdividido en 100 minutos 
centesimales y en 10.000 segundos centesimales. Pero 
este sistema de nl.edida va difundiéndose muy lenta
mente; toa~vía se usa casi universalmente el sistema 
sexagesimal, en el cual el ángulo recto se divide en 
90 partes iguales, que se llaman grados sexagesimales o 
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sencillamen le grados [101; el grado está subdividido en 
60 minutos 11'1 y el minuto en 60 segundos ll"]. 

Para entendernos llamaremos (lmplitt~d de un án
gulo a su medida en el sistema sexagesimal. De olro 
sistema de medida de los ángulos, que tiene un parti
cular interés teórico, hablaremos en el n. 25. 

Area de los polígonos 

7. Las medidas de las superficies reciben particu
larmente el nombre de áreas. Como unidad de áreas 
se podría asumir, aun en el sistema métrico decimal, 
un polígono (o, en general, una superficie cualquiera). 
Pero, por razones de sencillez, se consideró conve
n iente adoptar el cuadrado del segmento elegido como 
unidad de longitud, y por eso, en nuestro sistema mé
trico decimal, es el metro cuadrado II m 2J, es decir, el 
cuadrado cuyo lado tiene 1 m. de longitud. 

Teniendo presente la relación así eonvenciollalmenle estable
cida entre la unidad de longitudes y de las áreas, la primera se 
llama primitiva, la segunda derivada; y, correspondientemente, 
llámanse magnitudes pl'imitivas los egmentos, magnitudes deri
D((d((.~ la. superficie. 

Sabemos también que, además del metro cuadrado, 
se usan como unidades auxiliares sus múltiplos y sub
múltiplos según 100; 1002 ; 1009 ; 

decámetro clladrado [1 Dm2 = 100 m 2 1, 
hectómetro cuadrado [1 Hm2 = 10.000 m 2

]. 

kilómetro cuadrado [1 Km2 = 1.000.000 m 2
], 

decímetro cuadrado 11 dm2 = 0,01 m B
], 

centímetro cuadrado, [1 cm2 = 0,0001 m2J, 
milímetro cuadrado [1 mm2 = 0,000.001 mi], 



ELEMENTOS DE GEmlETRÍA 157 

8. AnEA DEL HECTÁNGl'LO. 

Los diversos teors. establecidos en los Caps. prece
dentes sobre la equivalencia (Cap. V) y sobre la propor
cionalidad de polígonos (Cap. VII) permiten justificar 
racionalmenle las reglas prácticas conocidas, que en
sellan a calcular las áreas de los tipos de polígonos 
más usuales. 

Empecemos por el rectángulo y convengamos, por 
brevedad de escritura, designar en adelante con un 
mismo símbolo a cada cantidad y su correspondiente 
medida. 

Así, dado un rectángulo designaremos con a y b 
sus lados o, indiferentemente, sus longitudes (dimensio
nes del rectángulo), con l' (a, b) el rectángulo o su área. 

Comparando este Tectángulo con l' (1, b) Y e (1), es 
decir, con el rectángulo de dimensiones 1 y b Y con la 
unidad de las áreas, cuadrado de Jado unitario, resulta, 
en virtud de la proporcionalidad entre los rectángulos 
de igual altura y sus bases (VII, n. 4), 

l' (a, b) : r (1, b) = a : 1, 

l' (1, b) : e (1) = b : 1; 

de donde, pasando a las áreas y recordando que el 
área de e (1) es 1, deducimos 

r (a, b) = a.l' (1, b), r (1, b) b 

y por lo tanto 

]' (a, b) ah, 

así se obtiene la conocida 
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REGLA. - Para calcular el área de un rectángulo se 
multiplican entre sí sus dos dimensiones (longitud de 
dos lados consecutivos). 

Esta regla queda así establecida en geneeal, es decir, también 
cuando las dimensiones del rectángulo sean irracionales; mientras 

que la demostración que de ellas se da m en estudios máR elementales (y que 
~ aquí recordamos reproduciendo la fig. 
tt::tttJ para un rectángulo de dimensiones 3/. 

R U Y 6/4) valia sólo en el caso de rectán-
gulos de lados conmensurables con la 

unidad de longitud o coumensurables entre sí. 

9. NOTA: Como ya se advirtió incidentalmente, la regla pl'e C' 
\"ale en la hipótesis que se asuma como unidad de áreas el cua
drado de la unidad de longitud. Si, como sería licito, se adoptase 
t;omo unidad de las áreas cualquier otro poligono, cuya medida 
respecto al cuadrado de la unidad de las longitudes fuese r, el 
área del rectángulo de dimensiones a y b eRtará dada (n. 3) p OLO 

la ]'elación 
a b . , 

r 

de donde en la medida de cada rectángulo apal'ecerá el diviSúl' 
fijo r. Este divisor fijo se elimina, o mejor dicho, se reduce a '1 
eligiendo precisamente como unidad de áreas el cuadrado de la 
unidad de longitudes. 

10. Como caso particular de la regla del n. 8 se 
tiene también la conocida 

REGLA. - Para calcular el área de un cuadrado se 
multiplica por sí misma la longitud del lado, o, como 
suele decirse, se halla la segunda potencia (o cuadrado) 
de la longitud del lado. 
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Inversamente vale la 
REGLA. - Dada el área de un cuadrado, para calcu

lar la longitud del lado se extrae la raíz cuadrada del 
área. 

n. Las reglas precedentes dan lugar a numerosas 
aplicaciones. Mencionaremos las más 
importantes : ~ b 

Dado un triángulo rectángulo, in- ~ 
diquemos con a, b y c las longitudes de a 
los catetos y, respectivamente, de la hipotenusa. Por el 
teol'. ele PITÁGORAS y por el número prec. tendremos. 

de elonde resultan las fórmulas: 

que permiten calcular la longitud de la hipotenusa da
das las de los catetos y la longitud de un cateto dadas 
las del otro caleto y la de la hipotenusa. 

12. Así, 

a 

de donde: 

si en un rectángulo indicamos con a y lJ. 
sus dimensiones y con d la longitud 
de la diagonal, recordando que esta 
última divide al rectángulo en dos 
triángulos rectángulos (iguales) de ca
tetos a y b Y de hipotenusa d, resulta 

d = .,Ia2 + b2
, 
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En particular, para el 'cuadrado de lado a, la dia
gonal d valdrá 

d = J 2 a2
, o sea d = a J 2', 

donde 

J2 = 1, 1¡·14·2 .... 

Entonces J 2 es el número irracional que da la 
Tazón de la diagonal de un cuadTado al lado (Ap. 1, 
nOS. 7 y 16). 

13. Un triángulo is6sceles de lado a y hase b está 
dividido por la altura en dos triángu
los rectángulos iguales; si se indica con h 
la longitud de la alhu'a, sus catetos valen 

~. 1J Y h, la hipotenusa vale a. Por eso: 

a2 = ..!:..... b2 + h2 

-1 

y en consecuencia 

14. Puesto que cualquier polígono regula.]' de n la
dos está dividido por los radios, que (desde el centro) 
van a Jos vértices, en n triángulos isósceles iguales, 
que tienen por base el lado del poligono, por lado el 
radio y por altura la apotema del polígono, las fórmu
las (1) del n. precedente permiten calcular ]a longitud 
de uno de esos elementos cuando sean conocidas las 
longitudes de los otros dos. 
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En particular, para el {¡'itingulo equildte¡'o de lado a, la aLtu
ra h está dada por la tercera de las (1) del n. prec., donde resulta 

V3 ]/3 
lt = -4 a2 o sea ¡, = a = a. 0,8660 ... ; 

2 
de donde, inversamente 

9 

a = ;3 /¡ = /¡ .1,1546 .. , 

pues la altura del triángulo equilátero que tiene un lado dado es 
igual a la apotema del exágono regular que tiene el mismo lado, 
así, dado el lado de un exágono 7'e[fUlar, podremos calcula1' la 
apotema, y l'ecíprocamente, dada la apote1Jta podremos calcular 
el lado. 

15. Teniendo en cuenta los teors, sobre la equiva
lencia de los polígonos de los N°s. 12, 22, 25 b, 23 del 

"--V ---JlV 
Cap. V2 , que aquí recordamos reproduciendo las res
pectivas figuras, se deducen sucesivamente de la regla 
del n. 8 estas otras reglas prácticas, también muy 
conocidas: 

a) El área de lln paralelogramo es igual al producio 
(de las longitudes) de la base y de la altura. 

b) El área de un triángulo es igual a la mitad del 
producio (de las longitudes) de la base y de la altura. 

c) El área de un polígono regular es igual a la 
mitad del producto (de las longitudes) del perímetro !J 
de la apotema. 

d) El área de un trapecio es igual a la mitad del 
producto de la altura por la suma de las bases, o (para 
poner en evid~ncia el rectángulo equivalente) al pro
ducto de la altura por la semisllma de las bases. 
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Fórmulas relativas al triángulo - , 
16. Las reglas precedentes (unidas a algunos teor. de ec¡uiva

lencia) permiten determinar las alturas, las medianas, las bisec
trices y el área dé un triángulo cualquiera, cuando se conocen 
las longitudes de sus lados. 

Indicamos aquí rápidamente las fórmulas a las cuales se llega. 
Dado un triángulo ABe, designemos con a, b y c las longitudes 
de los lados Be, CA y AB, Y con ha, hb Y he las alturas relativas 
a esos tres lados ordenaclpmente. 

Si H es el pie de la altura hel, resulta (n. 11): 

A Ita ~ = b 2 - He 2 ; 

pero por los teor. del n. 19 del Cap. V 2 se 
/\ 

deduce, según que el ángulo e es obtuso o 
agudo, 

C 2 = a 2 + b' -1- 2 a . He, 

o sea 

De aquí y de la expresión de ha2
, resulta 

De donde: 

4 a s ha 2 = 4 a 2 b' _ (a 2 + b 2 - C 2) 2 .= 

= (2 a b + a 2 + b 2 - C 2) (2 a b - a 2 - b' + c 2) = 

= ([a + b}2 - C S) (c 2 - [a - b]2) = 

= (a + b + c) (a + b - c) (e + (l - .b) (e - a + b). 
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Si inrucamos con p el semiperímetro de ABC, es decir, 

se tiene 

a + b - e = 2 (p - e) J 

e + a - b = 2 (p - b). 

e - el + b = 2 (p - (/). 

La fórmula antes obtenida asume el aspecto 

resultando finalmente: 

ha = ! ~ p (p - a) (p - ú) (p - e). 

Análogamente se encuentra 

2 I hb = b "p (p - a) (p - ú) (p - e) 

2 
he = 

e 
~ p (p - (1) (p - b) (p - e). 
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Si se designa con S el área del triángulo, aplicando la regla 
del n. prec. b) y teniendo en cuenta la expresión obtenida para 
ha , O hb , O he , resulta: 

s = J p (p - a) (p - b) (p - e) . 

17. Calculemos. en segundo lugar, las medianas 711 a , mb y me 

del triángulo ABC. Puesto ma = .AA, (v. fig. del n. prec.), y excluÍ
do el caso en el cual ABC sea isósceles sobre la base Be = a, 

/\ /\ 
de los dos ángulos suplementarios CA,A y AA,B, uno es obtuso, 
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el otro es agudo; si, como en la Ogura, es obtuso el segundo, se 
tiene (V.; 11. 19): 

a2 , 

b • = m,,' + - - a . A,H, 
·1 

c' = 111,,' 

y, sumando miembro a miembro, 

luego: 
1 (2 11' + :¿ e 2 - a 2). 
4 

Anúlogamente se encuentra 

1 
4 

1 
me' = 4 ('2 a 2 + 2 /¡ • - e 2) . 

Se verifica en seguida que estas fórmulas son válidas (con 
fáciles simplificaciones) también en el caso excluí do de un tri
ángulo isósceles. 

18. Demuéstrese a modo de ejercicio que las longitudes Sa, 

Sa y Se de las bisectrices están dadas por 

8u = - -- b e p (p - a) , ') ~ 
b + e 

:2 I Sb = e + a , e a p ( jJ - 1»), 

Se = 2 I a + b "\J rt U P ( Ji - e). 

otras fórmula.' relativas al triángulo serán indicadas en los 

ejercicios. 
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Longitud de la circunferencia y de los 
arcos circulares 

165 

19. Hemos visto que, dada una circunferencia, existe 
un determinado segmenlo c, comprendido entre los 
perímetTos de los polígonos inscriptos y los de los 
polígonos circunscriptos, y hemos sido conducidos a 
definir el segmento c como circunferencia rectificada 
(YIU, n. 7). Por eso (fijada la unidad de medida de las 
longitudes) se asumirú como longitud de la circllnferencia 
la del correspondiente segmento c. 

Recordemos ahora que si c y c' son las circunfe
rencias rectificadas de dos circunferencias y r y r' los 
radios, se liene (YUI, n. 8): 

e : e' = :2 r '2 r', 

o sea, permutando los medios 

e : '2 r = e' : ':2 r' , 

e indicando con c y c'; r y r' las longitudes ele e y e', 
r y r' respectivamente, resulta también 

(' e' 

2 r :2 ]" 

Se reconoce así que la ra::ón entre la longitud de la 
circunferencia y la del diámetro es CO~STA~TE (es decir, 
lal qne no varía al variar el radio). 

Esa razón de proporcionalidad 

e : 2 r = 
e 

2 r 



166 ENRIQUES Y AMALDl- LA MENZA 

se designa con 'lt', y es un número irracional poco ma
yor que 3, cuyas primeras cifras decimales son: , 

'lt = 3,14.15926 .... 

En los cálculos prácticos suele adoptarse el valor 
(aproximado por defecto a menos de 1/102

) 3,14 ó, a lo 
sumo, el valor (aproximado por exceso a menos de 1/105) 

3,1416. 
De la relación 

c 
2 l' 

= 'j¡ o c=2;;;J'='ltd 

resulta la conocida 

REGLA: La longitud de una circunfeJ'encia se obtiene 
multiplicando por 'lt la longitud del diámetro d. 

En cuanto al cálculo de 'lt, observemos que este 
número da la longitud de la circunferencia de diáme
tro 1; así que se podrán obtener valores aproximados 
de 'lt midiendo experimentalmenle la longitud de una 
tal circunferencia o, mejor, calculando las longitudes 
de los perímetros de polígonos reglllaTes inscriptos o 
circunscriptos a la circunferencia de diámetro 1; se 
alcanzará una aproximación tanto mayor cuanto más 
grande sea el número de lados de esos polígonos. 

20. El número 'lt ha sido objeto, desde la antigüedad, de in
vestigaciones y de cálculos pacientes. 

En el Papy7'lls Rhind, debido al escritor egipcio AIIMES 

(2000 a. C.) está implícitamente fijado pllra 7t el valor 

256 ---¡¡¡- = 3,160J .... 

ARQuíllIEDES (287 ~-212 a. C.) calculó los perímetros de los po
lígonos regulares inscriptos y circunscriptos, que se obtienen 
partiendo del exágono J' duplicando sucesivamente el número 
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de lado ; por ese camino llegó hasta los polígonos de 961 lados y 

demostró que 'lt está comprendido entre 3 + ;~ y 3 + ;~; este 

último valor, acaso más fácil de recordar bajo la forma 2:, supe

ra a T. en !lleIlOS de 0,002. 
El holandés ADRlANO MEZIO (segunda mitad del siglo XVI) lJ 

. . 1 1 355 d 3 t aSIgno e va 01' ~,que supera a 'lt en menos e 107' Y o ros 

malem{tlicos o simples calculistas, casi rivalizando el uno con el 
otro en paciencia y habilidad, lleyaron la determinación aproxi
mada de 'lt mucho más allá de la que se necesita para los cálculos 
mús delicados; i SIlANRS calruló 707 cifras decimales! Las pri
merHS 30 son las siguientes (') 

Ti = 3, li1.59:2.653.589.793.238.4!:i2.6143.383.279 .... 

~otemos, en fin, l¡Ue, expresiones de 'lt, en las cuales se puede 
alcanzar la aproximación que se desee, son las de ,,, fI LLlS 

(1f.i16-1703) hajo forma de lll'oducto infinito, 

Ti 2244G688 
T = T' 3" 3"' '5 "5' 7"' 7 . '9 .... , 

la dada por BROU:<:KER (1620-1684), baja forma de fracción con
tinua, 

7: 1 
T- 1 

1 + !J ,) +--=--
- ,> +_2_5-;;;-_ 

- 2 +_4_9 __ 
:2 + , 

y, en On, la dada por LEIBNITZ (1G46-17lG) bajo forma de suma 
infinita, o, como se dice, de serie: 

'lt 1 1 1 
-;. =1- T+---=-+ • .1 5 J 

(1) He aquí, como curiosidad, una cuarteta mnemónica francesa: 
Que j'aime á faire apprendre un nombre uti! aux sages! 
lmmortel Ancm~II<DE, artiste ingénieur, 
Qui de 'ton jugement peut priser la valeur'? 
Pour mol, ton prohleme eut de pareils avantages. 

Los números de las letras de cada palabra dan las cifras de 7: hasta la 
30ft decimal. 
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21. Los calculadores de T. fuerun, por largo tiel11po, animado ' 
en sus fatigas por la esperanza de llegar, desplIé .. de un cierto 
número de cifra', al -valor exacto de ro. Pero eso, era imposible, 
por cuanto, como ya se dijo, "e un número irracional. 

Esto fué establecido en el año 1770 por LA:\lBERT, y más re
cientemente, en el aoo 1882, LINDE)IANN (1) demostró (/ue" no 
puede sátisfacer a nin[junrt ecuación algeb,.aica con coejlcientes 
racionales (por eso se dice que 'ir es un nlimero trascendente) . 

De aquí resulta, en particular, que" no es calculable con 
solas extracciones de raice:s cl/adradas efectuadas un nume¡'o 
I¿nito de veces; por tal razón e imposible construi,. ~IEDIANTE 

LOS INSTRUMENTOS ELEMENTALES (regla, compás, etc.) el ser]1J1ento 
de longitud igual a una c¡rclwj'erencia dada. Es en este sen
tido que se debe entender la imposiúilidad de la l'e¡·tUic(/ción 
de la circll1~ferencia. 

Se pueden dar sin embargo con:str{/('ciones apl'oJ~illlaclas eje
cldrtbles con la regla !/ el compas, que conducen el la detel'mina
ción de un segmento, el cual difiere de la longitud de la circun
ferenc ia dada en un segmento pequeñísimo y prácticamente des
preciable. Demos como ejemplo la siguiente rectificación a¡iI'o
.rimada debida a SPEClIT ('). 

Dado un círculo O de radio 1', ('onsideremos sohre una tan
gente a él, el partir del punto de contactu A, el segmento AB 

D 

o 

A B e E 

igual al diámetro aumentado de un quinto del radio, y consecu
tivamente a éste el segmento Be igual a dos quintos del radio. 

{'} Ueber die Llldolph'sche Zahl, Berichte de Berlincr AlIad, der 'Y¡ss, 1832. 
(. ) Journa l de Cre lle, t. :3, pág. 83. 
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Unamos O con B y con C, lOll'lemos AD igual a OB, y desde 
D tracemos la paralela a la OC hasta cortar a la AC en E. El 
~egmento AE representa por aproximación la circunferencia O 
rectificada. 

En efecto, de los triángulos semejantes ¿lDE y AOC, resulta 
c¡ue: 

AH AD = AC : AO. 

Pero 

AC = 1~ "= 
13 

;j 
0 /1, AD = OB, 

de donde 

siendo (n. 11) 

se concluye que 

u 

13 
,1 F - OB 5 ' 

A.h' = l ' . 
13 
25 

I-Ifl.ciendo los cálculo~: 

AE 
:2 r = 3,1-J15.YJU ..... 

Comparando este valor COIl "-, se ve que hay UIJ error poco 
.'uperior a 0,0000007, así que AE representa la circunferencia por 
defecto, y difiel'e de ella en Illenos de dos millonesimos del radio 
(menos de 2 111m. para una circunferencia de 1 km. de radio). 

22. Pasemos a los arcos circulares. 
Si nos limitamos a considerar arcos de igual radio 

r, y que constituyen por lo tanto una clase de magnitu
des directamente comparables, basta fijar como llnidad 
un cierto alco de radio r y tomar como medida de un 
arco cllaLqlliera, que tiene el mismo radio, su razón al 
arco unidad. 
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A menudo se considera como arco-unidad la 360a 

parte alícuota de la circunferencia, es decir, el arco 
correspondiente a un ángulo central de l~o Este arco 
recibe el nombre de grado; como unidades auxiliares 
se adoptan el minuto y el segundo, es decir, los arcos 
(de igual radio r) correspondientes a ángulos centrales 
de l' y 111

• 

En virtud de la proporcionalidad entre los arcos de 
igual radio y los correspondientes ángulos centrales 
(VII, n. 6) la medida en arcos-grado de un arco coi.n
cide con la amplitud del correspondiente ángulo central. 

23. Consideremos, en segundo lugar, todos los po
sibles arcos circulares de radio cualquiera. Para cada 
uno de ellos hemos visto que existe un determinado 
segmento, comprendido entre los perímetros de las po
ligonales inscriptas y de las circunscriptas ; y hemos 
sido conducidos a definir tal segmento comO arco 
rectificado (VIII, n. 9). 

Del mismo modo que se hizo para la circunferen
cia, se tomará como longitud de un arco cualquiera la 
del correspondiente arco rectificado (con respecto a la 
unidad de longitud). 

Ahora es fácil determinar la longitud 1 de un arco 
conociendo la longitud r de su radio y la amplitud t;J. 

del correspondiente ángulo central (que suponemos ex
presada en grados y donde sea necesario también en 
fracciones decimales de grados). Basta recordar que los 
arcos de dado radio son proporcionales a sus corres
pondientes ángulos centrales (VII, n. 6) como a los res
pectivos arcos rectificados (VIII, n. 10). Por eso, com
parando el arco de longitud 1 y amplitud t;J. a la cir-
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cunferencia de igual radio J', cuya longitud es 2 'lt r 
y por amplitud 360°, se obtiene 

2 'lt r 360 

o sea 

(1) 1= 
'lt J' IX 

180 

Análogamente, si se supone expresada la anlplitud IX 

en minutos (y fracciones decimales de minutos) o en 
segundos (y fracciones decimales de segundos) y se 
recuerda que el ángulo de cuatro rectos es igual a 
21600' = (2 X 10800)' o a 1.296.000" = (2 X 648000)" se 
obtiene respectiyamente 

(2) 1= 
'lt r IX 

o l = 
'lt r IX 

10.800 648.000 

Hesolviendo la (1) y (2) con respecto a a, obtenemos 
las fórmulas: 

180 10.800 l 648.000 
(3) a= a= a= 

1': r 7t r 'lt l' 

que dan la amplitud (en grados, minutos o segundos) 
del ángulo central correspondiente a un arco de dado 
radio !J de longitud dada. 

24. Considerados, sobre dos circunferencias de radio 
r y 1" respectivamente, dos arcos, a los cuales corres-
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)londan ángulos centrales de igual amplitud (J., las res
pectivas longitudes 1 y [' serán dadas, por la (1), 

1= ,,]'/z 

180 

de donde resulta 

, 
~ r CJ. l' = ---

180 

[' r' 

l' 

es decir: Las longitudes de dos arcos de distintos radios, 
pero correspondientes a un mismo ángulo central, son 
proporcionales a los respectivos radios. 

Este teor. comprende como caso particular el del 
n. 8 del Cap. VIII y se podría demostrar con un ra
zonamiento geométrico análogo al teol'. desarrollado 
aUí. 

25. Las consideraciones precedentes conducen a un 
sistema de medida de los ángulos, que suele preferirse, 
en los desarrollos teóricos, a la medida en grados. 

Hecordemos una vez más que en una misma cir
cunferencia los ángulos centrales son proporcionales a 
sus arcos correspondientes (VII, n. G). 

Por eso podemos adoptar como medida de un 
úngulo cualquiera la longitud del arco interceptado 
por él sohre la circunferencia que tiene su centro en 
el vértice y cuyo radio es la unidad. 

Tal rnedida de los ángulos (por una razón que 
aclararemos en seguida) se llama medida de los üngu
los en radianes. 

Por la definición misma, la medida en radianes de 
un ángulo ele cuatro rectos (ó 3(00 ) es 27t (longitud 
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de la circunferencia de radio 1), la de un ángulo llano 
es 7t, la de un ángulo recto, ~ , etc.; y el ángulo uni
dad es aqllél que sobre la circunferencia de radio 1 
(con el centro en el vértice) intercepta un arco de 
longitud igual a 1. Como los arcos conespondientes a 
un mismo ángulo central son proporcionales a sus 
radios (n. prec.), se reconoce que ese ángulo-unidad 
intercepta sobre cada circunferencia, que tiene el centro 
en su vértice, un arco de longitud igual al radio. 

Esta propiedad da cuenta del nombre de radián atribuido a 
tal ángulo-unidad, y en segundo lugar permite encontrar la relación 
que intercede entre la longitud l de un arco cualquiera, su radio l' 

y la medida w en radümes del correspondiente ángulo central. En 
efecto, siendo w, por definición, la longitud del arco interceptado 
por dicho ángulo sobre la circunferencia de radio 1, se tiene por 
la mencionada proporcionalidad de las longitudes de los arros de 
igual úngulo central y los respectivos radios (n. prec.), 

l' 

w 
1 

o sea l = l' w; 

de donde se deduce: 1) la medida en ,'adianes dp ItI! án[Julo se 
puede dejinil' también como la ra:;ón entre Zn longitud y el 1'adio 
del arco intel'cepiado por el ángulo sobre una ci!'cun/erencia cual
quin'a de centro en el vértice; i) la longitud de un arco se obtie
ne multiplicando la medida f'n radianes del (,ol'/'espondiflde 
ángulo centJ'ol pOI' el radio. 

En fin, para encontrar la relación que intercede 
entre la n1.edida en radianes w y la amplitud ex. de un 
mismo ángulo, basta observar que las medidas en ra
dianes y las amplitudes de cada ángulo, como medidas 
de las mismas magnitudes en dos unidades distintas, 
deben ser proporcionales (n. 3); así que, comparando 
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w y ex con la medida en radianes y la amplitud de un 
ángulo llano, se encuentra 

ex - 180' 

y entonces 

7t (J. 180 w 
w = -- o sea (J. = 

180 7t 

De esta última relación, poniendo w = 1, se deduce 
que la amplitud de un radián está dada por 

( 1!O) ° = 570 1'7' ft.'~", 806 .... 

es decir, poco menos de 57° i· 

Area del círculo y de los sectores circulares 

26. Como la superficie de un círculo es ígual a la 
de un triángulo que tiene por base la circunferencia 
rectificada y por altura el radio (VIII, n. 13), se de
duce que eJ área s del circulo de radio r es 

1 s = - 2 1t r ; ]' = 7t /,2, 

2 

de donde la oonocida 

REGLA. - El área de un círculo se obtiene multipli
cando por 7t el cuadrado del radio. 
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27. Escribiendo esta fórmula en la forma 

s 

y recordando que 7t es la razón de la circunferencia 
rectificada al diámetro (n. 19), tenemos el 

Teor.: La razón entre el área de un círclllo y el 
clladrado de la longitud de su radio es igual a la razón 
entre la respectiva cirwn{erencia rectificada y su diá
metro. 

28. Aplkando la fórmula del n. prec. a dos círculos 
de áreas s y s' y de radios l' y r', se tiene: 

S s' s 1'2 

-
]'2 1',2 , 

]'2 S 

es decir, se verifica el 

COl'.: Dos círculos están entre sí como los cuadra-
dos de sus radios. 

29. El problema geométrico de la cuad,.atura del circulo, es 
decir, el problema de construir un polígono y en particular 'un 
cuadrado, que tenga área igual a la de un círculo dado, es impo
sible en el mismo sentido, en el cual es imposible la rectifica
ción de la circunferencia (n. 21), es decir, un tal polígono no se 
puede construir exactamente MEDIANTE LOS INSTRUMENTOS ELE

MENTALES (regla, compás, etc.). 
Hemos dado ya ejemplo de un recLificación aproxima:'a de 

la circunferencia, ejecutable con la regla y el compás (n. 20); Y 
es claro que esa construcción permite determinar un triángulo, 
cuya superficie difiere muy poco de la del círculo. Pero se pueden 
encontrar también construcciones (ejecutables con regla y compás) 
que dau directamente la cuadratura aproximada del ci7'culo, y 
de las cuales ie deducen, recíprocamente, otras tantas rectificacio
nes aproximadas de la circunferencia. 
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Daremos aquí un ejemplo de tales cuadraturas aproximadas. 
Sobre el diámetro AB = 21' del círculo dado, considérense, a 

partir del centro O y en partes 
opuesÍ'ls de él, los 'segmentos 

G 
3 

OD= - 7'; 
5 

3 
OF= T 1', 

.A f--------''-----+------'~--+-----, F Y dividido por mitad en Ji.' el ra-

H 

dio OB (a cuya prolongación 
pertenece F'), trácense en par
tes opuestas respecto a AB, las 
semicircunferencias de diáme
tros DE y AF. La perpendicu
lar en O a AB corta en G y H 

respectivamente a esas dos semicircunferencias, el cuadrado de 
lado GH tiene aproximadamente (n'ea igual al círculo dado. 

En erecto, se tiene: 

'3 " j AO - 1" OF= - <- 7" OD = ~ 1" OF = - 7' 
- .1 :2 ) !) ) J :.! 

y por ser OH media proporcional entre OA y OF Y análogamente 
OG, entre OD y OE: 

() sea, 
OA. : OH = OH OF, OD: OG = OG : OE 

OH' = 
3 OG' = 1'2 
10 

GH = OH + 0(;-= V30 + 11 
l.j(¡ r = 1'.1,772-16 .. , 

JO 
y como 

1/ -:rr = 1, 7724,(¡, ... 

OH difiere, por exceso, del lado del cuadrado que tiene la misma 
:área del círculo, menos de 10~OOO del radio (menos de 1 cm. 
para un círculo de i km. de radio) (1) . 

• ) Para las cuestiones relativas n la l'ecti Ilcación de la circunferencia y a 
la cuadl'atnrn del círculo, v. Caló «Sobre los problemas trascendentes y en 
particuLar sobre la cuadratura del circulo >l , en In parte Il de Los «Collectanea », 
de F. ENRIQUES. 
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30. Sabemos que la superficie de un sector circular 
es igual a la de un triángulo que tiene por base el 
respectivo arco rectificado, y por altura el radio (VIII, 
n. 14). Por eso del n. 15 b se deduce la 

REGLA. - El área de un seclor circular está dada 
por el semiproduclo de las longitudes del arco y del 
radio. 

Es decir, si r es la longitud del radio y L la del 
arco, el área del sector es igual a 

(1) 
1 

s = - l 1'. 
2 

Si es a la am.plitud (en grados y fracciones deci
males de grado) del correspondiente ángulo central, se 
tiene por la fórmula (1) del n. 23 

l1t1'1X 7:r2
(J. 

(2) s=----r=---
2 180 300 

31. Comparando las áreas de dos sectores de igual radio l' y 
de arcos de longitudes 1 J' l' re. pectivamente, obtendremos por 
la (1) 

~-

y en consecuencia 

1 l 7': 
:2 

s' = 1 
- l' l' 
2 ' 

es decir, sectores ele igual radio son pl'op01'cionales a los res
pectivos ar'cos rectificados. 

Puesto que estos arcos rectificados son proporcionales a los 
correspondientes\ ángulos centrales, encontrarnos de nuevo, de 
acuerdo con elll. 6 del Cap. VII, la proporcionalidad entre sectores 
de igual radio y ángulos centrales a. y a.'. 
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También de la (2). 

s= 1;'= 

de donde: 
S 

8 

es decir, sectores de distintos radios, pero comprendidos entre 
ángulos centrales iguales, están entre si Gomo los cuadrados 
de sus radios. 

Este teor. comprende como caso particular el del n. 28, 

32. Conocida la regla para calculat' el área de un sector, se 
puede calcular también la de un segmento circular de una base, 

Q": ... ,, ...... 
, , 

~ 
,."",,~,// 

( 

restando o sumando al área del correspondiente sector el área 
del triángulo limitado por la base del segmento circular -y por 
los dos radios que van a los extremos de éste. 

El área de un segmento circular de dos bases se obtiene 
como diferencia de los de los dos segmentos de una base, 

EJERCICIOS 

1) El área de un triángulo rectángulo es igual al semiproducto 
de los dos catetos. 

2) El área de un rombo es igual al semi producto de las dos 
diagonales. 

3) El área de un cuadrilátero es igual al semiproducto de una 
" diagonal por la suma de las distancias a ésta de los otros 

dos vértices, 
4) Los agrimensores romanos tomaban como área del trián

gulo equilátero de lado a el número i a2
• & Qué error come-
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tían'l ?, Qué error se comete tomando, según HERÓN, como 
¡',rea de un tal tl'iángulo el número 

5) Si, como de costumbre, se asume C0l110 radio del ecuador 
tel'l'estre 8GO millas geográficas y como longitud del ecuador 
mismo 5.400 millas o-eográficas, ?, hay acuerdo entre las cifras '? 

6) La longitud de la semicircunferencia está dada aproximada
mente por la suma de los lados del cuadrado y del triángulo 
equilátero inscJ'iplOs en el círculo. ~ De qué orden es la apro
ximación '? 

7) NICOLO DA COSA (1464) para construir un triángulo equilátero 
que tiene perímetro igual a un dado círculo, inscribe un cua
drado en el círculo y considera el triángulo equilátero ins
cripto en el círculo que tiene por diámetro la suma del lado 
del cuadrado indicado y del radio del círculo dado. t Qué 
valor aproximado de ~ se saca de aquí '? 

8) Dado un círculo, divídase el diámetro AB en cinco partes 
iguales, prolónguese AB de un segmento Be igual a una de 
estas quintas partes; sobre la tangente en A considérese el 
segmento AD igual a tres de esas partes. El perímetro del 
triángulo ACD es aproximadamente igual a la longitud de la 
circunferencia. ?, Cuál es el valor aproximado de ~ que se 
obtiene de la precedente construcción ~ 

.9) ?, Cuál es el diámetro de la circunferencia en la cual el arco 
de 1.° tiene la longitud de 1 mm. "! 

10) Dados un cuadrado y un círculo concéntl'icos de igual perí
metro, calcular la diferencia entre las áreas de uno de los 
cuatro segmentos circulares y de uno de los triángulos rec
tángulos de contorno mixto así determinados. 

11) Para transformar un dado cuadrado en un círculo de igual 
superficie, los matemáticos indianos consideraban a partir del 
centro del cuadrado, sobre la paralela a un lado, un segmento 
igual a la mitad de la diagonal, dividían la parte de este seg
mento exterior al cuadrado en tres partes iguales y conside
raban el círculo con centro en el centro del cuadrado y que 

I 



180 ENRIQUES Y AMALDl - LA l\IENZA 

pasa por el primero de los dos punto mencionados. lo Qué "a-
101' aproximado de 'jt' se obtiene de esta conslt'ucción ~ 

'12) Según el célebre pintor y geómetra ALBRECI-\T-DURER (1525) 
el problema precedente se resuelve considerando como diá-

metro los 1~ de la diagonal del cuadrado. Se tiene así para 

'jt' el valor aproximado 3 + -} que aparece ya en yITRUVIO. 

13) Calcular el área de la corona circular comprendida entre las 
circunferencias inscriptas ~. circunscriptas a un polígono regu
lar de 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15 lados. 

14) Calcular el área del triángulo limitado por tres arcos de cir
cunferencia convexos, dos a dos tangentes externamente e 
iguales entre sí. 

15) Calcular el área de un cuadrilátero de contorno circular, 
cuyos lados sean arcos iguales, tangentes dos a dos en los 
vértices, del cual sea dado el radio. Discusión de los casos 
posibles. 

16) Calcular el área del cuadrilátero de lados circulares convexos, 
determinado por las cuatro circunferencias con los centros en 
los vértices de un cuadrado, que tienen por radio el lado del 
mismo. 

17) Dado en el círculo de radio l' y centro O un segmento de 
una sola base AB, si l es la longitud del arco correspondiente 
y h la distancia del punto A al radio OB, el área del segmen
es + l' (l -t- It), donde se debe considerar el signo - o +, 
según que el segmento es menor o mayor que el semicírculo. 

Nótese que la razón + es lo que en GONIOMETRÍA se llama 
1\ 

seno del ~mll'ulo AOB (Cap. siguiente). 
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Representación de cantidades por números (sus medidas). - Resolución 

algebraica de los problemas geométricos. - Discusión e interpreta

ción de las soluciones. - Interpretación geométrica de las fórmulas 

algebraicas fundamentales. - Problemas que se resuelven con regla 

y compás. - Aplicación a las ecuaciones de 2. o grado. - Sofismas 

geométricos. - Ejercicios. 

33. La posibilidad de representar las magnitudes 
por medio de números, sus medidas, permite traducir 
las relaciones geométricas en igualdades (o desigualda
des) algebraicas. Así, la demostración de un teorema 
que expresa una relación de igualdad entre magnitudes, 
se reduce a la verificación de una o más igualdades 
entre los números que expresan sus medidas ; y la re
solución de un problema se puede reducir a la reso
lución de una o más ecuaciones, que relacionan las 
medidas conocidas de los datos con las medidas incóg
nitas de las. cantidades que se buscan. 

En cuanto a la posibilidad de expresar teorem.as 
geométricos por medio de identidades algebraicas, nos 
bastará recol:dar, como ejemplo, los teoremas de los 
nOS. 7, 8 Y 10 del Cap. V., los cuales, si se indican las 
medidas de'los segmentos, que se consideran, con las 
mismas letras que los representan (pero cursivas ordi-
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narias), se traoucen respectivamente en las siguientes 
identidades: 

(a + bl e = a e + b e 

(a + b + e + .... + 11 ) k = a k + 11 k + e k + .... + hk 

(a + b)2 = a2 + b2 + 2 a b 

(a - b)2 = a2 + b2 
- 2 a b. 

Pero mucho más interesan le es la aplicación del 
Algebra a la resolucioll de los problemas geométricos . 

Cuando se ([uiere resolver un problema geomdrico 
con el subsidio oel Algebra, conviene anle todo elegir 
oporlunamente las magnitudes que se adoplan como 
incógnitas; para tal elección no se pueden dar crÍlerios 
generales ; la mús cOIn-eniente resulta, al contrario de 
un cierto instinto especial, que sólo se adquiere con una 
larga y paciente ejercitación. 

Después se lraducen las relaciones, establecidas por 
el problema entre las cantidades da(las y aquellas por 
determinarse, en una o más ecuaciones (s(' pone en 
ecuación el problema), y si la ecuación o el sistema de 
ecuaciones, al cual se 1 lega, es de primero o segundo 
o tercer ... grado el problema mismo se llama respecti
vamente de primer, s egw1Clo , tercer ... grado. 

Después de esto se resuelve esa ecuación o ese 
sistema de ecuaciones (supuesto, naturalmente, que lo 
consientan los procedimientos del Algebra elemental), 
y se discuten las soluciones así olJlenidas. 

Esa discusión es necesaria y esencial, porque si la 
ecuaClOn o el sistema de ecuaciones admite ,"arias so
luciones, puede suceder que sólo algunas de ellas 
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den efectivamente soluciones del problema geom.étrico 
propuesto, y que, por eso, las otras deben ser excluídas 
(o porque son negativas, contra las condiciones implí
citamente impuestas a las magnitudes incógnitas por la 
misma naturaleza de ellas, o porque pasan de ciertos 
límites, entre los cuales deben estar comprendidas esas 
magnitudes, o por otras razones). Las soluciones alge
braicas que deben excluirse, responden tal vez a una 
forma ligeramente modificada del problema propuesto, 
o a un problema en cualquier modo conexo con el 
primitiyo. 

Además, si los datos del problem.a no están numé
ricamente fijados, pero están representados .por letras, 
y susceptibles entonces de asumir infinitos valores 
distintos, puede acontecer que cuando tajes datos pasen 
ciertos determinados límites, alguna solución algebraica 
que antes daba lugar a una solución del problema 
geométrico propuesto, falte de algunas de las condicio
nes (de signo O de valor absoluto, etc.) cIue son por 
eso necesarias. Así puede ser que, para ciertos valores 
especiales de los datos, soluciones algebraicas general
mente distintas vayan a coincidir, o soluciones que 
antes existían lleguen a faltar (se tornan imaginarias). 

Es objeto precisamente de la discusión el examen 
ordenado y preciso de todas esas eventualidades, y la 
determinación de las condiciones (de igualdad o des
igualdad) a las cuales deben satisfacer los datos, para 
que cada una de ellas tenga lugar. 

Después de la discusión, las fórmulas resoluth as de 
las ecnaci{>nes del problema permiten obtener, con 
cá1culos bien determinados sobre los valores de los 
datos, las medidas de las cantidades pedidas, y del 
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punto de vista numérico, la resolución está termi
nada. 

Pero se busca en general dar un paso "llterior; más 
bien se puede decir que es aquí el fin último de la apli
cación del Álgebra a las resoluciones de los problemas 
geométdcos. 

Las fórmulas de resolución obtenilias indican una 
serie bien definida de cálculos, que, ejecutados sobre 
las medidas de las cantidades dadas, permiten de
terminar las medidas de las cantidades incógnitas. 

Ahora bien, trataremos de interpretar geométrica
mente esas operaciones algebraicas para deducir de 
ellas una sede de construcciones, efectivamente ejecu
tables con los instrumentos elementales (regla y com
pás), las cuales permitan obtener de las cantidades 
liadas las cantidades incógnitas. 

34. Daremos aquí la interpretaci6n y construcci6n 
geométrica de los tipos 1ll.ás sencillos de fórmulas, cons
trucciones que, combinadas adecuadamente entre sí, 
conducen a los casos más complejos que pueden pre
sentarse en los problemas de geometría elemental. 

Naturalmente, nos limitaremos a aquellas fórmulas 
que dan lugar a construcciones ejecutables con la regla 
y con el compás' también aquí designaremos con le
tras minúsculas latinas los segmentos e, indiferentemen
te, sus medidas. 

1) La suma y la diferencia de dos segmentos 

a+b, a-b 

se construyen inmediatamente. 
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2) La expresión 

a b 
,t;-

Se puede escribir 

c:b=a::r: 

y representa el segmento cuarto proporcional a e, b y a 
(v. construcción en el n. 10 del Cap. VII). La misma 
relación se puede poner bajo la forma 

cx=ab, 

el segmento x es la altura del rectángulo de base e t 
equivalente al rectángulo de base a y altma b. 

Así cada segmento representado por una expresión 
de la forma 

a b b' 
x= 

e · e' 

se consh'uye, considerando sucesivamente las dos cuar
tas proporcionales, 

x' 
a b x' b' 

x-
e e' 

y análogamente un segmento 

a b b' b" 

e c' c" 

se construy~ mediante tres cuartas proporcionales, y 
así sucesivamente. 
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3) La extracción de la raíz cuadrada 

x = Jati, 
resulta de 

y en consecuencia 

a : .r = .1' : b, 

que, como se ve, corresponde a la medía proporcional 
entre las dos magnitudes a y b (n. 24 del Cap. VII); la 
ecuación a la cual satisface x pone en evidencia que 
se resuelve de tal manera el problema de determinar 
el lado del cuadrado equivalente al rectángulo de base 
a y altura b. 

Recordando las con lrucciones 2) se construye con cuartas y 
medias proporcionales toda expre. ióu de la forma 

c /- ce' /-
d V a IJ ,o d d' V a IJ J etc. 

4) Se reduce al caso precedente la construcción de la expresión 

x = J a2 
- b' = V (a - b) (o + b). 

PeJ'o como 

se puede también construir la misma expresión, en base al teo
rema de PITÁGOHAS, como segundo cateto de un triángulo rectán
gulo de hipotenusa a y cateto b (n. 11). 

El mismo teor. permite construir la expresión 

como hipotenusa del triángulo rectángulo de cateto 
a y b. 
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De la misma manera se construyen también expresiones más 
complicadas. Así, para obtener 

JJ = V a~ + b2 - ( . i + d 2 

se constl'llye an tes 

después 

/ x 2 _ c' V 1 , 

y finalmen te : 

.1:= 

35. Las expresiones 2) del n. prec. pueden ponerse 
e n la forma 

.x= a 
b 

e 
x 

b b' 
a --" 

e e 

y como las razones entre segmentos 

b 

e 

a 
b b' b" 

e e' e" 

son números abstractos o puros (es decir, independientes 
de la unidad de medida de los segmentos) todas estas 
expresiones están contenidas en el tipo 

X =lna, 

donde x y a son longitudes de segmentos y 11l es un 
número abstracto. 

Por tal motivo, esas expresiones se llaman expre
siones racionales monomias de ter grado . 

\ 

Ahora bien, si el coeficiente numérico m, contraria-
mente a cuanto se supuso antes, no está dado bajo 
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forma de razón de dos segmentos (O de producto de 
tales razones) sino, p. ej., como longitud de un seg
mento, la construcción indicada en el n. prec. se aplica 
igualmente, teniendo en cuenta que cada longitud se 
puede interpretar como razón del segmento correspon
(liente al segmento unidad. Así la expresión 

x = a b 

se puede interpretar como la longitud de un segmento~ 

escribiéndola 

b 
x a l' 

de donde resulta que el segmento <1; es el cuarto pro
porcional según el segmento llnidad y los segmentos 
a y b. Análogamente la 

b 
X=-, 

e 

puesto que se puede escribir 

x = b 1 
e 

se construye como cuarta proporcional según e, b y la 
unidad. 

Con esta misma previsión, que consiste en asumir 
entre los datos también el segmento unidad, se pueden 

'construir, con los procedimientos indicados por las 
fórmulas 2), 3), 4) del n. prec., expresiones que por si 
mismas no están contenidas en aquellos tipos. Por 
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ejemplo, en relación a las expresiones 2), se puede 
interpretar la 

x - {Cí 

escribiéndola 

.l' = Jat;, 

y así el segmento x resulta l11.edio proporcional entre 
el segmento a y la llnidad. 

36. NOTA. - Las consideraciones de los dos últimos números 
sugieren las siguientes preguntas: ~ Cómo se distinguen las expl'e
siones, que es posible interpretar y construir sin hacer uso del 
segmento - unidad, de las que se pueden interpretar sólo cuando 
entre los datos se asuma ese segmento-unidad '1; y en este segun
do caso, 6 con cuál criterio se debe introducir el segmento-unidad 
en las expresiones consideradas para que sean interpretable 
geométricamente q 

Para responder a estas preguntas, consideremos una ecuación 
cualquiera del tipo 

J: = P (a, b, C, .•• • ), 

donde P designa una expresión dependiente exclusivamente de 
las medidas a, b, C, •••• de ciertos segmentos. Si es posible inter
pretar esas expresiones de manera que se pueda obtener de ellas 
una serie de construcciones que, aplicadas a los segmentos a, b, 
C, •• •• supuestos dados, conduzcan al segmento x, este procedi
miento constructor debe necesariamente depender de los segmen
tos a, b, e, .... en ~sí mismos y no de la unidad adoptada para 
medirlos. Pero sabemos (n. 3) que, si se cambia la unidad, por 
ejemplo, considerando una que sea 7' veces más pequeña que la 
primitiva, las longitudes a, b, e, .... de los segmentos dado. , como 
también la longitud x del segmento que se quiere construir, re
sultan todas multiplicadas por 7'. 

Por eso la expresión P (a, b, e, .... ) debe ser tal, que si en 
ella cada una de las longitudes a, b, e, .... , de las cuales depende, 
se multiplica por 1', el valor de la expresión, una vez hechos los 
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cálculos, resulte igual a su valor primitivo P (a, b, c, .... ) multi
plicado por r. En verdad son tales (como se verifica inmediata
mente) no sólo las expresiones racionales monomias de 1er. grado , 

a b a b b' a b b'b" 
x-- x=-- x= '" - c ' ce" e e c r", 

sino también todas las otras expresiones interpretadas en el n. 34 

x = '¡-;;:¡;, x = .¡ a2 + b', etc. 

Toda expresión P (a, b, c, ..•. ) que goza de la propiedad 
indicada se llama homogénea de primer grado (respecto a las 
cantidades a, b, c, .... , de las cuales ella depende); así que pode
mos afirmar que para que una expresión 

x = P (a, b, c, .... ) 

se pueda interpretar como un segmento construíbLe, a partir de 
los segmentos a, b, e,.... de los cuales ella depende, es necesario 
que sea una exp,.esión homogénea de primer grado. 

No son en cambio homogéneas por sí mismas las expresio
nes consideradas en el n. prec. 

b 
x = ab , ;p = - , x = / a, .... , c V 

pero hemos logrado interpretarlas geométricamente y construirlas 
como segmentos, introduciendo el segmento unidad, haciéndolas 
así homogéneas respecto al conjunto de las cantidades a, b, e, .. .. 
(de las cuales dependen explícitamente) y de la unidad. En efecto, 
si aquí por un momento indicamos el segmento unidad con u, en 
vez que con 1, las hemos podido interpretar escribiéndolas bajo 
la forma 

J: = al:) ,x = b C
U 

,x = .¡ a u, .... 

37. Puesto que hemos visto que con la regla y el 
compás son construíbles las expresiones 

a 
a b, J 

b 
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resulta sin más probado que con esos instrumentos 
elementales son resolubles los problemas de 1°. y 2. (). 
grado (es decir, traducibles en ecuaciones de 1.0 y 2.0-
grado) y todos los que se pueden reducir a problemas 
de 2.° grado, siempre que den lugar a ecuaciones, que~ 
aunque siendo de grado superior al 20

, son resolubles 
con solas extracciones de raíces cuadradas (como las. 
ecuaciones de 3. er grado sin términos independientes;' 
las ecuaciones de 3.er y 4. 0 graJo recíprocas, las ecua
ciones de 4. 0 grado sin términos de grado impar). 

El resultado se invierte, es decir, son éstos los únicos pro
blemas resolubles con la regla y el compás. Nosotros no podemos. 
demostrarlo (1) aquí, y nos limitamos a agregar que la imposi
bilidad de trisecar con la regla y el compas un angulo cualquiera 
se reconoce precisamente probando con consideraciones gonio
métricas que ella depende de una ecuación de 3er. grado de tipo
general (2). 

Se trata entonces de un problema, que en orden de dificultad. 
sigue inmediatamente a los resolubles con regla y compás, mien
tra que, por ejemplo, los problemas de la rectificación de la cir
cunferencia y de la cuadratura del círculo, en cuanto dependen 
de la construcción de la razón 7t, que, como ya se dijo (n. 21). 
no satisface a ninguna ecuación algebraica (de coeficientes racio
nales), es de una dificultad, para decir así, infinitamente superior. 

38. Como una aplicación que resume las consideraciones de
los nOS. prec., damos aquí, por último, la interp7'etación geométri
ca de la fórmula resolutiva de las ecuaciones de 2.° grado. 

Toda ecuación de tal género se puede pensar reducida a la 
forma 

J.:2 +- a x +- /)2 = o 

(1) Cfr. el Art. de G. CASTELlSUOVO, « Sobre leL l'esolubilidad de los problemas. 
geométricos con los instrumentos elementales; contribución de la geometría analí
tica», en la I1 part'e de los ({ Collectanea », de F. ENRIQUES. 

(2) Cfr. el Art. ya cit. de A. CONTI , en la JI parte de los Collectanea, de 
F. ENRIQUES. 
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donde a y b designan dos números positivos (longitudes de 
segmentos dados). Pero como nosotros construiremos, en valor 
absoluto, también las eventuales raíces negativas"de los cuatro 
tipos de ecuaciones, corre pondientes a todas las posibles combi
naciones del signo, podemos limitarnos a considerar sólo los do 
siguientes: 

ce) 

~) 

pues los otros do se reducen a éstas, cambiando de signo a ;¡' 

(con lo cual cambia el signo, pero no el valor absoluto de las 
raíces). 

Empezando por la ce), notemos que estH ecuación, puesto que 
e puede escribir 

o sea J' (a - x) = bS
, 

traduce en forma algebraica el problema geométrico de detel'mi
na!' las dimensionelS (x y a - x) del rectangulo de semipel'ime
i7'o a, equivalente al cuadrado de lado b. 

La fórmula de resolución de las ecuaciones de 2.° grado, 
según el Álgebra, da para las soluciones de IX las expresione~ 

(1) 

las cuales son reales y distintas siempre y sólo cmmdo se!1 

(; r -b' > o, 

es decir, dada nuestra hipótesis de que los números a y ú SOn 

positivos, 

a 
"2 > b. 

Supuesta verificada esta condición, las dos soluciones (1) de 
la ce) (ambas positivas) se construyen, sumando y restando del 



ELEMENTOS DE GEOMETRÍA 193 

segmento ~ el segmento V ( ~ ) 2 - b2, es decir, el segmento 

cateto del triángulo rectángulo, que tiene la hipotenusa ~ y el 

cateto b. 

La construcción efectiva está indicada en la figura donde las 
dos raíces (1) están representada 
por OXh OX2, y son precisamente 
OX1 J' OX2 las dimensiones del 
rectángulo buscado. 

Si es 
a 
'2 >b 

;te:.············· 
~ b' '., .. : '~\ 

.... f -La ""'\ 

o A 

la ecuación el) admite la única solución ~, inmediatamente cons

truÍble; en cambio, si co; 

< b 

la el) no tiene soluciones reales J' , conespondientemente, la cons
trucción indicada para el primer caso resulta imposible y el pro
blema geométrico es insoluble. 

Pasemos a la ecuación 

~) 

que, como puede escribirse 

:)'} (J' + a) = lJ2, 

traduce el problema geométrico de determina/' las dimensiones 
del rectángulo equivalente al cuadl'fldo de lado b y qlle tiene por 
diferencia de sus lados el segmento a. 

La fórmula general de resolución de las ecuaciones de 2." 
grado da para la ~ las do soluciones 

a 
T -+- V (~r + bt

, 
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la cuales, por ser (i) + b2 > o, son siempre reales y distintas, 
pero una positiva y la otra negativa. Si nos proponemos resolver 
el problema geométrico enunciado, debemos vonsiderar sólo la 
olución po itiva 

la cual . e construye, restando el segmento ~ del segmento 

~ (;) 2 + b2, es decir, de la hipotenusa del triángulo de cate-

: 8 los ; y b. La construcción efectiva 
~ está indicada en l¡l figura, en la cual 

~J>l....J+a. O_Y representa la solución positiva 
O ~ ..- de la ~), es decir, el lado menor del 

X A X' rectángulo buscado. 

La solución negativa de ~), considerada en valor absoluto, 
está dada naturalmente por OX', donde X' es el simétrico de X 
respecto a A. 

39. 'OTA. - El problema geométrico, al cual hemos sido 
conducido en el n. prec. por la interpretación de la ecuación ~), 
comprende como caso particular el problema de la construcción 
de la sección áurea de un segmento dado 1', resuelto ya en el 
n. 51 del Cap. VII. 

En efecto, en este problema se trata de encontrar la parte ;e 

de r, cuyo cuadrado sea equivalente al rectángulo de dimensione 
l' y r - ;e, de donde el problema se traduce en la ecuación: 

.1;2 = r (1' -;e) o sea ;e2 + T' X - ,.2 = o , 

que es precisamente un caso particu- 8 
lar de la ~), de la cual se obtiene po
niendo a = b = 7'. 

Si introducimos estos valores 
a = b = l' en la construcción indi
cada en el n. prec. para la solución po
sitiva de la ~), encontramos nuevamen

¿1j
~C 
. I 
~ -r 
" 2 ,'. 

O r l··.... __ .... ' 

X A 

te la construcción, que ya dimos en el n. 51 del Cap. Vll 
sección áurea. 

para la 
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Sofismas geométricos 

Hemos reservado para el final de la Geometría plana un 
grupo de sofismas 1 en los cuales proponemos como ejercicio 
descubrir el error. 

SOFISMA. - Todo triángulo es isósceles. Dado un triángulo 
cualquiera ABC, levántese en el punto medio D de BC la per-

pendicular y trácese la bisectriz del ángulo opuesto 1'. 
Si esta bisectriz y la perpendicular son A 

paralelas, tienen necesariamente que coinci-
dir, y el triángulo es isósceles. ~ 

Si ellas se cortan en un punto O, éste ..... ,/ E 
o es interior o es exterior al triángulo. _-------- 'r---__ 

Si O es interior al triángulo, bájense des-' -'. 
de O las perpendiculares OF y OE sobre B D e 
AB y AC respectivamente. Como 

1\ 1\ 
FAO = EAO, 

los dos triángulos rectángulos AFO y AEO son iguales, y es 

(1) AF = AE. 

Análogamente es 

OB = OC 

y los dos triángulos rectángulos OBF y OCE, por tener iguales 
la hipotenusa y un cateto son iguales. Result& 

12) FB= EC 

y entonces sumando miembro a miembro las ('1), (2), se obtiene 

AB = AC, 

el triángulo da.do es, pues, isósceles. 
~ 

• Cfr \V. ROUSE BALL Recrealions el prilblemes sllalhématiques, 3." edi., tra
ducidas por J. Filz-Patrick; París; Hermann, 1898. 
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Si el punto O es exterior al triángulo, basta repetir la misma 
construcción. Se demuestra análogamente la igualdad de los dos 
triángulos rectángulos AFO y AEO, de donde resulta , 

A AE = AF. 

De la igualdad de los triángulos 
OBF y OCE se deduce 

FB = EC, 
B/:-_-\-..----..4C 

F /<.,. E 
y restando miembro a miembro se 
obtiene 

" ,,,' 
/.,' AB = AC; 

~:. ¡:>" 
O 

también en este caso el triángulo 
es isósceles. 

11 SOFISMA . - Un angula recto es igual a un ángulo obtuso. 
Sea, en efecto, un rectángulo ABCD, por el vértice A trace

mos una recta exterior al rectángulo y que forme con AB un 
1\ 

ángulo EAB agudo. 
Tomemos AE = AB = DC, unamos C con E, y en los pun

tos medios H y E, de CB y CE res
pectivamente, levantemos las perpendi
culares, las cuales se cortan necesaria
mente en un punto O, porque las CB 
y CE no son paralelas. 

Entonces uniendo O con A, D, E 
y C se tiene 

OD = OA, OC = OE. 

e H 

Puesto que por hipótesis es DC-AE, O 

8 

E 

los· dos triángulos ODC y OAE que tienen los lados ordena-

d . l' 1\ 1\ amente ¡gua es son Iguales y es ODC = OAE. 

Pero en el triángulo isósceles OAD es 
1\ 1\ 

ODA = OAD, 
de donde resulta 

es decir, 

1\ 1\ 1\ 1\ 
ODC - ODA = OAE - OAD, 

1\ 1\ 
ADC = DAE 
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111 SOFIS~IA. - Si dos lados opuestos de un cuadrildte7'o son 
iguales, los otros dos lados son paralelos. 

Consideremo un cuadrilátero ABCD en el cual sea AB = CD. 
Levantadas las perpendiculares a AD y BC en us puntos 

medios M y X, si e as do rectas son paralelas, tales son tam
bién u perpendiculares AD y BC. 

í al contrario ellas se cortan en un punto O, este punto será 
o interior o exterior al cuadrilátero, unamos en cada caso el 
punto O con los puntos A, B, C y D. 

Si O es interior al cuadrilátero, como es AO = OD. OB = OC, 
AB = DC, los dos triángulos ABO y DCO 
son iguales, y es entonces A M O 

1\ 1\ 
AOB= DOC, 

pero es también 
1\ 1\ 1\ 1\ 

B N e 
AO."I = NIOD y BO, = ,YOC 

y entonce , sumando miembro a miembro 

1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 1\ 
.1 .. OB + A 0);[ + BON = DOC + MOD + CON, 

de donde resulta 
1\ 1\ 1\ 

AOJtf + AOB + BOS = 2 rectos. 

Entonces, lo ' tres puntos .11, O Y N están en línea recta, y por 
consiguiente las rectas AD y BC perpendiculares a una misma 

recta, son paralelas. 
Si O es exterior al cuadrilátero, se tiene 

1\ 1\ 1\ 1\ 
110B = DOC , BON = NOC, 

de donde re ' ulta 
1\ 1\ 1\ 1\ 

.40B + BON = DOC + 1 OC, 
o sea 

B N e 1\ 1\ 
AON =NOD. 

\ 1\ 
Entonces la ON es la bisectriz de AOD, por lo tanto coincide con 
la OJ1, y como antes, se deduce que A B es paralela a DC. 
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IV SOF1SMA. - Todo segmento es igual a una de sus 
partes. 

Sea ABe un triángulo cualquiera, y para fijar,las ideas supon-
A A A 

A gamos que B sea agudo y además A > C. 

~ 
Tracemos por A la AD de manera que 
A A 

sea BAD = e, los dos triángulos ABe y DBA 
~ son semejantes, y entonces, pasando a las 

B o e medidas, 

ABe 

DBA 

Pero los dos triángulos ABe y DBA tienen la misma altura; en
tonces sus áreas están como la. longitudes de las bases, es decir, 

ABe Be 

DBA BD 

Resulta de las dos igualdades precedentes que 

AC' BC 

AD' BD ' 
o sea 

Pero bajada desde A la perpendicular AE sobre Be, obtenemos 
(V., n. 19). 

AC' = ABi + BC' - 2 Be . BE , 

AD2 = AB' + BD2 
- 2 BD . BE; 

substituyendo en la igualdad anterior, 

AB2 + BC' - 2 Be . BE 
BC 

o sea 

+ Be - 2 BE = 

AB' + BD' - 2 BD . BE 
BD 

AB' 
BD + BD - 2 BE. 
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De aquí, simplificando y transportando, 

y finalmente 

- BD = 

AB1-BD. Be 

Be 

AB2 
- Be . BD 

BD 

199 

De esta igualdad resulta que el segmento Be es igual a su 
parte BD. 

EJERCiCIOS 

1) Demostrar algebraicamente los teorema~ enunciados en los 
nOS. 7, 8 Y 10, del Cap. VI. 

2) Si los puntos A, B, e, D forman un grupo armónico, las 
longitudes de los segmentos Ae, AB, AD están en progre
sión armónica, es decir, sus recíprocos están en progresión 
aritmética. 

3) Si los puntos A, B, e, D forman un grupo armónico r O es 
el punto medio de AB, se tiene oe2 = OB • OD. 

4) Dados varios segmentos, cuyas medidas son designadas con 
a, b, e, d, eJ j .... , construir los segmentos cuya medida sea: 

( = ~a" a+' d" 
-a- --b-

+ c' b! d') 
+ -b-

. / a be 
Vd' J"fibCd 

5--
ej 

1/. (¿2 + b! + e' 

e .¡ a' + b' 
d 

J a b - c' C a b > c' ) 

. ¡'as +d &'c + . / é n j3 V V " Ce > j) 
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v g .¡ a2 + ¡'2 + h'¡ e2 + p 

~ a' + b' ( V = a ~ a2 + -; ) 

V .¡ a2 + 2 b' .¡ e2 + 3 P , 
5) Dados varios segmentos cuyas medidas son a, b, c, d, .... , 

y dado el segmento unidad de medida (l' = 1), construir los 
segmentos 

abe (= al~2e) 
3 

a b c + - - c2 

7 

V a2 
- b (= .¡ a2 

- b II ) , .¡ a + b2 + c~ , .¡ 5 a2 + b , 

a + .¡ a 2 + 4 ed 
'2 e 

3 d + .¡ a2 
- b c 

.5 e 
(a 2 > be) 

"3 d + .¡ a - b2 + e Ca + e > b2
), V 2 a + "3 b + J e + d2 

V V aS - ~;l V a2 + .5 b (as > ~~) 
En todos esos casos las fÓl'l11ulas deben hcaerse homogéneas 
de primer grado con un artificio conveniente. 

6) Mediante la regla de dos bordes, usada para efectuar la cons
trucción fundamental indicada en otros ejercicios, dados los 
segmentos a, b, e, d .... y la unidad de medida (u = 1), 
determínense los segmentos 

a b , 
ab abe 

- c- ' d 

.¡ a + 2 b2 
, J 5 + a 2 

.¡ (¿2 + b2 + c' , ' .¡ a b + e + dS 

Con el SUBSIDIO DEL ÁLGEBRA: 
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7) Determinar dos segmentos, dadas su suma y el área del rec
tángulo por ellos contenido. 

8) Determinar el lado del polígono regular de 3, 5, e, 8, 10, '12, '15-
lados, dado el radio o la apotema. 

9) Calcular el área del polígono regular de 3, 5, e, 8, lO, 12, '15-
lados, dado: 

a) el lado, 
b) o bien el radio, 
e) o la apotema. 

10) TI'ansformar un polígono regular de 3, 5, e, 8, 10, 12, 15 lados 
en otro polígono regular equivalente, cuyo número de lados 
(distinto del precedente) sea también uno de los números 
3, 5, 6, 8, 10, 12, 15. 

11) Demostrar que las áreas de dos polígonos regulares de un 
número par de lados, inscriptos en el mismo círculo, están 
entre sí como los perímetros de los polígonos regulares, 
inscl'iptos en el mismo cíl'culo y que tienen respectivamente 
un número de lados mitad del número de lados de los dos 
polígonos dados (1). 

12) Transformar un rectángulo dado en un triángulo rectángulo 
de base dada en el cual uno de los catetos sea triple del otro. 

t3) Construtr un triángulo rectángulo de dada base, del cual sea 
dada la suma o la diferencia de los catetos. 

14) Construir un triángulo dados la base, el pie de la relativ3 
altura y la suma o la diferencia o la razón de los otros dos 
lados. 

'15) Construir un triángulo, dadas la base, el punto en el cual 
ella está dividida por la bisectriz del ángulo del vértice y la 
suma o la diIerencia de los otros dos ángulos. 

te) Construir un triángulo dadas la base, el área y la suma o la 
diferencia de los otros dos lados. 

17) Demostrar que en cada triángulo la suma de los cuadrado~ 
de dos lados es equivalente a dos veces la suma del cuadrado 
de la mediana correspondiente a este lado. 

18) Demostrar que en cada triángulo la diferencia de los cuadra
dos de dos \ados es igual a dos veces el rectángulo del te1'-

(') U. A'lALDI : Appunli di Geometria; Pltágor3, Ir n. 1 - 1895-1896. 
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cer lado y de la proyección de la correspondiente mediana 
sobre él. 

19) Demostrar que el rectángulo de dos lados de un triángulo 
es equivalente al rectángulo de la altura cohespóndiente al 
tercer lado y del diámetro del círculo circunscripto. (En el 
dado triángulo ABC bájese la altura AD y trácese el diá
metro AE del círculo circunscripto; después compárense 
los triángulos ABD, ABC). 

20) Si R es el radio del círculo cil'cunscripto a un triángulo de 
lados a, b, e y de semiperímetro p y de área S, se "tiene 
(ej. prec.) 

R = a b e 
-----;¡--S' 

21) Si r es el radio del círculo inscripto a un triángulo, se tiene 
(siendo p el semiperímetro) 

S =p 1'. 

22) Si 1'1> 7'2) 7'. son los radios de los círculos ex-inscriptos com-
1\ 1\ 1\ 

prendidos en los ángulos CAB, BAC, BCA, respectivamente 
se tiene 

S 
1"1 == , p-a 

1, -
2 -

s s 
p - b' 

1'8 - ---p-c 

23) Conservando las notaciones precedentes demuéstrense las 
fórmulas siguientes: 

1 1 + 1 + 1 ,. ha hb he' 
1 1 + 1 1 1 1 + 1 1 

- /lb he ha 
, - he -h7r. hb 

, 
l' 7'2 1 

1 1 + 1 1 
l' ha hb he' 8 

1 1 + 1 + 1 - -, 
l' 7'1 1'2 1'8 

4R 
1 + 1 + 1 1 
1'1 1'2 1's l' 
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24) Dado un círculo de radio 7', tenemos que: 
a) el lado del cuadrado inscripto es,. ti 2 Y del circuns-

cripto es 2 r,' . 
b) los lados de los triángulos equiláteros inscripto y circuns-

cripto son respectivamente r y : 7' VS. 
23) El lado del decágono regular inscripto en el círculo de radio 

7' e 

7' 
1 

2 

26) El lado del pentágono regular de radio r es 

/' V 10 - 2 V5 
:2 

(Considerados tres lados consecutivos AB, BC, CD del decá
gono regular inscripto, aplíquese el teorema de PTOLO"MEO 

(VII, n, 47) al cuadrilátero ABCD y téngase en cuenta el 
ej. precedente). 

27) El lado del pentágono regular inscripto en un círculo es la 
hipotenusa de un triángulo rectángulo que tiene por catetos los 
lados del exágono y del decágono regulares inscriptos en el 
mismo círculo. Demostrarlo algebraicamente (n. 54 del Cap. VII. 

28) Si l Y L son los lados de dos polígonos regulares de igual 
número de lados, el uno inscripto y el otro circunscripto al 
círculo de radio r, tenemos que 

L= 2 r l 

1/' .¡ 7'! - [2 

29) Calculm' en base a los ejercicios 25, 2G, 27, los lados del 
pentágono y decágono reaulares circuuscriptos al círculo de 
radio dado r. 

30) Si indicamos con pn, Pn los perímetros de los polígono 
regulares de n lados inscripto y circunscripto a un cí¡'culo, 
se tiene \ 

2 Pn p" 
Pn + JllI 
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31) Si se forma una sucesión, cuyos términos sean alternativa
mente los valores inversos de las longitudes de los perímetros 
de los polígonos regulares circunscriptos e inscriptos a un 
dado círculo, en los cuales el número de lad'os vaya siempre 
duplicándose, esos términos, a partir del tercero, serán alter
nativamente medio aritmético y medio geométrico respecto a 
los dos términos inmediatamente precedentes (1). (Cfr. ej. prec.) 

a + bj-b
--2- Y Va. 

32) Si Sn, Sn, son las áreas de los polígonos regulares de n la
dos inscripto y circunscripto al círculo, se tiene que: 

'2 Sn 8IL 

S2 n + Sn 

33) Fórmese una sucesión cuyos términos sean alternativamente 
los valores inversos de las áreas de los polígonos regulares 
inscriptos y circunscriptos a un círculo dado y tales que el 
número de los lados vaya siempre duplicándose. Esos térmi
nos, a partir del tercero, serán alternativamente media geo
métrica y media aritmética, cada uno respecto a los dos 
términos inmediatamente precedentes (Cfr. ej. prec.). 

34) Considérense todos los polígonos regulares que tienen un 
perímetro dado (isoperímetros). Si 1'n, an son el radio y la 
apotema del de n lados entre esos poligonos, se tiene: 

35) Si se forma una suceslOD, cuyos términos sean alternativa
mente los valores inversos de las longitudes de la apotema y 
del radio de polígonos regulares isoperímetros, cuyos lados 
vayan siempre duplicándose, esos términos, a partir del ter
cero, serán alternativamente media aritmética y media geo
métrica, cada uno respecto a los dos términos inmediatamente 
precedentes (Cfr. ej. prec.). 

(1) Recordemos que, dados dos números (l y b, se llaman media aritmética 

y geométrica de los dos números, respectivamente: (l ~ b , v-;;¡; 
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.36) Considérense todos los polígonos regulares equivalentes a un 
polígono dado. Si I'n, an indican el radio y la apotema del 
que tiene !L lados, se tiene 

J 2 an (an + I'n) 
2 

.37) Si se forma una suceslOn, cuyos términos son alternativa
mente las áreas de los cuadrados del radio y del cuadrado de 
la apotema de polígonos regulares todos equivalentes entre s 
y cuyo número de lados vaya siempre duplicándose, esos tér
minos, a partir del tercero, serán alternativamente media 
geométrica y media aritmética, cada uno respecto a los dos: 
inmediatamente precedentes (Cfr. ej. prec.). 

NOTA. - Las cuatro proposiciones de los ej. 31, 32, 33, 34 con
ducen a cuatro métodos, entre ellos aritméticamente idénticos 
para el cálculo nllmerico de 'lt . Para dar una idea de estos 
métodos y poner claramente en luz lo que ellos tienen de 
común es conveniente anteponer el siguiente 

LEMA A RITl\!ÉTICO. - Si en la sucesión de nÚ71ter08 

.los dos primeJ'os son desiguales U los otros, a partiJ' del tercero, 
son alternativamente media aritmética U media geométrica de los 
./los inmediatmnente precedentes, es decir', 

a. = al - 1 + bi - 1 , 
2 

V,' = \/ a,' b· 1 ,.- , 

las dos sucesiones 

son conver[Jentf{s; es decir: 1:) los números de una yan aumen
tando y los de la otra decreciendo; 2:) considerado un número 
positivo pequeño cualquiera, se pueden encontrar siempre dos nú-
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meros an, bn, cuya diferencia es menor en valor -absoluto que 
el número prefijado. 

En efecto supuesto, para fijar las ideas a, < b1, siendo: , 

será 

y 

a < b1 + b, - b 
2 2 - 1 

Y análogamente, siendo 

será 

y 

Resulta, pues, que la a) es creciente y la b) decreciente. 
En segundo lugar de las identidades 

y de la 
a 2 1 

2a 2 - 2 
resulta 

y siendo 

y en consecuenc~ 

b1 - a2 

obtenemos 
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En general se demuestra del mi IDO modo que: 

1 
b · - a· < - (b. 1 - a· 1 j. , , 4 ,- ,-

207 

POI' eso las diferencias b¡ - a¡ serán desde un ciel'to valor 
en adelante menOl'es que cualquier número positivo asignado (por 
pequeño que sea). Análogamente se razonará en la hipótesis 
a, > b,; en tal caso resultará que es decreciente la ucesión a) 
y creciente la b). 

Antepuesto esto, podemos dar una noción de los métodos para 
el cálculo de '!t. 

1. MÉTODOS DE LOS PERíMETROS. - Si e es la longitud de la 
circunferencia de radio 1, es (IX, n. 19): 

e = 2 1t luego 

e 
2 ' 

de manera que para lener un valor aproximado (por defecto o por 
exceso) de 1t basta calcular la longitud del semiperímetro de un 
polígono inscripto o circunscripto al círculo de radio l. 

POI' otra parte, en virtud del ej. 31 y del Lema aritmético 
demostrado, las dos sucesiones 

1 I 1 
p;; , p.1I 

, 
p.1I 

, 

1 1 f - -- - -
Pll 

, 
P.1I 

, 
jJ.1I 

, 

son convergentes, cualquiera que sea el número n de lados de lo 
dos primeros polígonos regulares (inscripto y circunscripto) que 
se consideren; y en base al ej. 31 esas dos sucesiones se podrán 
igualmente calcular apenas se conozcan los dos primeros tér
minos. 

Serán también 'onvergentes laR dos sucesiones 

(1) 
2 2 2 
Pn 

, 
P.n 

, 
P.II 

, 

(2) :2 2 :2 . -- J •••• pn p.n P,11 
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que por cuanto se dijo al principio admiten como límite común 

...!.. . Por eso los términos de las (1) (2) darán otros tantos va-
'lt -

lores aproximados (respectivamente por exceso.. y por defecto) 

de ...!... Si partimos de los cuadrados circunscripto El inscripto, los 
'lt 

primeros términos de las (1) (2) son respectivamente 4
1 

y 1rr;. 
211 2 

P 1 d"t ' t' t O 1. 1 d' ues T es me 10 arl me ICO en re y 2" ,y 2 V2 es me 10 

geométrico entre ~ y !' deducimos que para obtener dos su

cesiones convergentes, cuyo límite común sea ~ ,basta for

mar una sucesión de medias aritméticas como aquella indicada en 

el Lema aritmético, partiendo de los números O y ~ . 

n. MÉTODOS DE LAS ÁREAS. - En base al n. 2€i del Cap. IX 
el área s el círculo de radio 1 es 

s=r 

Así que para obtener un valor aproximado (por defecto o por 
-exceso) de 'lt, basta calcular el área de un polígono inscripto o 
-circunscripto al círculo de radio 1. 

Del ej. 33 y del lema aritmético resulta que las dos suce-
siones 

{3) 
1 1 1 

o3n 032 It '4 n 
, ..... 

{4) 
1 1 1 

Sn 
, 

S2/t 
, 

S4 n 
, ..... 

son convergentes. 

S 1"t ' , 1 lid ' ti . u Iml e comun sera 1t' y, ca cu an o un numero su lClen-

temente grande de términos de ellas, se obtendrá un valor apro

ximado de 1- con un error tan pequefio como sea necesario. 
'lt 

Como S2 = .2, S4 = 4, partiendo de los cuadrados inscripto 
y circunscripto se obtiene otra vez la misma sucesión de medias 
.aritméticas y geométricas que hemos encontrado con el 1.er método. 



ELE~[E:\TOS DE GEO~[ETHí.\ 209 

lll. M~:TOOO DE LOS ISOPEltíME'TROS. - El l'i:ldiO 7' de una cir
eunferenc ia de longitud ~, (n. 1!J del Cap. J x. ), es: 

1 
7' =-. 

r. 

y si 1111 polígOIlO regul<ll' tiene el perímetro ;¿, su ajJotema 

será menor que 1', es decir, ([Uf' ~, y su radio seró mayor que 

1 , 1 "1 l' . t ' d 1 d ' r. ; aSI que ~ sera e lml e ('Ol11un e as os SUCesIones COI1-

wrgcntes (cfr. ej. 35 y el Lema ül'itmético) : 

dooue a i, l' í SOn la apotema y el radio 
lados, cuyo perímetro es igual a :2. 

Partipndo del cuadrádo (a
4 

= _l_, 
4 

otra vez la misma slH'esión 11 1l11lériCll, 
primeros métodos. 

del polígono l'eglllilJ' de ,. 

1) . 
]'4 = - /_ se obtleue 

2 l 2 
rl1contrada con los dos 

IV. METODO DE LOS EQUIVALE¡'¡TES. - Si un cÍ!'culo tiene el 
¡'tl'ea ig-mll a 1, su !'Fldio 7' es ta I que (IX, n. :?()) 

,.2 = ~, 
" 

de modo llue, ::;i 7' i, a i indican el radio y la apotema de un polí
gono reglllar de i lados, de área igual a 'J, tendremo.' 

(l2¡ < 

j 
Lue"o - será el límite común de las sucesiones (convero r. 

gentes pOl' el ej. 37 y el Lema aritmNico) : 



210 ENHIQUES y A~t.\LDI - LA ~IE;-¡ZA 

Si pal'ti 1110~ del cuadrado, Pill'H el cual es 

1 /,2 _ 
4 - 2) 

obtenemos otra yez la conociua suc 'sióll de medias /Jl'itmt,tieas 
y ,~'eométl'icas 1. 

:;-'¡OCIO:-iES SOBHE LOS DIA(jH ,\]\IAS C.\RTESU:-:OS. 

lIemos yisto (lX, n. 2), que, si dos dases de magnitudes ~OD 
directamente proporcionale:, la medida!l de cualquier (:antidad 
de una de las dos clases, que parH entenderno.: llamaremos se
gunda, se obtiene multiplicando la medida .1' de In cantidad co
l'l'espondiente de la primera por un número fijo l' (l'Ilzón de 1'1'0-

pOl'cionalidad); es decir, se tiene 

(l) !/ = 7' .1', 

donue 7' se puede inlcrprelHl' talllbién CUIllO la /J/edida de la 
<:(lnlidad de la segunda clase, que corresponde (1 aquella cantidad 
de la primcl'a, que se l'ligió COlllO 1I1lidfltl. 

Si, en cambio, dos clases de magnitudes ~On illl'C'rsillllcnte 
proporcionale ' (VIl, n. !k8) y se denotan k'l.l11biÓn con JJ e !I la" 
medidas de dos cantidades cualesquiern respectiyamentc pertelJe
<:iente a la primera y a la segunda clase correspondientes el1tre 
sí, mientras sea /' la medida de la cantidocl _de la segunda close 
que corresponde a la cantidad ue la primera elegida como uni
dad, ~lIbsiste, pOl" der., la proporción 

de donde resulta 

!/ : ,. = 1 : .r, 

/. 

!/ = .1' 

La,; ecuaciOJws (1) ~' (:;!), que eal'()(jlcl'it.an las dos leyes ele 
jl/'O¡lo7'e/onalidad, respecti,-anlcllte directa e ¡/lve/'sa, Jan lo:; 
ejcmplos mús sencillos J)n;;iJMs ;Jc lo que en ~[ntemútica "0 llama 
lill1('Í(jn. 

1 <Juicn desee sobre estos métodos nolicius 1ll3~ precisa ' yea los J'I"/111'1110.' 
tif' (;t'on,e1ri(l tie S..\K~l.\-D'o\"[nIo. 
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Cuandu dus 1'l1l'iable,~ ,1' e!/, es clc('i1', las J11cdium; üe dos 
llliJ!,!;llillldes susl'L'[Jtibles l:ada UOH de inlilliLus \"alo1'es, uependen 
ulla de la Oll'[I, de LU¡,IDera que pa¡'a ('ada yalo¡' dado ti la ,j' qlleda 
cOI'¡'espondicnLelllenle dctel'mil1C1do 1111 I'a lol' pam la!j, se die'e 
(llle la !J (',~ jiwci6n de 1(( J', 

La ley según la c'ual lll.t/ está 1igHuu a lu J:, puede sor de 
natul'Hleza cualquiel'a: l,ueue ser una Ley expresable pOI' una l'\:Ull
ción algebl'aica, como [J, Pj, la (1) o la (:2); pero [lueue talllbi(;n 
ser una ley física, o bi,ológiC'a, o económica, etc" (:01110 resulta 
de consillcl'cu', p. ej., ht temperatul'a'1l un dndo lugue como fun
t'ión del tiempo, o la cslatul'U dc un IlOlI1b)'e l'omo función de la 
edad, ° lu ('iIra LoLal de las expol'LaciollPs dc' un dado país COlllO 
[llllción del tiempo, ett.:. 

En I',adn caSI) s' puede olJtcllP¡' IIlla iUHlgell del comporta
Illiento lle IlIliI dmln fUllci,'))] ('onstl'uyenuo su Iliaf!l'(lnur o [/l'fijlctl, 
de In mancril ({UC aquí r¡'lpidéllllel1te indi(·f.ll'elJlos. 

Tomomos lIna hoja de l'ilJwl cllnrll'i~'ulHdo (p. ej. Illililllélrieo), 
IijelllOs dos l'cC'Lus ue ln ('wldrículn . 'el '.antes 011 un pllnto 0, de la 
parte media dI' In hoja; y, llamaodo ()X a la horizontal, OY a hl 
vertical, COIl\'l'OUl'emos en llamar })(¡l;iLiflo sobre cada lIna de 
ellas UD sellti(]o elegido n \'oluntud, p. ej. el ue izquiel'da H d('re
l'ila sobl'O la UX, y el de uhajo hacin arriba en la () ) '. Fijada 
fillCJhnente IIllH Imidad pitru las longitudes. p. ej. d lado de la 
ruadl'ícula (e l CIll. para rl l'tlpt'l milimNrit'o), llúmanse ejes COQ!'

del/arlo,~ de (¡¡'i(/I-/( () ti las dos rectus OX, ()} ', pensadas ~au;1 

una con su scnlidu positil'o, con su IHllltO () y f'on la elegida 
IIllidad . 

..\. cada punto J' dc la boja (o, mejol' dicho del plano, del 
j'wtl el papcl es imugen) Itaeemos COl'l'cspondoL' los dos núl1lm'os, 
que miden sus distancias a los ejos. y precisamente demos a la 
distancia al eje {)1- el signo + o -, :-¡cgúll que P cne H la dl're
ella o a l,. izquierda de él, a la distancia al eje nx el signo + (¡ -. 

según IIue }' CHe Hrril.Ja j, nbajo ele él. l~stos do. nÍlmcros (relati
VIIS) se llaman (,ool'deJllrdas del punto; y para di, tingllirlas :;;e llH-
111il Ilósciv{ (y se Liesi!:.m,1 genéL'icamente con .1') a la distanc.:ia al 
eje () Y, 07'denrrda (y se desig-111:l gen01'icnmente con .11) n ]¡I tlis
tHllein al e,ie o.Y. 

De esta mallero, nu sólo se linee cor¡'e"l'0ndel' a ('ada punto 
del plano una determinaua (I{¡,w;¡so ,f' y una detel'll1inndn ordellada 
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!I " rCl:Ípl"(J('alllellle, lomudos <ll"bill'Llrialllcnle dus números (relBli
vos) .,. e iJ, resulta perrectamente detE'J'l1linadu E'l (mi('o plinto qUE' 

tiene la abscisa ,J' , - la ordenada /,/ . • J , , 

Establecidas estas ('onvcnciones, sc pueJe rppresrntar I'IIn 
IInu [¡'JlP,( cada función!f de J', [J . ej ., la (1) (¡ 111 (:!): asígnense' 
HlIcesivamente il ./ ' vruores arbitrarios, )l. ej" 0, -1- 1, -1- :!, -t- 3" •. . 
('¡ 0,1, -1- O,í!,.,." pt('., ~, (,lllc'lllado P(II'Il ('odll lInfl el I'orrespon
<lientc "fllor de iJ, repl'esénl('se ('ada I ¡U' de V¡l!())'rH correspon
dienl('H de .r' c .'1 mediantr !'l punto ]) 'llH' lien(' pO!' nhsri. a PI 
primel'o, pOI' ordenada PI segundo. S<, tienen así ('11 el plano ('uan
los puntos se C]uierHlI ; r si Sl' inwgil111 hflccl' "¡tl'i!ll' c'(ln ('ontil1ui
dad pi V¡.\lOI' ele ,1'; :-;i lo;; dI' 1/ ta1llhién vtll'ían ('1111 ('onlinuielad, pi 
[Junlo representativo J) describe una eiel'la lÍlH'iI, 'illr se llama fll'n
líN( () dirtflNtllU( o "(1/'/'(( l'e/J7'e.~elltatica de la l\uH'iúll considera(hl. 

Es l¡ien e[HI'O c(mlO ('sta g1'úfic1I. da una imagen precisa y 
('xpresiva dp la ley <le dependencia ('nl1'e las variables .1' e 1/. 

Proponiendo los t'jercicios sig'uicntes, sobrentendemos siempl'p 
que se dispone de lIlW hoj¡¡ de /lllpcl ('lIHc!t'iculaelo, (1 más hien 
lIlilimétrico, sobre In ('lIal se hayan tijado dos ejes {)X, ()}' (c'on 
,.;us entido positi\'UH:- ('on SUH uilidades de medidas). 
38) :\[ill'CIII' en el plano los puntos dp ('()(l1'dena<las: 

o :- (): :! y (l: -:{ y (); 11 Y J ; O~' - .j.: 

~ )' 3; -:! Y :l; -:! Y - :3: 2 v - 3. 

39) Utllllostral' que la gráfica <le ('uda fllllción del tiptl.'J = n ./' 
(función hOJ\1o¡:wnea de primer grado), donde a es IIU número 
cualquiera (también negatiYo), e. unH recla qUl' "as,1 por el 
cll'igen O. Si a > u, la re('la es tú en el úngulo rcc'lo de los 
dos semiejes positiyos y en el opne. to tll n:'rlic'p; si rl < 0, 

pstú en los otros dos ángulos. 

NOTA. - La gráfica de la ley dc Pl'upol'('iunalidad di)' 'da (1) entre 
magnitudes O'eol11 \tricas (medidas por números absolutos) l'S 

una semirrecta del ánglllo de los semiejes posiliyo . 
·1-0) Dibujar la gráfica de la proporciollalidllCl (dil'('ctn) de las "i

Q'uientes clases de lIlagnitudes: 

rr) lados y perímetros de los triángulos e(juiláteJ'o,.; (o de los 
cuadrados, o de los polígOllos J'eu'111ares de C'lwlqllier nú
mero dado de' llldos); 
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11) lauus y diu!.{IJI1ales de los eunUl'iluOS. 

,,) ludos y apolt'IllHS de l os exágonos l'l'gwUl'es. 

¡tL) DemosLl'al' ([ue ('adn recta por O es la gl'áfica de UIlU dl'l('l'

minaJn flll1ci{)n 1l!1lllo!:j("l1ea de pI'illle]' g'muo !I = {( .1'. 

4~) Demo::;lréll' qlw: 1) la !.!:l'Mica Je IIllil fUI1('iún del lipo !J = n.¡: + t, 
([unción de IIl'illIl'I' ¡;l'ado), dondl' ri y ú son númcros dados 
('ualesquiera, (':'; llna ]'eela 1[lIe pasa por el punlo de ('oordelln
úas () y tI, Y pHI'ale[a H la l'ecln pOI' el origen que I'epresenla 
la.l/ = a ./); 2) r'ada I'('('lil es [a ~'I'Mi('n d(' IIna dcLl'I'll1illilda 
función de !ll'il1wr !-;l'éldll . 

4:~) Dibujar pOl' pllntus 1(1 g'l'úfinl oc la ]J1'()J!ureiullulidad (ill\'crsa) 
entre los ('alrtos de los ll'iíl11!.wlos 1'C'l'lúngn[os dl':) 1'111.2 de 
;\1'ell, 

-14) Dibuja!' [1111' pUlllw.; [a ¡.!Túlien de [n J'llnl'klll '/ = ....!.!..-, dUlloe 
• .1' 

r(, es un llt'tlllel'() ('Italqllicl'a. St' encucnlra lllla l'Ul'\'H llamada 
/u}H!l'liOl«( ('(f"ilN/I'I'a, que ('slit flll'tIlada (llll' do" arcos (J N(

mas, sepul'adw; In Illla dI' la ntm y ilhierlas, que se extielldl'll 
al infinitu, neel'('úlldosc indClinidullH'ule tanlo DI eje OX como 
a[ eje n }', Si rr > () las dos rUl11as eslún llllil en el ángulo 
Ul' los scmiejes posili\'( )s, la ulra en el opueslo al yéj'li('e; 
estún ell <'Hnlhio cn los nll'Os do:, ¡in!.{ll los, si (f < {J. 

OT.\. - La ~'l'<ili('a dI' 111 PI'OPOl'C'jOIWlidwl inYl'j'SU (:!) entre mog
nitudes ~cométj'jl'.(]S (llIPt!jdn:-l Pl)l' 1It"t1l1CI'OS absolutus) ('S una 
rallla de Iljp('l'bo[¡1 l'qllilútel'i!, [ll'l'trIH'('j('ntc ¡Il 1tllQ'lllo de 10:-: 
semiejes [losili\'()", 

45) Dibujm' por [Junlos 11\ gl'¡'dica ([ut' l'<'[ll'c"ellla: 

11) El ¡'tI'CH Jc Illl ('Itadra<lo ('Olnll jillll'ilil/ de' Ji! J(JIIgiIIlU Je 
sU dingona[ (\'¡\l'Í1ILlt,); 

h) I';l úrca 01' Illl ex{tgoll<l 1'1'!.!:U[¡U' ('1I1l10 jíIlH'i(J/I ü(' sil H[)()
lema (\'<11'iobll'). 

4(i) DiLuja¡' la g'I'úliea d(' lit flllll'il ')ll '/ = (/ ,1'2, dUllLlt, (( PS Iln 
número (·uu[quieril. SI' obtienc Ul\a ('UI'\'¡I, Hallladu /Jal'áúofa, 
('onstituida por UIHl SOlH l'élllHl que se ('XliCllUl' a[ infinito, 
:-:iméll'jea res[lecto 01 cj' ()}O y Lallgclltr ill l'je OX ell (J. EUa 
Yllch"e 11\ ('oIH·¡}yid¡i(] ha('ia w'I,j\ta 1) hal'ia a}¡njo, :-:C'~1'1l1 1\11(' ('s 
{( > IJ, () (/ < O. 
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47) SulJl'C el papel mili lo é ll'ico dcserílJase con cuidad I lu l"ll'¡'¡IJ(,la 
que l'epl'eSeuul la fUllción !J = .1,2 (hallundo muchos punto,; 
y uniéndolos con ('ontiollidad), Heconocel' que ella IWl'l11ill
resolver grúficamente (por apl'ox.imacic'l n) (,,,da ecuacil'ln de 
segundo ~n'ado ron una incógnita, (Las eventuales raíc:os d(~ 
,/,2 + /J ,J' + '1 = () son dadas por las abscisils de los puntus 
\\0111111108 a la l'aráboln inclicúd" y n la redn l'E'l'l'psentadH [JIII' 

In J'ullción i/ = - P J" - qj . 
Des[ll'róllese bl1jo este asredo I-(eométl'ico lu discusión tlC' 

lu existcllciu de 1<1:< l'[líros. 



CAPÍTULO X 

§ 9. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS (1) 

Oef. del seno, coseno, tangente y cotangente del ángulo agudo. - Cálculo 
de estas funciones para los ángulos de 45°, 30° Y 60°. - Fun
ciones gonlométricas de un ángulo cualquiera . - Relaciones funda
mentales entre las funciones de un mismo arco. - Tablas trigono
métricas. - Aplicaciones. - Resolución de triángulos rectángulos.
Ejercicios. 

Consideremos un áugLllo agudo CI. de vértice O y 
lados a y b. Si desde 
puntos cualesqlüe-ra 1-1, 
B, C ... de uno de sus la
dos t-rHzamos las perpen
diculares AA', BB', ce ... 
al otro, los tr.iúngulos rec
tángulos O A A', O B B', 
oce ... que resultan, son 

M 

N 

A 

D 

b 

e 
8 

semejantes entr e sí y se ""--'-........ --'-:----;it---~----a 
ohtiene: O A' 8' e' 

1) 
2) 
3) 

Af1' 
OA' 
rlA' 

0,-1 = BB' 
OA. = OE' 
OA' = 71B' 

OE ce 
OB oC' 
OH' = ce 

oc 
OC = 

OC = ... 

1 Estus breve' nociones de trigouometría hall sido agregadas por el tra-
ductor a Jin de respnuder a Jos programas oficiales. . 
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Estas igualdades nos pi·ueban que: 

a) En lales triángulos la razÓn de cada cateto a .m 
correspondiente hipotenllsa !J la de lln ca!elo al otro no 
dependen (le dlos. 

Si repetimos la misma operación con olro ünglllo 
A A 

agudo ~ diferente de a que tiene común con éste el 
vértice y el lado a, subsisten las mismas igualdades de 
:razones pero son distintas de las precedentes. 

Resulta erltonces que al va:riar el ángulo IX que la 
semirrecta b forma con la a, yarían las razones prece
dentes, es decir: 

h) Las ra:::ones (1) (2) !J (3) (/()/muleIl solaJllenl(~ del 
ánguLo a. 

El valor numérico de estas razones para cada ángulo 
dado, tiene mucha importancia teórica y práctica; por 
tal motivo y como no dependen sino de la amplitud 
del ángulo, han recihido nombl:es especiales. La pri
mera (1) se llama seno del ángulo a, la segunda (2) 
coseno del ángulo a y la tercera (3) langente del {mglllo 
ex, que se escriben abreviadamente: 

S()Il.a, COS.a, lang.a. 

Se tienen, pues, las siguientes: 

Def.: En todo triángulo rectángulo, se LLama seno 
de un ánguLo agudo a La rozón entre el caleto opllesto 
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al ángulo y la hipolenusa, coseno a la razón entre el 
('(lleta adyacente y la hipotenusa y tangente a la J'a.=ún 
entre el caleta opuesto y el otro. 

Puesto que el seno, el coseno y la tangenle de un 
ángulo vienen dados por razones entre segmentos, SOB 

números abstractos. Sin emhargo, algunos autores suelen 
llamarlos impropiamente líneas trigonomélricas. . . 

Para cada ángulo agudo se pueden calcular fácil-
meute sus valores. En efecto, 
como las razones menciona
das no dependen de los la
dos del triángulo, . tomemos 
sobre lino ue sus lados y a 
partir del vértice un seg-

si el. es el ángulo dado> 

b 

A 

m ento DA igual a la llllidad 
~--~----L-------a 

de segmentos y sea ¿"tI su pro- O Al 

yecci6n sobre el otro lado. 
Se tiene, entonces : 

sr'n. :x AA' DA 

COS o 'Z DA.' DA. 

19. eI. A11' o.A' 

11l(>d. AA.' respecto de DA 

medo DA.' 

medo AA' 111('(1. OA' 

porque la razólI (le dos segmentos es igual a la de sus 
medidas con respecto a la misma unidad. Bastará m.edir 
en lances los catetos AA' y 0..'1.' con la unidad OA, y los 
números que resulten serán respectivrunente sen. ex , y 
coso :7. • La tangente serú la razón del primero con el 
segundo. 
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Ej.: En la figura hemos calculado gráficamenle el 
-seno de 3,)°. Para eIJo hemos tomado OA. = ,) cm. y 
ha resulLado AA' = 2,87 cm. De donde , 

SI'Il. J3° 
,) 8-
~, I _ (J -~.~ 

- -.- - ,JI/ ... 

Determille aJ1Ú' 

logamente el lec
tor el coseno de 
~35° calen lando el 
segmento 0.4' y 
la tangente del 
mlsl110 únglllo. 

. ) 

SCm 
2,87 Cm 

o L-~ ______________ ~ __ __ 

fJ!. 

De la def. precedente, resulLa lambiéu que si in(li
camos con a y b las medidas de los catetos y con (' la 

A 

y 

e 

o< 

b 

tamhién 
a 

(' -
sen.a 

En palabras: 

B de In hipotenusa de un triún
gulo rectángulo ABe, se tiene 

a 

a b a 
sell.a =-; COS.a=-; tu a - -e (' O' - b 

de donde 

e a - c. Sell.a, b = c. COS.':I., 

a= b. I!J. a 

[¡ 
b e - , 

(,OS.a 

a 
I (J. 17. 

En todo triángulo rectángulo: 

1) Un ealelo es igual a la hipotenusa nwltiplicad(¡ 
pOI' el .<IPll0 del ángulo OpllPsto; 
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2) (J /)01' (-1 coseno del ángulo wlyac{'/1h-; 
:~) () a/ o//'o calelo pOI' la langen/e del lÍngulo opllest() . 
. 1) La hi/JOtnwsfl es igual (l /l1l cateto diuidido po/' 

d seno del ángulo o/Hu-slo; 
,"í) () pOI' el coseno del állgLllo wlyacf'Hle. 
1)) l Tn ca/elo ('S (ql/al (tI 0/1'0 caleto diuidido /)(JI' {a 

lang('Jl/e tI,,¡ únglllo opl/esto a esle ú1/imo. 

La lallgellte de un úngulo tieue aplicación práctica 
inmediala en el cülculo de pendienLp.s. Todos saben 
qué significa decir efue la pendiente de uu camino es 
de 7 por 1000, por ejemplo: quiere decir que por cada 
1000 melros ~o unidades) ele camino horizontal se as
deIHlen o <lesdelldell 7 melros (o unidades). 

La pendiellte es, pues, la langente del ángulo que 
la recla (lel camino forma con la horizontal, es decir, 

I[J.? = 7' = O OO!. 
1 ()()() , 

En la figura, para mayor clarielad, hemos exagera(lo 
las proporciones. 

1000m 

: 1m 

, 
)' 

Las pendienles, en la prüclicu, suelen indicarse con 
lIotaciones de la forma: 

7' : 1 ()()(} ; 1 • '). . -) 1; ,) f()O, ele. 
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El primer lIúmero expresa 10 que se asciende <> 
<les.ciende, y el segundo la llistancia horizontal. ASÍ, 

pues, para que quede perfectamente determinada una 
pendiente es preciso decir, ademús, si es en ascenso o
en descenso. 

Cálculo del seno, coseno y tangente de los ángulos 

de 45°, 30° Y de 60°, 

Hemos explicado con llll ejemplo cómo se pueden 
calculaT prácticamente el seno, el coseno y la tangente 
de un ángulo cualquiera. Pero hemos observado tam
hién que los valores así ohtenidos SOIJ muy poco apro
xhnados debido a la imperfección ele las medidas to
madas directamente sohre la rigura . 

Vamos a calcular, en cambio, con loda exaclitud~ 
pero indirectamente, el seno, el coseno y la tangente 

B de los ángulos de .J-5°, de 30° y 
de GO°. 

e 
a 

A e 

/\ 
Si A es un ángulo de -15°, el 

triángulo rectünglllo ABe cons
truido sobre él de hipotenusa 
e = 1 Y de catetos a y b, es. 
isósceles, es decir, C[.lle a = b, 
luego (teor. de Pltág.) es: 
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/2 
!. -o a T sen ./,) = 

e 1 

tg. ".50 

A 
Si A es llll angulo ele 

a 
h 

V2 
2 

J. 

.30°, . consh'uído como antes 
el triángulo rectángulo ABC 
de hipotenusa unitaria y de 
catetos a y h, dteerminemos 
su simétrico A CE' con res
pecto a la recta AC. 

30' 
A -". 30' 

El triángulo ACB' es equi
látero por ser equiángulo: 
luego se tiene: 

f¡2 1~ (;y a - -
2 

sen 30° = 
a 
e 

cos :ut b JT - -
T e 

1 

1 

2 

-

ros 

b 

1 
-

" 

{S 
T 

.15° 

~~~. 

" . 

221 

8 .... ··· 

:c 

.•... : B 

.'3 

.1. 

'. ". 
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La misma figura permiLe calcular las líneas del án
gulo .de 600

: 

A 

ros (j(j0 

b lq (j()O = 
a 

a 1 
(' :2 

JT 
T 
- 1-

OBSEIWACIÓX: Hemos enconlrado que 

sen 3{)o = cos (jOn 

ex 

S('[Z Uf)o - ('os J()o siendo:W + (jO = YO, 

e 

b 

B 

B 

e 

a 

Esto es general, es decir, que ~ 

El coseno de un ánglllo es igual 
al seno deL nllgllLo complemenlario, 

Pues sielldo por def. en el trián
gulo rectángulo ABe (donde por ser 
rectángulo el y ~ son complemen
tarios) : 

sen IX = a 
(; 

b ros el 

a ('os ~ = 
e 

sen ~ 

-
(' 

b 

(' 

resulta precisamente 

sen IX = cos ¡'3 

sen ~ = ('os IX IX + ~ 9{)o , 
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Se llama cotangente de un ángulo a la r~cífJroca de 

la lanuentl' del mismo. 

De dOllde 

("oiya -

1 
coil) ex = - . 

. lya 

1 b 
- ly.~. 

a a 
7i 

Heslllta, pues, que la tangenle y cotangenle de dos 
úuglllos complementarios son tam.bién iguales. 

~OTA: Para las aplicaci.ones elementales hasLan las 
hreves nociones expueslas aquí. Sin embargo, las com
pletaremos dando las definiciones de las funciones go-' 
niométricas v algunas de sus propiedades mús usuales. 

s' Tracemos con centro 
en el origen () tle un sis
Le ma de coordenadas 
(O .1:, y) una circunferen
cia de radio igual a la 
1I nielad (circunferencia 
trigonométrica). Fijemos 
sobre la circunferencia, 
a partir del punto .t) un 
sentido de los arcos; 
adoptaremos como posi
tivo el sen tido contrario 
al de las agl~ias del reloj, como está indicado con 

la Hecha. \ 

Sea ni el extremo de un arco positivo AM de ori-
gen .-t, y .11' su proyección sohre el eje O .l': 
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~ 

J)pr : Se llama sello del arco AllI o de su corres-
pondiellle iUlgulo c.entral a, al número (-k o -) que co
rrespollde a la ordenada del punto M; coseno, al número 
{+ o - ) que corresponde a su abscisa; lallflenLe a la orde
nada (+ o -) del punto de encuenlro (euando existe) de 
la tangenle geol11.étrica en A a la circunferencia y la pro
]ongaciólJ del radio que pasa por M. La cotmlgenle es 
la abscisa (+ o -) del punto R (cuando exisle) de la 
inlersección de dicha prolongación con la tangenle geo
métrica en B a la circunferencia. SecanLe, a la longi
lud (+ o -) del segmento OS que determina sohre o.r 
la langenle geométrica en M y cosPcante a la longitud 
<+ o -) del segmento OS' que esta misma langenle de
lermina sohre el oLro eje Oy. 

Se ve que las del'. anteriores eS!Úll cOJJLeuidas en 
éstas como c.asos particulares. 

Al variar el ángulo IJ. o el arco desde () a '2 T. Ya
rían las seis funciones definidas, las cnales quedan asi 
determinadas para cualquier ángulo agudo u ohtuso. 

En particular se tiene 

Sf' 1l (Jo = (), coSo 0° = " Ifl {Jo = () , SPC (J o = 1 

la ('otgo y la cosee. <le 0° no tienen valor numérico 
porque a medida que el arco disminuye indefinidamente , 
es deeir, el punto 111 se acerca al origen A de los arcos , 
tanto la cotg. como la cosec. aumentan en valor ah
soluto también indefinidamenle, llegando a superar a 
cualquier número positivo prefijado por gorande que sea. 

Tamhién es inmediato que 

sen 90° 1 , tos 90° U , 
colg 90° = (), ("oSPC f)()n 1 . 
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La taugen/e y la secante no tieueu , para !)(t', valor 
BU mérico ~ "ale la conS'ideraciólI anterior. 

Las seis fUBcioues gOlliolllélricas así defillülas no 
son independienles entre sí; están relacionadas de tal 
nUlllera que hasta conocer el \'alor de una de ellas 
para calcular todas Las demás. La expresión fundamental 
que relaciona al seno y al coseno de un mismo ángulo 
C( fig. preced, resulta de apJicar el teol'. de l'lTÁnoRAs 

al triánglllo OMM' ell el ellal se tiene 

,11',112 + OM'~ = O,lF, 

y como, por def. 

O,l[ = f, M'M = sen Ct, (),l[' = COs IX 

se tiene 

(1) J 

cllalqlliel'a que sea el tlllgulo el. 

De la semejanza entre los trüíngulos OJL.lf y OlA 
se tiene: 

.4.1' : MM' = (H : OU', 

y eomo se trata de mag1litudes hOlllog('lleas (segmentos): 

A 7' : OA = MJt : O,1{ 

o sea 

'u o: 1 Sf'!l IX : ('os el 

(2) /9 (J. 

Sf'n C( 

('()S 1. 
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De esta relación y de la (1) deduzca el lector. 
como ejercicio, el valor <le tg a conociendo solumen
te el seno o el eoseno de a, e inversamente calcule 
el Y:).lor del seno o del coseno c.ol1oc.iendo solamente 
la t<1ngent~. 

De un modo análogo puede lIellloslral'se que: 

I I 
S('C z y COS('C 7. 

eos IX s(' 11 a 

Tablas naturales de senos, cosenos, tangentes 

y cotangentes 

Hemos tenido oporlunidad de "el" que el cúlculo 
prúclico o medida directa de los valores de las funciones 
goniométricas es i)oco aproximado. Por procedimientos 
indirectos, pero 110 al alcance de esla: hreves nociones, 
se pueden calc.ular con la aproximación que uno desee. 
Con el ohjelo de eyitar caIculos la1l lahoriósos se han 
constrll ido tablas donde estú con lCllido, al lado de cada 
ángulo, el valor dc cada IIna de las funciones gonio
métricas. La tahla que adjuntamos aquí es solamenle 
de las cuaLro funciones mencionadas mús arriha, y en 
ella los úngulos varian de grado cn grado empezando 
desde cero. Como el seno <le Ull úngulo es igual al 
cosellO de su complemenlo, ]a tangente, a la cotangente 

' (le su complemento. en la columna de la izquierda 
solamente figuran los úngulos hasta _13° inclusive. La 
columna final (le la derecha va desde abajo hacia ani
ha, empieza con -J5°y lern1inu con 90°. El uso de estas 
tahlas es, pues, muy simple. Si se pide el sellO, el co-
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seno la tangente o la coLuugellLe de UIl ángulo menor 
o igual que .t5°, por ej . de 27°, se busca en la primera 
columna esLe únglllo y enfrente de él en las columnas 
correspondientes se encuentran los valores de sen 27°, 
cos 27°, tg 27 0 y cotg. 27°. Si el úngulo dado pasa de 
1.5°, por ej. 76'>, se leerá el partir desde abajo en la 
última columna el ~ .o 76 y enfrente hacia la izquierda 
se obtendrún los nllores de la tangen te 76°, cotg 7('lo, 
sen ¡(i0 y cos 76°. En este caso vale, pues, para la co
lumna, la designacióll escrita en su parte inferior: 
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Ang. I Sen. COSo I Tg. 
1 

Colg. I Ang. 

, 
O 0,000 1.000 CJ,OlHI oc 90' 
I 0,017 1,000 0,017 :;7,2!)0 89 
2 O u3á O.~!ll) 0,0;;:) 28,(;36 88 
J 0:052 0,99'J 0,052 19,081 87 
4 0,070 11,998 1I,0ill U,JOl 86 

5 0,087 0,99H 0,087 11 ,43\1 85 
6 0,105 0,9n;; 0,105 !l,51 1 84 
7 0,122 O,!J!i:: 0,12:) :l,14] 8.1 
8 0,139 II,U'JO 0,141 7,11;; 82 
9 1I.1SH O,URS 0,158 6.:\1l 81 

10 0,174 tI,n8;; tI,lili :',(jíl 80 
JI 0,191 0,982 11,\91 

I 
;',145 19 

12 0,208 O,OíS 0,2\:: '1,705 18 
13 0,225 0,0701 U,231 ~,331 11 
11 0,212 11,970 O.24!1 1,011 16 

15 0,2:;0 11,006 O,26l! ~,7~'2 75 
16 0,276 0,001 0,287 :1,487 74 
17 0,292 0,9:;6 O,3Oii :1,271 73 
18 0,30n 0,9'\1 n,32;; 3,07X 7Z 
19 0.326 O,!J.lG 0,311 2,001 71 

20 O,3C¿ 0,040 (1,364 ~,74¡ 70 
21 0,3:;8 O,D3tj 0,384 ~,60;¡ 69 
22 0.375 0.!l27 0,401 ~.475 68 
23 U,391 0,021 O.t2 1 2,3:;ü 67 
24 0.407 1I,n! 1 0,«:; ~.21(¡ 66 

25 11,\2:1 O,!lOü O,Uj(i 2,14;, 65 
26 0,438 0,899 O,tSS 2.0:;0 M 
27 0,45-1 0,801 n,51O 1,963 63 
28 0,469 o,ssa O,5:J2 1,881 62 
29 0,48:; 0,87:> o::;r.¡ 1,804 6\ 

30 0,:;00 O,86G O,5íi t TU) 60 
31 0,515 0,857 n,GOI ú61 59 
JZ 0,530 0,848 0,62:; I.IiO(J 58 
J3 O,M5 0,83!! 0,&1!! l ,;>lll 57 
34 1l,5;;9 0,829 0,675 1,18:: 56 

35 1I,5í.J. O,SI!l 0,700 1. 12X 55 
J6 0,588 0,809 0,727 1,371; 54 
37 0,602 0,7n~ 0,7M 1,327 53 
38 0,616 0,788 0,781 l ,280 5Z 
39 1I.62!) 0,777 U,8111 1.2;¡:¡ 51 

40 0,613 U,íGl; O,S3!! 1,192 50 
41 U,65(i 0,7:;;; 0,86\1 1,1511 49 
42 O,GliU o,7·1a 0,900 1,111 48 
43 0,6l!2 o,n1 0,933 1,072 47 
44 0,6% 0,7\!! 0.066 1,1l:\6 46 

45 0,707 n,í(17 1,000 1.000 4S 
1 

Ang. Coso Sen . I COlg. I Tg. Ang. 
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Resolución de problemas y ejercicios: 

PHOHJ.DJA 1: Dados los call'tos a !J b de UIl triánglllo 
reclángll/o ({f'tr)rmiJwr su hipotenusa c .l/ Sl/S ánglllos. 

DATOS: 

a = ;) C1H. 

b = 8 flll. 

J~(;ÓGXlT.\S : 

e, 
1\ 1\ 
A, B. 

Por el leor. de Prr..\GOJUS se calcula e: 

c:l = a2 + b t = ;)~ + 32 = 2.) + !) = 31¡ 

c = .¡ 31¡ = .),831 C/JI . 

h 
19. B = 

a 

j 
= (J,()()(J. 

.) 

EH la labia, a uua tan
gente de (J,601 correspoJHlelJ B 

1\ 

e 

5 cm 
a 

:)1 o; lomaremos, pues, B = 81° aproximadameute. 
1\ 1\ 

Como ..el es el complemento <le B resulta 

1\ 
.-t = rJO - 31 = .)f}0. 

A 

e 

NOTA: Se puede evitar el empleo del leor. de Prl'A
GOIIAs para el cálculo de la hipotenusa, calculando pri-

1\ 
mero el üngulo B. En esta forma se tiene después que 

b = e S('11 13 
de donde: 

b e 
sen B 

.. 
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En la tahla se tiene para sen 13 = seu :ao = 0,51."), 
luego: 

e 
:J 

0,51,) 
,),~'} .... 

La pequei'ía diferencia entre el "alor anlerior de (' 
\' éste proviene de haber tomado el valor del úngulo 
n solamente aproximado. 

PHOHL, 2: Calcular todos los dementos de LlIl trián
gulo rectángu[o (/r[ cual se conoan la hipo/musa e y 

U/I ca[('[(¡ a . 

B 

¡cm 

e 

De donde 

D.\TOS: 

({ = :~ ('111. 

(' = (i CII1 . 

I:\"CÓGNITAS: 

b, 
/\ /\ 
¡l , 13 . 

(/ 
Se tiene: S('1l .l = 

/\ 
A. = :ur. 

R = [)(JO - :100 = {¡(f. 

('. cos .1 - fj X cos 8()<> = (i X O,R6(j 

b = ;),190.... t 111. 

3 = (J,,) 
(j 

.),196 

PHOBL. 3: Calcular lodos [Olí demcn/os de Ult [J'ilÍ/I

fluJo uetánglllo riel cllal S(' COI1O('f'/I L/Il tatelo a !J 1II1 

/\ 
(inglllo agudo A. 



DATOS: 

(l = I1 cm. 
1\ 
A = 37° 

EJ.EMENTOS DE GEOMETRÍA 

I~CÓ(;NITAS : 

b, (" 
1\ 
H 

1\ 

231 

Se calcula inmedintalllellte B por ser 

1\ 1\ 
B = f){) 0 - A = 90° - 37° = 3fjo. 

Ahora 

b = Cl. tg B = ,{- x fg 53" = I¡ x 1,:-Y¿¡ 

b = 5,308 CIlI . 

La hipotenusa e se puede calcu
lar por Ja relnción pitagórica 

c~ = a~ + b~ 
B 

pero más cómodamente se calcula asi: 

(" = 
SPn A sen 3,° 0,602 

. 1\ .. 

b 

~cm 

a e 

o,oí/¡ . .. CIlI. 

evitúndose de este modo la extracción de la raíz cua
drada. 

40' 

b 

8 e 

PROBL. .. L : Calcular todos los ele
mentos de 1111 triángulo rectángulo 
del ella' se conocen la hipolf'lUlSa e 

1\ 
y llll ángulo (agudo) A. 

DATOS: 

e = (j CIlI . 
1\ 
A" = 1(F 

INCÓ(i);1TAS: 

a, b 
/\ 
B. 
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Se calcnla B inlllefliatamellte: 

1\ . 1\ 
B = g{) - A. = YO° - ,,(Jo =,50° 

1\ 
B = .')()o . 

Ahora 

a = e sen .1_ = fj Sfll "0° = (j X (J,6l¡.3 .. .. 

a = J,858 .... cm. 

b (' sen B = r; sm .jo = (; x (J, 76(; .... 

b = 1¡·,.59(;.. .. CI1I. 

NOTA: Calculado a, po(lda lamhién calcularse b por 
la relación pitagólica 

pero el procedimiento anterior es mús hreve. 

Estos son los únicos casos a que puede dar lugar la 
resolución del triángulo rectúngulo. Otro grupo nume
roso de problemas, cúlculo (le ilreas, proyecciolles ~ 
alturas, etc., se reduce a lIlIO de estos casos típicos, 
como \TerelllOS a continuacióJI . 

PHOBL. ~: Calcular el úr(,(l dr' un triángulo cual
quiera (,olwciendo dos lados !J ()I ánglllo comprendido: 

DATOS: 

1\ 
a, b, e 

[~CÓGNITAS : 

S (áJ'Fa). 
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Tracemos la allura h cOl'l'espolldiente al vértice 
B; podrán suceder tres casos: que la proyección B' de 
B coincida con C, que caiga en el segmento dC = b o 
que sea exterior a él. 

B B B 

a~ a A c ____ t 
s'::c b A e b s' A e b A B' 

En ei primer caso el lriúngulo dado es rectángulo, 
1\ 

siemlo r; = 90°, luego 

(1) 
1 

S=-al>_ 
2 

Veremos que en los demás casos la superficie está 
daela por una fón~lUla anúloga pero más general 

s =' .!..- a h sen C 
'2 

que contiene a la precedelJ le como caso particular, 
porque si el triúnglllo ABC es rectángulo 

e = 90°, SP(1 e = 1, 

y ella se l'edllce a la (1). 
En los otros dos casos, en el triúngulo ABC se tiene 

s = ..:i h. h 
2 
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" 
Pero en el triángulo I'ec.üingulo HBC resulta 

1313' = BC $('11 . C 

{) sea 

11 = a se/t C 

.sustihlyendo en la (2) se obtiéne prec.isamente 

s = .! a. b. W'/l c. 
2 

PROBL. 6: Calclllar la proyeccwll de l/JI '<¡f'gmelllo 

.sobre lln eje, dados el (~i(' y el spgmento. 

J)ATOS : l~CÓGNITAS : 

/\ 
AB, e, rJ. A'g. 

A 

c~ .... 
: : 

iX(· ... 
s' e 

Se conocen, pues, la longitud del segmeuto A.B y el 
.ángulo IX que él forma con el eje. 'rrazando por B la 
l)aralela al eje resulta el triángulo rectángulo ,'lBC, 
siendo BC = A'B' proyecc,ióll pedida. Para conocer A'B' 
bastará, pues, resolver este triáng1110 (prob. 4) del cual 
se conocen la hipotenusa AB y nn ángnlo agudo ;.. 
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PHOBL. 7: Ca[clllar la alLllra de I/lIa torre ~wbielldo 
q/w pi ángulo que forma la visual diT:igida desdp Sil pie 
(l W cúpllla a I/Ila dislantla dr' :10 m. ('S de (j(Jo. 

Del triángulo .-lEC se COllocell 
UlI cateto y un ángulo aguoo, Juego 
(prohl. 3) se tiene 

(( :W X Ig ()(Jo 

(7 - JO X 1J32 

a '>1,f)(i 1lI . 

EJERCICIOS 

B 

... \~' ... _ .. ~ .......... . 
A 30m e 

1) Calcul8l' el área <k 1m lriúngulo isósceles de 0,70 lll. de hase 
sabiendo que los ángulos de la base son de 40°. 

2) Calcula!' el área de un paralelogramo, uno de cuyos lados tiene 
35 m., sabiendo que eL ntl'o forma ('011 PI un Angulo de 36° y 
tiene 20 m. dI' longitud. 

:l) Calcular el ¡\I'(-;I de un ll'iljlc('io l'l'dllllgU[¡11' sabiendu que sus 
hases tienen :lO y 40 m. l'espf'cth-arnentp y q\lC' el lado oblicuo 
forma con La base mayor un <'tngulo dr ~¡OO. 

!~) CalculHr eL área dl' un trapecio iScJs('('les sabiendo que sus 
bases tienen 50 y 30 m. cada llOn y qut' 111 inclinación de los 
otros dos lados sotJJ'e la basp maFI!' es de 70°. 

!» Desde un punto deL tel'ren(l d~l'íjHlIse dtls visuales, lInu al pie 
y otra a la cúpula de UIlH torre. Sabien¡[o que las visuales fOl'

mun entrp sí un úngulo de 20° y suponiendo que la torre tiene 
una altlll'a uproxinHlda de 33 m., flYNiguar la distanria del 
}lllnt(l u la to!'r('. 

ti) CHlculal' el,. área del techo de un galpón a dus aguas de 30 m. 
d!' largo por 20 de ancho, . abiendo que la" clmpas tienen una 
f>{>ndiente dI' 1/llinN' por f'il'nto (Hi O~). 





APÉNDICE 

ARITMÉTICA DE LAS RAZONES 1 

VOlvé:\lllOS sob!'!' lu,; consiurl'uciulle,; tlesarJ'olladas ell l'l Cap, VI 
¡'del'ente a las magnitudes geométricas y 'ins l'<.lzone,,:, 

¡'<:ntre las mZI 11('S de dos magulLude,; ('lwlesquiera lIelllos de
/inidr, la igualdad y la desigualdad, de manera que en cada (~aso 
rC'iulLe posible la cOll1paraC'ión de razone. ; hemos ¡'econo('ido 
11ue estas relueiunes entro razones gozan de las misil lBS propie
dades fundal11PllLalC'!'; l[Ue la igllalclacl y la I LC'siguaIdml entre núme
l'o!'; enLeros y rl'acciunarlos; (tales nÚUWl'ns Plleden cnnsid01'r\rS0 
(;n1l10 razones entl'C' mat::niLlIdes c:onmellsllI'aliles). 

1':0 psLI' (:<11', I'ruhat'('lnus cómo puet!"n tambi{'1\ deliniJ',;e 
IXll'il las raz(,nes el) genel'al, la !iWJW ~ el !)I'o¡lodo (y [Jor cOllsi
guiente 1[1 diFeT'('lu'ia y el cociente) uP Illllllel'n '1uc las opel'i.H;io
nes tiC' a¡{il'/()i/ y 7l1.tdtipli¡'(l(:ión (s(/;-;(/'{cccion y d¡"isiún) ~í 

drli 11 itia;.;, SI' I't'dllzl'all, <>n el caso de razunes entre magllitudes 
conlllensLu'ahlr:4, a las ul'eJ'(\(~i()nes elJll númPI'u:4 enteros t¡ f1'<lc
eiollul'ios, r¡Lle en .\.¡'itml"tica ['reibell l'l'spt'l'lin1Il1ente los Ini .. mn" 
nmnbres. 

Así, pues, touas lns posibles l'ilZOnes entl'C IlHlgllituues cons
tituyen \lnli <"luse de enlp;.;, qUl' parece natural cUllsiJcl'aJ' como 
nlimeros, e1l Illl sentido ll1ÚS g·eneral. Son éstos los llalllados 
JUi,¡¡UWOS !'Petles, Ellos compl'onden, en [Jw'ticulal', a los enteros y 
fi l(Js fl'il('eionfll'ios (I'S der'il', 11 lns raZOlH'S Ü" nwgnitlldes C011-
mensural.J\ps);~· pnriúlisLiIl,Q\lil' estos nÚJIleros t'n C'lpr.illlÍtinl sC'lllidl' 

1 N. <lel T. Es.ta cllestiún (i;lul'a en el Cap. "In del texLo origi nal. Como 
e"c,c<le el limile d" las nociones exigidas por nllcstros programas, la hemos 
colocado en el apéndice por considerarla ,le sumo provecho para los allllllllOS 
n"entajados 'lile desoen prol"LlIulizn el e~tu<li() lle la 'lnleJll:iLica. 
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de la palabra, ele los lluevo:;, llamurem(J:; ¡·rtf·lona/es a los prime
ros, e ¡,.racionales a los segundos. 

Yeremos, fipalmente, cómo puede dHrse una definición 1Il'iL
mNicil de los números reales igualmente yúlida para los númerop, 
racionales e inacionales. En nuestl'tls consider(lciones nos referi
remos, por motivos de sencillez, ti las razones entre segmentos. 
LOR ¡,esultados establecidos se extienden df'spués a las razones 
ellll'c magnitudes (gcnmf>tricns) de cualquier utl'n esperie (11. 8). 

Operaciones con razones . 

Para deJinil' las d.iversas oJ..leraciones con ruzones cualesquie
l'1J, (conl1lensurables o no), nos setvirá de guía la operación aná
loga para el easo de razones conmensurablrs. 

1. SUMA. - Si a y b son dos. segmentos, ambos COUmenSlll'ü
.bles con UIl mismo segmento e r ,:;e ti0nC' (fue 

se deduce que 

a =.!!.... e r¡ , s 

es dec.ir, la ~uma de las l'Hzoues.E.. = a 
r¡ 

l' 
e, - = b e estil dada 

.~ 

por ln razón 

(a + b) : e. 

De ilcuel'lln con esto, en genel'al (aun cuando se trale de 
magnitudes inconmensurables), se llama IiUllt(t (a : e) + (b : e) 
de !los 7'(tzone8 a : e y b : e (con el segundo tf>rmino común), 
a la razón (a + b ) : e. 

Si las dos razones que se ljuieren sum¡u' 110 tienen el segun
do túrmino común, como por ejemplo, a. : e 'l e : f, se re
duce al cnso precedente, sustitllyendb las razone::: dadas por dos 
razones respecti,·amente iguales a ellas con el segundo término 
común, Por f'j., se dC'lermjnll el segmento b, tnl que sea: 
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11 sea el ('Wll'll! pl'lIpflrciolHd 8 f, e y c. ( YIl 11. 10) Y se pone 

( 8 : o) + ( e : f) = ( 8 : o) + (T) : e) = ( a + IJ) : o. 

Pal'H justifinll' la ' su,,;tituei¡'¡n indi('¡ldH, l',,; meue ' tel' demostl'¡U> 
qUI~ SI' obtiene siempl'c ('omo suma, la misllla razón, de cualquier 
manCl'tI qlH' S(' elijan las dos ruzulle,., iguales a las dadas, 0, ell 
otrus palabras, que X/II/UI::; de l'OZ07U'8 i[/f/alpN -'U/l ¡!",(({t'.~ (propie
dad /llIi/rw!I1P). Es ]lI'l'ciso [ll'ohal', pu('s, que' dl': 

8 : e = 8' : o' , IJ: e -- 'J' : o' 

( 8 f- b ) : o = ( l!' -1 b') o'. 

DI' las igualtLildl':'; adll1itidus, Sl' (]pdu('(', pel'llllltRudo los me

!lios (\'I n. 2~) 

8 : a' = b : 11' = o : o' 

y P(JI' ('.()llSig'lli('nlc, aplicumlll ¡¡ lns dos p¡'illlel'éls razuncs el teol', 
de la slIma de los antp('('denlC's y clp los ('OnsP(',llentes (VI n, :W) 

(a + b) : ( a' + b') o : o' 

J' hastH PCl'1l111lHI' los llledio,,; 1l'\I'U uIJtclll'J' 111 [ll'opoJ'ción buscada, 

Ik Ilmnel'U nnúlo"ll se extiende la Del'. dI' suma al caso de 
tl'es lJ II1¡'¡S sUIl1andos: es daro (jlle la SlIlllil ilSÍ definida goza en 
todos los ('(ISOS de lus propie!lades G:-;(wirtfil'(( y ('onmutotil'G, pOI' 
('1II1nto estns !wopi('dades son "ú\idas para la suma df' segmentos_ 

=!. DIFERE"CIA. - La sniStl'acción se define ('omu operaci(¡1I 
iO\'erSH de In adición. Por consiguiente, si ('s a : e > b o ( O 

sea 8 > b, (VI n, 22(1) se llamH dUrn'PI1('¡f( ( a : O) - ( b : o) dI" 
('stas dos l'A znnt's a la l'HZÚn 

(a - b) : o. 

TUlllUil"ll, c.¿l esll' ('¡ISO, e(jIl la (¡puI'luua eUllsll'Uedúll de un 
cum'Lo proporcional, 1<1 Jifpl'encia de dos razones C'ualesquiern sin 
su sl'g11l1do [¡"1'll1in/l ('O!l1Úll SI' ),('(ltll'(' H In anlf'rim·. 
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3. PnoDucTO. - Si R , b re. 011 tl'(,,; sf'grllenl(.,;, do,:; a dos 
conmensul'ables, r e::; 

L /' 
, 

R - b b e 
t! R 

se doduce 

,l ~ e ty 

('s dedl" el producto ~ dI' L b 
l' 1) - a ~. e, 1'('-r¡s '/ g 

.'>lILta igUiü 1\ la razón a e. 

De acuerdu con esll', llnlllUl'eJ\lu::; en toJos [os ('asos, ¡J,.·oducto 
de dos razones a : b J-' b : e (con p[ l¡"rmino intermedio (:oniún) 
a la razón a : e, r p,:;¡;rihit·('tlws 

(a : b) ( b e) = a : e. 

Si se lrnlrl de dos l'<IZOll()S ellulcsquiel'il (es üecil" ClIJ'O l{'l'lIl;-
1)C> inlermedio no es (;OmIUl), como por ej., a : b y e : f, susti
tuiremos estos dos razones pOI' otms dos respectivamente iguales, 
~' tales que el segundo término de la [lrill1cl'a sea igual al primer 
!()l'mino de la seg'undn. POI' ej ., d('lel'minm'('mos el segmento e, 
!nl quP sen: 

<es decir el ~'lIarlo prnpol'(';unal él e, f y b, Y 1'0Il<11'en)(l,,: 

(a : bj (e : f) = (a : b) ( b : e) = a : e 

También en este caso se juslifj(;u eslu última sustitu(;ión, Pl'O
nan(lo que ]ll'orl/lctos tle I a ,:;OI/PK i.fJllalr8 80n 1{Jllale." es decir, qlle 
D' 

a' : b' = a : f¡ , 1/ : c' = b : e 

se obtiene 

(a' b j ( b' e') = ( a b) ( b e l 

() sea 

a' c' = a c. 
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Este l'e,,;ultadu es illJlledié.tn pnrqllt' de la,., ig-ulILdvde,; aOllliti<lus se 
dednce (VI n. 23) flll(' 

a' : a = b' b b' b = c' c 

a' a = c' c 

y finalmente 

a : e' = a : e. 

De la definiciún de prOducto <le I'HZOlle:; se de<.lucen Ii.JS /1l'/I
piedades ilii>f¡'ibutioa y asociativa (cuando naturalmente, se extien
da del modo usual In definÍf'i¡'1I1 dr producto; l caso de t.res () 
lllás razone::;). 

En cuanto H la [Jl'upiedud c/J/II/wtaf¡o((, ellu e" Ulla iUluedü:ila 
consecuencia de la permutabilidi.Jd de los medios en una propor
ción, la cual, en E'l caso ('onmensurabl!:', como SE' notó en el n. 1[') 
del Cap. VI, expresa, preeiSI1J1lf'nti', tal prnpif'clad. En ('1 (',ISO ge-
llerfll, ¡;;i dflclo eL Ill'ocltlclf' . 

( a : b) ( b : eJ = a e 

8e quiere tletel'l1IÍn8r el pl'oduetu 

(b : el (a : b ) 

hasta (1f'tl'l'1I1iIlHI' el ,;egtnent" d. tnl I/IU' "ea 

y se tendl'il 

(b : el (a : b) = (I.J : e) (e : dl = b : el. 

!Je 111 pl'oporcilin Hntel'iol" 1H-'l'II11Ilillld¡, ln,; medios, ,.;e (h'duce 

a:c=b:d 
() sea 

(a : ' b) (b : e) = (b : el (a : b). 

4·. COCIEXTE. \' La divisi6n se deJlne t;OIl\U olJeru\;iún invVI'"a 

de ln Il1l1ltipUración, dI" manenl que en hase a la expl'e. i6n 

(a : b) (1J : e) = a : e 
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debe llamarse cociente de la do razones 8 : e y b e (con el 
segundo término común) a la razón 8 : b. Se escribe 

(8 : e) ; (b : e) = 8 : b, 

y como siempre, el caso de dos razones que no tienen el segun
do término común se reduce a este caso construyendo oportu
namente un segmento cuarto proporcional. 

5. NOTA. - Cuando en las definiciones precedentes una de las 
dos razones corresponde a dos segmentos conmensurables, se 
trata de suma, diferencia, producto o cociente de una razón y de 
tm número entero o fraccionario. Así, por ej" se puede hallar 
el cociente de 1 por tilla razón cualquiera a : b, pensando la uni
dad como razón de dos segmentos iguales, y se encuentr{\ 

1 : (a : b) = (b : b) : (a : b) = b : 8 

sé obtiene la razón inoel"(l de a : b. 

Hagamos notar que de las relaciones 

(a : e) : (b : e) = a : b , (a : e) (e : b) = 8 : b 

válidas por DeL, 1'esulta que el cociente de (ZOS I'azones es igual 
nl producto del dioidendo pOI' la inver. (l del dioisO/', 

Números reales y su representación aritmética 

G. Hemos enseñado no solamente a reconocer si dos razones 
son iguales o desiguales, sino Lambi~n a operar con ellas, por 
suma y d~ferencia, producto y cociente, y hemos comprobado que 
las relaciones de igualdad y desigualdad y las diversas operaciones 
definidas gozan de las mismas propiedade' que se verifican cuando 
eUa representa el número entero o fraccionario, es decir, cuando 
se trata de razones entre magnitudes conmensurables. 

Esto induce, como ya lo hemos insinuado al principio, a COll

sideral' el conjunto de todas las razone como una nueva clase 
de números que se llaman nlÍmeros reales, y que contienen, en 
particular, a los números enteros y fraccionarios como razones 
entre magnitudes conmensurables. Dijimos ya que los enteros y 
frllccioJ1arios se llaman números l'acionaleg, mientras CJue los nue-
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YU:; númerus delinido.· como razonos entro lI1agnitudes incon
mensurables "e llaman números irracionales. 

Ahora bien, para ju tiflcar, Lajo otro aspecto, esta exten ión 
del concepto de número, hm'emos ver que ('8 posible dar una 
de./lnición aritmética, válida para todos los nÍlllleros reales, rs 
decir, igualmenLe para los irracionales que para los racionales. 

Con tal objeto, empecemos pUl' cOllsiderar un número irra
cional cualquiera, e:;; decir, la razón a : b de do segmenLos 
inconmensurables (como serían, por ej., la diagonal y el lado de 
un cuadrado, VI H). Se oh. er,6 ya (VI n. U) (lue en la práctica 
un tal número Íl'racionul se puede ~ustituir por un número racional, 
es decir, uno de sus valores suficientemente aproximado por de
fecto o por exceso (siendo el grado de aproximación, en cada 
caso, deLerminado por el máximo el'ror tolerable de acuerdo al 
objeto que se persigue); pero si ' e quiere dar una definición arit
mética exacta del número irrac'ional, es preciso comprender en 
lal definieión lodos los posibles nllores aproximados del número 
irracional. Nos yelllos, pues, naluralmente obligados a Djar la aLen
ción, con res[ eeto a un número irl'acional a : b J sobre todos los 
números racionales 111enO!'('''' y soher Lodos lo:;; números raciona
les mayores qUé él. 

La clase de todos los númoros l'acionales menores que a : 1) 
(y solamente ellos) se llamará ('l(lse ÍI!feriol' de a : b, y la de::;ig
naremos con H, mientras que la clase de todos lo::; números ra
cionales mayore:;; que a : 1) (y solamentC' C'Hos) SP llamar<Í (·/n.se 
illlperiOl' y la designaremos I'on K. 

Obséryese que estas do:;; clases no so alLel'Hn si los dos se!.('
mentos a y b se sustituyen por otl'OS dos segmentos, o en genel'ul, 
otras dos magniLudes A y B de cualquier especie cuya razón sea 
igual a a : b (YI n. 13). En cambio, se alteran, si la razón a: b . e 
su'tituye pOl' otra razón mayor o lllenor porque en ese caso ha~ 
númer o que pasan de la clase mayor H la menor o respectiya
mente de ésta a aquélla. En definitiva, la clasificación o partició/I 
rle los mime¡'os ¡'acionales en h(s dos clases indicadas depende 
rIel número irracional considel'ado y no de las dos ma{jnit/l
'¡ps (inconmensuMbles) ele{jiclrts para cleJlnil'Zo como 8{1 ¡'n,;OIl. 

E tablecido esto, importa obsermr que' en todos los casos 
esta parlil'ión de lo. números raCiOl1flles pn In", <ios clasC's H y K 
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relativo"; a unu l'adlll il'J'(lpional a : b goZ/l de la,.; siguienlt's 
propiedades: 

'1) Todu IIÚlllel'O ]'<\('ip\lCÜ pel'lelll'C'(' a UIHI '(~' H UIlU sola) de 
la,.; daR clases, 

En eleclo, VOl' la j¡ilJÓlesis de la incIIIIlUeIlSlil'¡¡l.lilidad de a y b 
no existe ningún número rm;ional igual Ha: bJ luego (,Fldn nú
I11P¡'O racional es mello)' o moyor ([tle a : b (Yl I\. 11), 

;¿) Lu clase H (;untíenc, I'on cada uno de Sll~ Ilúllleros /tJ 
ludos los números ra('ionales lllenores que ¡, : y lambién la clasn 
K contiene ron cad¡.¡ IIIJO dE' Rlls nÚll1pros 1, lodos lo" números 
rHcionaleR mayores que l .. 

En ereclo, sabelllOR (\'1 I\. 11) "IUI' todo nÚlllerll I'ucioual 
lllenor que un n(ll11ero raciomll, menor u su yez qur a : b es 
tambiéu IllellOl' qlle a : bJ y l(J miRl1lo dí¡:n'lR(' de lo. racionales 
lllayores. 

;{) La clase H ItU t'onlielll' lIlI 1I/{t,álllU (es del'ir, UII IIÚUJel'O 
llwynJ' que todos los otros) ni In duse K ('.nntien(' un 1I,;/¡ill/() 

(r,; deeil', un número menor que lodo~ los olrn.). 

PueR hemos \'Í,;lo (VJ ll. 12) que dado \In nÚllleru l'Heiunal 
/¡ mellor que a : bJ es posible encontrar Otl'O menor que a : b 
pel'o mayor que /¡; y análogamente pam los número,", 1, de K. 

Abora bieo, si en .-ez de parlir de nl1 número irraciol1u[ 
partimos de un númerü l'arional (es det'il', entero () ft'acciona-

rio l!...., ('U1110 es siempre la razón ('11 teC' dos IlHwniLude: c01l1110n-
r¡ . 1 l ' I :urables, y ('unSI( eramus, ('OUlO en e caso IIH'onnH'OS\Jl'[\ JI{', la 

dase de todos los nÚllleros racionales lIIenl1l'es que l!..-. y la elasl' 
'1 ' 

de lodos Jos mayores, l'eeonoeerel110S en seguidcLljUe esta!'; dfJS clll-
, es gozan d!' las propiedades 1), 2), 3) exceptuandll una partieu
laridad, sobl't' lu cUfll es pl'ccisll fijar la alención. Las propiedades 
~) ':1 3) se conSeJTan incondieionalmente ,,{¡lidas; pero no así la 
propiedad 1), pl1esto que eu el prest'otc> ('¡.ISO las dos rlaRes de 

números menores de L v d(' los 11IU\'01'es, I1n I'onlienen ti todos 
'/ " , 

los números racionales, pue,,' excluyen t'l'eeiSal)WnLe al número J!.... 
(y n SIlS igwües), del ('Llal put'de tlec'il''';p qllE' ('I'llslilu)'t' t'1 e¿"IIIP:f-
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io Ile .~ejJo¡'(fC(IJ/I de lus uos dU!:icS (L>Ol' L:UUnlO es IllUyOl' qlle 
todos los números de una y menor que todos los de la otra). 

Se pllede modifical' aún el enunciado de la 1) de manera que 
la dasifica('ion comprenda también este raso de los números 
¡'uciomlles. Ba!';ln, pyidentemente, f()l'l11nltu' la ,;iguienle propo-

sición: 
Dado L'uallJlúer wimf'l'o reol (l'fll:ional o irruL:iOllal) la t:lll.~e 

menor H (constiLuída pOI' todos los números raciol1ales menores 
(lue el dado nÚt11C1'n I'eal) y la ('[(Ise ¡I¡rff/o/' K (constituída por 
todos los númel'os \'Hcioni-lles nHlynres) [Jo~rtn de las si[!uientl:'.~ 
lJl·()llierladf'.~ " 

1) Todu /IlUJle/'o !,(fciol/al ex.l:CllLo llllCl a lo SLlmo, lH>/'Ir'I/I'I'e 

(1, /1//11 (y ;1 una sola) de las d08 ('[llses. 

;¿) La 1·11l8e H contiene, !'I}/l c(trla w/O de su·' JU~/Jle!'fJ.~ Ii, 
lOrf08 los 71/I/IIPI'08 Ntcionale::; II¡enOl'es; la clasl' I~ contiene, ('011 

('(Ida /lila de .~rls //l/IJ/P-/'{).' k, lorlos 108 I1li7l1e1'I).~ /'(/I-(071lllp8 71111-

,ljo,.e.~. 

a) lA/ 1'!((81' H no ¿¡PIte 1\¡(lxiIl1O 1/( la clase K tiene lIlí-

ni1lJ( " 
T()da clu::;ilkaciúll de lus llúrne¡'OS J'acionale::; 1m <lo::; cla,.;es 

(ILle satisfagan a estas Lres pl'opiedades se llama una .~ec{·/rjll o COI'

tarlnl'l/ y ,.;c designa ('on (H 1 K). 
Podemos, pues, afirma!' que todo /UllIJel'O /'eal, deJlne e1l el 

conjunto rff' fo" nlllllPro.q 1'I1e/onales, w/o sección; curmdo irll 111/-

7111'1'11 e.~ 1'111'/0/101, I'onditu/lr- .~(( r-lellle/do 11(' separación. 

/. EL ¡'Bsultado jJrecedente se puede invertir, es uecil', que: 
1'1Jr!1{ '<('ccidll, ('aalq{lie/'(l que ello "en, e1l (" conjrudo de lo., n/l

/JII'/'OS /'I1I'/óJ/l/les, deJine un ItlÍII1P/'0 !'('al. 

Antes ele demostrar e:'te TeoI'. (~onYienl' [lj'ube\!" ('On Ull ejol1l

)llo, ('úmo l'''; posible detinir Ill1a sección inuepelldientemenLe el\' 
la ('onsicleral'i{)ll de ln razón entre dos magnitudes. 

PUl' ejemplo, eonsideremos la dnsil1cHcil'¡n de los números 
['ncionales qne reimUa de asignur a 1Ina !'las e H todos los números 
racionales I'UJ'U l'uaUl'ado es menor que :2, y ti una clase K todos 
Ins números l,<\(·icllale. cuyo cuadrado sea mayol' que 2. Las cla
ses H y K gozan de las propiedades 1), 2) Y 8), es deeir, consti
tuyen IIIHl sPI'CiÓ11; y i1dem(\,; cumprenden n lndos los número:; 
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ra('iunales sin excepción, porque nu exi te ningún número racio
nal cuyo cuadrado ea igual a 2 (VI n. 9). 

óte. e, además, que de cualquier manel'<\ que se haya COllS
tmído una sección (H I K), se deduce de las pI'opiedades 1) . 2) 
(1ue cada número]¡ de H es men%~~ Ijue cada mimero k de K, 
porque no puede ser, eu virtud de la 1), ¡, = 1 .. , Y ('on mayor 
razón h > Il, porque, en tnl ea. o, por la 2) In clase H eontendrí(l 
a /¡ yak. 

Para demostrar, ahol'o, lIuO toda, ección (H I K) determina 
un número real, distingnmos dos casos, seo-ún que lns dos clases 
H y K de la sección dada comprenden a todos los números ra
('innales, n hien comprenden a todos meno. nno, que indicaremos 

('011 E... 
q 

EIl e 'tu última hipótesis elnúl1ltJl'lI l!.... no puede ser ni me-
IJ 

11(Jl' que alo'ún número h de H (porque en lal caso l!.... estaría rn 

R) ni mcnor que algún número 1, de K (porque en ~ste caso per

Lenecería a K). EntQnces dicho númel'o .l!... por ser mayor que to-Ij • 
dos los J¿ y mellar (Iue todos los k es el elemento de separación 
(le las dos clases; por ('nnsiguielltt', In SOC('j('1l1 (H I K) define, 

I'l'eeiSflll10nLr, n psto nÚlllOI'O ],¡H'ionnl J.!...., 
r¡ 

\Jlleda pO!' l'.uminür el caso de una sección (H I K) que ca
rece de elemenlo (racional) de sepuración; nosotro:-. demostrare
mos que, en lnl hipótesis, dcllne un nÚlllel'o irracional. lIaremos 
yor que lOlllndo nrbill'ariamenLe un seo-mento b, resulta determi
najo un ogmento a (ineol1mcl1surable eOI1 b) lal lJuc el número 
irracional a : b es mayol' que Lodo,.; lo,; números /¡ de H y menol' 
que lodo los númCl'OS /. ele K. 

l.on este oujeto C'onsidercmos por una [lurte Lodus los seg
mcntos /¡ b que se outieneu multiplieaudo a b por cada uno de los 
número,. de la dilsr H, y por oLra parte lodo, los segmento k IJ 

que se ohtienen mulliplicando n b 
A :L B por cada uno de lo. números J..: de 

Punlo •• h, H Punto, de K K; O imagincmos ll'an,;portudos los 
unos y lo, otros sobre uua semi

rrpela a parti]' de de ,'ll origen A, lIamnndo, pnra entendernos, 
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( puntos H 1" lus extremos de los segmeutos /¿ b, Y (l [JU11to,.; J(» 

los extremo::; de los segmentos k b. Puesto que todo número lo es 
menor que todo número k, tendremos que Lodo punto H precede 
-;:;obre la semirrecta, a pm'til" de A, a Lodo punto K; por el postu
lado de la t:oDtinuidad (VUl !l. 1) existe segul'amenLe por lo me
nos un punto L de ¡::eparaci6n ('ob'e Jos puntos H y los puntos ](. 

Pero se reconoce IácilrnenLe que este punto de separación e::; 
único. Bastil probar (Vlll 11. 2) que tomando un segmento E arhi
tl'ariamentc pequeño, siempre es posible hallar un punLo H y un 
punlo !{ cuya distancia . ea menor que é. Pal'a ello tomemo: un 

submúltiplo de b, J.. b menor que e (V n. O) y consideremos 
Il 

sus sucesivos múltiplos 

.) " 

b, .J b, ........... . 
n 

b , 
n 

los ~uales [lUl" Leller tudus ello::; CaD b L1ua razón l'uciolwl, [JerLeuc
~en a la clase de los segmento /¡ b o a la clase J¡; b. En virtud del 
postulado de ARQUfJ\IEDES (Vr n. 3) tales múltiplo llegan 11 su
perar a cualquier segmento dado, se encontrará uno que ('s el 
último de la clase h b, de manera que ya su consecutivo esLé en la 
dase k b. Los extremos de esLos dos segmentos sobre ln semi
recta J1L dan, preeisamente, UD punto H y un punto J(, cuya 

<listancia, siendo iaual 1'\ .i.. b, es mennr t¡ue é. 
" n 

Demostrada la unicidad del punLo L de separación entl'e los 
puntos H y f{, pongamos a = 111, Y r.onsideremos el núnwro 
l'eal a : b. 

Puesto (¡lle !Jara cada número /¡ de Hy para <.:nda Jlúmero k 
.de K se tiene, re. pectivamente, 

a. > 1, b Y a < " b 

() sea 

a : b > 1, ya: b < k 

se recono~e inrnodiatamente yue e11 la dada sección la dase H 
está formada por todos los números racionales menores que 
a : 11, lA dAse K por todos Lo,> números racionales ml\yores; y 
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pO(!\'Il}O"; ilgTegCll' que Pl nÚlIlero a : b ('s seguramellte il'l'üciollill 
(o, ell uLra, palabras, quo los dos segmentos a y b SOIl inconmeu
surables) porlLue, en caso contrario, el número l'aciol1Hl a : b daría 
un elelllento de SepllrHl'irín de In S('l'('irín rOllsidm",tln, la qll(' prll' 
Jlipótesis no tiene. 

Podemos )"H ¡,esumir lli pl'ecedt'IILI' di;;l:n::úún el1 l'l s igllit'llte 

"['por.: Todo /uU)/e/'o I'I'(I( rlejin/' 1'1/ I'l cunjunto de 108 1/11_ 

1/I1'/'(j8 Nu·¡uru,le.· Ilnrl secc¿rjn (cuyas dos clases están formadas 
por los Illunel'os l'acionales l'espectinlluente mayorf':'; y lllenOl'l'S 
(lue pi número ruusiderado). ¡'¡('('oe/'so, toda .~('e,·iulI, (' lIflllju¡l'/'fr 
IjUl' f'llrr s('a, ¡{e./ille 1/11 I/ l i,I/1PI'O real (mayor ([ue todos llls llÍlm¡>I'O" 
de 1(-1 clase infel'iol' y menor que Lodos lo ,~ ue la clase supe}'iol'} 
el ('ual es 111/ I/lIlnel'O ir/'{lciol/fI! o {'(1I'ional sef/lin fjU(' lal; ,Iu.' 
,.la8f'.~ de 1" st'('(' iti , / ('ontie11ell t{ to(lo.~ lo.'; 7/7'IllPl·O.s racionales (¡ 

11I10 ml'Iws (qne en Lnl CFlSO es, lwcrisnmenLc, el llI'1l11ern definido 
por lFl secci6n). 

I ~stu LJer. nr itmélic;a de lüs 1I 1'II Jl erUS !'efl¡cs po!' 1l1cdin ue lit 
cO I'}'espondienle sección e~ dehiclH H J) EfJEIO:-:D. 

R. J~n la uiscu>:iiúll I[ue ulltecl'ue humos l'ullsiucrudn los nú
meros reales ('Omo razones de segnlPnLoR. "Pel'o se puedell también 
pensur comu razones de magnitudes de c:ualqwer otra especie> 
(geoméLL'ÍC'as) : 8f/perjicie', (fI'r'Os C¡" /' ll{al'(>s, rh~iJul()8. ~o .'lo)alllcn
te la l'aZ¡'1I1 Uf' dos magnitudes jlOmo~ténells cualeslluiera defille 
siempl'(, IIn nÚlJlcro l'cal (n. (~); "ice, ('¡'sa, (:nnsiderado at'bitrarj;;¡
mente UIl n(1I1Iel'(I ]'eal (delinidn iu'iLl11óticamente o como l'azúll 
dI' dos, egmelltos), y 1'1 egida una J11Il,gllituu B de cualquier e 'pel'ie, 
existe IlI lit magnitud .-t hOl1log'\neil ; 1 B,) till 'lne la l'(\ZÓIl .1 : H 
es iguHl nI número real !)]'efijado. 

Est() ,.;e ye délmodo más Silllplt' l'ecul'duudo _¡uc, en sustullcia, JH 
cOlnparaci/'m ue dos magnitudes cualesljuiel'ü puede }'educirse siem
pre a la ('omparaci{)1l de dos segmentl), (\', n. 40) (Yl J 1 nOS, JO-1Gl_ 

A __ í, lmes, si B es una sllperf"icie poligonal /) circular, bastH 
con"idel'aJ' llU rectángulo de superficie igual a B, Y si h y b son 
su altura y su basp, tomar e01110 SUpc}'ocie A la del rectcingul(~ 
que tiene igual altUl'U h y IlOl' hase el segmento a que admite 
como razón a b el n(ll11el'O real prefijado. Si en cambio B es un 
HITO ('iJ'rnlal' y b e,., el l'eilpectivo ilPgmento )'('('tifil'flnlp, la Il1flQ'-



ELEi)[E~TOS DE liEmlETHíA 249 

niLuu . 1 ú:; el arco de iguul radiu llue liene como l'cctitkante al 
seKmenlo a , tal que la razón a : 1) sea igual al número real dado, 

Finalmente, si B es un ángulo y con b se designa el arco 
<¡lle intel'CeptH sobeo cualquier circunferencia de centro en Sil 

\"(;rtioe, el ángulo A es el que sobre la misma circunferencin il1-
tprcepta al arco a que tiene con b la razón prefijada, 

En todos los casos, la magnitud.'1 resulta deterlllinada Je 
lIif)(lo único en virtud d,e la unicidad de 1n Cllflr'ta pl'oporcion"l 

(Vl n, 2,:)), 

9, COll\'iniendu en designar lu,.; IlÚlllerü:; reulos (l'aciul1ale,; o' 
no) con letras cursivas minúsculas, se indica que IUl número real r(. 
esbi delinido arilmPticf\mentc pOI' unH sel'ci{lI1 (H I K), cscrihiend(¡: 

(1 = (H I E j, 

Si .1 Y 13 son dos ITwgniludes 'uya ruúJn es el, :-t' escribe. 
po\' o:üensir'lil de la conocida nolfl('i6n parn el ca;;;o ('Olll1Wllsul'a],le, 

. \ = (f f3 

y i'C di('e que la ll1ugnilud . 1 es uuteuida lIInlli[iUccuzdlJ B p01' ((. 

Así, vue:;, lUlllbién el número irracional, como el racional, 
apill'ece ('limo un operador que aplicado a una magnitnd da otra 
I1lHgnitlld homogénea filie tielle' ('nu In (Interior una razlín i¡;rllCll fll 

111'II11ero rOllsiderado, 
lO, 1~11 los nlll1161'O", 3 Y j !tel1lu:; Jcfillidu con 1,,:-; lJÍllllel'PS 

l'(!ale.s (collsiderados como !'azones) las opel'aciones flindamentales 
(adición, susLracci6n, multiplicación y Ji\"isiríll) por -via puramente 
geornélrica, Pero abara, 'Jlie he1l1os dado una definición aritmt~tic<t 
de los números reales, ,.;e comprt'nde que sel'f' posihle tlenllit' 

1\1'ilmélicamenlc dil'llas opem 'iones, 
Puesto que una secLÜón denlle un Illllllel'l) real, pOI' cllcullo da 

Lodus los posibles valores lIpl'oximados por exceso Y pOI' defecto, 
SI' indut:c l{ne la SlIllla 11 -+ ti' ele dos números reales a = (H I E)~ 
a' = (H' I K'), se podrá apl'oxill1l1r tanlo ('omo se quiera, SUll1tlllL!¡, 

valores suficientemente aproximaclos tle (/ y (t', y en efecto, Sl' 

demuesl)'(l fá('illT~el1te ql1C, si eon H + H' :;0 designa la clasl' 
fOl'mada con las sumas de caJa número de H con cada n(¡nw['n 
dl' H' Y con E -1.- K' l~ cla~c análngfllllC'ntr 6htenida de K,! E', 
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las uos clases H + H', K + K' coustituyel1 uua se¡;cióll tlue CIl

l'acteriza preei amente él la suma a + a' definidil O'eométricamellte 
('11 el número 1. Procedimientos análoO'os vale~ para la difprenrin 

(t - a', para el produC'to (1 (1' y pal'a pi cociente 
(1 

a 

11. Conviene, finallllente, 1111cer notar lIue los números reales 
. 'C pueden con. illerar romo constituyendo una nueva especie dI' 
magnitud (aritméticas), por ,cuanto gozan de todas las propiedndrs 

,[1[(' raractol'izan H léls magnitudes generales (VI n. 3). 
Entonces la l'a~ón de do~ números se identifica con su co

ciento, de manera que la proporcionalidad ele dos parrs de nú
mel'OS rr, 11 y (', (7, p<!uiyn]r a la igualdfirl 

r¡ (' 

/1 d 

de sus cocientes. 

12. Inl':.\ SOBRE L.\ HEl'I\ESENT.\C10N])E LOS ",i: Mt:ROS HEALE!'> 

E'O FOR~l \ DECL\L\ L. 

La representa 'ión de lIll númeru l'elll a mediante 1" ('01'res
pondiente socción (H I K ) en 01 conjllnlo de los número. racio
nalp~ es la ll1ÚS general posihle ':(, desdr el punto dr "istH teórico, 
la más importante. Pel'!) se pueden pensar muchas otra-;, las (J1Il' 
todas ellas se reduren substan('ialmente a extraer, con alguulI ley 
{)pol'tunamente definida, dr la C'lw.ie H o de' la ela e K o de ambas, 
una suC'esión de infin;tos valores jJ"o!l1'e8il'amente ('jJI'OJ:imado.~ 

.1 rr (es decir, de YéÜOI'PS aproximados, cuyo grado de arroxi
ma('iún o mejor dicho su ",'/'0/' ll('~nl(' H srl' 111('1101' que ('l1éllquier 
número prefijado). 

Entre todas estas l'epresenla('iones aritméticas posibles de los 
números l'eales, hay dos (]IIt' merecen SOl' indicadas, aunque sea 
rápidanwnle, III IIna por Sil illlportallc>ja pl'¡'lrtieH, la otl'Il]lOl' > 1I 

particnllll' inlere hislórico y teóri(;n. 
Empecemos pOl' la pl'itllel'H, la ('unl l'xtiendl' a lodos los nu

mel'OS reales la represent(\('ión hajo formH de 1uill/ero deán/nI 
eono(~jdél en la aritmética para las reacciones ol'dinarias, Consid -
remos un número real ({ = (H I K) que para fijar las ideas su
pondremos irracional. Imaginando recorrer, en orden creciente, 
]os númpros dI" H, dplenzú1110nns en el último númpl'o ('ntel'(, 
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1¡Ue encontremos; el entero consecutivo pertenecerá a :rt: (porque 
debido a la hipótesis de la irracionalidad de a, no puede ser ele
mento de separación de H y K; los dos números enteros con
secutiyos así obtenidos (que erán O y 1 si es a menor que 1) 
dan dos valores aproximados de a, a menos de UD<I unidad, eL 
primero por defecto, el segundo por exceso. 

Si estos dos yalores aproximados son, por ejemplo, 2 y 3, 
consideremos los números con una sola cifra decimal ('ompren
didos entl'e 2 y 3 lincluso 10R exll'emos), es decir, 

2,0 2,1 2,2. . . . 2,.9 3,0 ; 

Y tOll1elllO el último uc ellos llue se encuentra en H. Si es 2,7 
el consecntivo 2,8 forma parte de K,' Y -. tos dos números dan 
dos valores aproximados de a a menos de 0,1 (y con una sola 
('jfra decimal), e uno por defecto y el otro por exceso. 

Así continuando, cncontraremos dos v/JIores análogos aproxi
mados de a a meno. de 0,01 (y con dos cifras decimales) por 
ej: 2,71, y 2,72; dos valores apl'oximados El menos ele 0,001 J' COil 

tres cifras decimales, por ej : 2,718 y 2,719, etc. 
Ahora bicn, es claro que el procedimiento no tendrá fin pOI'

que todo número racional es necesariamenle menor o mayor 
que a (y nunca igual). 

De modo que llegUl'elllos a fornm: dos stl('esiones de infinito. 
1ll1meros deei males cada una 

2 2,7 
J 2,8 

2,71 
2,72 

2,718 .... , 
2,719 .... , 

I';n In primera de las cuales se tienen los valores aproximados 
de a él menos de 1, de O,'l, de 0,01,.... en la segunda los co
rrespondientes yalores aproximado' por exce:-;n " 

, Estas dos sucesiones gozan de las siguientes propiedade 
1) Todo o("ne1'o de la primera sucesión es mayor que el preccdcJ1te o pOLo • 

lo menos ignal (si entre IlIs sucesivas cifras decimales se encuentra algún <:el'o) , 
0, como suele decirse, que la primera sucesión es generalmente crecienle. 

2) La segunü,\ sucesión es generalmente decl·ecienle. 
3) Las diferencias entre cada númel'o ele la primero y los de igual lugar 

de la segunda, siendo ordcnadamenlc iguaJes a 
\ 1 n, 1 0,0 . 0.00 l. ... 

acaban por ser tall pequeños como ,e quiera , 
Dos sucesiones que licuell tales jl"opiedades se Ilamon "OlwagcIIle.<, 
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K'la:; dus sucesiones dan un muJo ele Upl'Ux.iIl18I'SC paulaliua
lIlcnte al número irracional a ('on un grado de aproximación tal! 
grande como se l[uiera, Pensando, por flSÍ ~cdr, en potencia 
esta indefinida apl'oximaeión progresiva, podcmos reprC'icntnl' pi 
número irl'f\cioncll (f C'OI1 el símbnln 

-)J7{N .... } 

DUllLle cleslJll "s de la ('UUW Sl' illl1J"'iuUll eSC:l'ilas IIJ'ÜeuH¡[Cl
lllcute las infinitos cifras decimales a lns (,Ilales don IIlQ'f1l' In, 
vl\!nl'eS aproxilllados de la [lrill1CJ'(l sucesión, 

Este símbolo se llama « lIn número do('ilU1l1 ('Oll infiniLa,' 
('ift'as» () \( ilimitado» y por el modo mis1l1(/ on el (~U:1I se piensn_ 
oblenido. es Lal qne donde no se tengü en cuenta dE' las cifras 
dp('imüles H parti!' ele lID (~ierto lugar en atlelanle, se obtiene un 
valo!' aproximado llor deIerto del númel'O Ü'¡'¡lcional, ¡¡ iIlenos de 
unH unidad dec'inwl del orden dI' La MtinlH cifl'H c'/)Ust'rnldu. 
Ba~ta allmelltal' d(' 1 ('sta última ('ifl'H jlCll'H n]¡lell('I' pi ('ol'l'pspn!)
Jipnte \'11101' up1'uxiuJUdu por ('xepso, 

ObSC1'YelUIIS que estp >;im]¡olo de nÚll1eI'1I deeilll¡ll ('/.n inllui
tHS cifl'ilS 1,10 dehe pHi'peel' ext,J'flñn () insólito jlOl'c¡nr ('n IIl'itmélieH 

Jll'l'wlirtl se IIn ,' i"lo qll(', si dndH una f¡'ac¡ 'il'lll L (qUt' sUjllllldl'('-
1/ 

IIIOS reducida il "u,.¡ téJ'ulÍuos ll1ínimos), se iutcnlH punel'la bfljo 
IMmu decim,tl, di"iLlicnd() pi numeradol' por el dellflmíllildol', St" 
obtiene un númcro finito do eifras deeimales solam('lltl' euaodc. 
el denominadol' Ij no (' olllienc (act())' s primos direl'l'ntrs d(' 2 ~ 
do 0. l'0111n s!lc'ede, jJ()l' rj,. ('nl1 

,; 
H 

~ ",-
., .)1 

')
3 = (j)a7,~ () )' 

- ~ ,) 

'J
,) 1 

-:1, 
,) 

= 0,:/.), 1'/1', 

1,1& 

En todos lu,; olro" casos la tliYisiún jall¡ú,; liello tfl'luiu0) 
I'onduce sucesivamente a inJinilas cif¡,as ifel'imales >' :,;e "erifiCH. 
('n cambio, que estas infinitas rifl'as deC'Ímale:'l se prcsentclll (al 
mellOS desde un cierto lugar en atlelanle) en grupos de t'ifras 
iguale" 0, ('omo suelo clec.irse, jJe1'i6dicamenie; e:'l deciJ', (jll(' toda 
fl'!l('(~it'lI1 OI'dinarin qne (l'ed1lridn n S1l!'! t(;J'mÍl\o:'l mínimos) C01lten-
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ga en el uellomiuauol' algúu [actol' [lJ'iUlU tliferellLt> de 2 r de ;J. 

gene¡'a un f/IW/Pf'(¡ rI('(';lllol ilimitarlo p¡:;nlóOTco (¡;illlple o mixto). 
\sí, [l01' ej.: 

1 _ () ""., . 1 _ () I ')"--11')"-- . 1,9 - "0)'" . t -;;- - ,'J'.Ji)"" -=- - , '+_n,) I .. _ n,) 1 .. " ,-/ __ ,),_(¡O{-¡ ••• , (' r, 
.), .J 

I~stp I'e:;ultadu ('s invertilJle, ('OlUO sr ha vi .. to en ArÍLlllétic(l, 
es decir, todo Ilúmero decimal ilimitado y periódico es engendra
lo pOI' 11Ila tlptt'l'lrlillada fraCi'inn (,rdinHria (1) por ej.: 

ti] I 83-8 .J 

(J,6','1(j,;. , • !J[J - -¡¡ ; {)8:¡:J,.. = .'JO - G ' 

:1,7:::: . .. == .'17'J-.'Ji 
:)0 

;j(j 
-¡::;,I'Ü" 

De todu es tu se lks[JJ't'llue ([LIt' un uecilllal ilimiLado ljue 1'e
l'l'esen ta. el1 el sen tillo aclarado ll1;ifl Hl'!'ih[), un número irracional, 
t''l ne<'.esal'inmeulc /10 Pél'Mdico. 

Reeíp:'ocamentc, si se pl'efijl( al'l.litral'ialllente UIl número 
.(le('inHll ilimitado 111) periódico, ('omo serl'l por pjemplo 

o, I~ 11 :!2 111 :!'!~, .. , 

{suJluesLo n¡¡lurallllentl' que ~e ('onoee In le)- dI' fUl'Inaci6n dl' 
sus eifl'as) >'.e demuestra (con Ull razonamiento del todo análogo 
~ll del número 7) que ('). representa un determinado número il'rEl
~ional; \'alp decir, LJue si se prefija cualquier segmento b, existe 
un sogment(J a ':j uno sólo, cuya I'HZl1n a : b admite como ,alo
res npl'flximndos pOl' defecto 

(j,1 {),:! U,I:¿f o,/:!/l .... 

('1 RecorJemos qlle las j'eglas pal'a hallar las j"'nceiones gellcl'atrices de 
JIlS decimules ilimitados periódicos 5011 las siguientes: 

a) La generatriz de un decimal periódico puro O simple liene pOI' deno
lIúllador el número formado por tantas cifras!) como cifras ticne el 
pel'iodo; el numerador sc ohtiene restando la evelltunl purte entera 
del númcro formado por ésta seguida del período. 

J) La generatriz de un decimal periódico mixto licue por denonúJla(lor 
el número ~ot'lnado por tantos nueves como cifras tiene el periodo, se
guidos de tan los ceros como cUras tiene el antiperiodo; el numera
dor se obtiene restando la eventual parte entera seguida del antipe
riodo ele esla misma pnl'te seguida del prríodo. 



254 ENRIQUES Y~MALDl- LA "rE~ZA 

y por exceso 

0,2 0,13 0,122 (},1212 ... , 

Podemos, entonces, enunciar el 

TEOH: Todo número l'eal se puedf; l'epresenLar bajo j'o¡'7I1ct 
de número decimal (limitado o ilimitado, y en este caso periódi
co o no); y l'ecipl'ocamente todo número decimal 1 l'epl'eSenta 
/In número 1'eal. Se trata de un nümef'O racional si el decimal" 
es limitado o también ilimitado, pero periódico, de un mimero
irra('ional si el decimal es ilimdrrdo p('ro no periódico. 

Obsérvese que cuando se da un número irracional bajo Ior
ina decimal, por ej. el número ante. considerado 

a = 0,12 11 22 111 222 .... 

la correspondiente sección (H I K) se obtiene asignando a la 
clase H todos los valores aproximados por defecto 

0,1 0,12 0,121 0,1211 .... 

y con cada uno de ellos todos los números racionales menores; 
a la clase K todos los otros números l'Rcionales (vale decir los. 
valores aproximados por exceso 

0,2 0,13 (},122 (},12J2 .... 

y con cada uno de eUos, todos los números racionales mayores). 
En fin, en lo que respectCl a la ejecución práctica de lo. 

eálculos sobre los números reales, representados bajo forma 
decimal, nos limitamos a afirmar que se puede w-ncontrar direc
tamente el valor aproximado de una suma o de un productó, etc., 
eon cualquier número p¡'eflJado de cifras decimalés (es decir, 
eon una aproximación prefijada) sumando o multiplicando, etc., 
según las reglas conocidas lo.' Y/llores Ilproximados de los su-

1 De los UllilleroS decimales ilimitados periódicos conviene excluir todos 
ilquellos de periodo 9, porque cada 11110 de ellos se puede sustituir por un. 
decimal limitado. Por ej. 

0,999 .... ::::: 1; O,B5999 .... ::::: 0,36; i,t6999 .... ::::: 7,17, ele. 
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mando;.; o de lo::, faclores, elc., tomados cada lino ('un 1//1 I/time!'l? 
suJi.cientemelltp Dl'ande de cUí'as decimales '. 

13. IDEA SOBRE I:.L PROCEDI~IlENTO EUCLÍDEO DE LAS 01\'1::'10-

ES SUCESIVAS Y SOI:lHE LA REPRESENTAC¡Ó:-¡ DE LOS NÚ:'1EROS 
POR FRACCIONES CO~TrNU,\S. 

A otro lipo de representacióll ul'ilm{'lica de los número» 
l'eales conduce el pl'ocedimiento que EUCLIDE usó en el libro X 
de los Elementol< para la determinación de la magnitud submúl
tipla múxima común de dos magniludes A y B, Y que aplicado 
a los número;.; en loro;.; da lugar al métodn lan conocido de la 
divisiones sucesivas para la invesli!,\'a('ión del má.· imo ('omún 
divisor de dos números entero;.;. 

Diremos, para abreviar, que Se' diL'ide Ulla magnitud A pUl' 

otra magnilud B ('uando se busca el máximo múltiplo r¡ B de B 
contenido en . lo El número en lel'o r¡ (que se toma igual a cero 
",i es A < B) ::;e llama cociente de ,1 por B; sino es 11 = lj B se 
llama !'esto de la divi ión de .1 pOI' B a la magni~ud TI = .1 - q Br 
la cual por su misma delinición es necesHI'iamente menor que B. 

1Ie aquí, ahora, en qué con i;.;le el prol:edimiento de EUCLIOES. 
Dadas la;.; dos magnitude ,1 y B, divídase .t1 por E, luego B 

por el resto Rl de la primera división, después RI por el resto 
de la segunda rlivbión y <l . í ;::i~lIiendo; se lendl'ú sllc('sivamente : 

donde qo' ql' q2' .. ·. son utros tanlos números enleros (de lo". 
cuales el pI'. mero puede ser también ('ero) y los re. '[os R lJ R 2' N,a ...• 
son d('('recientes, siendo: 

Este proceso lermina solamente si después de un dertu nú
mero de divisiones se llega a una diyisión exacla, o sea . i se 
encnenlran dos res lo>; ('onseclllivO!'; Rn . 1 Y Io'n' 191r8 qlle 

Hn-1 = 'In' nn' 

'Para llll estudio sislemúlico tle tales cue~Uones \'éase E. ~rACl.'FI-.I\IU 
• C(llcolo nllllluico appros.,imalo"; )[i1ano, rIoepJi 1910. 
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I':n tal caso, l'esultCl de la penúltima relación ([), es decil', dp : 

1¡Ue HIl ,,;iendo l;outenídu exactamente en s( luislllD y ('11 U1l - 1 
es también submúltiplo de la suma q ,,-1 R Il - 1 + Bu, o, lo que 
es lo mismo, de Rn_2; Y así teniendo en cuenta sucesivamente 
todns las relaciones (1) de derecha a izquierda, se deduce que 
RJl es submúltiplo ele Rn_3 ... , R" E Y A Y en particular, por 
~~onsiguiente, submúltiplo de Ji y E, los cuales son pOI' esto con
mensurables t'ntrc sí. Aún más, ltll es el mdv:imo sU)J!11últip]o co
mún de ,l y B porque todo snbmúltiplo común de estas dos 
magnitudes divide exactamentl' en \'irtud de lo (1) también 11 

.ni' R 2 ' ••• R n , )' por l'onsigl1iE'nte no puede ser . ino ('[mismo N 11 

{I lln submúltiplo de éL 

Consideremos, el caso en que el Pl'lIc('so indicado ])(1 tiene 
Jill; obtenrll'C'l1loS infinitos ¡'estos suc'psh'Os 

(~) 

Si este easo SE' presunta, ";0 [luede, !'lIZ OUBUÜU l'Ul' absurdo, 
J)]'ubat' que la.' magnitudes .1 y }] s' 111 inconmenslll'abte~ entre sí. 

Pues si a~i no fueso, es rlecir, "i .1 Y 13 tuvieran un sublllúlti
plu común JI, éste tendrá ([ue esta¡' (·.ontenido en todos los restos 
(2) como resulta de las relaciones (1 ) ; mientras que haremos vel' 
,¡ue estos restos al crecer el Íudice 1/ indefinidamente acaban p(¡r 
ser tan pequeilos como se CJuiera y por lo tanto no puenen srl' 
todos múltiplos de una <:antielad determinada ;11. 

Par,l demostrarlo, comencemos por observar que, l'ür lü 
llipótesis de que el procedimiento no tiene fin, no puede ser na
turalmente .1 = E ,' supongamos, <'!ltonces, para fijar las ideas 
que es A > B, tendremos r¡o > 1, ele donde, teniendn t' ll cuenta 
que R > R¡, se dedllce de la pl'imera de lo , (1 ) 

-o sea 



ELEMENTOS DE GEOMETRÍA 257 

Análogamente, por ser ql' (12, qa . . .. todos mayores que cero 
se encuentra, teniendo en cuenta sucesivamente las (1): 

R. < t B. H. < t 11 , . , . , 

~ sea: 

y 

de modo que resulta efectivamente que si la sucesión de restos 
es ilimitada, ellos acaban pOI' ser tan pequeños como se quiera. 

A la misma conclusión se llega, en la hipótesis A < B, apli
cando el mismo razonamiento a partir de la segunda de las 
relaciones (1). 

Resumiendo en un único enunciado la presente discusión 
obtenemos el 

TEOR. - Dadas dos cantidades /wmogeneas, pw'a sabe/' si 
ellas son conmensurables !J para dete¡'minar, en caso afirmativo, 
la mdxÍlna múltipla común, apliqnemos a ellas el procedinÍiento 
euclideo de las divisiones sucesivas. Si la serie de los restos 
tiene jin, las dos cantidades son conmensurables!! el último 
rel:do es la md:cima 8ubmúttipla comun de las dos cantidade.~. 
Si la serie de tos restos no time fin, las dos cantidades Son 
incolllnensw'ables. 

14. Aplicando el teor. precedente es fácil reconocer por esta 
nueva vía la inconmensurabilidad de la diagonal JI del lado de 
un cuadl'ado cualquiera que sea. 

Es también fácil establecer que ioelo segmento es inconmen
.sul'able con su sección áurea. 

Consideremos el triángulo isó celes ABO que tiene por lado 
f\ 

OA igual al segmento dado y el ángulo O del vértice igual a k 
de recto y que, por lo tanto, tiene como base AB, que es igu¡'ll 

él la sección áurt)a de OA, Trazada la bisectriz Be del ángulo ~ 
(igual a 1 de recto) obsérvese que el resto de la división de OA 
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por su sección áurea AB es el segmento AC, sección áurea, a su 
vez, de AB, así que en las sucesivas divisiones se reproduce 
siempre el mismo caso: tener q.e dividi: un segmento por su 
propia sección áurea, por lo tanto el proceso no Uene fin. 

15. El procedimiento euclídeo conduce a otra representación 
aritmética de los números reales a la cual hemos hecho alusión 
al principio, es decir, bajo forma de fracciones continuas. 

Nos limitaremos aquí a dHr una rapidísima noción. Las 
relaciones (1) que intel ceden entre dos magnitudes A y B Y los 
restos R,. Rs, Re .... de las sucesIvas divü,iones se pueden escri
bir (recordando el n.o 5). 

(3) 
1 

A : B = qo + B : R, ' B 

Si la razón A : B es racional (es decir, si A y B son con
mensurables) el algoritmo de Euclides tiene fin; y si se termina 
en la cuarta divislón, por ej., tal que se tenga 

se deduce de esta rel¡¡.ción y de las tres precedentes 

1 
A : B = qo + 1 

q, + - --1"7""' 
qS+-q ., 

La expresión aritmética del 2: miembro se llama una ¡rae
ción continua limitada (de cocientes incompletos qo, q" q" q.); 
de donde podemos afirmar que todo número racional, es decir, 
toda razón entre magnitudes conmensurables, se puede represen
tar bajo forma de fracción continua limitada (variando para cada 
caso los valores de los cocientes incompletos y su número es siem
pre finito). Recíprocamente, es claro que toda fracción continua 
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limitada, una vez efectuados los cálculos, da un número racional 
único. 

Supongamos, en segundo lugar, que la razón A : B sea irra
cional (es decir, las magnitudes A y B sean inconmensurables), 
el algoritmo de Euclides no tendrá fin, dando lugar a infinitos 
COCientes incompletos gOl qv f]2J f]s,...... En tal caso se demues
tra, teniendo en cuenta de las (3), que las fracciones continuas 
limitadas (las cuales se llaman reducidas) 

uos proporcionan infinitos valores aproximados de la razón A : B 
alternativamente por defecto y por exceso. y tales que al crecer 
el número de los cocientes incompletos considerados, la aproxi
mación acaba por ser tan grande como se quiera. Nos vemos 
pues conducidos a representar el número irracional A : B por 
medio de la fracción continua ilimitada 

1 

gs + ...... 

Recíprocamente, si prefijada con una ley cualquiera, una su
cesión de infinitos número enteros 

de los cuales el primero puede ser también nulo, pero todos los 
otros positivos, formando la correspondiente fracción continua 
ilimitada, se demuestra (con un razonamiento análogo al del n. 7 
o al mencionado para el caso de los números decimales ilimitados 
n. 12) que exist~ un número irracional perfectamente determinado. 
representado por dicha fracción continuél, en el sentido que tal 
número admite como valores progresivamente aproximados (alter-
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nativamente por defecto y por exceso) a las correspondientes 
reducidas. Como conclusión obtenemos el 

TE:OR.: Todo número real es representable bajo forma de 
fracción continua II reciprocamente; !I 8e trata de un número 
racional o irracional según que la fracción continua es limitada 
o ilimitada. 

Si un número irracional está definido mediante su fracción 
continua ilimitada, la correspondiente sección (H I K) se obtiene 
asignando a la clase H todas lail reducidas de lugar impar (primera, 
tercera, quinta, ...... ) '! con cada una de ellas todos los números 
racionales menores, y a la clase K todos los otros números ra
cionales (o sea, las reducidas de lugar par y con cada una de 
ellas todos los números racionales mayores). 

16. Reconocer, como ejercicio (n. 14), que la razón de la dia
gonal de un cuadrado a su lado está dada por la fracción continlla 
ilimitada ... 

1+ 
2+ _1_ 

2 + ..... . 

1 

y la razón de un segmento a su sección áurea, por 

1 
1 

1+ -- 1 
1+~ 

17. Desde el punto de vista teórico, la representación de los 
números reales mediante las fracciones continuas es mucho más 
ex.presiva, y por así decir, profunda, que la representación de
{)imal (n. 12). Ante todo, como acabarnos de verlo, ella establec;e 
una distinción clara y simple entre racionales e irracionales, dan
,do lugar a un algoritmo finito para los primeros, infinito para los 
segundos. Además, como lo demostró LAGRANGE (173@-1813), ella 
da para cada grado de aproximación, la aproximación más venta
josa, en el sentido que si un número irracional a está definido 
mediante su fracción continua (ilimitada) el valor de cada redllcida 
es una fracción (de términos primos entre sí), la cual, entre las 
infinitas fracciones que dan el número a con la misma aproxima-
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ción, es precisamente la que tiene los términos más pequeños. 
En fin, la representación en fracción continua constituye un medio 
muy potente y fecundo para clasificar los números irracionales. 
Por ej. (aquí debemos limitarnos a afirmarlo solamente), Jos irra
cionales cuadráticos (es decir, aquellos que satisfacen a ecuaciones 
de 2: grado de coeficientes racionales), están caracterizados por 
la propiedad que en sus correspondientes fracciones continuas 
(seguramente ilimitadas), los cocientes incompletos presentan, a 
partir desde un lugar en adelante, una periodicidad. 

Il 

REFLEXIONES SOBRE LA ORDENACIÓN 
DE LA GEOMETRÍA 

Volvamos atrás para reflexionar sobre todo lo que hemos 
hecho en este tl'atado. Hemos estudiado las propiedades de las 
figuras geométricas (en el plano). Estas propiedades se suceden 
en un cierto orden lógico: cada teorema depende, en virtud de 
su demostración, de los precedentes; cada concepto complejo, se 
define mediante los más simples o elementales, explicados antes. 
Por consiguiente, el edificio de la Geometría se construye y crece 
por vía de demostraciones y de definiciones; y, reconocemos 
asombrados, que el camino que conduce a los descubrimientos 
más interesantes e inesperados, nos es indicado por tantos pe
queños pasos, tan fáciles, naturales y necesarios, que el pensa
miento los ha recorrido uno tras otro, casi sin darse cuenta. 

He aquí, pues, un sentido de creación que acompaña al pro
greso de nuestra ciencia geométrica, puesto que la mente descu
bre en sí misma todo un mundo que ignoraba contener y que 
parece extraído de la nada. 

Cuando buscamos comprender claramente el origen y el sig
nificad'o de esta aparente creación, DOS vemos oblIgados a exa
minar el orden lógico del tratado; y también, a preguntarnos si, 
y en qué modo~ el texto se podría perfeccionar. Un ideal de per
fección se asoma en nuestro pensamiento: el orden del tratado 
sería absolutamente perfecto si todas las proposiciones que contia-. 
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ne fuesen demostradas y todos los conceptos lógicamente defi
nidos. Es éste el ideal formulado por BLAS PASCAL en el siglo 
décimoséptimo. Es verdad que exi 'ten proposici~nes tiln intuiti
vas o evidentes que toda justificación de ellas puede parecer 
superflua; así hay palabl'as que evocan en nuestra mente la co
rrespondiente idea geométl'ica, sin que apal'ezca necesaria expli
cación alguna de la misma; pero hacer un llamado a la intuición 
o a la fantasía, y por consiguiente, en cierto modo, a la vista 
corporal, es dife:'ente que proceder paso a paso con razonamiento 
impecable, es decil', con los ojos del espíritu; y el estud18nte de 
Geometl'ía, que ha aprendido a apreciar el valor de la demostra
ción aun de cosas fáciles, no aceptará fácilmente la excusa de 
quien quiera eximirse de demostl'al' ltls más fáciles todavía; con 
mayor razón, exigirá que hasta de las ideas más elementales se 
le dé una definición precisa. 

Pero la pregunta, así hecha, desconoce el verdadero significado 
del orden lógico de la ciencia. 

El ideal de « demostl'al' todo y definir todo» no tiene sentido 
para quien comprenda qué significa « demostrar» y « definir ». 

Recordemos las nociones dadas al respecto, en la Introduc
ción (Parte 1 Geom. plana). Demostrar una propiedad quiere de
cir deducirla de otras ya conocidas o admitidas de tal modo 
que la verdad de aquélla no pueda ser negada, sin contradir.ción, 
por quien haya aceptado la verdad de éstas. Luego la demostra
ción es esencialmente relativa: reduce las consecuencias a las 
premisas, pero no da nada a quien no abe nada. Invirtiendo el 
orden de las demostraciones, necesariamente se debe llegar a 
principios que se aceptan sin demostración, que tienen por base 
criterios no ya lógicos, sino experimentales o intuitivos; la cien
cia se apoya toda ella sobre estos postulados, proposiciones pri
meras o fundamentales. 

También la definición es esencialmente 1'elativa: resuelve una 
noción en otras más elementale , que se suponen dadas; así 
construye lo complejo con lo simple, pero nada crea. 

El que define se asemeja al que construye un muro o un edifi
cio; jamás pensará hacerlo sin los materiales necesarios. Por con
siguiente, invirtiendo el orden de las definiciones (es decir, sustitu
yendo cada noción definida por la definición) debe llegarse nece-
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sariamente a conceptos primitivos o fundamentales, los cuales 
deben aceptarse sin definición. En un diccionario podemos borrar 
sucesivamente los términos definidos, colocando en su lugar la 
tl'ase que nos ha servido para definirlos, la que (si no se quiere 
caer en un cíl'culo vicioso no debe contener al término defini
do. Pero es claro que en estas suceSlvas supresiones llegal'emos 
necesariamente a detenernos en un cierto punto si no queremos 
borrar también aquellas voces que son menester para definir 
las otras. 

La necesidad de fundar el orden de la ciencia demostrativa 
sobre principios de conocimiento inmediato fué bien advertida por 
los geómetras griegos aun antes de EUCLIDES, como aparece en 
ARISTÓTELES. 

La exigencia análoga para la definición ha sido comprendida 
menos cla:amente. Si bien se ponía entre los principios el enun
ciado de los « términos», para cada uno de éstos se daba también 
una especie de descripción o pintura que podría parecer una de
finición y que interpretada así, resulta .lusoria, o bien implica un 
cíl'culo vicioso. 

El orden de la ciencia está viciado de tales errores, confu
siones y aproximaciones del rigOl' lógico. La crítica moderna 
rehu5a 10R subterfugios que simulan un ideal inconsistente. Cons
ciente del carácter relativo de la demostración y de la definición 
y, por lo tanto de la necesidad de proposiciones y de conceptos 
primitivos, ella busca no ya esconder, sino declarat' explícdamente 
todos los conceptus fundamentales (la5 figuras elementales y sus 
primeras relaciones) que se asumen sin definición y análogamente, 
de enunciar todos tos postulados, admitidos sin demostración. 
Los otros concepLos que figuran en el texto deberán ser definidos 
de manera lógica y precisa por medio de 103 primeros, y las pro
posiciones no postuladas, deberán demostrarse deduciéndolas de 
los postulados. 

Pero estos dos criterios, que presentamos como semejantes, 
-ofrecen diversas dificultades para nuestra inteligencia. Todos es
tamos dispuestos a admitir que se pueda razonar sobre verdades 
reconocidas de cualquier manera aunque de origen extra lógico ; y 
~n cambio, la idea de razonar sobre conceptos no definidos parece 
compl'ometer irrevocablemente el carácter lógico de la ciencia. 
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Si no se puede comprender de qué cosa se habla, sin tenel" 
l)t'esente un objeto (figurado en un modelo o representado en li) 
fantasía), parece que cada paso de nuestros razonamientos esté 
ligado a una representación sensible y participe de la incertidum
bre e imprecisión de ésta. 

Pero a esta dificultad se contesta que nosotros debemos obser
var de una vez todas las figuras y sus relaciones fundamentales. 
para fijar las primeras propiedades en el enunciado preciso de los 
postulados. En el razonamiento deductivo se adoptarán sólo estas 
propiedades explícitamente postuladas, y no las otras, que la visión 
directa podría enseñarnos. 

Se desprende de esto que los postulados vienen, en cierto 
modo, a definir los conceptos fundamentales de la deducción geo
métrica. Hasta, en un caso el postulado equivale a una definición 
propiamente dicha: cuando la propiedad que él expresa resuelve 
precisamente una noción compleja en otras más simples. 

Por ejemplo, la intuición nos permite reconocer que dos po
lígonos son iguales cuando tienen ordenadamente iguales los lados 
y los ángulos comprendidos; la proposición que enuncia esta pro
piedad puede tomarse indilerentemente, ya sea como postulado 
(en el cual entra el concepto general no definido de figuras igua
les), o bien como la definición de los polígonos iguales, para la 
cual el concepto de tal igualdad queda reducido a la noción ele
mental de la i~ualdad de segmentos y ángulos. 

Pero no todos los postulados pueden reducirse a la simple 
forma de definición explícita. En cambio, puede decirse de ellos 
que - expresando las mutuas relaciones de los conceptos funda
mentales (los únicos que se mencionan en los razonamientos) -
precisan su significado y, por consiguiente, proporcionan en su 
eonjunto, la definición im.pUcda de tales conceptos. 

Este aspecto de los postulados fué puesto en claro por GER

GONNE, a principios del siglo pasado: los postulados definen los 
conceptos primitivos del mismo modo que un sistema de ecuacio
nes denne el conjunto de valores de las incógnitas que lo satis
face. Se puede razonar sobre éstos aun cuando no se sepa o no 
se quiera calcularlos efeclivamente, teniendo en cuenta las ecua
eiones condicionales. Análogamente, en Geometría, se razona 
sobre conceptos no explícitamente definidos, haciendo uso de lo.' 
postulados a los cuales deben satisfacer. 
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En Geometría, como en toda ciencia racional, el orden de 
las demostraciones y el de las definiciones no es, en realidad, 
necesario. Después de haber observado algunas propiedades, a, b, 
e, d, e, de un objeto cualquiera, podemos descubrir, por ejemplo, 
que la e es consecuencia lógica de las a, b, e, d, y también que 
la d es consecuencia de las a, b, e, e; entonces tenemos la liber
tad de asumir como postulados los a, b, e, d, y demostrar como 
teorema la e, o bien postular a, b, e, e, y dar como teorema la d. 
Lo que se ha dicho para la demostración vale también para la 
definición. 

Hay, pues, en la elección de los conceplos y de las proposi
ciones fundamentales algo de arbitrario: la Lógica no da al respec
to criterios decisivos. La sencillez y la evidencia son exigidas a 
los principios para obtener sobre ellos el consenso general y ga
rantir su certeza y precisión, pero no por motivos propiamente 
lógicos. En ciencias diversas de la Geometría, por ej., en algunas 
teorías físicas ocurre a veces introducir postulados no evideqtes 
(jue se aceptan provisor!amente como «hipótesis de trabajo», salvo 
que se justifique, mas tarde, con el experimento, la verdad de las 
consecuencias que de ellos se desprenden. 

La Lógica, filosofla del razonamiento, enseña las reglas preci
sas de la deducción y de la definición sobre las cuales no es este 
el caso de insistir. Para el desarrollo de la ciencia, estas reglas 
tienen solamente un valor negativo: permiten eliminar los des
arrollos erróneos, pero no aseguran que los resultados deducidos 
tengan un verdadero interés científico. 

La máquina de razonar imaginada por JEVONS, proporcionaría 
¡Hiles y miles de combinaciones de las verdades que se le dieren 
para transformar; ~ pero cuántas de éstas resultarían verdadera
mente significativas ~ También los conceptos pueden combinarse 
de infinitos y diversos modos según definiciones arbitrarias. Pero 
la visión de objetos reales correspondientes a los términos defi
nidos limita en el uso tal arbitrio. 

Si se quiere definir alguna cosa que tenga un sentido intuiti
YO y que se pueda confrontar con otros conceptos intuitivos, es 
menester acompañar la definición con una apropiada observación 
que la justifique, como se bace en general para los postulados. 

La definición arbitraria no basta ni siquiera para establecer 
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la existencia de un objeto del pensamiento lógicamente posible, 
es decir, no contradictorio consigo mismo. Es claro que, si se 
define una figura como reunión de oh'as, p. ej., l~ reunión de dos 
círculos, su existencia resulta de la de sus componentes; & pero 
qué se puede afirmar de algo que sea definido (por interferencia) 
como parte común a dos figuras, p. ej., de un punto que se quiera 
dar como intersección de rectas o circunferencias'? En general, 
no basta atribuir a un ente cierlas propiedades para que él sea 
efectivamente posible: así un triángulo birrectángulo es imposible; 
razonando sobre él se llega a absurdos. 

Por consiguiente, (prescindiendo de casos evidentes), la defi
nición debe acompañarse con el juicio de existencia de lo defi
nido, juicio extraído directamente de la intuíción y expresado 
con un postulado, o bien establecido como teorema. 

Tal exigencia fué advertida por los griegos, y de ella es 
testimonio ARISTÓTELES. Con sumo cuidado EUCLIDES demuestra 
la existencia de las figuras más complejas, dando su construcción. 
Las construcciones elementales que sirven de base a todas las 
otras están contenidas en sus postulados. Es así como enseña a 
construir el triángulo equilátero, el cuadrado, el exágono regular, 
etcétera, reduciéndolos siempre al trazado de rectas y circunfe
rencias y a sus mutuas inlersecciones . 

Se encuentran también problemas sencillísimos, como la 
trisección del ángulo que no se puede resolver con dichas cons
trucciones elementales si bien una intuición de continuidad nos 
asegura la existencia de la solución buscada. El uso más extendido 
de este criterio, (principio de continuidad como base de los juicios 
de existencia independientemente de la construcción), constItuye 
un nuevo carácter de la Geometría moderna en comparación con 
la antigua. 

No obstante el grado de arbilrariedad, los tratados de Geo
metría se parecen entre sí más de lo que ocurre en las otras 
óenci.as. Este hecho tiene su explicación no solamente en la na
turaleza de nuestra intuición, sino también en la continuidad del 
desarrollo histórico que procede desde EUCLIDES. 

EUCLIDES ha quedado como base de todos los ordenamientos, 
.aun cuando se han empezado a abrir nuevas vías en el comienzo 
del siglo pasado. Estas vías nuevas de la crítica y de los motivos 
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científicos y filosóficos, históricos, didácticos y artísticos que en 
ellos se expresan, han sido ampliamente examinadas en « Ques
tioni riguardanti le Motematiche elementari», recogidas y coor
dinadas por F. ENRIQUES, en las cuales han colaborado, con el que 
las ordenó, numerosos colegas y discípulos. Durante 25 años, la 
obra se ha ido agrandando y, a través de numerosas traducciones, 
se ha difundido también más allá de los confines de aquel país 
(Italia). En Halia ella ha servido para superar aquel espíritu lógIco 
estrecho, en virtud del cual los estudiosos gustaban perderse en 
pequeñas discusiones formales, de las cuales hacían a menudo el 
propio sistema y el propio muudo. Junto ron el presente tratado. 
que extrae de ella numerosas ideas inspiradoras, la mencionada 
obra ha ejercido una poderoila influencia sobre todos los nuevos 
libros de enseñanza. Ahora bien, ~ cuál es la posición de la Geo
metría elemental respecto a la de EUCLIDES ~ 

Digámoslo de la manera más breve, recomendando al lector 
las « Questioni» para un examen más profundo de los principios. 

Ante todo, ella contiene una declaración explícib:l. de los con
ceptos fundamentales y también de aquellos postulados implícita
mente admitidos por el geómetra griego, que se refieren a las 
propiedades lineales de la recta y superficiales del plano (orde
nación de los puntos de la recta, segmentos, partes del plano 
ángulos, etc.) 

La teoría de la igualdad, satisfaciendo también las exigencias 
de la crítica moderl~a, se informa siempre en el espíritu euclídeo. 

EUCLIDES adopta como primitivo (sin definición) el concepto 
de figuras « iguales en magnitud»: segmentos y ángulos iguales, 
superfieies iguales. A la igualdad de figura o congruencia (como 
también a la simple igualdad de forma) no le da EUCLIDES un nom
bre especial; pero en las proposiciones 1, 4, 7 Y 26 del Libro 1 
de los Elementos, se expresa que dos triángulos son congruentes, 
diciendo que tienen iguales los lados y los ángulos. Más adelante 
(Libro 1Il) se define la igualdad de dos círculqs mediante la de 
los radios. Y en el Libro VI, se introducen los polígonos seme
jantes (de igual forma) como aquéllos que tienen iguales los 
ángulos y proporckmales los lados que los forman. 

El « movimiento» lo adopta EUCLIDES (1, 4 Y 7) para reco
nocer la igualdad de dos triángulos, concluyendo en virtud del 
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axioma 7 que son iguales cuando se pueden superponer; se trata 
en primer lugar de triángulos que tienen iguales dos lados y el 
ángulo comprendido, luego, de triángulos con tr~s lados iguales. 
En este segundo caso no se recurre ya al movimiento, sino sola
mente al transporte del triángulo sobre una base dada, como se 
ha hecho en el caso anterior (transporte que el autor ejecuta más 
adelante con la construcción mediante circulas: 23 y 24 l. El uso 
del movimiento limitado a las proposiciones citadas, aparece en 
realidad excepcional en los Elementos; EUCLIDES ha sentido que
contiene un paso extralógico, porque se abstiene de recurrir a él. 
aun en los casos en que el movimiento habría conferido al dis
curso una evidencia inmediata (por ej., para reconocer la igualdad 
de los ángulos en la base del triángulo isósceles; J, 5). 

La crítica moderna ha puesto en claro la distinción entre la 
congruencia y la igualdad de magnitud de las superficies o de los 
sólidos. En particular, para los polígonos esta última relación se
reduce a la equivalencia o descomponibilidad en partes congruen
te~ (DUIIAMEL). 

En nuestro tratado hemos adoptado tal criterio elaborando 
toda la teoría de la igualdad de las superficies (y después de los 
sólidos) en una forma que utilizamos también las contribucioneR 
críticas y didácticas de DE ZOLT y de FAIFOFER. 

Para fundar la teoría de la congruencia, algunas direcciones 
de la crítica moderna, analizan la idea del movimiento como 
(~orrespondeJ)cia entre puntos, extensible desde las figuras al plano. 
O al espacio que los contiene, en el mismo sentido establecido 
por el progreso de la Geometría proyectiva 1. Se obtiene así, 
desde un principio, la definición más general de figuras iguales. 
Nosotros hemos conservado en nuestra exposición el sabor euclí
deo, adoptando el movimiento solamente como medio intuitivo 
para reconocer los primeros casos de igualdad de las figuras ele
mentales, cuya definición se reduce a la comparación de segmen
tos y ángulos; la única diferencia con EUCLIDES es el enunciado 
explícito de los postulados adoptados según el análisis moderno. ~ 

(') Cfr. el articulo de A. GUARDUCCI, ,. Delia congruenza", en el Vol. 1 de 
la parte 1 de las citadas "Questioni lO. 

(2) Un empleo más Ubre del movimiento en un orden de ideas intuitivo
experimentales se ha hecho en esta traducción de la Oeamelria. 



ELEMENTOS DE GEOMETRíA 269 

Aquí el criterio histórico da fundamento a la norma didáctica 
tIue el concepto general de correspondencia constituye una difi
cultad para los jóvenes, y que el espíritu nuevo de la Geometría 
pl'oyectiva debe desarrollarse naturalmente mediante una prece
dente educación euclídea. 

También nos hemos acercado a EUCLIDES en la teoría de l.as 
proporciones (libro V), definiendo por abstracción las razones 
entre pares de magnitudes, mediante su igualdad y desigualdad. 
Pero hemos aclarado el entido de la definición euclídea, admi
tiendo, desde un principio, la divisibilid<Jd de las magnitudes en 
base a u contigüidad. Se prepara así la introducción de los nú
meros racionales concebidos de modo concreto como razones que 
conducen luego, naturalmente, a la definición aritmética de DEDE

KI\lU" que parece también sugerida eu los Programas ilalianos. 
Por otra parte, la mencionada modificación del libro de 

EUCLIDES ha sido ya introducida en libros didáclicos anteriores al 
nuestro, por ej., el de F AIFOFEH. 

También aquí, como en la comparación de superficies circu
lares y mas tarde de los sólidos, con el mélodo de exaustión, 
nosotros nos hemos acercado al espíritu euclídeo con la forma 
de nuestra definición: después de haber 'aprendido a comparar 
dos razones y a reconocer la igualdad en el caso conmensurable 
'l, por consiguiente, en general, la desigualdad, llamamos « iguales 
dos razones cuando la una no es mayor que la otra )). 

Resulta así la máxima simplificación y economía de esla ex
posición que nos hemos empeñado en perfeccionar (ensayaudo 
también vías diversas) en las sucesivas ediciones de nuestro tratado. 

Estas breves notas valen para orientar al estudioso que quiera 
comprender la enseñanza recibida, no como un sistema inmóvil 
y cerrado en sí, sino más bien como un momento del desarrollo 
secular de la ciencia geométrica. Una visión histórica profunda se 
ofrece en el libro ya citado en la introducción «( Gli Etementi 
d'Euclide e la critica antica e modernm>, editada por F. ENRIQUES, 

vol. 1; Stock, Roma, 1925. 

(1) Cfr. op. cit., p. 1S, en particular la nota IX de O ZARISKI, p. 238. 
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