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INTRODUCCION AL TERCER VOLUMEN

Este lercer volumen de nuestra Geomefria Elemental res-
ponde al programa del 3¢ curso de los Colegios nacionales
argentinos. Las ‘‘razones y proporciones’’ que forman su
argumento principal han sido presentadas anticipadamenite en
distintas ocasiones, segiin la indicacion de los programas, pero
ahora se desarrolla la {eoria completa; por eso no nos limita-
mos al conocimiento del caso conmensurable, tratamos también
el caso inconmensurable. En este libro la leoria estd expuesta
de manera suficientemente completa pero reduciendo al minimo
los desarrollos relativos al caso inconmensurable.

En la forma que lo hacemos, nuestra teoria resulta inde-
pendiente de todo desarrollo algebraico respecto a los niimeros
irracionales; mds bien ella ofrece al profesor que lo desee, la
via mds natural para satisfacer este punto del programa de
dlgebra, como podrd verlo en el apéndice de este tomo. En
efecto, el estudio geométrico de los irracionales, que tiene, por
otra parte, la mds larga tradicion historica, es preferible a las
teorias puristas y abstractas, de las cuales los jovenes alumnos
no logran comprender el valor.

‘ F. E. y H. A.



LIBRO III
CAPITULO "%y
RAZONES Y PROPORCIONES
§ 1. MAGNITUDES GEOMETRICAS

Caracteres de las magnitudes. — Magnitudes homogeneas. — Comparacion
de magnitudes. — Suma. — Diferencia. — Miltiplos y submultiplos. —
Postulados de Arquimedes y de la divisibilidad. — Propiedades de los
multiplos y submiiltiplos de una magnitud. — Ejereicios.

1. Para los segmenlos, los dngulos, los arcos y
seclores circulares de igual radio vale la relacion
fundamental de iqualdad v desigualdad, de manera
que dos figuras de una cualquiera de estas clases
se pueden siempre comparar entre si. Ademas, para
cada una de esas clases de figuras hemos definido
la suma y la diferencia; vy en los Cap. prec. hemos
reconocido que, respecto a la igualdad (y desigualdad)
v a la suma (v diferencia), las diversas especies de
liguras enumeradas gozan de un conjunto de propieda-
des comunes (véase el proximo n. 3), las cuales tienen
por si mismas un inmediato caracter de evidencia,
puesto que responden al concepto intuitivo de magnitud
fgeomélrica). Por eso los segmentos, los dangulos, los
arcos y los sectores de igual radio constituyen otras
lantas clases de magniludes (geométricas). También los
poligonos constituyen una clase de magnitudes, si se
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asume como relacion fundamental no ya la igualdad
(superposicion), sino la equivalencia o igualdad de
superficie (cfr. Cap. V libro II). \

En otras palabras: cuando se quiere considerar un
poligono como magnitud, se debe pensar sustituible
indiferentemente por cualquier otro poligono equiva-
lente a ¢l.

Vemos, pues; ‘que el concepto de magnitud es muy amplio; asi
las longitudes de los segmentos, las amplitudes de los 4ngulos,
las superficies de los poligonos etc., son magnitudes. Ahora bien,
como a cada segmento corresponde una determinada longitud, a
cada éangulo una determinada amplitud, etc., cada una de ellas
recibe el nombre de cantidad ; asi un segmento tiene una canti-
dad de longitud, un poligono una cantidad de superficie, etc.

En el texto usamos, sin embargo, las palabras magnitud o
cantidad indistintamente porque creemos que no dardan lugar a
equivoco.

2. Las magnitudes de una misma clase se llaman
hoinogéneas entre si: la igualdad o desigualdad no es
posible mas que entre magnitudes homogéneas; por eso,
hablando de magnitudes que se comparan, a menudo
se sobreentiende la palabra ‘“homogéneas”.

En adelante las magnitudes cuya especie no esté
indicada las designaremos genéricamente con las letras
maytsculas del alfabeto latino; continuaremos, en cam-
bio, empleando las letras minusculas negrilas (a , b...)
cnando nos referiramos, en particular, a los segmentos.

La igualdad entre magnitudes se indicard con el
signo = (igual).

8. Como premisa a las consideraciones que des-
arrollaremos sobre la comparacion de magnitudes ho-
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mogeneas en general, es 1til resumir aqui las propie-
dades relativas a la igualdad (y desigualdad) y a las
sumas (y diferencias) que, como hemos dicho en el
n. 1, constituyen los atributos caracteristicos de las
magnitudes en general:

1) Dadas dos magnitudes (') homogéneas A y B, se
liene necesariamente :

AR - e NI R <
2) La igualdad goza de las propiedades reflexiva,
simélrica y lransiliva; es decir,
4= A4
de A = B resulta B = 4
de A =By B = C resulia A = C.

3) De A > B se deduce B < A y reciprocamente ; y
de A > By B> C resulta A > C.

4) A + C > A; y reciprocamente, si A > B, existe
una magnitud C, que se indica con A — B (diferencia
entre A y B) tal que
i A=B 1+ C

3) DeA = A' y B = B' se obliene

A+ B=A +B;

y si, ademds, A > B, se liene lambién A' > B, y
A—B=A — B;

es decir, sumas o diferencias de magnitudes iquales son

iquales, ¢

(*) En rigor debicra decirse: dadas dos cantidades A y B de magnitudes
homogéneas, etc.
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6) La suma goza de las propiedades conmutaliva y
asocialiva, es decir:

W p =BT A" AL (BAC) = (AT BREG

7) Dadas dos magnitudes homogéneas, existe siempre
un multiplo de una de cllas que supera @ la ofra (pos-
tulado de ARQUIMEDES).

8) Dada una magnitud A existe y es unica, para
cualquier entero n, el submultiplo % A de A sequn n
(divisibilidad de las magnitudes).

Hemos tenido ocasion de observar esta propiedad intuitiva y
de postularla para los segmentos (I, n. 45).

Ella se reconoce igualmente cierta para los angulos y los

<

arcos o sectores circulares (la aguja del reloj con sus minutos,
divisiones angulares iguales entre si, acaba por describir sobre el
cuadrante tantos giros cuantos se quieran).

La proposicion se extiende también a las superficies poligo-
nales, pues éstas son siempre transformables en rectingulos de
hase dada (Vs n. 40) (1).

Propiedad de los multiplos y submultiplos.

4. Con el objeto de abreviar nuestras consideracio-
nes conviene establecer para las magnitudes en general,
algunas consecuencias evidentes de las defs. de multiplo
v submultiplo que, fueron enunciadas en parte, al tratar
de los segmentos.

De cualquier modo que se elijan los nimeros en-
teros m v n, se tiene por definicion:

mi{nA)l=mnA=n{m A);

mA-+nA=(m-+n)A .y
(1} En lo sucesivo, con los subindices 1, 2, indicaremos los capitulos del
1, v 2.9 libro, respectivamente: asi Ve indica el cap. V del 2. libro, etc.
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11 1
= (11 .\> =T (»-f .i> =4
n N
1 1 1 1 1
f ( A)= 4= (* A).
1 NI S, mn n \m

Si se considera la magnitud

o |
B =-m ( ;\> 3
n

es decir el m™e multiplo del n?° submultiplo de A,
de la igualdad precedente se deducen sucesivamente
(dividiendo por m, multiplicando luego por m n v divi-
diendo después por n) las igualdades siguientes:

1 1 1
— B=— A:n B=mA: B=— <m A>
n n :

m
Se liene, enlonces, para cada par de enteros m y n
y para cualquier magnitud A,

all 1
m ( - A) = — <m l)
n ! n

I.La una o la otra, indiferentemente, de estas dos
magnitudes iguales se designa con

m

— A
n

que se lee:

«m enésimos e A», de la cual se dice que se obtiene
« multiplicando A por 2 » o «tomando los ' de A ».

n
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Suele llamarse también [raccion de A segin el

n 5 A

Se reconoce en seguida que de:

m
Br=r=ii 4 |
n
se deduce

n

m

5. En lo sucesivo seran frecuentemente ttiles los
dos lemas siguientes sobre la multiplicacion de magni-
tudes por niimeros (enlteros o fraccionarios). '

a) Dadas dos magniludes homogéneas A y B y
lomado un nitmero cualquiera —- , sequn sea:

A>B o A=B o A<B
es lambién, respeclivamente,

m m
A et S
n n

m m m m
— A > -—B; 0o — A=—B;o0
n n n ‘n

y reciprocamente.

La primera parte se reconoce inmediatamente cierta en caso
de que se multipliquen A y B por un mismo numero entero m. En
efecto, de A — B resulta m A = m B, porque sumas de magnitudes
iguales son iguales (n. 3); y si A y B son desiguales y se tiene
p. ej. A > B, es decir, A = B + C, se obtiene :

mA=mB+ mC > mB.
La proposicién se extiende en seguida al caso en que se mul-

tipliquen las dos magnitudes por el 1'empr0(f07de un nimero
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entero (o sea que ellas se dividan por z). En efecto, si es A = B

se tiene también % A :% B por la unicidad del submltiplo; si, al

contrario, es, p. ej. A > B, no puede ser% AL % B, porque en
tal caso, multiplicando por el entero n, se obtendria A < B, contra
la hipdétesis.

Finalmente basta reunir los dos casos particulares considerados
(multiplicacién y divisién por un entero) para demostrar el lema
directo también en el caso general, en el cual se multiplican las
dos magnitudes por una fraccién cualquiera %

La proposicién reciproca es inmediata. Segin sea :

DB e e MIEEE g N | o v ST
n n n n n n

multiplicando por %, respectivamente, se tiene:
A SI8 e A =B 0t AR

b) Dados dos niimeros = y %— y considerada una
magnitud cualquiera A, segin sea:

m P m p m

—_— > = — == o0

b
A g n " q n " q

se liene, respeclivamente,

m

n r

m
P T L, T RIS WA
q n q n q

y reciprocamente.

Para demostrar la proposicién directa notemos q\ie segun
sea: i g
\
< £

£>£_ 3] ﬂ:.& o
n n q

q 9

:sls
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Se sabe por Aritmética que (multiplicando por ¢ n) respecti-
vamente
mq>pn,mq=pn,mq<p‘n

y entonces, por la def. misma del maltiplo,
mqga>p A, mgad=pnid;mqgiL<pni;
y de aqui, dividiendo por ¢ n (lema a), se deduce respectivamente
o :

S AR BN o st St Sy IR A R S
n q L q n q

La proposicion reciproca se demuestra razonando por absur-
do y por exclusion (segunda ley de las inversas 11, n. 19).

6. Notemos que el lema a) permite enunciar la
proposicion de ArQuiMEDES (n. 3) bajo la forma: Dadas
dos magniludes homogéneas A y B, se puede siempre
encontrar un submultiplo de B menor que A.

Tomado, en efecto, un entero n bastante grande
para que sea:

Bi<n-A

se tendra, dividiendo por n (n. prec. a),

~

1
— B < A.
n

EJERCICIOS

1) En el n. 3 hemos enumerado las propiedades caracteristicas de
las magnitudes geométricas. El concepto de magnitud es,
en cambio, més general ; algunos autores adoptan la siguiente
def: Las propiedades de los cuerpos o de entes abstractos
para las cuales tienen sentido la igualdad y la suma, se
llaman, magnitudes. En este sentido demuestre el lector que:
a) el peso de los cuerpos es una magnitud ;

b) los nameros forman un sistema de magnitudes;
¢) las fuerzas y las velocidades son magnitudes.
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En ecambio, pruébese que:
2) La forma, el color, las temperaturas termométricas, las cotas

de nivel de los puntos de un terreno con respecto a un plano
de comparacién, no son magnitudes.

3) Las magnitudes consideradas, es decir, las geométricas, tienen
la propiedad de poderse poner en correspondencia bi-univoca
con la escala de los nimeros reales o con los puntos de una
recta, por esto se llaman magnitudes escalares.

Pero hay magnitudes (las fuerzas, las velocidades, los vecto-
res, los nameros complejos, etc.) que no cumplen dicha con-
dicién, no son magnitudes escalares.

Estas no pueden compararse con criterio tan simple como
las escalares. El ejemplo que damos aqui, para comparar dos
fuerzas de distinta direccion, a pesar de ser muy natural, no
cumple el postulado de ARQUIMEDES.

Consideremos las fuerzas aplicadas en un mismo punto O
del objeto P y que tienden a wrrasirarlo en la direccién Ox.
De dos fuerzas cualesquiera F/, y F convendrd considerar
como mayor aquella cuya proyeccién sobre Ox sea mayor
en valor absoluto porque su eficacia es méaxima cuando la
fuerza es paralela al camino Ox (). Asi, es F, < F si OF,
proyeccion de F, sobre Ox es menor que OF' proyeccién
de F. La fuerza F, perpendicular a Ox es menor que F
por ue su proyeccion es nula, y como cualquier multiplo m Fy,
de F, por grande que sea, tiene también sobre Ox proyeccién
nula resulta que ningin multiplo de la fuerza menor Fy puede
llegar a superar a la fuerza mayor F. Por lo tanto el pos-
tulado de ArRQUIMEDES no se verifica.

4) Determinar el menor multiplo de la vagra (0,866 m) que supera
a un segmento de 17 m.

5) Si A, esuna fraccién —'Z— de una magnitud escalar A, y A, es otra
fraceion ’,':, de la misma magnitud, demostrar que la fraccién

m + m’

ok de A,
fracciones anteriores.

%) Calcular en grados, minutos y segundos exactos la diferencia
entre un fercio de un 4ngulo recto y un séptimo de un 4n-
gulo llano.

A, igual a estd comprendida enire las dos

(') Si tienen igual proyeccion, se podra considerar mayor aquella que tie-
ue mayor proyeccion sobre una direccion perpendicular al camino Ox.
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» b
§ 2. MAGNITUDES CONMENSURABLES
Y MAGNITUDES INCONMENSURABLES

Razdn entre dos magnitudes. — Magnitudes conmensurables. — Magnitudes
inconmensurahles. — Ejemplos. — Comparacion de razones. — Ejer-
cicios,

7. De la comparacion de dos cantidades homogé-
neas A y B surge la idea de una relacion o “razon”
entre las dos magnitudes. Una relacion tal resulta bien
determinada cuando se reconoce, p. e€j., que un seg-
mento es igual al doble de otro segmento, o que un
angulo es igual a los dos lercios de otro angulo, etc.

Hablando en general, ponemos la siguiente:

Def.: Si dos magnitudes homogéneas A y B eslan
dadas por la relacién

donde ‘;—cs un determinado niimero (entero o fracciona-
rio), se dice que la razon de A a B es igual a-Z—, y se

escribe
sl
q
(que se lee: “razon de A a B igual a->” o también
“A esti a B en la razon - ). Asi, p. €j., si es A = B
0A=2Bo A =—§~B, la razon A : B es igual, res-
pectivamente, a 1, 2 y =. '
8. Si, dadas dos magnitudes homogéneas cualesquie-
ra A y B, se pudiese encontrar siempre un submulti-

7 Ui
Lo
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plo% B de la segunda que estuviese contenido exacta-

mente un nimero entero p de veces en la primera, la -
relacion entre las dos magnitudes resultaria, en cada

caso, completamente caracterizada por el ntiimero QL,

que llamariamos razéon entre ambas magnitudes.

Pero puede suceder (y es ¢éste el caso mas fre-
cuente) que, dadas dos magnitudes homogéneas A y B, no
exista ningun submuiltiplo, por pequefnio que sea, de B,
que esté contenido un nimero exacto de veces en A.

Estas magnitudes se llaman inconmensurables entre
si: en cambio, se llaman conmensurables dos magnitu-
des, de las cuales una, como se ha supuesto en el
n. prec., es igual a una fraccion de la otra, es decir,
a un miultiplo de un submultiplo de ésta.

La existencia de magniludes inconmensurables cons-
tituye un descubrimiento importante de la Escuela pi-
tagorica (alrededor del 500 antes de C.) y es uno de
los resultados fundamentales de toda la Geometria.

9. Para no interrumpir mas tarde nuestras conside-
raciones, mostremos en seguida dicho resultado, recu-
rriendo precisamente al mismo ejemplo, en el cual fué
notado por los pitagoricos. Demostraremos, pues, que:

Son inconmensurables entre si el lado AB y la diago-
nal AC de un cuadrado cualquiera ABCD, D C

Razonando por absurdo, suponga-
mos que existan dos enteros p v ¢, ta-
les que sea

A.Bx A0

p q’
asi que diyidiendo AB en p partes
iguales y AC en q partes iguales, todas
estas partes de AB y AC resulten iguales entre si.
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Si entonces se trazan en el cuadrado dado las pa-
ralelas a los lados por los puntos de division en p
partes iguales de AB y .AD, el cuadrado resultaria des-
compuesto en p* cuadraditos iguales entre si.

Andlogamente, construyendo el cuadrado de la dia-
gonal AC y trazando por los puntos de division de dos
lados consecutivos en ¢ partes iguales las paralelas a
los lados, descompondremos el cuadrado de AC en ¢°
cuadrados iguales entre si e iguales a aquellos en los
cuales esta descompuesto el cuadrado dado.

Pero el triangulo ABC es rectiangulo e isosceles. el
cuadrado de AC es, por el teor. de Prricoras (V, n. 17),
equivalente al doble del cuadrado de AB: de manera
que, si estos dos cuadrados fuesen descomponibles res-
pectivamente en ¢° y p* cuadrados lodos iguales, deberia
subsistir la identidad aritmética (n. 5, D).

Q=2
la cual es maniliestamente absurda, porque, mientras
el segundo miembro contiene el factor primo 2 una
vez o un numero impar de veces, el primer miembro
no lo puede contener sino un ntimero par o nulo de
veces.

Como ejercicio se puede demostrar, de manera
analoga, que, en un (riangulo equildtero cualquiera, son
inconmensurables entre si el lado y la allura.

Comparacion de razones

10. Expuesto lo anterior, coloquémonos en las con-
diciones mas generales posibles, es decir, consideremos
dos magnitudes homogéneas A v B cualesquiera, supo-
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niendo ignorar si se (rata de magnitudes conmensura-
. . s ud
bles 0 no: v tomemos un nimero cualquiera p. ej. ..

Si, al comparar A con los = B, se encuentra que es
exactamente

A= L
&)

las dos magnitudes A vy B son conmensurables v, por

ke ] it
definicion, estan en la razon = .

)

LExcluido este caso, sera necesariamente, (n. 3)

| ~o
o

A B o bien - A < B.

o fie
Nt

Si, para fijar las ideas, suponemos verificada la
primera hipétesis, queda, naturalmente, todavia dudosa
la conmensurabilidad de A y B: pero estamos seguros
que, si las dos magnitudes son conmensurables, su ra-
ZOn «’T' cualquiera que ella sea, debe ser mayvor que ) !
porque de

se desprende
.

v por lo tanto (n. 5, b)

\

I’
q

\/
Wl e
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Anilogamente de

4 < i B
se s'gue que, si A y B son conmensurables, su razon
A :B no puede ser sino menor (ue 3.
... Por natural extension, desde ahora en adelante,
diremos también que si A y B son inconmensurables,
la razon A : B es mayor o menor que %, segin que sea

AT 2l L e
J J

Para hablar en general, pondremos la siguiente
definicion que en el caso de magnitudes conmensura-
bles, como acabamos de verlo, esta en perfecto acuerdo
con el concepto ordinario de desigualdad entre ni-

meros:

Def.: Dadas dos magnitudes homogéneas A y B, se
dice que la razén A:B es mayor que un niumero -

. . ” m
o, indiferentemenle, que el niumero S- es menor que la
razéon A: B, si es.

m
A>'— B;
n

y en tal caso se escribe

m m
A*B > i o — <AZB.
n n
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Se dice que la razon A : B es menor que el niimero
L o que 5 es mayor que A:B, si es

m
A = = B;
n
y se escribe
m m
A B % (%0 = A
n n

~

En particular, segin sea A > B o A<= B
razon A: B es mayor o menor que 1.

1. De la def. del n. 7 y del n. prec. resulta sin
mas que:
Dadas dos magnitudes homogéneas A y B cuales-

quiera y tomado arbilrariamenle un niimero s a0

verifica siempre uno y uno sélo de los lres casos:

m m m
AR e o AR =0 AL &
n n n
Ademas para la desigualdad entre razones (de mag-
nitudes inconmensurables) y numeros (enteros o frac-
cionarios), definida en el n. prec., valen las mismas
propiedades que para la desigualdad entre nimeros;
es decir, si las magnitudes A y B son inconmensurables:
a) Cada niuimero menor que un numero menor que
la razén A:B es también menor que A:B; y andloga-
menle para los nimeros mayores; es decir, de

: m m'’

n n
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se deduce

m
e B i 5
n
Y de
m m’
LRSS R e T
, n n
~resulla
yill
R - T
n

Iyy Todo namero menor que A:B es también menor
que lodo niumero mayor que A:B: es decir, de

m m’
i vV A2B < =
n : n
se obtiene
m m’
— < :’ e
n n

¢) Si un mumero S es menor que A:B se puede
. At ) 3 ’ . " an )
encontrar siempre algin nimero mayor que = Yy menol
que A: B (es decir, comprendido enlre oy ATb) g
analogamente para los niimeros magores.

Dejando las demostraciones inmediatas de las pro-
posiciones @) y b) (que podran ser desarrolladas como
ejercicio), nos limitamos a justificar la ¢/.

Supuesto
m
WS e
n

o sea, por def.,

m
A>—B,
n
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basta tomar un submultiplo T’ B de B, menor que la
2 B (n. 6), es decir, tal que sea:

diferencia A — —

1
A— — B> —B,
n $

para que resulte

m 1
A <— + —) B.
n '

Se ve asi que el numero A %—evidentemente
mayor que -, es también menor que A:B.

12. A fin de aclarar lo que sigue conviene agregar
algunas otras consideraciones sobre los numeros me=
nores y mayores que la razon A : B de dos magnitudes
dadas cualesquiera.

Tomemos de la magnitud B un submultiplo cual-

’ 1 ¢

quiera — B y comparemos la magnitud A con los su-
; o 1

cesivos multiplos de — B

1 2 3
e o By BN
n n n

Puede suceder que uno de ellos, p. ej. = B, sea

exactamente igual a A; y en este caso, como ya sa-
bemos, las dos magnitudes son conmensurables y es

. = Ik
A:B = n' {
Excluyamos, pues, este caso; es decir, supongamos
3 1 , Sup
. o 1as 1 .
que ninguno Ye los multiplos de — B resulte igual a A,
Pues ellos, por la proposicion de ArQuiMEDES (n. 3) acaban
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por superar a cualquier magnitud; entonces en cada
caso se encontrardan dos multiplos consecutivos de %—B
entre los cuales esté comprendida la ymagnitud A; es
decir, tendremos para un cierto niimero = (el cual,
cuando sea A < % B, debera tomarse igual a cero)
tal que

m 1 1
—B<A<LB.
n n

Ahora bien: si A y B son conmensurables, su razon,
cualquiera que sea, esta comprendida entre los dos
nimeros

m m + 1
T O n: %
diferentes de —;; asi que se puede decir que estos dos

numeros dan, en tal caso, para la razon A: B dos va-
lores aproxima ‘os a menos de — - €l primero por de-
feclo, el otro por exceso.

Por analogia, también cuando A y B sean incon-
mensurables, convendra decir que los dos nimeros -

y = + ! dan para la razén A : B (no ya expresable exac-
tamente con un numero entero o fraccionario) dos va-
lores aproximados a menos de %, el primero por defeclo,
el segundo por exceso. Y debe observarse que, como
se puede elegir arbitrariamente el entero n, es posible
obtener de tal manera para la razéon A:B un valor
aproximado con un error de aproximacion —iT, tan pe-
(queno como se (uiera.

Notese que eso es lo que se hace precisamente en
la préctica para la medida de las magnitudes, como lo
hemos explicado ocasionalmente en el libro segundo.
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13. Las reflexiones precedentes (n°- 10-12) sugieren
la manera de comparar enire si dos razones cuales-
quiera A:B y C:D, donde A, B son dos magnitudes
homogéneas y €, D otras dos magnitudes, también
homogéneas entre si, pero no necesariamente a las
primeras.

Si las magnitudes de los dos pares, o también de
uno solo, son conmensurables, la comparacion entre
A:By C:D se sabe hacer.

“n efecto, en el primer caso (A conmensurable con
B, y C conmensurable con I)) se trata sencillamente de
comparar dos niimeros (enteros o fraccionarios) ;

p ! r

FZA:B’ —S—=C:D;

asi que basta aplicar las reglas bien conocidas de la
Aritmética. Si al contrario las magnitudes de uno de
los dos pares, p. ej. A y B, son inconmensurables, mien-
tras C'y D son conmensurables y es C: D = =, el criterio
de comparacion esta dado por la def. del n. 10, es de-
cir, se tiene que

ALB = C:I) o A:zB < G: D" #egiin sea

TR S
B $

(quedando excluido, por la inconmensurabilidad de
A y B, el caso A = = B). Queda entonces por con-
siderar, como nuevo. solo la comparacion de dos ra-
zones A:B y C:D entre magnitudes, las unas y las
olras inconmensurables.

Notando qtie para esta ultima hipotesis ningtin nu-
mero es igual a A:B y a C:D, consideremos para
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cada una de las dos razones los niumeros menores y
los niimeros mayores.

Si sucede que algun numero - menor que A : B es
en cambio mayor que C:D, es decir:

m m

AtB >—=— G B
n

n
convendra decir (de acuerdo con el caso conmensura-
ble) que la razon A:B es mayor que C:D o, indife-
rentemente, que C: D es menor que A : B, y se escribira

ASB = (D 0 sea Ceddi<="A: 8

Si, por el contrario, entre los niimeros mayores que
A : B se encuentra alguno menor que C: D, se debera
decir, por la misma definicion precedente, que es:

ATB =" G:D" ‘osea; G:D'> A% B

Cuando, en fin,nosea A:B>C:DniA:B<(C:D,
quiere decir que fodos los nimeros menores o mayores
que una cualquiera de las dos razones son también
menores o, respectivamente, mayores que la otra. Re-
sulta que, para cualquier grado de aproximacion, las
dos razones admiten los mismos valores aproximados,
sea por defecto que por exceso (n. prec.), por lo que
es natural llamarlas iguales.

Resumiremos, entonces, todo lo dicho en las si-
guientes :

Def.: Dadas dos magnitudes homogéneas A y B y
otras dos magnitudes C y D, también homogéneas entre
si (pero no necesariamente a las primeras), se dice que
la razén A B es mayor que la razon C: D, o indiferen-
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temente, que C:D es menor que A:B si-existe algun
niimero = menor que A:B y mayor que C: D, es decir,
tal que sea =

m

A:B > — > C:D.
n
Se dice, al conlrario, que las dos razones A:By C: D

son iguales si ninguno de ellos es mayor que el olro,
es decir, si todos los niimeros menores que una de las
dos razones A:B o C:D son también menores que la
otra y todos los numeros mayores que una de las dos
razones son también mayores que la otra.

14. Para que estas definiciones resulten légicamente justificadas
es necesario asegurarse que, cuando uno o los dos pares de mag-
nitudes sean conmensurables, estas nuevas definiciones equivalen
a las ya establecidas para tales casos. Esto es casi inmediato para

o -
la desigualdad. En efecto, sies A : B= —q~ s AT i T de

m r r 2 . r
AN AR T L y, reciprocamente, si es v 4L ML
q n s q s q S

. - ) , . u j

existe siempre algin namero (p. ej. la semisuma de Ié Y ?)
104
q
Si A y B son inconmensurables y es, en cambio,

(,’:D::—j de A : B>%>’Tfse desprende A : B>% (n. 11, b);

!
menor que ‘- y mayor que —.

y, reciprocamente, si es A:B> % , se puede siempre encontrar

algun numero % , tal que resulte A : B > % B 7? (m. 11, %),
En cuanto a la nueva definicion de igualdad (n. prec.) si no es

ni'd ;B > C:‘E,niA:B< C:D,y se tieneA:B-_—?, es

» 3 - ) .
también necesariamente C : D = {—, porque en caso contrario se-
q

K
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ria (n. 11) o C:D>% o C:D<%, esdecir C:D>A:RB
0 C:D < A: B, contra la hipotesis. Y, reciprocamente, si es
AR SO = q,nopuedesermA VB @)

ni A S B =0 YD,
15. Teniendo en cuenta las def. del namero 13 resulta sin

| més que:

Dadas dos razones A . B y C . D se verifica siempre uno y
uno soio de los tres casos:

Al mS BV D o BV B=1C1 D 0 A5 B LD

Ademsds es facil reconocer que la igualdad de razones satisface
a las propiedades reflexiva, simétrica y iransitioa.

Estas propiedades son claras en el caso conmensurable, pero
se pueden demostrar también para el caso inconmensurable. De
la forma misma de la def. del n. 13 resultan las dos primeras, es

decir :

A T B=A% B

. yrde A L B.=C: Drsale Gt D —A B
Para demostrar la propiedad transitiva conviene establecer pri-
meramente la andloga propiedad para la desigualdad, es decir, hacer
ver que de
AR v S8 Sy G d) B B

se deduce

v Cl 5 K Y S48 1

En efecto, la primera hipétesis significa, por definicion (n. 13),

que existe algin namero — , tal que sea
AL BS = =D,

Ahora la segunda hipétesis implica por def., (sea C : D mayor
o igual que E : F)
L' -
n

con que, siempre por def., se deduce:
ARSI R
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Después se llega inmediatamente al
Teor::De A: B=C2D vy C:D=E ;F resulia
p A Bi=ulee i

En efecto, de las dos razones A { By F : F ninguna puede ser
mayor que la otra, porque si fuese, por ej.,

A B 5 ELF;
de esta desigualdad y de la igualdad E : ¥ = C : D resultaria, por

la propiedad transitiva de la desigualdad, A : B > C : D contra la
hipotesis.

EJERCICIOS

1) Calcular la razén entre las superficies de dos cuadrados sablen-
do que el lado de uno es % del lado del otro.

2) Dado un cuadrado A BCD, uniendo ordenadamente los puntos me-
dios de sus lados se obtiene otro cuadrado ; uniendo del mismo
modo los puntos medios de los lados de este ultimo se obtiene
un tercer cuadrado. Demostrar que la razon entre los peri-
metros del tercero y del segundo estd comprendida entre 1
y 2. Calcular la razdn de las superficies de cada cuadrado inte-
rior con el cuadrado ABCD.

3) Demostrar que la razdn de los perimetros del cuadrado inscripto
al cuadrado circunscripto a una circunferencia es mayor que %
y menor que 1. ;Cual es la razdn de sus superficies ?

4) El lado del tridngulo equilatero circunseripto a una circunferen-
cia es doble del lado del triangulo equilatero inscripto.

5) La razon de los perimetros del triangulo equilatero y el cua-
drado inscriptos en una circunferencia es menor que 5 y ma-

yor que 3.
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§ 3. MAGNITUDES PROPORCIONALES

Las proporciones. — Sus propiedades. — Proporcion continua. — Nota
histérica. — Proporciones que se deducen de otra proporcion dada.
— Unicidad de la cuarta magnitud proporcional a tres dadas. —
Unicidad de Ia tercera magnitud proporcional a dos dadas. —
Ejercicios.

16. Cuando cuatro magnitudes A, B, C y D (de las
cuales las dos primeras son homogéneas y las otras
dos homogéneas entre si, pero no necesariamente a las
primeras) son tales que las dos razones A:B y C:D
resultan iguales, se dice también que las cuatro mag-
nitudes A, B, C y D en el orden escrito, forman una
proporcion, o que los pares A, B y C, D son propor-
cionales.

Las magnitudes A, B, C y D se llaman (érminos
de la proporcion: A y C se llaman anlecedenles, By D
consecuentes y también A y C suelen llamarse homo-
‘logos de B y D respectivamente; en fin A y D, se
llaman extremos y B y C medios de la proporcion.

Si A:B=C:D

se dice que D es la cuarta proporcional entre las
magnitudes A, B y C en el orden escrito.
Toda proporcion :

A 0B = BtC,

en que los medios son iguales (para lo cual se re-
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quiere que las tres magnitudes 4, B, C sean homo-
géneas), se llama proporcion continua. En tal caso se di-
ce que C es la tercera proporcional entre A, y By B
es la media proporcional entre A y C.

NoTa HISTORICA. — La definicion general abstracta de pro-
poreion o igualdad de razones (dvehoyid) se remonta substancial-
mente a Eunoxio de Cnido (1V siglo a. C.), y forma parte de la
base del libro V de « Los Elementos », de EucLipes. En efecto, la
def. 5 de este libro dice que « A es a Bcomo C es a D» si de
cualquier manera que se forman los equimultiplos n A, n C, de
Ay Cy los equimultiplos m B, m D de By D la igualdad o
desigualdad

>
nA—=mB
=
lleva como consecuencia la iqualdad o desigualdad
¥or . = m D
=

en el mismo sentido.

R. DEDEKIND, en su clasico opusculo: Confinuidad y numeros
irracionales (1872)%, substituyo en tal definicion la comparacion

de los equimultiplos por la.de los valores aproximados % , por

defecto y por exceso, de las dos razones A : By C . D, llegan-
do asi a construir, en el conjunto de los nimeros enteros y
fraccionarios, la seccion que define aritméticamente la razén
A B= C:Dcomo namero irracional (Véase Apéndice I).

17. Es q1til notar como del n. 14 resulta que en
una proporcion

ArB =C:D
segun que uno de los pares de magnitudes A, By C, D

! Trad. italiana v nolas historicas-criticas de 0. Zarisk1; Roma, Stock 1926,

A

T

[ O R Yy el

7.
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sea conmensurable o inconmensurable, tal es, respecti-
vamente, también el otro.

Ademds, las dos razones A:B y C3D, por ser
iguales enfre si, son ambas mayores o iguales 0 meno-
res que 1; es decir (n° 7-10) segtin sea A > B o

= B o A < B es también, respectivamente, C > D
0 Gi= 1 o€ > D.

18. En vista de las aplicaciones geométricas, de las
cuales nos ocuparemos en el proximo Cap. VII, debemos
establecer para las proporciones (o igualdades de razo-
nes) algunas propiedades generales, las cuales se pueden
considerar como extensiones de propiedades elementa-
lisimas de las igualdades entre ntimeros enteros o frac-
cionarios (razones de magnitudes conmensurables).

Por eso en cada uno de los teors. que demostrare-
mos en los nimeros 19-23, el caso conmensurable dara
lugar a una verificacion inmediata, en base a nocio-
nes elementales de Aritmética. En cambio, para tratar
el caso inconmensurable o mejor dicho, el caso general,
que comprende a los dos, procederemos sistematica-
mente con el método de reduccion al absurdo, haciendo
ver en cada caso, segun la def. de igualdad del n. 13,
que ninguna de las dos razones, que deberemos consi-
derar sucesivamente, puede ser mayor que la otra.

Para comprender el espiritu de ese método uni-
forme bastara estudiar con cuidado la demostracion de
uno o dos de esos teoremas; después cada cual podra
desarrollar por analogia facilmente por si mismo la
demostracion de los otros.

19. Dadas dos magnitudes homogéneas A y B, la
razon B: A se llama inversa de A:B. En el caso con-
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mensurable, si es A:B = -, su inversa B: A es igual

a —pq— , porque de A = -~ B resulta B = —I’j— A (n. d).

Teor.: Dada una proporcion
A:B=C:D )

exisle también la proporcion que se obtiene “invirtiendo b
(las razones)”, es decir, la 3

B:A = D:C.

= Ty ¥ |

En el caso conmensur ble el teor. es evidente por

la observacion hecha sobre la razon inversa.
Para demostrarlo, en el caso general basta ver (Y
que ninguna de las dos razones B: A y D:C puede ser
 mayor que la otra. |
Supongamos, en efecto, que, p. ej., sea T
|

B AL SRS

En tal caso existiria por def. (n. 13) algin nime-
ro - , tal que };i
m |
B:A > — > D:(C,
0 sea: i
m m g
B> — A; D < — C;
n n !
y de aqui, multiplicando por 2 | se deduciria la des-
gualdad (n. 5, a)
\

n n :
=" A === G
m m
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0 sea:
Pt T
=5 F 4 = F D,.
las cuales son absurdas, porque significan (n. 10)
n
A:B < — <(:D,
m

o sea (n. 13)
AsBi= C:D

~ contra la hipotesis

AsB = 0B
20. Teor.: Con la proporcion
| s gl A £
"subsiste también la proporcion
A+ B B=(C+D:D,

- la cual se dice que se obtiene “componiendo” la pro-

~ porcion dada.

En el caso conmensurable la verificacion es casi
inmediata, porque si es

AER= o]} =

Ql"c

es decir,

P

A= =8 C=£D,
q q

se deduce

A+B=(§‘+1)B, c+u=<§+1)u,
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y estas dos igualdades expresan que las dos razones

(A+B):By(C+ D): D son iguales a o~ + 1.
Para demostrar el teor. en el caso general, supongamos que

una de las dos razones (A + B) : By (C+ D):D,p. ej. la

: : _ e, m
primera, sea mayor : es decir que se tenga para algun nimero —=

(A+B):B>%>(C+D):D,

o sea simultdneamente

A+ BTy €c+D< 2D
El nimero l:-:—, debiendo ser mayor que la razén (C + D) & D,

la cual siendo ¢ + D > D es mayor que 1 (n. 10), resulta tam-
bién mayor que 1; y entonces, restando de los dos miembros de
las tltimas dos desigualdades respectivamente B y D, se obtienen
las dos nuevas desigualdades :

A>(L’5—1)B, (:<(%—1)D,_

n

. m
las cuales son absurdas, porque prueban que el namero —- — 1

es menor que A : By mayor que ¢ : D; conducen por lo tanto
a la conclusiéon A : B > C @ D, contra la hipbtesis.
No puede entonces ser:

(A+B):BZ((7+D):D.

21. Con un razonamiento analogo al del n. prec. se
demuestra el

Teor.: Con cada proporcion

A Bi="GC:D

\
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en la cual es A > B (y por lo lanto (n. 17) C > D) sub-
siste también la proporcion

A — B F=y0 =B D,

la cual se dice que ha sido oblenida “ dividiendo” la
proporcion dada.

Pasemos a establecer ahora algunas propiedades de
las proporciones entre magnitudes homogéneas (n°* 21-23).

22. Si cuatro magnitudes homogéneas A, B, C y D
son proporcionales y conmensurables entre si, de ma-
nera que- se tenga

| € :
AsB="CsD= 0y Bil= =,
q $
O Sea.
i R B ey P B
q q s

se deduce de la primera y tercera de estas relaciones
r
glipes fesd g
AL ]

y de la tercera y segunda

P
L D R
§ q
y en virtud de la propiedad conmutaliva del producio
de las proporciones, se deduce que con la dada propor-
cion subsiste también la:

Al ='B:.0
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Para extender esta propiedad al caso general (que contenga
también el caso de magnitudes inconmensurables) es menester
que expongamos antes los siguientes tres lemas, que para las
magnitudes conmensurables son evidentes :

a) Dadas tres magnitudes homogeéneas A ByC,de A>B
se obtiene

AG € = BEE;

y reciprocamente.

~ En efecto, en la hipétesis A > B, tomado un submaultiplo
—,1? C de la C menor que la -diferencia A — B (n. 6) y conside-

; it 1 ;
rados los sucesivos multiplos de = C, se acabara por encontrar

(post. de ARQUIMEDES) uno, p. €j., —’z— C, el cual esté comprendi-

do entre B y A; y de las desigualdades

A>%‘C>B,osea/1:c> %—>B:C’,

resulta
A ="B oD

Reciprocamente, sies A : C > B C, no puede ser ni A = B,
porque en tal caso seria A { C = B : C (propiedad reflexiva de
la igualdad de razones), ni A > B, porque resultaria, proposieiéon
precedente

A @G = BRs
b) Dadas ftres magnitudes homogéneas A, BaG, devB =0
resulta :
O 2 W=
y reciprocamente.

Supuesto B > C, tomese un submultiplo % A de A, menor

\
que B — C, y entre los sucesivos multiplos de % A considérese
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5

uno, por ej. %—A, el cual esté comprendido entre C y B, asi que

se tendrén las desigualdades
A\

c<%A; %—A<B.

De aqui multiplicando por -7% (n. 5a) e invirtiendo las des-

igualdades se deduce :

Awel B, T
m m

con lo que, (n. 13) resulta precisamente
AT B < ALC

La proposicion inversa se demuestra como la inversa de a).

¢) La razon de dos magnitudes no cambia, si las dos mag-
nitudes se multiplican por un mismo numero; es decir, para cual-

quier numero LZ—, se tiene

A:B=2La:2 B,
q q

En efecto; si fuese, p. ej.,

. PP
A S B g A d B,

existiria alguin namero o comprendido entre esas dos razones,
y se tendria:
m. ) m
As>CZp, Ly Lp,
n q e q
De estas dos desigualdades la segunda contradice a la primera,

como se reconoce, multiplicando los dos miembros por % (n. 5a).

23. Podemos demostrar ahora el siguiente teorema,
cuya primera parte extiende al caso general la propie-
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dad reconocida para magnitudes conmensurables, al
principio del n. prec.
Teor.: Con una proporcion entre magnitudes homo-

géneas
AR = GFD,

subsisten también las siquientes
4:C=BThH
D:B=(:4

que se obtienen de la dada, “permutando los medios”
y “los extremos’ respeclivamente.

Para demostrar la validez de la primera de estas proporciones,
supongamos, como de costumbre, que una de las dos razones
A:C o B:D sea mayor que la otra, p. €j.

ANC By
d vya - > m
es decir, admitimos que exista un nimero o tal que sea

m

AIC>;>B:D,

0 lo que es 1o mismo :

m m
A = — D,
=) 7 ¢, B< n

Si asi fuese, de la primera de esas desigualdades resultaria,
lema a, del n. pree.

Az B oo g
I

mientras en la segunda, por el lema &, se tendria
\

~c:B>"c:Zp.
n n 7t
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Pero por el lema c) esta ultima razon es igual a C . D; luego,
por la propiedad transitiva de la desigualdad de razones (n. 15), se

obtendria 3

3 T 2 S i 1)
contra la hipdtesis.

Establecida asi la permutabilidad de los medios, se demuestra
inmediatamente la de los extremos. En efecto, escrita la propor-
cién dada bajo la forma (propiedad simétrica de la igualdad de
razones)

gD =4 .B;

permutando los medios,
: (a0 G D A 25
después permutando las dos razones se deduce
D= A

94. Cor.: Si varias razones enlre magnitudes ho-
mogéneas son iguales, también es igual a las dadas la
razén de la suma de los antecedentes a la suma de los
consecuentes ; es decir, de ¥

AP UrD=- o= H:K
se deduce:
(A+C+......+H):(B+D+ ...... 4 K).= H: K.

Empecemos por demostrar el teor. en el caso de
dos razones; es decir, vamos a ver que de

=L B
resulta

A+0:B+D=CD
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En efecto, de la proporcion dada, permutando los
medios (n. prec.) se obtiene

A:C=B:D,
y componiendo (n. 20)
A+Q:C=@B+D:D;

permutando otra vez los medios, se llega a la pro-
porcion pedida:

A+ 0C:B+D =C:D.

Si ademas E: F es una tercera razon igual a las dadas,
basta aplicar a la proporcion

A+0C:(B+D=E:F
el resultado obtenido para deducir que
A+ C+E:(B+D+ F)=E:F;

y asi se puede proseguir para cuantas razones se
quieran.

25. Las propiedades generales de las proporciones
establecidas en los n°: 17-23 fueron deducidas directa-
mente de la def. de proporcion (o igualdad de razones).
De tales propiedades deduciremos ahora, algunos nota-
bles teoremas como es el de unicidad.

En los n° 10 y 11 del proximo Cap. mostraremos
como, en el caso de los segmentos y de los poligonos,
se puede construir efectivamente la cuarta proporcional
(n. 16) entre‘ires magnitudes dadas. Veremos ahora,
en general, que cualquiera que sea el procedimiento
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con el cual se construya la cuarta proporcional entre
tres magnitudes A, B y C (de las cuales las dos pri-
meras son homogéneas entre si, pero no neecesariamente
a la tercera), se llega siempre a magnitudes iguales.

En otras palabras, podemos demostrar la unicidad
de la cuarta proporcional.

En el caso conmensurable esta unicidad es evidente,
porque si es B = ‘{’T A, la cuarta proporcional entre
A, B y C esta dada por 4~ C. Ahora se trata de ver
que, también en el caso inconmensurable, una magnitud

resulta determinada de manera unica con respecto a
otra cuando se da su razon.

Basta demostrar que si coexisten las dos propor-
ciones

se deduée =1

La deduccion es inmediata, porque de las propor-
ciones admitidas resulta (n. 15) la proporcion (entre
magnitudes homogéneas)

G = G-
o sea, permutando los medios (n. 23),
vl D
y de aqui resulta sin mas (m. 17) que D = D’

Nota. — Se obtiene en particular, la unicidad de la
tercera proporcional entre dos magnitudes dadas (n. 16).
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26. Cor. Si dos proporciones lienen ordenadamente
iguales tres términos de iqual lugar, son iguales también
los términos restantes.

Sean, p. ej., las dos proporciones
A4 :B=6:D
Al B = G
Permutando los extremos (n. 23), se obtiene :
OB = &3 A"
D:B= 64,
y, por la unicidad' de la cuarta proporcional, es
A=Al

27. Resolveremos, en el Cap. VII, el problema de dividir un
segmento (o poligono) en dos partes proporcionales a dos seg-
mentos (o poligonos) dados. Aqui podemos demostrar en general
la unicidad de la division de una magnitud en partes proporcio-
nales a dos magnitudes dadas. Se trata de ver que, si coexisten las
dos proporciones

A eB = (kD)
AL B R==RC T
yes A 4+ B= A’ + B, se tiene necesariamente
A=A’ B= B.
En efecto, de las dos proporciones dadas resulta
) ANB = A"+ B
componiendo esta altima (n. 20)
(A+B):B=(A+B): B,

R
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y permutando los medios en la que asi se obtiene (n. 23)
A4+B:A+B)=B.B.

Pero, por hipotesis, son iguales las dos primeras magnitudes,
ambas razones son, pues, iguales a la unidad (n. 17), es enton-
ces B — B’. Resultan iguales también Ay A’, por ser diferencias

de magnitudes iguales.

28. En el Cap. VII ensenaremos un procedimiento
para construir la media proporcional (n. 16) entre dos
segmentos o dos poligonos dados. Pero estableceremos
en general la unicidad de la media proporcional.

Habrd que demostrar que de las dos proporciones
continuas:

A BB Gy
AB =B 0,

resulta la igualdad B = B'.
Supongamos, en efecto, que B y B no sean iguales

y sea, p. €j.:
B=>B.

En tal caso, por el lema a) del n. 22 se tiene
B G = BLG,
y, entonces, para las proporciones dadas es
A:B > A:B.
Pero esta desigualdad, por el lema b) del n. 22,
implica
B<F

contrariamente a la hipotesis.
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EJERCICIOS

1) En una balanza de fiel, los pesos son proporcionales a los
reciprocos de los respectivos brazos. Sabiendo que un alma-
cenero tiene una balanza de brazos desiguales y suponiendo

; , 99
que estén en la razén de 100° colocando las pesas en el pla-
tillo que corresponde al brazo mas largo, ;en cudnto se
beneficia en cada pesada de 10 kg.?

2) Con la misma balanza el comerciante vende a dos clientes
10 kg. de la misma mercaderia; al despachar al primero, coloca
por equivocacién las pesas en el platillo que corresponde al
brazo mas corto, pero al despachar al segundo se da cuenta
del error y las coloca en el brazo mas largo, ;cudnto ha
ganado o cuanto ha perdido al final de las dos operaciones ?

3) Sabiendo que los intereses de un capital son proporcionales.
al tanto por eiento (razén) y al tiempo, demostrar que son
proporcionales al producto de la razon por el tiempo.

4) Nora: Como complemento del Cap. VI enunciaremos algunas
def. y algunos teors. que el lector demostrard, sacados direc-
tamente del V Libro de los Elementos de EucLiDEs, con el
objeto de reproducir completamente la parte substancial de la
teoria euclidea de las proporciones. EucLiDEs expresa la pro-
porcionalidad de dos pares de magnitudes A, By C, D diciendo
que la razén de A a B es igual ala razén de C a D, de
modo que el teor. del n. 15 (propiedad transitiva de la igual-
dad entre razones) se puede enunciar diciendo que razones
iguales a una tercera son iguales entre si.

Esto dicho, establezcamos la siguiente :

DEF.: Dadas tres magnitudes A, B y C se dice que A es a
C en la razén compuesta de A a By de B a C.
Mas general, se dice que A es a C en la razon compuesta
de Aa Byde FaGsi
BESE R  C

£

e A R i il B R e

oSN =0 NN ——a__ - |
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y todavia generalizando mas se dice que A es a C en la
razon compuesta de D a E y de F a G si existe una magni-

tud B tal que %

A S Ble=ul) “E
B = F2: G

En particular, si A es a €' como en la razén compuesta de
DaEyde FaGylasrazones D : Ey F : G son iguales,
es decir, si

) B = NG
se dice que A es a C como en la razon duplicada de D a E.
Asi, pues, se dice que A es a C en la razon duplicada de

A a B si
AVSAB =—uBre

es decir, si C es la tercera proporcional segun A y B. En
base a las def. precedentes demuéstrense las siguientes pro-
posiciones. Si se quiere seguir completa y exclusivamente el
procedimiento euclideo, es preciso adoptar el criterio de pro-
porcionalidad enunciado en la Nota del n. 16 (pag. 25), cuya
equivalencia con el nuestro ya la hemos hecho notar en el n. 13.

5) TeEor: Si A es a C como la razon compuesta de D a E y de
FaGyes
Syl R AR R
también A y C son conmensurables, y es
W aA — e rE;
6) Razones compuestas de razones iguales, son iguales, es decir, si
AR = UAT TR B Gt R SO Terulta A T (= A R
Der.: Tres magnitudes homogéneas A, B y C se llaman
proporeionales en orden perturbado a A’, B’y C', si las ra-
zones de A a By de Ba C son respectivamente iguales a las
razones de B’ a C’ y de A’ a B'.
7) TeEor.: Si A, By C son proporcionales en orden perturbado a
A’, B’y C°, segun que A sea mayor, igual o menor que C°, es
también A’ mayor, igual o menor que C.
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Si A > C témese n de manera que n (A — C) > B; enton-
ces existe por 1o menos un maultiplo p B de B comprendido
entre n A yn C, y de las relaciones n A >p B>n C y de
las proporciones dadas resulta, ete.

8) Teor.: Si A, B y C son proporcionales en orden perturbado «

A’, B’y C’, larazon de A a C es iqual a la razén de A’ a C°.
Considerados dos nuimeros cualesquiera, m y n, apliquemos
el teor. prec. a las proporciones

A 2o Bie= B G

0. BinC—=nmA 20 B, et

Nora: Este teor. establece la validez del teorema 6 inde-
pendientemente del orden de las razones componentes.

Extendiendo las defs. dadas antes del penultimo teor., al caso
de razones compuestas de cualquier nimero de razones, se
extiende también a este caso el teor. 6 independientemente
del orden de las razones componentes.

9) Si una razén compuesta de dos 0 mas razones es igual a otra

razon compuesta de igual nimero de razones, y una razén de
las primeras (0 una compuesta de alguna de las primeras) es
igual a una razén de las otras (o a alguna razén compuesta de
alguna de las otras) seré también la restante razén de las pri-
meras (0 la razon compuesta de las restantes de las primeras)
igual a la restante razén de las otras (o a la razon compuesta
de las restantes de las otras); es decir, en el caso mas simple
de dos razones componentes, si

ATERCe= AT 0 g A SRt A ST
se tiene también
7 E L — M 5 5T o

10) La teoria euclidea de las proporciones que hemos reproducido

se apoya esencialmente sobre el postulado de ARQUIMEDES
(n. 3). HiLBerT ha demostrado que se puede hacer la teoria
de las proporgciones entre segmentos, independiente de dicho
postulado, Naturalmente que al definir la proporcionalidad
de cuatro segmentos serda menester elegir un criterio geo-

L

A
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]

métrico distinto del euclideo del n. 16 fundado en la compa-
racion de los multiplos de segmentos dados (n. 13) y que es
equivalente al criterio euclideo si se admitg el postulado de
la divisibilidad. ;

Nosotros reproduciremos aqui la simple y elegante exposicion
ideada por el prof. BEpro LEvI, de tal teoria, limitandonos,
naturalmente, a dar solamente los enunciados en su orden de
deduccién, dejando las demostraciones como ejercicios para
el lector.

DEF.: Se dird que cualro segmentos a, b, e y d son propor-
cionales y se escribira

asb=we5%d

Si los dos triangulos rectangulos que tienen por catetos los
segmentos a y e, b y d son tales que el dngulo opuesto o a
es igual al dngulo opuesto a b y, por lo tanto, el dngulo
opuesto a e es igual al opuesto a d.

En otras palabras, tomados sobre un lado OX de un dngulo

recto O, los segmentos OA = a, OB = b y sobre el otro OY
los segmentos OC =-e, OD =d, las rectas AC y BD deben
resultar paralelas.
Establecido esto, demuéstrense las siguientes proposiciones :
11) Cor.: El segmento cuarto proporcional a tres segmentos da-
dos es unico. (Apliquese la segunda forma de la def. precedente
y la unicidad de la paralela por un punto a una recta.

12) CoRr.: Si a : b=-—c . d, es también
o ad=—=atb b a=dzie

13) Cor.: Sia:b=c:dya:e=c: f resulfa tambien b : e =
d : f (Basta aplicar la segunda forma de la def. precedente
y el n. 74 del Cap. I,).

14) TEoR.: Si a :'b =e¢ : d, es también (a+Db) : a= (c+ d) : ¢,
es decir, existe la proporcion deducida por composicion de la
dada, y si a > b es también e>a y (a—b) : a=(c—d):ec.

A
Tomemos el dngulo recto XOY y sobre OX los segmen-
tos OA = a, OB = AE = b y sobre OY los segmentos
OC = e, OD = d, tracese por E la paralela a la recta BD hasta
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cortar en I a la OY y desde A la paralela a la OY hasta cor-
tar a la EF en F'. Los tridngulos AEF’, OBD son iguales:
luego el segmento AF” es igual a OD y el segmento CF... ete.

15) Teor.: Dado un dngulo recto XOY, si una circunferencia
corta al lado OX en los puntos M y N y al lado OY en los
puntos P y Q se tiene que:

OM : OP'=0Q : ON; oM 00 = 0P% ON.

Suponiendo que el punto O es exterior a la eircunferencia
y que los puntos O, M, N O, y P, Q se suceden sobre los dos
lados en el orden escrito, considérense primero los tridngulos
OMQ, OPN vy después los dos triangulos OQN y OPM, ete....
16) TeoRr.: Si sobre los lados OX y OY de un dngulo recto se
toman los segmentos OM, ON y OP, OQ tales que OM : OP=
= 0Q : ON, los puntos M, N, P y Q pertenecen a una circun-
Jerencia. (Ejercicio precedente y ejerc. 11).
17) TeoR.: En una proporcion se pueden permutar los medios.
Apliquese el teor. prec. y la segunda parte del ejerc. 15.
18) CoR.:'Si a4 b=e vdy a s b=e2f resulta et d=—=e6:F
Véase ejerc. prec. y ejerc. 13.
Con lo expuesto se completa la parte abstracta de la teoria.
Pero sigamos ulteriormente al prof. LEvi en la deduccién del
teorema de THALEs que nosotros demostraremos por otro ca-
mino en el Cap. siguiente.
19) Lema: Sia:a’ =h .k y b b =h : k serd también
(a~=2) s(b==0) = hi k.
De las proporciones dadas resulta
avch —al 2k abiha=hs &
Yy por consiguiente [ej. 12 - 13]
ata=>b: by (e 14
(at+a):a=(bxb):b ypuesto que [ej. 11 y 17]
Ix:a’:\.k:a‘; (& ==tai ol =0l == Bk,
y finalmente
(@) iba="b)="h: kK

\ b 3
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CoR.: En dos tridngulos que tienen Sus dngulos ordenada-
mente iguales, son proporcionales dos lados opuestos a dngulos
iguales y las correspondientes alturas. (Apliquese la def. y el
lema precedente).

Teor. de THALEs: Si dos paralelas cortan a los lados OX

y OY de un dngulo cualquiera O respectivamente en Ay B,
C y D se tiene que:

04 L OU="0B 0D.

Los triangulos OAB y OCD tienen los 4ngulos iguales, de
donde; bajando desde A y C las perpendiculares AE y CF
sobre OY sera [ej. precedente]

OB : OD = AE : CF,

Construidos entonces sobre la semirrecta opuesta de OY los
segmentos OA’ = 04, 0C" = OC, también los tridngulos isos-
celes OAA’ y OCC’ tienen los éngulos iguales y por lo tanto
OA’ * OC’ = AE : FC, es decir, OA : OC = AR S GF.

De las dos proporciones establecidas resulta (ej. 17) que

0A 300 =I0BR. OD.

Nora: La unicidad de la cuarta proporcional permite tam--
bién invertir el teorema de THALES cOmo lo veremos en el

Cap. siguiente.



CAPITULO VII

Aplicaciones de la teoria de las proporciones

TRIANGULOS Y POLIGONOS SEMEJANTES
§ 4. TEOREMAS FUNDAMENTALES

Teorema de Thales directo e inverso. — Proporcionalidad de triangulos o
paralelogramos de igual altura. — Teoremas reciprocos. — Propor-
cionalidad de arcos o sectores de igual radio a sus respectivos
angulos centrales. — Clases de magnitudes proporcionales, — Proble-
mas: construccion de la cuarta y tercera proporcional, division de
un segmento en partes proporcionales a dos segmentos dados. —
Semejanza de tridngulos. — Puntos armonicos. — Construccidn de la
media proporecional. — Ejercicios.

Como aplicaciones inmediatas de la def. de pares
de magnitudes proporcionales (VI, n°s 13, 17), demos-
traremos tres teors. de los cuales los dos primeros y
sus inversos son particularmente fecundos en conse-
cuencias geométricas.

1.) Teor. (llamado de Tuares). Si varias paralelas
son cortadas por dos transversales, cada par de seqmentos
inlerceplados sobre una de ellas es proporcional a cada
par de seqmenlos correspondienles, inlerceptados sobre
la otra. 9

Las dos transversales r y r' corten a las parale-
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-

las a, b, ¢, d..., respectivamente en los puntos A, B,
C, Dy A, B, C, D'. Decimos que:

AB : CD = AB : CD. *}

Bor s En el caso conmensura-

A Ay ble esta proporcion estd im-

' plicitamente contenida en el

8 B} teor. del n. 39 del Cap. III,;
c/ AE % en efecto, hemos visto alli que
H/ ...................... y en la correspondencia entre
D/ {)' d los segmentos de las dos trans-

versales, interceptados por las
mismas paralelas del haz, a segmentos iguales corres-
ponden segmentos iguales, a la suma de dos seg-
mentos corresponde la suma de los segmentos corres-
pondientes: y, por lo tanto, a un multiplo o submultiplo
de un segmento el multiplo o submultiplo, segiin el
mismo entero, del segmento correspondiente (IIl,, n. 40).
Por eso si es, por ej. AB= - CD, como a los seg-
mentos AB y % CD de r corresponden sobre r’ los seg-

mentos A'B y —’;— C'D', respectivamente, resulta:
AB = g co

El teor. se extiende también al caso inconmensu-
rable, haciendo ver que todo niimero -~ menor o ma-

yor que una de las dos razones AB : CD o A'B : C'D
es también menor o respectivamente mayor que la
otra (VI, n. 13).

Recordemos, en efecto, que a la suma de dos seg-
mentos de r corresponde sobre r' la suma de los

DRSS



T Ty TSR T

ELEMENTOS DE GEOMETRIA 47

segmentos correspondientes: resulta, pues, que si dos
segmentos de r son desiguales, los segmentos corres-
pondientes de r’ son también desiguales en el mismo
sentido (III,, n. 40). Entonces si es por ej.

m

— < AB : CD
n
es decir (VI, n. 10)

AB = T ien
n

(en la fig. se tiene AB > CH = % CD), basta tener en
cuenta que a los segmentos AB, =~ CD de r correspon-
den sobre r' los segmentos A'B, = C'D’, respectiva-

mente, para concluir, en virtud del teor. antes citado, que
2 m
AB > — CD;
n
es decir, precisamente

m
— < A'B' : CD.
n

«  Nota HISTORICA. — Seglin ProcLo (comentador de EucLIDES),
acerca de la confribucién que THarLes de Mileto (alrededor de
600 a. C.) habria dado a la Geometria, no resulta que se le pueda
atribuir este teor, el que verosimilmente pertenece a los pitagé.
ricos, por lo menos en el caso conmensurable.

2) La unicidad de la cuarta proporcional (IV, n. 25)
permite invertir el teor. del nimero prec.

<




i =i i S i e gl e i g s € G LA e i i e iU L 1

48 ENRIQUES ¥ AMALDI — LA MENZA
b

Consideremos en primer lugar dos pares de rectas
a, b y ¢, d, las cuales intercepten sobre dos transver-
sales r y r' dos pares de segmentos AB, CQ y A'B’, C'D
proporcionales e igualmente dispuestos (1II,, n. 39);
basta entonces admitir que
lres de las rectas dadas, p. ej.
a, b y ¢, sean paralelas entre
si, para concluir que también
la cuarta, es decir, la d, es
paralela a ellas; en efecto, la
paralela por D a la a (y por
lo tanto a las b y ¢) corta a la
' en un punto, que por el
momento -indicaremos con D', y que por el teor. de
THALES, es tal que:

AR ¢ €D = A'B"?' CDi.

De esta proporcion y de la dada proporcionalidad
entre AB, CD y A'B, C'D) resulta, en virtud de la uni-
cidad de la cuarta proporcional, C'D' = C'D';; y por lo
tanto los segmentos A'B" y €'’ como A'B" y C'D',, estan |
dispuestos como AB y CI. Se concluye que 1), coincide '
con I), o sea que la d es paralela a las a, b y c.

Podemos entonces enunciar el siguiente:

Teor. (inverso del teor. de TuaLEs relativo a cuatro
rectas). Si dos pares de rectas cortan, sobre dos trans-
versales, pares de segmentos proporcionales e igual-
mente dispuestos, y lres de las rectas dadas son para-
lelas entre si, también la cuarta es paralela a ellas.
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3. En lugar de cuatro rectas, consideremos solo
tres, p. ej. las a, b v ¢, que corten a las transversales
ry r'enlos puntos A, B, Cy A’, B, C' respectivamente.
Si se supone que de las tres rec-
tas a, b y ¢ las dos primeras son
paralelas y que ademas son pro-
porcionales e igualmente dispues-
tos los segmentos AB, BC y A'B,
BC, o bien 4B, AC y A'B, A'C,
se deduce con el mismo razona-
miento del n. prec., que también
la ¢ es paralela a las a y b.

Pero, si al contrario, se supone que, ademds de ser
paralelas las a y b sean proporcionales e igualmente
dispuestos los segmentos AC, BC y A'C’, BC' (que tienen
todos ellos un extremo sobre la tercera recta c), el
razonamiento del n. prec. no conduce inmediatamente
a demostrar que la ¢ es paralela a las a y b(’).

Se llega a la misma conclusion con la observa-
cion siguiente :

Siendo por hipotesis
AC L BC = AC 1 BG

supongamos, para fijar las ideas, que, como en la fig. el
punto € caiga sobre la prolongacion de AB: entonces,

(1) Notese en efecto, que si se indica con C'; el punto en el cual la paralela
a las a y b, por ¢ corta a la segunda transversal, la proporcion

AC : BC = A’C'y ; BCy
que asi se obtiene no tiene comunes con la proporcion supuesta
\
AC: BC = 41C s B'C

tres términos, sino solamente dos,
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.

siendo AC > BC, sera también (VI, n. 17) A'C' > B('; y
de la dada proporcion dividiendo (VI, n. 21) se deduce

L
(AC — .BC) : BC = (A'C — BQ). :-B;

O sea:
AB : BC = A'B : BC;.

y se llega asi a una de las proporciones que permi-
ten concluir, con el razonamiento del nim. precedente,
que la ¢ es paralela a las @ y b. Andlogamente se ra-
zona si C cae entre A y B o sobre la prolongacion
de BA.

Resumiendo vemos que, admitido que de las tres
rectas a, b y ¢ las dos primeras son paralelas, se puede
concluir que también la ¢ es paralela a ellas; si se
supone, ademas, que son proporcionales e igualmente
dispuestos los segmentos de una cualquiera de las tres
cuaternas

AB, BC y AB, BC' o AB, AC y A'B, AC
o AC, BC y AC, BC

obtenemos el siguiente :

Teor. (inverso del teor. de THALES relativo a tres
rectas). — Si tres rectas, de las cuales las dos primeras
son paralelas, cortan a dos transversales de manera
que dos de los segmenlos inlerceplados sobre una de
éstas sean proporcionales e igualmente dispuestos respecto
a los seqmenlos correspondientes inlerceplados sobre la
otra, también la lercera recla es paralela a las dos
primeras.
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4. Un segundo ejemplo de proporcionalidad esta
dado por el siguiente :

Teor. Dos (riangulos o paralelogramos de iqual
altura son proporcionales a las respectivas bases.

Basta demostrar el teor. en el caso de los triangu-
los, porque todo paralelogramo es el doble del triangulo
de igual base y altura (V,, n. 22).

Sean entonces ABC y A'B'C’ dos triangulos de igual
altura respecto a las bases AB y A'B’, decimos que:

AB : A'B ="ABC A RC .

También aqui, en el caso
conmensurable, el teor. es
una consecuencia inmediata
de resultados conocidos.

Sabemos, en efecto, que
enfre los tridngulos de igual
altura: 1) los de igual base
son equivalentes (V,, n. 24) entre si.

c {54

A B A H B

2) La suma de varios triangulos de igual altura es
equivalente al triangulo que tiene por base la suma de
las bases de los ftriangulos considerados y la misma
altura (V,, n. 25 a), (del que resulta que de dos trian-
gulos de bases desiguales el de base mayor es preva-
lente). Por eso multiplicando o dividiendo la base de
un triangulo por un numero entero y conservando
inalterada la altura, se obtiene el multiplo o submuil-
tiplo, segun aquel mismo entero, del tridngulo consi-
derado. De aqui se deduce inmediatamente que, si es

\
aB=2 ap.
q
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se tiene también
p 4 U i’
ABG = 71— ABC \

El teor. se extiende al caso inconmensurable, de-
mostrando, como en el n. 1, que todo niimero -,
menor o mayor que una de las dos razones AB : A'B
o ABC : A’'BC, es también menor o, respectivamente,
mayor que la otra. Sea, p. €],

m
— = AB {AB,
n
es decir (VI, n. 10)
m
AB = === A'B"
n
Por cuanto se ha recordado antes, se tiene también:
m
ABC > == A'BIC,
es decir,
m
= < ABC + A'BC,

5. También este teor. se invierte en virtud de la
unicidad de la cuarta proporcional.

Teor. (inverso del prec.) —Si dos (triangulos o dos
paralelogramos son proporcionales a las respectivas

 bases, ellos tienen alturas iguales.
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Demostraremos también este teor. inverso sola-
mente para los triangulos, por la misma razon aducida
para el teorema directo.

Sean entonces ABC y A'B'C’ dos triangulos tales que

ABC ;. ABC = AB "A'B’. c c

'

Decimos que ABC y A'B'C’
tienen, respecto a las bases AB
y A'B, alturas iguales.

Imaginemos construido un c”
triangulo A"B"C", equivalente
al segundo triangulo A'B'C’ y
que tiene sobre la base A"B"
altura igual a la del primer A" g8’
triangulo ABC (V,, n. 24).

Sera, por la primera parte del teor.,

ABC : A'"B'C" = AB : 'A"B";

y siendo, por construccion,
‘_1HBHCH — illBlC'
es también '
ABC: A'BC = AB® AlB!:

de esta proporcion y de aquella admitida por hipotesis
resulta, por la unicidad de la cuarta proporcional,
A'B" = A"B". Por eso el triangulo A'B'C', por ser equi-
valente a A"B'C" y tener base igual a él, debe tener la
misma altura de A"B'C" (V,, n. 28), o sea de ABC.

\
6. Teor. Dos arcos o seclores de igual radio son
proporcionales a los correspondientes angulos centrales.

D
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Demostraremos el teor. solamente para los arcos,
pues en los casos de los sectores vale un razonamiento
del todo analogo. i

L4 r ~ =

Dados dos arcos AB y A'B’ de igual radio y de

centros O y O respectivamente, se trata de ver que

—~ —_— S A
AB 2 AB =A0B ~A'0OB".

En el caso conmensurable, esta proporcion resulta
casi evidente si se recuerda que a arcos iguales corres-
% e T [ ponden dngulos centrales

A B iguales y que al arco su-
ma corresponde el angulo
central suma (III,, n. 19),
(y, por consiguiente, al ar-

0 o co mayor corresponde el

dangulo central mayor).

De aqui resulta que al miiltiplo o submultiplo de
un arco corresponde el dngulo central, miltiplo o
submultiplo, segiin el mismo numero: asi que si es

P P
también es
A T s
AOB = ; O B,

y en el caso inconmensurable la igualdad de las dos
) ro A 1/\' r

razones, AB : A'B’: AOB : A'O'B/, se demuestra, como

de costumbre, verificando que cada numero I menor

o mayor que una de las dos razones es también menor
o, respectivamente, mayor que la otra.
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Por ej., de

es decir (VI, n. 10)

—_ m o~
AB > i= A'Hl,
n
de donde
A 171 T
AOB > = A'O'B',

O sea

m A\ A\
T AOB : A'O'B'.

7. Antes de proseguir conviene reflexionar un mo-
mento sobre los tres teors. de los n°* 1, 4 y 6 y sobre
el procedimiento, manifiestamente uniforme, que hemos
seguido para demostrarlos.

Dadas dos transversales r y r’ de un mismo haz de
paralelas, a cada segmento de una corresponde un de-
terminado segmento de la otra: y por el teor. de
TuALES, cada par de segmentos de la una es proporcio-
nal al par correspondiente de la otra.

Andlogamente, para los teor. de los n°: 4 y 6, te-
nemos que, considerados, por ej., fodos los rectangulos
de dada altura, dos cualesquiera de esos rectingulos
son proporcionales a las respectivas bases: del mismo
modo considerados fodos los posibles arcos (o sectores),
cualesquiera que ellos sean, son proporcionales a los
correspondientes dngulos centrales.

Eso se expresa diciendo que los segmentos deter-
minados sobre dos transversales de un mismo haz de

W
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paralelas, o bien los rectangulos de dada altura y las
bases correspondientes, o, en fin, los arcos (o sectores)
de dado radio y los correspondientes angulos centrales
constituyen clases de magnitudes proporcionales.

Hablando en general se adopta la siguiente:

Def.: Dos clases de magnitudes se llaman proporcio-
les si a cada canlidad de la una corresponde en la
otra una determinada cantidad, de manera que cada
par de cantidades de una clase sea proporcional al par
correspondiente de la obra.

Ahora bien, en la demostracion de cada uno de los
teors. de los n°* 1, 4 y 6 hemos reconocido la pro-
porcionalidad de las dos clases de magnitudes, caso
por caso consideradas, observando que a cada cantidad
de una cualquiera de las dos clases corresponde en la
otra una cantidad bien determinada, de manera que a
cantidades iguales corresponden cantidades iguales, y
a la suma de dos cantidades corresponde la suma de
las cantidades correspondientes.

De esta doble propiedad se deduce, en cada caso,
que a cualquier multiplo o submiiltiplo de una mag-
nitud de una cualquiera de las dos clases corresponde
en la otra el multiplo o submultiplo segiin el mismo
numero de la magnitud correspondiente y que a dos
magnitudes desiguales corresponden magnitudes des-
iguales en el mismo sentido.

Son precisamente esas las circunstancias que per-
miten reconocer la proporcionalidad de las dos clases
de magnitudes (directamente en el caso conmensurable,
y después en base a la definicion general de igualdad
de razones (VI, n. 13) en el caso inconmensurable).

I e TR, O TR e WS PR
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En fin, el fundamento comuin de las demostraciones
de los teoremas varias veces recordados esta en el si-
guiente criterio general de proporcionalidad entre dos
clases de magnitudes:

Teor.: Sean dadas dos clases de magnitudes, cada
una de las cuales conlenga con cada cantidad de ella
todos los mulliplos y submuilliplos y con cada par de
cantidades su suma y su diferencia. Se puede concluir
que las dos clases son proporcionales si a cada can-
tidad de una cualquiera de ellas corresponde en la otra
una delerminada canlidad, de manera que:

1) A cantidades igquales corresponden cantidades
iquales ;

2) A la suma de dos canlidades tomadas arbilra-
riamente en una clase corresponda en la otra la suma
de las cantidades correspondientes.

8. Notemos (ue si se tienen dos clases de magnitudes
proporcionales A, B, C,..... o3 A, BO .. i ten a8
cuales se correspondan las cantidades designadas con
la misma letra mayuscula, sencilla y acentuada) y es,
por ej.,

AR =D

de las hipotesis
At Bl v AR
G sl ==l L d)

y de la propiedad transitiva de la igualdad de razones
(VI, n. 15), resulta

A Bra=a G Dy
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es decir, si dos clases de magnitudes son proporcionales
y cualro cantidades de una de las dos clases estan en
proporcién, también las cuatro cantidades correspon-
dientes de la otra estan en proporcion.

Si ademas las cantidades de las dos clases propor-
cionales son todas homogéneas, de las proporciones

el =L H et e AR BLG= B TE ...

se deducen, permutando los medios (VI, n. 23), las
siguientes :

Esto se puede expresar diciendo que, si dos clases
de magnitudes, las unas homogeneas a las otras, son
proporcionales, es constante la razon de las cantidades
correspondientes. En el caso conmensurable las canti-
dades de una cualquiera de las dos clases se obtienen
de las correspondientes, multiplicandolas todas por un
mismo nimero.

Triangulos semejantes.

9. Como hemos hecho notar al principio, el teor.
de THALES y su inverso dan lugar a muchas y notables
consecuencias, de las cuales desarrollaremos en este
paragrafo, las mas importantes.

Mais bien, todas estas consecuencias estan regidas
por el siguiente caso particular del teor. de THALES (y
por su inverso), que se refiere al triangulo (y que,
como ya dijimos, se remonta a la Escuela Pitagorica).
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Teor. (de Tuares relativo al triangulo y su inverso).
Si dado un triangulo, se traza una paralela a un lado,
cada par de segmentos asi determinados sobre uno de
los otros dos lados (o sobre su prolongacion) es pro-
porcional al par de segmentos correspondientes inter-
ceptados sobre el otro lado.

Es decir, si una paralela al lado AB del triangulo
ABC corta a los lados AC y BC en D y E respectiva-
mente (o a sus prolongaciones), se obtienen las pro-
porciones :

AC L AD =N BE SR B A P (=" B O
AD : 'DC =.BE : E€;

y, reciprocamente, si se toman los
dos puntos D y E sobre los lados
AC y BC (o sobre sus prolonga-
ciones y de una misma parte res-
pecto a (), de manera que se ve-
rifique una cualquiera de las tres
proporciones indicadas, la DE re-
sulta paralela a la AB: asi que, ;
por la primera parte del teor., se _ . ;
obtienen también las otras dos pro-
porciones. ; :

Para ver como este teor. es un caso particular del
de THALES basta considerar el haz de paralelas a la AB
y las dos transversales AC v BC.

10. Apliquemos, en primer lugar, este teor. a resol-
ver dos probl\emas:

ProBLEMA : Construir el cuarto segmento proporcio-
nal a tres seqmentos dados.



sttt AL SR L b il - L Uil e B

60 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA
¥

Si a, b, ¢ son estos segmentos, consideremos dos
semirrectas (no opuestas) de un mismo origen 0. Tome-
mos sobre la primera‘los dos seg-
mentos consecutivos OA =a y
AB = b, sobre la segunda el seg-
mento OC = c. |

4

Unamos A con C, y tracemos
e ' i a AC hasta cor-
g 5 por B la paralela a AC
2 o Rl tar a la OC en D. ’
El segmento d = CD es el cuarto proporcional
a, b y ¢ porque (n. prec.)

| 04 : AB=0C :CDoseaa:b=c:d.

Nora: La construccion se puede ejecutar -de infini- |
tos modos (segun la eleccion de las dos semirrec-
tas); pero por la unicidad de la cuarla proporcional
(VI, n. 25), estamos seguros de obtener siempre seg-
mentos iguales.

11. Como casos particulares de la construccion
precedente, cuando sea b = ¢ se tiene la consiruccion
del tercer segmento proporcional a dos segmentos dados.

K Notemos, de paso, que la misma construccion per-
mite determinar el cuarto proporcional a tres poligonos
dados A, B y C. Si transformados A, B y C en los tres
rectangulos respectivamente equivalentes de prefijada
altura h (V,, n. 40) y son a, b y ¢ las respectivas bases
y es d el cuarto proporcional a a, b y ¢, el rectangulo |
r (d, h) es el cuarto proporcional a A, By C.

Analogamente para el lercer poligono proporcional
a dos poligonos dados A y B.
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12. ProBreMA : Dividir un segmento dado en partes
proporcionales a dos segmentos dados.

Sea dividir el segmento AB en dos partes propor-
cionales a dos segmentos dados a y b.

: A D
Trazada por A una semirrecta dis- £
tinta de AB y de su opuesta, tomense S E
sobre ella dos segmentos consecuti- N LR
vasvAG-='a) GD = b, I
Tndi < Tambie : o
Nora: También aqui, aunque se , E B

pueda hacer la construccion de infi-

nitos modos, se llega siempre al mismo punto E
VL, n. 27).

13. Con la misma construccion, dados tres poligonos 4, By C,
se pueden determinar dos poligonos, que tengan por suma C y
sean proporcionales a A y B. Transformados los tres poligonos en
rectangulos de igual altura (cualquiera) /4, basta dividir en el terce-
ro la hase en partes proporcionales a las bases de los dos primeros.

14. El teorema de THALEs relativo al triangulo y
su inverso conducen a establecer una relacion entre
triangulos (semejanza) que es mas general que la
relacion de igualdad (superposicion).

Para definir esta relacion demostremos ante todo el
teor. siguiente :

Teor.: Si en dos (riangulos (tomados los vértices en
un determinado orden) los dngulos son ordenadamente
iquales, los pares de lados opuestos a los anqgulos estdn
en proporeion.

En los dos triangulos ABC, A" B' C sea
\

A A\ A AN AN
A = ACLB o B 1 aslr
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b ]

decimos que:
AB ¢ AR = AG AT = BC l\iC

Si es AB = A'B', los dos tridangulos, por tener iguales
un lado y los angulos adyacentes, son ignales (II;, n. 6),
C y entonces las razones
S

) AB : A'B, AC: AC
BC : B'C' son las tres
iguales a la unidad.

Exceptuado este caso
: y supuesto, para fijar las
A B BLICA B' jdeas, AB < A'B', to-
memos sobre AB el segmento AD = A'B', y tracemos
desde D la paralela a BC hasta cortar en E a la AC.

A A
Sera entonces (I,, n. 70) EDA = CBA, y como

A A
EDA = C'B'A', los triangulos ADE y A'B(C, tienen
iguales un lado y los dos angulos adyacentes, son
iguales (IL,, n. 6); luego sera

(1) AD = A'B, AE = AC.

Por otra parte, la DE, por ser paralela a la BC,
determina sobre los lados de ABC segmentos propor-
cionales (n. 9); entonces se obtiene la proporcion:

AB : AD = AC : AE, o sea por las (1)
AB AR = AC : AC.
Analogamente se demuestra que

B BE =AB 1 AR A6t A'C =BG 1 BC.
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15. En los tridangulos ABC y A'B'C’ del teor. prec.,
si la razon de los lados correspondientes no es igual
a 1, aparecen a nuestra intuicion con superficies
desiguales, pero de igual forma; se puede decir que
uno es la copia reducida o aumentada del otro.

Esto se expresa diciendo que son semejantes. En
términos precisos se da la siguiente :

Def.: Dos triangulos se llaman semejantes si tienen
ordenadamente iquales los dangulos y proporcionales los
lados que comprenden dngulos iguales.

Se llaman correspondientes los vértices de angulos
iguales y los lados que unen pares de vértices corres-
pondientes (es decir, opuestos a angulos iguales).

La semejanza comprende como caso particular a
la igualdad, a la cual se reduce cuando la razén de
los lados correspondientes es igual a 1.

Se tiene tambi¢n la semejanza direcla o inversa
segun que los angulos correspondientes (iguales) tienen
o no el mismo sentido (I,, n. 83).

16. De la propiedad transitiva de la igualdad entre
angulos (I,, n. 51) y de aquella entre razones (VI, n. 15)
resulta que esta propiedad vale también para la seme-
janza entre triangulos, es decir:

Cor.: Triangulos semejantes a un lercero son seme-
jantes entre si.

17. Teniendo en cuenta la prec. def., el teor. del n. 14
lo podemos enunciar diciendo que: Se puede afirmar
que dos triangulos son semejantes si se sabe que tienen
los angulos ordenadamenle iguales.

Es este un' primer criterio de semejanza de {rian-
qulos.
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18. Cor.: En dos (riangulos semejantes las alturas
correspondientes (es decir, bajadas desde vértices corres-
pondientes) son proporcionales a los lados.

Si, en efecto, en los
tridngulos semejantes, ABC
y A'BC se bajan las altu-
ras CH y C'H' de los vér-
tices correspondientes Cy (',

uno, por lo menos, de los
A IR A :
pares A, A" y B, B’ estara

constituido por angulos agudos (II;, n. 31).

- n

A HB A HEFP

A
Supuestos tales, para fijar las ideas, los angulos A
A
y A’, los dos triangulos rectangulos AHC, A'H'C’ por

Wi
tener iguales los angulos agudos A y A', tienen iguales
todos los angulos (II;, n. 31) y por lo tanto (n. prec.) son
semejantes ; de donde resulta:

GH S WOH = AC '+ AC .

19. El inverso del teor. de Tuares relativo al tridn-
gulo permite establecer otros dos criterios de semejanza
de triangulos, que demostraremos en este niimero y en
el siguiente.

Teor. Se puede afirmar que dos lriangulos son se-
mejantes si se sabe que tienen un dangulo igual a un
angulo y proporcionales los lados que los forman.

En los dos triangulos ABC y A'B'C’ sea

A s
BAC = BA'C vy, AB | AB = AC:AC.
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Decimos que los dos tridngulos son semejantes; y
para demostrarlo bastara probar (n. 17) que ellos tie-
nen iguales también los c
otros dos angulos; es de-

cir, que ¢
A A
cBA = CB Y, A
s A \
ACB = ACH". F o D B A B

Si AB = A'B, por la admitida proporcion (VI, n. 17)
resulta AC = A'C’, los dos triangulos, por el primer
crit. de igualdad de triangulos (II,, n. 1) son iguales y
el teorema estd demostrado.

Si AB > A'B’ entonces (VI, n. 17) sera AC > A'C'.
Tomese sobre AB el segmento AD = A'B’ y sobre AC
el segmento AE = A'C’. Los tridangulos ADE y A'B'(',
por tener iguales ordenadamente dos lados y el angulo
comprendido, son iguales (II,, n. 1). Por otra parte,
siendo A'B' = AD y A'C’ = AE, resulta, de la propor-
cion admitida, que:

AB : AD = AC : AE;

por lo que la DE es paralela a la BC (n. 9). De aqui
A A
concluimos que los dngulos EDA, AED son respectiva-

A A
mente iguales a los angulos CBA y ACB; por consi-
guiente los dos triangulos ABC y A'B'C’ tienen los angu-
los ordenadamente iguales, luego (n. 17) son semejantes.

R0. Teor.: Se puede afirmar que dos tridangulos son
semejantes si se sabe que tienen sus lados ordenada-
mente proporcionales.
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En los dos triangulos ABC y A'B'CC se verifican
por hipotesis las proporciones

\
ol

AN SvABC="A0\2 AC ="B0-: BC .

Decimos que los dos triangulos son semejantes.

Ante todo, si es AB = A'B’, resulta también (VI, n. 17)
de las admitidas proporciones que BC = B'C', CA = (C'A’;
y los dos triingulos, por tener los lados ordenadamente
iguales, son iguales (II,, n. 11)

Para demostrar el teor. en todos los otros casos,
bastara probar (n. 17) que se verifican las igualdades

A AA A A
de 4ngulos A = 4, B = B, C =-C'; con este fin
demostraremos que es posible construir un triangulo
que tenga los angulos ordenadamente iguales ya sea a
los de ABC o a los de A'B'C’.
Supuesto, para fijar las ideas, AB > A'B’, y en con-
secuencia (VI, n. 17), AC > A'C’, tomemos el segmento
c AD = A'B sobre AB y
el segmento AE = A'CS
g sobre: AC y unamos D
con E. Siendo, por cons-
truccion :
% . ' AD=AB, AE = A'C,
A o Bl s B v siendo por hipotesis
AB : A'B'= AC : A'C), tendremos también que:

AB'Y Abr= AC': AE,

lo que nos dice que la DE resulta paralela a la BC
(m. 9) y el triangulo ADE tiene los angulos ordenada-
mente iguales a ABC, (I;, n. 70).
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Probemos ahora que ADE tiene también iguales
los éngulos a los de A'B'C’; mas aun que es igual a él.
Obsérvese, en efecto, que ABC y ADE, por tener los
angulos iguales, tienen sus lados en proporcion (n. 14),
en particular es:

AR AD'=.BC : DE.
De aqui, recordando que por hipotesis
AB . AB!'=/BC B

y que por ‘construccion es AD = A'B’, se obtiene en vir-
tud de la unicidad de la cuarta proporcional (VI, n. 25),
DE = B'C, y por consiguiente los dos triangulos ADE
y A'B'C, por tener sus lados ordenadamente iguales,
son iguales.

Finalmente los dos triangulos ABC y A'B'C’, por
tener sus angulos ordenadamente iguales a los de ADE,
tienen también iguales. sus dngulos entre si, y son, por
‘lo tanto, semejantes (n. 17).

Aplicaremos ahora los prec. criterios de semejanza
de tridangulos para demostrar dos teor. notables refe-
rentes a los tridngulos rectangulos, el uno inverso del
otro, que nos conduciran a la construccion del seg-
mento medio proporcional entre dos segmentos dados
(VL, n, 16).

2l. Teor.: En un (riangulo rectangulo la altura
(bajada desde . el vértice del angulo recto) es media
proporcional enlre los dos segmentos en que divide a la
hipotenusa; 1} cada catelo es medio proporcional enire
la hipotenusa y su progeccion sobre ella.
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Dado el triangulo ABC rectangulo en C y bajada la
altura CH relativa a la hipotenusa, los dos tridngulos
rectangulos ACH y \CBH, tienen,
cada uno, un dngulo agudo comun
con el tridangulo rectangulo dado:
: luego tienen los #ngulos ordena-
A ' damente iguales a los de ABC y
A H B . .

por lo tanto iguales entre si; es
decir, por el n. 17, los triangulos ACH y CBH son
semejantes. a ABC, y en consecuencia (n. 16) seme-
jantes entre si.

Por ser ACH y CBH semejantes (correspondiendo a

C

los vértices A, C y H del primero ordenadamente los

vértices C, B y H del segundo) resulta que:
AH T 'CH ="TCH { BH;

es decir, la altura CH es media proporcional entre los
segmentos AH y HB de la hipotenusa.

Del mismo modo comparando los triangulos seme-
jantes ACH y ABC (en los cuales a los vértices A, C
y H del primero corresponden ordenadamente los vér-
tices A, B y C del segundo) se encuentra

AR A0 = A0 AB,

es decir, el cateto AC es medio proporcional entre la
hipotenusa AB y su proyeccion AH sobre ella.

También de la comparacion de los triangulos se-
mejantes CBH y ABC resulta

HB : CB = CB : AB.
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R2. Teor.: Si en un (riangulo una de las alluras
divide interiormente al lado correspondiente en dos
partes entre las cuales él sea medio proporcional, el
triangulo es rectangulo; y analogamente, si la proyec-
cion de un lado sobre olro es inlerior a éste y el pri-
mer lado es medio proporcional enire esta proyeccion
y el lado al cual ella pertenece, el triangulo es rec-
langulo.

En el tridangulo ABC, bajada desde C la altura CH
sobre AB, sea H interior a AB y sea también

AR SCH = \CH : HB.

Los dos tridngulos AHC y CHB, tienen, por cons-
A
truccion, los dngulos AHC y CHB iguales por rectos, y
dor hipotesis proporcionales los c
lados que los forman. Se deduce
(n. 20) que los dos tridangulos son

A A
semejantes, y entonces BCH = HAC.
Pero como el triangulo AHC es

A
rectan gulo en H, y HCA es el com- A H B
A A
plemento de HAC (11, n. 31), lo es también de BCH. De

A A A
aqui se concluye que el angulo BCA = BCH + HCA
es recto.

Sea, en segundo lugar,
AH AC =A€Y AR,
Los dos triangulos ACH y ABC, de los cuales el
primero es rectiangulo en H por construccion, tienen el

A
angulo A comun y los lados adyacentes proporcionales.
Se deduce (n! 19) que los dos tridgulos son semejantes,

A
luego el dangulo ACB es recto.

=
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23. Pro.L.: Construir el seqmento medio proporcio-
nal enire dos segmenlos dados. ;

Dados los dos segmentos AB y CD, tomese sobre

la prolongacion de AB el segmento BE = CD. Descrita

sobre AE como diametro una

b b : g
ez a semicircunferencia, levantese la
ATl perpendicular a BF en su pun-
"\ to B; ella corta a la semicir-
ok | ‘ cunferencia en el punto I
A B E Decimos que BF es medio
Ty proporcional entre AB y BE, es

= decir, entre AB y CD.
Uniendo, en efecto, I con A y E, el triangulo AEF
es rectangulo en F (IV,, n. 33), de donde resulta (n. 21)
que la altura BF es media proporcional entre los dos
segmentos AB y BE de la hipotenusa, es decir, entre
los segmentos dados AB y CD.

Nora. — El teor. del n. 22 (inverso del teor. n. 21) permite
demostrar la unicidad del segmento medio proporcional entre dos
segmentos dados. Se puede desarrollar tal demostracion a titulo
de ejercicio. Aqui nos limitaremos a recordar que en él la unici-
dad de la media proporcional ha sido demostrada para toda especie
de magnitud en el n. 28 del Cap. VL

24. La segunda parte del teor. del n. 21 conduce a
otra construccion del segmento AF medio proporcional
entre dos segmentos dados AB y
CD, de la cual nos limitamos aqui
a dar la figura (donde AE = CD).

25. Observemos finalmente que una u
otra de las dos construcciones precedentes
permiten determinar el poligono de &rea
media proporcional entre dos poligonos

gt e e tatie edee sl gl At
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dados A y B. Basta transformar A y B en los rectingulos equiva-
lentes de dada altura /4 (V,, n. 40); y una vez construido el seg-
mento medio proporcional entre las bases, considerar el rectn-
gulo de altura A, que tiene como base esta media proporcional.

Grupo arménico de puntos

26. Proponemos, como ejercicio, la demostracion
(véase n. 9) de los siguientes

Teors. 1) La bisectriz de un angulo de un trianqulo
divide el lado opuesto en dos seqmenlos, que son pro-
porcionales a los otros dos lados
adyacentes; e inversamenle, si un
lado de un triangqulo esta divi- ¢
dido en dos partes proporcionales A
a los otros dos lados respectiva-
mente adyacenles, la recta que A
pasa por el punto de divisién del
lado y por el vértice del angulo
opuesto es la bisectrjz de este
angulo.

2) Si en un triangulo la bisec-
triz de un dangulo exterior corta B
a la rolongacion del lado opuesto, las distancias de
esta inlerseccion a los extremos del lado mencionado
son proporcionales a los otros dos lados que pasan
F por ellos; e inversamente, da-
dos un (trianqulo y sobre la
prolongacion de uno de sus
lados un punto cuyas distan-
3 cias a los dos vértices que se
A B D  encueniran sobre él sean pro-
porcionales a los dos lados que pasan nor ellos, la recta
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que une este punto con el vértice opuesto es la bisec-
triz del relativo angulo exterior del triangulo.

N . - . A
Nota : Las figuras adjuntan indican claramente el proceso de
la demostracién. Trazadas en ambos casos las bisectrices CD del

angulo A/(E‘B o de B%'F (segunda fig.) y las correspondientes pa-
ralelas por B hasta cortar en K al lado AC o a su prolongacion
el tridngulo BCE resulta isosceles sobre la base BE. Aplicando
el teor. de THaLEs a las paralelas CD y EB cortadas por las
transversales AB y AC, resultan los dos teoremas directos.

Para los respectivos teoremas reciprocos, tomando CE = BC,
se tiene, en ambos casos: AD ! DB = AC : BC = AC : CE. Las
rectas CD y EB resultan pues paralelas en virtud del reciproco
del teor. de THALEs (n. 2). Del hecho de ser isdsceles eltridn-
gulo BCE y del paralelismo de CD y EB resulta que CD es, en

A /A\
ambos casos, bisectriz del angulo ACB o BCF respectivamente.

En la demostracion del teor. 2) examinese el caso
en que la bisectriz del angulo exterior no corte a la
prolongacion del lado opuesto.

27. Def.: Cuatro puntos A, B, C y D de una misma
recta, tales que uno de ellos (C por ej.) sea interior al
segmento AB, y D exlerior, se llaman arménicos si son
iguales las razones AC : BC y AD : BD.

Los puntos C y D se llaman conjugados armaénicos
de A y B. Cada uno de los puntos /C o D) se llama
conjugado armonico del otro (D o C) con respecto al
par A, B.

Resulta inmediatamente el signiente

28. Teor.: El conjugado armdénico D de un punio C
(distinto del punto medio del seqmento AB) respeclo a
un par A, B es tinico.

Es decir, que dados tres puntos alineados 4, B, C,
si existe sobre la misma recta un punto D, tal que
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las razones AC : BC y AD : BD sean iguales (siempre
que C no sea el punto medio del segmento AB) este
punto es tinico. !

Supongamos que so-
bre la recta a = AB
hubiera dos puntos D y D,
tales que

A€ 2 BC = AD 7 BD ' AC : BC'= AD: BTk

Resulta :

AD : BD = AD, : BD,

Tracemos por el punto A otra recta @' distinta de
la @ y tomenos sobre ella un punto (C'. Las paralelas
a CC' por los puntos B y D determinan sobre a' los
puntos B' y D' respectivamente. En virtud del teorema
de THALES, se tiene

AC * BC = A'G v BC ; AD 2 'BD = A'D'; BT}
y en virtud de las relaciones precedentes resultaria
A'D : BD = AD, : BD,

lo, que por el teor. reciproco de THALES, nos dice
que la recta D'D, seria paralela a BB y por lo tanto
a la recta D lo cual es absurdo porque ellas tienen
el punto D’ comun.

Demostrada la unicidad del punto D, veamos como
se construye efectivamente este punto. Para ello basta
recordar los dos ejercicios propuestos en el (n. 26).

De ellos resulta que:

a) Dado un triangulo cualquiera AOB, si C es el
punto que determina sobre el lado AB la bisectriz del

-
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A

angulo opuesto O, y si la bisectriz del angulo exterior
corta a la prolongacion de AB en un punto D, los cuatro
segmentos AC, BC, AD y BD son proporcionales, pues

AG> i BG =40 /B0
AD : BD = AQ : BO,
luego:
5 AC : BC = AD : BD.

b) Reciprocamente, si cuatro puntos 4, B, Cy D
de una misma recta son tales que C es interior a AB
y D exterior (no siendo C el punto medio de AB) y
los segmentos AC, BC, AD y BD son proporcionales
(es decir, se verifica la proporcion anterior), existe un
tridngulo de vértices A y B, y tal que las bisectrices
del angulo interior y del exterior opuesto a AB pasan
por C y D respectivamente.

En efecto, para obtener un tridngulo tal que la bi-
sectriz del angulo opuesto al lago AB pase por C, basta

N

construir una circunferencia O que pase por A y By
trazar por el punto medio M de cualquiera de los dos
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arcos A’I§, la recta MC que corta a la circunferencia O
en un punto 0. El tridangulo AOB tiene la bisectriz del

angulo O que pasa por C. La otra bisectriz del angulo

exterior en O de AOB pasa necesariamente por D en
virtud del teorema precedente.

29. ProsL.: Construir el conjugado armdénico de un
punto C respeclo de otros dos punlos dados A y B (ali-
neados con ().

Si C es interior a AB bastara construir un triangulo
sobre la base AB, tal que la bisectriz del angulo opuesto
al lado AB pase por C fig. precedente. Si C no es el

N

punto medio de AB, la otra bisectriz cortara a la rec-
ta AB en un punto D, que es el pedido. Si C es exterior
a AB se obtiene del mismo modo un tridngulo sobre
la base AB, tal que la bisectriz del angulo exterior
opuesto a AB pase por C. La otra dara sobre AB el
punto D pedido. Para ello tomemos una circunferencia
cualquiera Q' que pase por A y B. Tracemos desde O’
la recta perpendicular a AB, que cortara a la circun-
ferencia en dos puntos M y N.

%
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Uniendo cualquiera de los puntos M o N con C
hasta cortar en O a la circunferencia la recta NO
0o MO (segin que se haya tomado M o N) corta a la
AB en un punto D, este punto es el pedido.

En efecto, en el trién%\ulo AOB, OC y OD son las

bisectrices del angulo en O interior y exterior respec-
tivamente.

Nora: Si C es el punto medio del segmento AB, las cons-
trucciones precedentes caen en defecto, pero la consideracion
hecha en (@) prueba que el punto D no existe, porque la recta OD
resulta paralela a la AB.

Demuestre el lector como ejercicio el siguiente

30. Teor.: Si D es el conjugado armonico de C respecto del
par A, B, el punto A es el conjugado armonico de B respecto
del par C, D. .

Por esta razon se dice, que los pares A, By C, D, se separan
armonicamente.

Para demostrar el teorema, constriyase de cualquier manera
(n. 28) un tridngulo, dos de cuyos vértices sean C y D,y si B es
interior a C' D, tomeselo de maner® que la biseciriz del angulo
opuesto pase por B. Bastard probar que la recta que une el tercer
vértice del tridngulo con el punto A es la biseciriz del éangulo
exterior, etc.

Nota: Cuando dos pares de puntos A, By C, D se separan armo-
nicamente, suele decirse también que el segmento A B estd dividi-
do armonicamente interior y exteriormente por los puntos Cy D.

Segun esto, dado un segmento cualquiera A B, existen dos
puntos de la recta que lo contiene uno interior y otro exterior
que lo dividen armonicamente, en una razén prefijada distinta
de la unidad.

Explicaremos la obtencion de tales puntos resolviendo el
siguiente

3l. Pro.L.: Dividir un segmento ¢ interior y exteriormente, en
partes proporcionales a dos segmentos dados a y b desiguales
entre St.
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Tomemos sobre una recta cualquiera un segmento A B igual
al segmento dado c. Por los extremos A y B tracemos dos rectas
A M y B N paralelas entre si. Tomemos finalmente sobre la pri-
mera el segmento A M — a y sobre la segunda los segmentos
opuestos BN = BN’ = b. Los puntos C y D en que las rectas
MN’ y MN cortan a la AB resuelven el problema. De los tridn-

S ) M
b

—_—

A// CA\“‘y B xo

gulos semejantes CMA y BCN' resulta AC : BC = a : b,
y andlogamente de la semejanza de los tridangulos AMD y BND
se obfiene

AR B = atsth.
de donde
AT BOI=0AD N B,

Los puntos € y D son unicos, como se vid en el n. 28.

Por esto también suele decirse que el segmento AB ha sido
dividido en dos segmentos aditivos AC y CB proporcionales a
ay b,y en dos segmentos sustractivos AD y BD, también pro-
porcionales a a y b por ser AB igual a su respecliva suma o dife-
rencia.

82. Damos una ulterior aplicacion de los teors. so-
bre los tridngulos semejantes, demostrando el teor. si-
guiente que sera muy util mas adelante.

\ . .
Teor. Trazadas desde un punto exlerior a una circun-
ferencia una tangente y una secante, el seqmento de



Bl = f Ahue o Ll o S

78 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA
-

tangente comprendido entre esle punio y el punlo de
conlacto es medio proporcional enlre los dos seqmenlos
de secantes comprendidos entre aquel punlo y sus dos
intersecciones con la circunferencia, o, como suele de-
cirse brevemente, la tangente es media proporcional en-
tre la secante lotal y su parte exlerior.

Considerando fuera del circulo el punto A, sea AB
una de las tangentes que desde A se pueden trazar a
la circunferencia y considérese
por A una secante cualquiera,
cuyas intersecciones con la cir-
cunferencia sean C y D. De-
bemos probar que:

AC ¥ AB= AB : AD.

Uniendo B con C y D,
los triangulos ABC y ADB
(considerados sus vértices en el orden escrito) tienen
los angulos ordenadamente iguales, porque el angulo

A A .
en A es comun y los dangulos ABC y ADB son iguales,
por ser semi - inscriptos e inscriptos respectivamente
TR )
que abarcan el mismo arco BC (IV,, n. 34).

Los dos triangulos son, pues, semejantes (n. 17), y
correspondiéndose los veértices A y A, By C,Cy B
se verifica precisamente la proporeion:

AGE: AB—AB 3" A

33. Otras analogas consecuencias de las propiedades
de los triangulos semejantes estan dadas por los dos.
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teoremas siguientes, de los cuales proponemos la de-
mostracion a titulo de ejercicio:

Teor.: a) Trazadas por un mismo punlo exterior
dos secanles a una cir(unferencia, los segmentos de ellas
comprendidos enire esle punlo y
sus inlersecciones con la circun-
ferencia eslan en proporcién
(siendo respectivamente extre-
mos y medios dos segmentos
pertenecientes a una misma se-
cante).

b) Si dos cuerdas de una circunferencia se cortan,
sus segmentos estan en proporcion - (siendo extremos y
medios respectivamente los segmentos

.5 de una misma cuerda).

Ly
/ .
(oo i Para la demostracion basta observar en am-
EX s bos casos que los triangulos ABD y ACE tie-
o nen sus tres angulos iguales, y en consecuencia

(n. 14) sus lados homologos son proporcionales.

34. La unicidad de la cuarta proporcional permite
invertir, sin dificultad, los teor. de los n°- 32 y 33; es
decir, son ciertos los siguientes:

Teor.: a) Considerados sobre una recta, a parlir de
un punto A y de la misma parte de él, dos seqgmentos
AC y AD y sobre otra recta por A el segmento AB
medio proporcional enire AC y AD, la circunferencia
que pasa por B, C y D es tangente en B a la recta AB
(efr. la fig. del n. 32).

b) Si sobre una recta, a partir de uno de sus puntos
A y de la misma parte respecto a él, se toman dos
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E )

seqmentos AB y AE, y sobre otra recta por A y tam-

bién de la misma parte respecto a A se consideran dos

seqmentos AC y AD, de manera que sea
AB i AG = AD AR,

los cuatro puntos B, C, D y E pertenecen a una misma
circunferencia (cfr. la primera fig. del n. prec.)

c¢) Si sobre una recta, a partir de uno de sus puntos
A y en partes opuestas respecto a él, se consideran dos
seqmentos AB y AE y sobre olra recta por A y siempre
en partes opuestas respecto a A se consideran los dos
seqmentos AC y AD de manera que sea:

AB % AG = Al AR

los cuatro puntos B, C, D y E pertenecen a una misma
circunferencia (cfr. la segunda fig. del n. prec.).

EJERCICIOS

1) Si tres rectas que pasan por un mismo punto estan cortadas
por dos paralelas, se obfienen, sobre éstas, dos pares de seg-
mentos adyacentes que estén en proporcion.

2) Notense otros dos pares de segmentos proporecionales a los
cuales se da origen con la construccion del ejercicio precedente.

3) Cada mediana de un tridngulo es el lugar de los puntos medios
de los segmentos paralelos al lado sobre el cual cae la me-
diana, interceptados por los otros dos lados.

4) Los puntos medios de las bases de un trapecio, el punto de
encuentro de las diagonales y el de los lados no paralelos
estdn en linea recta.

—
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6)
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9)

10)
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Si sobre dos rectas paralelas se tienen dos ternas de puntos

consecutivos en el orden A, B, C y A’, B, C’, tales que
ABRVEC—NA B B G

las tres rectas AA’, BB’, C(’, pasan por un mismo punto o son

paralelas (inverso del ej. 1).

Inviértase andlogamente la proposicion del ejercicio 2.

Teor. de Pappus. — Si sobre dos rectas se dan dos ternas de
puntos A, B, Cy A’ B’, " y las rectas AB’ y CB’ son paralelas
respectivamente a las A’B, C'B, también las AC’, A’C' son pa-
ralelas. (Téngase en cuenta el teor. de THALESX 6/3{ del n. prec).

Si en dos tridngulos ABC, A’B'C’ los dngulos B, B’ son iguales
N AN
y los dngulos €, €’ son suplementarios, se tiene
ABS AR = AC . AC,

(Llévese el triangulo A’B’C’ de manera que su vértice B’ caiga

sobre el vértice B de ABC y los lados B’A’, B’C” sobre BA,

BC respectivamente, tracese por A la paralela a A’C” hasta
cortar en H a la BC, ete).

Determinar dos puntos de manera que dividan interior y exte-
riormente a un segmento dado en partes proporcionales a dos
segmentos desiguales dados (o sea en una razon dada distinta
de 1), (n. 31 del Cap. VII).

Si dos puntos €'y D dividen al segmento A B, el uno interior-
mente y el otro exteriormente, en una misma razon, los pun-
tos A y B dividen al segmento CD, el uno interiormente, el
otro exteriormente, en una misma razon.

Los dos pares de puntos A, By C, D se dividen armonica-
mente, o sea, los cuatro puntos A, B, C, D forman un grupo o
cuaterna armonica.

Si C y D dividen armoénicamente al segmento AB, desde un
punto M cualquiera cuyas distancias a A y B sean proporeio-
nales a AC y BC, se ve CD bajo un angulo recto.

Lugar de los puntos cuyas distancias a dos puntos dados son
proporcionalés a dos segmentos dados (desiguales entre si),
(ej. prec.). Se obtiene la llamada eircunferencia de ApoLonio
(relativa a los dos puntos dados y a la razon dada).

XK



82

13)

14)

15)

16)

17)

18)
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Construir un triangulo, dadas la base, la mediana relativa a ésta
y dos segmentos proporcionales a los otros lados (ej. prec.).
Construir un triangulo equivalente a un tridngulo asignado,
dadas la base y el punto de encuentro de ésta con la bisectriz
del 4ngulo opuesto (n. 31 VII, ej. 12).

Construir un triangulo dadas la base y el dngulo opuesto, sa-
biendo que los dos lados que lo forman deben ser el uno doble
del otro (ej. 12).

En el plano de un tridngulo construir los puntos cuyas distan-
cias a los tres vértices sean proporcionales a tres segmentos
dados (ej. 12).

Lugar de los puntos cuyas distancias a dos circulos dados sean
proporcionales a sus radios. (Considérense las distancias de
un punto del lugar a los dos centros y recuérdese el ej. 12).
Lugar de los puntos desde los cuales se ven dos circulos. da-
dos bajo un mismo angulo. (El dngulo bajo el cual se vé un
circulo desde un punto exterior es el de las dos tangentes
trazadas desde el punto al eirculo). Considérese para cada
circulo el ftridngulo que tiene por vértices un punto M del
lugar en cuestion, el punto de contacto de una tangente por
él y el centro. Las distancias del punto M a los dos centros
son proporcionales, etc. (ej. 12).

Construir un tridangulo conociendo dos 4&ngulos y una altura.
(Empiécese por construir un triéngulo semejante al pedido).
En dos tridangulos semejantes las medianas y las bisectrices
correspondientes son proporcionales a los lados homoélogos.
Dos tridngulos que tienen sus fres alturas proporcionales son
semejantes. '

Dos tridangulos que tienen las tres medianas proporcionales
son semejantes.

Si cuatro segmentos a, b, ¢, d, son tales que:

e S i A e SRRV S R |

y los tres primeros a, b, ¢ son lados de un tridngulo, b, ey d
son también lados de un tridngulo, y los dos tridngulos que
asi resultan tienen cinco elementos (lados y dngulos) iguales
sin ser iguales. )
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24) Si dos triéngulos desiguales ABC, A’B’C’ estan situados de
manera que los lados AB, BC, AC, del primero son ordena-
damente paralelos a los lados A’B’, B'C’, C’A’ del segundo, las
rectas AA’, BB’, CC’ de los vértices homoélogos pasan por un
mismo punto. (Teor. de los triangulos homotéticos).

25) Si dos triangulos desiguales ABC, A’B’C’ son tales que las
rectas AA’, BB, CC’, de los vértices homologos pasan por un
mismo punto y los dos lados AB, AC del primero son parale-
los a los dos lados A’B’; B’C’ del segundo, también el lado
CA es paralelo al lado C’A’. (Por absurdo y teniendo en cuen-
ta el ej. prec.).

26) Con la regla solamente y aplicando los dos ej. prec.

a) Trazar por un punto dado la paralela a dos rectas dadas,
paralelas entre si.

b) Dado en el plano un paralelogramo, trazar por un punto
la paralela a cualquier recta dada.

27) Si en un tridngulo rectéangulo se inscribe un cuadrado (con un
lado sobre la hipotenusa) la hipotenusa queda dividida en tres
partes, que forman una proporcién continua.

28) Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados
A, B, y sea tangente a una recta ¢. (Si la AB corta ala e -
en S,y X es el punto de contacto de la circunferencia busca- .
da con ¢, el segmento SX respecto a SA, SB, es, etc.

29) Construir una circunferencia que pase por un punto dado C y
sea tangente a dos rectas dadas «, b. (Si ¢ es la bisectriz del
éngulo ab (o de la faja ab) y C, es el simétrico de C con res-
peeto a ¢, la circunferencia pasa también por C,, de donde re-
firiéndose al ej. prec., etc.).

| SRS VO e T W dil. J
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§ 5. APLICACIONES DE LA PROPORCIONALIDAD
DE SEGMENTOS. — POLIGONOS SEMEJANTES

Proporcionalidad de segmentos y equivalencia de rectangulos. — Potencia
de un punto con respecto a una circunferencia. — Pentagono, de-
cagono y pentadecagono regulares. — Seccion aurea de un segmento
o division de un segmento en media y extrema razon. — Poligonos
semejantes. — Confecceién de planos. — Escalas. — Ejercicios.

Un segundo grupo de aplicaciones de la teoria de
las proporciones se obtiene del teor. fundamental del n. 4
sobre la proporcionalidad de los paralelogramos de
igual altura.

Este teor. y su inverso (n. 5) conducen, en el caso
de los rectingulos, a establecer una importante relacion
enfre la teoria de las proporciones de segmentos y
la de la equivalencia entre poligonos.

85. Teor.: Si cualro segmentos estan en proporeion, el
rectangulo de los exiremos es equivalente al de los
medios.

Reciprocamente, si cualro seqmentos tomados en un
cierto orden son lales que el rectangulo de los extremos
_______________ es equivalente al de los me-
d . dios, los cualro segmentos es-
. lan en proporeion.

Sean a, b, ¢ y d cuatro
segmentos tales que:

AL clbi=feitd.

Decimos que el rectangulo r (a, d) de a y d es
equivalente al rectangulo r (b, ¢) de b y c.
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Obtenido el rectangulo r (a, d) de los dos seg-
mentos a y d, constriyase en el angulo opuesto por
el vértice a uno de sus angulos, el rectangulo de los
segmentos b y ¢ tomando el segmento b en la prolon-
gacion de a. Completado el rectingulo r (b, d) de los
dos segmentos b y d tendremos (n. 4)

(8, d)isel(brd = aF"Db,
T (b, c) i r(b 'd)i="c:ud;

De aqui y de la proporcionalidad de a, b y ¢, d
resulta, por la propiedad transitiva de la igualdad de
razones (VI, n. 15),

rliadd)s=raebid) ="r' (bt c):s r (b, d)s

de donde, se concluye que (VI, n. 17) los dos rectangu-
los r (a, d) y r (b, ¢) son equivalentes.

Reciprocamente supongamos que, dados los cuatro
segmentos a, b, ¢ y d, los dos rectangulos r (a, d) y
r (b, ¢) de los extremos y de los medios sean equivalen-
tes. Decimos que los cuatro segmentos a, b, ¢ y d estan
en proporeion.

Refiriéndonos a la figura anterior, tendremos (n. 4)

eli(a, d) 1w (bud) = a:tb,
ri(biae) . (bd)E="e%!d .

Pero, por hipétesis, r (a, d) y r (b, ¢) son equiva-
lentes, de donde sera (VI, n. 15)

pyi(asd). sera(bitd) =% ((h e) = hr-(hd):



86 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA

De aqui y de las proporciones precedentes se deduce
(VI, n. 15) que
Bh ot PRE=eN e 2

! 36. Como caso particular de este teor. se tiene
que: Si un segmento es medio proporcional enlre otros
dos, el cuadrado del primero es equivalente al rectan-
gulo de los olros dos.

Reciprocamente, si tres segmenlos son tales que el
cuadrado del primero es equivalenle al rectangulo de
los otros dos, el primero es medio proporcional enire
eslos ultimos. '

87. Resulta de aqui que el teor. del n. 21 se reduce
al teor. del n. 16 del Cap. V,. Por eso la teoria de las
proporciones ofrece una ficil demostracion del teor. de
PITAGORAS ; . ‘

Teor.: El cuadrado de la hipotenusa de un trian-
gulo rectangulo es equivalente a la suma de los cua-
drados de sus catetos.

Hemos demostrado, n. 21, que en todo triangulo
rectangulo, cada cateto es medio proporcional entre la ?
c hipotenusa y su proyeccion so-
bre ella. Si ABC es el triangulo
rectangulo en C y AH y HB las
proyecciones de los catetos AC
y BC respectivamente sobre AB,
se tiene:

ZAH TAC = AC-ABy HB': CB = (B ; AB
y en virtud del n. 36:
¢ (AC) = r (AB, AH), c (CB) = r (HB, AB)
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sumando

¢ (AC) + ¢ (CB) = r (AB, AH) 4+ r (AB, HB),
y como (V,, n. 12) es

r (4B, AH) + r (AB, HB) = r (AB, AH + HB)
y por ser ademas AH 4+ HB = AB se tiene

¢ (AC) + ¢ (CB) = r (AB, AB),
0 Sea

¢ (AC) + ¢ (CB) = ¢ (4B).

Del mismo modo, en base a los teoremas del ni-
mero prec., el teor. del n. 32 se puede enunciar di-
ciendo que: Trazadas por un punto exlerior a una cir-
cunferencia una langente y una secante, el cuadrado de
la tangente es equivalente al rectangulo de la secante
tolal y su parle exterior.

Dejamos que el lector enuncie los teoremas que de
manera analoga se deducen de los teors. a y b del
nimero 33.

38. Nora: En el libro segundo (V2 n. 43) hemos dicho que el
drea de un rectingulo se obtiene multiplicando la longitud de
su base por la de su altura. En particular el area de un cuadrado,
es igual al cuadrado de la longitud de su lado. En base a esto se
puede definir el producto de dos segmentos a y b como la super-
Jicie del rectangulo por ellos contenido y el cuadrado de un seg-
mento como la del cuadrado construido sobre él. El producto de
dos segmentos a y b y el cuadrado de a se indican respectiva-
mente con

a X b o simplemente ab y con a®

En base allas propiedades estudiadas en (Vs n. 6) resulta que
el producto de dos segmentos tiene la propiedad uniforme, y la
conmutativa y distributiva respecto de la suma y de la diferencia.
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El teorema de Prricoras se puede escribir entonces bre-
vemente

c2:aZ+b1

indicando con e la hipotenusa y con a y b los catetos.

El teorema del n. 35 adquiere la forma siguiente :

Si euatro segmentos a, b, e y d son proporcionales, el producto
de los medios es igual al producto de los extremos.

Siendo a : b = e : d, sabemos (n. 35) que
e, dy=ribe).;
luego :
ad = be.

En cuanto al cuadrado de la suma de dos segmentos y al
cuadrado de la diferencia han sido explicados en el segundo libro
Cap. Ve n. 7. Haga el lector, como ejercicio, el producto de la
suma por la diferencia de dos segmentos.

Potencia de un punto con respecto
a una circunferencia

Hemos visto, n. 33, que si desde un punto A, exterior
a una circunferencia, se trazan dos secantes, los seg-
mentos de éstas comprendidos entre el punto A y las
intersecciones con la circunferencia, son proporcionales,
y también que si dos cuerdas de una circunferencia
se cortan en un punto A, sus segmentos son proporcio-
nales.
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En ambos casos se tiene:

AB : AC ="4AD 3 AE.

Es decir, n. 35, que
r. (AB, AE) = r. (AC, AD),

o de acuerdo con nuestra definicion de producto de-
dos segmentos:

AB . AE = AC . AD.

Es decir, que se verifica el siguiente

39. Teor.: Si desde un punto del plano de una cir-
cunferencia se trazan dos o mas secantes a ella, los pro-
ductos de los seqmentos determinados por esle punlo y
las intersecciones de cada secanle con la circunferencia
son todos igquales enire si.

También hemos visto, n. 32, que si desde un punto
exterior a una circunferencia se trazan una secante y
una tangente, ¢ésta es media proporcional entre los
segmentos determinados por el punto y los de la secante
con la circunferencia. En este caso vale también el
teorema analogo.
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o

40. Def.: Dada una circunferencia y un punto A de
su plano, tracese por A una recla que corte a la circun-
ferencia en dos puntos B y C (cuerda o secante segin
que A sea interior o exterior). Llamase polencia de A,
con respecto a la circunferencia, a la superficie del rec-
tangulo AB, AC, o sea al produclo de los seqmentos AB
y AC (el cual no varia al variar la cuerda o secante BC
por el punto fijo A).

A fin de no introducir restricciones conviene con-
siderar la potencia de un punto cualquiera de la cir-
cunferencia como una superficie nula.

Resultan, pues, los ‘

4l. Cor.: La potencia de un punto exterior a la cir-
cunferencia esta dada por el cuadrado de la tangente
trazada desde el punto a la circunferencia. :

42. Cor.: La potencia de un punto es igual a la dife-
rencia de los cuadrados de la distancia del punto conside-
rado al centro de la circunferencia y del radio de ésla.

Puesto que la potencia p de un punto 4 es igual,
cualquiera’ que sea la secante, tracemos por A el dia-
metro que corta a la circunferencia en B y C. Se tendra
en la primera y segunda figura respectivamente, segtin
que A sea exterior o interior a la circunferencia:

p = AB . AC = (A0 — BO) (A0 + 0OC)
p = AB. AC = (BO — AO) (A0 + 0C).

e
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Si llamamos d a la distancia del punto A al centro
O y r al radio de la circunferencia, resultd para un
punto exterior (d > r)

=d-rn{d+r=d-1r
para un punto interior (d < r)
=(r—d (r+d =r—d.

Es, en cambio, nula para un punto de la misma
circunferencia.

OBseErvaciON : Si el punto es exterior, los segmentos
ordenados AB y AC de origen A tienen el mismo sen-
tido; si es interior, tienen sentidos opuestos. Por ana-
logia con el producto de niimeros, se ha convenido en
atribuir a la potencia de un punto exterior el signo
positivo y a la de un punto interior el signo negalivo.
Con este convenio vale la tinica formula

p=d"—r
cualesquiera que sean los valores de d y r.

43. Dadas dos circunferencias en un mismo plano, ocurre in-
mediatamente preguntarse si hay puntos del plano para los cuales
ambas circunferencias tienen igual potencia.

Si r y r’ son sus respectivos radios y se indican con d y &’
las distancias de cada uno de tales puntos a los correspondientes
centros O y O, debe tenerse, n. prec.:

d? — p? = d2 — p?
de donde
a¥ — gt = P — p2 (€))

\
a) Si las dos circunferencias son concéntricas y tienen radios
distintos (» & '), siendo, en ese caso &’ = d por ser O y O’

-
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L &

coincidentes, deberia ser también » = r, lo cual es contrario a la
hipétesis; no existen pues tales puntos para el caso de dos cir-
cunferencias concéntricas y distintas.

b) Si las dos circunferencias no son concér¥ricas y tienen
radios iguales (7 = 7’) resulta de (1) que debe ser también d = d’.
Los puntos que cumplen tal condicion son los deé la mediatriz del
segmento OO’ y solamente ellos, porque de las igualdades d = d”
Yy #'=1r’, se obtiene d* — r*=.d?® — p?.

¢) Si las dos circunferencias no son concéntricas y tienen
radios distintos (» 5= #), veremos que también en este caso los
puntos pedidos son los de una recta perpendicular a la recta OO’
de sus centros y solamente ellos.

o 0 M o} H

Siendo, por hipotesis 7 5= 7, resulta de la (1) también d s d’.
Para fijar las ideas sea » > r’, de donde, d > d’.

Consideremos un punto P del plano cuyas distancias a los
centros O y O’ de las dos circunferencias sean respectivamente
dy d' (d>d); H, su proyeccion sobre la recta OO’, M el punto
medio del segmento OO’. Los tridangulos OPM y (’PM tienen el
lado MP comin y los lados OM y O’'M iguales, y como tienen

3 s
los terceros lados desiguales, d > d’, el angulo OMP del primero

(I1; n. 21) es mayor que su suplementario O’J{}P del segundo. Por

lo tanto, la proyececion H del punto P sobre OO’ esta en la semi-

recta de origen M que contiene al centro O’ de la circunferencia

menor. Calculemos la proyeceién MH de la mediana PM de OPO’.
Se tiene, teor. de PITAGORAS que:

d*= OH® + HP; d*= O’'H-+ HP?
d* — d* = OH* — O'H*= (OH + O’H) (OH — O’H)

[ R—
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Segtin que H esté o no entre M y O’ se tiene respectiva-
mente, en la primera y segunda figura, por ser MO = MO’:
OH + O'H=00’; OH — O’H=MO + MH — MO’ + MH =2 MH
OH — O’'H=00’; OH -+ OH=MO + MH +-MH — MO’ =2 MH

Sustituyendo en (2), en amhos casos resulta :
P — d't= 200" . MH

Para que P sea un punto de igual potencia con respecto a
O y O se debe cumplir la (1), es decir que

200" . MH = 7* — 1 (3)

Esta tultima relacion prueba, por ser fijos O y Oy r, 7’ que
todos los puntos de la perpendicular por H a OO’ cumplen la
condicién, y ellos son los tmicos, porque cualquier otro punto fuera
de la perpendicular en H tiene una proyeceion MH’ distinta de
MH por ser M fijo y por caer H’ en la semirrecta de origen M
«(ue pasa por O’

La relacion (3) permite construir un segmento igual a MH
mediante una simple cuarta proporcional, pues basta escribirla
en la forma siguiente :

200" . MH = (r 4 1) (r— ).
De donde 200 : (r+7r)=@—7r): MH

Con lo cual queda perfectamente determinado el punto H de
O0’, tomando a partir de M hacia O un segmento igual al cuarto
proporcional entre 200’, r 7' y r — 7.

De aqui resulta. el .

TeoR. : El lugar de los puntos del plano que tienen igual po-
teneia respecto de dos circunferencias dadas, es una recta per-
pendicular a la recta de sus centros.

44, DEF.: El lugar de los puntos de igual potencia respecto
de dos circunferencias, se llama eje radical de las dos circun-
ferencias.

Si las dos circunferencias dadas son secantes o tangentes, el
eje radical es la secante o la tangente comun, respectivamente,
porque para sus puntos comunes la potencia es nula. Si las dos
circunferencias no son ni secantes ni tangentes, se construye el
eje radical mediante la cuarta proporcional, explicada en el n. pre-

cedente, o del modo més breve que indicaremos en seguida.
(e
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45. TEOR.: Los ejes radicales de tres eircunferencias concu-
rTen a wn mismo punto, o son paralelos entre si. Cuando el punio
existe, dicho punto se llama centro radlcal de las Ires circun-
Jerencias dadas.

Sean O,, O: y Oy las tres circunferencias, 12, 13 y 23 los ejes
radicales de 0,0s, 0,04 y Os Os respectivamente,

' Supongamos que 12 y 23

se corten en un punto C. Este

c punto, por pertenecer al eje

12, tiene igual potencia respec-

to de O1 y Os, y por pertene-

cer al eje 23 tiene igual po-

tencia respecto de Oz y Os; por

; consiguiente C tiene igual po-

tencia respecto de O:y Os,

por lo tanto el eje radical 13

de estas circunferencias, pasa
también por C

En el caso de que los ejes
12 y 23 fuesen paralelos, raz6-
nese por absurdo, suponiendo que el tercer eje 13 corte a los otros
dos, etcétera.

46. CoR.: El eje radical de dos circunferencias es el lugar de
los puntos desde los cuales se pueden trazar a ambas circunfe-
rencias tangentes iguales, porque la potencia (n. 41) es igual al
cuadrado de la tangente trazada desde el punto a la circunferencia.

OBsERvACION : El teor. precedente permite construir rapida-
mente el eje radical de dos circunferencias no secantes, ni lan-
gentes; basta trazar una tercera que corte a ambas; los ejes radi-
cales de éstas con ella dan el centro radical de las tres, y como
el eje de las dos dadas pasa por este punto y es perpendicular a la
recta de sus centros, queda asi perfectamente determinado.

Veamos ahora como la relacion establecida en el
n. 35 entre proporciones y equivalencias conduce a una
notable propiedad de los cuadrilateros.

12 13
23

47. Teor. (de ProrLomeo): Si un cuadrildtero con-
vexo estd inscriplo en un circulo, el recltangulo de las
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diagonales es equivalente a la suma de los rectanqulos
de los lados opuestos.

Dado el cuadrilatero convexo ABCD, inscripto en
un circulo, y trazadas sus diagonales AC y BD, deci-
mos (ue

r (AC, BD) = r (AB, CD) + r (AD, BC)

A
En efecto, en el angulo ADC, ciertamente mayor

A
que BDC, tricese una semi- D
rrecta que, con la DA, forme %)

un angulo igual a BﬁC, y sea
E su interseccion con la dia-
gonal AC.

Los triangulos AED y BCD,

teniendo iguales los * dngulos W »
A A
ADE y BDC, por construceion,

- N A B
y los angulo EAD y CBD, por
inscriptos en un mismo arco de circunferencia (IV,
n. 32) resultan semejantes (n. 17), de donde:

AD : AE = BD :'BC,
y, en consecuencia (n. 35), es:
r (AD, BC) = r (AE, BD).
En segundo lugar, restando o sumando (segin la
disposicion de la figura) a los dngulos iguales ASE y
Bﬁ(] el z’mgﬁlo Bi\)E, obtenemos AﬁB e Ei\)C; y como

A A
DBA = DCA (por ser angulos inscriptos en un mismo

‘2
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arco), resultan semejantes también los triangulos ADB
y EDC y se obtiene

A
AB B = BCr3 CD;
luego es:
ri(AB, CDY ="r (EC, BD)
De estas dos relaciones de equivalencia resulta:

r (AB, CD) + r (AD, BC) = r (AE, BD) + r (EC, BD),

y por ser
AE + EC = AC,

se obtiene finalmente :
r (AB, CD) + r (AD, BC) = r (AC, BD).
Nora HisTOrICA. — El teor. de ProLomEo, que se encuentra

en el 1er, Libro de su Sinfaxis Matemdtica, mas conocido con
el nombre de Almagesto (alrededor de 150 a. C). conduce inme-

«diatamente a la formula de adieion del seno. Obsérvese que el

seno de un arco « (no mayor que un cuarto de circunferencia)
se puede definir como la razon de la mitad de la cuerda del
arco 2z, al radio de la circunferencia. Para ello, dados dos arcos
2y B, se aplique el teor. de ProLomEO a un cuadrilitero A B C D,
en el cual A By B C sean las cuerdas subtendidas por 2z y 2f
y D el punto diametralmente opuesto a B. Precisamente ProLo-
MEO, en su Almagesto (para calcular, con fines astronomicos, su
Tabla de las cuerdas) considera un cuadrilatero inscripto, uno de
cuyos lados pasa por el centro de la circunferencia y no la dia-
gonal, como hemos hecho nosotros; llega asi, segiin nuestro
lenguaje, a la expresién del seno de la diferencia y del coseno
.de la suma de dos arcos.’

1 Cfr. M. T. ZapeLLoni : El teorema de ProrLomeo y las formulas de adicion
-de las funciones circulares. (Periddico di Matematiche. Serie 1V, vol. VIIl - 1928
pags. 60 - 67),
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48. Kl teor. del n. 35 da el ejemplo de un tipo de proporcio-
nalidad entre dos clases de magnitudes que es, en cierto modo,
-opuesto a la proporcionalidad directa, definida en el n. 7.

Considerados fodos los rectangulos equivalentes a uno dado,
hagamos corresponder a la base de cada uno de ellos la respec-
tiva altura.

Si son b y b’ las bases de dos cualesquiera de los rectangu-
los equivalentes a uno dado, y h y h’ las correspondientes alturas,
tenemos, por el teor. mencionado,

b 2 rht =vhil el

es decir, las bases y las alturas de los considerados recténgulos
se corresponden de manera que la razén de dos segmentos cuales-
quiera de una clase es igual a la 7inversa de la razén de los seg-
mentos correspondientes de la otra.

Esto se expresa diciendo que estas dos clases de segmentos
son inversamente proporcionales entre si.

Y se pone en general la siguiente :

Def.: Dos clases de magnitudes se llaman inversa-
mente proporcionales si a cada cantidad de una corres-
ponde en la otra una determinada cantidad de manera
que la razén de cada par de cantidades de una clase
sea igual a la inversa de la razén de las correspon-
dientes cantidades de la otra.

Pentagono, decagono y pentadecagono regulares.

SECCION AUREA DE UN SEGMENTO

49. Los teors. sobre los tridngulos semejantes y el
del n. 32 sobre la tangente y la secante a una circun-
ferencia permiten inscribir en una dada circunferencia
un decagono regular.
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b
Para esto supongamos resuelto el problema; y sea
AB el lado de un decagono regular inscripto en la
circunferencia de centro O (es decir, de wadio 0A). El

o triangulo ABO, isosceles sobre la base AB,

tiene el angulo del vértice 6 igual a la
décima parte de cualro rectos (IV, n. 64),
es decir, a l, de 2 rectos. De aqui re-
= sulta que la suma de los dos angulos

AN ‘
Ay B de la base vale + de 2 rectos

(I, n. 12), asi que cada uno de ellos es
. 2
igual a los + de 2 rectos; son, por lo tanto,

A B

A
dobles del angulo de su vértice O. De esto resulta que

si se traza la bisectriz BC del angulo en B, el tridangulo
A A
OBC, por tener iguales los dangulos en O y en B, es

isosceles sobre la base BO, de manera que OC = BC.

Por otra parte, en el triangulo ACB la suma de los

LIy A

, 3 ¢ . . v

dos angulos A y B da + de 2 rectos, asi que el dngulo C

2 P . .

vale - de 2 rectos y es, entonces, igual al dngulo en

A. Se ve asi que el triangulo ACB es isosceles sobre la

base AC, es decir, que AB = (CB; ademds este tridn-

gulo ACB, como tiene los angulos ordenadamente igua-

les a los de ABO, es semejante a ¢l (n. 17); luego se
verifica la proporcion :

OA : BA = BA : CA,

y siendo
BATS\BG = 0G,

sera
04 : 06 ="00 % EA.
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Por consiguiente :

El lado AB del decagono reqular es iqual a la parte
OC del radio OA, la cual es media proporcional entre
el radio y su parte restante CA. Se puede también decir
(n. 36) que el lado del decagono regqular es igual a la
parte del radio cuyo cuadrado es equivalente al rectan-
qulo del radio y de su parte restante.

Segin una manera de hablar, que se remonta a los
geometras griegos, esto se expresa diciendo que el lado
del decagono reqular es igual a la seccion (o parte)
aurea del radio, y de éste se dice que ha sido dividido
en media y extrema razon.

50. El teor. prec. se puede también enunciar en los
términos siguientes :

Si en un triangulo isosceles el dangulo del vértice
es igual a :— de dos reclos, la base es iqual a la seccion
aurea del lado.

Es cierto también el reciproco de este teor. que se
demuestra sencillamente repitiendo en orden inverso
los sucesivos pasos, con los cuales en el n. prec. hemos
llegado al teor. directo. Se tiene entonces que:

Si en un triangulo isésceles la base es igual a la
seccion aurea del lado, el dangulo del vértice es igual
a % de dos reclos.

6l. En base a las consideraciones precedentes el
problema de la inscripcion del decagono regular en
una circunferencia de dado radio se reduce a este otro,
que aqui resolveremos:

Probl.: Construir la seccion durea de un dado seg-
mento, o dividir un segmento en media y exirema razon.

=
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Si OA es el segmento dado, considérese sobre la
perpendicular en A a OA el segmento AB =3 04, y
trazada la circunferencia de centro B y radio BA, la
cual resulta tangente a la recta
OA en A (IV, n. 26), tracese des-
pués la semirrecta OB.

Llamadas C y D las inter-

. secciones de esta semirrecta con

la circunferencia, en el sentido

i ] de O hacia B, decimos que el

segmento OC, transportado en OE sobre la OA, da la
seccion aurea del segmento OA.

En efecto, el segmento OA de la tangente es medio
proporcional entre los segmentos OCy OD de la secante
(n. 32), es decir,

OD: 0A = 04 : OC.
De esta proporcion se obtiene por division (lo cual es
licito, por cuanto OD es mayor que OA, igual a su vez
al diametro CD de la circunferencia) la siguiente
VL, n, 21):

(OD — 04) : OA = (0OA — 00) : OC,

y siendo

A =1CD, 06 =_-0FE}
resulta:

OE : OA = EA <"0E.

Basta invertir (VI, n. 19) esta tltima para obtener la
proporeion
OA : OE = OE : EA,

la cual nos dice que OE es la seccion aurea de OA.
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52. Nora. Refiriéndonos todavia a la figura del n. prec. la
proporeion ‘

OD : OA = 0A ; 0OC,

que hemos deducido inmediatamente de esta figura, aplicando el
teor. del n. 32, muestra que OD es el segmento, cuya seccidn
aurea es OA, es decir, el radio del decégono regular de lado OA.
Por eso la construceién del n. prec. permite también obiener
el decdagono regular de lado dado.

53. Cuando en una circunferencia se tiene inscripto
un decigono regular, la circunferencia resulta dividida
en diez arcos iguales (IV, n. 64).

Considerados los diez puntos de division, basta
tomarlos de dos en dos para obtener los vértices de
un pentigono regular ins-
cripto en la dada circunfe-.
rencia.

Por otra parte es facil
construir directamente el
lado de este pentigono re-
gular cuando ya se conoce |
el lado del decigono regu-
lar de igual radio. Sea, en
efecto, AB el lado del de-
cdgono regular inscripto en
la circunferencia de radio OA. En el triangulo isosceles

A 5
OAB el dngulo A es igual a <= de 2 rectos, es decir a
1 . .
< de 4 rectos, lo que da precisamente el dngulo cen-

tral correspondiente al lado de un pentagono regular.
Resulta de aqui que para obtener el lado del pentigono
regular de radio OA, basta cortar la semirrecta AB con
la circunferencia de centro A y radio A0. Si C es la
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interseccion asi obtenida, el segmento OC es el lado
buscado.

54, La figura construida permite establecer 1‘ma notable rela-
cion entre los lados del pentdgono y decégono regulares de igual
radio y su radio comuan. Tracese con este objeto, desde C la tan-
gente CD a la circunferencia de centro O y radio OA, se tiene
entonces (n. 32),

AC % OD=CP. ;" BC,

o sea, traduciendo esta expresion en una relacion de equivalen-
cia (n. 36)

¢ .(CD) S ACSBL)S

pero AB, lado del decagono regular de radio OA, es la seccion
Aurea de OA y también de AC = OA ; resulta, pues (n. 49),

¢ (AB) =7 (AC, BCGy;
y de estas dos relaciones de equivalencia se obtiene
' e (CD) = ¢ (AB);

luego (V, n. 15)
Chi = AB

Si después unimos O con el punto de contacto D de la tangente
obtendremos un triangulo ODC, rectangulo en D (IV, n. 26), en
el cual la hipotenusa OC es el lado del pentdgono regular de
‘radio OA, el cateto CD es igual al lado AB del decidgono regu-
lar de igual radio, y finalmente el otro cateto OD es igual al
radio comin de los dos poligonos regulares. Obtenemos asi el
Teor.: El lado de un pentagono regular es la hipotenusa del
triangulo rectangulo, que tiene por catetos su radio y el lado
del decdagono regular de igual radio.

65. Inscripto en una circunferencia dada un deca-
gono regular, basta dividir por la mitad los arcos (o
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los 4ngulos centrales) correspondientes a cada lado
para obtener sucesivamente los poligonos regulares,
inscriptos en la misma circunferencia, de 20, 40...,
5 < 28 e Slados.

Como, ademais,

1 1 10-6 4 e

G 1O B0 T R0 A et

si a partir de un mismo punto A dividimos una circun-
ferencia en diez y después en seis partes iguales (n. prec.

A
y IV, n. 66), y AB y AC son respectivamente la décima
v la sexta parte de la misma circunferencia, la cuerda
correspondiente al arco BC (IV, n. 56) es el lado del
pentadecdgono regular inscripto.

Dividiendo por mitad sucesivamente los arcos, obte-
nemos los poligonos regulares de

SOB0 sy e NG e PR e e M d S

Nora: Reuniendo los resultados precedentes con los
de los n°. 65-69 del capitulo IV, podemos afirmar que
sabemos construir, con la regla y el compdas, todos los
poligonos regulares de dado radio que tienen (cualquie-
ra que sea el entero n) 22.3 ; 2.5 ; lados, resultado
que se remonta a la Escuela pitagorica.

Surge de aqui el problema general siguiente : ¢ es posible ins-
cribir en una circunferencia de radio dado, un poligono regular
de cunalquier numero de lados, no haciendo uso en su construc-
cion mas que de la regla y del compas? Una discusién que
requiere conocimientos superiores a las Matematicas elementales,
conduce a la conelusion de que esto no es siempre posible.
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En particular (como fué demostrado por Gauss) el problema
es posible con los instrumentos indicados para todos los nimeros

primos de la forma |

2n + 1,
pero no para los otros numeros primos.

Asi se llega a inscribir en el circulo, ademas del triangulo
equilatero y el pentagono, los poligonos regulares de 17 = 2* 4-'1,
257 = 2% + 1; 65537 = 2" + 1.... lados, mientras que no son
inscriptibles (sin recurrir a instrumentos superiores) 1os poligo-
nos regulares de 7, 11, 13, 19... lados (1).

Poligonos semejantes.

Los teors. sobre los tridngulos semejantes demos—
trados en los n®. 14-20 constituyen el fundamento d‘e
una teoria general de la semejanza entre poligonos,
de la cual daremos en este paragrafo una breve idea
con el objeto de establecer una importante propiedad
de la razon de las superficies de dos poligonos seme-
jantes (%).

Como para los tridngulos (n. 15); todos tenemos
la nocion intuitiva de poligonos (o, mas general, de
figuras planas cualesquiera) que tienen igual formay des-
igual magnitud, de manera que se puede considerar un
poligono como la copia, reducida o ampliada del otro.
Esta relacion entre poligonos estd geométricamente
precisada por la siguiente definicion:

656. Def.: Dos poligonos se llaman semejanles si es
posible considerar los vértices en orden tal, que resulten

() Véase para mayores nolicias el art. de F. Exrigues: Sobre las ecuacio-
nes resolubles por radicales cuadriticos y sobre la construceion de los poligo-
nos regulares: en la P, II de los Collectanea de F. E.

(*) El que desee conocer mayores desarrollos al respecto puede consultar
el Cap. XV de la “Geometria Solida™ de F. E. y U, A.

.




ELEMENTOS DE GEOMETRIA 105

ordenadamente iquales los angqulos, y proporcionales los
lados que comprenden dangulos iguales.

Es decir, dos poligonos ABCDE y A'B'C'D'E’ (consi~
derados los vértices en el orden escrito) se llaman se-
mejantes si es:

A N\ A A AN A i A A
A=4, B=B, C=C, D=D, E=E;

AB: AR =BG BC = CD ;€D = .. »="EATEAE

‘Para obtener ejemplos de poligonos semejantes con
mas de tres lados, basta considerar dos cuadrados, o
mas general, dos poligonos regulares de igual niimero
de lados.

En dos poligonos semejantes se llaman correspon-
dientes u homdlogos los vértices de angulos iguales y
los lados y las diagonales que unen vértices correspon-
dientes.

Si la razon de los lados correspondientes es igual
a 1, la semejanza se reduce a la igualdad.

En el caso de figuras perteneecientes a un mismo plano se
puede distinguir la semejanza directa y la inversa,.segin que
los 4ngulos correspondientes sean directa o inversamente iguales.

67. Cor.: Poligonos semejanles a un tercero son se-
mejantes entre si (I, n. 51 a, VI n. 15).

58. Teor.: Si desde dos vérlices correspondientes
de dos poligonos semejantes se (razan lodas las po-
sibles diagongles, los poligonos resullan descompuestos
en el mismo nimero de trianqulos ordenadamente seme-
jantes.

o A g
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Sean ABCDE y A'B'C'D'E" dos poligonos semejantes ;
sera entonces:
\

A A A
/S s

A\ 7N A JAN AN A\ \
A = Ay s By =G, D:f)’

AB:AB =BC:BC =CD:CD =DE:DE'=EA;EA',

Uniendo A con C y D, y A" con " y D', decimos
que los triangulos ABC, ACD y ADE, son semejantes res-
0 pectivamente a A'B'C,

D ACD y ADE.,
3G el Los triangulos ABC

y A'B'C son semejantes
porque tienen los an-

B A8

i
i
i
i
A
; gulos B y B’ iguales y
proporcionales los lados que los forman (n. 19).
A A
De aqui que los angulos ACB y BAC son iguales
/\ ’, !/\I 4 ’ i’

respectivamente a A'CB" y BA'C' y que AC, A'C’ son
proporcionales a AB y A'B'.y por lo tanto también a

CD y C'D. Pero entonces en los triangulos ACD, A'C'D’
los 4ngulos

A A A A A A
ACD = BCD — BCA, A'C'D' = BCD' — BCA’

son iguales por ser diferencias de dngulos iguales; los
dos triangulos son semejantes por tener (n. 19) un
par de angulos iguales y los lados que los forman pro-
porcionales.

Anilogamente se demuestra que son semejantes
también los tridangulos ADE y A'D'E'.
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59. Establecido esto, podemos resolver el

ProsLEMA: En un plano sobre un lado dado y en
un semiplano prefijado respecto a su recla, construir un
poligono semejante a un poligono dado.

@) Sean dados en primer lugar un tridangulo ABC
y un segmento cualquiera A'B. Se quiere construir
sobre A'B; en un semiplano
respecto a la recta A'B’, un
triangulo semejante a ABC y
tal que el lado dado A'B’ co-
rresponda al lado AB de ABC.
Tracemos por A"y B’ en el se-
miplano prefijado respecto a
A'B', dos semirrectas que for-
men con la transversal A'B" dos &angulos conjugados

C

A B A B'

. - - /\ A - B
interiores, iguales a A y B respectivamente. Como

la suma de ﬁ y B es menor que dos rectos (II, n. 13),

las dos semirrectas se cortan en un punto C' (I, n. 76),

y el triangulo A'B'C’, que tiene los angulos ordenada-
mente iguales a ABC serda semejante a ¢l (n. 17).

b) Sea dado, en

segundo lugar, un

o) poligono cualquiera

2 ABCDE y sea A'B

E ¢ el lado prefijado

! como homologo de

AB, sobre el cual se

g quiere construir, en

un semiplano prefi-

Jado, el pohﬂono semejante. Descompuesto el poligono

en triangulos, ‘trazando por A todas las diagonales,

D

A B A
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constriiyase sobre A'B, en la parte prefijada, el
triangulo A'B'C’ semejante a ABC; sobre A'C', en la
parte opuesta de C'A'B, construyase el triangulo
A'CD semejante a ACD, y sobre A'D" en la parte
opuesta de A'C'D', el triangulo A'D'E" semejante a ADE.
El poligono A'B'C’'D'E" es semejante al dado porque
por construccion, los pares de segmentos AB, A'B';
BC, BC'; CD, C'D'; DE, DE'; EA, E'A’ son proporcio-
A A AR
nales y los angulos A, B, C, D, E, son iguales respec-
N N 7
tivamente a A, B, C, D', E', por ser sumas de angu-
los iguales.

60. Nora: La construccion precedente sé puede
extender a figuras planas cualesquiera. Dada una figura
plana F y fijados en ella dos puntos A4 y B, con el
procedimiento antes indicado se puede construir, a
partir de dos puntos A" y B', elegidos arbitrariamente

como correspondientes de A y B, una figura F’' seme-.

jante a F, es decir, respondiendo a la nocion comun
de figura que tiene la misma forma de F, pero mag-
nitud desiqual o igqual.

6l. Para reconocer si dos poligonos de un mismo namero 7
de lados son semejantes, no es necesario comprobar todas las »
igualdades de angulos y las » — 1 igualdades de razones de lados,
de las cuales habla la def. (n. 56) porque algunas de estas igual-
dades resultan como consecuencia de las restantes.

En otras palabras, existen para los poligonos algunos eriterios
de semejanza que son una generalizacion de los dados para los
tridngulos en los nos. 17, 19 y 20 que, por otra parte, se reducen a
los criterios de igualdad del n. 3 del Cap. III, cuando la razén de
los lados homdlogos es igual a 1. También aqui nos limitamos
solamente a dar el enunciado, proponiendo como ejercicio (por

|
g
I
\
|
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fo menos para el caso de los cuadriliteros) la demostracion, que
se puede fundar sobre la descomposicion de los dos poligonos
en triangulos semejantes, por medio de diagonales que parten de
dos vértices homologos (n. 58).

TEOR.: Se puede concluir que dos poligonos con el mismo
numero de lados son semejantes, si tomando los vértices en un
«cierto orden, se sabe que ellos tienen ordenadamente :

a) iguales los dngulos y en proporcion n — 2 lados conse-
cutivos (de &ngulos iguales) ;

b) o bien iguales n — 2 dnqulos conseculivos y proporcio-
nales los n — 1 lados que los comprenden ;

c) o bien iguales n — 3 angulos consecutivos y proporciona-
des los lados (correspondiéndose los lados de &angulos iguales).

62. Dados dos poligonos semejantes, ABCDE y
A'BCDE, tenemos por definicion las proporciones

ARV — BC ; B tv="F4& B4,

La suma D :
AB + BE i BA S ; -
de los antecedentes y CE c
la suma A
AR5 BC 4 o EA D B
de los consecuentes dan B

Tespectivamente los perimetros de los dos poligonos:
asi que si a estas proporciones se aplica el teor. del
n. 24 del cap. VI, se deduce la proporcion:

(AB4+BC+..+ EA): (AB +BC +..+EA)=AB: AB,

se obtiene asi el

Teor.: Los perimetros de dos poligonos semejantes
estan entre si como dos lados correspondientes cuales-
quiera.

=

e o

CE NI, SRR TS R S T P y g - | 4o e



ATGE R Y P AT S e e g b R L o it b | s 0 g e ek e Ry

110 ENRIQUES Y AMALDI— LA MENZA

X

63. Demostremos, por tultimo, la propiedad general
de los poligonos semejantes enunciada al principio del
paragrafo. \

Teor.: Dos poligonos semejanles estan entre si como
los cuadrados de dos lados correspondientes cualesquiera.

a) Probemos, en primer lugar, que el teorema es
cierto para dos rectangulos semejantes: si a y b son
los lados del primero, a' y b' los lados correspondientes
del segundo, tendremos por definicion (n. 56)

Ao b= ralis b

Ahora comparando el primer rectingulo r (a, b)
con el cuadrado ¢ (a) de a y andlogamente el segundo
rectangulo r (a’, b’) con el cuadrado ¢ (a’), de (a), se
obtiene (n. 4)

(@) = .r(a; b)= a b,
cataYy s i b)Y =a b,
y en virtud de la igualdad de las razones a : b y a’ : b’
€ () o (ay B) sce (@) sor (85-b),

invirtiendo (VI, n. 19) y permutando los medios (VI,
m  23),

r @' byir@, p)=ci(ay: ¢ (@)
Andlogamente se demuestra que

P8 D)ir{a, b= exb) & ¢ ()




ELEMENTOS DE GEOMETRIA 111

b) El teorema se extiende en seguida a dos trian-
gulos semejantes ABC y A'BC.

En efecto, consideradas
dos alturas homologas CH vy
C’H' se tiene (n. 18)

AR Al Y= CH * ((UH. i
Los dos rectangulos r (AB, CH) A H B A HBE
y r (A'B, C'H) resultan, por

def., semejantes, v, en virtud de lo que se dijo hace
un momento, se tiene:

r (AB, CH) : r (AB, CH) = ¢ (AB) : ¢ (A'B),

y como los triangulos ABC y A'B'C’ son equivalentes
respectivamente a las mitades de estos dos rectangulos.
(IV, n. 28), se concluye sin mas (VL, n. 22 ¢) que:

ABC : A'BC =1t . (4B) :.¢c (A'B).
Andlogamente se demuestra que:
ABC - ABC = c (BO).: ¢ (BCY= ¢ (CA) :e(CA).

¢) Considerados finalmente dos poligonos semejan~
tes cualesquiera, p. ej.
D los dos pentagonos
ABCDE y A'B C D E};
dividanse en tridangu-
los, trazando las diago-
nales por dos vértices
correspondientes Ay A'.
Los triangulos en los cuales ambos poligonos re-

A B A B

=
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sultan descompuestos son semejantes dos o dos (n. 38),
se tiene entonces:

ABC : ABC = ¢ (AB) : ¢ (A'B) = ¢ (4C) : ¢ (AC)
ACD : ACD. = ¢ (AG) 3. ¢ (A'C) = ¢ (AD) : ¢ (A'D)
ADE : ADE = ¢ (AD) : ¢ (AD).

De aqui, por la propiedad transitiva de la igual-
«dad de razomes (VI, n. 15),

ABG v ABG = ACD : ACD = ADE : AUE
=c¢ (AB) : ¢ (A'B);

basta aplicar el teor. de la suma de los antecedentes
y de los consecuentes (VI, n. 24) para obtener

(ABC + HCD + ADE) : (ABC + ACD + ADE)
=_¢ (AB) i c.(4'B);
-es decir,
ABCDE : ABCDE = ¢ (AB) . ¢ (A'B).

64. CONFECCION DE PLANOS-ESCALAS.— La semejanza de poli-
-gonos tiene una inmediata aplicacion practica en la confeccién de
planos. Un plano, en general, no es sino una figura semejante a
otra que puede ser la forma de un terreno, la planta de un edifi-
cio, la configuracion de un jardin, de un parque, de una ciudad,
etec. La razon de semejanza entre la figura representada en el
-plano y la figura verdadera es lo que se llama escala.

Decir que la escala del plano de un mapa, por ejemplo, es

de 1 a 10.000, que se escribe 1:10.000, 6 10000

Jlongitud de una unidad 1m., por €j., en el mapa, representa 10.000 m.
-en el terreno. Los mapas o los planos suelen llevar la indicacion

, significa que una
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de la escala mediante un segmento que expresa el nimero de
unidades, metros, kilometros, etc., que una longitud del plano
igual a la de ese segmento representa en el terreno.

Escala

I J i I i 1 Asi toda distancia de dos
f'"+ 2-- 30 40 50 km.

puntos cualesquiera del plano que tuviese esta escala y que fuese
igual a la de este segmento, representara una distancia de 50 km.
en el terreno.

En la practica del dibujo técnico, a veces se presenta el caso
de tener que reducir o ampliar un plano, es deeir, dibujarlo a
una escala méas chica o mas grande que
la del plano dado. En estos casos se ha- A '
ce uso de un compds de proporcion, el X
cual consiste en dos barras articuladas en
un punto O, '

Supongamos tener que dibujar un po-
ligono semejante a otro dado, y cuya ra-
z6n de semejanza sea, por ej., %.

Colocando el punto O del compas de
manera que OA’=% 04y OB' = % OB,
resulta A’B' = % AB, cualquiera que sea
la abertura del compas. Se hara la cons-
truceion como en el problema del (n. 59),
fomando sobre el poligono dado los seg-
mentos con las puntas A, B y marcando
sus correspondientes en el nuevo poli- B A i
gono con las puntas A’ B'. Es claro que
el compas solamente serd util dentro de ciertos limites debido a
que sus lados tienen una longitud limitada. b

. EJERCICIOS

il e

1) Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados
A y B y sea tangente a una circunferencia dada C. (Tracese
por A y B uga circunferencia que corte a la €' y por el punto :
de encuentro del eje radical de estas dos circunferencias con ;
la recta AB, tracese una tangente a la circunferencia C...). i
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2)

3)

=

6)
7)

8)

9)

10)
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Dados sobre una recta cuatro puntos A, B, A’, B’, determinar
un punto O, cuyas distancias a A y A’ sean proporcionales a
las de B y B’ con O. (Trécense por A y B’ y\' respectivamen-
te por A" y B dos circunferencias secantes y considérese
el punto de encuentro de la recta dada con_el eje radical).
Si cuatro eircunferencias €, K, L, M se cortan dos a dos, y
las cuerdas comunes de C, K, y de L, M, pertenecen a una
misma recta, los ejes radicales de los circulos C, L y K, M
y de C, My K, L se encuentran en un mismo punto de
la recta. (Se demuestra estableciendo la unicidad del punto
que resuelve el problema propuesto en el prec. ej.).

El rectangulo contenido por dos segmentos es medio pro-
porcional entre los cuadrados de éstos.

Construir el segmento cuarto proporcional a dos triangulos y
un segmento asignados.

Si cuatro segmentos estan en proporeion, también sus cua-
drados son proporeionales.

Construir un cuadrado que sea cuarto proporcional a tres
cuadrados dados.

Demostrar el caso particular del teor. de TaavLes enunciado
al n. 9 del Cap. VII apoyandose en la proporcionalidad de los
triangulos de dada altura (a las bases) y sobre la igualdad de
razones (n. 15 del Cap. VI). [Demostracion de EvcrLipes].

Si dos paralelogramos (o tridingulos) son equivalentes y un én-
gulo de uno de ellos es igual a un dngulo del otro, los lados
que comprenden los dngulos iguales forman una proporeidn,
de la cual son extremos (y medios) dos lados de un mismo
paralelogramo (o triangulo); y reciprocamente, si dos para-
lelogramos (o triangulos) tienen un dngule igual a un angulo,
y los lados que comprenden los angulos iguales forman una
proporeién, de la cual son extremos (y medios) dos lados de
un mismo paralelogramo (o triangulo), los des paralelogramos
(o tridingulos) son equivalentes.

El lado de un cuadrado es medio proporcional entre la altu-
ra y la mitad del lado de un tridngulo equilatero equivalente.
(Comparar el cuadrado con el rectingulo que tiene por altura
la altura del triangulo equilitero y por base la unidad de la
base de éste).
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11) En un triangulo los rectangulos de los segmentos, de cada al-

15)

tura en los cuales éstas estan divididas por su punto de en-
cuentro, son equivalentes. (Considérase el circulo eircunscripto).
Dividir un segmento dado en dos partes, tales que el rectan-
gulo por ellos contenido sea equivalente a otro rectingulo
dado.
Inscribir en un cuadrado un rectiangulo equivalente a un rec-
tangulo dado. (Dividase el lado del cuadrado en dos partes...;
ej. prec.)
El rectangulo de dos lados de un tridngulo es equivalente al
rectdngulo de la altura correspondiente al tercer lado y del
diametro del circulo circunseripto. (Bajada desde el vértice A
de ABC la altura AH y trazado el didmetro AD del circulo
circunseripto, compérense los dos tridngulos AHC, ABD, ete.).
Kl teor. del n. 35 del Cap. VII permite deducir de los teor.
sobre la proporcionaidad de segmentos otros tantos teor.
de equivalencia entre rectangulos, como se vi6é en el n. 37 y
en los ej. prec. Pero esos teor. de equivalencia se pueden
también establecer directamente, siguiendo el orden de dedue-
cion dado por los siguientes ej. Este orden fué ideado por
G. VamwaTt (1863-1909) *. Notemos, por otra parte, que por
esta via se llega a establecer toda la teoria euclidea de las
proporciones entre segmentos si se parte de la siguiente def.
(equivalente por el n. 35 del Cap. VII a la adoptada por nos-
otros en el texto): Cuatro segmentos a, b, ¢, d se laman
proporcionales cuando el rectangulo de a,y d es equivalente
al de b y c. Entonces la permutabilidad de los medios (o de
los extremos) y el teor. de la razén perturbada (ej. 3) son
inmediatas consecuencias de la def. El ej. 16 da el teor. de la
razon compuesta (ej. 6 Cap. VI), mientras los (ej. 17) dan el
teor. de THALES y su inverso.
Si sobre dos semirrectas no opuestas que parten desde un punto
P se consideran respectivamente dos pares de segmentos

1 De una manera de relacionar la leoria de las proporciones enire segmentos

con la de equivalencia. Comunicacion al II Congreso de Mathesis, Livorno 1901 ;
Escritos de G. \'uu\h, Firenze, Seeber, 1911 ; pag. 399-405. Cfr. del mismo autor
el art. « Sobre la teoria de las proporciones» en el Vol, I de la parte 5.2 de los
Collectanea de F. ENRIQUES
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PA, PB y PC, PD, de manera que el rectingulo de PA, PB
sea equivalente al rectingulo de PC, PD, los cuatro puntos A,
B, C, D pertenecen a una circunferencia. (Por\absurdo de los
teor. n. 32 y 33).

Si se tienen dos ternas de segmento a, b, ¢c-y a’, b, ¢, tales
que sean equivalentes los rectangulos de a, b’y a), b; y de
a, ¢’ y a), ¢, seran equivalentes también los rectangulos de
b, ¢’ y I, ¢. Sobre dos semirrectas no opuestas que parten de
un punto P separénse los segmentos PA =a, PB=b’, PC=¢/,
y respectivamente PA’ = a’, PB' = b, PC’ = ¢. Teniendo en
cuenta el enunciado precedente, compdarensen los angulos

/A A
PBB’, PCC’ con el angulo AA’B". Témense después sobre las
dos semirrectas PA, PA’, respectivamente, los segmentos
PB, = PB’, PB;’ = PB, y de la comparacién de los angulos

N\ /A
PB\B,’, PBB’ resultara que los puntos B, B/, C, C’, estian
sobre una circunferencia.

Si dos semirrectas no opuestas que parten de un punto P son
cortadas por dos rectas paralelas, respectivamente en los puntos
A, Cy B, D (distintos de P), los rectangulos de los segmentos
PA, PD y PC, PB’ son equivalentes. (Considerados respecti-
vamente sobre las dos semirrectas los segmentos PD’ = PC
Yy PB’ = PB, basta probar que el cuadrilatero ACB’D' tiene los
angulos opuestos suplementarios, y por lo tanto, inscriptible
en un circulo.

Extiéndase la proposicion precedente al caso en que dos rectas
secantes en un punto P sean cortadas por dos paralelas en
partes opuestas de P.

Enunciar y demostrar ¢l teorema que invierte las dos propo-
siciones precedentes.

Si dos triangulos tienen los lados ordenadamente paralelos, las
rectas que unen los vértices opuestos pasan por un mismo
punto o son paralelas. (Teor. de los friangulos homotéticos).

Si dos tridngulos ABC, A’B’C’ son tales que las rectas AA4’,
BEB’, CC’ pasan por un mismo punto, y los lados AB, BC son
paralelos respectivamente a A’B’, B'C’, también los terceros
lados AC, A’C” son paralelos. (Por absurdo).
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22) Dado un poligono ABC....H y considerado en su plano un
punto O, que no esté sobre la recta de ningun lado del poli-
gono, tracese por un punto A considerado arbitrariamente
sobre la OA (y distinto de O y A) la paralela a BC hasta
encontrar a la OB en B’, la paralela a BC hasta encontrar a
la OC en €°, y asi sucesivamente. Demostrar que el poli-
gono A’B'C’....H’ asi obtenido es semejante al ABC....H.
Los dos poligonos ABC....H, A’B'C’....H’, se llaman
homotéticos entre si, respecto al centro O (en la razon
QA 04 = A’B" T AB = BiC 2B =Fiss Raiaiiaue  so
llama razon de homotecia y el punto O centro de homotecia.

Nora: Con la misma construceion se puede obtener la figura ho-
motética de una figura cualquiera respecto a un dado centro
v en una dada razon. Para mayores desarrollos cir. el Cap. XV
de la « Geom. Sdlida ».

23) La figura homotética de una circunferencia es una circunfe-
rencia. Dadas dos circunferencias, ;se puede considerar una
de ellas como figura homotética de la otra ?

2%) Construir un paralelogramo semejante a un paralelogramo da-
do, conociendo una diagonal.
25) Construir un triangulo, del cual se conocen dos dngulos y
@) una altura: o bien
f) una bisectriz ; o bien
¢) la proyeccion de un lado sobre otro; o bien
d) el perimetro.

Resuélvase el problema con el llamado Método de semejan-
sa (). Dejando a un lado la condicién @) o b) o ¢) 0 d),
constriyase un triangulo cualquiera semejante al buscado, y
entre los triangulos semejantes a éste determinese el que sa-
tisface a la ulterior condicién, que no se ha tenido en cuenta.
26) Construir un triangulo, dado el dngulo del vértice, dos seg-
mentos proporcionales a los lados que lo comprenden y la

(1) Quién quiera mas amplias indicaciones sobre los métodos a los cuales
aqui aludimos, para la resolucion de los problemas, y la literatura que a ellos
se refiere, lea el art. 'de A. SappaTINI : « Sobre los métodas elementales para la
resolucion de los problemas geométricos» en la Il parte de los Collectanea, de
F. ENRIQUES.

LA Sl e Lt 4 8l » 4 - . B T«



B 2
l’f
b
i
.!'_
.
;.
E 29)
&
:
| |
b 30)
-
]
3
' 31)

e e L

N el
-y ¥:

Lol Ty o

ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA

biseetriz relativa al dngulo mismo. (Método de semejanza;
se deja la tercera condicidn, y apliquese después el ej. 13).

27) Circunseribir a un circulo dado, un rombo vsemejante a un

rombo dado. (Considérese la circunferencia inscripta en el
rombo dado ; se obtiene asi una figura semejante a la que se
quiere construir. (Método .del problema contrario).

Circunseribir a un cuadrilitero dado ABCD un cuadrilitero
EFGH semejante a otro cuadrilatero MNPGQ. (Supuesto que
los lados EF, FG, GH, HE pasen respectivamente por los

A\ A
vértices B, C, D, A, los éangulos BFC, DHA son iguales a los

adngulos N, Q; de donde se pueden construir los circulos eir-
cunseriptos a los triangulos BFC, DHA. Sean R, S los puntos
en los cuales la diagonal FH encuéentra a esas dos circunfe-

; A A : :
rencias ; los éngulos EFH, EHF son iguales respectivamente

AN AN
a los dngulos MNQ, MQN; luego se conocen los arcos

i E?i, }:S\', ete.

Inseribir en un cuadrado dado MNPQ un cuadrilitero M’N'P’Q’
semejante a un cuadrilitero dado ABCD. Empléese el método
del problema contrario. Circunseripto a M’N'P’Q’ un cuadri-
latero A’B’'C'D’ semejante a MNPQ (ej. prec.) se obtiene una
figura semejante a la buscada, ete.

Construir un fridangulo equildtero cuyos vértices pertenezcan
a tres circunferencias concéntricas dadas. (Construido cualquier
triangulo equilatero determinese un punto, cuyas distancias a
sus vertices sean proporcionales a los radios de los circulos
dados (ej. 18), ete.).

Construir un triangulo semejante a un triangulo dado que ten-
ga un vértice en un punto dado y los otros dos sobre dos
rectas dadas. (Supuestas las dos rectas dadas no paralelas. sea
P(,/)\R el 4ngulo formado por ellas en el cual cae el punto
dado O; si es ABC el tridngulo dado, y al vértice A debe
corresponder en el triingulo buscado el vértice O, determi-
nese el punto O, desde el cual los segmentos AB, CA se ven

A\ A
bajo éngulos iguales respectivamente a PQO, RQO, etc.).
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Inseribir en un tridngulo dado otro tridngulo cuyos lados
sean ordenadamente paralelos a tres rectas asignadas. (Em-
pléese el Método de homotecia, que estd comprendido en
el método de semejanza). Construido cualquier tridangulo que
tenga los lados paralelos a las rectas dadas, supuestas no
paralelas entre si, por los vértices de éste tracense tres
rectas paralelas a los lados del tridangulo dado, después trans-
formese por homotecia.

Inseribir en un circulo dado un triangulo que tenga los lados
ordenadamente paralelos a tres rectas dadas.

Inseribir en un circulo dado un triangulo semejante a un
tridngulo dado, y del cual un lado pase por un punto fijado.
(Se reduce el n. prec. con una rotacion).

Inseribir un cuadrado en un tridngulo dado. (El cuadrado se
llama inseripto si tiene un lado sobre un lado del triangulo
y los otros dos vértices sobre los lados restantes. Constri-
yase un cuadrado que tenga un lado sobre la base del tridn-
gulo y un veértice sobre uno de los otros dos lados, enton-
ces, ete.)

Por un punto interior a un circulo trazar una cuerda, que sea
dividida por el punto dado en partes proporcionales a dos
segmentos. (Si M es el centro del circulo dado y S es el
punto, considérese sobre la prolongaciéon de MS el punto M
tal que M.S, MS sean proporeionales a los dos segmentos
dados, y construyase la circunferencia de centro M homoté-
tica de M respecto al centro S, ete.)

Los perimetros de dos poligonos regulares de igual nimero
de lados son proporcionales a los lados, a los radios, a las
apotemas respectivas; y sus superficies son proporcionales a
los cuadrados de los lados, de los radios y de las apotemas.
Si, dados dos tridangulos, los lados del uno son ordenadamen-
te dobles de los correspondientes del otro, el primer tridangu-
lo es equivalente al cuadruplo del segundo.

Si cuatro segmentos estan en proporcion y los dos primeros

son lados homologos de dos poligonos semejantes y los dos
altimos son‘lados homodlogos de otros dos poligonos seme-

jantes, los cuatro poligonos son proporcionales.
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“ 40) Construir un poligono que sea semejante a un poligono dado

f y equivalente a otro poligono dado. (Se (uiere un poligono

i semejante al poligono A y equivalente al poligono B. Si

b A’, B’ son los cuadrados equivalentes respectivamente a A y

B, indiquemos con @’ y b’ los lados. Determinado el segmen-

lE to 2 cuarto proporcional a ', " y un lado cualquiera « de A, *

] construyase el poligono semejante a A, y que tenga a » por

i lado homdlogo de «. El poligono .Y es el pedido).

K 41) Dos poligonos semejantes siempre se pueden descomponer

en un mismo numero de triangulos, semejantes dos a dos

, seglin la misma razon (que es igual a la de los dos poligonos |

dados). Recuerdese el ej. prec. Notese que puede hacerse de

‘ manera que los triangulos parciales resulten, dos a dos, direc- |
tamente semejantes. |

42) Transformar un triangulo en un triangulo isdsceles dado su 1
angulo del vértice. |

%3) Transformar un triangulo (o un poligono) dado en un tridn- |
gulo equilatero.

4%) Transformar un tridngulo dado en un tridngulo rectingulo
que tenga un dado angulo agudo.

45) Dividir un triangulo dado en dos partes equivalentes por me-
dio de una perpendicular a un lado prefijado. (Supuesto que
los otros dos lados del triangulo dado no sean iguales, en
cuyo caso la resolucién seria inmediata, notese que una de
las dos partes en las cuales queda dividido el triangulo dado
es un triangulo rectangulo que tiene un dngulo agndo comim
con el primitivo. Pero este ftridngulo rectingulo debe ser
mitad del dado. Entonces, recordando el ej. preced., etc).

46) Si sobre los tres lados de un tridngulo rectangulo, como lados
correspondientes, se construyen tres poligonos semejantes, el
_poligono construido sobre la hipotenusa es equivalente a la
suma de los poligonos construidos sobre los dos catetos.

47) Construir un poligono equivalente al doble de un poligono

dado y al homotético.

Construir un tridangulo equildtero equivalente a la suma de dos w

triangulos equilateros dado-. i

49) Construir un hexdagono regular equivalente a un tridngulo equi- |

latero dado. Debie ser equivalente a la sexta parle del exdi- !

gono, etc. : |

T s a——

-_ut'. Rt B e e ek oo R = L
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50) Construir un pentdgono regular equivalente a la diferencia de:

dos pentigonos regulares dados.

Determinar el perimetro de un poligono que sea equivalente

al doble de un poligono semejante dado. (Resuélvase el pro-

blema sin construir el poligono incognito).

52) Si sobre los lados y sobre las diagonales de un paralelogramo-
se construyen seis poligonos semejantes, la suma de los poli-
gonos construidos sobre las diagonales es equivalente a la suma
de los poligonos construidos sobre los lados.

ol

53) Si desde el vértice de un tridngulo se frazan dos rectas que:
formen con su base dngulos iguales al dngulo del vértice, se
tienen dos tridngulos semejantes entre si y al dado; sobre-
los tres lados del tridangulo primitivo considerados como lados
correspondientes, constrayanse tres poligonos semejantes.
El poligono construido sobre la base es a la suma de los.
otros dos como la base es a la suma de los lados de los dos
nuevos triangulos construidos sobre ella.

SIN HAGER USO DE LA REGLA, SOLO CON EL COMPAS, resuél-
vanse los siguientes problemas :

54) Trazar desde un punto A la paralela a la recta que une dos.
puntos By C. (Notese que el punto D, tal que ABCD sea pa--
ralelogramo, es tal que CD = AB, AD = BC).

55) Construir un segmento doble de otro segmento dado. (Si AO-
es el segmento, considérese el exdgono regular inseripto en
la circunferencia de radio AO y que tiene uno de los vértices.
en el punto A). Repitiendo un namero suficiente de veces la
misma construceion, se puede construir un multiplo cualquieras
de un segmento dado.

56) Construir el simétrico de un punto respecto a una recta (dada
por medio de dos puntos).

57) Bisecar un dado arco de circunferencia. (Dado el arco @ de:
centro O constrayanse los puntos C, D tales que los cuadri-
lateros ABOC, ABDO sean paralelogramos (iguales) con cen-
tro € y D y radio igual a C'B = DA, describanse dos circun-
ferencias, dg las cuales E sea un punto de interseccion. En-
tonces las dos cireunferencias, de centros €, D y de radio OF ¢
se cortardn en dos puntos que pertenecen a la cireunferencim

\
|L_'-.p.. g el L " A a4 d L - ol Ll
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dada y bisecan cada uno de los arcos AB. Para la demostra-
cion recurrase al teorema de PITAGORAS Y Sus consecuencias.
5HR) Constroir el cuarto proporcional a tres segmentog dados a, b, c.
(Deseriptas dos circunferencias concéntricas en Oy de radios
a, b considérense dos puntos A, B; con un mismo radio arbi-
trario cortense sobre la segunda cireunferencia dos puntos
A’ B’. El segmento A’B’ es el segmento buscado. Para la
demostracion comparense los dos tridngulos AOB, A’O’B’,

o que son semejantes. Si es ¢ > 2 a, la construceidén no es ya
posible ; pero basta elegir un numero entero A, tal que sea
¢ > 2 K ay nolar que el euarto proporcional a a, b, ¢ es
también cuarto proporcional a Ka, Kb, c.).
Determinar los puntos comunes a una circunferencia y a una
recta que no pasa por su centro (dada por medio de dos
puntos). (Si O es el centro del circulo dado y P es el simé-
trico de O respecto a la recta dada AB, supéngase que
existan las dos intersecciones C, D de AB con la circunferen-
cia O, y considérese el cuadrilditero OCPD).

4()) Determinar los puntos comunes a una circunferencia y a una
recta por su centro. (Si O es la circunferencia dada y A
es un punto de la recta dada por el centro, cértese la O con
una circunferencia cualquiera de centro A, etc.).

4il) Dividir por mitad un segmento dado AB. (Si C es el punto
de la prolongacion de A B, tal que AC es doble de AB, con-
sidérese el segmento tercero proporcional a AC, AB, etc.)

42) Determinar el pie de la perpendicular bajada desde un punto
sobre una recta (dada por medio de dos puntos). (Considé-
rese el simétrico del punto dado respecto a la recta dada, ete.).

43) Determinar el punto comin a dos rectas (dadas cada una por
medio de dos puntos). (Excluido el caso de las rectas per-
pendiculares (ej. prec.), sean AB, CD las dos rectas dadas.
Si C’, D’ son los simetricos de C, D respecto a A, B, el
punto H buscado es comin también a C'D'. Si E es el punto
tal que el cuadrilatero C’D’DE es un paralelogramo, obser-
vese que en el triangulo CDE, en el cual HC’ es paralela

aé
Nt

a DE, el segmento CH = C’H’ es....)
Nota.— En los ejercicios precedentes se demuestra que i

las construcciones fundamentales efectuables mediante la regla
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v el compis se pueden hacer con el uso del compis sola<
mente.

Asi todos los problemas resolubles con la regla y con el
compas se pueden resolver empleando solo el compas.

Este resultado pertenece a L. MascHERONI (1750-1800). Para
la historia de la cuestion y para ulteriores desarrollos que se
refieren al argumento, véase el arl. de E. DANIELE « Sobre
la resolucion de los problemas geométricos con el compds »
en la Il parte de los Collectanea, de F. IENRIQUES.

Proponemos aqui algunos ejercicios para los alumnos més
aventajados, sin ninguna indicacion del método a seguir.
Entre estos ejercicios hay algunos notablemente dificiles.
Inseribir en un circulo un triangulo isdsceles, siendo dada la
suma de la base y de la altura. Discusidn. .
Construir un triangulo dadas las tres medianas,

En un triéngulo el ortocentro y el baricentro son centros de
dos homotecias en los cuales se corresponden el circulo cir-
cunseripto y el circulo de los nueve puntos.

Lugar de los centros de los circulos que se ven desde dos
puntos dados bajo angulos dados.

Construir un circulo que se vea desde tres puntos dados bajo
angulos dados.

Construir un circulo tangente a tres circulos dados. Discusion.
Dados tres circulos desiguales y construida para cada par de
ellos las tangentes comunes secantes en un punto fuera del
segmento que une sus centros, se obtienen tres puntos de
interseceion que estdn en linea recta.

Inseribir en un tridngulo dado un triangulo que tenga dos
lados paralelos a dos rectas dadas y del cual el tercer lado
pase por un punto prefijado.

Inscribir en un ftridngulo dado, un tridngulo que tenga un
lado paralelo a una recta dada, del eual los otros dos lados
pasen por dos puntos prefijados.

Inseribir en un ftridngulo dado, un ftridngulo cuyos lados
pasen ordepadamente por tres puntos dados.

Inseribir en un eirculo un tridngulo cuyos lados pasen orde-
nadamente por tres puntos.
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75) Dados un tridangulo ABC y tres segmentos arbitrarios a, b, ¢,

76

—

dividanse los lados AB, BC, CD en partes proporcionales res-
pectivamente a los segmentos a, b; b, ¢; ¢, a. Los segmentos
que unen los puntos de division con los vértices opuestos.
pasan por un mismo punto, en el cual el segmento que pasa
por A queda dividido como (b + ¢) : a, ete.

Dados cuatro puntos, A, B, C, D, no alineados, y cuatro seg-
mentos arbitrarios a, b, ¢, d, dividanse los segmentos AB, AC..."
que los unen dos a dos en partes proporcionales respectiva-
mente a a: b, a: ¢;... Las tres rectas que unen los puntos de
division pertenecientes a segmentos que no tienen un vértice
comiin, pasan por un mismo punto.



CAPITULO VIII

§ 6. CICLOMETRfA O MEDICION DE FIGURAS
CIRCULARES

Postulado de continuidad. — Rectificacion de la circunferencia y de
arcos circulares. — Superficie del circulo y de sectores circula-
res. — Ejercicios.

Hasta ahora hemos enseinado a comparar entre si
los arcos y los sectores de igual radio (Cap. IV,), pero
no aquellos de radios desiguales. En este capitulo nos
proponemos hacer posible la comparacion de arcos de
radio cualquiera con segmentos rectilineos (y por lo
tanto, entre si) y, en particular, de definir un segmento
que responda al concepto intuitivo de circunferencia
rectificada. Andlogamente ensenaremos a comparar los
sectores circulares o los circulos con los poligonos, lle-
gando, en particular, a definir un poligono de superficie
igual al circulo.

Pero antes de estudiar los dos problemas mencio-
nados, debemos detenernos un momento sobre aquellas
propiedades que todos reconocemos en la recta y que
nos permiten concebirla como una linea continua.

Continuidad.

\
1. OBservacioNes. — Si imaginamos que dos puntos
H y K se mueven, p. ej. con movimiento uniforme,
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3
sobre un segmento AB, siguiendo en sentidos opuestos,
el uno a partir de A hacia B

A HL K B y el otro desde B hacia A,
vemos que ellos se encuentran en un punto L del seg-
mento; y antes del encuentro el punto H esta siempre
a la izquierda de L, el punto K esta siempre a la de-
recha de L.

Si, modificando la hipotesis precedente, se supone
que los puntos moviles H y K van retardando su mo-
vimiento, de manera de no traspasar los puntos C y D
respectivamente, es claro que
cada punto L entre Cy D deja A c LD B
siempre a la izquierda al punto movil H y siempre a
la derecha al punto movil K.

En los dos casos se encuentra, por lo menos, un
punto L (de separacién), el cual divide al segmen-
to AB en dos partes, AL y BL, tales que todas las su-
cesivas posiciones de H son interiores a AL y todas las
sucesivas posiciones de K son interiores a BL.

LLa observacion nos conduce también al mismo
resultado cuando los dos puntos moviles I y K van el
uno hacia el otro a saltos, con tal que cada posicion
asumida por H esté a la izquierda de cada posicion
asumida por K, es decir, que los dos moviles no se
crucen.

Dando forma precisa a las precedentes observacio-
nes (basadas en la intuicion de la continuidad de la
recta) enunciaremos el siguiente

Post. (de la continuidad de la recta). — Si se tienen
sobre un seqmento AB dos clases de puntos y se designa
con H uno cualquiera de la primera clase y con K uno
cualquiera de la sequnda, y si en un dado sentido de
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AB cada punto H precede a cada punto K, existe en el
seqmento, por lo menos, un punto (de separacion) L, el
cual divide a AB en dos parles, tales que en una de
ellas estan todos los puntos H y en la otra lodos los
punlos K.

2. Condiciones ulteriores permiten reconocer en al-
gunos casos que el punto L, de separacion, entre los
puntos H y los puntos K es tinico.

Por ej., si suponemos que, por pequefio que sea un
seqmento arbitrario ¢ se puede enconirar siempre un
punto H y un punlo K, cuya dislancia resulte menor
que e; en tal caso el punto L de separacion entre los
H y los K es ciertamente tnico, porque si existiesen
dos distintos, L, v L,, la distancia de un punto cual-
quiera H a un punto cualquiera K nunca podria llegar
a ser menor que la distancia L1 Le.

También el punto de separacion L es ciertamente unico, si
cada punto del segmento AB es un punio H o un punio K. En
efecto, si hubiese dos distintos puntos de separacién Li y Ls, ca-
da punto interior al segmento Li, L2 no podra ser ni un punto H
ni un punto K.

3. El postulado de la continuidad, enunciado en el

1 para los segmentos rectilineos, se extiende tam-
bién a los arcos circulares y a los anqulos (pensados.
estos tltimos como constituidos por sus semirrectas).

Valen, en efecto, las mismas observaciones intuiti-
vas del n. 1, si se imaginan, para un arco circular, dos
puntos que se mueven sobre él, el uno hacia el otro, a
partir de los extremos, y para un dngulo, dos semirrec-
tas, que Gnan alrededor del vértice una hacia la otra,
a partir de los lados.
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3
Por otra parte, admitida la continuidad de los segmentos rec-
tilineos segun el postulado del n. 1, se deduce en seguida la conti-
0 nuidad para los dngulos. Considera-
do, para fijar las iHeas, un angulo

convexo AOB, basta hacer corres-
ponder a cada semirrecta del an-
gulo su interseccidon con un seg-
mento AB que tiene los extremos
sobre los lados, y aplicar el post.
del n. 1 al segmento AB. Después
: de esto se exliende la continuidad
Aﬁ H/ I L ‘K \ @ cualquier arco circular, haciendo
f : corresponder a cada punto del arco
da semirrecta del correspondiente dangulo central que pasa por él.
Notemos todavia (sin detenernos sobre tales cuestiones criti-
cas) que del post. de la continuidad de la recta (n. 1) se puede
«deducir la proposicion que hemos admitido como postulado en el
n. 2% del Cap. 1V,, para discutir las posibles intersecciones de
rectas y circunferencias, y de circunferencias entre si. (1)

Rectificacion de la circunferencia
y de los arcos circulares.

4. Dada una circunferencia de centro O y radio r,
«considérense todos los poligonos inscriptos y circuns-
criptos a ella. Puesto que cada poligono inscripto en O
-esta contenido en cada poligono circunscripto, se tiene
(II1, n. 13) que el perimetro de uno cualquiera de los
primeros es menor que el perimeftro de uno cualquiera
«de los segundos.

Tomese ahora un segmento AB igual al perimetro
«de uno cualquiera de los poligonos circunscriptos, por

1) Cfr. el art, de C, Virani: Sobre las aplicaciones del postulado de la conti-
.nuidad en la Geometria Elemental, en el Vol. I de la parte I de los Collectaneu,
«de F. ENRIQUES
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ej. igual a cuatro veces el diametro (perimetro del
cuadrado circunseripto). En AB tendremos segmentos
AH iguales a los perimetros de los poligonos inscriptos
en O, y de los segmentos AK iguales a los perimetros
de los poligonos circunsecriptos que no superan cuatro
diametros, y siendo AH < AK, cada punto H, extremo
de uno de los primeros segmentos, precedera en el
sentido AB del segmento, a todos los puntos K, extre-
mos de los segundos. De aqui, en base al post. del n. 1,
se deduce que existe, por lo menos, un punto de sepa-
racion L, tal que el segmento AL resulta mayor que los
perimetros de los poligonos inscriptos y menor que los
de los poligonos circunscriptos a 0O, o como se dice,
comprendido entre los unos y los otros.

Nora: El segmento AL es ciertamente mayor (y nunca
igual) al perimetro de cada poligono inscripto en O, pues si se
tuviese un poligono inseripto en O, cuyo perimetro fuese igual a
AL, se podria construir (por ej. bisecando los &ngulos centrales
del primer poligono) otro poligono inseripto cuyo perimetro fuese
mayor que AL, y entonces se obtendria un punto H a la derecha
de L. Analogamente, el segmento AL es menor (y nunca iqual)
que el perimetro de cada poligono circunseripto a O.

5. Ahora nos proponemos demostrar que el punto
I. de separacion de los puntos H y de los puntos K es
UN1cO, es decir que exisle un tinico seqmento AL, com-
prendido entre los perimetros de todos los poligonos
inscriptos y los perimetros de lodos los poligonos cir-
cunscriptos a la circunferencia dada.

Esta unicidad se demuestra en base al primer cri-
terio del n. 2} es decir, haciendo ver que, por pequeno
que se considere un segmento & existen siempre dos
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% !
poligonos, el uno inscripto y el otro circunseripto a la
circunferencia, y tales que la diferencia entre el peri-
metro AH del primero y el perimetro AL del segundo
resulta menor que e Precisamente estableceremos el
siguiente ‘

Teor.: Dada una circunferencia y prefijado un seg-
menlo e, lan pequefio como Se quiera, se puede determi-
nar siempre un enlero n baslanle grande, tal que los
perimelros de los dos poligonos requlares de n lados,
inscripto y circunscripto a la circunferencia, lengan
una diferencia menor que c.

Dividimos la demostracion en tres partes:

a) Demostraremos ante todo que: Cualquiera que
sea el enlero n, la diferencia enire los perimetros de los
dos poligonos requlares de n lados, inscriplo y circuns-
criplo a una circunferencia, es menor que el doble de la
altura del triangulo isosceles, que liene por base el peri-
metro del poligono inscripto y los dangulos de la base
iguales a la n™ parte de dos reclos.

Seati Ay Ay, Sice An ¥y By B,".... By dos poligo-
nos regulares de n lados
(en la fig. n = 6), inscripto y
circunscripto a la dada cir-
cunferencia O (el segundo
con los lados tangentes a O
en los vértices del primero).

LLos n triangulitos isosce-
lesi A, A B A Ay By, 2o,
A, A, By, son todos iguales,
porque tienen ordenada-
mente iguales sus lados, (II;, n. 11); ademdas en cada
uno de ellos, p. ej. A, A, B,, el ingulo del vértice,
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por ser angulo interior de un poligono regular de n
. ) —_ 2 .

lados, es igual a la fraccion === de dos rectos, asi que

la suma de los dos angulos de la base es lo que le falta

Al
a

2 . 2
de dos rectos para valer dos rectos, es decir -

de dos rectos; de aqui se concluye que en A, B, A,
(como en cada uno de los otros triangulitos iguales)
los angulos de la base son iguales cada uno a IT de dos:
rectos.

Esto dicho, construyamos sobre un segmento
A1 A", = n A, A, es decir, igual al perimetro del poli-
gono inscripto, el tridn-
gulo isosceles At A"1 K,
semejante al triangulito
A, A, B, es decir; que = B "B " B i 8 " B B
tiene los dangulos de la
base iguales a % de dos
rectos; y, para hacer mas intuitivas nuestras conside-
raciones, observemos que este triangulo A1 A"t K se
puede imaginar obtenido disponiendo los n triangulitos
Ay A Bt A A By e Al A B L A AT
es decir, con las bases una consecutiva a la otra sobre
el segmento A', A”,, y prolongando el lado A'; B', del
primer triangulito y el lado A", B, del ultimo hasta
encontrarse en K.

Como los triangulos A’, A", Ky A, A, B, son se-
mejantes por ser Ay A", = n A, A,, serd también, por
la proporcionalidad de los lados correspondientes,

A VAL LA A BN A

AYK =n A By, K A'y'=n B, A;

de donde, observando que A, B, y B, A, son cada uno
la mitad de un lado del poligono regular circunscripto,
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se concluye que A1 K + K A", es el perimetro de este
poligono.

Pero, bajada desde K la altura A{l, de los dos
triangulos A, HK y A", HK obtenemos (II,, n. 20)

A, K- A, H< KH; KA" —HA, < KH,
sumando miembro a miembro,
A, K+ KA, — (A, H+ H A) <2 K H;

de donde queda demostrado que la diferencia de los
perimetros de los dos poligonos considerados es menor
que el doble de KH.

J b) Si construimos el triangulo 7, semejante al tridn-

L gulo A'; A", K, que tenga por base el cuadruplo del dii-

i metro de O (perimetro del cuadrado circunscripto), la

) altura de 7 sera a la altura KH de A'; A", K como la
base de T es a A, A", (VII, n. 18), y como esta base
cualquiera que sea n, es mayor que A, A", (perimetro
del poligono regular inscripto de n lados), sera también
la altura de 7 mayor que AH (VI, n. 16); de donde,
teniendo en cuenta la conclusion a la cual llegamos

i;’ en a) podemos afirmar que:

\

\

g, Cualquiera que sea el enlero n, la diferencia de los
. perimelros de los poligonos regulares de n lados, ins-
criplos y circunscriplos a una circunferencia, es menor
que el doble de la altura del (riangulo isosceles que
tiene por base cuatro diametros y los dngulos de la
base iguales a la n™ parte de dos rectos.

¢) Ahora es facil completar la demostracion de
nuestro teor. Prefijado cualquier segmento ¢, por pe-
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quenio que sea, construyase sobre la base MN, igual
al cuadruplo del diametro de la dada circunferencia

(v en un semiplano con o
respecto a MN) el trian- ////‘\
gulo isosceles MNP que tie- Ri
M 0
1 N
ne la altura PQ = 3¢,

(en la fig. por razones de claridad se ha considerado =
mas bien grande), y elijase un entero n bastante grande
para que % de dos rectos sea menor que los angulos
de la base de MNP. Entonces el triangulo 7, del cual
se hablo poco antes, es decir, el triangulo isosceles de
hase MN, que tiene los @ngulos de la base iguales a —
de dos rectos, tendra el vértice R sobre la PQ en un
punto intermedio entre P y Q; y c¢omo la diferencia
de los perimetros de los dos poligonos regulares de n
lados, inscriptos y circunseriptos a la O, es menor
(por lo demostrado en D), que el doble de OR, sera, con
mayor razon, menor que el doble de PQ = % e, es de~
cir, menor que el segmento prefijado .

6. Resumiendo las consideraciones de los dos n°®
prec., podemos enunciar el siguiente teor. fundamental:

Teor.: Dada una circunferencia, exisle un seqmento
y uno solo, el cual esta comprendido enlre los perimetros
de los poligonos inscriplos y los de los poligonos circuns-
criplos a la circunferencia dada.

7. OnservaciON: Si colocamos sobre el papel un
hilo flexible e inextensible, dispuesto en forma de cir-
cunferencia, y, después de haberlo cortado en un punto,
lo extendemps sobre una recta, la observacion nos
asegura que ese hilo es mas largo que el perimetro de
sada poligono inscripto y mis corto que el perimetro
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de cada poligono circunscripto; por eso coincide con
el segmento caracterizado por el teor. prec. Queda asi
justificada la siguiente A

" Def.: Dada una circunferencia, el segmenio com-
prendido entre los perimetros de los poligonos inscriplos
y circunscriplos se llama circunferencia rectificada, o
lambién segmento rectificante de la circunferencia.

8. Teor.: Las circunferencias rectificadas son pro-
porcionales a los respectivos radios 1, en consecuencia,
a los respectivos didamelros.

Sean dadas dos circunferencias de radios r y r'| v
sea, para fijar las ideas, r < r’. Si ¢ v ¢ son los res-
pectivos segmentos rectificantes, se trata de demostrar
que:

0 sea que
X LT = elErel

Para demostrar esta proporcion haremos ver que
el cuarto proporcional d, segin r, r' y ¢ (VII, n. 10),
esta comprendido entre los perimetros de los poligonos
inscriptos y de los perimetros de los poligonos circuns-
criptos a la circunferencia de radio r’, y por eso coin-
cide con el respectivo segmento-
rectificante ¢'.

Supongamos, por comodidad,
que las dos circunferencias dadas
sean concéntricas en el punto O.

Inscripto en la circunferencia
de radio r’ un poligono cualquiera
A'BC DE', tracemos los radios OA’,
OB, ... OE" hasta cortar a la otra circunferencia en
A, B, ..., E respectivamente. El poligono ABCDE, que
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asi resulta inscripto en la circunferencia de radio r, es

semejante a A'BCD'E’, porque tales son los triangu-

los ABO y ABO,...., EAO y EA'0" (V1I, n. 17).
Resulta de aqui que, si indicamos con p y p los

perimetros de esos dos poligonos, sera (VII, n. 62)

pal P = AR TAEY
v, teniéndose en los triangulos semejantes ABO, A'B'O’,
AB : AIB' = 2" ‘resalia:

’

o ey o i) L

Pero habiéndose indicado con d el cuarto propor-
cional segin r, r' y ¢, es decir, el segmento d, tal que

tendremos también (VI, n. 15)
Pt =0 2ad:
v permutando los mg(li0S (VI, n. 23)
piee=ip s d;

recordando que p, por ser perimetro de un poligono
inscripto en la circunferencia de radio r, es menor
que el respectivo segmento rectificante ¢ (n. 7), se
concluye que (VI, n. 17)

pia=id-

Andlogamente se demuestra que d es menor que
el perimetro de cada poligono circunscripto a la cir-
cunferencia de radio r"; luego d coincide necesaria-
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mente con el segmento rectificante ¢’; entonces, poniendo

d = ¢ en la proporcion r : r' = ¢ : d y cambiando
las dos razones, se obtiene \

SRR e e

y también (VI, n. 22 ¢):

9. Hasta este punto no sabemos comparar entre
si mas que arcos circulares de igual radio (VII, n. 6):
pero es también posible la comparacion de arcos de
radios distintos extendiendo a un arco cualquiera las
consideraciones que nos han conducido a la reclifi-
cacion de la circunferencia.

Dado un arco AB de centro O, considérense todas
las poligonales inscriptas en ¢l, es decir, las que tienen
sus exiremos en A y B y los otros vértices sobre el
arco, y las poligonales circunscriptas al arco, es decir.
aquellas que tienen sus extremos sobre las prolonga-
ciones de los radios OA y OB y los lados tangentes al
arco (IV,, n. 48). Con un procedimiento andlogo al de
los nos: 4 y 6 se demuestra, en base al post. del n. 1,
el siguiente

Teor.: Dado un arco de circunferencia, exisle un

seqgmento y uno solo, que estd comprendido enire los

perimelros de las poligonales inscriptas y los perimelros
de las poligonales circunscriptas al arco.

Una observacion andloga a la del n. 7 conduce de
manera natural a la siguiente

Def.: Dado un arco de circunferencia, el segmenio
comprendido enire los perimelros de las poligonales
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inseriplas y circunscriptas al arco se llama arco recti-
ficado o también segmento rectificante del arco.

10. La definicion de segmento rectificante conduce:
a_ algunas consecuencias que es necesario aclarar.

a) De la def. del n. prec. sigue, en primer lugar,
que arcos iguales lienen seqmenlos reclificantes iquales.

Ademas, el arco suma de dos (0o mas) arcos de iqual
radio tiene como seqmento reclificante la suma de los
seqmenlos rectificanles de los arcos sumandos.

Se reconoce comparando los perimetros de las
poligonales inscriptas y circunscriptas al arco suma con
los perimetros de las poligonales inscriptas y circuns-
criptas a los arcos sumandos.

De aqui resulta que, si dos arcos son desiguales,
son desiguales en el mismo sentido sus respectivos

segmentos rectificantes; y que cualquier multiplo o

submultiplo de un arco tiene como segmento rectifi-
cante el multiplo o submultiplo, segiin el mismo nu-
mero, del segmento rectificante del arco considerado.

b) Dada una circunferencia, considérense todos
los arcos (ordenados) a partir de un dado punto A ¥y
en un determinado sentido sin excluir los arcos mayo-
res (ue la entera circunferencia: y, en correspondencia

de cada arco A,I\), imaginemos llevado el segmento
rectificante sobre una semirrecta, a partir de su origen
A, en AP .

Es intuitivo que si el punto P, partiendo de A, se
mueve sobre la circunferencia en el sentido prefijado,
describiéndola cuantas veces se quiera, el extremo I’

’ 4 o A ; -
del segmento A'P’, rectificante del arco AP, describe,
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siempre en el mismo sentido, la semirrecta; de donde

resulta que no solo a cada arco ap corlesponde un
determinado segmento rectificante AP, sino también
reciprocamente a cualquier segmento AP, tomado

- . . =
arbitrariamente, corresponde un determinado arco AP,
que tiene a AP como segmento rectificante.

Esto también se demuestra con todo rigor teniendo en cuenta
la continuidad de los arcos circulares (n. 3).
K En efecto, es claro que pode-
p mos limitarnos a considerar los seg-
mentos menores que la circunfe-
rencia rectificada. Si A’P’ es un tal

H segmento, clasifiquemos los puntos

de la circunferencia en dos clases,

A llamando «puntos H» cada punto, tal
A H P K que el arco AH (en el sentido pre-

fijado) admita un segmento rectifi-
cante A’H’ < AP, y «puntos K » cada punto tal que el andlogo
arco AK tenga un segmento rectificante A’K’ > A’P".

Cada punto_de la circunferencia es un punto H o un punto K
Y eada arco AH es menor que cada arco AR (porque en caso
contrario seria, por la observacion ) A’K' < A’H’, contra la hi-
potesis). Con ofras palabras: sobre la circunferencia, a partir de A
y en el sentido prefijado, cada punto H precede a cada punto K,
en virtud de la continuidad de los arcos circulares (n. 3), existe
un punto P que separa los puntos H de los puntos K.

Este punto de separacion es wnico, porque si hubiese ofro
punto P, los puntos de la circunferencia comprendidos entre
Py Pi no podrian ser puntos H y tampoco puntos K.

Después de esto es facil reconocer que AP es precisamente
el arco que admite como rectificante el segmento A’F’. Si; en
efecto, rectificandd AP se obtuviese un segmento A’Py distinto
de A'P’, p. ej., menor, bastaria tomar un submultiplo de la circun-
ferencia rectificada menor que PP’ (VI, n. 6), para que el corres-
pondiente arquito, llevado sobre la circunferencia sucesivamente

T o e e T L S SO By W (.

Sy ) LT
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en AP, en F(T) determine un punto @, que deberia ser un punto
K, por cuanto sigue, en el sentido prefijado para el punto P, y, al
mismo tiempo, un punto H, por cuanto el arco :17\) — AP - 17(3
admite el segmento rectificante A’P + P,’Q" < A’P'. De ma-
nera andloga se excluye la posibilidad A’P;” > A’P’; luego el arco
AP tene por segmento rectificante al A’P".

Resulta entonces que, si se consideran por una
parte todos los arcos circulares de dado radio y por
otra parte todos los segmentos, pensados como rectifi-
cantes de los arcos indicados, a cada arco corresponde
un delerminado segmenlo (rectificante); y, reciproca-
mente, a cada segmenlo corresponde un determinado
arco (del cual es rectificante).

Existe, pues, como suele decirse, entre arcos y
segmentos rectificantes una correspondencia biunivoca.

¢) De las observaciones a) y de la biunivocidad de
la correspondencia entre la clase de los arcos de dado
radio y sus segmentos rectificantes, se deduce que a
-antidades iguales de una cualquiera de esas clases
corresponden en la otra cantidades iguales, y a la
suma de dos cantidades consideradas arbitrariamente
en una cualquiera de las dos clases corresponde en la
otra la suma de las cantidades correspondientes. Se
verifica, pues (VIL, n. 7), el

Teor.: Los arcos de dado radio y sus seqgmentos rec-
lificantes constituyen dos clases de magnitudes propor-
cionales.

d) En virtud del teor. prec. si cuatro arcos de igual
radio estan en proporcion, tales son también sus seg-
mentos rectificantes, y reciprocamente (VII, n. 8).

De aqui sigue la existencia del cuarto proporcional
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segtin tres arcos de radio dado. En efecto, si son a, b
y ¢ estos tres arcos, a', b" y ¢' los respectivos segmen—
_tos rectificantes, y es d" el cuarto propotcional segiin
a, by ¢ (VII, n. 10), es decir el segmento tal que sea:

R T M

el arco d, que tiene el mismo radio que a, b y ¢ vy
admite el segmento rectificante d', satisface a la pro-
porcion : '

¢) Hasta ahora hemos hablado de arcos de igual
radio. Arcos de radios desiguales no son, como va se
noto en el n. prec., magnitudes homogéneas entre si,
pero en cambio son homogéneos los respectivos seg-
mentos rectificantes. Por eso, desde ahora en adelante,
se compararan enire si arcos circulares cualesquiera,
recurriendo a la comparacion de sus segmentos reclifi-
canles.

/) Notemos por tultimo que, de la existencia del
arco cuarto proporcional segun (res arcos circulares
(de igual radio) se deduce en seguida la existencia del
cuarlo proporcional segin lres dngulos cualesquiera a,
vy v. Recuérdese, en efecto, que los arcos de igual ra-
dio son proporcionales a los correspondientes angulos
centrales (VII, n. 6). Por eso, si sobre una circunferen-
cia se consideran los arcos a, b y e, que tienen como
angulos centrales respectivamente «, § y v, y es d el
arco cuarto proporcional segin a, b y ¢, el respectivo

Y

angulo central 2 es tal que:

gt B ot LR ST L Le e S il p el L Sl T —‘ﬁt«¥wummfww,w'1
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Superficie del circulo y de los sectores circulares.

Después de haber tratado el problema de la recti-
ficacion de la circunferencia, nos ocuparemos de la
superficie del circulo y del seclor circular, es decir, del
problema de la determinacion de un poligono, cuy:
superficie sea igual a la de un circulo o sector dado.

11. OsservacioNes.— Con este objeto es necesario re-
cordar para las superficies en general (y especialmente
para aquellas contenidas por figuras de lados rectilineos
v circulares) los postulados I, II, III, IV del n. 3 Cap. V,
que responden a la nocion intuitiva de la igualdad de
superficies, sobre los cuales ya hemos basado la teoria
de la equivalencia de los poligonos. Agregaremos el
siguiente postulado que comprende también al V de
los postulados mencionados. '

Dadas dos superficies A y B, cualesquiera, o ellas
son iquales, o una de ellas es mayor que la otra; es
decir, se verifica siempre uno y uno sélo de los tres
€asos :

A>B'o A=DB o A <B,

ks atil advertir que esta manera de comparacion indirecta nos
s Impuesta por la naturaleza de la cuestion.

Se vio ya que poligonos de igual superficie son siempre
equivalentes por suma, es decir, descomponibles en partes iguales.
Pero un circulo y un cuadrado, aunque tengan igual superficie -
{comg se reconoce fisicamente para liminas homogéneas de igual
peso y espesor) no pueden ser jamas descompuestas en un ni-
mero (finito) de partes iguales. (1)

() La demostracion (por descomposicion con arcos circulares y segmentos)
-es tan sencilla quk un alumno inteligente puede obtenerla por si mismo; cfr.
del resto el art. de U. AmaLp1i. Sobre la teoria de la equivalencia, I Vol, Collec-
fanea, de F. ENRIQUES.
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Admitido el criterio de comparacion de las super—
ficies mas arriba postulado, se podra afirmar que un
circulo y un poligono tienen superficies igyales cuando
se haya demostrado, de cualquier manera, que ninguna
de las dos superficies es mayor que la otra, es decir,
que no existe entre ellas una diferencia.

En el razonamiento que desarrollaremos en los
proximos niimeros para establecer este resultado nos
sera util la siguiente observacion, que en el caso de
superficies con contorno circular se podria facilmente
demostrar, pero que es por si misma evidente a la
intuicion :

Dada una superficie cualquiera plana, siempre se
puede oblener un poligono que lenga superficie menor
que la superficie dada.

Para darse cuenta experimentalmente basta reflexio-
nar que, cualquiera que sea la forma de la superficie
considerada, es posible, con oportunos cortes rectili-
neos, recortar de ella un poligono.

12. Teniendo en cuenta, pues, las observaciones pre-
cedentes, consideremos un circulo, e indiquemos con r
su radio y con ¢ su circunferencia rectificada.

“s claro que la superficie C del circulo es mayor
que la de cada poligono inscripto, porque cualquiera de
¢stos forma solo una parte de él; y es, al contrario,
menor que la de cada poligono circunscripto, porque
uno cualquiera de ellos contiene al circulo como, una
de 'sus partes.

Suele decirse entonces que la superficie del circulo
esta comprendida entre la de cualquier poligono ins-
cripto y la de cualquier poligono circunscripto.

Ahora definiremos, en primer lugar, una superficie
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poligonal (y precisamente triangular) que goza de esta
misma propiedad; y despué¢s haremos ver que esta su-
perficie poligonal y la del circulo son iguales.

Con este objeto demostraremos como lemas las dos
proposiciones siguientes-

a) La superficie de un (riangulo A que liene por base
la circunferencia rectificada y por altura el radio, esld,
como la del circulo, comprendida entre las superficies
de cualquier poligono inscripto y la de cualquier poli-
gono circunscriplo.

En efecto, la superficie de A es mayor que la de
cualquier poligono inscripto, porque cada uno de éstos
esta descompuesto, por los radios que van del centro O
del circulo a cada vértice, en la suma de un cierto nu-
mero de tridangulos, cuyas alturas son todas menores
que r y cuyas bases tienen una suma (perimetro del
poligono) menor que ¢ (n. 7); y es, en cambio, menor
que la superficie de cualquier poligono circunscripto,
porque cada uno de éstos esta descompuesto por los
dos radios que van desde O a cada vértice en {riangu-
los, cuyas alturas son todas iguales a r y cuyas bases
tienen una suma (perimetro del poligono) mayor que ¢
(n. 7).

b) Dado un circulo, y prefijado arbilrariamente un
poligono, tan pequefio como se quiera, se puede encon-
{rar siempre un entero n bastante grande, tal que la dife-
rencia entre los poligonos requlares de n lados, inscriplo
y circunscriplo al circulo, sea menor que el poligono pre-
fijado.

Indiquemos con H el poligono prefijado, con P, y
P, los poligdbnos regulares de n lados, respectivamente,
inscriptos y circunseriptos al circulo dado.
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Se trata de probar que es posible elegir el entero n
bastante grande, para que resulte

P~ Py <H. ;

Consideremos nuevamente las figuras del n. 5 en
la primera de las cuales estan representados los dos
poligonos P, y P, (par:
n = 6); y observemos (ue,
cualquiera que sea n, la
diferencia P', — P, esta dada

K

s

B8 BB 85
S
A', A': A' 3 A’q =H A' 5 A' 6 A’:

A
H
i
a ' .,
! i ..
'
i
i
i

por la suma de los n triangulitos isosceles A, A, B,
A, A, B, ...., A, A1 B,, o sea de los n triangulitos, a
ollos. ignales: A’y Ay By, Ay Ay B, ...;. 8 A Ba,
«le la segunda figura. Por lo tanto la diferencia P, — P,
resulta menor que el triangulo isosceles Ay, A", K, que
tiene por base el perimetro del poligono inscripto P, y
los angulos de la base iguales a la n™*parte de dos
rectos.

Si entonces, sobre la circunferencia rectificada c
‘del circulo dado se construye el triangulo semejante a
A" A", K, es decir, el triangulo isosceles que tiene los
angulos de la base iguales a la n™® parte de dos rec-
tos, este tultimo triangulo, por ser ¢ > A’ A", resultara
mayor que A’} A", Ky en consecuencia también mayor
que la diferencia P, — P, de los dos poligonos regu-
lares n de lados, inscripto y circunseripto.
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Transformemos ahora el poligono prefijado H, cuya
superficie queremos hacer menor que P, — Pn, en el
triangulo isosceles ABC de base AB = ¢ (en la fig. se to-
mo la altura mas bien gran- .
de con respecto a AB, mien-
tras que, en efecto, si H es A
muy pequefio, también ella * -
resulta pequeiiisima) y tomemos un entero n, bastante
grande, para que la n™* parte de dos rectos sea menor

que los dangulos de la base fll\ y é\ de ABC. Si, entonces,
sobre la misma base AB = ¢ construimos el triangulo
isosceles ABD, que tiene los dngulos de la base iguales
a la nme parte de dos rectos, este nuevo triangulo
resultara interior a ABC, de donde (indicando con las
mismas letras de los vértices la superficie) :

ABD < ABC,

y siendo, por construccion ABC = H, resulta
ABD < H.

Pero para el entero n asi determinado se tiene,
como se vio al principio,
P, — P, < ABD,
de modo que se obtiene finalmente
Poo Py H
13. Los dos lemas @) y b) del n. prec. permiten
ahora establecer el siguiente teor. fundamental:

Teor.: La superficie de un circulo es iqual a la de
un triangulo que tiene por- base la circunferencia rec~
tificada y por altura el radio.
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Indicadas con C y A respectivamente las superficies
del circulo y del tridngulo antes mencionado, resul-
tara demostrada su igualdad si se hace‘ver que nin-
guna de ellas puede ser mayor que la otra (n. 11). Para
ello basta observar que, si fuese € > A o A > C, se
podria considerar un poligono H menor que la dife-
rencia entre C y A (n. 11); y como estas dos superfi-
cies estan comprendidas entre las superficies de los po-
ligonos P, y las de los poligonos P, (n. prec. a), para
cualquier entero n, deberiamos tener:

Py — P> H. *

Pero esta desigualdad es absurda, porque, como se
vi6 (n. prec. b), se puede encontrar siempre un entero
n bastante grande para que la diferencia P, — P,
resulte menor que cualquier poligono prefijado ar-
bitrariamente y en  particular menor que el poli-
gono H.

Por consiguiente debe ser necesariamente (. = A.

14. Una serie de consideraciones perfectamente
analogas a las de los nes: 12 y 13 conducen a la su-
perficie del seclor circular; se llega asi al

Teor.: La superficie de un sector circular es igual
a la de un (riangulo, que liene por base el correspon-
diente arco rectificado y por allura el radio.

156. Las consideraciones de los nos 11 y 14 hacen
posible la comparacion de los circulos y de los sectores
circulares con los poligonos y también entre si.

* N. del T.: Si fuese por ej.: C > A, se tendria H < C — A, y como
a.n, 12)es C < P, y A > P., seria precisamente

HL Py = Pi.

i A -

]
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Lo mismo digase de los segmentos circulares, pues
cada segmento con una sola base puede obtenerse por
diferencia o suma de un sector circular y de un trian-

gulo, y cada segmento con dos bases puede definirse
como diferencia de dos segmentos con una sola base.

Mas general ain: resultan comparables con los
poligonos y también entre si todas las superficies de
contorno circular, porque cada una de ellas, como ya
se noté (n. 11), se puede definir por reunion e interfe-
rencia (suma y diferencia) de poligonos, circulos, sec-
tores y segmentos circulares. Se extienden asi a esas
superficies todas las propiedades vilidas para las su-
perficies poligonales respecto a la igualdad y desigual-
dad y a la suma y diferencia (Cap. V,); de donde
podemos afirmar (VI, n° 1 y 3) que las superficies
planas de contorno poligonal o circular perlenecen a
una tnica clase de magnitudes geoméiricas, en la cual
se pueden incluir también todas las superficies planas
de contorno cualquiera (cuando se haya establecido
una conveniente definicion).

EJERCICIOS

1) Si el segmento rectificante de una circunferencia es igual al
perimetrovde un poligono regular, el radio de la circunferen-
cia es mayor que la apotema y menor que el radio del poli-
gono. (Compérese el segmento rectificante de la circunfe-
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rencia dada con los relativos a las circunferencias inscriptas
y circunseriptas al poligono y téngase en cuenta el n. 8.

2) Dados sobre una recta tres puntos consecutiyos A, B, C, la
circunferencia rectificada de diametro AC es igual a la suma
de las circunferencias rectificadas de didmetros AB y BC. El
teorema vale para cualquier nimero de segmentos consecuti-
vos. (Ténganse en cuenta el n. 8 y el n. 24 del Cap. VI).

3) Sobre el diametro AB de una circunferencia considérense
dos puntos C, D y sobre AC, AD, BC, BD como didmetros
describanse cuatro semicircunferencias, las dos primeras en
un mismo semiplano con respecto a la recta A B, las otras en
el opuesto; se obtiene asi una figura con contorno curvilineo
(pelecoide) cuyo perimetro es igual al de la circunferencia
rectificada. (Véase ej. preec.)

%) Arcos de distintos radios, correspondientes a dngulos cen-
trales iguales, tienen segmentos rectificantes proporcionales a
los respectivos radios. (Se demuestra, como el teor. del n. 8,
que es un casy particular del teor. enunciado).

5) Si sobre los lados de un poligono, como cuerdas, se constru-
yen otros tantos arcos de circunferencia capaces de un angulo
igual a */, de un recto, la suma de los respectivos arcos rec-
tificados es doble del segmento que se obtiene rectificando
la circunferencia circunscripta a un tridngulo equilatero, cuyo
perimetro sea igual al del poligono dado. (Téngase en cuenta
el ej. prec.)

©) 3 Que proposicién mas general sugieren los ejercicios 2, 3, 57
Entnciese y demuéstrese.

7) Consideremos dos circunferencias, cuyos didmetros sean el
uno la mitad del otro, y la primera ruede, sin arrastre, in-
feriormente a la segunda. Cada punto de la circunferencia
movil describe un diametro de la otra. [Teor. de Carpaxo
(1501-1576)]. (Considérese la circunferencia madvil en dos po-
siciones distintas, en las cuales sean A y B, respectivamente,
los puntos de contacto con la circunferencia fija [de centro O],
Si A’ es el punto de interseccion [distinto de O] de la cir-
cunferencia moévil con el diAmetro OA, todo se reduce a ha-

e AR ,
cer ver que los arcos AB, A’B’ tienen segmentos rectifican-
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tes iguales. Con este fin compérense los respectivos édngulos
centrales y recuérdense el n. 32 del Cap. 1V,, y el ej, 4).

8) Un circulo es prevalente a cualquier poligono de igual peri-
metro. (Compérese con el poligono regular de igual perime-
tro y de igual nimero de lados; y recuérdense las propie-
dades de mdaximo de ese poligono ej. 23, Cap. 1V,, pag. 164
y-el ej. 1).

) Si la superficie de un circulo es igual a la de un poligono
regular, el radio del circulo es mayor que la apotema y me-
nor que el radio del poligono, (Comparese la superficie del
eirculo con las de los circulos inseriptos y circunseriptos al
poligono).

10) El circulo circunseripto a un poligono regular e inscripto en
otro, es medio proporcional entre las superficies de los
circulos respectivamente inscripto en el primero y circuns-
cripto al segundo.

11) Dado un tridngulo rectangulo, la suma de las superficies de
los circulos que tienen por didmetros los catetos es igual a
la superficie del circulo que tiene por didmetro la hipotenusa
(ej. 46, pag. 120).

12) Construir un circulo cuya superficie sea doble o triple de
otro circulo dado (ej. pree.).

13) Dividase un ecirculo en tres partes de igual superficie por
medio de dos circunferencias concéntricas a la dada.

14) Construir un circulo cuya superficie sea igual a la de una
corona cireular dada.

15) La superficie de una corona circular es igual a la del circulo,
que tiene por didmetro una cuerda de la circunferencia exte-
rior, que sea tangente a la circunferencia interior.

16) El pelecoide, construido considerando sobre el diametro AB
de un circulo dos puntos €, D (ej. 3) es al circulo como
CD es a AB.

17) Si sobre los lados de un cuadrado inscripto en un circulo,
considerados como diametros, se construyen exteriormente
cuatro semicirculos, la suma de las lunulas * asi obtenidas tiene
superficie igual al cuadrado (ej. 46, pag. 120).

* Se llama asi a la superficie limitada por dos arcos circulares.



150 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA

18) Si sobre los lados de un triangulo rectédngulo, considerados
como didmetros, se describen las semicircunferencias en el
mismo semiplano del triangulo con respectosa la.hipotenusa,
la suma de las superficies de las dos lunulas, que asi se ob-
‘tienen sobre los catetos, es igual a la superficie del triangulo.
(Lunulas de HIPOGRATES).

19) Si se efectia la construccion precedentemente indicada sobre
los lados de un triangulo equildtero, la suma de las tres linu-
las tiene superficie igual a la suma del tridangulo y de un octavo
del circulo circunscripto.

20) Ejecutada la misma construccién del ej. prec. sobre los lados
de un exégono regular, constriyase un circulo cuya superficie
sea igual a la diferencia entre el exagono y la suma de las
seis lanulas.

21) En una semicircunferencia de diametro AB inscribase el
tridngulo rectdngulo isésceles que tiene el vértice en el cen-
tro O de la circunferencia y la base CD paralela a AB. Des-
cripta la circunferencia de diametro CD demuéstrese que la
superficie del triangulo CDO es igual, tanto a la superficie de
la linula del circulo CD exterior al semicirculo AB como a
la suma de las superficies de los dos tridngulos curvilineos del
‘semicirculo AB, exteriores al circulo CD.

22) Dado un semicirculo de didmetro AB, desde un punto C in-
terior a este diametro levantese la perpendicular hasta cortar
a la semicircunferencia en D; y describanse en el semi-
circulo las dos semicircunferencias de didmetros AC, CB. De-
mostrar que el tridngulo de lados circulares, que asi se obtiene
(arbelo de ARQUIMEDES), tiene superficie igual a la del circulo
de didmetro CD.

23) Dada una semicircunferencia de diametro A B, describase con
el mismo centro O, y en el semiplano opuesto respecto de AB,
otra semicircunferencia de radio distinto, con el didmetro CD
sobre la recta AB. Supuesto C comprendido entre A y O (y
por lo tanto D entre O y B) describanse en el mismo semi-
plano respecto de AB, en la cual yace la primera semicircun-
ferencia, las semicircunferencias (iguales) de didmetros AC
y DB. En fin, sean E, F las intersecciones de la perpendi-
cular en O a la AB con las dos semicircunferencias concén-
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tricas. Las cuatro semicircunferencias encierran una figura
(solinon de ARQUIMEDES), cuya superficie es igual a la del
circulo de diametro EF.

24) Dadas dos circunferencias iguales O, O, tangentes (exterior-
mente) en A, tracense en ellas dos radios OB, O’B’, paralelos,
y en un mismo semiplano con respecto a la recta de los cen-
tros, y sobre el segmento BB’ como diametro describase la
semicircunferencia que cae respecto de BB’ en parte opuesta
de A. Se llama drepanoide el tridngulo de lados ecirculares
AB’B.

Demostrar que la superficie del drepsnoide es igual a la del
paralelogramo OO’B’B.

25) Considerados dos vértices opuestos de un cuadrado como
centros, describanse dos circunferencias que pasen por los
otros dos vértices. Construir un segmento circular cuya su-
perficie sea igual al huso circular limitado por las dos cir-
cunferencias. . s ; :

26) Construir un segmento circular cuya superficie sea igual a la
diferencia entre un circulo dado y un poligono regular inscripto
de 3 6 de 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15 lados.

27) Tres circunferencias iguales se tocan dos a dos exteriormente.
Construir un cuadrado y un circulo de los cuales el tridngulo
curvilineo asi determinado sea la diferencia. -



CAPITULO IX

MEDIDAS Y APLICACIONES DEL ALGEBRA
A LA GEOMETRIA

§ 7. GENERALIDADES

Longitud de los segmentos. — Amplitud de los angulos. — Area de los
poligonos. — Area del rectingulo. — Reglas. — Férmulas relativas al
triangulo. — Longitud de la circunferencia y de los arcos circula-
res. — Area del circulo y de los sectores circulares. — Ejercicios.

1. Fijada la atencion sobre cualquier especie de
magnitud (segmentos, angulos, superficies poligonales,
etcétera), elijamos entre ellas arbitrariamente una mag-
nitud fija U, que llamaremos unidad, con la cual com-
pararemos todas las demas de la misma especie.

La razéon A : U de una magnitud cualquiera A de
la especie considerada a la U, se llama medida de A,
con respecto a la unidad U. La medida de U es 1; vy,
para cualquier otra cantidad A, la medida resulta ra-
cional o irracional, segiin que A sea conmensurable o
no con la unidad U.

De esta manera, a cada cantidad corresponde un
numero bien determinado, su medida (con respecto a la
unidad prefijada); y, reciprocamente, a cada numero
corresponde una determinada cantidad (Apéndice I, n. 8),
que lo admite como medida (con respecto a la dada uni-
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dad). Mejor dicho, la clase de todas las cantidades con-
sideradas y la clase de las correspondientes medidas
resultan proporcionales (VII, n. 7), porque a cantidades
iguales corresponden medidas iguales, y reciprocamen-
te; y a la suma de dos cantidades corresponde la
suma de las respectivas medidas (Ap. I, n. 1) y recipro-
camente.

Asi la razon A : B de dos cantidades es igual a
la razon (o cociente) 5 de sus medidas (Ap. I, n. 11);
y si cuatro cantidades estdn en proporcion, tales son
también los nimeros que expresan sus medidas, y re-
ciprocamente.

2. Considérense dos clases de magnitudes, A, B, C....y
A’, B, C’,.... proporcionales (pero no necesariamente homogé-
neas las unas a las otras). Si se designan con a, 0, c,.... las
medidas de las cantidades de la primera clase (con respecto a
cualquier unidad ' y con «’, b, ¢’.... las medidas de las corres-
pondientes cantidades de la segunda (con respecto a una uni-
dad U’ cualquiera) de las proporciones, validas por hipdtesis,

A Bl AL Bl AR S G Ak et S O = RS G
se obtienen (n. prec.) las proporciones entre ntmeros

Y « a b b’

b —"b_,: '?——' e’ - — R T
0 sea, permutando los medios,

@ alantl ¢

TR T

Resulta que la proporcionalidad entre dos elases de magnitu-
des cualesquiera, estd expresada por el hecho que las medidas
de las cantidgdes de una cualquiera de las dos clases se ob-
tienen multiplicando las medidas de las cantidades correspon~
dientes de la otra por un nimero fijo (razén de proporcionalidad).
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3. Se debe observar explicitamente que la medida
de una cantidad tiene, por su misma definicion, un
significado relativo a la eleccion de la unidad. Si ésta
se cambia, por ejemplo si se duplica o se triplica, o,
en general, se multiplica por un niimero r, la medida
de la unidad usada antes asume el valor § 6 } 0, en
general, %; y, analogamente, la medida de cualquier
otra cantidad se reduce a la mitad o a la tercera parte
o, en general, queda dividida por r. .

Resulta, pues, que las medidas de las cantidades
de cualquier especie, con respecto a dos unidades dis-
tintas, son proporcionales.

4. Para expresar que una cantidad A admite,.con
respecto a la unidad elegida U, la medida a, se debe-
ria escribir, segiin la convencion del n. 9, del Ap. I

|
A=al,
pero se acostumbra escribir mas brevemente
A=

sobreentendiendo la unidad, que se considera bien co-
nocida.

5. LONGITUD DE LOS SEGMENTOS.

Las medidas de los segmentos se llaman particu-
larmente longitudes.

Como bien sabemos, la eleccion de la unidad es
teoricamente arbitraria.

Pero es sabido que, en el sistema métrico decimal,
al cual se han adherido casi todos los paises civilizados,
se adopta, como unidad de longitud, el metro (1 m.),
que estda dado por la arista de cierto listel - patréon
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de platino irisado que se conserva en el Bureau Inter-
national des Poids et Mesures, de Sévres, cerca de
Paris; y las unidades auxiliares se llaman decdamelro
(1 Dm. =10 m.) ; hectémetro (1 Hm. = 100m.); Kilémetro
(1 Km. = 1000 m.),... y decimetro (1 dm. = 0,1 m.):
cenlimetro (lem .= 0,01 m.); milimetro (1 mm.=0,001 m.).

El metro - patrén fué construido igual a la cuarenta
millonésima parte del meridiano terrestre, como resul-
taba de las mediciones efectuadas para el arco de
meridiano comprendido entre Dunkerque y Barcelona,
POT DELAMBRE y POT MECHAIN, entre 1793 y 1799, por
iniciativa de la Asamblea Nacional francesa. Pero
determinaciones mas recientes y exactas han puesto en
claro la desigualdad de los distintos meridianos terres-
tres, por lo que resulta inexacta (si no aproximadamente
ﬁ de su longitud) la definicién nalural del metro
como submultiplo del meridiano terrestre.

Es por esto que la Conferencia internacional de
pesas y medidas, que tuvo lugar en Paris el aiio 1889,
decidio adoptar la definicion convencional indicada al
principio.

6. AMPLITUD DE LOS ANGULOS. — Para los angulos la
unidad fundamental es el angulo recto, que en el
sistema métrico decimal se considera dividido en 100
partes iguales, llamadas grados cenlesimales, v cada
uno de éstos se considera subdividido en 100 minutos
cenlesimales y en 10.000 sequndos cenlesimales. Pero
este sistema de medida va difundiéndose muy lenta-
mente; todavia se usa casi universalmente el sistema
sexagesimal, en el cual el dangulo recto se divide en
90 partes iguales, que se llaman grados sexagesimales o
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5
sencillamente grados [1°]; el grado esta subdividido en
60 minutos (1'] y el minuto en 60 sequndos [1"].

Para entendernos llamaremos amplitud de un an-
gulo a su medida en el sistema sexagesimal. De oiro
sistema de medida de los angulos, que tiene un parti-
cular interés teorico, hablaremos en el n. 25.

Area de los poligonos

7. Las medidas de las superficies reciben particu-
larmente el nombre de dreas. Como unidad de areas
se podria asumir, aun en el sistema métrico decimal,
un poligono (o, en general, una superficie cualquiera).
Pero, por razones de sencillez, se considero conve-
niente adoptar el cuadrado del segmento elegido como
unidad de longitud, y por eso, en nuestro sistema mé-
trico decimal, es el metro cuadrado |1 m?|, es decir, el
cuadrado cuyo lado tiene 1 m. de longitud.

Teniendo presente la relacion asi convencionalmente estable-
cida entre la unidad de longitudes y de las dreas, la primera se
llama primitiva, la segunda derivada ; y, correspondientemente,
lldmanse magnitudes primitioas los segmentos, magnitudes deri-
vadas las superficies.

Sabemos también que, ademas del metro cuadrado,
se usan como unidades auxiliares sus multiplos y sub-
miultiplos segin 100; 100%; 100°%;

decametro cuadrado [1 Dm® = 100 m?|,
hectometro cuadrado [1 Hm?® = 10.000 m?,
kilomelro cuadrado {1 Km* = 1.000.000 m?,
decimetro cuadrado [1 dm?® = 0,01 m?®],
cenlimetro cuadrado, [1 cm® = 0,0001 m?|,
milimetro cuadrado [1 mm* = 0,000.001 m?],
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8. AREA DEL RECTANGULO.

Los diversos teors. establecidos en los Caps. prece-
dentes sobre la equivalencia (Cap. V) y sobre la propor-
cionalidad de poligonos (Cap. VII) permiten justificar
racionalmente las reglas practicas conocidas, que en-
sefian a calcular las areas de los tipos de poligonos
mas usuales.

Empecemos por el rectangulo y convengamos, por
brevedad de escritura, designar en adelante con un
mismo simbolo a cada cantidad y su correspondiente
medida.

Asi, dado un rectingulo designaremos con a y b
sus lados o, indiferentemente, sus longitudes (dimensio-
nes del rectangulo), con r (a, b) el rectangulo o su area.

Comparando este rectangulo con r (1, b) y ¢ (1), es
decir, con el rectangulo de dimensiones 1 y b y con la
unidad de las areas, cnadrado de lado unitario, resulta,
en virtud de la proporcionalidad entre los rectangulos
de igual altura y sus bases (VII, n. 4),

giig s elmitaby = a ' 1
rl, by et ST

de donde, pasando a las areas y recordando que el
area de ¢ (1) es 1, deducimos

r-(a;"b) =rar'(1, ), s by =.b

y por lo tanto

\ e b)) ="ab,

asi se obtiene la conocida
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"ReGLA. — Para calcular el area de un rectangulo se
multiplican entre si sus dos dimensiones (longitud de
dos lados consecutivos). )

Esta regla queda asi establecida en genersl, es decir, también
cuando las dimensiones del rectangulo sean irracionales; mientras
que la demostracion que de ellas se da
| en estudios mds elementales (y que
B aqui recordamos reproduciendo la fig.
para un rectangulo de dimensiones %/,

R U y %/, valia sélo en el caso de rectan-
gulos de lados conmensurables con la
unidad de longitud o conmensurables entre si.

9. Nora: Como ya se advirtio incidentalmente, la regla pree
vale en la hipétesis que se asuma como unidad de &reas el cua-
drado de la unidad de longitud. Si, como seria licito, se adoptase
como unidad de las areas cualquier ofro poligono, cuya medida
respecto al cuadrado de la unidad de las longitudes fuese 7, el
area del rectdngulo de dimensiones ¢ y b estarda dada (n. 3) por
la relacion

a. D an
et

de donde en la medida de cada rectangulo aparecera el divisor
fijo r. Este divisor fijo se elimina, 0 mejor dicho, se reduce a 1
eligiendo precisamente como unidad de dreas el cuadrado de la
unidad de longitudes.

10. Como caso particular de la regla del n. 8 se
tiene también la conocida

REGLA. — Para calcular el drea de un cuadrado se
mulliplica por si misma la longilud del lado, o, como
suele decirse, se halla la sequnda polencia (o cuadrado)
de la longitud del lado.

|
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Inversamente vale la

ReGLA. — Dada el drea de un cuadrado, para calcu-
lar la longitud del lado se extrae la raiz cuadrada del
area.

1. Las reglas precedentes dan lugar a numerocsas
aplicaciones. Mencionaremos las mas

importantes : c b
Dado un triangulo rectangulo, in-

diquemos con a, b y ¢ las longitudes de a
los catetos y, respectivamente, de la hipotenusa. Por el
teor. de Prricoras y por el nimero prec. tendremos

@ + b = ¢

de donde resultan las formulas:
e=ya | B, a=ye—b% b =¥ —a,

que permiten calcular la longilud de la hipotenusa da-
das las de los catetos y la longitud de un caleto dadas
las del otro cateto y la de la hipolenusa.

12. Asi, si en un rectangulo indicamos con ay b
: sus dimensiones y con d la longitud
d de la diagonal, recordando que esta
b ultima divide al rectangulo en dos

triangulos rectdngulos (iguales) de ca-
a tetos @ y b y de hipotenusa d, resulta

atysi bt =ddt
de donde: *

= ya" + b, a= & =0 bi=y@ ~a
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En particular, para el cuadrado de lado a, la dia-
gonal d valdra

d =y 2, osea d=ay?2

donde
V2 =1, 4142 ....

intonces y 2 es el nimero irracional que da la
razon de la diagonal de un cuadrado al lado (Ap. I,
ok 7 4 16K

13. Un friangulo isosceles de lado a y base b esta
dividido por la altura en dos triangu-
los rectdangulos iguales; si se indica con h
la longitud de la altura, sus catetos valen

1 .
a 5 b y h, la hipotenusa vale a. Por eso:

9

a =§b2—|—h2

y en consecu encia

(1) a-—\/—b—|—h2 /;:;)\/a-_h \/ —éb?.

14. Puesto que cualquier poligono reqular de n la-
dos esta dividido por los radios, que (desde el centro)
van a los vértices, en n triangulos isosceles iguales,
que tienen por base el lado del poligono, por lado el
radio y por altura la apolema del poligono, las formu-
las (1) del n. precedente permiten calcular la longitud
de uno de esos elementos cuando sean conocidas las
longitudes de los otros dos.
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En particular, para el #ridngulo equildtero de lado a, la altu-
ra A esta dada por la tercera de las (1) del n. prec., donde resulta

3 V3 :
B = a* osea h =a —— = a. 0,8660..;

<~

de donde, inversamente
s) -
a=——=h =h.11546..
V3 :

pues la altura del triangulo equilatero que tiene un lado dado es
igual a la apotema del exdgono regular que tiene el mismo lado,
asi, dado el lado de un exdgono regular, podremos calcular la
apotema, y reciprocamente, dada la apolema podremos caleular

el lado.
16. Teniendo en cuenta los teors. sobre la equiva-
lencia de los poligonos de los N°s- 12, 22 25 b, 23 del

Cap. V,, que aqui recordamos reproduciendo las res-
pectivas figuras, se deducen sucesivamente de la regla
del n. 8 estas oftras reglas practicas, también muy
conocidas :

a) El area de un paralelogramo es igual al producto
(de las longitudes) de la base y de la altura.

b) El darea de un triangulo es iqual a la mitad del
producto (de las longitudes) de la base y de la altura.

¢) El drea de un poligono regular es iqual a la
mitad del producto (de las longitudes) del perimetro y
de la apolema.

d) El drea de un trapecio es igual a la mitad del
producto de la altura por la suma de las bases, o (para
poner en evidencia el rectingulo equivalente) al pro-
ducto de la altura por la semisuma de las bases.
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>

Férmulas relativas al trié,ngu\lo

16. Las reglas precedentes (unidas a algunos teor. de equiva-
lencia) permiten determinar las alturas, las medianas, las bisec-
trices y el drea dé un tridngulo cualquiera, cuando se conocen
las longitudes de sus lados.

~ Indicamos aqui rdpidamente las formulas a las cuales se llega.
Dado un triangulo ABC, designemos con &, b y ¢ las longitudes
de los lados BC, CA y AB,y con ha, hb Yy helas alturas relativas
a esos tres lados ordenadamente.

Si H es el pie de la altura /a, resulta (n. 11):
ha®= b*® — HC?;
pero por los teor. del n. 19 del Cap. V, se

A
deduce, segin que el angulo C es obtuso o
agudo,

e?*=a?*+ b6+ 2a. HC

0 sea

— (a’+b’_c’)’.
2 —
HCY = o

| De aqui y de la expresion de /', resulta

P e

ha 7 a°

De donde:
da*ha*=4a*b*— (a*+ b — eVl =
= (2ab+4a*+b*—c? (2ab—a*—b*+c¢?) =
=(la+0b*—cY (e*—[a—0b]Y)=
—@+b+e)a+b—c)(c+a—be—a+b).
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Si indicamos con p el semiperimetro de ABC, es decir,
a+b+c=2p

se tiene
&+ b —e= 2 (p'—.c¢),
¢c+a—b=2(p—0>b).
c—a+b=2(p— a)

La formula antes obtenida asume el aspecto

4da*hd® =16p (p—a) (p—>b) (p—c);

resultando finalmente :

B Ty 7 b =
/m—z—\/p (p—a) (p—1b) (p—ce).

Andlogamente se encuentra

hy = —I’j— \/11(1)—61)(1'—’))(13—0)

he = % ‘/p (p—a)(p—1)(p—ec)

Si se designa con S el drea del tridangulo, aplicando la regla
del n. prec. b) y teniendo en cuenta la expresion obtenida para
ha, 0 hb, 0 he, resulta:

Sie= \/1)(1;-—(1)(1)—/))(])—0).

17. Calculemos, en segundo lugar, las medianas ma , mb y me
del triangulo ABC. Puesto ma = AA, (v. fig. del n. prec.), y exclui-
do el caso en el cual ABC sea isosceles sobre la base BC = «,

A A
de los dos angulos suplementarios CA,A y AA,B, uno es obtuso,

T R R N I P g et ¢ R T LY Y
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k)

o

el otro es agudo; si, como en la figura, es obtuso el segundo, se
tiene (Vy; n. 19):

2
Bl a AT

b? = ma® 4

2 2 a’ ;
¢ = ma® + i + a. AH,

y, sumando miembro a miembro,
2

a
bt et=2md + 5
luego :
ma® = -%— (20*4 2 ct—a’)
Anélogamente se encuentra

e = —j 2e? 4 2a*—05")

el — —j— Qa4+ 20— c?).

Se verifica en seguida que estas férmulas son validas (con
faciles simplificaciones) también en el caso excluido de un tri-
angulo isdsceles.

18. Demuéstrese a modo de ejercicio que las longitudes sa,
sb y se de las bisectrices estin dadas por

==t "bcp Gl

()

b+ ¢
= —2 cap (p—b)
‘_lf-l-a\fc'p p— b,
se= 2 \l(tbp o
a—+ b

Otras formulas relativas al triangulo serdn indicadas en los
ejercicios.
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Longitud de la circunferencia y de los
arcos circulares

19. Hemos visto que, dada una circunferencia, existe
un determinado segmento ¢, comprendido entre los
perimetros de los poligonos inscriptos y los de los
poligonos circunscriptos, y hemos sido conducidos a
definir el segmento ¢ como circunferencia rectificada
(VIII, n. 7). Por eso (fijada la unidad de medida de las
longitudes) se asumira como longitud de la circunferencia
la del correspondiente segmento c.

Recordemos ahora que si ¢ y ¢ son las circunfe-
rencias rectificadas de dos circunferencias y r y 1’ los
radios, se tiene (VIII, n. 8):

Cotn DU ey p -

e indicando con ¢ y ¢'; r y r’ las longitudes de ¢ y ¢/,
r v r’ respectivamente, resulta también

’

G C
IE 27¢

Se reconoce asi que la razon enlre la longilud de la
circunferencia y la del diametro es coNsTaNTE (es decir,
tal que no varia al variar el radio).

“sa razon de proporcionalidad

\
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se designa con =, y es un nimero irracional poco ma-
yor que 3, cuyas primeras cifras decimales son:

= 3,141592 .. .. :
En los calculos practicos suele adoptarse el valor

(aproximado por defecto a menos de 1/10%) 3,14 o, a lo

sumo, el valor (aproximado por exceso a menos de 1/10°%)
3,1416.

De la relacion

{4
AT

o
Il
o

b |
>3
Il
&
=T

=% 6]

resulta la conocida

ReGra: La longitud de una circunferencia se obtiene
multiplicando por = la longitud del diametro d.

En cuanto al cdleculo de =, observemos que este
numero da la longitud de la circunferencia de diame-
tro 1: asi que se podran obtener valores aproximados
de = midiendo experimentalmente la longitud de una
tal circunferencia o, mejor, calculando las longitudes
de los perimetros de poligonos regulares inscriptos o
circunseriptos a la circunferencia de diametro 1: se
alcanzara una aproximacion tanto mayor cuanto mas
grande sea el numero de lados de esos poligonos.

20. Il namero = ha sido objeto, desde la antigtiedad, de in-
vestigaciones y de célculos pacientes.

En el Papyrus Rhind, debido al escritor egipcio AuMES
(2000 a. C.) esta implicitamente fijado para = el valor

256
81

= o:d604 ...

ARQUIMEDES (287 2-212 a. C.) calculé los perimetros de los po-
ligonos regulares inscriptos y circunseriptos, que se obtienen
partiendo del exdgono y duplicando sucesivamente el numero
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de lados ; por ese camino llegd hasta los poligonos de 96 lados y

demostrd que = estd comprendido entre 3 -+ % Y3+ %; este

ultimo valor, acaso mas facil de recordar bajo la forma —, supe-

ra a © en menos de 0,002.
El holandés ApriaNo MEzio (segunda mitad del siglo xvi) 12

P 355 ! 3
asigno el valor 13 due supera a m en menos de To7 ¥ otros

matematicos o simples calculistas, casi rivalizando el uno con el
otro en paciencia y habilidad, llevaron la determinacién aproxi-
mada de ® mucho mas alla de la que se necesita para los céalculos
mas delicados ; |SuaNks caleulé 707 cifras decimales! Las pri-
meras 30 son las siguientes (')

7 = 3, 141.592.653.589.793,238.462.643.383.279 ....
Notemos, en fin, que, expresiones de «, en las cuales se puede

alcanzar la aproximacién que se desee, son las de WacLLis
(1616-1703) hajo forma de producto infinito,

A e BB 8

T

o
2

| e

la dada por BrousNker (1620-1684), bajo forma de fraceidén con-
tinua,
s 1
= 1
1+ 9
I sy
2 e
2 L e
2+ ,
y, en fin, la dada por LemBNiTz (1646 -1716) bajo forma de suma
infinita, o, como se dice, de serie ;

T
&

T 1 1 1
T =1 — ':3"'*_?—?'{" s % entae

(1) He aqui, como curiosidad, una cuarteta mnemonica francesa :
Que j'aime & faire apprendre un nombre util aux sages!
Immortel ArcHIMEDE, artiste ingénieur,
Qui de ton jugement peut priser la valeur?
Pour moi, ton probléme eut de pareils avantages.
Los niimeros de las letras de cada palabra dan las cifras de T hasta la
30® decimal.
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21. Los calculadores de = fueron, por largo tiempo, animados
en sus fatigas por la esperanza de llegar, después de un cierto
numero de cifras, al valor exacto de =. Pero eso era imposible,
por cuanto, como ya se dijo, © es un namero irracional.

Esto fué establecido en el ano 1770 por LAMBERT, y més re-
cientemente, en el ano 1882, LiNnDEMANN (') demostrd que = no J
puede sdtisfacer a ninguna ecuacion algebraica con coeficientes '
racionales (por eso se dice que = es un numero trascendente).

De aqui resulta, en particular, que = no es calculable con
solas extracciones de raices cuadradas efectuadas un niumero :
Jinito de veces; por tal razén es imposible construir MEDIANTE 3
LOS INSTRUMENTOS ELEMENTALES (regla, compés, etc.) el segmento
de longitud igual a una circunferencia dada. Es en este sen-
tido que se debe entender la imposibilidad de la rectificacion
de la eircunferencia.

Se pueden dar sin embargo construcciones aproximadas eje-
cutables con la regla y el compds, que conducen a la determina-
cién de un segmento, el cual difiere de la longitud de la circun-
ferencia dada en un segmento pequenisimo y practicamente des-
preciable. Demos como ejemplo la siguiente rectificacion apro-
xzimada debida a SpecHT (%).

Dado un circulo O de radio », consideremos sobre una tan-
gente a él, a partir del punto de contacto A, el segmento AB

D 3

A B'¥C E

igual al didmetro aumentado de un quinto del radio, y consecu-
tivamente a éste el segmento BC igual a dos quintos del radio.

(') Ueber die Ludolph’sche Zahl, Berichte de Berliner Akad, der Wiss, 1882,
(?) Journal de Crelle, t. 3, pag. 83,

| %
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Unamos O con By con C, tomemos AD igual a OB, y desde
D tracemos la paralela a la OC hasta cortar a la AC en E. El
segmento AE representa por aproximacion la circunferencia O
rectificada.

En efecto, de los tridngulos semejantes ADE y AOC, resulta

que : ‘
AR A —"A A0,
Pero
ac= 18 LB e 4nT on
.)
de donde
I
V)
siendo (n. 11)
OB=r \/ [+ ( )
se concluye que
e 1 SR .
Al =7, 5% \ 136 .
Haciendo los ecileulos :
ALy 1415919, ..
7o

Comparando este valor con =, se ve que hay un error poco
superior a 0,0000007, asi que AE representa la circunferencia por
defecto, y difiere de ella en menos de dos millonésimos del radio
(menos de 2 mm. para una circunferencia de 1 km. de radio).

R2. Pasemos a los arcos circulares.

Si nos limitamos a considerar arcos de igual radio
, ¥ que constituyen por lo tanto una clase de magnitu-
des directamente comparables, basta fijar como unidad
un cierto arco de radio r y tomar como medida de un
arco cualquiera, que tiene el mlsmo radio, su razon al
arco unidad.
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A menudo se considera como arco-unidad la 3602
parte alicuota de la circunferencia, es decir, el arco
correspondiente a un dngulo central de 1%° Este arco
recibe el nombre de grado; como unidades auxiliares
se adoptan el minuto y el sequndo, es decir, los arcos
(de igual radio r) correspondientes a angulos centrales
de 1" y 1".

En virtud de la proporcionalidad entre los arcos de
igual radio y los correspondientes dngulos centrales
(VIL, n. 6) la medida en arcos-grado de un arco coin-
cide con la amplitud del correspondiente dangulo central.

23. Consideremos, en segundo lugar, todos los po-
sibles arcos circulares de radio cualquiera. Para cada
uno de ellos hemos visto que existe un determinado
segmento, comprendido entre los perimetros de las po-
ligonales inscriptas y de las circunscriptas, y hemos
sido conducidos a definir tal segmento como arco
rectificado (VIII, n. 9).

Del mismo modo que se hizo para la circunferen-
cia, se tomara como longitud de un arco cualquiera la
del correspondiente arco rectificado (con respecto a la
unidad de longitud).

Ahora es facil determinar la longitud [ de un arco
conociendo la longitud r de su radio y la amplitud «
del correspondiente angulo central (que suponemos ex-
presada en grados y donde sea necesario también en
fracciones decimales de grados). Basta recordar que los
arcos de dado radio son proporcionales a sus corres-
pondientes dngulos centrales (VII, n. 6) como a los res-
pectivos arcos rectificados (VIII, n. 10). Por eso, com-
parando el arco de longitud ! y amplitud « a la cir-

e g by S ST A A



ELEMENTOS DE GEOMETRiA 171

cunferencia de igual radio r, cuya longitud es 2 = r
y por amplitud 360°, se obtiene

l o, o
2xr 360

0 Sea
1 I i (-
) T

Analogamente, si se supone expresada la amplitud «
en minutos (y fracciones decimales de minutos) o en
segundos (y fracciones decimales de segundos) y se
recuerda que el &dngulo de cuatre rectos es igual a
21600" = (2 > 10800)" o a 1.296.000" = (2 > 648000)" se
obtiene respectivamente

(‘)) T I'a 5 Rl L e
i 10.800 648.000

Resolviendo la (1) y (2) con respecto a «, obtenemos
las formulas:

180 1 10.800 1 648.000 1
@ == s SRR S PR S e
L ® I (o &

que dan la amplitud (en grados, minutos o segundos)
del dngulo central correspondiente a un arco de dado
radio y de longitud dada.
\
24. Considerados, sobre dos circunferencias de radio
ry r’ respectivamente, dos arcos, a los cuales corres-
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pondan angulos centrales de igual amplitud «, las res-
pectivas longitudes [ y I’ seran dadas, por la (I),

A}
7 T

TY

= ro

180

y 2

de donde resulta

5% R )
B e wEa
l r
es decir: Las longitudes de dos arcos de distinlos radios,
pero correspondientes a un mismo dangulo central, son
proporcionales a los respectivos radios.

Este teor. comprende como caso particular el del
n. 8 del Cap. VIII y se podria demostrar con un ra-
zonamiento géométrico andlogo al teor. desarrollado
alli.

R6. Las consideraciones precedentes conducen a un
sistema de medida de los dangulos, que suele preferirse,
en los desarrollos teoricos, a la medida en grados.

Recordemos una vez mas que en una misma cir-
cunferencia los dngulos centrales son proporcionales a
sus arcos correspondientes (VII, n. 6).

Por eso podemos adoptar como medida de un
dangulo cualquiera la longitud del arco interceptado
por ¢l sobre la circunferencia que tiene su centro en
el vértice y cuyo radio es la unidad.

Tal medida de los &ngulos (por una razon que
aclararemos en seguida) se llama medida de los dngu-
los en radianes.

Por la definicion misma, la medida en radianes de
un angulo de cuatro rectos (0 360°) es 2z (longitud
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de la circunferencia de radio 1), la de un angulo llano
es =, la de un dngulo recto, -, etc.; y el angulo uni-

dad es aquél que sobre la circunferencia de radio 1
(con el centro en el vértice) intercepta un arco de
longitud igual a 1. Como los arcos correspondientes a
un mismo angulo central son proporcionales a sus
radios (n. prec.), se reconoce que ese dngulo-unidad
infercepta sobre cada circunferencia, que liene el centro
en su vérlice, un arco de longitud iqual al radio.

Esta propiedad da cuenta del nombre de radidn atribuido a
tal dngulo-unidad, y en segundo lugar permite encontrar la relacion
que intercede entre la longitud / de un arco cualquiera, su radio 7
y la medida w en radianes del correspondiente &ngulo central. En
efecto, siendo w, por definicién, la longitud del arco interceptado
por dicho &ngulo sobre la circunferencia de radio 1, se tiene por
la mencionada proporecionalidad de las longitudes de los arcos de
igual @ngulo cenfral y los respectivos radios (n. prec.),

W
_:T 0 sea = ry:

’

de donde se deduce: 1) la medida en radianes de un dngulo se
puede definir también como la razon entre la longitud y el radio
del arco interceptado por el dngulo sobre una circunferencia cual- -
quiera de centro en el vértice ; 2) la longitud de un arco se obtie-
ne multiplicando la medida en radianes del correspondiente
angulo central por el radio.

“n fin, para encontrar la relacion que intercede
enfre la medida en radianes v y la amplitud « de un
mismo dngulo, basta observar que las medidas en ra-
dianes y las amplitudes de cada angulo, como medidas
de las mismas magnitudes en dos unidades distintas,
deben ser proporcionales (n. 3); asi que, comparando
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w y « con la medida en radianes y la amplitud de un
angulo llano, se encuentra
3

e, L
« 180 °
y entonces
T o 180 ©
0O Ssea a = y
180 =

De esta ultima relacion, poniendo o = 1, se deduce
que la amplitud de un radidn esta dada por

(1—8(1) = 570 17" 44", 806 . ...

T

. - 1
es decir, poco menos de 57° 3.

Area del circulo y de los sectores circulares

26. Como la superficie de un circulo es igual a la
de un triangulo que tiene por base la circunferencia
rectificada y por altura el radio (VIII, n. 13), se de-
duce que el area s del circulo de radio r es

CHNTE Sl R

S =

1
2
de donde la eonocida

ReGrLA. — El drea de un circulo se obtiene mullipli-
cando por = el cuadrado del radio.
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7. Escribiendo esta formula en la forma

S
—_—

1.2

y recordando que = es la razon de la circunferencia
rectificada al diametro (n. 19), tenemos el

Teor.: La razon entre el area de un circulo y el
cuadrado de la longitud de su radio es igual a la razén
entre la respectiva circunferencia rectificada y su dida-
metro.

28. Aplicando la formula del n. prec. a dos circulos
de dreas s y s’ y de radios r y r', se tiene:

S s' s B

s 2 s 2 ’
es decir, se verifica el

Cor.: Dos circulos estan entre si como los cuadra-
dos de sus radios.

29. Kl problema geométrico de ia cuadratura del circulo, es
decir, el problema de construir un poligono y en particular un
cuadrado, que tenga drea igual a la de un circulo dado, es impo-
sible en el mismo sentido, en el cual es imposible la rectifica-
cion de la circunferencia (n. 21), es decir, un tal poligono no se
puede construir exactamente MEDIANTE LOS INSTRUMENTOS ELE-
MENTALES (regla, compds, etc.).

Hemos dado ya ejemplo de un rectificacion aproxima’a de
la circunferencia, ejecutable con la regla y el compas (n. 20); y
es claro que esa construceién permite determinar un triangulo,
cuya superficie difiere muy poco de la del circulo. Pero se pueden
encontrar también construcciones (ejecutables con regla y compds)
(que dan dirécsamente la cuwadratura aproximade del circulo, y
de las cuales se deducen, reciprocamente, otras tantas rectificacio-
nes aproximadas de la circunferencia.

N - b o T S el b i | S i SR Ra o
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Daremos aqui un ejemplo de tales cuadraturas aproximadas.
- Sobre el didmetro AB = 27 del circulo dado, considérense, a
partir del centro O y en partes
opuestas de ¢él, los‘segmentos

3 : 3

()D:Tr; Ob:;r,

y dividido por mitad en £ el ra-

dio OB (a cuya prolongacion

pertenece F), tracense en par-

tes opuestas respecto a AB, las

semicircunferencias de didme-

r tros DE y AF. La perpendicu-

lar en O a AB corta en Gy H

respectlvamente a esas dos semicircunferencias, el cuadrado de
lado GH tiene aproximadamente area igual al circulo dado.

En efecto, se tiene:

AO=r;0F =2 r; OD= % r; OE= 1 7

y por ser OH media proporcional entre OA y OF y andlogamente
OG, entre OD y OFE:

QA S B -—GH O~ Gh 06 =06G & O
O Ssea, 3 7
g == GUSIE V) ST gl (ST
COHE = R O = 75

VT Y vy
GH == O - DG = MT_”L’L = . 1,77246..,
¥ como

Vo = 177246 vov

GH difiere, por exceso, del lado del cuadrado que tiene la misma
; ; 1 .
area del circulo, menos de —gg del radio (menos de 1 cin.
para un circulo de 1 km. de radio) (*).

1y Para las cuestiones relativas a Ja rectificacion de la circunferencia y a
la cuadratura del circulo, v. Calé « Sobre los problemas trascendentes y en

particular sobre la cuadratura del circulo », en la parte II de los «Collectancar,
de F. ENRIQUES.
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30. Sabemos que la superficie de un sector circular
es igual a la de un tridngulo que tiene por base el
respectivo arco rectificado, y por altura el radio (VIII,
n. 14). Por eso del n. 15 b se deduce la

ReGrA. — El area de un sector circular esta dada
por el semiproducto de las longitudes del arco y del
radio.

Es decir, si r es la longitud del radio y [ la del
arco, el area del sector es igual a

1) s==21r

<

Si es « la amplitud (en grados y fracciones deci-
males de grado) del correspondiente dngulo central, se
tiene por la formula (1) del n. 23

1 =7 a w o

r=

92 180 360

2) 3=

31. Comparando las dreas de dos sectores de igual radio » y
de arcos de longitudes / y /' respectivamente, obtendremos por
la (1)

1 ; Ly,
e —2— b P vl -T /O
Yy en consecuencia
S .-
S‘ e [7 L]

es decir, sectores de igual radio son proporcionales a los res-
pectivos arcos rectificados.

Puesto que estos arcos rectificados son proporcionales a los
correspondientes* dngulos centrales, encontramos de nuevo, de
acuerdo con el n. 6 del Cap. VII, la proporcionalidad entre sectores
de igual radio y &ngulos centrales a y o’
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También de la (2).

- Tt o . (e
§ = e I e —
360 ° 360
de donde:
Lo e
TR

es decir, sectores de distintos radios, pero comprendidos entre
dngulos centrales iguales, estin entre si como los cuadrados
de sus radios. i

Este teor. comprende como caso particular el del n. 28.

32. Conocida la regla para calcular el area de un sector, se
puede calcular también la de un segmento circular de una base,

restando o sumando al area del correspondiente sector el area
del triangulo limitado por la base del segmento circular y por
los dos radios que van a los extremos de éste.

El area de un segmento circular de dos bases se obtiene
como diferencia de los de los dos segmentos de una base.

EJERCICIOS

1) El area de un tridngulo rectangulo es igual al semiproducto
de los dos catetos.

2) El area de un rombo es igual al semiproducto de las dos
diagonales.

3) El area de un cuadrilitero es igual al semiproducto de una
diagonal por la suma de las distancias a eésta de los otros
dos vertices.

4) Los agrimensores romanos tomaban como &area del trian-
gulo equilatero de lado @ el numero 4 % ; Qué error come-
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tian ? 2z Qué error se comete tomando, segiin HERON, como
area de un tal triangulo el nimero

29
(3 10 23

5) Si, como de costumbre, se asume como radio del ecuador
terrestre 860 millas geograficas y como longitud del ecuador
mismo 5.400 millas geograficas, ; hay acuerdo entre las cifras ?

6) La longitud de la semicircunferencia estd dada aproximada-
mente por la suma de los lados del cuadrado y del triangulo
equilatero insecriptos en el circulo. ; De qué orden es la apro-
ximacion ?

7) Nicoro pa cusa (146%) para construir un tridangulo equildtero
que tiene perimetro igual a un dado circulo, inscribe un cua-
drado en el circulo y considera el tridngulo equilatero ins-
cripto en el circulo que tiene por didmetro la suma del lado
del cuadrado indicado y del radio del circulo dado. 2 Qué
valor aproximado de = se saca de aqui? :

8) Dado un eirculo, dividase el diametro AB en cinco partes
iguales, prolonguese AB de un segmento BC igual a una de
estas quintas partes; sobre la tangente en A considérese el
segmento AD igual a tres de esas partes, El perimetro del
tridngulo ACD es aproximadamente igual a la longitud de la
circunferencia. ; Cudl es el valor aproximado de ® que se
obtiene de la precedente construceion ?

9) ¢ Cudl es el diametro de la cirecunferencia en la cual el arco
de 1.° tiene la longitud de 7 mm.?

10) Dados un cuadrado y un circulo concéntricos de igual peri-
metro, calcular la diferencia entre las areas de uno de los
cuatro segmentos circulares y de uno de los triangulos rec-
tangulos de contorno mixto asi determinados.

11) Para transformar un dado cuadrado en un eirculo de igual
superficie, los matematicos indianos consideraban a partir del
centro del cuadrado, sobre la paralela a un lado, un segmento
igual a la witad de la diagonal, dividian la parte de este seg-
mento exterior al cuadrado en fres partes iguales y conside-
raban el circulo con centro en el centro del cuadrado y que



180 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA
%

pasa por el primero de los dos puntos mencionados. § Qué va-
lor aproximado de = se obtiene de esta construccion ?

12) Segin el célebre pintor y gedmetra ALBRECHT-DURER (1525)
el problema precedente se resuelve considerando como dia-

8 s : ;
metro los —- de la diagonal del cuadrado. Se tiene asi para
; 1
= el valor aproximado 3 + — que aparece ya en VITRUVIO.

13) Calcular el &rea de la corona circular comprendida entre las
circunferencias inscriptas y circunscriptas a un poligono regu-
lar de 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 15 lados.

14) Calcular el area del tridngulo limitado por tres arcos de cir-
cunferencia convexos, dos a dos tangentes externamente e
iguales entre si.

15) Calcular el area de un cuadrilitero de contorno -circular,
cuyos lados sean arcos iguales, tangentes dos a dos en los
vértices, del cual sea dado el radio. Discusion de los casos
posibles.

16) Calcular el area del cuadrilatero de lados circulares convexos,
determinado por las cuatro circunferencias con los centros en
los vértices de un cuadrado, que tienen por radio el lado del
mismo.

17) Dado en el circulo de radio » y centro O un segmento de
una sola base AB, si [ es la longitud del arco correspondiente
y & la distancia del punto A al radio OB, el drea del segmen-

1 - ; .
es — 7 (L5 h), donde se debe considerar el signo — o 4+,
segun que el segmento es menor o mayor que el semicirculo.

3 4 ol .
Notese que la razon —— es lo que en GONIOMETRiA se llama

AN
seno del angulo AOB (Cap. siguiente).
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§ 8. — APLICACIONES DEL ALGEBRA A LA
GEOMETRIA

Representacion de cantidades por nimeros (sus medidas). — Resolucion
algebraica de los problemas geométricos. — Discusion e interpreta-
cion de las soluciones. — Interpretacion geometrica de las formulas
algebraicas fundamentales. — Problemas que se resuelven con regla
y compas. — Aplicacion a las ecuaciones de 2.° grado. — Sofismas
geométricos. — Ejercicios.

33. La posibilidad de representar las magnitudes
por medio de nimeros, sus medidas, permite traducir
las relaciones geométricas en igualdades (o desigualda-
des) algebraicas. Asi, la demostracion de un teorema
que expresa una relacion de igualdad entre magnitudes,
se reduce a la verificacion de una o mas igualdades
entre los niimeros que expresan sus medidas; y la re-
solucion de un problema se puede reducir a la reso-
lucion de una o mads ecuaciones, que relacionan las
medidas conocidas de los datos con las medidas incog-
nitas de las cantidades que se buscan.

En cuanto a la posibilidad de expresar teoremas
geométricos por medio de identidades algebraicas, nos
bastarda recordar, como ejemplo, los teoremas de los
n°, 7, 8 y 10 del Cap. V,, los cuales, si se indican las
medidas de'los segmentos, que se consideran, con las
mismas letras que los representan (pero cursivas ordi-
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- >
narias), se traducen respectivamente en las siguientes
identidades :

(a+b)c=ac+0bc
(a+b+c+.... + Nh) k=ak+bk+ck+.... + hk
(a+b=a+b0+2abd
(a — b =a+ b - 2 ab.

Pero mucho mas interesante es la aplicacion del
Algebra a la resolucion de los problemas geométricos.

Cuando se quiere resolver un problema geométrico
con el subsidio del Algebra, conviene ante todo elegir
oportunamente las magnitudes que se adoptan como
incognitas ; para tal eleccion no se pueden dar criterios
generales; la mas conveniente resulta, al contrario de
un cierto instinto especial, que so6lo se adquiere con una
larga y paciente ejercitacion.

Después se traducen las relaciones, establecidas por
el problema entre las cantidades dadas y aquellas por
determinarse, en una o mas ecuaciones (se pone en
ecuacion el problema), y si la ecuacion o el sistema de
ecuaciones, al cual se llega, es de primero o segundo
o tercer... grado el problema mismo se llama respecti-
vamente de primer, sequndo, tercer... grado.

Después de esto se resuelve esa ecuacion o ese
sistema de ecuaciones (supuesto, naturalmente, que lo
consientan los procedimientos del Algebra elemental),
y se discuten las soluciones asi obtenidas.

Esa discusion es necesaria y esencial, porque si la
ecuacion o el sistema de ecuaciones admite varias so-
luciones, puede suceder que solo algunas de ellas
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den efectivamente soluciones del problema geométrico
propuesto, y que, por eso, las otras deben ser excluidas
(o porque son negativas, contra las condiciones impli-
citamente impuestas a las magnitudes incdgnitas por la
misma naturaleza de ellas, o porque pasan de ciertos
limites, entre los cuales deben estar comprendidas esas
magnitudes, o por otras razones). Las soluciones alge-
braicas que deben excluirse, responden tal vez a una
forma ligeramente modificada del problema propuesto,
o a un problema en cualquier modo conexo con el
primitivo.

Ademas, si los datos del problema no estin numé-
ricamente fijados, pero estan representados por letras,
y susceptibles entonces de asumir infinitos valores
distintos, puede acontecer que cuando tales datos pasen
ciertos determinados limites, alguna solucion algebraica
que antes daba lugar a una solucion del problema
geométrico propuesto, falte de algunas de las condicio-
nes (de signo o de valor absoluto, etc.) que son por
eso necesarias. Asi puede ser que, para ciertos valores
especiales de los datos, soluciones algebraicas general-
mente distintas vayan a coincidir, o soluciones que
antes existian lleguen a faltar (se tornan imaginarias).

Es objeto precisamente de la discusién el examen
ordenado y preciso de todas esas eventualidades, y la
determinacion de las condiciones (de igualdad o des-
igualdad) a las cuales deben satisfacer los datos, pars
que cada una de ellas tenga lugar.

Después de la discusion, las formulas resolutivas de
las ecuacipnes del problema permiten obtener, con
calculos bien determinados sobre los valores de los
datos, las medidas de las cantidades pedidas, y del
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% »
punto de vista numérico, la resolucion estd termi-
nada.

Pero se busca en general dar un paso ulterior ; mas
bien se puede decir que es aqui el fin tltimo de la apli-
cacion del Algebra a las resoluciones de los problemas
geomeétricos.

Las formulas de resolucion obtenidas indican una
serie bien definida de calculos, que, ejecutados sobre
las medidas de las cantidades dadas, permiten de-
terminar las medidas de las cantidades incognitas.

Ahora bien, trataremos de inlerpretar geométrica-
mente esas operaciones algebraicas para deducir de
ellas una serie de consirucciones, efectivamente ejecu-
tables con los instrumentos elementales (regla y com-
pas), las cuales permitan obtener de las cantidades
dadas las cantidades incognitas.

34. Daremos aqui la inlerpretacion y conslruccion
geomélrica de los tipos mas sencillos de formulas, cons-
trucciones que, combinadas adecuadamente entre si,
conducen a los casos mas complejos que pueden pre-
sentarse en los problemas de geometria elemental.

Naturalmente, nos limitaremos a aquellas formulas
que dan lugar a construcciones ejecutables con la regla
y con el compds: también aqui designaremos con le-
tras minusculas latinas los segmentos e, indiferentemen-
te, sus medidas.

1) La suma y la diferencia de dos segmentos
a+b, a—2>

se construyen inmediatamente.



ELEMENTOS DE GEOMETRiA 185

2) La expresion

ab

o
se puede escribir

o b =a
y representa el segmento cuarto proporcional a ¢, by a

(v. construccion en el n. 10 del Cap. VII). La misma
relacion se puede poner bajo la forma

I — 0 12

el segmento v es la altura del rectingulo de base c,
equivalente al rectangulo de base a y altura b.

Asi cada segmento representado por una expresion
de la forma

se construye, considerando sucesivamente las dos cuar-
tas proporcionales,

y andlogamente un segmento

abd b

! n

¢ C €

\ . .
se construye mediante tres cuartas proporcionales, y
asi sucesivamente.
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3) La extraccion de la raiz cuadrada

EL= b .
resulta de
=y
y en consecuencia
a = b

que, como se ve, corresponde a la media proporcional
entre las dos magnitudes a y b (n. 24 del Cap. VII); la
ecuacion a la cual satisface x pone en evidencia que
se resuelve de tal manera el problema de determinar
el lado del cuadrado equivalente al rectingulo de base
a y altura b.

Recordando las construcciones 2) se construye con cuartas v
medias proporcionales toda expresion de la forma

¢ et
g \/ ab , 0 e \/ ab , ete.

4) Se reduce al caso precedente la construccion de la expresion

e=vVa = =v (a—b) (a+0)

Pero como

o Jal e

2 = a® — b?

se puede también construir la misma expresion, en base al teo-
rema de PirAcoras, como segundo cateto de un triangulo rectdn-
gulo de hipotenusa ¢ y cateto b (n. 11).
El mismo teor. permite construir la expresion
L= 2 2
~ \/ a + b 9

como hipotenusa del triangulo rectingulo de catetos
ayb.
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De la misma manera se construyen también expresiones mas
complicadas. Asi, para obtener

== \/ a* 4+ b — e + dF

se construye antes

€Ty = ‘/ at 4+ b,
después

g — Vv ot ='et .
y finalmente :

2=V 2o+ @t .

35. Las expresiones 2) del n. prec. pueden ponerse
en la forma
b b b b b b
a — rT=a ———-

Pemz fomy = -

’ 2
e G ¢ ¢ elhell

y como las razones entre segmentos

son nimeros abstractos o puros (es decir, independientes
de la unidad de medida de los segmentos) todas estas
expresiones estin contenidas en el tipo

T =m0,

donde x y a son longitudes de segmentos y m es un
niimero abstracto.
Por tal motivo, esas expresiones se llaman expre-
siones racionales monomias de 1° grado. ;
Ahora bien, si el coeficiente numérico m, contraria-
mente a cuanto se supuso antes, no esta dado bajo
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forma de razon de dos segmentos (o de producto de
tales razones) sino, p. ej., como longitud de un seg-
mento, la construccion indicada en el n. prec. se aplica
igualmente, teniendo en cuenta que cada longitud se
puede interpretar como razon del segmento correspon-
diente al segmento unidad. Asi la expresion

=20 D

se puede interpretar como la longitud de un segmento,
escribiéndola

de donde resulta que el segmento x es el cuarto pro-
porcional segin el segmento unidad y los segmentos
a y b. Andlogamente la

puesto que se puede escribir

;v=b—’,
c

se construye como cuarta proporcional segin ¢, b y la
unidad.

Con esta misma prevision, que consiste en asumir
entre los datos también el segmento unidad, se pueden
construir, con los procedimientos indicados por las
formulas 2), 3), 4) del n. prec., expresiones que por si
mismas no estan contenidas en aquellos tipos. Por
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ejemplo, en relacion a las expresiones 2), se puede
interpretar la
x=\a
escribiéndola
xr=alis

y asi el segmento x resulta medio proporcional entre
el segmento a y la unidad.

36. Nora.— Las consideraciones de los dos ultimos nameros
sugieren las siguientes preguntas: ; Como se distinguen las expre-
siones, que es posible interpretar y construir sin hacer uso del
segmento - unidad, de las que se pueden interpretar sélo cuando
entre los datos se asuma ese segmento-unidad ?; y en este segun-
do caso, jcon cudl criterio se debe introducir el segmento-unidad
en las expresiones consideradas para que sean interpretables
geomeétricamente ?

Para responder a estas preguntas, consideremos una ecuacion
cualquiera del tipo

.= P (a; b, ¢iss)

donde P designa una expresién dependiente exclusivamente de
las medidas «, b, ¢,.... de ciertos segmentos. Si es posible inter-
pretar esas expresiones de manera que se pueda obtener de ellas
una serie de construcciones que, aplicadas a los segmentos a, b,
¢,.... supuestos dados, conduzcan al segmento x, este procedi-
miento constructor debe necesariamente depender de los segmen-
tos @, b, ¢,.... en 'si mismos y no de la unidad adoptada para
medirlos. Pero sabemos (n. 3) que, si se cambia la unidad, por
ejemplo, considerando una que sea r veces mas pequena que la
primitiva, las longitudes a, b, ¢,.... de los segmentos dados, como
también la longitud « del segmento que se quiere construir, re-
sultan todas multiplicadas por 7.

Por eso la expresion P (a, b, ¢,....) debe ser tal, que si en
ella cada una de las longitudes «, b, ¢,...., de las cuales depende,
se multiplica por », el valor de la expresion, una vez hechos los
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calculos, resulte igual a su valor primitivo P («, b, ¢,....) multi-
plicado por ». En verdad son tales (como se verifica inmediata-
mente) no sélo las expresiones racionales monomias de 1er. grado
\
ab abb' . abb'b

) X = &r = —
At gely celel .,

sino también todas las otras expresiones interpretadas en el n. 34

= \/ab, Jr:\/a’-}—b’, ete.

Toda expresion P (a, b, ¢,....) que goza de la propiedad
indicada se llama hAomogénea de primer grado (respecto a las
cantidades «, b, ¢,...., de las cuales ella depende); asi que pode-
mos afirmar que para que una expresion

=P (a0, ¢.5%:]

se pueda interpretar como un segmento construible, a partir de
los segmentos a, b, ¢,.... de los cuales ella depende, es necesario
que sea una expresion homogénea de primer grado,

No son en cambio homogéneas por si mismas las expresio-
nes consideradas en el n. prec.

P =l e = -’:— e e \/ Wiy
pero hemos logrado interpretarlas geométricamente y construirlas
como segmentos, introduciendo el segmento unidad, haciéndolas
asi homogeéneas respecto al conjunto de las cantidades @, b, ¢,....
(de las cuales dependen explicitamente) y de la unidad. En efecto,
si aqui por un momento indicamos el segmento unidad con =, en
vez que con 1, las hemos podido interpretar escribiéndolas bajo
la forma

ab bu

= T —
T ¢

37. Puesto que hemos visto que con la regla y el
compas son construibles las expresiones

a

a 1; b: 32 a,
—I— ) a b ¢a,
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resulta sin mas probado que con esos instrumentos
elementales son resolubles los problemas de 1°. y 2.°
grado (es decir, traducibles en ecuaciones de 1.0 y 2.¢
grado) y todos los que se pueden reducir a problemas
de 2.° grado, siempre que den lugar a ecuaciones, que,
aunque siendo de grado superior al 2°, son resolubles
con solas extracciones de raices cuadradas (como las
ecuaciones de 3.er grado sin términos independientes ;
las ecuaciones de 3. y 4.° grado reciprocas, las ecua-
ciones de 4.° grado sin términos de grado impar).

El resultado se invierte, es decir, son éstos los tunicos pro-
blemas resolubles con la regla y el compas. Nosotros no podemos.
demostrarlo (*) aqui, y nos limitamos a agregar que la imposi-
bilidad de trisecar con la regla y el compds un dngulo cualquiera
se reconoce precisamente probando con consideraciones gonio-
métricas que ella depende de una ecuacién de 3er. grado de tipo
general (%).

Se trata entonces de un problema, que en orden de dificultad,
sigue inmediatamente a los resolubles con regla y compés, mien-
tras que, por ejemplo, los problemas de la rectificacion de la cir-
cunferencia y de la cuadratura del circulo, en cuanto dependen
de la construcciéon de la razén =, que, como ya se dijo (n. 21),
no satisface a ninguna ecuacion algebraica (de coeficientes racio-
nales), es de una dificultad, para decir asi, infinitamente superior.

38. Como una aplicacién que resume las consideraciones de
los nos. prec., damos aqui, por ultimo, la inferpretacion geométri-
ca de la formula resolutiva de las ecuaciones de 2.° grado.

Toda ecuacién de tal género se puede pensar reducida a la
forma

= a g b= 0

(1) Cfr. el Art. de G. CasTELNUOVO, « Sobre la resolubilidad de los problemas
geométricos con los instrumentos elemenlales; contribucién de la geometria anali-
tica», en la II parte de los « Collectanea », de F. ENRIQUES.

(*) Cfr. el Art. ya cit. de A. Coxti, en la II parte de los Collectanea, de
F. ENRIQUES.



192 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA
%

donde @ y b designan dos numeros positivos (longitudes de
segmentos dados). Pero como nosotros construiremos, en valor
absoluto, también las eventuales raices negativas,‘de los cuatro
tipos de ecuaciones, correspondientes a todas las posibles combi-
naciones del signo, podemos limitarnos a considerar solo los dos
siguientes :

o) #?—axr+ b*=o0
B) 24+ axr—b=o0

pues los otros dos se reducen a éstas, cambiando de signo a =
(con lo cual cambia el signo, pero no el valor absoluto de las
raices).

Empezando por la @), notemos que esta ecuacion, puesto que
se puede escribir

nigs——at = bt 0 sea x (@ — x) = b

traduce en forma algebraica el problema geométrico de determi-
nar las dimensiones (x y a — x) del rectingulo de semiperime-
iro a, equivalente al cuadrado de lado b.

La férmula de resolucion de las ecuaciones de 2.° grado,
segun el Algebra, da para las soluciones de « las expresiones

) 5 + \/(%)— b

las cuales son reales y distintas siempre y sélo cuando sea

:
(i) — b > o,

2
~

es decir, dada nuestra hipotesis de que los numeros @ y & son
positivos,

—a>b.

2

Supuesta verificada esta condicién, las dos soluciones (1) de
la @) (ambas positivas) se construyen, sumando y restando del
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3
segmento % el segmento \/(%) — b* es decir, el segmento

cateto del tridngulo rectangulo, que tiene la hipotenusa v 6l
cateto b.

La construccion efectiva estd indicada en la figura donde las
dos raices (1) estan representadas
por OX,, OX,, y son precisamente
OX, y OX, las dimensiones del
rectdangulo buscado.

Si es

a
'g>b

L, L Syrs EmAl ;
la ecuacion «) admite la anica soluciéon —» Inmediatamente cons-
truible ; en cambio, si es

la @) no tiene soluciones reales y, correspondientemente, la cons-
truccion indicada para el primer caso resulta imposible y el pro-
blema geométrico es insoluble.

Pasemos a la ecuacién
B) 2 4+ axr— b= 0
que, como puede escribirse
2w+ a) =%

traduce el problema geométrico de determinar las dimensiones
del rectdangulo equivalente al cuadrado de lado b y que tiene por
diferencia de sus lados el segmento a.

La férmula general de resolucion de las ecuaciones de 2.°
grado da para la (§ las dos soluciones

v 2
Sy I
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las cuales, por ser (42‘-) + b* > o, son siempre reales y distintas,

pero una positiva y la otra negativa. Si nos proponemos resolver
el problema geométrico enunciado, debemos g¢onsiderar sélo la

solucién positiva
e \r 4 a
\/ ol

a

la cual se construye, restando el segmento = del segmento

(%)’ -+ b2, es decir, de la hipotenusa del triangulo de cate-

TR - tos 5 y b. La construccion efectiva

iC estd indicada en la figura, en la cual

i %a‘ OX representa la solucion positiva

0 biv. | .- ' de la B), es decir, el lado menor del
Xt At X rectangulo buscado.

La solucién negativa de §8), considerada en valor absoluto,
esta dada naturalmente por OX’, donde X’ es el simétrico de X
respecto a A.

39. Nora.— El problema geométrico, al cual hemos sido
conducidos en el n. prec. por la interpretacion de la ecuacién (),
comprende como caso particular el problema de la construccion
de la seccion durea de un segmento dado r, resuelto ya en el
n. 51 del Cap. VIIL

En efecto, en este problema se trata de encontrar la parte =
de r, cuyo cuadrado sea equivalente al rectangulo de dimensiones
»y r — x, de donde el problema se traduce en la ecuacion:

P?=r((r—ax osea @+rer—rr=o,
que es precisamente un caso particu-
lar de la ), de la cual se obtiene po-
niendo @ = b = r.

Si introducimos estos valores
@ = b = r en la construccién indi-
cada en el n. prec. para la solucién po-
sitiva de la f), encontramos nuevamen-
te la construccidn, que ya dimos en el n. 51 del Cap. VII para la
seceion aurea.
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Sofismas geométricos

Hemos reservado para el final de la Geometria plana un
grupo de sofismas® en los cuales proponemos como ejercicio
descubrir el error.

SorismA, — Todo iridngulo es isdsceles. Dado un tridngulo
cualquiera ABC, levantese en el punto medio D de BC la per-

: ; A
pendicular y trdcese la bisectriz del dngulo opuesto A.
Si esta bisectriz y la perpendicular son A
paralelas, tienen necesariamente que coinci-
dir, y el tridngulo es isésceles. F -
Si ellas se cortan en un punto O, éste
o es interior o es exterior al triangulo.
Si O es interior al tridngulo, bajense des-
de O las perpendiculares OF y OE sobre B D c
AB y AC respectivamente. Como
AN A
FAO = EAO,
los dos tridngulos rectangulos AFO y AEO son iguales, y es
(1) AR —"AF
Anédlogamente es
OB =6

y los dos triangulos rectdngulos OBF y OCE, por tener iguales
la hipotenusa y un cateto son iguales. Resultg

(2) HB = EG

y entonces sumando miembro a miembro las (1), (2), se obtiene
A B = AC,

el tridngulo dz}do es, pues, isésceles.

1 Cfr 'W. Rouse BaLu Recreations et problémes suathématiques, 3.2 edi., tra-
ducidas por J. Fitz-Patrick ; Paris; Hermann, 1898,

Sl e e S e el il e
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2

Si el punto O es exterior al tridngulo, basta repetir la misma
h: construceion. Se demuestra andlogamente la igualdad de los dos
E tridngulos rectangulos AFO y AEO, de donde resulta
: AE = AF.
De la igualdad de los triangulos
OBF y OCE se deduce
HB-=FC,
y restando miembro a miembro se
obtiene
AB = AC;
también en este caso el triangulo
es isdsceles.
11 Sor¥isma. — Un dngulo recto es igual a un dngulo obiuso.
Sea, en efecto, un rectangulo ABCD, par el vértice A trace-
mos una recl.a exterior al rectdngulo y que forme con AB un

dngulo EAB agudo.
Tomemos AE = AB = D(C, unamos C con E, y en los pun-
tos medios H y K, de CB y CE res- c H 8
pectivamente, levantemos las perpendi-
culares, las cuales se cortan necesaria- s E
mente en un punto O, porque las CB
Yy CE no son paralelas. A
Entonces uniendo O con A, D, E

Y WA

P L i

T TN BT Tage Ay TR

; y C se tiene Dis—= A
[t Ob = 0OA, O€ =-0FK. ‘\\:\. :,'.;,-'
F Puesto que por hipétesis es DC=AE, 0

\« los- dos tridngulos ©DC y OAE (]I/J\e tienen los lados ordena-
Y k A

f damente iguales son iguales y es ODC = OAE.

Pero en el tridangulo isdésceles OAD es

f A AN

2 ODA = OAD,

de donde resulta

A\ A A% A
: ODC — ODA = OAE — OAD,
, es decir,

A A
ADC = DAE

ST AT

v T
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111 Sorisma. — Si dos lados opuestos de un cuadrildlero son
iquales, los ofros dos lados son paralelos.

Consideremos un cuadrilitero ABCD en el cual sea AB = CD.

Levantadas las perpendiculares a AD y BC en sus puntos
medios M y N, si esas dos rectas son paralelas, tales son tam-
bién sus perpendiculares AD y BC.

Si al contrario ellas se cortan en un punto O, este punto sera
o interior o exterior al cuadrilatero, unamos en cada caso el
punto O con los puntos 4, B, C' y D.

Si O es interior al cuadrilatero, como es AO = 0D, OB = 0C,
AB = DC, los dos tridngulos ABO y DCO
son iguales, y es entonces M D

AN AN
AOB = DOC,
pero es también
A A AN =N
AOM = MOD y BON = NOC

: . c
y entonces, sumando miembro a miembro B N

A A A\ AN AN AN
AOB -+ AOM + BON = DOC -+ MOD + CON,
de donde resulta
N\ AN N\
AOM + AOB + BON = 2 rectos.

Entonces, los tres puntos M, O y N estan en linea recta, y por
consiguiente las rectas AD y BC perpendiculares a una misma
recta, son paralelas. :

. Si O es exterior al cuadrilatero, se tiene

N\ VAN VA VAN
AOB = DOC, BON = NOC,
de donde resulta

VAN A AN AN
AOB + BON = DOC + NOC,

0 sea
B N s

2 A
Entonces la ON es la bisectriz de AOD, por lo tanto coincide con
la OM, y como antes, se deduce que AB es paralela a DC.

A A
AON = NOD.

“
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& |

IV Sorisma. — Todo segmento es igual a una de sus f'
partes. *,
Sea ABC un fridngulo cualquiera, y para fijar,las ideas supon- !
AN i A\ A ,
A gamos que B sea agudo y ademés A > C. :
T/x;acem(/)\s por A la AD de manera que |
A\ sea BAD = C, los dos tridingulos ABC'y DBA |
= son semejantes, y entonces, pasando a las i
B D C medidas, ) {
ABe . A |

DBA AD*

Pero los dos tridngulos ABC y DBA tienen la misma altura; en-
tonces sus areas estdn como las longitudes de las bases, es decir,

ABC BC

DBA ~ BD

Resulta de las dos igualdades precedehtes que

i
j

' a

1

AC? BC ‘
A~ . "BD ' i

0 sea
AC? AD?

BC BD

Pero bajada desde A la perpendicular AE sobre BC, obtenemos
(Vi 0o 49

AC? = AB* + BC* — 2 BC . BE,
AD* = AB® 4+ BD* — 2 BD . BE;
substituyendo en la igualdad anterior,

AB*4 BC*—2BC.BE _ AB*4 BD*'= 2 BD . BE
BC BD 4

0 sea
AB? AB
e o E —
. “BC + BC 2 B BD

+ BD — 2 BE.
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De aqui, simplificando y transportando,

B e AR pm
BC BD
y finalmente
AB*—BD.BC _  AB'— BC.BD
BC N BD

De esta igualdad resulta que el segmento BC es igual a su
parte BD.

EJERCICIOS

1) Demostrar algebraicamente los teoremas enunciados en los
nos, 7, 8 y 10, del Cap. vs.

2) Si los puntos A, B, C, D forman un glupo armonico, las
longitudes de los segmentos AC, AB, AD estan en progre-
sidn armonica, es decir, sus reciprocos estdn en progresxon
aritmética.

3) Si los puntos A, B, C, D forman un grupo armoénico y O es
el punto medio de AB, se tiene OC* = OB . OD.

4) Dados varios segmentos, cuyas medidas son designadas con
a, b, e, d, e f...., construir los segmentos cuya medida sea:

a® + b° at b?
<= LRI + T—+T-)

o¥ i T Sl i 5
\/abc \/‘_ abed
d 2 - ef
Vsar + 260 , Vot + b + ¢
i e e
g d d

s/ab—c‘ (ab > c*)

\/—“’ﬁ”'” + \/ B ity
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3

\/g \/a’-}- b + h \/e’+(/"
Vorn (Vouyors)

d¢a2+ 26 Ve + 377,

5) Dados varios segmentos cuyas medidas son a, b, ¢, d,..

semuy

y dado el segmento unidad de medida (¢ = 1), construir los

segmentos
b (_____ (zbﬂc)
u

2

abe -+

T L

e

\/a’—b (= \/a’—bu) S\ ST TP SR T S T

: a—|—\/a’+4cd 3d+\/a’—bc (a*> be)
; 2e : Siig T

\/3d+\/a—b”+c (a+c>l;2),\/2(t—}-\/3b+\/c+(l’

Ve SZyo & 50 (o> 22

En todos esos casos las formulas deben hcaerse homogéneas
de primer grado con un artificio conveniente.

6) Mediante la regla de dos bordes, usada para efectuar la cons-
truccion fundamental indicada en otros ejercicios, dados los

r segmentos a, b, ¢, d.... y la unidad de medida (z = 1),
\ determinense los segmentos

26 (zb, abe

e ars
\/a"—}-b’,\/a—}—?b",\/:;—i—a2
| Vi + 8 +¢, Vab+c+d®

Con el SUBSIDIO DEL ALGEBRA :
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7) Determinar dos segmentos, dadas su suma y el area del rec-
tangulo por ellos contenido.

8) Determinar el lado del poligono regular de 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15
lados, dado el radio o la apotema.

9) Caleular el area del poligono regular de 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15
lados, dado:
a) el lado,
b) o bien el radio,
¢) o la apotema.

10) Transformar un poligono regular de 3, 5, 6, 8, 10, 12, 15 lados
en ofro poligono regular equivalente, cuyo namero de lados
(distinto del precedente) sea también uno de los numeros
3, 5, 6, 8 10, 12, 15.

11) Demostrar que las &areas de dos poligonos regulares de un
namero par de lados, inscriptos en el mismo eirculo, estan
entre si como los perimetros de los poligonos regulares,
inscriptos en el mismo circulo y que tienen respectivamente
un numero de lados mitad del namero de lados de los dos
poligonos dados ().

12) Transformar un rectingulo dado en un tridangulo rectiangulo
de base dada en el cual uno de los catetos sea triple del otro.

13) Construir un tridngulo rectangulo de dada base, del cual sea
dada la suma o la diferencia de los catetos.

14) Construir un tridngulo dados la base, el pie de la relativa
altura y la suma o la diferencia o la razén de los otros dos
lados.

15) Construir un tridngulo, dadas la base, el punto en el cual
ella esta dividida por la bisectriz del angulo del vértice y la
suma o la diferencia de los otros dos éngulos.

16) Construir un tridngulo dadas la base, el area y la suma o la
diferencia de los otros dos lados.

17) Demostrar que en cada tridngulo la suma de los cuadrados
de dos lados es equivalente a dos veces la suma del cuadrado
de la mediana correspondiente a este lado.

18) Demostrar que en cada tridngulo la diferencia de los cuadra-
dos de dos Yados es igual a dos veces el rectangulo del ter-

(1) U. Amarpr : Appunti di Geometria ; Pitagora, IT n. 1 — 1895-1896.
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b

cer lado y de la proyeccion de la correspondiente mediana
sobre él.

19) Demostrar que el rectangulo de dos lados de un tridngulo
es equivalente al rectangulo de la altura colrespondiente al
tercer lado y del didmetro del circulo circunseripto. (En el
dado triangulo ABC béjese la altura AD y tracese el dia-
metro AE del circulo circunscripto; después compéarense
los tridngulos ABD, ABC).

20) Si R es el radio del circulo circunseripto a un tridngulo de
lados @, b, ¢ y de semiperimetro p y de 4rea S, se tiene

(ej. prec.)
ab e

= 5%

21) Si » es el radio del circulo inscripto a un tridngulo, se tiene
(siendo p el semiperimetro)

Sas=al) 7%
22) Si 7y, 7y, 75 son los radios de los circulos ex-inscriptos com-

7y N A
prendidos en los angulos CAB, BAC, BCA, respectivamente

se tiene
S S S

P = Py = Py —~ .
1 ’ 2 ’ 3 p—c¢

pL=va p—25b

23) Conservando las notaciones precedentes demuéstrense las
férmulas siguientes :

= \/r i R

< N 1 1
il Sty v
SR R vt SRR GRS e 1
;-l Tt Tie ha' vy T The ha R’
1 1 1 1
i s ol 7 B’
e $ L
P ey 7y Py
g 1 1 1
Pt r, 1 ry 2 TR T
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24) Dado un circulo de radio r», tenemos que:

a) el lado del cuadrado inscripto es r }/ 2y del circuns-
cripto es 2 r;
b) los lados de los tridngulos equildteros inseripto y circuns-

cripto son respectivamente » y —g— r \/ 3.

25) El lado del decdgono regular inscripto en el circulo de radio
7" €S
Rt
2

-

26) El lado del pentdgono regular de radio » es

AN —2VE

2
-

(Considerados tres lados consecutivos AB, BC, CD del decé-
gono regular inscripto, apliquese el teorema de PrToLomEO
(VII, n. 47) al cuadrilitero ABCD y téngase en cuenta el
ej. precedente).

27) El lado del pentigono regular inscripto en un ecirculo es la
hipotenusa de un triangulo rectangulo que tiene por catetos los
lados del exagono y del decégono regulares inscriptos en el
mismo eireulo. Demostrarlo algebraicamente (n. 54 del Cap. VIL

28) Si I y L son los lados de dos poligonos regulares de igual
namero de lados, el uno inscripto y el ofro circunseripto al
circulo de radio », tenemos que

2. tak
V ar—p

29) Caleular en base a los ejercicios 25, 26, 27, los lados del
pentdgono y decdgono regulares circunscriptos al circulo de
radio dado 7.

30) Si indicames con pn, Pn los perimetros de los poligonos
regulares de n lados inseripto y circunseripto a un eirculo,
se tiene

W

=

2 Pn pn o f——
Pyosiriin i@ Pin= pn Pin
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31) Si se forma una sucesion, cuyos términos sean alternativa-
mente los valores inversos de las longitudes de los perimetros
de los poligonos regulares circunseriptos e, inscriptos a un
dado circulo, en los cuales el namero de lados vaya siempre
duplicdndose, esos términos, a partir del tercero, serdn alter-
nativamente medio aritmético y medio geométrico respecto a
los dos términos inmediatamente precedentes (*). (Cfr. ej. prec.)

#y Jab.

32) Si sn, Sn, son las areas de los poligonos regulares de n la-
dos Inscripto y eircunseripto al circulo, se tiene que:

2 g _

33) Férmese una sucesién cuyos términos sean alternativamente
los valores inversos de las areas de los poligonos regulares
inscriptos y circunscriptos a un ecirculo dado y tales que el
namero de los lados vaya siempre duplicAndose. Esos térmi-
nos, a partir del tercero, seran alternativamente media geo-
metrica y media aritmética, cada uno respecto a los dos
términos inmediatamente precedentes (Cir. ej. prec.).

34) Considérense todos los poligonos regulares que tienen un
perimetro dado (isoperimetros). Si 7n, a@n son el radio y la
apotema del de » lados entre esos poligonos, se tiene:

an =— (Ln%_ y Pan = \/ n @yn

35) Si se forma una sucesion, cuyos términos sean alternativa-
mente los valores inversos de las longitudes de la apotema y
del radio de poligonos regulares isoperimetros, cuyos lados
vayan siempre duplicandose, esos términos, a partir del ter-
cero, seran alternativamente media aritmética y media geo-
meétrica, cada uno respecto a los dos términos inmediatamente
precedentes (Cir. ej. prec.).

(1) Recordemos que, dados dos niimeros a y b, se llaman media aritmética
y geoméirica de los dos niimeros, respectivamente : # 5 \/ ab.
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36) Considérense todos los poligonos regulares equivalentes a un
poligono dado. Si 7n, an indican el radio y la apotema de]
que tiene 7 lados, se tiene

A T |
e = \/ o Tn'@ » - Gy = si¢n. (af; i In) 3

37) Si se forma una sucesién, cuyos términos son alternativa-
mente las areas de los cuadrados del radio y del cuadrado de
la apotema de poligonos regulares todos equivalentes entre s
y cuyo nimero de lados vaya siempre duplicdndose, esos tér-
minos, a partir del tercero, serdn alternativamente media
geométrica y media aritmética, cada uno respecto a los dos:
inmediatamente precedentes (Cir. ej. prec.).

Nora.— Las cuatro proposiciones de los ej. 31, 32, 33, 34 con-
ducen a cuatro métodos, entre ellos aritméticamente idénticos
para el cdlculo numérico de w. Para dar una idea de estos
métodos y poner claramente en luz lo que ellos tienen de
comin es conveniente anteponer el siguiente

LEMA ARITMETICO. — S7 en la sucesion de niumeros
Gl DR s i e ot B,

los dos primeros son desiguales y los otros, a partir del tercero,
son alternativamente media aritmética y media geométrica de los
dos inmediatamente precedentes, es decir,

— %i—1+bi—1 &

S /
4 T i = vy by,
las dos sucesiones
a) W1y Cay inesiey B ais s
b) O Dl 5y DI R

son convergentes; es decir: 1.’) los nimeros de una van aumen-
tando y los de la otra decreciendo; 2.°) considerado un namero
positivo pequefio cualquiera, se pueden encontrar siempre dos ni-
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meros an, bn, cuya diferencia es menor en valor absoluto que
el numero prefijado.
En efecto supuesto, para fijar las ideas a, < b,, siendo:
)]

sera

@y = (ﬂ-—_g—a—’ =io
N

a, < b'—_‘;ﬁ il “
y analogamente, siendo

by =V a5 b,
sera
by < \/m = b

~

b,>s/a,a,=a,.

Resulta, pues, que la @) es creciente y la b) decreciente.
En segundo lugar de las identidades

by —ags g byt 1 sy
b,—a,—b,_*_a’ ¥V by +a; ~— byt as Pf=rad
de la
: g Ay sy _1_
Y by + a, 2a, 2 ;
resulta 3 |
b,—a,<?(b1-an)’ ” |
y siendo

7
d?= 5} (al+b1): :

Yy én consecuencia

h—aNZ%(h—m)
obtenemos

b= @y < & (U — a
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En general se demuestra del mismo modo que:
1 ;
by — a; < - (b gy — ;1)

Por eso las diferencias b; — «; seran desde un cierto valor
en adelante menores que cualquier nimero positivo asignado (por
pequeno que sea). Analogamente se razonard en la hipdétesis
a; > b,; en tal caso resultard que es decreciente la sucesion a)
y creciente la b).

Antepuesto esto, podemos dar una nocién de los métodos para
el céleulo de =.

I. METODOS DE LOS PERIMETROS.—Si ¢ es la longitud de la
circunferencia de radio 7; es (IX, n. 19):

== luego
g,
i — 2 )y
de manera que para tener un valor aproximado (por defecto o por
exceso) de = basta calcular la longitud del semiperimetro de un
poligono inscripto o eircunscripto al circulo de radio 7.

Por otra parte, en virtud del ej. 31 y del Lema aritmético
demostrado, las dos sucesiones

e A {
Ve ) LS L
1 4 i

E» p,n’ 1)"1‘ cesnae
son convergentes, cualquiera que sea el numero n de lados de los
dos primeros poligonos regulares (inscripto y circunsecripto) que
se consideren; y en base al ej. 31 esas dos sucesiones se podran
igualmente calcular apenas se conozcan los dos primeros tér-
minos. .

Seran también convergentes las dos sucesiones

2 2 2
(1) : Pt e M e G
2 2 2
(2) et I .
Pn Pan Pan
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:
que por cuanto se dijo al principio admiten como limite comiin
et Por eso los términos de las (1) (2) daran otros tantos va-
lores aproximados (respectivamente por exceso,y por defecto)

de % . Si partimos de los cuadrados circunscripto e inscripto, los

primeros términos de las (1) (2) son respectivamente %— Y ‘%
2V
Pues = es medio aritmético entre O y i, y —1: es medio
. 2127 oy/T

geométrico entre —i— y —i—, deducimos que para obtener dos su-

' A=) 5 T
cesiones convergentes, cuyo limite comin sea 1; , basta for-

mar una sucesion de medias aritméticas como aquella indicada en
1
B

II. METODOS DE LAS AREAS. — En base al n. 26 del Cap. IX
el drea s el circulo de radio 7 es

el Lema aritmético, partiendo de los nameros 0 y

S =7

Asi que para obtener un valor aproximado (por defecto o por
exceso) de w, basta calcular el 4rea de un poligono insecripto o
circunseripto al circulo de radio 1.

Del ej. 33 y del lema aritmético resulta que las dos suce-
siones

1 1 1

(3) Sn : Sy n z Sin PSS
1 1 d

(4) e R Gl

son convergentes.

Su limite comun sera —i—, y, calculando un numero suficien-
temente grande de términos de ellas, se obtendra un valor apro-
ximado de -111_ con un error fan pequeiio como sea necesario.

Como S, = 2, S, = 4, partiendo de los cuadrados inscripto
Yy circunscripto se obtiene otra vez la misma sucesion de medias
aritméticas y geométricas que hemos encontrado con el 1.er método.

el e B Ll L
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=

HI. METODO DE LOS ISOPERIMETROS. — El radio 7 de una ecir-
cunferencia de longitud 2, (n. 19 del Cap. IX), es:

1
PRt

i~
Y si un poligono regular tiene el perimetro 2, su apolema

: . i1 . :
Sera menor que r, es decir, que —, y su radio sera mayor que
i

» asi que — sera el limite coman de las dos sucesiones con-

v

1|~

7

vergentes (efr. ej. 35 y el Lema aritmético) :

-

an, Gyn, Agn,.,..

Lo, Ty, Uy, sines

donde @i, i son la apotema y el radio del poligono regular de /
lados, cuyo perimetro es igual a 2.

Partiendo del cuadrado (04 = —;—, 74

————| se obtiene
212

otra vez la misma sucesién numeérica, encontrada con los dos
primeros métodos.

IV. METODO DE LOS EQUIVALENTES. —Si un ecireuld tiene el
area igual a 1, su radio » es tal que (IX, n. 26)
2 1
= o
i~

de modo que, si 7i, @i indican el radio y la apotema de un poli-
gono regular de 7 lados, de #rea igual a 1, tendremos

. I 2
;i < — < PP,

1 ; il p 4
Luego 5 Serd el limite comun de las sucesiones (conver-
> :

gentes por el ej. 37 y el Lema aritmético) :
\

9
g

« 2
7 e T

a
s )
n?>

as- gt J
1% 77 tny @apyenn.

2
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Si partimos del cuadrado, para el cual es
1
PE= 5

obtenemos otra vez la conocida sucesion de medias aritméticas
y eométricas .

NOCIONES SOBRE LOS DIAGRAMAS CARTESIANOS.

Hemos visto (IX, n. 2), que, si dos clases de magnitudes son
directamente proporcionales, la medida y de ecualquier cantidad
de una de las dos clases, que para entendernos llamaremos se-
cunda, se obtiene multiplicando la medida » de la cantidad co-
reespondiente de la primera por un numero fijo » (razén de pro-
porcionalidad) ; es deeir, se tiene

() y=rzx

donde 7 se puede interpretar también como la medida de la

cantidad de la segunda clase, que corresponde a aquella cantidad

de la primera, que se eligio como unidad.

Si, en cambio, dos clases de magnitudes son inversamente
proporcionales (VII, n. 48) y se denotan también con .z e y las
medidas de dos cantidades cualesquiera respectivamente pertene-
cientes a la primera y a la segunda clase correspondientes entre
si, mientras sea » la medida de la cantidad de la segunda clase
que corresponde a la cantidad de la primera elegida como uni-
dad, subsiste, por def., la proporcion

i St S L
de donde resulta
@) y = —
% * "

Las ecuaciones (1) y (2), que caracterizan las dos leyes de
proporeionalidad, respectivamente directa ¢ inversa, dan los
ejemplos mas sencillos posibles de lo que en Matemdtica se llama
Juneion. '

! Quien desee sobre estos métodos noticias mas precisas vea los Elementos
de Geomelria de SANNIA-D'OVIDIO.
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Cuando dos variables r e y, es decir, las medidas de dos
magnitudes susceptibles eada una de infinitos valores, dependen
una de la otra, de manera que para cada valor dado a la » queda
correspondientemente determinado un valor para la 7, se dice
que la y es funecion de la x.

La ley segim la cual la 4 estda ligada a la 2, puede ser de
naluraleza cualquiera: puede ser una ley expresable por una ecua-
cion algebraica, como p. ej. la (1) o la (2); pero puede también
ser una ley fisica, o bioldgica, o econdmica, ete., como resulta
de considerar, p. ¢j., la temperatura en un dado lugar como fun-
cion del tiempo, o la estatura de un hombre como funcion de la
edad, o la cifra tolal de las exportaciones de un dado pais eomo
funcion del tiempo, ete.

Iin cada caso se puede obtener una imagen del comporta-
miento de una dada funcion construyendo su diagrama o gredfica,
de la manera que aqui rapidamente indicaremos.

Tomemos una hoja de papel cuadriculado (p. ej. milimétrico),
fijemos dos rectas de la cuadricula secantes en un punto O, de la
parte media de la hoja; v, llamando OX a la horizontal, OY a la
vertical, convendremos en llamar positivo sobre cada una de
ellas un sentido elegido a voluntad, p. ej. el de izquierda a dere-
cha sobre la 0OX, y el de abajo hacia arriba en la 0OY. Fijada
finalmente una unidad para las longitudes, p. ¢j. el lado de la
cuadricula (el em. para el papel milimétrico), llamanse ejes coor-
denados de origen O a las dos rectas O.X, OY, pensadas cada
una con su sentido positivo, con su punto O y con la elegida
unidad.

A cada punto P de la hoja (0, mejor dicho del plano, del
cual el papel es imagen) hacemos corresponder los dos nimeros,
que miden sus distancias a los ejes, y precisamente demos a la
distancia al eje OY el signo - 0 —, segun que P cae a la dere-
cha o a la izquierda de ¢l, a la distancia al eje OX el signo + 0 —,
segun que P cae arriba o abajo de ¢l. Estos dos nimeros (relati-
vos) se llaman coordenadas del punto; y para distinguirlas se lla-
ma abseisa (y se designa genéricamente con ) a la distancia al
eje OY, ordenada (y se designa genéricamente con y) a la dis-
tancia al eje A\ A

De esta manera, no solo se hace corresponder a cada punto
del plano una determinada abseisa ¢y una determinada ordenada
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y : reciprocamente, tomados arbitrariamente dos ntumeros (relati-
vos) x e y, resulta perfectamente determinado el nnico punto que
tiene la absecisa » y la ordenada .

Establecidas estas convenciones, se pueds representar con
una /linea cada funcion y de », p. ej., la (1) o la (2); asignense
sucesivamente a . valores arbitrarios, p. ej., 0, =1, + 2, = 3,....
001, &= 02,...., ete, v, ealculado para eada uno el correspon-
diente valor de y, represéntese cada par de valores correspon-
dientes de » e y mediante el punto P que tiene por abscisa el
primero, por ordenada el segundo. Se tienen asi en el plano cuan-
tos puntos se quieran; y si se imagina hacer variar con continui-
dad el valor de »; si los de y también varian con continuidad, el
punto representativo /2 deseribe una cierta linea, que se llama gra-
fica o diagrama o curva representatioa de la funcion considerada.

Es bien claro como esta grafica da una imagen precisa y
expresiva de la ley de dependencia entre las variables =z e y.
Proponiendo los ejercicios siguientes, sobrentendemos siempre
que se dispone de una hoja de papel cuadriculado, o mas bhien
milimétrico, sobre la cual se hayan fijado dos ejes OX, OY (con
sus senfidos positivos y con sus unidades de medidas).

38) Marcar en el plano los puntos de coordenadas:
0y0; 2y0; —3y0;0yvi;

3

0Oy — 4;

2y3; —2y8; —2y—3; 2y —3.

D

39) Demostrar que la grafica de cada funcion del tipo y = a =
(luncion homogénea de primer grado), donde @ es un namero
cualquiera (también negativo), es una recta que pasa por el
origen O. Si @ > o, la recta estd en el dngulo recto de los
dos semiejes positivos y en el opuesto al vértice; si v < o,
esta en los otros dos angulos.

Nora. — La grafica de la ley de proporcionalidad directa (1) entre
magnitudes geométricas (medidas por nameros absolutos) es
una semirrecta del dngulo de los semiejes posilivos.

40) Dibujar la grafica de la proporcionalidad (directa) de las si-
cuientes clases de magnitudes :

a) lados y perimetros de los friangulos equilateros (o de los
cuadrados, o de los poligonos regulares de cualquier nia-
mero dado de lados);
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h) lados v diagonales de los cuadrados. "
e) lados v apotemas de los exdagonos regulares.

4l) Demostrar que cada recta por O es la grafica de una deter-
minada funcion homogénea de primer grado y = a . 1

42) Demostrar que: 1) la grifica de una funcién del tipo y = ax -+ 0 |
(funcion de primer grado), donde @ y O son nameros dados
cualesquiera, es una recta que pasa por el punto de coordena- i
das O y b, y paralela a la recta por el origen que representa '5
la y = a x); 2) cada recta es la grafica de una determinada
funeion de primer grado.

43) Dibujar por puntos la grifica de la proporcionalidad (inversa)
entre los catetos de los ftridingulos rectiangulos de 5 em.? de
area.

< . e d [
4%) Dibujar por puntos la grifica de la funcion y = —, donde
- o

L i

« es un numero cualquiera. Se encuentra una curva llamada
lipérbola  equildtera, que esti formada por dos arcos o ra-
mas, separadas la una de la otra y abiertas, que se extienden
al infinito; acercandose indefinidamente tanto al eje OX como
al eje OY. Si ¢ > o las dos ramas estan una en el angulo
de los semiejes positivos, la otra en el opuesto al vértice;
estdn en cambio en los otros dos angulos, si ¢ < o.

Nora. — La grafica de la proporcionalidad inversa (2) entre mag- ¢
nitudes geométricas (medidas por nimeros absolutos) es una
rama de hipérbola equilatera, perteneciente al dngulo de los
semiejes positivos.

45) Dibujar por puntos la grifica que representa :

a) El area de un cuadrado como funcion de la longitud de
su diagonal (variable) ;

b) El area de un exdgono regular como funeion de su apo-
tema (varviable).

46) Dibujar la grafica de la funcion y = a 22, donde a es un
namero cualquiera. Se obtiene una curva, llamada pardabola,.
constituida por una sola rama que se extiende al infinito,
simétrica respectoal eje OY y tangente al eje OX en 0. Ella
vuelve la concavidad hacia arriba o hacia abajo, segun que es
82200, 000 <540,
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47) Sobre el papel milimétrico deseribase con cuidado la paribola
que representa la funcion y = #* (hallando muchos puntos
y uniéndolos con continuidad). Reconocer que ella permite
resolver graficamente (por aproximacion) cada ecuacion de
segundo grado con una incognita. (Las cventuales raices de
# 4 p x4+ ¢ = o son dadas por las abscisas de los puntos
comunes a la parabola indicada v a la recta representada por
la funcion y = — p x — ).
Desarrollese bajo este aspecto geométrico la discusion de
la-existencia de las raices.




CAPITULO X

§ 9. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS ()

Def. del seno, coseno, tangente y cotangente del angulo agudo. — Calculo

de estas funciones para los angulos de 45°, 30° y 60°. — Fun-
ciones goniometricas de un angulo cualquiera. — Relaciones funda-
mentales entre las funciones de un mismo arco. — Tahlas trigono-
métricas, — Aplicaciones. — Resolucion de triangulos rectangulos. —

Ejercicios.

Consideremos un dngulo agudo z de vértice O y

lados a y b. Si desde
puntos cualesquiera A,
B, C... de uno de sus la-
dos trazamos las perpen-
diculares AA', BB, C('...
al otro, los triangulos rec-
tangulos 0OA A, OBB,
OCC'... que resultan, son
semejantes entre si y se
obtiene :

T AT -0 =8B
2) OA :'0A = 0B : 0B
3) AT OATENEE OB

\

! Estas breves nociones de trigonomelria

a
=l G =
= 00 .06 =
= 00 =
han sido agregadas por el tra-

ductor a fin de responder a los programas oficiales,

b



216 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA

.
“stas igualdades nos prueban que:

a) En tales trianqulos la razon de cada calelo a su
correspondienle hipolenusa y la de un calelo al otro no
dependen de ellos.

Si repetimos la misma operacion con otro angulo

AN A {
agudo @ diferente de « que tiene comun con éste el
vértice y el lado a, subsisten las mismas igualdades de
razones pero son distintas de las precedentes.

Resulta entonees que al variar el angulo = que la
semirrecta b forma con la «, varian las razones prece-
dentes, es decir:

b) Las razones (1) (2) y (3) dependen solamente del
anqulo . '

El valor numérico de estas razones para cada angulo
dado, tiene mucha importancia teorica y practica; por
tal motivo y como no dependen sino de la amplitud
del angulo, han recibido nombres especiales. La pri-
mera (1) se llama seno del dngulo «, la segunda (2)
coseno del dngulo « y la tercera (3) langente del dngulo
«, que se escriben abreviadamente :

sen.o COS.o lang.x.
y ’ By

Se tienen, pues, las siguientes :

Def.: En lodo Iriangulo reclangulo, se llama seno
de un angulo agudo a la razon entre el calelo opuesto
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al angulo y la hipolenusa, coseno a la razon enire el
calelo adyacenle y la hipolenusa y tangente a la razon
enlre el caleto opuesto y el olro.

Puesto que el seno, el coseno y la tangente de un
dangulo vienen dados por razones entre segmentos, son
numeros abstractos. Sin embargo, algunos autores suelen
llamarlos impropiamente lineas [rigonomélricas.

Para cada dangulo agudo se pueden calcular facil-
mente sus valores. En efecto, si « es el angulo dado,
como las razones menciona-
das no dependen de los la-
dos del triangulo, tomemos A
sobre uno de sus lados y a
partir del vértice un seg-
mento OA igual a la unidad o
de segmentos y sea A' su pro- 0 Al
veccion sobre el otro lado.

b

Se tiene, entonces :

sen.a = AA' : OA = med. AA' respecto de OA
cos.z = 04" 1 0A = med. OX .
lg.o = AA" : OA" = med. A4’ : med. OA’

porque la razon de dos segmentos es igual a la de sus
medidas con respecto a la misma unidad. Bastara medir
entonces los catetos 44"y OA” con la unidad OA, y los
numeros que resulten seran respectivamente sen.z, y
cos.z. La tangente serd la razon del primero con el
segundo. N
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»

Ej.: En la figura hemos calculado graficamente el
seno de 35°. Para ello hemos tomado 04 = 5 em. vy
ha resultado AA’ = 2,87 em. De donde

- 287 =
sen.35° = 22— = 0,574 ...

J

- Determine and- .
. logamente el lec- i 187Cm
tor el coseno de :
35° caleulando el
segmento OA' y

la  tangente del : A

mismo angulo.

De la def. precedente, resulta también que si indi-
camos con a y b las medidas de los catetos y con ¢ la
B  de la hipotenusa de un trian-

gulo rectangulo ABC, se tiene
a b o a
sen.a — —, Co0S. o= —,; 1g.a =
e a c R b
de donde
X
A b C a /=, ¢t sen.o; U= €054,
.= e a
y también |
a b a
6= ———, 0 = - , b= ——,
sen.a COS.a lg.a

En palabras:

“n todo triangulo rectangulo:

1) Un catelo es igual a la hipotenusa mulliplicada
por el seno del angulo opueslo :
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2) o por el coseno del angulo adyacente;

3) o al olro cateto por la tangente del angulo opuesto.

4) La hipolenusa es igual a un caleto dividido por
el seno del anqulo opuesto ;

3) o por el coseno del angulo adyacente.

6G) Un catelo es iqual al otro caleto dividido por la
tangenle del angulo opuesto a esle iillimo.

La tangente de un dngulo tiene aplicacion practica
inmediata en el caleculo de pendientes. Todos saben
qué significa decir que la pendiente de un camino es
de 7 por 1000, por ejemplo: quiere decir que por cada
1000 metros (o unidades) de camino horizontal se as-
cienden o descienden 7 metros (o unidades).

La pendiente es, pues, la tangente del angulo que
la recta del camino forma con la horizontal, es decir,

-~

g = ——— = 0,007.
' 1000

En la figura, para mayor claridad, hemos exagerado
las proporciones.

7m

- e e i e e

4

Las pendientes, en la practica, suelen indicarse con
notaciones desvla forma:

Zes E1000 1. - Dindis i his 100 Vete

v

Dl - e o el oAl e e e R i e e S T R i
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El primer numero expresa lo que se asciende o
desciende, y el segundo la distancia horizontal. Asi,
pues, para que quede perfectamente detdrminada una
pendiente es preciso decir, ademas, si es en ascenso o
en descenso.

Calculo del seno, coseno y tangente de los angulos
de 45°, 30° y de 60°.

Hemos explicado con un ejemplo como se pueden
calcular practicamente el seno, el coseno y la tangente
de un angulo cualquiera. Pero hemos observado tam-
bién que los valores asi obtenidos son muy poco apro-
ximados debido a la imperfeccion de las medidas to-
madas directamente sobre la figura.

Vamos a calcular, en cambio, con toda exactitud,
pero indirectamente, el seno, el coseno y la tangente

g de los dngulos de 45°, de 30° y

de 60°.
yse SRt ; e
Si 4 es un angulo de 45°, el
& triangulo rectangulo ABC cons-
@ truido sobre ¢l de hipotenusa
¢ = 1.y de catetos a y-b, es
o isosceles, es decir, que a = b,
N )itAo aQ -
ik e e luego (teor. de Pitag.) es:

(oo =R gt o T e ot |

o \/1 2 v g
(1:1): 7: -?- =] —_— =

2 7 9
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5
v 2
" a 9 /9 _
SEePRPRRE =N TR e N SRl e R
G 1 2
2 a
7 R T e i
b

Si /{ es un angulo de
30°, . construido como antes
el tridngulo rectangulo ABC
de hipotenusa unitaria v de
catetos a y b, dteerminemos
su simétrico ACB" con res-
pecto a la recta AC.

El tridngulo ACB' es equi-

latero por ser equiangulo: B
Tuego se tiene: s
(R —-l-, 1)2 = 13 —_— (i)- = l — —1 = i
2 2 4 4
sen 30° = £ = 2
c 2
cos 0% '= ﬂ = \/i — J;f
¢ 4 2
% 1
9 ) AT 3 5
Sl e e T ’_=\/_ _‘:\/izw"‘
: ) \/:; Vi, W3 3 g3
.

s

fal

3 (et Bl SO g i e e e L 2 1 i i e ) Sl i Y A €

e

- .
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La misma figura permite calcular las lineas del dan-
gulo de 60°:

o N
sen 60° = -Il—_- i—_-v/_‘
¢ B, 3 6D
cow BiP. & Y
S 2
V3
g b g 1 Ay
g 00°P = — = <% =itra
2

Osservacion: Hemos encontrado que
sen 30° = cos 60°
sen 60° = cos 30°  siendo 30 + 60 = 90.
B Isto es geliex'al, es decir, que:
El coseno de un angulo es igual
al seno del dngulo complementario.

a Pues siendo por def. en el trian-
gulo rectingulo ABC (donde por ser
4 rectangulo = y § son complemen—
A b ¢ tarios):

a
seno = —; COS o =
53

cosie = s Sens =

a|a
o B =

resulta precisamente

sena = cos P
sen f = cos a o 4 B = 90°.
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Se llama colangenle de un dngulo a la reciproca de
la langente del mismo.

colga = — .
g
De donde
colga = o = 1—) —
a a
b

Resulta, pues, que la tangente y cotangente de dos
angulos complementarios son también iguales.

Nota: Para las aplicaciones elementales bastan las
breves nociones expuestas aqui. Sin embargo, las com-
pletaremos dando las definiciones de las funciones go-
niométricas y algunas de sus propiedades mis usuales.

Tracemos con centro ;
en el origen O de un sis-
tema de coordenadas
(0 x, y) una circunferen- /
cia de radio igual a la
unidad (circunferencia
(rigonométrica). Fijemos \ ol = W ATs |
sobre la circunferencia,

|
b
|
|
|
E a partir del punto A, un
k sentido de los arcos; \_
' adoptaremos como posi-
tivo el sentido conlrario
al de las aqujas del reloj, como esta indicado con
la flecha. | :

Sea M el extremo de un arco positivo AM de ori-
gen A, y M su proyeccion sobre el eje %

“
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Def.: Se llama seno del arco A/FI() de su corres-
pondiente angulo central «, al nimero (& o0 —) que co-
rresponde a la ordenada del punto M; coseno, al niimero
(+ 0 —) que corresponde a su abscisa; tangente a la orde-
nada (4 o —) del punto de encuentro (cuando existe) de
la tangente geométrica en A a la circunferencia y la pro-
longacion del radio que pasa por M. La cotangente es
la abscisa (+ o —) del punto R (cuando existe) de la
interseccion de dicha prolongacion con la tangente geo-
meétrica en B a la circunferencia. Secante, a la longi-
tud (4 o —) del segmento OS que determina sobre Ox
la tangente geométrica en M y cosecanle a la longitud
(+ o —) del segmento OS' que esta misma langente de-
termina sobre el otro eje Oy.

Se ve que las def. anteriores estan contenidas en
éstas como casos particulares.

Al variar el angulo « o el arco desde O a 2 = va-
rian las seis funciones definidas, las cuales quedan asi
determinadas para cualquier angulo agudo u obtuso.

IEn particular se tiene

Sen WWhe="10: +Ccos 0 =] =g 0P =1 - Sec figi==1

la cotg. y la cosec. de 0° no tienen valor numérico

porque a medida que el arco disminuye indefinidamente,

es decir, el punto M se acerca al origen A de los arcos,

tanto la cotg. como la cosec. aumentan en valor ab-

soluto también indefinidamente, llegando a superar a

cualquier niimero positivo prefijado por grande que sea.
También es inmediato que

sen  oger =ddx cos'90e = 0,
colg 90° =0, ‘cosec 90° = 1.
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La langente vy la secante no tienen, para 90¢, valor
numeérico: vale la consideracion anterior.

Las seis funciones goniométricas asi definidas no
son independientes entre si: estan relacionadas de tal
manera que basta conocer el valor de una de ellas
para caleular todas las demas. La expresion fundamental
(que relaciona al seno v al coseno de un mismo angulo
z, fig. preced, resulta de aplicar el teor. de prricoras
al triangulo OMM' en el cual se tiene

MM + OM* = OM:,
v como, por def.
OM =1, MM = sen 2, OM = cos x
se tiene
(1) sen® a + cos® o = |

cualquiera que sea el dngulo «. .
De la semejanza entre los triangulos OMM' vy OTA
se tiene :
AT : MM = 0A : OM

v ecomo se trata de magnitudes homogéneas (segmentos):

AT : OA = MM : OM

0 sea
lg ol 1 =8sen a % cos a
\ 3
! sen
(2) lg o = ——
COS 2
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De esta relacion y de la (1) deduzea el lector,
como ejercicio, el valor de tgz conociendo solumen-
te el seno o el coseno de «, e inversamente calcule
el valor del seno o del coseno conociendo solamente
la tangente.

De un modo analogo puede demostrarse que:

1 1
sec o = v cosec 2 = For A
COS o sen o

Tablas naturales de senos, cosenos, tangentes
y cotangentes

Hemos tenido oportunidad de ver que el calculo
practico o medida directa de los valores de las funciones
goniométricas es poco aproximado. Por procedimientos
indirectos, pero no al alcance de estas breves nociones,
se pueden calcular con la aproximacion que uno desee.
Con el objeto de evitar cdlculos tan laboriosos se han
construido tablas donde estd contenido, al lado de cada
angulo, el valor de cada una de las funciones gonio-
meétricas. La tabla que adjuntamos aqui es solamente
de las cuatro funciones mencionadas mas arriba, y en
ella los angulos varian de grado en grado empezando
desde cero. Como el seno de un angulo es igual al
coseno de su complemento, la tangente, a la cotangente
“de su complemento, en la columna de la izquierda
solamente figuran los angulos hasta 45 inclusive. la
columna final de la derecha va desde abajo hacia arri-
ba, empieza con 15° 'y terimina con 90°. El uso de estas
tablas es, pues, muy simple. Si se pide el seno, el co-
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seno, la tangente o la cotangente de un #ngulo menor
o igual que 45° por ej. de 27°, se busca en la primera
columna este dngulo v enfrente de ¢l en las columnas
correspondientes se encuentran los valores de sen 27°
cos 27° tg 27° y cotg. 27°. Si el dngulo dado pasa de
45°, por ej. 76° se leerd a partir desde abajo en la
altima columna el N.© 76 y enfrente hacia la izquierda
se obtendrdn los valores de la tangente 76°, cotg 76°,
sen 76° y cos 76°. En este caso vale, pues, para la co-
lumna, la designacion escrita en su parte inferior:
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.
Ang. Sen. Cos. Tg. Cotg Ang,
A

0 0,000 1,000 0,000 & 90°
1 0,017 1,000 0,017 57,290 89
2 0,035 0,999 0,035 ,636 88
- 3 0,052 0,999 0,052 19,081 87
4 0,070 0,998 0,070 14,301 86
5 0,087 0,996 0,087 11,430 85
6 0,105 0,995 0,105 9,511 84
7 0,122 0,993 0,123 8,141 83
8 0,139 0,990 0,141 7,115 82
9 0,156 0,988 0,158 6.314 81
10 0,174 0,985 0,176 5,671 80
11 0,191 0,982 0,194 5,145 79
12 0,208 0,978 0,213 4,705 78
13 0,225 0,974 0,231 4,331 77
4 0,212 0,970 0,249 4,011 76
15 0,259 0,966 0,268 3,732 75
16 0,276 0,961 0 3,487 74
17 0,292 0,956 0,306 3,271 73
18 0,309 0,951 0,325 3,07 72
19 0,326 0,6 0,344 7
20 0,342 0,940 0,364 70
21 0,358 0,934 0,384 69
22 0,375 0,927 0,404 68
23 0,391 0,921 0,424 67
24 0.407 0,914 0,445 06
25 0,423 0,906 0,466 2,145 65
26 0,438 0,899 0,488 2,050 64
27 0,454 0,891 0,510 1,963 63
28 0,469 0,883 0,532 1,881 62
29 0,485 0,875 0554 1,804 61
30 0,500 0,866 0,577 1,752 60
31 0,515 0,857 0,601 1.664 59
32 0,530 0,848 0,625 1.600 58
33 0,545 0.839 0,649 1,540 57
34 0,559 0,829 0,675 1,483 56
35 0,574 0,819 0,700 1,428 55
36 0,5 0,809 0,727 1,376 54
37 0,602 0,799 0,754 1,327 53
38 0,616 0,788 0,781 1,280 52
39 0.629 0,777 0,810 1,235 51
40 0,643 0,766 1,839 1,192 50
41 0,656 0,755 0,869 1,150 19
42 0,669 0,743 0,900 1,111 48
43 0,682 0,731 0,933 1,072 47
#“ 0,695 0,719 0,966 1,036 46
45 0,707 0,707 1,000 1.000 45
Ang. Cos. Sen. Cotg. Tg. Ang.
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Resolucion de problemas y ejercicios:

ProsrLesa 1: Dados los catelos a y b de un triangulo
rectangulo delerminar su hipolenusa ¢ y sus dangulos.

DATOS : INCOGNITAS:
a ="} ¢ne. (i)
b N A
b ==3vam} 4, B.

Por el teor. de Piricoras se calcula ¢

ct=a b =5 + 32 =25+ 9= 34

¢ = M. =583 ey 2
e R e 0,600. c
a 3 b

E

v

"

En la tabla, a una tan- s =4
gente de 0,601 corresponden g 8 c

A
SilEa l()nmrem()s, pues, B = 31° apr O\Im(ulamunte

Como l es el complemento de B resulta
A -
A= 90 ~ 31 =-59.
Nora: Se puede evitar el empleo del teor. de Piri-
GORAS para el c¢ 1lculo de la hipotenusa, calculando pri-

mero el angulo B En esta forma se tiene después que

b= ¢ sen B
de donde:

I)_ ;
sen BB
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9210

“n la tabla se tiene para sen B = sen 31° = 0,515,
luego :

La pequena diferencia entre el valor anterior de ¢
v ¢ste proviene de haber tomado el valor del angulo
B solamente aproximado.

Prosr. 2: Calcular todos los elemenlos de un tridn-
gulo rectangulo del cual se conocen la hipotenusa ¢ y
un caleto a.

» v
DATOS: INCOGNITAS:
al=.3 cn. b,
) IR
crv—""0"Cl. A=BY
e a 3 3
Se tiene: sen 4 = — = — = (o
"o} 0
/\ .
A= 30°.

De donde
Ba=00% 3R =160%.
bE=ey cos AVSIbRK C0s 3 =B > 0860, = 5,196

b

= 51906, .. cn.

ProsL. 3: Calcular todos los elementos de un lrian-
gulo rectangulo del cual se conocen un calelo a y un

A
angulo agudo A.
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DATOS: INCOGNITAS
a' =4 em: bic
A < A
A = 37° B

A
Se calcula inmediatamente B por ser

A A o] 9y o A
B=90° — A = 907 — 31° "= 35°%
17e
Ahora
b= ua. lg:B="%>lg3F =5 1327 2
; b
b = 5,308 em.
La hipotenusa ¢ se puede calcu-
5 s . IR q
far por la relacion pitagorica - = c
¢ = a4+ b = 1* + 5,308
pero mas ecomodamente se calcula asi:
a / 4 Ao
¢ = = = 600" = et

sen A sen 37° o 0,602

evitandose de este modo la extraccion de la raiz cua-

drada. & '
Prosi. 4. : Calcular todos los ele-

mentos de un triangulo rectangulo
del cual se conocen la hipotenusa ¢

/\
y un angulo (agudo) A.

DATOS: INCOGNITAS:
cis= 6 e, a, b
A A
A = 4r B.
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Se calcula B inmediatamente :
A RSO :
B=90 — A= 90° — 10° =\50°
/\ -
B = j0°.
Ahora
a=csen A =6 sen M = (< 0,643....

0 = o3 B58¢  LUEnY,

b =rcsen B= 6 sen 50 = 6 =< 0,766 . .
b ="4.596,. .. ¢m.

Nora: Caleulado a, podria también calcularse b por
la relacion pitagorica

' = + 0 b=t — @ = = 38558

pero el procedimiento anterior es mas breve.

“stos son los tnicos casos a que puede dar lugar la
resolucion del (riangulo rectingulo. Otro grupo nume-
roso de problemas, cilculo de dreas, provecciones,
alturas, etc., se reduce a uno de estos casos tipicos,
como veremos a continuacion.

Prosi. 5: Calcular el drea de un triangulo cual-
quiera conociendo dos lados y el angulo comprendido:

DATOS: INCOGNITAS :

A
o e S (area).
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Tracemos la altura h correspondiente al vértice
B: podrin suceder tres casos: que la proyeccion B de
B coincida con €, que caiga en el segmento AC = b
que sea exterior a él.

B

En el primer caso el triangulo dado es rectiangulo,

siendo (;‘ = 90°, luego

BT
(1) S=3ab.

Veremos que en los demas casos la superlicie esta
dada por una formula aniloga pero mds general
-

N a b sen C

'\SIN

(que contiene a la precedente como caso particular,
porque si el triangulo ABC es rectangulo

=P, sett- = 4

)

y ella se reduce a la (1).
En los otros dos casos, en el triangulo ABC se tiene
.

2) g diyey
9
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Pero en el tridngulo rectangulo B'BC resulta
B = BGlsen G >
0 sea
h'= asen. G

sustituyendo en la (2) se obtiéne precisamente

1
= = a. b. sen C.

Propr. 6: Calcular la proyeccion de un segmenlo
sobre un eje, dados el eje y el seqgmento.

DATOS : INCOGNITAS!:

A
AB, (AR A'B .

of e

Se conocen, pues, la longitud del segmento AB y el
angulo « que ¢l forma con el eje. Trazando por B la
paralela al eje resulta el triangulo rectangulo ABC,
siendo BC = A'B’ proyeccion pedida. Para conocer A'B
bastara, pues, resolver este triangulo (prob. 4) del cual
se conocen la hipotenusa AB v un angulo agudo z.
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Progr. 7: Calcular la altura de una torre sabiendo

que el angulo que forma la visual dirigida desde su pie
a su cipula a una distancia de 30 m. es de 60°.

Del triangulo ABC se conocen

un cateto y un angulo agudo, luego A
(probl. 3) se tiene
a = 30 x lg 60° a
a =30 x 1,732
a.=:51.96n. ,

)

EJERCICIOS

Calcular el drea de un triangulo isésceles de 0,70 m. de base
sabiendo que los angulos de la base son de 40°.

Calcular el drea de un paralelogramo, uno de cuyos lados tiene
35 m., sabiendo que el otro forma con él un dngulo de 36° y
tiene 20 m. de longitud.

Calecular el drvea de un trapecio rectangular sabiendo que sus
bases tienen 30 y 40 m. respectivamente v que el lado oblicuo
forma con la base mayor un angulo de 60°.

Calcular el drea de un trapecio isdsceles sabiendo que sus
bases tienen 50 y 30 m. cada una y que la inclinacion de los
otros dos lados sobre la base mayor es de 70°.

Desde un punto del terreno divijanse dos visuales, una al pie
y otra a la capula de una torre. Sabiendo que las visuales for-
man entre si un angulo de 20° y suponiendo que la torre tiene
una altura aproximada de 35 m., averiguar la distancia dei
punto a la torre.

Caleular el area del techo de un galpon a dos aguas de 30 m.
de largo por 20 de ancho, sabiendo que las chapas tienen una
pendiente de qguince por eiento (15 %).

()






APENDICE

ARITMETICA DE LAS RAZONES'!

Volvamaos sobre las consideraciones desarrolladas en el Cap, VI
referente a las magnitudes geomeétricas y sus razones.

Entre las razones de dos magnitudes cualesquiera hemos de-
finido la igualdad v la desigualdad, de manera que en cada caso
resulle posible la comparacion de razones: hemos reconocido
«que estas relaciones entre razones gozan de las mismas propie-
dades fundamentales que la igualdad y la desigualdad entre nime-
ros enferos y [fraccionarios: (tales nimeros pueden considerarse
como razones entre magnitudes conmensurables).

Kn este Cap. probaremos como pueden también definirse
para las razones en general, la swma v el producto (y por consi-
guiente la diferencia y el ecoeiente) de manera que las operacio-
nes de adicion y multiplicaeion (susiraceion y division) asi
definidas, se reduzean, en el easo de razones entre magnitudes
conmensurables, a las operaciones con niumeros enlteros o frac-
cionarios, que en Aritmética reciben respectivamente los mismeos
nombres.

Asl, pues, todas las posibles razones enire magnitudes cons-
tituyen una c¢lase de entes, que parece nhatural considerar como
nimeros, en un sentido mas general. Son éstos los llamados
nuimeros reales. Ellos comprenden, en particular, a los enteros y
a los fraceionarios (es decir, a las razones de magnitudes con-
mensurables) ; y para’distinguir estos nimeros en el primitivo sentido

! N. del T. Esta cuestion figura en el Cap. VIII del texto original. Como
excede el limite de las nociones exigidas por nuestros programas, la hemos
colocado en el apéndice por considerarla de sumo provecho para los alumnos
aventajados (ue deseen profundiza el estudio de la Matemsitiea,
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%
de la palabra, de los nuevos, llamaremos racionales a los prime-
ros, e irracionales a los segundos.

Veremos, fipalmente, como puede darse una definicion arit-
mética de los numeros reales igualmente valida para los nimeros
racionales e irracionales. KEn nuestras consideraciones nos referi-
remos, por motivos de sencillez, a las razones entre segmentos.
Los resultados establecidos se extienden después a las razones
entre magnitudes (geométricas) de cualquier otea especie (n. 8).

Operaciones con razones.

Para detinir las diversas operaciones con razones cualesquie-
ra, (conmensurables o no), nos servira de guia la oper'lcmn ana-
loga para el caso de razones conmensurables.

1. Suma.—Si a y b son dos segmentos, ambos conmensura-
bles con un mismo segmento e y se tiene que
7

a:-—&c,—-. =08
q s

se deduce que

! i
es decir, la suma de las razones“—=— a : e,— = b : ¢ estd dada
N

por la razon
(a+ b : e

De acuerdo con esto, en general (aun cuando se trate de
magnitudes inconmensurables), se llama swma (a & e) -+ (b ¢)
de dos razones a . ¢y b : e (con el segundo término comim),
a la razon (a -+ b) : e i

Si las dos razones que se quieren sumar no tienen el segun-
do término comun, como por ejemplo, a : ey e : f, se re-
duce al caso precedente, sustituyendo las razones dadas por dos
razones respectivamente iguales a ellas con el segundo término
comin. Por ej., se determina el segmento b, tal que sea:

brilevle



i
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o sea el cuarto proporcional a f, e y e. (VI n. 10) y se pone
r'a:c;+(’e:t:):('a:c)+f11:c)_—:(‘a+l)):c.

Para justificar la- sustitucion indicada, es menester demostrar
(que se obtiene siempre como suma, la misma razén, de cualquier
manera que se elijan las dos razones iguales a las dadas, o0, en
otras palabras, que swnas de razones iguales son iquales (propie-
dad uniforme). Bs preciso probar, pues, que de:

4 s = e G Sier b ee
se deduce
L b e = [ e
De las igualdades admitidas, se deduce, permutando. los nre-
dios (V1 n. 23)

a St =D D= e

y por consiguiente, aplicando a las dos primeras razones el teor.
de la suma de los antecedentes y de los consecuentes (VI n. 20}

fa. o) (@il =e < el

y basta permutar los medios para obtener la proporeion buscada.

De manera andloga se extiende la Def. de suma al caso de
tres 0 mas sumandos; es claro que la suma asi definida goza en
todos los casos de las propiedades asociativa y conmutativa, por
cuanto estas propiedades son validas para la suma de segmentos.

2. DIFERENCIA. — La  sustraccion se define como operacion
inversa de la adicion. Por consiguiente, siesa:e>b e (o0
sea a > b, (VI n. 22a) se llama diferencia (a:e)— (b :c)de
estas dos razones a la razon

(a— b)) : e

También, epn este caso, con la oportuna construceion de un
cuarto proporcional, la diferencia de dos razones cualesquiera sin
su segundo término comin se reduce a la anterior.

el

Yol smg st

o

L s s e L)

!

i
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X
R

3. Probucro. —Si a, b y ¢ son tres segmentos, dos a dos
conmensurables, y es

. \
PR i Sy el ol
I[ N
se deduce
a =1 o
qs
es decir, el producto £ e £ — , DBy L = e, re-
qs q g

sulta igual a la razén a : e

De acuerdo con esto, llamaremos en todos los casos, producto
de dos razones a : by b : ¢ (con el término intermedio comun)
a la razén a : ¢, Yy escribiremos

(A= bbb ofc=a % o,

Sise trata de dos razones cualesquiera (es decir, cuyo térmi-
no intermedio no es comin), como por ej., a I by e f susti-
tuiremos estas dos razones por otras dos respectivamente iguales,
v tales que el segundo término de la primera sea igual al primer
término de la segunda. Por ej., determinaremos el segmento e

tal que sen:
: T Ay

(es decir el euarto proporcional a e, £y b, y pondremos :
(@bl (e i A)=(a b)) (b:e)=—ase

También en este caso se juslifica esta altima sustitueion, pro-
bando que productos de 1 azones iguales son iquales, es deeir, que
de

& h="asbh, b e =b e
se obtiene

(& Ip) (bF Tielii="Ta : b} (b % ¢
O sea

850 =rm V.
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Este resultado es inmediato porque de las igualdades admitidas se
dednee (VI n. 23) que
&A= hE DD N ¢

luego

y finalmente
4= te

De la definicion de producto de razones se deducen las pro-
piedades distributiva y asociativa (cuando, naturalmente, se extien-
da del modo usual la definicion de producto al caso de tres o
MAs razones).

En cuanto a la propiedad conmutatioa, ella es una inmediata
consecuencia de la permutabilidad de los medios en una propor-
cion, la cual, en el caso conmensurable, como se noté en el n. 16
del Cap. VI, expresa, precisamente, tal propiedad. En el caso ge-
neral, si dado el producto

(assp) (b s el = ar o
se quiere determinar el producto
[b: . e) (a: D)
basta determinar el segmento d, tal que sea

2 b= 6.t
v se tendra
(b oo fastebE==(Boid) (et - Nd)i=thy* ¥
be la proporeion anterior, permutando los medios, se deduce
TN o — 1 P
0 sea
(@ by (b4 o)y =ubisie) (s h):
i (jocu-:.\"ru;-; La division se define como operacion inversa
de la multiplicacion, de manera que en base a la expresion
(a byl s e =a'y ¢

N

N
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debe llamarse cociente de las dos razones a : ey b ¢ (con el
segundo término comun) a la razén a : b. Se escribe

@te)::e=a:h,

y como siempre, el caso de dos razones que no tienen el segun-
do término comun se reduce a este caso construyendo oportu-
namente un segmento cuarto proporecional.

5. Nora.— Cuando en las definiciones precedentes una de las
dos razones corresponde a dos segmentos conmensurables, se
trata de suma, diferencia, producto o cociente de una razén y de
un namero entero o fraccionario. Asi, por ej., se puede hallar
el cociente de 7 por una razon cualquiera a : b, pensando la uni-
dad como razén de dos segmentos iguales, y se encuentra

I1i(@b=Md;:b):(@:b=5>b;a

se obtiene la razon inversa de a @ b.
Hagamos notar que de las relaciones

(ARIR0) T (D7 0) = A D A o O D) =

validas por Def., resulta que el cociente de dos razones es igual
al producto del dividendo por la inversa del divisor.

Numeros reales y su representaciéon aritmética

6, Hemos ensenado no solamente a reconocer si dos razones
son iguales o desiguales, sino también a operar con ellas, por
suma y diferencia, producto y cociente, y hemos comprobado que
las relaciones de igualdad y desigualdad y las diversas operaciones
definidas gozan de las mismas propiedades que se verifican cuando
ella representa el nimero entero o fraccionario, es decir, cuando
se trata de razones entre magnitudes conmensurables.

Esto induce, como ya lo hemos insinuado al principio, a con-
siderar el conjunto de todas las razones como una nueva clase
de numeros que se llaman numeros reales, y que contienen, en
particular, a los nimeros enteros y fraccionarios como razones
entre magnitudes conmensurables. Dijimos ya que los enteros y
fraceionarios se llaman nimeros racionales, mientras que los nue-
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vos numeros definidos como razones enfre magnitudes incon-
mensurables se llaman nameros irracionales.

Ahora bien, para justificar, bajo otro aspecto, esta extension
del concepto de numero, haremos ver que es posible dar una
definicion aritmética, véalida para todos los ntmeros reales, es
deeir, igualmente para los irracionales que para los racionales.

Con tal objeto, empecemos por considerar un ntmero irra-
cional cualquiera, es decir, la razon a : b de dos segmentos
inconmensurables (como serian, por ej., la diagonal y el lado de
un cuadrado, VI 9). Se observd ya (VI n. 12) que en la practica
un tal namero irracional se puede sustituir por un namero racional,
es decir, uno de sus valores suficientemnente aproximado por de-
fecto o por exceso (siendo el grado de aproximacion, en cada
caso, determinado por el maximo error tolerable de acuerdo al
objeto que se persigue); pero si se quiere dar una definicion arit-
“mética exacta del numero irracional, es preciso comprender en
tal definicion todos los posibles valores aproximados del numero
irracional. Nos vemos, pues, naturalmente obligados a fijar la aten-
cion, con respecto a un namero irracional a : b, sobre todos los
nameros racionales menores y sobre todos los nimeros raciona-
les mayores que él.

La clase de todos los nimeros racionales menores que a @ b
(y solamente ellos) se llamard clase inferior de a @ b, y la desig-
naremos con H, mientras que la clase de todos los nameros ra-
cionales mayores que a : b (y solamente ellos) se llamara clase
superior y la designaremos con K.

Obsérvese que estas dos clases no se alteran si los dos seg-
mentos a y b se sustituyen por otros dos segmentos, o en general,
ofras dos magnitudes A y B de cualquier especie cuya razon sea
igual a a : b (VI n. 13). En cambio, se alteran, si la razon a : b se
sustituye por otra razén mayor o menor porque en ese caso hay
nameros que pasan de la clase mayor a la menor o respectiva-
mente de ésta a aquélla. En definitiva, la clasificacion o particion
de los numeros racionales en las dos clases indicadas depende
del numero irracional considerado y no de las dos magnilu-
des (inconmensubables) elegidas para definirlo como su. razon.

Establecido esto, importa observar que en todos los casos
esta particién de los niimeros racionales en las dos clases Hy K
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relativas a una razon irracional a ; b zoza de las siguientes
propiedades :

1) Todo niumero racional pertencece a una™y a una sola) de
las dos clases.

En efecto, por la hipotesis de la inconmensurabilidad de a y b
no existe ningin numero racional igual a a : b, luego cada ni-
mero racional es menor o mayor que a : b (VI n. 11).

2) La clase H contiene, con cada uno de sus neros A,
todos los nimeros racionales menores que /4 ; y también la clase
K contiene con cada uno de sus numeros 4 todos los niimeros
acionales mayores que /.

En efecto, sabemos (VI n. 11) que todo nmumero racional
1menor (ue un nimero racional, menor a su vez que a . b es
también menor que a @ b, y lo mismo digase de los racionales
mayores. '

3) La clase H no contiene un maeimo (es decir, un niunero
mayor que todos los otros) ni la clase K contiene un minimo
(es decir, un ntmero menor que todos los ofros).

Pues hemos visto (VI n. 12) que dado un ntmero racional
/i menor que a : b, es posible encontrar otro menor que a > b
pero mayor que /4 ; y analogamente para los numeros £ de K.

Ahora bien, si en vez de partir de un namero irracional
partimos de un namero racional (es deecir, entero o fracciona-

1o -?—, como es siempre la razon entre dos magnitudes conmen-

surables, v consideramos, como en el caso inconmensurable, la

4 . )
clase de todos los niumeros racionales menores que £ v la clase
1

de todos los mayores, reconoceremos en seguida que estas dos cla-
ses gozan de las propiedades 1), 2), 3) exceptuando una particu-
laridad, sobre la cual es preciso fijar la atencién. Las propiedades
2) y 3) se conservan incondicionalmente validas; pero no asi la
propiedad 1), puesto que en el presente caso las dos clases de
; ) :

numeros menores de 17[— v de los mayores, no contienen a todos
3 . . ; )

los ntmeros racionales, pues excluyen precisamente al nlunero Fos
i {,

: : " /
(v a sus iguales), del cual puede decirse que constituye el elemen-
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to de separacion de las dos clases (por cuanto es mayor (que
todos los nimeros de una y menor que todos los de la otra).

Se puede modificar atn el enunciado de la 1) de manera que
ln clasificacion comprenda también este caso de los nameros
racionales. Basta, evidentemente, formular la siguiente propo-
sicion:

Dado cualquier nimero real (racional o irracional) la clase
menor H (constituida por todos los nameros racionales menores
que el dado numero real) y la clase mayor K (constituida por
todos los nameros racionales mayores) gozan de las siquientes
propiedades :

1) Todo nimero racional excepto uno a 1o sumo, pertenece
a una (y auna sola) de las dos clases.

2) La clase H contiene, con cada uno de sus RUMEros I,
iodos los numeros racionales menores; la eclase K contiene, con
cada uno de sus nimeros k, todos los niagneros racionales -
yores. \

3) La clase H no tiene maximo ni la clase K tiene mi-
ninio,

Toda clasificacion de los numeros racionales en dos clases
que satisfagan a estas tres propiedades se llama una seceion O cor-
tadura y se designa con (H | K).

Podemos, pues, afirmar que lodo ntnero real, define en el
conjunto de los numeros racionales, unda seceion; cuando tal ni-
mero es racional, constituye su elemento de separacion.

7. KL resultado precedente se puede® invertir, es decir, que:
Toda seccion, cualquiera que ella sea, en el conjunto de los nii-
meros racionales, define un nimero real.

Antes de demostrar este Teor. conviene probar, con un ejem-
plo, como es posible definir una seccion independientemente de
la consideracion de la razén entre dos magnitudes.

Por ejemplo, consideremos la clasificacion de los numeros
acionales que resulta de asignar a una clase H todos los nameros
racionales cuyo cuadrado es menor que 2, y a una clase K todos
los nimeros racionales cuyo cuadrado sea mayor que 2. Las cla-
ses H y K gozan de las propiedades 1), 2) y 3), es decir, consti-
tnyen una seceion, y ademas comprenden a todos los niimeros
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racionales sin excepcion, porque no existe ningin numero racio-
nal cuyo cuadrado sea igual a 2 (VI n. 9). _

Notese, ademds, que de cualquier manera, que se haya cons-
truido una seccién (H | K), se deduce de las propiedades 1) y 2)
que cada niumero h de H es menor que cada nimero k de K,
porque no puede ser, en virtud de la 1), 4 = /%, y con mayor
razon o > Ik, porque, en tal caso, por la 2) la clase H contendria
ahyah

Para demostrar, ahora, que toda seccion (H | K) determina
un namero real, distingamos dos casos, segin que las dos clases
H y K de la seccion dada comprenden a todos los nimeros ra-
cionales, o bien comprenden a todos menos uno, que indicaremos

con L.,
q

3 b oy . ; ) x
En esta altima hipotesis el ntimero 1’7 no puede ser ni me-

nor que algun numero & de H (porque en tal caso L estaria en
H) ni menor que algtn nimero & de K (porque en este caso per-
teneceria a K). Entonces dicho nimero % por ser mayor que to-

dos los . y menor que todos los % es el elemento de separacion
de las dos clases; por consiguiente, la seccién (H | K) define,
precisamente, a este nimero racional {7' :

Queda por examinar el caso de una seccion (H | K) que ca-
rece de elemento (racional) de separacién; nosotros demostrare-
mos que, en tal hipotesis, define un ntmero irracional. Haremos
ver que tomado arbitrariamente un segmento b, resulta determi-
nado un segmento a (inconmensurable con b) tal que el nimero
irracional a : b es mayor que todos los nimeros /. de H y menor
que todos los nameros /& de K.

Con este objeto consideremos por una parvte todos los seg-
mentos /2 b .que se obtienen multiplicando a b por cada uno de los
ntimeros de la clase H, y por otra parte todos los segmentos % b

: que se obtienen multiplicando a b

A iL B por cada uno de los ntmeros % de
Fntbede H i Puiles oo B K ; e imaginemos transportados los

- unos y los otros sobre una semi-

rrecta a partir desde su origen A, llamando, para entendernos,
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« puntos H », los extremos de los segmentos 4 b, y « puntos K »
los extremos de los segmentos & b. Puesto que todo nimero 2 es
menor (ue todo namero %, tendremos que todo punto H precede
sobre la semirrecta, a partir de A, a todo punto K ; por el postu-
lado de la continuidad (VIII n. 1) existe seguramente por lo me-
nos un punto L de separacion entre los puntos H y los puntos K.

Pero se reconoce facilmente que este punto de separacion es
zinico. Basta probar (VIII n. 2) que tomando un segmento ¢ arbi-
trariamente pequeno, siempre es posible hallar un punto H y un
punto K ecuya distancia sea menor que & Para ello tomemos un

S 1 r : :
submultiplo de b, = b menor que & (V n. 6) y consideremos
sus sucesivos miltiplos

/ =

" A 1
los cuales por tener todos ellos con b una razon racional, pertene-
cen a la clase de los segmentos 2 b o a la clase & b. En virtud del
postulado de ArouiMEDES (VI n. 3) tales multiplos llegan a su-
perar a cualquier segmento dado, se encontrard uno que es el
altimo de la clase & b, de manera que ya su consecutivo esté en la
c¢lase & b. Los extremos de estos dos segmentos sobre la semi-
recta AL dan, precisamente, un punto H y un punto K, cuya

distancia, siendo igual a s b, es menor que &.

Demostrada la unicidad del punto L de separacion entre los
puntos H y K, pongamos a = Al vy consideremos el namero
real a ; b,

Puesto que para cada namero /4 de H y para cada namero A&
de K se tiene, respectivamente,

gt Jubiiy gL kb
0 sea
Rk v as bk

se reconoce inmediatamente que en la dada seccion la clase H
estd formada por todos los nimeros racionales menores que
a : b, la clase K por todos los niimeros racionales mayores; y
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podemos agregar que el nimero a © b es seguramente irracional
(0, en otras palabras, que los dos segmentos a y b son inconmen-
surables) porque, en caso contrario, el nimero racional a : b daria
un elemento de separacion de la seceion (-nn‘sidemda, la que por
hipdtesis no tiene.

Podemos ya resumir la precedente discusion en el siguiente

Teor.: Tode nwmero real define en el conjunto de los yii-
meros racionales wna seccion (cuyas dos clases estan formadas
por los ntuneros racionales respectivamente mayores y menores
que el namero considerado). Viceversa, toda seccion, cualguiera
que ella sea, define un nimero real (mayor que todos los nimeros
de la clase inferior y menor que todos los de la clase superior)
el cual es un numero irracional o racional segun que las dos
elases de la seccion contienen a todos los numeros racionales o
uno menos (que en tal caso es, precisamente, el nimero definido
por la seccion).

Eista Def. avitmética de los ntumeros reales por medio de li
correspondiente seceion es debida n DEpEKIND,

8. kin la discusion que antecede hemos considerado los nii-
meros reales como razones de segmentos. Pero se pueden también
pensar como razones de magnitudes de cualquier otra especie
(geometricas) : superficies, arcos circulares, dngulos. No solamen-
te la razén de dos magnitudes homogéyeas cualesquiera define
siempre un namero real (n. 6); viceversa, considerado arbitraria-
mente un nimero real (definido arvitméticamente o como razon
de dos segmentos), y elegida una magnitud B de cualquier especie,
existe una magnitud A homogénen n B, y tal que la razon A @ B
es igual al namero real prefijndo.

Esto se ve del modo mas simple recordando que, en sustancia, la
comparacion de dos magnitudes cualesquiera puede reducirse siem-
pre a la comparacion de dos segmentos (Vy n. 40) (VI nos. 10-15).

Asl, pues, si B es una superficie poligonal o circular, basla
considerar un rectingulo de superficie igual a B, y si h y b san
su altura y su base, tomar como superficie A la del rectangulo
que tiene igual altura h y por base el segmento a que admite
€omo razén a b el numero real prefijado. Si en cambio B es un
arco circular y b es el respeetivo sezimento rectificante, la mag-
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nitud A es el arco de igual radio que tiene como rectificante al
segmento a, tal que la razén a : b sea igual al numero real dado.

Finalmente, si B es un angulo y con b se designa el arco
que intercepta sobre cualquier circunferencia de centro en su
vertice, el dngulo A es el que sobre la misma circunferencia in-
tercepta al arco a que tiene con b la razon prefijada.

En todos los casos, la magnitud A resulta determinada de
modo tnico en virtud de la unicidad de la cuarta proporeional
(VI n. 25). : 2

9. Conviniendo en designar los numeros reales (racionales o
no) con letras cursivas minasculas, se indica que un namero real @
esti definido aritméticamente por una seceion (H | K), escribiendo:

e— o : 4w I~

Si A y B son dos magnitudes cuya razon es @, se escribe,
por extension de la conocida notacion para el caso conmensurable,

A =wa'B

y se dice que la magnitud A es obtenida maltiplicando B por d.

Asi, pues, también el numero irracional, como el racional,
aparece como un operador que aplicado a una magnitud da ofra
magnitud homogénea que tiene con la anterior una razon igual al
nimero considerado.

10. En los numeros 3 y 5 hemos definido con los nlmeros
reales (considerados como razones) las operaciones fundamentales
(adicion, sustraceion, multiplicacion y division) por via puramente
geoméltrica. Pero ahora, (que hemos dado una definicion aritmética
de los numeros veales, se comprende que sera posible definir
avitmeéticamente dichas operaciones.

Puesto que una seccion define un ntmero real, por cuanto da
todos los posibles valores aproximados por exceso y por defecto,
se induce que la suma a - @' de dos nimeros reales « = (H | K),
@ = (H' | K’), se podrd aproximar tanto como se quiera, sumando
valores suficientemente aproximados de a y @' Y en efecto, se
demuestra facilmente que, si con H + H’ se designa la clase
formada con las sumas de cada namero de H con cada namero
de H’ y con K +- K’ la clase analogamente obtenida de Ky K',
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las dos clases H 4~ H’, K + K’ constituyen una seceién que ca-
racteriza precisamente a la suma ¢ -+ @' definida geométricamente
en el nimero 1. Procedimientos andlogos valen para la dlferencm

a
a — a’, para el producto ¢ «' y para el cociente o

11. Conviene, ﬁnalmente, hacer notar que los nimeros reales
se pueden considerar como constituyendo una nueva especie de
magnitud (aritméticas), por.cuanto gozan de todas las propiedades
que caracterizan a las magnitudes generales (VI n. 3).

Entonces la razon de dos ntmeros se identifica con su co-
ciente, de manera que la proporcionalidad de dos pares de ni-
meros a, b y ¢, d, equivale a la igualdad

e Gy
i

de sus cocientes.

12. IDEA SOBRE LA REPRESENTAGION DE LOS NUMEROS REALES
EN FORMA DECIMAL.

La representacion de un numero real ¢ mediante la  corres-
pondiente seccion (H | K) en el conjunto de los nimeros racio-
nales es la mdas general posible y, desde el punto de vista teérico,
la mas importante. Pero se pueden pensar muchas otras, las que
todas ellas se reducen substancialmente a extraer, con alguna ley
oportunamente definida, de la clase H o de la clase K o de ambas,
una sucesion de infinitos valores progresivamente aproximados
a a (es decir, de valores aproximados, cuyo grado de aproxi-
macion o mejor dicho su error llegue a ser menor que cualquier
namero prefijado).

Entre todas estas representaciones aritméticas posibles de los
nimeros reales, hay dos que merecen ser indicadas, aunque sea
riapidamente, la una por su importancia praetica, la otra por su
particular interés histérico y tedrico.

Empecemos por la primera, la cual extiende a lodos los ni-
meros reales la representacion bajo forma de nuimero decimal
conocida en la aritmética para las fracciones ordinarias. Consid:~
remos un namero real ¢« — (H | K) que para fijar las ideas su-
pondremos irracional. Imaginando recorrer, en orden creciente,
los ntmeros de H, detengamonos en el wl/timo ntmero entero
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«ue encontremos; el entero consecutivo pertenecera a K (porque
debido a la hipdtesis de la irracionalidad de @, no puede ser ele-
mento de separacién de H y K; los dos numeros enteros con-
secutivos asi obtenidos (que seran O y 1 si es ¢ menor que 1)
dan dos valores aproximados de «, a menos de una unidad, el
primero por defecto, el segundo por exceso.

Si estos dos valores aproximados son, por ejemplo, 2 y 3,
consideremos los nameros con una sola cifra decimal compren-
didos entre 2 y 3 (incluso los extremos), cs decir,

08 S R . 3,0

y tomemos el dltimo de ellos que se encuentra en H. Si es 2,7
el consecutivo 2,8 forma parte de K ; y estcs dos niuneros dan
dos valores aproximados de « a menos de 0,1 (y con una sola
cifra decimal), e uno por defecto y el olro por exceso.

Asi continuando, encontraremos dos valores andlogos aproxi-
mados de « a menos de 0,01 (y con dos cifras decimales) por
ej: 271, y 2,72; dos valores aproximados a menos de 0,001 y con
tres cifras decimales, por ej: 2,718 y 2,719, elc.

Ahora bien, es claro que e! procedimiento no tendré fin por-
que todo ntmero racional es necesariamente menor o mayor
que a (y nunca igual). :

De modo que llegaremos a formar dos sucesiones de infinitos
numeros decimales cada una

S e S o 1 T
V3 28 SR 2 79 s

En la primera de las cuales se tienen los valores aproximados
de @ a menos de 1, de 01, de 001,.... en la segunda los co-
rrespondientes valores aproximados por exceso *.

! Estas dos sucesiones gozan de las siguientes propiedades:

1) Todo namero de la primera sucesion es mayor que el precedente o por ,
lo menos igual (si entre las sucesivas cifras decimales se encuentra algun cero),
o, como suele decirse, que la primera sucesion es generalmente crecienle.

2) La segunda sucesion es generalmente decrecienle.

3) Las diferencias entre cada numero de la primera y los de igual lugar
de la segunda, siendo ordenadamente iguales a

1o 0 2000 5 0,000 ve
acaban por ser tan pequeios como se quiera,
Dos sucesiones que tienen lales propiedades se llaman convergentes.

- kel 400 ad det gl - -’ N
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“~

Iistas dos sucesiones dan un modo de aproximarse paulalina-

mente al nimero irracional ¢ ¢on un grado de aproximacion tan
grande como se quiera. Pensando, por asi decir, en potencin
esta indefinida aproximacion progresiva, podemos representar el
nimmero irracional ¢ con el simbolo

L

Donde después de la coma se imaginan eseritas ordenada-
mente las infinitas cifras decimales a las cuales dan lugar los
valores aproximados de la primera sucesion.

Este simbolo se¢ llama «un ntmero decimal con infinitas
cifras » o «ilimitado » y por el modo mismo en el cual se piensa,
obtenido, es tal que donde no se tenga en cuenta de las cifras
“decimales a partir de un cierto lugar en adelante, se obtiene un
valor aproximado por defecto del numero irracional, a menos de
una unidad decimal del orden de la altima eifra conservada.
Basta anmentar de | esta altima cifra para obtener el correspon-
diente valor aproximado por exeeso.

Observemos que este simbolo de niunero decimal con infini-
tas cifras no debe parecer extrano o insolito porque en aritmética

b0 & E = )
practica se ha visto que, si dada una fraceion Ly (que  supondre-
f

mos reducida a sus términos minimos), se intenta ponerla bajo
forma decimal, dividiendo el numerador por el denominador, se
obtiene un numero f(inito de cifras decimales solamente cuando
el denominador ¢ no contiene factores primos diferentes de 2 v
de 5, como sucede, por ej., con ’ ,

3 J Yo AR o it |
e T 0,375 0 - e = 1.48
MLt ki g P o it
T = 0,35. ete.

En todos los olros casos la division jamas tiene término y -
conduce sucesivamente a infinitas cifras decimales ; se verifica,
en cambio, (ue estas infinitag cifras decimales se presentan (al
menos desde un cierto lugar en adelante) en grupos de cifras
iguales, o, como suele decirse, periddicamente; es decir, que toda
fraceion ordinaria que (reducida a sus términos minimos) conten-
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za en el denominador algun factor primo diferente de 2 y de b,
genera un nwmero decimal ilimitado pERIODICO (simple o mixto).
Asi, por ej.:

1 o

? = U,-J’-f(f- aey

49

D

~i|~

= (0, 14285T142857.. .. = 2660 .. ;eles

liste resultado es invertible, como se ha visto en Aritmeética,
es decir, todo nimero decimal ilimitado y periddico es engendra-
do por una determinada fraceion ordinaria (*) por ej.:

P 63 7 83-8 ]
BB s = T me e e = —
),6.36.5 70 i’ 0,833 9% 7

oy R L JEI=BT 5§ T
B0 s = 90 2 3k ele.

De todo esto se desprende que un decimal ilimitado que re-
presenta, en el sentido aclarado mas arriba, un nimero irracional,
©s necesariamente o periodico.

Reciprocamente, si se prefija arbitrariamente un ndamero
decimal ilimitado no periédico, como seri por ejemplo

6,12, 11 22 ATI5R 22 5]

(supuesto naturalimmente que se conoce la ley de formacion de
sus cifras) se demuestra (con un razonamiento del todo analogo
al del numero 7) que ¢l representa un determinado namero irra-
cional ; vale decir, que si se prefija cualquier segmento b, existe
un segmento a y uno sélo, cuya razon a : b admite como valo-
res aproximados por defecto

0L 0.2 " G2l R o,

(" Recordemos que las reglas para hallar las fracciones generatrices de

los decimales ilimitados periddicos son las siguientes : :

a) La generatriz de un decimal periodico puro 0 simple liene por deno-
minador el niimero formado por tantas cifras 9 como cifras tiene el
periodo; el numerador se obtiene restando la eventual parte entera
del mimero formado por ésta seguida del periodo.

b La generatriz de un decimal periédico mixto tiene por denominador
el nimero formado por tantos nueves como cifras tiene el periodo, se-
guidos de tantos ceros como cifras tiene el antiperiodo; el numera-
dor se obliene restando la eventual parte entera seguida del antipe-
riodo de esta misma parte seguida del periodo.
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Y por exceso

0,2 0,13 0,122 0,1212..

Podemos, entonees, enunciar el

Teor: Todo numero real se puede representar bajo forma
de numero decimal (limitado o ilimitado, y en este caso periodi-
¢o 0 no); y reciprocamente todo numero decimal * representa
un numero real. Se (rata de un numero racional si el decimal
es limitado o también ilimitado, pero periddico, de un nimero
irracional si el decimal es ilimitado pero no periodico.

Obsérvese que cuando se da un numero irracional bajo for-
ma decimal, por ej. el nimero anfes considerado

., — QIR0 22 111 222, ..

la correspondiente seccién (H | K) se obtiene asignando a la
clase H todos los valores aproximados por defecto

(715 15 7 I 7 B2 (0 B o S e

y con cada uno de ellos todos los nimeros racionales menores ;
a la clase K todos los otros nameros racionales (vale decir los
valores aproximados por exceso

0,2 5013 0,422 (1202000

y con cada uno de ellos; todos los nimeros racionaleés mayores).

En fin, en lo que respecta a la ejecucion practica de los
cdlculos sobre los nimeros reales, representados bajo forma
decimal, nos limitamos a afirmar que se puede encontrar direc-
tamente el valor aproximado de una suma o de un producto, etc.,
con cualquier nimero prefijado de eifras decimales (es decir,
con una aproximacion prefijada) sumando o multiplicando, ete.,
segiin las reglas conocidas los valores aproximados de los su-

' De los nimeros decimales ilimitados periédicos conviene exeluir todos
aquellos de periodo 9, porque cada uno de ellos se puede sustituir por un
decimal limitado. Por ej,

D,999: ... =='11+0,35999.;., == 0,86; ¥,16999.... = T;lletc.
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mandos o de los factores, ete., tomados cada uno con un numero
suficientemente grande de cifras decimales *.

13. IDEA SOBRE EL PROCEDIMIENTO EUCLIDEO DE LAS DIVISIO-
NES SUCESIVAS Y SOBRE LA REPRESENTACION DE LOS NUMEROS
POR FRACCIONES CONTINUAS.

A otro tipo de representacion aritmética de los numeros
reales conduce el procedimiento que EucrLipes usé en el libro X
de los Elementos para la determinacién de la magnitud submul-
tipla maxima comin de dos magnitudes A y B, y que aplicado
a los nimeros enteros da lugar al método tan conocido de las
divisiones sucesivas para la investigacion del maximo comin
divisor de dos nameros enteros. '

Diremos, para abreviar, que se divide una magnitud A por
otra magnitud B cuando se busea el maximo multiplo ¢ B de B
contenido en A. El namero entero ¢ (que se toma igual a cero
si es A < B) se llama cociente de A por B; sino es A = ¢ B se
llama resto de la division de A por B ala magnitud R = A — ¢ B,
la cual por su misma definicion es necesariamente menor que B.

He aqui, ahora, en qué consiste el procedimiento de KucLIDES.

Dadas las dos magnitudes A y B, dividase A por B, luego B
por el resto R, de la primera division, después R, por el resto
de la segunda division y asi siguiendo ; se tendra sucesivamente :

(I A= B R, B=ugq R F By B, = gs By + Biisos

donde ¢ qi, ¢s.... SO0 otros tantos nameros enteros (de los
cuales el pr.mero puede ser también cero) y los restos Ry, Ry, R,;.. ..
son decrecientes, siendo :

B> R, >Ry > Ry...

Este proceso termina solamente si después de un cierto ni-
mero de divisiones se llega a una division exacta, o sea si se¢
encuentran dos restos consecutivos R, ;, v R, , tales que

. Hn—l == qn- Rn L

! Para un estudio sistemdtico de tales cuestiones véase E. MaccaFennr
“ Calcolo numerico approssimato’ ; Milano, Hoepli 1919.

P I e

3
$
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En tal caso, resulta de la penaltima relacion (1), es decir, de :
Hu—? — Gn-1 AT I.”; 3

que R, siendo contemido exactamente en si mismo y en 1, 4
es también submultiplo de la suma ¢, _;, R, ;+ R,, 0, lo que
es lo mismo, de R, _,; y asi teniendo en cuenia sucesivamente
todas las relaciones (1) de derecha a izquierda, se deduce que
R, es submultiplo de 1, _,.... R, B y A y en particular, por
consiguiente, submultiplo de A y B, los cuales son por esto con-
mensurables entre si. Atn mas, 2, es el mdeimo submultiplo co-
mun de A y B porque todo submiltiplo comin de estas dos
magnitudes divide exactamente en virtud de los (1) también a
R,, R, .... R,, ypor consigniente no puede ser sino el mismo R,
© un submultiplo de él.

Consideremos, el caso en que el proceso indicado no tiene
fin; obtendremos infinitos restos sucesivos

2) R Ty, Ry

Si este caso se presenta, se puede, razonando por absurdo,
probar que las magnitudes A y B son /nconmensurables entre si.

Pues si asi no fuese, es decir, si A y B tuvieran un submulti-
plo comin M, éste tendra que estar contenido en todos los restos
{2) como resulta de las relaciones (1); mientras que haremos ver
que estos restos al crecer el indice » indefinidamente acaban por
ser tan pequenos como se quiera y por lo tanto no pueden ser
todos multiplos de una cantidad determinada M.

Para demostrarlo, comencemos por observar que, por la
hipotesis de que el procedimiento no tiene fin, no puede ser na-
turalmente A = B; supongamos, entonces, para fijar las ideas
que es A > B, tendremos ¢, > 1, de donde, teniendo ¢n cuenta
que B > R,, se deduce de la primera de lo. (1)

A>S gyl + By = (q,+ 1) B, 2 2R,
O sea

RS 'é A.
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Andlogamente, por ser ¢, ¢y, ¢y.... todos mayores que ¢ero
Seé encuentra, teniendo en cuenta sucesivamente las (1) : 5

R, S &8 By <@l
By <4'B R} < F R\

rendl

0 sea: i
B <¥AR<TAR<1A.. J‘

.\j‘

Y Ry<4tB R <%}BR<%B... A
J

de modo que resulta efectivamente que si la sucesién de restos @:

es ilimitada, ellos acaban por ser tan pequenos como se quiera.

A la misma conclusién se llega, en la hipdtesis A < B, apli-
cando el mismo razonamiento a partir de la segunda de las
relaciones (1).

Resumiendo en un tnico enunciado la presente discusion
obtenemos el

|
L o i ke G

Teor. — Dadas dos ecantidades homogéneas, para saber si
ellas son conmensurables y para determinar, en caso afirmativo,
la mdxima multipla comun, apliquemos a ellas el procedimiento
euclideo de las divisiones sucesioas. Si la serie de los restos
tiene fin, las dos cantidades son conmensurables y el ultimo
resto es la mdzima submultipla comun de las dos cantidades.

Si la serie de los restos no tiene Jin, las dos cantidades
neonmensurables.

“uljégal‘_:lk

el

Son

i

14. Aplicando el teor. precedente es facil reconocer por esta
nueva via la inconmensurabilidad de la diagonal y del lado de
un cuadrado cualquiera que sea.

Es también fécil establecer que todo segmento es inconmen- -
surable con su seccion durea, 1

Consideremos el tridngulo isésceles ABO que tiene por lado

OA igual al segmento dado y el dangulo O del vértice igual a %

L
de recto y que, por lo tanto, tiene como base AB, que es igual

4 "
| P T T

\

Dy ; . VAN
a la seccidn durea de OA. Trazada la bisectriz BC del dngulo B
(igual a § de recto) obsérvese que el resto de la division de ©A

o B,
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por su seccion aurea AB es el segmento AC, seccién éurea, a su
vez, de AB, asi que en las sucesivas divisiones se reproduce
siempre el mismo caso: tener q.e dividi: un segmenlo por su
propia seccion aurea, por lo tanto el proceso no tiene fin.

15. El procedimiento euclideo conduce a otra representacién
aritmética de los ntmeros reales a la cual hemos hecho alusién
al principio, es decir, bajo forma de Jfracciones continuas.

Nos limitaremos aqui a dar una rapidisima nocion. Las
relaciones (1) que interceden entre dos magnitudes A y B y los
restos R,. Ry, R, .... de las sucesivas divisiones se pueden escri-
bir (recordando el n.° 5).

£ oot 1 h - 1
(3) A‘B_q°+B:R,’B‘R’—q‘+\ Rl:h.':

. il 1
Rx .R'_q’+ 1{’:1{. .

Si la razén A : B es racional (es decir, si A y B son con-
mensurables) el algoritmo de Euclides tiene fin; y si se termina
en la cuarta divisién, por ej., tal que se tenga

By Ry =" q,
se deduce de esta relacion y de las tres precedentes
i
@+ 1—1—
qs + H

AL B=gs+

La expresién aritmética del 2.° miembro se llama una frac-
¢ion continua limitada (de cocientes incompletos g, q1, s s
de donde podemos afirmar que todo namero racional, es decir,
toda raz6n entre magnitudes conmensurables, se puede represen-
tar bajo forma de fraccion continua limitada (variando para cada
caso los valores de los cocientes incompletos y su nimero es siem-
pre finito). Reciprocamente, es claro que toda fraccién continua

Rl |
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limitada, una vez efectuados los célculos, da un nimero racional
{inico.

Supongamos, en segundo lugar, que la razén A : B sea irra-
cional (es decir, las magnitudes A y B sean inconmensurables);
el algoritmo de Euclides no tendra fin, dando lugar a infinitos
cocientes incompletos ¢o, ¢y, qa, ¢s.-+... En tal caso se demues-
tra, teniendo en cuenta de las (3), que las fracciones continuas
limitadas (las cuales se llaman reducidas)

1 1 % 4
qoiqo+_')q')+_—7,90+_1 Pl aials

- g e
V4]

1
¢ + P2

nos proporcionan infinitos valores aproximados de la razén A : B
alternativamente por defecto y por exceso, y tales que al crecer
el namero de los cocientes incompletos considerados, la aproxi-
macion acaba por ser tan grande como se quiera. Nos vemos
pues conducidos a representar el numero irracional A : B por
medio de la fraccién continua ilimitada

70+—1— 7
@+ 1
99+

Reciprocamente, si prefijada con una ley cualquiera, una su-
cesién de infinitos nimerog enteros

o> Gt 5> Qa5 Qg +evven

de los cuales el primero puede ser también nulo, pero fodos los
otros positivos, formando la correspondiente fraccién continua
ilimitada, se demuestra (con un razonamiento analogo al del n. 7
o al mencionado para el caso de los nameros decimales ilimitados
n. 12) que existq un niimero irracional perfectamente determinado,
representado por dicha fraccién continua, en el sentido que tal
numero admite como valores progresivamente aproximados (alter-

i
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nativamente por defecto y por exceso) a las correspondients
reducidas. Como conclusién obtenemos el

Teor.: Todo numero real es representable bajo forma de ;
Jfraceion continua y reciprocamente; y se trata de un numero
racional o irracional segin que la fraceion continua es limitada
o ilimitada. !

Si un namero irracional estd definido mediante su fraceion
continua ilimitada, la correspondiente seccién (H | K) se obtiene
asignando a la clase H todas las reducidas de lugar impar (primera,
e tercera, quinta,......) y con cada una de ellas todos los ntimeros
~ racionales menores, y a la clase K todos los otros ntmeros ra-
s cionales (o sea, las reducidas de lugar par y con cada una de
- ellas todos los nameros racionales mayores).

16. Reconocer, como ejercicio (n. 14), que la razén de la dia-
- gonal de un cuadrado a su lado estd dada por la fraccion continua
1 ilimitada...

3 T N7
. PR z+...... :

y la razén de un segmento a su seccion durea, por

B  GF R
g =
i3 PR ¥ =5

17. Desde el punto de vista tedrico, la representacion de los

nameros reales mediante las fracciones continuas es mucho méas

; expresiva, y por asi decir, profunda, que la representacién de
- . cimal (n. 12). Ante todo, como acabamos de verlo, ella estable
una distinciéon clara y simple entre racionales e irracionales, dan-
do lugar a un algoritmo finito para los primeros, infinito para los
segundos. Ademas, como lo demostré Lacrance (1736-1813), ella
da para cada grado de aproximacion, la aprozimacion mds venta=
Josa, en el sentido que si un numero irracional « estd definido
mediante su fraccion continua (ilimitada) el valor de eada reducida
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cion, es precisamente la que tiene los términos mas pequenos.
En fin, la representacion en fraccién continua constituye un medio
muy potente y fecundo para clasificar los nimeros irracionales.
Por ej. (aqui debemos limitarnos a afirmarlo solamente), los irra-
cionales cuadraticos (es decir, aquellos que satisfacen a ecuaciones
de 2. grado de coeficientes racionales), estan caracterizados por
la propiedad que en sus correspondientes fracciones continuas
(seguramente ilimitadas), los cocientes incompletos presentan, a
partir desde un lugar en adelante, una periodicidad.

11

REFLEXIONES SOBRE LA ORDENACION
DE LA GEOMETRIA

Volvamos atras para reflexionar sobre todo lo que hemos
hecho en este tratado. Hemos estudiado las propiedades de las
figuras geométricas (en el plano). Estas propiedades se suceden
en un cierto orden légico: cada teorema depende, en virtud de
su demostraciéon, de los precedentes; cada concepto complejo, se
define mediante los mas simples o elementales, explicados antes.
Por consiguiente, el edificio de la Geometria se construye y crece
por via de demostraciones y de definiciones; y, reconocemos
asombrados, que el camino que conduce a los descubrimientos
mas interesantes e inesperados, nos es indicado por tantos pe-
quenios pasos, tan faciles, naturales y necesarios, que el pensa-
miento los ha recorrido uno tras otro, casi sin darse cuenta.

He aqui, pues, un sentido de creacién que acompana al pro-
greso de nuestra ciencia geométrica, puesto que la mente descu-
bre en si misma todo un mundo que ignoraba contener y que
parece extraido de la nada.

Cuando buscamos comprender claramente el origen y el sig-
nificado de esta aparente creacién, nos vemos obligados a exa-
minar el orden ldgico del tratado; y también, a preguntarnos sis
y en qué modo, el texto se podria perfeccionar. Un ideal de per-
feccion se asoma en nuestro pensamiento: el orden del tratado
seria absolutamente perfecto si todas las proposiciones que contie~.

»
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ne fuesen demostradas y todos los conceptos logicamente defi-
nidos. Es éste el ideal formulado por BrLas PascaL en el siglo
décimoséptimo. Es verdad que existen proposicienes tsn intuiti-
vas o evidentes que toda justificacion de ellas puede parecer
superflua; asi hay palabras que evocan en nuestra mente la co-
rrespondiente idea geométrica, sin que aparezca necesaria expli-
cacion alguna de la misma; pero hacer un llamado a la intuicion
0 a la fantasia, y por consiguiente, en cierto modo, a la vista
corporal, es diferente que proceder paso a paso con razonamiento
impecable, es decir, con los ojos del espiritu; y el estudiante de
Geometria, que ha aprendido a apreciar el valor de la demostra-
cién aun de cosas faciles, no aceptara facilmente la excusa de
quien quiera eximirse de demostrar lag mas faciles todavia; con
mayor razon, exigira que hasta de las ideas mas elementales se
le dé una definicién precisa.

Pero la pregunta, asi hecha, desconoce el verdadero significado
del orden logico de la ciencia.

El ideal de «demostrar todo y definir todo» no tiene sentido
para quien comprenda qué significa « demostrar» y «definir »,

Recordemos las nociones dadas al respecto, en la Introdue-
cion (Parte I Geom. plana). Demostrar una propiedad quiere de-
cir deducirla de otras ya conocidas o admitidas de tal modo
que la verdad de aquélla no pueda ser negada, sin contradiceion,
por quien haya aceptado la verdad de éstas. Luego la demostra-
cién es esencialmente relativa : reduce las consecuencias a las
premisas, pero no da nada a quien no sabe nada. Invirtiendo el
orden de las demostraciones, necesariamente se -debe llegar a
principios que se aceptan sin demostracion, que tienen por base
criterios no ya ldégicos, sino experimentales o intuitivos; la cien-
cia se apoya toda ella sobre estos posfulados, proposiciones pri-
meras o fundamentales.

También la definicién es esencialmente relafiva: resuelve una
nocion en otras mas elementales, que se suponen dadas; asi
construye lo complejo con lo simple, pero nada crea.

El que define se asemeja al que construye un muro o un edifi-
¢io; jamas pensara hacerlo sin los materiales necesarios. Por con-
siguiente, invirtiendo el orden de las definiciones (es decir, sustitu-
yendo cada nocién definida por la definicién) debe llegarse nece-
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sariamente a concepfos primitivos o fundamentales, los cuales
deben aceptarse sin definicion. En un diceionario podemos borrar
sucesivamente los términos definidos, colocando en su lugar la
frase que nos ha servido para definirlos, la que (si no se quiere
caer en un circulo vicioso no debe contener al término defini-
do. Pero es claro que en estas sucesivas supresiones llegaremos
necesariamente a detenernos en un cierto punto si no queremos
borrar también aquellas voces que son menester para definir
las otras.

La necesidad de fundar el orden de la ciencia demostrativa
sobre principios de conocimiento inmediato fué bien advertida por
los gedmetras griegos aun antes de EUcCLIDES, como aparece en
ARISTOTELES.

La exigencia anéloga para la definicion ha sido comprendida
menos cla;amente. Si bien se ponia entre los principios el enun-
ciado de los «términos », para cada uno de éstos se daba también
una especie de descripcion o pintura que podria parecer una de-
finicién y que interpretada asi, resulta .lusoria, o bien implica un
circulo vieioso. .

El orden de la ciencia estd viciado de tales errores, confu-
siones y aproximaciones del rigor légico. La critica moderna
rehusa los subterfugios que simulan un ideal inconsistente. Cons-
ciente del caracter relativo de la demostracion y de la definicion
y, por lo tanto de la necesidad de proposiciones y de conceptos
primitivos, ella busca no ya esconder, sino declarar explicitamente
todos los conceplos fundamentales (las figuras elementales y sus
primeras relaciones) que se asumen sin definicion y analogamente,
de enunciar todos (os postulados, admitidos sin demostracion.
Los otros conceptos que figuran en el texto deberan ser definidos
de manera logica y precisa por medio de los primeros, y las pro-
posiciones no postuladas, deberdan demostrarse deduciéndolas de
los postulados.

Pero estos dos criterios, que presentamos como semejantes,
ofrecen diversas dificultades para nuestra inteligencia. Todos es-
tamos dispuestos a admitir que se pueda razonar sobre verdades
reconocidas de cualquier manera aunque de origen extralogico; y
en cambio, la idea de razonar sobre conceptos no definidos parece
comprometer irrevocablemente el cardcter logico de la ciencia.
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Si no se puede comprender de (ué cosa se habla, sin tener
presente un objeto (figurado en un modelo o representado en la
fantasia), parece que cada paso de nuestros razonamientos esté
ligado a una representacion sensible y participe de la incertidum-
bre e imprecision de ésta.

Pero a esta dificultad se contesta que nosotros debemos obser-
var de una vez todas las figuras y sus relaciones fundamentales
para fijar las primeras propiedades en el enunciado preciso de los
postulados. En el razonamiento deductivo se adoptardan sélo estas
propiedades explicitamente postuladas, y no las otras, que la visién
directa podria ensenarnos.

Se desprende de esto que los postulados vienen, en cierto
modo, a definir los conceptos fundamentales de la deduccién geo-
métrica. Hasta, en un caso el postulado equivale a una definicion
propiamente dicha: cuando la propiedad que €l expresa resuelve
precisamente una nocién compleja en otras méas simples.

Por ejemplo, la intuicion nos permite reconocer que dos po-
ligonos son iguales cuando tienen ordenadamente iguales los lados
v los angulos comprendidos; la proposicién que enuncia esta pro-
piedad puede tomarse indiferentemente, ya sea como postulado
(en el cual entra el concepto general no definido de figuras igua-
les), o bien como la definicién de los poligonos iguales, para la
cual el concepto de tal igualdad queda reducido a la nocién ele-
mental de la igualdad de segmentos y angulos.

Pero no todos los postulados pueden reducirse a la simple
forma de definicion explicita. En cambio, puede decirse de ellos
(ue — expresando las mutuas relaciones de los conceptos funda-
mentales (los Gnicos que se mencionan en los razonamientos) —
precisan su significado y, por consiguiente, proporcionan en su
conjunto, la definieion implicita de tales conceptos.

Este aspecto de los postulados fué puesto en claro por Grr-
GONNE, a principios del siglo pasado: los postulados definen los
conceptos primitivos del mismo modo que un sistema de ecuacio-
nes define el conjunto de valores de las incdgnitas que lo satis-
face. Se puede razonar sobre éstos aun cuando no se sepa 0 no
se quiera ecalcularlos efectivamente, teniendo en cuenta las ecua-
ciones condicionales. Analogamente, en Geometria, se razona
sobre conceptos no explicitamente definidos, haciendo uso de los
postulados a los cuales deben satisfacer.
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En Geometria, como en toda ciencia racional, el orden de
las demostraciones y el de las definiciones no es, en realidad,

necesario. Después de haber observado algunas propiedades, a, b,

¢, d, e, de un objeto cualquiera, podemos descubrir, por ejemplo,,
que la e es consecuencia légica de las a, b, ¢, d, y también que
la d es consecuencia de las a, b, ¢, e; entonces tenemos la liber-
tad de asumir como postulados los a, b, ¢, d, y demostrar como
teorema la e, o bien postular a, b, ¢, e, y dar como teorema la d.
Lo que se ha dicho para la demostracion vale también para la
definicion. -

Hay, pues, en la eleccion de los conceptos y de las proposi-
ciones fundamentales algo de arbitrario: la Légica no da al respec-
to criterios decisivos. La sencillez y la evidencia son exigidas a
los principios para obtener sobre ellos el consenso general y ga-
rantir su certeza y precision, pero no por motivos propiamente
légicos. En ciencias diversas de la Geometria, por ej., en algunas
teorias fisicas ocurre a veces introducir postulados no evidentes
que se aceptan provisoriamente como «hipétesis de trabajo», salvo
(que se justifique, mas tarde, con el experimento, la verdad de las
consecuencias que de ellos se desprenden.

La Logica, filosofia del razonamiento, ensena las reglas preci-
sas de la deduceion y de la definicién sobre las cuales no es este
el caso de insistir. Para el desarrollo de la ciencia, estas reglas
tienen solamente un valor negativo: permiten eliminar los des-
arrollos erréneos, pero no aseguran que los resultados deducidos
tengan un verdadero interés cientifico.

La maquina de razonar imaginada por JEVONS, proporeionaria
miles y miles de combinaciones de las verdades que se le dieren
para transformar; ;pero cuantas de éstas resultarian verdadera-
mente significativas ? También los coneeptos pueden combinarse
de infinitos y diversos modos segan definiciones arbitrarias. Pero

la vision de objetos reales correspondientes a los términos defi-

nidos limita en el uso tal arbitrio.

Si se quiere definir alguna cosa que tenga un sentido infuiti-
VO y que se pueda confrontar con otros conceptos intuitivos, es
menester acompanar la definicién con una apropiada observacion
que la justifique, como se hace en general para los postulados.

La definicién arbitraria no basta ni siquiera para establecer

1
A

o

A Neadi



266 ENRIQUES Y AMALDI — LA MENZA

la existencia de un objeto del pensamiento logicamente posible,
es decir, no contradictorio consigo mismo. Es claro que, si se
define una figura como reunion de otras, p. €j., Ia reunion de dos
circulos, su existencia resulta de la de sus componentes; i pero
qué se puede afirmar de algo que sea definido (por interferencia)
como parte comun a dos figuras, p. €j., de un punto que se quiera
dar como interseccion de rectas o circunferencias ? En general,
no basta atribuir a un ente ciertas propiedades para que él sea
efectivamente posible : asi un triangulo birrectdngulo es imposible;
razonando sobre él se llega a absurdos.

Por consiguiente, (prescindiendo de casos evidentes), la defi-
nicion debe acompanarse con el juicio de existencia de lo defi-
nido, juicio extraido directamente de la intuicién y expresado
con un postulado, o bien establecido como teorema.

Tal exigencia fué advertida por los griegos, y de ella es
testimonio ArisTOTELES. Con sumo cuidado EucLipes demuestra
la existencia de las figuras mas complejas, dando su construceion.
Las construcciones elementales que sirven de base a todas las
otras estdn contenidas en sus postulados. Es asi como ensefia a
construir el trifngulo equilatero, el cuadrado, el exédgono regular,
etcétera, reduciéndolos siempre al trazado de rectas y circunfe-
rencias y a sus mutuas intersecciones.

Se encuentran también problemas sencillisimos, como la
triseccién del angulo que no se puede resolver con dichas cons-
trucciones elementales si bien una intuicion de continuidad nos
asegura la existencia de la solucién buscada. El uso mas extendido
de este criterio, (principio de continuidad como base de los juicios
de existencia independientemente de la construceién), constituye
un nuevo caracter de la Geometria moderna en comparacion con
la antigua.

No obstante el grado de arbitrariedad, los tratados de Geo-
metria se parecen entre si mas de lo que ocurre en las ofras
ciencias. Este hecho tiene su explicacion no solamente en la na-
turaleza de nuestra intuicidn, sino también en la continuidad del
desarrollo histérico que procede desde EucLiDES.

Evcuipes ha quedado como base de todos los ordenamientos,
aun cuando se han empezado a abrir nuevas vias en el comienzo
del siglo pasado. Estas vias nuevas de la critica y de los motivos
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cientificos y filoséficos, histéricos, didacticos y artisticos que en
ellos se expresan, han sido ampliamente examinadas en « Ques-
tioni riquardanti le Matematiche elementari», recogidas y coor-
dinadas por F. ENRIQUES, en las cuales han colaborado, con el que
las ordend, numerosos colegas y discipulos. Durante 25 ahos, la
obra se ha ido agrandando y, a través de numerosas traducciones,
se ha difundido también més alld de los confines de aquel pais
(Italia). In Italia ella ha servido para superar aquel espiritu légico
estrecho, en virtud del cual los estudiosos gustaban perderse en
pequenas discusiones formales, de las cuales hacian a menudo el
propio sistema y el propio mundo. Junto con el presente tratado,
que extrae de ella numerosas ideas inspiradoras, la mencionada
obra ha ejercido una poderosa influencia sobre todos los nuevos
libros de ensefanza. Ahora bien, cudl es la posicion de la Geo-
metria elemental respecto a la de EucLIDES ?

Digédmoslo de la manera mas breve, recomendando al lector
las « Questioni » para un examen mas profundo de los principios.

Ante todo, ella contiene una declaracion explicita de los con-
ceptos fundamentales y también de aquellos postulados implicita-
mente admitidos por el gedmetra griego, que se refieren a las
propiedades lineales de la recta y superficiales del plano (orde-
nacién de los puntos de la recta, segmentos, partes del plano-
angulos, etc.)

La teoria de la igualdad, satisfaciendo también las exigencias
de la critica moderna, se informa siempre en el espiritu euclideo.

Eucuipes adopta ecomo primitivo (sin definicion) el concepto
de figuras «iguales en magnitud »: segmentos y éngulos iguales,
superficies iguales. A la igualdad de figura o congruencia {como
también a la simple igualdad de forma) no le da EucLipES un nom-
bre especial; pero en las proposiciones 1, 4, 7 y 26 del Libro I
de los Elementos, se expresa que dos tridingulos son congruentes,
diciendo que tienen iguales los lados y los 4dngulos. Mas adelante
(Libro 111) se define la igualdad de dos circulos mediante la de
los radios. Y en el Libro VI, se introducen los poligonos seme-
jantes (de igual forma) como aquéllos que tienen iguales los
4ngulos y proporcitonales los lados que los forman.

El «movimiento» lo adopta EucrLmes (I, 4 y 7) para reco-
nocer la igualdad de dos tridngulos, concluyendo en virtud del
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axioma 7 que son iguales cuando se pueden superponer; se trata
en primer lugar de tridngulos que tienen iguales dos lados y el
angulo comprendido, luego, de tridngulos con tres lados iguales.
En este segundo caso no se recurre ya al movimiento, sino sola-
mente al transporte del tridngulo sobre una base dada, como se
ha hecho en el caso anterior (transporte que el autor ejecuta mas
adelante con la construccion mediante circulos: 23y 24). El uso
del movimiento limitado a las proposiciones citadas, aparece em
realidad excepcional en los Elementos; Eucrines ha sentido que
contiene un paso extraldgico, porque se abstiene de recurrir a él,
aun en los casos en que el movimiento habria conferido al dis-
curso una evidencia inmediata (por ej., para reconocer la igualdad
de los angulos en la base del tridngulo isdsceles; 1, 5).

La critica moderna ha puesto en claro la distincién entre la
congruencia y la igualdad de magnitud de las superficies o de los
solidos. En particular, para los poligonos esta ultima relacion se
reduce a la equivalencia o descomponibilidad en partes congruen-
tes (DuHAMEL).

En nuestro tratado hemos adoptado tal criterio elaborando.
toda la teoria de la igualdad de las superficies (y después de los
solidos) en una forma que utilizamos también las contribuciones
criticas y didacticas de De Zovt y de FAIFOFER.

Para fundar la teoria de la congruencia, algunas direcciones
de la critica moderna, analizan la idea del movimiento como
correspondencia entre puntos, extensible desde las figuras al plano
o al espacio que los contiene, en el mismo sentido establecido.
por el progreso de la Geometria proyectiva *. Se obtiene asi,
desde un principio, la definicion mas general de figuras iguales..
Nosotros hemos conservado en nuestra exposicion el sabor eucli-
deo, adoptando el movimiento solamente como medio intuitivo
para reconocer los primeros casos de igualdad de las figuras ele-
mentales, cuya definicion se reduce a la comparacién de segmen-
tos y angulos; la unica diferencia con EvucuipEs es el enunciado ‘
explicito de los postulados adoptados segun el analisis moderno. * "

(*) Cfr. el articulo de A. Guarpuccr, “ Della congruenza”, en el Vol. 1 de
la parte I de las citadas *‘ Questioni”.

() Un empleo mas libre del movimiento en un orden de ideas intuitivo~
experimentales se ha hecho en esta traduccion de la Geometria.
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Aqui el criterio histérico da fundamento a la norma didactica
que el concepto general de correspondencia constituye una difi-
cultad para los jévenes, y que el espiritu nuevo de la Geometria
proyectiva debe desarrollarse naturalmente mediante una prece-
dente educacién euclidea.

También nos hemos acercado a EucLibEs en la teoria de las
proporciones (libro V), definiendo por abstraccion las razones
entre pares de magnitudes, mediante su igusldad y desigualdad.
Pero hemos aclarado el sentido de la definicion euclidea, admi-
tiendo, desde un principio, la divisibilidad de las magnitudes en

- base a su contigiiidad. Se prepara asi la introduccion de los nu-

meros racionales concebidos de modo concreto como razones que
conducen luego, naturalmente, a la definicion aritmética de DEpE-
KIND !, que parece también sugerida eun los Programas italianos..

Por otra parte, la mencionada modificacion del libro de

Eucrmes ha sido ya introducida en libros didacticos anteriores al
nuestro, por ej., el de FAIFOFER, '

También aqui, como en la comparacion de superficies eireu-
lares y mas tarde de los sélidos, con el método de exaustion,

nosotros nos hemos acercado al espiritu euclideo con la forma

de nuestra definicion: después de haber aprendido a comparar
dos razones y a reconocer la igualdad en el caso conmensurable
Y, por consiguiente, en general, la desigualdad, llamamos «iguales
dos razones cuando la una no es mayor que la otra ».

Resulta asi la maxima simplificacion y economia de esta ex-
posicion que nos hemos empenado en perfeccionar (ensayando
también vias diversas) en las sucesivas ediciones de nuestro tratado.

_ Estas breves notas valen para orientar al estudioso que quiera
comprender la ensefanza recibida, no como un sistema inmovil
v cerrado en si, sino mas bien como un momento del desarrollo
.secular de la ciencia geométrica. Una vision histdrica profunda se
ofrece en el libro ya citado en la introduccion « Gli Elementi
d’Euclide e la critica antica e moderna», editada por F. ENRIQUES,
vol. 1; Stock, Roma, 1925.

(1) Cfr. op. cit., p. 18, en particular la nota IX de O Zariskr, p, 238,
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