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CAPITULO I 

SEGMENTOS 

E.s necesario distinguir, con toda claridad, las siguientes figuras: 

LA RECTA que no tiene ni primero ni último punto y de la cual solo es posible 

representar una parte. 

a 

A B 

NoTACIÓN. -La recta que pasa por los puntos A y B se designa con AB o 

con una letra.minúscula a, por ejemplo. 

LA SEMIRRECTA que es la parte de recta formada por un primer punto de la 
misma llamado origen y todos los que le· siguen en tmo de los sentidos que tiene 

la recta. 

A B 

NOTACIÓN.- La semirrecta de origen A que pasa por el punto n e designa 
----+ 

con AB que se lee: semit·Tecta de origen A q1~e contiene al punto B. 

CoNSECUENCL\.- Como en una recta hay dos sentidos resulta que: Un pnnto 
de una recta la divide en dos semirrectas llamadaS' op1t.estas. Además una se
mirrecta tiene primer p1~nto pero no último. 

A o B 

----+ ----+ 
EJEMPLO.- El punto O ele la recta a la divide en las semirrectas OA y OB. 
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EL SEGMENTO que es la parte de recta que tiene primero y último puntos 
ue se llaman extremos del mismo. 

A--------------------8 
NoTaCIÓN. - El segmento de extremos A y B se designa con AB que se lee 

egrmento AB. 

EJERCICIOS.- l) Dados dos puntos l\<1 y N dtibujar y anotar, la recta, la se-
1i1Tecta y el s'egrnento que ellos determinan. 

M N 

---+ ---+ 
En la figura tenemos dibujadas: la recta MN, las semirrectas l\'IN y NM y 

l segmento MN. 

Il) Dados los p~~ntos NI, N y P, q1¿e no están en tma misma recta, dibujar y 

notar: las ¡·ectas, seruÍ'ITectas y segmentos 

ue ellos d!•t(wminan clos a dos. 

M, N y P determinan MN, NP y PM 

____,... ---+ --+ --+ --+ --+ 
MN, NP, PlVI, Nl\'I, PN y MP 

MN, NP y PM. 

DEFINICIÓN.- Se dice que dos segmentos de una recta son consemttivos cuan
o sólo tienen común un extremo. 

A B e 
EJEMPLOS: 

consecutivos 

B, BC, CD y DE son consecutivos. 

B e o E 
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Suponemos bien sabido por los alumnos que al comparar dos segmentos AB 
y CD debe necesaria;mente suceder uno solo de los siguientes casos: que e~ pri

rner·o sea igual al seg'!mdo, o el primero mayor que el segttndo, o el pr·imero me

nor qtte el segundo y eso se indica así: 

Las relaciones anteriores se pueden comprobar prácticamente con una regla 
o con un compás que son los transpm·tadores ele segmentos. 

Recordamos a continuación algunos problemas que los alumnos han resuelto 
en los grados anteriores al estudiar la operaciones con segmentos. 

- -+ 
Pn.oBLEJ\IAS.- I) Dado ttn segmento AB, constr·nir sobre la secmirr·ecta OM 

·un segmento igual al AB. 

A B o e M 

II) Daclo un segmento AB, constmir el doble, el tr·iplo, etc. del mismo. 

A B o e o o e o E 

OD = AB + AB = AB X 2 OE = AB + AB + AB = AB X 3 

III) Hallar· la swnw ele los segmentos consec1divos AB, BC, CD y DE. 

A B e -o E 

AB + BC + CD + DE = AE 

IV) Hal.lar la suma ele varios segmentos cualesqnieTa AB, CD y EF. 

A a e D E F 

M N p Q 

siendo 

AB + CD + EF = 1\'IN + NP + PQ = MQ 

MN=AB, 1\TP=CD y PQ=EF. 
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V) Dividir un segmento en dos 1Jar'tes ig1wles. lYLÉTooo PRÁCTICO. :;\larcamos 
obre una tira de papel, cuyo borde recto hacemos coincidir con el segmento, los 

A B A M B 
1 

4.--~--- Jr-r-l:::::-==::::t---
xtremos del mismo; la doblamos en forma tal que las marcas coincidan, y en
onces el doblez señala sobre el borde el punto medio del ·egmento. Trans

ortando sobre AB el segmento determinado por las marcas coincidentes 

doblez obtenemos el punto M que divide al AB en dos partes 

MÉTODO APRJOXIl\fADO.- A partir de A y B transportamos sobre el AB otros 
N y BP qu e sean a simple vista iguales a mitad ele AB. Si diera la casualidad 

ele que N coincidiera con P el punto así obtenido 
..__ ___ ...!.N..::.t+1¡

1
¡f-P ____ ... , es el que di,rjde a AB en dos partes iguales. En 

A M B los otros casos, esos puntos serían distintos pe-

esulta fácil tomar a 
que ellos determinan. 

ro mucho más cercanos que A y B, por lo que 
simple vista el punto medio M del seg-mento 

Para la resolución gráfica ele muchos problemas, es necesario utilizar el com
pás para el trazado ele la figura denominada circ1mfe?·encia, que los a.lumlnos 
ya conocen, y que se define así: 

Circunferencia.-DEFINICIÓN.- Se llama circ1tnfe¡'encia de centro O y ra

dio ?' a la figura plana formada por los ptmtos cuya 
distancia a O es igual a r. 

Si A, B, O, D ... son puntos de la circunferencia 

B 
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CONDICIÓN PARA QUE DOS CIRCUNFERENCIAS IGUALES SE CORTEN.- Para que dos 
rircunferencias iguales l'ean secantes, es clecü·, se corf'en en dos puntos, basta 
que ~>us radio;; :sean mayores que la mitad de la 
distancia entre ;u centros. 

00' 
EJEMPLO: Siendo r > -

2
- las circunferencias 

iguales de centro O :r 0' y radios iguales a r re
sultan las circunferencia. secantes. 

A 

División de un segmento en dos partes iguales con regla y compás. -
"•, P, • Trazando la circunferencia de centro A y radio 

\ mayor que la mitad de AB y con el mismo radio 1: \ 
: \ la ele centro B, ésta corta a la anterior en dos 
;M B puntos P y Q. Uniendo P con Q resulta que PQ 

1 
1 
1 ' 1 
\ ' ' 

\ 1' 

\.:1 
' .,,.,"Q' .. , 

corta a AB en un punto l\I que lo divide en dos 
parte iguales. 

VII) Div-iclú· un segmento en c1wt ro, ocho,. . . paTfes ig1tales. 

Basta dividirlo en dos partes igua- \ / 
les y a cada una de ellas en oh·as .~ , . 

4~ 1 t \ :.,~: 
do. y a cada una de las obtenidas ·v :, \ •· .. ..- ' • ··./ .' :, __. 
en otras dos según se trate de .-:. : ! \ /~. : : ', /\ : ; \ :\ 

.... 1 U)¡ i i q;r 1 ~·¡::: ,::· . 
dividirlo en cuatro, ocho,. . . partes A : : 1 \:_.: : • 1 ~: j ; : : :. ¡ 1 B 
iguales, re pectivamente. )' ... \: :' /·, \ : ; }:. ', : / )<. 

·~~ \ ~ • . . .. \¿,· 
,., ' \ • 1 1 .. ';' "' '. 

/\ 

VIII) Dividir 1rn segm'ento en 1tn nú:me1·o cualq1tiem de pa?'tes igttales. CoN 

LA REGLA GRADU.\D.\. Ba ta medir el segmento, dividir el níunero a. í obtenido 
por el de partes en que se quiere dividir al segmento dado y transportar sobre 
éste, a partir de uno de sus extremos. Regmentos consecutivo. iguales al que 
tiene por medida el cociente anterior. 

PROBLE:MA.S.- I) Dados los puntos R, S, Z 11 K tales que cada tres de ello' no estén 
en la misma recta, dibujar y anotar, los egm.entos, las rectas y las semirrectas que ellos 
determinan dos a do·. 

II) Dar ejempl.os de segmentos mate1·íales. 
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III) Dados tres jJUntos ele ww recta M, N y P, ¿cuál es la parte común a las senúrrec-
-~~ ~~ 

ras: a) JJIN y :SM ¡ b) JIP y P~? 

IV) Dibujar a mano levantada: a) un seg111ento igual a otro; b) mayor que otro¡ 
e) meno1· que ot1·o y comprobar empleando los transportadat·es de ~egmentos los resuZ... 
/(}.dos obtenidos¡ d) 1·epetir la operación /~asta log1·ar lo deseado. 

V) Comprobar que si AB = CD y CD =El<' es AB = EF. 

YI) Comprobar que si 1\iN = PQ y NR = QS es MR = PS. 

VII) Comp1·obar que a+ b +e= e+ b +a =a+ (e+ b). 

VIII) Dados dos segmentos AB > CD construir: a) la sur11a¡ b) la diferencia¡ e) la 
semisuma¡ d) la semidiferencia¡ e) 1tn múltiplo ele CD que supere a AB; f) la mitad 
de la suma del d1tplo de AB con el triplo de CD; g) la cuarta parte del t1·iplo de la 
d ¡f erencia. 

IX) Comprobar que si se une un punto de una circunferencia con otros puntos de 
la misma, de todos los segmentos que ·e obtienen es mayor el que pasa por el. centm. 
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CAPITULO II 

ANGULOS 

Es necesario distinguir, con toda claridad, las siguientes figuras: 

EL PLANO que es ilimitado en todas direccio
nes y del cual es solo posible representar una 
«parte». 

NOTACIÓN.- El plano que pasa por los puntos A, 

B :r O se designa con ABO. 

·B 

•C 

EL SEMIPLANO que es una ele la.s partes en que queda dividido tm plano por 

B 

a 

una recta del mismo. 

EJEMPLO: La recta a del plano ABO lo clivicle 

en dos semiplanos, uno que contiene a los puntos 

A y B y otro que contiene al O. 

EL ÁNGULO que es una de las cuatro partes en que queda diviclido un plano 

por dos rectas dél mismo que se cor-

ten. 

NoTACIONEs. - El ángulo de lados a y b 
A 

se designa con ab que se lee áng~tlo· ab; 

• 
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~ ~ /\. 

d de vértice B y lados BA y BC se designa con ABO. Cuanclo, no es posible 
confundirlo con otro se lo puede designar con la letra del vértice o con un nú

A 

B 

e 

EJEM:PLOS: 

A /\. 

Análogamenta ab, be, 

mero colocado en la forma que indica la figura. Así 
/'. /\. 

B o 1 que se lee ángulo B o ángulo l. 

DEFINICIÓN. - Se dice que dos ángulos son 
conse01divos cuando solo tienen común un lado y 

ningún otro punto fuera de él. 

A /\. 

ab y be son consecutivos 
/'. A 
ccl y de son consecutivos. 

* * * 

d 

e 

A /\. 

Suponemos bien sabido por los alumnos qua al comparar dos ángulos ab y ecl 
debe neeesat·iamente suceder lmo solo de los siguientes caso : q11e el pr(me1·o 

sea ig1tal al seg~~ndo, o q1~e el pt·ime1·o sea mayo1· que el segundo, o que el pri
mero sea meno/' qne el segtmclo y eso se indica, respectiYamente, a í: 

/'. /\. A /\. /\. A 

lQ) ab = ecl ó 2Q) ab > ecl ó 39
) ab < ecl. 

Las relaciones anteriores se pueden comprobar prácticamente con un trans
portador de á'l'lg~~~os. 

PROBLE11IAS.- I) Dado ttn áng~tlo ABO, constnt1'r sobre 1t'l'la. semirrecta dad!! 
----+ . 
B'C' ~t?~ ángulo ig'~tal al ABO. CoN 'fRANSPORTADOR. Basta procedeT como indica 
la J'igm·a de la página siguiente. Esto es, se hace coincidir un radio del trans
llOrtador con el lado BC del ángulo, en forma tal que su vértice coincida con 
el centro del transportador y se marca sobre éste el punto M en que el otro 
lado del ángulo lo corta. Se lleva a coincidir en la forma indicada el mil mo 
radio con la semirrecta B'C' y se marca sobre el pizarrón o el p-apel el p~mto 
M que se había señalado. Trazando la semirrecta B'A' que pase por l\I se ob
tiene el ángulo pedido. 
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Cualquier hoja de papel con un borde recto puede servir de transportador de 

ángulos. A 

·-........ 

... ·---- ··., __ -M''·.,, ·" ....... -- --...... . 

.
.. /// B 

c ••• --· •••••.. . f,, .. '""···=··=· ··=··=···=·· ·.,~, ____ ...._¡~e-= 

: . 
':.• ------------------------------ _____ .. 

CoN REGLA Y CO:tviPÁs: Con centro en el vértice B y con un radio cualquiera 
se traza una circunferencia que corta a los lados en los puntos M y N. Con cen-

A A' 

~ ' 
\ 
\ • 

B..:::.J..------4-,.-:----C B""'' ::..¡_ ____ __..,:~-;-N'"7"';------C' 
:N 

--+ 
tro en el origen B' de la semirrecta dado B'IC' y con el mismo radio se traza 

----+ 
otra circunferencia que corta a B'C' en el plmto N'. Si con centro en N' y radio 
lVIN se traza otra circunferencia, ella corta a la anterior en dos puntos M' y M" 

--+ 
(M" no está en la figura). Trazando la B'JU' se ,, 
obtien e el ángulo M'B'N' que es el pedido. 

II ) Halla·r la s·uma de los áng1tlos consec~~tivos 
A A A 

ab, be y cd. 
A A A A 

ab + be + cd = ad 

III ) Dado t~n ángulo ab, constt·uir el dobl'e, el triple, el cttádruplo del mismo. 
AAAA AAAAA AA 

ac = ab + ab = ab X 2 ad = ab + ab + ab = ab X 3 ae = ab X 4 

f / / 1 / . 1 .( _, 
d.' 

1 
,1 / e 1 

/ 
' 1 C/ k 1 1 . 1 b~,.-· •' 

' / 
1 

~ -. //' ......... ;:.-·· 
a a a a 
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IV) Hallar la suma de var·ios áng'Ulos cuaVesqwiera. 

A AAAAAA AAAA AA 

ab + cd + ef = mn + np + pq = mq siendo mn = ab, np = cd y pq = ef 

~ b . 

·L: q p 

f 

V) Dividir un ángtüo en dos partes ig~tales. MÉTODO PRÁC'rroo: Calcamos con 

un papel tran:;;parente el ángulo dado, lo do
blamos en forma tal que los lados coincidan 
y entonces el doblez n señala la semirrecta 
que divide al ángulo en dos ángulos iguales. 
Transportando el papel así doblado de ma
nera que los lados coincidentes del ángulo 
calcado coincidan con el b y el lado n sea 
interior al ángulo ab, la semirrecta n lo di
vide en dos partes iguales. 

MÉTODO GEOMÉTRICO : Con centro en el vértice O y con un radio cualquiera se 
traza una circunferencia que corta a los lados a y 

b en los puntos A y B, respectivamente. Con el 
mismo radio y centro en A y B se trazan dos cir
cunferencias que se cortan en O y en M (en la fi
gura solo se han trazado los arcos que se cortan 
en M). La semirrecta OM divide al ángulo ab en 
dos partes ig•uales y por eso se dice que es la bi- O 

sectriz del ángulo ab . 
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VI) Dividú· un ángulo en c1tatro, ocho, etc. pades iguales. Basta dividirlo en 
dos partes iguales y a cada una de ellas 
en oh·as dos y a cada una de las obte
nidas en otras dos. . . según se trate ele 
dividirlo en cuatro, ocho,. . . partes igua-
les, respectivamente. 

d 

' e ¡ 
-....... 

b 

Angulos formados por dos rectas que se cortan.- A.l cortarse dos rectas 
quedan formados dos clases de ángulos. 

A A 

Los .A.OB y BOC que se llaman adyacentes 
/'\. A 

y los AOB y A'OB' » » » 0p1resfos por· el vértice. 

B' 

A e 
o 

A" 

PROPIEDAD. -Los ángu.los 01Juestos po1· eL vértice son igttales. 
Esta propiedad puede comprobarse mediante el transportador de ángulos o 

e:alculando a uno de ellos y llevándolo a coincidir con el otro. 

RECTAS PERPENDICULARES 

Rectas perpendiculares.- Se dice que dos rectas son per·pe.ndictüures cuan
uo forman dos ángulos adyacentes iguale . p 

EJElii[PLO.- Siendo los ángulos adyacentes 

A A a 
1 = 2 es p l_ a y se lee 

p es pe1·pendicular a a. 
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PROBLEMA I.- Trazado de la p'er1Jendict1la1· a. 1tna 1·ecta pm· un punto de ella 
o exte1·ior a la misma. 

PRIMER MÉTODO. Con la escttadra. Se usa el instrumento llamado escuadra, 
que es tal que dos ele sus cantos (ca
tetos) son perpendiculares. Para 

P' 

a 

trazar la perpendicular se hace coin
ciclir uno de los catetos con la recta 
dada y se desliza la escuadra hasta 
que el otro cateto pa e por el punto 
dado. Luego se h·aza la recta que 
ese canto determina y se tiene la per
pendicular pedida. 

Para facilitar esta operación se 
puede hacer coincidir primeramente 

la recta con el canto de una regla como se ve en la figura. 

SEGUNDo MÉTODO. Con regla y omnpns.- II) Po1· un p1mto de mza 1·ecta tr-a

zarle la perpen&icttlar. 
Sobre cada una de las semirrectas que determi

na el punto A en a se construyen los segmentos 
Al\I = Al\I'. Con centro en l\I yl\1' se trazan dos cir
cunferencias iguales de radios mayores que l\IIA que 
se cortan en dos puntos P y P' (P' no está en la 
figura). Trazando la recta AP se obtiene la perpen
dicular pedida. 

--·-·-- e-------
, . 1 \ ..... 

·"/ / \ ' ........ 
,' 1 ' ... 

.• •• ¡' \\ • .. ,\ 
,' / \ ,, 

,' ..:.. ~ \ ' ' \ 1 1 \ 
,' 1 

1 1 
1 \ 

1 \ 
1 1 

' A ' 
En la práctica. solo se trazan los arcos de circun- M M' 

ferencia necesarios como se ve en la figura. 
III) Por un punto exterior a 1~·na recta traza1·le la pe1·pendioular. 

··--.a ---

p 

__ , 

Con centro en el punto dado P se traza una cir
cunferencia que corte a la recta a en los puntos M 
y N, para lo cual basta que pase por 1.m punto del 
semiplano que limita a y no contiene a P. Con el mis
mo radio y centro en 1\1 y N e trazan dos circunfe
rencias que se cortan en los 1mntos P y P'l (en la 

_, figura solo se han tr-azado los arcos que se cortan 
N.·· en P'). 'l'razando la recta PP' se obtiene la perpen-

dicular pedida. 
Si aplicamos los dos métodos anteriores para tra

zar la perpendicular a una recta por un mismo 
punto, comprobaríamos que: En 1m plano por 1m 
P'll/nto pasa UNA SOLA perpenclicnlm· a wna recta. 
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DEFIYICIOhTES.- Se llama tÍ1~gnlo recto aq11el cuyos lados pertenecen a rectas 

peqJe11diculares. Se llama ángulo agudo al ángulo que es menor que un ángulo 

t'ecio y ángulo obtuso al que es mayor que un recto. 

A 

·L ab recto 
A 

cd agudo 
A 

ef obtuso b 
L~ 

d f 

Propiedad de los án~ulos adyacentes.- La snma ele los ángulos adyacentes 

"S igual a dos ángt~los ~·ectos o sea a 180° rn: 
b 

A A 

1 + 2 = 2 rectos = 180° 

a e 

La suma ele los ángY!dos consectttivos formados alrededM· ele un rn~nto y de un 

mismo lado de 1~na recta es ignal a dos ángt~los 1'ectos o sea 180°. 

EJEMPL'Ó: Si 
consecutivos 

A A A A 

ab, be, cd y de 

y a y e son semirrectas opuestas es : 

A A A A 

ctb +be+ cd +ele= 2 rectos. 

son 

AAAAAA AAAA 

a 

En ef~cto: ab +be+ cd +ele= (ab +be) + (cd +de)= ac +ce porque 
A A A A A A 

hemos reemplazado a ab + be por su suma ac y cd + de por ce y 
A A • 

<;omo ac + ce = 2 rectos pues son ángulos adyacentes, 

A A A A 

luego ab + be + cd + de = 2 rectos 

Medidas an~ulares. - ·Si un ángulo recto se divide en 90 partes iguales, 
cada una de estas partes se llama ángulo ele t~n g1·aclo. Si a un ángulo de ttjn 
g1ado se divide en 60 paTtes iguales cada una de ellas se llama ángttlo de rwn 
mimdo y si a un ángulo de un minuto se lo divide en 60 partes iguales cada 
una ele ellas se llama ángulo de tm segundo. 
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A 

NOTA.CIÓN. 1 R : 90 = 1 o se lee ángtüo d'e ttn gmdo . 

1 o : 60 = 1' se lee un m'Íinuto y 1' : 60 = 1" se lee ttn segundo. 
A A 

EJEMPLO: ABC = 37° 27' 14" JYINP = 14° 53' 40". 

EJERCICIOS.- a) Ejemplos ele ángt~lo agttclos y obtttsos; b) ¿ Cttántos rm

mttos tiene 11n áng'l.Üo 1'ecto?; e) ¿Cuántos segt&ndos tiene 1°?; d) ¿Cuántos se

gmtd os tiene un ángulo 1·ecf; o? 

Suma de ángulos expresados en grados minutos y segundos. - HEGLA. 

-Se esm'ÜJen los sumanclos tmo debajo ele otro, de manera qtte el n1hnero ele 

g1·ados, mintttos y segnndos qu'eden en colttmna, y se suma p011· colttmnas comen
zando pm· la ele los segundos. Si las dos prúnm·as sumas son menores que 60 se 
escriben directamente. En caso cont1·m·io se le restan 60, 120, etc . según q1te 
ellas estén comprencliclas entt·e 6-Q y 120, 120 y 180 etc ., 1·espectt"vam'ente, y ~e le 

suma 1, 2, efe. a la smna s1:gttiente . 

EJEMPLOS: Sttmar 37° 25' 18" con 56° 13' 54". 

Disponiendo los sumandos como indica la regla se tiene: 

37° 25' 18" 
+ 56° 13' 54" 

93° 38' 72" 

y como 72"- 60" = 12" y 38' + 1' = 39' resulta 

93° '38' 72" = 93° 39' 12" 

En la práctica las operaciones parciales se hacen mentalmente. 
Así, por ejemplo: 

37° 25' 18" 
+ 56° 13' 54" 

93° 39' 12" 

50° 45' 38" 
+ 120° 52' 49" 

36° 56' 53" 

208° 35' 20" 

Resta de ángulos expresados en grados, minutos y segundos. - HEGLA.. 

- Se esc1·ibe el wst1·aendo debajo del rninnendo, ele nwnm·a qne el número de 

gt·aclos, mintdos y segundos q1.teclen en colt~mna, y se res•ta por colnrnnas, comen-
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zando por la de la de1·echa. Si el níMnero de segundos o de minutos del sus
t1'aendo fuera "rnayo1· que el del minuendo se le smna a éste 60" o 60' respecti

vamente, pa-ra hacer posible la resta, cuidando de resta1· la t~nidad al número 
de tmiclades de m·den únnediato st~pet·ior. 

EJEMPLO: Restar· 76° 2'3' 45" de 120° 14' 50". 

120° 14' 50" 
- 76° 23' 45" 

Observamos que si se quiere restar por columnas no es posible hacer la dife
rencia 14'- 23'. Pero si se toma 1 o = 60' de 120° y se lo suma a 14, resulta 
14' + 60' = 74' y 120° 14'150" = 119° 74' 50", luego 

119° 74' 50" 
76° 23' 45" 

43° 51' 05" 

En la práctica las operaciones varciales se hacen mentalmente . 
.Asi, por ejemplo: 

120° 14' 50" 
76° 23' 45" 

-±3' 51' 05" 

50° 12' 23'' 
- 30°. 25' 50" 

19° 46' 33" 

Producto de un ángulo expresado en grados minutos y segundos por un 
número natural.- REGLA..- Par-a mtdtiplicat· 1~n ángulo exp1·esado en g-ra
dos, mintdos y segt~rtdos po1· un número ncdural, se nv1ütiplican los números de 
grados, minutos y segMnclos por ese mímerol comenzando por los seg1tnclos. Si 
los dos prin¡,_eros productos son menores que 60 se escriben directamente, en caso 
contrario se les r-esta 60, 120, 180 etc., según q1w esos productos estén comp?·en
clidos entr·e 60 y 120, 120 y 180, 180 y 240, etc. y se le su.ma al prodt~cto sigttien
te 1, 2, 3, etc r-espectivamente. 

EJEMPLO: Mttltiplicar· 36° 15' 48" pm· 3. 

36° 15' 48" 

X3 

108° 45' 144" 

como 144"- 120" = 24" resulta 108° 45' 144" = 108° 47' 24". 
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En la práctica se hacen directamente las operaciones parciales, así: 

36° 15' 48" 
X3 

108° 47' 24" 

49° 36' 52" 

X4 

HJ8° 27' 28" 

Cociente de un ángulo expresado en grados minutos y segundos por un 
número natural. - REGLA. - Para dividir 7tn áng1tlo expresado en grados, 
minutos y seg1mdos por un nú1lte1'0 nahwa~, se divide eZ número de g1·ados por 
el número natura~, obteniéndose el núrne1·o de gmdos del cociente. Se multiplica 
el resto de esa división por 60 y se le agregan los mimttos del dividendo y se 
procede en la misma forma pa1·a obtener los minutos y seg1mdos del cociente. 

EJEMPLO: Dividir 39° 58' 20" po1· 5. 

39° 58' 
4 • = 4 X 60' = 240' 

298' 
48' 

20" /_5_~~-
70 59' 40" 

3' = 60" X 3 = 180" 

200" 
00" 

En la práctica se hacen mentalmente las operaciones parciales, así: 

39° 58' 20" [_5 ___ _ 

7° 59' 40" 

126 o 38' 12" ¡_s ___ _ 
4.2° 12' 44" 

Angulos complementarios y suplementarios.- DEFINICIÓN.- Se dice que 
dos ángulos son complementarios cuando su suma es igual a un ángulo recto y 

m~ 
q 

suplementarios cuando dicha suma es igual a dos ángulos rectos. 
A A A A 

EJEliiPLO: Siendo mn + pq = 1 recto son rnn y pq complementarios. Siendo 
A -"' A A 

ab + cd = 2 rectos son ab y cd suplementarios. 
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EJERCICIOS.- a) Hallar el complemento y el suplemento de ~m ángtllo de 

35°; b) Idern de 15° 37' 40". 
a) El complemento de 35° = 90° - 35° = 55° y el suplemento de 

35° = 180°-35° = 145°. 
b) El complemento de 15° 37' 40" = 90° -15° 37' 40" para facilitar la 

resta escribimos : 
90° = 89° 59' 60" 

- 15° 37' 40" 

74° 22' 20" 

Análogamente procedemos para hallar el suplemento de ese ángulo y tenemos 

180° = 179 o 59' 60" 
- 15° •37' 40" 

164 o 22' 20" 

RECTAS PARALELAS 

Rectas paralelas.- DEFINICION.- Se dice que dos rectas de un plano son 

paralelas, cuando no se cortan. a 

:\TOTACIÓN. a 11 b se lee a es paralela a b. 
b 

Ang,ulos formados por dos rectas paralelas cortadas por una tercera. -
Cuando dos rectas paralelas son cortadas por una tercera se forman ocho ángu
los que llevan los nombres siguientes: 

/' A A A A A A A 

1 y 5 ; 4 y 8 ; 2 y 6 ; 3 y 7 correspondientes 
AAA A 

1, 2, 7 y 8 externos 
AAA A 

4, 3, 6 y 5 internos 
A A /' A 
1 y 7 ; 2 y 8 alte1·nos exte1·nos 

A A A A 

4 y 6 ; 3 y 5 alte?''YWS internos 

a 

b 

Obsérvese que los ángulos internos están en la « faja» ab; los exf ernos fnem 
de esa faja y los alie?'JWs están a distinto lado de la secante c. 
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Propiedad de los ángulos correspondientes. - EJi dos r·ectas cortadas por 
mw tercera forman ángulos correspondientes 
iguales, son paralelas y recíprocamente si los án
gnlos correspondientes son iguales las r·ectas son 

a l 

1Jamlelas. 

EJEMPLO: Bi los ángulos correspondientes _h ___ -+-_... ____ _ 
A A 

1 y 2 son iguales es a 11 b y puede comprobar-

e 

l 
A 

2 
B 

a 

b 

se con un transportador o calcando uno de ellos 
y lleYán dolo a coincidir con el otro. 

CoNSECUENCIA. - En 11n plano dos ,·eclas per

pendiettlares a ttna tercera son z;aralelas. 

EJEJ\IPLO: Si a l. e y b l. e es a 11 b, pues 
A A 

los ángulos correspondientes 1 = 2 = 1 Recto. 

Trazado de paralelas. - Tr·azar por 11n 1mnfo exterior a 11na r'ecta la 1)ara
lela a la misma. 

PHDIER MÉTODO. CoN REGLA Y ESCUADRA.- Para trazar la paralela a una rec-
1 a por un punto exterior a la misma, se hace coincidir la hipotenusa de la 
f't'uuadra con la recta dada b y se aplica el borde de la regla contra uno ele sus 
catetos. :J-Ianteniendo fija la regla se hace deslizar la escuadra hasta que su 
hipotenusa pase por el punto dado P y se traza la recta a señalada por ella ob
teniéndose la recta pedida puesto que los ángulos correspondientes 1 y 1' ma
~erial i zados por la escnaclra son iguales (fig. 1). 

a 

b 

Fig. l. Fig. 2. 

SEGUNDO :!IIÉTODO.- Se procede en la misma forma que en el método anterior 
haciendo coincidir uno de los catetos con la recta dada y el otro cateto con la 
regla (fig. 2 ) . 
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TERCER MÉrono. CoN REGL.\ Y COMPÁS.- Se traza la recta 

ptmto clado P con un punto cualquiera A de 
determinada por el 

/ 
/ , 

/ \ 
la recta dada a y se construye con vértice P 
el á:pgulo correspondiente a uno de los de 
Yértice A. como se ve en la figura. El lado 

b 

/ 
' / '...( 

/ \ 
p // \, 
/ 

/ 

b del ángulo construído es paralelo a la rec- / ', 
ta. a. 

/ \ 
/ .. 

/ \ a 
,'A 

C.:u.\HTO :i\IÉTODO. - Con centro P se traza una circunferencia que corte a b 

en el punto l\I'. Con centro en l\I' y con el 

' 
' ' 

1 
J 

M 

/ 

b 

b 

M' 

-- \p ~ 

' 
' 

1 

' 
' ' ' 

mismo radio se ti·aza otra circunferencia que 
pasa por P y que corta a b en el punto lVL Con 
centro en l\1[' y con radio MP se traza una 
e;ircunferencia que corta a la primera en lo~ 
puntos P' y P" (P" no está en la figura). 
Lá recta b' determinada por P y P' es para
lela a la recta b. 

Postulado de las par·alelas. - l:)i aplicáramos los cuatro métodos anteriores 
para trazar la paralela a una recta por un mismo punto comprobaríamos que: 

Por 1m punto exterior a t~na ?'ecla pasa UNA SOLA pamlela a la misrna. 

--+ --+ --+--+ 
PROBLEMAS.- I) Dadas en un plano cu.atr·o setninectas OA, OB, OC, OD, del mismo 

origen, anotar· todos los ángulos q~te ellas determinan. 

II) Dar ejemplos de ángulos mater·iales. 

III) Dacios tres puntos NI, N, y P que no estén en una m-isma recta rayar la parte 
común a los cíngulos MNP, NPM y Nl\rP. 

11'") Dibujctr a mano levantada: a) u.n ángulo ig~wl a otro; b) mayor que otro; e) me
¡zor que otro y comprobaT empleando el transpor·tacior los res~tltados obtenidos. Repetir la 
opemción lwsla logmr lo deseado. 

A A 

Y) omprobar que si: ab = cd y 
A A 

YI) Comprobar· que si: mn = p(l 
A A 

A A 

cd = ef e~ 
A A 

y nr = qs 

A A 

ab = ef. 
A A A A 

es mn + nr = pq + qs. 

VII) Dados un áng~t.lo ab > cd constr·uir·: a) la suma; b) ~a diferencia; e) la semisu
rna; d) la semidif er·ertC'ia; e) U??· múltiplo de cd qu.e sMpere a ab ). f) la mitad de la suma 
del dttplo ele ab con e~ tr·iplo de cd)· g) la cu;arta pa.1·te e~ tripl!o de la diferencia. 

YIII) Constntir· con regla y compás: a) un ángulo de 45°; b) un ángulo ele 135°; 
o) de ~2°30'; d) de 112°30'; e) de 67°30'. , 
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A 

IX) Calculwr el ángulo 2 sabiendo que: 

A A A 

1=50°, 4=63° y 3=29° 

X) Comprobar: a) que las b·isectr·?·ces de dos ángulos adyacentes fonnan un ángulo 
r·ecto j b) que las bisectrices de los ángulos opuestos tJor el vértice fo ·rman un ángulo igual 
a dos r·ectos . 

XI) Comprobar que s·i desde un 11unto se trazan dos semirrectas parrüelas a los. lados 
de un ángulo forman otro que es igual o wplementario del dado. 

XII) Idem t ·razando las p erpendicu.lares. 

AA A 

XIII) Calcula·r los ángulos 2, 3 y 4 sabiemlo qtte: 

A 

1 = 53° 40'. 

XIV) Tra.zar a mano levantada: a) la pMalela a una recta vertical1 ho·rizontttl o in
c:linadaj b) la perpendicular a ~ma r·ecta verticct~, hor·izo'ntal o inclinarla. 

XV) Tr·azar· a mano levantada: a) un ángulo de 30°; de 45°; de 60°; ele 90 ° ¡ b) la:; 
bisectr·ices de los mismos. 

XVI) Hallar· el comtJlemento: 
e) de 63° 15' 40"- 38° 42' 50"; d) 
del triplo de 50° 20' 15". 

XVII) Halla1· el suplemento: 
e) 150 o 36' 20''- 49° 59' 54" ; d) 
~e 148° 43' 50"- 50° 36' 15". 

a) de 38° 42' 20" ¡ b) ele 36° 41' 50" + 28° 15; 
de la mitad ele 60° 15' 30"; e) de la cua,rtá parte 

a) de 120° 45' 54" ¡ b) ele 58° 42'15" + 30° 40' ; 
de la mitad de 76° 43' 50"; e) ele la mitad del triplo 

XVIII) Comprobar qtte si dos rectas paral~las son cortadas por 

tt una tercera forman: 
6 

5 
a) ángulos alternos externos iguale~j 

1 

b) alternos internos iguales. 

XIX) Calcular1 aplicando la propiedad comprobada. en el ejer·cicio ante·rior, los ángu
los 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 sab·ienclo q~te ángulo 1 = 48° 20'. ~Cómo son los ángulos 3 y 8; 
4 y 7; 2 y 5; 1 y 6'l 

XX) Construir con regla y co1¡¡,1Jás: a) eL complemento ele un ángulo agudo: b) su 
s•tplemento)· e) la mitad clel complemento; d) el tr1:plo de la mitad del suplemento. 
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CAPITULO III 

TRIANGULOS 

Triángulos.- Dado tres puntos A, B y C que no estén en la misma recta 
se llama triáng,ulo ABC a la parte común a los ángulos ABC, BCA y CAB. 

Los puntos A, B y C son los vértices y los segmentos AB, BC y CA los lados 
del triángulo ABC. 

A 

e B 

Clasificación. - I) Los triángulos se clasifican según sus lados en : equiLá
trwos cuando tienen sus tres lados iguales (fig. 1), isósceles cuando tienen dos 
lados iguales (fig. 2), y en esca.lenos cuando sus tres lac1os son desiguales (fig. 3). 

B 

Afl 
Fig. l. Fig. 2. Fig. 3. 
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II) Los triángulos se tlasifican de acuerdo con sus ángulo en: acntángulos 

cuando tienen sus tre · ángulos agudos, rectúngulos cuando tienen un á.ngulo 
recto y obtu.wíng1dos cuando tienen un ángulo obtuso. 

Suma de los ángulos de un triángulo.- La suma de los ángulos de un 
f l'iángulo es 1'gtwl a dos ángulos rectos. 

f:::. A A A 

En el ABC es A+ B + C = 2 rectos. 

JusTIFICACIÓN.- Trazando la · semirrectas .A.B y eB y por B la paralela m a .A.e se 
AA A 

forman los ángulos 1, 2 y 3 cuya suma es igual a dos rectos 

/' A A 

o sea 1 + 2 + 3 = 2 reclos 

A A A /' A A 

PeTO 1 =A y 3 = e por correspondientes entre paralela~, y 2 = B por opuestos 

por el vértice, luego sust.itu~·endo en la igualdad anterior, los ángulo~ 1, :2, 3 por sus 

iguales .A, B y e se tiene : 
/' A A 

A + B + e = 2 rectos 

Relaciones entre los lados de un ... mismo triángulo.- Dado un trián-

AB 
r---'-1·-. --¿·¿-----·1 

gulo cualquiera, i sumamos dos de sus 
lados obtenemos un segmento que es 

wa~·or que el tercer lado y si en cam
bio hallamos la diferencia entre dos de 

rsos lados el segmento que re ulta es me. 

uor que el tercer lado. En la :figura se 

c·omprueba que 
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En cualquier otro triángulo puede comprobarse esto mismo o sea que: 
En toflo triángulo ~~n lado es menor que la swma de los otros- dos y mayor que 

la diferencia de los mismos. 

DEFThTICIÓN.- Se llama p'erírnetro de un triángulo a la suma de sus lados. 

Construcción de triángulos con regla y compás.- PROBLEMA l.- Cons
ir·ttir 1m triámg~üo dado~S 1m ángulo y los lados qt¿e lo fonnan. 

DATOS CoNSTRUCCIÓN 

a 

L 
b 

e ! 

SoLuCIÓN. -,Se construye el ángulo N CM igual al e y sobre uno de sus la
dos el egmento CB =a y sobre el otro lado el CA= b. Uniendo A con B se 
0btiene el triángulo ABC pedido. 

PROBLEI!L\ II. - Co11stntiT ttn tTiángt¿lo dados nn laclo y los á.ngttlos adya
centes a él. 

DATOS CoNsTRUCCIÓN 

a 

L ' e : 
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80LUOIÓN.- Se construye un ángulo NOM igual al O, sobre tmo de sus lados 
el segmento OB =a y con vértice By lado BO un ángulo igual al B situado en 
el mismo semiplano que contiene al ángulo O. Los otros lados de estos ángulos 
se cortan en un punto A y forman el triángulo ABO pedido. 

PROBLEMA III.- Constnti?· un tn.áng1do dados los tr·es lados. 

DATOS 00NSTHUCCIÓN 

a 

h 

o 

~------~--------~-~ 
e B 

SoLUCIÓN.- Se construye un segmento BO = a. Con centro C y radio igual 
a b se traza una circunferencia y con centro B y radio igual a e otra circun¡
ferencia que corta a la anterior en dos ptmtos A y A' (A' no está en la figu
ra). Uniendo A con B y C se obtiene el triángulo ABC pedido. 

Construcción de triángulos rectángulos con regla y compás. - PROBLE

MA IV. - Cotnsfr1¿ir un tr·iángulo rectángulo dados los catetos. 
Basta proceder como en el problema I teniendo en cuenta que el ángulo for

mado por los catetos es recto y que su construcción se reduce al trazado de una 
recta pe11)endicular a otra (pág. 16 ). 

DATOS CoNSTRuccróN 

~N 

b 

~ 
', ,/' 
' ' 

,/ \ . \ 

··t--·---··;z¡; c __ M 
e 
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PROBLEIIU V.- Constntir 1m triángnlo 1·ectángulo dados nn cateto y el án
gulo agudo adyac'ente a él. 

Basta proceder como en el problema II teniendo en cuenta que el otro ángulo 
adyacente al cateto es recto. 

DATOS CoNSTRUCCIÓN 

b 

P:ooBI,EMA VI.- Construir un triángulo ·rectángulo dadas la hipotenusa y un 
ángulo ag1¿do. 

DATOS CoNSTRUCCIÓN 

B 
a 

B 

SoLUCIÓN. - Se construye el ángulo 1VIBN = B y sobre uno de sus lados el 
segmento BC =a. Trazando por C la perpendicular CP al otro lado del ángu
lo B se obtiene el triángulo CBA pedido (probl. de pág. 16). 
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PooBLEMA VIL- Constr·uir 1m M·iángnlo r·ectángulo dados la hipotem¿sa y 
un cateto. 

DATOS 

a 

b 

CoNSTRUCCIÓN 

' Bi ~ 
' 1 

·' 1· / 
1 . 
1/ ,. , , 

1 
1 
1 

·-·+---'---.'----+--+----:::.. 
iA e 

SoLumóN.- Sa construye el ángulo recto A, sobre uno de sus lados el seg
mento AC = b y con centro en O y radio a se corta al otro lado en un punto B. 
Uniendo B con C se obtiene el triángulo BAC pedido. 

Triángulos iguales.- DEFINICIÓN.- Se dice que un triáng:ulo ARí' e.q 

. 

igual a otro A'B'C' cuando los lados y los ángulos 

de uno son respectivamente iguales a los del otro. 

1 
A A 

AB=A'B' A=A' 
/:::,. /:::,. 

A A ABC =A'B'C' Sl ~ 130 =B'C' B=B' 

l A A 

AC=A'C' C=C' 

La resolución ele los problemas anteriores, nos muestra que para poder cons-

truir un triángulo no es necesario conocer todos sus elementos, sino algunos, 

pues los restantes están relacionados con ellos en forma tal que construídos los 

primeros estos últimos resultan con sólo unir dos puntos. Por lo tanto para 

poder afirmar que dos triángulos son iguales bastará, también, saber que lo 

son algunos de sus elementos y los datos de los problemas resueltos nos dicen 
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que en general: Dos triángtt.los son ÍrJ!Wles cuando lo son t1·es de st¿s el'ementos 
entt·e los cnales fig~tt·e por lo menos t¿n lado y en p~rticular que: 

PRIMER CASO. -Si dos triángttlos tienen dos lados y el ángnlo comp1'endido 
·respectivamente iguales, son iguales. 

SEGUNDO cAso.- Si dos f1·iángulos tienen 1m lado y dos ángltlos respect·iva
rnente igua,les son igttales. 

TERCER CASO.- Si dos triángulos tie?t'en strs lados respectivamente 1'guales 
son iguales. 

ler. caso 2clo. caso Ber. caso 

Como los triángulos rectángulos tienen 1m par de ángulos iguales, los rec
tos, será suficiente para que sean iguales que tengan dos pares de elemen.tos 
respectivamente igtwles entre los mwles figut·e 1tn lado. 

Tenemos así los siguientes 

CAsos DE IGUALD.\D DE TRIÁNGULO REC'rÁ.J.-..qGuLos. -PRIMERO. - Si dos trián

g1tlos rectángttlos tienen sus catetos respectivamente iguales, son igttales. 

SEGUNDO CASO.- Si dos triángttlos rectángtt.los tienen un cateto y ttn ángulo 
agudo respectivamente. ig1wles son ig1wles. 

'l'ERCER CASO.- Si dos t1·iáng1¿los rectángulos tie11en la hipotemrBa y ttn án
gulo (lgttdo ¡·espectivamente igual'es, son ig1wles. 

CuARTO CASO.- Si dos t?·iángttlos 1·ectúngulos tifnen la hipotem¿sa y un ca
teto respectivamente iguales, son igua.les. 



-32-

Alturas, medianas, media trices y bisectrices.- DEFINICIONES.- I) Se lla-

ma aUttra de un triángulo al segmen
to de la perpendicular trazada a un 

lado o "' su prolongación por el vér
tice del ángulo opuesto. 

A h~ 
B~c1-Pc 

-- ~ --
EJEMPLO: AH es la altura del ABC correspondiente al lado BC. 

II) Se llama mediooa de un triángulo al segmento 
de un lado con el vértice del ángulo opuesto. 

que une al punto medio 
A 

M . 
-- ~ 

EJEMPLO: BM es la mediana del AB'C corres-
. 

pondiente al lado AC. 
a e 

III) Se llama ?nediatriz de un triángulo a la perpendicular trazada a uno de 
sus lados en el punto medio del mismo. 

~ 
EJEMPLO: m es la mediatriz del ABC corres-

pondiente al lado AB. 

A 

e 
IV) Se llama bisect1·iz de uli triángulo al segmento de la bisectriz de uno de 

rus ángulos comprendido entre el vértice del mismo B 
y el lado opuesto. 

~ 
EJEMPLO : BP es la bisectriz del ABC corres-

pondiente al ángulo B. 

Puntos notables del triángulo.- I) Las ali!M'as de 1.m h·iángttlo, o sus pro
longaciones, CM1C'I.trren en 'l.tn ptmto (fig. 1). 

II) Las medianas de un triángt~lo concur·r·en en 1~n pt~nto (fig. 2). 

B 
B 

e 

Fig. 2. 
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Ill) Las bisectrices de los ángulos de 1tn triángulo son concm·rentes (fig. 3). 
IY) Las rnediatrices de lo-s lados de 11n triáng11lo son conwrrentes (fig. 4). 

B B 

1 

\t: 

A N' C 'f ,, 
Fig. 3. Fig. 4. 

Se llaman p1t11tos .notables del friríng1tlo a los puntos de intersección de sus 
alturas, de sus medianas, de sus mediatrice y de sus bisectrices. 

PROPIEDADES.- Puede comprobarse que: 
1) El punto de concun·encia de las medianas ele 1m triáng1do está situado a 

r/u~ tercios de cada 1~na de ellas a partir d'el vért1~ce ¡·espectivo (ver. fig. nQ 2). 

!::. 
E.JEJIIPLO: Siendo O el punto de intersección ele la mediana del ABC es 

- 9-
AO =....:.... Al\1 

3 

JI) El punto de conc1trrencia de las mediatrices de un triáng11lo eq11idista de 
lt•.~ vértices del mismo, o sea, es el cenh·o de la circunferencia que pasa pm· esos 
lf'rfices que se llama circu11ferencia circunscripta al triángulo (fig. 5). 

BJE::IIPLO: Siendo O el punto d<.> intersección de las 
!::. ---

mecliatrices dP! ABC es OA = OB = OU ~, la circun-
fpreneia de centro O y radio OA es la circunferencia 
circnnsrripta a él. (En la figura . olo sp han trazado 
dos mrcliatrices para hallar el centro, put>s ya se sabe 
que la tercera también pasa por él). 

Fig. 5. 



-34-

III) El p1Lnto de concun·encia ele las bisectr·ices de ~tn h·iá.ngttlo eq1tidista ele 
los lados del mismo, o· sea, es el cent1·o de la dl'cunferencia tangente a sus laaos, 
qtte se llama ci1·c1mferencia inscripta al triáng~Llo (:fig. 6). 

Siendo O el punto de intersección de las bisec
trices del triángulo HlJ es OP = OP' = OP" 
y la circunferencia de centro O y radio OP es 
la circunferencia inscripta en él. 

J 
Fig. 6. 

Damo::; a continuación una aplicación importante del trazado de paralelal:i. 

División de un segmento en partes igualés. - Diviclir el segmento AB 
en cinco pa'l'tcs ig•!.tales. 

c/ÑI 
F ~ 

E/fj 
1 1 

o/! / 1 
A' , 

NI y' : ! ,' 
1 1 / 1 1 1 

A ¡¿, 1 1 1 'B 
1 C'D'E'F' 

!'I.J' 

Se traza una semirrecta AJ\:[ y se llevan a 
partir de A cinco segmentos consecutiYo::; iguale::;, 
AC = UD =DE =E~' = FG, se une G con B y 

se trazan paralelas a GB por C, D, E y F, que 
cortan a AB en C', D', E' y F', respectivamente, 
dividiendo al segmento AB en cinco partes 
iguales. 

PROBLEMA.- I) J, c~¿ánto vale el áng~tlo e del tTiáng'Ulo ABe si A = 5ti 0 42' 30" y 
B = 72o 15'~ 

II) & Cuánto vale cada uno de los áng·ulos de Utl• triángulo eq~!ilátero si los tn.; son 
iguales? 

lii) ¿Cuánto va~e cada uno de los ángttlos agudos de u1b t1·icíngulo ¡·ectángulo oi am
bos son ·iguales? 

IV) Cuánto valen cada ~mo de los ángulos del triángulo ABC: a) si el A= 36° y 
B es el doble del e; b) si A = 90° y B = 2 C; e) si A = 40° y 2 B = 5 A. 

V) Comprobar que en todo triángulo isósceles: a) que los ángulos opuestos a los 
lados iguales son ig~tales j b) que la mediana cm·respondie·i¡te a la, base es altwra del 
triángulo y bisectl'·iz del ángulo OJJttesto j e) que ~a altw·a conesponcliente a la base es 
mediana de ese lado y bisectriz del ángulo o puesto j d') q~w la bisectriz del ángttlo opues
to a la base es mediana y altura CO?Tespondiente a l.a misma. 

VI) Utilizando la ZJ1'0J7iedad a) del eje1·cic·io ante?"'ior calculm· lo ángt~lo ele un 
triángulo isósceles ABC sabiendo q~te: a) el ángulo A o1ntesto a la base es de 60° 25' 30"; 
b) el ángulo de la base e = 51 o 15' 40". 
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VII) D~oujar a mano levantada: a) triángulos equilátet·os,· b) isósceles; e) rectángu
los; d) obtusá.ngulos; e) escaLenos; f) dos t1·iángulos iguales. 

\III) Calcula1· el1'erímet·ro: a) de ttn triángulo equilátero de 12cm de lado; b) de 
tm triángulo isósceles de 12 cm ele base y lO cm de lado igual. 

IX) Qt!é l.ongitueles tienen los laclos d.e tm triángulo ele lO m ele 11e·rímet1·o: a) s·i es 
equiláte-ro; b) s·i es isóscele:; y la base es de 4 m; e) si es isósceles y el lawo igu,ali es de 
3,80 m; d') si es escaleno, tm lado tiene 3,70 m y ele los restan·tes lados uno es el doble 
del otro. 

X) Deci?· si los segme·ntos a,, b y e 21ueden ser "lados ele un mismo t1·iáng1do : a) cuan
do a=lOcm, b=15cm y c=8cm; b) cuando a=l01n, b=6m y c=6m,· e) 
a = 9 m, b = 6 m y e = 3 111; d) a = 20 m, b = 9 1n, y e = 10 m. 

XI) Construir con regla y t·ranspo1·tador el triángulo ABe sabiendo que: a) a = 12 cm, 
A A Á 

B=42° y e=60°; b) a=20cm, c=36cm y B=50°; e) aT=30cm, B=30° y 
A Á Á 

A = 90; d) a = b = 35 em y e = 82 o ; e) a = 40 cm, B = e = 5ro. 
XII) Construir con regla y comJJás el f7·iángttlo ABe sabiendo que: a) a= 40 cm, 

b =50 cm y e= 60 cm, t·razM la mediana correspondiente a¿ lado a, la a-Ztu•ra con·espon
diente al lado b y la bisectriz del á11gulo e; b) a = G5 cm, B = 60°, C = 45° traza-r la 
o·tu?·a conespondiente a a; e) b =e= 20 en~, a = 30 cm. 

XIII) Const1·ui1·, aplicando las propiedades eompu,:;.,, 'a< e1• el ejercicio V, un triángulo 
i.•6sceles conociendo: a) la base y la alittTa corre-'JJOII<-t"'ntej b) el át1gulo opuesto a la 
base y la bisectriz co1Tespondiente; e) la bao e y ttno de 7c~ ángulos adyacentes a e'lla. 

XIV) Si en un triángulo eqw7,í tero E-C trazan las medianas, las alturas y las bisec
trices ele sus án,qulos y las met~w : n cr-s de sus laclos, ¿qué puede observarse? 

XY) Dados tres puntos que no estén en la misma recta trazar una circunferencia que 
page por ellos. 

X\'I) Dado un triángulo d1bujar la ci?·cunferencia inscripta en él. 



B 

-36-

CAPITULO IV 

CUADRILATEROS 

Polígonos. -DEFINICIÓN.- Dados tres o más puntos A, B, e, D y E, por 

e 

A 

Nombres de los ¡') 

o 

<:>j•'mplo, tales que tres cualesquiera de ello. · no 
estén en una misma recta y que la recta de dos 
consecutivos deje a los demás en un mismo semi
plano, se llama polígono ABCD:E a la parü co
mún a los ángulos ABO, BCD, CDE, DEA y 

EAB, que se llaman áng1üos inte1·ior·es del poli-
gono. 

Los segmentos AB, BC, CD, DE y EA sella
man lados y su suma pet·ímel?'O del polígono, -y 
los AG, AD, BD, BE y CE diagonales del 
mismo. 

' ígonos.- Los nombres de los polígonos son los si-
guientes: 

Triáng1üo al (, u e tiene tres lados y tres ángulos. 
ctwd1·ilátero » ,) » c•wt1·o » » cuatro » 

pentágono » )) » (:i¡¡co » » cinco » 
exágono » » » seis » » seis » 
eptágono )) » » s1'de )) » siete » 
octógono » » » otho » » och.o » 
eneágono » » » 1tt1eve » » ntLeve » 
decágono » » » diez » » d1'ez » 
endecágono » » » once » » once » 
dodecágono » » » doce » » doce » 
penta.decágono » » » qttince » » qtLince » 

A los demás polígonos se los designa por el número de lados ; así, se dice po-
lígono de trece lados, de veintidós lados, etc. 
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Propiedad de los ángulos de un cuadrilátero. - Dado un cuadrilátero 
.ABCD si trazamos una de sus diagonales, la AC, por ejemplo, queda dividido 
ev. dos triángulos ABC y ADC. En cada uno ele éstos la suma ele sus ángulos 
es igual a do. rectos, y como la suma ele lo · ángulos ele ambo triángulos da la 

de los ángulos del cuadrilátero resnlta que: 
La su111a ele los ángulos de ~tn cuadrilátero es 1'gual 

a cuatro rectos. 

DEFINICIONES.- En tod0 cuadrilátero se llaman 
ángulo·s o lados op1testos a los que no son consecu
tivos. 

A A 

E.JEMPLO: En el cuadrilátero ABCD, A y e 
tos y AD y BC. ; AB y DC lados opuestos. 

A A 

B y D son ángulos opues-

Clasificación.- Los cuadriláteros se clasifican en las tres clases siguientes: 
Paralelogramos son los que tienen su. dos pares de lados opuestos para
lelos (fig. 1). o 

p 

Fig. l. Fig. 2. Fig. 3. Fi~. 4. 

Trapecios on los que tienen un solo par de lados opuestos paralelos, que se 
llaman bases del trapecio (fig. 2), y 

Tmpezoides son los que no tienen lados paralelos (fig. 3). 
Entre éstos e llama romboide al qne tiene dos vértices que equidistan de los 

otros dos. Así en la figura 4 es OX = OP y l\IN = MP. 

Paralelogramos.- PROPIEDADES.- Dado un paralelogramo ABCD si traza-

mos una ele ¡:;us diagonales, la DB por ejem
plo. queda dividido en dos triángulos iguales 

ADB y DCB, por lo tanto resultan AD = BC; 
__ A A 

AB = CD; A= C. Si trazáramos la otra día
A A 

gonal probaríamos que B = D, o ea: 
I) En todo paralelogramo los lados y los 

ángulos O'[YI.testos son ig1tales. 
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Dado un paralelogramo ABCD, si trazamos sus dos diagonales observamos 

que se cm·tan en un punto O y que se fol'man 
triángulos tales como el AOD y COB que son 
iguales, por lo tanto r esultan tan1bién igua
les AO = OC y BO = OD, o sea: 

II) En todo pamlelogramo stts diagonales 

se cm·tan en 1m punto que las divide en partes 
igttales. 

Paralelogramos especiales. - Son: el rectángulo (fig. 1) que es el que tie
ne sus ángulos rectos, el 1·ombo (fig. 2) que tiene sus lados iguales y el wa
drado ( fig . 3) que tiene su ángulos rectos y sus lados iguales. 

e 

B D 

A 

Fig. l. l<'ig. 2. Fig. 3. 

Propiedad ~particular ¡del.1rectángulo. = Dado un rectángulo ABCD si 
trazamos sus diagonales se forman dos trián,gulos 
rectángulos ABO y BAD que son iguales, por lo 
tanto también lo son sus hipotenusas AU y BD, 
o sea: 

Las diagonales de nn 7'ectángttlo son iguales. 
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Propiedades particulares del rombo. - Dado un rombo .ABOD si traza-

mos una de us diagonales, la .AO, por ejemplo, se forman B 

los triángulos iguales ABO y AOD y por lo tanto los án
gulos A y C quedan divididos en dos partes iguales por 
la diagonal trazada, o sea: 

Las diagonates de 1m 1·ombo .son bisectrices ele los án

gulos rnvos vér·tices nnen. 

o 
Dado un rombo ABOD si trazamos una diagonal, la .AC por ejemplo, y ob-

__ B_ . servamos que siendo sus lados iguales si trazáramos con 
nn radio igual a ese lado dos circtmferencias con centro 
A y en O ellas se cortarán prec:samente en B y D y por 
lo tanto al unir B con D obtendríamos la perpendicular 

A~--+.--:-----1 C BD a .A O, lo que nos dice que: 

Las diagonales de ~m rombo son perpendic1üares . 

Propiedades del cuadrado. - Siendo el cuadrado un rectángulo, pues tiene 
'-'US ángulos rectos, y un.rombo, pues tiene sus lados iguales, resulta que: 

Las diagonales de ~~n c1t.aclmclo son ig1wles, peTpendicttlares entre sí y biseo

tn;ces de los ángulos c1~yos vértices unen. 

Cuadro sinóptico de la clasificación de los cuadriláteros. 

1 
generales 

I rectángulo Paralelogramos ~ 

l" 
especiales rombo 

l cuadrado 
Cuadriláteros ~ 

J 

'frapecio 

i\fo paralelogramos I generales 

l 
Trapezoide~ 

{ l especial l'Omboide. 
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Construcción de paralelogramos con regla y compás. -PROBLEMA I. -
Constr·uir un paralelogramo dados dos lados consec~divos y el ángulo compl'en
dido. 

DATOS CoNSTRUCCIÓN 

a 

SoLUCIÓN.- Se construye el ángulo MBN igual a B; sobre uno de sus lados 
el segmento BA =a y sobre el otro el BC = b. Con centro C y radio a se traza 
una circunferencia y con centro A y radio b la cortamos en D. Uniendo este 
punto con A y con C se obtiene el paralelogramo pedido. 

POOBLEMA II.- Oonst1·uir un paral logramo conociendo dos lados consectt
livos y una diagonal. 

DATOS CoN TRuccróN 

a 

SoLUCIÓN.- Como los dos lados consecutivos y la diagonal forman un trián
gulo se empieza por construirlo, para lo cual se procede como en el problema III 
de la página 28 y se trazan el triángulo ABO. Con centros en A y en O y radios 
b y a, respectivamente, se trazan arcos que se cortan en D. Uniendo D con O y 

con A se obtiene el paralelogramo pedido. 
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PROBLEMA III.- Constl'~~ir 11n rectáng1üo conociendo dos lados consec1divos. 

DATOS 

a 

CoNSTRuccróN 

IN Ql 
1 '1 
1 'D 

C~----------/~-~---~-p 

1 
1 

' 
' 

--- ~- - --- -L-----1---1-----'A 

SoLUCIÓN.- Basta procecler como en el problema primero teniendo en cuen
ta que el ángulo comprendido entre los lados dados es recto. 

PROBLEMA IV.- Const1·u.i?· ~m rombo conociendo un lado y ~tno de s~ts án
g~tlos. 

DATOS 

a 

CoNSTRUCOIÓN 

,QI 
p__~,(,
C~i~-----~ 

1 ' 1 

B 

SoLUCIÓN.- Basta proceder como en el problema I teniendo en cuenta que 
<::l ot_ro lado que forma al ángulo es igual al dado. 

PROBLEMA V.- Constnti1· ~m cuadrado de lado dado. 

DATOS 

1 

CONSTRUCCIÓN 

•N Q, 
1 -,~D 

e s..• ----l"--.-.""-...;:~~,--/::> 

----~---- - -i3 

' 1 

SoLUCIÓN.- Basta proceder como en el problema III teniendo en cuenta que 
el otro lado es igual al dado. 
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PROBLEMA VI.- Oonst1·~tir nn rombo co-nociendo e~ lado y 1ma diagonal. 
SOLUCIÓN.- Basta proceder como en el problema segundo teniendo en cuen

ta que el otro lado es igual al dado. 

PROBLEMA VII.- Oonstntil' un 1·ombo claclas stts diagonales. 

DATOS CoNSTuucmóx 

d 

SoLUCIÓN.- Se trazan dos rectas peTpendiculares en O y se lleva sobre una 
de ellas los segmentos OA =OC igual a la mitad de la diagonal el y sobre la 

--
otra los OB = OD igual a la mitad de la otra diagonal d'. Uniendo A con B 
y D y C con B y D se tiene el rombo pedido. 

PROBLEMA VIII.- Constnti1· nn cuaclmclo conociendo la diagonal. Se proce
de como en el problema anterior, teniendo en cuenta que los diagonales son 
iguales. 

d M 

tP 
D! 

lB .. 
o ' 
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EJERCICIOS.- I) Cuánto vale el ángulo D del cuadriláteTo .\.BCD si: a) 
A= 75° 30' 20", B = 80° 24' 36" y C = 90°; b) A= 36° 45' 22", B = C = 120°; 
e )A= 60°, B es el doble de e y C la tertem parte de D; d)A = D y B = C = 12Pl6'31". 

II) Cuánto t'alen los cíng~tlos del paralelogramo ABCD si: a) .A.= 90° ; 
u) B=l28°36'40"; e) C=57°49'52; el) D=G0°. 

ITI) ¡Cómo son lo,; ángulos opue lo~ a la diagonal principal de un romboicle~ ¿Por 
qué.' 

IY) ~Por qué on iguales los t1·iángu/os qzte se forman al trazar en ~m paralelogra
mo: a) una diagonalj b) las dos diagonales? 

Y) lrlem en un rombo. 
Yl) Cuánto vale el perímetro: a) de un lrilÍngulo equilátero cuyo lado es de 18 clnj 

b) del cuadrilátero ABCD si AB = 3,5 dm,- BC = 0,40 m, CD = 30 en~ y D.A. = 28 cmj 

e) de un romboide en el q1te AB = AD =57 m y Be= CD= 3,60 lnj d) de un trapecio 

i~óscele,; de bases AB =12m, De= 7,20 m y AD = CB =3m. 
YII) Qué longitudes tienen los lados: a) de un rombo cuyo perímetro es ele lO mj 

b) ele un rectángulo cuyo perímetro es de 22,80 m y su base es el doble de su alturaj e) del 

cuadrilátero ABCD cuyo perímetro es de 48 m !1 ~\B = 8 no, BC = 2 CD y CD = 3 DA. 

YIII) Construir el cnadrilátero .A.BCD sabiendo que AB = 200 m, BC = 320m, 

CD = 450 m, B = 90° y e= 125°. jJlída.-e cuanto t·ale el lado AD y los áng1dos _\.y D. 
(Represéntese en el papel o en la pizana un cierto númel'o de metros por otro ele cen
tímetro~, por ejemplo, 100m por 1 cm en el papel). 

IX) Coustruir un romboide .~abiendo que una rli(lgonal e.• de 12 cm, 1(1 otra de 8 cm 
y que lu seg1wda corta a la primna en un punto que dista 3 cm de uno de .·u¡¡ e.aremos. 
( Téugn:-;e en cuenta que ]a;; diagonal.:~" ;;on perpendiculares y que la primera divülc a 
la :-;egu]J(la en dos parles iguales). 

X) Comprobar que el cuadrilátero que tiene por rértices los puntos medios ele los 
lados: a) de un cuadrilátero cualquiera es 1111 paralelogramo j b) de un rectángulo es un 
romboj e) de un cuadrado es otTo cuadradoj d) de un rombo es un rectángulo. 

XI) Dibujar a mano lrrautada paralelogramos cualesquiera, ¡·ectáng¡t/os, rombos y 
l'aadrados. 

XII) Construir un trapecio rectángulo dados: a) la ba.~e b =10m, la b' = 7 m y la 
altura 11 = 4 m; b) la base b = 85 m, la b' = 45 m y el lado ob/.ícuo l = 50 m. 

XIII) Dibujar el polígono ~\BCDE sabiendo que: AB =33m, BC = 25 rn, CD =36m, 
_ A A _ 

DE= 55 rn, B = 90°, C = 130°, D = 100°, y obtener el ralor del otro lado EA y de 
lo~ ángulos A y E. 

XIT) Dado el polígono ABCDEF, si se considera el triángulo que tiene por vértices 
a los }JIIIllOs A, e y E, ¿;cómo es el perímetro del triángulo C011 rPspeclo al del poUgono'! 
¡Por qué? 

XY) Constntil· un paralelogmmo sabiendo que , u diagonal el= 12m, la a:= 8m y 
'que uno de los ángulos que ellas forman es igual a 63°. (Recuérdese que las diagonales 
de un paralelogramo se cortan en partes iguales). 
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CAPITULO V 

CIRCUNFERENCIA Y POLIGONOS REGULARES 

Damos a continuación otros conocimientos sobre la circunferencia, que serán 
útiles en el estudio de los poligonos regulares. 

Círculo. -Se llama cíTculo de centro O y de radio r a la figura formada 

por la circunferencia de centTo O y de radio 1· y todos los 

puntos interiores a la misma, que son aquellos que están a una 
distancia del centro menor que el radio. 

Angulos centrales. - Dada una circunferencia de centro O y dos puntos 
de ella A y B, el ángulo AOB se llama ángtüo central (fig. 1). 

Arcos y sectores.- Dados dos puntos A y B de una circunferencia se lla
ma (]¡reo AB a la figura formada por los plmtos de la circunferencia pertenecien
tes al ángulo central (fig. 1) y sector circular AOB a la figura formada por 
los puntos del círculo pertenecientes al ángulo central (fig. 2). 

Fig. l. Fig. 2. 

Los puntos A y B se llaman ext1·enws (\el arco, el segmento AB que ellos 
determinan cuerda subtendida por el arco AB y el ángulo AOB ángulo central 
con•espondiente al arco o al sector (fig. 1). 
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I~ualdad de arcos y de sectores.- DEFINICIÓN.- Se dice que dos a1·cos 
o dos sectores son ig'uales cuando pertenecen a una circunferencia o a cir
cunferencias iguales y sus ángulos centrales son 
iguales. 

En la circunferencia de centro O es 
-.. -.. /'.. /'.. 

AB = A'B' si AOB = A'OB' 

y en el círculo de centro O es 
/'.. /'.. ·"'-

sector AOB =sector A'OB' si AOB = A'OB'. 

Relaciones entre arcos y cuerdas. -Puede demostrarse que: en ~tna mis
me: cú·cunferencia o en cin~mferencias ig1wles: 

I) Arcos ig~tales subtienden c~t'erdas ig~tales y recíprocamente. 
II) Si ~tn a1·co, menor q1.te una semicirc~tn[e1·encia, es mayor q1te otro, la cuer

da subtendida por él primero es mayor q.~te la s~tbtendida por el s·egundo y 1'ecí
procarnente. 

-.. -.. 
EJEMPDOS: En la circunferencia de centro O es AB = A'J3' pues AB = A'B' 

y en la circunferencia de centro 0' es OD > O'D' 
-.. -.. 

pues OD > O'D'. 

Diámetro. -Se llama diámet1·o de una circunferencia a la cuerda de la mis-
D ma que pasa por su centro. 

CoNSECUENCIAS.- I) Todos los diámetros de una. cir
ctt11.ferencia son igttales. II) En toda ci1·cunfe1·encia el 
diámetro es la mayor de las ctterdas. 

Estas propiedades pueden comprobarse fácilmente con 
un transportador de segmentos. 

EJEMPLO: En la circunferencia de centro O es Diámetro AB > ctterda CD. 
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Secantes y tangentes a una circunferencia.-Se dice que una recta es se
cante a una circunferencia cuando la corta en dos 
1mntos y que es tangente cuando tiene con ella un solo 

punto común. 

EJEMPLO : a es secante a la circunferencia de centro 
O pues tiene común con ella los puntos M y N y b es 

tangente pues solo tiene común con la circunfel'encia 

el punto T que se llama ptmto ele contacto. 

Propiedad de la tangente.- La tangente a ttna circunfm·encia es p~.;1-pen

d1ct¿la1· al mdio en el p~mto de contacto. 

EJEMPLO : En la circunferencia de centro O la 
tangente t e. perpendicular al radio OT en el 
punto ele contacto T. 

PROBI,EMA.- T1·azar la. tang'en te a tt?ta cin:un

ferencia en ~mo de sus puntos. 
De acuerdo con la propiedad. anterior, basta 

considerar la recta que pasa por el centro y por 
el punto dado y trazarle la perpendicular en ese 
punto, como se indica en la figura. 

------··""A T 

División de la circunferencia en partes iguales. -Para dividir 1tJW cu·
cunferencia en 3, 4, 5, 6, etc., pa1·tes ig1¿ates, basta constrnir, etnpleando t¿n 

tmnspm·tad01·, 3, 4, 5, 6, etc. á.ng1üos cenM·alcs oomseMdivos ele 360.0 : 3 = 120° ; 
360° : 4 = 90>; 360° : 5 = 72°; 360° : 6 = 60° etc., 1'e.'ópectivamente, y marcar 

los puntos en qtw stts lados cortan a 'La cú·cttnfet•encia. 

Polígonos regulares. - Se dice que un polígono es regttla1· cuando tiene 
todos sus lados y todos sus ángulos iguales. 

EJEMPLOS: El triángulo equilátero y el cuadrado son polígonos regulares. 
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Polígonos inscriptos y circunscriptos.- DEFINICIONES.- Se dice que un 
polígono está inscr·i1Jto en una circunferencia cuando todos sus vértices perte
recen a ella y que está cir·ctmscr·ipto a la misma cuando todos ms lados son 

1·angentes a dicha circunferencia. 

o 

EJEMPLOS: El polígono ABODE está inscripto en la circunferencia de cen
Ü'ú O y ABODEF está circunscripto a la circunferencia de centro 0'. 

PROPIEDAD.- Daclo un polfg·o1to Tegula1· es posible inscribir·Zo en una ci·rcun

f erencia y ciTcunscribirlo a otm clel mismo centro q~~e 
la ante~·ior. 

EJEMPLO: El pentágono regula!' ABODE está ins
cripto en la circunferencia de centro O y radio üA y 
circunscripto a la ele centro O y radio ül\1. 

El centro común ele las cü-cunfe1·encias inscripta y 

circunscripta a un polígono regular >e llama centro 
del polígono y a sus racüos, radio y apolenw del po
lígono, respectivamente. 

A 

EJE1>ITLO: O es el centro del polígono ABODE, OA su radio y Ol\I su apo-
tema. 

La apotema ele un polígono rPgnlar une el centro del mismo con el punto me
dio de uno de sus lados. 

Construcción de polígonos regulares empleando el transportador. -
?m·a constntú· t¿n polígono 1·egtüar se t1·aza 1¿na cú·cunfe?·encia cualquiera, se la 
divide en tantos at·cos q'guales como lados teng'a el polígamo a constr-uú· y se tmen 
los puntos de clivisión consectttivos. 
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Con ese procedimiento hemos construído el triángulo equilátero, el cuadrado, 
e~ pentágono y el exágono, como se ve en la :figura. 

Procedimiento para construir polí~onos re~ulares con re~la y compás. 
-PROBLEMA I.- Construcción del cuadmdo y del octógono con 1·egla y compás. 

Este problema se resuelve de la misma manera que la indicada en el procedi
miento anterior, solo que se usa la regla y el compás para construir los cuatro 
ángulos de 90°, trazando dos diámetros perpendiculares. Los ocho ángulos de 
4.5° cada uno, necesarios para la construcción del octógono, se obtienen trazan
do las bisectrices de los ángulos anteriores, como se ve en la figura. 

B G 

E 

\ 
\ 
1 . ------~- ...... 

• •• 1 
1 
1 

' ' 

e 

PROBLEMA II.- Oonstnwción del exágono 1·egular con regla y cornpás. 

D A 

Para construir un exágono regular se traza una circunferencia y se 
transporta cinco veces el radio sobre la misma a. partir de un punto .A.. Uniendo 
Jos puntos consecutivos de división A, B, C, D, E, F y .A. se tiene el exágono 
ABCDEF pedido. 
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Efectivamente: uniendo los puntos A, B, C, D, E y F con O se obtienen los 
!:::, !:::, !:::, !:::, !:::, 

triángulos equilátero~; AOB, BOC, COD, DOE ~- EOF, luego como us ángulo~; 
A A A A A 

valen 60° se tiene AOB = BOC = l'OD = DOE = EOI<~. El último ángulo 
F01\. es igual a 860°- 60° X 5 = 60° por lo tanto el lado AF es también 
ig-1wl al radio. Luego: 

El lado de un enígono ¡·egular ÚIMTipto en 1tna circ111z[erencia es 1"gual a su 
radio. 

PROBLE::.IA n [. -Construir 1111 triángulo ('(jlliláte?·o !.} nn dorle('(ígono reg1tlar 
!'on regla y compús. 

Para com;truir un triángulo equilátero o un dodecágono regular se procede 
r•omo en el problema anterior y se unen los tres puntos ele divü;ión no consecu-
1 ivos en el primer caso, y para el dodecágono se trazan con regla y compá.s las 
bisectrices ele lo¡.; ángulos al centro del exágono, como se ve en la figm•a, y 

se unen los puntos de divü,;ión comecutivos. 

PROBLEMA IV.- Constntir 1111 pentágono y un decágono con 1·egla y compá.s. 

A 

e 

o 

~e trazan dos diámetros perpendiculares AO ..L l\1-;\, con centro en el punto 

111edio P del radio ON y con radio igual a P A se corta al diámetro ).1~ en -el 
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punto Q. El segmento AQ es el lado l del pentágono y el OQ el lado l' del decá
gono pedidos que se llevan a partir de un 1mrto cualquiera de la circunferen
cja dada y se unen los puntos de división consecutivos, obteniéndose los polií

¡<:<~nos ABCDE y ABCDEFGHIJ pedidos. 

Damos a continuación una aplicación del trazado de circunferencias. 

Construcción del óvalo.- Para construir un óvalo de diámetro dado AB se 
divide a éste en tres partes iguales AO = 

00' = O'B, y con c<:mtro en O y 0' se 
trazan circunferencias de radio igual a la 
tercera parte ele AB; las cuales se cortan 
e11 l'.I y N. Con centro en M y en N y ra
dio igual a( diámetro J-\..0' se trazan arcos 
de circunferencia~ hasta encontrar a las 
dos circunferencias de centro O y 0' en 
E, F, C y D respectivamente. 

EJERCICIOS.- I) Dibuja1· ci1·cun[erencias a rnano levantada y señalar su centro. 
TI) Trazar una c·ircunferencia de 5 cm de 1·adío que pase: a) por un 1Junto dadoj 

b) por dos puntos daclosj e) tangente a una Tecta dada e,• ~m p~onto dado j d) secante a 
una 1·ecta dada. 

III) Dada una circ~mferencia señalaT en ella: a) dos at·cos iguales j b) mza cuadrante 
(cuarta parte de la ch·wnf erencia j e) dos cuerdas igualr's. 

IV) Compmbar que en toda circ?tnferencia: a) todo diárnet1·o perpenclicular a wza 
cuerda divide a ésta y al arco que subtiende en dos pa1·tes igualesj b) q~te las cuerdas 
iguales equidistan de~ centro,· e) que de dos cuerdas desiguales la mayo1· dista menos del 
cent1·o que la meno1·. 

V) Dacla una circunferenc-ia cualquiera dete•rminar su centTo. (Basta tomar tres pun
tos cualesqniera de ella y proceder como si se deseara h·azar la circunferencia circuns
<:ripta al triángulo que tiene por vértices a esos puntos (pág. 33, II). 

VI) Dados dos p1mtos O y 0' comprobar que las circ?m[eTencias de centro O y O' tales 
que : a) la suma de los radios es meno1· que 00', son EXTERIORES; b) que Ta suma de S1l.• 

t·adios es (q?tal a 00', son TANGENTEJS EXTERIORMENTE; e) la d·iferencia de s~ts radios e.~ 

ig~tal a 001
, son TANGENTES INTERIOR.MID,"TE; d) la diferencia de SUS q·adios es menO?' 

que 00', la de q·adio menO?' es INTERIOR a la ele radio mayor j e) la suma de los radios 
-·-

es mayor que 00' y la diferencia de los mismos es men01· que 00' so·n SEOA.NTES. 

VII) Comproba·r que si en una circunferencia se dibujan ángulos que tengan por véT
tices puntos de la misma y c~tyos la.d'os pasen por los ext1·emos de un d•iámet?·o ( á·¡~gulos 
inscriptos en 1ma semicú·cunferencia) esos áng1dos son rectos. 

VIII) Com1Jrobar que si se toma 1m punto exterior a una ci1·cunferencia y se une con 
stt centro, se traza l~ circunferencia que t·iene por diámetro el segmento obtenido y se 
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CAPITULO VI 

SUPERFICIE DE LOS POLIGONOS 

Superficie de un polígono. - Diremos que do8 polígonos tienen la misma 
superficie cuando . e los puede de componer en el mismo número ele polígonos 
respectivamente iguales. 

B 

!:::,. 
EJE~IPLO: El ABC y el trapecio DEFG tienen la misma superficie, pues 

rmbos están formarlos por los triángulos 1 y 3 y el cuadrilátero 2. 

Unidad de superficie. - Tomaremos como 1111idad de superficie a la super
ficie ele un cuadraclo que ten¡ra por lado a la u11idad de longitud. 

u 

u~ 
u 

En el sistema •11étrico decimal (Yer 1i1·itmética Escolar, pág. 82) 

la unidad ele superfic:e es el meti·o cuadrado. 

E.JE~fPLO: Si el segmento 1~ es la unidad de longitud, ,a . uperfL 
cíe del cnach·aclo de lado n es la unidad de superficie. 

Valor de la superficie de un rectángulo. -Hallar el Yalor de la superficie · 
•1e un rectángnlo, es encontrar el número de unidades tle Rnperficie que con-
1 icne. Como se ha visto en los grados anteriores: 

La s1tperfide de un rectángulo es igual al producto de la base pm· .m altura. 
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EJE.MPLO: En el rectángulo ABCD ¡¡ue tiene por base AB = 5 cm y por 

altura AD = 4 cm se tiene: 

Supe?·ficie .ADCD = 5 cm X 4 cm= 5 X 4 ('Jll~ = 20 cm:!. 

Efectivamente es 20 cm" el Yalor de la superficie del rectángulo ABC'D, pues 

i diYiclimo¡.; la base en cinco 
partes iguales y la altura en 

cuatro cada parte valdrá 1 cm. 

'i por los puntos ele división 
trazamos paralelas a la altura 
y a la hase, respectivamente, 
queda cliYiclido el rectángulo 
ABCD en 4 filas ele 5 cua-
draditos cacla una o sea en 

5 X 4 = 20 cuadraditos ele 

l cm -

1 <!lll 2
, que es el valor obtenido 

,l}rectamente multiplicando 5 cm X 4 cm. 

o.~--~--~--~--~--~ e 

r 
---~---~---~---L---

• 1 1 
1 

1 1 
1 

1 
1 1 4 ---.----~-------------

l 
1 

1 1 1 1 -- - ,. --- _,_ - - -,- ---7 ----
1 1 1 1 
1 1 1 1 

A'c:======
1

:-5~:::':
1

=====-= B 

Esta manera ele hallar la superficie ele un reetángulo es aplicable también a 
lr•¡; casos en que la base y la altura no contengan un 11úmero entero de unida

'1"s como en el ejemplo siguiente: 

EJE~IPLO TI. -Hallar la S1tperficie de un ¡·p.cfángulo :\L 'PQ cuyo largo es 
.í.S cm y su ancho 2,5 cm. 

Como 1 cm no está contenido en los elatos un número rntero de Yeces toma
lnos como unidad ele longitud a 1 mm y de uperficic a 1 nun:! y se tiene: 

Superficie ¡·cctángulo }fXPQ =58 mm X 25 mm= 1-+50 mm~= 14.50 cm:! 

que es el número ele cuadraditos en que se podría descomponer el rectángulo, 
l'l'OCedienclo en la misma forma <(ne en el ejemplo I. 

En la práctica se obtiene estr resnltado multiplicando directamente 

5,8 cm X 2,5 cm = S,8 X 2.5 em 2 = 14,50 cm 2
. 

En resumen, llamando b a la base <lel rectángulo y h a la altnra ;;e tiene 

81tperficie rectángulo = b X h 

EJEMPLOS.- I) Calcular ln . uper[icie el!' un rect(wgulo que tiene 4 dtn de base y 
35 cm de altura. 

SoLrCIÓN: 

Sltperficie Tectángulo = b X]¡ = 4 dm X 35 cm = 4 clm X 3,5 dm = 14 dm2 • 



-54-

Superficie del cuadrado. - Como el cuadrado es un rectángulo en que la 
base y la altura son iguales al lado, se tiene 

Supm·ficie ctt adrado = lado X lac1 o = (lado) 2 

EJEMPLO: ¡,Cuál es la superficie &e wn M¿adrado q1le tiene 1,5 m de lado? 

Superficie cuadrado= 1,5 m X 1,5 m= 2,25 m2
. 

Superficie del paralelogramo.- Sea un paralelogramo ABCD de base a y 

de altura h. Trazando las perpendiculares a la base por sus extremos queda 

C' C D' D formado el rectángulo ABC'D' que tiene la misma 
~------r----..-7----7 superficie que el rectángulo c1ado, pues so_n sumas 

: del trapecio ABCD' y de los triángulos igua:res 

BCO' y ADD'. Y como la superficie del rectángcuo 

es igual a la base por la altura, y éstas son la.s 
nüsmas que las del paralelogramo dado, se tiene 

1 S1tper.ficie pat·alelograrno =base X altw·a 1 

Obsérvese que en el paralelogramo la altura es distinta de sus lados, pues 
éstos son oblícuos a la base. 

EJEMPLO : ¿ C1¿ál e:; la s1~pe1·jicie de un paralelogramo c1tya base es igtwl a 
10,53 rn y su alt1tra s;o5 m? , 

Stl1Jer"f. ]Jaralelo.gq·amo = 10,53 m X 8,05 m. = 84,7665 m 2 

Superficie del triángulo.- Sea un triángulo ABO de base b y altura h. 

Trazando las paralelas por los extremos ele uno de los 
lados a los otros dos se tiene un paralelogramo que está 

formado por do triángulos iguales al dado, y tiene la 
misma base y altura que el triángulo .. Luego : 

S1tper.fiC'ie ABO X 2 = Sttper.ficie paralelogramo ABOD 

A -r 
,' 
r 
1 
1 

B b 'e 
y por lo tanto la superficie del triángulo ABO será la mitad de la del parale
logramo que era ba.se X altw·a, o sea 

S t . . d l ., l base X altur·a 
up..er zc¿e e tnamgn o= 

2 
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EJEMPLO: ¿Cuál es la superficie de 1¿n triángulo que tiene 8,54 m de base y 10,70 
de altum? 

8,54 m X 10,70 m 
Sup. t1·iángulo = = 45,6890 m2• 

2 

Superficie del trapecio.- Sea un trapecio .ABOD de bases b y b' y altura 
h. Trazando una diagonal, la .AC por ejemplo, que- L.' h' o 

;,;--¡t-.·---:· ------ .. -- -- -.. --· 
d·¡. <.lividido el trapecio en dos triángulos ABO y 

DCA cuyas superficies sumadas dan la superficie 
del trapecio. o sea 

... 1 
... 1 

b A 

Superficie del trapecio .ABOD = Sup. t?·iáng . .ABO + Sup. triáng. ODA= 

b X h b' X h 
2 + 2 

y opt>rahdo como si fueran fracciones numéricas se tiene 

o . bXh+b'Xh (b+b') l' b+b' 1 oup. trapecw = 
2 

= --
2
-- = -

2
- X rL 

bas-e mayor +base menor 
Supe1'f, t1·apecio = 

2 
X r;,lf11ra 

que se lee: La snper[i'cie de 1.m trapecio es igual a la s'emismna ele las bases por 
la altura. 

E'JERCICIOS.- I) ¿Cuál es la superficie de ?tn t1·apecio c?tyas bases s"''· de 8,5 m y 
12,45 m de longitud y su altu.ra es de 6,20 m? 

8,5 m + 12,45 m 
80MTC'JÓN. - s~¡pe?·ficie del t?·apecio = X 6,20 m = 64,945 m 2 • 

2 
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Superficie de un polígono regular. - Sea un polígono regular, un pentá-
0 gono ABCDE por ejemplo, sea L el lado, O el centro 

del polígono y a la apotema. 

Uniendo el centro o con los Yértices A. B, e, D y 

E, queda dividido el polígo 11 o en tantos triángulos 

isó celes iguales como lados tiene el polígono, 5 en 
nuestro caso. 

La . uma ele las superficies de esos triángulos da la 
superficie polígono, o sea: 

6 
St~zJet·ficie pol . t·eg. ABCDE = Swp. AOB X 5 

1:::. l X a . 
y reemplazando Sttp. AOB por su valor --

2
-, se tiene: 

Snperficie poL. reg. ABCDE = l ~a X 5 

pero L X 5 = perímetro de ABCDE, luego: 

lXaX5 
2 

Perímet ro· ABCDE X a 
Superfic·ie po-l. reg. ABCDE = 

2 

UX5)Xa 
2 

que se lee: 

La sltpet·[icie de 1111 políg·ino regular e.s' igual a la mitad clcl produclo del 
z;el·ímetro por la apotema. 

EJEMPLO: Calcular la st,peT['icie de un. exágo11o regula r sabiendo que su lailo es de 
2m y su. apotema de 1,73 m. 

SoLUCION. - Siendo 
Perím . X a 2m X 6 X 1,73 m 

S11p. exágono reg11lar = ---- = = 10,38 m' 
2 2 

Relación entre e] lado y la apotema de un polígono regular. - Puede 
demostrarse que en todos lo. polígonos regulares del mismo número de lados, 
existe una razón constante entre el lado y la apotema del mismo, üe modo que 
conociendo la longit ud del primero bastará multiplicarla por esa razón para ,Jb
t.ener la longitud ele la segunda. 
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En el cuadro que signe damos los números por los cuales ha.v que multiplicar 
vl lado para obtener la apotema, en algunos polígonos regulares: 

N• por el que hay que 

PoligonoR 
m ul ti plirar al lado 

para obtener la 
apotema 

Triáng-u:o 0,2887 

Cuadrado 0,5000 

Pen!<1g-ono 0,6882 

J<Jxá¡;ono 0,8660 

Ilc>ptágono 1,0383 

Oc·tóg-ono 1,2071 

Eneágono 1,3737 

Decágono 1,5388 

Dodecágono 1,8660 

EJEMPLOS.- I) La apotema de un pentágono regtdar de 5 m de lado rale 

a= 5 m X 0,6882 = 3,4410 m. 

II) Calcular la supe1-j"icie de un octógono regu.'.ar de 3 m de lado. 

P.n 3m.8.a 
"iOLllCIÓN.- Siendo Su p. octógono regular=-- = = 3m. 4. a= 12 m. a 

2 2 

deh<'mos hallar la apotema para lo cual ha~ta, mullipli<'ar la longitud del lado por 
1,2071, o ~ea : a = 1,2071 X 3 m = 3,6213 m 

y reemplazando este Yalor redondeado al CC"nlímetro, se tiene: 

S= 12m X 3,62 m= 43,44m2 . 

OBSERVACIÓN.- De la obserYación del cuadro anterior resulta l!Ue en el trián
gulo, en el cnadrado. en el pentágono u en el exágono regulcu· la apo·tema es 
1.1enor que el lado, pues la mzón entre éste. y aq11élln es menor q1te l, y en 
cambio de ·de el heptágono en adelante el lado es menor q1te la apotema. 

Superficie de un polí~ono cualquiera. - Para ha llar la superficie de un 

polígono cualquiera bastará cliYidirlo en 

polígonos cuyas superficies sepamo. · ha·· 

llal'. Así, por ejemp lo, en la figma a(L 

junta :se ha dividido el polígano ABCDEF 
en triángulos rectángulos y trapecios. 

e 

' ' ' ' ~ 
\ ,. .... 't -

~ ~ \ 
~ ~ \ 

f 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

D 
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EJEMPLO: Ca~cwrar con los datos del c-roqu·is la supe?ficie del te-r·reno. 
1o,so m SoLUCIÓN.- Para hallar la superficie del terreno lo dividimos, 

mediante la paralela al lado de 12,50 m en un rectángulo y en un 
e trapecio cuya altura se obtiene restando (10,80 m- 6,80 m)= 4 m, 

&,so m 

= luego: 

"" r.ó Su p. te1ren.o = Sup. rectángulo + Sup. t-rapecio 
12,50 m + 8,50 m 

= 12,50 m X 6,80 m+ · 
2 

= 12,50 m X 6,80 m+ 21m X 2m 

S·utJ. te·r-reno = 85 mll + 42 m2 = 127m2 

Teorema de Pitá~oras.- Consideremos el triángulo rectángulo BAC. Si se 
construyen dos cuadrados iguales DEFG y D'E~F'G' cu~·os lados sean la 
~uma de los catetos b y e del triángulo, y los descomponemos en la forma indi

:..ada en las figuras resulta que al quitar ele la primera los cuatro tTiálngulos I, 

II, III y IV obtenemos un cuadrilátero que es un cuadrado, pues los lados son 
iguales a la hipotenusa a del triángulo dado, y sus ángulos son rectos, pues re
sultan de quitar a ángulos formados alrededor ele un punto y de un mismo lado 

de la recta, dos ángulos que suman 90° por ser igua
les a los ángulos agudos ele un mismo tTiángulo rec

tángulo. 
Y como al quitar de D'E'F'G' los cuatro trián

gulos quedan el cuadrado de lado b y el ele lado e, 
resulta que: 

La superficie del c~wclrado constn~ído sob1'e la 

hipotem.~sa de un triáng1do rectáng·1t.lo es 1:g1~al a 

la sttma ele los cuadrados constnlÍclos sobre los ca-

fetos, o sea 

1 Sup. c~wd (a)= s~~p. cuad (b) + sup. c1wd (e) 

a 
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El resultado anterior se expresa gráficamente· en la forma que indica la 
figura anterior. 

Expresión aritmética del Teorema de Pitágoras. - Teniendo en cuenta 
que la superficie de un cuaclTado es igual al cuadrado de su lado, resulta qu e el 
Teorema de Pitágor as puede expresarse mediante la fórmula siguiente: 

que se lee : 

El cuadrado de la hipoten1ü!a de nn triángulo rectáng1do es igual a la S1tm4 
de los cuaclmdos de los catetos. 

Corolarios. - I) La hipotennsa d'e un tr·iáng1tlo r·ectá'flg1tlo es igual a la raíz 
c1tadrada de la s1una d'e los cuadr·ados de los catetos . 

En efecto: Siendo a2 = b2 + c2 por el teorema de Pitágoras, extrayendo la 
l'aíz cuadrada da 

a= -.J b" +e" 

11 J Un cateto de un triáng1tlo r·ectángtüo es ignal a la raíz cu.adr·ada del 
('llatlrado rlc la hipotenusa me'flos el C1tadrado del otro cateto. 

En efec·to: Siendo b2 + c2 = a" por el teorema de Pitágoras y pasando c2 

al segundo miembro y lue¡ro b2
, se t iene: 

,\' extl'ayendo la raíz cuadrada de ambos miembros da 

b ~1 2 2 =va -e y 

EJEMPLOS.- J) ¿Cuál es la. longitud de la hipotenusa de un triángulo rectángulo cu
yos cateto,q tienen 6 crn y 8 crn de longitud~ 

Ror.1TCIÓN.- Llamando .T a la hipotenusa buscada, se tiene 

x = -.J 62 + 82 = -.J 36 + 64 = -.J 100 = 10 luego x cm = 10 cm. 

II} .¡Cuál es la longitud de un cateto s1~ el otro mide 4,5 rn y la hipotenusa 7,5 m? 
SoLUí'IÓN.- Llamando y al cateto buscado, se tiene: 

y = -.J 7,52 - 4,52 = -.J 56,25 - 20,25 = -{36 = 6 luego y m = 6 m. 
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JII) ¿Qué longitud tiene la diagonal ele 2w cuadrado ele 50 cm de lado P 
OLUOIÓN.- Como la diagonal d de un cua(hac1o es la hipotenu.-a del triángulo rec.

t úngulo cuyos cateto,; son los lados del mi m o, e tiene : 

d = ,Y 502 + 502 = ,Y 2500 + 2500 = ,Y 5000 = 70,7 cm aproximadamente 

IV) ¿Qué lon<gitud tien-e el lado ae t~n. C?.wdnJ.do cuya diagonal es c~e 5 rn? 
SOLUCIÓN.- Teniendo en cuenta lo dicho en el problema anterior, resulta llamando x 

al lado del cuadrarlo : o sea 

y pasando 2 al seguudo miembro, e tiene: 

x 2 = 
2
; = 12,5 y extrayendo la raí.z cuadrada da: .r = ,Y 12,5 = 3,53 a pro-

ximaclamen te. 
Luego el laclo del cuadrado mide 3,53 m. 

v 12,5o 
9 

¡3.53 

~5'0 35 : ü = 5 ; 65 X 5 = 325 
32 5 

2 50'0 250 : 70 = 3 ; 703 X U = 210\l 
2 10 9 

391 

V) Calcular la SUtJerf'icie de U?~ rectángulo de 1,5 rn de altura y 2,5 m de diagonal. 

SOLl:rCIÓN: Siendo Su.p. 1·ectángulo = b X h = b X 1,5 m 

debemos calcular b para poder aplicar la fórmula. Para ello lmota 
tener en cuenta que la base es un cateto del triángulo rectángulo 
cuya hipotenusa es la diagonal y el ot:To cateto es la altura. 

Aplicando el corolario JI del Teorema de Pitágoms da 

b = ~ 2,52 -1,52 =,Y 6,25-2,25 = ,Y4 = 2m 

hwgo Sttpe?·ficie de•/, rectémgtüo = 1,5 m X 2m= 3m2 • 

~ 
·~h 

b 

VI) Ca.lcu-7a1· la supe·rficie ele ~tn triángulo equilátero ele 40 cm de lado . 

., b X h 40 cm X 11 
SoLUCIÓN.- Sien el o Sup. tnangulo = --- = = 20 cm X h 

2 2 

¡) 
h 

- 2ocm -

Debemos calcular h. Para ello ba. ta observar que es nn 
cateto ele un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es igual 
al lado del triángulo y el oll·o cateto es la mitad del mismo. 
Luego aplicando el corolario II rlel Teorema ele Pitágora~, 
se tiene: 

¡!~- 34.6 9 -=.:::.._ __ _ 

30'0 30: 6 = 5 

h = ,Y 402 - 202 = ,Y 1600 - 400 = {1200 = 34,6 cm 

luego Superficie del rectángulo = 20 cm X 34,6 cm= 692 em". 

25 6 

4 40'0 

64 X 4 = 256 

440:68=6 
4 11 6 68ti X 6 = !1 6 

284 
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YII) Calcular la s~tperficie de Ul! triángulo isósceles ele 80 cm ele IJa e y 50 cm de 
lado igual. 

IJXil 
SoLrcrós.- Siendo Su p. triáng. = ---

2 

80 cm X/¡ 

2 

d€'bemos <'al rular h jlara aplicar la fórmula. Para ello basta 
observar que h es rateto del ·~rüíngulo rec·t,ángulo AMB 
euya hipo·(enusa e. el lado igual de 50 cm y el otro ca-
tPto es la mitad de la base 80 cm: 2 = 40 cm. Luego 

40 em X h 

A 

aplicando el corolario H del Teorema de Pi'.ágoras da: ¡M 
B «-------=u-=o....!.c.:..m_:_ ___ ~c 

h =~ 50--40:! = ~0-1600 =~\lOO= 30 cm 

In ego 
80 cm X 30 cm 

•'1t}J. c/p[ triángulo=------
2 

1200 cm2 

YIIr) Calcular la superficie del trapecio rectángulo c11yas IJa.~e~ tienen 1,20 m, 2,10 m 
!le longitud !J su lado oblículo es cle 1,5 rn·. 

SoLFCIÓN.- Siendo 

1,2m 

2,1m 

b +b' 1,20 m+ 2,10 m 
u p. trapecio = ---X h = X h = 1,65 m X h 

2 2 

debemos calcular /¡ para poder aplicar la fónnula. Para ello 
basta ob~erYar que e:-; /¡ un cateto de! triángulo rectángulo cuya 
hipoteum.a es el lado oblícuo de 1,5m y el otro cateto es 
igual a la diferencia e11lre las ba:-;es 2,10 m -1,20 m = 0,90 m. 
Luego aplieaudo el co1olario del Teorema de Pitágoras da: 

h = ~ 1,52
- 0,9• = ~ 2,25 - 0,81 = ~ 1,44 = 1,2 m 

Juego Superficie del trapecio = 1,65 m X 1,2 m = 1,98 rn2 • 

PROBLE~IAS.- I) Calcular la diagonal ele un :>alón rectangular de 8 llo de largo po1· 
(. m de ancho. 

II) Calcular la longit1ul de una escalera que apoyada eu una parecl alcanza 4,8 m 
de altura cuando el pié dista 3,60 m de la pared. 

IIJ) Ca/rular la superficie de w1 paralelogramo ~abieuclo que doN de sus lados cow 
.1ecutiros tipnen 10 1n y 12,50 m de longitud y qtte ww de sus diagonales lo cli-¡;ide en dos 
triángulos redángulo,,. (Übsén·e~e que esa diagonal es la altura del paralelogramo y 
forma con los lados darlo::; un triángulo reeláugulo). 

IY) Probar que la .·upe1-j'icie ele un rombo es igual al producto de sus diagouales di
riclido por ilos. ('l'ráten~e las diagonales, ealcúletie la superficie de C'ada uno de los 
triángulos que determina una ele rllm;, teniendo en cuenta c¡ne !a otra le es perpen
dienlar). 

Y) Calculm· lct superficie ele un ro miJo cuyas diagonales son ele 6.5 rn .ll 10,40 m. 
YI) Calw!ar el lado ele 1m rombo sabiendo que su superficie es ele 24m" y una de 

~118 diagonales es ele 6 m de longitud. 
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VII) Calcular la diagonal de un cuadrado de.1,44 m 2 de superfic·ie . 
VIII) Calcular la superficie de u1~ triángulo isósceles c•uya base es 44 m y iU lado 

igual es de 27,50 m. (Véase el problema VII de la pág. 61). 
IX) CalculM la superficie de un triáng~üo equilátero : a) de 1 m de lado; b) de 1 m 

de apotema. 
X) Calcula·r la supe·rficie de un tra.pecio isósceleii (lados no par·alelos ig·uales) sa

biendo: que una base tiene 10m de longitud, la otra 6 m y el lado igual 2,5 m. (Trá
cense por los exhemos ele la base menor las perpendiculares a la base mayor y ob
séTvese que la altuxa es tm cateto ele uno de los triángulos rec'tángulos que se fGJrman). 

XI) Calcular la suzJerficie del t?·apezoide ABCD sabiendo que AB= 30m, BC = 40 m, 
Á 

CD =50 n~ y B = 90°. (Calcúlese la diagonal AC y obsérvese que el triángulo ACD 
es equilátel'Oj ver pág. 601 VI). 

XII) Calcular· la superficie del e:vágono r·egular inscripto en la circunferencia de 2m 
de radio. Calcúlese la apotema. 

XIII) Cctlcular la s~tperficie del pentágono, del octógono y del decágono 1·egular de 
5 m de lado. (Véase el cuadro de la pág. 57). 

XI,V) Construir un cuaclrado igual: a) al doble de otro dado; b) a la suma de los 
cuad·rados. (Recuérdese que el cuac1ratlo construíclo sobre la hipotenusa es igual a la 
suma de lo:> c11adraclos .... ) 

XV) ¿ Cttál es la sttperficie de~ cuaclrado que tiene por· vértices los puntos medios de 
los lados de un cuadrado de 2m de lado? (Aplíquese el Teorema de Pitágoras pa;ra 
hallar el lado del cuadrado pedido). 

XVI) ¿Cuál es la superficie destinada a a·i1·e y lttz en el j'1·ente de tma casa si tiene 
una pue1·ta de 1,10 m de ancho JJor 4 m. de alto, una ventana de 1m )JO?' 1,50 y dos bal
cones de 1,30 m por 2 m? 

XVII) Para embaldosar ttn patio de j'onna rectangular de 25 m de ancho se utiliza
ron 27 000 baldosas de 0,25m de lado, ¿,qué superficie tiene el patio'f ¿Cuál es su largo'! 

XVIII) .¡Qué a.ltw·a tiene un trapecio que tiene 315m c·uaclrados de supe1'{icie si sus 
bt.ses tienen 17,8 m y 24,6 m de longitud'! 

XIX) Un terreno de fonna triangular de 500 m de altttra y 450 m de base tiene la 
misma S~ipc?ficie que otro rectangul.ar de 150m ele lm·go, ¡.cuál es el ancho dc: este 'IÍZ.. 
timo terreno"! 

XX) t Qué longitud tiene tma de la.• bases de un trapecio si la otra es ele 36 m, la 
altum es 18,2 m y la supe1'{icie es de 553,28 m 2 ? 
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CAPITULO VII 

MEDICION DE FIGURAS CIRCULARES 

Medición de figuras circulares.- Si tratáramos ele hallar directatnente la 

longitud de una circunferencia tomando como unidad 
a un segmento u, y tra~sportándolo a partir de uno 
·'e sus puntos, eu la forma que indica la figura, ve
ríamos que por pequeño que sea el segmento que se 
toma como unidad, no puede coincidir con el arco u 
que subtiende, y por lo tanto no podría obtenerse la 
longitud buscada. 

Si en cambio recubrimos totalmente a esa círcunfe
rencia con un hilo flexible, y luego lo estiramos obte

u 

u 

nemos un segmento AB cuya longitud puecle tomarse, práct·icamente, como lon
gitud de la circunferencia. 

Llevando sobre AB a partir ele A, el diámetro, vemos que está contenido en 

él tres veces, quedando un resto CB, que una medición cuidadosa nos hace ver 
que es aproximadamente algo mayor que 0,14 del diámetro, es decir 

Longitud de CÍ1'C1tnfer·encia de diámet-ro d =3d+ 0,14 el= 3,14 d 

Si repitiéramos esta experiencia para circunferencias de muy distintos diá
metros, podríamos comprobar siempre que las longitudes de esas circunferen-
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eias erían con gran aproximación 8,1-! Yeces el diámetro de las mi'lmas, como 

puede demostrarse. 
Luego la fórmula que permite hallar la longitud aproximada de una circun

fprencia de diámetro d es: 

Lm1ril11d d'e circtmfercncia de diámetro rl = 3.14 X el 

Para obtener exactamente la longitud de una circunferencia es necesario mul
tiplicar al diámetro el por el número n: ( c1ue se lee pi) igual a :3,14159265 ... ; 
lnego 3,1± es un Yalor aproximado ele ese número. Tambi ~n se suele tomar como 

\·alor aproximado de n: el de 3,14:16 que es mayor que él. Luego: 

Longitml eh circunferencia= 1rd = 2r.r pues el= 2 r 

EJEAil'LOS.- I) ¿ Q11é longitud tiene una c·ircunferencia de 3m de radio'! 

SOLUCIÓN.- Long. circunf. = 2 rr r = 2 x 3,14 x 3 m =18,84 m. 

JI) ¿CulÍI es el radio de una circzmferencia de 15,70 cm ele longitud! 

SOLUCIÓN.- Long. circunj'. = 2 n: r = 15,70 cm o sea 2, 3,14 X r = 15,70 cm 

pasando 2 X 3,14 = 6,28 al seguudo miembl'o da: 
J5,70 ('lll 

r = = 2,5 cm. 
6,28 

Longitud de un arco. -Dado un arco de- circunferencia de radio r cuyo 
ángulo central sea de n grados para hallar su longitud, basta considerar a la 
circunferencia como un arco especial cuyo ángulo eentral es de 360 ° y tener 
presente que: 

Si a un ángulo ele 360° le correspOJHle Ull arco de longitud 2 rr ?' 

a uno l o 2r.r 
» » » » » » » 

360° 

otro no 2 rr 1· . ll 0 

r a » » » )) » » )) 

360° 

y simplificando resulta: 

Lo·ngiturl del arco de mrlio r ~· de 11 grados= 
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Arco rectificado. - Se llama asi al segmento de recta cuya longitud es igual 
a la de un arco dado. 

EJEMPLOS. - I) ¿Qué longitucl tiene wt arco de 6 m de radio cuyo ángulo central 
correspondiente es de 120° ~ 

• 7':rn° 3,14x6mx120 
SOLUCIÓN.- Long. arco = --- = = 12,56 m. 

180° 180° 

II) ¿Qué longitud tiene u¡¿ a1·co de 5 m de radio cuyo áng~tlo cent1·al correspondim~te 
es ele 40°12'~ 

(12)0 

SOLUCIÓN. Como 1° = 60' l'Esulta 12' = 6o = 

:3,14 X 5 m X 40,2 
luego Long. arco. = = 3,506 m. 

180° 

Superficie del círculo.- Tratemos de encontrar el valor de la superficie 
de un círculo ele centro O y radio r, para lo cual inscribimos un polígono regu
ln.r cualquiera ele lado l y apotema a. Vemos que la superficie del círculo es ma
yor que la del polígono pues las partes comprendidas entre los lados y los arcos 

que los :ubtienden están sin cubrir por el polígono. l\Iayor aproximación entre 
ambas superficies se logrará duplicando el número de lados del poligono ins

cripto considerado, que será ahora de lado l' y apote-

ma a' y así sucesivamente. Como las superficies ele 

estos polígonos se hallan multiplicando su perimetro 

por su apotema y dividiendo por 2, se puede consicle

rar a la longitud ele la circunfet•encia como el períme

tro de un polígono especial al que tienden los polí

gm1os inscriptos en ella cuando aumenta el número de 

lados y al radio como al valor a que tienden las apo_ 

temas de esos polígonos, y se tendría : 

, l longitud de ci1·cunfer·encia X radio 
Supet·ficie ctrcn o= 

2 
Luego 

2nrXr = ---- =Jt r z 
2 

Superficie del cít·culo de radio r· = n r' 

EJE:a.IPLO: ¿ C1túl es la sttperficie de t¿n círwlo ele 5 cm de radio? 

SoLUCIÓN: 

Siendo Su-p. Cf.el CÍ1'Cttlo = n r2 = 3,14 X 5~ cm2 = 3,14 X 25 cm2 = 78,5 cm2
• 
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Superficie de la corona circular.-Dadas dos circunferencias concéntricas 
se llama cot·ona circ·ular a la figura formada por los pun

tos que sien<.lo interiores a la circlmferencia de radio ma

yor son exteriores a la de radio menor. 

EJEMPLOS La parte nyada en la figura es una corona 

circular. 

De acuerdo con la definición resulta : 
La supe1·[icie de nna corona ci1·ct~la1· ¡es igttal a la di_ 

ferencia entre la sttpM}icie del círmtlo de mdio maym· ·y la de mclio menor. 

E.rEMPLO: ¿Cuál es la su.pe?fieie de la co1·ona eireula1· de 20 cm y 12 cm de mdios '! 

SoLUCIÓN.- Siendo Sup. corona= ¡¡:(R2 -t·2 ) = 3,14(202,-122 ) ::m2 = 

= 3,14( 400 -144) cm2 = 3,14 X 256 cm 2 = 803,84 cm•. 

Superficie del sector circular.- Consideraciones análogas a las hechas pa-
ra obtener la manera de hallar la superficie de O 

un círculo, nos conducen a aceptar que: 

La superficie del s1ecto1· circtrlar es igtcal a la 

de ttn t?·iángnlo cttya base tiene nna longitttd 

igual a la base del sector rectificada y zJo·r 

altttra al r·adio del mismo, o sea A 

,-... -
Sup. del sector AOB = Stbp. triáng. base AB rectificado, y radio OA 

y teniendo en cuenta la fórmula de la superficie ele un triángulo, llamando r· al 
radio del sector, se tiene : 

Sttp. dJel sector cirettlar AOB de 1·adio r = ~. AB rectificado X r 

E .TEMPLOS.- I) ¡,Cuál es la su.perficie de un sector eirc't¿lar de 5 m iJ;e radio cuya 
base tiene 2,75 m de longitud'? 

1 ~ 1 
SoLUCIÓN. - Siendo Sup. sector circular AOB = - AB 1·ect. r =- 2,75 m X 5 m = 

2 2 
= 6,8750m2• 
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II) ¡, C1tál es la superficie de un sector circula1· de 2,4 m de radio y cuyo ángulo 
central es de 18° ' 

1 ~ 1 ~ 
SOLUCIÓN.- Siendo Sup. secto1· circ.~~lar = - AB rect. X r = - AB rect. X 2,4 m 

2 2 

~ 7':Tn° 
y AB rect. = ---

1800 

3,14 X 2,4 m X 18° 
------- = 0,7536 m 

180° 

se tiene Sup. sedar circular= 2_ 0,7536 m X 2,4 m= 9,0432 m2
• 

2 

Damos a continuación otra aplicación de la circunferencia al trazado de la 

rurva llamada : 

La elipse. - Si miramos a una circunferencia « ele ['ten-te » la vemos con su 

verdadera forma, si en 
cambio, la observamos de 
costado se nos presenta de

formada, con el aspecto de 
una curva más achatada, 
que se llama elpise. Una 
elipse puede construirse 
prácticamente así: Se to
ma un segmento AB, que 
llamaremos eje mayor de 

la elipse, y dos puntos del mi. mo, F y F' a igual distancia de A y de B, a los 
que denominaremos focos, y se fijan mediante dos alfileres los extremos de un 

hilo de longitud a AB en los focos F y F'. Se estira el hilo con la punta de un 
lápiz y se mueve éste de manera que los dos porciones del hilo queden siempre 
estiradas, hasta dar una vuelta completa pasando por A y por B. En esa forma 
el lápiz dibuja una elipse. Como la suma de las distancias de la punta del lápiz 
a los focos es igual a la longitud del hilo y por lo tanto a AB, resulta que: 

La elipse es una c~wva plana tal que la S1tma de las distancias de cad(J; uno de 
Slt$ puntos a otros dos llamados focos es ig1wl a su eje mayor·. 
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SEGUNDO MÉ'rODO: La propiedad anterior nos permite construir una elipse de
terminando, con el empleo del compás, algunos ele sus puntos y uniéndolos con 
un trazo continuo. 

Para ello si AB es el eje maror ele la elipse, F y F' sns foco , tomamos un 
punto 1'.I cualquiera de 

r ,' 

' 
1 

' 

o 

........... r' 

--

·--. P' 
,.'Q-···· .... 

--
'•, 

o 

o 

o 

F/ M F' 
A~====~r~==~========~r~~~~====~B 

F.B~' y con centro F y ra
dio ..8111 trazamos lill arco 
de circunferencia al que 
cortamos con otro ele cen
tro F' y radio B.ill obte
niendo el punto P de la 

elipse, puesto que FP + 
PF' = Al\1 + 1IB = AB. 
Repetimos la construcción 

hasta obtener un número grande de puntos y poder dibujar fácilmente la elipse. 

EJERCICIOS.- I) Calcular la longitud de la circunferencia: a) de 12 cm de radio_
b) ele 50 cm de diámetro; e) que sea la suma ele otras clos de 3 cm y 8 cm ele. radio. 

II) &Qué longitud ha recorrido un vehículo, cuyas ruedas tienen 58 w~ ele radio, si 
c·ada una de ella-9 ha efectuado 1580 vueltas, durante ese 1·ecorrido'f 

III) & Cuántas vueltas tendrán q~w dar cada ~tna de las ruedas de un rehículo, de 1m 
de diámetro, pam 1·ecorre1· un camino de 3,14 K1nT 

IV) & Qué longitud debe tener el mdio de una circunfe?·encia para que la longitud de 
ésta sea: a) el doble de la longitud de otra dada; b) la suma de las de otras dtufas; 
e) 1 diferencia de las de otras dadas~ 

V) Qué longitud a1)1·oximada túme el rad·io ten·est•re si el met1·o es la cliez millonésima 
parte del cuarto de me1·idiano ten·est1·e? 

YI) ¿Qué longitud tiene un arco de circunferencia ele 20 ·m ele racl'io si elúngulo cen
tral vale: a) 42°; b) 58°; e) 34°::W; el) 174°; <") 138°30'30"; f) 215°; g) 248°36'; 
h) 300°; i) 315° 18' 42"; j) 1 o j k) 12'; l) 30' 54". 

VII) ¿Qué longitud en m tiene la «milla marina» si es igual al arco de 1' de meri
diano terrestre y el radio de lo. Tierra tiene, aproximadamente 6370 Km? 

VIII) Calculat el 1·adio ele un a1·co de: a) 1,57 m. de longitzuZ y 30° de ángulo cen
ft·al; b) 1,57 rn de longitucl y 90° de ángulo central; e) 31,4m de longitud y 120° de 
ángulo central. 

IX) Calcula1· el. ángulo central correspondiente a ~tn arco de 6128 m de lon,gitud sa
biendo que su radio es de: a) 4 m; b) 20 m; e) 6,28 m; d) 12,56 m; e) 50 m; f) 100 tn. 

X) Calcular la superficie del eh· culo : a) de 2m de radio; b) ele 11 m de diámetro; 
e) doble de ot1·o dado; d) suma ele las st~perficies de otros dos dados; e) difereneüJ 
de las superficies de otros dos dados. (Para la resolución de los ejercicios e), d) y e) 
aplíquese el Tool'ema de Pitágoras). 



-69-

XI) Cal.cular el1·adio del CÍTculo cuya sttpe?'[icie es: a) 12,56dm2 ; b) 314m.2r; 
e) 0,7850m2 ; d) 0,0314m". 

XU) Calcular la Sttpe1}icie de la c01·ona circular: a) de ¡·adios R =SO cm y r = 35 
cm j b) limitada poT las circunferencias de longitudes 6,28 m y 0,2512 m j e) limitada 
por las ci·rcunfe¡·enc·ias inscripta y circunsc1·ipta a un exágono 1·egula¡· de 40 cm de lado. 

XIII) Calc~dar la s~tperficie de un seclor c·i•rcu.l.a;¡· de radio 1· y ángulo central n sar 
biendo que: a) ¡·=30m, n=50°; b) ¡·=2m, n=90°; e) 1'=1m .. , n=135°; 
d) 1' =50 en~, n = 50° 24'; e) 1· = 10 cm, n = 60° 54{. 

XIV) CalwlaT el ¡·adio de un secto1· circular ele superficie S y ángaJ..lo centml n 
tuando: a) S=31,4m2 , n=36°; b) S=1,57m2 , n=45°; e) S=945,14ml'l< y 
ti = 120° 24'. 

XV) Calcular· el ángulo cent?·al corespondiente a un sectoT ciTettlar ele superficie S 
y radio r· cuando: a) S=628rn2 y r=3rn,· b) E!'=12,56Cimi', r=5cmj e) 
S= 0,785úm2 , r = 6 m; d) S= 100 rn2 , 1· =S m-. 

XVI) Ca.l.cula1· la stttJerficie ele las abM·trtras l1echas e1~ el fr·ente de ~tna casa Sll!

biendo que eUas son: ~ma puerta de 2m de ancho po1· 4 m de altura y un balcó1~ de 
1,50 m de ancho po·r 2,50 m de alto, ter~iendo ambas la forma de un r·ectáng2tlo seguid.o 
de un senvici1·culo. 

XVII) Calcula1· la superfic-ie de ttna ventana que t·iene la fonna qu,e 1·esulta de t·ra
zar sobre cada uno de los lados de un mtadrado de 60 cm c1e lllclo ~m serwicí·rcu"lo clon 
centro e11 el zmnto rned·io del rnisrmo y cliámet1·o Ígual a la mitad ele ese lado, y exterior 
al cuad1·ado. 

XVIII) Dado un segmento AB construir el· óvalo que tiene ese eje mayor y Ta elipse 
de ese mismo eje c~tyos focos sea?'/ los centros O y. 0 1 que se utiliza11 para el trazadJo 
del óvalo y comp1·obar que las dos fi_gw·aR son cli~Ytintas. 
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CAPITULO VIII 

ANGULOS DIEDROS Y TRIEDROS, PRISMAS, PIRAMIDES 

Y POLIEDROS REGULARES 

Angulos diedros.- Dados dos planos que se corten, llamaremos áng1üos d!ie

dros a cada una de las partes en que el espacio 

queda « dividido» por esos planos. 

La recta común a los dos planos se llama aris_ 

ta del diedro y los semiplanos que ella limita 

en cada plano se denominan caras del died1·o. 

EJEMPLO: BO es la arista y Jos semiplanos 

BOA y BCD son las caras del diedro ABCD. 

Sección normal. - DEJnNICION. - Si por tm punto de la arista de un diedro 
se trazan, en cada cara, las perpendiculares a dicha arista, se obtiene un ángulo 
plano que se llama sección 1w1·mal del diedro. 

Se dice que un diedro es agudo, recto u obtuso según que su sección normal 
sea un ángulo plano agudo, recto u obtuso, respectivamente. 

G 

A A , A 

EJEMPLOS: ab, cd y ef son las secciones normales del diedro recto ABOD, 

del diedro agudo EFGH y del diedro obtuso MNPQ, respectivamente. 
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EJEMPLOS PRÁC'rrcos.- Un cuaderno abierto es un ejemplo de diedro mate
rial. Sus cara son las tapas y su arista es el doblez por donde están sujetas las 
hojas. Las paredes contiguas ele un aula son caras ele un diedro dentro del cual 
e~:>tán los alumnos y los bancos ele la misma. 

Angulos triedros.- Dados tres planos que pasen por ' un mismo punto, se 

A 

llaman áng,'ttlos tried1·os a cada una ele las ocho 

partes en que el espacio queda dividido por esos 
planos. 

El punto O común a lo tres plano se llama 
vértice del triedro, las semirrectas OA, OB y OC 

aristas y los ángulos planos AOB, BOC y COA 

se denominan cams del triedro. 
o 

EJEMPLOS: En el triedro O . ABC, O es el vér-
---+ ---+ ---+ 

ti cE;, OA, OB y OC las aristas y lo ángulos planos A 
A A A 

AOB, BOC -y COA son las caras del mismo. 

EJEMPLOS PRÁCTICOS.- En una esquina de una caja ele tiza tenemos onn ejem
plo de triedro material que tiene por caras al :fondo de la caja y a las dos caras 
contiguas que pasan por esa esquina. Lo mismo sucede con los rincones del aula 
que son triedros cuyas caras son el techo o el piso y dos paredes contiguas. Los 
alumnos y los bancos están en el interior de esos triedros. 

EJER<'ICIO:-l.- I) Dibujar a pulso ángulos diedros agudos, ¡·ectos y obtusos, trazar 

seccione:; normales de los milmws. 
II) Com-probar q11e las secciones normales ele un múmw diedro son iguales. 
III) Trazar una sección nonnal del clie1lro que forman dos paredes contiguas de una 

habitación. 
IV) 8i se considera el diedro q1te tiene por caras a las tapa::; de un cuaderno abierto, 

¿cuáles son secciones 1W1·males de ese dierlro? 
Y) Dib1tjar ángulos tt"iedros. 
YI) ¿Qué clase de diedros son lo.- de los triedros que se forman en cada ¡wa de las 

tsquinas de W! aula.' ¿ Q1té figw·as son ::;us caras! 
YII) Comprobar que la smna de la.s caras de un triedro es menor que 360°. (Recuér· 

de,.;e que las cara de un triedro son áng·nlos planos). 
YIIJ) Comprobar que en todo triedro una cara es menor que la s1ww ele las otras 

dos y mayor q1te la difeTencía. 
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PRISMAS Y PIRAMIDES 

Prismas.- Recordemos que los elementos de un prisma son: la bases que 
son dos polígonos iguales situados en planos paralelos, las caras late1·ales que 
son paralelogramos que tienen dos lados opuestos que son lados de las bases y 

los otros comunes con dos caras lateralrs. Estos lados se llaman aristas laterales 
del prisma, y los otros aristas de la bas·e. 

Q 

/;;. /;;. 
EJE~IPLO: En el prisma ABCA'B'C' las bases son ABO y A'B'C', las ca-

ras laterales son los paralelogramos ABB' A', BCC'B' y CAA'C', las arista 
laterale son AA', BB' y OC' y las ele las bases son AB, BC, CA, A'B', B'C' 
y C' A'. 

CoNSECUENCIA.- Las a,·isfas lateraVcs ele un prisma son iguales, pues son la
dos opuestos ele paralelogramos. 

DEFINICIONES.- Se dice que un prisma es u·iang1dar, cuadmngula1·, penta
gonal, etc. según que sus bases . ean triángulos, cttaclríl'átaos, pentágonos etc., 
respectivamente. 

EJEMPLOS: 

El p1·isma ABCA'B'C' es triangular y el prisma ~D."'PQRl\I'X'P'Q'R' e.;; pen
tagonal. 

DEFINICIÓN.- Se llama alhtra ue nn prÍ'ma 
a la distancia de un punto dr u11a de las bases 
al plano de la otra, o sra el srgmento dr la per
pendicular al plano ele la base compremhdo en
tre ese punto y ese plano. 

EJE:IIPLO: En el prisma ABCDA'13'C'D' es 
h su altura. 
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Prismas rectos.- DEFINlCIÓN.- Se dice que 1m pris"YY~a es 1·ecto cuando las 

aristas laterales son perpendiculares (f-') a los planos de las H 

bases, y que es rt.gula1· cuando es recto y sus bases son po-

lígonos regulares. 

EJEMPLO: El prisma EFGHABCD es recto, pues AE, BF, 
CG y DH son perpendiculares a sus bases. 

( 

A 

F 

-----e 
CoNSECUENCIA.- En un p-risma recto la alhwa es ig1wl 

a 7tna c1ralq1úera de s1~s atistas laterales. 
B 

Paralelepípedo. - DEFINICIÓN.- Se Jlama pa1·alelepípedo al prisma cu
ya base es un paralelogramo; paml'elepípedo 1·ectáng1üo cuando es recto y tie
ne por base a un rectángulo y en el caso particular de que todas sus aristas 
sean igLlales se denomina c1~bo. 

u,o-------. 
Hr----L--tc 

Rr----.1....---ts 

e· 
E1-.---

/ 
/ / 

1 

L¿J.----
' / 

R'~-----..vs• 

ETEMPLOS: ABCDA'B'C'D' es un paralelepípedo; EFGHE'F'G'H' es un 
paralelep:ípedo rectángulo y RSTUR"S'T'U' es un cubo. 

Superficie lateral y total de un prisma.- DEFINICIÓN.- Se llama super

ficie lateral de 1m 1misma a la suma de las superficies de sus caras laterales y 

S1tpe?·ficie total a la suma de la superficie lateral más las superficies ele s'us 
dos bases. 

EJEMPLO: La superficie lateral del prisma ABCDA'B'C'D' es igual 

S1~p. ABB' A' + Stw BOC'B' + 8np. CDD'C~ + St6p. DAA'D' y superficie 
total es Sup. lat. ABODA'B'C'D' + 2 S1tp. ABCD. 

(*) Un:> recta es pe?·pmd·iculat a tl'llJJlano cuando lo corta y es perpenclicu
ln r n t.odas las rectas ele! plano que pasan por el pié, para lo cual basta que Jo 
sea " dos de esas rectas. 

E;rE~fPLO: En la figura p es pe1·penclicular al plano etb por serlo a a, y a b. 
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Fórmulas de la superficie lateral y total del prisma recto. - Cuando el 
prisma es recto no es necesario calcular la superficie de cada una de sus caras 
laterales por separado, pues hay una fórmula que permite hallar esa superfi
cie lateral mediante una simple multiplicación, como veremos enseguida. 

En efecto: consideremos un prisma recto material, de madera por ejemplo, 
y apliquemos sobre sus caras laterales un tTozo de papel lo suficientemente gran
ele para que las Tecubra totalmente. Si recortamos la parte de papel que so
bresale de las bases del prisma a lo largo de las mismas, y extendemos la res
tante sohre un plano, obtenemos el rectángulo MNPQ que puede tomarse como 
superficie lateral del prisma considerado, pues se aplica perfectamente so
bre ella. 

Si observamos que las bases l\11\T y QP del rectángulo 1\I~PQ coinciden al 
arrollar al mismo sobre el prisma con los contornos de las bases y que los lados 
1\lQ y NP se pueden hacer coincidir a lo largo de una arista de dicho prisma, re
sulta entonces que: 

La sttpJerficie lateral de un prisma t·ecto es igual al producto clel pe1·ímetro 

P de su base po1· s~~ alM.tra h, 

o sea Supm·ficie lateral del 1J1·isma recto= P X h 

H 
M-.-----~------~--.---~N 

h 

p 

J 

Teniendo en cuenta la definición de superficie total resulta, llamando S a 
la superficie de una base : 

fhtperfim"e total del prisnw recto - P X h + 2 S 

El rectángulo MI\TFQ es el desarrollo de la superficie lateral del prisma da
do y permite reconstruirlo, como veremos en las aplicaciones prácticas. 
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EJEMPLOS.- I) ¿Cuál es la superf'icie lateml y total de un p1·isma recto de 1,5 m de 

alttwa cuya base es ~~.n cuadrado de 0,8 m de lado? 
SoLUCIÓN: 

Sup. l.at. prisma 1·ecto = P X h = 0,8 m X 4 X 1,5 m = 3,2 X 1,5 m2 = 4,8 m2 

y S1tp. total p1·isma 1·ecto = Su1J. lat. + 2 S= 4,8 m2 + (0,8) 2 m2 X 2 = 
= 4,8 m2 + 0,64 m2 X 2 = 6,08 m2 

II) J Cuál es la superficie lateral y total de un prisma 1·egula·r exagonal de 1 m de 
arista de la. base, cuya altura es igual al doble del radio de la base'!' 

SOLUCIÓN.- Siendo Sup. lat. prisma 1·egula1· = P X h =1m X 6 X 1• 

y como en un exágono regular el lado es igual al radio del mismo es h = 2 m y por lo 

tanto Sup. lat. prisma regular= 1m X 6 X 2m = 12m2
• 

Para hallar la superficie total es necesario conocer Ja apotema de la base, pues siendo 
un polígono regular su superficie es: 

PXa 
S=---

2 

Si unimos el centro O de la base con el vértice A y con el punto medio M del lado AB 

c,Ltenemos el triángulo rectángulo AMO del cual conocemos la hipotenusa OA =1m y 

el cateto AM = 0,5 m, luego podemos hallar el otro cateto, OM; que es la apotega de 
exágono, mediante el corolario II del Teorema de Pitágoras, así: 

a = OM = -..j 1' - 0,52 = 1j 1 - 0,25 = 1j 0,75 = 0,86 m 

Luego S 
_ 1m X 6 X 0,86 m _ 5,16 m2 

- _ = 2,58m2 

2 2 

y por lo tanto s~tp. total prisma regular= 12m2 + 2,58 m2 X 2 = 17,16 m2 • 

Pirámides. -Recordemos que los elementos de una pirám~ide son: la base 
que es un polígono cualquiera, las cams latemles que son triángulos con un 

vértice común que es el vértice de la pirámide. Cada 
uno de estos tliángulos tienen U1J lado común con la base V 
que son las aristas de la base y los otros dos lados coml?-
nes con dos caras laterales que son las aristas lateTales 
de la pirá'mide. 

EJEMPLO: En la pirámide V . .A.BCDE, V es el vértice, 

el polígono ABCDE es la base, los triángulos VAB, VBC, 
VCD, VDE y VEA las caras laterales, VA, VB, VC, 
VD y VE son las aristas latPrales y AB, BC, CD, DE 
? EA las aristas de la base. 
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DEFINICIONES.- Be dice que una pirámjde es tn·angular, c~tadrangular, pen
tagonal, etc. según que su base sea un triángulo, un cuadrilátero, un pentá
gono, etc., respectivamente. 

La pirámide triangular se llama también tetraedr·o. 

EJEMPLO: La pirámide ABODE es pentagonal. 
DEFINICIÓN.- Se llama alt~tra ele una pirámide a la distancia del vértice al 

plano de su ba.<ie. 
EJEMPLO: h es la altura ele la pirámide V. ABODE. 

Pirámide regular.- DEFINICIÓN.- Se dice que una pirám·ide es r·egular 

V cuando su base es un polígono regular y su vértice per
tenece a la perpendicular trazada al plano de la base 
por el centro de la misma. 

EJEJHPLO: V. ABOD es 1ma pirámide regular l)OI"l]1l"' 

ABOD es un cuadrad0 y VO es perpendicular al plano 
ABOD en el centro O ele ABOD. 

CoNSECUENCIA.- Las car·as laterales ele nnn pir·rímide 

·regulnr son tr·iáng1tlos t·sásceles ig'u,ales. 

Apotema de una piramide regular.- Se llama apotema ele unct lJiréunide 
regtdar al segmento que une al vértice con el punto medio de una arista ele la 

base. 
En la figura anterior ap es la apotema de la pirámide. 

Superficie lateral y total de una pirámide. - DEFINICIÓN. - Se llama 
sttper-[icie lateral de 1.ma pirámide a la suma de las superficies de las caras la

terales y superficie total a la suma de la superficie lateral más la superficie de la 
base. 

EJEMPLO: La superficie lateral de la pirámide V . ABOD es igual a 
!':,. !':,. !':,. !':,. 

Sup. V AB + Su p. VBO + S~tp. VCD + Sttp. VDA :r la superficie total es 
Sttp. lnter·al V. ABOD + St¿p. ABOD. 

Fórmulas de las Sl;lperficies lateral y total de la pirámide regular.
Cuando la pirámide es regular no es necesario calcular la super!icie de cada 
una de sus caras laterales por separado, pues hay una fórmula quB permite 
hallar esa superficie lateral mediante una simple multiplicación, como veremos 
enseguida. 

En efecto: consideremos una pirámide regular material, ele madera por ejem
plo, y apliquemos sobre sus caras laterales un troz9 ele papel lo suficientemen-
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te grande para que la recubra totalmente. Si recortamos la parte de papel que 
sobresale de la base de la pirámide y la que sobresale de su vértice, y extende
mos la restante sobre un plano, obtenemos la figura VABdD que puede to
marse como superficie lateral de la pirámide considerada, pues se aplica per
fectamente sobre ella. 

La figura V ABODE es el desan·oUo de la 

superficie lateral de la pirámide regular da

da, y permite reconstruirla como veremos 
en las aplicaciones prácticas. 

Si observamos que la fjgura obtenida está O 
formada por triángulos iguales, que tienen 
por bases las aristas de la base de la pirámide 
y por alturas a la apotema de la misma. Re
sulta que la superficie lateral de la pirámide 
dada se obtiene multiplicando la de uno de 
estos triángulos por el número de ellos. Así A'-----_;....;: 
en el ejemplo tomado, tendríamos: 

Sup. lat. pi1·. reg. V. ABODE = Snp. viB X 4 = AB~ X 4 = AB
2
. 
4 

X a 

y como AB X 4 =perímetro P, resulta 

Superficie lateml de la pir·ámide r·egttlar . ~ ~ a o sea: 

La S1bperjicie lateral ele una pirámr·cze regttlar es ignal ct la rnitaa del pro
ducto rlel pi¡Jrimetro de Stb base por· la -apotema de la. rnisma .. 

Teniendo en cuenta la definición de superficie total, resulta 

EJE)I[PLOS. ~ I) Calcular la superficie latm·al y total de una pi1·ámide 1·eguü.r.r pen
tagonal de 2 n• de arista de la base y 3,2 m de apotema. 

, . P X a 3m X 5 X 3,2 m • 
SoLUOION.- Sup. la.t. pu·. 1·eg. = --- = = 16m-. 

2 2 
Para calcular la superficie de la base debemos conocer la apotema de la misma. El 

cuadro de la página 57 nos indica que debemos multiplicar al lado del pentágono por 
O,G882 para obtener su apotema, luego: 

Apotema de la base = 0,6882 X 2m = 1,3764 m 

y tomando el valor redondeado de 1,38 se tiene: 
2 ID X 5 X 1,38 ID 

Superficie de la base = = 6,90 m2 

2 
luego Superficie total pi1·. 1·eg. = 16m2·+ 6,90 m2 = 22,90 m2 • 
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II) Calcular la snpe1ficie lateral y total de una púrámide reg~üa1· cuadrangular sa-
V biendo que su base tiene 36 dm2 de SU1Jerfic-ie y su altura 

es de 4 ibn-. 

SOLUCIÓN.-

c P X a 
Siendo Sup. lat. piq·, reg -.---2-

AB X 4 X a 

2 

es necesario calcular el lado AB y la apotema a. 
A .· .. B 

Teniendo en cuenta que la superficie de un cuadrado es igual al cuadrado de su la
do, resulta: 

AB 2 = 36 dm2 y e:xtrayend<J la raíz da AB = "V 36 dm~ = 6 dm. 

Para calcular la apotema observemos que es la hipotenusa del triángulo rectángulo 

- AB 
YOM cuyos catetos conocemos, pues VO = 4 dm y OM = -- = 3 dm. 

2 
Luego aplicando el corolario II del teorema de Pitágmas, se tiene: 

a = VM = "V 42 + 32 = "V 16 + 9 = .Y25 = 5 dm 

por lo tanto : 
t:idm X 4 X 5dm , 

Supe1ficie lat. pir. reg. = = 60 dm" 
2 

y Superficie totalpir. 1·eg. = 60 dm2 + 36 dmz = 96 c1m21
• 

POLIEDROS REGULARES 

Tetraedro regular.- Si sobre un trozo de cartulina dibujamos cuatro trián
gulos equiláteros iguales, dispuestos en la forma que se indica en la figura 1, 

A 

A A 

Fig. l. Fig. 2. Fig. 3. 

y hacemos girar los triángulos .ABD, .A"BC y A'CD alrededor de BD, BC y 
GD respectivamente hasta que coincidan .AB ·con .A"B, .A"C con .A'C y .A'D con 
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AD se obtiene una figura 3 que se llama tetraedro ?'egular, que tiene: 4 caras, 
4 vértices y 6 aristas. 

Exaedro regular. -Si dibujamos sobre un trozo de cartulina seis cuadra
eJes iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1, y hacemos girar a 
A 'iB'FE, FB"O"G, GO'D'H y HDAE alrededor de los lados EF, FG, GH y 

Ar-·-----.H 
B 

r-----TA_,_ _ ____,E=t------f------,B" 

H G. 

Fig. l. Fig. 2. Fig. 3. 

HE, respectivamente, hasta que coincidan los lados B'F con FB", O"G con 
GO', HD' con HD y EA con EA' se obtiene la figura 2. Si, por último, hace
mos girar el cuadrado DOBA alrededor de DA hasta que coincida con el 
.AB'O'D se obtiene una figura 3 que se llama exaed1·o 1·egt~lar· o c11,bo que tiene: 
6 caras, 8 vértices y 12 aristas. 

Octaedro regular.- Si dibujamos sobre un trozo de cartulina ocho trián
gulos equiláteros iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1, separa

mos de ella la parte ABEDOB', y hacemos girar los triángulos que la forman 
alrededor de sus lados comunes AO, AD y AE de manera que el lado AB coin
cida con el AB' y que los otros lados BE, ED, De y OB' formen tm cuadrado, 
se obtiene la pirámide cuadrangular A.BODE (fig. 2). 

Haciendo la misma operación con la otra parte BO'D'E'FE de la figura 1 
se obtiene la pirámide cuadrangular FB"C'D'E' (fig. 2). 
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Haciendo coincidir las bases de estas pirámides se obtiene una figura 3 lla

mada octaedro 1·eg~tlat·, que tiene: 8 caras, 6 vértices y 12 aristas. 

Dodecaedro regular.- Dibujamos sobre un trozo de cartulina diez pent~

. gonos regtuares iguales dispuestos en la forma que indica la figura L Sepa
ramos ele ella la parte situada a la izquierd.a de J'I' y hacemos girar los pen-

Fig. 2' 
B 

N J 

p 
N 

G 
p 

u 
u 

Fig. l. Fig. 2. Fig. 3. 

i.ágonos que tienen un lado común con ABCDE alrededor ele dichos lados, de 
manera que ~N coincida con Al~', BL .con BL', CJ con UJ', DH con DH' 
y EF con EF'' y obtenemos la figura 2. Haciendo lo mismo con la otra mitad 
de la figura 1 se obtiene la figura 2'. Haciendo coincidir los bordes de esas 
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dos figuras obtenemos el dodecaedt·o r·egular· que tiene: 12 caras, 20 vértices 
y 30ar·istas 

Icosaedro regular. -Dibujamos . obre tm trozo de cartulina veinte trián

gulos equiláteros iguales dispuestos en la forma que indica la figura l. Ha
ciendo girar los tr.iánguÍos comprendido~ entre BB' y GG'·, alrededor de sus 

Fig, 1. Fig, 2. Fig. 3. 

lados comunes hasta que BG coincida con B'G' y de manera que lo.s lados BC, 
CD, DE, EF y l!'B' formen un pentágono regular lo mismo que los GH, 
HI ... KG' obtenemos la figura 2. llacemos giTar los Testantes triángulos al
lededor de esos lados de manera que BA coincida con BA"", CA con CA', ... 
y FA'" con FA'"' y que GL coincida con G'L"", RL con HL', ... y KL"' con 
KL"" se obtiene la figura 3 llamada ·ccosaedro r'eg1!lm· que tiene: 20 caras, 12 
1 érfices y 30 aristas. 

OBSERVACIONes.- I) Las caras de los poliedros reg1t.lares son polígonos re

g·ulares e iguales y conc1l1Ten en igual núme1·o en cada 'l.'értice. 
II) EL número de ca1·as rnás el m'tmero de vé?·tices de un 1Jolígono regular 

es igual al número de aristas menos dos. 
Puede demostrarse que : 

El teh"aedro, el exaedro, el o<Claedr·o, el c1odecaec1ro y el 1'cosa.edro reg1üares 
son. los {micos pol?'edr·os r·eg~clar·es existentes. 

Superficie de un poliedro regular. -Es igual a la suma de las super
ficies de sus caras. Como esas caras son polígonos regulares iguales, bastará 
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calcular la superficie de una de ellas y multiplicarla por el número de caras. 

1 SupeTficie del poliedTo 1·egula1· de n caras = St~p. ele ~¡na cara X n.¡ 
EJEMPLOS: Calcular la supMficie de los poliedros ¡·egula1·es que tienen una arista 

de 10 cm. 

I) Supe·rficie de~ tet1·aed1·o 1·egular = Sup. de una cara X 4 

y como las caras son triángulos equiláteros se tiene: 

Supe1ficie 
10 cm X h 

de una cara = = 5 cm X it 
2 

y como h = -v 10' - 5" = 'V 100-25 "= 'V 75- = 8,7 cm (pág. 60, VI) 

es s~~perfi.cie de una cara= 5 cm X 8,7 cm= 43,5 cm2 

SutJerficie del tetraedro regular= 43,5 cm" X 4 = 174 cm" y 

II) Superficie del exaedTo ¡·egular = Su p. de una cara X 6 

y como las caras son cuadrados, resulta: 

y 

III) 

SutJerficie de una cara = 10 cm X 10 cm = 100 em2 

Supe1"/icie del exaed'I'O Tegular = 100 cm2 X 6 = 600 cm2 

Superficie del octaedro ¡·egular = Su p. de una cara X 8 

y como Superficie de una cara= 43,5 cm2, resulta 

Superficie del octaedro ¡·eg~~l.ar = 43,5 cm2 X 8 = 348 cm2 

IV) Superficie del doclecaedro regula?" = Sup. de ~ma cam X 12 

y como las caras son pentágonos regulares, se tiene: 

P X a 10 cm X 5 X 10 cm X 0.6882 
Supe¡·ficie de ~tna ccu·a = = 172,05 cm2 

2 2 

Supe?·ficie del dodecaedro regular= 172,05 cm2 X 12 = 2064,60 cm2 

V) s~~pm·ficie del icosaed·ro ¡·egular. = Sup. de ~tna cara X 20 = 

= 43,5 cm2 X 20 = 870 cm.F 

EJERCICIOS.- I) Dar ejemplos de objetos que puedan tomarse como modelos: a) de 
pri mas; b) de pirámicles; e) de paralelepípedos. 

II) ¿Qué forma tienen: a) los ladrillos com~¿nes; b) ~as baldosas; e) las tablas de 
una rnesa; d) las paredes; e) las aulas'! 

1II) ¿Qué clase de piní.mides so?~ las célebres Pirámides de Egipto 1 
IV) ¡Qué figura es la pa1·te s~¿perior del obelisco de la Plaza de la República'! 
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V) Se llaman diagonales ile un paralelepípedo a los segmentos que unen dos vértices 
que no pe1·tenecen a la misma cara. 

¡,Cuántas diagonales tienen un paralelepípedo? 
VI) Calcular el valm· de una diagonal de un paralelepípedo rectángulo sabiendo que 

son iguales y que ese paralelepípedo tiene 40 cm de largo1 30 cm ile ancho y 37,5 crn 
de altura. (Téngase presente que la diagonal buscada es la hipotenusa ele un triángulo 
rectángulo que tiene un cateto igual a la altUTa del paralelepípedo y el otro es una de 
las diagonales de la base). 

VII) Calcular la diagonal de U'I'IJ wbo de lO en~ de arista. (Téngase en cuenta la ob
servación anterior). 

VIII) Consf1·uir un pr·isma recto tr·ian. 
gular de lO cm de altura y tal que los la
dos de la base sean de 7 cm1 5 crn y 4 cm, 
(Tómese un trozo ele cartulina y dibú
jese un rectángulo ele 10 cm de altura y 
(7 + 5 + 4) cm de base. Márquense en 
ésta y en .A.'D' los puntos B y B', C y 
C' tales que sean AB = A 'B' = 7 cm, 

BC = B'C' = 5 cm. Dóblese la cartulina 

por BB' y CC' y péguese AA con DD' 
Luego hágase lo mismo con las bases 
ABC" y A'B'C"' y se tendrá el prisma 
construído. 

0' 

5crn¡ e 4cm 

IX) Constru·ir una pi·rám·ide reg·ular· pentagonal de 
JO cm de arista Zate·ral y 4 cm de laclo de base. Di
bú,jense cinco triángulos isósceles ele 10 cm de lado 
igual y 4 cm de base y un pentágono regular de 
4 cm de lado, dispuestos en la forma que indica la 
figma aclj1.mta y procéclase como en el caso ante
rior, plegando opmtunamente la figura hecha de di
mensiones indicadas. 

X) Calcular la superfic,ie later·al y total de u1~ prisma r·ecto de 40 cm de altura que 
tie·ne por base: a) un rombo cuyas diagonales son de 12 em y 16 mn r-espectivamente j 
b) a wn triángulo equiláte1·o ele lO cm de la.do j e) a un triáng~¡lo isósceles de 20 cm, de 
base y 12,5 cm de lado igualj d) un pentágono r·egular de 5 orn de ladoj e) ~m octógono 
regular· de 4 cm de lado j f) ~m decágono r·egular· de 10 cm de lado. 

XI) Calcular· la supeTficie lateral y totaL de ~m paralelepípedo r·ectángulo: a) cuya 
diagonal es de 50 cm1 su altura de 40 cm y su base tiene los lados iguctles j b) de 15 dm 
de lat·go1 20 dm de ancho y altura igual a la diagonal de "La base. 
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XII) Calcula1· la superficie lateral y total de la pirámide 1·egular que tiene por base: 
a) a un cuadrado de 2 1n de lado y cuyas aristas lateral.es son ig~wles a ese lado; b) a 
un exágono regular de 20 cm de lado, y cuya altura es de 30 cm.; e) un triángulo equi
látero de 12 cm de lado y sus aristas latemles son de 10 cm; d) un c~tadrado de 25 cm~ 
ele superficie y de a!tum igual a la diagona.L del mismo. (Aplíquese el Teorema de Pi
tágoms pam calcular la apotema). 

XIII) Cal.cular la .superficie lateral y total de la pirámide que tien'e p01· base a un 
1·ectángulo de 10 cm de largo por 7,5 cm de ancho y cuya alt~ua, que pasa 1Jo1· el centro 
de la base es de 5 cm. (Obsérvese que esta pirámide no es regula;t·). 

XIV) Calcular la supm'ficie late1·al y total de un tetraedro regula·r sabiendo que: 
a) la arista es igual a 6 cm; b) la apotema de una carct es de 28,87 cm. 

XV) Calcular la superficie lafe¡·al y total de un exaed1·o 1·egular sabiendo que: a) su 
arista es 5 cm; b) su diagonal es de 8 cm; e) la diagonal de una cara es de 3 cm. 

XVI) Calcular la superficie de w~ octaedro regular sabiendo que: a) :;u arista es de 
4 cm; b) la apotema de una arra es ele 6 cm; e) ttna de s~ts diagonales es de 8 cm. ( Ob
sérvese que la diagonal ele tm octaedro es diagon-al ele un cuadrado ele lado igual a la 
arista). 

XVII) Calcula1· la superficie ele un dodecaedro 1·egular sabiendo que: a) la ariR/a es 
ele 12 cm; b) la apotema de una de stcs caras es de 68,82 m. 

XVIII) Calcula1· la superficie de un icosaedro regular sabiendo que: a) su arista es 
de 5 cm; b) la apotema de ww cara es de 28,87 cm. 

XIX) Dibujar el polied1·o que tiene porr ·vé rtiees : a) los cenM·os de las caras de un 
cubo; b) lo¡; puntos medios de l.as aristas ele un tetraedro regular. 
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CAPITULO' IX 

CUERPOS REDONDOS 

Para tener bien presente las características de los cuerpos redondos, ci~in

dro, cono y es[e1·a, que los alumnos conocen desde los grados inferiores, por 
haber visto y construído modelos materiales de los mismos, recordemos que : 

El cilindro se puede supbner engendrado por un rectángulo que giJ:a al
rededor de uno de los lados, llamado eje. El lado opuesto al eje se llama la 
generatriz del cilindro, pues ella engendraría la s~~pM·f'icie cilíndrica, y lo· otros 
dos lados del rectángulo engendrarían dos círculos denominados bases y de los 
cnales son radios. 

EJEMPLO: El rectáng·ulo OABO' engendra· el cilindro de 
eje 00', generatriz AB y bases de radio OA = O'B. 

La altt~ra del cilindro es la distancia entre los centros ele las 
bases ~' es igual a la generatriz AB = 00' = h. 

Las circunfer<:>ncias de las bases se ven como elipseR. 

h g 

Fórmula de la superficie lateral y total del cilindro. - Consideremos 
un cilindro material, de maclera por ejemplo, y aphquemo sobre sn superficie 

un trozo de papel lo sufjcientemente grande para que lo recubra totalmente 
al hacer coincidir liDO de sus bordes con una generatriz y aplicar el resto so-
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bre la superficie hasta volver a la misma generatriz. Si recortamos la parte 
de papel que sobresale de las bases del cilindro a lo largo de las mismas y la 
parte que sobresale de la generatriz mencionada, a lo largo de ella, y extende
mos la restante sobre un plano, obtenemos el rectángulo ABCD que puede 
tomarse como superficie lateral del cilindro considerado, pues se aplica per
fectamente sobre ella. 

El rectángulo es el desarrollo de la superficie lateral del cilindro y permite 
reconstruirlo como veremos en las aplicaciones prácticas. 

Si observamos que las bases AB y CD del rectángulo ABCD, coinciden al 
arrollar el mismo sobre el cilindro con las circunferencias de sus bases, y que 
los lados AD y BC al coincidir lo hacen a lo largo de una generatriz de dicho 
cilindro, resulta que : 

La sttperficie lateral de ttn c?'li'l'ldro es ig'ttal a la superficie de 'ttn t·ectáng11lo 
qulf3 tie'l'le po1· base la circ1tnfe1'e17cia rech"ficada de stt base y por alhtra a la del 
cilindro. 

Luego como la circunferencia rectificada de la base es igual 2. ?t. r y la su
perficie de un rectángulo es igual al producto de la base por la altura, se tiene: 

S·uperficie lateml del cil.indr·o = 2 ;r . r . h 

Teniendo en cuenta. que la superficie total es igual a la superficie lateral 
má.'l la de las ba.'les y que cada una de éstas tiene una superficie igual a Jt r 2

, 

por ser círculos y por lo tanto las dos 1ma de 2 Jt t·2
, resulta: 

1 S1tpe1·ficie total clel cili11,dr·o = 2. n. 1·. h + 2. Jt. r2 = 2. Jt. r(h + r) 

EJEMPLOS.- I) Calcular la st¿perficie lateral y total de un cilindro de 5 cm de radio 
y 20 cm de altura. 

SoLUCIÓN.- Su p. la t. cilind<ro = 2. Jt. r. h = 2 X 3,14 X 5 cm X 20 cm = 628 cm2 

y Swp. total cílimlro = 2 Jt 1·(h + r) = 2 X 3,14 X 5 cm(20 cm+ 5 cm) = 

= 31,4 cm X 25 cm= 785 cm2
• 

II) Calcul(J;r la superficie latera~ y total de u.n cilindro de 12,56 m2 de superficie de 
la base y altura 1:gual al diámetro de la misma. 

SOLUCIÓN.- Siendo s~¿p, lat. cilind?'O = 2 Jt 1' h 

debemos calculm: r y h para poder aplicar esa fórmula. 
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Como Sup. ba8e = n: 1"2 = 12,56 m2 resulta, pasando n: al segundo miembro y ex
trayendo la raíz e uarlrada, que : 

r= 
1256m' -~ 

' = 'J 4m2 = 2m luego h=2r=4m 
3,14 

por lo tanto Sup. lat. cilindro = 2 . 3,14 . 2m X 4 m = 50,24 m2 

S1tp. tola~ cilindro= 50,24 m2 + J 2,56 m2 X 2 = 75,36 m2 • 

El cono se puede suponer engendrado por un triángulo reetángulo que gi
ra alrededor de uno de los catetos, llamado eje. La hipotenusa se llama la 
geizerafriz del cono, pues ella engendraría la s11perficie cónica, y el otro cateto 
engendraría un círculo denominado base d,el cono y de la cual es radio. 

EJEMPLQ: El triángulo rectángulo AOD engendra el 
cono de eje AO, generatriz AB = g y bases de radio 
OB = r. La altura del cono es la d:i.stancia entre el vértice 
y el crntro de la base y es igual al eje AO = h. 

A 

-------=--~-8 
Fórmula de la superficie lateral y total del cono. -Consideremos un co

no material, de madera por ejemplo, y apliquemo"s sobre su superficie un trozo 
rle papel, lo suficientemente grande para que lo recubra totalmente al hacer 
coincidir uno de sus borde." con una generatriz y aplicar el resto sobre la su
perficie hasta volYer a la misma generatriz. Si recortamos la parte que sobre
sale de la base del cono, siguiendo la circunferencia ele la misma y la parte que 
sobresale del Yértice y de la geueratriz antes mencionacla, a lo largo de ella, 
y extendrmos la restante sobre un plano. obtenemos el sector circular ABC que 
puede tomarse como superficie lateral del cono conHiderado, pues se aplica per
fectamente sobre e1la. 

A 

g 

A 
El sector ABC es el desarrollo de 

la superficie lateral del cono y per
mite reconstruirla como veremos en 
las aplicaciones prácticas. 

Si obserYamos que el arco BC coin
cide con la circunferencia de la ba
Fe del cono, al arrollar el sector so

bre el mismo, y que los radios A.B y AC al coincidir lo hacen a lo largo de una 

B 
e 

generatriz de dicho cono resulta que: 

La superfirie lateral de 1111 co110 es ig1wl a la S1tp'el'ficie de 1m sector circ?V 
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lm· q~1e t·iene por base ~~n arco de longitud ig·ual a la ci1•cnn{erencia ·rectificada 
de la. base del cono• y por radio a la genemt1·iz del mismo. 

Luego como la circunferencia rectificada de la base es igual a 2 :n: r, y la su
perficie de un sector es igual al producto de la mitad de la base por el radio g, 

se tiene: 
2:n:r.g 

s~~per·ficie lateml del cono= 2. = j( 1' g 

Teniendo en cuenta que la superficie total es igual a la superficie lateral 
más la de la base y que la del círctuo de la base es 1t r, resulta: 

&nperficie total del cono= n r g + n r·~ = n t(g + r) 

EJElM.PLOS.- I) Calcular la superficie lateral '!J total de un cono ele 0,4 m de •·adio y 
0,5 rn de gene1·atriz. 

SOLUCIÓN.- Su p. lat. del cono = 1t. r .g = 3,14 X 0,4 m X 0,5 m = 0,028 m" 

y Sup. total del cono = ¡¡; 1·(g + ,. ) = 3,14 X 0,4 m (0,5 m+ 0,4 m) = 

= 3,14 X 0,4 m X 0,9 m = 1,1304 m2 

II) Calcular la S1t1Jerficie lateral''!} total ele un cono ele 15 cm de gene1·atriz y 12 cm. 
de altura. 

SoLUCIÓN.- Siendo Sup. lat. cono=nr.g=3,14XrX15cm 

1 
1 

E: 
U• 
~: -, 

Jebemos calcular r. Para ello basta obserntr que es tm ca
teto del h·iángulo rectángulo cnya hipotenusa es g = 15 cm 
v d ol1·o cateto es h = 12 cm. Aplicando el co1 o! ario del 
Teorema de Pitágoras, Ee tiene: 

1:: 
------'-------

--- 1 --- r---- -' 
r = -.J 152

- 122 = -.J 225- 144 = --J8l = 9 cm 

luego S¡~p. lat. cono= 3,14 X 9 <·m X 15 cm= 4~3,90 cm2 

Y Sup. total cono= 1t 1·(g + r) = 3,14 X 9 cm (15 cm+ 9 crn) = 687,24 cm~. 

La esfera se puede suponer engendrada por un semicírculo qne gira alre-
dedor de uno <le sus diámetros. La semicircunferencia 
correspondiente engendraría la su.per·ficie esférica. El 
centro y el radio del semicírculo tomado se llaman cen
tro y 1·adio, respectivamente, de la esfera y de la super
ficie esférica. 

EJEMPLO: El semicírculo de centro O y de radio 

O .A.= r· engendra la esfera ele centro O y radio r. 

A 
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Si tomamos una esfera material, de jabón por ejemplo, y la cortamos de un 
solo golpe mediante un cuchillo, de manera que éste pase por el centro, la esfera 

queda dividida en clos partes llamadas hemisferios, y en cada una ele éstas hay 
un círculo, que puede verificarse que tienen por centro y raclios a los de la esfera; 

razón por la cual se dice que es un círc1tlo rnúxirno de la misma. 

Cualquier otro corte hecho en forma análoga a 
la anterior da lugar a \a formación de circulos 
máximos, en cambio los cortes hechos sin que el 
cuchillo pase por el centro, dividen a la esfera en 
dos partes, llamadas seg-mentos esféricos, en los que 
se notan circulos de centro distinto del de la esfera 
y de radios menores que los de ésta, por lo cual 
se denominan círculos menores. 

Si consideramos, en cambio, una esfera geométrica no podemos co1·tarlas efec
tivamente, pero lo ob ·erYaclo en los ejemplos anteriores nos permite compren

der que: 

Los p·untos cornwne.s a mw esfera 1J a nn plano forman ttn círculo·, q11e tiene el 
111ismo cenll'o y 1·adio que el ele la esfm·a si dicho plano pasa pat· su cent?·o, tie

nen centro distinto d'e éste y radio menor que aq~tél en cualqtáe·r otro caso. 
Eso suele decil'se, brevemente, así: 

Las secciones de ttna esfera co1~ ttn pla111o .~on círculos, nuíx-imos o m.enM·es se

aún qtte el plarno pase o no po1· el centro. 

El plano se llama secante. 

En las figuras ~mteriores las circunferencias se ven como elipses. 
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Otra. figuras que se pueden obtener ele una esfera son las .'iguientes: 

•. ·· ..... 

........ ··~ 

Segmento bibásico se llama así a la parte de esfera com
prendida entre dos planos secantes paralelos. 

Cuña esférica e la parte de esfera interior a un ángulo 
diedro cuya arista pasa por el centro de la misma. 

Si en lugar de una esfera se considera una superficie esfé
rica, se obtienen las figuras denominadas ci?·cunferencias 
máximas y menores, ca.gquete y zonas esféricas y huso esférico 
como correspondientes a los cilculos máximos y menores, 
segmentad esféricos y segmentos bibásicos y cuiía, respecti
vamente. 

Fórmula de la superficie de una esfera.- Como no es posible recubrir 
mediante una hoja de papel, la superficie ele una esfera material, sin que ese 
papel sufra arrugas o roturas, se pueden hacer otras experiencias físicas para 
hallar prácticamente una superficie desarrollable, es decir, extensible sobre un 
plano, que se pueda tomar como superficie ele la esfera. 

Así, si tomáramos una esfera material hecha con una lámina delgada, hoja de 
lata por ejemplo, y un cilindro del mismo material desprovisto de sus bases, 
de radio igual al de la esfera y de altura igual al diámetro de ésta, podrínmos 
comprobar, mediante una balanza, que tienen el mismo peso, es decir que: 

1 :zr 

1 

La superficie de 1010 esfera es ig1tal a la superficie lateral 
de w1 cilindro de radio igual al de la esfera y ele altura 1'g1tal 
al diámetro de la misma, o sea: 

Superficie esfera radio T = Sup. lat. C'il?"n. mdio r y alt. 2 r. 

Luego se tiene de acuerdo con la fórmula ele su superficie 
lateral: 

87tperfici'e de la esfem de radio= 2 n r X 2 7' = 4 :rr 1·~ 

OBSERVACIÓN.- Teniendo en cuenta que 1t t 2 es la superficie de un círc1tlo 
máximo, resulta que: 

La superficie de 1~na esfem es 1'g1wl al C1trídruplo de la de uno ele sus cír·culos 
máximos. 
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EJEMPLOS.- I) Calc·ular la superficie de una esfm·a de 9 cm de radio. 

, OLUOJÓN.- Superficie de la esfera = 4 ¡¡; r2 = 4 X 3,14 X g:z cm2 = 

= 4 X 3,14 X 81 cm2 = 1017,36 cm2 • 

li) Calwlwr la superficie de una esfera cuya circunferencia m.áxirna tiene 3,14 dm 
de longitud. 

SOLUCIÓN.- Siendo Superficie de la esfem = 4 ¡¡; r2 

debemos calcular r para poder aplicar la fórmula. 

Como la Longitud de la ci?·cunferencia = 2 ¡¡; 1· = 3,14 dm 

pasando 2 ¡¡; = 2 X 3,14 = 6,28 al segundo miembro da: 

~l,14 dm 
r =0,5dm=50em 

6,28 

luego Superficie de la esfera= 4 X 3,14 X 502 cm2 = 4 X 3,14 X 2500 cm2 = 31400 cm2 

EJERCICIOS. - I) O alcula-r la su1Je1·ficie lateral y total ele un cilin·dTo de 35 cm de 
altura y 8 c1n de diámet-ro de base. 

II) Hallar la superficie total de wl cilindro de 3,2 dm de a~tura sabiendo q~te su su
pe?"ficie lateral es de 12,56 dm2 • 

III) ConsttuiT un cilindro de 10 cm de altura 
y 3 cm de radio. 

Se dibuja sobre un trozo de cartulina un 
rectángulo ABCD de 10 cm de altura y 
2 X 3,14 X 3 cm= 18,84 cm de base . .Se recorta 
este rectángulo y se dobla en forma tal que 
BC coincida con AD, en cuyo caso AB y CD 
forman dos circunferencias iguales de 3 cm 

de radio, con las que se hacen coincidir las 
circunferencias de dos círculos de eRe miRmo 
radio. 

lOe m 

IV) Calcular la supe?"ficie l,ateral y total del c·ilindro cuya altura es igual al diámet?·o 
de s1~ base y ésta tiene wna superficie de 28,26 om,21• 

'n ~Cuánto costará el revoque de la pared de un pozo ciEíndrico de 1,60 m de diáme
tro interno Jj 15m de profuncliilail si se paga 2,80 $ por el m•2 de superficie Tevocada? 
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VI) & Cuántas hojas de papel dorado de 0,44 m de largo poT 0,25 n~ de ancho se ne
cesitarán para recub1·ir la st~perficie lateral de ~tna co~umna cüínclrica de 1,80 m de al
tura y 0,36 m de diámetro f 

miembro aa n= 

-. 
180°. AB 

r.:o 

VII) ConstruÍ?· un cono de 15 cm tle generatriz y 
3 cm demdio. 

Se construye Robre LID trozo de cartulina un sector 
circular AOB de 15 cm de radio y cuyo ángulo (-engtral 
AOB lo calculamos teniendo en cuenta que la longitud 
de su base AB es igual a la de la circunferencia de la 
base del cono, luego como: 

-. :;rrn 
AB= 

180 

180° . 2 X Jl:. 3 cm 

15cmXa 

pasando :n: r y 180° al otro 

180°. 2. 3 

15 

n = 126 X 2 X 3 = 72° 

Luego se recorta el sector así constnúdo y se dobla en forma tal que OA wincida 

con OB, en cuyo caso su base fo1·ma trua circunferencia de 3 cm de radio, con la qtu' 
hacemos coincidil· la de un ('Írculo de ese mismo TaÜio, que es la hase, pnrn ohtener el 
cono pedido. 

VII) Calcular la superficie lateml y total del cono del ejeTciC'io at~tet·ior. 
IX) Calculat· la superficie lateml y total de un cono de 8 cm de generatTiz y 12,56 crn 2 

de sttpMficie de base. 
X) Calmdar la superficie lateral y total de un cono de lO cm- de alturu y 7,5 cm de 

mdio de base. 
XI) Calcular la su,pet·ficie lateml y total de tm cono élP lO cm de altura .<abirmdo 

que el d·iámel1·o de su base es igual a su generat1·iz. 
XII) CalculaT la superficie total de un cono de 3 cm de radio cuya superficie lateral 

es de 94,20 c1n2 • 

XIII) Calcular la 8U'perficie de una esfem: a) de 23 crn de radio; b) de 12,50 rlm 
de circunferencia má.1;imaj e) de 28,26 cm 2 de supet·f?'cie de c·írculo máximo. 

XIV) Cal.cular la longit~td de la circwtferencia máxima ele una esfe·ra cuya superfi
cie es 113.04 crn 2 de superficie. 

XV) Calcula1· la supe1·ficie de ttn ci?·culo menor de una esfera. de lO cm de radio sa
biendo que la distanc·ia de su. centro al de la esfera es de 8 cm. 

XVI) Si se supone esférica a la Tierra, ¡qué clase de círculos son: a) los meridia
nos,· b) los paralelos,· e) el Ecuad01·? 
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CAPILULO X 

VOLUMENES DE LOS POLIEDROS Y DE LOS CUERPOS REDONDOS 

Diremos que dos poliedros tienen el mismo vol11rnen cuando se los puede des
componer en el mismo número ele poliedros respectivamente iguales. 

A 

EJEli1PLO: Los poliedros de la figura son equivalentes por ser sumas de los 
prismas I, II y III. 

r Unidad de volumen. - Tomaremos como 1miclad de vol1tm~n al volumen 
de un cubo qué tenga por arista a la unidad de longitud. 

En el sistema métrico decimal la unidad de volumen es el metro BJ 
cúbico. u 

u 
EJEMPDO: Si el segmento 1t es la unidad de longitud el volumen u 

del cubo de arista u es la unidad de volumen. 
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Valor del volumen de un paralelepípedo rectángulo. - Hallar el valor 

A'~---L--~----~--~ 

del volumen de un paralelepípedo rec
tángulo, es encontrar el número de uni
dades de volumen que contiene. 

Sea, por ejemplo, hallar el volu
men del paralelepípedo rectángulo 
ABCDA'B'10'D' de 3 cm de alh1ra, cu
ya base tiene 4 cm de largo y 2 cm de 
ancho. 

Dividiendo el largo, el ancho y el alto 
del paralelepipedo en 4, 2 y 3 partes 
iguales, respectivamente, y trazando por 

los puntos de división planos paralelos a las caras, se obtienen tres capas pa
ralelas a las bases formadas por cuatro filas de dos cubos cada una, o sea, el 
paralelepípedo considerado contiene 4 X 2 X 3 = 24 cubos de 1 cm3 de volu
men. Observando que 

4 cm X 2 cm X 3 cm= 4 X 2 X '3 cm3 (ver .Ar·it., pág. 84), resulta: 

Vol . paml. rectg. ABCDA'B'C'D'· = 4 cm X 2 cm X 3 cm, lo que nos dice 
que: 

El vol~tmen del paralel13pípedo ¡·ectángttlo dado es igual al p1·oducto del lar
go por el ancho po1· el altp, exp1·esados en la misma unidad. 

Esta fórmula es general y por lo tanto aplicable a los casos en que el largo, 
ancho y alto no tengan un número entero de unidades, como sucede en el ejem
plo siguiente. 

EJEMPLO II.-Halla1· el vol~trnen de nn par·alelepípedo rectángulo cuyo lar
go es 5,8 crn, sn ancho es de 2,5 cm y stt alt1~m es de 7,2 crn. 

Como un centímetro no está contenido en los datos un número entero de ve
ccrs, y en cambio lo está un milímetro, tomamos a éste como unidad de longi
tud y al 1 rrnm,3 como unidad de volumen, y se tiene: 

Vol. paral. rectg =58 mm X 25 mm X 72 mm= 104 400 mm3 = 104,400 cm8
• 

En la práctica se obtiene este mismo resultado multiplicando directamente 
los datos. Así tendríamos: 

Vol. palf'al. ¡·ectg. = 5,8 cm X 2,5 cm X 7,2 cm= 104,4 cm3
• 
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En resumen; llamando l, a y h al larg~ al ancho y al alto, respectivamente, 
resulta: 

Volmnen del paralelepípedo rectángulo = l X a X h 1 

Como l X a = S es igual a la superficie de la base del paralelepípedo, la 
fórmula anterior se escribe también así: 

1 Vol1tmen del pa1·alelep·ípedo 7'ectán{}7tlo = S X h 1 que se lee: 

El vol1trnen de tm pamlelepípedo rect(mgttlo es 1·gual al producto de la supe?·
ficie de la base por la alttwa. 

EJEMPLO I. - Oalcula·r el vol1.tmen de U·rb pa1·alelepípedo ¡-ectáng~tlo sab·iendo q~te su d-ia
gonal es de 5 m, su altura es de 4 m y una de las aristas de la base es de 2,4 m. 

SoLucróN.-Siendo Vol. para/,.= l.a.h = 2,4m.a.4m 

Para hallar a observemos que es el cateto de un triángulo rectán
gulo CDB cuya hipotenusa es la diagonal ele la base y el otro cateto 
es l = 2,4 m. Luego por el corolario del Teorema de Pitágoras, se 
tiene: 

CD =a=....} a;t- (2,4) 2 =....) d2 - 5,76 

1 ' 
1 1 

: ~· e 
1~.~, -
: 1 " 
11 ..S:: 

Cf. ____ ---
Para calcular d observamos que es un cateto del triángulo rec

tángulo ABC cuya hipotenusa es la diagonal del paralelepípedo y el 
otro cateto es la altuxa del mismo, luego 

,' 'd 
O -'{=2,~1~ B 

d = ....¡52 - 42 = ....¡ 25-16 = -{9 = 3 

y por lo tanto a. = ....} d2 - 5,76 = ....} 9-5,76 = ....} 3,24 = 1,8 m 

Luego Volumen para/. rectg. = 2,4m X 1,8m X 4m = 17,28m3 • 

Fórmula del volumen del cubo. -Siendo el cubo un paralelepípedo rectán
gulo en el cual el largo, el ancho y el alto son iguales a la arista del mismo, re
sulta, llamando a a esa arista: 

Volnmen del c1~bo =a X a Xa =a'' es decir: 

El volum'en de un cttbo es ig1utl al c1tbo de st~ arista. 
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E.JE11IPLO: Calcular el volumen de un cubo cuya diagonal vale 9 m. 

SoLUCIÓN.- Siendo Volumen del cubo = aa. debemos calcular su arista .. Para ello 
tengamo::~ ·presente que en el triángulo rectángulo A.BC es 

: .$ A 
1 / 
1 ~,' 
' , a 

4~~--- ----
~-- '~:r ,' ', & 

-;.· en el tl·iáng·ulo CDB es d' 2 = a" + a~ = 2 a2 

luego 

D' a 'B y pasando 3 al primer miemhTo re~mlta 

u" = ~ = 27 y extrayendo la raíz cuacll'aila da a = 'V 27 = 5,19 m 
3 

y por lo tanto Volumen del cubo= (5,19 m'') = 139,7984 m3 • 

Volumen de un paralelepípedo cUalquiera.- Puede demostrarse, y los 
ulumnos que sigan estudios secundarios lo harán en cuarto año, que: 

El volumen rle 1cn paralelepípedo 

o1c.alquiem es íy1wl al de 1m paral'e

lcpípeilo rcctúng1clo que tenga la 

misma altura, y base de igual su
perficie; resulta recordando la fór
mula que da el volumen de este úl
timo que 

Volumen del pa1·alelepípeclo = Sup. base X altur-a =S X h l 

La pl'opiedad anterior puede comprobarse prácticamente tomando los dos pa
ralelepípedos ele la misma sustancia y verificando mediante una balanza que 
sus pesos son iguales. 

E.rEMPLO: Cale~üm· el volumen de un paralel.epfpedo oblícu7o de 2,20 n~ de altura sa
biendo que su base es un rectángulo de 3,8 rn de lar·go por 2,5 m c7e cmcho. 

SoLUCIÓN. - Siendo Vohtmen 1Jaml. = S X h = S X 2,20 m 

y como la base es un rectángulo su superficie es S = 3,8 m X 2,5 m= 9,50 m2 

luego Volttme1~ paralelepípedo = 9,50 m2 X 2,20 m= 20,90 m3 • 
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Fórmula del volumen del prisma. -Puede demostrarse teóricamente y 
comprobarse experimentalmente con una balanza, como indicamos para el para
lelepípedo, que: 

El volumen de ~en prisntcb eual

q1biera es iy1tal al de 1tn parcüelepí

pedo rectány1tlo qn'e tenga la misma 

alt1wa y pm· base ~m reetáng~llo ele 
ig1wl s~t1Jerfieie qtce la base del pris
ma; por lo que resulta, recordando 
la fórmula del volumen del parale
lepípedo rectángulo, que: 

V olnm,en del prisma = S1bpe1·fície base X altw·a = S X h o sea: 

El volumen ele ~bn p1·isma es igual al prod1tcto de la s~¡.pe?·ficie de la base por 
la altnra. 

EJEJ'>IPLOS.- I) Calcular el volumen de ~m prisma cuya base es un cuadrilátero de 
6m2 de superficie y su alt~tra es de 2,8 m. 

SOLUCIÓN.- Volwnen lJrisma = S X h = 6m2 X 2,8 m = 16,8 m3 • 

II) Oalwla1· el vol'umen de un p1·isma triangula?· de 1,40 m de altum cuya base es u 
triángulo isósceles de 80 cm de base y 50 cm de lado igual. 

SOLUCIÓN.- Siendo T1 olume1~ pn'sma = S X h = S X 1,40 m 

y como la base es un triángulo es ::-; = ú X h' = 80 cm X h' = 40 cm X h' 
2 2 

la altura h' la calculamos por el oorolal'io del Teorema de Pitágoras procediendo com·
en el ejercicio ele la página 61, YII, y nos da 

h' = -v 50' - 40" = 'V 2500 - 1600 = -v DOO = 30 cm 

Luego S= 40 cm X 30 cm= 1200 cm2 y por lo tanto 

Volumen prisma= 0,1200 m~ X 1,40 m= 0,168 m3 • 
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Fórmula del volumen de la pirámide triangular.- Si tomamos lm pris
ma triangular cualquiera ABCDEF y lo dividimos en la forma que indica la 
figura obtenemos tres pirámides que puede demostrarse que tienen el mismo 
volumen. Prácticamente puede comprobarse' lo anterior tomando un pri'>ma 

D 

triangular, ele jabón por ejemplo, dividiéndolo con liD cuchillo en la forma 
indicada en la figura y comprobando que dos cualesquiera de las pirámides ob

tenidas tienen el mismo peso. 
Tomando una de esas pirámides, la que tiene por base la del prisma y la mis

ma altura que éste, resulta que su volumen es la tercera. parte del del prisma, 
o sea: 

E~ vobwnen de ~ma pirám~cle M·iangu,laq· es la terGera pa?"te de~ vol!umen de~ 
tyrisma tl'ianottlar de igual base y altura. 

Recordando la fórmula del volumen del prisma, se tiene: 

Volwnen pirámic~e triangt~lar = ~ . Snp. base X altur-a= ~ S Xh 

EJEUPLO: OalMdar el volurnen de ww pi1·árnide triangula1· de 3 rn. de aJ.tura sabiendo 
que s·¡¿ base es un t·riá1~gulo equaátero de 1 m de lado. 

SOLUCIÓN.- Siendo V al. pi?·ámide = 2_ S X h = 2_ S X 3m 
3 3 
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Como S= b X a = 
1

m X a = 0,5 m X aj calculamos a pro 
2 2 

debemos calcula1· S. 

cediendo como indicamos al resolver el problema de la página y tenemos: 

a = --J 1"- 0,52 = --J 1-0,25 = --J 0,75 = O,Sü 

luego S = 0,5 m X 0,86 m = 0,430 m2 y por lo tanto : 

Volumm pirámide = ~ 0,43 m 2 X 3m= 0,43 m3 • 
3 

)~0,8ü 64 ¡..:..:.::.:.... _ _ _ 

110' 0 110 : 16 = 6 
n9 s 16o x 6 = 996 

10 4 

Fórmula del volumen de una pirámide cualquiera. - Dada una pirámide 
cualquiera puede demostrarse teóricamente y comprobarse experimentalmente 
ron una balanza, como indicamos para el paralelepípedo (pág. 96), que: 

El volumen ele 1ma pi?·ámide c.ualq~tiem es igtwl al de una pir!Ímide triangu
Zm· q11e tenga la. misma alhcra y ZJM. bnse 1tn h·úíngnlo ele igual. S'!tper·ficie que la 
base de la pn'mem pirámide, por lo que res·ulta que: 

Volum en de la pinímicle = ~ Sttp. base X alhwa = ~ S X h o sea · 

El volmnen de una pirámide es ·igmtl a 1t'l'l tercio clel proclttcto de la super·fici 
ele su base ZJm· stt aUm·a. 

EJE~IPLO : Calculcw el volumen de tmct pirámide 1·eg1tlar cuadrangular sabiendo qu 
.;l lado de la base es de 4 m y las caras late1·ales son triángulos equ,ili~te ·ros . 

SoLUCIÓN.- Sienclo Vol-. pi7·ámicle. =~S X 71 = 2_ 42 m 2 X h = 2_ 16m2 X h. 
3 3 3 

Para calcular )¡ ~ observamo~> (.fig . pág. 78) que es un cateto del triángul<J reclángul 
VOA cuya hipotenusa es la arista lateral ele 4 m y el cateto OA es la mitad de la oiago 
nal del cua draclo base; luego 

luego 

O A' 
42 + 42 16 + 16 32 

4 
---= y como 

4 4 

es h = --J 16- 8 = -{8 = 2,8 m 

Vol. pirámide= 2.. 16m" X 2,8 m= 14,93 m3 

3 

Jl-s-2,s 
4 -"--'-"'---

40'0 40: 4 ~ 8 
384 48.8=384 

16 
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VOLUMEN DE LOS CUERPOS REDONDOS 

Fórmula del volumen del cilindro. - Consideremos un cilindro de radio r 

M 
' ' 

1 1 

lh 
1 

y altura h e inscribamos en él el prisma regular 
ABODEF A'B'O'D'E'F' y circunscribamos el 
prisma regular l'I'INPQl\I'N'P'Q' cuyas bases son 
polígono'> regulares inscriptos y circunscriptos, 
respectivamente, a las bases del cilindro dado. 

Si se tiene en cuenta que los prismas inscrip
tos y circunscriptos que tienen por ba.c.:es a los 
polígonos regulares que resultan de duplicar su
cesivamente el número de lados de los polígonos 
de laR bases, puede observarse que, como esos 
polígono!> tienden a confundirse con las circun~ 
ferencias de las bases del cilindro, los prismas 
mencionados tienden a confundirse con dicho ci-

lind.ro, en forma tal que éste puede considerarse también como un prisma espe
ciaL Luego, el volumen de un cilindro se podrá hallar de la misma manera que 
el de un prisma, o sea: 

1 Volttrnen del cilindro= Superficie de la base X altura= n: r~ X h 1 o sea: 

El volttmen ele 1.tn cili"'''d1·o es igual al proclncto de la s11perficiP de stt base por 
stt altu1·a. 

EJEMPLO: Calcula;r eL vo~umen de un cilindro de 30 cm de mdio y 50 cm de altura. 

SoLt:cróN: 

T' o fumen cilinilro = n: r2 h = 3,14 X 302 mn2 X 50 cm = 3,14 X 900 cm2 X 50 cm = 

= 1413 cm3 
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Fórmula del volumen del cono.- Consideremos un cono de radio t· y al-

h1ra h e inscribimos en él la pirámide regular 
V. ABCDEF y circunscribamos la pirámide re
gular V . J\11\TPQ, cuyas bases son polígonos re
gulares inscriptos y circunscriptos, respectiva
mente, a la base del cono dado. Si se tiene en 
cuenta que las pirámides inscriptas y circuns
criptas que tienen por bases los polígonos regu
lares que resultan ele duplicar sucesivamente el 
número de "lados de los polígonos de las bases, 
puede observarse que, como esos polígonos tien
den a confundirse con la circunferencia de la 
base del cono, las pirámides mencionadas tien

V 

p 

den a confundirse con dicho cono, en forma tal que éste puede considerarse tam
bién como una pirámide especial. Luego el volumen de un cono se podrá hallar 
de la misma manera que el de una pirámide, o sea: 

Y o.l~tme'l'! del cono = ! Supet·fide de la bctse X altnm = ! n; r·~ h o sea 

El volumen de un cono es igual a un tercio del 1n·oducto ife la wpe1·jióe de 
su base por sg altura. 

EJEMPLOS.- I) Cakula1· el voli!llmer~; de un cono de 3m de radio y 10 cm de altura. 

SoLuoró::-r.- Volumen del cono=_!_ n; r2 h = _!_. 3,14 X 32 cm2 X 10 cm = 
3 3 

1 
=- 3,14 X 9 cm2 X 10 cm= 94,2 cm3 • 

3 

II) Calcular el volwmen de un cono de 10 cm de genemt1·iz y 6 cm de t·adio. 

SoLUCIÓN.- Siendo Vohunen del cono=~ n; r2 h = ~ 1t. 62 cm2 h 
3 3 

y como h es un cateto de un triángulo rectángulo cuya hipotenusa es la generatriz y 
otro cateto es el radio, luego: 

h = ...j 102 
- 6~ = ...j 100 - 36 = -{64 = 8 cm, por lo tantü : 

Vnlumen del cono = ~ 3,14 X 62 cm2 X 8 cm=_!_ 3,14 X 36 cm2 X 8 cm= 301,44 cm-
3 3 



-102-

Fórmula del volumen de la esfera. -Si tomamos 1.ma .esfera material, ele 

1 
t 
t 
l_a_d 
13 
1 
1 

, .. .,-·--- t-... -- ... ... 

arcilla por ejemplo, y un cilindro ele la 
misma sustancia, ele radio igual al de la 
esfera :r cuya altura sea los dos tercios 
clel diámetro de la esfera, podremos 
comprobar mediante una balanza que 
tienen el mismo peso, y, por lo tanto, el 
mismo volumen, luego 

Vol~cmen de la esfm·a de 1·adio ,. = Volttmen del cilindro de mclio r y alhwa ! 2 r 

2 4 4 
Volwnen cilinclto =Su p. base X altura= re r 2 X- 2 r = n 1·2 X- r =- re r3 

3 3 3 
resulta 

. 4 
Volumen de la esfera de radto r = 3 re 1'3 

El volmnen de 2~na esfer·a es igtwl a cnatro tercios del prodttcto del núm,er·o re 
por el c'ubo del radio. 

EJEMPLOS.- I) Calc1.dar el volume1~ de ~tna esfe¡·a de 6 cm de rad·io . 

SoLUCIÓN. - Volumen de l-a esfem = ~ :rt: ¡·~ = ~ 3,14 X 63 cm3 = 
3 3 

4 
= - X 3,14 X 216 cm3 = 904,32 cma 

3 

II) Calc~tlar el vol~tmen de ~ma esfera cuya superficie es ile 314 dm3
• 

SoLUCIÓN'.- SiEndo T"olwnen esfe¡·a = ~ ;¡¡: r3 = ~ 3,14 X r 3 

3 3 

<lebemos calcular el radio. Para ello tengamos en cuenta CJl.le 

Su p. e..~fera = 4 n ·r2 = 4 X 3,14 X r2 = 314 dm2 

y pasando 4 X 3,14 al segtmdo miembTQ da: 

314dm2 -
r2 = = 25 dm2 exh"ayendo la raíz da: 1· = ...} 25 = 5 clm 

4 X 3,14 · 

4 4 
y Vol~tmen de la esfe¡·a =- 3,14 X53 dm3 =-X 3,14 X 125 dm3 = 523,33 dma. 

. 3 3 
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EJERCIUIOS.-I) ¡,Cuáutos ladrillos di' 2ficmX12cmX5cm e?tlrou en un metro 

cúbico de mampo~tería si la me:.cla Jtece8aria para ligarlos representa la tercera parte 
de este volmnen? 

Il) &Qué altum alcanza;án 500 litros de agua vertidos eu un tanque que tiene la 
forma de 1tn paralelepípedo rectángulo de 2m de largo por wz 0,80 m de ancho? 

III) ¡,Cuánto pesará 1tn tiTan/e de 4" X 4" de 4,20 m ele longitwl si el peso especí,
fico de la madera es 0,62. ( Recuérde,.;e que 1 pu1gada = 1" = 2,5 cm). 

IV) Una caja de forma de paralelepípedo rectángulo tiene u1~ voúumen de 0,480 1n.3 

y ha sido Uenacla por cajitas cúbicas ele 2 cm ele ari8ta, ¿cuántas cajitas contenía? 
• Cuánto8 panes de jabón de 8 cm de largo 5 rm de ancho y 2 cm ele espesor podrfan 
colocarse en lugar de las cajitas cúbicas'!' 

V) ¿Qué altura es nece¡¡ario darle a un salón de 6,50 m de largo por 4 m de ancho 

para poder alojar en él a 35 alumnos si se juzga indispensable que a cacla uno de ello~ 

lP- corre~ponda 3,5 m3 de aire'f 

vi) Calcular el volumen ele una pileta de natación ele 10m de ancho por 33,33 de 
largo cuyas profundidades mínima !1 má.l"ima son, ¡·espectivamente, 0,90 m y :2,50 m? 

VII) ¿,Cuál debe se·r la aUura de w~ prisma reg1tlar e:ragonal de 151n de pe1·ímetro 
si su supeT{icie total es de 92,4750 m"? ¿Qué rolumen tiene c:<e pri8ma! 

YIII) ¿Cuál e::: el1Jeso especíj"ico de la piedra de que o:;tá llecha una pinímide trian
gular, que tiene por base un triáng~tlo eq?tilútero de 1,75 m de lado y 5,40 m de altura., 

cuyo peso es de 66,78 quitales? 

IX) Calcular el volumen de wza pirámide que tiene por ba8e a wz roml;o de 50 en~ 
de lado una de cuyas diagonal e~ e;; de 60 cm de longit~ul, y la otra PS igual a la 
altura de la pirámide. 

X) Calcular el peso de un tetraedro regular de 1Jlata sabiendo que su m·iMa es de 
8 cm y que el peso espedj"ico de la plata es 10,47. 

XI) Calcular el voLumen de 1tn octaedro regul.ar: a) de JO crn de arista j b) de 10 cm 
de diagonal. 

XII) Calcular el peso de un cubo de mrírmol: a) ele 5 cm ele aristaj b) de 10 cm de 
diagonalj c) de G4 cm~ de :::uperficie lateralj d) 16 cm2 de superficie ele una cara. 

XIU) Calcular el 'VO~umen ele wt cilindro de 1,20 m de altura cuya superficie lateral 
es de 3,0144 m 2 • 

XIY) Calcular el peso de un caiío de acero de 2,80 m de lougit~1d sabiendo que el 
diámetro interno es de 15 cm, el espesor es de 1 cm y el pe:;o específico de nccro es 7,816. 

XY) ,• Cuántos ltectólit1·os de agua hay en un pozo cilíndrico de 8,40 m de profundidad 
¡1 6,28 m de C'Ír("1t11fere1tcia cuando el agua alcanza en él mza al.tura de 3,80 m?' ~Cuántos 
Citando está lleno? 

XVI) C·uánto costará la e.ccavación de una za1tja q1w tiene mw profwulidacl de 
80 cm, 11 n ancho de 1,20 m en la boca y paredes laterales 1m de largo s1: la longitud es 
de 138,50 m .11 se paga 2 $ 1JOT m' de tierra e.,·ca¡;ada. 

XVII) ¿Cuánto se pagará por una pila de leiía que tiene la forma de un cono de 
6m de clirímetro de base y 5 m de arista l.ateral si cuesta 15,30 $ el estéreo'? 
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XVIII) ¿Cuántos quintctles de alfalfe¡ pueden guardarse en un silo q~te tiene la fonna 
de un cilindro seguicla de ~tn cono si la altw·a total es de 15m, el diámetl'o del mismo 
es de 8 m y la generat1·iz del cono es ele 5 m f 

XIX) ¿,Cuál es el peso de una esfera ele al,uminio de 40 cm de diámetro si el peso 

específico ele esta sustancia es 2,56 ~ 
XX) ¿Cuál es el peso ele ~ma esfera de funclición, hueca, si el diámet1"o i11terio1" es de 

R cm y el es1Jesor es ele 4 mm y el pe80 específico deL ace?·o es 7,2? 
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