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CAPITULO I | A

| SEGMENTOS

Es necesario distinguir, con toda claridad, las siguientes figuras:

LA RECTA que no tiene ni primero ni iltimo punto y de la cual solo es posible
representar una parte. :

" 1 -

A B

NoracioN. — La recta que pasa por los puntos A y B se designa con AB o
t eon una letra.mintscula @, por ejemplo.

LA SEMIRRECTA que es la parte de recta formada por un primer punto de la
misma llamado origen y todos los que le siguen en uno de los sentidos que tiene
la recta.

A B

Noraci6N. — Lia semirrecta de origen A que pasa por el punto B se designa

-
con AB que se lee: semirrecta de origen A que contiene al punto B.
\

CoNsSECUENCIA. — Como en una recta hay dos sentidos resulta que: Un punto
de una recta la divide en dos semirrectas llamadas opuestas. Ademas una se-
mirrecta tiene primer punto pero mo ultimo.

A [o) B

Esempro. — El punto O de la recta ¢ la divide en las semirrectas OA y OB.




; ,-_""’“?‘T"P‘q."_‘,_i i Ll ) ‘,,-_’ijﬂﬁév\‘v‘wv LI
R it 8 b

EL sEeMENTO que es la parte de recta que tleme primero y tultimo puntos
jue se llaman ez{remos del mismo.

ar= =
NoTac1i6N. — El segmento de extremos A y B se designa con AB que se lee
iegmento AB.

EJgrcicios. — 1) Dados dos puntos M y N dibujar y anotar, la recta, la se-
nirrecta y el segmento que ellos determinan.

M N

En la figura tenemos dibujadas: la recta MN, las semirrectas MN y NM y
2l segmento MN.

IT) Dados los puntos M, N y P, que no estin en una misma recta, dibujar y
anotar : las rectas, semirrectas y segmentos
que ellos determinan dos a dos.

M, N y P determinan MN, NP y PM

— —_— —>
MN NP, PM, NM PN y MP

. 3N, NP y PO

DEeFINICION. — Se dice que dos segmentos de una recta son consecutivos cuan-
do sélo tienen comtn un extremo. 1

A B s
EJEMPLOS :

AB y BC son consecutivos

Z\_ﬁ, BC, cD y DE son consecutivos.

O+
m.l

A B
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Suponemos bien sabido por los alumnos que al comparar dos segmentos AB
y CD debe necesariamente suceder uno solo de los siguientes casos: que el pri-
mero sea igual al segundo, o el primero mayor que el segundo, o el primero me-
nor que el segundo y eso se indica asi:

1°) AB—CD 6 2°) AB>CD 6 3') AB < CD.

v

Las relaciones anteriores se pueden comprobar practicamente con una regla
0 con un compds que son los transportadores de segmentos.
Recordamos a continuacién algunos problemas que los alummnos han resuelto

~en los grados anteriores al estudiar las operaciones con segmentos. A
Al —
ProBLEMAS, — 1) Dado un segmento AB, construir sobre la semirrecta OM

un segmento igual al AB.

T T k + LA
A B (0] C M el

I1) Dado un segmento AB, construir el doble, el triplo, etc. del mismo.

— e = ceevem

A B O (&4 D (@) C D E

OD—AB+AB—ABX2 ; OE—AB-+AB 4+ AB—AB X3
111) Hallar la suma de los segmentos consecutivos AB, BC, CD yT)_'E.

A B a¥ D E

AB + BC + CD 4+ DE — AE

IV) Hallar la suma de varios segmentos cualesquiera AB, CD y EF.

A BC - E-J.F

M N =) a
AB4+CD+EF=MN4 NP+ PQ=M

siendo MN—AB, NP—CD y PQ=EF.



" N) Dividir un segmento en dos partes iguales. Méropo prictico. Marcamos
‘s'obre una tira de papel, cuyo borde recto hacemos coincidir con el segmento, los

A B A M B

| s S S

extremos del mismo; la doblamos en forma tal que las marcas coincidan, y en-
tonces el doblez sefiala sobre el borde el punto medio del segmento. Trans-
portando sobre AB el segmento determinado por las marcas coincidentes
con el doblez obtenemos el punto M que divide al AB en dos partes
iguales.

METODO APROXIMADO. — A partir de A y B transportamos sobre el AB otros

AN v BP que sean a simple vista iguales a mitad de AB. Si diera la casualidad

de que N coincidiera con P el punto asi obtenido

e Ny P es el que divide a AB en dos partes iguales. En

A M B los otros casos, esos puntos serian distintos pe-

ro mucho mas cercanos que A y B, por lo que

resulta facil tomar a simple vista el punto medio M del segmento
que ellos determinan.

* * %

Para la resolucion grafica de muchos problemas, es necesario utilizar el com-
pas para el trazado de la figura denominada circunferencia, que los alummos
ya conocen, y que se define asi: '

Circunferencia. — DeriN1OION. — Se llama circunferencia de centro O y ra-
dio r a la figura plana formada por los puntos cuya 4
distancia a O es igual a 7.

Si A, B, ¢, D... son puntos de la circunferencia

G8 = OB = G0 =, o 1. B %
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e

CONDICION PARA QUE DOS CIRCUNFERENCIAS IGUALES SE CORTEN. — Para que dos

1
A

A

circunferencias iguales sean secantes, es decir, se corten en dos puntos, basta
que sus radios sean mayores que la mitad de la .
distancia entre sus centros. M g

¥

: 00’ . ; .
Eisempro; Siendo r > o las cireunferencias

iguales de centros O y O’ y radios iguales a r re- "
N

sultan las circunferencias secantes.

Division de un segmento en dos partes iguales con regla y compas. —

\‘\-/_‘ Trazando la ecircunferencia de centro A y radio
/g\‘ mayor que la mitad de AB y con el mismo radio
ey Ja de centro B, ésta corta a la anterior en dos
A+ 1" ’ L B puntos P ey Q. Uniendo P con Q resulta que PQ
\ y corta a AB en un punto M que lo divide en dos
\\j,/ partes iguales.
: VII) Dividir un segmento en cuatro, ocho,... partes iguales.
Basta dividirlo en dos partes igna- N 2
les y a cada una de ellas en otras Die ,’;I\
dos y a cada una de las obtenidas ’,’\ S i\
en otras dos... seglin se trate de ;’ f EJ'-
dividirlo en cuatro, ocho,... partes Pl i
iguales, respectivamente. \-.\i, { e
i \is

~

.
-
b
e

VIIL) Dividir un segmento em un nimero cualquiera de partes iguales. C'ON" '
LA REGLA GRADUADA. Basta medir el segmento, dividir el ntimero asi obtenido
por el de partes en que se quiere dividir al segmento dado y transportar sobre
éste, a partir de uno de sus extremos, segmentos consecutivos iguales al que
tiene por medida el cociente anterior.

ProBuEMAS. — 1) Dados los puntos R, S, Z y K tales que cada tres de ellos no estén
en la misma recta, dibujar y anotar, los segmentos, las rectas y las semirrectas que ellos
determinan dos a dos.

II) Dar ejemplos de segmentos materiales.
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I III) Dados tres puntos de una recta M, N y P, jeudl es la parte comin a las semirrec-

" -— —> —_— —>
! tas: a) MN y NM ; b) MP y PN?

IV) Dibujar a mano levantada: a) un segmento igual a otro; b) mayor que otro;
¢) menor que otro y comprobar empleando los trawsportadores de segmentos los resul-
‘tados obtenidos; d) repetir la operacién hasta lograr lo deseado.

V) Comprobar que si AB =CD y CD = EF es AB=EF.
VI) Comprobar que si MN =PQ y NR=QS es MR = PS.
VII) Comprobar que a-+b-+c¢c=c+b-+a=a-+ (¢4 b).

VIII) Dados dos segmentos AB > CD construir: a) la suma; b) la diferencia; ¢) la
semisuma; d) la semidiferencia; e) un miltiplo de CD que supere a AB; f) la mitad
de la suma del duplo de AB con el triplo de CD; g) la cuarta parte del triplo de la
© diferencia.

IX) Camprobar que si se ume un punto de una circunferencia con otros puntos de
la misma, de todos los segmentos que se obtienen es mayor el que pasa por el centro.
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CAPITULO IT

. ANGULOS

Es necesario distinguir, con toda claridad, las siguientes figuras:

Evr rprano que es ilimitado en todas direccio-

nes y del cual es solo posible representar una ‘B
&« parte ».
, ! : +C
Noracién. — El plano que pasa por los puntos A, A

B y C se designa con ABC.

EL sEM1PLANO que es una de las partes en que queda dividido un plano por

una recta del mismo.

Eiempro: La recta @ del plano ABC lo divide
en dos semiplanos, uno que contiene a los puntos
A y B y otro que contiene al C.

EL ANeuLo que es una de las cuatro partes en que queda dividido un plano

por dos rectas del mismo que se cor-
ten.

Noraciones. — El angulo de lados @ y b B
N\

se designa con ab que se lee dngulo ab;




9

F e e ) A !
‘el de vértice B y lados BA y BC se designa con ABC. Cuando no es posible
. confundirlo con otro se lo puede designar con la letra del vértice o con un ni-

A mero colocado en la forma que indica la ficura. Asi
7~ A .
a B o 1 que se lee angulo B o angulo 1.

DEerFINICION. — Se  dice que dos éangulos son
% consecutivos cuando solo tienen eomun un lado y
ningtin otro punto fuera de él.

EJeMPLOS : el AR

ab y be son eonsecutivos
N A A

Analogamente ab, be, ed y de son consecutivos.

* ® %
N A

Suponemos bien sabido por los alumnos que al comparar dos angulos ab y ed
debe necesariamente suceder uno solo de los siguientes casos: que el primero
sea tgual al segundo, o que el primero sew mayor que el seqgundo, o que el pri-
mero sea menor que el sequndo y eso se indiea, respectivamente, asi:

~ A A A A ~ i

19) ab—ed 6 2°) ab >cd 6 3*) ab < ed.

Las relaciones anteriores se pueden comprobar préacticamente con un trans-
portador de dangulos.

ProBrEMAS. — 1) Dado un dngulo ABC, construwir sobre una semirrecta dada

B—’a’ un dngulo igual al ABC. CoN TRANSPORTADOR. Basta proceder como indica
la figura de la pagina siguiente. Hsto es, se hace coineidir un radio del trans-
portador con el lade BC del dngulo, en forma tal que su vértice coincida con
el centro del transportador y se marca sobre éste el punto M en que el otro
lado del &dngulo lo corta. Se lleva a coinecidir en la forma indicada el mismo
radio con la semirrecta B’C’ y se marca sobre el pizarrén o el papel el punto
M que se habia sefialado. Trazando la semirrecta B”A’ que pase por M se ob-
~ tiene el angulo pedido. !



Cualquier hoja de papel eon un borde recto puede servir de transporta
dngulos. j A

ST TN

\
\

-
——n

—
tro en el origen B’ de la semirrecta dado B/C’ y con el mismo radio se traza

—
otra circunferencia que corta a B’C’ en el punto N’ Si con centro en N’ y radlol L
MN se traza otra circunferencia, ella corta a la anterior en dos puntos M’ y M" I

R
(M” no estd en la figura). Trazando la B’M’ se
7\
obtiene el Angulo M’B’N’ que es el pedido.

11) Hallar la swma de los dngulos consecutivos
OO AN N
ab, be y cd.
s e

P
ab + bc + ¢d = ad ;

I1T) Dado un angulo ab, constrmr el doble el trzple, el cuadruplo del MIsMo.
A “'

ac—ab-{-ab__abxz ; ad—ab—l—ab—[—ab_abe 3 ae—a,bxzi




PG, ¢ A

IV) Hallar la suma de varios angulos cualesquiera.

NG AN as Fat NN s INE AN

N\ N\ N\ N\
ab + cd -+ ef = mn + np + pg=mq siendo mn=ab, np=cd y pg=cef

43
b .
c
e 4
d
£

V) Dwidir un angulo en dos partes iguales. MEropo PrActico: Caleamos con
un papel transparente el angulo dado, lo do-

blamos en forma tal que los lados coincidan

y entonces el doblez n sefiala la semirrecta

que divide al dngulo en dos édngulos iguales.
Transportando el papel asi doblado de ma-

; a
n I
nera que los lados coincidentes del angulo
b calcado coincidan con el b y el lado n sea
interior al angulo ab, la semirrecta n lo di-
. vide en dos partes icguales.

Mifsropo gEoMETRICO: Con centro en el vértice O y con un radio cualquiera se
" traza una eircunferencia que corta a los lados a y
b en los puntos A y B, respectivamente. Con el
mismo radio y centro en A y B se trazan dos cir-
cunferencias que se cortan en O y en M (en la fi-
gura solo se han trazado los arcos que se cortan
" en M). La semirrecta OM divide al dngulo ab en

dos partes iguales y por eso se dice que es la bi- O

sectriz del angulo ab. 4 Bf b




dos partes iguales y a cada una de ellas
- en otras dos y a cada una de las obte-
~ nidas en otras dos... seglin se trate de
dividirlo en cuatro, ocho,... partes igua-
les, respectivamente.

Angulos formados por dos rectas que se cortan.— Al cortarse dos rectas
U quedan formados dos clases de angulos. ;

A\ ™\
Los AOB y BOC que se llaman adyacentes
A ~
ylos AOB y AOBF 5. > % opuestos por el vértice.

PROPIEDAD, — Los angulos opuestos por el vértice son iguales.
Esta propiedad puede comprobarse mediante el transportador de éngulos o
caleculando a uno de ellos y llevindolo a coincidir con el otro.

RECTAS PERPENDICULARES

Rectas perpendiculares.— Se dice que dos rectas son perpendiculures enan-

do forman dos dngulos adyacentes iguales. b

BaempLo, — Siendo los dngulos adyacentes 1/\2

2N N . a

1—2 e pla yselee

p es perpendicular a a.



i
h

ProBLEMA I. — Trazado de la perpendicular a una rectg por un punto de ella

o exierior a la misma.

Primer MEropo. Con la escuadra. Se usa el instrumento llamado escuadra,

que es tal que dos de sus cantos (eca-
tetos) son perpendiculares. Para
trazar la perpendicular se hace coin-

. eidir uno de los catetos eon la recta
dada y se desliza la escuadra hasta
que el otro cateto pase por el punto
dado. Luego se traza la recta que
ese canto determina y se tiene la per-
pendicular pedida.

Para facilitar esta operacion se

puede hacer coincidir primeramente

la recta con el canto de una regla como se ve en la figura.

SEGUNDO METODO. Con regla y compds.— 11) Por un punto de una recta tra-

zarle la perpendicular.

Sobre cada una de las semirrectas que determi- —~—— P
na el punto A en a se construyen los segmentos ,,;zf‘-\
AN — AM’. Con centro en M y M’ se trazan dos eir- ’ / ‘\\ i
cunferencias iguales de radios mayores que MA que I,"' ,,'/ '\\ \‘\
se cortan en dos puntos P y P” (P’ no estd en la s X \
figura). Trazando la recta AP se obtiene la perpen- ,/' \‘ :
dicular pedida. { ey
En la practica solo se trazan los arcos de circun- /\2 M

ferencia necesarios como se ve en la figura.

ITT) Por wn punto exterior a una recta trazarle la perpendicular.

Con centro en el punto dado P se traza una ecir-
cunferencia que corte a la recta a en los puntos M

y N, para lo cual basta que pase por un punto del.

semiplano que limita ¢ y no contiene a P. Con el mis-
mo radio y centro en M y N se trazan dos circunfe-
rencias que se cortan en los puntos P y P” (en la
figura solo se han trazado los arcos que se cortan
en P’). Trazando la recta PP’ se obtiene la perpen-
dicular pedida. o
Si aplicamos los dos métodos anteriores para tra-
zar la perpendicular a una recta por un mismo
punto, comprobariamos que: En un plano por un
punto pasa UNA sOLA perpendicular a una recta.

ST RR——



| DuriNicioNes. — Se llama dngulo recto aquel euyos lados pertenecen a reeta; 'I
perpendiculares. Se llama dngulo agudo al dngulo que es menor que un dngulo
vecto v dngulo obtuso al que es mayor que un recto, 1 .

\
| ab recto

N\

cd agudo
1 A :
} ef obtuso b 3 :

es lgual a dos dngulos rectos o sea a 180°

3

- .-

’ t;"’l"ropiedad de los Angulos adyacentes.— La suma de los dngulos adyacentes
4
|

| A\
| 1

A
12

= 2 rectos = 180° 1
K a . c

La suma de los dngulos consecutivos formados alrededor de un punto y de un

- mismo lado de una recta es igual o dos dangulos rectos o sea 180°. .

"

| Z e SR T ~
EsemMpPro: Si  ab, be, ed y de  son

\}
. consecutivos

\ LAy ¢
k,v a y e son semirrectas opuestas es:
i aS A N

N\
ab + be + e¢d + de = 2 rectos.

) e /N e as 2\ N\ N N\ N N\

b En efgcto: ab 4 be + c¢d + de = (ab + be) + (ed + de) = ac + ce porque
N N & ek N 7 ™\ N\

' hemos reemplazado a ab +bc por su suma ac y cd-+de por ce y

' Vas N .~ :

t\ como ac -+ ce = 2 rectos pues son angulos adyacentes,

| ~ A s

A
f luego ab -+ be + ed + de — 2 rectos

| Medidas angulares. —Si un dngulo recto se divide en 90 partes iguales,
| cada una de estas partes se llama dngulo de un grado. Si a un &ngulo de upn
| grado se divide en 60 partes iguales cada una de ellas se llama dngulo de um
f minuto y si a un dngulo de un minuto se lo divide en 60 partes iguales cada
funa de ellas se llama dngulo de un segundo.

|

|
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| A
Noraci6N, 1R:90=1° se lee dngulo de un grado.
1°:60 — 17 se lee un minuto y 1’:60=1" se lee un segundo.
N\ 7 s
EsempLo: ABC =37°27/14” ; MNP = 14° 53" 40”.
Eoercicios. — a) Ejemplos de dangulos agudos y obtusos; b) ¢Cudntos mi-

nutos tiene un dngulo recto?; ¢) ¢Cudantos segundos tiene 1°?; d) ;Cudntos se-
gundos tiene un dngulo recto? '

Suma de angulos expresados en grados minutos y segundos. — REGLA.
— Se eseriben los sumandos uno debajo de otro, de manera que el nimero de
grados, minutos y segundos queden en columna, y se swma por columnas comen-
zando por la de los sequndos. Si las dos primeras swmas son menores que 60 se
escriben directamente. En caso contrario se le restam 60, 120, etc. segiun que
ellas estén comprendidas entre 60 y 120, 120 y 180 ete., respectivamente, y se le
suma 1, 2, ete. a la suma siguiente. ;

Biempros: Swmar 37° 257 18”7 con 56° 137 54”.
Disponiendo los sumandos como indica la regla se tiene:

37° 25" 18”
56° 13" 54"
93° 38’ 72"

¥y como 727 —60” =127 y 38’ 4+ 1"= 39" resulta
93° 1384 72" —93° 39" 12"

En la practica las operaciones parciales se hacen mentalmente.
Asi, por ejemplo:
50° 45’ 38”

37° 257 18" 1+ 120° 527 49"
+ 560137 547 36° 567 53"
93° 397 127 208° 35’ 20

Resta de angulos expresados en grados, minutos y segundos. — REcLA.
— Se escribe el sustraendo debajo del minuendo, de manera que el miimero de
grados, minutos y sequndos queden en columna, y se resta por columnas, conmen-



zando por la de la derecha. Si el nitmero de segundos o de minutos del m
traendo fuera mayor que el del minuendo se le suma a éste 60” o 60" respecti-

vamente, para hacer posible la resta, cuidando de restar la unidad al nimero
de unidades de orden inmediato superior.

Eiempro: Restar T6° 23" 45” de 120° 14/ 50”.

120° 14" 50”
— T76° 23" 45”

Observamos que si se quiere restar por columnas no es posible hacer la djf,e;
rencia 14" — 23", Pero si se toma 1° = 60’ de 120° y se lo suma a 14, resulta
14" + 60’ = T4’ y 120° 14'60” — 119° 74’ 50", luego
119° 747 50”
— T76° 237 45" ; \
43° 51’ 05”

En la practica las operaciones 'parciales se hacen mentalmente.
Asi, por ejemplo:

120° 14’ 50” 50° 12" 23"
76° 237 457 == g0r Shasn”
43’ 517 05 19° 46’ 33"

Producto de un angulo expresado en grados minutos y segundos por un
nimero natural.— Rucra. — Para multiplicar wn dngulo expresado en gra-
‘dos, minutos y segundos por un nimero natural, se multiplican los nimeros de
\grados, minutos y segundos por ese mumero comenzando por los segundos. St
los dos primeros productos son menores que 60 se escriben directamente, en caso
{contrario se les resta 60, 120, 180 etc., segiin que esos productos estén compren-

|didos entre 60 y 120, 120 y 180, 180 y 240, ete. y se le suma al producto stguien-
te 1, 2, 3, ete respectivamente.

Eaempro: Multiplicar 36° 15" 48” por 3.
36° 15° 48”
X3
‘, 108° 457 144” s

¥ como 144” — 120" = 24" resulta 108° 45" 144” — 108° 47’ 24",
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;' - En Ja préiectica se hacen directamente las operaciones pareiales, asi:
B 36° 15 48” 49° 36’ 52”

R X 3 X 4

@ 10849 247 198° 277 287

18

Cociente de un angulo expresado en grados minutos y segundos por un
numero natural. — Rucra. — Para dividir un dngulo expresado en grados,
winutos y segundos por un nimero natural, se divide el niimero de grados por
el mimero natural, obteniéndose el mimero de grados del cociente. Se multiplica
el resto de esa division por 60 y se le agregam los minutos del dividendo y se
procede en la wmisma forma para obtener los minutos y segundos del cociente.

Boempro: Dwidir 39° 58 20” por 5. ;

39° 58’ 20” | 5
4° =4 X 60 =240/ 7° 597 40”
298
48 :
B 3’ = 60” X 3 = 180"
L ; 200 |
& 00// 3

En la practica se hacen mentalmente las operaciones parciales, asi:
L 39° 58/ 20” | 5 ;  126°38"127 |3
| 7° 59" 407 42° 12" 447 |

] Angulos complementarios y suplementarios. — DEFINICION. — Se dice que
- dos angulos son complementarios ecuando su suma es igual a un dngulo recto y

: b
f 7 p : c
q a d
. suplementarios euando dicha suma es igual a dos &ngulos rectos.
& . N N N\ N\ |
Esempro: Siendo mn - pg = 1recto son mn y pq complementarios. Siendo
N 7N N ~

. ab -+ cd =2 rectos son ab y cd suplementarios.
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. EJmrcicios. — a) Hallar el complemento y el suplemento de un éngulq d
~ 35°; b) Idem de 15° 37" 40”.
[ a) El complemento de 35° = 90° — 35° = 55° y el suplemento d&

- 85° —180° — 35° = 145°. ,
b) El complemento de 15° 37" 40” — 90° — 15° 37" 40” para facilitar la
resta eseribimos : 4
90° = 8025060
— 15° 37" 40”

T4° 22’ 207

Analogamente procedemos para hallar el suplemento de ese dngulo y tenemos

180° =179° 59460/
— 15° 37" 40”

164° 227 20”

RECTAS PARALELAS i

Rectas paralelas. — DerinicioN. — Se dice que dos rectas de un plano son 8
paralelas, cnando no se cortan. a v ¥,
: by

‘x«:

Noraci6N. a || b se lee a es paralela a b. b g

%

_ . 1

Angulos formados por dos rectas paralelas cortadas por una tercera, —
Cuando dos rectas paralelas son cortadas por una tercera se forman ocho &dngu- g
los que llevan los nombres siguientes : ; J
R R L W G TR i
ly5;4y8 ;2y6 ;3y 1T correspondientes :
NN A L s
1, 2, Ty 8 externos :
AN AN N\ ) 1
4 3, 6 y 5 wnternos J
NG NN AN e :y
1y 7;2y 8 dalternos externos
N AN S AN i
4 y6 ;3y5 alternos internos 1

Obsérvese que los angulos internos estén en la « faja» ab; los externos fuera o
de esa faja y los alternos estan a distinto lado de la secante c.
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Propxedad de los angulos correspondientes. — Si dos rectas cortadas por
wna tercera forman dngulos correspondientes

o]
iguales, son paralelas y reciprocamente si los an- 5 % /<1
gulos correspondientes son iguales las rectas son
paralelas.
4 - b B
Esempro: Si los angulos correspondientes
as \
1 y 2 son iguales es a || b y puede comprobar- /
se con un transportador o caleando uno de ellos
3 v llevandolo a coincidir con el otro.
1 a
A CONSECUENCIA.— En un plano dos rectas per-
pendiculares a wna tercera som paralelas.
2/ b EsempLo: Si ale y ble es all b, pues
2 B i A A
los angulos correspondientes 1= 2 = 1 Reeto.

Trazado de paralelas. — Trazar por un punto exterior a una recta la para-
lela a la misma,

PrivMEr MfiTopo. CON REGLA Y ESCUADRA. — Para trazar la paralela a una ree-
ta por un punto exterior a la misma, se hace coincidir la hipotenusa de la
esenadra con la recta dada b y se aplica el borde de la regla contra uno de sus
catetos. Manteniendo fija la regla se hace deslizar la escuadra hasta que su

. hipotenusa pase por el punto dado P y se traza la recta g sefialada por ella ob-
teniéndose la recta pedida puesto que los 4ngulos correspondientes 1 y 1’ ma-
terializados por la escuadra son iguales (fig. 1).

Fig. 2.

SEGUNDO MATODO. — Se procede en la misma forma que en el método anterior
haciendo coineidir uno de los catetos con la recta dada y el otro cateto con la
regla (fig. 2).

T N N T T

PE——




TERCER METODO. CON REGLA Y COMPAS. — Se traza la recta determinada por el

punto dado P con un punto cualquiera A de E

la recta dada a y se construye con vértice P - ,/, “\

el 4ngulo correspondiente a uno de los de 2 F,D/ L

vértice A, como se ve en la figura. El lado . // 4

b del angulo construido es paralelo a la rec- ,\4\

ta a. ] ,,’ \.‘

. . )

AT

Cuarro miTopo. — Con centro P se traza una cirecunferencia que corte a b
en el punto M’. Con centro en M’ y con el
mismo radio se traza otra circunferencia que
pasa por P y que corta a b en el punto M. Con
i centro en M’ y con radio MP se traza una
‘ ! cirecunferencia que corta a la primera en los
i puntos P’ y P” (P” no estd en la figura).
La recta b’ determinada por P y P’ es para-
lela a la recta b.

0

o

;

he e
~

/!
/

.

Postulado de las paralelas. — Si aplicaramos los cuatro métodos anteriores
para trazar la paralela a una recta por un mismo punto comprobariamos que:
Por un punto exterior a une recta pasa UNA soLA paralela a la misma.

PropreEMas. — 1) Dadas en un plano cuatro semirrectas OA, OB, OC, OD, del mismo

origen, anotar todos los dngulos que ellus determinan.

IT) Dar ejemplos de angulos materiales.

IIT) Dados tres puntos M, N, y P que no estén en una misma recta rayar la parte
comun a los dngulos MNP, NPM y NMP.

1IV) Dibujar a mano levantada: a) un dngulo igual a otro; b) mayor que otro; ¢) me-
nor que otro y comprobar empleando el transportador los resultados obtenidos. Repetir la
operacion hasta lograr lo deseado.

N e SN L N e

V) Comprobar que si: ab=icd y cd=-ef es ab= ef.
A A o A AN ~ ~
VI) Comprobar que si: mn=pq y nr=qs es mn—-nr= pq-+ gs.

Ny ;
VII) Dados un angulo ab > ¢d construir: a) la suma; b) la diferencia; ¢) la semisu-

wme; d) la semidiferencia; e) un miltiplo de ed que supere a ab; ) la mitad de la suma
del duplo de ab con el triplo de ¢d; g) la cuwarta parte el triplo de la diferencia.

VIII) Construir con regla y compds: a) un dngulo de 45°; b) un dngulo de 135°;
¢) de 22°30"; @) de 112°30"; ¢) de 67°30".
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IX) Caleular el angulo 2 sabiendo que:

A A ; A
1'=560% 4=63° y 3=29°

X) Comprobar: a) que las bisectrices de dos dngulos adyacentes forman un dngulo
recto; b) que las bisectrices de los dngulos opuestos por el vértice forman wn dngulo igual
a dos rectos. !

X1) Comprobar que si desde un punto se trazan dos semirrectas paralelas a log lados
de un angulo forman otro que es igual o suplementario del dado.

XII) Idem trazando las perpendiculares.

P
XIIIL) Calcular los dngulos 2, 3 y 4 sabiendo que:

A
1 = 53° 40".

XIV) Trazar a mano levantada: a) la paralela a una recta wertical, horizontal o in-
clinada; b) la perpendicular a una recta vertical, horizontal o inclinada.

XV) Trazar a mano levantada: a) un dngulo de 30°; de 45°; de 60°; de 90°; b) las
bizgectrices de los mismos.

XVI) Hallar el complemento: a) de 38°42/207; b) de 36°41 507 -+ 28° 15;
¢) de 63° 15"40” — 38° 42" 50”; d) de la mitad de 60° 15 30”; ¢) de la cnarta parte
del triplo de 50° 20 15”. : :

" XVII) Hallar el suplemento: a) de 120°45'54” ; b) de 58° 4215”7 - 30° 40" ;
¢) 150° 36”207 —49° 59’ 54” ; d) de la mitad de 76° 43’ 50”; ¢) de la mitad del triplo
de 148° 43’ 50” — 50° 36’ 15”.

XVIIL) Comprobar que si dos rectas paralelas son cortadas por

una tercera forman:

a) dangulos alternos externos iguales;

b) alternos internos iguales.

XIX) Caleular, aplicando la propiedad comprobada en el ejercicio anterior, los angu-
los 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 sabiendo que dngulo 1 = 48° 20’. ;Cémo son los dngulos 3 iy 8;
4yT7;2y5;1y6?2

XX) Construir con regla y compds: a) el complemento de un dngulo agudo; b) su
suplemento ; ¢) la mitad del complemento; d) el triplo de la mitad del suplemento.




CAPITULO III

TRIANGULOS

- Triangulos. — Dados tres puntos A, B y C que no estén en la misma recta
- se llama tridngulo ABC a la parte comfin a los 4ngulos ABC, BCA y CAB.

Los puntos A, B y C son los vértices y los segmentos AB, BC y CA los lados
del triangulo ABC.

=,
f3
S
Ny
N
b §

o

Clasificacion. — I) Los tridngulos se clasifican segtin sus lados en: equild-
teros enando tienen sus tres lados iguales (fig. 1), isdsceles enando tienen dos
lados iguales (fig. 2), y en escalenos cuando sus tres lados son desiguales (fig. 3).

B B
:\- . i B

Fig. 1. Pig. 2. : Fig. 8.
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.3

R =g

II) Los tridngulos se clasifican de acuerdo con sus édngulos en: acutdngulos
cuando tienen sus tres angulos agudos, rectingulos euando tienen un angulo
recto y obtusangulos cuando tienen un angulo obtuso.

B B

A C A & A C

Suma de los angulos de un tridngulo.— La suma de los dngulos de un
tridngulo es-igual a dos dngulos rectos.

NN

A ~
En el ABC es A+ B -+ C=2 rectos.

JusriricaciON, — Trazando las semirrectas AB y CB y por B la paralela m a AC se
AN A
forman los 4ngulos 1, 2 y 3 cuya suma es igual a dos rectos

0y

N

a2 &
SEAl m

k. ;

e
RN

0 sea 1} 2+ 3 = 2rectos

A

Rl i S A X (LN
Pero 1=A y 3= C por correspondientes entre paralelas, y 2 =B por opuestos

—~
~

por el vértice, luego sustituyendo en la igualdad anterior, los dngulos 1, 2, 3 por sus
iguales A, B y C se tiene:

NN N

A -+ B -+ C = 2 rectos

Relaciones entre los lados de un"mismo triangulo. — Dado un triin-
oulo cualquiera, si sumamos dos de sus

B lados obtenemos un segmento que es

mayor que el tercer lado y si en cam-

bio hallamos la diferencia entre dos de

esos lados el segmento que resulta es me-

A 75 t E(% nor que el tercer lado. En la figura se
; V=3 t ¥ ! comprueba que
—_’ ------ Ue o= = i
BC i

AC < AB+BC y AC > AB—BC.
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En cualquier otro triangulo puede comprobarse esto mismo o sea que:
En todo tridmgulo un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que
la diferencia de los mismos.

DErFINICION. — Se 1lama perimetro de un triangulo a la suma de sus lados.

Construccion de triangulos con regla y compas. — ProLEma 1. — Cons-
trudr un triangulo dados un dngulo y los lados que lo forman.

DaTos CONSTRUCCION

CRans * B
Sonvucion, — Se construye el angulo NCM igual al C y sobre uno de sus la-

dos el segmento TB—a y sobre el otro lado el CA — ). Uniendo A con B se
obtiene el tridngulo ABC pedido.

ProBrLEMA I1. — Construir un tridngulo dados un lado -y los dngulos adya-
centes a él.

DaTos CONSTRUCCION




DG

SoLUcION. — Se construye un angulo NCM igual al C, sobre uno de sus lados

el segmento OB =12 y con vértice B y lado BC un 4ngulo igual al B situado en

el mismo semiplano que contiene al dngulo C. Los otros lados de estos angulos
se cortan en un punto A y forman el tridngulo ABC pedido.

ProBrLEMA II1. — Construir un tridingulo dados los tres lados.

DATOS CoNSTRUCCION

c ' B

SoLuciON. — Se construye un segmento BC = a. Con centro C y radio igual
a b se traza una circunferencia y con centro B y radio igual a ¢ otra circun-
ferencia que corta a la anterior en dos puntos A y A" (A’ no estd en la figu-
ra). Uniendo A con B y C se obtiene el tridngulo ABC pedido.

Construccion de triangulos rectingulos con regla y compas. — ProBLE-
MA IV.— Construir un tridngulo rectangulo dados los catetos.

Basta proceder como en el problema I teniendo en cuenta que el angulo for-
mado por los catetos es recto y que su construecion se reduce al trazado de una
recta perpendicular a otra (pag. 16).

DATos CONSTRUCCION




ProsLEMA V. — Construir un iridngulo rectingulo dados un cateto y el dn- |
gulo agudo adyacente a él.
Basta proceder como en el problema II teniendo en cuenta que el otro &ngulo
adyacente al cateto es recto.

DaTos : * CONSTRUCCION -1

b}

q
7/

ProBLEMA VI. — Construir un tridngulo rectingulo dadas la hipotenusa y un
dngulo agudo.

Daros CONSTRUCCION

M N*

SoLuciéN. — Se construye el dngulo MBN = B y sobre uno de sus lados el
segmento BC — . Trazando por C la perpendicular CP al otro lado del ingu-
lo B se obtiene el tridngulo CBA pedido (probl. de pag. 16).
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Prosrema VII. — Construir un triangulo rectingulo dados la hipotenusa y
un cateto.

DaTos CoNsTRUCCION

SoLuci6N. — Se construye el dngulo recto A, sobre uno de sus lados el seg-
mento AC — b y con centro en C y radio a se corta al otro lado en un punto B.
Uniendo B con C se obtiene el tridngulo BAC pedido.

Triangulos iguales. — DerINICION. — Se dice que un tridngulo ABC eg
igual a otro A’B’C’ cuando los lados y los dngulos

B
/@\,\m\ de uno son respectivamente iguales a los del otro.
A # G Sl Y b
B ( ABLAB | A=A

A /5

ABC=A'B'C' si{ B6_B0 BB
: : [ TSI 1
A c AC— X0 - =0’

~ La resolucion de los problemas anteriores, nos muestra que para poder cons-
truir un tridngulo no es necesario conocer todos sus elementos, sino algunos,
pues los restantes estdn relacionados con ellos en forma tal que construidos los
primeros estos tltimos resultan con sélo unir dos puntos. Por lo tanto para
poder afirmar que dos tridngulos son iguales bastara, también, saber que lo
‘son algunos de sus elementos y los datos de los problemas resueltos nos diecen
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‘ que en general : Dos iridngulos son iguales cuando lo son tres de sus elementos -
entre los cuales figure por lo menos un lado y en particular que:

PrIMER cAs0. — 87 dos tridngulos tienen dos lados y el angulo comprendido
respectivamente iguales, son iguales.

SEGUNDO cAs0. — Si dos tridngulos tienen un lado y dos angulos respectiva-
mente iguales son iguales.

TERCER €ASO. — St dos tridngulos tiewen sus lados respectivamente iguales
som iguales.

B ™ B B
A + C A * C A } C
B B’ B
Al + c’ Al ; c’ A : G
ler. caso . 2do. caso 3er. caso

Como los tridngulos rectdngulos tienen un par de dngulos iguales, los rec-
tos, serd suficiente para que sean iguales que tengan dos pares de elementos
_ respectivamente iguales entre los cuales figure un lado.

Tenemos asi los siguientes ¢

CASOS DE IGUALDAD DE TRIANGULOS RECTANGULOS. — PRIMERO. — St dos {ridn-
gulos rectingulos tiemen sus catetos respectivamente iguales, son 1guales.

SEaUNDO cAs0. — Si dos tridngulos rectangulos tiemen un cateto y un dngulo
agudo respectivamente iguales son iguales.

TERCER cAs0.— Si dos triangulos rectingulos tienen la hipotenusa y un dn-
gulo agudo respectivamente iguales, son iguales.

Cuarro caso. — Si dos tridangulos rectdngulos tienen la hipotenusa y un ca-
telo respectivamente iguales, son iguales.

~
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. pondiente al dngulo B. A

=4 g

Alturas, medianas, mediatrices y bisectrices. — DeriNicioNes, — [) Se lla-
ma altura de un tridngulo al segmen- A A
to de la perpendicular trazada a un

lado o & su prolongacién por el vér-
tice del angulo opuesto.

Jethh A (CUE
Eiempro: AH es la altura del ABC eorrespondiente al lado BC.

II) Se llama mediana de un triangulo al segmento que une al punto medio
de un lado con el vértice del angulo opuesto.

Sercl A
Esempro: BM es la mediana del ABC corres-
pondiente al lado AC.

sus lados en el punto medio del mismo.

A
Eiempro: m es la mediatriz del ABC corres-
pondiente al lado AB.

sus dngulos comprendido entre el vértice del mismo
y el lado opuesto.

i A
Eoempro: BP  es la bisectriz del ABC corres-

\

Puntos notables del triangulo.— 1) Las alturas de un triangulo,o sus pro-
longaciones, concurren en un punto (fig. 1).
I1) Las medianas de un triangulo concurren en un punto (fig. 2).

Fig. 2. .
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111) Las bisectrices de los angulos de un tridngulo son concurrentes (fig. 8).
1V) Las mediatrices de los lados de un tridngulo son concurrentes (fig. 4).

,/l‘\L

Fig. 3. : Pig. 4.

Se llaman puntos notables del triangulo a los puntos de interseccién de sus
alturas, de sus medianas, de sus mediatrices y de sus bisectrices.

Proriepaprs. — Puede comprobarse que:
1) El punto de concurrencia de las medianas de un tridngulo estd situado a
das tercios de cada una de ellas a partir del vértice respectivo (ver. fig. n® 2).

PRI R Ty

A
EoemprLo: Siendo O el punto de interseccion de las medianas del ABC es

0=

AM O%BM'y—O %M

C}JIL\')

R - '="-..-

1L) El punto de concurrencia de las mediatrices de un tridngulo equidista de
los vértices del mismo, o sea, es el centro de la circunferencia que pasa por esos
vertices que se llama circunferencia circumscripta al tridngulo (fig. 5).

R

s R

Eoempro: Siendo O el punto de interseceion de las

mediatrices del A%C es OA — OB = OC v la cireun-
- ferencia de centro O y radio OA es la cireunferencia

eireunseripta a él. (En la figura solo se han trazado

dos mediatrices para hallar el eentro, pues ya se sabe
que la tercera también pasa por él).

.
e

i e S e

| -
\
|
\
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111) El punto de concurrencia de las bisectrices de un tridngulo equidista de
los lados del mismo, o sea, es el centro de la circunferencia tangente a sus lados,
que se llama circunferencia inscripta al triangulo (fig. 6).

Siendo O el punto de interseccion de las bisec-
trices del tridngulo HIJ es OP — OP’ — OP”
y la circunferencia de centro O y radio OP es
la circunferencia inscripta en él

Fig. 6.

Damos a continuacién una aplicacién importante del trazado de paralelas.

Division de un segmento en partes iguales. — Dividir el segmento AB
en cinco partes iguales.

G//\'/y Se traza una semirrecta AM y se llevan a |
A

ElLY partir de A c¢inco segmentos consecutivos iguales,

E/,/,I’ AC—=CD —DE —EF —FG, se une G con B ¥ ‘

Ky /Lf)//’ ,/ ,,’. se trazan paralelas a GB por C, D, E y F, que 1

i C/ / ;' o cortan a AB en C’, D/, E’ y F’, respectivamente, |

A,‘LC‘—,-D‘.—EJ.T,:‘-.—"B dividiendo al segmento AB en cinco partes
N iguales.

PrROBLEMA. — 1) ;Cudnto vale el dngulo C del triangulo ABC si A = 56° 42 30" y
B=72"15'%

IT) ;Cudnto vale cada uno de los angulos de wun tridngulo equildtero si los tres son
iguales?

II1) ;Cuanto vale cada uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectangulo si am-
bos son iguales? .

IV) Cudnto valen cada wno de los dngulos del triangulo ABC: a) si el A = 36° y
B ies el doble del C; b) si A=90°y B=2C; ¢) si A=40° y 2B =5A.

V) Comprobar que en todo tridngulo isésceles: a) que los dngulos opuestos a los
lados iguales son iguales; b) que la mediana correspondiente a la base es altura del
iridngulo y bisectriz del dngulo opuesto; ¢) que la altura correspondiente « la base es
mediana de ese lado y bisectriz del dngulo opuesto; d) que la bisectriz del angulo opues-
to a la base es mediana y altura correspondiente a la misma.

VI) Utilizando la propiedad a) del ejercicio anterior calcular los dngulos de un
triangulo isésceles ABC sabiendo que: a) el angulo A opuesto a la base es de 60° 25’ 307,
b) el dngulo de la base C = 51° 15" 40”.
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VII) Dibujar a mano levantada: a) tridngulos equildteros; b) isdsceles; ¢) rectangu-

~ los; d) obtusdngulos; e) escalenos; f) dos tridngulos iguales.

VIII) Calcular el perimetro: a) de un tridngulo equildtero de 12 cm de lado; b) de
un triangulo isésceles de 12 em de base y 10 em de lado igual.

IX) Qué longitudes tienen los lados de un tridngulo de 10 m de perimetro: a) si es
equildtero; b) si es isdsceles y la base es de 4 m; ¢) si es isdsceles y el lado igual es de
3,80 m; d) si es escaleno, un lado tiene 3,70 m y de los restantes lados wuno es el doble
del otro.

X) Decir si los segmentos a, b y ¢ pueden ser lados de un mismo tridngulo: a) cuan-
do a=10em, b=15cm y ¢=8e¢m; b) cuando a=10m, b=6m y ¢=6m; ¢)
a=9m, b=6myc=3m;d) a=20m b=9m y ¢=10 m.

- XI) Construir con regla y transportador el tridngulo ABC sabiendo que: a) a = 12 em,

N e N
B=42° 4y 0=60°; b)a=20cm, ¢=36cm y B=50°; ¢) as=30em, B=30" y 9

A A A
A=90;d)a=b=35emyC=282%¢e)a=40cm, B=C=5]1°

XII) Construir con regla y compds el triangulo ABC sabiendo que: a) a = 40 em,
b =50 em y ¢ = 60 em, trazar la mediana correspondiente ai lado a, la altura correspon-
diente al lado b y la bisectriz del dngulo C; b) a =55 em, B = 60°, C = 45° trazar la
a'tura correspondiente a a; ¢) b = ¢ = 20 em, a = 36 cm.

XIIT) Construir, aplicando las propiedades comproiaidas en el ejercicio V, un triangulo
18dsceles conociendo: a) la base y la allyra corresponci-nte; b) el angulo opuesto a la
base y la bisectriz correspondiente; ¢) la base y wio de los dngulos adyacentes a ella.

XIV) Si en un tridngulo equiliiero se trazan las medianas, las altwras y las bisec-
trices de sus dngulos y las media'rices de sus lados, ;jqué puede observarse?

XV) Dados tres puntos que no estén en la misma recta trazar una circunferencia que
pase por ellos. )

XVI) Dado un tridngulo dibujar la circunferencia inscripta en él.
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CAPITULO IV

CUADRILATEROS

DerINICION, — Dados tres o mas puntos A, B, C, D y E, por

ejemplo, tales que tres cualesquiera de ellos no
estén en una misma recta y que la recta de dos
consecutivos deje a los demés en unmismo semi-
plano, se llama poligono ABCDE a la parte co-
mtn a los dngulos ABC, BCD, CDE, DEA y
EAB, que se llaman dngulos interiores del poli-
2ono.

Los segmentos AB, BC, CD, DE y EA sella-
man lados y su suma peritmelro del poligono, y
los AC, AD, BD, BE y CE diagonales del
mismo.

Nombres de los o "igonos. — Los nombres de los poligonos son los si-

guientes:

: Triangulo
cuadrilatero
pentdgono
exdgono
eptiagono
octégono
enedagono
decagono
endecdigono
dodecagono
pentadecagono

al ¢ue tiene {res lados y fres  angulos.

¥ ¥ v ¥

>
>
>
>

>
»

>

»
>
>
»

» cuatro  » > cuatro »
» GillCo > > einco - »
» 2018 » > seis »
» siele » » stete »
» acho » » ocho »
» nueve > » nueve »
» diez » > diez »
» once » > once »
» doce > » doce »
» Quince » > quince  »

A los demés poligonos se los designa por el nimero de lados; asi, se dice po-
ligono de trece lados, de veintidés lados, ete.




Propiedad de los angulos de un cuadrilatero. — Dado un cuadrilatero
ABCD si trazamos una de sus diagonales, la AC, por ejemplo, queda dividido

~ es igual a dos rectos, y eomo la suma de los dngulos de ambos tridngulos da la

~ de los angulos del cuadrilatero resulta que: B

La suma de los dngulos de un cuadrildtero es igual
@ cuatro rectos.

DeriNicioNES. — En todo cnadrilatero se llaman C

- angulos o lados opuestos a los que no son consecu-

tivos. A D
e s N\

A\
EJEI\EA): En el cuadrilitero ABCD, A y C ; B y D son 4ngulos opues-
tos y AD y BC ; AB y DC lados opuestos.

Clasificacion. — Los cuadrildteros se clasifican en las tres clases siguientes:
Puaralelogramos son los que tienen sus dos pares de lados opuestos para-
lelos (flg 1)

. [ S5

Fig. 1. . Fig. 2 Fig. 3. 4,

Trapecios son los que tienen un solo par de lados opuestos paralelos, que se
llaman bases del trapecio (fig. 2), y

Trapezoid'es son los que no tienen lados paralelos (fig. 3).

Entre éstos se llama romboide al que tiene dos vértices que equidistan de los
otros dos. Asi en la figura 4 es ON — OP y MN — MP.

Paralelogramos. — PropriEpADES. — Dado un paralelogramo ABCD si traza-

mos una de sus diagonales, la DB por ejem-

; 3 B o
plo, queda dividido en dos tridngulos iguales 4 ! 9 c
ADB y DCB, por lo tanto resultan AD — BC; e

O o
AB — CD; A — C. Si trazédramos la otra dia- s
AN N
gonal probariamos que B =D, o sea: N
1) En todo paralelogramo los lades y los a ol Jp

dngulos opuestos son iguales.
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Dado un paralelogramo ABCD, si trazamos sus dos diagonales observamos
que se cortan en un punto O y que se forman
tridngulos tales comoel AOD y COB que son
iguales, por lo tanto resultan también igna-
o les AO—=0C y BO—= 0D, o sea:

1I) En todo paralelogramo sus diagonales

B (53

se cortan en un punto que las divide en partes
A D iguales.

Paralelogramos especiales. — Son: el rectdngulo (fig. 1) que es el que tie-
ne sus angulos rectos, el rombo (fig. 2) que tiene sus lados iguales y el cua-
drado (fig. 3) que tiene sus angulos rectos y sus lados iguales,

&

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 8.

Propiedad particular idel rectangulo. = Dado un recténgulo ABCD si
trazamos sus diagonales se forman dos tridngulos [ D
rectangulos ABC y BAD que son 1guales por I¢ lo
tanto también lo son sus hipotenusas AC y BD,

0 sea:

Las diagonales de un rectingulo son iguales.
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Propiedades particulares del rombo.— Dado un rombho ABCD si traza-
mos una de sus diagonales, la AC, por ejemplo, se forman B
los tridngulos iguales ABC y ACD y por lo tanto los an-
gulos A y C quedan divididos en dos partes iguales por
la diagonal trazada, o sea:

Las diagonales de un rombo son bisectrices de los dn-
gulos cuyos vértices unen,

D
Dado un rombo ABCD si trazamos una diagonal, la AC por ejemplo, y ob-
o B servamos que siendo sus lados iguales si trazdramos con
N un radio igual a ese lado dos circunferencias con centro
A y en C ellas se cortarn precisamente en B y D y por
lo tanto al unir B con D obtendriamos la perpendicular
BD a AC, lo que nos dice que:

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Propiedades del cuadrado. — Siendo el enadrado un rectangulo, pues tiene
<us dngulos rectos, y un.rombo, pues tiene sus lados iguales, resulta que:

Las diagonales de un cuadrado son iguales, berpemh'culares entre st y bisee-
trices de los dangulos cuyos vértices unen.

Cuadro sinoptico de la clasificacion de los cuadrilateros.

( [ generales
Paralelogramos - IEHeREn
- especiales  { rombo
L L cuadrado
Cuadrildteros <
( Trapecio

No paralelogramos - generales
Trapezoides

| | L especial { romboide.
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Construccion de paralelogramos con regla y compas. — Prosuema 1. —

Construir un paralelogramo dados dos lados consecutivos y el dngulo compren-
dido.

DATos CONSTRUCCION
o al //N : P
¥ o) i i
G+ ~\vD
A R

SoLUcION, — Se construye el dngulo MBN igual a B; sobre uno de sus lados
el segmento BA — a y sobre el otro el BC = b. Con eentro C y radio ¢ se traza
una circunferencia y eon centro A y radio b la cortamos en D. Uniendo este
punto con A y con C se obtiene el paralelogramo pedido.

ProBrLEMA I1. — Construir wn paralelogramo conociendo dos lados consecu-
livos y una diagonal.

Daros CoONSTRUCCION

SoLucioN. — Como los dos lados consecutivos y la diagonal forman un trian-
gulo se empieza por construirlo, para lo eual se procede como en el problema ITI
de la pagina 28 y se trazan el triangulo ABC. Con centros en A y en C vy radios
b v a, respectivamente, se trazan arcos que se cortan en D. Uniendo D con C y
con A se obtiene el paralelogramo pedido.




ProBLEMA III. — Construir un rectdngulo conociendo dos lados comsecutivos.

Daros CoNsTRUCCION
AN Q;
} 1
1
) a & = ==
= T = g 5 -7 1
L ¥ ’
LU S SN -
- - ’!
L] A

SoLUCION. — Basta proceder como en el problema primero teniendo en cuen-

ta que el dngulo comprendido entre los lados dados es recto.

ProBrEMA IV. — Construir un rombo conociendo un lado y uno de sus dn-

gulos.
Damos
~9
L o 1 R-—
= L) L /'
A

SoLuci6N. — Basta proceder como en el problema I teniendo en cuenta que

CONSTRUCCION

’ N

D

B

¢l otro lado que forma al 4ngulo es igual al dado.

ProBLeEMA V. — Construir un cuadrado de lado dado.

Daros

o

CoNSTRUCCION

0O

R pp—

———— -t

SoLuciON. — Basta proceder como en el problema 11 teniendo en cuenta que

el otro lado es igual al dado.
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ProsrEMA VI. — Constrwir un rombo conociendo el lado y wna diagonal.
SoLuoidN. — Basta proceder ecomo en el problema segundo teniendo en cuen-
ta que el otro lado es igual al dado.

ProBLEMA VII. — Construir un rombo dadas sus diagonales.

DaATos CONSTRUCCION
Ql _
D
L d e l
I T = <
s : N
" d" d M O 5 A
= # J
=3
P

SoLUCION. — Se trazan dos rectas perpendiculares en O y se lleva sobre una
de ellas los segmentos OA — OC igual a la mitad de la diagonal d y sobre la

otra los OB — OD igual a la mitad de la otra diagonal d’. Uniendo A con B
y Dy C con B y D se tiene el rombo pedido.

ProBreEMA VIII. — Construir un cuadrado conociendo la diagonal. Se proce-

de como en el problema anterior, teniendo en cuenta que los diagonales son
iguales.
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EJsercicros. — 1) Cudnto vale el dngulo D del cuadrilitero ABCD  si: a)
A= 75° 307207, B —80°24°367 'y "0'=190%; b) A= 36°45:22", B —'0 =120%%
¢)A = 60°, B es el doble de C y C la tercera parte de D; d)A =D y B = C=121°16"31".

1I) Cudnto valen los dngulos del paralelogramo ABCD si: a) A =90° ;
b) B=128°3640"; ¢) C=57°49'52; d) D = 60°.

II1) ;Cémo son los angulos opuestos a la diagonal principal de un romboide? ;Por
qué? | :

IV) ;Por qué son iguales los tridngulos que se forman al trazar en un paralelogra-
mo: a) una diagonal; b) las dos diagonales?

V) Idem en un rombo.

V1) Cudnto wale el perimetro: a) de un tridngulo equilitero cuyo lado es de 18 em;

b) del cuadrildtero ABCD si AB = 3,5 dm, BC = 0,40 m, CD = 30 em y DA = 28 ¢m;

¢) de un romboide en el que AB = AD =57 m y BC = CD= 3,60 m; d) de un trapecio
isdsceles de bases AB =12m, DC = 7,20m y AD = CB = 3 m.

VII) Qué longitudes tienen los lados: a) de un rombo cuyo perimetro es de 10m;
b) de un rectangulo cuyyo perimetro es de 22,80 m y su base es el doble de su altura; c) del
cuadrilatero ABCD cuyo perimetro es de 48 m y AB = 8m, BC =2CD yﬁ-) =3 A

VIIL) Comstruir el cuadrilatero ABCD sabiendo que AB = 200 m, BC = 320 m,
CD = 450 m, B=90° y C = 125°. Midase cuanto vale el lado AD y los dngulos A y D.
(Represéntese en el papel o en la pizarra un cierto nimero de metros por otro de cen-
timetros, por ejemplo, 100 m por 1 ¢m en ¢l papel).

IX) Construir un romboide sabiendo que una diagonal es de 12 c¢m, la otra de 8 em
y que la sequnda corta a la primera en un punto que dista 3 em de uno de sus extremos.
(Téngase en cuenta que las diagonales son perpendiculares y que la primera divide a
la segunda en dos partes iguales).

X) Comprobar que el cuadrilitero que tiene por vértices los pumtos medios de los
lados: a) de unm cuadrilatero cualquiera es un paralelogramo; b) de un rectingulo es un
rombo; ¢) de un cuadrado es otro cuadrado; d) de un rombo es un rectdngulo.

XI) Dibujar a mano lm antada paralelogramos cualesquiera, rectdngulos, rombos y
cuadrados.

XII) Construir un trapecio rectangulo dados: a) la base b=10m, la b’ =T7Tm y la
altura h = 4m; b) la base b = 85m, la b" =45m y el el lado oblicuo | = 50 m.

XTIIT) Dibujar el pohgono ABCDF sabiendo que: AB =33m, BC = 25 m, CD = 36 m,

DE = 556 m, B = 90°, C — G D = 100°, y obtener el valor del otro lado EA y de
los angulos A y E.

XIV) Dado el poligono ABCDEF, si se considera el tridngulo que tiene por wvértices
a los puntos A, C y E, ;cdmo es el perimetro del triangulo con respecto al del poligono?
iPor qué?

XV) Construir un paralelogramo sabiendo que su diagonal d =12m, la d = 8m y

‘que uno de los dngulos que ellas forman es igual a 63°. (Recuérdese que las diagonales

de un paralelogramo se cortan en partes iguales).
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CAPITULO V

CIRCUNFERENCIA Y POLIGONOS REGULARES

Damos a continuacion otros conocimientos sobre la circunferencia, que serdn
tutiles en el estudio de los poligonos regulares.

Circulo. — Se llama circulo de centro O y de radio r a la figura formada
por la circunferencia de centro O y de radio » y todos los
puntos interiores a la misma, que son aquellos que estdn a una
distancia del centro menor que el radio.

Angulos centrales. — Dada una circunferencia de centro O y dos puntos
de ella A y B, el angulo AOB se llama dngulo central (fig. 1).

Arcos y sectores. — Dados dos puntos A y B de una circunferencia se lla-
ma arco AB a la figura formada por los puntos de la circunferencia pertenecien-
tes al 4ngulo central (fig. 1) y sector circular AOB a la figura formada por
los puntos del circulo pertenecientes al dngulo central (fig. 2).

Fig. 1. Fig, 2.

Los puntos A y B se llaman extremos del arco, el segmento AB que ellos
determinan cuerda subtendida por el arco AB y el angulo AOB dngulo central
correspondiente al arco o al sector (fig. 1).
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< se-ctpr AOB = sector A’0OB” si AOB = A’OB".
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Igualdad de arcos y de sectores. — DrriNici6N. — Se dice que dos arcos
o dos sectores son iguales cuando pertenecen a wuna circunferencia o a cir- i
cunferencias iguales y sus é&ngulos centrales son i
iguales.

En la circunferencia de centro O es

o o N 2N
AB=A’B’ 'si AOB = A"OB’

v en el circulo de centro O es

Relaciones entre arcos y cuerdas. — Puede demostrarse que: en una mas-
me circunferencia o en circunferencias iguales:

1) Arcos iguales subtienden cuwerdas iguales 1y reciprocamente.

1T) Si un arco, menor que una semicircunferencia, es mayor que otro, la cuer-
da subtendida por el primero es mayor que la subtendida por el segundo y reci-
procamente.

B« '

! ) |l il by ~ ~
Esempros: En la circunferencia de centro O es AB = A’B’ pues AB = A’B’

P L AN P
y en la circunferencia de centro O’ es CD > C’D” pues CD > C’'D’.

Diametro. — Se llama didmetro de una circunferencia a la cuerda de la mis-
D ma que pasa por su centro.

CoxsEcUuENCIAS. — 1) Todos los didmetros de unae eir-

VG cunferencia son iguales. 11) En toda circunferencia el

A diametro es la mayor de las cuerdas.

Estas propiedades pueden comprobarse fécilmente con
un transportador de segmentos.

EJempro: En la cireunferencia de centro O es Didgmetro AB > cuerda CD.
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Secantes y tangentes a una circunferencia.—Se dice que una recta es se-
N cante a una circunferencia cuando la corta en dos
puntos y que es fangente cuando tiene con ella un solo

punto comun.

EJoeMPLO: o es secante a la circunferencia de centro
O pues tiene comim con ella los puntos M y N y b es
tangente pues solo tiene comtin con la circunferencia
/i) el punto T que se llama punto de contacto.

Propiedad de la tangente.— La tangente a una circunferencia es perpen-
dicular al radio en el punto de contacto.

EsemprLo: En la circunferencia de centro O la
tangente ¢ es perpendicular al radio OT en el
punto de eontacto T.

ProBLEMA.— Trazar la tangente a una circun-
ferencia en uno de sus puntos.

De acuerdo con la propiedad anterior, basta
considerar la recta que pasa por ¢l centro y por
el punto dado y trazarle la perpendicular en ese
punto, como se indica en la figura.

Division de la circunferencia en partes iguales. — Para dividir wnc cir-
cunferencia en 3, 4, 5, 6, etc., partes iguales, basta construir, empleando un
transportador, 3, 4, 5, 6, etc. dngulos centrales consecutivos de 360° : 3 =120°;
860° : 4 =90; 360° : 5=72°; 360° : 6 — 60° ete., respectivamente, y marcar
los puntos en que sus lados cortan a la circunferencia.

8y
]
~
o

B L X

Poligonos regulares. — Se dice que un poligono es regular cuando tiene
todos sus lados y todos sus dngulos iguales.

Esemrros: El tridngulo equildtero y el euadrado son poligonos regulares.

e —
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Poligonos inscriptos y circunscriptos. — DErFINIcIONES. — Se dice que un
poligono esta inseripto en una circunferencia cuando todos sus vértices perte-
recen a ella y que estd circunscripto a la misma cuando todos sus lados son
tangentes a dicha circunferencia.

C X D
| ‘\ =
4 D E
| B c
bk B
| -
AE &

EsemprLos: El poligono ABCDE esté inscripto en la circunferencia de cen-
trc O y ABCDEF esta circunseripto a la eireunferencia de centro O’.

PropiEDAD. — Dado un poligono regular es posible imscribiric en una circun-
feremcia y circunseribirlo a otra del mismo centro que
la anterior.

Boempro: El pentdgono regular ABCDE esta ins- M
cripto en la cirecunferencia de centro Qiradio,m e B
cireunseripto a la de centro O y radio OM.

El centro comiin de las circunferencias inscripta y
cireunseripta a un poligono regular se llama centro
del poligono y a sus radios, radio y apotema del po-
| ligono, respectivamente.

A

D (@

; Esempro: O es el centro del poligono ABCDE, OA su radio y OM su apo-
tema. )

La apotema de un poligono regular une el centro del mismo con el punto me-
dio de uno de sus lados.

Construcciéon de poligonos regulares empleando el transportador. —
Fara construir un poligono regular se traza una circunferencia cualquiera, se la
divide en tantos arcos iguales como lados tenga el poligomo a construwir iy se unen
los puntos de division consecutivos.

OB
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Con ese procedimiento hemos construido el tridngulo equilatero, el cuadrado,
ei pentagono y el exdgono, como se ve en la figura,

Procedimiento para construir poligonos regulares con regla y compas.
— ProBLEMA . — Construccion del cuadrado y del octégono con regla y compds.

Este problema se resuelve de la misma manera que la indicada en el procedi-
miento anterior, solo que se usa la regla y el compas para construir los cuatro
angulos de 90°, trazando dos didmetros perpendiculares. Lios ocho &ngulos de
45° cada uno, necesarios para la construceién del octégono, se obtienen trazan-
do las bisectrices de los angulos anteriores, como se ve en la figura.

ProBuEMA II. — Construccion del exdgono regular con regla y compds.

CL——~.B £ B

ErIEorty . E F

Para construir un exigono regular se traza uma circunferencia y se
‘transporta cinco veces el radio sobre la misma a partir de un punto A. Uniendo
los puntos consecutivos de division A, B, C, D, E, F y A se tiene el exigono
ABCDEF pedido.




Efectivamente : uniendo los puntos A, B, C, D, E v F con O se obtienen los

: ! A 2N A A
tridngulos equilateros AOB, BOC, COD, DOE y EOF, luego como sus angulos
N\ N\ N\ AN

valen 60° se tiene A/(;B = BOC = COD.= DOE = EOF. El tltimo 4angulo
FOA es ignal a 360° —60° X 5=60° por lo tanto el lado AF es también
igual al radio. Luego:

El lado de un exdgono regular inscripto en una circunferencia es igual a sw
radio,
- ProBuEmA T11. — Construir un tridngulo equildtero y un dodecagono regular
con regla y compds.

A4

Para construir un tridngulo equilatero o un dodecédgono regular se procede
como en el problema anterior y se unen los tres puntos de divisién no consecu-
livos en el primer caso, y para el dodecagono se trazan con regla y compas las
bisectrices de los angulos al centro del exagono, como se ve en la figura, y
s¢ unen los puntos de division consecutivos.

A T R IR RIRRTR_—=——~

ProprEmA IV, — Construir un pentigono y un deedgono con regla y compdas.

Se trazan dos didmetros perpendiculares AO | MN, con centro en el punto
medio P del radio ON y con radio igual a PA se corta al didmetro MN en el



punto Q. El segmento A—Q es el lado I del pentdgono y el OQ el lado I’ del deci-
gono pedidos que se llevan a partir de un purnto cualquiera de la circunferen-
cia dada y se unen los puntos de divisiébn consecutivos, obteniéndose los poli-
conos ABCDE y ABCDEFGHIJ pedidos.

Damos a continuacién una aplicaciéon del trazado de ecircunferencias.

Para construir un évale de didmetro dado AB se
divide a éste en tres partes iguales AQ —
00’ =0'B, y con centro en O y O’ se
trazan cirecunferencias de radio igunal a la
tercera parte de AB; las cuales se cortan
en M y N. Con centro en M y en N y ra-
dio igual al didimetro AO’ se trazan arcos
de circunferencias hasta encontrar a las
dos circunferencias de centro O y O’ en
E, F, C y D respectivamente.

Construccion del évalo.

~0 ‘_,-‘
L [t

Esercrc1os. —1I) Dibujar circunferencias a mano levantada y seiialar su centro.

II) Trazar wna circunferencia de 5cem de radio que pase: a) por un punto dado;
b) por dos puntos dados; ¢) tangente a una recta dada en un punto dado; d) secanie a
una recta dada:

IIT) Dada una circunferencia seiialar en ella: a) dos arcos iguales; b) una cuadranie
(cuarta parte de la circunferencia; €¢) dos cuerdas iguales.

IV) Comprobar que en toda circunferencia: a) todo didmetro perpendicular a una
cuerda divide a ésta y al arco que subtiende en dos partes iguales; b) que las cuerdas
iguales equidistan del centro; ¢) que de dos cuerdas desiguales la mayor dista menos del
centro que la menor.

V) Dada una circunferencia cualquiera determinar su centro. (Basta tomar tres pun-
tos cualesquiera de ella y proceder como si se deseara frazar la circunferencia eircuns-
cripta al tridngulo que tiene por vértices a esos puntos (pag. 33, IT).

VI) Dados dos puntos O y O comprobar que las circunferencias de centro O y O tales
que: a) la suma de los radios es menor que O0’, son EXTERIORES; b) que la suma de sus
radios es igual a 00, son TANGENTES EXTERIORMENTE; ¢) la diferencia de sus radios es
igual a 6(7, son TANGENTES INTERIORMENTE; d) la diferemcia de sus radios es menor
que 00/, la de (adio menor es INTERIOR a la de radio mayor; e) la suma de los radios
es mayor que 00’ y la diferencia de los mismos es menor que "00’ son SECANTES.

VII) Comprobar que si en una circunferencia se dibujan dngulos que temgan por vér-
tices puntos de la misma y cuyos lados pasen por los extremos de un didmetro (dngulos
inseriptos en una semicircunferencia) esos dngulos son rectos.

VIII) Comprobar que si se toma un punto exterior a una circunferencia y se une con
su centro, se traza la circunferencia que tiene por didmetro el segmento obtenido y se
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une el punto tomado con los de interseccin de la'segunda circunferencia con la primera,
se obtienen dos tangentes a esta dltima. '

Jas} = 5

IX) Probar que si AB y CD son didmetros de una misma circunferencia es AC = BD.

X) Dada una circunferencia de 5 cm de radio inscribir en ella: a) un tridngulo equi-
latero; b) un cuadrado; ¢) un pentdgono regular; d) un exdgono regular; e) un octé-
gono regular; f) un decdgono regular; g) un dodecdgono regular; h) trazar las tangen
tes a la circunferencia en cada uno de los vértices de esos poligonos y comprobar que se
obtienen poligonos regulares.

XI) Comprobar que el centro de.un poligono regular se obtiene como interseccion de.
las bisectrices de dos dngulos consecutivos o de las mediatrices de dos lados consecutivos.
- XII) Sien una misma circunferencia se inscriben: a) un exdgono y wn tridngulo equi-
ldtero; b) un cuadrado y un octégono; c¢) un pentdgono y un decdgono, jedmo son los
lados del tridngulo, del cuadrado y del pentdgono con respecto al doble del lado del po-
ligono de doble nimero de lados? ;Por qué?

XIIT) Si AB es un didmetro de una circunferencia de centro O y se traza la perpen-
dicular: a) a OB en su punto medio y se unen los pumtos en que ella corta a la cir-
cunferencia con A se obtiene un tridngulo equildtero; b) a 0A y a OB en sus puntos
medios y se unen los punios oblenidos resulta un exdgono regular. Aplicar estos proce-
dimientos en la construccién de tridngulos y exfdgonos regulares a mano levantada.

XIV) Dividir una circunferencia en seis, ocho, diez y doce partes iguales y dibujar:
a) los dos tridngulos equildteros que tienen por vértices los puntos de la primera divi-
sidn; b) los dos cuadrados resultantes de la segunda division; ¢) los dos pentdgonos re-
sultantes de la tercera; y d) los dos exdgonos que resultan de la dltima division.

XV) Inscribir y circunseribir una circunferencia a un poligono regular.




CAPITULO VI

SUPERFICIE DE LOS POLIGONOS

Superficie de un poligono. — Diremos que dos poligonos tienen la misma

superficie cuando se los puede descomponer en el mismo ntimero de poligonos
respectivamente iguales.

B

1 3
A —C p G

A
Esempro: El ABC y el trapecio DEFG tienen la misma superficie, pues
ambos estdn formados por los triangulos 1 y 3 y el cuadrilatero 2.

Unidad de superficie. — Tomaremos como unidad de superficie a la super-
ficie de un cuadrado que tenga por lado a la unidad de longitud.

—— En el sistema métrico decimal (ver Aritmética Escolar, pag. 82)

la unidad de superficie es el metro cuadrado.
ul: e . . -3
EjempLo: Si el segmento w es la unidad de longitud, Ta superfi-
u cie del cuadrado de lado u es la umidad de superficie.

Valor de la superficie de un rectangulo. —Hallar el valor de la superficie
de un rectangulo, es encontrar el ntimero ‘de unidades de superficie que con-
iiene. Como se ha visto en los grados anteriores:

La superficie de un rectingulo es igual al producto de la base por su altura.



— 53— :

Esempro: En el rectingulo ABCD que tiene por base AB—=5 em y por
altura AD — 4 em se tiene:

Superficie ABCD =5cm X 4 em = 5 X 4 em® = 20 em®,

Efectivamente es 20 em? el valor de la superficie del rectangulo ABCD, pues

si dividimos la base en cinco D c
partes iguales y la altura en 2 :

'
cuatro eada parte valdra 71 cm. :
Si por los puntos de divisién = e e A e
|
trazamos paralelas a la altura : i
i

_---.,----
1
|
|

o e eatis
1
[}
!

y a la base, respectivamente, Py SR e L R s
queda dividido el rectangulo .lﬂ‘-. .
ABCD en 4 filas de 5 cua-
draditos cada una o sea en //% : : ! i
5 X 4 — 20 cuadraditos de / .' !
1 em? que es el valor obtenido
directamente multiplicando 5 em X 4 em.
Esta manera de hallar la superficie de un rectangulo es aplicable también a
los casos en que la base y la altura no contengan un ntmero entero de unida-

des como en el ejemplo siguiente:

Eoempero 11, — Hallar la superficie de un rectingulo MNPQ cuyo largo es
5.8 em y sw ancho 2,5 cm.

Como 1 em no estd contenido en los datos un ntimero entero de veces toma-
mos como unidad de longitud a 7 mm y de superficie a 7 mm* y se tiene:

Superficie rectingulo MNPQ — 58 mm X 25 mm — 1450 mm® — 14,50 em?

que es el nimero de cuadraditos en que se podria descomponer el rectangulo,
procediendo en la misma forma que en el ejemplo I.
En la practica se obtiene este resultado multiplicando directamente

5,8em X 2,6 em — 5,8 X 2,6 em? — 14,50 cm?,

En resumen, llamando b a la base del rectangulo v h a la altura se tiene

Superficie rectingulo — b X h

Esempros. —1) Caleular la superficie de un rectingulo que tiene 4dm de base y
35 em de altura.
SoLvc1oN :

Superficie rectingulo = b X h =4 dm X 35em = 4 dm X 3,5 dm = 14 dm?2,
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-

- misma base y altura que el tridngulo.. Luego:

SETh

Superficie del cuadrado. — Como el cuadrado es un rectingulo en que la
base y la altura son iguales al lado, se tiene

Superficie cuadrado = lado X lado = (lado)?

Eaoempro: ;Cudl es la superficie de wn cuadrado que tiene 1,5 m de lado?

Superficie cuadrado =1,5m X 1,6 m = 2,25 m>.

Superficie del paralelogramo. —Sea un paralelogramo ABCD de base a y

. de altura h. Trazando las perpendiculares a la base por sus extremos queda

C; D D formado el rectangulo ABC’D’” que tiene la misma
superficie que el reetdngulo dado, pues son sumas
del trapecio ABCD’ y de los triéngulos iguales
BCC’y ADD’. Y como la superficie del rectangulo
es igual a la base por la altura, y éstas son las
mismas que las del paralelogramo dado, se tiene

W~ - === -1

Superficie paralelogramo = base X altura

Obsérvese que en el paralelogramo la altura es distinta de sus, lados, pues

. éstos son oblicuos a la base.

Eaempro: ;Cudl es la superficie de wn paralelogramo cuya base es igual a
10,58 m y su altura §;0'5 m?

Superf. paralelogramo — 10,53 m X 8,05 m — 84,7665 m*
Superficie del tridngulo.— Sea un tridngulo ABC de base b .y altura h.
Trazando las paralelas por los extremos de uno de los

lados a los otros dos se tiene un paralelogramo que esta
formado por dos tridngulos iguales al dado, y tiene la

Superficie ABC X 2 = Superficie paralelogramo ABCD

-y por lo tanto la superficie del tridngulo ABC seri la mitad de la del parale-
~ logramo que era base X altura, o sea

base X altura

Superficie del tridmgulo = 5

B e R R i TR



Boempro: ;Cudl es la superficie de un tridngulo que tiene 8,54 m de base y 10,70
- de altura? :

: S sl ><2 10001 _ 45,6890 m.
“Superficie del trapecio. — Sea un trapecio ABCD de bases b y b’ y altura
~ h. Trazando una diagonal, la AC por ejemplo, que- DR L G
da dividido el trapecio en dos triangulos ABC y ?
DCA cuyas superficies sumadas dan la superficie
del trapecio, o sea

o A A -

o
a‘- -
>

L Superficie del trapecio ABOD = Sup. tridng. ABC + Sup. tridng. CDA —

bXh
=i —h

b X h
N

y operahdo como si fueran fracciones numéricas se tiene

’ . ’ 4
Sup. trapecio — _?_’_)ih—;b—Xh = _(b_+2b )k = 5 —*2_ b el

Luego

; base mayor - base menor
Superf. trapecio = — ol

; 5 X altura

que se lee: La superficie de un trapecio es igual a la semisuma de las bases por
la altura.

Euereicios. — 1) ¢Cudl es la superficie de un trdpecio cuyas bases son de 85 m y
12,45 m de longitud y su altura es de 6,20 m?

8,5 12,45 '
Sorvc16x. — Superficie del trapecio = ’—m-+T-—1 K 6,20 m = 64,945 m>.

l
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Superficie de un poligono regular. —Sea un poligono regular, un penta-
D cono ABCDE por ejemplo, sea [ el lado, O el eentro
del poligono y « la apotema.

Uniendo el eentro O con los vértices A, B, C, D ¥
E, queda dividido el poligono en tantos triangulos
isosceles iguales como lados tiene el polizono, 5 en
nuestro caso.

La suma de las superficies de esos triangulos da la
superficie poligono, o sea:

A
Superficie pol. reg. ABCDE = Sup. AOB X 5

#N
y reemplazando Sup. AOB por su valor

X a ’
—, se tlene:
2

Superficie pol. reg. ABCDE = / >2< - X 5 = k2% (21 Her (X ;)X X

pero 1 X b= perimetro de ABCDE, luego:

Perimetro ABCDE X a

Superficie pol. req. ABCDE — 5

que se lee:

La. superficie de un poligino regular es igual a la mitad del producto del
perimetro por la apotema.

Eiempro:  Caleular la superficie de un exdgono regular sabiendo que su lado es de
2m y su apotema de 1,73 m.

Perim. X 2m X 6 X 1,73
r : Gis ot : M o 10,38 m?

Sovrucion. — Siendo  Sup. exdgono regular =

Relacion entre el lado y la apotema de un poligono regular. — Puede
demostrarse que en todos los poligonos regulares del mismo nimero de lados,
existe una razén constante entre el lado y la apotema del mismo, de modo que
conociendo la longitud del primero bastara multiplicarla por esa razén para ob-
tener la longitud de la segunda. '
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En el enadro que sigue damos los ntimeros por los euales hay que multiplicar
al lado para obtener la apotema, en algunos poligonos regulares:

Ne por el que hay que

-apotema
Bivangitio L s s sy 0,2887
Cuadrado - s 0 sr e G 0,5000
Pentagonod T WL o L 0,6882
Hshmone' ;8 0 Sl e 0,8660
Heptdgono = ik s "B L 1,0383
OgfOEenol < o A = iy 1,2071 4
KEneagono . « = & Gty 0 s 1,3737
JDCARDON0 S oWl s S v 1,5388
Dodectagono . .0 < el s 1,8660

EseMprLos. — 1) La apotema de un pentdgono regular de 5 m de lado vale
a=5m X} 0,6882 = 3,4410 m.
11) Caleuwlar la superficie de un octogono regular de 3 m de lado.
Pla 3-8 d

SonvcrdN. — Siendo  Sup. octigono regular = = - =3m.4.9=12%m.a
debemos hallar la apotema para lo cual basta multiplicar la longitud del lado por

207 sea
1,2071, o 'sea: ¢ = 1,2071X 3m = 8,6213 m
v reemplazando este valor redondeado al eentimetro, se tiene:

S =12m X 3,62 m = 43,44 m?.

OBSERVACION. — De la observacion del cuadro anterior resulta que en el tridn-
gulo, en el cuadrado, en el pentagono y en el exdgono regular la apotema es
menor que el lado, pues la razén entre éste y aquélla es menor que 1, y en
cambio desde el heptigono en jadelante el lado es menor que la apotema.

Superficie de un poligono cualquiera.— Para hallar la superficie de un
poligono cualquiera bastara dividirlo en
poligonos cuyas superficies sepamos ha-
lar. Asi, por ejemplo, en la figura ad-
junta se ha dividido el poligano ABCDEF
en tridngulos rectangulos y trapecios.
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Esempro: Calewlar con los datos del croquis la superficie del terreno.
1080 m ; SonuciON. — Para hallar la superficie del terreno lo dividimos,
mediante la paralela al lado de 12,50 m en un rectingulo y en un
£ trapecio cuya altura se obtiene restando (10,80 m— 6,80 m)= 4 m,
o luego: :

»
o  Sup. terreno = Sup. rectangulo - Sup. trapecio

12
— 12,50 m X 6,80 m - 22 m:'~8’50 B

= 1250m X 6,80 m 4+ 21 m X 2m
6,80 M Sup. terreno = 85 m* -4 42 m? = 127 m?

12,50m

Teorema de Pitagoras. — Consideremos el tridngulo rectingulo BAC. Si se
construyen dos cuadrados iguales DEFG y D’E'F’G’ cuyos lados sean la
suma de los catetos b y ¢ del tridngulo, y los descomponemos en la forma indi-

B

cada en las figuras resulta que al quitar de la primera los euatro tridngulos I,

F G! ' c Fl
B [ ;
c = [
A z C "[

b_/\—dc“.——JE Dr\__b.—/_c_/E'

I

II, TIT y IV obtenemos un cuadrilatero que es un cuadrado, pues los lados son
iguales a la hipotenusa a del triangulo dado, y sus dngulos son rectos, pues re-
sultan de quitar a 4ngulos formados alrededor de un punto y de un mismo lado
de la recta, dos dngulos que suman 90° por ser igua-
les a los Angulos agudos de un mismo triangulo ree-
tangulo.
Y como al quitar de D’E’F’G” los cuatro trian-
gulos quedan el cuadrado de lado b y el de lado ¢, b b
resulta que: _
La superficie del cwadrado construido sobre la B = o
hipotenusa de un triangulo rectingulo es igual a
la suma de los cuadrados construidos sobre los ca- o

tetos, o sea

Sup. cuad (a) = sup. cuad (b) 4+ sup. cuad (c)

R —




El resultado anterior se expresa graficamente en la forma que indica la
fignra anterior.

Expresion aritmética del Teorema de Pitagoras. — Teniendo en cuenta
que la superficie de un cuadrado es igual al cuadrado de su lado, resulta que el
Teorema de Pitdgoras puede expresarse mediante la férmula siguiente:

@ = b4 ¢ que se lee:

Bl cuadrado de la hipotenusa de un triangulo rectingulo es igual a la swma
de los cuadrados de los catetos.

Corolarios. — 1) La hipotenusa de un tridngulo rectingulo es igual a la raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de los catetos.

En efecto: Siendo a*=h* -} ¢* por el teorema de Pitdgoras, extrayendo la
raiz cuadrada da

a=Ab* e

| 1) Un cateto de wn triangulo rectangulo es igual a la raiz cuadrada del
. cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.

En efecto: Siendo b* + ¢*=a* por el teorema de Pitdgoras y pasando ¢’
* al segundo miembro y luego b2, se tiene:

V=a*—e* y c=a*—b?

v extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros da

b=NT—C . e ol GE T

Eoemrros. — 1) ;Cudl es la longitud de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cu-
yos catetos tienem 6 cm y 8 em de longitud?
Sorucréy. — Llamando # a la hipotenusa buseada, se tiene

} x =16 +8 =136+64 =100 =10 luego zem = 10 em.

11) ;Cudl es la longitud de un cateto $i €l otro mide 4,5 m y la hipotenusa 7,5 m?
Sorvordy. — Llamando y al cateto buseado, se tiene:

y=\175—45 = 56,25 — 20,25 = V36 =6 Iuego ym=6m.

el
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I1T) ;Qué longitud tiene la diagonal de un cuadrado de 50 em de lado?

SoLuctoN. — Como la diagonal d de un cuadrado es la hlpotenuxa del triangulo rec-
tdngulo euyos catetos son los lados del mismo, se tiene:

d = v 50* + 50* = 4/ 2500 + 2500 = 4/ 5000 = 70,7 ¢m aproximadamente

IV) ;Qué longitud tiene el lado de un cuadrado cuya diagonal es de 5m?
Sonvci6N. — Teniendo en euenta lo dicho en el problema anterior, resulta llamando x
al lado del cuadrado: o) g% — 52

0 sea Zz°=25

v pasando 2 al segundo miembro, se tiene:

25

s e 12,5 y extrayendo la raiz cuadrada da: =\/ 12,5 = 3,53 apro-

ximadamente. V12,50 ’ 3,53

Luego el lado del cuadrado mide 3,53 m. 2
350 35:6=5;60X 5= 82
825
2 50°0 260 :70 = 3 ; 703 X 8 = 2109
2109
391

V) Calewlar la superficie de un rectingulo de 1,5 m de aliwra y 2,6 m de diagonal.

Sorvci6n: Siendo Sup. rectingulo = b X h = b X 1,5 m

debemos caleular b para poder aplicar la £6rmula. Para ello basta é:e
tener en cuenta que la base es un cateto del tridngulo rectdngulo ' |1,8m < 2
cuya hipotenusa es la diagonal y el otro cateto es la altura.

Aplicando el corolario TI del Teorema de Pitdgoras da b

= V25 —15 =1625—-22 =4=2m
luego  Superficie del rectangulo = 1,5 m X} 2m = 3 m=.

VI) Calewlar la superficie de un tridngulo equildtero de 40 em de lado.
b X h 40 em X h

- SonuctON. — Siendo  Sup. tridangulo — - = 20em X h
2 2
/ Debemos calcular . Para ello basta observar que es un
& cateto de un tridngulo recténgulo euya hipotenusa es ignal
o al lado del tridngulo y el otro cateto es la mitad del misme.
S h 4 . o
> Luego aplicando el corvolario IT del Teorema de Pitagoras,
se tiene:
Vioo |46
—z0cm— 2
X 30°0 30:6=5
h =/ 40° —20° = /1600 — 400 = Y 1200 = 34,6 em 266 | 64X 4 =250
440°0 | 440:68 = 6
luego Superficie del rectangulo = 20 em X 34,6 em = 692 ¢m®. 4116 | 686X 6=416
284
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VII) Caleular la superficie de un tridngulo isisceles de 80 em de base y 50 em de
lado igual.
bXh 80 em X h

SorvciON. — Siendo  Sup. tridng. = Rt 2 =40 cm X h

debemos caleular # para aplicar la férmula. Para ello basta A
observar que h es caieto del iridngulo rectdngulo AMB
cuya hipotenusa es el lado igual de 50 em y el otro ca-
teto es la mitad de la base 80 e¢m: 2 = 40 em. Luego
aplicando el corolario IT del Teorema de Pitdgoras da:

I =1/ 50* — 40% = 4/ 2500 — 1600 = 4/ 900 = 30 em
80 ¢m X 30 em

= 1200 ¢m?

luego Sup. del tridngulo =

VIID) Calcular la superficie del trapecio rectdngulo cuyas bases tienen 1,20 m, 2,10 m
de longitud y suw lado obliculo es de 1,5 m.

b—{;b’ it 1,20 m+ 2,10 m

- X h=165m> &k

SoLucION. — Siendo  Sup. trapecio =

L2m

dehemos caleular & para poder aplicar la férmula. Para ello
basta observar que es i un cateto del triangulo rectdngulo cuya
hipotenusa es el lado oblieno de 1,5m y el otro cateto es
igual a la diferencia entre las bases 2,10 m — 1,20 m =0,90 m.
Luego aplicando el corolario del Teorema de Pitdgoras da:

h=415—09 =122~ 08 = 1,44 = 12 m
luego Superficie del trapecio = 1,66 m X 1,2 m = 1,98 m*.

PROBLEMAS.——I) Calcular la diagonal de un salon rectangular de 8 mi de largo por
6 m de ancho. :

11) Caleular la longitud de wna escalera que apoyada en una pared alcanza 4,8 m
de altura cuando el pié dista 3,60 m de la pared.

I11) Caleular la superficie de un paralelogramo sabiendo que dos de sus lados con-
secutivos tienen 10 my 12,50 m de longitud y que una de sus diagonales lo divide en dos
triangulos rectangulos. (Obsérvese que esa diagonal es la altura del paralelogramo y
forma con los lados dados un tridngulo rectdingulo).

IV) Probar que la superficie de un rombo es igual al producto de sus diagonales di-
vidido por dos. (Tracense las diagonales, caletilese la superficie de cada uno de los
tridngulos que determina una de ellas, teniendo en cuenta que la otra le es perpen-
dicular).

V) Calewlar la superficie de un rombo cuyas diagonales son de 6,5m y 10,40 m.

VI) Calewlar el lado de un rombo sabiendo que” su superficie es de 24 m*> y una de
sus diagonales es de 6 m de longitud.



VIIL) Caleular la diagonal de un cuadrado de 1,44 m?* de superficie.

VIII) Caleular la superficie de un tridngulo isdsceles cuya base es 44 m y su lado
igual es de 27,50 m. (Véase el problema VII de la pag. 61).

IX)) Caleular la superficie de un tridngulo equildtero: a) de 1 m de lado; b) de 1m
de apotema.

X) Caleular la superficie de un trapecio isdosceles (lados mo paralelos iguales) sa-
biendo: que una base tiene 10 m de longitud, la otra 6 m y el lado igual 2,5 m. (Tra-

eense por los extremos de la base menor las perpendiculares a la hase mayor y ob- |

sérvese que la altura es un eateto de uno de los triingulos rectdngulos que se forman).
X1) Caleular la superficie del trapezoide ABCD sabiendo que AB= 30 m, BC = 40 m,
A

CD = 50m y B =90°. (Caleillese la diagonal AC y obsérvese que el trifingulo ACD
es equildtero; ver pég. 60, VI).

XII) Calcular la superfzcw del exdgono regular mseripto en la circunferencia de 2
de radio. Calciilese la apotema.

XTIIT) Calcular la superficie del pentdgomo, del octégono y del decdgono regular de
5m de lado. (Véase el cuadrvo de la pég. 57).

XIWV) Construir un cuadrado igual: a) al doble de otro dado; b) a la suma de los
cuadrados. (Recuérdese que el eunadrado construido sobre la hipotenusa es igual a la
suma de los euadrados....)

XV) ;Cudl es la superficie del cuadrado que tiene por vértices los puntos medios de
los lados de wn cuadrado de 2m de lado? (Apliquese el Teorema de Pitdgoras para
hallar el lado del cuadrado pedido).

XVI) ;Cudl es la superficie déstinada a aire y luz en el frente de una casa si tiene
una puerta de 1,10 m de ancho por 4 m de alto, una ventana de 1 m por 1,50 y dos bal-
cones de 1,30 m por 2m?

XVII) Para embaldosar un patio de forma rectangular de 25 m de ancho se wutiliza-
ron 27 000 baldosas de 0,25 m de lado, ;qué superficie tiene el patio? ;Cudl es su largo?

XVIII) ;Qué altura tiene un trapecio que tiene 315 m cuadrados de superficie si sus
beses tienen 17,8 m y 24,6 m de longitud?

XIX) Un terreno de forma triangular de 500 m de altura y 450 m de base tiene la
misma superficie que otro rectangular de 150 m de largo, ;cudl es el ancho de este l-
timo terreno?

XX) ¢Qué longitud tiene una de las bases de un trapecio si la otra es de 36 m, la
altura es 18,2 m y la superficie es de 553,28 m*?




*CAPITULO VII |

MEDICION DE FIGURAS CIRCULARES

Medicion de figuras circulares. — Si trataramos de hallar directamente la
longitud de una circunferencia tomando como unidad
a un segmento u, y transportandolo a partir de uno
<e sus puntos, en la forma que indica la figura, ve-
riamos que por pequeflo que sea el segmento que se
toma eomo unidad, no puede coincidir con el-areo U
que subtiende, y por lo tanto no podria obtenerse la
longitud buscada. LGN

Si en cambio recubrimos totalmente a esa eirecunfe-
rencia con un hilo flexible, y luego lo estiramos obte-
nemos un segmento AB cuya longitud puede tomarse, prdcticamente, como lon-
gitud de la circunferencia.

Lilevando sobre AB a partir de A, el didmetro, vemos que estd contenido en

oY SR
u A

BRRrEL N 9 L A m
A - - B

&
él tres veces, quedando un resto CB, que una medicién cuidadosa nos hace ver
que es aproximadamente algo mayor que 0,14 del difmetro, es decir
Longitud de circunferencia de didmetro d=3d + 0,14 d —=3,14d

Si repitiéramos esta experiencia para circunferencias de muy distintos di4-
metros, podriamos comprobar siempre que las longitudes de esas circunferen-
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cias serfan con gran aproximacion 3,14 veces el didmetro de las mismas, como
puede demostrarse.

Luego la férmula que permite hallar la longitud aproximada de una circun-
ferencia de didmetro d es:

Longitud de circunferencia de didmetro d =314 X d

Para obtener exactamente la longitud de una circunferencia es necesario mul-
tiplicar al didmetro d por el nimero x (que se lee pi) igual a 3,14159265.. . ;
Inego 3,14 es un valor aproximado de ese ntimero. También se suele tomar como
valor aproximado de m el de 3,1416 que es mayor que él. Liuego:

Longitud de circunferencia = =d = 2=r pues d=2r

BoemprLos. — 1) ;Qué longitud tiene una circunferencia de 3 m de radio?

SonuciON, — Long. circunf. =2xr =2 x 3,14 x 3 m =18,84 m.

I1) ;Cual es el radio de una circunferencia de 15,70 cm de longitud?
SoLvciON. — Long. circunf. =2xr =1570cm o sea 2,314 X r = 15,70 em
15,70 em

pasando 2 X 3,14 = 6,28 al segundo miembro da: » = =g 2,5 em.

Longitud de un arco. — Dado un arco de circunferencia de radio r euyo
angulo central sea de m grados para hallar su longitud, basta considerar a la

circunferencia como un arco especial cuyo &ngulo central es de 360° y tener
presente que:

Si a un angulo de 360° le corresponde un arco de longitud 2xr

2%r
a uno I L » ST S Bl LAAN
360°
Anr. n®
¥ a otro » n° » » DY A » —_—
360°
y simplificando resulta:
7 i L =T . n°
Longitud del arco de radio vy de n grados = 80"




Arco rectificado. — Se llama asi al segmento de recta cuya longitud es igual
a la de un arco dado. -

Eopvrros. — 1) ;Qué longitud tiene un arco de 6 m de radio cuyo dngulo central
correspondiente es de 120°7

» o 314%x6m x120
SoLucION. — Long. arco = o = 12,56 m.
180° 180°
IT) ;Qué longitud tiene un arco de b m de radio cuyo dngulo central correspondiente
es de 40°12"%7

222 2 .
SorvcioN. Como 1° = 60" resulta 12'=(—) = = 0°,2 40° 12" = 40°,2
A 60 5 o ,

3,14 X 5 40,2
luego Long. arco. = — Xlsl(;tx L =8 506:m.

Superficie del circulo.— Tratemos de encontrar el valor de la superficie
de un eirculo de centro O y radio r, para lo cual inseribimos un poligono regu-
lar cualquiera de lado I y apotema a. Vemos que la supertficie del cireulo es ma-
yor que la del poligono pues las partes comprendidas entre los lados y los arcos
que los subtienden estdn sin cubrir por el poligono. Mayor aproximacion entre
ambas superficies se lograra duplicando el ntimero de lados del poligono ins-
eripto considerado, que sera ahora de lado I’ y apote-
ma @’ y asi sucesivamente. Como las superficies de
estos poligonos se hallan multiplicando su perimetro
por su apotema y dividiendo por 2, se puede conside-
rar a la longitud de la circunferencia como el perime-
tro de un poligono especial al que tienden los poli-
gonos inscriptos en ella cuando aumenta el ntimero de

lados y al radio como al valor a que tienden las apo-
temas de esos poligonos, y se tendria:

longitud de circunferencia X radio — 2qr X r

A i 2
i 2 2 i

Superficie circulo —

Liuego

Superficie del circulo de radio r — w1

Eaemrro: ;Cudl es la superficie de un circulo de 5 cm de radio?

SoLUCION : i
Siendo Sup. del circulo = mr* = 3,14 X 5% em® = 3,14 X 25 em® = 78,5 cm?.
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Superficie de la corona circular. —Dadas dos circunferencias concéntricas
se llama corona circular a la figura formada por los pun-
tos que siendo interiores a la eircunferencia de radio ma-
yor son exteriores a la de radio menor.

BEiempros La parte rayada en la figura es una corona
circular.

De acuerdo con la definicion resulta:

La superficie de una corona circular es igual a la di-
ferencia entre la superficie del circulo de radio mayor vy la de radio menor.

Superficie de la corona circular = n B* — wr* = n(R* — 1?)

EyemrrLo: ;Cudl es la superficie de la corona circular de 20 em y 12 em de radios?
SovvciOx. — Siendo Sup. corona = w(R? —r?) = 3,14(202— 122) :m? =
= 3,14(400 — 144) em? = 3,14 < 256 cm? = 803,84 em?.

Superficie del sector circular.— Consideraciones analogas a las hechas pa-
ra obtener la manera de hallar la superficie de O
un circulo, nos conducen a aceptar que:

La superficie del sector circular es igual a la r
de un triangulo cuya base tiene una longitud
sgual a la base del sector rectificada y por a =]
altura al radio del mismo, o sea

~ —_—
Sup. del sector AOB — Sup. tridng. base AB rectificado y radio OA

y teniendo en cuenta la férmula de la superficie de un triangulo, llamando r al
radio del sector, se tiene:

1

~
Sup. del sector circular AOB de radio g AB rectificado X r

Esempros. — 1) ;Cudl es la superficie de un sector circular de 5m de radio cuya
base tiene 2,75 m de longitud?

Sonvci6n. — Siendo Sup. sector cireular AOB = %— AB rect. r = —;—- 2,75m X b5m =

= 6,8750 m®.




I1) ;Cudl es la superficie de un sector circular de 24 m de radio y cuyo angulo
central es de 18°%

—~ —

' j§
SoruciON. — Siendo Sup. sector circular = ) B rect. X r = e B rect. )X 24 m

mrnt _ BUX2AMXIE oo

(B rect. =
y ABrec - e

se tiene Sup. sector circular = -;— 0,7536 m X 24 m = 9,0432 m>. :

Damos a continuacién otra aplicacién de la circunferencia al trazado de la
curva llamada:

La elipse. — Si miramos a una circunferencia « de frente» la vemos con su
verdadera forma, si en P
cambio, la observamos de
costado se nos presenta de-
formada, con el aspecto de
una curva mas achatada,
que se llama elpise. Una
elipse puede construirse
préacticamente asi: Se to-
ma un segmento HS_, que
llamaremos eje mayor de
la elipse, y dos puntos del mismo, F y F’ a igual distancia de A y de B, a los
que denominaremos focos, y se fijan mediante dos alfileres los extremos de un

hilo de longitud a AB en los focos F' y F”. Se estira el hilo con la punta de un
lapiz y se mueve éste de manera que los dos porciones del hilo queden siempre
estiradas, hasta dar una vuelta completa pasando por A y por B. En esa forma
el lapiz dibuja una elipse. Como la suma de las distancias de la punta del l4piz
a los focos es igual a la longitud del hilo y por lo tanto a AB, resulta que:

La elipse es una curve plana tal que la suma de las distancias de cada uno de
sus puntos a otros dos llamados focos es igual a su. eje mayor.
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SecuNDpo METODO: La propiedad anterior nos permite construir una elipse de-
terminando, con el empleo del compés, algunos de sus puntos y uniéndolos eon
un trazo continuo.

Para ello si AB es el eje mayor de la elipse, F y F’ sus focos, tomamos un
punto M cualquiera de

FF’ y con centro K v ra-

dio AM trazamos un arco

de circunferencia al que
cortamos con otro de een-

a tro ¥’ y radio BM obte-
niendo el punto P de la
elipse, puesto que FP +
#8 PR’ — AM 4 MB — AB,
Repetimos la construceion

hasta obtener un ntimero grande de puntos y poder dibujar fécilmente la elipse.

Eieroicios. — 1) Caleular la longitud de la circunferencia: a) de 12em de radio;
'b) de 50 ém de didmetro; ¢) que sea la swma de otras dos de 3 em y 8 em de radio.

I1) ;Qué longitud ha recorrido un vehiculo, cuyas ruedas tienen 58 ecm de radio, si
cada una de ellas ha efectuado 1580 vueltas, durante ese recorrido?

IIT) ;Cudntas vueltas tendran que dar cada una de las ruedas de wn vehiculo, de 1 m
de didmetro, para recorrer un camino de 3,14 Km?

IV) ;Qué longitud debe tener el radio de una circunferencia para que la longitud de
ésta sea: a) el doble de la longitud de otra dada; b) la suma de las de otras dudas;
¢) 1 diferencia de las de otras dadas?

V) Qué longitud aproximada tiene el radio terrestre si el metro es la diez millonésima
parte del cuarto de meridiano terrestre?

VI) ;Qué longitud tiene un arco de circunferencia de 20 m de radio si el dngulo cen-
tral vale: a) 42°; b) 58°; ¢) 34°24/; d) 174°; e) 138° 30/ 30”; f) 215°; g). 248° 36/;
h) 300°; 7) 315°18742”; j) 1°; k) 127; 1) 30’54,

VII) ;Qué longitud en m tiene la « milla marina » si es igual al arco de 17 de meri-
diano terrestre y el radio de la Tierra tiene, aproximadamente 6370 Km?

VIII) Caleular el radio de un arco de: a) 1,57 m de longitud y 30° de dngulo cen-
tral; b) 1,57 m de longitud y 90° de dngulo central; ¢) 314 m de longitud y 120° de
angulo central.

IX) Calcular el dngulo central correspondiente a un arco de 6,28 m. de longitud sa-
biendo que su radio es de: a) 4m; b) 20 m; ¢) 6,28 m; d) 12,56 m; e) 50 m; ) 100 m.

X) Caleular la superficie del circulo: a) de 2m de radio; b) de 11 m de didmetro;
¢) doble de otro dado; d) suma de las superficies de otros dos dados; e) diferencia
de las superficies de otros dos dados. (Para la resolucién de los ejercicios ¢), d) v e)
apliquese el Teorema de Pitdgoras).




XI) Caleular el radio del circulo cuya superficie es: a) 12,56 dm®; b) 314 m*;
¢) 0,7850 m?; d) 0,0314 m=>.

XII) Caleular la superficie de la corona circular: a) de radios R = 80 em y r =35
em; b) limitada por las circunferencias de longitudes 6,28 m y 0,2512m; ¢) limitada
por las circunferencias inscripta y circunseripta a un exdgono regular de 40 cm de lado.

XIIT) Calcular la superficie de un sector circular de radio r y dngulo central n so-
biendo que: a) r=80m, n==560°; b) r=2m, n=90° ) r=1m, n=135%;
d) »=>50cm, n=>50°24; ¢) r=10cm, n= 60°54.

X1V) Calewlar el radio de um sector circular de superficie S y dngulo central n
cuando: a) 8 =31 4m? n=36° b) S=15Tm?* n=45° c¢) S=094514m* y
n=120° 24’.

XV) Caleular el dngulo central corespondiente a un sector circular de superficie S
y radio r cuando: a) S=628m* y r=3m; b) § =1256cm”, r=>5cm; c)
S =0,785am% r=6m; d) S=100m? r=8m.

XVI) Caleular la superficie de las aberturas hechas en el frente de una casa sa-
biendo que ellas son: una puerta de 2m de ancho por 4m de altura y un balcon de
1,50 m de ancho por 2,60 m de alto, teniendo ambas la forma de un rectingulo segwido
de un semicirculo.

XVII) Caleular la superficie de una ventana que tiene la forma que resulta de tra-
zar sobre cada uno de los lados de un cuadrado de 60 cm de lado un semicirculo dom
centro en el punto medio del mismo y didmetro igual a la mitad de ese lado, y exterior
al cuadrado.

XVIIT) Dado un segmento AB construir el évalo que tiene ese eje mayor y la elipse
de ese mismo eje cuyos focos sean los centros O y O que se utilizan para el trazado
del dvalo y comprobar que las dos figuras som distintas.



CAPITULO VIII

ANGULOS DIEDROS Y TRIEDROS, PRISMAS, PIRAMIDES
Y POLIEDROS REGULARES

Angulos diedros. — Dados dos planos que se corten, llamaremos dngulos die-
dros a cada una de las partes en que el espacio
queda «dividido» por esos planos.

La recta comun a los dos planos se llama aris-
ta del diedro y los semiplanos que ella limita
en cada plano se denominan caras del diedro.

Ejenpro: BC es la arista y los semiplanos
BCA y BCD son las caras del diedro ABCD.

Seccion normal. — DerINICION. — Si por un punto de la arista de un diedro
se trazan, en cada cara, las perpendiculares a dicha arista, se obtiene un angulo
plano que se llama seccién normal del diedro.

Se dice que un diedro es agudo, recto u obtuso segtin que su seccién normal
sea un angulo plano agudo, recto u obtuso, respectivamente.

™
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Eoempros: ab, ed y ef son las secciones normales del diedro recto ABCD,

del diedro agudo EFGH y del diedro obtuso MNPQ, respectivamente.

e
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EJempLos PrAcTICOS. — Un cuaderno abierto es un ejemplo de diedro mate-
rial. Sus caras son las tapas y su arista es el doblez por donde estan sujetas las
hojas. Las paredes contiguas de un aula son caras de un diedro dentro del enal
estan los alumnos y los bancos de la misma.

Angulos triedros.— Dados tres planos que pasen por un mismo punto, se
/} llaman dngulos triedros a cada una de las ocho
partes en que el espacio queda dividido por esos
planos. |
lo El punto O comtn a los tres planos se llama
vértice del triedro, las semirrectas OA, OB y OC
aristas y los dngulos planos AOB, BOC y COA
B se denominan caras del triedro.

A

N
EsempLos: En el triedro O . ABC, O es el vér-

L — —> :
tice, OA, OB y OC las aristasy los dngulos planos A
\

™\ e
AOB, BOC v COA son las caras del mismo.

B

EJempLos PRACTICOS. — En una esquina de una caja de tiza tenemos un ejem-
plo de triedro material que tiene por caras al fondo de la caja y a las dos caras
contiguas que pasan por esa esquina. Lo mismo sucede con los rincones del aula
gue son triedros cuyas caras son el techo o el piso y dos paredes contiguas. Lios
alumnos y los bancos estdn en el interior de esos triedros.

Esercicios. — 1) Dibujar a pulso angulos diedros agudos, rectos y obtusos, trazar
secciones normales de los mismos.

11) Comprobar que las secciones normales de un mismo diedro son iguales.

11T) Trazar una seccién normal del diedro que forman dos paredes contiguas de una
habitacion.

1V) Si se considera el diedro que tiene por caras a las tapas de un cuaderno abierto,
geudles son secciones mormales de ese diedro?

V) Dibujar dngulos triedros.

V1) ;Qué clase de diedros son los de los triedros que se forman en cada una de las
esquinas de un aula? ;Qué figuras son sus caras?

VII) Comprobar que la suma de las caras de un triedro es menor que 360°. (Recuér«
dese que las caras de un triedro son éngulos planos).

VIII) Comprobar que en todo triedro una cara es menor que la suma de las otras
dos y mayor que la diferencia.
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PRISMAS Y PIRAMIDES

Prismas. — Recordemos que los elementos de un prisma son: las bases que
son dos poligonos iguales situados en planos paralelos, las caras laterales que
son paralelogramos que tienen dos lados opuestos que son lados de las bases y
los otros comunes con dos caras laterales. Hstos lados se llaman aristas laterales
del prisma, y los otros aristas de la base.

&

Esempro: En el prisma ABCA’B’C’ las bases son A%C y A'%’C’, las ca-
ras laterales son los paralelogramos ABB’A’, BCC’'B’ y CAA’(C’, las aristas
laterales son AA’, BB’ Yy GO y las de las bases son AB, BC, CA, AP, B¢’
¥y m'p

CONSECUENCIA. — Las aristas laterales de un prisma son iguales, pues son la-
dos opuestos de paralelogramos.

DErINICIONES. — Se dice que un prisma es {riangular, cuadrangular, penta-
gomal, ete. seglin que sus bases sean tridangulos, cuadrildteros, pentigonos ete.,
respectivamente.

EJEMPLOS : A

El prisma ABCA’B’C’ es triangular y el prisma MNPQRM’N’P’Q'R’ es pen-
tagonal.

D,

DerINICION. — Se llama altura de un prisma
a la distancia de un punto de una de las hases
al plano de la otra, o sea el segmento de la per-
pendicular al plano de la base eomprendido en-
tre ese punto y ese plano.

EseymprLo: En el prisma ABCDA’B’C’D’ es
h su altura.

. Lag




Prismas rectos.— DuriNiCION.— Se dice que un prisma es recto cuando las
aristas laterales son perpendiculares (*) a los planos de las H
bases, ¥ que es regular cuando es recto y sus bases son po-
ligonos regulares.

Esemrro: El prisma EFGHABCD es recto, pues AE, BF,
CG y DH son perpendiculares a sus bases.

('ONSECUENCIA. — En un prisma recto la altura es igual
a una cualquiera de sus aristas laterales.

Paralelepipedo. — DerINICION. — Se llama paralelepipedo al prisma eu-
ya base es un paralelogramo; paralelepipedo rectingulo cuando es recto y tie-
ne por base a un rectangulo y en el caso particular de que todas sus aristas
sean ignales se denomina cubo.
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EremprLos: ABCDA’B’C’D’ es un paralelepipedo; EFGHE/F'G'H’ es un
paralelepipedo rectdngulo y RSTURS/T’U’ es un ecubo.

Superficie lateral y total de un prisma.— DeriNicION. — Se llama super-
ficie lateral de un prisma a la suma de las superficies de sus earas laterales y

 superficie total a la suma de la superficie lateral mis las superficies de sus

dos bases.

Esmmpro: La superficie lateral del prisma ABCDA’B’C’D’ es igual
Sup. ABB’A’ + Sup. BCC’'B’ 4 Sup. CDD’C” - Sup. DAA’D’ y superficie
total es Sup. lat. ABCDA’B’C’'D’ 2 Sup. ABCD. 1

p

(*) Una recta es perpendicular a un plano cuando lo corta y es perpendicu-
lar a todas las rectas del plano que pasan por el pié, para lo cual basta que lo
sea a dos de esas rectas.

EieMPLO: En la figura p es perpendicular al plano ab por serlo a a y a b,




Foéormulas de la superficie lateral y total del prisma recto. — Cuando el
prisma es recto no es necesario calcular la superficie de cada una de sus caras
laterales por separado, pues hay una férmula que permite hallar esa superfi-
cie lateral mediante una simple multiplicacién, como veremos enseguida.

En efecto: consideremos un prisma recto material, de madera por ejemplo,
v apliquemos sobre sus caras laterales un trozo de papel lo suficientemente gran-
de para que las recubra totalmente. Si recortamos la parte de papel que so-
bresale de las bases del prisma a lo largo de las mismas, y extendemos la res-
tante sobre un plano, obtenemos el rectangulo MNPQ que puede tomarse como
superficie lateral del prisma considerado, pues se aplica perfectamente so-
bre ella.

Si observamos que las bases MN y QP del rectangulo MNPQ coinciden al
arrollar al mismo sobre el prisma con los contornos de las bases y que los lados
MQy NP se pueden hacer coincidir a lo largo de una arista de dicho prisma, re-
sulta entonces que: :

La superficie lateral de un prisma recto es igual al producto del perimetro
P de su base por sw altura h,

0 sea Superficie lateral del prisma recto—P X h
H
G M N
I

h h
K

M Q =

J

Teniendo en cuenta la definicion de superficie total resulta, llamando S a
la superficie de una base:

Superficie total del prisma recto =P X h 28

El rectangulo MNPQ es el desarrollo de la superficie lateral del prisma da-
do y permite reconstruirlo, como veremos en las aplicaciones practicas.

B e b
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Esempros. — 1) ;Cudl es la superficie lateral y total de un prisma recto de 1,5 m de
altura cuya base es un cuadrado de 0,8 m de lado?
SOLUCION :

Sup. lat. prisma recto =P X h=08mX 4 X 1,5m= 3,2 X 1,6 m* = 4,8 m*

v Sup. total prisma recto = Sup. lat. +28 = 4,8m?> 4 (0,8)?m? X 2 = -
= 48m?+ 0,64 m*> X 2 = 6,08 m*

I1) ;Cudl es la superficie lateral y total de wn prisma regular exagonal de 1m de
arista de la base, cuya altura es igual al doble del radio de la base?

SoruciON. — Siendo  Sup. lat. prisma regular =P X h=1m X 6 X b
v como en un exdgono regular el lado es igual al radio del mismo es h =2m y por lo -
tanto Sup. lat. prisma regular = 1m X 6 X 2m = 12 m?,

Para hallar la superficie total es necesario conocer la apotema de la base, pues siendo
un poligono regular su superficie es:
P
2

8=

Si unimos el centro O de la base con el vértice A y con el punto medio M del lado AB
ohtenemos el tridngulo rectdngulo AMO del cual conocemos la hipotenusa OA =1m ¥y

el cateto AM = 0,5 m, luego podemos hallar el otro cateto, OM que es la apotega de
exdgono, mediante el corolario IT del Teorema de Pitagoras, asi:

a=0M=Y12—05 =11-—-025=1075=08m o
1 6 0,86 5,16 m* &
Luego e X )2>< Lanouge '2m = 2,58 m? by
AesmpM B

v por lo tanto Swup. total prisma regular =12 m? -} 2,58 m* X 2 = 17,16 m>

Piramides. — Recordemos que los elementos de una pirdmide son: la base
que es un poligono cualquiera, las caras laterales que son {riangulos con un
vértice comin que es el vértice de la piramide. Cada
uno de estos triangulos tienen un lado comtin con la base v
que son las aristas de la base y los otros dos lados comu-
nes con dos caras laterales que son las aristas laterales
de la piramide.

Esempro: En la pirdmide V.ABCDE, V es el vértice,
el poligono ABCDE es la base, los triéngulos VAB, VBC,
VCD, VDE y VEA las caras latera,les, VA, VB, VC, c
VD ¥y VE son las aristas laterales y AB BC CD DE
v BA las aristas de la base.
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DEFINICIONES. — Se dice que una piramide es triangular, cuadrangular, pen-
tagonal, ete. segin que su base sea un triangulo, un cuadrilatero, un penté-
2ono, ete., respectivamente.

La piramide triangular se llama también fetraedro.

Esevpro: La piramide ABCDE es pentagonal.

DeriNtcIoN. — Se llama altura de una pirdmide a la distancia del vértice al
plano de su base.

_ EsemMPro: & es la altura de la pirdmide V.ABCDE.

PirAmide regular. — DeriNICION. — Se dice que una pirdmide es regular
v cuando su base es un poligono regular y su vértice per-
tenece a la perpendicular trazada al plano de la base

por el centro de la misma.
EsemprLo: V.ABCD es una piramide regular porquue

ABCD es un cuadrado y VO es perpendicular al plano
ABCD en el centro O de ABCD.
CONSECUENCIA. — Las caras laterales de una pirdmide

A " —7 regular son triangulos isdsceles iguales.

Apotema de una piramide regular.— Se llama apotema de una pirdmide
regular al segmento que une al vértice con el punto medio de una arista de la
base.

En la figura anterior @, es la apotema de la piramide.

Superficie lateral y total de una piramide. — DrriNicion. — Se llama
superficie lateral de una pirdmide a la suma de las superficies de las caras la-
terales y superficie total a la suma de la superficie lateral mas la superficie de la
base.

Bioempro: La superficie lateral de la pirdmide V. ABCD es igual a

A A A L
Sup. VAB + Sup. VBC + Sup. VCD —+ Sup. VDA y la superficie total es
Sup. lateral V.. ABCD -+ Sup. ABCD.

Formulas de las superficies lateral y total de la piramide regular. —
Cuando la pirdmide es regular no es necesario caleular la superficie de cada
una de sus caras laterales por separado, pues hay una férmula cue permite
hallar esa superficie lateral mediante una simple multiplicacién, como veremos
enseguida.

En efecto: consideremos una piramide regular material, de madera por ejem-
plo, y apliquemos sobre sus caras laterales un trozo de papel lo suficientemen-

T e T i TR T = A AR T
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| te grande para que la recubra totalmente. Si recortamos la parte de papel que
. sobresale de la base de la pirdmide y la que sobresale de su vértice, y extende-
' mos la restante sobre un plano, obtenemos la figura VABCD que puede to-
. marse como superficie lateral de la piramide considerada, pues se aplica per-
fectamente sobre ella. .
Lia figura VABCDE es el desarrollo de la E
superficie lateral de la pirdmide regular da-
da, y permite reconstruirla como veremos
en las aplicaciones practicas. v
Si observamos que la figura obtenida esta D
formada por tridngulos iguales, que tienen
por bases las aristas de la base de la piramide
y por alturas a la apotema de la misma. Re-
sulta que la superficie lateral de la piramide ' C
dada se obtiene multiplicando la de uno de
estos tringulos por el nimero de ellos. Asi 4 B
en el ejemplo tomado, tendriamos:
- Sup. lat. pir. reg. V.. ABCDE = Sup. V%B X 4= A—B2i X 4= —13—1—32—4— Xa

v como AB X 4 = perimetro P, resulta

PXa

Superficie loteral de la piramide regular — Ao 5 0 sea:

La superficie lateral de wna pirdmide regular es igual a la mitad del pro-
ducto del perimetro de su base por la -apotema de la misma.
Teniendo en cuenta la definicién de superficie total, resulta

Superficie total de la pirdmide regular =_>2<_a + 8

Eoemrros. —1) Caleular la superficie lateral y total de una pirdmide regular pen-
tagonal de 2m de arista de la base y 32m de apotema.

B ZmX5X32m
R 2 )
Para caleular la superficie de la base debemos conocer la apotema de la misma. El

cuadro de la pagina 57 nos indica que debemos multiplicar al lado del pentdgono por

0,6882 para obtener su apotema, luego:

Apotema de la base = 0,6882 X 2m = 1,3764 m

y tomando el valor redondeado de 1,38 se tiene:

. 2 8 > 1,38
Superficie de la base = L Gl = 6,90 m?

SoLUCION. — Sup. lat. pir. reg. = 16 m?.

2
lnego Superficie total pir. reg. = 16 m?— 6,90 m? = 22,90 m?.
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11) Calcular la superficie lateral y total de una pirdmide regular cuadrangular sa-
biendo que sw base tiene 36 dm* de superficie y sw altura

¢s de 4 dm.

SoLuoI6N. —

PXa ABX4X e

Siendo Sdp. lat. pir. reg. = 3 = 3

es necesario caleular el lado AB y la apotema a.

Teniendo en cuenta que la superficie de un cuadrado es igual al cuadrado de su la-
do, resulta:
AB? = 36 dm? y extrayendo la raiz da I&TS = 4/ 36 dm?* = 6 dm.
Para calcular la apotema observemos que es la hipotenusa del tridngulo rectdngulo

i VOM cuyos catetos conocemos, pues VO =4dm y OM = LzB— = 3 dm.

Luego aplicando el corolario IT del teorema de Pitdgoras, se tiene:

¢ a=VM=Ve +3=1V16+9 = \25=>5dm

( 6dm X 4% 5d
; por lo tanto: Superficie lat. pir. reg. = i - A2En = 60 dm*
{ ¥ i Superficie total pir. reg. = 60 dm* - 36 dm* = 96 dm?. |

POLIEDROS REGULARES

] Tetraedro regular. — Si sobre un trozo de cartulina dibujamos cuatro tridn-
7 gulos equilateros iguales, dispuestos en la forma que se indica en la figura 1,

i A A
i
’ D |
| : ' g 4
! o |
) & A & & iy
) Fig. 1. Fig. 2. Fig. 8. ‘i
|

¥ y_hacemos girar los tridngulos ABD, A”BC y A’CD alrededor de BD, BC y
CD respectivamente hasta que coincidan AB con A”B, A”C econ A’C y A’D con
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- AD se obtiene una figura 3 que se llama tetraedro reqular, que tiene: 4 caras,
; 4 ypértices y 6 aristas.

Exaedro regular. — Si dibujamos sobre un trozo de cartulina seis eunadra-
“ dos iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1, y hacemos girar a
| A’B’FE, FB”(C”G, GO'D’H y HDAE alrededor de los lados EF, FG, GH y

A B:
B
B
: A E F B
A B A
i
D : Gt D i C
i i '
E o / i
D b Go ' R = _;E: ________ =
Ly G R G ]
| y
Iog ¢’ .
A
Fig. 1. Fie. 2. Fig. 3. j
HE, respectivamente, hasta que coincidan los lados B’F' con FB”, C”G con j
- GC’, HD’ con HD y EA con EA’ se obtiene la figura 2. Si, por filtimo, hace- 5
| mos girar el cuadrado DCBA alrededor de DA hasta que ecoincida con el ;
AB’C’D se obtiene una figura 3 que se llama exaedro regular o cubo que tiene: r;l
| 6 caras, 8 vértices y 12 aristas. 1
. Octaedro regular. — Si dibujamos sobre un trozo de cartulina ocho trifn- 1
gulos equilateros iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1, separa- : |

- mos de ella la parte ABEDCB’, y hacemos girar los tridngulos que la forman
alrededor de sus lados eomunes—[ﬁ), AD y AE de manera que el lado AB coin-
cida con el AB’ y que los otros lados BE, ED, DC y CB’ formen un cuadrado,
se obtiene la pirdmide cuadrangular A.BCDE (fig. 2).

Haciendo la misma operacién con la otra parte BC’D’E’FE de la figura 1 b
| se obtiene la pirdmide cuadrangular FB'C’'D'E’ (fig. 2). ¥
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Haciendo coineidir las bases de estas pirdmides se obtiene una figura 3 lla-
mada octaedro regular, que tiene: 8 caras, 6 vértices y 12 aristas.

N
VAV
N/

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3-

Dodecaedro regular.— Dibujamos sobre un trozo de cartulina diez pentas-
_gonos regulares iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1. Sepa-
ramos de ella la parte situada a la izquierda de J’I” y hacemos girar los pen-

Fig. 27

Fig, 1. 3 Fig. 2. Fig. 3. |

:lagonos que tienen un lado comin con ABCDE alrededor de dichos lados, de |
manera que A AN coincida con AN, BL.con BL/, CJ con CJ”, DH con DH’
y EF con EF” y obtenemos la figura 2. Haciendo lo mismo con la otra mitad
de la figura 1 se obtiene la figura 2’. Haciendo coinecidir los hordes de esas
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dos figuras obtenemos el dodecacdro regular que tiene: 12 caras, 20 vértices
v 30aristas

/¥
"
[

'

~ Icosaedro regular. — Dibujamos sobre un trozo de cartulina veinte tridn-
gulos equiléteros iguales dispuestos en la forma que indica la figura 1. Ha-
ciendo girar los tridngulos comprendidos entre BB’ y GG, alrededor de sus

it
i
3
i
1
i
L

3
i
%
4
1
g
N
r

Fig. 1. Fig, 2. Fig. 8.

lados comunes hasta que BG coincida con B’G” y de manera que los lados BC,

0D, ﬁf, EF y FB’ formen un pentagono regular lo mismo que los GH,

HI... KG' obtenemos la figura 2. Hacemos girar los restantes tridngulos al-
. rededor de esos lados de manera que BA coincida con BA””, CA con _(E;z,. o
¥ FA”" con FA”” y que GL coincida con G’L””, HL econ HI/,. .. y KL”’ con
KL”” se obtiene la figura 3 llamada 1cosaedro regular que tiene: 20 caras, 12
vértices y 30 aristas, j

OBsErRVACIONes. — I Las caras de los poliedros regulares son poligonos re-
qulares e iguales y concurren en igual niumero en cada vértice.

1T) Ei mimero de caras mds el nimero de vértices de un poligono regqular
es igual al nmimero de aristas menos dos.

Puede demostrarse que: ]

Bl tetraedro, el exaedro, el octaedro, el dodecaedro vy el icosaedro regulares
son los 1inicos poliedros regulares existentes.

Superficie de un poliedro regular. — Es igunal a la suma de las super-
ficies de sus caras. Como esas caras son poligonos regulares iguales, bastari
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. calcular la superficie de una de ellas y multiplicarla por el ntimero de caras.

Superficie del poliedro regular de n caras = Sup. de una cara X n.

Esempros: Calcular la superficie de los poliedros regulares que tienen una arista
de 10 cm.
I) Superficie del tetraedro regular = Sup. de una cara Y} 4

y como las caras son tridngulos equildteros se tiene:
10 em X I
y como h =4 10°—5° = /100 —25 = 4/ 75 = 8,7 em (pdg. 60, VI)

=Hem X

Superficie de una cara =

es Superficie de una cara =5 cm X 8,7 em = 43,5 em?
b4 Superficie del tetraedro regular = 43,5 em* X 4 = 174 cm?
11) Superficie del exaedro regular = Sup. de wna cara X 6

y como las ecaras son cuadrados, resulta: § .
Superficie de una cara = 10 em X} 10 em = 100 ¢m?

Superficie del exaedro regular = 100 em* X 6 = 600 em?

22

1800) Superficie del octaedro regular = Sup. de una cara X 8 |
Yy como Superficie de una cara = 43,5 cm®, resulta |
Superficie del octaedro regular = 43,5 em* X 8 = 348 em? 13

IV) Superficie del dodecaedro regular = Sup. de una cara X 12
y eomo las caras son pentégonos regulares, se tiene: ?

P 10¢ 5X 10 0.6882

Superficie de una cara = >9<“ Mglocl, ol oo s X == 172,05 em? 5

&

Superficie del dodecaedro regular = 172,05 em? 3 12 = 2064,60 efn'*’

'
V) Superficie del icosaedro regular. = Sup. de una cara > 20 = 1
— 435 em® X 20 = 870 e |

Esercrcios. —1I) Dar ejemplos de objetos que puedan tomarse como modelos: a) de |
prismas; b) de piramides; ¢) de paralelepipedos. |

IT) ;Qué forma tienen: a) los ladrillos comunes; b) las baldosas; ¢) las tablas de |
una mesa; d) las paredes; e) las aulas?

IIT) ;Qué clase de pirdmides son las célebres Pirdmides de Egipto?

IV) ;Qué figura es la parte superior del obélisco de la Plaza de la Repiiblica?

i s



V) Se llaman diagonales de un paralelepipedo a los segmentos que unen dos vértices
que no pertenecen a la misma cara.

¢Cudntas diagonales tienen un paralelepipedo? :

VI) Caleular el valor de una diagonal de un paralelepipedo rectdngulo sabiendo que
son iguales y que ese paralelepipedo tiene 40 em de largo, 30 em de ancho y 37,5 em
de altwra. (Téngase presente que la diagonal buseada es la hipotenusa de un tridngulo
rectdngulo que tiene un cateto igual a la altura del paralelepipedo y el otro es una de
las diagonales de la base).

VII) Caleular la diagonal de un cubo de 10 em de arista. (Téngase en euenta la ob-
servaeién anterior). ”

' VIII) Construir un prisma recto trian- 7 >
gular de 10 em de aliura y tal que los la-

dos de la base sean de T cm, 5 em y 4 em. A
(Témese un trozo de eartulina y dibi-
jese un rectingulo de 10 em de altura y
(T-+-5-4+4) em de base. Marquense en
ésta y en A’D’ los puntes B y B/, C ¥
(¢ tales que sean AB = AB’ =7 ecm,
BC = B'(" = 5 em. Déblese la cartulina
por BB y het y péguese AA con DD’
Luego hdgase lo mismo eon las bases A

Zom B Semy C  4cm D
ABC” y A’B’C” y se tendrd el prisma
construido. X 2 ,

o

10cm

IX) Construir una pirdmide regular péntagonal de
10 ¢m de arista lateral y 4 em de lado de base. Di-
biijense cinco frifngulos isésceles de 10 em de lado
ignal y 4 em de base y un pentdgono regular de
4 em de lado, dispuestos en la forma que indica la
figura adjunta y procédase como en el caso ante-
rior, plegando oportunamente la figura hecha de di-

/ mensiones indicadas,
103 /40 m

X)) Caleular la superficie lateral y total de un prisma recto de 40 cm de altura que

\ tiene por base: a) un rombo cuyas diagonales son de 12 em y 16 em respectivamente;

b) a un tridngulo equilatero de 10 cm de lado; ¢) a un tridngulo isésceles de 20 em de
base y 12,5 cm de lado igual; d) un pentdgono regular de 5 cm de lado; e) un octégono
regular de 4 cm de lado; f) un decigono regular de 10 em de lado.

XTI) Caleular la superficie lateral y total de un paralelepipedo rectdngulo: a) cuya
diagonal es de 50 em, su altura de 40 em y su base tiene los lados iguales; b) de 15 dm
de largo, 20 dm de ancho y altura igual a la diagonal de la base.



Al ug . )

i XII) Caleular la superficie lateral y total de la piramide regular que tiene por base:
‘ !'&) a un cuadrado de 2m de lado y cuyas aristas laterales son iguales a ese lado; b) a
- un exdgono regular de 20 cm de lado, y cuya altura es de 30 emy ¢) un tridngulo eqm;-

, 38 superfzcw y de altura igual a la diagonal del mnsmo (Aplxquese el Teorema de Pi-
3 ‘tAgoras para calcular la apotema).

. XIII) Caleular la superficie lateral y total de la pirdmide que tiene por base a un
~ rectdngulo de 10 em de largo por 7,5 cm de ancho y cuya aliura, que pasa por ¢l centro

. XV) Cdleular la superficie lateral y total de un exaedro regular sabiendo que: a) 5u
- arista es 5 em; b) su diagonal es de 8 em; ¢) la diagonal de una cara es de 3 em,
~ XVI) Caleular la superficie de un octaedro regular sabiendo que: a) sw arista es de
3 4cm b) la apotema de una cara es de 6 cm; ¢) una de sus diagonales es de 8 cm. (Ob-
{ sérvese que la diagonal de un octaedro es diagonal de un cuadrado de lado igual a la
. arista).

XVIL) Caleular la superficie de un dodecaedro regylar sabiendo que: a) la arista es
. de 12 em; b) la apotema de una de sus caras es de 68,82 m.
XVIII) Calcular la superficie de un icosuedro regular sabiendo que: a) sw arisia es
de 5 em; b) la apotema de una cara es de 28,87 em.
XIX) Dibujar el poliedro que tiene por vértices: a) los centros de las caras de un
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CAPITULO IX

CUERPOS REDONDOS

Para tener bien presente las caracteristicas de los cuerpos redondos, eilin-

dro, cono y esfera, que los alumnos conocen desde los grados inferiores, por
haber visto y construido modelos materiales de los mismos, recordemos que:

El cilindro se puede suponer engendrado por un rectingulo que gira al-
rededor de uno de los lados, llamado eje.- Bl lado opuesto al eje se llama la
generatriz del cilindro, pues ella engendraria la superficie cilindrica, y los otros

dos lados del rectingulo engendrarian dos eireulos denominados bases y de los

enales son radios.

EiemprLo: El reetiangulo

OABO” engendra el cilindro de

eje 00’, generatriz AB y bases de radio OA — 0’B.

La alture del cilindro es la distancia entre los centros de las
bases v es igual a la generatriz AB — 00" — h.

Las circunferencias de las bases se ven como elipses.

Férmula de la superficie lateral y total del cilindro. — Consideremos
un eilindro material, de madera por ejemplo, y apliquemos sobre su superficie

D

Q

un trozo de papel lo suficientemente grande para que lo recubra totalmente
al hacer coincidir uno de sus bordes con una generatriz y aplicar el resto so-
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bre la superficie hasta volver a la misma generatriz. Si recortamos la parte

de papel que sobresale de las bases del cilindro a lo largo de las mismas y la
| parte que sobresale de la generatriz mencionada, a lo largo de ella, y extende-
. mos la restante sobre un plano, obtenemos el rectangulo ABCD que puede
| tomarse como superficie lateral del cilindro considerado, pues se aplica per-
© fectamente sobre ella.

El rectangulo es el desarrollo de la superficie lateral del cilindro y permite
reconstruirlo como veremos en las aplicaciones practicas.

Si observamos que las bases AB y CD del rectdngulo ABCD, ecoinciden al
arrollar el mismo sobre el cilindro con las cirecunferencias de sus bases, y que
los lados AD y BC al coineidir lo hacen a lo largo de una generatriz de dicho
cilindro, resulta que:

La superficie lateral de un cilindro es igual a la superficie de un rectingulo
que tiene por base la circunferencia rectificada de sw base iy por altura a la del
cilindro.

Luego, como la circunferencia rectificada de la base es igual 2.x.r y la su-
perficie de un rectangulo es igual al producto de la base por la altura, se tiene:

Superficie lateral del cilindro =2 .r . h

Teniendo en cuenta que la superficie total es igual a la superficie lateral
més la de las bases y que cada una de éstas tiene una superficie ignal a w7,
por ser eirculos y por lo tanto las dos una de 2 n 72 resulta:

Superficie total del cilindro —=2 .xw.vr . h+2.x. =2 .xn.r(h+r)

EiemprLos. — 1) Caleular la superficie lateral y total de un cilindro de 5 em de radio
.y 20 em de altura.

i SonuciON. — Sup. lat. cilindro = 2.;w.r.h = 2 X 3,14 X 5em X 20 em = 628 em?
y Sup. total cilindro =2 xr(h -+ r)=2 X 3,14 X 5 em(20 ecm + 5 em) =
= 31,4 ¢m X 25 em = 785 em?.
II) Caleular la superficie lateral y total de un cilindro de 12,56 m? de superficie de
. la base y altura igual al didmetro de la misma.

Soruc16x, — Siendo Sup. lat. cilindro=2mrh

debemos ecalcular » y h para poder aplicar esa férmula.
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Como Sup. base = wr* = 12,56 m*> resulta, pasando x al segundo miembro y ex-
trayendo la rafz cuadrada que:

2
== _1_?,56_m_= 4m*=2m luego h=2r=4m
" 3,14 v

por lo tanto Sup. lat. cilindro = 2.3,14.2m X} 4 m = 50,24 m?
y Sup. total eilindro = 50,24 m* 12,56 m*> XX 2 = 75,36 m?.

El cono se puede suponer engendrado por un tridngulo recténgulo que gi-
ra alrededor de uno de los catetos, llamado eje. La hipotenusa se llama la
generatriz del cono, pues ella engendraria la superficie conica, y el otro cateto
engendraria un circulo denominado base del cono y de la cual es radio.

Esempro: El tridngulo rectdngulo AOB engendra el
cono de eje AO, generatriz AB = g y bases de radio
OB — r. La altura del cono es la distancia entre el vértice
y el centro de la base ¥ es igual al eje AO =

Formula de la superficie lateral y total del cono.—Consideremos un co-
no material, de madera por ejemplo, y apliquemos sobre su superficie un trozo
de papel, lo suficientemente grande para que lo recubra totalmente al hacer
coineidir uno de sus bordes con una generatriz y aplicar el resto sobre la su-

~ perficie hasta volver a la misma generatriz. Si recortamos la parte que sobre-

sale de la base del cono, siguiendo la cireunferencia de la misma y la parte que
sobresale del vértice y de la generatriz antes mencionada, a lo largo de ella,
y extendemos la restante sobre un plano, obtenemos el sector cirecular ABC que
puede tomarse como superficie lateral del cono considerado, pues se aplica per-
fectamente sobre ella.

El sector ABC es el desarrollo de

A la superficie lateral del eono y per-
g mite reconstruirla como veremos en
las aplicaciones précticas.

Si observamos que el arco BC coin-
cide con la circunferencia de la ba-
se del cono, al arrollar el sector so-

bre el mismo, ¥y que los radios AB y AC al coincidir lo hacen a lo largo de una
generatriz de dicho cono resulta que:
La superficie lateral de un cono es igual a la superficie de un sector CUreu-




Luego como la circunferencia rectificada de la base es igual a 2x7, y la su- ¢
perficie de un sector es igual al producto de la mitad de la base por el radio g,

2ar.g

Superficie lateral del cono = S g

}'l mas la de la base y que la del circulo de la base es m 72, resulta: g

.. % Superficie total del cono—=wnrg -+ axr* =xnr(g-+r)

i Eiumpros. — 1) Caleular la superficie lateral y total de un cono de 0,4 m de radio Y
- 0,5 m de generatriz.

~ SoLUCION. — Sup. lat. del cono = m.r.g = 3,14 X 04 m X 0,5 m = 0,628 m?
{ o Sup. total del cono = mwr(g+r) =314 X 0,4m(05m 4 0,4 m) =

| = 3,14 X 0,4 m X 0,9m = 1,1304 m?

~ de altura. \ :
Sorvcién. — Siendo  Sup. lat. cono = qr.g= 3,14 X r X 15 em

debemos ealcular », Para ello basta observar que es un ea-
teto del tridngulo recténgulo cuya hipotenusa es g = 15 em
y el otro cateto es 7 = 12em. Aplicando el corolario del
Teorema de Pitdgoras, se tiene:

r= V15— 120 = \225— 144 = \/81 = 9 em
- Inego  Sup. lat. cono = 3,14 X 9 em X 15 em = 423,90 em?
3 ‘I:y Sup. total cono = wr(g-4r) = 3,14 X 9 em (15 em - 9 em) = 687,24 em?,

La esfera se puede suponer engendrada por un semicirculo que gira alre-
- dedor de uno de sus diametros. La semicireunferencia
. correspondiente engendraria la superficie esférica. Bl
ﬂ ‘centro y el radio del semicirculo tomado se llaman cen-
tro y radio, respectivamente, de la esfera y de la super-
- ficie esférica. AN

Y



Si tomamos una esfera material, de jabon por ejemplo, y la cortamos de lm
~*solo golpe mediante un cuchillo, de manera que éste pase por el centro, la esfera

. un cireulo, que puede verificarse que tienen por eentro y radios a los de la esfera;
razén por la cual se dice que es un circulo mdximo de la misma.

Cualquier otro corte hecho en forma analoga a
la- anterior da lugar a la formacién de circulos L
méximos, en cambio los cortes hechos sin que el =
“cuchillo pase por el centro, dividen a la esfera en
dos partes, llamadas segmentos esféricos, en los que
se notan circulos de centro distinto del de la esfera
y de radios menores que los de ésta, por lo cual
se denominan circulos menores.

tivamente, pero lo observado en los ejemplos anteriores nos permite compren-
der que:

Los puntos comunes a una esfera y a un plano forman un circulo, que tiene el
mismo centro y radio que el de la esfera si dicho plano pasa por su centro, tie-
nen centro distinto de éste y radio menor que aquél en cualquier otro caso.
Eso suele decirse, brevemente, asi:

Las secciones de unw esfera con un plano son cireulos, maximos o menores se-
qgiin que el plano pase o no por el centro.

El plano se llama secante.

En las figuras anteriores las circunferencias se ven como elipses.

queda dividida en dos partes llamadas hemisferios, y en cada una de éstas hay

N
&

1

Si consideramos, en cambio, una esfera geométrica no podemos cortarlas efee-
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Otras figuras que se pueden obtener de una esfera son las siguientes:

Segmento bibasico se llama asi a la parte de esfera com-
prendida entre dos planos secantes paralelos.

Seas

Cuia esférica es la parte de esfera interior a un angulo
diedro cuya arista pasa por el centro de la misma.

Si en lugar de una esfera se considera una superficie esfé-
rica, se obtienen las figuras denominadas circunferencias
mdaimas y menores, casquele y zonas esféricas y huso esférico
como correspondientes a los circulos méximos y menores,
segmentos esféricos y segmentos bibésicos y cufia, respecti-
vamente.

Formula de la superficie de una esfera.— Como no es posible recubrir
mediante una hoja de papel, la superficie de una esferd material, sin que ese
papel sufra arrugas o roturas, se pueden hacer otras experiencias fisicas para
hallar practicamente una superficie desarrollable, es decir, extensible sobre un
plano, que se pueda tomar como superficie de la esfera. ‘

Asi, si tomAramos una esfera material hecha con una lamina delgada, hoja de |
lata por ejemplo, y un cilindro del mismo material desprovisto de sus bases,
de radio igual al de la esfera y de altura igual al diametro de ésta, podrinmos
comprobar, mediante una balanza, que tienen el mismo peso, es decir que:

La superficie de una esfera es igual a la superficie lateral

< _——— deun cilindro de radio igual al de la esfera y de altura igual
r 1 al diametro de la misma, o sea:

+h Superficie esfera radio r = Sup. lat. cilin. radio v y alt. 27. |

Luego se tiene de acuerdo con la férmula de su superficie

lateral :

Superficie de la esfera de radio =2mr X 2r=4mxr* ,

OBSERVACION. — Teniendo en cuenta que m#® es la superficie de un circulo

mdaximo, resulta que:
La superficie de una esfera es igual al cudidruplo de la de uno de sus circulos

MATIMOS.
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EsemprLos. — 1) Caleular la superficie de una esfera de 9 em de radio.

SoLuc1ON. — Superficie de la esfera=4mr® = 43X 3,14 X 9% em?® =
= 4 X 3,14 X 81 em? = 1017,36 cm?.

11) Caleular la superficie de una esfera cuya circunferencia mdzxima tiene 3,14dm‘
de longitud. .

SoLuciON. — Siendo Superficie de la esfera = 4 r®

debemos caleular r para poder aplicar la férmula.
Como la Longitud de la circunferencia = 2 xr = 3,14 dm
pasando 27 = 2} 3,14 = 6,28 al segundo miembro da:

3,14 dm
r = ——— = 0,5 dm = 50 ¢m
6,28 ,

luego Superficie de la esfera = 4 X 3,14 X 50° ecm? = 4 X 3,14 X 2500 ¢em® = 31400 e¢m?

Ejercicios. —1I) Caleular la superficie lateral iy total de wn cilindro de 35cm de
altura y 8 em de didmetro de base.

IT) Hallar la superficie total de un cilindro de 3,2 dm de altura sabiendo que su su-
perficie lateral es de 12,56 dm?.

IIT) Construir un cilindro de 10 em de altura
y 3 em de radio. A B
Se dibuja sobre un trozo de cartulina un
rectdngulo ABCD de 10 em de altura y
2 X 3,14 X3 em = 18,84 ¢m de base. Se recorta
este rectdngulo y se dobla en forma tal que
BC coincida con AD, en cuyo caso AB y CD
forman dos circunferencias iguales de 3 em 16/ B
de radio, con las que se hacen coincidir las D 7 C
circunferencias de dos ecireulos de ese mismo
radio.

10cm

1V) Caleular la superficie lateral y total del cilindro cuya altwra es igual al didmetro
de su base y ésta tiene una superficie de 28,26 em?.

V) iCuanto costard el revoque de la pared de un pozo cilindrico de 1,60 m de didme-
tro interno y 15 m de profundidad si se paga 2,80 $ por el m* de superficie revocada?



L R stR
V1) 4Cudntas hojas de papel dorado de 044 m de largo por 0,25 m de ancho se me-

~ tura y 0,36 m de didmetro?
gt 7 VII) Construir un cono de 15 cm de generatriz y
3 em deradio.

Se construye sobre un trozo de cartulina un seetor
cireular AOB de 15 em de radio y cuyo 4ngulo cengtral
AOB lo calculamos teniendo en cuenta que la longitud |

o~
b
r.
<

cesitardn para recubrir la superficie lateral de una columna cilindrica de 1,80 m de al-

() de su base AB es igual a la de la circunferencia de la
g base del cono, luego como:
3 :
o
1y AB'= - nw’ pasando g r y 180° al otro
! 180
‘ ¥ O &
g —~
el 7 180° . AB 180° .2 X ;.3 em 180%. 2:L3
- miembro da o= = =
) ; it 15em X - 15

n=12° X 2X 3="72°

Luego se recorta el sector asi construido y se dobla en forma tal que OA coincida
~¢on '(ﬁ?: en ‘euyo caso su base forma una circunferencia de 3 em de radio, eon la que
ha.eemos coincidir la de un eir culo de ese mismo radio, que es la base, para obtener el
'. cono pedido.
. VII) Caleular la superficie lateral y total del cono del ejercicio anterior,
5- IX) Caleular la superficie lateral y total de un cono de 8 em de gemeratriz y 12,56 em®
|r de superficie de base.
X)) Caleular la superficie lateral y total de un como de 10 em de altura y 7,5 cm de

r';"radio de base.
5 XTI) Caleular la superficie lateral y total de wun cono de 10 em de altura sabiendo
‘ i. que el didmetro de su base es igual a su generatriz.

3 XTI) Caleular la superficie total de un cono de 3 em de radio cuya superficie lateral
- es de 94,20 cm?®. ;
- XIII) Calcular la swperficie de una esfera: a) de 23 em de radio; b) de 12,56 dfm
b de circunferencia mazima; c) de 28,26 em* de superficie de circulo mdzimo.

XIV) Caleular la longitud de la circunferencia mdxima de una esfera cuya superfi-
 cie es 113,04 cm? de superficie.
.f“ -~ XV) Calcular la superficie de un cireulo menor de una esfera de 10 em de radio sa-
" biendo que la distancia de su centro al de la esfera es de 8 cm.

4 XVI) Si se supone esférica a la Tierra, ;qué clase de circulos son: a) los meridia-
g " mos; b) los paralelos; ¢) el Ecuador?

‘ 1
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VOLUMENES DE LOS POLIEDROS Y DE LOS CUERPOS REDONDOS' N

TR .

L M e

g Dlremos que dos poliedros tienen el mismo volumen cuando se los puede des-
? componer en el mismo niimero de poliedros respectivamente iguales. Y

Esempro: Los poliedros de la figura son equivalentes por ser sumas de los }‘
prismas I, 1T y III.
\ J
f Unidad de volumen. — Tomaremos como unidad de volumen al volumen
de un eubo que tenga por arista a la unidad de longitud.
En el sistema métrico decimal la unidad de volumen es el metro X
cithico.

Eoemrro: Si el segmento » es la unidad de longitud el volumen —w
del cubo de arista % es la unidad de volumen. —2
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Valor del volumen de un paralelepipedo rectangulo.— Hallar el valor
del volumen de un paralelepipedo rec-
D tangulo, es encontrar el ntimero de uni-

L / / / dades de volumen que contiene.
A B / Sea, por ejemplo, hallar el volu-
men del paralelepipedo rectangulo

(@

ABCDA’B"C’D’ de 3 em de altura, cu-
/ yva base tiene 4 em de largo y 2 em de

¢’ ancho. :

/ Dividiendo el largo, el ancho y el alto
del paralelepipedo en 4, 2 y 3 partes
iguales, respectivamente, y trazando por

los puntos de divisién planos paralelos a las caras, se obtienen tres capas pa-

ralelas a las bases formadas por cuatro filas de dos cubos cada una, o sea, el
paralelepipedo considerado contiene 4 X 2 X 3 =24 cubos de 1 em® de volu-
men. Observando que

A7 ' B’

4em X 2em X 3em =4 X 2 X 3em® (ver Arit., pag. 84), resulta:

Vol. paral. rectg. ABCDA’B’C'D"—=4cm X 2cem X 3em, lo que nos dice
que:

El volumen del paralelepipedo rectingulo dado es igual al producto del lar-
go por el ancho por el alto, expresados en la misma unidad.

Esta férmula es general y por lo tanto aplicable a los casos en que el largo,
ancho y alto no tengan un ntimero entero de unidades, como sucede en el ejem-
plo siguiente.

Eisempro I1. — Hallar el volumen de un paralelepipedo rectingulo cuyo lar-
go es 5,8 em, su ancho es de 2,5 em y su altura es de 7,2 em,

Como un centimetro no estid contenido en los ‘datos un nfimero entero de ve-
ces, y en cambio lo estd un milimetro, tomamos a éste como unidad de longi-
tud y al 1mm® como unidad de volumen, y se tiene:

Vol. paral. rectg = 58 mm X 25 mm X 72 mm = 104 400 mm? = 104,400 cm®,

En la préctica se obtiene este mismo resultado multiplicando directamente
. los datos. Asi tendriamos: 3

Vol. paral. rectg. — 5,8 ecm X 2,5 em X 7,2 em — 1044 em?®,



‘ P"’ Volumen del paralelepipedo rectingulo =1 X @ X h

A

En resumen ; llamando 1, a y h al 1arg(;, al ancho y al alto, reSpectivameﬁte, ]

resulta :

\

Como I X a= S es igual a la superficie de la base del paralelepipedo, la
férmula anterior se eseribe también asi:

- : Volumen del paralelepipedo rectingulo =S X h | = que se lee:

- El volumen de un paralelepipedo rectingulo es igual al producto de la super-
ficie de la base por la altwra.

. Eseuero 1. — Caleular el volumen de un paralelepipedo rectdngulo sabiendo que su dia-
gonal es de 5 m, su altura es de 4m y una de las aristas de la base es de 2,4 m.

SorLuciON. — Siendo  Vol. paral. = l.a.h =24 m.a.4m

Para hallar a observemos que es el eateto de un tridngulo rectdn-
gulo CDB cuya hipotenusa es la diagonal de la base y el otro cateto

es 1=24m. Luego por el corolario del Teorema de Pitdgoras, se T A
tiene : ! - 4 E
| £ -

CD=a= & — (24)? =+ & —5,16 Ly P

Para caleular d observamos que es un cateto del tridngulo rec- 9“:&" g7
tdngulo ABC cuya hipotenusa es la diagonal del paralelepipedo y el D l' =2,4r\t; B

otro cateto es la altura del mismo, luego
: d=5"—42=425—16=19=3
¥ por lo tanto a=1d*—576=+9—576=1324=18m
Luego Volumen paral. rectg. = 24m X} 1,8m X 4 m = 17,28 m?3.

Foérmula del volumen del cubo.—Siendo el cubo un paralelepipedo rectin-
gulo en el cual el largo, el ancho y el alto son iguales a la arista del mismo, re-
sulta, llamando @ a esa arista: .

Volumen del cubo — a X 0 Xa—'a’ -es deeir:

El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista.



{"SOLUOIGN.-—— Slendo Volumen del cubo = a“ _debemos ealeular su arista. Para @110
| tengamos presente que en el tridngulo rectdngulo ABC es -

h‘:;‘ :, 92 — d'z—l—az

&

B Ci Yl y en el tridngulo CDB es a2 =o' + 0> =2a®

' \ )?,,A’:a-':- ---; luego 81 =942 + a® = 3 a? \
. s RN X
i D a B v pasando 3 al primer miembro resulta

-l

£ 217 7 3 ¥

! ."[ @ = —31— = 27 y extrayendo la raiz euadrada da a = \/ 27 =5,19m

4 ¥ por lo tanto Volumen del cubo = (5,19 m*) = 139,7984 m?,

.[. { »V(‘)lumen de un paralelepipedo cualquiera. — Puede demostrarse, y los
. olumnos que sigan estudios secundarios lo harén en enarto afo, que:

e
~ perficie; resulta recordando la fér-

i ,i El volumen de un paraleleptpedo
Jf mula que da el volumen de este fil- ‘

,“ cualquiera es wgual al de un parale-
. timo que , y I

. lepipedo. rectingulo que tenga la

I

~ msma altura, y base de igual su-

-3

M e o e 2
i

]
1l
T

.,

0))

Rl ST p— R

.,
.,

Volumen del paralelepipedo — Sup. base X altura =8 X h r

-‘ ~ La propiedad anterior puede comprobarse pricticamente tomando los dos pa="
~ ralelepipedos de la misma sustancia y verificando mediante una balanza que
. sus pesos son iguales.

1" Esempro: Caleular el volumen de un paralelepipedo obliculo de 2,20 m de altura sa-
_ biendo que su base es un rectdngulo de 3,8 m de largo por 2,6 m de ancho.

‘ {' Soruct6N. — Siendo  Volumen paral. = S X h =8 X 2,20m

¥ como la base es un reeténguio su superficie es S =3,8m X 25 m = 9,50 m*

luego Volumen paralelepipedo = 9,50 m® X 2,20 m = 20,90 m?.




Férmula del volumen del prisma, — Puede demostrarse teomeamantg. 51
’éomprobarse experlmentalmente con una balanza, como indicamos para el paiald

El volumen de wun prisma cual- A 28
quiera es tgual al de un paralelepi- : e
pedo rectangulo que tenga la misma
altura y por base un rectingulo de
igual superficie que la base del pris-
ma; por lo que resulta, recordando
la férmula del volumen del parale-
lepipedo rectdngulo, que:

Volumen del prisma — Superficie base X altura — S X h .| 0 sea:

Bl volumen de un prisma es igual al producto de la superficie de la base por
la altura. ‘

Eomveros— 1) Caleular el volumen de un prisma cuya base es un cuadrildtero de
6 m?> de superficie y su allura es de 2,8 m.

SoLuciON. — Volumen prisma = 8 X h = 6m? X 2,8 m = 16,8 m®.

II) Calcular el volumen de un prisma triangular de 1,40 m de altura ecuya base es un
tridngulo isdsceles de 80 em de base y 50 em de lado igual. iy

SoLuciéN. — Siendo  Volumen prisma =S X h = 8 X 1,40 m

; (o 80 W "
v como la base es un tridngulo es S = >2< = csz =40 em K W L i

la altura /’ la ealeulamos por el corolario del Teorema de Pitdgoras procediendo como
en el ejercicio de la pagina 61, VII, y nos da

i = A[50F — 407 = /2500 — 1600 = /900 = 30 em
Luego S =40 em X 30 em = 1200 em? - v por lo tanto

Volumen prisma = 0,1200 m? > 1,40 m = 0,168 m?.




FE o

i B el A e e S i

SR dis

Formula del volumen de la piramide triangular. — Si tomamos un pris-
ma triangular cualquiera ABCDEF y lo dividimos en la forma que indica la
figura obtenemos tres pirdmides que puede demostrarse que tienen el mismio
volumen. Précticamente puede comprobarse lo anterior tomando un prisma

A A‘ Ac

/5

triangular, de jabén por ejemplo, dividiéndolo con un cuchillo en la forma
indicada en la figura y comprobando que dos eualesquiera de las piramides ob-
tenidas tienen el mismo peso.

Tomando una de esas pirdmides, la que tiene por base la del prisma y la mis-
ma altura que éste, resulta que su volumen es la tercera parte del del prisma,
0 sea:

El volumen de wna pirdmide triangular es la tercera parte del volumen del
prisma triangular de igual base y altura.

Recordando la férmula del volumen del prisma, se tiene:

Volumen piramide triangular — —;- . Sup. base X altura — S Xh

Eosmpro: Caleular el volumen de una piramide triangular de 3 m de altwra sabiendo
que su base es un triangulo equildtero de 1 m de lado.

SoLuciON. — Siendo  Vol. pirdmide = % SSCh =—:1)? SX3m

i
I
|



bXa ImXa

debemos caleular S. Como'S = -tk - =0,5m X a; caleculamos a pro
cediendo como indicamos al resolver el problema de la péagina y tenemos:
a=V12—052 = 1—025 =1 0,75 = 0,86 Vo  |oss 4
64
luego S =0,5m X 0,86 m = 0,430 m® y por lo tanto: 110%0 | 110:16 = 6
1 996|166 X 6 = 996
Volumen pirdmide = e 0,43 m? X 3m = 0,43 m3. T

Formula del volumen de una piramide cualquiera.— Dada una piramide
enalquiera puede demostrarse tedricamente y comprobarse experimentalmente
con una balanza, como indicamos para el paralelepipedo (pag. 96), que:

Bl volumen de una pirdmide cualquiera es igual al de wna piramide triangu-
lar que tenga la misma altura y por base un triangulo de igual swperficie que la
base de la primera pirdmide, por lo que resulta que:

Volumen de la pirdmide — % Sup. base X altwra — -%— S Xh 0 sea:

El volumen de wna pirdmide es igual a wn tercio del producto de la superficie
de su base por su altura.

Boemrro: Calcular el volumen de wna piramide regular cuadrangular sabiendo que
¢l lado de la base es de 4m y las caras laterales son tridngulos eqwﬁlf{iteros.

SoLUCION. — Siendo  Vol. pirdmide. = _;_ 8501 = % P A % 16152 3¢ 7

Para caleular h, observamos (fig. pég. 78) que es un cateto del tridngulo rectangulo
VOA cuya hipotenusa es la arista lateral de 4 m y el cateto OA es la mitad de la diago.
nal del euadrado base; luego

= — BAY BA* 444 16416 32
h =7V 4£—0A* ycomo OA*= )= Mg Bl e L
' 2 4 4 4 4
es h=116—8=48=28m l—i 8- T
400 4=
luego Vol. pirdmide = % 16 m? X 2,8 m = 14,93 m*® 38 4 :g gl 284
: 16




VOLUMEN DE LOS CUERPOS REDONDOS

‘ Formula del volumen del cilindro. — Consideremos un cilindro de radio r
y altura & e inseribamos en él el prisma regular

P

poligonos regulares inscriptos y circunseriptos,
respectivamente, a las bases del cilindro dado.
Si se tiene en cuenta que los prismas inserip-
tos y circunseriptos que tienen por bases a los
poligonos regulares que resultan de duplicar su-
P cesivamente el niimero de lados de los poligonos
de las bases, puede observarse que, como esos
poligonos tienden a confundirse con las eircun-
ferencias de las bases del cilindro, los prismas
mencionados tienden a confundirse con dicho ei-
' f'lmdro, en forma tal que éste puede considerarse también como un prisma espe-
,_._ eial. Linego, el volumen de un cilindro se podrd hallar de la misma manera que
,?él de un prisma, o sea:

- Volumen del cilindro = Superficie de la base X altura = mr* X h | o0 sea:

Ejenpro: Caleulor el volumen de un cilindro de 30 em de radio y 50 em de altura.
| Sorver6N:

:?pmmen cilindro = qur® b = 3,14 X 302 em? X 50 em = 3,14 900 ¢m* X 50 em =

= 1413 em?

ABCDEFA’B’C'D’E'F’ y eircunseribamos el
prisma regular MNPQM’N’P’Q’ enyas bases son
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Formula del volumen del cono. — Consideremos tm cono de radxo r y al-;

tura ko e inscribimos en él la pirdmide regular
'V.ABCDEF y circunseribamos la pirdmide re-
gular V.MNPQ, cuyas bases son poligonos re-
gulares inseriptos y circunscriptos, respectiva-
mente, a la base del cono dado. Si se tiene en
cuenta que las pirdmides inseriptas y circuns-
_eriptas que tienen por bases los poligonos regu-
lares que resultan de duplicar sucesivamente el
nimero de lados de los poligonos de las bases,
puede observarse que, como esos poligonos tien-
den a confundirse con la cirecunferencia de la
base del cono, las pirdmides mencionadas tien-

l‘r.

den a confundirse con dicho cono, en forma tal que éste puede considerarse tam-
bién ecomo una pirdmide especial. Luego el volumen de un cono se podra halla.r'

de la misma manera que el de una piréimide, o sea:

Volumen del cono = —;- Superficie de la base X altura =% Tr*h

0 Sea:

El volumen de un cono es tgual a un tereio del producto de la superficie de

sie base por su altura.

Eismpros.—1) Caloular el volumen de un cono de 3 m de radio y 10 em de altura.

SonvoréN, — Volumen del cono = % e i —;;- . 314X 3% em? XX 10 em =

5 _;_ 3,14 X 9 em? X 10 em = 94,2 om?.

II) Calcular el volumen de un cono de 10 em de gemeratriz y 6 cm de radio.

Sorvoiox.— Siendo  Volumen del cono = % JNZh = -;— . 6%em?

¥ como I es un cateto de un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es la generatriz y’ el

otro cateto es el radio, luego:

h = 4102 —6° = 4/100 — 36 = /64 = 8em, por lo tanto:

: ;
Volumen del cono = — 3,145 6* cm* X 8 em = % 3,14 X 36 em? X 8 em = 301,44 em?®
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Foérmula del volumen de la esfera. —Si tomamos una esfera material, de
arcilla por ejemplo, y un cilindro de la
misma sustancia, de radio igual al de la
esfera y cuya altura sea los dos tercios
del didmefro de la esfera, podremos
comprobar mediante una balanza que
tienen el mismo peso, y, por lo tanto, el
mismo volumen, luego

Volumen de la esfera de radio r = Volumen del cilindro de radio r y altura £l 2r

. |

€)=—3-nr"

oy 2
Volumen cilindro = Sup. base X altura — mr® X 3 2r—=mqnr’ X

resulta

Volumen de la esfe}'a de radio r = % s

Bl volumen de wna esfera es igual a cuatro tercios del producto del nivmero m
por el cubo del radio.
BEiemeros. — I) Caleular el volumen de una esfera de 6 cm de radio.

SoruciON. — Volumen de la esfera = %— s = % 3,14 X 6% em? =
= —:— X 3,14 X 216 em® = 904,32 ¢m®

I1) Calcular el volumew de una esfera cuya superficie es de 314 dm®.
SoLuci6N. — Siendo  Volumen esfera = % i = % 3,14 X »?
debemos caleular el radio. Para ello tengamos en cuenta que
Sup. esfera =4 r? =4 X 3,14 X r* = 314 dm?

y pasando 4 X 3,14 al segundo miembro da:

3 g 2
= ﬂ: 25 dm? extrayendo la raiz da: r=14/25=5dm
4% 3,14

y Volumen de la esfera = -i;— 3,14 X5° dm® = % X 8,14 % 125 dm?® = 523,33 dm?.
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Eusrcicios. — 1) ¢Cudntos ladrillos de 26 em X 12 em X 5 em emnm en un metro ?‘

eibico de mamposteria si la mezcla necesaria para ligarlos representa la tercera parte
de este volumen? ¢

4
II) ;Qué altura alcanzaran 500 litros de agud vertidos en un tanque que tieme la
forma de un paralelepipedo rectingulo de 2m de largo por un 0,80m de ancho?

1IT) ¢Cudnto pesard un tirante de 4”7 X 4" de 4,20 m de longitud si el peso especi- A
fico de la madera es 0,62. (Reeuérdese que 1 pulgada =17 = 2,5 em). i
1V) Una caja de forma de paralelepipedo rectingulo tiene un volumen de 0,480 md
y ha sido llenada por cajitas cibicas de 2em de arista, jcwdntas cajitas contenia?

¢ Cudntos panes de jabdn de 8 cm de largo 5 cm de ancho y 2em de espesor podrian

- eolocarse en lugar de las cajitas ciibicas? i

V) ¢Qué altura es necesario darle a un salén de 6,50 m de largo por 4 m de ancho
para poder alojar en él a 35 alumnos si se juzga indispensable que a cada uno de ellos
le corresponda 3,5m* de aire?

VI) Caleular el volumen de una pileta de natacion de 10 m de ancho por 33,33 de
largo cuyas profundidades minima y mdxima son, respectivamente, 0,90 m y 2,50 m?

VII) ;Cudl debe ser la altura de un prisma regular exagonal de 15 m de pew’/metra \
si su superficie total es de 924750 m*? ;Qué volumen tiene ese prisma? o

VIII) ;Cudl es el peso especifico de la piedra de que estd hecha una pirdmide trian-
gular, que tiene por base un triangulo equildtero de 1,75 m de lado y 540 m de altura,
cuyo peso es de 66,78 quitales? :

1X) Calcular el volumen de una pirdmide que tieme por base a un rombo de 50 em \J
de lado wuna de cuyas diagonales es de 60 em de longitud, y la otra es igual a la
altura de la pirdmide. .

X) Calcular el peso de un tetraedro regular de plata sabiendo que su arista es de
8 em y que el peso especifico de la plata es 10,47. <

XI) Calcular el volumen de un octaedro regular: a) de 10 em de arista; b) de 10 em.
de diagonal. |

XII) Caleular el peso de un cubo de mdrmol: a) de 5em de arista; b) de 10 em de
diagonal ; ¢) de 64 em® de superficie lateral; d) 16 em? de superficie de una cara.

XIII) Caleular el volumen de un cilindro de 1,20 m de altura cuya superficie lateral
es de 3,0144 m>.

X1V) Calcular el peso de un caiio de acero de 2,80 m de longitud sabiendo que el
didmetro interno es de 15 em, el espesor es de 1 em y el peso especifico de acero es 7,816.

XV) ;Cudntos hectélitros de agua hay en un pozo cilindrico de 8,40 m de profundidad
y 6,28 m de circunferencia cuando el agua alcanza en él una altwra de 3,80 m? ;Cudntos
cuando estd lleno?

XVI) Cudnto costaré la excavacion de una zomja que tiené una profundidad de
80 em, un ancho de 1,20 m en la boca y paredes laterales 1 m de largo si la longitud es
de 138,50 m y se paga 2% por m* de tierra excavada.

XVII) ;Cudnto se pagard por una pila de lefia que tiene la forma de un cono de
6m de didmetro de base y 5m de arista lateral si cuesta 15,30 $ el estéreo?
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