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CAPITULO I 

RADICALES 

PROGRAMA. - Definición ele la melicación. Regla de los signos. Valor absoluto 
de 1(1 raíz. Valor a1'itmético de un radical. Propieilades del valor aritmético de 
los radicales: Baíl!! de 1tn producto, de un cociente, do una potencia 'Y de una 
raiz. Recíprocas de las mismas. El va/m' de ~¿n radical no alt:era s'!' se multi­
pl'ican o clividen exactamente por un mismo nú'mero el índice y el e:cponente. 
Silmplificación de radioales: Red1bCoión a común índice j mí1bimo oomún índi­
oe. Extracción de factores f1lera del radical. Introducción de factor,es dentro 
del radical. Operaciones con urdicales: Radicales semejantes: definición. 
Swma y resta ele ra(Ncales semejantrs y (le radicales C1wlesquiera. Multiplica­
ción y divis-i6n de radicales, de 'igual índioe y de¡ndice distilbto. Racionali­
zación de denominadores: Definición. Caso 1!1t q~(e el denominador elS un radical 
c'tl4il1'ático o un ¡'adical cualquiera. Caso en que el Üeno71vilnadoT es wn bino­
mio con un término racional y el otro inacional cuadrátioo, Q ambos ,w,'a­
oionales cuad1·áticos. Ejercicios. 

1. Definición de raíz y regla de los signos de la radicación. -
Como la definición de raíz emésima ele lID número natural, es la 
misma que la ele un número entero o racional, aceptaremos esa de­
finición también para los números reales. 

En lo que sigue representaremos a los números reales por las letras 
del alfabeto griego ex, ~, y. . . • 

Asi, por ejemplo: 

3 
ex representa al n° 5, o al - 8, o al - -, o a -{2 = 1,4142 ... 

2 
y en general: 

ex, ~, r ... representan al Il ° a, o al a, o al 
a 

n.abcd.,. o al 
T' 
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DEFINICION. - Dado un número real ex y otro natural m> 1, se 
llama raíz emés1:ma del número ex, al número real ~ que elevado a la 

emésima potencia sea igual a IX. 

". 
En símbolos: ~ = ~ SI ~n> = ex 

El número ex cuya raíz se busca se llama radicando y el m índice de 

la raíz. 

EJEMPLOS: ; 28
7 3 ( ~ y = 2; 

2 
porque 

5 1--1 1 f ~r=- ;2 - 32 =-2 » 

4 
-{81=±3 " (+ 3) 4 = 81 

y (- 3)4 = 81 

Por las razones dadas más arriba resulta que podremos aplicar 

también la regla de los signos. 

REGLA DE LOS SIGNOS. - 1) El signo de una raíz de índice impar de 
un número real es + o - según que dicho número sea positivo o nega-

tivo respectivamente. 
Il) Los signos de las dos raíces de índice par de un número real posi-

tivo son + y - respectivamente. 

EJEMPLOS: 

3 3 
~ _ 27 = - ..j27' = - 3 

2. Casos de imposibilidad en el campo real. - Tratemos de 

hallar las siguientes raíces: 

y 
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1) Es ~-25 =1= + 5 puesto (+5)2=+25 

y ~ 25 =1=-5 puesto (-5)2=+25 
4 

Il) Es 1-1 1 
-1:6=1=+2" puesto (+ ~y 1 

+ f6 
4, 

Y ti -116 =I=-~ puesto (-~y = 
1 

+1:6 

. 4 

Juego ~ - 25 Y ,/ - 1 no existen entre los números reales, 11 16 
pues no hay ningún número real que elevado al cuadrado nos dé 

- 25, ni ningún otro que elevado a la cuarta potencia dé - 116 . 
2111, 

En general: -V - IX no tiene sentido puesto que no existe ningun 
número real que elevado a una potencia de exponente par, 2 m, dé un nú­
mero negativo (*). 

3. Valor absoluto. - DEFINICION. - Se llama valor absoluto 
de la raíz emésima de un número real al número que se obtiene al 
suprimir los signos de dicha raíz. 

EJEMPLOS: 

3 3 

Siendo -V - 27 =-3 es 3 el valor absoluto de -V 27 
4 ~ 

Siendo ti 116 
1 1 ~ ti :6 ±- » » » » 
2 2 

4. Los radicales considerados como raíces indicadas. -
Llamaremos radicales a las raíces indicadas de los números reales 
siempre que dichas operaciones sean posibles. Al índice de la raíz y 
al exponente del radicando los llamaremos índice y exponente del ra­
dical respectivamente. 

4 

EJEMPLOS: {3 son radicales 

(*) Recuerdese que un nllmero par se l'epresent", por 2 m, 
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4 

En cambio, ~ /6 no es un radical pues no tiene sentido en-

tre los números reales la raíz de índice par de un número negativo. 
En general diremos que: 

Las raíces pares indicadas de . números negativos, que son símbolos 
carentes de significado en el campo real, no se conside:ran como radi­
cales. 

5. Valor aritmético de un radical. - DEFINICION. - Se llama 
valor aritmético de un mdical, al valor absoluto de la raíz que indica 
dicho radical. 

4 

EJEMPLOS: El valor aritmético de ~1fj 2 
5 

« ,. » » ~--1 1 
3 

:. » »~- 2~ = ~ 
PROPIEDADES DE LOS VALORES ARITMETICOS DE LOS RADICALES. -

Dado un radical se podrá establecer su signo por la regla respec­
tiva y sólo quedará por calcular su valor aritmético. 

Como, por otra parte, ya sabemos calcular el signo del resultado 
de cualquier operación conociendo el signo de los datos, nos ocupa­
remos ahora de ver como se procede para hallar el valor de esos re­
sultados en el caso en que los datos sean radicales. 

Por eso en lo que sigue, si no lo mencionamos especialmente, se so­
breentenderá que hablamos del valor aritmético de los radicales con 
los cuales trabajemos. 

6. Raíz de un producto. - Siendo la definici6n de raíz emé­
sima de un número real la misma que la de raíz emésima de un nú­
mero natural, todas las propiedades de estas últimas basadas en 
dicha definición, seguirán siendo válidas para los valores aritméticos 
de las primeras, pues sus demostraciones podrían aplicarse SID mo­
dificaci6n alguna. 
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Teniendo en cuenta entonces la propiedad distributiva de la radi­
cación con respecto a la multiplicación resulta que: 

La raíz emésima de un producto es igual al producto de las mices 
emésimas de los jactares. 

m rn 'In 1n 

En símbolos: -V ex ~ "( = F. -V~ . n siendo ex, ~, ¡ números reales 

EJEMPLO: Teniendo en cuenta esta propiedad y la regla de los 
signos resulta: 

3 3~ ____ _ 

127. - ~ .125 
:rn;:;- .!=T 3 __ -1 -15 
V 27. V 8- 8· -V 125 = 3. - 2- .5 = -2-

-V 3600 = -V 36.100 = -v36. -V 100 = 6.10 = 60 

7. Recíproca. - COROLARIO. - El producto de varias raíces de 
igual índice es otra raíz de ese mismo índice, cuyo radicando es el pro­
ducto de los radicando s de las raíces dadas. 

'In ·m 1r¿ m 

En efecto: Siendo ~ = ..¡;:. -V~. -{Y por teor. anterior 
'In 'In -7fl, m 

es -Va . ~. -vr = ~¡ por carácter recip. iguald. 

EJEMPLO: -V16 ~ = /16.
2
: = -{lOo = 10 

COROLARIO. - Para elevar una raíz a 1¿na potencia basta elevar al 
radicando a dicha potencia. 

r---- n , 

En efecto: (
m)" m m m m d f t -Va = -Va . -Va ... -Va = ...¡a;; por e. po . y 

COl'. ant. 

EJEMPLOS: (-Va r = -V a2 (-va r = ~.d' 
8. Raíz emésima de un cociente. - Recordando la propiedad 

distributiva de la radicación con respecto a la división, resulta que: 
La raíz emésima de un cociente, es igual al cociente de la míz emésima 

del dividendo por la raíz emésima del divisor. 
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1}i. 1n m 

En símbolos: F:B = {a:'{f 

EJEMPLO: ¡lOO:! = {lOo : IT = 10: ~ = 20 

9. Recíproca. - COROLARIO. - El cociente de dos raíces de igual 
índice es otra raíz, de ese mismo índice, cuyo radicando es el cociente 
de los radicandos de las raíces dadas. 

m 'In m· 
En efecto: siendo ~ = ..¡c;: ~- por el teorema anterior 

l1l m 1n 

es -va : -V~ = ~. por carác. recíp. iguald. 

EJM.: 

Demostraremos en cambio otras propiedades de los valores arit­
méticos de los radicales, que a pesar de cumplirse para- los números 
naturales, no las estudiamos, por razones de brevedad, en Primer 
Año, siguiendo un camino en todo idéntico al empleado al demostrar 
las otras propiedades de la radicación de números naturales. Esas 
propiedades son: 

la. Raíz de una potencia. - TEOREMA. - La raíz emésima de 
una potencia cuyo exponente es múl#plo del índice, es otra potencia de 
la misma base cuyo exponente es el cociente del exponente de la poten­
cia dada por el índice de la raíz. 

?n 

HIP.) a.n siendo n número nato TESIS) ~ = el': m 

n es múltiplo de m . 
DEMOSTRACION. - Siendo n = m por hipótesis, el cociente n : m es 

un número entero, por lo tanto tiene .sentido la operación an
: rIt. 

Para que sea r:t."': '" la raíz emésima de a'" debe ser por definición 
de raíz 

Veamos si esta condición se cumple. 
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Siendo 

simpl. da 

(a": m)'" = a(":?ll) m por potencia de una poto 

(a" : mr'" = a" que es el radicando, 
l1t 

lo que nos dice que es cierto que ...Ja:n = a": m 

EJEMPLOS: 

3 

ti = 26 : 2 = 23¡ 

OnSERVACION. - Si contrariamente a lo exigido por la hipótesis no 
fuera n múltiplo de m la operación a": m carecería de sentido. Por 

3 5 

ejemplo ...JaF conduciría a la expresión a"3. que todavía no sabemos 
lo que significa, pues no se han definido las potencias de exponente 
fraccionario. 

13. Raíz de la raíz de un número. - TEOREMA. - La raiz emé­
sima de la miz enésima de un número es igual a la raiz de dicho número 
cuyo indice es el producto de los indices de las raíces dadas. 

m 

HIP.) a número real TESIS) 

./-,,- '/1W 

11 ...J~ =...J~ 
m y n nos naturales > 1 

In 

DEMOST.) Representando por x el valor de ¡ ~~; se tiene que 

n 

S1 
[1] es xm =...J-;- por defino raíz emésima 

luego 

o bien 

por defino raíz enésima 

por potencia de una poto 
mn 

por lo tanto ...J~ = x [2] por deL de raíz emenésima 

'" 
De [1] Y [2] resulta 

,,~ 1~" 11 ~ =...J~ por consec. carac. transo 

.r-- 32 6 

11 -{64 = f64 = -{6I = 2 
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14. Recíproca. - COROLARIO. - La raíz de índice mn de un nú­
mero €X es igual a la raíz de índice m de la raíz de índice n de dicho 
número €x. 

m 

. / -n - mn 
11 ~=~ por el teorema anterior En efecto: Siendo 

.n 

es 
mn . / -n 

-vCi: = 11 -Va por carac. recípr. igual. 

EJEMPLOS: 

15. Propiedades de los radicales. - CORo 1. - El valor de un 
radical no altera si se multiplican PO?' un mismo número el índice y el 
exponente. 

En símbolos: 

.n 
En efecto: Si -V~= x [1] es xm = (l.n por def. de raíz 

y elevando a la p da por prop. unif. poto 

mp 

luego X = -V o:np por def. raíz 

ni. 'mp 

y por [1) -V-0:1>- = o:"p 

EJEMPLO: 

16. Corolario 11. - El valor de un radical no altera si se dividen 
exactamente por un mismo número el índice y el exponente. 

m lnp 

En efecto: Siendo -V o:n = -V €Xnp por el corolario anterior 
mp m 

es -V €X"p = -V o:n por carác. recíp. iguald. 

6 633 

EJEMPLO: -v81 = -V 3i = -V32 = -V9 
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17. Simplificación de radicales (*). - DEFINICION. - Simplificdr 
un' radical significa encontrar otro igual al dado cuyo índice y expo­
nente sean menores que los del primero. 

Para ello basta dividir dichos índice y exponente por un factor 
común o sea, suprimir ese factor común. 

30 

Sea, por ejemplo, simplificar el radical .y?5. Como 30 y 45 son di-
visibles por 3 resulta: 

30 30 :3 10 

.y é 5 = .yé5:3 = ~ 

y como 10 y 15 son divisibles por 5, resulta: 

30 lO 10 : 5 

.y é5 = ~ = .y:!5:5 

Como 2 Y 3 son primos entre si no tienen factores comunes y por 
lo tanto no podrán simplificarse por lo cual se dice que el radical 
...¡ (la es irreducible. 

30 

Se dice también que .yc;a es el radical P reducido a su más simple 
expresión. 

OBSE;RVACION, - Dado un radical para reducirlo a su mas simple 
expresión en lugar de dividir su índice y su exponente sucesivamente 
por sus factc,res comunes, basta dividirlo por el producto de todos 
ellos, o sea por su máximo común divisor. 

EJEMPLO, 

siendo 

se tiene: 

24 

Reducir a su más simple expresión -f26O 

m. c. d. (24 Y 60) = 12, 

24 24: 12 

--{260 = .y 260 : 12 = .y 25 =-{32 

(*) Es oonveniente hacer notar q\te todo lo estudiado sobre simplificación dp. frac· 
eiones, es aplicable a la si,ntpUjlcación de "adicale8, oon sólo cambiar las palabras 
numerador y denominador de la fracción por exponente e in<lice del radioal, res­
pectivamente. 
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18. Reducción a común índice ("'l. - DEFINICION. - Reducir va­
rios radicales a común índice, es encontrar otros radicales que siendo 
respectivamente iguales a los dados tengan el mismo índice .. 

Tratemos de reducir a común índice los radicales: 

3 5 

...j[; ...jX2y~ 

Un índice común a dichos radicales es, por ejemplo, el producto 
de sus índices 3.5.2. 

Para que figure este índice en un radical igual al primero, basta 
multiplicar su índice y su exponente por 5.2 así resultaría: 

3 3 5.2 30 

...j5 = -{55T = ...j 510 

Para que figure el índice 3.5.2 en un radical igual al segundo 
debemos multiplicar al .índice y al exponente por 3.2, así tendríamos: 

5 5.3.2 30 

...jX2=~ =~ 

y para que figure en un radical igual al tercero debemos multiplicar 
al índice y al exponente por 3.5 Y tendríamos: 

2.3.5 30 

..¡:;;;:r = ...j m 7 .a.5 = ...j rnl05 

Observando que el índice y el exponente de cada uno de los radi­
cales dados se han multiplicado por el producto de los índices de los 
otros, resulta la siguiente: 

REGLA. - Para reducir varios radicales a común índice se muUi­
plican el índice y el exponente de cada uno de ellos por el producto de 
los índices de los otros. 

(*) E~ conveniente hacar notar que la analogía observada en el párrafo auterior .a 
conserva antre la reducción de fracciones a común denominador y la da radicales a co",,'" 
índice. 



En símbolos: dados 
índice resulta: 

m mpr 

-Va" = -V anpr 

o también 

111 "'p" 
-V :zn allpr 
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m 

-V-a.1l. , 

l' 
--V ~q 

P 

-V ~q 

y 

p1llr 

= -V ~q"t7' 

mpr 

= -V ~ql1'" 

reducidos a común 

r rmp 

-vY'= -V y8111P 

r 11>1" 

F= -V-y8mp 
. 

19. Mínimo común índice (*) . - DEFINICION. - Reducir varios 
radicales a mínimo común índice, es encontrar otros radicales que sien­
do respectivamente iguales a los dados, tengan por índice común 
al mínimo común múltiplo de sus índices. 

Sea, por ejemplo, reducir a mínimo común índice los radicales: 

8 

-Va 
Siendo el m. c. 1n. (4, 8 Y 12) = 24 (111 atemát. 1) para que figure 

este índice en un radical igual al primero basta multiplicar a su 
índice y a su exponente por 6, que es el cociente de 24 : 4, 

así tendríamos: 

Procediendo de idéntica manera con los otros radicales tendríamos: 

8 8.3 24 

-Va = -{ a1-:3 = -Vaa 
12 12.2 24 

-V 25 = -{ 25.2 =-{2W 

Observando que el índice de los radicales hallados es el mínimo 
común múltiplo de los índices de los dados, y que el exponente del 
radicando de cada uno de ellos es el producto de su exponente por el 

(*) Nótese la gran analogía que existe entre esto párrafo y el de reducción de (rac­

ciones a mínimo común denominador. 
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cociente del mínimo común índice por su indice, resulta la si­

guiente: 

REGLA. - Para reducir rad~cales a mínimo común índice, se multi­
plican el índice y el exponente de cada uno de ellos, 'Por el cociente de 
dividir el mínimo común múltiplo de sus índices por el índice respectivo 

En símbolos: 
b d ( 

...¡W;: ; "'¡~ c ; ...¡re 

reducidos a mínimo común indice, en el supuesto que 

m. c. m. Cb, d, f) = 1n dan respectivamente. 

b b (In : b) __ --,-,- m _-,----_=_ ...¡-;a = ...¡ (la ('m : b) =...¡ (l" (m : b) 

d d(m, :d) m ~_----,,--# = ...¡ ~c (m : d) = ...¡ ~c (m : a) 

f (1n:f) m __ _ 

...¡-re = ...¡ re (m: f) =...¡ re (1n: f) 

EJEMJ;'Lo. - Reducir a minimo común indice 

15 
...¡-¡¡-

5 

ff 
25 

"'¡7 
75 

"'¡(j6 

Siendo m. c. m. (15, 5, 25, 75) = 75 resulta: 

15 75 75 75 a = ...¡ a2 (75 : 15) = ~ = ...¡ alO . 

5 75 75 75 · 

...¡~ = ...¡ b4 (75 : 5) =...¡ bU5 = ...¡ b60 

25 75 75 75 

...j7 = ...¡ CS (75 : 25) = ...¡--Fa = -{7F 

75 75 75 75 

...j(j6 = ...¡ d6 (75: 75) = ...¡ d6.1 = "'¡d6 
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20. Extracción de factores fuera del radical. - Consideremos 
3 

el radical ...¡ 0:15(3. 

Siendo 

. 

3 3 3 
- .'- .'­...¡ !>: 15~ = V (Y.15 • V ~ 

3 

por prop. distrib. (n° 6) 

y 15 = 5.3 = 3 es "'¡-(J.15~ = ex15 : 3 = ex5 por un teor. ant. (n° 10) 

luego 

Si consideramos en cambio el radical ~, como 7 =1= :3 no podrá 
sacarse directamente a ex fuera del radical. Sin embargo, teniendo en 
cuenta que siendo (7) : 3 = 2 Y resto 1 es 7 = 3.2 + 1 luego 

3 3 3 3 3 

"'¡-;-(3 = ...¡ 0:3 . 2 +1~ = "'¡0:3.2;f = ...¡ 0:3.2 ...¡~ 

o sea 

Observando en la forma en que se ha extraído de la raíz el factor ex 
y teniendo en cuenta que el mismo razonamiento puede hacerse para 
extraer cualquier otro factor de un radical, se deduce la siguiente 

REGLA. - Para extraer de un radical un factor cuyo exponente sea 
mayor que su índice, se lo coloca fuera del mismo elevado a una potencia 
7:gual al cociente de la división entera de su exponente por el índice y se 
dejan bajo el radical al mismo factor con un exponente igual al resto de 
esa división, y a los demás factores. 

3 3 

EJM.: ...¡ aWx = a"'¡ a2b2x- puesto que (5): 3 = 1 Y resto 2 

~ = 2 a2"'¡b" ; "'¡20 = ...¡ 4.5 = ff, 5 = 2 \/5 

21. Introducción de factores dentro de un radical. - Sea in-
4 

troducir dentro del radical -v1J el factor ex3• 
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Teniendo en cuenta que 
4 4, 

('L3 = V (('L3)4 = V ('L12 por corol. defino de raiz 
4, 4, 4 

resulta é -YT = V ('L12 vT por prop. unif. radicación 
4 4 

luego ('L3 ~ = -Y ('L12~ por un coro ant. (no 7) 

Observando que el procedimiento seguido es aplicable para intro­
ducir cualquier factor dentro de un radical, resulta la siguiente: 

REGLA. - Se puede introducir un factor de un radical dentro del 
mismo multiplicando su exponente por el índice del radical. 

4 4 4 4 

EJEMPLOS: 2 V 5 - = -Y 2'1 . 5 = V 16 . 5 = ...¡ 80 

OPERACIONES CON RADICALES (*) 

Siendo los radicales números, pues, por definición, indican ope­
raciones posibles y con .un solo resultado, podemos operar con ellos 
teniendo en cuenta todas las propiedades estudiadas para los números 
reales que son las mismas que la de los racionales. 

Con el objeto de simplificar las expresiones veremos como puede 
operarse rápidamente con los radicales, para 10 cual daremos antes 
la siguiente 

DEFINICION. - Se dice que dos o más radicales son semejantes, 
cuando reducidos a su mas simple expresión y extraídos de ellos todos 
los factores posibles, tienen el mismo índice y el mismo radicando, 
es decir, que sólo pueden diferir en los factores colocados fuera de éllos, 
que se llaman coeficientes. 

5 - 5 

EJEMPLOS: 1) V 6 a2bs- ; - ~ -Y 6 a2b3 
; 3 -Y 6 a2b3 

; Il) VS; 6 VS y 

3 = 5.2 . ...¡3 = 10 VS son radicales semejantes. 

(* ) Es conveniente hacer notar que todo lo estudiado para ¡as operaciones con mo­
nomios es aplicable a las operacíones con radicales pues estos también son monomios. 
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22. Suma de radicales semejantes. - Sea} por ejemplo, sumar 
. 1 3 _ 3 1 3 ') 

los radicales - {4a2b ; - 6 ...¡ 4 a2b; -~, 
4 8 

3 

Sacando el factor común ...¡ 4 a2b-, tenemos: 

1 3__ 3__ 1 3 ~ _ -45 3 
luego - ...) 4 a2b - 6 ...) 4 a2b + - ...¡ 4 a2b = ...¡ 4 a2b 

4 8 8 

2 _ 3 _,_ _4¡;;-
EJEMPLO n. - Sumar los radicales -...¡ 2, - - v 8 'v 4 . 

5 5 

Tratemos de simplificar los radicales dados y de extraer los factores 
posibles para ver si son semejantes. 

Siendo 
2 - 2 _,-
-...)2 =-v2 
5 5 

y 

es 

Como en cualquier caso se procedería de la misma manera podemos 
dar la siguiente: 

REGLA. - La suma de varios radicales semejantes es el radical se­
mejante a los dados, cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes -de di­
chos radicales. 



". ~. '"'7 
. ' 
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2 3_ 3 3 
APLICACION. - Sumar los radicales -....¡ , - 5 ""¡-x--.t, ....¡ 27 x7 

. 3 

23 3 3 23 3 3 

-""¡-X + (- 5 ....¡?) + ....¡ 27 x7 = - ...¡x - 5 x ....¡x + 3 x2 ""¡-X 
3 3 

(
2 )3_ 

= g-5x+3x2 ""¡ 

23. Resta de radicales semejantes. - Sea, por ejemplo, restar 

~I- 2~1-del radical - 5 v 3 ax2 el - v 3 ax2 • 
7 

Teniendo en cuenta que los radicales son números y que la dife­
rancia entre dos números se obtiene sumando al minuendo el contrario 
del sustraendo, se tiene 

Este ejemplo y la consideración de que en la misma forma se hu­
biese podido proceder en cualquier otro caso nos permiten dar la si­
guiente: 

REGLA. - Para restar dos radicales semejantes se le suma al radi­
cal minuendo el sustraendo cambiado de signo, y se procede de acuerdo 
con la regla de la suma de radicales. 

APLICACION: 

8~- -: #=8~+(-:- {X3)=s{X3+(-: ....¡xa) 

= (s + -:-) {X3 = 3: VXS 

luego ~41 _ 4 ~I - 36 ~r;;: 
8 V xG 

- - v XS = - Xv x 
5 5 
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24. Multiplicación de radicales.- Sea, por ejemplo, multiplicar 
4 

2 5_ 
los radicales: - --:- ~ 3 ; 

;:¡ I-~ ; 4~7. 
Para poder aplicar el corolario referente a la multiplicación de 

radicales es menester reducirlos previamente a común índice, pues esa 
era la condición que se exigía en él para poderlos multiplicar (n° 7). 

Como 
2 6 2 20 

-- -{3 = __ ~3·1 
5 5 

4 20 

IT=VG) 

es 
2 5_ 141 _ 2 20 120 -(1)5 20 _ 

- - ~ 3 . -. 4 ~ 7 = - -;;- -V34 
• - . 4 ViO por 

5 2 ;) 2 

prop. Unll. multo 

( 2 ) 20 . 217-1v( 1)5 20 
= -6.4 ~34·V \2'} .~7I O por 

prop. conm. y asoc. multo 

Este ejemplo y la consideración de que en la misma forma se hu­
biese podido proceder en cualquier otro caso, nos permiten dar la 
siguiente: 

REGLA. - El producto de varios radicales es el radical que tiene por 
coeficiente al producto de los coeficientes de los dados, y cuyo radicando 
está formado por el producto de los radicandos de esos radicales redu­
cidos a común índice, si es necesario. 
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APLICACIONES: 

. n- . f¡--:- 3 • j -l 
o/ 4~ ?n. 20/ 5"1n0

• (40 = 20/ 4" 

- - 3 

'! 111,".40 = 2 ~ = 
;) 

4, 8 8 8 8 8 

...J 3 x . ...J xys- ...J 5 y2 = ...J9x2 ...J x4y12 ...J 5 y2 = -{9x2x4y12 5 y2 = 
S 8 

= ...J 45 X6y14 = y...J 45 X6y6 
3 

25. División de radicales. - Sea dividir 3 • í[ por ~ ...J-Z. o/ 2" 5 
Siendo la división la operación inversa de la Multiplicación, parece 
natural que el radical cociente de otros dos dados, sea el que resulte 
de reducirlos a común índice, tenga por coeficiente al cociente del 
coeficiente del dividendo por el del divisor I y como parte radical a 
la raíz de ese mismo indice cuyo radicando sea el cociente de los 

radicandos dados. En nuestro caso tendríamos 

Para saber si el resultado asi obtenido es efectivamente el cociente, 
bastará multiplicarlo por el divisor y ver si reproduce al dividendo. 

En nuestro caso, como 

gla del producto de radicales. Simplificando da: 

(
3 :!.) . / 1 . 8 . 2....J-S "" 3 • iT = 3 • ji que es el dividendo 

50/4" 5 0/40/2 
luego es posible aplicar el procedimiento seguido en este ejemplo, que 

como es general nos permite enunciar la siguiente: 



REGLA. - El cociente de un radical por otro, es el radical que se 
obtiene redzlciéndolos a común indice, si es necesario, hallando el co­
ciente del coeficiente del radical dividendo por el del divisor y colocán,­
dolo como coeficiente del mdica.l cuyo radicando es el cociente de los de 
los dados. 

APLICACIONES: 

¡a _ tITO 6 )¡6_ 12- 12- 2 1 
3 :-V2 =3 :-V8 =(3:- -·8 

2 5 4 5 5 4· 
6 

15 ./1 
= 2 'V 32 

5 

~~3X2y3: 1 ~9Xy6 =(~: ~)~3X2y3'9Xylj =2. /
3
1 xV-s . 

7 14 7 14 . 'V 

26. Racionalización de denominadores. - Dada una fracción 
cuyo denominador sea un radical, se entiende por racionalizar dicho 
denominador encontrar otra fracción igual a la dada y en cuyo de­
nominador no figmen radicales. 

Veremos a continuación algunos de los caf;OS que pueden presen­
tarse. 

27. Caso en que el denominador es un radical único.-
:x 

Tratemos, p. ej., de racionalizar el denominador de -~-
I 

V ~5 
Para que desaparezca el signo radical del denominador de la 

fracción dada, bastaría que B estuviese elevado a la séptima potencia 
7 

puesto que ff = ~. Para conseguirlo multipliquemos dicho denomi-
7 7 

nador por V ~2 = V~, - 5 Y a fin de que subsista el valor de la frac-
ción dada multipliquemos tal11b~én al numerador por el mismo número, 
y tendremos 

7 7 7 7 

el. aVT (1. V ~2 (1. V-~2 a. V ~2 
- --

7 7 , 7 7 ~ V~:, V B~ V ~2 VW' .B2 #" 
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a. 
EJEMPLO 11.--: Consideremos ahora la fracción 3-- en la que el 

...jVO 
exponente del radicando del denominador es mayor que el indice del 
radical. 

Cómo 
a. 

3--

...jWO 
3 

~a...jT 

puede observarse que la fracción dada se ha racionalizado extrayendo 
del radical el factor ~9 y procediendo con el radical que queda como 
en el ejemplo anterior. 

REGLA. - Para racionalizar el ilenominador de una fracción cuando 
éste es un radical único, se extraen del mismo todos los factores posibles 
y se multiplican ambos términos de la fracción dada por el radical del 
mismo índice que el de su denominador cuyo radicando tenga por expo­
nente a la diferencia entre su índice y su exponente. 

EJEMPLOS 

8 

xlar xlr 
aii=l(;)' ·i(H 

4 
8 8...¡a 
4 4 4 

3a-{a 3a-{a...jC; 

5 

2b2...j~ 

5 axam 

3 

xl} 
2 
-a 
3 

5 

2 b2 ...ja3m3 

5 a2mx 
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28. Caso particular. - Cuando el denominador de una fracción 
es irracional cuadrático (raíz cuadrada de un número) el problema de 
la racionalización se simplifica como puede verse en el siguiente 

EJEMPLO: Racionalizar _ ~- . 
V B 

Procediendo de acuerdo con la regla del párrafo anterior, se tiene 

(]. (]. -v1"" 
-vT B 

lo que nos permite enunciar la siguiente 

REGLA. - Para racionalizar el denominador de una fracción cuando 
éste es un irracional cuadr'ático, se pone por denominado?' al radicando 

del de la fracción dada, y po?' numerador al producto de su numerador 

por su denominador. 

APLICACIONES: 

6 _ 6 -V 0,3 _ 20 _ fA""O 
-- - -'10,3 ...¡o,s 0,3 ' 5 5 

29. Caso en que el denominador es un binomio con un tér­
mino racional y otro irracional cuadrático. - Sea, por ejemplo 

racionalizar 

Para que desaparezca el signo radical del sumando ..,¡y del deno­
minador, bastaría elevarlo al cuadrado desde que (..,¡y)2 = y, Tratemos 
entonces de buscar un factor tal que al multiplicar por él a ambos 
términos de la fracción aparezca (..,¡y) 2, Teniendo en cuenta que el 
denominador de la fracción dada es una suma B + -{Y y que el 
producto de la suma de dos números por la diferencia de los mismos 
es igual a la diferencia de los cuadrados de dichos números resulta 
que el factor buscado es la diferencia B - ...¡y que se llama la con­
jugada del denominador. Luego: 

(B + -V r ) (B - -vr ) 
(]. (B-,ri) 
B2 - (-V r)2 
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La observación de este ejemplo que es general nos permite enunciar 
la siguiente 

REGLA. - Para racionalizar el denominador de una fracción cuando 
éste es un binomio con un término racional y el otro irracional cuadrá­
tico, se pone por denominador a la diferencia entre el cuadrado del tér­
mino racional y el radicando del irracional y PO?' numerador al producto 
del de la fracción dada por la conjugada del denominador. 

EJEMPLO 
13 

1 -
-+...j7 
2 

30. Caso en que el denominador es un binomio cuyos dos 
términos son irracionales cuadráticos. - Sea, por ejemplo, 

()( 

racionalizar el denominador de ...j ~ -± ...j r . 

Procediendo como en el ejemplo anterior, tendríamos 

()( (...jf; - -vr) 
(...j ~ )2 - (...j r )2 

()( C...j1: - ...jy) 
~-r 

()( C...jf; + ...jy) 
= (...jf;")2 - (...jY)2 

()( (...jf;" + ...jY) 
~-r 

La observación de estos ejemplos que son generales nos permite 
dar la siguiente: 
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REGLA. - Para racionaliza?' el denominador de una fracción cuando 
es un binomio cuyos dos términos son irracionales cuadráticos, se escrib~ 
por denominador a la diferencia de los radicandos del denominador 
de la fracción da~a, y por numerador al producto de su numerador por 
la conjugada de su denominador . 

EJE:\IPLO 
-0,5 0,5 (..¡x + -V-g) 

x-3 

4 
Aplicacioneso - 1) Calcular las raíces: a) cuadradas de 4 ; 36 ; 9 a4 ; \) a2 ; 

8 
100 X" yG; b) cúbicas de -] ¡ - 0,001 ¡ -?nO ¡ 100000012 ¡ a6b9c3 ; e) cuar-

, 27 

tas de 16 a4 ; 0,0001; 625 aS b24 ; 10000; 81 x4 y' ¡ d) quintas de - 1 ; - 32 ; 

1 32 a6 

32._ 0
--

, a'O' b'5 . 

Ir) Averiguar cuáles de los radicales siguientes son números racionales: 
3 4 3 3 

...[4; {12; ' -V3; -..j9; -{81; -V- 1 ¡ -V-8; 
4 3 -V-0-,0-62-5- -V 0,01 . 

a -8 
IlI) Calcular el valor numérico de: a) 3-V b para. a = 0,3 b = -;¡¡¡ . 

b) • /, / .,_ . _ 3_ 11 'Jab2 paraa=1,b=8¡ c)-V2x+-V5y para x=18, y=20Q. 

d) 21 X2 + ..¡s¡;;: para x = 4, b = ~, r = 81. 
5 

3 

e) -V 2 ab2 plua a = -5, b = - 10. 

3,--__ 

IV) Calcular las pot!'ncias y raíces siguientes: -V 27 a6b"c' ; 

V y2 VX2 yO ...¡ o' + 2 ab + b2 
o X2 - xy + - o - + - - 2 
, 4' y' x' 

5 ___ _ 

• / -32 x10 

11 b15 

3 __ _ 

-V-8C6b3 

4 

• / 9. b . 
11 16c" 
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V) Calcular el área de un cuadrado sabiendo que la medida de su lado 

es a) 5 -va b) V 2 -{2 - 2; e) 6 ~6 ; d) (y 4 ; e) \/ 2 " 2 

VI) Poner bajo un 1;1010 signo radical las siguientes expresiones: 

V3-va; 1/~; V5l/5v. 
3 

3 ,,-;; 

l / aVb,/ aV-; 
-3--,,-;¡-

3--;:-__ _ 

1/ ~ (a + b) 

VII) Simplificar los siguientes radicales 

p pq 

~; ,,~; 

4 

~; 
6 __ _ 

" 27 x3 ya z.· ; "x2 
- 2 x + 1 

4.--____ _ 

" a
2 + 2 ab + b2 

• / 1 9 
V 16 

4 
-"¡'2-5--=(-az-+- 2- a- b-+- b-2)- " 27 (b2-e)6 x6 . (a;2_y2) (x-y) 3 V 

, X + Y 
9 _-,--____ _ 

1/ a3-3~2 +3a-~ 
y aa + 3 a~ + 3 a + 1 

"'-y'" a" + y b'" +2"u+y' 

VIll) Reducir a común índice los siguientes radicales: 

3 6 3 4 12 3 8 

"2, .ys, -{5; "-;;¡, .y;;a, -Vas; ,,-;;+t, "ao b2
," a - b 

3 
3 ___ _ 

" a (1 - x)' , "aa (1 + X)2 ~x A~ 
--- , V a + x , 
a+x 

6 

1+; 3 
...¡;;n¡;, 

4 6 12 10 24 60 6 12 20 

-Va' ' "-;;¡, ,,-;;; -Vx5, -..JYl6, .y-;¡s; -{16, "729 , -{3l25 
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IX) Extraer fuera del radical todos lo¡;; factores posibles en las siguientes ex­
presiones: 

4 3 5 4 

-V64; --{27 ; ...¡ 32- ; -V 8192 ; -V 2048; -V 1944 x1y4:tt 

-{28 ; 8 ; -V20 ; 
3 3 ¡¡ 

3"'¡ 32; 125 -V 10000 ; -{81 ; -Va' + a4b; -V a6b8c' 

3 5 

-V2 50ÓOOOO a7b5c'; ~; ~; ~; -V 9 x'y 

VO a'b' ; 
3,~ __ _ 

-V x' (1 - X)4 

X) Introducir dentro del radical los factores de los siguientes radicales: 

3 3 

4 -V 3- ; 2 -V5 ; 4 -V 5; x' rx ; 3 a2 -v7 
3 

2 -V 3 ; 3V; 2 -V 3- ; 2 -vo,o5 ; (a + b) rc 
3 3 3 

1 q-- 3 V- 4V:0 ; ~Vb2 2 a'-V5; 5 --V 100 . 2 _. 
5 ' 4 ' b a' 

2 V3
. :~; (b + 2) V b2~4 xV+ -

3 2 ' Y x 
2-v . /9y . 
3 11 8x ' 

3 

a-b (a + b)' 

a + b a'- b' 

(x -;- y) -V x + y ; 

I + a' 
(1- a2) V

-
1-a' 

(x + y) V x ~ y 

(a-b) V 1 
a+b 

XI) Efectuar Ial! siguientes operaciones: 

V+3-V2 ; 7-{3-5-{3-V; -V--;:+3-V--;: 
a -v;: - b ...¡-;-; 7"'¡; - 5 ...¡----; + 12"'¡----; - 15 ...¡-;; ...¡a + -{27 

...j48 + {75 - -fl2 ; 2 Vs - 5 -{SO + 3 -f98 -...¡n + -V8 
3 3 3 

3 Va + 12 ..¡¡¡; + 2 125; 3 ..¡2 - --{16 + 5 -Vs4 
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8 6 

2 a ~ a4 - 3 a""¡-;;¡ + 9 ~ ; a + 3 ...¡;; + 5 ~ a2 + 7 -{7i 

3 3 • 3 

-V 320 - -V 135 +....¡ 625 ; V- 1- Vi 25 40 5 
18+ 27+ "6 

a ..¡-; + 5 ~ a'x - 12 ~ Ca + b)2 x- ; (a + b)2 x + ....¡ Ca - b)2:; 

-V 4 + 4~ + ..¡g+9 aZ 
- -V 25 + 25 aZ 

; ~ - b + -V 16 a - 16 b 

4 -V 3 a - 7 -V12 aS + 5 ..¡¡s¡; + 9 27 aS 

3 3 1 3 2 
- "¡-2 x6 - - - -{16 x3 + ---:- 12 
2 6 ;¡ 

~"1I) Efectuar las multiplicaciones y divisiones siguientes: 

12 -vs; lfo -{lo; 1 2 V- vt: V-35 13
2 / 53 2 3; 

333 8 ti 50 

-V 60 -V 90 -V 5 ; -{x4 -{y4 -V ~15 
..¡-;; -V3 a ; 

3 3:~ 3 3 3 

~ -V 3 a; -V 2 a -V 2 aZ
; -.J 5 Y -V 25 y'; -V2 a ~ -V7 a'-

~12: -Va; 118 : v; ~: / 1:; ~ V ~~ : ~ Il~5-
6 9 4 8 3_ 5_ 3_1+/8 1 V6 ~- /95 

-V4ab' --J8b4¡;3 • -V24 - - ' - -.2 -. ~ 
, 8 27' 4 5 12 9 

3 6¡-_ _ 

• / 4 yx • / 27 yz' • / 5 x3yz2 
'V 9 V 125 V 2 
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3 5 

"'-f 144 : "'-f12; "'-f 14 abz : "'-f 7 a'b2
; ~ : ~;"'-f 243 +"'-f48 :...J3 3 6 3 -! ¡- 1& (6 3) 

4 16 

3 3---,, __ 

"'-f ,1;2 - y2 : -V .C2y2 + xb3 6 :"'-f-S 
3 

5: "'-fr; 

2n n 

"'-f~: "'-f ;¡;2 

XIII) Racionalizar los denominadores de las fracciones siguientes: 

5 

"'-f x 9 

3 

"'J'.X 
ti 

-V x' 

3 

3 

1 

3"'-f5 - "'-f3' 
4"'-f 5 +5V 

x 

a"'-f2 - 2"'-f-;; 
"¡-;; - "'-f2 

, 
1 

"'-f 2 ; 
1 _j 2 2 1 

Vs "'-f 2' 
, 

3 V V 
a 3 2a 2 ab 

, 
4"'-f 2 y ' 

; - 3- ; 4 

"'-f7 V 
1 15 

3 

3 
- 2+"'-f4 ?1 

1+ V 3 

3"'-f4' 
6 4 

1 6 :¡;2 2-{27 "'-f"4 
5 4 

...J 27 ab4c3 "'-f9 
1 1 4 

"'-f2 + "'-fa ; "'-f 5 - 2 ; 'V2 -"'-f-S ' 

'V3 

"'-f a2 + b2 -"'-f a2 
- b2 

-'1/ a' + b2 +"'-f a2 
- b2 

a - b 

(a + b) - 2 v;;¡ , 

2- "'-f'3- ; 

6 

"'-fs 
1 

7- "'-f1O 
"'-f2 

x - y 

"'-f x +"'-f.y 
2a 



3.yZ -2.ya 
3.y2 +2-Y3 
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3 + .ya 
3--{5 

1 

7--{5 
3 +-{5 

3 
- . 
1/ 11 + 2 -{lO , 

.yy . 1- 2 .y2 
V x + .y-;2 -y , 2.y2 - V 7 + 2.y2 

2.y6 28 -vz + .y 3 +.y 5; 3 -+- .y--C==-2 -+- -..[i---=7=- , 

x-y 

1/ a +.y--;- + 1/ a +.yy 
.y6 +.y3 -3.y2 
.y6 - .y3 +3.y2 

Para resolver los tres últimos ejercicios asóciense en el denominador dos de los 
términos y procédase como si c1icho denominador fuese un hinomio. 



CAPITULO II 

POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO (*) 

PROGRAlIIA. - Definición de potencia de exponente fra,reionario y positivo. Las 

potellcia~ lit (,rponente fraccionario y positivo tienen, las ?nismas propiecla­

de.s tU1/fllllllentalés que las polen¡;ias de exponente e'll1ero. Definición de po­
t( licia !le (,J;ponente fracC'Íonario y negativo. Propieüades f~I1Ulamentale8, 

(l,as mi .. llIllls I]ue paru las lJOtenci,as de I'.x:ponente "ntero). F~l'I!ciÓ?L ('.rponen­

cía/. Definici.ón. Gtáfico de la funciólI eXperi?lwntal. 

31. Definición de potencia de exponente fraccionario y po­
sitivo. - En las potencias estudiadas hasta ahora, el exponente era 
siempre un número entero. Así tienen significado claro para nos­
otros las expresiones tales como 

(-2)4 (- :r ( 1)-2 -8 etc. 

Vamos a extender ahora el estudio de las potencias al caso en que 
el exponente de éstas sea un número fraccionario positivo. 

Como la definición de potencia con exponente entero no es acep­
table en el caso en que el exponente sea fraccionario, daremos una 
nueva definición. 

Por razones que después veremQS, los matemáticos han preferido 
la siguiente 

I 

(*) Oreemos conveniente que los all1.mnos compmeben 'Ine todo lo relativo a poten­

cia. de expnnente 'fraccionari', es una repetición de lo e,~1mdlado al tratar las poten­
~.i .. s ,le expoll~llte entero y negativo, pues de las po piedades ele esb ... últimas res\lltan 
las de las primeras con s6lo cambiar la I .... se exponente entero y negativo por la de 
A;<ponente fraccionario. 
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DEFINICION. - Toda potencia de exponente fraccionario y positivo 
de un número real significa la raíz de indice igual al denominador 
del exponente, de la potencia de dicho número real cuyo exponente 
es el numerador del exponente dado. 

En símbolos: 

3 5 5 1 3 3 

EJMS. : 3 5 = --{SS = ...J 27; - 8 3 = ~ = -v=s = - 2 

32. Las potencias de exponente fraccionario y positivo tie­
nen las mismas propiedades fundamentales que las potencias 
de exponente entero. - La definición de potencia con exponente 
fracciona:t'Ío y positivo elegida, que puede parecer arbitraria, tiene la 
ventaja, como veremos enseguida, de que con ella todas las propie­
dades de la potencias con exponente entero, siguen siendo válidas 
para las nuevas potencias. 

PROPIEDAD UNIFORME. - Si ambos miembros de una igualdad se 
elevan a una misma potencia de exponente fraccionario y positivo, se 

obtiene otra igualdad. 

Si a = ~ es 

DEMOST.) Siendo a=fI por hipótesis 

es por prop. uniJorme potenciación 

1.. n 

y V=...J-;;m por prop. uniforme radicación 

'In 1lb - -
luego a n = {J" por def. exponente fracionad o 

PROPrEDADES DISTRIBUTIVAS. - 1) La potencia de exponente frac­
cionario y positivo de un producto, es igual al producto de las poten­
cias de los factoTes. 

m 'In '1)1.- 'lit 

En símbolos: (a.~."()n = an . ~n."(n 



DEMOST.) Siendo 
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". n -;¿ ... ,---;;:n 
(apy) =" (a.h)," por definición, es por propiedad dis-

tributi va de la potenciación de números l'eales de exponente natural: 

nI n n n n 

P )
n _ ~/ ",pm 11> _ ~rm ~/fJ?l1, ~rm 

(a r -" a "( _" a'" , ", ." y'" pOLO prop, distrib. rad. 

rn mm.111, - - -
hago (afJy) n = a. n . fJ n . r .. por det. de exponente fraccionado 

EJM.: 

II) Toda potencia de exponente fraccionario y positivo de un cociente, 
es igual al cociente de las potencias, de igual exponente, del ,dividendo 
y divisor 

En símbolos: 

DEMOS".) Si a : ~ = T es a = ~ y 

y elevando a la potencia m 

por de!. de cociente 

por puf. disL e.'p. nat 

por dpf. de cociente lueg-o 

m 'In '11t 

Y sustituyendo a y por su ig-ual a: \'1 resulta: (a: ~)n = an : 6 " 

,/9 3
_ ;9 ,j-9 

= 11 16 : --{64 = 16: 64 = 11 16.64 

PRODUCTO DE POTENCIAS DE IGUAL BASE. - El producto de poten­
~as de igual base y exponente fraccionario y positivo es otra potencia 
de la misma base, cuyo exponente es la suma de los exponentes de las 
potencias dadas. 

En símbolos: 

n"MOS'l'.) De acuerdo con la clefinición de potencia con exponente fraccionario y po-
eitivo, se tiene: 

Primer miembro: 

m p l' n q 8 
n q '8 ~ rm ~rp ~¡;;;-

a (l a == V a"~ V aL' "Va.' [11 
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y como para multiplicar radicales es necesario reducirlos primero a común indice y 

multiplicar luego los radioandos, se tiene: 

n. p r n'lB. "q8 "qB _ "q. 
-J. q 8 _1 '/nqs - rpii8 - rrnq _Imq. pn8 ,'nq a a. a = V a -v ar • ... 

V Va·' = ·V a" a a 

..q. 
..¡ "mq. + pns + rnq 

Por otra parte el segundo miembro da: 

'n, + p + r mq8 + pn8 + rnq .. q. 

a" q S __ _ "qs _. -i..mqB+pnB+r". q 
.. " t.. (2] det. poten, exp. frac, 

~ l?..!.- ti> + -2. + !'_ 
Luego de [1) y [2] resulta '" n "q ,, 8 = a 71 q B por consecuencia II del 

carácter transitivo. 

EJM.: 

1 3 1 3 1 

(!)2.(:)4.(!)5 = (!)2+4+5 

~ (!) ~t~+· ~. G):! ~ lGr 
COCIENTE DE POTENCIAS DE IGUALES BASES. - El cociente de dos 

potencias de igual base . y exponente fraccionario y positivo, es otra po­
tencia de lO, misma base, cuyo exponente es la diferencia entre el expo­
fl,ente del dividendo y el del divisor. 

En símbolos: 

~ _.J!... ,n .JL 
DEMolrr.) Es '" lO q el cociente de dividir a 11 por a q porque 

~_-2. -2.'" p+p m 
Oociente a n q X divisor ex q =« 71 q q = a n que es el dividendo 

m !E.. 2!!:.- .P_ 
lll.ego a" : a q = a " q 

POTENCIA DE UNA POTENCIA. - La potencia de exponente fraccio­
nario y positivo de una potencia con exponente fraccionario y posi­
tivo, es otra potencia de la misma base cuyo exponente es el producto de 
los exponentes. 
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En siro bolos: ( m)1> 711, p 
a7"q=an ·-q 

DEMOST) Sienclo [1) 

11t 1) mp nq __ 

Por otra parte 
n· -q -:nq ~f n,p 

a =a = Va (2] 

Luego de (1] y (2J -resulta ( . 

1lt )JL ~ . JL 
((n q=an q por consee. eaxác. transito 

. 33. Definición de potencia de exponente fraccionario y nega­
tivo. - Teniendo en cuenta las definiciones de potencia con expo­
nente entero y negativo y potencia con exponente fraccionario y po­
sitivo resulta natural dar la siguiente 

DEFINIeION. - Toda potencia con exponente fraccionaTio y negativo 
de un número real, significa el cociente del número uno por una po­
tencia de la misma base, con exponente positivo y de igual valor 
absoluto que el de la dada. 

En símbolos: 
m 1 
lt =--:¡;;-

IX n 

EJEMPLOS: 

_ 1_ 1 
(-3) 3 = - ~ J 

1 

-33 

( 3)-~ 1 - 5 = --2 

4 (!)5 
1 1 1 
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Siguiendo procedimientos análogos a, los empleados en los párrafos 
anteriores puede demostrarse que todas las propiedades de las poten­
cias con exponente natural siguen siendo válidas para las de exponente 
fraccionario y negativo. 

NOTA. - Combinando potencias con exponentes fraccionarios posi­
tivos y negativos, podrán presentarse casos tales como 

• 
- -

C)( n.C)( g ( 
~)_ E.. 

C)( n g 

( "")1J 
C)( n g~ 

1n ~ 

C)( n.o: g 

en todos los cuales son aplicables también las mismas reglas de las po­
tencias con exponente entero o fraccionario, las que podrán demostrar­
se por procedimientos análogos a los seguidos en este mismo capitulo. 

125125 8 

EJEMPLOS. a-a. a-a. a-a = a-3-3-3~ a 3; 

34. Gráfico de la función exponencial y = a". - Sea la funci6n 
y = a"'. Fijando un valor para a, por ejemplo a = 10, se forma una ta­
bla de valores, tomando a x como argumento y hallando los valores 
correspondientes de y. 

Tomando los valores de x como abscisas y los correspondientes de 
y como ordenadas en un sistema de ejes coordenados ortogonales, 
quedan determinados puntos cuyo conjunto constituyen lo que se llama 
la gráfica de la función exponencial. 

Siendo infinitos los pares de valores correspondientes que se pueden 
obtener de una funci6n tal como la dada, en la práctica s6lo se repre­
sentan algunos de los puntos de su gráfica y se les une por un trazo 
continuo. Teniendo en cuenta que 
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para ~; = ° resulta y= 10° = 

» x= 1 » y = 101 = 10 

1 I 

» x=- » y= 102 = -V 10 ~ 3,16 
2 
1 1 3 

» ;¡;=- » y= lOS = -VIO ~ 2,15 
3 

1 
» x =-1 » y= 10-1 = = 0,1 etc. 

10 

se forma la tabla de valores que damos a continuación 

1 

x 11 -2 1-1 

y \\ 0,01 0,1 

1 I 2 t ~ \ ~ \ ~ \-~ 
~ \ 100 13,1622 ... \ 2,1544···131,6~F 1 

y con ellos la gráfica que sigue : 
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Aplicaciones. - I. Escribir las expresiones siguientes usando sólo exponentes 

e índices enteros y positivos 

t 3 1 m 1+~ 1 1 m 

a 3 ; bZ X 5 ; a n ; X 3 a -Z ; X 3 a " 
1 2 2- 2. 2 

(a - b)Z ; (a + b) -T ; x5 . 'Y 5 (a. b-2) 
-3 

(a- ; . b i )- 1 
1 

ti xo.5 • a- 0,25 . aO,2- ; (a-2 b2) i , , 

Il. Escl'ibir las expresiones siguientes aplicando la definición de exponente 

fraccionario 

5 

-{ a2 
; 

3 

~ a-2 b-4 
-3-­

~ a6 

3 

~b-2 

1 

1 1 1 1 

IlI. Efectuarlas siguientes operaciones: 92. 94 25Z. 256; 0,25 2 : 0,254 

1 2. 1 1 R 1 
a Z :a 3 ; x4 .x6 .x 2 ; b2 :b -2 

1 1 2. 
a-2 • b 2 • a :1 . b :l 

1 1/ .3 a 2 a 2 ; 

3 2 
'In 5. 11115 ; ,r3 • X 11 ; 

IV. Hallar el valor de las potencias siguient~s: 
1 

..¡ fl . a 
1 
2 

( 
.) 

a - ¡; + b 

5 
5 

,--.,-
111-; ao . 

1 1 
1 ] R C:-t 362 0,1253 32 1; 162 492 1,44"T 

3 

1 1 3 2 1 (: )-~ 
64 -6 ; 83 ; 27 3 ; 814 512 -3 ; 1,728 -"3 ; 0,0025 

V. Hallar x sabiendo que 

~ 1 
X 3 ; X 3 = -

4 

VI. Resolver las ecuaciones siguentes: 

1 1 1 
9)-Z X Z + (X - 9) Z = 36 (x 

2 

(2 - x) :l 
1 

(4 - 5 x - 3 X2) 3" 

( ~ xt ~ 
3 

2. = 1 

R.: x = 25 

R.: x = O 

3 
2 



CAPITULO nI 

LOGARITMOS 

PROGRA11A. - De{inición. Loga1'itrno de la. lia-'6, c1e uno, y de ~11l0 potencia de 
la base. Función logarítmica: Hu representación gráfiC(¿o Relaciol1w' lo fun­

ci6n logarít~nien con la cxpollencial. Propiedlldes de los logaritmos. Lo· 

garit11l0 c1e un pl'Olhwto, de un cociente, de ww potencia y c1e ww 
?"rots. Logaritmos c1eoimales: Definición. Coraetctística y -mantisa. Deducción 
de IrIS ¡'e,qlas paro. In detenlli iI(/ci6n da la el/metr rística. La '/IIant isa de! loga­

r'ÍSmo decimal !le nn n Íl 111 ero, no altera cuulldo ·SI. multiplica o divide el n'ú, 
mero pOI' la !lnú1((d 8eg'1Iill(1 de cems. TlIbla Ile logllritmos: Descl'il'ción de 
una lalila de logaritmos de simple enfrllila y de doble entrada. ][ane}o de 
)(lS In¿s III 11". ,(¡Ilicaoión de lo~ logm·itmo.~ al oálclIlo (le productos, cocientes, 

potel1cius y I'lTfce8. Cologa¡-itmo: Definici6n. Apli¡'ación cId oo70gaTitmo al 
cálculo de coeicntc8. jJ[¡lltiplica('Íó71 y r/i¡,isión de mi logari/llto con eo raote­

,'¡sticII po~ili!'(( o negnlil'n por un I¡¡t·mero nntnra,[. Cálculo de ea-presiones en 

lJue figurell productos. cocientes, potencias !I raícl's. Escalas log(/rttmicas: 

Al,7ieacióll 11(' las mismas plll'(l la confección c/e gníficos. Ejercicios y pro­

blemas. 

35. Definición de lo~aritmo. - Dados dos números reales 
IX y B, siendo B un número positivo rlültinto de uno, se llama logaritmo 
del número a en base B, al exponente de la potencia a la que hay que 
elevar la base B para obtener a a. 

En este curso Rolo nos ocuparemos de los logaritmos cuya base ~ 

sea un número natural ·b. 

N oTAcr6N. 10gb C( = y se lee: logaritmo de a en base b es igual a "(. 

En símbolos: 10gb a = y si bY = a. 
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35. Logaritmo de la base, de uno y de una potencia de 
la base. - Teniendo en cuenta la definición de logaritmo y que la 
potencia primera de un número es igual a dicho número (Mat. 1) 
resulta el siguiente: 

COROLARIO. - 1) El logaritmo de la base de un sistema de logarit­
mos, en dicho sistema, es igual a uno. 

En símbolos: 

EJEMPLOS: 

10gb b = 1 puesto que b1 = b 

10gIo 10 = 1 ; 10g5 5 = 1 

Teniendo en cuenta la definición de logaritmo y que la potencia 
cero de un número es igual a uno (M ato 1) resulta el siguiente: 

COROLARIO. - II) El logaritmo del número uno es, en cualquier base, 
igual a cero 

En símbolos: 

EJEMPLOS: 

10gb 1 = O puesto que bO = ] 

[ogIO 1 = O ; log5 1 = O 

De la definición de logaritmo resulta el siguiente 

COROLARIO. - IIl) El logaritmo de una potencia de la base de un 
sistema de logaritmos, en dicho sistema, es el exponente de esa potencia. 

En símbolos: 10gb b'" = m puesto que bm = b'" 

EJEMPLOS: IOgIO 105 = 5 ; 10gb b2,58 = 2,58 ; 10gb b-ta = -.y 3-
logiO 1000000 = loglo 106 = 6 

loglo 0,00001 = log¡o _ 1_ = log¡o 10-5 = - 5 
105 

logz 32 = 5 puesto que 25 = 32 

1 1 5 

log32 2 = r: » » 32 5' = ...;32- = 2 
i) 

5 2 2 2 5 
tog3 .y 3~ =log3 3 '5 =-» ~ 35 = -V32 

5 

logio 0,01 = - 2 ~ » 
-2 1 1 

10 = 102 = 100 = 0,01 
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Estos ejemplos y otros análogos nos muestran que los logaritmos 
pueden ser números enteros, fraccionarios o irracionales. 

OBSERVACIÓN - Por definición de logaritmo la igualdad ex = bY 
se puede escribir así 10gb ex = r. 

EJEMPLOS. - La igualdad 

343 = 73 puede escribirse asi: log7 343 = 3 

la 1 = 100 » » »loglo 1 = ° 
36. Gráfico de la función logarítmica. - Sea, por ejemplo, 

representar la función y = IOgIO x, que se llama función logarítmica, 
pues la variable dependiente y es el logaritmo de la variable indepen­
diente x en base 10. 

Teniendo en cuenta que por definición de logaritmo, es 

loglO 1 = ° puesto que 10° = 1 

loglO 0,1 = - 1 » ,¡ 10- 1 = 0,1 

loglo 10 = 1 - » ;} 101 =10 

1 1 

loglo -{lO = - » » 102 = "¡-10 
2 

podemos formar el siguiente cuadro de valores 

x 1 10 0,1 ¡-vIO-
y O 1 

que nos permite obtener la gráfica que sigue donde se ha tomado la 
unidad para. las ordenadas diez veces mayor que la de las abscisas. 

Esta gráfica nos permite hallar el valor aproximado del logaritmo 
de un número cualquiera, 6, por ejemplo. 

Para ello basta trazar por el punto de abscisa 6 la paralela al eje 
de las y hasta cortar a la gráfica en un punto M cuya ordenada nos 
dá el logaritmo de 6. En nuestro caso resulta log 6 = medo M6 ~ 0,78. 
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Puede también observarse que: a mayor número corresponde mayor 
logaritmo, así: logIO 8 > logIo 6 puesto que N8 > M6, Y que si un nú­
mero está comprendido entre ot?'os dos, lo mismu sucede con sus respec­
tivos logaritmos, así: 

como 

puesto que 

6 < 8 < 10 es IOglO 6 < log¡O 8 < loglO 10 

M6 < N8 < PlO 

Puede demostrarse, por medio del cálculo j que las propiedades 
que acabamos de comprobar son siempre válidas. 
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87. Relación entre la función logarítmica y la exponencial. 
- De la función exponencial y = 10% 

resulta x = loglO Y por definición de logaritmo 

lo que nos dice que las abscisas de los puntos de la gráfica de esa 
función son los logaritmos ele los números rep~'esentados por las orde­
nadas de esos puntos. 

Ai:ll, por ejemplo, si sc quiprc hallar el log lO, se traza por el punto 
del ejc ele las íes de ordenada 10 la paralela al eje ele las abscisas 
haRta cortar a la gráfica. La abscisa 1 del punto de intersección 
es el logaritmo buscado. 

Análogamente ele la función logarítmica y = loglO X 

resulta x = 10' por def. dc log. 

lo que nos elicc que las abscisas de los ptmtos de la gráfica de la función 
logarítmica son las potencias de base 10 de los números representados 
por las ordenadas de esos p1¿ntus. 

En rei:lumen: ]a gTáfica ele la función logarítmica de baRe 10 es 
la de la cxponencial de la misma bai'lc, en las'que se cambian las abs­
cisas por la. ordenadas y recíprocamcnte, de manera que, construída 
la gráfica ele la exponencial ele base lO, se obtiene la curva logarit­
miea ele base 10 haciendo girar el plano de lOB ejcR 1800 alredcdor 
de la bisectriz elel primcr y tercer cuaclmntes, con lo cual el eje 
XX' ocupa la posición que ocupaba el YY',' y éste la ele aquél. 

38. Logaritmos de números negativos. - Tratemos de hallar 
ellog2 - 8. 

log2 - 8::j: 3 

log2 - 8 ::j:-3 

puesto que 23 = 8 ::j: - 8 

» " 
1 1 

2-3 = - = - ::j:-8 
28 8 

luego log2 - 8 no existe entre ~os números reales, pues no hay 
ningún número real que tomado como exponente de 2 nos dé una 
potencia igual a - 8. 
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Como lo mismo sucedería al tratar de hallar el logaritmo de cual­
quier número negativo, pues todas las potencias de un número posi­
tivo son números positivos, resulta que 

Los números negativos no tienen logaritmos en el campo real. 
Esto puede verse claramente observando que la gráfica de la fun­

ción logarítmica, no tiene ningún punto en el segundo ni en el tercer 
cuadrante, donde las abscisas son negativas. 

39. Propiedades de los logaritmos. - PROPIEDAD UNIFORME.­

Si. se toman los logaritmos, de la misma base, de ambos miembros de una 
igualdad entre núme¡'os positivos, se obtiene otra 1'gualdad 

HIP.) a = a' 
base b ::J:: 1 

aya'>O 

DEMOST.) Si 10gb a = P es bfl = u. 

10gb ,,'= {i' ¡,fI'= a' 

y como 1}. == a' 

es b{i = b{i' 

p ara. lo cual debe ser {i =(i' 

pues si fues" {i §(i' 

como b ::J:: 1, por hip., seria. bP§bfl' 

por deJiiniciün c1e logAritmo 

por hipótesis 

[1) 110r cons. carac. t;ransti,o 

[2) 

lo cual DO es posible por [1) 

Reempla7.a.ndo en 1:2) fl por 10gb " Y fl' por 10gb a', se tiene: 

40. Propiedad no distributiva con respecto a la suma y a la 
resta. - COROLARIO . - La logaT'itmación no es distributiva con ¡'es­
pecto a la adición ni a la. sustracción. 

En símbolos: 10gb (o: + B + y) ::J:: 10gb a + 10gb B + 10gb y 

10gb (o: - B) ::J:: 10gb o: -10gb B 

.En efecto: para negar la propiedad distributiva basta encontrar 
un caso en que no se cumpla. 
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luego 
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logz (16 + 8 + 8) = 10g2 32 = 5 pues 25 = 32 

10g2 16 + 10g2 8 + logz 8 = 4 + 3 + 3 = 10 

10g2 (16 + 8 + 8) =1= 10g2 16 + 10gz 8 + 10g2 8 

y por lo tanto 10gb (a + ~ + y) =1= 10gb a + 10gb ~ + 10gb y 

EJM. II: logz (16 - 8) = log2 8 = 3 pues 23 = 8 

en cambio logz 16-1og2 8 = 4 - 3 = 1 

luego log2 (16 - 8) =1= 10g2 16 -logz 8 

y por lo tanto 10gb (a - ~) =1= 10gb a -10gb ~ 

41. Propiedad no distributiva con respecto a la multiplica­
ción ni a la división.- COROLARIO. - La logaritmación no es distri­
butiva con respecto a la multiplicación ni a la división. 

En símbolos: 10gb (a. ~ . y) =1= 10gb a . 10gb ~ . 10gb y 

10gb (a : ~) =1= 10gb a : 10gb ~ 

En efecto: para negar esta propiedad basta encontrar un caso en 
que no se cumpla. 

EJM.I: 

en cambio 

luego 

y por lo tanto 

EJM. II: 

en cambio 

luego 

10g2 (4.8.16) = log2 512 = 9 puesto que 29 = 512 

10g2 4.log2 8.log2 16 = 2.3.4 = 24 

log2 (4.8.16) =1= log2 4 .log2 8 .log2 16 

10gb (a. ~ . y) =1= 10gb a . 10gb ~ . 10gb y 

10g2 (64 : 16) = log2 4 = 2 pues 22 = 4 

6 3 1 
10g. 64: 10g2 16 = 6 : 4 = - = - = 1-

" 422 

10g2 (64 : 16) =1= 10g2 64 : log2 16 

y por lo tanto 10gb (a : ~) =1= 10gb a : 10gb ~ 
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42. Lo~aritmo de un producto. - TEOREMA. - El logaritmo de 
un producto de números positivos es igual a la suma de los loga1'itmos 

de sus factores. 

HIP.) a, ~ nOS reales positivos TESIS) 10gb (a.~) = 10gb a + 10gb ~ 

base b =1= 1 

DEMOST. - Llamando x al 10gb a e y al 10gb ~ se tiene, por de­

finición de logaritmos, que 

SI 10gb a = x [1] es bZ = a 

y si 10gb ~ = y [2] es bU = ~ 
-----

multo m. a m. da bZ.bY = a. ~ por prop. unü. multo 

o sea bZ+lI = a. ~ Y de acuerdo con la 

def , de1ogaritmo(obs.no35) 10gb(c('~) = x+y 

Susto x e y por [1] Y [2] 10gb (a,~) = 10gb a + 10gb ~ 

EJM.: log2 (4.8.16) = log2 4 + 1og2 8 + 1og2 16 = 2 + 3 + 4 = 9 

43. Lo~aritmo de un cociente. - TEOREMA. - El logaritmo de 
un cociente de números positivos e$ igual al logaritmo del dividendo 

menos el del divisor. 

HIP.) a, ~ números reales positivos 

base b =1= - lo 

TESIS) 10gb (a : ~) = 10gb a -10gb ~ 

DEMOST.) Llamando x al 10gb a, e y al 10gb ~ se tiene, por defini­

nición de logaritmos, que: 

SI 10gb a = x [1] es b'" = a 

y SI 10gb ~ = y [2] es bY = ~ 

Dividiendo m. a m da b"': bY = a : ~ por prop unif. divo 

y también bZ
- Y = a: ~ 
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y de acuerdo con la definición de logaritmo (ot..;. n° 35) 

10gb (o: ; B) = x-y. 

Sustituyendo x e y por [1] y [2] se tiene: 

EJEMPLO: log2 (64 : 16) = log2 64 - log? 16 = 6 - 4 = 2 

44. Logaritmo de una potencia. - TEORE:>lA. - El logaritmo de 
una potencia de un número positivo se obtiene multiplicando St¿ expo­
nente por el logaritmo de su base. 

HIP.) o: número real positivo m número racional b =1= 1. 

TESIS) 

DEMOST.) Llamando x al 10gb o: tenemos que: 

si 10gb o: = x [1] es b'" = o: 

Elevando ambos miembros a la potencia mésim .. , da. 

o sea 

Luego (ohs. n° 35) 

Sustituyendo x por [1] lOgb ::J.
m = m 10gb él 

EJMS.: logo 1252 = 2 logó 125 = 2.3 = 6. 

3 ~ 1 1 4 1_1 
logs - f 625 = logó 625 3 = - logs 625 = - . 4 = - = 

\J 3 3 3 3 
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45. Logaritmo de una raíz. - COROLARIO. - Elloguritmo de 
una raíz de un número positivo se obtiene dividiendo el logaritmo del 
radicando por el índice de la raiz. 

n log" a. 
En símbolos: 10gb..¡r; = 

n 
11 1 

En efecto. 10gb -V--;;- = 10gb a. n por prop. unif. y def. exp. frac. 

n 1 10gb a. 
10gb ..¡r; = -lOgl a. = por el teor. anter. n ¡ n luego 

EJEMPLO: 
3.' log2 64 6 

10g~ - '04 = - = - = 2. 
VO'l: 3 3 

46. Logaritmos decimales. - DEFINICION. - Se llaman logarit­
mos decimales a los que tienen por base al número diez. 

EJM.: El logaritmo decimal de 100 000 es 5 porque 106 = 100 000. 

En adelante nos ocuparemos solamente de los logaritmos decima­
les de manera que en las notaciones suprimiremos la escritura 'de la 
base cuando se trate de un logaritmo decimal. 

Así escribiremos log 100000 = 5 en lugar de loglo 100 000 = 5. 

47. Característica y mantisa. - De acuerdo con la definición 
de logaritmos decimales resulta que sola,mente las potencias enteras 
de la base tendrán por logaritmo un número entero. 

Por ejemplo log 10 = 1, log 10 000 = 4, log 0,1 = - 1 etc. 

En cambio los demás números, como se hallan comprendidos en­
tre potencias enteras de diez tendrán por logaritmos números com­
prendidos entre los de dichas potencias, es decir, entre dos números 
enteros. Luego, en general, los logaritmos ele base diez están for­
mados de una parte entera, llamada característica, y de otra decimal 
llamada mantisa la cual puede tener infinitas cifras. 

EJM. Si log 12 = 1,a b c ... es 1 la característica y O,a b c ... la mantisa. 
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48. Determinación de la característica. - PRIMER CASO.­

Números enteros o decimales con parte entera. 
Tratemos de hallar los logaritmos de los númel'OS 8; 25,7; 186 etc. 

de una, dos, y tres etc., cifras enteras respectivamente. 
Teniendo en cuenta que 8 está comprendido entre 1 y 10 Y que 

log 1 = O y 10glO = 1 

resulta que el logaritmo buscado está comprendido entre O y 1, es decir 

log 8 = ° + fracción decimal menor que 1 

Teniendo en cuenta que 25,7 está comprenclido entre 10 y 100 Y que 

log 10 = 1 y log 100 = 2 

resulta que el logaritmo buscado está comprenclido entre 1 y 2, es decir 

log 25,7 = 1 + fracción decimal menor que 1 

Por último como 186 está comprenclido entre 100 y 1000 Y 

log 100 = 2 y log 1000 = 3 

resulta que el logaritmo buscado está comprenclido entre 2 y 3, es decir 

log 186 = 2 + fracción decimal menor que 1 

Estos ejemplos y otros análogos permi ten observar que los números 
enteros o decimales con parte entera de una cifra tienen por carac­
terística de su logaritmo al número 0, los de dos cifras al número 1, 
los de tres cifras al número 2, etc., lo que nos permite dar la siguiente 

REGLA I. - La característica del logaritmo de un número entero o 
decimal con parte entera, es nula o positiva y consta de tantcts unidades 
como cifras enteras tiene el número menos una. 

Así: Característica log 9347 = 3; característica log 515790 = 5 

SEGUNDO CASO. - Números decimales menores que la unidad.­
Tratemos de hallar los logaritmos de los números 0,72; 0,056; 0,004; 
etc., en los que la primera cifra significativa sea, respectivamente, 
décimas, centésimas, milésimas, etc. 
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Teniendo en cuenta que 0,72 está comprendido entre 0,1 y 1 Y que 
1 

log 0,1 = log 10 = log 10-1 = - 1 Y log 1 = ° 
resulta que el logaritmo buscado es negativo y está comprendido 
entre - 1 Y 0, es decir 

log 0,72 = - 1 + fracción decimal positiva menor que 1 

Teniendo en cuenta que 0,056 está comprendido entre 0,01 y 0,1 
Y que 

1 
log 0,01 = 10g ·100 = log 10-2 = - 2 Y log 0,1 =-1 

resulta que el logalitmo buscado es negativo y está comprendido 
entre - 2 Y -1, es decir 

log 0,056 = - 2 + fracción decimal positiva menor que 1. 

Estos ejemplos y otros análogos permiten observar que los deci­
males menores que uno, cuya Plimer cifra significativa es del orden 
de los décimos, es decir, que tienen un cero antes de dicha cifra, 
tienen por característica de su logaritmo al número -1, que los que 
tienen dos ceros antes de su primera cifra significativa tienen .por 
característica de su logaritmo a - 2, etc., lo que nos permite dar 
la siguiente 

REGLA II. - La camcteristica del logaritmo de un número decimal 
con parte entera ig1lal a cero, es negativa y consta de tantas u1Jidades 
como ceros haya antes de la primem cifra significativa. 

Así: 
Caracte¡"ística log 0,004 = - 3, (Jamcterística log 0,000001 = - 6. 

CONVENCIÓN. - La suma entre la característica del logaritmo de 
un número decimal menor que uno y su mantisa no se efectúa, sino 
que se deja indicada correspondiendo el signo menos solamente a su 
característica. ASÍ, por ejemplo, como 

log 0,07025 = - 2 + una fracción decimal menor que 1 

y esa fracción decim"a,l es 0,84665 (como veremos más adelante), 

se escribe log 0,07025 = 2,84665 

en lugar de log 0,07025 = - 2 + 0,84665 = - 1,15335 
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El signo menos se coloca encima de la característica para que se 
tenga bien presente que solamente ella es negativa: siendo, en cambio, 
positiva la mantisa. 

Por ejemplo 1,53948 significa - 1 + 0,53948 

49. Teorema. - La mantisa del logaritmo de un número no altera 
cuando se multiplica o divide al número por la unidad seguida de ceros. 

HIP.). log 6934 = 3,84098 

TESIS) Mantisa log (6934 X 10000) = 0,84098 

Mantisa log (6934: 100) = 0,84098 

DEMOST.) Siendo log (6934 X 10000) = log 6934 + log 10000 

por un teor. ant. (n° 42) 

como log 6934 = 3,84098 Y log 10000 = 4 por definición, resulta 

log (6934 X 10000) = 3,84098 + 4 

y como 4 es un número entero para efectuar la suma del segundo 
miembro, se le sumará 4 a 3 con lo cual la parte decimal 84098 
quedará inalterada 

luego log (6934 X 1000) = (3 + 4), 84098 = 7,84098 

es decir Mantisa lag 6934 = mantisa log (6934 X 10000) = 0,84098 

Análogamente se tiene: 

log (6934 : 100) = log 6934 -log 100 por un temo ant. (nO 43) 

= 3,84098 - 2 = (3 - 2), 84098 = 1,84098 

luego mantisa log 6934 = mantisa lag (6934: 100) = 0,84098 
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50. Tablas de los logaritmos. - Se llaman así los cuadros donde 
están consignados los logaritmos de los números desde 1 hasta un cierto 
limite, 10000 ó 10800; por ejemplo. 

Como en general los logaritmos tienen por mantisa números de 
infinitas cifras decimales, resulta que las tablas solo dan las primeras 
de esas cifras, es decir, valores . aproximados de esos logaritmos. 

A continuación describimos do. Tablas de Logaritmos con cinco 
cifras decimales una de simple enttada Y otra de doble entrada. 
Tomamos como ejemplo ele la p1"im~ra la de J. Hoüel y de la se. 
gunda la' de A. Polidori. 

Cada página de la tabla de Hoücl consta de tres columnas: la 
primera encabezada por la letra N inicial de la palabra número, 
contiene los números desde 1 á 10 800; la segunda columna, enca·· 
bezada por la palabra Log, contiene las cinco primeras cifras de las 
mantisas de los logaritmos de los números de la primer columna que 
están a su izquierda. La tercera columna, encabezada por la letra D, 
inicial de la palabra diferencia, contiene las diferencias entre cada 
mantisa y la anterior, razón por la cual esa diferencia está escrita 
ep.tre las dos mantisas que se han restado, como puede verse a con­
tinuación: 

1 
N Log D I 

6900 83885 
6 

6901 83891 
6902 83897 

6 
7 

6903 83904 
6 

6904 83910 
6 

6905 83916 

Damos. además, la reproducción de la página 25 de la citada Tabla 
de Hoüel, que contiene los números desde 6900 a 7200, donde puede 
observarse que cada página de la tabla consta de cuatro columnas 
análogas a la que hemos descripto. Esa página puede utilizarse para 
resolver los ejemplos del párrafo siguiente. 
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N. Log. D N, Lo!>. D N. Log. D 

~~:~ ~~~ég 
69'7 8399' 
69.8 83998 
6919 84 0 04 

6g:w 84011 
6911 840'17 
691:"1 8·1023 
(~21 81079 
6g'll¡ 8.'¡o3ti 

----
6 7°'° 84634 6 
6 7°l! 8461,0 6 

¡0'1'1 ~4646 6 l ')O,J ~4,j'· 6 
6 70'!' ~4658 7 

70S0 85003 6 
7°8. 85009 
¡oR. 85016 ~ 
70Xl 85022 
'7084 850,8 ~ 
7085 85034 
70B6 85040 
7087 S5046 
70B~ 8505, 
70S9 850,8 

6 7·45 85~'00 6 
6 "t 85 06 6 

6 ~:4~ ~~ :~ 6 
~ 7

'
49 851,.5 l 

7090 85065 
7°9' 850jl 6 
¡09' S""77 6 
¡0g3 85083 6 
'¡094 85089 ~ 

,.50 854J. 6 
715 • 85~37 6 
7

'
3> 85 43 6 

,,53 8, 49 
7.54 85455 ~ 

¡og5~5og5 
6 70~6 85to. ~ 

¡092 B.>.07 
~ 709~ 85"4 ¿ 
6 7099 85120 '6 

7. 55 8546. 6 
7 ,56 8;~'6, 6 
7.5¡ 85 73 
7. 5885 79 ~ 
7'Sg 85485 6 

7'00 85126 
7

'
°' 85.3, 6 

7. 0• 85.38 6 
¡103 85.44 6 
7.04 85.50 ~ 

,'60 8549' 6 
7,6. 85497 
7 162. 8'1503 6 
7.63 85509 6 
7,64 8>5.6 ¿ 
7. 65 865 .. 6 
7,66 855.8 6 
7.67 85;34 6 
,,68 85540 6 
7.6985546 6 

7'¡0 8555, 
7'7' 855)8 ~ 
J17,85564 
71738j:>iO 6 
7'7i¡ 855i~ ~ 
7175 8558, 6 
7 '76 85588 6 
71 ii g5S9·~ 6 
i'7~ ti5600 6 
7';9 8:i606 G 

\ N Log-. D N. Lo; D N Lo¡;. D 

7' 40 s53¡o _ i~ 85733 

K. Log D N. Lo;. D 

Tabla de J. IIoÜEL 

6 
I t 

•• • • t, 
• • • • 1 • • • .. 

P.pr 



? 

i 0,6 
21,2 
31,8 
, 2,~ 
63,0 
685 
V,4,2 
8U 
.115,4 ' 
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1000-7809 

NI O I 1 I 2 I 3 I 4 
" 5 700 84510 516 522 528 535 541 --- - - - - -

1 572 578 584 590 597 603 
2 634 64-0 646 652 658 665 
3 696 702 708 714 720 726 
4 757 763 770 776 782 788 
5 819 825 831 837 S44 850 
6 880 887 893 890 905 911 
7 942 948 954 960 967 '973 
8 85003 009 016 022 028 034 
\) 065 071 077 083 089 095 --- - - - - -

710 126 132 138 144 150 156 

1 187 193 1M 205 211 217 
2 248 254 260 266 272 278 
3 309 315 321 327 333 339 
4 370 376 382 388 394 400 
5 43] 437 443 449 4&5 461 
6 491 497 503 509 5i6 522 
7 552 558 564 570 576 582 
8 612 618 025 631 637 643 
9 673 679 685 691 697 703 -- - - - - -

720 733 739 745 751 757 763 
1 794 800 806 812 818 824 
2 854 860 866 872 878 884 
3 914 920 926 932 938 944 
4 974 080 986 D92 D98 -004 
5 86034 O<!.O 046 052 058 064 
6 094- 100 106 112 118 124 
7 153 159 165 171 177 183 
8 213 219 225 231 237 243 
9 273 279 285 291 297 303 -- -- - - -

730 332 338 34-4 350 356 352 

NI O I 1 1 2 1 3 4 5 

Tubl" de A. POLlDOR' 

6 I 7 8 I \) 

547 553 559 566 - - - -
609 615 621 628 
671 677 683 689 
733 739 745 751 
794 800 807 813 
856 862 868 874 
917 924 930 936 
979 985 991 997 
040 046 052 058 
101 101 114 120 - - - -163 169 175 181 
224 230 236 242 
285 291 297 303 
345 352 358 ~64 

406 412 418 425 
467 473 479 485 
528 534- 540 546 
588 594 600 606 
649 655 661 607 
709 715 721 727 - - - -
769 775 781 788 
830 836 842 848 
890 896 902 908 
950 956 962 ()G8 

'010 '016 .0221'028 
070 076 082 088 
130 136 141 147 
189 195 201 207 
249\ 255 261 267 
308 314 320 326 

368 374 380 386 

6 I 7 I 8 I 9 

En cada una (le iu.'i tlug'inas ele la tabla (le A. Polidol'i figuran 
once columnas, PI1 la [ll'imenl dc' las t'ualcs, eU"I.'abezl:lLla l'OU la letra 
N, se elwuelltrml las deeell<lS (le los números comprendidos entre 

1000 y lOODO. La l:ifra de la« olidade'i cle P;:;os 11luneros figul'au en 

la primera r el1 la última líneas lle I'adll pugiua. La manti«a elel 

logaritmo {le llll número se obtiene bmwünc10 las c:ifra<; (iue ¡:;e en-
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cuent1'all en la i1Jtel'secl:ión ele la fi la, que comienza con la~ llecenas 
de ese número con la l:olmuua enea hezada por)a cifra de sus 11lll­
c1acles y anteponi{>na()le~ las ÜOS "11I'Ül1erm, c-ifras que se encnentran 
aislarlas en la ('olunUlCl elll:abezac1a 1)01' O en la mi'illHl linea en que 
están la ' h'es halladas o en líneas anteriores. Si el grupo formado 
por las h'es ('if1'a8 eneolltradas lleya un a,terL':>co deben antepo­
nél'seleb las dos primera)'; l:ifras del grupo siguiente. 

En la })ágillC1 anterior bemos reproch:cic1o la página -l-l de la 
tabla de A. Polidol'i liue utilizamos para resolver los ejeTcicios que 
'liguen, ~' puede obsenarfle que en ella no figuran las diferencias 
tabulares, p01' lo tanto hay que hallarla!;, restando de las tre...-, últi­
mas cifras correspondientes a 1111<l unidad la" cOl'l'esponc1ientes a la 
unidad inferior. 

51. Manejo de Tablas de Logaritmos. - PROBLEMA DIRECTO. -

Calcular el logaritmo de un número dado. 
La determinación del logaritmo de un número consta de dos partes: 

1°) la determinación de su caracteristica; 
2 0

) la de su mantisa. 

La primera se calcula fácilmente por las reglas anteriores (n° 48) 
razón por la cual no figuran en la Tabla de Hoüel ni en la de 
Polidori. 

La mantisa se calcula en la forma que pasamos a explicar 

PRIMER CASO. - Hallar el logaritmo de un número entero de cuatro 
cifras o de cuatro cifras significativas o no seguidas de ceros, o de un 
decimal en el que haciendo abstracción de la coma tenga cuatro cifras 
significativas. 

En este caso la manti¡;;(1 c1ellog'al'itmo buscado se encuentra, en las 
tablas ue simple entrada. ¡¡ la üereeha del 1111IDel'o dado o del que 
resulta de ,upl'ilni1' los ce)'os ola coma, respectiyamente. 

EJEMPLO I: Hallar lag 6905. 

De acuerdo con lo dicho respecto de la caracteristica, s~ tiene 

Característica log 6905 = 3 (Regla 1) 

y como a la derecha de 6905-se encuentra el nllmero 83916, resulta 

mantisa log 6905 = 83916 
luego log 6905 = 3,83916. 
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EJEMPLO II: H aLZar el log 7O;:~8000. 
De acuerdo con 10 dicho respecto de la característica, se tiene: 

Caracteristica log, 7038000 = 6 (Regla 1) 

y como a la derecha de 7038 se PJ1cuentra el número 84745, resulta 

mantisa log 7038 = mantisa log (7038 X 1000) = 0,84705 
luego log 7038000 = 6,8474.'5. 

EJEl\IPLO III: Hallar log 0,07029. 
De acuerdo con lo dicho respecto de la característica, se tiene: 

Camcterística log 0,07029 = 2 (Regla II) 

pero por el teorema anterior (no 49) 

Mantisa log 0,0702'9=ma,ntisa log O,07029XlO 000 = mantisa log '7029 

y como a la derecha de 7029 se encuentra el número 84689, resulta 

mantisa log 0,07029 = 84689 

luego log 0,07029 = 2,84689. 

EJEMPLO IV : Halla?' el log 8354 Y el log 7,245 
Utilizando la tabla de doble entrada, tendríamos: 

1°) Característica log 7124 = 3 (Regla 1) 
Mantisa log 7124 = 85272 pues 

en la intersección de la fila que comienza por 712 con la columna 
encabezada por 4 encontramos 272 y las dos primeras cifras corres­
pondientes son 85 
luego log 7124 = 3,85272. 

2°) log 7,245 = 0,86004 por la reg1a 1 y porque las tres últimas 
cifras 004: llevan un asteri. co, 

SEGUNDO CASO, - Hallar el logaritmo de un número ente?'o de más 
de cuatro cifras, o de un decimal en el que haciendo abstracción de la 
coma tenga más de cuatro cifras significativas (*). 

EJEMPLO 1. Hallar log 71748, 
De acuerdo con lo dicho respecto de la característica, se tiene: 

Característica log 71748 = 4 (Regla 1) 

(*) La expUcltci6n que sigue "aJe para. los dos tipos de tablas n que no. hemos referido, 
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Como el número 71748 es mayor qúe los límite::; 10000 y 10800 
de la::; Tabla::; que utilizamos no encontraremos directamente en ellas 
la mantisa de su logaritmo 

Pero como 

Mantisa log 71748 = mantisa log 71748 : 10 = mantisa log 7174,8 

y 7174,8 está compi'endido entre los números de la Tabla 7174 y 7175 
resulta que la mantisa del logaritmo buscado estará comprendida 
entre las de estos números. Pero como 

mantisa log 7175 = 85582 
.. D = 6 

mantisa log 7174 = 85576 

observamos que cuando el número aumenta una unidad la mantisa 
de su logaritmo aumenta de 6 unidades, luego cuando solo aumente 
0,8 de unidad si se admite que dicha mantisa sufre un aumento 
proporcional O, se tiene: 

1 0,8 

6 ' 
o = 6 X 0,8 = 4,8 ~ 5 

luego como para 7174 la mantisa es 85576 

y » 0,8 ), aumenta de 5 

para 7174,8 » es 85581 

luego log 71748 = 4,85581 

En la práctica, si se emplean las Tablas de Hoüel o ele Polidori, no 
es necesario calcular la parte proporcional 0, pues ellas traen en cada 
página una columna, encabezada por P. PRo ('TI la primera, donde se en­
cuentran tablitas que contienen los productos aproximados de cada una 
de lás diferencias tabulares que figuran en esa página por 0,1; 0,2, ... 0,9. 

Así como para la diferencia tabular 6, se tiene 

0,1 X 6 = 0,6 en 1 

1 

1; ti 
1 1 

1 I 0,6 
0,2 X 6 = 1,2 ~ 1 2 1 2 1,2 

0,3 X 6 = 1,8 en 2 B 2 31,S 

t 
4 2 4 2,4 

........... . .... se forma la tablita 5 !¡ o la 5 3,0 

............... , 

J 

6 <1 6 3,6 

0,8 X 6 = 4,8 en 5 7 J 7 4,2 

8 5 S 4,S 
0,9 X 6 = 5,4 en 5 9 f) 9 5,4 
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El ejemplo tratado se dispone en la práctica así 

Para 7174 

D = 6» 8 
» 71748 

85576 

5 

85581 

log 71748 = 4,85581 

EJEMPLO II: Hallar log 7,00029 

Procediendo como en el ejemplo anterior tendríamos 

Característica log 7,00029 = O (Regla 1) 

Mantisa log 7,00029 = mantisa log 7000,29 

pero como Para 7000 84510 

Y D = 6 l) 2 1 
» 9 0,5 

Para 700029 84511,5 ¡:a 84512 

luego log 7,00029 = 0,84512 

PROBLEMA INVERSO. - Detem~inar el número que tiene por loga­
ritmo a un número dado. 

La determinación del número correspondiente a un logaritmo dado 
consta de dos partes: 

10) la determinación de sus cifras significativas; 
2 0

) la del OTden de dichas cifras. 
La primera parte se resuelve teniendo en cuenta la mantisa en la 

forma que veremos enseguida, y la segunda teniendo en cuenta las 
reglas de la determinación de la caractárística. 

EJEMPLO 1) Hallar x sabiendo que log x = 3,83916. 

Busquemos entre las mantisas de los logaritmos de los números 
mayores que 1000 (*) la mantisa dada, guiándonos al principio por 
las dos primeras cifras 83. 

(*) Se busca en esa forma porque la. mantisa dpl 10gaI'itmo de ~ual'luiel' numero 
menOr que 1000, IJar ejemplo 83; es la misma qlle la de dicho nllmero seguida dI' uno o 
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Como en la página 25 de la Tabla se encuentra la mantisa dada, 
83916, el númel'o 6905 que está a su izquierda tiene las mismas cifras 
significativas que el buscado. Por otra parte, de acuerdo con las 
reglas de determinación de la característica resulta que para que la ca­
racterística del logaritmo del número buscado sea 3, debe tener: 

3 + 1 = 4 cifras enteras. 

Luego si log x = 3,83916 es x = 6905. 

EJEMPLO Ir. Hallar x sabiendo que log x = 2,84689 

Procediendo como en el caso anterior, encontramos en la pagina 
25 de la Tabla que a la mantisa 84689 corresponde el número 7029 
que tiene las mismas cifras significativas que el buscado. 

Por otra parte, como el número que tiene por característica de su 
logaritmo a 2, debe ser decimal y tener antes de su primera cifra 
significativa 2 ceros, resulta que 

si log x = 2,84689 es x = 0,07029. 

EJEMPLO IIr. Hallar x sabiendo que log x = 4,85581 

Procediendo como en los ejemplos anteriores no encontramos en 
la Tabla la mantisa del logaritmo dado, pues entre las mantlsas con­
secutivas de la Tabla 85576 y 85582, está comprendida la dada. 

Pero COmO para 85576 corresponde el número 7174, 

y " » 85582 » » » 7175 

resulta que las cifras significativas del número x buscado formarán 
un número comprendido entre 7174 y 7175. 

Como la diferencia tabular es 6, observamos que cuando la mantisa 
aumenta 6 unidades, el número aumenta de 1 unidad, luego cuando 
solo aumente de 5 unidades (diferencia entre la mantisa dada y la 

dos ceros, o sea de 830 Ó 8300. pero mieutras putre 83 y BJ ha.v una sola mantisa y en­
tre 'l3O y BJO hay 10 entre 8.300 y 8400 hay 100 mantisas luego será más fácil encontrar 

entre estas la. de un número tIue se aproxime a 83. 
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menor de las que la comprenden en la Tabla), se admite que dicho 
número sufrirá un aumento proporcional y, es decir: 

6 1 
5 Y 

5 
y =-~ O,8 

6 

luego como para la mantisa 85576 corresp. el número 7174 

y » un aumento de 5 » un aumento de 0,8 

para 85581 » el número 7174,8 

Como el número que tiene por característica de su logaritmo a 4 
debe tener 4 + 1 = 5 cifras enteras; resulta que 

si log x = 4,85581 es .r = 71748 

Este ejemplo se dispone en la práctica, así 

Para 85576 -- 7174 

D=6 » 5 -- 8 

» 85581 71748 

La p:ute proporcional se obtiene también con ayuda de la ta.blita 
mar![Í nal correspondiente a la diferencia tabular 6, pues buscando 
5 del lado derecho de la tablilla vemos que es la parte proporcional 
correspondiente a 0,8. 

52. Aplicación de los logaritmos al cálculo de ptoductos y 
cod.entes. - Como por las propiedades estudiadas para los loga­
ritmos, resulta que la aplicación de éstos a un producto o a un co­
ciente lo transforma en una suma o diferencia, respectivamente, de 
logaritmos y éstos se obtienen fácilmente con las tablas, resultará 
práctico calcular productos o cocientes por ese método. 

Conviene tener presente que como las Tablas solo dan valores apro­
ximados de los logaritmos, y que dicha aproximación depende del 
número de cifras que den las mismas, los resultados que se ob­
tengan serán también aproximados y tanto mas exactos cuanto mayor 
sea el número de dichas cifras. 
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PROBLEMA. - Calcular la longitud de la circunferencia de una pista 
circular de 123,85 m. de radio. 

SOLUCIONo - Llamando l a la longitud buscada, se tiene 

1 = 27': r 

reemplazando valores y tomando para 7': el valor 3,1416 

resulta 1 = 2 X 3,1416 X 123,85 

Aplicando logaritmos, se tiene 

log 1 = log 2 + log 3,1416 + log 123,85 

CÁ.LCULOS A UXILL-\RES 

Olaculo de log :;¡; 

Pal'a 3141 - 49707 
D=U 6 - 8 

log 3,1416 = 0,49715 

Oálculo de lag 123,8ó 

Pat'a 1238 - 09272 
D=H5 5 - 18 ' 

log 123,85 = 2,09290 

Oalculo d. 1 

Pl\ora 89104. 7"781 

89108 77818 

CALCULOS DEFINITIVOS 

log 2 = 0,30103 

(*) log 3,1416 = 0,49715 

lbg 123,85 = 2,09290 

sumando da log 1 = 2,89108 

1 = 778,18 m 

PROBLEMA. - Calcular el alcance x de un proyectil lanzado en el 
m 

vacio con una velocidad inicial Va de 580 y con un ángulo de 
seg 

tiro <p = 30°, 

SOLUCIONo - La Física enseña que dicho alcance está dado por 
la fórmula 

vo2 sen 2 <p 
x= 

g 
siendo g la aceleración ele la 

gravedad que tomaremos igual a 9,80. 

(*) En la tabla ,le J, l:[oüel "e eucuentra, en la página XLVI. directamen~B 

log :n: = 0.49715 
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Reemplazando valores se tiene 

x= 

pues 

5802 sen (2 X 30°) 
9,80 

5802 sen 60° 
9,80 

sen 60° = -V3 Vl 0,866 
2 

5802 X 0,866 
9,80 

Aplicando logaritmos, se tiene 

log x = log 5802 + log 0,866 - log 9,80 

= 2 log 580 + log 0,866 -log 9,80 

C.tLCULOS "UXILlARES CÁLCULOS DEFINITIVOS 

Oálculo de 2 log 580 

2 log 580 = 2 X 2.76343 = 5.52&S6 

2 log 580 = 5,52686 

+ log 0,866 = 1,93752 

sumando 5,46438 

log 9,80 = 0,99123 

Oálc"to de '" 

Para 471105 2972 

D=14 10 7 restando log x = 4,47315 
47315 - 297:37 x = 29727 m = 29,727 Km. 

Conviene observar que al sumar 210g 580 con log 0,866 se ha tenido 
presente que este último tiene mantisa positiva y característica 
solamente negativa, por eso se han sumado directamente las mantisas 
y se ha agregado a la característica 5 la unidad que nos llevabamos 
de dlcha suma y luego se le ha sumado - 1. 

53. Cologaritmo. - DEFINICIÓN. - Se llama cologaritmo de un 
número a la diferencia entre cero y el logaritmo de dicho número. 

En símbolos colog IX = ° - log IX. 

EJEMPLO I. Colog 374 = ° -log 374 

y como log 374 = 2,57287 es colog 374 = 0-2,57287 
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Para facilitar la resta en lugar de O podemos poner su igual - 1 + 1, 
escribir el logaritmo dado como suma de su característica y de su man­
tisa, y disponer la operación así: 

o bien 

-1 + 1,00000 

2 + 0,57287 

(- 1- 2) + 0,42713 

(- 2 - 1) + 0,42713 = - 3 + 0,42713 = 3,42713 

EJEMPLO Il. Hallar el colog 0,002956 

Por definición colog 0,002956 = ° -log 0,002956 

y como 

es 

log 0,002956 = 3,47070 

colog 0,002956 = ° - 3,47070. 

Procediendo como en el caso anterior, se tiene 

-1 + 1,00000 

-3 + 0,47070 

[-1- (- 3)] + 0,52930 

(-1 + 3) + 0,52930 = (3 -1) + 0,52930 = 2,52930 

La observación de los ejemplos anteriores y la consideración de que 
el procedimiento seguido en ellos es general, nos permiten dar la si­
guiente: 

REGLA.- Para hallar el cologaritmo de un número dado: lOse le cam­
bia de signo a la característica del logaritmo de dicho número y se le resta 
uno obteniéndose la característica del cologaritmo buscado. 2 0 Se escribe 
la diferencia entre 10 y la primera cifra significativa de la derecha de 
la mantisa del logaritmo, y la diferencia entre 9 y cada una de las res­
tantes cifras, obteniéndose la mantisa del cologaritmo buscado. 
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COROLARIO. - El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del 
dividendo mas el cologaritmo del divisor. 

En símbolos log (IX : ~) = log IX + colog ~ 

En efecto log (IX : ~) = log IX-log ~ por un teor. ant. (no 43) 

o bien 

luego 

EJEMPLO: 

= log IX + ° - log ~ 

= log IX + (O -log ~) 

log (IX : ~) = log IX + colog ~ por def. de cologaritmo 

12,37 X 0,836 X 4500 
Hallar cociente 929,50 X 0,0125 

Aplicando logaritmos tendríamos, llamando c al cociente: 

log c = log 12,37 + log 0,836 + log 4500 - (log 929,50 + log 0,0125) 

pero como log 12,37 = 1,09237 Y log 929,50 = 2,96825 

log 0,836 = 1,92221 

log 4500 = 3,65321 

4,66779 

1,06516 

log c = 3,60263 

log 0,0125 = 2,09691 

1,06516 

c = 4005,30 

Aplicando el cologaritmo tendríamos resuelto el mismo problema 

log c = log 12,37+log 0,836+log 4500+colog 929,50+colog 0,0125 

o sea 

sumando 

log 12,37 = 1,09237 

log 0,836 = 1,92221 

log 4500 = 3,65321 

colog 929,50 = 3,03175 

colog 0,0125 = 1,90309 

log c = 3,60263 c = 4005,30 
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Vemos que en este ejemplo es muy conveniente el empleo del co­
logaritmo pues para hallar el logaritmo del cociente c basta efectuar 
una suma. En oambio, si no se lo emplea, es necesario sumar primero 
los logaritmos del numerador luego los del denominador y por último, 
restarlos, es decir efectuar tres operaciones. 

54. Aplicación de los logaritmos al cálculo de potencias y 
raíces.- PROBLEMA.- Calcular el peso de una esfera de plomo de 0,15 
m. de radio sabiendo que el peso específico (p. e.) del plomo es 11,35. 

SOLUCION: Recordemos que la medida del peso de un cuerpo es 
igual al producto de la medida de su volumen por su peso especifico, 

luego 

pero med 

luego 

Med. P = med V x p. e. 
4 

V = - 'lt (med. r)3 (fórmula volumen esfera) 
3 

4 
med P = -'ir (med. r)3 x p. e. 

3 
4 3 3 = - . 3,1416 X 0,15 X 11, 5. 
3 

Aplicando logaritmos, se tiene 

log med P = log 4 + log 3,1416 + 3 log 0,15 + log 11,3.5 + colog 3 

e .hemos AUXILIARES 

OlilL-ulo ele 8 l ag O,ló 

3 l og 0,15 = 3 Xl,17609 = 6 .52827 

ali/culo d", colog 3 

log 3 = 0,47712 

colog 3 = 1,52288 

Odlculo de P 

P ar a 20520 

D=28 16 

1604 

6 

250 3t' - 16046 

CÁLCULOS DEFINITIVOS 

log 4 = 0,60206 

log 3,1416 = 0,49715 

3 log 0,15 = 3,52827 

log 11,35 = 1,05500 

colog 3 = 1,52288 

log med P = 1,20536 

med P = 0,16046 

P = 0,16046 t = 160,46 Kg. 
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PROBLEMA. - ¿ Cuál será el monto de 20000 $ colocados al 3 % 
amtal al cabo de 25 años, capitalizando anualmente? 

SOLUCIÓN: Se e. tudiará en Algebra Financiera, el próximo año, 
que un capital C colocado a interés compuesto al r % anual se 
transforma al cabo de 1'!' años en el monto Cn dado por la fórmula: 

Cn = C. (1 + i)n 

donde i es el tanto por uno es decir la centésima parte del tanto 

por ciento, o sea 

Luego: 

r 
i = 100 . 

Cn = 20000 (1 + 0,03)25 = 20000 X 1,0325 

Como la elevación de 1,03 a la potencia 25 8 es un cálculo largo 
aplicaremos logaritmos 

log Cn = lag 20000 + 25 log 1,03 

CÁLCULOS AUXILIARES 

(Jdlcltlo áe 25 log 1,O.~ 

log 1.03 = 0.01284 

2;; log 1,03 = 0,3'2100 

Oálculo de Un 

62201 4188 

D=10 :2 - 2 

62:."'03 4188'2 

CÁLCULOS DEFINITIVOS 

log 20000 = 4,30103 

25 log 1,03 = 0,32100 

log Cn = 4,62203 

Cn = 41882 

Cn $ = 41882 $ 

PROBLEMA. - ¿Cuál será el capital inicial que colocado a interés 
compuesto al 2 % anual durante 10 años, produjo un monto de 1219 
al ser capitalizado anualmente? 

SOLUCIÓN. - De la fórmula empleada en el ejercicio anterior 
deducimos el capital inicial pasando (1 + i)n al otro miembro, 
luego: 

CIl 1219 
C = -(-l-+-i-)n- = -1-,0-21-0 
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Aplicando logaritmos log C = log 1219 - 10 log 1,02 

CÁLOULOS AUXILIA.RES 

OálCltlo de 10 log 1,02 

log 1,02 = 0,00860 

10 log 1,02 = 0.08600 

CÁLCULOS DEFINITIVOS 

log 1219 = 3,08600 

lO log 1,02 = 0,08600 

log C = 3,00000 

C $ = 1000 $ 

PROBLEMA. - ¿Cuál será el tanto por ciento a que ha sido colocado 
a interés compuesto un capital de 1000 $ que al cabo de 10 años produjo 
un monto de 3814 $ al ser capitalizado amwlmente? 

SOLUCIÓN. - De la fórmula empleada en el ejercicio primero 
l)odemos despejar (1 + i) pasando e al primer miembro y extra­
yendo la miz enésima de ambos, con lo que resulta: 

n 10 

1 + . = ti Cn = • /3814 
1, C 11 1000 

Aplicando logaritmos, se tiene: 

log (1 + i) 
log 3814 -log 1000 

10 

3,58138 - 3 

10 

log (1 + i) = 0,053138 '" 0,05314 

Para 0,05308 - 1130 

D=38 6- 1 

0,05314 11301 

1 + i = 1,1301 

i = 1,1301- 1 = 0,1301 

r = 0,1301 X 100 <'l13 % 

0,58138 

10 

PROBLEMA. - ¿CUál será el tiempo durante el cual un capital de 
1000 $ colocado a interés compuesto al 2 % anual, da un monto de 
1219 $ al ser capitalizado anualmente? 
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SOLUCIÓr-:. - De la fórmula del monto en = e (1 + i)" resulta 

a.plicando logaritmos: 

log en = log; e + n log (1 + i) 

despejando 11 se tiene 
lag; en - log e 

11 = --'----~'--
log (1 + i) 

y reemplazando las letras por sus valores, resulta: 

luego 

11= 
log 1219 - log 1000 

log 1,02 

3,08600 - 3,00000 = 10 

0,00860 

11 = 10 años. 

.-

55. Multiplicación de un lQgaritmo con característica ne­
gativa por un número natural. - Sea, por ejemplo, multiplicar el 

lag 0,07025 = 2,84665 por el número natural 4. 

Recordemos que 2,84665 = - 2 + 0,84665 

luego 

o sea 

2,84665 X 4 = l- 2 + 0,84665) X 4 

= - 2 X 4 + 0,84665 X 4 

= - 8 + 3,38660 = (- 8 + 3) + 0,38660 

2,84665 X 4 = 5,38660, 

donde se observa que la multiplicación puede hacerse directamente 
teniendo presente que las 3 unidade que se llevan al multiplicar la 
primera cifra, 8, de la mantisa, por 4, son positivas, y en cambio 
el producto de la caracterist,ica - 2 por el mismo número 4 es 
negativo. 

EJEMPLOS: 1,24367 X 3 = 3,73101 ; 1,24367 X 6 = 5,46202. 
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56. División de un logaritmo con característica negativa 
por un número natural. - Sea, por ejemplo, dividir el 

-
log 0,07025 = 2,84665 por el número natuTaI 2. 

Recordemos que 2,84665 = - 2 +0,84665 

luego (2,84665) : 2 = (- 2 + 0,84665) : 2 

= (- 2) : 2 + (0,84665) : 2 
- -

o sea (2,84665) : 2 = - 1 + 0,423325 = 1,423325 

en la misma forma puede procederse sin ningun inconveniente, cuando 
el valor absoluto de la característica séa múltiplo del divisor. Tratemos 
ahora de dividir el mismo logaritmo, por el número 3. Como 2 no es 
múltiplo de 3, para poder efectuar la operación como en el ejemplo 
anterior le sumamos a la característica - 1 para que la suma sea 
divisible por 3, y le sumamos 1 a la mantisa para que el logarit­
mo dado no varíe. Luego 

como 

y 

2,84665 = - 2 + 0,84665 

0=-1+1 

sumando resulta 2,84665 = - 3 + 1,84665 

luego (2,84665) : 3 = (- 3 + 1,84665) : 3 

= (- 3) : 3+(1,84665) : 3 =- 1+0,61555 

o sea (2,84665) : 3 = 1,61555 

57. Cálculo de expresiones en que figuren productos, co­
cientes, potencias y raíces. - Hallar el valor de la expresión 

3 

327,58 X .yl),29345 X 602432 

254 X 0,0876 

Llamando x al valor buscado y aplicando logaritmos, se tiene: 

1 
log x = log 327,58 + -log 0,29345 + log 602432 + 4 colog 25 + 

3 
+ colog 0,0876 



C1LCULOS A UXILURES 

Odlculo de loy 327,58 

Para 3275 51521 

D=14 8 - 11. 

log 327,58 = 2,51532 

1 
Odlc'ulo áe 8 loy 0.29345 

Para 2934 46746 
D=15 5 8 

log 0,29345 = 1.46754 
1 -
a-1og 0,29345 = 1,82251 

Clá¿culo de loy 602432 

PaTa 6024 77988 

D=8 3 - 2 

2 - 0,2 

log 6024.32 = 5.77990 

Clálculo de 4 coloy 25 

log 25 = 1,39794 

Qolog 25 = 2"60206 

4 colog 25 .= s,-40824 

Oákulo de coloy 0,0876 

log 0,0876 = 2,94250 

colog 0,0876 = 1,05750 

Cldlculo de '" 

Para 58343 
D = l1 4 

~32 

4 

58347 38324 
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I 

CÁLCULOS DEFINITIVOS 

log 327,58 = 2,51532 

1 
-log 0,29345 
3 

1,82251 

log 602432 5,77990 

4 colog 25 6.40824 

colog 0,0876 = 1,05750 

log X = 3,58347 

X = 3832,40 

58. Escala logarítmica. - Consideremos un eje XX' y repre­
sentemos sobre él los números 1, 2, 3, ... , 0,1 ; 0,2, 0,3, ... por 
los puntos de ese eje que tienen por abscisa a los logaritmos decimales 
de esos números. 

-XE F 
I I111II fI I 

G.i 0.1 

o 
I "1 1 l' 1 01' I 1 

0.3 O.. O.S 0,6 0.1 0,80.9 i 

A 
I 

o.-t 0.2 O) O,. 0.5 0.6 0.1 0,8 0.9 
I.!nl.d ".tu,..' 

B +x 
J IIIPlI 1111'1'''1111111 

~6189iO 
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Tendríamos que, como: 

log 1 =0 el número 1 está represento por el origen 

» 2 = 0,30]03 » » 2 » » » » punto A 
» 3 = 0,47712 » » 3 :» » » » )} B 

. f . 

" 0,1 = - 1 » 0,1 » » )} » :> E 
» 0,2 = 1,30103 » » 0,2 » )} » )} » F 

Se obi'irrva qlH' 10H puntofl que representan a 0,1, 0,2, ... 0,9 
pueden obtenerse marcando "obre el borde recto de un papel a los 
que 10R representan a los números 1, 2, 3, ... , ] 0, y llevándolo some 
OX' en forma tal que el punto 10 coi.ncida con el origen. En la 
TrÚsma forma, con eRC mi¡,nno papel, podrían obtenerse los puntos que 
representan a los númC'r08 ] 0, 20, 30, ... , 100, ctc., Ó 0,01, 0,02, 

-+ -+ 
... ,0,10, llevándolo sobre OX o OX' a la derecha del punto que 
represen~a a 10 Ó a 0,1 re:::pcctivamente. 

El eje así dividido com¡tituye lo que se llama una escala logarítmica, 
pues el logaritmo del nlunero quc reprel"ienta cada uno de HUS pUlltOB 
es la ab"ci,m de c¡;;e punto medida con la unidad que se tomó para 
representar a los númeroi3. En la figura alljunta se tomó como uni­
dad a 2,5 cm. 

Heprel'entando n. números comprendidos entre 1 y 2; 2 Y 3, ... , 
por ejemplo 1.1, 1,2, 1,'25, 2,1, 2,2, ... , etc., la ei3cala logarítmica 
cOl1stiluyr una tahla de logaritmos bafltante práctica, que He aplica, 
por pjemplo, en ln.s reglas de cálculo. 

En el comercio se vende el papel logarítmico simple, que Hon hojas 
cuadricnlaclai'i mediante RegmcntoH paralelos entre flí distanciados 
de 1 mm., y otr0s perprllclicnlares a ellos separados por distancias 
igualci3 a los logaritmos de 10R númeroR 1, 2, ... , como se ve en la 
figura eh'l párrafo siguiente donde repre:-;entamos parte de Wla de 
esaR hoja:-; . 

. 59. Aplicación de la escala logarítmica. __ o Sea por ejemplo re· 
prei'ientar la funci6n Cm = (1 + i)n, que, como dijimos (no 54), es 
el monte (k 1 $ al tanto por uno i al cabo de n a1ios. 
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Aplicando logaritmos He tiene: 

log Cm = n log (1 + i) 
donde se ve que para un valor dado de i la función anterior es de 
primer grado con respecto a la variable independiente n, y su re· 
prcf;cntación gráfica Pon el papel logarítmico Himple, es lIDa recta que 
pa,.;a por el origen. 

Así, por ejemplo, 11ara r = 6 % es i = 0,06, luego: 

log e", = n log 1,06 

y la recta que lo representa el:l la detennin:-tda por los puntos cuyos 
coordenadas hemoR calculado a continuación, teniendo en cuenta que: 

para n = ° es log en = O X log 1,06 = ° 
para n = 10 es log CII = 1010g 1,06 = 10 X 0,02531 ;;;; 0,25 

El valor 0,25 lo hemos tomado con la unidad que se indica a la 
izq11ierela elel eje ele laR íes. Una W'Z construida la gráfica es fácil 
calcular el mOllto para Cn. En la misma forma hemo. representada 
sobre los mismos ejes las gráficas ele e" para n igual a 3, -1, 5, 7, 8, 
9 Y 10 % . 

6 T 9 10 11 12 13 1. 15 16 17 1& H tO n 
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Aplicaciones. - 1) Hallar los logaritmos de los números siguientes: 

a) 3,0473 

f) 25,025 

b) ~5358; e) 1,7942 d) 0,3584 e) 143,329 

j) 20,0485 g) 350958 j h) 0,012682; i) 673205 

TI) Hallar x sabiendo que: 

-
a) log x = 2,15238 ; b) log x = 5,40240 ; e) log x = 1,69482 ; d) log x = 3,15715 ; 

e) 10g.1: = 1,03029; f) log x = 0,00289; g) 1011, x = 10,43827; h) log x = 6,00 897. 

ITI) Calcular el logaritmo de: a) 30, el de 3000, el de 27, el de 0,003 y el ele 
0,0081. abiendo que log 3 = 0,4771; b) 4; 8; 20; 200; 0,5; 0,2; 5, sabiendo que 
log 2 = 0,3010. 

IV) Calcular, empleando logaritmos, el resultado de las siguientes operaciones: 

a) 3,14164 X 0,5P ; b) 43,891 X 999432 X 0,062731 ; e) 2847,58 X 3,1416 X 2,85 

e) 0,004497 : 0,09769 ; d) (35,835 X 54,257) : 96,847 ; e) 3 : 15,789 

10 '" __ 5 1- ~ ( 13 )7 
f) V4:21; g) .y 1,213 X -{ 0,1934 ; h) (0,057432) 4 ; ¿) 100 4 ; j) - ; 

25 
3 __ _ 

7419 X (0,0341)3 3,6274 . .y 218,26 8,0196 .y 0,0312 
k) ; l) --'-------=----'-----. m) 

4196 X (0,234)2 0,092.5' 9,01875.y 0,27965 

3 
/----

n) I 0,354 : -V 943214 

0,01 
r) 1 

73 

8 (~)- ! 
) 233 

5 

( 
19 )6 

p) 12 .y 3 : 0,4 -V 0,5 q) 111 

3 3 ______ _ 

V / 11 V 4,2735 X 5,879 
1) ° 09 1 - ; u) .' 23 15,3 X (4,1986)2 

V) Calcular, empleando logaritmos, el valor de x en las siguientes expresiones: 

a) 2" = 8; b) 5:' = 3 ; e) 7~' = 4; d) (+ r = 5 ; e) ~ 32 = 5 

f) 31 ~ = 4; g) 6 : = 36 ; . h) 49- -;- = 7; i) 32'" = 1~8 ; j) ( 1~ r= 8 

VI) Calcular el valor de (1 + i) para los valores de n comprendidos en 1 y 20 
e i igual a: a) 0,01 ; b) 0,015 ; e) 0,02 ; d) 0,025; .e) 0,03 f) 0,035 ; g) 0,04 ; 
h) 0,045 ; i) 0,05 ; j) 0,055 ; k) 0,06. 



- 76-

1 
VII) Calcular el valor de --- para los mismos valores de n y de i del 

(l+it 
ej ercicio anterior. 

VIII) Calcular el monto de: a) 2850 $ al 4,5 % al cabo de 10 años; b) 1000 $ 
al 10 % en 20 años; e) 3,50 $ al 2,5 % al cabo de 12 años; d) 12854,60 $ al 3,5 % 
al cabo de 4 años; a) 50000 $ al 4,5 % al cabo de 15 años, sabiendo que la fór­
mula c01Tespondiente es en = C (1 + i)", siendo C el capital que se coloca, i la 
centésima del tanto por ciento y n el número de años. 

De) Calcular el capital que capitalizado anualmente se tralL~form6: a) al 6 % 
en 5 años en 3000 $; b) al 2,5 % en 8 años en 1350 $; e) al 4 % en 12 años en 
1000 $; d) al 6 % en 10 años en 13600,40 $; e) al 5 % en 16 :1505 en 1 $; 

( obsérvese que de la [6rmula del monto resulta C = (1 ~ni)n ) . 



CAPITULO IV 

NUMEROS COMPLEJOS 

PROWUMA. - ;Ylílll(rO~ com plrjo., imaginl/riois: lJefinición. lntNpretacioncs COll­

rrda". SÍ/meros imaginarios Pl/1·08. Unillar! imaginaria_ Números complejos 

.IJ' nf' rales (1'/ alf8 o iIHa.lJinarios ) . lrlualdad rle luí me/'os c07llple jos. O plTaCiOnC8 

COII nlí meros complejos: 81/11111 .1/ ¡'(-.,Ia de H lí 111 eros c07llplejos cualesquiera . 

Furllla biuólIlica. C01nlllljos conjl/.lJar/os. SU1IlO 11 re&ta de números complejo .. , 

cÚlljllgOrlO., . ."lIma !I /'1.,10 r!1 nlÍlIlI ros imaginarios pll/'OS. lf1Iltiplie((ci61/ ele 

l/Ií1llrrus rOlllJlll'.io.~ de forllll/ binómica: Definición del prodllcto ele la unidad 

inW[liullria por .'i¡ misllla. Produc/o r/,' nÍlmr/'os complejos clIalesqltiera .IJ de 

I/úmeros cOlllpl, jos 1'0(1)1/[11/(10.'. Prodl/cto tlr nÚ7IlfTos imaginario. /1'W'OIS_ 

CI/ar/rarlo de 1/1/ IlIílllNO (·olllplejo. Po/f neias noturales slIc/siras tic lo I/nidad 

illlaginaria. Raíz /'lwdro,la rlf' /in nlÍlluTo comp(¡-jo. La raíz cuadrarla de 1m 

IIlílllf'l'O r('al 1f/',flatil'O es illlwl al liror/IIC/o r/e más o mcn08 la raíz cuadrada 

,1, Sil ralor a/¡so/u/o [101' i . La raíz ruar/rada de IIlC¡¡O~ I1'no, como caso 

particIIlar. 

60. Necesidad de la creación de nuevos números para hacer 
posible la extracción de raíces pares y la logaritmación de nú­
meros negativos.- Habíamos visto (n° 2) que las raíces pares indi­
cadas de números negativos eran símbolos carentes de significado en el 
campo real, por lo tanto las expresiones tales como ...j- 4 carecen 
hasta ahora de sentido, pues no hay ningún número real que elevado 
al cuadrado dé -4. Vimos también (no 38) que los números nega­
tivos no tienen logaritmos en el campo real, por lo tanto símbolos 
tales como log;, - 25 carecen hasta ahora de significado pues no exis­
te ningún número real que tomado como exponente de 5 nos dé - 25. 

Para que la radicación y la logaritmación sean posibles en todos 
los casos, los matemáticos han creado una nueva clase de números 
llamados complejos imaginan'os de los cuales daremos la siguiente: 
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61. Definición de número complejo imaginario. - Se llama 
número complejo imaginario a todo par ordenado de números reales 
a y {J de los cuales el segundo {J es distinto de cero, que se representa 
con la siguiente: 

NOTACION: a + {Ji 

El primer número a se llama componente real y el segundo {3 

componente imaginaria del complejo, y está caracterizada por la 
letra i que le acompaña, cuyo único objeto es hacer notar que los 
números a y {3 desempeñan papeles distintos, como veremos más 
adelante. 

EJEMPLOS: - 2 + 8i ; 15 + 
meros complejos imaginarios. 

13 
i 

4 
4 ~I . -+v 21. 
3 

son nú-

62. Números imaginarios puros.- DEFrNICION.- Se llama nú­
mero imaginario puro a todo número complejo cuya componente 
real es cero. 

En símbolos ° + {3i es un número imaginario puro 

N OTACION ° + {3i se representa por {Ji 

EJEMPLO: 
3 . 

--'/, 

5 
0,7 i ; ~ 5 i ; ai son imaginarios puros 

63. Unidad imaginaria. - DEFINICroN. - Se llama unidad 
imaginaria al número imaginario puro i. 

64. Números complejos generales.- Un estudio análogo al que 
hemos hecho con los números reales, podríamos hacer con los complejos 
imaginarios, pero esto nos llevaría a hacer luego, otro nuevo estudio 
del conjunto de los números reales e imaginarios, pues lo que interesa 
ver es como estos (utimos solucionan los problemas de la radicación 
y de la logaritmación en los casos de imposibilidad antes señalados. 

Teniendo en cuenta esto formaremos una familia de números rea­
les e imaginarios. En ella definiremos las relaciones de igualdad 
y las operaciones aritméticas, demostrando los caracteres de aquellas 
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y las propiedades de estas últimas, pues si bien sabemos que se cum­
plen entre los números reales, no es lícito atribuírselas, sin previa 
demostración, a los números imaginarios. 

DEFINICION. - Se llama número complejo a todo número real o 
imaginario puro. 

Luego: 

~ I Números 
Números naturales I Números '1 t 1 
Números negativos J enteros ~ Números 

I racionales f Números 
N úmeros fraccionarios puros j J reales 

Complejos 
Números irracionales J 
Números complejos imaginarios 

65. Representación de los números reales. - Con el objeto 
de unificar la notación de los números complejos, representaremos 
también a los números reales por pares ordenados de números. Como 
en la representación de los números complejos imaginarios, sólo se 
han empleado aquellos pares en que el segundo número era dis­
tinto de cero, quedan disponibles aquellos en que el segundo número 
es cero y los utilizaremos para la representación de los números rea­
les de acuerdo con la siguiente: 

CONVENCION: Todo número real se representa por un par ordenado 
. de números en que el primero es el número que se quiere representar 
y el segundo el número cero. 

EJEMPLO: El número 5 se representa por 5 + Oi 

» » -1~ » » » -l~+Oi 
3 3 

en general » a. » » » a. -1- O ~. 

66. Igualdad de números complejos.- DEFINICION.- Se dice 
que un número compleJ·o (a. + (3i) es igual a otro (a.' + (3'i) cuando las 
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componentes del primero son respectivamente iguales a las del se­
gundo. 

En símbolos: a + {Ji = a' + {J'i si a = a' y {J = {J' 

67. Caracteres formales de la igualdad de números com­
plejos. - Como la definición de números complejos iguales exige 
la de sus componentes que son números reales y la igualdad de éstos 
cumple los caracteres formales de tall'elación se deduce: 

CARACTER IDENTICO. - Todo número complejo es igual a sí mismo 

En símbolos: a + {Ji = a + {Ji 

CARACTER RECIPROCO. - Si un número complejo es igual a otro 
éste lo es al primero. 

En símbolos: Si a + {Ji = a' + {J'i es a' + {J'i = a + {Ji 

CARACTER TRANSITIVO. - Si un número complejo es igual a otro 
y éste a su vez igual a un tercero el primero es igual al tercero. 

En símbolos: Si a + {Ji = a' + {J'i Y a' + {J'i = a" + {J"i 

es a + {Ji = al! + {J"i 

68. Suma de números complejos. - DEFINIcroN. - Se llama 
suma de dos o mds números complejos a otro número complejo que 
tiene por componente real a la suma de las componentes reales y por 
componente imaginaria a la suma de las componentes imaginarias 
de los sumandos. 

En símbolos: (a + (Ji) + (a' + (J'i) = (a + a') + ({J + {J')i 

(2 + 8i) + (3 - 6i) + (- 8,5 -i) = (2 + 3- 8,5) + (8- 6-1) i = 
= - 3,5 + i 

EJM.: (3-5i)+(- ~ +4i)=(3+ - ~)+(-5+4)i= ~-i 

69. Representación binómica de los números complejos.­
Teniendo en cuenta que el complejo de componentes a y {J se repre-
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senta por a + t1i y que a es un número real y t1i un imaginario puro, 
resulta por definición de suma que: 

Todo número comple.io es la suma de un número real mas un número 
imaginario puro. 

Es debido a esto que la representación adoptada para los núme­
ros complejos se llama representación binómica. 

DEFINIeION. - Se dice que dos complejos son conjugados 
cuando solo difieren en el signo de sus componentes imaginarias. 

6 - 3 i Y 6 + 3 i; a + t1i y a - t1i son compl. conjugados 

Aplicando la definición de suma se obtienen los siguientes co­
rolarios: 

70. Suma de complejos conjugados. - COROLARIO. - La su­
ma de dos complejos conjugados es igual al duplo de su componente 
real. 

En símbolos: (a + t1i) + (a - (ji) = 2 a. 

En!.; (6 + 9 i) + (6 - 9 i) = (6 + 6) + (9 - 9) i = 12 

71. Suma de imaginarios puros. - COROLARIO. - La suma 
de dos números imaginarios puros es otro número imaginario puro de 
componente igual a la suma de las de los números dados. 

En símbolos: t1i + t1'i = (t1 + t1') i 

EJM.: 8 i + 5 i = 13 i ; - 3 i + i. i = (- 3 +.i.) i = - 17 i 
7 7 7 

72. Resta de m1meros complejos. - DEFINICION. - Se llama 
diferencia entre un número complejo a+t1i (minuendo) y otro a' +t1'i 
(sustraendo) al número complejo 'Y + oí que sumado al sustraendo 
sea igual al minuendo. En símbolos. Es 

(a + t1i) - (a' + t1'i) = 'Y + oi SI ('Y + oi) + (a' + t1'i) = a + t1i 
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COROLARIO. - La diferencia entre dos números complejos tiene 
por componentes a las diferencias de las componentes reales e imagina­
rias, respectivamente, del minuendo y sustraendiJ. 

En símbolos: (a. + (3i) - (a.' + (3'i) = (a. - a') + ({3 - (3') i 

En efecto, sumando la diferencia con el sustraendo da: 

(a - a') + ({3 - (3') i + a' + {3'i = (a - a' + a') + ({3 - {3' + (3') i = 

que es el minuendo, 

EJEMPLO: (5-3 i) - (-7 + i) = (5+7) + (-3 -1) i = 12-4 i 

73. Resta de complejos conjugados. - COROLARIO. - La di­
ferencia entre dos complejos conjugados es un número ima.ginario puro 
de componente imaginaria doble de la de los dados. 

En símbolos: (a + (3i) - (a - (3i) = 2 {3.i 

En efecto: (a+(3i) - (a-(3i) = (a-a) + «(3+(3) l' = 0+2 (3i = 2 (3i. 

EJEMPLO: 

74. Resta de números imaginarios puros. - COROLARIO. -

La diferencia de dos imaginarios puros es otro imaginario puro de com­
ponente imaginaria igual a la diferencia de las componentes imagina­
rias de los números dados. 

En símbolos: {3i - {3'i = «(3 - {3')i lo que es cierto por el corola­
rio de la definición de diferencia. 
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75. Multiplicación de números complejos. Producto de la 
unidad imaginaria por sí misma.- DEFINICION.- Se llama pro­
ducto de la unidad imaginaria por sí misma al número menos uno. 

En símbolos: iXi=-I 

76. Producto de dos números complejos cualesquiera. -
DEFINICION. - Se llama producto de dos números complejos cuales­
quiera al número complejo que resulta de multiplicar a los dados 
como si fuesen Sumas de números reales, teniendo presente que 
iXi=-l. 

En símbolos: (a. + {3i) (a' + {3'i) = aa' + a'(3i + a(3'i + (3(3'ii 

= aa' + a.' (3i + a.{3' i - (3{3' 

= (aa' - (3(3') + (a.' {3 + a.{3') i 

OBSERVACION. - Puede observarse que la parte real del produc­
to es el producto de las componentes J'eales menos el de las componen­
tes imaginarias y que la parte imaginaria es la suma de los produc­
tos cruzados de las componentes Teales e imaginarias. 

EJEMPLO: (3+7i) (4+2i) = (3.4-7.2) + (3.2+7.4)i 

= (12 - 14) + (6 + 28) i = - 2 + 34 i 

77. Producto de complejos conjugados. - COROLARIO. - El 
producto de dos nv,mer'OS complejos conjvgados es el número real igual 
a la suma de los cuadrados de los componentes. 

En símbolos: (a. + (3i) (a. - {3i) = a. 2 + {32 

En efecto: pOI' la definición de producto, se tiene: 

(a. + (3i) (a - (3i) = Ca.· a + (3. (3) + (a{3 - {3a.) i 

luego (a + {3i) Ca. - {3i) = a 2 + {32 
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78. Producto de dos imaginarios puros. - COROLARIO.­

El producto de dos imaginarios puros es el número real formado por el 
producto de las componentes imaginarias. 

En símbolos: (:Ji X (:J'i = - (3(3' 

En efecto: por definición de producto se tiene: 

(3i X (:J'i = (3(:J' (ii) = {3{3' (-1) = - (3{3' 

EJEMPLO: -5iX :0 i=-[(-5) 130J=- -~~ = ~~ =: 
79. División de números complejos.-DEFINICION.-Se llama 

cociente entre un número c::lmplejo a + (:Ji (dividendo) y otro a' + {3'i 

(divisor) al número complejo l' + oi que multiplicado por el Sé·· 

gundo sea igual al primero. 
En simbolos: 

a + (:Ji + ~. --- - = "/ u~ SI 
a' + {3'i 

(,,/ + Di) X (a' + (3'i) = a + (:Ji. 

EJEM. 
4- 5i • 
--- =2,8 + 0,6i pues (2,8 + 0,6i) (l-2i) = 4-5i 
1 -- 2i 

80. Potencias naturales sucesivas de la unidad imaginaria­
Siendo las potencias de exponente natural un caso particular de la, 
multiplicación, las potencias sucesivas de la unidad imaginaria i, 
se pueden calcular en base a esa definición teniendo en cuenta. 
que i X i = - 1. Luego: 

para n = 2 i 2 = i. i = - 1 

»n=3 i 3 =i.i.i=(i.i)i=(-1)i=-i 

» n = 4 i 4 = i.i.i.i = (i.i) (i.i) = (-1) (-1) = 1 

» n = 5 i 5 = i.i.i.i.i = (i.i) (i.i) i = (-1) (-1) i = i 

» n = 6 i 6 = i.i.i.i.i.i= (i.i) (i.i)(i.i) = (-1)(-1)(-1) =-
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81. Cuadrado de un número complejo. - TEOREMA. -
El cuadrado de un número cOrl1;plejo es igual al cuadrado de su com­
ponente real menos el cuadrado de su componente imaginaria más el 
duplo del producto de ambas. 

HIP.) a + (ji. 

DEMOST.) De acuerdo con la definición de potencia de un número 
complejo resulta que se puede encontrar su cuadrado como si fuera 
un binomio, es decir 

(a + (ji) 2 = a 2 + «(ji) 2 + 2 a(ji 

= a 2 + (j 2 (- 1) + 2 a{3i 

(a + (ji) 2 = a 2 - (j2 + 2 a(ji 

EJEMPLO: (2-! iy = 22- (- !y + 2.2.(- !)i 
= (4 - 1~) - 3 i = ~: - 3 i 

82. Raíz cuadrada de un número real negativo.- COROLARIO. 
- La . raíz cuadrada de un número real negativo es igual al produc­
to de más o menos la raíz ouadrada de su valor absoluto PO?' i. 

En símbolos: . 

En efecto: para que sea ± -V9 i la raíz cuadrada de - 9 debe 
ser por definición de raíz 

(Raíz ± "'·9 1") 2 = radicando (- 9) 

Veamos si esta condición se cumple. 

(± -V9- i)2 = (± -{9)2 . ~"2 por prop. distr. 

Simp. da (± -V9 i)2 = + 9. (-1) = - 9 que es el radicando 
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Luego es cierto que -V- 9 = ± -{9. i 

OBSERVACION. - Siendo 1-9 1 = 9 Y -{9 = 3 

EJEMPLO. 

.y=9= ±i-{9= ±3i 

1/ --=-1- '1 / -1 1 . 
--'1::-060- = ± ~ V 16 = ±4~ 

83. Raíz cuadrada de menos uno como caso particular.­
COROLARIO. - La raíz cuadrada de menos uno es igual a mds o me­
nos ~. 

En símbolos: -v -1 = ± i. 

Efectivamente: Como 1- 1 = 1 Y -VT = 1. 

se tiene: -v 1 = ± l.i = ± i. 

84. Posibilidad de la operación en el campo complejo. -
El teorema anterior nos dice que la extracción de raíces cuadradas 
de números negativos, se transforma en la de número~ positivos y 
como esta operación es sÍempre posible, la primera también lo es, 
vale decir: existe siempre un número complejo que sea la raíz cuadrada 
de otro dado. 

Siendo los números negativos números complejos la imposibilidad ' 
de encontrar la raíz cuadrada de un número negativo habrá desapa­
recido. 

EJEl\iPLO: -V -4' = ± -V4 i = ± 2 i. 

Aplicaciones. - 1) Expresar como múltiplos de i: 

±2.y-l 

-.[-5 

-V7. -V 28; x ...r=;; -V - a2 - 4 a - 4; -V - X2 - 12 x - 36 
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lI) Sumar o rest.ar los siguientes complejos: 3 - (6 + 6 i) j (- 3 - 3 i) + 4 i ; 

(1 - 2 i) - (2 + 6 i) ; (6 - 2 i) + (5 + 4 i) + (7 + i) - (7 - 3 i) j 

3 -V - 1 + 2 -V - 1 = 5 ...¡=l = ± 5 i ; 7 ,¡ - 1- - -V - 16 

(2 + 3 ..¡=!) + (5 - 8 ...¡=l) ; -V - 16 +...[ - 9; 2 i - 3 i 

-v=-s + -V 32 j -3i+5i 

(5 + 3 i) + (3 - 2~) ; (7 + 5 i) - (3 - 4 i) + (- 5 + 2 i) + (7 + 4 i) 

(a' + b'i) + (- 2 ab + a2i) + (b 2 
- 2 abi) ; (2 + 3 i) - (2 - 3 i) 

({2 + -V3 i) + (-V2- Vi) j (- 3,5 + 2~) - (3,5 + 0,5 i). 

lII) Efectuar las siguientes operaciones con números complejos: 

...¡=l. ~ 1 - = i . i = - 1 ; (2 - i) (2 + i) ; (2 - i)2 ; 

.y -3 . ...[- 5 = Vi X ...¡si = Vs· i 2 =-...[15 -{=9 'V 16 

-V-25 .(-...[-4); ...¡=g.-V-15; 3.y-5.5F3-

-v= x - . ...¡=y ; -v--;;:+1; . -v:- a - b j (2 + 3 i) (1 - i) ; 

(5 + 3 i) (3 - 2 i) j (- 2 + 3 i) ( + + 5 i) (1 + 3 i) (1 - i) 

(4 - 2 i) (3 + 5 i) (4 + 2 i) ; (2 + i) 2 ; (2 + i) i ; -iX'i 

(2 + ...¡=l) (2 - ...¡=l) = 22 - ("¡=!)2'= 4 + 1 = 5 

(4 + ...¡=2) . (4 - ,¡ - 2) ; (-V 5 +,¡ - 3 ) . (-V5 - -v= 3) 

(2 + .y=4) . (4 - .y=?;) ; 

(5 + -V - 1 ) . (3 - -V-=- 1 ) ; (- 1)4 ; (- 1)5 ; (- 1)6 

C-V-Z)7; (3-V-7)3j (2+3i)'; (-l+i)'; (-i)5; (-i)lO 

4. r -
\1 - 16 j 

6.¡-;­
\1 - 64 j 1/=+,1 

- - ' -V 100 
81 ' 

-V -10 000; 1O-V - 0,0000000001; V 0,09; 4-V - 625 



CAPITULO V 

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA 

PROGRAMA. - Definición. ECllaoione .• incompletas; resolución de las m·isma.s. 
Eouación completa rel1'llciila; deüuoción c7e la. fÓ1·'llmla. ÁIJlioaciones. Eouación 
genc?'ol oompleta; deducGÍón de la fÓ?'?1!!üa, aplicaciones. Relaoiones que ligan 

la.s míoes con 108 coeficientes de la ecuación· de segundó g'melo: S'UlmCL y, 
producto (le las 1·aíc8s. Reoonstmcción de la eotlU(\ü5n dadas las mices. Ápli­
oaoión de las ecuaciones de segu?Lclo gm'¡o C01t 'unainc6gnita a la resol~o¡61t 
de pl'oblvmas dc Indole come1·cial. 

87. Ecuaciones de segundo grado con una incógnita.­
Recordemos que el gmdo de una ecuación entera con una incógnita 
está dado por el mayor exponente con que figura dicha incógnita 
en la ecuación. 

Tratemos de encontrar el tipo general de ecuación de segundo grado 
con una incógnita, como se hace con las de primero. 

Consideremos, por ejemplo, la ecuación 

Pasando todos los términos del segundo miembro al primero y 
ordenándolos nos queda la ecuación 

3 5 - -{2' 1 
- X2 -_ X2 + -...¡ 2 x - -- x + 9 - 4 + - = O 
263 5 

que es eqlúvalente a la dada. Reduciendo los términos semejantes da 

! X2 + 2 -{2 x + ~ = O. 
335 
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En general, dada una ecuación de segundo grado con una incógnita, 
se podrá, trasponiendo sus términos y reduciendo los semejantes, 
obtener una expresión del tipo 

[1] ax2 + bx + e = O siendo a, b y e números reales. 

Conviene observar que para que la expresión [1) sea una ecuación 
de segundo grado debe ser siempre el coeficiente a de X2 distinto de 
cero. 

Puede suceder, en cambio, que b y e sean nulos o bien que solo lo 
sea e o b. En esos casos se obtienen, respectivamente, las ecuaciones 

[2] por ejemplo 
3 

ax2 = O _X2 = O 
4 

fax2 + bx = O [3] » » - 2 X2 + 7 x = O 

ax2 + c = O [4) X2-
11 

=0 » ~ 

2 

que se llaman ecuaciones incompletas de segundo grado con· una 
incógnita. 

88. Resolución de las ecuaciones incompletas de segundo 
grado. - PRIMER CASO. - Resolver la ecuación ax2 = O. 

Siendo a =1= O para que sea el producto ax2 = O debe ser X2 = O, 
de donde x = O, por definición de producto por O, luego x = O es raíz 
de la ecuación dada. 

EJEMPLO: La ecuación ,~ X2 = O tiene por raíz x = O • 
• 4 

SEGUNDO CASO. - Resolver la ecuación ax2 + bx = O [1] 
Sacando x factor común, se tiene la ecuación 

x Cax + b) = O '[2] que es equivalente a la [11 

Recordando que el producto de un número por cero es igual a cero 

se tiene que: si 

puesto que 

x = O resulta que la [2] se satisface 

10 Ca O + b) = O luego la [1], que le es equiva-
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lente, también se satisface, por lo tanto x = O es una raíz de la ecua­
ción dada. 

b 
Si ax + b = O es decir x = -- la ecuación [2] se satisface 

a 
puesto que x X O = O luego la [1], que le es equivalente, tambjén se 

satisface, por lo tanto x = - ~ es la otra raíz de la ecuación. 
a 

Como el ejemplo tomado es general, podemos afirmar que 

Las raíces de la ecuación incompleta del tipo ax2 + bx = O son 
b 

Xl = O Y X2 = -- . 
a 

EJEMPLOS: 

Las raíces de 2 X2 - 4 x = O son Xl = O Y X2 = - ( - :) = 2 

Xl = O Y 
-{2 

X2 = --::-'--
0,7 

TERCJ<;R CASO. - Resolver la ecuación ax2 + c = O [1]. 
Procuremos transformar esta ecuación en otra equivalente en la 

que su primer miembro sea un producto. Dividiendo ambos miembros 
por a, se tiene 

o también 

C 
X2 + - = O 

a 

y como un número no altera si se le extrae la raíz cuadrada y se lo 
eleva al cuadrado, resulta 

Como el Plimer miembro es una diferencia ele cuadrados, se puede 
descomponer en el producto ele la diferencia ele las bases por la suma 
de las mismas, luego 

(x - ti :) (X + ti --: ) = O [2] 
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Para que esta igualdad se cumpla, debe ser 

• / e x-V -a; =0 6 
-c 1
-

X+ --a- =O ecuaCIOnes de 

primer grado cuyas rafees son: 

~c 
XI= --

a 
y 

Luego como el valor de XI anula al primer paréntesis de [2] es raiz 
de esa ecuación y por lo tanto de la dada que le es equivalente. Como 
lo mismo puede decirse de X2 resulta que 

Las raíces de las ecuaciones incompletas del tipo ax2 + c = O 

son los números contmrioí> .r-c 
Xl = V a y .~ 

X2 = - 11 ------a--a-

EJMS.: Las raices de / Xl= + y_= 2~ = + {9 = + 3 

- 3 :;;2 + 27 = O son / 

Xl = + . / + B = + . /9 = + _ ~ = 3rs 11 5 115 v5 5 

Las raíces de 

Las raíces de 

.!=25 _1 . 
X2 + 25 = O son Xl = 11 1 = V - 25 = 5 ~ y X2 = - 5 i 

~ TOTA. - La manera de proceder en este ejemplo nos ha evitado 
verificar las raíces halladas, pues las sucesivas eCl:aciones que ob­
teníamos eran eqruTalel1tcs. ('011 esta seguridad puede procederse di­
rectamente aSÍ: 

Si 0.r2 + c = O es ax2 = - c X2=_~ 
a 

y 

. _ c Y-
•• Xl - - a 

X
2 =-V- ~ 
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89. Resolución de la ecuación completa reducida. - Para re­
!olver la ecuaci6n 

X2 + bx + c = O 

que se llama ecuación completa reducida porque a = 1, procuremos 
transformarla en otra equivalente cuyo primer miembro sea un 
producto. Observando que los dos primeros términos del primer 
miembro 

b 
X2 + bx = X2 + 2 x -

2 

se pueden considerar como los dos primeros del desarrollo de 

( 
b)2 b b2 

X + - = X2 + 2 x - + 
2 2 4 

b2 

Sumando y restando al primer miembro de la ecuación, se 
4 

tiene 

o también 

y como un número no altera si se le extrae la raiz cuadrada y se 
lo eleva al cuadrado, resulta 

( b)2 (. /V-)2 x+"2 - 11 4- c =0 

Como el primer miembro es una diferencia de cuadrados, se puede 
descomponer en el producto de la diferencia de las basf's por la suma 
de las mismas, (Arit. II!, n° 34) luego 

(2] 



- 93-

Para que esta igualdad se cumpla debe ser 

b IbZ 

X+-- - -c =0 
2 4 

6 

ecuaciones de primer grado cuyas raíces son 

por lo tanto el valor de Xl anula el primer paréntesis de la ecuaci6n 
[2], y el de X2 al segundo paréntesis) luego Xl y X2 son raíces de esa ecua­
ción y por lo tanto de la dada que le es equivalente. 

Las fórmulas [1] y [2] que conviene saber de memoria, permiten 
resolver cualquier ecuación completa reducida con solo reemplazara 
b y c por los valores particulares que tengan en ella. 

Estas fórmulas se expresan así 
Las raíces de una ecuación reducida son iguales al semicoeficiente 

del segundo término cambiado de signo, más o menos la raíz cuadrada 
de la diferencia entre el cuadrado de dicho semicoeficiente y el tercer 
término. 

EJEMPLO I: Resolver la ecuación X2 + ! x -.2:. = O 
. 3 3 

Xl =- ~ + I ! - (- !) =- ~ + I! + ! =- ~ + I ! 
=-~+! =.!. 

333 

X2=- ~ - I! + ~ =- ~ - ~ =- ~ - : =- : =-1 

EJEMPLO II: Resol ver la ecuaci 6n X2 - x - 3 = O 

1 1 1 
X¡=- + - +3 

2 4 · 
= ~. + 11+ 12 = 2. + ,y 13 = 

2 4 2 4 

= ~ + ~ 13 = 1 + 113 
2 2 2' 

_ 1_#3 _ 1_113 _ 1-113 -- -- -- -- - ----
2 4 2 2 2 

• 
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EJEMPLO III: Resolver la ecuación x2 - 6 x + 25 = O 

Xl = 3 + ~ 9 - 25 = 3 + ~ - 16 = 3 + {16 i = 3 + 4 i 

90. Resolución de la ecuación general. - Para resolver la 
ecuación general 

ax2+bx+c=O 

la transformamos en otra equivalente de la forma reducida, dividiendo 
ambos miembros por a, que es distinto de cero. Luego nos queda 

y 

b e 
x2 + -x + - = O 

a a 

Las raíces de esta ecuación reducida son 

_ -b ¡ -b-2--C -b ¡b2 -4aC 
Xl- - -+ --- - = -- + 

2 a 4 a2 a 2 a 4 a2 

- b ~ b2 - 4 ac - b + -fb2 ~ 4 a--¡; 
= --+ - = ---~---

2a 2 a 2 a 

-b ~2 e - b- ~b2- 4ac X2= --.- ----= 
2 a 4 a2 a 2 a 

y como ella es equivalente a la dada resulta que las raíces de la ecua- . 
ción general de segundo grado son: 

y I - - b- Vb'-4a, I 
X2 - 2 a 

Estas fórmulas que conviene saber de memoria se expresan así: 



-95-

Las raíces de una ecuación general son iguales al coeficiente, b, del se­
gundo término cambiado de signo, mas o menos la raíz cuadrada de la 
diferencia entre el cuadrado, b2, de dicho coeficiente y el cuádruplo, 4 ac, 
del producto de los coeficientes. extremos, todo sobre el doble, 2 a, del 
coeficiente del primer término. 

EJEMPLO 1: Resolver la ecuación 2 x2 + 5 x - 3 = O. 

Xl = 
-5 + 52 -4.2.(-3) 

------~~--------

2.2 

-5+-v49 
4 

-5+7 
4 

-5--V25 +24 
4 

- 5 + -V 25 + 24 
4 

2 

4 
1 

2 

91. Suma de las raíces. - TEOREMA. - La suma de las raíces 
de una ecuación completa de segundo grado, es igual al cociente del coe­
ficiente, b, del término en x con signo contrario por el coeficiente, a, de x2

• 

HIP.) 

TESIS) 

Xl Y X2 Taices de la ax2 + bx + c = O 
-b 

Xl + X2 =---
a 

- b + .y b2 - 4 ac - b - .y b2 - 4 a-¡; 
DEMOST.) Xl + X2 = . + 

2a 2 a 

- b + -V be ~ - b - -{b2 - 4-;c 
2a 

-2b 
Reduciendo los términos semejantes, queda Xl + X2 = 

~ 

y simplificando, resulta: 
-b 

Xl + X2 = ---­
a 

COROLARIO. - La suma de las raíces de una ecuación red~¿cida de 
segundo grado es igual al coeficiente del término en X con signo contrario. 
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En efecto: por el teorema anterior, se tiene 

pero en la ecuación reducida a = 1 luego 

-b 
Xl + X2 = ­

a 

XI + X2 = - b 

92. Producto de las raíces. - TEOREMA. - El producto de las 
raíces de una ecuación completa de segundo grado con una incógnita es 
igual al cociente del término independiente, c, por el coeficiente, a, de x2• 

HIP.) Xl Y X2 raíces de ax2 + bx + c = O 

TESIS) 

- b + -Yb2 - 4 ac - b - {b2 - 4 ac 
DEMOST.) Xl. X2 = ------';0-- X ---~----

2a 2a 

(-b)2_(-vbi-4ac)2 b2-(b2-4ac) 

Suprimiendo paréntesis y reduciendo los términos semejantes da 

b 2 - b 2 + 4 ac 4 ac 
XI.X2= -- --- = --

4a2 4 a2 

Simplificando queda 
C 

XI.X2 = -
a 

COROLARIO. - El producto de las mices de una ecuación reducida 
• de segundo gr:ado es igual a su término independiente. 

En efecto: por el teorema anterior se tiene 

y como en la ecuación reducida a = 1, resulta 

93. Reconstrucción de la ecuación dadas las raíces. - PRO­

BLEMA.-Dadas las raíces de una ecuación de segundo grado con una 
incógnita encontrar dicha ecuación. 

DATOS INCÓGNITAS 

b Y c tales que x2 + bx + e = O 
tenga por raíces a Xl y X2. 
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SOLUCIÓN: Teniendo en cuenta los corolalios anteriores resulta 

Xl + X2 = - b de donde b = - (Xl + X2) 

y como además 

la ecuación buscada es X2 + [- (Xl + X2)] X + Xl,X2 = O 

EJEMPLOS: Si Xl = - ..:.; X2 = ~ la ecuación que tiene esas 
3 2 

raíces es 

o sea 

o bien 

luego 

X
2 +[-(-: + ~)]x+(-: . ~) = O 

X
2 +[-(-46+ 3 )]x+(- ~) = O 

X2 + [-(- ~ )] x- ~ = O 

X 2 + -.!.. X--.!.. = O 
6 3 

que "es la ecuación buscada 

multiplicando por 6 y simplificando nos queda la ecuación general 

6 x2 + X - 2 = O equivalente a la anterior 
y con coeficientes enteros. 

El procedimiento seguido, que es general, nos permite dar la si­
guiente 

REGLA. - La ecuación de segundo grado con una incógnita que tiene 
por raices a dos números dados, es la ecuación reducida cuyo segundo 
término tiene por coeficiente a la suma de las raíces con signo contrario, 
y cuyo término independiente es el producto de las mismas con su pro­
pio signo. 

APLICACIÓN. - Escribir la ecuación que tenga por raíces a 

Xl = 0,5 X2 = -1,5 



-98-

La ecuaci6n buscada es X
2 + X - 0,75 = ° 

puesto que - (Xl + X2) = - [(0,5)+(-1,5)] = - [-1] = 1 

y XI.X2 = 0,5 X -1,5 = - 0,75 

94. Discusión de las raíces. - Teniendo en cuenta que las raíces 
de la ecuaci6n ax2 + bx + c = ° son 

-b+-Vb2-4--;;; -b ...j b2 4;; 
Xl = = - + 

2a 2a 2a 

- b--Vb2 -4ac -b ...j b2 - 4 ac 
y X2 = ---

2a 2a 2a 

Veamos, sin resolver la ecuaClOn, en que caso estas raíces pue­
den ser reales o complejas imaginarias. 

-b 
Como es común para ambas y es real, la naturaleza de las 

2a 
raíces dependerá del segundo término. 

1) Para que Xl y X2 sean reales debe ser ...j b2 - 4 ac un número 
real, para 10 cual es necesario que sea b2 - 4 ac ~ ° luego 

Las raíces de una ecuación de segundo grado son reales cuando, su 
discriminante b2 - 4 ac es positivo o nulo. 

II) Para que Xl y X2 sean complejas imaginarias debe ser 
"'[b2 - 4 ac un número imaginario, para lo cual es necesario que sea 
b2 - 4 ac < O. Luego 

Las raíces de una ecuación de segundo grado con una incógnita son 
complejas imaginarias cuando su discriminante b2 - 4 ac es negativo. 

EJEMPLOS : Averiguar la naturaleza de las raíces de las ecuaciones 
siguientes 

1) 3 x2 - 11 X - 4 = ° 
Como b2 -4ac = 112-4.3.(-4) =121+48 = 169 > O la ecua­

ci6n dada tiene raíces reales. 
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1I) 16 x2 + 8 x + 1 = O 

Como b2 - 4 ac = 82 - 4.16.1 = 64 - 64 = O la ecuaci6n dada 
tiene raíces reales. 

III) x2 - 6 x + 15 = O 

Como b2 - 4 ac = 62 - 4.1.15 = 36- 60 = - 24 < O la ecua­
ción dada tiene raices complejas imaginarias. 

Veamos ahora, sin resolver una ecuaci6n que tenga raíces reales, 
cuando bon ellas del mismo o de distinto signo, y cuales son esos 
signos. 

Como Xl.X2 = ~ (n° 96) y puede suponerse siempre que a > O 
a 

(pues en caso contrario bastaría multiplicar a la ecuaci6n por - 1) 
resulta: 

Signo de ~ = signo de c 
a 

luego si c>O Xl y X2 tienen el mismo signo 

y si c < O Xl Y X2 :o distinto signo de 

acuerdo con la regla de los signos de la multiplicaci6n. 
b 

Por otra parte como Xl + X2 = - - resulta que si c > O el 
a 

signo común para Xl y X2 es contrario al de b y si c < O el signo 
de la raíz de mayor valor absoluto eb contrario al de b en virtud 
de las definiciones de 5uma de números enteros, luego: 

Las raíces de una ecuación de segundo grado tienen el mismo signo 
si el término independiente c es positivo, y son positivas o negativas 
según que el coeficiente b del término en X sea negativo o positivo res­
pectivamente; y tienen distinto signo si c es negativo, y la de mayor 
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absoluto es positiva o negativa según que b sea negativo o positivo res­
pectivamente, 

EJEMPLOS: Averiguar los signos de las raíces de las ecuaciones 
siguien tes: 

1) 3 x2 - 11 X '- 4 = O 

Como c = - 4 < O ; Xl Y X2 tienen signos distintos 

y como b = - 11 la raíz de mayor valor absoluto tiene signo + 
Il) 16 x2 + 8 X + 1 = O 

Como c = + 1 > O Xl Y X2 tienen signos iguales 

y como b = + 8 Xl Y Xz tienen signo -, 

Aplicaciones. - I) Resolver descomponiendo en producto de dos factores las 
siguientes ecuaciones 

X2 - 9 = O Solución: como X2 - 9 = (x + 3) (x - 3) = O debe se 

x+3=0 :1-1 = - 3 o 

9-x2 = O ; 4Z2-8=0; 

x-3 = O 

y2 = 1 ; 

-x2 +3=0; 

X2 = 3 

1 
X2- - = O 

9 

II) Resolver las siguientes ecuaciones incompletas: 

x2 =9; y2=5y¡ 3z2-4=0; 2X2+1=0¡ 3r2 +r=0; 6X2-32 = 

= 2 X2 + 4 ; 7 X2 + 8 = 57 + 3 X2 + 15 ; 3 x2 + 5 x = 2 X2 - 11 x ; 3 X2 + 7 = 

= 1,75x2 +35 ; 7X2-5 = 5x2-13. 

lII) Resolver las ecuaciones completas reducidas aplicando las fórmulas del nO 89 

X2 - 2 x -15 = O x8 +x-1= O XZ + 7 x + 1 = O 

x = x2-1 ; X2 - 5 x -5 = O XZ - 5,5 x + 7,36 = O 

X2 - X + 0,24 = O 
1 

X2 + x +- = 
4 

O x2 -2x+6=0 

x2+2x=63 ; X2 + 6 x = 91 :L"+2x=3=0 



x 
x'-- = 8 . 

3 ' 

X2 - 40 x + 111 = O ; 
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x2-2x+5 = O; 

1 1 
x2--x--= O; 

2 · 2 

x 
x2 +-=50' 

7 ' 

x2-2x+2=0 

3 1 
X2_-X+- =0 

4 8 

x2 +6x-27=0 

X2 - 10 x + 25 = O 

7 1 xlI 
X2_- =14' x2--x= -' 

2 ' 20 10' 
x'--x+- =0 

12 12 

X2 + 2 mx = - m' ; x' - 2 ax = - 6 a + 9 ; x' - (n + 1) x = n 

X2 _ m"nx + mn2x = m3nS ; x' - 4 ax - 10 x = - 40 a 

IV) Re~olver las ecuaciones generales 

2x'+5x-l=0; 

9x'-42x + 38 = O; 

3 X2 - 12,3 x + 7,8 = O ; 
x, 

-- =x-24 . 
100 ' 

7 
x' + -. x + 8 = 10 . 

2 ' 

3 X2 - 17 x = - 10 ; 

6 + 23 x = 18 X2 ; 

2x2 +5x-7 =0; 

4x'-20x+25 =0; 

2x2-3x+1 =0; 

4x2-8x-l = O 

0,09 x'- 0,21 x + 0,1 = O 

0,51 x' + 0,73 x + 0,16 = O 

3 x2-2 x = 65 

622 x = 15 X2 + 6384 

5x' + 17 x = 12 

10 - 37 x = - 30 x' 

6x2 +7x-3=0 

2X2_28 = 26x 

2X2 + x-1 = O. 

x 40 3 - - 3- - X2 + 2 x = 45 - 3 X2 + 4 x ; y' - (a + b) y + ab = O 

(x - 6) (x - 5) + (x - 7) (x - 4) = 2 ; mnx' - (m + n) x + 1 "'" O 

4 - X2 = 4 (2 - X)2 ; Cm + n) x' - 2 m'C + (m - n) = O 

13 x + 26 - (x + 2) {x - 1 - 6 (x - 9) J = O j m:r;2 - (m + n) x + n-O 

Il.UOTECA NACfONAL 
DE MAESTROS 
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(x-5) (x-3) +(:0-5) (8x-5)-(x-7) (x-5) =0; mz2- (m-n) x-n = O 

ax2 - (aZ + 1) x + a = O 

(a - X)2 + Cx - b)2 = (a - b)2 abx' - Ca! + b2) x + ab = O 

ax2-(ab-1)x-b = O 

(a2 - b') X2- (aZ + b2) x + ab = O 

Cm2 - nl) X2 - 2 mz + 1 = O 

V) Quitar denominadores y resolver las ecuaciones siguientes: 

x-1 x-1 x2 +3x-5 1 
--- = 

x 6 x2-3x+5 4 

3 x-2 2x-1 4y 2 1 
=0 +--=-

x-1 x+1 y2-4 y-2 2 

x 3,63 7 4 
=-- =--

2.1; - 1,2 x 3 (x-2) x+3 

x + 11 9 + 4x x 7 = 7-
X X2 x +60 3x-5 

x 13 1 1 1 
---- =0 + 
x-6 2-4x X2 x (x -1) (x -1)1 

VI) Reconstrull: las ecuaciones que tienen por raíces a 

xl=-2 X2= 
3 

4 

~ ... 4i X2 =- 4i; 

1 
Xl = 

3 

Xl =1-2i Xl = 1+2i; 

X2 = a- b 

1 1 
XI= --

a+b 
Xl= - -

a-b 

Xl = 3 +~ X2 = 3 - -V5; Xl = 1 +-V2 - -V3 X2 = 1 -...;2 +-V3 

2 3 
Xl = + 1 x. =-1 Xl =-1 

Xl = 2 Xl =-V2 

:1:1 = -V2 + -V3 X2 = -V2 --V3 ; X, = 1 + -{2 X 2 = 1--v2 

Xl = a X2 = b; Xl = a2 + b2 X2 = - 2 ab ; x, = -V-;;: x. =-V7 
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VII) Hallar, sin resolver la ecuación, la otm raíz de: a) x' + 5 x + 4 = O 

sabiendo que Xl = -1; b) x' - 4 x - 21 = O sabiendo que x, = 7; e) 5 x' + 

+ 15 x-50 = O sabiendo que x, = - 5; d) x' - 3 x + 2 = O sabiendo que 

Xl = 1; e) x' - x - 12 = O sabiendo que Xl = 4. 

VIII) Hallar el número q tal que haga que una de la,s raíces de la ecuación: 

a) x' - 7 x + q = O sea Xl = 3; b) ;¡;' + qx + 6 = O sea x, = 1; e) 3 x' + 24;¡; + 

+ q = O sea XI = - 1; d) ;¡;' - 6 X + q = O sea Xl = X-l; e) x' - qx + 12 = O 

X2 
seaxl=S' 

IX) Hallar dos números tales que: a) su producto sea 8 y su suma 6; b) su 
4 

producto 18 y su suma -15; e) su producto - y su suma 1; d) su producto 1 y 
25 

BU suma 2,5; e) su producto 8 y su suma - 6; f) su producto -15 y su suma 2; 
g) su suma a y su producto 1; h) su suma 1 y su producto a; i) su suma O y 
su producto 9; j) su producto m' y su suma O. 

X) Averiguar la naturaleza y el signo de las raíces de las siguientes ecua­
ciones (sin resolverlas): 

X' + 9 X + 14 = O ;¡;' + 2 x - 15 = O x'- 6x + 9=0 

4 x' - 9 x + 2 = O x'-6.x+ll=O 2 x' + 16 X + 34 = O 

6x'-8 x +6=0; 2 x' - 12 x + 18 = O ; x'+7x+1O =0 

5 x' + 2 x + 1 = O ; 7x'+7x=O; 

X' + x -2 = O ; X' = 8x -16. 
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95. Resolución de problemas numéricos de segundo grado 
con una incógnita. - Ciertas cuestiones o problemas que se pre­
sentan en la práctica, pueden ser resueltos por medio de ecuaciones. 

Cuando el problema a resolver tiene por objeto la determinación 
de un número, que cumpla ciertas condiciones que permitan 
ser expresadas por una igualdad, dicho problema puede resolverse 
mediante una ecuación en la cual la incógnita es el número buscado. 

En este capitulo nos ocuparemos solamente de los problemas que 
conducen a ecuaciones de segundo grado con una incógnita. 

Todo problema consta de tres partes: 

1) El planteo, que consiste en precisar bien qué es lo que se busca, 
en representar al ente buscado por una letra, y en escribir la ecuación 
que traduzca las condiciones que dicho ente debe cumplir. 

II) Resolución de la ecuación obtenida, es decir, cálculo ele sus raices. 

III) Discusión del resultado, es decir, interpretación concreta del 
mismo para ver si tiene sentido. 

Sea por ejemplo resolver el siguiente: 

PROBLEMA. - Encontrar un número tal que su triplo mas la mitad 
de su cuadrado, sea igual al cuádruplo del mismo mas cuatro. 

PLANTEO. - Llamando x al número buscado, resulta que 3 x es 
2 

su triplo, x la mitad de su cuadrado y 4 x su cuádruplo, luego por 
2 

las condiciones del problema tendremos 

X2 
3x+ =4x+4 

2 

RESOLUCIÓN. - Dando a esta ecuación la forma general, se tiene 

o sea 

X2 
+3x-4x-4=O 

2 
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-1+-V1+8 
resolviéndola, da Xl = = 1 + -V9 = 1 + 3 = 4 

2~ 
2 

X2 = 1--V9 = 1-3 =-2 

COMPROBACIÓN. Es Xl = 4 el número buscado puesto que: 

Su tTiplo es = 121 . . 
~y el tnplo + m'dad de su cuadrado = 20 

La mitad de su cuadrado es = 8 j 

su cuádruplo es = 16 Y el cuádruplo + 4 = 20 

Es también X2 = - 2 una solución del problema puesto que 

3 (- 2) + (- 2)2 = 4 (- 2) + 4 
2 

96. Aplicaciones a la resolución de problemas de índole co­
mercial. - PROBliEMA 1. - Una persona posee dos documentos de 
6030 $ cada uno, que vencerán a los 30 días. Si los descuenta a la mis­
ma tasa a tmo con descuento comercial y al otro con descuento racional, 
obtiene U '/w diferencia de 0,15 $. ¿Cu'll es la tasa aplicada? 

DATOS. 

NI = N 2 = 6030 $ son los valores nominales de los documentos. 
n"! = n" 2 = 30 dias son las fechas de los vencimientos de los 

documentos. . 

Do - Dr = 0,15 $ es la diferencia de los descuentos comercial y ra­
cional de NI menos N 2 • 

INCÓGNITA. - l' % = x % es la tasa común de los descuentos. 

SOLUCIÓN. - Recordando que las fórmulas del descuento comercial 
y del racional son 

N. n" T 
Do = ---

36000 

N.n".r 
D =----~ 

r 36000 + r~" 
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y que la diferencia de los mismos es 0,15 $, se tiene 

6030.30. :r 

36000 

6030.30.3.; 
-----=0,15 
36000 + 30x 

Simplificando ambas fmcciones, se tiene 

2013.: 

40 

6030 X 
----- = 0,15 
1200 + x 

Sacando denominadores, resulta 

201 x (1200 + 3.') - 6030 x . 40 = 0,15 . 40 (1200 + x) 

241200 x + 201 X2 - 241200 x - 7200 - 6 x = O 

201 X2 - 6 x - 7200 = O 

Xl = 
6 + --J 36 + 4 . 201 .7200 

2.201 
6 + --J 5788836 

402 

6 + 2406 = 2412 = 6 Y X2 = 6 - 2406 = _ 5 55 
402 402 402 67 

Luego la tasa de los descuentos era del 6 %, pues la otra solución 
no tiene sentido, desde que una tasa no puede ser negativa. 

PROBLEMA n. - Una persona tiene 20000 $ en títulos hipotecarios. 
Al fin del 'p7'imer año retim el monto y lo invie:rte en otros títulos que 
le dan una tasa superior en 1 % a la primera, obteniendo 1149,50 $ 
al final del segttndo año. ¿Cudl es la tasa p7'imitiva? 

SOLL:CIÓN. - Llamando r a la ta a buscada, al final del primer 
año obtiene un m.onto de 

20000. r 
---+20000 

100 
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y c.om.o la nueva tasa e::; (1' + 1) %, al final del egundo año tiene 

( 
20000'1' + 20000) l' + 1 = 1149,50. 

100 100. 

Simplificand.o, sacando den.ominad.ores y pasand.o t.od.os l.os tér­
min.os al primer miem br.o, da: 

1"2 + 1011" - 57375 = O 

que. e.'i una ecuación cuya raíz pmútiva 1'[ = 4 1/2 % es la tasa bu cada. 

PROBLEMA III: - Vendiendo Wt objeto en $ 22,75 se pierde un tanto 
por ciento igual al costo. ¿ Cuánto costó? 

PLA~TEO. - Llamand.o x al costo buscad.o, se tiene: 

.r 100 

x - 22,75 x 

siendo Xl = 65 Y X2 = 35 lu.s raíces de la ecuación ele segundo grado 
que resulta al quitar 10R denominad.ores y efectuar las .operaciones, 
que expresadas en $ dan lo::; co tos que puede tener el objeto. 

PROBLEMA IV. - Un hacendado compró un lote ele carneros por 
672 $. Si cada animal le hL¿biera costado 4 $ menos hubiera podido 
C01n1Jrar tres ani'males más. ¿ Cuántos ha comprarlo, y a qué precio? 

PLANTEO. - Llamando x $ al costo buscado resulta que con 
672 672 

672 $ se compran -- carneros, y a (:r - 4) $ se compran -4 
x x-

luego, de acuerelo a laR condiciones del pr.oblema, se tiene: 

672 672 
-------3 

x x- 4 

La raíz p.ositiva :r1 = 32 de la ecuación que resulta al quitar 
den.ominadores y efectuar .operaci.ones da el cost.o de cada carnero 
y el cociente 672 : 32 = 21, el númer.o ele los mismos. 
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97. Aplicaciones a la Física. - PROBLEMA. - Calcular al cabo 
de cuanto tiempo t una bala de cañón lanzada en el vacio, vertical-

m 
mente hacia arriba con una velocidad inicial de Vo alcanzará una 

DA'ros 

Velocidad inicial = VD 

altura = h 

Aceleración de la gravedad = g 

seg 

INCOGNITA 

Tiempo t = x 

PLANTEO. - La Física enseña que el movimiento de un cuerpo 
lanzado, en el vacio, verticalmente hacia arriba es uniformemente re­
tardado y que la ley de los espacios en ese movimiento es 

[1] 
1 

h = Vo t-- g t2 

2 

siendo h el espacio, Vo la velocidad inicial, t el tiempo, y g la acele­
ración de la gravedad. 

RESOLUCION. - Dando a la [1J la forma general de ecuación de 

segundo grado, se tiene : ~ gt2 - vot + h = O 
2 

multo por 2 da gt2 - 2 vot + 2 h = O 

1 
2 Vo + fuo2 -4.g.2 h 2 Vo + ~-4 (vo2 - 2 gh) 

uego tI = - --- = -
2 g 2 g 

Vo + ~ vo2 - 2gh 
simplificando queda ti = 

g 

y 
vo - ..¡ vo2 - 2 gh 

t2 = 
g 

DISCUSION. - Para que el problema tenga interpretación Física 
es necesario que las raíces ti y t2 sean reales, ' lo que exige que 

vo2 

vo2 
- 2 gh ~ O para lo cual debe ser vo2 ~ 2 gh, es decir, 2 g- ~ h. 
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Esta condición está de acueTdo con la Física pues la altura máxima 
que puede alcanzar un móvil lanzado verticalmente. hacia arriba con 

velocidad inicial Vo es _~o~. 
Las raíces t¡ y t2 pueden interpretarse físicamente así 

Primer caso: vo2 > 2 gh por lo tanto --J vo2 - 2 gh- = tE es real. 

luego para ti se tiene ti = 

y para 

Va + t, 
g 

t. 
g 

Vo +~ 
g g 

Como estos valores son números reales se interpretan diciendo que 
la bala alcanza la altura h al cabo de t2 segundos sigue hasta la altura 

máxima (que alcanza en el tiempo ~c) después de lo cual cae para 

pasar nuevamente por la altura h al cabo de tl segundos después de 
la salida del cañón. 

Segundo caso: Vo = 2 gh por lo tanto -Vvo2 - "2 gh = O 

luego t l = t2 = Vo es decir la bala ha sido lanzada con la velocidad 
g 

necesaria para alcanzar la altura máxima. 

Aplicaciones I. - ¿ Cuál es el número cuyo cuadrado más su triplo es igual 
a 40 ? R: Xl = 5 Y Xz = - 8. 

IT. - ¿ Cuál es el número tal que la mitad de su cuadrado es igual al duplo 
del mismo más 6? R.: Xl = - 2 Y X2 = 6. 

lIT. - ¿, Cuáles son los dos números naturales consecutivos cuyo producto es 
812 r R.: 28 y 29. 

IV. - Hallar el valor positivo de x tal que haga que el producto de X - 3 
por x + 3 sea igual a 12 veces su diferencia. R: X = 9. 

1 
Y. - ¿Cuál es el número que sumado ti. su recíproco de 2 -? 

6 
3 2 

R: Xl = 2" y x. = "3 
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\'1. - Hallar tres números consecutivo~ tale", que la suma de sus cuadrados 
~ea igual a 434. R.: Xl = 11; .1:2 = - 13. 

VII. - Encontrar dos números cuya diferencia e~ 7 
de sus cubos es 1267 

abiendo que la diferencia 
R.: ±4; ± 11. 

VIII. - Calcular el tanto por ciento a que fué colocada la suma de 2000 $ sa­
biendo que al cabo del primer año se capitalizaron los intereses y se le agre­
garon 900 $ y que al finaliz ar el segundo año se obtuvieron 3150 $. R.: 5 %. 

IX. - Un número de dos cifras es tal que la suma de las mismas es 10, y si 
al producto de esas oifras se le suma 40 se obtiene el número que resulta de 
invertir las cifras en el dado, ¿ cuál es el número dado? R.: x = 46. 

X. - Un comerciante vendió mercaderías por 22,75 :s y pel'dió un tanto por 
ciento igual al co to de las mismas. ¿Cuál era éste'? R.: 65 $ y 35 $. 

XI. - Un comerciante vendió mercaderias por 50,69 $ Y ganó un t¡tnto pOI' ciento 
igual al costo de la misma. lo Cuál era éste"! R.: 37 ~. 

XII. - Un comerciante compró una bordtl1e~a de vino por 45 $. Bebió 3 litros 
y vendió el resto a 1,50 $ por encima del precio de costo y obtuvo en la venta 
una ganancia del 33 1/3 %. ¿ Cuántos litros contenía la bordalesa '1 R.: 18 1. 

XIII. - Una persona colocó 5000 $ en caja de ahorros a un cierto tanto por 
ciento de interés. Al finalizar el primer año retu'ó 75 $ y dejó el resto al mismo 
interés. Al cabo de otro año el monto era de 5278,50 .. ¿ A qué tanto por ("jento 
colocó el dinero? R.: 3 1/2 %. 

XIV. - DOti hombres fueron ocupado para hacer cierto trabajo. El primero 
recibió 48 $, Y el segundo, que trabajó 6 días mCllos, recibió 27 $. Si el segundo 
hubiese trabajado todo el tiempo y el primero 6 días menos, hubicsen recibido 
la misma suma. ¿Cuántos días trabajó cada uno, y cuánto recibió por tlía ? 

XV. - Hallar la base y la altura de un rectángulo sabiendo que su diagonal es 
de 50 m. y que la base es 10 m. más larga que la altura. 

R.: b = 40 m y h = 30 m. 

XVI. - Hallar las longitudes de las aristas de dos cubos sabiendo que ellas 
difieren de 2 cm. y sus volúmenes de 98 em3 ? R .: 3 cm. y 5 m. 

XVII. - Calcular la base y la altura de un triángulo sabiendo que la primera 
es 4 m. mayQr que la segunda y que la superficie del triángulo es de 16 01 2• 

R.: b = 4 m y h = 8 m. 
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XVIII. - Calcular las longitudes de las bases de un trapecio sabiendo que 
su superficie es de 45 m 2

, que una de las bases es el doble de la altura y 
61 I 20 

la otra es 17 m. más larga que la altura. R.: b = . y b = -
3 3 

XL~. - Con una hoja de cart6n de forma cuadrada se quiere construir una caja 
sin tapa, para lo cual se sacan de cada ángulo de dicha hoja un cuadrado de 
2,5 cm. de lado. Calcular la longitud del lado de la hoja sabiendo que la caja 
construída tiene un volumen de 90 cms. R.: x = 11 cm. 

XX. - Si a un sector circular de radio r se lo hace girar alrededor de la bisectriz 
de su ángulo central, después de un giro completo engendra una superficie c6-
nica seguida de un casquete esférico. Calcular el radio de la base de este úl­
timo sabiendo que la superficie lateral del cono es igual a la superficie del 

4 
casquete. R.: x = - r. 

5 

L'U. - Dos m6viles parten simultáneamente del vértice de un ángulo recto y 
recorren los lados del ángulo con movimiento uniforme, uno con una velocidad 
de 1,5 m/seg. y el otro con velocidad de 2,5 m/seg. Se desea saber al cabo de 
cuanto tiempo se hallarán separados por una distancia de 500 m. 

R.: t 
11 
17 seg. 



CAPITULO YI 

ECUACIONES QUE SE REDUCEN A LAS DE SEGUNDO GRADO 

PROORA~.\. - EClIacioll/ s triI10/llia." ell particu/a)' bic!Lal/radas. Ecuaciolles t'e-

6["'(}('08 de tcr('ero y C!lar/o [/)'(11/0 'lur se reducen a las lit ~(rlll¡¡do por fac­

to/'( o o ¡¡¡ediante l/l/a illcó!luita (/I/.riliar. Ejercicio,. 

98. Ecuaciones trinomias. - DEFINICIÓN. - Se llaman ecua­
ciones trino'mias a aquellaR que constan de tres términos, uno inde­
pendiente y 10R otros dos contienen a la incógnita elevada aUlla 
potencia que tienC' en uno de elloR el exponente doble del de la otra. 

EJE:\lPLOS: 

1 
1'6- 2 .1'3 + 0,5 = O 

~ .r' + 0,5 .1" + 1 = O 

son ecuaciones trinomias. 
En {.;('ne1'a1: a1·2n + bxn + c = O es una ecuación trinomia, Riendo 

a, b y c número reale distintos de cero. 

99. Ecuaciones bicuadradas. - Las ecuaciones trinomiaR de 
cuarto grado R(' llaman ecuaciones biclladradas. 

LuC'go Ron ('cuaeiones bicuadradaR, las del siguiente tipo: 

[1] ax4 + bX2 + e = O siendo a, b, y e números reales 

distintos de cero. 
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Las raíces de estas ecuaciones pueden hallarse empleando las fór­
mulas de resolución de las de segundo grado, pues si se tiene en cuenta 
que X4 = (X2)2 y que x2 = (X2)1 resulta que la [1] puede escribirse así 

es decir como una ecuación de segundo grado, si se considera a x2 

como incógnita. Resolviendo esta ecuación, se tiene: 

2 - b + ...J b2 - 4 ac r Xl' = • /=--b+ ...Jb2 - 4 ac [2] 
Xl = de I 11 2a 

2a 

donde extrayendo las raíces cua-l V - b + ~ I b2 _ -= 

d d d b · ti X " v 4 ac [3] ra as e am os rruem., se ene 1 =- 2 a 

-b-...J b2- 4 ac fX2' = • /=~b2 - ~ [4] 
X22 = - - de 11 2 a 

2a 

donde exti'ayendo las raíces cua-l ¡ _ b _ ...J b2 
dradas de ambos miem., se tiene x/'=- 2 a - 4 ac [5] 

Las fórmulas [2], [3], [4] Y [5], que conviene saber de memoria, 
permiten 1'esolver cualquier ecuación bicuadrada, con solo reemplazar 
a, b y e por los valores parlicula1'es que tengan en ella. 

EJEMPLO 1. - Resolver la ecuación x4 - 10 x2 + 9 = O. 

Teniendo en cuenta las fórmulas [2], [3], [4] y [5] resulta 

X' = • / 10 + ..¡ 102 
- 4.1. 9 = • /10 + -{l~O - 36 = 

1 'V 2.1 ' 'V 
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, _ ¡ 10- '164 
X2 -

2 

Xs" =-1 

EJEMPLO n . - Resolver la ecuación 6 X4 -11 x2 - 3,1'; = O 

X' = V 11 + 1j 1 J2 + 4. 6 . 35 
1 12 V 11 +- V 121 + 840 _ 

12 -

= J/ 42 = 1/ 7 
12 V 2 

X¡" = - V ~ 
-V U-3l - -~ V - ~ 12 

XI" = - IT i 
De manera análoga se pueden resolver las ecuaciones trinomias 

de grado superior al . cuarto. 

. Aplicaciones o 1 - Resolver las ecuaciones 

(x 2 + 7 x + 8) (x2 
- 4) = O ; (x 2 - 5 x + 6) (x - 4) = O 

x· - 6 x, + 8 = O ; x,- 21 X2 = 100 

16 x' - 32 X2 + 15 = O ; 10 x, - 21 = X2 ; x' - 74 X2 = - 1225 

X2 4 7 
-+-=5- 0 

9 X2 9' 

a 
(y2_ 4)2 = 25 

a 

x' - 5 X2 + 4 = O ; 9 x, - 32 X2 - 16 = O ; 2z'-llz2 + 12 = O 

(x! - 3 x + 1)2 + x' - 3 x = 1 ; (x' - 1)' - 4 (x2 - 1) + 3 = O 

y4-5y' +4 = O ; (Z2 + 5 Z)2 + 10 (Z2 + 5 z) + 24 = O (*) 

(x+ ~y-4=0; 
(*) Tómese como incógnita a Z2 + 6 z. 
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100. Ecuaciones recíprocas de tercer grado. - DEFINICIÓN.­
Se llaman ecuaciones recíprocas de tercer grado a las ecuaciones com­
pletas de ese grado que ordenadas tienen los coeficientes de los tér­
minos equidistantes de los extremos, iguales o simétricos. Luego 
son de este tipo 

EJEMPLOS. -

a x3 + b X2 + b x + a = O 

ax3 + bx2 -bx-a = O 

2 x3 + 7 X2 + 7 x + 2 = O; 

[1] 

[2] 

1 7 7 1 
_x3 __ x2 + - x- - = O' 0,6x3 + 5,4x2 + 5,4x + 0,6= O 
3 11 11 3 ' 

RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DEL TIPO [1]. - Sea la ecuación 

2 x3 + 7 X2 + 7 x + 2 = O. 

Esta ecuación admite la raíz Xl = - 1, pues 

2 (- l)a + 7 (- 1)2 + 7 (- 1) + 2 = - 2 + 7 - 7 + 2 = O 

Por lo tanto el primer miembro de la ecuación dada 

es divisible por (x + 1), pues el resto de esa división, que se obtiene 
reemplazando en el dividendo a X por 1 cambiado de signo, es cero. 

Efectuando la división de acuerdo con la regla de Ruffini, resulta: 

(2 xa + 7 X2 + 7 x + 2) : (x + 1) = 2 X2 + 5 x + 2 

luego 2 x3 + 7 X2 + 7 x + 2 = (2 X2 + 5 x + 2) (x + 1) 

y la ecuación dada puede escribirse así: 

(2 X2 + 5 x + 2) (x + 1) = O 

Como el producto de dos factores es igual a cero si lo es uno 
de los f'1ctores, resulta que la ecuación anterior se satisface si 

2 X2 + 5 x + 2 = O, 
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o sea para las raíces X2 Y X8 de esta ecuación. es decir 

-5+-V52_4.2.2 
2.2 

-5 + -V9 
4 

X3 = -5-3 = -2. 
4 

Luego las raíces de 2 x3 + 7 x2 + 7 x + 2 = O son: Xl = - 1 
1 

X2 = - - y X3 = - 2. 
2 

RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES DEL TIPO [2]. - Sea la ecuación 
x3 + 3 X2 - 3 x - 1 = O. 

Esta ecuación admite la raíz 

Xl = 1, pues (1)3 + 3 (1)2 - 3 (1) -1 = 1 + 3 - 3 - 1 = O 

por lo tanto el primer miembro de la ecuación dada es divisible 
por (x -1), y como 

(X3 + 3 x2 -3x-1):(x-1) = X2 + 4x + 1 por teor. Ruffini; 

es x3 +3x2-3x-1 = (x2+4x+1) (x-1), 

y la ecuación dada puede escribirse así: 

(x2 + 4 X + 1) (x - 1) = O, 

de donde resultan las dos nuevas raíces X2 y Xa, que anulan al primer 
factor, es decir 

x2=-2+-v4-1 =-2+-V3 y X8 = - 2--V3, 

que junto con Xl = 1 son las tres raíces de la ecuación dada. 

101. Ecuaciones recíprocas de cuarto grado. - DEFINICIO­
NES. - Se llaman eculciones recíprocas de cuarto grado a las ecua­
ciones completas de este grado que ordenadas tienen los coeficiente2 
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de los términos equidistantes de los extremos iguales o simétricos. 
Luego las ecuaciones recíprocas de cuarto grado tienen las formas 
siguientes: 

ax4 + bx3 + cx2 + bx + a = O 

-bx-a = O 

[1] 

[2] 

en esta última falta el término en x2, pues el único número igual 
a su simétrico es o. 

RESOLUCIÓN DE LAS ECUACIONES· REcíPROCAS DE CUARTO GRADO 

DEL TIPO [1]. - Sea la ecuaci6n 

6 x4 + 5 x3 - 38 X2 + 5 x + 6 = O 

Dividiendo por X2 se tiene: 

5 6 
6 X2 + 5 x - 38 + - + ~ = O 

X X2 

Agrupando los términos equidistantes de los extremos y sacando 
factor común en cada grupo resulta: 

Haciendo 
1 

x + - = y [2] resulta (¡; + ~ y = y! 

u sea 

x 

X2 + 2 + ~ = y2 de donde 
X2 

Reemplazando [2] Y [3] en [1], se tiene: 

o bien 

6 (y2 - 2) + 5y - 38 = O . 
6 y2 - 12 + 5 Y - 38 = O 

6 y2 + 5 y-50 = O 

[1] 

[3] 
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que es una ecuación de segundo grado en y. Resolviendo da: 

Yl = 
- 5 + ...¡ 25 + 1200 

12 

-5-35 
Y2 =----

12 

- 5 + 35 30 , 5 
12 = 12 = 2' 

40 10 
--=--

12 3 

Reemplazando Yl e Y2 en [2} se tiene: 

1 5 5 
x + - = - .'. X2 + 1 = -, x .'. 

5 
X2- - X + 1 = O 

x 2 2 2 
[4J 

1 10 10 10 
x + - = - - ,'. X2 + 1 = - - x .'. X2 + - X + 1 = O [5J 

x 3 3 3 

De la [4J resultan: 

De la [5] resultan: 

X3 = - 1~ + 1130
6
0 

_ 1 = _ ~O + : = _ ~ = _ ! ; 
10 8 

x. =---- =-3 
6 6 

Segundo caso. - Sea la ecuación 

x4 + 3 X S - 3 x - 1 = O 

Esta ecuación admite la raíz 

Xl = 1, pues 14 + 3 . ¡s - 3 . 1 - 1 = 1 + 3 - 3 - 1 = O, 

por lo tanto la ecuación puede escribirse 

x' + 3 x3 - 3 x - 1 = (x3 + 4 X2 + 4 x + 1) (x - 1) = O 



- 119-

por el teorema de Ruffini, de donde resulta que las raf.ces de esa 
ecuación son las que anulan al primer factor del segundo miembro, 
o sea las de la ecuación reciproca 

Esta ecuación admite la raiz 

xz = -1, 
pues 

(-1)3 + 4 (-1)2 + 4 (-1) + 1 = -1 + 4 - 4 + 1 = O 

luego puede escribirse así: 

x3 + 4 X2 + 4 x + 1 = (x2 + 3 x + 1) (x + 1) = O por teor. Ruffini 

y por lo tanto las otras dos raíces de la ecuación dada son las que 
anulan al primer paréntesis del segundo miembro, o sea 

y 

-3 --{5 
X4= ---

2 

Luego las raices de :);4 + 3 x3 - 3 X2 - 1 = O son 

Xl = 1 
-3 +-{5 

X3 = -
2 

Aplicaciones. - Resol/Je1' las ecuaciones siguientes: 

fJ x3 - 13 X2 + 13 x - 3 = O ; x3 - x' + x - 1 = O 

-3- {"5 
2 

1/8 x3 - 7/11 x3 + 1/11 x -1/3 = O ; 0,6 x3 + 5,4 x' + 5,4 x + 0,6 = O 

.t'l-7/2x' + 7/2x-1 = O ; 

In n x3 + (m n - ?n' - n') x' + (m n - 1n2 - n2) x + m n = O 

f! x' + 5 x3 - 5 x + 2 = O ; 2 x' + x3 - 6 X2. + X + 2 = O 

Xl -10 :l03 + 26;¡;' -10 x + 1 = O; 4 x4 -17 x3 + 17;¡; - 4 = o. 



CAPITULO VII 

FUNCIONES ALGEBRAICAS MAS USUALES DE UNA VARIABLE 

PROGRAMA. - 1'rinomio de segundo gra¡do: Defil1'ici6n. Desoomposici6n del tri­

nomio ele segundo grado en factores de prime?' grado. Aplicaoiones a la sim.· 

plifioaci6n de fracciones. lle1!resentaeión [¡¡-áfica del trinom.io ele s"gundo 
g¡·ado. Rp8o[1lci6n gráfica de 'una ec'uaci6n de sC{lunc7o grac70 y de una ecua' 

ci6n de graelo superiol' al segwlclo, ]}u:ferelltemcllte ne la fonna ax"'+bx+c=O, 
por aprox'i?naciones stwcs'ivos, Reconocimiento r7e las Olffl'va.s más uSllales: Oír­

oonferenoio, elipse, hi1!é¡'b07a y parábola, por d tipo de 8!J. eCl/ación. Verifica­
ci6n mec7iante la ?'epresentacipn gráfica, Resoluci6n analítica y gráfica (le Wt 

sistema (7e ecuaciones constitl!Ído por una de segundo g/'dc7o y otra de lJrim.ero. 
Resolución gráfica r7e1 sistema formado por las 81tCaciones de la ci?'ucnferenci(/o 

e hipé'l'bola cqu,i7ákra. E,jercicios. 

103. Trinomio de segundo grado. - DEFINICIÓN. - Recorde­
mos (Arit. III n° 93) que se dice que una variable y es función de 
otra variable x, llamada argumento, cuando a cada valor de la segunda 
x corresponden uno o varios valores de la primera y, y que se repre­
senta simbólicamente así: 

EJEMP¡;O: 

y = f ex) siendo f ex) un polinomio en x, 

y = 3 x5 + 4 x4 - x3 + 8. 

104. Descomposición del trinomio de 2° grado. - Nos ocupa­
remos de las funciones llamadas trinomios de segundo grado, que son 
aquellas en que el polinomio en que figura la variable independiente 
es un trinomio de segundo grado, es decir de la función 

y = ax2 + bx + c 

EJEMPLOS: y 3 X2 + 8 x - 6 y = X2 - x-lo 
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Sacando a como factor común del trinomio anterior, se tiene 

(
be) y = a X2 + ;: ;¡; + -;; 

Recordando (Arit. IJI n° 32) que todo trinomio de segundo grado 
de la forma X2 + px + q es igual al producto de dos factores binomios 
de la forma x + m y x + n, siendo m y n números tales que su suma 
sea igual a p y su producto igual a q, tendríamos 

siendo 

y=a[(x+m)(x+n)] 

b 
m+n=­

a 
y m.n = 

c 
a 

Por otra parte, teniendo en cuenta que para 

y = O es ax2 + bx + c = O 

una ecuación de segundo grado, cuyas raices Xl y X2 cumplen las 
condiciones 

b 
l\+X2=-­

a 
y 

C 
Xl·X2 =­

a 

resulta que en la descomposición del trinomio en producto, podremos 
reemplazar a m por - Xl, Y a n por - X2, con 10 que nos queda 

y = a [(x - Xl) (x - X2)] siendo Xl y X2 las raíces de 

la ecuación que resulta para el valor y = O. 
El procedimiento seguido que es general nos permite enunciar la 

siguiente 

REGLA. - Toda función de la fm'ma y = ax2 + bx + c p1¿ede des­
componerse en el producto de tres factores de los cuales uno es el coefi­
ciente a del término en x2, y los otros dos son las diferenáas entre la 
variable x y las raíces de la ewación de segundo grado que resulta cuando 
la función y vale cero. 
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EJEMPLO. - Descomponer en factores la función 

y = 3 x2 + 3 X - 18 

Como para y = O es 3 X2 + 3 x - 18 = O 

Xl = 
-3 + -V 9 + 216 

6 
-3 +-{225 

6 

- 3 - 15 - 18 _ ___ 3 
X2 = -

6 6 

-3 + 15 = 2 
6 

resulta y = 3 (x- 2) [x - (- 3)1 = 3 (x- 2) (x + 3) 

105. Aplicaci6n a la simplificaci6n de fracciones. - Sea la 

f . 6 4 X2 - 17 x - 15 d d . d . 
raCCl n 8 X2 + 38 X + 6 cuyo numera Ol" y enonnna or son tn-

nonúos de segundo grado. Descomponiéndolos en factores de primer 
grado, de acuerdo con la regla anterior, se tiene: 

4 x2 -17 x-15 

8 X2 + 38 x + 24 

y simplificando por 4 y por 

4 ex - 5) (x + { ) 

8 Cx + 4) (x + !) 
(x + !) 

4 x2 -17 x -15 

8 X2 + 38 x + 24 

x-5 
2 (x + 4) 

El procedimiento segtúdo en este ejemplo es general y s610 se utiliza 
cuando la descomposici6n de un trinollÚo en producto no es fácil de 
hacer mentalmente, como se ha visto en el curso anterior (Arit. y 
Alg., 3e !, curso, n° 32). 

106. Representaci6n gráfica del trinomio de segundo grado. 
- EJEMPLO l. - Representar gráficamente la función 

y = 2 X2 - 4 x - 6. 
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Dando valores a x y hallando los correspondientes a y se obtiene 
el siguiente cuadro de valores 

x 2 

y 

que nos permitió dibujar la gráfica que sigue, donde se ha tomado 
para las abscisas una unidad doble que para las ordenadas. 
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EJEMPLO Il. - Representar grdficamente la función 

Dando valores a x y hallaIlJo los correspondientes de y se 
obtiene el siguiente cuadro de valores 

1 

5 
2 

2 

4 

3 

9 
2 

4 

4 

5 

5 
2 

6 I 7 [-11- 2 

o 1- 7 -~1 -8 
2 2 , 

que nos permite dibujar la gráfica que sigue: 

~jH-i++HHfitl f-H+H _ ~ 

± 4-t~ 
el f-i;j-

,:,\, 
~liH+M IHH+~,HI ~~ 

in ++-/+,~_/~ 

,2,: ~í 

lt' fj. 



- 125-

EJEMPLO lII. - Representar gráficamente la función 

Dando valores a x y hallando los correspondientes de y se ob­
t iene el siguiente cuadro de valores 

1 

11 

4 

2 I 3 1 4 I 5 I 6 :-11- 21- 3 1- 4 

2 ! -11-1: : - 6 I ~1 ~ 2 I ! 1- 1 

que nos permite dibujar la gráfica que sigue 
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EJEMPLO IV. - Representar' gráficamente la funóón y = x2, 

Dando valores a x y hallando los correspondientes de y, se ob­
tiene el siguiente cuaclTo de valores 

1 

1 

2 

4 

3 1-1 1-2 \-3 
9 I 1 I 4 I 9 

que nos permite dibujar la gráfica que sigue 
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Los ejemplos tratados que comprenden todos los tipos de funcio­
nes racionales enteras de segundo grado, no muestran que la gráfica 
de dicha función es una curva característica. Dicha curva se llama 
parábola de segundo grado. 

107. Resolución gráfica de una ecuación de segundo grado. 
- Consideremos la ecuación reducida de segundo grado 

:Í;2 + bx + c = o 
que puede escribirse también así x 2 = - bx - c 

[1] 
[2] 

Considerando aisladamente a cada miembro como una función de 

variable independiente x, se tiene el sistema ~ y = X2 b 
lY=-x-c 

[3] 
[4] 

cuyas raíces son soluciones de la ecuación [2] porque para esos va­
lores se tiene X2 igual a - bx - e, y por lo tanto "on también raí­
ces de la ecuación dada [1]. 

Tratemos de hallar gráficamente esas raíces. 
Procediendo én forma análoga a la empleada para resolver un sis­

tema de ecuaciones de primer grado (Arit. III, n° 100), representemos 
sobre un mismo par de ejes cartesianos las funciones [3] y [4] obtenidas. 

Observando que la gráfica de la primera función es una parábola 
(pág. 126) Y que la de la segunda es una recta (Arit. IlI, n° 98), las 
abscisas de los puntos de intersección de ambas gráficas (si se cor­
tan) serán las raíces de la ecuación dada pues para cada uno de tales 
puntos los valores de y son iguales. 

Como el razonamiento seguido es general, podemos enunciar la 
siguiente 

REGLA. - Para resolver gráficamente una ecuación de segundo grado 

con una incógnita X2 + bx + c = O. 
1°) Se construye sobre un par de ejes coordenados cartesianos la pará­

bola y = X2 

2°) Se constn¿ye sobre los mismos ejes la recta y = - bx - c 

3°) Si la recta corta a la parábola las abscisas de los puntos de inter­
sección nos dan los valores Xl y X2 de las raíces de la ecuación 

X2 + bx + c = O dada. 
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APLICACIONES. - Resolver grdficamente la ecuación x2 - x - 2 = O. 

Representando gráficamente y sobre los mismos ejes las funciones 

e 

vemos que la recta obtenida corta a la parábola en los puntos (-111) 
y (214) luego las raíces de la ecuación dada son Xl = 2 Y X2 = - 1. 

OBSERVACION 1.- Como todas las ecuaciones reducidas tienen por 
primer término a x2, resulta que una vez representada la parábola 
y = x2, puede resolverse con ella cualquier ecuación reducida con 
solo representar la recta y = - bx - e, como se vé a continuaci6n. 
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EJEMPLO. - Resolver gráficament,e Zas siguientes eC1¿aciones 

[1] 

[2] 

[3] 

X2 + 3 x = O 

x2-4x + 4 = O 

X2- 4 x + 12 = O 

Dibujando la parábola 

y luego la recta y = - 3 x como ésta corta a la primera en los puntos 
(010) (- 319) resulta que las raíces de la [1] son Xl = O Y X2 =- 3. 
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Como la recta y = 4 x - 4 es tangente a la parábola en el 
punto (214) y puede demostrarse que una ecuación de segundo grado 
tiene siempre dos raíces reales o dos raíces imaginarias, se interpreta 
este caso de tangencia diciendo que laS' raíces son iguales, es decir, 
que Xl = X2 = 2. 

POI' último como la recta y = 4 x - 12 no corta a la parábola, se 
interpreta este caso diciendo que las raíces de la ecuación dada son 
complejas imaginarias. Puede, en efecto, comprobarse (resolviendo la 
ecuación) que las raíces son: Xl = 2 + i...[8 Y X2 = 2-i-{S. 

OBSERVACION n. - Para resolver la cuación general ax2+bx+c=O 
basta dividir a ambos miembros de la ecuación por a, pues entonces 
se tiene una ecuación reducida y se puede proceder como en el ca­
so anterior. 

108. Resolución gráfica de una ecuación de grado superior 
al segundo de la forma axm + bx + c = O. - Procediendo en for­
análoga a la indicada para la resolución gráfica de la ecuación de 
segundo grado, tendríamos que las raíces de la ecuación 

axm + bx + c = O 

son las del sistema 
( y = axm 

1. y = - bx- c 

o sea las abscisa::; de los puntos de intersección de la gráfica de 
y = axm , que se llama parábola de grado ?n, con la recta y = - bf - c 
si se cortan. 

Apliquemos ese procedimiento a la resolución de los ejemplos 
siguientes: 

EJEMPLO 1. - Resolver gráficamente la ecuación x3 - 7 x + 6 = O. 

Para representar gráficamente sobre los mismos ejes las funciones 

e y=7.'C-6 

formamos los ~iguientes cuadros de valores, 
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x 1 O 1 2 3 4 1- 1 \- 2 - 3 -4 
para y = X3 

O 1 8 27 64 - 1 /- 8 I - 27 -64 Y 

para y = 7 .l' - 6 

y tomamos una unidad para la,.; ordenadas 10 vece menor que para 
las abscisas, como se ve en la figura . 
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La. abscisas ele lo ' puntoH en que He' ve claramente, en este 
caso, que la recta corta a la parábola cúbica, son lno; raíces 
Xl = - 3; X2 = 1 Y ~'3 = 2, <le la ccuación dada. 

EJEMPLO n. - Resolver la ecuación 0,5.r3 - 2 .1' + 1 = O. 

Para l'eprc 'ental' gráficamentf\ Robre los lmsmoR eje las fun­
ciones 

y = 0,5 :t.s 

y=2:¡; - 1 

formamos 10R "iguiente~ cuadroH <le valoreR y tomamos una unidad 
para lao; ordenada:,; 10 veCCH menor que para laR abscisas, como se 
ve en la figura. 
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Y = 0,5 :t~ 

x I ° 1 2 3 4 - 1 -2 - :3 -4 

y 
1\ ° 10,5 I 4 13,5 32 1- 0,5 -4 ]3,5 -32 

:r ° 4 
para y = 2 .r - 1 

Y -1 7 

Las abscisas de lo~ punto ' en que la recta corta a la parábola 
cúbica parecen ser :1:1 = - 2,25 ; X2 = 0,6 Y .ra = 1,7 que pueden 
tomarse como valores aproximados de la~ raíceH de la ('cuación, 
pues se ve en el cuadro siguiente que para eHOR valore' de .r las 
ordenadas de la parábola cúbica y de la recta difieren poco. 

- 2,25 0,6 1,7 

- 5,6958 0,108 2,4565 

2 :1.' - 1 -5,5 0,2 

Si se desea mayor aproxim.ación ell.'ayaríamo,; ot ro:'> valore:" próxi­
mos a los encontrados, por ejemplo, 1,71, 1,69, 1,68 Y 1,67 para 
la tercera raíz, y se obtienen 10H re~llltaclo:" que se indican ('n el 
cuadro que sigue: 

.r 1,71 1,69 1,68 1,67 

2,3708 2,3232 

2.1' - 1 2,36 2,34 

lo que nos lleva a tomar como valor máH aproximado de la terc('ra 
raiz el xa' = 1,675. Análogam('nt(' por tanteo:; ~llc('~ivOH obt('noría­
mos estos otroH valore::; más aproximados para la primera y segunda 
raíz Xl' = 2,215 Y 1'2' = 0,54. 
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Aplicaciones. - 1. - Descomponer en factores los trinomios siguientes: . 
a) y = X2 - X - 2; ll) Y = X2 - 100 x + 2400; e) y = 2 X2 + 7 x - 4; 

d) y = 3 X2 + 2 ax + a' + b' ; e) y = 10 ax - b - 5x2 ; f) y = X2 + 5 x + 6. 

n. - Simplificar las tracciones siguientes: 

3 (x + 1) 

x2-1 

x2-6x+9 

x2 -x-12 

2 x3 -6 x' - 8 x 

2x'+5x-12 

x2 -x -20 

5 X2 + 24x-5 

IIl. - Representar gráficamente y utilizando los mismos ejes las funciones 

siguientes: a) y = X2 + X + 2; y = x' + 2 x - 5; Y = 4 X2 - 3 x + 1 ; 

b) Y = X2; y = x' + 2 x; y = x' + 2 x - 5; 2 x + 3 Y - 6 = O. 

IV. - Representar gráficamente la ley del movimiento de caída de los cuerpos 
en el vacío, sabiendo que dicha ley está expresada por la fórmula e = 1/2 gt" 
siendo e el espacio medido en metros, t el tiempo medido en segundos y g la 
aceleración de la gravedad. (Tómese g = 9,80 m/seg2). 

V. - Encontrar graficamente el valor máximo o mínimo que adquieren las 

.iguientes funciones: (1) y = X2 + 2 x; b) Y = X2 + 5 x + 6 ; 

1 1 
e) y = - 2 x' + 3 x; d) y = - 4 X2 + 3; e) y = - X2 + 2 x - ~ . 

VI. - Resolver gráficamente la..., siguientrs ecuaciones: 

¡;2 + 5 x + 6 = O ; 

X2 + 2 x = O 

4x'+4x-3=0 

x2 -6x+8=0 

X2 - 4 = O-

2 x' + x - 1.5 = O 

X2_ 2 x + 1 = O 

3x2 +5x-6=0 

2 X2 + 7 = O 

Xi - 19 x + 30 = O; 4 x3 - 3 x + 1 = O; x3 + X - 4 = O; x5 - 5 x + 1 = O. 



RECONOCIMIENTO DE LAS CURVAS MAS USUALES 

109. Reconocimiento de una elípse. Su verificación gráfica. 
- Representemos gráficamente una ecuación del tipo 

5 
Tomando para m el valor 6 y para n el 2 tendriamOfi la ecua-

ción 

o sea 36 X2 + 25 y2 = 225 
4 

Formemos una tabla de valores tomando a :1.' como argumento y 
hallando los valores correspondientes de y. 

Luego tendríamos 

x O I ± 1 ¡ ± 2 I ±2,sl ± 3 SI X crece 

y ± 6 ±5,5 :i:3,6 O 
. . 
lmag. y es ¡mago 

El doble signo de los núm(']'os que figuran en el cuadro significa 
que para cada valor de x corresponden dos de y, iguales en valor 
absoluto y de signos contrarios, y recíprocamente para cada valor 
de y corresponden dos de X. Así, por ejemplo, de los valores corres­
pondientes de la segunda casilla se sacan los siguientes cuatro pun­
tos (115,5); (11-5,5); (-115,5) (-11-5,5). 

Por otra parte puede también observarse que para todo valor de 
x mayor que 2,5 o menor que - 2,5 los correspondientes de y son nú­
meros imaginarios, razón por la cual esos pares de valores no nos 
dan punto ele la gráfica, por lo que no figuran en el cuadro. 
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Teniendo en cuenta la tabla de valores obtenida se construye la 
gráfica de la figura donde pueden comprobarse mas claramente las 
observaciones hechas. 

Así por ejemplo, el hecho de que dicha gráfica sea simétlica res­
pecto de los dos ejes, es conscuencia de que para cada valor de x 
corresponden dos de y iguales en valor absoluto y de signos contrarios 
y recíprocamente, y el hecho de que la curva no se extienda fuera 
de ciertos líIJÚtes Cx = ± 2,5 e y = ± 6) comprueba la segunda 
observación. 

y 

o x 

Como los valores tomados para m y n eran cualesquiera puede 
afirmarse que las gráficas de las ecuaciones del tipo m2x2 + n2y2 = m2n2 

tendrán las mismas características que la que se acaba de dibujar 
y es por eso que se les da a esas curvas un nombre común que es el 
de elipse. 
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110. Reconocimiento de una circunferencia. Su verificación 
gráfica. - Representemos gráficamente tilla ecuación del tipo 
X2 + y2 = r 2. Puede considerarse a esta ecuación como un caso 
particular de las del tipo anterior, pues si en éstatl se tiene' In = n = r 

resulta 

luego dividiendo ambos miembros por r 2 y simplificando da 

Tomando para r el valor 6 tendríamos la ecuación 

Formemos una tabla de valores tomando a x como argumento y 
hallando los valOl"es correspondientes de y . Luego tendríamos 

±2 ±3 [ ±4 I ±5 [ ±6 ±7 1 x crece 

±;66 , ±5,2
'
±4,47 ±3,32 ¡ O \mag.!yeSimág. 

Trazando la gráfica de la función dada puede notarse a simple 
vista que parece ser una circunferencia cuyo centro es el origen 
de los ejes y cuyo radio vale 6. 

Puede probarse que efectivamente la gráfica de la función 
X2 + y2 = 36 es una cir0unferencia. En efecto: como para cualquier 
punto M de coordenadas x y y se verifica que el cuadrado de su abscisa 
mas el cuadrado de su ordenada dá el cuadrado de la distancia del 
punto al origen, en virtud del Teorema de Pitágoras, y ésta siempre 
debe valer 36, resulta que los puntos cuyas coordenadas satisfacen 
a la ecuación dada equidistan de dicho orígen luego pertenecen a 
la circunferencia de centro O y radio r = -{36 = 6, y recíproca· 
mente. 
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En general las gráficas de las ecuaciones del tipo X2 + y2 = r 2 son 
las circunferencias de centro O y radio r, siendo por lo tanto inne­
cesario formar cuadros de valores para representarlas. 

111. Reconocimiento de una hipérbola. Su verificación 
gráfica. -: Representemos gráficamente una ecuación del tipo 
m2 

X2 - 11
2 

y2 = m2 n 2
• Tomando para rn el valOT 6 y para n el de 

~ tendríamos la ecuación: 

o sea 25 
36 X2 - -_ y2 = 225 

4 
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Formemos una tabla de valores tomando a x como argumento y 
hallando los valores correspondientes de y. Luego tendremos 

xii ° : ± 1 ± 2 ±2,5 ±3 ±4 ±5 ± 6 ,si x crece 

±3,98 ... ¡ ±7,50 ... 1 ±lO,39 ... ±13,09 y crece 

El doble signo de los números que figuran en el cuadio significa 
que para cada valor de x corresponden dos de y, iguales en valor 
absoluto y de rsiguo contrario, y recíprocamente para cada valor de 
y conespondcn dos de x. 

, ,-
: Y 

1.,. 1:: 

lKi 
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Por otra pal'te puede observarse que para todo valor de x compren­
dido entre - 2,5 Y 2,5 los correspondientes de y son números imagi­
narios, razón por la cual esos pares de yalores no dan puntos ele la 
gráfica, por lo que no se han calculado esos valores de y. 

Teniendo en cuenta los pares de valores reales de esa tabla se cons­
truye la gráfica de la figura adjunta en la cual se comprueban las ob­
servaciones que se acaban de hacer. 

Así el hecho de que dicha gráfica sea simétrica respecto de los dos 
ejes es consecuencia de.que a cada valor de x corresponden dos de y 
iguales en valor absoluto y de signos contrarios y recíprocamente; y 
el hecho de que no existan puntos de la gráfica en el intervalo compren­
dido entre los puntos (+ 2,510) y (- 2,510) es consecuencia . ele lo 
segundo. 

Como los valores tomados para m y n eran cualesquiera, puede 
afhmarse que las gráficas de las ecuaciones del tipo m2x2 - n2y2 = m2n2 

tendrán las mismas características que la que se acaba de dibujar 
y es por eso que se les dá a esas curvas Ull nombre común que es el 
de hipérbola. 

112. Reconocimiento de la parábola por el tipo de su ecua­
ción - Habíam08 dicho anteriormente (no 106) que las Ilráficas 
de la. ecuacione;:; del tipo !J = ax~ + b.r + e tales COll1.0 las 

1 ] 
Y = 2 X2 - - 4 x - 6 Ij = - - X2 + 3 ;t' 11 = - - .('2 + 3 ; 

. 2 4 

Y = x2, eran parábolas de se(]undo (]Taclo. 
Procediendo en forma análoga a la indicada en el mencionado 

párrafo puede comprobarse que las gráfica;:; de la ecuaCÍone" del 
tipo y2 = 2 px son parábolas simétrical'i con re."pecto al eje de las 
equis y cuyo vértice es el origen de los ejes, como "e ve en el ejemplo 
que damos a continuación al representar gráficátllfmte la ecuación 
y2 = 4 x. 

x o 

y o 

1 

4 

±1 
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113. Representación gráfica de las ecuaciones del tipo xy = k. 

T . d . 7 k I - emen o en cu"nta qlH.' S1 xU = ¡{ es U = n'sll ta que esta 
.1' 

última función ya ha "ido ]' opr 'se ntada en el curso anterior. Así., 

por ejemplo, pam k = 2, so tiC'!1{' y = 2 quP nos l)('rmite calcu­
.r 

lar el cuadro de valores que . igu c 

1 

2 

2 1 I ~ ~I!'" 3 2 5 
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Observando el cuadro de valores Re ve que para cada, valor 
positivo o negativo de x cOTresponde un solo valor positivo o nega­
ti vo, respectivamente, de y; que para el valor O de ;¡; no existe va­
lor correspondiente de y; y que a medida que x crece en valor ab­
soluto y decrece. 

Teniendo en cuenta los pares de valores ele esa tabla se constmye 
la gráfica adjunta en la cual se compl'ueban las observaciones que se 
acaban de hacer. 

Asi el hecho de que dicha gráfica esté en el primero y en tercer 
cuadran~e es consecuencia de que a cada valor de x corresponde 
uno solo de y del mismo signo y recíprocamente; y el hecho de que 
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no tenga ningún punto sobre el eje de las y es consecuencia de lo 
segundo, y por último el que la curva se acerque a los ejes sin llegar a 
cortarlos es consecuencia de la tercera obseryación. 

Como el valor tomado para k era cualquiera, puede afil marse 
que las gráficas de las ecuaciones del tipo xy = k tendrán las mismas 
caracteristicas que la que se acaba de dibujar, y es por eso que se les 
dá a esas curvas un nombre común que es el de hipérbola .~guilátera. 

RESOLUCION ANALITICA y GRAFlCA DE UN SISTEMA DE ECUACIONES 

CONSTITUIDO POR UNA DE 20 GRADO Y OTRA DE PRIMERO 

114. Resolución analítica y gráfica de los sistemas del tipo. 

( m2x2 + n2y2 = m2n2 

L ax + by = e 

5 
Supongamos para fijar ideas que m = 6, n = "2' a = 18, b = - 10 

Y e = 0, con lo que resulta el sistema 

{ 

36 X2 + 2: y2 = 225 [1] 

18 x-lO Y = ° [2] que trataremos de resolver 

aplicando uno de los métodos estudiados en tercer año, el de sustitu­
ción, por ejemplo (Arit. IlI, n° 67). 

1") Suponiendo conocido el valor de x en la ecuación [2] y resol­
viéndola con respecto a y, se tiene 

-18 l' 9 
-10 y = -18 x luego y = -- - = - x [3] 

- 10 5 

2 0
) Sustituyendo en [1] este valor de y, resulta 

36 X2 + 

36 X2 + 

25 81.2 _ 22'-
4: . 25 x - i) 

81 
X2 = 225 

J. 
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Trasponiendo términos y reduciendo .los semejantes da 

225 X2 - 225 = O que es una ecuación de segundo 
4 

grado con una incógnita 
30) Resolviéndola, se tiene 

/ 

225 , / 225 .-± 
Xl = + I 2~5 = 11 225 

.y¡ = 2 Y X2 = - 2 

4°) Sustituyend;:¡ los valores de Xl y X2 en [3], resulta 

9 18 
YI = -;-.2 = ~ = 3,6 

v tl 

9 -18 
Y2 = "5 (- 2) = 5 = - 3,6. 

Yeamos si el par de valores Xl = 2; YI = 3,6 yel par X2 = - 2; 
Yz = - 3,6 son raíces del sistema. 

Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene 

1 a ecuación 36 (2)2 + ~5 . ( ~8 r = 225 la ecuación [1] se satisface 

2& ecuación 18 (2) - 10 .~ =0 la ecuación [2] se satisface 
5 

luego el par Xl = 2 Y YI = 3,6 es raíz del sistema dado. 
En la misma forma puede comprobarse que también lo es el par 

X2 = -2, e Y2 = -3,6. 
Tratemos ahora de ver si el método gráfico para la resolución de 

sistemas de ecuaciones lineales (Arit. III n° 100), es también apli­
cable a la resolución del sistema prop.uesto. 

Representando sobre un mismo par de ejes cartesianos a las 

ecuaciones dadas utilizando para la primera 36 x2 + 25 y2 = 225 el 
- 4, 

cuadro de valores de la página 135 y para la 18 x-lO Y = O el 
cuadro 

x 11 O 4 

Y ~ O 7,2 
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se observa que las gráficas de dichas ecuaciones se cortan en los 
puntos A (213,6) Y B (- 21- 3,6). El par de valores Xl = 2 
Yl = 3,6, y el par X2 = - 2; Y2 = - 3,6 son raíces del sistema dadó. 

En efecto: por pertenecer el punto A a la elipse que es la gráfica 

de la ecuación 36 X2 + 25 y2 = 225, sus coordenadas satisfacen a la 
4 

ecuación considerada. Pero A pertenece también a la recta, que es 
la gráfica de la ecuación 18 x-lO Y = 0, luego sus coordenadas 
satisfacen a dicha ecuación. El mismo razonamiento puede hacer­
se con las coordenadas del punto B. 

La observación de este ejemplo que es general, nos permite enun­
ciar la siguiente 

REGLA. - Para resolver gráficamente un sistema de segundo gmdo 
con dos incógnitas. 

1°) Se construyen, sobre un mismo par de ejes coordenados cartesianos, 
las gráficas de las ecuaciones dadas. 
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20
) Se hallan las coordenadas de los puntos de intersección, que son 
las raíces del sistema. 

OBSERVACION. - Si la curva que representa a la ecuación de se­
gundo grado y la recta que representa a la de primero son tangen­
tes, se dice que las dos raíces del sistema se confunden en una, y si 
la recta es exterior a la curva que el sistema no tiene raíces reales. 

{ 
9",' + 4y' =36 

EJEROIOIO. - Resolver é.nalitica y gráficamente el sistema 
,ia: +3y= O 

115. Resolución analítica y gráfica de los sistemas de la forma 

{ 
m2x2 - n2y2 = m2n2 

ax+ by =c 

5 
Supongamos para fijar ideas que m = 6, 12 = 2' a = O, b = 3 

Y e = 9, con lo que resulta el sistema 

{ 

36 X2- ~5 y2 = 225 [1] 

O x + 3 Y = 9 [2] 

Para resolverlo usaremos el método dé sustitución, luego 

10) Despejando el valor de y en la ecuación [2] da y = 3 [3] 

2 ' ) Sustituyendo en [1] se tiene 

luego 

25 36 X2 _ _ ,_ ,32 =; 225 
4 

36 X2 - ~ • 32 - 225 = O 
4 

Multiplicando por 4 y dividiendo por 32 se tiene 

16,x2 - 25 - 100 '= O 

o sea 16 x2 -125 = O ecuación de segundo grado. 
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Resol viéndola se tiene 

• / 125 + -'1/ 125 N 11,18 (/) 2,791';. 
Xl = + 'V 16 = 4 4 v 

X2 =- -'1/ 125 >a-2,795 
4 

Como la ecuación y = 3 solo se satisface para el valor 3 resultan 

Yl = Y2 = 3 

Veamos si el par de valores Xl = -'1/ ~25 , YI = 3 Y el par 

-{T25 . 
Xi = - y Y2 = 3 son raíces del sistema. 

4 
Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene 

18 ecuación 36(-'I/- ~25 y_ 2: .32 = 225 la eco [1] se satisface 

-{l25 
O . + 3 . 3 9 la eco [2] se satisface 

4 
2- ecuación 

luego el par 
{T25 

Xl = 4 Y 'Y2 = 3 es raíz del sistema dado. En 

la misma forma puede comprobarse que también lo ~s el par 
-'1/ 125 

x, = - Y Y2 = 3. 
4 

Aplicando la regla para la resolución gráfica, dada en el párrafo an-

terior, y utilizando para representar la ecuación 36 x2 - ~ y2 = 225 
4 

el cuadro de valores de la página 139, y teniendo en cuenta, que 
siendo O x + 3 Y = 9 para cualquier valor de X, y vale 3, resulta que 
su gráfica es la paralela al eje de las x trazadas a la distancia 3. Co­
mo esta recta corta a la hipérbola en los puntos B (2,813) y 
A (- 2,79.513) resulta que las raíces del sistema son xl=2,8 Yl=3; 
X2 = -2,795 Y2 = 3. 

{

X' - y' = 25 
EJEROIOIo. - Resolver a"alitica y gráficamente el ~istem .. 

2z-3y=6 
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116. Resolución analítica y gráfica de los sistemas de la forma 

~l X2 + y2 = r
2 

ax + by = e 

Supongamos para fijar ideas que sea 
e = O con lo que resulta el sistema 

r X2 + y2 = 36 

""L 3x+4y=O 

r = 6, a = 3, b = 4 Y 

[1) 

[2) 

que trataremos de resolver aplicando otro de los métodos estudiados 
en Tercer Año, el de igualación (Arit. III n° 68). 
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1°) Suponiendo conocido el valor de x en ambas ecuaciones y 
despejando el valor de y, se tiene 

De la [lJ [3] 

De la [2] 
3 

y =--x 
4 

[4] 

2°) Igualando los segundos miembros de [3J y [4J, resulta 

± ..,¡ 36 - ~2 = - ~- :r que es una ecuación irracional. 
4 

3°) Elevando amhos miembros al cuadrado, se tiene 

o sea 

luego 

de donde 

9 
_ X2 + x2-36 = 
16 

·25 
- x2-36 = 
16 

./36.16 = 6.4 =~=48 
11 25 5 S ' 

-- • /36.16 - -48 
X2- 11 25 - , 

4°) Sustituyendo estos valores de x en' la ecuación [4], se tiene 

3 3 
YI = --.4,8 = -3,6; Y2 = --. (-4,8) = 3,6 

4 4 

5°) Veamos si el par de valores Xl = 4,8, Yl = - 3,6 y el par 
Xi = - 48, Y2 = 3,6 son raíces del sistema 
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Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene 

¡a ecuación (4,8)2 + (- 3,6)2, = 36 la ecuación [1] se satisface 
2a ecuación 3.4,8 + 4.(-3,6) = O la ecuación [2] se satisface 

luego el par Xl = 4,8 Y Yl = - 3,6 es raíz del sistema dado. En 
la misma forma puede comprobarse que también lo es el par X2= - 4,8 
Y Y2 = 3,6. 

Aplicaremos la regla dada para resolver gráficamente un sistema, 
teniendo en cuenta que la gráfica de la primera ecuación es la circun­
ferencia de centro en el orígen de los ejes y radio r = 6, y que la de 
la segunda es una recta que puede representarse con los valores del 
siguiente cuadro 

x 
1I 

o 7 

y 
1I 

O 1 5,25 

y 

" ;..1
6 

?.l(.~ 
6 -

.4 

'\ -x~ 
2 .1-", ,- ,o 

X' O x 
-6 -4 2 4 6 7 

2 

-4 

y 
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Como esta recta corta a la circunferencia en dos puntos 
A (4,81- 3,6) Y B (- 4,813,6) resulta que las raíces del sistema son 

Xl = 4,8 Yl = -3,6 y X2 = -4,8 Yz = 3,6 

_ { "" + 1/'= 25 
EJ~ROIOJO. - Resolver a.nalítica y gráficamente el sistema. 

, 2", =-10 

117. Resolución analítica y gráfica de los sistemas de la forma 

~ . y = ax2 + bx + e 
l mx + ny = p 

Supongamos para fijar ideas que sea a = - 2. b = 4, c = 6 
m = 2, n = - 1, P = - 2, con lo que resulta el sistema 

{
y = - 2 X2 + 4 X + 6 
2x-y=-2 

que resolveremos por el método de igualación. 

1°) Despejancj.o el valor de y en la [2], se tiene 

y=2x+2 

2°) Igualando los segundos miembros de [1} y [3], dá 

- 2 X2 + 4 X + 6 = 2 X + 2. 

[1] 
[2] 

[3] 

o sea - 2 X2 + 2 X + 4 = O ecuación de segundo grado. 

3°) Resolviéndola resulta 

- 2 + ...¡-;r+ 32 -2 + .{:){) -2+6 4 
XI = -4 -4 

= -- =-1 
-2.2 -4 

- 2- vr:r+ 32 -2-6 -8 
X2 = -- - - = 2 

-2.2 -4 -4 

4°) Sustituyendo estos valores en la ecuación [3], se tiene 

Yl == 2. (- 1) + 2 = - 2 + 2 = O; Y2 = 2.2 + 2 = 6 

5°) Verificación. - Para el par de valores Xl = - 1, y¡ = O Se tiene 

1" ecuaGÍón 
2a ecuación 

o = - 2. (-1)2 + 4 (-1) + 6 la ecuac. [1) se satisf. 
2. (- 1) - O = - 2 la ecuac. [2} se satisf. 
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luego el par Xl = - 1 Yl = O es raíz del sistema dado. En la misma. 
forma puede comprobarse que también lo es el par X2 = 2, Y2 = 6. 

Apliquemos la regla para la resolución gráfica utilizando para re­
presentar la parábola y = - 2 x2 + 4 x + 6 el cuadro de valores 

y para la recta 2 x - y = - 2 el 

O 1-1 
1 

2 I O 

y tomando para las abcisas una unidad doble que para las- ordenadas 
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Como esta recta corta a la parábola en los puntos B (- 110) Y 
A (216) resulta que las raíces del sistema son Xl = - 1; YI = O Y 
X2 = 2 Y Y2 = 6. 

{ 
",-2-!y' 

EJEIlCIOJO. - Resolver anaUt.-ica y gráficamente el sistema -
g",+·y=6 

118. Resolución gráfica del sistema formado por las ecua­
ciones de la circunferencia e hipérbola equilátera. 

Tratemos de resolver un sistema del tipo: 

~ X2 + y2 = r2 

l xy = k 

Supongamos para fijar ideas que sea r = {5 y k = 2, con lo 
que resulta el sistema 

{ 

X2 + y2 = 5 
xy = 2 

[1] 
[2] 
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Para aplicar la regla de la resolución gráfica tengamos en cuenta 
que la gráfica de la ecuación X2 + y2 = 5 es una circunferencia cuyo 
centro es el orígen de los ejes y cuyo radio es r = -{5 que se ,obtiene 
como medida de la hipotenusa de un triángulo rectángulo de catetos 
2 y 1 como indica la figma, y que la gráfica de la ecuación xy = 2 es 
la del ejemplo del n° 113. 

Comu esta última corta a la circunferencia en los puntos A (211), 
A' (- 21- 1), B (112) Y B' (- 11- 2), resulta que sus coordepa­
das son las raíces del sistema dado. 

. { x2 + 7/' = 9 
EJERCIClO. - Resolver analítica y gráficamente el sistema 

X1l = 3 

Aplicaciones. r. - Inaicm', sin l'epl'esental'las previamente, qué iJU.rvas repre­
sentan las ecuaciones: 

:1;' Xl! 1 1 
a) - + - = 1 . b) x' + y2 - 25 = O . e) x' - y' = 1 . d) - x = - . .4 9' , '.4 y , 

e) .4:1;' + 4- y' = 16 ; f) 2 y2 = 6 x ; g) X2 = y - 2 x + 6 ; h) x + y - 6 = O. 

n. - Resolver analítica y gráficamente los sistemas siguientes: 

{ 
X2 + y2 = 2.9 {x' + y' = 130 {x y = - 28 {x2 - y2 = 25 

a) x + y = _ 3; b) x _ y = _ 8 ; e) x _ y = 11 ; d) y2 - x -12 =0 

{
X2+ y2 =25 {XY=9 {Y'=9X {X2+ Y'=16 

e) x2 - y2 = 16; f) 2 x + 3 Y = 4-; g) 2 x + y = 6; h) xy = 4 



CAPITULO VIII 

ANALISIS COMBINATORIO 

l-'lWGRAMA, - Def'i1tici6n, For'mación y númeTo de aneglos que se obtienen C01l 
m elementos tomauos de n en n, siendo n 11'tenor que m: Fórmula cOl'respon­
diente, NúmeTO de al'reglos en el caso que n = m, P81'mutac'iones de n ele­
mentas: Definiciones, Fórmula correspondiente: Formas 'Usuales para ex­
pl'esal' el nÚlnel'o de pel'lnutaciones ae n elelnentos, C011'tbinaoiones: Defi­
nwi6n, F'ol'mación y númel'o de c01nbinaoiones que se obt'ienen con m ele­

'mentas tomados de n en n, siendo n qnenOi' que m: F6r'In'Ula oorl'espon­
diente, Combinaciones oomplementarias, Ejen;icios, - Produeto de factores 
binomiales que tienen wn término oomún, Fórmula oorrespondiente, Binomio 

de N ewton: Deüucción de la f6l'1nula para. el desarrollo del mismo, DesarTollo 
del binomio difeTencia, Pl'opiedades de los coeficientes, Aplicac>iones: CasO 
en que los tér1n inos de" bin01nio sean cualesquiera y caso en que uno de ellos 
sea la unida,'i, Término general del desarroUo del bino11'tio, Aplicación del de­

,~arTollo del binomio para obteneT el nÚlneTo «e», Gene'raligación de la ley del 
uesa1'rollo del bin01nio para exponente negativo y fraccionario, en los casos 

n. 
posibles, (postularla), Aplicaciones a los binomios de tipo (l+i)" y (l+i) n 
PTobabil'idaaes: P)'obabilir7ad simple: casos favorables y casos posibles; 
frecue11citt, Definiciones, Consiilel'aclo-nes y aplicaciones sencillas a problemas 
conocidos de pl-ovcibilidacl s'itnple y probabilidail complMnentaria o contraria, 
Probabilidad total y p¡'obabiUda!1 compuesta, Ejercicios y p1'oblemas_ 

118, Arreg,los. - DEFINICIÓN, - Se llaman arreglos de m objetos, 
tomados de n en n, a todos los grupos ordenados de n objetos ca­
da uno, tomados entre los m dados, de modo que dos grupos eua' 
lesquiera difieran almenos en un objeto, o bien en el orden en que 
ef'ltán agrupados, 

Los arreglos de los objetos tomados de 1 en 1 se llaman de primer 
orden; los de dos en dos, de segundo orden, los de 3 en 3 de tercer 
orden, etc, 
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EJEMPLO. - Considerando las tres letras A, B, C, tendríamos 
que los arreglos de segundo orden de las mismas son los seis si­
guientes: 

AB, AC, BA, BC, CA y CB. 

119. Formación y número de los arreglos. - FORMACIÓN.­

Designemos los m objetos con m letras distintas. De acuerdo con la 
definición resulta que los arreglos de pTimeT oTden de cuatro objetos, 
por ejemplo, designados por las letras A, B, C, D son: 

~4 _____ 

A, B,C, D, 

o sea hay 4 arreglos de primer orden. 
Los arreglos de segundo orden se obtienen agrupando cada uno de 

los cuatro objetos con cada uno de los 4 - 1 = 3 objetos restantes, 
con 10 que se obtiene: 

,,---- 4 -----" 

1 
AB BA CA DA 

4-1=3

1 
AC BC CB DB 

AD BD CD DC 

o sea hay 4 X 3 arreglos de segundo orden. 
Los arreglos de terce1' orden se obtienen agrupando cada uno 

de los 4 X 3 arreglos de segundo orden, con cada uno de 1m; 
4 - 2 = 2 objetos que no figm'an en él, con lo que se obtienen: 

----- 4X3 - , 

~¡ ABC ACB ADB BAC BCA BDA CAB CBA CDA DAB DBA DCA 

I ABD ACD ADC BAD BCD BDC CAD CBD CDB DACDBC DCB ... 
o sea hay 4 X 3 X 2 arreglos de tercer orden. 

Por último los arreglos de cuarto orden resultan agregando a cada 
uno de los de tercer orden cada uno de los 4 - 3 = 1 objetos que 
o figuran en él, o sea: 

,---__ m 4X3X2 _ , 

4-3 = 1 {ABCD, ABDC,ACBD, ACDB,_ .. DBCA, DCAB, DCBA 

luego hay 4 X 3 X 2 X 1 arreglos de cuarto orden. 
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Si hubiéramos considerado más de cuatro objetos hubiésemos 
podido formar arreglos de quinto, sexto... orden. 

NOTACIÓN. - .:/i,,.,n significa número de arreglos de m objetos to­
mados de n en n o sea de orden n. 

Del ejemplo anterior resultan: 

~,l = 4 ; ..%,2 = 4 X 3 ; ~,3 = 4 X 3 X 2 
~,4 = 4 X 3 X 2 X 1. 

En general, dados m objetos 
r---- m----., 

A, B, C, ... L, M 

cada uno de ellos constituye un arreglo de primer . orden, luego 
hay m, o sea 

Los arreglos de segundo orden se obtienen agrupando cada uno de 
los m objetos con los m - 1 objetos restantes, es decir 

,..-----.. - m - ... -----, 

AB BA CA ... LA MA 
AC BC CB ... LB MB 

m-l 

AL BL CL ... LK MK 
AM BM CM ... LM ML 

luego .;;f,,.,2 = 'In (m - ~). 

Así siguiendo formaríamos los arreglos de orden h, agregando a 
continuación de cada uno de los arreglos de orden (h - 1.J cada uno 
de los m - (h - 1) = m - h + 1 objetos que no figuran en él, 
por lo tanto cada arreglo de orden (h - 1) da lugar m - h + 1 
arreglos de orden h. 

Los arreglos asi obtenidos son distintos y son todos los que se pue­
den formar con los objetos dados. 

La formación de arreglos se facilita observando que si los objetos 
se representan por letras y se las ordena según el orden alfabético, 
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esas letras figmaran en cada grupo en ese mismo orden, como en 
las l)alabras de un diccionario. 

NÚMERO. - Observando que el número de arreglos que pueden 
hacerse con objetos tomados de 2 en 2, de 3 en 3 y de 4 en 4 res­
pectivamente) está dado por un producto de 2, 3 Ó 4 factores, con­
secutivos decrecientes, el primero de 10R cuales es 4, y que esto 
también se cumple para m objetos tomados de 2 en 2, de 3 en 3, etc., 
resulta que: 

El número de arreglos de m objetos tomados de h en h es igual al 
producto de h factores consecutivos decrecientes, el primero de los 
cuales es m. 

En símbolos: 1$,,,,,, = m' (m-l) (m - 2) ... ("n-h+ 1) 1 
EJEMPLO: 

úf6,4 = 6 . 5 . 4 . 3 = 360 

..Jftn,s = 10 . 9 . 8 . 7 . 6 = 30240 

úfófl,2 = 50 . 49 = 2450 

120. Permutaciones. - DEFINICIÓN. - Se llaman permutacio­
nes de m objetos a los arreglos de orden m de esos mismos objetos. 

OBSERVACIÓN. - Como en las permutaciones de m objetos inter­
vienen todos ellos, dos permutaciones sólo pueden diferir en el orden 
en que están agrupados. 

EJEMPLO. - Las permutaciones de las letras A, B, C son 

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA. 

121. Fórmula. - Desig,nando con .9;,. al número de permuta­
ciones de m objetos tendríamos: 

Por ejemplo: 
~ = ~,5 = 5 . 4 . 3 . 2 . 1 

9i = .;;fa,a = 3 . 2 . 1 



- 159-

Luego.9m se obtiene multiplicando los In primeros números natu­
rales consecutivos decrecientes, el primero de los cuales es m, y 
por lo tanto el último es 1, o sea 

I D'm = In Cm - 1) Cm - 2) ... 3 . 2 . 1 I 
122. Formas usuales para expresar el número de permuta­

ciones. - El producto de los m primeros números naturales dis­
tintos de cero se llama factnrial de m, y se lo representa por m! o por 
1m, luef o la fórmula que da el número de permutaciones de m objetos 
se puede escribir así: 

1.9m=m! 1m = 1 X 2 X 3 ... (m-1) m I 
EJEMPLOS: 

91 = 5! = 5 X 4 X 3 X 2 X 1 = 120 9'3 = 3! = 3. 2.1 = 6 

9J¡ = 8! = 8.7 . 6 . 5 . 4 . 3 ,2. 1 = 40320 

123. Combinaciones. DEFIXlcION-Re llaman combinaciones de 
m objetos, tomados de 11 en n, a todos los grupos de n objptos toma­
dos entre los m dados, de moclo que dos grnpos cualesqui~ra difie­
ran en un objeto por lo menos. 

OBSERVACIÓN. - En las combinaciones s610 se tiene en cuenta los 
objetos que intervienen en ellas y no el orden en que están agrupado3 
en las mismas. 

124. Formación de las combinaciones. - Consideremos, por 
ejemplo, cuatro objetos clesignémolos con las letras A, B, e y D eu 
el orden en que la' escribimO!';. Cada una ele esas letras con. tituyell 
las combinaciones de primer ordan ele los mismos. 

Las combinaciones de segundo m"den se pueden obtener agregando 
a la derecha de cada una de las de primer orden, cada uno de los 
objetos que la siguen, cQn lo que resnltan las 

AB, A~ AD, BC, BD, CD 
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Las combinaciones de tercer orden se obtienen agregando a la 
derecha de cada una de las de segundo orden cada uno de los objetos 
dados que siguen al último de los que figUTan en ella, así se obtienen: 

ABC,ABD, ACD, BCD 

NOTACIÓN. - 6'mrn significa nÍ¿mero de co'mbinaciones de m obje­
tos tomados' de n en n, o sea de orden n. Del ejemplo anterior resultan 

8,1 = 4 8,~ = 6 8,a = 4. 

125, Número de combinaciones. - FÓRMuLA. - Si considera­
mos las combinaciones de tercer orden, por ejemplo, de las letras 
A, B, C y D, Y escribimos debajo de cada una de ellas todas las 
permutaciones que pueden hacerse con sus elementos, obtenemos 
todos los arreglos de tercer orden ele esas mismas letras. 

, o,., 
r ABC 

ABD ACD BCD 

ACB ADB ADC BDC 

I BAC 
¿1->a 

BAD CAD CBD l BCA 
BDA CDA CDB 

CAB DAB DAC DBC 

CBA DBA DCA DCB 

luego ú'f.¡,a = 6'4,a X ~ = 4 X 6 = 24. 

Como esta observación de que se obtienen los arreglos de m objetos 
tomados de n en n, permutando de todas las .;;un maneras posibles 
los elementos de cada una de las C",¡n combinaciones de m objetos 
tomados de n en n es g"neral, resulta: 

de donde lo que nos dice que: 
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El número de combinaciones de m objetos tomados de n en n es 
igual al cociente enke el número de arreglos de m objetos tomados de 
n en n y el níMnero de 1m·mutaciones de n objetos. 

EJEMPLOS: 

9.8.7.6.5 

5.4.3.2.1 
126 

4.3.2 =4 
3.2.1 

60'2=~=45 
2. 1 

126. Combinaciones complementarias. - DEFINICIÓN. - Se 
dice que la,.; combinacione. del mismo número de objetos son com­
plementarias cuando la suma de sus órdenes e. igual al número de 
objetos. 

EJEMPLO. - Las combinaciones de tercero y segundo orden de 
cinco objeto:-> son complementarias, o sea 

eÓ,3 y eS,2 son complementarias pues 3 + 2 = 5 

PROPIEDAD. - Los númeroS de dos combinaciones co'mplementarias 
son iguales. 

y 

EJE~IPLO : e7,5 = e7,2 

En efecto: Siendo e.,5 = 7.6.5.4 . 3 
5.4.3.2.1 

multiplicando ambos términos de esta última fracción por el pro­
ducto de los números naturales comprendidos entre el menor del 
numeradQr y el mayor del denominador, . e tiene: 

/J 7.6.5.4.3 
C 7,2 = 

2.1.5.4 . 3 
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En general, procediendo de idéntica manera, "e demue!'tra que: 

APLICACIÓN, - Esta propiedad simplifica en muchos casos el 
cálculo del número de combinaciones, AHÍ, por ejemplo, para calcular 
elOO,98 basta calcular 

elOO,2 
100,99 

2,1 
50,99 4950 

en lugar de 
97 

elOO,98 
100,99,98 3 

98,97 , 96 1 
'---- 98 ---' 

Aplicaciones. 1. - Cuatro perl;Qnas entTan ell U1. coche de ferrocarril en el 
que hay 6 asientos disponible~, ¿de cuántas manems distintas pueden ocuparlos? 

n, - ¿Cuántos númMos distintos de 5 cifra,¡ t1iferente¿;' pueden formarse con 
las cifras 1, 2, 3, , 4, 5, 6, 7, 8 Y 9? 

ID, - ¿Cuántos con las oiftas O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, Y 9 ! (Téngase en 
c'lIenta que' el cero no puede ocupar el p1'i'lnm' luga?' ele la izquierda), 

IV, - Se tienen 7 libTos de Algebra y 3 de Geometría, ¿de cuántas maneras 

pueden coloca'rse en ~tn estante 4 Hbros de Algebra y uno de Geometr~a colo­
cando este último en el mea,io de aquellos? 

v, - ¿Cuánt08 pm'es, cuántas ternas y mlántas cuaternas pued9n f(}rmanle 
con 50 nÚ1neros? 

VI. - ¿De cuántas nlane1'as pu(;de ser descompuesta la SU'TIW m + 71 + p + q 

+ r + s en SU1nas parciales M'es sumandos cada una? 
VII, - ¿De (}uántas maneras distinta.s pueden sentarse 5 perso'TUls en 8 sillas? 

VIII, - Hallar el número n S<lbiendo que el cuádruplo del número de varia­
oiones terndtrias de n objetos es igual al q~lÁ,nt~¿plo del número (le vm'iuoiones tel'­
?/arias de n - 1 objeto8, 

IX, - ¿De cuántas maneras distintas p'/Ieden a.H1INl1',e .9 pe'rsonas? ¿Cuánto 
tiempo tm'darí(ln en o()¡¡par e.~as posiC'ione8 si pllra cada una r1e ellos emplecun 
30 S6{}Wn.i10S? 
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X. - ¿ Cttántos' tí'ívme'ros p¡¡eden obtene1'se e.ycribiBnilo ¡lna a, contimwción de 
la otra, de todas las maneras posibles la.s 9 cifras .qignificMWas? 

XI. - ¿Cuántas permutaciones pueden formar,se con las letras de la pala'b'l"(~ 

madre? ¿C¡tántas hay qlle empiezan p01' m? ¿Cuántas hay que' e1npiezan por mal 

XII. - Determina¡' el númm'o 1n sabienüo que el número de arreglos de m 
objetos tomados de 3 en 3 es igual a 240 veces el n'úmero m. 

XIII. - Con las letras M', N, P, 111, n, p, ¿ cuántas permutaC"bones p¡¡ec7en for­
marse? ¿Cuántas comienzan con ma,yú-,cula,? ¿Cuántas empiezan y terminan con 
17/ny{u/Cula! 

XIV. - ¿e¡/ántos números ele cinco cit?'as difm'entes a 19325 y diferentes e1lr 

(re sí pueden formarse con las c.ifra.s (le. 68tt' nÚ1nero? 

XV. - ¿De cuántas '/llaneras distintas puelle71 ,~entarse al mismo tiempo 5 per­
sonas en un banco? 

XVI. - Para probar las aptitwles qlIC tienen los 11 jugatlores de un team de 
tootball, pdJra los ilivl"rsos puestos de j'uego, C01l1 binan en j1¿gM cada domingo 
en puestos distintos, ¿ c~¡ánto tiempo necesitan para agota1' todasl las distribucio· 
nes posibks de los 11 jugad01'es en los 11 puestos? 

XVII. - Un dep6sito de ag~¿a tiane 5 NIños ele desagüe q¡¡.(J an'ojan 1, 3, 5, 
10 Y 20 litros por minuto, Abriendo imlistintanlente cuat1'O ell' esos cafios, ¿en 
auántos tiempos distintos se puede desa,gotar el depósito? 

XVIII. - Dados en el espacio n puntos (n;?; 3) tales 'fUe ent1"l¡ ellos no figure 
ninguna terna de puntos alineados, 6(}!lfmtas rectas determinan? 

XIX. - Dados en el espacio n puntos (n;?; 4) tales que mt1'e ellos no figure 
ninguna terna de puntos alineados, $C'uántos planos determinan? 

xx. - ¿Cuántas diagonales time un polígono de n lados? 

XXI. - ¿Cuál es el pol1gono en el aual el nwmero de diagonales es: a) igual al 
de lados; b) es el duplo del número de lados? 

XXII. - ¿Cuántas SUI1ULS difermtes de dos s~t1nandos cada una pueden formarse 
con los números 7, 8, 9, 1 t, 15, 18 Y 23? 

XXIII. - ¿Cuántos productos difm'entes de tres factores cada uno, pueden formarse 
con esos mismos números? 

XXIV, - Con ocho pesas distintas, &cuánlas pesadas diferentes pueden "'fectliarse 
tOl1ULndo a esas pesas de 4 en 4? 

xxv. - J Cuántas combinaciones puedm hacerse con las letras 'm, n, p, q, r, 
8, tomadas de 4 en 4, entrando 111 m todas ellas? 
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BINOMIO DE NEWTON 

127. Productos de factores binomiales que tienen un tér­
mino común. - Consideremos un cierto número de binomios que 
tengan un término comllll (~, por ejemplo los cin.co siguientes: 

y hallemos su producto, aplicando la regla para multiplicar varias 
sumas, para lo cual debemos multiplicar cada término de una de 
ellas por cada término de las demás. Por esa razón cada término del 
desarrollo es un producto de cinco factores que pertenecen uno a 
cada uno de los binomios dados. 

Tomemos como primer término del desarrollo al que no tenga 
ninguna b, o sea al aaaaa = aS. A continuación formemos los términos 
en los que figura una sola b, que son: 

aaaab1 aaaab2, . .. , aaaabs o sea a4 b1 [1] 

es decir, los que se forman t01nando una b y multiplicándola por las 
aes de las sumas en que no figma esa b, luego hay tantos de 
esos tétminos como b: en nuestro ejemplo 5. 

A continuación los términos en que figuran dos b, que son: 

eH decir, que se forman tomando do.' b y mult!plicándolas por las 
aes de las sumas en que no figuran esas b, luego hay tantos de esoi'l 
términos como combinaciones binarias puedan haeen,e con las b. 

ORea [2] 

En forma análoga se obtienen los términos en que figuran tres b, 
cuatro b, y, por ú1timo, el término en que figuran las cinco b, o sea: 

a2 b1 b2 ba; a2 b¡ b2 b4 ; a2 b1 b2 bo; ... ; a2 ba b4 bó [3] 

a b1 b2 b3 b4 ; a b1 b2 ba bs; a b1 b2 b4 bs; • . . ; a b2 ba b4 bs [4] 

y 
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luego (a + bl ) (a + b2) (a + bs) (a + b4) (a + bs) = 

a5 + a4bl + a4b2 + ' , , , + a4b5 + aSb1b2 + aSb1bs + .... + nSb4bs + 

+ a2b1b2bs + .... + a2bsb4b5 + ab1b2bsb4 + . . .. + ab2bsb4b5 + b1b2bsb4b5 

EJEMPLO: 

0+~0+~0+~0+~=~+~~+6+2+~+ 

+ a2 (3 . 6 + 3 . 2 + 3 , 9 + 6 . 2 + 6 . 9 + 2 . 9) + 
+ a (3 , 6 . 2 + 3 . 6 . 9 + 6 , 2 . 9) + 3 . 6 . 2 . 9 = • 

= a4 + 20 aS + 135 a2 + 306 a + 324, 

128. Binomio de Newton. - DEDUCCIÓN DE LA FÓRMULA,­

Consideremos el caso particular en que todas las b del ejemplo pri­
mero sean iguales, o sea el producto 

~----5 , 

(a + b) (a + b) .. , (a + b) 

De acuerdo con lo obl:if'rvado en el C3,,<;O anterior, se tiene: 

t 5 l ,---06,1~ 

(a + b) (a + b) . . . (a + b) = aS + a4 (b + '" + b) 

,--- (JS '2 ---... ,- 0'<3 ~ ,-- 0",,, ~ 

a2 (b2 + . .. + b2
) + a2 (b3 

. .• + bS
) + a (b4 + . .. + b4

) + b5 

o bien (a + b)S = a5 + <3ó,la4 b +<3s,2a3b2+e"sa2b3 + <35,4 a b4 + b6 

Y en general 

Esta expresión se conoce con el nombre de binomio de N ewton, 
y nos dice que: 

La potencia emésima del binOinio (a + b) es un polinomio com­
pleto, homogéneo de grado m, ordenado con respecto a a en sentido 
decreciente, y, pOl' lo tanto, a b en sentida creciente, que tiene por 
coeficientes del primero y último términos al número 1, Y en los restantes 
términos al número de combinaciones de m objetos tomados de uno en 
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uno, dos en dos, tres en t1'es, etc., o sea el número de combinaciones 
de orden igual al exponente de b en ese término. 

EJEMELOS: Ca + b)7 = a7 + é?7,1 aS b + é?7,2 a" b2 + (5'7,3 a4 b3 + 

+ é?7,4 aS b4 + é?7,5 a2 b5 + é?7,6 a b6 + b'7 = a7 + 7 a6 b + 
+ ~ a5 b2 + 7 6. 5 a4 ba + 7. 6 . 5 . 4 a3 b4 + 

1.2 1.2.3 1.2.3.4 

+ 7 . 6 . 5 . 4 . 3 a2 b5 + 7. 6 . 5 . 4 . 3 . 2 ab6 + b7 = a7 + 7 aS b + 
1.2.3.4.5 1.2.3.4.5.6 

Ca + b)4 = a4 + é?4,1 aS b + é?4,2 a2 b2 + é?4,3 a b3 + b4 

= a4 + 4 aS b + Caz b2 + 4 a b3 + b4
. 

129. Propiedades de los coeficientes. - De la observación de 
los ejemplos tratados y de la expresión general de la potencia emé­
sima de un binomio resulta: 

1°) Los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos 
son iguales. 

En efecto: son números de combinaciones complementarias (n °126). 

CONSECUENCIAS. l. - Sólo es necesario calcular- los coeficientes de 
los primeTos términos hasta encontrar uno igual a los anteriores a 
partir del cual se repiten en O1'den inverso. 

2°) El coeficiente del segundo y del penúltimo términos son 
iguales al e.'Cponente m de la potencia a que se eleva el bimonio. 

3°) El coeficiente de un término es igual al coeficiente anterior 
multiplicado por el exponente de a en ese térm1'no y dividido por el de 
b aumentado en 1. 

EJEMPLO. - Los coeficientes de los términos de Ca + b)7 son 

1 7 
7.6 

, ,--=21 
2 

21. 5 = 35 
3 

35.4 = 35 
4 

21, 7, 1. 
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EJEl\I1PI,OS. - Calcular directamente (a + b)lO 

(a + b)LO = a10 + 10 a9 b + 45 aS b2 + 120 a7 b3 + 210 a6 b4 + 

+ 252 a5 b5 + 210 a4 b6 + 120 a3 b7 + 45 a2 b8 + 10 ab9 + bID 

130. Término general del desarrollo del binomio.- Como el 
exponente de b en cada término es igual al número de orden de ese 
término menos 1, el de a es la diferencia entre m yese exponente de b, y 
el coeficiente es el número de combinaciones de m objetos y de orden 
igual al exponente de b; se puede escribir directamente cualquier 
término del desarrollo prescindiendo de los restantes. Asi, por ejem­
plo, el .5 0 término del desarrollo de (a+b)L° tiene por exponente de b 
a 4, luego dicho término es 

G'1O,4 a10- 4 b4 = ' 10 . 9 . 8 . 7 a6 b4 = 4,20 a6 b4 
4-.3.2.1 

Cálcular el término a) 2010 de (a + b)203 ; b) 150 de (a + b)'O ; e) 90 de (a + b)12 

131. Desarrollo del binomio diferencia. - Sea, por ejemplo, 
desarrollar (a + b )m. Como en la deducción del desarrollo del bi · 
nomio de Newton sUpOnífil'0:0 que' a y b eran números cualesquiera, 
resulta que: siendo a-u = a + (- b) se tiene: 

(a - b)m = [a + (- b)]'" = am + m am- 1 (- b) + 
m.(m-1) '111. (m-1) 

+ am - 2 (-b)2+ ... + al-b)m-l+(-b)m 
2 2 

y (!OlllO las potell('ial'l ellrsimas de - b son + b'" o - 7>'" según que 
;;n expollente Rea. l'esl1ediyamente, par o impar, resulta: 

( b) °b m(m-l) -lb" a - In = a'" - '/11 am-~ + am - - ± 
2 

m (m-1) 
± ab",-l ± bm 

2 
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Figura el doble signo ele 10B elos últimos términos pues tli m es par 
es m - 1 impar, luego (- b)m-l = - bm

-,) y (- b)m = b"', Y ,i, en 
cambio, m es iropaT es m-1 par, y por lo tanto (_b)m-l =bm- 1 

y (- b)m = _bm, como se ve en los ejemplos que siguen: 

(a - b)5. = a5 - 5 a4 b + 10 a3 b2 - 10 a2 b3 + 5 ab4 - b5 

(a - b)8 = a8 - 8 a7 b + 28 a6 b2 - 56 a5 b3 + 56 a4 b4 - ••• - 8 ab; + bS 

132. Aplicaciones . - CASO EN QUE LOS TÉRMINOS SEAN CUALES-

3 y 
QUIERA. - EJEMPLO I. - FI allar (-¡- + a2

) o 

+ 10 . ~ a6 + 5. ~ aS + a10 

44 

_ 243 405 2 + 125 4 + 45 6 + 15 8 + 10 ---+--a --a -a -a a 
1024 256 32 2 4 

EJEMPLO II: 

(2x3 - 3 y4)4 = (2 X3)4- 4 (2 X3)3 3 y4 + 6 (2 X3)2 (3 y4)2 - 4 (2.ca) (3 y4)3 + 
+ (3 y4)4 = 16 X12 - 96 x9 y4 + 216 x6 1/8 - 216 x3 y12 + 81 y16. 

EJEMPLO III: 

(
:t; a)9 ( X)9 ( X) a ( X )7( a)2 ~ + -:- = ~ + 9 ~ -; + 36 -; -; + 

+ 84 - - + ... + - = - + 9 - + 36 - + ( X )6 ( a)3 ( a)9 x9 x7 
.r
5 

a:¡; x aS a7 a5 

x3 0,9 
+84-+ ... +-

a3 x9 
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CASO EN QUE UNO DE LOS T~lRMINOS DEL BINOMIO ES LA UNIDAD. -
EJEMPLO IV: 

m (m-1) 
(1+b)'" = pi + m l'n-l b + 1".-2 b2 + ... + bm 

2 

y como todas las potencias de 1 ,on iguales a 1, se tiene: 

(1 + b)m = 1 +mb+ m(m-1) b2 + . .. + m(m-1) bm-1 + bm. 
2 2 

EJEMPLO V: (1 + a)5 = 1 + 5 a + 10 a2 + 10 a3 + 5 a4 + aS 

EJEMPLO VI: (1- a)7 = 1 -7 a+21 a2 - 35 a3 +35 a4 _ 21 af> + 7aS-a7 

EJEMPLO VII. - En Algebra Financiera se presentan frecuente­
mente las potenciAS del binomio (1 + i)", donde i representa el 
tanto por uno y n el número de periodos (años). Por ejemolo : 

(1 + i)7 = 1 + 7 i + 21 i 2 + 35 i3 + 35 i4 + 21 i 5 + 7 i 6 + i 7
• 

Habíamos visto (n° .54) que estas potencias se calculaban em­
.pleando logaritmos, pues era muy largo su cálculo directo. E1 desa­
rrollo anterior permite encontrar valores aproximados de las mismas 
sin emplear logaritmos, tomando los 'Primeros términos de ese de­
sarrollo, pues como i es pequeño (en general no alcanza a 0,1) sus 
potencias son más pequeñas todavía, y como van disminuyendo al 
aumentar el exponente de las mismas, suelen despreciarse a partir de 
una de ellas, que depende de I.a aproximación que se desee. 

EJEMPLO. - Calcular el monto, aproximado, de 1 $ colocado a 
interés compuesto al 4 % capitalizando anualmente dumnte 10 años. 

Recordemos que ese monto está dado por la fórmula (1 + i)"; 
luego para a = 4 % es i = 0,04 y n = 10, resulta: 

(1 + 0,04)10 = 1 + 10. 0,04 + 45 . 0,042 + 120 .'0,043 + 210. 0,044 + 
+ 252 . 0,045 + ... + 0,04lO = 1 + 0,4 + 45 . 0,0016 + 

+ 120 . 0,000064 + 210 . 0,00000256 + . .. = 1 + 0,4 + 0,072 + 
+ 0,00768 + 0,0005376 + ... ~ 1,4802176 

luego el monto buscado es de $ 1,4802176 
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APLICACIÓN DEL BINOMIO PARA OBTENER EL NÚMERO e. - El des­
arrollo del binomio de Newton permite definir ~r calcular uno de lo,.; 
número:; más importantes ele la Matemática, el número llamado e. 

Daremos una idea de como queda determinado este número 
il"racional, es decir, de infinitas cifras decimales no periódicas, cuyas 
24 primeras cifras son las siguientes: 

e = 2,718281828459045225260287 . .. . 

Consideremos para ello el caso particular del binomio en que el 
primer término es 1 y el segundo l/m, siendo m un número natural 
mayor que 1. Elevando dicho binomio a esa potencia m tendríamos: 

(1+~)"'=1+m.-1_+ m(m - 1) ._1_+ m(m-1) (m - 2) 
m mI. 2 m2 1 . 2 . 3 

_1_ + ... + m (m - 1) (m - 2) .. . (rn - p + 1) . _ 1_ + 
m3 1 . 2 . 3 . . . p m" 

+ m(m-1) (tn-2) ... [m - (m - 2)] ._1_+_1_ 
. . . 1 . 2 . 3 ... m - 1 m",-l m'" 

y dividiendo cada factor del numerador por cada m del divisor, 
se tiene: 

tn tn-1 m 1n-1 (m-2) 

1. 2.3 (
1 + ~)m = 1 + ~ + m m 

m m 1.2 
+m m m 

... + 
m 
m 

m - 1 
(
1- m - 2) 

tn m + 1 
1 . 2 . 3 ... m - 1 m'" 

( 1)( 2) ( rn-2) + ... + 1 - 1Ti:_ 1
_ - m '" 1 --m - + _1_ 

1.2.3 ... (m - 1) mm 

+ ... 

Es claro 
1 

nes 

que cuando 
2 

rn se hace muy grande las fraccio­

se hacen cada vez más pequeñas y, 
m m. 
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por l:ollsiguiente c:omo pneden ha('el'se má." pequeñas que eualql1iel' 
número prefijado, esas fracciolle .. 8e pueden considerar nula~ al 
aumental n., en cuyo ea~o la expresión dada se escribe sImbólica­
mente a:-í; 

* lím (1 + ~) .. = 1 + ~ + _1_ + 1 + 1 + . .. [1 J 
"'~oo 'In 1 1.2 1.2 . 3 1.2.3.4 

o también: 

( 
1 )m 1 lím 1 + - = 1 + -

I/l~OO 1/1 1 ! 
+ 1 + 

2! 
1 + 

3! 

1 

4! 
+ ... 

Se tlemuestl'a. además. fJlI' la snilla ele esas infinitas fraccione/; 
tiende hacia un ilúmero perfet.'tamente determinado, de infinitas 
oí rra.~ decimales 110 periódiea¡;, eoUl prendido entre 2,5 :r :3, que se 
llama el número (,. Eu la práctica. se toman valores aproximados 
de e, por ejemplo, (:011 las 4 pl'jmera~ cifras decimales, es dec\r' 
e~ 2,7183. 

Para obtener este valor aproximado ba ta tomar los 7 primero..,; 
térlllillO" de la [1] 

1 + 1 = 2 

+_1_=05 
1.2 ' 

1 ~ 0,166666 
1. 2.3 . 

+ 

1 '" 0,041666 
1.2.3.4 

+ 
1 + _____ C'V 0,008333 

1.2.3.4.5 

] ~ 0,001388 
1.2.3 ... 6 

+ 
1 + -----~ 0,000199 

l.2.3 ... 7 

C/) 2,718252 - 2,7183. 

(*) üm (1 + 2-)1n se lee: límite de (1 + _1_)"" para mtendiendo • infillito. 
In~(Z 111- m. 
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133. Generalización de la ley del desarrollo del binomio. -
Los matemáticos demuestran que la ley del desarrollo del binomio 
de Newton (a + b)'" que habíamos obtenido para el caso en que 
el exponente m era un número natural, eR decir, entero positivo, 
~. a y b números éualesquiera, sigue Riendo válida cuando c1i<.:ho ex­
ponente m es entero o fraccionario po ·jtivo o negativo y la I > l b ¡. 
Los toefirientes clell1esal'l'ollo correspondiente se forman {;OlL la 111 ÍE­

roa ley que en el taSO del eX]10oeni e l1atul'al como se \'e en los ejem­
plos que sig'uell. 

EJEMPLO 1. - Hallar el desarrollo de (a + b)-ó siendo la 1> lb I 
(- 5) (- 5 - 1) 

(a + b)-S = a-s + (- 5) a-5- 1 o + a -5-1-1 b~ + 
2 

+ - 5 (- 5 - 1) (- 5 - 2) a -5-3 ba + ... 
2.3 

= a-5 - 5 a-s b + 15 a-'J b2 - 35 a-s b3 + 70 a-9 b4 - ••. 

OBSERVACIÓN. - Como el exponente 'In es negativo laR potencias 
de exponente m - 1, 1'/1, - 2, rn - 3, . .. de los succsivos término, 
van aumentando en valor absoluto, y por lo tanto, no existe un 
último término del desarrollo, pues ninguna elc esa:> diferencias es 
igual a cero. Los puntos suspensivos cf'(,J'itos a la derecha del quinto 
término indican que siguen infinitos otros. 

EJEMPLO II ~ 3 3 3 ! (! - 1) 3 

(a + bY¡- = a:¡; + :.... a¡--l b + _---'-__ --"--a4"-2 b2 + 
4 2 

! (! -1)(: - 2) 3 + a¡--3 b3 + ! 3 -~b = a4 + -a 4 + 
2.3 4 

+ ~ -~ b2 + _5_ _.2. b3 + a 4 a 4 . , . 
32 ]28 

EJEMPLO III: . ~ (~_ 1) 
2 2 -~-1 b 3 3 -~-2 b" + (a+b)-"3=a-"3--a 3 + a 3 ." 

3 2 

_2 2 -~ b 1 -~ b2 + =a3 - -a3 - -a3 ... 
3 9 
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1:340. Aplicaciones a los binomios del tipo (1 + i)-~ Y 
ni 

(1 + i) -;- . - En Algebra Financiera se presentan frecuentemente 
m 

las potencias de (1 + i)-n y de (1 + i)'7t que nos dan, respectiva-
mente, el número de centavos que es necesario colocar a interés 
com puesto para obtener 1 $ al cabo de n períodoH (valO?' actual) J y 

el monto de 1 $ a interés com¡mesto al cabo de m/n períodos. Siendo 
O < i < 1, a esas potencias les eH aplicable el binomio de N ewton, que 
no,; permite obtener valores aproximados de laR mismas sin emplear 
logt1ritmos, tomando lmi primeros términos ele los desarrollos co­
lTespondientes. 

EJEMPLO 1. - Calcular el valor actual, aproximado, ele 1 $ colocado 
a interés cornptlesto al 4 % capitalizándose anualmente dumnte 5 años. 

Para r = 4 % es i = 0,04, Y como n = 5, e tiene: 

(1 + 0,04)- 5 = 1 - 5 . 0,04 + 15.0,042 - 35 . 0,043 + 70.0,044 + ... 
= 1 - 0,2 +.15 X 0,0016 - 35 X 0,000064 + 70 . 0)00000256 
= 1 - 0,2 + 0,024 - 0,00224 + 0,0001792- 0,0000] 29024 + ... 
~ 0,8119262976,:;;; 0,81193. 

EJEMPLO n. - Calcular la suma que es necesario colocar al 4 % 
de úLterés compuesto lJara obtener 10 000 $ al cabo de 5 años al capi­
taliza?' anualmente. 

Utilizando los resultados del ejemplo anterior se tiene que: 

Oomo se necesitan $ 0,81193 para obtener 1 $ al cabo de 5 años 
al 4 %, se necesitarán $ 0,81193 X 10 000 para obtener 10000 $ al 
cabo de 5 años al 4 %. 

Luego 8119,30 $ es la 8uma buscada. 

EJEMPLO III. - ¿Cual es el monto, ap?'oxÍ'lnado, de 1 $ al 3 %, 
al cabo de 3 años, 9 meses, capitalizandose anualmente? 

Oomo para 1'=3 %esi=0,03 y n=3 + ~= 3 + ~=~, se tiene: 
12. 4 4 

(1 + ° 03) ~ = 1 + ~ . ° 03 + 165 . ° 032 + 385 . ° 033 + 
, 4' 32' 128' 

1155 . 1 03 + 1 + 0,1125 + 0,00013921873 + 
2048 ' 
+ 0,000008121093 ... ;;;;, 1,112647339823 ~ 1,11265. 
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Aplicaciones. l. - Hallar directamente los productos: a) (a + 1) (a + 2) (a + "); 

b) ( x-+) (x-2) (x-S) (x + 1); e) (2-m) ( : +m) (+-m). 
Ir. - Hallarlas potencias siguientes: (a + b)'0 ; (a + 2 b)4. ; (2 a + b)" ; (2 a + 3b)6; 

(a2 + b2
)7 ; (1- X)'0 ; (a2 + + )~ ; (a + : y; ( a3 + 2b~' )' ; ( + -a)' ; 

(~+~)6 . (1-2a)8. (2 +~)6. (1 a- 3_b)·I'·(X_~)3. 
b' a2 " , 2' 2 2' x 

III. - Hallar el térmirw: a) lijo de (6 (¡b-2 al b')23 ; b) 3" de ( - + a'+ ~ ao)' 

(
a. x ) 211 

c) 1000 de (a + &b)200; d) 10° de (2a-b)19; e) 12° de --¡---;- . 

lV . - Hallar el tér'lrbirw del medio del d~sarrollo de: a) (1 + .~)8 ; /,) (.!....+~ )11 
x 2 

e) ( +a2 -+ t; d) (a2 _2x")20; e) (".4_+ y ;J) (2x + : r 
V . - Hallar W8 términos del medio del desarrollo de: a) (1 + X)21 ; h) (3 x - 2 y)i ; 

(
X' y2 )7 ( a2 ) " c) ~ + 3 ; d) (9 X2 + ií y3)"; e) -;; - -4 . 

VI. - Dp,.arrollal' hasta el sexto térmirw las potencia.s siguientes: a) (a + 11)-';. 

1 5 ( 2 )5 ( 1)-4 
b) (a+x)2;c) (1-x)3;d) x-a-By 2;13') m-2 +n-ij 

4 1 1 

VII. - Hallar el térmirw: a) 6° de (a+a¿)a ; b) r;ode (a+b)5 ; c) 12° de (a+b) - ~; 

. 7 ( 1)8 
el) 9' de (a + 2 x) 2 ; e) el 9° de a' - x2 3 . 

3 

VIII. - Oalcular aproximadamente las rafees siguientes: a) -J 1,02 ; b) -J--¡:S; 
4 5 3 

e) -J 2,85 ; d)...¡-¡:oo¡; e) -J 0,9 . (Téngase presente para el ejemplo a) que 
_ _ 1 

-...J 1,02 = (1 + 0,2)2 . 

IX. - Calcular apl'oximadG1nentr el monto de 3.000 $ colocados a interés com­

puesto: a) al 'e,5 %, lJ'1!. 5 años; b) al 4 %, en 10 años; e) al 50/0, en fe año~; 

iI) a7. 1 0/0, en 20 (~ños; e) al 6 %, en 4 años; capitalizar/clOo anual'mente. 

X , - Calcular aproximadamente la snrna que es neoe8ario colocar a interés 

compuesto, capitalizar/do anualmente. pam obtener 1,000 $ :a) a! 4 % en 7 0008; 

v) al 2 % en 10 afíos; e) al 60/( en 5 afios; rl) (tIlO % en 10 años; e) al 9 % 
1'1: 15 ai¡,os. 
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PROBABILIDADES 

J35. Probabilidad simple. - Cuando en la realización de un su­
ce¡;o interviene el azar en el sentido de que puede verifirarse en ciertos 
casos, llamados favorables, y dejar de verificarse en otros, denomi­
nados desfavorables, RC dice que CRe :'luceso es proba.ble. Los casos 
favorables y los desfavorables sr llaman posibles, y se consideran 
todos igualmente posibles. 

A:'lí, por ejemplo, si en una clase de 20 alumnos, 13 han preparado 
¡;u lección, el hecho de que un alumno intenogado sepa su lección 
es un Huceso probable, pues hay, Robre 20 casos posibles, 13 favorables 
y 20 - 13 = 7 desfavorables. En matemática se fija e, te concepto 
inhütivo de probabilidad por medio de la siguiente defirución: 

DEFINICIÓN. - Se llama probabilidad matemdtica de un SUCCHO 
9, la fracci6n que tiene por numerador al número de casos favorables, 
y por denominador al número de casos posibles. 

EJEMPLO. - En el ejemplo anterior, la probabiliad de interrogar 

1 1 1 . , l f . , 13 a un a umno que sepa a eCClOn, es a raCClOn--
20 

En general: Si entre p sucesos «igualmente posibles» hay f casos 
favorables y d = p - f desfavorables, la probabilidad P es igual 

f p=-
p 

f 
f+d 

] 36. Aplicaciones. - .1. ¿Cuál es la probabilidad de sacar un cinco 
al tirar un dado? 

Como las caras ele un dado I'on seis y sólo una tiene el número 
pedirlo. () sea 

p = 6 f = 1, P 
1 

6 

n. - Si el programa de 5° año de matemdticas tiene 11 boli­
llas y un alumno sólo sa.be 3 de ellas, ¿ cudl es la probab1:lidad 
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de q//e le loque 1'11 el CJ'aIlU' 1I escrito una de las bolillas y'U/ ' sabe! 

P = f 3 
1) 11 

lIT, - Al arrojar una moneda, ¿cuál es la' p?'obabilidad de sacar 
cara? 

p 1 

2 

lY, - Si un bolillero contiene 7 bolillas negras, 5 fojas y 3 azules, 
¿cuál es la p1'obabiZ1'dad de sacar: a) una bolilla negra; b) una ro.ia; 
c) una azul? 

7 
a) P =-

15 
b) P 

5 

15 
1 

3 
c) P 

3 1 

15 5 

1;)7, Frecuencia. - La definición de probabilidad matpmática 
halla su justificación en el hecho de que en la práctica al efectuar 
un gran número de experiencias u observacioneR de un Ruceso en 
que intervenga el azar en las mismas condicione::- dentro de lo po­
sible, y contar los casos favorables, el cociente entre el número de 
éRtos yel total de la;; experiencias realizadas, que es lo que se deno­
mina frecuencia del suceso, se aproxima a la probabilidad matemáti­
ca del mismo, que se calcula de antemano sin necesidad ele efectuar 
experiencias u obseTvacioueR efectivas, 

Así, por ejemplo, si al arrojar seis mil veces un dado sacamos 
1003 veces el número 5, la frecuencia con que aparece este número es 

Frecuencia 
1003 , 1 1000 

= --- que se aprOXlma a P = - = --- y 
6000 ' 6 6000' 

que habíamo::; calculado en el ejemplo I sin hacel' ninguna experiencia, 
La frecuencia de este suceso varía, en general, con el número 

de la,' pl'uebaR, y varía también, si se repite una segunda vez el mismo 
número de pruebas, pues interviene en ellas el azar, pero se observa 
en la práctica que con el aumento del número de experiencias la 
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frecuencia se aproxima cada vez más a la probabilidad. Por esa 
razón suele tomarse prácticamente la fr'ecttencia como valor de la 
probabilidad, siempre que el número de casos observados o prue­

bas realizadas sea muy grande y en igualdad de condiciones, den­
tro de lo posible. 

De la definición de probabilidad se deduce el siguiente: 

COROLARIO. - Da probabi/;idad de un StlC13S0' es un nlÍmtero 2)ositi­
va menor o igltal qne 1t11O. 

En efecto: Cuando hay casos favorables y desfavorables a la 
producción del suceso, el numerador del número que da la probabi­
lidad matemática es menor que el denominador del mismo. 

Cuando todos los casos posibles son favorables, el numerador es 
igual al denominador, la probabilidad es igual a 1 y se denomina. 
certeza. 

Si no exiRte ningún caso favorable, la probabilidad es cero, y se 
dice que el suceso es imposible. 

138. Probabilidad complementaria o contraria. - DEFINI­

CIÓN. - Se dice que dos probabilidades son complementarias cuando 
su suma es igual a uno. 

Así en el ejemplo del dado: 

la probabilidad de sacar el n° 5 en una tirada es P 

y » » » no » » » 5 » » » » p' 

luego P y p' son complementarias, pues P + p' = 1. 

1 

6 

5 

6 

EJERCICIOS. - Encontrar las probabilidades complementarias en 
los ejemplos anteriores. 

139. Probabilidad total. - Puede suceder que la realización de 
un suceso l1epenc1a de dos o más suce. os distintos y qLe éstos se 
excluyan entre sÍ, vale decir, que si se verifica uno de ellos no pue­
den verificarse al mismo tiempo los restantes. La probabilidad que 
tiene la verificación tal suceso se llama pr'obabilidad fatal. 
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EJEMPLO. - Si en un bolillero hay 10 bolillas verdes, 6 rojas y 
5 blancas, ¿cuál es la probabilidad para sacar una bolina de color ¿ 

Como la extracción de una bolilla de color depende de que al 
hacer esa operación se obtenga uua bolilla verde o roja y no una 
blanca, y esas dos posibilidades se excluyen, la probabilidad busca­
da es total. 

Teniendo en cuenta que el número de casos favorables es 10 + 6, 
Y el de casos posibles es 10 + 6 + 5 la probabilidad de sacar una 
bolilla de color es: 

10 + 6 P,= -----
10 + 6 + 5 

16 

21 

1'40. Propiedad de la probabilidad total. - El resultado del 
ejemplo ant.erior puede escribirse taml:ién así: 

]0 
y como-. 

21 

6 
y 

21 

se tiene 

P, = 10 + 6 = ~ + _6_ 
21 21 21 

= P't es la probabilidad de sacar una bolilla verde 

» » » » » 

Lo observado en este ejeIPplo es feneral, y se enuncia diciendo: 
La probabihdad total de un suceso es igual a la suma de las probabili­

aades de cada uno de los sucesos del qt¿e depende el primero. 

EJEMPLO. - Si de un ialonan'o de 20 hojas numeradas de 1 a 20 
se saca al azar una hoja, ¿qué probabilidad hay para que el número 
de la misma sea múltiplo de 3 o de 7? 

COll'O entre los núrreros 1, 2 ... 20 no hay ninlnmo que 'sea múl­
tirIo de 3 y de 7 sirrultánearrente, los casos favoraHes se excluyen 
y por lo tanto la probabilidad buscada es total. 



- 179-

, 6 \ 

Por otra parte, como 3,6,9, 12,15 Y 18 son los múltiplos de 3 < 20, 
Y 7 Y 14 son los mÚltiplos de 7 < 20, resulta, llamando Pi y P 2 a las 
probalJilidades para sacar una hoja numerada con un múltiplo de 
3 Ó de 7, r'espectivamente, se tiene: 

6 2 8 2 
p¡=-+-=-= 

20 20 20 5 

14l. Probabilidad compuesta. - Puede suceder que la realiza­
ción de un suceso dependa de dos o má.s sucesos distintos indepen­
dientes entre sí, vale decir, que la verificación de uno de ellos no 
altera la probabilidad que tienen los otros de verificarse. La pro­
babilidad de tal suceso se llama probabilidad comp1testa. 

EJEMPLO. - Si un bolillero contiene 5 bolillas rojas y 6 blancas, 
y otro contiene 10 negras y 8 blancas, ¿cuál es la probabilidad de 
sacar dos botillas blancas, una de cada boliUeTo? 

Como la extracción de una bolilla blanca de cada bolillero son 
hechos independientes entre sí pero ambos intervienen en la pro­
ducción del que nos interesa, la probabilidad buscada es coro puesta. 

Teniendo en cuenta que el primer bolillero contiene 11 bolillas y el 
segundo 18, el número de casos posibles es el número de pares formados 
por cada bolilla del primero con cada una del seg;undo, es decir, el pro­
ducto 11 X 18. Análog'amente el número de casos favorables es el 
de pares de boJillas blancas que pueden formarse de manera análoga, 
o sea el producto 6 X 8; luego, la probabilidad buscada es: 

6X8 8 

11 X 18 33 

142. Propiedad de la probabilidad compuesta. - El resultado 
del ejemplo anterior puede también escribirse así: 

6X8 
11 X 18 

6 8 
=-X-

11 18 
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6 
= p¡ es la probabilidad de sacar una bolilla blanca y como 

11 
del primer bolillero, 

8 
y = P2 es la probabilidad de sacar una bolilla blanca 

18 
del segundo bolillero. 

se tiene 

Lo observado en este ejemplo es general, y se enuncia diciendo: 
La probabüidad compuesta de un suceso es igual al producto de 

las probab~lidades de cada uno de los sucesos de que depende el primero. 

EJEMPLO. - ¿Cuál es la probabilidad de obtener dos 6 al al'mjar 
dos dados juntos? 

Se trata de un caso de probabilidad compuesta, pues el obtener 
un 6 en un ·dado no influye para que se obtenga ese mismo número 
en el otro, y como 

resulta 

1 
PI = P 2 = - (n° ). 

6 

1 1 
Pe = - X-

6 6 

1 

36 

Aplicaciones l. - ¿C'u.ál es la probabilidad para obtener 8 al arrojar dos dados 1 
(Justifíquese que hay 5 casos favorables y 36 posibles). 

n. - Un tip6grafo emplea, para romponer, una caja de 28 letras, y no ronoce la 
sitttaoión de cada letra en las divisiones de la caja. ¿Cuál es la probabilidad de que 
al azar tome una vocal? 

In. - ¿Qué probabilidad tiene ese tip6grafo de que, al azar, romponga la palabra 
madre en cinco extracciones consecutivas de flivisiones distintas? (El número de 
casos posibles es el de arreglos de 28 objetos tomados ... ). 

IV. - Si en una clase de 25 alumnos 15 saben su lecci6n, ¿qué probabilidad hay 
de interrogar a un alumno que no la sepa? 

V. - Un candado está rompuesto por cuatro cilindros gil"atorios de cinw letras 
.cada uno. ¿Cuál es la probabilidad para obtener la disposici6n que abre el candado' 
(Número de casos posibles 5 X 5 X 5 X 5). 
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VI. - En un saco hay 7 bolillas blancas, 5 negras y 4- rojas. &Cuál es la posibilidad 
para que, al sacar 3 bolillas al aza¡', l'esulten ser blancas? (Número de casos posibles 
es el de combinaciones de 16 objetos de 3 en 3). 

VII. - ¿Cuál es la probabilidad de obtener una suma de puntos mayor que 5 al 
arrojar dos dados juntos? (Obsérvese que la probabilidad es total y dedúzcase que 

1 1 1 
las probabilidades para obtener 2, 3 Y 4 son, réspectivamente, - 7 - Y -). 

36 18 12 

VIII. - tCuál es la probabilidad que, entre 10 personas que se sientan al azar 
alrededor de una mesa, dos dadas resullen sentadas una al lado de otra? 

IX. - ¿Qué probabilidad hay de extraer 3 bolilla s azules seguidas de un bolillero 
donde hay 5 bolillas azules, 9 rojas y :2 blancas, sin reponer las bolillos que se extraen? 

5 4 
(Probabilidad para extraer la primera bolilla azul 16' la segunda 15"" y CQ-

mo la probabilidad buscada es compuesta ... ). 

X. - ¿Qué probabilidad se tiene de sacar un as solamente al tirar dos veces el 
mismo dado? (La probabllidad de obtener un as en la primera tiTada es 1/6; la 

5 
de no obtenerlo en la segunda es ~, y como la probabilidad buscada es com-

6 
puesta ... ). 



CAPITULO IX 

PROGRESIONES ARITMETICAS 

PROGRAMA. - Defin'iciones. Deducoión de la jórrnttla funclarnental pam obtener 
el último término. Fórmulas que se deducen de la fundamental: Del primer 
término, de la 'razón y del número de términos. Suma de dos términos equi· 
distantes de los eo;trenws de una progl·esión aritmética. Swna de los térnt'inos 
de una progres'ión aritmética. Interpolación de medios aritméticos. Defini· 
ción. Razón de la inter·polaciól1. Media aritmética . .Aplicaciones: Dadas tres 
de las cantidarles: Primer té1"1nino, último término, núrnero de tél·minos, suma 
(le los términos y la ,·azón, eleterrninar las otras dos. Irnposiciones a interés 
simple como suma de ténn'inos de una pl·ogresión al·itrnética ele .·azón positiva . 
.Am(}rtizaciones a interés simpk, corno suma ele términos de una progresión 
aritmética de razón positiva . .Amortizaciones e interés simple, corno S'l¿ma dll 
términos de una pTogresión aritmética de ro,zón negativa. Ejercicios y pro­
blemas. 

144. Definiciones. - Se dice que una sucesión de números es una 
progre ~ión aritmética cuando la diferencia entre dos números con­
secutivos cualesquiera es constante. 

En simbolos; a, b, e, d, .,. m . .. es una progresión aritmética, si 

b-a=r, c-b=r, ... m-l=r, .. 

Los números a, b, e, ... se llaman términos, y la diferencia r entre 
dos consecutivos razón de la progresión (*). 

EJEMPLO. - Los números pares 

O, 2, 4, 6, 8, 10, 

(*) Suele indicarse que a, b, c,. h, k, 1, forman una progresión aritmética escribiendo: 
+ a. b. c .... h k. t. que se lee: como a es aritméticamente a b, a c .... 
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forman una progresión aritmética cuya razón es 

2 - ° = 4 - 2 = 6 - 4 = .,. = 2. 

OBSERVACION.- De acuerdo con la definición, si se quiere formar 
una prog;resión aritmética, basta fijar un número como uno de sus 
términos y tomar otro como razón. Los términos que siguen al fijado 
se obtendrán sumando a éste la razón, al resultado la razón, etc., y 
los que le preceden restando al fijado la razón, al resultado también 
la. razón ... 

Así, fijados un término h = ·9 y la razón r = 1,50, se tiene 

... -1,50, 0, 1,50, 3, 4,50, 6, 7,50, 9, 10,50, 12, 13,50, 15 

NOTA. - Cuando solo se consideran algunos términos consecu­
tivos de una progresión comprendidos entre dos de ellos se dice que se 
obtiene tilla progresión finita. 

14:5. Deducción de la fórmula fundamental. - TEOREMA. -
En toda progresión aritmética finita, el último término es igual a la 
suma del 1)rimero mas el producto del número de términos de la misma 
menos uno por la razón. 

HIP.) a, b, e, ... , h, k, l prog. aritmética de razón r. 

TESIS) l = a + (n- 1) r. 

DEMOST.) De acuerdo con la definición de progresión aritmética, 
se tiene: 

b-a=r 1 
e-b = r 

d-e = r 
n-l 

Sumo m. a m. dá b-a+e-b+d-e+ ... +l-k = 7°+r+r+ ... +r 
'--- n - 1 ---J 
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Simplificando b que suma y resta y en la misma forma e, d, . .. k 
(los contralios de estos números tienen que figurar entre los tér­
minos que no se han escrito) queda 

luego 

- a + 1 = r (n-1) 

Iz=a+ 11-1\r 

146. Fórmulas del primer término, de la razón y número de 
términos de una progresión aritmética. - Puede suceder que 
la incógnita sea el plimer término, o la razón, o el número de tér­
minos y que se conozcan 101' restantes números. En tales casos la 
igualdad anterior l = a + (n - 1) r nos permitirá despejar esa 
incógnita. 

Así, pasando (n - 1) r al otro miembro, resulta 

[JI] la=l-(n-1)rl 

Por otra parte, pasando a al primer miembro y dividiendo por 
n - 1, resulta 

[JII] Cl~1 
I-=-:' n~ 

y por último pasando a al plimer miembro y dividiendo por r, da 

[IV] 
l-a 
-- = n-1 luego 
r 

fórmulas estas que se expresan así 

En toda progresión aritmética finita: 

[ 
l-a 

n=--+ 1 
r 

El primer término es igual a la diferencia entre el último y el pro­
ducto del número de térm~'nos menos uno por la razón (fórmula JI). 

La razón es igual a la diferencia entre el último y el primer términos 
div~'dida por el número de términos de la progresión menos uno (fór. III). 

El número de términos es igual al cociente de la d~ferencia entre el últi­
mo término y el primero dividido por la razón, todo mas uno (fórm. IV). 
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PROBLEMA. - ¿Cuál será el último término de una progresión 
aritmética de 10 términos si el primero es - 3 Y su razón es igual 

1 
a -? 2 . 

SOLUCIÓN. - Siendo 

es 

l = a + (n-1) r 

193 
l = - 3 + (10 - 1) - = - 3 + - = -. 

. 22 

COMPROBACIÓN. - Formando la progresión dada por el enunciado 
del problema, se tiene 

5 3 
-3---2- -1 , 2' , 2' , 

1 
2' O, 

1 3 
2' 1, 2 

3 
donde puede verse que efectivamente eS 2" el último término. 

PRQBLEMA. - ¿ Cuál será el primer término de una progresión 
1 

aritmética de 7 términos si el último es O y la' razón eS"2? 

SOLUCIÓN. - Siendo a = l- (n-1) r 

1 1 
es a = 0- (7 - 1) 2" = - 6 . 2" = - 3 

lo que puede observarse en la progresión anterior. 

PROBLEMA. - ¿Cuál es la razón de una progresión aritmética de 
3 3 

7 términos si el primero es - "2 y el último 2"? 

SOLUCIÓN. - Siendo 
l-a 

r= 
n-1 

~ -(- ~) 3 3 6 -+- 2 1 2 2 
es r= - - = -- = -

7 - 1 6 6 2 

lo que también puede observarse en la progresión anterior. 
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PROBLEMA. - ¿Cuál es el número de términos de una prog1'esión 
1 

aritmética si el primer término es - 2 el último es 1 y la razón es 2" ? 

l-a 
SOLUCIÓN. - Siendo n = -- + 1 

r 

es n:s 1- (- 2) + 1 = 1 + 2 + 1 _ ~ + 1 = 6 + 1 = 7 
1 1 1 

lo cual también puede observarse en la progresión del primer problema. 

147. Suma de los términos equidistantes de los extremos.­
LEMA. - La suma de los té'rminos equidistantes de los extremos de una 
progresión aritmética finita es igual a la de los extremos. 

HIP.) a, b, e, ... , j, k, l, prog. arito de razón r. 

TESIS) b + k = a + l i e + j = a + l ; 

DEMOST.) De acuerdo con la definición de progresión aritmética, 
se tiene 

b = a + r y que l = k + r. 

luego k = l- r por definición de diferencia. 

Sumo m. a m. dá b+k=a+r+l-r 

Simplificando queda b + k = a + l [1] 

Por otra parte en la progresión que empieza por b y tennina por k. 

tendríamos por las mismas razones 

e + j = b + k y como por [1] b + k = a + l 
resulta c+j=a+l por carac. transo iguald. 

Este lema nos permite hanar rápidamente la 
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148. Suma de los términos consecutivos. - TEOREMA. - En 
toda progresión aritmét?:ra finita la suma de todos los términos 8S 

igual al producto de la ~uma de los extremos por el número de térmi­
nos de la misma divid'ido por dos. 

n_----, 

HIP.) a, b, e, d, e, J, g, h, i, j, k, l. prog. arito 

n 
TESIS) S = (a + l) . -

2 

DEMOST.) Llamando S a la suma de todos los términos, se tiene: 

n 

n 

y como S = l + k + j + . . . + e + b + a por prop. como ad. 

Sum.m.am.y n ----------------~ 

por colum. 2 S = (a+l)+(b+k)+(e+j)+ ... +(j+e)+Ck+b)+(l+a) 

por propiedad uniforme, conmutativa y asociativa de la adición 
y teniendo en cu~nta el lema antmior, resulta 

.----------------,,----------------~ 

2 S = (a+l)+Ca+l)+(a+l)+ . .. (a+l)+(a+l)+(a+l) 

o bien 2 S = Ca + l) n por definición de producto 

luego 

PROBLEMA. - ¿Cudl serd la suma de los términos de una progresión 

aritmética de 10 términos si el primero es - 3 Y el último ~? 
2 . 

es 

SOLUCIÓN. - Siendo 
ñ 

S = (a + l) 2' 

S = (-3 +~) ~ = -~ ~ = --4
30 

= -2
15 

=-7,5. 
2 2 2' 2 
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149. Interpolación de medios aritméticos. - DEFINICIÓN. -

Interpolar uno o más números llamados medios aritméticos, entre 
dos dados a y b, significa hallar los términos que faltan en una pro­
gresión aritmética de la cual a es el primer término y b el último. 

Razón de la interpolación. - Si se desean interpolar m medios 
entre los números a y b, debemos calcular, previamente, la razón de 
la progresión que van a formar esos números con los dados, pues 
una vez obtenida, para escribir esos términos basta proceder co­
mo indicamos en la observación del n° 144. Teniendo en cuenta 
que esa progresión tiene entonces m + 2 términos resUlta, de acuer­
do con la fórmUla III de la razón: 

l-a 
r=---

n-1 

que como l = b Y n = m + 2, se tiene: 

b-a 
r = -----

m+2-1 

b-a 

m+ 1 

lo que nos dice que: cuando se desean interpolar m medir¡s aritméticos 
entre dos números dados a y b la razón de interpolación st obtiene 
dividiendo la diferencia entre el último y el primero de los números 
dados por el número de términos a interpolar mas 1. 

EJEMPLO 1. - Interpolar tres medios aritméticos entre - 9 1/ ]]. 

Siendo la razón de interpolación 

r= 
11- (-9) 

3 + 1 

los medios buscados son: 

11+9 = 20 =5 
4 4 

-9+5=-4; -4+5=1y1+5=6 

y la progresión que ellos forman con los dados: 

-9,-4,1,6,11. 
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EJEMPLO Il. - Escribir los términos que faltan en la progresión 
1l1'itmética de 11 términos, sabiendo que el primero es 0,6 y el último 8. 

S· dI' d' l' , b - a len o a razon e mterpo aClon r = ---
m+1 

es r = ~ - 0,6 = 7,4 = 074 
!J + 1 10 ' 

luego los nueve términos que siguen al primero a son 

b = 0,6 + 0,74 = 1,34 

d = 2,08 + 0,74 = 2,82 

f = 3,56 + 0,74 = 4,30 

h = 5,04 + 0,74 = 5,78 

c = 1,34 + 0,74 = 2,08 

e = 2,82 + 0,74 = 3,56 

g = 4,30 + 0,74 = 5,04 

i = 5,78 + 0,74 = 6,52 

j = 6,52 + 0,74 = 7,26 Y la progresión e'; 

0,6 , 1,34 , 2,08 , 2,82 , 3,56 , 4,30 , 5,04 , 5,78 , 6,52 , 7,26 , 8 

MEDIA ARITMÉTICA. - Sea interpolfl,r un medio entre dos nú­
meros dados a y b. La razón de interpolación sería 

b-a b-a 2a+b-a a+b 
r = y el medio buscado a + -- = ----- = --

2 2 2 2 

o sea la semisuma, promedio o media a1'itmética de los números dados. 

150. Anualidades a interés simple.-DEFINICI6N. - Se llaman 
anuaUdades a las sumas de dinero, generalmente iguales, que se 
depositan periódicamente (año, semestre, trimestre, etc.) en: una 
instituci6n de crédito, con el onjeto de formar un capital o pagar una 
deuda. En el primer caso las sumas mencionadas se llaman impo­
s'iciones, y en el segundo, amortizaciones. 

Vamos a resolver el siguiente: 

PROBLEMA. - ¿Qué capital se logra formar con n imposiciones de 
A $ colocadas al comienzo de cada año a interés simple a un tanto 
por uno ,igual a i? 
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SOLUCIÓN. - Recordando que un capital e colocado al i por UllO 

gana al cabo de n años un interés e . n . i, tenemos que: 

1 $ de la 1" anualidad importan al cabo de n años 1 + ni 

1 » » » 2" » ,) » » » n-1 » 1 + (n-)i 

1 » » » 3" » » » » » n-2 » 1 + (n - 2)i 

1 » » ), penúit. » » » » » 2 » 1 + 2 i 

1 » » » última » » » » » 1 » l+i 

luego las n anualidades de 1 $ importan 

s" = (i + 1 + . ~. + 1 + 1' ) + 

+ [n í + (n - 1) i + (n - 2) i + ... + 2 i + i] 

Observando que el primer parént.esis vale n y el segundo es una 
progresión aTitmética decreciente de razón - i, Y que la suma de 
sus términos es igual al primero más el último por el número de 
términos sobre 2, se tiene: 

( . ') n sn=n+ n~+~-
2 

2 n + i (n + 1) n 

2 

luego si n anualidades de $ 1 importan Sn 
2 n + i en + 1) n 

2 

n » » A » importarán Sn=A 2n+i (n + 1) n 
2 

EJEMPLO. - ¿Cuántos pesos se ahorrarán al cabo de 10 años colo­
cando al comienzo de cada uno de ellos 1200 $ al 4 % anual? 
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SOLucrÓN.-

2 . 10 + 0,04 (10 + 1) 10 
Sn = 1200 ----------

7 
= 1200 (10 + 0,02 . 11 . 10) = 1200 (10 + 2,2) 

Luego se ahorran al cabo de 10 años 14640 $. 

14640. 

151. Aplicaciones. - Las fórmulas que dan el valor del último 
término y de la suma de los términos de una progresión aritmética, 
nos van a permitir resolver los problema~ siguientes: 

Dadas tres de las siguientes cantidades . primer término, último tér­
mino, razón, número de términos y suma dI' los términos, hallar las otras 
dos, mediante el sistema de ecuaciones que se obtenga reemplazando 
en las fómulas mencionadas las incógnitas por x e y y los datos por 
sus valores, como puede verse en los problemas que siguen. 

3 
PROBLEMA. - Conociendo el primer término, a = "2' el último, 

1 = 14,5, Y el número de términos, n = 14, de una progresión arit­
mética determinar la razón y suma de los términos de dicha pro­
gresión. 

DATOS 

3 
a=2" 
1 = 14,5 

n = 14 

INCOGNITAS 

r = x 

S=y 

n 
SOLlJCION. - Siendo l = a + (n-1) r y S = (a + l) ~ reem-

2 
plazando los datos por sus valores, r por x y S por y, Se tiene el sistema 

r 14,5 = ~ + (14-1)x [1] 

1 y = (~ + 14,5) 124 [2] 
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Como cada una de estas ecuaciones tiene una sola inc6gnita, el 
valor de ellas se obtiene resolviendo aisladamente cada ecuación. 
Así: 

de la [11 
3 3 

14,5 = 2+ 13x luego 13x = 14,5-2" = 13 

13 
x = -- = 1 

13 
o bien 

de la [2] 
6 + 29 14 

Y = 2 - . - 2 = 16 X 7 = 112 

luego la razón es r = 1 Y la suma es S = 112 

PROBLEMA. - Conociendo el primer término a = O, la razón, 
r = - 2, Y el número de términos, n = 13, de una progresión aritmé­
t~ca, determinar el último término y la suma de todos los términos de 
dicha progresión. 

DATOS 

a=O 
r =-2 

n = 13 

INCÓGNITAS 

l = x 

S=y 

n 
SOLUCIÓN. - Siendo l = a + (n - 1) r y S = (a + l) - reem-

2 
plazando los datos por sus valores, r por x y S por y se tiene el sistema 

{

X = 0+ (13 -1) (- 2) 

13 o 
y = (O + x)~ 

L 2 

r 
bien 1 

L 
13 , 

y = -Z-x [2] 

x = -24 [1] 

Como el valor de x está dado por la [1 ] reemplazando en la [2], 
se tiene 

13 
Y = - X (- 24) = 13 (- 12) = - 156 

2 

luego el último término es l = - 24 Y la suma es S = - 156. 
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PROBLEMA. - Conociendo el primer término, a = - 2, el número 
de términos, n = 10, Y la suma, S = 50 de los términos de una pro­
gresión aritmética, determinar el último término y la razón de dicha 
progresión. 

DATOS 

a =-2 

n = 10 

S = 50 

INCÓGNITAS 

l = x 

r=y 

n 
SOLUCIÓN. - Siendo l = a + (n - 1) r y S = (a + l)"2 reem-

plazando los datos por sus valores, l por x y r por y, st' tiene el sistema 

{

X = - 2 + (10 - 1) Y 
10 

50 = (-2 + x) -
2 { 

x=- 2+9y 
o bien 

50 = -10 + 5 x 

Despejando el valor de x en la [2], se tiene 

5 x = 50 + 10 luego 
60 

x = - 5 = 12 

Sustituyendo este valor en [1], resulta 

12 = -2 + 9y luego y= 
12 + 2 

9 
14 

9 

luego el último término es l = 12 y la razón es r = ~ . 
9 

[ 1] 

[2] 

PROBLEMA. - Conociendo el último término, l = 8 -../2-, la razón, 
r = -{2, y el número de términos, n = 5, de una progresión aritmética 
determinar el primer término y la suma de todos los términos de dicha 
progresión. 

DATOS 

l =8V 
r =-{2 
n=5 

INCÓGNITAS 

a=x 

S=y 



-194 -

11 

SOLUCIÓN. - Siendo l = a + (n -1) r y S = ta + l) - reem-
2 

plazando los datos por sus valores, a por x y S por y, se t'ene 

r 8.y2 = x + (5 - 1) -(2 ( 8.y2 = x + 4 V2 
I 

(1] 
) 

1 i o bie:{l 

L l 

Despejando el valor de x e~ la [1], se tiene: 

x = 8 -f2 -4 V2 = 4-{2. 

Sustituyendo este valor en [2], resulta 

y = : X 4 .y2 + 20 .y2 = 10 -f2 + 20 .y2 = 30 -{2 

luego el primer término es a = 4 V2 y la suma S = 30 {2. 

PROBLEMA. - Conociendo el último término, 1 = 199, el número 
de términos, n = 100, y la suma, S = 10000, de todos los términos de 
una progresión aritmética, determinar el primer término y la razón de 
dicha progresión. 

DATOS 

1 = 199 

n = 100 

S = 10000 

INCÓGNITAS 

a=x 
r=y . 

11 
SOLUCIÓN. - Siendo 1 = a + (n - 1) r y S = (a + 1) - reem-

2 
plazando los' datos por sus valores, a por x y r por y, se tiene el sistema 

{ 

199 = x + (100 - 1) Y { 199 = x + 99 Y 
100 o bien 

10000 = (x + 199) -2- 200 = x + 199 

[1] 

[2] 

Despejando el valor de x en la [2], se tiene 

x = 200 - 199 = 1 
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Sustituyendo este valo.r en [1], resulta 

199 = 1 + 99 Y luego y = 199-1 = 2 
99 

por lo tanto el primer término es a = 1 y la razón es r = 2. 

PROBLEMA. - Conociendo el número de términos, n = 10, la suma, 

S = O, Y la razón~ r = ~ , de una progresión aritmética, determinar el 

primero y el último término de dicha progresión. 

DATOS 

n = 10 

S=O 
1 

r =-
3 

INCÓGNITA 

a=x 

1 = y 

n 
SOLUCIÓN. - Siendo 1 = a + (n - 1) r y S = (a + l) 2" reem-

plazando los datos por sus valores, a por x y l por y se tiene el sistema 

r 1 r y=x+3 [1] I y = x + (10- 1)"3 

i O = (x + y) ~ O bien i 
l 2 l 

0=5x+5y [2] 

Dándole la forD?a general y multiplicando a la primera ecuación 
por 5, se tiene 

Sumando dá 

Restando da 

{
5X-5 Y == -15 

5x+5y=0 

10 x =-15 

-10 y = -15 

luego 

luego 

-15 
= -1,5 x= 

10 
-15 

= 1,5 y= 
- 10 

luego el primer término es a = - 1,5 y el último es 1 = 1,5. 
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Aplicaciones. 1, - ¿Cuál es el centési'1lto tél''1Itino de una progresi6n aritmé· 
tica si ¡"U' prime?' té¡''1Itino es '( y su; 1"(J,ZÓlI ~s 5? R,: 1 = 502, 

II. - JCu,ál es el 149 tél'mino de la lJ1'ogl'esi6n 8, 6, 4, ".,? R,: 1=-18, 

lIl,-EI '(Q término y el 179 tér?nino de una progresión son 10 y 50 respec· 

t'Í1:amente, Hallar la raz6n de In! progre,~iólt y escribir los tér'rninos comprendi­
dos entl'e las dos, 

IV, - Calaular la suma de los :ea pri?neros tér'1ltinos de la progresi6n 2, 2,2, 

t,4, '" 

y, - Ca'jaula?' la 8U'II!a de los diez tTl'úneros términos de la prog'resi6n(3 +"';2) 
3, (3 -V2), .... 

VI. - Hallal' la SU1na de los 10,000 P¡"Í111e1'OS nÍ11711f::7'os naturales (excluido el O), 

""'II. -Ide'llt de los lt pl'imel'Os n'Úmm'os naturales. 

YIII. - Hallal' la su/lita de los 40 pl'imeros múltiplo.~ de 3 distin tos de cero, 

IX, - Idem de los n términos de la progl'esión 3 e, e, - e, ,,' 
X, - Hallar la ,'uma de lo .. n lJ)'imel'os nÚ?nero,~ pares distintos de cel'O, 

R,: 8=11 (1l.+1), 

XI. - Hallar la s'/llma de los 11 p)'i1noro"nútneTos impares, R,: 8 =n', 

XII, - Interpola¡' cuatl'o niedio,~ entre 100 y 200; diez entre 11 11 99; do,. 
entre 16 y 60; tl'es entrp 30 11 400; dos entre a y e; uno f'ntre x y - a; 11 t!11O 

entre a + b Y a -- b, 

XTII.-Hallar lo 'Inedia aritmética 1"TI.tre n) 18 y 60; b) 30 Y 400; ll) a; Y 

1 5 AI- AI-
x - 2y; d) x y - x; e) - y -; f) 8,5 Y - 3,5; g) Z + V 3 Y 2 - V 3 ' 

Z Z 

XIV, -- Conoeie?tdo el nÚ1nero de tií¡'minos n = 22, la raz6n r = ~ y el último 
7 

tél"lIIino 1 = 24 de 'Una p'/'ogresión m'itmética, determina¡' el primer término y 

la suma, de todos los té¡'minos de dicha pl'ogresi6n, R,: (JJ = O ,8 = 363, 

Xy, - Conociendo el primer término a = O, la razón l' = _~ y el número de 
5 

términos n = 13 de 1111a progresivrt aritmética deterrninOJI' la razón y la S7lmo 
de los té?'minos de dicha progresiva, 

R,: r=~ 
3 

,8= 91. 
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XVI. - Conociendo el primer térm'ino a = O, la razón r = ~ y el número de 
5 

términos n = 6 de una progresión aritmética, determinar el último ténnino y 

la suma de todos los términos ne (Ucha progresión. R.: l = 3, S = 9. 

xvn. - Calcula?' los áng~¿los del pentágono ABCDE sabiendo que A es l'ecto 
y qUf dicnos ángulos están en progresión aritmética. 

R.: B=99°; C=108 0 ; D=117 0 ; E=126°. 

xvm. - Calcular los lados de '(!In triángulo l'ectángulo BAC sabiendo qlte 
están en progresión ar·itmética 'Y que la superficie del mismo es de 54 cm". 

a := 15 cm; b = 12 cm; () = 9 cm. 

XIX. - Hallar el pri'mer término y la l'azón de una progresión aritmética sa­
biendo que la SI¿7na del segtmdo término con el séptimo es 35 y que el producto 
de los 7nismos es 1850. R.: a = 7; r = 3 6 a = 28 Y r = - .'J' 

xx. - ¿ Cuántos términos hay que suntar en la proporeión a) 1, 5, 9, ... para 
obtener 630; b)en la 15, 12,5,10, .. para obtener 150? 

XXI. - Conociendo el primer término a = - 45, la suma S = O Y el número de 
términos de ILna progresión aritmética, determinar la mzón y el último término. 

R.: r = 3; 1 = 4-5 

XXII. - Conociendo el último término l = 11 2/3, la suma S = 2092/3 Y el nú­
mero de términos n = 37 de 1¿na progresi6n aritmética determinar el primer término, 
y la·,'rUz6n. R.: a = -1/3; r = 1/3. 

XXIII. - Conociendo el número de términos n = 33, la S'Uma de los mismos 
S = - 33 Y la mz6n r = - 3/4- ele una progresión aritmética, falta determinar 
el primero y el último términos. R.: a = 11; l = -13. 

XXIV. - Conociendo el primer término a = 56, la razón d = - 3 Y el número 
de términos n = 11 de una progresión aritmética, ha.llar el último término y la suma 
de todos los términos.': R.: l = 26; S = 451. 

XXV. - ¿Q1~é suma se lograría formar colocando 150 $ al comienzo de cada. año 
a interés simple: a) al3 % en 12 años; b) al 5 % en 25 años; e) al 1,5 % en 20 
años; d) al 6 % en 6 años; e) al 4- % en 25 años. 



CAPITULO X 

PROGRESIONES GEOMETRICAS 

li'UOGRAl\lá. - Definición. Progresión !}l:Ométrica creciente y decreciente. Deduc­

aión de /0 fMmu/a fundamfntal para obtener el último término. Fórmulas que 

se deducen de la f1¿1u.lamcnlal: Del p·rim,e.,. ténnino, de la razón y del n'IÍ.1l!ero de 

términos. Producto ele do.g términolf equidistantes de los ea;trMnos de una pro­

gresión geométrü'a. Prochwto ile VQ.7'io.~ t/Í1'Ininos consec11tivos, Suma de los 

términos' de una progTe"ión geométTica creciente, Caso en que la progresión 

es decl'ecienta: límite de esta suma, cuamdo el númel'o de té'l'minos crece inde­

finielame17 tI', Inte'rpolllción de m,cdios pro¡Jol'cionales,' Dej'iniciones, Razón de 

intcrlJolació¡¡, ;¡red'la geométrica, Aplicaciones: Dadas tTes ae las cantiaaaes: 

PTimcl' #rmino, 'IÍ~timo t6rmino, número de términos, suma de los términos 

y la 1'a"ón, dete1'lninar los Otl'OS dos. Proble11w'$ y ejeTcioios entre 108 cuales 

apal't'zcan té1'1nimOR de ¡or'ma binomial, 

152. Definiciones. - Se dice que una sucesión de números es una 
progresión geométrica, cuando el cociente entre dos números conse­
cutivos cualesquiera es constante. 

En símbolos: a, b, e, ... , m, es una progresión geométrica si 

b e m 
a 

q;7)=q ... =q ... 

los números a, b, e, .. " se llaman té:rminos y el cociente q entre dos 
números consecutivos razón de la progresión (*). 

EJEMPLO: Los números 

1, 2, 4, 8, 16, 32, forman una pro-

2 4 8 
gresión geométrica cuya razón es - = - = - = ... = 2. 

124 
(*) Suele indicarse que a. b, c, ... , h, k, 1, forman una progresión geométcioa esori-

biendo 
-;;. a : b : c: .. ' : h : h : 1 que se lee: como a es geométricamente a b a c, .•. 
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OBSERVACIÓN. - De acuerdo con la definición, si se quiere formar 
una progresión geométrica, basta fijar un número cualquiera como 
uno de sus términos y tomar otro (distinto de cero) cOmO razón. 
Los términos que siguen al fijado se obtendrán multiplicando a éste 
por la razón, al resultado por la razón, etc., y los qUe le preceden 
dividiendo al fijado por la razón, al resultado también por la razón. 
Así, fijado el término h = 9 Y la razón q ;= 2 se tiene 

.. . , 1,125, 2,25, 4,5, 9, 18, 36, 72 , .... 

NOTA. - Cuando solo se consideran algunos términos consecutivos 
de una pTogresión geométrica comprendidos entre dos de ellos, se 
dice que se obtiene una progresión finita. 

15;~ . Deducción de la fórmula fundamental. - TEOREMA. -
En tma progresión geométrica, el último término es igual al producto 
del prim.ero pOl' la Tazón elevada a una pntencia de exponente igual al 
número de términos menos uno. 

I n \ 

HIP.) a, b, e, ... , h, k, l prog. geom. de razón q 

. TESIS) l = a.q"- l , 

DEMOST.) De acuerdo ccn la definición de progresión geométrica 

b 
=q 

a 
(' 

b 
= q 

d 
= q n-l 

e 

l .- = q 
k 

Mult. m. a m. da 
bed l 

-=q.q.q . .. q 
k '--n-l~ a b e 
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Simplificando b que multiplica y divide y en la misma forma a ... 
k, (los inversos de estos números tienen que figurar entre los térmi­
nos que no se han escrito) queda 

l ,,-1 
(i=q 

luego IZ = a.q,,-l 

154. Fórmulas del primer término, de la razón y del número 
de términos de una progresión geométrica. -,- Puede suceder que 
la incógnita sea el primer término, o la razón, o el número de términos 
y que se conozcan los restantes números. En tales casos la igualdad 
anterior l = aq'1l--1 nos permitirá despejar esa incógnita. 

Así, pasando qn-l al otro miembro, resulta 

[U] 

Por otra parte pasando a al primer miembro y extrayendo la raíz 
n - 1 de ambos miembros resulta 

y por último pasando a al primer miembro, se tiene 

n -1 l q =­
a 

y tomando los logaritmos de ambos miembros da 

luego 

y por lo tanto 

(n - 1) log q = log l- log a 

log Z-log a 
n - 1 = -=-------'-

log q 

n= 
log l-log a 

log q +~ 

[IlI] 

[IV] 
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Fórmulas éstas que se expresan asi 

En toda progresión geométrica finita: 

El primer término es igual al cociente entre el último y la potencia 
n - 1 de la razón (fórmula II). 

La razón es igual a la raiz n - 1 del cociente entre el último tér­
mino y el primero (fórmula III). 

El número de términos es igual a la diferencia de los logaritmos del 
último y primer término dividida por el logaritmo de la razón y al resul­
tado mas uno. 

PROBLEMA. - ¿Cudl será el último término de una progresión geo-
1 

métrica de 10 términos si el primero es 64 y su razón eS"2? 

SOLUCIÓN. - Siendo l = a.qn-1 

es l == 64 . ( ~ YO-1 = 64 ( ~ r = 64 ;9 
1 64 1 

l = 64. 512 = 512 = 8 

COMPROBACIÓN. - Formando la progresión dada por el enunciado 
del problema, se tiene 

1 1 1 
64, 32, 16, 8, 4, 2, 1, 2) 4' 8 

1 
donde puede verse que efectivamente es 8" el último término. 

PROBLEMA. - ¿Cudl serd el primer término de una progresión geo-
1 

métrica de 7 términos si el último es 1 y la razón es "2? 
l 

SOLUCIÓN. - Siendo a = n=J 
q 

1 1 1 
es 

a = (~r = (~r =;. = ~ = 64 

lo que puede observarse en la progresión anterior. 

BIBLIOTECA NACIONAL 
DE MAESTROS 
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PROBLEMA. - ¿ Cudl es la razón de una progresión geométrica de 7 
1 

términos si el primero es 8 y el último es 8? 

es 

-1 

• /Tal SOLUCIÓN. - Siendo q = 11 a 

7- 1 

q= VI 6 

~ =II=~ 
lo que también puede observarse en la progresión anterior. 

PROBLEMA. - ¿Cudl es el número de términos de una progresión 
1 1 

geométrica si el primer término es 16 y el último es 4'" y la razón es "2 ? 

es 

log l-log a 
SOLUCIÓN. - Siendo n = + 1 

log q 

log~-log 16 
4 

n =------+1 
1 

log -
2 

1,39794 - 3,20413 
n= +1 

1,69897 
6+1=7 

lo cual puede también observarse en la progresión del primer pro­
blema. 

NOTA. - Como las tablas de logaritmos dan valores aproximados 
de los mismos, po9.ría suceder que al aplicar la fórmula (IV) no re­
sultase n un número natural, como tiene que ser pues indica el número 
de términos de la progresión. En tal caso se tomará para n el nú­
mero natural mas aproximado. 
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155. Producto de los términos equidistantes de los extremos. 
- LEMA. - El p"oducto de los términos equidistantes de los extremos 
de una progresión geométrica finita es igual al de los extremos. 

HIP.) a, b, c, ... j, k, l prog. geom. de razón q 

TESIS) b X k = a X l cXj=aXl; 

DEMOST.) De acuerdo con la def. de prog. geom. se tiene 

b=a.q y que l.=k.q 

luego 
l 

k =­
q 

por def. de cociente 

l 
Mult. m. a m. da b. k = a . q . -

q 

Simpl. queda b.k = a.l [1] 

Por otra parte en la progresión que empieza por b y termina por 
k, tendríamos por las mismas razones 

c.j = b .k Y como por [1] b.k = a.l resulta.' 

c.j = a.l por caracter transitivo de la igualdad. 

Este lema nos permite hallar rápidamente el 

156. Producto de varios términos consecutivos. - TEOREMA. 
- En toda progresión geométrica finita de n términos e1 producto de los 
mismos es igual a la raiz cuadrada del producto de los extremos elevado 
a la potencia enésima. 

~----1l----~, 

HIP.) a, b, c, . . . i, j, k, l prog. geom. 

TESIS) P = -J-(a.l)n . 
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DEMOST.) Llamando P al producto de todos los términos, ten­
driamos 

,,----n--~ 

P = a.b.c. .j.k.l 
I 11---..... 

y como P = l.k.J. . . . c.b.a por prop. conm. multo 

Mult. m. a m. y 
por colum. da p2 = (a.l) (b.k) (c.j) ... (j.c) (k-.b) (l.a) por pro-

piedad uniforme conmutativa y asociativa de la multiplicación. 

Teniendo en cuenta el lema anterior, resulta: 

, 11, \ 

p 2 = (a .l) (a. l) (a. l) ... (a .l) (a. l) (a.l) 

o bien p2 = (a.l)n 

Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros queda; 

P = -V (a.!)" . 

PROBLEMA. - ¿Cudl serd el producto de todos los términos de una 

pogresi6n geométrica de 8 términos si el primero es 16 y el último ~ ? 

SOLUCIÓN. - Siendo P = ...JTa.l)n 

es P = 1(16. ~ r = ...¡ 2~ = 24 = 16. 

157. Interpolación de medios proporcionales. - DEFINI€I6N. 

- Interpolar uno o más números, llamados medios proporcionales, 
entre otros dos dados a y b significa hallar los términos que faltan 
en una progresión geométrica de la. cual a es el primer término y b 
el último. 

Razón de interpolación. - Si se desea interpolar m medios 
proporcionales entre los números a y b debemos calcular la razón de 
la progresión que van a formar eso;; números con los dadoi'. Te-
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niendo en cuenta que esa progresión tiene m + 2 términos resulta, 
de acuerdo con la fórmula de la razón 

n - 1 

q = V! 
que como l = b y n = m +2 

m+2-1 ",+1 

se tiene: 
q= ~=~ 

lo que nos dice que: Cuando se desean interpolar m medios proporcio­
nales entre dos números dados a 1/ b, la razón de interpolación se obtiene 
extrayendo la raíz de grado m + 1 del cociente entre el segundo y 
el primero de los números dados. 

EJEMPLO 1. - InterlJolar cuatro medios propoTcionales entre 1~8 y 8. 

Siendo la razón de interpolación: 

'H1 
/-8- ¡; 5 5 

q = V 1 =..¡ 8 . 128 = ~ = ..¡ 210 = 22 = 4: 

128 

luego los medios buscadol'i son: 

_1_.4 = _1_. ~. 4 = ~ . ~. 4 = ~ . ~. 4 = 2 Y 2.4 = 8 
128 32 ' 32 8 ' 8 2 ' 2 

y la proporción que ellos forman con los dados 

PIWBLEl'IIA. - Escribir los términos que faltan en una progreswn 
geométrica de 5 términos .sabiendo que el primero es 0,5 y el último 8. 
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SOLUCIÓN. - Siendo la razón de interpolación 

31+1 8 ~4 8 4 

q= - = - =-{I6=2 
0,5 0,5 

luego por la observación del párrafo 127 resulta que los 3 términos 
que siguen aL primero son 

b = 0,5 X 2 = 1 c=lX2=2 d=2X2=4 

y la progresión es 0,5 1 , 2 , 4 8. 

158. Suma de los términos de una progresión creciente. ­
TEOREMA. - En toda prOljresión geométrica finita de n términos, la 
suma de todos ellos es igual al primer término por la diferencia entre 
la potencia enésima de la razón y uno, dividido por lct diferencia entre 
la razón y uno . 

HIP.) (],: b, e, .... , 1 prog. geom. 

T 
. S __ a (qn - 1) 

ESIS) 
q-1 

DEMOST.) Siendo por definición 

b = aq, e = bq = aq2, etc. y 1 = aqn-I es 

s = a + aq + aq2 + . .. + aq,,-I ¡ 1] 

Multiplicando ambos miembros por q se tiene 

Sq = aq + aq2 + aq3 + . . . + aqn-l + aqll [2J 

Observando que si en la [1] se pasa a al primer miembro y que si 
en la [2] se hace lo propio con aqn los segundos miembros resultan 
iguales, se tiene: 

S-a = Sq-aqn. 
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Trasponiendo los términos que contienen a S a un miembro y los 
restantes al otro, resulta. 

Sq- S = aqn-a 

luego S (q - 1) = a (q" - 1) 

o bien I 
q"-1 

S=d . 
q-1 

PROBLEMA. - ¿ Cuál será la suma de los términos de una progresión 
1 

g ométrica de 7 términos si el primero es 8 y la razón es "2 ? 

es 

q"-1 
SOLUCIÓN. - Siendo S = a ---

q-1 

1 
27 -1 

= 8 1 

2- 1 

8 

2 

luego S=8 

-127 

128 
1 

2 

16 127 = 127 = 15 2. 
128 8 8 . 

159. Suma de los términos en el caso en que la prow-esión 
es decreciente. - Si consideramos que en la progresión geométrioa 

a, aq, aq2, . . . aqn-l, aq" 

la razón q es en valor absoluto menor que 1, como sus potencia::; ,:uce · 
sivas q2, q3, ... , q" van disminuyendo, lo mismo sucede con 10:-; 

término!'; a, aq, aq2, .. . , aq" de la misma, razón por la cual se dice 
que la progresi ón es decreciente. 

EJEMPLO. '- Si a = 
1 . 1 ., d . Y q = "2 se tIene a prOj;l;reSlOll ecreClente 

] ] 1 1 1 
1, 2 ' '4 ' 8' ' 16 ' 32 ' ... , 
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Habíamos demostrado en general, que la suma S de los n primeros 
términos de una progresión geométrica era 

q" -1 
S = a -=---

q-1 

y como q < 1 ambos térnunos de la fracción son negativos, conviene 
escribirla de eRta otra manera: 

S=a 1 - q" 
1 -q 

a-aq" 

l-q 

160. Límite de la suma de los términos de una progresión 
geométrica decreciente. - La fórmula anterior puede escribirse 
así: 

a a 
S=-------q" 

1-q 1-q 

Aplicándola para calcular la suma de los 5, 10, 15, 20 primeros 
términos de la progresión 

tendríamos: 

1 

1 
1--

2 

1 ~ 1 1 
, 2 '4'S' 

__ 1-1- (! r 
1- 2 

1 1 
,--'--2,,-1 2" 

=2-(!r 
SIO = __ 1 ___ 1_ (~)1O = ~_ ({-f 

11 2 11 
1- 2 1- 2 "2 "2 

2 - (~r 

1 
=2---

16 

1 
= 2 - 512 
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815 = 
1 1 

(1 r -1 
(~r 

- ---
1 1 2 1 1 

1-- 1-- "2 2" 2 2 

=2-(~r= 2-
1 

16384 

(1 yo 
S20 = 

1 1 (lt- 1 2"_ 
1 1, 2" --1---1--

1-- 1-- 2" 2 2 2 

(1 r 1 
2- 2" = 2-

524277 

Puede observn,rse que las Rumas obtenidaR son iguales a una parte -
constante, 2 menos una fracción, que es tanto menor cuanto mayor 
es el número de términos que se consideran. 

Análogamente, si tomamos la progresión 

a J aq, aq2) ... ) aqn-1, aq" siendo I q f < 1 , 

cuya suma es 
a a S=-_- __ qn 

1-a 1-q 

Puede observarse que como q < 1, al ir aumentando el valor de 

n la fracción __ a_ no varia, pues en ella no figura n, y en cambio 
1-- q 

,qn se hace cada vez más pequeño y por 10 tanto lo mismo sucede con 
a 

el producto qn que podemos hacer tan próximo a cero como 
1-q 

deseemos con tal de tomar a n suficientemente gTande, con lo que 

resultada que ' S y a diferirían tan poco como uno quisiera. 
1-q 

Esto se expresa diciendo que a es el límite¡ de 8 cuando n au·, 
1-q 

mellta indefinidamente! es decir que: 

a + aq + aq2 + . .. + aqn-l + aqn + a 
=~ 

1-q 
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En el ejemplo anterior se tendría 

1 1 1 1 1 S=I+-+-+ ... +-+-+-+ 
2 4 2,,-1 2" 2"+1 

1 1 = 2 = 
1 1 

1-- 2 2 
Y en el ejemplo siguiente: 

S=6+4+~+~+ 6 6 
18 

3 9 
1 

2 1 
3 3 

161. Aplicaciones.- Las fórmulas que dan el valor del último tér­
mino y de la suma de los términos de una progresión geométrica, 
nos van a permitir re<olver los pl'oblemas siguientes: 

Dadas tres de las siguientes cantidades: p'rimer término, último tór­
mino, razón, número de tb'minos, hallar las otras dos, median1e el sis­
tema de eCl:.aciones que se obtenga reemplazando en las fórmulas 
mencionadas las incógn. tas por x e y y los datos por sus valores, como 
puede verse en los problemas que siguen: 

PROBLEMA. - Dados el primer ténnino, a = 5, el último, l = 1280 
Y elnúrnero de términos, n = 9, de q,tna progresión gCO'Ynétrioa, deter­

millar la r'az6u y la snma de los términos de dicha progresrón. , 

DATOS 

a = 5 

l = 128U 

71=9 

I 
INC6GNITAS 

qn_l 
SOl,DCIÓN. - Siendo l = aq,,-l y S = a -- - reemplazando los 

q - 1 
datos por sus valores, q por x y S por 11 se tiene el sistema 

r 1280 = 5 X~l 

i X9_~ 
l y = 5 - x _- 1 

[1] 

[2] 

( 
f 
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Despejando el valor de x de la [1], se tiene: 

1280 8 
x 8 = -- = 256 luego x = {256 = ? 

5 
1280 = 5 x 8 

sustituyendo este valor en la [2], resulta 

29 -1 512-1 
Y = 5 = 5 = 5 X 511 = 25 

2-1 1 

luego la razón es q = 2 y la suma es S = 2555. 

PROBLEMA. - Dados el primer término, a = 2, la Tazón, q = 3, 
Y II número de términos, n = 5, de una progresión geométrica, deter­
minar el último térrm'rlO y la suma de los mismos en dzcha progresión. 

DATOS 

a = 2 

q = 3 

n=5 

INCÓGNITAS 

l = x 

S=y 

" 1 
SOLUCIÓN. - .Siendo l = aqn-l y S = a q ~-1 reemplazando los 

q-
datos por sus valores, l por x, y S por y, se tiene el sistema 

r x = 2.35- 1 [ 1] 
I 
~ 3~-1 I y=2 [2J 
L B-l 

Como cada una de estas f'cuaciones tiene una Rola incógnita, el 
valor de ellas se obtiene resohriendo aisladamente cada ecuación 
Así, resulta 

x = 2.34 = 2.81 = 162 

243-1 
Y = 2 2 - = 242 

luego el últImo término es l = 162 y la suma y = 242. 
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PROBLEMA. - Dados el último t~rmino, l = 256, la razón, q = 2, 
11 el número de términos n = 7 de una progresión geométrica, determi­

nar el primer término y la suma de los términos de dicha progresión. 

DATOS 

l = 256 

q = 2 

n=7 

INCÓGNITAS 

a = x 

S=y 

n 1 
SOLUCIÓN. - Siendo l = aq"-1 y S = a q - 1 reemplazando los 

q-
datos por sus valores, a por x y S por y se tiene el sistema 

r 256 = X 21
-

1 

i 
l 

2'-1 
Y = x----

2-1 

o sea 

j 256 ~ 64 x 

L y = 127 x 

Despejando el valor de x de la [1], se tiene 

256 
x=--=4 

6r1 

sustituyendo este valor en la (2), resulta 

y = 127 X 4 = 508 

luego el primer término es a = 4 y la suma es S = 508. 

[1] 

[21 

PROBLEMA. - Dados el número de términos, n = 6, la suma, S = 630 
1 

Y la razón, q = 2" ' de una progresión geométrica, determinar el primero 

11 el último término de dicha progresión. 

DATOS 

n=6 

S = 630 

1 
q=-

2 

INCÓGNITAS 

a = x 

1 = Y 
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"-1 
SOLUCIÓN. - Siendo l = aqn-l y S = a q 1 reemplazando los 

q -
datos por sus valores, a por x y l por y, se tiene el sistema 

¡ (lr-1 

r y = X(~r = :2 x y = x -
2 

(~r-1 o bien 

1 
1 --1 64 

630=x-- - 630 = x 
1 

l 
1 

l ---1 
2 2 

[1] 

[2] 

Despejando el valor de x de la [2] se tiene 

63 
64 126 630 X 64 

630 = x --- = x -- luego x = ----
1 64 126 
2 

o sea x = 320 

sustituyendo este valor en la [1], resulta 

1 320 
Y = 32 X 320 = 32 = 10. 

luego el primer término es a = 320 y el último l = 10. 

Aplicaciones. L- ¿C1¿ál es la razón de una progresi6n geométrica de 9 términos 
si el primero es 6 y el último 1280 R.: q = 2. 

II. - ¿Cuál es el primer término de una. progresión geométrica de 8 términos 
ai el último es 384 y la razón es 2 R.: a = 3. 

III. - ¿Cuál será el último término de una progresión geométrica de 6 ltrminos 
si el primel'o es -1 y la razón es - 3 R.: l = - 81 . 

IV. - ¿Cuántos términos tiene una progresión geométrica cuyo primer término 
es 6, el último 1280 y la razón es 2 R. : n = 9. 
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V. - Hallar: a) el 8° término de la progresión 1, 1/'3, 1/9, ... ; b) el 7° de la 1/4 

-Ve, 1/2,1/2 -V2, ... ; e) el nO de la a, a (J + x) ... ; d) el nO de la x, (x + 1), 
.,. d) el 5° de 1/2,1/3,2/9 ... ; e) el 100 de la 2, -4, 8, ... 

VI. - Hallar la suma y el producto de: a) los 8 p'rimeros términos de la progresión 

t, 6, 18 ... ; b) 108 12 primeros de la 1, -V3, 3 ... ; c) los 6 primeros de-2, 21/2, 

- 31/8 ... , d) los 8 prime1'Os de la 80, 40, 20 . .. ; e) los 4 primeros de 2 ...;2; - 4, 
4- -{i .. . ; f) los 9 primeros de la 3, 6, 12 ... . 

VII. - El segundo y el tercer término de una progresión geométrica son m y n, res-

pectivamente. tCuál es el primero? R.: m2/n. 

IX. - Se sabe que bajo ciertas condiciones el número de bacterias que contiene la 
leche se duplica cada tres horas. Calcular el número por el cual es necesario multipli­
caT al mencionado en primeT término para obtener el número de bacterias al cabo de 
un día. R.: 256. 

X. - Interpolar 4 medios proporcionales entre 1 y 243; 3 entre - 3 Y -112; 
2 entre 19 y 152; 1 entre m y n; 2 entre m y n; 3 entre 21/4- y 9/4-; 6 entre 14-
y - 7/61¡.. 

XI. - Hallar la media proporcional entre: a) 9 y 4; b) 5 Y 5/9; e) 25 y 4; el) 
- - 1 

- x 11 - l/x; e) 2 + -V 3 Y 2 - -V 3 ; f) (a + b)3 y -- ; g) 0,05·y 8. 
a+b 

XII. - Hallar los límites de las 8'1¿m.as de las 1)rogresiones: a) 34, tr', S-3 . .. ; 

b) 0,45, 0,015, 0,005 . .. ; c) 3, -{S, 1 . .. ; d) 8/5 , -1,5/8 ... ; e) 4; 0,8; 0,16 . . . 

XIII. - Conociendo: a) n = 6, a = 13, q = 1/10 hallar 1 y S; b) a = 7, 1 = 3581¡. 
¡¡ J~ = 10, hallar q y S; c) n = 11, 1 = 29296875, q = 5, hallar a y S; d) n = 6 

q = 1/2YS = 1911/16, hallar a y 1; e) a = 3, 1 = 192-V2yn. = 14, hallar qy S. 

XIV. - Un mendigo pide hospitalidad a un avaro, quien no quieTe acordársela 
gratuitamente. El mendigo le hace entonces la siguiente P?'oposición: yo pagal'é 1 $ por 
el primer día, 2 $ por el segundo, 3 $ por el tercero y así siguiendo; en cambio usted 
me daTá 1/1000 de centavos el primeT dia, 2/1000 de centavo el seg¡¿ndo día, 4/1000 
el tercero y así siguiendo. El avaro consideró esa proposición C07lW un buen negocio 
!/ consintió en ese arreglo por 30 días. Liquidar la cuenta al fin de ese tiempo. 

R.: El alJaro debe 1073742 $ 
• mendigo 465 • 



CAPITULO XI 

NOCIONES ELEMENTALES DE TRIGONOMETRIA 

PROGRAMA, - G~ne-rapión de ángulos y signos de los mismos, Medida de los án­

gulos: Sistema sexagesim/ll y ci1'cula1', V,Llor y signo de las ftmciones tl'igo­

lIométrio(/s en los (matra cuadrantes, Relaciones ent1'(J las funciones trígono­

métricus ele un 1nis1Ho ángulo: Fórmulas tunr/amentc¡,Les, Conociendo el seno, el 
coseno o la tangente de un ángulo, hallar las c7e1ná.~ funCiones trigonométri­

cas, Se.no y eORe/1O lie la sllma de I¡O,~ ángnlos, Seno '!I coseno ele la diferencia 

de dos Ól;gu708, Seno y coseno elel d¡¿plo de ~m ángtüo, Área de un triángulo, 
Descripción y uso de las tablas de 70S ¡ogadt'mos de las fwwiones trigomo­

métricas. Ejercicios. 

162. Generación y signo de los ángulos. - Habíamos visto 
al dar las primeras nociones de + y 
Trigonometría (Geom. Com., II 
curso, n° 118) que un ángulo cual-

/, A 

quiera XOM = IX se consideraba 
siempre teniendo como pnmer la---do al semieje positivo OX de las 
abscisas y de manera que el otro --

-X' 

M 
e 
B 

+x 

lado OM perteneciera al primero, - y 
se¡mndo, tercero o cuarto cuadrantes, sebÚll que dicho ángulo 

A A 
XOM = ex estuviera comprendido entre 0° y 90",90° Y 180°,180° y 270° 
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y 270° Y 360°, respectivamente. Se 3.mplía este concepto de ángulo 
atribuyéndole a cada uno un signo de acuerdo con la sig,uiente: 

CONVENCIÓN. - Se considera a los ángulos como engendrados por 
. ~ 

la rotación de la semirrecta OX alrededor del origen al pasar de la 
~ ~ 

posición OX a la OM pasando pOI' todas las posiciones intermedias. 
Si ese movimiento se hace en el sentido contrario al de las agujas 
de un reloj, ,como en la figura, se le asigna el sif.no +, y en caso 
contrario el -. De acuerdo c~n esto resulta que el ángulo convexo 

A A 

XOM es positivo y el cóncavo XOM es negativo, por esa razón 
hemos Índicado pI sent' de poniéndole un areo que comienza en el 
primer lado y termina con una flecha en el último, como se vé en 
las figuras

L 
que siguen. . 

L ~ ,--'" C+o-'i {Ó~L ~ Ía~X U m X 
() axo/{oe~"C7ir-

163. Ampliación del concepto de ángulo. - Esta forma 
de considerar gener3dos a los ánl!.ulos, permite ampliar ese concepto, 

~ 

admitiendo que' el lado OX puede pasar a la posición OM directa-
mente, como en los casos anteriores, o df'spnés de dar 1, 2,3, etc. 
vuéltas o giros completos, en sentido positivo o neg-ativo. Los ángulos 
así obtenidos se llaman dngulos de mds de un gi1·o. En las figuras 

~ 
O X 

M 

r;::;:¿ 
~ X 

siguientes se indican: un ángulo convexo de 32°, uno de un giro 
más 32° o sea de 392° y un tercero de dos giros más 32° o sea de 
752°, siendo los tres positivos. 
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Como los lados q.e estos ángulos coinciden al llevar uno sobre 
otro, aun cuando no son iguales pues difieJ'en en uno o dos giros, se 
llaman cmgruentps respecto de un giro . 

164. Medida de los ángulos. - SÚlTEMA SEXAGESJMAL. - Re­
cuérdese que para medir las cantidades de una magnitud se elige 
una de ellas como ~tnidad. ASÍ, por ejemplo, para medir los ángulos 
en el sistema llamado sexagrsimal, ya estudiado, se tema como uni­
dad al ángulo de un grado sexagesima.l, que es la noventa ava parte 
de un ángulo recto y a sus submúltiplos, que son el ángulo de un 
minuto, y el de un segundo, que guardan entre sí las relaciones si­
guientes: 

A 

lR 

.90 
l' 

60 
1" =~ 

. 60 

165. Sistema circular. - Habíamos visto que en la práctica los 
ángulos se miden emplelllldo transportadores cuyo borde circular 
estaba dividido en arcos de un grado, por ejemplo, utilizando la 
propiedad que la medida de un ángulo es igual a la del arco del cual 
es un ángulo central corrospondiente y re­
cí procamente. 

Vamos a estudiar ahora un sistema para 
medir ángulos, llamado circular, que toma 
como unidad al ángulo denominado radián, 
que es tal que si con centro en su vértice 
se traza un arco de cualquier radio, cuyos 

M 

extremos estén sobre los lados del ánf;ulo dado, la longitud de 
ese arco es igual a su radio. 

166. Equivalencia entre el sistema círcular y el sexagesi­
mal. - Considerando a una circunferencia como a un arco cuyo 
ángulo central. correspondiente es de 360°, y teniendo en cuenta 
que los arcos de una misma circunferencia son proporc.Íonales a sus 
ángulos centrales, y que la longitud de la circunferencia de radio r 
es 2 1t r, se tiene: 
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que a un ángulo de 360° corresponde 

Y » " " » 1° » 

» » » » » aO » 

un arco 

» » 

» » 

de 2 'it radianes 

2'it 
»--

360° 

2'itao 

»--= 
360° 

° 'ita 

» 

'it aO 

180° 

luego el valor en radianes del ángulo Cl.
0 

es Cl r =--
180° 

ll] 

EJEMPLOS. - Expresar en radianes los dngulos de 90°, 180°, 270°, 

360, 450°, 2 giros, etc. 

Siendo 
A 
a, = 

'it 90° 'it -- = - radianes. 
]800 2 

Análogamente resulta 'it radianes; 

A 3'it 'it36if 
radianes; a, = = 2'it radianes; a, = 2 1800 

A 

De la f6rmula [1] resulta la aO 

A 

a, = ----
'it.720° = 4 'it radianes. 

180° 

180° CI., • b ____ que nos perrrute o te-

ner el valor en grados de un ángulo cuando se conoce su valor en 

radianes. 

EJEMPLOS. - Expresar en grados, minutos y segundos l lS dngulos 

de..2:, rad1·o.nes, ~ radianes, 1 radi'ln, 7'it radianes, 5 radianes. 
4 12 4 

Siendo 
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1800 ~ 
'lt' . ] 2 1800 

Análogamente: para 0:. = - es o: = ---- = --
12 'lt' 12 

180
0

.1 = 180
0 

~ 57 0 17' 44" ~ 57 0 3 . para 0:. = 1 es o: = = _, , 

7'lt' 
para 0:. = -- es o: = 

4 

'lt' 'lt' 

'lt' 

1800 .7 --- = 315 0 

4 

1800 .5 
para 0:. = 5 es el = ----

'lt' 

VALOR Y SIGNO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

EN LOS CUATRO CUADRANTES 

167. Seno. - DEFINICIÓN. - Recordemos (Geom. Cóm., JI Año, 
n° 120) que se llama seno de un ángulo a la razón entre la ordenada 
de un punto que tenga a dicho 
ángulo oomo argumento, y al ra­
dio vector correspondiente a ese 
punto. 

En símbolos : 

m'denada y 
sen q; = 

radio vector p 

-x 

EJEMPLO. - En la figura se tiene sen 4' = 

+y 

y 

'f 

O +X 

-y 

3 
0,6 

5 

V AI,OR y SIGNO DEI, SENO EN LOS CUATRO CUADRANTEs.-Como la 
abscisa, la ordenada y el radio vector son medidas de segmentos 
que forman (en general) un triángulo rectángulo del cual el radio 
vector es la hipotenusa, resulta: 
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y < p y X < p, y como en alglIDos casos particulares (90° y 270°) 

es l' = y, y en otros (0° y 180°) es p = x, se tiene: 

y por lo tanto 

I y ~ p I y que i x ~ p. I 

sen ip = Y$;1 es decir 
p -

El seno de un ángulo es en valor absoluto menor que uno. 
Teniendo en cuenta que el radio vector se considera siempre 

positivo y que la ordenada y es positiva en el primero y segundo 
cuadrantes y negativa en el tercero y el cuarto, resulta: 

y y 

x 
y 

iY' y' 

Signo 
1 ~r. cuad. 2°. cuad. Ser. cuad. 4°. cuad. 

del seno + + - --

168. Coseno. - DEFINICIÓN. - Se llama coseno de un ángulo a 
la razón entre la abscisa de un punto que tenga a dicho ángulo como 
argumento y el radio vector correspondiente a ese punto. 
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En símbolos: 

abscisa x 
cos <p = 

radio vector p 

En la figura: cos <p = ~ = 0,8 
5 

VALOR y SIGNO DEL COSENO. -

Teniendo en cuenta que la abscisa 

-x 

- y 

d~ un punto es pnsitíva en el primero y cuarto cuadrantes y negativa 
en el segundo y tercero y que el radio vector se considera siempre 
positivo, resulta: 

+Y 
t +Y 

-x .)( 

, ' - y 

Si gno 1 er o cuad. 2°. cuad. aer·cuad. 4°. <,uad. 

del 
CQseno + - - + 

Por otra parte, como x ~ p, 

resulta I oos • ~ -; • 1 I o sea queo 

El coseno de un ángulo es en valor absoluto mennr que l. 
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169. Tangente, - DEFINICIÓN. - Se llama tangente de un ángulo 
a la razón entre la ordenada y la abscisa de un punto que tenga a ese 
ángulo como argumento. 

En 81llibOlos: 

+y 

y 

_ X' O x +x 

-y 

ordenada 
tg cp = ---­

abscisa 

y 

x 

EEJEMPLO, - En la figura 

tg cp 
3 

- = 0,75. 
4 

VALOR y SIGNO DE LA TANGENTE. - Teniendo en cuenta que la 
abscisa y la ordenada tienen los mismos signos en el primer y tercer 
cuadrante y signos contrarios en el se¡,undo y cuarto, resulta 

y y 

y. 

Signo l er. cuad. 2°, cuad. 3Pt'· ruad. 4°. cuad. 

di la 
t 'ng nte + - + -



1I 

1I 

1
' 

1: 
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Por otra parte como un cateto de un trián!l:ulo rectán/!,ulo puede 
ser rllayOl', i¡¡'l.lal o menor que el otro io mismo sucede con las medi­
das de los mismos, o sea: 

y por lo tanto tg <p = J!..- ~ 1 
x < 

o sea: 

La tangente de un ángulo es en ValO1" absoluto mayor, igualo me­
nor que 1, es decir, puede tomar cuaZ-'uier valor. 

170 Cotangente. - DEFINICIÓN. - Se llama cotangentp de un 
ánfulo a la razón entre In aLscisa y la ordenada de un punto que 
tiene a dicho ánloulo como al' umento. 

En símbolos: 
abscisa 

cotg <p = ---­
ordenada 

x 

y 

EJEMPLO. - En la In fiura del párrafo anterior cotg <p 
4 

3 

VALOR y SIGNO. - Como la abscisa y la ordenada de un punto 
tienen el mismo signo en el primer y tercer cuadrantes y signos con­
trarios en el sellndo y cuarto, resulta (ver fi .uraanterior) que: 

. S'(Jno 
1 el'. cuad. 2°. cuad. 3or. cuad. 4°. cuad . 

de la eo-
tan(JQnte ..L + I 

Por otra parte, como y ~ x es cotg <p = - = 1 o sea x < I 
y > 

La eotangrmte de ttn ángulo es en valor absoluto menor, igualo mayor 
que 1, es de('ir, rmede tornar cual?uier valor. 
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171. Secante. - DEFINICIÓN. - Se llama secante de un ángulo 
a la razón entre el radio vector de un punto que tenga a ese ángulo 
como argumento, y la abscisa correspondiente a ese punto. 

radio vector p 
En símbolos: sec ~ = .---,-----

abscisa x 

EJEMPLO. - En la primera figura del n° 16g es sec cp = ~ 
4 

VALOR y SIGNO. - Como la abscisa de un punto es positiva en 
el primero y cuarto cuadrante y negativa en el segundo y tel'cero, se 
tiene (ver figura segunda df'l nO 168): 

Sígno 1 uro cuad. 2°. cuad. 3er. cuad. 4°. cuad. 

de la 
secante + - - + 

Por otra parte, como x ~ p es I sec cp = f ~ 1 o sea: 

La secante de un ángulo es en valor absolllt') mayor o igual que 1. 

172. Cosecante. - DEFINICrON. - Re lama cosccante de un án­
gulo a la razón entre el radio vector de un punto que tenga a ese 
ángulo como argumento, y la ordenada correspondiente a ese punto. 

radio vector ___p 
En símbolos: cosec cp = ------

ordenada Y 

EJEMPLO.-En la primera figura del n° 167 es cosec cp = ~ ~ 1,66 
3 

VALOR y SIGNO. - Como la ordenada de un punto es positiva en 
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el primero y segundo cuadrantes y negativa en el tercero y cuarto, 
se tiene (ver figura segunda del n° 167): 

Signo 
ler. cuad. 2°. cuad. 3er. cuad. 4°. cuad. 

de la 
wsecante + + - - I 

Por otro parte, como y ~ p es I cosec q> = f ~ 11 o sea : 

La cosecante de un dngulo es en valor absoluto mayor o igual que 1. 

173. Relaciones fundamentales que li~an a las funciones tri­
~onométricas de un mismo án~ulo. - COROLARIO. - La secante 
de un dngulo es igual a la inversa de su coseno. 

En efecto: Siendo 

y 

p 
sec cp = 

x 

x 
cos cp = -

p 

como los números P y ~ son inversos 

resulta 

x P 

sec cp = _1_ I . 
cos cp 

por defin de secante 

por definic. de coseno 

por def. de núm. inver. 

COROLARIO. - La cosecante de un ángulo es igual a la inversa de 
su seno. 

Siendo 

y 

P cosec cp = -
y 
y 

sen cp = -
P 

como los números ~ y y son inversos 

resulta 

y P 

1 
casec cp =-­

sen cp 

por defin, de cosecante 

por definici6n de seno 

por def. núms. inversos 
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COROLARIO. ~ La tangente de un ángulo es igual al cociente del 
seno por el coseno del mismo 

En efecto: Siendo 

y 

es 

Simplifico queda 

y 
sen <p =-

p 

x 
cos <p =-

p 

y 

por definici6n de seno 

por definic. de coseno 

sen <p p y P 'f d di -- = _ = -. - por prop. um. e v. 
cos <p x P x 

sen<p y 
y como 

y 
= tg <p 

cos <p 

por definici611 de tangente 

x x 

resulta 
sen <p 

tg <p = 
cos <p 

COROLARIO. - La cotangente de un ángulo es igual al cociente del 
coseno por el seno del misrJw. 

En efecto: Siendo 

es 

Simplifico queda 

resulta 

x 
cos <p =­

p 

y 
sen <p =-

p 

x 
cos ep P 

senep y 
p 

por definic. de coseno 

por definici6n de seno 

x P 'f d di -.- por prop. um. e v. 
p y 

x cos Cf> x 
y como - = cotg <p 

senep y 

cos ep 
cotg <p = -­

sen <p 

y 
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CONSECUENCIA. - De los do:-> últimos corolarioil resulta que: 

La tangente y la cotangente de un ángulo son números inversos. 

En :-iímbolos: 
1 1 

tg tJ( = --- ; cotg rp = --
colg rp tg rp 

Ademá de estas relaciones .se verifica entre laR funciones trigo­
nométricas de un ángulo la sig,uientc llam,ada: 

RELACIÓN PITAGÓRICA. - El cuadrado del seno de un ángulo más 
el cuadradu de su coseno es igual a uno. 

En 51mbolos: 

En efecto: Siendo 
y y2 

sen rp = - es sen2 rp = 
P ¡;2 

y 
x 

cos rp = - es cos2 ip 
¡; 

Sumando m. a 1l1. da 

y como y2 + X2 = p2 por el Teorema de Pitágoras, se tiene 

,) 

V 

174, Hallar las funciones trigonométricas de un ángulo co­
nociendo una de ellas. - PROBLEMA I. - Calcular las funciones 
trigonométricas de un ángulo l(onociendo el seno del mismo. 

DATO: "en rp INCÓGNITAS: CO' rp, tg rp, cotg rp, sec <p, cosec rp. 

(*) , .. n' 'P y eo,,' 'P signifkan ;'especLivamette (sen '1")' y (cO> '1")' 

" O • 1 • O (" 03 " •• 1 E",{s. S1 gen I{J = ,6 Y eo .• u = 2" es sen- I{J = .) = ,ti Y C('O' u = T 
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SOLUCIÓN. - Siendo sen2 q¡ + cos~ ip = 1 e~ I cos c¡; = ± -'.j 1- sen2 ~ I 

y como 

pero 

sen 4' 
tg (ji = -- Jesulta 

cos 4' 

1 
cotg ip = -- luego 

tg 4' 

1 
eca;. =-- " . co (ji 

, en ip 

tI! cP = ± -;======= 
~1 - sen2 4' 

-v 1 - sen2 cp cotg cp = ± ~--_:...­
sen cp 

1 
sec cp = ± 

-'.j l - sen2 (ji 

I cosee 4' = ~ 
sen cp 

E \c!. 2 
JEMPJ, O. ~ ,~l sen (j) .= es . 3 

cos (ji = ± 11 - ( : r = ± V 1 - : 

2 

:3 

1 
see CjI = --~-5-

± --
3 

2 2-'.j5 
=± -.=- =±---

-'.j 5 5 

3 
± -- = 

-'.jr; 
3-'.j5 

±---
5 

-V5 ± -­
;) 

eotg <p =±~ 
2 

eOHec cp = 
2 

PROBLEMA n . - Calcular las f unciones trigonométricas de un ángulo 
conociendo el coseno del mismo. 

DATO: cos q¡ INCÓGNITAS: sen (ji, tg €f, cotg (ji, sec q¡, cosec f. 
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SOLUCIÓN. - Siendo la secante de un ángulo la inversa de surco­
seno, se tiene: 

I 
sec <p = _l_ 

eos <p 

~.\demás, como se112 rp+cos2 <p = 1, es I sen <p = ± ...j 1- cos2 <p I 
1 1 

Y como cosec <p = -- es cosec cp = ± t===== 
sen <p ...j 1 - cos2 cp 

sen <p 
tg cp = -- es tg 

cos <p 

...j 1 - cos2 
(j) 

cp = ± . 
cos <p 

1 
cotg <p = -- es 

tg rp 

cos <p 
cotg <p =;= ± -;====== 

...j 1- C082 <p 

3 4 
EJEMPLO. - Si cos <p = - es :'lec <p = 

4 3 

ren cp= ± ¡ 1-( ! r = ± VI - 1
9
6 = ± vi 176 

4 
.osec cp = ± -=-

--.)7 
4--.)7 

±--
7 

3...j7 
±---

7 

--.)7 
-4 

tg <p = ± -- = 
3 
4 

--.)7 
±--

3 

--.)7 
±--

4 

PROBLEMA lII. - Calcular las funciones trignonométrica.s de ti" 
ángulo conociendo la tangente del mismo. 

DATO: tg cp INCÓGNITAS: sen <p, cos ip, cotg <p, ser. cp, cosec ~. 
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SOLuCIÓN. - Por una relación a.nterior, Le tieno 
1 

eotg q> =-­
tg q> 

, . "ell q¡ Adamas Blendo tg q; = -- es 
cos q> 

y suma.ndo 1 a !tmhos miembros da 

,e112 q¡ 
1 + t/.!,2 q> = 1 + ---

0082 q> 

sen2 q> 
t!!,29 = ---

cos2 q> 

eos2 (ji + el1~ q> 

C082 q> 

y como sen2 rp + cos2 cp = 1 resulta 1 + tg2 cp = 
e082 cp 

1 

de donde 
1 

cos2 q> = -----
+ tg.2 q; 

luego eos if 
1 

±--J -;=l=;+=t=g==z =(jI 

Como see if = 
cos q> 

1 
. el' I sec q¡ = ± --J 1 + tgZ cp I 

sen q; 
Por otra parte, siendo tg cp = --- es sen (ji = cos q> tg q>, 

cos cp 

luego I sen if = 

1 
y como eosee cp = es 

...¡ 1 + tg2 if 
eosee (ji = ± -'--t-.g-if--

sen (ji 

EJEMPLO. - Si tg if = 2 es cotg cp = ~ 1 
eos<p=±4/ 

v 1 +.2% 

1 --J-r; 
±...¡s =±-5-

2 
±--J5 = 

- 2 
see q¡ =...j5 ; sen cp = ±4 ~/~==:== 

vI + 22 

5 

--J5 cosee <p = ±--
2 
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175. Seno y coseno de la suma de dos ángulos. - Puede de­
mostrarse que: El seno de la suma (le dos ángulos es igual al seno clel 
primero por el coseno del segundo mds el coseno del primero por el 
seno del segundo. 

En símbolos: I sen (a + ~) = sen a cos ~ + c.os a sen [3 donde 

a y ~ son ángulo, cualesquiera. 

EJE]>IPLOS. - Sen (30° + 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 450 

sen (120° + 210°) = sen 120° cos 2100 + cos 1200 sen 2100 

También puede demostrarse que: El coseno de la suma de dos ángu­
los es igual al producto de los cosenos de los sumandos menos el pro­
ducto de los senos de los mismos. 

En símbolos: I cos (a + (3) = cos a COR ~ - sen a sen [3 I siendo 

o: y ~ ánguloFl cualesquiera. 

EJEMPLOS: cos (900 + 60°) = COti 90° cos 60° - sen 90° cos 60° 

cos (450° + 30°) = cos 4500 cos 30° - sen 450° sen 300 

176. Seno y coseno de la diferencia de dos ángulos. - Trate­
m.os de hallar el Olen (0: - ~). Como a- ~ = o: + (- B) y la exprei'lión 
del seno de la suma de dOH ángulos es válida para cualesquiera qlle 
sean los ángulos a y ~, se tiene: 

Ren tC(- (3) = sen [a + (- ~)l = sen a cO:> (- (3) + cos a sen (- (3) 

Por otra parte es fácil observar que los cosenos de dos ángulos 
iguales en valor absoluto y de signo contrario son iguaJes y que 

Jos senOR de esos ángulo. Ron números contrarios, resulta 

cos (- (3) = cos [3 sen (-~) = -Ren~, Juego: 

sen (o: - (3) = sen ex co¡.; [3 + co. Jo (- sen (3) 

I sen (a - (3) = sen o: cos [3 - cos C( sen ~) I o sea que: 
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El seno de la diferencia de dos ángulos es igual al seno del pri­
mero por el coseno dd segundo menos el coseno del primero por el 
seno del segundo. 

EJEMPLOS: sen (80° - 39°) = sen 80° cos 39° ~ cos 80° sen 398 

sen (90° - 190°) = sen 90° cos 190° - cos 90° sen 1900 

Análogamente resulta 

cos (a -~) = cos [a + (- ~)l = cos a COS (- ~) - sen IX sen (- ~), 

y teniendo en cuenta lo dicho reRpecto del seno y del coseno de dos 
ángulos iguales en valor absoluto y de signo contrario, se tiene: 

cos (a -~) = .cos a cos ~ - sen o: (- sen ~) 

luego I cos Ca -~) = cos o: cos ~ + sen a sen ~ I o sea que: 

El coseno de la diferencia de dos ángulos es igual al producto de los 
cosenos de los mismos 'más el producto de los senos. 

EJEMPLOS: cos (50° - 10°) = cos 50° cos 10° + sen 50° sen 10° 

cos (840° - 1000°) = cos 840° cos 1000° + sen 840° sen 1000° 

177. Seno y coseno del duplo de un ángulo. - Tratemos de 
hallar el SCllO y el coseno del duplo de un ángulo 0:, por ejemplo. 

Siendo 2 o: = a + G( 

es sen 2 ;x = sen (a + 0:) = sen IX cos o: + cos o: sen IX. 

luego I sen 2 a = 2 Ren a cos a I o sea que: 

El seno del duplo de un ángulo es igual al duplo del producto del 
seno de ese ángulo por el coseno del mismo. 

EJEMPLOS: sen 2.80° = 2 sen 80° cos 80° 
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Análogamente Re tiene: 

cos 2 o: = cos (o: + ct) = cos o: cos o: - sen o: sen o: 

I cos 2 o: = cos2 
IX - sen2 

IX I o sea que: 

El coseno del duplo de un ángulo es igual a la diferencia, entre el 

cuadrado del coseno y el del seno de ese ángulo, 

EJEMPLOS: cos (2 .103°) = cor;;2103° - sen2 103° 

cos 320° = cos (2 , 160°) = cos2 ] 60° - sen2 160°, 

17 . Area de un triángulo. - Tratemos de encontrar la super­
ficie de un triángulo cualquiera ABe. 

Siendo 
[:" 1 

¡ up ABe = - b . h 
2 

[1] 

tratemos de hallar el valor de h en función de 10H elementoR del 
triángulo dado. 

B B 

c /~a e j 
a h 

A "----;b--...J 
e H 
A~C 

'--H -b ----' 

A [:" 
Como h es el cateto BM opuesto al ángulo A en el BRA, y un 

cateto es igual a la hi]Jotel/usa por el seno del ángulo opuesto al mismo 

(Geo1ll. ComeTe" II año, n° 124), se tiene: 
A 

h = c. sen A 

y reempbzalldo en [1] resulta: 

[:" 1 A 
Sup, A.Be = '2 b, csen A 



- 234-

donde podemo observar que A es el ángulo comprendido entre los 
lado. b y c. Puede demostrarse que esta fórmula es completamente 
general y se expresa . diciendo: 

La sl~perficie de 1l1J, tTiángulo es igua.l al semiproducto de dos lados 
po?' el seno del ángulo compren­
dido entre ellos. B 

50· 
EJEMPLO. - Calcular con los 

da.tos del croquis la. s¡¿pelficie del 
t6ángulu ABC. 

L);:" 
ti e 

b:15 m 

6. 
Supo ABC ~ . 15 m. 8,60 m. sen 50°, 

y como sen 50° ~ 0,766 

resulta Supo A~C ~ ~ . 15 1ll 8,60 III 0,766 

CASO PARTICULAR. - Si el triángulo es rectángulo en _\ como 
sen A = sen 90° = 1, se tiene: 

8up. _d~c = ~ b. c . sen 90° = ~ b c. 1 = ~ b c que es la, mis­

ma fórmula que nos da la Geometría ' plana. 

179. Descripción de las tablas de los logarítmos de las fun­
ciones trigonomHricas de un ángulo. - Se llaman tablas 10ga­
Títrnico trignnornétn'cas a los cuadros donde están cdnsignados los 
10ga,ritmoR de las funciones trig,onométric3S de los ángulos desde 
0° haRta. 90°. 

Como, en general, los logaritmos de esas fUIlciones tienen infinitas 
cifras decimales, las tablas sólo dan las primeracl de e,~a:; cifra., 
es decir, valores aproximados de las nURmas. A continuación de:r.ri-
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'.1 deg. 

T ang. D Cot. SétI. D Cosin. , I P arto pl'Op. 

0,035g, 
0,0360;1 
o.('J36o~ 
0,oJ6d 
0, 0361 9 

o,o3Gz4 
0,03(130 
0,03635 
0,03640 
0,03646 

6 9,96403 Go 
:; 9,96397 59 
S 91!J63g:l :>8 
6 !), 963M7 ',i 
5 9,96381 6 

5S
1 

5fJ 
53 
5, 
5,' 

6 9,96J76 
:; U,g63io 
5 O,9G365 
6 9,9()3Go 
S 9 1 !J635c', 

50
1 

4g: 
~l 

0, 03733 
0', 03738 ~ 
0, 037"" , 
o,o3¡t.9 6 
0-, 03755 ~ 

0,~6.67 35 
9,0621h 34 
0,06256 33 
9d)6:!51 3'1 
9,96245 31! 

0,03760 
o,03¡66 
o.,oJí7 1 

0, 0377/ 
0, 03782 

55 9.60789 2 O,3~211 9,641188 l' o,3)31:l o,o3~~ 
56 ~,(jO!:S l tt g 0,30 182. 916I¡i?~ 31 0,35'278 0,u3905 
~7 9,G084/j ~9 0,39 ,54 9,6)7>6 3i, 0,3,,1¡4 0, 039'° 
... 8 lJ,fio875 ~ti 0,39 125 ~hfirj90 3!J 0,35210 o,o3glCi 
59 9, 60903 ;8 0,39097 9,(¡1¡~21, 31 0,3"76 0,039" 

& 9.60931 o,3!)06g g,6!¡85S 0,3514] o,o39~í 

? g:~g~~4 ~~, 
6 9,96229 'A8: 
:; 9,961,3 '7 
6 9,!)6~u8 'l{; 

¿51 

l" ~ :r3 

"1 
21

1 

, 
1 
·1 
'¡ 

COSlD. D Séc. Cot. J) Tang". C~. D S imu . 

Un drg. 

" Jo1351:' 

"\'1' 7 .4 ... I 
11 ~ 5 I 

,~ : :\: to 10 U ! 
30 lS/" , 
"D!O!33 
50 2:1 29 ~ 

" '9 346 GasT , s , 1 
8.4 a l 9" S, 

10 5 11 I 
!O fO 112 
tW 15 t'7 3 
W 19 tS" 
so 24!8 5 
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bilioR la tabla nO II de .J. Hoüel, que da esos logaritmos con su 
característica y la ,mantisa cen cinco decimales. 

La tabla consta de 45 página'. En la primera figuran los logaritmos 
de las funciones t rigonométricaR de 0° a 1 ° Y de 81 ° a 90°; en la 
segunda pá{<ina los de lOa 2° y de 88° a 89°, etc., y en la última 
los de 44° a 45° y de 45° a 46° variando en la misma forma. Cada 
página consta de 11 columnas; en la primera de la izqu~erda están 
f'scritos los minutos, deHde O a 60, que se agregan al número de 

. grado que figura en la parte superior de las mismas y en la última de 
la derecba los números de minutos, de 60 a O, que es necesario agregar 
al número de grados que se indica en la parte inferior. 

En las columnas restantes figuran los log:aritmoH de las seis fun­
ciones trigonométricas de' e'l->OS ['l,ngulos y laR diferencias entre dos 
consecutivos de cada columna. 

Las columnas llevan en la parte superior el nOInbre de una función 
o de una cofunción, yen la parte inferior el de la respectiva cofunción. 
Así en la pági.na q\1e reproducimos RP obi'!erva que ell la columna 
que arriba dice sin (pues en francés el peno se escribe sinus) debajo 
dice cosin, etc.; donde dice cosec, debajo dice seco Además las co­
lumnas que dan las diferencias que están indicadas con la letra D, 
se refieren indistintamente a las diferencias de los logaritmos de las 
funciones indicadas en las columnas que e~tán a su izquierda y a su 
derecba. 

Como, en general, los senos y cosenos de un ángulo son números 
menores que uno, lo mismo que la~ tangentes de los ángulos me­
nores que 45° y las cotangentes de los mayoreR que 45°, laR caracte· 
rísticas de SUR logaritmo!' son negativas, pero, pOI' razones tipo/!,rár 
ficas, se ha omitido la escritura del signo menm¡ que tendría que 
colocarse encima ne esa <:aractcristica, aumentando a CSOR loga­
ritmos en 10 unidades. Per eso en la práctica se deberán reemplazar 
las cal'acteristicas 9, 8, 7 Y 6 de laR columnas, sin, cosin, tang y cot 
por T, 2, "3 y'4 respectivamente. 

Así en lugar de log sen 23° 1.5' = 9,59632 escribiremos 1,59632. 

180. Uso de las tablas. - PROBIJEMA DIRECTO. - Calcular el lo­
ritmo de una de las funciones trigonométricas de un ángulo dado. 
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Puede evitarse el cálculo de la parte proporcional .1' utilizando 
las tablas marginales que figuran en la columna encabezada por 
Parto prop. que se manejan como se ha indicado a.l trat.ar el manejo 
de laR tablas de los logaritmo::; de 10R uúmeros (pág. 58). 

PROBLEMA lNVERSO. - Calcular 'un dngulo conociendo el IOflaritmo 

de ¡¿na de sus f'unciones trigonométricas. 

EJEMPLO 1. - H alZar el cíngnlo X sabiendo Zog sen X = 1,603:)2 . 
..Teniendo en cuenta que en la tabla de Hoi.iP1 el1 I>e transforma en 

9, huscando en la columna que dice :sin en la part.e superior encon­
tramos que 9,60302 es el log sen 23° 38'; luego resulta que el ángulo 
bURcado es X = 23° 38'. 

EJEMPLO n. - Ilallar X sabiendo log tg X = 0,35585. 

Como este valor figura en COlUmna. que dice tg en la parte inferiOl', 
leemos el número de grados en esa miHma parte yel de minuto,; en la 
columna de la derecha y obtenemol' que el ángulo hu,;catlo e ' 

X = 66° 13'. 

EJEMPLO IIl. - Hallar X sabiendo que log sec X = O,037M. 

Bn,;cando en la~ columna. de b sec no (>llconi ramol' el valor dado, 
pues está comprendido entre do:'! C'on¡.;C'cutÍvOR, 0,03700 y 0,03766, 
por lo tant.o, para hallar el ángulo bUHcado, interpolnrelllo.' de 
manera análoi!,a a la explicada (ejemplos 1 y II elel 2u Cl1:-lo) plan­
teando la proporción en sentido inverso. Adoptando la disposición 
práctica conocida tenemos 

6 - 00" para 0,0;3760 - 23° 30' 
4 x D = 6 4 - + 40" 

J.60 " x = - 6 - =40 para. 0,'03764 - 23° 30' 40" =A 

EJEMPLO IV. - Hallar X sabiendo que log col X = 1,64203. 

Procediendo como en el ejemplo anterior tendrí~Ll11os 

34 60 11 

paml,64175 -- 66° 20' 
28 -- :r D = 34 28 - -49/1 

28 tíO" 
= 49" 1,64203 66° 19' 111/ = X x = 

34 -
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OBSERVACJOKEf;. 1. - La tabla explicada sirve para calcular el 
loga.ritmo del valor absoluto de las funciones trigonométricas de 
ángulos mayore" que 90°, pues puede demostrarse que: dado ~tn 

ángulo cualquiera e~n"ste otro positivo y menor que 90° cuyas funciones 
trigonométricas son, en lIaZor ab oluto, iguales a las del dado. 

II. - Cuando determinamm; a un ángulo por medio del logaritmo 
de una de . us funciones tri¡ronométrica., hemos supuesto que per­
tenece al. prirner cuadran le, puef' hay otro' ángulos distintos que 
tienen e. a miRma función trigonométrica. 

Aplicaciones. - 1. - Dibujar los ángulos siguientes: a) [) R; b) ? R; e) 9 R; 
d) -.3 R; e) 11 R. 

TI. - ¿Q1ié ríngulo describe el minulero de tm reloj: a) en 30 min.; b) en 1 h 10 
minie) en .'3 11; el) al pasa¡' de las 1'2 h 40 min a las 13 h 1!J mini e) en ~4 11. 

III. - Expresar en radianes los ángnlos de: a) 30°; b) liOo; e) 7.5°; d) 135°; e) 
420°; f) 540°; g) 1080°; h) -2iOo; i) -210°. 

Ir. - Expresar en grados, minutos y segundos los ángtdos de: a) ~ radianes; 

b) 4 ~ radianes; e) ~ radianec'; el) 67r radianes; e) 97r radianes; f) 22 radianes. 
395 

Y. - Calcular aproximadamente, empleando la regla graduada y el t.mnsportador, 
las funciones /?igonométricas de looS ángl!los de: a) 78°; b) 145°; c) 218°: d) 320°; 
e) .120°; f) -405°; g) - 180°. 

YI. - Dib11iar un ángu,lo sabiendo qur: a) su seno es 3/5; b) su coseno 2/3; 
c) ~u Úlngente 1/f3 ; d) 811 cotangente 2; e) su secante 3/9,' f) su cosecante es 4/3. 

VIL - ('aleulm' lns funciones trigonométricas de un ángulo l' sabiendo que: a) 
sen x = 1/2; b) eos.r = 2/3; e) tg:r = 3/5; d) colg.?; = -8/2; e) secx = 1/5/8; 

f) cosee x = - '¡fi . 
VIII. - ¿CI/ál es el signo de: a) sen 120°; b) cos -45°; e) tg 208°; á) cotg 415°; 

e) spe 2200 j f) c.oscc - 84/io. 

IX. - Hallar sen (0(.+ ~), sen (o: - ~), cos (O( + ~), cos (O( - ~), sabiendo que: 

';2 
a) sen O( = l/!e, cos ~ = 3/4; b) sen O( = 2/5, sen ~ = --; e) sen o: = 5/6, :e 
co.' ¡l = 1/3; d) sen O( = O, cos ~ = 1; e) cos O( = 1/4, cos ¡l = 8/5. 
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X. - Hallar las Jundones trigonométticas de los állg'llos de 15° y de 15° sabiendIJ 

1. -o -V2 300 -VS . 
qlu': sen 40 = 2 y ces = -2-' 

XI. - Hallar lasfuncíone.s trigonométricas de: a) 00°, sabiendo que sen sno = 1/2, 

b) las de 900
, sabiendo que ces 46°= -V 2 ; e) de 120°, sabiendo qlle ces 60° = 1/13. 

2 

xrr. - Calculal', empleando logm'Ítnws, el área del triángulo ABr sabiendo que: 
a) b = 181 1n, e = !'J05 m, G( = 50° 46' 20"; b) a = ·j08,l¡1 m, b = 602.64 m, r = 

= 82° 40' ~j()"; el a = b = 146 'fn, "( = 4.90 50' l¡2"; el) a = 82,64 Km, e = 1286,1't 

])111, ~ = 56 0 40'; e) a = 1848,64 m, b = 2046,68 m, r = 60° 12' 40". 

XIII. - Hallar lo.~ logaritmos de las sigu.ientes funciones [rigur/amétricas: a) 
sen 28° 30' [;i311; b) cos 76° 40' 28"; e) tg 39° i)fl' 41"; d) 'X!lg .'j0° 1,1' 66"; d) su 
l¡0° 12' 18"; e) cosee 590 59' 10". 

XIV. - Hallar un ángulo x sabiendo que: a) log sen .l: = 1,634.97; b) I.og C08 

X = f;37l¡f)8; e) log tg x = O,l¡..9198; d) colg x = 1,63991.' el 10g .~ec x = 0,181,.8fJ; 
f) log cosee x = 0,61145. 

xv .. - Calcular la superficie de: a) un paralelogra'l7w sabiendo que. dos de sm 
lados tienen J6 In Y 46 m de longitud, y el ángulo comprendido es de 50° 26' l¡O"; 
b) de un rombo de 56 cm. de lado y un áng'ulo de 70°. 
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