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& CAPITULO 1

RADICALES

PROGRAMA, — Definicion de la radicacién. Regla de los signos. Valor absoluto
de la raiz. Valor aritmético de un radical. Propiedades del valor aritmético de
los radicales: Raiz de un producto, de un cociente, de una potencia ¥y de uma
raiz. Reciprocas de las mismas. El valor de wn radical no altera si se multi-
plican o dividen exactamente por un mismo nidmero el indice y el exponente.
Simplificacion de radicales: Reduceion a comiin indice; minimo comimn indi-
ce. Extraccion de factores fuera del radical. Introduceion de factores deniro
del radical. Operaciones con radicales: Radicales semejantes: definicion.
Suma y resta’ de radicales semejantes y -de radicales cualesquiera. Multiplica-
cibn y division de radicales, de igual indice y de indice distinto. Racionali-
zacion de demominadores: Defimieion. Caso en que el denominador es un radical
cuadrdtico o un radical cualquiera. Caso en que el denominador es um bino-
mio con wn término racional y el otro irracional cuadrdtico, o ambos drra-
cionales cuadrdticos. Ejercicios.

1. Definicion de raiz y regla de los signos de la radicacion. —
Como la definicién de raiz emésima de un ntmero natural, es la
misma que la de un ndimero entero o racional, aceptaremos esa de-
finicibn también para los ntmeros reales.

En lo que sigue representaremos a los niimeros reales por las letras
del alfabeto griego «, 8, ... °

Asi, por ejemplo:

3
2

@ representa al n° 5, 0o al —8, oal ——, o0a 42 = 1,4142...

y en general:

: a 5
@, B, ... representan al n° a, o al a, o al 3 oal nabed...
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DeriNicioN. — Dado un nimero real @ y otro matural m > 1, ‘e
llama ratz emésima del nimero a, al ntimero real B que elevado a la
emésima potencia sea igual a o.

m

En simbolos: N = 6 flLgti=lg
El nfimero o cuya raiz se busca se llama radicando y el m indice de
la rafz. i
a7 3 | 3 )3 gy
Ea s —_— = — Sy =
EMPLOS : S porque ( 3 5

5

Vji:——._l_ >
32 2

4
81 = =3 »

(_' 1)5' ZiEaeEy
2 32

(+3)t=281
y (—3)t=81

Por las razones dadas més arriba resulta que podremos aplicar

también la regla de los signos.

RuaLa pE Los sieNos. — 1) El signo

de una rafz de indice impar de

un ndmero real es + 0 — segun que dicho nimero sea positivo o mega-

tivo respectivamente.

1T) Los signos de las dos raices de indice par de un nimero real post-

tivo son + y — respectivamente.

EJEMPLOS

4 4

3 3 =g it
i 16 16 2
V—27 V20 TV m e

9. Casos de imposibilidad en el campo real. — Tratemos de

hallar las siguientes rafces:

4

T A 1
(—25 y "/—T(?




e A

I)Es 4 —25++5 puesto (+5)2=425
y Vv—25 +—5 puesto (—5)%=+25

4

s 1 i 3 e |
IT) Es V_ﬁ:'t_l-? puesto (+§) —+1*()r

4
1 1 , 1)4 1
e e _— St —_— = o
1/ 6. e Tgs ( 5 T16

luego 4/ —25 ¥ ,‘/ — -~ no existen entre los nimeros reales,

(o

pues no hay ningin nﬁmero real que elevado al cuadrado nos dé
— 25, ni ningtin otro que elevado a la cuarta potencia dé —-~1—16—-

En general: [ — a no tiene sentido puesto que no ‘existe ningun
nimero real que elevado a una potencia de exponente par, 2 m, dé un ni-

mero negativo .

3. Valor absoluto. — DermNicioN. — Se llama wvalor absoluto
de la raiz emésima de un ndmero real al nimero que se obtiene a.l
suprimir los signos de dicha raiz.

EismpLOS:
3 3
Siendo 4 —27 =—3 . es 3 el valor absoluto de +f —27
4 4
Siendo ,‘/ L = 4+ .l. » -1_ » » » » _1_
16 2 2 T

4. Los radicales considerados como raices indicadas.—
Llamaremos radicales a las raices indicadas de los nimeros reales
siempre que dichas operaciones sean posibles. Al indice de la raiz y
al exponente del radicando los llamaremos indice y exponente del ra-
dical respectivamente, '

s
EJEMPLOS: \/3 son radicales

12r

(*) Recuerdese que un nimero par se representa por 2m.
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En cambio, 1/ Rl 116 no es un radical pues no tiene sentido en-

tre los nimeros reales la raiz de indice par de un ndmero negativo.
En general diremos que:
Las raices pares indicadas de niimeros negativos, que son simbolos

carentes de significado en el campo real, no se consideran como radi-
cales.

5. Valor aritmético de un radical. — DrrinicioN. — Se llama

valor aritmético de un radical, al valor absoluto de la raiz que indica
dicho radical.

4
Esempros: El valor aritmético de + 16 = 2

PROPIEDADES DE LOS VALORES ARITMETICOS DE LOS RADICALES. —
Dado un radical se podré establecer su signo por la regla respec-
tiva y s6lo quedara por calcular su valor aritmético.

Como, por otra parte, ya sabemos calcular el signo del resultado
de cualquier operacién conociendo el gigno de los datos, nos ocupa-
remos ahora de ver como se procede para hallar el valor de esos re-
sultados en el caso en que los datos sean radicales.

Por eso en lo que sigue, si no lo mencionamos especialmente, se so-
breentendera que hablamos del valor aritmético de los radicales con
los cuales trabajemos.

6. Raiz de un producto. — Siendo la definicién de raiz emé-
sima de un ntimero real la misma que la de rafz emésima de un ni-
mero natural, todas lag propiedades-de estas tdltimas basadas en
dicha definicién, seguirin siendo validas para los valores aritméticos
de las primeras, pues sus demostraciones podrian aplicarse sin mo-
dificacion alguna.
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Teniendo en cuenta entonces la propiedad distributiva de la radi-
caciébn con respecto a la multiplicacién resulta que:

La ratz emésima de un producto es igual al producto de las rafces
emésimas de los factores.

m m m

En simbolos: \/aﬁ = \f— v 8 .41 siendo «, B, v nimeros reales

Ejempro: Teniendo en cuenta esta propiedad
signos resulta:

) T 3 g
AT Bon g ERE syt el | I ]
,1/ L = 4/927. ST are . S W 0 i
27— .125 V27 s V125 5 5

V3600 = V36.100 = V36.V100 = 6.10 = 60

v la regla de los

7. Reciproca. — Cororario. — Bl producto de wvarias rafices de
tgual indice es olra ratz de ese mismo indice, cuyo radicando es el pro-
ducto de los radicandos de las rafces dadas.

e m n
En efecto: Siendo 4/ afy = \/_— \VE@.4r por teor. anterior

m m

es Va. \f— VY = \/ﬂ By por caricter recip. iguald.

Esemero: /16 ,‘/ 43 =100 =

CoroLario. — Para elevar wna raiz a una potencia basta elevar al
radicando a dicha potencia.

En efecto: (\/E) =ya-va...\a= \j por def. pot. y

cor. ant.
i Y in 7 O f
EseMpLOS: (\/ a) slgetfigh| 1 (\/ a) = 4/ a’

8. Raiz emésima de un cociente. — Recordando la propiedad
distributiva de la radicacién con respecto a la divisién, resulta que:

La raiz emésima de un cociente, es igual al cociente de la raiz emésima
del dividendo por la raiz emésima del divisor.
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En simbolos: Va:B =+a:4B
1 iz 1 1
E : Vi = /1/j 103 ==9(0)
JEMPLO 100: - V100 g 0:

9. Reciproca.— CoroLARIO. — El cociente de dos rafices de igual
indice es otra raiz, de ese mismo indice, cuyo radicando es el cociente
de los radicandos de las raices dadas.

m

m ‘m
En efecto: siendo 4y a:8 = \/@:y @ por el teorema anterior

m m m
es Va:yg = B - por caric. recip. iguald.

e AR /L R e L
" LT 9 36 ° 9 Y186, 6 12

Demostraremos en cambio otras prupiedades de los valores arit-
méticos de los radicales, que a pesar de cumplirse para’ los ntimeros
naturales, no las estudiamos, por razones de brevedad, en Primer
Afio, siguiendo un camino en todo idéntico al empleado al demostrar
las otras propiedades de la radicacién de ndmeros naturales. Esas
propiedades son:

10. Raiz de una potencia.— TEOREMA. — La rdfz emésima de
una potencia cuyo exponente es multiplo del indice, es otra potencia de
la misma base cuyo exponente es el cociente del exponente de la poten-
cia dada por el indice de la raiz.

m

Hir.) o" siendo n nGmero nat. Tesig) fan =o' ™
n es multiplo de m

DEMOSTRACION. — Siendo 7 = m por hipétesis, el cociente n : m es
un niimero entero, por lo tanto tiene sentido la operacién «" ™.
Para que sea o«"'"™ la raiz emésima de «" debe ser por definicién
de raiz
(Ratz &"'™)™ = radicando «"

. Veamos si esta condicién se cumple,




labe A

Siendo (@ ™™ = ™™™ por potencia de una pot.
simpl. da (i = o que es el radicando,

n:m

lo que nos dice que es cierto que \/ o =

s /G - "-) -

\/2 =2“’=23; vV 10000 =\/104_\/104=2=102

OBSERVACION. — Si contrariamente a lo exigido por la hipétesis no

fuera n multiplo de m la operacion «"‘™ careceria de sentido. Por

3 5
ejemplo 4/a® conduciria a'la expresion «3. que todavia no sabemos
lo que significa, pues no se han definido las potencias de exponente

fraceionario. g

13. Raiz de la raiz de un niimero. — TrorEMA. — La ratz emé-
sima de la raiz enésima de un nimero es tgual a la raiz de dicho ndmero
cuyo indice es el producto de los indices de las rafces dadas.

m—
n A mn 2
Hir.) « ndmero real Tesis) Vo =1qa
m y n nos naturales > 1
m
7l_
Dumost.) Representando por z el valor de \ @ , se tiene que

m

5 :/7 =2z [1] es 2™ =+ a por defin. rafz emésima

luego () —ia por defin. raiz enésima

0 bien e por potencia de una pot.
m'n

por lo tanto v @ =z [2] por def. derafz emenésima

mn v
e [1] y [2] resulta /‘/ \ o =1/« por consec. carac. trans.

B 1/%=V€I=:}“@=2
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}
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14. Reciproca. — CororArio. — La rafz de indice mn de un nii-
mero o es igual a la ratz de indice m de la raiz de indice n de dicho

niamero .
m
n mn
En efecto: Siendo Vo =+« por el teorema anterior

m
7"”_
es Ve =

4 —_— - ———
8 L2 "
Esempros: 7 =47 = "/\/—7_ iV 100= 1/\/ 10

15. Propiedades de los radicales. — Cor. I.— El valor de un
radical mo altera si se multiplican por un mismo ndmero el indice y el -
exponente.

n
\ @ por carac. recipr. igual.

m

mp Sarh,
En simbolos: Vor = Afawr

En efecto: Si 4/ ar =z [1] es 2™ = " por def. de raiz

y elevando a la p da s i por prop. unif. pot.
mp
luego z = 4 o por def, raiz
¥ m mp, ...
y por [1] Noan =/ aw
— 4*_ 4 il
EseMPLO: V6 =62 =136

16. Corolario II. — El valor de un radical nmo altera si se dividen
exactamente por un mismo nivmero el indice y el exponente.

miﬁv mp N e

En efecto: Siendo \/ @ = y/an»  por el corolario anterior
mp LY, m“ e

es \ o = qfen  por carhe. recip. iguald.

3

m A s

6
EjempLO: v
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17. Simplificacién de radicales (. — DurINICION. — Simplificar
un radical significa encontrar otro igual al dado cuyo indice y expo-
nente sean menores que los del primero.

Para ello basta dividir dichos indice y exponente por un factor
comin o sea, suprimir ese factor comun.

30
Sea, por ejemplo, simplificar el radical 4/ «* . Como 30 y 45 son di-
visibles por 3 resulta:

30:3

30 10 :
\(145 = \/aus == \/ﬁ

y como 10 y 15 son divisibles por 5, resulta:

10:5

I L N R R T T L gt
Vo = ald = 4/al5:5 = [ 48 =4[ 43

Como 2 y 3 son primos entre si no tienen factores comunes y por
lo tanto no podran simplificarse por lo cual se dice que el radical
\ o es irreducible.

30
Se dice también que v/ o® esel radical v/ «* reducido a su mds simple
exPresion.

OBsERVACION. — Dado un radical para reducirlo a su mas gimple
expresién en lugar de dividir su indice y su exponente sucesivamente
por sus factores comunes, basta dividirlo por el producto de todos
ellos, o sea por su maximo comtn divisor.

24
EremprLo. — Reducir a su méas simple expresién -/ 260
siendo m. ¢. d. (24 y 60) = 12,
24 24:12

se tiene: V200 = /280512 = 4[95 = /32

(*) Bs conveniente hacer notar q‘ue todo lo estudiado sobre simplificacién de frac-
eiones, es aplicable a la simplificacion de radicales, con s6lo eambiar las palabras
numerador y denominador de la fraccion por exponente e indice del radical, res-
pectivamente.



VH'..A'H{'." s Gy R

18. Reduccion a comun indice @, — Drrinicion. — Reducir va-
rios radicales a comun indice, es encontrar. otros radicales que siendo
respectivamente iguales a los dados tengan el mismo indice..

Tratemos de reducir a comin indice los radicales:

3

VE i NE oy A

Un indice comtin a dichos radicales es, por ejemplo, el producto
de sus indices 3.5.2.

Para que figure este indice en un radieal igual al primero, basta
multiplicar su indice y su exponente por 5.2 asi resultaria:

3. 352 00
V 5 = “’ 55.2 = V510
Para que figure el indice 3.5.2 en un radical igual al segundo

debemos multiplicar al indice y al exponente por 3.2, asi tendriamos:

5 5.3.2 30

y para que figure en un radical igual al tercero debemos multiplicar
al indice y al exponente por 3.5 y tendriamos: '

2.3.5 30

\Vm? = mT35 = [ it

Observando que el indice y el exponente de cada uno de los radi-
cales dados se han multiplicado por el producto de los indices de los
otros, resulta la siguiente:

REGLA. — Para reducir varios radicales a comum fndice se multi-
plican el indice y el exponente de cada uno de ellos por el producto de
los indices de los otros.

(*) E3 conyeniente hacer notar que la analogia observada en el parrafo anterior se
conserva entre la reduccién de fracciones a comun denominador y la de radicales a comtin
indice.
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s

w218 1=
m P_ 1'_
En simbolos: dados 4fa*, /B2 y +4/y* reducidos a comin
indice resulta:
m._ . mpr . pmr ” rmp
Van = A[ qnpr c .\/ Ba = .\/aqmr : Ay = A e

o también

mpr mpr 3 mpr

mn p
Var = yawr B = yE 5 7 = Ay

19. Minimo comin indice . — DrrinicioN. — Reducir varios
radicales a miénimo comin indice, es encontrar otros radicales que sien-
do respectivamente iguales a los dados, tengan por indice comiin
al minimo comin miltiplo de sus indices.

Sea, por ejemplo, reducir a minimo comun indice los radicales:

4 gueis Tl e
NP e P

Siendo el m. ¢. m. (4, 8 y 12) = 24 (Matemdt. I) para que figilre
este indice en un radical igual al primero basta multiplicar a su
indice y a su exponente por 6, que es el cociente de 24 : 4,

AR e O el
asf tendriamos: V28 = 4[a3:6 = 4[18

Procediendo de idéntica manera con los otros radicales tendriamos:
24
\ @

12 12.2 24

VE_:’: = 72—? = 210

-
Q
I
%
e
8
I

Observando que el indice de los radicales hallados es el minimo
comin miiltiplo de los indices de los dados, y que el exponente del
radicando de cada uno de ellos es el producto de su exponente por el

(*) Notese la gré.n analogia que existe entre este parrafo y el de reduceion de frac-
ciones a minimo comun de inador.
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" cociente del minimo com@n indice por su indice, resulta la si-
guiente: '

RuGLA. — Para reducir radicales a minimo comin indice, se multi-
plican el tndice y el exponente de cada uno de ellos, por el cociente de
dividir el minimo comim maltiplo de sus indices por el indice respectivo

g A il 2
En simbolos: Jar VB ; NET

reducidos a minimo comin indice, en el supuesto que

m. c. m. (b, d,f) =m dan respectivamente.

b b (m:b) m

! ‘\,u”’ = \/ma\m:b) W Vau(m:b)—
d d(m:d) m
W: \/Bc(m:d) =-\/Bc(m:d)
% fim:f)

e ey i e o

EsempLo. — Reducir a minimo comin indice

%

15 5 2 e
Vo s BE e AN

Siendo m. ¢. m. (15, 5, 25, 75) = 75 resulta:

15 ] 75 gy 5 :
1,a2 = \/a2(75:15) = 1( T al0
B e 6 (63 75 .
\/ = \lb4(75:5) = \/‘b“‘"’ = 1/ 760
% 75 7 75
,[cs =V68(75:25) ’=‘\/c8-3 = A o2
5 75 7 5

I
<

\Vd® = @Em:m = 4 do-1
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20. Extraccion de factores fuera del radical. — Consideremos
3

el radical 4/ 4193 .
¢ TS T
Siendo v« = 4[5 /B por prop, distrib. (n° 6)

. 3 & = - -~
y 156 =53=3 es 4o =a”' 3 =0 por un teor. ant. (n° 10)

3>' e By V.
luego - v a3 = @3

Si consideramos en cambio el radical /@', como 7 ¢?; no podra
sacarse directamente a o fuera del radieal. Sin embargo, teniendo en
cuenta que siendo (7) :3 =2 yrestoles 7=3.2+ 1 luego

et 3 AT Ao v, el
\/ AR \/a3.2+1(3 = \/a;x.za@ = \/ 032 \/ «f

3

3
0 sea Vo8 = o\ b

Observando en la forma en que se ha extraide de la raiz el factor o -
y teniendo en cuenta que el mismo razonamiento puede hacerse para
extraer cualquier otro factor de un radical, se deduce la siguiente

REeGLA. — Para extraer de un radical un factor cuyo exponente sea
mayor que su indice, se lo coloca fuera del mismo elevado a una potencia
1gual al cociente de la division entera de su exponente por el indice y se
dejan bajo el radical al mismo factor con un exponente igual al resto de
esa division, y a los demds factores.

EaM.: \V @bz = av @b’z puesto que (5):3 =1 y resto 2
Viad'h =2a\b ; ‘/—26=,V4'5 =4/22.5 =245

21. Introduccion de factores dentro de un radical. — Sea in-

4
troducir dentro del radical 4/ 8 el factor of.
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Teniendo en cuenta que

4 s
2 =y (2*)* = Va2 por corol. defin. de rafz
4
v

4 4
resulta AVB =+a2 B por prop. unif. radicacién
4 4 -
luego SNB = 2B por un cor, ant. (n° 7)

Observando que el procedimiento seguido es aplicable para intro-
duecir cualquier factor dentro de un radical, resulta la siguiente:

REeGLA. — Se puede introducir un factor de un radical dentro del
mismo multiplicando su exponente por el indice del radical.

; TPy 4+ e

EsempLos: 245 = /2.5 =416.5 =80
IR 1 9
3V_=V2._=V_
5] - 5 '3}

OPERACIONES CON RADICALES (¥)

Siendo los radicales nimeros, pues, por definicién, indiean ope-
raciones posibles y con un solo resultado, podemos operar con ellos
teniendo en cuenta todas las propiedades estudiadas para los néimeros
reales que son las mismas que la de los racionales.

Con el objeto de simplificar las expresiones veremos como puede
operarse rapidamente con los radicales, para lo cual daremos antes
la siguiente

DeriNicionN. — Se dice que dos o méas radicales son semejantes,
cuando reducidos a su mas simple expresion y extraidos de ellos todos
los factores posibles, tienen el mismo indice y el mismo radieando,
es decir, que s6lo pueden diferir en los factores colocados fuera de ellos,
que se llaman coeficientes.

5 = 5 ;
Esempros: 1) v/ 6a%?®; —% \V6a®;34/6a%%; I1) /3;64/3 ¥
5412 =51 3 =5.2.43 = 10 +/3 son radicales semejantes.

(*) Es conveniente hacer notar que todo lo estudiado para las operaciones con mo-
nomios es aplicable a las operaciones con radicales pues estos también son monomios.
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22. Suma de radlcales semejantes. = Sea, por ejemplo, sumar

los radicales -—-\/ 41a%; —6\/7 a?b ; \/’ a’b,
3
Sacando el factor comtn 4/ 4a2b , tenemos:

1 i L i o[ el
IV 3b —6\[4a?b +—\/4a1b =(———:6+§)V4azb

_2— 48 1 aiied
o) iiai Viah =— 7\/4a?b

1 3_ 3 At 2
luego -4—\/4a2b —6+/4a% +§\/4a2b =
! 2 = R R
Esempro II. — Sumar los radicales —+/2, ——+/8, 4.
) )

Tratemos de simplificar los radicales dados y de extraer los factores
posibles para ver si son semejantes.

Siendo 2 7 = 2T

5 )
y L 43=,i\/222=3.2\/§=§\/?
H 5 ) 5 5
4

4
es VT2 VE+ VT = 2VT VT +ovT

(2_6+5)\/_. =—}‘\[_

Como en cualquier caso se procederia de la misma manera podemos
dar la siguiente:

REeGLA. — La suma de varios radicales semejantes es el radical se-
mejante a los dados, cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes de di-
chos radicales.
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ApricaciON. — Sumar los radicales Ao \/ —b5zt, Af9727

oo

3

2 V7 + 5 VF) + VI = o\ F —5zyE +32 VT

=(?—5x+3x2 N

wll\?

23. Resta de radicales semejantes. — Sea, por ejemplo, restar
del radical —5+/3 az? el 73 \3az?.

Teniendo en cuenta que los radicales son ntimeros y que la dife-
rancia entre dos ntiimeros se obtiene sumando al minuendo el contrario
del sustraendo, se tiene

(—5\3az?) —@ \/3(1.:1:2)= i (12 \/ma) 2
= (__ 54 .—;2_) 4/ 3 ax?

Iy & jf’? e o ,3 L ezt

Este ejemplo y la consideracion de que en la misma forma se hu-
biese podido proceder en cualquier otro caso nos permiten dar la si-
guiente:

RuGLA. — Para restar dos radicales semejantes se le suma al radi-
cal minuendo el sustraendo cambiado de signo, y se procede de acuerdo
con la regla de la suma de radicales.

APLICACION:

8F Ay - i (ivw) =847 + (- £v7)

e iy '—3=A3_6 3
—(8+»A5)\/x o

s
luego 8\/755‘~%\/7ﬁ‘=3?6x\[?
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24. Multiplicacion de radicales.— Sea, por ejemplo, multiplicar
. QoS S —
los radicales: ——5-\/3 : X 4N 7.
Para poder aplicar el corolario referente a la multiplicacién de

radicales es menester reducirlos previamente a comin indice, pues esa
era la condicién que se exigia en él para poderlos multiplicar (n° 7).

O

Como = \/_

4 20

cn|w

20

4
5 i 20 s i, TR
o 2T LT 2V /(L) AV e
5 2 2
prop. unif. mult.
( )\/ ( ) \/7“’ por
prop. conm. y asoc. mult.
2 o 1 el - R 1)5
luego ——5—\/3./‘/;—.4\/7 ——3/‘/.4.(2).710 por

un cor. ant. (n° 7)

20

Ol

Este ejemplo y la consideracién de que en la misma forma se hu-
biese podido proceder en cualquier otro caso, nos permiten dar la
siguiente:

REuGLA. — El producto de varios radicales es el radical que tiene por
coeficiente al producto de los coeficientes de los dados, y cuyo radicando
estd formado por el producto de los radicandos de esos radicales redu-
cidos a comiun indice, st es necesario.
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APLICACIONES:

3 3 3

1 Ll 1/1 4 sl
ol S AL Sopf i Zi 0= 5
3.7 5 m®. \ 40 1 A m®.40 = 2V 8m
=2.2m?=4w
4),~_ ~ 8 L 8 _778 ’_ﬁB L= i o T
N3z Vo V52 =922 Vo V5o =V ozl 5yt =

8

8 -
=\ 45 20y = y\ 45 2%

95. Division de radicales. — Sea dividir 3,‘/»;j por -?— \2.
5

Siendo la divisién la operacién inversa de la Multiplicacién, parece
natural que el radical cociente de otros dos dados, sea el que resulte
de reducirlog a comtn indice, tenga por coeficiente al cociente del
coeficiente del dividendo por el del divisor, y como parte radical a
la raiz de ese mismo indice cuyo radicando sea el cociente de los
radicandos dados. En nuestro caso tendriamos

3 6 (]
) .2 = o ( 2)4/1
2.8 2 4 °5 i 5 4 8

Para saber si el resultado asi obtenido es efectivamente el cociente,
bastard multiplicarlo por el divisor y ver si reproduce al dividendo.
En nuestro caso, eomo

6 o
2 1 YA 2)21/’1 )
3:— ,‘/._. %—al8 =(3:—)= =it or Te-
( 5) 4'8 5\/‘3 ( 5/ 5 (4 s

gla del producto de radicales. Simplificando da:

6 610 3
2 S Ik
(3=-5—)1/—i—-:8.-§—\/8 ,=13,‘/tl1 =3‘/12 que es el dividendo

luego es posible aplicar el procedimiento seguido en este ejemplo, que
como es general nos permite enunciar la siguiente:




Recra. — El cociente de un radical por otro, es el radical que se
obtiene reduciéndolos a comin indice, si es necesario, hallando el co-
ciente del coeficiente del radical dividendo por el del divisor y colocdn-
dolo como coeficiente del radical cuyo radicando es el cociente de los de
los dados.

APLICACIONES:
BTN 6 e 0Bl e (N
e L 1/T g ( 2)/‘/1'
st jopene iy (5 TR ;._.V =3 s — 8 =
3"/2 5V AELS : 5 4 8
‘ : 6
_},511/ Iy
2 32

26. Racionalizacion de denominadores. — Dada una fraceién
cuyo denominador sea un radical, se entiende por racionalizar dicho
denominador encontrar otra fraceién igual a la dada y en cuyo de-
nominador no figuren radicales.

Veremos a continuacién algunos de los casos que pueden presen-
tarse.

27. Caso en que el denominador es un radical tnico.—

. . - - 1

Tratemos, p. ej., de racionalizar el denominador de — :
Ve

Para que desaparezea el signo radical del denominador de la

fraccion dada bastaria que @8 estuviese elevado a la séptima potencia

puesto que \/TS = 6 Para conseguirlo multipliquemos dlcho denomi-

nador por \/B \/ g7—5 y a fin de que subsista el valor de la frac-
cién dada multipliquemos también al numerador por el mismo nimero,
y tendremos

1

e e

Il

B
VE A B

2

[ Tl
NE B
35.62 \/"7"

222 133‘

g
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Esemrro I1.— Consideremos ahora la fraccion 53— en la que el
V @to
exponente del radicando del denommador es mayor que el indice del
ra.dlcal

[ o 1 10 ‘Vkelﬁ

Cpinp s et SR S ma Lo g 85 R

T N R A TR

puede observarse que la fracciéon dada se ha racionalizado extrayendo
del radical el factor 8° y procediendo con el radical que queda como
en el ejemplo anterior.

ReGrA.— Para racionalizar el denominador de wna fraceion cuando
éste es un radical umico, se extraen del mismo todos los factores posibles
y se multiplican ambos términos de la fraccion dada por el radical del
mismo indice que el de su denominador cuyo radicando tenga por expo-
nente a la diferencia entre su indice y su exponente.

EiseMmprOs

WO

4
8 8 8+ a 8+ya
T A e L, AR2eh 5 (T 3 a?

3a+a 3ava a

2p? 252 2 b2 4/ a®m3
Ry A BTNl <o el
5+ a'mea® 5 az 4 a*m? 5 ax \ a?m* [ a m?

20 \/ adm® 2 b \/ a*m?

5 axam 5 aPmax
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28. Caso particular. — Cuando el denominador de una fraceién
es 1rracional cuadrdtico (raiz cuadrada de un nimero) el problema de
la racionalizaciéon se simplifica como puede verse en el siguiente

. . (o4
Esempro: Racionalizar —— A(ﬂ <
Procediendo de acuerdo con la regla del parrafo anterior, se tiene
o B
Ve B

lo que nos permite enunciar la siguiente

Reara. — Para racionalizar el denominador de una fraccion cuando
éste es un wrracional cuadrdtico, se pone por denominador al radicando
del de la fraccion dada, y por numerador al producto de su numerador
por su denominador.

APLICACIONES:

60,3 =20 2 2.NV5 - j
R AR V0,3 20403 \/‘3 V2.5 10
\ 0,3 0.8 = V5 5 5

29. Caso en que el denominador es un binomio con un tér-
mino racional y otro irracional cuadratico. — Sea, por ejemplo

racionalizar — - % .
B+

Para que desaparezca el signo radical del sumando 4y del deno-
minador, bastarfa elevarlo al cuadrado desde que (/7 )%= 7. Tratemos
entonces de buscar un factor tal que al multiplicar por él a ambos
términos de la fraccién aparezca (4 )% Teniendo en cuenta que el
denominador de la fraccién dada es una suma 8+ v y que el
producto de la suma de dos nimeros por la diferencia de los mismos
es igual a la diferencia de los cuadrados de dichos nimeros resulta
que el factor buscado es la diferencia 8 — 4/ que se llama la con-
jugada del denominador. Luego:

Ur 5ot 0 @ (B— A7) _a(p—+7) _ a(@—+7T)
B+vrY B+VT)@B—NY) B—@HT)2 Br—y
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La observacién de este ejemplo que es general nos permite enunciar
la siguiente

- ReGrA. — Para racionalizar el denominador de una fraccion cuando
éste es un binomio con un término racional y el otro irracional cuadrd-
tico, se pone por denominador a la diferencia entre el cuadrado del tér-
mine racional y el radicando del irracional y por numerador al producto
del de la fraceion dada por la conjugada del denominador.

Tl 13(}?—V7) b ‘13(»;_—\/?)
O

EJsempPLO

L\'Jll—ti

S iy
13(2 27‘/7) J B2 (1_\/?)

27

2

4

30. Caso en que el denominador es un binomio cuyos dos
términos son irracionales cuadraticos.— Sea, por ejemplo,

. - - . -'a
racionalizar el denominador de \/_5‘ i——r—y- ]

Procediendo como en el ejemplo anterior, tendriamos

L «(B —471) g, 5 «(VE —71) o
Ve +vr  WB+Vr)(WE—vY) Br— r»y
_eWE—+1)
: By
R i o R S B e, SR I A e
VE =T WE V)G +47)  (WE)E —f)r
_ (e ++7)

) HEsr

La observacién de estos ejemplos que son generales nos permite
dar la siguiente:

{




el

) e Tk

S

REuGLA. — Para racionalizar el denominador de una fraccion cuando
es un binomio cuyos dos términos son irracionales cuadrdticos, se escribe
por denominador a la diferencia de los radicandos del denominador
de la fraccion dada, y por numerador al producto de su numerador por
la conjugada de sw denominador.

—05 05z ++3)

EsEMpPLO —_— =

g e

4
Aplicaciones. — I) Calcular las raices: @) cuadradas de 4; 36 ; 9a'; —9— aiy

3 8
100 z* g"(; b) cdbicas de —1; — 0,001 ; o m® ; 1000000 ; a®b%¢®; ¢) cuar-

tas de 16 a*; 0,0001; 625 o®b**; 10000; 81 2* *; d) quintas de —1; —32; '
1 32 a® 14

’
alO < blﬁ

32 ;

IT) Averiguar cudles de los radicales siguientes son nimeros racionales:

3 4 e 3
Vi Viz; A8y ey e N—1; =38 ;
Bt /4 P e — o
V125 ,‘/; ; 1/ AT Vo065 ; o1 ; afoor.
a " 8
I I ico de: @) ——— A L g,
II) Calcular el valor numérico de: a) 5 \/ 3 para a 3 -

A : 3
b N . el O
) 1/' \/ab2 para a =1, b =8 ; ¢) \/2;:: +\/5y para x=18, y=200.

e A <
d) 2l 2® + A/ 5br paraz = 4, b=g’ SRR

3
e) \/2ab2 paraa =—5, b = — 10,

5 b
3 2 — 32 g1
IV) Caleular las potencias y raices siguientes: <\ 27 a%%? ; =

(2vVe)? 5 (54am)? ; V9\/'3 : (V\?Sa;) ; \3/——80%3

: 4

va+2ab+ 8 ; ,‘/xz—xy—}-i; /.‘/75—2+y2 —2 /‘/g,b,
v 4 2 z? 16 ¢
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V) Caleular el drea de un cuadrado sabiendo que la medida de su lado

i AT T
" ea)sVa ) z2Vz —2; 9ee s Vva ; olevz

VI) Poner bajo un solo signo radical las siguientes expresiones:

I V@?:'Vgﬁ; Vi 51/?,{%.
\IT\IT a\/xy \/a’z : l/ / 3 ; | 33\/7
T e VoV e T GE

‘/_“/— l/(a+b)\/a+b’ 4/_1/ l V@ +h

VII) Simplificar los siguientes radicales 2
p Bt ok 9
Vart 5 27 Aeawe ;A a?%; e

4 6 : , 12 4
-\/gxzyz ; \/27x3yaz“ ; -\/zz_2m+1 : \/x’z*y’ V'a.l Bt

\}a’+2ab+b2 1/ ~:cb+- 1/—+—+2

4
, @—) (z—y) 1/_1 Tar
V25 (a*+2 ab+1?) ; \/27 (B*—c)*a® ; V S o

9
[EZ8E AT g
@ +3a+3a+1 :

VIII) Reducir a comin indice los siguientes radicalesrz

e 6 3 4 12 3 3 8
\/_2~, \/?, \/—;; Va?, \a, \/_a?; \/a-l-b, \/a’—b’, \/a—b
8 4

3 >
a—z 1

l 2 3 2. LIl : 5 et L L

Va(—2z)2, Va(1+x) o \/a+g, o

4/ i {; Vaw, Var, Vo, VB, V5

i N e A A B TN

X
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IX) Extraer fuera del radical todos los factores posibles en las siguientes ex-
presiones:

\767; Veor ; X3/32‘; \7 8192 ; :/2048 R ETYT e
VB NS Nl Vs W el
sy Vim: Vi ; Ve Nerers  Vewe
\3[ 25000000 bt ;  \a®% ; A az? ; \/3:% ;o ey

Vioew e VA Wi P Iy e

5
5 108z 5 \ 28 —a2a ;\/a3+a3b2 ; 3a\ 200 —3a b

X) Introducir dentro del radical los factores de los siguientes radicales:
3 3
143 ; 245 ; a5 ; #Vz ; 3a2y a?
] 3
243 ; 3 2 ; 2B 2\/ 05; (a+b)\[c

TN S 3?
‘—‘\/ 100 ; az\/ 2 TR AL — 3 —-4/
2 1/7 ,f. 2
3 2 8 b y z
2 9y —_— )}
? /‘/ (x—:y)\/=c+y; (z + ) /‘/ T_{_J
T 3 2
a—b /(a T b Vll B Fde)
a+b a—b* 1—a? a-+b

. XI) Efectuar las siguientes operaciones:

V2 +3vV2; 7V3 =63 —V3; a +3\a

aVz —bVz ; 7Va—5vVz +124z —15vVa; V3 +V2r

Vs + V1 —v12 ; 2V18 —5150 +3198 —472+48
S o gy 3

320 +12445 +21125 ; 372 —+16 4545

i

3
L
3
o
&

e A Y
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> 2 A R el 3 o S SR e A Lo TR el + Y
i X \ i Y L ; e Y 0 T S e LT

s iy T
8

6 ‘ ] b
2aVa —3a\d +9Va; a+3w/?+5\/a2+7\l—a*

o e == e g m 5
3\/18—-11\/2+2\/50-—4\/s;—5— 57__\/54+3 =

e g A A TRt ot s Y PR TR
518 — 4448 + 74/50-—4 192 ; 7\/29,-6—?\/ 16 23 +?\/2

3 3 s =
: = Zi & £
\ 320 — 135 +1/625 ; 18+1/;+1/:

aVz +5Vaz —12V(@+b2z ; Vie+bores +\V@—brz
Va+da® +V9+9a> —\25+250° ; Va—b + \V16a—160
4V3a —7\124* +5V48a +9V27a ;

/:c"’z |/ Era i ypoe G L
: s ) | s S 3 il
2\/2z G\/lﬁx +5\/2

XII) Efectuar las mult.lphcamones y divisiones siguientes:

TR el T A RNV

N0 A N VBT A B A
\/28 \j%, \/?\/10; \/~a \/3a; \/5:&:\/?

Al 8.4 200 el Bty 8. 3 s
Va V3a; V2a V2a; N5y Vo522 V24 V34t V74
— = = |/10 15 2 TS 2
\/12.\/3; \[18.\/?; 3.1/2; sl resnl i
R - 4 6 9 R 8l
A T e IS W g o 1/8 1 4/? 1/? 1/25
N T R e VA e Vs
‘\/a—{»\/b V\/—t{— b' l/\/m’+n2 +\l27;zn. l'/\/m’+n’—\/2mn

6
:c‘ / # 5
5 ; — yx yz? gyt
z‘ 25 125 2




LY s

S/ B NN NF—p i Vo Ve
3 3 Ol i 3
Vaor—y N2t V35 : /‘/? ; 6:13 5

2 i 1 AR 2 1
oG AR Al gt il g T IR 3?
1 x 3 2a 2 ab
GO 0.7 ST o T it T 1
NP - AVE RSN S
3 3 ' 3
= 1 1 15 —
S i
0 Ay Bl g ,‘/I 1 h IR
{x"‘ \/1;2 % o 3y 4
4 6 4t
Vy8a 1 1 B NN B 9 F
’ 3— ] 5 ’ ‘4 ’ 6_
Jz 2a 2v2a V20 \ 27 abies Vo \8
St N R & . o 2 5 A BN L
3N Wz +as s —2 Al LalE i e
A DL SNEIE SRR [ B Ty TR
V2 N7 Vs +4z oafisEve 2T etz
3V5 —v3 Va+tr —a—b z—y
45 +5v3 Ve +b +Va—b vz +Vu
a\/?—?\/?_ a—b : 2a

N =2l 35 @+t —24a Va+b +Va—b




e N s N s N
3vVz +243 TN R i TR Va b

1 LEeT 3 vz

Ve—vs = VNs—vz Vu+2yw VoV 2—v2
6 AP el T P
Vesvoioy avz—Virayz Veryz +Vasvy
RN 98 T V?+V?+3V?
Ve + Vs +V5 - s+V2HV7T ' A6 —V3 +3V2

Para resolver los tres tltimos ejercicios aséciense en el denominador dos de los
términos y procédase como si dicho denominador fuese un binomio.

i v"“.




CAPITULO II

POTENCIAS DE EXPONENTE FRACCIONARIO (™ -

PROGB..»{MA.—Def-iuiéién de potencia de exponente fraccionario y positive. Las
potencias de exponente fraccionario y positivo tienen las mismas propieda-
des fundamentales que las potencias de exponenie entero. Defimicion de po-
tencia de exponente fraccionario y megative. Propiedades fundamentales,
(las mismas que para las potencias de’ exponente citero) Funecion exponen-
cial. Definicion. Grdfico de la funcion cxperimental.

31. Definicién de potencia de exponente fraccionario y po-
sitivo. — En las potencias estudiadas hasta ahora, el exponente era
siempre un nitmero entero. Asi tienen significado claro para nos-
otros las expresiones tales como

9 5 1 == ‘
IR e ) LR (—5—) ; (—— 8—) ete.

Vamos a extender ahora el estudio de las potencias al caso en que
el exponente de éstas sea un ntmero fraccionario positivo.

Como la definicién de potencia con exponente entero no es acep-
table en el caso en que el exponente sea fraccionario, daremos una
nueva definicién.

Por razones que después veremos, los mateméaticos han preferido
la siguiente :

’

(¥) Creemos conveniente gue los alumnos comprueben que todo lo relativo a poten-
cias de exponente fraccionario es una repeticion de lo estudiado al tratar las poten-
cias de exponente entero y negativo, pues de las popiedades de estas iltimas resultan
las de las primeras con s6lo cambiar la frase exponente entero y negativo por la de
exponente fraccionario.



pull 1

Derinicion. — Toda potencia de expomente fraccionario y positive
de un ndmero real significa la raiz de indice igual al denominador
del exponente, de la potencia de dicho nimero real cuyo exponente
es el numerador del exponente dado.

'

m n
En simbolos: no=qfam

L e 3
Esus.: 3% = {3-":\[?7-; —83 =48 =48 =—

32. Las potencias de exponente fraccionario y positivo tie-
nen las mismas propiedades fundamentales que las potencias
de exponente entero.— La definicién de potencia con exponente

. fraecionario y positivo elegida, que puede parecer arbitraria, tiene la
e ventaja, como veremos enseguida, de que con ella todas las propie-
dades de la potencias con exponente entero, siguen siendo vélidas
para las nuevas potencias.

PROPIEDAD UNIFORME. — Si ambos miembros de una igualdad se
elevan a una misma potencia de exponente fraccionario y positive, se
obtiene otra zgualdad

m m

Si =0 es no=f3n
)
Denost.) Siendo a =4 por hipétesis
] es o = ﬁm por prop:. uniforme potenciacion
e " 4 e n
f y V ot = V /!m por prop. uniforme radicacion
ddd L
luego a® = g " por def. exponente fracionario

PROPIEDADES DISTRIBUTIVAS. — 1) La potencia de exponente frac-

cionario y positivo de un producto, es igual al producto de las poten-
cias de los factores.

ne m

En simbolos: (¢.8.v)™ = a® . » .y

n
n




m n
Desost.) Siendo i (c.zﬁyj o= V (aﬂy)m por definicion, es por propiedad dis-
tributiva de la potenciacidn de nameros reales de exponente natural:
- Ly ;
(ﬂﬂ)’) V dB T V \/ N por prop. distrib. rad.

" m 1’1 m
Insgo (apy) ™

_-:a".,s".y"
EJM‘:(2%5) _(—2)3() \/“z f\/5

II) Toda potencia de exponente fraccionario y positivo de un cociente,
es tgual al cociente de las potencias, de igual exponente, del dividendo
y divisor

por def. de exponente fraccionario

1 m m m
En simbolos: (z:p)n =ogn:gn

Demosr.) Si a:B=y es a= Qv por def. de cociente
y elevando a la potencia m da  a™ = gM M por puf. dist. exp. nat
luego a""‘: plt = 7 i por-def. de cociente

m m m

y sustituyendo a y por su igual «: @ resulta: (a: a)—7T = a_’T ¢ 5—"'—

3 )

EJEMPLO: (—%:8) =(___) %r'/t/(———i:;:a*g‘?_ |
T i VoE= 1/16— 1/16 64

PRODUCTO DE POTENCIAS DE IGUAL BASE. — Kl producto de poten-
eias de igual base y exponente fraccionario y positivo es otra potencia
de la misma base, cuyo exponente es la suma de los exponentes de las
potencias dadas.

I

m. P

En simbolos: am .0d.a

r m P 7
s =g n T q + 8
Dumost.) De acuerdo con la definicion de potencia con exponente fraccionario y po=
sitivo, se tiene: A
G LI e
n 8

Primer miembro: al ol oty ™ Vap Var 1]



=36
¥y como para multiplicar radicales es mnecesario reducirlos primero a comiun indice y
multiplicar luego los radicandos, se tieno:

m p r M8 ngs ngs ngs ‘ ngs
a4l a e '\/ amq8 V up’u Va@q — V a‘mq’ apm a"‘q = V amqa+pm+m

Por otra parte el segundo miembro da :

m.,p ” mqs 4+ pns +rng P48

— e ST TR -

al q ¥ =a nigs - V—anzqa+pns+n‘sq [2] def. poten. exp. frac.
; % (P A T e Tl e

Luego de [1] y [2] resulta o a? a® =a™ 2 % por consecuencia IT del

' eardcter transitivo.

3 1
Gl D

w].—-

- @O0
@ QT

COCIENTE DE POTENCIAS DE IGUALES BASES. — Hl cociente de dos
potencias de igual base y exponente fraccionario y positivo, es otra po-

tencia de la misma base, cuyo exponente es la diferencia entre el expo-
nente del dividendo y el del divisor.

mo_p
q

P
tae =aqgn

3

n
n

En simbolos: o

[=
[3

e 4]
Dexosr.) Bs @ 9 el cociente de dividir a ™ por a 4

sfs.

porque

s

P m » 4 P m
2 x divisor a1 =™ 4 1 =a™ que es el dividendo

38

Cociente a

luego @ s

s @A)~ ()T -G-6) A

PoTENCIA DE UNA POTENCIA. — La potencia de exponente fraccio-
narto y positivo de una potencza con exponente fraccionario y posi-
tivo, es otra potencia de la misma base cuyo exponente es el producto de
los exponentes.



En simbolos: a” Ja =agn 4
/
q q
( _"_")L EABY n P \/ ng,
n-

Demost) Siendo \a 1 " S Va " \/ P =N [1)

m.p mp "4
Por otra parte alt 9= = \/ mp. [2]

L]
( AN P

Luego de [1] y [2] resulta a )t =qf 1 por consec. carae. transit.

i 471 A1 2 8.
Esus.: l(—— 3)?]? =(—3)3 "% =(—3)3 = \/( 3)2 =9

phijer! e L 19
152_15'2_110_VT
2, Tt ¥ L SO RO ST

-33. Definicion de potencia de exponente fraccionario y nega-
tivo. — Teniendo en cuenta las definiciones de potencia con expo-
nente entero y negativo y potencia con exponente fraccionario y po-
gitivo resulta natural dar la siguiente

DerinicioN. — Toda potencia con exponente fraccionario y megativo
de un ntimero real, significa el cociente del ndmero uno por una po-
tencia de-la misma base, con exponente positivo y de igual valor
absoluto que el de la dada.

Ly 1
En simbolos: @ no=—
@ n
il 1 1
EsempLOS: (—3) 3 ==

o m W

=i

i
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Siguiendo procedimientos anilogos a.los empleados en los parrafos
anteriores puede demostrarse que todas las propiedades de las poten-
cias con exponente natural siguen siendo validas para las de exponente
fraccionario y negativo.

Nota. — Combinando potencias con exponentes fraccionarios posi-
tivos y negativos, podran presentarse casos tales como

e m )
g At SRS RS B an

m l n m
- e S s S ":aq S

e

en todos los cuales son aplicables también las mismas reglas de las po-
tencias con exponente entero o fraccionario, las quée podran demostrar-
se por procedimientos anilogos a los seguidos en este mismo capitulo.
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34. Grafico de Ia funcion exponencial y=a*. — Sea la funecién
y =a”. Fijando un valor para a, por ejemplo a = 10, -se forma una ta-
bla de valores, tomando a @ como argumento y hallando los valores.
correspondientes de y.

Tomando los valores de  como abscisas y los correspondientes de
y como ordenadas en un sistema de ejes coordenados ortogonales,
quedan determinados puntos cuyo conjunto constituyen lo que se llama
la grdfica de la funcién exponencial.

Siendo infinitos los pares de valores correspondientes que se pueden
obtener de una funcion tal como la dada, en la practica s6lo se repre-
sentan algunos de los puntos de su grafica y se les une por un trazo
continuo. Teniendo en cuenta que



» y =10 = 10
1
» y.= 107 = /10 = 3,16

: ! ex, gl ahg
» y=103 = '\/ 10 £« 2,15
o e 10\ ol T 0,1 ete.

se forma la tabla de valores que damos a continuacién

| ; - | | g
:c“-—2;—1 0 1] 2 = : oy —l
R | 2 3 2 2
Y \ 0,01 1‘ (1 3 gl ; 10 | 100 k3,1622... 2,1544... 31,62...l 0,3
y con ellos la grafica que sigue:
22 T 58 5
: FE
4
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- Aplicaciones. — 1. BEscribir las expresiones siguientes usando sélo éxpopentas
e indices enteros y positivos

[ s 3 208 m 3 Al g LB e L
iy B floer W e U G Ran T 5 BB 5 GG
: 1 QM2 2 2 i, 35
(= b) #5; (arFB) [ B s AL R (@.b7%) 3

rss S Ve 3 ey
B 2ibE 6 200 a— 0,25; a0,2; (a-’b’) 2

1I. Escribir las expresiones siguientes aplicando la definicién de exponente

fraccionario ‘
627 3 01 YA Bi
Ve ; N e s (W5 )% v a% A s Vo
3 j el Sy : 1 1
V S T Y (a = ) ; V o B T
: \[a‘ V 7]
| o o R e - AT
111 Efectuar las siguientes operaciones: 92 .94 ; 252 L2586 ;0,252 10,25
b g e AL, DS il b RBERINS RS |
a2:q3; x4, 38 22 ; b¥rh 2 ‘\/n.a 2
e B e WA b 0k B
(i 0 A S T a?f a; el by (a T AR
b
N I 2 e (e M e i ey ot VI &
mi 5.ml1s 5 z3.T 85 1a 5. 07 6] SI b 2;a6.‘/'93
1V. Hallar el valor de las potencias siguientes:
] 1 :
e LI T s e & V. T 1 L
362 '; 0,253 ; 32 5. : 1625 EE) e R B T

S el oy £ s =Y P B R
640;83;273;814;5123;1,7283;(—9— ;10,0025 2

V. Hallar z sabiendo que °

e X ZHpIt i1 By 1 G
R R R =R ok s R W) <—~ a:) 3 =1

2

Ay o5 ips ML =
%2 =?x =4 (1_2)3=\/4'; Q) s =n

VI. Resolver las ecuaciones siguentes:

1
2

1 1 '
22 4+ (z—9)% =36@—9)

=
3

; o
@ —xz)3 =@4—5z—38z%9)3 " R iz =10

m



CAPITULO I11

LOGARITMOS

ProGgraMa. — Defimicion. Logaritmo de la base, de uno, y de una potencia de

la base. Funcion logaritmica: Sw representacién grafica. Relacionar la fun-
eion logaritmica con la exponencial. Propicdades de los logaritmos. Lo-
garitmo de wun producto, de wunm cociente, de wuna potencia y de wuna
raiz_ Logaritmos decimales: Definicion. Caraeteristica y mantisa. Deduceion
de las reglas para la determinacion de la caracteristica. La mantisa del loga-
rismo decimal de un nimero, no altera cuando se multiplica o divide el nai-
mero por la unidad seguida de eceros, Tabla de logaritmos: Descripeién de
una tabla de logaritmos de simple entrada y de doble entrada, Manejo de
las mismas: Aplicacion de los logaritmos al edleulo de productos, eocientes,
potencivs y rafees. Cologaritmo: Definicion. Aplicacion del cologaritvho al
edleulo de vocientes. Multiplicacion y division de wn logaritmo con caracte-
ristica positiva o negativa por wn wimero natwral. Cdleulo de exprésiones en
que figuren. productos, cocientes, potencias\ Y. raices. Escalas logaritmicas:
Aplicaeion de las mismas para la confeccion de grificos. Fjercicios y pro-
blemas,

35. Definicion de logaritmo.— Dados dos niimeros reales

ay 8,siendo @ un nimero positivo distinto de uno, se llama logaritmo
del nimero « en base 8, al exponente de la potencm a la que hay que
“elevar la base 8 para obtener a o.

En este curso solo nos ocuparemos de los logantmos cuya base 8

sea un nﬁn;ero natural b.

Noracién. log, =y selee:logaritmo de « en base b es igual a y.

En simbolos: _log,, gt e Sy
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35. Logaritmo de la base, de uno y de una potencia de
la base.— Teniendo en cuenta la definicién de logaritmo y que la
potencia primera de un numero es igual a dicho ntimero (Mat. I)
resulta el siguiente:

CororArto. — 1) El logaritmo de la base de un sistema de logarit-
mos, en dicho sistema, es tgual a uno.

En simbolos: log, b =1 puesto que b =

Erempros: logyy, 10 =1 ; logsb =1

Teniendo en cuenta la definiciéon de logaritmo y que la potencia
cero de un numero es igual a uno (Mat. I) resulta el siguiente:

Cororario. — I1) El logaritmo del niimero uno es, en cualquier base,
tgual a cero

En simbolos: log,'1 = 0 puesto que b° =1

EJBEMPLOS logiyl1=0 ; log;1=0

De la definicién de logaritmo resulta el siguiente

Cororario. — III) El logaritmo de una potencia de la base de un
sistema de logaritmos, en dicho sistema, es el exponente de esa potencia.

En simbolos: logy b™ =m puesto que b™ = b

Esempros: - logy, 105 = 53 logs b5 = 2,58 ; log, b=V3 = —/ 3
logy; 1000000 = log;, 106 = 6

logy 0,00001 = logs “11)7 = logy 105 = — 5

log,32 =5 puesto que 25 =32
1 R
10g322=_5. » » 325 =\/2=2
et 2 & 2 et
log3 -\/32 =10g33 5 =_5_. » > 35 = v 2
i e T 1 :
log;; 0,01 = —2 > » 105 =——=—=0,01
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Estos ejemplos y otros anflogos nos muestran que los logaritmos
pueden ser niimeros enteros, fraccionarios o irracionales.

OBSERVACION. — Por definiciéon de logaritmo la igualdad « = b”
se puede escribir asi log, « = 7.
\ :
Esemrros. — La igualdad

843 =72 puede escribirse asi: log; 343 = 3
{ o Sy [ » » > Jogy 1 =0

36. Grafico de la funcién logaritmica.— Sea, por ejemplo,
representar la- funcién y = log,,z, que se llama funcién logaritmica,
pues la variable dependiente ¥ es el logaritmo de la variable indepen-
diente z en base 10.

Teniendo en cuenta que por definicién de logaritmo, es

log,;,1 =10 puesto que 10° =1

10, 0,1 5 =1 MR T e A7
log,,10 =1 - ST a1

1 Eoiy S

loglo 1’ e o » » 10 2 = -\/ 10

podemos formar el siguiente cuadro de valores

il ’ 10 0,1 |\/10

| |

y ’ L i Xl o
que nos permite obtener la grafica que sigue donde se ha tomado la
unidad para las ordenadas diez veces mayor que la de las abscisas.

Esta grafica nos permite hallar el valor aproximado del logaritmo
de un nimero cualquiera, 6, por ejemplo.

Para ello basta trazar por el punto de abscisa 6 la paralela al eje
de las y hasta cortar a la grafica en un punto M cuya ordenada nos
dé el logaritmo de 6. En nuestro caso resulta log 6 = med. M6 = 0,78.



Puede también observarse que: a mayor nimero corresponde mayor
logaritmo, asi: log,,8 > log,, 6 puesto que N8 > M6, y que si un nd-
' mero estd comprendido enlre otros dos, lo mismo sucede con sus respec-

tivos logaritmos, asi: 5

i

como 6 <8< 10 es log, 6 < log, 8 < log,, 10

puesto que : M6 < N8 < P10

Puede demostrarse, por medio del ecalculo, que las propiedades
que acabamos de comprobar son siempre vélidas.

mElERan: " T
HHH AT
0 1t 185
ﬂ} 11 W
-
l HY -
; N HE i
faw !
i
HH i
< :
~ of + i -
azgrt )
u5E _::::‘5 = sEmsypEzEas
SR8
T
t
—1‘ -
nEEE
;i i
2Erg=ri; HH
I‘X "
{, L f L
- 3 . 3
::{0) 1 2 3 Z 5 6 10
5 1
t t
+ »
4
:
1
Il
‘.
X
t
muan !
1
| Sumaas
sERgEsEan
1 ;_:.Y T
A WS +
HHH H s
i »
{5 T
X 2



37. Relacion entre la funcion logaritmica y la exponencial.
— De la funcién exponencial y = 107

resulta z = logwy por definicion de logaritmo

lo que nos dice que las abscisas de los puntos de la grdfica de esa
funcién son los logaritmos de los mivmeros representados por las orde-
nadas de esos puntos.

Asi, por ejemplo, si se quiere hallar el log 10, se traza por el punto
del eje de las fes de ordenada 10 la paralela al eje de las abscisas
hasta cortar a, la grafica. La abscisa 1 del punto de interseccién
es el logaritmo buscado. '

Analogamente de la funcién logaritmica y = log

resulta @ = 107 por def. de log.

lo que nos dice que las abscisas de los puntos de la-grdfica de la funcion
logaritmica son las potencias de base 10 de los nimeros representados
por las ordenadas de esos punios. ]

En resumen: la grafica de la funcion logaritmica de base 10 es
la de la exponencial de la misma base, en las’que se cambian las abs-
cisas por las ordenadas y reciprocamente, de manera que, construida
Ia grafica de la exponencial de base 10, se obtiene la curva logarit- .
mica de base 10 haciendo girar el plano de los ejes 180° alrededor
de la bisectriz del primer y tercer cuadrantes, con lo cual el eje
XX’ ocupa la posicion que ocupaba el YY’, y éste la de aquél.

38. Logaritmos de ntmeros negativos. — Tratemos de hallar
el log, — 8.

log, —8 + 3 puesto que 28 = B—r 8

log, —8 +—3 » » 25

Il
I

Y
+
3

luego logs — 8 mno existe entre los ndmeros reales, pues no hay
ninglin ndmero real que tomado como exponente de 2 nos dé una
potencia igual a — 8.
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Como lo mismo sucederia al tratar de hallar el logaritmo de cual-
quier niimero negativo, pues todas las potencias de un nimero posi-
tivo son ntimeros positivos, resulta que

Los nidmeros negativos no tienen logaritmos en el campo real.

Esto puede verse claramente observando que la grafica de la fun-
ci6én logaritmica, no tiene ningin punto en el segundo ni en el tercer
cuadrante, donde las abscisas son negativas.

39. Propiedades de los logaritmos. — PROPIEDAD UNIFORME. —
Si se toman los logaritmos, de la misma base, de ambos miembros de una
tgualdad entre niumeros positivos, se obliene otra igualdad

Hig) a="d 5 ayad >0 Trsis) log, o = log, o
' base b * 1
Dumost.) Si Iogb a=g es bﬂ =3 por defiinicion de logaritmo
» logyat=p - F=a 7 SRR
¥y como = al por hipotesis
“es s P = o [1]  por cons. carac. transtivo
para lo cual debe ser B=g" [2]
pues si fuese PS4
como b1, por hip.,, seria o = o lo cual no es posible por [1]

Reemplazando en [2] f por logba y B por logb a',- se tiene:

logb B lugb a'

~

40. Propiedad no distributiva con respecto ala suma y a la
resta. — CoroLaRrI0. — La logaritmacion no es distributiva con res-
- pecto a la adicion ni a la sustraccion.

En simbolos: logy, (¢ + 8 + v) =% log, @ + log, & +log, v
log,, (2 — @) + log, «—log, §

En efecto: para negar la propiedad distributiva basta encontrar
un caso en que no se cumpla.
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Em. I: log, (16 + 8 + 8) = log, 32 =6 pues 25 =32
en cambio = log, 16 4 log, 8 +log, 8 =443 43 = 10 |
.lhego log, (16 4 8 4 8) =+ log, 16 + log, 8 4 log, 8
y porlo tanto log, (« + ¢ + v) = log, « + log, & + log;, ¥

Emv. II: | log, (16 —8) = log, 8 =3 pues 22 =8

en cambio ~ log, 16—1log, 8 =4—3 =1

luego log, (16 — 8) =+ log, 16 —log, 8

y por lo tanto log, («—8) = log, «—log, 8

41. Propiedad no distributiva con respectoa la multiplica-
cion ni a la division.— CorovrAr10. — La logaritmacion no es distri-
butiva con respecto a la multiplicacion ni a la division.

En simbolos:

logy, («.8.v) = log, «.log;, .log, v
log, (« : @) # log;, « :log;, 8

En efecto: para negar esta propiedad basta encontrar un caso en
que no se cumpla.

Em. I:
en cambio
luego

y por lo tanto
Eim. II:
en cambio

luego

y por lo tanto

logs (4.8.16) = log, 512 = 9 puesto que 2°¢ = 512
logs 4.logs 8.logs 16 = 2.3.4 = 24
log, (4.8.16) = logs 4.1og: 8.1logs 16

log, («.8.v) =log, «.log, @.log, ¥

logs (64 :16) = logs 4 = 2 pues 22 =4

b By
Toit, B4 Tom T B Hom s i i
oy o e Ll o

log, (64 :16) = logs 64 :log, 16
log,, (@ : B) = log, « :log, @



42. Logaritmo de un producto. —TroreMA. — El logaritmo de
un producto de nimeros positivos es igual a la suma de los logaritmos
de sus factores.

Hip.) «, § nos reales positivos Trsis) log, (x.8) = log, a + log, &
base b + 1

Demost. — Llamando z al log, o e ¥ al log, & se tiene, por de-
finicion de logaritmos, que

gi- log,a=a [1] es b =«
y silog, 8 =¥ [2]  es b =8
mult. m, a m. da bbb =" | por prop. unif. mult.
0 sea Y = a.B y de acuerdo con la

def. de logaritmo (obs. n°35) log, (@f) =z +Y

Sust. z e y por [1] ¥ [2] log, (=.8) = log, = + log, &
Esw.: logs (4.8.16) = log: 4 + logs 8 +log216 =2+ 3 +4 = 9
43. Logaritmo de un cociente. — TrorEMA. — El logaritnio de

un cociente de niumeros positivos es igual al logaritmo del dividendo
menos el del divisor.

Hie.) 2, @ ntmeros reales positivos
base b *+-1.

Tesis) log, (x:8) = log, o— log; @

Dewmost.) Llamando z al log, %, e ¥ al log, @ se tiene, por‘defini-
nicién de logaritmos, que:

gi logga=x [1] es pr=ly
y si log, 8 =y [2] es =8
Dividiendo m. a m. da b b =« B por prop unif. div,

y también s o=yl
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y de acuerdo con la definicién de logaritmo (okbs. n® 35)

log, (x:8) = z —v.
- Sustituyendo z e y por [1] y [2] se tiene:
log, (@ :8) = log, 2 — log, 6

Esempro: log. (64 :16) = log; 64 —log, 16 = 6 —4 = 2

44. Logaritmo de una potencia. — Trorema. — Kl logaritmo de
una potencia de un niumero positivo se obtiene multiplicando su expo-
nente por el logaritmo de su base.

Hip.) « ndmero real positivo ; m nimero racional ; b =% 1.

Trsis) log, o™ = mlog, «

Dewmosr.) Llamando z al log, z tenemos que:

si log e =120 ] es B =

Elevando ambos miembros a la potencia méime da.

(bz)m = zm
0 sea b™* = o™ por'pot. de pot.
Luego (obs. n° 35) log, o™ = max

Sustituyendo z por [1] log, «™ = m log, «

Eims.: logs 1252 = 2 logs 125 = 2.3 = 6.

= ELIS o 1 4 1
logs v 625 = log; 625 3 =§log5625=_.4=§=1§_
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45. Logaritmo de una raiz. — CororLario. — El logaritmo de
una ratz de un namero positivo se obtiene dividiendo el logaritmo del
radicando por el indice de la raiz.

'Il_ l
- En simbolos: log, v z = ,,Ei’Li
1

En efecto. log, v = = log, «® por prop. unif. y def. exp. frac.

- 1 1
luego log, A/« = = log, a = og,, = por el teor. anter.
5 dopi6d. 6
EJEMPLO: log: V64 = 05;— i 9.

46. Logaritmos decimales. — DeriNicion. — Se llaman logarit-
mos decimales a los que tienen por base al nimero diez.

Eim.: El logaritmo decimal de 100 000 es 5 porgue 10° = 100 000.

En adelante nos ocuparemos solamente de los logaritmos decima-
les de manera que en las notaciones suprimiremos la escritura de la
base cuando se trate de un logaritmo decimal.

Asi eseribiremos log 100 000 = 5 en lugar de log;, 100 000 = 5.

47. Caracteristica y mantisa. — De acuerdo con la definicién
de logaritmos decimales resulta que solamente las potencias enteras
de la base tendran por logaritmo un ntimero entero.

Por ejemplo log 10 = 1, log 10000 = 4, log 0,1 = —1 ete.

En cambio los demés nlimeros, como se hallan comprendidos en-
tre potencias enteras de diez tendrin por logaritmos néimeros com-
prendidos entre los de dichas potencias, es decir, entre dos niimeros
enteros. Luego, en general, los logaritmos de base diez estan for-
mados de una parte entera, llamada caracleristica, y de otra decimal
llamada mantisa la cual puede tener infinitas cifras.

Esm. Silog 12 = 1,abe... es 1 la caracteristica y 0,abe... la mantisa.
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48, Determinacion de la caracteristica. — PriMEr Caso. —
Nimeros enteros o decimales con parte entera.

Tratemos de hallar los logaritmos de los nimeros 8; 25,7; 186 ete.
de una, dos, y tres ete., cifras enteras respectivamente.

Teniendo en cuenta que 8 estid comprendido entre 1 y 10 y que

log 1 =0 y logl0 =1
resulta que el logaritmo buscado esta comprendido entre 0 y 1, es decir
log 8 = 0 =+ fraccién decimal menor que 1
Teniendo en euenta que 25,7 estid comprendido entre 10 y 100 y que
log 10 =1 y log 100 = 2
resulta que e! logaritmo buseado estd comprendido entre 1 y 2, es decir
log 25,7 = 1 + fraccion decimal menor que 1
Por tdltimo como 186 esta comprendido entre 100 y 1000 y
log 100 = 2 y log 1 000 = 3
resulta que el logaritmo buscado esti comprendido entre 2 y 3, es decir

log 186 = 2 + fraccién decimal menor que 1

Estos ejemplos y otros anilogos permiten observar que los niimeros
enteros o decimales con parte entera de una cifra tienen por carac-
teristica de su logaritmo al ntimero 0, los de dos cifras al ndmero 1,
los de tres cifras al nimero 2, ete.,lo que nos permite dar la siguiente

Recra I.— La caractertstica del logaritmo de un midmero entero o
decimal con parte entera, es nula o positiva y consta de tantas unidades
como cifras enteras tiene el nimero menos una.

Asi: Caracteristica log 9347 = 3 ; caracteristica log 515790 = 5

SEGUNDO C€AS0. — Numeros decimales menores que la unidad. —
Tratemos de hallar los logaritmos de los nimeros 0,72; 0,056; 0,004;
etc., en los que la primera cifra significativa sea, respectivamente,
décimas, centésimas, milésimas, ete.
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Teniendo en cuenta que 0,72 est4 comprendido entre 0,1 y 1 y que

1
log 0,1 = log e log100'=—1 y log1=0

resulta que el logaritmo buscado es negativo y estd comprendido
entre — 1 y 0, es decir

log 0,72 = — 1 + fraccién decimal positiva menor que 1

Teniendo en cuenta que 0,056 est4 comprendido entre 0,01 y 0,1
y que

1
log 0,01 = log 100 = log 1002=—2 y log 0,1 =—1

resulta que el logaritmo buscado es negativo y estd comprendido
entre — 2y — 1, es decir

log 0,056 = — 2 + fraccion decimal positiva menor que 1.

Estos ejemplos y otros anilogos permiten observar que los deci-
males menores que uno, cuya primer cifra significativa es del orden
de los décimos, es decir, que tienen un cero antes de dicha cifra,
tienen por caracteristica de su logaritmo al nimero — 1, que los que
tienen dos ceros antes de su primera cifra significativa tienen por
caracteristica de su logaritmo a — 2, ete., lo que nos permite dar
la siguiente

Ruera II. — La caracleristica del logaritmo de un nimero decimal
con parte entera igual a cero, es negativa y consta de tantas unidades
como ceros haya antes de la primera cifra significativa.

Asi:

Caracteristica log 0,004 =— 3, Caracteristica log 0,000001 = — 6.

ConvENCION. — La suma entre la caracteristica del logaritmo de
un nimero decimal menor que uno y su mantisa no se efectda, sino

que se deja indicada correspondiendo el signo menos solamente a su
caracteristica. Asi, por ejemplo, como

log 0,07025 = — 2 - una fraccion decimal menor que 1
y esa fraccibn decimal es 0,84665 (como veremos més adelante),
se escribe log 0,07025 = 2,84665
en lugar de log 0,07025 = — 2 + 0,84665 = — 1,15335
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El signo menos se coloca encima de la caracteristica para que se
tenga bien presente que solamente ella es negativa,. siendo, en cambio,
positiva la mantisa.

Por ejemplo i:53948 significa — 1 + 0,53948

49. Teorema. — La mantisa del logaritmo de un nimero no altera
cuando se multiplica o divide al ndmero por la unidad sequida de ceros.

Hre.) . log 6934 = 3,84098
Trsis) Mantisa log (6934 X 10000) = 0,84098
Mantisa log (6934 : 100) = 0,84098

Dewmost.) Siendo log (6934 X 10000) = log 6934 4 log 10000
por un teor. ant. (n° 42)

como log 6934 = 3,84098 y log 10000 = 4 por definicién, resulta
log (6934 X 10000) = 3,84098 + 4

y como 4 es un numero entero para efectuar la suma del segundo

miembro, se le sumarid 4 a 3 con lo cual la parte decimal 84098

quedara inalterada

luego log (6934 X 1000) = (3 + 4), 84098 = 7,84098

es decir Mantisa log 6934 = mantisa log (6934 X 10000) = 0,84098

Andlogamente se tiene:

log (6934 : 100) = log 6934 — log 100 por un teor. ant. (n° 43)

= 3,84098 — 2 = (3 — 2), 84098 = 1,84098

luego mantisa log 6934 = mantisa log (6934 : 100) = 0,84098
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50. Tablas de los logaritmos. — Se llaman asi los cuadros donde
estan consignados los logaritmos de los niimeros desde 1 hasta un cierto
limite, 10 000 6 10800, por ejemplo.

Como en general los logaritmos tienen por mantlsa nimeros de
infinitas cifras decimales, resulta que las tablas solo dan las primeras
de esas cifras, es decir, valores aproximados de esos logaritmos.

A continuacién deseribimos dos Tablas de Logaritmos con cinco
cifras decimales una de simple enirada y otra de doble entrada.
Tomamos como ejemplo de la primera la de J. Hoiiel y de la se-
gunda la de A. Polidori.

Cada pagina de la tabla -de Hoiiel consta de tres columnas: la
primera encabezada por la letra N inicial de la palabra nimero,
contiene los nimeros desde 1 4 10800; la segunda columna, enca-
bezada por la palabra Log, contiene las cinco primeras cifras de las
‘mantisas de los logaritmos de los nimeros de la primer columna que
estan a su izquierda. La tercera eolumna, encabezada por la letra D,

‘inicial de la palabra diferencia, contiene las diferencias entre cada
mantisa y la anterior, razén por la cual esa diferencia estd escrita
entre las dos mantisas que se han restado, como puede verse a con-

tinuaecién:

N Log D
6900 83885 6
6901 83891 6
6902 83897 -
6903 83904 6

6904 83910
6

6905 83916

Damos, ademés, la reproduccién de la pagina 25 de la citada Tabla
de Hotiel, que contiene los ndimeros desde 6900 a 7200, donde puede
observarse que cada pagina de la tabla consta de cuatro columnas
analogas a la que hemos deseripto. Esa pagina puede utilizarse para
resolver los ejemplos del parrafo siguiente. :
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En: cada una de las paginas de la tabla de A. Polidori figuran

once columnas, en la primera de las cuales, encabezada con la letra

N, se encuentran las decenas de los ntimeros comprendidos entre

1000 y 10000. La ecifra de las vnidades de esos ntimeras figuran en

la primera y en la tltima lineas de cada pagina. La mantisa del
logaritmo ‘de nn ntmero se obtiene huscando las cifras que se en-



cuentran en la interseccion de la fila que comienza con las decenas
de ese nfimero con la columna encabezada por la cifra de sus uni-
dades y anteponiéndoles las dos primeras cifras que se encuentran
aisladas en la columna encabezada por 0 en la misma linea en que
estan las tres halladas o en lineas anteriores. Si el grupo formado
por las tres cifras encontradas lleva un asterisco deben antepo-
nérseles las dos primeras cifras del grupo siguiente,

En la pagina anterior hemos reproducido la pagina 44 de la
tabla de A. Polidori que utilizamos para resolver los ejercicios quz
siguen, y puede observarse que en ella no figuran las diferencias
tabulares, por lo tanto hay que hallarlas, restando de las tres tlti-
mas cifras correspondientes a una unidad las correspondientes a la
unidad inferior.

51. Manejo de Tablas de Logaritmos. — PROBLEMA DIRECTO. —
Caleular el logaritmo de un nimero dado.
La determinacién del logaritmo de un ntimero consta de dos partes:

1°) la determinacién de su caraeteristica;
2°) la de su mantisa.

La primera se caleula facilmente por las reglas anteriores (n° 48)
! razon por la cual no figuran en la Tabla de Hoiiel ni en la de
| Polidori. :
La mantisa se caleula en la forma que pasamos a explicar

Priver caso. — Hallar el logaritmo de un nimero entero de cuairo
“ cifras o de cuatro cifras significativas 0 no sequidas de ceros, o de un
decimal en el que haciendo abstraccion de la coma tenga cuatro cifras
” signaficativas.

1 En este caso la mantisa del logaritmo buscado se encuentra, en las
[ tablas de simple entrada, a la derecha del ntimero dado o del que
jr resulta de suprimir los ceros o la coma, respectivamente.

Esemero I: Hallar log 6905.

& De acuerdo con lo dicho respecto de la caracteristica, sg tiene
Caracteristica log 6905 = 3 (Regla I)

y como a la derecha de 6905-se encuentra el ntimero 83916, resulta

mantisa log 6905 = 83916
luego log 6905 = 3,83916.
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Esemero 11: Hallar el log 7038000.
De acuerdo con lo dicho respecto de la caracteristica, se tiene:

Caracteristica log 7038000 = 6 (Regla I)
y como a la derecha de 7038 se encuentra el nimero 84745, resulta
mantisa log 7038 = mantisa log (7038 X 1000) = 0,84705 »
luego. log 7038000 = 6,84745.
Esemero 111: Hallar log 0,07029.
De acuerdo con lo dicho respecto de la caracteristica, se tiene:
Caracteristica log 0,07029 = 2 (Regla II)
pero por el teorema anterior (n° 49)
Mantisa log 0,07029 =mantisa Iog 0,07029 X 10 000 =mantisa log 7029
y como a la derecha de 7029 se encuentra el niimero 84689, resulta
mantisa log 0,07029 = 84689

luego log 0,07020 = 2,84689.

Esemero IV: Hallar el log 8354 y el log 7,245
Utilizando la tabla de doble entrada, tendriamos:
19) Caracleristica log 7124 = 3 . (Regla I)

Mantisa log 7124 = 85272 pues
en la interseccion de la fila que comienza por 712 con la columna
encabezada por 4 encontramos 272 y las dos primeras cifras corres-
pondientes son 85
luego log 7124 = 3,85272. :

2°) log 7,245 = 0,86004 por la regla I y porque las tres dltimas
cifras 004 llevan un asterisco. .

SuGUNDO cAs0. — Hallar el logaritmo de un nimero entero de mds
de cuatro cifras, o de un decimal en el que haciendo abstraccion de la
coma tenga mds de cualro cifras significativas (*).

Ejemepro I. Hallar log T1748. - -
De acuerdo con lo dicho respecto de la caracteristica, se tiene:

Caracteristica log 71748 = 4 (Regla I)

(* La explicacién que sigue vale para los dos tipos.de tablas a que nos hemos referido.
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Como el ntimero 71748 es mayor que los limites 10000 y 10800
de las Tablas que utilizamos no encontraremos directamente en ellas
la mantisa de su logaritmo.

Pero como

Mantisa log 71748 = mantise log 71748 : 10 = mantisa log 7174,8

y 7174,8 esta comprendido entre los nimeros de la Tabla 7174 y 7175
resulta que la mantisa del logaritmo buscado estard comprendida
entre las de estos nimeros. Pero como

mantisa log 7175 = 85582
mantisa log 7174 = 85576

observamos que cuando el ndmero aumenta una unidad la mantisa
de su logaritmo aumenta de 6 unidades, luego cuando solo aumente
0,8 de unidad si se admite que dicha mantisa sufre un aumento
proporeional 3, se tiene:

_}:,’\8 3=6X08=48x5
luego como para . 7174 la mantisa es 85576
y > 0,8 » aumenta de 5
para  7174,8 >  es 85581
luego log 71748 = 4,85581

En la practica, si se emplean las Tablas de Hotiel o de Polidori,no
es necesario calcular la parte proporcional 3, pues ellas traen en cada
pagina una columna, encabezada por P. Pr. en la primera, donde se en-
cuentran tablitas que contienen los productos aproximados de cada una
de las diferencias tabulares que figuran en esa pagina por 0,1;0,2,. ..0,9.

Asi como para la diferencia tabular 6, se tiene : :

0,1%X6=06x1] e 1] 086
02X6=12=«1 21 2|12
03X 6=18=2 yle B
.......... rse forma la tablita 5|3 ola 4|39
................ 6|4 6 | 3,6
08X6=4825 74 7|82

i 8|5 8|48
09X6=54=<5 | 95 9 |54
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El ejemplo tratado se dispone en la, practica asi

Para 7174 —— 85576
D=6 » '_;78 TR 5
» 71748 85581

log 71748 = 4,85581
Esgmpro I1: Hallar log 7,00029

Procediendo como en el ejemplo anterior tendriamos

Caracteristica log 7,00029 = 0 (Regla I)
Mantisa log 7,00029 = mantisa log 7000,29

pero como Para 7000 ———84510
y Di=16-".b 2 — i
» -9 — 0,5
Para 700029 —— 84511,5 = 84512
luego log 7,00029 = 0,84512
PROBLEMA INVERSO. = Determanar el nimero que tiene por loga-

ritmo a un nimero dado. A
La determinacién del nimero correspondiente a un logaritmo dado
consta de dos partes:
1°) la determinacién de sus cifras significativas;
20) la del orden de dichas cifras. ;
La primera parte se resuelve teniendo en cuenta la mantisa en la
forma que veremos enseguida, y la segunda teniendo en cuenta las
reglas de la determinacién de la caractaristica.

Esempro I) Hallar x sabiendo que log z = 3,83916.

Busquemos entre las mantisas de los logaritmos de los niimeros
mayores que 1000 (*) la mantisa dada, guidndonos al principio por
las dos primeras cifras 83.

(*) Se busca en esa forma porque la mantisa del logaritmo de eualquier numero
menor gue 1000, por ejemplo 83; es la misma que la de dicho niimero segnida de uno o

»
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Como en la pagina 25 de la Tabla se encuentra la mantisa dada,
83916, el ndmero 6905 que esté a su izquierda tiene las mismas cifras
significativas que el buscado. Por otra parte, de acuerdo con las
reglas de determinacién de la caracteristica resulta que para que la ca-
racteristica del logaritmo del nimero buscado sea 3, debe tener:

3 + 1 = 4 cifras enteras.

Luego si log z = 3,83916 es =z = 6905.

Esemero II. Hallar x sabiendo que log x = 2_,84689

Procediendo como en el caso anterior, encontramos en la pagina
25 de la Tabla que a la mantisa 84689 corresponde el nimero 7029
que tiene las mismas cifras significativas que el buseado.

Por otra parte, como el niimero que tiene por caracteristica de su
logaritmo a 2, debe ser decimal y tener antes de su primera cifra
significativa 2 ceros, resulta que

si log z = 2,84680 es  z = 0,07029.

Erempro -III. Hallar z sabiendo que log z = 4,85581

Procediendo como en los ejemplos anteriores no encontramos en
la Tabla la mantisa del logaritmo dado, pues entre las mantisas con-
secutivas de la Tabla 85576 y 85582, est4 comprendida la dada.

Pero como para 85576 corresponde el ntmero 7174,
y » > 85582 » » » 7175

resulta que las cifras significativas del nlimero z buscado formaran
un ndmero comprendido entre 7174 y 7175.

Como la diferencia tabular es 6, observamos que cuando la mantisa
aumenta 6 unidades, el nimero aumenta de 1 unidad, luego cuando
solo aumente de 5 unidades (diferencia entre la mantisa dada y la

dos ceros, o sea de 830 o 8300, pero mientras entre 83 y 84 hay una sola mantisa y en-
tre 830 y 840 hay 10 entre 8300 y 8400 hay 100 mantisas luego serda mas facil encontrar
entre éstas la de un nimero gue se aproxime a 83.
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menor de las que la comprenden en la Tabla), se admite que dicho
ntimero sufrird un aumento proporcional y, es decir:

6 1 5
T ey y=—=—=08
T LA e
luego como para la mantisa 85576 corresp. el ntimero 7174
y » un aumento de 5 » un aumento de 0,8
para 85581 » el nimero 7174,8

Como el nimero que tiene por caracteristica de su logaritmo a 4
debe tener 4 4+ 1 = 5 cifras enteras, resulta que

si loghs'= 4.85a81% "esl | o = 71748

Este ejemplo se dispone en la practica, asi

Para. 85576 —— 7174
D=6 » 5 8
» 85581 71748

La parte proporcional se obtiene también con ayuda de la tablita
mareginal correspondiente a la diferencia tabular 6, pues buseando
5 del lado derecho de la tablilla vemos que es la parte proporcional
correspondiente a 0,8.

52. Aplicacion de los logaritmos al calculec de productos y
cocientes. — Como por las propiedades estudiadas para los loga-
ritmos, resulta que la aplicacién de éstos a un producto o a un co-
ciente lo transforma en una suma o diferencia, respectivamente, de
logaritmos y éstos se obtienen facilmente con las tablas, resultara
practico caleular productos o cocientes por ese método.

Conviene tener presente que como las Tablas solo dan valores apro-
ximados de los logaritmos, y que dicha aproximacién depende del
nimero de cifras que den las mismas, los resultados que se ob-
tengan seran también aproximados y tanto mas exactos cuanto mayor
sea el nimero de dichas cifras. SnA

ke T phaad e L
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Prosrema. — Caleular la longitud de la circunferehcia de una pista
circular de 123,85 m. de radio.
SorLucioN. — Llamando ! a la longitud buscada, se tiene
l=2xr
reemplazando valores y tomando para = el valor 3,1416

resulta l =2 X 3,1416 X 123,85
Aplicando logaritmos, se tiene

log | = log 2 + log 3,1416 + log 123,85

CALCULOS AUXILIARES CALCULOS DEFINITIVOS
Cdleulo de lbg £
Para 8141 — 49707
Bt LA . log 2 = 0,30103

log 3,416 =-0.49715 (*) log 3,1416 = 049715

Cdleulo de log 123,85 .«

Para 1238 — (9272 log 123,85 = 2,09290
D=% CHALERTT g
log 12885 = 2,09290 sumando da log I = 2,89108
Calculo de 1
Para 89104 — 7781
D=5  » e 8 l=1778,18 m
89108  — 77818

ProBrLumMA. — Calcular el alcance x de un proyectil. lanzado en el
m
vacio con una velocidad inicial vy de 580 % i y con un dngulo de
tiro ¢ = 30°.

- SovucioN. — La Fisica ensefia que dicho aleance esta dado por
la férmula ;

r = ————, 'siendo ¢ la aceleraciéon de la

gravedad que tomaremos igual a 9,80.

(*) En la tabla de J. Hoiiel se enc¢uentra. en la pagina XLVI, directamente

log 7 = 0.49715 .
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Reemplazando valores se tiene

5802 sen (2 X 30°) _ 580%sen 60° _ 580° X 0,866

R e R T
pues sen 60° = ‘/03 « 0,866

<

Aplicando logaritmos, se tiene

log @ log 5802 + log 0,866 — log 9,80

2 log 580 + log 0,866 — log 9,80

o s I e TR ‘ CALCULOS DEFINITIVOS

Cileulo de 2 log 580 2log 580 = 5,52686
2 log 550 = 2 X 276843 = 55209 + log 0,866 = 1,93752
Cdleulo de = sumando 5,46@7
Para 47305 — 2072 log 9,80 = 0,99123
D=14 i s s restando log = =7Z,Z';315”
s~ o = 29727 m = 29,727 Km.

Conviene observar que al sumar 2 log 580 con log 0,866 se ha tenido
presente que este idltimo tiene mantisa positiva y caracteristica
solamente negativa, por eso se han sumado directamente las mantisas
y se ha agregado a la caracteristica 5 la unidad que nos llevabamos
de dicha suma y luego se le ha sumado — 1.

53. Cologaritmo. — DrriNici6N. — Se llama cologaritmo de un
numero & la diferencia entre cero y el logaritmo de dicho ntimero.

En simbolos colog « = 0 — log a.
Esempro 1. Colog 374 = 0—log 374
y como  log 374 = 2,57287 es colog 374 = 0— 2,57287
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Para facilitar la resta en lugar de 0 podemos poner suigual — 141,
escribir el logaritmo dado como suma de su caracteristica y de su man-
tisa, y disponer la operacién asi: .

— 1 + 1,00000
2 + 0,57287

(—1—2) 4+ 0,42713

o bien (—2—1) + 0,42713 = =3 + 0,42713 = ?:,42713
Esemero 1I. Hallar el colog 0,002956
Por definicién  eolog 0,002956 = 0 — log 0,002956

y como log 0,002056 = 3,47070
es colog 0,002956 = 0 — 3,47070.

Procediendo como en el caso anterior, se tiene

— 1 + 1,00000
— 3 + 0,47070

[—1— (—3)] + 0,52930
(— 1+ 3) +0,52930 = (3— 1) + 0,52930 = 2,52930

La observacién de los ejemplos anteriores y la consideracién de que
el procedimiento seguido en ellos es general, nos permiten dar la si-
guiente:

ReGrAa.— Para hallar el cologaritmo de un nimero dado: 1° se le cam~
bia de signo a la caracteristica del logaritmo de dicho nimero y se le resta
uno obteniéndose la caracteristica del cologaritmo buscado. 2° Se escribe
la diferencia entre 10 y la primera cifra significativa de la derecha de
la mantisa del logaritmo, y la diferencia enire 9 y cada una de las res-
tantes cifras, obteniéndose la mantisa del cologaritmo buscado.
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Cororar1o. — El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del
dividendo mas el cologaritmo del divisor.

En simbolos log («: @) = log « + colog 8
En efecto log («:8) = log «a—log @ por un teor. ant, (n° 43)

o bien =log a + 0—1log @
= log « + (0—log @)
luego log («:8) = log « + colog @ por def. de cologaritmo

12,37 X 0,836 X 4500

029,50 X 0,0125

Esempro: Hallar cociente -
Aplicando logaﬁtmos tendriamos, llamando ¢ al cociente:
log ¢ = log 12,37 + log 0,836 + log 4500 — (log 929,50 -+ log 0,0125)

pero como log 12,37 = 1,09237 y log 929,50 = 2,96825
log 0,836 = 1,92221 log 0,0125 = 2,09691

log 4500 = 3,65321 11,06516
4,66779
1,06516
log ¢ = 3,60263 .. ¢ = 4005,30

Aplicando el cologaritmo tendriamos resuelto el mismo problema
log ¢ = log 12,37+log 0,836-+log 4500+ colog 929,50 colog 0,0125

o sea log 12,37 = 1,00237
log 0,836 = 1,92221

log 4500 = 3,65321

colog 929,50 = 3,03175

colog 0,0125 = 1,90309

sumando log ¢ ="8.60263  .° . ‘c.=400530
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Vemos que en este ejemplo es muy conveniente el empleo del co-
logaritmo pues para hallar el logaritmo del cociente ¢ basta efectuar
una suma. En cambio, si no se lo emplea, es necesario sumar primero
los logaritmos del numerador luego los del denominador y por tltimo,
restarlos, es decir efectuar tres operaciones.

54, Aplicacion de los logaritmos al calculo de potencias y
;'aices.— ProBrEMA.— Calcular el peso de una esfera de plomo de 0,15
m. de radio sabiendo que el peso especifico (p. e.) del plomo es 11,35.

Sorucion: Recordemos que la medida del peso de un cuerpo. es
igual al producto de la medida de su volumen por su peso especifico,

luego Med. P = med V X p. e.

pero med V = é'rc (med. r)®  (férmula volumen esfera)
4

luego med P = 3" (med. r)* x p. e.

; 3,1416 X '0,15% X' 11,35,
Aplicando logaritmos, se tiene

log med P = log 4 + log 3,1416 + 3 log 0,15 + log 11,35 + colog 3

CALCULOS AUXILIARES CALCULOS DEFINITIVOS
Cilculo de 3 log 0,15 . log 4 = 0,60206

3 log 0,156 = 33X 1,17609 — B8.52827 log 3,1416 = 0,49715
Cdlculo de colog 3 3 10g 0,15 = §,52827

log 8 = 047712 log 11,35 = 1,05500

colog 3 = 1,52288 colog 3 = 1,52288
Cdleulo de P log med P = l_,20536

Para 20520 — 1604 med P = 0,16046

D=28 TR 6
250 36— 16048 P = 0,16046 t = 160,46 Kg.



el RO I 5 | AL e

o

4 ) % . S PAKCS ) . -
* » - )
J &

=88 — : '

ProBrLEMA. — ;Cudl serd el monto de 20000 $ colocados al 3 G,
anual al cabo de 25 aios, capitalizando anualmente ?

SoLuciON: Se estudiari en Algebra Financiera, el préximo afo,
que un capital C colocado a interés compuesto al r 9, anual se
transforma al cabo de n afios en el monto C, dado por la férmula:

Cr=Ci1l 42"
donde 7 es el tanto por uno es decir la centésima parte del tanto
- . r
por ciento, o sea 1= 100
Luego:

Cn = 20000 (1 4 0,03)* = 20000 X 1,03*

Como la elevacién de 1,03 a la potencia 25* es un caleulo largo
aplicaremos logaritmos

log €, = log 20000 4 25 log 1,03

CALCULOS AUXILIARES CALCULOS DEFINITIVOS

log 20000 = 4,30103

25 log 1,03 = 0,32100
25 log 1,08 = 0,32100 Ve 2

Cdleulo de 25 log 1,03

log 1,03 = 0,01284

Cdleulo de Cn log €, = 4,62203
62201 — 4188 C, = 41882
D=10 2 - 9
62203 41882 Al C, $ =41882 §.
ProBreEMA. — ;Cudl serd el capital inicial que colocado a interés

compuesto al 2 Y, anual durante 10 anos, produjo un monto de 1219 $
al ser capitalizado anualmente ?

Soructén. — De la féormula empleada en el ejercicio anterior
deducimos el capital inicial pasando (1 + 7)" al otro miembro,
luego:

= O S g
B B ) 1,02t

Rtk S bl ety



%
Aplicando logaritmos log € = log 1219 — 10 log 1,02

CALCULOS AUXILIARES CALCULOS DEFINITIVOS

Cdleulo de 10 log 1,02 IOg 1219 = 3,08600
log 1,02 = 0,00860 ].0 log 1,02 = 0,08600

10 log 1,02 = 0,08600 log C' = 3,00000

C $ = 1000 $

ProBrLEMA. — ;jCudl serd el tanto por ciento a que ha sido colocado
a interés compuesto un capital de 1000 $ que al cabo de 10 anos produjo
un monto de 3814 $ al ser capitalizado anualmente?

SoLvuci6N. — De la formula empleada en el ejercicio primero

podemos despejar (1 -4 7) pasando C al primer miembro y extra-
yendo la raiz enésima de ambos, con lo que resulta:

n - 10
oy s E Ry T
e e
Aplicando logaritmos, se tiene:

TS L) log 3814 — log 1000 L 3,58138 — 3 ® 0,58138

10 10 10
log (1 + i) = 0,053138 ~ 0,05314

Para 0,05308 — 1130 14 ¢=1,1301
R i = 1,1301 — 1 = 0,1301
0,05814 11301 r = 0,1301 X 10013 %
PrOBLEMA. — 2Cudl serd el tiempo durante el cual un capital de

1000 $ colocado a interés compuesto al 2 Y, anual, da un monto de
1219 § al ser capitalizado anualmente?
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Soruci6y. — De la formula del monto C, = C (1 + o) resulta
aplicando logaritmos:

log C + nlog (1 + 7)

log Oni=
despejando n se tiene
_ log C,—logC
log (1 + 1)

y reemplazando las letras por sus valores, resulta:

log 1219 — log 1000
log 1,02

A 3,08600 — 3,00000 _ 10

0,00860

luego n = 10 afnos.

55. Multiplicacion de un logaritmo con caracteristica ne-
gativa por un ntiimero natural. — Sea, por ejemplo, multiplicar el

log 0,07025 = 2,84665 por el ntimero natural 4.

Recordemos que 2,84665 = — 2 + 0,84665
luego 2,84665 X 4 = (— 2 + 0,84665) X 4
' — 2 X 4'+ 084665 X 4

= — 8+ 3,38660 = (— 8 + 3)+ 0,38660
o sea 2,84665 X 4 = 5,38660,
donde se observa que la multiplicacién puede hacerse directamente
teniendo presente que las 3 unidades que se llevan al multiplicar la
primera cifra, 8, de la mantisa, por 4, son positivas, y en cambio

el producto de la caracteristica — 2 por el mismo nimero 4 es
negativo.

BEsempros: 1,24367 X 3 = 3,73101 ; 1,24367 X 6 = 5,46202.
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56. Division de un logaritmo con caracteristica negativa
por un numero natural. — Sea, por ejemplo, dividir el

log 0,07025 = 5,84665 por el nimero natural 2.
Recordemos que 2_,84665 = — 2 +40,84665

luego (2,84665) :2 = (— 2 + 0,84665) : 2
= (—2) :2 + (0,84665) : 2
0 sea (2,84665) : 2 = — 1+ 0,423325 = 1,423325

en la misma forma puede procederse sin ningun inconveniente, cuando
el valor absoluto de la caracteristica séa miltiplo del divisor. Tratemos
ahora de dividir el mismo logaritmo, por el nimero 3. Como 2 no es
multiplo de 3, para poder efectuar la operacién como en el ejemplo
anterior le sumamos a la caracteristica — 1 para que la suma sea
divisible por 3, y le sumamos 1 a la mantisa para que el logarit-
mo dado no varie. Luego

como 2,84665 = — 2 + 0,84665
y 0=—1+1
sumando resulta 2,84665 = — 3 -+ 1,84665
luego (2,84665) : 3 = (— 3 + 1,84665) : 3
= (—3) :34+(1,84665) : 3 =— 1+40,61555
0 sea (2,84665) : 3 = 1,61555

57. Calculo de expresiones en que figuren productos, co-
cientes, potencias y raices. — Hallar el valor de la expresién

3
327,58 X /0,20345 X 602432
25¢ X 0,0876

Llamando z al valor buscado y aplicando logaritmos, se tiene:

log z = log 327,58 + % log 0,29345 + log 602432 + 4 colog 25 +
' + colog 0,0876
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CALCULOS AUXILIARES
Cdlculo de log 327,58
Para 3275 — 51521
D141 > gl 11
log 821,58 = 251582

Cdleulo de % log 0.29845

Para 2934 — 46746
D =15 5 — 8

ot 020315 — 146754
g log 0.29345 = 1,82951

Cdleulo de log 602432

Para 6024 — 77988
D=8 "> 3 — 2
2= l40e

log 602432 = 5,77990

Cdleulo de 4 colog 25

log 26 = 1,39794

colog 25 = 2 60206

4 colog 25 ‘= 6,40824
Cdlculo de colog 0,0876‘.

log 0,0876 = 2,94250

colog 0,0876 = 1,05750

Cdleulo de =

Para 58343 — 3532
= 74 = -L
58347 38324

— T

CALCULOS DEFINITIVOS

log 327,58 = 2,51532
%log 0,20345 = 1,82251
log 602432 = 5,77990

4 colog 25 = 6.40824
colog 0,0876 = 1,05750
— 3,58347

log =

z = 3832,40

58. Escala logaritmica. — Consideremos un eje XX’ y repre-

sentemos sobre él los ntmeros 1, 2, 3, ...,

0,1.:.0,2,:0,3; ...a; ‘por

los puntos de ese eje que tienen por abscisa a los logaritmos decimales

de esos nimeros.

-XE F A B > X
—~—t . : et : ; st "
04 \'ro2 03 0% 05 060708094 2 3 P SR 1o A
0 04 02 03 0 05 06 07 08 09 1
Umdad natura:
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Tendriamos que, como:
ot el nimero 1 esta represent. por el origen
R s (G e » 2 » » » » punto A
» 3. .= 047712, > » 3 » » S TAE » B
. . . {1 53 . N . . . . - 5
¥ 0,1 =—1 » » 0,1 > » > » » E
)2 = T,301()3 » » 0,2 » » e » F
Se observa que los puntos que representan a 0,1, 0,2, ... 0,9

pueden obtenerse marcando sobre el borde recto de un papel a los
que los representan a los nimeros 1, 2, 3, ..., 10, y llevandolo sopre
OX’ en forma tal que el punto 10 coincida con el origen. En la
misma forma, con ese mismo papel, podrian obtenerse los puntos que
representan a los numeros 10, 20, 30, ..., 100, ete., 6 0,01, 0,02,

_— .__?
..., 0,10, llevandolo sobre OX o OX’ a la derecha del punto que
representa a 10 6 a 0,1 respectivamente.

Fl eje asi dividido constituye lo que se llama una escala logaritmica,

pues el logaritmo del nlimero que representa cada uno de sus puntos
es la abscisa de ese punto medida con la unidad que se toméd para
representar a los nimeros. En la figura adjunta se tom6 como uni-
dad a 2,5 cm.

Representando a ntimeros comprendidos entre 1 y 2; 2y 3, ...,
por ejemplo 1,1, 1,2, 1,25, 2,1, 2,2, ..., etc., la escala logaritmica
constituye una tabla de logaritmos bastante practiea, que se aplica,
por ejemplo, en las reglas de cdlculo.

En el comercio se vende el papel logaritmico simple, que son hojas
cuadriculadas mediante segmentos paralelos entre si distanciados
de 1 mm., y otros perpendiculares a ellos separados por distancias
iguales a los logaritmos de los nimeros 1, 2, ..., como se ve en la
figura del parrafo siguiente donde representamos parte de una de
esas hojas.

59. ‘Aplicacion de la escala logaritmica. — Sea por ejemplo re-
presentar la funcién ¢, = (1 + ¢)*, que, como dijimos (n° 54), es
el monte de 1 $ al tanto por uno 7 al eabo de n afos.
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Escala natural
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Aplicando logaritmos se tiene:
log ¢, = nlog (1 4+ 7)

donde se ve que para un valor dado de ¢ la funcién anterior es de
primer grado con respecto a la variable independiente n, y su re-
presentacion grafica en el papel logaritmico simple, es una recta que
pasa por elForigen.

Asi, por ejemplo, para r =69 es ¢= 0,06, luego:

log ¢,, = nlog 1,06

v la recta que lo representa es la determinada por los puntos cuyos
coordenadas hemos calculado a continuacion, teniendo en cuenta que:

para. n =0 es loge, =0 X log 1,06 =0
para, n = 10 es logec, = 10log 1,06 = 10 X 0,02531 = 0,25

El valor 0,25 lo hemos tomado con la unidad que se indica a la

izquierda’ del eje de las fes. Una vez construida la grafica es facil

or 08 09 4

06

02 03 o0k 0S5

04

caleular el monto para ¢,. En la misma forma hemos representada
sobre los mismos ejes las graﬁca de ¢, para n igual a 3, 4, 5,7, 8,
9y 10 %.
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Aplicaciones, — [) Hallar los logaritmos de los nimeros siguientes:
a), 3,0473 . ;. b)i 16358 ';cive) 1,942 ;.- d) 40,3584 v~ leg) 148,329 :
) 25025 ; g¢g) 350958 ; k) 0,012682 ; 1) 673205 ; j) 20,0485
II) Hallar z sabiendo que:

a)logz = 2,15 238 ; b) log z = 5,40 240 ; ¢) log z = 1,60482 ; d) log = = 3,15 715 ;
e) log © = 1,03 029; f) log = = 0,00 289; g) log = 10,43 827; h) log z = 6,00 897.

IIT) Calcular el logaritmo de: a) 30, el de 3000, el de 27, el de 0,003 y el de
0,0081 sabiendo que log 3 = 0,4771; b) 4; 8; 20; 200; 0,5; 0,2;. 5, sabiendo que
log 2 = 0,3010.

1V) Calcular, empleando logaritmos, el resultado de las siguientes operaciones:

a) 3,1416¢ X 0,513 ; b) 43,891 X 999432 X 0,062731 ; ¢) 2847,58 X 3,1416 X 2,85
¢) 0,004497 : 0,09769 ; d) (35,835 X 54,257) : 96,847 ; ¢) 3 : 15,789

10 4 5 5 3
e < n 13
N V421 ; 9V 1,213 X4/0,1934; &) (0,057432) * ; i) 100% ,J)( )

25
—_— 3-——
& 7419 X (0,0341) . 3,6274. 1 218,26 ] ; 8,0196 4/ 0,0312
b N e e == —
4196 X (0,234)2 0,0925 } 9,01875 4/ 0,27965
0 Al e 7 Y e AR
/ L AL 19 \6
n) | 0,35¢:4 943214 : p)12V 3 : 0405 ; q)( o )

~

7%

g
0,01 131 4 4,2735 X 5,879
r) —1_ ; s)(—23—3-) A 1/009] 11 ; )1/103><(41986)2
3

V) Calcular, empleando logaritmos, el valor de z en las siguientes expresiones:

D

z 2 \z il
a) 22 =8; b)5- =3; ¢) 73 =4; d)(?)=5; e) V3 =5

3 by
= z

20 \ A 1 1NF
31z =4; ¢)6 =36 ; k)49 =17; 1) 32%=—+; =8
f) 9) k) 7) 128 J)( 16)

VI) Calcular el valor de (1 + %) para los valores de n comprendidos en 1 y 20
e 7 igual a: @) 0,01 ; b) 0,015 ; ¢) 0,02 ; d) 0,025; ¢) 0,03 f) 0,035 ; ¢) 0,04 ;
h) 0,045 ; %) 0,056 ,J) 0,055 ; k) 0,06.
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VII) Ca.lcuiar el valor de para los mismos valores de 7 y de # élel

ejercicio anterior.

VIII) Calcular el monto de: a) 2850 $ al 4,5 9% al cabo de 10 afios; b) 1000 $
al 10 9% en 20 afios; ¢) 3,50 $ al 2,5 % al cabo de 12 afios; d) 12854,60 § al 3,5 %
al cabo de 4 afios; @) 50000 $ al 4,5 %, al cabo de 15 afios, sabiendo que la fér-
mula correspondiente es Cp = C (1 +14)", siendo C el capital que se coloca, 7 la
centésima del tanto por ciento y % el niimero de afnos.

IX) Calcular el capital que capitalizado anualmente se transformé: a) al 6 %
en 5 afios en 3000 $; b) al 2,5 % en 8 afios en 1350 $; ¢) al 4 % en 12 afios en
1000 $; d) al 6 % en 10 afios en 13600,40 8; ¢) al 5 % en 16 afios en 1.$;

- = Cﬂ
obsérvese de la férmula del monto resulta ¢ = ———— ) *
( rvese que ' onto res Tt )

o




CAPITULO IV

NUMEROS COMPLEJOS

PROGRAMA. — Niumeros complejos imaginarios: Definicién. Interpretaciones con-
cretas, Nameros imaginarios puros. Unidad imaginaria. Niumeros complejos
generales (reales o imaginarios). Igualdad de nimeros complejos. Operaciones
con mameros complejos: Suma y resta de mimeros complejos cualesquiera.
Forma binémica. Complejos conjugados. Suma y resta de nimeros complejos
conjugados. Suma y rvesta de mimeros imaginarios puros. Multiplicacion de
nivmeros complejos de forma bindmica: Definicion del producto de la unidad
imaginaria por si misma. Producto de mimeros complejos cualesquiera y de
nimeros complejos conjugados. Producto de ni@meros imaginarios puros.
Cuadrado de un nitmero complejo. Poteneias naturales sucesivas de la unidad
imaginaria. Raiz cuadrada de wn nimero complejo. La raiz cuadrada de un
nimero real negativo es igual al produeto de mds o menos la raiz cuadrada
de su wvalor absoluto por i . La raiz cuadrada de menos wno, como caso
particular.

60. Necesidad de la creacion de nuevos nameros para hacer
posible la extraccion de raices pares y la logaritmacion de nt-
meros negativos.— Habiamos visto (n° 2) que las raices pares indi-
cadas de ntimeros negativos eran simbolos carentes de significado en el
campo real, por lo tanto las expresiones tales como 4/—4 carecen
hasta ahora de sentido, pues no hay ningin nimero real que elevado
al cuadrado dé —4. Vimos también (n° 38) que los ndmeros nega-
tivos no tienen logaritmos en el campo.real, por lo tanto simbolos
tales como log;— 25 carecen hasta ahora de significado pues no exis-
te ningln ndmero real que tomado como exponente de 5 nos dé — 25.

Para que la radicacién y la logaritmacién sean posibles en todos
los casos, los mateméticos han creado una nueva clase de ntmeros
llamados complejos imaginarios de los cuales daremos la siguiente:
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61. Definicién de ntimero complejo imaginario. — Se llama
nidmero complejo imaginario a todo par ordenado de ntimeros reales
a v B de los cuales el segundo g es distinto de cero, que se representa
con la siguiente:

NOTACION : a + Bi

El primer ntimero « se llama componente real y el segundo B
componente imaginaria del complejo, v estd caracterizada por la
letra ¢ que le acompana, cuyo tnico objeto es hacer notar que los
nimeros a y 8 desempenan papeles distintos, como veremos méas
adelante.

EiEmpros: —2+ 871 ; 15300 ?; —+14 2% son nd-

meros complejos imaginarios.

62. Nimeros imaginarios puros.— DerinicioN.— Se llama ni-
mero imaginario puro a todo ntimero complejo cuya componente
real es cero.

En simbolos 0 + B¢ es un nimero imaginario puro

Noracion 0 -+ B¢ se representa por (¢

BEJEMPLO: — —5—z ; 0,7¢ ; 4/ 57 ; ai son imaginarios puros

.

63. Unidad imaginaria. — DeriNicion. — Se llama wunidad
imaginarie al nimero imaginario puro 7.

64. Nimeros complejos generales.— Un estudio anlogo al que
hemos hecho con los niimerosreales, podriamos hacer con los complejos
imaginarios, pero esto nos llevaria a hacer luego, otro nuevo estudio
del conjunto de los ntimeros reales e imaginarios, pues lo que interesa
ver es como estos tltimos solucionan los problemas de la radicacién
y de la logaritmacién en los casos de imposibilidad antes sefialados.

Teniendo en cuenta esto formaremos una familia de ntimeros rea-
les e imaginarios. En ella definiremos las relaciones de igualdad
v las operaciones aritméticas, demostrando los caracteres de aquellas
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y las propiedades de estas Gltimas, pues si bien sabemos que se cum-
plen entre los niimeros reales, no es licito atribuirselas, sin previa
demostracién, a los nlimeros imaginarios.

DEFINICION. — Se llama nidmero complejo a todo nimero real o
imaginario puro.
Luego:
Ntmeros naturales | Ndmeros |
Nimeros
Ntmeros negativos ) enteros ) Numeros
: racionales Nimeros
Numeros fraccionarios puros reales
Complejos
Ntmeros irracionales

Nimeros complejos imaginarios

65. Representacion de los niimeros reales. — Con el objeto
de unificar la notacién de los nimeros complejos, representaremos
también a los nldimeros reales por pares ordenados de ntimeros. Como
en la representacion de los ndmeros complejos imaginarios, sblo se
han empleado aquellos pares en que el segundo nitimero era dis-
tinto de cero, quedan disponibles aquellos en que el segundo nimero
es cero y los utilizaremos para la representaciéon de los nimeros rea-
les de acuerdo con la siguiente:

ConvencioN: Todo nimero real se representa por un par ordenado
“de nimeros en que el primero es el nilmero que se quiere representar
y el segundo el nimero cero. '

Ejempero: El ndmero 5 se representa por 5 404
2 2
» » — 11— » » » —1 02
3 3 4
en general » » a » > » a4+ 04

66. Igualdad de ntmeros complejos.— DeriNicioNn.— Se dice
que un nwmero complejo (a + Bi) es igual a otro (o’ + B'4) cuando las
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componentes del primero son respectivamente iguales a las del se-
gundo.
En simbolos: a + ﬁi‘= ol B4 B aeE gl y gi=0

67. Caracteres formales de la igualdad de numeros com-
plejos. — Como la definicién de ntmeros complejos iguales exige
la de sus componentes que son ntimeros reales y la igualdad de éstos
cumple los caracteres formales de tal relacién se deduce:

CARACTER IDENTICO. — Todo ntmero complejo-es igual a st mismo

En simbolos: a + Bt = a + Bi

CARACTER RECIPROCO. — 87 un numero complejo es igual a otro
éste lo es al primero.

En simbolos: Si o+ 8i = o' + 8% es o + i =a+ pi
CARACTER TRANSITIVO. — St un numero complejo es igual a otro
y éste a su vez igual a un tercero el primero es igual al tercero.
En simbolos: Si a4+ pi=a" +p87 y o' +872=0d" +p6"
es a4 Bi = o’ + 8%

68. Suma de ntimeros complejos. — Derinicion. — Se llama
suma de dos o mds nmumeros complejos a otro nimero complejo que
tiene por componente real a la suma de las componentes reales y por
componente imaginaria a la suma de las componentes imaginarias
de los sumandos.

En simbolos: (a + B2) + (o’ + B%) = (e +a') + B+ B'):
(F482) +(8—864) 4 (—85—1) = (24 3—85) + (8 —~6-—T)¢ =
=—3541

e L —1 A0
Em.: 3—57)+{— 3 +42)=(3 + o +(—5+4)i= E_—z

69. Representacion bindémica de los niimeros complejos. —
Teniendo en cuenta que el complejo de componentes a y 3 se repre-
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senta por a+B7 y que o esun ndmero real y fz un imaginario puro,

resulta por definicibn de suma que:

Tado ndmero complejo es la suma de un nimero real mas un nimero
1Maginario puro.

Es debido a esto que la representaciéon adoptada para los nime-
ros complejos se llama representacion binémica.

Dermvicion. — Se dice que dos complejos son conjugados
cuando solo difieren en el signo de sus componentes imaginarias.

6—34 vy 6+3i; a-+ B y a— B¢ son compl. conjugados
Aplicando la definicion de suma se obtienen los siguientes co-

rolarios:

70, Suma de complejos conjugados. — CoroLARIO. — La su-
ma de dos comple_;os conjugados es igual al duplo de su componente
real.

En simbolos: (@ + Bi) + (a—B2) =
Em: (6492 +®6—92)=(06+6)+9—9)i7=12

(3+3)G=s9=% s (F-2) +(F +4)-v3

71. Suma de imaginarios puros. — CoroLARIO. — La suma
de dos miumeros imaginarios puros es otro mivmero vmaginario puro de
componente tgual a la suma de las de los nimeros dados.

En stmbolos: Bi+pBi=(B+p)1

e B0
/3
7

Eom.: 84+ 54 = 13i;—3i+-§-i=(—3+$—)i=

72. Resta de ntimeros complejos. — Durinicion. — Se llama
diferencia entre un nimero complejo a+87 (minuendo) y otro o’+p'%
(sustraendo) al ntimero complejo v -+ & que sumado al sustraendo
sea igual al minuendo. En simbolos. Es

(a+B)— (' +B7) =y+ & si (v+ &)+ (o' +p%) =a+Bi
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CoroLARIO. — La diferencia entre dos nimeros complejos tiene
por componentes a las diferencias de las componentes reales e imagina-
rias, respectivamente, del minuendo y sustraendo.

En simbolos: (a + 1) — (o’ + p%) = (a—a/) + (B—F') @
En efecto, sumando labdiferencia con el sustraendo da:
(a—a)+ B—pB)i+a +pi=(a—a +a)+(B—F+p)i=
=a+Bi que es el minuendo,
EsempLo: (5—34) — (—7 +1) = 6+7) + (—3—1)i=12—41¢

73. Resta de complejos conjugados. — Corovrario. — La di-
ferencia enire dos complejos conjugados es un ndmero 1Tmaginario puro
de componente imaginaria doble de la de los dados.

En simbolos: (a 4+ B2) — (ar—ﬁz:) =00

En efecto: (a-+6i) — (a—PBi) = (a—a) + (B-+8) i = 0+28i = 26i.

EjemMpPLO: (4+%z)—( ——;-i)=2.%17= 1.2.="1

74. Resta de ntimeros imaginarios puros. — COROLARIO. —
La diferencia de dos imaginarios puros es otro tmaginario puro de com- :
ponente imaginaria igual a la diferencia de las componentes imagina- ;'
rias de los mdmeros dados. : : :

En simbolos: gi — g7 = (8— 8’)7 lo que es cierto por el corola-
rio de la definiciébn de diferencia.

' d TR 1 1 3). A T i Kot
BIBMBLOS it — = e g =Rl et L
2 4 2 4 4 4 .
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75. Multiplicacion de ntimeros complejos. Producto de la
unidad imaginaria por si misma.— DrriNicioN.— Se llama pro-
ducto de la unidad tmaginaria por st mismae al nimero menos uno.

En simbolos: X1 =—1

76. Producto de dos ntimeros complejos cualesquiera. —
Derinicion. — Se llama producto de dos mimeros complejos cuales-
quiera. al ntmero complejo que resulta de multiplicar a los dados
como si fuesen sumas de numeros reales, teniendo presente que
v 1 )

En simbolos: (a + 87) (a/ + B%) = aa’ + a’Bi + af's + BB

-y : = aa’ 4+ a’'Bi + aBf'i — BB’
= (a2’ —BB’) + (a'B + af') ¢

OssErvACION. — Puede observarse que la parte real del produc-

to es el producto de las componentes reales menos el de las componen-

tes imaginarias y que la parte imaginaria es la suma de los produc-
tos cruzados de las componentes reales e imaginarias.

EsemprLo: (3+717) (4427) =B3.4—7.2)+B.2+74)12
=(12—14) 4+ (64+28) ¢ = —2+434¢
77. Producto de complejos conjugados. — Cororario. — El

producto de dos nimeros complejos conjugados es el niumero real igual
a la suma de los cuadrados de los componentes. L

En simbolos: (a + B2) (a— Bi) = a2+ B2
En efecto: por la definicién de producto, se tiene:

(o + Bi) (a—Bi) = (a.a + B.8) + (af—Ba) i
luego (a4 Bi) (a— i) = a? + B2
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78. Producto de dos imaginarios puros. — COROLARIO. —
El producto de dos imaginarios puros es el nimero real formado por el
producto de las componentes imaginarias.

En simbolos: B X B'i = — B’
En efecto:. por definicion de producto se tiene:
Bi X B = B8’ (i6) = BB (- 1) = — B8/
] —15 16 '3

EjempLo: —51')(-534':—[(_5)&
: 10 100 1105

10

79. Division de ntimeros complejos.—DzeriNicioN.—Se llama
cociente entre un ntimero complejo a + 8¢ (dividendo) y otro o’ + B'1
- (divisor) al ntdmero complejo y + 62 que multiplicado por el se-
gundo sea igual al primero. ¢
En simbolos:

S s sy + 00y X (o] ) = a + B
o + B

—— r y . .
EEM. ‘1*—;? =2,8 + 0,64 pues (2,8+0,67) (1—2i)=4—5¢
o— Y

80. Potencias naturales sucesivas de la unidad imaginaria-
Siendo las potencias de exponente natural un easo particular de la
multiplicacién, las potencias sucesivas de la unidad imaginaria ¢,
se pueden calcular en base a esa definiciéon teniendo en cuenta

que 2 X ¢ = — 1. Luego:
param=2 #=gi=—1_ '
sil =30 gt =R git= (Gt = ol e =—¢
o = gttaa.= (i) (@) = =) = )=l

4
> n=8 P=iddddi=(9)0@)i=(—)(Di=i
6
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81. Cuadrado de un ntGmero complejo. — TrorEMA. —
El cuadrado de un nimero complejo es igual al cuadrado de su com-
ponente real menos el cuadrado de su componente zmagmama mds el
duplo del producto de ambas.

Hie.) a + Bi. Tusis) (a4 B7)2 = a2— B2 4 2 afit
Dewmost.) De acuerdo con la definici6on de potencia de un ntimero

complejo resulta que se puéde encontrar su cuadrado como si fuera
un binomio, es decir

(@ + B2)2 = a2+ (B7)2 + 2 afs
=a24B2(-1) + 2af
(a4 B2)2 = a?—p2+ 2B

RYRB 3\ 3
E o M2— 3 22— ([— — 2.24—— 11
JEMPLO ( 4) ( 4)+ ( 4)1
=(_ 9)~3¢=ﬂ_3i
16 16

82. Raiz cuadrada de un ntimero real negativo.— CoROLARIO.
— La rafz cuadrada de un nimero real megativo es igual al produc-
to de mds o menos la rafz cuadrada de su valor absoluto por 1.

En simbolos: . TA=9 =249 .12

“En efecto: para que sea = 4/ 9 ¢ la rafz cuadrada de — 9 debe
ser por definicién de raiz

(Ratz %= 4/ 9 )% = radicando (— 9)
Veamos si esta condicién se cumple.

(£4902=(£49)2.2 por’ prop. distr.
Simp. da (£49 9)%=+49.(—1) =—9 quees el radicando
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Luego es cierto que V=9 = x+49 .7

OBsERVACION. — Siendo |—9|=9 y /9 =3

es V=9 = £249 = £ 34
T 1 igs
=+ —min g ) i
zl/w o

83. Raiz cuadrada de menos uno como caso particular. —
Corovrario. — La rafz cuadrada de menes uno es igual a mds o me-
nos 1.

e
EspMprLo. V S

En sfmbolos: 4 —1 = 1.

1

Il

Efectivamente: Como |[—1/=1 y 41

se tiene: \/——1‘= + 1.7 = 4+ 1.

84. Posibilidad de la operacion en el campo complejo. —
El teorema anterior nos dice que la extracciéon de raices cuadradas
de nimeros negativos, se transforma en la de ndmeros positivos y
como esta operacion es siempre posible, la primera también lo es,
vale decir: exisle siempre un nimero complejo que sea la ratz cuadrada
de otro dado.

Siendo los ndmeros negativos nimeros complejos la imposibilidad

de encontrar la raiz cuadrada de un nimero negativo habra desapa-
recido.

EsEMPLO: {—4 = = 4 i==23
Aplicaciones. — I) Expresar como multiplos de i:
: 22y 1 o =3, V2
e e S o (Ve i ol i

Al =B8 o w12 88
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II)’ Sumar o restar los siguientes complejos: 3 — (6 +61%) ; (—3 —31) + 414 ;

1—249)— (24649 ; 6—2) + G +4)+ T +9)—T—34) ;

3V—1+2V—1=86y—1==%5i; i VPR RESC 2 N
@+3V—1)+BG—84Y—=1); Y e N e S R ¥ S ¥
VR e N AR st T
G+3)+EB—20); (T+5)—B—4d)+(—5+2)+@+49
(a2 + b%) + (— 2 ab + a%) + (b* — 2abi) ; @+3i)—@—34)
W2 +yV3) +W2—v34);  (=35+2i)—35+05%.

I1I) Efectuar las siguientes operaciones con nimeros complejos:

V=T =T =ii=—1; @—de+d; . @@=y
V3. A—5=V3ix\Vsi=V15.2=—415; V—9.V—16
e e e R el e Y g
—zN—y; Vetb V—a—b; @+3)0—9;
G +34)3—29) ; (—2 +3i)<-;—+5i) ; (1 +39) (1 — i)
W2y @ +oa@dedy L @ED T R . i
+V=1)—=V—=1)=22—(y—1)=2+4+1=5
(4+v—2).(4—+—2); (A5 +V=3) (b = A =3}
(@t N=1).(a——2); T+V—38).6+4—5s)

i e N R o N N1 R PRI, 1 S/ o
(V=25 @N—17); (2+3vz')v; ot U6 S S R

4

16 W6t ; e ety R

81 9

V—10000 ; '’y —0,0000000001 ; +[—0,09; “y—625

el dad ~ e



CAPITULO V

ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO CON UNA INCOGNITA

PROGRAMA. — Definicion. Eecuaciones incompletas; resoluecion de las mismas.
Feuacion completa reducida; deduccion de la formula. Aplicaciones, Ecuacion
general completa; deduecion de la formula, aplicaciones. Relaciones que ligan
las raices con los coeficientes de la ecuacion de segundo grado: Suma
producto de las raices. Reconstrueeion de la ecuacion dadas las raices. Apli-
cacién de las ecuaciones de segundo grado con und ineégnita a la resolucion
de problemas de indole comereial.

87. Ecuaciones de segundo grado coh una incognita. —
Recordemos que el grado de una ecuacion enlera con una incégnita
estd dado por el mayor exponente con que figura dicha incégnita
en la ecuacién. ]

Tratemos de encontrar el tipo general de ecuacién de segundo grado
con una incégnita, como se hace con las de primero.

Consideremos, por ejemplo, la ecuacion

ﬁx+%x=+9=»-‘? dt gt
Pasando todos los términos del segundo miembro al primero y
ordenandolos nos queda la ecuaci6n
%x’-'—% z? + ﬁx——\,f r+9—4 + % =0

que es equivalente a la dada. Reduciendo los términos semejantes da

N ) 26
et el . 5078 Wl |
e i
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En general, dada una ecuacién de segundo grado con una incégnita,
se podri, trasponiendo sus términos y reduciendo los semejantes,

obtener una expresiéon del tipo
[1] ax? +bx + ¢ =0 siendo a, by ¢ nimeros reales.

Conviene observar que para que la expresién [1] sea una ecuacién
de segundo grado debe ser siempre el coeficiente a de 2? distinto de
cero.

Puede suceder, en cambio, que b y ¢ sean nulos o bien que solo lo
sea ¢ 0 b. En esos casos se obtienen, respectivamente, las ecuaciones

azz =0 [2] por ejemplo ' —i— g2 )

1
lag2 + bz = 0 [3] > T —222 472 =0
ar*+c¢=0 (4] > > :52-—11=0

2
que se llaman ecuaciones incompletas de segundo grado confuna

incégnita.

88. Resolucion de las ecuaciones incompletas de segundo
grado. — PrRIMER cAS0.— Resolver la ecuacién az® = 0.

Siendo ¢ #+ 0 para que sea el producto az? = 0 debe ser z? = 0,
de donde z = 0, por definicién de producto por 0, luego = 0 es raiz
de la ecuacién dada.

Esempro: La ecuacién ,z— 2? = 0 tiene por rafz 2z = 0.
SEcuNDO cAs0. — Resolver la ecuacién ax®+ bz = 0 [1]
Sacando z factor comiin, se tiene la ecuacién

z (az + b) =0 ‘2] que es equivalente a 1a¥[1]
Recordando que el producto de un nimero por cero es igual a cero

se tiene que: si z =0 resulta que la [2] se satisface

puesto que 0 (@0 +Db) =0 luegola [1], que le es equiva-
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lente, también se satisface, por lo tanto z = 0 es una raiz de la ecua-
ci6n dada.

: b ; £
Si ax+b=0 esdecir z = o la ecuacion [2] se satisface
puesto que z X 0 = 0 luego la [1], que le es equivalente, también se
b X
satisface, por lo tanto z = =y es la ofra raiz de la ecuacidn.

Como el ejemplo tomado es general, podemos afirmar que

Las rafces de la ecuacion incompleta del tipo az®+ bx = 0 son

xl-%O Y- gl
a
EreMPLOS:
Lasraicesde 222—4z=0 son 21=0 ¥y a:,=—(T;)—_-2

» i3 0,722+422=0 » =0 y x2=—0\4§

TERCFR CAS0.— Resolver la ecuacion azx®+c¢ =0 [1].

Procuremos transformar esta ecuacién en otra equivalente en la
que su primer miembro sea un producto. Dividiendo ambos miembros
por a, se tiene

o también il L c) s

~ y como un niimero no altera si se le extrae la raiz cuadrada y se lo
eleva al cuadrado, resulta

oy =2)

Como el primer miembro es una diferencia de cuadrados, se puede
descomponer en el producto de la diferencia de las bases por la suma
de las mismas, luego

/D =D m




Para que esta igualdad se cumpla, debe ser

x—1/_-£=0 6 z+1/_2=0 ecuaciones de
a

primer grado cuyas raices son:

2 —c
T = V. o gh=— pf T
a a

Luego como el valor de z; anula al primer paréntesis de [2] es rafz
de esa ecuaci6on y por lo tanto de la dada que le es equivalente. Como
lo mismo puede decirse de z. resulta que

Las raices de las ecuaciones incompletas del tipo ax® + ¢ = 0

son los ndmeros contrarios x = ﬁ AN 7 S B s
Eawms.: Las rafces de = | /'—;EI“__F o a3
/

—3z*+ 27 =0 son/

\ Zy=—3

Las rafces de joimt I / g 9 bl [ Vi 5_ \/_
)

22—9 =40 son<

\2ym 2Y

Las raices de

3 4 id =B e = 1
¥ +25=0 son =1 = ~»-fT—\/_25—5z Yy  z3=—05%

Nora. — La manera de proceder en este ejemplo nos ha evitado
verificar las raices halladas, pues las sucesivas ecuaciones que ob-
teniamos eran equivalentes. Con esta seguridad puede procederse di-
rectamente asi:

Si az2+c= 0 es ax

c
x=:t,‘/___‘c . Ty = g ;x2=—V:_
a a a
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89. Resolucion de la ecuacion completa reducida. — Para re-

solver la ecuacién A
224+bzx+c=0 "

que se llama ecuacién completa reducida porque a = 1, procuremos

transformarla en otra equivalente cuyo primer miembro sea un
producto. Observando que los dos primeros términos del primer
miembro : ,

:c2+bx=x2+2x-g—
se pueden considerar como los dos primeros del desarrollo de
b\? b b2
1) R R i e
(x + 2) 22+ 22 5 + 1

2 .
Sumando y restando Z— al primer miembro de la ecuacibén, se

tiene
\b2

B AT Sk R
B g

i b\2 b2 )
b o) R ol AIHRTY PR
o también (:c+2) (4

Y como un nimero no altera si se le extrae la raiz cuadrada y se
lo eleva al cuadrado, resulta

/s )

Como el primer miembro es una diferencia de cuadrados, se puede
descomponer en el producto de la diferencia de las bases por la suma
de las mismas, (Artt. I, n° 34) luego

C+i—g/ %)+ rtg/ T )0 @
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Para que esta igualdad se cumpla debe ser

b b b b?
UL poel S5 A o ) 6 g e =0
z + 5 1 ¢ z + 5 o 1 c
ecuaciones de primer grado cuyas raices son
b W b
/T my et/

por lo tanto el valor de z; anula el primer paréntesis de la ecuacion
[2], y el de z; al segundo paréntesis, luego , y x» son raices de esa ecua-
cién y por lo tanto de la dada que le es equivalente.

Las férmulas [1] y [2] que conviene saber de memoria, permiten
resolver cualquier ecuacién completa reducida con solo reemplazara
b y ¢ por los valores particulares que tengan en ella.

Estas férmulas se expresan asi

Las raices de una ecuacién reducida son iguales al semicoeficiente
del segundo término cambiado de signo, mds o menos la raiz cuadrada
de la diferencia enire el cuadrado de dicho semicoeficiente 1y el lercer
término.

EsemprLo I: Resolver la ecuacién a? 4+ Ex— i =)

43 <—3>=——+«/—+f’-—;+ﬂ

Esempro II: Resolver la ecuacién 22—z—3 =0

‘—+1/ £3=at 1/_1ig _+1/1_3=

1 \/13_1+\/
o

- 2
x=.l _+ =l— _l:i_:l I13 1_I13
et B) B) 2 p)
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Esempro III: Resolver la ecuacién 2 —62 + 25 =0
B =34+ V9—25 =34+ V—16 =3+ V16 =344
22=3—V9—25 =3—V—16 =3—4167i=3—43
90. Resolucion de la ecuacion general. — Para resolver la
ecuacién general

ar?+ bz +c=0

la transformamos en otra equivalente de la forma reducida, dividiendo
ambos miembros por a, que es distinto de cero. Luego nos queda

x”—{——b—:v-l—i=0
a a

Las raices de esta ecuacién reducida son

_—b B g b 1/b2—4ac
x'—_27+1/47__a‘= 2o, " 44?

—b \fl;—4ac _—b+\/b2—r4a'c7

=W eET % 2a
- _—b IR S, LN T e
4 e p 7 I 2a

y como ella es equivalente a la dada resulta que las raices de la ecua- - ‘
cién general de segundo grado son:

_ —b4+Vbr—dac —b— Vb —dac

Zy 24 y To = %4

Estas fé6rmulas que conviene saber de memoria se expresan asi:
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Las raices de una ecuacion general son iguales al coeficiente, b, del se-
gundo término cambiado de signo, mas o menos la ratz cuadrada de la
diferencia entre el cuadrado, b?, de dicho coeficiente y el cuddruplo, 4 ac,
del producto de los coeficienles exiremos, todo sobre el doble, 2 a, del
coeficiente del primer término.

Esempro I: Resolver la ecuacion 222+ 52— 3 = 0.

S+ VESase) s Vhged |
‘ 2.9 4 :
SR R R S ST G|
' Ao, 4 N
R N 250 2 - Bo Nl BT B g e
: I : 4 R O

91. Suma de las raices.— TroREMA.— La suma de las rafces
de una ecuacién completa de sequndo grado, es igual al cociente del coe-
ficiente, b, del término en z con signo contrario por el coeficiente, a, de z*.

Hre.) 1 y ayraicesdela az®+bx+¢c=0

Trsis) z; + & = —_b_
a
= PN R O e L 2 S e
DEMOST.) 1 + 22 = b+ Vb 4ac I bt Vb2 —4ac
. 2a 24
_—b+Vbor—dac —b— Vb —dac
= o
Reduci - : =2
Reduciendo los términos semejantes, queda z, + 25 = e
e ) P
y simplificando, resulta: B By
a

Cororar1o. — La suma de las raices de una ecuacién reducida de
sequndo grado es igual al coeficiente del término en x con signo contrario,
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En efecto: por el teorema anterior, se tiene z; 4+ 2, = — —
a

pero en la ecuacion reducida a = 1 luego 1 4 23 =—0>b

92. Producto de las raices. — TroremA. — El producto de las
raices de una ecuacion completa de segundo grado con una incégnita es
tgual al cociente del término independiente, ¢, por el coeficiente, a, de z2.

Hip.)) 1y s rafces de az®+ bz +c =0

c
Tesis) 21.22 = —
a

—b+ Vbr—dac B i Vo —4ac

DemMosT.) 2.7 =

2a 2a
_ b= (¥ —dac) _ B — (bt 4a)
4q2 L0 4q2

Suprimiendo paréntesis y reduciendo los términos semejantes da
< i A bt A - dae
R Sa s ok L
c

Simplificando queda Te T
é ‘a

Cororar1o. — El producto de las rafees de una ecuacion reducida
" de segundo grado es igual a su término independiente.

i ; 4 fnc

En efecto: por el teorema anterior se tiene e
: a

c

y como en la ecuacién reducida a = 1, resulta .2 =

93. Reconstruccion de la ecuacion dadas las raices.— Pro-
BLEMA.—Dadas las rafces de una ecuacién de segundo grado con una
wncégnita encontrar: dicha ecuacion.

Daros INCOGNITAS
Ty T3 ' byc tales que 22+ bzr +c¢c =0
tenga por raices a z; y Za.
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Sorucién: Teniendo en cuenta los corolarios anteriores resulta

2+ 2o=—Db de donde b =— (214 xs)

y como ademéas Cl = T1.%9

la ecuacién buscada es 22 4+ [— (z1 + z2)] @ + 21.22 = 0

: v 1 { y
Esempros: Si o = — = 5O la ecuaciébn que tiene esas
—

raices es :1:2-{-—( § ;)]x—l-( % ?) 0
3 el G2

X P
1 2 s —i —
o bien T +. ( 5 )] & ——3 0

luego z? 4 s x——;- =0 que es la ecuacién buscada

multiplicando por 6 y simplificando nos queda la ecuacién general

6224+ 2—2 =0 equivalente a la anterior
y con coeficientes enteros. 3

El procedimiento seguido, que es general, nos permite dar la si-
guiente

REGLA. — La ecuacion de segundo grado con una incégnita que tiene
por raices a dos nimeros dados, es la ecuacion reducida cuyo segundo
término tiene por coeficiente a la swma de las raices con signo contrario,
y cuyo término independiente es el producto de las mismas con su pro-
pio signo.

ArricaciON. — Eseribir la ecuacién que tenga por raices a

Ty = 0,5 g = 1,5



= g8

La ecuacién buscada es 24+ 2—075 =0
puesto que — (21 + x2) = — [(0,5)+(—1,5)] = —[—1] =1
y Zrows = 0,6 X —1,56 =— 0,75

94, Discusion de las raices. — Teniendo en cuenta que las rafces
de la ecuaciébn az® + bxr + ¢ = 0 son

x_—b+\/62——42c'=—b Vb —4dac

A 2a 2a B 2 v

o _—b—Vbp—da _—b_ VB—da
i 4 2a P RN T

Veamos, sin resolver la ecuacién, en que caso estas rajices pue-
den ser reales o complejas imaginarias.
—b
Como i es comun para ambas y es real, la naturaleza de las
a
raices dependerd del segundo término.

I) Para que 2, y 2> sean reales debe ser 4/ b* — 4q¢ un niimero
real, para lo cual es necesario que sea b*—4ac = 0 luego

Las rafces de una ecuacion de segundo grado som reales cuando, su
diseriminante b®>— 4 ac es positivo o nulo.

IT) Para que 21 y @ sean complejas imaginarias debe ser
A/ b? — 4 g¢ un ntmero imaginario, para lo cual es necesario que sea
b2 — 4 ac < 0. Luego

Las raices de una ecuacion de segundo grado con una tncégnita son
complejas imaginarias cuando -su discriminante b*— 4 ac es negativo.

Hiempros: Averiguar la naturaleza de las raices de las ecuaciones
siguientes ;
I) 32— 11z2—4 =0 ‘

Como b2—4ac = 112—4.3.(—4) =121+48 = 169 > 0 la ecua-
ci6bn dada tiene raices reales.
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-II) 1622+8x+1=0

Como b —4ac=8-—4.16.1 = 64— 64 = 0 la ecuacién dada
tiene raices reales.

Im . z»2—6z+15=20

Como b*—4ac=6"—4.1.15=36—60=—24 <0 la ecua-
ci6n dada tiene raices complejas imaginarias.

Veamos ahora, sin resolver una ecuacién que tenga raices reales,
cuando son ellas del mismo o de distinto signo, y cuales son esos
signos.

Como ;.22 = 2 (n° 96) y puede suponerse siempre que a > 0
a

(pues en caso contrario bastaria multiplicar a la ecuacién por — 1)
resulta:

Signo de —2— = signo de ¢

luego si ¢>0 2y z, tienen el mismo signo

y si Rl I S » distinto signo de

acuerdo con la regla de los signos de la multiplicacion.
b ;
Por otra parte como z; + 22 = —— resulta que si ¢ > ( el
a

signo comin para z; y 2 es contrario al de b y si ¢ < 0 el signo
de la raiz de mayor valor absoluto es contrario al de b en virtud
de las definiciones de suma de ntimeros enteros, luego:

Las rafces de una ecuacion de sequndo grado tienen el mismo signo
sz el térmano independiente ¢ es positivo, y son positivas o megativas
segtin que el coeficiente b del término en x sea megativo o positivo res-
pectivamente; y tienen distinto signo st ¢ es megatiwo, y la de mayor
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absoluto es positiva o megativa segun que b sea megativo o positivo res-
pectivamenie.

Esempros: Averiguar los signos de las raices de las ecuaciones
siguientes:

). 3a2—1lz—4 =0
Como ¢ =—4< 0,2 y . tienen signos distintos
y como b =—11 Ilaraiz de mayor valor absoluto tiene signo +
II) 162*+8x+1=0

Como ¢=+1>0 x; y z: tienen signos iguales
y como b= 18 x; y x; tienen signo —.
Aplicaciones. — I) Resolver descomponiendo en producto de dos factores las
siguientes ecuaciones
z*—9 = 0 Solucién: como 22— 9 = (z + 3) (z—3) =0 debe se
2+3=0 .. m=—3 o z—3=0 .. m=3
22— 25 =0 ; y»*—16 =0 ; yPr=1; »—4a* =0

9—22=0; 42—8=0; —22+3=0; 22—— =0

IT) Resolver las siguientes ecuaciones incompletas:

g =29 ; 9t =By d2—4=07 26341 =0 3r* £r= 01 627—132

=222 44 ;722 4+8=57T4+322+15 ;322 +52=222—1lz; 322 +7
= 17522 +35 ; Ta*—5 = 52*—13.

IIT) Resolver las ecuaciones completas reducidas aplicando las férmulas del n° 89

?—2zr—15=0 ; 2trz—1= 0; 22+7z+1=0
z=2*—1; 22 —5z—5= 0; 22—55z+736=0
#?—z+024=0; z’+z+—%—= 0'; el e gl
22422 =63 ; ?+6z=91; 22 +220=3=0
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22—2z2+1=0; 22—2z+565= 0; 2—2z+2=0
2+6x+5=0 z? ] % > 0 72 g + 1
‘ h =0; S e s S < — e e
3 2 . ; 4 8
x z
ke et 2?4 ~— =50 ; ?4-6x—27 =0
3 7
22— 40z 4 111 =0 ; 2—6z+8= 0; 22— 102 +25 =0
’ & ’14 4 1 1 2 7 ey 9 0
2 —— = s e —x=—; —_— —_—=
2 L 20 10 12 12

2 tar+2=0;P+y—1=0;pP—y—1=0
24+ 2mz=—m?;22—2ax=—6a+9;2—nm+1z=n

22— minx -+ mntz = mnd ; P—4ar— 10z = —40a

IV) Resolver las ecuaciones generales

222 +52—1=0; 42°—8z—1= 0
922 —422+38 =0 ; 0,092 —021z+01= 0
322 —123z+78 =0 0,561 22 + 0,732 + 0,16 = 0
7t
e e A 322—2z =65
100
7 =
:c’+'2—-vx+8=10; 622z = 15 2* 4 6384
32— 172 =—10 ; b+ 172 = 12
6+ 232 =182* ; 10 — 87z = — 30 2*
22>+ 52—7=0; 622 +72—3 =0
422 —20x +25 =0 ; 222 —28 =262
222—3x+1=0; F 222 +2—1=0.
% 40
?—»?—m’+2z=45—3z’+4:¢; y2—(@+by+ab =0
(z—6)(z—5) + (c—7) (x—4) =2; mnz? — (m+n)z+1 =0
4 —22 =4 (2—a2a); (m +mn) 22— 2mz + (m—n) =0

1Bz +26—(@+2) {z—1—6E—9} =0; m—(m+nz+n=0

BIBLIOTEGA NACIONAL
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(z—5) (z—3) +(z—5) (8x—5)—(z—T7) (z—5) =0; mt— (m—n)z—n =0

2 =2 az +a>— b = 0; ‘aat—(@+1)z+a=0
abz® — (a® + b*)z +ab = 0 (a—=z2)2 + (z—b)* = (a—b)?
ax?— (@ab—1)z—b =10 s m2—n?) 2 —2mz +1 =0
(a2 —b?) 2*— (a® +b*) z + ab = 0 ;4o —4dar +at—b0 =0

V) Quitar denominadores y resolver las ecuaciones siguientes:

St :1:7-—7717' 2»4+3z—5 T 4
z ai s B —3z 5 | 4
3z —2 2x—1 4y 2 1
z—1 . 21 yr—4 y—2 2
x _ 363 T 4
2 — 1,2 e 3z—2 =z+3
z + 11 7 944z ! T ! 7
z - 28 4 x+60 3z—5
) 13 e 1 P! 1 _ 1
z—6 Yo K iy o A 2 z@—1) (@—1)
VI) Reconstruir las ecuaciones que tienen por raices a
2 = : 1T =3; =g + ¢ =a—b
z1 x2 P 2 z2 =3 ; zn=ag+b
A A g : 1 1
=41 2=—47; 2 =1—27 z=14+27; :cx=>a—+€ zl:a—b
21“3""\/—5— xz=3—-\/§; z1=1+\/5—‘\/_§ xe=1—v—2_+'\/_3—
. 2 3
f=+1a=—1; 2 =—1 2 =0 x;=—3—$e=—4-
2 3 —
T =2 3"2:—?; $1=~? $z=—‘T§ 271=V2 xz=——'\}2

a=VT 4T a-VZ —VT;  a=14VF m=1-T

n=a B=b; m=a+b  m:=-—2ab; mx=\/: Ie=\/a
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VII) Hallar, sin resolver la ecuacién, la otra raiz de: a) a* 4+ 5z 44 =0
sabiendo que z; = —1; b) 22 —4zx—21 =0 sa»bien'do que 22 =7; ¢) 52 +
4+ 152 —50 = 0 sabiendo que x: =—5; d) 22—3z + 2 =0 sabiendo que

21 = 1; ) 22—z — 12 = 0 sabiendo que 21 = 4.

VIII) Hallar el ndmero g tal que haga que una de las raices de la ecuacién:
a)*—Tzxz+qg=0seaz; =3;b) 22+ qv +6 =0sean; =1;¢) 322+ 242 +

+qg=0sea sy =—1;d) 22—62+q=0sea 2 =25 ¢) t*—qr+ 12 =0

T2
gea T = —— .
3

IX) Hallar dos néimeros tales que: @) su producto sea 8 y su suma 6; b) su
4
producto 18 y su suma — 15; ¢) su producto % y susuma 1; d) su producto 1y

su suma 2,5; e) su producto 8 y su suma — 6; f) su producto — 15 y su suma 2;
g) su suma a y su producto 1; k) su suma 1 y su producto a; 7) su suma 0 y
su producto 9; j) su producto m? y su suma 0.

X) Averiguar la naturaleza y el signo de las raices de las siguientes ecua-
ciones (sin resolverlas):

22+ 9z + 14=0 ; 22+ 22— 15=0 ; 2 — 6z + 9=0
422 — 9z + 2=0; 2 — 6z + 11 =0 ; 2z + 16z +34=0
622—8z+6=0; 222 — 122 418 =0 ; »+T7x+10=0
."51=+2x+1=0; T2 +T0=0; , 4p—6y+5=0

2?+z—2=0; 24+z4+2=0; 22 =8z2—16.
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95, Resolucion de problemas numéricos de segundo grado
con una incoégnita. — Ciertas cuestiones o problemas que se pre-
sentan en la préctica, pueden ser resueltos por medio de ecuaciones.

Cuando el problema a resolver tiene por objeto la determinacién
de un ndmero, que cumpla ciertas condiciones que permitan
ser expresadas por una igualdad, dicho problema puede resolverse
mediante una ecuacién en la cual Ia incbgnita es el ndmero buscado.

En este capitulo nos ocuparemos solamente de los problemas que
conducen a ecuactones de segundo grado con una incégnita.

Todo problema consta de tres partes:

I) El planteo, que consiste en precisar bien qué es lo que se busea,
en representar al ente buscado por una letra, y en escribir la ecuacién
que traduzea las condiciones que dicho ente debe cumplir.

II) Resolucién dela ecuaciéon obtenida, es decir, caleulo de sus raices.

ITI) Discusion del resultado, es decir, interpretacién concreta del
mismo para ver si tiene sentido.
Sea por ejemplo resolver el siguiente:

ProBLEMA. — Encontrar un nimero tal que su triplo mas la mitad
de su cuadrado, sea tgual al cuddruplo del mismo mas cuatro.
PrantrOo. — Llamando z al ntimero buscado, resulta que 3 z es
. G : r
su triplo, 5 la mitad de su cuadrado y 4 z su cuadruplo, luego por
las condiciones del problema tendremos
2

3240 =do+4

=

Resorucién. — Dando a esta ecuacién la forma general, se tiene

172
5 +3z—4zx—4=0

]
(=]

0 sea 2—zr—4

w|»—a

T R gt N L TN R U Y I B N R IR R N o NN 7 Iy Lo Py e
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resolviéndola, da z; = —lj#ﬁ =14+4Y9=14+3=14
2=l
2
p=1—49 =1—8=—2

ComPrOBACION, Es zy = 4 el nlimero buscado puesto que:

Su triplo es =127 y .
el triplo+mitad de su cuadrado =20
La mitad de su cuadrado es = 8 }y R "

su cuddruplo es = 16 y el cuddruplo + 4 = 20
Es también 2z, = — 2 una solucién del problema -puesto que
= 2 2
3(—2)+_(2—)=4(—2)+4

96. Aplicaciones a la resoluciéon de problemas de indole co-
mercial. — ProBuema I. — Una persona posee dos documentos de
6030 § cada uno, que vencerdn a los 30 dias. St los descuenta a la mis-
ma tasa a uno con descuento comercial y al otro con descuento racional,
obtiene una diferencia de 0,15 $. ;Cual es la tasa aplicada?

Damos.

N: = N, = 6030 % son los valores nominales de los documentos.
n', = n'’s = 30 dias son las fechas de los vencimientos de los

documentos. -

D,— D, = 0,15 $ es la diferencia de los descuentos comereial y ra-
cional de N, menos No,.

IncéaNtTA. — 7 9 = © 9, es la tasa comun de los descuentos.

Sorucion. — Recordando que las fé6rmulas del descuento comercial
y del racional son

Neoor NSl

e =1 —— —

36 000 " 36000 + ra
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¥y que la diferencia de los mismos es 0,15 $, se tiene

6030 .30 . = 6030 .30 . z

e = 0,15
36 000 36 000 + 30 «
Simplificando ambas fracciones, se tiene
201z 6030z — 0,15
40 1200 + = :

Sacando denominadores, resulta
201 2 (1200 + z) — 6030 = . 40 = 0,15 . 40 (1200 + z)
241200 x + 201 2 — 241200 ¢ — 7200 — 6z = 0

201 22— 62— 7200 = 0O

6++/36+4.201.7200 6 + /5788836

Ty =

2.201 & 402
6 + 2406 2412 6 — 2406 55
== e =6 Y5 &g = e iy
402 402 402 67

Luego la tasa de los descuentos era del 6 9, pues la otra solucién
no tiene sentido, desde que una tasa no puede ser negativa.

ProBLEMA L. — Una persona tiene 20000 § en titulos hipotecarios.
Al fin del primer afio retira el monto y lo invierte en otros thtulos que
le dan una tasa superior en 1 9, a la primera, obteniendo 1149,50 $
al final del segundo ano. ;Cudl es la tasa primitiva?

SorvcioN. — Llamando 7 a la tasa buscada, al final del primer

afio obtiene un monto de

2000047 o 001000
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y como la nueva tasa es (r + 1) 9%, al final del segundo afio tiene

r+ 1

( 20 000 » — 1149 50.

+ 20 OOO)

Simplificando, sacando denominadores y pasando todos los tér-
minos al primer miembro, da:

2+ 101 » — 57375 = 0
que es una ecuacion cuya raiz positiva r, = 4 /5 % es la tasa buscada.

Prosrema 111 — Vendiendo un objeto en $ 22,75 se pierde un tanto
por ciento igual al costo. ;Cudnto costé?

Pranteo. — Llamando z al costo buscado, se fiene:

x 100

x — 22,75 @

siendo x; = 65 y 22 = 35 las raices de la ecuacidon de segundo grado
que resulta al quitar los denominadores y efectuar las operaciones,
que expresadas en § dan los costos que puede tener el objeto.

ProBLEMA IV.— Un hacendado compré un lote de carneros por
672 $. St cada animal le hubiera costado 4 $ menos hubiera podido
comprar tres animales mds. ¢Cudntos ha comprado, y a qué precio?

Pranteo. — Llamando = $ al costo buseado resulta que con

672 672
carneros, v a (x —4) $ se compran g saigr LF

672 § se compran

luego, de acuerdo a las condiciones del problema, se tiene:

672 672

=

T r—4

La raiz positiva @ = 32 de la ecuaciéon que resulta al quitar
denominadores y efectuar operaciones da el costo de cada carnero
v el cociente 672 : 32 = 21, el nimero de los mismos.
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97. Aplicaciones a la Fisica. — Prosrema. — Calcular al cabo
de cuanto tiempo t una bala de cafion lanzada en el vacto, vertical-

m
mente hacia arriba con una velocidad 1nicial de vy — — alcanzard una
seq
altura h.
DaTos : INcoaNITA

Velocidad inicial = », Tiempo ¢t = =
altura = h
Aceleracion de la gravedad = ¢

Pranteo. — La Fisica ensefia que el movimiento de un cuerpo
lanzado, en el vacio, verticalmente hacia arriba es uniformemente re-
tardado y que la ley de los espacios en ese movimiento es

[1] h=vot—égt2

=

siendo h el espacio, v, la velocidad inicial, £ el tiempo, y ¢ la acele-
racion de la gravedad.

ResorucioN. — Dando a la [1] la forma general de ecuacién de

: 1
segundo grado, se tiene: = gt—uovt+h =0

mult. por 2 da g?— 20t +2h =0
200+ Vdo2—4.9.2h 20+ V4 (02— 2gh)
Miepo. fre st e TR T e Fena il Ll B St
29 AR
2557

simplificando queda & = fﬂiﬂ/f% i

BT A
X t = fd \/vgo - 24

Discusion. — Para que el problema tenga interpretacion Fisica
es necesario que las raices & y f» sean reales," lo que exige que

2
ve®>—2¢h = 0 para lo cual debe ser vs® = 2 gh, es decir, ;Dg- = h.




Si;g
— 109 —

Esta condicion esta de acuerdo con la Fisica pues la altura méaxima

que puede alecanzar un movil lanzado verticalmente hacia arriba con
. S v’

velocidad inicial vy es 2

Las raices , y £ pueden interpretarse fisicamente asi

Primer caso: v > 2gh por lo tanto v 1702— 2 ghA = {, es real.

3 v t t
luego para t; se tiene ¢ = s il = + =
g g g
y para iy ok R L
2 7 i

Como estos valores son ntiimeros reales se interpretan diciendo que
la bala aleanza la altura A al cabo de f, segundos sigue hasta la altura
maxima (que alecanza en el tiempo 1;“) después de lo cual cae para

'

pasar nuevamente por la altura h al cabo de & segundos después de
la salida del cafién.

Segundo caso: vy = 2 ¢gh por lo tanto Vo2 — égh =0

luego & =t = l;" es decir la bala ha sido lanzada con la velocidad

necesaria para alecanzar la altura maxima.

Aplicaciones [. — ; Cudl es el nimero cuyo cuadrado mds su triplo es igual

a 40?7 R 2z =8"y 'z =—8.
II. — ; Cuél es el niimero tal que la mitad de su cuadrado es igual al duplo
del mismo més 6 ? R: mi=—2 "'y 23 =86
III. — ; Cudles son los dos niimeros naturales consecutivos cuyo producto es
812 7 R: 28 y 29.
IV. — Hallar el valor positivo de z tal que haga que el producto de z — 3
por = + 3 sea igual a 12 veces su diferencia. R.: z =09,
1
V. — ;Cudl es el nimero que sumado a su reciproco de 2 —?

R.: 3 2
o Iy = 2 er—3
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VI. — Hallar tres nimeros consecutivos tales que la suma de sus cuadrados
sea igual a 434, Ri:x =11; & = —13.

VII. — Encontrar dos mimeros cuya diferencia es 7 sabiendo que la diferencia
de sus cubos es 1267 R.: +£4; £11,

VIIL. — Calcular el tanto por ciento a que fué colocada la suma de 2000 $ sa-
biendo que al cabo del primer afio se capitalizaron los intereses y se le agre-
garon 900 $ y que al finalizar el segundo afio se obtuvieron 3150 $. R.: 5 %.

IX. — Un ndmero de dos cifras es tal que la suma de las mismas es 10, y si
al producto de esas cifras se le suma 40 se obtiene el nimero que resulta de
invertir las cifras en el dado, § cudl es el nimero dado ? Ry z.=46.

X. — Un comerciante vendié mercaderias por 22,75 $ y perdi6 un tanto por
ciento igual al costo de las mismas, ;Cudl era éste? R.: 65 % y 35 8.

XI. — Un comerciante vendié mercaderias por 50,69 $ y gané un tanto por ciento
igual al costo de la misma. ;Cudl era éste? R 137§

XII. — Un comerciante compré una bordalesa de vino por 45 $. Bebi6 3 litros
y vendi6 el resto a 1,50 $ por encima del precio de costo y obtuvo en la venta
una ganancia del 33 /3 %. ;Cudntos litros contenfa la bordalesa ? Ry 18 L

XIII. — Una persona colocé 5000 § en caja de ahorros a un cierto tanto por
ciento de interés. Al finalizar el primer ano retiré 75 $ v dej6 el resto al mismo
interés. Al eabo de otro aio el monto era de 5278,50 $. ; A qué tanto por ciento
coloe6 el dinero? R.:3%Y:%.

XIV. — Dos hombres fueron ocupados para hacer cierto trabajo. El primero
recibié 48 §, y el segundo, que trabajé 6 dias menos, recibié 27 §. Si el segundo
hubiese trabajado todo el tiempo y el primero 6 dias menos, hubiesen recibido
la misma suma. ;Cudntos dfas trabajé cada uno, v cudnto recibi6 por dia ?

XV.— Hallar la base y la altura de un recténgulo sabiendo que su diagonal es
de 50 m. y que la base es 10 m. mds larga que la altura.
R: b=40m y h =30 m.

XVI. — Hallar las longitudes de las aristas de dos cubos sabiendo que ellas
difieren de 2 cm. y sus volimenes de 98 cm?®? 03 SR B ¢ R S 1

XVIL — Calcular la base y la altura de un tridngulo sabiendo que la primera
es 4 m. mayor que la segunda y que la superficie del tridngulo cs de 16 m?
R: b=4m y h=8m,
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XVIII. — Calcular las longitudes de las bases de un trapecio sabiendo que
su superficie es de 45 m? que una de las bases es el doble de la altura y

61 20
la otra es 17 m. mds larga que la altura. R.: b= y = ——

3 i 3
XIX. — Con una hoja de cartén de forma cuadrada se quiere construir una caja
sin tapa, para lo cual se sacan de cada dngulo de dicha hoja un cuadrado de

2,5 cm. de lado. Calcular la longitud del lado de la hoja sabiendo que la eaja
construida tiene un volumen de 90 em?. R: =11 em.

XX.— Si a un sector circular de radio r se lo hace girar alrededor de la bisectriz
de su dngulo central, después de un giro completo engendra una superficie c6-
nica seguida de un easquete esférico. Caleular el radio de la base de este 1l-
timo sabiendo que la superficie lateral del cono es igual a la superficie del

4
casquete. R: z = 2 r.

XXI. — Dos méviles parten simulténeamente del vértice de un dngulo recto y
recorren los lados del dngulo con movimiento uniforme, uno con una velocidad
de 1,5 mfseg. y el otro con velocidad de 2,5 m/seg. Se desea saber al cabo de
cuanto tiempo se hallardn separados por una distancia de 500 m.

11

R.: 1= 5
TR
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CAPITULO VI

ECUACIONES QUE SE REDUCEN A LAS DE SEGUNDO GRADO

PROGRAMA, — Heuaciones trinomias, en particular bicuadradas. Eecuaciones ve-
ciprocas de tercero y cuwarto grado que se reducen a las de segundo por fac-

toreo o mediante wna incégnita auxiliar. Ejercicios.

98. Ecuaciones trinomias. — DEFINICION. — Se llaman ecua-
ciones trinomias a-aquellas que eonstan de tres términos, uno inde-
pendiente y los otros dos contienen a la incOgnita elevada a una
potencia que tiene en uno de ellos el exponente doble del de la otra.

EsemrLos: 400—222+5=0

ar“-——ix3+0,5=0
2
2
3—-1‘“+0,5I*+1=0

son ecuaciones trinomias.
En general: az®* 4+ ba” + ¢ = 0 es una ecuacién trinomia, siendo

@, b y ¢ ntmeros reales distintos de ecero.

99. Ecuaciones bicuadradas. — Las ecuaciones trinomias de
cuarto grado se llaman ecuaciones bicuadradas.
Luego son ecuaciones bicuadradas, las del siguiente tipo:

[1] azx*+ ba?+ ¢ =0 siendo a, b, y ¢ nimeros reales

distintos de cero.
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Las raices de estas ecuaciones pueden hallarse empleando las f6r-
mulas de resolucién de las de segundo grado, pues si se tiene en cuenta
que z' = (22)% y que z2 = (2?)! resulta que la [1] puede escribirse asi

a@)?+b@)+c=0

es decir como una ecuacién de segundo grado, si se considera a a?
como incognita. Resolviendo esta ecuacion, se tiene:

0. —b+\/~l)2—4ac_ de rzll: V_b+g:_4ac (2]

2a
{
donde extrayendo lg,s raices c.:ua- ol "/‘ P \/ Ty ac [3]

dradas de ambos miem., se tiene 5a

o

,( i ——‘b‘—\/b —4ac

2 42 xl_. & 4

2ti= b~ i c- de 3 2a []
2a

donde extrayendo las raices cua- ity P \/ b oy
dradas de ambos miem., se tiene fmen /‘/ 2ol 5]

Las férmulas [2], [3], [4] y [5], que conviene saber de memoria,
permiten resolver cualquier ecuacién bicuadrada, con solo reemplazar
a, b v ¢ por los valores particulares que tengan en ella.

Esempro I.— Resolver la ecuaciéon z*— 1022 + 9 = 0.

Teniendo en cuenta las férmulas [2], [3], [4] ¥ [5] resulta

X =4/10%- V10°—4.1.9 _ 4/ 10 + 4100 — 36

2.1 2

* ‘10—+—{[8f_¢/1_0+—8_1/ﬁ_ =L
AT S -

o T




e

, 10—+ 10— 8 2 —-
E' x2'=1/__2i=1/_?_=,‘/;=\/1=1
RIS 2 e ]

Esempro II. — Resolver la ecuaciéon 6 2 — 11 22— 35 = 0

7 Vll +V11® + 4.6.85 1/ 11 + y121 4 840
2 o

12

fE T

(4 “V=-V=
"=_Vl_
2

Vll— V121 TR V'11~31 4 Vﬁﬁmj § V"';r{z.
A S TR SRS el A
(I é'b
l 3

De manera anéloga se pueden resolver las ecuaciones trinomias
de grado superior al cuarto.

Aplicaciones. I — Resolver las ecuaciones

@ +7z+8) @@—14) =0; @ —5z +6)@—4) =0
zt—62+8=0; ¢+ 422 =5 z¢— 21 2® = 100

1624 —322° + 15 =0 ; 10 24— 21 = 22 ; o — T4zt = — 1225
t—622+4=0 ; 9zf—322°— 16 =0 ; 22— 1122+ 12 =0
(@—8z+12+2—3z=1; o= 1P 4 1) 320
et e L (22 +52)* +10 (2 + 52) + 24 = 0.(*)

3 1 X%
K - (z+—)—4=0; ) TN2+8z —222—67 =6
z

(*) Témese como incbgnita a 22 + 52.

W
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100. Ecuaciones reciprocas de tercer grado. — DEFINICION. —
Se llaman ecuaciones reciprocas de tercer grado a las ecuaciones com-
pletas de ese grado que ordenadas tienen los coeficientes de los tér-
minos equidistantes de los extremos, iguales o simétricos. Luego
gon de este tipo

ar® +bax2+bx+a=0 [1]
e +bt—br—a=0 [2]
EsEmMPLOS. — 2884+ T7T22+ 72+ 2 =0;
1 7 i 1
—p——a?'+ —z— —=90; 0,62°+5422+542+4+0,6=0
3 11 15 3

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DEL TIPO [1]. — Sea la ecuacién
2x3+7x2+7x+2;0.
Esta ecuacién admite la raiz @; = — 1, pues
2(—124+7(—124+7+1)+2=—247—7+2=0
Por lo tanto el primer miembro de la ecuacién dada
223 =T 25 T 2

es divisible por (z 4+ 1), pues el resto de esa divisién, que se obtiene
reemplazando en el dividendo a x por 1 cambiado de signo, es cero.
Efectuando la divisién de acuerdo con la regla de Ruffini, resulta:

(22 4 Tt 4 T Nl {@lnh 1) =23 5052
luego 203 4+ T722+T72+2=Q222+5z+2)(xz+1)
y la ecuacién dada puede escribirse asi:

Ra2+52+2)(x+1) =0

Como el producto de dos factores es igual a cero si lo es uno
de los factores, resulta que la ecuacién anterior se ‘satisface si

22*+5z+4+2=0,



e Lenne e B SR U g O i e . T
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o sea para las raices x; y a3 de esta ecuacibn, es decir

_ —5+y5»—4.2.2 —5+4+49 —54+3 1
O 2.2 =1 4 TR T
—5—3
PO, L SRNSE |

g 4
Luego las rafces de 222 + 72?4+ 72 +2 =0 son: 21 = —1 ;
:v—-——iyx—-—Z
2 2 3 .

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DEL TIPO [2]. — Sea la ecuacién
#+3s2—3z—1 =10

Esta ecuacién admite la raiz
2y =1 pues (AP+3(1)2—31)—1=14+3—3—1=0

por lo tanto el primer miembro de la ecuaciéon dada es divisible
por (z—1), y como

(a®*+322—3x— 1):(:1:>~— 1) =22 4+42z + 1 por teor. Ruffini; |
es z.t:3—|—3:c2—3:c——1=(x2+4x+1)(x—1),
y la ecuaciébn dada puede escribirse asi:
(*+4z+1) (z—1) =0,

de donde resultan las dos nuevas raices x; y o3, que anulan al primer
factor, es deeir

Ta=—2+V4i—1=—2+ 43 y 1z3=—2—1/3 0

que junto con z; = 1 son las tres raices de la ecuacién dada.

101. Ecuaciones reciprocas de cuarto grado. — DEeriNicIO-
NES. — Se llaman ecuczones rectprocas de cuarto grado a las ecua~
ciones completas de este grado que ordenadas tienen los coeficientes
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de los términos equidistantes de los extremos iguales o simétricos.
Luego las ecuaciones reciprocas de cuarto grado tienen las formas
siguientes:

azt* +b2* +cx®* +br+a=0 [1]

azt + ba? —bz—a=0 J g A

en esta dltima falta el término en 2?, pues el Unico ndmero igual
a su simétrico es 0.

RESOLUCION DE LAS ECUACIONES RECIPROCAS DE CUARTO GRADO
DEL TIPO [1]. — Sea la ecuacién

6zt +52°—38a?+52+6=0
Dividiendo por 22 se tiene;

6x2+5x——38+£+%=0

X &

Agrupando los términos equidistantes de los extremos y sacando
factor comin en cada grupo resulta:

6(z2+i)+5(x+l)~38=0 ]
ae @
’ i 1%
Haciendo 2 + — =1y [2] resulta (x + —) =y
z )

v sea :L',2—1-2+—12-=y2 de donde x2+—1;=y2~2 [3]
T 2

Reemplazando [2] y [3] en [1], se tiene:
6(@—2) +5y—38=0
o bien 6y2—12+i">y—38=0
6y +5y—>50 =0
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que es una ecuacién de segundo grado en y. Resolviendo da:

i — 5 + 4/ 25 + 1200 vk 358t i
A 12 i TS kT S
—5—35 40 10
y2=_—=——=——
12 1 3

Reemplazando i e y2 en [2] se tiene:

1 5 5 5
T ="l g2 L] = g gt L] =0 4]
74 2 2 2 iz (4]
x+i=——L0—.'. x2+1=——1-0-x.'. x2‘+£x+1=0 [5]
z 3 3 3

5 %5 57 58 SR |
i G AT ey vl sl Nl WIS S b
De la [5] resultan:

10 100 10 8 2 1
S 1/36 x TG e
x_’=—£——-§,=——3
8, o8

Segundo caso. — Sea la ecuacién

#»+3x2*—3xz—1=0

Esta ecuacion admite la raiz
zy =1, pues 42+ 3.13=8.1—1 =14 3—38-—1=0,
por lo tanto la ecuaciébn puede escribirse

#+3x®*—3z—1=(@E*+422+42+1)(xz—1) =0

&
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por el teorema de Ruffini, de donde resulta que las raices de esa
ecuacion son las que anulan al primer factor del segundo miembro,
o sea las de la ecuacidn reciproca

?+422+42+1=0
Esta ecuacién admite la,l raiz

Xy = — 1,
pues

RN IR A S g TS NG
luego puede escribirse asi:

w4424+ 42+ 1 =@ +3x+1) (& + 1) =0 por teor. Ruffini

y por lo tanto las otras dos raices de la ecuacién dada son las que
anulan al primer paréntesis del segundo miembro, o sea

— 3445 —8—y\5
=15 x=—1 ;= — +\/ =z \’
2 2
Aplicaciones. — Resolver las ecuaciones siguientes:

3#—13z’+1;?z—3#0 e e e e S

8B —7/112 +7/1la—1/3 =0 ; 062 +56422+542+06=0
B—Te A2z —1=0 ; :

mnad + (mn—m2—mn2) 22+ (mn—m:—n)x+mn =0

Zah b gt — b 2 =105 2% A =62 E 2 =10

o — 102 + 2622 =100v +1=0;42"— 178+ WNx— 4 = 0.




CAPITULO VII

FUNCIONES ALGEBRAICAS MAS USUALES DE UNA VARIABLE

PrOGRAMA. — T'rinomio de segundo grado: Definicion. Descomposicion del tri-

nomio de segundo grado en factores de primer grado. Aplicaciones a la sim-
plificaciéon de fracciones. Representacién grdfica del trinomio de segumndo
grado. Resolucion grdfica de una ecuacion de segundo grado y de wna ecua-
cién de grado superior al segundo, preferentemente de la forma azm4-bri-c=0.
por aproximaciones sucesivas. RBeconocimiento de las cwrvas mas usuales: Cir-
cunferencia, elipse, hipérbola y pardbola, por el tipo de sw ecuacion. Verifica-
cién mediante la representacion grdifica. Resolueidon analitica y grafica de un
sistema de ecuaciones constituido por una de segundo grddo y otra de primero.
Resolucion grdfice del sistema formado por las eucaciones de la ciruenferencia
e hipérbola equildtera. Bjercicios.

103. Trinomio de segundo grado.— DuriNiciON. — Recorde-

mos (Arit. 11T n° 93) que se dice que una variable y es funcion de
otra variable z, llamada argumento, cuando a cada valor de la segunda
z corresponden uno o varios valores de la primera y, y que se repre-
senta simboélicamente asi:

y = f(x) siende f () un polinomio en z.
EseMprO: y=3a"+ 4at—a¥4'8.

104. Descomposicién del trinomio de 2° grado. — Nos ocupa-
remos de las funciones llamadas trinomios de segundo grado, que son
aquellas en que el polinomio en que figura la variable independiente
es un trinomio de segundo grado, es decir de la funcién

y=ax?+ bz +c

EiEMPLOS: y=3x?+8:c~6 ;o y=a2—z— 1
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Sacando a como factor comin del trinomio anterior, se tiene
b c
JET Y Eol el e
a a

Recordando (Arit. 11T n° 32) que todo trinomio de segundo grado
de la forma z? + pz + ¢ esigual al producto de dos factores binomios
de la forma 4+ m y x + n, siendo m y n ntimeros tales que su suma
sea igual a p y su producto igual a ¢, tendriamos

Y= al@+m @ +n)]
b

. c
siendo m+n=;— Yy m.n = —

Por otra parte, teniendo en cuenta que para
y=0 e az?+bzx+c=0

una ecuaciébn de segundo grado, cuyas raices x; y x» cumplen las
condiciones
¢

2yt = vy i syt
a a

resulta que en la descomposiciéon del trinomio en producto, podremos
reemplazar a m por — z;, ¥ & n por — &, con lo que nos queda

y=a[(x—x) (—x)] siendo @ y z, las raices de

la ecuacion que resulta para el valor y = 0.
El procedimiento seguido que es general nos permite enunciar la
siguiente

Rucra. — Toda funcion de la forma y = ax® + bx + ¢ puede des-
componerse en el producto de tres factores de los cuales uno es el coefi-
ciente a del término en 22, y los otros dos son las diferencias enire la
variable x y las raices de la ecuacion de segundo grado que resulta cuando
la funcién y vale cero.
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EieMpLO. — Descomponer en factores la funcion
"y=3822432—18

Como para y =0 es Szt Fax—18= 0

U7 Vg Lalg i g i aeR U g g
¥ = B - e R |
6 6 6
-’Cz (! :—.3 —,—i == ,_'18. = —3
6 6

resulta.  y=3GE—2[zt—(—3)|=3c—2) & +3)

105. Aplicacion a la simplificacion de fracciones. — Sea la
¢ 42— 172—15 : .
fracci6n S 138216 cuyo numerador y denominador son tn-.
nomios de segundo grado. Descomponiéndolos en factoreg de primer

grado, de acuerdo con la regla anterior, se tiene:

. 3
Yoty g a0\ S (x i Z)

8% 4 38z 4 24 8(x+4)(m+%)

y simplificando por 4 y por (x +%)

4 22— 17 2 —15 x—25

842 +38z+24  2(x+4)

El procedimiento seguido en este ejemplo es general y s6lo se utiliza
cuando la descomposicién de un trinomio en producto no es ficil de
hacer mentalmente, como se ha visto en el curso anterior (Arit. ¥
Alg., 3¢r curso, n° 32).

106. Representacion grafica del trinomio de segundo grado.
— Esempro 1. — Representar grdficamente la funcién

y=222—42—6.
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Dando valores a z y hallando los correspondientes a y se obtiene
el siguiente cuadro de valores 2

| ? ‘ 1 |
z 01213!4t—1|—2
vl

|
‘—8—6|0|1010|1O

que nos permiti6 dibujar la grafiea que sigue, donde se ha tomado
para las abscisas una unidad doble que para las ordenadas.

£l LR TIT 28]
j = INEnE 1
HH Y }'
104 SanmEamamEy
1018 2 Y
]
1
X
M :
D §
( T
2 Ax f ¥ =
l}'
Ul r}
A ;
]
A
\
1
A
P w: L1 1 E
B -2 ; el X
f )] %
1 2 A 1
5 T
H
b 1
i
-4 r L
a3 <
T
T
1
T
T
uEman T
T
T
6 T
1
T
2 T
174
L2 —-
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Eagmpro 11. — Representar grdficamente la funcién
_ d)
i) o s

Dando valores a x y hallando los correspondientes de y se
obtiene el siguiente cuadro de valores

m’0|1)2|3' ’5"617’—1)—2
: S| 9 5 g e
R e
que nos permite dibujar la grafica que sigue:
ShHY 1 1
# T |
i : i
3 e : |
i o . i |
oy = !
YEoaon : A |
H i i - }
7 2 ; 5116 74 ‘v
& & |
i Ry it i i '

:
B
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Esempro III. — Representar grdficamente la funcién
1
5 o 2? - 3,
Dando valores a @ y hallando los correspondientes de y se ob- ’
tiene el siguiente cuadro de valores
s S
x!0|1234\5i6_1~2_3_4
[ 1 |3’ ECT 3 |
BFlol = MO i = e B G e A R R ]
que nos permite dibujar la grafiea que sigue
Vl ot
T "‘35 :rr
x?té H :;
" 2
A’ i
=X X
S s O 21N
7
= L T :
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Eyemero IV. — Representar grdaficamente la funcién y = 22

Dando valores a z y hallando los correspondientes de y, se ob-
tiene el siguiente cuadro de valores

R S

|

% CESEY LI ER EYE

_ que nos permite dibujar la grafica que sigue

FEaEe = TR )
A Pt sz
@ L}
5 l
1
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Los ejemplos tratados que comprenden todos los tipos de funcio-
nes racionales enteras de segundo grado, no muestran que la grafica
de dicha funcién es una curva caracteristica. Dicha curva se llama
pardbola de segundo grado.

107. Resolucion grafica de una ecuacion de segundo grado.
— Consideremos la ecuacién reducida de segundo grado

22+br+c=0 [1]
que puede escribirse también asi 22 = —bzr—c¢ [2]

Considerando aisladamente a cada miembro como una funcién de

—t
variable independiente z, se tiene el sistema {( Nl (3]
| e e sse o )

cuyas rafces son soluciones de la ecuacién [2] porque para esos va-
lores se tiene 2% igual a —bz—¢, y por lo tanto son también rai-
ces dela ecuacion dada [1].

Tratemos de hallar grificamente esas raices.

Procediendo en forma anéloga ala empleada para resolver un sis-
tema de ecuaciones de primer grado (Arzt. I11, n° 100), representemos
sobre un mismo par de ejes cartesianos las funciones [3] y [4] obtenidas.

Observando que la grafica de la primera funcién es una parébola
(pag. 126) y que la de la segunda es una recta (Arit. I1L, n° 98), las
abscisas de los puntos de interseccién de ambas graficas (si se cor-
tan) seran las raices de la ecuacién dada pues para cada uno de tales
puntos los valores de y son iguales.

Como el razonamiento seguido es general, podemos enunciar la
siguiente

RegrA. — Para resolver grdficamente una ecuacién de segundo grado

con una incégnita 2+ bx + ¢ = 0.

1°) Se construye sobre un par de ejes coordenados cartesianos la pard-
bola y = a?

2°) Se construye sobre los mismos ejes la recta y = — bz —c

3°) Si la recta corta a la pardbola las abscisas de los puntos de inter-
secciom mos dan los valores @ y 3 de las raices de la ecuacién
22+ bx + ¢ = 0 dada.
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APLICACIONES. — Resolver grdficamente la ecuacion z*—z —2=0,

Representando graficamente y sobre los mismos ejes las funciones

Yy =z e y=x-+2

w dﬁ; et yw e
T
3 49
Al {
e
i
T
1
) i
vt x
A1
‘k! U
2 Emum
iy ut T REES
v B
T
1
T
10,
B Y
'y
i
= 2
P puau:
¥
r
X X
mmE — SHENE
EBE 11,‘[ GEL
T jAgussans O ) © < 441 9
“.5' = 2 LH- It __‘] 2 o
H (AT n ehgn
i i Ssrsss
i Db -y’
i -
N 4 i 13 1 et T + = ¥
H + HHHHHHHT R T HH - +H++ ¥

vemos que la recta obtenida corta a la parabola en los puntos (—-1|1)
¥ (2]4) luego las rafces de la ecuacién dada son ;3 = 2 y 2, = — 1.

Osservacion I.— Como todas las ecuaciones reducidas tienen por
primer término a 22, resulta que una vez representada la paribola
y = a2, puede resolverse con ella cualquier ecuacién reducida con
solo representar la recta y = — bz — ¢, como se vé a continuacibn,




A

Esesero. — Resolver grdaficamente las siguientes ecuaciones

[1] 22432 =0
[2] ' ®—4r+ 4=0
[3] P— 4z +12=0
Dibujando la parabola o =k
N inmageREnaer sAfpannl
. : HRY S
% 3 : ‘s
- 2 !
: 4 / |
: 1_] i
7 a8 2 E s
fr 5 i H" Eﬁr =
E H t HHF
] : H¥
: 10 ! 12
lIL ; = 4 } ~L
" i 1
: S : - ) :
mp ] # Ty
1 ;
! 1
6
)it ﬂ
--} 1l y 2
:E)S o :ﬁ X
6 - At -2 T ORAH Y 6 81
2
) . H
mu ) u
¥ FHE H

y luego la recta y = — 3 2 como ésta corta a la primera en los puntos
(0[0) (— 3|9) resulta que las raices de la [1] son 21 =0 y 2o =—3.
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Como la recta y =4z —4 es tangente a la pardbola en el
punto (2|4) y puede demostrarse que una ecuacién de segundo grado
tiene siempre dos raices reales o dos raices imaginarias, se interpreta
este caso de tangencia diciendo que las rafces son iguales, es decir,
que z; = 2y = 2.

Por ddltimo como la recta y = 4 x— 12 no corta a la parabola, se
interpreta este caso diciendo que las raices de la ecuacién dada son
complejas tmaginarias. Puede, en efecto, comprobarse (resolviendo la
ecuaciéon) que las rafces son: z; = 2+ 2 ﬁ Y Xy=2—% \/?

OsBservVAcION II. — Para resolver la cuacién general az?+bz+c=0,
basta dividir a ambos miembros de la ecuacién por a, pues entonces
se tiene una ecuacién reducida y se puede proceder como en el ea-
so anterior.

108. Resolucion grafica de una ecuacion de grado superior
al segundo de la forma ax™ + bz + ¢ = 0. — Procediendo en for-
analoga a la indicada para la resolucién grafica de la ecuacién de
segundo grado, tendriamos que las raices de la ecuacién

ax™ +br +c=0

son las del sistema

fp=taz®

i y=—br—¢
o sea las abscisas de los puntos de interseccion de la grafica de
y = ax™, que se llama pardbola de grado m, con la rectay = — br — ¢

s1 se cortan.
Apliquemos ese procedimiento a la resolucién de los ejemplos
siguientes:

Esemrro 1. — Resolver grdficamente la ecuacion x*—7 x + 6 = 0.
Para representar graficamente sobre los mismos ejes las funciones
B = S e y=Tz—6

formamos los siguientes cuadros de valores,
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e I 3‘4‘—1l;2i—3[_4

3 ‘ |
para y =

I | ' ‘ ‘
y o v) 8 ores|—1]—g|Llion| e

x }\ 0 1
paray = 7a—6 SRR
Y \'—6‘ 1

y tomamos una unidad para las ordenadas 10 veces menor que para
las abscisas, como se ve en la figura.
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2 sahs,

Las abscisas de los puntos en que se ve claramente, en este
caso, que la recta corta a’ la pardbola cubica, son las rajces
T1=—3; 02 =1y a3 = 2, de la ecuacién dada.

Esemero II.— Resolver la ecuacion 0,52 — 22 + 1 = 0.

Para representar graficamente sobre los mismos ejes las fun-
ciones y

0,5 «*

(S
I

y =iz —1

formamos los siguientes cuadros de valores y tomamos una unidad

para las ordenadas 10 veces menor que para las abscisas, como se
ve en la figura.
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¥ = 0,523

21?0‘1'243i4‘——1 e
|

| |
‘ JELAY
oy H 0 [0,5§ 4 [13,5332'—0,55—4[—13,5’-—32

para y=2z—1

Las abscisas de los puntos en que la recta corta a la paribola
clbica parecen ser xy = — 2,25 ; 22 = 0,6 y 23 = 1,7 que pueden
tomarse como valores aproximados de las raices de la ecuacibn,
pues se ve en el cuadro siguiente que para esos valores de x las
ordenadas de la parabola cibica y de la recta difieren poco.

z 0 |'=22 | 08 i
0,5 2% ‘\ —56953 0,108 24565
2z —1 ” ey | 0725 5 s o

Si se desea mayor aproximacion ensayariamos otros valores proxi-
mos a los encontrados, por ejemplo, 1,71, 1,69, 1,68 y 1,67 para
la tercera raiz, y se obtienen los resultados que se indican en el
cuadro que sigue: X

i 1,71 ; 1,60 |°168 1,67

|

T |
# | 2,001 2,2561 | 2,3708 2,3232
2o—1 || 242 7 | 238 | 236 | 2,34

lo que nos lleva a tomar como valor mas aproximado de la tercera
raiz el a3’ = 1,675. Andlogamente por tantcos sucesivos obtendria-
mos estos otros valores méas aproximados para la primera y segunda
vaiz o/ = — 2,215 y x' = 0,54.




IRTr e I Yoy T AL W R TR SN e N T O e

> ¥

P SO iR T

¥ -

s Y 3 ! o

— 134 —

Aplicaciones. — I. — Descomponer én factores los trinomios siguientes:
aA)y=2—2—2; b)yy=2"—100x + 2400; ¢) y = 2a* + Tz —4;
d)y=32>+2ar+a*+b;¢e) y=10ar—b—522;HNy=22+5z+6.

II. — Simplificar las fracciones siguientesé
3(z+ 1) : rr— 6219 ) Gzt sp—1
»+2z+1 4 2 —g—12 ; 3x2—4z+1
w1 22— 06x—8 T 22—z —20
?—6zx+5 " 22+5z—12 b2 +24z—5

ITI. — Representar grificamente y utilizando los mismos ejes las funciones
siguientes: @) y = 2* + 2 +2; y=2*+22z—-5; y=42*—3z+1;
b) y=2*; y=2*+2z; y=22+2zx—5; 22 +3y—6=0.

IV. — Representar graficamente la ley del movimiento de caida de los cuerpos
en_el vacio, sabiendo que dicha ley estd expresada por la férmula e = 1/2 gi?,

siendo ¢ el espacio medido en metros, ¢ el tiempo medido en segundos y g la
- aceleracién de la gravedad. (Témese g = 9,80 m/seg?).

V.— Encontrar graficamente el valor méximo o mfnimo que adquieren las

siguientes funciones: a) y =2+ 2z ; b) y=22+5z2+6 ;

1 1
) y=-—-7x2+3:c; d) y=—Tx2+3; y=—22+2z—4,

VI. — Resolver grificamente las siguientes ecuaciones:

P+5z+6=0; @ —6z+8=0; @ —2z+1=0
22 +2z=0 ; 22 —4 =0 ; 3iz* - Bix—6 =10
422+ 42—3 =0 ; 2z +x—15 =0 ; 222 +7=0

#—192430 =0; 42°—32x+1=0; 28 +2—4=0; 2*—5z+1=0.
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RECONOCIMIENTO DE LAS CURVAS MAS USUALES

109. Reconocimiento de una elipse. Su verificacion grafica.
— Representemos graficamente una ecuacion del tipo

m?at 4+ n? yt = m?n?

5 0y
Tomando para m el valor 6 y para n el o tendriamos la ecua-

. 5 2 5 2
62,22 + (3) Y = 62.(?)

0 sea 36 2% + 245 y: = 225

cion

Formemos una tabla de valores tomando a z como argumento y
hallando los valores correspondientes de y.
Luego tendriamos

+ 3 | s a crece

|
|
|

Y +6 k551 £3.6:( “0 ‘imag.l y es imag.
|

z \‘ 0 ‘illizliz,s
J |

El doble signo de los nimeros que figuran en el cuadro significa
que para cada valor de z corresponden dos de y, iguales en valor
absoluto y de signos contrarios, y reciprocamente para cada valor
de y corresponden dos de x. Asi, por ejemplo, de los valores corres-
pondientes de la segunda casilla se sacan los siguientes cuatro pun-
tos (1/5,5); (1]—5,5); (—1/5,5) (— 1|—35,5).

Por otra parte puede también observarse que para todo valor de
z mayor que 2,5 o menor que — 2,5 los correspondientes de y son ni-
meros imaginarios, razon por la cual esos pares de valores no nos
dan puntos de la grafica, por lo que no figuran en el cuadro.
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Teniendo en cuenta la tabla de valores obtenida se construye la
grifica de la figura donde pueden comprobarse mas claramente las
observaciones hechas. :

Asf por ejemplo, el hecho de que dicha grifica sea simétriea res-
pecto de los dos ejes, es conscuencia de que para cada valor de z
corresponden dos de y iguales en valor absoluto y de signos contrarios
y reciprocamente, y el hecho de que la curva no se extienda fuera

de ciertos limites (z = 4 2,5 e y= +6) comprueba la segunda
observacion. !

EREREARAR f | . =

HEmE

ok
b

i3 T -
1
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I::&:'*
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HHE

Como los valores tomados para m y n eran cualesquiera puede
afirmarse que las grificas de las ecuaciones del tipo m*x® + n%y® = mn?
tendran las mismas caracteristicas que la que se acaba de dibujar

¥ s por eso que se les da a esas curvas un nombre comtn que es el
de elipse.
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110. Reconocimiento de una circunferencia. Su verificacion
grafica. — Representemos graficamente una ecuacion del tipo
22 + 92 = 12 Puede considerarse a esta ecuacién como un caso
particular de las del tipo anterior, pues si en éstas se tiene m = n = r
resulta

L3 e ) el e
luego dividiendo ambos miembros por »? y simplificando da
R
Tomando para r el valor 6 tendriamos la ecuacion
22+ y* =.6% o sea 2%+ y:= 36

Formemos una tabla de valores tomando a = como argumento y
hallando los valores correspondientes de y. Luego tendriamos

| |
|

|
E. ey ‘:1:6 i71zc1'ece
| | | i ; L
Y l:l:6—.¢ :b5,66f:t5,2 +447 |+3,32) 0 imag,

{

’0:&1:&:2‘:{:3‘5:4

y es imAg.

Trazando la grafica de la funcién dada puede notarse a simple
vista que parece ser una ecircunferencia cuyo centro es el origen
de los ejes y cuyo radio vale 6.

Puede probarse que efectivamente la grafica de la funcién
z? 4+ 9? = 36 es una circunferencia. En efecto: como para cualquier
punto M de coordenadas = y y se verifica que el cuadrado de su abscisa
mas el cuadrado de su ordenada di el cuadrado de la distancia del
punto al origen, en virtud del Teorema de Pitagoras, y ésta siempre
debe valer 36, resulta que los puntos cuyas coordenadas satisfacen
a la ecuacién dada equidistan de dicho origen luego pertenecen a
la circunferencia de centro O y radio r = /36 =6, y reciproca-
mente.
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En general las graficas de las ecuaciones del tipo z* + %2 = 72 son
las circunferencias de centro O y radio 7, siendo por lo tanto inne-
cesario formar cuadros de valores para representarlas.
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111. Reconocimiento de una hipérbola. Su verificacién
grafica. — Representemos graficamente una ecuaciéon del tipo
m? * — n* y* = m? n’. Tomando para m el valor 6 y para n el de

5 ; C
— tendriamos la ecuacion:

2
5 \? 5\?
0500 il ot DR e Bt
6; (2)y 6.(2) :
0 sea 36 2 — _245 y? = 225
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Formemos una tabla de valores tomando a x como argumento y

hallando los valores correspondientes de y. Luego tendremos
: | ‘ , ; 4 |
0 | =1)+2/425 +3 | x4 | 45 | 46 sizerece

‘ | | _ |

Heend i : e ,
imdg. 0  +3,98..+7,50... £10,39... 13,00 y crece

x

Y ﬂimdg.[imdg.

El doble signo de los nimeros que figuran en el cuadro significa

que para cada valor de x corresponden dos de y, iguales en valor

absoluto y de signo contrario, y reciprocamente para cada valor de
y corresponden dos de a.
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Por otra parte puede observarse que para todo valor de @ compren-
dido entre — 2,5 y 2,5 los correspondientes de y son nimeros imagi=
narios, razén por la cual esos pares de valores no dan puntos de la
grafica, por lo que no se han caleulado esos valores de y.

Teniendo en cuenta los pares de valores reales de esa tabla se cons-
truye la grafica de la figura adjunta en la cual se comprueban las ob-
servaciones que se acaban de hacer.

Asi el hecho de que dicha grafica sea simétriea respecto de los dos
ejes es consecuencia de.que a cada valor de z corresponden dos de y
iguales en valor absoluto y de signos contrarios y reciprocamente; y
el hecho de que no existan puntos de la grafica en el intervalo compren-
dido entre los puntos (+ 2,5]0) y (— 2,5\0) es consecuencia. de lo
segundo.

Como los valores tomados para m y n eran cualesquiera, puede
afirmarse que las graficas de las ecuaciones del tipo m*? — n%y® = m*n?
tendran las mismas ecaracteristicas que la que se acaba de dibujar
y es por eso que se les da a esas eurvas un nombre comin que es el
de hipérbola.

112. Reconocimiento de la parabola por el tipo de su ecua-
cion — Habiamos dicho anteriormente (n° 106) que las graficas
de las ecuaciones del tipo y = ar® + bz +.¢ tales como las

y=72.r.3~—4<x-—6 e y=—;—;r?+3;t Sl = oA e

1
E
y = 2%, eran pardbolas de sequndo grado.

Procediendo en forma anéloga a la indicada en el mencionado
parrafo puede comprobarse que las graficas de las ecuaciones del
tipo #* = 2 px son parabolas simétricas con respecto al eje de las
equis y cuyo vértice es el origen de los ejes, como se ve en el ejemplo
que damos a continuacién al representar graficamente la ecuacién
9yt = 4z,
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113. Representacion grafica de las ecuaciones del tipo xy =K.
5 e ]\'
— Teniendo en cuenta que si ay =k es y = s resulta que esta

ultima funeciéon ya ha sido representada en el curso anterior. Asi,

. . 2 :
or ejemplo, para k = 2, so tiene y = -~ que nos permite calcu-
P jemplo, | ) y 3 1 I

lar el euadro de valores que sigue

T 0 | ’31——2;—1——3 0 ' L5 1 l 2 ‘ 3 4 ‘5
| e b g ot 12 |

1‘—2 _1_ ’—2]—4 no |4{211’31i‘3---
‘ 5 2 3| | ex1:\'te,‘ [ 3215
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Observando el cuadro de valores se ve que para cada valor
positivo o negativo de 2 corresponde un solo valor positivo o nega-
tivo, respectivamente, de y; que para el valor 0 de & no existe va-
lor correspondiente de y; y que a medida que x crece en valor ab-
soluto y decrece. :

Teniendo en cuenta los pares de valores de esa tabla se construye

o la grafica adjunta en la cual se comprueban las observaciones que se
. acaban de hacer.
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Asi el hecho de que dicha grafica esté en el primero y en tercer
cuadrante es consecuencia de que a cada valor de = corresponde
uno solo de y del mismo signo y reciprocamente; y el hecho de que
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no tenga ningin punto sobre el eje de las y es consecuencia de lo
segunde, y por ultimo el que la curva se acerque a los ejes sin llegar a
cortarlos es consecuencia de la tercera observacion.

Como el valor tomado para k era cualquiera, puede afiimarse
que las graficas de las ecuaciones del tipo ay = k tendran las mismas
caracteristicas que la que se acaba de dibujar, y es por eso que se les
d& a esas curvas un nombre comtin que es el de hipérbola zquildtera.

RESOLUCION ANALITICA Y GRAFICA DE UN SISTEMA DE ECUACIONES
CONSTITUIDO POR UNA DE 2° GRADO Y OTRA DE PRIMERO

114. Resolucion analitica y grafica de los sistemas del tipo.

[ mic 4+ n2y? = mPn?
| ozt by =¢

2
Supongamos para fijar ideas que m = 6, n = -L;—, a=18, b=—10
y ¢ = 0, con lo que resulta el sistema '
36 % 2f y2= 225" [1]
182 — 10y =0 [2] que trataremos de resolver

aplicando uno de los métodos estudiados en tercer afio, el de sustitu-
cién, por ejemplo (Arit. ITL, n° 67).

1°) Suponiendo conocido el valor de x en la ecuacion [2] y resol-
viéndola con respecto a y, se tiene

— 18 » 9

— 10y =—18z 1 i s 3 =4 3
] gl Tasgol rime o 6] [3]

2°) Sustituyendo en [1] este valor de y, resulta

OFte 00 I\ &
36 22 —_ =225
x? + i (5:1:)
26 81
2 5 2 = ¢
36 22 + 1% 2 225
2 =225

DO 2
= s x
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Trasponiendo términos y reduciendo los semejantes da
225

22— 225 = 0 que es una ecuacién de segundo

grado con una incognita
3°) Resolviéndola, se tiene

SRR 1/‘225? b 1 i
"’“+/ o nd e bt U oA A
4°) Sustituyendo los valores de a1 y 22 en [3], resulta
9 18 —
y1=.T__2= = =3,6 y2=—9—(’—2)= 18=_3,6-
5 D 5 5
Veamos si el par de valores z; = 2; 51 = 3,6 y el par zy = — 2;
y» = — 3,6 son raices del sistema.

Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene

e £ 1852 & :
12 ecuacion 36 (2)%+ e = 225 la ecuacién [1] se satisface
o)

18

22 ecuacton 18 (2) — 10 . - = 0 la ecuacién [2] se satisface

(52 ¢

luego el par 21 =2 y 5 = 3,6 es raiz del sistema dado.

En la misma forma puede comprobarse que también lo es el par
Ta=—2,.€ fh=—38,06,

Tratemos ahora de ver si el método grafico para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales (Arif. III n° 100), es también apli-
cable a la resoluciéon del sistema propuesto.

Representando sobre un mismo par de ejes cartesianos a las
ecuaciones dadas utilizando para la primera 36 2* 4 245-y2 =225 el
cuadro de valores de la pagina 135 y para la 18z— 10y = 0 el
cuadro

x“O“l

y“0’7,2




— 145 —

se observa que las graficas de dichas ecuaciones se cortan en los
puntos A (2[3,6) y B (—2|——3,6). El par de valores z; = 2

Y =36, yel par 2, =—2; 5, =—3,6 son raices del sistema dado.
mEana e i
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En efecto: por pertenecer el punlio A a la elipse que es la grafica
25 ;
de la ecuacion 36 a2 ST y* = 225, sus coordenadas satisfacen a la

ecuacién considerada. Pero A pertenece también a la recta, que es
la grafica de la ecuacion 18— 10y = 0, luego sus coordenadas
satisfacen a dicha ecuacién. El mismo razonamiento puede hacer-'
se con las coordenadas del punto B.

La observacion de este ejemplo que es general, nos permite enun-
eiar la siguiente

REeGLA. — Para resolver grdﬁcamente un szstema de sequndo grado
con dos incognitas.

1°) Se construyen, sobre un mismo par de ejes coordenados cartesianos,
las graﬁcas de las ecuaciones dadas.
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2°) Se hallan las coordenadas de los puntos de interseccion, que son
las rafces del sistema.

OBSERVACION. — Si la curva que representa a la ecuacion de se-
gundo grado y la recta que representa a la de primero son tangen-
tes, se dice que las dos raices del sistema se confunden en una, y si
la recta es exterior a la curva que el sistema no tiene raices reales.
94t 4 4y =36

Esercioro. — Resolver analitica y graficamente el sistema
iz + 8y = 0

115. Resolucion analitica y grafica de los sistemas de la forma

{ m2x? — n2y® = m2n?

ar 4+ by =c¢
Supongamos para fijar ideas que m = 6, n = ;, W=0 b=3
y ¢ =29, con lo que resulta el sistema
36 x2———2;—y2 =925 - [1]
0z 4+ 3 y =9 [2]

Para resolverlo usaremos el método de sustitucion, luego
1°) Despejando el valor de y en la ecuacién [2] da y =3 [3]
2°) Sustituyendo en [1] se tiene

3612—%5 $8%.=.225

luego , 36 x’—i—5.32——225 =

Multiplicando por 4 y dividiendo por 32 se tiene
16 22— 25— 100 = 0

0 sea 16 22— 125 =0 ecuacién de segundo grado.

e
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Resolviéndola se tiene

s +1/120 - +\/12o ! 11418 © 2,795

Ty = \/125 ©— 2,795

Como la ecuacién y = 3 solo se satisface para el valor 3 resultan
n=1y=3

125
Veamos si el par de valores z = —\/—f#, th =3 y el par
Tg = — v 1425 y 2 = 3 son raices del sistema.

Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene

1® ecuacién 36(V ;20 )u——ii .32 =225 la ec. [1] se satisface

2 ecﬁacién 01/_%5_ 53 8= la ec. [2] se satisface
luego el par x; = 125 y y» =3 es rafz del sistema dado. En
la misma forma puede comprobarse que también lo es el par
Tal—1 \/125 y Y. =3.

Aplicando la regla para la resolucién grafica, dada en el parrafo an-

terior, y utilizando para representar la ecuacién 36 22— 245 y? = 225
el cuadro de valores de la pagina 139, y teniendo en cuenta, que
siendo 0z +3 y = 9 para cualquier valor de z, y vale 3, resulta que
su grafica es la paralela al eje de las ¢ trazadas a la distancia 3. Co-
mo esta recta corta a la hipérbola en los puntos B (2,8]3) y
A(— 2,795|3) resulta que las rafces del sistema son #;=2,8 3:1=3;
Ty = —2,795 Yo = B E
ot — Yyt =125

Eiercicio. — Resolver analitica y graficamente el sistema {
2z —8y = 6
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116, Resolucion analitica y grafica de los sistemas de la forma

{ x2'+ y? =1

ar 4+ by = ¢

Supongamos para fijar ideas que sea 7 =6, a=3, b=4 y
¢ =0 con lo que resulta el sistema ;
[ 2+ y* =36 [1]
1 Sz+4y=0 [2]

qué trataremos de resolver aplicando otro de los métodos estudiados
en Tercer Afio, el de igualacién (Arit. IIT n° 68).
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1°) Suponiendo conocido el valor de 2 en ambas ecuaciones y
despejando el valor de y, se tiene

De la [1] y =+ V36— 22 ‘ (3]
De la [2] y = —%x [4]

2°) Igualando los segundos miembros de [3] y [4], resulta

s 3

4+ V36 —2a2 = e x que es una ecuacidén irracional.

3°) Elevando ambos miembros al cuadrado, se tiene

(+V36—2) (-2 )

36 — 2% = EL i
16
0 sea <9—32+1'2—36= :
16
luego Al agh
16

de donde Ty ,‘/é(im - _6_4 S 48

25 5 5

e 361167 Ny
Ta= ,‘/ e L

4°) Sustituyendo estos valores de z en' la ecuacién [4], se tiene

3 3
=—_.48 =—36; =——.(—48) =36
Y I Ye . ( )
5°) Veamos si el par de valores zy = 4,8, y1 = —3,6 y el par

z3 =—48, 1y = 3,6 son raices del sistema
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Sustituyendo en las ecuaciones [1] y [2] estos valores, se tiene

1* ecuacion (4,8)2+ (—3,6)2 =36 la ecuaciébn [1] se satisface
2* ecuacion  3.4,8 +4.(—3,6) = 0 la ecuacién [2] se satisface

luego el par oy =48 y 11 = —3,6 es raiz del sistema dado. En
la. misma forma puede comprobarse que también lo es el par z,=—4,8
y Y = 3,6. :

Aplicaremos la regla dada para resolver graficamente un sistema,
teniendo en cuenta que la grafica de la primera ecuacién es la circun-
ferencia de centro en el origen de los ejes y radio r = 6, y que la de
la segunda es una recta que puede representarse con los valores del
siguiente cuadro -

[\
v ‘l G 17
Y \ 0 |525
15t
% :
36 = 1 :
o
2 4
i bt
_ %
X e ) X
-6t -4 9 OHHE 7,
2 :
A.
e
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Como esta recta corta a la circunferencia en dos puntos
A (4,8[—— 3,6) y Biu(— 4,8|3,6) resulta que las raices del sistema son
Ty = 4,8 U= —3,6 b2 Ty = —4,8

Baercicio, — Resolver analitica y graficamente el sistema {

W= 3:6
e hyr= %
=—10

117. Resolucion analitica y grafica de los sistemas de 1a forma

{y=am2+bx+c

2

mr + ny = p
1 Supongamos para fijar ideas que sea a=—2. b=4, ¢=6
m=2 n=—1:p=—2

con lo que resulta el sistema
y=—22*+4z4+6 [1]

22 —y = — 2 (2]
: que resolveremos por el método de igualacién.

1°) Despejando el valor de y en la [2], se tiene

y=2z+2 [3]
20) Igualaﬁdo los segundos miembros de [1] y [3], d&
— 222+ 42+6=2z2+ 2.
0 sea —222+ 22+ 4 =0 ecuacién de segundo grado.
3°) Resolviéndola resulta
—24+44+32  —244/36 —2 46 4
R A oy brte g = g e
—2—4/4 + 32 —2—6 —8
:(72= i — Lt =2
— 2.2 —4

4°) Sustituyendo estos valores en la ecuacion [3], se tiene

n=2.—1)4+2=—2+2=0; 1.=224+2=26

5°) Verificacién. — Para el par de valores z; = — 1, 1 = 0 se tiene
1% ecuacion 0 =
2% ecuacion

—2.(—1)24+4(—1) + 6 laecuac. [1] se satisf. |
2.f=1)=—0=—2

la ecuae. [2] se satisf.
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luegoel par 2z, = —1 y = 0 esraiz del sistema dado. En la misma

forma puede comprobarse que también lo es el par x; = 2, y, = 6.

Apliquemos la regla para la resolucién gréifica utilizando para re-
presentar la parabola y =—2 2+ 42+ 6 el cuadro de valores
3

3 — 12

ol i/l

¢ =1

y “ 6 ' 8 l 6 | o‘l—m) 0')——10
y para la recta 22—y =—2 el

|
|

y tomando para las abeisas una unidad doble que para las ordenadas

0| aty
2

x
Y

| ©

I
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Como esta recta corta a la paribola en los puntoé B (— 1|0) y

‘A (2|6) resulta que las raices del sistema son 23 =—1; 5 =0y
Za=2 y Yy = 6.

x =2 =2%9

Eszxoioio. — Resolver analitica y graficamente el sistema {
- . 32 +y=25

N

118. Resolucién grafica del sistema formado por las ecua-
ciones de la circunferencia e hipérbola equilatera.

Tratemos de resolver un sistema del tipo:

22+ oyt =12
=k

Supongamos para fijar ideas que sea r = V5 ¥y k=2, conlo
que resulta el sistema

2+yt=25 1}
zy =2 [2]
sz T T :
I 4 : d
I
' :
34H A
: %
+ 2
Siass: £ HE
- iy
EEaERast: 5
RARREES
t H LEPS
Y 24 +
X O
: * =1 N ] 2 - XH
\tH
: #
1
Yy
2 ‘:;
: $ N 2
; 1
L
: wan 18 1
7 HhH Ewas - !




T o Y L Mo (e LR aRA S PP N i i ¥
it i D S e s S 1 e iy 1 b

— 154 —

Para aplicar la regla de la resolucién grafica tengamos en cuenta
que la grafica de la ecuacibn 2?4 y*> = 5 es una circunferencia cuyo
centro es el origen de los ejes y cuyo radio es 7 = /5 que se obtiene
como medida de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de catetos
2 y 1 como indica la figura, y que la grafica de la ecuacion zy = 2 es
la, del ejemplo del n° 113,

Como esta Gltima corta a la circunferencia en los puntos A (2|1),
A’ (— 2|—— 1):/B (1]2) y B (— ll— 2), resulta que sus coordepa-
das son las raices del sistema dado.

a* + 3t =9

E.n!.:ncxcxo. — Resolver analitica y graficamente el sistema | s
Y=

Aplicaciones. I. — Indicar, sin representarlas previamente, qué curvas repre-
sentan las ecuaciones:

z T2 1 1
a) — 4+ — =132 +yP—25=0;0) 22—yt =1;d)— @ =—
4 9 4 Y

e) 42+ 4y =16;f) 2y =6z ;g9) 2=y—2zx+6;h)w+y—6=0.

II. — Resolver analitica y . grdficamente los sistemas siguientes:

st =89 z? -+ = 130 Y =— — =25
a){x +u =_3:b){z_y =_8y ){ y—ll’d){y'l——x—m:o

o 3 it 22+ g2 =16
6){zz_yz=16y ﬁ{2x+3y—4’9){ﬂx+y-—6’h){ oy = 4
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CAPITULO VIII

ANALISIS COMBINATORIO

Proagrama, — Definicion. Formacion y nimero de arreglos que se obtienen con
m elementos tomados de n en n, siendo n menor que m: Formula correspon-
diente. Numero de arreglos en el caso que n — m. Permutaciones de n ele-
mentos: Definiciones. Férmula correspondiente: Formas usuales para ex-
presar el mumero de permutaciones de n elementos. Combinaciones: Defi-
meion, Formacion y wimero de combinaciones que se obtiemen con m  ele-
mentos tomados de n en n, siendo n menor que m: Férmula correspon-
diente. Combinaciones complementarias. Ejercicios. — Producto de factores
binomiales que tienen wn término comimn. Férmula correspondiente. Binomio
de Newton: Deduccion de la férmula para el desarrollo del mismo. Desarrollo
del binomio diferencia. Propicdades de los ooeﬁcientes. Aplicaciones: Caso
en que los términos del binomio sean cualesquiera y caso en que uno de ellos
sea la unidad. Término general del desarrollo del binomio. Aplicacién del de-
sarrollo del binomio para obtener el wimero «ey. Generalizacion de la ley del
desarrollo del binomio para exponente negativo y fraccionario, en los casos
posibles, (postularla). Aplicaciones a los binomios de. tipo (1-4i)s 'y (1+i)§
Probabilidades: Probabilidad simple: 0asos favorables 'y casos posibles;
frecuencia. Definiciones. Consideraciones y aplicaciones sencillas a problemas
conocidos de probabilidad simple y probabilidad complementaria o contraria.
Probabilidad total y probabilidad compuesta. Ejercicios y problemas.

118. Arreglos. — DuriNiciON. — Se llaman arreglos de m objetos,
tomados de n en 7, a todos los grupos ordenados de n objetos ca-
da uno, tomados entre los m dados, de modo que dos grupos cua-
lesquiera difieran almenos en un objeto, o bien en el orden en que
estan agrupados.

Los arreglos de los objetos tomados de 1 en 1 se llaman de primer
orden; los de dos en dos, de segundo orden, los de 3 en 3 de tercer
orden, ete.
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Esempro. — Considerando las tres letras A, B, C, tendriamos
que los arreglos de segundo orden de las mismas son los seis si-
guientes:

AB, AC, BA, BC, CA y CB.

119. Formacion y ntmero de los arreglos. — FormMACION. —
Designemos los m objetos con m letras distintas. De acuerdo con la
definicion resulta que los arreglos de primer orden de cuatro objetos,
por ejemplo, designados por las letras A, B, C, D son:

s s S

ACB, G, D;
o sea hay 4 arreglos de primer orden.
Los arreglos de segundo orden se obtienen agrupando cada uno de

los cuatro objetos con cada uno de los 4 — 1 = 3 objetos restantes,
con lo que se obtiene:

AB BA CA DA
s4—1=3!/ AC BC. CB DB
AD BD CD DC
o sea hay 4 X 3 arreglos de segundo orden.
Los arreglos de tercer ordem se obtienen agrupando cada uno

de los 4 X 3 arreglos de segundo orden, con cada uno de los
4 — 2 = 2 objetos que no figuran en él, con lo que se obtienen:

47X 3 -

$[ABC ACB ADB BAC BCA BDA CAB CBA CDA DAB DBA DCA
1 T|ABDACD ADCBAD BCD BDC CAD CBD CDBDACDBCDCB

o sea hay 4 X 3 X 2 arreglos de tercer orden.

Por tltimo los arreglos de cuarto orden resultan agregando a cada
uno de los de tercer orden cada uno de los 4 — 3 = 1 objetos que
o figuran en él, o sea:

4X3X2 =
4—8=1{ ABCD ABDC, ACBD, ACDB,. .. DBCA, DCAB, DCBA

luego hay 4 X 3 X 2 X 1 arreglos de cuarto orden.
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Si hubiéramos considerado més de cuatro objetos hubiésemos
podido formar arreglos de quinto, sexto... orden.

NOTACION. — Homyn significa nimero de arreglos de m objetos to-
mados de n en n o sea de orden n.
Del ejemplo anterior resultan:

i =& A=K B i My =4 X3 K2
T = 4 X3 X 2X1.

En general, dados m objetos

o — m

T R

cada uno de ellog constituye un arreglo de primer. orden, luego
hay m, o sea

tyymyl = m.

Los arreglos de segundo orden se obtienen agrupando cada uno de
los m objetos con los m — 1 objetos restantes, es decir

-

m Yy

ARCIBE T UR. LA LA
AC BC CB...LB MB

AT, Bl CL. .. LE MK

AM BM CM...LM ML

luego Tz = m (m— 1).

Asi siguiendo formariamos los arreglos de orden h, agregando a
continuacién de cada uno de los arreglos de orden (i — 1) cada uno
de los m— (h— 1) = m— h 4+ 1 objetos que no figuran en él,
.por lo tanto cada arreglo de orden (h— 1) da lugar m—h + 1
arreglos de orden #h.

Los arreglos asi obtenidos son distintos y son todos los que se pue-
den formar con los objetos dados.

La formacién de arreglos se facilita observando que si los objetos
se representan por letras y se las ordena segtn el orden alfabético,




— 158 —

esas letras figuraran en cada grupo en ese mismo orden, como en
las palabras de un diccionario.

Numero. — Observando que el nimero de arreglos que pueden
hacerse con objetos tomados de 2 en 2, de 3 en 3 y de 4 en 4 res-
pectivamente, esta dado por un producto de 2, 3 6 4 factores, con-
secutivos decrecientes, el primero de los cuales es 4, y que esto
también se cumple para m objetos tomados de 2 en 2, de 3 en 3, ete.,
resulta que: ;

El nidmero de arreglos de m objetos tomados de h en h es igual al
producto de h factores consecutivos decrecientes, el primero de los
cuales es m.

En simbolos: | A = m (m—1) (m— 2) ... (m—h+1)

EiempLo:
e =855 458 = 360

s =10.9.8.7.6 = 30240
stz = 50-. 49 = 2450

120. Permutaciones. — DFINICION. — Se llaman permutacio-
nes de m objetos a los arreglos de orden m de esos mismos objetos.

OBSERVACION. — Como en las permutaciones de m objetos inter-
vienen todos ellos, dos permutaciones sélo pueden diferir en el orden
en que estan agrupados.

Esempro. — Las permutaciones de las letras A, B, C son

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB,; CBA.

121. Formula. — Designando con (7, al ntimero de permuta-
ciones de m objetos tendriamos:

c@n=c_7zmm

Por ejemplo:

£=%,5=5.4.3.2.1
<%=%,3=3.2.1
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Luego 7, se obtiene multiplicando los m primeros niimeros natu-
rales consecutivos decrecientes, el primero de los cuales es m, y
por lo tanto el Ultimo es 1, o sea

Fn=mm—1)(m—2)...3.2.1

122. Formas usuales para expresar el niimero de permuta-
ciones. — El producto de los m primeros ntimeros naturales dis-
tintos de cero se llama factorial de m, y se lo representa por m! o per
|m, luego la formula que da el nlimero de permutaciones de m objetos
se puede escribir asi: '

Fp=m!=|m=1X2X3...(m—1)m

Ejempros:
Po=51=5X4X3X2X1=120 ; A=31=3.2.1=6
F=81=8.7.6.5.4.3,2.1 = 40320

123. Combinaciones. DzrinicioN — Se llaman combinaciones de
m objetos, tomados de n en n, a todos los grupos de n objetos toma-
dos entre los m dados, de modo que dos grupos cualesquiera difie-
ran en un objeto por lo menos. '

OBSERVACION. — En las combinaciones sblo se tiene en cuenta los
objetos que intervienen en ellas y no el orden en que estdn agrupados
en las mismas.

124. Formacion de las combinaciones. — Consideremos, por
ejemplo, cuatro objetos designémolos con las letras A, B, C y D en
el orden en que las escribimos. Cada una de esas letras constituyen
las combinaciones de primer orden de los mismos,

Las eombinaciones de segundo orden se pueden obtener agrégando
a la derecha de cada yna de las de primer orden, cada uno de los
ohjetos que le siguen, con lo que resultan las

AB, AC, AD, BC, BD, CD
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Las combinaciones de tercer orden se obtienen agregando a la
derecha de cada una de las de segundo orden cada uno de los objetos
dados que siguen al dltimo de los que figuran en ella, asi se obtienen:

ABC, ABD, ACD, BCD

NOTACION. — (On,n significa nitmero de combinaciones de m obje-
tos tomados'de 7 en n, 0 sea de orden n. Del ejemplo anterior resultan

G - 4 ) Gz =06 ; Cis =4

125. Nimero de combinaciones. — F6rmuLA, — Si considera-
mos las combinaciones de tercer orden, por ejemplo, de las letras
A, B, C y D, y escribimos debajo de cada una de ellas todas las
permutaciones que pueden hacerse con sus elementos, obtenemos
todos los arreglos de tercer orden de esas mismas letras.

Digs S

(ABC ABD ACD BCD
ACB ADB ADC BDC
4, BAC BAD CAD CBD

BCA BDA CDA CDB
CAB DAB DAC DBC
| CBA DBA DCA DCB

luego Fig = Cis X P =4 X6 =24,

Como esta observacion de que se obtienen los arreglos de m objetos
tomados de n en n, permutando de todas las (7, maneras posibles
los elementos de cada una de las C,,, combinaciones de m objetos
tomados de n en n es general, resulta:

Jymm e @mm X '.9')1.
de donde Ehas= T | lo que nos dice que:
P
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El nivmero de combinaciones de m objelos tomados de n en n gs
igual al cociente entre el nivimero de arreglos de m objetos tomados de
n en n y el niumero de permutaciones de n objetos.

4.3,
EJEMPLOS: Cus= Hos = SR 4
P Brei vl
9. 8.7.6.5 ) 10.9 -
69)5 e B TR s T P ]26 ) 010)2 = = 45

5.4.3.2.1 g

126. Combinaciones complementarias. — DEFINICION. — Se
dice que las combinaciones del mismo ntmero de objetos son com-
plementarias cuando la suma de sus 6rdenes es igual al nimero de
objetos. '

Esempro. — Las combinaciones de tercero y segundo orden de
cineo objetos son complementarias, o sea

(53 v (s son complementarias pues 3 + 2 = 5

PropiepAD. — Los niimeros de dos combinaciones complementarias
son wguales.

EJEMPLO: Crs = G2
!
En efecto: Siendo Gy = i SRR
: b : st
% T 6
S ol

multiplicando ambos términos de esta ultima fraccion por el pro-
ducto de los niimeros naturales comprendidos entre el menor del
numerador y el mayor del denominador, se tiene:

A S A
i ien o,
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- En general, procediendo de idéntica manera, se demuestra gue:

@rmn = @m;m_n-

ApLicAciON. — Esta propiedad simplifica en muchos casos el
calculo del niimero de combinaciones. Asi, por ejemplo, para caleular
Cioyes basta caleular

Bt 200299 0 g o da50
3.1
en lugar de
Cunn 1009998 .3
100598 —
o 98.97.96 ... 1

— 908 —

Apucgciones, I.— Cuatro personas entran en un coche de ferrocarril en el
que hay 6 asientos disponibles, ;de cudntas maneras distintas pueden ocuparios?

II. — ;Cudntos nimeros distintos de 5 cifras diferentes: pueden formarse con
las cifras 1,2, 3, 4, 5, 6, 7,8 4 92

111, — ; Cudntos con las cifras 0, 1, 2, 8, 4, 5, 6; 7, 8, y 97 (Téngase en
cuenta que el cero no puede ocupar el primer lugar de la izquierda).

1V.— Se tienen 7 libros de Algebra y 3 de Geometria, jde cudntas maneras
pueden colocarse en un estante 4 libros de Algebra y uno de Geometria colo-
cando este ultimo en el medio de aquellos?

V.— ;Cuantos pares, cudntas ternas y cudntas cuaternas pueden formarse
con 50 mimeros?

VI.— ;De cudntas maneras puede ser descompuesta la suma m + n + p + ¢

+ 7 4 s en sumas parciales lres sumandos cada una?
VII.— ;De cudntas maneras distintas pueden sentarse 5 personas en 8 sillas?

VIII.— Hallar el namero n sabiendo que el cuddruplo del nimero de varia-
ciones ternarias de n objetos es igual al quintuplo del nimero de variaciones ter-
narias de n — 1 objetos.

IX. — ;De cudntas maneras distintas pueden alinearse 9 personas? ;Cudnto
tiempo tardarian en ocupar esas posiciones si para cade una de ellas empleam
30 segundos? i
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X.— ;Cudntos niimeros pueden obtenerse eseribiendo una a continuacion de
la otra de todas las maneras posibles las 9 cifras significativas?

X1I. — ;jCudntas permutaciones pueden formarse con las letras de la palabro
madre? ;Cudntas hay que empiezan por m? ;Cudntas hay que empiezan por ma?

XII. — Determinar el nimero m sabiendo que el numero de arreglos de m
objetos tomados de 3 en 3 es igual a 240 veces el milimero m.

XTIL. — Con las letras M, N, P, m, n, p, ;oudntas permutaciones pueden for-
marse? ;Cudntas comienzan con mayuscula? ;Cudntas empiczan y terminan con
mayiseula?

XTIV.— ;Cuantos niumeros de cinco cifras diferentes a 19325 y diferentes en-
tre st pueden formarse con las cifras de este nimero?

XV.— ;De cudntas maneras distintas pueden sentarse al mismo tiempo 5 per-
sonas en un banco?

XVI. — Para probar las aptitudes que tienen los 11 jugadores de un team de
football, para los diversos puestos de juego, combinan en jugar cada domingo
en puestos distintos, ;cudnto tiempo mecesitan para agotar todas| las distribucio-
nes posibles de los 11 jugadores en los 11 puestos?

XVIL — Un depésito de agua tiéne 5 canos de desagiie que arrojam 1, 8, 5,
10 y 20 litros por minuto. Abriendo indistintamente cuatro de esos canos, ;en
cudntos tiempos distintos se puede desagotar el depdsito? b

XVIII. — Dados en el espacio m puntos (n = 3) tales que enire ellos no figure
ninguna terna de puntos alineados, jculntas rectas determinan?

X1X. — Dados en el espacio n punios (n = 4) tales que entre ellos no figure
ninguna lerna de punios alineados, geudntos planos determinan?

XX. — ;Cudntas diggonales tiene un poligono de n lados?

XXI. — ¢Cudl es el poligono en el cual el nimero de diagonales es: a) igual al”
de lados; b) es el duplo del nimero de lados?

XXII. — ;Cudntas sumas diferentes de dos sumandos cada una pueden formarse
con los numeros 7, 8, 9, 11, 15, 18 y 232

XXIIT. — zCuantos productos diferentes de tres factores cada uno, pueden formarse
con €308 mismos mndmeros?

XXTIV. — Con ocho pesas distintas, jeudntas pesadas diferentes pueden efectuarse
tomando a esas pesas de 4 en 47

XXV. — ; Cubnias combinaciones pueden hacerse con las letras m, n, p, q, r,
s, tomadas de 4 en 4, entrando m en todas ellas?
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BINOMIO DE NEWTON

127. Productes de factores binomiales que tienen un tér-
mino comiin. — Consideremos un cierto ntimero de binomios que
tengan un término eomun a, por ejemplo los ecinco siguientes:

((l, + bl) ((L + bz) (a "|" b3) (a + b4) (a + b',)

y hallemos su producto, aplicando la regla para multiplicar varias
sumas, para lo cual debemos multiplicar cada término de una de
ellas por cada término de las demés. Por esa razén cada término del
desarrollo es un producto de cinco factores que pertenecen uno a
cada uno de los binomios dados.

Tomemos como primer término del desarrollo al que no tenga
ninguna b, o sea al aacaa = a@°. A continuacion formemos los términos
en los que figura una sola b, que son:

aaaab; aaaab,, .. ., asaab; o sea a*b, ; atby; ...;a‘bs [1]
es deeir, los que se forman tomando una b y multiplicandola por las
aes de las sumas en que no figura esa b, luego hay tantos de

esos términos como b: en nuestro ejemplo 5.
A continuacion los términos en que figuran dos b, que son:

aaab, by; aaab, by; aaab, by; aaab, bs 3o .. aaaby bs

_es decir, que se forman tomando dos b y multiplicindolas per las
aes de las sumas en que no figuran esas b, luego hay tantos de esos
términos como combinaciones binarias puedan hacerse con las b.

0 sea adbyby; adbyby; adbybs; adby by 3 adbabs;. . . afbabs [2]

En forma anéloga se obtienen los términos en que figuran tres b,
cuatro b, y, por tltimo, el término en que figuran las cinco b, o sea:

azblbzbs; a’b, b2b4_§ a2b1b2b5; <% 0y a@* b by by [3]
a.b1b2b3b4; ab1b2b3b5; ab1b2b4b5; sy ab2b3b4b5 [4]
v by by bs by bs.

TR T o,

|
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luego (@ + by) (@ + bs) (a + bs) (a + by) (@ + bs) =
a® + athy + afby + . .. .+ a%bs + abibs + a%bibs + . . . . + a¥bsbs +
+ a%bibobs + . . . . + a?bsbsbs + abibsbsbs - . ... + absbsbibs + bibobabsbs

EseMrLO: ;

@+3)(@+6)(ea+2)(a+9) =a+a@B+6+2+9) +
+a?(3.6+3.24+3.946.24+6.9+2.9+
+0(3.6.24+3.6.94+6.2.9)4+3.6.2.9=

' = a* 4 20 o® + 135 a® 4 306 a + 324.

128. Binomio de Newton. — DEDUCCION DE LA FORMULA. —
Consideremos el caso particular en que todas las b del ejemplo pri-
_mero sean iguales, o sea el producto

b 5 =
(@+b)(@+b) ... (a+Dh

De acuerdo con lo observado en el caso anterior, se tiene:

- 5 e S
(a +0b)(@+0) .. (a+b)—a5+a4(b )
Csvz N ~ Cl:s—ﬁ e R cﬁu—ﬁ

P e P e s TSR G PRI S 7 SR
o bien (a 4+ b)°* =@+ Gt + Cop @b+ G302 b° + Cseab* + bE

vy en general

(a+ )™ = 4 + Cra "1 + Crz @26+ ...+ Comr b1+ b

Esta expresién se conoce con el nombre de bznomw de Newton,
y nos dice que:

La potencia emésima del binomio (a + b) es un polinomio com-
pleto, homogéneo de grado m, ordenado con respecto a a en sentido
decreciente, iy, por lo tanto, a b en sentido creciente, que.tiene por
coeficientes del primero y 4ltimo términos al nimero 1,y en los restantes
términos al niamero de combinaciones de m objetos tomados de uno en
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uno, dos en dos, tres en tres, elc., o sea el nimero de combinaciones
de orden igual al exponenie de b en ese término.

Erempros: (@ +b)" =d + @i a°b + Crpa® b2 + Crzatb® +
+ Cu@bt+ Cros @b + Creab® + b =a” + 7a®b +

+7.6a5b2+IA6.5a4b3+7.6.5.4aab4+
! R § b S 28 4
o,
+7 6.5. 3a2b5+7'6'5'4'3'2ab“+b7=d7+7asb+
(T o s S 15238 4.5 16

+ 21 a®b% + 35a* b® + 35a% bt + 21 a®b° + 7 ab® 4 0.
(a+b)t=a'4 Con b+ Cipa*b®+ Cusab® + bt
=at+4ab+ Cal b+ 4ab®+ b4

129. Propiedades de los coeficientes. — De la observacién de
los ejemplos tratados y de la expresion general de la potencia emé-
sima de un binomio resulta:

1°) Los coeficientes de los términos equidistantes de los extremos
son iguales.
En efecto: son nimeros de combinaciones complementarias (n°126).

ConsecueNciAs. I.— Sélo es necesario calcular los coeficientes de
los priméros términos hasta encontrar uno igual a los anteriores a
parter del cual se repiten en orden inverso. :

2°) El coeficiente del segundo y del pentltimo términos son
1guales al exponente m de la potencia a que se eleva el bimonio.

3°) Bl coeficiente de un término es igual al coeficiente anterior
multiplicado por el exponente de a en ese término y dividido por el de
b aumentado en 1.

Ergmpro. — Los coeficientes de los términos de (a + b)7 son

|
oo
21
v
-
-1
-

O ) WARRRN T A} LA (TN |



BErempros. — Calcular directamente (a + b)'°
(@ 4+ b)9 = a® + 10a°b + 45 a® b + 120 a7 b* + 210 a® b* +
+ 252 a5 b® 4+ 210 a* b® + 120 a® b7 + 45 a2 b® + 10 ab® + b0

130. Término general del desarrollo del binomio.— Como el
exponente de b en cada término es igual al nimero de orden de ese
término menos 1, el de a es la diferencia entre m y ese exponente de b, y
el coeficiente es el niimero de combinaciones de m objetos y de orden
igual al exponente de b; se puede escribir directamente cualquier
término del desarrollo prescindiendo de los restantes. Asi, por ejem-
plo, el 5° término del desarrollo de (a+b)" tiene por exponente de b
a 4, luego dicho término es

10 MoLIBLg

G tibt = AT ab bt = 420 ab bt

Céleular el término a) 201° de (@ + b)*® ; b) 15° de (a +b)* ; ¢) 9° de (a + b)22

131. Desarrollo del binomio diferencia. — Sea, por ejemplo,
desarrollar (a + b)™. Como en la deduccién del desarrollo del bi-
nomio de Newton suponizios que @ y b eran nimeros cualesquiera,
resulta que: siendo a— 0 = a + (— b) se tiene:

(@—b) = [a+ (— )" =lem + mam=t (—b) +

m(m—1) m (m—1)

amsSi==hE SRRl & (= b)RE Y=

v como las potencias enésimas de —b son -+ b™ o — b™ seglGn que
s exponente sea, respectivamente, par o impar, resulta:

m (m—1)

(@=md)r = a? — m a"2b-+ (1 4] i ST

P

L™ (m-—1) R el
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‘Figura el doble signo de los dos Gltimos términos pues si m es par

es m— 1 impar, luego (— b)™ ! =—b™1) y (—b)™ =b™, y si, en
ecambio, m es impar es m— 1 par, y por lo tanto (—b)"! =bpm1
y (—b)* = —b", como se ve en los ejemplos que siguen:

(@—b)% =" —bath 4 10 a® b2 — 10:a? b* 4 5 ab*—b°
(@—Db)¥=a*—8 a'b 1+ 28 a®b>* — 56 a°b® + 56 a*b*—...— 8 ab"+ b®

132. Aplicaciones. — CAS0 EN QUE LOS TERMINOS SEAN CUALES-

QUIERA. — EJgemrro 1. — Hallar (% -+ a2)a

()@ oY e e o ers

+5( )(a‘)‘*—{—a‘“— S il T
1024 256 64

e gt e S qugh
4 4
= 243 U 405 G 125 at + ﬁ ab+ 1—5 (ks o o
1024 256 32 2 4
Ejemrro 1I1:

(225 — BytYi=(22%)'— 4 (2 3y + 6 (22%)° (314)?— 4 (2°) (Byt)® +
+ Byt =162 — 96 20yt + 216 25 ;5 — 216 23 42 + 81 %6,

Esempro I11:

(£ +2)- (@) 2 )
@@ F g ents

+84—'+... + —
a? ;
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(JASO EN QUE UNO DE LOS TERMINOS DEL BINOMIO ES LA UNIDAD. —
Essmpro IV:

(14b)m = 1m 4 m 1m—1h +

L | 1
BT L) ea e
y como todas las potencias de 1 son iguales a 1, se tiene:

m (m—1) m (m—1)

AQ4+b)» =14+ mb+ sl T bm—1 4 pm,

Esemero V: (1 +a)*=14+5a¢+ 10a®> + 10a® 4 5 a* + d®
Ejempro VI: (1—-a)’=1-7a+21a*—-35a°*+35a*— 21 @® 4 7Ta*—a’

Erempro VII. — En Algebra Financiera se presentan frecuente-
mente las potencias del binomio (1 + 7)*, donde 7 representa el
tanto por uno y n el nimero de periodos (anos). Por ejemolo:

(1 k) =1 4 T 213522 36 2%+ 21:4% |- T 4% {2/,

Habiamos visto (n° 54) que estas potencias se caleulaban em-

pleando logaritmos, pues era muy largo su céleulo directo. El desa+
‘rrollo anterior permite encontrar valores aproximados de las mismas

sin emplear logaritmos, tomando los primeros términos de ese de-
sarrollo, pues como 7 es pequefio (en general no alcanza a 0,1) sus
potencias sou més pequeiias todavia, y como van disminuyendo al
aumentar el exponente de las mismas, suelen despreciarse a partir de
una de ellas, que depende de la aproximacion que se desee.

Eigmpro. — Calcular el monto, aproximado, de 1 $ colocado a
interés compuesto al 4 Y, capitalizando anualmente durante 10 anios.

Recordemos que ese monto estd4 dado por la férmula (1 + 2)*;
luego para a =4 9, es 7 = 0,04 y n = 10, resulta:
(1+0,04)°=1+410.0,04 + 45.0,04> 4+ 120 .'0,04% 4 210.0,04* +

+252.0,04° + ... +0,04° =14 0,4 4+ 45. 0,0016 +
-+ 120 . 0,000064 + 210 . 0,00000256 + ... = 1 4 0,4 + 0,072 +
+ 0,00768 + 0,0005376 + ... >~ 1,4802176

luego el monto buscado es de $ 1,4802176
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APLICACION DEL BINOMIO PARA OBTENER EL NUMERO e. — Kl des-
arrollo del binomio de Newton permite definir y caleular uno de los
nimeros mas importantes de la Matematica, el ntimero llamado e.

Daremos una idea de como queda determinado este numero
wracional, es decir, de infinitas cifras decimales no periddicas, cuyas
24 primeras cifras son las siguientes: !

e = 2,7182 8182 8459 0452 2526 0287 . . .

Consideremos para ello el caso particular del binomio en que el
primer término es 1 y el segundo 1/m, siendo m un nimero natural
mayor que 1. Elevando dichc binomio a esa potencia m tendriamos:

(1+—l-m=1+77l~.—1—+ﬁ(‘m’——l).L+'m(m_l)(m_z)
o m Wt ik R
—1—--|—...+ mm—1)(m—2)...(m—p+1) 1 v,
i 1 D m?

16 m (m — 1) ("72'_2)."-['”?'—(1”——2)]. 1 5 i
1.2.3...m—1 P o

Y dividiendo cada factor del numerador por cada m del divisor,
se tiene:

_ﬂ m— 1 m m—1 (m—2)
1 m m m m m
g —1+—+ e pss
( m) m EN2 » 152, 3
i e Sy m— 2
W*T(l“—n“) 1
Fe T + =
1.2.38...m—1
1—— 1———
el =) | )(
1+—) =14—+
( = m) i i) L2053
n—2
(l—%z')(l ) okl B R
iy o R R A -
1.2:8 ...(m—1) m"
Es claro que cuando m se hace muy grande las fraccio-
1 2

nes —. , — ... se hacen cada vez méis pequefias Yy,
m .




— 171 —

por consiguiente como pueden hacerse mas pequenas que cualquier
niamero prefijado, esas fracciones se pueden considerar nulas al
aumentar m, en cuyo caso la expresion dada se escribe simboélica-
mente asi:

T PR R AR TR U
i m 1 1.2 1.2.3 1:2,.3.4

[1]
o0 también:

13 1 1 1 e L
lim (1+_) SRRl L I oy R AR
s m I 21 2 41

Se demuestra, ademés. que la suma de esas infinitas fracciones
tiende hacia un namero perfectamente determinado, de infinitas
cifras decimales no periédicas, comprendido entre 2.5 y 3, que se
llama el nimero ¢. En la practica se toman valores aproximados
de e, por ejemplo, con las 4 primeras cifras decimales, es decir
e 2,7183.
- Para obtener este valor aproximado basta tomar los 7 primeros -
términos de la [1] ’

Ty g
T
1.2
+ 1 ~0,166666
1.2.3 :

+ —1_4 ~ (,041666

o

_ ~,008333
.0

-

: = (,001388

Qor-“cut—lwt—*l\a

—0,000199

© 2,718252 ~. 2,7183.

m»& m m

n \ m
* lim (1 % 1_) ish e Tfeaita:cla (1 o 1_) Pecal tit cudiendo e rEmite.
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1 i [ 9 Tl s
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133. Generalizacion de'la ley del desarrollo del binomio. —
Los mateméaticos demuestran que la ley del desarrollo del binomio
de Newton (a 4+ b)™ que habiamos obtenido para el caso en que
el exponente m era un ndmero natural, es decir, entero positivo,
v @ y b numeros cualesquiera, sigue siendo valida cuando dicho ex-
ponente m es entero o fraccionario positivo o negativo y la| > [ b |.
Los coeficientes del desarrollo correspondiente se forman con la mis-
ma ley que en el caso del exponente natural como se ve en log ejem-
plos que siguen.

Esemero 1. — Hallar el desarrollo de (a + b)~® siendo [a|>|b]
(=5) (‘_z 5—1) g 1p

a7 e

(e -0 S b a2k b e

Lo B B Y Eh A9
2.3
=a3—5a°b+15a7b*—35a°b +T0abb— ...

+

OBSERVACION. — Como el exponente m es negativo las potencias
de exponente m — 1, m — 2, m — 3, ... de los sucesivos términos
van aumentando en valor absoluto, y por lo tanto, no existe un
dltimo término del desarrollo, pues ninguna’de esas diferencias es
igual a cero. Lios puntos suspensivos escritos a la derecha del quinto
término indican que siguen infinitos otros.,

i  Esemero 1I:

| i : 4 (E 2 1)

(LB e a§+_i_a%—‘b+____4 42 Heirpe

3(3 )(3 ) |

o BT (oD

4 3 3 1
SR 4 Bt < s

2.3 +...=a?+za1b+

3 5
+ ZaTw
32 =

0

Esemero II1: » 9 (2 )
. o8
Babls =4 ST

> =

- 2 5 7 s ‘
¢ =a_§———a_§b————a ?bz—i—...
3 9
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134. Aplicaciones a los binomios del tipo (1 + ) " y
m 7
(1 +2)» .— En Algebra Financiera se presentan frecuentemente

las potencias de (1 +17) y de (1 + z')"s que nos dan, respectiva-

mente, el nimero de centavos que es necesario colocar a interés

compuesto para obtener 1 $ al cabo de n periodos (valor actual), y

el monto de 1 $ a interés compuesto al cabo de m/n periodos. Siendo

0 < i< 1, a esas poteneias les es aplicable el binomio de Newton, que

nos permite obtener valores aproximados de las mismas sin emplear

logaritmos, tomando los primeros términos de los desarrollos eco- .
rrespondientes,

Esemrro 1. — Caleular el valor actual, aproximado, de 1 $ colocado
a interés compuesto al 4 Y, capitalizdindose anualmente durante 5 afios.

Para r =4 9% es 7 = 0,04, y como n = 5, se tiene:

(14 0,04)% =1—5.0,04 + 15.0,042— 35.0,045 + 700,044 + . . .

=1-—0,2+4 15 X 0,0016 — 35 X 0,000064 + 70 . 0,00000256
=1—10,2 + 0,024 — 0,00224 + 0,0001792—0,0000129024 +-. ..
0,8119262976 ~ 0,81193.

Esemrero 11, — Caleular la suma que es necesario colocar al 4 Y

de interés compuesto para obtener 10 000 $ al cabo de 5 anos al capi-
talvzar anualmente.

2

Utilizando los resultados del ejemplo anterior se tiene que:

Como se necesitan $ 0,81193 para obtener 1 $ al cabo de 5 aifos
al 4 9, se necesitarin $ 0,81193 X 10 000 para obtener 10.000 $ al
cabo de 5 anos al 4 9.

Luego 8119,30 $ es la suma buscada.

BEsemero 111 — ;Cual es el monto, aproximado, de 1 $ al 3 %,
al cabo de 3 anos, 9 meses, capitalizandose anualmente?
Como para r=3%es1=0,03yn=3 + i= 3+ i= 1—5, se tiene:
12, 4 4
15 é 165
(140,03)s =1 + L& . 0,03 + —9—.0,03‘3+ 182 0,03° 4+
4 : 32 128
1155 2
T 1,03 + ... =1+ 0,1125 + 0,00013921873 +

+ 0,000008121093 ... ~ 1,112647339823 ~ 1,11265.
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Aplicaciones. I. — Hallar directamente los productos: a) (a + 1) (a + 2) (a + 3);

. L ; 3 3y 3 G
)3 o (x—2) z—3) (z+1); ¢) (2—m) 7+m (T——m X

1L. — Hallar las potencias siguientes: (a + b); (a + 2b)*; (2a +b); (2a + 3b)%;

1 9 2[12 4 1 5
(o2 =k DAY 5 (=)l (02-*-?) (a +—) (a3+ ) ‘(——0) ;
220 (o Gt )

L]
1I1. — Hallar el térmano: a) 15° de (6 ab—2 a* b“) 2 +b) 3°de (—— — a4 — ab) .

2t \ 0
¢) 100° de (a + 2 b)*°; d) 10° de (2 a— b)?; e) 120 de(i—L) :
@ a

: 2 o L
1V. — Hallar el término del medio del desarrollo de: a) (1 -+ x)® ; b) (—+ % )
3 :

i L“-d 22 )20 ) 4_L4-f) 2 =B
c) —4—a——2 ; d) (@@ —22Y)%0; e) L x vy 2 4 z ‘

V. — Hallar los términos del medio del desarrollo de: a) (1 + x)* ;b)) (83z— 2y)*;

c) (x?’ L L: )7; d) (9 7% + 5 y)"; e) (—? —4)9-

VI. — Desarrollar hasta el sexto término las potencias siguienies: a) (a + b)=*;.

b) (a+z)%;c) (I—z)g';d)( 3—2y)2 ;e) (m-!—{-n b)—‘
VII. — Hallar el término: a) 6° de (a+x)% ;b)5ode(a +b)‘5_ ;¢) 120 de (a+h) —-%;
d)9;d'e(a+2:c)%;e)e19°rle(a‘——:c2 3 ¥
VIII —Calcular a.proar:i'madamcmhp las raices siguientes: a) \/ l_@ 5 b) \/_1?,

c)\[ 2,85 ; d)\l 13 001 = e)\l 0,9 . (Téngase presente para el ejemplo a) que
V1,02 = (1 +o,z)2 j

1X. — Caleular aproximadamente el monto de 3000 § colocados a interés com-
puesto: a) al 2,5 %, en 5 anos; b) al 4 9%, en 10 anos; ¢) al 5 Yo, en 2 ahos;
d) al 1 %, en 20 aiios; €) al 6 %, en £ aios; capitalizando anualmente.

X. — Caleular aprovimadamente la suma que es mecesario colocar a interés
compuesto, capitalizando anualmente, para obtener 1.000 $:a) al 4 % en 7 anos;
b) al. 2 9 en 10 adios; ¢) al 6 G en 5 afnos; (l) al 10 9%, en 10 afos; €) al 3 %
en 15 amos. )
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PROBABILIDADES

135. Probabilidad simple. — Cuando en la realizacién de un su-
ceso interviene el azar en el sentido de que puede verificarse en ciertos
casos, llamados favorables, y dejar de verificarse en otros, denomi-
nados desfavorables, se dice que ese suceso es probable. Los casos
favorables y los desfavorables se llaman posibles, y se consideran
todos igualmente posibles.

Asi, por ejemplo, si en una clase de 20 alumnos, 13 han preparado
su leceién, el hecho de que un alumno interrogado sepa su leccién
es un suceso probable, pues hay, sobre 20 casos posibles, 13 favorables
y 20 — 13 = 7 desfavorables. En matematica se fija este concepto
intuitivo de probabilidad por medio de la siguiente definicién:

DEFINICION. — Se llama probabilidad matemdtica de un suceso
a la fraceién que tiene por numerador al ntiimero de casos favorables,
y por denominador al ntimero de casos posibles.

Eiempro. — En el ejemplo anterior, la probabiliad de interrogar

: st i
a un alumno que sepa la leceidn, es la fraceion —2—?)-

En general: Si entre p sucesos «igualmente posibles» hay f casos
favorables y d = p — f desfavorables, la probabilidad P es igual
R |

p  f+d’

136. Aplicaciones. — 1. ;Cuwil es la probabilidad de sacar un cinco
al tirar un dado?

Como las caras de un dado son seis y s6lo una tiene el ntmero
pedido, o sea

1
p=i=" 5 f=101 egu Pi= 45

6

II. — St el programa de 5° ano de matemdticas tiene 11 boli-
llas y wun alumno solo sabe 3 de ellas, ;cudl es la probabilidad



Ry R e S e
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de que le toque en el examen escrito una de las bolillas que sabe?
4 q {

e

P 11

II1. — Al arrojar wna moneda, iewdl es la probabilidad de sacar
cara?
1
P ey
2

IV. = 8¢ un bolillero contiene 7 bolillas negras, 5 rojas y 3 azules,
ieudl es la probabilidad de sacar: a) wna bolilla negra; b) una roja;
c) una azul?

US)

7 5
g), Pl=l——=xg B P =— =
) 15 ) 15

o ) B o
5

w | =
=
o [ =

137. Frecuencia. — La definicion de probabilidad matematica
halla su justifieaciéon en el hecho de que en la préactica al efectuar
un gran namero de experiencias u observaciones de un suceso en
que intervenga el azar en las mismas condiciones dentro de lo po-
sible, y contar los casos favorables, el cociente entre el nimero de
éstos y el total de las experiencias realizadas, que es lo que se deno-
mina frecuencia del suceso, se aproxima a la probabilidad matemati-
ca del mismo, que se calcula de antemano sin necesidad de efectuar
experiencias u observaciones efectivas.

Asi, por ejemplo, si al arrojar seis mil veces un dado sacamos
1003 veces el nimero 5, la frecuencia con que aparece este nimero es

: 1003 %
Frecuencia = ——, que se aproxima a P =

1 1000
6000 VL

6000

que habiamos caleculado en el ejemplo I sin hacer ninguna experiencia.

La frecuencia de este suceso varia, en general, con el nimero
de las pruebas, y varia también si se repite una segunda vez el mismo
ndmero de pruebas, pues interviene en ellas el azar, pero se observa
en la practica que con el aumento del nimero de experiencias la
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frecuencia se aproxima cada vez més a la probabilidad. Por esa
razon suele tomarse practicamente la frecuencia como valor de la
probabilidad, siempre que el nimero de casos observados o prue-
bas realizadas sea muy grande y en igualdad de condiciones, den-
tro de lo posible.

De la definicién de probabilidad se deduce el siguiente:

CoroLARIO. — La probabilidad de un suceso es un niinero positi-
vo menor o igual que uno.

En efecto: Cuando hay casos favorables y desfavorables a la
producecion del suceso, el numerador del nimero que da la probabi-
lidad matemética es menor que el denominador del mismo.

Cuando todos los casos posibles son favorables, el numerador es
igual al denominador, la probabilidad es igual a 1 y se denomina.
‘certeza.

Si no existe ningtn caso favorable, la probabilidad es cero, y se
dice que el suceso es zmposible.

138. Probabilidad complementaria o contraria. — DErINI-
c16N. — Se dice que dos probabilidades son complementarias cuando
su suma es igual a uno.

Asi en el ejemplo del dado:

]

oo o=

la probabilidad de sacar el n° 5 en una tirada es P

y » » » N0 » » Vo "By » » » Pl =

luego P y P’ son complementarias, pues P + P’ = 1.

Ejercicros. — Encontrar las probabilidades complementarias en
los ejemplos anteriores.

139. Probabilidad total. — Puede suceder que la realizacién de
un suceso dependa de dos o més sucesos distintos y que éstos se
excluyan entre si, vale deeir, que si se verifica uno de ellos no pue-
den verificarse al mismo tiempo los restantes. La probabilidad que
tiene la verificacion tal suceso se llama probabilidad total.
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Esemprro. — 8¢ en un bolillero hay 10 bolillas verdes, 6 rojas y
5 blancas, jcudl es la probabilidad para sacar wna bolilla de color

.Como la extraccién de una bolilla de color depende de que al
hacer esa operacién se obtenga una bolilla verde o roja y no una
blanca, y esas dos posibilidades se exeluyen, la probabilidad busca-
da es total.

Teniendo en cuenta que el nimero de casos favorables es 10 + 6,
y el de casos posibles es 10 4+ 6 4+ 5 la probabilidad de sacar una
bolilla de color es:

10 4+ 6 16

10+ 6 +5 21

140. Propiedad de la probabilidad total. — El resultado del
ejemplo anterior puede escribirse tamkbién asi:

10 + 6 10 6
p‘=;=_+_

21 21 21
10 ARl 1 . ;
y como i = P’y es la probabilidad de sacar una bolilla verde

y i =P, 3> » » » » » reja

se tiene P, =P+ P

Lo observado en este ejemplo es general, y se enuncia diciendo:
La probabilidad total de un suceso es igual ala suma de las probabili-
dades de cada uno de los sucesos del que depende el primero.

Eiempro. — 87 de un talonario de 20 hojas numeradas de 1 a 20
se saca al azar una hoja, ;qué probabilidad hay para que el nimero

de la misma sea multiplo de 3 o de 7?2

Como entre los ntimeros 1, 2... 20 no hay ninguno que sea mul-
tiplo de 3 y de 7 simulténeamente, los easos favorables se excluyen
y per lo tanto la probabilidad buscada es total.
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el 6 N
Por otra parte, como 3, 6,9, 12, 15 y 18 son los miltiplos de 3 < 20,
y 7 y 14 son los multiplos de 7 < 20, resulta, llamando P; y P a las-
probabilidades para sacar una hoja numerada con un multiplo de
3 6 de 7, respectivamente, se tiene:

6 2 8 2

P‘= SIS Sl e S g T

20 20 20 5

141. Probabilidad compuesta. — Puede suceder que la realiza-
eitn de un suceso dependa de dos o mas sucesos distintos indepen-
dientes entre si, vale decir, que la verificacion de uno de ellos no
altera la probabilidad que tienen los otros de verificarse. Lia pro-
babilidad de tal suceso se llama probabilidad compuesta.

Eiempro. — Sz un bolillero contiene 5 bolillas rojas y 6 blancas,
y otro contiene 10 negras y 8 blancas, jeudl es la probabilidad de
sacar dos bolillas blancas, una de cada bolillero?

Como la extracciéon de una bolilla blanca de cada bolillero son
hechos independientes entre si pero ambos intervienen en la pro-
duccién del que nos interesa, la probabilidad buscada es compuesta.

Teniendo en cuenta que el primer bolillero contiene 11 bolillas y el
segundo 18, el nimero de casos posibles es el niimero de pares formados
por cada bolilla del primero con eada una del segundo, es decir, el pro-
dueto 11 X 18. Analogamente el niimero de casos favorables-es el
de pares de bolillas blancas que pueden formarse de manera anéloga,
o sea el producto 6 X 8; luego, la probabilidad buscada es:

SR

11 X 18 33

142, Propiedad de la probabilidad compuesta. — El resultado
del ejemplo anterior puede también escribirse asi:

8 6 8
Pc=_i><__.=___x_

11 X 18 11 18
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¥y como U P; es la probabilidad de sacar una bolilla blanca
del primer bolillero,
y 2N P, es la probabilidad de sacar una bolilla blanca

18
del segundo bolillero.

se tiene Pi= Py X iEs

Lo observado en este ejemplo es general, y se enuncia diciendo:
La probabilidad compuesta de un suceso es igual al producto de
las probabilidades de cada uno de los sucesos de que depende el primero.

Eijempro. — ¢Cudl es la probabilidad de obtener dos 6 al arrojar

" dos dados Juntos?

Se trata de un caso de probabilidad compuesta, pues el obtener
un 6 en un-dado no influye para que se obtenga ese mismo nimero
en el otro, y como

I;
=P = — '(Nn° g
2 6( )

1 1
resulta Po= o X — = —
: 6 6 36

Aplicaciones I. — Cudl es la probabilidad para obtener 8 al arrojar dos dados ?
(Justifiquese que hay 5 casos favorables y 36 posibles).

1I. — Un tipdgrafo emplea, para componer, una caja de 28 letras, y no conoce la
situacion de cada leira en las divisiones de la caja. ;Cudl es la probabilidad de que
al azar tome una vocal? '

IIL. — ¢Qué probabilidad tiene ese tipbgrafo de que, al azar, componga la palabra
madre en cinco extracciones consecutivas de dimsiones distintas? (El nimero de
casos posibles es el de arreglos de 28 objetos tomados. . .).

IV. — Si en una clase de 25 alumnos 15 saben su lecczén Jqué probabilidad hay
de interrogar a un alummo que mo la sepa?

V.— Un candado esté compuesto por cuatro cilindros giratorios de cinco letras
cada uno. ¢Cudl es la probabilidad para obtener la disposicién que abre el candado?
(Ntamero de casos posibles 5 X 5 X 5 X 5).
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VI. — En un saco hay 7 bolillas blancas, 5 negras y 4 rojas. ;Cual es la posibilidad
para que, al sacar 3 bolillas al azar, resulten ser blancas? (Nimero de casos posibles
es el de combinaciones de 16 objetos de 3 en 3).

VII. — ;Cuél es la probabilidad de obtener ung suma de puntos mayor que 5 al
arrojar dos dados juntos? (Obsérvese que la probabilidad es total y dedtzcase que

1 1 1
las probabilidades para obtener 2, 3 y 4 son, respectivamente, Eratery y E)

VIIL. — ;Cudl es la probabilidad que, enire 10 personas que se sientan al azar
alrededor de una mesa, dos dadas resulien sentadas una al lado de otra?

IX. — ;Qué probabilidad hay de extraer 3 bolillas azules seguidas de un bolillero
donde hay 5 bolillas azules, 9 rojas y 2 blancas, sin reponer las bolillas que se e:vtrq,en?

5 4
(Probabilidad para extraer la primera bolilla azul ot la segunda BT ¥ co-

mo la probabilidad buscada es compuesta. . .).

X, — Qué probabilidad se tiene de sacar un as solamente al tirar dos veces el

mismo dado? (La probabilidad de obtener un as en la primera tirada es 1/6 ; la
5]
de no obtenerlo en la segunda es i y como la probabilidad buscada es com-

puesta...).
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CAPITULO IX

PROGRESIONES ARITMETICAS

PROGRAMA.—.ll)efi'n'icvi()'ncs. Deduccion de la formula fundamental para obiener
el altimo término. Férmulas que se deducen de la fundamental: Del primer
término, de la razén y del nmero de términos. Swma de dos términos equi-
distantes de los extremos de una progresion aritmética. Suma de los términos
de una progresion aritmética. Interpolacion de medios aritméticos. Defini-
cion. Razon de la interpolacion. Media aritmética. Aplicaciones: Dadas tres
de las cantidades: Primer término, dltimo término, nimero de términos, suma
de los términos y la razén, determinar las otras dos. Imposiciones a interés
simple como suma de términos de una progresion aritmética de razdn positiva.
Amortizaciones a interés simple, como swma de términos de una progresion
aritmética de razén positiva. Amortizaciones e interés simple, como. suma de
términos de una progresion aritmética de razom megativa. Ejercicios y pro-
blemas.

144. Definiciones. — Se dice que una sucesién de ntimeros es una
progresién aritmética cuando la diferencia entre dos ntdmeros con-
secutivos cualesquiera es constante. :

En simbolos: a, b, ¢, d, ...m... es una progresién aritmética, si

b—lg-=1 ;e b=k s pe i T

Los ntimeros a, b, ¢, ... se llaman términos, y la diferencia r entre
dos consecutivos razon de la progresiéon (*).

EiemprLo. — Los ntimeros pares

SR T G 1)

(*) Suele indicarse que a, b, ¢,.. h, k, I, forman una progresién aritmética escribiendo:
+ a.b.c....h k.l. que se lee: como a es aritméticamente a b, a C....

il
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forman una progresi6n aritmética cuya razén es
2—0=4—2=06—4=,.. =2

OssErvVAcION.— De acuerdo con la definicién, si se quiere formar
una progresion aritmética, basta fijar un nimero como uno de sus
términos y tomar otro como razén. Los términos que siguen al fijado
se obtendran sumando a éste la razém, al resultado la razom, ete., y
los que le preceden restando al fijado la razén, al resultado también
la razoén. ..

Asi, fijados un término kA =9 y la razén r = 1,50, se tiene

..-—1,50, 0, 1,50;.3, 4,60, 6, 7,560, 9, 10,50, 12; 18,560, 15 ...

Nora.— Cuando solo se consideran algunos términos consecu-
tivos de una progresién comprendidos entre dos de ellos se dice que se
obtiene una progresion finita.

145. Deduccion de la formula fundamental. — TEOREMA. —
En toda progresion aritmélica finita, el Wltimo término es igual a la
suma del primero mas el producto del niimero de términos de la misma
menos uno por la razon. ‘

T T ety

Hie.) " abies . o5 R kst pi'Og. aritmética de razoén 7.
Tesis) [=a+ (n—1)7.

Demosr.) De acuerdo con la definicién de progresién aritmética,
se tiene:

-~

b—a =
¢c=—Db =m
d—c=r

‘ n—1
l'—k=1‘ J

Sum. m.-am, da br—iiciz+c—b+d—c+...+l—k = r+r+r+...+r

S A Lt i)
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Simplificando b que suma y resta y en la misma forma ¢, d,... k

(los contrarios de estos nimeros tienen que figurar entre los tér-
minos que no se han eserito) queda

v WA )

luego l=a+4+ n—1'r

146. Formulas del primer término, de la razén y nimero de
términos de una progresion aritmética. — Puede suceder que
la incognita sea el primer término, o la razén, o el ndmero de tér-
‘minos y que se conozcan los restantes nimeros. En tales casos la
, igualdad anterior ! =a -+ (n—1)r nos permitird despejar esa
e incognita.

' Asi, pasando (n— 1) r al otro miembro, resulta

(11] | O ek Ay

Por otra parte, pasando e al primer miembro y dividiendo por
n— 1, resulta

1 l_a
(T11] o

n—1

y por ultimo pasando a al primer miembro y dividiendo por r, da

l—a l—a
[IV] S n—1 luego n= Ay +1

férmulas estas que se expresan asi
En toda progresion aritmética finita:

El primer término es igual a la diferencia enire el ultimo y el pro-
ducto del nimero de términos menos uno por la razén (férmula II).

La razén es igual a la diferencia entre el altimo y el primer términos
dwidida por el ndmero de términos de la progresién menos uno (f6r. ITI).

El mimero de términos es igual al cociente de la diferencia entre el ulti-
mo término y el primero dividido por la razén, todo mas uno (férm. IV).
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ProBreMA. — ;Cudl serd el 4ltimo término de una progresién
aritmética de 10 términos si el primero es — 3 Y su razén es igual
1 v
]
e

Sorucién. — Siendo I =a+ (n—1)r

il 9 3
es l=—3+(10—1)—=—3+5=?-

CoMPROBACION, ——Forma,ndo la progresién dada por el enunclado
del problema, se tiene

5 3 1 1 3
— 3, —?:—21_’2‘7_1’_5_) 0, _2—» 1; 5
donde puede verse que efectivamente es 5 el Gltimo término.
ProBLEMA. — [Cudl serd el primer término de una progresion

1
aritmética de T términos st el 4ltimo es 0 y la razon es 5 ?

Sorucion. — Siendo a=1l—(n—1)r

1 1
es a=0——(7—1)5=—6.2=—3

lo que puede observarse en la progresién anterior.

ProBLEMA. — ;Cudl es la razén de una progresion aritmética de

3 3
7 términos st el primero es — 2 Y el ultimo & s

SorucioN, — Siendo r = leed
n—1
LIRS kit G . R
2 2 2 5 2 2 1
es R T R e
7—1 6 6 2

lo que también puede observarse en la progresién anterior.
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ProBLEMA. — ;Cudl es el ndmero de términos de una progresién

1
aritmética si el primer término es — 2 el Wlttmo es 1 y la razén es 3 ?

SorucioN. — Siendo n = L_ ilr-l—l
es n=1_§ i R 1'}'2+1-li+1=6+1=.7
o 2 )

lo cual también puede observarse en la progresiéon del primer problema.

147. Suma de los términos equidistantes de los extremos. —
LeMA. — La suma de los términos equidistantes de los exiremos de una
progresion aritmética finita es tgual o la de los extremos.

Hie.) a,b,c ...,J k1, prog. arit. de razén r.

Tesis) b4+k=a+1; ¢+j=a+l; ......

DEMOST.) De acuerdo con la definicién de progresién aritmética,
se tiene

b=a-+r yque l=Fk+r.

luego =l—r por deﬁmcmn de diferencia.

Sum. m. a m. da b+k=a+r+1—7r
Simplificando queda b+ k =a+1 [1]

Por otra parte en la progresu‘)n que empieza por b y termina por k.
tendriamos por las mismas razones

c+j=b+k y como por [1] b+k=a+1

resulta c+i=a+1 por carac. trans. iguald,

Este lema nos permite hallar rdpidamente la
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148. Suma de los términos consecutivos. — Trorema. — En
toda progresion aritmética finita la suma de todos los términos es
tgual al producto de la suma de los extremos por el nimero de térmi-
nos de la misma dividido por dos.

- n

Hip.): Vg, b, ¢ dyoe T gl T 7,7k, b prog.-ant;
n
Tesis) S=(a+1). =

DemosT.) Llamando S a la suma de todos los términos, se tiene:

n

S=gt+btet+. " Fjtbitl

n

y como S=1l+k+74+...4c+b-+a porprop.com.ad.:

Sum.m.am.y 4 n

por colum. 2§ = (a+1)+(b+k)+(c+j)+...+ (G +c)+(k+b)+(+a)

por propiedad uniforme, conmutativa y asociativa de la adicién
y teniendo en cuenta el lema anterior, resulta

n

28 = (a+D)+(a+D)+(a+D+. .. (a+D)+(a+D)+(a+1])
o bien 28 =(a+1Dn por definicién de producto

l n
luego | S =(a+ l)-z—

PrOBLEMA. — Cudl serd la suma de los términos de una progresion

aritmética de 10 términos si el primero es — 3 y el ultimo i?
2

f
Sorucion. — Siendo S = (a + 1) o
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149. Interpolacion de medios aritméticos. — DEFINICION. —
Interpolar uno o mas ndmeros llamados medios aritméticos, entre
dos dados a y b, significa hallar los términos que faltan en una pro-
gresion aritmética de la cual a es el primer término y b el dltimo.

Razon de la interpolacion. — Si se desean interpolar m medios
entre los ntimeros a y b, debemos calcular, previamente, la razén de
la progresiéon que van a formar esos ntimeros con los dados, pues
una vez obtenida, para escribir esos términos basta proceder co-
mo indicamos en la observacién del n° 144. Teniendo en cuenta
que esa progresion tiene entonces m -+ 2 términos resuita, de acuer-
do con la férmuia III de la razon:

l—a

r =
9=l

que como L =b y n=m -+ 2, se tiene:
b—a b—a

ri= =
_m+2——1 m 41

lo que nos dice que: cuando se desean interpolar m.medios aritméticos
entre dos numeros dados a y b la razém de interpolacion se obtiene
dividiendo la diferencia entre el dltimo y el primero de los nitmeros
dados por el mimero de términos a interpolar mas 1.

Esempero 1. — Interpolar tres medios aritméticos enfre — 9 y 11.
Siendo la razén de interpolacion

11-(—9 1149 20

el
3+ 1 4 4

los medios huseados son:
=g L= e ol G =1yl 5 =6
y la progresion que ellos forman con los dados:

—9.—4..1, 6,'11.

R N T T T



Esempro II. — Escribir los términos que faltan en la progresion
aritmética de 11 términos, sabiendo que el primero es 0,6 y el wltimo 8.

Siendo la razén de interpolacién r = b
- m 41
es ’ r = L_O’G = 7’4 — 0,74
‘ I e 10

luego les nueve términos que siguen al primero a son

b=06 40,74 =134 : ; ¢=1344 0,74 = 2,08
d=208+4074=282 ; e¢=282+4 0,74 = 3,56
f =3,56 40,74 =430 ; g= 430+ 0,74 = 5,04

= 5,04 + 0,74 = 5,78 ; ¢ = 5,78 4 0,74 = 6,52
J =6,52+0,74 =726 y la progresion e:;

0,6 , 134,208,282, 356,430, 504, 578,652,726, 8

MEDIA ARITMETICA. — Sea interpolar un medio entre dos nt-
meros dados ¢ y b. La razén de interpolacion seria

T y el medio buscado a + Rl S i ol £ L

2 2 2

T =

o sea la semisuma, promedio o media aritmética de los nimeros dados.

150. Anualidades a interés simple.—DzriNicioN, — Se llaman
anualidades a las sumas de dinero, generalmente iguales, que se
depositan periédicamente (afio, semestre, trimestre, etc.) en una
institucion de erédito, con el onjeto de formar un capital o pagar una
deuda. En el primer caso las sumas mencionadas se llaman impo-
siciones, y en el segundo, amortizaciones.

Vamos a resolver el siguiente:

ProBLEMA. — (Qué capital se logra formar con m imposiciones de
A $ eolocadas al comienzo de cada ano a interés simple a un tanto
por uno dgual a 7?2
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SorvciéN. — Recordando que un capital C colocado al 4 por uno
gana al cabo de n afios un interés C . n .4, tenemos que:

1 § de la 1® anualidad importan al cabo de n anos 1 +ns
1» » » 9a » » & 1y S Uy 1+(n—)1,
15 »'» 38 » » YR =2 e l-l—(n—.Z)i
1> .» » pentlt. » > S Y » 1427
1» » » Ultima » » > Tl Al 3 | > 1414

luego las n anualidades de 1 $ importan

N g for ) B
+wikin—0i+ —2 % .+ 2044

Observando que el primer paréntesis vale n y el segundo es una
progresion aritmética decreciente de razén — 7, y que la suma de
sus términos es igual al primero méas el dltimo por el nimero de
términos sobre 2, se tiene:

2n+i(n+ 1)n
2

sn=n+(ni+i)%=

luego si n anualidades de $1 importan s, = i i o

2
n » » A » importaran | S,=A St (;L +la
Eisemrero. — ¢Cudntos pesos se ahorrardn al cabo de 10 aiios colo-

cando al comienzo de cada uno de ellos 1200 $ al 4 9, anual?
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SoLucioN. —
2.10 + 0,04 (10 4+ 1) 10

7 ,
1200 (10 + 0,02 . 11 . 10) = 1200 (10 + 2,2) = 14640.

8, = 1200

II

TLuego se ahorran al cabo de 10 afios 14640 $.

151. Aplicaciones. — Las férmulas que dan el valor del ditimo
término y de la suma de los términos de una progresién aritmética,
nos van a permitir resolver los problemas siguientes:

Dadas tres de las siguientes cantidades. primer térmano, ultimo tér-
mino, razén, numero de términos y swma de los términos, hallar las otras
dos, mediante el sistema de ecuaciones que se obtenga reemplazando
en las fomulas mencionadas las incégnitas por = e y y los datos por
sus valores, como puede verse en los problemas que siguen.

ProBrLEMA, — Conociendo el primer términe, a = el dltimo,

5‘;
l.= 14,5, y el ndmero de términos, n = 14, de una progresion arit-
mélica determinar la razon y suma de los términos de dicha pro- =
gresion. '

Daros INcoGNITAS
3

a = ? r=2

=45 5 Si=

n = 14

n
SorucioN.— Siendo l=a+ (n—1)r y S=(a+1) 5 Teem-

plazando los datos por sus valores, r por £ v S por y, se tiene el sistema

Il

[14,5 %+(14—1)x (1]

vk

L

I
. TR
%)

3 14
=4 14,5) fffff [2]
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Como cada una de estas ecuaciones tiene una sola incognita, el

valor de ellas se obtiene resolviendo aisladamente cada ecuacién.
Asi: '

3 ' 3
de la [1] 14,5 = ;+ 13z luego 13z = 14,5——2- =13
: 18
o bien T Ui k'
de la [2] Y= i_-;}§.—124A=16><7=112

luego la razén es r=.1. ylg suma es S =112

ProBLEMA. — Conociendo el primer término a = 0, la razdn,

‘r =—2,y el numero de términos, n = 13, de una progresion aritmé-

twca, determinar el ultimo término y la swma de todos los términos de
dicha progresion.

DaTos INcOGNITAS
G =10 e
r=—2 =

n= 13

n
SoruciéN.—Siendo I=a+ (n—1)r y S =(a+ l)? reem-

plazando los datos por sus valores, r por z y S por y se tiene el sistema

[x=0+(13—-1)(——2) [2:=——24 [1]
/ o bien
Tty=<o+z>1—23 1 -2

Como el valor de z estd dado por la [1] reemplazando en la [2],
ge tiene

y=;—3><(—24) =13 (—12) = — 156

luego el Gltimo término es I = — 24 y la suma es S = — 156.
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ProBLEMA. — Conociendo el primer término, a = — 2, el ndmero
de términos, n = 10, y la suma, S = 50 de los términos de una pro-

gresion aritmética, determinar el ultimo término y la razén de dicha

progresion.
' Daros IncoGNITAS
a=—2 : l==z
n =10 r=y
S =50

n

*‘SoruciON. —Siendo Il =a+ (n—1)r y S = (a+1) Y reem-

plazando los datos por sus valores, [ por z y r por y, se tiene el sistema
r=—24+(10—1)y z=— 24+9y ' [1]

10 o bien :
Al ) oo 50 = —10+5z [2]

Despejando el valor de z en la [2], se tiene

60

52=50+10 luego = =5 =12
Sustituyendo este valor en [1], resulta
242

12 o 2atli Gl i st R R A€

9 9

e WU 14

luego el dltimo término es [ = 12 ylarazénes r = .
- ProBLEMA. — Conociendo el ultimo término, | = 84/2, la razon,

r =12, y el nimero de términos, n = 5, de una progresién aritmética
determinar el primer término y la suma de todos los términos de dicha
progresion.,

DaTos INcOaNITAS
=842 a=z
r= \/—2_ S=y

n=>5
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n
SorLucioN, — Siendo l=a+ (n—1)r ¥y S=(a+ 1) 5 Teem-
plazando los datos por sus valores, a por 2 y S por y, se t'ene
{8\/—2_=:c+(5——1)\/—2_ 8V2 =z+442 [1]

e
1. 5 obieno{
| y=(E+8vV2)5 |

Despejando el valor de = en la [1], se tiene:

T =842 —4+2 =4+4/2. '

Sustituyendo este valor en [2], resulta
5 A St
y=~2—><4\/7+20\/2 =102 +20y2 =302

luego el primer término es a =442 y la suma S = 30+/2.

ity z+202 [2]

Il
0o | o

ProBLEMA. — Conociendo el ultimo término, 1 = 199, el ndmero
de términos, n = 100, y la suma, S = 10000, de todos los términos de
una progresién aritmética, determinar el primer término y la razén de
dicha progresion.

DaTos INcOGNITAS
I =199 gl
n = 100 P
S = 10000 '

n
Soruci6N. — Siendo l=a+ (n—1)r y S = (a+ l)—2— reem-
plazando los datos por sus valores, a por z y r por ¥, se tiene el sistema
199 = z + (100— 1) 199 =z+99y [1]
100 o bien

10000 = (z + 199) —— 200 = z + 199 (2]

Despejando el valor de z ‘en la [2], se tiene

z.=200—199 = 1



-
— 195 —

Sustituyendo este valor en [1], resulta

199 =1+4+99y luego y=lgg§i=2

por lo tanto el primer término es a = 1 y la razoén es r = 2.

ProBLEMA. — Conociendo el niumero de términos, n = 10, la suma,
S.= 0,9 la razim, r/= 5 de una progresién aritmética, determinar el

primero y el Gltimo término de dicha progresion.

DaTos INcOeNITA
ni=:10 a=.z
8=0 l =y
1
r = —
3

: n
SorucioN. — Siendo l=a+ (n—1)r y S = (a+ l); reem-

plazando los datos por sus valores, a por z y I por ¥ se tiene el sistema

[y=x+(10———1)3l Lg=2+3 0
bien <
0= (z+y) 10 ? I
1 5 L0—5x+5y [2]

Déandole la forma general y multiplicando a la primera ecuacién
por 5, se tiene

{5x—5y=—15

S5z+56y=
R i g
Sumando da 102z =-—15 luego =z = o 1.5
Restando da =10y = —15: luego y = 5 1118 =15

luego el primer término es a = — 1,5 y el tltimo es [ = 1,5.



Aplicaciones. I.— ;Cudl es el centésimo término de una progresion aritmé-
tica si su primer término es T y sw razén es 52 R.: T =502

X %;‘Cudl os el 14¢ término de la progresién 8, é, sl Byt il — 18,

LLI. — EL 7° término y el 17° término de una progresion son 10 y 50 respec-
tivamente. Hallar la razén de la progresidn y eseribir los términos comprendi-
dos entre las dos.

IV.— Calcular la suma de los 20 primeros términos de la progresién 2, 2.2,
L '

V. — Calcular la suma de los dics primeros términos de la progresion(3 4-4/2)
3@ —=nl2);

VI.— Hallar la suma de los 10.000 primeros nidmeros naturales (excluido el 0).

VII. — Idem de los n primeros ndmeros naturales.

VIII. — Hallar la suma de los 40 primeros maltiplos de 3 distintos de cero.
IX.— Idem de los n términos de la progresion 3 ¢, ¢,—¢, ...
X.— Hallar la suma de los n primeros nimeros pares distintos de cero.

v ' B.: S=m(nfl),

XI.— Hallar la swma de los n primeros niumeros impares. Bis 8=t

X11, — Interpolar cuatro medios entre 100 y 200; diez entre 11 y 99; dos
entre 16 y 60; tres entre 30 y 400; dos entre a y ¢; uno entre x ¥ — 2 Y uno
entre a + by a — b.

X1I1. — Hallar la media aritmética entre a) 18 y 60; b) 30 y 400; ¢) = y

fiv ool X — =
2= d ey —% Oy N85y ~3502+Vsye—\3.

2
5

XIV.— Conociendo el mimero de términos n — 22, la razén r — _—_ y el Gltimo

: T
término | —= 24 de wna progresién aritmética, determinar el primer término y
la suma de todos los términos de dicha progresion. R.: @ = (0 , 8 = 363.

XV.— Conociendo el primer té'rm“i'no a — 0, la razom r = ?L y el namero de
Ykt 5

términos n — 13 de una progresiva aritmética determinar la razém y la suma
de los términos de dicha progresiva.

-

B3t == e el s
3



— 197 —

3

XVI.— Conociendo el primer términe a — 0, la razén r = —_ y el ndmero de‘

: 5
términos m — 6 de wna progresion aritmética, determinar el Gltimo itérmino y
la sumd de todos los términos de dicha progresién. - Roil=38, §=9

XVIL — Caleular los dngulos del pentdgono ABCDE sabiendo que A es recto
y que dichos dngulos estdn en progresidon aritmética.
R.: B—=99°; C—=108°; D= 117°; E — 126°.

XVIIIL. — Caleular los lados de wn tridngulo rectangulo BAC sabiendo que
estdn en progresién aritmética y que la superficie del mismo es de 54 em®
a = 165 em; b — 18 em; 0 =9 om,

XIX. — Hallar el primer término y la razén de una progresion’ aritmética sa-
biendo que la swma del segundo término con el séptimo es 35 y que el producto
de los mismos es 250. Riyoa="r=80a4=80vy1r=—3

* XX.— jCudntos términos hay que sumar en la proporcién a) 1, 5, 9, ... para
abtener 630; b)en la 15, 12, 5,10, .. para obtener 1507

XXI1. — Conociendo el primer término a = — 45, la suma S = 0 y el nimero de
términos de una progresion aritmética, delerminar la razém y el tltimo término.
B:r=81=45.

XXII. — Conociendo el ultimo término 1 = 11 2/3, lasuma S = 209 2/3 y el ni-
mero de términos n = 37 de una progresion arilmélica, determinar el primer término,

Y latmzd'n. R:a=—1/8;r=1/3.

XXIIIL. — Conociendo el mimero de términos n = 33, la suma de los mismos
8 =-—283 y la razém r = — 8/4 de una progresién aritmética, falla determinar
el primero y el iltimo términos. R:a=11;1=—13.

XXIV. — Conociendo €l primer término a = 56, la razém d = — 3 y el nimero
de términos n = 11 de una progresion aritmélica, hallar el dltimo término y la swma
de todos los términos. R.: 1 =26; 8 =51,

XXV. — ;Qué suma se lograria formar colocando 150 § al comienzo de cada afo
a interés simple: a) al 8 Y, en 12 ajios; b) al 5 Y en 25 aiios; ¢) al 1,6 % en 20
afios; d) al 6 Y, en 6 afios; e) al 4 Y, en 25 afos.




CAPITULO X

PROGRESIONES GEOMETRICAS

ProGravMa. — Definicion. Progresion geoméirica ereciente y decreciente. Deduc-
cidn de la formula fundamental para obtener el dltimo término. Férmulas que
se deducen de la fundamental: Del primer término, de la razén y del nimero de
términos. Producto de dos términos equidistantes de los extremos de una pro-
gresion geométrica, Producto de warios términos consecutivos., Suma de los
términos de una progresion geométrica ereciente. Caso en que la progresion
es decreciente; limite de esta suma, euwando el wimero de términos erece inde-
[inidamente. Interpolacion de medios proporcionales: Definiciones. Razén de
interpolacion. Media geométrica. Aplicaciones: Dadas tres de las cantidades:
Primer término, dltimo término, nimero de términos, suma de los términos
y la razén, determinar los otros dos. Problemas y ejercicios entre los cuales
aparezean términos de forma binomial.

152. Definiciones. — Se dice que una sucesién de ntimeros es una
progresion geoméirica, cuando el cociente entre dos nlmeros conse-
cutivos cualesquiera es constante. 1
En simbolos: a, b, ¢, ..., m, ... es una progresion geométrica si
T SRRt N m
g s =R
los ndmeros a, b, ¢, ..., se llaman {érminos y el cociente ¢ entre dos
ntimeros consecutivos razén de la progresion (¥).

EsempLo: Los ntimeros
1, 2, 4,8, .16,.32, "....... -forman una pro-
gresién geométrica cuya razoén es 2ot i S

(*) Suele indicarse que a, b. ¢, ..., h, &, I, forman una progresién geométriea eseri-
biendo )
. atbie:...:hih:l que se lees como a e8 geoméiricamente a b ac, ...
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OBsERVACION. — De acuerdo con la definicién, si se quiere formar
una progresién geométrica, basta fijar un nimero cualquiera como
uno de sus términos y tomar otro (distinto de cero) como razédn.
Los términos que siguen al fijado se obtendrin multiplicando a éste
por la razén, al resultado por la razén, ete., y los que le preceden
dividiendo al fijado por la razén, al resultado también por la razén.
Asi, fijado el término h =9 y la razén ¢ = 2 se tiene

S yokek Vel AR g 18 Y 6 19 el

Nota. — Cuando solo se consideran algunos términos consecutivos
de una progresién geométrica comprendidos entre dos de ellos, se
dice que se obtiene una progresién finita.

153. Deduccion de la féormula fundamental. — TrorEMA. —
En una progresion geométrica, el altimo término es igual al producto
del primero por la razén elevada a una potencia de exponente igual al
nimero de términos menos uno.

Hip.) a,b, ¢ ..., h k | prog. geom, de razbn g
n—1

. Temsis) I =a.q

Demost.) De acuerdo ccn la definicién de progresiéon geométrica

b
_=q
a
(‘ —
b q
d
-___qn—l
C -
l—q
k J
Mult. m. a m. da iii l—=q,q.q...q
el () ik k CAE S e
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Simplificando b que multiplica y divide y en la misma forma d. . .
k, (los inversos de estos nimeros tienen que figurar entre los térmi-
nos que no se han escrito) queda

l

Camth

n—I1

l n—1

luego = @a.q

154. Formulas del primer término, de la razon y del niimero
de términos de una progresion geométrica. — Puede suceder que
la incégnita sea el primer término, o la razoén, o el nimero de términos
¥y que se conozcan los restantes nimeros. En tales casos la igualdad
anterior I = ¢¢"~" nos permitira despejar esa incégnita.

Asf, pasando ¢"~' al otro miembro, resulta

l
0= ~=q [I1]
q

Por otra parte pasando a al primer miembro y extrayendo la rafz
n— 1 de ambos miembros resulta

n—1

ik 1/ : (111}

y tomando los logaritmos de ambos miembros da

(n—1)logqg =logl—loga

logl—1log a
luego e e e
log ¢
: logl—1
y por lo tanto n = u+ 1 [TV]
log ¢
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Férmulas éstas que se expresan asi
En toda progresion geométrica finita:

El primer término es igual al cociente entre el Wltimo y la potencia
n—1 de la razén (f6rmula II).

La razon es igual a la rafz n— 1 del cociente entre el #ltimo tér-
mino y el primero (férmula III).

El nitumero de términos es igual a la diferencia de los logaritmos del
altimo y primer término dividida por el logaritmo de la razén y al resul-
tado mas uno.

ProBLEMA. — JCudl serd el ultimo término de una progresién geo-

métrica de 10 términos st el primero es 64 y su razén es > ?

SovuciénN. — Siendo I = a.¢" "
1 10—1 1 9 1
B
' 1 64 1
1= 64 P

EETD. CARETS TR

ComproBACION. — Formando la progresion dada por el enunciado
del problema, se tiene ;
1 e |
64 032, TG R eI Y §
1
donde puede verse que efectivamente es 3 el dltimo término.

ProBLEMA. — ;Cudl serd el primer término de una progresién geo-
1
méltrica de 7 térmanos st el ultimo es 1 y la razon es ??
l

n—1

SorucioN. — Siendo a =

1 1
es =T=2°=64

1
e 6 I T
R

lo que puede observarse en la progresién anterior.

BIBLIOTECA NACIONAL
DE MAESTROS




ProBLEMA. — } Cudl es la razén de una progresion geoméirica de T

1
términos st el primero es 8 y el ultimo es —?

8
-1 R
SoruciéN. — Siendo ¢ = _li_

—1

\

1

L8 1/ Ly L

i i 8 64 2
lo que también puede observarse en la progresién anterior.

PRrROBLEMA. — ;Cudl es el nlmero de términos de una progresién

1 1
geométrica si el primer término es 16 y el Gltimo es 2 Y la razon es e ?
_ log I—log a

i
log ¢

SoLuci6N. — Siendo n

log%——log 16
es n = 1 G lp |
lop =
g <

1,39794 — 3,20413
1,69897

lo cual puede también observarse en la progresién del primer pro-
blema..

Nota. — Como las tablas de logaritmos dan valores aproximados
de los mismos, podria suceder que al aplicar la férmula (IV) no re-
sultase n un niimero natural, como tiene que ser pues indica el nimero

" de términos de la progresiéon. En tal caso se tomara para n el ni-
mero natural mas aproximado.
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155. Producto de los términos equidistantes de los extremos.

— Lema. — El producto de los términos equidistantes de los exiremos
de una progresion geoméirica finita es igual al de los extremos.

Hip.)  a, b, ¢ ... j, k, L prog. geom. de razoén g

Tesis) bXk=aXl; .ch=aXl s
Demost.) De acuerdo con la def. de prog. geom. se tiene
.g; y quel-li="Fklq

luego o= por def. de cociente

l
~ Mult. m. am. da b.k=a.q.:l—

Simpl. queda b.k=a.l [1]

Por ofra parte en la progresiébn que empieza por b y termina por
k, tendriamos por las mismas razones

b.k y como por [1] b.k = a.l resulta:

ey

c.j = a.l por caracter transitivo de la igualdad.
Hste lema nos permite hallar rapidamente el

156. Producto de varios términos consecutivos. — TEOREMA.
— En toda progresion geométrica finita de n términos el producto de los
mismos &s igual a la rafz cuadrada del producto de los extremos elevado
a la potencia enésima.

Hie.)»"Lazbe; . Ho gkl prog. geom.

Tesis) P = \/'(a‘.l)'"'.
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Demost.) Llamando P al producto de todos los términos, ten-
driames

r n 3y
| SR, A T
f—————— 7 -~
y como Pi=1.k.3: % "% i .cibsg por prop. conm. mult.
Mult. m. am. y TR e

por colum. da P? = (a.l) (b.k) (¢.5)...(j.¢) (k.b) (l.a) ~por pro-

piedad uniforme conmutativa y asociativa de la multiplicacién.

Teniendo en cuenta el lema anterior, resulta:

P = (a.) (@D (@.D)... (D) (a.) (a.D
&b P = (a.])"

Extrayendo la raiz cuadrada a ambos miembros queda;

P=+(al".
ProBLEMA. — [ Cudl serd el producto de todos los términos de una

pogresién geométrica de 8 términos si el primero es 16 y el wltimo %?

. Sovuctén, — Siendo P = 4/ (a.l)*

es P=/‘/(16.—51;—)S = 428 =90 = 16

157. Interpolacion de medios proporcionales. — DeriNicioN.
— Interpolar uno o mas numeros, llamados medios proporcionales,
entre otros dos dados a y b significa hallar los términos que faltan
en una progresion geométrica de la cual a es el primer término y b
el dltimo.

Razon de interpolacion. — Si se desea interpolar m medios
proporcionales entre los ntimeros a y b debemos calcular la razén de
la progresibn que van a formar esos ntimeros con los dados. Te-



805

niendo en cuenta que esa progresion tiene m -+ 2 términos resulta,
de acuerdo con la férmula de la razén

-1

que como l=b y ‘nmn=m+4+2

m+-2—1 m+1
ge tiene: g = 1/_7_ [W: 1/I
a a

lo que nos dice que: Cuando se desean interpolar m medios proporcio-
nales entre dos nimeros dados a y b, la razén de interpolacién se obliene
exirayendo la ratz de grado m + 1 del cociente enire el segundo y
el primero de los numeros dados.

: ; 1
Esemero 1. — Interpolar cuatro medios proporcionales entre 28 y 8.

Siendo la razén de interpolacién:

4+1

/
/

8 5 5 5___.
g=|/—7 = V8. 128 =227 = /20 = 22 = 4 N
128

luego los medios buscados son;

e R SR SR S L S S S S B D
128 32 ' 32 88 272

y la proporecién que ellos forman con los dados

ProBrEMA. — Escribir los términos que faltan en wuna progresion
geomélrica de 5 términos sabiendo que el primero es 0,5 y el wltimo 8.
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SoLucioN. — Siendo la razén de interpolacion

3+1 4 !
g I/ 8 S
L= —_— = =2
1/0 0,5 Vie

luego por la observaciéon del parrafo 127 resulta que los 3 términos
que siguen al primero son
br==20050 Bl Vs merenil N =i Bdli=2 D 3 2 =4
y la progresion es 0,5l PR T B ekl JRRRY. S SRl
158. Suma de los términos de una progresion creciente. —
TeorEMA. — En toda progresion geométrica finita de n términos, la
swma de todos ellos es igual al primer término por la diferencia enire

la potencia enésima de la razén y uno, dividido por la diferencia enire
la razém y uno.

Hrp.) a.b,¢, ....,1 prog. geom.

 Trsis) S = _“E_U__
it
Dxmost.) Siendo por definicién:

b=aq, ¢=bq=ag, etc. y l=ad"" es

S=a+ag+ag+ ... +ag"" (1]
Multiplicando ambos miembros por ¢ se tiene
Sq¢ = ag+ ag® + ag* + ... + ag"~" +iag” [2]

Observando que si en la [1] se pasa a al primer miembro y que si
en la [2] se hace lo propio con aq" los segundos miembros resultan
iguales, se tiene:

S—a = Sqg— aq".
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Trasponiendo los términos que contienen a S a un miembro y los
restantes al otro, resulta.

S¢g—S=a"—a

luego S(g—1) =a("—1)
i

o bien Qg 2
. q—1

PrOBLEMA. — §Cudl serd la suma de los términos de una progresion

g ométrica de 7 términos st el primero es 8 y la razén es —?

g
. : g"— 1
SorLuciON. — Siendo S =a — —
—1—7 1 & 1 ——1
S—8(2 a0 27 AL 128
i g L e BT R et
2 2 2
— 127
128 127 127 7
2

159. Suma de los términos en el caso en que la progresion
es decreciente. — Si consideramos que en la progresién geométrica

a, agq, ag, ... ag"*, aq*

la razoén ¢ es en valor absoluto menor que 1, como sus potencias suee-
sivag ¢, ¢% ..., " 'van disminuyendo, lo mismo sucede con los
términos @, ag, ag’, . .., ag® de la misma, razén por la cual se dice
que la progresitn es decreciente. '

A 1 2 7 3
EjempLo. —S1 a=1 y g = 5 5e tiene la progresion decreciente

1 1 1
| i AR S i

: 1
16 32 2s-1 Ciga T

) b

Do AR
O Th



Habiamos demostrado en genefai; que la suma S de los n primeros
términos de una progresiéon geométrica era

S=aqu—1

=1
y como ¢ < 1 ambos términos de la fraceién son negativos, conviene

“eseribirla de esta otra manera: .

S::a l—q" = a_—-.aq" "
=g ==y

160. Limite de la suma de los términos de una progresion
geométrica decreciente. — La férmula anterior puede escribirse
. aSi:- f 1

Aplicandola para calcular la sumd de los 5, 10, 15, 20 primeros
términos de la progresion

: 1
, B ke A (‘2‘)
e R e oy 1
o o8 2 2
1\¢ 1
2_(7) Sl T
1\10 .
1 1 (1)10 1 (?)
SIU= — —_— — = e—— =
T R TR
19, 2 7 ]



S ol0F =
-115'
1 1 1B (?)
S15= —_—— <.—> = —— =
Pty e R B e WL B
7 % 2 2
14
2 16384
1 \20
1 1 1y 1 (?)
Gt
QRS  S 21X it
2 2 2 2

1\ 1
i (?) =2 35n

Puede observarse que las sumas obtenidas son iguales a una parte -
constante, 2 menos una fraceién, que es tanto menor cuanto mayor
es el niimero de términos que se consideran.

Anélogamente, si tomamos la progresion

a, aq, ag®, ..., ag*t, ag® " siendo 'Iq]< 1;

cuya suma es S = s o

Puede observarse que como ¢< 1, al ir aumentando el valor de

n la fraceibn

no varia, pues en ella no figura n, y en cambio

¢ se hace cada vez més pequefio y por lo tanto lo mismo sucede con

el producto ¢" que podemos hacer tan préximo a cero como

Lomog
deseemos con tal de tomar a n suficientemente grande, con lo que

: , a ot G
resultaria que’S y i diferirian tan poco como uno quisiera.

Esto se expresa diciendo que i 0 es el limite de S cuando n au-

) 1
=~ . . . S
menta indefinidamente, es decir que:

a+aq+aq2+.b.. +a_q"“1+‘aq";}—... = l—a—q =9
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En el ejemplo anterior se tendria

1 1 1 1 1
S=14+—4+—+... + + — s iz
i 2 i 4 T 2k 2n 2l "
g o

y en el ejemplo siguiente:
SRR S I i T
9 i
3 3

161. Aplicaciones.— Las férmulas que dan el valor del tltimo tér-
mino y de la suma de los términos de una progresién geométrica,
nos van a permitir resolver los problemas siguientes:

Dadas ires de las siguientes cantidades : primer términog, ultimo tér-
ming, razon, nimero de términos, hallar las otras dos, mediante el sis-
tema de ectaciones que se obtenga reemplazando en las férmulas
‘mencionadas las ineégn tas por « e y y los datos por sus valores, como
puede verse en los problemas que siguen : '

ProBLEMA. — Dados el primer térmimo, a =5, el t%ltimo, 1 = 1280
y el nivmero de términos, n =9, de una progresion geométriea, deter-
minar la razén y la suma de los términos de dicha progresion. /‘

/

Daros IncogNITAS [/
a=5 ; q ==z (’
1 = 1280 S=y
n=9 : !
| " \
SoLuct6N. — Siendo 1 = ag"' v'S = a- 1" reemplazando los

datos por sus valores, ¢ por z y S por y se tiene el sistema

[ 1280 = 52> [1] i
] o
1 y= 5%-_—_—: (2]
(z"{‘,‘f

= i o

¢ TEEEP SR W
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Despejando el valor de z de la [1], se tiene:

8
1280i= xR <. :c3=1—25§9=256 luego = = /256 = 2

sustituyendo este valor en la [2], resulta

P e
y —har i et L N A
S 1

luego la razén es ¢ = 2 y la suma es S = 2555,

ProBLEMA., — Dados el primer término, a = 2, la razén, ¢ = 3,
y ¢l ntmero de términos, n = 5, de una progresion geomélrica, deter-
manar el ultimo término y la suma de los mismos en dicha progresion,

Da1os INcOGNTTAS
== ) ti=1x
g=3 S=y
=

SoLuciéN. — Siendo I = ag" ' 'y S = g il reemplazando los

\ q —

datos por sus valores, I por z, y S por y, se tiene el sistema

4 o
| p=25"1

f Como cada una de estas ecuaciones tiene una sola incognita, el
valor de ellas se obtiene resolviendo aisladamente cada ecuacién
Asi, resulta
r =123k = 2.8} =162

y=2fg;i=2u

luego el dltimo término es I = 162 y la suma y = 242.



i
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ProBLEMA. — Dados el 4ltimo término, 1 = 256, la razén, q = 2,
y el numero de términos n =7 de una. progresion geométrica, determi-
nar el primer término y la swma de los términos de dicha progresion.

DaTos IncoéaNITAS
=256 QG
q=2 B=y
n=7
2 . n—1 : qn g
Sorucion. — Siendo | = ag yS=a 75t reemplazando los
datos por sus valores, a por z y S por y se tiene el sistema
[ 256 = #2571 : [ 256 = 64 z [1]
1 o o1 0 sea ] A |
DI e W | y=1272  [2]
Despejando el valor de z de la [1], se tiene
il 2oBi
64

gustituyendo este valor en la [2], resulta
: y =127 X 4 = 508
luego el primer término es @ = 4 y la suma es S = 508.

ProBLEMA. — Dados el nimero de términos, n = 6, la suma, S = 630

y la razon, q = 27 de una progresion geométrica, determinar el primero
y el altimo término de dicha progresion.
Daros IncoGNITAS
n =26 a==z
S = 630 o=
it

q='§'
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qn - 1
WE reemplazando los

datos por sus valores, a por z y [ por y, se tiene el sistema

( 2 s Tl Fnlb il g S,
_1. i ! b .1_. 1 :
5 o bien ? ol

630 =2 —-———— 630 = 2 ———— [2]‘
_1.__1 __:L :
L 2 L 2.

SoLuci6N. — Siendo [ = ag* 'y S =a

Despejando el valor de z de la [2] se tiene

.
gt et 630 X 64
—x_i —x64 uego I = - 126
2
0 sea ' z = 320

sustituyendo este valor en la [1], resulta

1 320
Y =55 X320 = = 10,

luego el primer término es a = 320 y el dltimo ¢ = 10.
Aplicaciones. I.— jCudl es la razém de una progresién geométrica de 9 términos
8t el primero es & y el ultimo 1280 R:: q=2.

II. — §Cudl es el primer término de una progresion geoméirica de 8 términos
&1 el dllimo es 384 y la razém es 2 R.: a = 3.

IIT. — zCudl serd el wltimo término de una progresion geoméirica de & términos
st el primero es — 1 y la razém es — 38 - B )= —281,

IV. — ¢Cudantos términos tiene una progresién geométrica cuye primer término
es &, el ultimo 1280 y la razon es 2. R n=09.



ittt R b S o L Kt s e
1 <N b - = s ¥ | . th | -

¥

— 214 —

V. — Hallar: a) el 8° término de la progresién 1, 1/3, 1/9,...; b) el 7° de la 1/4
N, 1/2,1/22,.. ;0 ednodelaa,a(l +2)...;d) elnodelaz, (@+1),
.. d) el 5°de 1/2, 1/8, 2/9 ...; €) ¢l 10° de la 8, — 4, ;...

VI. — Hallar la suma y el producto de: a) los 8 primeros términos de la progresién
2, 6, 18...; D) los 12 primeros de la 1, \/5, 3...;¢) los 6 primeros de—2, 2 1/2,
—31/8. .., d) los 8 primeros de la 80, 40, 20. . .; e) los 4 primeros de 2 \/2—,—4,
4\/?...;]‘) los 9 primeros de la 3, 6, 12.. ..

VII. — El segundo y el tercer término de una progresion geométrica son m y n, res-
pectivamente. §Cudl es el primero? R.: m¥/n.

IX. — Se sabe que bajo ciertas condiciones el nimero de bacterias que contiene la
leche se duplica cada tres horas. Calcular el nimero por el cual es necesario multipli-
car al mencionado en primer término para obtener el mimero de bacterias al cabo de
un dia. R.: 256.

X. — Interpolar 4 medios proporcionales entre 1 y 243; 3 entre — 8 y — 112;
2 entre 19 y 152; 1 entre m y n; 2 enlre m y n; 3 entre 21/4 y 9/4; 6 entre 1

Y — 7/6%.

X1.— Hallar la media proporcional entre: @) 9 y 4; b) 5 y 5/9; ¢) 25 y 4; d)
—zy—1z; ) 2+ 3y 2——\/5;1‘) (@a+b)y

1
s 3 9) 0,05y 8.

XII. — Hallar los limites de las sumas de las progresiones: a) 37, 872, 373,..;
b) 0,45, 0,015, 0,005. . .;¢) 8. \[8,1...;d)8/5,—1,5/8 ...;¢) 4; 0,8; 0,16 ..

XIII. — Conociendo: @) n = 6,a = 13, ¢ = 1/10 hallar Ly S;b)a = 7, 1 = 3584
yn =10, hallar q y S; ¢) n = 11, | = 29296875, q = 5, hallar a y S; d) n =6
q=1/2y8 =19 11/16 , hallarayl;e) a = 3,1 = 1.92\/2ynr= 14, hallar q y S.

XIV. — Un mendigo pide hospitalidad a un avaro, quien no quiere acorddrsela
gratuitamente. El mendigo le hace entonces la siguienie proposicion: yo pagaré 1§ por
el primer dia, 28 por el segundo, 3 § por el tercero y asi siguiendo; en cambio usted
me dard 1/1000 de centavos el primer dia, 2/1000 de centavo el segundo dia, 4/1000
el tercero y asi siguiendo. El avaro consideré esa proposicién como un buen negocio
y consintid en ese arreglo por 30 dias. Liquidar la cuenta al fin de ese tiempo.

R.: El avaro debe 1073742 $
» mendigo > 465 »



CAPITULO XI

NOCIONES ELEMENTALES DE TRIGONOMETRIA

| PROGRAMA, — Generacion de dngulos y signos de los mismos. Medida de los dn-
gulos : Sistema sexagesimal y circular. Valor y signo de las funciones irigo-
wométricas en los euatro cuadrantes. Relaciones entre las funciones trigono-
1 métricas de un mismo dngitlo: Férmulas fundamentales. Conociendo el seno, el
coseno o la tangente de un dngulo, hallar las demds funciones trigonoméiri-
cas. Seno y coseno de la suma de dos angulos. Seno y coseno de la diferencia
de dos dngulos. Semo y coseno del duplo de un angulo. Area de un tridngulo,
; Descripeion y wso de las tablas de los logaritmos de las funciones trigomo-
métricas. Ejercicios.

162. Generacién y signo de los angulos. — Habiamos visto

al dar las primeras nociones de Y
Trigonometria (Geom. Com., 11 M
curso, n® 118) que un éngulo cual-

it o R c
quiera XOM = a se consideraba / B

siempre teniendo como primer la- —
BB = % Qj +X
do al semieje positivo OX de las

abscisas y de manera que el otro

—
lado OM perteneciera al priniero, Y=Y
seeundo, tercero o cuarto cuadrantes, sezin que dicho é&ngulo

P e
XOM = o estuviera comprendido entre 0° y 90°, 90° y 180°, 180° y 270°
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-

y 270° ¥y 360°, respectivamente. Se amplia este concepto de angulo
atribuyéndole a ecada uno un signo de acuerdo con la siguiente:
]
CoNVENCION. — Se considera a los dngulos como engendrados por
= E——
la rotacion de la semirrecta OX alrededor del origen al pasar de la

5 Yo eV, . -
posicién OX a la OM pasando por todas las posiciones intermedias.
Si ese movimiento se hace en el sentido contrario al de las agujas
de un reloj, ,como en la figura, se le asigna el signo 4+, ¥ en caso
contrario el —. De acuerdo con esto resulta que el angulo convexo

~ A

XOM es positivo y el céneavo XOM es negativo, por esa razén
hemos indicado el sentide poniéndole un arco que comienza en el
primer lado y termina con una flecha en el dtimo, como se vé en
las figuras_que siguen.

X X LX \hX(_)m X »
O/{XOC O\e—’@}\ @/'y& :

163. Ampliacién del concepto de angulo. — Esta forma
de considerar generados a los angulos, permite ampliar ese eoncepto,

-admitiendo que el lado OX. puede pasar a la posicién E)ﬁ directa-
‘mente, como en los casos anteriores, o después de dar 1, 2,3, ete.
vueltas o giros completos, en sentido positivo o negativo. Los dngulos
“asf obtenidos se llaman dngulos de mds de un giro. En las figuras

M

+32

siguientes se indican: un &ngulo convexo de 32° uno de un giro
més 32° o sea de 392° y un tercero de dos giros més 32° 0 sea de
752°, siendo los tres positivos.



e

* se traza un arco de cualquier radio, cuyos

ﬁ‘.
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Como los lados de estos angulos coinciden al llevar uno sobre
otro, aun cuando no son iguales pues difieren en uno o dos giros, se
llaman congruentss respecto de un giro.

164, Medida de los Angulos. — SISTEMA SEXAGESIMAL. — Re-
cuérdese que para medir las cantidades de una magnitud se elige
una de ellas como unidad. Asi, por ejemplo, para medir los 4ngulos
en el sistema llamado sexagesimal, ya estudiado, se tcma como uni-
dad al dngulo de un grado sexagesimal, que es la noventa ava parte
de un angulc recto y a sus submiltiplos, que son el dngulo de un
minuto, y el de un segundo, que guardan entre si las relaciones si-
guientes:

2y o] ’
lo___]R ;.11=1 ; ,1/l=_]_

. 90 60 ' .60

165. Sistema circular. — Habfamos visto que en la praetica los
fingulos se miden empleando transportadores cuyo borde circular
estaba dividido en arcos de un grado, por ejemplo, utilizando la
propiedad que la medida de un dngulo es igual a la del arco del cual
es un dngulo central correspondiente y re- M
ciprocamente. ;

Vamos a estudiar ahora un sistema para
medir angulos, llamado eircular, que toma
como unidad al angulo denominado radidn, .

o:57°17 4%

que es tal que si con centro en su vértice s
(@ hwaeerai r—— Uy

extremos estén sobre los lados del &ngulo dado, la longitud de
ese arco es igual a su radio.

166. Equivalencia entre el sistema circular y el sexagesi-
mal. — Considerando a una circunferencia como a un arco-cuyo
angulo central correspondiente es de 360° y teniendo en cuenta
que los arcos de una misma circunferencia son proporcionales a sus
dngulos centrales, y que la longitud de la circunferencia de ra.dlo r
es 2 xr, se tiene:
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que a un angulo de 360° corresponde un arco de 2« radianes

y i T o » 12 » » » » 2w »
360°
5 2ma’’ o
» A » » o4 » P e == —e—
360° 180°
. wo
luego el valor en radianes del 4ngulo ¢° es @, = 111
180°

Esempros. — Expresar en radianes los dngulos de 90°, 180°, 270°,
360, 450°, 2 giros, elc.

| 5 A w90
o Siendo a=90° es a, = s B V05 radianes.
.J 180° N
A o
Anélogamente resulta SRLRY. jt_lg_s?_— = = radianes;
7N o d o
% = 'E—270— = -?—’E— radianes; o, = o906 = 2« radianes;
180° 2 180° :
e, °
== _1:_720_ = 4 ¢ radianes.
180°
o 180° a, ;
De la féormula [1] resulta la @° = —— que nos permite obte-

=
ner el valor en grados de un angulo cuando se conoce su valor en
radianes.

Esempros. — Expresar en grados, minutos y sequndos Lis dngulos
b3 A 7 ! : Tw : .

de — radianes, 2= radianes, 1 radion, R radianes, 5 radianes.

i i

180°. —

4

es o = = i3 = 45°.

i,
4 T 4

Siendo o, =
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5. &
, . 18095 7 gaei T A0 8
Anélogamente: para o, = —es a = = =alDa s
12 T 12
para o, =1 es a = ik sl = B7° 17" 44" ~ 57°3 ;
it w
i
para o, = 7Wesaz— ISO'TTC L =1B15F
4 b 4 i
i 180°. 5
para o, =5 es g = ———
™

VALOR Y SIGNO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
EN LOS CUATRO CUADRANTES

167. Seno. — DrviNiciéN. — Recordemos (Geom. Cém., 11 Afio,
n°® 120) que se llama seno de un dngulo a la razén entre la ordenada
de un punto que tenga a dicho

j fiky
angulo como argumento, y al ra-
dio vector correspondiente a ese 0
punto. y
En simbolos: _ e
e + X
ordenada y
sen ¢ = — = —
radio vector e P

Esempro. — En la figura se tiene sen ¢ = —2— = 0,6

VALOR Y SIGNO DEL SENO EN LOS CUATRO CUADRANTES.—Como la
abscisa, la ordenada y el radio vector son medidas de segmentos
que forman (en general) un trifngulo rectangulo del cual el radio
vector es la hipotenusa, resulta:
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y<p ¥y z < p, ycomo en algunos casos particulares (90° y 270°)

es p =1y, yen ctros (0°y 180°) es p =z, se tiene: -

y=e y que T=p-

y por lo tanto

Y

sen g = — < 1| es decir
(2

IIA

El seno de un dngulo es en valor absoluto menor que uno.

Teniendo en cuenta que el radio vector se considera siempre
positivo y que la ordenada y es positiva en el primero y segundo
cuadrantes y negativa en el tercero y el cuarto, resulta:

X

X R TG T,

g i)

: 18T cuad. | 2°. cuad. | 3°* cuad. | 4°. cuad.
Signo
del seno S -+ o S

168. Coseno. — DerINICION. — Se llama coseno de un dngulo a
la razén entre la abscisa de un punto que tenga a dicho angulo como
argumento y el radio vector correspondiente a ese punto.




—='ooY
En simbolos:
+Y
abscisa z P
OB D= e e e v
radio vector e y
A =X ¥ + X
En la figura: cos ¢ = g— = 0,8 [®) %
VALOR Y SIGNO DEL COSENO. — i

Teniendo en cuenta que la abscisa v
de un punto es positiva en el primero y cuarto cuadrantes y negativa
en el segundo y tercero y que el radio vector se considera siempre
positivo, resulta:

Signo 1°7 cuad. | 2°. cuad. |3°% cuad. | 4°. cuad.

del
coseno + e T +

Por otra parte, como = < o,

: %
resulta cos ¢ = s < 1| osea que:

El coseno de un dngulo es en valor absoluto mennr que 1.
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169. Tangente. — DeriNICION. — Se llama tangente de un dngulo
a la razén entre la ordenada y la abscisa de un punto que tenga a ese
angulo como argumento.

En simbolos:

ordenada Y

i e abscisa 2 z
y :
@ Errpmero. — En la figura
& )?‘ o X + X 5
s tg¢=T=0,75.

VALOR Y SIGNO DE LA TANGENTE. — Teniendo en cuenta que la
abscisa y la ordenada tienen los mismos signos en el primer y tercer
cuadrante y signos contrarios en el segundo y cuarto, resulta

Y’

Signo 1°* cuad. | 2°. cuad. | 3°* cuad. | 4°. cuad.
df: lﬂ
timgemte + — + Ll
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Por otra parte como un cateto de un tridngulo rectingulo puede
ser mayor, igual o menor que el otro io mismo sucede con las medi-
das de los mismos, o sea:

> e A .
y= y por lo tanto tgq;—?-z 1 oslea..

La tangente de un dngulo es en valor absoluto mayor, igual o me-
nor que 1, es decir,. puede tomar cualjwier valor.

170. Cotangente. — DeriNiciON. — Se llama cotangente de un
angulo a la razén entre la abscisa y la ordenada de un punto que
tiene a dicho Angulo como argumento.

abscisa P
En sfmbolos: cotg g = ———— = —
ordenada Y

. ! y ' ¥ 4

Esempro. — En lg 1 fizura del parrafo anterior cotz ¢ = 5

Vavror Y siéNo. — Como la abseisa y la ordenada de un punto
tienen el mismo signo en el primer y tercer cuadrantes y signos con-
trarios en el sepundo y cuarto, resulta (ver ficura anterior) que:

Signo 1% cuad. | 2°. cuad. | 3% cuad. | 4°. cuad.
de la co-
tangente + —_— - =

Por otra parte, como 4 = z es | cot = = 1| osea
b < - ¢ >

<|n

La cotangente de un dngulo es en valor absoluto menor, tgual o mayor
que 1, es decir, puede tomar cualquier valor.
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171. Secante. — DrriNiciON. — Se llama secante de un angulo
a la razén entre el radio vector de un punto que tenga a ese dngulo
“eomo argumento, y la abscisa correspondiente a ese, punto.

<5

“radro wvector
En simbolos: sec ¢ = B i
e

abscisa

-

Eiemrro. — En la primera figura del n° 168 es sec ¢ = —i—

Varor v sieNo. — Como la abscisa de un punto es positiva en
el primero y cuarto cuadrante y negativa en el segundo y tercero, se
tiene (ver figura segunda del n° 168):

Signo 19T cuad. | 2°. cuad. |8°™ cuad. | 4°. cuad. |
de la
secanie T+ = == i
Por otra parte, como = < pes [sec ¢ = -::— =1 0 sea:

La secante de un dngulo es en valor absoluto mayor o igual que 1.

172. Cosecante.— DEFINICION. — Se lama cosecante de un an-
gulo a la razétn entre el radio vector de un punto que tenga a ese
angulo como argumento, y la ordenada correspondiente a ese punto.

radio vector
En sfmbolos: cosec ¢ = —————— = 2
L ordenada Y

: ' 5 : 5
Erempro.—En la primera figura del n° 167 es cosec ¢ = ?f_‘—ﬁ 1,66

VaLoR Y s16N0.— Como la ordenada de un punto es positiva en
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el primero y segundo cuadrantes y negativa en el tercero y cuarto,
se tiene (ver figura segunda del n° 167):

1% cuad. | 2°. cuad. | 3%* cuad.: | 4° cuad.

Signo
de la
cosecante | =+ + = v

Por otro parte, como y < p es |coseco= 5 2l 0 sea:

La cosecante de un dngulo es en valor absoluto mayor o igqual que 1.

173. Relaciones fundamentales que ligan a las funciones tri-
gonométricas de un mismo angulo. — CoroLARIO. — La secante
de un dngulo es igual a la inversa de su coseno.

En efecto: Siendo sec ¢ = s por defin de secante

T _

y cos ¢ = — por definic. de coseno
e

» e X 2 %
como los nimeros — y — son inversos
T (%

1 P

resulta 8O0 5 por def. de ndm. inver.

P

CoroLARIO. — La cosecanle de un dngulo es igual a la tnversa de
su seno.

Siendo cosec ¢ = 2 por defin, de cosecante
' Y
) Al
y sen 9 = — por definicién de seno
p g
3 Py Uk
como los nimeros — y -— son inversos
Y P
resulta cosec = — por def. niims. inversos
sen o
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CoroLARIO. — La tangente de un dngulo es igual al cociente del

:
seno por el coseno del mismo

: l e
En efecto: Siendo sen ¢ = & por definicion de seno
e
y cos ¢ = ik por definic. de coseno
(%
Y
sen l . ;
es SRR LR S por prop. unif. de div.
€08 @ z B
(%
il i sen
Simplific. queda Eragr ¥ como e tg ¢
o8 @ & @
por definici6n de tangente
sen ¢
1 lg o=
resulta g 9 oo ¢

‘CoroLARIO. — La cotangente
coseno por el seno del mismo.

de un dngulo es tgual al cociente del

En efecto: Siendo cos ¢ = — por definic. de coseno
4
sen ¢ = i por definicién de seno
(%
z
es S o e por prop. unif. de div.
Seno LY Tt u
%
i ¢ D i
Simplific. queda e y como = — = cotg ¢
_ sen g Y Y
o8 ¢
resulta cotg ¢ =
r M= Sen @
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ConsuEcUENCIA. — De los dos dltimos corolarios resulta que:
La tangente y la cotangente de un dngulo son nimeros inversos.

1 1
En stmbolos: tg ¢ = ——— ' colg ¢ = ——
cotg ¢ lg ¢

Ademés de estas relaciones se verifica entre las funciones trigo-
noméiricas de un Aangulo la siguiente llamada:

Reracion piracOrica. — El cuadrado del seno de un dngulo mds
el cuadrado de su coseno es igual a uno.

En subolos: sen? ¢ 4 cos® 9 = 1 || (*)

: _ o
En efecto: Siendo sen ¢ = Y es sen? 9= =
% e
& = i
y c0s ¢ = — es cos* g = —
o 22
s i
Sumando m. a m. da sen? ¢ + cos® g = .
¢

y como ¥ 4 a? = p? por el Teorema de Pitagoras, se tiene

9

sen* ¢ + cos® ¢ = =1

9

e

B © )

174. Hallar las funciones trigonométricas de un angulo co-
nociendo una de ellas. — ProsrLema I. — Calcular las funciones
trigonométricas de un dngulo conociendo el semo del mismo.

DaTo: sen ¢ INcOHGNITAS: cos o, tg 9, cot sec ¢, Cosec ¢.
¢ 9, £ 2] 2 @ £ 2)

*) sen® @ y cos? @ significan respectivamette (sen @)% y (cos @)?

Eams, Si sen @ =0,6 v cosd = -%- as sen@ =0.62=0.36 y cos*d = %



SoLuciéN. — Siendo sen® g 4 cos? g = 1 es [cosg=+1/1—sen’ ¢

e

sen o

y como  tg o = : resulta T AR e e
. COS\ @ \/ 1—sen® g

1 V1—sen?g
pero A T

cotg g = luego cotg ¢ = =+
tg o ¥ sen ¢
1 1
sec ¢ = » BEC: ¢ = e
cos ¢ A 1—sen?g
1
cosec ¢ = —
sen ¢

i 2
EjEMPLO. — S1 sen ¢ = : es

)
tg g = 3* =:i:—2:.=:i:2\/O ,(-otggc::t\,_‘r’
V5 V5 5 2
i, =
3
sec ¢ = - = + ¢ = + 3‘/3 ; eosecp = :
3 V5 V5 R
R

ProBLEMA II. — Calecular las funciones trigonométricas dé un dngulo
conociendo el coseno del mismo.

Daro: cos ¢ INcOGNITAS: sen ¢, tg ¢, cotg g, sec g, cosec g.
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SoLucion. — Siendo la secante de un éngulo la inversa de sufco-
seno, se tiene:

1
cos ¢

sec ¢ =

Ademés, como sen? g+cos? g=1, es | sen ¢ = x 1 1—cos’ g

i ¥
es | cosec g = =+

sen ¢ V1—cos?e

Yy €omo cosec ¢ =

sen o V1—cos? ¢

t = es | & =4+ —
X 29 dos.3 £ 9 03 ¢
1 cos ¢

cotg ¢ = es | cotg ¢ = &£ ————

tg o AV 1—cos?yg

: 3 4
EjeMpro. — Si cos ¢ = 7% es sec ¢ = =

3\ 9 7 T
sen 9=+ 1~(z)——:ﬁ: 1-—1—6-—&:4/—16——:&7;

e ~NT o
cose<:q:=:|:—4_—=:t:ﬁ - tg<p=:|:i=:!:\/—7
V7 i 3 3
4
3 37
V7 1

ProBreva [II. — Calcular las funciones trignonométricas de um
dngulo conociendo la tangente del mismo.

DaTo: tg ¢ INcOGNITAS: sen g, cos g, cotg o, sec g, cosee g.
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SoLucION.

Por una relaciéon anterior, se tiene

cotg ¢ = m

2

o0 T sen o A sen”
Ademés siendo tg ¢ = : es | tpto = SucsCh s
cos ¢ cos? g
vy sumando 1 a ambos miembros da
sen® ¢ cos? 9 + sen?
14-tg2g =1+ LAGHS : 2
cos® ¢ cos? ¢
2 o 9 1
¥y como sen® ¢ 4 cos? ¢ = 1 resulta 1 4 tg? ¢ =
cos? ¢

1

de donde cos’ g = —— —
Lo
luego co. 4 !
L COS @ = T —————+
Vittgo

1
Como sec ¢ = es |seco= 41+ tg2e

cos @

sen g

Por otra parte, siendo tg 3 =
COS ¢

tg o

luego SER @ = L ee———————=
i V1t+tge

1 Vittes

es sen ¢ = ¢os ¢ tg g,

como cosec g = es | cosec ¢ = 4
- % sen ¢ ¥ ¥ tg o
EsemprrLo Sit 2 es cotg ; ¢os 215, )
P «— DL @ = S o - ) =
g9 @ > 4 \/ 1o
1 V5 e 2
=4 — =4 —— ;5 0=1Y0 ; Sen 9= &L ——— =
V5 5 v V142
2 245 5
=4 = v ? cosecq>=iL
V5 5 2
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175. Seno y coseno de la suma de dos angulos. — Puede de-
mostrarse que: Bl seno de la suma de dos dngulos es igual al seno del
primero por el coseno del seqgundo mds el coseno del primero por el
seno del sequndo.

En simbolos: sen (« + 8) = sen zcos B + cos sen § | donde

z'y @ son Angulos cualesquiera.

EsempLos. — Sen (30° 4 45°) = sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45°
sen (120° + 210°) = sen 120° cos 210° + cos 120° sen 210°

También puede demostrarse que: El coseno de la suma de dos dngu-
los es igual al producto de los cosenos de los sumandos menos el pro-
ducto de los senos de los mismos.

En simbolos: | cos (@ + ) = cos w cos 3 —sen zsen § | siendo

oy @ angulos cualesquiera.

Esempros: cos (90° + 60°) = cos 90° cos 60° — sen  90° cos 60°
cos (450° 4 30°) = cos 450° cos 30° — sen 450° sen 30°

176. Seno y coseno de la diferencia de dos angulos. — Trate-
mos de hallar el sen (z— 8). Como ¢— § = a + (— §) y la expresion
del seno de la suma de dos dngulos es valida para cualesquiera que
sean los Angulos 2 y §, se tiene:

sen (¢ — @) = sen [« + (— @)] = sen a cos (—8) + cos zsen (— B)

Por otra parte es facil observar que los cosenos de dos angulos
iguales en valor absoluto y de signo contrario son iguales y que

Jos senos de esos angulos son nimeros contrarios, resulta

cos (— B) = cos @ sen (— @) = — sen B, luego:

sen (x— @) = sen « cos @ + cos z (— sen B)

sen (@ — @) = sen = cos B — cos z sen B) | 0 sea que:
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El seno de la diferencia de dos dngulos es igual al seno del pri-
mero por el coseno del sequndo menos el coseno del primero por el
seno del segundo.

Esjempros:  sen (80° — 39°) = sen 80° cos 39° - cos 80° sen 39°

sen (90° — 190°) = sen 90° cos 190° — cos 90° sen 190°
Analogamente resulta

cos (a— @) = cos [ + (— B)] = cos « cos (— B) — sen « sen (— B),

y teniendo en cuenta lo dicho respecto del seno y del coseno de dos
angulos iguales en valor absoluto y de signo eontrario, se tiene:

cos (o — B) =.cos « cos B — sen o (— sen @)

luego cos (x— @) = cos « cos § + sen «sen @ 0 sea que:

El coseno de la diferencia de dos dngulos es igual al producto de los
cosenos de los mismos mds el producto de los senos.

Ejempros:  cos (50° — 10°) = cos 50° cos 10° + sen 50° sen 10°

cos (840° — 1000°) = cos 840° cos 1000° + sen 840° sen 1000°

177. Seno y coseno del duplo de un angulo. — Tratemos de
hallar el seno y el coseno del duplo de un 4ngulo «, por ejemplo.

Siendo 20 = a+

es sen 2 o = sen (« + «) = sen « ¢os & + cos « sen a.

luego sen 2 o = 2 sen @ CoOs & 0 sea que:

El seno del duplo de un dngulo es igual al duplo del producto del
seno de ese dngulo por el coseno del mismo.

Ersmpros: sen 2.80° = 2 sen 80° cos 80°

sen  60° = sen 2.30° = 2 sen 30° cos 30°.

S a———
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Analogamente se tiene:

cos 2 o = cos (« + o) = cos & ¢os ¢ — sen o senh «

cos 2 a = cos? @ —sen’ a 0 sea que:

El coseno del duplo de un dngulo es igual a la diferencia entre el
evadrado del coseno y el del seno de ese dngulo.

Esemrros: cos (2.103° = cos® 103° — sen® 103°

cos 320° = cos (2. 160°) = cos? 160° — sen? 160°.

178. Area de un triangulo. — Tratemos de enconfrar la super- '
ficie de un triangulo cualquiera ABC.

3 . A ] .
Siendo Sup ABC = i b.h [1]

tratemos de hallar ¢l valor de h en funcién de los clementos del |
triangulo dado. -

B s

A — /. 2

tioies) N\ A
Como h es el cateto BM opuesto al angulo A en el BHA, y un
cateto es igual a la hipotenusa por el seno del dngulo opuesto al mismo
(Geom. Comerc., 11 ano, n° 124), se tiene: '

N
h = c..sen A

y reemplazando en [1] resulta:

A 1 ~
Sup. ABC = 5 b.csen A
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donde podemos observar que A es el dngulo comprendido entre los
lados b y ¢. Puede demostrarse que esta formula es completamente
general y se expresa diciendo:

La superficie de un tridngulo es igual al semiproducto de dos lados
por el seno del dngulo compren-

dido entre ellos. B
Esemero. — Calcular con  los
datos del croquis la superficie del 4

tridngulo ABC. b:1sm

i

A
Sup. ABC = — . 15 m. 8,60 m. sen 50°,

y como sen 50° ~ 0,766

1

A
resulta Sup. ABC ~ 5 - 15 m 8,60 m 0,766 = 49,4070 m>.

CASO PARTICULAR. — Si el tridngulo es rectingulo en A como
sen A = sen 90° = 1, se tiene:

) A 1 1 1 ;
Sup. ABC = 5 b.c.sen 90° = 5 DGk = 5 b ¢ que es la mis-

ma formula que nos da la Geometria plana.

179. Descripcion de las tablas de los logaritmos de las fun-
ciones trigonométricas de un angulo. — Se llaman tablas loga-
ritmico trigonométricas a los euadros donde estan consignados los
logaritmos de las funciones trigonométricas de los angulos desde
0° hasta 90°. ‘

Como, en general, los logaritmos de esas funciones tienen infinitas
cifras decimales, las tablas s6lo dan las primeras de esas cifras,
es decir, valores aproximados de las mismas. A continuacion deseri-
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bimos la tabla n° 11 de J. Hoiiel, que da esos iogaritmos con su
caracteristica y la mantisa con cinco decimales.

La tabla consta de 45 paginas. En la primera figuran los logaritmos
de las funciones trigonométricas de 0° a 1° y de 81° a 90°; en la
segunda pagina los de 1° a 2° y de 88° a 89°, etc., v en la tltima

los de 44° a 45° y de 45° a 46° variando en la misma forma. Cada

pagina consta de 11 columnas; en la primera de la izquierda estan

‘eseritos los minutos, desde 0 a 60, que se agregan al nidmero de
“grado que figura en la parte superior de las mismas y en la dltima de

la derecha los ntimeros de minutos, de 60 a 0, que es necesario agregar
al nimero de grados que se indica en la parte inferior.

En las columnas restantes figuran los logaritmos de las seis fun-
ciones trigonométricas de esos angulos y las diferencias entre dos
consecutivos de cada columna.

Las columnas llevan en la parte superior el nombre de una funciéon
o de una cofuncién, y en la parte inferior el de la respectiva cofuncion.
Asi en la pagina que reproducimos se observa que en la eolumna
que arriba dice sin (pues en francés el seno se eseribe sinus) debajo
dice cosin, ete.; donde dice cosee, debajo dice sec. Ademéis las co-
lumnas que dan las diferencias que estan indieadas con la letra D,
se refieren indistintamente a las diferencias de los logaritmos de las
funciones indicadas en las columnas que estan a su izquierda y a su
derecha.

Como, en general, los senos y cosenos de un angulo son ndmeros
menores que uno, lo mismo gue las tangentes de los angulos me-
nores que 45° y las cotangentes de los mayores que 45°, las caracte-
risticas de sus logaritmos son negativas, pero, pbr razones tipogra-
ficas, se ha omitido la eseritura del signo menos que tendria que
colocarse encima de esa caracteristica, aumerntando a esos loga-
ritmos en 10 unidades. Per eso en la practica se deberan reemplazar
las caracteristicas 9, 8, 7 y 6 de las columnas, sin, cosin, tang y cot
por'1, 2,3 ¥y 4 respectivamente,

Asf en lugar de log sen 23° 15" = 9,59632 esecribiremos T,59632.

180, Uso de las tablas. — ProsrEMA pDirECTO. — Caleular el lo-
ritmo de una de las funciones lrigonométricas de un dngulo dado.
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PriMER cA80. — Kl dngulo estd comprendido entre 0° y 90° y consta
de um nivmero entero de grados iy minutos. |

El logaritmo de una de las funciones trigonométricas de un angulo
menor que 45°, se encuentra en la interseccion de la columna enca-
bezada por el nombre de la funcién cuyo valor se busea, con la fila
que comienza con el nimero de minutos de dicho angulo.

Byempros. — Log sen 23° 24’ =1, 59895; log cotg 23° 52" = 0,35414.

Si el angulo es mayor que 45° el logaritmo de una de sus funciones
trigonométricas se encuentra como en el caso anterior buscando el
nombre de 1a funcién en la parte inferior dé las columnas y el ndmero
de minutos en la de la derecha.

Esempros. — Log sen 66° 39" = 1,96289; log sec 66° 08" = 0,39296.

SEGUNDO CAs0. — FHl dngulo estd comprendido entre 0° y 90° y
consta de un nivmero entero de grados, minutos y sequndos.

BEn este caso debe hacerse una interpolacion analoga a la ensenada
al tratar ¢l segundo caso del manejo de la tabla de los logaritmos
de los nimeros (pag. 58), teniendo en cuenta que la diferencia entre
dos angulos consecutivos es de 1’ = 60" y que es necesario restar
la parte proporcional correspondiente a los sequndos cuando se trata
de un coseno, de una cotangente o de una cosecante, pues estas cofuneio-
nes disminuyen al aumentar el dngulo de 0°a 90°. En Jos ejemplos
que siguen adoptamos la misma disposicion practica utilizada pars
los logaritmos de los nimeros.

Esemero 1. — Hallar el log tg 23° 17" 40",

08 para tg, 23° 17" 1,63379

e R R s S T + 23
035 —_— ,

e= Y =B | logtg 23°17' 40" = 1,63402

Esumero 11— Hallar el log cosec 66° 20" 10"
o oe ! para  66° 20/ 0,03815

10— r=—

D=6 e AR
== =1 | log cosec 60° 20" 10" = 0,03814




Puede evitarse el ealeulo de la parte proporcional z utilizando
las tablas marginales que figuran en la columna encabezada por
Part. prop. que se manejan como se ha indicado al tratar el manejo
de las tablas de los logaritmos de los nimeros (pag. 58).

ProBrLEMA INVERSO. — Calcular un angulo conociendo el logaritmo
de una de sus funciones trigonomélricas.

Esemero 1. — Hallar el dngulo X sabiendo log sen X = 1,60392.

Teniendo en cuenta que en la tabla de Hoiiel el 1 se transforma en
9, buscando en la columna que dice sin en la parte superior encon-
tramos que 9,60302 es el log sen 23° 38'; luego resulta que el dngulo
buscado es X = 23°38’.

Esempro 11, — Hallar' X sabiendo log tg X = 0,35585.

Como este valor figura en columna que dice tg en la parte inferior,
leemos el niimero de grados en esa misma parte y el de minutos en la
columna de la derecha y obtenemos que el angulo busecado es

X =667 134,
Esemrero 1L — Hallar X sabiendo que log sec X = 0,03764.

Buscando en las ecolumnas de la see no encontramos el valor dado,
pues esti comprendido entre dos consecutivos, 0,03760 y 0,03766,
por lo tanto, para hallar el dngulo buseado, interpolaremos de
manera aniloga a la explicada (ejemplos I y IT del 2° easo) plan-
teando la proporcion en sentido inverso. Adoptando la disposicién
praetica conocida tenemos

S ‘1 para 0,03760 —  23° 30/
 Frswn s C @ T T T + 40"

4.60 " S\ ST SR s T Ty 3
2= 25 =40 | para 0,03764 — . 23°30’ 40" = X

Esemero IV. — Hallar X sabiendo que log cot X = 1,64203.
Procediendo como en el ejémplo anterior tendriamos

| paraT,64175 — 66° 20’
mooo s | D342 g
|

1,64203 — 66°197117 = X

SRl ey
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OpsErvAcIONES. 1. — La tabla explicada sirve para calcular el
logaritmo del wvalor absoluto de las funciones trigonométricas de
angulos mayores que 90° pues puede demostrarse que: dado un
dngulo cualquiera existe otro positivo y menor que 90° cuyas funciones
trigonométricas son, en valor absoluto, iguales a las del dado.

IT. — Cuando determinamos a un dngulo por medio del logaritmo
de una de sus funciones trigonométricas, hemos supuesto que per-
tenece al primer cuadrante, pues hay otros angulos distintos que
tienen esa misma funcion trigonométrica.

Aplicaciones. — 1. — Dibujar los dngulos siguientes: a) 5 R; b) T R; ¢) 9 R;
d)— 8 R; ¢) 11 R. 4

11. — ;Qué angulo describe el minulero de un reloj: a) en 30 min.; b) en 1 h 10
min;e) en 3 h; d) al pasar de las 12 h 40 min a las 13 h 15 min; €) en 24 h.

1. — Expresar en radianes los angulos de: a) 30°; b) 0°; ¢) 75°; d) 135°; €)
420°; 1) 640°; ¢) 1080°; h) — 270°; i) —210°,

: : : ™ :
IV, — Eapresar en grados, minulos y segundos los angulos de: a) i radianes;

b) 4 T radianes; e) T adianes: d) 6 radianes; e) 9—‘” di : f) 22 radianes
%+ 3 b 9 , ™ C8y 5 e 8 ¥

‘

V. — Caleular aprozimadamente, empleando la regla graduada y el transportador.
las funciones trigonométricas de los dngulos de: a) 78°; b) 145°; ¢) 218°; d) 320°;
¢) 120%; f) — 405° g) — 180°.

VI, — Dibujar un angulo sabiendo que: a) su seno es 3/5 ; b) su coseno 2/8 ;
¢) su tangente 1/2; d) su colangenie 2; ¢) su secante 3/2; f) su cosecante es 4/3.

VIL. — Caleular las funciones trigonométricas de un dangulo x sabiendo que: a)
sen x- = 1/2; b) cos v =2/3; ¢) tgx =3/5; d) colgx = — 3/2; e) secx = 15/8;
1) cosec x=——\/:?. '

VIIL. — ;Cudl es el signo de: a) sen 120°; b) cos — 45°; ¢) tg 208°; d) cotg 415°;
e) sec 220°; f) cosec — 345°,

IX. — Hallar sen (a'+ B), sen (¢— ), cos (z + B), cos (x— @), sabiendo que:

L 2
a) sen @ = 1/2, cos f = 3/4; b) sen a = 2/5, sen B = s ¢) sen a = §/6,

cos § = 1/3; d) sen @ = 0, cos B =1; €) cos o = 1/, cos g = 3/5.
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X. — Hallar las funciones trigonométricas de los dngulos de 75° y de 15° sabiende

Ve Vs

que: «en!,&"—-;— y cos 80°———-

XI. — Hallar las funciones trigmmmétn‘oas de: a) 60°,; sabiendo que sen 30° = 1/2,

2 !
5 ¢) de 120° sabiendo que cos 60° = 1/2.

~

b) las de 90°, sabiendo que cos 45° =

“XII. — Calecular, empleando logaritmos, el area del triangulo ABC' sabiendo que:
a) b = 181 m, ¢ = 2056 m, « = 50° 45’ 20"; b) a = 508,47 m, b = 602,64 m, v =
=82°40"50"; ¢) a =b = 146-m, ¥ = 49° 560" J2"; d) a = 82,6/, Km, ¢ = 1285,6
Dmy, 8= 56° 400; ) a = 1848,64 m, b = 2046,58 m, v = 60° 12" 0",

XILL — Hallar los logaritmes de las siguientes funciones lrigonoméiricas: a)
sen 28°30" 12"; b) cos 76° 40" 28"; ¢) tg 39°59' 41": d) colg 50° 41" 56”5 d) see
40° 12! 18"; e) cosec 59° 59" 10"".

XIV. — Hallar un angulo = sabiendo que: a) log sen x = 1,63497; b) log cos
= 1,37498; c) log lg © = 0,49198; d) cotg = = 1,63991: ¢) log sec x = 0,18486;
f) log cosec = = 0,61145.

XV. -— Calcular la superfzcze de: a) un paralelogramo sabiendo que dos de St
lados tienen 15 m y 45 m de longitud, y el angulo comprendido es de 50° 26" 40";
b) de un rombo de 56 cm de lado y un angulo de 70°,
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CAPITULO VII, — Funciones algebraicas mis usuales de una varinble pig. 120 a 154
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Aproximaciones sucesivas por simple interpolacién. Reconocimiento de las
curvas més usuales: Circunferencia, elipse, hipérbola y parébola, por el tipo
de su ecuacién., Verificacién mediante la representacién gréfica. Resolucién
analitica y grifica de un sistema de ecuaciones constituido por una de segun-
do grade y otra de primero. Resolucién grifica del sistema formado por las
ecuaciones de la cireunferencia o hipérbola equildtera, Ejercicios.

CapitULo VIII. — Amdilisis combinatorio . . . . ... . . . . . . de pig. 155 a 181

Definicién, Formacién y niimero de arreglos que se obfienen con m elementos
tomados de n en n. Férmula correspondiente. Namero de arreglos en el caso
que n = m. Permutaciones de n elementos: Definiciones. Férmula corres-
pondiente: Férmulas usuales para expresar el ntmero de permutaciones de
n elementos. Combinaciones: Definicién. Formacién y nimero de combina-
ciones que se obtienen con m elementos tomados de n en n. Férmula corres-
pondiente. Combinaciones ' complementavias. Ejercicios. — Producto de fac-
tores binomiales que tienen un término comiGn. Férmula correspondiente.
Binomio de Newton: Deducecion -de la férmula para el desarrollo del mismo,
Desarrollo del hinomio diferencia. Propiedades de los coeficientes, Apliea-
ciones: Caso en que los términos del binomio sean cualesquiera y caso en
que uno de ellog sea la unidad, Término general del desarrollo del binomio.
Aplicacién del desarrollo del binomio para obtener el nidmero. Generaliza-
¢ion de la ley del desarrollo del binomio para exponente negativo y fraceio-
nario, en los casos posibles, (postularla). Aplicaciones a los binomios de tipo
m |
(L+i)~™ vy (1 + 1) n . Probabilidades: Probabilidad simple; casos favora-
. bles ¥ casos posibles; frecuencia. Definiciones, Consideraciones y aplicaciones
sencillas a problemas conocidos de: Probabilidad simple, complementaria o con-
traria; probabilidad total y probabilidad compuesta. Ejercicios y problemas.

CAPiTULO IX.— Progresiones-aritméticas . . . , . . . . . . . . .de pig 182 a 197

Definiciones. Deducecién de la férmula fundamental para obtener el dltimo tér- %
mino. Férmulas que se deducen de la fundamental: Del primer término, de i
la razén y del namero de término. Suma de dos términos equidistantes de

los extremos de una progresién aritmética. Suma de los términos de una pro-

gresién  aritmética. Interpolacién de medios aritméticos. Definicién. Ra-

26n de Ja interpolacién. Medin aritmética. Aplicaciones: Dadas tres de las

cantidades: Primer término, dltimo término, nimero de términos, suma de los A

términos y la razén, determinar las otras dos. Imposiciones a interés simple b o1
como suma de términos de una progresién aritmética de razén positiva. Amor-

tizaciones a interés simple, como suma de términos de una progresién arit-

mética de razén negativa, Ejercicios y problemas.

CariTUuLo X.— Progresiones geométricas . . . . . . . . . . . . de pig. 198 a 2i3

Definicién. Progresi6n geométrica creciente y decreciente. Deduccién de la
férmula fundamental para obtener el dltimo término. Férmulas que se deducen
de la fundamental: Del primer término, de la razén y del nimero de térmi-
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nos. Producto de dos términos equidistantes de los extremos de una progre-
sién geométrica. Producto de varios términos consecutivos. Suma de los tér-
minos de una progresién geométrica creciente, Caso en que la progresién . es
decreciente; limite de esta suma, cuando el nimero de términos crece inde-
finidamente. Interpolacién de medios proporcionales: Definiciones. Razén de
interpolacién. Media g étrica. Aplicaci : Dadas tres de las cantidades:

{ Primer término, dltimo término, nimero de términos, suma dé los términos
¥ la razén) determinar los otros dos. Problemas y ejercicios entre los cualest
aparezcan términos de forma binomial. }

CAPiTULO XI.— Nociones elementales de trigonometria

Generacién de &ngulos y signos de los mismos. Medida de los &ngulos: Sis-
fema sexagesimal y circular. Valor y signo de las funciones trigonométri-
cas en los cuadtro cuadrantes. Relaciones entre las funciones trigonométri-
cas de un mismo dngulo: Férmulas fundamentales. Conociendo el seno, el
coseno o la tangente de un fingulo, hallar las demas funciones trigonomé-
tricas. Seno y coseno de la suma de dos éngulos. Seno y coseno del duplo
de un fingulo. Area de un triingulo. Descripeién y uso de las tablas de
‘los logaritmos de las funciones trigonométricas. Bjercicios.
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