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NUEVAS ‘TENDENCIAS EN LAS APLICACICNES DE LA.MATEMKTICA
1. LISTA DE TOPICOS

Una de las caracteristicas de la matemitica del Gltimo cuarto de siglo,
ha sido el gran aumento, en extensifén, de su campo de accidn. Muchas dis-
ciplinas, como la economia, la psicologia y la mayoria de las ciencias na-
turales, que antes usaban poco la matemitica, o por lo menos su uso estaba

‘restringido a algunos de sus capitulos especiales, actualmente 1la usan como
herramienta comiin. Esto ocurre en todos los niveles de la matemitica. En el
caso de la matemitica de la escuela secundaria, sin apenas modificar su con-
tenido, caben nuevas aplicaciones que permiten darle mayor actualidad y mos-
trar, en aspectos muy variados, la eficacia de sus métodos.

Por otra parte, los avances en la sistematizacidn y en la metodologia,
han hecho posible que temas antes considerados como exclusivos de la mate-
mitica de nivel terciario, puedan actualmente darse a nivel secundario, lo
cual pemmite incrementar notabiemente, por disponer de mis medios, el campo
de las aplicaciones,

Sin pretender que sea campleta, se puede sefialar la siguiente lista de
temas propicio para las aplicaciones de la matemitica al nivel secundario.
En cada tema, es posible encontrar abundantes ejemplos, tanto para motivar
la enselianza de ciertos tépicos, como para ejercitar los conocimientos ad-
quiridos.

- Matemitica comercial. Nociones de matemdtica financiera y actuarial.
- €4lculo mmérico. Nociones de cdlculo grifico y monogrﬁflco
- Aplicaciones.geométricas y trigométricas,
- Aplicaciones de los elementos de la teoria de funciones reales.
- Algebra lineal. Nociones de cdlculo matricial.
- Programacifn lineal. Matrices de produccién. ProgramAC1on dinfmica.
- Teoria de los juegos.
- Investigacidn operativa.
- Teoria de Grafos y aplicaciones a problemas de transporte o f£lujo
y a genética. .
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Criptografia.

Teoria de la informacidn.
- Simulacién,

Matrices de decisién.

Es evidente que algunos de estos temas son muy generales y se refieren
a extensas teorias. Se ha querido indicar, Gnicamente, que los fundamentos
esenciales y algunos ejemplos muy simples, caben al nivel de la ensefianza
secundaria, sin pretensiones de desarrollar, ni tan solo superficialmente,
la teoria general.

Los cuatro primeros temas seflalados en la lista precedente son los mds
conocidos y tradicionales. No hace falta dar ejemplos de ellos, por ser bien
conocidos de los docentes y encontrarse en abundancia en la mayoria de los
textos escolares. Unicamente puede ser (itil indicar, brevemente, algunos de’
los puntos que camprenden, para mejor dar idea de su contenido:

Matemitica comercial. Porcentajes. Inter&s. Descuento (no olvidar la ta-
sa de inflacién). Repartos proporcionales. Mezclas. Rentas. Empréstitos.
Seguros. Tablas de mortalidad, '

Cidlculo mmérico. Sentido de la aproximacidn. Errores absoluto.y relati-
vo. Cdlculo con nimeros aproximados. Resolucidn grdfica de ecuaciones e
inecuaciones. Determinacién de leyes empiricas. Resclucién mumérica de ecua-
ciones: uso de calculadoras de mesa o de belsille. Uso de tablas.

Aplicaciones geométricas y trigométricas. Construcciones grdficas. Dibu-
jo decorativo: blisqueda de simetrias. Grupos de transformaciones que dejan
invariante un trifngulo, cuadrado, cubo o tetraedro. Transformaciones 1li-
neales y matrices correspondientes. Trigonometria préctica: cdlculo de dis-
tancias y dngulos ‘sobre el terrenc. Prcblemas de persecucidn y encuentro.
Estdtica del s6lido,

Aplicaciones de los elementos de la teoria de funciones reales. Represen-
tacién grifica y estudio analfitico de funciones, Crecimiento, Miximos y mi- '
nimos. Curvatura. Cinemdtica del punto. Caida de los cuerpos; proyectiles.
Movimientos armdnicos. Cilculo de dreas y vollmenes.

En cuanto a los restantes tdpicos de la lista anterior, que son mis no-
vedoscs, se formulan a contimiacidn unos cuantos ejemplos, siempre a nivel
secundario, con la finalidad de ilustrarlos, pudiendo cada profesor elaborar



situaciones andlogas a las mostradas, auxilisfndose en todo caso de la Biblio-
grafia mencionada al final.

Es muy importante destacar que tanto los temas expuestos, como 10s ejem-
plos mencionados a continuacién, no deben tomarse de ninguna manera como te-
mis bidsicos de los programas e incluirlos sistemAticamente en ellos, sino
- tan solo como ejemplos entre otros muchos que se podrian incluir en el momen-
to que el profesor lo estime oportunc, para interesar-a la clase o a deter-
minado grupc de alummos. |

Una de las dificultades de la escuela secundaria es la heterogeneidad de
los alumnos en cuanto a vocacidn, capacidad e interés. Por esto, para cada
alumo o grupo de alumnos conviene elegir las aplicaciones que mejor se adap-
ten a su manera de ser. '

2. EJEMPLCS DE APLICACIONES

1. Radicacifn cuadrada.

la iteracién de ciertas operaciones conduce muchas veces a resultados in-
teresantes, en los cuales cabe discutir problemas de convergencia. Por otra
- parte, con el uso de las actuales computadoras de bolsillo, los cdlculos son
faciles e instructivos y muchas veces précticos para llegaf a la solucidn
mmérica de ciertos problemas. |

Vamos a considerar el ejemplo del cflculo de la rafz cuadrada, siguiendo
a T.J. Fletcher, L'Algébre Linéaire par ses Applications, CEDIC, 1972.

Partiendo del par (1,1} calcular los valores sucesivos de (X,y) reempla-
zando en cada etapa (x,y) por (x+2y, x+y). Construir entonces la siguiente
tabla:

x y x2 y2 x2/‘y2 x/y

1 1 1 1 1

3 2 4 2,25 1,5

7 5 49 25 1,96 1,4
17 ) 289 144 2,0069 1,4167
41 29 1681 841 1,9988 1,4138
99 70 9801 4900 2,0002 -~ 1,4143




Se cbserva, como cosa experimental, que x2/yZ tiende a 2 y,-por tantb,
que x/y tiende a la raiz cuadrada de 2. Se desea justificar este hecho.

Llamando (xp, y,) a los valores de X,y, despus de n pasos se tiene:

Xn = Xp-1 * 2 yn-1 Yn = Xp-1 * ¥Yn-1
de donde.
o (501 /7n-1) * 2

Yo (n-1/¥p-1) *1
‘Suponiende que 1a sucesidn x/y, es convergente y que el limite es L, debe ser:

L=L"*2  4c donde LZ = 2.
L1

Si se quiere expresar la sucesidén (x;,y;) en forma de matriz, se tiene:

(xn Yn) =(Xp-1 Yn-1) (1 1)
2 ]

y de aqui, empezando para n = 1,2,3,... y llamando A a la matriz del segundo
miembro de la igualdad anterior, resulta:

(xp yp) = (1 1) An-l

Otra manera de obtener la raiz cuadrada de un nfmero a >0 por iteracién
es la siguiente. Sean xj, X3,... las aproximaciones sucesivas. Si para x, el

error es e,, se tiene:
(x, + en)2 = x% *2x, et eg =a
Suponiendo que ey, es pequeilo, de esta igualdad se deduce que, aproximada-

mente, €s e, = (a-x%;) /2,y por ccnsiguiente podemos tomar come la aproxi-
macidn siguiente a Xp»

: 2
- a+ )
Xl =% e SR 2 %
: 2 X, an 2

Esta es la sucesifn recurrente que a partir de x; = 1 permite calcular la
cuadrada de a. Por ejemplo, para ai= 2 se obtiene: '



X = g% X, = i 5 Xz = 1,417 , Xy = 1,4142.. , ...

yparaa = 3 ,
xp =1 » Xy = 2% Xg = 7/4 = 1.75 , Xy = 732y e

Hay que discutir la convergencia. Para ello, recordando que la media
aritmética es siempre igual o mayor que la geométrica, resulta:

N

Ademds, la sucesién X es decreciente, puesto que para n 2 es:

- x.,~n- 2 =K%‘a;>.—0

e
, an z}cn

Las dos desigualdades anteriores aseguran la convergencia.

No es dificil y se puede proponer a los alumnos que los busguen, encon-
trar otros métddos iterativos para calcular la raiz cuadrada. Basta tomar
una funcién f (x,a) tal que la ecuacién x = £ (x,a) tenga por solucidn la
raiz cuadrada de a y entonces tomar k (xn,a). Por ejemplo, se puede
tomar £ = px + q/x, con p,q dos nimeros reales cualesquiera que cumplan la
condicién g/ (1-p) = a. ' ‘

2. Aplicaciones de la quimica.
Los elementos del dlgebra lineal, permiten ser ejemplificados con cldsi-
cos problemas que aparecen continuamente en quimica. He aqui dos ejemplos.

Problema de mezclas. Una fébrica de pinturas dispone para la fabricacidén
de las mismas de dos soluciones de solvente gque contienen substancias ''se-
lladoras" y "fijadoras' en las siguientes cantidades (expresadas en gramos
por litro) - |

- Sellador Fijador

Solvente S; - ay by
Solvente Sy . a, b2 ’
El laboratorio de la fibrica descubre un nuevo tipo de pintura que requie-

re el mismo solvente, pero tal que contenga a; gramos de sellador y bz gramos
de fijador por litro de solvente. No siendc separables los selladores y fija-



Crificemente, dibujando en el plano las
rectas definitivas por los vectores Sy, Sp,
el nrchlema tiense solucidn si el vector Sz
(25,b3) caz dentro del 4ngule formado por Sy
§7 o sea, dentro del drea rayada en la figura.

ar 1a relacidn y obtener la ecuacidn respectiva, significa deter-
mero de moléenlas p. q, ¥, S de las distintas substancias interac-
L que tenga sentido ecuacional la expresién

pCa+q HZLP 04 = o C?s Pz 03 *.8 HZ

1t: e1 sistera

; ‘3q~~23 y Q@2F , 44=871 .

‘;.eASPI:s,qatZ’ 1‘21,5=3,ded0me

uiere dar a1 probleme la ‘torma usual del dlgebra lineal, diriamos:

wls
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que cada elanento quimico es una coordenada y cada couq)uesto qu:..mlco es un-
vector. Asi en el caso anterior si los elementos Ca, H, P, O son" las coorde-
nadas de los respectivos compuestos, la ecuacifn (¥*) se escribe

p(1,0,0,0) + q(0,3,1,4) = r(3,0,2,8) + s(0,2,0,0)
vy la solucién es la indicada.

3. Problemas de cddigos,

El envio de mensajes en ''clave', es un juego que interesa a los alumnos
y se presta a practicar ciertas técnicas matemfticas y a desarrollar la in-
ventiva para aumentar cada vez la 'seguridad" del mensaje, es decir, la di-
ficultad para descifrarlo.

El convenio de asignar a cada letra del alfabeto un nimero, aunque esta
biyeccifn no corresponda al orden alfabético natural, resulta trivial y rela-
tivamente facil de descifrar. El producto de matrices, afin en el caso mis
simple de matrices 2 x 2 permite variantes de interés, que aumentan el secre-
‘to del mensaje. Sea la biyeccidn

A B CDEF G H I J K L LL M
BNS 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

NN 0 P Q RS T U V W X Y Z
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28

" 5i se trata de transmitir la orden BAJE, debiera transmitirse 2-1-10-5,
cuya interpretacifn es elemental, Para complicar el cédigo escribamos estos
nimeros en forma de matriz

a2 1
u =g .
10 5

Si el mensaje tuviera mis de 4 leﬁras, lo dividirfamos en grupos de 4
(anadiendo si fuera necesario, ceros al final) y formariamos varias matrices
del tipo anterior.

Si elige entonces una matriz ‘'clave', que tenga inversa, por ejemplo:

4 3 2 =3
= 5 CT‘}- )
12 a1 2



La matriz inversa C™! se llama "descifrador'. A partir de la matriz u,
mediante la clave se forma la matriz

Fs\f2 1\ (38 w

e = =Mc

3 2J\0 5 22" 1k

y el mensaje cifrado a transmitir es 34-17-22-11. Recibido este.ménsaje,
para descifrarlo, se multiplica M por ¢l resultando la matriz u y por tan-
to 2-1-10-5 que determina la orden BAJE.

. Cabe realizar multitud de variantes, desde usar matrices de mayor dimen-
sifn, lo que genera cada verz mayores dificultades en el descubrimiento de la
clave, hasta modificar la expresién de My de alguna manera, por ejemplo re-
duciendo sus elementos mSdulo 28 y luego enviar el mensaje por la letras co-
rrespondientes. En el ejemplo anterior, los elementos de MC, médulc 28, son
6-17-22-11 y el mensaje a transmltlr seria FOTK.

Camo ejemplo se propone desc1frar el mensaje ODKXSFKC enviado segun la
clave anterior.

4 Grafos

Por ser relatwamente recientes las aplicaciones de la teoria de grafos
en 1a escuela secundaria, serd Gtil mencionar algunas definiciones y carac-
teristicas generales.

Tanto en los problemas cientificos como en ciertas situaciones de la vida
~ diaria, es a veces conveniente unir puntos (representativos de diversos '‘ele-
mentos'') mediante lineas, con el objeto de hacer visualizable el problema o
1a situacifn, y por ende, de mids ficil comprensién. |

Por ejemplo, las férmulas de la quimica orgénica CgHjs , CgHyz » Celg
pueden visualizarse del modo siguiente:

o
e - - IS Ne M 7\
B He woowed eon
H-C-C-C-C-C-C-H i 5 | ﬂ
} I i H 4 I ~ - H=C C =i
H-H-H-H-H-H ¢ c - '
H” N\ H -\c/
N H ;



s un conjunto de 3 elémentos caben las posibilidades siguientes:

Yay

0s una velacidn reflexiva, en (b) una relacidn simétrica,
cifn transitiva, en (d) una relacién simétrica y transitiva
relacién de equivalencia,

emas de trénsporte pueden también ser visualizados mediante
. Por ejemplo, el problema de las 3 fébricas a las cuales hay que
, corriente eléctrica y gas, se ilustra mediante la figura




i

wn particular, si se agrega la condici6n adicional de que
&mﬂmﬂén no deben intersecarse, entonces se demnestrg que
(en el plano) no tiene solucién. : : ‘

- los ejemplos anteriores, se tiene un conjunto de puntos unidos
tal o parcialmente, mediante arcos: es 1lo que se llama un grafo.
“de grafos va mis allf de ser un simple instrumento para una mejor
5n de situzciones y ha 1llegado a constituir una teorfa matemitica
nes, teoremas, etc. Esta teoriz puede desarrollarse sobre una
va, como conviene hacerlo en la escuela secundaria o bien por
sofisticados que aqui no nos van a interesar,

-amente se suele considerar que la teorfa de grafos nacié con el
2 de los puentes de Konigsberg' resuelto por Euler (1707-1783) . Con-
ver si se podrin recorrer los 7 puentes dispuestos como indica la

iante un solo recorrido, sin pasar dos veces por el mismo puente.
L equivale, esquemiticamente, a ver si es posible récorrer de un

0, sin repetir los arcos, el grafo indicado en la segunda figura,

-10-
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Se plantea asi el problema de saber, dado un grafo, si serd ﬁbsible_ re-
correrlo mediante un solo trazo, El resultado es que para que un grafo pue-
da recorrerse de un solo trazo, es necesario y suficiente que.sea conexo y
qué, ademds, se cumpla una de las dos condiciones: é) en todos los vértices
concurren un nmerc par de lados (en este caso se puede empezar el recorrido
por cualquier vértice y terminar en el mismo); b) existen exactamente dos
vértices a los que concurren un nimero impar de lados (en este caso, se debe
empezar por uno de estos vértices y terminar en el otro).

En el caso de los puentes de Konigsberg, como no se cumple ninguna de estas
condiciones, el recorrido no es posible. En cambio, afladiendo un octavo puen-
te adicional como el indicado de puntos en la figura 1, el recorrido ya es
posible, puesto que entonces existen dos vértices de grado impar (grado de
un vértice es el niimero de arces, o lados, o aristas, que concurren en el
mismo) . Si se impone la condicidn adicional de que se debe entrar y salir por
el mismo puente, entonces todes los vértices tienen que

Fig. 1 Fig. 2

ser de grado par, lo cual obligaria a construir no s6lo uno, sino dos nue-
VOS puentes, como los- indicados en la figura 2, '

Ejercicio: investigar si es posible recorrer cada uno de los grafos que
se dan a continuacién, mediante un solo trazo, sin pasar dos veces por el
mismo lado,



M A K

> 10 fundamental no es la "forma" del grafo, sino el nimero
> nudos) que contiene y el grado de los mismos.

ones de los grafos a la genética, En la rei:rodbacc:idn sexual, ca-
tiene dos padres, uno masculino y otro femenino. Asi pues, si
representar un hijo, en &l deben incidir dos aristas, o sea,
e ser un vértice de grado 2 (podria ser de grado 1 si se admi-
lidad de que algln padre no sea conocido y no se desee represen-.
g@foj. Conviene representar los grafos ”dii'igidos”," con una fle-

Hy Hp . H3

',Tl_":, ﬁz, H3 son ‘ﬁerma}.';.os » hijos todos ellos del pad_r_e My de la ma-

ahora que tenemos un grafo en el cual en cada punto inciden dos

)s: ;serd posible dividir los vértices en conjuntos (masculi-
de tal modo que en cada punto incida un arco que proviene de
ino a otrc que proviene de un punto femenino?



Hq Hy Hz

miestra que la Jdivisién propuesta no es sicapre posible, ya
s rasculino, contonces Xﬁ scrd a fortieri femenino ya
h&jo . Como X,y Y ticnen tarlién cl hijo i X sicnue Y

KE mﬂﬂculjno pcrn CﬂtOULQb ;, no pucde tener uo< padres as -

-téﬁgﬁe ser peneralizado a X, radres y o hijos, scgan el zrafo
ol 1 i

, ie aue sc llama un 'camino circular alternado’ v se puce-
te “teoroma Jde la conldicién sexual': Sea un grufo dirigido
”ﬁkdgraad1 vértice es igual o menor que 2. £i s posible Jdi-

| srafo en dos grupos {scaos), entonces cada sccuencia de

(gﬁ%:ﬁﬁﬂ forme un capiino circular altermado debe tener an

 Jde 1a teorin Je grafos o 1a gentica hay que tener cn
tones cvidentes, tante iolfyicas como seciales (tabdes),

‘gue o pucde ningdn ser tener nids de dos paures, nin-

-13-



‘recibir mds de dos arcos. Otra restriccién es que ningin
et o dela reproduccidn sexual) puede ser su propio antepasa-

¢ traduce en teoria de grafos, en que no puede haber grafos ci-
de arcos que formen un circuito cerrado). Ademds de es-
bioldgicas, hay que agregar las sociales. Por ejemplo, los
s quedan socialmente excluidos (por lo menos dentro del marco
Tﬂ), puesto que no puede haber hijos de hermanos ni de padres

F M F
/O O @)
'HZ 0H1

‘ejercicios, se sugiere los siguientes:

a) llacer el grafo correspondiente
a las relaciones familiares de cada
alumno: primos, tios, abuelos, so-

brinos, bisabuelos, etc.

b) Dado un grafo, como el que se in-
dica al lado, asignar sexos a los
puntos de manera que el grafo tenga
sentide a)desde el punto de vista pu-
ramente bicldgico; b) desde el punto
de vista bioldgico y social.

-14-~



Grafos y un problema de transporte. Se quicre resolver el problema

transporte, con minimo costo, un cierto nimero de unidades de merca-

a deside los origenes (por cjemplo fibricas o alumacenes) A, B, C

los destinos (lugar de venta o distribucién) P, Q, por rutas AP,

BP, 80, CP, CQ sohrc las cuales se conocen los precios de transpor-

r unidad Je mercaderia. Sc conocen también las cantidades de merca-

fa disponibic cn los orfgenes y las demandas de los destinos. Ll pro-

a se deja visualizar en el grafo adjunto en ¢l cual estdn indicados

‘costos de transportc (grafo valorado), el nfimero de unidades disponi-
bles cn los origencs y las do-
mandas de los Jestinos. Asi, por
ejemplo, el precio del transpor-
te de A a P es 5, la cantidad
disponible cn el origen C es 7,

P la demanda cn Q es 8, etc.

3 - 12
( Solucién. Se comienza con und
‘ ‘Q‘\ solucidn inicial bdsica corres-
R, pondiente a un drbol cualquiera

en el cual se anotan en los ar-

6 ; :
cos (caminos) ¢l nfmero de uni-
‘_ dades transportadas (por ejemplo,
=y 10 en el drbol de la figura adjunta
- P : \
‘\-.._\ 5 s estas unidades son 10, 2, 1, 7)
e y se indican cn los vértices cier
~
“‘n\ tos precios asociados artificia-
\
1 20 les, el primero de los cuales sc
7 I
: fija arbitrariamente (por ejemplo

0) y los demis se deducen por ser

(*) Precio en el destino = precio
en ¢l origen + precio de transpor
te‘

in esto, los precios asociados serdn: en P (0 + §), en B (5 - 2= 3)
Q{(3+4=7)yenC (7 - 6 =1). Para este plan de transporte, cl cos-

G



mejorar este costo construimos un ciclo agregando por ejemplo

G de modo que:

precio del transporte precio en el destino - precio en el ori-

en el presente caso, tenemos 3 7 - 0. Sis sustituimos por AQ
%&1 ciclo APBQA, por ejemplo BQ, con el mismo criteric anterior
queda el grafo adjunto, pues debiendo
ir 8 unidades a Q, por AQ irdn 1, con

g locual deAaPirdin 9 yde Ba P
: P 2
\ 5 iran 3. El costo para este nuevo pro-

yecto es 9.5+ 1.3 + 3,2 + 7.6 = 96,

Q es decir, ya se ha disminuido el cos-
A to.
Introduciendo el nuevo arco CP y su-
- 5 primiendo £Q se obtiene el nuevo &r-
bol indicado, para el cual el cual el
Q costo es 2,5+ 8,3+ 3,2+ 7.4=068.
3

Este costo ya no se puede disminuir,
pues el criteric anterior deja de ser
aplicable, pues si se agrega B es

4 5-3yseleagregaCQest 5-1
y deja de cumplirse la condicidn (**).

] tanto, 1a indicada en el Gltimo grafo: todas las u-
y C deben ir a P y las de A deben ir 2 unidades a2 P y las 8 res-

» minimo sobre un grafo. L1 problema es hallar el camino mis cor-
tice A a otro vértice Z de un grafo dado, conocidas las longi-
> las aristas (o caminos) que unen los vértices del grafo. Sonside-

pjemplo siguiente:
C(80)

B(50 : 95
B
40 ‘ 110
G{90 wE (161)
. 60 ,
10 5
. 40

Z(171)
20 80

100) SO5) 300
120~ 200

&

~16~ L 200
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Para la solucién sc pucde scguir el método siguiente (basado en las

ideas de la llamada Programacién Dindmica). Obsérvese que en la figura
anterior, los nimeros entre las aristas indican las longitudes de cllas
y son datos del problema; en cambio los nameros en cada vértice, cntre
paréntesis, no son datos, sino que s¢ calculan como vamos a indicar, El
grafo no estd, evidentewente, dibujedo a escala.

Se trata de formar una sucesién finita mondtona crecientc de conjun-
tos de vértices El C EZ C ES E vy € Ek’ tales que el primero contenga so-

lamente cl vértice inicial A, es decir, L, = (A) y el dltimo contenga a

Z. Para cada micnbro de cada b se obticné la distancia ninima a A, que
es el nlmere indicado entre paréntcsis. Para cllose procede por recurren-
cia a partir de By, con el criterio de que I+l se obtiene a partir de Iy
agregando un vértice de modo que se obtenga el camino mds corto para sa-
lir de Ey partiendo de A (este cdlculo se simplifica porque todas las dis-
tancias minimas desde A hasta los puntos Ly ya estdn calculadas previamen-

te). Cuando se llega al conjunto Hn que incluye a Z el proceso termina.

Es conveniente registrar la
conposicién de los conjuntos Ly
y la Gltima arista del camino
miinimo para salir de Ly for-
bl {flechas 1lenas) tal
_ como se hace cn ¢l diagrama ad-
\ junto.
B F Por ejenplo, de E, = (A,3.C.F)

sc obtiene ES = (A,B,C.F,G) agre-
: o gando el vértice G al cual se
llcga desde L, por la arista BG

mar I

(flccha 1llena B G cn el diagra-

ma) . Uespués de alcanzar Ell’ yue

U contiene Z, se obtienen los vér-
. - tices del camino minimo {(en orden
Fos @ $u ‘

inverso) por el siguiente proce-

- R .
E (i) de Z se pasa al origen L

G 8 T H RA\E)."777 T de la flecha llena.

_17‘



{i1) Se busca L en la {ila Jdel diagrama que contienc Z (flcchas de
) ¥ s¢ repite la operacién nasta llegar a A,

3 .

ste modo se obtizone T L 1 ¥ C » Ay el canino minimo buscado es
S 7,

gste tipo de problema sc puede ver G.L.fantziyg, Linear Progranming

cations, Princeton University Press, 1961. También el articulo Je

sugiere al lector coito problena Je interés construir an algoritne
Cga@nidno mAxino (naturalmente sin ¢iclos) desde A hasta Z,

5 ¥ coloracién e swapas. Un apa es un grafo que Jivide al plano
 (paiscs) limitadas per aristas (frontcras). La cxperiencia pa-
robar que para colorear cualquicr mapa, de manera gue no resulten

- color dos pafses que tengan frontera coman { de mds (¢ un punto)

04 Calores. Dor cjerplo, el napa adianto pucue ser coloreado cen los

P20, PO SO conece uaa dewostracion de este neche, gue consti-

gmggg ‘problena de los 4 colores'.

*tos tipos do mapas ol problema es mds fdcil. Por cjemplo, va-
“S1 e los vértices deo aiomapa concurren sieupre un nicro
35, el mapa pucde ser colorcado con s6lo 2 colores'. Asi ocu-
50 de la 2da. [ijura. 'Stese que los borues del mapa, on oste

gensideran aristas del nisrio y por tanto, en ellos, los vérti-

s
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ces pueden tener un nimero impar de aristas. La demostracidn del teore-
ma es inmediata: dando un color cualquiera a un pais, se toma uno de sus
vértices y se colorean alternativamente los paises ya coloreados, no se
@uade llegar a contradiccidn, pues en cada vértice concurren un nimerc
par de paises (se consideran siempre mapas dibujados en el plano).

La construccién y coloreo de mapas es una actividad instructiva. Lo
dicho para mapas del plano, vale para mapas de la esfera, o sea colorear
cualquier divisidn de la esfera en paises, bastan siempre 4 colores (se
supone) . En cambio, para la superficie del toro (anillo) no bastan 4 co-
lores, pero se puede demostrar que bastan siete colores. Se puede propo-
ner, como actividad extraescolar, obtener sobre el toro distintos mapas
‘que lo cubran totalmente y para colorear los cuales hagan falta 2, 3, 4,
S, 6, 7 colores.

E. Problemas de dietas,

Un caso simple. Supongamos que se dispone de dos substancias alimenti-
-ﬂias-Sl y 82’ la primera de las cuales provee, por kilogramo, 10 unidades
‘de vitamina V, y 6 unidades de vitamina V, y la segunda 5 unidades de V;
¥ 8 unidades de V,. Se desea calcular las cantidades de S; ¥ de S, que
“deben consumirse en una dieta equilibrada que provea 40 unidades de V ¥

'44 unidades de Vz

Se puede considerar el espacio vectorial engendrado por los vectores-
‘base V,(1,0), V,(0,1). Los vectores de este espacio son todas las combi-
‘naciones de victaminas Vi, Vz Por ejemplo, las substancias Sl’ 52 son
1os vectores.

S1 =10V, +6V

1 2 : 5

= 5 Vl + 8V

2 2"

~ Llamando Xp» X, @ las cantidades de S,, S2 necesarias para proveer 40
‘unidades de Vi ydddeV,, se tendrd

Xy S1 * X, S2 = 40 Vl + 44 Vz

Es decir, resolver el problema equivale a expresar el vector 40 V, +
3&'? en la base (S o ) Sustituyendo en la filtima expresidén los valores
5 81 y S anteriores, se tiene

_19_.



(10x1+5x2)vl+ {6x1+8x2) V2=40V1+44V2
lo que conduce al sistema
10x1+5x2=40 e 6x1+x2==44

- Cuya solucidn es X = 2, X, = 4.

Un ejemplo de programacidn lineal: problema de la dieta &ptima.

El llamado "problema de la dieta 6ptima' no es tan simple como el del
- caso anterior. Es un caso tipico de programacién lineal, que en el caso
Ms simple puede formularse de la manera siguiente:

Dos tipos de alimentos I y II contienen vitaminas de las clases A, B,
C en cantidades conocidas por unidad de cada alimento (indicadas en las
. dos primeras filas de la tabla adjunta).

Los precios unitarios de I y II son tam-
AL B C bién conocidos (Gltima columna de la ta-
bla), asi como los requerimientos minimos

de vitaminas necesarios para una dieta sana
1 3 3 50 (Gltima fila de la tabla). El prcblemz con-
siste en satisfacer los requerimientos in-

dicados con un costo minime, es decir en-
contrar las cantidades de alimentos I y

IT necesarios para satisfacer los reque-
rimientos vitaminicos con un costo minimo,

Cualquier plan de alimentacifn aceptable debe corresponder a valores
‘1o negativos x, y de alimento ingerido de los tipos I y II respectivamen-
que satisfaga las condiciones siguientes:

1) x=0 , y=20 , 3x+y>»9 , 4x+3y>19 , X+ 3y27

Si el plano debe ser Gptimo (minimo costo) debe cumplirse, ademis,

{2) F (x,y) = 25 x + 50 y = minimo.

=20~



El problema consiste en hallar x,y de manera que se cumplan todas
las condiciones anteriores. Es un problema tipico de "programacién 1i-
neal". En este caso de incOgnitas, puede seguirse el método grdfico que
vamos a exponer, que tiene la ventaja, desde el punto de vista didacti-
co, que obliga a repasar cuestiones elementales de la geometria en coor-
denadas del plano, o motiva el estudio de las mismas.

Las condiciones (1), por ser interseccién de semiplanos, determinan
un poligono convexo (puede se ilimitado como en el presente caso) y la
~ condicién (2) obliga que el punto incégnita (x,y) corresponda a uno de
los vértices. Haciendo el grdfico, resulta que los vértices del drea po-
ligonal que responde a las condiciones (1) son (0,8), (1,5), (4,1}, (7,0)
para los cuales es

F (0,8) =400 , F (1,5) =275 , F (4,1) =15 , F (7,0) = 175

Por tanto la soluciédn buscada corresponde a x = 4, y = 1 y el costo
minimo es F (4,1) = 150.

En el caso de un problema como el an-
terior, de dimensién 2 (o sea, de dos in-
cognitas) es posible hallar el resultado
graficamente. En efecto, la funcién 1li-

./;// neal F toma valores constantes sobre ca-
da recta de ecuacién 25 x + 50 y = k (en
</ la figura se ha dibujado de puntos la
: : recta para k = 100}, con valores de k
: crecientes cuando la recta se traslada pa-

M; : _//// ralelamente alejdndose del origen. Mo-
///.p viendo la recta de tal modo, el primer

CH) vértice encontrado es el (4,1) que da la

solucidn.

Dualidad. Conviene resolver varios problemas de este tipo para ejerci-
tar la geometria lineal en coordenadas y aprovechar para dar algunas pro-
piedades de los conjuntos convexos, como son los poligonos que aqui apare-
cen, ks interesante observar también que todo problema de este tipo tiene
su '"dual'', el cual, en el ejemplo anterior corresponde al sistema

291 =



(D*u20 , v20 , w20 , 3u+4v+ws2S ,u+3v+3wgs0

con la condicidén
F* (u,v,w) =9 u + 19 v + 7 w = miximo.

Dentro de las limitaciones del esquema, este problema dual repre-
senta el interés del vendedor de vitaminas, que desea fijar los precios
u, v, wde A, B, C de modo que maximice su ingreso total.

Este problema dual se puede resolver siguiendo la misma técnica uti-
lizada para hallar ia solucién del problema original.

<

-~ En notacidn matricial, los problemas de programacién lineal son sis-
temas de ecuaciones de la forma ’

x 0, Ax b , ¢ x =mninimo

~ ¥ entonces, el problema dual es

t

nen At W &, bY u = miximo

donde el exponente t indica "matriz traspuesta',

Nota. El problema de la dieta, cuando el nfmero de alimentos o el de
vitaminas u otros constituyentes es muy grande, conduce a cdlculos muy
pesados o casi imposible de hacer a mano. Son ejemplos ideales para el
uso de computadoras o calculadoras. Existen programas ya preparados para
'.135 computadoras. Se trata de un problema de mucha importancia prictica
para el caso de alimentacién de ganado. En vez de vitaminas, aparecen dis-
nas, etc.) y el problema es siempre el mismo de obtener una alimentacién
eficiente con el minimo costo. En el caso de personas, el problema se com-
plica, pues la combinacién puéde dar lugar a comidas no agradables al pa-

6. Aplicaciones del concepto de distancia.

Distancia del taxista. Desde la primera ensefianza, el concepto de dis-
ia entre dos puntos A, B va unido al de longitud del segmento AB. Sin
go, conviene ampliar este concepto, viendo distintas definiciones de
tancia y haciendo resaltar la parte esencial comin a todas ellas (axio-

de la distancia).



En una ciudad cuadriculada, no se puede ir directamente de A a B, sino
que es preciso recorrer paralelas a dos ejes coordenados, separados entre
si por una distancia constante (longitud de las cuadras, que supondremos

igual a la unidad). La verdadera distancia es entonces

(1) dT(A,B) =1 Xp = Xy i# lyB - yAl
donde Xps ¥, SOR las cordenadas del punto A y andlogamente las de B. Es-

ta distancia, que puede realizarse por distintos caminos se llama la dis-
‘tancia del taxista.

v 4 Problema 1, ;Cuinmtos caminos dife-
rentes hay para ir de A a B, todos de
B la misma longitud d.r(A,B)?

En el caso de la figura son 10: in-
dicarlos. Si IxB = xAI = m, IyB - yAI
3 = n, el nimero es igual al de combina-
ciones de m + n objetos, tomados m a m.

- x

Prescindiendo del caso de una ciudad cuadriculada y considerando el pla-
no referide a las coordenadas ortogonales x,y, se puede tomar (1) como''de-
. finicién" de la distancia entre los puntos A y B. La distancia ordinaria,
longitud del segmento AB, estd dada por

() dgAB) =T (g - X%+ g -y ° 1

1/2

"_jy.se 1lama la distancia euclidiana.

Problema 2. Probar que dE(A,B)g d.r(A,B), valiendo el signo igual {inica-
'lmente six, =x30 bien Yy = ¥p-

Basta elevar (1) y (2) al cuadrado y comparar.

Problema 3, Con la distancia (1) dibujar en el plano los puntos X tales
que d‘l‘ (A,X) = r, siendo r una constante y A un punto fijo. El resultado
es la "circunferencia' de centro A y radio r, segin la métrica (1), y re-
sulta ser el cuadrado de centro A cuyas diagonales son paralelas a los ejes.
Lon puntos X tales que cl.r (A, X)=71, cubren el "circulo" de centro A y ra-
dio r en 1a métrica (1).
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El plano con obstdculos. L1 caso de una ciudad cuadriculada es un ca-
50 particular del plano en el cual estdn distribuidos ciertos obstdculos
que no se pueden atravesar y hay que rodear para ir de un punto a otro.
En dicho caso, los obstdculos son las manzanas de casas. Mds generalmente,
si se supone que en el plano de los pun-

tos A, B hay ciertos obstdculos, por ejem-

. \ plo la parte rayada de la figura adjunta,
B la distancia entre A y B puede definirse
\ como el extremo inferior de las longitudes

. \ de todas las lineas del plano que unen A y
B sin atravesar el obstdculo.

Esta definicidn general de distancia, que compfende 1a (1) y 1la (2),
tiene las siguientes propiedades:

(i) d(A,B)=20 y s6lo = 0 si A = B;

{11) d(A,B) = d(B,A);

{i1i) d(A,B)=d(A,C) + d (C,B), cualesquierz que sean los tres puntos
A, B, C.

Esta Gltima propiedad se llama la '‘propiedad triangular' de la distan-
Ccia. Siempre que se tenga una biyeccidn R X R%a R de los pares de puntos
1 plano en los reales que satisfaga las condiciones (i), (ii), (iii), se

dice que se tiene definida una distancia en R™.

Problema 4. Probar que la definicién anterior de distancia en el plano
con cbstidculos, cumple las propiedades (i), (ii), (i1ii).

Las dos primeras son evidentes y la tercera es una consecuencia de ser
la distancia el "extremo inferior'' y por tanto no puede haber otro cami-

La Unica diferencia con la distancia

2\ usual, sin obstdculos, es que ahora
—— : I @
s ¥ puede valer la igualdad sin estar A,
— B . : P
e B, C sobre un mismo camino minimo, como
e
= en el caso de la figura, con el obstd-

culo rayado.

- il



blema 5. Entre dos puntos A, B hay que colocar un muro PQ de
tud PQ dada, de manera que la distancia BA {o sea BP + PA) sea

Por simetria, el punto medio
de PQ debe estar sobre AB y como
BP+PA = BP+PA {A' = simétrico de
A respecto de la paralela a Al

B a distancia (1/2)PQ, figura ad-
junta), resulta que la méxima
distancia se obtiene cuando el
nure estd pegado a A o pegado a

B

8.

Supeniendc que el muro debe
ser perpencicular a AB y que su
punto medio debe estar sobre AL,
la distancia minima se obtiene
en la posicidén P'Q', perpendicu-
lar en el punto medio de AB.

6. Sean dos pueblos A,B y una ruta r. Se quiere construir
» que una A con B, tocando la ruta. Se pide el punto X de la
que AX + XB sea de longitud minima.

Ei punto X es la interseccidn de
r con 12 recta BA' que une B con
el punto A' simétrico de A respec-
to de re., Pars cualquier otro ca-
X mino BX' + X'A es:
B + X'A = BX' ¢« X'A' " DA'=BX+XA

Obsérvese que el punto X que da
la solucién es tal que 1a recta T
es la bisectriz del dnguloc AXA'.

5i en vez de la recta r se tiene
una circunsferencia de centroc O que

no contenga en su interior a ningu-



no de los puntes A, B, 21 camino

A minimo AX + XB que une A con 8 to-
.// cando a la circunsferencia, serd

el correspondiente al punto X tal
que Ja tangente a la misma sea bi-
sectriz del &ngulo exterior forma-
do por XA y la prolongacidn de BX.
En efecto, por el problema anterior
si X se desplaza scbre la tangente
de AX + XB aumenta y con mayor ra-
z6n aumentard si X se desplaza so-
bre la circunsferencia, que estd a
distinto lado que A, B de la tan-
gente t.

Si se quiere dar enunciado atractivo al problema se puede decir que el
circulo es una laguna y se quiere construir un caminoe minimo que vaya des-
le su borde a los pueblos A y B,

Problema 7. Sean tres pueblos A, B, C. Se desea construir una escuela en
punto X para que ccudan a ella los ninos de los tres pueblos, (Cémo ele-
X?

Se puede preguntar la opinién de los alumnos respectc a posibles crite-
s para esta eleccifn. lle aqui algunos posibles:

a) Elegir X equidistante de los tres pueblos. Entonces la solucidn es

- simple: X es el centro de la circunsferencia que pasa por los tres puntos

B, C.

~ b) Se puede suponer que hay que construir los caminos XA, XB, XC y que,

tanto, conviene elegir el puntc X de manera gque la suma XA + XB + XC
minima.

N

En este caso, fijando por ejemplo AX, o sea, permitiendo que X varie so-

la circunsferencia de centro A y radio AX, la suma XC + XB serd minima

do la recta AX sea bisectriz dcl Zngulo BXC (seglin el problema anterior)



Como lo mismo debe ocurrir al fijar BX o CX, resulta que XA, XB, XC deben
ser tales que cada recta bisequel el angulo formado por las ctras des. O
sea, los dngulos AXB, BXC y CXA deben valer 120°, Con estc, la construccidn
del punto X es ficil, pues basta construir scbre dos de los lados del tridn-
gulo ABC los arcos capaces de 120° y la interseccidn es el punto buscado.
Esto supone que el tridngulo ABC tiene sus dngulcs menores de 120° . En ca-

so contrario, X coincide con el vértice correspondiente al dngulo obtuso.

c) Se puede pedir también que las longitudes XA, XB, XC dependan del ni-
mero de alumnos de cada pueblo, de manera jue el camino total recorrido por
todos los alumnos sea minimo. En este caso, si Ny, Ny, M. SON los nimeros
de alumnos de cada pueblo, el punto X deberd ser tal que la suma nJXA +

nBXB + n.XC sea minima.

C £
La solucibén en este caso no es tan fiacil., Se puede demostrar que los dn-
gulos AXB, BXC, CXA deben ser iguales a los dngulos exteriores del triadngu-
lo auxiliar cuyos lados sean proporcionales a los nlmeros Nys Ny, Moo Admi-
tido esto, la construccién se hace, como antes, mediante los arcos capaces
de estos angulos construidos sobre los lados AB, BC, CA.

Este problema se remonta a Jacobo Steiner (1796-1836); mds detalles y
generalizaciones se pueden ver en H. Steinhaus, Mathematics Snapshots, Ox-
ford University Press, 1969, y también en R. Courant y Ii. Robbins, iQué es
la Matemdtica?, traduccidén castellanz en Ed. Aguilar, Madrid, 1955,

Un problema dificil, que puede plantearse y resolverse en algunos casos
particulares simples, es el de hallar la minima red de carreteras que unen

varias ciudades.

Por ejemplo, en ¢l caso de la figu-

As ra, dadas las 5 ciudades Al’ AZ""'

A Acs la red de longitud minima es la
indicada, la cual presenta intersec-

ciones triples.
A4

A3

-27-



7. Dendritas.

Un problema interesante a distancias, andlogo al Gltimo considerado, pe-

ro mds simple ¢ interesante didicticamente por sus vinculaciones con la geo-

grafia y otras ciencias, es el siguiente.

Problema 1. Se tiene un cierto namero de ciudades en un mapa y se trata

de unirlas entre si por caminos de longitud minima. La diferencia con el pro-

-~

- -
{ \\_/ \\\
-"
”
i 1
1
i

Nmr”

~
!
#
L
e %]
’
2 ’
4

v ~ / 4

s ~
4 -
t <\ /
i '
A ]
{
\ bl
\

4
F 4
’
1

blema anterior, es que ahora se quiere
que todos los vértices del grafo resul-
tante sean ciudades don conjunto dado.

Se procede de siguiente manera, Pri-
mero se une cada ciudad con la mds préd-
xima. Se tiene asi-un conjunto de arcos
y cada subconjunto conexo del mismo se
1lama una "dendrita'" de primer orden. En
el caso de la figura adjunta (1), cuyos
puntos estdn situados como las capitales
de las provincias argentinas, las dendri-
tas de primer orden estdn formadas por los
segmentos dibujados gruesos.

Como segundo paso, cada dendrita de
primer orden se une con la ciudad mis
proxima de otra dendrita. Son los segmen-
tos dibujados de puntos en la figura. Ca-
da parte conexa del grafo resultante se
1llama una dendrita de segmento orden. En
el caso de la figura, resulta una sola den
drita de segundo orden, pues el grafo re-
sultantc ya es conexo. Podria haber resul-
tado no conexo, en cuyo caso se repetiria
la operacidn, unicrndo cada dendrita de se-
gunde orden con la ciudad mis préxima no
perteneciente a ella. Tal es el caso de la
figura II en la cual las dendritas de pri-
mer orden forman el grafo de arcos gruesos,

las de segundo orden el grafo de arcos
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gruesos y rayados y la de tercer orden es

' . el grafo total. En cualguier caso, el pro-
F

una dendrita que sea un grafo conexo (siem-
pre de tipo drbol) que es la dendrita fi-

/ \\ (H) nal |

Las dendritas de distintos 6rdenes dan un criterio para agrupar las ciuda-
des en grupos que, en cierto modo, tienen en cuenta su distancia mutua. Dar
unos cuantos puntos al azar en el plano, es un ejercio Gtil, por el razonamien-
to que significa, dibujar las dendritas de distintos Ordenes que determinan.

§ ceso se puede proseguir hasta llegar a

liasta aqui hemos considerado distancias geogrificas, pero el concepto de
distancia es m&s general. A veces, entre los elementos de un conjunto, que ya
no necesitan ser ciudades o puntos de un mapa, se puede definir cierta 'dis-

tancia"™ (0 sea, una funcidn entre cada par de ellos que cumpla las condiciones
(i), (ii), (iii) antes mencionadas) y con ella definir dendritas de manera a-

ndloga a la anterior.
Consideremos, por cjemplo, el caso de varios bosques con distintas especies

vegetales y una distancia entre ellos que mida, en cierto modo, la diferencias
entre las especies de un bosque y otro. Por ejemplo, Marczewski y Steinhaus

han definido la siguiente (ver Nuevas Tendencias en la Enséhanza de la Matemd-
tica III, pag} 105, Oficina de Ciencias de la UNESCO para América Latina, Mon-

tevideo, 1973): sean dos bosques A, B que contengan, respectivamente, a y b es-
pecies de irboles, de las cuales W especies commnes a ambos bosques. Una dis-

tancia conveniente, que naturalmente no tiene nada que ver con la distancia

geografica entre los dos bosques, puede ser la siguiente:

dg (A,B) = 2t D - 2wy
a+b-w,

Esta distancia cumple evidentemente las propiedades dS(A,BJ;!O, dq(A,A) =0

y, ademis, dg(A,B)égl , siendo dg(A,B) = 1 si y s6lo siwy, = 0, o sea, si los
dos bosques no tienen especies comunes. La condicidn dS(A,B) = 0 significa que
los dos bosques tienen las mismas especies. La desigualdad dS(A;B)%EdQ[A,C) +

dS{C,B) es cierta, pero no ficil de demostrar.
De esta manera, definida la distancia por la férmula anterior u ctra cual-

quiera, se pueden representar los distintos bosques por puntos del plano y

-2G-~



construir luego las sucesivas dendritas, andlogamente al caso anterior, perc
con las distancias dadas por el criterio actual. De esta manera se pueden
agrupar los bosques por su mayor o menor coincidencia entre las especies de
drboles que contienen.

Lo mismo se puede aplicar a cuestiones de ecologia, lingiistica, arqueolo-
gia, etc. (ver, llodson-Kendall-Tantu, 'athematics in the Archeological Scien-
ces, Edinburge University Press, Ldinburgh, 1971}.

En linguistica, el problema se presenta al considerar las relaciones de pa-
rentesco entre distintos dialectos o idiomas, Entre ellos puede definirse una
"distancia'' que tenga en cuenta, por ejemplo, €l porcentaje dc palabras igua-
les del voczbulario bisico de cada idioma o bien las diferencias entre sus re-
glas gramaticales. En gen€tica, el problema aparece al comparar poblaciones
por ciertas caracteristicas entre sus grupos sanguineos. Siempre que las dife-
rencias o analogias se puedan definir por ciertas caracteristicas, con las cua-
les pueda definirse una distancia, se tendrd la posibilidad de construir den-
dritas que pongan de manifiesto las agrupaciones en subconjuntos del conjunto
total.

Ejemplo. Sean A, B, C, D, E, F, G siete dialectos de w: riismo idioma habla-
do por distintas poblaciones. Supongamos que comparandc los porcentajes de pa-
labras basicas comunes u otras caracteristicas, sec ha logrado definir entre

eilos las 'distancias" expresadas en la matriz adjunta (matriz simétrica).

A B C D E F &
A 0 v g 15 10 & 3
B 7 O 5 10 6 2 8
c 9 S 0 9 1 s 10
D {15 10 0 11 10 16

10 1 11 O 4 9
F 6 2 5 10 -+ O 5
G 3 8 10 16 9 5 G

Se pide construir las dendritas correspondientes.
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El resultade es de la forma:

Obsérvese que la posicidn de los
puntos en el grafo es arbitraria. Lo

G\ importante es que los 7 dialectos se
’fifff"”/‘ ‘\\f + clasifican gn 3 sub;on;untos (A, G),
prag (F, B) y (E, C, D) que son las den-
,"ﬂ’ dritas de primer orden. Otros ejemplos
F ‘;\\=_ i F se pueden ver en el libro citado de
C Steinhaus.

Distancias no simétricas. En general, a toda definicidn de distancia, se
le exige la condicién simétrica d(A,B) = d{B,A). Sin embargo hay casos sim-
ples en que esto no ocurre, Conviene incitar a los alumnos a dar ejemplos de

distancias simétricas y no simétricas.

Por ejemplo, la distancia del taxista, para una ciudad con calles de direc-
cibn (nica, no es simétrica.
Problema. a) En una ciudad cuadriculada, fijar una direccién Gnica en ca-

da calle y hallar la distancia del taxista para ir de A a B y para ir de B
a A, en qué casos son iguales?

b) Si las direcciones Unicas de las calles son alternativamente de un sen-
tido y de otro, tanto para las paralelas al eje de ordenadas como para las
paralelas al eje de abscisas, probar que la diferencia maxima es de 4 cuadras.
Dar ejemplos en que la diferencia sea O, 2 § 4 y probar que csta diferencia

no puede ser un nimero impar de cuadras.
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lle aqui unos ejemplos:

P
e

-3
R
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