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APUC.\CIO\"LS ;,[ LA ESTADI STICA Y D[ L\ PROIl.\l\ILIDAD 

1 • SI )GER~;'\C L\S !U:FERE\TIS .\ CO\TE;I])()S y >T;'l'OlXJS 

1 . 1. Ciclo Clcl:¡cntal 

Las ilociones "le tlrohab il id~l(.l. y cstJ.<..l ística deben i ntro2uc irse en toJos 

los ciclos ,le la ens eñ,mza . 

1:n la pr imel"a cnscñ.1.l1za se pucJen consiJcrar Jos etapas : 

\iños de 6 a 9 años: Se propone que en es t a fas e , se r eal icen experiencias 

Je recolecci.ón y tabulación ~lc L.atos prevenientes úe s ituaciones Jel l~leJio ClJil 

tiente ~cl c'{~i..lcando. 

\i.ños ele 10 a 11 años: l: tilizancJo l os conoci¡:¡ientos SO!lre fracc iones ( qu~ 

braJos) , se pueden ,1cteminar e interpretar fenó;:¡enos estaJísticos intrudu­

ciencIa los conceptos ele T:ledia, naja y ::1eJ iana. AJenás podr á i ntruJicerse pau­

lat iva,~lente la idea de prohalJiliJaJ, pr imero en su fOILla cuali tatativa , para 

ir ll cganJo :1 su expres ión cuanti ~at iva i.\c<.Hantc experimentos con moneuas ) u~ 

dos, bol itas de colores en una bol sa , etc . Con l os resultados obtenidos podrán 

elaborarse los br tíficos respectivos . Son r.1Uy útiles l os gráficos en árbol pa ­

ra el recuento de casos posibles y favorab les. La i Jea de probabilidad ]luello 

aprovecharse para ::lot'ivar y afianzar el concepto Je f racc i ón. 

1.2. Ciclo f.1edio hás ico (12 a 15 años). 

Se sugiere que en esta fa~e se i ncorpor en a los progranms de matemática, 

l os prif.1eros conceptos de estadí s tica descriptiva y probabilidades. El t r ata­

miento de estos tenas debe-c5 ser de una !:laner a intuitiva. Se pr opone r ecolec­

tar datos o presentar los ya recolectados . Por ejef.1pl o: talmaños, pesos, resul­

tados de j uegos prcfehJos , nÚ!:\cro dc hemanos y hen;\anas, listas de resulta­

dos en juegos de azar, etc. 

A continu:¡c ión, Jeber5n ordenarse los datos y tratarlos con técnicas es t~ 

dísticas introduciendo distintos Jiagra-nas tales Carla: pol igonal es, de colum­

nas, etc. 
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PosteriOIT,lentc, se interpretarin los datos "lostrando lo que se puede JeJu 

c i r ,.le 	 ellos y COPO pucctcn compararse entre sí. 

Con estas nociones, se introducirá el concepto Je meJi.lÍa e;;¡pÍr ica de pro­

ba~ }il iI..13J o frecuencia 1'elJ.tiv8., a::lplianJo los rcs'Jltauos obtcniJos en 13 pri 

nera etapa. 

¡os Ülport::mte 3Jvertir '1ue los conceptos a incorporar , no Jeben necesaria 

r;lcnte constituir uno o f.1ás C.:lpítulos específicos I..lc i..U1 curso Je í.iJ.ter:üiticu, 

sino Cjde deben ser presentados co;,'o aplicación ümleJiata Je conceptos mate,,¡á­

ticos i ntrocluci,los o C090 l¡lotivación Je los ¡;ü Sf.los. Por eje:;lplo ,conociJa la 

icle:J. de número racion:ll, se pueJe deEnir la neJia y a partir de ello , Jiscu­

tir al experincnto estatlístico que consiste en sacar el promeJio Je notas Je 

los estCldÜlntes en el curso ue ¡:¡aten5tic:ls. 

Ln líneas gener<ll~s, Wla lista Je contenicios pueele ser la siguiente: 

1 . 2. 1 . 	 l~ccolección {~e datos. Población o colectivo. ~llcstr3.. 

1.2.2. 	Ordcl¡.~.ción ..le ~nto$. ~>: stribución Jc los Jatos en clase , frecuen­

cia y I.¡istribución de frccllcnci3 de LlJ1a clase. 

1.2.3. 	Representación de clatos . lliagr:m<ls poligonales, ele b<lrr<ls, ¡lÍsto­

gr3.%"1s, aC:l::lulativos, de círculos , scctori::lles, ctc . 

1.2 .4 . Interpretac ión de Jatcs. EstaJígr~fos Ce posición o ín":'íccs Je 

ten(lcncia cC:1tral: ',:lCGí3, T:1cdio:ila y r¡loJa . Est~,h.! ígrafos o lnJices Je 

Jispersión , ar.!plituJ. J.c l~o.tos , Jcsviación ne":'ia, Jcsviación cstan-

Jar . 

1.:2 . 5. 	CorreL.!ción . Coe[ i.cicntc de correlación . 

1. 2 . 6. 	COf'lÍJ im tori:l. ':'riiingulo de Pascol. :\ocione5 elc:':ent<lles Je proba')i 

ljdoll. frecuencia rclotiv.:l o ~\ec.it:a erl!1írica ~e prohabil íJad. 

1. 2 . 7. 	Tal'las de números aleatorios. Ej emplos de s ir,¡ulac ión . 

1.3. Ciclo ::leJio superior (16 a 18 años) . 

fn este ciclo, CO:'10 continuación <le los cOlloci;Ti cr~tos ya adc.luiriuos por 

el a10::1:10, se puede introJucir una funJéu-:¡Cntación :J.xior.t5tica uc probabíliJau. 

basJ.l.b en l a teoría ele cor.jllntos. Todos 105 te!:~as Jchcrán ser ir:tcrc31~Jos en 
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:05 	pro6r ;:lí~¡~S ...le :~:~ teIló.tic ;¡ Le rl3neru progresiva y a r.1eJ i Ja que se di spone 

...:c 	 los clt.:::1cntos ;-¡cccsarlOS . 

Se 	su;:;u i er c el s igu i ente trat:JJ,ücnt o ¡;:et oJo}ógico . 

.\ nodo ..le not i vac ión, c~h.ia vez que se presente la oportunii.:aLi , se har5. 

un3 Jcscr i pción hi stórica \.~c las iJcas que contrihuyeron ~ [ olio:lar l os pr in¡e 

ros 	conceptos de probab ilicl:JJ y estaJí stica . 

Presentr.r la noc ión de espacio rlUes tral fi nito a part i r Je L noc ión C:e 

conj unt o f j i1 i t o . Pr esentar l~ probah il i~---:' COI::O caso p.'lTt i cul3.r de :;:-:J. ncJ i 

Jo. de conjuntos, es dec ir COi1'.O una [ unción que hace corresponJer a cada suh 

conj CL'1to del espacio r.;Jest r a l un nClmero r eal no nCbativo , que goza de ci er ­

t as prop ieJatles. 

Pr esentar el concepto J e variable :ll cator ia J iscreta , COElO una [unciór. 

cuyo conjunto Je val ores es fin i to; y ,lar una idea intu i t iva Je variabl e a ­

leiltor ia continua. De igual manera, desa.r r ollar l os conceptos de f unc ión de 

probabil idad y func i ón <.le J i stribClción. 

Il ~.lstr3.r con ejemplos sencillos , el ~or~ccpto <.k~ csperarlZ~ :.k1 t"~; ·. ¡5t ica o 

valor esperaJo J e :m;:¡ va r i:lble al eatorio.. J isc re ta. 

Se sugiere pr esent ar l os conceptos <.le l:\eJia y variar.za Je una Jis tribu ­

ción como ,los níuneros que s e pueJall obt ener J e la fClnc i ón Je JistribClc i ón y 

que 	carac t cr:i.zan c i er tas propieJaJ.es gcnerJlcs ue la mi s::1.a . 

Presentar y car act eri zar la cijs t ribució,l b i nomial para ensayos r epet ido s 

(d is tr ihución <.le f r ecuenc ias t eór icas poro. variabl es discr etas) . 

Presentar y ca rac t erÍ2¡¡r la d i stribuc ión nom a l (Ji s t r ibución J e frecuen 

cia para var i¡¡]) le continua) . D¡¡r una iJec geoMétrica - int u i tiva ele cómo pCle 

de ~ prox:imarse la Jis tribuc ión norr,la l a part ir ,le la binomial. Plant ear pr o ­

hlenas senci llos, a fi n (le ~.klnejar y aplicar tablas ,le áreas de la curva nor 

1:1<11 • 

Si n entrar en (letall es , una l ista de conteniJos puede ser l a siguiente: 

1. 3.1. Espac i os muestr a l es. Eventos o acontecimientos. 

l. 3 .2. : ¡eóda Je ?robabil i dad : Pr opieuaJes . '- íeJiJ a equiprobable . l'r o!labi 

lidad cond icional. Sucesos i nJependicntes . ;1eJiJa e;y¡pírica de pr~ 

bab iliJaJ . 
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1. 3.3. Distribuciones ";c i'robabiliuaJ: \";>ri"bles o Funciones aleatorias. 

Distr il;uc i ones ,liscretas. funciones de probabilidaJ. Función Je 

Jistribución ,le un~ variable o func ión ;>leatori::t. Función <le <lis 

tribución corrcs ponJ iente a una ,listribución discreta. 

1. 3 .4. Valor r.;eJio ¿e un:J uistribación. Varianza ue un:.: <listriLución . 

I:speranza ::\:ltel"ítica. V:lriable o [unción aleatoria estan<larizaJa. 

1.3.5 . Distrituciones ,liscretas especiales. Distribución bino:ilÍal: media 

y varianza Je UJ1.:\ J i str i bacjón binor:1Íal. Distribución de Poisson. 

Distribución g::ussia:KJ o noma1. Paso ue la Jistribución binomial 

a la Je Poisson . L:ea <lel paso ele la uistribución binor.lÍal a la 

nonlal. 

Algunos ejercicios de estaJística exigen cálc~los largos quc se pres tan 

para ejercitar y justificar el uso de calculaJoras (de J:lCsa o ue bolsillo) 

o ue cor.put:tdoras. 

2 . FJE\TLOS DE APLICACIO'IS 

l . Iniciación a l ns i J eas ue prob~b ili¿aJ y estauística 

En las aplicaciones de la P.1ilten5tica, la idea ue probabiliuau intervie­

ne ~\uy a r:lClludo en el "lunuo de los niños: en los juegos, en la esperanza <le 

tener un huen tieMpo para el fin <le semana, en la probabiliuaJ Je llegar ::t 

tie::1po " la escuela o en la probabiliciaG de obtener una b~ena clasificación 

en los cxá!;¡encs. 

Los ¡)l-meros ej erc icios pueclen cLcsarrollarse de r.1uy dis tintas Jllaneras, 

sea utiliznnGo r.taterial <.liJáctico Jestinauos a otros fines (bloques ;au1tib~ 

se, regle tas , varillas), sea utilizando elementos pertenecientes al alw:mo 

(libros, lápices) o mediante datos recogiuos según detemimdo criterio. 

Sie"lpre que se puedan oruenar objetos o Jatos segGn el valor Je ciertas ca­

racterísticas, b comparación de la uistribución de las mismas en tal orde­

nación, se presta a un gráfico o a un cor,'entario ue interés estaJíst ico. 

f\ccolección Je uatos. :iay que cuucar, <lesJe la prif.1era enseñanza, en la 

rccolocc ión de clatos, que serán ordenados y guardados convcnienter.lente. En 

,j istintas Gater i as (Geografía , Historia, I d iorla , ... ) aparecen con frecuen­
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Cl:l elatos numéricos que el profesor de r.mter.lática puede utilizar para 

ej er.lplificar las distintas rlaneras Je grafi car. DisponienJo de 'C',uchos 

gráficos se tiene también la posibiliJad üe "compar arlos", i.nt ro,lucien 

<lo en la idea de una pos ible "correl::!ción" entre ellos. 

Cada alLD:U'lo Jebcria 11.cvar cuaderno especial con Jatos, gráficos, 

tablas, números al azar, todo lo cual le irá dando U11a idea li1ás concre­

ta que la corriente, del anbiente en que vive . En las revistas y perió<.li 

cos de lectura común que el alur.mo encontrará en su casa, aparecen muchas 

veces datos nur.léricos y gdficos que el alul1mo puede recortar y llevar a 

la escuela para discutir. Se tienen así Jatos que se refieren al ar!lbien­

te en que el alur.mo vive y que, por tanto, interesarán seg-llramente a él 

y a toda la c l ase. 

!ie aquí a lgunos ej emplos Je ,iatos y preguntas que ellos pueden ori ginar. 

1. La extens ión y e l n(1"lero de habi tantes (;e los países Je América ,le l 

Sur son (en c i fras r edomias) 1 

Ca10r.lbia 1. 140 .(XX) N~\ 
2 20.COO.COO habitantes 

Venezuela 9OO.COO " 10 .000 . CXJO " 
Ecuador 260.COO " 6.COO.COO " 
Perú 1.300.COO " 13.000.000 " 
Brasil 8.500 .000 " 92 .COO .('(l0 " 
Bolivia 1.COO.000 " 5.000 .COO " 
Chile 750.000 " 9.000.000 " 
Argentina 3.000.COO " 24 .ooo.COO " 
Paraguay 4oo.COO " 2.500.000 " 
Uruguay 180.000 " 3.COO.OOO " 

[1.) Gr;:lJ..-icl"'r ...:C ,. ist ir,t<1s :.laner J.S est os (lat os; b) ¿Cuállt.OS son los habi -

C..tantcs por N-:12 i..le cauél ;Jais?; e) ¿Cuúnt cs son los il~bitantcs r·or ¡\", ¡ .. 
:\.""" ,ér ic<.1 \.~eJ S"(;r?) este: : ~(!J":C YO , ¿es i gual ~:1. le.. ~: cl~ ia arit;;lética ...lel nÚT,~e-

ro ,le habitantes por YJ:\-
') 

ue caua paí s?; d) ) lallar lo s porcentaj es <le su­

perficie y habitantes de caJa país r espec t o del total. JIacer el gráfico 

c i rcular correspondiente (calcular los grados ele cada sector para calÍa 

país). 

2. Los trabajauores del Paraguay están distribulJos por sect ores según 
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los si;,'Uientes porcentaje",: agrícola (52% ), industrial (15t) , comercio 

(S~) , servicios (17% ) , construcci ón (4~) , transporte y cor.lunicaciones 

(4~ ) . 

Calcul ar los grauos que correspo~ 

den a caJa sector en el gráflco a<l 

junto. 

Estos liatos y gráficos son 1:1Uy 

instructivos. CmwenJría q~e en 

caua escuela hubiera abundanc i a <le 

ellos, pedi uos a las direcciones 

de estadística de caJa país, que 

suelen publicarlos anuaL~lente. 

3. En la ,\rgentina, el gráfico de los nÚ11eros de alUI!mos inscriptos 

en las escuelas prü;aria c media y universitaria durante los últimos anos , 

es el adjunto . 

\¡'\TRICUL\ CADA 100 t·: IL lLl\ílTTA.\TES 

15018 
1446814314 


13581 


3854 

2715 

p pM u 

1954 

M 

1965 

191 5 


M u p u p M u 
1960 1968 
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Deduc i r ele este gráfico : a) Sabiendo que la pobl ación total ce la Ar 

gentina es de 24 !;li llones üe habitantes, cal cular e l número de a l umnos 

de caJa ni vel; b) To"\anJo tUl prol:1edio ele 30 alumnos por maest ro Je escu~ 

la primaria , calcula r el número ele naes tros; c) ConstrJir el gráfico c i r 

cul:11' tle los porcentajes ele a1Ul\1'105 de cada nivel para 1965; el) Calcular 

el porcentaje tie alu-rmos de pr imaria que pasan a la enseñanza media y el 

nÚ1::ero tle es tos qUe pasan a l a tmivcrsiJ.a.d. 

4. Sl\ponga;~os un car"peona to entre var i os equipos de Lltbol. Anotar l es 

resultados de los Jistintos parti<los y 105 goles de caüa equipo. On.:.enar 

los equipos por: a) parti,:os ganados; b) goles a favor; c) menos goles en 

cO!\tra; J) p3rtic:os empataJos. Oeduc ir consecuencias . 

2. Ej emplos de ejercicios para graficar. 

l. Anot ar las calificaciones ele todos l os a lur,mos tle W1a clase. Si és­

tas van ele O a 10, gr aficar l os números de a lullmos cuya calificación es­

tá entre O y 2, entre 4 )' 2, . .. , entre 10 y 8 (gráfi co Je barras ) . lIa­

cer tar.lJién l os gráficos acur.\ul ativos (números de alunUl0S cuya califica ­

ción es l'ib,'Ual o menor que" y ntlr.lero ele a1 UJn.nos cuya calificación es 11i_ 

gual o mayor que' ') . 

2. Distanc ias de la casa a l a escuela. Se piJ e a cada alur.mo l a dis­

tancia de su casa a la escuel a, l a cual, si es preciso, se calcula con 

l a ayuda de un plano de la ciudad . Con estas Jistancias: a) buscar la 

d i s tancia promeJi o; b) indicar la máxir..a y l a ¡llínima; c ) graficar los 

nÚGleros de a l w.,!'!os que VIven a W1a dis tanc i a "mayor que" o a una distancia 

"~lenor que" otra uaua ; d) sabien,lo cl tic¡;¡po que caja a l ur.UlO tarda en ir 

de su casa a la escuela, calcular l a velocidaJ mc" ia y detectar l os alum 

nos que van más rápido, o m3s despacio que el promedi o . 

3. Cons t ruir la tabl a del número de Ílen,¡anos de cada alumno. Hacer gr~ 

ficos análogos a los del prohlef.1a anterior. Ver el número de hen:\anos 

"¡:!ás probablc" y la distribuc i ón Je las desviaciones ue este promcJio .Pr~ 

uabl cmente sal ga una curva parecid,a a la nOl'T.1ul . 

4. Un vendedor ele r efrescos ven,le vasos de jugo de nar:tnja . Durante 

l os uías de una semana \,vendió 1;15 s i guientes cantiJaues : lunes 60 , r:tartes 

84 , miércoles 96, jueves 72 , viernes 90 , sábado 108, Jomingo 66 . Graficar 

en barras. Buscar l os porcentajes de venta de cada día respecto del total 
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de la semana. !)iscutir a qu[, puede ser debido que el sábado vendió t::m­

to; se pucJcn hacer hipótesis y luego verificarlas por l as ventas de 

otras semanas . 

S. Un f rclter o ven,le [ruta a los ahm\l1OS de una escuela . He aquí l a 

tabla de ventas durante un;} ser;¡an~1 (en kgr.): 

Día Uvas ~lanzanas Peras ~aranjas 

• 
20lunes 6 10 S 

martes 8 16 I 14 8I 
. - 1nnerco,l..cs 182 24 I 12 

1612 22I Jueves 4 
,I viernes 16 1010 6

I 
Con estos datos: a) preparar un rictogr~~a utilizando los dibujos de la 

fruta respect iva; b) mediante e l pictograma, deducir: la f ruta más veruli2a 

durante l a semana y los porcentajes tle frutas vendidas de cada clase; e) 

valor medio de las canticlac.les vcnJiJas úe cada fruta Jurante la semana; ti) 

frutas más y menos vendidas . 

6. Tempera turas diarias miíxir.lJ.s y ¡¡.ín~\as Jurante un mes . Con un tennó 

metro tlc ,r¡5.x ima y mínrna (o bien, tOLlado <le los Jatos f.1cteoro lóg i cos ue 
los <.liaríos) se anotan las tel~\peraturas máxima y mínina tle cada día Juran 

te un mes. Con ello: a) gr aficar estas te"lper3turas; b) graficar las dif!O. 

renc ias ent re la wáxima y l a mínu~; c) comparar estas gráficas con l as 

t:e otros ":eses o con las del. ;;úsmo ¡;¡es de aflOS anteriores; d) gráficos a­

cl.U:lUlativos inJ.:LC<-lnllo 10$ nÚDcros de tiías erl que la tc¡;",;>eratura máxima ha 

sido Ifmayor que" y. la i.l.lnir.1a ha sido ' Íi1enor que 1
.: 

7. Asistencia o inasistencia de alumnos . Anot3-!" durante un nes el núme­

ro de alunmos preser-ltes cada día. Deducir: ét ) Jos días de máxi1Ia y f.líniJr.a 

asistencia y averiguar la causa, t ,; l vez c.onparando con otros gráficos o 

datos (lluvia, buen tiec1PO, [río); b) val.or medio del nÚTI:ero de alillmos a­

sistentes. 
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3. /\l1,'U1105 cstauígraEos y org:lllización ele los datos . En tlUchos casos 

conviene ensenar la nancra práct i ca Je organizar los datos y JeJucir <.le 

ellos los cstadígrafos ql:e pUed~lj interesar. Var.:os a exponer con c..ietal le 

un sol o c~so, COl~10 lr;o~elo ,;le la ;;ianCT3. I..LC proceucr . 

Las mcdiuas de l a estatura ele los :llumnos de una clase, er. centíl¡-,e­

tros, son : 145, 148, 151, 152, 154, 156, 158, 159, 160 , 162 , 164,165 , 

167, 169. lleten::i na r la lilcJia , la moda y la lOediana ue la Jistribúción. 

ProceJeren~os a organizar los datos en una tabla, observanJo que la 

m:;plitud ,!e la Jistribución se obt ene1rá rest an"o el valor mínimo pr esen­

t ado del valor liláximo, o seJ, 1(:9 - 145 ~ 24. A continuación se de termi· 

llará el número Je ir.;:e rvalos y l a m:'jllituJ de cacla uno de ellos. Si acor 

Jamos que 1:1 ampl i t u": del interv~,10 ,le c l ase es 5, obtenJ r emos 5 i nterva 

los (24 : 5 aproximadamente 5) . 

Constru inos l uego una tabl a de valor es con l as s i guientes columnas : 

es t atur a, punt o f.l eJ i o , f r ecuencia , frecuencia aCUDulada, produc t o ele fre 

cue!1cia y pur.to meJio. l.as fil as J e la tabla serán l os intervalos de cla 

se correspondi entes: (14 5-149) - (150 -154) , (155 -1 59), (160- 164) , (16 5-169) . 

Est~'tll ras 
Punt o mCl~io 

lÍe l ir.t er val o Fr ecuenci" Fr ecuenc i a 
acur:1Ul ada 

Pr oduc t o de 
frecuenci il 

y punto J:\eúio 

145 -149 

150-1 54 

155-159 

160-1 64 

165-1 69 

Total 

147,5 

152, 5 

157,5 

162,5 

167 , 5 

2 

3 

4 

3 

3 

15 

2 

5 

9 

12 

15 

295 ,0 

':;57 ,5 

630,0 

':;87 , 5 

502 , 5 

2372 , 5 

La media se detenninar á dividiendo el t otal del produc t o de f r ecuen 

c ía y punto medio entre e l tota l de altu!mos , que corr espon<2e a l tot2.1 Je 

l Tcc,lenc i:1.: 2372,.5: 1 5=1:;2 , 1 . 
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La moja corresponderá :.ll valor cíe mayor frecuencia en la distribución 

(157,5). La J:.ediana es el valor correspondiente al caso que ocupa el punto 

neJ io de la di stribución, es decn, lOl octavo caso, Evidentemente la me,lía 

na se encontrad en el intervalo (155-159) cuyo valor lle frecuencia acumu­

laúa (9) es el r.iás pró:d~)o al octavo caso. 

Observaciones: 

Intervalo. El lkite superior de cada intervalo, por ejeJ)lplo (145-149) 

que corresponde a 149 , incluye a los alur<J10s con estatura hasta 149,9, es 

decir, todas las estaturas J;Jenorcs que ISO. 

¡\mto J:lcdio del intervalo. Se obtiene como sCi.: iswna de los 1ími tes Je 

cacla intervalo de clase, considerando el límite superior según la conside ­

ración anterior, Ejemplo: para el intervalo de clase (145-149) el punto me­

dio es 147,5 = (145 + 150)/2. 

Frecuencia. Representa el número de vlOces que aparece un determinado 

valor en la distribución. 

Frecuencia acwnulada. Representa el nÚl;¡ero total de casos deslÍe el pri 

mer intervalo, hasta el intervalo correspondi ente. Se obtílOne utilizando su 

mas sucesivas de la frecuencia de cada intervalo. 

Producto de frecuencja y PU¡1.to medio. Representa la suaa ele las al tu­

ras de los alunmos que componen cada i ntervalo . 

Total. El total de frecuenc ia indica el nÚlnero de casos de la dístribu 

ción y Jebe coincidir con l a frecuencia aCUlnulada del último i ntervalo. 

Para Wl análisis más completo hay que calcular ta1:bién la varianza y 

la desviación cstandar . 

La distribución de las alt L<ras Je l os alur.'J10s ce una clase es un caso 

típico en que casi siempre resulta una distribución muy próxir,ca a la normal. 

vale decir, que si -se grafican las frecuencias en función de las al tunls, 

la curva resultante tiene la forma de camp;:ma típica de la ley normal. 

Una manera de constata r este hecho, sin necesidad de cálculos, es la 

siguiente. Considerar el total dc ahL-:rrlOS de la clase y pediY que 5 alUllU10s 

,le estaturas diferentes , represep.tat ivos de los alunmos bajos, medianamen­

te bajos , medianos , medianamente altos y a ltos se ubiquen en este orden en 

.ma fila. Cumplido este tribite, peclir que el resto de los alUJ:mos del cur­
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SO se ubiquen detrás de aquel alur.mo cuya estatura es más próxima a la suya 

de los S antes elegidos. Podrá observar se que como resultado Je esta di s tri 

bución, las estatu'ras de l os a lutlnos se Jistribuyen aproximada'1lent e según 

la curva "noma l " . Es decir, Je l as 5 filas que se forman, las longitudes 

dibujan l a fOTIna de campana ele dicha curva . 

Otra manera de ejel'1;:llificar la ley nomal consis te en recoger al azar 

en el patio un<1S SO hojas de un deterl'1inaJo árbol (o de árboles de l a mis­

¡¡la especie) . Se tonan 5 hoj as ele diferent es t amaños y las res t antes se van 

colocanJo sobre la que tiene el tar:¡año ró.s próxioo al suyo. Se LOTI1\ar áll 5 

rr~ntones y los números de hojas de cada uno presentan visiblemente l a dis ­

tribución nOITolal. 

4. La distribución noIT.1al. Después ele haber constatado que en muchos, 

ej enplos la CUDra de frecuencia t ona la fOTIna de canpana, con un máximo en 

el valor meel io, conviene es tudiar con r,:ás exacti t ud la distribuc i ón nonnal. 

En los úl ti¡¡¡05 años de 1:1 enseñanza media , el almmo debe aprender a 

manejar esta distribución, con sus tablas y características fundamentales. 

Es una herr ami enta, dentro de l campo de las apl i caciones de la matemática, 

concept ualment e importante y prácticamente indispensable en Duchos car.lpos. 

Vamos a dar un ejemplo de aplicación que puecle usarse en una gran variedad 

de situaciones análogas. El ejemplo está t omado del curso de Probabilida­

des y Est adí s tica para el 6° año del Bachillera t o , preparado en el Inst it~ 

to ue Cienc i as de la Universidad :\acional de Asunc ión (Paraguay) por J. G. 

Miller yA. A. de Silvero, 1974. 

Un ca~lpesino cosecha sand. ías para vender en e l mercado. El prec io de ­

pende del peso y cono tiene varios miles de sand ías y no l as puede pesar 

una por lma , eligió 64 de t ilJ11años variables, para que constituyera,1 una 

"muestra" de l a cosecha, y oot uvo los siguientes pesos y frecuencias: 1 kgr. 

- 1 sandía, 2 kgr. - - 6 sandías, 3 kgr. - 15 sandías , 4 kgr. - 20 sanJías, 

S kgr. - lS sandías, 6 kgr. - 6 sand ías , 7 kgr. - 1 sandí a . Aquí, al decir, 

por ej emplo, 3 kgr., se entiende "entre 2, S kgr . y 3, S kgr.". 

Con es tos elatos se trata de saber como se distribuyen l os pesos <le las 

sandías en l a cosecha del campesino. 

Consul tados un ~"l,temá tico y un botánico , a;nbos coincidieron en que po­
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día suponerse que la distribuc ió;¡ de los pesos seguía la ley nomal y que 

por taJlto, bastaba saber el vnlor p.!cJio y la desviación estanciar, para sa 

ber todos los Jetalles ele esta clistdbución . Por otra parte, se pue(~e su­

llOp.cr que el valor medio y la desvi2,ción estanJar de toda la cosecha coin 

ciden con los miSll!OS valores Je la muestra, Sentado esto se ca lcula: 

1. El valor "leJio de l os pesos de la muestra es ;.1 = 256/64 = 4 kgr. 

2. La desviación estandar se calcula así: 

representado por s a l a desviación cstandar. 

3. Se sabe, o se eled¡¡ce de la t ahla de frecuencia de la ley nOITIlal, 

que entre \.! + s = 5,2 Y \1 - s = 2,8 está el 68% ele la población, en este 

caso, las sandías. Si el campesino tenía, por ejer;:plo, 8CiXl sandías, pue­

de calcular que el 68% Je ellas, e sea , 5440 tienen su peso entre 2, 8 y 

5,2 kgr. 

4. Se sabe también que entre ff + 2s y \¡ - 2s está el 96% Je la pobla­

ción, es deci.r, en el caso :lC tllal , el 9ót de l as sandías tendrán su peso 

entre 1,6 y 6,4 kgr. Las sandías , cuyo peso cae fuera de estos límites , 

constituyen sólo el 4% ele la cos8cha. 

Con estos elatos y los '1ue se puoelen deducir de llna tabla de la d istr i 

bución nonlal , se pueden hacer ,listintos planes de venta y ver cllál es el 

¡:lás conveniente para e] campesino. Por ej emplo: a) vender todas las sandías 

a S 20 por kgr .; b) como las sandías medianas son las más solicitaJas, se 

;:JUcJc ,leciclir que aquellas cuyo peso esté entre 2,8 y 5,2 kgr. (el 68%) se 

cobrarán $ 10 más que el correspondiente según su peso, y las que pesan fue 

ra de este i ntervalo , se cobrarán S 10 menos de lo que corresponJería según 

su peso. 

Disponiendo de una tabla, es fácil calcular el n(lJ"ero de sandías de ca 

da peso y por tant.o calcular el produc to de la venta en cada plan. Se tie­

ne así un ej enplo de lo. utílidad de la estadística para problel!las prácticos 

y frecJentes en la vida Jiaria. . 

5. Gráficos en árbol. Los primeros problenas de probabilidad, con un 
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nÚJ'lcro finí to de casos todos igualmente probables, conducen al recuento Je 

los casos posibles y favorables. 1¡ay que aprovechar estos problemas para 

estudiar combinator i a y, al r evés, la mejor ejemplificación de la cO¡;lbina ­

tori:l está en los problemas Je probabiliJadcs finitas. 

Al principio, sin embargo, l-;-k~S que la combinatoria que supone cierto 

entremmicnto en el I'xmej o de fónnulas, es rccomenJable el uso ole "gráfi­

cos en 3rt :) 1" para graficar y luego coatar 105 casos posibles y favorables . 

Vaelos a exponer un ejel1plo típico . 

Se lanza una moneda sucesivamente y 
........... 8 


6 .... -47 se conviene en que "cara" vale 1 punto y 
IIseca" (o !!cruz'f o"se.llo") vale Jos 

puntos. Estos puntos se van sumanclo 

y se Cesea saber las di stintas mane 

ras de llegar a una suma exactamen­,'" 
te i.gual a 7./ 

~\atura lmcnte que lo esencial en 

el enunciad.o es que se trata ue un 

proceso con dos alternativas de proba 

bilidad 1/2 caJa una; en vez de una 

mone<la, podría tra t arso ole un boh­

llero con dos boÜllas iguales, una 

marcada con 1 y la otra con 2, que 

6 fueran sacándose sucesivamente, re­
4 ponienJo cada vez la bolilla sacada . 

5 

Las sumas obteniJas en las prime 
7 

... ... ,.."'" 
.. 8 

7 ras 7 jugadas se representan en es­
6 _- -- 8 te árbol. 

73 6 

7 De este árbol se JcJucen varías 

cosas, por ej er.lplo:..' ;' 
__.. 7 -­ a) ¿De cuántas maneras pueJe ob­• 

tenerse l a S~~ 7 en 1,2, ... ,7 

jugadas? 

5 

4 

_ 
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21 

S<::gún el griifico es: °en 1, 2 Ó 3 j ugadas; 4 en 4 jugadas; 10 en S ju­

gaJo.s; 6 en 6 jug::tuas y 1 en 7 jugadas . 

De aquí , pu.esto qi.1C: el nú;ncro total ele posibi l úlúJcs en i jUciélJas es 

sen: 

- = .- = ~ ) ; !. :::>l''1 = :'2 -­
~ 1(, + 

~ 
32 

1 
!)7 = = O,C07 . .123 

¡-)) A Y j) Jue6an de la s i guient e r.:~aeTa. Uno enpic za, sea A, y elige un 

nÚ¡ilcro entre 1 y 2. El otro jugador II pueJe añadirle 1 ó 2 al n-:iJnero elegi­

uo por A y así sucesivamente. El jugador que llega primero a 7 gana. ¿Cuál 

es l a estrate&ia a seguir? 

!-lirando al gráfico se observa que si A elige 1 y sabe jugar, iJ está 

perdíJo , puesto que si D elige 2, entonces A eli"e otra vez 1, con lo cual 

llega, a 4 pun~os y gana cualquiera que sea la elección de B. Si 13 elige 1 , 

se tiene l a suma 2 y entonces s i A elige 2 , se tiene la 5Uls'IJ.. 4 y tanto SI 

J.: elige 1 como 2 gana también A. En cambio, si el pri¡;\er jugaJor elige 2, 
., basta que ,> elija tamllién 2 para sumar 4 y A está perdido. 

!~:ste tipo de ji.CgOS interesan al altü:mo y agi lizan e l razonaJniento. 

Otro ejemplo simpl e es el siguie:lte: hay 2 pilas de cbjetos con 2 objetos 

catL.'1 LL'13 ; el jugarlor A e!:lpieza sacando 1 Ó 2 objetos tic la mismo pila; a 

continuación el jugador iJ 1uce lo ¡:üsmo. El jugador que saca el último ob 

jeto pierde. Se puede hacer el gráfico en 5rbol de l as distintJ.s posibili_ 

~..1aJes y se obsenra que , si juega bien , siempre gana el jugador que j uega 

segunJo , osea, B. 

\aturalmente que cambiando los números y las re~las. este tipo c!e ju~ 

gos se pueele complicar tanto cono se ..lesee . 

6. Tabla de ;1úmeros a l azar: aplicaciones. Conviene que l os alumnos 

practiquen , aunque sea en ejemplos simples, el uso <le l as tablas ele núne­

ros alea torios o números al azar. Es el {un,;amento Jel "métoc.lo <le ~lonte Car 

lo" muy usado en tecnología y en muchas raLas ue la infon::ática. Conviene 

que cada alumno se construya su propia tabla (Je unos SOO Jígitos), de mane 
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r;¡ que , si hace f alta , jUllt:1nUO l as J is tintas tablas de todos ).05 allll:U1os , 

se t enJr5 una cantií..:aC ya cor.sideracle de números para ser utilizados en 

la c1ase. 

¡)ara cons t rui r u.na ~;c estas tablas, se pueüc tOT:1ar Wl:1 ri.lleta con 10 

ui vi siolles (ele O ,1 9) Y L1Cerlu. girar sucesivar.1ente al azaL O bien, tomar 

un bolillero c(n lG hol iJ las cn\-lr:icracas Jo O a 9. Otros métoJos elemer.. t a ­

les se í nt!. ican en el libro <.:c Gl&yr.1ann-Vo.rg3, liLe s proh3bilités al 'école", 

CEDIC, 1973. De est e lib, o tO;'ialnos 13 tabla Je 400 Jígitos que ficiura en 

la página s iguiente. 

ViL'TIOS a dar algunos ej e1,eplos ele aplicación de la tabl:1 el e números alea 

torio,;. :\aturalmentc que 1:1 confianza en los resultados Jepenele de la can ­

t illad de n(ilJCrOS tOJ:lada; en general hay que tOf.'.ar r.luchos r.uís ~c los que a­

qUl vanos :1 t omor (l o que se suele hocer con Ul1a computadora), pero nues ­

tro obj eto es dar (lllicaJ:1cntc lma iJea del método. 

1. Consi derellos el r~isr\o probl ema del eje:;,plo del n° anterior ,consister.tc 

en Sll.'lar n(ír,c ros 1 Ó 2 según saJ ga enra o cruz Wl:\ J~10neda 13..J.Y)zo~a al azar t 

llas ta Llegar n la sur.la 7. 
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o 6 S S S 4 5 3 3 3 S 4 5 3 2 O 

5 2 S ,} J 1 6 4 8 S 0 ;; 4 2 9 464 7 

S 9 5 2 3 3 S o 1 7 4 699 3 

3 1 S 7 4 8 6 2 5 [) 4 S 6 :; 1 9 

9 O S 2 c; 5 6 S 463 S o 6 S :5 

4 1 O S 4 lOS ::; 1. 8 "7 4 :; 1 2 1 5 9 6 

1 4 ~ 7 2 (; S 1 6 7 2 7 5 S S O o 3 6 8 

4 O 6 4 4 1 7 1 7 O 1 3 463 1 8 2 8 8 

1 O 3 7 5 7 6 S 1 S 6 2 9 3 6 9 o 7 5 6 

S 7 1 8 S 7 9 1 O 7 S 4 2 2 2 2 2 O 1 3 

S 1 2 7 2 3 O 2 1 3 9 2 441 3 9 6 S 1 

9 4 O 1 2 4 2 3 6 3 O 1 2 6 1 1 O 6 S O 

4 O 6 4 5 2 2 8 4 1 S 3 2 544 4 1 2 5 

S 4 S 3 1 4 O 2 9 8 4 9 9 8 8 6 5 579 

2 4 6 1 9 7 8 5 567 8 4 4 7 1 

4 320 4 S S 8 2 o 4 S 4 4 3 6 926 5 

3 4 6 6 8 2 6 9 9 9 2 6 7 4 2 9 7 516 

9 3 1 3 7 4 8 9 2 S 7 5 9 2 8 4 

S 1 7 9 8 O 8 1 3 :3 G 1 O 1 O 9 7 7 3 O 

3 O 1 O 5 081 3 3 O O 9 9 7 9 197 O 

Para sIDular la situación, suponemos que un (,ígito par Je la tabla (el 

O incluiJo) vale 1 y que un Jígito inpar vale 2. Vamos a tonar los números 

ele la tabla por filas y contamos el nÚDero de ellos que hace falta para lle 

gar exactilmente a 7; si pasa.'ilos de 7 imlicarr,os con una estrella. Por ej er.~­

pl0, los prineros ..núneros de 1<1 tabla (0,6,5,5,8) dan 1 + 1 + 2 + 2 + 1 ; 7 

Y por tanto anotamos 5 (número de jugadas para llegar 3 7); siguen Jespués 

(4,5,3,4,4) que dan 1 + 2 + 2 + 1 + 1 ::: 7 y ~.m.ot~J.OS otra vez S jugaJas; 

sigue:! después (6,7 ;~),3) que (.~arl 1 + 2 1- 2 + 2 ::;: 7 Y anotamos 4 jugadas. ~ 

sí sucesivéD"'!cnte e in(iíca:íltio con una estrella las vecc~) que n.o se llega "e 

xactarnente 'T a 7, se ohti cne la sucesión: 
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5 - 5 - 4 - 5 - - 4 - 5 6 4 4 5 Ií* * * * 
r ;;: ::; ,1 6 5 " - o - 5 - <1 4 ~ - 5 - 4· ~ 6* ­

,
* S - 5 * 4 - * 4 4 * 4 6 '. " - * - .)* 
<: 5 S - 5 - 4 ti - .' - 5 * - S - * - e ", .- S - *-

S - - .5 - S - - 4 4 (, - S 4* *' " * * * * 

l)c este rcs:..ütadc se l:ulucc que Je los í5 casos cO:-.si,.lc raJos ;¡ay 20 CU~ 

tras, 24 cincos, 7 sei s y 24 estrc:l.L¡s. Por lo tanto Jas probabiliJa.les Pi 

ele que se necesiten i j~';6~as res01~an) r espectivamente. 

24 ,,- 2 7 r 5 = 75 = t) , .) .' 
' ) = = O,J9 ..' 6 75 

Los rcsul t a",los son flUy CC:l;1C:l (:entes con los vcrLlatlcros antes obteLi ,;os. 

::n rea l i:.:aJ hay '\1eE1as i~..H.!a~ ' coinciJcnciLi : en general , JaJa la cantiJaJ Jc 

n;Jr.lcros t onaclos, no era llc espeTor tanta aprOXi¡;1ación . Convenc.ría, en l a cla 

se, seguí-r con nás nÚJ ~,cros , para ver ~i l os r esul t ados se estabíli zan. 

2. La tabla de nú ,lcros a lco.torío5 pucJe servi r p~r3 tO;.~ar nÚJ:1cl'os al 

azar en e l plano. Por c jcnplD, ton2n(~O cuate rna s ~e Ii.úr.lcros suces ivos (O , 6~ 

5,5) , (8,4 ,5, 3), (4,4,6,7), .. . ellos pueden defin ir los puntos le coon.lcna­

Jas (0 ,06 ; 0 ,55) , (C, S!¡-;O ,53), (0 ,44 ; 0 ,67) Jcntro Jel cua<.!rauo de laJos 

O~ x ,. 1, O'" Y"" 1 . 

Si <.~cl~t ro de es t e cuaJ.raJo de I <1Jo un i JaJ se tiene una fi~l1lra tie ár ea 

F, la probabilj Jac:. de que un Jlunto <12'[0 al :;¡zar Jentro Jel cua,lraJo, eaí;;a 

Jcnt ro de la f i gura , es igual a F (cociente del área Je l a f igura por el 

área del cLl8.uraclo). Por tant o, si s e tor~:an r:ucho$ pLmtos a l J.zar y se Jivi ­

,ic el nÚJ ,lero ,le l os r¡ue Íl¡lJi cáldos dent ro Je la figur:; por el n(i¡:.ero t otal, 

se tenJr tí Ui1 val or aproximaJo Jc F, aprox i r:ltlción que crecerá con el nW¡lcro 

~~c püntos tomaJos . 

Erl la f igura , '" los puntos 5011 pUiitos a l azar t OjiléLllos SCgÚil la tab l a un­

ter ior (prolonga~lfl. hasta 12CO J ígi tos , COlnO se encuentra en e l 1ibro ~í,(~n ­

cíonaúo de Glayr.¡imn -Va r ¡;¡¡ ) . Son en tot¡¡l 300 puntos. Da<2o el círculo de ra ­

dio 1/4 que está en la E i ~'lJra, el nLlI:icro ~le puntos q-,le ha..'I'), caído en su in­

t erior es 66 . Por tant o el tirea del círculo , pOT este métoJo, resulta í¡;ual 

a (j(,/300 = 0 ,22 .•. La ven'::hlc-ra área es 3,14 / 16 = 0 ,19 . . La aprOXíl;¡ación no 
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11' es !-:1Uy granJc , :;?C'YO es acept able.
0.9 

:\atl!ralC1(;l~tc c¡ue e l nétouo es út í J 0.8 I 
0. 7 !)ara figuras Je [on::a irregular , 
O.S 

cuy~ ¿re;). no puc ..~c calcul2.TSe pOl' 
O.S I 

I 
, una s ínplc fórmlll a COr.10 en el ca·0.4 

0,3 so consit~er~do, que se ha tor;"~'lJo'1 
0.2 para pO<.ler cor;¡parJ.T el gr~~o ,le 
0. 1 


x 
 aproxinac i.ón obteniuo por el l:létoO 

o 0. 1 0.2 0.30.4 0,5 0.6 0 . /0.80.9 1 	 Jo. 

3. Consiuere¡:¡os el circui t o ,:c la fi¡;ara adjunt a . Los int e rrLlptorcs 

?~lcelcn estar abi ertos o cerra,los con probabiliJaJ 1/2 . Para que pase co ­

rric;'ite J Jebe es t ar cerraJo por 

l o [",enos UJ, 	 int errupt or tCC caua 

fila horizont al. El llílT:1CrO Je c¡ ­
3 sos en c;ue est o ocurre es (2 - 1) 

2
(2 -1) ~ 21 	 Y el n:1::,cro ue casos 

26 posibles es ~ 64. Por tanto , 

l a probabili..:ael ele que pase corrien 

t e es p ~ 21/64 ~ 0, 33. 

¿CÓl.lO sir:llllar csta si. tuac i ó" y 

resol ve r el problema con una tabla 

Jc nt.l!'i1cros aleatorios? PoJenos aC.r~ 

?ar los n{uneros J.c la tab lD C:l grl..lpOS de 6 Llíg i t os , corrcspoIll1icndo caja nú;; 

)'lCrO a ,-,n interruptor Gcl CÍYC lÜ to. Ir-,t er pret a;:¡os los nÚf.icros pares (inclui ­

uos el O) cor:lO jmlicador cs Jc que no pasa corri ent e (ir~'écrruptor abierto) y 

l os ir.lIlares ue que sí pasa corrient e (i nt ernl¡)tor cerro,lo) . Para que pas e 

corr ient e por el ci rcui to ,entr e los tres priLC:ros ;lÚf,lcros del gnl;lo Jebe 

hal)cr por lo Llenos .pno q\.lC se,1 irj :p~lr , entre los dos s igu i entcs Jebe haber 

por lo menos W10 que t 2l:b ién sea iR.par y e l sext o debe ser inpar, :\nalizan­

do según est.e criterio los 66 grupos de 6 números q i. .iC se pucJcn f O!7:13.Y CO~l 

los 400 dígi tos de la taLl~ anterior , se encuentra <::uc inJ. icanl..~o con :\ que 

no pasa corr iente y por S que s í pasa corricr:te IJOY el circiJ i to , l a suces ión 

resultaJl t e es: 
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~\- , S , S , :: ,.\ ,5 , :: ,\ ,\ , \ ,:<, S ,.\ ,~, , : ~ ,\,\, \ , .'\)S ,S,. '; ,~ :, \}: -:)'~;) ::;>~; ,". , .. , ~.\ ¡.:. ;. :) 

.i :s \.~cci.::- , 52 t:t(; iC¡- ~ (6 casos de los c~.:.lcs 22 corres:~o /!;.i.en a la letra 

S, L~ ;:rohabi l i d.a,.; 1,uscadC'¡, r:lcc.iJa por es t e méto~o expcrlj:¡cntal resulta 

)J = 22/66 = 0 ,33 . La aprOX iJ.1ilCión con el resultaJo teórico es muy notable. 

Parecería que nos her,os cleteniJo en una pos ición favorable; para ver si. és 

t e ha sido e l caso, coavendría se~uir con la tabla de números al azar . 

Insistinos en que en estos casos en que se pueJe calcular la probabil~ 

,lad teóricamente de manera s imple, el loétoJo Jc \·lonte CarIo no tiene inte­

r'&s r ráctico , pero ;lCr.·.o5 puesto ej cl:\plos simples para hacer COi:lprcnJcr el 

r.;étodo . En casos en que e l cá l cul o exacto es J ifícil o ir.lposible, e l ::\éto­

Jo es Je Ducho valor. 

7 . Dos ejeDpl os Je [lrobabilÍl~ades continuas . Cuando los casos posibles 

y favorables se pueJ.en representar por los puntos de un intervalo o de una 

f i gura del plano o del espacio , se trata de un proble:na de probabil iJades 

cont i nuas y la probab iliclad se clefine entonces (supol'.ienJo los casos igual­

':lont e probables ) COf:lO el coci ente ,le las neJiJas (longitudes, áreas o volG. 

menes) . VaJ-:)os a Llar un ejcJ:lp l o. 

l. Para ir D. la escuela tengo que t Or:1&r dos ól.lni.lx.l s . La espera l:láxi~lla 

p"ra el pri::1ero es Je JO r:inu t os y para el segundo Je 8 ¡:lÍnut os . SabienJo 

que el tic:-.lpo ,;e viaje efectivo es de 20 '7\ i mlt os , ¿qué probdl i] idad tengo 

,' e ll egar" l O! hora s i salgo de casa 30 ninuto s antes ? 

y 

B 

o 

SoLlC i ón . LlaJ~a!lJo x al tiempo ue 

espera para el pricaer órrmibus e y 

al t i e: ·;po de espera del segundo , t~ 

neillOS l as conJic iolles x ,,; 10 , y~ 8. 

~os casos pos ibles son , por tanto t 

toJos los puntos de l árc!i :lel rectán 

gulo de laJos 10 , 8 , o sea SO. Los 

casos favorables corresponJen a l os pWi 

t os para los cuales es x + y"'" 10 ,105 

10 x cuales son los que const ituyen e l área 

rayaJa en la fi gura. Por tanto la probaLil ü:ao huscaJa es : 

p = (2 . 8 + 3.8/2)/80 = 48/80 = 0 ,6 . 
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2. Supon;¿arno5 C'1 ~)l ano ray~Jo con 1íneas paral elas a uistancia a. 

Si sobre el nisr.lo se arroj o (:1 .:lzar un seb,1nento (aguja, r ...ilil~o) J.e 1cn­

g..i.t:"hl s.t: D., 10 p';'oL~l~i l idad ".c que corte a alguna par:::lcJ..Ci es: 

2 s 
¡: = uo. 

La conJición s < a se inponc para que el segmento no puel.'.a cortar a 

nás Jc una par~lcl¿:~. Si es s> 3} entonces la fó r ;;h.lla anterior "la clt\r~:üor 

nCI..~.icll úcl n.ú.r:ero l:t~ r\...!1Y·~ os de in:ersccc i ón del sC61lentG con las par :-úc­

las. 

La fómula antcri0r no se pt..c,,:e J el;)OStrar a nivel sC'cU!lCario. Sin eL! 

bargo, se pue,,:c .2<.lr s jn Jc;;:ostr(':.ción y conrrobarJ ~ experil~enti11L1cnte. El 

haz de rectas paralelas se pilc,lc I.l i bujar en el suelo o sobre un;] ínesa. En 

vez L.e .1T¡·ojar s¡Jccsivm~entc un segJ!1ento y \..~ividir el nCrn.ero de veces qu.e 

co:-ta por el núncro tot~l l~ e veces , s e pueue ta:~1bién <1rToj ar .le un<l sola 

ve~ ti':-l :!lanojo l:e se¿~:'lcntos (p.:. l íllos o agujas) y (! iviJir el número de los 

que cortan D. a l guna p~!raleLl por el nú;.¡cro total . Se PUCt:c tm;,bién arro­

j ar W1 segnento de lO;lgi t ur.l cualqui era, ~:ayoY que a ; C:'ltonccs al J. i viu ir 

la SlUna dE' los rUlitos \.le int.ersccl:ión por l~ l nÚJ71CrO de vcces qJe se ha .:1­

rroj8t1o se tic~EC el rlÍs,\,o valor Jc la fón:lula ,laua, c,ue ya no cs la prol;~ 

Lilid<J. ~1 sino el \'alc.r ;~:CclO . 

Si en 1:1 fón~:ula tbLél. se JcspejJ. íí:: 25/[.'2., y se calcul a p por el :',¡e 

t OlLO cxper i ncntal anter ior 1 se tiene U~l~ T:!ar;.el'a <.~e ca lcular al azar el nJ. 

¡:¡cro 1T. Este proble:·:ta se cor..oce con el ¡}o:'lcre dC "problema de la aguj al ' 

úe buffQJ,. 

i ¡ay otras l~luchas :";;J..'"1eras de cal cul ar 7í COI:-:O resül t¡¡do Je l e.. probabi ~ 

lil.:(1l~ <.1e U~1 hecho u1 azar. O:'ra na:-Iera e~ l a s íJuicnte: cQj ls iderc;,¡os en 

e l plar.o f'.arc3do tollos l os p:..mtos de coortlcn2das cntera,s, o sea , los vér­

tices dc la Jivi.sién del pJano en clacrados ue l a(~() i.mi~j.al-':. l~eccrtemos ..ffi 

c írculo de ra;,:;io tmjJad y arToj énoslo al azar sobre el p1.3no._~1 nd1~ero 

¡; r ande de vec.es. Anotcr:cs c:J.ca vez el r.ú:~le l~o de vértices J.el cuauriculaJo 

qL.:e queJ an c..1liÍcrtos pOt~ el círculo. 5:.1"";1z.nJo estos núncros y uiviJicr;.Jo 

por el nill~ero t.otal Je veces que se ha arrojado el cl i sco ) se tcnurá e l 

"valor ¡,\cdio" ¿el n(u::cTO 0c puntes cubiertos. Se pueue uemos tr-ar que este 
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valor meuio es i 6ual a ff, ...le uanera que al proceder cxpel'imentalmel1tc, 

taubién Jeber::n obtc:r.e c:jc valores aproxiraaL.os de este nCu:1ero. 

S. CTccir.:icnto de pol:,lacio~:es. El estuclio y cálculo Je i Ivalores ;',1(:­

l~ios:' se suele hacer en estadísti.ca, si bien pu0.le liaccrse, ya veces con 

viene hacerlo, en otros varios C.:lp ítulos Je la matemática. 

La fÓ::lula clásica del i rl.l.crés cO:.lpuesto pUGJe interpretarse T.aJilbién 

CO;'lO la fór;nul a Jel T1crccir.úent'o" Jc Ul1.a población (ciucla2, país), baj o 

la Lipótesis ele qL!e la t2.sa J.e creci1:üento es proporcional El la població:-¡ 

r:üsDa, es decir, que el núnero total de nacir.üentos es Tila)'or CGanto mayor 

es lJ. población total. [ntonces, si r es la tasa Je crecir::i cnto anLlal y 

\n la población al cabo J" 1: años (:\0 es la población inicial ), se tiene: 

Para n/2 años, la fóm,ula se escribe: 

y Je aJ:1bO-s fór.nulas resulta : 

'/?'.' =(\ \)"­
" n/2 . n . O 

es Jecir, la poblac ión a la rú t aJ lic un período es i¿;llal a la meLia gcOl.l.§.. 

trica c.ie población en l os cxtre¡,los, in,..lepen~ientcrJ:entc ele la tasa Je cre­

cimiento. 
r 

Por ej er:1plo, si en una ciuC:au en 1960 tenía lOJ habi taIltes y en 1970 

tcr:':la 1,6.105 
1 se c3.lcul~ que er. 1965 tlelJía tener 105(1,6)1/2 === 1,24.10 5 

h<':lbi taDtes. Otro cJ emplc; UTl2. población lle 60.000 Labi t antes hace 5 ailos 

que tcní:1 40.000 ¿CUD:1tos se esti;ta que tenclrá Jentro ue 5 años? Se tiene 
1/2la ecuación 60.000 = (~O.OOO . x) ,ele llonde x = 90,000. 

1:I1 .::c;eral, la hipótesis hecha Je que las poblaciones crecen cm:,¡o la 

fón.y,Úa del ca]'i t81 en eJ interés cor.lpuesto, se ajusta castante a la rea­

].. iJaJ, sierlpre que no Laya notivos d.c excepción que perturben esta ley ue 
crec ento. 

Cua:tKio se estudl.an lí::útes y aparece el núnero e, hay que vincular 
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el resulta<lo con el "interés continuo" (interés compuesto en que la capi 

talizJ.ción se ;lace ins tantáneamente). La fórmula resulta entonces : 

1 vale tar:bién parü cualqu ier fenór.leno Je creciJ;liento en 'el , que se SLlp0!2. 
' . . 1 (' _ . ,ga que 1a tasa ue CrCC1;!llcnto tota. ,..lf.Ute (le ;~/ t! para t tendiendo a 

cero) es proporcional a C; , Si r es negativo, se escribe : 

-rt 
)¡ t = ~O e 

1 es l a fórmula de l "decrecimiento" Je poblaciones. Esta fórr,llüa aparece 

en mucl~as s ituaciones. Si se pregunta en cuanto tiempo "O se habrá re<lu­

ciJo- a la mi tae!, ponien<lo 'J = NOn, r esulta t = (l/r) lag. 2. Este valor 

se llaJ~a l a "vida ncdia" tic la poblac ión 1 es curioso observar qLle no <le 

pende <le \0 ' 

9 , :·Iiscelánea . VaJ:10S a <lar algunos ej cmplos ele ej crcicios varia<los, 

cor.lo moJcl os <-le situaciones frecuentes . Caja profesor Jcbería ir colecci2.. 

nn..'1do cj ercic ios análogos , aJapt aLios al nCl:io ambiente ue la clase. 

1. Correlaciór.. I:s tutii o co:.lparativo Je las calificaciones <le los all¡¡:, 

nos en diferentes disciplinas. Se anotan l as cal ificaciones J e los alurmos 

ele la clase en ",¡¡temáticas 1 en otra ¡,¡ateria (por eje!~plo física o música) 

1 se r epresentan en el pluno tor.1aado estos pares C:e nÚT.ler os como las coor 

JenaJas cartes ianas Je l os puntos. ;;al que ver luego si es tos puntos es­

tán o no, nás o menos en línea recta, Se puede calcular el coeficiente Je 

correlación 1 J ibuj ar la l'ccta Ce re;resión. j :acienC:o lo p;ismo con otros 

pares <.:c nat erias, se puede comparar el r.-,ayor o Henar graJc <le correlac ión 

entre ellas, 

Convj ene Jar eje1'lJllos en que no existe l a correlación: nota CJl :::ate­

¡-;';áticas y (~is tanci::l a que el alwiJ10 ví\'c de 1 ~ escuela) 1',C50 l~cl al~Eulo y 

(t:(; l~e : :, :~.~ cr, fiJe n~ : c ió, ... 1.:5 conveni ente llevar al a;..¡ la est aJísticas 

~cl paí s o de l a ciudad en que se vive (cantidades fabricadas de ciertos 

productos, r esultado de cosechas , temperaturas , índices de enferr,le<laJes",.) 

1 analizar posibles correlaciones entre ellas. En general los cálculos 

son engorrosos, pero se hace fácilr:1ente con una cor.1putadora, aunque sea de 

bolsillo. 
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2. Probabilidad cor.~uesta. Para obtener un cierto cargo o para ser 

seleccionado para formar parte de un equipo, se presentan 12 candidatos, 

de los cuales hay que elegir primero una terna y después, dentro de esta 

terna, se elegirá el candidato. Suponiendo que todos los candidatos tie­

nen los r.lÍsmo méritos ¿cuál es la probabilidad lle ser elegido? 

Para ser puesto en la prinera terna, la probabilidad es 3/1Z = 1/4 

Y para la segunda elección la probabil idad es 1/3. Por tanto la probabili 
dad pedida es l/lZ. Obsérvese que se podría haber razonado así: puesto 

que los lZ candidatos son igualr.lcnte probables, la probabilidad de ser ele 

gido es l/lZ, independientel~ente de las el iminaciones parciales, cuales­

quiera que estas sean . 

3. Inllependencia. Al recolectar Jatos para muestras dc las cuales se 

quieran deducir resultados probabilísticos, hay que cuidar mucho la "inde 

pendencia", así como el tamano, o número de los mismos. 

En el capítulo destinado a Probabilidad y Estadística del libro "c.;ue 

vas tendencias en la Enseñanza de l a ~1atemática, vol. III" (UJ'o.'ESCO, 1973), 

se cita un ej emplo curioso de Engel, según el cual para los alumnos de 

dos clases de 50 grado en una escuela de Stuttgart, resultó que el conjUIl. 

to de mujeres de sus familias (hermanas) era tan sólo la mitad del conjw..:!. 

to de varones (hermanos). Como se sabe que en la población total, en to­

dos los países, los números de varones y mujeres son prácticamente igua­

les, se tiene un ejemplo de que las muestras, por ser deraasiado pequeñas 

o por tener algún "sesgo" subyacente, pueden comlucir a resultados erró­

neos. La estadística de métodos para deducir, en cada caso, el grado de 

confiabilidad del resultado. 

Respecto de la independencia, se puede observar que 3 variables ale~ 

torias x, y, z pueden ser independientes entre sí dos a dos, y no ser in­

dependientes en s_u conjunto. He aquí el siguiente ejempl o de l'reudenthal 

(Probabili ty and Stat istics, Llsevier, Amsterdam, 1965): 

Una lámpara está controlada por dos interruptores A, B. Cuando los 

dos están abiertos o los dos cerrados, la lánpara está apagada y si uno 

está abierto y el otro cerrado, la lá.'1para está prendida. Se sabe que A 

y il se usan con la misrla frecuencia y que la lámpara está prendida la mi­
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taJ del día'. Sea x la variable aleatoria del interruptor A, tal que 

x ~ O si A está abierto y x ~ 1 si está cerraJo. Análogamente, sea y la 

variable aleatoria que con los ¡;üsmos valores se refiere a B y sea z la 

que se refiere a la lámpara (z = O si está apagada y z ~ 1 si está pren 

elida) . 

Se tienen las siguientes probabil idades 

~pez = olx = O) pez = olx = 1) = p ez = l¡X O) = pez = llx = 1) x 1/2 

'" ~pez = o ly = O) = pez = o ly = 1) = pez 11 y = O) = pez = lly 1) 1/2 

lo que prueba que l os pares (x, z) , (y, z) son independientes, así como, por 

hipót esis el par (x,y) . 

En cambio es 

pez ~ O x = y) = 1 pez ~ O x f y) '" O 

lo que prueba que x ,y,z en su conjunto no son i r,dependientes. 

4. Distribución de las letras en el idioma castellano, La frecuencia 

de las letras en el i J ioDa castellano, es una fuente de ejercicios de es­

tadística y probabilidad interesante porque se tiene siempre el material 

a mano y permite vinculaciones con la l inguística. Contanto el número de 

veces que aparece una determinada letra en una página de un libro y divi­

eliendo por el número total ele letras, se tiene l a "frecue,ncia" correspon­

diente a dicha letra . Se pu~le proponer a l os alumnos que l o hagan con 

distintas l etras y en distintas páginas. Ver si, para una misma letra, 

los resultados son bastantes coincidentes y, para distintas letras, orde­

narl as por su f r ecuencia de aparición. 

Puede ser útil, para comparar, la siguiente t abla de frecuencia (los 

números indican el tanto por ciento) calculada por A. García del Busto 

(Acta ~1exicana de Ciencia y Tecnolog ía, vol. IV. 1970, págs . 94-133): 
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u 3,47 

b 
a 9,87 h 0, S9 ñ 0,13 

v 0 , 80 .1 5,94 o 7,69 °,97 ,, w 0,003,89 0,29 I 2,20c J P 
d 4,12 I k 0,01 x 0,18 

e 11 ,24 
q 0, 82 

y 0 ,71 

f 0,61 

1 4 j 51 r 5,40 

1:1 2,40 s 6 ,45 z 0 ,30 
+n 

b 0 ,85 n 5,92 L 3, 83 espacio 16,69 

I 

El último dato "espacio" significa el espac lO entre palabras. 

Obs~rvesc que en es t e cálculo la letra "11" ha sido cons ider ada como 

u.os veces el símbolo "1". 

Con estos da tos se puede p~¡ ir: ¿Cuál es el n~"ero de veces que una · 

determinada l et ra aparecerá , en pr omedio, en una página? Hay que estir.1ar 

el número de l etras ele cada página (contando el espacio entre palabras 

como un símbolo) y tener en cuenta el porcentaje anterior. 

En es te tipo de anál is is elel i el i oma se puede pedir tanbién calcular 

el número ele l etras promeJ io de las palabras. En el artículo citado , Gar 

cía del Busto da t wabién l as frecuencias de los diagramas (pares de le­

tras) y los trigr amas (ternas <le letras) más frecuentes, así como la fre 

cuenci a de caJa letra cuando se conoce la anterior o las dos anteriores . 
r 

-25­



l3I BLIOGlv\F lA 

A\'DERSOi'í, R.D. \!atemáticas para el prir:\er ciclo secwlUario, Vol. 1 -II. 

Grupo de Estudi o ,le la \latcmát ica Escolar (S~!SG). StanforJ Universi 

ty Press. Palo Alto, California, U.S .A., 1962. 

- ARJXlGAST , G. et al. Recopilación, organización e interpretac ión ,le da­

tos. Trillas , ~léxico, 1970 (traJucción Jel Booklet n° 16, The \ati~ 

nal Council of Teachers of ~:athematics , publicada con la ayuda del 

Centro Regional de Ayuda Técnica (RTAC) Je la Agencia para el Desa ­

rrollo Internacional (AID) 

BHAllLEY, J. 1; ~!cCLELL'\.\·j), J . :\. Conceptos básicos Je es tadíst i ca . Manual 

~loderno, ;,léxico, 1972 (traducción Je Bas ic Statistical Concepts --- , 

A Self-Instructional Text, publicado con la ayuda del Centro Re¡,;io­

nal de AyuJa Técnica (RTAC) de l a Agencia para el Desarrollo Inter­

nacional (AID). 

- CRl\"1ER, lí. Eler.lOntos de la teoría Je probabiliJaJes y aplicaciones . A­

gu ilar , j.1aJriJ, ]9634 

- FELLER, 1\. An intro,!uctiOl: to Protnbili ty Theory ane; i ts A;,::l i.::~ ti otCs, 

Vo~. ! . John ~:ilcy :.~ Sons 7 :~UCV2 York, J9 5:) . 

Fl'R\lA,\11EZ, l'. ProhabiliJ alles. ?1l1,1 icaciones del Instituto Je \k~ ten:áti­

cas Pur;:¡s y AplicaJas de Río de Janeiro. Río <le Janeiro,ilras il,1973. 

- FPJ::E' L>'\.';, 1,. rntro,;'uction to Statistical In[crcnce. AJdi son-;-;esley, Hea 

din;;, \Iassachusetts, 1963. 

GL!\Y:,k'\,\'\ , \! .; VARGA, T. Les proLa~ilités a l' écol c. CEDrC, Lyon, Fran­

cia, 1973. 

KREYSZIG, E. IntroJncción a Id estaJística ¡;:atcnática. Ewitorial LilflU ­

sa-I':ilcy, ,'hico, 1973 . 

SA\TAlO, L.A. Probabil i¿<ld ce inferencia esta,iística. ~lonografíi\s J e la 

OEA , na 11, l';ashíngton, ~)'C. , U.S.A. , 1970 

- SI :2RLOCK, A.J. Esta,:ístícas y probabilidades . hli torial Vicens Vives . 

.5arce1ona 1969. 



- SPIECEL, ~1. Estadística. \;cGruv.' - j liD Cook Co., Panamá, 1969. 

- U\ESCO. 0:uevas Tenclencbs en l a EnseÍlanza ele la :.:atemática , Vol. III. 

1973 (traducción castellalla por la Ofic i na de Ciencias par a An.é ­

rica Lat:ina, :!onteviJco). 

-27­



La diagramación de esta publicación fue realizada 
por el personal de Graficación y Diseño contra· 
tado por la Drganización de los Estados Ameri· 
canos, e impreso en el Servicio Reprográfico de 
la Dirección Nacional de Investigación, Experi­
mentación y Perleccionamiento Educativo. 

(DIEPE) 

Febrero 1977 


