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APLICACIONLS DE LA ESTADISTICA Y DE LA PROBABILIDAD

JIAS REFGRENTES A CONTENTIDOS Y :EHIODOS

elesental

es Jde prohabilidad y estadistica deben introducirse en toﬁos
Jde la ensefianza.

_.:5Tta enschanza se pueden considerar dos ctapas:

de 6 a 9 aTlos: Sc proponc que en esta fase, se realicen cxperiencias
LGS 0@ PTO] q P
y tabulacidn dc datos provenientes de situaciones Jel medio am
ando.
de 10 a 11 afos: Utilizando los conocimientos sobre fracciones {que
), se pueden determinar e interpretar fenémenos estadisticos intrudu-

s

5 conceptos de media, moda y mediana. Ademds podrd intrudicerse pau-

ite la idea de probabilidad, primero cn su forma cualitatativa, para

a su expresién cuantitativa mediante experimentos con wmonedas, da
ag colores en una bolsa, etc. Con los resultados obtenidos podrin
s graficos respectivos. Son ruy Gtiles los grdficos en drbol pa-
o de casos posibles y favorables. La idea de probabilidad puede

para motivar y afianzar el concepto de fraccidn.

2. Ciclo medio bdsico (12 a 15 afios).

- y

que en esta fase se incorporcn a los programas de matemitica,
1ceptos de estadistica descriptiva y probabilidades. El trata-

uciendo distintos Jdiagramas tales como: poligonales, de colum-
P
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Posteriormente, se interprctarin los datos mostrando 1o que se puede dedu

cir Jde ellos y como pueden compararse entre si.

Con estas nociones, sc introducird cl concepto de medida cmpirica de pro-

babilidad o {recucncia relativa, ampliando los resultados obtenidos en la pri

nera ctapa.

U's importante advertir quec los conceptos a incorporar, no deben necesaria

riente constituir uno o mids capitulos especificos de un curso de matemdtica,

sino que deben ser presentados como aplicacidn inmediata de conceptos matcmd-

ticos introducidos o como motivacidn de los mismos. Por ejewplo,conocida la

idea de nimero racional, se puede definir la media y a partir de ello, discu-

tir al experimento cstadistico que consiste en sacar el promedio de notas dce

los estudiantes ecn el curso de matemdticas.

I'n lineas generales, una lista Je contenidos pucde ser la siguicnte;

Ti231s

1.2.7.

Recoleccidn ae datos. Poblacién o colectivo. luestra.

Ordenacidén de latos. Distribucidn de los datos en clase, frecuen-
cila y distribucién de frecuenciza de una clase.

Representacidén de datos. Diagramas poligonales, de barras, nisto-
gramas, acumulatives, de circulos, sectoriales, ctc.
Interpretacidn de dates. Estaligrafos de posicidn o incices de
tendencia central: wediz, mediana y moda. Lstudigrafos o indices de
dispersidn, amplitud dc datos, desviacidn melia, desviacibn cstan-
Jar.

Correlacidn. Cocficientc Je corrclacidn.

Combinatoria. Trifngulo de Pascal. Nociones elementales de probabi
lidad. Frecuencia relativa o medida empirica Jde probabilidad.

Tablas de¢ mimeros alcatorics. Ejemplos de simulacién,

1.3. Ciclo medio superior (16 a 18 afios).

I'n este ciclo, como continuacidn de los conocinmientos ya adquiridos per

cl alunnc,

se pucde introducir una fundamientacidén axiomdtica de probabilidaa

basada en la teoria de conjuntos. Todos los temas dcberdn ser intercalados en



10s programas Je matemdtica de manera progresiva y a nedida que se dispone

w¢ los clenentos ncccsarios.

Se suguierc el siguiente tratamicnto metodoldgico.

A modo Je motivacidn, cada vez que se prescnte la oportunicad, se hard
una Jescripcidén histérica de las ideas que contribuyeron a formar los prime
ros conceptos de probabilidad y estadistica

Presentar la nocidn de espacio muestral finito a partir de la nccidn de
conjunto finito. Prescntar la probabilidad coro caso particular de una nedl
da de conjuntos, es decir como una funcidn que hace corresponder a cada sub
conjunto del cspacio muestral un ndmero real no negativo, que goza de cier-
tas propicdades.,

Presentar el concepto Je variable aleatoria Jiscreta, come una funcién
cuyo conjunto Jde valores es {inito; y Jdar una idea intuitiva de variable a-
leatoria continua. e igual marera, desarrolliar los conceptos de funcién de
probabilicad y funcidn de listribucidn,

Ilustrar con cjemplos sencillos, ¢l concepte de esperanza matendtica o
valor csperade de una variable alecatoria Jdiscreta.

Se sugicre presentar los conceptos de uedia y varianza de una distribu-
cidén como dos nimeros que sc puedan obtener de la funcidn de distribucién y
que caracterirzan cicrtas propiedades generales de la misma.

Presentar y caracterizar la distribucidén binomial para cnsayos repetidos
(distribucién de frecuencias teéricas para variables discretas).

Presentar y caracterizar la distribucidn normal (Jdistribucidn de frecuen
cia para variable continua). Dar una idea geométrica - intuitiva de cémo pue
de aproximarse la distribucidn normal a partir Jde la binomial. Plantear pro-
blemas sencillos, a fin de manejar y aplicar tablas dec drcas de la curva nor
mal,

Sin entrar en detalles, una lista de contenidos puedc ser la siguicnte:

1.3.1. Ispacios muestrales. Lventos o acontecimientos.

1.3.2. Mledida de Probabilidad: Propicdades. Medida equiprobable. Probabi

lidad condicional. Sucesos independicntes. Medida empirica de pro

babilidad.
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1.3.3. Distribuciones ue Probabilidad: Varizbles o Funciones aleatorias.
Distribuciones discretas. Funciones de probabilidad. Funcién de
distribucién dec una variable o funcién alcatoria. Funcién de dis

tribucidn correspondiente a una distribucién discreta.

1.3.4. Valor medio de una distribucién, Varianza de una distribucidn.

Isperanza matemdtica. Variable o funcién alcatoria estandarizada.

1,3.5. Distribuciones discretas cspeciales. Distribucién binomial: media
y varianza de una distribucidn binomial. Distribucién de Poisson.
Distribucién gaussiana o normal. Paso de la distribucidn binomrial

1

a la dec Poisson. Ildea del paso de la distribucién bincmial a la

normal.

Algunos cjercicios de estadistica exigen cédlculos larges que se prestan
para ejercitar y justificar cl uso de calculadoras (de mesa o de bolsillo)

0 de computadoras.

2. PREJIMPLOS DE APLICACIONES
1. Iniciacidn a las ideas dc probabilidad y estadistica

En las aplicaciones de la matenitica, la idea de¢ probabilidad intervie-
ne muy a menudo en ¢l nundo de los nifios: en los jucgos, en la esperanza de
tener un buen tiempo para cl fin de scomana, en la probabilidad ae llegar a
tiempo a la escucla o en la probabilidad de obtencr una buena clasificacidn

en los coxamenes,

Los primeros cjercicios pueden desarrollarse de nuy distintas maneras,
sea utilizando material diddctico destinados a otros fines (bloques :wultiba
sc¢, regletas, varillas), sca utilizando elcmentos pertenecientes al alumno
(libros, lapices) o mediante datos recogidos scgln determinado criterio.,
Sicapre que se puedan crdenar objetos o Jatos segin ¢l valor dc ciertas ca-
racteristicas, la comparacidn de la distripucidn de las miswmas en tal orde-
nacién, se presta a un grifico o a un comentario de interés estadistico.

Recoleccidn de datos. !y que educar, Jdesde la primera ensefanza, cn la
recoloccidn de datos, que serdn ordenados y guardados convenientemente. En

distintas materias (Geografia, ilistoria, Idioma, ...) aparecen con frecuen-



cia datos numéricos que el profesor de matemitica puede utilizar para
ejemplificar las distintas maneras de graficar, Disponiendo de fmchos
graficos se tiene también la posibilidad de ''compararles', introducien

¢o en la idea de una posible "'correlacién' entre ellos.

Cada alumo deberia llevar un cuaderno especial con datos, graficos,
tablas, nGmeros al azar, todo lo cual le ird dando una idea mis concre-
ta que la corriente, del ambiente en que vive. En las revistas y periddi
cos de lectura comin que ¢l alumno encontrarid en su casa, aparecen muchas
veces datos numéricos y graficos que el alumno puede recortar y llevar a
la escuela para discutir, Se tienen asi Jdatos que se rcfieren al ambien-
te en que el alumno vive y gue, por tanto, interesardn seyguramente a €l

y a toda la clase.
ile aqul algunos ejemplos de datos y preguntas que ellos pueden originar.

1. La extensidén y el nimero de habitantes de los paises de América del

o
tantes por an

N A e PP PR Ay |
AROT1CR e Sur?,

ce nliiero, fes igual a lz media aritm@tica Jel nin

Sur son (en cifras redondias):
Colombia 1,140,000 an s 20.000.000 habitantes
Venezuela 900.000 " 10.000.000 o
Ecuador 260.0C0 6.000.000 "
Pera 1.300.,000 " 13.000.000 "
Brasil §.500.000 " 92.000.300 "
Bolivia 1.000.000 " 5.000.000 a
Chile 750.000 8.000.000 .
Argentina 3.000.000 " 24.000.000 "
Paraguay 400.000 " 2.500.000 &
Uruguay 180.000 " 5.000.800 v
a) Graiicar o .istintas aneras estos datos; b) :Cufintos son los habi-

)

de cada nais?; ¢) (Culntes son les hebitantes por a7 oa

) - e : - _— X ,
ro de habitantes por Km”~ de cada pais?; d) liallar los porcentajes de su-

perficie y habitantes de cada pals respecto del total. llacer el griafico
circular correspondiente (calcular los grados de cada sector para cada
pais).

2. Los trabajadores del Paraguay estdn distribuidos por sectores segin
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los siguientes porcentajes: agricola (52%), industrial (15%), comercio
{8%), servicios (17%) , construccidén (4%), transporte y comunicaciones

(4%).

Calcular los gracos que correspon
den a cada sector en el grdfico ad
junto.

Estos datos y grificos son nuy

instructivos. Convendria que en

17
B cada escuela hubiera abundancia de

A ellos, pedidos a las direcciones
de estadistica de cada pais, que
suelen publicarlos anualnente.

3. En la Argentina, el grafico de los nimeros de alumnos inscriptos

en las escuelas primaria< media y universitaria durante los Gltimos afios,
es el adjunto.

MATRICULA CADA 100 MIL HABITANTES

15018

14314 14468
“ 13581

3854

2715

1915

1954 1960 1965 : 1968



Deducir de este grifico: a) Sabiendo que la poblacidn total de la Ar

entina es de 24 millones de habitantes, calcular el nimero de alumnos

132
(=3

ge cada nivel; b) Tomando un promedio de 30 alumnos por naestro de escue
la primaria, calcular el nimero de maestros; c) Construir el grdfico cir
cular de los porcentajes Jde alumnos de cada nivel para 1968; d) Calcular
el porcentaje de alumnos de primaria que pasan a la enschanza media y el

nidmero de estos que pasan a la universidad.

4. Supongamos un canipeonato entre varios equipos Jde futbol. Anotar lecs
resultados de los distintos partidos y los goles de cada equipo. Ordenar
los equipos por: a) partidos ganados; b) goles a Lavor; c¢) menos goles en

contra; <) partidos empatados. Deducir censecuencias.
2. Ejemplos de cjercicios para graficar.

1. Anotar las calificaciones de todos los alumnos de una clase. Si &s-
tas van de 0 a 10, graficar los nimeros Jde alumos cuya calificacién es-
ti entre O y 2, entre 4y 2, ..., entre 10 y 8 (griafico de barras). lia-
cer también los graficos acumulativos (nlmeros Je alumnos cuya califica-

-

cion es "igual o menor que' y ninero de alwnnos cuya calificacibn es 'i-

gual o mayor que'').

Z, Distancias de la casa a la escuela. Se pide a cada alumno la dis-
tancia de su casa a la escuela, la cual, si es preciso, se calcula con
la ayuda de un planc de la ciudad. Con estas distancias: a) buscar la
distancia promedio; b) indicar la maxima y la ninima; c) graficar los
nimeros de alumncs que viven a una distancia "mayor gue''o a una distancia
"menor que'' otra dada; d) sabiendo el tiempo que cada alummo tarda en ir
de su casa a la escuela, calcular la velocidad media y detectar los alum

nos que van mas rapidc, o mas despacio yue el promedio.

3. Construir la tabla del nimero de hemianos de cada alumno. lHacer grd
ficos anilogos a los del problema anterior. Ver el ndmero de hermanos
"mds probable’ y la distribucidn de las Jesviaciones de este promedio.Pro
bablemente salga una curva parecica a la normal.

4. Un vendedor de refrescos vende vasos de jugo de naranja. Durante
los dias de una semzna vendid las siguientes cantidades: lunes 60, martes
84, miércoles 96, jueves 72, viernes 90, sZbado 108, dJdomingo 66. Graficar

en barras. Buscar 10s porcentajes de venta de cada dia respecto del total
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de la semana. Discutir a qué puede ser debido que el sdbado vendié tan-
to; se pucden hacer hipbtesis y luego verificarlas por las ventas de

otras senanas.

S. Un frutero vendie frutaz a los alumnos de una escuela. lie agqul la

tabia de ventas durante una semana (en kgr.):

Dia Uvas Manzanas Peras Naranjas
lunes 6 10 3 20
martes 8 16 14 8
nmiércoles 2 24 12 18
| jueves 4 12 22 16
. viernes 10 16 6 10

Con estos datos: a) preparar un pictograma utilizando los dibujos de la
fruta respectiva; b) mediante el pictograma, deducir: la fruta mds vendida
durante la scmana y los porcentajes de frutas vendidas de cada clase; c¢)
valor medio de las cantidades vendidas de cada fruta durante la semana; u)

frutas mids y menos vendidas.

6. Temperaturas diarias mixinmas y minimas durante un mes. Con un termd
metro d¢ mdxima y minima (o bien, tonado de los Jatos meteoroldgicos de
los cdiarios) se anotan las temperaturas maxima y minina de cada dia duran
te un mes. Con ello: a) graficar estas temperaturas; b) graficar las dife
rencias entre la maxima y la minima; c¢) comparar estas grialicas con las
Ge otros meses o con las del mismo mes de afios anteriores; ) griaficos a-

-

cumulativos indicando los nimeros de dias en que la tesperatura mixima ha

LI o

sido "mayor quec' y. la ninima ha sido "menor que'.

7. Asistencia o inasistencia de alumnos. Anotar durante un nes el ndme-
ro de alumnos presentes cada dia. Deducir: z) los dias de mixima y ninima
asistencia y averiguar la causa, tal vez comparando con otros graficos o
datos (1lluvia, buen tiempo, {rio); b) valor medio del namero de alumnos a-

sistentes.
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3. Algunos estadigrafos y organizacidn de los datos. En muchos casos
conviene ensciiar la mancra prictica de organizar los datos y deducir de
ellos los estadigrafos que puedan interesar. Vamos a exponer con detalle

un solo caso, como modelo de la manera de proceder.

Las nmedidas de la estatura de los alumnos de una clase, en centime-
#res o son: 145, 148, 151, 152, 154, 156, 158, 159, 160, 162, 164, 165,

167, 169. Determinar la media, la moda y la mediana de la distribucién.

Procederemos a organizar los datos en una tabla, observando que la
arplitud Jde la distribucién se obtendrd@ restando el valor minimo presen-
tado del valor mixime, o sea, 168 - 145 = 24, A continuacidn sc determi-
nard cl nimero ce intervalos y la amplitud de cada uno de ellos. Si acor
damos que la amplitud del intervalo de clase es 5, obtendremos 5 interva -

los (24:5 aproximadamente S).

Construimos luego una tabla de valores con las siguientes columnas:
estatura, punto medio, frecuencia, frecuencia acunulada, producto de fre
cuencia y punto medio. Las filas de la tabla serdn los intervalos de cla
se correspondientes: (145-149)-(150-154), (155-159), (160-164), (165-169).

Estaturas dggﬁggtﬁiiéio Frecuencia EZSEE%QSia PE?EEEEEC:S

y puntc meailo
145-149 147,5 2 2 285,0
150~-154 152,5% 3 5 457,5
155-159 157 ;5 4 9 630,0
160-164 162,5 3 12 487,5
165-169 167,5 3 15 502,5
Total 15 237243

La media se determinard dividiendo el total del producto de frecuen
€ia y punto medio entre el total de alumnos, que corresponde al total de

EreiGcia: 2372,5:15=158,1.




La moda corresponderd al valor de mayor frecuencia en la distribucién
(157,5). La mediana es el valor correspondiente al caso que ocupa el punto
medio de la distribucidn, es decir, el octavo caso, Lvidentemente la media
na se encontrard en el intervalo (155-159) cuyo valor de frecuencia acuru-

lada (9) cs el nas proxinio al octavo caso.
Observaciones:

Intervalo. Ll limite superior de cada intervalo, por ecjemplo (145-149)
que corresporcle a 149, incluye a los alumnos con estatura hasta 149,9, es
decir, todas las estaturas nenores gue 150,

Punto medio del intervalo. Se obticne como scriisuma de los limites de
cada intervalo de clase, considerando el limite superior segin la conside-
racién anterior, Ejemplo: para el intervalo de clase (145-149) el punto me-
dio es 147,5 = (145 + 150)/2.

Frecuencia. Representa el nlmerc de veces que aparece un determinade

valor en la distribucidn.

Frecuencia acumulada. Representa el nimero total de casos desde el pri
mer intervalo, hasta el intervalo correspondiente. Se obtiene utilizando su

mas sucesivas de la {recuencia de cada intervalo,

Producto de frecuencia y punto medio. Representa la suma de las altu-

ras de los alumnos que componen cada intervalo.

Total. L1 total de frecuencia indica el nimero de cascs de la distribu

¢ibn y debe coincidir con la frecuencia acumulada del Gltimo intervalo.

Para un analisis mds completo hay que calcular tarbién la varianza y

la desviacidn estandar.

La distribucidn ce las alturas de los alurmos ce una clase es un caso
tipico en que casi siempre resulta una distribucién muy préxima a la normal.
vale decir, que sise grafican las frecuencias en funcidén de las alturas,

la curva resultante tiene la f{orma de campana tipica de la ley normal.

Una manera de constatar este hecho, sin necesidad de cilculos, es la
siguiente. Considerar el total de alumnos de la clase y pedir que S alumnos
Je estaturas diferentes, representativos de los alumnos bajos, medianamen-
te bajos, medianos, medianamente altos y altos se ubiquen en este orden en

una {ila. Cumplido este tramite, peuir que el resto de los alurnos del cur-

~-10-




S0 se ubiquen detris e aquel alumno cuya estatura es mds proxima a la suya
de los S antes elegidos. Podrd observarse que como resultado Je esta distri_'
bucién, las estaturas de los alumnos se distribuyen aproximadamente segiin

1a curva ''normal". Es decir, de las 5 filas que se forman, las longitudes

dibujan la forma de campana de dicha curva.

Otra manera de ejemplificar la ley normal consiste en recoger al azar
en el patio unas 50 hojas de un determinado drbol (o de drboles de la mis-
2 especie). Se toman 5 hojas de diferentes tamafios y las restantes se van
colocando sobre la que tiene el tamafio mds préxino al suyo. Se formardn S5
montones y los nimeros de hojas de cada uno presentan visiblemente la dis-

tribucién normal.

4. La distribucidn normal. Después de haber constatado que en muchos
ejemplos la curva de frecuencia tomz la forma de campana, con un maximo en

el valor medio, conviene estudiar con mids exactitud la distribucién normal.

En los Gltimos aftos de la ensefianza media, el alumno debe aprender a
manejar esta distribucidn, con sus tablas y caracteristicas fundamentales.
Es una herramienta, dentro del campo de las aplicaciones de la matemdtica,
conceptualmente importante y practicamente indispensable en muchos campos.
Vamos a dar un ejemplo de aplicacidn que puede usarse en una gran variedad
de situaciones anilogas. L1 ejemplo estd tomado del curso de Probabilida-
des y Estadistica para el 6° afio del Bachillerato, preparado en el Institu
to de Ciencias de la Universidad Nacional de Asuncidn (Paraguay) por J. G.
Miller y A. A, de Silvero, 1974.

Un campesino cosecha sandias para vender en el mercado. El precio de-
pende del peso y como ticne varios miles de sandias y no las puede pesar
una por una, eligié 64 de tamafios variables, para gue constituyecran una
"muestra' de la cosecha, y ovtuvo los siguientes pesos y frecuencias: 1 kgr.
- 1 sandia, 2 kgr.-- 6 sandias, 3 kgr. - 15 sandias, 4 kgr. - 20 sandias,

S kgr. - 1§ sandias, 6 kgr. - 6 sandias, 7 kgr. - 1 sandia. Aqui, al decir,

por ejemplo, 3 kgr., se entiende “entre 2,5 kgr. y 3,5 kgr.'.

Con estos datos se trata de saber como se distribuyen los pesos de las

sandias en la cosecha del campesino.

Consultados un matemdtico y un botdnico, ambos coincidieron en que po-

-11-



dila suponerse que la distribucidn de los pesos seguia la ley normal y que
por tanto, bastaba saber el valor medio y la desviacidn estandar, para sa
ber todos los detalles de esta distribucidén. Por otra parte, se puede su-
poner que el valor medic y la desviacidn estandar de toda la cosecha coin

ciden con los mismos valores de la muestra, Sentado esto se calcula:

1. El valor medio de los pesos de la muestra es M = 256/64 = 4 kgr.

2. La desviacidn estandar se calcula asi:

4
varianza = i_(xi - M)Y“/64 = 96/64 = 1,8, s=V1,5=1,2

representado por s a la desviacidn estandar.

3. Se sabe, o se deduce de la tabla de frecuencia de la ley nommal,

ar

que entre M + s = 5,2 y M - s = 2,8 estd el 68% Jde la poblacién, en este
caso, las sandias. Si el campesino tenia, por ejemplo, 8000 sandias, pue-
de calcular que el 68% Je cllas, ¢ sea, 5440 tienen su peso entre 2,8 y

By REY .

4. Se sabe también que entre M + 2s y M - 25 estd el 96% de la pobla-
cidn, es decir, en el caso actual, el $6% de las sandias tendradn su peso
entre 1,6 y 6,4 kgr. Las sandlas, cuyo peso cae fuera de estos limites,

constituyen sélo el 4% de la cosecha.

Con estos datos y los que se pucden deducir de una tabla de la distri
bucidén nomial, se pueden hacer distintos planes de venta y ver cudl es el
mAs conveniente para el campesiro. Por ejemplo: a) vender todas las sandias
a § 20 por kgr.; b) como las sandias medianas son las mis solicitadas, se
puede decidir que aquellas cuyo peso esté entre 2,8 y 5,2 kgr. (el 68%) se
cobrardn $ 10 mas que el correspondiente seglin su peso, y las que pesan fue
ra de este intervalo, se cobraradn $ 10 menos de lo gue corresponderia seglin

su peso.

Disponiendo de una tablz, es ficil calcular el nimero de sandias de ca
da peso y por tanto calcular el producto de la venta en cada plan. Se tie-
ne asi un ejemplo de la utilidad de la estadistica para problemas practicos

y frecuentes en la vida diaria.

=

5. Graficos en arbol. Los primeros problemas de probabilidad, con un
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ninero finito de casos todos igualmente probables, conducen al recuentc de
los casos posibles y favorables. liay que aprovechar estos problemas para
estudiar combinatoria y, al revés, la mejor ejemplificacidn de la Combina-

toria estd en los problemas de probabilidades finitas.

Al principio, sin embargo, wis que lacombinatoria que supone cierto

entrenaniento en el manejo de férmulas, es recomendable el uso de ''grafi-

cos en Arybol

11

para graficar y luego contar los casos posibles y favorables.

Yamos a exponer un ejemplo tipico.

Se lanza una moneda sucesivamente y

se conviene en que ''cara' vale 1 punto
"seca'" (o 'eruz" o''sello'') vale dos
puntos. Estos puntos se van sumando

Yy se desea saber las distintas mane
ras de llegar a una suma exactamen-

te igual a 7.

Naturaliente que lo esencial en
el enunciado es que se trata de un

proceso con dos alternativas de proba

d ‘NM“‘%“:-j:7 bilidad 1/2 cada una; en vez de una

' . . noneda, podria tratarse de un boli-
; : 7 ' »
\ 4 Y llero con dos bolillas iguales,una
\ 5 -
/ - 7 marcada con 1 y la otra con 2, que
1\ -

fueran sacindose sucesivamente, re-

poniendo cada vez la bolilla sacada.

Las sumas obtenidas en las prime

2 ! §

. et 8 ras 7 jugadas se representan en es-

74

6 _.-®38 te arbol.
3 4 Z
N - De este arbol se Jdeducen varias
4
_@? cosas, por ejenplo:
e

- -

. i a) ¢(De cuintas maneras puede ob-

tenerse la suma 7enl, 2, ..., 7
jugadas?

=] B = :




Seglin el grafico es: O en 1, 2 & 3 jugadas; 4 en 4 jugadas; 10 en S ju-

gadas; 6 en 6 jugadas y 1 en 7 jugadas.

De aqul, puesto que el nimero total de posibilidades cnn i jugadas es 2t
mEsulta que los srotabiilames 3. we llegar o 7 en Mexactamente!' 1 jujudas,
SoI:

4 1 i
Py =Dy =D =0, “4=15 =7 = 25 1=_=§.'—j = WSk »
P 317=1'—é8 = 0,007..

) Ay b juegan de la siguiente ramera. Uno enpicza, sea A, y elige un
nancro entre 1 y 2. El otro jugador B puede afladirle 1 6 2 al ndmero clegl-
do por A y asi sucesivamente. L1 jugador que llega primero a 7 gana. (Cuél
es la cstrategia a seguir?

Mirando al griafico se observa que si A elige 1 y sabe jugar, B esta
perdido, puesto que si B elige 2, entonces A elige otra vez 1, con lo cual
llega @ 4 puntos y gana cualquicra que sea la eleccidn de B. Si B elige 1,
se tiene la suma 2 y entonces si A elige 2, se ticne la suma 4 y tanto si
b elige 1 come 2 gana también A. [n cambio, si el primer jugador elige 2,

bl

sasta gque 3 elija también 2 para sumar 4 y A estd perdido.

Este tipo de juegos intercsan al alwwmo y agilizan el razonamiento.
Otro cjemplo simple es el sigulente: hay 2 pilas Jde cbjetos con 2 objetos
cada una; el jugador A empieza sacarnio 1 & Z objctos de la misma pila; a
continuacidn cl jugador B hace lo mismo. El jugador gue saca cl Gltimo ob
jeto pierde. Se puede hacer el grifico en &rbol de las distintas posibili
dades y se observa que, si juega bien, sicampre gana ¢l jugador que juega

segurklo, o sea, B.

Naturalmente que cambiando los nlmeros y las reglas, este tipo de jue

£0s se puede complicar tanto cono sc desee.

6. Tabla de ndmeros al azar: aplicaciones. Conviene gue los alumnos
practiquen, aunque sea en ejemplos simples, el uso de las tablas de ndme-
ros aleatorios o nimeros al azar. Is el fundamento del 'método de Monte Car

lo" muy usade en tecnologia y en muchas rarus de la informitica. Conviene
que cada alumno se construya su propia tabla (de unos 500 digitos), de mane
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Ta que, si hace falta, juntando las Jistintas tablas de todos los alumnos,
se tendrd una cantidad ya considerable de nGmeros para ser utilizados en
la clase,

Para construir una Je e¢stas tablas, se puede tomar una ruleta con 10
uivisiones {de 0 a 9} y hacerla girar sucesivamente al azar. O bien, tomar
un bolillero con 10 bolillas enumeradas de 0 a 9. Otros métodos elementa-
les se indican en el libro de Glaymann-Varga, “Les probabilités a 1'école",
CEDIC, 1973. De este libro tomanos la tabla de 400 digitos que figura en
la pagina siguiente.

Vamos a dar algunos ejeuplos de aplicacién de la tabla de nGmeros alea
torios. Naturalmente que la confianza en los resultados depende de la can-
tidad de nlneros tomada; en yeneral hay que tomar ruchos mis de los que a-
qui vamos a tomar (lo que se suele hacer con una compatasora), pero nues-

tro objeto es dar fnicanente una idea del método.,

1. Considereios el mismo problema el ejenplo del n® anterior,consistente
en sunar mireros 1 6 2 seygln salgz cara o cruz una poneda lenzada al azar,

hasta llegar a la suma 7.
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0655 §4573 4467 3384 5320
5255 51671 4880 7425 1647
6314 8953 2355 ol 74 0983
3157 9764 4862 584 8 b918
8405 2 G585 4635 0653 2254
41065 ¢ 105 53187 43112 15960
1437 2 85 1 2 &7 5580 0d368
4064 4171 7013 46531 8 288
10357 5765 1562 89386696 0756
5718 £E7 81 0754 22272 2013
5127 23072 1 58 2 44153 06 5.1
9401 2423 6301 2611 0650
4864 5228 4153 2544 14125
5453 14072 9849 9886 5578
2461 3497 9785 5678 4471
4320 4558 2545 4436 9265
3466 82460 09 2 6 7429 751 6\
131 5 7489 24064 2.8 7 B 92814
51749 8§ 081 bl 0106¢ 2130
J LD b .8 L 53300 $97 8 19730

- Para simular la situacidn, suponemos que un digito par de la tabla (el
0 incluido) vale 1 y que un digito inpar vale Z. Vamos a tonar los ndmeros
Jde la tabla por filas y contamos el nimerc de ellos que hace falta para lle
gar exactamente a 7; sl pasamos de 7 indicamos con una estrella. Por ejem-
plo, los primeros.nireros de la tabla (0,6,5,5,8) dan 1+ 1+ 2+ 2+ 1 =7
Yy por tanto anotamos 5 (nimero de jugadas para liegar a 7); siguen después
(4,5,3,4,4) que dan 1 + 2 + 2 + 1 + 1 = 7 y anotanos otra vez 5 jugadas;
siguen despus (6,7,3,3) que dan 1 + 2 + 2 + 2 = 7 y anotamos 4 jugadas. A
s1 sucesivamente e indicando con una estreila las veces que no se llega 'e

ry

xactamente'' a 7, se ohticne la sucesidn:

A


http:m.ot~J.OS

|
|
|

~5-4-5-%-4-5-6-4-%- ~5-% % . §
6 -5 - % « 5 .F L% L0 o4 -] -] - F -5 -8 LA g
¥ - § -5 2% o4 - Fed -4 -Ffpad - F Lf
4 -§5-5-5-4-6G6=-5-5~-%-5 %5 -4 .5_%
¥ o5 - % -5 -5k k% R LY 4 - G- % -5 -4

De este resultado se uwiuce que de los 75 cases considerados hay 20 o
tros, 24 cincos, 7 seis y 24 estrcllas. Por lo tanto las probabilidades p.
C

ue (ue se necesiten i jugswas resultan, respectivamente.

2() -y =4‘?:i= T2 ¥ =_7= J
4 ﬁ—O,Z().‘ » P T AT Q3. Pe = T 05394

Los resultaldos son rwy ccincidentes con los verdaderos antes obtenidos.
in realidad hay ''demasiada" ceincidencia: en general, dada la cantidad Je
nireros tomados, no cra Jde esperar tanta aproximacidén. Convendria, en la cla

s¢, scgulr con nids ndieros, para ver si los resultados se cstabilizan.

[

2. La tabla de nimcros aleatorios puede servir para touar nlmeros al
azar cn el plano. Por cjemplo, tonando cuaternas ce nineros sucesivos (0,6,
5,5), (8,4,5,3), (4,4,6,7),... cllos pueden definir los puntos Jde coordena-
Jdas (0,06; 0,55), (C,84;0,53), (0,44; 0,67) dentro Jel cuadrado de lados

0=x=1, O=y=1,

Si dentro de este cuadrado de lado unidad se tiene une figura de drea
F, la probabilidac de que un punto Jado al azar Jentro del cuauarado, caiga
dentro Jde la figura, es igusl a F (cociente del &rea Jde la figura por el
dreca del cuadrado). Por tanto, si se toman nuchos puntos al azar y se Jdivi-
de el nimero Je los que han caidos dentro Je la figurus por el n&uero total,
se tendrd un valor aproximado de F, aproximacidn que crecerZ con cl nducro

de pantos tomados.

En la figura, los puntos son puntos al azar tomados segln la tabla an-
terior (prolongada hasta 1200 digitos, como sc encuentra en el libro men-
cionado de Glaymann-Varga). Son en total 300 puntos. Dado el circulo de ra-
dio 1/4 que estd en la figura, el nimero Jde puntos gue han caido en su in-
terior es 66. Por tanto ¢l drea del circulo, por este método, resulta igual

a 06/300 = 0,22... La vercadera drca es 3,14/16 = 0,19.. La aproximacién no
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1
e ' es muy grande, pero os aceptable.
Y Naturalmente gue el nétodo es itil
ik para ifiguras Jde forma irregular,
g6’ we . N
b 1 cuya drea no pueuc calcularse por
add - una simple férmala cono en el ca-
034" s0 consiuerado, que se ha torado
0.2 . - e, . o
- para poder comparar cl grado «ae
14, .- & S . ) B ; .
o bt s e, S m R E aproxinmacidn obtenido por el méto
1 1T T F F &1 > -
0 01020304 0506070809 1 do.

3. Considercnios el circuito e la figura adjunta. Los interruptores
pucden estar abiertos o cerralos con probabilidad 1/2. Para que pase co-

rricate, debe estar cerrado por

lo rienos un interruptor de cada
| | fila horizontal. L1 wlmero de ca-

3
I $0S €n cue esto ocurre es (27-1)

52 - .
(27-1} = 21 y el n&acro de casos

. 6 1
vosibles ¢s 2 = 04, Por tanto,

la probabiliuad de que pase corrien
te es p = 21/04 = 0,33,

(Coo simular csta situacidn y
resolver el problema con una tabla
de nimeros aleatorios? Podenos a,ru

par los nimeros de la takla en grupos de 6 uigitos, correspondierdo cada nG=
mero a un interruptor del circuito. Interpretavios los ndrieros pares (inciui-
dos ¢l 0} como indicadores Jc que no pasa corriente (interruptor abierto) y
los impares de que si pasa corriente (interruptor cerrade). Para gue pase
corriente por el circuito,entre los tres prineros nlneros del grupo debe
haber por lo menos uno gue sea impuar, entre les dos siguientes debe haber
por lo mcnos uno que tarmbién sea impar y el sexto debe ser impar, Analizan-

do seglin este criteric los 66 grupos de 6 nimeros gue se pueden formar con
los 400 digitos de la tabla anterior, se encuentra ¢uc indicando con N que
no pasa corriente y por S que si pasz corriente por cl circuito, la sucesién

resultante es:
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is deeir, se ticien (G casos de los cucles 22 corresponcen a 1a letra
S, La probabilidal buscada, medida por este métouo experimental resulta
p = 22/6€ = 0,33. La aproximacidén con el resultado tedrico es muy notable.
Pareceria que nos heros detenido en una posicién favorable; para ver si és

te ha sido el caso, convendria seguir con la tabla de nlmeros al azar.

Insistimos en Gue en estos casos en que se puede calcular la probabili
dad tedricamente de manera simple, ¢l método de Monte Carlo no tiene inte-
Tés practico, pero heros puesto cjemplos simples para hacer comprender el
rétodo. In casos en que el cdlculo exacto es Jdificil o irposible, el néto-

Jo es de nucho valor.

7. Dos ejemplos de probabilicades continuas. Cuando los casos posibles
y favorables se pueden representar por 1os puntos de un intervalo o de una
figura del plano o ¢el espacio, se trata de un problema de probabilidades
continuas y la probabilidad se define entonces {suponiendc los casos igual-
mente probables) como el cociente de las medidas (longitudes, dreas o vold
menes). Vamos a dar un ejenplo.

1. Para ir a la escuela tengo que tomar cos Ounibus. La espera ndxinu
para el primero es de 10 minutos y para cl segundo de 8 minutos. Sabiendo
que el tiempo de viaje efectivo es de 20 minutos, ;qué probebilidad tengo

de llegar @ la hora si salgo de casa 30 minutos antes?

Solucidn, Llamaado x al tiempo ue

N espera para el primer Omnibus e y
§§§§§§§§E§§L al tiewpo de espera del segundo, te
neaos las condiciones x= 10, y= 38,

N3, Les casos posibles son, por tanto,
2,

N todos los puntos del drea del rectdn

y oulo de lados 10, 8, o sea 80. Los

" casos favorables corresponden a los pun

X tos para los cuales es x + y=10,l0s

0 >

10 x cuales son los que constituyen el arca

rayada en la figura. Por tanto la probabilidad boscada es:
p = (2.8 + 8.8/2)/80 = 48/80 = 0,0.
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2. Supongamos cl plano rayado con lineas paralelas a distancia a.

Si sobre el mismo se arroja al azar un segmento (aguju, pulillo] de lorni-

gitud s=a, ls probabilidad de que corte a aiguna pargl €5
—
Foowma

La condicidn s< a se impone para quc el segimento no pueda cortar a
mas Jde una parzlela. Si cs s>a, cntonces la formula anterior da el'valor
redic" del nlmero e puntos de interscccidn del segnente con las parale-
las.

La {drmula anterior no se pucle Jemostrar a nivel secunuario, Sin em
bargo, sc puede Jar sin Jlewostracidn y comprebarla experimentalmente. El
haz de rectas paralelas sc pucde dibwjar en el suelo o sobre una mesa. En
vez de arrojar sucesivamente un segmento y dividir el nitrero de veces que
corta por el nimero totul de veces, se puede también arrojar de una sola
vez un manojo de seguentos (palillos o agujas) y dividir el nimero de los
que cortan a alguna paralela por el nltiero total. Se puede también arro-
Jar un scegnento de longitud cualguiera, mayor que a; entonces al dividir
ia suma <de los puntos de interseccién por el nimero de veces gue se ha a-

rrojado se tieme el mismo valor Je la foraula dada, gue ya no cs la proba
bilidad sino el valor wmedio.

_—

Si en la férmwla dada se despeja # = 2s/pa, y sc calcula p por el

{Es |

touo experimental anterior, se tienc wd manera de calcular al azar el m
nero 7. Este problena se coroce con el aonbre ue "problema de la aguja"

de Buffon.

ilay otras muchas maneras de calcular ¥ coro resultado de la probabi-
lidac de un hecho al azar. Otra nanera es la siguiente: considercnos cn
el plaro rarcado touos los puntos de coordenadas eanteras, o sca, los vér-
tices de la u¢v151on del plano en cuadrades de lado unidad. Recortemos an
¢irculo de radio unidad y arrojfmesio al azar sobre el planoﬂgn ninero
grande de veces. Anotcmes cada vez ¢l nGuero de vértices del cuadriculado
que guedan cubicrtos por el circule. Sumando estos ndmeros y uividiendo
por el nimero total de veces que sc¢ ha arrojado el disco, se temird el

-

“valor medio' del nlimers de puntes cubiertos. Se puede demostrar quc este

==
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valor medio es igual afl, dc manera que al proceder experimentalmente,

tanbién Jeberin obtenerse valores aproxinacos de este nimero.

8. Crecimiento de peblaciones. L1 estuaio y cilcule de “valores ae-
«ios'' se sucle hacer en estadistica, si bien puede hacerse, y a veces con
viene hacerlo, en otros varios capitulos de la matemdtica.

La fémula clisica del inter@s coupuesto puecle interpretarse también
cono la férmula del "crecimiento” Je una poblacién (ciudad, pais}, bajo
la Lipbtesis de que 1la tasa de crecimiento es proporcional a la poblacidn
nisma, es decir, gue cl mimero total de nacimientos e¢s mayor cuanto mayor
es la poblacidn total, Catonces, si r es la tasa Je crecimiento anual y
Nn la poblacidn al cabo de n anos (NO es la poblacidén inicial), se tiene:

e . n
N =N {1+
n 0 A )

Para n/2 afios, la férmula sc escribe:

N\t - T r + \n/?"
.\n/z 4\0 L_l 1‘)

y de ambas férmulas resulta:

1 /9
PP O 9 T
n/2 (xn \O’

es Jecir, la poblacién a la mitad de un periodo es igual a2 la media geowd
trica de poblacibn en los extre.os, indepencientenente de la tasa Jde cre-
cimicnto.
: . 5 ;
Por cjemplo, si en una ciucad en 1950 tenia 107 habitantes y en 1970
W2 . 5
= 1,24.10

habitantes. Otro ejemple: una poblacidn de 66.000 lLabitantes hace 5 ajlos

. 5 e L
tenfa 1,56,107; se taleula que en 1965 debiz tener 107[1,6)

gue tenia 40.000 jcuintos se ostiqa aque tenard dentro de 5 afios? Se tiene
12 ecuacidn 60.000 = (40.000 . xJ2/7, de donde x = 90.000.

En general, la nipbtesis hecha dc que las poblaciones crecen como la
formula del cepitel en el interds compuesto, se ajusta bastante a la rea-
tidad, sienpre cue no haya motivos de excepcidn que perturben esta ley de
crecitiiento.

uando se estudian limites y aparece el ndmero e, hay que vincular
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el resultado con el '"interés continuo' (inters compuesto en que la capi

talizacién se hace instantfineamente). La formula resulta eatonces:

.

y vale tanbién para cualquier fendneno de crecimiento en el que se supon

ca que la tasa de crecimiento total (limite de N/ t, para t tendiendo a

cero) es proporcional a N. S1 r es negativo, se escribe:

y es la f6rmula del "decrecimiento'' e poblaciones. Esta férmula aparece
en muchas situaciones. Si se pregunta en cuanto tiempo Ny sc habrd redu-

cido- a la mitad, poniendo N = N resulta t = (1/r) log. 2. Iste valor

/
o' 2
se llama la ''vida media" de la poblacidén y es curioso observar qgue no de

pendie de NO'

9. Misceldnea. Vamos a dar algunos cjemplos de ejercicios variados,
cono modelos de situaciones Irecuentes. Cada profesor deberia ir coleccic

nando cjercicios anilogos, adaptados al necio ambiente de 1iu clase.

1. Correlacidn. Istudio comparativo de las calificaciones de los alui
nos en diferentes disciplinas. Se anotan las calificaciones de los alurmos
de la clase en matemdticas y en otra materia (por cjemplo fisica o misica)
Yy se representan en el plano tomando estos pares e nimeros como las coor
uenadas cartesianas de los puntos. iiay que ver luego si estos puntos es-
tin o no, nds o menos en linea recta. Se puede calcular cl coeficiente de
corrclacién y dibujar la recta de regresidn. ifaciendo lo riismo con otros
pares e raterias, se puede comparar el mayor o menor gradc dc correlacién

entrc ellas.

Convicne Jar ejemplos en que no existe la correlacidbn: nota en nate-
rdticas y <istancia a que ¢l aluzmo vive de la escucla, peso del alwmo y
wia del s en que necib, ... Lis conveniente llevar al aula estadisticas
wel pais o de la ciudad en que se vive (cantidades fabricadas de ciertos
productos, resultado de cosechas, temperaturas, Indices de enfermedades,...)
y analizar posibles correlaciones entre ellas. En general los cidlculos
SONn engerrosos, pero se hace facilmente con una computadora, aunque sea de

bolsillo.
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2. Probabilidad compuesta. Para obtener un cierto cargo o para ser
seleccionado para formar parte de un equipo, se presentan 12 candidatos,
de los cuales hay que elegir primero una terna y después, dentro de esta
terna, se elegird el candidato. Suponiendo que todos los candidatos tie-

nen los mismo méritos icudl es la probabilidad de ser elegido?

Para ser puesto en la primera terna, la probabilidad es 3/12 = 1/4
y para la segunda eleccidn la probabilidad es 1/3. Por tanto la probabili
dad pedida es 1/12. Obsérvesec que se podria haber razonado asi: puesto
que los 12 candidatos son igualmente probables, la probabilidad de ser ele
gido es 1/12, independientemente de las eliminaciones parciales, cuales-

quiera que estas sean,

3. Independencia. Al recolectar datos para muestras de las cuales se
quieran deducir resultados probabilisticos, hay que cuidar mucho la 'inde

pendencia', asi como el tamafio, o nimero de los mismos.

En el capitulo destinado a Probabilidad y Estadistica del libro "MNue
vas tendencias en la Ensefianza de la Matematica, vol. III'' (UNESCO, 1973),
se cita un ejemplo curioso de Engel, segln el cual para los alumnos de
dos clases de 5° grado en una escuela de Stuttgart, resultd que el conjun
to de mujeres de sus familias (hermanas) era tan s6lo la mitad del conjun
to de varones (hermanos). Como se sabe que en la poblacién total, en to-
dos los pailses, los nimeros de varones y mujeres son priacticamente igua-
les, se tiene un ejemplo de que las muestras, por ser demasiado pequenas
o por tener algln '"'sesgo' subyacente, pueden conducir a rcsultados errd-
neos. La estadistica de métodos para deducir, en cada caso, el grado de
confiabilidad del resultado.

Respecto de la independencia, se puede observar que 3 variables alea
torias x, y, z pueden ser independientes entre si dos a dos, y no ser in-
dependientes en su conjunto. lie aqui el siguiente ejemplo de Freudenthal
(Probability and Statistics, Llsevier, Amsterdam, 1965):

Una lampara estd controlada por dos interruptores A, B. Cuando los
dos cstan abiertos o los dos cerrades, la limpara estd apagada y si uno
cstd abierto y el otro cerrado, la limpara estd prendida. Se sabe que A

y B se usan con la misma frecuencia y que la lampara estd prendida la mi-
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tad del dia. Sea x la variable aleatoria del interruptor A, tal que

x = 0 si A estd abierto y x = 1 si estd cerrado. Andlogamente, sea y la
variable aleatoria que con los mismos valores se refiere a B y sea z la
que se refiere a la lampara (z = O si esta apagada y z = 1 si estd pren
dida) .

Se tienen las siguientes probabilidades

il
il
Il
1
n
1l
(H
]

0) 1) 0)

1
]
il

p(z le plz O’x plz llx llx 1) = 1/2

O‘y O|y 1) lly lly

lo que prueba gue los pares (x,z), (v,z) son independientes, asi como, por

p(z

i
L]
il
1t
"
n
1}
i
1}
|1l
H

p(z 0) =plz p(z 0) = p(z 1) =1/2

hipotesis el par (X,y)-
En cambio es
p(z=0x=y)=1 , plz=0x#y)=0

lo que prueba que x,y,z en su conjunto no son independientes.

4, Distribucidn de las letras en el idioma castellano, lLa frecuencia
de las letras en el idioma castellano, es una fuente de ejercicios de es-
tadistica y probabilidad interesante porgue se ticne siempre el material
a mano y permite vinculaciones con la linguistica. Contanto el nlmero de
veces que aparece una determinada letra en una pdgina de un libro y divi-
diendo por el nGmerc total de letras, se tiene la 'frecuencia'' correspon-
diente a dicha letra. Se puede proporer a les alumnos que le hagan con
distintas letras y en distintas pdginas. Ver si, para una misma letra,
los resultados son bastantes coincidentes y, para distintas letras, orde-
narlas por su frecuencia de aparicidn.

Puede ser iitil, para comparar, la siguiente tabla de frecuencia (los
nimeros indican el tanto por ciento) calculada por A. Garcia del Busto
(Acta Mexicana de Ciencia y Tecnologia, vol. IV. 1970, pdgs. 94-133):
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a 9,87 h 0,59 i 0,13 u 3,47
b 0,7 1 5,94 o 7,69 v 0,80
¢ 3,80 | 3 0,25 b 2,20 WL ,00
d 4,12 k 01 q 0,82 ¥ 0,18
e 11,24 1 4,51 r 5,40 y 0,71
f 0,61 n 2,40 s 6,45 z 0,30
g 0,85 n 5,92 t 583 espacio 16,69

El dltimo dato "'espacio'' significa el espacio entre palabras.

Obsérvese que en este cidlculo la letra '11'" ha sido considerada como
dos veces el simbolo '1'.

Con estos datos se puede pedixr: ;Cudl es el namero de veces que una:
determinada letra aparecerd, en promelio, en una pagina? Hay gue estimar
el nimero de letras de cada pdgina (contando el espacio entre palabras
como un simbolo) y tener en cuenta el porcentaje anterior.

En este tipo de anilisis del idioma se puede pedir también calcular
el nlmero de letras promedio de las palabras. En el articulo citado, Gar
Cila del Busto da también las frecuencias de los diagramas (pares de le-
tras) y los trigramas (ternas de letras) mis frecuentes, asi como la fre

cuencia de cada letra cuando se conoce la anterior o las dos anteriores.
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