
----

•• 

- lA
 

. ' 
.. 'O

c
­

"'" 

-

":"
'­

~--

e
- .... 

'O
 

';;::' 
.­o

\... 
'­~
 

ro
...... 

o 
'""';:: 

:::J 
~
 

-
O

 
L

L
J

:...• 
e
L

) 
~
 

-
O

........ 
...... 
-

ro
-

e
() 
-­

O
 

o 

'- ~
 

ro
 

~
 

Z
 

!.... 
O

~
 

. ----.
'­

....; 
e
L

)
::::: 

C
/)

- ...... 
c
:

-.... 
O

 
c
.J

 


,= =
 

,= =
 

•• .. .. 
.. 

=
 


=
 .. .. 

.. 
....
=

 
~
 

=
 =

 =
 


-= 
=-=

 

w.I 

~
 

~ 

il 






r~~l:::;~'c';''''\ 
• , '., p' J _ ,..,!

; ":'lTT"í 
"'J~{!!:j 

¡r..h: 

e 'tri 

f 

1P¡;~ Off :JX1 5 
" 

¡':''-''''-:Z-:)(J-I1-­

l:~ .3't;!~1 ¡ 
¡ 

¡U~ 1 
" 

CONSEJO NACIONAL DE EDUCACION 

Presidente: I'rof. ALFREDO NATALlO FERNANDEZ 
Vicepresidenle: ProL ESTHER ABELLEYRA DE FRANCHl 
Vocal: Prof. ESTER TESLER DE CORTl 
Vocal: Ora. ROSA GLEZER 
VOCúI: Prof. HERIBERTO AURELlO BARGIELA 
~'()cal' Dr. HUGO TORIJA 
Secretario General: I'rof. ANGEL GOMEZ 
Prosccl'ctal'ía' I'rof. MARTHA MOLlNUEVO 
S"/,I'I'I' Gral, Pedag' Prof. CRISTINA ELVIRA FRITZSCHE 

i i~GGJ 

:~fr1'''f\ ". l. :..> 
1_ .. ...C ' ~ (-' •• :, \ i.'·r 

L 
v I'~ ~qj, 11~¡-btAi4~a

L"" .....i ...;,; »..u~i.;.;¡J ~~,,'•.k" ¡"í¿;; w .. ;:;~~... ·; 



El Consejo Nacional de Educación se complace en hacer negar 
a sus docentes el presente trabajo. 

En esta se¡,'unda parte de la publicación de Geometría, se 
completan los conocimientos básicos de la matcria que todo 
docente debe poseer en su formación profesional para desempe­
ñarse en el nivel primario. 

Aunque ya se manifestó en la primera parte, se reitera en 
ésta que el mismo está dirigido, por su nivel, a los maestros y 
no a los alumnos. 

También hallarán los maestros en este trabajo una variada 
ejercitación que les permitirá una evaluación luego de la lectura 
de cada capítulo. encontrando en las últimas hojas las respues­
tas a los ejercicios propuestos. 
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L _. SUPERFICIE 


l . - FIGURAS EQUICOMPUESTAS: 

BA 

l / 
; 

, 2 
; 

;"\4/ 
/ 2 l' , 	 \ 

.... "v ...... 3 	 \ 

" 34 ' 

La figura A puede separarse en los tri ángul os 1, 2, 
3, 4 . 

Con la uni ón de estos triángul os puede tonnarse un 
rec tángulo B. 

A Y B son figuras equicompuestas porqu e resultan 
de la uni ón del mismo número de polígo nos respecti­

, 

vamente congru entes, sin puntos interiores comunes. 

2. 	- REl ,ACION DE EQUIVALENCIA : SUPERFICIE 
R = . "es equicompuesta co n" .. 

es un a relac ión que clasirica los elementos de un 
conjunto F de riguras: 

F 
In

LO. 	 • a p ~ 
" 

¡¡¡s 

w 
\V~ &$ 

o 

ro 
.L:J7 
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En F se produce una partición. 
Cada subconjunto de la partición es un a clase de 

equivalencia que define una supe rficie. 
Las figuras qu e pertenecen a una misma clase so n 

equivalentes en cuanto a su superficie. 

Las figu ras equicompuestas, llamadas tamb ién 
equivalentes, tienen la m isma superficie. 

En una clase de equivalencia, si se co noce el va lor 

de la superficie de una figura, se conoce tam bién é l 

de la superficie de todos los dcmiÍ s polígo nos de la 


misma. 
3. _ COMPARACION INTUITIV A DE SUPERFICIE DE • 

F IGURAS: 

Dadas las figuras A Y 13 : 


3. 1.~·Si A=I3 

~ ~ 
Se pueden descomp oner en e l mism o núm e­

ro de polígonos respec tivamente "on~ruentes. I 
Son figuras equ ivalentes. 


Se indica: A =B 

luego: Supo A = SupoI3 


Las fi guras congruentes tienen la mism a 

superficie. 

3.2. - Si A f B pueden presentarse entre olros, los 
slgU len tes casos: 

a) 

BA 

Para comparar la superficie de A con la 
superficie de B, se pu ede calcar I3 y superponer 
sobre A. En este caso la figura A queda sepa­
rada e n dos partes: la cubierta por B y la qu e 
no está cubierta por B. Resulta B congruente 
co n una parl e propia de A . 

A Se dice: 
Supo de A> Sup_ de B 

o bien: 
Supode B < Sup ode A 

lb) 

A I _~.!3 -~ A A·=--=-, 

Si se superponen las figuras A y B, ningu na 
de ellas contiene totalmente a la otra. 

Se co rta la parte sobrante de la figura B y se 
adapta a la figura A. 
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Se repite la situación del ca so anterio r: 

Supo A > Supo B 
Supo B < Supo A 

4. 	- CONDICIONES PARA QUE SE CUMPLA LA EQUI­
V ALENCIA ENTRE: 
4.1. - Dos paralelogramos: 

Dados dos paralelogramos de bases y alturas 
respectivamen te congru entes : 

/ - -;-H-/ B~B' [ - -¡ H~ 1 

J, /-I "' H' 

B 	 B' 

al superponer uno sobre otro se observa que: 

l '" 2ir 	 v 
paralelogram o (B, /-1 ) Y paralel ogram o (B', H ') 
sOn figuras equicompu estas. 

Po r lo tant o : 

parale!. (B , /-1) '" parale!. (B', H') 

13 

Dos paralelogramos sOn equivalentes si 
sus bases y altura s SOn respectivamente con­
gruentes. 

r __b l m c p q CJ Q CJ 

~ ~/ ~ - -,~/ abcd '" a lpd '" 3mqd '" . ¡ 	 -" ' " 	 , /" 	 // " ,' /
",'/ '" ¡'/ 
",'/ ";/

' -	 .f 
a 

d 

4. 2 . -	 Un triángulo y un paralelogramo: 
Dados un triángulo y un papalelogramo de 

alturas congru en tes y tal qu e la base del para­
le logram o sea co ngru ente con la mitad' de la 
base elel triángulo: 

H LJ/H'- so H'1- 1 
B' "" 2B Ilh

B B' 

se pu ede Su perponer al triángulo un parale lo­
gramo equivalente al dad o, de base y altura 
re spec tivamente congruentes a B' y H'. ,1

I 

Se observa: / 	 1""2 
/ 2 

triáng. (B, H) Y parale!. (B', H') son figuras 
equicompuestas. 

Por lo tanto: 

triáng. (B. H) '" parale!. (B', H') 
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Un triángulo y un papalelogramo de altu ­
ras congruentes son equivalentes si la base 
del paralelogramo es congruen te con la 
mitad de la base del triángulo. 

4.4. -	 Un triángulo y un trapecio: 
Dados un triángu lo y un trapecio de alturas 

congruentes y tal que la base del triángu lo sea 
igual a la suma de las bases del trapecio : 

B' 

4.3. 	- Dos triángulos : 
Dados dos triángulos de bases y alturas respec­
tivamente congruentes: 

d 	 p 

H = H' 

B=<B' H ~~ .a ~/__...L::-_ _ _ ~ 
B '> c; n. B' n 

Se construye: 
t 

Tal que: 

H2!H'e: HH 

B=13' ~ 2 B" 
r B" s 

o 	 ;:, 1

acd == rstu '" '" 

=> acd '" mnp
A 	 "'71 

Illllp == rstu ) 

Si dos triángulos tienen bases y al turas 
respectivamente congruen tes, son equivalen­
tes. 

n=H' 

LI¡)~ 
B 

\" 
\ 
\ 

B" 


lJ = ll' + B" __ l~ 
B" 

se puede dividir cada una de 13s figuras en dos 
triángulos de la sigu ien te manera: 

B' 

~, j '" j, 1por ser triángu los 
I~,> de bases y al turas 

L l' ?..:.. 2' rrespectiva mente "" 
- - ) congruentes. 

B' B" 

Por lo tanto : 


triáng. (B, H) ~ trapecio (B', B", H') 


Un triángulo y un trapecio de alturas 
congruen tes SOn equivalen tes si la base del 
triángulo es igual a la suma de las bases del 
trapecio. 

d 

- --,p 

,
\ br = bc + ad, \, \ o. l> A 

abcd '" bmi ""' bdr '~~ 
c rb 
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5. -­ MEDIDA DE LA SUPERFICIE: AREA: 

Como en el caso de la medida de la longitud , el 
primer paso es la elección de una unid ad. 

Con suficientes figuras congruentes con la unidad 
elegida, colocad as de manera que encajen sin super­
ponerse, se puede cubrir cualquier figura ya sea exac­
tamen te o no. 
Ejemplos: 

Se puede usar una cuadrí cula para calcular la me­
dida de la superficie de una figura superponiéndola a 
ell a. El número que resulte de con tar las regipnes 
unitarias es la medida de la superficie estim ada o área. 

por defecto: 22 por exceso : 30 

Cuan to más pequeña es la unid ad elegida , más 
aproximada es la med ida estimada. 

La misma figura puede ser medida con distintas 
unidad es: 

F A F B 


O O 
Med . Supo FA = 24 Med. Supo Fo = 6 

F e 

~ 

Med . Supo Fe = 12 

La superficie es la misma ; no depend e de la unid ad. 
La medida de la superficie es un número que varia 

de acuerd o con la unid ad elegida y qu e se ll ama área. 

5. l. - Area del rectángulo: 
Si con varios cuadrad os unidad, conveniente­

mente dispues tos, se forma un rectángulo , el 
número de cuadrados utiliz ados es la m edida 
de la superficie del rec tángulo o área del mis­
mo. 

PO.Lejemplo, con 12 cuadrados congruentes 
con : ~ formamos diferentes rectángulos: 

A B 

~ -+ u: unid de superficil 
L'L;IIIIIITm I 

I ~ I1 L I 
1-1 -+ u : u nid o de longitud

f.-- L.--j 
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5.2. - Areas de otras ¡¡guras 

CU ADRADO 

hO b=\ 
h =\ 

b 

AreadelCJ = b X h 
AII~adel O =I X I 

Area del o = P 

POLIGO NO REGU LAR 

B h = med o ap . !&: 
h"~,,i1~ \ 

polígono A = rectáng. B "2 peIlm. 

Arca po ligono = Area rectáng. 

Alea po lígono = b X h 


. \ .
Arca poilgono = - peran. X me d o ap. . 2 

ROMBO 

2 .. 2hRE2 
b . \ . 

rombo equlV. a - rec tang . 
1 2 

Area rOmbo = '2 Area t:::J 


Area ro mbo = ~ b X h 
+--- ----j
Area rombo = ~ d X d' 

~ 

;<:: 
o. " 
r 
X 
;<:: 
8­
r: 

11 

» .... .," 

0- 23 
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3 "" " 3o " O> 
3 " " " e. ¡s'" "t:l ("> c:'" o- "'{gz~ ""- ~ Z ~ 2. o. '" (ti_ 
o. " O o " o o 

O 	 o. 1:0 " t-.-) ~g- > "' O>'" r	 · w 2" (O 
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• 	 0.0Se: • { 3 e: 

::l 	 "o­11 ti ~11 O>11 -;<:: IV 	 :;:: IV 
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1:0 	 » e 	 e 
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1: med o lado b : med . base 
h : medo altura d: medo diagonal 

r : medo radio 

TR\ANGULO 

A Ii)'J~ 
A 1 equiva lente.! DA 

2 


Area Ó = ! Area c::::J 

2 
i . 

... I ~r:axC; 

L l 
..---._ T:.;R.;.:"-",P,E_C IO 

h I \ CJ\S~2. \ 

b b I 
Trapecia I .:, '2 O A 

Area t rapcClO = 1. Area O
2 

Area tIa pecio = ~ b X h 

Area trapeeio = ~ (b + b') X h 

.. 


0­- " 
::l " ~ . e 
~ ., 

eo. 
a.""O> 
a. o. 
" o e 
e 2. 
"'	 o­
tf p. 

/;1);j 2 7 1 2 

B 

1 i!'; l ' 

1 :!. 2 . 
CJ A equivalente c::::J B 

Area c::J Area o 
Area ¡;;:::j :=: b X h 

CIRCULO 

~ D 

~A ="'f'f\

AreadcA=Areade B 

Area de A. = 1.)Olll?- ?rcunf.~· r 

Arca del círculo = 11" X r' 

A ROMBOIDE i" i. 

h ~ 12" 2' 
1 

romboid e ... - c:::J A 

2 1 


Area romboide = 'f Area t:::J 
-

Area romboide = ~ b X h 

Area romboide =!- d X d ' 
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5.3. -	 Area de las figuras circulares 

CORONA CIRCULAR 

Area = 1Tr2 - 1Tr'2 

[- Area =." (r2 - r'2) J 
.....---... 

r 

SEGMENTO CIRCULAR CIRCULO TRAPECIO CIRCULAR 

d 

b 

.Area = "r2 J 
¡ 

'271r2 0: 1TT . 
Area = 360 - 360. 

• :::ZECTOR CIRCULAR 
Area 1 = Area sect. aob - Area aob ' 

,Area 11 = Area seet. aob , d + Area aob (0 Area = "a (r2 _ r'2 )
360 

Area' = ~;~oQ = b i h I ~ 
360 - -- rrr 2 

= 1I' r~ 0' +~Area JI 
360 2 	 1Tr2.aa 

36 0 
2 

rrr aII Area = """360 I 
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6 . - TEOREMA DE PITAGORAS 

6 . 1. - Ra íz cuadrada: ,----------------. 
Area del cuadrado = Q2 

C I I I I I I Area deC: ~= 25 
'5'1 = 25 

Medida del lado: 5 

Decimos qu e 5 es la raíz cuad rada de 25 , 
porque 52 = 25 (téngase en cuenta que se 

trabaja con números na turales) 

Notación : 
..j2S= 5 porque 52 = 25 

La medida del lado del cuadrado es la raíz 

cuadrada de su área. 

Medid a del lado del O = .járea 

6.2. - Dado un triángulo rectángulo, se puede construir 
un cuadrado sobre cada uno de sus lados. 

Los cuadrados A, B e j y C tienen por lad os 
respectivamen te a cada 
uno de los ca tetos y la 

A hipotenusa del tr iángu­
lo. 

B 

n 

6.3. - a) 	 b) 

Si se dibujan en A cuatro pueden ser' u bicados de mane­
tr iángu los congru entes, de ra tal que co n B, se cubra 
acuerdo a la siguiente figura : totalmente el cuadrado C. 

lA 

B 
B 

Las figuras: A U B 	 (formada por los cuadrados que tie­
nen por lados los catetos del 
triángulo rectángulo) 

y: 	 C (formada por el cuadrado que tiene 
por lado la hipotenusa del cuadrado) 

son equicompuestas y, por lo tanto, equivalen tes 
por su su perficie. 

El cuadrado construido sobre la hipote­
nusa es equivalente a la unión de los cua­
drados construidos sobre cada uno de los 
catetos. 

6.4. - Dados los triángulos rectángulos 1 y II tales 
que : 

- Medida de los catetos de 1: J . y 4 respectiva­
mente, 	 t 
- medid a de los catetos de 1I : S' y 12 respecti­
vamente) construimos : 
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Resulta : 

Area A Area B Area C 
Area A Area B AreaC 

~~~ ~~~ 
169 = 144 + 2525 = 16 + 9 

En todo triángulo rectángulo , el cuadra­
do de la m edida de la hipotenusa es igual a 
la suma de los cuad rados de las medidas de 
los catetos. 

a2 = b2 +c2 a: m( 
by c 

enusa 
e los 

res.p tetos 

Esta comprobación permite conocer la m e­
dida de un lado de un triángulo rectángu lo, 
conociendo la medida de los otros dos: 

l
al = b l + c a=Jc2 + b

2 

2
b2 = al _ c 2 b =Ja2 

- c 

b2
b2el = al - c =)a2 

­

EJERCICIOS DE APLICACION 

1. 	- Recortar los triángulos y formar figuras equicomptiestas 
con el rectángu lo : 

2. - Dada la siguiente figura obtener otras dos de igual área: 

2 

2 

4 
3. - a) Hallar el área de cada una de las figuras· resultantes de 

las siguientes operaciones: 

10) l U 1I 

20 ) 1 n 11 

30 ) l - 11 


b) Comparar el área de l U Il con el área de 1 + área de 11. 

4. - Hallar el área de la figura sombreada : 

a) Con respecto a la unidad : O 
b) Con respecto a la unidad : D 
e) Con respecto a la unidad : "\J 
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5. - Calcular la medid a de 2 en los siguientes casos: 7. 	- a) Un rectángulo es equivalente a un cuadrado de 9 m de 
lado. Si el ancho es de 3 m ; cuá l es e l largo? 

b) Un triángulo es equivalente a un cuadrado de 81 m 2 
. Si 

la base del triángulo es congruente con el lado del cua: 
'\. drado ¿cuál es la longitud de su altura? 

8: 	- a) Un triángulo y un rectángulo SOn equivale ntes y tienen 
la misma altura .¿Cómo es la base del triángulo COn res­
oecto a la del rectángulo? 

b) Un 	 trapecio y un rec tárígulo so n equivale nt es y tie ne n 6. 	- Determinar el área de la s siguientes figura s sombreadas: 
misma altura. ¿Qué condición cumplen las bases del tra­

b) pecio? 
c) La altura de un rectángulo tiene la misma longitud qu e 

e) 

d=6 
 un a de las diagonales de un rombo. La longitud de la 

base es la mitad de la longi tud de la otra diago nal. 

¿Cómo so n la s superficies de estas ¡-¡guras? 


d) 	Un rectángulo y un paralelogramo· tienen la misma base 
y la longitud de la altura del paralelogramo es la mitad 
de la del rectá ngul o. ¿Qué relación guarda el área del 
rectángulo con respecto a la de l paralelogramo? 

2 
!l. - SEMEJANZA 

7 	 1. - SEGMENTOS PROPORCIONA LES 
1.1. 	- Segmentos correspondientes: 

Dada s varias rectas paralelas cortadas por do s 
transversa les, se llaman segmentos correspondien tes 
a lo s comprendidos entre las mismas paralelas. 

NM A/(B/(C/(DA a 

B b 	 ab y a 'b' ~ _ __ segmentos 
~y b'c. correspondien.tes 

e 	 c' cd y c'd' )e 

d 	 d'D 

\~ 

a) 2 

e) Y¡¡¡I/I////llfflD/////ff//lffl/§!I/ffll/' 

5 
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1.2. _ Propiedades de los segmentos correspondien tes en­
tre paralelas: 

Si tres o más paralelas son cortadas por dos o 
más transversales, a segmentos congruentes sobre 
una de las transversales corresponden segmentos 
congruen tes en cada una de las otras. 

A la a· a 
A /.I B # C # D 

b b' B Si ab ~ bc "" cd 
, e" e c 

{ a'b' "" b'c' "" c'd' 
e 

D Id \d ' \d" '" - -- -,.-"a"b" ~ b"e" ~ e d 

- Aplicaciones : 
a) División de un segmen to en partes con­

gmentes:
La clásica división de un segmento en partes 

congruentes, se fundamenta en la propi~dad 

enun cia da. 

ejemplo: 


Dividir ab en S ·partes congruentes. 

Procedimiento: 
Se traza: 

.... -ff ....
10: ap, tal que ab 't- ap 

20 : en ap, a partir del origen, 
S segmentos consecutivos: 
ac "" cd = de "" el' :. fg 

./ \ \ \ \ \ 30. gb 
a ' e' 'd ' te' 4: [, b . 

40 : cc' /.1 dd' /f ee' /f rr /f gb 

Resulta: 

a2 =2d' = d? ""eT""fb J 
b) La paralela a un lado de un triángulo, trazada 

por el punto medio de uno de los otros dos la­
dos, corta al tercero en su punto medio . 
Ejemplo : 

a •
abc 

m punto medio de ab 

mp /f ac 
Resulta : ",/ \ ·c 

p punto -;;;-edio de bC~ 

e) 	La paralela a las bases de un trapecio trazada 
por el punto medio de uno de los lados obli­
cuos corta al otro lado en su pun to medio. 
Ejemplo : 

.a 	 d trapecio abcd 
/ ~ m punto ~dio de ab 


m p mp /f ad /f bc 


L 	 "\. R esulta : 

b 
v I p punto medio de cd 

1.3. - Bases medias: 
. a) Bases medias de un cuadrilátero: 

Son cada uno de los segmentos deteiminados 
por los puntos medios de los pares de lados 
opuestos. 
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bJ Bases medios de un triángulo: 
Son cada uno de los segmentos determinados 

por los puntos medios de un par de lado s. 
a Ejemplo: a a 

p 

c 
c 

bb b 
mr : base media 

m 

mp: base media pr: base media 
correspon­correspon­ correspon­
diente a ac diente a be diente a ab 

e) Propiedades de tas bases medios de los: 

1º) paralelogramos: 

mi 
d 

l 
c 

! 7,7
e 

al ~ .a s b 

rs base med ia mn base media 
corresponde a corresponde a 
ud 11 beab // cd 

En todo paralelogramo cada base media es 
paralela al par de lados correspondien tes y 
congruente Con ellos. Por lo tanto: 

La longitud de una base media es igual a 
la longitud de cada una de las bases co­
rrespondientes. 

2º) triángulos. 
Cada base media de un triángulo es para­

lela al lado correspondiente y congruente con 
su mitad. Por lo tanto: 

La longitud de cada base media de UII 

triángulo es igual a la mitad de la longi­
tud del lado correspondiente . 

Justificación: 
c - .s mn: base media de abc - -, 

correspondien te a ab m" /r -......... ' r: punto medio de ab 
, ......." 
 _ .cJ 
/ mn = ar base media arsc 

a ' ( ......... b 
r mn= 1 ab

2 

3º) trapecios: 
La base me<lJa de un trapecio correspon­

dienle a las bases, es paralela a ellas y su lon­
gitud es igual a la semisuma de las longitudes 
de !as mism31:. 

ar = B+ B' 
d B' c - . 

mn : base media de ard 

mnl1 arm/ '" ~,,\n 
/ ~ " ", mn= a; 

~ '1 "'I-=-~~r mn= B ~ B' I 

.'­
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1.4. - Razón entre segmentos: 
La razó n de dos segmentos es la razón entre su s 

medidas tomadas respecto a una misma unidad. 

p... 
razón entre A 

-
y 

-
B : "2l ~~ 


A =1 
2B 

razón entre e y D: 1~ 

g= 1 

.5, - Proporción entre segmentos: 
Dados en un cierto orden cuatro segmen tos A, B, 

C y D, tal que la ra zón entre los dos primeros es 
igual a la razón entre los dos últimos, se dice que 
dichos segmen tos son proporcionales, 

~ B 
A-
B 

= 112 
=>A_l:.. 

- -
Se lee: 

A es a B 

~ B D Como Ces a O{ 

~ D 
= 1 \ 

2J 
D 

La igualdad entre las razonez ~ y.f- se llama 
B D 

proporción 
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2, - SEMEJANZA DE POUGONOS: 

La semejanza es una correspondencIa biunívoca en­
tre los vértices de dos polígonos convexos o entre los 
vértices de un solo polígono convexo con ellos mis­
mos, tal que los lados correspondien tes S011 propor­
cionales y los ángulos correspondientes son con­
gru entes. 

h 
Si: 

a .. e 
b .. f 
e +, g 

d d <+ h 

e 
ab = bc =cd = da 

a ef fg gh hef 

b a := e 

c g 
 b "" f 

e ~ g 
~ ~ 

d "" h 

Resulta : 
políg, abcd - políg. efgh 

Se lee : 
políg. abcd semejan te pOlig, efgh 

Si en el siguiente co njunto de figuras se aplica la 
relación ,"es semejante a" . .. se obtiene una parti­
ción : 

Cada subconjunto de la partición es una clase de 
('\ )'¡I' . 'I ~!rPI(Y~J8 

equivalencIa, ., v,,' , 'r ~ 0'(\') E[' ,n' TI\ e - "" ." . [ I " .\I " 

,- ," , '0 2~ 5-1M f1.:.o . ~uenüs hiles· nep, ~rg6111Jna
I,~. t...... _.... \I 1.,_~l.:l .. ­
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Las figuras que pertenecen a una misma clase 
de equivalencia tienen la misma forma. 

_ ~ aD - ~ 

f] 

~ ~[J-­ -----b<2> 
2.1 . - Semejanza de triángulos: 

a) Dados dos triángulos abe ya 'b'e' 

a 

a' 

e \>e' 
b'b 


por definición es: 


abe""'" a'b'e' 

si: 

a ', ~ a' a~ ir 
ab = be cab " b' b=b' 

e .-" e' a'b' b'c' c' a' e~ _ ~ eA' 

b) Dado un triángulo Se puede obtener otro sem e­
jante, trazando una recta paralela. a uno de sus 

lados. 

Ejemplo: 


• 
Dado abe y mn# 3D, pueden presentarse las 

siguientes situaciones: 
a) b) n e) 

e '\ - e 
\ / 

\ I 

\ 

a ( ) \ b 

, " 
, \ 

( \ba m n 
a b 

en todas resulta : 

men - abe 

¡ 
- Criterios de semejanza de triángulos: 

j Iº) Sj dos triángulos tienen dos pares de lados 
homólogos proporcionales y los ángulos com­
prendidos entre ellos congruentes, .en tonces 

e son semejantes. 

6 
f 

&.~) • •de df 
_ => abe - def 

a=d 
a b d e 

J ...... 
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De acuerdo con este criterio resulta que: Ejemplo:
"Dos triángulos rectángulos son semejantes si Dado el polígono abcde 
sus catetos son proporcionales". 


a 

20 ) Si dos triángulos tienen dos ángulos respec ti­
 a primer vértice 

vamen te congruen tes, en tonces son semejan­ b 

tes. 
 abo primer lado e 

e ac: primera diagonal 
¿"'d) • 
b e< ef => abc - d~f 

dii,al U \ b 
b) Para obtener un polígono semejan te al abcde se 

procede así: 
Resulta así que: 	 - Se determina un punto cualquiera del pruner

Jada abo "Dos triángulos rectángulos con un ángulo 

agudo congruente, son semejantes". 


a 


32) Si dos triángulos tienen sus lados homólogos - Se traza: e 	 bproporcionales, entonces son semejantes. la) mp # be e 
2°) pq # cdf '7 
3°) qrl1de

@=ru:= 9L => abe - def 

de ef fd 


bdDe 
a 

c 

Resulta: 
d 

o 
ampqr ­

Justificación .' 
Si : 

Ü 
abcde 

2.2, - Obtención de un poHgono semejante a otro dado: 

a) Dado un pol ígono, se pueden ordenar sus vér­

tices a partir de uno cu alquiera de ellos, Deter­ -- - . . 


mp # bc => map - bac
rn inado el primer vértice, quedan ordenados sus • • 


pq 11 cd => paF - qd
:ados y las diagonales qu e conCUlTen a dicho 1,,,Ji, ,m,"' - "Ji,.,b," 
vértice. 	 qr # Ce => qar -dae 
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3. - ESCALAS 
La semejanza de polígonos se aplica en la construc­

ción de planos y mapas, ya que estos son figuras 
semejantes a los o bjetos reales. 

La razón de semejanza se llama escala. 
Por ejemplo: si en una habitnción el largo (1) es 

4 ~: y en el plano se representa con un segmento (s) 
de 4 cm, la escala correspondiente se obtiene así: 

.L 

1 

Expresados ambos en la misma unid ad, resulta : 

~=_I 
400 100 

Recíprocamente, en la misma escala, un segmento 
de 2,5 cm representará otro real de 250 cm o 2,50 m , 
porque: 

_1_ 	= 2,5 x=2,5. 100 =250
100 x 

En algunos mapas la escala se representa gráfica, 

mente. 

Ejemplo: 


lfW$& I I km 
O SO 100 200 

Para calcu lar la distancia rea l entre dos ciudades A 
y B separadas por 4 cm en un mapa dibujado en la 
escala anterior se procederá así: 

_1 =-1-	 x = 4 . SO
SO x 

x = 	200 

La distancia entre A y B es de 200 km. 

EJERCICIOS DE APLl€ACION 
9. 	- Indicar los pares de conjuntos cuyos elementos pueden 

ser medidas de lados de triángulos semejantes : 

A={ 2, 3,4 .} C ={. 8,1 6, 12 } 
Il ={9, 12, 20} D={3, 4 ,6, ¡ 

4 6 4 4 

10. - Si abe", a'b'c', ¿es abc - a'b'c'? ¿por qué? 

" " 11 . - Señalar en cuáles de estos casos resulta abc - a'b'c': 

" -- -- - ­
a) abc : ab = 9 cm ; bc = 6 cm; cd = 12 cm 

" --- --- -- ­
a'b'c': a'b' = 3 cm; b'c' = 2 cm; c'd ' = 4 cm 

b) abe: triángulo rectángulo ; 6 = 60° 
A 	 , 

a'b'c ': triángulo rec tángulo; b ' = 60° 


c) abc: ab = 8 cm ; be = 7 cm ; cd = 4 cm 


a'b'c': a'b' = 4 cm; b'c ' = 7 cm ; c'd' = 6 cm 

12. - ¿Son semejantes estos triángulos? 


abe: á = 40° ; Íi = 60° 


a'h'c': e' = 800 
; b' = 600 

13. - Dado el conjunto F de figuras 

o 
Aplicar la relación: ... "es semejante a"... 

a) Hacer el diagrama vinculando los pares ordenado s. 

b) Escribir los subconjuntos de la partición. 




----
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17. -	 Datos: 
14 . _ Representar un segm ento de 25 cm según la escala 110 

15. - En un mapa la dista ncia de la ciudad M hasta la ciudad S 
es de 20 cm. ¿Cuál es la distancia real si la escala corres­

pondiente es 1/ 1. 000 .000? 


16 . -	 A, B Y C representan elevaciones terrestres; D y E, 
profundidades marinas. ¿Cuántos metros correspo nden a 
cada una segú n la esca la 1/1 OO.OOO ? 

Año N° de 
habitan tes 

19 10 500.000 

1920 750.000 

1930 1.250.000 

1940 1.625. 000 

1950 2.250.000 

1960 3.0DO.000 i 
I 

B y 

A 

C 
3.000.000 

nivel del mar 

2.000.000 

w 

E I. OOO.QOO 

D 

x 
191 0 	 1920 1930 1940 1950 1960 

al Represe ntar los datos de la tabla de crecimiento demo­

gráfico. 

bl Dibujar la curv a de crec imiento. 

el Indicar la escala utilizada en el eje y . 
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1Il . -	 ANG ULOS DIEDROS y POLIEDROS 

1. - ANG ULOS DIEDROS 	 No tación : 

1. 1. - Definiciones: 

Se exponen a co ntinuación dist intos criterios 	 /\ { arista ' Rd. a{3
para definir ángulo s diedros. 	 ~ 

caras: s/p 0' ; s/p {3a) Dos planos secan tes de termÍll an en el esp ac io 

cuatro regiones cada una de las cuales recibe el 

nombre de ángulo diedro convexo o simp le­

mente diedro. 
 o bi en : '1 

< 
~ O'ni3~ R "'" . b 

regiones 1, 11 , III, IV : diedros ~ d habC{ ansta: a 

O' 

1/ 

~ 

11 1 

IV ~ caras s/p (ab , c) ; s/p (ab , h) 

2º) Se ll ama diedro <>f3 cóncavo a la unión de 
los semiespacios determinados por a y (:J que 
co ntie ne n al punto p . 

18. 	- Re presentar en un gráfico de barra s, en el orden dado, el 
área aprox imada de cada una de las sigu ientes provincias: 

Buenos Aires: 300.000 km' 
Mendoza: 150000 km' 
Jujuy : 50.000 km ' 
Santa Cr uz: 200.000 km ' 

100.000 km' 

Escala: 50.000 km'~= 

b) Dados dos planos a y (3 secantes en R y un 
pu n to p que no pe rtenece a e llos: 

19) Se llama diedro a{3 convexo o Simplemente 
diedro a{3 a la inler>ccc ión de los semiespa­
c ios determinados po r a y {3 qu e co ntiene 
a p. 

• p 

s/e (a, p) ns/e ({3 , p) ~ d. OV " 

1 
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~ 

s/ e (Q, p) u s/e ({3, p) = d. ~ cóncavo 

c) Se lla ma ángulo diedro a la unión de dos sem i­
planos de borde común . 

/'.
d. abch = s/p (bc, a) U s/p (bG, h) 

r 

De acuerdo con esta definición el died ro está 
formado so lamente po r los puntos de las ca ra s. 
El d. áb?h separa a los pun tos del espacio en 
dos regiones abiertas, una cóncava y o tra con­
vexa. 

m éd. ab'Ch: m E región convexa o interior. 
r é d . a'bch: r E región Có ncava O ex terior. 

La un ión del d. á~h con cada una de las re­
giones anterio res co ndu ce a la noción de diedro 
ex presada en b) . 

d . a-Q¡¡ U región interior = diedro co nvexo. 

d. a~h U región ex terior = diedro cóncavo. 

1. 2. - Diedro llano: 
Un ánf!ulo diedro es llall o si sus caras so n semi­

p,"nos opuestos. 

. ' • p 
diedros { d. ~~ue contiene a p 
l/anos d . a {3 qu e no co ntiene a p . i i Y 
Un diedro llano es un semiespaGio 

1. 3. - Sección de un diedro: 
Todo plano que corta a la arista de un diedro 
determina con las caraS del mi smo un ángu lo plano 
ll amado sección del died ro. 

tiA .. d Ct:ac: secclon . .." 

;r.nA = {al {'Yno< =~ 
'Y n {3 = ac 

Si 'Y es perpendicul ar a la arista A, ábt es la " sección normal del diedro. 

AJ. y= JA1 ~ 
LA 1 , IC 

A /'.
bac : seco normal d. aJj 
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Fara obtener la sección normal de un diedro 
basta trazar en cada cara la perpendicular a la 
arista en un mismo punto. 

La medida de un diedro es la medida de su sección 
normal. 

medo d . <@'= medo b~ 

1.4. -	 Congruencia de diedros: 

Dos diedros son congruentes si sus secciones nor­
males son congruentes. 

.5. - Diedros consecutivos: 

Dos diedros son consecutivos cuanao tienen sola­
mente una cara común. 

d. ~ n d. t-y = ~ (cara común) 
A '" d. i:43 y d. ~'Y : consecutivos., 

1.6 . -- Diedros adyacentes: 

Dos diedros consecu tivos son a(iyacentes si las ca­
ras no comunes son semiplanos opuestos. 

1.7. 	- Diedro recto : 
Si dos diedros adyacentes son co ngruente s, cada 
un o de ellos es un diedro recto. 

<!¡ 

h l?1 d. i:43 y d. ~-y: adya centes /' A/\ '" }V A. ~ =>d. C<{3y d. ~'i 
~ d. c<{3 ~ d. ~-y 	 recto s 

La sección norm al de un died ro recto es un ángulo 
rec to . 

1. 8. - Diedros opuestos por la arista: 
Dos diedros son opuestos por la arista si las ca ras 
de uno son semiolanos opuestos a las cara s del 
otro. 

c< Y Ií} semiplanos 
opuestos

(Jy-y 
1 

1 

t d. c<1J Y d . -y8 opuestos por "" A}
/\ A las an stas

d. c<-y Y d. {31i 

" 	 Ad. 	Cl'~ Y d. ~-y : consecutivos 

Q y -y : s/p opuestos
">. 	 A 

d . ap y d . ~-y: adyacentes 
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2. ­

2. 1. ­

aJ 

VJ 

, 
v 

ANGU LOS POLIEDROS 

Definicio nes: 


a ) Se llama ángulo poliedro convex o, o simple­

m ente ángulo poliedro a cada una de las regio­
nes del espacio de tenn inad as por tres 
p lanos qu e se in terseca n mu tu amen te. 
Si se tra ta de tres pl allos se ob tiene un 
tr iedro convexo o simplem ente triedro. 

o más 

ángulo 

VII 
(3 an{3n"( = {o 

v 
IV reglOnes: 1, JI , 1Il . IV , V, 

o VI , VII , V/II 
~ 

ángu los t ried ros 
V1l1 

IJI 

b) Se ll ama ,í ngu lo po liedro a la in tersecció n de 
tres o más diedros, cuyas arislas son sem ir reclas 
!lO co planares de origen común . 

.-)0 .-)0 . -)0 ~ -"" 

va, vb, vc , vd , ve : no coplanares 

d.~n d . tnd t r<d . 'it'nd . t = áng poliedro 

No lació n : ~ abcde 
Se lee: ángu lo po liedro de vér l ice v 

y arislas abcde 

vér tice : v 
1\ ~ "A.'" "" jo. jo.v. 	abcde ___caras : av b, bvc, cvd, d ve, eva 
~ . A.lt" A 1\

dIedros : d.a , d. b, d . c, d . d , d. e 

2.2. - Suma de las caras de un poliedro : 

La su ma de las caras de un únw '¡o poliedro es 
m enor qu e 3600 

• 

Ejemplo: EL 'O'. a ocde 

\, avb + bvc + cvd + dve + eva < 3600 

IV . - CUERPOS G EOMETRfCOS 

Toda fi gura de l espacio limitada po r po lígo nos es un 
poliedro. Cada uno de los poFgonos es una cara del 
po liedro. 

Tod a figura del espacio limilada po r superficies CUNas 
o su perficies CUNas y pl anas, es u n cuerpo redondo. 

En e l conj unto universa l C de lo s cuerpos geom étricos 
se produce la siguien te par tición : 

C 

PR 	

Q
QéJ 	 dJfYC7 


I (!> ¡ ~ 
( ~ CJ 

¿J? g LD f:jJ 
C = {cuerpos geomé tricos } R U P = C 

R = { cuerpos redondos } Rnp =~ 

P = {po liedros } 
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l . - POLIEDRO S: 

1. 1. - Pirámides: 
a) 112) Se llama pirámide al poliedro en que una de 

sus caras es un polígono cualquiera y las 
demás son triángulos qu e concurren en un 
vénice. 

v \\ 
n 
v 

b) De acuerdo al polígoño de la base, las pirámides 
reciben el nombre de: triangulares, cuadrangu­
lares, pentagonales, e tc. 

c) Altura de la pirámide: 
Segmento de perpendicular trazad o desde el 

vértice al plano qu e incluye a la base . 

v 
Notación : 

pirov. abcde 

base: políg. abcde 

, 

,
/ 

caras }. . . . .
/e avb ; bvc; cvd ; dve; eva ,- ...:.­ laterales 

a d vér lice: v 

aristas } ----­
latera les va ; vb ; VC~ vd ; ve ; 

aristas de la base: ab ; bc ; cd; de; ea 

2º) Dada un ángu lo poliedro y un plano qu e 
seccione a todas sus caras, se llama pirám id e 
al conjunto de puntos del ángulo poliedro 
situ ados en el semiespaeio qu e contiene el 

v vértice. 

pir. V. abcd 
'J. abed : ángulo poliedro 
ex n? abed: polig. bed 

b 
apo tema : Viii 

b 

a: 

yo: altura 

d) Pirámide regular: 
Una pirámide es regular cuando su base es un 

polígono regular y el pie de la altura es el 
cen lro de la base. 

v 
pir. V. abcde 
base: polig. regul ar ab cde 
centro de la base: o 

altura: vo 
caras laterales. 

.. • .6 A .. 

avb == bvc ~ cvd ~ dve ~ eva 
aristas laterales : 

e va ~ vb ~ ve ~ vd ~ ve 
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- Apotema de la pirámide regular es la al tura de 
c) Un pri sma es recto u ublicuo. según que lasuna cualquiera de las ca ra s laterales de la 

aristas laterales sean perpendiculares u oblicuas a pirámide regu lar . 
los planos de las bases. - Tetraedro: 

Pirámide triangular cuyas caras la terales y 

base son triángulos equ iláteros. 


a 
I 
/ 

, 
H I 

/plL a. bcd: tetraedro 
d. 1:> Do ti II 

dab 2" bac 2" cad 2" d bc /.q-­
c' , 

Prisma recto Prismá oblicu o 
1.2. - Prisma : 

aJ Se ll ama prisma al poliedro qu e t iene dos caras 
congruentes situadas en planos paralelos y las 
demás son para lelogram os. 

. ·b Notación: 
a L---i----I prisma abcdef., 

, ,, 

, f 
,, - -- - - ., 

, , ~
d' , 

b) Un prisma es triangular, cuadrangu lar, ven tngo­
nal , etc., segú n que s.us bases sean :'espectiva­
mente: tr¡ángulos, cuadrad os, pentágonos, etc. 

, 
bases: abc2"def 


caras laterales: 

c:t .&:::? &:7 

abeu; eDcf: adfc 

vértices: el , b, C; d, e, f 

aristas laterales : ad ; be; Cf 
e 

aristas de las bases: ab, be, ac, de, ef, fd 

d)·Altura del prisma: 

Segmento de perpendicular comprendido en­
tre los planos de las bases. 

En un prisma recto, cualquiera de las aristas 
laterales puede ser considerada como altura. 

e ) Prisma regular: 

Prisma recto cuyas bases son polígonos regu­
lares. 

, ,,..., ..L-I-­ G;~:--::----0,/ B",, , ~;;; B, 

B: triáng. equilá tero B: cuadrado B: hexágono regular 
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f) Paralelep ipedos: 29) Elemel1fOs opuestOs del paralelepípedo: 

Paralelep ípedos 
bases: paralelogramos 

,,, B, 
, 
,-- - ---­, 

/ 
, 

, B' 

B Y B': paralelogramos 

Paralelep ípedos rectángulos 
bases: rectánrulos 

, 
~~--

- ___ o ___ 

Paralelepípedos rec tos rec tángu.los 
caras laterales : rectángul os 

Cubo 
caras : cuadrados 

d1J 

g 

)e ,: ) f 
.' , ,h 

e
d ,, 

b 

• 
Vértices opues tos Aristas opues tasCaras opuestas 

no tienen pu n- no pertenecen a no están incluidas 

tos comu nes la misma ca ra en la misma ca ra 

- -
c::7 C7 

ab fe y dcgh a y g; b Y h 
ae y cg 

c y e; d y f bf Y dh 
~ C7 ab y hg
aehd y bfgc 

ad y fg 

39) Diagonales de un paralelepipedo: 
Cada par de vérti ces opuestos detennin a una diago nal. 

h g 
A A , , \ \ 

e 
'- .. \ "'(/ ag , bh,ce , df:

;*y\ m ~ diagonales" ~ 

/. Y'- --': ­
e 

" ó •\ 
a b 

-------( 

a 
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- Propiedades: 1. 3. -- Número de vérti ces y arislas de un poliedro: Rela­
c ión de ElyerL -- Las di agonales de un paralelepípedo se 

cortan mutuam ente en partes congruen­ En todo poliedro la sum a del ,¡úmero de caras y 

tes. el número Ide vértices es igual a la suma del núm e­
ro de a ristas y dos. 

ag nbhn ce ndf = {m} 
-,am'=' mg 

C .... NO de caras V .... NO de vértices A .... N° de aristas bm '=' mh 

cm ~ me 

•dm '=' mf 

11. - Las diagonales de un paralelepípedo rec­ C +V=:+ 2 ] 
to rec tángulo son congruentes. 

III . -	 El cuadrado de la longitud de una 

diagonal de un paralelepípedo recto rec­

tángu lo es igual a la suma de los cua­

drados de las longitudes de tres aristas 

que concurren en un vérhce.1 

- 1 - d 
d' =.' + b2 + c'( )- - ­ -=-­a 

1/ "'c 
c) b)~ b 

d) Plano diagonal." 

Cada par de aris tas opuesta s determinan un 


plano diagonal. 

ef 
h 

" " 'V " , J!::? 
,\ bche: plano diagonal ", \" \ 

, ';-., \'J/'~';" ~ - -fC 

a b 

Poliedro Ca ras Vértices Aristas C +V =A + 2 

a) 6 8 12 6+8=12 + 2 

b) 6 6 10 6 + 6= 10+2 

, 

c) 10 16 24 10+1 6 = 24+ 2 

/ 

f 

/ 
,- ---­ - -', 
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e ) Cilindro cirCII/ar: [;¡s ba ses SO Il cí rcul os. 2. - CU ERPOS REDONDOS: 

2. l . - Cilindro : 

;¡) Cue rpo redo nd o qu e tie .le do, car" s para le la s 
congru ent es. llamadas bases. limitad as por (,; tHVa s o r---"'lI . 
:::- imples cc rrét <..hts. La st; pt: rficie CUrv;1 es IJ cara 
late ra l. Base: H No tación: 

C irc. (o, r) Cil. [( o, rl ; H)
Eje. 00'

19) 2(> ) 
_--1-1' .. --.q B' ~ 

Cilindro circular11 H recto 

& - Generación de Utl ciliJldro rec to Clr('f t/ar: 

Un ci lind ro circular re<..: t ~) se pIH;~ d e consid erar 
generado por la rota ción de U Il ret.:t ;í ngulo 
alredeoo r de un o de sus 1"00'. 

J B # B'Bases 39) elB:; B' abed : rectitllgu lo 

ad : ~j e de ro t" e ió n 

generatriz : G eb: gell e ra la superficie I ~ I teral 
de l c ilindroaltura : H 

b ab: ge nera u n círculo: ba se d e l c ilindro. 

2.2. - Co no : 
,;) Cuerpo redondo fo rm ad o po r una supe rfic ie cu r­

te ral eompr~ lldid o en tre la s ba ses. 
- Generatriz : S ~.::gnl e nto de rec ta dt.? la ca LI 1<.1 ­

va y una supe rficie plana (bosc) limitada po r 
una curva simole.- Alturu: Segmento de perpe;ld icu l<lr. compren ­
La sup~r fic i e curva e,t " !'lfInada por segme n tos 

b) Un c ilindro es recto I f ig. ~ º ) u oblicuo I fi g. 19 
dido e nlre los planos de las base,. 

cuyos ex tre mos son u n punto (ve rtice) no per­
te nce ien te a l pla no de la base y cada un o de Jos 

LI ob lieu" " los p l;lll OS de 1" , beI s",. 
Y 3º) stgún que la gC!ll' r ~¡( ril se a perpl'ndicu lar 

puntos de la curva simple . 

Cilindro circula r 
o bli cu o 
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B: base 
v: vérti ce 

vv" 	 altura (segmento tie 
perpendicular de sde 
el vé rti ~e al plan o ex) 

bl Cono circulor: la ba se es un cír~u l o 

IQ) ::'2)v 
v • 

Base : Círe. (o, r ) 

yo: eje h egmen to rle te r­
minado por el vértice 
y el ce nlro de b ha se) 

Cono cirt ular 
r~l' to 

c) Un co no circu lar es recto (fig. ::'Q) u oblicuo 
(fíg. 19) según qu e el eje sea perpendicular u 
oblicuo <:1 !;1 base. 
- GcncrocirJl1 de l/JI COIlO ('irclI lar recro: 

Un cono ( ircul:lr recto . se pu ede generar por 
v 	 la rob eión de UIl triÚIl.l!ulo rec t:lIlgll lo que 

gir~ 1 ;l lrededor de lino de <;ll S e'lte tas. 

• 
vac: rectángulo 

cateto vo : eje de rotación 

cateto oc: genera el c irc ul o base 

hipotenusa ve: ge ne ra la superfi ­
cie latera l 

Cono CIITU ¡<t r 
oblicuo 

2.3 . --	 Esfe ra: 

al Superficie esférica : 
Se Jlama superficie esférica de centro o y 

. radio r d co nj unto de Jos puntos deJ espacio 
cu ya d;st,IJlcia <1 o es igu al a r . 

Noraciún: 

-- Sup. esf(o , r) 

Se Jee : 
Superficie esférica de 

] j( •. 
o ' , 

centro u y radio r 

d( o, a) = r'* a E Sup . esf( o, r) 

dio, b) < r'* b E regió n interior 
d( o .e) > r =<> e E región exterior 

b) Lsferu 
Se flama esfera de cent ro () y radio r ,11 

";O lljUll to d<= Jo~ pU llt o~ del espacio cuya dista n­
c ia a () es menor o ig'.Jal que r. 

/ 

Otra (urma úe dc./i,¡ir esfe ra: 
Se llama ésfor" al co njunto unión d e los 

pllnto~ de L1 superficie esféri ca con los puntos 
de la región interior. 

Esf. (o , r) = Sup. e,L(o , rJ U regi ó n interi o r F 

c l Ljt y diámetro: 
-- Eje : Es la recta que pasa por e l centro 

de la esfera o de la supe rficie e sfé rica . 

o E E: E eje 

E n Slip. esL (o, r) = la, b \ 

<lb: 	 diám e tro d e la esfer" y de 
la superficie esférie,1. 
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Si °E"( => C(o , r) circu nfe renc ia m,ixim a 
d) Posiciones relativas de una superficie esférica y En este caso los casque tes se lI am:rn hemi;jerius. 

UII plano: 
Dados un a superficie esférica y un p lano ed e l 

_ Sección de un planu seCUtlLe COII la esfera:espacio , pu eden prese ntmse la s siguien tes situa­
La intersección de un plano secante con los 

c iones: 
puntos de la esfera es un ci rculo. 

I Q)

;: r /sup esf(o 1') ncr. = q, = cr. exterior 
t ' fr 

-- r - ...... 
I O .... -L_ _ ­
I ~o--:./1
I 

---

\ 
I Se verifica: 
í~ - , 
o. 2·_-=-~ 

dio , cr.) > l' 

cr. n esL(o, r) = Cire.(o', r') cr. n osf.(o , r ) = Cire .(o , r) 

.- -- --- -

Círculo círcu lo rn úx imo-j
20 ) b ~ --r- , cr. de termina en la esfera dos segm elltos es(é­

Supo esf( .), r) n (J =l b:'" (J tangente 
/ ' t 

ricos. 

Si °E cr. los segm en tos se II"m '111 sem iesf eras. 


Se verifica: Segmenro bibásico
Zona esférica 
dIo, ~) = l' Parte de la es fera compren· Parte de la supe rficie esférica 

did a e ntre d o s secc iones comprendida entre dos seccio­
paralelas. nes paralela s. 

Supo esL(o, r) n "( = C( o'. 1") => S<'Cl/ nre 

, 1" < l' , r ' ~ 
39) <-:(~"( I ° -_-:. , Se ve rifica: -- - -'. \ 

<I(o . "() <: ro t ~!: _ ~', 

'Y detcrJl1ill~l en L.l su perficie 

esférita dos casqu C' tes esje­

ricos, 
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- Huso y CUila esf éricos: 
3. . PO LIEDROS REGULARES: 

Huso esférico Cuña esférica Polied ro regular es todo poliedro cuyas caras S011 
?arte de la superficie esférica Parte de la esfera compren­ polígonos regul ares y en cada uno de los vértices 
compre ndida entre las caras did a entre las caras de un concurre el mismo número de caras. 
de un diedro cuya Dri sta es diedro cuya arista es eje. 3, l .. - Existencia de los pol ígonos regu lares: 
eje. 

Teniend o en cuenta que la suma de los ángulos de 
un poliedro es menor que 360° se pueden analizar 
las posibilidades de ex istencia de los poliedros re­
gul ares. 

" 

el - Generación de una esfera: 
Una esfera se puede generar por la ro l :1CÍón 
de un semicirculo que gi ro alrededor del 

düim e tro. 


a I 

CARAS POLIEDRO 

Pólígono 
NOen cada 

vértice 
Suma de los ángulos 

del polied ro 
Nombre 

NO de 
caras 

ID 
3 
4 
5 
6 

3 X 60° = 180° 
4 X 60° = 2400 

5 X 60° = 300° 
6 X 60° = 360° 

tetraedro 
octaedro 
icosaedro 
no existe 

4 
8 

20 

D 

t8 
3 

4 

3 X 90° = 270° 

4 X 90° = 360° 

3 X 1080 = 3240 

4 X 1080 = 4320 

3 X 1200 = 3600 

cubo o 
hexaedro 
no ex iste 

dode­
caedro 
no ex iste 

no existe 

6 
_0_" 

-
12 

II-- I 

3 

4 

3 

Por lo tallto los ún icos poliedros regu lares que 
ex isten .SOll los siguien tes: 

$_ _ .,. I - ~~---b 
semicírc. (o, r) ; ab diámetro [dJ yI, 

esf.(o, rl 
tetraedro octaedro icosaedro cubo dodecaed ro 
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3.2 . . Aplicación 	 de la fór mub de Euler a p ·)liedros 
regulares: 

C+V = A+~ 

Poliedro VC 

tetraed ro 44 
. ..... _­

cubo 6, ~8 

8~ ~6octaedro 

dod ecaedro 12 ""' ­ /0 

20/icosaedro "12 
-'-------~--- -

3 .3 . _. Poliedros duales: 

C+V=A+ 2 II 
I 

4+ 4 = 6+2 I 

,I6+ 	S=12+2 
I 
I 

8+ 	6 = 12+2 
I 

12 + 2ú = 30 + 2 

20 + 12 = 30 + :2 I 
. 	 I 

Es el par· de poliedros regubrcs e'l qu e el nli· 
mero de car~I S de LIn o e~ el ¡lllmero de v0rtio...:es dd 
otro. 

cdbo - octaedro 
dod ecaedro . kosaedro 

- Ob, erv(Jción: 
El número de vértices de los p oliedros regu­

lares está d ado por la siguiente fórmula: 

NO de caras X NO de lados de 1" ca"l 

NO de car ..1S que concurren 1.2<1 ,\JI v\.~rtice 


Ej emplo : Dodecaedro 

NO de vértices = 12 ; 5 20 

EJERCICIOS DE APLlCACION 

19. -	 En .el conjunto P = { pOliedros regu 1;: res 1aplicar la re-
IaclOn: J 

R = .. ."tiene el mismo Húmero de arist;t ~ ljllt.:' '' . 

al Dibujar el diagrama de Venn. 
b) Escribir el conjunto de pares ordeilados. 
el Enumerar la s propiedades qu e cumple la rel "ción. 
d) En 	 caso de producirse una parlición e,l P. escribir lo s 

sUbcotijulltos que de termina . 
20. 	- Escribir el nombre lid polígono qu e dctcrmi n;¡ la ,\ecci ó n 

produ c ida ~iI unir lo s puntos se!lalados L' 1l c ada uno d e los 
s.iguientes cubo:., (unir ell ordell alfabético ). 

" /;-f1 a/ 
d 

/1 / /1 .,L 7 
e 

.. bLJ)d
V I ~A 	 V 

e 	 e bb 

19 29 39 4º 


a f 

b/ 

L 	 '/1 /.

I a ~ H;c
b

d 


¡; • • Vc I • Vct 

b .c 


5º 69 7º 


V. -	 AREA DE POLIEDROS Y CUERPOS REDONDOS 

En general: 

Area de cuerpos geomé tricos: SUllld de bs ;írcas d e sus 
c aras. 
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En el caso de ciertos cuerpos (prismas, cilindros, pirá­
mides y conos) se debe d'istinguir entre: 

área lateral suma de las areas de la s ca ras la terales 
y área to tal suma del área lateral y las áreas de la s 

bases. 

1, - AREA DEL PRISMA RECTO: 
1.1. 	- El área lateral de un prisma recto es igual a la de 

un rectángu lo cuyas dimensiones son: P (per ímetro 
de la base) y h (medida de la altura del prisma). 

Dicho rec tángulo se llama desarrollo de la super­
f icie lateral y es resultado de aplicar sobre el' plano 
las caras laterales rec tangulares unidas por SllS mis­
tas comu nes. 

• 

P -> perím etro de la base 
h -> medida de la altura 

1 A. lal. = P h 

h. 

_'o B -> área de la base J 

[A. total = P . i1 + 2B 

.2 . - Prisma recto regu lar: 

A total = P h + 2 ~ . . 2 aB -> 	medida de la 
apotema de la 
base 

A. total = P . h + P . as 

A, to tal == P (h + as) 

Observación: 
Prisma oblicao .. hay que tener presen te que la 

altura del pri sma no es congruente con la longitud 
el e las aristas laterales. 

r----,., a 
I, ti -> altura del pri sma recto 
I 
I H = aa' 
I 

LL!a', 

1 ti -+ altura del prisma oblicuo
ti ti r- aa' 

d 

A. laL = suma de las áreas de las caras laterales 

1.3. -	 Area del cubo: 

Q-+ medida de la ari sta 

A. lal. = P ~ A. to tal = 4Q' + 2Q' 
e -L. __ _ A. lal. = 4 Q Q, 

l' A. lal. = 4Q' I I A tetal = 6Q2 
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f r . 
'- ), 

'---- ­
L-_ 	27r r --J 

2. - AREA DEL CILINDRO RECTO : 
El d~,,, rro llo de 1" superfide 1;lteral de un cili n­

dro recto es un rectángu lo cuyas dimensiones son : 
P (longitud de la circunferencia de r~dio r) y g 
(medid~ de la ge neratri z). 

A.. I'-It. = 27rr . g
,-) 1 
g b " A. tot ,¡J ::::: 211" f . g + 2rrr 2 

•. --) 	 J 
~ 

A . total = 211'r ( g + r) 

3. - AREA DE LA PIRAMIDE RECTA REGULAR: 

Las cara s I:!ternles son trí :"' llgu los i só~ce lt's CO I1 ­
grll e !ltc ~ de altur:¡ y b<.l se rl'specljv ~lIll e ntc congri. le'l 
tes COn la apolemil y l'i I"d o dc 1" b"se de 1" 
pinímide. 

,11"' -;. mediclu dc la apotcm:\ 

b --. medida ddlado elc B 

b . "1'
A . lal. = 4 . - , - 4 b .... Pu 

I 	 A!;¡ l. = ~ 1 

1- . A-tol al = ~ + 13 I 

7 1 

Pero, C0 l11 0 IJ base es un jJ o l ~go Jl o r~gll l il r : 

=> 13 =~ 
2 


YA. to tal = PU_0 + PB . au
2 -	 -0 ­

. Pu
A. 10t:II = -:;- (:¡ p + "B) 

Are:"! de b pi rrimide HO regular : 

A. lar. = ~U I11 ¡ 1 de las tlrl'U "; de la.., ( ¡ira.... btc r,-Ik ~ 

A. lo lal 	= A. I"teral + 13 

4. -- AREA 	DEL CO NO RECIO 
tI d C:-'~lrroll o dd COII U reCIo Cil'l 111/,1' \. ," U d ,...cct ...) 1' 

c ircu lar de radi o g (medida de la generatriz) y de 
lo ngitud del Circo igual a la longitud C«(,_ r) · 

, . 

A . l	 ~at.=	 , 
~~ 
h 

A. lal. = 1I'r . g -1 
J 

A . to t;d = 7Tf . g + 1rr2 

A. to t,, 1= 'Trr (g + r ) J 
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s - AREA DE LOS POLIEDROS REGULARES : 

En genera l. pa ra el po liedro regu lar de " caras: 

A = área de una cara. n 

6. 	 - AREA DE LA SUPERFICIE ESFERICA: 

Sean : 

/ "­

I . . . . . ~ ..... \l 2r 

/ r ~I---_J J 

Si se clIbren la superficie lateral del cilindro y la 
superficie esférica con una capa de revestim iento 
p lúst ico, de espesor uni form e. se comprobará q ue se 
uti liZéI 1,1 misma cantidad de rnnt eriaL 

Por lo tant o: 

Sup . la t . c ili nd ro = Slip . esfé rica 

=> A. la!. ci li'ldro = A. esfer<l 

27fT. 11 = 	27fT . 2r 

A. esfera = 4"r 2 

ca 

d
+ 

o.. 
N 

N 
al 

o.. 11 
11 '¡¡j 

" 
~ 

~ 

O 
~ 

<t:: <t:: 

~ 
~ 


, \" X 

• 2 
~ B 
5, ro 

" h " " 
O 'O"h 

'O ro 
~ " " ': -:::o 

"- 11 

v " ~ 
<t:: 

' ­

M 
c< 
". 

11 

~ ~ 

'" 
<t:: 

~ 
~ ~ro 

~ ." " ro 
() _ .D" 

~ 

'" 
~ 

~ '" ~<t:: t..:g-1 
« '":: ~U-l <>: ,~ ~ex: "';;j " -'OU-l .:u e« 1­ ~ ro¡: " 

=> ~<t:: ~ :: 
-1 Vi..2 ~'::a 

7 
N ..="" '" o..11 

11'¡¡j 
~ 

O 
~ @, , -~ '" 

<t::<t:: 
L 

-1 
« 
1­
o 
1­

ca 
N 

+ 
..= 

o.. 
11 

~ ".el 
<t:: 

J1 
(TI) 


-

~ 

~ 


+ 
~ "" 
" 
~ 

'¡¡j 
~ 

O 

<t:: 

<D en 

"11 

~ 

..: 
-"l 

..: ' 

11 NI-. 

'" 
~ " 

<t:: "." 

CJ) 


.... 

h 

N " 
:1 
..: 
ro-


<t:: 

~ , 

.~ I 
~ 

~ 

NI " 

11 

'¡¡j 
~ 

.el 
<t:: 

.c 
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EJERCICIOS DE APLICACION 

21. 	- Un a p irámide recta tiene por base un cuad""lo de 12 cm 
,le lad o. Calcu lar e l área latera l y tOla l, sabiend o que la 
apotema es 5/0 del lad o de la base . 

22. 	- Un pri sma rec to tie ne por base un rombo en el qLle una 
de SLlS diagonale s es3 /4 de la otra y la SUll1a de ambas es 
14 cm. Calcul ar b superfic ie to ta l sabie ndo qUt' la lo n­
gitLld de la altLlra es igLlal a l sem iperímetro de la base . 

23. 	- Co mpro bar que en un cono en q ue: g'" 2r. t'I ;irea bter:d 
es igual al doble del área de la base. 

24 . --	 al El rad io de un a superf ic ie esfé rica E es el do ble ele l 
radio de o tra E'. Exp resar la razón e lltre su s ilre" s. 

b) ld cm si el radio de E es tres veces e l de E' . 
25. 	- Co mpletar e l cuadro con las lo ngit ud es y ;ir"as co rres­

pondient es a l cubo: 

Long. ari stil I Sup. c;"" Sup. lar. Sup. tu tal 

A 5 cm 

B 36 dm' 

e 64 cm 2 

D 54 ",' 
- - ----_. -

26 . . - Se de be pinta r Ull co berti zo de fo r",a d l' he mi sfe ri o. 

Si pa ra p inl"r e l pi so se 
elllpll'an 17 lilro~ dC' pintura , 
{.cuantos ~itros 'il.' 1l L' <:L~ s i l ~ldl1 - -- para cubrir el l.'x tcri or <k! 
cobert izo'! 

VI - COMPARACION DE VOLU MENES 

l . -- CUERPOS EQUICOMPUESTOS : 

A 

~ 


./' 
 ".­

2 I 

3 

B 
/ 

V 
/" 

El cuerpo A puede sepa ra b " e l! los pri sma s l . 2. 3. 

Con 	 la unión de estos p r i~Ill;I ~ pu ede ro rlll;lr ~e 
o lro po liedro B. 

1\ Y B son pol jcdro:-. Cq u icOlllpll c ~ to s porque son 
lIll;ún dcl mi:,lllo número de poliedros congru en te s 
d os :1 do\ . teniend o ell común so lal1l \.! lltc Caf :.l S o 
pa rtl':" de l': lr : I ~. 

, - RELACION DE EQUIVALENCIA: VOLUM EN : 
R = . . ." es equicolllpuesto \.:on" .. es un,! fckl­

ción que dasifica los elementos de un <.:onjunto e dI.! 

~

@ 

cuerpo s: 

b 
e 

. 
.' 
, 

, : 
- -.- - ~ . .--, 

, 
/ 

v 
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En e se produce una part ición . 
Si para llenar P se necesitan 4 A, 2 B Y 8 C, 

Cada subconjunto es una clase de equiva le ncia que 
decim os:define un volumen. 


Los cuerpos que pertenecen a una clase son equi­

valentes en cuanto a su volumen. 
 /' </&~AF--r--- f==(/Los cuerpos equicompuestos, llam ados también 

equivalentes, tienen el mismo volum en. 


Vol. P = 4 Vo l A 


En una clase de equivalencia , si se co noce el va lor 
del volum en de un cuerpo, se conoce también el del 	 Med. Vol P, = 4 
volumen de todos los demás cuerpos de la m iSllla . 	 P. 

3. 	--- COMPROBACION INTUITIVA DEL VOLUMEN DE . 
LOS CUERPOS: f (-- ?Jea 

Se constru ye n dos cuerpos hu ecos y se llena uno 
de ell os con arena: si al volcarse el contenid o en ~ I 

o tro. éste queda completamen te ll eno si n desbor­ Vol P = 2 Vol. 8 
darse, entonces son equ ivalentes por su volum en. 

Med. Vol PB = 2 
4. ·' MEDIDA DEL VOLUMEN : 

Como en el caso de la longitud y la su perficie. e l 
prim er paso es 	la elección ue la un idad. P 


El volume n de l m iSlllo polied ro pu ede ser medido 

con distintas unidades. (?~'((P 6) eDado P hu eco y A. 8 y e como unid ades: 

QA 	 Vol P = 8 Vol. e 

Med. Vol. Pe = 8 

p/ ¿J 	 QB
I El vo lum en del paralelepípedo P siempre es el 

mismo. no depende de la unid ad. 
La medid a de su volumen es el número que varíateJC 

de acuerdo con la unidad elegida . 
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5. - CALCULO DEL VOLUM EN : 

5. 1. - Volumen del paralelepípedo: 

Con var ios cubos unidad , convenie ntemente di s­
pues los. se pueden formar para1elep ipedos: el 
número de cubos utilizad os es la m edida del vo ­
lum en de l paraJe lep iped o. 

Por ejemplo: co n 12 cubos congruentes con t=D 
A 


./ ./ 

V 

V 

./ ./ 
 tv U 3 unidad de Vo l. 

B 

o U' unidad de Sup. 

1----1 U unidad de Lo ng. 

En ambos casoS la ca ra del cubo llllid<Jt! fun­
ciona co mo unidad de superfic ie y la ari sla. como 
unidad de longitud. 

En el caso A : 

././ ./ 
./ ./ 

./ 

./ 

./ 

~-~~ vec(cis/2~ UbOS ) 

\ (V - ... ~ 2 veces 2 cubos 3 vt:L:CS 
./ ~ (2X~1 
./ ~ ,..:;",,~""'" 

(C x ~J x , 
12.' 

NO de U X NO de U x NO de' U == ~o dI.:' U I 

med . ancho X Ill cd. brg:o X IIl l'd . ~ lIt o = Illed . vol. 

NO de U' X NO e,," U = NO dc U.1 
'--_ _ _ J . - -\-----' ....._,,-_.' 

~írea ba:-;c X Ill l..!d. altur:1 = mcd . vol. 

La medida del vo llllll cn del papalckpipedo 
es igual al produ\..' to dc la s mcdid ~ls <.k Sll~ tres 
dilllell~ioJl es I OJlliJda ~ co n respecto :1 la misma 
unidad ; o bien. al producto del {l rc~ 1 d..... la b:ISl' 

por la ll1 edid;.¡ dc la allura. 
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S 2 - volu,.en dt 'u ,.,.. CIlffpOl 

S, ,., «" ..llu,"t, modelo' huc<:os ,,~ un prNJII P y un 
",,'~ld..;>íJ'\'\lo P" de /lu.I~ "I""'tÑrll/~' ) 411111'" rou,ru~~ 
,~ ••, 11...11 •• P (on ••~"" y "<>1o.,rJ. In r, JI: cOIrIpfi..b. 
'1\.11." 

, 
lO 'óJ 

YOI ~"Wla = Vol p...,lel~pill'eJo 


Vol p"$m~ '" A, U 1) X I:t 


E", Wn1 ptot>.coOn es ~al!d. PlrJ ti pmm, obl,,;uo. 


I'''~$ equIV,lenl •.'" ~,~:';:~;:~~~ 

La M",n. ~<>mproblcoOn 'tallud. rol> d po.. aLdeprpc¡Jo ~ 
el p"lItIl puo::d~ h.'t u" cofl un pn.;ml y un t"lh<'odro 

e 9 . 11' 
H ;lf WD 

, 

óJ 
C .. r 


"01 c,h(l(ilo 
 - ~n. 
~ 

Vol ,,,,,><1'0 ..,ti Il )( h-

Vol c,lIndro . .., ' Xh 

El cubt'o .. ..., pat,'rk;pipnlo 

Vol c..h<>· Vol pa••:der'pcd.., 

Vul cubo"'.TI:.IIXh 

VOl 'ubo" rXf.XI 

Vo l. culJ.¡,· 2' 

1I ~ Il ' 
tt ie. H ""SI "'U 


SI SI." 11M' l. 1I,... m..:l. c"On "",13. y «: yu.k. on .1 P11 .. ,,~ 
Je n<"C<l'.' I' . ... ¡">el .. 12 operacIón J ••ce, pal. IkR"k.> 

1 Vol r,r;¡¡""d~ ... Yol pn.",. 

Vo' ,..,ni""de ~! Vol pri!",. 

Vol p.::undt = 4~ Il O ~ LV 
t ,. 

gJ 
 ~~
itl~ / r,.
o e, " 
3-~ ~ E. ,, , 03-;

~f~' B n.,Q~ • 

1
• 
. .~. ., •

"!. 
, 
. , 
 h me4i1h .Hu" 


I fIlrolda I~do 
 ,I 
8Q 


Ó
s, ..e conll ru~~" /ft()dtlo. ,J ...."" esfel', c,~ndl"<; ~ .ano d. l'NIeS conVUCnlC$ (11 """ 


,urer. .. . rono ... h coJ¡rijlro 
 6e <;;) t3 
y ~ ,n"oduc~ el ~uno d." tro de l c ,hn(\ro - !i:l U!!"'" (p,e queda t."Ue ell". U 8 

L yo l c,¡",dw - Vo! cooo I 
s, la 4.e,,' Que 11."a 11. "'fTI .. o¡f~<1I .., YUek.1 en ele' t,p;.:IO, 
lo OC:"P'I <l)In"lolIlJltlllt .....----. -e B 

\lnm. tqu '''' '''IIR,- :,~~~~~~~~~~~, 

Lo fTl JSm.1I comprob••-,6n I?hu.da (on el p<' $I1l' y ~ p-IIi­
mdc, ~ putde Il3.ur ."<"In ~I allndro v d (000 

9 ~ 11 " 
H I!! Wf\J "O 

J 1,1,,1 eono ~ Vol e,¡",dl,) 

Vol rono ~ i Y~d'" 

YoL cono"{-in:aH . 1l 

Vol .,::I1!ot''''cn; '" Vol <" ...dl"<> - y,,1 oJO" 
Vol .:n"ufeno '" <TI' h ­ t••· o 

VOI.<:OlIo .. ~n' • 
Vol ...,,,,~f..... - ....' r-~ ..,' ., 
Vol. ...", . ..¡fe•• ., .,' - '~. r' 

Vo l ,¡(".- ~ In' 

_--'i' 
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EJERCICIOS DE APLlCACION 

27. - Construir en cartulin a los poliedros que están indicados 
en el paralele pípedo y formar cuerpos equivalentes. 

28. - Dado un prisma hex:lgon,,1 de 4 cm de lado. 2,76 cm de 
"potema y lO cm de alto. calcu lar e l largo. el "ncho y la 
altura de un par"lelepipedo equivalente. 

, 29. _. ¿Qué rdacion hay en tre el volumen de la pidmide y el 

• 
volumen de l pare iL'le pipcd o? 

3 

5 
s 

JO. - Complct"r el "'ladro : CILINDROS 

radi o de b,ISL' ,,1 tur" volumen 
ttl ba se 

10 cm 2dm 

78.50 cm' 785 cm 3 

l e.56 m' 5 111 

1m 282,600 dm 3 

I 
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3 1. - ¿Qué rclaci ún ha y en tre el volum en de los dos conos y el 
vo lumen del ci li nd ro" 

32. - Hallar el vo lum cn e1el paralelepípedo: 

10 respecto de la unidad éV 
Ií 

20 re spec to de la unid ad 

30 respecto de la unidad 

33. -	 Demos trar qu e si la longitud de un lad o de un cubo es 4 
veces la de otro cubo, entonces la razó n de sus volú­
menes es de 64 a J. 

RESULTADOS DE LOS EJERCICIOS DE APLlCACION 

1. - Ejemplo: 

2. -	 Ejemplos: 

6 

21 -- I 
6 

3. - a) 10) 63 b) Aréa de I U 11: 63 
2º) 9 Area de 1 + Area de 11: 72 
3º) 27 72 > 63 

4.-a)8; b) 4; e) 16 

5. 	- a) 6 
b) 1 S 
e) 13 

6. 	- a) 1 S d) 2850 
bl 9 el 81,64 
e) 4,3750 (aprox. 4,38) f) 169 

7.	 ·- a) 27 m 
b) 18 m 

8. 	- a) El doble 
b) La mitad de la suma de sus lo ngi tudes debe ser igual a 

la longitud de la base del rectángulo. 

e) Equivalentes 

d) El doble 




86 87 

9. - A Y e 
10.' - Sí, porque la co ngruencia implica semejanza. e) 

500.000 
II. ":' a) yb) 
12. - Si F 18. ­
13 . - a) 

b) 
,.-- ­s 

~~I s= {1 , 4.6 \".~\ 
M = 2,") ~fdJ6 ~~5 Cl M()3 L , 1
L = , 3, 

14. ­

...:t: ~ \....o15 . . - 200 km J-~ ¡.~gl~ »~1816.. ' A = 2.000 m ; B = 3. 000 m ; e = 1.500 m ::s Il> "5' (ti ..c " 1" ::l c; '" ce 2: ......., rJ) U
D = 3.500 m ; E = 2.500 m 

17. - a)ybJ 

19.- a)
y '" 

3.000.000 
t -> tetraedro~ t .a ".9h h -> hexaedro 
o -> octaedro 
d .... dodecaedro 
i ~ icosaedro ~'td ti / 2.000000 

--- -- /, .y 

b) : (t , 1); (11. h) ; (h , o); (o, o); (o , h); (d , d) ; (d, O; (i , i); 0, d) l 
1000.000 

e) Reflex iva . simétrica y tran si tiva . 
, 1

,1 ) 1= ' t I 
I 
I 11 = : h, o} 

/,..---. 1I1 = ,ld.i l 


191019201930 194019501960 x 
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a 	
A. to tal =[I] .1Il+ 21TI 

20. - d 	 e 22 . . -- A. total = PB . h + 2 B 

A tot = 5X4 X(5X4) + ,6X8.	 . 2 - 2 
A. tal = 200 + 48 


El área total del prisma , en 
2
cm	 es: 248 


21. 	­

A. lat. = P8 . ap 	 PB . ap 
2 A. tolal = -2- + B ¡Cá lculo de ap: 

A. lat. = 12 X 4 X 10 

A. to ta l = 240 + 12;¡' ,+ de 12 = 10 	 23. -- A. lal. cono = 7Tr . g
2 


A. Jat . cono = 7Tr . 2r 
A. la l. = 240 
 A. total = 384 
 A. lat. cono = 271'1'2 


\ v 


Cálculos auxiliares: 
1º) 	med id a de las diagün:lle" 


si d = I => el' = 1 

4 


d+c1' = 14 

.]. 	 .]. 

±+ 1 = 7.. 
4 	 4 4 


r d ... 14 X47 	 14 -7-= 8

4= \ 

d, ... 	14 X3
7 	 = 6 


22) medidu del Jado: 


uo = 1 d = 4

2


1> 

ob = ~ d' = 3 


Q =y'4'-+ 3' 

Q = y'25 

Q = 5
L-G-----I 

B = 	 1f . r2 

( 

A = 	2B I
Area late ral de la pirámide, en cm 2 es: 240 


Area total de la pirámide, en cm ' es : 384 
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Long. 4Iri sta Supo hit.SuP.... cara Slip. toral 

A 5 cm 2S cm 2 100 cm' 150 cm' 

B 6 dm 36 <1m' 144 dm ' 2 16 dm ' 
.. 

4 cm 16 cm' 64 cm' 96 cm ' 

D 3 m 9 m' 36 m' 54 m' 
-

radio de 
la base 

base alhlra volumen 

10 Clll 3 14 cm' 2dm 62.80 cm' 

5cm 78.50 cm' 10 cm 785 cm' 

~m 12.56 1ll' 5m 62,8003 m' 

3 ti 111 28.26 dm ' 1m 

- . 

282.600 dm 326. -	 A . círculo = ~,. ' A. hemisferio = ~ (471"r ' ) 

A. hemisferio = 271"r ' 

' --------------------------,v / 31. 1 


3 
A hemisfer io = 2 A . círculo 

32. --	 19) 12 
2º) 	 3 
39) 6 

S e necesitan : 2 X 17Q = ~ 
33. 	- Vo l. del clIbo de lado 1: 1 X 1 X I = 1 

Vo l. ,1e1 cubo de lado 4 : 4 X 4 X 4 =64 

24. - a) r = 2r' 

A . E = 471" (2r')' 

A . E ' = 471"r" 

~ -.k::::.:I';¿
A . E' - ;J.¿¡:.Y 

~=4 1
A . E' 

25. 

b) r = 3r' 	 27 . - Ejemplos: 
r-----7 

A . E = 471" (3r')' 
A . E' = 41TT" 


LL _.4r: CJP/ 

A . E' - ;l-r.'/ 

I~~= 91 
28 . -	 Ejemplo: 10 cm ; 8,28cm; 4 cm. 

1
29. -	 "3 
30. . " 
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