n ol nisterio de Cultura y _Educacion

Consejo Nacional de Educacion

Fducaciéon
para la

| Recomstruccion

N? 10






.,,.,u,u N i ¥

e ?"?m,g g -
e ol

b
7% b ST
_§fﬁ‘3 A :

CONSEJO NACIONAL DE EDUCACION

Presidente; Peof. ALFREDO NATALIO FERNANDEZ
Vieepresidente: Prof. ESTHER ABELLEYRA DE FRANCHI
Viacul: Prof. ESTER TESLER DE CORTI1
Voeui: Dra. ROSA GLEZER
Vocal: Prof. HERIBERTO AURELIO BARGIELA
Focal: Dr. HUGO TORIIA
Secretaric General: Prof, ANGEL GOMEZ
Prosceoretaria: Prof. MARTHA MOLINUEVO

Superv. Gral. Pedog - Prof. CRISTINA ELVIRA FRITZSCHE

preeny oaer T D% R
C L - . “w RN

R T A T L S S R B R

P H cot N T . P o

k] . PR A A v y ‘ o lr: L

. u Weilistin fail » g xhbhhung

e ei.is

! PRI i} N

gf Lo e wt‘amﬁ L il bW
[ A



El Consejo Nacional de Educacidn se complace en hacer llegar
a sus docentes el presente trabajo.

En esta segunda parte de la publicacion de Geometria, se
compietan los conocimientos bdsicos de la materia que todo
docente debe poseer en su formacion profesional para desempe-
fiarse en el nivel primario.

Aungue vya se manifestd en la primera parte, se reitera en
ésta que el mismo estd dirigido, por su nivel, a los maestros y
no a los alumnos.

También hallordn los maestros en este trabajo una variada
efercitacion gue les permitird vna evaluacion luego de la lectura
de cada capitule, encontrando en las iliimas hojas las respues-
fas a los ejercicios propucstos.



I. — SUPERFICIE
1. — FIGURAS EQUICOMPUESTAS:

A B

La figura A puede separarse en los tridngulos 1, 2,
3, 4.

Con la unién de estos tridngulos puede tormarse un
rectangulo B.

A v B son figuras equicompuestas porque resultan
de la union del mismo mimero de poligonos respecti-
vamente congruentes, sin puntos interiores corpunes.

2. — RELLACION DE EQUIVALENCIA: SUPERFICIE

R = ... “es equicompuesta con”. . .
es una relacidon que clasifica los elementos de un
conjunto F de figuras:
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En F se produce una particion.

Cada subconjunto de la particion es una clase de
equivalencia que define una superficie.

Las figuras que pertenecen a una misma clase son
equivalentes en cuanto a su superficie.

Las figuras equicompuestas, llamadas también
equivalentes, tienen la misma superficie.

e

En una clase de equivalencia, si se conoce el valor
de la superficic dc una figura, se conoce también el
de la superficie de todos los demas poligonos de la

misma.

3. — COMPARACION INTUITIVA DE SUPERFICIE DE ~

FIGURAS:
Dadas las figuras A y B:
3.1.-Si A=B
A B

Se pueden descomponer ¢i ¢l mismo name-
ro de poligonos respectivamente congruentes.
Son figuras equivalentes.

Se indica: A=8B

luego: Sup. A= Sup. B

Las figuras congruentes tienen la misma
superficie.

= "

b)

3.2.—8j

siguientes

a)

A ;C B pueden presentarse entre otros, lo:;

€asos:

Pura‘ ‘comparar la superficie de A con la
superficie de B, se puede calcar B y superponer

sobre A. En este caso
rada en dos partes: la

la tjigura A queda sepa-
cubierta por B y la que

no esta cubierta por B. Res
é . sulta B congrue
con una parte propia de A. e

A

I
Il'l:]

||'||]
11

|

Se dice:

Sup. de A> Sup. de B
0 bien:

Sup. de B < Sup. de A

1)
Loyl

Si se superponen las

figuras A y B, ninguna

de ellas contiene totalmente a la otra.
Se corta la parte sobrante de la figura B y se

adapta a la figura A.
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Se repite la situacidon del caso anterior:

Sup. A>Sup. B
Sup. B <Sup. A

4. — CONDICIONES PARA QUE SE CUMPLA LA EQUI-
VALENCIA ENTRE:
4.1. — Dos paralelogramos:
Dados dos paralelogramos de bases y alturas
respectivamente congruentes:

13

Dos paralelogramos son equivalentes si

sus bases y alturas son respectivamente con-
gruentes.

>

1%

T =]

2

r P—
, H B
! H

IR

B B’
al superponer uno sobre otro se observa que:

—
1
rap

paralelogramo (B, H} y paralelogramo (B’, H’)
son figuras equicompuestas.
Por lo tanto:

paralel. (B, H} = paralel. (B’, H")

q & L7 [T
7 abed = alpd = amqd = . | |

4.2. — Un tridngulo y un paralelogramo:

Dados un tridngulo vy un papalelogramo de
alturas congruentes v ta] que la base del para-
lelogramo sea congruente con [a mitad” de la
base del triingulo:

se puede superponer al tridingulo un paralelo-
gramo _equwalente al dado, de base y altura
respectivamente congruentes a B’ v H”

—_

p Se observa: fes 5

trizh‘lg. (B,H) y paralel. (B’, H’} son figuras
equicompuestas.
Por lo tanto:

tridng. (B. H) = paralel. (B’ H”)
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Un tridngulo y un papalelogramo de altu-
ras congruentes son equivalentes si la base
del paralelogramo es congruente con la
mitad de la base del tridngulo.
4.3. — Dos tridngulos:
Dados dos tridngulos de bases y alturas respec-
tivamente congruentes:
d
H=W
H B=B’
a C,
B
Se construye:
& t
Tal que:
A=l ~H"
B=B=28B"
i B S
a ] & o
aﬂ = rsg/_ = acd = mnp
Nniwp = Istu ji

Si dos tridngulos tienen bases y alturas
respectivamente congruentes, son equivalen-
tes.

15

4.4. — Un tridngulo y un trapecio:
Dados un tridngulo v un trapecio de alturas
congruentes y tal que la base del tridngulo sea
igual a la suma de las bases del trapecio:

'B!

se puede dividir cada una de las figuras en dos
tridangulos de la siguiente manera:

1 i por ser tridngulos

. [ de base_s y alturas

2= 2’J respectivamente
congruentes.

—

Por lo tanto:
tridng. (B, H) = trapecio (B’, B”, H")

Un tridngulo y un trapecio de alturas
congruentes son equivalentes si la base del
tridngulo es igual a la suma de las bases del

trapecio.

br = be + ad
[

o a
abed = bmi = bdr
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5. - MEDIDA DE LA SUPERFICIE: AREA:

Como en el caso de la medida de la longitud, el
primer paso es la eleccion de una unidad.

Con suficientes figuras congruentes con la unidad
elegida, colocadas de manera que encajen sin super-
ponerse, se puede cubrir cualquier figura ya sea exac-
tamente 0 no.

Ejemplos:

Se puede usar una cuadricula para calcular la me-
dida de la superficie de una figura superponiéndola a
ella. El namero que resulte de contar las regiones
unitarias es la medida de la superficie estimada o drea.

por exceso: 30

i !
| I

por defecto: 22

Cuanto més pequefia es la unidad elegida, mas
aproximada es la medida estimada.

La misma figura puede ser medida con distintas
unidades:

Med. Sup. F, = 24 Med. Sup. F, =6

F C

N

L

Med. Sup. F, =12

La superficie es la misma; no depende de la unidad.
La medida de la superficie es un numero que varia
de acuerdo con la unidad elegida y que se llama area.

5.1. — Area del rectingulo:

Si con varios cuadrados unidad, conveniente-
mente dispuestos, se forma un rectdngulo, el
nimero de cuadrados utilizados es la medida
de la superficie del rectingulo o drea del mis
mo.

Por ejemplo, con 12 cuadrados congruentes

con: formamos diferentes rectingulos:

A B
I; T~ — U: unid. de superficii
/ L 7 LS
l L L . I /7; F !
' ' 4 - = u: unid. de longitud
— L



rombo equiv, a1 recting.
Area rombo = -% Area [

Area rombo:%bx h

Trapecio | = -2-|: A
Area trapecio = % Area £33

Area trapceio = % bXxXh

Area rombo = % dxd

Area trapecio = %(b +b)Xh

@
o =h
- 5 8 o £
() g‘\“: a o g_ o i g m
2 ne W F" Sz : & 5>
@ 5 g PSS o £ o o =) 8o
aga=8g R = 5 & 3
=4 2_ o > | [] c ) O &
25EDE “ES ®T k3t ow 8%
== =z x 2 o b =) 3 e
> =3E832 3 5 & 2 2§ & ° 8
-, 3 —_— ; o o o o)
8 B20 B a S 8 P S . 8 R
o o L = Z » = Z =
o = i o © 0 =8 o © 0 o=
@ il O = > % S a 3] Sa » :é:' s,
Fe of = =. @ o L =R a
- = o e = e = Q. O
33 o & SN S @
cE8& 9 - W le g o o
i F - 5 S .
o I~ an i § i § @ 2
a 58 > o o o
X (4] w fom | 3 £ g‘ 9'
s =< o w > w
= 5 g8 = < & o5
o = @
g 28 2 §
@ oz c B,
< o o5
= ] S o
o w [
» w O
. . altur d: med.
5.2. — Areas de otras figuras o o
CUADRADO PARALELOGRAMO
TRIANGULO A B
b=1 A [ ) P
I 3 : b / ,
g h=1 1 8 {3- 2 g
b al equivalente% YA } = i
AreadelC3 =bX h 1 1e2.
AreadelO =1X1 Afeaﬁ:‘z‘mea L— 7 Aequivalente B
I Area =7 Area [}
Areadcl O =1* Arcaa=lbxh
2 Area [~ = bXh
POLIGONO REGULAR 4
. CIRCULO
ko A B h=med.ap. "
FI vy
1 - Areal—F RS E—— - i
poligono A = recting, B 3 berim. =bXh A=B
Area poligono = Area recting. Areadc A = Area de B
Area poligono =b X h 1 .
i 1 Area de A = _. long. circunt.® r
Arca poligono = 5 perim. X med. ap. | 2 T
' Areadel citculo = m X 1?
-
ROMBO A TRAPECIO % ROMBOIDE igs ;,
T ) 1 2 ]2 & 5 & v
h L 2=2 h ; s h g2 2=2
b b b‘l

romboide = %Cj A
Area romboide = % Area ]

Area romboide = % bXh

Area romboide = %d xd

S J
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5.3. — Area de las figuras circulares

CORONA CIRCULAR
Area = "rz _ Ti'r,2
Area = (T —r’?
SEGMENTO CIRCULAR CIRCULO TRAPECIO CIRCULAR%
a
|
' d
b
Area = qr? o P o - ”’2‘?
) 360 ~ 360
>\ SECTOR CIRCULAR
Area [ = Area sect. aob — Area aob
Area [I = Area sect. aob, d + Area aob Ares = _360 (r s
| —me _b.h
Area | _%— =t \ 2
Araq] =™, b.h 360 -
i 2 o« — it |
360
nrt .o
S ="56D
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6. — TEOREMA DE PITAGORAS 6.3. —a) b)
6.1. — Raiz cuadrada:

‘Si se dibujan en A cuatro pueden ser ubicados de mane-
tridngulos congruentes, de ra tal que con B, se cubra

Area del cuadrado = €2

acuerdo a la siguiente figura: totalmente el cuadrado C.
¢ C
Area de C: 5X5,=125 ; 4 C
N——— +1-B-1L3
Medida del lado: 5 —— (A
7=~ 3= i
213 2
== 7
Decimos que 5 es la raiz cuadrada de 25,
porque 52 =25 (téngase en cuenta que ST "
trabaja con numeros naturales) B . ]
Notacion:
75 =5 porque 5% =125 Las figuras: AU B (formada por los cuadrados que tie-
. 1 . nen por lados los catetos del
La medida d?l lado del cuadrado es la Taiz trisngulo rectingulo)
cuadrada de su drea. v L (formada por el cuadrado que tiene

por lado la hipotenusa del cuadrado)

Medida del lado del O = 4/area

6.2. — Dado un tridngulo rectingulo, se puede construir : son equicompuestas y, por lo tanto, equivalentes
por su superficie.

un cuadrado sobre cada uno de sus lados.
e ———————— -

s s i B El cuadrado construido sobre la hipote-
C 5y C tienen por lados nusa es equivalente a la unién de los cua-
Sespectivaments a cada drados construidos sobre cada uno de los
catetos.
A uno de los catetos y la
EPOWHUSH del triangu- 6.4. — Dados los tridngulos rectingulos I y II tales
* que:
— Medida de los catetos de I: 3'y 4 respectiva-
‘ mente, {
” — medida de los catetos de II: 5 y 12 respecti-
B vamente, construimos:

i S —_—_
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Resulta:

AreaA AreaB AreaC Area A AreaB AreaC
4 4 1) 4 4 |
25 = 16 + 9 169 = 144 + 25

En todo tridngulo rectangulo, el cuadra-
do de la medida de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de las medidas de
los catetos.

a: medida hipotenusa
by c: medida de los

respectivos catetos

a? =b? + c?

Esta comprobaciéon permite conocer 'la me-
dida de un lado de un triangulo rectangulo,
conociendo la medida de los otros dos:

a2 =b2-}-(_‘.2 =\/C2'!‘b‘z

b!:az__cz = a
c2:a2_b2 c= 32_b2

_anie
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EJERCICIOS DE APLICACION

[. — Recortar los tridngulos y formar figuras equicompuestas
con el rectangulo:

2. — Dada la siguiente figura obtener otras dos de igual drea:
2

4
3. — a) Hallar el drea de cada una de las figuras resultantes de
las siguientes operaciones:

10y TUII ©
20) 1N 11 .
30y [ —1II

b) Comparar el drea de 1 U II con el d4rea de 1 + drea de I1.

- 4, — Hallar el 4rea de la figura sombreada:

-

a) Con respecto a la unidad:

b) Con respecto a la unidad:

¢) Con respecto a la unidad: w
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-

7. —a) Un rectingulo es equivalente a un cuadrado de 9 m de
lado. Si el ancho es de 3 m ;cudl es el largo?

V2 \2 b) Un tridngulo es equivalente a un cuadrado de 81 m?. Si
8 o , la base del tridngulo es congruente con el lado del cua-
¢ % " drado jcudl cs la longitud de su altura?
3 8 — a) Un triangulo y un rectingulo son equivalentes y tienen
10 £ la misma altura. ;Cémo es la base del tridngulo con res-

pecto a la del rectingulo? o

6. — Determinar el drea de las siguientes figuras sombreadas: b) Un trapecio y un rectingulo son equivalentes y tienen
misma altura. ;Qué condicion cumplen las bases del tra-
pecio?

¢) La altura de un rectingulo tiene la misma longitud que
una de las diagonales de un rombo. La longitud de ia
base es la mitad de la longitud de la otra diagonal.
;Como son las superficies de estas figuras?

d) Un rectangulo y un paralelogramo tienen la misma base
y la longitud de la altura del paralelogramo es la mitad
de la del rectangulo. ;Qué relacion guarda el drea del
rectangulo con respecto a la del paralelogramo?

5. — Calcular la medida de £ en los siguientes casos:

II. - SEMEJANZA
1. — SEGMENTOS PROPORCIONALES
1.1. — Segmentos correspondientes:

Dadas varias rectas paralelas cortadas por dos
transversales, se llaman segmentos correspondientes
a los comprendidos entre las mismas paralelas.

N\as AIBICID

didmetro: 10 lb \b _by _E_ segmentos
Y be y bc. [ correspondientes
C le ¢ cdycd )
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1.2. — Propiedades de los segmentos correspondientes en-
tre paralelas:

Si tres o més paralelas son cortadas por dos o
més transversales, a segmentos congruentes sobre
una de las transversales corresponden segmentos
congruentes en cada una de las otras.

A a " an
\e AIBICID
2 b \w v S
Siab=bc=c
C c \c’ \C”
ab =pboxcd
D d \d’ \d” =°{ S o T e P
\ a!’b!" E » C E c

— Aplicaciones:
a) Division de un segmento en partes con-

gruentes:
La clisica division de un segmento en partes

congruentes, se fundamenta en la propiedad
enunciada.
ejemplo:

Dividir ab en 5 ‘partes congruentes.

Procedimiento:
Se traza:

10: :TE), tal que ab ¢ Eﬁ)

ac =cd =de xef =fg

30: gb

40: ¢’/ dd’ N ee’ /£ 1 gb

- . .
20: en ap, a partir del origen,
5 segmentos consecutivos:

Resulta:

ac’=cd =de el =fb

b) La paralela a un lado de un tridngulo, trazada
por el punto medio de uno de los otros dos la-
dos, corta al tercero en su punto medio.
Ejemplo:

a s
abe
m punto medio de ab

mp / ac
¢ Resulta:

p punto medio de bc

c) La paralela a las bases de un trapecio trazada
por el punto medio de uno de los lados obli-
cuos corta al otro lado en su punto medio.
Ejemplo:

A d trapecio abed

m/ \ m punto medio de ab
‘ p mp # ad / be

\ ‘Resulta:

C

o

p punto medio de cd

1.3. — Bases medias:
.a) Bases medias de un cuadrildtero:

Son cada uno de los segmentos determinados
por los puntos medios de los pares de lados
opuestos.
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d
S === - .
mp: base media correspondiente
a los lados ad y bc
Ts: base media correspondiente
alos lados ab y cd
b r C

b) Bases medias de un tridngulo:
Son cada uno de los segmentos determinados
por los puntos medios de un par de lados.
a Ejemplo:

a a
p p -
C m
m c
c
T T
b b b

mr: base media
correspon-
diente a ac

pr: base media
correspon-
diente a ab

mp: base media
correspon-
diente a bc

¢) Propiedades de las bases medias de los:
19} paralelogramos:
d £ ! LL

Ts base media
corresponde a

mn base media

carresponde a oy s
Xica ad 7 bc

31

En todo paralelogramo cada base media es
paralela al par de lados correspondientes y
congruente con ellos. Por lo tanto:

La longitud de una base media es igual a

la longitud de cada una de las bases co-
rrespondientes.

29) tridngulos.

Cada base media de un tridngulo es para-
lela al lado correspondiente y congruente con
su mitad. Por lo tanto:

La longitud de cada base media de un
tridngulo es igual a la mitad de la longi-
tud del lado correspondiente.

Justificacion:
—_ a
—-— —— mn: base media de abc
/\ / correspondiente a ab
m ‘n r:  punto medio de ab
/ — &7
/ /\ mn = ar base media arsc
a _Z b

mn= % ab

39) trapecios:

l.a base miedia de un frapecio correspon-
diente a las bases, es paralela a ellas y su lon-
gitud es igual a la semisuma de las longitudes
de las mismas.

o ar =B+ F
d — mn : base media de ard
% o Non mn/ ar
P mhe ar_
/ X~ ik S
- 2
. - b T mn= ;
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1.4. — Razon entre segmentos:
La razén de dos segmentos es la razdn entre sus
medidas tomadas respecto a una misma unidad.

A

v"’”"/’ razén entre Ay B: %
A _1

B 2

.\D\‘ razon entre Cy D: %

g c _3

D 2

1.5. — Proporcion entre segmentos:

Dados en un cierto orden cuatro segmentos A, B,
C y D, tal que la razoén entre los dos primeros es
igual a la razon entre los dos dltimos, se dice que
dichos segmentos son proporcionales.

B 2 - T Se lee: .
= % == AesaB
B D Como CesaD
C c _3
£ =
x/ D 2 )
,—_‘__B—‘_—‘
. A,CTen
La igualdad entre las razonez = y = se 1lama

proporcion

S

P
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2. — SEMEJANZA DE POLIGONOS:

La semejanza es una correspondencia biunivoca en-
tre los vértices de dos poligonos convexos 0 entre los
vértices de un solo poligono convexo con ellos mis-
mos, tal que los lados correspondientes son propor-
cionales v los angulos correspondientes son con-

gruentes.
h
Si:
a ©e
b e f
c & g
d d +h
# St —_— _— S
ab _ bc_cd _da
f ef Tz gh he
3 =e
€ & b ot
d =h
Resulta:
polig. abed ~ polig. efgh
Se lee:

polig. abed semejante polig. efgh

Si en el siguiente conjunto de figuras se aplica la
relacion .. “‘es semejante a”. .. se obtiene una parti-
cion:

Cada subconjunto de la particidn es una clase de
equivalencia.
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Las figuras que pertenecen a una misma clase

. MM - b) Dado un tridngulo se puede obtener otro seme-
de equivalencia tienen la misma forma.

jante, trazando una recta paralela_a uno de sus
lados.

Ejemplo: .

~Dado abc y mn/ab, pueden presentarse las
siguientes situaciones:

a) b) n c)
c N 7 c
\ /
\ /
/
\ c
L 'L a b
/ \
/ A
b . \
a m 1l
| a b
2.1. — Semejanza de triangulos: en todas resulta:
a) Dados dos tridngulos abc y a’b’c’
a | mcn ~ aAbc
n? I
A |
. . — Criterios de semejanza de triangulos:

19) 8i dos tridngulos tienen dos pares de lados

homoélogos proporcionales y los angulos com-
¥ prendidos entre ellos congruentes, entonces
por definicion es: c son semejantes.

a2 ry
abc~a’b’c

e ——

si: @ = 4C
»a° = T = a=3 € df & s
?) ’%’ ab _ be _ ca EEB’ = abc ~ def
co¢ @b b ca gxg i=d
a b d e

L
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De acuerdo con este criterio resulta que:
“Dos tridngulos rectangulos son semejantes si
sus catetos son proporcionales’.

20) 5i dos tridngulos tienen dos angulos respecti-
vamente congruentes, entonces son semejan-
tes.

IR

d

e

12 5be ~ dof

pui)

K

Resulta asf que:
“Dos trignpgulos rectingulos con un angulo
agudo congruente, son semejantes”.

39) Si dos tridngulos tienen sus lados homologos
proporcionales, entonces son semejantes.

fo

@ = E =4 =>allsjc~d‘éf
de ef id
b d/ e

jab}

2.2. — Obtenciéon de un poligono semejante a otro dado:
a} Dado un poligono, se pueden ordenar sus vér-
tices a partir de uno cualquiera de ellos. Deter-
miinado el primer vértice, quedan ordenados sus
lados y las diagonales gue concurren a dicho
vértice.

| 37

Ejemplo:
Dado el poligono abede

a : primer vértice

ab: primer lado

ac: primera diagonal

d

b) Para obtener un poligono semejante al abcde se
procede asi:
— Se determina un punto
lado ab.

cualquiera del primer

— Se traza: .
19) mp / be
20) pg#cd

39) qr/ de
& d
Resulta:
£ T
ampgr ~ abcde
Justificacion.

Si:

I:H_P_// be= m:—;p ~ bac
E// cd = pag ~ cad
qr /de = qar ~dae

= polig. ampqr ~ polig. abcde
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3. — ESCALAS EJERCICIOS DE APLICACION
La semejanza de poligonos se aplica en la construc- 9. — Indicar los pares de conjuntos cuyos elementos pueden
cion de planos y mapas, ya que estos son figuras ser medidas de lados de tridngulos semejantes:
semeja{ne:s a los objgtos reales. | A = { 2.3, 4} C= {. 8 16, 12}
La razon de semejanza se llama escala. ¢ B= {9, 12, 20) Do A
Por ejemplo: si en una habitacion el largo (1) es 1912 =1{3,4,6,}

4 = y en el plano se representa con un segmento (s) W L 8 . )
de 4)c{:m, la esp;ala corresgondiente se obtiene asi: “ 10. — Siabc = a’b’c’, ges abe ~a’b'c? LPOTAC!UB?
11. — Sefialar en cuiles de estos casos resuita abc ~ a’f)’c’:
s 5 .
I a)abc: ab=9cm;bc =6¢cm;cd = 12 cm

b
, _ a’b’c a’” =3 cem; b'c =2cm: cd =4cm
Expresados ambos en la misma unidad, resulta:

) i b) abe: triangulo rectingulo: b = 60°
400 100 a’b’c’: tridngulo rectingulo; b’ = 60°
Reciprocamente, en la misma escala, un segmento ¢)abc: ab =8 cm; be = 7 cem: ¢d = 4 cm
de 2,5 cm representari otro real de 250 cm o 2,50 m, a’b’c’: 270 = 4 cm: BC =7 St TF = Bem

porque:
) 12. — ;Son semejantes estos tridngulos?
Lo - 25 x=2,5.100 =250

100 H abe: 4 = 40°; B = 60°

En algunos mapas la escala se representa grafica- a’b’c’: & =80 b =60°
mente. )
Ejemplo: v 13. — Dado el conjunto F de figuras

' (77— | km

0 50 100 200 'IF

Para calcular la distancia real entre dos ciudades A
y B separadas por 4 ¢cm en un mapa dibujado en la 4 5
escala anterior se procedera asi: .

x = 200 Aplicar la relacion: . . .“es semejante a”, . .

a) Hacer el diagrama vinculando los pares ordenados.
La distancia entre A y B es de 200 km. b) Escribir los subconjuntos de la particion.
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il l | 17. — Datos:
4. — Representar un segmento de 25 cm segun la escadla 74
| v 10 Afio NO de
15. — En un mapa la distancia de la ciudad M hasta la ciudad S habitantes
es de 20 cm. ;Cudl es la distancia real si la escala corres- ] 1910 =
pondiente es 1/1.000.000? .
16. — A, B y C representan elevaciones terrestres; D y E, 1920 750.000

profundidades marinas. ;jCudnfos metros corresponden a
cada una segun la escala 1/100.000?

1930 |1.250.000
1940 |1.625.000
1950 [2.250.000
1960 |3.000.000

§
=
§ y ‘
S
S
% 3.000.000 +
7 nivel del mar il
2.000.000
|
=
1.000000 +
?
1 1 I L 1 1

T L5 T —

1910 1920 1930 1940 1950 1960

a) Representar los datos de la tabla de crecimiento demo-
grifico.

b) Dibujar la curva de crecimiento.

¢) Indicar la escala utilizada en ¢l eje y.

e —
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18. — Representar en un grafico de barras, en el orden dado, el
drea aproximada de cada una de las siguientes provincias:

Buenos Aires: 300.000 km?

Mendoza: 150.000 km?
Jujuy: 50.000 km?
Santa Cruz: 200.000 km?
Chaco: 100.000 km?

Escala: \\\\ = 50.000 km?

I1I. — ANGULOS DIEDROS Y POLIEDROS
1. — ANGULOS DIEDROQOS
1.1. — Definiciones:

Se exponen a continuacion distintos criterios
para definir dngulos diedros.

a) Dos planos secantes determinan en el espacio
cuatro regiones cada una de las cuales recibe el
nombre de angulo diedro convexo o simple-
menle diedro.

/\ anp
regsonesi [1, I, 1V: diedros

\/

o

43

b) Dados dos planos a y f secantes en R y un
punto p que no pertenece a elios:

19) Se llama diedro of convexo o simplemente
diedro off 2 la interscccion de los semiespa-
cios determinados por @ y B que contiene
ap.

o P

sle (. p) Nsfe (B, p) = d. &

®
Q
Notacion:
A eta
éﬂ d. &b {ansm R
caras: sfp o, s/p B
0 bien:

® d habc{ansm' ab

caras: sfp (ab, c); s/p (ab, h)

29) Se llama diedro «f concavo a la unién de
los semiespacics determinados por &y § que
contienen al punto p.




sfe (o, p) U sfe (B, p) =d. t@ concavo

¢) Se llama dngulo diedro a la union de dos semi-
planos de borde comun.

elll

N
" 0 d. abch = s/p (bc, a) U s/p (be, h)
T

De acuerdo cop esta definicion el diedro esta
formado_solamente por los puntos de las caras.
El d. abch separa a los puntos del espacio en
dos regiones abiertas, una concava y otra con-
vexa.

m &d. abch: m € region convexa o interior,
réd. dbeh: re region concava o exterior.

3p %
La union del d. abch con cada una de las re-
giones anteriores conduce a la nocion de diedro
expresada en b).

d. &bh U region interior = diedro convexo.
N\ i . 4 F
d. abch U region exterior = diedro concavo.
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1.2. — Diedro llano:

Un dneulo diedro es llano si sus caras son semi-

planos opuestos.

LA

a'rea’ros d. (ﬁque contiene a p
Hlanos d. & que no contiene a p.

Un diedro llano es un semiespacio

. 1.3. — Seccién de un diedro:

Todo plano que corta a la arista de un diedro
determina con las caras del mismo un angulo plano

llamado seccion

Si vy es perp
seccion norvmal del diedro.

A
s B

.

del diedro.
e
¥at: seccién d. af
¥ ﬁoc=56
a} 5
yN=ac

endicular a la arista A, abces la

Alab
—

A lac

Aly=

A -\
bac: sec. normal d. o

)
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1.7. — Diedro recto:

Si dos diedros adyacentes son congruentes, cada
uno de ellos es un diedro recto.

Para obtener la seccidn normal de un diedro
basta trazar en cada cara la perpendicular a la
arista en un mismo punto.

oy

[.a medida de un diedro es la medida de su seccién

N\
normal. d. d/é\y d. Bvy: adyacentes 1 o~ A
med. d. & = med. tac v o M i
T ' [ d.af =d. By [ rectos
1.4. — Congruencia de diedros:
Dos diedros son congruentes si sus secciones nor- La seccién normal de un diedro recto es un dngulo
males son congruentes. recto.

1.5. — Diedros consecutivos:

Dos diedros son consecutivos cuanao tienen sola-

mernte una cara comun. )

1.8. — Diedros opuestos por la ansta:
Dos diedros son opuestos por la arista si las caras
de uno son semiplanos opuestos a las caras del

otro.

d. &:6 Nd. ﬁ:y = f (cara comun)
d. aﬁ d. fﬁ CcoOnsSecutivos

ot ¥ semiplanos

opuestos
_ Byv)
¥
. A P
1.6. — Diedros adyacentes: !‘ d. oy d 78 apniEstos oF
Dos diedros consecutivos son adyacentes si las ca- A A { las aristas
ras no comunes son semiplanos opuestos. d.- oy y d. 38

~ A
d. @i y d. By: consecutivos

@y Y s/p opuestos

. ~ ]
d. (ﬁ y d.fy: adyacentes ‘




2. — ANGULOS POLIEDROS 2.2, — Suma de las caras de un poliedro:
2.1. — Definiciones: La suma de las caras de un angnlo poliedro es
a) Se llama dngulo poliedro convexo, o simple- menor que 360"
mente dngulo poliedro a cada una de las regio- Ejemplo: Ei. Q. avcde
nes del espacio determinadas por tres o mas ’
planos que se intersecan mutuamente.
Si se trata de tres planos se obtiene un dngulo i avb + bve + cvd + dve + eva < 360°

triedro convexo o simplemeute iriedro.

vil_— 1V. — CUERPOS GEOMETRICOS
i
B anBny= fo | Toda figura del espacio limitada por poligonos es un
v poliedro. Cada uno de los poligonos es una cara del
v : ; poliedro.
0 reglones. l\}IHVIIIII\f’\I/II Vs Toda figura de! espacio limitada por superficies curvas
W o superficies curvas y planas, es un cuerpo redondo.
¥ . . En el conjunto universal C de los cuerpos geométricos
‘ VI angulos triedros ¢ s produce la siguiente particion:
| P
11

R @
b} Se llama é&ngulo poliedro a la interseccidon de
tres o mds diedros, cuyas aristas son semirrectas
; no coplanares de origen comun. ‘/

3, 3b, Ve, V4, O =
va, vb, vc. vd, ve: no coplanares @

dAnaBndtnddnd &=dng poliedro

Notacién: ¥\ abede
Se lee¢: angulo poliedro de vértice v y

y aristas abcde

S

vertice: v o ’
\ bed aras: ob b A a2 C= {cuerpos geométricos } RUP=C
v. abcde caras: avb, bvc, cvd, dve, eva R= { cuerpos redondos} ROP=0

A
diedros: d.g. d. b, d. 3, d. 3, d & pP= {poliedros}




51

50
\ b) De acuerdo al poligono de la base, las pirimides
A= PORREEINIS: reciben el nombre de: triangulares, cuadrangu-
1.1. — Pirdimides: lares, pentagonales, etc.
0 - I . .
e Sl & o bl s 9 o) Alturs de t primide:
demds son tridngulos que concurren en un Segmento de pert_)endlcular trazado desde el
vértice vértice al plano que incluye a la base.
. b
Notacion:
pir. v. abcde
base: polig. abcde
- a a &
caras avb; bvc; cvd; d:'e; e;a
laterales
vértice: v i
aristas —_———— = —
biverales va; vb;vc; vd; ve; *
aristas de la base: ab; bc; cd; de; ea vo: altura
29) Dada un éhgulo poliedro y un plano que d) Pirdmide regular:
seccione a todas sus caras, se llama piramide Una pirdmide es regular cuando su base es un
a‘l conjunts de puntos dgi angulo pphedro poligono regular y el pie de la altura es el
o S!Itu‘c_!dOS en el semiespacio que contiene el | Sertre ds Ta base,
vertice.
pir. v. abcde

base: polig. regular abede

pir. v. abed cenilro de la base: o

7. abed: angulo poliedro
a N abed: polig. bed

altura: vo
caras laterales.
A a * A & a
avb = bve = cvd = dve = eva
aristas laterales:
va =vb =vc =vd =ve
apotema:. vim

gy -



52

— Apotema de la piramide regular es la altura de
una cunalguiera de las caras laterales de la
pirdmide regular.

— Tetraedro:

Piramide triangular cuyas caras laterales y
base son tridngulos equildteros.

a

pir. a. bed: tetraedro

dab = bac sadiesdbe

v

1.2. — Prisma:
a) Se llama prisma al poliedro que tiene dos caras
congruentes situadas en planos paralelos y las
demds son paralelogramos.

b Notacién:
prismil ubcdgf
bases: abc = def

caras laterales:
F— 2V — B~ §
abeu; ebct: adtc

vértices: a, b, ¢; d, e, f
aristas laterales: ad; be; cf’

aristas de las bases: ub, be, ac, de, ef, fd

b) Un prisma es triangular, cuadrangular, ventago-
nal, etc., segin gue sus bases sean izspectiva-
mente: tridngulos, cuadrados, pentigonos, etc.

53

¢) Un prisma es recto u ublicuo, segin que las
aristas laterales sean perpendiculares u oblicuas a
los planos de las bases.

>

Prisma recto Prisma oblicuo

d) Altura del prisma:

Segmento de perpendicular comprendido en-
tre los planos de las bases.

En un prisma recto, cualquiera de las aristas
laterales puede ser considerada como altura.

e) Prisma regular:
Prisma recto cuyas bases son poligonos regu-

lares.

; :

1

b I

' 1

| L}

] ! N\

I 1 Y mm e - = fa

'
N Lt- 3
:” B \\\ ,'I B I i
N v ’

B: tridng. equilitero  B: cuadrado B: hexdgono regular
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f) Paralelep ipedos:

19)

Paralelepipedos

bases: paralelogramos

55

29) Elementos opuestos del paralelepipedo:

Caras opuestas

tos comunes

no tienen pun-

Vértices opuestus
no pertenecen a
la misma cara

Aristas opuestas
no estin incluidas
en la misma cara

g =y e v oo
B y B’ paralelogramos abfe y dcgh ayg:byh o ;ﬁ
7 cyedyf e
achd y bfge E_ 13_
ad y fg

Paralelepipedos rectangulos
bases: rectineulos

39) Diagonales de un paralelepipedo:

Paralelepipedos rectos rectdngulos Cada par de vértices opuestos determina una diagonal.

caras laterales: rectdngulos

£/

Cubo
caras: cuadrados

ag, bh, ce, df:

diagonales

. PN .
]

., :
a0 V
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— Propiedades.

I. — Las diagonales de un paralelepipedo se
cortan mutuamente en partes congruen-
tes.

I

[1. — Las diagonales de un paralelepipedo rec-
to rectingulo son congruentes.

ITI. — El cuadrado de la longitud de una
diagonal de un paralelepipedo recto rec-
tangulo es igual a la suma de los cua-
drados de las longitudes de tres aristas
que concurren en un vértice.,

d2:32 +b2 +C2

d) Plano diagonal:
Cada par de aristas opuestas determinan un
plano diagonal,

Py )
bche: plano diagonal
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1.3, -- Namero de vértices y aristas de un poliedro: Rela-
cion de Euler.
En todo poliedrola suma del aimero de carasy
el nimero'de vértices es igual a la suma del name-

ro de aristas y dos.

C - NO de caras

V = NO de vértices

A = NO de aristas

C+V=A+2
/ / -
f Y] ‘i
/ f’ I
! / |
Pl ks e
/ \, -
2 b 9
Poliedro Caras | Vértices Arisias C+V=A+2
 —
a) 6 8 12 6+8=12+2
b) 6 6 10 6+6=10+2
o
c) 10 16 24 10+ 16 =24+2
E




2. - CUERPOS REDONDOS:
2.1. - Cilindro:

a) Cuerpo redondo que tieae dos caras paralelas
congruentes. llamadas bases. Hmiladas por curvas
simples cerradas. La superficie curva es la cara
lateral,

19 29)

2 T

[ [&;m

generatriz: G

7l

altura; H

— Generatriz: Segmenlo de recta de la cara la-
teral comprendido entre las bases.
- Altura: Segmento de perpeadicular. compren-
dido entre los planos de las buases.
b) Un cilindro es recto (fig. 29) u oblicuo (fig. 19
y 39) segin que la gencratriz sca perpendicular
u oblicua a los planos de las bases.

¢) Cilindro circular: las bases son circulos.

=
aases Notacion:
Circ. (0, 1) ) -
Eje: 06" Cil. {(o. r); H]
P el S
Nl

Citindro circular Cilindro circuiar
oblicuo recto

— Generacion de un cilindro recto cireular:
Un citindro circular recto se puede considerar
generado por la rotacion de un rectingulo
alrededor de uno de sus ludos.

abed: rectingulo

ad: ¢je de rotacion
cb: genera la superficie luteral
del cilindro
ab: genera un circulo: base del citindro.

2.2. — Cono:

&) Cuerpo redondo formado por una superficic cur-

va y una superficie plana (base) limitada por
una curva simple.
La superficie curva estd formada por segmentos
cuyos extremos son un punto (vértice) no per-
teneciente al plano de la base y cada uno de los
puntos de la curva simple.
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80 61
v 2.3, - Esfera: .
B: base a) Superficie esféricu.
i"ertnce Se llama superficie esférica de centro o y
v o altura (segmento de cradio r <l conjunto de los puntos del espacio
perpendicular desde cuya distuncia a o es igual a 7.
el vértice al plano )
-L 2 Notacion:
)
& Sup. esf.(o, r)
Se lee:
Superficie esférica de
b) Cono circutar: la base es un circulo centro o y radio 7
9} 00
1=) ¢ h )\ d(o.a) =r=a € Sup. esf.(g, 1)
Base: Cire. (o, 1) ‘ d(o. b) < r=b & region interior
vo: eje (segmento deter- d(o.c) > r =€ regibn exterior
mn;ado por 1;cl ;zertlc.e b) Esfera:
y ¢l centro de la base) Se flama esfera de centro o y radio r al
[ conjunto de Jos puntos del espacio cuya distan-
cla a 0 es menor o igual que r.
i reuldar Cono circular o ;
Cono L.”wi " : - Otru forma de definiv esfera:
oblicuo reeto

Se lama esfern al conjunto union de los
puntos de la superficie estérica con los puntos

: ] "0l sgreular ¢s # [é “’. 29 obli .. . s
¢y Un cono circular ¢s recto (tfig. 29) u oblicuo de la region interior.

(fig. 19} seglin que el eje sea perpeadicular u

oblicuo a lu base. _

- Generacion de un cono circalar recto: P
Un cono circular recto, se pucede generar por
la rotacion de un tridingulo rectingulo que
gira alrededor de uno de sus catetos.

Esf.(o.r) = Sup. esfi(o, r) Y region interior

¢Y Eje v didimetro:

— Eje: Bs la recta que pasa por ¢l centro
= . de la esfera o de la superficie esférica.
voc: rectingulo
cateto vo: eje de rotacion o€ E: Egie

cateto oc: genera el circulo base E N Sup. esf.(p,p) = 5“: bzf

hipotenusa ve: genera la superfi- ab: didgmetro de la esfera y de
cie lateral = la superficie esférica.
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d) Posiciones relativas de una superficie esférica y
un plano:
Dados una superficie esférica y un plano ea el
espacio, pueden presentarse las siguientes situa-
ciones:

19)
/ v /
o
; Sup. esf.(o, r) Ne = ¢ = o exterior

Se verifica:

d(o, @) >r

* Sup.esf.(5. 1) NB=}b{= f tangente

Se verifica:
dlo.f)=r

Sup. esf.(o, r) NY=C(o’. 1) = secante
r<r
Se verifica:
d(o.Y)<r
Y determina en la superticie
esférica dos casquetes esfé-
Ficos.
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Si 0 €y = C(q, r) circunferencia maiximi
En este caso los casquetes se llamuan hemisferios.

— Seccion de un plano secante con la esfera:
La interseccion de un plano secante con los
puntos de la esfera es un circulo.

aNesf.(g, 1) = Circ(o’, 1) aNesf.(o. 1) = Circ.(o.1)

Circulo circulo miaximo [

a determina en la esfera dos segmentos esfe-
FICOS.
Si o€ o los segmentos se llaman semiesferas.

Zona esféricu Segmento bibdsico
Parte de la superficie esférica  Parte de la esfera compren- -
comprendida entre dos seccio- dida entre dos secciones
nes paralelas. ) parulelas.
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— Huso y cuna esfericos:
Huso esferico

varte de la superficie esférica

comprendida entre las caras

de un diedro cuya arista es

eje.

Cuna esfeérica

Parte de la esfera compren-
dida entre las caras de un

diedro cuya arista es eje.

e) - Generacion de una esfera:
Una esfern sc puede generar por la rotacion
de un semicirculo que gira alrededor del
diimetro.

7

x

semicirc. (o, r); ab didmetro

esf.(o, 1)

3. - POLIEDROS REGULARES:

Poliedro regular es todo poliedro cuyas caras son
poligonos regulares y en cada uno de los vértices

concurre el mismo namero de caras.

3.1. -- Existencia de los poligonos regulares:
Teniendo en cuenta que la suma de los angulos de
un poliedro es menor que 360° se pueden analizar
las posibilidades de existeicia de los poliedros re-

gulares.
CARAS POLIEDRO
e NO en cada| Suma de los dngulos NO de
Ligono vértice del poliedro Nombe caras
3 3 X 60° = 180° tetraedro| 4
4 4 X 60° = 240° octaedro 8
5 5 X 60°=300° [icosaedro| 20
6 6 X 60° = 360°  [|no existe| ——
2 cubo o
3 3 X 90° =270 hexaedro| ©
4 4 X 90° = 360° no existe| —-
dode-
3 3X108°=324° |caedro | 12
4 4 X 108° = 432° [no existe] —
<:> 3 | 3 X 120° = 360° [no existe| ——

| existen son los siguientes:

tetraedro

octaedro

Por lo tanto los unicos poliedros regulares que

.

icosaedro

cubo

dodecaedro
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3.2, - Aplicacion de la formuln de Euler a poliedros

regulares:
L C+V=A+2

Poliedro ¢ \% C+V-= ]

tetraedro 4 4 4+ 4= 6+2
Lcubo 6\ ] T()'F 8=12+2

octacdro 8/ 6 84+ 6=12+2 J

dodecaedro 12 ~ 20 124 20=30+2

~a
icosacdro } 20 2 0+ 12=30+2

3.3. — Poliedros duales:

Es el par. de poliedros regulares en que el ad-
mero de caras de uno es el namero de vértices del
otro.

cubo - octacdro
dodecaedro - jcosasedro

— Observacion:
El nomero de vértices de los poliedros regu-
lares estd dado por la siguiente formula:

N de caras X NO de lados de la cura
NO de caras que concurren ¢a i vértice

Ejemplo: Dodecacdro

NO de vértices = —~5——= 20
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EJERCICIOS DE APLICACION

19. - En el conjunto P={poljedros rcgul;:rcﬂ aplicar la re-
lacion:
R =.. "tiene ¢l mismo ndimero de aristas que™. . .
a) Dibujar el diagrama de Venn.
b) Escribir el conjunto de pares ordenados.
¢) Enumerar las propiedades que cumple fa relacion.
d) En caso de producirse una parlicion ca P, escribir los
subconjuntos que determina.
20. — Escribir el nombre del poligono que determina la seccion
producida al unir los puntos senalados en cada uno de los
siguientes cubos (unir en orden alfabético).

d a
o a K <l
P
(b
: | b

¢ C b

19 20 39 49

a f
b B
F ey
d ¢
d b1
¢ o & » d
b W«
50 69 79

V. - AREA DE POLIEDROS Y CUERPOS REDONDOS
En generul:

Area de cuerpos geométricos. Suma de las dreas de sus
caras.
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En el caso de ciertos cuerpos (prismas, cilindros, piré-
mides v conos) se debe distinguir entre:

drea lateral suma de las areas de las caras laterales
y drea totel suma del drea lateral y las dreus de las
bases.

1. — AREA DEL PRISMA RECTO:

1.1. - El area lateral de un prisma recto es igual a la de
un rectiangulo cuyas dimensiones son: P (perimetro
de la base) y h (medida de la altura del prisma).

Dicho rectingulo se llama desarrollo de la super-
ficie lateral y es resultado de aplicar sobre el plano
las caras laterales rectangulires unidas por sus aris-
tas comunes.

P = perimetro de la base
I = medida de la altura

A lat.=P h

]

J B = drea de la base

A. totallzP.h-%—ZBJ

}.2. — Prisma recto regular:

P
A. total = P.h+2—;B— ag - medida de la
apotema de la

base

A.total=P h+P.ay

A. total = P (h + ag)

Observacion:

Prisma oblicuo: hay que tener presente que la
altura del prisma no es congruente con la longitud
de las aristas laterales.

H > altura del prisma recto

H =5 -

H = altura del prisma oblicuo
H -7-45 aa’

— . —

A. lat. = suma de las dreas de lag caras laterales

1.3. — Area del cubo:

£ = medida de la arista

A.lat.= P - {A. total = 402 + 2¢2

Alat.=4 £ - (

| SRR, g

A. lat. = 42 A. total = 622
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2. — AREA DEL CILINDRO RECTO:
El desarrollo de la superficie lateral de un cilin-
dro recto es un rectangulo cuyas dimensiones son:
P (longitud de lu circunferencia de radio Ny g
(medida de¢ la generatriz).

Q L A lat. = 2ar . ¢
1

A. total = 2nr . g + 2ar

2

[A. total = 2ar (g + 1)

3. — AREA DE LA PIRAMIDE RECTA REGULAR:

Las caras laterales son tridngulos isosceles con-
gruentes de altura y base respectivamente congriten
fes con la apotema y ¢l lado de la base de la
pirdmide.

ap — medida de la apotema
b — medida del lado de B

\ A_ lat- = 4 . :tl__‘.‘,l_l_’
N\ z
[ A lat. = E'*]—,j‘ 1

4{)*"["3

Py . a
’ A. tolal = _B_%_P

+B

Fuu

7

Pero, como la base ¢s un poligono regular:
Py . ap
- =

Py .ap Py .0
y A. total = '—B—E—P+“H~B -

o] o BB
A, lotal = 5 (Up +ap)

Area de la pirdimide no regular:

AL lat. = suma de las dreas de las caras laterales

A. total = A, lateral + B

4. - AREA DEL CONO RECTO-
Ll desarrotlo del cono recto circular s ua sector
circular de radio g (medida de la generatriz) y de
longitud del arco igual u Ta longitud Cea, r).

2nr. g
A lat. = ’—jb

Alat. =7r. g

A. total = ar . g + mv?

——

A. total = ar{g + 1)
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5. — AREA DE LOS POLIEDROS REGULARES:
En general. para el poliedro regular de » caras:

A = dreud de una card . n \ “le
o
]
6. — AREA DE LA SUPERFICIE ESFERICA E
Sean: <

+B

PB - dp

Allat. =ar.g
A.total=ar (g + 1)

A. total

Area lateral mas

area de las bases
Area
47 .

laterales

TOTAL

=
=
2r ] 2]
= >
5 £ @
21 2| <| 2 g
o &N C:“ =]
o L ] m T
— L'—] <
8| 8 <! & E
L ot =
“6 L5 5 =
Si se cubren la superficie lateral del cilindro vy la = I &
superficie esférica con una capa de revestimiento P
plistico, de espesor uniforme. se comprobara que se <
utiliza la misma cantidad de material.
Por lo tanto:
Sup. lat. cilindro = sup. esférica
= A. lat. cilindro = A. esfera
S i
o
o
o 0
2ar . h=2ar. 2r . + |
= | &| B
-~
! =] 8
A. esfera = 4qr? <| <

P.h+ 2B
.h

A total=2ar (H+71)

A lat. =P . h
A. total
A.lat. = 27r
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EJERCICIOS DE APLICACION

21. —~ Una pirdmide recta tiene por base un cuadrado de 12 cm
de lado. Calcular el drea lateral v total, sabiendo que la
apotema es 5/6 del lado de la base.

22. - Un prisma recto tiene por base un rombo en el que una
de sus diagonales es3/4 de la otra v la suma de ambas es

B4

14 cm. Calcular la superficie total sabiendo que la lon-
gitud de la altura es igual al semiperimetro de la base.
23. - Comprobay que en un cono en que: g 2= 2r. ¢l drea lateral
es Igual al doble del area de la base.
24, - a) El radio de¢ una superficie esférica E es ¢l doble del
radio d¢ otra E’. Expresar la razon entre sus dreas.

b} Idem si e} radio de E ¢s tres veces el de E'.

25. — Completar el cuadro con las longitudes y dreas corres
pondientes al cubo:

r Long. arista Sup. cara Sup. lat. Sup. total
A 5c¢m
L
rB 36 dm?
B 2
C 64 cm®
A 112
I_D | 54 m

26. -- Se debe pintar un cobertizo de forma de hemisferio.

St para pintar el

pisO se

empican 17 litros de pintura,
jecudntos ditros se necesitarin

para  cubrir
cobertizo?

exterior  del

>
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VI. - COMPARACION DE VOLUMENES ’ |
1. -- CUERPOS EQUICOMPUESTOS: ;
: | A B :
il il
; 2 ! |
3
} i 3
3

El cuerpo A puede separarse en los prismas 1. 2. 3.
Con la unmion de cestos prismas puede formarse
otro poliedro B.
A v B son policdros cquicompuestos porque son
union del mismo nimero de poliedros congruentes
dos a dos. teniendo en comin solamente caras o
partes de caras.
2. — RELACION DE EQUIVALENCIA: VOLUMEN:
R=..

Sfes equicompucesto con”. .. es una rela-

cion que elasifica los clementos de un conjunto C de
cuerpos:
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En C se produce una particion.

Cada subconjunto es una clase de equivalencia que
define un volumen.

Los cuerpos que pertenecen a una clase son equi-
valentes en cuanto a su volumen.

Los cuerpos equicompuestos, llamados también
equivalentes, tienen el mismo volumen.

En una clase de equivalencia, si se conoce el valor
del volumen de un cuerpo, se conoce también el del
volumen de todos Jos demds cuerpos de la misma.

~ COMPROBACION INTUITIVA DEL VOLUMEN DE

LOS CUERPOS:

Se construyen dos cuerpos huecos y se llena uno
de ellos con arena: si al volcarse ¢l contenido en el
otro. ¢ste queda completamente lleno sin desbor-
darse, entonces son equivalentes por su volumen.

~ MEDIDA DEL VOLUMEN:

Como en ¢l caso de Ja longitud y la superficie, el
primer paso es la eleccion de la unidad.

El volumen del mismo poliedro puede ser medido
con distintas unidades.

Dado P hueco y A. B v C como unidades:

A
B

C

£
-~/
P

77

Si para llenar P se necesitan 4 A, 2B y 8C,
decimos:

I’- -
rd '/
- A
4

Vol. P =4 Vol. A

Med. Vol. Py =4

Vol. P = 2 Vol. B

Med. Vol. Py = 2

G e

Vol. P = 8 Vol. C

Med. Vol PC= 8

El volumen del paralelepipedo P siempre es el
mismo, no depende de la unidad.

La medida de su volumen es el nmumero que varia
de acuerdo con la unidad elegida.
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5. — CALCULO DEL VOLUMEN:
5.1. — YVolumen del paralelepipedo:

Con varios cubos unidad, convenientemente dis-
puestos. se pueden formar paralelepipedos: el
nimero de cubos utilizados es la medida del vo-
lumen del paralelepipedo.

Por ejemplo: con 12 cubos congruentes con @

A

@ U3 unidad de Vol.
B

D U? unidad de Sup.

—— U unidad de Long.

En ambos cuasos la cara del cubo umdad fun-
ciona como unidad de superficie y la arista, como
unidad de longitud.

En el caso A:

~

o 2 veees 2 cubos
}/ (2X2)
) 2 veces 2 cubos
- - S A 3 veces
} (2% 2)
o \ 2 veces 2 cubos
(22X

——— e e
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(2 b 4 ) X 3 P
NO de U X NO de¢ U X NOJe U = NO (¢ U}
med. ancho X med. largo X medalto = med. vol.
NO (¢ U? X NOJo U = NO (¢ U?
[ O — N ———t '.,,,_5(;J
drca base X med. allura = med. vol.

La medida del volumen del papalelepipedo
es dgual al producto de las medidas de sus tres
dimensiones tomadas con respecto a la misma
unidad; o bien, al producto del drea de [ base
por la medida de la altura.




5.2 -~ Volwnen de olros cuerpos:

madelos huecos de un pnsma P y un
f 7 de Buses eytaral ¥ a@itwrus congruci
ter al lleuwr P con arena y volacle en P, sc compriebs
que

Si e vussirayer,
fekentaale P

P I

Vol prisma = Vol paralelepipedo

Vol prisma= Area B X a

Esta comprobacion es valda para el prayma oblicuo.

Ej] cubn es un paralelepipedo
Vol cube = Vol paraiclepipedo
Yol cubo = area B X h

——
Val cubo=gx X1

Yol. cubo = 2%

»

(9
f

-
S se Wena la piramide cop arvaa y se vueles en @l phvna
$2 necesilara repetyr ie operacibn 3 veces para lienarlo

3 Yol pwamde = Vol prsma

Yol pirimide r—;Vol prisma

Vol Wli":%wﬂ h

el prisma. pucde hacerse con un pnama y un ahndro

1 mur

C ® B=W
D . Wb
=P
Yol cilindro = Volumen pnsma
Vol ciindro = drea BXh
Vol etlnd = #P%Xh

- Bases equivaluntes e
Prismas equrvalentes = o) s congrusnics 8
i
S =
ES
g2
wg Vol =
‘E% area B b
B base
h medida aliura
2 medda lado
O
La mims comprobacién realizada cop ¢ paraleleplpedo y St so construyen delos de hndre y cono de

bases cougruentes tal gue
tesera = rcono = h ahindro

y sa anrraduce ¢l cono deniro del cihndro
El espacio que queda entre ellos es

I___y'o] cilindre - Vol vono l

51 fa arene que Hena la semesfera se vuelea en esc espdao,
lo ocupa compleiamente o~y

Val someslera = Vol cilindro - Vol wom
Vol semwsfery = ar? h- zar b

) . sem =

t O

Bares cyuvalenles

Puam. equidlentzs= s congruentes

alturas congruentes

Bases equvalentes

Cono =prdmude =

La mima comprobscibn rzshizada con el prisma y ja pird |
mde, sz puede hacer con cf ciindro v ef cono

AREE

3 Vol cono = Vol oiludrs

B8
H=H"

Vol cono = —;- Vol cilindro

Vol wm=%ims.h

. N g

Vol como =L ax? 1
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EJERCICIOS DE APLICACION

27. — Construir en cartulina los poliedros que estdn indicados
en el paralelepipedo v formar cuerpos equivalentes.

28. — Dado un prisma hexagonal de 4 cm de lado. 2,76 cm de
apotema v 10 cm de alto. caleular ¢l largo. el ancho vy la
altura de un paralelepipedo equivalente.

— ;Qué relacion hay entre el volumen de la piramide y el

lumen del parelelepipedo?

3
5
5
0. - Completar el cuadro: CILINDROS
\d'adw de base altura volumen
G base
10 cm 2 dm
78.50 cm? 785 cm?
12.56 m? 5m
Im 282,600 dm?
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31, — ;Qué rclacion hay entre el volumen de los dos conos 'y el
volumen del ¢ilindro?

\/
A\

32, — Hallar el volumen del paralelepipedo:

1O respecto de la unidad

20 respecto de la unidad

30 respecto de la unidad

33. — Demostrar que si la longitud de un lado de un cubo es 4
veces la de otro cubo, entonces la razdon de sus voli-
menes es de 64 a 1.

85

RESULTADOS DE LOS EJERCICIOS DE APLICACION

1. — Ejemplo:

2. - Ejemplos:

6
3. —a) 19) 63 b) AréadelU Il: 63
29) 9 Areade | + Area de t1: 72
30) 27 72> 63
B a) 8; b) 4 ¢) 16
§—.a) 6
b) 15
c) 13
6. — a) 15 d) 28.50
b) 9 e) 81,04
¢) 4,3750 (aprox. 438) ) 169
B 2) 27 m
b) 18m
8. — a) Eldoble

b) La mitad de ia suma de sus longitudes debe ser igual a
la longitud de la base del rectangulo.

¢) Equivalentes.

d) El doble
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9.—- AyC
10.-— Si, porque la congruencia implica semejanza.
1. — a)y b)
12. = Si o
13. — a) b)
S=11,4.6
M=12,5%
L= 13
14. i = J
15. — 200 km
16. - A=2000m; B=3.000m; C=1500m
D=3500m; E=2.500m
17.— ajyb)
Y a
3.000.000 +—-----———=— —— ———=—
2.000.000
1.000.000

1910 1920 1930 1940 1950 1960 *

87

i

<) 500.000
18. —

wy
E N
< 3 8
a8 _g 5 m o
5572758
al=l214810C

t = tetraedro
h = hexaedro
o =+ octaedro
d = dodecaedro
1 = icosaedro

' (t, t); (h.h); (h, 0): (0,0); (0, h); (d,d); (d,i); (4,1); (i, d)}
¢) Reflexiva, simétrica y transitiva.

it}

\ h, of
i)

N
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89

i

d
b
9]
-
18 20 5 30 © 40 b

tridngulo rectingulo cuadrado
isosceles
a
b
a
d
c
¢ b
5¢ 62
trapecio rectdngulo
isOsceles
21 —
Pg.a Pp . a
A.lat. = —2=—F Atotal = = 5F 4 g

A lat = 12X4 X 10

2

Al lal. = 240

Area lateral de la piramide, en cm? es: 240
Area total de la piramide, en cm? es: 384

A. total = 240 + 12%

A. total = 384

22— A.total=Pg .h+28B

A. total =7 | .[2 ]+ 2[2]

tridngulo
equilatero
f
a
- X4 6X8
) A. tot. = 5X4 X(S—z—)+2T
A, tot. =200 + 48
» d
c
79
hexdgono - .
5 : 1 ,en
regular El drea total del prisma

Cilculo de ap:
%del:z:lo i,

\

cm? es: 248

A lat. cono =7r. ¢

A. lat. cono = #wr . 2r
A lat. cono = 2mr?

Calculos auxiliares:
19) medida de las diagonales:
3

sid=1=¢d"=

d + d’

Lol
g3

14

vV

A
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24, — a) r=2r b) r=3r
A .E=4r(2r)? A L E=4n(3r)?
A E =d4gar? A L E = 4qr2
Honr | e
25. ‘
Long. arista Sup, cara Suap. lat. Sup. total
A Scm 25 em? 100 ¢m? 150 cm?
B 6 dm 36 dm? 144 dm? 216 dm?
C 4 cm 16 cm? 64 cm? 96 cm?
D Im 9 m? 36 m? 54 m?

26. — A. circulo = mr?

A. hemisferio = -:]_; (4mr?)

A. hemisferio = 2nr?

e

A hemisferio =

2 A. circulo

Se necesitan: 2 X 17¢ = 34¢

91
27. — Ejemplos:
28. — Ejemplo: 10 cm; 8,28 cm; 4 cm.
i _l
276 = 3
0. -
radio de base altura volumen
la base .
10 cm 314 cm? 2dm 62.80 cm?
5c¢m 78,50 cm? 10 ¢m 785 cm?
2m 12.56 m? Sm 62,8003 m?
Jdm 28.26 dm? 1 m 282,600 dm?
0 1.
B, _ %
32, 19) |2
20 3
39 o6
33, - Vol. delcubode lado 1: 1 X1 X 1= 1
Vol. del cubo de ludo 4: 4 X 4 X 4 =64
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