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El espac I o matemático 
iat Taro . ],.1. 	 ;~ 

Las unidades que proponemos para integrar este m6du lo 

I 

¡ !JI!'! 2;
El desarrollo evolutivo de la concepci6n 

1...:....~."""8 e_'" 

del espacio en e l niño. 

Exploraci6n, organizaci6n y estructuraci6n 

de las formas en el espacio geométrico. 

Variaci6n de las relaciones numéricas en e~ 

pacios geométricos. 

•----------------------------~--- ••r_--------------------------------_. 
¿Por qué proponemos estas unidades? 

Los Mbdulos 1 y 2 	desarrollados a lo largo del primer año, res

pondieron al prop6sito de que los alumnos maestros reconstruyeran algunas no

ciones matemáticas, poniendo el énfasis en la reflexi6n sobre los procesos de 

construccibn de conceptos desde la perspectiva del análisis de sus pr opias con 

cepciones adolescentes. 

Pensamos que este punto de vista les facilita compararlas con 

los aprendizajes infantiles y asi t omar conciencia de sus peculiaridades . 

Nos permitimos reiterar que el desarrollo de cada M6duLo impli 

ca considerar cuatro aspectos fundamentales: 
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} 	 El aspecto evolutivo: En relación con el ritmo de aprend iz~ 

je individual y el referente sociocultural. 

} 	 Experiencias en el aula de la escuela priaaria: Para asegura! 

se un contacto temprano con la realidad escolar . 

>	Resolución de probleaas : Como actividad matemática fundamenta l 

que pone en juego una serie de estrategias elaboradas por el 

alumno y lo conduce a construir el conocimiento como una nece 

sidad de dar respuesta a una situación novedosa. 

~-	 El conocillliento _temático en al 1118110. 

Al abordar las unidades para el presente MODULO 3, hemos tenido 

en cuenta no sól.o la reflexión sobre el desarrollo evolutivo de la concepción 

del espacio en el niño, sino también las posibilidades cognitivas de los alum

nos maestros -en general adolescentes- con el objeto de ampliar su formación 

geombtrica. 

Hasta el momento, tanto en la escuela primaria como en el ciclo 

básico de la escuela media, estos adolescentes s6lo han tenido oportunidad de 

estudiar algunos contenidos de geometría métrica plana, fundada en las nocio 

nes de "distancia" y de "medida". 

Nos parece necesario que aborden también la consideración del 

espacio flsico de tres dimensiones y algunos conceptos de geometrla proyectiva 

y de topologla. (*) 

( *) 	 Sólo recientemente, V poco a poco, la palabra TOPOLOGIA ha sustituido a la 
expresión ANALYSIS SITUS usada por Poincaré, H. Derniere8 pen8e~a. 
Bibliotheque Philos. parls, Flammarion, 1913. 
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La geometría proyectiva está fundada en la noción de línea rec 

ta o Bas ta citar como ejemplo que para la proyectiva, dos figuras son equiva len" 

t es s i se puede pasar de una a otra por una transformación proyectiva que con

serva la rectilineidad, es decir, si la segunda es alguna perspec tiva de la 

pri mera 

Por otra part2 , la necesidad de que los maestros conozcan por 

l o menos los invariantes que caracterizan a la topología, no está lig~da sól o 

a l desarrollo considerable de la topología contemporánea sino también a l hecho 

de que actualmente, las investigaciones de la Escuela de Ginebra parecen mos

tra r que l os primeros invari antes que va generando el niño en su interacción 

con elespad ,o que lo rodea , se vinculan con nociones topológicas, más ade l s" 

te va incorporando invariantes característicos de la geometría proyec tiva y 

luego, casi inmediatamente, los de la geometría métrica . 

Creemos además oportuno iniciar a estos adolescentes en el tra

tami ent o de funciones continuas de variable real, relacionadas con transforma

ciones geomé t r icas, aunque no aún desde un punto de vista rigurosamente forma l, 

sino desde e l registro y posterior análisis de relaciones numéricas en l a v a~ 

r i ación de esquemas geométricos . 

• 	 var i ación del área total y del volumen de cubos 

en función de la medida de la ar i sta; 

• 	 var iación del perímetro de figuras de la mi sma 

área ; etc.. 
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En todas las unidades trataremos de seguir las recomendaciones 

metodológicas dadas anteriormente de modo de tener en cuenta que: 

• 	 el proceso de aprendizaje comienza con la formulación de hi 

pótesis personales ante el planteamiento de un problema; 

• 	 para explorar las posibilidades de organización de estrate

gias que permitan resolver el problema, hay que documentarse 

y analizar textos u otras fuentes que los aborden; 

• 	 lo teórico debe nutrir'se con la experiencia real en activi

dades prácticas que promuevan la interacción del futuro maes 

tro con recursos geométricos materiales y su actuación con 

los niños; 

• 	 lo práctico pone en acción es t rategias concebidas intelec

tualmente y se complementa con la reflexión que realimenta 

el marco teórico que inspiró las estrategias; 

" 	 la evaluación es concomitante con el proceso de aprendizaje. 

En cuanto a la organización de actividades en interacción con 

la escuela prim~ria, la propuesta se enriquece con una mayor aproximación al 

grupo total de niños de un grado . Sin dejar de lado observaciones y microex

periencias, se trata ahora de incorporar otra modalidad de trabajo: la prác

t ica en el aula. Ella consiste en ••• 

"4 




• 	 Los alumnos maestros se reúnen en pequeños gr upos para plani f icar una 

situación específica de aprendizaje que involucre la construcción de no 

ciones geométricas en un de t erminado grado; esto, naturalment e , en con~ 

xión con el maest.ro de ese grado y con el asesoramiento del Area de Cien 

cias de la Educación . Es interesante que cada pequeño grupo abor de acti 

vidades diferentes e intercambie luego sus experiencias. 

• 	 En cada pequeño grupo, uno de los alumnos maestros se hace cargo de 11·:

var a cabo las acc iones que requiera la si t uación pl aneada mientras los 

demás miembros registran las observaciones que permitan una r econstruc

ción objetiva de l o ocurri do para fac il itar la reflexión y r ealimentar 

así la concepción de l a experiencia. 

• 	 Todas las conclusiones i nt egran una puesta en común entre los pequeños 

grupos para obtener los mutuos beneficios que promueve el i nte r cambio , 

sobre todo si se puede con t ar con l a participación de docences del área 

pedagógica para que aporten sus conside rac i ones a l a inter pre t ac ión de 

cada proceso. 

DE LAS UNIDADES PROPUESTAS 


Para una adecuada comprensión del desarroll o evolutivo de i.a 

concepción del espacio en el niño, será necesario hacer un anáL.sis de los 

distintos tipos de transformaciones geométricas y , en par ticul ar, conocer l os 

invariantes que caracterizan las transfor maciones topo l ógicas , l as pr oyectivas 

y las métricas, así como la s r el ac iones de i nc lus i ón que se dan entre los con

juntos de invariantes de cada tipo. 

Corresponde también establecer y comparar las distintas cate
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gorí as de orientación en el ~spac io y el proceso de descentración infantil. 

La exploración, organización y estructuración de las formas geQ 

métricas incl uirá una seTie de experiencias que pongan en juego las propieda

des del espacio que un niño puede domi nar gracias al progresivo alcance de lo 

topológico , lo proyect j. lO y lo métrico. 

Por otra parte, son pa rticul armente importantes para el futuro 

maestro, aquellas experiencias que involucren el ejercicio de la actividad pe~ 

ceptiva y de las formas de representación, tanto en el plano como a través de 

modelos espaciales. Se espera que, partiendo de esas experiencias, el adoles

cente alcance los niveles de estruct uración posibles según su propio nivel evo 

luti vo . 

En particular, habrá que considerar los procesos de adquisi 

ción de l a conservación de la longitud, de la superficie y del volumen por 

parte del niño y la incorporac ión de todos los modos de cuantificación de esas 

magni t udes . Interesa que el futuro maestro logre la organización de toda una 

red de resu l t ados que se expresan a través del sistema numéricoy configuran 

l a s propiedades métricas más importantes de las formas geométricas . 

Paralela~ente. los problemas de tipo geométrico que no se re

suelven con números racionales, darán oportunidad para completar el campo de 

los números reales . 

Por último , problemas de variación sistemática de formas geo

métricas en el plano o en el espacio de tres dimensiones, permitirán la intro 

ducción del análisis de familias de funciones y sus relaciones con expresio

nes algebraicas, con especial consideración de l as situaciones accesibles al 

nivel de la escuela primar i a . 
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Los anexos que siguen tienen por objetivo ampliar -con la pala 

bra de voces autorizadas- los conceptos vertidos en nues tra propues t a de uni

dades correspondientes al MOOmn 3. Su contenido, pues, está dirigido a los 

profesores del Area de Educación Matemática. El uso que de estas lecturas pue

de hacerse en las aulas de formación de maest .cos , deberá ser cuidadosamente 

eval uado y contará con sugerencias concretas de nuestra parte en el desarrollo 

de las unidades en sí ~lsmas. 

_ ANEXO 1: Pertenece al matemLtico francés G. Walus insky 

y es un fragmento de un artículo apa recido en 

la rev i sta CONCEPTOS DE MATEMATICA, año XVI , 

NQ 61/1982, Titulado: La matemát ica hoy. En él 

se esboza la "¡.jatemática Moderna" en gr andes 

trazos y se reafirman las bipótesis didác t icas 

sobre las que basamos nuestro enfoque. 

_ ANEXO II: 	Consiste en un fragej)to de HANNOUN, H. El niño 

conquista el medio, Kapelusz. Ss. As. donde a p3!. 

rece bien explicitado el aporte de las experie~ 

cias escolares al proceso de desar~ollo de la 

concepción del espacio en el niño . Su lectura 

debe complementarse con dos textos ineludibl es : 

- HOLLOWAY, G.· E. T. Concepción de l a Geometr ía 

en el ni.ño según Piaget . Paidó's . Ss. As. , 1969 . 

- HOLLOWAY, G. E. 'T. Concepción del espacio en 

el niño según Piaget. Pai'dós Ibérica . Barce

lona, 1982. 
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• 	 .ANEXO 111: Contiene fragmentos de los capítulos IV y V 

de COURANT, R.; ROBBINS, H. ¿Qué es la Mate

mática? donde se desarrollan metódicamente 

las ideas fundamentales de Geometría Proyectl. 

va y de Topología. El prof esor Courant es fa

moso por sus trabajos de investigación y po

see la habilidad de exponer las más difíciles 

teorías en forma clara y amena, con abundan

tes referencias his t óricas • 

• 	 ANEXO IV: Transcribimos en este anexo, el capítulo 1 

de DIENES, Z. P.; GOLDING, E. W. La geo~etria 

a . través de las transformaciones. Tomo 1: To

pOlogía. Geometría Proyectiva y afín. Teide, 

Barcelona, 1972. En él, los autores hacen una 

exposición rigurosa del contenido científico 

pero fundamentalmente, encaran con profunda 

comprensión del mundo infantil, la descripción 

de experiencias accesibles a l os niños . 

_ Veamos los anexos ... 

"8 




Funciones proporcionales o no proporcionales, crec i en 

tes, decrecientes, variadas; máximos y mínimos de 

una función, etc. 
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•La matemática hoy, en Revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, añ o 

XVI, N° 61/1982. Pp. 36 a 41. 
,-.~ 

o 11. LA MATEMATICA MODERNA EN 
GRANDES TRAZOS. 

¿NO t<S realmente una exageración aecir 
que esta matemática invasora es moaerna 
porque es de nuestro tiempo? 

Algo de verasa hay en esta observación. 
Orras épocas conocieron el conlliclo de 
los clásicos y los modernos. Incluso en ma· 
temática. Siempre se es modernc en algo 
como siempre se es el hijo o la hija de los 
padres. Para el matemático del siglo XVII. 
Descartes era un moderno mientras que 
muchos ce nuestros contemporáneos lo 
ubicarian entre lOS grandes precursores ae 
la época cláSica. 

Sin embargo. en oicha exageración hay 
por lo menos una información /.Jlil i cuánlas 
personas, en efecto, están convenclOas Oe 
que las matemáticas se han consrrulao de 
una vez para siempre .0. todavia más. lo 
han sido de forma tan perlecta por lOS 
grandes sabios de la antigüedad que hOy 
sólo debemos repetirlas. "recitarlas"! . Te· 
ned la seguridad de que no descuiaamos 
esa escuela; aprovecharemos las lec· 
clones de sus investigadOres gracias a sus 
descubrimientos y también a sus fracasos . 
Pero no debemos olvidar que la matemáti
ca es una ciencia viva (icomo SI pudiera 
haber una ciencia muerta! i Ya no seria 
una clencial). Caas estudian le la relMen
tao cada época la reconstruye con sus exi
gencias de ngor; la matemálica de 1830 no 
es la de 1750 ni la nuestra . Hay una hislO
na del pensamiento matemático. lo mismo 
que hay una historia de la fllosofia : aes
pués de Descartes no se podria pensar co
mo antes de él. pero pensar por si mismo 
siempre será una exigencia individual. 

Entrar en todOS los delalles de la evolu
ción de las ideas de la matemática en el 
decurso ce los siglos nos lIevaria aema
siado lejos. Por un instante. me quedo con 
esta única realidad : la matemática evolu
ciona porque es una obra humana. 

¿Por qué insistir , pues, en nuestros aias 
sobre ese calificativo " macerna" SI es oe 
IOdOs los tiempos? ¿Oué existe hoy que 
sea más ac tual? 

Puede ser que estemos mal ubicados 
para juzgar porque juStamenle vivimos en 
ese t'limbó actual. Es muy posibleque en 
un siglo toda la evolución rápida que hoy 
Impresiona nuestros sentidos_ aparezca a 
nuestros sucesores como una lenta 
muestra de un fenómeno más amplio. Pero 
no somos los historiadores del futuro; a lo 
sumo somos los actores de nuestro tiempo 
que tratamos de comprenderlo. ¿Qué es , 
pues, lo esoeclficamente moderno en la 
matemática de hoy?_ 

1. PriorIdad dI' 6IVlbre. 

Una primera respuesta seria tcjavi~ de 
carácter semihistórico: en t.931 apareciÓ 
en Berlín fa moderna álbebra de Van der 
Waerden. obra que relama las ideas pre· 
sentadas hacia algunos años por Emil Art in 
y Emmy Noether en sus cursos en la Uni 
versidad de Hamburgo. Bajo el nombre de 
álgebra moderna se desarrollaba una con· 
cepción relativamente nueva oero Que su
merge sus ralees en irrvestigaciones más 
antiguas, las de Galois. por ejemplo (1830): 
se subrayan las propiedades de lOS en les 
más QUe los entes mismos; digamos. para 
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simplificar, sobre la operación mésQue 
sobre el resultado. El dominio del álgebra 
tendrá desde luego una extraordinaria ex· 
tensión: estos entes ya no son sólo los nu· 
meros sino también los objetos de la ge· 
ometrla o, más generalmente, lodos los en· 
tes susceptibles de un tratamiento mate· 
mático. Dicho de otra manera, el álgebra 
se ha convertido en una especie de lengua 
universal de la ciencia. 

Esta importancia del álgebra como me · 
dio de expresión es un aspecto moderno 
Que no deberá olvidarse. 

2. Hacl. una oenera/ll.lcl6n más gran
de. 

A la misma álgebra le correspo~de la i,,· 
quietud de la más grande generalización y, 
por consiguiente, el acceso a un nivel de 
abstracción superior. Para muchos no ini · 
ciados, el álgebra consistla en calcular 
" sobre letras" , entendiéndose que esas 
letras representaban numeros. Es esta últi· 
ma suposición lo que ya no corresponde 
hoy; cualesquiera sean los objetos, los en· 
tes sometidos al cálculo y representados 
por letras, to que Importa es SÓlo su forma 
de comportarse en las operaciones . El mis· 
mo cálculo se aplicará a tal conjunto de 
números. po'r ejemplo. { 1 ,2:3}. Ya tal con: 
junto de rotaciones (las que permiten ubio 
car tal azulejo de cocina en su lugar...) 
iQué importa el objeto (o mejor qué impor· 
tan los objetos) con ta l Que se tengan las 
ooeraciones I Si el álgebra' se ha podido 
convertir en el lenguaje común de todas 
las ciencias lo ha hecho al precio de este 
esfuerzo de " desencarnación" : herra· 
mienta para la expres ión pero Que. por s' 
misma. no expresarla nada en el limite. 

Proporcionar a los Que empte. " la mal~ · 
mática, cadá vez más numerosos y que 
operan en dominios cada vez más va · 
riados, las herramientas que pueden servir 
a todos, es uno de los objet ivos de la mate· 
mática moderna. Incluso si siempre se hu· 
biera comprendido Que la matemática as· 
pira a la generalización, se podria. creo. re· 
conocer Que esta aspiración adquiere 

amplilud or iginal en nuestros d'as. $1 hu· 
biera Que señala r un SOlo aspecto cara 
justificar el carácte r " moderno" de la ma· 
temática contemporánea. ese es el Que yo 
considerarla. A partir de él. se siguen toaos 
los demás aspectos de la c iencia contem· 
poránea . 

En primer lugar, el carácfer muy abs· 
tracto Que a menudo se le reprocha . "de· 
masiado abstracto" han llegado a decir 
cie rtas criticas . Es verdad, hay niveles su· 
cesivos de abst racciÓn Que, a menudo. pa· 
recen inaccesibles al estudiante y, con ma· 
yor razón, al neófito, nivel Que todavía no 
se ha alcanzado. Esta cuestión de la abs· 
tracc ión se vuelve a hallar al examinar los 
Irabajos de los psicólogos y pedagogos 
Contentémonos por ahora con reconocer 
que los matemálicos contemporáneos 
tienen perfecta concieRcia de Que la mate· 
mática Que hacen es abstracta : no se fes 
oculta (había un ministro Que no tenia nada 
de matemático Que reclamaba matemáti· 
cas'concretas" ) este hecho y dicen con ra· 
zón Que si se desea formular teorias poliva· 
lentes, es necesario pasar por eso. El trán· 
sito por lo abstracto es una necesidad Que 
tiende a la polivalencia buscada. Se debe· 
rlan obtener importantes consecuencias 
en lo que se refiere a la ensei'lanza inicial. 

3. Una reconstruccl6n en todos los de>
minios. 

En el plano de la misma matemática se 
Jbserva también que es el mismo edificio 

EWque se ha debloó' reconst rUIr, que es neo 
'cesario, constanlemente rehace rlo, desde 
lOS dominiOS próximos a la fllosolia y la ló' 
gica hasta lOS Que tOdavia hoy aparécen 
como desembocanoo en los problemas de 
la fislca. No hay, pues, en la matemát.ca 
tal sector Que seria .. moderno" en tanto 
que tal otro seguiría Siendo "clásico" . La 
coheslon del conjunto es demasradO fuerte 
y lustamente suorayaoa por el Singular: la 
malemálica, para que pOdamos Imaginar. 
sea en la investigación o en la enseñanza, 
cualesqUiera sean lOS niveles, seclores "al 
amparo" ae la comente moaerna . Aqui 
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la7 ~a~rTla u~'' 0 ~p r ~n : ~n~oe'rroe~s··
rr~le~s~g ~na c~~m~ao~a~c~lo~~u ~a v z

cU()Ienos lOS telescopios <-cómo Imaglnó r 
un onservador astronómico que preSCinda 
de él bajo el pretexto de que Hiparco no 
usaba ningún Instrumento óplico? SI hoy 
dispone del potente método axiomático 
¿se creer a que un matemático se condena· 
rá a ciena impotencia por respeto a la tra· 
dlclón? 

Desarrollo a.el algeOra. aSplfac lón a la 
mayor po/lvalencia ae las teollas, reorganl· 
zacIDn en permanente perfeccIonamiento 
del eaillcio maTemáTico en Su tOTallaad, no 
son más que algunos de los caracleres ae 
la modernidad de esa matemáuca. 
QUi siéramos pooer complet.r el relralO es· 
Dozado aqui y acaso sea ImpoSible na· 
cerio, tan rápida es su translormaclbn Por 
lO menos pooemos conceb" una de las ra· 
zones de esta eVOluCión: acaptarse a las 
oeceSldaoes CreCientes ce la malemálica 
en las di versas ramas de la activldao hu· 
mana. Cada uno, en la medio a de Sus poSI · 
bilioades, mateinaliza y por ese esluerzo 
espera un crecimiento de sus modos de 
acción . SI hay un pasaje que resuBa labO
riOso por lo abstracto se espera de él un 
gran irulD. (,Ser a r,ecesaflO tese /Val esa 
capacldao a algunos privilegiados? 

111. LA MATEMATlCA PARA TODOS. 

TranqUili zaos, este li lulo no anunCia el 
advenimlenlo de un impeflalismo matemá· 
lico. No se trata de crear un mundO en el 
que lodos nosotros seamos matemat,cos 
espeCializados. muy capaces sin duda de 
concebli y de organizar . Sin que hubiera 
nadie para elecutar ... o para hacer otra co· 
sao Pero pueslo que lodos lOS Ciudadanos, 
IOdos los trabaladores de hoy y de maña · 
na, tienen t tendran neceSldaO de una lor · 
mac lon ma¡ematlca . es necesariO qu.: se 
la aseguremos a IOdos. 

SI, a todos, debido pnmeramente a esa 
" utllioad practica " en tooas las actlvloa· 
des de nuestras socleoades, como lo he · 
mas señalado antes. A todos, lamblén. 
puesto que la orientaclon precoz de los 
alumnos o Incluso de los estudiantes, reve · 
la una imposibdload. Se lo ha iOlentado 

porque ello sJmpllflc aria granoemenle la 
organización escolar (25 % oe clen tifl cos 
t8% de literatos, ... icuán cómOdO ser:a 
eso para pOder prever las construCCiones 
escolares!); la Incertidumbre de muchos 
padres sobre el futuro de sus ninos queda· 
ria más apaclguaoa : resurgimiento del ' ·tu 
será poll lécnlco". Ha sioo necesaflo de· 
cantar: el materia l humano no se aeja er, 
casillar tan lácilmente, las neceSidades lu· 
turas de nues tras socleoades tampoco s~ 
dejan prever tan rigurosamente. 

A tOdOS, finalmente , porque 1000 ser hu· 
mano debe poder acceder al conOCimiento 
por si mismo ... 

Formación básica. 

Por todas esas razones a la vez . la fo ro 
mación matemática básica, con espir ltu 
moderno, es necesaria y conveniente par a 
looos. La definición de un conjunto de co· 
nacimientos útiles se pudo concebir desoe 
la época en que se podia descontar que tal 
grupo de alumnos desembccar ia en la In· 
dustria y tal olro en las activlda"des banca· 
rias. Bastante loco seria quien en lOS liem· 
pos que corren se permitiera tales previo 
siones. Es más seguro prevenlf lo al estu· 
dlante. "sabed que lo que hOy estáiS 
aprendiendo directamenle no os servir a 
para nada ; nosotros no saoemos cuáles 
serán vuestras necesidades; lo que os en· 
señamos es necesario que os ayude a 
adaptaros a las imprevisibleS condiCiones 
en las cuales, electivamenle, lendrelS que 
obseNar , rellexionar , conceblf, aClUar, JUz· 
gar, ... En el fondo.. . QuiSié ramos prepara· 
ros para vivir como mUjeres u nomores 
responsaOles, vale decir . libres en Sus 
rellexiones, en sus ac los y en Sus JUICIOS" 

Un pesado equipaje de conocimientos 
enciclopédicos seria entonces mas emoa · 
razoso que úlil; incluso soria tan embara· 
zoso que descorazonaria a tOda persona 
lúcida que debiera cargarlo. Herr amlenlas 
Intelectuales adaptadas (1 000 10 que sea 

·poSlble) a SituaCiones tOdavla oesConoCi· 
das y una formación matemática, pueden 
contribuir eficazmente a torjarlos. 



Los cuatro lenguajes. 

No será SÓlo ella. con toda seguridad. 
Lengua materna. lenguas. extranjeras vi· 
vas. he aQul los elementos de comunica· 
ción irreemplazables; una enseñanza de la 
tecnología. l odavla apenas organizada . de· 
berla dar una formación básica. ciertamen· 
te indispensable en nueslra civilización . Y 
como broche de lodo. la matemática. ler;· 
gua universal. completa el conjunto de las 
herramientas necesarias de las cuales d~ · 
be estar provisto todo ser. si no Quie re vivir 
sin firmeza o sometido. 

Insistamos un poco sobre ésta "Ieoria " 
de los cuatro lenguajes Que. a veces. es 
mal comprendida: ¿no se habrá visto una 
espeCialización prematura? ¿O acaso la 
muerte de los estudios clásicos. el de las 
lenguas ant iguas en particular? Toda foro 
mación supone una elección; es necesa · 
rio. pues. distinguir las elecciones de la ca· 
lecllvidad para sus ni/los y la elección del 
alumno o del estudiante. Si los gustos o las 
aptitudes actúan de lleno en esle último 
caso -y un amplio abanico de opiniones 
debe permitir al alumno ejercerlas libre· 
mente- la elección de las disciplicas bási· 
caso útiles para todos y para cada uno. de· 
be ser la obra reflexiva de la colectividad. 
Mora bien. no es posible ubicar a lodas I&~ 
disciplinas inleleclua les en esa formac ión 
básica a riesgo de recons tituir. sólo con 
un cambio de nombre . una enseñanza en · 
ciclooédica Que es lo opuesto a una forma· 
ción. 

Sin un domirio suficienle de la lengua 
materna todo el mundo cot1Vlene en Que nln· 
guna formac ión es posible . En el siglo de 
las comunicaciones rápidas. en Que los 
contactos internacionales comienzan a 
multiplicarse. toda medida Que restrinja el 
aprendizaje de las lenguas vivas extranje· 
ras sería atentatoria a la libertad del indivl' 
duo. Ignorar la importancia de las técnicas 
sobre nuestra ex istencia seria también abo 
surdo; para conve'rcernos bastarla con ve· 
rificar cuánto trabajO les cuesta a los ano 
cianos adaptarse a las nuevas condiciones 
de vida (en verdad. se los deberia ayudar. 
pero .de parte de ellos. en los casos más 
tráoicos. existe el absurdo rechazo de una 

evolUCiÓn ineVitable). La formaclOn mate· 
mática bás ica aoorta el complemen to in· 
dispensable a este con junto educativo ; es· 
plritu de observación y de análisis . aprendi· 
zaje de la conceptuali zación (desde la ob· 
servación de una situación a la idea abs· 
tracta); aprendizaje de la deducción Y. más 
generalmente. desarrollo del esplritu lógi· 
co; retorno a la observación y a la expe· 
riencia para experimentar la validez de las 
nociones abstractas elaboradas así como 
de las leorías constru idas por via deductl' 
va . He escrito "complelamenle Indispen· 
sable" ; me pregunto si no seria más pru· 
dente hablar de aprendizaje del pensa · 
miento raciona l. 

Esta enseñanza debe. evidentemente. 
imbricarse en la de las otras disciplinas: no 
es verdad Que SólO en matemática se debe 
pensar justamente y expresarse claramen· 
le . La teoría de los cua tro lenguajes impli· 
ca. por otra pa rte. tomar en serio un siste· 
ma de opc iones que permita a cada uno 
sentir sus gustos. manifestar sus aptitudes 
en todos los dominios. He dicho "tomar en 
serio" porque. hasta ahora. cuando hay 
(Jna opciÓn. no todos piensan en una ense· 
ñanza de primera clase. Toda opción debe. 
por lo contrario. ser considerada como ele· 
mento constitutivo de una verdadera foro 
mación cullural. Dará. por otra parte. oca· 
siones espeCiales para usar los cuatro len· 
guajes y asl motivará los estudios básicos 

También sería necesario Que esta lor. 
mación matemática necesaria para todo s 
sea accesible a todos; ¿es posible? 

IV. UNA MATEMATICA ACCESIBLE PA· 
RA TODOS. 

Si no lo fuera este trabajo perderia su 
sentido. En todo caso. frente a las necesl' 
dades de la sociedad de personales ca lifi· 
cados y sobre lodo capaces de adapta rse 
rápidamente a situaciones nuevas. e~ca· 
rar los deberes del individuo consigo miS, 
mo (comprender el mundo en el cual se VI· 

ve y saber desempeñar una función en él). 
todo nos dice Que ya no es el tiempo de 
una matemática dedicada a los haooy lew. 
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¿Una matem~ca para los escovido.7 

Existen todavia partidar ios de esa lor· 
mación, de esa "alta lormación para los 
escogidos" que tenía cierta elicacia prac· 
tlca cuando había dos dominios bien se a· 
radas: el de los que concebian o di"gian y: 
por otra parte, el de los que no poclian sino 
obedecer y ejecutar. Cierta concepción 
tradlclonaJ de la nseñanza ha Golocado 
las cosas en esas condiciones siniestras 
mediante una suerte de pesimismo acerca 
de las posibilidades de los nllíos con res· 
pecto a la matemahca. Cuando se propo· 
nian tan sólo dllundlr en los Jóvenes ce· 
rebros algunas lórmulas "úllles". algunas 
recetas experimentadas (enlre las cuales 
habria Que nacer un lugar espeCial a la 
"regla de tres") se trataba de lacilitar muy 
poco el acceso a las nociones para prepa· 
rar el acceso a las abstraCCiones . Se le exi· 
gia tOdo a la memoria : saber sus tablas', tal 
como seria neceS<trio conocer sus depar· 
tamentos (prefecturas o subprefecturas). 
Se tenia el pudor de no asombrarse dema· 
sladO ante los fracasos. pero era algo osa· 
do afirmar que la mayoria de los escolares 
era poco dOtada: no se les daba en efeclo 
ninguna oportunidad de manifestarse y 
luego de desarrollar sus dones. 

En esta concepción lradicionallodos los 
esfuerzos pedagógiCOs se dedicaban a la 
preparación, al adieslramlento. La idea de 
reservar los mejores prolesores (suponlen· 
dO Que se lo pueda hacer, Que se los sepa 
distinguir) a los melores alumnos (supo' 
mendo que dispongamos de criterios para 
seleccionarlos), tiene todavia sus partida, 
" Os. Algunas clases preparatoflas para los 
concursos de las grandes escuelas fundan 
en ello su reputación y nadie podria tralar 
de revetarse indiscretamente contra el 
plan de enseñanza matemática si no se nu· 
blera descuidadO la 'enseñanza para to· 
dos'. 

En lo que, para avanzar ,ápldamenle, se 
denomina "renovación de la enseñanza 
matematica", existe felizmente la conJun· 
ción de una reforma oe los contenloos y 
una relorma no menos Importame de los 

métodos dldactlcos: se trata oe un " .Hda· 
dero cambio de orientación, de una relor · 
ma en prolundidad, de una nueva concep· 
ción de la ensenanza matemallca. 

Un. nu••• pedagogl. m.temática. 
Esto se basa sobre la feliZ conjuncIón de 

las ideas denominadas modernas, en ma· 
tematlca, y los descubflmlentos de tas 
cienc'ias de la educac ión acerca de la for· 
macion de los conceptos en la mente del 
niño asi como sobre las técnicas de los di' 
versos aprendizajes. Decemos completar 
10 Que ya hemos dicho sobre tas pllmeras 
Será todavia más utll examinar en detalle. 
tanto como podamos, el apone actuat de 
las ciencias de la educación. Sin embargo 
es necesario' insistir en seguida sobre el 
acuerdo perlecto eXis tente entre tas exi· 
gencias de la matemallca denominada mo· 
derna y las recomendaciones Que los in· 
vestigadOres de la psicologia y de la peda· 
gogia pueden hacer a qUienes enseñan. 
Para simplificar, resumamos las en atgunas 
frases un poco esquematicas. 

- Prioridad de la acción del alumno. Se 
trata de evitar a cualquier precIo que el 
alumno acepte pasivamente tas InSlruc" 
clones. las definiciones, las abstraCCiones 
formuladas por el maestro. Para avanzal 
rápidam~nte (en apallenCla) el maestro 
siempre siente la tentación de imponer su 
concepción: por pereza, no detesta la cien· 
cia completamente hecha pero, al té rmino 
de cierto tiempo, siente una sensaclon ce 

1 Precisemos sm retardo que la Inspecc,on Gene 
taloe ....alemallca surge aueclamente Gel cuerpo oe 
prolesores oe laS clases pi epalalOHas oe las g(a~s 
eSCuelas c,enri!¡cas: IncluSO cuanoo esta enca/gaaa 
oe lOS estuQIOS secunaa" os. reserva 10ó0s Sus CuiOa' 
OOS '1 pnOflra1lamenle ooenla su acclon en un senl lOO 
!avOfable a laS c'ases ptep.llaIOllas. Tales Clrcuns · 
¡aOC IaS ¡UISOlias palecEtn acaso e...pIlC3r la .ncapacl· 
oad ele la InspécclOfl General pa.,a aesempeña! olla 
luncoo Que la de Itenar la reloml3 oe la enser'lanza 
materna/le:; 
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haS¡io; la ensei'lanzadOgmáticaengendra 
diSgUStO por el estudio y la fuente de los 
fracasos. La funCión (dificllI del maestro es 
provocar ta aCCión del alumno: ta importan· 
cla de la elección de las situaciones a eSlu, 
diar, de las cuestiones a plantearse y ce la 
forma de ptantearlas. Papel dificil pues el 
maestro debe resistir a la porfia de Impo
ner su concepCión, eVitar sus procedlmler,
tos aun cuandO estos sean muy a menudo. 
Si no siempre. preferrbles. 

- El alumno debe Observar. analizar. 
Por tanto. es preferible evitar las cues· 
lIones demasiado precisas. Aprender a 
buscar bien es aprender a tratar de plante
arse cuestiones. Entre los medios para eVI ' 
tar las cuesllones demasiado precisas (y 
cuya formulación indica a veces Qué tipo 
de respuesta se espera) et auxilio de los 
matarralas didácticos Oien conocidos a 
menudo es ~üy elicai. Al r.especto existe 
una rica expériencia acumulada por las 
maestr"s de los jardines de infantes (el 
hecho de Que sus alumnos no sepan escri · 
bir las ha obligado. a subrayar ta importan
cia de las manipulaciones: "También ha · 
cen falta las manos para instituir un len
guaje" decia Paul Valery. En los diversos 
niveles de enseñanza. diversos materiales . 
imaginados o construidos por los mismos ' 
alumnos. ocultan riQuezas matemát icas in
sospeChadas. Existen muchos ejemplos de 
materiales concebidos para el primer 
aprendizaje del cálculo y en los cuales los 
empleadores han puesto en evidencia 
estructuras desconocidas para los fabri
cantes o inventores. 

- El alumno debe abstraer. S¿ trata de 
una etapa fundamental Que no se podrla 
"Quemar" bajo el pretexto de Que el alum
no tarda en concebir la abst racc ión Que el 
maestro ha adquirido desde mucho tiempo 
atrás. La abstracción impuesta no tiene 
ningún vator para aQuél a Quien se le impo
ne; muy corrientemente la acepta sin con
cebir su alcance,,_ Por lo contrario. si la 
conQuista al cabo de numerosas observa· 
ciones o discusiones (con alumnos. como 
él. en trance de abstraer), sabe "de dónde 
vuelve"; no se trata en ese caso de una no· 
clón extraña a su mente_ 

- El alumno debe deducir. Si tiene los 
medios lógicos qara hacerlo (la experien
cia ha mostrado aptitudes limitadas. pero 
ciertas. para la deducción en niños de cin· 
co años). y sobre lodo si siente la necesi
dao de hacerlo. 

- El alumno debe aplicar. esto es . de
be usar sus conocimientos. sus adQuisi
CIones. 

Un nuevo clima en la clase. 

Por lo tanlo. la tarea del maeslro se 
vuelve nueva . Para él . se trata menos de 
difundir su saber en la cabeza de sus alum
nos Que de Drepararles situaciones enrio 
Quecedoras. Se trata de estar pronto para 
responder a las preguntas más in
congruentes. de saber guiar a las sIn tesis 
Inols;>ensables Y. en ciertos casos. de sa
ber obtener por sí mismo ciertas observa
Ciones parc iates ° torpes. esas Que !os 
más hábiles habrian podido descubrir (de
jándoles sin embar O a los alumnos la aro 
-temas bella. la del descubrimiento . area 
ardua. tanto sobre el plano matemático (es 
necesario dominar. maneja r un tema. Dara 
comprender los enfoques torpes de lOS 
principantes y saber orientar sus pasos) 
cuanto sobre el plano pedagógico (aDren
der a no decir más Que lo Que hace falta. 
aprender a corregir sin descorazonar. 
nprender a comprender las formulaciones 
"incomprensibles" ". ) o sobre el plano pu
ramente humano (no es cues tión de Que el 
maestro brille : junto a sus alumnos debe 
ser un artesano en su trabajo. Es una muta
ción de la función docente que no carece 
de grandeza: la de la humildad. 

También le corresponde la cuestión de 
la fraternidad . El diálogo entre los alumncs 
y maestros es una condic ión indispensable 
para este género de traba jo: et obstáculo 
que el curso magistrat creaba. para ese 
diálogo. deja de existir si el alumno siente 
Que el maestro es un compañero de traba 
jo; acaso incluso perciba con bastante ra
pidez Que el maestro es el alumno de sus 
alumnos: cada día puede aprender algo de 
cada uno de ellos_ 
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Ap rende también de los intercambios 
aue puede y debe tener con sus colegas . 
Las ten tativas de trabajo demasiado timl' 
das de muchos equipos de maestros ya 
han convencido a muchos escépticos Que 
no suponían el interés que pueden tener 
estas cosas: el maestro. sobre todo SI sus 
alumnos sor, muy jóvenes. tiene nec·esi· 
dad, él también. de dialogar con semejan· 
tes adultos como él. ' . 

En ·sintesis·. el espiritu moderno pone el 
acento sobre la construcción matemálica; 
los apor1es de las ciencias de la educac ión 
insisten sobre ta indispensable lunción de 
la acción personal del alumno: las investi· 
gaciones pedad6glcas ponen en evidenCia 
la necesidad de una formac ión permanen· 
te de los maestros que los transforme de 
"recitadores" en "investigadores" peda· 
gógicos. Hay en esta convergencia de las 
lendencias de la matemática y 'a pedago· 
gía una posibilidad que se debe asir: se 
podria pensar que una reforma de la ense· 
l1afila matemática era indispensable; se 
encuen tra que es posible, que está, es el 
mómenio de decirlo, al alcance de la ma· 
no. 
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•HANNOUN, H, El niño conquista el medio, Kapelusz, Buenos Aires, Pp, 72 a 91. 

o 

A. Cómo el niño percibe el espacio 

Los efectos del egocentflSmo /Ilfantil 
sobre la percepción del espacio 

Al respecto , los efectos del egocentrismo infantil nos parecen 
importantes en tres áreas diferentes: 

El niño sólo puede percibir un espacio acorde con sus propias 
dimensiones. 
- En razón del " realismo intelectual " , el niño percibe el espacio tal 
como lo piensa y no como lo ve. 
- La laterali zación del niño, el reconocimiento de la derecha y la 
IZquierda, presenta una dificultad no despreciable. 

El niño , poco preparado para aprehender el mundo - y el, 
espacio- de los adultos, lo transformará de alguna manera para 
reducirlo a sus propias dimensiones . Ese espac io donde se sentirá 
bien, ese espacio suyo será, ante todo , su propio cuerpo. Todos 
sabemos cuánto le> gusta a los bebés descubrir su propio cuerpo con 
sus manos. Todo lo revisan : la mano derecha descubre la izquierda, 
luego el brazo, pronto las partes genitales o los pies. Igual que le 
suced,'a al pequeño jean-Christophe. Veámoslo : 

"Nadie se CJCUpO de él; no neeesi la a nadie .. . Su cuerpo le es 
suficiente. iQué divemdo es .' Se pasa horas enleras contemplando 
sus uñas, riéndose o carcajadas. Todas lienen fisonomias diferenles, , , , 
se parecen a personas que el conoce. Las hace conversar entre SI, 

bailar o pelearse. i Y el reseo del cuerpo ' . Sigue la inspeCCión de 
todo lo que le pertenece. iCuónlas cosas asombrosas ' Algunas son 
muy extrañas. Queda curiosamente absorbido por SU aspec lO. 

A veces se sinlió sobrecogido cuando lo sorprendieron osi." 
(Romain Rolland , op. cil., pág. 16.) 

Esa importancia que el niño asigna a su propio cuerpo no se 
perderá jamas, aun cuando, más tarde , adoptará otros aspectos:S . 
Estudiaremos las consecuencias pedagógicas de ello. 

Ese espacio propio, que el niño descubre desde sus primeras 
semanas de vida, pronto se abrirá hacia el espacio exterior, el espacio 
de las cosas. En este plano, será fácil concebir que nuestro espacio de 
adultos, casas, muebles , calles y plazas, campos y montañas no 
corresponden a la dimensión de un ser que apenas acaba de salir de la 
estrechez de una cuna. El niño reconstruirá ese mundo extraño de 
acuerdo con sus propias dimensiones. Lo convertirá en su mundo ; no 
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transformándolo efec ti vame nte, 'por supuesto, Sino adaptandose a él 
mediante una Imaginación transformadora de las cosas. Todos 
habremos comprobado, por ejemplo, cuanto les gusta a 105 niños de 
la escuela elemental jugar debajo de las mesas (105 mu y pequeños). o 
aislarse en rincones, chozas, desvanes, etc. (los mayores del ciclo 
medio) . Aunque la interpretac ión de tal es actitu des no- se refiere 
exclusivamente a cuesti:lIles del espacio, puede afirmars. que, en 
todos los casos, el niño tiende a limItar el espac io de sus evoluciones 
con el fin de reducir el espacio obje ti vo a dimensiones aprehensibles 
para él. Es innegable que 105 "rincones·taller" de los jardines de 
infant es responden de alguna manera a esa necesidad del niño de ' 
ocupar el espacio. A los niños del cu rso preparatorio O del curso 
elemental, a veces hasta a los del curso medio , les resulu dificil 
organizar espontáneamente juegos que ocupen todo el patio de 
recre o (si es de tamaño normal). porque no saben ocupar un espacio 
tan grande . En la mayo,,'a de 105 casos prefer irán organ izar juegos 
que requieren espacios mas restringidos. Haremos una última 
observación : un niño ante una hoja de papel en blanco tiene dificultad 
en llenar con su dibujo toda ella . Nuevamente, esta vez sobre el plano 
gráfico, no sabe ocupar el espacio . Tenemos que enseñárselo. 

No satisfecho con rechazar del espaci o las dimensiones demasiado 
vastas para é,-" el alumno de la escuela elemental muchas veces 
:ransformará el espacio que conoce para darle una significación 
conforme con su personalidad y sus deseos. Muy pronto el rincón del 
comedor se rá el dormitorio de la muñeca, un rincón del jard I'n será el 
secreto lugar de reunión para ejecutar distintos juegos. En alguna 
medida, el espacio del adulto es transformado por el niño no sólo 
desde un punto de vista cuantitativo, en sus dimensiones, sino 
también desde el cualitativo , en su significación . Yen ese espacio, el 
niño se siente muy cómodo. Igual que le suced"a a )ean·Christophe : 

'Cuanto peor era el caminO, tanto más hermoso lo encontraba 
Christophe. El lugar de cada pIedra tenia un sencido para él; las 
conocia a ladas. El relieve de un corol le paree fa un accidente 
geográfico poco menos importante que el macizo del Taunus. Tenia 
en su mence el mapa de los hoyos y abultamientos de toda la zona en 
un area de dos kilómetros alrededor de su casa. Asi, cuando 
cambIaba algo en el orden establecido de las huellas, no se creia 
menos importante que un ingeniero con una cuadrilla de obreros. Y 
w'.'ndo habia aplastado con el tacto la arista seca de una gleba y 
llenado el hueco debajo de ella, sentfa que no habia perdido su 
jornada." (Romain Rolland, op. cit., págs. 22.23.) 

El espacio es para el niño pequeño, en primer lugar, un mundo en 
el cual no quiere -o no puede- entrar . La porción de ese mundo en 
'l"e decide aventurarse la conquistará sólo al precio de una 
transformación cuantitativa y cualitativa a la vez . Incumbe, pues, al 
educador ayudar al niño a penetrar en espacios cada vez más amplios 
y verdaderos. 
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- - rn cua nlO al " realismo in telectual" del niño se refiere, creemos 
poder retomar aqu, las conclusion es de J ean Piaget acerca de la 
cuestión" . Pia et insiste sobre lOdo en la nocióf1..je perspectiva 
que durante mucho tiempo resulta inconce ible para el nlno, aun 
después de los ocho o nueve años . Si bien alrededor de esa edad, el 
pequeño, a quien se le muestra un grabado de una vl'a de tren, 
reconoce en él la perspectiva, durante mucho tiempo aun se rá 
incapaz de representar esos rieles teniendo en cuenta esa misma 
perspectiva. En su dibujo aparecerá el paralelismo, porque sobe que 
los rieles no se encuentran jamás. De modo que el niño no sobe ver el 
espacio. En él, el mundo exterior y su representa ci ón todav ,a se 
hallan mezclados . Expusi mos anteriormente, en este mismo sentido, 
la tesis de Luquet sobre el dibujo infantil. 

El problema de la distinción entre derecha e izquierda reviste , 
segun nuestra opinión, una importancia mayor aun . En efeclO, para 
el niño, y en gene ral para los que adoptan una actitud antropocén
trica, el espacio se di vi de en cuatro partes : lo que se halla delante de 
m" detrás de mi', a mi derecha y a mi izquierda. Esta distinc ión es el 
primer análisis que el niño hace de su espacio, instintivamente O con 
el fin de responder a necesidades exteriores . El reconocimiento de 
adelante y atrás suele ser fácil de lograr . Adelante es el sentido de la 
marcha, es lo que veo con los ojos, es lo que la mano alcanza con 
mayor facilidad, etc . Atrás es lo opueslO a adelante. Estos criterios 
son vi,enc iados I'ntimamente por el niño y como tales los adquiere 
con facilidad. No sucede lo mismo en cuanto a la distinción de 
derecha e izquierda, respecto de lo cual esos criterios muchas veces 
faltan" . 

En su obra so bre " Le jugement el le raisonnement chez /'enfant" 
(De!achaux et Niestlé, págs. 137 y sigs .), Jean Piaget expone las 
conclusiones a las que llegó en este ámbito . Para él, y según sus 
aprec iaciones, el niño de cinco a ocho años sólo distingue lo que se 
halla a su derecha y a su izquierda. En la ma yor,a de los casos le 
resu lta im posible dar el paso de su derecha a la de su interlocutor . De 
los ocho a los once años, eslO es posible : el niño distingue la derecha 
y la izquierda del interloculOr que se halla frente a él. Finalmente, a 
partir de los once o doce años , el niño sabrá situar los objetos en su 
relación rec,proca: el escritorio del maestro se encuentra a la 
izquierda del armario, la puerta del aula está a la derecha de la 
estanter,a, etc., y esto independientemente de la posición propia del 
niño. 

Señalemos los efectos del egocentrismo en cuanto al espacio. En 
un principio, el niño no es capaz de aprehender el espacio en sus 
dimensiones reales ni en su significación verdadera, no sabe represen
tarlo ni analizarlo . Son estas imposibilidades o dificultades las que 
nos dictarán la gestión pedagógica para subsanarlas . 



Los eleeros del SlncreliSmo 
sobre la percepción del espacio en el nirio 

Encontramos una definición perfectamente clara de lo que 
podr¡'amos llamar el si ncretism o espacial, en el siguiente texto de 
Bur loud: 

"Por reglo general se admite que el mundo, en un principio, 
aparece al niño como un panorama confuso, una continuidad 
coloreada en que los obJetos no tienen coneornos propios, o aun, 
hablando más exactamente, no hoy objetos, sino solamente cloros de 
luz que alternan con manchas de sombro. " (Psychologie, Hachette, 
pág. 193.) 

Al leer este texto, casi nos sentimos inclinados a dec ir que la 
visión del mundo, a los oios de un niño pequeño, recorda,,'a aquella 
que se ob tiene mediante una fotografla tomada con una cámara ma l 
enfocada: borrosidad general, imágenes de contornos mu y esfu· 
mados, colores entremezclados, etc. El sincretismo, en cuanto supone 
globali zación y confusión, encuentra en esto su descripc ión más 
exac ta . 

Pero hay más . Ya hemos visto que, en cuante al objeto flsico, 
una de las consecuencias del sincretismo era el hecho de que las 
propiedades de un objeto se consideraban como "adheridas" a él: el 
sombrero rojo de una da ma es parte integrante -no accidental - de la 
imagen de la mujer, aS I como el follaje verde de ese plátano está 
"adherido" a él, sea cual fuere la estación. Ese únculo, esa confusión 
de lo accidental con lo esencial vuelve a encontrarse en el ni vel de la 
aprehensión del espac io, en la medida en que el niño no sabe separar 
el objeto del espacio que ocupa. Para ¿I, el espacio no es ese 
receptáculo que puede contener un objeto cualquiera. El florero que 
se halla en el anaquel no es concebible fuera de ese sitio. La 
ubicación espacial dél florero -el hecho de hallarse en la repisa
constituye en la mente del niño una parte integrante de su ima~en del 
fl o rero. El florero está en el estante o deja de ser ese florero 2 • Una 
experiencia análoga se hizo en la psicologla animal. Antes de la vuelta 
de las golondrinas a una aldea, se desplazaron sus nidos a una 
distancia de aproximadamente 50 centlmetros . Al volver, los pájaros 
los abandonaron; no los reconoclan . En efecto, la percepción que 
tenlan de ellos no lograba separar los nidos mismos del espacio que 
ocupaban. René Hubert describe este fenómeno en el siguiente 
pasaje: 

"Esos conjuntos (de objetos vistos por el niño - H.H.) todovia no 
están ligados unos o otros por relaciones objetivas, sobre todo de 
espacio} tiempo, y menos aún., de causolidad o, mejor dicho, están 
incorporados 01 lugar donde se presentan, al momento en qüe;¡ 
perciben." (El desarrollo meneal, verso casI. Editorial Kapelusz, 
Buenos Aires.) 
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Lo evolución de 105 formos de oprehensión 
del espacio en el niño 

La percepción del espacio en el niñ o no escapa a la regla 
fundamental de su evolución gene ral, que avanza en una dirección 
marcada por tres etapas esenciales: 

La etapa de lo vivido. 
La etapa de lo percibido . 
La etapa de lo concebido. 

Primeramente, el niño vive el espacio. Vive las dis tancias y los 
recorridos. No perc ibe la distancia que separa la mano de la cuchara, 
puesta delante de él en la mesa. Necesariamente, no concibe esa 
distancia. Sólo la vive, por su imposibilidad física de alcanzarla. Este 
hecho, además, explica que a menudo el bebé parece no comprender 
que no puede asir un objeto colocado fuera de su alcance . Como no 
percibe ni concibe las distancias, como sólo las vive, las experimenta , 
no puede, por eso mismo, percib ir ni concebir la im posibilidad de 
alcanzar los ob jr tos . Experimenta esta imposib ilidad al fracasar su 
movimiento. De ahí también la frecuente tentat iva de los niños muy 
pequeños de alcanzar el cielo raso , la araña que está suspendida de él, 
las hojas de los árboles, etc . Esa etapa del espacio vivido es el estadio 
del "aqu(". A causa de la forma de aprehensión del espacio, la única 
de la cual es capaz por ahora, el niño no puede superar el 
descubrimiento de un espacio " adherido" a su persona física . 

ESPACIO PERCIBIDO 

etapa del "allá" 
(geografía) 

I 
I 
I 
I 
I 
\ 

ESPACIO CONCEBIDO 

etapa del "doquier" 
(matemática) 

ESPACIO VIVIDO · 

etapa del "aquí" 
\ (experiencia directa 
\ del medio) 
\ 
I 
I 
I 

I 
\ / 

\ 
" / 

I 

" ... /" / 

Oire<X;ión de la l'Io'o!uci6n de 1" percepCión del espac io en el niño 



En la mism>. medida en que la exper ienCia prima ria del nlOO es 
siempre experiencia directa del medio, . su primera aprehensión del 
espacio será la del espacio vivido . 

Es pues fácil de comprender que ese espacio vivido sólo puede ser 
un espacio f (sico con el cual el niño se halla en contacto biológico. 
Más aún , por lo general, el niño vivencia ese espacio mediante el 
movimiento. El niño vive el espacio del patio de recreo recorriéndolo, 
empezará a apreciar la diferencia entre las distancias que lo separan 
de dos objetos, que están ubicados lejos uno del otro, yendo a 
buscarlos. El niño de los jardines de infantes y del curso preparatorio 
vive su espacio , esencialmente por medio de su locomoción" . 

A partir de all (, llegará a la segunda etapa de aprehensión del 
espacio: la del espacio percibido. En esa etapa el niño llega a ser 
capaz de percibir el espacio sin tener que experimentarlo biológica
mente, co mo en el estadio anterior . Por lo tanto, si enseñar al niño a 
analizar el espacio (a distinguir las distancias, las posiciones, adelante, 
atrás , dentro, fuera , etc .) sólo era posible haciéndole vivir esas 
distancias y posiciones, ahora será suficiente hacérselas percibir. Se 
ha desarroll ado lo que los psicólogos llaman la distanciación del niño 
con relación al espacio: el niño retrocedió ante. su objeto para 
conocerlo mejor. En la edad del ciclo elémental y el ciclo medio el 
niño es capaz de distinguir las distancias al observar un paisaje o una 
fotografla, r de preci>ar la posición de los objetos por la mera 
observac ión o . . 

En esa etapa, el nii\o descubre no sólo el "aqu(" sino también el 
"allá", ese "allá" que le transmiten sus sentidos, que su cuerpo -su 
movimiento- ya no tiene que experimentar en forma directa. Del 
"aqu l" al " allá" existe, pues, una ampliación del campo empírico del 
niño, un ensanchamiento que nos dará el sentido de nuestra acción 
pedagógica posible, pues ahora, enseñar al niño a analizar el espacio 
significa pedirle que lo haga no ya mediante su movimiento, sino a 
través de la mera observación. El progreso es considerable, porque 
abre al niño el dominio de la geografía propiamente dicho, en cuanto 
ciencia de pai>ajes. Ahora es posible ir más allá del descubrimiento 
del espacio del au la o de la calle, para aprehender el de la colina 
cercana a la escuela , del panorama del pueblo visto desde una altura, 
de la fotograf ía aérea de la región, etc. 

Es, pues , un adelanto considerable, pero no definitivo. Porque, a 
partir de ese estadio, hacia los Oilce o doce años, el niño será cada vez 
más apto para aprehender el espacio concebido. Se trata del espacio 
matemático , pel espacio abstracto, tal como se encuentra or 
doqUIer : las formas ya no reCl en un contenido concreto . Sólo 
contienen relaciones . Se tratará del cuadrado, del rombo, del 
poi (gano regular, etc. 

De l " aqul" ' al "allá" y luego al "por doquier", del espacio vivido 
al perc ibido y después al concebido , del conocimiento por el cuerpo 
y su movi miento al conocimiento por los sentidos (ese ncialmente la 
visión). y más tarde al conocimiento por el espíritu, asistimos a la 
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misma manifestación de la gran ley de la evolucion infan ti l: de lo 
concreto a lo abstracto, de lo r,sico a lo mental, de la experiencia a la 
reflexión. Respetar al niño con nuestra acción pedagógica significa ; · 
entonces, respetar esa ley que los pSlcól ogo\ descubrieron para 
nosotros . 

B. 	 Cómo se debe enseñar al niño a situarse y 
a situar los objetos en el espacio 

Se tratará de ayudar al niño a aprehender un espacio indepen· 
diente de él , a "deslindar" el espac io de su propio punto de ,iHa . Se 
tratará , además, de ayudarle a considerar el espacio independiente
mente del objeto que en él se encuentra , o sea nue.a mente, a 
"deslindar" los objetos exteriores del espac io que ocupan. Piaget 
llama descentroción a estos fenómenos . 

La primera dirección en que debemos ejercer nuestra labor 
pedagógica se referirá a la estructuración misma del espaci o. Hemos 
visto que el sincretismo de la percepción del niño es la causa de que 
no pueda desprender el objeto exterior de su espacio y, por 
consiguiente, llegar a discernir las distintas categorlas espaciales que 
se le ofrecen (nociones de "cerca de" , "abajo", "al borde de", ete.) . 
Ahora bien, puede decirse que mientras el niño no haya asimilado 
esas categorlas espaciales (sobre las cuales volveremos), no podrá 
situarse a SI mismo, ni a los objetos exteriores; de una manera 
objetiva . Nos incumbe ayudarle a reconocer y clarificar esas 
categorlas y relac iones, en una palabra , a descubrir la estructura 
objetiva del espacio y, finalmente, a cuantificar esas estructuras 
penetrando en el mundo de la medida . Veremos, en efecto, que no 
podemos conformarn os con apreciaciones cualitativas de tipo "lejos 
de" o "cerca de" . Una formación cient Ifica del niño requ iere que 
establezcamos una relación entre el hecho de que (AB) = 6 Y (CD) = 
8, por una parte, y (A B) < (C D) por la otra. 

La segunda dirección en que deberá ejercerse nuestra acc ión 
der iva intrlnsecamente de la anterior . 5e referirá a la extensión del 
concepto de es pacio. Se trata de ayudar al niño a situarse y a situar 
los objetos en espacios cada vez más extensos. Hemos visto que, en 
los primeros años, el niño sólo podla aprehender su espacio 
inmediato, vivido. Teniendo en cuenta al respecto su propia 
evolución pSlquica, debemos ayudarle entonces a extender ese 
espacio y permitirle desplazarse y que conozca un espacio cada vez 
mayor : después de la habitación o el aula, será la calle, el barrio o el 
pueblo, la ciudad , la región , el PalS, el continente, el globo terráqueo, 
etc. 

Lo que aqul importa es, en cierto sentido , la "cantidad de 
espacio", mientras que la búsqueda de la estructuración del mismo, 
considerada más arriba , se referla a su "calidad" . Por lo demás, esa 
extensión del concepto es un hecho que nosotros mismos , los 
adultos, conocemos muy bien. Admitamos que, en efecto, si 



podemos situar con alguna preClslon la ciudad de San F rancisÚ) con 

relación a la de Belgrado, o los montes Urales con referencia al Nilo, 

esa situaci ón de los objetos espaciales se vol verl'a más delicada si se 

tratara de representar Júpiter con respecto a Urano o simp lemente la 

Luna fr ente a Marte , Surge aqul, sin duda, un problema de 

formació n, Sin embargo, no es menos cierto que el espacio que 

nosotros, los adultos, podemos aprehender, tiene sus propios II'mites 

subje t ivos , Para el niño, esos limites son aún más estrechos, Nos 

incumbe ensancharlos, Con el fin de lograr una penetración más 

profunda tanto en la estructuración como en la extensión del 

espac io, pasemos revist~. a los siguientes aspectos de la ~uestión : 


- Ayudar al niño a tomar conciencia del espacio ocupado por su 

cuerpo, 

- Ayudarle a toma r conciencia de la orientación del espac io . 

- Ayudarl e a :.omar concienci ,. d~ la delimitación del ob jeto en el 

espacio, 

- Ayudarle a tomar concien': ::. :le las posiciones relativas de los 

objetos en el es pacio, 

- Ayudarl e a toma. cc ~ciencia de las distancias de los intervalos y a 

penetra r en el mundo de la me~ ' dJ y la esquematización del espac io, 


La toma de conciencia del espacio corporal 

La to ma de con,:iencia del propio cuerpo reviste en el niño 
esencial mente el aspecto de una e,'ucación psicomotriz orientada a la 
lateralizac ión , por una parte , y al afianzamiento del esquema 
corporal, por la otra " , 

La lateralizaciór, . Jean Tirman (op, cit., pág. 4) toma de H, 
Pierón la sigui en te definición de la lateralidad : "Predominio de uno 
de los dos dispositivos de una mano, de un ojo, etc. que determina la 
existencia de diestros o zurdos, manuales u oculares", Además, el 
autor destaca con razón la existencia de un predominio en los 
miembros inferiores, 

Este problema de la lateralidad "nos ofrece un ejemplo sorpren
dente de lo que hemos llamado el espacio vivido, Volverse diestro (o 
zurdo) signi fica vivir (a veces sin siquiera tener conciencia de ello) 
una primera división del espac'io en dos partes asimétricas , Y esa 
división es el rud imento, aún muy débil, del futuro análisis que 
conduci rá al niño al reconocimiento del espacio matemático, 

Es, pues, indispensable que esa lateralización se produzca en 
forma conveniente , es decir, nl'tida, El niño debe tener una idea clara 
de su espac io vivido para poder superarla y concebir un espacio más 
elaborado, Tirman (op, cit" pág, 4), citando aRené Zazzo, 
recomienda al respecto que la norma de acción por seguir en ese 
ámbito consista en "ayudar al niño a lateralizarse netamente" y "si la 
lateralizac ión es netamente zurd,a, estimular la zurdera y esforzarse 
por disipar en el niño ¡odo lo que podr"a dar lugar a un sentimiento 
de inferi oridad", 
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El esquema corporal. Tomamos de la obra citada de Jean 
Tirman la definición del esquema corporal: "Basado en impresiones 
tóctiles, cinestésicas, laberfnticas y visuales, realiza, por medio de una 
construcción activa constantemente modificada de los datos presen
tes y pasados, la síntesis dinámica que provee, tanto a nuestros actos 
como a nuestras percepciones, el marco espacial de referencia en que 
adquieren su significación" (Ajuriaguerra). Y Tirman agrega que el 
esquema corporal es "a la vez la imagen intuitiva del yo físico y la 
representación del cuerpo que actúo en el mundo exterior". (Op. cit., 
pág. 6.) 

Esa imagen, que el niño se hace de su propio cuerpo, se va 
generando poco a poco durante 105 diez primeros años aprox imada
mente. "Es el resultado y lo condición de lo existencia de relaciones 
adecuados entre el individuo y su medio. " (H . Wallo'1, citado por J. 
Tirman , op. cit. , pág. 6.) Desde los cinco a 105 siete. años, el niño 
toma paulatinamente conciencia de su cuerpo con sus distintas 
partes, mostrándolas y nombrándolas. De los se is a 105 nueve años, 
aparece lentamente la posibilidad de transferir a los objetos y a otra 
persona lo que ha comprobado en 51 mismo. 

Comprobamos un ejemplo nuevo de ese espacio vivido por el cual 
se inicia necesariamente la educación motriz del niño. En última 
instancia, como dice muy bien Tirman, el esquema corporal no es, 
todav(a, una toma de conciencia de 51' mismo, sino una simple 
"imagen intuitiva" del propio cuerpo, de un cuerpo, por de pronto, 
tan sólo vivido. Pero es necesario que sea vivido en su totalidad, para 
que de él nazca una imagen cada vez más cons<:iente de 51' mismo y 
del mundo e;;terior. 

Ese análisis del espacio, hacia el cual queremos encaminar a 
nuestros niños, empieza alll; el niño lo hace primeramente con su 
cuerpo, antes de hacerlo con los ojos, para acabar por hacerlo con la 
mente. 

La orientación del espaCio 

Digamos, en primer lugar, que el espacio , aunque sólo fuere con 
relación a uno mismo, tiene siempre una dirección fija : está centrado. 
y con relaci ón a ese centro pueden reconocerse en él distintas partes . 
Es posible analizarlo . ASI podemos llegar a las siguientes ca tegor(as 
(ver el esquema siguiente)" : 



NOCIONES CORRESPONOIENTES A LAS 
CATEGORIAS DElESI'ACIO y RELATIVAS A: 

.1 movimiento 
do por uno mis

la posición relatiel espacio ocupa
de uno mismo ova de uno mismo 

CATEGDR IAS OE de un objeto cono d. un objetomo o el objeto ,LA ORIENTACIDN relación uncon fetación a un 
EN EL ESPACI O punto d. r.t..punto d. ref..>, 

renciarencia I 
a la derecha de ... !• l. d.recha d •.. .la derecha d .... 
a la izquierda:LATERALIDAD • la... izquierda 

d.... 
la izquierda de... 

d •... 

encima de... sobre...lo alto d .... 
deb.jo d •... bajo...la cima de._

PROFUNDIDAD ... , .. .lo bajo d •.. , ..' . 
el fondo d .... 

delant. d .... por detrás... 
e! r~erso de... 
el anverso de... 

detrás d .... por delante... 
la delantera de... o • , • • • • hacia adelante... 
1'a trasera de•.. hacia atrás ...ANTERIOR ID AD 
e! derecho d .... al d.recho... 
" . , ... , . al revés... 

retrocediendo... 

Esta aprehensión de las categorías del espacio se realizará en dos 
direcciones bien precisas: 

En el sentido de la descentración. Se trata de conducir al niño 
gradualmente de la sola consideración de su propio cuerpo, o de los 
objetos con relación a su propia ubicación, a la consideración de los 
objetos exteriores independientemente de si' mismo y de su propia 
situación , Así, esta descentración debería llevarse a cabo progresiva
mente de acuerdo con el siguiente esquema: 

Pasar del análisis del espacio ocupado por uno mismo al análisis 
del espacio ocupado por el objeto exterior, 

Pasar del análisis de la posición de los objetos con relación a uno 
mismo, al análisis de la posición de los objetos con relación a otros 
objetos. 

Paser del análisis de la posición de los objetos con relación a uno 
mismo, al análisis del movimiento de los objetos con relación o un 
punto de referencia c>bjetivo, 
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cima - atto 
entima de sobre 

atrás y arribaa l. derecha Yarriba 

~ ,\ ,
\ 


\ 
 I 
/ala d"ac:h. \ 

I\ 
/

\ /
\ / por detrás

\ /, 
I atras 

\ / 

.1. izqui"da Y abajo 

/ 

~~<I:::-=::::=-- al m.dio 

\ 

al revés 
hacia atrás 
el reverso 

al fr.nt. d•... la parte trasera 
l. del,nt". d . .. . detrás 
~ derocho d . ... 

dolanta d.l... 

por delanu... , 


\ 
\hac:ia adelante.. . / 

/ 

, \ 
\ 

/ 

al derocho... / 
\ 

\ 
a la izquierda

/, \ ,, \ 

t> 
, 

adelant. Y abajo 

la parte baja de.. . 
e! fondo d . . .. 
por d.bajo d . .. . 
debajo 

Las principales categorias da la orlentaci6n en 81 
espacio V ,_ nociones referidas a enas 

Como se ve , se trata esencialmente de eliminar el egocentrismo 
del niño, conseguir de alguna manera que "olvide" referirlo todo a sí 
mismo. Y ese "olvido" es la condición indispensable de su evolución. 

¿Cómo podremos lograrlo? Por medio de la segunda dirección 
que, según opinamos, debería tomar la aprehensión de las categorías 
de la orientación : la extensión del concepto. 

En el sentido de la exteñSióñ' -del conce- p- t'-o-.--C' o"'m--o- se:-v-e, es la 
consecuencia inevitable de la descentración . Las nociones de izqu ier
da y derecha, arriba y abajo, adelante y atrás , primeramente serán 
"¡"irus por el niño, por su cuerpo en movimiento , en sus desplaza
:nientos, saltos, corridas, brincos, etc. Lo de arriba es lo que sólo 
puede alcanzar saltando, lo de abajo sólo lo co nsigue bajándose, etc . 
No interviene ninguna verdadera percepción, ni concepc ión real de 
esas nociones . El objeto es vivido, está al1,', presente , muy cerca del 



niño, es casi siempre el niño mismo . El obJeto leJano todavla no está 
a su aJcance . Nos inc umbe a nosotros ayudarle a transportarse hacia 
él. 

En efecto , es menester que el niño llegue no sólo a vivir las 
categorl'as del espacio, sino a percibirlas, y ese paso de lo vivido a lo 
percibido permitirá I~\ extensión del objeto de aquí al objeto de al/á. 
El espac io qu e el niño puede comprender ahora ya no es el inmediato 
de su habitación-o del aula, solamente . Es el espacio de sU barría o su 
pueblo , y pronto el de la ciudad, de la región y hasta del pais . Es el 
percibido en la geografl'a en el cual va penetrando. Insensiblemente, 
por haber aprendido a analizar el espacio según las categorias de 
arriba-aba jo, adelante-atrás, etc., llegará ahora con mayor facilidad a 
capta r las nociones más elaboradas de los puntos cardinales". 
Habiendo creado en si mismo hábitos de pensar según las categor ias 
de lo vivido , será capaz de proceder, en otro nivel, al análisis del 
espacio según las orientaciones norte-sur y este-oeste. Habiendo 
aprendido correctamente la posición de un objeto con relación a 
otro, será capaz de aprehender la posición de una parte del globo con 
relación al meri diano. de Greenwich o a cualquier otro punto de 
referencia natural. FinaJmente, habiendo aprendido a captar correcta
mente el movimiento ;;on relación , no a si mismo, sino a otro objeto, 
le será menos difícil ca¡Jtar los movimientos relativos de la Tierra y el 
Sol. 

El análisis espon táneo deJ espacio vivido prepara al nlno para 
aprehender, mediante un análisis más elaborado, el espacio percibido 
de la geografía, ya sea que éste se presente en forma de un paisaje o 
de un documento fotográfico o impreso. 

Ese espacio percibido de la geografia, a su vez, prepara al niño 
para aprehen der el espacio matemático . En el nivel del espacio 
concebido, aquel que ni siquiera admite el trazado de un mapa, sólo 
las formas importan. Su correcta aprehensión presupone una larga 
educación que , sin duda alguna, se origina en el modesto análisis deJ 
espacio vivido_ 
El objeto en el espacio 

En ese espacio , cuyas distintas orientaciones el niño aprende 
poco J poco a descub rir, hay objetos . Los psicólogos nos han di cho 
cuán poco se destac an en él los objetos según sus contornos. Si para 
nosotros los adultos, los objetos -por lo menos los comunes- se 
presentan en si mismos, diferenciados de lo que no son ellos mismos, 
para el niño no es as t, Para el niño del jard ín de infantes, la ventana 
de la fachada de la escuela no existe sin esta fachada ; los cristales de 
esa ventana no tienen aisladamente ninguna existencia real. Lo que él 
percibe es el todo. Los detalles se le escapan todavía 34. Ese 
sincretismo debe superarlo con ayuda del maestro . En otro nivel, 
nuestros alumnos de las clases elementales - incluso los del ciclo 
medio- a veces tienen dificultades en delimitar los distintos 
elementos de un paisa je . en percibir los campos labrados, los terrenos 
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baldlos , las carreteras y los canales, aca nt ilad os y playas, et c. Saber 
analizar es, en este sentido, saber delimitar los componentes . En un 
pr incipio, el niño no lo sabe hacer . Tenemos que enseñárselo . 
¿Cómo' Haciéndole tomar conciencia de esas categon'as que utiliza 
todos los dias , pero no siempre en forma consciente ni sistemática . 
En cuanto al objeto se refiere, consideramos que esas categon'as son 
tres: 

La interioridad: en esta categorla encontramos las noci ones de 
"dentro", "adentro", L1 en el interior", etc. 

La exterioridad : en esta categoria encontramos las nociones de 
"fuera de" , "afuera" , " al exterior" , etc . 

La delimitación: por ult imo, en esta categorla encontramos las de 
"extremidad", "final" , l/l ímite", "perlmetro' I, "a lo largo de", 
"alrededor de", etc . 

Percibir un objeto es, e~encialmente, distinguir lo que es (su 
interior, lo que comprende ), de lo que no es (su exterior, lo que 
excluye). Ante un paisaie visto desde la cumbre de una colina , el 
maestr.o hará reconocer a los alumnos su pueplo. ¿Qué tendrán que 
descubrir? Deberán distinguir el pueblo (sus casas , el campanario, la 
escuela, las calles, etc.) entre todo lo que no es, que está fuera de él 
(los campos, las granjas vecinas, la ruta , la montaña, etc .). La 
confrontación de esos descubrimientos conduce a la delimitación 
precisa del objeto, en este caso el puéblo. (Además , creemos que 
deberlan agregarse otras dos nociones a las que se refieren al objeto 
en el espacio: las de "centro" y de "medio". En efecto, la puesta en 
relación de la estructura del objeto y de la medida traerá consigo 
estas dos nociones .) 

La aprehensión de las categor ías del objeto en el espacio podrá 
realizarse de acuerdo con las orientaciones de la acción pedagógica 
que ya vislumbramos respecto de la orientación del espacio. 

En el sentido de la descentraciÓn . "Descentrar" el objeto, en 
cuanto al niño se refiere, significa , en primer lugar , eliminar su 
egocentrismo, enseñarle a discernir, a distinguir las partes del todo 
confuso que se le presenta. Significa, además , ayudarle a olvidar que 
los contornos o alcances de ese objeto no siempre están vinculados 
estrechamente con sus propias preocupaciones. Sabemos que el niño 
ve en los contornos o alcances de los objetos posibilidades de 
utilizarlos en relación con s~s intereses del momento: una ramita será 
espontáneamente una pistola de cow-boy o una honda . Una piedra 
podrá ser un elemento de decoración, un pisapapeles, etc. Esto 
responde a una ley psicológica a la cual incluso el adulto no escapa. 
Pero, al respecto, la acción"pedagógica consistirá no tanto en negar 
esa tendencia, que es fundamental , sino en conseguir que el niño lleve 
a cabo la experiencia de otros empleos de los ob jetos : la ramita 
podría ser (también) una percha , la piedra podn'a servir de 
"plomada", de la cual se habló en la clase dedicada al oficio de 
albañil , etc. lS . 



El objeto descubierto por el niño es, ante todo, su objeto . Pero 
no es tan sólo eso. La labor educativa trata de hacérselo reconocer . 

En el sentido de la txtensión del concepto. La extensión del 
concepto de objeto , en cuanto a su situación en el espacio, será la 
extensión de las categorlas que descubrimos en él: interioridad, 
exterior idad y delim itación . 

La extensión de la interioridad llevará al maestro a ayudar a sus 
alumnos a precisar en todo lo posible el análisis del objeto 
delimitado. Volva mos a nuestro ejemplo de la observación del pueblo 
visto desde la cu mbre de una colina. Fue necesario, ante todo, 
distingui r el pueblo de lo que no pertenece a él, es decir, delimitarlo. 
Pero extender aún más las investigaciones consistirá en profundizar el 
reco noc imiento de los detalles de las calles y plazas, lo cual significa, 
en términos generales, mejorar el conocimiento del objeto en SI 
mismo. 

Si la extensión de la exterioridad del objeto persigue la misma 
acentuación del análisis, la delimitación a su vez hallará un contenido 
siempre renovado . Extender la categorla de la delimitación significa 
ayudar al niño a apr~ben_~respacios cada vez más, vastos, o sea, 
hacerlo pasar gradualmente de su espacio· viVido, inmediato, el de su 
hab itación, la esc uela, la calle, a espacios que sólo puede descubrir 
por intermedio de documentos (planos, mapas, fotograflas, etc .). 

Extender la delimitación, significa preparar al niño para aprehender 
primero el espacio geográfico, para llegar después al espacio 
geométrico mismo. Porque parece que el análisis de la campiña que 
rodea al pueblo, el análisis del barrio, con sus calles y callejuelas, las 
plazas y grandes conjuntos, será el mejor aprendizaje de ese ejercicio 
tan delicado que consiste en comprender una fotografla del paisaje, 
un docu mento geográfico cualquiera y, más aún, un mapa. 

Las posiciones relativas de 105 objetos en el espacio 

La aprehensi ón de la exterioridad del objeto en el espacio nos 
habrá permitido , por añadidura, situarlo con relación a otros objetos 
con los cuales mant iene ciertas relaciones espaci ales . Estas relaciones 
las queremos abordar ahora con el fin de estudiar sus categorlas y las 
consecuencias de la acción pedagógica en el sentido de la descentra· 
ción y la extensión. 

En cuanto a las categorlas de las posiciones relativas, no causará 
extrañeza vol ver a encontrar las de interioridad y exterioridad que 
vimos con respecto a la situación espacial del objeto mismo. Es 
evidente que se habrá percibido este Jbjeto como conteniendo en su 
interior otros objetos, y por ende esa interioridad será al mismo 
tiempo de l objeto y de sus relaciones con sus componentes . 

Podemos, pues, distinguir cuatro categorl'as referentes a las 
posiciones relativas de los objetos en el espacio : 
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1) La interioridad: el objeto B está dentro del Ob'\eto A. Tendremos 
entonces las nociones de "en" . "en .el interior de' , "dentro", etc . A 
esta categoría los matemáticos la llaman inclusión. 

2) La e"teriOfidad: el obieto B se halla fuera del objeto A. Tenemos 
entonces las nociones de "fuera de", "afuera", etc . Es la categor ía 
que, en matemática, adopta la forma de exclusión o no pertenencia. 
3) La sección: el objeto B corta o atravi esa el o.bjeto A. Tendremos 
en este caso las nociones de "cortar", "atravesar", (j a través de", 
etc. )6 . 

4) La contigüidad : el objeto B está en contacto con el objeto A. En 
este caso, tenemos las nociones de Htocar ", IIjunto a" , etc . 

\.a$ principales categorías de las 

posiciones relativas de los objetos en el espacio 


LA INTERIORIDAD 

-en 
- en" interior dt 
- en medio di 
- den'ro 

11 LA SE CCI ON 

- que corta 
- • través 

111 LA CONTIGÜiDAD 

- que toca 
- junto a 

IV LA EXTERIORIDAD 

- fuer. 
- fuer. d. 
- en 01 exteriur 
- entre o 



Tal como lo vimos con relación a la orientación del espacio, la 
aprehensión de las categor ías propias a la posición relativas :de los 
objetos se hará en dos direcciones precisas: 

En el sentido de la descentración. Al respecto, el problema es 
todavía más claro que el referente a la orientación: como se trata de 
la posición o del movimiento de un objeto con relación a un punto 
de referencia , éste podrá ser el niño mismo u otro objeto. En el plano 
psicológico, hemos visto que el . niño aprecia la posición y el 
movimiento primero con relación a su propia posición y su propio 
movimiento. La descentración consistirá, pues, en ayudarle a apreciar 
la posición y el movimiento de los objetos exteriores ya no con 
relación a sí mismo, sino a los demás objetos. 

En el sentido de la extensión del concepto. Aplicaremos el mismo 
uema ue antes. Ayudando al niño a se uir su evolución natural, 

que o ace transitar e o VI VI o a o percibiaoyl uego a --\0' 
concebido, le permitiremos aprehender espacios cada vez más vastos. 
En un principio -y reconoceremos en esto actividades comunes de 
los jardines d'e infantes- se tratará de hacer vivir al niño su posición 
-o su entrada- en el aula o en el aro puesto en el piso o en la casa de 
la muñeca, etc . Ese mb mo niño atravesará el pátio de recreo, se 
colocará contra la reja del portón de entrada a la escuela, etc. Y de 
esta suerte, comenzará no sólo a familiarizarse, sino además -y esto 
es lo esencial- a tomar conciencia de esas nociones que ahora de.berá 
superar para apreciarlas ya no viviéndolas sino percibiéndolas. 

Esa percepción de los objetos, de sus límites, sus fronteras, su ' 
centro o sus bordes, etc., ayudará al niño a penetrar una vez más en 
el análisis de los espacios cada vez más extendidos, en una palabra, en 
el espacio geográfico antes realmente percibido (percepción de 
paisajes, barrios , pueblos , etc.) y después percibido a través del 
documento (fotograf ías aéreas u otras, mapas, etc.). Si las adquisicio
nes hechas a nivel del espacio vivido no son de la misma (ndole que 
las hechas a nivel del percibido, si el hecho de mostrar correctamente 
el medio o centro y los bordes de la pintura mural se ubica en otro 
nivel que el de segu ir con el dedo los límites de la región enel mapa, 
no por eso es menos cierto que la experiencia de lo vivido prepara la· 
de lo percibido. Antes que fuera apto para percibir convenientemen- ' 
le, era necesario cr~ar en el ni ño los hábitos de discernir, analizar y 
reconocer las distintas partes de un todo. Esa necesidad de 
discerni miento y análisis se denomina, en términos de la psicología, 
eliminación del sincretismo de la percepción. Esa eliminación 
comienza en la edad de la escuela preelemental. 

Pero no se detiene en la etapa de lo percibido. Si la educación de 
lo vivido dio al niño ese movimiento que le permitió abordar, en 
condiciones adecuadas, el estadio de lo percibido, ese movimiento ha 
de recibir un nuevo impulso hacia la etapa superior ,de lo concebido; 
de la aprehensión de los espacios geográficos cada v.ez más extendi- ' 
dos, el niño ha de ser capaz de proseguir su abstracción hacia los· 
espacios matemáticos y. en particular, hacia las nociones que ,barca 
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una teor la de con luntos matemáticos. En efecto, ya vimos 'cuan 
grande es la afin idad que existe entre la aprehensión de l espacio y la 
elaboración matemática. . 

Las distancias, los intervalos y lo medido 

Las categorías que acabamos de establecer en cuanto a la 
exterioridad y 'Ia contigüidad de los obje tos introduce de por SI las de 
la distanc ia. En efecto , si un .objeto es exterior a · otro, o a cierto 
punto, y si es contiguo a él ,.planteará de inmediato el problema de la 
importancia de la exterioridad o la contigüidad; con otras palabras, el 
problema de la distancia que separa los dos objetos. 

Por lo demás, no nos fue posi ble separar, ni lógica ni psicológica
mente, las tres áreas de distancias, intervalos y medida. En efecto, es 
sufici ente agregar la repe tiClon a la distanCia para obtener categonas 
de intervalo. Deci r que encon t ramos platanos a intervalos regulares a 
lo largo de la carretera que lleva a una localidad vecina, significa que 
la distancia que separa un árbol .del que le sigue se repite x vec~s 
hasta el pueblo . 

Sin duda se notará que , si multáneamente, distancias e intervalos 
no son concebibles sin pasar de lo cual itativo a lo cuant itativo, lo 
cual presupone la medida: una distancia no es tan sólo la afirmación 
de un "más cerca de" o "más lejos de" , sino que exige el número 
co mo elemen to' últi mo de la precisión. E! intervalo a su vez exige la 
precisión de su frecuenc ia. De todos modos, la estru'ctura del espario 
desemboca aqu r en un enfoque matemático de las cosas J7 • 

Las ca tegorías de la dist~ncia pertenecen a dos grupos: 

1) La proximidad: rel acionamos con ella las nociones de "cerca .de" , 
"aliado de", "más cerca de", uno tan lejos de", "aq~í", "éste" , t:tc 

2) El alejamiento: se refi eren a él las nociones de "lejos de", "m., 
lejos de" , "menos cerca de'\ "allá", "aquél", etC7 

Con la categor ía de los intervalos esp"ciales relacionamos las 
nociones de "apartado uno de otro", "de lugar en lugar" y sobre 
todo las importantísimas nociones de "continuo" y "discontinuo". 
En efecto, el espacio geométrico autén t ico no conoce la discontinui· 
dad y, por ende, la conti nu idad que lo caracteriza podrá llevar al 
niño, más tarde , a concebir ese resultado último de toda extensión: 
lo infini to. 

También en esta área, la acción pedagógica se realizará : 

En el sentido de la descentración: las categor ras de la distancia se 
conciben, tal vez, menos que cualquier otra , y ello será con relación a 
un punto de referenc ia, de la misma manera que las de la medida sólo 
se conciben en relac ión con una unidad métrica. Comprenderemos 
entonces que, en este ca mpo, la acción de la descentración consistirá 



en ayudar al niño a apreciar las distancias ya no tan solo con relación 
a su propia posición, sino con relación a los objetos mismos: se trata 
de llegar del empleo de "A está lejos de mI", "B está cerca de mI", al 
de "A está cerca de e" y "O está mas cerca de M que de N", Además, 
esa acción de descentración aspira ¡ lograr que el. niño utilice una 
unidad de medida no vincu lada con su persona (el largo de sus pasos, 
la separación de los dedos de la mano, etc,), para llegar poco a poco a 
la aprehensión de una unidad de medi da objetiva, 

En el sentido de la extensión del 'concepto: primeramente , el 
niño vive las categor{as de lejos y de cerca. Juan sabe -o siente- que 
está más cerca de Pedro que de losé. Verónica sabe que debe CO[[er 
mas tiempo ' pÚa alcanzar a Mi guel que a Andrés. El papel del 
educador consistirá , al principio, en precisar esas nociones en las 
mismas áreas de la vida del niño, Enrique, que ve mal, tiene que 
acercarse más al pizarrón, etc , En efecto, es necesario que los niños 
vivencien esas nociones , pero en forma clara y distinta . 

A partir de esa claridad inic ial, los alumnos pronto serán capaces 
de aprehender esas categorías de la distancia no sólo vivenciándolas, 
sino percibiéndolas: apreciación (primeramente c4alitativa) de las 
distancias que separan la escuela del hogar, de la distancia que separa 
el ayuntamiento del mercado, etc, 3., Oesde la apreciación de las 
distancias de un paisaje se puede pasar a las representadas en un 
croqu is o un mapa. Entonces ya estaremos muy cerca del espacio 
concebido, gracias al cálcu lo de esas distancias según la escala del 
mapa. 

De la sensación muscu lar de la distancia al cálculo según la escala 
de un mapa (o de una distancia a partir de la escala), se desprende la 
significación de la gradac ión: de lo biológico a lo mental. El 
movimiento en esta direcc ión será, aqu I, el aporte más fecundo a los 
maestros, en la medida en que les orienta respecto de toda su labor 
en este campo. 

De acuerdo con los resultados obtenidos por Piaget , comproba
mos que semejante progresión hace surgir gradualmente lo cuantitati
vo de lo cualitativo. Después de haber apreciado aprox imativamente 
las distancias, el niño llegará a medir y a reconocer el número como 
instrumento de apreciación. Sólo en tonces penetrará más aun en el 
mundo del espacio concebido según todas las clasificaciones que esas 
actividades admiten, para llegar a la noci ón matemática del orden, 

En ese campo de lo conceptual se aborQará entonces la 
representación gráfica del espacio en el ma rco de la,geometr la. De la 
experiencia del movimiento a la geografia y luego a la geometrla 
hemos seguido una gradación lógica y psicológica que a la vez 
conduce a una evidente interdisciplinariedad. 
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A modo de conclusión: lo descripción verificadora 

Todavía nos falta el medio de verificar las adquisiciones del niño 
concernientes a su aprehensión del espacio. Vimos esa verificadón al 
nivel de la representación gráfica del objeto o del ser vivo y al nivél 
de la acción cuando se traMba de la causalidad. Ahora, nos parece 
posible verificar al nivel de la descripción si nuestro alumno está 
efectivamente en condiciones de situarse y de situar convenientemen, 
te los objetos en el espacio. 

Describir es, ante todo, organizar un espacio. 

Describir una granja o un rostro significa. en primer lugar, situar 
los distintos elementos de la granja o del rostro en el lugar preciso 
que les corresponde y que es siempre relativo al de los otros 
componen tes del cuad ro. La observación de las relaciones entre esos 
componentes será la prueba que necesitamos de esas adquisiciones 
del niñoen la materia. 

Haremos dos observaciones al ' respecto . Según la edad del niño, la 
descripción se dará en forma de dibujo O de texto. Después de haber 
realizado ejercicios ge topología o localización pediremos a nuestros 
niños pequeños del curso 'preparatorio , y hasta del ciclo elemental, 
representar en una hoja de papel lo que observaron. Al finJi de tal 
traba jo, podremos apreciar los resultados obtenidos: ¿hasta qu.é 
punto reconoció Sergio la relación entre "del.nte" y "detrás"? 
¿Cómo retuvo Anita la relación de las distancias ·er1lre el río y la,casa, 
por una parte, y aquella que separa el puente del bosque, por la 
otra? Los alumnos mayores, que cursan el ciclo medio, podrían 
iniciarse en ese arte de la descripción escrita mediante el mismo 
ejercicio del dibujo, de la represen.tación gráfiq del paisaje (o del 
objeto) que se debe describir. 

Se ha comrrobado que esa iniciación en la descripción a partir 
del dibujo facilita el trabajo del niño en la medida en que (acilita lo 
organización del espacio. . 

.No se tratará de convertir la descripción hecha en la escuela 
(di bujo o texto) en un simp.le ejercicio de organización espacial y 
quitarle toda finalidad en el plano artístico. El objetivo de esos 
ejercic ios es siempre la belleza de la expresión. Pero no parece, más 
bien al contrario, que esa expresión de lo bello sea incompatible con 
un sólido conocimiento de la organizaCión de los objetos ,en .su 
interrelación. 

De .Ia misma manera, el rigor con que la bailarina 
observa sus líneas de evolución no quita nada.t la estét ica de· sus 
movimienl~ 



Finalmente , la ap reciac ió n de esos trabajos de expresión del niño 
siempre debe ten er en cuenta el lugar que corresponde a su 
imaginación, cuya im portancia evolut iva ya vimos. Recordemos que 
sólo grad ualmente la faceta un tanto perturbadora de esa imaginación 
ha de disminu ir con el fin de permitir la liberación total del niño con 
miras a una ex presión plena de SI mismo. 

'\ 
! 
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:OURANT, R. - ROBBINS, H. ¿Qué es la Matemática? Pp . 195 a 205 y pp. 270 a 281. 

o 	GEOMETRIA PROYECTIV A - AXIOMATICA 

GEOMETRIA NO EUCLIDIANA 


§ 1. INTRODUOCION 

, 
72. ~asjfj..ación ',de las propiedades geométri..... lnvariaJ;~cia 

respecto de transformaciones. 

La Geometrla trata de las propiedades geométricas de las fi
guras del plano o del espacio. Estas propiedades son tan numerosas 
y variad .., que es necesario algún principio de clasificación para 
poner orden en esta rama del conocimiento. Se puede, p. ej., in
troducir una clasificación basada en el método que se use pa'd 
deducir teoremas. Desde esle punto de vista Be ha"" uaualmente 
una distinción entre procedimient06 "sintéticos)) y procedimientos 
"anaHtioos " . El primero de eUe<; es el método axiomático clásico de 
Euclides en que se consUa..>e sobre fundamentos puramente geo
métricos, independientes del álgebra y del conc.epto del continuo 
numérico, y los teoremas se deducen _diante razonamientos 16gieos 
de un cuerpo inicial de proposiciones llamados axiomas o postulados. 
El se$UIldo método se basa en la introducción de coordenadas nu
méricas, y usa la técnica del Algebra. Este método ha cansado un 
cambio profundo en la ciencia matemática, del que ha resultado 
l ~ unificación de la Geometd a, ,1 Análisis y el Algebra en un sis
tema orgánico. En este capítulo la clasificación según el método 
será menos importante que la clasificación de acuerdo al contmiM, 
basada en el carácter de 10s teoremas mismos, no importando los' 
mélodos usado.s para demos'".rlos. En Geometría plana elemental 
se distingue entre t.eoremas que tratan de la congruencia de 1M 
figuras, usando los . eoncepto.s de longitud y de ángulo, y teoremas 
q~e tratan deIa¿'mejanza entre- figuras,USandoO\concepto de 
ángulo. Esta distineión particular no es muy importante, ya que 
las longitudes y 103 ángulos e.stán relacionados tan estrechamente 
qD.e res\!lta muy artificial aepararlos (es el estudio de esta conexión 
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lo que constituye la mayor parte del contenido de 'la Trigonome:' 
tría) , En lugar de ell<>, podemos decir que los teoremas de la Geo
metría elemental se oCupan de magnitudes: longitudes, medidas de 
ángulos y áreas. Dos figuras son equi-ralentes desde este punto de 
vista si son congruentes, es deeir, si una puede obtenerse de la 
otra medíante un mwimiento rígidQ, que solamente cambia la po
sición, pero no la maguitud. Surge ahora la cuestión de si el con
cepto de magnitud y los cOnceptos de congruencia y semejanza r.,. 
lacionados con él Han esenciales a la Geometrla, o si las figuras 
geométricas pueden tener otras propiedades que no desaparecerán 
por tran.sformaeiones más drásticas que los mo-rimientos rigid()6. 
Yamos a "er que así acontece. 

Fig. 69. - Compresión de la. eireunfereneia.. 

Supongamos que se dibuja ' una circUlllferencia y un par de 
diámetros perpendiculares en un trozo rectangular de madera 
blanda, como en la fig, 69. Si colocamos el trozo entre dos platos 
de una prensa potente y la comprimimos hasta que tenga la mitad 
de su ancho original, el círculo se habrá hecho una elipse y los 
ángulos entre los diámetros de la elipse ya no serán ángulos rectos. 
El círculo tiene la propiedad de que sus puntos equidíatan del 
centro, mientras que esto no es verdad para la elipse. Pareciera 
que todas las propiedades geométricas de la configuración original 
han sido destruidas por la compresión .. . Pero no es así j por ejem· 
plo, la proposición de que el centro divide cada diámetro en dos 
partes iguales es válida, t .. nto para la circunferencia como para la 
elipse, He aquí un. propiedad que peraiste a pesar del cambio 
drástico de magnitudes de la figura original. Esta observación su· 
giere la p06ibilidad de clasificar teoremas sobre figuras geométricas 
según que sean verdaderas o falsas cuando la figura se somete a 
una compresión uniforme. Más generalmente, dada una clase defi
nida de transformaciones de una figura (como la clase de Jos mo
vi:mientos rígidos, compresiones, inversiones en eireun.ferencias, ete.), 
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)Jodemós Prég:;;;;¡a-r que pro-piedades-a-;¡a figura no han cambiado
bajo esta dase do tra nsfonI\8 ciones. El cuerpo de teoremas que 
enuncian estas propiedades será la Geometría asociada a esta clase 
de tran.sformaciones. La idea de cla."3ificar diferentes ramas d~ la 
Geometría de acu~rdo a las clases de transformaciones considera
das. fué propue.iita', por Félix lOein (1;49-192,) en su famosa co
municación (' I el programa de Erlange.n ") presentada en 1872. 
Esta obra ha influido enormemente el pensamiento matemático. 

En el capítulo \' descubriremos el hecho yerdaderamente sor
prendente de que ciertas propiedades g<,ométrlcas son tan intrínse· 
cas, que persisten después que las figuras han sido sometidas a 
deformaciones muy arbitrarias; f iguras dibujadas en una lámina de 
raucho que se es1ira o comprime de cualquier mallerE\, conservan al· 
gunas de sus caracteri'sticas originales. En este capitulo, sin embargo. 
\'[]mos a ocuparnos solamente de aquellas propiedades que no cam
bian, o quedan 11 in\"ariantes " bajo una clase especia l de tra.ns
formaciones que se encuentran entre la clase muy restringid a de 
]O~ mO\·jmientos rigidos, por un lado: y la clase más genera} de las 
deformaciones arbitrarias, por otro. Ésta es la clase de las "t rruls
formac iones proyecth·as " . 

73. -Transformaciones proyectivas. 

El estudio de estas propiedades geométricas fué impuesto a los 
matemáticos desde hace mucho, debido a los problemas de perspec
tira , que fueron ~tudiados por art istas como Leonardo de Vinci 
y Alberto Durero. 

La imagen hecha por el pintor puede considerarse como la pro
yección del original sobre la tela, con centro de proyección en el 
ojo .del pintor. En este proceso las -long-itudes y los ángulos se alte
ran necesariamente en forma que depende de las posiciones rela
tiyas de los diversos objetos pintados. Ka ohstante, las estructuras 
geométricas del original pueden generalmente reconocerse en la 
teja. ¡Cómo es esto posible! Lo es, porque existen propiedades geo
métricas Hinvariante.s en la proyección") propiedades que 8}Jare
cen sin alteración en la imagen r que hacen la identificación posi
ble. BaUar y analizar estas propiedad"" es el objeto de la Geometría 
proyectiv8, 

Es claro que los teoremas de esta rama de la Geometría no 
pueden ser proposiciones sobre longitudes, ángulos o congruencias. 
AJgunos hechos aislados, de naturaleza proyectiva, son bien cono
(·idos desde el siglo diecisiete, o aun) como ell el caso del" teorema 
de ~Ienelao", desde la Antigüedad. Pero el estudio sistemático de 



la Geometría pro)'ect;"a comenzó a fi nes del si«lo dieciocho, cuando 
l. escuela Politécnica de París inició una etapa de progreso mate
mático, particularmente en Geometría. Esta escuela, producto de 
la Revolución Francesa, produjo muchos oficiales para el servicio 
militar de la República. Uno de sus graduados fué J. V. Pom;elet 
(liS8-1867), que escribió su famoso Tratado do las propie4a.d.e. 
pToyectivas de las figuras en 1813, mientras era prisionero de gue· 
rra en Rusia. En el siglo diecinueve, bajo la inOuencia de Stcw.er, 
van Staud/, CJuules y otros, la Geometría proyecti, a fué uno de 
los principales temas de la investigación matemática. Su populari
dad fué debida en parte a su gran encanto estético y en parte a 
su efecto aclarador de la geometría como método, y a su íntima 
conexión con la Geometría no Euclídea )' el Algebra. 

§ 2. CO"CEPTOS FU!\DAMEXTALES 

74 .--Grupo de transformacwnes proyectivas. 

_ Definiremos pr imero la clase o .. grupo " ( ' ) de transforma: 
ciones proyectiYas. Supongamos tener dos planos" y 1C' en el espa
cio, no necesariamente paralelos. Podemos entonces obtener nna 
prollecciM cen tra~ de " sobre ,,' desde un centro dado O que no está 
ni sobre" ni sobre 1C' definiendo la imagen de cada punto P de 
" como aquel punto P' de 1C' tal que P y P' están sobre la misma 
recta que pasa por O. Podemos también obtener una proyecciún 
paralela, en la que todas 1.. líneas de proyección son también 
paralelas. Del mismo modo, podemos definir la proyección de la 
llliea 1 de un plano " sobre otra linea l' de ,( desde un punto 
O de ", o bien mediante proyección paralela. 

Una representación de una figura Bobre otra mediante una pro
yección central o paralela, o por una sucesión finita de tales pro
j:eccioñes, ' se llama-¡;;'¡;'s!ormación proyectiva ('). La Geometría 
proyectiva sobre el plano o sobre la recta consiste en el conjunto de 
aquellas propooieiones geométricas que no varían en una transfor
mación proyectiva arbitraria de las figuras a la.;; que se refieren. 
Por el contrario) llama-remos Geometrúi méf!ica al -conjunto de aque·· 
Uas proposiciones que tratan de las magnitudes de las f iguras, lO· 

"arian!es sólo bajo la clase de los movimientos rigidos. 
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Fig. iO. - Proyección desde UD punto. 

Algunas propiedades proyecti,'a.s pueden reconocerse inmedia 
tamente. tu punto, naturalment.e, se proyectará en un punto. 
Además, una recta SE- proyectará en una recta; pues si la línea l dI' 
" se proyecta sobre el plano rr' la intersección de rr' con el plano 
que pasa por O y Z será una reeta ('). Si un punto A y una reeta Z 
Se pertenecen ("), en la proyección el punto correspondiente .A' y 
la recta l' también se pertenecen. Luego la perte nencia de un punto 
~ una· recta es inuarW11.te en el grupo proyulit,o. De ese hecho sur· 
gen m'!lchas consecuencias simples, pero importantes. Si tres o más 
puntos son colineales, es decir, pertenecen a una misma recta, en· 
tonces sus imágenes son también colineales. Asimismo, sj en el pla· 
n·,) 1t tres o más rectas son concurrentes, es decir, perteneceD a un 
mismo punto) entonces sus imágenes serán también rectas concu

F1g. 71 . - Proyección paralela 
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rrentes. Mieutras estas propiedades simples, pertenencia, oolinea
eión y concurreueia so.u propiedades pr{)1Jectivas (es decir, propie
dad ... invariantes en las proyecciones), en cambio, las medidas de 
longitud y de ángulos, radios y otras maguitudes se alteran en ge
neral en la proyección. Los triángulos equiláteros e isósceles pueden 
proyectarse en triángulos cuyos lados tengan diferentes longitudes. 
Por tanto, aunque "triángulo" es un concepto de Geometna pro
yectiva, "triángulo equilátero" no lo es, y pertenece sólo a la Geo
metria métrica. 

75. -T...,rema de Desargues. 

Uno de los primeros descubrimientos de geometría proyeetiv. 
fué el famoso teorema de Desarguea (1593-1652) sobre triángulos. 
Si el, un pwno d;¡s ,triángulos ABC !I A'B'C' son tales que Ws rectas 
que unen sus t'értices correspondientes concu.rren en un mismo ptlIn
to O, entonces los la<ks corres¡><>II<Üelltes deben cortarse en tres »Un
tos colineales. La fig. 72 ilustra el teorema y el lector puede dibu
jar otras figuras para probarlo por experimentación. La prueba 
no es trivial, pese a la sencillez. de la figura, fo.rmada sólo por rec
tas. El teorema pertenece a la Geometría proyeeti"., pUf.> si pro
yectamos la figura entera sobre otro plano, conservará la propie
dad enunciada en el teorema. 

e 

~ ~O 

pR Q 
Fig. 72. - Configuración de Deea.rgue3 en el plano. 

Daremos una demostrad6n de este teorema en § 5. Por el mo
ruento obsernremos el hecho notable de ue el teorema de Desarguea 
es también ver ero 6' os tri os estan en os planos diferen
tes (no paralclos), como ea fácil de probar. 

Supongamos que las rectas AA', BB' y ()()' se cortan en O 
(fig. 73) de aeuerdo con la hipótesis. Entonces AB eatá en el mismo 
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Fig. ¡s. - Configuración de De!,~.1"gues en el espacio 

plano de A'B', es decir, q2e estas dos rectas ..~ cortAn en Q, 
igualmente AC y A'C' se cortAn en R, y lo mismo BC y 
B'C' se cortan en p, Como P, Q y R están en las prolongadones 
de los lad"" ABC y A'B'C', deben estar en el mismo plano de cada 
uno de los dos triángulos, y en consecuencia deben estar en la recta 
de intersección de estos dos plauO>., Luego P, Q y R son colineales, 
como queríamos probar. 

Esta simple demostración sugiere que podemos demostrar el 
teorema para dos dimensiones mediante, por decir así, un paso al 
límite, aplastando l. figura totd de manera que los dos planos ca· 
incidan en el límite, y el punto O, junto con los otros, caiga sobre 
el plano, Hay, sin embargo, cierta dificultad en llevar a cabo tal 
proceso de límite, pues la recta de intersección PQR no está unívo
camente determinada cuando los planos coi¡'ciden:-Luego se requie
ren precauciones para deducir el teorema bidimensional del tridi. 
menaional, aunque pueda hacerse. 

Existe Ulla diferencia fllIldamcntal entre el teorema de Desargue!l en el 
plano y en cl espacio: Nues.tn. demostra..ei.6n en tre, dimensiones uea ruu>n&' 

mientos geoméUiC08 ba.sados 1\01a.mente ~~, los conceptos de pert.eIl.eneia e in· 

teneccióll de puntos. rectas y planos.. Poed~ most:rarse aue la demostraci6n. del 
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