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El espacio matematico i
P Toll
Las unidades que proponemos para integrar este mddulo sufs f?
312
 E—————
}{ E1 desarrollo evolutivo de la concepcibn !
del espacio en el niiio.
¢l Exploracibn, organizacibn y estructuracidn
de las formas en el espacio geométrico.
| Variacidén de las relaciones numéricas en es
pacios geométricos. ‘
# i
¢Por qué proponemos estas unidades?

Los Mbdulos 1 y 2 desarrollados a lo largo del primer afio, res-
pondieron al propbsito de que los alumnos maestros reconstruyeran algunas no-
ciones matemAticas, poniendo el énfasis en la reflexidn sobre los procesos de
construccibdn de conceptos desde la perspectiva del anadlisis de sus propias con

cepciones adolescentes.

Pensamos que este punto de vista les facilita compararlas con

los aprendizajes infantiles y asi tomar conciencia de sus peculiaridades.

Nos permitimos reiterar que el desarrollo de cada Mbdulo impli-

ca considerar cuatro aspectos fundamentales:



) El aspecto evolutivo: En relacién con el ritmo de aprendiza

je individual y el referente sociocultural.

} Experiencias en el aula de la escuela primaria: Para asegurar

se un contacto temprano con la realidad escolar.

) Resolucién de problemas: Como actividad matemdtica fundamenta!
que pone en juego una serie de estrategias elaboradas por el
alumno y lo conduce a construir el conocimiento como una nece

sidad de dar respuesta a una situacidén novedosa.

¥ El conocimiento matemitico en si mismo.

Al abordar las unidades para el presente MODULO 3, hemos tenido
en cuenta no sblo la reflexibébn sobre el desarrollo evolutivo de la concepciédn
del espacio en el nifio, sino también las posibilidades cognitivas de los alum-
nos maestros -en general adolescentes- con el objeto de ampliar su formacibn

geombtrica.

Hasta el momento, tanto en la escuela primaria como en el ciclo
basico de la escuela media, estos adolescentes sblo han tenido oportunidad de
estudiar algunos contenidos de geometria métrica plana, fundada en las nocio

nes de "distancia" y de "medida".

Nos parece necesario que aborden también la consideracién del
espacio fisico de tres dimensiones y algunos conceptos de geometria proyectiva

y de topologia. (¥)

0o

(*) S0lo recientemente, y poco a poco, la palabra TOPOLOGIA ha sustituido a la
’ rd
expresién ANALYSIS SITUS usada por Poincare, H., Dernieres pensees.
Bibliotheque Philos, Paris, Flammarion, 1913,



La geometria proyectiva esté fundada en la noci6n de linea rec
ta., Basta citar como ejemplo que para la proyectiva, dos figuras son equivalen
tes si se puede pasar dé una a otra por una transforimacibn proyectiva que con-
serva la rectilineidad, es decir, si la segunda es alguna perspectiva de la

primera.

Por otra partz. la necesidad de que los maestros conozcan por
lo menos los invariantes que caracterizan a la topologia, no estd ligada solo
al desarrollo considerable de la topologia contemporénea sino también al hecho
de que actualmente, las investigaciones de la Escuela de Ginebra parecen mos-
trar que los primeros invariantes que va generando el nifio en su interaccidn
con €l espacio que lo rodea, se vinculan con nociones topolbgicas, mis adelan
te vz incorporando invariantes ca;acteristicos de la geometria proyectiva y

luego, casi inmediatamente, los de la geometria métrica.

Creemos ademds oportuno iniciar a estos adolescentes en el tra-
tamiento de funciones continuas de variable real, relacionadas con transforma-
ciones geométricas, aunque no aun desde un punto de vista rigurosamente formal,
sino desde el registro y posterior andlisis de relaciones numéricas en la va—

riacién de esquemas geométricos.

Por ejemplo:j .

e variacion del area total y del volumen de cubos

en funcién de la medida de la arista;

e variacidén del perimetro de figuras de la misma

r
Area; etc.



RECOMENDACIONES METODOLOGICAS

En todas las unidades trataremos de seguir las recomendaciones

metodologicas dadas anteriormente de modo de tener en cuenta que:

e el proceso de aprendizaje comienza con la formulacidén de hi-

pbtesis personales ante el planteamiento de un problema;

e para explorar las posibilidades de organizacidn de estrate-
gias que permitan resolver el problema, hay que documentarse

y analizar textos u otras fuentes que los aborden;

e lo tebrico debe nutrirse con la experiencia real en activi-
dades practicas que promuevan la interacci6n del futuro maes
tro con recursos geométricos materiales y su actuacidén con

los ninos;

e lo practico pone en accibn estrategias concebidas intelec-
tualmente y se complementa con la reflexién que realimenta

el marco tebrico que inspird las estrategias;

» la evaluacién es concomitante con el proceso de aprendizaje.

En cuanto a la organizacién de actividades en interaccidn con
la escuela primaria, la propuesta se enriquece con una mayor aproximacibn al
grupo tectal de nifios de un grado. Sin dejar de lado observaciones y microex-
periencias, se trata ahora de incorporar otra modalidad de trabajo: la prac-

tica en el aula. Ella consiste engee
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® Los alumnos maestros se relinen en pequefios grupos para planificar una
situacién especifica de aprendizaje que involucre la construccibén de no
ciones geométricas en un determinado grado; esto, naturalmente, en cone
xion con el maestro de ese grado y con el asesoramiento del Area de Cien
cias de la Educacién. Es interesante que cada pequefio grupo aborde acti-

vidades diferentes e intercambie luego sus experiencias.

@ En cada pequeifio grupo, uno de los alumnos maestros se hace cargo de 1l:z-

_var a cabo las acciones que requiera la situacidn planeada mientras los
deméds miembros registran las observaciones que permitan una reconstruc-
cidén objetiva de lo ocurrido para facilitar la reflexién y realimentar

asi la concepcidén de la experiencia.

® Todas las conclusiones integran una puesta en comin entre los pequefios
grupos para obtener los mutuos beneficios que promueve el intercambio,
sobre todo si se puede contar con la participacidn de docentes del area
pedagbgica para que aporten sus consideraciones a la interpretacidn de

cada proceso.

'LOS CONTENIDOS DE LAS UNIDADES PROPUESTAS .

Para una adecuada comprensién del desarrollo evolutivo de ta
concepcién del espacio en el nifio, serd necesario hacer un anélisis de los
distintos tipos de transformaciones geométricas y, en particular, conocer los
invariantes que caracterizan las transformaciones topologicas, las proyectivas
y las métricas, asi como las relaciones de inclusion que se dan entre los con-

juntos de invariantes de cada tipo.

Corresponde también establecer y comparar las distintas cate-
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gorias de orientacibén en el -espacio y el proceso de descentracibén infantil.

La exploracién, organizacidn y estructuracibén de las formas geo
métricas incluira una serie de experiencias que pongan en juego las propieda-
des del espacio que un nifio puede dominar gracias al progresivo alcance de 1o

topologico, lo proyectivo y lo métrico.

Por otra parte, son particularmente importantes para el futuro
maestro, aquellas experiencias que involucren el ejercicio de la actividad per
ceptiva y de las formas de representacidn, tanto en el plano como a través de
modelos espaciales. Se espera que, partiendo de esas experiencias, el adoles-
cente alcance los niveles de estructuracion posibles seglin su propio nivel evo

lutivo.

En particular, habré que considerar los procesos de adquisi-
citn de la conservacibon de la longitud, de la superficie y del volumen por
parte del nifio y la incorporacibén de todos los modos de cuantificacién de esas
magnitudes. Interesa que el futuro maestro logre la organizacibén de toda una
red de resultados que se expresan a través del sistema numéricoy configuran

las propiedades wétricas méds importantes de las formas geométricas.

Paralelamente, los problemas de tipo geométrico que no se re-
suelven con niimeros racionales, daran oportunidad para completar el campo de

los ntmeros reales.

Por Gltimo, problemas de variacién sistemética de formas geo-
métricas en el plano o en el espacio de tres dimensiones, permitiran la intro
duccién del analisis de familias de funciones y sus relaciones con expresio-
nes algebraicas, con especial consideracibén de las situaciones accesibles al

nivel de la escuela primaria.
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—Los anexos que siguen tienen por objetivo ampliar -con la pala-
bra de voces autorizadas- los conceptos vertidos en nuestra propuesta de uni-
dades correspondientes al MODULO 3, Su contenido, pues, esta dirigido a los
profesores del Area de Educacion Matematica. El uso que de estas lecturas pue-
de hacerse en las aulas de formacidén de maestros, deberad ser cuidadosamente
evaluado y contard con sugerencias concretas de nuestra parte en el desarrollo

de las unidades en si mismas.

_ -ANEXO I: Pertenece al matemético francés G. Walusinsky
y es un fragmento de un articulo aparecido en
la revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, afio XVI,
N® 61/1982, Titulado: La matematica hoy. En é1
se eshoza la "Matematica Moderna" en grandes
trazos y se reafirman las hipbdtesis didacticas

sobre las que basamos nuestro enfoque.

B ANEXO II: Consiste en un frageuto de HANNOUN, H. El nifio
conquista el medio, Fapelusz, Bs. As. donde apa
rece bien explicitado el aporte de las experien
cias escolares al proceso de desarvollo de la
concepcibén del espacio en el nific. Su lectura

debe complementarse con dos textos ineludibles:

- HOLLOWAY, G.- E. T. Concepcidn de la Geometria

en 2l nino segum Piaget.Paidds, Bs. As.,1969,

- HOLLOWAY, G. E.'T. Concepcidn del espacio en
el nifio segilin Piaget. Paidbs Ibérica. Barce-

lona, 1982.
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B ANEXO IIT: Contiene fragmentos de los capitulos IV y V
de COURANT, R.; ROBBINS, H. éQué es la Mate-

matica? donde se desarrollan metddicamente
las ideas fundamentales de Geometria Proyecti
va y de Topologia. El profesor Courant es fa-
moso por sus trabajos de investigacibn y po-
see la habilidad de exponer las mas dificiles
teorias en forma clara y amena, con abundan-

tes referencias historicas.

lIANEXO IV: Transcribimos en este anexo, el capitulo 1

de DIENES, Z. P.; GOLDING, E. W. La geometria
a través de las tramsformaciones. Tomo 1: To-
pologia. Geometria Proyectiva y afin. Teide,
Barcelona, 1972. En é1, los autores hacen una
exposicién rigurosa del contenido cientifico
pero fundamentalmente, encaran con profunda
comprension del mundo infantil, la descripcién

de experiencias accesibles a los nifos.

-Veamos los anexos ...




Por ejemplo: .

Funciones proporcionales o no proporcionales, crecien
tes, decrecientes, variadas; maximos y minimos de

una funcidn, etc.
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WALUSINSKY, G. La matemAtica hoy, en Revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, afio
XVI, N2 61/1982. Pp. 36 a 4].

[] I LA MATEMATICA MODERNA EN

GRANDES TRAZOS.

. No es realmente una exageracion decir
gue esta malemalica invasora s moderna
porque es de nuestro tiempo?.

Algo de verdad hay en esta observacion.
Olras epocas conocieron el conflicto de
j0s clasicos y los modarnos, incluso en ma-
lematica. Siempre se es moederno en algo
como siempre se es el hijo o la hija de los
padres. Para el matematico del sigio XVii,
Descartes era un moderng mientras que
muchos ae nuestros contemporaneos lo
ubicarian entre los grandes precursores de
la época clasica.

Sin embargo, en gicha exageraciéon hay
por lo menos una informacién Ktil jcuantas
personas, en efecto, estan convencidas de
que las matemalicas se han construido de
una vez para siempre o, todavia mas, lo
han sido de forma tan perfecia por los
grandes sabios de la antigiedad gue hoy
s6lo debemos repelirlas, "'recitarlas’'!. Te-
ned la seguridad de que no descuidamos
esa escuela; aprovecharemos las lec-
ciones de sus invesligadores gracias a sus
descubrimientas y también a sus fracasos.
Pero no debemos olvidar que la matemati-
£a e5 una ciencia viva (jcomo sI pudiera
haber una ciencia mueral jYa no seria
una ciencial). Cada sstudianie la remnven-
la, cada época la reconstruye con sus exi-
gencias de rigor; la matematica de 1830 no
es la de 1750 ni la nuestra. Hay una hislo-
fia del pensamiento matematico, lo mismo
que hay una historia de la filosofia: des-
pués de Descartes no se podria pensar co-
mo antes de él, pero pensar por si mismo
siempre sera una exigencia individual.

P

Z-Z-D.-,{é.. SRR R

Entrar en todos los detalles de Ia evolu-
cion de las ideas de la matematica en el
decurso ce los sigios nos llevaria dema-
siado lejos. Por un instante, me quedo con
esla unica realidad: la matematica evolu-
ciona porque es una obra humana.

¢Por qué insistir, pues, en nuestros dias
sobre ese calificativo ''moderna’’ si es ge
lodos los tiempos? ;Qué existe hoy que
sea mas actual?.

Puede ser que estemos mal ubicados
para juzgar porque justamente vivimos en
ese [iémpo actual. Es muy posible que en
un siglo toda la evolucién répida que hoy
impresiona nuestros sentidos, aparezca a
nuesiros sucesores como una lenta
muestra de un fendmeno mds amplio. Pero
no somos los historiadores del futuro:; a lo
sumo somos los actores de nuestro tiempo
que tratamos de comprenderlo. ;Qué es,
pues, lo especificamente modermo en Iz
matematica de hoy?.

1. Prioridad del dlgebra.

Una primera respuesta serfa tcdavia de
cardcter semihistérico: en 1931 aparecié
en Berlin la moderna d/bebra de Van der
Waerden, obra que retoma las ideas pre-
sentadas hacia algunos afos por Emil Artin
y Emmy Noether en sus cursos en la Uni-
versidad de Hamburgo. Bajo el nombre de
dlgebra moderna se desarrollaba una con-
cepcion relativamente nueva pero gue su-
merge sus raices en investigaciones mdas
antiguas, las de Galois, por ejsmplo (1830):
se subrayan las propiedades de ios enles
mas que los entes mismos; yigamos, para

11



simplificar, sobre la operacién mas que
sobre el resullado. El dominio del dlgebra
iendra desde luego una extraordinaria ex-
lensidn: estos entes ya no son s6lo los nu-
meros sino también los objetos de la ge-
ometria 0, mds generaimente, todos los en-
les susceptibles de un tratamiento mate-
matico. Dicho de otra manera, el algebra
se ha convertido en una especie de lengua
universal de la ciencia,

Esta importancia del dlgebra como me-
dio de expresién es un aspecto moderno
gue no deberd olvidarse.

2. Hacla una generalizacién més gran-
de.

A 1a misma dlgebra le corresponde /a in-
quietud de la mas grande generalizaciony,
por consiguiente, el acceso a un nivel de
abstraceidn superior. Para muchos no ini-
ciados, el &lgebra consistia en calcular
“spbre letras’’, entendiéndose que esas
letras representaban nimeros. Es esta ulti-
ma suposicidén lo que ya no corresponde
hoy; cualesquiera sean los objetos, los en-
tes sometidos al célculo y representados
por letras, lo que importa es solo su forma
de comportarse en las operaciones. El mis-
mo célculo se aplicard a tal conjunto de
numeros, por ejemplo, {1,2,3). y a tal con-
junto de rotaciones (las que permiten ubi-
car lal azulejo de cocina en su lugar..))
jQué importa el objeto (0 mejor qué impor-
tan los objetos) con tal que se tengan las
operaciones! Si el algebra se ha podido
converlir en el lenguaje comun de todas
las ciencias lo ha hecho al precio de este
esfuerzo de ''desencarnacion’:  herra-
mienta para la expresién pero gque, por s
misma, no expresaria nada en el limite.

Proporcionar a los que emplesn la male-
maélica, cada vez mas numerosos v que
operan en dominios cada vez mas va-
riados, las herramientas que pueden servir
a todos, es uno de los objetivos de la mate-
matica moderna. Incluso si siempre se hu-
biera comprendido que la matematica as-
pira a la generalizacion, se podria, creo, re-
conocer que esta aspiracion adquiere

amplitud original en nuesiros dias. Si hu-
biera que senalar un solo aspecto para
justificar el caracter “moderno™ de la ma-
lemdtica contempordnea, ese es el que yo
consideraria. A partir de él, se siguen todos
los demas aspectos de la ciencia contermn-
pordnea.

En primer lugar, el caracler muy abs-
tracto que a menudo se le reprocha, "'de-
masiado abstracto’ han llegado a decir
ciertas criticas. Es verdad, hay niveles su-
cesivos de abstraccion que, a menudo, pa-
recen inaccesibles al estudiante y, con ma-
yor razon, al nedfito, nivel que todavia no
se ha alcanzado. Esta cuestién de la abs-
traccion se vuelve a hallar al examinar los
trabajos de los psicologos y pedagogos
Contentémonos por ahora con reconocer
que los matemalicos contemporaneos
tienen perfecta conciencia de que la mate-
matica que hacen es abstracta: no se les
oculta (habia un ministro que no tenia nada
de matematico que reclamaba matemali-
cas’concretas ') este hecho y dicen con ra-
z6n que si se desea formular teorias poliva-
lentes, es necesario pasar por eso. El trén-
sito por o abstracto es una necesidad que
tiende a la polivalencia buscada. Se debe-
rian obtener importantes consecuencias
en lo que se refiere a la ensefianza inicial.

3. Una reconstruccién en todos los do-
minios.

En el plano de la misma matematica se
sbserva también que es el mismo edificio
“el qué sé ha debido reconsliuir, gue es ne-
cesario, constanlemente rehacerlo, desde
los dominios proximos a la filosclia y 1a lo-
gica hasta los que todavia hoy aparecen
como desembocanao en los problemas de
ia fisica. No hay, pues, en ia matlemalica
tal sector que seria “'moderno’’ en tanlo
que tal otro seguiria siendo ‘clasico’’. La
cohesion gel conjunto es demasiado fuerte
y justamenle subrayaga por el singular: /a
malematica, para que podamos Imaginar,
sea en la investigacion o en la ensenanza,
cualesquiera sean los niveles, sectores *'al
amparo” de la cornente moderna. Aqul
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alflesgaria una comparacion, una veéz ges-
CUDIEros 105 1elescopios (CcOmo imaginar
un observador asironomICO Que prescinda
de él bajo el pretexto de que Hiparco no
usaba ningdn instrumento optico? Si hoy
dispone del polente método axiomatico
. S€ creera que un matematico se condena-
ra a cierta impotencia por respeto a la ra-
dicion?.

Desarrolio del algevra. aspiracion a la
mayor polivalencia de las teorias, reorgan;-
z2acion en permanente perteccionamiento
del edificio matlematico en Su totaiidad, no
sSon mas que algunos de los caracleres de
la modernidad de esa matematca.
Quisiéramas poaer comgpielar el retrato es-
bozade aqui y acaso sea imposible ha-
cerlo, 1an rapida es su ranslarmacibn Por
o menes pedemaos concabir una de las ra-
20nes de esla evoiucion: adapiarse a las
necesidages crecienies ge la malematica
en las diversas ramas de la actividad hu-
mana. Cada uno, en la medica de sus post-
biligades, matemanza y por ese esfuerzo
espera un crecimiento de sus modos de
accion. Si hay un pasaje quée resulla labo-
[oso por io abstracto se espera de él un
gran 1rulo. (Sera necesaro reseivar esa
capacidag a algunos privilegiados?.

. LA MATEMATICA PARA TODOS.

Tranquilizaos, este lilulo no anuncia el
advenimiento de un impenalismo matema-
tico. NO se trata de crear un mundo en el
que 1odos NosSotros seamos matemalicos
especializados. muy capaces sin duda de
concebif y de organizar, sin que hubiera
nadie para ejecutar... 0 para hacer otra co-
sa. Pero pueslo que todos 10s cludadanos,
lodos los trabajadores de hoy y de mana:
na, lienen y tendran necestdad de una for-

macion malematca, €s necesario qus se

la aseguremos a lodos.

S, a todos, debido primeramente a 2sa
“ulihdad practica'’ en togas las achvida-
des de nueslias sociedades, como o he-
mos sefalago antes. A todos, también.
puesto que la ornentacion precoz de los
alumnos o Incluso ge los estudiantes, reve-
la una imposibihdad. Se lo ha inlentado

porque eillo simplificaria grandemente la
organizacion escolar (25% ae cientificos
18% qe literalos,... ;cuan comodo sena
es0 para poder prever las construccianes
escolares!); la incertidumbre de muchos
padres sobre el futuro de sus ninos queda-
ria mas apaciguada: resurgimiento del “'tu
sera poiilécnico’’. Ha sigo necesaric de-
cantar: el material humano no se deja en-
casiliar tan faciimente, las necesidades fu-
turas de nuesiras sociedades 1ampoco se
dejan prever tan rigurosamente

A todos, finalmente, porque togo ser hu-
mano debe poder acceder al conocimientc
por si mismo...

Formacién bdsica.

Por todas esas razones a la vez, la for-
macidn matematica basica, con espiniu
moderno, es necesaria y convenienie para
100o0s. La definicidn de un conjunto de co-
nocimientos utiles se pudo concebir desge
la época en que se podia descontar que lai
grupo de alumnos desembocaria en la in-
dustria y tal otro en las aclividades banca-
rias. Baslante loco seria quien enlgs liem-
pOs que corren se permitiera tales previ-
siones. Es mas seguro prevenirlo al estu-
diante. ''sabed que lo que hoy eslais
aprendiendo directamenie no 0S Servira
para nada; nosolros no sapemos cuales
seran vuestras necesidades; lo que os en:
sefamos €S necesario que os ayude a
adaplaros a las imprevisibles condiciones
en las cuales, efectivamente, lendreis que
observar, refiexionar, concebir, actuar, juz-
gar,... En el fondo... Quisieramos prepara-
[0S para vivir como mujeres u nombies
responsables, vale decir, libres en Ssus
reflexiones, en sus actos y en sus juicios’”

Un pesadec equipaje de conocimienios
enciclopédicos seria enlonces mas empa-
razoso que util; incluso seria tan embara-
2080 que descorazonaria a toda persona
lucida que debiera cargario. Herramienlas
intelectuales adaptadas (iodo 10 que sea
‘posiblé) a sifuaciones todavia desconoci-
das y una formacion mateméatica, pueden
contribuir eficazmente a forjarlos.




Los custro lenguajes.

No serd s¢lo ella, con toda seguridad.
Lengua materna, lenguas. extranjeras vi-
vas, he aqul los elementos de comunica-
cidn irreemplazables; una ensefianza de la
lecnologia, lodavia apenas organizada, de-
berlia dar una formacidn bésica, ciertamen-
te indispensable en nuestra civilizacién. Y
como broche de todo, la matematica, len-
gua universal, completa el conjunto de las
herramienias necesarias de las cuales de-
be estar provisto todo ser, si no quiere vivir
sin firmeza o sometido.

Insistamos un poco sobre ésta “'teoria”
de los cuatro lenguajes que, a veces, es
mal comprendida: ;no se habra visto una
especializacién prematura? ;O acaso !a
muerte de los estudios cldsicos, el de 135
lenguas antiguas en particular? Toda for-
macidn supone una eleccidn; es necesa-
rio. pues, distinguir las elecciones de la co-
lectividad para sus nifios y la eleccion del
alumno o del estudiante. Si los gustos 0 las
aptitudes actuan de lleno en este ultimo
caso —y un amplio abanico de opiniones
debe permitir al alumno ejercerlas libre-
mente— la eleccion de las disciplicas basi-
cas, Utiles para todos y para cada uno, de-
be ser la obra reflexiva de la colectividad.
Ahora bien, no es posible ubicar a todas las
disciplinas intelectuales en esa formacion
basica a rnesgo de reconstituir, s¢lo con
un cambio de nombre, una ensenanza an-
ciclopédica que es lo opuesto a una forma-
cion. '

Sin un domipio suiiciente de la lengua
malerna todo el mundo conviene en que nin-
guna formacion es posible. En el sigio de
las comunicaciones rapidas, en que los
| contaclos internacionales comienzan a
multiplicarse, toda medida que restrinja e!
aprendizaje de las lenguas vivas extranje-
ras seria atentaloria a |a libertad del indivi-
duo. Ignorar la importancia de las técnicas
sobre nuestra existencia seria lambién ab-
surdo; para convercernos bastaria con ve-
rificar cuanto trabajo les cuesta a los an-
cianos adaplarse a las nuevas condiciones
de vida (en verdad, se los deberia ayudar,
pero de parte de ellos, en los casos mas
tragicos, existe el absurdo rechazo de una

o
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matica basica aportia el complemento in-
dispensable a este conjunto educativo: es-
piritu de observacion y de andlisis, aprendi:
zaje de la conceptualizacion (desde la ob-
servacién de una situacién a la idea abs-
tracta); aprendizaje de la deduccion y, mas
generalmenie, desarrollo de! espliritu 16gi-
co; retorno a la observacion y a la expe-
riencia para experimentar la validez de las
nociones abstractas elaboradas asi coma
de las teorias construidas por via deduct:-
va. He escrito "‘completamente indispen-
sable'': me pregunto si no seria mas pru-
dente hablar de aprendizaje del pensa-
miento racional.

Esta ensefianza debe, evidentemente,
imbricarse en la de las olras disciplinas: no
es verdad que sélo en matematica se debe
pensar justamente y expresarse claramen-
le. La teoria de los cuairo lenguajes impli-
ca, por otra parie, fomar en serio un siste-
ma de opciones que permita a cada uno
sentir sus gustos, manifestar sus aplitudes
en fodos los dominios. He dicho “'tomar en
serio” porque, hasta ahora, cuando hay
Una opcidn, no todos piensan en una ense-
fanza de primera clase. Toda opcidn cabe.
por lo contrario, ser considerada como ele-
mento conslitutivo de una verdadera for-
macidn cultural. Dara, por otra parte, oca-
siones especiales para usar los cuatro len-
quajes y asi motivara los estudios basicos

También seria necesario que esta for-
macién malematica necesaria para todos
sea accesibie a todos; ;es posible?.

IV. UNA MATEMATICA ACCESIBLE PA-
RA TODOS.

Si no lo fuera este trabajo perderia su
sentido. En todo caso. frente a las neces:-
dades de la sociedad de personaies califi-
cados y sobre todo capaces de adaptarse
rapidamente a situaciones nuevas. enca-
rar los deberes del individuo consigo mis-
mo (comprender el mundo en el cual se vi-

ve y saber desempenar una funcion en él), |

todo nos dice gue ya no es el tiempo de
una matematlica dedicada a los happy few.



¢Una matemdtica para los escogidos?

Existen lodavia partidarios de esa for-
macion, de esa '‘alta formacion para los
escogidos'’ que tenia cierta eficacia prac-
tica cuando habia_dos dominios bien sepa-
rados; el de los que concebian o dingian vy,
paor otra parte, el de los que nho podian sino
obedecer y ejecutar. Cierta concepcién
tradicional de la@nseflanza ha colocado
las cosas en esas condiciones siniestras
medianle una suerte de pesimismo acerca
de las posibilidades de los nifos con res-
peclc a la matematica. Cuando se propo-
nian lan solo difundir en 10s jOvenes ce-
rebros algunas {érmulas "“uliles’”’, algunas
recelas expenmentadas (entre las cuales
habria que hacer un lugar especial a la
“‘regla de tres’’) se lrataba de facilitar muy
poco el acceso a las nociones para prepa:
rar el acceso a las abstracciones. Se e exi-
gia 10do a la memoria: saber sus tablas, tal
COmo Seria necesario conocer sus depar-
lamentos (preieciuras o subprefecturas).
Se lenia el pudor de no asombrarse dema-
siado ante los fracasos. pero era aigo osa-
do afirmar que la mayoria de los escolares
era poco gotada: no se les daba en efeclo
ninguna oporlunidad de manifestarse y
luego de desarroliar sus dones.

En esta concepcion tradicional todos I0s
esfuerzos pedagogicos se dedicaban a la
preparacion, al adiestramiento. La idea de
reservar los mejores profesores (suponien-
do que se lo pueda hacer, que se I0s sepa
distinguir) a los mejores alumnos (Supo-
niendo que dispongamos de criterios para
seleccionarlos), tiene todavia sus partida-
ros. Algunas clases preparalonas para ios
concursos de las grandes escuelas fundan
en ello su reputacién y nadie podria tratar
de revelarse indiscretamente contra el
plan de ensefanza matematica si no se hu-
biera descuidado la ensefianza para lo-
dos?.

En lo que, para avanzar ;apidamenite, se
denomina “‘renovacion de la ensepanza
malematica’’, existe lelizmente la conjun-
cion de una reforma ce los conteniqos y
una reforma nc menos impartante de los

‘métodos didaclicos, se trata de un eida-

dero cambio de orienlacion, de una refor-
ma en profundidad, de una nueva concep
cion de la ensenanza malematica.

Una nueva pedagogia matemadtica.

Esto se basa sobre la feliz conjuncion de
las ideas denominadas modernas, en ma-
tematica, y los descubrimienios de las
ciencias de la educacién acerca de la for-
macion de los conceptos en la mente del
nifo asi como sobre las lecnicas de los di-
versos aprendizajes. Debemos complelar
0 que ya hemos dicho sobre las primeras
Sera lodavia mas util examinar en detalle,
tanio como podamos, el aporte actual de
las ciencias de la educacién. Sin embargo
es necesario insistir en seguida sobre el
acuerdo perfecto exisiente entre las exi-
gencias de la matematica denominada mo-
derna y las recomendaciones que los in-
vestigadores de la psicologia y de la peda-
gogia pueden hacer a quienes ensenan.
Para simplificar, resumamoslas en algunas
frases un poco esquemalicas.

— Prioridad de la accion del alumno. Se
trata de evitar a cualquier precio que el
alumno acepte pasivamente las instruc-
ciones, las definiciones, las abstracciones
formuladas por el maestro. Para avanzar
rapidamente (en apanencia) el maestro
siempre siente la tentacion de imponer su
concepcion; por pereza, no delesta la cien-
cia complelamente hecha pero, al termino
de cierto tiempo, siente una sensacion ge

1. Precisemaos sin relardo que 1a Inspeccion Gene
fal ge Malemalica surge directamenie oel cuerpo de
prolesores o€ las clases preparaloiias ge las grandes
escuelas centilicas; InCius0 Cuango esla encalgada
ae 10s e51uaIos secundanos, resarva (0dos Sus cua-
g0s y priofifanamente anenta su accion en un sentiao
lavorabie a las ciases preparalonas. Tales circuns:
(ancids 1ISOMas parecan acaso explcar 1a «ncapaci
dad de la Inspéccion General paiz desempenar olia
luncion que ta de frenar fa relorma oe la ensenanza
malemabic:
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disgusto por el estudio y la fuente de los
| fracasos. La funcion (dificil) del maestro es
provocar la accion del alumno: 1a importan-
cia de la eleccion de las situaciones a eslu-
diar, de las cuesliones a planlearse y de ia
forma de plantearlas. Papel dificil pues el
maestro debe resistif a la porfia de wimpo-
ner su concepcion, evilar sus procedimien-
105 aun cuando eslos sean muy a menudo.
st no siempre, preferibles.

— El alumno debe observar, analizar.
Por t1anlo, es prelerible evitar las cues-
liones demasiado precisas. Aprender a
buscar bien es aprender a tralar de plante-
arse cuestiones. Entre los medios para evt
lar las cuestiones demasiado precisas (y
cuya lormulacion indica a veces queé Lipo
de respuesta se espera) el auxilio de los
malenales didaclicos bien conocidos a
menudo es muy eficaz. Al respecto existe
una rica experiencia acumulada por las
maestras de los jardines de infantes (el
hecho de que sus alumnos no sepan escri-
bir las ha obligado, a subrayar la imponran-
cia de las manipulaciones: '"También ha-
cen falla las manos para instituir un ten-
guaje’ decia Paul Valery. En los diversos
niveles de ensenanza, diversos materiales,

alumnos. ocultan riqguezas matematicas in-
sospechadas. Existen muchos ejemplos de
maleriales concebidos para el primer
aprendizaje del cdlculo y en los cuales los
empleadores han puesio en evidencia
eslructuras desconocidas para los fabri-
cantes o inventores.

— El alumno debe abstraer. Sa trata de
una elapa fundamental que no se podria
"quemar' bajo el pretexto de que el alum-
no tarda en concebir la abstraccién que el
maesiro ha adquirido desde mucho tiempo
atrads. La abstracciéon impuesta no tizne
ningun valor para aquél a quien se le impo-
ne; muy corrientemente la acepta sin con:
cebir su alcance... Por lo contrario, si la
conquista al cabo de numerosas observa-
ciones o discusiones (con alumnos, como
| €l. en france de abstraer), sabe "‘de dénde
| vuelve " no se {rata en ese caso de una no-
cion extrana a su mente.
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imaginados o construidos por los mismos

— El alumno debe deducir. Si tiene los
medios légicos para hacerlo (la experien-
cia ha mostrado aptitudes limitadas, pero
ciertas, para la deduccion en nifos de cin-
co anos), y sobre todo si siente la necesi-
daa de hacerlo.

— E! alumno debe aplicar, esto es, de-
be usar sus conocimientos, sus adquisi-
ciones.

Un nuevo clima en la clase.

Por lo tanlo, la tarea del maeslro se
vuelve nueva. Para él, se trala menos de
difundir su saber en la cabeza de sus alum-
nos que de prepararles situaciones enri-
quecedoras. Se lrata de estar pronto para
responder a las preguntas més in-
congruentes, de saber guiar a las sintesis
indispensables y, en cierfos casos, de sa-
ber obtener por si mismo ciertas observa-
ciones parciales o torpes, esas que los
mds habiles habrian podido descubrir (de-
jandoles sin embargo a los alumnos la par-
te mas bella, la del descubrimiento). Tarea
ardua, tanio sobre el plano matematico (es
necesario dominar, manejar un tema, para
comprender los enfoques torpes de los
principantes y saber orientar sus pasos)
cuanto sobre el plano pedagdgico (apren-
der a no decir mas gue lo que hace falta.
aprender a corregir sin descorazonar,
aprender a comprender las formulaciones
“incomprensibles’...) 0 sobre el plano pu-
ramente humano {(no es cuestion de que el
maestro brille; junto a sus alumnos debe
ser un ariesano en su trabajo. Es una muta-
cion de la funcidon docenle que no carece
de grandeza: la de la humildad.

También le corresponde la cuestidon de
la fraternidad. El didlogo entre los alumncs
y maestros es una condicién indispensable
para este género de trabajo; el obstéculo
que el cursoc magistral creaba, para ese
didlogo, deja de exislir si el alumno siente
que el maestro es un comparero de traba-
jo; acaso incluso perciba con bastante ra-
pidez que el maestro es el alumno de sus
alumnos: cada dia puede aprender algo de
cada uno de ellos.




Aprende también de los intercambios
gue puede y debe lener con sus colegas,
Las lentativas de trabajo demasiado tim-
das de muchos equipos de maesliros ya
han convencido a muchos escepticos que
no suponian el interés que pueden tener
estas cosas: el maestro, sobre t0do si sus
alumnos sor muy jovenes. tiene necesi
dad. él también. de dialogar con semejan:
tes adultos como é&l. '

En sintesis. el espirity modernc pone ef
acento sobre la construccion matematica;
los aportes de las ciencias de la educacion
insisien sobre ia indispensable funcidn de
la accién personal del alumno; las investi-
gaciones pedadogicas ponen en evidencsa
la necesidad de una formacidn permanen-
te de los maestros que los transforme de
“‘recitadores’ en “'invesiigadores’ peda-
gégicos. Hay en esta convergencia de las
tendencias de la matematica y ia pedago-
gia una posibilidad que se debe asir: se
podria pensar que una reforma de la ense-
fariza matematica era indispensable; se
encuentra que es posible, que esta, es el
momento de decirlo, al aicance de la ma-
no.
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HANNOUN, H. El nifio conquista el medio. Kapelusz. Buenos Aires. Pp.

72 a 91,

O

A. Como el nino percibe el espacio

Los efectos del egocentrismo infantil
sobre la percepcion del espacio

Al respecto, los efectos del egocentrismo infantil nos parecen
importantes en ires dreas diferentes:

El nifo solo puede percibir un espacio acorde con sus propias
dimensiones,

En razon del ''realismo intelectuat™, el nifo percibe el espacio tal
como |o piensa y no como lo ve.

La lateralizacion del nino, el reconocimiento de la derecha vy la
lzquierda, presenta una dificultad no despreciable.

El nifo, poco preparado para aprehender el mundo —y el
espacio— de los adultos, lo transformard de alguna manera para
reducirlo a sus propias dimensiones. Ese espacio donde se sentira
bien, ese espacio suyo sera, ante todo, su propio cuerpo. Todos
sabemos cudnio les gusta a los bebés descubrir su propio cuerpo con
sus manos. Todo lo revisan: la mano derecha descubre la izquierda,
luego el brazo, pronto las partes genitales o los pies. lgual que le
sucedia al pequeno Jean-Christophe. Veamosio:

“Nadie se ocupa de €l; no necesita a nadie... Su cuerpo le es
suficiente. iQué divertido es! Se pasa horas enteras contemplando
sus unas, riendose a carcajadas. Todas tienen fisonomias d/ferenfes,
se parecen a persongs gue él conoce. Las hace conversar entre s/,
bailar o pelearse. iY el resto del cuerpo! ... Sigue lg inspeccion de
todo lo que le pertenece. [Cudntas cosas asombrosas! Algunas son
muy extrarias. Queda curiosamente absorbido por su aspecto.

A veces se sintio sobrecogido cuando lo sorprendieron asi.”
(Romain Rolland, op. cit., pag. 16.)

Esa importancia que el nifno asigna a su propio cuerpo no se
perderd jamas, aun cuando, mds tarde, adoptard otros aspectos %,
Estudiaremos las consecuencias pedagogicas de ello.

Ese espacio propio, que el nino descubre desde sus primeras
semanas de vida, pronto se abrird hacia el espacio exterior, el espacio
de las cosas. En este plano, serd facil concebir que nuestro espacio de
adultos, casas, muebles, calles y plazas, campos y montanas no
corresponden a la dimension de un ser que apenas acaba de salir de la
estrechez de una cuna. E| nino reconstruira ese mundo extrafo de
acuerdo con sus propias dimensiones. Lo convertird en s¢ mundo; no
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transformandolo efectivamente, por supuesto, sino adaptandose a ¢l
mediante una imaginacion transformadora de las cosas. Todos
habremos comprobado, por ejemplo, cuanto fes gusta a los nines de
la escuela elemental jugar debajo de las mesas (los muy pequenos), o
aislarse en rincones, chozas, desvanes, etc. (los mayores del ciclo
medio). Aunque la interpretacion de tales actitudes no se refiere
exclusivamente a cuestiones del espacio, puede afirmarse que, en
todos los casos, el nino tiende a fimrtar ¢l espacio de sus evoluciones
con ¢l fin de reducir el espacio objetivo a dimensiones aprehensibles
para ¢l. Es innegable que los '‘rincones-taller” de los jardines de
infantes responden de alguna manera a esa necesidad del nino de’
ocupar el espacio, A los ninos del curso preparatorio o del curso
elemental, a veces hasta a fos del curso medio, les resulta dificil
organizar espontaneamente juegos que ocupen todo el patio de
recreo (si es de tamano normal), porque no sgben ocupar un espacio
tan grande. En fa mayoria de los casos preferirdn organizar juegos
que rfequieren  espacios mas restringidos. Haremos una Gltima
observacion: un nino ante una hoja de papel en blanco tiene dificultad
en {lenar con su dibujo toda ella, Nuevamente, esta vez sobre el plano
grafico, no sabe ocupar el espacio. Tenemos que ensenarselo.

No satisfecho con rechazar del espacic ias dimensiones demasiado
vastas para €, el alumno de la escuela elemental muchas veces
zransformard el espacio que conoce para darie una significacion
conforme con su personalidad y sus deseos. Muy pronto el rincon del
comedor sera el dormitorio de la mufieca, un rincén del jardn sera el
secreto lugar de reunion para ejecutar distintos juegos. En alguna
medida, el espacio del adulto es transformado por el nifo no solo
desde un punto de vista cuantitativo, en sus dimensiones, sino
también desde el cualitativo, en su significacion. Y en ese espacio, el
nifio se siente muy comodo. Igual que le sucedia a Jean-Christophe:

"Cuanto peor erg el camino, tanto mds hermaoso lo encontraba
Christophe. El lugar de cada piedra tenia un sentido para él; las
conocia a todas. EI relieve de un carril le parecia un accidente
geografico poco menos importante que el macizo del Taunus. Tenia
en su mente el mapa de los hoyos v abultamientos de toda la zona en
un drea de dos kilometros alrededor de su casa. Asi, cuando
cambiaba algo en el orden establecido de las huellas, no se creia
menos importante que un ingeniero con unag cuadrifla de obreros. Y
cunndo habia aplastado con el tacto la arista seca de una gleba y
llenado el hueco debajo de ella, sentia que no habia perdido su
jornada.” (Romain Rolland, op. ¢it., pdgs. 22-23.)

El espacio es para el nino pequeno, en primer lugar, un mundo en
el cual no quiere —o no puede— entrar. La porcidon de ese mundo en
sue  decide aventurarse la conquistard sélo al precio de una
transformacion cuantitativa y cualitativa a fa vez. Incumbe, pues, al
educador ayudar al nifo a penetrar en espacios cada vez mas amplios
y verdaderos. j
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~ En cuanto al “realismo intelectual’ del nifio se refiere, creemos
poder retomar aqui las conciusiones de jean Piaget acerca de la
cuestion *®. Piaget insiste, sobre todo, en la nocidén de perspectiva
que durante mucho tiempo resulta inconcebible para el nifo, aun
después de los ocho o nueve anos. Si bien alrededor de esa edad, el
pequeno, a quien se le muestra un grabado de una via de tren,
reconoce en el la perspectiva, durante mucho tiempo aun serd
incapaz de representar esos rieles teniendo en cuenta esa misma
perspectiva. En su dibujo aparecerd el paralelismo, porque sabe que
fos rieles no se encuentran jamds. De modo que el nino no sabe ver ¢l
espacio. En €l, el mundo exterior y su representacion todavia se
hallan mezclados. Expusimos anteriormente, en este mismo sentido,
la tesis de Luquet sobre el dibujo infantil.

El problema de la distincion entre derecha e izquierda reviste,
segun nuestra opinion, una importancia mayor aun. En efecto, para
el nino, y en general para los que adoptan una actitud antropocén-
trica, el espacio se divide en cuatro partes: lo que se halla delante de
mi, detras de m(, a mi derecha y a mi izquierda. Esta distincion es el
primer analisis que el nino hace de su espacio, instintivamente o con
el fin de responder a necesidades exteriores. E| reconocimiento de
adelante y atrds suele ser fdcil de lograr. Adelante es el sentido de la
marcha, es lo que veo con los ojos, es lo que la mano alcanza con
mayor facilidad, etc. Atras es lo opuesto a adelante. Estos criterios
son vivenciados Intimamente por el nifo y como tales los adquiere
con facilidad. No sucede lo mismo en cuanto a la distincidn de
df:rrr:chagr e izquierda, respecto de lo cual esos criterios muchas veces
faltan *7.

En su obra sobre “Le jugement et le raisonnement chez !'enfant "’
(Delachaux et Niestle, pags. 137 vy sigs.), Jean Piaget expone las
conclusiones a las que llego en este ambito. Para €l, y segun sus
apreciaciones, el nino de cinco a ocho anos solo distingue lo que se
halla a su derecha y a sv izquierda. En la mayoria de los casos le
resulta imposible dar el paso de su derecha a la de su interlocutor. De
los ocho a los once anos, esto es posible: el nifo distingue la derecha
y la izquierda del interlocutor que se halla frente a él. Finalmente, a
partir de los once o doce anos, el nifio sabra situar los objetos en su
relacion reciproca: el escritorio del maestro se encuentra a la
izquierda del armario, la puerta del aula esta a la derecha de la
estanteria, etc., y esto independientemente de la posicion propia del
nino.

Serialemos los efectos del egocentrismo en cuanto al espacio. En
un principio, el nifo no es capaz de aprehender el espacio en sus
dimensiones reales ni en su significacion verdadera, no sabe represen-
tarlo ni analizarlo. Son estas imposibilidades o dificultades las que
nos dictaran la gestion pedagogica para subsanarlas.



Los efectos del sincretismo NET .
sobre la percepcion del espacio en el nitio

Encontramos una definicion perfectamente clara de lo que
podriamos Ilamar el sincretismo espacial, en el siguiente texto de
Burloud:

“Por regla general se admite que el mundo, en un principio,
aparece al nino como un panorama confuso, una continuidad
coloreada en que los objetos no tienen contornos propios, o aun,
hablando mds exactamente, no hay objetos, sino solamente claros de
luz Gue alternan con manchas de sombra."' (Psychologie, Hachette,
pag. 193

Al leer este texto, casi nos sentimos inclinados a decir que la
vision del mundo, a los ojos de un nino pequeno, recordaria aquella
gue se obtiene mediante una fotografia tomada con una cdmara mal
enfocada: borrosidad general, imagenes de contornos muy esfu-
mados, colores entremezclados, etc. El sincretismo, en cuanto supone
globalizacion y confusidn, encuentra en esto su descripcion mds
exacta. :

Pero hay mas. Ya hemos visto que, en cuantc al objeto fisico,
una de las consecuencias del sincretismo era el hecho de que las
propiedades de un objeto se consideraban como “adheridas” a €l: el
sombrero rojo de una dama es parte integrante —no accidental— de la
imagen de la mujer, asi como el follaje verde de ese platano esta
“adherido” a él, sea cual fuere la estacion. Ese vinculo, esa confusion
de i accidental con lo esencial vuelve a encontrarse en el nivel de la
aprehension del espacio, en |2 medida en que el nino no sabe separar
el objeto del espacio que ocupa. Para él, el espacio no es ese
receptaculo que puede contener un objeto cualquiera. El florero que
se halla en el anaquel no es concebible fuera de ese sitio. La
ubicacién espacial dél florero —el hecho de hallarse en la repisa—
constituye en ia mente del nifio una parte integrante de su imagen del
florero. El florero estd en el estante o deja de ser ese florero ** . Una
experiencia andloga se hizo en la psicologia animal. Antes de la vuelta
de las golondrinas a una aldea, se desplazaron sus nidos a una
distancia de aproximadamente 50 centimetros. Al volver, los pdjaros
los abandonaron; no fos reconocian. En efecto, la percepcion que
tenran de ellos no lograba separar los nidos mismos del espacio que
ocupaban. René Hubert describe este fenomeno en el siguiente
pasaje:

“Esos conjuntos (de objetos vistos por el nifio — H.H.) todavia no
estan ligados unos a otros por relaciones objetivas, sobre todo de
espacio, tiempo, y menos aun, de causalidad o, mejor dicho, estdn_
incorporados al lugar donde se presentan, al momento en que se

perciben.” (El desarrollo mental, vers. cast. Editorial Kapelusz,
Buenos Aires.)




La evolucion de las formas de aprehension
del espacio en el nirio

La percepcion del espacio en el nifo no escapa a la regla
fundamental de su evolucién general, que avanza en una direccion
marcada por tres etapas esenciales:

— La etapa de lo vivido.
— La etapa de lo percibido.
— La etapa de lo concebido.

Primeramente, el nifo vive el espacio. Vive las distancias y los
recorridos. No percibe la distancia que separa la mano de la cuchara,
puesta delante de ¢él en la mesa. Necesariamente, no concibe esa
distancia. Solo la vive, por su imposibilidad fisica de alcanzarla. Este
hecho, ademads, explica que a menudo el bebé parece no comprender
que no puede asir un objeto colocado fuera de su alcance. Como no
percibe ni concibe las distancias, como sdlo las vive, las experimenta,
no puede, por eso mismo, percibir ni concebir la imposibilidad de
alcanzar los objetos. Experimenta esta imposibilidad al fracasar su
movimiento. De ahi también la frecuente tentativa de los ninos muy
pequenos de alcanzar el cielo raso, la arana que estd suspendida de él,
las hojas de los drboles, etc. Esa etapa del espacio vivido es el estadio
del “‘aqui™. A causa de la forma de aprehensién del espacio, la Unica
de la cual es capaz por ahora, el nific no puede superar el
descubrimiento de un espacio ‘'adherido’ a su persona fisica.

ESPACIO CONCEBIDO

etapa del “doquier”
L {matematica)

ESPACIO PERCIBIOO

etapa del “alld"”
(geografia)

ESPACIO VIVIDO - |

gtapa de! “"aqui”
(experiencia directa
del medio)

Direccidn de la evoiucidn de la percepcion del espacio en el nifio




En la misma medida en que la experiencia primaria del nino es
siempre experiencia directa del medio, su primera aprehension del
espacio sera la del espacio vivido.

Es pues facil de comprender que ese espacio vivido solo puede ser
un espacio fisico con el cual el nifo se halla en contacto biologico.
Mas ain, por lo general, el nifio vivencia ese espacio mediante el
movimiento. El nino vive el espacio del patio de recreo recorriéndolo,
empezard a apreciar la diferencia entre las distancias que lo separan
de dos objetos, que estdn ubicados lejos uno del otro, yendo a
buscarlos. El nifio de los jardines de infantes y del curso preparatorio
vive su espacio, esencialmente por medio de su locomocion *? .

A partir de all(, llegard a |a segunda etapa de aprehension del
espacio: la del espacio percibido. En esa etapa el nifio llega a ser
capaz de percibir el espacio sin tener que experimentario biolégica-
mente, como en el estadio anterior. Por lo tanto, si ensenar al nino a
analizar el espacio (a distinguir las distancias, las posiciones, adelante,
atras, dentro, fuera, etc.) solo era posible haciéndole vivir esas
distancias y posiciones, ahora sera suficiente hacérselas percibir. Se
ha desarrollado lo que los psicdlogos llaman la distanciacion del nifio
con relacién al espacio: el nifio retrocedid ante su objeto para
conocerlo mejor. En la edad del ciclo elemental y el ciclo medio el
nino es capaz de distinguir las distancias al observar un paisaje o una
fotografia, zr de precisar la posicion de los objetos por la mera
observacion *°, :

En esa etapa, el nifno descubre no sélo el “aqui™ sino también el
“alld", ese “"alld” que le transmiten sus sentidos, que su cuerpo —su
movimiento— ya no tiene que experimentar en forma directa. Del
“aqui™ al “alld” existe, pues, una ampliacion del campo empirico del
nino, un ensanchamiento que nos dard el sentido de nuestra accion
pedagogica posibie, pues ahora, ensefiar al nifio a analizar el espacio
significa pedirle gque lo haga no ya mediante su movimiento, sino a
través de la mera observacién. El progreso es considerable, porque
abre al nifo el dominio de la geografia propiamente dicho, en cuanto
ciencia de paisajes. Ahora es posible ir mds alld del descubrimiento
del espacio del aula o de la calle, para aprehender el de la colina
cercana a la escuela, del pancrama del pueblo visto desde una altura,
de la fotografia aérea de la region, etc.

Es, pues, un adelanto considerable, pero no definitivo. Porque, a
partir de ese estadio, hacia los oiice o doce anos, el nifio serd cada vez
mas apto para aprehender el espacio concebido. Se trata del espacio
matemdtico, del espacio abstracto, tal como se encuentra por
doguier: Tas formas ya no reciben un contenido concreto. Sélo
contienen relaciones. Se tratard del cuadrado, del rombo, del
poligono regular, etc.

Del “aqus™ al “alld” y luego al “por doquier”, del espacio vivido
al percibido y después al concebido, del conocimiento por el cuerpo
y su movimiento al conocimiento por los sentidos {esenciaimente la
vision), y mds tarde al conocimiento por el espiritu, asistimos a la
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misma manifestacion de la gran ley de la evolucion infantil: de lo
concreto a lo abstracto, de lo fisico a lo mental, de la experiencia a la
reflexion. Respetar al nino con nuestra accion pedagdgica significa, -
entonces, respetar esa ley que los psicologos descubrieron para
noSotros.

B. Como se debe ensenar al nino a situarse y
a situar los objetos en el espacio

Se tratara de ayudar al nifo a aprehender un espacio indepen-
diente de él, a ''deslindar” el espacio de su propio punto de vista. Se
tratard, ademas, de ayudarle a considerar el espacio independiente-
mente del objeto que en ¢él se encuentra, o sea nuevamente, a
“deslindar” los objetos exteriores del espacio que ocupan. Piaget
llama descentracion a estos fendmenos.

La primera direccion en que debemos ejercer nuestra labor
pedagogica se referird a la estructuracion misma del espacio. Hemos
visto que el sincretismo de la percepcion del nifo es la causa de que
no pueda desprender el objeto exterior de su espacio y, por
consiguiente, llegar a discernir las distintas categorias espaciales que
se le ofrecen (nociones de “cerca de”, “abajo’’, "'al borde de"', etc.).
Ahora bien, puede decirse que mientras el nino no haya asimilado
esas categorias espaciales (sobre las cuales volveremos), no podra
situarse a si mismo, ni a los objetos exteriores! de una manera
objetiva. Nos incumbe ayudarle a reconocer vy clarificar esas
categorias y relaciones, en una palabra, a descubrir la estructura
objetiva del espacio y, finalmente, a cuantificar esas estructuras
penetrando en el mundo de la medida. Veremos, en efecto, que no
podemos conformarnos con apreciaciones cualitativas de tipo “lejos
de" o “cerca de”. Una formacion cientifica del nifio requiere que
establezcamos una relacion entre el hecho de que (AB) =6y (CD) =
8, por una parte, y {(AB) < (CD) por la otra.

La segunda direccién en que deberd ejercerse nuestra accion
deriva intrinsecamente de la anterior. Se referird a la extension del
concepto de espacio. Se trata de ayudar al nifo a situarse y a situar
los objetos en espacios cada vez mds extensos. Hemos visto que, en
los primeros anos, el nino sélo podia aprehender su espacio
inmediato, vivido. Teniendo en cuenta al respecto su propia
evolucion psiquica, debemos ayudarie entonces a extender ese
espacio y permitirfe desplazarse y que conozca un espacio cada vez
mayor: después de la habitacion o el aula, sera la calle, el barrio o el
pueblo, la ciudad, la region, el paris, el continente, el globo terraqueo,
etc.

Lo que aqui importa es, en cierto sentido, la '‘cantidad de
espacio’’, mientras que la busqueda de la estructuracion del mismo,
considerada mds arriba, se referia a su “calidad”. Por lo demas, esa
extension del concepto es un hecho que nosotros mismos, los
adultos, conocemos muy bien. Admitamos que, en efecto, si




podemos situar con alguna precision la ciudad de San Francisco con
relacion a la de Belgrado, o los montes Urales con referencia al Nilo,
esa situacion de los objetos espaciales se volveria mas delicada si se
tratara de representar jupiter con respecto a Urano o simplemente la
Luna frente a Marte. Surge aquir, sin duda, un problema de
formacion. Sin embargo, no es menos cierto que el espacio que
nosotros, los adultos, podemos aprehender, tiene sus propios limites
subjetivos. Para el nifo, esos |imites son aun mas estrechos. Nos
incumbe ensancharlos. Con el fin de lograr una penetracion mds
profunda tanto en la estructuracion como en la extension del
espacio, pasemos revista a los siguientes aspectos de la cuestion:

— Avyudar al nino a tomar conciencia del espacio ocupado por su
cuerpo.

— Avyudarle a tomar conciencia de la orientacion del espacio.

— Ayudarle a tomar conciencia de la delimitacion del objeto en el
espacio.

— Avudarle a tomar concienzia ae las posiciones relativas de los
objetos en el espacio,

— Avyudarle a tomai ccnciencia de las distancias de los intervalos y a
penetrar en el mundo de la medida y la esquematizacion del espacio.

La toma de conciencia del espacio corporal

La toma de cornsiencia del propio cuerpo reviste en el nino
esencialmente el aspecto de una educacion psicomotriz orientada a la
lateralizacion, por una parte, v al afianzamiento del esquema
corporal, por la otra *!.

La lateralizacién. Jean Tirman (op. cit, pag. 4) toma de H.
Pieron la siguiente definicion de la lateralidad: “Predominio de uno
de los dos dispositivos de una mano, de un ojo, etc. que determina la
existencia de diestros o zurdos, manuales u oculares”. Ademas, el
autor destaca con razon la existencia de un predominio en los
‘miembros inferiores, |

Este problema de la lateralidad nos ofrece un ejemplo sorpren-
dente de lo que hemos ilamado el espacio vivido. Volverse diestro (o
zurdo) significa vivir (a veces sin siquiera tener conciencia de ello)
una primera division del espacio en dos partes asimétricas. Y esa
division es el rudimento, ain muy débil, del futuro andlisis que
conducira al nifio al reconocimiento del espacio matematico.

Es, pues, indispensable que esa lateralizacion se produzca en
forma conveniente, es decir, nitida. El nifio debe tener una idea clara
de su espacio vivido para poder superarla y concebir un espacio mds
elaborado. Tirman (op. c¢it, pag. 4), citando a René Zazzo,
recomienda al respecto que la norma de accion por seguir en ese
ambito consista en “ayudar al nino a lateralizarse netamente” y “si la
lateralizacion es netamente zurda, estimular la zurdera y esforzarse
por disipar en el nino todo lo que podria dar lugar a un sentimiento
de inferioridad”’.
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El esquema corporal. Tomamos de la obra citada de Jean
Tirman la definicion del esquema corporal: "'Basado en impresiones
tactiles, cinestésicas, laberinticas y visuales, realiza, por medio de una
construccion activa constantemente modificada de los datos presen-
tes y pasados, la sintesis dindmica que provee, tanto a nuestros actos
como a nuestras percepciones, el marco espacial de referencia en que
adquieren su significacion" (Ajuriaguerra}. Y Tirman agrega que el
esquema corporal es ‘g la vez la imagen intuitiva del yo fisico y la
representacion del cuerpo que actua en el mundo exterior”. (Op. cit.,
pag. 6.)

Esa imagen, que el nino se hace de su propio cuerpo, se va
generando poco a poco durante los diez primeros anos aproximada-
mente. "'Es el resultado y la condicion de la existencia de relaciones
adecuadas entre el individuo y su medio.” (H. Wallon, citado por J.
Tirman, op. cit, pag. 6.) Desde los cinco a los siete anos, el nifo
toma paulatinamente conciencia de su cuerpo con sus distintas
partes, mostrandolas y nombrandolas. De los seis a los nueve anos,
aparece lentamente la posibilidad de transferir a los objetos y a otra
persona lc que ha comprobado en si’ mismo.

Comprobamos un ejemplo nuevo de ese espacio vivido por el cual
se inicia necesariamente la educacion motriz del nino. En ultima
instancia, como dice muy bien Tirman, el esquema corporal no es,
todavia, una toma de conciencia de si mismo, sino una simple
“imagen intuitiva’ del propio cuerpo, de un cuerpo, por de pronto,
tan solo vivido. Pero es necesario que sea vivido en su totalidad, para
que de €l nazca una imagen cada vez mds consciente de s’ mismo y
del mundn e:terior.

Ese anilisis del espacio, hacia el cual queremos encaminar a
nuestros ninos, empieza alli; el nifno lo hace primeramente con su
cuerpo, antes de hacerlo con los ojos, para acabar por hacerlo con la
mente.

La orientacion del espacio

Digamos, en primer lugar, que el espacio, aunque sélo fuere con
relacion a uno mismo, tiene siempre una direccion fija: estd centrado.
Y con relacion a ese centro pueden reconocerse en €l distintas partes.
Es posible analizarlo. Asi podemos llegar a las siguientes categorias
(ver el esquema siguiente) *?:



NOCIONES CORRESPONDIENTES A LAS

CATEGORIAS DEL-ESPACIO Y RELATIVAS A:

CATEGORIAS DE
LA ORIENTACION
EN EL ESPACIO

el espacio ocupa-
do por uno mis-
mo o 8l objeto

la posicion relati-
va de uno mismo
o de un objeto
con relacion a un
punto de refe-
rencia

el movimiento
de uno mismo o
de un objeto con
relacion a un
punto de refe-
rencia

la derecha de...

a la derecha de...

a la derecha de...

LATERALIDAD la izquierda de... | a la_ izquierda | a la izquierda
de... de...

lo alto de... encima de... sobre...

lacima de... debajo de... bajo...
EADEURDIDAR lo baja de... SRREE

¢ fondo de...

¢ anverso de... | delante de... por detrés...

¢ reverso de... detras de... por delante...

la delanterade... | .......
1a trazara de...
@ derecho de...

hacia adelante...
hacia atras...

al derecho...

al reves...
retrocediendo...

ANTERIORIDAD

Esta aprehensién de las categorias del espacio se realizard en dos
direcciones bien precisas:

En el sentido de la descentracion. Se trata de conducir al nifio
gradualmente de la sola consideracion de su propio cuerpo, o de los
objetos con relacion a su propia ubicacion, a la consideracion de los
objetos exteriores independientemente de si’ mismo y de su propia
situacion. Asi, esta descentracion deberia llevarse a cabo progresiva-
mente de acuerdo con e siguiente esquema:

Pasar del andlisis del espacio ocupado por uno mismo al andlisis
del espacio ocupado por el objeto exterior. . B

Pasar del andlisis de la posicion de los objetos con relacion a uno
mismo, al andlisis de la posicion de los objetos con relacion a otros
objetos.

Pasar del andlisis de la posicion de los objetos con relacion a uno
mismo, al andlisis del movimiento de los objetos con relacion a un
punto de referencia objetivo.
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tima - alto
encima de  sobre

a la derecha Y arriba [E ' atras Y arriba

\ /
N 4
\ - 4
a la derecha Y s P
9 y
S 4 s
" .e. J/ por' detras
s = y atras

al revés
e hacia atras
el rev
¢l frente de... la ;ai::‘?rasera
la delantera de... o medio detras
el derecho de...
delante del...
por defante...
hacia adelante... g
al derecho... P : A
// \\ ala izquierda
; '3 # * N .
13 2]
adelante Y abajo alaizquierda Y abajo

Ia parte baja de...
el fonda de...
por debajo de...
debajo

Las principales categorias de la orientacién &n el
#spacio y las nociones referidas a ellas

Como se ve, se trata esencialmente de eliminar el egocentrismo
del nifo, conseguir de alguna manera que "‘olvide’ referirlo todo a sf
mismo. Y ese “olvido” es la condicién indispensable de su evolucion.

¢Cémo podremos logrario? Por medio de la segunda direccidn
que, seglin opinamos, deberia tomar la aprehension de las categorias
de la orientacion: la extension del concepto. -

En el sentido de la extension del concepto. Como se ve, es la
consecuencia inevitable de la descentracion. Las nociones de izquier-
da y derecha, arriba y abajo, adelante y atrds, primeramente seran
vividas por el nifo, por su cuerpo en movimiento, en sus desplaza-
mientos, saltos, corridas, brincos, etc. Lo de arriba es lo que solo
puede alcanzar saltando, lo de abajo sélo lo consigue bajandose, etc.
No interviene ninguna verdadera percepcion, ni concepcion real de
esas nociones. E|l objeto es vivido, esta alli, presente, muy cerca del




nino, es casi siempre el nino mismo. El objeto lejano todavia no esta
1 su alcance. Nos incumbe a nosotros ayudarle a transportarse hacia

D

En efecto, es menester que el nino llegue no sdlo a wvir las
categorias del espacio, sino a percibirlas, y ese paso de lo vivido a lo
percibido permitird 1a' extension del objeto de agui al objeto de a//d.
El espacio que el nifio puede comprender ahora ya no es el inmediato
de su habitacion o del aula, solamente. Es el espacio de su barrio o su
pueblo, y pronto el de la ciudad, de la regidon y hasta del pais. Es el
percibido en la geografia en el cual va penetrando. Insensiblemente,
por haber aprendido a analizar el espacio segin las categorias de
arriba-abajo, adelante-atrds, etc., llegard ahora con mayor facilidad a
captar las nociones mads elaboradas de los puntos cardinales **.
Habiendo creado en si mismo habitos de pensar segin las categorias
de lo vivido, serd capaz de proceder, en otro nivel, al andlisis del
espacio segun las orientaciones norte-sur y este-oeste. Habiendo
aprendido correctamente [a posicion de un objeto con relacion a
otro, serd capaz de aprehender [a posicion de una parte del globo con
relacion al meridiano- de Greenwich o a cualquier otro punto de
referencia natural. Finalmente, habiendo aprendido a captar correcta-
mente el movimiento con relacién, no a s mismo, sino a otro objeto,
e serda menos dificil captar los movimientos relativos de la Tierra y el

Sol.

El andlisis espontaneo del espacio vivido prepara al nifio para
aprehender, mediante un andlisis mds elaborado, el espacio percibido
de la geografia, ya sea que éste se presente en forma de un paisaje o
de un documento fotografico o impreso.

Ese espacio percibido de la geografia, a su vez, prepara al nifo
para aprehender el espacio matemdtico. En el nivel del espacio
concebido, aquel que ni siquiera admite el trazado de un mapa, sélo
las formas importan. Su correcta aprehension presupone una larga
educacion que, sin duda alguna, se origina en el modesto andlisis del
espacio vivido.

El objeto en el espacio

En ese espacio, cuyas distintas orientaciones el nino aprende
poco a poco a descubrir, hay objetos. Los psicélogos nos han dicho
cuan poco se destacan en €l los objetos segun sus contornos. Si para
nosotros los adultos, los objetos —por lo menos los comunes— se
presentan en si mismos, diferenciados de lo que no son ellos mismos,
para €} nifo no es asi. Para el nino del jardin de infantes, la ventana
de la fachada de la escuela no existe sin esta fachada; los cristales de
esa ventana no tienen aisladamente ninguna existencia real. Lo que él
percibe es el todo. Los detalles se le escapan todavia®®. Ese
sincretismo debe superarlo con ayuda del maestro. En otro nivel,
nuestros alumnos de las clases elementales —incluso los del ciclo
medio— a veces tienen dificultades en delimitar los distintos

elementos de un paisaje, en percibir los campos labrados, los terrenos
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baldios, las carreteras y los canales, acantilados y playas, etc. Saber
analizar es, en este sentido, saber delimitar los componentes. En un
principio, el nino no lo sabe hacer. Tenemos que ensenarselo.
¢Como? Haciéndole tomar conciencia de esas categorias que utiliza
todos los dias, pero no siempre en forma consciente ni sistematica.
En cuanto al objeto se refiere, consideramos que esas categorias son
tres:

La interioridad: en esta categoria encontramos las nociones de
AL X (A N

“dentro’’, ‘adentro”, “en el interior”, etc.
La exterioridad: en esta categoria encaontramos las nociones de

LR Y | LU Y}

“fuera de'’, “afuera’, “al exterior”, etc.

La delimitacion: por ultimo, en esta categoria encontramos las de
“extremidad”, “final”, “limite”, "“perimetro”, “a lo largo de",
“alrededor de", etc. .

Percibir un objeto es, esenciaimente, distinguir /o que es (su
interior, lo que comprende), de /o que no es (su exterior, lo que
excluye). Ante un paisaje visto desde la cumbre de una colina, el
maestro hard reconocer a los alumnos su pueblo. (Qué tendran gue
descubrir? Deberdn distinguir el pueblo (sus casas, el campanario, la
escuela, las calles, etc.) entre todo lo que no es, que estd fuera de él
(los campos, las granjas vecinas, la ruta, la montana, etc.). La
confrontacion de esos descubrimientos conduce a ta delimitacion
precisa del objeto, en este caso el pueblo. (Ademds, creemos que
deberian agregarse otras dos nociones a las que se refieren al objeto
en el espacio: las de “centro” y de "“medio”. En efecto, la puesta en
relacion de la estructura del objeto y de la medida traera consigo
estas dos nociones.)

La aprehension de las categorias del objeto en el espacio podrd
realizarse de acuerdo con ias orientaciones de la accion pedagogica
que ya vislumbramos respecto de la orientacion del espacio.

En el sentido de la descentracion. “Descentrar” el objeto, en
cuanto al nifio se refiere, significa, en primer fugar, eliminar su
egocentrismo, ensenarle a discernir, a distinguir las partes del todo
confuso que se le presenta. Significa, ademads, ayudarle a olvidar que
los contornos o alcances de ese objeto no siempre estan vinculados
estrechamente con sus propias preocupaciones. Sabemos que el nino
ve en los contornos o alcances de los objetos posibilidades de
utilizarlos en relacion con sus intereses det momento: una ramita sera
espontaneamente una pistola de cow-boy o una honda. Una piedra
podrd ser un elemento de decoracién, un pisapapeles, etc. Esto
responde a una ley psicologica a la cual incluso el adulto no escapa.
Pero, al respecto, la accion_pedagdgica consistird no tanto en negar
esa tendencia, que es fundamental, sino en conseguir que el nino lleve
a cabo la experiencia de otros empleos de los objetos: la ramita
podria ser (también) una percha, la piedra podria servir de
“plomada”, de la cual se hablo en la clase dedicada al oficio de
albaiil, etc. > .




~ El objeto descubierto por el nifio es, ante todo, su objeto. Pero
no es tan sofo eso. La labor educativa trata de hacérselo reconocer.

En el sentido de la extension del concepto. La extension del
concepto de objeto, en cuanto a su situacion en el espacio, serd la
extension de las categorias que descubrimos en él: interioridad,
exterioridad y delimitacién.

La extension de la interioridad llevard al maestro a ayudar a sus
alumnos a precisar en todo lo posible el andlisis del objeto
delimitado. Volvamos a nuestro ejemplo de la observacion del pueblo
visto desde la cumbre de una colina. Fue necesario, ante todo,
distinguir el pueblo de lo que no pertenece a él, es decir, delimitarlo.
Pero extender aln mds las investigaciones consistird en profundizar el
reconocimiento de los detalles de las calles y plazas, lo cual significa,
en términos generales, mejorar el conocimiento del objeto en sf
mismo.

Si la extension de la exterioridad del objeto persigue la misma
acentuacion del andlisis, la delimitacion a su vez hallard un contenido
siempre renovado. Extender la categoria de la delimitacion significa
ayudar al nifo a aprehender espacios cada vez mds vastos, o sea,
nacerlo pasar gradualmente de su espacio vivido, inmediato, el de su
habitacion, la escuela, a calle, a espacios que sélo puede descubrir
por intermedio de docuimentos (planos, mapas, fotografias, etc.).

Extender la delimitacidn, significa preparar al nifio para aprehender
primero el espacio geografico, para llegar después al espacio
geométrico mismo. Porque parece que el andlisis de la campina que
rodea al pueblo, el andlisis de! barrio, con sus calles y callejuelas, las
plazas vy grandes conjuntos, serd el mejor aprendizaje de ese ejercicio
tan delicado que consiste en comprender una fotografia del paisaje,
un documento geografico cualquiera y, mds adn, un mapa.

Las posiciones relativas de los objetos en el espacio

La aprehension de la exterioridad de! objeto en el espacio nos
habrd permitido, por anadidura, situarlo con relacion a otros objetos
con los cuales mantiene ciertas relaciones espaciales. Estas relaciones
las queremos abordar ahora con el fin de estudiar sus categorias y las
consecuencias de la accion pedagodgica en el sentido de la descentra-
cion y la extension.

En cuanto a las categorias de tas posiciones relativas, no causard
extraneza volver a encontrar las de interioridad y exterioridad que
vimos con respecto a la situacidn espacial del objeto mismo. Es
evidente que se habrd percibido este objeto como conteniendo en su
interior otros objetos, y por ende esa interioridad serd al mismo
tiempo del objeto y de sus relaciones con sus componentes.

Podemos, pues, distinguir cuatro categorias referentes a las
posiciones relativas de los objetos en el espacio:
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5". La interioridad: el objeto B estd dentro del objeto A. Tendremos
itonces las nociones de “en”, “en.el interior de”, ‘‘dentro”, etc. A
ategoria los matemadticos la laman inclusién.

) La exterioridad: el objeto B se halla fuera del objeto A. Tenemos
onces las nociones de “fuera de”, “‘afuera’’, etc. Es la categoria
, en matemadtica, adopta la forma de exclusion o no pertenencia.

1 seccion: el objeto B corta o atraviesa el objeto A. Tendremos
e caso las nociones de "cortar”, “‘atravesar”, “a través de’”,

La contigiiidad: el objeto B estd en contacto con el objeto A. En
e caso, tenemos las nociones de “tocar”, “junto a”, eic.

Las principales categorias de las
posiciones relativas de los objetos en el espacio
| LA INTERIORIDAD
- en
~ en o interior de
- en medio de
~ dentro

Il LA SECCION

- quecorta
— & través

1] ucoummp_nn

- qgue toca
-~ juntoa

IV LA EXTERIORIDAD

— fuera

— fuera de

— en el exterior
- entre
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“Tal como lo vimos con relacion a la orientacién del espacio, la
rehension de las categorias propias a la posicion relativas de los
c:s;;etos se hard en dos direcciones precisas:

En el sentido de la descentracién. Al respecto, el problema es
todavia mds claro que el referente a la orientacién: como se trata de
!a posicién o del movimiento de un objeto con relacién a un punto

eferencia, éste podra ser el nifio mismo u otro objeto. En el planoe
oS ;colcgwo hemos visto que el nifo apreaa la p051c10n y el
movimiento primero con relacién a su propia posicion y su propio
movimiento. La descentracién consistird, pues, en ayudarie a apreciar
la posicion y el movimiento de los objetos exteriores ya no con
relacién a sf mismo, sino a los demds objetos.

En el sentido de la extension del concepto. Aplicaremos el mismo
esquema que antes. Ayudando al nifio a seguir su evolucion natural,
que lo hace transitar de lo vivido a lo percrbido y luego a Io

oncebido, le permitiremos aprehender espacios cada vez mds vastos.
En un principio —y reconoceremos en esto actividades comunes de
los jardines de infantes— se tratard de hacer vivir al nifo su posicién
-0 su entrada— en el aula o en el aro puesto en el piso o en la casa de
la mufieca, etc. Ese mismo niRo atravesard el patio de recreo, se
colocard contra la reja del portdn de entrada a la escuela, etc. Y de
esta suerte, comenzard no solo a familiarizarse, sino ademds —y esto
es lo esencial— a tomar conciencia de esas nociones que ahora deberd
superar para apreciarlas ya no viviéndolas sino percibiéndolas.

Esa percepcidn de los cbjetos, de sus limites, sus fronteras, su
centro o sus bordes, etc., ayudard al niflo a penetrar una vez mds en
¢l andlisis de los espacios cada vez mds extendidos, en una palabra, en
¢l espacio geogrdfico antes realmente percibido (percepcion de

paisajes, barrios, pueblos, etc.) y después percibido a través del
documento (fetografsas aéreas u otras, mapas, etc.). Si las adquisicio-
nes hechas a nivel del espacio vivido no son de la misma indole que
las hechas a nivel del percibido, si el hecho de mostrar correctamente
el medio o centro y los bordes de la pintura mural se ubica en otro
nivel gue el de seguir con el dedo los limites de la region en el mapa,
no por eso es menos cierto que la experiencia de lo vivido prepara la -
de lo percibido. Antes que fuera apto para percibir convenientemen-
te, era necesario crear en el nifto los hdbitos de discernir, analizar y
reconocer las distintas partes de un todo. Esa necesidad de
discernimiento y andlisis se denomina, en términos de la psicologia,
eliminacion del sincretismo de la percepcion. Esa eliminacion
comienza en la edad de la escuela preelemental.

Pero no se detiene en |2 etapa de lo percibido. Si la educacion de
lo vivide dio al nifo ese movimiento que le permitié abordar, en
condiciones adecuadas, el estadio de lo percibido, ese movimiento ha
de recibir un nuevo impulso hacia la etapa superior de lo concebido;
de la aprehensién de los espacios geogrdficos cada vez mds extendi-
dos, el nifio ha de ser capaz de proseguir su abstraccion hacia los-
espacios matemadticos y, en particular, hacia las nociones que abarca.
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una teoria de conjuntos matematicos. En efecto, ya vimos cuan

grande es la afinidad que existe entre la aprehension del espacio y la
elaboracién matemadtica.

Las distancias, los intervalos y la medida

Las categorias que acabamos de establecer en cuanto a la
exterioridad y la contigliidad de los objetos introduce de por si’ las de
la distancia. En efecto, si un.objeto es exterior a.otro, o a cierto
punto, y si es contiguo a €l planteard de inmediato el problema de la
importancia de |a exterioridad o la contigliidad; con otras palabras, el
problema de la distancia que separa los dos objetos.

Por lo demds, no nos fue posible separar, ni l6gica ni psicoldgica-
mente, las tres dreas de distancias, intervalos y medida. En efecto, es
suficiente agregar la repeticion a la distancia para obtener categorias
de intervalo. Decir que encontramos platanos a intervalos regulares a
lo fargo de la carretera que lleva a una localidad vecina, significa que
la distancia que separa un drbol del que le sigue se repite x veces
hasta el pueblo.

Sin duda se notard que, simultdaneamente, distancias e intervalos
no son concebibles sin pasar de lo cualitativo a lo cuantitativo, lo
cual presupone la medida: una distancia no es tan sdlo la afirmacion
de un “mds cerca de” o ‘“‘mds lejos de”, sino que exige el numero
como elemento Gltimo de la precision. ! intervalo a su vez exige la
precision de su frecuencia. De todos modos, 1a estructura del espacio
desemboca aqui en un enfoque matemdtico de las cosas ?7.

Las categorias de la distancia pertenecen 2 dos grupos:

1) La proximidad: relacionamos con ella las nociones de ‘‘cerca dc’™,
“al lado de”, “mds cerca de”, “no tan lejos de”, “"aqui™’, “éste”, ctc

2) El alejamiento: se refieren a él las nociones de “lejos de”, “mds
LA B ¥}

lejos de”, “menos cerca de”, “alld”, "‘aquél’, etcT

Con la categoria de los intervalos espaciales relacionamos las
nociones de “‘zpartado uno de otro”, ““de lugar en lugar” y sobre
todo las importantisimas nociones de “‘continuo™ y “‘discontinuo’’.
En efecto, el espacio geométrico auténtico no conoce !a discontinui-
dad y, por ende, la continuidad que lo caracteriza podrd levar al
nifio, mas tarde, a concebir ese resultado ultimo de toda extension:
lo infinito.

También en esta drea, la accion pedagdgica se realizard:

En el sentido de la descentracion: las categorias de la distancia se
conciben, tal vez, menos que cualquier otra, y eflo serd con relacion a
un punto de referencia, de la misma manera que las de la medida solo
se conciben en relacion con una unidad métrica. Comprenderemos
entonces que, en este campo, la accion de la descentracidn consistird
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en ayudar al nifo a apreciar las distancias ya no tan sélo con relacion
a su propia posicion, sino con relacion a los objetos mismos: se trata
de llegar del empleo de ““A estd lejos de mi™’, “‘B estd cerca de m1™’, al
de “A esta cerca de C" y "D estd mas cerca de M que de N”'. Ademis,
esa accion de descentracion aspira a lograr que el.nifio utilice una
unidad de medida no vinculada con su persona (el largo de sus pasos,
la separacion de los dedos de la mano, etc.), para llegar poco a poco a
la aprehension de una unidad de medida objetiva.

En el sentido de la extension del concepto: primeramente, el
nino vive las categorias de lejos y de cerca. Juan sabe —o siente— que

estd mds cerca de Pedro que de José. Verdnica sabe que debe correr
mis tiempo para alcanzar a Miguel que a Andrés. EI papel del
educador consistird, al principio, en precisar esas nociones en las
mismas areas de la vida del nifo. Enrique, que ve mal, tiene que

acercarse mds al pizarrén, etc. En efecto, es necesario que los nifos
vivencien esas nociones, pero en forma clara y distinta.

A partir de esa claridad inicial, los alumnos pronto serdn capaces
de aprehender esas categorias de la distancia no solo vivenciandolas,
sino percibiéndolas: apreciacidon (primeramente cyalitativa) de las
distancias que separan la escuela del hogar, de la distancia que separa
el ayuntamiento del mercado, etc.?® . Desde la apreciacion de las
distancias de un paisaje se puede pasar a las representadas en un
croquis o un mapa. Entonces ya estaremos muy cerca del espacio
concebido, gracias al cdiculo de esas distancias segin la escala del
mapa.

De la sensacion muscular de la distancia al cdlculo segin la escala
de un mapa (o de una distancia a partir de la escala), se desprende la
significacion de la gradacion: de lo biologico a lo mental. El
movimiento en esta direccidn serd, aquy, el aporte mas fecundo a los
maestros, en la medida en que les orienta respecto de toda su labor
en este campo.

De acuerdo con los resultados obtenidos por Piaget, comproba-
mos que semejante progresion hace surgir gradualmente lo cuantitati-
vo de lo cualitativo. Después de haber apreciado aproximativamente
las distancias, el nino llegard a medir y a reconocer el nimero como
instrumento de apreciacion. Sélo entonces penetrard mas aun en el
mundo del espacio concebido segin todas las clasificaciones que esas
actividades admiten, para llegar a la nocién matematica del orden.

En ese campo de lo conceptual se abordard entonces la
representacion grafica del espacio en el marco de la.geometria. De la
experiencia del movimiento a la geografia y luego a la geometria
hemos seguido una gradacion logica y psicolégica que a la vez
conduce a una evidente interdisciplinariedad.



A modo de conclusion: la descripcién verificadorg

Todavia nos falta el medio de verificar las adquisiciones det nifio
concernientes a su aprehension del espacio. Vimos esa verificacion al
nivel de la representacion grafica del objeto o del ser vivo y al nivel
de la accion cuando se trataba de la causalidad. Ahora, nos parece
posible verificar al nivel de la descripcion si nuestro alumno estd
efectivamente en condiciones de situarse y de situar convenieniamen-
te los objetos en el espacio.

Describir es, ante todo, organizar un espacio.

Describir una granja o un rostro significa, en primer lugar, situar
los distintos elementos de la granja o del rostro en el fugar preciso
que les corresponde y que es siempre relativo al de los otros
componentes del cuadro. La observacion de las relaciones entre esos
componentes serd la prueba que necesitamos de esas adquisiciones
del nino en la materia.

Haremos dos observaciones al respecto. Segun la edad del nifo, la
descripcion se dard en forma de dibujo o de texto. Después de haber
realizado ejercicios de topologia o localizacion pediremos a nuestros
nifios pequenos del curso “preparatorio, y hasta del ciclo elemental,
representar en una hoja de papel lo que observaron. Al findl de tal
trabajo, podremos apreciar los resultados obtenidos: ¢thasta qué
punto reconocié Sergio la relacidén entre “delante” y “detrds™?
({Coémo retuvo Anita [a relacion de las distancias entre el rio y la<casa,

por una parte, y aquella que separa el puente del bosque, por la
otra? Los alumnos mayores, que cursan el ciclo medio, podrian
iniciarse en ese arte de la descripcidon escrita mediante el mismo
ejercicio del dibujo, de la representacion grafica del paisaje {o del
objeto) que se debe describir.

Se ha comprobado yue esa iniciacién en la descripcion a partif
del dibujo facilita el trabajo del nino en la medida en que facilita la
organizacién del espacio. ;

‘No se tratara de convertir la descripcion hecha en la escuela
(dibujo o texto) en un simple ejercicio de organizacién espacial y
quitarle toda finalidad en el plano artistico. El objetivo de esos
ejercicios es siempre la belleza de la expresion. Pero no parece, mas
bien al contrario, que esa expresion de lo bello sea incompatible con
un solido conocimiento de la organizacion de los abjetos en su
interrelacion.

De la misma manera, el rigor con que la bailarina
observa sus lineas de evolucidn no quita nada a la estética de sus
movimientos.



Finalmente, la apreciacion de esos trabajos de expresion del nifio
siempre debe tener en cuenta el lugar que corresponde a su
imaginacion, cuya importancia evolutiva ya vimos. Recordemos que
solo gradualmente la faceta un tanto perturbadora de esa imaginacion
ha de disminuir con el fin de permitir |a liberacion total del nino con
miras 2 una expresion plena de si mismo.
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] GEOMETRIA PROYECTIVA - AXIOMATICA
GEOMETRIA NO EUCLIDIANA

§ 1. INTRODUCCION

72.—Clasificacién ‘de las propiedades geométricas. Invariaucia
respecto de transformaciones.

La Geometrfa trata de las propiedades geométricas de las fi-
guras del plano o del espacio. fstas propiedades son tan numerocsas
v variadas, que es necesario algin principio de clasificacién para
poner orden en esta rama del conociiniento. Se puede, p. ej., in-
troducir una eclasificacién basada en el método que se use paiz
deducir teoremas. Desde este punto de vista se hace usualmente
una distineién entre procedimientos ‘‘sintéticos’’ y procedimientos
‘‘analiticos’’, El primero de ellos es ¢l método axioméitico elasico de
Euclides en que se constriye sobre fundamentos puramente geo-
métricos, independientes del &lgebra y del concepto del continuo
numérieo, y los teoremas se deducen mediante razonamientos lgieos
de un cuerpo inicial de proposiciones llamados axiomas o postulados.
E! segundo método se basa en la introduccién de coordenadas nu-
méricas, y usa la téemica del Algebra. Este método ha eansado un
cambio profundo en la ciencia matemética, del que ha resultado
Ia unificacién de la Geomet:iia, el Anilisis y el Algebra en un sis-
tema orginico. En este capitulo la clasificacién segfin el método
seré menos importante qune la clasificacién de acuerdo a] contenido,
basada en el cardeter de los teoremas mismos, no importando los
métodos usados para demosivarlos. En Geometria plana elemental
se¢ distingue entre teoremas que tratan de la congruencia de lss
figuras, usando los conceptos de longitud y de &ngulo, y teoremas
que tratan de la semejanza entre figuras, usando e| concepto de
adngulo. Esta distineion particular no es muy importante, ya gue
las longitudes y lcz dngulos estin relacionados tan estrechamente
gre resvlta muy artificial separarlos (es el estudio de esta conexién
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lo que constituye la mayor parte del contenido de la Trigonome-
tria). En lugar de ello, podemos decir que los teoremas de la Geo-
metria elemental se ocupan de magnitudes: longitudes, medidas de
angulos y 4reas. Dos figuras son equivalentes desde este punto de
vista si son congruentes, es deeir, si una puede obtenerse de la
otra mediante un movimienio rigide, que solamente cambia la po-
sieién, pero no la magnitud, Surge ahora la cuestién de si el eon-
cepto de magnitud y los eonceptos de congruencia ¥ semejanza Tre-
lacionados con &8l son esenciales a la Geometria, o s las figuras
geométricas pueden tener otras propiedades que no desapareeceran
por transformaciones mas drasticas que los movimientos rigidos.
Vamos a ver que asi acontece.

Fig. 69. — Compresién de la circunferencia.

Supongamos que se dibuja’ una circunferencia y un par de
didmetros perpendiculares en un trozo rectangular de madera
blanda, como en la fig. 69. Si colocamos el trozo entre dos platos
de una prensa polente y la comprimimos hasta que tenga la mitad
de su ancho original, el circulo se habrd hecho una elipse y los
angulos entre los didmetros de la elipse ya no serin angulos rectos.
El circulo tiene la propiedad de que sus puntos equidistan del
centro, mientras que esto no es verdad para la elipse. Pareciera
que todas las propiedades geométricas de la eonfiguraeién original
han sido destruidas por la compresién... Pero no es asi; por ejem-
ple, la proposicién de que el centro divide cada didmetro en dos
partes iguales es vélida, tanto para la circunferencia como para la
elipse. He aqui una propiedad que persiste a pesar del eambio
dréstico de magnitudes de la figura original. Esta observacién su-
giere la posibilidad de elasificar teoremas sobre figuras geométricas
segau que sean verdaderas o falsas cuando la figura se somete a
una compresién uniforme, Mas generalmente, dada una clase defi-
nida de transformaciones de una figura (como la clase de los mo-
vimientos rigidos, compresiones, inversiones en cirecunferencias, ete.),




podemos preguniar qué propiedades de la figura no han cambiado
bajo esta clase de transformaciones. El cuerpo de teoremas gue
enuncian estas propledades seré la Geometria asociada a esta clase
de transformaciones. La idea de clasificar diferentes ramas de la
Geometria de acuerdo a las clases de transformaciones considera-
das, fué propuesta. por Félix Klein (1549-1927) en su famosa co-
municacion ('‘el programa de Erlangen’’) presentada en 1872
Esta obra ha influido enormemente el pensamiento matematico,

En el capitulo V descubriremos el hecho verdaderamente sor-
prendente de que ciertas propiedades geométiricas son tan intrinse-
cas, que persisten después que las figuras han sido sometidas a
deformaciones muy arbitrarias; figuras dibujadas en una lamina de
caucho que se estira 0 comprime de cualguier manera, econservan al-
gunas de sus caracteristicas originales. En este capitulo, sin embargo.
vamos a ocuparnos solamente de aguellas propiedades gue no cam-
bian, o quedan ‘“‘invariantes’’ bajo una clase especial de trans-
formaciones que se encuentran entre ia clase muy restringida de
los movimientos rigidos, por un lado: v la clase mas genera) de las
deformaciones arbifrarias, por otro. Esta es la clase de las ‘‘trans-
formaciones proyvectivas’’.

73 .—Transformaciones proyectivas,

E! estudio de estas propiedades geométricas fué impuesto a los
matematicos desde hace mucho, debido a los problemas de perspec-
tiva, que fueron estudiados por artistas como Leonardo de Vinci
v Alberto Durero.

La imagen hecha por el pintor puede considerarse como la pro-
yeceién del original sobre la tela, con centro de proyeeccién en el
ojo de! pintor. En este proceso las longitudes y los dngulos se alte-
ran necesariamente en {ormaz que depende de las posiciones rela-
tivas de los diversos objetos pintados. No obstante, las estructuras
geométricas del original pueden generalmente reconocerse en la
tela. ; Como es eslo posible? Lo es, porque existen propiedades geo-
métricas ‘‘invarianies en la proyeceién’’, propiedades que apare-
cen sin alferacién en la imagen y que hacen la identificacion posi-
ble. Hallar y analizar estas propiedades es el objeto de la Geometria
proyectiva,

Es claro que los teoremas de esta rama de la Geometria no
pueden ser proposiciones sobre longitudes, dngulos o congruencias.
Alounos hechos aisladeos, de naturaleza proyeetiva, son bien cono-
cidos desde el siglo diecisiete, ¢ aun, como en el easo del ‘‘teorema
de Menelao'’, desde la Antigiiedad. Pero el estudio sistemético de



12 Geometria prm ectiva comenzé a fines del mglo dieciocho, cuando
la escuela Politéenica de Paris inicié una etapa de progreso mate-
mético, particularmente en Geometria. Esta escuela, producte de
la Revolueién Francesa, produjo muchos oficiales para el servicio
militar de la Repiblica. Uno de sus graduados fué J. V. Poncelet
(1788-1867), que eseribié su famoso Tratade de las propiedades
proyeciivas de las figuras en 1813, mientras era prisionero de gue-
rra en Rusia. En el siglo diecinueve, bajo la influencia de Sicwner,
von Staudt, Chasles y otros, la Geometria proyectiva fué uno de
Jos principales temas de la investigacién matemdtica. Su populari-
dad fué debida en parte a su gran encanto estético v en parte a
su efecto aclarador de la geometria como método, ¥ a su intima
conexién con la Geometria no Euclidea y el Algebra.

§ 2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

74 .—~Grupo de transformaciones proyectivas,

___ Definiremos primero la clase o ‘‘grupo’’ (*) de transforma-

clones proyectivas. Supongamos tener dos planos n y n’ en el espa-
cio, no necesariamente paralelos. Podemos entonces obtener una
proyeceion ceniral de m sobre n” desde un centro dado O que no esta
ni sobre m ni sobre n’ definiendo la imagen de cada punto P de
7 como aquel punto P’ de o tal que P y P estin sobre la misma
recta que pasa por . Podemos también obtener una proyeccion
paralela, en la que todas las lineas de proyeccién son también
paralelas. Del mismo modo, podemos definir la proyeccion de la
linea ! de un plano m sobre otra linea ! de n’ desde un punto
0 de =, o0 bien mediante proyeccién paralela.

Una representacién de una figura sobre otra mediante una pro-
yeccién central o paralela, o por una sucesién finita de tales pro-
yecciones, se llama transformacion proyectiva (2). La Geometria
proyectiva sobre el plano o sobre la recta consiste en el conjunto de
aquellas proposiciones geométricas que no varian en una transfor-
macién_proyeetiva arbitraria de las figuras a las que se refieren.
Por el contrario, llamaremos Geometria métrica al conjunto de aque-
llas proposiciones que tratan de las magnitudes de las figuras, in-
variantes s6lo bajo la clase de los movimientos rigidos.




Fig. 70. — Proyeccién desde un punto.

Algunas propiedades proyectivas pueden reconocerse inmedia-
tamente. Un punto, naturalmente, se proyectaré en un punto.
Ademas, una recta se proyectard em una recla; pues si la linea [ de
@ se proyecta sobre el plano ' la interseccién de & con el plano
que pasa por O v [ serd una recta (!). 8i un punto 4 ¥y una recta |
se perienecen (), en la proveceién el punto correspondiente A’ y
la recta !’ también se perfenecen. Luego la perfenencia de un pumnto
¥ una recta es invariante en el grupo proyectivo. De ese hecho sur-
gen muchas consecuencias simples, pero importantes. Si tres o més
puntos son colineales, es decir, pertenecen a una misma recta, en-
tonces sus imagenes son también colineales. Asimismo, si en el pla-
0o @ tres o Inas reetas sou concurrentes, es decir, pertenecen a un
mismo punto, entonces sus imagenes serdn también rectas coneu-

/

Fig. 71. — Proyeccién parzlela
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rrentes. Mientras estas propiedades simples, pertienencia, colinea-
eién y concurrencia son propiedades proyectivas (es deeir, propie-
dades invariantes en las proyecciones), en cambio, las medidas de
longitud y de angulos, radios y otras magnitudes se alteran en ge-
neral en la proyeceién. Los triangulos equiliteros e isésceles pueden
proyectarse en tridngulos cuyos lados tengan diferentes longitudes.
Por tanto, aunque ‘‘tridngulo’ es un concepto de Geometria pro-

veetiva, ‘““tridngulo equildtero’ no lo es, y pertenece sélo a la Geo-
metria métrica.

75.—Teorema de Desargues.

Uno de los primeros descubrimientos de geometria proyectiva
fué el famoso teorema de Desargues (1593-1652) sobre tridngulos.
Si en un plano dos tridngulos ABC y A’B’C’ son tales que las rectas
gue unen sus vértices correspondientes concurren en un mismo puwn-
to Q, entonces los lades correspondientes deben cortarse en tres pun-
tos colineales. La fig. 72 ilustra el teorema y el lector puede dibu-
jar otras figuras para probarlo por experimentacién. La prueba
no es trivial, pese a la sencillez de la figura, formada sélo por rec-
tas. El teorema pertenece a la Geometria proyvectiva, pues si pro-
yectamos la figura entera sobre otro plano, conservaréd la propie-
dad enunciada en el teorema.

Fig. 72. — Configuracién de Desargues en el plano.

Daremos una demostracién de este teorema en § 5. Por el mo-
mento observaremos el hecho notable de que el teorema de Desargues

es también verdadero si los triangulos estan en dos planos diferen-
tes (no paralelos), como es ficil de probar.

Supongamos gue las rectas AA’, BB y C(C’ se cortan en O
(fig. 73) de acuerdo con la hipdtesis. Entonces AR estd en ¢l mismo



Fig. 73. — Confignracién de Des.rzaes en el espacio

plano de A’B’, es decir, que estas dos rectas s¢ cortan en @,
igualmente AC y A’C’ se cortan en R, y lo mismo BC y
B’C’ se cortan en ;. Como P, Q y E estin en las prolongaciones
de los lados ABC y A’B'C’, deben estar en el misme plano de cada
uno de los dos tridngnlos, ¥ en consecuencia deben estar en la recta
de interseccién de estos dos plancs. Luego P, @ y R son colineales,
eomo queriamos probar.

Esta simple demostracién sugiere que podemos demostrar el
teorems para dos dimensiones mediante, por decir asf, un paso al
limite, aplastando la figura tote! de manera que los dos planos co-
incidan en el limite, y el punto O, junto con los otros, caiga sobre
el plano. Hay, sin embargo, cierta dificultad en llevar a cabo tal
proceso de limite, pues la recta de interseccion PQR no estd univo-
camente determinada cuando los plancs coinciden, Luego se requie-
ren precauciones para deducir el teorema bidimensional del tridi-
mensional, aunque pueda hacerse.

Existe una diferemcia fundamental entre ¢l tsorema de Desargues en el
plano y en el espacio; Nuestrs demostracidn en tres dimensiones usa ruzoua-
mientos geométricos basados solamente ¢ los coneeptos de pertenencia e in-
terseccién de puntos, rectas y planos. Poede mostrarse aque la demostracién del
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