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El espac~o matemático 
aw 'r! ,,:;rifll7&HA$\ii •• 

Las unidades que proponemos para integrar este módulo son: 

El desarrollo evolutivo de la concepción 

del espacio en el niño • 

• __ Exploración, organización y eatructuración 

de las formas en el espacio ge~trico. 

Variación de las relaciones num6ricas en e~ 

pacios geométricos • 

-------------------------------••r--------------------------------.• ¿Por qué proponemos estas unidades? i 

Los Módulos 1 y 2 desarrolladoa a lo largo del primer año, res­

pondieron al propósito de que los alumnos maestros reconstruyeran algunas no­

CiOMS _temáticas, poniendo el l!nfasis en la reflexión sobre los prc.cesos de 

conatrucci6n de conceptos desde la perspectiva del análiais de sus propias con 

eepcionea adolescentes. 

Pensamos que este punto de vista lee facilita compararlas con 

los aprendizajes infantiles y as! tomar conciencia de sus peculiaridades. 

Nos permitimos reitersr que el desarrollo de cada Módulo impli­

ca considerar cuatro aspectos fundamentales: 
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} 	 El aspecto evolutivo: En relaci6n con el ritmo de aprendlz~ 

je individual y el referente sociocultural. 

} 	 Experienci,s en el aula de la escuela ~ia: Para asegural 

se un contacto temprano con la realidad escolar. 

} 	 Reaolaci6a de probla.as: Como actividad matemática fundamenta! 

que pone en juego una serie de estrategias elaboradas por el 

alumno y lo conduce a construir el conocimiento como una net~ 

&idad de dar reapuests a una situaci6n novedosa. 

} 	 El cOlloci-teato _tellátú:o ea si 111.0. 

Al abordar las unidades para el presente MODULO 3, hemos tenido 

en cuenta no sólo la reflexi6n sobre el desarrollo evolutivo de la concepci6n 

del espacio en el nifio. sino también las posibilidades cognitivas de los alum­

nos maestros -en general adoleacentes- con el objeto de ampliar su formacibn 

g~trica. 

Hasta el momento, tanto en la escuela pr1m8r1a como en el ciclo 

básico de la escuela media, estos adolescentes 8610 han tenido oportunidad de 

estudier algunos contenidos de geometria métrica plana, fundada en las noci~ 

nes de "distancia" y de "medida". 

Nos parece necesario que aborden también la cons1deraci6n del 

espacio fiaico de tres dimensiones y algunos conceptos de geo.etria proysctiva 

1 de topologla. (*) 

(*) 	Sólo reoient..ante, V pooo a poco, la palabra ~PQLOGIA ha sust1tu.do a la 
expresiÓn A.ALYSIS SITUS usada por POinoaré, H. Perai.re. p.n..... 
Bibliotheque Philos, Pari., rlamaarion, 1913. 
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La geometría proyectiva estA fundada en la noción de línea re~ 

tao Basta citar como ejemplo que para la proyectiva, dos figuras son equivalen 

tes si se puede pasar de una a otra por una transformación proyectiva que con­

serva la rectilineidad, es decir, si la segunda es alguna perspe~tiva de la 

primera. 

Por otra parte, la necesidad de que los maestros conozcan por 

lo menos los invariantes que caracterizan a la topología, no está ligada sólo 

al desarrollo considerable de la topología contemporánea sino también al hecho 

de que actualmente, las investigaciones de la Escuela de Ginebra parecen mos­

trar que los primeros invariantes que va generando el niño en su interacción 

con el espacio que lo rodea, se vinculan con nociones topológicas, más adela~ 

te va incorporando invariantes característicos de la geometría proyectiva y 

luego, casi inmediatamente, los de la geometría métrica. 

Creemos ademAs oportuno iniciar a estos adolescentes en el tra­

tamiento de funciones continuas de variable real, relacionadas con transforma­

ciones geométricas, aunque no aún desde un punto de vista rigurosamente formal, 

sino desde el registro y posterior análisis de relaciones numéricas en la va~ 

riación de esquemas geométricos. 

• 	 variación del área total y del volumen de cubos 

en función de la medida de la arista; 

• 	 variación del perímetro de figuras de la misma 

área; etc. 
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En todas las unidades trataremos de seguir lss recomendaciones 

metodológicas dadas anteriormente de modo de tener en cuenta que: 

• 	 el proceso de aprendizaje comienza con la formulación de hi­

pótesis personsles ante el planteamiento de un problema; 

• 	 para explorar las posibilidades de organización de estrate­

gias que permitan resolver el problema, hay que documentarse 

y analizar textos u otras fuentes que loa aborden: 

• 10 	teórico debe nutrirse con la experiencia real en activi­

dades prácticas que promuevan la interacción del futuro maes 

tro con recursos geométricos materiales y su actuación con 

los niños; 

• 	10 práctico pone en acción estrategias concebidas intelec­

tualmente y se complementa con la reflexión que realimenta 

el marco teórico que inspiró las estrategias; 

• 	 la evaluación es concomitante con el proceso de aprendizaje. 

En cuanto a la organización de actividades en interacción con 

la escuela prima.ria, la propuesta se enriquece con una mayor aproximación al 

grupo total de niños de un grado. Sin dejar de lado observaciones y microex­

periencias, se trata ahora de incorporar otra modalidad de trabajo: la pr6c­

ties en el aula. Ella consiste en••• 
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• 	 Los alumnos maestros se reúnen en pequeños grupos para planificar una 

situación específica de aprendizaje que involucre la construcción de no 

ciones geométricas en un determinado grado; esto, naturalmente, en con~ 

xión con el maestro de ese grado y con el asesoramiento del Area de Cien 

cías de la Educación. Es interesante que cada pequeño grupo aborde actí. ­

vidades diferentes e intercambie luego sus experiencias. 

• 	En cada pequeño grupo, uno de los alumnos maestros se hace cargo de lle­

var a cabo las acciones que requiera la situación planeada mientras los 

demás miembros registran las observaciones que permitan una reconstruc­

ción objetiva de lo ocurrido para facilitar la reflexión y realimentar 

así la concepción de la experiencia. 

• Todas las conclusiones integran una puesta en común entre los pequeños 

grupos para obtener los mutuos beneficios que promueve el intercambio, 

sobre todo si se puede contar con la participación de docentes del área 

pedagógica para que aporten sus consideraciones a la interpretación de 

cada proceso. 

111 LOS CONTENIDOS DE LAS UNIDADES PROPUESTAS 111 
Para una adecuada comprensión del desarrollo evolutivo de la 

concepci6n del espacio en el niño, será necesario hacer un análisis de los 

distintos tipos de transformaciones geométricas y. en particular, conocer los 

invariantes que caracterizan las transformaciones topológicas, las proyectivas 

y las métricas, así como las relaciones de inclusión que se dan entre los con­

juntos de invariantes de cada tipo. 

Corresponde también establecer y comparar las distintas cate­



gorias de orientación en el espacio y el proceso de descentración infantil. 

La exploración; organización y estructuración de las formas geQ 

métricas incluirá una serie de experiencias que pongan en juego las propieda­

des del espacio que un niño puede dominar gracias al progresivo alcance de lo 

topológico, lo proyectivo y lo métrico. 

Por otra parte, son particularmente importantes para el futuro 

maestro, aquellas experiencias que involucren el ejercicio de la actividad per 

ceptiva y de las formas de representación, tanto en el plano como a través de 

modelos espaciales. Se espera que, partiendo de esas experiencias, el adoles­

cente alcance los niveles de estructuración posibles según su propio nivel eVQ 

lutivo. 

En particular, habrá que considerar los procesos de adquisi­

ción de la conservación de la longitud, de la superficie y del volumen por 

parte del niño y la incorporación de todos los modos de cuantificación de esas 

magnitudes. Interesa que el futuro maestro logre la organización de toda una 

red de resultados que se expresan a través del sistema numérico y configuran 

las propiedades métricas más importantes de las formas geométricas. 

Paralelamente, los problemas de tipo geométrico que no se re­

suelven con números racionales, darán oportunidad para completar el campo de 

los números reales. 

Por último, problemas de variación sistemática de formas geo­

métricas en el plano o en el espacio de tres dimensiones, permitirán la intrQ 

ducción del análisis de familias de funciones y sus relaciones con expresio­

nes algebraicas, con especial consideración de las situaciones accesibles al 

nivel de la escuela primaria. 
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Los anexos que siguen tienen por objetivo ampliar -con la pala­

bra de voces autorizadas- los conceptos vertidos en nuestra propuesta de uni­

dades correspondientes al MODULO 3. Su contenido, pues, está ditigido a los 

profesores del Area de Educación Matemática. El uso que de estas lecturas pue­

de hacerse en las aulas de formación de maestros, deberá ser cuidadosamente 

evaluado y contará con sugerencias concretas de nuestra parte en el desarrollo 

de las unidades en si mismas • 

• ANEXO 1: Pertenece al Dl8temático francés G. Walusinsky 

y es un fragmento de un artículo aparecido en 

la revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, año XVI, 

NO 61/1982, Titulado: La matemática boyo En él 

se esboza la "Matemática Moderna" en grandes 

trazos y se reafirman las hipótesis didácticas 

sobre las que basamos nuestro enfoque . 

• 	 ANEXO 11: Consiste en un fragento de HANNOUN, H. El niño 

conquista el .edio, Iapelusz, Bs. As. donde ap.!! 

rece bien expliCitado el aporte de las experie~ 

cias escolares al proceso de desarrollo de la 

concepción del espacio en el niño. Su lectura 

debe complementarse con dos textos ineludibles: 

- HOLLOWAY, G. E. T. Concepción de la Geometria 

en el niño segÚA Piaget.Paidós. Bs. As •. 1969. 

- HOlJ,()WAY, G. E. <T. Conc;epción del espacio en 

el niño según Piaget. Paidós Ibérica. Barce­

lona, 1982.jf 

7 



11 IIANEXO 111: Contiene fragmentos de los capitulos IV y V 

de COURANT, R.; ROBBINS. H. ¿Qué es la Hate­

.ática? donde se desarrollan metódicamente 

las ideas fundamentales de Geometría Proyecti 

va y de Topología. El profesor Courant es fa­

moso por sus trabajos de investigación y po­

see la habilidad de exponer las más difíciles 

teorías en forma clara y amena, con abundan­

tes referencias históricas. 

IIANEXO IV: Transcribimos en este anexo, el capítulo 1 

de DIENES, Z. P.; GOLDING, E. IV. La geometria 

a.través de las traasfor.aciones. Tomo 1: To­

pologia. Geometría Proyectiva y afín. Teide, 

Barcelona, 1972. En él, los autores hacen una 

exposición rigurosa del contenido científico 

pero fundamentalmente, encaran con profunda 

comprensión del mundo infantil, la descripción 

de experiencias accesibles a loa niños. 

_ Veamos los anexos ••• 
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Funciones proporcionales o no proporcionales, creciell 

tes, decrecientes, variadas; máximos y minimos de 

una función, etc. 
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La mateaática hOJ. en 
XVI. NQ 61/1982. Pp. 

.'\,p I/. LA MATEMATICA MOOERNA EH 
" GRANDES TRAZOS. 

1',. 

¿No liS realmente una exageración deCIr 
, que eSIa matemálica invasora es moaerna 

porque es de nueSIrO tiempo? 
AlgO de verdad nay en esta observaCIÓn 

Otras épocas conocieron el conflicto de 
'los Clásicos y lOS modernos, Incluso en ma· 
temática. Siempre se es moáerno en algo 
tomo siempre se es el hijo o la hila de lOS 
padres, Para el matemático del siglo XVII. 

. l)escanes era un moderno mientras que 
'muchOS ae nuestros conlemporáneos lo 
, ubicarian entre lOS grandes precursores de 
,11 época clásica. 
I /. Sin embargo. en dicha exageración haV 
por lo menos una informaciónlItli i cuántas 
;llllsooas, en electo, están convencidas de 
que las matemálicas se han constrUido de 
una vez para siempre ,0, todavia más, lO 
hin sido de larma tan perfecta por lOS 
grandes sabios de la antigüedad que hOy 
sólo debemos repetirlas, "recilarlas" L Te· 
lIId la seguridad de que no descuidamos 
tia escuela; aprovecharemos las lec' 
Ciones de sus investigadores gracias a sus 
descubrimientos y también a sus Iracasos 
llero no debemos olvidar que la matemati· 
qa es una ciencia vil/a (icomo Si pudiera 
liaber una ciencia muena! i Ya no seria 
una ciencial). Cada estudiante la rainven' 
ti, cada época la reconstruye con sus eXI' 
genCias de rigor; la matamática de 1830 no 
es'la de 1750 ni la nuestra. Hay una histo' 
,. del pensamiento matemállco, lo mismo 
que hay una histolia de la hlOSotia: deS' 
pués de Descartes no se podría pensar co· 
mo antes de él, pero pensar por sí mismo 
llÍampre será una exigencia indIvidual. 

Revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, año • 
36 a 41 • 

-'Entrar en tOdos los detalles de la evolu· 
ción de ias ideas de la matemática en el 
decurso de los SIglos nos llevaría dema­
síado lejos. Por un instante. me quedo con 
esta única realidad: la matemática el/olu­
ciona porque es una obra humana. 

¿Por qué insistír. pues, en nuestros aias 
SObre ese calitícalivo "mOderna" SI es de 
tOdos lOS tiampos? ¿Qué axiste hOV que 
sea más actual? 

Puede ser que estemos mal ubicadOS 
para juzgar porque justamente vivimos en 
ese tiempO actual. Es muy posible que en 
un siglo toda la evoluciÓn rápida que hoy 
Impresiona nuestros sentidos. aparezca a 
nuestros sucesores como una lenta 
mueslra de un fenómeno más amplio, Pero 
no somos los historiadores del futuro; a lo 
sunno somos los actores de nuestro tiempo 
Que tratamos de comprenderlo. ¿Qué es 
pues, lo esoecllicamente moderno en I~ 
matemática de hoy? 

1. PrIoI1dld del 6lpbrl. 

Una IJflmera re~esla seria todavía de 
carácter semlhlstórico: en 1.931 apareciÓ 
en Berlln la moderna álbebra de Van der 
Waerden, obra que retoma las ideas pre· 
sentadas hacia algunos al'los por Emll Arlln 
y Emmy Noether en sus cursos en la Unl· 
versidad de Hitmburgo. Bajo el nombre de 
álgebra moderna se desarrollaba una con· 
cepción relatívamenle nueva pero que su­
merge sus rafees en Investigaciones más 
anliguas, las de Galois, por ejemplo (1830): 
se subrayan las propiedades de los enles 
más que los entes mismos; digamos, para 
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si"mplf,Tcar:sObre la ooeración maSQue 
sobre el resultado, El dominio del álgebra 
tendrá desde luego una extraordinaria ex, 
tensión, estos entes ya no son sólo los nú· 
meros sino también los objelos de la ge­
ometrla O. más generalmente. todos los en· 

I tes susceplibles de UI'I tratamiento mate· 
mático, Dicho de olra manera; el álgebra 
se ha convertido en una especie de lengua 
unl\lersal de la ciencia, 

Es!a imporfancia del álgebra como me· 
dio de expresión es un aspecto mOderno 
que no deberá olvidarse, 

2_ Hiel. una gen.retlraclón más gra.,. 
de. 

A la misma álgebra le corresponde 111 In· 
Quietud de la más grande generalización y. 
por consiguiente. el acceso a un nivel de 
abstracción superior. Pera muchos no ini­
ciados, el álgebra ~iStla en calcular 
"sobre letras". entendiéndose que esas 
letras representaban números, Es esla úlli· 
ma sUpOSición lo que ya no corresponde 

! hoy: cualesquiera sean los objetos. los en' 
tes sometidos al cálculo y representados 
por lelras, lo que Importa es sólo su forma 
de comportarse en las operaciones, El mis­
mo cálculo se aplicará 8 tal ¡;:onjunto de 

I números: por ejernQlo. (1,2,3), Y a lal con· 
I junto de rolaciones (las QUe permiten ubioI car lal azulejo de cocina en su h,lgar...) 

i Qué importa el objelo (o mejor qué imPOr· 
tan los objetos) con tal ,que se lengan las 

I ooeraciones! SI el álgebra se ha podido 
: convertir en el lenguaje común de todas 

las ciencias lo ha hecho al precio de este 
ealuerzo de "desencarnación": herra· 
mienta para la expresión pero QUe, por Si 
misma, no expresarla nada en el limite, 

ProporCionar a los Que emplean la mate­
mática. cada vez más numerosos y Que 
ooaran en dominios cada vez más va· 
riados. las herramientas que pUeden servir 
a todos. es uno de los obietivos de la mate· 
málica moderna, Incluso si siempre se hu, 
biera comprendido que la ma!emátíca as· 
pira a la generalización, se podría, creo, re· 
conocer QUe esta aspiración adQuiere 

amplitud original en nueslros alas, SI hu, 
biera que sellalar un SOlO aspecto para 
iustifícar el carácter "moderno" de la ma· 
temálica contemporánea. ese es el Que yo 
considerarla, A partir de él, se sigue" todos 
los demás aspectos de la ciencia contem­
poránea, 

En primer lugar. e! carác!er muy abs· 
!raclO QUe a menudo se le reprocha. "de­
masiado abstracto" han llegado a declI 
ciertas crllicas, Es verdad, hay niveles su­
cesivos de abslracci6n Que. a menudo, pa­
recen inaccesibles al estudianle y, con ma· 
yor razón, al neófito. nivel Que todavla no 
se ha alcanzado. Esta cuesti6n de la abs· 
tracción se vuelve a hallar al examinar los 
trabajos de los psicólogos y pedagogos. 
Con!entémonos pOr ahora con reconocer 
que los matemálicos contemporáneos 
tienen perfecta concieFlCia de que la mate· 
mélica QUe nacen es abstracta; no se tes 
oculta (habla un ministro que no lenia nada 
de matemático que reclamaba matemáti, 
cas'concretas") este hecho y dicen con ra· 
zón que si se desea formular teorías poli\la­
lentes. es necesario pasar por eso, El trán­
sito po, lo abstracto es una necesidad que 
tiende a la polivalencia buscada, Se debe­
rlan obtener importantes consecuencias 
en lo que se refiere a la ensenanza imcial. 

3. Un. l'Honstruecl6n en todos 1011 do­
minios. 

En el plano de la misma matemática se 
)\:)serva también Que es el mismo edilicio 
-erqlie se ha deffi&Úeconstn,¡l( que es ne· 
cesario, constantemente rehacerlo, GesOs 
los oomlmos próximos a la trios¡;;lia y la 10­
giCa hasta los que tocta\lia hoy aparecen 
como dasembocanoo en lOS prOblemas 00 
la lisica. No hay. pues, en la malemátlca 
tal seclor que seria "moderno" en tanto 
que tal airO segulfia siendo"claslco", la 
cohesión Gel conjunto es oemaslll® luerte 
y Justamente subrayaoa por el singular: /a 
malemállca. para que podamos imaginar. 
sea en la invesugac,ón o en la enseñanza, 
cualesquIera sean lOS nIveles, sectores "al 
amparo" ele la comente moa;¡rna, Aquí 
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am;;sga¡¡¡¡ una comparaClon: una vezoes: 
cuolenos los lelescoplos <-como Imagmar 
un ooservaoor astronómICO que preselOoa 
de él baJo el pretexlo de que Hlparco no 
usaba nmgún Instrumento ÓptICO? SI Iloy 
Olspone del potente métO<lO axIomático 
(,$11 creerá que un matemático se condena· 
rá a cierta impolencia por respeto a la tra· 
dlción? 

DesarrOllo eJel aJgeora. aS¡:¡lTación a la 
mayo¡ poIlVaieQcla de las teorías, r80rganí· 
zaCion en permanente perlecclonamlemo 
eJel eciillcio malem¡i/lco en s.¡ tOlalreJaeJ, no 
son mas q"e al{)"flOS eJe los caracteres eJe 
la mooernieJaCl de esa malemáuca. 
Qu,siéramos pooer complel.,r el retrato es· 
cozado aquí y acaso sea ImpoSIble na· 
cerIo. lan rápida es su !ranslormacIOn. Por 
10 menos poaemos conceOlr una de las ra· 
zones de eSola evoluCIón: aoaplarse él las 
necesldaoes creCI,mtes ce la matemállca 
en las diversas ramas de la actividad hu· 
mana. Cada uno. en la medIca de sus POSI' 
bllidades. malematlza y Por ese esfuerzo 
espera un creCIm,ento de SUS mOdOs oe 
accIón. SI nay un pasaJe que resul!a laoo­
rioso por lo abstracto se espera oe el un 
gran IrulO. <-Sera necesaflo reservar esa 
capaCIOaO a algunos pflvlieglados? 

UL LA MATiMATICA PARA lODOS. 

TranqUIlIzaos. eS11! titulo no anuncIa el 
advenimienlo de un impeflalismo matema· 
/leo. No se trala oe crear un munClO en el 
Que tOdos nosotros seamos matemátrcos 
as¡:¡eclalizados. muy capaces Sin duda de 
concebir y de organizar. sin que hubiera 
nadie para ejecutar. .. o para nacer olra ca· 
sao Pero p"eslo que IOdos lOS cluCladanos. 
tOdos lOS trabajadores de hoy y ae maña· 
na, llenen y tendrán neCeSI!JaCi.de unlltor· 
maClOn malemauca. es necesallo qu~ se 
la aseguremos a tOCIOS. 

Si. a todos. debIdo pnmeramente a es¡¡ 
"ulllidad práctica" en tooas las aCllVlda· 
dilS de nueslras sacreoades, como lo fIe' 
mos $IIl\aladO antes. A 10000S. lamollin. 
puesto que la orientaclOn precoz de los 
alumnos o incluso de los estudIantes. reve· 
la una imposibilidad. Se 10 l'Ia Intentado 

pofquól ellO illTlPlltlcana grancem¡¡nle la 
organIzación escolar (25% oe clentif,COS 
18% de literatos .... ,cuan cómOdo se¡;a 
eso para pooer prever las construccIones 
escOlares!); la incertidumbre de muchos 
padres sobre el fuluro de sus niños queda· 
ría más apaciguada: resurglmlenlO del "Iv 
será pOIlléCfllCO". Ha $100 necesarro de· 
camar: el material humano no se ceja en 
casíllar tan fácilmenle. las necesldades1'" 
luras de nuestras sQCleoaaes lampoco Sto­
deJan prever tan rigurosameme. 

A tOCIOS, finalmente. porque tooo ser nu· 
mano debe poder acceder al conOC,m¡enlO ' 
por si mÍSlllO... I 
Formac;lón básica. 

Por todas esas razones a la vez, la lel' 
macI6n malemática básica. con espir,l" 
mOderno. es necesaria y convenIente par" 
10000s. La dehnici6n de un conjunto de ca 
nacimIentos útiles se pudo concebir deSde 
la época en que se podía descomar que la, 
grupo de alumnos desemoocaria en la ,n° 
dustria y lal otro en las actiVidades banca, 
rias. BaSlante lOCO seria quien en los tiem· 
P9S que corren se permitIera tales prevl· 
Slones. Es más seguro prevenllle al eSI,,· 
díame. "sabed que lo que hOy eSlá,s 
aprendIendO dllectameme no 0$ serVllá 
para nada; nosotros no saoemos Cual€;s 
serán vuestras necesidaCies; lo que os en· 
señamos es necesario que os ayude a 
adaptaros a las impreVISIbles condiCiones 
en las cuales, etectivamenle. ¡enare,s que 
obsef\lar. reflexionar. conceblf. aCluar.Juz· 
gar .... En el tondo ... QuiSIéramos prepara· 
ros para vivir como mUjeres U nombres 
responsables. vale decir. libres en sus 
rellexlones. en sus actos y en sus JUICIOS" 

Un pesado equipaje ae conoc¡mlentos 
enóclOpédlCos seria entonces más emoa· 
razoso que úlil; inCluso seria tan amoara· 
zoso que descorazonaría a IOda persona 
lÚCida que detliera cargarlo. Herramlemas 
¡nlelactuales adapladas (lO<lO 10 Que sea 
pos]blerliSilUaClooes JOdavla ·deséoríoci· 
das y una formación matemática. pueden 
contribuir eficazmente a forJarlos. 
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Los CUlIto le"gulle•• 

No ser~ só!o ella. con toda seguridad, 
Lengua materna. lenguas. extranieras vi· 
vas. he ¡¡Qul los elementos de comunica· 
ción irreemplazables; una ensel'lanza de la 
tecnología. todavla apenas organizada. de· 
berla dar una formación básica. ciertamen· 
te indispensable en nuestra civilización. Y 
como broche de todo. la matemática. len­
gua universal. completa el conjunto de las 
herramientas necesarias de las cuales de· 
be estar provisto todo ser. si no Quiere vivir 
sir. firmeza o sometido, 

Insistamos un pOCo sobre ésta "teorla" 
de los cuatro lenguajes Que. a veces. es 
mal comprendida: ¿no se habrá visto una 
espeCialización prematura? ¿O acaso la 
muerte de los estudios clásicos, el de las 
lenguas antiguas en particular'? Toda foro 
mación supone una elección: es necesa· 
rio. pues. distinguir tas elecciones de la co· 
lectlvidad para sus nillos y la elecoión del 
alumno o del estudiante. Sí lOS guslos o las 
aptitudes actúan de lleno en esle último 
caso -y un amplio abanico de opiniones 
debe permitir al alumno ejercerlas libre· 
mente- la elección de las disciplicas bási· 
caso útiles para lodos y para cada uno. de· 
be ser la obra reflexiva de la colectividad. 
Ahora bien. no es posible ubicar a todas las 
disciplinas intelectuales en esa formaCión 
básica a neS90 de recons!íluir. sóto con 
un cambIO de nombre. una ensel\anza en· 
ciclopédica QUe es lo opuesto a una lorma· 
Clón, 

Sin un domirio suficiente de la lengua 
malerna lodo el' mundo conviene en Que nin· 
guna lormación es posible. En el siglo de 
las comunicaciones rápidas. en que los 

1 contactos internacionales comienzan a 
, multiplicarse. toda medida que restrinja el 

aprendizaje de las lenguas vivas extranje· 
ras sería atentatoria a la libertad del indlvi, 
duo. Ignorar la importancia de las lécnicas 
sobre nuestra exi~tencia seria también ab, 
surdo; pa ra convercernos bastarla con ve· 
ri!lcar cuánto trabajo les cuesta a los al" 
cianos adaptarse a las nuevas condiciones 
de vida (en verdad. se los deberla ayudar. 
pero ,de parte de ellos. en los casos más 
trápicos. exisle el absurdo rechazo de una 

-evoluclOnlnevilablej. La formacTón mate· 
mática básica aoorta el complemento in· 
dispensable a este conjunto educativo' es· 
plritu de observación y'de análisis. aprendi. 
zaje de la conceptualización (desde la ob­
servación de una situación a la idea abs· 
tracta); aprendizaje de la deducción Y. más 
generalmenle. desarrollo del esplrllu légi. 
co; relorno a la observación y a la exoe· 
rienCia para experimentar la validez de las 
nociones abstraclas elaboradas asl como 
de las teerlas construida+-oor vla deduct" 
va. He escrito "completamente mdlsoen· 
sable": me pregunto Si no seria más pru· 
dente hablar de aprendizaje del oensa, 
miento racional. 

Esta ensel\anza debe. evidentemente. 
imbricarse en la de las otras diSCiplinas: no 
es verdad que sólO en matemática se debe 
pensar justamente y expresarse claramen· 
te, La teorla de los cuatro lenguajes impli· 
ca. por otra parte. tornar eil serio un siste· 
ma de opciones que permita a cada uno 
sentir SUS gustos. manifestar sus aplltudes 
en todos lOS dominios. He dicho "tomar en 
serio" porque. hasta ahora. cuando hay 
Una opci6n. no lodos piensan en una ense· 
lIanza de primera clase. Toda opción debe. 
por lo contrario. ser considerada corno ele· 
mento constitutivo de una verdadera foro 
mación cullural. Dará. por otra parte. oca· 
siones espeCiales para usar los cualro len· 
guajes y asl motivará los estudios básicoS 

También sería necesario que esta lor. 
mación matemálica necesaria para lodos 
sea accesible a lodos: ¿es oosible?, 

IV. UNA MATEMATICA ACCESIBLE PA· 
RA TODOS. 

Si no lo fuera esfe trabajo perderia su i 

sentido, En todo caso. frente a las neceSI' 
dades de la sociedad de oersonales ca'ifi. 
cados y sobre todo capaces de adaptarse 
rápidamente a situaciones nuevas, !'~ca· 
rar lOS deberes del individuo consigo miS· i 
mo (comprender el mundo en el cual se VI' I 
ve y saber desernpel\ar una función en él). ¡ 
todo nos dice Que ya no es el tiempo de ' 
una materrulfíca dedicada a los hapoy few 
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t 11M II'IIllfflloKlca ".,.. lOs ncogldDs? 

E1listen lodavla partidarios de esa lor. 
maciOn. de esa "alta formación para los 
escogidos" Que tenia Cierta eficacia prác· 
tica cuando había dos dominios bien sepa· 
rados; el de lOs Que concebian o dlngían y. 
po( otra parte, el~ los Que no podían Sino 
Obedecer y ejecutar. Cierta concepción 
tradiCiOnal de la enseilanza ha COlocado 
las coses en esas condiciones SU'llestras 
mediante una suerte de peSlIllISITlQ acerca 
de las posibilidades de lOS niños con res· 
pecIo a la matemática. Cuando se propo­
nían tan sólo dlfuru:lIr en los IÓvtmes ce· 
rebros algunas tórmulas "ullles", algunas 
recetas e¡tperimentadas (entre las cuales 
habría que hacer un lugar especial a la 
"regla de tres") se trataba de lacilitar muy 
poco el acceso a las nociones para prepa· 
rar el acceso a las ab$UacclOn8S. Se le exi· 
gía todO a la memOria: saber sus tablas, tal 
como sería necesario conocer sus depar' 
lamentos (prefecturas o subprefecturas). 
Se lenia el pudor de no asombrarse deme· 
siado ente lOs fracasos. pero era aigo osa· 
do aflrmer que la mayoría de los escolares 
era poco dotada: no se les daba en efecto 
ninguna oportunidad de manifestarse '1 

. luego de desarrollar sus dones. 
En esta concepción tradicionaJ todos lOS 

esfuerzos pedagógicos se dedicaban a la 
preparación. al adiestramiento. La idea de 
reservar lOS mejOres profesores (suponían· 
do que se lo pueda nacer. que se los sepa 
distinguir) a los melares alumnos (supo­
niendo que dispongamos de criterlós pala 
seleccionarlosl. liene 1000vía sus partida· 
rlós. Algunas clases preparatonas para los 
concursos de las grandes escuelas fundan 
en ello su reputación y nadíe podrla tratar 
de revelarse indiscretamente contra el 
. plan de enseñanza metemática si no se hu· 
biera descuidado la enseilanza para too 
dos l . 

En lO que, para avanzar rápidamente. se 
deOOlTllna "renovación de la enseñanza 
matemática". eXISte felizmente la conJun· 
ción de una relorme de los contemaos y 
una relorma no menos ,mportante de lOS 

·métooosClidaCÍlcos; se trata ae un-,ceraa· 
dero cambio de Onentaclón. de una relor· 
me en profundidad, de una nueva concep· 
ción ae la enseilanza ma/emá/lca. 

Una nueva pedaAla matemÁtica. 
Esto se basa sobre la lehz cenlunclón d€: 

las ideas denominadas moclernas. en ma· 
temática. y los descutlllmlentos de las 
caenclas de fa educación acerca de la lor· 
macien de lOS conceptos en la mente del 
ni"o así como sobre las técnicas de los d,· 
versos aprendizajes. Oeoemos complelal 
10 que ya hemos dlcho saore las pnmeras. 
Será todavía más útil exammar en detalle. 
la;'IIO como podamos, el aporte actual de 
las ciencias de la educación:Sin embargo 
es necesariO insislir en seguida Sobre el 
acuerdo perlecto eXistente enlre las exi· 
gencias de la matemática denominada mo· 
derna '1 las recomendaciones que los in· 
vestigadores de la psicología y de la peda· 
gogíapuBden hacer a QUienes enseñan 
Para simplificar, resumámoslas en algunas 
Irases un poco esquemáticas. 

- Prioridad de la acción del alumno. Se 
trata de evitar a cualquier precIO Que el 
alumno acepte pasivamente las Instruc· 
ciones, las definiciones. ¡as abstracciones 
formuladas po( el maestro. Para avanzar 
rápidamente (en apanencla) el maestro 
siempre sienle la lenlaclón de imponer Su 
concepcIÓn; por pereza. no detesla la cien· 
cia completamente hecha pero. al término 
de cierto liempo, sienle una sensae ,on ae 

1 PH~C~semoS su'\ relar(k) Que la Jnspecc¡on Gií"\e' 
taloe MalemallCG swge ilnKUul\enle oel Cl.terpo oe 
profesores ae laS Clases J)(epGlaWfW oe las grallCAts 
escuelas c¡efllihcas: IOCHJSQ cuanoo éSla encasgaoa 
ce I()$ eslUOtOs ~hJS. ¡eselva 1000$ SUS CvtQa· 
dOS y pnOntaflameOle onent.. $u acc¡QO en un $enhOO 
favOfatNe a laS díl.$tS pt~'ilIOhó,. Tate:& C.n;uns· 
lanclá.$ IHtSOftai pa.'~6:{\ acaso E.a.pí¡c.r la ,OC4Pac¡· 
aad de la InspécclOfl Generai Póli aeSé~"',,,H Qua 
lunclOn que la dd' henar 1.a refOlffia de loa ense(Uinta 
matemai.ca. 
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, Ms¡¡o;~ía erisei\a~nz~a~Cl09rña¡¡-:ccca--ceccn:Cg~e~lld-cra 
(jlSguSIO por el estuolo y la luente de lOS 

1 fracasos. La funCIÓn (dlflcll¡ Oel maestro es 

provocar la acclÓll del alumno: la Importan· 

Cla oe la elecCión de las SituacIones a BSlu' 

alar, ae las cuestiones a plantearse y oe la 

fOrma de plantearlas. Papel dIfíCIl pues el 


'~ maestro debe resiStír a la porfia de .mper 

ner su concepción, eVitar sus prQCeOlII\len· 

lOS aun cuandO estos sean muy a menudO, 
I, SI no Siempre, prehWbles. 

- El alumno debe Observar, analizar. 
Por lanlo, es prelerible BlIIlar las cues· 
tlones demasiado precises. Aprender a 
puscar bien es aprender a tratar de plante­
a/se cuestiones. Entre los medios para ev" 

i tar las cuestiones demasiadO precises (y 
, cuya fo/mulación ,ndica a veces qué "po 

de respuesta se espElta) el auxilio de lOS 
matenales didácticos Dlen conocIdOS a 
menudo es mUy eftcaz. Al reSpecto existe 
una rica experiencia acumulada por tas 
maestr&s de los jardines de infantes (el 
hecho de que sus alumnos no sepan escri· 
bir las ha Obligado, a sUbrayar la importan· 

i cla de las manipulaciones: "También ha· 
cen falta las manos para ins1ítuir un len'l, guaje" decía Paul Valery. En los diversos 

! n,veles de enseñanza. diversos materiales. 
I imaginados o construidos por los mismos' 

alumnos. ocultan riquezas matemáticas in· 
sospechadas. Existen muchOS ejemplos de 
materiales concebidos para el primer 
aprendizaje del cálculo y en los cuales los 

· empleadores han puesto en evidencia
l, estructuras desconocidas para lOS rabrí· 
, cantes o inventores, 

- El alumno debe abstraer, Se trata de 
una elapa fundamental que no se podrla 
"quemar" bajO el prelexto de que el alum· 
no larda en concebir la abstracción que el 
maeslro ha adquirido desde mucho tiempo 
atrás. La abstracción impuesta no llene 
ningún valor para aquél a quien se le impo­
ne; muy corrientemente la acepta sin con· 
cebir su alcance". Por lo contrario. si la 
conQuista al cabo de numerosas observa· ' 
j

ciones o diSCUSiones (con alumnos, como 
él, en trance de abstraer). sabe "de dónde 
vuelve": no se trata en ese caso de una no· 
e,ón extraña a su mente. 

.~- if'iiiVínno debe dedúC¡r. Si tiene los i 
medios lógicos qara hacerlo (la experien· \ 
eia ha mostrado aptitudes limitadas, pero , 
ciertas, para la deducción en niños de eín· : 
co at\os), y sobre fodo si siente la necesi- ( 
dao de hacerlo. ' 

- El alumno deOe aplicar, esto es. de· I 
be user sus conocimlenlos, sus adQ\)'si· ¡. 
clones 1 
Un nuftO ellme en le el..., 1I 

Por lo tanlo, la tarea del maeslro se 
vuelve nueva, Para él, se trala menos de 
dilundir su saber en la cabeza de sus alum· 
nos Que de prepararles situaciones enrio 
quecedoras, Se trata de estar pronlo para 
responder a las preguntas más in· 
congruentes, de saber guiar a las slnlesis 
índis;:>ensables y, en ciertos casos. de sao 
ber obtener por si mismo ciertas observa· 
clones parciales o forpes, esas Que los 
más hábiles habrían podido descubrir (de· 
já_ndol,es sín embargo a los alumnos la pa!: 
le más bella, la del descubrimiento). Tarea 
ardua. tanfo sObre el plano matemátlcu (es 
necesario dominar, manerar un tema, oara 
comprender los enfOQues toroes de los 
principantes y saber orientar sus pasos) 
cuanto sObre el plano pedagógico (apren· 
der a no decir más que lo que hace falla, 
aprender a COflegir Sin descorazonar, 
aprender a comprender las formulaciones 
"incomprensibles" ... ) o sObre el plano pu· 
ramente humano (no es cuestión de Que el 
maestro brille: junto a sus alumnos debe 
ser un artesano en su trabajo. Es una mula· 
ción de la función docente Q,ue no carece 
de grandeza: la de la humildad. 

También le corresponde la cuestión de 
la fraternidad. El diálogo entre los alumn(:'~ 
y maestros es una condición indispensable 
para este género de trabajo: el Obstáculo 
que el curso magistral creaba. para ese 
diálogo, deja de existir sí el alumno siente 
Que el maestro es un compañero de traba· 
jo: acaso incluso penciba con bastante ra· 
pidez Que el maestro es el alumno de sus 
alumnos: cada día puede aprender algo de 
cada uno de ellos. 
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Aprende también de lOS intercambios 
Que puede y debe tener con sus colegas, 
Las tentativas de trabajo demasiadc limi· 
das de muchos equipos de maestros ya 
han convencido a muchos escépticos Que 
no suponían el interés oue pueden tener 
estas cosas: el maestro. sobre todo Si sus 
alumnos son muy jóvenes. tiene necesi· 
dad. él también. de dIalogar con semejan· 
tes adultos como éL . 

En sinteSis'. el espirilu moderno pone el 
acento sobre la consirucclón matemática; 
los aportes de las ciencias de la educación 
insisten sobre la indispensable función de 
la acción personal del alumno: las investi· 
gaciones pedadógicas ponen en evidencia 
la necesidad de una formaCIón permanen· 
te de lOS maestros que los translorme de 
"recitadores" en "investigadores" peda· 
gógicos. Hay en esta convergencia de las 
tendencias de la matemática y ia pedago' 
gla una posibilidad que se debe asir: se 
podría pensar que una reforma de la ense· 
llal1za matemática era indispensable; se 
encuentra que es posible. oue está. es el 
mómento de decirlo. al alcaf'ce de la ma­
no. 



•HANNOUN, H. El niño conquista el medio. Kapelusz. Buenos Aires. Pp. 72 a 91. 

o 

A. Cómo el niño percibe el espacio 

Los efectos del egocentrismo infantil 
sobre la percepción del espacio 

Al respecto, los efectos del egocentrismo infantil n05 parecen 

importantes en tres áreas diferentes: 


El niño sólo puede percibir un espacio acorde con sus propias 
dimensiones, 

- En ralón del "realismo intelectual". el niño percibe el espacio tal 

como lo piensa y no como lo ve. 

- la lateralización del niño, el reconocimiento de la derecha y la 


I izquierda, presenta una difkultad no despreciable. 
El niño, poco preparado para aprehender el mundo -y eh 

espacio- de los adultos. lo transformará de alguna manera para 
reducirlo a sus propias dimensiones. Ese espacio donde se sentirá 
bien, ese espacio suyo será, ante todo, su propio cuerpo. Todos 
sabemos cuánto les gusta a los beb~ descubrír su propio cuerpo con 
sus manos. Todo lo re\isan: la mano derecha descubre la izquierda, 
luego el brazo, pronto las partes genitales o los pies. Igual que le 
sucedía al pequeño lean-Christophe. Veámoslo: 

"Nadie se ocupa de el; no necesita a nadie... Su cuerpo le es 

suficiente. ¡Que divertido es.' Se pasa horas enteras contemplando 

sus uños, riéndose (J carcajadas. Todas tienen fisonomías dit,erentes, 

se parteen a personas que él conoce. Las hace conversar entre sí, 

bailar o pelearse. i Y el resto del cuerpo! ... Sigue la inspeCCión de 

todo lo que le pertenece. ¡CulÍntas cosos asombrosas.' Algunos son 

muy extraños. Queda curiosamente absorbido por su aspecto. 


A veces se sintió sobrecogido cuando lo sorprendieron así." 

(Romai" Rolland, op. Cit., pág. 16.) 


Esa importancia que el niño asigna a su propio cuerpo no se 

perderá iamás, aun cuando, más tarde, adoptará otros aspectos:S . 

Estudiaremos las consecuencias pedagógicas de ello. 


Ese espacio propio, que el niño deSCubre desde sus primeras 

semanas de vida, pronto se abrirá hacia el espacio exterior, el espacio 

de las cosas. En este plano, será fácil concebir que nuestro espacio de 

adultos, casas, muebles, calles y plazas, campos y montañas no 

corresponden a la dimensión de un ser que apenas acaba de salir de la 

estrechez de una cuna. El niño reconstruí"í ese mundo extraño de 

acuerdo con sus propias dimensiones. Lo convertirá en Sil mundo; no 
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transformandolo-efectivamente~orsupuesto,Síno adaptandose a éf 
meóiante una imagínación transformadora de las cosas. Todos 
habremos comprobado, por eiemplo, cuánto les gusta a los niños de 
la escuela elemental jugar debajo de las mesas (los muy pequeños), o 
aislarse en rincones, chozas, desvaQ~_etc.112Lmayores del ciclo 
medio). Aunque la interpretación de tales J(!itude<¡ no se refiere 
exclusivamente a cuesti:mes del espacio, puede afirmarse que, en 
todos los casos, el niño tiende a limilar el espacio de sus evoluciones 
con el fin de redUCIr el e<¡pacio objetivo a dimensiones aprehensibles 
para ~1. Es innegable que los "rincones-taller" de los jardines de 
Infantes responden de alguna manera a esa necesidad del niño de 
ocupar el e<¡pacio. A los niños del curso preparatorio o del curso 
elemental, a veces hasta a los del curso medio, les re<¡ulta dificil 
organilar espontáneamente juegos que ocupen todo el patio de 
rccreo (sí es de tamaño normal), porque no saben ocupar un espaCIo 
tan grande. En la mayor,a de los casos preferiran organizar juegos 
que requieren espacios más restringidos. Haremos una última 
observación: un niño ante una hoja de papel en blanco tiene dificultad 
en llenar con su dibujo toda ella. Nuevamente, esta vez sobre el plano 
gráfíco. no sabe ocupar el espacio. Tenemes que enseñárselo. 

No satisfecho con rechazar del espacio las dimensiones demasiado 
vastas para él" el alumno de la escuela elemental muchas veces 
transformará el espado que conoce para darle una significación 
conforme con su personalidad y $US desW$. Muy pronto el rincón del 
comedor será el dormitorio de la muñeca, un fÍncón del jard,n será el 
secreto lugar de reunión para ejecutar distintos juegos. En alguna 
medida, el espacio del adulto es transformado por el niño no sólo 
desde un punto de vista cuantitativo, en sus dimensiones, sino 
también de<¡de el cualitativo, en su significación. Y en ese espacio, el 
niño se siente muy cómodo, Igual que le sucedía a Jean-Christophe: 

"Cuanto peor era el camino, lanto más hermoso lo encontrolx1 
Chflslophe. El lugar de cada piedra lenia un sentido para él; las 
conoe la a todas. El relieve de un carril le parecía un accidente 
geográfico poco menos Importante que el macizo del Tounus. Tenia 
en su mente el mapa de los hoyos y abultamientos de todo la zona en 
un área de dos kilómetros alrededor de su caso. ASI; cuando 
cambialx1 algo en el orden establecido de los huellas, no se ereia 
menos importante que un ingeniero con una cuadril/o de obreros. Y 
cuando había aplastado con el tacto lo arista seca de una glelx1 y 
llenado el hueco delx1jo de el/a, sentío que no había perdido su 
jornada." (Romain Rolland, op. cil., págs. 22-23.) 

El espacio es para el niño pequeño, en primer lugar, un mundo en 
el cual no quiere -o no puede- entrar. La porción de ese mundo en 
que decide aventurarse la conquistará sólo al precio de una 
transformación cuantitativa y cualitativa a la vez. Incumbe, pues, al 
educador ayudar al niño a penetrar en espacios cada vez más amplios 
y verdaderos. 
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En cuanto ar7ear.smo¡n¡eTec~tuál" del niño se refiere, creemos 
poder retomar aquI las conclusiones de lean Piaget acerca de la 
cuestión ", Piagct insiste, sobr~ todo, en la _noción de perspecJiva 
que durante mucho tiempo resulta inconceb,ble para el n,no, aun 
después de los ocho o nueve años, Si bien alrededor de esa edad, el 
pequeño, a quien se le muestra un grabado de una vía de tren, 
reconoce en él la perspectiva, durante mucho tiempo aún será 
incapaz de representar esos rieles teniendo en cuenta esa misma 
perspectiva, En su dibujo aparecerá el paralelismo, porque sabe que 
los rieles no se encuentran jamás, De modo que el niño no sobe ver el 
espado, En él, el mundo exterior y su representación todav,'a se 
hallan mezclados. Expusimos anteriormente, en este mismo sentido, 
la tesis de Luquet sobre el dibUJO infantil. 

El problema de la distinción entre derecha e izquierda reviste. 
según nuestra opinión, una importancia mayor aún, En efecto, para 
el niño, y en general para los que adoptan una actitud antropocén· 
trica, el espacio se divide en cuatro partes: lo que se halla delante de 
mí, detrás de m¡', a mi derecha y a mi izquierda. Esta distínción es el 
primer análisis que el niño hace de su espacio, instintivamente o con 
el fin de responder a necesidades exteriores. El reconocimiento de 
adelante y atrás suele ser fácil de lograr. Adelante es el sentido de la 
marcha, es lo que veo con los ojos, es lo que la mano alcanza con 
mayor facilidad, etc. Atrás es lo opuesto a adelante, Estos criterios 
son vivenciados íntimamente por el niño y como tales los adquiere 
con facilidad. No sucede lo mismo en cuanto a la distinción de 
derecha e izquierda, respecto de lo cual esos criterios muchas veces 

, faltan :1 . 

. En su obra sobre "Le jugement et le roisonnement chez I'enfanr" 
'(Delachaux et Niestlé, págs. 137 Y sigs,), Jean Piaget expone las 
conclusiones a las que llegó en este ámbito, Para él, y según sus 
apreciaciones, el niño de cinco a ocho años sólo distingue lo que se 
halla a su derecha y a su izquierda, En la may'ofl'a de los casos le 
resulta imposible dar el paso de su derecha a la de su interlocutor. De 
kls ocho a los once años, esto es posible: el niño distingue la derecha 
y la izquierda del interlocutor que se halla frente a él. Finalmente, a 
partir de los once o doce años, el niño sabrá situar los objetos en su 
.ación recíproca: el escritorio del maestro se encuentra a la 
i,quierda del armario, la puerta del aula está a la derecha de la 
atantería, etc" y esto independientemente de la posición propia del 
niño. 

Señalemos los efectos del egocentrismo en cuanto al espacio. En 
UII principio, el niño no es capaz de aprehender el espacio en sus 
glmensiones reales ni en su significación verdadera, no sabe represen· 
tillo ni analizarlo. Son estas imposibilidades o dificultades las que 
~ dictarán la gestión pedagógica para subsanarlas, 
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[os efectos del siiicriUsmo 
sobre la percepción del espacio en el niño 

Encontramos una definición perfectamente clara de lo que 
podn'amos llamar el sincretismo espacial, en el siguiente texto de 
Burloud: 

"Por regla general se admite que el mundo, en un principio, 
aparece al niño como un panorama confuso, una continuidad 
coloreado en que los obJetos no tienen contornos propios, o aun, 
hablando más exactamente, no hay objetos, sino solamente daros de 
luz que alternan con manchas de sombra." (Psychologie, Hachette, 
pág. 193.) 

Al leer este texto, casi nos sentimos inclinados a decir que la 
visión del mundo, a los ojos de un niño pequeño, recordarla aquella 
que se obtiene mediante una fotograf la tomada con una cámara mal 
enfocada: borrosidad general, imágenes de contornos muy esfu­
mados, colores entremezclados, elC. El sincretismo, en cuanto supone 
globalización y confusión, encuentra en esto su descripción más 
ex~ta. 

Pero hay más. Ya hemos visto que, en cuanto al objeto flsico, 
una de las consecuencias del sincretismo era el hocho de que las 
propiedades de un objeto se consideraban como "adheridas" a él: el 
sombrero rojo de una dama es parte integrante -no accidental- de la 
imagen de la mujer, aSI como el follaje verde de ese plátano está 
"adherido" a él, sea cual fuere la estación. Ese vinculo, esa confusión 
de lo accidental con lo esencial vuelve a encontrarse en el nivel de la 
aprehensión del espacio, en la medida en que el niño no sabe separar 
el objeto del espacio que ocupa. Para ¿I, el espado no es ese 
receptáculo que puede contener un objeto cualquiera. El florero que 
se halla en el anaquel no es concebible fuera de ese sitio. La 
ubicación espacial del florero -el hecho de hallarse en la repisa­
constituye en la mente del niño una parte integrante de su ima~en del 
florero. El florero está en el estante o deja de ser ese florero' . Una 
experiencia análoga se hizo en la psicología animal. Antes de la vuelta 
de las golondrinas a una aldea, se desplazaron sus nidos a una 
distancia de aproximadamente 50 centímetros. Al volver, los pájaros 
los abandonaron; no los roconocían. En efecto, la percepción que 
tenlan de ellos no lograba separar los nidos mismos del espacio que 
ocupaban. René Hubert describe este fenómeno en el siguiente 
pasaje: 

"Esos conjuntos (de objetos vistos por el niño - H.H.) todavía no 
están ligados unos a otros por relaciones objetill(1s, sobre todo de 
~io, tiempo, y menos oún, de couso/idad o, mejor dicho, estón 
incorporados 01 lugar donde se presentan, al momento ~en que~se 
perciben." (El desarrollo mental, verso casI. Editorial Kapelusz, 
Buenos Aires.) 
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La evolución de las formo5 de aprehensión 
del espacio en el niño 

La percepción del espacio en el niño no escapa a la regla 
fundamental de su evolución general, que avanza en una diretción 
marcada por tres etapas esenciales: 

La etapa de lo .ivido. 
La etapa de lo percibido. 
La etapa de lo concebido. 
Primeramente: el niño vive el espacio. Vive las distancias y 105 

recorridos. No percibe la distancia que separa la mano de la cuchara, 
puesta delante de él en la mesa. Necesariamente, no concibe esa 
distancia. Sólo la vive, por su imposibilidad física de alcanzarla. Este 
hecho, además, explica que a menudo el bebé parece no comprender 
que no puede asir un objeto colocado fuera de su alcance. Como no 
percibe ni concibe las distancias, como sólo las vive, las experimenta, 
rIO puede, por eso mismo, percibir ni concebir la imposibilidad de 
alcanzar los objf'tos. Experimenta esta imposibilidad al fracasar su 
movimiento. De ah í también la frecuente tentativa de los niños muy 
pequeños de alcanzar el cielo raso, la araña que está suspendida de él, 
las hojas de los árboles, etc. Esa etapa del espacio vivido es el estadio 
del "aqut'. A cau,Sil de la forma de aprehensión del espacio, la única 
de la tual es capaz por ahora, el niño no puede superar el 
destubrimiento de un espacio "adherido" a su persona física. 

ESPACIO PERCIBIDO 

at8PI del "all'" 
I(geografía) I 

I 
I, 

¡ 
I 
I 

/ 

ESPACIO CONCEBIDO 
etapa dai"doquier" 

(I1lItamáticl) 

, 
\ 

\ 
\ 
\ 
I 
I, 

ESPACIO VIVIDO· 

etaPl del "aqu1" 
(experiencia directa 

del mediol 

\ I 
\ I 

'\ / 
'\ / 

'\ .­
" -' 

Oiqa:¡6t\ de la wó!udón M l. prtf'C*pción del espacio en .. ntfto 
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En la misma medida en que la experiencIa prlmana del niño es 
siempre experiencia directa del medio,. su primera aprehensión del 
espacio será la del espacio vivido. 

Es pues fácil de comprender que ese espacio vivido sólo puede ser 
un espacio físico con el cual el niño se halla en contacto biológico. 
Más aún, por lo general, el niño vivencia ese espacio mediante el 
movimiento. El niño vive el espacio del patio de recreo recorriéndolo, 
empezará a apreciar la diferencia entre las distancias que lo separan 
de dos objetos, que están ubicados lejos uno del otro, yendo a 
buscarlos. El niño de los jardines de infantes y del curso preparatorio 
vive su espacio, esencialmente por medio de su locomoción" . 

A partir de all í, llegará a la segunda etapa de aprehensión del 
espacio: la del espacio percibido. En esa etapa el niño llega a ser 
capaz de percibir el espacio sin tener que experimentarlo biológica­
mente, como en el estadio anterior. Por lo tanto, si enseñar al niño a 
analizar el espacio (a distinguir las distancias, las posiciones, adelante, 
atrás, dentro, fuera, etc.) sólo era posible haciéndole vivir esas 
distancias y posiciones, ahora será suficiente hacérselas percibir. Se 
ha desarrollado lo que los psicólogos llaman la distanciación del niño 
con relación al espacio: el niño retrocedió ante. su objeto para 
conocerlo mejor. En la edad del ciclo elémental y el ciclo medio el 
niño es capaz de distinguir las distancias al observar un paisaje o una 
fotografía, r., de precisar la posición de los objetos por la mera 
observación . , 

En esa etapa, el niño descubre no sólo el "aqu í" sino también el 
"allá", ese "allá" que le transmiten sus sentidos, que su cuerpo -su 
movimiento- ya no tiene que experimentar en forma directa. Del 
"aqul~' al "allá" existe, pues, una ampliación del campo empírico del 
niño, un ensanchamiento que nos dará el sentido de nuestra acción 
pedagógica posible, pues ahora, enseñar al niño a analizar el espacio 
significa pedirle que lo haga no ya mediante su movimiento, sino a 
través de la mera observación. El progreso es cOll$iderable, porque 
abre al niño el dominio de la geografía propiamente dicho, en cuanto 
ciencia de paisajes. Ahora es posible ir mas allá del descubrimiento 
del espacio del aula o de la calle, para aprehender el de la colina 
cercana a la escuela, del panorama del pueblo visto desde una altura, 
de la fotografía aérea de la región, etc. 

Es, pues, un adelanto considerable, pero no definitivo. Porque, a 
partir de ese estadio, hacia los once o doce años, el niño será cada vez 
más apto para aprehender el espacio concebido. Se trata del espacio 
matemático, ¡lel espacio abstracto, tal como se encuentra por 
doquier: las formas ya no reCIben un contenido concreto, Sólo 
contienen relaciones. Se tratará del cuadrado, del rombo, del 
polígono regular, elC. 

Del "aqut' al "allá" y luego al "por doquier", del espacio vivido 
al percibido y después al concebido, del conocimiento por el cuerpo 
y su movimiento al conocimiento por los sentidos (esencialmente la 
visión). y más tarde al conocimiento por el espíritu, asistimos a la 
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ii'iiSina-manifestación de la gran ley de la evolución infantil: de lo 
concreto a lo abstracto, de lo físico a lo mental, de la experiencia a la 
reflexión. Respetar al niño con nuestra acción pedagógica significa" 
enlonces, respetar esa ley que los psi,ólog~ descubrieron para 
nosotros. 

B. 	 Cómo se debe enseñar al niño a si tuarse y 
a situar los objetos en el espacio 

Se tratará de ayudar al niño a aprehender un espacio indepen­
diente de él, a "deslindar" el espacio de su propio punto de ,i;ta. Se 
tratará, además, de ayudarle a wnsiderar el espacio independiente­
mente del objeto que en él se encuentra, o sea nuevamente, a 
"deslindar" los objetos exteriores del espacio que ocupan. Piaget 
llama descentración a estos fenómenos. 

La 	 primera dirección en que debemos ejercer nuestra labor 
pedagógica se referirá a la estructuración misma del espacio. Hemos 
visto que el sincretismo de la percepción del niño es la causa de que 
no 	 pueda desprender el objeto exterior de SU espacio y, por 
consiguiente, llegar a discernir las distintas categorías espaciales que 
se le ofrecen (nociones de "cerca de", "abajo", "al borde de", etc.). 
Ahora bien, puede decirse qUto mientras el niño no haya asimilado 
esas categorías espaciales (sobre las cuales volveremos). nO' podrá 
situarse a sI' mismo, ni a los objetos exteriores; de una manera 
objetiva. Nos incumbe ayudarle a reconocer y clarificar esas 
categorías y relaciones, en una palabra, a descubrir la estructura 
objetiva del espacio y, finalmente, a cuantificar esas estructuras 
penetrando en el mundo de la medida. Veremos, en efecto, que no 
podemos conformarnos con apreciaciones cualitativas de tipo "'ejos 
de" o "cerca de". Una formación científica del niño requiere que 
establezcamos una relación entre el hecho de que (AS) " 6 Y (CO) '" 
8, por una parte, y (AS) < (CO) por la otra. 

La 	 segunda dirección en que deberá ejercerse nuestra a"ión 
deriva intr¡'nsecamente de la anterior. Se referirá a la extensión del 
concepto de espacio. Se trata de ayudar al niño a situarse y a situar 
los objetos en espacios cada vez más extensos. Hemos viste que, en 
los 	 primeros años, el niño sólo pOdía aprehender su espacio 
inmediato, vivido. Teniendo en cuenta al respecto su propia 
evolución psíquica, debemos ayudarle entonces a extender ese 
espacio y permitirle desplazarse y que conozca un espacio cada vez 
mayor: después de la habitación o el aula, será la calle, el barrio o el 
pueblo, la ciudad, la región, el país, el continente, el globo terráqueo, 
etc. 

Lo 	 que aquí importa es, en cierto semido, la "cantidad de 
espacio", mientras que la búsqueda de la estructuración del mismo, 
considerada más arriba, se refería a su "calidad". Por lo demás~esa 
extensión del concepto es un hecho que nosotros mismos, los 
adultos, conocemos muy bien. Admitamos que, en efecto, si 



podemos sItuar con alguna-precTSíOñla CIudad de San FrancIsco con 

relación a la de Belgrado, o los montes Urales con referencia al Nilo, 

esa situación de los objetos espaciales se volvería más delicada si se 

tratara de representar Júpiter con respecto a Urano o simplemente la 

Luna frente a Marte. Surge aquí, sin duda, un problema de 

formación. Sin embargo, no es menos cierto que el espacio que 

nosotros, los adultos, podemos aprehender, tiene sus propIOS límites 

subjetivos. Para el niño, esos límites son aún más estrechos. Nos 

incumbe ensancharlos. Con el fin de lograr una penetración más 

profunda tanto en la estructuración como en la extensión del 

espacio, pasemos revista a los siguientes aspectos de la.fuestión: 


- Ayudar al niño a tomar conciencia del espacio ocupado por su 

cuerpo. 

- Ayudarle a tomar conciencia de la orientación del espacio. 

- Ayudarle a tomar concienci" de la delimitación del objeto en el 

espacio. 

- Ayudarle a tomar concien"';; Je las posiciones relativas de los 

objetos en el espacio. 

- Ayudarle a tomar conciencia de las distancias de los intervalos y a 

penetrar en el mundo de la meJ' da y la esquematización del espacio. 


La toma de conciencia del espacio .::orporal 

La loma de conciencia del i>ropio cuerpo reviste en el niño 
esencialmente el aspecto de una e~ucación psicomotriz orientada a la 
lateralización, por una parte, y al afianzamiento del esquema 
corporal, por la otra" . 

la lateralización. lean Tirmao (op. cit., pág. 4) toma de H. 
Pierón la siguiente definición de la lat~ralidad: "Predominio de uno 
de los dos dispositivos de uno mano, de un ojo, etc. que determina la 
existencia de diestros o zurdos, manuales u oculares ". Además, el 
autor destaca coo razón la existencia de un predominio en los 
miembros inferiores. 

Este problema de la-'íá'leralidad nos ofrece un-ejemplo sorpren. 
dente de lo que hemos llamado el espacio vivido. Volverse diestro (o 
zurdo) significa vivir fa veces sin siquiera tener conciencia de ello) 
una primera división del espacio en dos partes asimétricas. Y esa 
división es el rudimento, aún muy débil, del futuro análisis que 
conducirá al niño al reconocimiento del espacio matemático. 

Es, pues, indispensable que esa lateralización se produzca en 
forma conveniente, es decir, nítida. El niño debe tener una idea clara 
de su espacio vivido para poder superarla y concebir un espacio más 
elaborado. Tirman (op. cit., pág. 4), citando aRené Zazzo, 
recomienda al respecto que la norma de acción por seguir en ese 
ámbito consista en "ayudar al niño a lateralizarse netamente" y "si la 
lateralización es netamente zurda, estimular la zurdera y esforzarse 
por disipar en el niño todo lo que pOdría dar lugar a un sentimiento 
de inferioridad". 
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El esquema corporal. Tomamos de la obra citada de jean 
Tirman la definición del esquema corporal: "Ba$(Jdo en impresiones 
táctiles, cinestésieas, labedntieas y visuales, realiza, por medío de una 
construcción activa constantemente modificada de los datos presen­
tes y pasados, la síntesis dinámica que provee, tanto a nuestros actos 
como a nuestras percepciones, el marco espacial de referencia en que 
adquieren StJ significación" (Ajuriaguerra). Y Tirman agrega que el 
esquema corporal es "a /a vez lo imogen intuitiva del yo físico y la 
representación del cuerpo que actúa en el mundo exterior". (Op. cit., 
pág. 6.) 

Esa imagen, que el niño se hace de su propio cuerpo, se va 
generando poco a poco durante los diez primeros años aproximada­
mente. "Es el resultado y /0 condición de la existencia de relaciones 
adecuados entre el individuo y su medio . .. (H. Wallo!1, citado por J. 
Tirman, op. cit., pág. 6.) Desde los cinco a los siete años, el niño 
toma paulatinamente conciencia de su cuerpo con sus distintas 
partes, mostrándolas y nombrándolas. De los seis a los nueve años, 
aparece lentamente la posibilidad de transferir a los objetos y a otra 
persona lo que ha comprobado en sí mismo. 

Comprobamos un ejemplo nuevo de ese espacio vivido por el cual 
se inicia necesariamente la educación motriz del niño. En última 
instancia, como dice muy bien Tirman, el esquema corporal no es, 
todavía, una toma de conciencia de sí mismo, sino una simple 
"imagen intuitiva" del propio cuerpo, de un cuerpo, por de pronto, 
tan ~Io vivido. Pero es necesario que sea vivido en su totalidad, para 
que de él nazca una imagen cada vez más consciente de sí mismo y 
del mundo exterior. 

Ese análisis del espacio, hacia el cual queremos encaminar a 
nuestros niños, empieza all í; el niño lo hace primeramente con su 
cuerpo, antes de hacerlo con los ojos, para acabar por hacerlo con la 
mente. 

La orientación del espacio~---~~---~ 

Digamos, en primer lugar, que el espacio, aunque sólo fuere con 
relación a uno mismo, tiene siempre una dirección fija: está centrado. 
y con relación a ese centro pueden reconocerse en él distintas partes. 
Es posible analizarlo. Así podemos llegar a las siguientes categorías 
(ver el esquema siguiente) " : 
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NOCIONES CORRESPONDIENTES A LAS 
CATEGORIAS 01:LESPACIO y RELATIVAS A: 

ei espacio oc:upa. fl movimiento 
do por uno mi,. 

la posición r••ti· 
d. uno mismo ava lit uno mismo 

CATEGORIAS DE lit un objeto cono da un objetOmo o el objeto
LA ORIENTACION relación I unton n4«ión a un 
EN EL ESPACIO punto d, raf..punto d. ra,*­

r.i,reneia 
o 
la derecha d••.. , la der..ha d •... 

LATERAUOAO 
a 1, der..ha d•..• 

• la izquierda 
d .... 
, la.. ilquierllt la izq\IÍiII'de d .... 

d .... 

encima cit... ..br.... 
la cima lit.. 
lo alto d .... 

lItbojo d .... bojo...
PROfUNDIDAD ....... ....lo bojo d .... 

IÍ fondo d .... 

e! anv...., d .... delante d .... por detrás... 
el r ... er.. d .... detrás d .... pot dli.nt .... 
la dtlant... d .... ..... -, hacia adelantl_ 
I.t....... d .... 
 hacia 1trÍS. .. 
IÍ d....h. di... 

ANTERIORIDAD 
al der..ho..,

' . , . .. . . . el,........ 
reir••editodo... 

Esta aprehensión de las categorías del espacio se realizará en dos 
oirecciones bien precisas: 

En el sentido de la descentración. Se trata de conducir al niño 
gradualmente de la sola consideración de su propio cuerpo, o de los 
objetos con relación a su propia ubicación, a la consideración de los 
objetos exteriores independientemente de sí mismo y de su propia 
situación. Así, esta descentración debería llevarse a cabo progresiva­
mente de acuerdo con el siguiente esquema: 

Pasar del análisis del espado ocupado por uno mismo al análisis 
cJ'!.t..esjJacio oCl!f'odo por el objeto exterior. __~.___.._ 

Pasar del análisísde la posición de los objetos con relación a uno 
mismo, al análisis de la posición de los objetos con relación a otros 
objetos. 

Pasar del análisis de la posición de los objetos con relación a uno 
mismo, al análisis del movimiento de los objetos con relación a un 
punto de referencia objetivo. 
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La principal. (:.tegOrías de .. orientación en el 
especio y 1M nociones ,..ferida I tU. 

Como se ve, se trata esentialmente de eliminar el egocentrismo 
del niño, conseguir de alguna manera que "olvide" referirlo todo a sí 
mismo. Y ese "olvido" es la condición indispensable de su evolución. 

¿Cómo podremos lograrlol Por medio de la segunda dirección 
que, según opinamos, debería tomar la aprehensión de las categorías 
de la orientación: la extensión del concepto. 

En el sentido de -¡aextensiÓn del concepto. tomo se ve,es la 
consecuencia inevitable de la descentración. Las nociones de izquier. 
da y derecha, arriba y abajo, adelante y atrás, primeramente serán 
vívidos por el niño, por su cuerpo en movimiento, en sus desplaza­
:nientos, saltos, corridas, brincos, etc. Lo de arriba es lo que sólo 
puede alcanzar saltando, lo de abajo sólo lo consigue bajándose, etc. 
No interviene ninguna verdadera percepción, ni concepción real de 
esas nociones. El objeto es vivido, está alli, presente, muy cerca del 
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nTiió, es casi siempre el niño mismo. El obieto leJano todavla no esta 
a su alcance. Nos incumbe a nosotros ayudarle a transportarse hacia 
él. 

En efecto, es menester que el niño llegue no sólo a vivir las 
categorlas del espacio, sino a percibirlas, y ese paso de lo vivido a lo 
percibido permitirá la extensión del objeto de aqu{ al objeto de allá. 
El espacio que el niño, puede comprender ahora ya no es el inmediato 
de su habitación-o del aula, solamente. Es el espacio de su barrio o su 
pueblo, y pronto el de la ciudad, de la región y hasta del pa(s. Es el 
percibido en la geografla en el cual va penetrando. Insensiblemente, 
por haber aprendido a analizar el espacio según las categor(as de 
arriba·abajo, adelante·atrás, etc., llegará ahora con mayor facilidad a 
captar las nociones más elaboradas de los puntos cardinales 13 • 

Habiendo creado en sI' mismo hábilos de pensar según las categorías 
de lo vivido, será capaz de proceder, en otro nivel, al análisis del 
espacio s.egún las orientaciones norte-sur y este·oeste. Habiendo 
aprendido correctamente la posición de un objeto con relación a 
otro, será capaz de aprehender la posición de una parte del globo con 
relación al meridiano de Greenwich o a cualquier otro punto de 
referencia natural. Finalmente, habiendo aprendido a captar correcta· 
mente el movimiento con relación, no a si mismo, sino a otro objeto, 
le será menos difícil captar los movimientos relativos de la Tierra y el 
Sol. 

El análisis espontáneo del espacio vivido prepara al nihe para 
aprehender, mediante un análisis más elaborado, el espacio percibido 
de la geografía, ya sea que éste s.e presente en forma de un paisaje o 
de un documento fotográfico o impreso. 

Ese espacio percibido de la geografía, a su vez, prepara al niño 
para aprehender el espacio matemático. En el nivel del espacio 
concebido, aquel que ni siquiera admite el trazado de un mapa, sólo 
las formas importan. Su correcta aprehensión presupone una larga 
educación que, sin duda alguna, se origina en el modesto análisis del 
espacio vivido. ­
El objeto en el espacio 

En ese espacio, cuyas distintas orientaciones el niño aprende 
poco a poco a descubrir, hay objetos. los psicólogos nos han dicho 
cuán poco se destacan en él los objetos según sus contornos. Si para 
nosotros los adultos, los obietos -por lo menos los comunes- se 
presentan en SI mismos, diferenciados de lo que no son ellos mismos, 
para el niño no es asi'. Para el niño del jardín de infantes, la ventana 
de la fachada de la escuela no existe sin esta fachada; los cristales de 
esa ventana no tienen aisladamente ninguna existencia real. lo que él 
percibe es el todo. Los detalles se le e~apan todavía". Ese 
sincretismo debe superarlo con ayuda del maestro. En otro nivel, 
nuestros alumnos de las clases elementales -incluso los del ciclo 
medio- a veces tienen dificultades en delimitar los distintos 
elementos de un paisaje, en percibir los campos labrados, los terrenos 

30 



baldlos, las carreteras y los canales, acantilados-y-playas,etc.Saber 
analizar es, en este sentido, saber delimitar los componentes. En un 
principio, el niño no lo sabe hacer. Tenemos que enseñárselo. 
¿Cómo? Haciéndole tomar conciencia de esas categorías que utiliza 
todos los días, pero no siempre en forma consciente ni sistemática. 
En cuanto al objeto se refiere, consideramos que esas categorías son 
tres: 

La interioridad: en esta categoría encontramos las nociones de 
tldentro l \ Hadentro", "en el interior", etc, 

La exterioridad: en esta categoría encontramos las nociones de 
"fuera de", uafuera H , ua~ exterior", etc, 

La delimitación: por último, en esta categoría encontramos las de 
Hextremidad'" ufinal tl , Hl(mtteH

¡ Hper(metro'\ '''a lo 'argo deH~ 
"alrededor de", etc. 

Percibir un objeto es. esencialmente, distinguir lo que es (su 
interior, lo que comprende), de lo que no es (su exterior, lo que 
excluye). Ante un paisaie visto desde la cumbre de una colina, el 
maestro hará reconocer a los alumnos su pueblo. ¿Qué tendrán que 
descubrir? Deberán distinguir el pueblo (sus casas, el campanario, la 
escuela, las calles, etc.) entre todo lo que no es, que está fuera de él 
(los campos, las granjas vecinas, la ruta, la montaña, etc.). La 
confrontación de esos descubrimientos conduce a la delimitación 
precisa del objeto, en este caso el pueblo. (Además. creemos que 
deberían agregarse otras dos nociones a las que se refieren al objeto 
~l espacio: las de "centro" y de "medio". En efecto,la puesta en 
relación de la estructura del objeto y de la medida traerá consigo 
estas dos nodones.) 

La aprehensión de las categorías del objeto en el espacio podrá 
realizarse de acuerdo con las orientaciones de la acción pedagógica 
que ya vislumbramos respecto de la orientación del espacio. 

En el sentido de la descentraciÓn. "Descentrar" el objeto, en 
cuanto al niño se refiere, significa, en primer lugar, eliminar su 
egocentrismo, enseñarle a discernir, a distinguir las partes del todo 
confuso que se le presenta. Significa, además, ayudarle a olvidar que 
los contornos o alcances de ese objeto no siempre estiÍn vinculados 
estrechamente con sus propias preocupaciones. Sabemos que el niño 
ve en los con lOmos o alcances de los objetos posibilidades de 
utilizarlos en relación con sus intereses del momento: una ramita será 
espontáneamente una pistola de cow-boy o una honda. Una piedra 
podrá ser un elemento de decoración, un pisapapeles, etc. Esto 
responde a una ley psicológica a la cual incluso el adulto no eseapa. 
Pero, al respecto, la acción"pedagógíca consistirá no tanto en negar 
esa tendencia, que es fundamental, sino en conseguir que el niño lleve 
a cabo la experiencia de otros empleos de los objetos: la ramita 
podría ser (también) una percha. la piedra podría servir de 
"plomada", de la cual se habló en la clase dedicada al oficio de 
albañil. etc.". 



.-.-....-:-~~._---------

¡;.. objeto descubierto por el niño es, ante todo, su ObIe:tQ.lSero 
no es tan sólo eso. La labor educativa trata de hacérselo reconocer. 

En el sentido de la extensión del concepto. La extensión del 
concepto de objeto, en cuanto a su situación en el espacio, será la 
extensión de las categorías que descubrimos en él: interioridad, 
exterioridad y delimitación. 

La extensión de la interioridad llevará al maestro a ayudar a sus 
alumnos a precisar en todo lo posible el análisis del objeto 
delimitado. Volvamos a nuestro ejemplo de la observación del pueblo 
visto desde la cumbre de una colina. Fue necesario, ante todo, 
distinguir el pueblo de lo que no pertenece a él, es decir, delimitarlo. 
Pero extender aún más las investigaciones consistirá en profundizar el 
reconocimiento de los detalles de las calles y plazas, lo cual significa, 
en términos generales, mejorar el conocimiento del objeto en SI 
mismo. 

Si la extensión de la exterioridad del objeto persigue la misma 
acentuación del análisis, la delimitación a su vez hallará.un contenido 
siempre renovado. Extender la categoría de la delimitación significa 
ayudar al niño a aprehender espacios cada vez más vastos, o sea, 
hacerlo pasar gradualniente de su espacio' vivido, inmediato, el de su 
habitación, la escuela, la calle, a espacios que sólo puede descubrir 
por intermedio de documentos (planos, mapas, fotografias, etc.). 

Extender la delimitación, significa preparar al niño para aprehender 
primero el espacio geográfico, para llegar después al espacio 
geométrico mismo. Porque parece que el análisis de la campiña que 
rodea al pueblo, el análisis del barrio, con sus calles y callejuelas, las 
plazas y grandes conjuntos, será el mejor aprendizaje de ese ejercicio 
tan delicado que consiste en comprender una fotografía del paisaje, 
un documento geográfico cualquiera y, más aún. un mapa. 

Las posiciones relativas de los objetos en el espacio 

La aprehensión de la exterioridad del objeto en el espacio nos 
habrá permitido, por añadidura, situarlo con relación a otros objetos 
con los cuales mantiene ciertas relaciones espaciales. Estas relaciones 
las queremos abordar ahora con el fin de estudiar sus categorías y las 
consecuencias de la acción pedagógica en el sentido de la descentra· 
ción y la extensión. 

En cuanto a las categorras de las posiciones relativas. no causará 
extrañeza volver a encontrar las de interioridad y exterioridad que 
vimos con respecto a la situación espacial del objeto mismo. Es 
evidente que se habrá percibido este "bjeto como conteniendo en su 
interior otros objetos, y por ende esa interioridad será al mismo 
tiempo del objeto y de sus relaciones con sus componentes. 

Podemos, pues, distinguir cuatro categorías referentes a las 
posiciones relativas de los objetos en el espacio: 
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11 La interioridad: el ob;C\o B esú lhntro del oHieto A. Tendremos 
en~ las nociones de "en", "en.el interior de-,I, "dentro", el:C. A 
esta (ategoría los ~tendticos la lIa~n inclusión. 
2) La exterioridad: el objeto 8 se halla futrll del objeto A. Tenemos 
entonces las nociones de "fuera de", "afueu", e\C. Es la calegoría 
que, en ~Iemática, adopta la forma de exclusión o no pertenencia. 
3) La sección: el objeto 8 corta o atraviesa el o~eto A. Tendremos 
en este caso las nociones de "cortar", j1atravesarHf ..~ través de", 
eI:C, " •. 

4} La contigüidad: el objeto B está en contacto con el objeto A. En 
este caso, tenemos las nociones de "tocar", "jun\O ,", el:C. 

laI principal. catetOrfllS de las 

posiciona nIIatMs de Iot objetos ti! el apacio 


lA INTERIORIOAO 

- .. 
- .. 11 intllior di 
- '" med'1O di 
- d.mro 

N lA SIltClOll 

111 lA cOIInGillllAtl 

- quatoca 
-junIO. 

IV LA EXTERIORIOAD 

- fun 
- funde 
- ..--ti auriur o 
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--Tal como lo vimOs cOII relui6n a la orientación del espacio, la 
aprehensión de las categorías propias a la posición rmtívas de los 
objetos se hará en dos direcciones preciSas: 

En el sentido de la descentru¡ón. Al respecto, el problema es 
todavía más claro que el referente a la orientación: corno se trata de 
la posición o del movimiento de un objeto con relación a un punto 
de referem:ia, éste podrá ser el niño mismo u oUO objeto. En el plano 
psicológico, hemos visto que el. niño aprecia la posición y el 
movimiento primero con relación a su propia po5kión y su propio 
movimiento. La descentradón consistirá, pues, en ayudarn! a apreciar 
la posición y el movimiento de los objetos exteriOl'eS ya no ton 
relación a sI" mismo, sino a los demás objetos. 

En el sentido de la extemíón del concepto. Aplicaremos el mismo 
esquema que antes. Ayudando al niño a seauir su _~_U4:iÓ!' natura~ 
que lo hace transitar de lo VIVIdO a 10 percibido y luego ¡¡ lo 
concebido, le permitiremos aprehender espacios (ada vez más 'Vastos. 
En un principio -y recono<:eremos en esto actividades comunes de 
los jardines de infantes- se tratar;í de hacer lIfYir al niilo su posición 
-o su entrada- en el aula o en el aro puesto en el piso o ,n la casa de 
la muñeca, etc. Ese mil>/llo niño IllraYfsllrIÍ el p¡(líO de recreo, se 
colocará contra la reja del portón de entrada a 1.1 escuela, e.tc. Y de 
e~ta suerte, comenzariÍ no sólo a familiarizarse, sino además -y esto 
es lo esencial- a tomar conciencia de esas nociones que ahora deberá 
superar para apreciarlas ya no vIIIiindo/as sino percibiéndolas. 

Esa percepción de los objetos, de sus límites, sus fronteras, su . 
,entro o sus bordes, etc., ayudará al niño a penetrar una vez más en 
el análisis de los espacios cada vez más extendidos, en una palabra, en 
el espacio geográfico antes realmente percibido (percepción de 
paisajes, barrios, pueblos, etc.) y después percibido a través del 
documento (fotografías ;aéreas 11 otras, mapas, etc.). Si las adquisicio­
nes hechas a nivel del espacio vivido no son de la misma índole que 
las hechas a nivel del percibido, si el hecho de mostrar correctamente 
el medio o centro y los bordes de 1.. pintura mural se ubica en otro 
nivel que el de seguir con el dedo los límites de li región en el mapa, 
no por eso es menos cierto que la experiencia de lo lIfYido prepari la 
de lo percibido. Afiles que fuera apto para percibir convenientemen­
te, era necesario cr.::ar en el niño los Mbltos de discernir, analizar y 
reconocer las distintas partes de un todo. Esa necesidad de 
discernimiento y análisis se denomina, en términos de la psicología, 
elimí nación del sincretil>/llo de la percepción. Esa eliminuión 
comienza en la edad de la escueía pree!ernental. 

Pero no se detiene en la etapa de lo percibido. Si la educación de 
lo vivido dio al nillo ese movimiento que le permitió abordar, en 
condiciones adecuadas, el estadio de lo percibido, ese movimiento ha 
de recibir un nuevo impulso hacia la etapa superior,de lo concebido; 
de la aprehensión de los espacios geográficos cada ~z más extendi­
dos, el niño ha de ser capaz de proseguir su abstracción hacia los. 
espacios matemáticos y, en paniCldar. b.icía las nociones que ,barta 
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una teoría de conjuntos matemáticos. En efecto, ya vimos cuan 
arande es la afinidad que existe entre la aprehensión del espacio y la 
elaboración matemática. ' 

Las dlstQIICias, los intervalos y la mtdida 

Las Citegorías que acabamos de establecer en cuanto a la 
exterioridad y la contígüidad d~ los objetos introduce de por s( las de 
la disU.ncia. En efecto, si un, objeto es exterior a otro, o a cierto 
plinto, y si es lIOntiguo a él ,.planteará de inmediato el problema de la 
importancia de la exterioridad o la contigüidad; con otras palabras, el 
problema de la distancia que separa los dos obieto~. 

mente, las tres~lo ~~nfo~n~os~f~u~e~p~~f'~b~le~sep~~ar~a!r,~~~~~~~~!
1\Ifw;iente agregar ' 
de intervalo. Decir que encontramos plátanos a a 
lo Ivgo de la carretera que lleva a una localidad vecina, que 
la distancia que separa un árbol del que le sigue se x veces 
hasta el pueblo, , 

Sin duda se notará que, simultáneamente, distancias e intervalos 
no son concebibles sin pasar de lo cualitativo a lo cuantitativo, lo 
cual presupone la medida: una distancia no es tan sólo la afirmación 
de un "más cerca de" o "más lejos de", sino que exige el número 
como elemento último de la precisión. El intervalo a su vez exige la 
precisión de su frecuencia. De todos modos, la estructura del espado 
desemboca aquí en un enfoque matemático de las cosas" . 

Las categorías de la distancia pertenecen a d~ grupos: 

1) La proximidad: relacionamos con ella las nociones de "cerca,dc", 
"al tado de", "más cerca de'\ Hno tan lejos de", '\lq~f'\ Héste", ~t( 
2) El alejamiento: se refieren a él las nociones de "lejos de", "m.í, 
lejos de" J Hmenos cerca de u

, lfaJlá" I "aquéI H, etC":"" 

Con la calegor ía de los interval~ espaciales relacionamos las 
nociones de "apartado uno de otro", "de lugar en lugar" y sobre 
todo las importantísimas nociones de "continuo" y "discontinuo", 
En efecto, el espacio geométrico auténtico no conoce la discontinui· 
dad y, por ende, la continuidad que lo caracteriza podrá llevar al 
niño, más tarde, a concebir ese resultado último de toda extensión: 
lo infinito, 

También en esta área, la acción pedagógica se realizará: 

En el sentido de la descentr.ción: las categorías de la distancia se 
conciben, tal vez, menos que cualquier otra, y ello será con relación a 
un punto de referencia, de la misma manera que las de la medida sólo 
se conciben en relación con una unidad métrica. Comprenderem~ 
entonces que, en este campo, la acción de la descentra(:Íón consistirá 



en ayudar al niño a apreciar las distancias ya no tan sólo con relación 
a su propia posición, sino con relación ¡¡ los objetos mismos: se trala 
de llegar del empleo de' "A está lejos de mi"', "8 está cerca de mi", al 
de "A está cerca de <;" y "O está mas cerca de M que de N". Además, 
esa acción de descentr.ción upira a lograr que el. niño utilice una 
unidad de medida no vinculada con su persona (eilargo de sus pasos, 
la separación de los dedos de la mano, etc.l, para lIepr poco a poco ¡ 
la aprehensión de una unidad de medida objetiva. 

En el sentido de la extensión del concepto: primeramente, el 
niño vive las categorías de lejos y de cerca. Juan Silbe -o siente- que 
está más cerca de Pedro que de 10M. VerÓllÍ(;a s.be que debe couer 
ma¡;~~tlempopara~ar¿¡nzar a Miguel' quea··Añdrés. El papel del 
educador con.istirá, al principio, en preciSilr esas nociones en lilS 
mismas áreas de la vida del niño. Enrique, que ve mal, tiene que 
acercarse más al pizarrón, etc. En efecto, es necesario que los niños 
vivencíen esas nocion.es, pero en forma clara y distinta. 

A partir de esa claridad inicial, los alumnos pronto serán c¡pac:es 
de aprehender es;¡s categorías de la distancia no sólo vivenciándolas, 
sino percibiéndolas: apreciación (primerilmente ct¡alitatilla) de las 
distancias que separan la escuel¡ del hogar, de la distancia que separa 
el ayuntamiento del mercado. etc.". Desde la aprec:iaci6n de las 
distancias de un paisaje se puede pas;¡r a las represent¡das en un 
croquis o un mapa. Enton¿es ya estaremos muy cerca del esp¡cio 
concebido, gradas al cálculo de esas distancias según la escala del 
mapa. 

De la senSilción musc:ular de la distancia al cálculo sesún la escii.la 
de un mapa (o de una distancia a partir de la escala). se desprende l¡ 
signifícación de la gradación: de lo biológico a lo mental. El 
movimiento en esta direcdón será, aquí, el aporte rN5 fecundo illos 
maestros, en la medida en que les orienta respecto de UIda su labol" 
en este campo. 

De acuerdo con los resultados obtenidos por Piaget, comproba­
mos que semejante progresión hace surgir gradualmente lo cuantiuti­
vo de lo cualitativo. Después de haber apreciado aproximatiyamente 
las distancias, el nino llegará a medir y a reconocer el número como 
instrumento de apreciación. Sólo entonces penetrará más aún en el 
mundo del espacio concebido según todas las clasificaciones que esas 
actividades admiten, para llegar a la noción matemática del orden. 

En ese campo de lo conceptual se aborqará entonc:es la 
representadón gráfica del espacio en el marco de I¡.geometría. De la 
experiencia del movimiento a I¡ geografía y luego a la geometría 
hemos seguido una gradación lógica y psicológica que a f¡¡ vez 
conduce a una evidente interdisc:iplinariedad. 
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.A ...di conclusión: la dllscrípclón verlflclXk>i'll 

Todav(¡ nos falta el medio dc verifkar las adquísiciones del ni,.. 
,oncernierulilS ¡ su apr1lhcns/ón del espacio. VilllOS esa vcrificación te 
nivel de la representación grafica del objeto o del ser vivo y iI niVil 
de la acción cuando se trataba de la causalidad. Ahora, nos parec. 
posible verificar al nivel d~ la descripción si nuestro alumno está 
efectivamente en condiciones de situarse y de siluar convenientemen­
te los objetos en el espaCio. 

Describir es, ante todo, organizar un espacio. 

Describir una granja o un ros Ira significa, en primer lugar, situar 
los distintos elementos de la granja o del rostro en el lugar preciso 
que les corresponde y que es siempre relativo al de los otros 
componentes del cuadro. La observación de las relaciones entre esos 
componentes será la prueba que necesitamos de esas adquisiciones 
del niño en la materia. 

Haremos dos observaciones al' respecto. Según la edad del niño,la 
descripción se dará en forma de dibujo o de tuto. Después de haber 
realizado ejercicios de topología o localización pediremos a nuestros 
niños pequeños del curso 'preparatorio, y hasta del ciclo elemental, 
representar en una hoja de papel lo que observaron. Al fin'31 de tal 
trabajo, podremos apreciar los resultados obtenidos: ¿hasta qué 
punto reconoció Sergio la relación entre "delante" y "detrás"? 
¿Cómo retuvo Anita la relación de las distancias entre el río y la QSil, 

por una parte, y aquella que separa el puente del bosque, por la 
otra? Los alumnos mayores, que cursan el ciclo medio, podrían 
iniciarse en ese arte de la descripción escrita mediante el mismo 
ejerciciO del dibujo, de la representación gráfica del paisaje (o del 
objeto) que se debe describir. 

Se ha comprobado que esa iniciación en la descripción a partit 
del dibujo facilita el trabajo del niño en kT medida en que (acilito 111 
organización del espacio . 

.No se tratará de convertir la descripción hecha en la escuelil 
(dibujo o texto) en un simple ejercido de organización espacial '1 
qUitarle toda finalidad en el plano art ístico. El objetivo de esos 
ejercicios es siempre la belleza de la expresión. Pero no parece, más 
bien al .ontrarío, que esa expresión de lo bello sea incompatible con 
un sólido conocimiento de la organización de los objetos.ell su 
interrelación. 

. De la mÍ\ma manera, el rigor con que la bailarina 
observa sus líneas de evolución no quita nada a la estétic•.• _ 
_ imientos. 



1, 

Fmalmente, la apreciación de esos 111' jaule expresión del niño 
siempre debe tener en cuenta el lugar que corresponde a su 
imaginación, cuya importancia evolutiva ya vimos. Recordemos que 
sólo gradualmente la faceta un tanto perturbadora de esa imaginación 
ha de disminuir con, el fin de permitir la liberación total del niño con 
miras a una expresión plena de sí mismo, 
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COURANT, R. - ROBBINS, H. ¿Qué es la Matemática? Pp . 195 a 205 y pp. 270 a 281. 

o 	GEOMETRIA PROYECTIV A - AXIOMATlCA 
GEOMETRIA NO EUCLIDIANA 

§ 1. INTRODUCCION 
, 

72. -cIasWcación "de las propiedades geométricas. Invarianeia 
respecto de transformaciones. 

La Geometr la trata de las propiedades geométricas de las íi­
garas del pl8llo o del espacio. EsU!.s pr<>piedades son t8ll numerosas 
y variadas, que es necesario algún principio de clasificación para 
poner orden en esta rama del conocimiento. Se pue\li::, p. ej., in­
troducir una clasificación basada en el método que se use para 
dedncir teoremas. Desde este punto de vista se hace Maalmente 
una di.sHnción ent-re proeedimient~ "sintéticos" y proeedimientos 
11 analítieos ". El prime-ro de ell~ es el método axiomático clásico de 
Euclides en que se coostru.o;e sobre fundamentos paramente geo­
métricos, independientes del á1~b"a y del CODcept<l del continuo 
numérico, y los te<>remas se deducen mediante razonamientos lógicos 
de un cuerpo inicial de proposiciones llamados axiomas o postulados. 
El sezundo método se basa en la introducción de coordenadas nn· 
méricas, y naa la técnica del Algebra. Este método ha cansado un 
cambio profundo en la ciencia matemática, del que ha resoltado 
la unificación de la Geometrla, el AnáJisjs y el Al~bra en un sis­
tema orgánico. En este capitulo la clasificació" según el método 
será menos importante que la clasificación de acuerdo al contmide, 
basada en el carácter de los teoremas mismos, no importando los' 
métodos usados para dcme»trarlos. En Geometria plana elemental 
se dist ingue entre teoremas que tratan de la congruencia de las 
figuras, nse.odo los conceptos de longihld y de ángulo, y teoremas 
q~e tratan de la- semejanza entre-Iíguras-;-úSando el concepto ae 
ángulo. Esta distinción partienlar no es mny importante, ya que 
las longitudes y los ángulos están relacionados tan estrechamente 
que resulta muy arlificial separarlos (es el estudio de ... ta conexión 
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lo que constituye la mayor parte del contenido de ia Trigonome­
tría l. En lugar de ello, podemos decir que los teoremas de la Geo­
metría elemental se ooupan de mG11..i1u4u: longitudes, medidas de 
ángul08 y á.Mas. Dos figuras son equinlentes d.elde ElIte ponto de 
vista tIÍ son congruentes, ea decir, si UIlll puede obtenerse de la 
otra median1e un fMtIimitlllo riqidc, que solamente earnbia la po­
sieión, pero no la magnitud. Surge ahora la cuestión de si el 6On· 
eepto de magnitud y JQl cOnceptos de congruencia y semejanza re­
lBeionados con él IIOD esenciales a lB Geometría, o si las figuras 
geométriess pueden taner otras propiedades que no desapa.reeerán 
por tra1llSÍormaeiones más drástiea.s que los mo'limientos rigid<!&. 
Vsm08 a ver que as! acontece. 

Fij¡. 69. - Compreoló. d. It. _f.........a. 


I;lupongamos que se dibu~a· una eireumereneia y un par de 
diámetros perpendiculares en un trozo rectangular de madera 
blanda, eomo en la fig. 69. Si colocamos el trozo entre dos platos 
de una prensa potente y la comprimimos huta que tenga la mitad 
de BU anOOo original, el clreu10 se babrá hecho una elipse y los 
ángulos entre los diámetros de la. elipse ya. no aerán ángulos rectos. 
El círeulo tiene la propiedad de que sus pontos equidistan del 
centro, mientras que esto no es verdad para la elipse. Pareciera 
que todas las propiedadea geométrieas de la configuraci6n original 
han sido des~ por 1& compresión. .• Pero no ea as! i por ejem· 
plo, la proposición de q1lJ! el centro divide cada diámetro en dos 
partes iguales es válida, tanto para. la clreunferencJa como para la 
elipse. He aquí una propiedad qne persiste a pesar del cambio 
drástico de magnitudes de la figura original. Esta observación 111­
giere lB posibilided de clasificar teoremas sobre figuras geométriess 
según que sean verdaderas o faJ.w¡ euando la figura se _te a 
una compresión IllÚforme. :Más generalmente, deda UIlll elase defi· 
nida de traUlSformaeiones de una figura (como la clase de 109 mo­
vimientos rigidOll, eompresionea, inversiones en eíreonferencíaa, ete.), 
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pOdemos preguntar qué propiedades· del;" fígur':~ño},a'¡-;;;;:mblado 
bajo esta clase de transfol'lIUleiones. El cuerpo de teoremlll\ que 
enuncian estas propiedades será la Geometría a"""iada a esta clase 
de trllllSÍormaciones. La idea de dasifiear diferentes rama¡¡ de la 
Geometría de "",uerdo a las clases de transformaciones considera­, 
das, fué propu ..ta, por FHix lO.in (1S49-1927) en su famosa co­
municación ("el programa de Er!angen ") presentada en 1872. 
Esta obr. ha influido enormemente el pensamiento matemático. 

En el capítulo Y descnbriremos el hecho verdaderamente sor· 
prendente de que ciertas propiedades geométricas son tan intrínse­
cas, que persisten después que las figuras han sido sometidas a 
deformaciones muy arbitraria,; figuras dibujadas en una lámina d. 
caucho que se estira o comprime de cualquier manen, conservan al­
guna¡¡ de sus características originales. En este capitulo, sin embargo. 
vnmos a ocuparnos solamente de aquellas propiedades que no cam­
bian, o quedan "in"ariantes" bajo una clase capeeial de trans­
formaciones que se encuentran entre la clase muy re6tringida dé 
lo. mO\'imientos rígidos, por un lado: ;r la clase más general de las 
defonnadones arbitrarias. por otro. tsta es la clase de las "tran¡¡.. 
{onna(!iones pro~·e('ti\"as)'. 

711 . - Transfennaciones proyeetivas. 

El e.tudió de estas propiedades geométricas fué impuesto a los 
matemáticos desde hace mucho. debido 8 los problemas de perspec­
ti"a, que fueron ..tudiados por artistas como Leonardo de Vinei 
y Alberto Durero. 

La imagen hecba por el pintor puede considerarse como la pro­
yección del original sobre la tela, con centro de proyección en el 
ojo .del pintor. En este proeeso-j,iS longitudes y los ángulos se alte­
ran necesariamente en forma que depende de la.s posiciónes rela· 
tins de los diversos óbjetos pintados. No obstante, laa ...tructuras 
geométrieas del original pueden generalmente reconocerse en la 
tela. ¡ Cómo es ea!o posible! Lo es. porque existen propiedades geo­
métricas "invarlante.s en la proyección", propiedades que apare­
cen sín alteración en la imagen y que hacen la ídentificación pOilí­
ble. aaUar y analizar estas propiedades es el objeto de la Geometría 
proyectiva. 

Es claro que los teoremas de esta rama de la Geometría no 
pueden ser proposiciones sobre longitudes, ángulos O congruencias. 
Algunos bechos ai.;lados, de naturaleza proyectiva, son bien cono­
cidos desde el siglo diecisiete, o aun. como en el caso del "teorema 
d. Menelao", desde la Antigüedad. Pero el estudio sistemático de 



la Geometría pro~'ect¡"a comenzó a fines del siglo dieciocho, cuando 
la eseuela Politécnica de París inició una etapa de progreso mate­
mático, particularmente en Geometría. Esta escuela, producto de 
la Revolución Francesa, produjo muchos oficiales para el servicio 
militar de la República. Uno de sus graduados fué J. Y. Poneele! 
(1,88·186,), que escribió su famoso Tratado <Le las propied4de. 
prQ]/ectivas <Le lar figuras en 1813, mientras era prisionero de gue­
rra en Rusia. En el siglo diecinueve, bajo la influencia de Stc;"'er, 
von Stavdt, Chasles y otros, la Geometría proyectiva fué uno de 
Jos principales temas de la investigación matemática. Su populari­
dad fué debida en parte a su gran encanto estético y en parte a 
su efecto aclarador de la geometría como método, y a su intima 
conexión con la Geometría no Euclídea y el AJgebra. 

§ 2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

74. -Grupo de transformaciones proyectivas. 

Definiremos primero Ja clase o "grupo" (') de transforma­
ciones proyectiVllS. SuPongamos tener dos planos" y '" en el espa­
cio, no necesariamente paralelos. Podemos entoncES obtener una 
prOl/ección ceatral de " sobre lt' desde un centro dado O que no está 
ni sobre " ni sobre '" definiendo la imagen de cada punto P de 
" como aquel punto 1" de '" tal que P y 1" están 80bre la misma 
recta que pasa por O. Podemos también obtener una f'#'Ol/ecci6n 
poraltla, en la que todas las lineas de proyeoeión son también 
paralelas. Del mismo modo, podemos deÍmir la proyeeción de la 
línea 1 de un plano " sobre otra lin~ l' de lt' desde un punto 
O de n, o bien mediante proyección paralela. 

Una representación de una figura sobre otra mediante una prl>­
y.cción central o paralela, o por una sucesión finita de tales pro­
yeúíones, se J1ima¡~ansformDCWn proyectiva (2). La Geometría 
proyectiva sobre el plano o sobre la recta consiste en el conjunto de 
aquellas proposiciones geométricas que no varlan en una transfor­
mación proyectiva arbitraria de las figuras a las que se refieren. 
Por el contrario, llam¡remos Geo';;etrí<i';;;Ú"'iWaTconjunto de aqueo 
lIas proposiciones que tratan de las magnitudes de las figuras, lD. 

variantes sólo bajo la elase de los movimientos rígidos. 
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Fig. jO. -­ Proyt:eeióa. deode UJJ ponto. 

--;AJC;-gu.:-n-.-.-p-ro-p:-i~ed'--ad'es-I'ro~'eetiya.s pueden reconocerse inmedia­
tamente. Ln punto, naturalmente, se proyeetará. en un puuto . 
.Además, tlM recta .. proyectará en ti... recia; pues si la linea l d. 
lt se proyecta sobre el plano rr! l. intersección de n:' eon el plano

1- que pasa por O y 1 será una recta ('l- Si un punto A y una reota 1 
Sol port...._ «), en la proyeeeión el punto eorrespondiente A' y 

la recta l' también se pertenecen. Luego l. pert.n...cia ele un punto 
!I tina recta ts invariante elt el g,tlp" proyectiL·o. De ese heebo sur· 
gen m'!lehas eonseeueneias simples, pero importantes. Si tres <> más 
puntos 60D e<>lineaJes, es deoir, pertenecen a una misma reeta, en­
tonees S1lS imágenes $011 también colíneal ....~sími.smo, si en el pla­
n" 1I tres o más rectas son concUN'<lItts, es decir, pertene,,.n ,a un 
mi.smo punto, entonOOli sus imágenes serán taro bíén rectas concu-

Fig. 71. ~ PrOyeeeiÓD pnaJele. 
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nentes. Mientras estas propiedade& simples, pertenencia, oolinea­
.ión , eonrnrreD~i& so,u prlipiMade. p""1IectitJa, (es decir, propie­
dadea invariantes en laa proyeeciones), en eambio, laa medida.s de 
10llgitnd '1 de ángulos, radios y otl"8ll magnitudes se alteran en ge­
neral en la proyeeeión. Lo& triángulos equiláteros e isóseeles pueden 
pro,ectarM en triángulos enyos lados tengan diferentes longitudes. 
Por tanto, allll'lUe .. triángulo" es un (lOn.epto de Geometria pre>­
yeetiva, "triángulo equilátero" no lo es, , pertenece sólo a la Geo. 
metrla métrica. 

75.-TNt_ de Deurgues. 
Uno de loe primeros descubrimientos d. geometría proyectiva 

fué el famoso teorema de Desar:guea (1593-1652) sobre triángulos. 
Si e'A Uf> plaM ~~ ABe 11 A.'B'C' ,Oft tal•• que kit recio. 
que 11m" _ t:értitU corru¡mt4isme.t C<mC1l""'" .n U" ",ism<> pwt­
to O, e"tOflCU ku iad48 corr~fu deb... cortarae ... tr.. pun­
jo, coli""'¡es. La fig. 72 ilustra el teorema y el lector puede dibn­
jar otras figuras para .probarlo por experimentación. La prueba 
no es trivial, pese a la seneillez de la figura, fo.nnada sólo po!' ree­
tu. El teorema pertenece a la Geometrla proyeeti"a, pues si pr<>­
rectamos la figura entera sobre otro plano, eonaervará la propi.. 
dad enunciada en el teorema. 

e 

B Q 

o 

p 

J'ig. 72. - Coafi¡uraei,m 4. ~ ... el pIaao. 

Daremos una demostración de este teorema en § 5. Por el mo. 
mento observaremoa el heeho notable de SU! teorema de D_~ 
es también ve1'dadero si los trii.íigilloe en dos planoe dijer..... 
tu (no paralelos), eomo "" fáeU de probar. 

Supong,amoe que las rectas Ád!, B1I' Y 00' se cortan en O 
(fig. 13) de _do con la hipótesis. Entonees AB est4 en el mismo 
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plano de Á'B', es decir, que estas dos rectas !lE cortan en ((, 
igualmente AC y A.'O' se OONn en R, y 10 mismo BO y 
B'O' se cortan en P. Como P, Q y B están en las prolonga.eiones 
de los ladOlt ABO 11 A.'B'O', deben estar en el mismo plano de cada 
nno de los dos triángulos, y en consecuencia deben estar en la recta 

o d. intersecci6n de eatoo dos planos. Luego P, Q y R 8,On eolineales, 
como qnerlamos probar. 

Esta simple demostración sugiere que podemos deiIIlostrar el 
teorema para dos dimensiones mediante, pór decir • .sí, nn paso al 
límite, aplaatando la figura total de manera qne los dos planos co­
incidan en el límite, y el punto 0, junto con los otros, caiga sobee 
..1 plano. Hay, sin embargo, cieN dificultad en llevar a cabo tal 
Proceso de límite, pu ... la recta de intersección PQR no es!' uní.<r 
camente detelminaruí cnando lOs pJanoieoineiden~I.uego le reqnie­
ren precauciones para deducir el teorema bidimensioIllll del tridi. 
mensional, aunqne pneda hacerse. 

E:mte "'"' dif........ fu:odam<ntal entre 01 teorema d. llooozgu.. ." .1 

plano 1 eu el eapa.cio: Nusn. demoatraci6n en tre. di'D1blioaes Ult& tuOIl&­

mient.os geom6Iri... _d.. ""l_.nle en loo _ptoo de penen_ • in­
te""';Óll de pIUltoo, _ y planoe.. Puedo _ ............ la d_iÓll del 
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teorema. bjdimearioad" af 
m 

proMd. JHW tIOapUU "' " ,Ino, ~ nee('w.. 

..ri&meate el _ del concepto de _~ d. figmu. IJIIII .. eq'-te 
al co"""JM ""trioo -de loagitH '1 :Ya DO .. _ _ ~i... 

El teo_ J'eI\Ipn>cc do! de Doot.r¡u.. oota1>l... IJIIII IIÍ .ABe , .4.'B'C' IOn 

doo trl~ -.!DO d. _o que 1... puD'" d. _611 d. 1.. lad.. 
e.orrtlpOZlditatel eatoaeea lu reetu que ~ .6rticet eot'1'U~.. col_1M, 
po<¡d- - __ 80 demoot....611 _ el _ ea q... 100 trlí,¡¡,. 

Culoo - ea do. plDoo lO¡),, 
Jí*nlek>l, lO deja al lector _ oj01\\W.: 

§ 8. RAZON ANARllONICA 

7.6. --Definieióa 7 prueba de iIlvariucia. 

AJIl como la longitud del segmeuto de recta es la elave de la 
Geometrla métriea, hay un concepto fundamental de. la Geometría 
proyeetlva mediante III eual pueden expresarse todas las propieda. 
des netamente proyecti'tu de las figuraa. 

Si tres puntos A, B, e ...tán en una reeta, la proyección eo.m­
bia en llI'Iler&! no sólo laa distancias AB r Be, sino también la ra­
zón AB¡BC. En efecto, ~itT triada de puntos ABO de un.. 
reeta l puede siempre ser coordinada con otra triada A!B'C' de ot,.,. 

\ , 
¡¡!,
\/ 

,," , 
~ j ,-," 

4 ,.Q" p' A.....• 

l' 
Fi¡. 7L 

-ree-ta--=¡c:"'-med-::Cia-n-t-.-,,-u-_·-:-·v-aa-p~royeeeiones. Para e6to, hag.."os girar 

la recta l' alrededor del punto 0', hasta qne esté en la pasición 1" 
paralela a Z (ver fig. 74). Podemos ahora proyectar ¡ sobre l" me­
diante proyección paralela a la recta que une O con C', definiendo 
tres puntos A", B" Y O" (O" - C'). Las reetoa que unen A', An y 
B', B" deben cortanle en un punto O, como eeutro de la S<'gunda pro­
yección. Estas dO$ proyecciones nO$ dan el resultado deseado (1). 

Come> hemos visto, ninguna cantidad relativa .. sólo tres pun­
tos de. una recta quedará invariante en una proyecei6n. Pero -y 
tate es el descnbrlmiento decisivo de la Geometrla proyeetiva- SI 

tenem06 cuatro puntos .4, B, e, D de una recta, y los proyectamos 
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sobre otra recta en Á', B', '0'; IY, hay entonces tllllI eantidAd, lla. 
mada 'I'az6n "'....rmó..ica de los cuatro puntos, que conserva su valor­
en la proyección, He aquí 1lllll propiedad matemática de un con· 
junto de cuatro puntos de una r~ta que no desaparece mediante 
proyección y que puede reconocerse en toda imageu de la reeta. 
La raz.6n anarmóniea. no. es ya una longitud, ni un cociente de dos 
longitudes, aíno. la 1'a.e';" tU dos ooeie"t.,; por definición, la razón 
an&l'1llóuiea de los cuatro puntos A, B, O, D, tomados en este or­
den,es: 

---1:---11:-------:----11.----­
A BCD 

OÁ/OB
:r;-

DA/DB 
'\amos a. mostear 'In .. la 1'a.W" aMrm';"ica de cuatro pwt"lt 

"" ,..ría en la prO!l""ÍÓ1I, es decir, que si ..4., B, D, D y Á', B', C', IY 
IOn puntos CDlTespondientes de dCl! reet&s relacionados por proyec­
ci6n, se verifica: 

CA/CB u..4.'/ UB' 
= 

D..4./ DB IYA' /IYB' 

La demostración se logra con medios elemental<!$, Reeordemos 
que el área. de un triángulo es igual a 1h (hase por altura.) y está 
también dada por la mitad del producto. de dos eual<!6quiera de su.s. 
lad06 por el seno. del ángulo comprendido, Tenemos en la. fig. 75: 

o 

D 

Fi,. 75. -~ 4.'.1& ru.óJ\ ........- ea ...... p~ _tn.t

• 

I 
¡ 
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área OCA -1h1. CA - Y2 OA . OC .en COA 

área OCB -lh h . CB -lhOB . OC sen COB 

á.rea ODA -lhh • DA -lhOA • OD sen DOA 

lu-ea ODB - W~ . DB - Y20B . OD sen DOB 

de donde /le deduee por división: 

CAICB CA . DB OA . OC sen COA OB . OD sen DOB 
= 

DA/DB CB.DA OB • OC sen COB OA • OD sen DOA 

= &eu COA sen DOB 
~3___ 

I seu COB sen DOA 

Luego la razón anarmónie& de A, B, e, D depende únieamente 
d~ los 6ngulos subtendidos desde O por 106 segmentos que unen 
A, B, C, D. C01llí) estos 6ngul06 son los mismos para cualesquiera 
otros cuatro puntos A'; 8', e, lY en que A, B, C, D pueden ser 
proy~tados desde O, se tiene que la razón anarmóniea De valÍa en 
la proyección. 

Que la razón Inarmónica de euatre puntos no varla en una pro­
yección poralela se obtiene de propiedades elementalea de los tri6n­
gulos semejantes '1 la demostración es un ejereieie para el leetor. 

lO.. 
• 
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TO,POLOGtA 

lea.-IntrodueeiÓIl. 

A mediad08 d&l s. lQX eomenzó un de6lUTOllo completamente 
nuevo de la geometría, que se eon"irtió rápidamente en una de la. 
mayores fuerzas de la matemátiea moderna. El nuevo estudio, 
llamado AMlilis litu$ o Topología, estudia las propiedades d. las 
í'¡guras geoméffieu que subsisten aun enando esa¡¡ figuras se some­
ten a deformaeiones tan drástid13 que todas sus propiedades métricas 
'J' proyeetivas desaparezcan. 

Uno de los grandes geómetras de ese tiempo fné A. F. Moebill$ 
(1790-1S68l, un hombre cuya modestia lo destinó a la carrera de 
inaignifieante astrónomo en un observatorio secundario en Alemania. 
A la edad de 6S años sometió a la Aeademla de París una memoria 
&obre superfieies de una cara, que contenla algunos de los más sor­
prendentes heeh08 d. esta nueva elase de goometriA. Como otras 
importantes eontribllc1ones anteriores, su trabajo permaneció sepul­
tedo varios años en las ellrpetas de la Academia, y por fin lo publicó 
su autor. Independientemente de lloebius, el ""trónomo J. B. Listing 
(1808 • 1882) de Goettingen, hiZ4 de;reubrimienlos similares, y si-

I 
guíendo sugostiones de GallSS publicó en 1841 un pequeño libro, 
Vorsttulie» zur Topologi•. Cuando Dernhard R.íemann (1826-1866) 
llegó a Goettingen e<lmo estudiante, eneontró la atmósfera matemá­
tita de esa ciudad universitaria llena. de ansioso interés por estas 
utraíl"" y nueva.. ¡deaa geométricas. Pronto se dió cuenta de que 
alli estaba la 11,,," par. comprender las más profundas prop:edades 
de las fundones analíticas de una ,ariable compleja. Nada, quizá, 
ha dado más Impetu al posterior desarro!lo de la Topología que la 
gran estructura de la teoría de Riemann sobre las funciones, en la 
cual los conceptos lopológí<os son absolutamente fundamentales. 

M principio, la novedad de los métodos en el reeiente campo 
no dejó tiempo a los matemático¿; para presentar sus resultados en 
la tradicional-forma da postuladosdela geometría elemental. .Asi, 
los posteriores investigadores, eomo Poinearé, se vieron forzados a 
eonfiar bastante en la intuición geométrica. Aun hoy, un estudiante 
de Topo1og1a encontrará que mediante una mayor insistencia en el 
rigor de la pl'l!l&e!ltación puede perder de vista el eontenido geomé­
trieo _ncial en medio de una masa de detalles formales. Sin em. 
bargO, es un gran mérito da los trabajos reeientes haber conducido 
la Topología dentro de la red de la matemática rigurosa, donde la 
intui.ión es la fuente, pero no el patrón de validez fina! de la verdad. 
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Durante e¡¡te proc..,o, comenzado por 1.. E. J. Brouwer, la signifi­
cación de la Topología para casi toda la matemática ~ fué incremen­
tando. Matemáti_ amedeanos, en particular O_ Veblen, .r. w. 
Alexander y S. Lefsehetz, hau aportado importantes contribuciones 
en la materia. 

Mientras la Topología es en definitiva una erución de loa 
últimos. cien años, hubo unos pocos. y aislados, deseubrimientoa ante­
riores que de6pués encontraron BU lugar en el moderno des.arroUo 
sislemitito..Sin duda el más importante de ellos es una fórmula, 
que relaciona el número de vértices, aristas y earas de un. poliedro 
simple, observada apro.simadamente en 1640 por Deseartes, y red..... 
cubierta y usada por Euler en lí52. El tlpie<> earácter de es.taa 
relaciones tomo teorema topológico se hizo evidente mucho más tarde, 
despnés d~ que Poincaré reconoció la" fórmula de Euler" y iUS gene­
ralizaciones como uno de loo teoremas centrales de la Topología. Así, 
por razones tanto hístórieas como intrínsecas. empezaremos nuestra 
disensión de la Topología con la fórmula de Euler. Puesto que el 
ideal del rigor perfecto no es neeesario ni deseable dnrante los pri­
me"", pasos. en un campo no familiar, apelaremos de vez en cuando 
a la intnición geométrica del lector. 

§ 1. FOIDn:LA DE El"LER PARA LOS POLIEDROS 

164.-La fónnula de Euler. 
Aunque .1 estudio de los polit'dro$ ocupó uu lugar central en, 

la geometria g¡;iega, cupo a Deseartes y Euler el descubrimiento del 
siguiente hecho: en un poliedro simple, designando con V el número 
de vértiees, con .4. el número de aristas, y eon O el. número de earas, 
e. siempre: 
(1) V-A+C-L 

Por un poliedro se entiende un aólídóeuya suPerficie eoo.iste 
en cierto número de caras poligonales. En el. caso de sólidos regu­
lares, todos los polígonos son eongruentes y todos los á.ngulos ~ 
rrespondientes a un vértice son iguales. Un poliedro es limpl. si 
no:; hay en él "agujeros", o sea que Stl. superficie pueda ser defot­
mada continnamente hasta llegar a la snperficie de una esfera. La 
fíg. 120 muestra un poliedro simple que no es regular, mientras la 
figura 121 muestra un poliedro que no es simple. 

El lector puede eomprobar el hecho de qne la fórmula de Enler 
vale para los poliedros simples de la.s figuras 119 y 120, pero no 
vale para el poliedro de la f~a 121. 

Para probar la fórmula de Euler, imagínemo.¡ que el poliedro 
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J'1g. 119. - Loo poli_ ......­

iil\ilple<!iido esto vado, eon una superfíoi. becha de deigaaa-goma; 
1/. cortamos una cara de poliedro hueco, podemos deformar la su' 
perficie restante hasta extenderla sobre un plano. Por supuesto, las 
ireM de las caras y los ángulos entre las aristas del poliedro cam· 
biarán en este proee;;o. Pero la red de vértices y aristas en el plano 
wntendrá el mismo número de \'ért:rPs y ..ista. que contenía el 
l'0liedro original, mientl'as eL~o de poI!6",n!ll" será menor en 
una unidad que el del polle(Iro orígmal, puesto que fué sacada una 
eara. Mostraremos ahora que para la red plana es, V - A + (J - 1, 
O _ que, si la cara sacarla se cueuta tambiéu, el resultado '" 
V - A + C - 2 para el poliedrv original. 

Primero "triangulamos" la red plana de la .iguiente manera: 
eu algún polígouo de la red que no sea en triángulo trazamos una 
diagonal. El efeclo de Cilto es incrementar tanto a A como C en 1, 
eOÍlServando Allí el valor de V - A + C. Continuamos dibujando 
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Fi¡. 120. - Un poliedro '¡"'pl<>: 

'1" -..1. + 0= 9 - 18 ~. 11 = ll. 


..\", 
f ...... " ..1.. ­ , • 
r ... ';1. 

'.-

FIc· lEI. - U" poUedro'•••Im!'l.: 
'1"-..1.+0=18-31.+ 16= Q. 

dilijanales uniendo pam de puntos (fig. 122) hasta que la figura 
esté formada por triángulos. En la red triangulada V - A + O 
tiene el valor que tenía antes de la divisi6n en triánguJo.s. plM!Sto que 
el trazado de diagonales uo lo ha. cambiado. 
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Fig. 122. - n ... o.stneidn del Tto,."... d. E11I.... 

.Algunos de los triángulos tienen aristas en el oontorno de la 
red plana. Algunos de éstos, como ABO. tienen sólo una arista en 
e! contorno, mientras que otros pueden tener dos. Tomemos eual, 
'\UIera de estos triángulos de contorno y sacamos aqnella parte dp 
él que no pertenece a ningún otro triángulo . .A.si, de ABO sacamos 
la arista AO y la eara. d,!jando los vértices A. B.,L e y las doa aristas 
AII y BO; mientras que 'Je'vEF sacamos la ear&; las dos áristas 
DF y PE, y el vérticeF. La eliminación de un triángulo del tipo 
ABO hace decrecer A y O en 1, mientras V no altera, de modo que 
V - A +O permanece igual. La eliminación de un triángulo del 
tipo DEJI' disminuye V en 1, A en 2, y O en 1, asi que V - A +O 
pel'll!lllleee también iguaJ. Por Una sucesión apropiadamente elegida 
de estall operae!ones podemos sacar triángulos con aristas en el con· 
torno (el cual cambia con cada eliminación), hasta que finnlmente 
quede sólo un triángulo, con sUS tres vértices, kes aristas y una 
·eara. Para esta simple red, V - A + O - 3 - 3 + 1 - 1. Pero he. 
mos dicho que por la eliminación constante de triángulos" la expre· 
alón V - A +O no se alteraba. Por lo tanto, en la red plana origi. 
nal, V - A +e debe yaler también 1, y también debe vaJer 1 en 
el poliedro con \lna cara menos. Coneluímos que V - A +e_ 2 
para d poliedro completo. Esto completa la prueba de la f6rmula 
dt En.Jer. 
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-..,¡..,. ... ~ ~ de EaIo. el fú!l _ ... _ ... _ .,. 

finco polie<hoa regulues. Pan. ello ..._ que un poUodro regular tiene 
e e&rU. ea.da UJl& de la.¡ eualet ea W1 poUgobo regul;.r de " la.da. Y que _ 
ud& vért~ ee en""""tro.u r _ 0>_ lu arislu ...diánt.. lu euao 
1 10& "mices. "emol que 

... C=2. 4 	 [2J 

porque eada ariata pertenece .. do. caru. l' por lo tanto es contada. doI ~ 
en el producto ".e j. por otr .. p&l'te, 

,.Y=U [3] 

puesto que cada. arilftn.. tiene d06 v6rtieea. I...uego ~ (1) obteuemot 1& ecuación 

.-
U U

--+---4=1 
.. r 

1 1 1 1 
-+-=-+-	 [!} 

.. r 2 .4. 

Sabemos. para. empezar. que debe ser 1l ~ 3 Y r ~ 3. puesto que un poa~ 
goDO debe tener eomo minilllO 3 tadolS, y eomo mínimo 3 ariataa debe enCOD' 
tnt.ne en eada. ugulo poli~rieo. Pero ". y r no pueden Jer ambos malo~ee qu" 
tree. porque 8ntolle1tS el primer miemhro de 1& ecuaeiÓD. (4) no podria. u.ceder 
d. Y.a:. lo eu&1 ea impoJib¡e para eualquier V'Ilor potitivo de ,d. Por 10 tanto, 
veam.oa qué valorea puede toma.r r euudo ., = 3. :, qué vaJores puede tolll,l.l ft 

eullJld. r = 3. La. totalidad d. 1.. poUe<hoa d&d.. por ..too doo ....... d& .1 
nÚJMro 	de nolledroa mula'" POIihlnL.~-::-~______________ 

Para. 1l:::::::l 3. l& teuación ("') se transforma. {!Il 

1 1 1 
== 

r 6 .& 

f pueda ui valer 3, 4. O' bl.lJl1 S. {6. o eua1quier otro uúmero mayof~ debe e~· 
eluine pqr :r&Z01lH obviu, a.me: que 1/4 es siempre positivo). Para estO$ ve­
lores de JI. y ,. tenemos .1 = 6, 12 o 30. eorrespondiente respectivameate al te-­
tr&edro,. oetaedro e ieouedro. A:cuUogamente, pan. ,. = 3 obteuemot 1& eeuacióD 

1 1 1 
-----= 

A 6 4 

de la. cual se sigue que 11 = 3, 4. Ó 5. 7 ..J = 6, 12, Ó 30, rMpeetlvamenh}. EstM 
valorH eonespondeo. re~fpectiTamente al tetraedro. cubo. '1 dodeeaedro. StUrti· 
tu,..endo e~tol nlotes de n., 1", .., .d: en. las eéuaeiQues (2) y (3), obWnemt)& lo, 
nlÍ..lrul:rlll de vértices y carllll dé los poliedróa eorre.spondiBtea. 

§ 2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS FWCIUS 

105.-Propiedades Topológicas. 

Hemos demostrado que la fórmula de Euler val. para todo 
poliedro simple. Pero el eampo de yalidez de esta fórmula se eX­
tiende mucho más allá de los poliedros de la geometrla elemental, 
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_ sus caras planas y sus aristas rectilíneas; La prueba dada po' 
drla aplicarse igualmenu en un poliedro simple con caras y arista.. 

" eurvaa, o a cualquier subdivisión de la super(ieie de una esfera 
en regiones limitadas por arcos curvos. Por otrá parte, si imagina 
mO!! la superficie del poliedro o de la esfera formada por nna del­
pda lámina de gema, la fórmula de Euler valdría aún si la super· 
icíe se deformara doblando y estirando la goma hasta obtener otra 
forma cualquiera, siempre qUe la goma no se rompiera en el pro­
_. y mo es porque la fórmula concierne sólamente al ""mero 
~ 10& vértices, aristas y caras, y no a las longitudes, áreas, rectitud, 
razones dobles, o cualquier concepto usual de la geometlia proye. 
tiva elemental 

Reealcamos que la geometrla elemental opera con las magnitu. 
das (longitud, ángulo y área) que no cambian en los movimientos 
rlgidos, mientras la geometría proyeetiva opera con los conceptos 
(P1llltO, reeta, ínoiden.ia y razón doble) que no cambian o !1Qn in. 
'Q,riables con respecto al grupo más amplio de la. transform""iQu!'$ 
proyeetiv&ll. Pero los movimientos rígidos y las proyecciones son 
ambos casos muy espeelales de l~ que se llalW1 transformaciones 
topoIógica.t. UlIlL tranaformaeión topológica de una figura geomé. 
triea A en otra A' está. dada. por cualquiel" correspondencia. 

p ........ p' 


entre los pnntOB p de A. y los puntos p' de A' que goza de las dos 
sicuientes propiedades : 

1. La; correspQ1lde..cia '8 biu"ivoca. Esto significa que a cada 
punto p de A corresponde justamente un punto 1" de A', y reci· 
proeamente. 

2. La; corrupQ1I<úncia U có1Iti1lua en ambo! .entid,¡,. Esto 
lligniIica que si tomamos dos puntos cualesquiera p, q de A y mo­
vemos p de tal modo que la distancia entre él y q se aproxime a 
eero, la distancia entre IOB punlos correspondientes '1, q de A! tam­
bién se aproxime a cero, y recíprocamente. 

Toda propiedad de una figura geométriea A que vale también 
para cualquier figute. eu que A puede. transformarse por una trans­
formación topológica, se llama una propiedad topológica de A, y 
la TopoW¡¡ía es la rama de la geometría que opera solamente con 
\aJ¡ propiedades topológicas de la figura. lmlIgínemos una figura 
copiada "libremente" por un con.scienle pero inexperto dibujante 
que haee curvas las líneaa reetas y alura. ángulos, d1atan.ias y 
áreas; pues bien, aunque las propiedades métricas y prayeclivas de 
In figura original habrán cambiado, sus propiedades tapol6gieas pero 
manecerán idén ricas. 
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Los ejemplos más intuitivos de transformaciones topológicas 
generales son las defoM1!fU;iolle8. Imaginemos una figura eomo una. 
superficie esférica o un triángulo hecho de una delgada lániina de 
goma o dibujada sobre ella, que es luego estirada O torcida de cual­
quier manera sin rasgarla y .in hacer coincidir puntos distintos. 
(Haeer coineid:r dos puntos distintos dolarla la condición 1. Ras­
gar la lániina de goma violarla la condición 2, puesto que dos puno 
tos de la figura original que tíenden a eoineidir provenientes de 
lados opuestOlS de la linea a lo largo de la cual se ha rasgado la 
lánima, no tenderán a coincidir en la f:gura rasgada). La pooición 
rUlal de la figura debe ser, pues, una imagen topo!~~a de la ori­
ginal. Ln triángulo puede ser deformado hasta obtenerse otro 
triángulo o h""ta obtener un circulo (fígs. 12:3 y 124), o una elipse, 
y por 10 tanto estM figuros tienen exactamente las mismas pro­

" . ­"O"""""'""@.. " 
Fig-. 123. - &pérlieíes topológieamente equinlentee. 

....(), @
";'\' """'" 

Fig. 124. - Supemeies no topoM,ieameute equivalentes. 

piedades topológicas; pero no se puede deformar un eírculo para 
obtener un segmento rectilíneo, ni la superficie de una esfera para 
obtener la superficie interior de un tubo. 

El concepto general de transformación topológica es más am· 
plio que el concepto de deformación. Así, las dos eurvas de la fi­
gura 134 son topológieamente equivalente.> entre sí o con respeeto 
a una eireunfereneia, pu ....lo que eUas pueden coMarse, s:n torcerse, 
'Y luego ser cosidas. Pero es imposible deforma~ una curva hasta 
obtener la otra o hasta obtener un círculo, sin antes (!{Irtar la curva. 

Las propiedade;o topológicas de las figuras (tales como la dada 
por el teorema de Euler y otras que serán discutidas en esta see­
eión) tienen gran inter¿s e importancia en muchas investigae:ones 
matemáticas. EUas son en cierto sentido las más profundas y fun­
damentales de todas las propiedadea geomét~icru;, desde que persis. 
ten sometidas a los m;;" dr;;"tieos cambioo de forma. 



.' l06.-Conexió... 

Como nuevo ejemplo de dos figuras que no son topológieamen. 


te equivalentes, podemos considerar los dominios planos de la fi­
"ura 125. La primera de ellas consta de todos los puntos interiores 
a un circulo, mientras que la segunda consta de todos los puntos 
eontenidos entre dos cireunfereneias concéntricas. Cualquier curva 
cerrada contenida en el dominio a puede deformarse continuamente 

Fi,. 125. - Conexión ~p1e 1 doble. 

Fie. 126. - Corte en un. dominio doblemen.te eDnexo para. eoa't"ertirlo 
en simplemente conexo. 

o "contraerse" continuamente alrededor de nn único punto de ..trQ 

del domi1lio. Un dominio con esta propiedad se dice simplemente
"""e.1:O. El dominio b no es simpu,mente cone.xo. Por ejemplo, una 
cireunEerenc;" concéntrica con las dos circunferencias bordes .ro 
puede deformarse hasta obtener un único punto interior al dominio, 
puesto que durante ..te proceso la. eurva. deberla pasar nec.lSaria­
mente sobre el centro de las .ireunierenclas, que no es un punto 
del dominio. Un dominio que no es simplemente conexo se llama 
múltipl""",..te c ..... .tO. Si el dominio múltiplemente conexo b se 
<orla a. lo largo de un radio, como en la fig. 126, el dominio resul­
tarde es simplemente conexó, 

~ás generalmente, podemos construir dominios con dos, tres, o 
mb "agujeros", 'como el dominio de la fig. 127. Para convertir 
este dominio en otro simplemente conexo, son necesarios dos cortes, 
Si para. convertir un dominio múltiplemente oonexo dado D en otro 
simplemente conexo se necesitan "-1 cortes que 10 atraviesen y 
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que unan un liOi'Qe';on otrO~ entonceser-domlnio D serr:i.ma oonexo· 
de orden lO. El orden de conexión de nn dominio en el plano es un 
importante invariante topológico del dominio: 

Fif. 127. - 1Iodueci6n de "" dominio triplemen.. eoooo. 

§ 3. OTROS EJEMPLOS DE TEORE:\L\S TOPOLOGICOS 

101.-El teorema de la curva de Jordu. 
Una curva cerrada T simple (o sea que no se corta a sí misma) 

est' dibujada en el plano. I Qué propiedad de esta figura persiste 
aun cuando el plano se coll8idera como lámina de goma que puede 
deformane en enalquier sentido' La longitud de la curva y el área 
que ella encierra pueden eambiarse ron una deformaci6n. Pero hay 
una propiedad topológica d. la configuración q\le es tan simple que 
paffi:e trivial! da curva simple y cerrtUl4 e 'de un ¡¡la"" divide 
a éste sn des Mminios, 111M ¡"terior 11 otro exterior. Esto significa 
que dos puntos del plano se dividen en dos clases A, el .:clerior de 
la curva, y R, el illterior- tales que cualquier par de puntos de 
la misma clase pueden unirse por medio de una curva que no corta 
a C, mientras que cualquier CQ1"\"a que une dos puntos pertonecientes 
a clases distintas e<lrta a C. Esta aaereión es evident .. mente cierta 
para una circunferencia o una elipse, pero ""la evidencia disminuye 
notablemente si se contempla una curra complicada como el intrín. 
eado polígono de la fig. 128. 

Este teorema fué establecido por primera. vez por Camille 
Jordan (1838-1922) .ClL.~ Jamo,w COUrR d'Án¡¡!I/,', del cual toda 
1iiia-generaelÓn-aematemátieoe aprendió el concepto mOOeroo de 
rigor en Aruíliaia. Aunque parezca extraño, la prueba dada por 
Jordan no fué ni corta ni simple, y la sorpresa. fué aun mayor 
cuando se vió que dicb.a demostración no era válida y que se necesi· 
taba un considerable esfuerzo para llenar las lagunas de su razo.. 
namianto. La primera demostraei6n rigurosa del teorema fué muy 
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• 
Fig. 12S. - IQué puntal del plano oo. mt.río,.. al pollgoao' 

complicada y difi.il de entender, aun para muchos matemáticos 
bien entrenados. Sólo recientemente se han encontrado pruebas re· 
Iativamente simples. '('na razón d. la dificultad reside en la gene· 
ralidad del con••pto de "cul'Ya simple cerrada", que no está res­
tringido al conjunto de poli¡on06 o curvas "uniformes", sino que 
incluye a todas la,¡ curvas que son imágenes topológicas de una cir. 
cunferencia. Por otra. pa.rte, much<li coneeptos comO' "interior", 
"exterior", ete., que son tan claros para la intnición, deben pre­
cisarse para que una prueba rigurosa sea. posible. Es de gran im­
portancla teórica analizar tales conceptos en su mayor generalidad, 
'1 gran parte de la Topologla modeMla se consagra a ese fin. Pero no 
debe olvidarse nunca que en la gran mayorla de 108 casos que se 
presentan en .1 estudio de los fenómenos geométricos concretos está 
demás trabajar con conceptos cuya ."cesi"a genéralidad crea difi. 
cultades innecesarias. Por ejemplo el teorema d. la curva d. Jordan 
puede demostrarse fácilmente para cltrvas de conducta razonable. 
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o PANORAMA DE LAS IDEAS GEOMltTRICAS 

1.1 . Sólidos, superficies, lineas y puntos 

El mundo que nos rodea está constituido por objetos. Estos 
objetos e5tán mejor o peor definidos; por ejemplo, una mesa es 
un objeto perfectamente definido: sabemos dónde están las 
patas, dónde empieza y dónde termina. Por el contrario, un 
úbol no e5tá bien definido. l Forman parte de él las ralces? 
Todo objeto bien definido puede estudiarse geométricament e. 
La manera de incorporarse los objetos al espacio constituye una 
rama de la geometría. 

Consideremos un 'sólido cualquiera; éste ocupa una cierta 
parte del espacio o, en OtTOS términos, existe una superficie que 
delimita el interior y el exterior del sólido, Una piedra, por 
ejemplo, oposee una superficie, En el interior de esta superúcie 
se encuentra la piedra y en el exterior el resto del mundo, Es ta 
superficie es la frontera de la piedra. 

Consideramos las superficies como fronteras de los sólido •. 
Podemos también oonsiderar las fronteras de las superficies. 
Para estudiar una cierta parte de la superficie de la piedra , 
basta con trazar una frontera que encierre a esta parte. Esta 
frontera está oonstituida por una linea curva o por u n conjun to 
de segmentos de rectas. SI siguiendo con el dedo esta frontera 
volvemos al punto de partida, diremos que esta fronterR es 
cerrada, 

Las fronteras de los sólidos son superficies, las de las supel ' 

ficies son lineas. 


Existen superficies que no poseen frontera. La superficie de 
una esfera -una pelota , por ejemplo- no tiene frontera. Es 
posible desplazarse sobre la superficie de la pelota sin encontra r 
nunca un punto a partir del cual no podamos ir más lejos o 
estemos obligados a abandonar la superficie. 

La propia superficie de la pelota es la frontera entre el in· 
terior y el exterior de la pelota, pero esta superficie no posee 
frontera. Sin embargo, una parte de la superficie de la pelota 
admite una frontera. Podemos, en efecto, trazar una circunfe· 
rencia sobre la pelota definiendo as! una región cerrada de es la 
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superlícJe. La frontera de esta reglón es la Circunferencia a lu· 
dida. En el exterior de esta circunferencia se encuentra otra 
región cerrada constituida por el resto de la pelota . . 

De la misma forma , podemos considerar partes de lineas; por 
ejemplo, Wl3 cuarta parte de la circunferencia anterior, La fron· 
lera de esta Unea está formada por sus dos puntos extremos. 

Si nos desplazamos a lo largo de la circunferencia, nunca la 
abandonaremos n i encontraremos ningún punto frontera, pues· 
to que podemos dar vueltas a lo largo de la circunferencia inde· 
finidamente. 

Podemos empezar el estudio de la geometria a través del de 
los sólidos y sus superñcies; después estudiar las )fneas, fron· 
teras de las superfi cies y, por ullimo, los puntos, fron tera de 
las lineas. 

En resumen, los sólidos poseen fronteras que son superficies; 
las superficies poseen fronteras que son lineas ; y las líneas po­
seen fronteras que son puntos. 

La gcometria es el estudio de las propiedadeó de los sólidos. 
de las superficies, de las lineas y de los puntos, asl como las 
relaciones entre e$las propiedades. 

1.2. Transformaciones, vase dd estudio de la geometrla 

La geometna es el estudio de las propiedades del espacio. 
Nos desplazamos y hacemos cambiar la posición de los objetos 
en el espacio. Podemos modificar estos objetos estirándolos o 
doblándolos , por ejemplo:-Tas propiedades de ias" 'ú1insforma. 
ciones constituyen una rama de la geometrla . 

Consideremos, para poner un ejemplo, nuest ra sombra. Ob­
servamos así una transformación de nosotros mismos sobre el 
suelo. Una cierta forma corresponde a nuestra cabeza , otras a 
nuestros brazos, a nuestras piernas, etc. Naturalmente, resulta 
posible colocarse de tal forma que una pierna esconda a la otra . 
Esto demuestra que esta transformación depende del ángulo 
con el cual nos llegan los rayos del sol. 

Existen transformaciones más senci llas. DesplaUlr un objeto, 
por ejemplo. Esta transformación modifica la posición del obje· 
too También podemos girar el objeto alrededor de un punto 
lijo. Tal transformaciÓn se llama rotación. También es posible 
girar el objeto alrededor de un eje fijo. Es el caso de una rueda 
que gira alrededor de su eje sin rodar . Todos los puntos de la 
rueda cambian de posición, salvo los del ej e. Naturalmente, se 
pueden modificar las posiciones de los puntos del eje haciendo 
roda r la rucda sobre el suelo. 

Existen transformaciones que conservan las distancias y los 
ángulos. Si cierto segmento mide 3 cm, el segmento correspon· 
diente de la figura transformeda mide también 3 cm; de igual 
forma, si dos rectas de la figura inicial forman un ángul o de 60' , 
las rectas correspond ientes de la ligura transfomlada forman 
un ángulo de 60', etc. Todas las transformaciones que conservan 
las distancias y los ángulos se llaman ¡some/rtas. Es evidente 



que la proyección de una sombra no es una isometria . Una 
sombra es más pequefia a mediodía que te mprano por la ma­
ñana o tarde por la tarde. La distancia entre dos puntos de nues­
tro cuerpo no se conserva en nuest ra sombra. De hecho, esta 
distancia varia en función del tiempo. De todo ello resulta que 
es ta transformación no es una isometría. 

Cada vez más , se considera que la geometria es el estudio de 
las propiedades de las figura s que permanecen ínvariantes cuan· 
do <se hace alguna cosa •. La _geome tría de las sombras. puede 
defmirse como el estudio de las propiedades de las figura s que 
permanecen invariantes al aplicarle s las proyecciones. La geo­
metria euclidiana es el estud io de las propiedades de las fi guras 
que permanecen Invariantes al aplicarles desplazamientos. 

ll.). Tra ns jorlllacioJJcs inversas 

Existe un aspec~o particularmen te importante de las tr~m ~ 
fonnaciones; podemos _deshacer _ algunas tra ns formacio nes, 
mientras que resulta difícil hacerlo con otras. Expongamos al 
sol, por ejemplo, una figu ra plana hecha de alambre. Podemos 
asociar . todo punto de la figura, un punto de la sombra. In­
versamente, resulta posible encontrar un punto de la figu ra co­
nociendo un punto de la somb,.,,,- Para determinar tal punto bas­
ta trazar una recta ficticia que pase por el punto dado en di· 
rección al sol. Esta recta corto al alambre en un punto que será 
el punto que buscamos. Este resultado no será cierto si proyec­
tarnos la sombra de nuestro cuerpo sobre el suelo; existen muo 
chos puntos de nuestro cuerpo que tienen la misma proyección_ 
Si tomamos un punto de la sombra , no podemos encon trar el 
punto de partida. Esto se debe al hecho de que se proyecta uno 
figura de tres dimensiones sobre una ligura de dos dimcnsio 
nes. Tenemos, pues , en este caso, un problema que )./ucdc ca li · 
ficarse de problema de <sentido único •. No podemos plan lear 
una transfonnación inversa. 

En este libro no trataremos más que de transrormacionc!­
que se puedan efectuar en los dos sen tidos. Si una transform a 
ción transforma una figura A en una figu ra B, existe siempre 
una transformación que transforma a la figura B en la fig ura A 
Se dice que estas dos figura s son inversas una de otra. Si des­
plazamos, por ejemplo, un libro , la transformación inversa es 
la que hace volver al libro a su posición inicial. Del mismo 
modo, si hacemos girar una rueda alrededor de su eje un ciert o 
ángulo, la transformación inversa consiste en hacer gi rar b 
rueda en el mismo ángulo pero en sentido inverso. 

1.3. Nociol1es de IOp%gfa ____________ 

Antes Oc presentar en detalle las isomelrías a los niños, cree · 
mas que deben haber estudiado transformaciones más generales 
que no conservan ni lBS distancias ni los ángulos. Tomemos, por 
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ejemplo, un aro ,k alambre Doblemos el -.lambre Sin romperlo: 
Puntos del alambre que estaban pn»imos anles de realizar tal 
transformación lo siguen estando despu~. Una Iransformación 
de e51e tipo se llama continua. No es pOsible dar, a este nivel , 
una definición de las transformaciones conlinuas, puesto que la 
noción de _proximidad . exige una definición precisa y hace in· 
tervenir el coccepto de límite. ESlas cuestiones serán estudiadas 
en otro libro. Existe, sin embargo, una Iransformación inversa 
de la transformación anterior: es la transformación que hace 
desaparecer el doblez y vuelve al aro a su forma inicial. En esta 
transformación inversa los punlos próximos se transforman en 
puntos próximos. De este modo la transformación eS bicontillua. 
La top%glo es el estudio de las propiedades de ·Ias fi¡lUras In ' 

variantes a l aplicarles lransformaciones bicontinuas. Tales transo 
formaciones se llaman transformaciooes topológicas. Considere· 
mos una esfera hueca, una pel0la, por ejemplo; hagamos un 
hueco en esla pelola, sin hacer agujero. Esta transformación es 
una transformación topológica. ¿eu.Jes I0Il las propiedade. in· 
variantes en esta transformación? Se conserva el IDterior y el 
exterior. En efecto. es imposible pasar cIeJ Interior de la pelola 
al ex terior sin atravesar su superficie. Esta propiedad se conser· 
va en la anterior Iransformación. De esle modo, interior y exte , 
rior son propiedades topológicas. Por el contrario, si haceOlOS 
un oriJicio en la pelota ya no se conserva el inlerior, de hecho 
ya no existe ni interior ni exterior. Adem's, podemos. gracias al 
orificio, pasar del interior al exterior de la pelola. Pero hacer 
un orificio en una pelota no es una transformación continua. 
Puntos que antes eslaban próximos ya no lo estarin , y ello, en 
particular para dos puntos a uno y otro lado del orificio . Por 
esla razón, _hacer orificios. no es una transformación conlinua 
y, por tanto, tampoco lo es lopoló¡ica. No \rataremos de tales 
transformaciones . 

Pueden encontrarse ejemplos de transformaciones topológi· 
cas en las fichas de lrabajo del cap/lUlo siJUienle; o tras ser'n 
estudiadas con detalle en el capitulo 3, que trata de la topolog!a . 

1.4. Nociones proyec/iva.s y afilies 

Para proyectar sombras utilizamos un foco luminoso puntua l. 
La geomet rÚl proyectiva es t i esludio de las propiedades de las 
figuras que, trazadas en un plano y proyecladas a parlir de lal 
foco lunúnoso, permanecen invariaDtes. 

Sabemos, por ejemplo, que si cortamos una rendija rectilíneo 
en una cartulina y la iluminamos. la proyección de esta rendija 
es un segmento de recta. De igual modo, si iluminamos un 
objeto conslruido mediante un -meccano>, la sombra de un oeg· 
mento de recia es un segmento de recia. Si una linea A corta 
a otra linea B en un punto X, las sombras de las lineas A y B se 
COrlan en un punto que es la sombra del punto X. De iJUal ma· 
nen1, si una recia R pasa por dos puntos A y B, la sombra de la 
recta R pasa por las sombras de los puntos A y B. As!' en geo­
metría proyecliva, las reclaS y las intersecclones son invariantes . 



Otro invanante es el ordeu. Por ejemplo. se¡jalemos sobre 
una recta tres puntos A. B Ye en este orden. Comprobamos que 
la l'royección del punto B se encuentra entre las proyecciones 
de los puntos A y C. As! . el orden de los puntos A. B Ye se con· 
serva en una proy~ci6n. 

Por el' contrario, el sentido (directo o retrogrado) puede no 
conservarse. Dados cuatro puntos A, B, e y D situados en una 
circunferencia sus proyecciones se encuentran sobre una deter· 
minada curva -proyección de ID circunferencia- y se conserva 
el orden; según que miremos el plano de la circunferencia por 
debajo o por encima, los puntos A, B, e y D estarán en sentido 
directo o retrógrado y el sentido de los puntos proyectados de­
penderá de la posición del foco respecto al plano de la circun· 
ferencia. Así, el sentido no es una propiedad proyectiva. 

El concepto de convexidad está entre la topología y la medio 
da ; es un concepto proyectivo. El concepto de convexidad hace 
Intervenir el de segmento de recta. Si nos desplazamos a lo 
largo de una Hnea recta, conservamos una dirección constante; 
por el contrario, si nos desplazamos a lo largo de una curva. 
cambiamos de dirección. Los conceptos de direcciones y de H· 
neas .. rectas' no son topológicos; y lo mismo ocurre con la 
convexldaC!:I'Or el contrano, el concepto de línea recta es pr<> 
yectivo; y lo mismo ocurre con los conceptos de interior y 
exterior. Un punto interior de una figura se proyecta según un 
punto interior de la figura proyectada. Así, los interiores son 
invariantes al aplicar una proyección. Además , la proyección 
de un segmento de recta que une dos puntos interiores de una 
figu ra es un segmento de recta que está en el interior de la 
figura proyectada. Resulta, pues, que la proyección de una figu· 
ra convexa es convexa. 

Se dice que una figura cerrada es convexa si lodo segmenlo 
rectiUneo que une dos punlos de su fronlera está, completamen' 
10, en el interior de la figura. Las propiedades de las figuras 
convexas y no convexas se estudiarán en las fichas de trabajo. 
El estudio de los desplazamientos a lo largo de la frontera de 
una figura convexa nos Ueva, eventualmente, a la medida de los 
ángulos. Las circunferencias serán consideradas como fronteras 
de figuras convexas tales .que. para todo -desplazamiento a lo 
largo .de estas fronteras, la relación del arco recorrido al ángulo 
es constante . 

La transformación afln es un caso l'articular de transforma· 
ción proyectiva. 

Conforme alejamos un foco puntual, obtenemos una aproxl· 
mación a la proyección que emplea al sol como foco. El sol eslá 
tan lejos que , en la práctica, sus rayos nos llegan paralelos. En 
tal proyección, las rectas paralelas se transforman en rectas 
paralelas. Sin embargo, eSle resultado no es cierto cuando t<> 
mamas un foco puntual situado muy cerca de la figurBl en 
efecto, en este caso, las rectas se deforman considerablemente. 
Recordemos, por otra parte, que los ralles del ferrocarril pa~ 
cen juntarse, a pesar de que sabemos que son paralelos. El pa­
ralelismo no es un concepto proyectivo, es un concepto afín. 
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Otra propiedad que se conserva en la proyección paralela es 
la relación de dos legmentos situados ¡obre recta s paraJelas. En 
efecto, si dos legmentos paralelos están en la relación 2, la ~ 
lación de las longitudes de sus sombras sigue .Iendo 2. Podemos 
comprobar que no ocurre lo mismo si consideramos UDa pro­
yección puntual, estando el loco luficíentemente cerca de la 
tirora como para que su sombra presen te las -mayores dlstor­
, iones: La relación no se -conservara-:LOs concep tos de geome­
tría proyectiva y afín están entre la topologia y la ¡eometria 
euclidiana. Si consideramos las proyecciones simples, nos en­
contramos ante casos particulare~ de transformaciones afines y 
proyectivas, Para tener un caso suficientemente general tendre­
mos que admitir como posibles, la inversa I y la composición' 
(o combinac.lón) de las proyecciones. 

1.5. Nociones d. geometría euclidíana 

La geometrla euclidiana es el estudio de las propiedades oc 
las figuras que permanecen invariantes ante un desplazamiento 
en el espacio, conservando las distancias y los ángulos de las fi ­
guras. Así, toda proposición relativa a las distancias y a los án· 
gulos, es un concepto eucli diano. Los teoremas de igualdad son 
las piedr... angulares de la mayor parte de las demostraciones 
clásicas de la geometrJa euclidiana. Numerosos teoremas de la 
seometría euclidiana pueden demost rarse sin utilizar el uso del 
concepto de distancia, sino el de relación de distancias. Estos 
te<lremas pertenecen a la geometrJa proyectiva o afln. Volvere­
mos sobre esta cuestión m ás adelante. 

Es importante comprender perlectamen te que la geometría 
euclidiana se basa en axiomas, que son relaciones entre rectas 
paralelas o ángulos. Los conceptos de ángulos al ternos y de án· 
gulos correspondientes están totalmente ligados a la geomet ría 

Significa que, no solament e la transformación que hace pasar 
del objete a la sombra es proyectiva, lino que la t ransformaci6n 
que .regenera. al objeto a partir de la sombra también lo es. 

• Signtfica que, no solamente la transformacl6n (de un objdo 
en su ¡ombra) es proyectiva, sino que la sucesión de dos transfor· 
maclone. cualesquiera de este tipo también lo es. Por ejemplo, po 

demos recortar la sombra 2 del objeto I en un cartón y volver a 

transfonnar esta figura 2 en una aegunda sombra 3. Se debe, enton· 

ees, poder p ....r de la figura I a la figura 3 mediante una transror· 

IMcl~royectlva. 

eu¿¡¡ ~No-h8yninguna raz6n para creer que es tas relaClo, 

nes siguen ,iendo ciertas cuando se hacen intervenir grandes 

distancias, Los griegos, con los instrumentos de que disponian, 

no podiao medir más qúe pequeñas distancia~ . Pensaban que las 

estrellas y los planetas se desplazaban l obre una esfera, tenien­

do todos los cuerpos celestes la misma distancia respecto de l. 




tierra. Cuando se hacen intervenir distancias astronómicas, los 

toore~ euclidianos acerca de las rectas paralelas dejan de 

ier cIertos. 

. No se trata aquí de presentar una introducción a las geome· 

trias nO euclidianas, sino de poner de manifiesto que ciertos teo­

remlS e ideas que hemos llamado topológicos, proyectivos o 

afines, son independientes de los conceptos euclidianos. 


Resulta que ciertas relaciones seguirán siendo válidas para 
goometrias no euclidianas. Pero haremos hipótesis de tal forma 
que las relaciones que vayamos obteniendo serán válidas cada 
vez para un mayor número de casos. Naturalmente, cuantas más 
licencias nOs permitamos para wnstruir ¡as figuras, menos se 
conservarán ante las transformaciones. 

En las transformadones topológicas en las cuales podemos 
torcer, doblar.o Incluso estirar las figuras, se conservarán pocas 
propiedades puesto que nos permitimos demasiadas cosas con 
esas figuras. En las transformaciones proyectivas, se permiten 
menos cosas y, de esta forma, se conservan más pro¡>iedades . 
Por ejemplo, las líneas rectas se conservan en una transforma­
ción proyectiva, mientras que no ocurre asf, en general, en tope>­
logia. Cuando, más adelante, nos restrinjamos a las nociones 
afines, alejaremos el punto foco de proyección muy lejos, de 
manera que los rayos luminosos a lo largo de los cuales proyec· 
tamos, se hacen, a nuestra escala, práctJcamente paralelos_ Ha· 
clendo esto, Introducimos conceptos tales como la relación de 
dos segmentos sobre una misma recta y el concepto de parale­
lismo. No Introduciremos los conceptos de ángulo y de distan· 
cla hasta que estudiemos la geometria euclidiana -es decir, 
cuando utilicemos transformadones de un tipo especial, por 
ejemplo, coger una figura y colocarla en otro sitio. 

Cuantas más cosas nOS -permitamos en el momento de la 
transformacIón encontraremos -menos TCladooes dertas, mieo· 
tras que si nos permitJmos pocas cosas, tendremos más relacio~ 
nes ciertas. Esta es la razón por la cual la geometría euclidia ­
na es la más rica de todas las geometrias, mientras que las re­
laciones topológicas son las más generales. Todo lo que es cier· 
to en topología lo es en geometria proyectiva, afin y euclidiana y 
todo lo que es cierto en gcometria afin lo es también en geo­
metría euclidiana. Pero todo lo que sea cierto en geometría eucli­
diana no es necesarlameote cierto eo las otras geometnas; pue­
de serlo o no serlo. 

1.6. ROlaciones, dngulos 

En la parte siguiente se introducen los conceptos de direccio­
nes y ángulos, que son consecuencia del estudio de las fronteras 
convexas. Vamos a proponer diferentes maneras de medir ángu· 
los y, en particular, ·introduciremos la medida de ángulos en 
radianes, mediante ejercicios prácticos realizados en el patio de 



recreo. Para establecer la ,dea de medida en radJáñes, pedImos 
a ·un alumno que ,e ponga de pie en un punto fij o y después 
que gire lentamente sobre .í mismo quedándose en el mismo 
punto. Mientras lo hace, pediremos a otro alumno que dé la vuel­
ta alrededor del primero con una tiza en la mano para ir mar­
eando el camino recorr ido. Si este niño ha descrito una verda­
dera (o cui verdadera) circunferencia, mediremos su radio con 
una cuerda. La longitud de la cuerda podrá, entonces, ser consi­
derada como unidad de longitud, de forma que podamos medir 
las distancias recorridas por el segundo nifio. Mientras que el 
.egundo nifio recorre una longitud igual a la longitud de la 
cuerda, el niño que está colocado en el centro gira un radidM . 
Tales ejercicios no excluyen el empleo del grado, pero la expe­
riencia muestra que los niños son mucho menos receptivos para 
el~do, que es una unidad de giro demasiado pequefia y, por 
tanto, más difícil de materializar. Prefieren el radián o el cuarto 
de vuelta (ángulo recto) como unidad_ Pueden hablar ya de me­
dio ángulo recto, de dos ángulos rectos, de dos ángulos rectos 
y ' medio, y .••í sucesivamente. Algunas veces preferirán tomar 
como unidad la vuelta compl~la_ y hablar. de media vueh.8 deJ 

un octavo de vuelta, etc. De tOdas formas, resulta necesario 
enseóar a los niños que un cuarto de vuelta se divide general­
mente en 90 partes iguales y que un giro de 1/90 de ángulo 
recto representa un giro de un grado. Pero no es necesario obli· 
garles a utilizar el grado si prefieren utilizar el radián. En esta 
parte introduciremos las rotaciones así como las composiciones 
de rotaciones. Los rotaciones tendrán lugar en el mismo plano 
y así la composición de rotaciones es conmutativa, es decir que 
la composición de dos rotaciones no depende del orden en el 
cual se eíectúan éstas . Ya recordaremos que esta propiedad 
deja de ser cierta inmediatamente que introduzcamos las ro­
taciones de un sólido a lrededor de ejes que pasen por ese só­
lido. Una determinada rotación alrededor de un eje, seguida 
de otra rotación alrededor de otro eje, no engendra una trans­
formación equivalen te a la que se obtendria invirtiendo el or­
den de las rotaciones , y ello incluso si los ejes de rotación son 
concurrentes. 

Para convencerse de este hecho basta considerar dos cubos 
idénticos. Trazaremos sobre cada cara una flecha de color di­
ferente . lo cual nos sirve para saber si la cara ha cambiado de 
sentido o no. Tomad uno de los cubos y hacedle sufrir una ro­
tación de un cuarto de vuelta en .entido retrogrado alrededor de 
un eje vertical que pasa por su centro, y después otra rotación 
que lo aleje de vosotros, de un cuarto de vuelta alrededor de su 
centro. Si efectuáis estas operaciones en sentido inverso con el 
otro cubo, comprobando, por otra parte, que los dos estaban 
en la mIsma posición al principio, observaréis que ahora los eu­

-bos no tienen la misma posición. En las fichas de trabajo, pre­
sentamos diferentes figuras que, giradas un cierto ángulo, siguen 
ocupando la misma posición que al principio. Sobre deterDÚna­
das figuras podremos realizar varias rotaciones düerentes, so­
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bre otras, en cam 10, el numero de rotacIones sera mas peque· 
ño. Esto nos llevará al estudio de las figuras regulares y, en 
particular, a.\ estudio de los grupos engendrados por las rota· 
ciones. 

Cada parle terminará con algunos ejercicios de análisis, que 
tienen como fin hacer reflexionar ~ los niños sobre los concep· 
tos construldos mentalmente. Algunos niftos tienen tendencia a 
cons TUlr su propIa teorIa , lo cual nos obhgarA, para e110_, a 
diversificar los ejercicios. Otros, por el contrario, tras haber 
constnúdo su propia teoria, serán capaces de analizarla. No nos 
proponemos forzar a lodos' los niños a hacer los ejercicios de 
análisis en bloque. Los hemos presentado aquí para dar ocasión 
a los niños con capacidad de análisis de desarrollar su sentido 
analítico, El profesor verá inmediatamente quiénes son capa· 
ces de tal análisis , los cuales irán, en algunos casos, más allá 
de lo que aqui pretendemos; otros, por el contrario, delestarán 
estos ejercicios. En tal caso no se les debe forza r. 

1.7. Estudio de las simetrias 

A lo largo del es tudio de la simetria, consideraremos , a veces, 
el eje de simetria como un espejo en el cual veremos la imagen 
de la figura que queremos transformar, Si tl'lWlmos una figu ra 
cualquiera en un plano horizontal y colocamos ver ticalmente 
un espejo, veremos en él la imagen del dibujo que hemos hecho. 
Podemos también obtener esta imagen haciendo sufrir a la hoja 
de papel dos rotaciones sucesivas de un ángulo recto, manteo 
niendo fijo el eje de simetria. Naturalmente, deberemos levantar 
el papel de la mesa, darle media vuelta , y volverlo a colocar so­
bre la mesa. Es evidente que la figura estará ahora al otro lado 
del papel, por lo cual aconsejamos el uso de papel muy fino 
o de papel de calco. 

Las fichas de trabajo sobre la simetría empiezan por el estu· 
dio de las figu ras que no poseen más que dos ejes de simetría; 
si no hay más que dos ejes de simetna, estos dos ejes deberán 
colocarse en ángulo recto. El rectángulo o el rombo son figuras 
de este tipo. Muchas otras poseen dos ejes de simetria y su 
estudio así como la búsqueda de sus ejes de simetria constituye 
un paso importante en el estudio del espacio. Estas fichas de 
trabajo llevarán a los ni!'los a manejar y a const ruir figuras que 
posean muchos ejes de simetria , como el hexágono, que posee 
seis. 

Veremos cómo dos espejos idénticos, colocados verticalmen· 
te frente a frente y pudiendo girar alrededor d. un eie vertical , 
son una gran ayuda pedagógica. Si colocamos los dos espejos en 
ángulo recto y si trazamos una Unea cualquiera en el ángulo de 
Jos dos espejos, veremos, no dos imágenes, sino tres, puesto 
que cada espejo se refleja en el otro. Así, la imagen del espejo 
reflejará la imagen dada. Si el lector no ve bien cómo ocurre, 
le aconsejamos tomar dos espejos, colocarlos en ángulo recto 



verticalmente y observar en el interior de cada uno de ellos la 
imagen del otro espejo. Puesto que podemos variar el ángulo 
de los dos ~spejos, podemos engendrar figuras que posean varios 
ejes de simetria, sin encontrar las dificultades de construcción 
exacta de un motivo repetido varias veces. Es evidente que tal 
procedimiento no puede, en ningún caso, sustituir a las opera· 
dones que proponemos en las fichas de trabajo, sin embargo 
ello constituirá una poderosa ayuda para la comprensión del 
fenómeno que representa la simetría. 

Hacia el final de esta serie de fichas de trabajo sobre la sime­
tria, abordamos las reladones 'entre las slmetrias y las rotacio­
nes; volveremos a utilizar los conceptos lobre grupos para lle­
var a buen término este estudio. Será útil, a este nivel, hacer 
uso de los conceptos sobre grupos incluso si los alumnos no los 
hao estudiado todavia. Seria deseable llevar estos dos estudios 
conjuntamente, de forma q ue los nUlos puedan efectuar las 
transformadones sobre las formas y los colores mediante grupos 
y después utilizar estas estructuras...para obtener las relaciones 
entre las rotaciones y ias simetrias y viceversa . Esta personal l· 
zación de las relaciones abstractas de los grupos hará todavfa 
más atractiva ésta última a los ojos de los n!tlos. 

1.8. Lns traslacio,, ~ s 

E.sta última parte de las fichas de trabajo estará exclusiva· 
mente dedicada al estudio de las propiedades elementales de 
las traslaciones. Una traslación lerá slmplemente un movimien­
to de una figura tal que un punto cualquier de ésta le desplace 
siempre en la misma dirección. La figura se verá simplemente 
«empujada» en una dirección, sin darse la vuelta. Ello nos 110­
vará a las propiedades del rectán¡ulo y del paralelogramo, Ha· 
remos algunas observaciones en cuanto a las relaciones existen ­
tes entre las traslaciones y las rotaciones y las simetrias . 

1.9. Nociones acerca de los sistemas de coorderu¡das 

Nosotros podemos determinar la posición de un punto en un 
plano mediante una cuadrícula. Seguramente, est~ hecho es co­
nocido de los n!tlos que viven en las grandes ciudades en las que 
se utilizan las calles y las avenidas como medio de comunica· 
ción. Estas calles o estas avenidas, que forman entre ellas án· 
gulo recto, las distinguimos mediante números. Por ejemplo. 
imaginad que vivis en la esquina de la séptima avenida con la 
décima calle; seria posible di rigirse a ese lugar contando el nú ' 
mero de calles y avenidas, como hacemos cuando vamos en co­
che. Los nifios que no vivan en poblaciones O lugares tan bien 
dispuestos desde el punto d~ vista matemático. pueden, sin em· 
bargo, familiarse con estas Ideas .estudiando el plano de una ci')o 
dad. Podremos hacer, aprovechando la. ocasión. ejercicios a base 



de pedir a los nillos que encuentren lugares o CiilíeSóel plano 
de la ciudad donde viven. Las cuadrículas de los planos tienen 
como referencias, en general , letras y números; tendremos, por 
ejemplo, A.3 ó F.S, etc. La mayor parte de las ciudades poco im­
portantes no dispondrán más que de un sencillo entramado de 
calles. 

Las coordenadas son pares ordenados de números que deler· 
minan una posición, por ejemplo (2,3) puede indicar que debe­
mos recorrer dos kilómetros hacia el este y tres kilómetros 
hacia el norte. Naturalmente, el resultado no será el mismo que 
tres kilómetros hacia el este y dos kilómetros hacia el norte . 
El par de números que damos para determinar la posición so­
bre la cuadrícula, debe estar ordenado, eS decir, que se debe in­
dicar cuál es el número que está en primer lugar. Este aspecto 
es Importante puesto que si cambiamos el orden, no obtenemos 
el mismo punto de la cuadricula, salvo en el caso, naturalmente, 
de que los dos números sean Iguales (3,3). Desarrollaremos estas 
Ideas paralelamente al estudio de los vectores y de los números 
enteros. 

1.1 0. Los grupos 

El estudio de las transformaciones geométricas está estrecha· 
mente ligado al estudio de las estructuras conocidas bajo el nom­
bre de grupo_ Por ejemplo, consideremos los giros de amplitud 
un éngulo recto; no podemos realizar más que cuatro cosas: un 
giro de un ángulo recto en sentido directo, un giro de un ángu­
lo recto en sentido retrógrado, media vuelta y una vuelta com­
pleta. Si consideramos ahora combinaciones cualesquiera de es­
tos cuatro movimientos, obtenemos movimientos equivalentes 
que son siempre uno de los cuatro movimientos de partida. Si, 
partiendo de una posición cualquiera, realizamos un giro de 
un ángulo recto en sentido retrógrado y después damos media 
vuelta, llegamos a la misma posición que si hubiéramos efec­
tuado u n giro de un ángulo recto en sentido directo. Media vuel­
ta seguida de otra media vuelta será equivalente a una vuelta 
completa, <le la misma forma que una vuelta completa seguida 
de un cuarto de vuelta en sentido directo será equivalente a 
un cuarto de vuelta en sentido directo, y así sucesivamente. 

Estos cuatro movimientos que acabamos de construir a par­
tir de los giros de amplitud un ángulo recto constituyen un «con­
junto» cerrado. Dos cualesquiera de esos cuatro movimientos 
combinados dan como resultado siempre uno de los cuatro_ 

Si ahora, una VeZ situados en una cierta posición, tratamos 
de volver 8 la posición de partida, tendremos que utilizar un 
movimiento que, también, forma parte de los cuatro que he­
mos elegido. Por ejemplo , cada vez que realizamos un giro de 
un ángulo inicial, debemos realizar un giro de un ángulo recto. 
pero esta vez en sentido retró¡o:rado. Cuando efectuamos medio 
vuelta , tenemos que efectuar otra media vuelta para volver 8 la 
posición inicial y si damos una vuelta completa, daremos otra 
\'Uelta completa para volver a la posición iniciaL Vemos, pues, 
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que síempre poaem6s~~.destru i r~~un moviiníento mediante otro 
movimiento convenientemen te elegido. Tales mo\1mientos .e 
llaman inversos. 

Existe también , entre estos cuatro movimiento', uno que no 
hace cambiar la posición: la vuelta ~l!!Pleta~A~m.Qi..llIlll 
VueJ.ta comple ta, la posición final es la misma que la posición 
de partida y tal transformación no tiene ningún efecto. Si com­
binamos la vuelta completa con uno cualquiera de los otros m<>­
vimientos, el resultado es el mismo que si no bubiés=os rea· 
lIzado -más que el segundo movimiento. A tal movimiento se le 
llama elemento Iteu /ro. 

Lu <:structuras matemáticas que obedecen a estas propieda· 
deo además de • la propiedad de uociatividad, se les llama gru. 
pos. Lu estructuras ¡eométricas más aencillas se expresan fác il· 
mente en función de lo. grupos. ~sta es la razón por la cual 
es de desear que se estudien conjuntamente los grupos y las 
transformaciones ¡eométricas. Esto no se hace Unicamen te para 
facill tar la comprensión de las transformaciones geométricas 
lino para .dar a los nitlos una visión más general de las ro 
185 que estudian. Las transformaciones geométricas que ellos 
estudian forman parte de un terreno de estudio mucho más 
-extenSO, lo que constituye la razón por la cual los nitlos se 
animarán a pensar en términos más abstractos. Podemos, por 
ejemplo, coDllderar un Juego en el que los elementos sean las 
palabras. Tras familiarizarse con estos Juegos y después de ha· 
ber viSto su I'elación con la ¡eometria o con las transformaci<>­
nes de forIru\s y colores, los nifios considerarán el problema des· 
de un punto de viSta más ¡eneral. Se darán cuenta de que las 
transformaciones Ileométricas no son más que UD caso par· 
tlcular. 

http:l!!Pleta~A~m.Qi
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MODULO 3 

UNIDAD 1 




Para esta un idad creemos conveniente proponer los sigui entes objetivos: 

1.- I nterpreten las cond uctas i nfant i les en la i nteracción en­

tre el niño y el espacio, para lo cual es necesario: 

* conocer los aspectos evolut i vos en la construcción de la s 

relaciones espaciales. 

* conocer los invari antes que caracterizan a la topolog ía, 

a la geometría proyectlva y a la geometría métrica . 

2.- Organicen actividades exploratorias para caracteri zar l a 

concepción del espacio en niños de diversas edades del ám­

bito escolar . 

3.- Seleccionen actividades para favorecer a los niños en la 

ampliación de sus esquemas espaciales a nuevos cortex tos o 

los integren a otros esquemAs cons t ruyendo estructur as cad a 

vez más complejas. 

Hemos previsto los siguientes contenido s: 

1 . - La geometría a partir de las transformaciones: invarian te s topolQ 
gicos, proyectivos, métr icos . 

2.- Las etapas del desarrollo evoluti vo de la concepción del espacio 
en el niño. 

3.- Aprendizaje de las relaciones espac iales: categorías de l a or ien­
tación en el espacio; su forma de aprehensión. 
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Para el abordaj e de las nociúnes involucradas en esta unidad h~ 

mos previst o , como en unidades anteriores, una s ecuencia metodológica de cuatro 

momentos: 

Es claro que el proceso consiste en una red de instancias en l as 

que, después de la presentación del tema, ca ben rei teraciones o avances o retrQ 

cesos en el orden de los otros tres momentos . Por eso en el desarrol l o de l a 

unidad segu iremos el orden de los conten i dos. 

La presentación del tema puede organizarse a partir 

de una pregunta : 

... ,,--------------------------, 
¿Cómo se. .deSlU'Hll1a la .concepúioo·. del espacio 

en los niños? 

Veam05 algunas s uger encla s para e l tratamI ento 

de los c ontenIdos de la unIdad . 

~ l. La Geometría a partir de las transformaciones 

La construcción del marco teór ico, supo ne t ransitar por un cami­

no puramente geométrico antes de i ngresa r por la vía psicológica a la descri p­
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ción del desarrollo evolutivo. Un acceso a las nociones geométricas p~ede inte~ 

tarse mediante experienc ias como las que se proponen en las guías que sigueD: 
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A 	GUIA SOBRE TRANSFORMACIONES TOPOLOGICAS -
í'ww /LeaLizaA la exp~c.ia que /.>'¿gue hace /-aila CLiApOru2A de 

u.n. u oz o de ';UPeA/-,,-c.i..e de goma (u.n. gLoto , po//. ejemplo) u ouo maivUa1. exLeru'¿ 

fUe. N o necv,.i..ta /.>eA T1lJ.L1j g/1flfl.Cle. 

No/.> vamo/.> a pV1Jll.d...U¡ de/-o/tmaAf.a, úJt /ta/.>gaA rU. peA/-o/ULA, Ij va ­

mo/.> a O~eAVaA y /Leg~tA.aA cómo loe tJWJlh/-O/lJflan. /''¿gaAW> qtli! hayamo/.> d~jado en 

eLla . ~o,; de 71(ANS10/~ACION[S lOí'OLOglCAS. 

o 	l . Organizados los alumnos en pare j as, y disponiendo cada una de una 

su perficie extensible, 

a ) 	 dibujar sobre ella líneas rectas, curvas; con nudos, sin 

ellos; abiertas y cerradas;

{ ~o !? 
b) 	 sobre algunas lineas marcar los puntos A, B, e, en ese orden; 

si una línea es cerrada marcar un punto interior 1 y otro ex 

terior E; 

c) 	mientras una de las personas tuerce, estira, infla o hace 

cualquier deformación que no rompa la superficie, la otra, 

registra lo mejor posible en una hoja las nuevas figuras que 

da lugar cada una de las anteriores; 

d ) ahora se trata de indicar cuáles de las propiedade s que si ­

76 

http:Leg~tA.aA
http:exp~c.ia


• 


guen se C&ft&eFVAn Mi ¡le en la traDstormación • 

paralelismo de segmentos 

longitud de los segmentos 

amplitud de los ángulos 

ser recta una línea 

ser curva una linea 

abertura de lineas 

cierre de líneas 

pertenencia de puntos a líneas 

orden de los puntos sobre una linea 

interioridad de un punto respecto de una línea 

cerrada 

exterioridad de un punto respecto de una línea 

cerrada 

número de nudos 

SI - NO 

SI - NO 

SI - NO 
SI - NO 
SI - NO 

SI - NO 

SI - NO 

SI - NO 

SI NO 

SI -	 NO 

SI - NO 
SI - NO 

o 	2. A continuación se proponen algunos problemas se trata de decidir 

cuáles pierden su significado a través de una transformación top.!2. 

lógica y cuáles no. Responder sólo las preguntas que correspondan 

a propiedades invariantes; tachar las que correspondan a propied~ 

des que no lo sean. 

Conviene pensarlos individualmente. 
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-.­ _ . .•..­

r-­

.. 2.1 Laberintos 

¿Hay algún camino que 

permita ir de A a 8? 

¿Hay más de uno? En tal 

caso ¿cuál es el más 

corto? 

b 

.. 2.2 Recorridos sin repetición 

i) ¿Quién vive más cerca de l a e~ 

~ cuela? ¿y más lejos? 

CLAA,A 

11M'''' 

ii) ¿Puzde el chofer del 

__ ómnibus partir del gara ­

" 	 ge de la calle Tordos , 

recoger a los cinco ni ­

ños y llevarlos a la es­

cuela sin pasar dos ve­
fU>Ro 

ces por la misma calle? 

¿Hay más de un recorrido 

que cumpla estas condiciones? 

iii) Ubicar en el plano , un 

niño más -luego dos, tres , 
" 

etc. - y repet ir el ejer­

cic io. 
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.. 	2.3 Los puentes de Konigsberg 

La 	 ciudad alemana de K¿nigsberg ofrece a sus habitantes un paseo 

clásico a lo largo de un río y dos islas que él contiene y que están 

unidas entre sí y a las riberas mediante puentes. 

l. 	Observar l a figura ¿Cuántos pue~ 

tes hay? 

2. 	 ¿Qué puente tiene la mayor incli 

nación respecto de la orilla? 

3 . 	 ¿Hay forma de ir caminando y pa­

sar por todos los puentes, sin 

omitir ninguno y sin pasar dos 

veces por el mismo? 

• 	 2.4 Rayuela 

Dibujar en el piso del patio una rayuela. ¿Cuántas regiones t i e­

ne? ¿Cómo son las fronteras de cada región: de trazos rectos o de 

trazos curvos? Enunciar ~as reglas del juego. Si son propiedades in­

variantes en una t ransformación topológica, j ugarlo. 

o 	3 . Organizarse en grupos con el objeto de comparar respuestas y lle­

gar a acuerdos sobre l o realizado en 1 y 2. 

En cada grupo escribir un breve reSumen de las observaciones más 

importantes acerca del trabajo con esta guia. 
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B-
La", que ",igu.en "'on. expeAien.c La.á que /LEquivLen. la co.éa.i!-o/U2uón 

de do", afumrto~) . 

o 	l. Elegir una zona de la escuela que ofrezca un panorama del patio o 

de un flanco del edificio, a lo largo de un pasillo, de modo que 

sea lo más profunda posible. Uno de los alumnos sostiene un vidrio 

o una placa de acrílico delante de los ojos del otro de modo que 

éste vea el panorama elegido y pueda registrar exactamente l o que 

ve calcando con un marcador de fibra sobre el material transpare~ 

te. El ojo de quien calca emite su visión hacia cada punto del p~ 

norama -diremos que lo proyecta- y su mano marca el punto sobre 

el vidrio en el lugar preciso en que su visión es interce ptada 

por el vidrio. 

¿Cómo es la figura que se obtiene sobre el vidrio, comparando su 

forma y sus dimensiones con las de los objetos reales? 

o 	2 . Recortar figuras geométricas en ca rtu l ina negra y proyectar su 

sombra sobre una superficie clara (*) usando una linterna . Dar di 

ferentes inclinaciones a la figura con relación a la superficie 

en la que se recoge la sombra. Durante estas transformaciones, 

tratar de registrar lo más fielmente posible la forma y tamaño de 

las sombras para compararlas con la figura real. 

Repetir la experiencia con la luz del sol. 

(*) Para mayor comodidad, se puede pegar las figuras sobre un vidri o , 

o acrilico o placa radiog rá fica lavada. 
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o 3. A partir de las imágenes obtenidas en 1 y 2, indicar qué propied~ 

des de las que siguen se conservan siempre en una proyecci ón . 

• 
longitud de segmentos 	 SI - NO 
paralelismo de segmentos 	 SI - NO 

perpendicularidad de segmentos 	 SI - NO 

amplitud de los ángulos 	 SI - NO 

ser recta una línea 	 SI - NO 

ser curva una línea 	 SI - ~O 

abertura de líneas 	 SI - NO 

cierre de líneas 	 SI - NO 

pertenencia de puntos a líneas 	 SI - NO 

orden de los puntos, sobre una línea 	 SI - NO 

interioridad de puntos respecto de líneas cerradas SI - NO 

exterioridad de puntos respecto de líneas cerradas SI - NO 

número de nudos 	 SI - NO 

04. 	Buscar reproducciones de obras de pintores del Renacimiento donde 

se ponga en evidencia su cuidado por respetar las reglas de la 

perspecti va, o sea una transformación proyectiva. 

Buscar reproducc iones de obras de pintores que no las respeten, 

o 	5. En los textos de geometría hay figuras que representan cuerpos . 

Buscar los que haya en la biblioteca escolar y organizarse por 

grupos para intentar construir l os modelos reales que correspon­

den a las figuras dibujadas. 

06. 	Comparar las respuestas con las de l os otros compañeros. Esc ri bir 

-entre todos los integrantes del grupo- un breve resumen de l a s 
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observaciones que consideren más importantes acerca del trabajo 

con esta guia. 
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Vamo-ó a n..ea.LLZ.aA =p~c.ia-ó con lt2.i.azo-ó de Uliw c.;Lampada-ó o 

con hoja.; de papel paAa =go1o. En g~ d cl..Weiio p/Le-ó enLa =guJ.cuUdade-ó que 

vo1e J.a pena artaLizWl.. 

o 	l. Tomando distintos materiales, conviene que cada alumno responda 

con relación a cada material, las preguntas que siguen:. 

a)¿se puede aislar una parte de la tela o del 'papeL que sirva 

como molde para reconstruir todo el diseño? Si es asi calcar 

la y pensar cómo trasladarla para obtener cada r e petición 

del motivo en el material. Repetir con otros materiales. 

b) 	 representar gráficamente (sin números ni letras, por el mo­

mento) los movimientos de traslación que llevan desde el di­

seño .calcado hacia cada una de las repeticiones sobre el ma­

terial; comparar los signos usados con los de otr os compañe­

ros; acordar entre todos cuál representa mej or la situación. 

0 2 . 	 a) Dibujar dentro del triángulo dado la inicial 

de l propi o nom bre . Repetir el moti vo que re ­

sulta, haciendo la traslación que tiene l a 

dirección, el sentido y la amplitud de la 

fl echa dibujada a continuación: 

/
(Podemos llama r VECTOR a la flecha) 
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b) 	 ¿Crees que se puede hacer una sola trasla ­

ción para lograr la siguiente repetición 

del motivo (complétalo con tu inicial)? 

Si no se puede ¿qué movimiento habría que 

hacer para lograrlo? 

Describirlo del mejor modo posible .. 

Si hace falta, usa papel de calcar y un al ­

filer, para materializar el movimiento. 

c) 	Repetir b) con la figura que sigue. Si hace 

falta, puedes ayudarte con papel de calcar 

o con un espejo. 

03. 	Observar cada una de las letras que siguen y responder a las dos 

preguntas que se formulan sobre ellas 

_AEIOU~FHMNT 
a) 	 ¿Hay alguna posición de un espejo que haga reflejar la let ra 

sobre si misma? Registre todas las que encuentre, dibujando 

la traza del espejo (hablaremos de cada traza como de eje de 

simetría) 

b) 	 ¿Hay alguna rotación que haga superponer la letra sobre sí 

misma? Registre todas las que encuentre, indicando el centro 

y la amplitud de cada rotación. 
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o 	4. En el motivo original de cada papel o tela examinado en el ejerci 

cio número 1 es posible hacer similares preguntas. Registrar las 

respuestas. 

¿Cuál es el molde de menor superficie que permite la reproducción 

de todo el motivo usando rotaciones y simetrías además de trasla­

ciones? 

o S. Usar instrumentos geométricos para construir un elemento decora­

tivo (guarda, mosaico, móvil) donde aparezcan regularidades obt~ 

nidas por traslaciones, rotaciones y simetrías. Describir cada 

una de las transformaciones usadas. 

0 6 . 	 A partir de las experiencias anteriores, indicar qué propiedades 

de las que siguen se conservan siempre en las transformaciones 

métricas (traslaciones, rotaciones y simetrías) 

• 
paralelismo de segmentos 	 SI - NO 

longitud de segmentos 	 SI - NO 
amplitud de ángulos 	 SI - NO 

ser recta una línea 	 SI - NO 

ser curva una linea 	 SI - NO 

aberturas de líneas 	 SI - NO 

cierre de líneas 	 SI - NO 

pertenencia de puntos a líneas 	 SI - NO 

orden de los puntos sobre una línea 	 SI - NO 
interioridad de puntos respecto de líneas 

cerradas 	 SI - NO 

exterioridad de puntos respecto de líneas 

cerradas SI - NO 

número de nudos SI - NO 
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o 7. ¿Cuáles de los ornamentos que siguen se obtienen a partir de un 

motivo elemental y us.ando solo t r ansformaciones métricas (rota­

ciones, s imetrías, t r aslaciones )? Describirlos del modo más com­

ple t o posible (*) 

***** 

~ 

~ 

G* ) Los g ráfi cos pr ovienen de WOLF, K. L. - KUHN, D. Forma y sime­

tria, EUDEBA. Buenos Aires, 1969. 

86 



-------------------------------

Después de haber trabajado sobre las guías, los alumnos estarán 

en condiciones de completar con SI o NO donde corresponde en el cuadro que de­

fine los invariantes en cada clase de transformaciones. 

L0S lugares en blanco, permiten incluir propiedades por inicia­

tiva de los alumnos. 

¿ es un INVARIANTE? 
TRANSFORMACIONES 

TOPOLOGICASIPROYECTIVASIMETRICAS 

paralelismo de segmentos 

longitud de segmentos 

amplitud de ángulos 

ser recta una línea 

ser curva una línea 

abertura de una línea 

cierre de una línea 

pertenencia de un punto a una línea 

orden de los puntos sobre una línea 

interioridad de un punto respecto 
de una línea cerrada 

exterioridad de un punto respecto 
de una línea cerrada 

número de nudos 

Es interesante destacar que observando el cuadro los alumnos 

pueden llegar a responder: 

¿Cuál es la relación de inclusión entre las distintas clases de in va 


riantes? 


¿ y entre la topología, la geometría proyectiva y la geometría mét ri 


ca? 
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Es evidente que cuanto más amplias son las transformaciones es menor 

el número de invariantes. ¿Puede explicitar mejor esta afirmación? 

ll3 Las et.aDas 

niño 

Los seres vivos se desarrollan en el espacio y en el t.iempo. 

Desde muy pequeño el niño se interesa por el espacio: el bebé, a la vez que 

recorre con sus miembros y con su vista el espacio que lo rodea, va progresa~ 

do en la coordinación de la vista con la prensión . 

Cuando comienza a caminar, su exploración es aún más activa y 

más amplia, aprende a distinguir lo que está cerca de l o que está lejos, etc . 

Mediante el tacto y la vista reconoce el contorno de los objetos. En pocas p~ 

labras: 

a lo largo de los dos primeros años de vida 


el niño construye lo que Piaget denomina 


el espacio senso-motor 


Esta construcción infantil es muy distinta de la concepción del 

espacio que poseen los adultos, está todavía ligada a los sentidos del sujeto, 

a su actividad perceptiva y a su actividad matriz. 

A medida que el niño crece, el desarrollo de sus formas de pen­

samiento le permite una elaboración más completa de los datos que capta: deter 

mina más precisamente la forma de los objetos, los contornos lineales de las 

figuras y las relaciones entre la posición de los objetos. Las fronteras de 
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separación (superficies, si se trata de objetos y líneas, si se trata de fig~ 

ras) se encuentran entre las primeras nociones espaciales que los niños adqui~ 

ren y ellas contribuyen tanto a la construcción de la imagen de los objetos cQ 

mo a la construcción de la imagen del espac io, en la que intervienen los ob j e­

tos como referencias (por ejemplo: estar en una habitación o fuera de ella; e n 

una vereda o en la de enfrente, etc.). Cuando las referencias se van vincu l an­

do entre sí, se organizan sistemas de referencia. 

Las investigaciones de la escuela de Ginebra -ciudad donde se 

encuentra el centro fundado por Piaget- muestran que los niños pequeño~ dist i~ 

guen líneas abiertas de líneas cerradas y que para ellos resultan parecidos e~ 

tre sí los contornos accidentados, como l os de las estrellas O triángulos, que 

a su vez distinguen claramente de las líneas regulares como círculos o elipses. 

En cuanto a las superficies también distinguen las cerradas o 

las abiertas (por ejemplo: la superficie de una lata de conserva cerrada de la 

pared de un tubo que delimita "un agujero". 

El carácter irreversible del pensamiento preoperatorio se mani 

fies ta en l a imposibilidad de imaginar transformac iones sin necesidad de reali 

zarlas o de evocar el estado inicial después de haber realizado una transform~ 

ción. Este tipo de pensamiento se va modificando lentamente. Alrededor de los 

5-6 años los niños están en general, en condiciones de distinguir líneas rec­

tas de lineas curvas aunque todavía no puedan identificar al camino recto en­

tre dos puntos como el menor de los recorridos posibles. Esta dificultad está 

relacionada con la imposibilidad de establecer relaciones en las que interven­

gan las perspectivas, las orientaciones y las dis t ancias. 

En este sentido, los trabajos de Piaget e Inhelder -retomados 

luego por otros investigadores- resultan signifi cativos aportes a la compren­

sión de los procesos infantiles. 
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Es ne.c esar10 que l o s fu t uros maes t r os J ~ 

da g uen l as conce pclone s l nfantl les s o br e 

e l espacl o . Parece adecuado que e nt r e vlS 

te ~ a nl fio s peque fios y rea ll c en expe r l e~ 

Cl as s1ml lares a la s que s e i nve s t Iga r o n 

en l a escue la de Gl nebra . 

éxpLO/lile.ión de. a.opec1o-> evOLuLi..vOh de. la corwiAucc¡6n 

deL ehf'<lCi-o 

Transcribimos a continuación algunas técnicas para t oma r l as 

pruebas a las que nos acabamos de refer i r ( 1) . 

Aunque se trata de pruebas individuales, conviene que mientras 

un prac ticante entreviste a un niño, otros dos o tres observen y reg is tren lo 

más minuciosamente posible lo que all í sucede para luego analizar l os com po r ­

tamientos y tratar de i nfe rir las posibles causas de l as di s tin t a s res puestas 

que se recojan. 

Estas primeras observac iones de los practican tes, sin preconceQ 

tos ni prej uicios, pueden luego contrastarse con l a s i stematización que dio l~ 

Bar a que los investigadores caracter i za ran niveles o estadios en l a p sicogé n~ 

sis de estas noci ones. 

Ve amo s l a de scr 1pción del ma ter I a l usado 

e n c ada t é c nlca , las consigna s d l r IgIda s 

a los nlños y la l nterpretac Ión de sus 

r e s puestas en e l mar c o de la t eor{ a . .. 
(l) BATTRO , A. El pe·nsamiento de Jean Piaget ( Emece Editore s , 1969~ 
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r. Experiencias de Estereognosia 

Se trata de estudiar el proceso que l l eva a la intuición de for 

mas espaciales cuando se palpa un objeto que se encuentra fuera del alcance de 

la mi r ada (de trás de una pantalla). 

Los objetos son de dos clases: familiares (una llave, un peine, 

etc.) o abstractos (círculos, t riángulos y f i guras complejas recortadas sobre 

cartón). Se procede con dos métodos : a) el niño debe reconocer la fi gura que 

ha explorado tác ti l mente, entre un con junto de dibu jos, b) se le pide que dibu 

je ~ l mismo l o que ha tocado. 

Se observan comportamientos de distintos niveles: 

1 . (2- 4 a . ) lA : sólo se reconocen los objetos familiares, lB: s e comi enza a di s 

tinguir luego las "figu ra s cerradas" de l as "abiertas" pero no se diferenc l a 

entre un círculo y un triángu l os pues ambas figuras tienen la mi sma propie­

dad de "ser cerradas" . 

11 .(4-6 a.) : Es un estado in t e rmedio que lleva a l reconocimiento y dibujo de 

l as figuras geomét ricas simpl es . 

lI1. ( más de 6 a . ): No hay confusión con re specto a las figuras complejas. 

wcO\>C0.Dnt)o 
6~DOOOOD 


gO(9)D'¿ <) D~

L-_______--'-________-I Fi9· 1 

Flg. 1 : Formas ut~llzadas e~-el test de reconOcl~l ento e stereognós t l Co . 
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• Dibujos de formas geométricas . 

Si se presentan figuras geométricas sencillas y se estud ia la 

evolución del dibujo infantil, no es difícil reencontrar el comportamiento que 

se ha puesto en evidencia en la experiencia anterior. A pesar de que los cara~ 

teres euclídeos de una "buena forma" , (cuadrado, círculo, triángulo, etc.) se 

discriminan correctamente €n el nivel perceptivo, en el plano representati vo 

priman, en cambio, las relaciones topológicas de "figura cerrada", IIvecindad ll 
J 

"separación", etc. En el estadio lB que es el más interesante, observamos dib!,!. 

jos como los siguientes, que son suficientes para confirmar lo que Piaget señ~ 

la sobre el privilegio de las relaciones topológicas en la representación pri ­

mitiva: 
J10l>á'-O cOFi... 

D e 
o 


• JI. UatOA.aUÓn de La /lLeta pltOye.t!ÜJx1 

Mientras que el estudio del desarrollo de las nociones más ele ­

mentales de "vecindad" y "separación" nos ha llevado a una geometría del objeto, 

es imprescindible analizar los pasos efectuados por el niño para coordinar esos 

objetos entre sí y establecer una verdadera geometría del espacio. La coord in~ 

ción más sencilla y primitiva consiste en referir todo al punto de vista propio, 

como se deduce de los análisis anter,iores sobre el egocentrismo infantil. De 

esta manera, se constituye un "falso absoluto" que deforma el espacio en fun­

ción de la única perspectiva posible: la del sujeto. Todo proceso que conduzca 
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a una descentración, llevará, entonces, a una coordinaci ón de los distintos pU2 

tos de vista. 

r. La elaboración de la recta proyectiva 

Existe una conducta sencilla para enfilar obj e tos sobre una r ee 

ta, y es simplemente "apuntar" desde uno de los extremos, cuidand o que ninguno 

de los objetos intercalados se desvíen de la línea visual. Pero e l niñ o menor 

de 7 años tiene grandes dificultades para lograr esta construcción elemental s 

la línea que se le pide que construya interfiere perceptivamente con al guna re 

ferencia estable. 

La técnica consiste en alinear un conjunto de obje tos (q ue sim­

bolizan postes de teléfono) entre dos mojones fijos (A,Z ) sobre una mesa . Los 

resultad os son los siguientes: 

A
•o 
o 
o ZA 0°°0 Z 

00 o 00000 •• o • 
IIA 

•
A 
o 
o 
00 Z 

0000 • 
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•
A 

00 
0

0 
Z000

• 
111 

Se intercalan sólidos (cono, 2 conos unidos por el vérti ce, di~ 

co de cartón, un rectángulo de cartón ) entre una lámpara y una pared blanca v el 

tical . Se pide al sijeto que dibuje la sombra que proyectarán l os sólidos -pr~ 

sentados en distintas posiciones- o bien que el ija entre una serie de di buj os 

ya confeccionados el que le parece conveniente. 

Los resultados de las observaciones en los primeros estad ios, 

indican que el niño imagina que la somb r a no hace más que dar un doble de l ob ­
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jeto; un lápiz colocado horizontalmente , en lugar de proyectar sólo su sección 

(un pequeño círculo) es reproducido íntegramente. Se lo dibuja, además, en di ­

rección oblicua, como un compromiso intuitivo ent re el cambio de posición del 

objeto, y el punto de vista del sujeto. En el estadio IlI, en cambio, prevéf1 

con facilidad las transformaciones efectuadas o simplemente insinuadas, en los 

objetos más simples. Para los conos, sin embargo, es preciso llegar al estadio 

IV (11 años), debido a la operación de inclusión de secciones pequeñas en las 

secciones mayores y enmascaradas por esa misma razón . 

• IV. La coond.i.n.ación de 1cu, PlVWpe.c:üJxv, 

Es de prever que la dificultad será mayor en caso de que el ni­

ño deba representarse los posibles pun tos de vista aje.noh sobre un mismo obje­

to. La experiencia sugerida por Piaget es verdaderamente interesante. 

Sobre un cartón rectangular se presentan, en modelo y relieve, 

tres "montañas" pintadas de diferentes colores y con marcas distir¡tivas (una 

cruz, una casa y nieve en la cumbre) cada una de ellas. Se toma una muñeca pe­

queña y se procede de la siguiente manera: a) Se le da al niño 3 cartones re­

cortados con las mismas características y colores que el modelo de las 3 monta 

ñas. Se coloca la muñeca sucesivamente frente a cada uno de los bordes del mo 

delo y se le pide que tome una "fotografía" de lo que ella ve desde cada uno 

de los cuatro lados. b) En lugar de exigirle al niño la reconstrucción de la 

"fotografía" se le ofrece, para que elija, una se rie de dibujos tomados desde 

los cuatro puntos de vista. c) En lugar de desplazar la muñeca, se elige un di 

bujo y se pide que coloque la muñeca en el lugar desde el cual ha visto esa 

l1fotografíall. 

Sin entrar en los detalles muy instructivos de esta experiencia, 

podemos señalar las complicaciones que surgen de la superposición de las figu­

ras en profundidad y de derecha a izquierda. Los niños menores refieren todos 
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los movimientos de la muñeca a sus propios cuerpos y mantienen inexorablemente 

las relaciones visibles desde sus puntos de vis ta personales. Las tres montañas 

constituyen un todo fijo e inmutable. Sólo en el estadio I IIB (9- 10 años), c~ 

do espontáneamente los niños dibujan con perspectiva, existe una respuesta co­

rrecta a las tres cuestiones. 

Para determinar l a evolución de la horizontal y de la vert ical 

corno líneas privilegiadas de refereocia espacial, se utiliza la siguiente técn i 

ca (y sus modificaciones): 

a ) Se hace dibujar el nivel de agua de una jarra, y luego se pide que se 

prevea el nivel antes de inclinar el recipiente. 

b) Se le pide al niño que coloque "bien derechos" una serie de elementos 

(postes) sobre la falda de una montaña de arena. Luego se le hace dibujar la 

montaña y los postes (casa, árboles, etc) 

Hasta el estadio IIB, el niño col oca o dibuja los obje to s perpe~ 

dicularmente al borde de la colina, y cree que el nive l del agua sigue las in­

c linaciones sugeridas por el frasco. Sólo a partir del estadio 111 se generan 

una vertical y horizontal estables . 

• 
El análisis de la s respuestas correctas y de los errores permi te 

agruparlas en clases y lleva a los investigadores a afirmar - que: 

- los niños tienen en- cuenta desde muy pronto algunas propiedades topológicas, 

lo que les permite distinguir: * las figuras llenas de las agujereadas; * las 

-figuras abiertas de las figuras cerradas; * las figuras rectilíneas de las cur 
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vi líneas . 

- las relaciones puramente métricas (dimensiones, inclinaciones, abertura de 

los ángulos, número de elementos, etc.) recién intervienen más adelante . 

Estas observaciones conducen a los autores a concluir l a prim~ 

cía evoluti va de las relaciones topológicas sobre las relaciones proyectivas y 

métricas ya que el proceder de los niños del nivel pre-operatorio -aproximad~ 

mente hasta l os 7 u 8 años- se apoya únicamente en l as relaciones de 

orden 


vecindad o proximidad 


continuidad 


separación; 

estas re laci ones no son suficientes par a conferir a un objeto el es ta tus de oQ 

jeto métrico , es decir, de objetos cuyos puntos están a distancia invariante 

unos de otros . Tampoco permiten situar un objeto con cierta pr eci sión dentro 

de un marco de referencia. 

Otras experiencias realizadas bajo la dirección de Piage t mues ­

tran que, en general, desde l os 4 ó 5 años, el espacio proyectivo y el espacio 

métrico comienzan a pe rfilarse sobre el espacio topológico, aunque las represe~ 

taciones evidencian todavía la permanencia de los aspectos intuitivos sobre 

las operac iones y del egocent r ismo sobre la pluralidad de puntos de vis ta. 

I 
, 
I Así por ejemplo, un niño que puede dis tinguir con seguridad su 

izquierda de su derecha es incapaz de indicar correctamente l a 

izquierda y la derecha de otra persona situada fren te suyo y e~ 

to se debe a que su pensamiento -aún en un estadio intuitivo­

cent ra su at enci ón en l os "aspectos parciales y s ucesivos de una 

mi sma situación de conjunto sin poder dedicarse aún a las activj 

dades de integración y comp.ensación neces.arias par a la obje tivi. 
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I dad y la reversibilidad operatoria"(l). 

En cuanto a la evaluación de distancias, los niños de este nive l 

realizan comparaciones globales, aproximativas, de tipo cualitativo -"más chi­

ca ll umás lejos"- pues no están aún en condiciones de aplicar el esquema numé­t 

rico característico de la evaluación cuantitativa; vale decir, de medir una 

distancia, determinando cuántas veces la longitud de una objeto tomada como 

unidad, está contenida en esa distancia. 

(1) LARENDAU, M. y PINARD, A. Les premiéres notions spatiales de l'enfant, 

Delachaux et Niestlé, 1968, p. 162. 



III 

La construcción del marco teórico, en lo que se relaciona con 

aprender a situarse y a situar objetos en el espacio, puede comenzar por l a le~ 

tura del fragmento de HANNOUN, H. El niño conquista el medio que figura como 

ANEXO Ir, de la presentación de este documento de trabajo. 

A continuación es necesario implementar .medios de interacción 

con niños de la escuela primaria que le permitan al futuro maestro la consoli­

dación de su concepción teórica a través de su experiencia práctica . 

• Se pue.dl!. oltgan..LzaA.· UIl juego con • p/t2.fl.da.6 . (Ilni..ón - p.uu.d.eAO, 

1'0/1. ejempLo) en el que. La pe.na..lizauón con->-,-"ta en ejecuiaA. La 

acuón .iJu:L.¿cada en UIla taA.jeta. ¿do pfVUTl.de. qUR. el afumno-m= :i 

UD /tI!.dacil!. €AM taA.jeta" con acc-Lone" qUR. iI!. pVl.llI.dan expLo/tu/l. 

algUlla CI1.Ú.gov.a del €Al'auo en rU.Jto" di!. ~Linta" edadll..j. Si.. .,e 

Uata di!. la Late...w.üd.ad, l'ue.dI!. ped-L!t acuone-!J del Üpo h t oca/t 

el ojo .i.z.qu-LeAdo con UIl dedo di!. La mano ~chah u oiAa" -!J-Lmi..-0:. 

~. Úl tal CMO, eL Itel'eAiouo di!. acuo~ pue.dl!. aRa/l.CW1. toda" 

La-> va"-'-an.i..eA di!. e-;ta c.aJ..ego/Úa del €Apauo: 

~ en el f'/l.Op-LO €Aq= co/tpo/1.fd 

l.a:Lvw.üdad dl!.i que edá Vl0=J-e di!. UIlO 

iaLvr.aLU:.iad di!. oRjeto" que Li= adl!.ian.i..e y at/tá-ó 

la:Lvt.al.i.dad di!. UIl oRj d o /te"pedo de ovw, d c. 

Lo importante es que se organice una serie de actividades -por 

e jemplo, según el modelo de una micro-experiencia- para que cada alumno-maes­

tro pueda explorar de una ~ra· consistente las reacciones de los niños frent e 

a las propuestas. 
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Del análisis de otras categorías del espacio, resultan experie~ 

cias análogas para conocer el grado de centración o de sincretismo con que res 

ponde cada niño. 

Finalmente, es necesario realizar prácticas en el aula _. 

para ello, proponemos algunos ejemplos y creernos qu e 

más que su implementación automática hace falta un análisis previo en el sent i 

do de dar respuesta para cada actividad particular a: 

¿para qué? ____________• 

¿con qué alumnos? ________~. corresponde 
¿en qué contexto? ___ _ ____• implementarla 
¿con qué recursos? ________ 

Es posible que el resultado de estas reflexiones determine madi 

ficaciones o búsqueda de actividades mejor adaptadas a la situación particular 

de los alumnos de cada escuela. En todos los casos, no debernos perder de vista 

el objetivo pedagógico, las características del grupo escolar, tanto en lo cOK 

nitivo como en la interacción social, y la provisión de los elementos necesa­

rios para la realización de las tareas. 

Los alumnos se organizan en el patio por parejas: uno de­

trás del otro, mirando en la misma dirección; el de atrás va dan 

do órdenes del tipo: 

. hacer un giro (o medio giro o un cuarto de giro) a la 

derecha (o a la izquierda) 

. avanzar (número) pasos 

el de adelante evoluciona según la~ órdenes que escucha. 

Después de un rato, repiten invirtiendo los roles. 
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También puede repetirse con los niños enfrentados. 

Conviene que el alumno que inventa la serie de órdenes, 

las lleve ano-tada s , con el objeto de disponer de un m,;;dio para 

controlar y validar la ejecución, 

• 
Los niños se mueven libremente en el patio y al escuchar 

una señal se detienen. El maestro pide a cada niño que nombre 

"el mis , cercano a su der echa" 

u uno que esté lejos, por delante u 

u uno que esté más lejos de él que ... u 

u el que esti a la izquierda de .. , u etc. 

(Importa activar el mayor número de categorías del espaci o) 

• 
Hacer, con los niños en fila india, un recorrido por los 

límites del aula, o del patio, o del edificio de la escuela, o 

de la cuadra ... 

Al finalizar, pedir un dibujo de la forma contorneada o 

del camino recorrid o en cada caso. Exibir los dibujos y comparaL 

los. Ubicar objetos o accidentes en cada recorrid o , 

~ 
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• 
¿Qué camino recorre caca uno para ir d-e su casa a la e s­-

cuela? ¿Qué sitios notables recuerda haber visto? 

Pedir descripción y dibujo. Compararlos por la forma y 

las distancias. Ubicar lugares en cada dibujo . 

• 
Organizar los niños en círculo alrededor de un modelo 

construido con dos o tres objetos de fo rma sencilla: caja, pelo­

ta, vaso, botella ... 

Cada niño dispone de una placa de acrílico O de vidrio 

que, puesta delante de los ojos a distancia conveniente (mejor, 

si está apoyada o si los niños se ayudan mutuamente a sostener 

una placa mientras el otro trabaja) sirva para "calcar" lo más 

exactamente posible el modelo, usando un marcador de felpa. 

Comparar cada dibujo con el modelo. Observar formas, lon­

gitudes, paralelismo, etc. 

Pedir que cada niño imagine 

cree que vio el que está enfrente. 

"calco" del de enfrente. 

y dibuje en una ho j a lo que 

Comparar este di bujo con el 

Pedir que imaginen cómo lo vería una mosca que volara so­

bre el modelo, que lo dibujen y que comparen . 

, 
Los que siguen son ejemplos que provienen de la obra citada de H. 

HANNOUN. 
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ACITVIDADES POSIBLES OBJEI'IVOS PEDAGOGICOS 

Para empezar es necesario trazar en 
el piso del patio de recreo una es­
pec ie de pasillo, cuya forma geomé­
trica podrá variar de un juego a Experiencia de un itinera­
otro (línea quebrada , curva, círcu­ rio. 
lo, cuadrado, rombo , etc.) 

Los jugadores de los dos equipos se 
ubican en los dos extremos de l pasi Análisis del espacio . 
110 , si éste es abierto, y unos f~ 
te a otros, si el pasillo tiene for ­
ma cerrada (cí r culo , cuad r ado , etc.) 

Cada equipo se halla en posésión de 
una pelota. A una señal, dos jugado­
res -uno por cada equipo­ corr en en 
sentido encontrado por el pasillo e~ 
pujando la pelota con 'el pie única­
mente. Si sale , el jugador debe ha­
cer la entrar por el mismo lugar y 
únicamente con el pie. Cada jugador 
debe llevar su pelota al otro extr~ 
mo del pasillo. 

Ga na el equipo cuyos jugadores sean 
los primeros en terminar correcta­
mente el recorrido. 

Preparación del terreno . 
En el patio de recreo se trazan dos 
grandes círculos de aproximadamente 
10 cm de diámetro (se aprovechará 
l a ocasión para enseñar cómo es to 
se hace con una tiza y un hilo de 5 
cm de largo) . Sobre estos cí r culos 
se marcan las referencias del reloj, 
insi stiendo para mayor facilidad , 
en el punto correspondiente a las 12 . 

Se enfrentan dos equipos . Estos se 
dividen a su vez en dos partes desi­
gual es: el grupo menos numeroso re­
presenta en minutero¡ el más numero­
so el horario. 

Estructuración del espacio . 

Estructuración del tiempo. 

Conocimiento de la hora. 
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OBJETIVOS PEDAGOGICOSACTIVIDADES POSIBLES 

Dos alumnos representan, uno el ratón 
ebri o ; el otro el gato. Análisis del espacio 

Los demás forman un círculo en cuyo 
centro se coloca el ratón. A la señal 
del dirigente, el ratón corre "como 
borracho", es decir pasando ya delan­
te, ya detrás de los niños que forman 
el círculo. El gato que, a una señal, Noc iones de: 
entra en el círculo, persigue al ratón 
y trata de atraparlo, pasando siempre adelante, 
exactamente por los mismos lugares que atrás, 

a la izquierda de, 
a la derecha de, 

Si el gato se equivoca de camino, gana 

él. 

lateralización . 
el ratón. Si el gato lo toca, gana él. 

Se puede perfeccionar el juego, esta­
bleciendo de antemano . que el gato debe 
tocar al ratón, por ejemplo, antes de 
que éste haya recorrido 3 veces el cír 
cul o . 

La clase se divide en dos equipos. Uno Apreciación de distancias 
de ellos forma un circulo; los niños Análisis del espacio 
tomados de la mano; los brazos levant~ 
dos por encima de la cabeza. Este gru­
po constituye la trampa de conejos . 
Los niños que la componen se ponen de 
acuerdo determinando un número cualqui~ 
ra. 

Los niños del otro grupo atraviesan el 
círculo que constituye "la trampa". Son 
los conejos. Los niños-trampa cuentan 
en voz alta desde cero hasta el número 
convenido. En llegando a éste, bajan 
los brazos, y todos los "conejos" que 
en este momento se hallan dentro del 
círculo quedan "atrapados": 

El juego vuelve a comenzar hasta que 

todos los conejos estén atrapados. Es­
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ACTIVIDADES POSIBLES OBJETIVOS PEDAGOGICOS 

tá claro que los conejos quieren cr~ 
zar la t rampa rápidamente ( pues no co 
nocen el número que da la señal de ­
cierre ), y sobre todo por los lugares ~ 

de menor longitud, es decir evitando 
el diámetro del círculo. 

Se designa a un alumno para desempe­ Estructuración del espacio 
ñar el papel de gato, otro de ratón(l) 
El área del juego queda trazada por 

Reconocimiento de una estruc­el círculo formado por los demás alum 
tura imagi naria en el espacionos . 

A una señal, el gato se abalanza con- , . 
tra el ratón dentro del cí r culo. Debe 
atraparlo, a menos que, durante la 
persecuslon, un tercer alumno (e l "so 
corro" ), llamado en su ayuda por el ­
ratón, cruce la línea imaginaria que 
une al gato con el ratón. En este ca­
so , el gato debe perseguir al "soco­
rro" que s e convierte en ratón. 

El juego termina cuando el ratón fue 
atrapado. 

(l ) El juego admite la variante de que el ga­
to m:i.9ro elija al primer ratén. 

En el patio de recreo, se traza un cu~ Análisis del espacio 
drado de 2,50 m de lado aproximadame-" . ,
te. Un alumno, el buitre, se halla en 
el i nterior y defiende su jaula . Noc iones de: 
Los otros están alrededor de la jaula al inter ior 
(de l a cual el buitre no puede salir) al exterior 
y lo provocan entrando de vez en cua-" 
do, pero corriendo su propio riesgo, 
pues si el buitre los toca quedan 
"muertos" y eliminados del juego. 
El juego puede seguir hasta que el lx4 
tre haya capt urado 3 ó 4 "presas" (ni!. 
mero variable ) . Después se cambia de 
buitre. 
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AcrIVIDADES POSIBLES OBJETIVOS PEDAGOGICOS 

Los dos equipos se ubican cada uno 
en derredor de su esfera. 
Un niño pregunta:" ¿Qué hora es?". 
El que dirige -u otro niño- respon­
de: "Las once y veinte l1 ( por e j em­
plo). Los alumnos de cada equipo 
corren rápidamente para marcar la 
hora indicada; cada "manecilla" se 
alinea desde el centro de la esfe­
ra ' hasta el punto indicado. Gana 
el equipo que sea primero en colo­
carse correctamente. 

Situación de s i mismo con 
relación a un punto de re­
ferencia objetivo en el 
espacio. 
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CfJNC11lSION 

Lo4 	e.lemen:tO.6 o~c..ido¿, ha4La aqui inLen.Lan dwt apoyo a fa COf1.2. 
/ 	 Vwcci.6n cLe..e !I1Q.ItCO u611.-i..co y a fa in.tvwcci.6n con fu v,cuefu pll.-i..mall.-i..a. Se h.an 

de compl..emvttan. con MAqueda de rnaLvUafeA af afcance de f06 a.Wmn06 en fa6 

~ouca-'> focafV> , en f'WI.i-.i-cufan. fa6 de fa6 v,=1a-t, pll.-i..mall.-i.a6, con rd otje­

Lo de con/AOItÚM f06 punto¿, de viALa q= ef¿0.6 exh.iJJ.en y rd p/l.opio en.j.o­

q= ace./l.ca cLe..e apll.eJU!..Lzaje y fu ert4eitaJ12a . De iguaf modo, fa6 ot6e/1.vacione6 en 

1.a-'> au1.G-6 inUnLan f)/l.omove/l. /I.e.j...lvc.ionV> 60~ fu p/láruca pedagógica q= ilu­

llLÚ!€n 1.0.6 a-'>pecLo.6 LeÓll.-i..c06 60~ rd deAQ/I./I.ollo de fu COn4Vwcci.ón de IUÚacio ­

nV> e4paci.afV> en fo.6 rUn06 . 

l'irta.lme.n.Le, Jte.d.eA.am06 q= fu eva1.uaci.6n ha de Une/I. en cuenta 

f06 ~o.6 q= cada docente haya aco/Ldado p/l.eviamente con 6U g/LUpO de afum­

n06, af'ultÚMá tanto a fo indiv.i.cl.u.a1. como a fo g/LUpaf, e irtcfu.iAá ú14Lancia6 de 

auLoeva1.uaci.6n que e4L.Unu.een fu .i..niAO.6pecci.ón y rd deAQ/I./I.ollo de1. juicio c/LL ­

[¡co de cada a.Wmno ace./l.ca de 6U f'/l.of'io apll.eJU!..Lzaje . 
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