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MODULO 3




E]l espacic matemético

Las unidades que proponemos para integrar este mbédulco son:

$H Y1 desarrcllo evolutivo de la concepcidn

del espacio en el nific.

B Exploracidn, organizacibn y estructuracidn
de las formas en el espacic geométrico.

k] Variacidn de las relaciones pumbricas en es

pacios geométricos.

.s -
. iPor qué proponemos estas unidades?

Los Kbdulos 1 y 2 desarrcllados a lo largo del primer afo, res-
pondieron al propdsito de que los alumnos maestros recopstruyeran alpunas no-
ciones satemdricas, poniendo el énfasis en la reflexidn sobre los procesos de
construccibn de conceptos desde la perspective del anfilisis de sus propias con
cepciones adolescentes.

Pensamos que este punto de vista les facilita compararias con
los sprendizajes infantiles y asi tomar conciencia de sus peculiaridades.

Nos permitimos reiterar que el desarrollo de cada Mbédulo impli-
ca considerar cuatro aspectos fundamentales:



) El1 aspecto evolutivo: En relacién con el ritmo de aprendiza
je individual y el referente sociocultural,

) Experiencias en el aula de la escuela primaria: Para asegura;
se un coatacto temprano con la realided escolar.

) Resolncibén de problemas: Como sctividad mateméitica fundamenta!
que pone en juego una serie de estrategias elaboradas por el
alumno y lo conduce a construir el conocimiento como una nece

sidad de dar respuesta a upa situacidn novedosa.

) El conocimiento matemftico en si miswo.

Al abordar las unidades para el presente MODULC 3, hemos tenido
en cuenta no sblo la reflexibn sobre el desarrollo evolutivo de la concepcibn
del espacio en el nifio, sino también las posibilidades cognitivas de los alum-
nos meestros -en general adolesceates- con el objeto de ampliar su formacién
geométrica.

Hasta el momento, tanto en la escusla primaria como en el ciclo
bhsico de 1a escuela media, estos adolescentes sblo han tenido oportunidad de
estudiar algunos contenidos de geometria métrica plams, fundada en las nocig
nes de "distancia" y de "medida”.

Nos parece necesario que aborden también la consideracibn del
espacio fisico de tres dimensiones y algunos conceptos de geometria provectiva

y de topologia. (*)

~|

(*} 8ale recientementa, y pocs a poco, la palabra TOPOLOGIA ha sustituido a 1a
+ ¥ *
axpresion ANALYSIS SITUS usada por Peoincare, H. Dernlerss pensees.
Bibliothequa Philos, Paris, Flammarion, 1913.
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La geometria proyectiva estd fundada en la nocidn de linea rec
ta. Basta citar como ejemplo que para la proyectiva, dos figuras son eguivalen
tes si se puede pasar de una a otra por una transformacibén proyvectiva que con-
serva la rectilineidad, es decir, si la segunda es alguna perspeptiva de la

primera.

Por otra parte, la necesidad de que los maestros conozcan por
lo menos los invariantes que caracterizan a la topologie, no estd ligada soélo
al desarrollo considerable de la topologla contempordnea sino también al hecho
de gue actualmente, las investigaciones de la Escuela de Ginebra parecen mos-
trar que los primeros invariantes que va generando el nific en su interaccibn
con el espacio que lo rodea, se vinculan con nociones topolbgicas, mas adelan
te va incorporando invariantes caracteristicos de la geometria proyectiva y

luego, casi inmediatamente, los de la geometria métrica.

Creemos ademis oportuno iniciar a estos adolescentes en el tra-
tamiento de funciones continuas de variable real, relacionadas con transforma-
ciones geométricas, aunque no afin desde un punto de vista rigurosamente formal,

sino desde el registro y posterior anAlisis de relaciones numéricas en la va-

riacibn de esquemas geomérricos.

Por ejemplo: .

e variacibén del Area total y del volumen de cubos

en funcidn de la medida de la arista;

e variacién del perimetro de figuras de la misma

area; etc.
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RECOMENDACIONES METODOLOGICAS -

En todas las unidades trataremos de seguir las recomendaciones

metodolégicas dadas anteriormente de modo de tener en cuenta que:

» 2l proceso de aprendizaje comienza con la formulacidén de hi-

pdtesis personales ante el planteamiento de un problema;

s para explorar las posibilidades de organizacibn de estrate-
gias que permitan resolver el problems, hay que documentarse

y analizar textos u otras fuentes que los aborden;

e lo tebdrico debe nutrirse con ls experiencia real en activi-
dades précticas que promuevan ls interaccidm del futuro maes
tTo con recursos geométricos materiales y su sctuacidn con

los nifos:

e 10 practico pone en accidn estrategias concebidas intelec~
tualmente y se complementa con la reflexidn que realimenta

el marco tebrico que inspird las estrategias;

e la evaluscidén es concomitante con el proceso de aprendizaje.

Fn cuanto a la organizacibén de actividades en interaccidn con
la escuela primaria, la propuesta se enriquece con una mayor aproximacidn al
grupo total de nifios de un grado. Sin dejar de lado observaciones y microex-
periencias, se trata ahora de incorporar otra modaiidad de trabajo: la préc-

tica en el aula. Ella consiste enees



» Los alumnos maestros se relnen en pequefios grupos para planificar una
situacion especifica de aprendizaje que involucre la construccidn de no
ciones geométricas en un determinado grado; esto, naturalmente, en cone
xibn con el maestro de ese grado y con el asesoramiento del Area de Cien
cias de la Educacion. Es interesante que cada pequefio grupo aborde acti-

vidades diferentes e intercambie luego sus experiencias.

& En cada pequefic grupo, uno de los alumnos maestros se hace cargo de lle~

~var a cabo las acciones que requiera la situacidn planeada mientras los
demds miembros registran las observaciones que permitan una reconstruc-
cidn obietiva de lo ocurrido para facilitar la reflexibn y realimentar

asi la concepcidn de la experiencia.

» Todas las conclusiones integran una puesta en comiin entre los pequefios
grupes para obtener los mutuos beneficios que promueve el intercambio,
sobre todo si se puede contar con la participacién de docentes del 3res
pedagbgica para gque aporten sus consideraciones a la interpretacidn de

cada proceso.

.Los CONTENIDOS DE LAS UNIDADES PROPUESTAS .

Para una adecuada comprensién del desarrollo evolutivo de laz
concepcidn del espacio en el nifo, serd necesaric hacer un anélisis de los
distintos tipos de transformaciones geométricas y, en particular, conocer los
invariantes que caracterizan las transformaciones tepolégicas, las proyectivas
y las mérricas, asi como las relaciones de inclusifdn que se dan entre los con-

juntos de invariantes de cada tipo.

Corresponde también establecer y comparar las distintas cate-
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gorias de orientacién en el espacio y el procesc de descentracidn infantil.

La exploracitn, organizacidn y estructuracién de las formas geo
métricas incluird una serie de experiencias gue pongan en juego las propieda-
des del espacio que un nifio puede dominar gracias al progresivo alcance de lo

topoldgico, lo proyectivo y lo métrico.

Por otra parte, son particularmente importantes pera el futuro
maestro, aquellas experiencias que invelucren el ejercicio de la actividad per
ceptiva y de las formas de representacidn, tanto en el plano como a través de
modelos espaciales, Se espera que, partiendo de esas experiencias, el adoles-
cente alcance los niveles de estructuracidon posibles seglin su propio nivel evo

lutivo.

En particular, habrd que considerar los procesos de adguisi-
cidn de la conservacidn de la longitud, de la superficie y del volumen por
parte del nifio y la incorporacidén de todos los modos de cuantificacidn de esas
magnitudes. Interesa que el futuro maestro logre la organizacibn de toda una
red de resultados que se expresan a través del sistema numéricoy configuran

las propiedades wétricas mAs importantes de las formas geométricas.

Paralelamente, los problemas de tipo geométrico que no se re-
suelven con nimeros racionales, daran oportunidad para completar el campo de

los nimeros reales,

Por (ltimo, problemas de variacidn sistemitice de formas geo-
métricas en el planc o en el espacio de tres dimensiones, permitiran la intrg
duccidén del andlisis de familias de funciones y sus relaciones con expresioc-
nes algebraicas, con especial consideracibén de las situaciones accesibles al

nivel de la escuela primaria.



—Los anexos (ue siguen tienen por objetive ampliar -con la pala-
bra de voces autorizadas- los conceptos vertidos em nuestra propuesta de uni-
dades correspondientes al MODULO 3. Su contenido, pues, estd dirigido a los
profesores del Area de Educacion Matemdtice. El uso que de estas lecturas pue-
de hacerse en las aulas de formacidn de maestros, deberd ser cuidadosamente
evaluado y contard con sugerenciss concretas de nuestra parte en el desarrollo

de las unidades en si mismas,

- .AKEXO I: Pertenece al matemdtico francés G. Welusinsky
y es un fragmento de un articulo aparecido en
la revista CONCEPTOS DE MATEMATICA, afo XVI,
N® 61/1982, Titulado: La mateméAtica hoy. En &1
se esboza la "Matemftica Moderna" en grandes
trazos y se reafirman las hipdtesis didacticas

sobre las que basamos nuestro enfoque.

B ANEXC I1: Consiste en un fragento de HANNOUN, H. El nifio
conquista £1 medio, Kapelusz, Bs. As. donde apa
rece bien explicitado el aporte de las experien
cias escolares &l proceso de desarrcllc de la
concepcibdn del espacio en el nifio. Su lectura

debe complementarse con dos textos ineludibles:

~ HOLLOWAY, G. E. T. Concepcidn de la Ceometria
en el nifio segin Piapet.Paidbs, Bs. As.,1969,

- HOLLOWAY, G. E. T. Concepeibn del espacio en
el nifio segin Piaget. Paiddés Ibérica. Barce-
lona, 1982.




B ANEXO III: Contiene fragmentos de los capitulos IV y V
de COURANT, R.; ROBBINS, H. iQué es la Mate-
matica? donde se desarrcllan metbédicamente
lag ideas fundamentales de Geometria Proyecti
va y de Topologia. El profesor Courant es fa-
moso por sus trabajos de investigacidén y po-
see la habilidad de exponer las mas dificiles
teorias en forma clars y amena, con abundan-

tes referencias histéricas.

B ANEXO IV: Trenscribimos en este anexo, el capitulo 1
de DIENES, Z. P.; GOLDING, E. ¥W. La geometria
a través de las trassformaciones. Tomo 1: To-
pologia. Geometria Proyectiva y afin. Teide,
Barcelona, 1972. Ep &1, los autores hacen una
exposicibn rigurosa del contenido cientifico
pero fundamentalmente, encaran con profunda
comprensidn del mundo infantil, la descripcibn

de experiencias accesibles a los nifos.

— Veamos los anexos ...




Por ejemplo: -

Funciones proporcionales o no propercionales, crecien
tes, decrecientes, variadas; méximos y minimos de

una funcidn, etc.




113 I LA MATEMATICA MODERNA EN

R GRANDES TRAZOS.

4 NO ©5 realmeanie una exageracion gecir
1 fue esta matemalica invasora €s moderna
porque es de nuestro tiempo?.

Algo de vergad hay en esla qbservacion

Otras épocas conocieron @) conllicto de
‘tos cidsicos y 10s modernos, INCiuso en Ma-
tematica. Siempre sg es moderno en algo
como siampre s &s el hijo o la hija de 108
. padres. Para el matemdtico del siglo XV,
- Dascaries era un moderno mientras que
‘muchos ge nuestios contemporanecs o
; ublcarian entre los grandes precursores de
i& época clasica.
i .~ 8in embargo, én dicha exagéeracion hay
POt [ menas una informacion Kl jcuantas
PBISONas, en alecip, estan convencidas de
que las malemdticas se han construido de
una vez para siempre o, todavia mas, io
han sido da forma tan periecta por 108
grandes sabios de la antigledad que hoy
$blo debemos repetirias, recitarlas”!. Te-
ned la sequndad de que nNo dascuildamos
#33 escuela; aprovecharemos las lec-
giones de sus investigadores gracias a 5us
descubrimientos y también a sus fracasos.
Pero no debemos olvidar que ia matemati-
0@ £% una ciencia viva {jcomo si pudiera
haber una ciencia muertal jYa no seria
una ciencial). Cada ssludiante la reinven-
18, ¢ada época la reconstruye con sus exi-
gencias de rigor; la matematica de 1830 no
88 1a de 1750 ni la nuestra. Hay una hislo-
ria de! pensamiento matemdatico, lo mismo
que hay una historia ge la filosolia: ces-
pués de Descaries no se podria pensar co-
mo antes de él, perc pensar por §i mismo
siempré Se1ad una exigencia individual.

Entrar en togos ios delalles de la evolo-
cién de ias ideas de la matemalica en el
decurso de los siQios nos levaria dema-
siado lejos. Por un instanie, me guedo con
esta Unica reglidad: la malematica evolu-
Ciona porque es una obra humana.

JPor qué insistir, pues, en nuestios gias
sobre ese calificativo "mogema’ s 85 de
iodos los tiempos? (Qué existe hoy qQue
$63 mds actual?.

Puede ser que eslemos mal ubicados
para juzgar porque jusiamente vivimos en
gse Hiempo aclual. £s muy posiblé Gue en
un siglo toda la evolucion rdpida que hoy
impresiona nuestros sentidos, aparezca a
nuesiros suceseres como una lenta
muesira de yn fendmeno mads ampiio. Pero
no somos 0% historiadores del futuro: a o
SUMO somos los actores de nuestro tiempo
que tratamos de comprenderia. ;Qué es,
pues, io especificamente modemo en ia
raaterdtica de hoy?.

1. Priorided del digebra.

Una primera respuesla seria lodavia de
cardcter semihistérico: en 1931 aparecié
en Berlin la moderna dibebra de Van der
Waerden, obra que retoma las ideas pre-
sentadas hacla aigunos aftos por Ermil Artin
y Emmy Noether en sus cursos en fa Uni-
versidad de Hamburgo. Bajo ol nombre de
dlgebra moderna se desarroflaba una con
cepcitn relativamente nueva pere que su-
merge sus raices en investigaciones mds
antiguas, las de Galois, por ejemplo (1830):
s¢ subrayan las propiedades de los entes
mas que los entes mismos:; digamos, para
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simpiificar, sobre 1@ operacion mas gug
sobre &l resultado. Et dominio del sigebra
tendra desde lueqo yna extraordinaria ex-
tensitr. estos entes ya no son 610 108 nu-
meros Sino también log objelos de 1a ge-
ometria 0, mas generalmente, todos los en-
tes susceplibles de un lraiamienio male
mético. Dicho de otra manera, gl dlgebra
se ha converlide en una especie de lengua
universal de la ciencia.

teta imporiancia del digebra como me-
dio ge expresidn s un aspeclo modemo
aue no debera olvidarse.

2. Hacia una generafizecion més gran-
de.

A la misma 4igebra le corresponde lg in-
quietud de Ja mas grande generalizacidny,
por consigulente, el acceso a un nivel de
abstraccion superior. Para muchos no ini-
ciados, el algebra congistia en calcular
"sobre elras”, entendidéndose que esas
leiras representaban numaros, Es esta Jii-
ma suposicion 1o que ya no corresponde
hoy; cualesquiera sean los objetos, fos en-
1es somelidos al calculo y representados
por ietras, io que Imporia es sofo su forma
de comporlarse an las operaciones, Ei mis-
mo célcuio se aplicard 8 tal conjunto de
nUmeros, por gjernplo, {1.2,3). ¥ a tal con-
junto de rotaciones (las que permiten ubi-
car ial azuleio de cocina en su fugaer.)
iQué imporia el objeto (o mejor qué impor-
tan los objelos) con tai que se fengan las
operaciones! Si el dlgebra se ha podido
convertir en el lenguaie comun de 100as
las ciencias lo ha hecho al precio de esle
estuerzo de '"desencarnacién’.  herra.
mienia para |3 expresién pero que, por si
migma, no expresaria nada en el limite,

Proporcionar a los que emplean ta mate-
matica, cada vez mas aumerosos v que
operan en gominios cada vez mds va-
riados, las herramientas que pueden servir
a lodos, es uno de los objetivos de 1a mate-
matica moderna. Incluso si siempre se hu.
biera comprendido que la matemdtica as-
pira a ta gqeneralizacion, e podria, creo. re-
conocer que asia aspiracion adquiere

12

ampittud original enh nuestros dias. S hu-
biera que sefafar yn soi0 aspeclo Dara
justificar el cardcter "moderno’’ de la ma-
lemdlica contemporéinea, ese es el que yo
consideraria. A partir de &1, se siguen {odos
ins demds aspeclos de a ciencia coniem-
pordnea

En primer lugar, el cardcler muy abs-
tracto que a menudo se le reprocha, “de-
masiado abstracto” han Hegado g decw
cierias criticas. E% verdad. hay niveles su-
cesivos de abstraceion que, a menudo. pa-
recen ingccesibles al estudiante vy, ¢con ma-
yor razén, al nedlito, nivel que todavia no
se ha alcanzado. Esta cuestibn de la abs.
traccidn se vuelve a haflar al examinagre los
irabajos de los psicdiogos y pedagogos.
Comentémonos por ahora con reconocer
que los matemidticos conlempordneos
tienen perfecia conciencia de que la mate-
matica que hacen es abstracia; no se leg
oculta (habia un ministro que no lenia nada
de matemdlico que reclamaba matemati-
cas'concretas’’) este hecho y dicen con ra-
26n que si se desea formular teorias poliva-
lentes, es necesario pasar por eso. El trén-
sito por 1o abslracio es una necesidad que
tiende a la polivalencia buscada. Se debe-
rian obtener importanies consecugncias
en o que se refiere a 1a ensefianza inicial,

3. Una reconstruccién en todos los do-
minlos.

£n 8l plano de la misma matemadtica se
sbserva también que es e mismo edificio
“él Gué §8 hid debido reconstruir, que es ne-
cesario, constaniemente rehacerio, desae
los domimos préximos a 1a filosclia y 1a lo-
gica hasla i0s que todavia hoy aparecen
como desembocanao en lgs prodlemas de
la lisica. No hay, pues, en 1a malemalica
1al secior que seria 'modernc” en lanio
gue lal olio seguitia SIENdo 'clasico’. La
cohesion del conjunlo es demasiado tuerie
y juslamenie subrayage por et singuias: /a
matematca, para gque Lodamos imaginar.
sea &0 la investgacion o en ia ansefanza,
CuBiBsuigra sean 108 Niveles, Seciures ' ai
ampare’’ de ia cornents moderna. Agui




Arnesgaria una CoOmparacion. una vez aes.
CUCIeNGs (08 1RIESCOPITS LCOMO smaginar
ufl ghsarvadosr asirondmico que prescinda
de & baio i protexio de que Hiparco no
ugaba ringun Insttumento Sphco? Si _oy
dispone del potente melodo axiomatico
(Se creerd Qué un matemalico se condena-
fd a cierta impolencia por respeio 2 ia tra-
dicion?.

Desarrolic del algeora, aspiracion a a
Mayor pohvaiegcia ¢e 1as 1ao1ias, recrgani-
Z8CION &n prmanenie perietcionamento
del edilicio malematico en su lolahdad, no
500 MAs Que algunos Jde ios caracieres de
ia modernidad de esa matemalica.
QuiSIBramaos poosr compiglar gf retrato es-
bozadec aqui y acaso sea imposible ha
cena, lan rapida es su ranstormacibn. Por
0 mencs podemos concabir una Jde ias ra-
wnes de esla evouwCiOn: agdaplarse a las
necesidades crecienies oo fa matematica
&n las diversas ramas g¢ la actividad hu-
mana. Cada uno, an fa mediaa ge sus post-
phidades, matemanza y por ese eshuarzo
espera un crecimiento de sus Mogdos de
accion. S hay un pasage que resulia labo
HOSC pOr 1o abstracio se espera de &l un
gran ruls. . Sera recesardd jeselval €sa
capacidas a algunos privilegiados?.

il LA MATEMATICA PARA TODOS.

Tranguizaos, esle lilulo no anuncia &
advenimienio dé un impenialismo matema-
lco. No se trata de crear un mondo en el
Gu 16dos nosolros seamos malematcos
especializados. muy capaces sin duda de
concebir y de Organizar, sin Que hubiera
nadie para ejecutar. .. ¢ para hacer olfa co-
sa. Perg puesio que todos 105 cudadanas,
10d0s 105 trabajadores de hoy y de mafa-

na, henen y tendran necesiaag de una 1or-
macion malematica, es Necesalno Que s
la aseguremos a 1o0os.

Si, a todos. debido pameramentie a esa
“umdidad praciea’ en 100as 188 aclvida-
des de nuesiras sociedades, tomao o he-
mos sedaiago antes. A oQ0s, lamben,
puesio que la orentacion precoz de los
Slumnos 0 incluse U8 los estudantes, reve-
ta una imposibididad. Se o ha nlentado

pofgue eilo mmpificana grandemente I3
organizacidn escolar (25% oe cientiicos
18% de hteraios,.. ;cudn C6mMOGo sena
e50 para poger prever las construcciones
gscoiarest), la mnceridumbre de muchos
padres sobre el fulule de sus nifios gueda-
ria mas apaciguada: resurgimiento del "'ty
serd polécnict’’. Ma 100 necesanc de-
cantar: el matarial humano no & geja en
casillar lan faciimente, las necesidades fu-
iuras ge nuesiras socieaades 1Iampoco Se
dejan prever 1an rigurosamaente.

A togas, tinalmente, porque 1000 ser nu-
mano debe poder acceder al CoOnoCImienic
por 8i mismo...

Formacion bisics.

Por tocias esas razones a fa vez, ia for
macidn matematica basica, con espifiy
moderno, 85 nacesaria y convenmente para
togos. La dehinicién de un conjunto de co
nocimenios uliles se puds concedi Jesde
ta epoca en que se podia descontar que -
grupo de alumnos desembocaria en la -
gustria y tal oire en las actividades banca-
rias. Bastanle loco seria quien an los liem-
pOS que corren se pemiliera 1ales previ
siones, Es mas seguro prevenrio ai eslu
giante. ‘'sabed que 0 que hoy esids
aprenciendo dueclamenie no 0§ servid
patra nada, nosOLrSS NO SADEMOS CUdlés
seran vuestras necesidades; 10 que 0s en
sefiamaos 5 necesarnio que 08 ayude &
adaplaros a las imprevisibles condiciones
an ias cuales, electivamenie, tendréis que
obsarvat, reliexionar, concebrr, actuar, ju2-
gar,... En el fondo... Quiséramos plepara-
10§ para vivir como mujeres y nombres
tesponsabies, vale decir, ibres en sus
reflexiones, en sus actos ¥ en sus juicios’

Un pesado equipaie de conocimuentos
anciclopedicos seria enfonces mas emba-
razoso que ulil Incluso seria tan embara-
zo080 Que dascorazonaria a toda persona
ucida que debiera cargarno, Herrarmentias
ntelectuales adaptadas {1000 10 que sea
posible} & Silvacicnes lodavia desconoci-
das y uns formacién matemitica, pueden
contribuir eficazmente a forjarios.
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Los cuntre lenguaies.

No serd s0lo elta, con foda sequridad.
Lengua maferna, lenguas. extranjeras vi-
vas, he aqul los elementos de cormunica
gi6n irrpemplazables; uns engefianza de la
tecnologia, lodavia apenas organizada, de-
berla dar una formacién bdsica, ciertamen-
te indigpensable en nuestra civilizacion. Y
samo broche de todo, la matemadlica, ten-
gua universal, compieta el conjunto de las
rerramientas necesarias de las cuaies de-
be estar provisto 1odo ser, si no quiers vivir
gir firmeza o sometido,

insistamos un poco sobre ésta “teoria”
de 105 cuatro lenguajes gue, a veces, 5
ral comprendida: jno 32 habrd visto una
especiaiizacién prematura? ;O acaso la
myeria de los estudios clasices, el de las
lenguas antiguas &n particular? Toda for-
macifn supone una eleccidn; es necesa-
rig, pues, distinguir ias elecciones de ta ¢o-
jectividad Dara su$ nifios y 1a eleceién del
alumno o del estudiante. Silos gustos olas
aptituges actban de Heno en esle Gltimo
caso —y un amplio abanico de opiniones
debe permitir a! alumno eisrcerias tibre-
mente— la eleccion de las disciplicas basi-
cas, Utiles para todos y para cada uno, de-
be set {a obra refiexiva de 13 colectividad.
Ahora bien, no es posible ubicar 3 lodas las
giscipiings inleleciuales en esg formacion
bdsica a nesgo de reconslituir, sélo con
un cambio de normbre, una ensefianza en-
ciciopédica que & o upuesto a una lorma:
cion,

Sin un dominio suliciente de la lengua
malerna 1odo e mundo corviene gn que nin
guna formacion e posible. En el siglo de
las comunicaciones rapidas, en gue los
coniaclos intarnacionales comienzan a
' muttiplicarse, toda medida que restrinja el
aptendizaje de las lenguas vivas exiranje-
1as serig atentatoria a 1a libertad del indivi-
duo. Ignorar la imporiancia de las 1écnicas
sobre nuestra exisiencia serla 1amtnén ab.
surdo; para convercernos bastaria con ve:
rificar cuanto trabajo les cuesta a os an-
ctaros adaptarse a las nuevas condiciones
de vida {en verdad, se fos deberia ayudar,
pero de parte de elios, en 05 casos mas
trAgicas, existe of absurdo rechaze de una
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‘evolucion inevifabie] 3 1armacion mate-
miética basica aporta ¢! compiemeanto in-
dispensable a esie conjunto educativo es-

plritu de observacidn y de andlisis, aprendi.

zaje de la conceptualizacion {(desde la obr
servacidn de una situacion a 1a idea abs-
tracla); aprendizaje de 1a deduccién y, mas
generalmente, desarrollo del espirity 16gi
¢o; retomo a la observacidon y a ig expe-
riencia para experimentar ia validez de las
nociones abstracias elaboradas asi como
de Ias teorias construidas-por via deduct:
va. He escrio 'complelamerte mdispen.
sable”. me prequnio i no seria mas pru-
gente hablar de aprendizaje del pensa-
miento racional,

Esta snsefianza debe, evidentemente,
imbricarse en la de las oiras disciplinas: no
es verdad que séio en matemsatica se debe
pensar justamente y expresarse claramen-
le. La teorig de los cuatro lenguajes impii-
¢a, por olra parte, tomar en serig un siste-
ma de opciones que permita a cada ungo
sentir sus gustos, manitesiar sus aptiludes
en todos los dominios. He dicho ""{omar en
serio” porgue, hasta ahora, cuando hay
ina opcidn, no todos piensan en ung ense.
Aanza de primera clase. Toda opcidn debe,
por o contrario, set considerada como gis-
mento constitulivo de una verdadera for-
macidn cultural. Darg, por otra parte, oca:
siones especiales para usar los cualro len-
guajes y asi motivara los estudios basicos

También seria necesaric gue esia lor-
macion malemdtica necesaria para todos
seg accesible a todos; ;es posibie?.

IV. UNA MATEMATICA ACCESIBLE PA.
RA TODOS.

Si no lo tuera este lrabajo perderia su
sentido, En todo caso. frente a iag neges-
dades de 1a sociedad de personales califi.
cados y sobre todo capaces de adaptarse

rapidamente a situaciones nuevas. enca- |

rar 108 deberes del individuo consigo mis-
ma (comprender ef mundo er & cuad se w-

ve y saber desempefial ura tuncion en &l), |

todo nes dice que ya no es ef tiempo de -

unia raterndlica dedicada z los happy few

+
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| {Uns metemdtics pary fos sscogidos?

Existent todavia partidarios de esa for-
macién, de esa "alta formacion para los
escogidos’' que tenia cierta eficacia prac-
lica cuando habia dos dominios bien sepa-
rados; el de 108 que concabian ¢ dingian y,
por olra parte, &l ge los que no podian sino
obedgecar y ajecutar. Cierta concepcion
{radicional de 13 gnsedanza ha colocado
lgs cosas en esas condiciones simestras
medianie una suerie de PeSHTISIMG aLerca
de las posibiidades de s miios con res
pecto 3 13 matematica. Cuando se propo-
nian tan sdlo dilundir en 08 jovenes ce-
rebros algunas {ormuias dkdes”, algunas
recatas expenimeniadas (enlre ias cuales
habria que hater uyn lugar gspecial a la
“regia de ires’’) se trataba de tacilitar muy
poCy el 3CCeS50 a las NoCIONBSs Para prepa
rar i accesc a las abstracciones. Se le exi-
gia todo a la memona: saber $us tablas, lal
SOMo Seria necesann condcer sus depar
1amenios (prelecturas © subprefecturas).
Se tenia el pudor de no asomiiarse gema-
siado ante 108 Iracas0s. pero era algo osa-
do alirmar que 18 mayoria de 108 escolares
ara poce goiada: no se les daba en electo
ninguna oporwiidad de manileslarse y
| luego de desarroilar sus gones.

En esta concepcién tradicional 1odos los
esluerzas pedagégices se dedicaban a la
preparacidn, al adiestramiento. La idea de
rosenar 10s majores profasores (suponien-
do que s& 10 pueda hacer, Que se oS sepa
dislinguir} a los mejores alwmnos (supo-
niendo que dispongamos de crierios para
seleccionarios), ene todavia sus partida-
r0s. Algunas clages preparatonas para los
conCursos de las grandes escuelas lundan
en eiio su reputacion y nadie podrla tratar
gde revelarse indiscretamente condra &
‘pian de ensefianza matematlica $i no se hu-
biera descuidado la ensedania para o
dost. -

Enlo que, para avanzar rapidamente, se
denomina 'renovacion de la ensefanza
malematica”, existe letizmente 1a conjun-
cidn de una reforma de los contenidos y
una reloima no menos imporiante de ios

MeIo0os GIdACHCos, se rala ae un erda-

dero cambio de onentacion, de una relor-
ma en protundidad, de wna nueva concep-
cion e 1a ensefianza majetiatca.

Uns auevs pedagogis mstemitica.

£s10 se basa sobre la feliz conjuncion de
las ideas denominaglas mogernas, én ma:
ternauca, y los descubnmientos de las
glencias de la educacion acerca de ia for-
macion de 105 conceplos en la mente del
nific asi como sobre ias tecnicas de s d-
versos aprendizaes. Debemos completar
o gue ya hemos dicho s0D12 {as primeras.
Sera lodavia mas unl examunar en detalle,
1anic como podamos, el apone actual de
las ciencias de ia educacion. Sin embargo
a5 Necesanc insisliv en seguida sobre el
acuedo perfeclo existenie entre las exi
gencias de la matemalica denominada mo-
derna y las recomendaciones que los in-
vesligadores de la psicolagia y de 1a peda-
gogia pueden hacer a quienes ensefan.
Para simpliticar, resumamoslas en aigunas
frases un poco esguematicas.

-~ Prioridad de la accion del alumno. Se
trata de evilar 3 cuaiquier precio que el
alumno acepie pasivamenie ias mnstrud-
cionas, las deliniciones, 1as abstracciones
formutadas por ef maesiro. Para avanzas
rapidamente {en apanencia) & magsuo
siemnpre siente la tentacion de imponer su
congepcitn; por pereza, no detesla ta cien-
cia completamente hecha perg, al térrminge
de cierlo tiempo, siente una sensacon ge

1 Precisemcs sm relargs que la inspeccon Gene-
13f g8 Magmalica sutge mreciaments 0ol Cuerpo e
Protesares oe 1as Clases preparaltsas oe 133 granoes
esCullas Cenihcas; INCiush Cuanao és1a encargada
O 105 BRIUCKOS SECUNd@ios, e va XIS Sus Crada
335 y PNONLANaMEente 00eNLa Su BCCON 8N uh Senlioo
favotabie @ 1as clases prapalalonas. Taws Crouns:
IANCIAS ¥HSONAE PRAILCEN BCasS0 €APhEal 13 NCapacs
dad o la Inspétcion Genearal para desempendr Giia
funcon Que @ de frenar a reforma de B ensetanza
Malemalica,

annink
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nashio; la engenanza dogmalica engendra
isgusto por e estugio y la luente de ios
fracasos. La tuncion {dific) et maestro es
provocar la accion gel alumno: ia importan-
cla ge la eleccion ge las situaciones a esly-
drar, Ge tas cuesliones a plantearse y ge la
forma de plantearias. Papel dificil pues el
maesiro debe resistiy a ia porfia de impo-
Ner Su concepcion, evital sus proceduwrien-
108 aun cuando es1os sean muy a3 menudo.
| 81 no siempre, prefenbies.

- EF afumno gebe observar, andlizar.
Por lanio, o8 preterible ewilal 185 cues-
fiones damasiado precisas. Aprender a
puscar bien as aprender g ralar dge plante-
alse cuestiones. Enlre [0S Meqios para evi-
1ar las cuesliones demasiade precisas (y
cuya formulacian ingdica a veces qué hipo
de respuesta se espera) & auxilio de 10
malenales dwdacticos ben conocudos 3
menudo es mUV RTICEZ. Al respecto existe
yna rica experiencia acumulada por las
maesiras de los jardines de infanies (e
hecho de que 5us alumnos no sepan escri-
bir ias ha obligado. a subrayar la importan-
cia de las manipulaciones; "También ha-
cen falta tas manos para instiluir un len
guaje’ decia Paul Valery. En los diversos

imaginados 0 construidos por los mismos
atumnos, ccultan riquezas matermdticas in-
sospechadas. Existen muchos ejempios de
materizles concebidos para el primer
aprendizaje del calculo y en los cuales los
empleadoras han puesio en evidencia
estrycturas desconocidas para los fabri-
cantes o invenlores.,

— Ei alumno debe abstraer. Se trata de
una elapa fundamental que ne se podria
“guemar’ bajo el pretexio de que e alum-
no larda en concebir {2 absiraccion que el
maestro ha adquirido desde mucho liempo
atrds. La abstraccitn impuesta no tiene
ningun valor para aquél a guien se le impo-
ne; muy corrientemente la agepla sin con-
cehir su alcance.., Por o contrario, 5i la
conguista &l ¢cabo de numerosas observa-
ciones o discusiones (Con alumnos, como
&1, en irance de abstraer), sabe ''de ddnde
vuetve': g se 1rala en ése caso de una no-
cign extrafta a su mente,
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nneeles de ensefanza, diversos materiales,

- £t glumno debe deducir. Si tiene log
medios l6gicos gara hacerio (la experien-
cia ha mostrads aptifudes imitadas, pero
cierias, para la geduccion en nifios de cin-
co anios), y sobre 1000 §i siente 1a necesi
dan de hacerlp.

— Ef alumno debe aplicar. esto es, de-
be usar sus conocimientos. sus adauisi-
cIONes.

Un nuevo clima en la clase,

Por lo lanip, la tarea del maesiro se
vuelve nueva. Para &I, se trala menos de
ditundir sy saber en la ¢cabeza de sus alum-
nos que de prepararies sityaciones enri-
guecedoras. Se trata de estar pronlo para
responder a las preguntas mdés in-
congruentes, de saber guiar a {as sinjesig
ingigpensables y, en cierios casos, de sa-
har obtener por s mismo ciertas observa-
ciones parciales o torpes, esas que los
mas habiles habrian podido descubrir {de-
jandoles sin embargo a los alymnos 1a par-
1é més bella, la del descubrimiento). Tarea
ardua, tarto scbre ef plano mateméaticy (es
necesatio dominar, manejar un lema. oara
comprender los enfoques torpes de 1os
principanties y saber orienlar sus pasoes)
cuanio sobre el plano pedagdgico {avren-
der a no decir mas gue o gue hace faha,
aprender a cofregir sin descurazonar,
aprender a comprender las formulaciones
“incomprensiblies™ .} 0 sobre ¢l planc pu
ramerite humano (no es cuestién de que el
maesiro brille; junic a sus alumnos debe
ser un ariesang en su trabaio. Eg una muta-
¢idn de la funcidn docente que no carece
de grandeza: 1a de fa humildad,

También le corresponde fa cuestion de
iz fraternidad. El digiogo enire los alumnos
y maestros es una condicidn indispensable
para este género de trabajo. el obstdculo
que el cursoc magistral creaba, para ese
didiogo, deja de existir si el alumno sienle
que el maesiro es un companero de traba-
jo: acaso incluso perciba con baslante ra.
pidez que & maestro es ¢! alumno de sus
alumnos; ¢ada dia puede aprender algo de
cada uno de elios,




Aprende también de los inlercambios
gue puede y debe tener con sus colegas.
Las {entativas de trabajo demasiado timi.
das de muchos equipos de massiros ya
han corwvencido a muchas escépticos que
no suponian el interdés gue pueden tener
pstas cosas: ef maestro, sobre todo St sus
alumnos son muy jovenes, liene necesi
dad, &1 también, de cialogar con semejan
tes adultos como él. )

En sintesis, of espirity moderno pong ¢!
acento sobre g consiruceidn matematica,
ios aportes de 1as ciencias de ia educacion
insigian sobre la indispensable funcidn de
ta accidn personal del alumno; las investi-
gaciones pedadogicas ponen en evidencia
la necesidad de una formacion permanen-
te de los maesiros que los transforme de
“recitadores’ en “'inveshgadores’’ peda-
gogicos. Hay en esta convergencia de 1as
tendencias de la malemdtica vy ia pedago-
gia una posibitidad que se debe asir. se
podrig pensar que una reforma de la ense-
Aariza matemdtica era indispensable; se
enicuentra que es posible, que estd, es ef
momento de-decirlo, &l alcanrce de lg ma-
no.




A, Como el nifo percibe el espacio

Los efectos def egocentrismo infantit
sobre la percepeion del espacio

Al respecto, los efectos det egocentrismo infantil nos parecen
importantes en tres areas diferentes:

El nifo sdlo puede percibir un espacio acorde con sus propias
dimensiones,

— En razon del “realismo intelectual”, el nific percibe el espacio tal
como lo piensa vy no como lo ve,

- La lateralizacion del nifio, el reconocimiento de ia derecha vy la
izquierda, presenta una dificultad no despreciable.

El nifio, poco preparado para aprehender el mundo —vy el
espacio— de los adultos, 1o transformard de alguna manera para
reducirlo a sus propias dimensiones. Ese espacio donde se sentird
bien, ese espacio suyo serd, ante todo, su propio cuerpo. Todos
sabemos cuanto les gusia a 1os bebés descubrir su propio cuerpo con
sus manos. Todo o revisan: [a mano derecha descubre la izquierda,
iuego el brazo, pronto las partes genitales o los pies. lgual que le
sucedia al pequenio Jean-Christophe, Veimoslo:

“Nadie se ocupa de él; no necesita ¢ nadie... Su cuerpo fe es
suficiente, iQué divertido es! 5e pasa horas enteras contempiando
sus ufigs, riéndose o carcajados. Todas trenen fisonomias diferentes,
se pgreécen @ personas que éf conoce. Las hece conversgr entre si,
bailar o pelearse. Y ef resto del cuerpo! ... Sigue la inspeccion de
todo lo que fe pertenece. iCudntas cosas asombrosas! Algunas son
muy extrarias. Queda curiosamente absorbido por su aspecto.

A veces se sintié sobrecogido cuandc lo sorprendieron asi.’
[Romain Rolland, op. i1, pag. 16.)

¥

Esa importancia que el nifo asigna a su propio cuerpo no se
perderd jamds, aun cuando, mis tarde, adoptard otros aspectos *%.
Estudiaremos las consecuencias pedagogicas de elio.

Ese espacio propio, que el niflo descubre desde sus primeras
semanas de vida, pronto se abrird hacia el espacio exterior, ¢l espacio
de las cosas. En este plano, sera ficil concebir que nuestro espacio de
adultos, casas, muebles, cailes y plazas, campos v montafdias no
corresponden a la dimension de un ser que apenas acaba de salir de la
estrechez de una cuna. El nifo reconstruird ese mundo extrafio de
acuerdo con sus propias dimensiones. Lo convertird en sy mundo; no
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transformandolo efectivamente, por SUpuUests, sino adaptandose a &l
medianie una imaginacion transformadora de las cosas. Todos
habremos comprobado, por ejemplo, cuanto les gusta a los nifos de
fa escuela elemental jugar debajo de las mesas {los muy pequehos), o
aislarse en rincones, chozas, desvanes, etc. (los mayores del ciclo
medio). Aungue la interpretacion de tales actitudes no sé refiere
exclusivamente a cuestiones del espacio, puede afirmarse que, on
todos {os casos, € nifo tiende a /imitor el espacio de sus evoluciones
con el fin de reducir el espacio objetivo a dimensiones aprehensibles
para ¢l. Es innegable que los "rincones-taller” de los jardines de
infantes responden de alguna manera a esa necesidad del nino de
ocupar el espacio. A los nifios del curso preparatorio o del curso
elemental, a veces hasta a los del curso medio, les resulta difici
ofganizar espontaneamente juegos que ocupen todo el patic de
recreo (st es de tamano normal), porgue no saben ocupar un espacio
1an grande. En la mayoria de los casos preferirdn organizar juegos
que requieren espacios mas restringidos. Haremos una dltima
observacidn: un nido arte una hoja de papel en blanco tiene dificultad
en lienar con su dibujo toda ella. Nuevamente, esta vez sobre el plano
grifico, no sabe ocupar ¢l espacio. Tenemos que ensendrselo.

No salisfecho con rechazar del espacio las dimensiones demasiado
vastas para él, el alumno de 1z escuela elemental muchas veces
transformard el espacio gue conoce para darle una significacion
conforme con su personalidad y sus deseos. Muy pronto el rincén del
comedor serg el dormitorio de la mudeca, un rincén del jardin serd el
secreto fugar de reunion para ejecutar distintos juegos. En alguna
medida, et espacio del adulto es transformado por el nifio no solo
desde un punto de vista cuantitative, en sus dimensiones, sinc
también desde el cualitativo, en su significacién, Y en ese espacio, ¢f
nifo se siente muy coémodo, Igual que le sucedia a Jean-Christophe:

“Cuanto peor erg el camino, tanto mds hermoso lo encontrabe
Christophe. El lugar de cada piedre temia un sentido parg él; las
conocia a todas, El refieve de un carril le parecic un gccidente
geogrdfico poco menos imporfante gue ef macizo def Taunus, Tenia
en su mente el mapa de los hoyoes y abuitamientos de toda la 2ona en
un dreg de dos kildmetros alrededor de su casa. Asi, cugndo
cambiaba algo en el orden estoblecido de las hueflas, no se creig
menos importante que un ingeniero con una cuadrifia de obreros. Y
cuando habia aplastado con el tacto la arista seca de una gleba y
flenado el hueco debajo de ella, sentia que no habia perdido su
jornada,” {Romain Rolland, op. ¢it., pdgs. 22-23 )

El espacio es para el nifo pequefo, en primer lugar, un mundo en
el cual no quiere --0 no puede— entrar, La porcion de ese mundo en
que decide aventurarse la conquistard solo al precio de unma
transformacion cuantitativa y cualitativa a la vez. Incumbe, pues, al

educador ayudar al nifio a penetrar ¢n espacios cada vez mds amplios
y verdaderos. :




En cuanto al “realismo intelectual™ del niAo se refiere, creemos
poder retomar aqus las conclusiones de jean Piaget acerca de la
cuestion **, Piaget insiste, sobre todn, en la nocion de _perspectiva

que durante mucho tiempo resulta incondebible pdra el nino, aun
después de los ocho 0 nueve afios. Si bien alrededor de esa edad, el
pequenco, a quien ¢ le muestra un grabado de una viz de tren,
reconoce en &l la perspectiva, durante mucho tiempo ain serd
incapaz de representar esos rieles teniendo en cuenta esa misma
perspectiva. En su dibujo aparecerd el paralelismo, porque sabe que
ios rieles no se encuentran jamas. De modo que el nifo no sebe ver ¢l
espacio. En €, el mundo exterior y su representacion todavia se
hallan mezclados. Expusimos anteriormente, en este mismo sentido,
la tesis de Luquet sobre el dibujo infantil.

El problema de la distincidn entre derecha e izquierda reviste,
segun nuestra opinidn, una importancia mayor ain. En efecto, para
¢l nifo, y en general para los que adoptan una actitud antropocén-
trica, el espacio se divide en cuatro partes: 1o que se halla delante de
mi, detras de mi, 2 mi derecha y a mi izquierda. Esta distingion es el
primer andlisis que el nifio hace de su espacio, instintivamente o con
¢l fin de responder a necesidades exteriores. El reconocimiento de
adelante y atras suele ser ficil de lograr. Adelante es ¢l sentido de la
marcha, es lo que veo con los ojos, es lo que 1a mano alcanza con
mavor facilidad, etc. Atrds es lo opuesto z adelante. Estos criterios
son vivenciados intimamente por el nifio y como tales los adquizre
con facilidad. Mo sucede lo mismo en cuanto a la distincidn de
?efach% ¢ izquierda, respecto de lo cual esos criterios muchas veces

- faitan *7.

. En su obra sobre "Le jugement et le raisoninement chez l'enfant”
‘(Delachaux et Niestlé, pags. 137 y sigs.), Jean Piaget expone las
conclusiones a las que llegdé en este ambito. Para el, y segin sus
apreciaciones, el nifio de cinco a ocho afios sélo distingue lo que se
halla a su derecha y a su izquierda. En la mayoria de los casos le
resulta imposible dar ei paso de su derecha a la de su interlocutor. De
los ocho a los once anos, esto es posible: el nifio distingue la derecha
y la izquierda del intertocutor que se halla frente a él. Finalmente, a
partir de los once o doce afios, el nifo sabrd situar los objetos en su
telacidn reciproca: el escritorio del maestro se encuentra a Ja
izquierda del armario, la puerta del aula estd a la derecha de la
estanter(a, etc., y esto independientemente de la posicidn propia del
nifo,

Sefaiemos los efectos del egocentrismo en cuanto al espacio. En
um principio, el ninc no es capaz de aprehender e espacic en sus
dimensiones reales ni en su significacion verdadera, no sabe represen-
tarlo ni analizarlo. Son estas imposibilidades o dificultades las que
nos dictardn la gestion pedagdgica para subsanarlas.




Los efectos del sincretismo
sobre fa percepcion del espacio en el ning

Encontramos una definicidon perfectamente clara de lo que
podriamos Hamar el sincretismo espacial, en el siguiente texio de
Burloud:

“Por regla general se admite que e mundo, en un principio,
aparece al nifio come un panoramg confuso, una continuidad
coloreada en que los obietos no tienen contornos propics, o aun,
habiando mos exactamente, no hay objetos, sing sclamente claros de
luz gue a}!teman con manchas de sombra.” (Psychologie, Hachette,
pag. 193.

Al leer este texto, casi nos sentimos inclinados a decir que la
vision del mundo, a los ojos de un nifio pequeito, recordaria aguella
que se obtiene mediante una fotografia tomada con una ¢dmara mal
enfocada: borrosidad general, imidgenes de contornos muy esfu-
mados, colores entremezclados, etc, Bl sincretismo, en cuanto supone
globalizacion y confusién, encuentrz en esto su descripcidn mds
exacta. ,

Pero hay mds. Ya hemos visto que, en cuante af objeto fisico,

una de las consecuencias del sincretismo era ef hecho de que las
propiedades de un obieto se consideraban como “adheridas™ a €l el
sombrero rojo de una dama es parte integrante —no accidental— de la
imagen de la mujer, asi como ¢l follaje verde de ese pldtano estd
“adherido” a él, sea cual fuere 1a estacion. Ese vincuio, esa confusion
de lo accidental con lo esencial vuelve 2 encontrarse en el nivel de la
aprehension del espacio, en 1a medida en que el nific no sabe separar
el objeto del espacio que ocupa. Para ¢, el espacio no es ese
receptaculo que puede contener un objeto cuaiquiera. El florero que
se halla en el anaquel no es concebible fuera de ese sitio. La
ubicacion espacial del florero —el hecho de haliarse en la repisa—
constituye en ia mente del nifo una parie integrante de su imagen del
florero. El florero estd en el estante o deja de ser ese florero **, Una
experiencia andloga se hizo en ia psicologia animal. Antes de la vuelta
de las golondrinas a una aldea, se desplazaron sus nidos a una
distancia de aproximadamente 50 centimetros. Al volver, los pajaros
los abandonaron; no fos reconocian. En efecto, la percepcion que
tenian de eflos no lograba separar los nidos mismos del espacio que
ocupaban. René Hubert describe este fendomeno en el siguiente
pasaje: .
“Esos conjuntos {de objetas vistos por el niio — H.H.} todavia no
estdn ligados unos a otros por relaciones objetivas, sobre todo de
espacio, tiempo, y menos aun, de causalided o, mejor dicho, estin
incorporados ol lugar donde se presentan, al momento en que se
perciben.” (E! desarrolio mental, vers. cast, Editorial Kapejusz,
Buenos Aires.)
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La evolucion de las formas de aprehensidn
del espacio en ¢l nitio

La percepcion del espacio en el nifo no escapa a fa regh
fundamental de su evolucidn general, que avanza en una direccidn
marcada por ires etapas esenciales:

- Laetapa de lo vivido,
— Laetapa de lo percibido.
- La etapa de lo concebido.

Primeramente, el nifio vive el espacio. Vive las distancias y los
recorridos. No percibe {a distancia que separa 1a mano de {a cuchara,
puesta delante de él en la mesa. Necesariamente, no concibe esa
distancia. Sdlo la vive, por su imposibilidad fisica de alcanzarla. Este
hecho, ademids, explica que a menudo el bebé parece no comprender
que no puede asir un objeto colocado fuera de su alcance. Como no
percibe ni concibe las distancias, como sélo las vive, las experimenta,
no puede, por eso mismo, percibir ni concebir la imposibilidad de
alcanzar los objetos. Experimenta esta imposibilidad al fracasar su
movimiento. De ah( también la frecuente tentativa de los nifios muy
pequefios de alcanzar el cielo raso, la'arafa que estd suspendida de él,
las hojas de los drboles, etc. Esa etapa del espacio vivido es el estadio
del “aqui®’. A causa de la forma de aprehension del espacio, la Gnica
de la cual es capazr por ahorz, el nifio no puede superar el
descubrimiento de un espacio “'adherido’ a su persona fisica.

ESPACIOC CONCEBIDO

atapa dei “doquier”
{matematica)

«

£SPACIO PERCIBIDD ESPACIO VIVIDOD
otapa del “allé"” ,x N etapa del “aqui”
{geografis) / \ | {experiencia directa
/ ‘1 del medio)

Direccidn ce ia svolucion de la percancian del espacio gn #l nifto



En la misma medida en que la experiencia primana del nino &s
siempre experiencia directa del medio, su primera aprehension del
espacio serd la del espacio vivido,

Es pues ficil de comprender que ese espacio vivido sélo puede ser
un espacio fisico con el cual el nifio se halla en contacto biologico.
Mis aun, por lo general, el nifio vivencia ese espacio mediante el
movimiento, £l nific vive ef espacio del patio de recreo recorriéndols,
empezard a apreciar la diferencia entre las distancias que 1o separan
de dos objetos, que estdn ubicados lejos uno del otro, yendo a
buscarios. El niflo de los jardines de-infantes y del curso preparatorio
vive su espacio, esenciaimente por medio de su locomocion 7,

A partir de allt, llegard a la segunda etapa de aprehension del
espacio’ la del espacio percibido. En esa etapa of nifo lega a ser
capaz de percibir el espacio sin tener que experimentarlo bioldgica-
mente, como en ¢l estadio anterior. Por lo tanto, si ensedar al nido a
analizar el espacio (a distinguir las distancias, las posiciones, adelante,
atrds, dentro, fuera, etc.} solo era posible haciéndole vivir esas
distancias y posiciones, ahora serd suficiente hacérselas percibir. Se
ha desarrollado lo que tos psicélogos llaman la distanciacion del nifio
con relacidn al espacio: el nifio retrocedid ante su objeto para
conocerlo mejor. En la edad del ciclo elemental y ¢l ciclo medio el
nifio es capaz de distinguir las distancias al observar un paisaje o una
fotograf(a, Y, de precisar la posicion de los objetos por la mera
observacion 9. :

En esa etapa, el nifio descubre no solo & “aqui™ sinc también el
“alld”, ese “alld” que le transmiten sus sentidos, que su cuerpo —su
mavimiento- ya no tiene que experimentar en forma directa. Del
“aqui™ al “alld" existe, pues, una ampliacion det campo empirico del
nifio, un ensanchamiento que nos dard el sentido de nuestra accion
pedagbgica posible, pues ahora, ensefar al nifio a analizar el espacio
significa pedirle que lo haga no ya mediante su movimiento, sino a
través de la mera observacién. Ei progreso es considerable, porgue
abre al nifio el dominio de la gevgrafia propiamente dichg, en cuanto
ciencia de paisajes. Ahora es posible ir mds alld del descubrimiento
del espacio del aula o de la calle, para aprehender el de ia colina
cercana a la escuela, del panorama del pueblo visto desde una altura,
de 1z fotografia aérea de la regibn, etc.

£s, pues, un adelanto considerable, pero no definitivo. Porque, a
partir de ese estadio, hacia los once o doce afos, ef nifio serd cada vez
mas apto para aprehender el espacio concebido. Se trata de! espacio
matemitico, del espacic abstracto, tal como se encuentra por
doguier: las Tormas ya no reciben un contenido concreto. Solo
contienen relaciones. Se tratard del cuadrado, del rombo, del
poligono regular, etc.

Del “aqui™ al “alla” v luego al “por doquier”, del espacio vivido
al percibido y despuss al concebido, del conocimiento por ef cuerpo
y su movimiento al conocimiento por ios sentidos {esencialmente la
vision), v mds tarde al conocimiento por el espiritu, asistimos a la




misma manifestacion de la gran ley de la evolucion infantil. de lo
concreto a fo abstracto, de lo fisico a lo mental, de la experiencia a la

reflexion, Respetar al niflo con nuestra accion pedagogica significa,-

entonces, respetar esa ley que los psicologos descubrieron para
NOSOLFOS,

B. Como se debe ensefar ai nino a situarse y
a situar los objetos en e espacio

Se tratara de ayudar al nifo a aprehender un espacio mdepen-
diente de él, a “"deslindar’’ el espacio de su propio punto de vista. Se
tratard, ademds, de ayudarie a considerar ¢l espacio independiente-
mente del objeto gque en €l se encuentra, 0 sea nuevamente, a
“deslindar” los objetos exteriores del espacio que ocupan, Piaget
fama descentracion a estos fenomenos.

La primera direccion en que debemos ejercer nuesira labor
pedagdgica se referird a 1a estructuracién misma del espacio. Hemos
visto que el sincretisrno de la percepcion del nifio es la causa de que
no pueda desprender ¢l objeto exterior de su espacic y, por
consiguiente, llegar a discernir las distintas categorias espaciales que
se fe ofrecen {nociones de “cerca de”, “abajo™, “al borde de", etc.).
Ahora bien, puede decirse que miemras el nifio no haya astmilado
esas categorias espaciales {sobre las cuales volveremos), no podra
situarse a si mismo, ni 2 los objetos exteriores, de una manera
objetiva, Nos incumbe ayudarle a reconocer y clarificar esas
categorias v relaciones, en una palabra, a descubrir fa estructura
abjetiva del espacio y, finalmente, a cuantificar esas estructuras
penetrando en of mundo de la medida. Veremos, en efecto, que no
podemos conformarnos con apreciaciones cualitativas de tipo “lejos
de” o “cerca de”. Una formacion cientifica del nifio requiere que
establezcamos una relacion entre el hecho de que (AB) = 6y (CD} =
8, por una parie, v {AB) < (CD) por la otra.

La segunda direccion en que deberd ejercerse nuestra accidn
deriva intrinsecamente de !a anterior. Se referird a la extension del
concepto de espacio. Se trata de ayudar al nifo a situarse y a situar
los objetos en espacios cada vez mds extensos. Hemos visto que, en
ios primeros afos, el nifo sole podia aprehender su espacio
inmediato, vivido. Teniendo en cuenta al respecto su propia
evolucidn psiquica, debemos ayudarle entonces 2 extender ese
espacio y permitirle desplazarse y que conozca un espacio cada vez
mayor. después de la hab:tacmn o el aula, sera la calle, ef barrio o el
pueblo, 1a ciudad, la regidn, el pafs, el continente, el globo terriqueo,
2L,

Lo que agqul importa es, en cierto sentido, la “cantidad de
espacio”’, mientras que fa blsqueda de 1a estructuracién de! mismo,
considerada mas arriba, se referia a su “calidad”. Por lo demis, esa
extensiGn del concepio es un hecho que nosotros mismos, los
adultos, conocemos muy bien. Admitamos que, en efecto, si
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pocemos sttuar con aiguna precision la ciudad de San Francisca con
relacion a la de Belgrado, o los montes Urales con referencia al Nito,
esa situacidon de los objetos espaciales se volveria mds delicada si se
iratara de representar jupiter con respecio a Urano o simplemente la
Luna frente a Marte. Surge aqui, sin duda, un problema de
formacion. Sin embargo, no es menos cierto que el espacio que
nosotros, los adultos, podemos aprehender, tiene sus propios limites
subjetivos, Para el nifo, esos Iimites son aun mas estrechos. Nos
incumbe ensancharlos. Con el fin de lograr una penetracion mds
profunda tanto en la estructuracidn como en iz extensidn del
espacio, pasemos revista a los siguientes aspectos de la cuestién:

— Ayudar al nifo a tomar c¢onciencia del espacio ogupado por su
CUerpo.

~— Avudarle a tomar conciencia de (a orientacion del espacio.

— Ayudarte a tomar conciencia Jdo {a defimitacion del obieto en ei
espacio.

— Ayudarle a tomar conciencia de las posiciones relativas de los
objetos en el espacio,

- Avyudarle a2 tomar conciencia de las distancias de los intervalos v a
penetrar ens el mundo de la medida y Ia esquematizacidon del espacio.

La toma de conciencia del espacic corporal

La toma de conciencia del propio cuerpu reviste en el niflo
esencialmente el aspecto de una educacion psicomotriz orientada a la
lateralizacién, por una parte, v al aflanzamiento del esquema
corporal, por la otra *' .

La lateralizacién. Jean Tirman {(op. ¢it, pdg. 4) toma de H.
Pierdn 1a siguiente definicién de fa laterziidad: “Predominio de uno
de los dos dispositivos de ung mano, de un ojo, elc, que determina lo
existencia de diestros o zurdos, manuales u oculares”, Ademds, el
autor destaca con razdn la existencia de un predominio en los
miembros inferiores,

Este problema de la lateralidad nos ofrece un ejemplo sorpren-
dente de lo que hemos liamado el espacio vivido. Volverse diestro (o
zurdo) significa vivir (a veces sin siquiera tener conciencia de ello)
una primera division del espacio en dos paries asimétricas. Y esa
divisidn s el rudimento, aln muy débil, de! futuro andlisis que
conducird al nifio al reconocimiento del espacio matemdtico,

Es, pues, indispensable que esa lateralizacion se produzca en
forma conveniente, es decir, nitida. El nifio debe tener una idea clara
de su espacio vivido para poder superaria y concebir un espacio mas
elaborado. Tirman {op. cit, pag. 4), citando a René Zazzo,
recomienda al respecto que la norma de accién por seguir en ese
dmbito consista en “ayudar al nifio a lateralizarse netamente” vy “sila
lateralizacidn es netamente zurda, estimular la zurdera y esforzarse
por disipar en el nifo todo lo que podria dar lugar a un sentimiento
de inferioridad’".
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E! esquema corporal. Tomamos de la obra citada de jean
Tirman la definicion del esquema corporal: “Basado en impresiones
rdctiles, cinestésicas, laberinticas y visuales, reaiiza, por medio de una
construccién activa constantemente modificada de los datos presen-
tes y pasados, la sintesis dindmica que provee, tonto g Nuesiros actos
como g nuestras percepciones, ef marco espacial de referencia en que
adquieren su significacidn® {Ajuriaguerra). Y Tirman agrega que el
esquema corporal es ‘'@ /g vez Ju imagen intuitiva del yo fisice y ia
representacion del cuerpo gque actia en el mundo exterior™. (Op. cit.,
pig. 6.)

Esa imagen, que ¢l nino se hace de su propio cuerpo, se va
generando poco a poco durante los diez primeros anos aproximada-
mente. “Es e resultado v la condicion de la existencia de releciones
adecuadas entre el individuo y su medio.” (M. Wallon, citado por |.
Tirman, op. ¢it, pag. 6.) Desde los cinco a los siete afos, el nifio
toma paulatinamente conciencia de su cuerpo con sus distintas
partes, mostrandolas y nombrandolas. De los seis a los nueve afos,
aparece lentamente la posibilidad de transferir a los objetos y a otra
persona lo gue ha comprobado en s1 mismo.

Comprobamos un ejemplo nuevo de ese espacio vivido por el cual
s¢ inicia necesariamente la educacion motriz del nifo. En Gitima
instancia, como dice muy bien Tirman, el esquema corporal no es,
todavia, una toma de conciencia de s{ mismo, sino una simple
“imagen intuitiva” del propio cuerpo, de un cuerpo, por de pronto,
tan soie vivido, Pero es necesario que sea vivido en su totalidad, para
gue de €l nazca una imagen cada vez mds consciente de si mismo y
del mundo exterior.

Ese andlisis del espacio, hacia el cual queremos encaminar a
nuestros nifos, empieza all(; el nifio 1o hace primeramente con sy
cuerpo, antes de hacerio con los ojos, para acabar por hacerlo con la
mente,

La orientocion del espacio

Digamos, en primer lugar, que el espacio, aungue solo fuere con
relacion a uno mismo, tiene siempre una direccion fija: estd centrado.
Y con relacion a ese centro pueden reconocerse en él distintas partes.
Es posible analizario. Asi podemos llegar a las siguientes categorias
{ver ¢l esquema siguiente) *?:
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NODIONES CORRESPONDIENTES A LAS
CATEGORIAS DEL-ESPACID Y RELATIVAS A;
ol espacio otups- | ks posicidn reati- ;l mayimients
do por ung mis- | va de uno misme | de uno mismo o
CATEGORIAS DE | .07 objete | o de un ohieto ) ¢8 un gijato con
LA ORIENTACION conrMacidn a un | relacion 2 un
EN EL ESPACIO punto de refe- | punto de refe
renciz rencie
L 4
la derscha de.. | 2 13 dereche de... | 3 In derecha de...
LATERALIDAD Is izquiorda de.. |8 la_izquierds [ @ & izquierda
de... de...
i alto de... wima de... sabre...
ts ima de.. debaio de... baio...
PROFUNDIDAD lobaiode.. l....... e
o fonds de..
o anverso de.. : gefants de... por dutris...
gt reverso de... getrds de... por dedantu...
2 detantora de... | ....... hacis adetants...
ANTERIGRIDAD {'atreserads. hacia atris...
o derecho ds... # derscho...
EETETRER il rovés...
retrocediendo...

Esta aprehension de las categorias del espacio se realizard en dos
chreceiones bien precisas:

En el sentido de la descentracidon. 5e trata de conducir al nifio
gradualmente de la sola consideracion de su propio cuerpo, o de los
obietos con refacidn a su propia ubicacion, a fa consideracién de los
objetos exteriores fndependientemertte de si mismo y de sy propia
situacion. Asi, esta descentracién deberra llevarse a cabo progresiva-
mente de acuerdo con el siguiente esquema;

Pasar del gnifisis del espacio ocupado por uno mismo al ondlisis
del espacio ocupado por el objeto exterior. -

Pasar def andlisis de la posicién de los objetos con relacion a uno
mismo, al andlisis de la posicion de los objetos con relacién a otros
objetos.

Pasar del andlisis de la posicion de jos objetos con relacién g uno
mismao, af andlisis del movimiento de los objetos con relacitn a un
punto de referencia objetivo,
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Como se ve, se trata esencialmente de eliminar el egocentrismo
del nifio, conseguir de alguna manera que “olvide” referirlo todo a s7
mismo. Y ese “olvido” es la condicién indispensable de su evolucion,

¢Como podremos lograrto? Por medio de la segunda direccion
gue, segun opinamos, deberia tomar la aprehension de las categorias
de ia arientacidén: la extensidn del concepto. B

En el sentido de la extension del concepto. Como se ve, es la
consecuencia inevitable de ia descentracion. Las nociones de izquier-
da v derecha, arriba v abajo, adelante y atrds, primeramente seran
vivides por el nifio, por su cuerpo en movimiento, en sus desplaza-
mientos, saltos, corridas, brincos, etc. Lo de arriba es lo que sélo
puede aicanzar saitando, lo de abajo sélo lo consigue bajandose, etc.
No interviene ninguna verdadera percepcion, ni concepcion real de
esas nociones. El objeto es vivido, estd alif, presente, muy cerca del




nifio, es casi siempre el nino mismo. El objeto lejanc todavia no estd
a su alcance. Nos incumbe a nosotros ayudarle a transportarse hacia
él. _

En efecto, es menesier que el nifo legue no sélo a wivir las
categorias del espacio, sino a percibirias, y ese paso de lo vivido a fo
percibido permitird la extension del objeto de aqu/ al objeto de ¢lld.
El espacio que el nifp, puede comprender ahora ya no es el inmediato
de su habitacidn™o dei auta, solamente. Es el espacio de su barrio o su
pueblo, y pronto ¢l de 1a ciudad, de la regién y hasta det pals. £s el
percibido en la geografia en el cual va penetrando. insensiblemente,
por haber aprendido a analizar el espacio segln las categorias de
arriba-abajo, adelante-atrds, etc., llegard ahora con mayor facilidad a
captar las nociones mis elaboradas de Jos puntos cardinales®,
Habiendo creado en si mismo hidbitos de pensar segun las categorias
de lo vivido, serd capaz de proceder, en otro nivel, al andlisis del
espacio segln las orientaciones nortesur y este-oeste. Habiendo
aprendido correctamente 13 posicidon de- un objeto con relacion a
otro, serd capaz de aprehender [a posicién de una parte def globo con
relacion al meridiano de Greenwich o a cualquier otro punto de
referencia natural, Finalmente, habiendo aprendido a captar correcta-
mente ¢l movimiento con relacidn, no a si Mismo, sino a otro objeto,
le serda menos dificil captar los movimientos relativos de la Tierra y el
Sol.

El andlisis espontineo del espacio vivido prepara al nifio para
aprehender, mediante un andlisis mds elaborado, ¢l espacio percibide
de 1a geografia, ya sea que éste se presente en forma de un paisaje o
de un documento fotogrifico o impreso.

Ese espacio percibido de la geografia, a su vez, prepara al nifio
para aprehender el espacio matemdtico, En el nivel del espacio
concebido, aquel gue ni siquiera admite el trazado de un mapa, sélo
las formas importan. Su correcta aprehension presupone una larga
educacion que, sin duda alguna, se origina en ¢l modesto andlisis del
espacio vivido. ’

El objeto en ef espacio

En ese espacio, cuyas distintas orientaciones el nifio aprende
poco a poco a descubrir, hay objetos. Los psicologos nos han dicho
cuan poco se destacan en ¢l los objetos segun sus contornos, Si para
nosotros los adultos, los obietos —por o menos los comunes— se
presentan en s mismos, diferenciados de 1o que no son ellos mismos,
para ¢l nifto no es as1. Para el nino del jardin de infantes, la ventana
de 1a fachada de la escuela no existe sin esta fachada; los cristales de
esa ventana no tienen aisladamente ninguna existencia real. Lo que él
percibe es el 1odo. lLos detalles se le escapan todavia®. Ese
singretismo debe superarlo con ayuda de|l maestro. En otro nivel,
nuestros alumnos de las clases elementales —incluso los del cicie
medic— a veces tienen dificultades en delimitar los distintos

slementos de un paisaie, ep percibir los campos labrados, los terrenos
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baldios, las carreteras v los canales, acantilados y playas, etc. Saber
analizar es, en este sentido, saber delimitar los componentes. En un
principio, el nifo no lo sabe hacer. Tenemos que enseddrselo.
«{Lomo? Haciéndole tomar conciencia de esas categorias que utiliza
todos los dias, pero no siempre en farma consciente n sistematica.
En cuanto al objeto se refiere, consideramos que esas categorias son
tres:

La interioridad: en esta categoria encontramos las nociones de

“dentro”, “adentro™, "en ef interior”, etc.

La exterioridad: en esta categoria encontramos las nociones de
“fuera de”’, "afuera”, "af exterior”, etc.

La delimitaciéon: por altimo, en esta categor{a encontramos las de
“extremidad”, “fimal”, "limite”, “perimetro”, "a lo largo de”,
“airededor de”, etc. .

Percibir un objeto es, esencialmente, distinguir fo que es (su
interior, 1o que comprende), de Jo gue no es (su exterior, lo que
excluyel. Ante un paisaje visto desde iz cumbre de una colina, el
maestro hard reconocer 2 los alumnos su pueblo. (Qué tendrin que
descubrir? Deberdn distinguir el pueblo (sus casas, el campanario, la
escuela, las calles, etc.) entre todo Io que no es, que estd fuerg de é
{los campos, las granjas vecinas, la ruta, la montada, etc.). La
confrontacion de esos descubrimientos conduce 3 la delimitacion
precisa del objeto, en este caso el pueblo. {Ademds, creemos que
deberian agregarse otras dos nociones a 1as que se refieren al objeto
gn el espacio: las de "'‘centro” y de “medio”. En efecto, la puesta en
relacion de la estructura del objeto v de la medida traerd consigo
estas dos nociones. )

La aprehension de las categorias de! objeto en ef espacio podrd
realizarse de acuerdo con fas orientaciones de fa accion pedagdgica
que ya vislumbramos respecto de la orientacién del espacio.

En ef sentido de la descentracién, “‘Descentrar” el objely, en
cuanto 2l nifio se refiere, significa, en primer lugar, eliminar su
egocentrismo, ensenarfe a discernir, a distinguir las partes del todo
confuso que se e presenta. Significa, ademas, ayudarie a olvidar que
fos contornos © alcances de ese obieto no siempre estan vinculados
estrechamente con sus propias preccupaciones, Sabemos que el nifio
ve en fos contornos o alcances de los objetos posibilidades de
utilizarlos en relacion con sus intereses del momento: una ramita serd
esponmtaneamente una pistela de cow-boy o una honda. Una piedra
podrd ser un elemento de decoracion, un pisapapeles, etc. Esto
responde 2 una ley psicoldgica a la cual incluso el adulto no escapa.
Pero, al respecto, la accién _pedagogica consistird no tanto en negar
esa tendencia, que es fundamental, $ino en conseguir que el nifio Heve
a cabo la experiencia de otros empleos de los objetos: la ramita
podriz ser {también} una percha, la piedra podria servir de
“plomada’, de la cual se habldo en la clase dedicada al oficio de
albadil, etc. ** .




Et objeto descubierto por el nifio es, ante todo, su objeto. Pero
na ¢s tan sofo ese. La labor educativa trata de hacérselo reconocer.

En e sentido de la extension del concepto. La extension del
concepto de objeto, en cuanto a su situacion en el espacio, serd la
extension de las categorias que descubrimos en él: interioridad,
exterioridad y delimitacion,

La extension de 'a interioridad llevard al maestro a ayudar a sus
alumnos a precisar en todo lo posible el andlisis del objeto
delimitado. Volvamos a nuestro ejemplo de la observacion del pueblo
visto desde la cumbre de una colina. Fue necesario, ante todo,
distinguir el puebio de lo que no pertenece a él, es decir, delimitarlo.
Pero extender aun mds las investigaciones consistird en profundizar el
reconocimiento de los detalles de tas calles y plazas, lo cual significa,
en términos generales, mejorar el conocimiente del objeto en sf
MISIMO.

Si la extension de la exterioridad del objeto persigue la misma
acentuacién det andlisis, {2 delimitacion a su vez hallard un contenido
siempre renovado, Extender la categoria de la defimitacidn significa
ayudar al nific a aprehender espacios cada vez mds vastos, o sea,

hacerlo pasar gradualmente de su espacio- vivido, inmediato, el de su
habitacion, la escuela, ta calle, a espacios que s6lo puede dt!‘SCUbflf
nor intermedio de documentas (planos, mapas, fotografias, etc.}.

Extender la delimitacidn, significa preparar al nific para aprehender
primero el espacio geografico, para llegar después al espacio
geométrico mismo. Porque parece que el andlisis de la campifa que
rodea al pueblo, el andlisis del barrio, con sus calles y callejuelas, las
plazas y grandes conjuntos, serd el mejor aprendizaje de ese gjercicio
tan delicado que consiste en comprender una fotografia del paisaje,
un documento geogrifico cualquiera y, mds ain, un mapa.

Las posiciones refgtivas de los objetos en ef espatio

La aprehension de 1a exterioridad del objeto en el espacic nos
habrd permitido, por ahadidura, situarlo con refacién a otros objetos
con jos cuales mantiene clertas relaciones espaciales. Estas relaciones
las gqueremos abordar ahora con el fin de estudiar sus categorias y las
consecuencias de la accidn pedagogica en ¢l sentide de 1a descentra.
¢ion v la extensidn,

En cuanto a las categorias de las posiciones refativas, no causard
extrafieza volver a encontrar las de interioridad y exterioridad que
vimos con respecto a la situacidn espacial del objeto mismo, Es
evidente gue se habed percibido este objeto como conteniendo en su
interior otros objetos, y por ende esa interioridad serd al mismo
tiempo del obieto y de sus relaciones con sus componentes.

Podemos, pues, distinguir cuatro categorias referentes a las
posiciones relativas de los objetos en el espacio:
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1} La interioridad: el objeto B estd dentro del o&)ieto A. Tendremos
entonces las nociones de “en”, "en el interior de”, Ydentro”, eic. A
#sta categoria los matemdticos ia laman inclusién.

2) La axterioridad: el obieto B se halla fuers del obieto A. Tenemos
entonces las nociones de “fuera de”, “afuera”, etc. Es la categoria
que, en matemdtica, adopta Iz forma de exciusién o no pertenencia.

3} La seccion: of objeto B corta o atriaviesa el objeto A, Tendremos

en este caso las nociones de “cortar”, “atravesar”, “a través de”,
e1c. ¥

4) La contiglidad: el objeto B esti en contacto con ¢l objeto A, En
este caso, tenemos las nociones de “tocar’’, “junto 1", etc.

Las principales categorias de las
pesiciones relativas de tos obietos en o wpacio

I LA IRTERICRIDAD
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Tal como lo vimos con relacion a la orientacion del espacio, 2
apretension de las categorias propias a la posicién relativas de fos
objetos se hard en dos direcciones precisas:

En ef sentido de la descentracién. Al respecto, el problema es
todavia mas claro que ¢l referente a iz orientacion: como se trata de
la posicién o del movimiento de un objeto con relacidn a un punto
de referencia, éste podri ser &l nifio mismo u otro objeto. En el plano
psicolégico, hemos visto que ef nifio aprecia la posicién y ¢
movimiento primero con relacidn a su propia posicion y su propio
movimiento. La descentracidn consistird, pues, en ayudarie a apreciar
la posicidn v el movimiento de los objetos exteriores ya no con
relacidon a si mismo, sino a los demds objetos.

En el sentido de la extensién det concepto. Aplicaremos el mismo
esquema que antes. Ayudando al nifio a seguir su evolucion natural,
que To hace transitar de to vivido a lo percibido y luege a 1o
concebido, le permitiremos aprehender espacios cada vezr mds vastos.
En un principio ~y reconoceremos 2n esto actividades comunes de
los jardines de infantes— se tratard de hacer vivir al nifo su posicidn
~0 5u entrada— g2 el aula o en ¢l aro puesto en el piso o ¢ 1a casa de
la mufieca, etc. Ese mismo nifo atrovesard ¢l pdtio de recreo, se
colocara contra 1a reja del portdn de entrada a la escuela, etc, Y de
esia suerte, comenzard no solo a familiarizarse, sino ademds —y esto
es lo gsencial— a tomar concienciz de esas nociones que ahora deberd
superar para apreciarias ya no viviéndolas sino percibiéndolas.

Esa percepcion de los objetos, de sus limites, sus fronteras, su
centro o sus bordes, etc., ayudard al nifo a penetrar una vez mds en
el andlisis de los espacios cada vez mids extendidos, en una palabra, en
el espacio geogrifico antes realmente percibido (percepcién de
paisajes, barrios, pueblos, etc.) y después percibido a través del
documento {fotografias aéreas u otras, mapas, etc.). Si las adquisicio-
nes hechas a nivel del espacio vivido no son de la misma (ndole gque
fas hechas a nivel del percibido, si el hecho de mostrar correctamente
¢l medio o centro y fos bordes de la pintura mural se ubica en otro
nivel que ¢l de seguir con ¢l dedo los [imites de la region en ¢l mapa,
no por eso €5 menos cierto que la experiencia de lo vivido prepara la
de io percibido. Antes que fuera apte para percibir convenientemen-
te, era necesario crear en el nifo los hdbitos de discernir, analizar vy
reconocer las distintas partes de un todo. Esa necesidad de
discernimiento y andlisis se denomina, en términos de la psicologia,
eliminacion del sincretismo de ia pescepcion. Esa eliminacion
comienza en fa edad de ia escuela preelemental. |

Pero no se detiene en la etapa de io percibido. Si la educacién de
lo vivido dio al nific ese movimiento que le permitié abordar, en
condiciones adecuadas, ¢l estadio de lo percibido, ese movimiento ha
de recibir un nuevo impulso hacia 3 etapa superior de lo concabido;
de la aprehension de los espacios geogrificos cada ver mds extendi-
dos, el nifio ha de ser capaz de proseguir su abstraccidon hacia los
espacios matemdticos y, en particulas, hatla las nociones que abarca

at—
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URa tedria de conjunios matemdticos. En efecto, ya vimos cuan

gande es fa aﬂnidafi que existe entre a2 aprehensidn del espacio vy ia
elaboracién matemitica.

Las distancias, ios intervaias y la medida

Las categorias que acabamos de establecer en cuanto a fa
exterioridad vy 1a contigliidad de los objetos introduce de por sf las de
la distancia. En efecto, si un.objeto es exterior a otro, ¢ a clerto
punto, y si es sontiguo a él,.planteard de inmediato ef problema de ia
importancia de la exterioridad o la contigilidad; con otras palabras, el
probiema de la distancia que separa los dos objetos.

Por lo demds, no nos fue posible separar, ni légica ni psicoldgica-
mente, las tres dreas de distangias, intervalos v medida. En efecto, es
suficiente agregar (2 repeticion a la distancia para obtener cafegorias
de intervalo. Decir que encontramos plétancs a intervalos regulares a
io largo de la carretera que lieva a una localidad vecina, significa que
1a distancia que separa un drbol del que le sigue se repite x veces
hasta ¢l pueblo. !

Sin duda se notara que, simultineamente, distancias ¢ intervalos
no son concebibles sin pasar de lo cualitativo 2 lo cuantitativo, o
cual presupone 12 medida: una distancia no es tan solo la afirmacion
de un “mds cerca de” o “‘mds lejos de”, sino que exige el nimero
como elemento Ultimo de la precision. El intervalo a su vez exige la
precision de su frecuencia. De todos modos, la estructura del espacio
desemboca aqui en un enfoque matemdiico de fas cosas >7.

Las categorias de la distancia pertenecen a dos grupos:

1} La proximidad: relacionamos con ella las nociones de "geﬂzﬁ de”,
“al lado de”, “mds cerca de”, “no 1an lejos de”, “aqui”, "éste”, ctc

2) El alejamiento: se refieren a él las nociones de “lejos de”, “mdy
lejos de’’, “menos cerca de”, “alld"”, “aquél’, etcr

Con la categoria de los intervalos espaciales relacionamos las
nociones de “apartado unc de ouo”, “de lugar en fugar” y sobre
todo las importantisimas nociones de “continuo” y “discontinuo’.
En efecto, el espacio geométrico auténtico no conoce 1a discontinui-
dad vy, por ende, la continuidad que lo caracteriza podrd Hevar al
nifio, mds tarde, a2 concebir ese resultado ultimo de toda extension:
lo infinito,

También en esta drea, la accidn pedagdgica se realizard:

En el sentido de ia descentracion: fas categorias de la distancia sc
conciben, tai ver, menos que cualquier otra, y ello serd con refacidn a
un punto de referencia, de |a misma manera que las de 1a medida solo
se conciben en relacién con una unidad métrica. Comprenderemos
sntonces que, en gste campo, la accion de ta descentracion consistird



én ayudar af nifo a apreciar las distancias ya no tan sdlo con relacion
2 su propia posicion, sino con refacion a los objetos mismos: se trata
de ilegar del empleo de "' A estd lejos de mi™, “'B estd cerca de my™", al
de “A estd cerca de C" y [ estd mas cerca de M que de N”. Ademis,
esa accion de descentracidn aspira a lograr que ¢ . nifo utilice una
unidad de medida no vinculada con su persona {el largo de sus pasos,
la separacion de los dedos de fa mano, etc.}, para Hegar poco a poco a
ia aprehensién de una unidad de medida objetiva.

En el sentido de la extension del concepto: primeramente, el
nino vive las categorias de lejos y de cerca. juan sabe —o siente— que

estd mids cerca de Pedro que de José, Verédnica sabe gg%_gw

mias tiempo para alcanzar a2 Miguel que a Andrés. El papel del
educador consistird, al principio, en precisar esas nociones en las
mismas areas de la vida del nifo, Enrigue, que ve mal, tiene que
acercarse mas al pizarrén, etc. En efecto, es necesario que 1os nifios
vivencien esas nociones, pero en forma clara y distinta.

A partir de esa claridad inicial, los alumnos pronto seran capaces
de aprehender esas categorias de la distancia no solo vivencidndolas,
sing percibiéndolas: apreciacion (primeramente cyalitativa) de ias
distancias que separan la escuela det hogar, de la distancia que separa
el ayuntamiento del mercado, etc.®®. Desde la apreciacion de las
distancias de un paisaje se puede pasar a las representadas en un
croquis o un mapa. Entonces ya estaremos muy cerca del espacio
concebido, gracias al cdlculo de esas distancias segin la escala def
mapa.

De 1a sensacion muscular de la distancia at cdlculo segin la escala
de un mapa (o de una distancia a partir de la escala), se desprende la
significacion de la gradacion: de lo biolégico a lo mental. El
movimiento en esta direccidn serd, aqul, el aporte mis fecunde 2 los
maestros, en ia medida en que fes orienta respecto de tada su fabos
en este campo.

De acuerdo con los resultados obtenidos por Piaget, comproba-
mos que semejante progresién hace surgir graduaimente io cuantitati-
vo de lo cualitativo. Despuds de haber apreciado aproximativamente
las distancias, el nifo egard 2 medir y a reconocer el nimero como
instrumento de apreciacién. So6lo entonces penetrard mds ain en el
mundo de! espacio concebido segin todas las clasificaciones que esas
actividades admiten, para Hegar 2 la nocidén matemdtica del orden,

En ese campo de 1o conceptual se abordard entonces la
representacidn grafica del espacio en el marco de la.geometria. De la
experiencia del movimiento a la geografia y luego a la geometria
hemos seguido una gradacién logica vy psicoldgica que a la vez
conduce 3 una evidente interdisciplinariedad.
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A movky de conclusion: la descripcibn verificadors

Todavia nos faita el medio de verificar las adquisiciones del nifie
goncernientes 3 su aprehension del espacio. Vimos esa verificacion al
nivel de la representacion grifica del objeto o del ser vivo y al nivel
de la accién cuando se trataba de la causalidad. Ahora, nos parece
posible verificar al nivel de la descripcion si nuestro alumno estd

efestivazpente &n condiciones de situarse y de siluar convenientemen-
te los objetos en el espacio.

Describir s, ante todo, organizar un espacio.

Describir una granja o un rostro significa, en primer Jugar, situar
los distinios elementos de fa granja o del rostro en e lugar preciso
que les corresponde y que es siempre relativo al de los otros
componentes del cuadro. La observacion de las relaciones entre esas

componentes serd la prueba que necesitamos de esas adguisiciones
de! nific en la mataria,

Haremos dos observaciones al respecto. Segun {2 edad def nifio, la
descripcion se dard en forma de dibujo o de texto, Después de haber
realizado ejercicios de topologia o locaiizacion pediremos 2 nuestsos
nifos pequedos del curso preparatorio, y hasta del ciclo elemental,
representar en una hoja de papel lo que observaron. Al fingl de tal
trabajo, podremos apreciar los resultados obtenidos: ihasta qué
punte reconocid Sergio la relacidn entre “delante” y “detrds™?
{Como retuvo Anita la refacidén de las distancias entre & rio y la casa,
por una parte, y aquetla que separa el puente dei bosque, por la
otra? tLos alumnos mayores, gue cursan el ciclo medio, podrian
iniciarse en ese arte de la descripcion escrita mediante el mismo
ejercicio del dibujo, de la representacion grafica del paisaje (o del
objeto) que se debe describir,

Se ha comprobado que esa iniciacién en la descripcion a partif
del dibujo facilita el trabajo del nifio en lo medida en que facilite fa
organizacién del espocio.

‘Mo sz tratard de convertir 1a descripcidn hecha en la escueld
{dibujo o texto) en un simple ejercicio de organizacién espacial y
quitarle toda finalidad en el plano artistice. El objetive de esos
ejercicios es siempre 1a betleza de la expresion. Pero no parece, mds
bien al contraric, que esa expresion de lo bello sea incompatible con
un sdlido conacimiento de ia organizacidn de los objetos en su
interrelacion.

- De la misma manera, ¢l rigor con que la bailarina
observa sus lineas de evolucidn no quita nada a fa estética de sus



Finatmente, Ja apreciacion de eson trabaios de expresién del nifio
siempre debe tener en cuenta el lugar que corresponde a su
imaginacidn, cuya importancia evolutiva ya vimos. Recordemos que
sOio graduaimente 12 faceta un tanto perturbadora de esa imaginacidn
ha de disminuir con_el fin de permitir la liberacidn total del nifo con
miras a una expresion plena de si mismo.
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) GEOMETRIA PROYECTIVA - AXIOMATICA
GEOMETRIA NO EUCLIDIANA

§ 1. INTRODUCCION

72.—Clasificacién 'de las propiedades geométricas. Invariancia
respecto de transformaciones.

La Geometrfa trata de las propiedades geométricas de las fi-
guras del plano o del espacio. Estas propiedades son tan numerosas
v variadas, que es necesario algQn principio de clasificacién para
poner orden en esta rama del conocimiento. Se puede, p. ej., ib-
trodncir una clasificacién basada en el métedo que se use para
dedueir teoremas. Desde este punte de vista se hace usnalmente
una disiineién entre procedimientos ‘‘sintéticos’ y procedimientos
“‘analiticos’’, El primero de ellos es el método axiomético clasico de
Euclides en que se construye sobre fundamentos puramente g:o-
métricos, independientes del #lgehia y del concepto del continuo
numeérieo, y los teoremas se deducen mediante razonamientos légicos
de un cuerpo inicial de proposiciones llamados axiomas ¢ postulados
El segundo método se basa en la introduvecion de coordenadzs nu-
méricas, y usa la téemica del Algebra. iste método ha cansado un
cambio profundo en la ciencia matemética, del que ha resultado
la unificacién de la Geometrfa, el Andlisis y el Algebra en un sis-
tema orgénico. En este eapitule la clasificacidn segfin el método
serd menos importante que la clasificacién de acuerdo al contenido,

basada en el cardcter de los teoremas mismcz, no importando los

métodos usados para demostrarles. En Geometria plana elemental
se distingue entre teoremas que tratan de la congruencia de las
figuras, uszndo los eonceptos de longitnd y de 4ngulo, y teoremas
que tratan de la semejanza entre figuras, usando e] concepto de
idngulo. Esia distincién particular no es muy importante, ya que
las longitudes y los &ngulos estan relacionados tan estrechamente
que resulta muy artificial separarlos (es el estudio de esta conexidn
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1o gue constituye la mayor parte del conienido de is Trigonome-
trfa). En logar de ello, podemos decir que los teoremas de la Geo-
metria elemental se ocopan de mognifudes: Jongitudes, medidas de
éngulos ¥ Gress. Dos figaras son equivalentes desde este punto de
vista si son congruentes, es decir, si una puede obtenerse de la
otra mediante un wmovimienle rignde, que solamente cambia le po-
sieién, pero no la magnitud. Sorge ahora la cuestién de sl el con.
cepto de magnitud y los conceptos de congrmencia y semejanzs re-
lscionados con €l son esenciales & ls Geometria, o si las figures
geométrieas pueden tener otras propiedades gue no desaparecerdn
por transformaciones més dristicas gue los movimientos rigidos.
Vamos a ver que asl acontece,

-

Fig. €9, ~ Compresitn de I cirenuferencis

Supongemeas que s¢ dibpja una cireunferencis ¥y un par de
difmetros perpendiculares en un trozo rectangular de madera
blands, como en Ia fig. 69. Si colocamos ¢l trozo entre dos platos
de una prensa potente y la comprimimos hasta gue tengs la mitad
de su anche original, el efrculo se habri hecho uns elipse y los
dngulos entre los didmetros de la elipse va no serdn dnguios rectos
E! cirenlo tiene Ia propiedad de gue sus puntos equidistan del
centro, mientras gue esto no ey verdad para la elipse, Pareciera
que todas las propiedades geométricas de la configuraeion original
han sido destruidas por Ia compresién. ., Pere no es asi; por ejem-
plo, la proposicién de que el ceniro divide cada didmetro en dos
partes iguales es vélida, tanto pars la cireunferencia some paras la
elipse. He aqui uns propiedad que persiste & pesar del cambio
dréstico de magnitodes de la figara original. Esta observacion su-
giere 1a posibilidad de clasificar teoremas sobre figuras geométrieas
segiin que sean verdaderas o falsas euando la figurs se somete a
uns compresién uniforme. Més generalmente, dads nne elase defl-
nida de transformaciones de una figura {(como 18 clsse de los mo-
vimientos rigidos, compresiones, inversiones en eireunferencias, ete.),




podemos preguntar qué propiedades de ia figura no han cambiado
bajo esta clase de trans{ormaciones. El cuerpo de teoremasz que
enuncian estas propiedades serd la Geometria asociada a esta clase
de trausformaciones. La idea de clasificar diferentes ramas de la
Geometria de acuerdo a las eluses de transformaciones comsidera-
das, fué prepuests. por Féix Klein (15491927} en su famosa co-
municacién (‘‘el programa de Erlangen'') presentada en 1872
Lsta obra ha influido enormemente el pensamiento matemético.

En ¢l capitulo V descubriremos el hecho verdaderamente sor-
prendente de gue eciertas propiedades geométricas son tan intrinse-
cas, qus persisten después que las figuras hap sido sometidas a
deformaciones muy arbitrarias; figuras dibujadas en una limina de
caucho gue se estira ¢ comprime de evalquier manera, conservan al-
gunas de sus caracteristicas originales. En este capitule, sin embargoe.
vomos & ocuparnos solamente de aquellas propiedades que no cam-
bian, o quedsn ‘‘invariantes’’ bajo una clase espeeial de trans-
formaciones que se encuentran eatre la clase muy restringida de
los movimientos rigidos, por un lado: v la clase méas general de las
deformaciones arbitrarias, por otro. Ests es la elase de las “‘trans-
formaciones proyectivas'',

738 . ~~Transformaciones proyectivas,

El estudio de estas propiedades geométricas fué impuesto a los
matemaiticos desde hace mucho, debido a los problemas de perspec-
tiva, gue fueron estudiados por artistas como Leonarde de Vinel
v Alberto Durero.

La imagen hecha por el pintor puede considerarse como la pro-
yeceién del original sobre la tela, con centro de proyeccién en el
ojo del pintor. En cste proceso las longitudes v los éngulos se alte-
ran necesariamente en forma que depende de las posiciomes rela-
tivas de los diversos objetos pintades. No obstante, lag sstructuras
geométricas del origingl pueden peneralmente reconocerse en la
tela. }Camo es esto posible? Lo es, porque existen propiedades geo-
métricas ‘‘invarianies en la proyeceién'’, propiedades gque apare-
cen gin alteracién en la imagen y que hacen la identificacién posi-
bie. Hallar ¥ anatzar estas propiedades es el objeto de la Geometria
proyectiva,

Es claro que los teoremas de estz rama de lo Geometria no
pueden ser proposiciones sobre longitudes, dngulos o congruenecias.
Algunos hechss mislados, de naturaleza proyectivae, son bien cono-
cidos desde el siglo diecisiete, o aun, como en ¢l easo del “‘teorema
de Menelse’’, desde Iz Antigiiedad. Pero el estudio sistemético de



la Geometria proyectiva comenzd a fines del siglo dieciocho, cuando
la eseuela Politécnica de Paris inici6 una etapa de progreso mate-
maitico, particularmente en Geemetria. Esta escuela, producto de
Ia Revolucion Francesa, produjo muchos oficiales para el servicio
militar de la Repiblica. Uno de sus graduados fué J. V. Poncelet
(1788.1867), que eseribié su famoso Tratade de las propiedades
proyeciivas de las figuras en 1813, mientras ers prisionero de gue-
rra en Rusia. En e} siglo diecinueve, bajo la influencia de Stemner,
von Staudt, Chasles y otros, la Geometria proyectiva fué uno de
los principales temas de la investigazeidn matemaitica. Su populari-
dad fué debida en parte a su gran encanto estético y en parte a
su efecto aclarador de la geometria eome método, ¥ a su Intima
conexién con la Geometria no Euclidea y el Algebra.

§ 2. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

74 .—-Grupo de transformaciones proyectivas.
Definiremos primero la_clase o ‘‘grupo’’ (}) de transforma-

ciones proyectivas. Supongamos tener dos plancs x y «° en el espa-
cio, no necesariamente paralelos. Podemos entonces obtener una
proyeccion ceniral de n sobre w' desde un centro dado O que no estd
ni sobre n ni sobre &’ definiendo la imagen de cada punto P de
x como aquel punto P’ de « tal que P y P estin sobre la misma
recta que pasa por 0. Podemos también obtener una gproyeccisn
paralela, en la que todas las lineas de proyeccién son también
paralelas. Del mismo modo, podemos definir la proyeecién de la
linea ! de un plano n sobre otra linea ¥ de %’ desde un punto
0 de x, o bien mediante proyeceién paralela.

Una representacién de una figura sobre otra mediante una pro-
yeceion central o paralela, o por una sucesién finita de tales pro-
yecciones, se llama transformacién proyectiva (). La Geometria
proyectiva sobre el plano o sobre la reeta consiste en el conjunto de
aquellas proposiciones geométricas que no varian en una transfor-
macién proyectiva arbitraria de las figuras a las que se refieren.

Por el contrario, llamaremos GeOmetm_metﬁc’a'al conjunto de ague-

llas proposiciones que tratan de las magnitudes de las figuras, in-
variantes sélo bajo 1a clase de los movimientos rigides.




Fig. 70. - Proyeccidn desde un poute, .

Algunas propiedades proyectivas pueden reconocerse inmedia-
tamente, Un punte, natorslmente, se proyectaré en un punte.
Ademés, una recta se proyectard en ung recia; pues si la linea I de
x se proyeeta schre ¢l plano x' la interseccién de o' con el plano
que pasa por O ¥ I seréd una recta {?). 8i vn punto 4 3y unsa rects !
se perienecen (*), en la proveecién el punio correspondiente 4’ ¥
la rectn I’ también se pertenccen. Luego 1a perienencie de un punio
¥ una recla es tnvaranie en ¢ grupo proyective, De ese hecho sur.
gen muchas consecuencias simples, pero importantes. Si tres o mas
puntos son eclineales, es deeir, pertepecen & una misma recta, en-
tonces gus imégenes son también colineales. Asimismo, si en el pla-
ns x trez o mias reetag som concurrenfes, es deeiy, pertemeren a un
mismo punts, entonces sus imfgenes serdn también rectas concu-

Fig. 71, — Proveccidn paraieln
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rrentes. Mieniras estas propiedades simples, perienencia, colinea-
eibn y concurreneis son propsedades proyectwes (es decir, propie-
dades invariantes en lsg proyecciones), en cambio, las medidas de
longitud y de dngulos, radios y otras magnitndes se alteran en ge-
neral en la proyeceidn. log tridngulos equilitercs e isdeceles pueden
proyectarse en {ridngulos euvos lados tengan diferentes longitndes.
Por tanto, sungue “‘trifngulo’ es un concepto de Geometria pro-

veetiva, *“trikoguio equilitero’ no lo es, ¥ pertenece séloc a la Geo.
metris métrica,

75 .—Teorema de Desargues.

Uno de los primeros desenbrimientos de geometria proyeetiva
fué el famoso teorems de Desargues (1593-1652) sobre tringulos.
Si en un plane dos tridagulos ABC y A’B'C’ son tales que las rectas
que wnen sus vérfices corvespondionies concurren en un mismo pwn-
to O, enlonces los lados correspondisntes deben cortarse en tres pun.
tos colincgles, La fig. 72 ilustre el teorems y el lector puede dibu-
jar otras figurss para .probarlo por experimentacién. La pruebs
no es triviel, pese & la sencilles de la figurs, formads sdle por rec-
tas. El teorems pertenece a la Geomstria proyective, pues si pro-
vectamos la figura entera sobre siro plsno, tonservard la propie
dad enupciada en el teorema.

¥ig. 72, — Configuracién de Desargoes en e} plano.

Daremos nos demostracidn de este {eoremaz en § 5. Por €] mo-
mento abservaremos el hecho notable de que el teorema de Desargues

es también verdadero s los triangulos estian en dos plancs diferen-
tex {no parslelos}), como s ficll de probar.

Supongamos que las rectas A4’ BB y OO se cortan en O
{fig. 73} de scuerdo con la hipdtesis. Entonces AR estd on e} mismo



Fig. 78 «— Configerscién de Dexargues en el ezpacis

plano de A'P’, es decir, gue estas dos reetas sg cortan en @,
jgualmente AC v A'C" se cortan ¢n B, y lo mismo BC y
B’ se cartan en P. Como P, @ ¥ R estan en las prolongaciones
de los lados ABC ¢y A'B'C’, deben estar en el mismo plano de cada
uno de los das trifngulos, ¥ en consecuencia deben estar en la recta

" de interseceidn de estos dos planos, Luego P, ¢ ¥ R son eolineales,
eomo queriamos probar.

Esta simple demostracién sugiere que podemos demostrar el
teorema para dos dimensiones mediante, por deecir asf, un paso al
limite, uplastando la figuras total de manera gue los dos planos co-
fucidan en el Hmite, y el punto O, junio con los ofros, caiga sobre
] plano. Hay, gin embarge, cierta dificuliad en Hevar a csbo tal
proceso de limite, pues la recta de interseccién PQR no esté univoe-

camente determinada cusndo los plancs ecinciden. Luego se requie-

ren precsuciones para deducir el teorema bidimensional del tridi-
mensional, aunque poeds haeorse.

Existe una diferencia fondamentsl entre el toorema de Desargues en e
piane y en el espacio Nuestrs demostracién en tres dimensiones uss razous-
mientes geoméiricos basados solsments on lot conseptos de pertenentiz ¢ in-
terseceién 42 puntos, rectas ¥ planos. Pueds swostrarse ove ia demosiracién del
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teorems bidimensionsl, si se proceds por compleie en 2l planc, requisre pece-
serinmente o uio del conzepto de suxprezncis de figurss, que s equivalente
al coneepto métrico -de longitud ¥ ¥a Do es uns nocifn proyeetiva.

Ei teorems reciproce del de Desurgues establece que ai ABC y A'B'C’ son
dos trikngulos situmdos de modo gue los punios ds interseccién de lox lmdos
correspondientos won colimeales, entonces lxs restas que nnen wirtices eorres
pondientes son consurrentes. Ba demosiracién pars &l caro en que los trikn
gmu&nudmplmumwmndexdkanzmqmmn

§ 3. RAZON ANARMONICA

16 . —Definicién y prueba de invariancia.

Asi como Ja longited del segmento de rects ¢s lp elave de ls
Geometris métrica, hay un concepto fundamental de la Geometria
proyectiva mediante ¢] cual pueden expresarse todss las propieda.
des netamente proyectivas de las figurss,

Si tres puntos A, B, C estin en una recte, la proyeccién cam-
bia en general no sélo las distancias AB y BC, sino también la ra-
z6n AB/BC. En efeciv, cualguiér trinda de puntos ABC de una
recia 1 puede siempre ser eoordineds eon otra triada 4°B'CY de otra

¥ig. T4

recta I mediante sncesivas proyecciones. Para esto, hagamos girar
1a reets I’ alrededor det puntio {¥, hasta gue esté en la posicién I
paralela & 1 (ver fig. 74). Podemos ahora proyectar 1 sobre ! me-
diante proyeccién paralels a la recta que une C eon (', definiendo
tres puntos A”, B” v C” {C” == (), Las rectas que unen 4, A7 ¥
B, B” deben cortarse en un punto O, como ceniro de la segunda pro-
yeceidn, Estas dos proyecciones nos dan el resuitade deseado (1).

Como hemos visto, ninguna cantidad relativa 8 sélo tres pun-
tos de uns recta qoedari invariante en uns proyeceién. Pero —y
este es el descubrimiento decisive de ja Geometria proyectiva— s
tenemos cuairo puntos 4, B, C, D de una recta, v log proyectamos



sobre otra recta en A’, B, (", I¥, hay entonces una ecantidad, lia-

made razdn anarminica de los euatro puntos, que eonserva su valor’

en la proyeccidn. He aqui una propiedad matemdtica de un eon-
junto de cuatro punios de una recta que no desaparece mediante
proyeceidn ¥y que puede reeonocerse en toda imagen de la recta
La razén anarménics no es y& una longitod, ni un cociente de dos
longitudes, sino lo razdn de dos coclenfes; por definieién, la razén
ansrménica de los cuatre punies 4, B, €, D, tomados en este or-
den, es:

ol

A B ¢
. CA/CB
DA /DE
Vamos a mostrar gue lo razdn ansrmonica de cuatre punios
no varia en la proyeccion, es decir, que i 4, B, C, Dy A", B, O, ¥
son puntos eorrespondientes de dos rectas relacionades por proyee-
¢cién, se verifice:

CA/CB  CA'/CE
DA/DE DA /DB

La demostracién se logra con medios elementales. Recordemos
que ¢l érea de un triingule es igual a 14 (base por altura) y estd
también dada por la mitad del producto de dos cuslesquiers de sus
lados por ¢l seno del ingulo comprendido. Tenemos en la fig. 75:

A B ¢ D
Fig. 75. — Invariancia de'ls 7asés sparménics oo uns proyecciés cestral
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froa OCA me 1ok . CA == 15 04 . OC gen COA
firea OCBem 1o h . OB w= 140B . OC 8en COB
area ODA we 15h . DA o= 14,04 . OD sen DOA
frea ODB ww 14k . DB wm 1508 . OD sen DOB
de donde se deduee por divisibn:
CA/CB CA . DB OA . OCwnCOA ) OB ., OD sen DOB

DA/DE  CB.DA  OB.0CsnCOB  OA.ODsen DOA
sen C0OA sen bDOoB

- ,

j " snCOB  sen DOA

Luego la raeén ansrménica de 4, B, €, D depende dnicamente
de los Angulos subtendidos desde & por los segmentos gune unen
4, B, €, D. Como estos éngulos son los mismos para cuslesguiera
otros cuatro puntos &’ B, ¢, I¥ en que A, B, C, D pueden ser
proveetados desde O, se tiene que la razén anarménica no varia en
la proyeceidn,

Que ia razén snarménica de euatiro punies no varizs en una pio-
veceidn paralela se obtiene de propiedades elementales de los trién-
gulos semejsntes y 1a demostracidn es un ejercicio para el lector.

%



TOPOLOGIA
168. —Introduccién.

A mediados del 5. xIX ecomenzd un desarrollo completaments
nuevo de la geometria, que se convirtid ripidamente en una de las
mayores inerzas de la matemitiea moderna. El ngeve estudio,
llamado Andlisis snifus o Topologin, estudia las propiedades de las
figuras geométricas que subsisten sun cuando esas figuras se some-
ten a deformaciones tan drasticas que todas sus propiedades métrieas

¥ proyeetivas desaparezean,

Uno de los grandes geGmetras de ese tiempo fné A. F. Moebius
{1790-1868}, an hombre cuys modestia lo destind a la earrera de
ingignificante astrénomo en un cbservatorio secundario en Alemania.
A la edad de 63 afios sometis a 1y Academia de Paris uns memoria
sotre superficies de uha eara, que contenia algunos de los més sor-
prendentes hechos de ests nueva clase de geometrfs, Como otras
importantes eontribuciones anteriorss, su trabajo permsnesié sepul-
tedo varios afios en las carpelas de la Academia, v por fin lo publicé
su autor. Independientemente de Moebius, el astrénomo 4. B. Listing
{1808 - 1822} de Goettingen, hize descubrimientos similares, ¥ si-
guiendo sugestiones de Gauss publied en 1847 "an pequefio libro,
Vorsiudien zur Topologie. Cuando Bernbard Riemann {1826-1866)
llegé a Goettingen como estudiante, encontrd la atmésfera matema-
tiea de esa cindad universitaris llena de ansioso interéds por estas
extrafias v nuevas ideas geométrieas. Pronte se di6 cuenta de que
slf estaba la llave para comprender las més profundas prop.edades
de las funeiones analiticas de una variable compleja. Nada, quizé,
ha dado mas fmpetu al posterior desarrollo de la Topologia que la
gran estructura de la teoris de Riemann sobre ias funciones, en ls
cunl los conceptos topoldgiros son absolutamente fundamentales,

Al principio, 18 novedad de les métodos en el recieate campo
ne dejé tiempo a los malemiticos para presentar sus resultados en
la tradicional forma de postulados de Is geometria elemental. Asi,
los posteriores investigadores, eomo Poincaré, se vieron forzades a
eonfiar bastante en la intuicién geométrica. Aun hoy, un estudiante
de Topologia encontrard que mediante una mayor insistencia en sl
rigor de la presentacién puede perder de vista el contenido geomé-
trico esencial en medio de una masa de detalles formales, Sin em-
bargo, es un gran mérite de los trabajos recientes haber conducido
la Topologia dentro de la red de la matemitica rigurosa, donde la
intuicién es la fuente, pero no el patrén de validez final de la verdad.




Durante este proceso, comenzado por L. E. J. Brouwer, la signifi-
ecacion de la Topologia para easi toda la matemdiica se fué incremen-
tando. Matemsticos americanos, en particular O, Veblen, J. W.
Alexander y 8. Lefschetz, han sportado importantes contribuciones
en s materia,

Mientras la Topologia es en definitiva una ereacién de los
dltimos cien afios, hubo unos poces y aislados. descubrimientos ante-
riores que después encontraron su lugar en el moderno desarrolio
sistemético. ,Sin duda el mds importante de ellos es una férmaula,
que relaciona el niimero de vértices, aristas y caras de un poliedro
simple, observada aproximadamente en 1640 por Descartes, y redes-
cubierta y usada por Euler en 1752, El tipico earfcter de estas
re}acionm’ como teorema topolégieo se hizo evidente mucho mas tarde,
después de que Poincaré reconocid la *‘ férmula de Euler’’ y sus gene-
ralizaciones como uno de log teoremas eentrales de la Topologia, Asi,
por razopes tanio histéricas como intrinsecas, empezaremos nuestra
discusién de Ia Topologiz con Is formula de Euler. Puesto que el
ideal del rigor perfecto no es necesario ni deseable durante los pri-
meros pasos en un campo no familiar, apelaremos de vez en cuando
# la intnicién geométrica del lector.

§ 1. FORMULA DE EULER PARA LOS POLIEDROS

104 —La formula de Euler,

Aunque el estudio de los xpaiieéma ocupé un lugar central em
la geometria griega, cupo a Descartes y Euler el descubrimiento del
signiente hecho: en un peliedro simple, designando con V el nimero
de vértices, con 4 el nlunero de aristas, y con € el nitmers de caras,
es glempre:

(1) Vool o C oo 2,

Por un poliedro se entiende un sélide cuya superiicie consiste
en cierto nfimero de caras poligonales. En el caso de sélidos regu.
lares, todos los poligonos som congruentes y todoes los dngules co.
rrespondientes a un vértice son iguales. Un poliedro es simple si
nG hay en &l *‘agujeros’’, o sea que su superficie pueda ser defor-
mads continuamente hasta legar a la superficic de uns esfera. lLa
fig. 120 muestra un poliedrs simple que no es regular, mientras la
figura 121 muesira un poliedre que no es simple.

El leetor puede eomprobar el hecho de que la férmula de Euler
vale para los poliedros simples de las figuras 119 y 120, pero no
vale para el poliedro de la figura 121.

Psre probar la {érmula de Euler, imaginemos que el poliedro




Fig. 119, — Los polisdrus regulares. ‘

simple dado esté vacio, con una superficie hecha de delgada goma;
8 cortamos una cara de poliedro huees, podemos deformar la su-
perficie restante hasta extenderla sobre un plano. Por supuesto, las
freas de las ecarag y los &ngulos entre las aristas del poliedro cam.
biardn en este proceso, Pero 1a red de vértices ¥ avistas en el plano
eontendrd el mismo nimers de vértices ¥ aristas que contenia el

poliedro original, mientras el ndmero de poligoncs serd menor en
ung unidad que el del poliedro orgmal, puesto que fué sacada una

cara. Mostraremos ahora que para fa red plang es, ¥V 4 + € am 1,
o ges que, si la cara sacada se cuenta también, e resultado &
V—A 4 =2 para el poliedro original.

Primero ““triangulamos’ la red plana de la siguienie manera:
eu algin poligono de la red que no ses en tridngulo trazamos una
diagonal. El efecto de esto es incrementar tanto 2 4 come C en 1,
conservando asi el valor de V — 4 -+ C. Continuames dibujando
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Fig. 120. — Un poliedro simple:
Vs 3 €0 18 - 31 = 8

Fig. 121, — Un poliedro as simple:
Fed s Co=]6 382 4 180,

diagonales uniendo pares de puntos (fig. 122) hasta que la figura
esté formada por tridngulos. En la red triangulsda V—A4 4+ O
tiene el valor que tenfa antes de la divisién en tridngulos, puesto que
¢l trazado de diagonales no o ha cambizde,
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Fig. 122, ~ Demostracidn del Teorsma ds Euler.

Algunos de los triingulos tienen aristas enm el conforme de 3
red plana. Algunos de éstos, eomo ABC, tienen sélo una arista en
el contorno, mientras que oiros pueden tener dos. Tomemos cual-
yaieras de estos tridngulos de contorno y sacamos aguella parte de
é que no pertenece a ningln otro triingulo. Asf, de 4BC sacamos

1a arista AC y la cara, dejando los vértices 4, B, C y las dos aristas
AR y BC; mientras que de DEF sicamos la cara, las dos aristas

DF y FE, y ¢l vértice F. La eliminacién de un trifngule del tipo
ABC hace deerecer 4 ¥ C en 1, mientras V no altera, de modo que
V— 4 4 { permanece igual. La eliminacién de un trifngulo del
tipo DEF dismingse Ven L, A en2, yCenl asique Ve d 4+ C
permanece también igual Por una sucesion apropiadamente elegida
de estas operaciones podemwns sacar iridngulos con aristas en e eon.
torno {el cual cambis con cada eliminacién), hasta qoe finalmente
quede sélo un tridngule, con sus tres vértices, tres aristas y una
‘eara. Para esta simple red, V— 4 + C = 3-—3+ 1 ==1. Pero he-
mos dicho que por la eliminacidn constante de tridngulos la expre.
sion V — 4 -+ C no se alteraba. Por lo tante, en la red plana ovigi-
nal, V— A + ¢ debe valer también 1, y también debe valer 1 en
e} poliedro con una cara menos. Concluimos que Vo A 4 C o @
para ¢l poliedro completo. Esto completa la prueba de la férmuls
de Eaoler.
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Basdndose en In 2érmuls de Enler es ficil mostrar gue ms hay mis que
¢inco poliedros reguisres, Pars eilo mpongsmos que un poliedro ragular tiene
C caras, cade uns de las cusled oo un poligono regular do & indos. y que en

eads vértice se encuentrzn r aristas. Contando las aristas mediante las caras
¥ los vértices, vemos gue

%.C==2, 4 [z

porque cads arista pertenece s dos ¢arss, ¥y por lo tanto es contada dos vecse
en el producto n.C; por otrs parte,

.V =24 (3
puesto que cada arista tiene dos vértices, Luego de (1) obienemos 1a ecuacida
24 24
e
" r
o mea
1 1 1 1
el Sl T (4]
n r 2 A

Ssbemos. pars emperar, que debe ser #3323 y r 3w 3, puesto que un poli-
gobo debe tener como minimo 3 lados, ¥ como minimo 3 aristas debe encon-
trarse en cads Angulo poliédrico. Pere # y r no pueden ser smmbos mayores que
tres, porque entonces ¢l primer miembre de la ecuacidn {4) no podria exceder
ds 12, 1o cunl es imposible pars cualquier valor positive de 4. Por lo tanto,
veamos qué valores puede tomar r cuazde a== 3. y qué valores puede tomar o
euands rex 3. La totalidad de los poliedros dados por estos doa cases da el

o \
Pars n=o3, ls ecuscibs {4) se transforms op
1 1 1
r 8 F-

f puede asi waler 3, 4, o bisn §, {5, o cuslquier otro ulimerc mayor, debe ex-

slairse por razones ohviss, gesde que 1/4 es siempre positive). Para a2sips ve-

loves de n ¥ r tenemos o == 5, 12 o 30, eorrespondiente respectivaments sl te-

traedro, octaedre ¢ leodaedro. Asdlogamente, para r =3 obtenemos Ia ecuacisn
1 1 1

n 4 4

de In cual se sigue que A== 4 6 3, y 4 =46, 12, 6 30, reapectivamente. Estos
valores corresponden. respectivamente al tetrsedre, eubo, y dudecaedro. Susti-
tuyendo estos valores de n, r, y 4 en las ccuaciones (2} ¥ (3), obtenemos jos
nimercs de vértices y carss de jos poliedroa correspondintes.

§ 2. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS FIGURAS

105 . ~—Propiedades Topologicas,

Hemos demostrado que la férmaula de Euler vale para todo
poliedre simple, Pero ¢l campo de validez de esta férmula se ex-
tiende mucho mas all4 de los poliedros de la geometria elemental,



k4

con sus caras planas y sus aristas rectilineas; La prueba dada pe-
dria aplicarse igualmente en un poliedre simple con caras y arisias
curvas, o & cualquier subdivision de la superficie de una esfera
en regiones limitadas por arcos curvos. Por otra parte, si imagina-
mos la superficie del poliedro o de la esfera formada por una del-
gada lamina de goma, la férmula de Euler valdria afn si ia super-
ficie se deformars doblande y estirando la goma hasta obtener otra
forma cualquiers, siempre gque la goma no se rompiera en el pro-
eeso. Y esto es porque la fdérmuls conclerne sélamente al némers
de los vértices, aristas y caras, y no 2 las longitudes, areas, reetitud,
razones dobles, o cualquier concepte usual de la geometria proyee
tiva elemental

Reealeamos que ls geometria elemental opera con las magnitu.
des (longitud, dnguloe y érea) que no cambian en los movimientos
rigidos, mientres la geomeiria proyectiva opera con los conceptos
{puxnts, rects, incidencia y razén doble} gue no cambian o son in-
varigbles con respecto al grupo més amplio de las transformasionss
proyectivazs. Pero los movimientos rigidos y las proyecciomes son
ambos easos muy especiales de lo que se llama tronsformaciones
topolégicas. Una transformacién topolégica de una figura geomsé-
triea A en atra 47 estd dada por eualquier correspondencia

D ewr p’

entre los puntos p de A ¥ los puntes p° de 47 que goza de las dos
siguientes propiedades:

1. ZLa correspondencia £s biunivoce. Esto significa que a cada
punto p de A corresponde jnstamente un punto p* de A', y reci-
procamente.

2. Lo correspondencis g¢ conlinua en embos senfidos. Esto
significa que si tomamos dos puntos cualesquiera p, ¢ de 4 y mo-
vemos p de tal modo que la distancia entre él y ¢ se aproxime a
¢ero, la distancis entre los puntos cotrespondientes p’, ¢’ de 4’ tam-
bién se aproxime a cero, y reciprocaments.

Toda propiedad de una figura geométrica A que vale también
para eualquier figura en gue 4 pueds transformarse por yna trans-
formacidn topologica, se lama una propiedad fopoligica de 4, y
la Topoiogic es la rama de la geometris que opera solamente con
las propiedades topoldgicas de la figura Imaginemos una figara
copiada “‘libremente’’ por un consciente pers inexperto dibujante
que hace curvas las lineas reetas y altera &ngulos, distancias ¥
dreas; pues bien, aunque las propiedades métricas 3 proyeetivas de
In figura original habrin cambiade, sus propiedades topoldigicas per-
maneceran idénticas.
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Los ejemplog més intuitivos de trapsformaciones topolégicas
generales son lss deformaciones. Imaginemos una figura eomo una
superficie esférica o un tridngulo hecho de una delgada lamina de
goma o dibujads sobre ella, que es luego estirada o toreida de eual-
quier manera sin rosgarla y sin hacer eoineidir puntos distintos.
{Hacer coincidr dos puntos distintes violaria 1a condicién 1. Ras-
gar la Jamina de goma violaria la condicidn 2, puesto que dos pun.
tos de la figura original que tienden a eoineidir provenientes de
lades opuestos de la lines a lo large de la eual se ha rasgado ia
lamina, no tenderdn s coinecidir en la figura rasgada). La posicién
final de la figura debe ger, pues, una imagen topolégica de la_ori-
ginal. Un tridngulo puede ser deformado hasta obtenerse stro
triangulo o hasta obtener un cireule (figs. 123 y 124), o una elipse,
¥ por lo tanto estas figuras tienen exactamente las mismas pro-

Fig. 12& — Buperficies po topolégicamente squivalentes,

piedades topeoldgieas; pers no se puede deformar un eirculo para
obtener un segmento rectilineo, ni la superficie de una esfera para
obtener la superfivie interior de un tubo.

El coneepto general de transiormacidén topoligica es mas am-
plic que el eoncepto de deformacidén. Asi, lss dos curvas de la fi-
aura 134 son topoldgicamente equivalentes entre si o con respecto
a una circunferencia, puesto que ellas pueden coftarse, s.n torcerse.
v luego ser cosides, Pero ez imposible deformar una curva hasts
obtener ia otra o basta ebtener un cireole, sin antes cortar la curva.

Lag propiedades topolégicas de las figuras (tales como la dada
por el tecrema de Huler y otras que seran discutidas en esta see-
cidn) tienen gran interds e importancia en muchas investigaciones
matemaiticas, Ellas son en cierto sentido las mis profundas y fun-
damentales de todas las propiedades geométricas, desde que persis-
ten sometidas g los més drdsticos cambios de forma,



106 . —Conexidn,

Como nuevo giemplo de dos [iguras que no son topolécicamen-
te equivalentes, podemos copsiderar los dominios plancs de la fi-
cura 120, La primera de ellas consta de todos les puntos interiores

a un eirculo, mientras que la segunda consts de todos los puntos
eontenidos entre dos circunferenciss concéntricas. Cuslquier curva
cerrada centenida en el deminio g puede deformarse continuamente

Fig. 128, — Corte ¢n un dominic doblemente conexs para converiirlo
en simplemente consxo.

¢ ‘“coniraerse” continuamente alrededor de un Unico punto deniro
del domanie. Un dominio con esta propiedad se dice simplemente
coners, El dominio b no es simplemente conexn. Por ejemplo, una
circunferencia concéntrica c¢on las dos ecircunferencias bordes o
puede deformarse hasta obtener un finieo punte interior al dominio,
pueste que durante este procese la curva deberia pasar necessria-
mente sebre el centro de las circunferencias, que no es un punio
del dominie. Un dominio que no es simplemente conexo se llama
miltiplemente conero. 5i el dominio miltiplemente conexe b se
corta a lo largs de un radio, como en la fig 126, ¢ dominio resul-
tante es simplements conexo,

Més generalmente, podemos construir dominies con dos, tres, o
més ‘‘agujeros’’, como el dominio de la fig. 127, Para convertir
este dominio en otro siimplemente conexo, son necesarios dos cortes.
&i para convertir un dominio miltiplemente conexe dado D en stro
simplemente conexo se necesitan n.1 cortes que lo atraviesen ¥

[
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que unan un borde con oiro, entonces ¢f dominio D se llama conexo
de orden ». El orden de conexién de un dominio en el plano es un
impertante invariante topoldgico del dominio;

Fig. 127. — Reduseién de un dominio triplements conaxo.

§ 3. OTROS EJEMPLOS DE TEOREMAS TOPOLOGICOS

107 .~~El teorema de la carva de Jordan.

Una curva cerrads y simple (o sea que no se corta a si misma)
esth dibujads en el plane. |Qué propiedad de ests figurs persiste
aun cuando el plano se considera como ldmina de goma gue puede
deformarse en cualguier sentido! La longitud de la curva y el érea
que ella encierrs pueden cambiarse con una deformacitn, Pere hay
una propiedad topolégica de la confipuracidn que es tan simple que
parece trivial: una curva simple y cerrade C 'de un plano divide
a éste en dos dominios, uno interior y otro exterior, Esto significa
que dos puntos de! plano se dividen en dos elases 4, el exferior de
la curva, y B, el interior— tales que cualquier par de puntos de
la mismna elase pueden unirse por medie de una curva que o corta
a C, mientras que cuaiguier carva que ane dos puntos pertenecientes
a clases distintas corta a (. Ests agercién es evidentemente cierta
para una circanferencia o una elipse, pero esta evidenela disminuye
notablemente si se contempla una curva eomplicada como el intrin.
ende poligono de la fig. 128

Este teorema fué estzblecido por primera vez por Camille
Jordan (18381922} on gy famose Cours d’dnglyse, del cual tods

— T T AT g

una generacién de matemiticos aprendié el concepto moderno de
rigor en Andlisis. Aunque parezea extrafo, la prueba dads por
Jordan no fué ni corta ni simple, y la sorpresa fué agn mayor
cuando se vié que dicha demostracidén no era valida y que se necesi-
taba un considerable esfuerzo para llenar las lagunas de su razo-
namiento. La primers demostracién rigurosa del teorema fué may
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Fig. 188 ~= jQué puntes del plano son imteriorce al peligono?

complicada y diffeil de entender, aun para muchos matemaiticos
bien entrenados. Sélo recientemente se han encontrado pruebas re-
lativamente gimples. Una razén de la dificultad reside en la gene-
ralidad del coneepts de ‘‘enrva simple ecerrada’’, que no estd res-
tringido al conjunto de poligonos o curvas *“‘uniformes’’, sine que
incluye a todas las curvas que son iméigenes topoldgicas de una cir-
cenferencia. Por otra parte, muchos coneeptos como ‘‘imterior’’,
“‘exterior’’, ete, gue son tan claros pars la intuicidn, deben pre-
cisarse para que una prueba riguross sea posible. Es de gran im-
portaneia tefrica analizar tales concepios en su mayor generalidad,
¥ gran parte de la Topologia moderns se consagra a ese fin, Pero no
debe olvidarse nunca que en la gran mavoria de log casos que se
presentan en el estudio de los fendmencs geométricos concretos estd
demés trabajar con coneeptos cuya excesiva genéralidad erea difi.
cultades innecesarias. Por ejemplo el teorema de la eurva de Jordan
puede demostrarse ficilmente para eurvas de condueta razonable.




(0 PANORAMA DE LAS IDEAS GEOMETRICAS

1.1. Sdlidos, superficies, lineas y puntos

El mundo que nos rodea esté constituido por objetos. Estos
objetos estén mejor o peor definidos; por ejemplo, una mesa es
un objeto perfectamente definido: sabemos dénde estin las
patas, dénde empieza y dénde termina, Por el contrario, un
érbol no estd bien definido. (Forman parte de €l las rafces?
Todo objeto bien definido puede estudiarse geométricamentc.
La manera de incorporarse los objetos al espacio constituye una
rama de la geometria,

Consideremos un -sdlido cualquiera; éste ocupa una cierta
parte del espacio o, en otros términos, existe una superficie que
delimita ‘el interior y el exterior del sélido. Una piedra, por
ejemplo, posee una superficie. En el interior de esta superficie
se encuentra la piedra y en el exterior el resto del mundo. Esta
superficie es la frontera de la pledra.

Consideramos las superficies como fronteras de los sdlidos.
Podemos también considerar las fronteras de las superficies.
Para estudiar una cierta parte de la superficie de la piedra,
basta con trazar una frontera que encierre a esta parte. Esta
frontera estd constituida por una linea curva o por un conjunto
de segmentos de rectas. Si siguiendo con el dedo esta frontera
volvemos al punto de partida, diremos que esta frontera es

Las fronteras de los sélidos son superficies, las de las supe-
ficies son lineas.

Existen superficies que no poseen frontera. La superficie de
una esfera —una pelota, por ejemplo— no tiene frontera. Es
posible desplazarse sobre la superficie de la pelota sin encontrar
nunca un punto a partir del cual no podamos ir més lejos o
estemos obligados a abandonar la superficie.

La propia superficie de Ja pelota es la frontera entre el in-
terior y el exterior de la pelota, pero esta superficie no posec
frontera. Sin embargo, una parte de la superficie de }a pelota
admite una frontera. Podemos, en efecto, trazar una circunfc-
rencia sobre la pelota definiendo asi una regién cerrada de esta
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superficie. La frontera de esta regidén es la circunferencia alu-
dida. En el exterior de esta circunferencia se encuentra otra
region cerrada constituida por el resto de la pelota..

De la misma forma, podemos considerar partes de lineas; por
ejemplo, uns cuarta parte de la circunferencia anterior. La fron-
tera de esta linea est4 formada por sus dos puntos extremos.

Si nos desplazamos & lo largo de Ja circunferencia, nunca la
abandonaremos ni encontraremos ningun punto frontera, pues-
to que podemos dar vueltas a o largo de la circunferencia inde-
finidamente.

Podemos empezar el estudio de la geometria a través del de
los sdlidos y sus superficies; después estudiar las lineas, fron-
teras de las superficies y, por ultimo, los puntos, frontera de
las linecas.

En resumen, los sélidos poseen fronteras que son superficies;
las superficies poseen fronteras que son lineas; y las lineas po-
seen fronteras que son puntos.

La geometria es el estudio de las propiedades de los sélidos,
de las superficies, de las lineas y de los puntos, as{ como las
relaciones entre estas propiedades.

1.2. Transfermaciones, base del estudio de la geomeiria

La geometria es el estudio de las propiedades del espacio.
Nos desplazamos y hacemos cambiar la posicién de los objetos
en el espacio. Podemos meodificar estos objetos estirdndolos o

dobléndolos, por ejemplo. Las propiedades de Jas transforma-
ciones constituyen una rama de la geometria,

Consideremos, para poner un ejemplo, nuestra sombra. Ob-
servamos asi una transformacién de nosotros mismos sobre el
suelo. Una cierta forma corresponde a nuestra cabeza, otras a
nuestros brazos, a nuestras piernas, etc. Naturalmente, resulta
posible colocarse de tal forma que una pierna esconda a la otra.
Esto demuestra que esta transformacién depende del éngulo
con el cual nos llegan los rayos del sol.

Existen transformaciones més sencillas. Desplazar un objeto,
por ejemplo. Esta transformacién modifica la posicién del obje-
to. También podemos girar el objeto alrededor de un punto
fijo. Tal transformacién se llama rotacién. También es posible
girar el objeto alrededor de un eje fijo. Es el caso de una rueda
que gira alrededor de su eje sin rodar. Todos los puntos de la
rueda cambian de posicién, salvo los del eje. Naturalmente, se
pueden modificar las posiciones de los puntos del eje haciendo
rodar Ja rueda sobre el suclo.

Existen transformaciones que conservan las distancias y los
éngulos. Si cierto segmento mide 3 cm, el segmento correspon-
diente de la figura transformada mide también 3 cm; de igual
forma, si dos rectas de la figura inicial forman un dngulo de 60°,
las rectas correspondientes de la figura transformada forman
un éngulo de 60°, etc. Todas las transformaciones que conservan
las distancias y los dngulos se llaman isomerrias. Es evidente



que la proyeccién de una sombra no es una isometrfa. Una
sombra es mas pequefia a mediodia que temprano por la ma-
hana o tarde por la tarde. La distancia entre dos puntos de nues-
tro cuerpo no se conserva en nuestra sombra. De hecho, esta
distancia varfa en funcién del tiempo. Dz todo ello resulta que
esta transformacién no es una isometria.

Cada vez mas, se considera que la geometria es el estudio de
las propiedades de las figuras que permanecen invariantes cuan:
do «sc hacc alguna cosas. La «geometrfa de las sombras» puede
definirse como el estudio de las propiedades de las figuras que
permanecen invariantes al aplicarles las proyecciones. La geo
metria euclidiana es el estudio de las propiedades de las figuras
que permanecen invarianies al aplicarles desplazamientos.

1.2.1. Transformaciones inversas

Existe un aspecio particularmente importante de¢ las truns
formaciones; podemos «deshacer» algunas transformaciones,
mientras que resulta dificil hacerlo con otras. Expongamos al
sol, por ejemplo, una figura plana hecha de alambre. Podemos
asociar a todo punto de ia figura, un punto de la sombra. In-
versamente, resulta posible encontrar un punto de la figura co-
nociendo un punio de Ja sombra. Para determinar tal punto bas-
tla trazar una recta ficticia que pase por el punto dado cn di-
reccién al sol. Esta recta corts al alambre en un punto que scré
el punto que buscamos. Este resultado no serd cierto si proyec-
tamos la sombra de nuestro cuerpo sobre ¢l suelo; existen mu-
chos puntos de nuestro cuerpo gue tienen la misma proyeccién.
Si tomamos un punto de la sombra, no podemos encontrar el
punto de partida. Esto se debe al hecho de que se provecta una
figura de tres dimensiones sobre una figura de dos dimensio
nes, Tenemos, pues, en este caso, un problema que puede cali:
ficarse de problema de «sentido unicos. No podemos plantiear
una transformacion inversa,

En este libro no trataremos mas que dec transformacioncs
que se puedan efectuar en Jos dos sentides. Si una transforma:
cién transforma una figura A en una figura B, existe siempre
una transformacién que transforma a la figura B en Ja figura A
Se dice que estas dos figuras son rnversas una de otra. 5i des
plazamos, por ejemplo, un libro, la transformacién inversa es
la que hace volver al libro a su posicién inicial. Del mismo
modo, si hacemos girar una rueda alrededor de su eje un cicrto
4ngulo, la transformacién inversa consiste en hacer girar la
rueda en el mismo angulo pero en sentido inverso.

1.3. Nociones de topologia _

Antes de presentar en detalle las isometrias a los nifos, cree-
mos que deben haber estudiado transformaciones més generales
gue no conservan ni las distancias ni los dngulos. Tomemos, por
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Otro invarianie es e] orden. Por ejemplo, sefialemos sobrc
una recta tres puntos 4, B y C en este orden. Comprobamos que
la proyeccién del punto B se encuentra entre las proyecciones
de los puntos A y C. Asf, el orden de los puntos 4, B y C se con-
serva en una proyeccion,
~ Por el contrario, el sentido (directo o retrégrado) puede no
conservarse. Dados cuatro puntos 4, B, C y D situados en una
circunferencia sus proyecciones se encuentran sobre una deter-
minada curva —proyeccién de la circunferencia— y se conserva
el orden; segin que miremos el plano de la circunferencia por
debajo o por encima, los puntos A, B, C y D estarédn en sentido
directo o retrégrado vy el sentido de los puntos proyectados de-
penderé de la posicién del foco respecto al plano de la circun-
ferencla. As{, el sentido no es una propiedad proyectiva,

E! concepto de convexidad estd entre la topologia y la medi-
da; es un concepto proyectivo. El concepto de convexidad hace
intervenir el de segmento de recta. Si nos desplazamos a lo
largo de una linea recta, conservamos una direccién constante;
por el contrario, si nos desplazamos a lo largo de una curva,
cambiamos de direccién, Los concepios de direcciones y de li-
neas «rectas» no son topoldgicos; y lo mismo ocurre con la
convexidad. Por el contrario, el concepto de linea recta es pro-
yectivo; y lo mismo ocurre con los conceptos de interior y
exterior. Un punto interior de una figura se proyecta segin un
punto interior de la figura proyectada. Asf, los interiores son
invariantes al aplicar una proyeccién. Ademds, la proyeccién
de un segmento de recta que une dos puntos interiores de una
figura es un segmento de recta que estd en el interior de la
figura proyectada. Resulta, pues, que la proyeccién de una figu-
ra CONVEXa €S convexa.

Se dice que una figura cerrada es convexa si todo segmento
rectilineo que une dos puntos de su frontera estd, completamen-
ie, en el interior de la figura. Las propiedades de las figuras
convexas y no convexas se estudiardn en las fichas de trabajo.
El estudio de los desplazamientos a lo largo de la frontera de
una figura convexa nos lleva, eventualmente, a la medida de los
angulos, Las circunferencias serdn consideradas como fronteras
de figuras convexas tales que, para todo desplazamiento a lo
largo de estas fronteras, la relacién del arco recorrido al dngulo
es constante.

La transformacién afin es un caso particular de transforma-
cién proyectiva.

Conforme alejamos un foco puntual, obtenemos una aproxi-
macién a la proyeccidn que emplea al sol como foco. El sol esté
tan lejos que, en la préctica, sus rayos nos llegan paralelos. En
tal proyeccién, las r