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El Consejo Nacional de Educación se complace en hacer llegar 
a sus docentes el presente trabajo. 

En esta segunda parte de la publicación de Geometría, se 
completan los conocimientos básicos de la materia que todo 
docente debe poseer en su formación profesional para desempe
ñarse en el nivel primario. 

Aunque ya se manifestó en la primera parte, se reitera en 
ésta que el mismo está dirigido, por 51.1 nivel, a los maestros y 
no a los alumnos. 

También hallarán los maestros en este trabajo una variada 
ejercitación que les permitirá una evaluación luego de la lectura 
de cada capítúlo, encontrando en las últimas hojas las respues
tas a los ejercicios propuestos. 
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l. SUPERFICIE 
1. - FIGURAS EQUICOMPUESTAS: 

BA 

1, , 
2 

\ , 3 

4' 


\ 2 .,..""" ....4 
1 \ .... .... \ 

.... ~ 3 \ , \ 

la figura A puede separarse en los triángulos 1, 2, 
3.4. 

Con la unión de estos triángulos puede fonnarse un 
rectángulo B. 

A Y B son figuras equícompuestas porque resultan 
de la unión del mismo número de polígonos respecti
vamente congruentes. sin puntos interiores comunes. 

2 .... Rr:I.ACION DE EQUIVALENCIA: SUPERFICIE 
R ... "es equicompuesta con"... 

es una relación que clasifica los elementos de un 
conjunto F de figuras: 

F 

~ {n!~<> 

CiI -- T oC I ~ 
I ___ " iI 

~~p r 

• 

1 • 
t 

.....- ~ \ I I I I 

,O LJ7 / \ \ \ 'Y 

o/~ ~$ 



10 
11 

En F se produce unll partición. 

Cada subconjunto de la partición es una clase de 


equivalencia que define una superficie. 
Las figuras que pertenecen a una misma clase son 

equivalentes en cuanto a su superficie. 

Las figuras equicompuestas, llamadas también 
equivalentes, tienen la misma superficie. 

En una clase de equivalencia, si se conoce el valor 
de la superficie de una figura, se conoce también él 
de la superficie de todos los demás polígonos de la 

misma. 
3. _ COMPARACION INTUITIVA DE SUPERFICIE DE 

FIGURAS: 

Dadas las figuras A Y B: 


3.1. Si 	 A'" B 

~ ~ 
Se pueden descomponer en el mismo núme

ro de polígonos respectivamente congruentes. 

Son figuras equivalentes. 
Se indica: A,= B 

luegO: Supo A ~ Sup. B 

Las figuras congruentes tienen la misma 

superficíe. 

Si A f B 	pueden presentarse entre otros, los 
s¡guien tes casos: 

al 

BA 

Para comparar la superficie de A con la 
superficie de n, se puede calcar B y superponer 
sobre A. En este caso la figura A queda sepa
rada en dos partes: la cubierta por "B y la que 
no está cubierta por B. Resulta B congruente 
con una parte propia de A, 

A Se dice: 
Supo de A > Sup. de B 

o bien: 
Sup, de B < Sup, de A 

AA 
I1-_-

Si se superponen las figuras A y B, ninguna 
de ellas contiene totalmente a la otra. 

Se corta la parte sobrante de la figura B y se 
adapta a la figura A, 
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A 
 '  - '- - ' -
,./

-I-/-7--n == - --

Se repite la situación del casO anterior: 

Sup. A> Sup. B 

Sup. B < Sup. A 


4.- CONDICIONES PARA QUE SE CUMPLA LA EQUi
VALENCIA ENTRE: 
4.1. - Dos paralelogramos:

Dados dos paralelogramos de bases Y alluras 
respectívamente congruentes: 

¡ 

I ;-:, Il 113'" S' I IH' -\ 
f HS!'H' 

¿ , 
B' 

B 

al superponer uno sobre olro se observa que: 

2 , A
'L'--1-7 1"" 2 
I'1 IV
I 
I 
I -- 

paralelogramo (B, H) Y paralelogramo (B' ,1-1') 
son figuras cquicompuestas. 

Por lo tanto: 
parale!. (B, H) '" paraleL (B', H') 

Dos paralelogramos son equivalentes si 
sus bases y alturas son respectivamente con
gruentes. 

r b In e PqC7CJc::J 
~ - --rl -,,- - -T - -'~7 ahcct ",alpd '" Bmqd "' ... 

" // " I ;' /
,,/ '~ ¡/
" '.\.:::'i·/ " )''/.. / 


-~-- -"-" - ~--, 

a el 

4.2. - Un triángulo y un paralelogramo: 
Dados un triángulo y un papalelogramo de 

alturas congruentes y tal que la base del para
lelogramo sea- congruente con la mitad' de la 
base del triángulo: 

.0 H "" tI',- r¡H7
I , " 

B' s; 2S/ 'H " 
~-

/ i/L .. .1 __~ t___J./ 

B B' 

se puede superponer al triángulo un paralelo
gramo equivalente al dado, de base y altura 
respectivamente congruentes a B' y H'. 

1;:,,~'17 

/~ 
, A 

Se observa: 1~2 

triáng. lB,11) Y parale!. (B', H') son figuras 
equicompuestas. 

Por lo tanto. 

triáng. (B. H) '" para le!. (B', I!') 
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U n triángulo Y un papalelogramo de al tu
rdS congruentes son equivalentes si la base 
del paralelogramo es congruen te con la 
mitad de la base del triángulo. 

4.3..- Dos triángulos: 
Dados dos triángulos de bases y alturas respec
tivamente congruentes: 

d 
H~H' - APH' 
Be< B' 

H 

" e; 
L I_~-I L __ 

a B m B' n 

Se construye: 
t\1 

Tal que: 

H" He< H' "" H" 
B~ B'~ 2 BU 

r B" s 

.. a A '"l
acd =rstu => acd ,omnp 
A "71 

Hlup rstu) 

Si dos triángulos tienen bases y alturas 
respectivamente congruentes, son equivalen

tes. 

,Ii 
II!I 

1e 

4.4. Un triángulo y un trapecio: 
Dados un triángulo y un trapecio de alturas 

congruentes y tal que la base del triángulo sea 
igual a la suma de las bases del trapecio: 

B' 

ti == H' 
)1 ~ )1' + 13" ~ ffi 


B B" 

se puede dividir cada una de las figuras en dos 
(¡iángulos de la siguiente manera: 

~ B' 
i =r'1por ser triángulos 

2/\~ ~, ,. de bases y alturas I \" /. ,,"
• • I t' t 

. 2" ' J' " 2=2' I respec lvamen e 
.m. ___ \..' ":,. j .... " J congruentes. 

BHBH B.' 

Por lo tanto: 

triáng. (B, H) ~ trapecio (B', BH 
, H') 

Un triángulo y un trapecio de alturas 
congruentes son equivalentes si la base del 
triángulo es igual a la suma de las bases del 
trapecio. 

m d p....--... ... , --,,-.... \ br = be + .;;i 
.... ', \ o. 6 A 

abcd =bnh ~ bdr'~'k 
e rb 
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5. - MEDIDA DE LA SUPERFICIE: AREA: 
Como en el caso de la medida de la longitud, el 

primer paso es la elección de una unidad. 
Con suficientes figuras congruentes con la unidad 

elegida, colocadas de manerd que encajen sin super
ponerse, se puede cubrir cualquier figura ya sea exac
tamente o no. 
Ejemplos: 

Se puede usar una cuadrícula para calcular la me
dida de la superfiCie de una figura superponiéndola a 
ella. El número que resulte de contar las regiones 
unitarias es la medida de la superficie estimada o área. 

por exceso: 30por defecto: 22 

¡ 
Cuanto más pequeña es la unidad elegida, más 

aproximada es la medida estimada. I La misma figura puede ser medida con distintas 
unidades: 

AO F B 
F 

O,----- 1---+ 

Med. Supo FA = 24 Med. Supo Fa = 6 

F • ~ 
K "J 

Med. Supo Fc = 12 

La superficie es la misma; no depende de la unidad. 
La medida de la superficie es un número que varía 

de acuerdo con la unidad elegida y que se llama área. 

5.1. - Area del rectángulo: 
Si con varios cuadrados unidad, conveniente

mente dispuestos, se forma un rectángulo, el 
número de cuadrados utilizados es la medida 
de la superficie del rectángulo o área del mis
mo. 

l'oLejemplo, con J2 Cl.ladrados congruentes 
con: ~ formamos diferentes rectángulos: 

A B 
~ ..... u: unid. de superficie I;I 1I II I JI+H , I I 
~1 1 L ll~ 
1-1-+ u: unid. de longitud 

t---L.--I 

j 
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5.3. - Atea de las figuras circulares 

CORONA CIRCULAR 

Area = u 2 _ lff'2 

Area = 11 (r2 _ r'Z) 

......---.... 

f 

SEGMENTO CIRCULAR CIRCULO TRAPECIO CIRCULAR 

Area 1 == Area !Cet. aob Arca aob 


Area U Ama seel. aol>, d + Area aob 


11'13 QAreal 
3/iO 

",.'"Mea 11 --+ 
___ lIrZ .o:3/iO o: 

360 

• 

Ar 110/ (2 .2)ea=360 f -f 

····2~IIr .0/
Area= 360 
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6. - TEOREMA DE PITAGORAS 

6.1. - Raíz cuadrada: 
r-A-r-e-a-d-e-l-
c'u-a-d-ra-d-o-=-~Z---' 

AreadeC: ~= 25 
51" = 25 

Medida del lado : 5 

Decimos que 5 es la raíz cuadrada de 25, 
porque 5' = 2S (téngase en cuenta que se 

trabaja con números naturales) 

Notación: 
y"'J3"= S porque 5' = 25 

La medida del lado del cuadrado es la raíz 
cuadrada de su área. 

Medida del lado del O = Járea 

6.2. - Dado un triángulo rectángulo, se puede construir 
un cuadrado sobre cada uno de sus lados. 

Los cuadrados A, B
,C ,) Y C tienen por lados 

respectivamente a cada 
uno de los catetos y la 

A hipotenusa del triángu
lo. 

B 


6.3. - a) b) 

Si se dibujan en A cuatro pueden ser ubicados de mane
triángulos congruentes, de ra tal que con B, se cubra 
acuerdo a la siguiente figura: totalmente el cuadrado C. 

fA 

I---lB 
B. 

Las figuras: A U B 	(formada por los cuadrados que tie
nen por lados los catetos del 
triángulo rectángulo) 

y: 	 e (formada por el cuadrado que tiene 
por lado la hipotenusa del cuadrado) 

I 	 son equicompuestas y, por lo tanto, equivalentes 
por su superficie. 

El cuadrado construido sobre la hipote
nusa es equivalente a la unión de los cua
drados construidos sobre cada uno de los 
catetos. 

6.4. Dados los triángulos rectángulos 1 y Il tales 
que: 
- Medida de los catetos de 1: :3 y 4 respectiva
mente, í 

medida de los catetos de ll: S' y 12 respecti
vamente, construimos: 
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EJERCICIOS DE APLICACION 

1. Recortar los triángulos y formar figuras equicompúestas .,< 

con el rectángulo: 
K ::::::w1 

Resulta: 
2. Dada la siguiente figura obtener otras dos de igual área: 

AreaA AreaB ArenCAreaA AreaB ArenC 	 2 
~~~ ~~ ~ 

169 = 144 + 2525 = 16 + 9 


2
-
En todo triángulo rectángulo, el cuadra

do de la medida de la hipotenusa es igual a 
la suma de los cuadrados de las medidas de 
los catetos. 

a' = b' +e' 

4 
3. 	 al Hallar el área de cada una de las figuras resultantes de 

las siguientes operaciones: 

¡o) IUIl 
20 ) In 11 
30 ) I 11enusa 

e los 
espectlv05 catetos 

Esta comprobación permite conocer la me
dida de un lado de un triángulo rectángulo, 
conociendo la medida de los otros dos: 

a2 = b' +c' a=Jel +b' 
=a' - e' b =Jal 

- e'b

e' 
' 

= a2 - e=.../al _ b'b' 

b) Comparar el área de 1 U II con el área de I + área de n. 

4. - lIallar el área de la figura sombreada: 

a) Con respecto a la unidad: O 
b) Con respecto a la unidad: D 
el Con respecto a la unidad: ~ 
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;. _ Calcular la medida de 2 en los siguientes casos: 

~ 
10 

6. _ Determinar el área de las siguientes figuras sombreadas: 

b) 

al 2 

d=6 

e) 

7 

7. - al Un rectángulo es equivalente a un cuadrado de 9 m de 
lado. Si el ancho es de 3 m icuál es ellan!o? 

b) Un triángulo es equivalente a un cuadrado de 81 m'. Si 
la base del triángulo es congruente con el lado del eua: 
drado ¿cuál es la longitud de su altura? 

8: al Un triángulo y un rectángulo son equivalentes y tienen 
la misma altura. ¿Cómo es la base del triángulo con res-
Dceto a la del rectángulo? .• 

b l Un trapecio y un rectángulo son equivalentes y tienen 
misma altura. ¿Qué condición cumplen las bases del tra
pecio? 

e) l..a altura de un rectángulo tiene la misma longitud que 
una de las diagonales de un rombo. La longitud de la 
base es la mitad de la longitud de la otra diagonal. 
¡,Cómo son las superficies de estas figuras? 

d) Un rectángulo y un paralelogramo' tienen la misma base 
y la longitud de la altura del paralelogramo es la mitad 
de la del rectángulo. ¿Qué reladón guarda el área del 
rectángulo con respecto a la del paralelogramo? 

!l. - SEMEJANZA 

1. - SEGMENTOS PROPORCIONALES 
1.1. - Segmentos correspondientes: 

Dadas varias rectas paralelas cortadas por dos 
transversales, se llaman segmentos correspondientes 
a los comprendidos entre las mismas paralelas. 

M N,\a' 

diámetro: 10 

A#B#C#Dat A 

B b \b' ;;¡; y a'b' } segmentos
12 

be y b'c. correspondientes 
e e cd ye'd'\C' 
D d 

5 

\d', 
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1.2. 	 Propiedades de los segmentos correspondienles en
tre paralelas: 

Si tres ° más paralelas son cortadas por dos ° 
más transversales, a segmentos congruentes sobre 
una de las tran~'Versales corresponden segmentos 
congruentes en cada una de las otras. 

A 	 la a 
AIIBIICIID 

Si ab "" be "" cd~b , e"e e c - - ,--, 
r'b' "" b'c' "" c d 

.. 	 => - -- -;;--nD Id \d' \d___ a"bn ~ b~'c" ~ e d 

- Aplicaciones: 
a) División de un segmento en partes con

gruentes:
La clásica división de un segmento en partes 

congruentes, se fundamenta en la propi!l<iad 

enunciada. 

ejemplo: _ 


Dividir aben 5 'partes congruentes. 

Procedimiento: 
Se traza: 

.... -,1'""
10: ap, tal que ab y- ap 

20: en ap, a partir del origen, 
segmentos consecutivos: 

ac "" cd :l! de "" ef "" fg 

/ \ \ \ \ \ 30' gba i_~ 1 Á , iOn' "f' b . 
40 : ce' 11 dd' 11 ce' 11 fr 11 gb 

29 

Resulta: 

I a2 "" C'd" :l! ¡re" :l! e'i" :l! ñl I 
b) La paralela a un lado de un triángulo, trazada 

por el punto medio de uno de los otros dos la
dos, corta al tercero en su punto medio. 
Ejemplo: 

a •
abe 

m punto medio de ab 

mp 11 ac 
Resulta:"L 2~ ~c I p 	punto medio de be 

e) La paralela a las bases de un trapecio trazada 
por el punto medio de uno de los lados obli
cuos corta al otro lado en su punto medio. 
Ejemplo: 

,3 d trapecio abcd 
/ \ m pu~o medio de ab 

, m S mp 11 ad 1/ beT 	 . . 'Resulta: 

b 
e I p punto medio de cd 

1.3. -- Bases medias: 

. a) Bases medias de un cuadrilátero: 
Son cada uno de los segmentos dcteiminados 

por los puntos medios de los pares de lados 
opuestos. 
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b) Bases medias de un triángulo: 
Son cada uno de los segmentos determinados 

por los puntos medios de un par de lados. 
a Ejemplo: a a 

mp: base media 
correspon
diente a bc 

pro base media 
corresp-on
diente a ab 

e 

b 	 b 
mr: base media 

correspon
diente a ac 

e) Propiedades de las bases medros de los: 

19) paralelogramos: 

d 	 c 

mi 	 -f ¿1.. 7'
¡ 	 , 
a 	 b a 

mn base media 
corresponde a 
ab Qcd 

"48!!I 

En todo paralelogramo cada base media es 
paralela al par de lados correspondientes y 
congruente con ellos. Por lo tanto: 

La longitud de una base media es igual a 
la longitud de cada una de las bases ro
rrespondientes. 

2Q) triángulos. 
Cada base media de un triángulo es para

lela al lado correspondiente y congruente con 
su mitad. Por lo tanto: 

La longitud ele cada base media de un 
triángulo es igual a la mitad de la longi
tud del lado correspondiente. 

Justificación: 
e 	 s - . 

---, mn: base media de abc 

I correspondiente a ab 
m( :>'n r: punto medio de ab , 	 1 ........ 


_ .t::7 
I mn = ar base media arse 

a { ( --." b .------:-~----. 
r I mn= tab 

39) trapecios: 
La base media de un trapecio correspon

\ 	 diente a [as bases, es paralela a ellas y su lon
gitud es igual a la semisuma de las longitudes 
de las m isma~.

I ar=B+B'
B' e 	 A 

d .,. 	 fin : base media de ard /< ............... \n 
 mn/ar 

m 	 '\ mn=.ílL 

/ 	 ..... ,': -" I ~ - B + B' 
r mn- 2 

... 



32 

1.4. - Razón entre segmentos: 
La razón de dos segmentos es la razón entre sus 

medidas tornadas respecto a una misma unidad. 

!;. 
razón entre Ji. y B : ~ ~~ 


i =~ 


razón entre ey TI: ~ ~ 
e 	 k =;1

D 2 

1.5. 	 Proporción entre segmentos: 
Dados en un cierto orden cuatro segmentos A, B, 

C y D, tal que la razón entre los dos primeros es 
igual a la razón entre los dos últimos, se dice que 
dichos segmentos son proporcionales. 

~ B 

;",';;¡!i~ 
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2. - SEMEJANZA DE POLIGONOS: 
La semejanza es una correspondencia biunívoca en

tre los vértices de dos polígonos convexos o entre los 
vértices de un solo polígono convexo con ellos mis
mos, tal que los lados correspondientes son propor
cionales y los ángulos correspondientes son con
gruentes. 

d 

e 

a f 

c g 

Resulta: 

h 
Si: 

a ~ e 
b .... f 
e .,. g 
d ..,. h 

ab = .h!; =w.. = da 
ef fg gh he 

a ~ e 
b ?i f 
~ ~:~ 
d "" h 

Ji. =;11 	 políg. abed ~ políg. efgh - 2 Se Ice:B 	 1 
Se lee:~.A=k A es~ B políg. abcd semejante políg. efgh B TI { Corno ees a D 

e ~ =1 [ 	 I 
D 2 J~ 

D Si en el siguiente conjunto de figuras se aplica la 
relación ..."es semejante a".. se obtiene una parti
ción: 

Cada subconjunto de la partición es una clase de La igualdad entre las razonez ! y .f- se llama 
B D equivalencia. 

proporción 
i 
1 	 ,.,JoIi 
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rJ 

1-1

2, 1, 

, 
b' ,Jét,!o un triángulo se puede obtener otro seme

Jante, trazando una recta paralela. a uno de SUs 
lados, 
Ejemplo: 

•
Dado abe y iññ# ao, pueden presentarse las 

siguientes situaciones: 
a) bl n el 

e e"

Las figuras que pertenecen a una misma clase 
de equiv,alencia tienen la misma forma, 

_ 

\ I 
\ I 

a 1 \ b 
I \ 


I \ 

I \
b<8> ~ 

a m n 
a 

\ 

b 

en todas resulta: Semeíanza de triángulos: 

a) Dados dos triángulos abe y a'b'c' 


a men - abe 

a' 
- Criterios de semejanza de triángulos: 

e I º) Si dos triángulos tienen dos pares de lados,\>c' 1 homólogos proporcionales y los ángulos com
b' prendidos entre ellos congruentes, entonces

b I son semejantes, epor definición es: 
Iabe ...... a'b'c' 

si: m. " )de df • • 
a <,'r a' aE:!: á' _ ~ abe - def 

ab = ",l<l!.b" b' a~d 
a~b' b'c' 

b "" b' ,6 
f 

e C"/ e' e~ C' b ea 
I 

.L 
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De acuerdo con este criterio resulta que: Ejemplo:

"Dos triángulos rectángulos son semejantes si 
 Dado el polígono abede 
sus catetos son proporcionales". 

a 

20) Si dos triángulos tienen dos ángulos respecti
 a : primer vértice 

vamente congruentes, entonces son semejan b 
ab: primer lado tes. 

e e ac: primera diagonal 

aS!ódl " • . , I => abc ~ def 
bS!óe 

d,f1,
all !/\b b) Para obtener un polígono semejante al abcde se 

procede así: 
- Se determina un punto cualquiera del primer 

Resulta así que: lado ab. "Dos triángulos rectángulos con un ángulo 
agudo congruente, son semejantes". 

a 

- Se traza: 3Q.) Si dos triángulos tienen sus lados homólogos 
b ¡O) mp#bce proporcionales, entonces son semejantes. e 	 2°) pq I éd 

30 ) qr # de o llll. ca • • 
=> abe ~ def 


de fd 

c 	 d{ ,b d e 


a 
 Resulta: 
L	 l 

o '0 
ampqr ~ abede 

Jus tí{icación:2.2. Obtención de un polígono semejante a otro dado: 
Sí:a) Dado un polígono, se pueden ordenar sus vér - - . . tices a partir de uno cualquiera de ellos. Deter mp I bc '* map ~ bac

minado el 	primer vértice, quedan ordenados sus • • 
pq # cd => paB - qd 1~ poi•. ,mpq' - poll..b'"lados y las diagonales que concurren a dicho 
qr #ere '* qar -daevértice. 
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3. ~ ESCALAS 
La semejanza de polígonos se aplica en la construc

ción de planos y mapas. ya que estos son figuras 
semejantes a los objetos reales. 

La razón de semejanza se llama escala. 
Por ejemplo: si en una habitación el largo (1) e~ 

4 m y en el plano se representa con un segmento (s) 
de 4 cm, la escala correspondiente se obtiene asl: 

-L 

I 

Expresados ambos en la misma unidad, resulta: 

--L =_1 
400 100 

Recíprocamente, en la misma escala, un segmento 
de 2,5 cm representará otro real de 250 cm o 2,50 m, 
porque: 

-L - 2á. x 2,5. 100 = 250100 - x 

En algunos mapas la escala se representa gráfica

mente. 

Ejemplo: 


lP'I74$Jj 1 1 k m 
O 50 100 200 

Para calcular la distancia real entre dos ciudades A 
y B separadas por 4 cm en un mapa dibujado en la 
escala anterior se procederá así: 

~-...4... x 4. 50SO - x 
x = 200 

La distancia entre A y B es de 200 km. 

EJERCICIOS DE APLI€ACION 
9. ~ Indicar los pares de conjuntos cuyos elementos pueden 

ser medidas de lados de triángulos semejantes: 

A = t 2,3, 4.} e = 1.8, 16, 12} 
B = { 9, 12, 201 D = { 3, 4, 6,} 

~ ~ A o 

10. - Si abc 2!C a'b'c'. ¿es abe - a'b'c'? ¿por qué? 
A • 

11. - Señalar en cuáles de estos casos resulta abe ~ a'b'c': 

'- - alabe: ab ~9cm; be =6cm; cd = 12cm 
'-~ -- - a>b'c'; a'b~ 3 cm; b'c' = 2 cm; c'd' 4 cm 
, . 

b) abc: triángulo rectángulo; ó = 60° 
, 

a'b'e': triángulo rectángulo; b' = 60° 

'- - c)abc: ab = 8 cm; be = 7 cm; cd =4cm . -- -- -a'b'c': a'b' = 4 cm; b'c~ ::;::: 7 cm; c'd' = 6 cm 

12. - ¿Son semejantes estos triángulos? 

ti. o A o
abe: ¡j = 40 ; b =60 
• o •

a'b'c': e' =: 80 ; b' = 60° 

13. - Dado el conjunto F de figuras 

o 
::. 

\' 
Aplicar la relación: .. ."es semejante an... 

a) Hacer el diagrama vinculando los pares ordenados. 

b) Escribir los subconjuntos de la partición. 
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17. -	 Datos:14. 	 Representar un segmento de 25 cm según la escala ¡lO 

15. 	 En un mapa la distancia de la ciudad M hasta la cíudad S 
es de 20 cm. ¿Cuál es la distancia real si la escala corres
pondiente es 1/1.000.000'1 

16. - A, B Y e representan élevaciones terrestres; D y E, 
profundidades marinas. ¿Cuántos metros corresponden a 
cada una según la escala 1/100.000'1 

B 

Año NO de 
habitantes 

1910 500.000 

1920 750.000 

1930 1.250.000 

1940 1.625.000 

1950 2.250.000 

1960 3.0bO.OOO 
' 

y 
A 

e 
3.000HOO 

nivel del mar 

2.000.000 

f 
E , 
 1.000';)00 

D 

1910 	 1920 1930 1940 1950 1960 

Representar los datos de la tabla de crecimiento demo
gráfico. 
b) Dibujar la curva dc crecimien too 
e) Indicar la escala utilizada en el eje y. 

x 
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18. - Representar én un gráfico de barras, en el orden dado, el 

área aproximada de cada una de las siguientes provincias: 


Buenos Aires: 300.000 km' 
Mendoza: 150.000 km' 
JuíuY: 50.000 km' 
Santa Cruz: 200.000 km' 

100.000 km' 

Escala: = 50.000 km' 

111. - ANGULOS DIEDROS y POLIEDROS 

L - ANGULOS DIEDROS 
1.1. - Definiciones: 

Se exponen a continuación distintos criterios 
para definir ángulos diedros. 
a) Dos planos secantes determinan en el espacio 

cuatro regiones cada una de las cuales recibe el 
nombre de ángulo diedro convexo o simple
mente diedro. " 

~ 


oc 

11 

~ 

111 

1
",n¡¡=R 
regiones 1, I1, 1Il, IV: diedros 

IV 

b) Dados dos planos oc y fJ secan tes en R y un 
punto p que no pertenece a ellos: 
1º) Se llama diedro af3 convexo o simplemente 

diedro af3 a la í!llcf>ccción de los scmiespa
cios determinados por a y fJ que contiene 
a p. 

.p 

,..
sle (a, p) ns/c (¡j, p) = d. af:J 

Notación: 

~ íarista: R~ d. 0',., " 

lcaras: slp oc; slp (3 

o bien: 

~ 
~ d Jiab'c{arista: ab 


caras: sir (ab, e); s/p (ab, h) 


22) Se llama diedro af3 cónCavo a la unión de 
los semiespacios detenninados por C( y fJ que 
contienen al punto p. 
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sic (O<, p) u s/e «(3, p) ~ d. t0 cóncavo 

e) Se llama ángulo diedro a la unión de dos semi
planos de borde común. 

/'
d. abch = s/p (be, a) U s/p (be, h) 

r 

De acuerdo con esta definición el diedro está 
formado solamente por los puntos de las Caras. 
El d. a'b::h separa a los puntos del espacio en 
dos regiones abiertas. una cóncava y otra con
vexa. 

m e d. a1iCh: m E región convexa o interior. 
red. a'b::h: r E región cóncava o exterior. 

La unión del d. ~ con cada una de las re
giones anteriores conduce a la noción de diedro 
expresada en b). 

d. a~h U región interior =diedro convexo. 

d. ~11 U región ex terior =diedro cóncavo. 

1 ~~ 

4ó 

1. 2. lJiedro llano: 

Un ánl!Ulo diedro es llano si sus caras son semi
planos opuestos. 

diedros ( d. ti) 'lue contiene a p 
llanos l d. á)3'quc no contiene a p. i l 

• p 

)l 
Un diedro llano es un semiespacio 

. 1. 3. - Sección de un diedro: I 
Todo plano que corta a la arista de un diedroI determina con las caras del mismo un ángulo plano 

I 

llamado sección del diedro. 

~: sección d. tiJ 

¡nA= {al {rno<~~ 
r n /3= ac 

J. 

Si r es perpendicular 3 la arista A, a'hl: e~ la
t sección nonnal del diedro. 

Al .~ {Ala\)r ... 
Alac 

A A 
bac: see. normal d. cxfl 
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Para obtener la sección normal de un diedro 
basta trazar en cada cara la perpendicular a la 
arista en un mismo punto, 

La medida de un diedro es la medida de su sección 
normal, 

med, d, 6f!= medo b~ 

1.4. -- Congruencia de diedros: 
Dos diedros son congruentes si sus secciones nor

1'1 males son congruentes. 

1.5. -	 Diedros consecutivos: :11
1" 	 Dos diedros son consecutivos cuanao tienen sola,¡ 
I 
1" 	 mente una cara común. 

d. ~ nd. tr = /3 (cara común) 
A "d. ap Y d, ~1': consecutivos 

" 

1.6. -	 Diedros adyacenles: 
Dos diedros consecutivos son adyacentes si las ca
ras no comunes son semiplanos opuestos. 

I 

1.7, -	 Diedro recto: 

Si dos diedros adyacentes son congruentes, ca¡;la 
uno de ellos es un diedro recto. 

~ 

d. o¡fl Y d. fl'y: adyacentes .} A 
7 "" => d, o¡fl y d. (h 

/ 

-L 

V /'_ d. ~ "" d. fl'y rectos 

I /\ """ 	 A 

La sección normal de un diedro recto es un ángulo 
recto. 

1.8. 	 Diedros opuestos por la arista: 
Dos diedros son opuestos por la arista si las caras 
de uno son semiolanos opuestos a las caras del 
otro. 

O' Y 8 semiplanos' 
opuestos

!ly'Y fr 
A Al" d, 0'1l Y d. 'Y5 opuestos por 
/\ ."\ r las aristas 

d. cry 	Y d, 1'8 J 

:: 
I 

" 	 Ad. CIfj Y d. 1Yr: consecutivos 
lIf y 'r : s/p opuestos 

d . .a y d.;:;: adyacentes 



A 

48 

LI _______49:';11 

.l'i 
i 2. - ANGULOS POLIEDROS 2.2. Suma de las caras de un poliedro: 


La suma de las caras de un ángnlo poliedro es 
2. l. - Definicioncs: 
I! menor que 3600 

. ,. a) Se llama ángulo poliedro convexo, o simple
I.:H Ejemplo: El, <1. allcdemente ángulo poliedro a cada una de las regio
'l .1nes del espacio detenninadas por trcs o m,ls 


planos que se intersecan mutuamente. 

Si se trata de tres planos se obtiene un ángulo 
 avb + b~c + c~d + dve + eva < 3600 

t
triedro convexo o simplemen te triedro. 

VIl _ IV. - CUERPOS GEOMETRrcOS 
lo I'(i1 anfJn"f l , Toda figura del espacio limitada por polígonos es un 

poliedro. Cada uno de los polígonos es una cara delII ra I IV poliedro.IV regiones: l. 11, IIl, IV, V,o r--...... Toda figura del espacio limitada por superficies curvas 
VI, VII, VIIl o superficies curvas y planas, es un cuerpo redondo. 
~ En el conjunto universal C de los cuerpos geométricos 

VI"--¡'" )'~ ángulos triedros se produce la siguiente partición: VUI e 
JI 

IJl 

b) Se llama ángulo poliedro a la intersección de 


, tres o más diedros, eu yas aristas son sem ¡rreetas 


v no copIanares de origen común. 


R 

Qé'J 
G 
[7 <!J(5; 

p 

1 
-¡. -i' ~ -+ -1> (\) ,¿=>:? 
va, VD, VC~ vd, ve: no coplanares , ~ O 
d. t n d.t n d. ~ n.d.'tn d. t ~ áng poliedro 

Notación: ~ "bcde 
Se lee: ángulo poliedro de vértice v C9 ~ LV (jJ

y anstas abcde 

...........vértice: v 

RUP~C ........... AAAAA C = ¡cuerpos geométricos 1 


v. abcde caras: avb, bvc, cvd, dve, eva R ~ \ cUerpos redondos} Rnp=4>
~. ~ lo " 4 AdlCdros: d.a, d. b, d. c, d. d, d. e P = ! poliedros 1 
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1. 

1.1. 

a l .... 

.' 
piro v, abcd 
V, abed: ángulo poliedro ..... ' 

a n v, abed: políg, bed 

POLIEDROS: 

- Pirámides: 
a) 12) Se llama pirámide al poliedro en que una de 

sus caras es un polígono cualquiera y las 
demás son triángulos que concurren en un 
vértice, 

v 

, 
• 

I 
I 

,le
","'--

Notación: 
pir. v, abcde 

base: políg, abcde 

caras } .b. l:.Ilt A .el.

avb; bvc; cvd; dve; evaIateraIes 
d vértice: v 

aristas }----va; vb;vc; vd;ve; Iatera1es 

aristas de la base: ab; bc; cd; de; eab 

2º) Dada un ángulo poliedro y un plano que 
seccione a todas sus caras, se llama pirámide 
al conjunto de puntos del ángulo poliedro 
situados en el semiespacío que contiene el 

v " verIlee. 

b) De acuerdo al polígono de la base, las pirámides 
reciben el nombre de: triangulares, cuadrangu
lares, pentagonales, elc, 

c) Altura de la pirámide: 
Segmen to de peroendicu lar trazado desde el 

vértice al plano que incluye a la base. 
a 
v v 

a: 

yo: altura 

d) Pirámide regular: 
Una pirámide es regular cuando su base es un 

polígono regular 
centro de la base. 

v 

e 
a 

b 

y el pie de la altura es el 

pir. v, abcde 
base: políg, regular abcde 
centro de /a base: o 

altura: vo 
caras latera/es. 

i!o A' 1> 11. A 

avb "" bvc "" cvd "" dve "" eva 
aristas laterales: 

va ~vb ~vc~vd ~ve 
apotema: vm 
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-, 	 Apotema de la pirámide regular es la altura de 
una cualquiera de las caras laterales de la 
pirámide regular

- Tetraedro_' 
Pirámide triangular cuyas caras laterales y 

base Son triángulos equiláteros_ 

a 

piro a. bcd: tetraedro 
ti. &. C. ti. 

dab "" bac "" cad"" dbc 

c· 

1.2. - Prisma: 

a} Se llama prisma al poliedro que tiene dos caras 
congruentes situadas en planos paralelos y las 
demás son paralelogramos. 

e 

. h Notación: 

a ~ prisma abedef 


• A 

bases: abe 2>: def 
caras latcmles: 

<:; &:; = 
"bCll; coct; adfe 

vértices: a. b. e, d. e. f.[ 
,~ 

aristas laterales: a~; be; ctd~e aríslas de las bases: 'lb, be, ac, de, er, fd 

b) Un prisma es triangular. cuadrangular, pentago
nal. etc.. según que sus bases sean respectiva
mente: triángulos. cuadrados, pentágonos, etc. 

'."e} Un prisma es recto u ublicuo, según que las 
aristas laterales sean perpendiculares u oblicuas a 
los planos de las bases. 

H 

/f'l<, ~~  -
Prisma recto 	 PrismA oblicuo 

d).Altura del prisma_o 
Segmento de perpendicular comprendido en

tre los planos de las bases. 
En un prisma recto, cualquiera de las aristas 

laterales puede ser considerada como altura. 

e} Prisma regular: 
Prisma recto cuyas bases son polígonos regu

lares. 

I 


I 
 ,I 

•....IIl,.. J--...  0~::~:::::~ 
,/s.. " B " ' ..: 

B: hexágono regulars: triáng. equilátero B: cuadrado 
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29) Elemelltos opuestos del paralelepípedo: f) Paralelepípedos: 

!?)~r=------ I 

Paralelep (pedos 
bases: paralelogramos 

,
\ B 

, 
,-'" ----,, 

" B' 

B y B': paralelogramos 

Paralelepípedos rectángulos 
bases: rectámmlos 

¿7 Paralelepípedos rectos rectángulos 
caras laterales: rectángulos 

h g 
I 

,: )f 
, 

e • • 
d --- --(, 

\ 

\ 

a b-
Aristas opuestas Vértices opuestos Caras opuestas no están incluidas no pertenecen a no tienen pun- en la m i5ma carala misma cara tos comunes 

--ae y cgc:7 CT a y g; by h
abfe y dcgh bf Y dh 

e y e; d y f 
ab Y hgc:::T c:::T 

aehd y bfgc ad y ¡g 

39) Diagollales de un paralelepípedo: 
Cada par de vértices opuestos determina una diagonal. 

h g 

~
/l 

I
7 Cubo 

I caras: cuadrados 

I 4. 
: 

/'~';'.....\....~. ._- fl----.Lr: ..'
/7 ~ t:Y /:.. rl7 

A\ ~ 
\, \(/e 

ag, bh, ce, M:
'" \ \~t~ \ 

\ 

\\.m ........ 
 diagonales 
I 

{/~--\\-~ e 

a 'o ~ 

http:fl----.Lr


~ 
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- Propiedades: 

I. 	 Las diagonales de Un paralelepípedo se 
cortan mutuamcn te en partes congruen
tes. 

ag nbhnceíldf= {m} 
arn~mg 

bm '" mh 
cm~ffie 

am '" mf 

11. - Las diagonales de Un paralelepípedo rec
to rectángulo son congmentes. 

El cuadrado de la longi tud de Una 
diagonal de un paralelepipedo recto rec
tángUlo es igual a la suma de los cua
drados de las longitudes de tres aristas 
que concurren en un vértice.• 

2 2;:L::-  d -:;....a /" d = a + b2 + c2 I/'c - 

b 
d) Plano diagonal. 

Cada 	 par de aristas opuestas determinan un 
plano diagonal. 

'" 
e f" '; "'~ 

h g 

, .tC:.;? 
bche; 	plano diagonal 

" \ \" i,':-. . , 
~/"",,- - 1- - -.)C 

/ ,,\ 
a b 

1.3. 	 Número de vértices y aristas de un poliedro: Rela
ción de Eu)er. 
En todo' poliedro la suma del número de caras y 

el número I de vértices es igual a la suma del núme' 
ro de aristas y dos. 

e ""'" NO de caras v ""'" NO de vértices A ""'" NO de aristas 

r C+V=A+2 

" 

., 
I 

I 

.' /----~ --,,, 
,/ , 

I 	

# 

el~ ~ 

Poliedro Caras Vértices Aristas 

a) 6 8 12 

b) 6 6 10 

cl I 10 16 24 

C+V=A+2 

6+8=12+2 

6+6=10+2 

10+16=24+2 
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2. CUERPOS REDONDOS: 

2. L 	 Cilindro: 

al Cuerpo redondo que tie.le dos car:IS p;¡ralelas 
congruentes. llamadas bases. limítadas por curvas 
simples ccrr;¡das. La sc'pcrficic Cli¡va es la cara 
latera 1. 

IQ) 	 29) 

B' 

H
G 

Bases 	 J B 11 ll' 
I 39,¡ B ~ B' 

generatriz: (j H 
altura: H 

Generatriz, Segmt.'nto dll.' recta ti;: la cara la
teral comprendido entre "'s b1iSl:S. 
Altura: Segmento de perpe;¡dicul1ir. compren
dido entre los planos de las base,. 

b) Un cilindro es recto I fig. ~91 U oblicuo (rig. l'! 
y 3º) según que la generatriZ sea perpelldicular 
II oblicua a los planos de las bases. 

Base: HNotación: 
Cire. (o, r) 

Eje· 00' 
CiL leo, r); HJ 

,- -I"'r .. 

~ 

Cílind ro circular 
oblicuo 

el L1lindro circlllar: las bases son círculos. ..-"" 

o' 

Cilindro circular 
recto 

Generación de lin cililldro recto circular: 
Un cilindro circular recto ,;e puede considerar 
generado por la rotación de un rectúngulo 
alrededor de uno de sus Indos. 

abed: 	rect{ll1gulo 

ad: eje de rotación 

cb: genera la superfide IHterul 
del cilindro 

ah: genera un círculo: base del cilindro. 

2.2. - Cono: 
,¡) Cuerpo redondo fOffilado por una superficie cur

va y una superncie plana (base) limitada pOf 
una curva simple. 
La superficie curva está fOfmada por segmentos 
cuyos extremos son un punlo (vértice) no per
teneciente al plano de la base y cada lino de los 
puntos de la curva simple. 
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v 
B: base 
v: vértic\!' 

: 	altura (segmento de 
perpendicular desde 
el vertiee al plano a) 

b) Cono circular: b b¡j!-.t' es tln Cín.:lllo 

Ií.!) '1 2\2) 
\ 

BilSe: Cire. lo, r) 

vo: 	eje (segmente) deter
minado por el vértice 
y el centro de In base) 

COila circuhlr 
r~do 

e) 	Un COIlO cirndar l~S recto (fig. 2º) u oblicuo 
I fig. I Q) según que el eje sea perpendicular u 
oblicuo" la base. 

Geflerución de l/ll C0l10 cirfular recIo. 
Un cono circular recto, se puede gellerar por 

v b rol¡u.:iól1 de un triüngulo fl'ct~ingllJo que 
alrededor 	de uno de sus catetos. 

• 
voc: rectúngulo 

cateto vo': eje de rotación 

cateto oc. gener" el círculo base 

hipotenusa ve: 	 genera la superfi 
cie lateral 

[0110 CIlTuí.tr 

oblicuo 

... 
2.3. 	 E.sfera; 

,,) Superficie esférica: 
Se llama superficie esférica de centro o y 

. radio r ;.1 conjunto de los puntos del espacio 
cuya distancia a o es igual a r. 

Notación: 
Supo esf.(o, r) 

~~~~ Se lee: 

Superficie esférica de 


,. r -	 .:-.;,......\1 ----......- o ~I 	 centro () y radio r 
o 	 ......... 


dio, aJ = 	r ~ a Sup. esf.(o, rJ''''c 
dio, b) < r => b E región interior 
dlo,e) > r => e f.: región exterior 

b) I::,tera. 
Se /I"l11a esfera de centro () y radio r al 

conjunto de los puntos del espacio cuya distan
cia ¡l () es menor o igual que r. 

Olra .f(!YIna de defiuir ('stáa. 
Se IIa11la l:sfcra al conjunto union de los 

tic I:i superficie esférica con los puntos 
de la región l:1Í('rioL 

r) 	e .. Supo 0, r) V región interior 

el '"fe y diámetro 
Eíe: Es la rectl que p;¡sa por el centro 

oc la esfera o de la superficie esférica, 

I 
o E E: E eje 

En Supo esf.(o, r) = la, bj 

abo diiÍmelro de la esfem y de 
la superficie esférica, 

~ 

http:CIlTu�.tr


62 

12) 

;( 

"...... 

d) Posiciones relativas de una superficie esférica y 
un plano: 

Dados una superficie esférica y Un plano c,¡ el 
espacio, pueden presentarse las siguientes situa
ciones: 

r" /supo csf.( o r) na ,~ <p:> a exterior
I 	 . , , 
1 
I 

I 

I 


.......---
Se verifica:1"'o.! 

d(o. 0:) > r 

2°) 

Supo esf,(J, r) n¡¡ ~¡b (ltangente 

Se verifica: 
dio. (l) = r 

Supo esL(o, r) n'Y~C(o'. r')""secaflle 
:-::.-----:-~

32) ~ - l"'< r 
'Y Se verifica: 

o 4..~r ", 'Y)--- . 	 ~ r 

"( determina cn la slIperficie 
esférica dos casquetes e'j'é
ricos. 

Si o E"(" C(o, r) circunferencia máxima 

En este caso los casquetes se llaman hemisferios. 


_ 	Sección de un plano secante COIl la esfera: 
La IIllersecCÍól1 de un plano secante con los 
puntos de la esfera es tll1 círculo. 

o: 	 --,:===----\,-
~~-':: > 

'" n esf,(o, r) Círc.(o', r') '" n C5f,(O, r) = Círc.(o. r) 

I Círculo J -~------- ---
circulo máximo 

'" determmu en la esfera dos segmentos este
ricos. 
Si o E '" los segmentos se llaman semiesferas. 

Segmento bibásicoZona esférica 
Parte de la esfera comprenParte de la superficie esférica 
dida entre dos seccionescomprendida entre dos seccio
paralelas.nes paralelas. 

.... 
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- Huso y eutla esféricos: 

Iluso e.ltérleo 
Parte de 1" superficie esférica 
comprendida entre las caras 
de un diedro cuya arista es 
cje. 

GIJla esférica 
Parte de la esfera compren
dida entre las caras de un 
diedro cuya arista es eje. 

r) t;eneracióll de una esfera: 
Una esfera se puede ¡(ellerar por la rotación 
de 111) semicírculo que gira alrededor del 
diümctro, 

b 

semicírc. (o, r); ab diámetro 

e5L(0, r) 

3. POLIEDROS REGULARES:'~~ 
Poliedro regular es todo poliedro cuyas caras son 

polígonos regulares y en cada uno de los vértíces 
concurre el mL~mo número de caras. 

3.1. 	 Existencia de los polígonos regulares: 
Teniendo en cuen ta que la sum a de los ángulos de 
un poliedro es menor que 360· se pueden analizar 
las posibilidades de existencia de los poliedros re
gulares. 

POLIEDRO 

NO en cada 

CARAS 

NO deSuma de los ángulos NombrePólígono 

D 
caras 

3 

del poliedro vértice 

tetraedro3 X 60' = 180· 4 
octaedro4 4 X 60· = 240· 8 
icosaedrc5 5 X 60° = 300· 20 
no existe6 

D 
-- , 

cubo o 
6 X 60' = 360· 

63 X 90° = 270· hexaedro 
no existe 

3 
4 X 90· = 360"4 . 

O 	
dode

123 X !O8· = 32403 caedro 
4 4 X !OSo = 4320 no existe 

O 	 -_.no existe 3 X 120· = 360·3 

Por lo tunto los únicos poliedros regulares que 

existen. son los siguientes: 


__ ., t - ~J._-
I, rYJ©W 

cubo dodecaedrotetraedro octaedro icosaedro 
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3,2, 	 Aplicación de la fórmula de Euler a p'~liedro; 
regulares: 

[ C+V=A+_"_-, 

Poliedro 

tetraedro 

C 

4 
, 
1 

V 

4 
' 

C+V=A+2 

4+ 4= 6+~ 

cubo 

octaedro 

dodecaedro 

icosaedro 

8 () 

12,'/0 

20/ "'12 

8+6=12+2 

12 + ::o = 30 + .2 

J 20 + 1:2 = 30 + .2 

3,3. Poliedros duales: 
Es el par, de poliedros regular,,, en que el nú

mero de caras de lino es el número de vértices del 
otro. 

rubo' o4.:tacdro 
dodecaedro . kos;,edro 

Observación' 
El número de vértices de los poliedros regu

lares está dado por la siguÍente fónnula' 

N° de caro, X N0 de lados de la "afa 

N° de Cilfa$ que ¡;onCUrfC'1l !!I1 dJ1 vértice 

Ejemplo: Dodee:lCdro 

N() d ., 12 X <; 'Oe vertlces = 3':"'::": 

EJERCICIOS DE APLlCACION 

19. _ En el conjunto P'~ j poliedros rqlul::res 1 aplkm la re

lación: l S 

R = .. :~t\enc el mismo .número de ari~t<ls que 

H 


al Ujbujar el diagrama de Venl1. 

b) Esc:ribír el conjunto de pares orde,,,,dos. 

el Enumerar las propiedades que cumple la relación. 

d) En caso de producirse una pariícíól1 e,l P, escribir los 


subconjuntos que determina. 

20.- Escribir el nombre del polígono que determina la sección 


producida al unir los punID' s",.ialados en C[I,1a lino de los 


siguientes cubo' (unir el! orden alfabético). 


d a e 

/ / i "a/ ? 
l 1<.1 

Ve b 

f( 	 be 
e b 4º3º1~} ~º 


f 


" b";-  burd Vc 
c· b• .c 


7º
6ºSº 
AREA UE POLIEDROS y CUERPOS REDONDOS 

V. 

En general: 

Area de cuerpos geométricos: Suma tic 1:1, áreas de sus 

caras. 

.lI1IlI 
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En el caso de ciertos cuerpos (prismas, cilindros, pirá
mides y conos) se debe distinguir entre: 

área lateral suma de las areas de las caras laterales 
y área total suma del área lateral y las áreas de las 

bases. 

l. - AREA DEL PRISMA RECTO: 
1.1.- El área lateral de un prisma recto es igual a '" de 

un rectángulo cuyas dimensiones son: P (perímetro 
de la base) y h (medida de la altura del prisma). 

Dicho rectángulo se llama desarrollo de la super
ficie lateral y es resultado de aplicar sobre el' plano 
las caras laterales rectangulares unidas por sas aris
tas comu Iles. 

p .... perímetro de la base 
h .... medida de la altura 

1 A. la!. = P h 

h. 

B .... ¡¡rea de la base-- ... -~ .. J 

A. total = P . h + 2B 

1 .2. - Prisma recto regular: 

A. total = P . h + 2 P . 2'8 aB .... medida de la 
apotema de la 
base 

A. total = P . h + P . aB 

A. total = P (h + aB) 

Observación: 
Prisma oblicuo:. hay que tener 


altura del prisma no es congruente 


de las aristas laterales. 

presente que la 
con la longitud 

..c-7Ia 
H .... altura del prisma rectoI, 

I H ","a'I 

I
)--1- la' 

1 H .... altura del prisma oblicuo 
H H 'f= aa' 

a' J 

A. la!. = suma de las úreas de las caras laterales 

1.3. - Area del cubo: 

2.... medida de la arista 

,,, 

,,,
1. __ _ 

A. lal. = p ~ A. total = 421 + 22-A. la!. = 4 2 2~ 

1 rA. total = 6~ J 
\ A. lato = 42 \ 

~___IIIIIIÍ 


1 
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~ AREA DEL CILINDRO RECTO: 

El desarrollo de la superficie latcnd de U11 "il;,,
dro recto es un rectimguro cuyas dímt'¡)sione~ SOn: 
l' (longitud de la ci,,;ullfercnda de ,,¡dio r) y g 
(medida de la generatriz). 

- G~1lTr.g ¡1 
) 

gg 
A. total 2lTr. ¡! + :!1rr2 

J• - - j 

{-!:.j A. [Otal ~ 2lTr (g + r) 
\. ---/ 

J 1T r --..J 

3.- AREA DE LA P/RAMIDE RECTA REGULAR: 

l¿¡s caras I;:¡temf{'s :;on trj¡jng.1l1o~ ü;ósce1es l:Ol1

gflll'Jlles de .dtllr;¡ y bJse fespectivmnl'otL' l'Ongnre'l 
res con 1" apotema y él ludo de la !J:¡sc de la 
pirámide. 

tlr - medid'-1 de b apokma 
b -+ medida del lado de B 

b . <!p
A. laL ~. 4 . ~'," 4 b -+ I'u 

L J' =p~," JAi\. dL ') 

l' "A. total =..JL,Y + B 

Pero, corno hJ base es un polígono rcgubl1': 

~ Il .= !JL:JlJ¡
2 

y A. total =~' +!JL:JlJ¡, ~ 

P"
A. total = -:;-- ¡"p + "", 

Area de la pirámide 110 regular: 

A, laL = ~llIna de la:. ,ir~i!" de la" l.'ara;., latcrak!-. 

A. total = A. lateral + B 

4.. AREA DEL CONO RECTO 
El desarrollo del cono ]'ecto cinllJ"r L·;-' u:¡ ~eCl0r 

circular de radIO g (medióa de la generatri1,) Y de 
longitud dd afCO igual a 1" longitud C(n. n· 

g A. ¡ar. = _"r., g\ 
, 

~~ 
11 I A. laL ~ 1TF. g '1 

A. total = lTr . g + lTr' 

- A. total = 1rr (g + r) 

"' 
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.5. -- AREA DE LOS POLIEDROS REGULARES: 

En general. para el poliedro regular de il c¿lras:

I 	 !A =área de una cara. n 

6. 	- AREA DE LA SUPERFIClE ESFERlCA: 
Sean: 

lJ 2r ... 
r -......, 

Si se cubren la Superficie lateral del cilindro y In 
superficie esférica Con una capa de revestimiento 
plástico. de espe'sor uniforme. se comprobar'l que se 
utiliza la misma CillHida{) de rnMeri¡lL

Por Jo tanto: 

Supo lato cilindro = ''tlp. (~sférica 

= A. lal. filiadro A. "sfera 

¿1ff. h 21ff . 2r

LA. esfera 4nr' 

/Xl 

+ .. + 
... ..!I.. !i<<D.('4 ¡;.~ tid"" 11.:"  11 ;;¡.!!11 ;;¡ .... .... ..:..: ....o.!! .... ..: 

o 

<< 

x'" 
8 e'" .c; '" :ll'" n N....2~ u _E .o'"'" '" 2!~ e ~ -1 '";:;l S '" <'<1-lo 

.o:t: '" ~ V'li'S -1 .... " -'" ~ -ro ~-c8 '" ~ "<'>ex _'" - 'O< ~ ~ e:I-c 
t- E ~ .~ 1::" ¡... ~" 

,~ -<..J "' ti).::! ~ <.~~ (])\1 

1::" 
-< 

~...C<l 
~, + 

!J::+ 
~.c:.c: ... 

~I !i< 
~ ¡:¡.. 1<"" """"~ "" I~ 
 111I 1I "" n11 ;;¡11 ;;¡ 

® 	
.......:'El ......; ...: o..o ....2!l 8 .... --" ..:..:0J)..:..:<< ~ 
.. 
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EJERCICIOS DE APLlCACION 

2L· 	 Una pirilmidc recta tiene por base un cuadrado de 12 cm 
de lado. Calcular el área lateral y tOlal, sabiendo que la 
apotema es 5/6 del lado de la base. 

22, 	 Un prisma recto tiene por base un rombo en el que una 
de sus diagonales es314 de la otra y la suma de ambas es 
14 cm. Cakular la supcrfkie total sabiendo que la lon
gitud de la altura es igual al semiperímctro de la base, 

23, - Comprobar que en un cono en que: g"" 2r, L'I ,¡re'a laleral 
es igual al doble del itrea de la base. 

24. 	 a) El radio de una superfide esférica E es d dobk del 
radio de otra E~. Expresar la razón entre sus úreas. 

b) Idem si el radio de E eS tres veces el de E', 
25. - Completar el cuadro con las longitudes y <ireas corres

pondientes al cubo: 

Long. arista ¡ Sup. cara Supo laL Supo tolal 

A 5 cm 
.--

IB 36 dm' I 
C i M cm' 

ID I 54 m'L_,- - -

26... Se debe pintar un cobertizo dc forl11a de hemisferio. 

Si para pintar él piso ~l.? 

empican 17 litros Je pintura, 
¡,cuántos ·litros se necesitarún- -._ p"m cubrir el l'xtcrior dd 
cobertizo'? 

vI. _ COMPARAClON DE VOLUMENES 

l. _ CUERPOS EQUICOMPUESTOS: 

z=::;7l B 

1 

/'" 
I _J./I 

'".' 
3 

L-. V 

./ 
El cuerpO A puede separarse en los prísma, 1, 2, 3. 

Con la unión de estos prisma\ pllcJc: formarse 

otro poliedro Il.
A Y 1:1 son pOliedros cquicompucstos ponluC son 

unión dd mismo número de poliedro,:;: Congruentes 
dos ,J dos, teniendO I.:n COl1lllB solamente I.:uras o 

pa!' tL:s dc caras. 

, RELACION DE EQUIVALENCIA: VOLUMEN: 
R ~ ..."es cqUlcolllpuesto con", .. es una rc1a

cíón que cla,ifica los clementos de un con.junto e de 

/' ./ 

\ 
./ 

A 

./ 

, 
-

./ 

3 

./ 

.>,' 	 Í/ 

' 

......;¡¡¡ 

cuerpos: .....---... 

C' 

.•~. 
.' 

~ 
, ~ \ /1,I ..t __ 

--r I, ,, 
- - ¡- 

I 
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En e se produce una partición. 
Cada subconjunto es una clase de equivalencia que 

define un volumen. 
Los cuerpos que pertenecen a una clase son equi

valentes en cuanto a su volumen. 

Los cuerpos equicompuestos. llamados también 
equivalentes, tienen el mismo volumen. 

En una cIase de equivalencia, si se conoce el valor 
del volumen de un cuerpo, se conoce también el del 
volumen de todos los demás cuerpos de la misma. 

3. 	 COMPROBACION lNTUlTlV A DEL VOLUMEN DE 
LOS CUERPOS: 

Se construyen dos cuerpos huecos y se llena uno 
de ellos con arena; si al volcarse el contenido en d 
otro. éste queda completamente lleno sin desbor
úarse, entonces son equivalentes ¡)Or su volumen. 

4. 	 MEDIDA DEL VOLUMEN: 

Como en el caso de la longitud y la superficie, el 
primer paso es b elección de la unidad. 

El volumen del mismo poliedro puede ser medido 
con 	distintas unidades. 

Dado P hueco y A. B Y (' com o un idalles: 

QA 

e Bp/ ?' 
~C 


" •. 
.~ 
TI' 

Si para llenar P se necesitan 4 A, 2 B Y 8 e, 
decimos: 

I~~A
EE=Vt::=V 

Vol. l' : 4 Vol. A 


Med. Vol. PA = 4 


.', me. 
VoL P ~ 2 Vol. B 

Med. Vol. PB = 2 

6)c 

Vol. P = 8 Vol. e 

Med. Vol. Pe'" 8 

El volumen del paralelepípedo P siempre es el 

mismo. no depende de la unidad. 
La medida de su volumen es el número que varía 

de acuerdo con la unidad elegida. 

I 
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5. - CALCULO DEL VOLUMEN: 

5,1. -. Volumen del paralelepípedo: 

Con varios cubos unjdJo, convenientemente diy
puestos. se pueden formar paralelep'-pedos; el 
número de cubos uWizados es la medida del vo. 
lumen del paralelepípedo, 

Por ejemplo: con 12 cubos congruentes con éiJ 
A 

tD U
J 

unídad de Vol. 
B 

o U' unidad de Sup. 

J---¡ LJ unidad de Long, 

En ambo~ casos fa cura del cubo unidad fun
cIOna como unJdad de sliperfici~ y 1<.1 arista, como 
unidad de longitud, 

En el caso A: 

-~~ veces 2 cubos \!~ ITJY (~X2) / 
¡"-1•::::::@ (
V'J 
/ 

::: Veces ~ cubos 
(2 X 2 j ,""" 

'"'1 Vl'l'l,,"~ .::: cubo\ 

@ le X 21 
) 

---~ 

(2 

NOde ti 

medo an..:ho X 

X 

X 

21 

NO de U 
111t..'{L largo 

x 
x 
x 

3 

NO de LJ 
1l1t.'d. alto 

12 

NOdc l/.4 

-= medo vol. 

N° de U' 
,-----' 

x NO <1,' U 
'",-\-

NO de U" 
-,-' 

úrea b",lse X Il1cd, ¡¡lima ::::: medo voL 

La medida del volumen del papalclcpí¡wJo 
es. igual al producto de la\ mcdjd¡¡~ dc sus tn.:s 
dimensiones lumada:. con respecto .1 la n~isma. 
unida<..l: o bien. al producto lid [¡fea de la base 
por la mcdid" de la altura. 
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s.~ \'" Iu"~" de (11'1" cueo-p ...: 

~! $o: cuu¡m,)'cJ. ",oJ~ I,)" hu ecol de '.m I'",,"J " \' "" 
/ lJ": ldq,ip,,lc P' <I~ (¡ I/sr$ c" ~i"Qh' Ja ,, y " lr UJa, NII¡¡m(Ir' 

H)Ic~f[:, en P'!~.' ~I IkJl ~: P con ."en. ,. '" '-"'''1"\,,,1» 
,~ 

, rn 'éJ 
V,)I = V" I ¡>;¡:a¡",kp,p<>JoP"'In" 

Yo, P"$rr." .. Aro~ B X h 

hu w~~ r,uha"i>,l <5 ~~hda p.a '" 01 pm"," <lb!Jcul) 

i''' '''~l'' ~"<] u ..ale mf,s - ~1~~~;~:~~~~~~1 

La <11.051" • .:oJJl pr ob~ c,(>n rtaJ1Z.w . ron el p;ota lel~l»p erl o y 
tI p TL¡n lJ P" .xI~ hace ,~ cor, un !>."ma y un e,hndro 

[h e'e 
H ~¡¡'o 

, 

óJ 
C.. f 


Yo' ~ LllJldro . 
~a 
~ 


v" ",I iold,.., ~r.~BXh
, 

Vo> ~Jh"d10 . . r' X h 

r=-- 

• 

._--

1":./ cu bo . "j, "n p;:\,,,le )epipo(io 
Il-'!Il" 
1I ~ 1!'Vol ,'ub..!" V<>I p",ald "pipe<lQ '~~ "LDYo , c~bo ~~",,~D Xh 

S, S<' Il.na '" 'IIr~ ," KI" ~'Q" ~r"· IU ) '" \ ' U~I,.I "', d r" ""3
Vo> c\lbo= ~X ~)(~ SO n~ce>" ar . "'pe'" la n»<:,jc,on 3 '·.:<:r~ pI' )I~)'"t! " 

3 Vu l paamlde = Vol pnsm.Vol cubo '" i' 

Vol, p" a,uKk .,. ~ Vol pnsm,[fj 
Vol = ~ ~LV pLl lm,de ~ are

" 

-.: ¡; PIT~m cqu tv~ knl~!- ~:I~r'a::;'~:~(~~~:,;~~ /f~~i~ , e 
~ ~ "",~

•
.:¡F5 I Mea Il 11 

~~ , tlJ 
t 

•
ih ",ed,d~ alluraIB ~" I.

I
" ~ m odld al.do ," e 

o 
6Q 

6 l! "lrm>a comptobae,on rulJ~lda ron ~J pn$llU y J. p¡r&SI st <)Q >lUruyen modelo> ut senll~4fcn ..,hnoJrv y .oono de 
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EJERCICIOS DE APLlCACION 

27 . - Construir en (¡¡rtulina los poliedros que es tán indicados 
en el pa rale lepípedo y formar cuerpos equivalente s. 

28. 	-- Dado un pri sma hcx:lgonal de 4 cm de lado. 2.76 cm de 
apotema y 10 cm de alto. ca lcular e l largo . e l ancho y la 
altura de un parale lepípedo equ ivalente. 

29. - ¿Qué re lació n hay entre e l volum en de b pirám id e y e l 
volurn cn del parele lep ipedo'> 

3 


5 
JO. - Completar e l cuadro: C'IL1NDROS 

radio de b:l si..' al tura volum~n 
la base 

10 cm :2dm 
, 

78.50 cm ' 785 cm' 

I c.5<> 111' 5111 

1m 282,600 dm ' 
--  -  -- 
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RESULTADOS DE LOS EJERCICIOS DE APLICACION31, - (,Qué rd"ciim hily entre el volumen de los dos conos y el 
VOllll11Cn ' 

1. Ejemplo: 

32, - Hallar el volumell del paralelepípedo: 

2, Ejemplos: 


6
2e 
6 


1 

b) Aréa de 1U 11: 63
3. a) 19) (,3 
 Area de I + Area de ll: 72


2Q) 9 

72 > 63
39) 27


l° rl'sDedo ,e1, la uniJad ~~ 1
LVI 
4; e) 16
4. 8: 

10 respccto uC la \midad " 


5." a) 6 

b) 15 

e) 13 


d) 2850
6. a) 15 

e) 8 L6430 respedo de la unidad b) 9 

f) \ 69
e) 4,3750 (aprox, 4.38) 

7, '- al 27 m 
b) \8 m 

8." al El doble 
b) 	La mitad de la suma de sus longitudes debe ser ib'Ua\ a 

la longitud de la base del rectángulo,33, - Demostrar quc SI la longitud de un latto de un cubo es 4 

veces la de otro cubo, entonces la razón de sus volú
 e) 

menes es de 64 al, 
 d) El doble 

2 



--------

____ 

3000000 

2.000.000 

1.000.000 

as 

9. AyC 

500,000
10.'- Sí, porque la congruencia implica scmejanza. 


11.- a)yb) 

12. Sí F
13. - al 


b) 


e) 

b) 

. 
s 

U~I 
'"S -- I'1 • 4, 6'}
G.~-<t) 6 

M == t ~, );4 UC) / (\3 


L= 
,
13,

¡ 


14. 

...:" ~J-~ ¡.~15. - 200k01 v:: o ('j oo N U-Iu-o ;>,c: c::.::%c:~ 
C!.l !l) .-) c:: -= 16.... A ~ 2.000 m; B = 3.000 m; C = 1.500 m CA" ;::¡: ~ " ,"- u 

0= 3500m; E = 2.500 m 

17.- a)ybJ 

Y", 

n1 


t -+ tetraedro 
h -> hexaedro 
o -+ octaedro 
d .... dodecaedro\~0i!" 
i -+ icosaedro 

f 
I 1 : (L t); (11, h); (h, o); (o, o); (0,11); (d, d); (d, i); 0, i); (i, d) I 

I f I 
I el Reflexiva, ,imétrica Y transitiva. 

I f I 
I 1I I f 

1= ,t !•
I 

f I I 11 = 1 h, o}
I I I I 
I !II = : d, í\I I 

*- 1910 19201930 194019501960 x 



l 
20.  d a e 

_ A. total = Ps . h + 2 B \ 
A. to! al = m.1Il+ 2[1] 

12 ~íl b e b32
" 42 


triángulo rectángulo cuadrado triángulo
isósceles 

equilátero 

a 
f 

r<~=m 
11 le 

A. lot. = 5X4 X(5~4) + 26~§d 

e 
l.J,t' 

b 

b e A. tol. = 200 + 48

52 
 62 
 7Q 


trapecio 
 rectánguJo hexágonoisósceles 
regular 

El área total del prisma, en 

cm' es: 248
21 

A.lat. ~~ap PB . ap •2- A. total = ----:r- + B ¡Calculo de ap: 

A. h,t. = 12 X 4 X 10 

2 A. total =240 + 122. I¿de 12 = JO 

23. - A. laL cono ~ 1fT . g 

A.lat. = 240 
 A. total = 384 
 A, lat. cono = 1fr , 2, 

A, lal. cono: 2m' 
, v 


Area lateral de la pirámide, en cm' es: 240 
 ¡
Area total de la pirámide, en cm' es: 384 


" ~ 

Cálculos auxiliares: " 
1Q) medida de las diagonales: 

s¡ d = 1 => ¡j' = I

4 


d + d' = 14 

t t 

~+ I =2 
4 4 4 


14 X 4 
7 .d .... --=8 

- co 14' 7

4 \¡ 

d' .... 14 Xl=6 
7 


2Q) medida del lado: 

ao=ld=4
2 


ob = 1 d' = 3

2 


Q=,/4'-+ 3' 

,~ =";25 

Q= 5 


B ", 11 , r' 
_1 

1
A =. 2B 
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24. - a) 
r = 2r' b) r"" 3r' 

A . E '" 4" (2r')' I 
I A . E '" 4" (3r')' 

. E' '" 4"r"A 	 A . E) =: 417r'2 

~-~4J::::'::A.E' - ;:¿,¡:'''''' 	 LL ;¡,..~. q""""'"I A . F.' ;;-~F-

{AE~41 I 
I 

A . E' I ~E~9125. 	 I A . E' 
i 

l.ong. uri,t:! Sup, cara Slip. I"t. Supo total 
A 5cm 

25 cm 2 ! 100 cm' 150 cm'J
H 6dm 36 dm' J44dm' ::>16 <1m' 
e 4cm 16 cm' 64 cm'-	 96 cm' 
/) 3m 

9111' 36 111' 54 m' i 
26. -	 A. circulo = ~,' 

A. hemisferio t (41Tf' ) 

A. hemisferio = 2n',---------v________~ 
A hemisferio = 2 A. círeuJo 

Se necesitan: 2 X 1 7 ~ '" s 

9~. 

28. -	 Ejemplo: 10 cm; 8,28 cm; 4 cm. 

I
29. - 3' 
30.

radio de 
la base 

baSt' aHura volumen 

10 cm 314 cm' 2 dm 62.80 cm' 

5cm 7850 cm' 10cm 785 cm 3 

~m 12.56 111' 5m 62.8003 m3 

3dm 28.::>6 dm' 1m 282.600 <1m 3 

I
31. 	 3 

32. 	 l () 12 
>22) .> 


3S') 6 


33. 	 Vol. dd cubo de lado 1: lXIXI'" I 
Vol. cid cubo de lado 4: 4X4X4=64 
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