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El Consejo Nacional de Educacién se complace en hacer llegar
a sus docentes el presente trabajo.

En esta sepunda parte de la publicacidon de Geometria, se
completan los conocimientos basicos de la materia que todo
docente debe poseer en su formacién profesional para desempe-
fiarse en el nivel primario.

Aunque ya se manifestd en la primera parte, se reitera en
ésta que el mismo estd dirigido, por su nivel, a los maestros v
no a los alumnos.

También hallardn los maestros en este trabajo una variada
giercitacion que les permitird una evaluacion luego de la lectura
de cada capitdlo, encontrando en las gltimas hojas las respues
tas a los ejercicios propuestos,



f. — SUPERFICIE
1. — FIGURAS EQUICOMPUESTAS:

A

La figura A puede separarse en los tridngulos 1, 2,
3. 4.

Con Iz union de estos tridnpulos puede formarse un
rectdngulo B,

A v B son figuras eguivompuestas porque resulian
de la unién del mismo ndneroc de poligonos respecti-
vamente congruentes, sin puntos interiores comunes.

- RELACION DE EQUIVALENCIA: SUPERFICIE

R = ... “es equicompuesta con™. ..
es una relacidn que clasifica los elementos de un
conjuitto F de figuras:




e —————
10

rticion.

En F se produce una pa Lo e
Cada subconjunto de la particion es una clase
equivalencia que define una superficie. e son

Las figuras que pertenecen 2 una misma

equivalentes en cuanto a su superficic.

Las figuras equicompuestas, Han}a_das también J
equivalentes, tiepnen la misma superficie.

i ia, s : » ¢l valor
En una clase de gquivalencia, st s¢ conoce ¢l va

ich : ra, s¢ conowe también &l
fiz ii ?xgzgzzz gz f;;l;o?giis demis poligonos de la
misma. ‘

3. - COMPARACION INTUITIVA DE SUPERFICIE DE
FIGURAS:
Dadas las figuras A'Y B:
31, -8 A=B

N N

Su pueden descomponer ¢h el aﬁ?s&ﬁ? riz;;:;;-
ro de poligonos fcspcetwamentc congruentes.
Son figuras equivalentes.

Se indica: A=B 5

juego: Sup. A= Sup.

Las figuras congruentes tienen la misma
superficie.
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32.-% A 71 B pueden presentarse entre oiros, los

siguientes asos:

a)

Para comparar la superficic de A con la
superficic de B, se puede calcar B y superponer
sobre A. En este caso la fipura A queda sepa-
rada en dos partes: la cubierta por B vy la que
no esta cubierta por B. Resulta B congruente
con una parte propia de A,

N

A Se dice:

Sup. de A > Sup. de B
o bhien:
s Sup. de B < Sup. de A

b}

$i se superponen las figuras A y B, ninguna
de ellas contiene totalmente a la otra.

Se corta la parte sobrante de la figura B y se
adapta a la figura A,



Se repite 1a situacion del caso antenor:

Sap. A > Sup. G
Sup. B << Sup. A

4, - CONDICIONES PARA QUE SE CUMPLA LA EQUI-
VALENCIA ENTRE:

— Dos paralelogramos: f
-0 Da?dos dos paralelogramos de bases y abluras

respectivamente congruentes:

; 3
| »
- 51
‘! i B=R it
; H=H B
8 B

al superponer uno sobre oiro s observa qué:

|

i
tae

paralelogramo (B, H) v paralelogramo (B, i)
son figuras equicompucstas.
Por lo tanto:

paratel, (B, H) = paralel. (B”, H'}
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F

<

N

AN

Dos paralelogramos son equivalentes si
sus bases y alturas son respectivamente con-

d

4.2, - Un triangulo v un paralelogrameo:
Dados un tridngulo y un papalelogramo de
alturas congruentes vy tul que la base del para-

jelogramo sea- congruente con la mitad” de la
base del tridngulo:

i M= ! H
I =

/o TN ’
A

Y /
Mmmjﬁx 2 ewmmi/

B N

se puede superponer al tridngulo un paralelo-
gramo equivalente al dado, de base vy altura
respectivamente congruentes a By H.

e oy
AN,

/
/ /2

r

tridng. (B, 1) v paralel. (B, W) son figuras
equicompuestas.
Por lo tanto:

tridng. (B. H} = paralel, (B, HY

. 4 Y
Se observa: |2

gruentes.
o b } m C p ﬁ::.? Z::? Q
TTF TR 7T T 7 abed salpd =emgd &
(. e \ l ,J //
| e “ ,;/
NEA ___M.ALJ%"
a
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Un tridngulo y un papalelogramo de altu-
ras congruentes son equivalentes si la base
del paralelogramo ¢S congruente con la
mitad de la base del tridngulo.

3. — Dos triangulos: -
& Dados dos tridngulos de bases y alturas nespec

tivamente congruentes:

d
Hz=W
H B=PB /
Se construye:
0] t

Tal que:
"i"_i" o~ ﬁ, o H'ﬂ
Bx®=28"

r R B

a r~ o a

acd = rstu = gcd =mnp

|
uﬁp e iﬁl j
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Si dos triangulos tenen bases ¥ @&ura*s
respectivamente congruentes, son equivalen-
tes.

4.4. - Un tridngulo y un trapecio:
Dados un tridngulo y un trapecio de alturas
congruentes y tal que la base del tridnpulo sea
igual a la suma de las bases del trapecio:

se puede dividir cada una de las figuras en dos
tridngulos de la siguiente manera:

B’
) N 1= ]’s] por ser tridngulos
\ I | de bases y alturas
/ ! N E‘ . / I’ >\ 272! respectivamente
R B% 4 Y / congruentes.
B” A B’7

Por lo tanto:
triang. (B, H) = trapecio (B’, B”, H)

Un tridngule v un trapecio de alturas
congruentes son equivalentes si la base del
tridngulo es igual a la suma de las bases del
trapecio.

Br=bc+ad

[~ o o
abed = by = bdr
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5. _ MEDIDA DE LA SUPERFICIE: AREA:

Comno en el caso de la medida de la longitud, el
primer paso ¢s la eleccion de una unidad.

Con suficientes figuras congruentes con la unidad
elegida, colocadas de manera que encajen sin super-
ponerse, se puede cubrir cualquier figura ya sea exac-
tamente © no.

Ejemplos:

Se puede usar una cuadricula para calcular la me-
dida de la superficie de una figura superponiéndola a
clla. El namero que resufte de contar las regiones
unitarias es la medida de la superficie estimada o area.

por defecto: 22 por exceso: 30

1 |

! i

=~

Cuanto mas pegueia es la unidad elegida, mas
aproximada es la medida estimada.

La misma figura puede ser medida con distinias
unidades:

17

Med. Sup. F, = 12

La supgfﬁcie €3 la misma, no depende de la unidad.
La medide de la superficie es un ntimero que varfa
de acuerdo con la unidad clegida y que se Hama drea.

5.1, — Area del rectingulo:

Si con varios cuadrados unidad, conveniente-
mente dispuestos, se forma un rectinpulo, el
namero de cuadrados utilizados es la medida
de la superficie del rectingulo o drea del mis
mo.

Por _ejemplo, con 12 cuadrados congruentes
con! % formamos diferentes rectingulos:

A B
T - ]
L,%: ;',- = U: unid. de superficie
i I
] L } i A )
L f— -» u: unid. de longitud
—L—



P x —u;m w GPFOQIOT ey

Y x a koo PPISGIIOT BOIY

A aE.{ n m FPIOYUIOS Baly

Y nu,mm % dploquior

4y x{q+ Em = opadel] gary

yxaq ,m = opaden vary

— Hd M = olopdery zary
v B T [oraeder]

,vxumuonsﬁg

Y x & = oquor vary

7o ealy .m GQUICE TITY
‘Bumoar — e alnbe oqurol
! g
i
=y - 4
% k4 »mw

Qgod

“du -paur x wiized .M, = ouofijod vory

Y x g = ouofitod vary
‘Bupoas vy = ouodnod vy
wrirad & g ‘Bueroar = v cuodyjod.
-

mavﬁa i #

EVINDIY ONOODITOd

[ = 0Ieprary

[ %x1= 0ORpoaY
§ xq= TP ey

q

1=y 3
=9
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5.3. — Area de las figuras circulares
CORONA CIRCULAR

Area = nr? — nr'?

Area = 1 (1* — '?)

SEGMENTO CIRCULAR CIRCULO TRAPECIO CIRCULAR

a
I
¢ & @

Area = e wr?
360 360

Area = gr?

__ v
N SECTOR CIRCULAR

Area ! = Ares seot, 2ob — Area aob %,

Area Il = Area sect. sob, d + Area aoh Area =& (12 —r'?)
360
Area | . ﬂ‘f' o P B.h
360 2

* h
Areal] wmiia bR
' 360 2
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6. — TEOREMA DE PITAGORAS
6.1. — Raiz cuadrada:

Area del cuadrado = ©°

C
Areade C: 5% 5= 25
57 = 2%

Medida del lado: 5

Decimos gue 5 es la raiz cuadrada de 25,
porque 5% =25 (téngase en cuenia que s
trabaja con nameros naturales)

Notacion:

V35 =5 vporque 5% =25
La medida del lado del cuadrado es la raiz
cuadrada de su drea.

Medida det lado del OO = (/area

6.2. — Dado un tridngulo rectdngulo, se puede construir
un cuadrado sobre cada uno de sus lados.

C Los cuadrados A, B
R 3y C tienen por lados
respectivamente a cada
ung de los catetos ¥ la
hipotenusa del tridngu-
lo.
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6.3.— a) b) '
8t s¢ dibujan en A cuatro pugeden ser ubicados de mane-

tridngulos congruentes, de ra tal que con B, se cubra
acuerdo a la siguiente figura: totalmente e] cuadrado C.

<

N
%N

1 4

s

;,
s
N *‘x

B .

Las figuras: AU B (formada por los cuadrados que tie-
nen por lados los catetos del
fridngulo rectingulo)

y: C (formada por el cuadrado que tiene
por lado la hipotenusa del cuadrado)

son equicompuestas y, por lo tanto, equivalentes
por su superficie.

El cuadrado construido sobre Iz hipote-
nusa es equivalente a la unidn de los cua-
drados construidos sobre cada uno de los
catetos, :

6.4. — Dados los tridngulos recténgulos I y II tales
que:
-- Medida de los catetos de It 3 y 4 respectiva-
mente, f
— medida de los catetos de H: § y 12 respecti-
yvamente, constmiimaos:
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Resulta:

AreaA AreaB AreaC Ares A AreaB  AreaC
¥ 1 } 1 ¥ +
25 = 16 + 9 169 = 144 + 25

En todo trigngulo rectangulo, el guadra—
do de la medida de la hipotenusa es igual a
1a suma de los cuadrados de las medidas de

ios catetos.

a; medida hipotenusa
by c¢c: medida de los
respectivos catetos

a? =b? +¢?

Esta comprobacion pexmit'e conocer ’la me-
dida de un lado de un tridngulo rectangulo,
conociendo la medida de los otros dos:

a?=b et a=/ 4P

b’zmaz—cz =./4
¢t =a? b2 ¢ =4/a% — b?

EJERCICIOS DE APLICACION

1. — Recortar los tridngulos y formar figuras equicompiestas
con el rectingulo:

3 4
2

2. - Dada la siguiente figura obtener otras dos de igual drea:
2

4
3. —a) Hallar el drea de cada una de las figuras resultantes de
las siguientes operaciones:

19y tull
20y Il
30y 111

b} Comparar ef drea de 10 1l con el drea de 1 + drea de [L

4. — Hallar el drea de la figura sombreada:

@ a} Con respecto a la unidad:

b) Con respecto a la unidad:

i

¢} Con respecto a la unidad: W

\ N




x
¥

; - Calcnlar la medida de £ en los gignientes casos:

>
10

6. — Determinar ¢l drea de las siguientes figuras sombrea

12
X,

5

das:

didmetro: 10

27

7. —ay Un rectingulo es eguivilente 2 un cuadrado de 9m de
lado, 8i el ancho es de 3 m :cuil es el largo?

b) Un tridngulo es equivalente a un cuadrado de 81 m2. Si
ia base del tridngulo es congruente con el lado del cua-
drado ;cudl es la longitud de su altura?

8: — a) Un tridngulo y un rectinguio son equivalentes y tienen
la misma altura. ;Como es la base del tridngulo con res-
pecto a la del rectgnpulo? i

by Un trapecio y un rectingulo son equivalentes v tiencn
misma altura. ;Qué condicidn cumplen las bases del tra-
pecio?

¢} La altura de un rectingulo tiene la misma longitud que
una Jde las diagonales de un rombo. La longitnd de la
base es la mitad de la longitud de la otra diagonal.
;Como son las superficies de estas figuras?

d) Un rectinguio v un paralelogramo tienen la misma base
y la longitud de la altura del paralelogramo es !a mitad
de la del rectangulo. ;Qué relacion guarda el drea del
rectdngulo con respecto a la del paralelogramo?

H. - SEMEJANZA
1. — SEGMENTOS PROPORCIONALES
1.1. — Segmentos correspondientes:

Dadas varias rectas paralelas cortadas por dos
transversaies, se llaman segmentos correspondientes
a los comprendidos entre las mismas paralelas.

AML; N\ o AFBICID
B b By D
- [b \ WY ED | eomentos
bey b’c. [ correspondientes
C (e ¢’ edy od

D Jo \e

| \



1.2. — Propiedades de los segmentos correspondientes en-
tre paralelas:

i fres o mdas paralelas son cortadas por dos o
mas transversales, a segmentos congruentes sobre
una de las transversales corresponden segmentos
congruentes en cada una de las otras.

2\ \< A#BICID
& \b’ b Siab=bced
c \C, \Cﬁ? . N .
\ \ ab =bcEcd
d d\ i S P
— Aplicaciones:
a) Division de un segmento en partes con-
gruentes:

La clisica division de un segmento €n Qar‘tes
congruentes, se fundamenta en la propiedad
enunciada.
gjemplo: __

Dividir ab en 5 partes congruentes.

Procedimiento:
Se traza:

10; ap, tal que ab ¢ ap

20: en a”;?, a partir del or@gen,
5 segmentos cONsecutivos:
aceod xdexef =g

30: gb

40: o' f dd’ f e’ J I £ gb

Resulta:

ac’xc'd 2 de el =b

b) La paralela a un lado de un tridngulo, trazada
por ¢l punto medio de uno de los otros dos la-
dos, corta al tercero en su punto medio.
Eiemplo:

a .9
abe
m punto medio de ab

mp ¥ ac
< Resulta:

p punto medio de bc

¢ La paralela a las bases de un trapecio trazada
por el punto medio de uno de los lados obli-
cuos corta al ofeo lado en su punto medio,
Ejemplo:

4 d trapecic abcd
/ ‘E m punio medio de ab
= p mp # ad # be

/ \ ‘Resulta:

b c

P ﬁuq_to medio de cd

1.3. — Bases medias:
. ) Bases medias de un cuadrilitero:

Son cada uno de los segmentos determinados
por los puntos medios de los pares de lados
opuestos.



. base media correspondiente
a los lados ad v be
base media correspondiente
a los lados ab ¥ cd

b r ¢

b) Bases medias de un tridnguio: ﬁ
Son cada uno de los segmentos determinados
por los puntos medios de un par de lados.
a Ejemplo: a a

p p

b b

mp: base media

mr: base media

“pr: base media
correspon-
diente a ab

cotrrespon-

correspon- -
diente a ac

diente a bc

¢) Propledades de las bases medias de los:
19) paralelogramos:

¢ d T L ¢
f b 4 # g o b
rs base media
corresponde &

ad / be

a
n base media

cosresponde a
ab fed

31

En todo paralelogramo cada base media es
paralela al par de lados correspondientes y
congruente con ellos. Por lo tanto:

La longitud de una base media es igual a
la longitud de cada una de las bases co
rrespondientes.

29) tridngulos.
Cada base media de un tridngulo es para-

lela al lado correspondiente y congruente con
su mitad. Por lo tanto:

La longitud de cada base media de un
tridngulo es igual a la mitad de la longi-
tud del lado correspondiente.

Justificaciém:

— %
mn: base media de abc
correspondiente a ab

e
/
m ’n r:  punto medio de ab

/ _ 2
, ’ mn = ar base media arse
b

mzézﬂ

39 trapecios:
La base media de un frapecio comespon-
diente a las bases, es paralela a ellas v su lon-

gitud es igual a la semisuma de las longitudes
de las mismac.

B e izﬁ#ﬁ”‘“ \
- mn : base media de ard
~ . \n mnd ar
‘ S > | ma-BEE




1.4. — Razoén entre segmentos:
La razén de dos segmentos es la razHn enfre sus
medidas tomadas respecto a una misma unidad.

A
y-——*""""'/B/‘ razén entre Ay B: %
Al
it 2
'\‘\D\\_\‘ razén entre C y D: %
D 2

1.5. - Proporcion entre segmentos:
Dados en un cierto orden cuatro segmentos A, B,
C v D, tal que la razén entre los dos primeros es
igual a la razbn entre los dos altimos, se dice que
dichos segmentos son proporcionales.

B 'gzgl
B i = Se lee:
-B =L Aesal
_ B D ComoCesaD
¢ c .3
Mm —ﬁ 2
D

La igualdad entre las razonez % y % se Hama

proporcion

Le]

e
oa o e
Romw o

R

2. — SEMEJANZA DE POLIGONOS:

La semejanza es una correspondencia biunivoca en-
tre los vértices de dos poligonos convexos o entre los
vértices de un solo poligono convexo con ellos mis
mos, tal que los lados correspondientes son propor-
cionales v los dngulos correspondientes son con-
gruentes.

] LS T

Resulta:
potig. abed ~ polig. efgh
Se lee:
polig. abed semejante polig. efgh

Si en el siguiente conjunto de figuras se aplica la
rff':lamon .. .“es semejante a”. .. se obtiene una parti-
cidn:

Cada subconjunto de la particidn es una clase de
equivalencia.
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b* sado un tridngulo se puede obtener otro seme-
jante, trazando una recta paralela. 2 uno de sus
lados.

Ejemplo: .
Dado abc y mn/ ab, pueden presentarse las
siguientes situaciones:

Las figuras que pertenecen a una misma clase
de equivalencia tienen la misma forma.

a} b) n c)
< N\ 7 c
- \ /
\ /
!
\ <
m n a4 b
4 \‘
/ \ b :I \
a m
a b

en todas resulta;

2.1, — Semejanza de tridngulos:
a) Dados dos tridngulos abc y a’b'c’

A &

a men ™~ abo
a *
— Criterios de semejanza de tridngulos.
¢ ¢ ; 12} 81 dos tridngulos tienen dos pares de lados
f homdlogos prapoereionales y los dngulos com-
b b’ prendido§ entre ¢llos congruentes, entonces
definicié c son semejantes.
por geinnicion es.
A &
abe ~ a'b’¢’ ]
ab _ ac
IR a—g a? N .
, s o 4 = ~ def
a-~ra _b T e A== 3:‘ | abc
bbb B =28 = oAy | imd
cw¢ @b b d pa ] a b d e
E 4
‘i «



De acuerdo con este criterio resulta que:
“Dos tridngulos rectngulos son semejantes si
sus catetos son proporcionales”.

20) Si dos tridangulos tienen dos dngulos respecti-
vamente congruentes, entonces son semejan-
tes.

AN

Resulta asi que:
“Dos tridgngulos rectingulos con un angulo
agudo congruente, son semejantes”.

k13
ﬁié

(g";
\"“"‘Y""‘

= éf}c ~ é?zf

39) i dos tridngulos tienen sus lados homaologos
prOporcionales, entonces son semejantes.

¢
/\ /\ &11 bﬁ‘”@ = abe ~ def
id
a

2.2. — Obtencién de un poligono semejante a otro dado:

a) Dade un poligono, se pueden ordenar sus vér-
tices a partir de uno cualquiera de ellos. Deter-
minade el primer vértice, quedan ordenados sus
lados y las diagonales que concurren a dicho
vértice,

Eiemplo:
Dado el poligono abcde

3
& ;. primer vértice

ab: primer lado

e  ac: primera diagonal

d

b) Para obtener un poligono semejante al abede se
procede asi:
— Se determina un punto cualquiera del primer
lado ab.

— Se traza: _
19} mp 4 be
20) pgfcd
30y qr# de

¢ d

Resulia:

g o©

ampqr ~ abede

Justificacion:

Si:

——— N A I
mp / be = map ~ bac

pda/cd= pag ~ cad
qr /de = qar ~dae

= polig. ampygr ~ polig. abcde



3. — ESCALAS

La semejanza de poligonos se aplica en la construc-
cibn de planos y mapas, va que estos son figuras
semejantes a los objetos reales.

La razon de semejanza se Mama escala,

Por ejemplo: si en una habitacion el Jargo (1) es
4m y en el plane se representa con un segmento (s)
de 4 cm, la escala correspondiente s¢ obtiene as{:

o

=

]

Expresados ambos en la misma unidad, resulta:
S S
400 100

Recfprocamente, en la misma escala, un segmento
de 2,5 ¢cm representara otro real de 250 cm o 2,50 m,

porque:
L 25 = =
160 m x=2,5.100= 250
En algunos mapas la escala se representa gréfica-
mente.
Ejemplo:

i ] km
0 50 100 200

Para calcular la distancia real enire dos ciudades A
y B separadas por 4 cm en ub mapa dibujade en fa
escala anterior se procederd asi:

4 ¥ =4 .50
0 X X = 200

La distancia entre A y B es de 200 km.

WWWM.WW%W.WMWM

EJERCICIOS DE APLICACION

9. — Indicar los pares de conjuntos cuyos elementos pueden
ser medidas de lados de tridngulos semejantes:

A=1{2234] C= 48,16, 12}
B={9 12 20} D={3456}

fa & & [
10. - Sjabc = a’b'e’, jesabec~a'b’c’™? ;por qué?
& -3
11. — Sefialar en cudles de estos casos resulta abe ~ a’h’c”:
& J— —— P
aabe: ab =9 cm; bc =6cm;ed = 12 cm
a'h’e’r a'h” = 3cem; B¢ =2cm; c'd =4cm
& "
b) abc: tridngulo recténgulo; b = 60°
& ol
a'b’c’: tridngulo rectingulo; b’ = 60°
& J—— J— p—
clabeiab=8cm;bc=7Tcm,;cd =4 om
a J— P R
bt =dem b = Tem; d” =6om
I2. — ;Son semejantes estos tridngulos?
abe: a4 =405 = 60°
H »
a’b'e’: &= 80%; b = 60°

13. - Dado ¢l confunte F de figuras

4 3
1 j B 6
Aplicar la relacién: . . ."es semejante a”’, . .

a) Hacer el diagrama vinculando los pares ordenados.
b) Escribir los subconjuntos de Ia particibn.
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14. — Representar un segmento de 25 cm seghn la escala ilﬁ

15, — En un mapa la distancia de la ciudad M hasta la ciudad S
es de 20 em. ;Cundl es ia distancia real si la escala corres-

pondiente es 1/1.000.000?

16. — A, B y C representan élevaciones terrestres; D y E,
profundidades marinas. ;Cudntos metros corresponden a
cada una seguan la escala 1/100.0007

nivel del mar

41
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17. — Datos:
Afio NO de
habitantes
1910 500,000
1920 750.000
1930 | 1.250.000
i 1940 | 1.625.000
1950 12.250.000
p%() 3.000.000
YA
1000000 4
20000600 4
1.800000 4
} f
1910 1920

a} Representar los datos de {a tabla de crecimiento demo-

grifico.

b3 Dibujar 1a curva de crecimiento.
¢) Indicar la escala utilizada en ¢l eje y.

F930 19400 1950 1960

X



42

I8. — Representar én un grafico de barras, en el orden dado, el
drea aproximada de cada una de las siguientes provincias:

Buenos Aires:
Mendoza:
Jujuy:

Santa Cruz:
Chaco:

il

Escala:

300.000 km?
150.000 km?

50.000 km?
200.000 km?
100,000 km?

50.000 km?

1. — ANGULOS DIEDROS Y POLIEDROS

I — ANGULOS DIEDROS
1.1, — Definiciones:

Se exponen a continuacidn distintos criterios
para definir dnpulos diedros.
a} Dos planos secantes determinan en el espacio
cualro regiones cada una de las cuales recibe el
nombre de angulo diedro comvexn o simple-

mente diedro,

i !

v
£$
¥

]
it

aNg=R
regiones 1, H, 1, IV: diedros

1%

b} Dados dos planos « y 3‘%cantes en Ry un
punto p gue no pertencce a ellos:

19} Se llama diedro of convexo o simplemente
df’edro off a la interseecion de los semiespa-
clos determinados por « y § que conliene
ap.

s P
/ . sfe (o, p) Nsfe (B, p)=d. 54}
X f /

%

Notacion:

d éﬁjan’sm: R

Learas: s/p o s/p B

d F@c {arism: ab
caras: s{p (ab, c); s/p (ab, h)

22) Be lama diedro off concavo a la unidn de
los semiespacios determinados por o y § que
contienen al punto p.



1.2, - Diedro llano:
Un dngulo diedro es lluno st sus caras son semi-

sfe (o, pYVUsie (8, p)Y=d. @ concavo planos opuestos,

« P .
s diedros | d. %que contiene a p
/ ?( R Hanos i d. & que no contiene a p.
e /

Un diedro llano es un semiespacio

- 1.3. — Beccion de un diedro:

Todo plano que corta a la arista de un diedro
determina con las caras del mismo un dngulo plano
lamado seccion del diedro.

¢) Se llama dngulo diedro 2 la unidn de dos semi-
planos de borde coman.

¥R scccion d. &8

N |
d. abch = s/p (be, a) U sfp (be, h) :
| yNA= {a) vNea=ab

-

Yy g=ac

De acuerdo con esta definicion el diedro estd |
formado_solamente por los puntos de las caras.

. v
El d. dbch separa a los puntos del espacio en ;
dos regiones abiertas, una concava y otra con- \ ) . -~
Si v es perpendicular a la arista A, dbles la
secelon normal del diedro.

vexa, ?\
i

m &4d. a6¢h: m € region convexa o interior. “ /E\

réd. dch: re regidon concava o exterior. @ 3 ALl

. ‘ a

La union del d. 60h con cada una de las re- - ¥ Aly= N

giones anteriores conduce a la nocion de diedro ° a ¢ Alac

expresada en b). ~

bac: sec. normal d. of

d. &‘E?:h L regién interior = diedro convexo.
d. apch U region exterior = diedro concavo.
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Para obtener la seccién normal de un diedro
basta trazar en cada cara la perpendicular a la
arista en un mismo punto,

La medida de un diedro es la medida de su seccidn
normal.

med. d. @# med. b?c

1.4, - Congruencia de diedros:

Dos diedros son congruentes si sus secciones nor-
males son congruentes,

1.5, — Diedros consecutivos:
Dos diedros son consecutivos cuanao tienen scia-
mente wna cara comiun.

. 57 = g (cara comiin)
e

d. fv: consecutivos

L

1.6, — Diedros adyacentes:

Dos diedros consecutivos son adyacentces si las ca-
ras no comunes son semiplanos opuestos.

N A
d. of v d. By consecutivos

ayy s/p opuestos

d. 3 y d.fy: adyacentes

N._.—“ e e A+ A e i,

C

a7

1.7, — Diedro recto:

Si dos diedros adyacentes son congruentes, cada
uno de ellos es un diedro recto.

1.8 -

A -
dofyd @ adyacentes

d,gbad.%

s X
=d. ofyd By
Tectos

La seceidn normal de un diedro recte es un dngulo

recto,

Diedros opuestos por la arista:

Dos diedros son opuestos por la arista si 1as caras
de uno son semiplanos opuestos a las caras del
OLro,

ay{s}

By

semiplanos
Qpuestos

} opuestos por
las aristas



2. — ANGULOS POLIEDROS g 2.2. — Suma de las caras de un poliedro:
2.1, — Definiciones: La suma de las caras de un zngnlo poliedro es
a)8e llama dngulo poliedro convexo, o simpie- ’ Menor que 360",
mente dngulo poliedro a cada una de las regio- i Ejemplo: E.. 4. avcde
nes del espacio determinadas por tres o mis !
planos que se intersecan muluamente. \ ) X i
8i se frata de tres planos se obtiene un dngulo . avb + bve + cvd + dve + eva < 360°
triedro convexp o simplemente friedro.
La“—ffﬂ—" . . : IV. — CUERPOS GEOMETRICOS
3 aNfy= Jo Toda figura del espacio limitada por poligonos es un
v poliedro. Cada uno de 10s poligonos es una carg del
v . . potiedro. o .
o regrones: i}l“i/?iig\lfgl Vs Toda figura del espacio limitada por superficies curvas
\ W o superficies curvas y planas, ¢s un cuerpo redondo.
xz// < . En el conjunto universal C de los cuerpos geométricos
’ VI dngulos triedros c produce la siguiente particion:
,...ue—'""""—'“‘ . R P
- <
b) Se llama angulo poliedro a la interseccidn de ‘
tres o mias diedros, cuvas aristas son semirrectas
ﬁv no copianares de origen comin. /
. A i

- —E N ® é‘-’-’?
va, vb, v, vd, ve: no coplanares r @

dfndaPnd dnd8nd &=dng poliedro

Notacién: ¥ abede
. Se lee: dngulo poliedro de vértice v y

y aristas abede

vértice; v
H — A A A A A C= {cuerpos geométricos } Rup=C
v. abode e —caras: avbh, bvc, cvd, dve, ¢va ; R = { cuerpos redondos} RAP=¢

A
diedros: d.4, d. b, d. & . 3, d. 8 : p= {poﬁedros}




I. — POLIEDROS:
1.1. — Pirdmides:
a) 12) Se Nlama pirémide al poliedro en que una de
sus caras es un poligono cualquiera y las

demis son tridngulos que concurren en un
vértice.

Notacion:

pir. v. abcde
base: polig. abede

caras
laterales
vértice: v

% FY & A a
avb; bve; ovd; dve; eva

aristas P M"*{;‘-*-—y wa»w—-——
laterales | Y33 VO VG VA Ve,

29) Dada un dngulo poliedro y un plano que
seccione a todas sus caras, se llama pirdmide
al conjunto de puntos del dnguio poliedro
situados en el semiespacio que contiene el
vértice.

pir. v. abed )
¥. abcd: dngulo poliedre
« NS abed: polig. bed

b) De acuerdo al poligona de la base, las pirdmides
reciben el nombre de: friangulares, cuadrangu-
lares, pentagonales, etc.

¢) Altura de la pirdmide:
Segmento de perpendicular trazado desde el
vértice al plano que incluye a la base,

vo: altura

) Pirgmide regular.
Una pirdmide ¢s regular cuando su base es un
poligono regular y el pie de la altura es el

ceniro de la base.

pir. ¥. abede
hase: polig. regular abede
centro de la base. o
altura: vo
caras laterales.
& A s o )

avh 2 bve 2= cvd 2 dve = eva

aristas laterales:

va =vb =vc =vd & ve

apotema: v



52 i mﬁ
~ Apotema de la piramide regular es 1a altura de ¢) Un prisma es recto u ublicuo, segin que las
una cualguiera de las caras Jaferales de h atistas laterales sean perpendiculares u oblicuas a
pirdamide regular. jos planos de las bases.
— Tetraedro:
Pirimide triangular cuyas caras laterales y .i
¥ g 1
base son triangnlos equiliteros. !
a :
i
¥
[ H
pir. & bed: tetraedro ;
b ; &" s & a o (-q;
dab = bac = cad = dbe -~ “ .
) 5l e
p
Prisma recto Prisma Obliﬂ‘ﬁo
{.2. - Prisma:
a}) Se lama prisma al poliedro que tiene dos carus ;
congruentes sjtuadas en planos paralelos y las d) Altura del prisma. ] _
demas son paralelogramos. Segmento de perpendicular comprendido en-
tre los planos de las bases. .
En un prisma recto, cualquiera de las aristas
laterales puede ser considerada como altura.
b Notacion:
prisma abcdef
& &
buases: abe == def ) Pri .
e) Prisma regular.
caras larerales: k g
L L7 L7 ’ Prisma recto cuyas bases son poligonos regu-
abeq; ebot; adic
lares,
vértives, a. b, ¢, d. e, f
aristas laterales: ad; be; of ' ‘
et e o ot Sttt i t
aristas de las bases: ab, be, ac, de, ef, [d : .
] {
y ¥
I ! N —{.
1 ' Frv e e
u 0 A - L T
b) Un prisma es triangular, cuadrangular, pentago- BN B 7
nal. ete., seghn que sus bases seun respectiva- > -
mnente! tridngulos, cuadrados, 4 . , - . o regular
gulos rados, pentigonos, etc B: tridng, equilitero  B: cuadrado B: hexdgono regu




5
4

D Paralelep ipedos: 30y Elementos opuestos del paralelepipedo:

10}

FParalelepipedos
bases: paralelogramos

Caras opuestas Vértices upuestos A"rz':;z‘as’ opuestas
no tienen pun- no pertenecen & no estan incluidas
tos comunes la misma cara en la misma cara
' =2 &7 , ac y og
. \ aveg byh wrTe
B y B’: paralelogramos abfe y degh A o v iii
= o ab v hg
i fge
achd v big Ty T

Paralelepipedos rectingulos
bases: rectaineulos

30 Diagonales de un paralelepipedo:

Cada par de vértices opuestos determina una diagonal.
Faralelepipedos rectos reciingulos

caras laterales: rectingulos

]
S
¥ Cubo
! o

caras: cuadrados & o .
; ag, bh, ce, df:
H
! : diggonales

(LD a
LI
J' f”’“
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— Propiedades: 1.3. -- Namero de vértices y aristas de un poliedro: Rela-
P : cion de Eujer. . -

L — Las diagonales de up paraielepipedo se En todo poliedroia suma del namero de caras y
cortan mutuamente en partes congruen- el namero'de vértices es jgual a la suma del nume-
les. vo de aristas y dos.

ag NBENTe N df = fm}
am 2 mg € NO de caras V- NO de vértices A - N© de aristas
bm = mh
cme me
dme mf
II. — Las diagonales de un paralelepipedo rec-
to rectdngulo son CONgrentes. (
CHIL - ¥l cyadrado de la longitud de una
diagonal de un paralelepipedo recto rec-
tingulo es igual a la suma de 1os cua- q 3 X
drados de lag longitudes de tres aristas / H
que concurren en un vértice.. ; iy i
1 '
: L ,./lw—wj
-y - /l 5\ - -
N Sl d? =a? +p? 4 2 A * 5
’»{)C ) a) b'}
b
dj Plano diagona.:
P g Lot = A+ 2
Cada par de daristas opuestas determ inan yn Poliedro | Caras [Vériices |  Aristas 4+ V, A
plano diagonal. — el
— S s = S i
a) 6 8 12 6+8=12+2 |
behe: plano diagonal b)
| , o 6 24 10+ 16 = 24 +2
C «
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2. - CUERPOS REDONDOS: ¢) Cilindro circular: las bases son circulos.
2.1 - Cilindro:

) {?uarpo. redondo que tieae dos caras paralelus
congruentes. lamadas bases, limitadas por curvas

simples cerradas. La superficic curvy es In cara o
lateral, :
Basenc' (o, 1) Notacion:
re. o, .
. Cil. ‘
Eje: o0’ L l(o. 13 H]
- " *Tw
\3.9____./’
H Cilindro circular Cilindro circular
oblicuo recto

. Generacion de un cilindro recto circular:
Un cilindro circular recto se puede considerar
generado por lu rotacion de un rectingulo
alrededor de uno de sus lzdos.

e
=

Bases

= oW
i
=

abods rectingulo

_rm——. e -

generatriz; (s ad 1 ¢je de rotucién
altura: H

¢b: genera fa superficie luteral
det cilindro
ab: genera un circulo: base del cilindro.

- Genergtriz. S 2.2, - Cono:
- . Scpme v orectn de b o o
toral C(}n’;;;ygn(]%d{; tfirdz I,T“t" de facara la- &) Cuerpo redondo formado por una superficie cur
- Altara: Sevment ¢ LS Dases. va y una superficie plana (basc) fimitada por
dido e;}ifgéiog?i]lt) de perpeadicular. compren- ana curva simple.
b)Y Un cilindro es ‘,i.;"m?dﬂ,igs b“gm', La superficie curva estd formada por segmentos
y 30) sepin que i,:} i “u'; u oblicuo thig. 12 cuyos extremos son un punio (vértice) no per
dgencralnz sea perpendicalar tencciente al plano de la base y cada uno de los

u oblicua a los planos de las hyses, puntos de la curva simple
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B: base

v: vértice

W altury tsegmento de
perpendiculir desde
el vértice al plano «j

Base: Cire. (o, 1)

Vo eje (segmento deter-
miado por el vértice
y ¢l centro de la base)

Cone cirediar Cono cirgular
oblicuo reelo

o) Un cono circular es recm tfig. 29 u oblicuo
(fig. 19} segin que ¢l ¢je sen perpendicular u
oblicuo a 1 base,

Gesteracion de un cono cirendar recto:

Un wono circulur recto, se puede generar por

LUorotacion de un tridngulo rectangulo que

gira alrededer de une de sus catetos,

&

VOUT rectingulo

cateto vo: cje de rotacion

cateto oc: genere el eirculo base

hipotenusa ve: genera la superfi-
cie lateral

2.3, - Eslera:
@y Superficie esférica:
Se llama superficle esférica de centro 0y
Cradio ¢ w1 conjunto de los puntos del espacio
cuya distaneia a o es igual a r.

Notacion’
Sup. esf.io, )

Se leg: ‘
Superficie esférica de
centro o y radior

dio,a)=r=a2< Sup. eslfi(g, n

d{o. by << r=b € regidn interior
deo.ch e o8 repion exterior

by Esfera: o

Se Mama esfera do ocentro oy I‘;Jdi(}‘f ul

coniunto de los puntos del espacio cuya distan-
Cla a o esmenor o igual gue r.

Otra forma de definir osfera - |
Se Yama esfera al conjunto unidn de los

puntos de i superficie esférica con los puntos
de la regidn anteriorn

¢) B v didmetro: .
- Fjeo Es ko oreeta que pasa por el ‘,_cnptro
de la esfera o de la superficie esténca.

o CEE g

E M Sup. esfio, = 1 bl
ab: didmetro de la esfera y de

i superficie esférici.
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d} Posiciones relativas de una superficie esférica v
un plano:
Dagios una superficie esférica y un plano ea el
espacio, pueden presentarse las siguientes situu-
ciones:

/s

Se verifica:

p-esi.(o, r) N = ¢ = oexterior

dlo.oy>r

“ Sup.esfiy, ) NB=ibi= B rangente

Se verifica:

dio. f1=1

Sup. eslg, ry Ny = Clo', 1) = sccanre
!"‘ ,(:: T
Se verifica:
dia Yy <<y
¥ determina en L superficie

esférica dos casquctes esfé-
ricos.

: 8i 0 €y = C(p, ry circunferencia maxima
En este caso los casquetes se llaman hemisferios.

— Seccion de un plano secante con la esfera:
La wmterseccion de un plano secante con los
puntos de la esfera es un cireulo.

a Mesfo, ry = Cire e, o M esfqo, ry= Circ(o.n

————

Circulo circulo miximo

o determing en la esfera dos segmentos esfé-

ricos.
Si o €« los segmentos se Haman semtiesferas.

Segmento bibisico

Zona esféricy
Parte de la superficie esférica
comprendida entre dos seccio-  dida entre dos
nes paralelas.

Parte de la esfera compren-
secciones

parulelas.




e

- Huso y cung esféricos:
Huso esférie;
parte o ife ,CA{} M Cusia esférica
rarte + 1l superficie esférica Parte de la esfera ¢
prendida entre las caras dida entre e o

de un died . las caras d
! TO CUya arista es  die . ~ o feun
gje. es  diedro cuya aristy es gje.

-

3. POLIEDROS REGULARES:

Poliedro regular es todo poliedro cuyas caras son
poligonos regulares ¥y en cada uno de los vértices
concurre el mismo ndmero de caras.

3.1, - Existencia de los poligonos regulares:

Teniendo en cuenta que la suma de los ingulos de

un poliedro es menor que 360° se pueden analizar

tas posibitidades de existencia de los poliedros re-

gulares.
CARAS POLIEDRO
s N9 en cada| Suma de los dngulos ]y IN© de
Poligono vérfice dei poliedro ombre Caras
3 1% 60% = 180° tetruedro} 4
4 4 X 60° = 240°  Joctaedro| 8
5 5% 60° = 300° 1icosaedr0 20
6 6 X 60° = 360°  Inoexiste| _ -
S L. o o eubo o 6
el Generacion de wna esfera: 3 3 X 90° = 270 hexaﬂfim
;ina [esfe:r:.t s¢ pucde generar por la rotacion 4 4 X 90° = 360° no existe! —--
(mﬂ:;:r{;amlcnreu}m que giri alrededor def 3 1% 108° = 324° d{)dde- 12
* ' : . =L caedro
4 4 X 108° = 432° o existe] ~—
-
Q 3 3 X 120° = 360° |no existe] —-
L™

Por lo tanto los Onicos poliedros regulares que
existen soi los signientes:

SEINICITC. {0, 1); ab didmetro

!
.

ﬁSfl{ . 1-)

tetraedro octaedro icosaedro cubo dodecaedro



- Aplicacion de la férmuls de Euvler a pw;iiedmé

regulares:
C+V=A+7
Poliedro C
¥ CHV=A+42
teiraedro 4
4 4+ 4= H+2
Y
bt b E+ a=12+2
dodecacdro 12 ‘
\ 20 2+ M =3042
icosaedro X0 \\32 M4 12=30+2

3.3. — Poliedros duales:

E\- 3 + * Y
mer; ;te par. dc,dpolxedms repulares en qgue el nu
caras de une es el nd crti i
mero es el nimero de vértices del
vitho - octaedro
dodecaedro - icossedro

- (bservacion:
El nume > vierti
e eqémg'rg de vertu;cs de los poliedros regu-
5 g ado por It sigulente formualba

O de caras X N
N{%‘fddu caras X NO de lados de b cara
’ € CUras que CORCUITen ¢ ai vértive
Ejemplo: Dodecacdro

NO de vértices = a5 2 3

3

EJERCICIOS DE APLICACION

19. - En el comjunio

Tacidn:

R = .. . tiene el mismo
agrama de Venn.

a) Dibujar el di

by Escribir el vonjun

¢y Enumerar las propic

d) En caso de proc

subconiuntos que determing.

_ Escribir el nombre del poligono

TS £

to de pares ord

dades que cumple {
una pariicion e P,

enudos.

p == | policdros l“cgul::rcs-i& aplicar ia re-

namero de anstas que” ..

4 Telcion.

ascribir tos

gue determine ka seccion

20. -
producida al pair tos puntos serulados cn cady uno doe los
sigulentes culbos (uuis en orden affubéticol
d a c
1-—-—-0——*1 a| 4 oy
b d
bll
C
C b C V t}
ik ne 30 49
i f
b @
¢
i
d
d
c -~
oL
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V.. AREA DE POLIEDROS Y CUERPOS REDONDOS
En peneral:
de Sus

Area de cuerpos geomélric

curdas

os: Suma de s Areus

y



En el caso de ciertos cuerpos (prismas, cilindros, pira-
mides y conos) se debe distinguir entre:

drea lateral suma de las dreas de fas caras laterales
y drea total suma del area lateral y las areas de las
bases.

1. — AREA DEL PRISMA RECTO:

1.1. — El drea lIateral de un prisma recto es igual a 1y de
un rectingulo cuyas dimensiones son: P (perimetro
de la base) v h (medida de la altura del prisma).

Dicho rectingulo se llama desarrollo de la super-
ficie lateral y es resultado de aplicar sobre el plano
las caras laterales rectangulares unidas por sus aris-
tas comunes.

P — perimetro de la base
h = medida de la altura

| ] A.lat. =P h

J B —iirea de la base

A.total=P.h+ 2B

[.2. - Prisma recto regular:

P.:

A total=P . h+2 —,,rlL ag ~ medida de la

- apotema de la
base

A.total=P_.h+P _ ag

A. total =P (h + ag)

R

Observacion:

Prisma oblicuo: hay qu
altura del prisma no es con
de las aristas laterales.

H — altura del prisma recto

Ty

a
.
.\ H — altura del prisma oblicuo
H o pga
Y J
A. lat. = suma de las Areas de la

1.3. — Area del cubo:

g - medida de la arista

¢ tener presente que 1a
gruente con la longitud

¢ caras laterales
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2. - AREA DEL CILINDRO RECTO:
El desurrollo de Iy superficie luteral de un cilis-
dro recto es up rectangulo cuyas dimeasiones DIETEN

P (longitud de Ju circunfereacia de radjo Ny g
(rmedida de g generatriz},

@}O

A totul = 2or g+ Mgp?

- M
o]

'3

éll 3 A totat = 2y (g + 1
W _
b 2 e

3. -~ AREADE LA PIRAMIDE RECTA REGULAR:

Las caras laterales SON fridngulos isdscele

Bruentes de sltura y base re

tes con R oapotemy y el
pirdmide,

s Con-
spectivimente congrien
ludo de ta base de 1y

dp = medida de la apotema
b= medidu det Jado de i3

Pero. como i base es un poligono regular:

B o= Pl
=B=""3

Py - ap, Pt
yA,tofa!m“’EﬁJ”*‘ 2

Py
,7 Al Lotal = 77 fup +oap)

Aren de la pirdmide no reguiar

i as caras laterates
A. lat. = suma de lus dreas de las curas Jate
ctd b, = sl e

AL tolal = AL luteral + B

o o o *?ECTG .;‘ e s CIFCHEE on U seo il
0 gesarroHo de cona It i > o
i i:%lj:::;e radio g {medida dc‘l& g,t;{%ﬁ{dih Yoy
;i:&m del areo igual a fa fongttad Clo, )

Jnr g

P A fat. = i
P‘\\

A dat.=rr. g

2
A. total = @r. g+ 7w

A. total = wrig +0) —-i
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5. AREA DE LOS POLIEDROS REGULARES:
En general. pary ef poliedro regular de caras:

i A = drea de una cary . n

6. - AREA DE 1A SUPERFICIE ESFERICA -
Sean:

P s B j
U

Si se cubren la superficie Iateral def ¢ilindro y Ia
superficie esférica ¢on na cupy de revestimiento
plistico. de espesor uniforme, se comprobard que se
utiliza {n mismy cantidad de materig]

Por lo tanto:

Sup. lat. cilindro = sup. esférica

= A, lat. cilindro = A, esfern

2ar . hos gr Ir

————

A, esfery w= Agp2

Poliedro regular

Area = dreade una cara X n

SR F

A. lat, = 492

m
+ by
e &
e - L]
i i ™ =
H. ”ﬁ E
= 2
o «
%] oA i~
L JE. 3;&
-4 g < =
5 = Ee |l 8%
ZlE g2 | < =5
<= E5 e 3a
S A5 B 28
A,
Gt
3 :
* . Bl I
1 g O
2 = &5
M Al Al
— It - . ,_;fé
8 $ “ s i 4 A
H el b < <
< Sl €| <
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COMPARACION DE VOLUMENES
1. - CUERPOS EQUICOMPEEST(}&

EJERCICIOS DE APLICACION

21. - Una pirimide recta tiene por base un cuadrade de 12 em 3 !
de lado. Calcular el drea laterat y total, sabiendo gue la o
apotema es 5/6 del lada de la base.
22, - Un prisma recto tiene por base un rombo ¢n el gue una 3
I —

de sus diagonales es3/4 de la otra vy haosumu de ambas es
14 cm. Caleular la superficie total sabiendo que la lon-
gitud de la altura es igusl al sentiperimetro de la base,

23. - Comprobar que en un cono en que: g2 2ol drea laterad
es igual al doble del drea de la base.

24 - Y El radio de una supcrficie esférica E es ¢l doble del

radio de otra 1% Expresar la razdn entre sus arcas.

b} idem si el radio de E ¢s tres veces el de BV

25, — Completar ¢l cuadre con las jongitudes vy dreas corres-
pondigntes al cubo:

. e . - 2:
puede separarse o los prismas 't LA
nus pucde formarse

El cucrpo A '
Con la unidn e pstos prist
otro policdro B.
Ay B son poned
gniGn del mismo numere wE b
dos o dox repjendo en comun
partes e carss.

7. - RELACION DE EQU

fedros cquicompucstos porquc 50\;1
o de poliedros congruenles
gofamenie Lards O

IVALENCIA: VOLUMEN:

Long. arista Sup. cara Sup. lat. Sup. toru) R=..."cs cquicompuesto a:(.m‘ﬂ . ..esv ut;:} éddd{,
cion que clusihica fos clementos de un coniun
: = CLTPOS <
< ) 64 em? ){* . , |

26. - Se debe pintar un cobertizo de forma de hemisferio

Si para pintar ¢l piso se
emplean 17 litros de pintur,
scudintos dHros se necesiturdn
para cubrir ol exterior  del
cobertizo?

-
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En C se produce una particion.

Cada subconjunto es una clase de equivalencia que
define un volumen,

Los cuerpos que perteénecen 3 una clase son equi-
valentes en cuanto a su volumen,

Los cuerpos equicompuestos, Hamados también
equivalentes, tienen el mismo volumen.

En una clase de equivalencia, si se conoce el valor
de! volumen de un cuerpo, se conoce también el del
volumen de todos los demas cuerpos de Ta misma

3. - COMPROBACION INTUITIVA DEL YOLUMEN DE

4.

LOS CUERPOS:

Se construven dos cuerpos huecos y se Hena vne
de elfos con arena: si al volearse ¢l contenido en el
otro, éste queda completamente lleno sin desbor-
darse, enfonces son eguivalentes por su volumen.

- MEDIDA DEL VOLUMEN:

Como en el caso de la longitud v la superficie, el
primer paso es 1o eleccidon de fa unidad.

El volumen del mismo poliedro puede ser medido
con distintas unidades.

Dado P hueco v A, B ¥y € como unidades:

A
B

C

£7
=7
7

.

" -

Si para llenar
deeimos:

P se necesitan 4 A, 2B y 8C,

Vol P = 4 Vol A

Med. Vol. Pa = 4

Vol. P= 2 Vol. B

Med. Vol. Py = 2

7 &

vol. P = 8 Vol C

Med. Vol. Pc™ 8

. . . el
g1 volumen del paraieleplpedo P siempte €

mismo. no depende de ta unidad. | imero Que varia
La medida de su volumen €s € 1t

de acuerdo con la unidad e%egida,
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5. ~ CALCULO pEL VOLUMEN:
3.1~ Volumen del paralelepipedo:

(“ HETese e g 1
;me;.tigs vdnt:m cubos um‘dad, convenientemente dis
nfrrﬁem‘ dzc pbueden.{ termar paralelepinedos; o
cubos utidizados es Ja med; ‘
‘ : ! nedida de -
lumen dei puralelepipedo. el vo

Par ejemplo: con 12 cubog congruentes con @

' i ) @ U7 unidad do Vol

D U? unidad de Sup.

M U unidad de Long.

£n g K e )
Liond cni?:bu ‘“":; {3; ;d card del cubo unidag fun-
. IHIVE: ¢ superficie o it .
unidad de longityg. 7 y aarista. coma
En el caso A:

) ~gaan
L/’ 2 veees 2 cubos
' (2X2)

S,
S

- e

TP e
; ————p 2 veres 2 cubos
3 veees

i l__‘ {(2X2)

\
= veees I cubos
2x M

-

NO de J?
med. vol,

H

Node ]l X NOgeU X NYdge U
med. ancho X med rgo X med alto

It

NO g UH % N o Ul = N de 17
LO— O o 4 . ,....._,‘f_,,,_,_H;
area base Xomed. altury = preed. vol.

La medida del volumen del pupatelepipedo
ex dpual of producto de las medidas do sus fres
dimensiones (omadas con respecto o la misima
unidad: o bien. al producto det drea de la base
por k medidy de fa alturo,




an g
fentes ¥ Cuiigraen-
¢ solals wo P se comprieha

| Vol prisnia = Val paraklepipedo

Vol prisma = Area B X h

l{s!ﬂ.t'muhacn‘m < validg para ¢l prisma oblicuo

E] cubo es un parslelepipedo
vibo = Vol puralelepipedo
cubo=grea B X h

———

cubo = X EX L

cuba = £*

Bascs equivalentes

Prisas equivalentes = altlcas consruenles

alturas congruentes

Bases equivalentes

prisma =

eil

Vol. =
area B . h

B base
b omedida atlure
£ malida lado

@]

La mmsmé comprovacion rexhzada con el paralelepipedo y
el prisma puede hactrse cun un prismg y un cthndro
P
Lo B=8"
. Ha e
C=T
Vol cindro = Volumen prisma
e " e —
X Vol cilindes = area B X N
. Volehm = wXh
Ly
= e —

St 52 construyen modelos de semmesfera Gilmdro y cono de

bases conaruentes tal quc
resfera = rcone = h cilndro

y s¢ troduce el cono dzniro del cilsndro

El espacio que queda entre cllog es

L}‘_’o]. ciindro — Vol cono I

St 12 arena que llerz la semiesfera s vuelca eu ese espacio,
lo ocupa vompletamente P

Vol semicsfern = Val ciimdro - Vol corit
Val senueslera =a* -%:wr? b
Vol. semuwslora = mr? ¢ r;“‘:&; L

81 s Mleqa la prawnde con arena y se vuwled en ¢l phsinl.

se nccesttara repelie lu operacion 3 veces jnura llenatlo
2 Vol pramide = Vol prisme

Vol prrunnde = % Vol prisma

Vol puamide = % drea 8 b

Bases equivalenles

P soquizabentos alluras vongruentes

alturis congruentes

Buses wjuwalenies

Cono = primue =

T

La mmsma comprobacion reabizada con el prisma y la pire-

mude, se puede hacer con ¢l vlndro y el cono.

B
r . =B
Hﬁ ﬁ.[j =
5

3 Vol cono = Yol aludro

Vol cono = % Yol clndro
———

Vol conux% arca B I




EJERCICIOS DE APLICACION |

27. — Construir en cartulina los poliedros que estan indicados
en el paralelepipedo y formar cuerpos equivalentes.

/

28. — Dado un prisma hexagonal de 4 ¢m de lado, 2,76 cm de
apotema y 10 em de alto. calcular el fargo, el ancho y la
; altura de un paralelepipedo equivalente,

. — (Qu¢ relacion hay entre el volumen de la piramide y el
umen del parelelepipedo?

5 j
CILINDROS
{;1::) 10 de Base altura volumen
1 base
- 2 dm
78.50 ecm? 785 ¢cm?
12.56 m? 5m
1m 282,600 dm?
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31— (Qué relacion hay entre et volumen de los dos conos v el

ESULTADOS DE LOS EJERCICIOS DE APLICACION
volumen del cilindro?

1. ~ Ejemplo:

32— Hallar el volumen del paralelepipedo:

el

4 . Eiemplos:

3}

%

14

6 / (

I

|
2! k 6
3.0 19y 63 b) Aréa de L4 11 63

Areade | + Areade 11 72
%gi *2 72 63

19 respecto de la unidad i

20 respecto de la unidad

4, - a) 8 b) 4 cy 16

5.— a) 6
b} 15
¢y 13

i dy 28,50
R '3 2) 81.64
¢y 43750 (aprox. 43%) D 169

30 respecto de la vnidad

7.- a2y 27m
by 18m
i ?))ﬁ %ad;?’:d de 1a suma de sus longitudes debe ser igual a
la longitud de fa base del rectangulo.
¢} Equivalentes,
d) El doble

33. - Demostrar que si I longitud de un fado de un cubo es 4
veces la de otro cubo, entonces la razén de sus vold-
menes ¢s de 64 a i,



g6

g - AyC

10~ S8i, porque la congruencia implica semejanza.
o~ ayy by

12, - &i )

13. — a) F

b)

.-y '

IS, — 200 km

16. - A= 2000m; B=3.000 m; C=1500m
D=3500m; E=2500m

17— &Yy b)
Y4

3.000.000 e mmm e

H

{

I

}

2.000.000 - | :

| i

T '

f f !

e e o e e i | I

1.000.000 = I

" ol

e e | I !

i [ i |

i A B i

E | ' i |
|
1910 1920 1930 1940 1950 1960 X

S= 1.4 6]
M=1{2 5]
L= é3€

1
<) 300.000

‘ iS~ ot

>y

Buenos Aires
Santa Cruz

Mendoza
Chaco

Juiu

19, — wd

{ - tetraedro

h = hexaedro

o = octaedro

d — dodecaedro
i - icosaedro

by (4 0; (ho By (h o) (00X (o) (dd); (a5 G D3 G @)

b ¢} Reflexiva. simétrica y transitiva.

 4) f= it
= |k, o}
Hl= td. i}



tridngulo
isdsceles

irapecio
isdsceles

21

P55

AmLmﬁ%ﬁ’

<

A l’(jt‘ = M

A.lat. = 240

rectingulo

i}

tnadrado

rectangulo

Py .
A‘totaltmﬂﬁfﬂi’*B

A total = 384

tridngulo
equildtero

[

a f
o
P d
79

f}e}(ég()n G
regufar

Cileulo de ap :

5
sdel,}}«-—m

Area Interal de s piramide, en cm? es: 240
Area total de la pirdmide, en cm? es: 384

A tof. = $X4 X(5) + 2

9, - A total =Pg . h+28B

A, total =12 1.+ 22

5X4, | 6X8
3

F] dres total del prisma, en

em?® es: 248

23, -~ A.laf. cono=nr. ¢

A lat. cono = =x
A lat. cono = 2ar

Citewlos auxiliares:
19y medida de las diagonales:

Qdm§#¢=§
d+d4 =14
L
4+

4

S LU

=27
4

14%4_,

d - 8
1914?‘ 7
4 ]4)(_326
7

d =

207 medida del lado:
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—— e

24. - 4 P=p [ b)  p=ap
A E= 4z (2r)? g A .534#{3;*’}2
A LE = qpp2 A B = ggpr

; - Ejempiosf

/

36 dm?

et e

C 4cm 16 cin?

26. — A tircuto = w2 A. hemisferie = %(4?{:2)

A. hemisferic = 22
N
A hemisferio = A

Se necesitan: 2X 178 =

- Cireuln

1 28. — Eiemplo: 10cm; 828 c: 4 om.

'n_ HL
J 29, - 3
30. -
radio de hase alturn volumen
ia basge
3
10 em 314 ¢m? 2dm 6280 cm
L3
Som 7850 em? 10 ¢m 785 em
: 3
T m 12.56 m* Sm 61_2.,8003 m
¥ 3
3dm 1826 dm? im 282600 dim
1
3
- 19y §2
20y 3
K T
\ sk S XTI X =
.= Yol del cubo de fado 1 .
Vol delcubo deludo 4: 4 X 4 X 4 =84
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