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APRENDIZAJE Y MATEMATICA

OOCUMENTO )1

LOS CAMPOS DE PROBLEMAS DIDACTICOS

El campo de problemas multiplicativos

Analisis didactico de los problemas multiplicativos

La multiplicacién y la divisidn en el conjunto de los nimeros
naturales,

La multiplicacidén y la divisidn en el conjunto de los nimeros

reales.

El concepto de fraccidn

La construccidn de algoritmos

Sobre la ensenanza de la geometria en la escuela primaria



Los campos de problemas didacticas

La reflexidon sobre la adquisicidn de conocimientos en el /
ambito escolar no puede quedar limitada al estudio del desarrollo
del pensamiento infantil ni a la aplicacidn de la técnica de reso
lucidn de problemas. El campo de contenidos abordados por la Di-/
déctica de la Matemdtica es muy amplio y toma como punto de parti
da los aprendizajes espontaneos de los nifios, para desarrollar in
tencionalmente en la escuela, accicnes tendientes a profundizar y
ampliar esos aprendizajes.

Por lo tanto, el proposito de este documento no es hacer /
teoria matemdtica, sino abordar la construccidn espontinea del co
nocimiento matemdtico en los nifios y la intervencidn intencional/
que la escuela, como institucidn social, se compromete a llevar a
cabo para potenciar esa construccidn, tanto en forma individual /

como grupal.

En el primer documento sobre Aprendizaje y Matematica he-/
moé presentado algunas reflexiones sobre la construccidn de la se
rie numérica y el campo de los problemas aditivos en la escuela /
primaria. En esta oportunidad nos ocupareros del campo de los pro
blemas multiplicativos, es decir de agquellas situaciones cuya so-
lucidn implica el uso de las operaciones éritméticas de multipli-

cacion y division,



"Nos proponemos designar come campo conceptual, un campo de co-
nocimientos suficientemente homaq%ﬁeo para qgue pueda ser anali-
zado por una red conexa de conceptos y relaciones, suficiente-/
mente extensc como para no deijar de lado ciertos aspectos gque /
puedan desempefiar un papel importante en Jos procesos de adqu: -
s1¢16n., Como la adquis:c;én de conceptos se realiza praincipal-/
mente a través de la solucion de problemas, un campo conceptual

es, ante todo, un espacic de problemas®., (1)

En ese sentido, no puede considerarse en forma aislada la/
adquisicion de nociones tales como la proporcionalidad directa-//
que subyace en la construccidn de la tabla de multiplicacidn por/
un numero constante - de la nocion de fraccion, intimamente liga-
da, a su vez, a la divisidon exacta. Por otra parte, estas mismas/
operaciones aplicadas a cantidades continuas como la longitud o /
la superficie, estin implicitas en la accidn de medir, que se vin
cula no s6loc con la geometria sino también con la cuantificacién/
de fendmenos fisicos, naturales, sociales, etc.

Se va tejiendo asi una imbricada red de conocimientos en-
tre los que no puede establecerse un orden estrictamente lineal /
pues se van desarrcllando segiin los intereses del gue aprende, //
las estimulaciones del medic y, por supuesto, las posibilidades e

volutivas de cada uno.

Desde edad muy temprana, los nifios se interesan en la ex-/

ploracion del medio que los rodea. Ese medio contiene objetos so6-

{1} Vergnaud y Ricco - Didactica y Adguisicion de Conceptos Matematicos, Pro-/
blems vy métodos — Revista Argentina de Educacidn, Bfic TV, NY &, géq. &4,



lidos, entre los cuales estéd el propio nifio. 5i bien cada objeto/
es “uno" en sl mismo, cuando por alguna razdén se lo asocia a otro
u otros - tan "uncs" como &1 - la coleccidn asi integrada recibe/
un nombre que indica el nimero de objetos gque la componen. Por e-

jemplo "par"

de guantes, "siete" enanitos, "millar" de personas,/
atc.

La cuantificacion de estas colecciones, la posibilidad de
compararlas por su numero, de establecer totalidades o diferen-~ /
cias, se resuelve, en general, a través de.problemas de adicidn y
sustraccidn.

En cambio, cuando se trata de establecer la totalidad de e
lementos homogéneos que se ponen en correspondencia con cierto nu
mero de objetos, generalmente de distinta naturaleza, se hace ne-
cesaria la multiplicacifn. Por ejemplo, calcular el nimero de ho-
jas gue contienen nueve cuadernos sabiendo gque cada uno tiene 48,/

implica la bisqueda del producte de 9 x 48,

1. El campo de problemas multiplicativos

Distinguiremos dos tipos de problemas multiplicativos de natu-

raleza concentnal diferente.

Namero  de | Nomeroe  de Si se trata, por ejemplo, de rela-/
huevos cojas cionar el nGmero de huevos y el ni-
¢ L mero de cajas necesarias para enva-

12 2 sarlos de a media docena, se hace e

18 3 vidente una relacidn de proporciona

24 4 lidad directa entre estas coleccio-

30 ° nes que muestra una igualdad de com



portamiento entre ambas, pues al do

36 6 ble de una le corresponde el doble/

. . de la otra, asl como a la mitad de/

’ una le corresponde la mitad de la o

gn ; tra, etc., vy reciprocamente, tal cg
mo se puede observar en la tabla.,

Este comportamiento anfdlogo se conoce como “isomorfismo" /
{de "isos": iqual; "morphé": forma) y estd implicito en la re-

solucidon de gran cantidad de problemas cotidianos.

Existe otro tipo de problemas multiplicativos en los cque /
se consideran dos magnitudes, por ejemplo, longitud y superfi
cie, para dar por resultado una magnitud distinta a ambas, en/
nuestro ejemplo el wvolumen.

4 lo largo de este documento se ira mostrando gue 2l campo
de problemas multiplicativos se vincula fundamentalmente con /

dos tipos de relaciones:

1. La relacidn de isomorfismo entre las medidas de dos magni-

tudes diferentes gue se ponen en correspondencia.

2. La relacidn del producto entre medidas de dos magnitudes /

gque constituyen asi una nueva magnitud.

2. An2lisis didactico de los problemas multiplicativos

Para ayudar a los futuros maestros en la bisgueda de crite
rios que les permitan seleccionar las actividades que propon-/

drian en el aula, puede abordarse el andlisis didictico del //



campo de los problemas multiplicativos desde distintas perspec

tivas.

La primera de ellas puede contener algunas reflexiones ted
ricas sobre la operacién multiplicacidn segin los conjuntos en
los que ella se aplique. En otras palabras, brindar un trata-/
miento formal en el marco de la lbdgica interna de la discipli-
na matemdtica. (Ver Anexo I).

Para los pedagogos, estda cada dia mds claro gque la propues
ta anterior es obviamente uno de los aspectos por considerar./
Otra perspectiva no menos importante, aungue menos formal, es/
el estudio de los problemas concretos que implican la necesi~/
dad de .la multiplicacidn y divisidn en el contexto en gue esos
problemas se generan.

Por (ltimo, la propuesta estrictamente didactica trataria/
de compatibilizar ambas perspectivas con los aportes de la psi
cogenésis de esas nociones y los de las ciencias de la comuni-
cacién,'de modo gque las teorias del aprendizaje vy las teorias/

de la ensefianza direccionen la practica pedagdgica.

3. La multiplicacidn y la divisidn en el conjunto de los nimercs
naturales

Tal vez debamos recalcar, una vez mas el valor didactico /
en la escuela primaria de la experiencia manipulativa y de la/

; resolucidn practica de problemas que surgan con naturalidad de

i_ situaciones en las gue se ha centrado el interés de los nifos.
L
E

h




La mayoria de los docentes ya estan familiarizados con las
dificultades gue enfrentan los nifos para desarrollar el con /
cepto de nimero. En el documento anterior sefialamos que los pe
quefios tienen que descubrir los principios de la conservacidn,
de la permanencia de la correspondencia, del orden natural y /
la reversibilidad ademds de la interiorizacion de las reglas /
que supone el sistema decimal y posicional gue durante un lap-
s8¢0 bastante preolongado aplican a cantidades discretas.

La adicidn y la sustraccidn, implicitas en la construccidn
del sistema de numeracidn, les permiten resolver situaciones a
sociadas a las acciones de "comparar", "agregar", “reunic®™, //
"gquitar", '"separar", "buscar lo que le falta a ... para llegar
a ..." aplicadas a materiales homogéneos. Cuande un nific junta
tres garbanzos y dos porotos y dice que hay cinco, en realidad
ha operade en un universo homogéneo de "semillas", En cambio,
es imposible obtener la suma de tres perros y dos truenos.

En este universo de cantidades discretas se pueden presen-

tar situaciones como por ejemplo:

Visitaré a dos ninos, quiero regalar tres chacolates

a cada uno, fcuintos chocolates necesito?

En general los nifios pequefios resuelven el problema sobre/
la base de los esquemas aditivos que ellos poseen, duplicando/
la cantidad de chocolates.

Sin embargo, el concepto de multiplicacidn implica un pro

. -

ceso de mayor complejidad que el de la adicion. De hecho, la a



dicidon se aplica a cantidades homogéneas, en cambio, en la mul
tiplicacidén y en la divisidn, se distinguen claramente dos cla

ses o universos entre los gue existe una relacidn multivoca //

constante,

nifos chococletes nifics chocolotes

4 |000 ! :

4 |O0OO 2

por cada nific 3 chocolates

Los problemas gue implican divisidn son aun mas frecuentes

en la vida cotidiana de los ninics. Por ejemplo:

Tengo 6 chocolates, guiero dar 3 a cada nino, <{cuintos

nifos recibiran chocolates?

Supone la operacidn inversa de la anterior. Se vuelve al /

estado inicial pues una transformacidn anula el efecto de la

atra:

nifios chocelates chocolotes

¢ o | %

ﬁ EJDD DDD {F

par cada uno, tres {(multiplicacion)

tres por cada wno {divisaion}

nifos chocclates chocolotes nifics

1 3 3 !

2 [€] 6 2]

2 x 3 = & &7/, 3 = 2



5i reflexionamos sobre el anadlisis dimensioconal involucrado

en cada caso:

chocolates
nifos

2 {ninos) x 3 { } = 6 chocolates

ChOC.}

& chocolates */. 3 {niﬁos 2 nifos

se ve gque existe un factor gue muestra la relacion numérica //
constante entre los dos conjuntos vy es, en realidad, €]l origen
de la toma de conciencia de la proporcionalidad directa gue //
subyace en tantas relaciones multiplicativas cotidianas.

Por ejemplo:

80 hgga que se lee: ochenta kildmetros por cada hora.
24 hgizs que se lee: veinticuatro horas por cada dia.
ruedas . s
irieiels Gue se lee: tres ruedas por cada triciclo, sto.

Ensefiar a los nifios la multiplicacidon como una simple suma
reiterada es esconder la naturaleza diferente de los factores/
en juego en este tipo de problemas.

Se trata de una simplificacidn enganosa que entorpece a- /
prendizajes posteriores,

Es por ello que proponemos el uso didactico de representa-
ciones graficas y tablas como las siguientes, gue ponen en evi
dencia la naturaleza diferente de los dos universos y la rela-

cidon multivoca constante entre los elementos de ambos.



jorrones flares jarrones flores
{:B eﬁk,:éiii | 4
é:} ﬁ?igg?%9 2 ¢
R ;

por cada jarréﬁ euatro flores

Considerandc la multiplicacidn simplemente como una suma a
breviada se estid considerando unc sdlo de los conjuntos, en es
te caso el de las flores. Al decir "3 veces 4 flores igual a /
12 flores", se comparan 4 y 12 por la relacidn: 12 es el tri-/
plo de 4 (relacidn de tipo escalar) y se omite decir gue 3 es/
el nimerc de jarrones mencionados en el problema. En la multi-
plicacidn en cambio, intervienen cuatro nimeros: 1; 4; 3; 12 /
los gue se evidencian en la tabla y también en la expresidn //

"3 jarrones con 4 flores en cada jarrdn son 12 flores en total!

La multiplicacidn, entre numercs naturales, es la opera- /
¢idn que vincula dos conjuntos para determinar la totalidad de
elementos de uno de ellos gue se ponen en correspondencia con/
cierto nimerc de elementos del otro, a partir de la relacidn /
constante gue indica lo gue corresponde a la unidad.

Por ejemplo: tengo 2 jarrones y deseo colocar 2 flores en cada

uno, dcuadntas flores necesito?
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A partir de esta situacidn y variando el namero de jarrones, /

- los nifios podrdn completar la tabla.

jarrones flores
2 4 De esta manera se facilita que los
4 nifios trabajen sobre relaciones ta
8 les como:
“el doble de" (4 doble de 2; 8 /

6 doble de 4; 16 doble de B; 6 do-

o ble de 31; etec.)

a - "la mitad" {2 mitad de 4; 4 mi-/
. tad de 8; 8 mitad de 16, etc.).

La posibilidad de relacionar los conceptos de doble y mi-/
tad a partir de situaciones concretas, favorece el desarrollo/
de la reversibilidad caracteristica del pensamiento operato- /
rio,

Es interesante observar que cuandc los nifios han trabajado
con los productos 2x2; 4x2; 8x2; 3x2 y 6x2, utilizan distintas

estrategias para calcular 5x2, tales como:

"2 flores mas que para 4 jarrones” ¢ bien
"es lo mismo que para 2 jarrones mas 3 jarrones", etc.,

dque muestran gran rigueza operatoria.

La multiplicacidén "por uno®” y "por cero” se abordaran mas/
adelante como casos particulares, pues en la vida cotidiana de
los nifos no hay situaciones significativas gue las requieran,

en especial la multiplicacidn "por cero", pues cuando no hay /
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jarrones no se necesitan flores, y reciprocamente, si no hay /

flores, los jarrones estaran vacios.

oy

La operacidn inversa de la multiplicacidn, vale decir la /
divisidn -entre niimeros naturales- esti asociada a las accio-/
nes de “partir" o "repartir", segln se trate de calcular el ni
mero de subconjuntos gue se pueden formar, © el nimero de ele-
mentos de cada subconijunto,.

Por ejemplo, ante una docena de alfajores, una sepnora sc /

puede preguntar:

-~ A cuantos nifios le puede dar alfajores para gue cada u-

no reciba cuatro?

CQ
/

T %k
i
»»»»» e e
,.w—“w
e T é&

T i}

OOO00 OCOO OO

o bien,

4 - éCuantos entregard a cada nino si los reparte entre cua-
tro?

{:}.h.......nn\w;
O
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En ambos casos la soclucidn simbdlica del problema es:

12 ¢+ 4 = 3, pero las acciones y los resultados muestran dife-/
rencias.
En el primer caso se habrd partido el contenido de la caja

en grupoes de cuatro alfajores.

12 (alfajores}) : 4 {§$§%%§§g§}

= 3 (ninos}
En el segundo, conocido el nimerc de nifios, se habra entre

gado un alfajor a cada unc hasta agotar los alfajores.

. . - B alfajores
12 {alfajores} : 4 {nifios} = 3 (Wgﬁiﬁos }
En cuanto a que el resto sea nulo (cero} o no nulo (distin
to de cero), en ambos tipos de problemas, el resto no puede su

perar al divisor.

La multiplicacidén y divisidn en el conjunto de los nimeros rea
les.

Ya dijimos que desde edad muy temprana, los nifos se inte-
resan en la exploracidn del medic que los rodea.

La comparacidn de las colecciones de objetos gue encuentra
en su entorno cotidiano, lo conducen a relaciones numéricas //
que generan la nocidn de nimero natural. Pero la mayoria de e-

sos objetos son susceptibles de ser desplazados, cambiar sus /



13

posiciones relativas y las distancias que los separan. A medi-
da gue el nifio crece, se enriquece su exploracidn espacial, //
aungue recién alrededor de los siete afios esta, en general, en
condiciones de aplicar la nocidn de nimero a la de distancia,/
en una suerte de iniciacidn a la nocidn de medida. /

La construccidn de la nocidn de niumero y la exploracidn //
del espacio, hasta ese momento, parecen desarrollarse con inde
pendencia, con cierto paralelismo, hasta que, alcanzada la con
servacidén de la longitud, ambas convergen en la medida. (Ver A

nexo IT).

Puede resultar una actividad interesante para provocar la/
reflexidn de los futuros maestros sobre la complejidad del pro
ceso de medida, proponerles que comparen la longitud del canto
de su propia mano con la longitud del contorno de la mubeca.

En general, después de algunos intentos in-
fructuosos, llegan a la conveniencia de u-/
sar un intermediario, tal como una cinta of
c una tira de papel. AUn asl los resultados /
suelen ser disimiles pues dependen, no sdlo
o de la precisidn con la gue se haya trabaja-
do, sino del esquema corporal de cada perso
na.

En un grupo numeroso es frecuente encontrar resultados del
tipo ¢ = m; ¢ <Tm; ¢ = .
Pero en todas las situaciones se ha puesto de manifiesto:

* la conservacion de la longitud con independencia de la
rectilineidad.
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* la transitividad de las relaciones de equivalencia y de/

orden puestas en juego en la comparacidn.

{Ver Anexo I1I)

Si se toma la longitud de la lapices como unidad para me-/
dir el alto de esta hoja, es probable que la medida no sea un/
nimero natural. En ese caso podria decirse "mis de 2 pero me-/
nos de 3" o bien tratar de cuantificar el excedente de "dos™./
Surge asi la importancia del uso de fracciones en relacidén con
el proceso de medir cantidades continuas como la longitud, el/

peso, la superficie, el tiempo, etc.

El concepto de fracciodn

El concepto de fraccidn estid Intimamente relacionado con /
la operacion de divisidn: fraccionar es partir una cantidad en
partes equivalentes sin dejar resto.

La nocidn de fraccidn se aplica a la descripcidn de cier-/
tas situaciones con un enfogque relacicnal: un estado de cosas/
en el que algo se ha considerado como parte o fraccidn de un /
todo pensado comc estado entero o unitario.

Este concepto es valido tanto para cantidades continuas //
{(por ejemplo longitudes, superficies, etc.,) come para cantida-
des discontinuas (por ejemplo: una docena de huevos, un cente-

nar de personas, etc.).
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En la vida diaria se usan frecuentemente expresiones como:

»*

la mitad de un camino

* media docena de huevos

* medio huevo duro

* medic centenar de hojas, etc.

_—Continuo o©

ue implican partir un esta inicial : N
9 P p n tado inic —~ discontinue

en

dos partes equivalentes.

Puede resultar de interés para los futuros maestros reco-/

mendarles que:

* Al presentar la notacién fraccionaria 1, lean " "/
2 2

partir en dos y tomar "1" de las partes; o bien "la mi-/

tad" o bien "un medio".
* Anadlogamente para 1 ;3 1 y todas las fracciones de de
nominador menor o igual gue diez.

* Asociar esta notacidn con expresiones cotidianas tales /
como: - "tres cuartes metros”
- "cafios de tres cuartos (de pulgadas}”

"tres décimas de segundo", etc.

* Observar gue, asl como por ejemplo, en el numeral 110 el
"1"* gque ocupa el lugar de las decenas representa la déci
ma parte del valor relativo del "1" gue ocupa el lugar /

de las centenas, la fraccidn 1 puede escribirse "0,1"/
10



16

pues el numeral "1" agui representa la décima parte de u

na unidad.

También es frecuente el uso de expresiones del tipo "un 1li

tro y medio de aceite"; "tres kilos y cuarto de carne", etc.,/
gue pueden simbolizarse mediante nOmeros mixtos: 1 ; ;3 1 o)

bien mediante expresiones decimales: 1,5; 3,250. 8i bien es //

cierto que 3 y 13 también corresponden a las situaciones/
2 4

anteriores, conviene sefialar que las fracciones mayores que la
unidad no son de uso diario; estas expresiones tiene un valor/

histbérico de escasa significacidn social.

La construccion de algoritmos

La técnica de resolucidn de una operacidn y su expresidn /
simbolica, por ejemplo la multiplicacidon de 523 x 46, es un //
conjunto de reglas de accidn gue constituye un algoritmo.

El aprendizaje de algoritmos es un objetivo de la escuela/
primaria, pues facilita la resolucidn de problemas cotidianos.
Pero si los algoritmos se ensefian como si se tratara de un ob-
jeto de conocimiento social arbitrario, los nifios aplicaran un
conjunteo de reglas elaboradas por otras personas sin compren-/
derlas. Esta actitud implica una deformacién de la utilizaciodn

de algoritmos que pierde asl su operatividad.



Analogamente, conviene distinguir los mecanismos tales co-

, Mo la "regla de tres" o la "resolucidn por proporciones" o //
nific construye a medida gue evalu-/

t."por reduccidn a la unidad" de la adquisicidén de la nocidn de/
un

- Y“proporcionalidad que
¢ tos mecanismos como un contenido formal, s8ino presentar proble

ciona. No corresponde a una didactica operatoria "ensefiar™ es-
A
"mas gue promuevan la reflexidn para gue los nifios establezcan/

-
- situaciones de proporcionalidad.
La construccidn de un algoritmo exige el descubriniento de

las relaciones puestas en juegc y el andlisis profundo de las/

}

situaciones a las cuales se pueden aplicar. (1)

A continuacidn transcribiremos un fragmento extraido de //

"Estudios de educacidn Matemftica", Volumen 3, preparado por /
Robert Morris, UNESCO. 1986, del gue es autor Gerhard Walther.

Capiin;lo: La actividad Matemitica en un contexto educativo: Una directi-
va para la formacion de maestros de matematica en la escuela //

. *
primaria. PFagina B5,
- * |
Ensefianza por escritoe de la multiplicacion en el grado 3,
oA N - . N . .
Los aifos va estaban familiarizados con la multiplicacion per wna ci-

fra. El objetivo era, ahora, introducir el algoritmoc de la multiplicaC1én/
escrita por multiplicadores de dog v de tres cifras, Comenzamos Con un pro
un

blema estrechamente relacionadeo a los estudios del medio ambiente reciente

mente realizades por los nifos, El problems era: éCuantas horas hay en

I

afio?
{1) Disefio Curricular para la Bducacion Primaria Comun - M.C.B.A. 1986
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Dentro del contexto de su trabajo previo, este nuevo caleulo consti-/
tu{a, obviamente, un problema para los nifios ya que no disponian de ningun
algoritmo sencillo a mano para emplear. En cambio, ellos tenian que cons-/
fruir, por si mismos ¥y utilizando sus conocimientos previos, una herramien
ta que sirviese para realizar la tarea,

En la ensefianza tradicional, el maestro habria tenido gque ensefiar el /
algoritma de la multiplicacion por medio de ejemplos, hubiera explicado //
las reglas vy, poco daﬁpuésg 1os nifios habrian imitado el procedimiento pa-
ra efectuar la misma tarea, Pero haciendolo asi: ¢Hablan logrado, alguna /
vez, captar el sentido de este algoritmo?

Observemos 1o que sucediod realmente en la clase. Casi todos los nifios
lograron, en definitava, la respuesta correcta: 8760 horas. Pero, lo gque /
resultd realmente interesante fue la vaciedad de caminos por los cuales //
llegaron a resoclver el problema,

i « N . . f
Surgieron, esencialmente, cinco tipos diferentes de solucion:

Solucién 1 Utilizando Unicamente la adicion. El numero de dias del ano,/
365, se escribe en columna 24 veces y efectuando la suma se/

encuentra el resultado, es decir B760,.

Solucion 2 Se descompone el numero de horas del dia, es decir, 24, en la
suma 10 + 10 + 4 y se multiplica el numero 365, sucesivamente
por 10, por 10 y por 4, La suma de los tres productos obteni-

dos da la misma respuesta correcta,

Solucion 3 En esta solucidn el numero 24 se dascompone en 20 + 4, Se mul
tiplica, después, 165 por 20 y por 4 y se suman los dos pro-/

ductos obtenidos,

Solucion 4 El numerc de dias del afio se descompone en 300 + 60 + 5 y se
multiplica 24 sucesivamente por 300, por 60 y por 5 sumando,/

finalmente, los tres producios.

Soluciﬁn 5 Esta solucidn implica una doble descampoéieién. Se descompone
365 en 300 + G0 + 5 y se descompone 24 en 20 + 4, Se calculan
los seas productos, 300 x 20, 60 = 20, 5 x 20, 300 x 4, 60x4,

% x 4, La suma de log sels da, una ves més, la respuesta co~/
rrecta, BT60,
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‘Al terminar la clase, los estudiantes normalistas tuvieron una sensa-—
. ¢ion agradable. Los nifios se mostraron interesados en el trabajo y habian/
trabaijado matematicamente para poder enconltrar su propio caminoc para la so
lucion. Pero el maestro permanente de la clase no compartid este entusias-
mo v objetd: &éDonde se hizo la introduccidn sencilla y clara del algorit-/
moT" “iPor qué se gasté tanto tiempo permitiendo a los nifios utilizar sus/
"viejos® procedimientos?” YéNu hubiera sido mejor utilizar el tiempo ense-
fiando el nuevo algoritmo a los nidos?". En realidad, el fracaso para intro
ducir el nuevo algoritmo constituyo una critica justificada. Pero, icomo /
podria haberse conducido la leccidn a un buen final?. La proposicion de //
los estudiantes normalistas fue utilizar el trabajo qgue ya habian realiza-
do los nifios, Huboe acuerdo general sobre ésto y el objetive para la proxi-
ma leccidn de matematicss fue contestar dos prequntas: diDe qué forma caleuw
laron, realmente, los nifios el producto 36% x 247 LCoOmo godria simplificar
se ese calculo?

En la primera parte de esta leccion, los nifios debian discutir sus S0
luciones y debian explicar sus propios procedimientos. Bllos tenian que //
descubrir como y por qué sus diferentes calculos habian funcionadc. Tenlan
gque comparar los calculos en relacion con el tiempe insumido, al esfuerzo/
demandado, a su simplicadad, etc. El maestro estimularia y organizaria es-
ta dlscusién, pero de forma reservada, para no interferir en la naturalai-/
dad del trabajo de los nifios, Despues de estas consideraciones, el algorit
mo corriente se introduciria en la segunda parte de la leccion como una //
forma abreviada de multiplicacion gue no seria completamente nueva, sino /
que estaria muy cercana a los métodos gue algunos nifios hablan utilizado./
Los nifios cuyas solucliones estuvieron mas alejadas del algoritmo no fueron
considerados en menos, puesto que elios hablan logrado, ﬁambién, el resul-
tado correcto y sus contribuciones hablan agregado interés a la leccion.

Aungue los nifios no estaban acostumbrados & este estilo de aprendiza
jes, se adaptaron répidam@nte a el y tomaron parte en la discusion. Algu-
nos, nifies, por ejemplo, criticaron las soluciones “complicadas®™, Algunos
de sus comentarics fuercn: "Tu no necesitabas calcular dos veces 36% x 10
{como se hizo en la Solucion 2); “yo puedo hacerlo como (36% x 20); que /

es mas rapido“, "Esto estd mal, tu no multiplicaste® {refiriendose a la /
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"Bl terminar la clase, los estudiantes normalistas tuviercon una sensa-
cion agradable, Los nifios se mostraron interesados en el trabajo y babian/
trabajado matemiticamente para poder encontrar su propio camino para la so
iucién. Pero el maestro permanente de la clase no compartid este entusias-
mo y objetd: éDonde se hizo la introduccion sencilla y clara del algorit-/
mo?" “iPor que se gastd tanto tiempo permitiendo @ los nifios utilizar sus/
"wviejos® procedimientos?” "IiNu hubiera sido metjor utilizar el tiempo ense-
flando el nuevo algoritmo a los nifios?", En realidad, el fracasc para intro
ducir el nuevo algoritmo constituyé una critica justificada, Pero, icamo /
podria haberse conducido la leccidn a un buen final?. La proposicion de //
los estudiantes normalistas fue utilizar el trabajo gque ya hablan realiza-
do los nifics. Hubo acuerdo general sobre ésto y el objetivo para la proxi-
ma leccidén de matemiticas fue contestar dos preguntas: é&De que forma calcu
laron, realmente, los nifios el producto 365 x 247 LChmo podria simplaificar
se ese calculo?

En la primera parte de esta leccion, los nifios deblan discutir sus so
luciones y deblan explicar sus propios procedimientos, Ellos tenian que //
descubrir como y por gue sus diferentes calculos habian funcionado, Tenian
gue comparar los calculos en relacion con el trempo insumido, al esfuerzo/
demandado, a su simplicidad, etc. El maestro estimularia y organizaria es-
ta discnsién, pero de forma reservada, para no interferir en la naturali-/f
dad del trabajo de los nifios. De@pué& de estas consideraciones, el algorit
mo corriente se introduciria en la sequnda parte de la leccion como una //
forma abreviada de multiplicacion que no serla completamente nueva, sino /
gue estaria muy cercana & los metodos que algunos nifios habian utilizado./
Los nifios cuyas soluciones estuvieron mas alejadas del algoritme no fueron
considerados en menos, puesto gue ellos habian logrado, también, el resul-
tado correcto y sus contribuciones habian agregado interés a la leccion.

Aungue los nifios no estabsn acostumbrados s este estilo de aprendaza
jes, se& adaptarcn répidamente a el y tomaron parte en la discusion. Algu-
nos, nifios, por ejemplo, criticaron las scluciones “complicadas". algunos
de sus comentarios fueron: "Tu no necesitabas calcular dos veces 36% x 10
{como se hizo en la Solucidn 2¥; “yo puedo hacerlo como (365 x 20); gue /

es mas rapido"., "Esto esta mal, tu no multiplicaste® (refiriéendose a la /
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Solucion 1), En este aspecto de la clase, el papel del maestro es iograr /
que los nifos conversen acerca de las actividades gue llevaron a cabo y //
“gque reflexionen sobre ellas. En este metanivel, deben aprender tamblen que
una tarea matematica puede ger realizada de varias formas diferentes y es~
tas formas han sido determinadas por log nifios mismos, ne por los maestros
o por eltexto, (Otra experienclia, que el maestro debe hacer explicita, es /
gue cada nifio puede contribuir a la tarea comdn y gque los ninos pueden a—/
prender unos de otros,. El maestro tiene gque hacer de mediador entre el co-
nocimiente individual {las diferentes formas y los diferentes caminos para
llegar a una solucion) y el conocimiento COmMUN gue es necesario para com-/
prender el pr&xima procedimients matematico (algoritme de la multiplica-//
cién}, En este procesc y con la ayuda del maestro, se establecen las rela-~
ciones entre las diversas formas de calculo (partes del conocimiento) y el
*nuevo" conccimiento. Fue de esta manera que surgio el conocimisntc y que/
fue compartido. Volviendo al desarrollo de la leccidn, la discusion se cir
cunscribia finalmente alrededor de la Solucidn 3. Se considerd el méetodo /
empleado en ella como el mas simple. Los nifios reconocieron y recordaron /
ademas, que ellos "ya habian hecho tales multiplicaciones®, "iNO yodriam@s
combinar ambas multiplicaciones en una sola?". El estudiante normalista //
pianteé 21 nuevo problema. Bl comienzo, la segunda parte de la pregunta //
causo mucha confusion, En ultimo término, el hizo explicito gue necesitaba
"tener solamente dos lineas bajo la barra de multiplicacion (en vez de ///
tres)". Varios nifies encontraron, sin necesidad de mas ayuda, el algoritmo
usual, Aunque lo relatado puede transmitir solamente una 1m958516n fragmen
taria sobre todo lo gue realmente suced1d, se espera que hayan quedado en /
claro algunas caracteristicas de la ensefianza de la matematica. LoOS mags -/
tros necesitan una "imagen" adecuada de la naturaleza de la matematica, es
pecialmente de la actividad matematica. En el texto convencional (utiliza-
do en la escuela primaria), la cuestidn de calcular 365 x 24 es utilizada,
en el mwejor de los casos, para introducir el algeritmo escrite en forma di
recta, 0 COmMo un @iercircin para realizar después de su introduccion. Pera/
en la matemiatica “real®™, resulta un acontecimients raro encontrar un meto-
do ya confeccionado para aplicar a la resolucion de un nuevo problema, Y /

* Lo . . .
este es tambien el caso en la vida diaria. Cuando surge un problema, debe-
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mos tratarlo de forma mas o menos ingeniosa, utilizando nuestras propias /
Serramientas mentales y objetivas. Nadie le habra mostrado antes como many
pular exactamente aquel problema. En la leccidn que se ha descrito, el es-
tudiante normalista estimulo la actividad matematica auténtica con cuestio
nes corrientes de la asignatura, Se les dio a los nifios la oportenidad de/
recrearse en el pensamiento divergente, de descubrir scluciones ad-hoc, de
interrumpir los procesocs rutainarios, de desarrollar o de aplicar estrate-/
gias heuristicas (por ejemplo, la descomposicion del multiplicador, redu-/
ciendo la realizacion de una multipllcacién a la realizacidn de una suma, [/
etc), de comunicar, de reflexionar y de argumentar respecto a sus activida
des. El maestro gue se propones sducar debe confiar en la productividad ma-
tematica de los nifos; debe tomar con seriedad sus contribuciones, Debe //
concebir su papel como el de un mediador entre el conocimiento matematico
individual y la matematica convencional que €l busca que los nifios 1leguen

eventualmente, a domipar,

El algoritmo de la divisidn es una de las adquisiciones [/
mias dificiles del nivel primario.

Dos son las principales dificultades gue se presentan en /
la construccidn del mismo: la estimacidn del cociente y el cal
culo del resto. Casi siempre estas dificultades estan relacio-
nadas con la apretada sintesis de varias operaciones que impli

ca un registro simb&lico del tipo:

764 |12
44 63
8

Por estas razones conviene, en todos los casos, trabajar /[
primeramente con materiales estructurados y respetar el tiempo
individual con que cada alumno logra interiorizar las acclones

concretas que realiza, antes de formalizar la expresidn numérji

ca.



A continunacidn y a modo de ejemplo, proponemos una secuen-

' cia de actividades gue se apoyan en el uso de materiales de fa

cil confeccidn.

' * Recortar cuadrados de 100 cuadraditos para representar centenas,

Tomar, de este material, por ejemplo:

a. para repartir en dos conjuntos &

quivalentes,

[s1s 2+ Lo

. . .
En este ¢asc es necesario canijear una decena por daez poroloes y asi /

. formar dos grupos de

DGO O
[ Roie]

. Registrar numericamente

o para repartir en cuatre conjun-/
o
2 tos equivalentes,
En g@ste ©aso e5 necesario:
1} canjear cada cuadrado por diez barras an cada
para colocar qrupo
2} vanjear la barra restante por diez po en cada
o 0
rotos colocando o qrapo
. 4 -
. Registrar numericamente
c, para repartir en seis conjuntos/

feletele

equivalentes,

En este caso es NECesSario:
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1) canjear dos cuadrados por veinte ba-
rras; repartir las veinticinco barras en cada

colocando qrupo

2} canjear la barra restante por diez o
rotos, repartir los catorce porotos en cada

colocando 00 G upo

. Registrar numericamente.

para repartir entre doce

V000

Observar que se trata del mismo material gue en el casc anterior para

repartir en 1 doble de conjuntos,

1) estimar cuantas decenas corresponderan a cada grupo,

2) verificar la estimacion,

3) calcular cnantas decenas restan para ser canjeadas por porotos,
4) cuantos porotos corresponden a cada conjunto,

5} cudntos porotos restan,

+ * .
. Registrar numericamente, paso a paso, las acciones realizadas.

Es probable gque algunos nifios comiencen & dividir por las unidades, /
luego las decenas, etc. Este procedimiento Jos obliga a canjes comply
cados aungue correctos, Cuande los alumnos discutan con sus compane-/
ros log diverses procesos empleados, adcptarén las formas mas simples
¥ gconomicas gue son, en definitiva, las socialmente adoptadas y re-/
sultan de comenzar dividiendo por las unidades de orden superior {en/

nuestro ¢aso: centenas}).

Sz pueden vrganizar okras secuencias de este tipo repartiendo mate-//
riales, por @jemplo, entre ocho y luego dieciséis, o bien entre nueve

y luego dieciocho, etec,, para pasar a dividir por veinticinco (com- /
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lacidén de dos variables: largo y ancho.

Dice Pilar Moreno Angulo:

"Al abordar el analisis del aprendizaje de la geometria //
nas encontramoes con gque habituwalmente en la escuela se ha venido llevando/
a cabo una disoclacion entre la elegancia de las figuras geométricas, el /
triénguio, el cuadrado, el circulo, el rombo ... y la aridez de las farmu-
las que permitan el calculo de su area.

bxh

Trxéngulo = >

Hipotenusa = a2 + bz

Las formas, conocidas por el nifio desde gue es muy pequefio, permane-/
. * 3
cen en este nivel intultivo aun despues de conocer el "truco" gue solucig-

na los problemas escolares referentes al calculo de sua areas.

Centrandonos en el terreno de la superficie del rgcténguia, nos pode-
mos plantear que si la férmula para Conascer su area es simplemente “base /
por altura®, un nific gue puede multiplicar 5 x B (sean por ejemplo: 5 cara
melos a 8 pesetas), también podra resclver problemas referentes a la super
ficie del recténqulo. dPero &% igual 40 pesetas como precio de Cindd gara-

melos que 40 sz?

Si nos remitimos a la disociacion entre la figura geometrica y el céi
culo de su superficie, podemos extraer la conclusion de gug este ultimo ha
sido considerado por la pedagogia tradicional como una ilustracién mas, co
mo un e jemplo, del mecanismo multiplicativo gque los nifos conocen desde se

gundce de EGEB {(*}. &Y @85L0 es cierto?

En principio, tantc 40 es el nGmero que sale de multiplicar 5 carame-

los por B pesstas, como el 40 que sale de multiplicar % cm x B om,

{l) Morena Angulo, Pilar., “La construccion infantil de la medida de superficie!
en la Fédagmgia Operatoria Hoy, 1II Jornadas de Pedachia Operatoria, IMI-
PAE, pub}icacién del Ayuntamiento de Barcelona, 1985,

'*} En Espafia: Educacion General Basica.
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Sin embargo, pensandoc en qué es, tanto geomeétrica como matematicamen-
te, el érea, tal vez nos sea mas complejo decidar por ejemplio: s1 s iqual
medic metro cuadrado gue la mitad de un metro cuadrado™,

Para profundizar en este tipo de problemas, recomendamos al
docente la lectura del Anexo 1I.

Otro tema interesante es la relacidn vy diferenciacidn en-/
tre las nociones de perimetro y superficie. 8i se consideran/
dos figuras equicompuestas, por ejemplo un rectidngulo y un pa-
ralelogramo formados por dos triangules consecutivos congruen-

tes, resulta mucho mas ficil

para los ninos afirmar gue

tienen la misma superficie,

que decidir si tienen ¢ no A

el mismo perimetro.

Las experiencias espaciales de los nifios no son Gnicamente
perceptivas; un nifio pequefio es capaz de moverse y operar con /
estructuras geométricas haciendo construcciones con cubos o //
formando mosaicos con piezas de rompecabezas, Pero la capaci-/
dad para formar imigenes de objetos y abstraer formas, requie-
re el desarrovlle de cierta aptitud espacial gue no se adguiere
por una simple visualizacidn gue no esté acompafiada por una to
ma de conciencia de los desplazamientos y las transformaciones

Resulta entonces evidente que en el nivel primario no hay/
lugar para una ensefianza de la geometria basada en "conversa-/

cidn tiza", sino gue se hace necesario suministrar a los ni-
b r
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fios cajas, cartdn, papeles, pajitas, hilos, tijeras y otros /
maberiales por &1 estilo,

Una geometria experimental, fisica, manipulativa, de tipo/
intuitivo, no estd refida con el desarrollo de un pensamiento/
que alcance algin nivel de rigor cientifico: el rigor inheren-

te al estadio evolutivo de cada nifio.
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ANEXQ I

9. Veagnaud, §. Riceo, Diddetice y Adguisicion de concep
tos matemiticos. Revista Aagentina de Educacién, Ao IV,
Ne 6, mig, 72,

- el isomorfismo de medidas puede representarse en un cuadro de correspondencia

M, ; M,

x ¥y=flx}
x* y’= fix’}

en el cual la funcién f hace pasar de un elemenio de M, (medida de un primer tipo}
8 su imagen en M, (nedida de un segundo tipo).

Ejemplos:
i pastel 3,25 francos I minuto 2km
3 pasteles | 9,75 francos 12 minutos 34 km

8¢ pueden analizar #stos cuadros desde el punto de vista de Ja funcidn lineal [

fix}) = ax

y desde el punto de vista de ia propiedades del isomorflismo:

i

firn+nm’}
fixnj
firn+ x'n’}

fin} + fin
x fin!
Affaj + A f{a’)

[

]

Estos dos andlisis complementarios el uno al otro, permiten definir clases de pro-
blemas diferentes, y procedimientos de solucién dilerentes, Permiten también me-
jorar 1a diddotica de esta sstructura reigcional, como lo veremos mds adelante.

Consideremos por ejemplo alguinos problemas:

batellas | francos
1 7
8 ]

Una botella cuesta 7 francos. Compro 8 botellas, jcudnio debo pagar?

Varias soluciones son posiblex:
- muliplicar 7 pos 8: B botellas cuestan B veces mis que una botella, en este caso se
utiliza un procedimiento *escalar” que consiste en utilizar Ja yexbs 8 (sin dimen-
sién) entre Jas dos medidas 1 y B, y trasponerio sobre las imégenes.



botelias ‘ u francos

1
_xs(
8

- multiplicar 7 por 8 se puede pasar de una medida a 1a otra multiplicando por el
precio unitario 7 francos por botella.

E:])xs

botellas francos

1 — e 7

8 ’”“D

-~ sumer 7, B veces seguidas: el precio de 8 boteflas es ef precio de una boteliz, més el
precio de otra botelia, mas el precio de otrs botelia... (8 veces en total).

- sumar 8, 7 veces seguidas: esta suma no tiene corvespondencia y ademas es un pro-
cedimiento pocas veces utilizado.

Este ejemplo tan sencilio permite ver que la multiplicacidon 7x& = Tepresen-
ta ung abstraccion nada desdefiable puesto que postula una relacién ternaria par-
tiendo de hecho de una relacibn cuaternaria, Eleiemplo muestra también que utili-
zar un operador “escalar” {8 veces més) o un operador funcibn (x7 , porque 7 fran-
cos por botella} no es en absoluto lo mismo:

7 francos
x 8 operador escalar
E} se obtienen francos

x 7 francos/botella

8 botelias D se pbtienen francos

E] andlisis dimensional esquemético que acabamos de realizar es indispensabie
parz comprender las operaciones de los ahtmnos y las dificultades que pueden £n-

trafiar.
Se puede igusimente distinguir dos tipos de problemas en la divisibn:
- la biisqueda del valor unitario
I 3

12 86

~ 12 basqueda de una cantidad

Cada botella cuesta 7 francos. ;Qué cantidad de botellas corresponden a un gasio
de 105 francos?

También en este caso varios procedimientos de sohicidn son posibles como
gcurTe en el caso mas general cuando se trabaja un valor valor numérico dado.

1,5 4

] 10

Se necesitan 1,5 kg de harina para hacer 4 pasteles. jCudnts haring se necesitaré
para hacer 10 pasteles?
No describiremos aqui los diferentes procedimientos posibles,

El anilisis de estoz problemas pone en juego no solamente las operaciones de
multiplicacién y de division sino también 1a proporcionalidad, Ias propiedades de la
funcitn lineal, el andligs dimensional v en ciertos aspectos, ef marco tedrico de los
aspectos lineales {espacio vectoriales).

También puede verse que e51e andlisis pone de manifiesto el concepio de razbn:
razbn escalar 106/4 que no posee dimensidn v la razdn funcidn 1,574 {que se expresa
en kilogramos de harina para cada pastel).

A partir de problemas de este tipo pueden construirse clases de pares de niimeros
enteros isomorfos a los mimeros racionales,

1.5 4

iE g

P 16

9 24

12 32

et eic
K1 [ o m
8 16 24 &n



En resumes, ei isomorfistne de medidas reine en une sola estructurs refacional
una rice gami de COncepIos,

- el producto de medidas representa, desde ¢l punto de vista del andlisis dimensio-
nal, una operscibn diferente: e} 4rea del rectingulo es ¢l producto del largo por el
ancho porque la superficie et proporcional al larpo cuendt e} ancho s¢ mantient
constante. S§i se multiplican por n las dimensiones del reciéngulo, s superficie
queds multiplicads por "’

El 4rea o5 una funcidn bilineal, el volumen una funcidn tritineal, ¢l cardinal del
producto cartesiano de n-conjuntos ¢ n-lines] en relacién 2 los cardinales de cada
uno de jos comjuntos.

Las matrices permiten ficibmente poner en evidencie la estructura del producto
cartesiano (clases de pares, dreas)

nifias Jargo
f m n - P
nifios L2 13 |3 sncho
b pi
[ en £0

ares del rectangulo 2x4 (l1a disposicidon
en cuadrados hace gparecer e} producto

conjunto de pares que se pueden
formar con 3 nifios v § nifias

cartesiano)
y 1as propiedades de la bilinealidad.
namerc de nifias
1 2 3 4 5 &

nimero 1 1 2 3 4 5 6 ..
de 2 2 4 6 8 10 12 ..
Rifios 3 3 6 9 32 35 18 ..

4 | 8 12 . .

5 5 10 15 . ., niimero de

pares posibles

d T N
Cade renglén es proporcions] pi rengidn inmediato mperiot v cade columna 5 pro-
porciondl a 1a columna de le zquierds.

La distincibn que acebamos de hacer enirs isomorfisme de medidas ¥ producic
de medidss no significa, por supuesto, que no exista una relacion entre ampas es-
tructuras., El producto de medidas es un doble isomorfismo (bilinealidad) v el iso-
morfismo pone en juegs un producto de medidas cuando se hace intervenir ¢l ope-
rador funcibm,

) kg de haring
kg de haring = pasieles

pasiel
distancia recorrida = nempo x velocidad

) distcncia
velocidad

fl

tiempo

2. Problemdtics psicolégica
Desde ¢l punto de vista psicoldgico distinguimes varios objelos de estudio:

- Las diferenres ciases de problemas posibles y sus dificwlrades relarivas

Por ejemyp®s, le divisidbn en un producto de medida puede ser més dificil que jos
dos tipos de divisiones gue hemos distinguido en el isomorfismo, las cuales a su vez
pueden presentar distintos niveles de dificultad.

Er los problemas de tipo “regla de tres”, Iz dificuitad de! probiema, en forma ge-
neral, depende de los valores numéricos, de la relacibn de proporcionaiidad v de Iz
naturaieza fisica de las magnitudes en juego,

ias ¢ificultades que hemos sehalado se resuelven graduzimente durante un largo
periodo de i vida escolar,

En ¢l producto de medidas, el cilcujo del volumen a parnir de las dimensiones
elementales e5 més facil gue ia division, pero sin embargo existen pocos estudios so-
bre la comprensién del conjunto de propiedades relacionadas con I trilinealidad
{ver experiencia que presentaremos mas adelante),

« Los diferentes procedimientos de solution de problemas analizados desde ef punto
de viste de los conceptos gue inrervienen

La jersrquia de la dificultag de las distintas clases de probiemas merece ser estu-
¢iada, Fero ¢510 no es suficiente, pues un mismo problema puede ser resueito ds di-
ferentes maneras, equivslentes desde ¢l punic de vista del resultado, pero quizds
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mas y poder asi, medir el grado de disponibilidad {rente 2 un nuevo problema.

Sin especificar en detalie ios resuliades va publicados, indicaremos como ejem-
plo, que en los problemas de “regla de tres”, hemos encontrado mas de veinticinco
procedimientos de cilculo diferente, de los cuales. sinco conducen a la solucidon
correcta y el resto al fracaso. El analisis v 1z clasificacion de procedimientos mues-
tra gue las diferentes propiedades de l2 funcion lineal son comprendidas y utiliza-
das de una manera desigual por los alumnos de 12 a 15 afos, y que los procedimien-
tos de error merecen ser analizados en profundidad, puesto que frecuentemente
esos procedimientos toman en cuenta, pero en forma errones, aspectos pertinentes
de las relaciones que intervienen,

Para desarrollar ain mis nuestro punto de vista tedrico, agregamos que Jos proce-
dimientos utilizados por los alumnos ponen de manifiesto el funcionamiento de in-
ferencias v de teoremas no explicitos. Utilizaremos varias expresiones para designar
estos razonamientos: “teorema en acto”, “inferencia en acto”, “calculo relacional”.

El célculo relacional se realiza sobre las relaciones, por lo tanto no es lo mismo
que el clculo numérico, aun si la sucesion de calculos numéricos es lo Ginico que
nos permite decucir cudl es el célculo relacional subyacente.

Por ejemplo, un sujeto que resueive el problema

1.5 4

O 10

ejecutando las operaciones 10:4 = 2,5 v después 1,3x25=375 utiliza un pro-
cedimiento de tipo escalar y €l teorema gue se pone en juego {théoreme en acte) es
la propiedad: f{ix/)= afix).

Un sujeto que suma /5 + 1,5 + 0,75 = 3,75 est4 utilizando la descomposicion
de I0en 4+4+26 4+4+ (1/2).4". La propiedad utilizada aqui es:

flx+x+(1/2)x) = f(x) + fix) + (1/2)f{x]

Un sujeto que realiza 10-4=6 ¥ después I S5x6=9, emplez un razonamien-
to errbneo cuyo parentesco con el procedimiento escalar es manifiesto. En lugar de
buscar vy utilizar Ja razdn entre 10y 4 efectia la diferencia.

Mas adelante veremos otros ejemplos.

Estudiar los procedimientos de solcién utilizados es el medio més decisivo para
acceder a las representaciones conceptuales o preconceptuales de »las-'tiunﬂu;s-{ I;B
xxfés importante es o que se significa. Otro medio de acceso es ¢l estudio deiossm- )
nificantes que el niflo puede utilizar para resoiver un problema: dibujos, esquemas,
simbolos de toda clase., Esos significantes o representaciones simbélicn; no se en:
cuentran siempre en el razonamiento del nifio. Existen algunas gue se,n rel#!ivéa
mente espontineas (el dibujo, por ejemplo) v existen otros sistemas -simbbﬁﬁos de
m@ntadonﬁ culturales y relativamente canénicos (tablas, diagramas, graficos
ecuaciones, etc.) . . N

Por ejemplo, el alumno puede presentar un problema de tipo multiplicativo en
forma de ecuacién, también puede representar los datos v los operadores en un cua-
dro, podrfa también realizar una representacion grifica de una funcién lineal.

‘ Estas diferentes representaciones no tienen el mismo nivel de abstraccién ni de
dificultad, ni tampoco pueden siempre utilizarse para resolver un problema dado.

_ El estudio psicogenético de los aprendizajes escolares debe consagrarles un lugar
importante.

LE



ANEXO IT

Holloway, G.E.7. Concepcién de la Geometnia en el nifio

sequn Piaget, Paidds, 1969, pdy. 17.

II - MEDICION ESPONTANEA

El desarrollo de ideas de medida incluye tanto
la capacidad de apreciar la conservacién de la
longitud como la de agrupar cambios de posicién
y referirlos a una estructura espacial coordinada.
De lo contrario, no se puede alcanzar el signifi-
cado de aplicar una sucesién de unidades a lo
largo de una linea vertical ni se puede apreciar
que debe haber conservacién de la longitud cuan-
do se mueve un objeto-unidad.

Por estos motivos dedicamos este capitulo al
estudio de los esfuerzos espontdneos para medir,
puesto que una vez perfeccionado el proceso su
desarrollo parece sobreentendido. Por consi-
guiente, es importante investigar la conducta
mensural cuando se halla todavia en una etapa
formativa, y sélo asi tendremos la posibilidad de
conceptuar de manera precisa las operaciones
que forman parte de los procesos psicolégicos que
intervienen en la medici6n.

En una primera serie de experimentos se mues-
tra a los nifios una torre construida con 12 blo-
ques, cubos y paralelepipedos, de 80 cm de al-
tura, y elcvada sobre una mesa. La tarea que se
les propone es la de construir una segunda torre




de la misma altura sobre otra mesa, %0 centl-
metros mas baja y ubicada a 2 metros de dis-
tancia. Para eliminar cualquier simple reproduc-
cién del modelo los blogues de construccién con
que trabajap los nifios son mds pequedos, aun-
que suficientes como para levantar una torre de
igual altura. Ademis, se coloca una pantalla
entre ambas mesas, aunque los nifios quedan en
libertad de “ir a ver” la primera torre cada vez
que lo crean necesario, Se ponen también a dis-

posicion de los pifios tiras de papel y varillas, si

bien no se les aconseja utilizarlas hasta que ago-
ten sus esfuerzos espontineos.

Las respuestas del primer estadio (la y 1b),
tipicas de nifios de unos 4 & € afos, implican sélo
una primitiva comparacién visual. No se mueve
nada, salvo la linea de visién. Una respuesta ti-
pica a la pregunta: “¢Tu torre es tan alta como
la mia?” es: “Oh, si; basta con verlas’, pese a que,
por supuesto, no hay correspondencia exacta en
altura: simplemente ambas torres son altas, o
enormes, eteétera, En el subestadio 1b se cons-
truye el modelo con una altura més aproximada
a la correcta, pero la comparacién sigue siendo
puramente visual y no se experimenta la nece-
sidad de verificar el cilculo: “Basta con verlas.”

Durante el estadio 2, que dura desde los 4,6
a 5 afios hasta alrededor de los 7 afios, se mue-
ven objetos en el proceso de medicién, vale de-
cir, hay cambio de posicibn. A veces el objeto
en cuestién es uno de los elementos comparados
y Otras veces es un tercer térming que preanun-

cia la aparicién de una medida comtln, aungue
todavia no hay transitividad operativa. En el
subestadio 2a la transferencia visual caracteris
tica del estadic 1 se complementa con lo gue
denominaremos transferencia manual. Ellp sig-
nifica que e] mifio trata de aproximar mas los
objetos a comparar de tal manera gue aunque
la comparacién contimia siendo visual, ya no es
comparacién a distancia, sino la evaluacién de un
todo constituido por objetos vecinos. El subes-
tadio Zb se caracteriza por un desarrollo intere-
sante, que destaca con mayor claridad adn la
menguante supremacia de la percepcidn aislada,
En ese momento los nifios utilizan un término
intermedio, que no es todavia wn patrén comim
independiente de medicién, puesto que en vez
de utilizar un tercer elemento para comprobar
que la copia es igual al modelo, emplean sus
propios cuerpos: a veces intentan cumparar las
medidas con sus manes o cop sus brazos; otras
veces utilizan como puntos de referencia partes
del cuerpo algo peculiares (hombros, etcétera)
que les sirven para transferir-una distancia de
un objeto a otro, Como es obvio, tales métodos
son resabios de la etapa evolutiva de traonsferen-
cia manual (22}, de igual modo que esta dltima

es un residuo de los estadios de transferencis

visual (la y 1b). En un primer momento el su-

jeto movia el objeto mismo; ahora trata de asirlo

o de abrazarlo, con sus manos ¢ com sus brazos,

porque espera que tal ademén sea la medida del

largo de un objeto después que lo suelta, A este
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tipo de conducta, caracteristico del subestadio
2a, lo llamaremos transferencia corporal o imi.
tacién del objeto. Puesto que la imitacion es el
origen de los simbolos v basta de las imigenes,
es facil ver que el empleo de una medida comin
se origina en Ja transferencia visual v manual en
la medida en que sus componentes iniciales, tan.
to perceptuales como motores, suscitan fmégenes
representacionales que confieren un valor sim-
bélico primero al propio cuerpo del sujeto y més
tarde a cualquier objeto neutral, de tal modo que
éstos vienen a reemplazar a la transferencia ori-
ginaria.

La caracteristica distintiva de) estadio 3 es la
comprensién del principio logico: A=B, B=C;
por lo tanto, A = C. Esto depende de que se
pueda aplicar el principio de conservacién de la
longitud & pesar de los cambios de posicién, Pero
esta capacidad es s6lo un aspecto del proceso de
medicién, al que hay que agregar la posibilidad
de subdivisién, v recién ruando se domina tam-
bifén ésta se estard ep condiciopes de dar valor
de unidad a una parte y repetirla tan a meoudo
como sea necesario. Ahora ‘bien, esta fusidén gra-
dual de subdivision y cambio de posicién en un
patrdén comiin de medicién tiene lugar & lo largo
del estadic 3 y se produce en dos subestadios
sucesivos. En el subestadio 3a (sobre un prome-
dio de alrededor de 7 afios} los nifios utilizan un
término independiente, siempre que sea mayor
que e) original, sobre el cual marcan Ja longitud
requerida, pero son incapaces todavia de emplear

unc menor porque “es demasiado pequefio”; no,
necesitaria muchos™; “no sirve, mi mano se si-
gue moviendo”, etcétera. Por ltimo, ep el sub-
estadio 3b, desde alrededor de Jos § afios en ade-
iante, la unidad de medida ya puede ser més
larga o més corta que la torre; por ejemplo:
“¢Puedes usar este ladrillito? (El nifio Jo jtera
hacia Io alto de la torre, marcando eada posicién
con el pulgar.) “Entra 13 veces.™ {Luego realiza
la misma operacién con la segunda torre): “Es
igual.”

De tal manera, la adquisicién de la capacidad
de medicién es una sintesis de la posibilidad de
comprensién de los principios de subdivisién y
cambio de posicién, que se logra mediante des-
plazamientos de una unidad iterable que actta
como unidad de medida.
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ANEXO TIX

Rey, Nocew, Sayyese, Loduchu, *Aprendizaje y Mutemdt i

ca”. La medidu, Plus Ullag, 29 Edicidn, 1980, pig.i92.

DE LA MEDIDA DE CANTIDADES CONTINUAS
Llamamos canfidad a todo lo que se puede contar o medir.

Las perlas de un collar, los lipices de una caja, los panes de una
vanasty, se pueden contar.

Una cantidad es discontinua, si se puede contar naturalmente.

Kl liquido contenide en un balde, la cinta con gue se atd un
paquete, el peso de una persona, pueden medirse.

Una cantidad es continue si para cuantificarla es necesario
medirla.

Las caontidades discontinuas estdn naturalmente cuantificadas,
pues lNevan implicita la unidad; cada uno de sus elementos es, en sf
mismo, una unidad. As{, una perla del coliar es la unidad que nos
permite expresar la cantidad de perlas; anglogamente, se pueden
contar las manzanas de una canasta o los lapices de una caja.

No ocurre lo mismo con las cantidades continuas: para poder
cuantificarlas es necesario usar una unidad previamente convenida.
Por ejemplo: el liquido contenido en un balde puede medirse en
litros, o bien en galones, ete.; la longitud de una cinta puede
exnresarse en metros, o en pnlgadas, o en varas, elcetera.

Si dos cantidades @ ¥ & pueden compararse, del resultado de la
comparacidn surgird que o es mayor que b, © que g es menor que &;
o bien que ¢ es equivalente a b,

En el conjunto de todas las cantidades se establece la siguiente
relacién de equivalencia: una cantidad o es de la misma clase que &, si
y solo si, @ puede compararse con b.

En sfmbolos:
acChrbel=a>hva<byva=h

Esta relacidn de equivalencia define por abstraccion la magnitud.
La magnitud es lo que tienen de comin entre si, todas las cantidades
que pueden compararse.

Por ejemplo:

— en todo cuadrado, un lade es menor que la diagonal ¥ el
perimetro es mayor que la diagonal; el lado, la diagonal y el
perimetro son cantidades comparables en longitud.

- el tanque de combustible de un camibén carga mayor cantidad
de liquido que el tanque de un automovil; ambos tanques son
eomparables por su capacidad.



Las cantidades que pertenecen a unz misma magnitud, son
homogéneas.

Cuando una cantidad es multiplicada por un ndmero real. se
obtiene otra cantidad homogénea con la primera. Por ejemplo: ¢

producto del nimero seis por la longitud del lado de un exédgono
regular, es la longitud del perimetro de dicho exdgono- lado y
perimetro son cantidades homogéneas, .

En general, si 7 €5 un nimero real, ¢ es una cantidad y b es el
producto del ntmero p por la cantidad a (b = p.a), entonces la
cantidad b es homogénea con la cantidad o.

Se llama rgzdn entre dos cantidades homogéneas a,
numerp real r, tal que a, es el producto de r por a. .

Yazsﬂj

En simbolos:
, a
o bien —_—
a,

3 =T. 8

Por ejemplo:

— el nimero 7, es la razdn entre la longitud de una circunferen-
ciz v la longitud de su didmetro.

— el nimero 4 es la razdn entre la longitud del perimetro de un
cuadrado v la longitud del lado det mismo.

— g} nttmero ': es la razon entre la superficie de un cuadrado ¥
la superficie de otro cuadrado de lado igual a la diagonal del
primero.

El nimero =, el nidmero 4 y el nlimero 2 son numeros reales
{pueden representarse sobre la recta numérica).

Medida de una cantidad, es el ndmero que expresa la razon entre
dicha canfidad y otra homogénea adoptada como unidad.
Por ejemplo:

- 16 es la medida de la superficie de un cuadrado de 4 cm de
lado. respecto de ia superficie de un cuadrado de 1 om de
lado.

--5i se toma como unidad de medida un dngulo de abertura
equivalente 2 *4 de un giro completo, la medida de un
angulo ilano respecto de esa unidad, es el nimero 4.

— si e toma como unidad de medida la ‘4ec parte de un giro
completo, la medida de un dngulo Uano respecto de esa
unidad, es el numero 180,

Es evidente que la medida de una cantidad depende de la unidad
cuyo uso se convenga, sin embargo la cantided es invariante e

fv‘m’or de una cantidad es el producto de la medida {nGmero) por
la unidad de medida (cantidad adoptada como pairdn)

Por ejemplo:

— ol valog de la longitud de una cinta es de 2 m: el niimero 2 es
la medida, 1 metro es Ia unidad con que se midié.

— el valor de la longitud de ia misma cinta del ejemplo anterior

es de 80 pulgadas; 80 es la medida
)a unidad, ¥ una pulgada (2,5 em) es

= el valor de la superficie de un campo es d 2
bien 120.000 m? po ® 12 hectdreas o

= el valor del peso de una caja de arroz es de 1k i
000 & es de 1 kg, o hien de

—el &:akor de la distancia entre dos rieles paralelos es de 1,20 m
0 bien de 48 pulgadas.

Cuando se expresa ¢l valor de una cantidad respecto de diferen-
tes unidades, se evidencia la conservacién de la cantidad. Las opera-
clones que aseguran la conservacidn de la cantidad, se integran en
verdaderos sistemas caracterizados por su reversibilidad.

Por ejemplo: si el valor del peso de una bolsa de azGcar es de
2 kg, ese peso permanece constante adn cuando se lo exprese en

gramos:
E x 1000 '

el transformador {x 1000] que aplicado a la medida 2 da por
resultado 2000, se compensa con la accidén del mismo operador

X _1{300. que transforma a 1 g en 1 kg. La equivalencia surge de la
reciprocidad entre las transformaciones de la medida y de la unidad,

9t



Actividad de aprendizaje N2 4

a. Seleccione un grado de sequndo o tercer ciclo.

b. Analice el curriculum que considere mas actualizado del grado,

[ 1 ]

seleccionado en "a®,

c. A continuacion diagrame una red que muestre las relaciones que

se establecen en ese campo conceptual,

d. Luego, en el grupo, analice y discuta los diferentes diagrama:

elaboradas.



Actividad de aprendizaje N2 5

a. En grupo reflexione en torno al siguiente problema:

En la practica el maestro trabaja con material concre
to. Por gqué entonces, el aprendizaie deriva en una mecaniza- /

cidn.

b. Elabore grupalmente propuestas superadoras. Tenga presente los/

lineamientos de los distintos Documentos de Trabajo.
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Propuesta de trabajo fimal

En tanto formador de formadores, explicite como traba
. - s
jarla con sus alumnos, futuros maestros, para lograr la seleccion
y organizacidén de estrategias y la implementacidén de acciones di-
dacticas que guarden coherencia con el enfogue metodoldgico pro-/

puesto para el nivel primario.
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