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ESTUDIAR MATEMATICA

El CUADERNO DE ESTUDIO 3 que hoy llega a tus manos es el uUltimo de la Serie
Horizontes de Matematica. La modalidad de trabajo propuesta es similar a la que des-
arrollaste en los cuadernos anteriores con los que aprendiste a expresar ideas matemati-
cas en un lenguaje simbdlico que incluye letras, signos y representaciones graficas.

Como en los otros cuadernos de la serie, encontraras muchas referencias histé-
ricas a los aportes que los cientificos hicieron en cada momento marcando hitos en el
desarrollo de la ciencia. El conocimiento de esos aportes te permitira valorar que la
Matematica es una ciencia que contribuye al desarrollo de otros campos cientificos y que
a su vez estd en permanente cambio.

Seguramente habras observado que en muchas ocasiones el conocimiento mate-
matico surge en situaciones de actividad practica. En otras, se trata de revisar y ampliar
conocimientos matematicos ya adquiridos para seguir progresando en ellos aunque ten-
gan una aplicacion inmediata.

Razonar matematicamente es una forma especifica de organizar y de comunicar
las ideas que surgen a medida que se avanza en el esfuerzo por buscar procedimientos
para resolver problemas.

Es probable que cuando resuelvas los problemas que se te proponen en las uni-
dades de este cuaderno te surjan muchas preguntas y dudas. De a poco, irds encontran-
do las soluciones. Razonando y consultando con tu docente y con tus companeros y con-
sultando los libros de la biblioteca, podras chequear la validez de las respuestas halladas
y la eficacia del procedimiento seguido. Este modo de razonar matematicamente te per-
mitird aplicar los procedimientos a otros problemas que se te presenten, no sélo en el
aula, sino también cuando tengas que resolver alguna situacién mas alla de lo escolar o
cuando sigas cursando estudios superiores.

Deseamos que el trabajo con este cuaderno satisfaga tu interés por aprender,
despierte tu curiosidad por seguir aprendiendo siempre y puedas disfrutar cada vez mas
de tu capacidad de pensar matematicamente.
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Unipap 1 Matematica cotidiana

En la vida cotidiana hacemos continuamente estimaciones de tiempo, de espacio, de peso, de dinero.
Por ejemplo, cuando tenemos que orientarnos para realizar un trayecto, cuando consultamos los hora-
rios de los medios de transporte, cuando calculamos precios para ver qué compra resulta mdas ventajo-
sa. También analizamos datos numéricos y hacemos estimaciones de distancias cuando leemos mapas
o planos.

En la practica, muchas veces estimamos algunas cantidades que nos interesan, sin medirlas exacta-
mente; es decir, les adjudicamos un valor aproximado para facilitar la resoluciéon de calculos utiles aun-
que no resulten del todo precisos.

En otras ocasiones, para realizar calculos sencillos y rapidos, redondeamos las medidas conocidas
cuidando que el redondeo no nos haga cometer un error muy grande. En casi todos estos célculos apro-
ximados o estimados estan presentes las nociones de proporcionalidad y porcentaje.

En esta unidad vas a aplicar muchos conocimientos matematicos que ya tenés para resolver algunas
situaciones prdcticas y, cuando sea conveniente, usards cdlculos aproximados.

A lo largo de esta unidad vas a repasar temas que ya estudiaste en afios anteriores, como proporciones, por-
centajes, fracciones y numeros decimales; longitudes, dreas y volumenes de figuras y cuerpos. A medida que
vayas realizando las actividades, consultd con tu docente si es necesario recurrir a los CUADERNOS DE ESTUDIO
1y 2 o a libros de Matemadtica para revisar algunos de estos temas.

TEMA 1: MEDIDAS Y PORCENTAIES

A 1. Distancias

La siguiente tabla muestra las distancias aproximadas entre algunas capitales de provincias de nuestro
pais, medidas en kilémetros.

MINISTERIO DE EDUCACION o
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a) Respondé a partir de los datos de esta tabla las siguientes preguntas.
1. ;Por qué creés que el cuadro tiene valores sélo en la mitad inferior que marca la diagonal?
2. ;Qué nuimero se debera poner en las casillas ubicadas sobre la diagonal?
3. ;Con qué numeros se completan los casilleros situados simétricamente de un lado y otro de la dia-
gonal? ;Vale la pena que los escribas? jPor qué?

b) Una empresa quiere reunir a los gerentes de las sucursales de Salta, Tucuman, Santiago del Estero, San
Juan y Santa Fe en la ciudad de Cdrdoba.
1. Considerando los viajes de ida y vuelta de todos, ;jcudl es el kilometraje de traslados por el que la
empresa debera abonar?
2. Para bajar los costos de las reuniones, los gerentes deciden encontrarse en una de las sucursales. ;En
cual de ellas el numero de kildbmetros recorridos resultara minimo?
3. Teniendo en cuenta los viajes de ida y vuelta, jcuantos kilémetros se pueden ahorrar si se retdinen en
la sucursal que presenta el nimero minimo de kilémetros recorridos!?
4. Si podés, compara tus respuestas con las de tus compaferos. Resultara interesante conocer los diver-
sos modos que utilizaron para encontrarlas.

2 . Porcentajes

En esta actividad vas a resolver problemas en los que, para encontrar la solucién, es necesario calcu-
lar porcentajes.

Para resolver este tipo de problemas es importante que realices en tu carpeta todas las operaciones que te
parezcan necesarias, no importa si son o no las definitivas. Ese registro de los caminos que fuiste probando te
permitird reconstruir la estrategia que usaste, revisarla, corregirla y detectar posibles errores. Asi, también ten-
drds registro de los cdlculos y de los numeros para explicar y argumentar sobre tus procedimientos y aplicar, o
no, las mismas estrategias a otros problemas similares.

a) Resolvé los siguientes problemas.
I

1. El precio de un articulo aumenta el 10% y luego baja el 10%.
{Vuelve al precio inicial? ;Por qué?
2. El precio de un articulo aumenta el 10% y luego aumenta de nuevo 10%.
El aumento total, jes el 20% del valor inicial? ;Por qué?
3. En una incubadora se colocaron 320 huevos de gallina. A los 7 dias se hizo la ovoscopia y se
observaron 59 huevos no fértiles.
* ;Cudl es el porcentaje de huevos fértiles?
* De los 261 huevos fértiles nacieron solamente 233 pollitos. ;Qué porcentaje de nacimien-
tos hubo?
* Con relacién a los huevos colocados al principio del proceso, ;qué porcentaje de naci-
mientos hubo!?
* Calculando un 65% de nacimientos, jcuantos pollitos podran nacer de 700 huevos coloca-
dos para incubar?

MINISTERIO DE EDUCACION a



4. En una pequefa localidad urbana se midio la altura de todos los alumnos que comenzaban la
escuela secundaria. Los datos figuran en la siguiente tabla. Los estudiantes cuya altura esta exac-
tamente en el limite de dos intervalos, se incluyeron en el intervalo superior.

Estatura (cm) 140-146 | 146-152 [152-158 | 158-164 | 164-170| 170-176] 176-182| 182-188

Nudmero de alumnos 3 17 39 41 32 13 5 1

¢ jCuantos alumnos miden menos de 164 cm? ;Qué porcentaje del total les corresponde?

¢ Calcula el porcentaje de alumnos que miden entre 152 y 170 cm.

¢ ;Cual es el porcentaje de alumnos que miden menos de 190 cm?

* Estima qué porcentaje del total corresponde a los que miden 164 cm o mas. Después hacé

el calculo para ver si tu estimacion fue acertada.
.

‘ b) Si es posible, reunite con tus companeros para resolver las siguientes consignas.
1. Busquen noticias periodisticas que muestren situaciones en las que la informacion se transmite usan-
do porcentajes.
2. Analicen esos porcentajes y piensen cudl es la informacién que brindan.

TEMA 2: PROBLEMAS CON PROPORCIONES

A 3 = Intereses, comisiones y descuentos

En esta actividad vas a estudiar algunas cuestiones vinculadas con el comercio en las que estd presen-
te la nocién de proporcionalidad y vas a conocer el significado de algunos términos que se usan en las
operaciones comerciales y bancarias. La resolucién de algunas situaciones problemdticas te facilitard com-
prender el concepto de interés.

Es conveniente que trabajes con tus compaferos para que puedan discutir las distintas formas de resolu-
cion que encuentran.

“ a) Resuelvan los siguientes problemas.

b |
1. Garcia dep?sité en e.I banco $10 000 Afo Dinero Interés Dinero
en un plazo fijo a un interés del 8,5% Seile et
anual. Al cabo de un afo, su capital se
incrementa con los intereses que le 1 $ 10 000 $ 850 $10850
paga el banco. En la siguiente tabla, pue- §

den observar cuanto dinero gana.

Q MATEMATICA 3



* Si deja el dinero acumulado en depésito durante otro afio, jcuanto tendra al cabo de 2

afios? ;Y al cabo de 3 afos?

 Construi en tu carpeta una tabla como la anterior y completala con los valores del capital,

el interés obtenido y el capital acumulado correspondientes a cada afo.

2. Si al cabo de 5 anos el senor Garcia no hubiera hecho ninguna extraccién, los intereses gana-

dos en cada afo...

* ;Seran proporcionales al nimero de aios del depdsito? ;Por qué?

Se llama interés, rédito o renta a la ganancia que puede generar un capital, es decir, una can-
tidad de dinero que ha sido invertida en operaciones comerciales, depésitos bancarios, présta-

mos, etcétera. ,
Se puede hablar de interés simple o interés compuesto.

b) Leé el siguiente texto y luego trata de explicarle a tu docente y a tus companeros qué es el interés

compuesto.

Un banco preparé un programa especial para promover el ahorro en los jévenes. Un grupo de
muchachos de un pueblo, que tenian un pequefio negocio de venta de semillas, decide averi-

guar de qué se trata este programa para definir si vale la pena participar con sus ahorros.

Uno de ellos, José, tenia ciertos conocimientos sobre el interés, pero al leer el folleto promo-
cional del banco se enterdé de que el interés podia ser compuesto a diario, mensual o anual-
mente. Se preguntd entonces qué significa interés compuesto. Necesitaba comprender la dife-

rencia para decidir si les convenia o no participar.

Ya comprendo que mis $10
ganaran algunos centavos
de interés al aflo

Bueno, supongamos que el banco
anualmente te paga 6%, entonces el
interés anual recibido por tus $10 sera 60
centavos. Si el interés es compuesto
mensualmente, habra que dividir los 60
centavos correspondientes a un aflo, por
12 meses. Entonces el primer mes te
pagaran 5 centavos, pero el segundo mes
te pagaran interés por $10,05 y el tercer
mes, sera por $10,10.

MINISTERIO DE EDUCACION



Al final de afio tendria $10,62
iNo vale la pena por tan poca
diferencia!

Pero si tuvieras $100.000,
la diferencia seria $200.
¢éValdria la pena? Imaginate

cémo creceria tu dinero, con el

interés compuesto
diariamente.

€) Realizd nuevamente una tabla para poner en ella los datos y sacar conclusiones. Ya sabés cudles son las
columnas vy las filas que tenés que incluir. Hacé la tabla con los datos que surgen de la conversacién entre
José y Paula y luego respondé las siguientes consignas.
1. ;Por qué es mas beneficioso el interés compuesto mensualmente que el interés anual?
2. Si el interés compuesto se capitalizara diariamente, jte parece que este interés resultaria mayor que
el interés mensual? ;Por qué?
3. ;Estas de acuerdo con lo que piensa José!? Comparti con tu docente las conclusiones a las que llegaste.
4. La lectura del parrafo anterior, jte ayudd a entender el significado del interés compuesto!? ;Por qué?

d) Vas a revisar otros términos que también estan vinculados con operaciones comerciales y los porcentajes.
1. Leé el siguiente texto en el que se explica cada uno de estos términos.

Una comisién es la remuneracién que recibe un agente de comercio, por ejemplo, por inter-
venir entre el comprador y el vendedor en una operacién mercantil. Esa remuneracién se agre-
ga al costo final de la operacién realizada.

Se llama descuento al beneficio que se otorga en el comercio por pagar al contado el impor-
te de ciertas facturas o para premiar a algtin comprador por el volumen de su compra o por
haber entregado mercaderfa en condiciones diferentes de las estipuladas. El descuento es un
porcentaje que se quita al valor inicial que debia pagar. :

Por ejemplo, si una bolsa de alimento balanceado cuesta $100 y por pagarla al contado
se hace un descuento del 10%, se abonard $90 al contado. A los descuentos a veces se los
llama bonificaciones.

.

2. Decidi en cada caso si la operacién que tenés que realizar es el calculo de la comisién o del descuento.

2.1. El sefior Gutiérrez encargd a una firma especializada una compra de materiales. El importe
8 p P P
que pagd por la mercaderia fue de $23 094. Ademas se facturaron $692,80 de comision.
* ;jCudl es el porcentaje que pagd el sefior Gutiérrez a la firma comisionista?

Q MATEMATICA 3



2.2. El precio de una mercaderia es de $18 550.
¢ ;Cuanto habra que abonar si se consigue el 5% de descuento?

2.3. Un implemento agricola vale $8 750 segln el precio de lista. La casa vendedora hace un 15%
de bonificacién y por pago al contado descuenta el 5%.
* jCuanto habria que abonar por ese implemento?

E En la unidad siguiente retomards este tema al estudiar sucesiones y progresiones.

A

4. Lareceta por proporciones

aunque sin formalizarlas como lo hacés en la escuela.

1. Una cocinera debia transformar una receta que conocia para 6 porciones en una para 20
porciones. Su objetivo era decidir la cantidad necesaria de cada ingrediente y dar las instruc-
ciones a los ayudantes de cocina para que resultara eficiente. Ella decidié hacer suficiente can-
tidad para 24 porciones y dividir las 4 porciones excedentes entre las otras 20 porciones.
Cuando se le pidié cambiar la receta para 20 porciones exactas, dividié 20 entre 6 en su calcu-
ladora y utilizé el resultado de 3,3 para multiplicar cada ingrediente. Para que la receta fuera rea-
lizable por los cocineros, cambié cada decimal por una fraccién propia para que ellos sélo tra-
bajaran con mitades, tercios y cuartos, asi, por ejemplo, 2 tazas de compota de manzanas que
debian ser 6,6 tazas, lo cambid por seis tazas y media.

2. A un alumno de la escuela secundaria que estudia gastronomia se le pidié cambiar la misma
receta, pero ahora para 10 porciones. Intentd resolver el problema utilizando proporciones para
encontrar las nuevas cantidades, pero luego se dio cuenta de que podia resolverlo de una mane-
ra menos formal. Entonces calculé cada ingrediente para 12 duplicando la receta original y sugirid
dividir las dos porciones extras entre las 10 porciones.

En la actividad anterior aplicaste nociones de proporcionalidad al calcular porcentajes, intereses,
comisiones y descuentos. También en la vida diaria, muchas veces se usan nociones de proporcionalidad

a) Leé estas dos resoluciones diferentes frente a una misma situacion y respondé en tu carpeta las pre-
guntas que estan a continuacién.

1. Analiza las dos situaciones, compara las estrategias de resolucion de la cocinera y del estudiante. ;En
qué se parecen? ;En qué se diferencian?
2. ;Te parecen acertadas? ;Utilizan conocimientos de proporcionalidad? ;Por qué?

MINISTERIO DE EDUCACION G



5.La proporciéon en Geometria
En las actividades anteriores trabajaste con situaciones de proporcionalidad en diferentes contextos.
En esta oportunidad revisards algunos problemas geométricos en los que la proporcionalidad se vincula

con la semejanza de figuras.

a) Determina las dimensiones, largo y ancho, de un terreno rectangular de 4 420 m* en el que las longi-
tudes de los lados estén en la misma proporcién que 11y 15.

b) Determina las dimensiones de un terreno rectangular de area 3 285 m?* en el que los lados estén en la
misma proporcién que 7 y 13.

€) Los rectangulos que obtuviste en la consigna a, json semejantes entre si? ;Por qué?
d) ;Ocurre lo mismo con los rectangulos que obtuviste en la consigna b?

\‘ e) Leé los siguientes ejemplos y comentd con tus compafieros la conclusién que figura en el Ultimo parrafo.

En la interpretacion de grdficos hay que tener cuidado al considerar relaciones proporcionales. Hay
que observar con atencion si la proporcionalidad se establece entre longitudes, dreas o voltiimenes.

En este grdfico, los segmentos verticales
constituyen la representacién lineal de tres
cantidades proporcionales a 2, 3 y 4.

4

Si estos segmentos son didmetros de tres cir-
3 culos, sus dreas son proporcionales a 4, 9y 16.
‘@
4 . , .

Si los circulos se convierten en esferas, la

3 proporcionalidad se establece ahora entre los

voltimenes y las cantidades 8, 27 y 64.
2 o




De acuerdo con las observaciones anteriores, en las representaciones gréficas debemos estar atentos a las pro-
porciones a las que obedece la escala, no es lo mismo representaciones lineales, que superficiales o de volumen.

f) Leé esta historia y respondé las preguntas que aparecen a continuacion.

— — -y P —
e e = 5 —~—

Una vieja historia narra que cierto dfa un comprador se acercé a un
vendedor de espdrragos y le dijo: — Traigo esta soga que mide un palmo,
scudnto me cobrards por el paquete de espdrragos que pueda atar con ella?

El vendedor de espdrragos pidié 10 pesos y el comprador se mostré
conforme. A los dos dfas, el comprador volvié a encontrarse con el ven-
dedor de espdrragos:

—Vuelvo ahora con esta soga que mide dos palmos. Acordate que por los
espdrragos que pude atar con la que media un palmo me cobraste 10 pesos,
asi que por los espdrragos que pude atar con este corddn que mide dos pal-
mos te pagaré 20 pesos, si te parece justo.

El vendedor aceptd, aunque se quedd con cierta duda de si el compra-
dor lo habrfa enganado o no. '

1. ;Por qué duda el vendedor?

2. ;Qué te parece que ocurre en esta situacion?

3. ;Cudl de las situaciones de la consigna e te sirve para graficar la propuesta del vendedor?
4. ;Qué le dirfas al vendedor para ayudarlo a aclarar sus dudas?

El conocimiento de la falta de proporcionalidad entre longitudes y areas no es nuevo. Quintiliano
fue un gran retérico latino del siglo | a.C. que advirtié que de dos trigales vallados, uno con casi
el doble de longitud que el otro, dard unas cuatro veces mds trigo que el otro, no el doble.

g) Como cierre de las actividades de esta unidad, escribi brevemente por qué es acertada la advertencia
de Quintiliano.

Para finalizar

Con las actividades de esta primera unidad hiciste un recorrido a través de situaciones del mundo del
trabajo y de la vida cotidiana en las que se destaca la necesidad del uso de conocimientos matematicos.
En muchas de ellas, habras advertido la presencia de la proporcionalidad, en especial, su aplicacién en
la transmisién de informaciones en forma de porcentajes. Al mismo tiempo, este recorrido te permitié
revisar algunos contenidos basicos de Aritmética y Geometria que necesitaras para tu estudio durante el
trabajo con el CUADERNO DE ESTUDIOS 3.

Si en la escuela esta disponible alguna factura que corresponda a servicios de gas, de electricidad, de
agua o de impuestos, es interesante que analices con qué criterios se hacen las liquidaciones. Muchas
veces, ademdas delimporte que corresponde al consumo, se paga una tarifa fija y un recargo porimpues-
tos que no siempre son proporcionales. En las unidades siguientes volverdas sobre estos temas.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Unafraccion
Observa las siguientes expresiones:

_ 5823
100 = 91 +W

— o4 41578
100 = 94 + 1278

100 = 96 + x

En las dos primeras expresiones, el nimero 100 es la suma de un nimero de dos cifras y una fraccién. En
su escritura se usaron los digitos del 1 al 9, sin repetir ninguno. El desafio consiste en encontrar la fraccion
con las mismas caracteristicas que verifique la Ultima expresién.

2. Una escalera

Subiendo 1 o 2 escalones cada vez, jde cuantas maneras dife-
rentes se puede subir una escalera de 6 escalones?

3 « Las lunulas de Hip6crates

Las figuras dibujadas a la izquierda y a la derecha
del tridngulo rectangulo se conocen como linulas
de Hipdcrates. En ambas, un arco es la semicir-
cunferencia que tiene por diametro un cateto y el
otro arco pertenece a la semicircunferencia que
tiene por didmetro a la hipotenusa. El desafio
consiste en que apliques la propiedad pitagdrica
para verificar que la suma del area de las lUnulas
es igual al 4rea del triangulo.
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Unipap 2 Sucesiones y progresiones

En la vida diaria se utilizan continuamente conjuntos ordenados de niumeros como el de los nimeros
naturales, el de los niimeros pares u otros conjuntos numéricos en los que cada término se puede obte-
ner del anterior mediante una férmula. Estas sucesiones numéricas tienen gran importancia practica y
por eso es tan interesante el estudio de sus relaciones y sus propiedades.

Por medio del estudio de las sucesiones y progresiones realizards un repaso de los contenidos de Alge-
bra que estudiaste en afios anteriores y en particular aquellos que aprendiste con el CUADERNOS DE ESTUDIO 2,
como las ecuaciones, las férmulas para regularidades y funciones. También retomaras algunas cuestiones
relativas al calculo de intereses que iniciaste en la unidad anterior. Este trabajo te facilitara la comprensiéon
de los temas posteriores, tales como el uso de ecuaciones para la resolucién de ejercicios y problemas.

TEMA 1: SUCESIONES Y PROGRESIONES

En este tema estudiards las propiedades de ciertos conjuntos de niimeros cuyos elementos se relacio-
nan entre sf por alguna regla fija o patrén. Podrds descubrir ese patrén analizando el conjunto de ntime-
ros. Verds que, una vez que conozcas la regla, podrds encontrar un nimero cualquiera de la sucesién en
funcién del anterior o del siguiente.

A ]. Sucesiones numéricas

a) Observa los siguientes conjuntos de nimeros naturales.

I N\
1,8,15,22,29, 36,43, ... B
y IV.
- 2,3,5,8, 13,21, 34, 55, ...
IL.
5,10, 15, 20, 25, 30, ...
4
\/. {
2,2, 4, 6,10, 16, 26, 42, 68, 110, ...
L. |

3, 6,12, 24, 48, 96, ...

b) Respondé en tu carpeta.
1. Los conjuntos de nimeros presentados, ;jsiguen algiin comportamiento regular, algin patrén?
2. A partir de un término, jse puede conseguir el siguiente mediante un célculo sencillo?
3. En algln caso, jse puede conseguir el término siguiente a partir de los dos términos anteriores?

MINISTERIO DE EDUCACION Q



Seguramente, habras observado que en el primer caso, la diferencia entre un término y el anterior
es siempre la misma y su valor es 5. Estos nimeros son multiplos de cinco y todos los términos se
pueden obtener a partir del primero sumando siempre 5 al anterior, es decir, que siguen un patrén
de comportamiento. Si observas, veras que la sucesion de los nimeros naturales se comporta de la
misma manera, pero en este caso la diferencia que se suma al término anterior para obtener el
siguiente es 1. La sucesion de los nUmeros pares responde al mismo esquema, cada uno se obtiene
del anterior sumando 2. Exactamente lo mismo ocurre con los niUmeros impares que se obtienen a
partir de 1. También en el segundo ejemplo se observa el mismo comportamiento: cada término se
obtiene sumando 7 al anterior.

Se puede entonces imaginar variadas sucesiones de ndmeros en las que la diferencia
entre todos los pares de términos consecutivos es un nimero cualquiera r distinto de cero,
que se escribe r T 0.

Las sucesiones en las que un término se obtiene del anterior sumando un nimero constante r se
llaman progresiones aritméticas.

Las dos primeras sucesiones que observaste son ejemplos de progresiones aritméticas.

La tercera sucesidn no es una progresion aritmética porque un término cualquiera no se obtiene
sumando un ndmero al anterior, sino multiplicandolo por un nimero; en este caso se trata de multi-
plicar por 2.

Las dos Ultimas sucesiones, en las que un término se obtiene sumando los dos anteriores tampoco
son progresiones aritméticas; se las conoce con el nombre de sucesiones de Fibonacci en homenaje al
gran matematico italiano de la Edad Media que las formulé por primera vez. Mas adelante las anali-
zaras con mas detalle.

Los términos de una sucesién se pueden expresar simbdlicamente. El primer término se
representa como a;, el segundo a,, el tercero az y asi sucesivamente.

Cuando se quiere mostrar que la sucesién podria continuar hasta un ndmero no deter-
minado de términos se hace necesario expresarla simbélicamente a través de lo que se
denomina término general. El término general que ocupa el lugar n se escribe a,, de modo
que una sucesién se simboliza: .

a;, a,, a3, ... a,... donde el subindice indica el lugar que ocupa el nimero en la sucesién.
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2. Progresiones aritméticas

En esta actividad te vas a ocupar de las sucesiones en las que cada término se puede obtener a partir
de sumar un ndmero fijo al anterior. Ya viste que esas sucesiones particulares reciben el nombre de pro-
gresiones aritméticas.

En toda progresion aritmética, la diferencia entre un término y el anterior se denomina razén de
la progresion y se la simboliza con la letra r.

Por ejemplo, en la primera sucesion que observaste en la actividad anterior: 5, 10, 15, 20, 25, 30, ...
la diferencia entre un término y el anterior es 5, por lo tanto la razén de esa sucesion es 5.

En toda sucesién el término a,, ocupa el lugar n y su anterior ocupa el lugar n-1, es decir, que el tér-
mino anterior a @, es @, _ 1. En este ejemplo,

a,—-a,_q=5ytambiéna, =a,_4+ 5.

Para generalizar estas expresiones a cualquier progresién aritmética se escribe
a,—a, ;=rytambiéna,=a, ;+r.

El término general a, de una progresién aritmética se puede obtener por aplicacién de suce-
sivas sumas conociendo sélo el primer término a; y la razén r: si el primer término es a;; el
segundo término es a, = a; + r; el término siguiente es a3 = a, + r, pero si aqui se reemplaza
a, por a; + r se obtiene:

az=aj+r+robienaz=a;+ 2er; ag=az+r=aj+2er+r,  oseaay=a; +3r, ...,

a, = a; + (n-1)-r.

a) Para aplicar lo que aprendiste acerca de las progresiones aritméticas, resolvé en tu carpeta las siguien-
tes consignas:
1. ;Cuanto vale la razén en una progresién aritmética cuyo tercer término es 24 y el quinto térmi-
no es 32! Calcula el primer término y escribi el término general.
2. Copia en tu carpeta las sucesiones que aparecen a continuacion y escribi dos términos mas, el
término general e indica en cada caso cudl es la razén.

i.ag =3, a,=5, a3=7, a4=9, ... A T
ii. by =%, by=2# b3=3% by=4# ... b, =
ii.cg =2, =35 =8 =1, ... Cp = e
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b) Resolvé los siguientes problemas.

En la Ciudad de Buenos Aires, el primer piso de un edificio en torre se encuentra a 7 m del nivel
de la calle y la distancia entre cada uno de los siguientes pisos es de 3 m.
* ;A qué altura estd el segundo piso? ;Y el tercero, el cuarto y el piso veinte?

Un ciclista se somete a un riguroso entrenamiento durante una semana para poder competir en una
carrera. El primer dia recorre 52 kilémetros y va aumentando 3 km cada dia de su entrenamiento.
* Indica cuantos kilémetros recorrié durante esa semana.

A 3 = Suma de los términos de una progresion aritmética

El cdlculo para resolver este dltimo problema te habrd resultado sencillo. Pero imagind que el ciclista
siguiera aumentando 3 km a su entrenamiento, difa tras dfa. ;Cudntos kilémetros habrd recorrido al cabo
de 25 dias, 32 dias, es decir, en general, al cabo de n dias? Resolver esta nueva situacién no resulta tan
sencillo. Mediante la siguiente actividad verds una férmula que permite obtener de una manera simple la
suma necesaria.

a) Leé el siguiente texto.

e —— e ———— Tt e — —

Recordaremos una anécdota del gran matemdtico alemdn Carl
Friedrich Gauss que vivié entre los siglos XVIII y XIX. Cuando
Gauss tenfa diez afios de edad, su maestro solicité a la clase que
encontrara la suma de todos los nimeros comprendidos entre 1 y
100. El maestro, pensando que con ello los alumnos estarfan ocu-
pados durante algtin tiempo, quedé asombrado cuando Gauss le
entregé enseguida su pizarra con el resultado de la suma:

1+100)+2+99 + (3+98) +...+ (50 + 51) =101 - 50 = 5 050.
El maestro tuvo la certeza de que el nifio era una promesa para las

matemadticas.
et co— e e

@ b) Discuti con tus compafieros y encuentren una explicacién al procedimiento que usé Gauss para encon-
trar la suma de los 100 primeros términos de una progresién aritmética de razén 1. Cuando la hayan
encontrado, coméntenla con el docente.
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€) Ahora intenta aplicar el mismo procedimiento para calcular la suma de los nimeros naturales com-
prendidos entre 101 y 200.

Observa que para sumar 100 nimeros hay que repetir la suma de estos pares 50 veces, es decir, que
hay que multiplicar esa suma por el nUmero que representa la mitad de la cantidad de los términos
que se quieren sumar.

d) Si en lugar de calcular la suma de los nimeros naturales, tuvieras que calcular la suma de los nimeros

pares desde 8 y hasta 50.
1. ;Cuantos términos tendria esa progresion aritmética? ;Cual es la razén? ;Qué célculo harias para

encontrar la suma? ;Por qué?
2. Martina y José Luis, dos alumnos de otra escuela, resolvieron este mismo ejercicio de maneras diferentes.

Martina escribid en su carpeta:

8 10 12 14 16 18
20 22 24 26 28
30 32 34 36 38
40 42 44 46 48 50

8+ 100 + 108 + 116 + 124 + 132 + 50 = 638

En cambio José Luis hizo lo siguiente:

8 8+2=10 8+2+2=12 8+2+2+2=14
8+2+2+2+2=16...

a,,=8+21+2=8+42=50

(8+50)+ (10 +48)+58 +58 +58 +58 +58 +58+58+58+58+58=58°11=638

*Compara tus respuestas con las de ellos y escribi brevemente tus conclusiones.

Habras observado en el procedimiento del pequefio Gauss para calcular la suma, que él se dio cuen-
ta enseguida de que todas las sumas de los pares de términos equidistantes de los extremos dan el
mismo resultado. Tanto Martina como José Luis resolvieron correctamente su problema aunque de
modo mas artesanal.
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e) A continuacién veras cémo encontrar una férmula para facilitar el célculo de la suma de cualquier
numero de términos de una progresién aritmética.
1. Leé el siguiente texto y resolvé las consignas en tu carpeta.

- - ——— —

———————— e~

El procedimiento para obtener la suma de los n primeros términos de una progresién aritmé-

tica se puede generalizar en forma simbdlica escribiendo la suma y volviendo a escribirla debajo
con los términos en el orden contrario:

So=aj+ay+az+...+a,,+a,; +a,
S,=a,+a, +a,,+...+a3+a+3a

Si se suman ordenadamente ambas expresiones se obtiene el doble de la suma. Por otra parte
ya viste que la suma del primero y del dltimo término de una sucesion es igual a la suma del
segundo y el pentltimo y asi sucesivamente.

Entonces, sumando los pares encolumnados se obtiene el doble de la suma total:
2-S,=(a;+ay) +(ay+a, )+ (az+a,,) +...+ (@, +a3) +(a,; +ay) +(a, +ay).
2-S,=n-(a; +ay).Y, despejando, la expresién de la suma, resulta:

n
Sa=1-:n-(a +a,. :

La suma de n términos de una progresion aritmética es el producto del nimero que indica la mitad
de los términos considerados por la suma del primero y del dltimo término. Simbélicamente:
Sn=%n- (ag +a,).

2. Copid en tu carpeta el siguiente enunciado y completalo.

Para. calenlar Lo SUMMMWMWbM es
] . N . I .
| suficiente con conocer el primer termino

f) Resolvé en tu carpeta.

Un tejado tiene las tejas colocadas como en la figura, en la primera fila hay 10 tejas, en la segun-
da 11, en la tercera 12 y en total hay 10 filas.




1. Los nimeros de tejas de cada fila, jestan en progresidn aritmética?! ;Cual es la razén? ;A qué nime-
ro equivale a4? Calculd a;q aplicando la férmula correspondiente.
2. Calcula el nimero total de tejas aplicando la formula que aprendiste.

4. Sucesion de Fibonacci

Como viste en los ejemplos IV y V de la primera actividad, en algunas sucesiones numéricas un
término se obtiene sumando los dos anteriores. A estas sucesiones se las conoce con el nombre de
sucesiones de Fibonacci.

a) Leé el siguiente texto para conocer como se presentan este tipo de sucesiones.

El interés por el estudio de las sucesiones de
Fibonacci, mds alld de su formulacién matemadtica, estd
en que se presentan en la naturaleza en formas curiosas.
Por ejemplo, si observds una pina por el lado donde
estaba sujeta a la rama, verds dos conjuntos de espiras o
escamas, unas se ubican siguiendo el movimiento de las
agujas del reloj y otras en sentido contrario. Si contds las
espiras, su nimero, en una direccién y en la otra, serd
dos términos consecutivos de una sucesién de
Fibonacci, por ejemplo, en algunas especies de pinos
son 5y 8 yen otras 8 y 13.

Lo mismo sucede con las espiras de la flor de girasol, de la margarita y de otras plantas. Esta
sucesién también aparece en la formacién de la concha de algunos moluscos como el caracol
y en el estudio de las leyes de la herencia formuladas por Gregor Mendel, un monje y natura-
lista del siglo xix.

.
En las sucesiones de Fibonacci cada término es igual a la suma de los dos anteriores.
En simbolos: a,, = a4 + a,,
Por ejemplo, si los dos primeros términos de una sucesién son los nimeros 1 y 1, los térmi-
nos de la sucesién de Fibonacci serdn: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34, 55 ...
.
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b) Copia las siguientes expresiones y escribi en simbolos las férmulas de dos términos mas de la sucesién
de Fibonacci.

1. El primer término es ay.

2. El segundo término es a,.

3. El tercero es a3 = a; + a,.

4. El cuarto, a4 = a, + a3, esdecir,ay = a, + a; + a5, osea, ag = a; + 2 a,.

5.a5 = a3 + a4, esdecinag =a; +a, + a; + 2 a5, obien,ag =2 a; + 3 a,.

6.ag=a,+as,ag=a;+2a,+2a;+3a, obien,ag=3 a; +5 a,.

€) Escribi los primeros 10 términos de una sucesién de Fibonacci en la que los dos primeros términos
sonag; =3ya,=17.

d) La sucesiéon de Fibonacci tiene muchas propiedades curiosas que te van a sorprender. Descubri cada
una de ellas a partir de la sucesién que comienza con los términos 1, 1, 2, 3, ...
1. Continua la sucesién hasta obtener los diez primeros términos.
2. Suma los diez primeros términos.
3. Sefala el séptimo término y analiza la relacién que se da entre la suma y el término que sefalaste.
4. Construi otras sucesiones de Fibonacci distintas y realiza lo mismo que con la sucesion anterior.

En la consigna ¢ habrds obtenido como conclusién la primera propiedad que se verifica en
todas las sucesiones de Fibonacci y que se enuncia asi: la suma de los diez primeros térmi-
nos es once veces el séptimo término.

Tal vez la propiedad mds curiosa de esta sucesion es que a medida que los términos crecen,
el cociente entre dos términos consecutivos de la sucesién se aproxima al nimero de oro que
estudiaste en la unidad 12 del CUADERNO DE ESTUDIO 2. :
L

A medida que se considera un nimero n mayor, en toda sucesion de Fibonacci el cociente se aproxima

cada vez més a 1.+ V3 que es el ndmero irracional ¢ cuyo valor aproximado es @n_ = 1,61803...
q Y
2 an -1

e) Para comprobar la segunda propiedad enunciada, calculd las siguientes razones y planted algunas mas:

1 10 ; 17; 27; 44; 71; 115
3 7 10 17 27 L4y 71




Es decir que si construimos otra sucesién de Fibonacci y, por ejemplo, tomamos dos
ndmeros cualesquiera como 2 y 6, los siguientes términos serdn 8, 14, 22, 36, etcétera. Si
observamos la razén entre cada término y el anterior veremos que comienza en 3, sigue en
% y va oscilando aproximdndose cada vez mds a un valor que en siete u ocho pasos ya no

se distingue de (p=1,618.

5 « Progresiones geométricas
a) Retoma el ejemplo Il de las sucesiones de la primera actividad.
3,6,12,24,48,96, ...

1. ;Cudl es la regularidad que se puede advertir en esta sucesion?
2. ;Hay algn modo de obtener un término a partir del anterior?

b) Observa las siguientes sucesiones en las que cada término, excepto el primero, se obtiene multiplican-
do el anterior por un nimero fijo.

1,4,16, 64,256, .... i’53J5’ 75,375, ... 5,-5,5,-5,5, ...

1. Copialas en tu carpeta.
2. Indica cudl es ese numero fijo y, en cada caso, qué operacién se aplica a un término para obtener el
siguiente.

A este tipo de sucesiones se las denomina progresiones geométricas.

Una sucesién numérica es una progresion geométrica, si cada término a,,, excepto el primero, es igual
al anterior a,, _ 4 multiplicado por un nimero constante r (r TO), llamado razén de la progresion.
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En simbolos: a, : a, .; = ry también a,=a, ;- r

El término general de una progresién geométrica se puede obtener conociendo sélo el pri-
mer término a; y la razén r:

&l
ay=aj.r
ag=ay.r
ag=az.r
Ehaeil = Epep 0 1
aa=a,j+r
g =Rl

Al multiplicar todas las igualdades, se simplifican los factores que figuran en ambos miem-
bros. En el primer miembro sélo queda a, y en el segundo queda a; multiplicado por n - 1
factores iguales a r.

.

€) Escribi los tres primeros términos de las siguientes progresiones geométricas y calculd el sexto término.

= :5
1.24=3,r )
2.a|=%,r=-3

= :1
3.3,3 2,r 4

d) Leé el siguiente relato.

i e e _— . ST G ——— —

Cuentan que un sabio indio inventd el ajedrez y se lo mostré al
rey Shirham que qued$ tan entusiasmado con el juego, que le
ofrecié regalarle lo que pidiera.

El inventor, como muestra de su humildad, le pidié lo siguien-
te: un grano de trigo por la primera casilla del tablero, dos por la
segunda, cuatro por la tercera, ocho por la cuarta y asi sucesiva-
mente, duplicando en cada casilla la cantidad de la anterior hasta
llegar a la dltima.

El rey se extrafi6 de lo poco con que se conformaba el inventor,
pero ordené que le dieran lo que pedia. Sélo cuando sus contables echaron cuentas vieron,
asombrados, que no habia trigo en el granero real, ni siquiera en todo el reino para juntar
esa cantidad. '
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1. Pensa cdmo tendrias que calcular los granos de trigo correspondientes a la casilla 64.

Aunque resulte curioso, hay quienes hicieron el calculo obteniendo como resultado el nimero
18 446 744 073 709 551 615. Se trata de un nimero muy grande, tiene veinte cifras y el proble-
ma que implica leerlo es una tarea tan dificil que se vuelve casi imposible.

€) Como habras observado, las progresiones geométricas de razdén mayor que 1 crecen a gran velocidad.
Pensa, por ejemplo, en este problema de los granos de trigo; es una situacién del tipo del problema de la
hoja de papel que se dobla reiteradamente que se presenté como desafio en la unidad 3 del CUADERNO
DE ESTUDIO 2. Para seguir pensando en estos casos, respondé en tu carpeta las siguientes preguntas.

1. ;Cuantos tatarabuelos tiene una persona!

2. ;Cuantos antepasados tiene una persona contando hasta sus tatarabuelos?

3. Cuando estaba resolviendo este problema, Tomas exclamé: “Entonces, jantes habia mas gente que

ahora!”. ;En qué falla el razonamiento de Tomas!?

6. Suma de los términos de una progresion geométrica

Tal como sucedié con las progresiones aritméticas, se presentardn muchas situaciones en las que resul-
tard necesario sumar los términos de una progresién geométrica. Esta actividad te permitird avanzar hacia
la obtencién de una férmula para cualquier caso.

a) Resolvé la siguiente situacion.

La crecida de un rio destruyd el puente de acceso a una pequena localidad por lo que se pidié
la colaboracién de voluntarios para organizar grupos de ayuda. El primer dia concurrieron 4
amigos, el segundo dia cada uno llevé a otros 2, al dia siguiente cada uno de ellos llevé a otros
2 y asi siguieron durante varios dias.

1. ;Cuantos voluntarios trabajaron en el quinto dia?

2. ;Cuantas jornadas desempefd el total de los voluntarios a lo largo de 7 dias?

3. ;Qué célculo debiste realizar para responder a la pregunta 2! Intenta hallar una férmula que te
permita resolver el problema con los datos indicados.
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Para expresar la suma de una progresién geométrica en cualquier caso, segui con atencién
este procedimiento:

Si querés calcular los n términos de una progresién geométrica, podes escribir simbélicamente
S;=a;+ay+az+...+a,+a, +a,

Si multiplicds los dos miembros de la igualdad por r resulta,
S,.r=ajr+ayr+azr+..+a,r+a, r+a,r

RErO apti= ANy ke=faz, -, O;sca
S,cr=ay+az+...+a,,+a-lva +a,r

y restando la suma S, S, = a; + a, + a3 +...+ a,, + a, 1+ a, queda:
S,-r-S,=a,r-a,

porque los demds sumandos se simplifican; entonces se puede escribir
Sper-1)=a,r-a;

o bien

s _ (anr - a1)
i Lo r-

Esta expresion se lee:
“La suma de n términos de una progresion geométrica es el cociente de la diferencia entre el ulti-
mo término multiplicado por la razén y el primer término, dividido por la razén disminuida en uno”.

b) Ahora podés verificar los célculos que realizaste para resolver el problema anterior aplicando la fér-
mula de la suma de una progresién geométrica.

€) Si hoy recibis una moneda; mafana, dos: pasado, cuatro y asi sucesivamente. ;Cuantas monedas ten-
dras al cabo de un mes?

El concepto de sucesiones numéricas es muy amplio. Cada una de ellas queda caracterizada
por una férmula que indica c6mo se construyen los sucesivos términos. La complejidad de esa
construccién depende de las operaciones involucradas. Hasta aqui trabajaste con diferentes
tipos de sucesiones y viste que algunas reciben el nombre de progresiones, son las sucesiones
en las que cada término se obtiene del anterior por reiteracién de una suma o de una multi-
plicacién. Por otra parte, pudiste observar que tanto en las progresiones aritméticas como en
las sucesiones de Fibonacci, que no estdn incluidas en las progresiones, sélo interviene la suma,
en cambio en las progresiones geométricas se aplican la multiplicacién y la potenciacién. El
estudio de las propiedades de las progresiones tiene muchos afios de historia, entre otras razo-
nes, porque algunas de esas propiedades se aplicaron a la Aritmética comercial. Resulta un
importante desafio distinguir el ritmo de crecimiento de las progresiones y calcular, por ejem-
plo, en cudnto tiempo se duplicard una cantidad de dinero puesto a un interés determinado.

.
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TEMA 2: INTERES GENERADO POR UN CAPITAL

En la unidad 1 de este Cuaderno viste algunas nociones acerca de interés simple y compuesto. En este
tema vas a profundizar esos conocimientos vinculdndolos con la aplicacién de lo que aprendiste sobre
sucesiones y progresiones.

7. é¢Simple o compuesto?

Cuando calculamos el interés de un capital, lo que hacemos es analizar qué va sucediendo con ese
capital a lo largo del tiempo. El cdlculo del interés que se utiliza en economia se basa en la aplicacién del
cdlculo de sucesiones.

a) Leé los dos problemas siguientes y conversa con tus compaferos para determinar cual es la diferencia
entre ambos.

1. Una institucion bancaria ofrece un interés anual del 5%, eso significa que por cada 100 pesos

que se depositen, al cabo de un afo pagara 5 pesos.

Si se depositan $1000 durante 5 afios en un banco que da un interés del 5% anual y cada afio se

recogen los intereses producidos, al cabo de los cinco afios, jcuanto podra retirarse en concepto

de interés? ;Cuanto dinero habra en el banco?

2. Si se depositan $1000 durante 5 afios en un banco que da un interés del 5% anual y recién al

cabo de los 5 afios se va a retirar el dinero, jen cuanto se han convertido los $1000?

.

b) Escribi en tu carpeta un breve comentario que explique la diferencia entre recoger los intereses cada
afio y recogerlos todos juntos al final de varios afos.

Para calcular en cudnto dinero se convierte un capital al cabo de un afio al 10% hay que pensar:
p y que p

CAPITAL Intereses ‘ TOTAL
$100 producen $10 y se conviertenen  $110
$C  producen o IIOT(()) y se conviertenen  $1,1 C

De modo que para calcular en cudnto se convierte un capital al cabo de 1 afio al 10%, se
multiplica el capital por 1,1.

En el problema 2, los intereses no se retiran por lo que al cabo de un afo pasan a incre-
mentar el capital y al siguiente afio. también producen intereses como se ve en esta tabla:

Capital al comienzo del aino m Capital al final del aio

1° afo 1000 100 1100= 1 000.(1,1)
2° afio 1100 110 1210= 1 000.(1,1)*
3° afio 1210 121 1331- 1 000.(1,1)
4° afio 1331 133,10 1464,10= 1 000.(1,1)*
5° afo 1464,10 146,41 1610,51- 1 000.(1,1)°
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€) Si en lugar de depositar 1 000 durante 5 afios se depositan durante 8 afos, jen cuanto se convertirian?

Un capital C durante un afio al i% anual produce unos intereses de C.i_ y por lo tanto se
100

1 C.i A 1 1 . ° i
convierte en C + Too due también se puede escribir: C « (1+ 00" ).

Si los intereses pasan cada afio a formar parte del capital, al cabo de t afios el capital se habra
transformado en C * (1 + —_ )t

El interés compuesto consiste en sumar periddicamente al capital los intereses. Este proceso de
sumar los intereses al capital cada vez que se liquidan se llama capitalizacién y el periodo usado
para capitalizar los intereses se llama periodo de capitalizacion.

d) Resolvé en tu carpeta:
1. ;Cudl sera la suma que se obtenga al final de 6 anos por una cantidad de $10 000 a un interés com-
puesto anual del 8%?
2. Calcula el dinero que se recibira en concepto de intereses y el valor acumulado de un capital de
$50 000 depositado al 16% mensual durante 2 ahos.

Conversd con tu docente para ver si es conveniente que resuelvas otros problemas vinculados con interés sim-
ple o compuesto.

Para finalizar

En esta unidad conociste sucesiones ordenadas de nimeros que se pueden obtener aplicando al pri-
mer término las mismas operaciones, reiteradas veces. Segun las transformaciones que se apliquen en
cada caso, distinguiste casos particulares de sucesiones: las progresiones aritméticas y las progresiones
geométricas. En ambos casos encontraste las féormulas que permiten calcular la suma de los términos
conociendo el primero, la razén y el nimero de términos.

Por la frecuencia con que aparecen en la naturaleza, también aprendiste a construir sucesiones de
Fibonacci y viste algunas de sus propiedades. A través de ese caso particular te iniciaste en el estudio de
las tendencias de las sucesiones y comprobaste que a medida que crecen los términos de las sucesiones
de Fibonacci, el cociente entre dos términos contiguos se aproxima al nimero de oro.

Mas adelante aplicaste lo que aprendiste de las sucesiones a la comprensioén de la diferencia entre
colocar un capital a interés simple o compuesto. Esta aplicacién es de tal importancia que es convenien-
te que la tengas siempre presente ya que, al momento de depositar un capital, la ganancia que produz-
ca variard seqgun el tipo de interés que se le aplique y, quizd, este conocimiento te permita tomar mejo-
res decisiones en el momento de calcular beneficios.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Construccion geométrica de la sucesion de Fibonacci

Trabaja en una hoja de papel cuadriculado realizando los siguientes pasos:

En el centro de la hoja dibuja un cuadrado de 1 cm de lado, llamalo A.

Dibuja otro cuadrado A’ de modo que con el anterior formen un rectangulo de 1 cm por 2 cm.

Dibuja otro cuadrado 2 cm de lado que tenga un lado comun con el rectangulo. Llamalo B.

Dibuja otro cuadrado C, de lado consecutivo al lado mayor del rectangulo que forman los otros tres.
Segui dibujando cuadrados consecutivos D, E, etcétera, de lado igual al lado mayor del rectangulo que for-
man los anteriores.

Los lados menores de los rectangulos que se van formando constituyen la sucesion de Fibonacci.

El desafio consiste en que midas tu hoja y digas hasta qué término de la serie podés dibujar.

Medios proporcionales

a) Entre 1y 16 escribi tres nimeros p, g y r de modo que 1, p, g, , 16 estén en progresién geométrica.
b) Hacé lo mismo con 3, m, n, p, 48.
€) Hacé lo mismo con 32, m, n, p, 2.

Esta operacion recibe el nombre de interpolacién de medios proporcionales. Te desafiamos a que expli-
ques por qué se llama asi.

2. El autor de novelas

Un escritor publica una novela cada 2 anos. Cuando
publica su séptima novela, la suma de los afios en los
cuales fueron publicadas es 13 986. ;En qué afo publi-
c6 su primera novela?

3 « El charco de pintura

Juan andaba en su bicicleta por un camino y pasé sobre una mancha de pintura fresca de unos 10 cm de
ancho. Después de continuar un tramo en linea recta se dio vuelta y miré hacia atras. ;Cémo son las mar-
cas que vio en el pavimento!
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Potenciacién y radicacién

En el desarrollo de esta unidad vas a continuar con el estudio de dos operaciones que son inversas
entre si: la potenciacién y la radicacién. Avanzards en la resolucién de las operaciones con diferentes
clases de nimeros y aplicaras sus propiedades para resolver distintos problemas.

En el caso de contar con una calculadora podrdas hacer los céalculos mas rapidamente.

Para poder empezar a trabajar este tema, es preciso que revises lo que ya sabés sobre la potenciacion de niimeros
naturales y de numeros racionales. Podés releer los contenidos de la unidad 3 del CUADERNO DE ESTUDIO 2. Si no
trabajaste antes con ese material, el docente te indicara qué actividades realizar antes de comenzar esta unidad.

TEMA 1: POTENCIACION: OPERACIONES COMBINADAS Y PROPIEDADES

] » Potencias con exponente natural

En esta primera actividad vas a trabajar con la idea mds elemental de la potenciacién. Se trata de mul-
tiplicar sucesiva y repetidamente un nimero racional una cantidad determinada de veces.

\‘ a) Leé la siguiente informacién y luego resolvé las consignas que siguen.

Un drbol genealdgico es
un esquema en forma de
drbol que muestra las rela-
ciones de parentesco entre  tatarabuelos

distintas generaciones de [ Atfredo ][ Silvina | [ Miguel | [ Menica ] [ Carlos ][Clara ][ Hector ][Sandra ||José ||Sabnna| |Manas||EM|I|a [Fausto] [Andrea] [Pedro][Catalina |
una familia. A partir de un _

dlagrama arbolar como el bisabuelos [ Claudio | [ Marina | [Lidia | [Juan ] |Agust|na ||Javner| [Mmaria | [ van |
siguiente, es posible calcu-
lar la cantidad de parien-
tes que corresponden a
una persona.

abuelos_| Soffa | |Horacio|

padres Ema
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1. Discuti con tus companeros qué operacién matematica permite averiguar cual es la cantidad de per-
sonas que corresponden a cada uno de los grados de parentesco indicados hasta llegar a tatarabuelo.
Entonces, jcuantos tatarabuelos tiene una persona?

2. Escriban las conclusiones en sus carpetas.

b) Compara tus conclusiones con la informacion que presenta el siguiente texto.

Ya sabés que, por ejemplo, en lugar de escribir 3.3.3.3 se puede escribir 3* que se lee tres
elevado a la cuarta potencia o bien tres a la cuarta. Del mismo modo, el nimero de abuelos
resulta de elevar al cuadrado el nimero de padres, es decir que cada persona tiene 2* = 4 abue-
los y 2¢= 16 tatarabuelos.

Cuando se calcula una potencia, el nimero que se multiplica reiteradamente se llama base, el
numero de veces que se multiplica la base se llama exponente y el resultado de la operacién es
la potencia.

, exponente
En simbolos

bX — p& potencia

base

€) Para seguir aplicando lo que sabés acerca de la potenciacidn, vas a trabajar con potencias cuyos expo-
nentes son nUmeros naturales, pero las bases son nimeros pertenecientes a diferentes conjuntos numéricos.
1. Copia este cuadro en tu carpeta y completalo.

(— 0,6)* Decimal negativo 0,36
3) Entero positivo

(—4)y Entero negativo
(%) Fraccionario positivo

( ) Fraccionario negativo

2. Inventd otros dos ejemplos de potenciacién para las dos Ultimas filas del cuadro.
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d) En el cuadro anterior calculaste potencias de nimeros enteros positivos y negativos con exponente par
o impar y de nimeros racionales positivos y negativos.
Observa los resultados para responder a estas preguntas:

1. jEn qué casos los resultados de las potencias con base negativa son positivos?

2. ;En qué casos los resultados de las potencias con base negativa son negativos?

3. ;Por qué ocurre eso!?

4. Compara tu trabajo con el de tus companeros.

Del trabajo realizado hasta aqui se puede concluir que para las potencias de nlimeros racio-
nales con exponente natural se cumple que:

Si la base es negativa y el exponente es par, el resultado es positivo.
Si la base es negativa y el exponente es impar, el resultado es negativo.

Tené presente que las conclusiones obtenidas anteriormente son vilidas para exponentes
pares o impares, pero no para el caso del 0 (estudiards este caso especial en la actividad 6 de

esta unidad).
|

2. Operaciones combinadas
En la préxima actividad encontrards operaciones combinadas que incluyen la potenciacidn.

Para poder resolver calculos que emplean mds de una operacién tenés que retomar el estudio del orden
jerdrquico de las operaciones que ya viste en la unidad 1 del CUADERNO DE ESTUDIO 1 y en la unidad 3 del
CUADERNO DE ESTUDIO 2. Alli se indica como proceder cuando tenés que resolver operaciones combinadas.
Consultd con tu docente si es necesario que recurras a esos Cuadernos antes de comenzar con la siguien-

te actividad.

a) Analiza los siguientes célculos, resolvelos y luego explicad brevemente el orden en el que los hiciste y
qué funcion cumplen los paréntesis.

1.6+2°.5=
2. (6+72%).5=
3. (6+2)7.5=
4.62+2.5 =
5. (0,42 +2,1) . 4 + 1000 =
6. (0,4 +2,1)*. 4* + 1000 =
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b) El siguiente cuadro sintetiza como se resuelven las operaciones combinadas, incluida la potenciacién,
seglin el orden jerarquico de las operaciones. Leelo para constatar los procedimientos que realizaste y
revisar tus calculos anteriores.

Si hay paréntesis: Si no hay paréntesis:

Las operaciones que encierran los - Las sumas separan mas

paréntesis deben ser resueltas que las multiplicaciones;

previamente. - las multiplicaciones separan mas que las

potenciaciones.

En la actividad que sigue vas a profundizar en el andlisis de las propiedades de la potenciacién que ya
iniciaste en la unidad 3 del CUADERNOS DE ESTUDIO 2.

3 . Exploracion de las propiedades en la potenciacion
La siguiente es una actividad de exploracién.

a) Si disponés de una calculadora, confecciond en tu carpeta una tabla donde aparezcan los exponentes
(de 1a7)ylas bases (de 1 a 10). Completa cada celda de la tabla con el resultado de cada operacién.

b) Si no disponés de una calculadora vas a trabajar con la tabla de potencias ya confeccionada que se pre-
senta a continuacion.

e e s e

2187
--------
3125 15625 78125
--------
2401 16 807 117649 823543
--------
6561 59049 531441 4782969
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c) Observa la tabla para responder por escrito a las siguientes preguntas:
1. ;Por qué las sucesivas potencias de 1 dan como resultado 1?
2. ;Por qué la primera potencia de cualquier base da por resultado la base?
3. ;7% es lo mismo que 277 ;Por qué? La respuesta a esta pregunta, jpermite asegurar que la potenciacién
no es una operacion conmutativa? ;Por qué?
4. Para averiguar si la potenciacién es asociativa 0 no, resolvé paso a paso segun indican los paréntesis,
por ejemplo (4°)?, y fijate si da lo mismo que 4%, ;Qué conclusion sacés?

Esta actividad que realizaste te fue presentada como una actividad de exploracion y es muy importante en
Matemadtica. Al responder a las preguntas, a partir de la observacion y del andlisis de los datos del cuadro, fuiste
verificando algunas de las propiedades de la potenciacion. Enfrentar una situacion problemdtica y tratar de resol-
verla, pone a prueba los conocimientos que tenés, te lleva a probar, a volver a intentarlo, y, a veces, a equivocar-
te. También puede suceder que a tus companeros o a vos mismo se les ocurran diferentes modos de resolverla.
Este proceso es parte del aprendizaje y te ayudara a comprender mejor cada uno de los temas que estudies.

Como conclusién de la actividad exploratoria que realizaste es conveniente puntualizar que:
I. La potenciacién no es una operacién conmutativa.
II. La potenciacién no es una operacion asociativa.

En ambos casos un contraejemplo es suficiente para mostrar que estas propiedades no son
vélidas para la operacién potenciacién.

En la unidad 3 del CUADERNO DE ESTUDIO 2 viste la importancia del uso de un contra-
ejemplo cuando se trata de afirmar que una propiedad no es vdlida en cierto 4mbito. Por ejem-
plo: la adicién es conmutativa porque a + b = b + a ; la multiplicacién es conmutativa porque
a+b=Db+a; en cambio, la divisién no es conmutativa porque un contraejemplo como% * 23

pone en evidencia esa no validez y es suficiente para generalizar que en la divisiéna « &
a

a 4 Producto de potencias de igual base

Para seguir estudiando las propiedades de la potenciacién vas a analizar qué ocurre en el siguiente caso.

a) Calcula los siguientes productos de potencias.
1.2°.2 4.2'-.2. 2
2.20.22 5.2¢
3.27.27. 22

Habras podido observar que todas estas expresiones son productos de potencias de la misma
base y que todas conducen a una misma potencia: 2°.
En todos los casos, el exponente 6 es la suma de los exponentes de los factores.
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b) Copia el siguiente cuadro en tu carpeta y completalo segin la forma de trabajo que se desarrolla en la
primera fila. Al completar cada una de las columnas del cuadro irds desarrollando paso a paso, el proce-
dimiento para multiplicar potencias de igual base.

Producto de potencias | Multiplicaciéon Ndmero Expresion con Resultado
de igual base de factores base de factores | un exponente

3.3 -3 (3-3)-3-(3-3-3) 2+1+3  32F1+3=3¢

(-2 (-2 (-2)
505 +1+1 5
G) =G)

Propiedad de la potenciacién:

Cuando se multiplican dos o mds potencias de igual base el resultado es una potencia de la misma
base con un exponente que es la suma de los exponentes de los factores.

En simbolos: a* + @* « a* = a**¥**

Si prestds atencion, veras que al calcular el producto de potencias de la misma base, comenzaste por realizar
experiencias con niimeros en casos particulares y posteriormente pasaste a un razonamiento mds abstracto, con
letras y nimeros. Esta tarea te permitira abrir una via al proceso de construccion de las generalizaciones.

En la actividad que sigue vas a retomar el estudio del cociente de potencias de igual base, para cono-
cer mds propiedades de la potenciacién.
A 5 . Cociente de potencias de igual base

Vas a resolver algunas divisiones entre potencias que tienen la misma base, tal como lo hiciste en la
actividad anterior con la multiplicacién.

a) Copia, en tu carpeta, el cuadro que aparece a continuacién. Completalo segliin la forma de trabajo de
las primeras filas.

Cociente de potencias |Cociente de factores Resultado
de igual base base dividendo[divisor |

434 (4+4+4):4 3 1 43-1=421¢
2)y:@)° (2022+2+2):(2+2+2) 5 3 25-3= 72 4
ale g’

a":af
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Después de haber seguido este procedimiento, podés comprender otra propiedad de la potenciacion.
Cuando se dividen dos potencias de igual base el resultado es una potencia de la misma base con
un exponente que es la diferencia entre los exponentes de las potencias del dividendo y del divisor.
En simbolos: @* : @¥ = a* 7.

Ya sabés cdmo hallar la potencia de un nimero entero o fraccionario cuando el exponente es
positivo. En la actividad que sigue, analizards otra propiedad al encontrar las potencias con expo-
nente cero.

6. Potencias con exponente cero

En esta actividad vas a aplicar lo que aprendiste sobre el cdlculo de un cociente de potencias que tie-
nen la misma base.

a) Resolvé:
1.5°:52 _
M(-2) :(-2y=
5 5

m. Ly (1y=
(3) (3)

1. Considera la division 2% : 2%.Resolvé la operacién escribiendo el dividendo y el divisor como pro-
ducto de factores 2.

2. ;Cudl es el resultado de 23 : 2%

3. Siguiendo la regla del cociente de potencias de igual base, jcuél es el exponente para: 2° ¢ 2%

b) Copia el cuadro que sigue en tu carpeta. Completalo segln la forma de trabajo de las primeras filas.
Inclui un ejemplo en la tercera fila.

Operacion | La base como La base con un | Exponente | Resultado | Potencia 0

indicada factor y divisor | Gnico exponente

22: 2 222 _8_ 1 22+2=22=2°0 1 2°=1
222 8

(-3):(:3)" (3131 =1 (-3)7=(-3)° 0 1 (-3°=1
(-3) (3)

0 1
a’:a
an . an
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Habras observado que para cualquier base positiva o negativa la potencia de exponente 0 vale 1.

La potencia de cualquier nimero distinto de cero y exponente cero es uno. En simbolos: @’ = 1 con

alo.

Ahora bien, elevar el nimero 0 a cualquier potencia natural es obtener como resultado 0
porque se trata de multiplicar n veces 0. ;Puede existir la potencia 0°? Si existiera la poten-
cia nula de cero, vale decir 0°, tendrfa que ser 0 como lo es para toda potencia de base 0;
pero también el resultado tendria que ser 1, como lo es para toda potencia de exponente 0.
Por lo tanto, nos enfrentamos a una imposibilidad: no se puede definir 0° sin quebrar las
reglas anteriores.

La potencia 0 de base 0, es decir 0° carece de sentido, no esta definida.

En la actividad siguiente realizards el esfuerzo de trabajar algebraicamente. Esta tarea implica operar
con igualdades donde los nlimeros se representan con letras.

7 . Otras propiedades de la potenciacion

En esta actividad se trata de demostrar cémo se calcula la multiplicacién de potencias de igual expo-
nente, es decir, de encontrar la forma de calcular la potencia enésima del producto de los nimeros a y b,
en simbolos: (a . b)", a partir de las verdades seguras que ya conocés.

a) Copia el siguiente cuadro y completa la columna Porque se aplica con la definicién o la propiedad que
corresponda.

(@eb)"=(aeb) (aeb)... (aeb)
n factores la definicién de potencia.
(a.b)”:a.a...a. beb...b
n factores a  n factores b
(a.b)"=a".b"
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Observando la tabla se ve que en la primera columna hay una serie de expresiones simbdlicas.
En la segunda columna se debe mencionar los fundamentos que se aplican para el pasaje de una
expresion a la de mas abajo. De este modo, en la segunda fila de la tabla, la agrupacién de fac-
tores se deduce de la primera fila por aplicacion de la conmutatividad del producto. La expresion
de la tercera fila resulta de la segunda por aplicacién de la definicién de potencia.

Como consecuencia de seguir el encadenamiento de las deducciones escritas en el cuadro,
vale decir, de seguir un proceso de demostracion, se obtiene como resultado de la identidad
(@« b)" =a".b. Esa identidad es la expresién simbdlica de la propiedad distributiva de la
potenciacién con respecto al producto. _

En ese caso, las letras pueden representar cualquier nimero de un conjunto y su uso permi-
te demostrar la generalizacién de ciertas propiedades para todos los elementos del conjunto.

Cuando en Matemdtica se trata de demostrar algo, es necesario establecer una cadena de
deducciones que permita llegar a una conclusién segura a partir de otras verdades seguras que
fueron establecidas o probadas previamente.

TEMA 2: RADICACION

Hasta aqui trabajaste con potencias. Por ser una operacién no conmutativa, la potenciacién tiene dos
operaciones inversas. En este tema trabajards sobre una de ellas: la radicacién. Esta operacién permite
encontrar la base cuando se conoce una potencia y el exponente.

8. Cuadrados perfectos

a) Calcula los cuadrados de los nimeros que figuran en la primera fila; copia la tabla en tu carpeta y completala.

Nudmero 10 11 12 13 14 15 20 50 100

Cuadrado

Recorda que el drea de un cuadrado se encuentra calculando el cuadrado de la medida del lado.
Por eso los nimeros de esta tabla dan las areas de los cuadrados cuyos lados tienen como
medida los niUmeros dados.
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b) Elegi dos columnas de la tabla y dibuja en papel cuadriculado o milimetrado, los cuadrados cuyos lados
midan lo que indica la primera fila y las areas, el correspondiente valor, en la segunda. No olvides indicar
qué unidades usaste para el lado y cual corresponde al area.

Por tratarse de cuadrados perfectos podés dibujar las figuras de modo de hacer coincidir exactamente los
lados con las lineas del papel que indican la unidad (cm o mm) que elegiste para medir.

€) Los nimeros de la segunda fila de la tabla que completaste en la consigna a son ejemplos de nimeros
cuadrados. Escribi cinco ejemplos de nimeros enteros que no sean cuadrados.

9. Radicacién en los nimeros racionales
En esta actividad trabajards con otros nimeros que no son cuadrados perfectos.

a) Comenza leyendo este texto:

Si se toma como punto de partida un nimero y se le aplica una operacién se llega a un resul-
tado. Se puede volver al ntimero inicial partiendo del resultado final aplicdndole la operacién
inversa. Por ejemplo, aplicando la divisién como operacién inversa de la multiplicacién; 4 X312
y partiendo del resultado final 12_%35. 4, :

Del mismo modo, en la operacién potenciacion, conociendo dos de los tres elementos —base,
exponente y potencia— se puede calcular el tercero. Cuando se da el resultado de la operacién
efectuada y se buscan los niimeros con que se operé se estd realizando la operacién inversa.

4.4=4=16yV16 = 4.

Dicho de otro modo, aplicar a un nimero la operacién raiz cuadrada consiste en encontrar

los dos factores iguales que dan como producto ese nimero.
(-4) « (-4) también da 16 y V16 = + 4.
.

b) Copia el cuadro siguiente y completalo siguiendo el modelo de la primera fila. La X sefiala el numero
que se busca en cada caso.

Escritura Base Exponente Resultado
de la potencia de la potencia
2} 8

2 3

X 2 25

7 X 343

3 4 X

X 5 32
1,23 1,2 3 X




La operacién que permite encontrar las respuestas de la segunda columna, o sea la base
correspondiente en cada caso, es la radicacién.

La raiz cuadrada es la operacion inversa de elevar al cuadrado y se indica con el signo .

Por convencidn el indice 2 no se escribe, por lo tanto, la raiz cuadrada queda expresada por
el signo radical.
En cambio, en la expresién 38 =2,
8 es el radicando, 3 es el indice y 2 es la rafz. _
En este caso y en todos los casos diferentes de 2, es necesario indicar el indice.
4 3 n - e f 5 L
El signo radical Na se lee raiz enésima de a o bien raiz de indice n de a.

La raiz enésima de un nimero es la operacion inversa de elevar a la potencia enésima y se indica
. n
con el signo V.

T

La raiz enésima de un numero a es el nimero b si la potencia enésima de b es a.
re n .
En simbolos: Va = b si b" = a.

Para los nimeros que no son cuadrados perfectos se puede encontrar una rafz cuadrada
aproximada.

Por ejemplo: si lo que buscamos es la V42, es decir, el lado de un cuadrado cuya 4rea sea 42
unidades cuadradas, no hay ningdn ntimero entero que elevado al cuadrado dé 42, ya que:
6> =36y 7% = 49. Por lo tanto como 36 < 42 <49 es 6 < V42 < 7. De este modo, no se obtie-
ne un valor exacto de la V42, pero si aproximado. Si tenés oportunidad de usar una calcula-
dora podés encontrar que 6,3 < V42 < 6,4 y seguir aproximando.
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b) Resolvé en tu carpeta completando los espacios en blanco como se muestra en el primer ejemplo:

¥8 =2 porque 2° =8

V8l = e porque ............
Y125 = e porque ............
.......... <149 .....< porque ...

V76 = o, porque ...
.......... <VI2 < porque ................

| 25

c) Resolvé en tu carpeta el calculo de la raiz cuadrada del nimero raciona 100

aplicar la propiedad distributiva de la radicacién haciendo: V25 =100

Tené en cuenta que podés

La raiz cuadrada de un nimero fraccionario es el numero racional que tiene como numerador la
raiz cuadrada del numerador y como denominador la raiz cuadrada del denominador.

d) Calculd las siguientes raices, escribi el resultado como fraccién y como expresion decimal.

1. 25
10.000

2. /25 -
81

1 0 Propiedades de la radicacion

Para estudiar este tema comenzards por resolver algunas operaciones que te permitirdn explorar las
propiedades de la radicacidn.

a) Resolvé:
1.V9 V4=
2.V9+4=36=

* Si hacés primero el producto de los radicandos y luego la raiz V9 « 4= V36, ;se llega al mismo resul-
tado que calculando cada una de las raices y multiplicandolas luego entre si?

b) Explora los siguientes casos y luego respondé a las preguntas.

1.V/100 / V4 =
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* ;Cudles son los indices de las raices?

* ;Es lo mismo hallar las raices primero y luego el producto que calcular primero el producto de
los radicandos y luego la raiz?

* ;Es lo mismo hallar las raices primero y luego el cociente que calcular primero el cociente de
los radicandos y luego la raiz?

‘ €) Si podés, compara tus respuestas con tus compaferos y consulten con el docente. Después de
haber resuelto estas operaciones podras comprender las propiedades de la radicacién.

Cuando se multiplican dos o mds raices cuadradas el resultado es la raiz cuadrada del pro-
ducto de los radicandos. En simbolos: Va - Vb = Va - b.
Decimos por ello que la radicacion es distributiva con respecto a la multiplicacion de los radicandos.

Cuando se dividen dos raices cuadradas el resultado es la raiz cuadrada del cociente de los

radicandos. En simbolos: Va + Vb = va + b.

11.Parasaberlo que sabés

Las siguientes consignas te permitirdn aplicar lo que aprendiste en esta unidad. En cada caso y
después de resolverlas escribi en tu carpeta las conclusiones.

a) Resolvé las siguientes potencias.
1.0°, 0°, 0/, 0".
2.1% 18, 1% 1%°
3.3, 5%, 9", 10"
4.2° 3° 8% 10°
5.10', 10% 10°, 10%, 10° 10°.

b) Consulta la tabla de potencias que construiste en la actividad 1 y escribi los siguientes nimeros
como potencias, en mas de una forma: 32, 64, y 81.
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€) Escribi como una sola potencia y luego resolvé:
1. (3)" 5"« (-2)' =
2.((5)7°) =
3.(3)°+(3) - (3)'=
4. (0,2)*+ (1,5 + (0,7)* =
5. (-1,5)% ¢ (-1,5)° ¢ (-1,5)* =

d) Escribi dos potencias que den como resultado:
1.0 ...
2.1....
3. la base.

e) Copia en tu carpeta y completd cada igualdad para hacerla verdadera poniendo los nimeros que
correspondan en el lugar de los puntos suspensivos.

1. 23 . 33 - 6 AAAAA
2. (0,2)%+ 42 = (.....)~

Para finalizar

En esta unidad ampliaste tus conocimientos acerca de dos operaciones: la potenciaciéon como opera-
cion directa y la radicaciéon, como la operacién inversa para hallar la base conociendo el exponente y la
potencia.

Aprendiste que hay propiedades que tienen validez en algunas operaciones y no tienen sentido en
otras, por ejemplo, que la potenciacién y la radicaciéon no son operaciones conmutativas. Esta reflexion
es muy importante en cuanto al contenido matematico, pero mas aun en cuanto al desarrollo del pensa-
miento matematico: pudiste ver que un contraejemplo es suficiente para afirmar la no validez de una
propiedad y que, en cambio, para afirmar rigurosamente una generalizacién es necesario recurrir a un
proceso de demostracion.

La tarea realizada te permitira aplicar estos conocimientos a otras situaciones para seguir ampliando
tus conocimientos matematicos.



DESAFIOS MATEMATICOS

] . La edad de Florencia

Observa la siguiente situacion:

(Qué edad tenés?

Mi edad es un nimero de
2 cifras con 3 unidades.
El cuadrado del nimero de
decenas es igual a la edad
escrita con las cifras
permutadas.

* Ayuda a Marta a descubrir la edad de Florencia.
* Inventa otros desafios similares para presentarselos a alglin compafiero.

2. El adivinador

Algunas cuestiones sirven de entretenimiento, pero muestran, al mismo tiempo, el uso de las operaciones
matematicas para simular adivinanzas. Observa este ejemplo:

Se le pide a una persona que escriba el afio en que nacid, el de una fecha memorable para ella y luego que
escriba los nUmeros que corresponden a los anos transcurridos desde cada uno de estos dos aconteci-
mientos y el presente afio. Por Ultimo, se le pide que sume los cuatro nimeros.

El adivinador simula pensar profundamente y “adivina” que, si el afio en el que se realizé este acertijo fue
el 2006, la suma dio 4012; si en un ano posterior al 2006 debe anadir dos unidades al 4012 por cada aho
que transcurra.

(Podés explicar por qué se cumple esto?

3. Un desafio con potencias

Expresa el numero 17 como la suma de los cuadrados de tres nimeros enteros, no necesariamente dis-
tintos. Hacé lo mismo con el nimero 36 y con el nimero 98.
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UNIDAD 4 Funciones 1

En esta unidad vas a continuar con el estudio de las funciones que iniciaste en el CUADERNO DE ESTUDIO 2.
En muchas de las actividades encontrards problemas similares a los que resolviste en otras ocasiones;
sin embargo, en esta oportunidad vas a analizarlos desde el punto de vista de las funciones. Este traba-
jo requerird que elabores y utilices representaciones simbélicas, graficas, en tablas y verbales.

A medida que avances en la tareaq, el andlisis y la comprension de las relaciones y funciones serén de
mayor nivel de complejidad que los que realizaste en aios anteriores. En particular, vas a trabajar con
relaciones que se pueden representar graficamente mediante rectas, que por esta razén reciben el
nombre de funciones lineales. El andlisis de las ecuaciones de las rectas te permitira relacionar este tema
con la Geometria como una forma de introducirte en el estudio de la Geometria analitica.

TEMA 1: FORMULAS, TABLAS Y GRAFICOS FUNCIONALES

A 1.m lenguaje de las funciones

El objetivo de esta actividad es trabajar el significado de algunos términos matemdticos que estdn rela-
cionados con el estudio de las funciones tales como: correspondencia, variables independientes y depen-
dientes, dominio e imagen de una correspondencia y funcidn.

En la unidad 15 del CUADERNO DE ESTUDIO 2 ya trabajaste con estos conceptos. Podés revisar su significado en las
actividades desarrolladas en dicha unidad o consultar algtn libro de Matemadtica de la biblioteca de tu escuela.

a) Dibuja en tu carpeta agrupaciones triangulares de puntos como las siguientes y agrega otra agrupacién
mas que tenga 6 filas de puntos.
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b) Para registrar las observaciones que se indican a continuacién, copia en tu carpeta una tabla como esta.

Numero de puntos de la base Numero total de puntos

1 1
2 3
3 5

1. Observa el nimero de puntos que esta en la fila de la base de cada una de las agrupaciones vy, a par-
tir de tus observaciones, completa la tabla con los datos de todos los triangulos.

Tal como surge de la observacion de la tabla anterior, los niUmeros de la columna de la izquier-
da asi como los de la derecha toman distintos valores: por esta razén se denominan variables.

2. Observa la tabla y respondé:

* Segln la posicién que los nimeros ocupan en la tabla, jcudl es la variable independiente y cual es
la variable dependiente?

* En Matemdtica, ;qué letras se usan para designar, en general, a esas variables?

* Pensa si la correspondencia que muestra tu tabla es una funcién y explica por qué.

En el ejemplo a de las formas triangulares, al conjunto que tiene como elementos los nime-
ros que representan los puntos de la base de cada tridngulo: 1, 2, 3, 4, 5, 6 se lo denomina
dominio de la funcién y se escribe Dom (f) = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. También se lo llama conjunto
de partida y se lo suele simbolizar con la letra A. El conjunto formado por los nimeros que
representan el total de puntos, se llama imagen de la funcién, se escribe

Im (f) = {1, 3, 6, 10, 15, 21} y se lo suele simbolizar con la letra B.

Se llama dominio de una correspondencia al conjunto de valores que toma la variable x. Cuando
un valor de y corresponde a un valor de x, se dice que ese valor y es una imagen de x y que x
es su preimagen.

Una correspondencia es funcién cuando a cada elemento del dominio le corresponde una y sola
una imagen.
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En general, para indicar una funcién numérica se utiliza la siguiente notacién, f: A—B
que se lee “funcién de A sobre B, con dominio A e imagen B” o bien y = f{x) que se lee “fun-
cién de x con variable independiente x y variable dependiente y”. En el lenguaje simbélico de
las funciones es lo mismo escribir y que f{x).

Las funciones mds frecuentes en Matemdtica son aquellas en las que a cada ndmero de un
dominio le corresponde otro nimero del conjunto imagen. Por ejemplo, la funcién

..“siguiente de” ..., tiene dominio en el conjunto de los nimeros naturales y a cada niimero
natural le hace corresponder otro nimero del mismo conjunto que es su siguiente.

\\ 7 ~ . 7 . .
*‘ ¢) Conversa con tus compafieros y discutan como se resuelve el siguiente problema. Anoten en la car-
peta todos los datos que necesiten para poder resolverlo.

Pensa en una familia de rectangulos que tengan la misma altura y ancho variable. Por ejemplo,
la altura constante es de 3 unidades y el ancho X variable. La férmula del 4rea de esos rectan-
gulos es Area = 3 x.

Si el dominio de x fueran todos los nlimeros reales (racionales e irracionales) comprendidos
entre 1,2y 2,5.

1. ;Es posible construir una tabla con todos los posibles valores X y los respectivos valores del
area; es decir 3 x?
2. ;Por qué?

a 2. Funciones lineales

En esta actividad trabajaste con funciones mediante férmulas y tablas. Pero tal como lo estudiaste en
los CUADERNOS DE ESTUDIO 1 y 2, las funciones también pueden indicarse mediante graficos cartesia-
nos. En la actividad que sigue, analizards los grdficos de funciones que ya conocés.
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a) Observa estos tres graficos que corresponden a diferentes funciones.

1. Perimetro de pentagonos 2. Alto de rectangulos de perimetro 20 dm
regulares en funcién del lado. en funcién del ancho.
y y
15
/
/
/
1 1
(o] o]
/
7 / Vi
/
5 5
3 / 3
2 I 2
1 I 1
0 ' X ' X
i 71U i 71U

3. y = x + 3 es una funcién lineal no proporcional.

b) Copia los graficos en tu carpeta y para cada uno de ellos resolvé las siguientes consignas:
1. Selecciona la férmula que representa cada funcién y copiala debajo del grafico.

y=10-x y=x+1 y=x-1 y=4x y=5x y=I1-x
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2. Indica cudl es el dominio y cual es el conjunto imagen.
3. Analiza cada caso y decidi si se trata, o no, de una funcién de proporcionalidad directa. Justifica tus
decisiones.

Como habrds observado, los grificos de estas funciones estdn formados por puntos que per-
tenecen a una misma recta. Por esa razdn, en el lenguaje matemdtico, estas funciones se llaman
funciones lineales.

|

Las funciones cuyos puntos [x,y] estdn alineados sobre una recta se denominan funciones lineales.

Cuando en una funcién lineal el punto (0,0) pertenece a la recta que representa a la funcién
en el gréfico, decimos que se trata de funciones de proporcionalidad directa. En los otros casos,
cuando el punto (0,0) no pertenece a la recta, se trata de funciones lineales no proporcionales.

Si se analizan los ejemplos anteriores se puede ver que:
* y = 5 x es una funcién de proporcionalidad directa;
*y =10 - x es una funcién lineal no proporcional;

*y =x +1 es una funcién lineal no proporcional.

€) Leé las siguientes caracteristicas de las funciones lineales y fijate si se cumplen en los ejemplos mencio-
nados anteriormente. En cada caso defini cudl es el dominio de la funcién.
* En las ecuaciones correspondientes a las funciones lineales, las variables X e y estan elevadas a la pri-
mera potencia.
* Si el dominio de una funcién lineal es discontinuo (por ejemplo, los nimeros enteros) la funcién no
se representa por un trazo continuo, sino por puntos alineados.

Habras podido observar que en esos tres ejemplos el exponente de las variables X e y no se
escribe porque se trata de la primera potencia y por lo tanto las ecuaciones que corresponden
a esas funciones son ecuaciones de primer grado. Si definiste el dominio de la funcién en el
conjunto de los nimeros enteros, ese dominio es discontinuo y en ese caso la funciéon quedara
representada por puntos. En cambio, si en el dominio se incluyen todos los nimeros reales,
racionales e irracionales, la representacion es un trazo recto continuo.
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3. Elementos de las funciones lineales

En esta actividad estudiards otras caracteristicas de las funciones lineales. Para realizarla te conviene tra-
bajar sobre papel cuadriculado.

—

x+ Ll

a) Graficd en un par de ejes cartesianos la funcién lineal y = 13 .

wl—=

Por tratarse de una funcidn lineal, es suficiente que determines el valor de y para dos valores
cualesquiera de X, por ejemplo 1y 7, y traces las respectivas coordenadas. Veras que los dos
puntos que obtengas te permitiran trazar la recta que grafica la funcién.

b) A partir del trazado de la recta, ha quedado determinado un triangulo rectangulo de vértices (1,4) (7,6)
y (7,4).
1. Observa tu grafico y resolvé lo que se pide en cada consigna:
* marcd en el grafico el angulo que forma la recta con el eje x. Llamalo «.
* Fijate cuanto mide cada uno de los catetos y anotalo en el gréfico.

Si trabajaste bien, tu grafico serda como este:

La resta (diferencia) entre las ordenadas (6 - 4) se representa por el simbolo Ay (A es la letra
griega delta mayUscula). La resta (diferencia) entre las abscisas (7 — 1) se representa por el sim-
bolo Ax.
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c) Observa el siguiente grafico. Podras comprobar que entre dos puntos cualesquiera que pertenezcan a

la recta, se puede trazar un triangulo rectangulo.

v

N A - - =

_ o — e —

13

Tal como surge del grdfico, la razén de los catetos de cada tridngulo tiene siempre el mismo
valor, en este caso L. Esa razén se llama pendiente de la recta (m).

3
En simbolos: 72 = %deonde m es el nimero qué indica la razén entre las dos diferencias Ay y Ax.
Observé que para un mismo valor de Ax la pendiente 7 depende directamente de Ay. Si Ay

es un nimero pequefio, la recta estard poco inclinada con relacién al eje x, en cambio, si Ay es
mayor, también es mayor 7 y la recta tendrd mayor inclinacién.

d) Calcula el valor que toma y en la ecuacién y = 3 X +%cuando la variable independiente X vale 0.
Es decir, calcula qué valor tiene la ordenada en el punto de abscisa 0.

Tené en cuenta que a una funcién lineal le corresponde en simbolos la ecuacién de una recta,
por ejemplo, ¥ =% X +13—1 - Cuando la variable independiente x vale 0, la ordenada tiene el valor
del término independiente, es decir, del término que no tiene x, en este ejemplo es 13—1y el punto
de coordenadas (0,L)) pertenece a la grfica de la funcién. Para el punto (0,y) en el'que la varia-
ble independiente x tiene valor 0, se dice que y es la ordenada al origen.

Se llama ordenada al origen al valor que toma la funcion para x = 0.
En la ecuacién de la recta, la ordenada al origen es el término independiente.
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e) Copia en tu carpeta el siguiente esquema con Término dependiente

los nombres de los elementos de las funciones

lineales. Te resultara de utilidad para ubicar los Término independiente
nombres de esos elementos en la ecuacién 1

general de la recta. y=mx+b

Constante
Variable independiente

Pendiente
Variable dependiente

La ecuacién general de la recta es y = m x + b donde m es la pendiente y & es la ordena-
da al origen.

Por ejemplo, en la ecuacién de la recta y = 2 x + 3, la variable dependiente es y, la variable
independiente es x, el término independiente es 3 y la pendiente es 2.

Ya el matemdtico griego Euclides (siglo 1v a.C.) establecié que dos puntos de un plano deter-
minan una Unica recta a la que pertenecen. Cuando se conoce la ecuacién de una recta, para
graficarla no es necesario construir una tabla de valores, sino que es suficiente con determinar
dos puntos de ella, o bien un punto y la pendiente, es decir, el dngulo que forma la recta con
la direccién horizontal.

Por ejemplo, si se conoce un punto como la ordenada al origen y la pendiente de la recta,
esos dos elementos son suficientes para graficarla.

De este modo, para graficar la recta y = 3 x + 1, en la que la pendiente es 3, y la ordenada
al origen es 1, conviene marcar primero 1 unidad hacia arriba en el sentido positivo del eje y
porque & = 1 es positiva. Ese punto de coordenadas (0,1) pertenece a la recta. A partir de ese
punto se marcan 3 unidades hacia arriba y una hacia la derecha porque 7 = 3 es el cociente
entre Ay =3 y Ax = 1.

.

—_—
—

1

f) Representd la rectay = - 5 x — 2. Luego respondé.

1. ;En qué sentido sobre el eje y marcaste la ordenada al origen? ;Por qué?
2. ;Cémo usaste el valor de la pendiente para determinar las coordenadas de otro punto de la recta?
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Si una funcién lineal tiene pendiente positiva, la funcién es creciente, vale decir que si X5 toma un
valor mayor que X4, entonces Yy, €s mayor que Yj.

Si una funcién lineal tiene pendiente negativa, la funcion es decreciente, vale decir que si X, toma
un valor mayor que X4, entonces Yy, €s menor que Yj.

4 . Posiciones relativas de dos rectas

En la actividad anterior aprendiste a representar una funcién lineal a partir del conocimiento de su
ecuacién. Ahora verds cémo identificar, mediante el andlisis de las pendientes, pares de rectas paralelas y
pares de rectas perpendiculares.

a) Representa en un mismo gréfico las rectasyy =2 x +2ey, = 2 x + 3,5.
iQué elementos de ambas ecuaciones indican que las dos rectas son paralelas?

b) Representa en un mismo grafico las rectasy; = =X =2ey, = =3 x = 2.
(Qué elementos de ambas ecuaciones indican que las dos rectas son perpendiculares?

c) Copia las siguientes funciones lineales (todas ellas con dominio en los nimeros racionales).

L fi (x)

I
W
X
I
N

ILf(x) = -4 x - 3;
3

IIL. f3 (x) = 6 x + 2;

IV. fs (x) = 6 x.
1. Indicd la ordenada al origen y la pendiente de cada una de ellas.
2. Observando las ecuaciones, jpodés anticipar qué diferencia habra en la representacién de las funcio-
nes f1y f2?
3. ;Y en las de las funciones f3 y f4?

d) Escribi las ecuaciones de dos rectas que sean perpendiculares y tengan distintas ordenadas al origen.

e) Escribi las ecuaciones de dos rectas paralelas que sean decrecientes.

f) Antes de leer el texto de la actividad 5, reunite con tus compaieros y escriban un breve comentario
que exprese lo que aprendieron sobre funciones lineales y sus ecuaciones.

Siempre que puedas, comparti la tarea que te propone este Cuaderno con tus compafieros.Tené en cuenta que
cada uno aportara a la discusion algo diferente segtin lo que haya entendido, y el intercambio entre ustedes y
la reflexion compartida enriquecerdn la comprensién de todos.
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5 « Actividades para sequir aprendiendo

Las funciones lineales cumplen un importante papel en el andlisis cuantitativo de los problemas
econémicos. El siguiente texto es un ejemplo.

Cuando una empresa produce cualquier bien o presta un servicio, tiene que utilizar una can-
tidad de productos que posean valor econémico. Esto le genera costos, que en relacién con la
produccién total se distinguen como costos fijos y costos variables. Los primeros, como lo indica
su nombre, son independientes de las cantidades de un articulo que se produzca o de un servi-
cio que se preste, por ejemplo, el alquiler del local, determinados impuestos, etcétera. En cam-
bio, los costos variables dependen de la cantidad que se produzca de ese articulo o del servicio
que se preste, por ejemplo: costos de los materiales, de mano de obra productiva, etcétera. El
costo total es la suma de ambos; es decir costo total = costos variables + costos fijos.

Se trata de una funcién lineal de la forma f(x) = ax + b, en la que el costo variable por x uni-
dades de articulos que se producen es proporcional al nimero de articulos producidos a un
costo a por cada uno. En cambio, los costos fijos de produccién son constantes, se pueden indi-
car con un nimero b en pesos. Podemos obsérvar que si se confeccionan 1, 5 u 8 articulos se
mantiene el mismo valor de costo fijo, por eso decimos que b es una funcién constante.

.

a) Lee la siguiente situacion y teniendo en cuenta lo visto hasta ahora, resolvé las consignas que se pro-
ponen a continuacioén.

Si el costo variable de un articulo fuera de $0,80, la funcidon de costo variable se expresaria
Cy (x) = 0,80 x. Si el costo fijo fuera, por ejemplo, de $ 6, la funcién de costo fijo se expre-
saria Cg (X) = 6. Como el costo total para producir x articulos es la suma del costo variable y el
costo fijo resulta que Ct (x) = 0,80 x + 6 tiene la forma de una funcién lineal Cy (x) = ax + b.
1. ;Cudl es la ordenada al origen?

2. ;Cudl es la pendiente de la recta?

3. ;Qué significado tiene cada uno de esos nimeros?

4. ;Cudl es el dominio de la funcién costo? ;Y el conjunto imagen?

5. Indica el costo total para producir 20, 50 y 100 articulos.

6. Grafica la funcién.

Para finalizar

Las actividades que realizaste te habran permitido conocer nuevos aspectos de las funciones avan-
zando sobre lo que aprendiste el afo anterior. En particular conociste la existencia de funciones lineales,
sus caracteristicas y la forma de representarlas.

El trabajo sobre la representacién grdfica de las funciones lineales te permitié relacionar este tema
con la Geometria al estudiar las ecuaciones de las rectas y lo que ellas informan.

El concepto de funciéon va mas alla de la Matematica por sus importantes aplicaciones en las demas
ciencias. En las préximas unidades tendrds oportunidad de volver sobre este tema.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Las agujas del reloj

Un reloj atrasa 15 minutos cada 2 horas. Cuando marca las 5:15 el minutero queda fijo, pero el reloj sigue
funcionando. Al cabo de 3 h 20 m de tiempo real, jcudnto medira el angulo que debe recorrer la aguja
horaria para sefialar las 12:00?

2. Dos diagonales

Dibuja un hexagono regular y traza dos diagonales que tengan un mismo extremo Y los otros dos estén
en vértices consecutivos. ;Qué angulo forman estas diagonales!? Observa el resultado e inventa un pro-
blema parecido y proponéselo a tus compafieros.

3. Los hermanos

Entre los hijos de una familia, cada chico tiene tantas hermanas como hermanos, pero cada chica tiene
solamente la mitad de hermanas que de hermanos ;Cuantos chicos y cuantas chicas hay en la familia?

3 = Los unos y los otros

Cuatro personas tienen distintos animales y vehiculos. Sabiendo que:
1. Anibal tiene un perro.
2. El duefio del gato tiene una bicicleta.
3. El dueno del loro vive a la derecha de Pablo.
4. Pablo vive a la derecha de Anibal.
5. Matias tiene una moto.
6. Luis vive a la izquierda del duefo del canario.
7. El duefio de la moto vive a la derecha del duefio del auto.
* ;Quién tiene la camioneta?

MINISTERIO DE EDUCACION Q






UNibAD 5 Estadistica

Cuando se escuchan noticias enlaradio y en la television, se leen los periédicos o alguna revista, suele
encontrarse gran cantidad de datos numéricos. Estos datos se pueden referir al desempleo, a los depor-
tes, a la produccioén industrial, a la esperanza de vida o a otros temas de interés para los ciudadanos y
para los que gobiernan y toman decisiones basadas en la informacién que poseen. Esos nimeros se
denominan cifras estadisticas. Los procedimientos para recoger, clasificar, resumir, analizar datos y
elaborar conclusiones a partir de esa informacion son estudiados por la Estadistica. Algunos problemas
que afectan a gran nimero de personas (como el control de las enfermedades o el uso racional del agua
potable) se pueden estudiar con la ayuda de estos procesos matemadaticos cuyos resultados se muestran
mediante distintas expresiones numéricas o graficas.

La informacion que permite estudiar cémo se comporta alguna caracteristica de cierta poblacién se
reuine en tablas o series estadisticas. En particular, las formas de representaciéon que analizards en esta
unidad son utiles cuando se maneja gran cantidad de informacién a partir de la cual se pueden realizar
deducciones o inferencias que resultan confiables.

A 1. Parasaberlo que sabés

Antes de comenzar con el desarrollo de las actividades de esta unidad es conveniente que revises el sig-
nificado de algunos términos que se usan en Estadistica y que aprendiste en afios anteriores.

e o » Términos estadisticos

* Poblacién: es el conjunto de individuos (personas o cosas) sobre los que se realiza una estadistica.
* Muestra: es un conjunto de individuos que han sido seleccionados de una poblacién y que
la representan fielmente; el modo de elegir la muestra determina si serd representativa o no
del conjunto al que pertenece.

* Variable estadistica: es una caracteristica de la poblacién que se quiere estudiar y que puede
variar por algin motivo, es decir, que puede tener distintos valores.

* Frecuencia absoluta: es el nimero de veces que se presenta cada valor de la variable estadistica.
* Frecuencia relativa: es la frecuencia expresada como un porcentaje con respecto al total de

observaciones.
|
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e o o Valores centrales o medidas de centralidad

* Media o promedio: es igual a la suma de todos los valores observados dividida por el nime-
ro de observaciones realizadas.

* Moda: es el valor de la variable que tiene mayor frecuencia.

* Mediana: es el valor central que separa a las observaciones, previamente ordenadas en dos

grupos de igual cantidad de datos cada uno.
.

Si tenés alguna duda respecto del significado y uso de alguno de estos términos, consultd con tu docente acer-
ca de la conveniencia de volver a revisar la unidad 5 del CUADERNO DE ESTUDIO 1 o de consultar alguno de los
libros de la biblioteca de tu escuela.

a 2. Histogramas

En esta actividad vas a confeccionar un grdfico estadistico formado por rectdngulos. Este tipo de gréficos
se suele utilizar cuando se quiere presentar datos que han sido organizados agrupdndolos por intervalos.

En una escuela urbana, el profesor de Educacién Fisica registro, en centimetros, la talla de sus
40 alumnos e hizo las siguientes anotaciones:

165 160 163 175 174 160 165 154 168 165
168 168 158 162 160 161 162 166 163 159
178 169 178 169 171 170 168 150 167 168
149 165 168 156 175 168 173 172 163 164

Como queria mostrar los resultados en un grafico y las alturas registradas eran muy diversas,

considerd conveniente agrupar primero los datos en intervalos de 5 centimetros de amplitud,
aunque podria haber tomado intervalos mas pequefios o mas grandes.

v a) Podés organizarte para trabajar con un compafiero de la siguiente manera:

1. Copien en la carpeta una disposicién de los intervalos como la siguiente:

entre 1485y 153,5: ... ... ... ... Total: ...........
entre 153,5y158,5: .. ... .. .. ... ... Total: ..........
entre 158,2 y 163,5: ... ... ... ..... Total: ...........
entre 163,3y168,5: .................. Total:...........
entre 168,5y 173,5: . ... .. ... ..... Total:...........
entre 1735y 178,5: ... ... ... . ... Total: . ..........
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2. Mientras uno de ustedes va leyendo las alturas registradas, el otro hard una marca en el intervalo al
que corresponde. Tengan en cuenta que si agrupan las marcas que van realizando en manojos de 5 des-
pués les resultard mas facil contar cuantas marcas corresponden a cada intervalo.

3. Luego de contarlas, escriban las frecuencias totales, es decir, cuantas alturas fueron registradas para
cada intervalo.

4. A partir de esta informacion ya organizada, van a realizar el grafico.

Un histograma es un grdfico de barras que, para cada intervalo de la variable en estudio, muestra un
rectdngulo con base en una linea con los valores considerados y altura proporcional a la frecuencia.

» Construyan, en papel cuadriculado, un histograma de seis rectangulos, uno por cada intervalo. En
el eje x escriban los limites de los intervalos y en el eje y las frecuencias correspondientes. Peguen
el histograma en sus carpetas.

b) En la unidad 5 del CUADERNO DE ESTUDIO 1 aprendiste a calcular los valores centrales de una serie de
datos estadisticos. Respondé en tu carpeta cuél es la moda, la mediana y la media o promedio de los datos
registrados por el profesor de Educacién Fisica.

3 « Estudio de la dispersién: varianza

Luego de revisar las medidas de centralidad, en esta actividad estudiards c6mo se puede medir la dis-
persién de los datos cuando en una estadistica se encuentran muy alejados del promedio.

Tal como estudiaste en afos anteriores, los valores centrales o pardmetros (como la moda, la
mediana 'y la media o promedio) resumen en un s6lo ndmero la serie de datos que forman parte
de una distribucién. Se considera que su utilidad es mayor cuanto mejor representan a todo el
conjunto.

El promedio o media aritmética es el valor central mds utilizado en los trabajos de Estadistica.
Esto se debe a que su significado puede interpretarse inmediatamente y, por otro lado, resulta
muy sencillo calcularlo. Sin embargo, no siempre es el valor mds representativo de los datos
considerados. En algunos casos, el valor del promedio puede estar fuertemente influido por los
valores extremos de la serie que se estd estudiando. Esto ocurre cuando esos valores extremos
estdn muy alejados del promedio.

Los siguientes ejemplos te permitirdn comprender la relacién entre los valores centrales y la
utilidad que poseen.

En una familia donde la abuela tiene 78 afios, la madre 40, el padre 45, la tia 43 y los hijos 5,
8 y 11; los extremos (que son 5 y 78 afos) estdn muy alejados del promedio, que es de 33 afios.
En este caso el promedio de edades de los miembros de esa familia carece de representatividad.
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Otro ejemplo. El alumno A obtiene las siguientes notas: 7; 8; 75 9; 8; 95 9; 9; 8, 9; mien-
tras que las del alumno B son: 3, 8,9, 1, 6, 7, 1, 8, 8. La media o promedio del alumno A
es 8,30 y la del alumno B, 5,1. En el primer caso, la media proporciona buena informacién
acerca del rendimiento escolar de A porque la mayoria de las notas estdn cercanas al pro-
medio general; es decir, que los valores observados estdin muy concentrados alrededor del
promedio, por lo tanto, es muy representativo de la situacién de este alumno. En cambio,
el promedio del alumno B no resulta representativo ya que el conjunto de notas que se busca
representar es disperso.

Para que un valor central sea representativo de una poblacion debe ser lo mds proximo posible
a las caracteristicas de la poblacion total que se estd investigando.

Este es otro ejemplo. Si las estaturas, en metros, de los miembros de una familia son: 1,20;
1,32; 1,48; 1,65; 1,69; 1,85; el promedio es 1,53 pero no resulta muy representativo por-
que los valores encontrados para las estaturas distan mucho de ese promedio. Por lo tanto,
no tiene sentido presentar el dato “promedio de alturas”, ya que no brinda buena informa-
cién sobre esta familia. En cambio, como viste en el caso de las alturas de los alumnos de
una seccién escolar, conocer el promedio de alturas de los chicos resulta de utilidad.

Para mejorar la representatividad de un parametro, en toda distribucion estadistica, se debe con-
siderar el promedio y la dispersién de los datos con respecto a él. Esa dispersién o desviacién
de los datos es una medida descriptiva que indica la mayor o menor concentracién de los
datos con relacion a un pardmetro de centralizacion.

a) Leé la siguiente tabla en la que se indican las temperaturas, en grados centigrados, tomadas en dos

ciudades, C4 y C,, el dia 15 de cada mes de un mismo afo, a las 12 del mediodia.

Enero  Febrero Marzo Abril Mayo Junio Julio  Agosto  Septiembre Octubre  Noviembre Diciembre

Ci 26 25 20 15 14 11 11 14 15 14 19 24
C 37 38 24 14 10 6 2 6 12 13 20 28
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1. Observa los datos de la tabla y calculd, para cada una de las ciudades, la diferencia entre el mayor y
el menor valor. Esa diferencia se llama rango o recorrido de una distribucion.

2. ;En cual de las dos ciudades el rango de los valores registrados es mas amplio?

3. Calcula la temperatura media en las dos ciudades.

4. ;Te parece que en ambas la media o promedio es igualmente representativo? Justifica tu respuesta.

El rango o recorrido de una distribucion de datos es la diferencia entre el mayor y el menor valor.
Si el rango de una distribucion es grande indica que existen valores muy alejados de la media.

Habras observado que si bien los dos promedios que obtuviste son parecidos (17,3° C para C,
y 17,2° C para C,) a lo largo del afio las temperaturas son mas moderadas en C; que en C,, en
la que son notablemente mas extremas. Como el promedio no pone en evidencia esas dife-
rencias respecto de la media, sera necesario buscar un procedimiento mas adecuado que per-
mita conocer esa informacion.

b) Construi en tu carpeta una tabla como la siguiente. Colocd en cada casilla la diferencia entre el valor
registrado y el promedio, como se muestra en los ejemplos:

Enero 26 17,3 =8,7 37-17,2=19,8
Febrero

Marzo

Abril

Mayo

Junio

Julio 11-17,3=-6,3 -2-17,2= 19,2
Agosto

Septiembre

Octubre

Noviembre

Diciembre

La diferencia entre el valor registrado y el promedio te permitié conocer a qué distancia del pro-
medio est4 cada uno de los datos.

En estadistica, se llama dispersion a la distancia entre los datos y el promedio.
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Como habrds podido observar, algunas diferencias tienen signo positivo y otras, negativo.
Podria suceder que las diferencias de distinto signo se compensaran y entonces la suma de las
desviaciones resultara nula. Para evitar eso, se considera el cuadrado de cada una de las des-
viaciones ya que los cuadrados son siempre positivos.

Por ejemplo: (37 - 17,2)* = 19,8” = 392,04.

(-2.-17,2)* = (-19,2)*= 368,64.

En estadistica se usa el simbolo X para representar a la media o promedio. En sunbolos, el
procedimiento anterior se puede entonces generalizar escribiendo:

* (x; - X ) que simboliza la diferencia entre un valor y el promedio; el subindice i representa
al nimero que indica cudl es la posicién en la tabla del valor x que se estd considerando.

* (x; - X)° es el cuadrado de la diferencia entre el valor considerado y el promedio.

* El simbolo 2 (que es la letra griega sigma mayuscula) se usa para representar la suma de 7
términos que se puede calcular mediante una férmula.

Para estimar la dispersién de un conjunto de datos con relacién al promedio, en estadistica
se define la varianza.

.

Se llama varianza a la suma de los cuadrados de todas las diferencias (x; - x) desde x, hasta x,,
dividida por el nimero de términos.

n =\2
Se simboliza: Varianza =H’:;XL

Observd que en la expresién simbdlica anterior el signo 2, tiene un subindice y un expo-
nente que indican los sucesivos valores que toma el subindice i de x en cada uno de los tér-
minos de la sumatoria.

|

N
t‘ €) Para calcular la varianza en el caso de las temperaturas de las ciudades C; y C, con las que trabajaron
en la consigna b sigan los siguientes pasos:
1. Calculen para cada ciudad el cuadrado de las diferencias que obtuvieron en la consigna b y comple-
ten una tabla como la siguiente:



< C,
(x; - x) (x; - x)* (x; - x) (x; - x)’

Enero 1 8,7 75,69 19,8 392,04
Febrero 2

Marzo 3

Abril 4

Mayo 5

Junio 6

Julio 7

Agosto 8

Septiembre 9

Octubre 10

Noviembre 11
Diciembre 12

2. Respondan entre todos:
* ;Cudl es el valor de n en la férmula de la varianza?
* ;Qué indica el subindice i?
* ;Cudl de las dos ciudades presenta mayor varianza? ;Por qué?

4. Desviacion tipica

En esta actividad trabajards sobre el uso de estas medidas de dispersién y sus simbolos a partir de otro
problema.

a) Trabaja con la siguiente situaciéon problematica, siguiendo las indicaciones de las consignas.

[
Para efectuar un control de calidad de Peso en gramos | Frecuencia
los paquetes de arroz que envasa una (x;) (f)

empresa, se tomaron como muestra
200 paquetes. En la tabla siguiente se
muestran los pesos encontrados y la
tabla de frecuencias.

200

Total
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Para calcular la varianza estadistica como medida de |a dispersion de esta distribucion, es nece-
sario calcular primero el promedio de los pesos registrados y las distancias de cada valor a ese
promedio.

1. Realiz4 en tu carpeta una tabla como la siguiente para volcar los resultados que obtengas siguiendo
estas indicaciones:

Peso en Frecuencia

gramos
498 8 498 -4998=-18 -18=3724 3,24 .8 =25,92
499 60
500 102
501 24
502 6
Total 200

2. Usa la calculadora para realizar las siguientes operaciones:
* Determina el promedio X de los pesos de los 200 paquetes.
* Calculd la distancia de cada valor x;al promedio.
* Eleva al cuadrado esas diferencias.
* Multiplica esos cuadrados por las frecuencias respectivas.
* Sumé los valores de la columna (x; =X)?* f; y habras obtenido la varianza de esa distribucién.

Si se calcula la rafz cuadrada de la varianza de una distribucién de datos, se obtiene lo que
en Estadistica se llama desviacién tipica.
La desviacién tipica de una distribucién se representa con la letra griega 0 (es la letra griega sigma

minuscula) e indica la distancia entre los datos de una distribucién y el valor del promedio.
n 2
En simbolos: O /M’yl.

La férmula anterior permite calcular la desviacion tipica. Su importancia practica es que cuanto
mayor es la desviacién tipica, mas dispersos estan los datos con respecto al promedio.

b) A continuacién trabajaras con un ejemplo numérico para que te quede mas clara la importancia del uso
de la desviacion tipica.

En las tablas siguientes se dan las notas obtenidas por dos grupos de alumnos en un examen.
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Notas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frecuencia 1 0 0 4 10 8 5 6 3 3
Grupo B

Notas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Frecuencia 1 1 2 4 5 5 5 4 3

1. Calcul la media de las notas para cada grupo, redondeando los décimos.

2. ;En cudl de los dos grupos te parece que sera mayor la desviacién tipica?

3. Para comprobar si tu estimacion fue correcta calcula la desviacién tipica de la distribucion de
datos de cada grupo siguiendo los pasos indicados en el punto 1 de la actividad 4. Compara tu
trabajo con el de tus compaferos.

Habras podido comprobar que cuanto mayor es la desviacion tipica, mas dispersos estan los
datos con relacién a la media o promedio.

€) Revisa el desarrollo completo de esta unidad y confecciond con tus companeros un afiche “para recor-
dar” con el significado de los términos estadisticos que aprendiste: histograma, media o promedio, rango
o recorrido, varianza, desviacién tipica de una distribucion. Consulten con el docente en qué libros de la
biblioteca pueden encontrar otros problemas interesantes para seguir aprendiendo sobre este tema.

Para finalizar

En esta unidad aplicaste muchos de los conocimientos de Estadistica que adquiriste en afios anteriores.
Revisaste la nocién de poblacién o universo sobre el que se realiza una estadistica y la conveniencia de
trabajar sobre una muestra representativa de toda la poblacién. Organizaste datos en intervalos para
construir histogramas que tienen la ventaja de que permiten visualizar una presentacioén de la totalidad
de los datos y sus respectivas frecuencias.

Al revisar las caracteristicas de los valores centrales o medidas de centralizacién, viste que si bien el
promedio es el mas usado, no siempre es representativo de la muestra en estudio. Cuando los valores
observados se encuentran muy alejados del promedio, es necesario completar la informacién con las
medidas de dispersion: el rango y la desviacion tipica son los mas utiles.

También aprendiste a usar algunas letras griegas como nuevos simbolos que en Matematica repre-
sentan elementos caracteristicos de la Estadistica. Estos conocimientos te resultaran de utilidad al apli-
carlos al estudio de otras areas de conocimiento como las Ciencias Sociales y las Ciencias Naturales.
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UNIDAD 5

DESAFIOS MATEMATICOS

] « Adivina adivinador

Pedile a un amigo que escriba un nimero de dos cifras sin que vos lo veas, que lo multiplique por 10 y del
resultado reste un multiplo de 9 menor o igual que 81. Pedile que te diga el resultado y vos adivinaras el
nimero que escribid.

Si el resultado es de tres cifras, forma un nimero con las dos primeras y sumale la cifra de las unidades.
En cambio, si el resultado es de dos cifras sumalas entre si. En ambos casos obtendras el nimero secreto.
El desafio consiste en que encuentres por qué este procedimiento no puede fallar.

2. Unarollo de tela

Si mido un rollo de tela de 2 metros en 2 metros me sobra uno, si mido de 3 en 3 me sobran dos metros,
si mido de 4 en 4 me sobran tres, si lo hago de 5 en 5 me sobran cuatro y de 6 en 6 me sobran cinco.
Sabiendo que el rollo tiene menos de 100 metros, jcual es su longitud?

3. Otro sudoku 6 41311

—
O
N

En la unidad 15 del CUADERNO DE ESTUDIOS 1 te iniciaste en
este juego, es muy simple: hay una cuadricula de 81 cuadra- 3|5 118
dos, organizados en 9 cuadros de 3 X 3, vale decir de 9 cua- 6 7 3
drados cada uno. Algunos de estos cuadrados, casi siempre
alrededor de 30, ya vienen con una cifra escrita. 5
Este rompecabezas numérico ideado por Howard Games se 3 4 9
publicé por primera vez en Nueva York en 1979 con el nom-
bre de Number place (el lugar de los nimeros). En 1984 la idea 916 1,8
fue introducida en un periddico japonés con el nombre de Suji 1 7
wa dokushin ni kagiru (“los nimeros deben estar solos™), y pos-
teriormente se abrevi6é esta nomenclatura al nombre por el
que hoy se lo conoce en casi todo el mundo: sudoku (nime-
ros solos). 41713 2
El objetivo del juego es colocar en los cuadrados vacios los
numeros que faltan de modo que en cada cuadro de 3 X 3
estén todos los numeros del 1 al 9, con la condicién de que 416 1|5
cada nUmero aparezca solamente una vez en cada fila hori- 215 3
zontal y en cada columna vertical del cuadro completo.
Resolvé el que aparece a continuacion:

N

—

w
(9
(@)
O

4. otro sudoku 641

Por si te quedaron ganas de resolver otro sudoku.
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Trigonometria

Entodas las épocas, la gente necesité resolver problemas prdacticos de medicion muy diversos: delimi-
tar terrenos, realizar construcciones, medir distancias inaccesibles, lograr la mayor exactitud en la
determinacién de la posiciony el rumbo en la navegacion, avanzar en el conocimiento de la Astronomia.
Para resolver algunos de estos problemas, en la antigliedad surgié una rama de la Matematica que
intent6 dar respuesta a estas cuestiones, la Trigonometria, que estudia las relaciones entre los lados y los
angulos de los tridngulos. Justamente, la palabra trigonometria es una sintesis de tri(tres), gonos (Gngu-
los) y métrica (medida).

En esta unidad, entonces, vas aprender Trigonometria y con ella, cosas nuevas sobre los triGngulos y
los angulos; pero sobre todo, vas a aprender cémo aplicarla a problemas reales, tales como el calculo
indirecto de distancias a las que no se puede acceder directamente, por ejemplo, la medicién de la altu-
ra de arboles o edificios que no se puede realizar usando una cinta métrica.

TEMA 1: RAZONES TRIGONOMETRICAS

En la primera parte de esta unidad trabajards con las relaciones métricas que se establecen entre los
lados de los tridngulos rectédngulos.

1. Razones trigonométricas de un dngulo agudo de un triangulo rectangulo

Vas a comenzar a conocer las herramientas que nos da la Trigonometria, para poder resolver problemas
como el que se presenta a continuacién.

En esta actividad utilizaras elementos de geometria y una calculadora.
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a) Leé la siguiente situacion.
I

Martin es alumno de una escuela rural. Un

dia llega un inspector de las obras de /
ampliacion de la escuela para verificar, entre /
otras cosas, si el mastil tiene la altura que /
figura en los planos. Martin se pregunta /
cémo va a hacer el inspector para medir el /
mastil que es bastante alto. Sorprendido, /
observa que el inspector saca un instrumen- /
to de medicién, se ubica a 2 metros del pie /
del mastil y mira a través del instrumento al /
punto mas alto del mastil. Dice que asi mide /

el angulo de elevacién que se forma /

con la linea visual que se dirige al objeto y la /

linea horizontal que esta representada /

por los dos metros del piso que lo separan ,

del mastil. Martin se pregunta cémo es K \

posible que conociendo un dangulo y un lado /

de un triangulo rectangulo se pueda medir /S

una altura.

Cuando hayas completado el desarrollo de las actividades de esta unidad sequramente estards en condiciones
de responder a la pregunta que se hace Martin.

b) Dibuja un triangulo BAC, rectdngulo en A, y el angulo B de 60°. Medi con mucho cuidado la longitud
de los tres lados: a, la hipotenusa, b, el cateto opuesto al B y €, el cateto opuesto a Y.
1. Halla las razones g; < y%
2. Traza una recta paralela al lado AC de modo que corte a las semirrectas BA y BC en los puntos A’y
C’. El triangulo BA'C’, jes semejante al BAC? ;Por qué? Calcula las razones entre los pares de lados de
BA'C’ como hiciste para el otro triangulo BAC.
3. Dibuja otro triangulo BA”C” repitiendo el proceso indicado en el punto 2.

4. Compara esas razones con las anteriores y escribi tu conclusion.

Las razones que hallaste son las razones trigonométricas

del dngulo agudo del tridngulo rectdngulo BAC.

Las razones trigonométricas de un dngulo agudo se defi-
nen en funcién de los lados del tridngulo recténgulo al que
pertenece y son independientes del tamafio del tridngulo.
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Se llama seno de un dngulo agudo de un triangulo rectangulo a la razén entre el cateto opues-

to al dngulo y la hipotenusa. sen B = —1>_ca;'qto opuesto _ b,
ipotenusa a

Se llama coseno de un dngulo agudo de un triangulo rectdngulo a la razén entre el cateto

adyacente al dngulo y la hipotenusa. cos B = cat’e'to adyacente _ c,
ipotenusa a

Se llama tangente de un dngulo agudo de un triangulo rectdngulo a la razén entre el cateto

26
opuesto al dngulo y el cateto adyacente. tg § = Cgtito %Duestot = 3,
cateto adyacente

Habras observado que si se trazan rectas paralelas a un lado de un tridngulo, por ejemplo, una
paralela al lado b, y se aumenta el tamano de los otros lados trazando las semirrectas que los
incluyen, se obtienen triangulos semejantes al anterior y, por lo tanto, las razones trigonométri-
cas del angulo B siguen siendo las mismas. Este hecho muestra que las razones trigonométricas
dependen solo de la amplitud de los angulos y no de la longitud de los lados del triangulo.

2. Relaciones entre las razones trigonométricas
de un dangulo agudo de un triangulo rectangulo

Ademds de las razones entre los lados de un tridngulo rectingulo que observaste en la actividad ante-
rior, existen otras tres razones que son las inversas de estas. Es conveniente que las conozcas aunque la
popularidad de las calculadoras ha hecho que hoy solo tengan un valor histérico.

a) Escribi en tu carpeta las razones mencionadas en la actividad anterior. Al lado de cada una escribi la

razén inversa.

Por ejemplo, la razén inversa de b (sen B = cateto opuesto) es a
a hipotenusa b

Cada una de las nuevas razones tiene su nombre:
2 es la cosecante de B (cosec B); a es la secante de B (sec ) y % es la cotangente de B (cotg f3).
c
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b) De acuerdo con lo que leiste en el texto anterior, defini con tus palabras estas nuevas razones trigo-
nométricas. ;Qué relacién existe entre los pares de razones consideradas?

Este recuadro sintetiza la escritura simbélica de las razones trigonométricas inversas.

1. -1 S
senp’ sec B = cosp’ cotg B = tgf

cosec B =

Las razones trigonométricas cosecante, secante y cotangente se usan muy poco porque al ser
inversas del seno, coseno y tangente respectivamente, de un mismo 4ngulo, es suficiente con
calcular las razones directas. Por eso en las calculadoras encontrards tres teclas con los nombres;

o /_\ .
('sin )(cos ) tan ) estas razones son suficientes para calcular todas.

el co- ciente entre el seno y el coseno del angulo B; reemplacen cada una de esas razones por el cocien-
te entre los respectivos lados del triangulo (a, b o ¢ seglin corresponda). Realicen todas las operaciones
que puedan. ;Qué obtuvieron?

& €) Trabaja con un compafiero. Dibujen un tridngulo rectangulo cualquiera BAC. Escriban simbdlicamente

La razén entre el seno y el coseno de un dngulo se llama tangente:ﬂg’_ =tg B
cos

Otra relacién muy importante que se verifica en todo tridngulo rectdngulo es que la suma
del cuadrado del seno y el coseno de un dngulo tiene valor 1.
En simbolos: sen’ B+ cos® B= 1. Esta relacién se llama relacién pitagdrica porque es similar a
la que expresa el teorema de Pitdgoras.
.

d) Aplica la relaciéon entre el seno, el coseno y la tangente de un angulo que aprendiste en la consigna € y
la relacion pitagorica para resolver:

1. Dado sen & = 0,5 calculd el coseno y la tangente de o.

2. Dado cos B = 0,78 calcula el seno y la tangente de B.
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A 3 « Uso de la calculadora

En la actividad 1 de esta unidad calculaste en forma aproximada las razones de los dngulos mediante
la medida de segmentos. Pero cuando hay que realizar cdlculos complejos y con cierta precisién, necesi-
tamos resolver esos cdlculos de otra manera.

a) Leé el siguiente texto en el que se te explica cémo usar la calculadora cuando estds haciendo calculos
trigonométricos.

Para obtener datos precisos en Trigonometria, se hace uso de una calculadora cientifica uti-
lizando las teclas ('sin ) seno, ( cos ) COsENO y Oﬁ | tangente. '

Hay calculadoras en las que primero se introduce el valor del angulo y luego la tecla con
el nombre de la funcién. Por ejemplo, para calcular el seno de 50 se inserta el nimero 50 y
luego la tecla y en el visor aparecerd 0,7660444.

En otros modelos se pone en primer lugar el nombre de la funcién que se quiere calcular y
luego se introduce el dngulo. Por ejemplo, para calcular la tangente de 75 se usa la tecla@
y luego 75. En el visor aparecerd 3,7320508. :

Los valores de los dos ejemplos tienen 7 cifras decimales. Para hacer cilculos en general
es suficiente con utilizar un ntimero menor de cifras; por ello es conveniente redondear
hasta los décimos o centésimos, segtin la precision que el cilculo requiera.

La calculadora da un valor aproximado de las razones trigonométricas, es decir con un
error muy pequefio; pero cuando se opera con ese valor el error puede aumentar y es nece-
sario estar alerta.

L

b) Usa la calculadora y redonded hasta los centésimos para calcular:
1.sen 75°
2. cos 15°
3.tg 14°
4. cos 60°
5. cos 35°
6. sen 55°

¢) Compara con tus companeros los valores encontrados y si hay diferencias discutan a qué se deben.
v Escriban en sus carpetas la conclusién a la que llegaron. Muéstrensela a su docente.

d) Comproba si en todos estos casos se cumple la siguiente informacién.

El seno de un angulo es igual al coseno de su complemento.
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El manual de la calculadora se refiere a la funcién seno. En la unidad 4 podés revisar la defi-
nicién de funcién. En efecto, se trata de una funcién porque para cada dngulo hay un dnico
valor que le corresponde como seno.

Como una medicién nunca es muy precisa, los valores de las razones que se obtienen de este modo

no son muy confiables para resolver problemas reales que requieren cdlculos con cierta precision.
L

t‘ e) Respondé en tu carpeta: jpor qué el coseno y la tangente de un angulo son funciones! Compara tu res-
puesta con las de tus compaferos.

A 4 Calculo de las razones trigonométricas de algunos dngulos particulares

Las funciones trigonométricas de algunos dngulos particulares (0°, 30°, 45°, 60° y 90°) se pueden cal-
cular ficilmente sin necesidad de hacer uso de la calculadora. Al realizar esta actividad podrds encontrar
los valores del seno, coseno y tangente de algunos dngulos notables.

a) Construi un triangulo rectangulo isésceles. Llama a a la hipotenusa y b a cada uno de los catetos.
1. ;Todos los triangulos rectangulos isdsceles son semejantes? ;Por qué!?
2. ;Cuadl es la amplitud de los angulos agudos de los triangulos isdsceles rectangulos?
3. Si los catetos b de un tridangulo isdsceles rectangulo miden una unidad de longitud, jcuanto mide la
hipotenusa a?

Seguramente para calcular a aplicaste la propiedad pitagdrica a> = b> + ¢’ y sabiendo que
b=c=1llegasteaquea’=2=a= "2

4. Teniendo como datos b = 1y a = V2, aplicé la definicién de seno de un angulo para calcular el seno
de un angulo de 45°.

En los libros de Matemdtica, encontrards la expresién sen 45° =‘/72_. Esta expresién es equi-
valente a sen 45° =% que tiene por denominador un nimero irracional V2, pero se puede
transformar en otra expresién equivalente cuyo denominador sea un nimero racional si se
multiplica el numerador y el denominador por el factor V2.

sen ANl M 0 5012

V2 V2xV2 2

5. Calculd el coseno y la tangente de un angulo de 45°. Tené en cuenta que el tridngulo con el cual estas
trabajando es isdsceles rectangulo.
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b) Para calcular las razones trigonométricas de un angulo de 0°, imagina un tridngulo en el cual uno de sus
angulos agudos disminuye su amplitud hasta llegar a ser nulo.
Si te parece necesario, dibuja como ayuda un triangulo rectangulo con uno de sus angulos lo mas peque-
fio que puedas. Respondé a estas preguntas:

1. En ese caso, ;qué le ocurre a la hipotenusa y a los catetos!?

2. Con esos datos calculd el valor de las razones seno, coseno y tangente de 0°.

€) Teniendo como guia el trabajo que realizaste para averiguar las razones trigonométricas de un angulo
de 45°, calcula las razones trigonométricas de un angulo de 90°.

d) Copia la siguiente tabla en tu carpeta. Completala con los valores encontrados aqui y en la actividad 1.

Tangente

e) Observa que en la primera fila de la tabla anterior, en la que figuran los valores del seno, el numerador
va creciendo desde 0 hasta V4 + 2. ;Ocurre algo parecido en alguna otra fila?

Seguramente habras observado que los valores de los cosenos que escribiste en la segunda fila

de la tabla anterior son equivalentes a: ﬁ, \/_??, \/_i, ﬂ_y \/_(—) y por eso es facil que en cualquier
2 2 2 2 2

momento puedas reconstruir la tabla de memoria teniendo en cuenta que los numeradores son

las raices cuadradas de los primeros nimeros naturales y los denominadores son siempre 2. En

cuanto a la tangente, basta que recuerdes que resulta del cociente entre el seno y el coseno del

mismo angulo.

Hasta aqui trabajaste con las razones trigonométricas de los dngulos pertenecientes a tridngulos rec-
tdngulos. El conocimiento de esas relaciones te permitird resolver interesantes problemas.
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TEMA 2. RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Una de las aplicaciones de la Trigonometria es la resolucién de problemas en los que no se pueden hacer
mediciones directas. En esta parte de la unidad trabajards con el Teorema de Pitdgoras y las razones tri-
gonométricas que aprendiste como herramientas matemdticas que te facilitardn la resolucién de situacio-
nes mediante la aplicacién de esos conocimientos a los tridngulos rectdngulos.

A 5 Problemas con triGngulos

En Matemdtica, resolver un tridngulo es conocer el valor de sus tres lados y sus tres dngulos.

‘ a) Para resolver el tridngulo BAC, rectangulo en A, siendo la hipotenusa a = 6 cm y B= 30° segui los
u siguientes pasos:
1. En primer, lugar dibuja un triangulo y sobre él escribi los datos que ya conocés.

2. Como ya conocés la hipotenusa, utilizaras las razones en las que ella interviene, que son el seno y el
coseno.

_b
sen B = 2,
3. Esta razén permite calcular el lado b:
sen 30° = g; =>b=6cm- sen30°=6cm-%,entoncesb=3cm

4. Del mismo modo calcula el lado €.

5. ;Cudl es la amplitud del otro angulo agudo?

6. Escribi todos los calculos en tu carpeta y compara las medidas que obtuviste para los lados y angulos
del triangulo BAC con los resultados obtenidos por tus compafieros.

b) Volvé al comienzo del tema 1 y respondé a la pregunta que se hizo Martin. ;Cémo podrias responder-
le ahora?

Teniendo como datos un lado y un angulo de un triangulo rectangulo, el uso de las razones tri-
gonométricas permite conocer todos los demas elementos del tridngulo.



) Ejercita lo que aprendiste resolviendo los siguientes problemas. Tené en cuenta, como en la actividad
anterior, que realizar un esquema y anotar en él los datos que ya tenés te ayudara en la interpretacion de
la situacion.

1. Un poste vertical estd sostenido por tres cables que van desde el

punto mas alto del poste hasta tres puntos ubicados en el suelo. Cada

uno de esos puntos esta a 12 metros del pie del poste. Si cada cable

forma un angulo de 75° con el poste, ;Cuantos metros de cable se

usaron? ;Qué altura tiene el poste?

(Ayuda: si no disponés de calculadora, en la actividad 3 podés encon-

trar el seno de 75°).

2. Una escalera que mide 3,6 metros se apoya en un edificio y el angulo que forma la escalera
con la pared es de 30°. Calcula la distancia del pie del edificio hasta donde se apoya la escalera
en el suelo.

3. A cierta hora del dia los rayos del sol caen formando un angulo de 30° con el piso. ;Qué altu-
ra tiene un mastil que proyecta una sombra de 15 metros! Leonardo mide 1,75 m, ;jcuanto
medird su sombra a esa misma hora?

6. Angulos de elevacién y depresién

A partir de aqui trabajards en otras aplicaciones de la Trigonometria. Se trata de problemas pricticos
vinculados con dngulos de elevacién y dngulos de depresién.

«‘ a) Reunite con otros compafieros para resolver las siguientes situaciones. Al finalizar muéstrenle las solu-
ciones el docente.

I
Analicen esta figura que es el a
esquema de un aparato casero ,

construido para medir angulos 90°- a
en altura. Consta de un pequefio J Angulo de depresion
mastil con un tornillo alrededor -
del que se mueve un transporta-
dor de madera al que se ha ado- ‘
NS

sado un trozo de tubo. El obser-
vador puede enfocar su vista al

a
punto mas alto de un objeto Angulo de elevacion i
cuya altura quiere determinar.

1. Observen el esquema y expliquen cémo usarian este aparato para medir el angulo (90° - ).
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El dngulo de elevacion y el dngulo de depresion que se forman entre la visual dirigida a un obje-
to y una linea horizontal que esté en el mismo plano, constituyen dos conceptos importantes
en situaciones reales de cdlculo.

.

Si un objeto estd por encima de la horizontal se llama angulo de elevacién al angulo formado

por una linea horizontal y la visual dirigida al objeto.

objeto
visual al objeto
linea de horizonte
linea horizontal
visual al objeto
objeto

Si un objeto estd por debajo de la horizontal se llama dngulo de depresién al dngulo formado
por una recta horizontal y la visual dirigida hacia el objeto.

2. Desde un punto que estd a 8,2 m del pie de un edificio sobre el nivel del suelo, el angulo de eleva-
cion a la parte alta del edificio es de 30°. ;Cual es la altura del edificio?
3. Releé el problema de Martin que esta al comienzo de esta unidad. ;Cémo se relaciona con el proble-
ma que acabas de resolver en el punto 1? ;Podés contestarle a Martin su pregunta?
4. Desde la parte alta de una torre de 120 m de altura, el angulo de depresién de un objeto colocado
en el plano horizontal de la base de la torre es 24°. ;A qué distancia esta el objeto del pie de la torre?
/A qué distancia esta el objeto del observador?
5. Un avidén despega con un angulo de elevacién de 23°. Calcula:
*la altura AB a la que se encuen-
tra el avién cuando ha recorrido
3000 metros;
*la distancia desde el punto de
despegue C hasta el punto terres-
tre A en que se localiza al avién
en ese momento. | e~ ¢

Q MATEMATICA 3



6. Encontra la altura de un arbol si el angu-
lo de elevacién de un observador al extre-
mo superior de éste es de 32 °y la distan-
cia del observador a la cuspide es de 87
metros.

Para finalizar

Los temas que has visto y desarrollado en esta unidad te han introducido en las nociones ele-
mentales de la Trigonometria: las razones trigonométricas. En un principio trabajaste con dngulos
orientados. Analizaste las razones trigonométricas en tridngulos rectdéngulos. Estas relaciones tri-
gonométricas entre angulos y lados de triangulos rectangulos cumplen con propiedades que
habrdas descubierto a medida que fuiste trabajando en tu carpeta y son las que permiten resolver
problemas de medida indirecta en situaciones en las que no es posible acceder directamente a las
distancias que se quieren medir.

La aplicacién de las relaciones que estudiaste en esta oportunidad te permitird sequir avanzan-
do en la préxima unidad de Trigonometria.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Encontrad el Gngulo

Con una calculadora es posible hallar directamente las razones trigonométricas de un angulo. El desafio
consiste en encontrar el angulo del cual se conoce el seno, el coseno o la tangente. Por ejemplo, determi-
nar el angulo & en los siguientes casos:

a) Sisen o = 0,616

b) Si cos o« = 0,140
c)Sitgx = 2,05

2. Libros rotos

Andrés tiene cuatro afios y su mas
reciente travesura consiste en arran-
car hojas de los libros. La primera
pagina que arrancé estaba numerada
con el nimero 153 y la Ultima con un
nlmero escrito con las mismas cifras
en otro orden. ;Cuantas paginas, no
hojas, arrancé?

3 . Borrar cifras

Borra diez cifras del nimero 12345123451234512345 de manera que el nimero que quede sea lo mas
grande posible.

4. Una adivinanza

Augustus de Morgan fue un matematico inglés nacido en la India y fallecido en Londres en 1871.
Acostumbraba entretenerse planteando adivinanzas y problemas ingeniosos. Este interesante personaje
del siglo XIX, planted esta adivinanza sobre su edad:

En el afio x* yo cumpli x afios. ;En qué afio naci?

* jAdivinaste el afo?
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Trigonometria 2

En esta oportunidad continuards el estudio de la Trigonometria que iniciaste en la unidad anterior,
pero esta vez abordards las razones trigonométricas desde el punto de vista de las funciones.

Trabajards no solamente con los dngulos de los triangulos rectangulos, sino también con todos los
angulos referidos a un sistema de ejes coordenados. Verds que los dngulos orientados de ese modo pue-
den ser positivos o negativos a diferencia de lo que ocurre en Geometria que siempre considera los
angulos de modo estatico, siempre positivos. También veras de qué modo incide el signo en las aplica-
ciones de las funciones trigonométricas.

Las actividades te permitirdn descubrir relaciones entre las funciones trigonométricas y también
resolver problemas a partir de los conocimientos que ya adquiriste.

Reunite con tus compafieros para realizar las actividades cuando asi se indica y discutan no solamente las posi-
bles soluciones de los problemas y las conclusiones, sino también los procedimientos que utilizan.

TEMA 1: FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
EN UN SISTEMA DE EJES CARTESIANOS
Las razones trigonométricas presentadas en la unidad anterior fueron definidas para un dngulo agudo

de un tridngulo rectdngulo. En esta oportunidad se amplian estas nociones y también se van a conside-
rar 4ngulos mayores que un dngulo recto.

A 1. Generacionde angulos positivos y negativos

Imaginate un trompo que gira, una calesita que da vueltas o las agujas de un reloj. Si te preguntaran cudl
es el dngulo de giro del trompo o de las ruedas mientras se desplazan a lo largo de un recorrido, ;qué contes-
tarfas? En esta actividad estudiards que hay dngulos mayores que un giro completo, o sea, mayores que 360°.

a) Leé atentamente el siguiente parrafo.

Los 4ngulos se generan dejando fijo uno de - a
los lados y haciendo girar el otro. Si el giro se
hace en sentido contrario al de las agujas del O
reloj, es decir, en sentido antihorario, la con-
vencién mds generalizada considera que el
dngulo es positivo y cuando el lado gira en sen-
tido horario, el 4ngulo se considera negativo.

b
Angulo positivo Angdlo negativo

MINISTERIO DE EDUCACION @



b) Teniendo en cuenta la definicién anterior dibuja los siguientes angulos:
1. un angulo positivo y otro negativo sefialando con flechas el sentido en que has generado a cada uno.
2. un angulo de 120° y otro de —120° que tengan un lado en comun.

Para definir las funciones trigonométricas de
dngulos cualesquiera es necesario referirlos a un sis-
tema de ejes cartesianos. Como se ve en la figura,
estos ejes determinan cuatro cuadrantes:

Al trazar dngulos referidos al sistema de ejes, se
acuerda que el lado fijo del dngulo coincide con el
semieje positivo de x, es decir, la semirrecta hori-
zontal con extremo en el origen y sentido hacia la
derecha. El otro lado que se desplaza girando en
uno u otro sentido, estard en alguno de los cuatro
cuadrantes.

Para identificar un dngulo, ademds de su ampli-
tud, se indica si es positivo o negativo y a qué cua-
drante pertenece segtin la posicién alcanzada por el

lado que ha girado.

Il cuadrante | cuadrante
(1%
Il cuadrante IV cuadrante
Il cuadrante | cuadrante
\Jr
| J X
Il cuadrante IV cuadrante

BT X pertenece al I cuadrante.

Recordd que el signo del dngulo estd dado por el sentido en el que se genera. Por lo tanto, los dngu-
los positivos son aquellos en los que el lado mévil se desplaza recorriendo los cuadrantes en la

| secuencia I, Il, lll, IV y los negativos en la secuencia contraria.

€) A continuacién hay un listado con las posiciones de diversos angulos, copia todas en tu carpeta y com-
pletalas con el cuadrante que corresponde. A modo de ejemplo, se ha completado la primera afirmacién.
1. El angulo + B estd comprendido entre 0° y 90°, en simbolos: 0° < & < 90°, entonces pertenece al

primer cuadrante.

2. El angulo + B es 90° < B < 180°, entonces
3. El 4ngulo - B es el opuesto de + B,entonces
4. El angulo + Yy es 180° <y < 270°, entonces
5. El angulo + 0 es 270° < & < 360°, entonces
6. El angulo - d es el opuesto de + 9, entonces
7. El 4ngulo + € es 450° < € < 540°, entonces
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Para realizar esta actividad vas a necesitar escuadra y compds.

2. Funciones trigonométricas de angulos del primer cuadrante
En esta actividad aprenderds a trazar una circunferencia trigonométrica.

a) Dibuja un sistema de ejes cartesianos ortogonales y traza
una circunferencia con centro en el origen O.

b) Marca el punto de interseccién de la circunferencia con el
semieje positivo x y designalo con la letra A. Considera que la 5) A
medida del radio OA tiene valor 1.

La circunferencia que trazaste se llama circunferencia trigonométrica.

La circunferencia trigonométrica es la circunferencia con centro situado en el origen de los
ejes de un sistema de coordenadas y de radio igual a la unidad.

La circunferencia trigonométrica que dibujaste en la consigna a te permitira encontrar las fun-
ciones trigonométricas o funciones circulares de un angulo orientado, es decir, un angulo con
vértice en el origen de coordenadas y al que le corresponde un signo segln su ubicacién en el
sistema cartesiano.

€) Marca un angulo & con vértice en O cuyo lado fijo sea el semieje positivo de x y el otro lado gire en
sentido contrario a las agujas del reloj de modo que el angulo quede incluido en el primer cuadrante.
d) Designa con P el punto en el que el lado libre corta a la circunferencia. Traza sobre los ejes las coor-

denadas del punto P: abscisa x = OM; ordenada y = MP. El tridngulo formado por las coordenadas
(x,y) de Py el radio OP de la circunferencia es rectangulo.
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e) Escribi las definiciones del seno y el coseno para el angulo MOP; o sea «.

Teniendo en cuenta la definicién de circunferen-
cia trigonométrica, si la medida del radio de la
circunferencia es 1, la expresion de la funcién
senoessenox = PM _y _y
oP 1

., ., senx=y
y la expresién de la funcidn coseno es
cosox = OM _x _ x, COS O = X X

En una circunferencia trigonométrica, el seno de un dngulo esta dado por la medida de la orde-
nada del extremo de su lado libre.

f) En una circunferencia trigonométrica, ;qué segmento representa al coseno de un angulo del primer cua-
drante? ;Cual es su medida? ;Por qué?

En una circunferencia trigonométrica, el coseno de un dngulo estd dado por la medida de la abs-
cisa del extremo de su lado libre.

A partir de conocer la medida del seno y del coseno de un angulo se puede deducir una relacién
fundamental en Trigonometria.

g) Tené en cuenta que en una circunferencia trigonométrica el radio mide 1. Observa el triangulo rectan-
gulo que dibujaste en el punto 2 de la consigna d y escribf la relacién pitagdrica entre sus lados.

Seguramente escribiste que y* + x* = 1 o bien que PM? + OM* = OP~,
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Para cualquier angulo, la suma del cuadrado del seno y el cuadrado del coseno es igual a la uni-
dad. Esta propiedad se conoce como relacién pitagérica. En simbolos: sen” & + cos® & = 1.

3. Funciones trigonométricas de angulos del segundo cuadrante

Resolvé esta actividad con tus compafieros y consultando con tu docente.
“ a) Construyan una figura como la siguiente, marquen sobre los ejes, las coordenadas del punto P.

1. Usen los datos para expresar la funcién seno del dngulo B.

2. Observen la circunferencia trigonométrica que dibujaron en el A y
punto 1 de esta actividad y expresen la funcién coseno del angulo.

3. ;Cuél de las coordenadas del punto P representa al coseno

del angulo B? ;Qué signo tiene el coseno de [B?

4. Sl el 4ngulo B aumenta su amplitud, ;cémo se modifican los P
segmentos que representan al seno y al coseno de [?

5. ;Para qué valor del 4ngulo B el seno se anula?

6. ;Para qué valor del angulo B el coseno se anula?

7. ;Habra un angulo para el cual las funciones seno y coseno
sean iguales? Justifiquen sus respuestas.

8. Si bien es cierto que a cada angulo le corresponde un solo
seno, un solo coseno y una sola tangente, la afirmacién recipro-
ca no es cierta, vale decir que dado el valor de un seno, por
ejemplo sen x = 0,5 hay mas de un angulo que tiene como seno
ese valor 0,5. jCudles son esos angulos?

9. Mencionen dos angulos distintos que tengan el mismo coseno.

VvV X

Centro O; radio 1; B: dngulo del
segundo cuadrante.

En un sistema de ejes, las coordenadas de un punto pueden ser positivas o negativas. De
‘acuerdo con las definiciones de las funciones trigonométricas el seno, el coseno y la tangente
de un dngulo toman valores positivos, negativos o nulos segin el cuadrante en el que se
encuentre el dngulo. :
.
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4. Signo de las funciones trigonométricas en los cuatro cuadrantes

En la presente actividad analizards el signo de las funciones trigonométricas.
Para determinar los signos de las funciones seno y coseno de un dngulo podrds usar las definiciones que
conocés o bien considerar las lineas trigonométricas que las representan. Tené presente que se ha conve-
nido que el radio de la circunferencia trigonométrica vale 1 y es siempre positivo.

—“ a) Respondan en sus carpetas.

‘ 1. El signo de x e y de un angulo del primer cuadrante es positivo, jqué signo tienen las funciones seno,
coseno y tangente de ese angulo?

2. Si el angulo pertenece al segundo cuadrante, ;qué signos tienen sus coordenadas X e y!?

3. Determinen el signo de las funciones seno, coseno y tangente de un angulo del segundo cuadrante.
4. Organicen, en la carpeta, una tabla como la que sigue en la que figure el nombre de las funciones tri-
gonométricas y complétenla con los signos de ellas en los cuatro cuadrantes.

Funcién Cuadrante
[ Il I \Y
sen + + - -
cos + -
tg + :

5. Comparen el trabajo entre ustedes y muéstrenselo al docente.

En Geometria se miden los dngulos en grados, minutos y segundos sexagesimales. En
Trigonometria, ademds de ese sistema, se usa también el sistema circular que en las aplicacio-

nes fisicas es mucho mds prdctico y directo que el sistema sexagesimal.
.

A 5 = Medida de un angulo en radianes

En esta actividad estudiards el sistema circular de medicién de dngulos a partir de una sencilla experiencia.

Para poder calcular el camino recorrido por alguna particula en una trayectoria circular, el sistema
sexagesimal de medida de los dngulos no resulta adecuado pues relaciona al dngulo con su abertura con-
siderada de manera estdtica y no con el arco que describe un punto al moverse sobre una circunferencia.

Por esta razén se creé el sistema circular de medida de dngulos que se aplica en casi todas las ramas
de la ciencia sobre todo en el estudio de fenémenos periédicos. EI movimiento de las olas del mar, el
sonido o el flujo de corriente eléctrica alterna son ejemplos de fenémenos periddicos.
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a) Poné un vaso boca abajo sobre una hoja de papel para dibujar
una circunferencia y pasa el lapiz por el contorno.
1. Sacid el vaso, localiza el centro O de la circunferencia y usa un
hilo para marcar sobre él, con un lapiz, los dos extremos del
radio.
2. Volvé a poner el vaso, ajusta el hilo a su alrededor y sefald
sobre el papel los dos extremos A y B del radio que habias mar-
cado sobre el hilo.
3. Quita el vaso y traza los dos radios OA y OB de la circunfe-
rencia que corresponden a la longitud del radio. B
4. Escribi la letra r sobre el arco AB. Habras obtenido una figura
semejante a esta.

—

El angulo o se llama radidn.

El sistema circular de medicién de dngulos tiene por unidad a un dngulo que abarca un arco cuya
longitud es igual al radio. Esa unidad se denomina radian.

Observa que si la medida del radio de la circunferencia considerada es 1, el arco que abarca un
angulo de un radian también tiene longitud 1. Si la medida del radio fuera el doble, el angulo que
corresponderia a un arco igual al radio, también seria de 1 radian.

Cualquiera sea el radio de una circunferencia, el dngulo central que corresponde a un arco igual al
radio, es de 1 radian.
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b) Dibuja angulos de 2 radianes, de 0,5 radianes, de 3 radianes y de 6 radianes. Si te parece conveniente
usa el vaso y el hilo que usaste en la consigna a. Compara tus dibujos con los siguientes para ver si los dibu-
jaste correctamente.

€) Para responder a las siguientes preguntas tené en cuenta que la longitud de la circunferencia es el pro-
ducto del diametro por el nimero # o bien 2# r, porque el diametro equivale a 2 radios.

R . . . .
1. ;Cuanto mide, en radianes, un angulo llano?
) 2. ;Cuanto mide, en radianes, un angulo recto?
" L=2R 3. ;Cuanto mide, en radianes, un angulo de 45

Las respuestas anteriores te permiten observar que el nimero de radianes de un angulo de un
giro completo es 2#, vale decir que 360° expresado en radianes es: 360° = 21T

1 rad = 360° = _180° _ 57° 17 447,

Un dngulo de 1 radian mide aproximadamente 57 grados 17 minutos 44 segundos sexagesimales.

d) Resolvé en tu carpeta los siguientes ejercicios:
1. Observa las siguientes figuras geométricas en las que los angulos se midieron en radianes y calcula la
amplitud en radianes de los siguientes angulos: 90°; 60°; 45°, 30 °, 180° y 270°.



W
&

I
21 4
i
m/ ) Y
5T
4T 4
6T 3
5
T
4
2n
5 o
37T 2m 3 3m
5 3 4

2. Copia una tabla como la que sigue y completala con las medidas correspondientes a los angulos indi-
cados, en grados o radianes y compara tu tabla con las de tus compaferos.

Grados 0° 30° 90° 135° 150° 240° 360°
Radianes O 2+ # 3= 2#

z = £ 2
4 3 3 2

En la unidad correspondiente al estudio de funciones apreciards otras ventajas del sistema circular en
la representacién de las funciones trigonométricas.

Para finalizar

En la unidad anterior estudiaste las razones trigonométricas de los dngulos interiores de los triGngulos
rectangulos. En esta oportunidad avanzaste en el estudio de la Trigonometria, es decir, de las funciones
trigonométricas de los dngulos ubicados en cualquiera de los cuatro cuadrantes de un sistema de refe-
rencia. Analizaste sus signos y también las lineas trigonométricas que representan a cada funcién.

Ya sabias medir angulos en el sistema sexagesimal; aprendiste, ahora, también a medir dngulos en
el sistema circular cuya unidad de medida es el radian. Mas adelante, estudiaras las funciones trigono-
métricas de cualquier dngulo para lo que resulta muy atil la medicién en radianes. Ese tipo de trabajo te
permitira establecer nuevas relaciones y resolver otros problemas de mayor complejidad vinculados
con la Matemadatica y con otras ciencias.
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UNIDAD 7

DESAFIOS MATEMATICOS

1. Lasrelaciones trigonométricas fundamentales

sen X

Utilizando las relaciones trigonométricas fundamentales (sen* & + cos* @ = 1y tg x = ), verifica
que: cos x
1.t +1=—1

cos? x

2. (1-sen*B) x (1+tg2B) = 1.

2. Paresy nones O

Con los nimeros del 1 al 9 hay que hacer la suma que apa-

rece en la figura colocando los nimeros pares en los cua-
drados y los impares en los circulos.

3 « Adivinanza con trabalenguas

Yendo de Villaseca a Villanueva me encontré con siete viejas; cada vieja, siete sacos; cada saco, siete tejas.
;Cuantas viejas, sacos y tejas en camino a Villanueva?

4. Una espiral con dos centros

Primero segui estas instrucciones para construir una espiral y luego resolvé los desafios.
a) En el medio de una hoja de papel traza sobre una recta horizontal un segmento AB de 2 cm. Marca
el punto medio del segmento AB y llamalo C.
b) Usa el compas para trazar en el semiplano superior una semicircunferencia de radio AC.
€) Haciendo centro en A trazd una semicircunferencia de radio AB en el semiplano inferior. Llama D
al extremo del didmetro sobre la recta.
d) Haciendo centro en € traza una semicircunferencia de radio €D. Llama E al extremo del diametro
sobre la recta.
e) Segui trazando semicircunferencias alternando los centros €y A.

A partir de tu dibujo podés contestar:
1. ;Qué medida tendria que tener el segmento AB para que con 5 semicircunferencias la espiral tuvie-
ra 80 cm de ancho?
2. Si AB fuera de 1 cm, jcuantas semicircunferencias se pueden dibujar en tu hoja de papel?
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Operaciones directas
e inversas

Como ya sabés, la adicién y la sustracciéon son operaciones inversas. Por ejemplo, el efecto de sumar
6 a una cantidad se puede anular restandole 6 al primer resultado. En Matemad@tica, la reversibilidad de
una operacion se vincula con la existencia de la operacién inversa.

Muchas veces es necesario deshacer o anular el efecto producido por la aplicacién de una operacion.
En ese caso, el efecto de la operacion directa se anula aplicando la operacion inversa.

En esta unidad estudiards cémo se relacionan entre si las operaciones directas y sus inversas.
También analizardas cudles cumplen con las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva. La
aplicacién correcta de esas propiedades y el andlisis de sus significados te permitird acercarte a la
resolucion de diferentes situaciones.

TEMA 1: OPERACIONES DIRECTAS E INVERSAS

En la unidad 2 del CUADERNO DE ESTUDIO 2 empezaste a trabajar con nimeros racionales (Q) y
aprendiste que en el conjunto de esos nimeros estdn incluidos otros campos numéricos: el de los ente-
ros (Z) y el de los nimeros naturales (N). Por esta razén, las propiedades de las operaciones en los nime-
ros racionales son vélidas también para las operaciones con niimeros enteros y nimeros naturales.

Uno de los hallazgos mds importantes que hiciste al trabajar con ndmeros racionales fue descubrir que
para restar se puede realizar una suma equivalente, es decir, que el resultado de la resta a — b es el mismo
que el de sumar a a el opuesto de b; es decir, a + (-b). Por ejemplo, la resta 27 — 12 se puede pensar como
la operacién que da como resultado el nimero r que sumado a 12 da 27, es decir: r + 12 = 27, o bien
como la suma 27 + (-12). Por esta razén se dice que la suma es una operacién directa y que la resta es la
operacion inversa de la suma.

La adicién, la multiplicacién y la potenciacién se consideran operaciones directas.

A 1. Sequir el camino inverso

En esta primera actividad vas a trabajar con operaciones que ya conocés para descubrir cémo se rela-
cionan entre si.
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a) Observa los siguientes ejemplos en los que partiendo del 44+12=16 16—-12=4
nimero 4 se obtiene como resultado 16. Copialos y res-
praies 4x4=16 16+4=4

pondé en cada caso: -
4-(-12)=16 ¢6+(-12) =4

4 =16 16=4
4.4 6 16><4 %

1. ;Qué operacion se aplic a 4 para obtener 16?
2. ;Cudl es la operacion que a partir de 16 dio como resultado 4?
3. ;En qué clase de nimeros estan planteadas las operaciones?

Como pudiste ver, en todos los célculos interviene el mismo nimero inicial y el mismo resulta-
do final. Sin embargo, el resultado depende de la operacién efectuada y también del conjunto
numérico con el que se opera. Fijate que en la primera, la segunda y la cuarta lineas se opera con
nUmeros naturales; en la tercera, con enteros y en la Ultima linea con racionales.

* La sustraccion o resta es la operacion inversa de la adicién o suma.
* La divisién es la operacion inversa de la multiplicacion: el cociente es el inverso del producto.
* La radicacién es una operacion inversa de la potenciacion.

A 2. Asociatividad y conmutatividad

En primer lugar, vas a explorar la asociatividad en las operaciones directas: adicién, multiplicacién y
potenciacién. Mds adelante, explorards si esas operaciones son, o no, conmutativas.

Tené presente que el signo x entre dos factores, se puede reemplazar por un punto (como lo utilizamos en
otras unidades) y en algunos casos, omitirlo porque queda sobreentendido.

a) Resolvé los siguientes célculos respetando el orden que indican los paréntesis.

0,25 + (0,5 + 0,75) — 0,25 + 0,5) + 0,75— 141 3 14.143
( ) ( ) (4+2>+4 J+14+3




Si se comparan los resultados y los respectivos términos de las dos sumas, seguramente obser-
vards que cuando se reitera una operacion (en este caso la suma), los componentes pueden aso-
ciarse de diferente manera y el resultado no cambia.

Si al cambiar los componentes que se asocian no cambia el resultado, se dice que la operacién
es asociativa.

En la multiplicacién 0,4 « (- % ) * 6, se puede realizar una posible asociacién entre - % y 0,4
y otra, entre - % y 6. Como el resultado es el mismo, se puede efectuar el cdlculo indistintamente

y por eso se escribe: 0,4 ¢ (- % ) * 6 sin usar paréntesis que indique asociacién.

b) Para averiguar si la potenciacién es, o no, asociativa, resolvé paso a paso, segin indican los paréntesis,
.. . . 2 / . .
(3% Fijate si da lo mismo que 3*- ;Qué conclusién sacés?

€) Nombri las operaciones directas y menciona si son, o no, asociativas.

Seguramente encontraste que la adicién y la multiplicacién son operaciones asociativas y que
no ocurre lo mismo con la potenciacién. Por ejemplo, (4°)* no es lo mismo que 46), puesto que
4096 T 262144. El primer miembro de la desigualdad proviene de (4)%, escritura que indica que
hay que elevar al cuadrado el cubo de 4, o sea 64, vale decir que 64? = 4096, en cambio 46
indica elevar 4 a la novena potencia porque 3* es 9, vale decir 4’ = 262144.

d) Después de haber explorado la asociatividad de las operaciones directas veras cudles de ellas son con-
mutativas. Para ello leé el siguiente texto.

Una operacién es conmutativa si el resultado de a*b es el mismo que el que se obtiene de
b*a (se usa el simbolo * para expresar de modo general cualquier operacién).

La igualdad a + b = b + a se cumple para todo par de niimeros racionales a y b. Del mismo
modo la igualdad a x b = b x a se cumple también para todo par de niimeros racionales. En
cambio a® no es lo mismo que b?, vale decir que a"T b*.
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e) Explora esta propiedad pensando otros ejemplos de la conmutatividad en las operaciones directas.

f) Nombra las operaciones directas y menciona si son o no conmutativas.

3. Distributividad

a) Copia los dos cuadros que siguen y completalos con el resultado de las operaciones. En los casos
E y F escribi los célculos que no estan, conservando la misma organizacién de los otros ejemplos del

mismo cuadro.

b) Compara los resultados con otros compafieros y si hay diferencias coméntenlas con el docente.

Primer cuadro
| Calculo_[Resultado

2x6+-2x-13 =
§x9+02x9=

A
B
C 75x03+2x03=
D
E
F

3¢ 24 3x _4_
X537 59

Segundo cuadro
| Cilculo ___[Resultado

2x(6+-13) =
@+ng9=
(-7,5+2)x0,3 =
(3x-9)-

12x (-52 +0,3) =

m m O O @ >

Los ejemplos anteriores corresponden a la distributividad que es una propiedad general de
la multiplicacién con respecto a la adicién. Cuando las multiplicaciones y adiciones se combi-
nan de la forma a - m + a - p, el resultado es equivalente al que se obtiene de multiplicar el
factor comun por la suma de los otros dos, a - (m + p).

La propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma se expresa formalmente:

a*(m+p)=a-m+a-p.
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e ¢ ¢ La propiedad distributiva

Esta propiedad resulta util para transformar un calculo en otro equivalente que sea mds fac1l de
resolver. Por ejemplo, la expresion (-12 + 30) o (—3) se puede cambiar por 12 - §+ 30 - 3 y
se calcula 4 + -10= -6.

A veces conviene pasar de la expresién @ « m + a « p a su equivalente a « (m+p).

A los procedimientos de transformacién de una expresién en su equivalente se los'denomina:

I. Sacar factor comin: es expresara » m + a « p como a + (m + p).
I1. Distribuir: es expresara « (m + p) comoa -m +a - p.

Por ejemplo: (-0,2) - 3 + (-0,2) - 6,5 se puede cambiar por (-0,2) - (3 + 6,5) y se calcula
(- 0,2) - 9,5 = -1,90.

En general, estos procedimientos se aplican en férmulas donde se usan letras y ndmeros.
Por ejemplo: sacar factor comun: -3 ¢ d n + -3 ¢ h da por resultado -3 ¢ (d n + h).

Otro ejemplo: 2 x y z + -2 h x y da por resultado 2 x y (z — h).

Distribuir: 2 y (a + b) da por resultado 2y a + 2 y b.

c) Releé en este recuadro la informacién que ya estudiaste cuando realizaste la actividad 2 de la unidad 3
del CUADERNO DE ESTUDIOS 2.

No es lo mismo el cuadrado de la suma de dos nimeros que la suma de sus cuadrados.
Por ejemplo 3* + 4> =9 + 16 = 25 y (B+4)?=7"=49.

No es lo mismo 32 + 4% que (3 + 4)” ya que 25 T 49.

En simbolos: siendo @'y b dos nimeros cualesquiera, a2 + b* # (a + b)~

d) Ahora estas en condiciones de contestar esta pregunta: la potenciacion, jes distributiva con respecto a
la adicién? Justifica tu respuesta y escribi un ejemplo para ilustrarla.

4 « Elemento neutro y elemento absorbente
Hasta ahora estudiaste las propiedades de las operaciones directas y viste que si se las aplica conve-
nientemente permiten realizar cdlculos sobre ecuaciones equivalentes cada vez mds sencillas y asi llegar a

encontrar sus soluciones.

En esta oportunidad, estudiards el comportamiento particular de dos niimeros, el 1 y el 0, en distin-
tas operaciones.
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a) Copia en tu carpeta los siguientes ejercicios y resolvelos.

1.12x1= 7.12x0= 14.1-0= 22.15" =
2.3.3- 8.25x 1= 15.125%x0= 23.15°=
> 3 9.23+ 23= 16. (-4) + 0 = 24.1° =
3.24<24= 10.23 1= 17.0=10 = 25,(%)02
4. 35000 — 35000 = 11.0 x 135 = 18.0+15 =
5.3600 +0 = 12.1-1- 19.0-5= 26. Vi =
6.3 -3 T 20.4 + (-4) =
>3 13.1x 10 = 21.0+3=

b) Observa los calculos anteriores y respondé las siguientes preguntas. En cada caso anota los ejemplos
correspondientes con las operaciones que resolviste en la consigna anterior.

1. ;En qué casos la operacién sobre un nimero da como resultado el mismo ndimero?

2. ;En qué casos la suma da 0?

3. ;En qué casos la resta da 0?

4. ;En qué casos el producto da 0?

5. ;En qué casos el cociente da 0?

6. ;En qué casos el producto da 1?

7. ;En qué casos el cociente da 1?

8. ;Cudl es el efecto de poner el nimero 1 como sumando?

9. ;Cudl es el efecto de poner el nUmero 1 como factor?

10. ;Cudl es el efecto de poner el nimero 1 como base?

11. ;Cudl es el efecto de poner el nimero 1 como exponente!?

12. ;Cudl es el efecto de poner el nimero 1 como radicando?

Al contestar estas preguntas habras observado que:
* al sumar o restar 0 a cualquier nUmero, ese nimero no cambia;
* al multiplicar o dividir por 1 cualquier nimero, ese nimero no cambia;
* al elevar a la potencia 1 cualquier nimero, ese nimero no cambia;
* al extraer la raiz cuadrada de 1, ese nimero no cambia.

Una operacion sobre un nimero da como resultado el mismo ndmero cuando:
* en la adicién y sustraccién, uno de los términos es 0 como sumando o como sustraendo;
* en la multiplicacién o division, uno de los factores es 1 como divisor o factor;
* en la potenciacién o radicacion, el nimero 1 actlia como exponente o como radicando.

Un ndmero es elemento neutro de una operacion si el resultado de operar con él sobre cual-
quier otro nimero da como resultado ese mismo numero.

El 0 es el elemento neutro de la adicion y la sustraccion y el 1 es el elemento neutro del produc-
to y del cociente.
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Es interesante observar las siguientes propiedades de los elementos neutros y de las ope-
raciones:

La suma de un ndmero racional y su opuesto da por resultado el neutro 0. El nimero -a
(opuesto de a) es el inverso aditivo de a.

1

El producto de a (distinto de 0) por el nimero racional % es el neutro 1. El nimero 3 es el

inverso multiplicativo de a.

El dnico nimero racional que no tiene inverso es el 0 porque no hay ningiin nimero
que multiplicado por 0 dé como resultado 1. En cambio, si un nimero se usa como com-
ponente de una operacién y siempre da como resultado ese mismo nimero, se dice que el
ndmero es absorbente en esa operacién. Por ejemplo, el nimero 0 es absorbente en la
multiplicacién porque cualquier nimero multiplicado por 0 da como resultado 0. En sim-
bolosa-0=0-a=0.

Andlogamente, en la potenciacién el nimero 1 como base es absorbente porque cualquiera
sea el valor de m, 1" = 1.

c) Copia este cuadro y respondé a las preguntas anotando si o no en cada casilla segiin corresponda.

Pregunta Como Como factor| Como base Como Como

sumando exponente | radicando
iElOes
neutro?
iElOes
absorbente?
iEl1es
neutro?
iEl T es

absorbente?
|

d) Pensa algunos ejemplos para cada operacion y escribi tus conclusiones para la adicién, la multiplicacién
y la potenciacién.
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TEMA 2: MAS SOBRE LAS OPERACIONES INVERSAS

A continuacién vas a ver algunas particularidades de las operaciones inversas (resta, divisién y radica-
cién) que se presentaron en el tema 1.

5 « Resta o sustraccion

Hallar el resultado de la resta o sustraccién equivale a responder a la pregunta jcudl es el niimero que
sumado al sustraendo da por resultado el minuendo?

La respuesta es sencilla y podrds encontrarla con los recursos de cdlculo que aprendiste en tus prime-
ros afios de escolaridad, siempre que se trate de nimeros naturales.

Para los casos en que la resta aparece combinada con otras operaciones es importante conocer un pro-
cedimiento mds general.

a) Copia en tu carpeta y completd el siguiente cuadro con la ecuacién en suma.

Minuendo Sustraendo Ecuacion en suma
-0,5-10,3 -0,5 10,3 x + 10,3 =-0,5

17 - 42 17 42 x +-42 =17

A
B
ARTES
D

52 -12
4,._1
E 5777
F 12,2 -3,08
G a b r+-b=a

b) Resolvé las ecuaciones que formulaste en el cuadro. Escribi las restas numéricas de la primera colum-
na y el resultado obtenido en cada ecuacion.

c) Observa los ejercicios que resolviste y respondé:
1.Enlarestaa—b =r ;quéesal, ;qué es b? y jqué es 1?
2. ;Es r = =b + a una solucién de la ecuacién? ;Por qué?
3. ;Es r = a = b una solucién de la ecuacién? ;Por qué?
4. Sona + =b y =b + a resultados de la resta a = b? ;Por qué?

El resultado de una resta de nimeros racionales es equivalente a la suma del minuendo y el opues-
to del sustraendo. En simbolos:a - b = a + (-b)
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Cuando se trabaja con ntimeros racionales no es necesario plantear la resta como una ope-
racién independiente de la suma. Cualquier resta se transforma en la suma del minuendo mds
el opuesto del sustraendo.
' .

d) Resolvé en tu carpeta aplicando, para las restas, la regla anterior.
1. -25-17 = 4.3+27- 4=
2.-16,50 - 21,35 = 5..1_/2\ + (5 =

NOMC

=0

6. Division
Hallar el resultado de una divisién es equivalente a preguntar ;cudl es el nimero que multiplicado por
el divisor da como resultado el dividendo? Por ejemplo, 56 + 8 = ¢ donde c es el cociente entre el divi-

dendo 56 y el divisor 8; el nimero c resulta de resolver la ecuacién: ¢. 8 = 56. Como 7 . 8 = 56 esto es
la prueba de que 7 es el resultado correcto del cociente 56 + 8.

a) Copia en tu carpeta y completa el siguiente cuadro.

b) Resolvé las ecuaciones que formulaste en el cuadro. Escribi las divisiones numéricas de la primera
columna y el resultado obtenido en cada ecuacioén.

c) Observa la siguiente serie de igualdades. Copialas y respondé en cada caso cudl es la transformacion
para pasar a la siguiente ecuacion equivalente:

1. En la divisién m + n = ¢ jqué es m?, ;qué es n? y ;qué es ¢!

2. La ecuaciéon € * n = m, jes equivalentea € e N onl =m onl ! jPor qué?
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3. ;Qué resultado da el producto de los factores N o %‘? (Es ciertoque € =m e rl.. ! jPor qué?

4. Esc=m. Il1 una solucién de la ecuacién? jPor qué?

5. Las expresiones m .'% y 1?‘. m , ;son resultados de la division m + n?

El resultado de una divisién de niimeros racionales es equivalente al producto que se obtie-
ne multiplicando el dividendo por el inverso del divisor. En simbolos: m + n = m - Ill

El 0 no tiene inverso y no se puede resolver ninguna divisién con divisor 0. Asi como toda
resta entre nimeros racionales se puede transformar en una suma, toda divisién (con divisor
distinto de 0) se puede transformar en una multiplicacién.

Para dividir dos nimeros racionales se puede multiplicar el dividendo por el inverso del divisor.

d) Resolvé los siguientes ejercicios:

1.2-.5_ 4. -04 = (32-18) =
35
2. -075+3= 5. 4.5 _
3 8
3. -100 + -0,01 =

ﬂ 7 Radicacion
A

En esta actividad se hard uso de las soluciones de las ecuaciones para establecer qué significa la ope-
racién de radicacién y mds adelante la logaritmacién.

En la actividad 2 de esta unidad viste que la potenciacién no es una operacién conmutativa. Eso
implica que los dos componentes de la operacidn (base y exponente) tienen funciones diferen-
tes y no se pueden permutar sin que cambie el resultado o potencia. Por ejemplo, en la expre-
sién 4° = 64, 4 es la base, 3 es el exponente y 64 la potencia, pero si se permuta el orden de
los nimeros 4 y 3 resulta la expresién 3* = 81 que corresponde a otra potencia diferente.
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a) Leé el siguiente texto sobre la radicacion.

La radicacién es una de las operaciones inversas de la potenciacién y se aplica cuando, cono-
cido el exponente, se quiere conocer la base que produjo una potencia.

Hallar la raiz de indice n de un ndmero r significa averiguar qué nimero p elevado a la
potencia enésima da como producto r. Por ejemplo, la rafz cibica de 64 es 4 porque 4° es 64.
La notacién simbélica que aprendiste es 64=4, que se lee raiz ctibica de 64 es igual a 4.

Segtin estas consideraciones, hallar la rafz cibica resulta equivalente a resolver la ecua-
cién x? = 64.

En el caso de una raiz cuadrada, en el conjunto Q de los nlimeros racionales, la ecuacién

36 = x admite dos soluciones, 6 y también -6 porque 6 + 6 es 36 y también -6 « -6 es 36. Es
decir, que el conjunto solucién de la ecuacién V36 = x es S = {6, -6}.

b) Halla las soluciones de cada ecuacioén:

1.x°=32
2.y =-1
V=4
3.7 = 0,0081
4.W = 64
121
5.t = -144

c) Fijense y analicen lo que escribieron Miguel y Victor como resultado del ejercicio anterior. Comenten
y escriban una conclusién:

H
B — 5
| V3l-1 _ POrqge L - 8L
3
V/__1=_ Poraye ( 1\}3 s
Voo A 4 b4
V00081 - 03 POYoue 03" - 0,008!
/‘ﬂ g IR\ 1AL
o VI i poroge ()= b

1. ;Por qué Miguel y Victor no resolvieron la ecuacién t* = -144?
2. ;Debian haber puesto también que 40,0081 = -0,3? ;Por qué?
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Seguramente habras observado que (-0,3)* da por resultado un nimero positivo, 0,0081 y por
eso también -0,3 es solucion de ¥0,0081 = z.

Por otra parte, Miguel y Victor no resolvieron la ecuacién t* = -144 porque no tiene solucion.
En efecto, no existe ninglin nimero —ni positivo ni negativo— que elevado al cuadrado dé por
resultado un nimero negativo.

d) ResolVvé las siguientes ecuaciones y contesta las preguntas.

3" =81 6" =216 2°=-16
5\" =25 0,1)* = 0,0001 =1
(7) =% o

1. ;Qué lugar ocupa la incégnita en estas ecuaciones?
2. ;Hay ecuaciones con mas de una solucién?

Si el problema de hallar un exponente, conocidos la base y el resultado de la potencia, tiene
una dnica solucién, puede decirse que el exponente es el logaritmo de dicha potencia en esa base.
Por ejemplo 2" = 32 es equivalente a hallar el logaritmo de 32 en base 2, el resultado es
n = 5y en simbolos se escribe

log, 32 = 5

base del logaritmo j t logaritmo

En general: el logaritmo en base b de un nimero n es el exponente al que hay que elevar la
base b para obtener n:
logy, n = p porque b” = n.

e) Escribi en simbolos, para cada una de las ecuaciones que resolviste en la consigna €, el logaritmo equi-
valente, por ejemplo log; 81 = 4.

Como resultado de esta actividad se ve que la potenciacién, por ser una operacién no con-
mutativa, tiene dos operaciones inversas. Cuando la incégnita es la base se aplica la radicacién
y cuando la incdgnita es el exponente se aplica la logaritmacion.
L
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Para finalizar

En esta unidad trabajaste con las operaciones directas y sus respectivas inversas. Aprendiste que
la adicién y la sustraccién, la multiplicaciéon y la division son operaciones inversas y que hay dos
operaciones inversas para la potenciacion que son la radicacién y la logaritmacion.

También comprobaste la importancia de las propiedades de las operaciones, ya que permiten
realizar distintos caminos para llegar a un mismo resultado; estos caminos se pueden elegir segtin la
dificultad del calculo.

Trabajando con los distintos conjuntos numéricos, aprendiste que hay elementos destacados
como son el elemento neutro de cada operaciény elinverso de cada niimero. Viste que en los niime-
ros racionales se habla de opuesto en los problemas aditivos y de inverso en los problemas multipli-
cativos.

Esperamos que te haya sido util la revision de operaciones que ya conocias de afos anteriores,
analizadas con respecto a sus inversas y la ampliacién y profundizacién de sus propiedades. En las
proximas unidades retomardas el trabajo con ecuaciones.
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DESAFIOS MATEMATICOS

] « Una fraccion

Un problema clasico dice:

Se debe vaciar en un gran jarrén exactamente 4 litros de
agua. Se dispone de 2 jarrones, uno de 5 litros y otro de
3 litros.

¢Como se pueden medir los 4 litros exactos usando estos
jarrones?

2. La criba de Erastéstenes

Los nimeros naturales que tienen tres o mas divisores reciben el nombre de nimeros compuestos. Por
ejemplo, 6 tiene por divisores 1, 2, 3, 4, 6 y 12; el nUmero natural 49 tiene por divisores: 1, 7 y 49.

Un nimero natural n es primo si tiene solamente dos divisores, el 1 y el mismo ndmero, de tal modo que
n+=1=nyn<n="1.Elnimero 1 no es primo ni compuesto porque tiene un Unico divisor que es el
nimero 1, vale decir 1 =1 = 1.

Eratostenes fue un sabio griego que cred en el siglo il a. C. un método para encontrar los nimeros pri-
mos menores que 100. Partié de un cuadro como el siguiente y fue suprimiendo ordenadamente los mul-
tiplos de 2 (sin contar el 2), los de 3 (sin contar el 3) y asi sucesivamente hasta agotar el procedimiento.
Ese cuadro se conoce como Criba de Eratéstenes.

El desafio consiste en que construyas paso a paso la criba y encuentres una respuesta a algunas preguntas.

+ ;Cudl es el menor nimero 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

compuesto que aparece en la
tabla? ;Por qué? 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
* Después de haber suprimido 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
los divisores de los numeros 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
1A O (o5 necesarlo SUPNMIT 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
os divisores de 6! ;Por qué?

* Después de suprimir los mdilti- 5152 53 54 55 56 57 58 59 60
plos de 47, jes necesario continuar 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
con el procedimiento? ;Por qué? 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
" (Cudntos nUmeros primos  gq g7 g3 g, g5 g6 87 88 89 90

menores que 100 encontraste?
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

(Puede haber mas?
3 . Niumeros de 6 cifras

Los nimeros de 6 cifras de la forma edu edu , por ejemplo 243 243, estdn compuestos por varios fac-
tores primos. ;Qué nlimeros primos son divisores de todos los nimeros de la forma edu edu ? ;Por qué?
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Propiedad fundamental
UNlDAD 9 de la semejanza

En ellenguaje de todos los dias, las palabras semejantey parecido se usan como sinénimos para refe-
rirse a personas y objetos que tienen algo en comiin. Hay figuras que no son exactamente iguales, sino
muy parecidas entre si porque, si bien tienen la misma forma, no tienen el mismo tamarno. Por ejemplo,
el original y la ampliacién de una fotografia son iguales en todo menos en el tamafo. En Matematica se
dice que esas figuras son semejantes y cuando decimos “de la misma forma” no hablamos solamente de
figuras parecidas, sino que nos referimos a otras precisiones sobre sus caracteristicas que descubriras a
medida que trabajes en esta unidad. La construccién de figuras semejantes tiene muchas aplicaciones
interesantes en la arquitecturay en el arte.

A 1. Figuras semejantes

Vas a comenzar por la bisqueda de procedimientos que permiten obtener una figura que tenga la
misma forma que otra.

a) Recorda lo que ya estudiaste en la unidad 9 del CUADERNO DE ESTUDIO 2 leyendo el texto que sigue.

Si en dos figuras los vértices correspondientes estdn alineados segtin rectas que se cortan en
un dnico punto o centro y los dngulos correspondientes son iguales, entonces las dos figuras
tienen la misma forma y se dice que una figura es la imagen de la otra, por una transforma-
cién llamada homotecia.

Para identificar una homotecia es necesario sefialar un punto (centro) y un niimero (razén).

En este caso, la razdén es el cociente entre pares de distancias, es decir, entre la distancia al
centro de un punto cualquiera P' de la imagen y la distancia al centro del punto P que le
corresponde en la figura original. :

Por ejemplo en la figura anterior, a razén 4 es el cociente.

LAled B @R TDIC_ BC S

AOEEORFCOREDORSEE)

C’

BTEE E] poligono A'B'C'D'E' es la imagen de ABCDE por la homotecia de centro O j razén k.
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Cuando la razén k es un nimero positivo, la homotecia es directa como en la figura ante-
rior. Si la razén es un niimero negativo, la homotecia es inversa.

El signo de la razén depende de la posicién de O respecto de A y A'. Si la razén es positiva,
A'y su imagen A’ se encuentran sobre una misma semirrecta de origen O; en cambio, si Ay A’
pertenecen a semirrectas opuestas de origen O, la razén es negativa y el centro se encuentra
entre Ay A.

A A

CI

B’ B

W Al tridngulo ABC se le ha aplicado una homotecia de centro O y razén -1.

b) Construi las siguientes figuras seguin el procedimiento que se indica.
1. Dibuja en tu carpeta un triangulo ABC. Marca un punto © exterior y construi la imagen A’B’C” que
resulta de aplicar a ABC la homotecia de centro O y razon -2.
2. Dibuja un triangulo MNP, marca un punto interior © y construi la imagen M*N"P' aplicando a MNP
la homotecia de centro © y razén 1,5.
3. Dibuja un cuadrilatero cualquiera ABCD y segui las mismas instrucciones que en los puntos 1y 2.

‘ €) ;Por qué consideras que la aplicacién de homotecias es un buen procedimiento para hallar figuras seme-
‘ jantes? Discuti tu respuesta con tus compafieros.

A 2. Distintas definiciones de semejanza

En los libros de Matemdtica se pueden encontrar diversas definiciones de semejanza. En esta activi-
dad vas a analizar dos de ellas.

a) Leé las siguientes definiciones.

* Dos rectdngulos son semejantes si en cada uno de ellos la razén entre el largo y el ancho es
la misma.
* Dos rectdngulos son semejantes si sus respectivos largos tienen la misma relacién que sus
anchos.
L
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b) Observa los dos rectangulos que aparecen a continuacion vy,
1. escribi, en simbolos, la relacién a la que se refiere la primera de las definiciones anteriores;
2. hacé lo mismo que en el punto anterior utilizando la segunda definicion.

) ;Consideras que las dos definiciones son equivalentes? ;Por qué?

d) Toma una hoja de papel de tamafio A4. Medi el largo y el ancho y anota sus medidas.
1. Marcd los puntos medios de los lados mas largos, unilos con una linea y cortd la hoja en dos partes
por esa linea. ;Cémo son los rectangulos que obtuviste respecto al rectangulo original?
2. Corta otra vez una de las partes en dos. ;Cémo son respecto a la anterior? ;Y con respecto a la hoja
entera!
3. Volvé a hacer lo mismo y verifica a través de las medidas del largo y el ancho si sigue habiendo la
misma relacién.
4. Si en lugar de partir de una hoja tamano A4, hubieras tomado un papel tamano oficio, las relaciones
anteriores, jtambién se cumplirian?

e) Dibuja dos rectangulos iguales de lados a y b. Al largo y al ancho de uno de ellos agregale dos segmentos,
¢y d que sean respectivamente proporcionalesaay ab, es decir:t% = g por ejemplo ¢ = % ayd= 13 b

El nuevo rectangulo de lados a + €y b + d, jes semejante al primero? Explica por qué.

a+cC

b+d

Las experiencias anteriores permiten enunciar que:
para que dos rectangulos sean semejantes es suficiente que sus lados sean proporcionales.
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UNIDAD 9

3. é¢Son semejantes?

A continuacién analizards otros procedimientos de construccién de figuras.

‘ a) A las figuras que se encuentran a continuacion se les agregd una banda de ancho constante. Observalas
con atencion y resolvé las consignas. Tal vez te ayude calcar las figuras para poder trabajar con ellas.

1. Para obtener figuras semejantes, en todos los casos, ;basta agregarle a la figura inicial una banda de
ancho constante en todo su contorno?

2. ;Sucede lo mismo si a una figura se le quita una banda de ancho constante en todo su contorno?

3. Analiza caso por caso y compara tus observaciones con las de tus compafieros.

4. En el caso de un rectangulo, jqué sucede al quitarle sucesivamente bandas del mismo ancho en todos los
lados? Los sucesivos rectangulos que resultan, jtienen la misma forma que el original? Los vértices, jquedan ali-
neados sobre las diagonales del rectangulo original? Compara tus respuestas con las de tus companeros.

Habras podido observar que en las figuras triangulares o en los poligonos regulares como el
cuadrado, al agregar o quitar una banda de ancho constante se obtiene una figura semejante a
la original. Esto no sucede en el caso de poligonos irregulares como el rectangulo: si bien con
ese procedimiento se obtiene una figura del mismo ndimero de lados no tiene la misma forma.
Entonces, se puede concluir que algunos procedimientos para generar triangulos semejantes no
se pueden extender a todas las figuras.
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Para la siguiente actividad vas a necesitar varillas articuladas.

A 4 Otros poligonos semejantes

Para realizar esta actividad deberds armar un paralelogramo con las varillas articuladas. Sus lados arti-
culados te permitirdn analizar qué ocurre al moverlos.

a) Observa las siguientes figuras para responder a las preguntas del item b.

L

Habras observado que los dos paralelogramos de arriba tienen lados proporcionales, pero no
son semejantes y lo mismo ocurre en los de abajo a la derecha. Los de abajo a la izquierda tie-
nen lados iguales pero son paralelogramos distintos con angulos diferentes.

b) Comenten con otros compafieros las posibles respuestas a estas preguntas:
“ Para que dos paralelogramos sean semejantes,
1. jes suficiente con que los lados consecutivos sean proporcionales?
2. ;se puede hablar, por ejemplo, de la forma de un Unico paralelogramo cuyos lados estan en la
razén 2 : 37

Habran concluido que:
para que dos paralelogramos sean semejantes, ademds de la proporcionalidad de sus lados,
es necesaria la igualdad de sus dngulos.
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c) Copid en tu carpeta y completa la siguiente afirmacion seleccionando una de las dos opciones vy justifi-
ca tu eleccion.

Para afirmar que dos paralelogramos tienen todos sus angulos iguales...:
1. ...es necesario verificar la igualdad de todos sus angulos, uno por uno.

2. ...es suficiente asegurar que los dos paralelogramos tienen un angulo igual.

d) Dibuja un pentagono irregular ABCDE cualquiera.

1. Elegi un vértice, por ejemplo A.

2. A partir de él, traza las semirrectas a las que pertenecen las diagonales AD y AC.

3. Remarcd con color el lado BC y trazd BC’ prolongando BC 1 c¢m a partir del extremo C.

4. Traza un segmento C'D’ paralelo a CD de modo que D’ pertenezca a la prolongacién de la diagonal
5. Traza D’E’ paralelo a DE.
6. Traza E'E.

7. Observa tu dibujo y respondé:

* El poligono ABC’D’F’, jes semejante al poligono ABCDE!? ;Por qué?

e) Observa el dibujo que aparece a continuacion y respondé:

1. En la figura de la izquierda, jel pentdgono mas pequefio es semejante al pentagono mas grande? jPor qué?

\
|
| |
\
|

|
|
N
\
\

2. El pentagono de la derecha resulta de haber aplicado al mas pequefio dos movimientos sucesivos: una tras-
lacién hacia la derecha y luego una rotacion de 90°. Este tercer pentagono, jes semejante al mas grande?

@ MATEMATICA 3



Como resultado de estas experiencias habras descubierto que dos figuras colocadas en cual-
quier posicion son semejantes si tienen los respectivos angulos iguales y los respectivos lados
proporcionales.

La semejanza presenta un aspecto mds dindmico que las homotecias. Esto es as{ porque las
figuras semejantes pueden ser consideradas en posiciones muy distintas y seguirdn siendo
semejantes aunque se les apliquen diversas combinaciones de movimientos, de rotacién y tras-

lacién, ademds de ampliaciones y reducciones.
|

a 5 « Para ver cuanto aprendiste

< a) Reunite con un compafero para leer los siguientes enunciados, algunos son verdaderos y otros falsos.

‘ Luego de discutir, analizar y comparar las respuestas, copien en sus carpetas todas las afirmaciones que

sean verdaderas. Recuerden que para probar la falsedad de un enunciado, basta con encontrar un con-
traejemplo, es decir, un ejemplo en el que el enunciado resulte falso.

4 )

1. Para identificar un tridngulo es suficiente con conocer un lado y los dos angulos adyacentes.
2. Para identificar un triangulo es suficiente con conocer las medidas de los tres angulos.
3. Conociendo la medida de uno de los angulos de un triangulo escaleno se puede conocer
la medida de los demas angulos.

4. Si se duplican los lados de un triangulo, se obtiene otro triangulo, semejante al primero.
5. Para construir un paralelogramo es suficiente con conocer dos lados consecutivos.

6. Para construir un rectangulo es suficiente con conocer dos lados consecutivos.

7. Para que dos paralelogramos sean semejantes, ademas de la proporcionalidad de sus
lados, es necesaria la igualdad de sus angulos.

8. Conociendo la medida de uno de los angulos de un paralelogramo se puede conocer la
medida de los demas.

Q Los poligonos regulares del mismo nimero de lados son semejantes. /

- 6. Semejanza de triGngulos

En esta actividad realizards ciertas experiencias que te permitirdn establecer las condiciones necesarias
y suficientes para que dos tridngulos sean semejantes.

a) Dibuja un triangulo cualquiera ABC. Medi sus lados y sus dngulos con la mayor precisién que puedas.
Anota las medidas de los lados AB, BCy CD y de los angulos a, by c.
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b) Toma como datos las medidas de los angulos a y b que anotaste y construi un triangulo A'B’C’ seme-
jante al ABC sabiendo que el lado A’B’ = 1,5 AB.

) Construi otro triangulo A’B”C” semejante al ABC sabiendo que A’B” =2 AB, A’C"=2AC,ya" = a.
d) Construi otro tridngulo EFG semejante al ABC sabiendo que EF = 0,5 AB, EG = 0,5 AC, y FG = 0,5 BC.

e) Si de dos tridngulos sélo se sabe que dos de sus lados son respectivamente proporcionales, jse puede
asegurar que un triangulo es semejante al otro? ;Por qué?

e ¢ ¢ Criterios de semejanza de tridngulos

Después de haber realizado las experiencias anteriores aprendiste que para saber si dos tridn-
gulos son semejantes basta comprobar que se cumple alguna de las siguientes condiciones lla-
madas criterios de semejanza de tridngulos.

CRITERIO 1: Los dos tridngulos tienen dos pares de dngulos respectivamente iguales.

CRITERIO 2: Los dos tridngulos tienen un dngulo igual y los lados que lo forman son pro-
porcionales.

CRITERIO 3: Los dos tridngulos tienen los tres lados proporcionales.

f) Segun la experiencia que realizaste en la consigna b de la actividad 3, una banda de ancho constante
agregada o quitada a un rectangulo modifica la proporcién entre sus lados, vale decir que modifica su
forma. ;Por qué el mismo procedimiento aplicado a los tridngulos no modifica su forma?

g) Observa los siguientes tridngulos y respondé.
* ;Es cierto que lo que determina la semejanza de dos triangulos es el paralelismo de sus lados? jPor qué?

ANARSN
5\

2N
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El establecimiento de los criterios de semejanza permite afirmar que en el caso del tridn-
gulo —unico poligono rigido— las dos condiciones de semejanza (lados proporcionales o
dngulos respectivamente iguales) son inseparables y una de ellas implica necesariamente la
otra. Asi, dos tridngulos cuyos dngulos son ordenadamente iguales tienen también lados pro-
porcionales y reciprocamente, si dos tridngulos tienen sus lados proporcionales, también sus
dngulos son iguales.

Para finalizar

El trabajo que realizaste en esta unidad te permitié vincular lo que ya sabias acerca de la homotecia
con la idea de semejanza entre figuras. El concepto de semejanza es mas amplio que el de homotecia.
En este ultimo, las figuras se pueden agrandar o achicar, pero su posicion queda rigidamente determi-
nada por un punto (centro) y un niumero (razén). En cambio la semejanza presenta un aspecto mds
dinamico, las figuras pueden ser consideradas en posiciones muy distintas y seguiran siendo semejan-
tes aunque se les apliquen diversas combinaciones de movimientos de rotacién y traslacién ademas de
ampliaciones y reducciones.

Exploraste las condiciones necesarias y suficientes para que un poligono sea semejante a otroy en
particular los criterios de semejanza entre tridngulos, criterios que pueden reducirse al paralelismo
entre sus lados o la igualdad de sus angulos.

Lo mds importante es que a través de este tipo de actividades adquieras la clara conciencia de que
un concepto matematico, incluso si es muy cercano a la experiencia, debe tener un significado preciso
Yy univoco.

En la unidad siguiente y a partir de lo que aprendiste en esta conocerds el Teorema de Tales (siglovia. C.)
que desde el punto de vista histérico es probablemente, la primera demostraciéon de una propiedad geo-
métrica mediante el razonamiento l6gico de la que se tenga registro.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. con 12 fésforos o—

Con doce fésforos se puede construir la figura de una cruz ﬂ H
(podras verlo en el ejemplo), cuya area equivale a la suma e— oe—
de las superficies de cinco cuadrados limitados por fésfo-

ros. Cambia la disposicién de los fésforos de tal modo que

el contorno de la figura obtenida sea equivalente sélo a e —®
cuatro de esos cuadrados. ﬂ H

2. Con ocho fésforos

Con ocho fésforos se pueden construir varias figuras convexas, por ejemplo las que se muestran a conti-
nuacion. Estas figuras tienen distinta superficie. El desafio consiste en construir con 8 fésforos de perime-
tro la figura de superficie maxima.

U N
f\N VT 1
L N VLT N/

eT—— o———o

3 . Las figuras semejantes

Sin hacer mediciones ni célculos, ;cémo ayudarias a una
persona que no hubiera estudiado semejanza en esta
unidad a responder a las siguientes preguntas?
* En una escuadra de dibujo, json semejantes los
triangulos exterior e interior?
* En un marco rectangular, json semejantes los rec-
tangulos exterior e interior?

4. Un ladrillo pequeiio

Un ladrillo, de los usados en la construccién, pesa unos cuatro kilogra-
mos. ;Cuanto pesara un ladrillito de juguete hecho del mismo material y
cuyas dimensiones: —largo, ancho y alto— sean todas cinco veces
menores que las de un ladrillo comun?
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Unipap 10 Teorema de Tales

En esta unidad trabajards con rectas paralelas y con la proporcionalidad entre segmentos.

El camino que recorrerds comienza con la revisién de la nocién de medida para aplicarla luego a la
razon entre dos segmentos cualesquiera y, mdas adelante,a la proporcionalidad entre cuatro segmentos.
Por ultimo veras la proporcionalidad entre segmentos que estan ubicados sobre dos rectas que atravie-
san un conjunto de rectas paralelas. Este ultimo caso fue observado y analizado desde la Antigiiedad y
dio origen alo que hoy se conoce como Teorema de Tales. Tales fue uno de los siete sabios de Grecia que
vivié entre los siglos VIl y VI a.C. Ese teorema es uno de los mas antiguos y tiene vigencia hasta hoy por-
que sus aplicaciones son miuiltiples, tanto en problemas especificos de la Matematica como de otras cien-
cias y también en la arquitecturay en el arte.

TEMA 1: RAZONES Y PROPORCIONES ENTRE SEGMENTOS

En unidades anteriores trabajaste con razones entre nimeros. Entonces, parece apropiado preguntar-
se si también para representar relaciones cuantitativas entre segmentos es posible recurrir a las razones
entre sus longitudes, medidas con una misma unidad. Las actividades que siguen te permitirdn indagar
acerca de razones y proporciones geométricas entre las medidas de segmentos.

A ] « Larazén entre dos segmentos

Para hallar la razén entre dos segmentos cualesquiera primero vas a revisar el concepto de medi-
da y el de razén.

Recordards que cuando se expresa el valor de una cantidad, la medida es el nimero que acom-
pafa a la unidad elegida. Por ejemplo, cuando se dice que el largo de un lapiz es de 19,5 cm, eso
quiere decir que la unidad elegida (1 centimetro) entra 19 veces y media en la longitud del ldpiz.
Entonces 19,5 es la medida del lapiz expresada en la unidad centimetro. También aprendiste que
para hallar la razén entre dos cantidades se efecttia el cociente entre sus medidas que deben estar
expresadas en una misma unidad. Por ejemplo, la relacion entre las distancias de una ciudad a otras
dos se puede expresar mediante una razoén. Por ejemplo, la distancia de la ciudad de Santa Rosa a
Comodoro Rivadavia es de 1288 km y la distancia de Santa Rosa a Cérdoba, 644 km. Esa relacién
se expresa: 1288 km _
644 km

El nimero 2 es la razén entre ambas distancias e indica el nimero de veces que la distancia menor
estd contenida en la mayor.
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a) En primer lugar, calcula la razén entre los dos segmentos que aparecen en la imagen.

I } } } } } } } ia

b) Respondé en tu carpeta:
1. ;Clal es la medida de a y de b si se elige como unidad el centimetro?
2. ;Cudl es la razén entre sus medidas?
3. Repeti el clculo de la razén empleando como unidad de medida el milimetro y luego el decimetro.
4. ;Cudl es tu conclusion?

Como habrds comprobado, en todos los casos la razén es 4. Es decir que aunque cambie la
unidad elegida para medir ambos segmentos, el segmento b entra 4 veces en el segmento a. En
consecuencia, se puede afirmar que la razén de dos segmentos es igual a la razén de sus medi-
das expresadas en una misma unidad.

.

A 2. Proporcionalidad entre segmentos

Para explorar la proporcionalidad de segmentos vas a trabajar con dos pares de segmentos dados, pero
en un cierto orden. Esto significa que de los cuatro segmentos se compara la razén entre los dos prime-
ros con la razén entre los dos dltimos.

a) Los cuatro segmentos dibujados a continuacion son: a, b, ¢, d.
1. Calculd la razén entre los segmentos a 'y b.
2. Calcula la razén entre los segmentos € y d.

| : : : : : 1 d

3. Compara las razones que obtuviste en los puntos 1 y 2.
4. Escribi la igualdad de las razones como una proporcion.

Una proporcidn es una igualdad entre dos razones. Cuatro segmentos ordenados a, b, ¢, d,

forman una proporcién cuando la razén entre los dos primeros es igual a la razén entre los dos

tltimos. En simbolos a, b, ¢, d son proporcionales si % = (% ;

La proporcién & = c% también se puede indicar mediante la expresiéna + b = ¢ + d:

(=t
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Debido a la ubicacién de los elementos al escribir la proporcién, a y d se llaman extremos

y by d se llaman medios.
.

I . . 2 4 .. .
b) Dibuja cuatro segmentos a, b, €, d cuyas longitudes estén en relac —= . Indica la longitud de
cada uno en decimetros o en centimetros. Recorda que tenés que elegir la misma unidad de longitud para
medir los cuatro segmentos.

¢) Dibuja dos segmentos cualesquiera m y r. Dibuja otros dos segmentos § y p que sean proporcionales
amyr.
1. Escribi la proporcién en simbolos y luego en forma numérica.

d) Calculen la longitud que tiene el segmento t sabiendo que q, e, N, t forman una proporcién y que las
respectivas longitudes son: @ = 2,5cm, e =5cmyn =3,5cm.

1. Hallen la longitud del segmento t.

2. Dibujen, cada uno en su carpeta, los cuatro segmentos.

3. Comparen el trabajo con los de otros compafieros y si tienen dudas consulten con el docente.

Para la actividad siguiente necesitards lapiz, regla graduada, hojas lisas y hojas rayadas.

3 . Propiedad de los segmentos entre paralelas

Hasta aqui comparaste segmentos proporcionales ubicados en el plano en cualquier posicién. Lo que
aprendiste sobre proporcionalidad de segmentos te va a servir para explorar las relaciones entre segmen-
tos ubicados sobre dos rectas que atraviesan a un conjunto de rectas paralelas.

a) Toma una hoja lisa y dibuja en ella dos rectas s y t que se corten en un punto A.
1. Marca sobre s cuatro puntos ubicados cada 2 cm a partir de Ay llamalos B, C, D, E.
2. Marca sobre t un punto B'.
3. Marca una recta b que pase por By y por B’. Traza rectas ¢, d y e paralelas a la recta b por los pun-
tosC,DyEyllama C, D’, E’ alos puntos en los que cortan a la recta t. Quedan determinadas varias
paralelas cortadas por dos transversales.
4. Releé los criterios de semejanza entre triangulos que aprendiste en la consigna e de la actividad 6 de
la unidad anterior y respondé.
* ;Te parece necesario medir los segmentos AB’, B'C’, C'D’, y D’E’ para verificar que son iguales?
(Por qué?

Si varias rectas paralelas son cortadas por dos transversales a segmentos iguales en una de
ellas corresponden segmentos iguales en la otra.
.
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En la construccién anterior se te indic
que tomaras segmentos de 2 cm. Pero
la igualdad entre los segmentos deter-
minados sobre las dos transversales
por un conjunto de paralelas se puede
generalizar a las situaciones en las que
los segmentos tienen cualquier longitud
mediante recursos geométricos; la con-
dicién es que los segmentos que estan
sobre la misma recta sean iguales.

b) Observa que en la siguiente figura cuatro rectas paralelas determinan segmentos iguales sobre una
recta: AB = BC = CD; los puntos A', B', C' y D' son las intersecciones de las mismas paralelas con otra
recta transversal y los segmentos AP, BQ y CR son paralelos a A'D'.

1. ;Qué clase de cuadriliteros son AA'B'P, BB'C'Qy A/ \ A
CC'D'R? ;Por qué?
2. Se puede asegurar que A'B', B'C', C'D' son iguales? 8 5

(Por qué?
3. Si las dos transversales fueran rectas paralelas, ;jse
cumpliria la condicién de igualdad entre los segmen- 0 c

P
C
tos? ;Por qué? A
D R D’

Esta propiedad de igualdad entre los segmentos determinados por un conjunto de paralelas sobre
dos rectas transversales se puede enunciar mediante la siguiente expresion:

Si tres 0 mds rectas paralelas determinan segmentos iguales sobre una recta transversal, también
determinan segmentos iguales sobre cualquier otra recta transversal.

La expresién anterior se conoce como condicion previa para el Teorema de Tales. Es una pro-
piedad muy importante en Geometria porque sus aplicaciones permiten resolver interesantes cues-
tiones, por ejemplo, la particion de un segmento.

Para la siguiente actividad vas a necesitar papel de calcar o transparente, hojas rayadas, regla, compds y lapiz.
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4. Divisién de un segmento en partes iguales

Muchas veces se necesita dividir un segmento en partes iguales, o bien, es necesario determinar una
fraccién de un segmento. La propiedad de los segmentos entre paralelas permite encontrar respuesta a
estos dos tipos de problemas.

a) Para dividir el segmento AB en 5 partes iguales, segui el siguiente procedimiento:

A B

1. Dibuja el segmento AB en un papel transparente.

2. Toma una hoja rayada, superponé el dibujo del segmento AB sobre la hoja rayada de manera tal que
el extremo A se apoye en un renglén y B en otro renglén que esté a cinco espacios del primero.

3. Marca sobre el segmento los puntos de interseccidn con cada renglén.

4. ;Cémo son las cinco partes en que queda dividido AB? ;Por qué?

b) Para la divisién de un segmento cualquiera en partes iguales también se puede seguir otro procedi-
miento geométrico.
1. Dibuja un segmento cualquie-
ra s. Trazd una semirrecta con
origen O en uno de los extre-
mos del segmento s y con la
ayuda del compas marca sobre
ella 5 puntos a igual distancia, lla-
malos A, B, C, Dy E.
2. Uni E con el otro extremo de
s que llamaras E’.
3. Trazd por A, B, Cy D parale-
las a EE’ que corten al segmento
senA, B, CyD.
4. ;Los segmentos determinados
sobre OF’ son iguales? ;Por qué?
5. Repeti el gjercicio sobre otro segmento p = s tomando la semirrecta de origen O con distinta incli-
nacion, jlos puntos A', B’, C'y D’ sobre p estan en la misma posicién que en el segmento s? ;Por qué?

Habras comprobado que la solucién del problema de dividir un segmento en partes iguales no
depende de la semirrecta auxiliar que se trace ni de la longitud de los segmentos iguales que se
determinen sobre esa semirrecta, sino de la condicion previa para el Teorema de Tales que
aprendiste en la actividad 3.
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€) Para aplicar lo que aprendiste realiza la division de un segmento AB en dos segmentos, AC y CB tales

que AC = % AB.

A B

d) El segmento €B que dibujaste en la consigna anterior, j;qué parte es del segmento AB? ;Por qué?

Observa que en la copnsigna b de esta actividad seguiste un procedimiento geométrico que
también se puede aplicar cuando se trata de encontrar una fraccién de una longitud dada, como
en el caso €.

Hasta ahora trabajaste con rectas paralelas que cumplen con la condicién previa del Teorema de Tales
en la que las rectas paralelas se encuentran a igual distancia entre si. En el tema siguiente verds el Teorema
de Tales que avanza en la generalizacién de la propiedad cuando las rectas paralelas se encuentran a cual-
quier distancia entre ellas.

TEMA 2: TALES DE MILETO

A partir de observar el paralelismo con que los rayos del Sol llegan a la Tierra, el gran filésofo griego
Tales de Mileto (624-547 a. C.) aplicé esa condicién de paralelismo para efectuar mediciones que hasta
ese momento parecfan imposibles de realizar. Las siguientes actividades te permitirdn comprender las
relaciones establecidas por Tales.

A 5.TeoremadeTales

a) Observa las rectas paralelas cortadas por las transversales s y ¥ que se muestra en la figura. Los seg-
mentos sobre la recta r son iguales a U y los segmentos de la recta s son iguales a v.




1. Tomando u como unidad de medida en r el valor de AB es igual 3u y el de BC es 4u.
AB = 3u BC =4u

2. Escribi los valores de los segmentos AN y NP tomando como unidad v.

3. Calcula las razones % y % iforman una proporcién? ;Por qué?

4. Escribi la razén que forman los segmentos AB, BC, AN y NP.

5. ;En qué relacién estan los segmentos AB y AC? ;Los segmentos AB, AC, AN y AP son proporciona-
les?

6. ;Pensas que si hubieras tomado una unidad diferente que u, los segmentos dejarian de ser propor-
cionales? ;Por qué?

Las expresiones %_1%: 1%]—1;]) y {/}x_lé = % ponen en evidencia la relacién de proporcionalidad

entre los segmentos ubicados sobre las rectas r y s. -

Este es el enunciado del teorema que hizo famoso a Tales de Mileto:
Si tres 0 mds paralelas son cortadas por dos transversales, los segmentos determinados sobre una de

Por ejemplo, los segmentos AB y BC determinados sobre la recta p son proporcionales a los

segmentos correspondientes AB’y B'C’ determinados sobre t. Es decir que 11% =ﬁ%

También se cumple la propiedad reciproca del Teorema de Tales. O sea, que a partir de la
proporcionalidad entre segmentos sobre las transversales surge como consecuencia el paralelis-
.
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mo entre las rectas determinadas por sus extremos.

b) Para comprobar la propiedad reciproca del Teorema de Tales trabajaras con un ejemplo.
1. Dibuja en una hoja lisa dos rectas que se corten en un punto Ay llamalas my t. 2
2. Marca sobre m dos segmentos consecutivos AB y BC que estén en una cierta relacién, por ejemplo
y marca sobre t otros dos segmentos AB’ y B’C’ que estén en la misma relacion que AB y BC, por
ejemplo AB =3 cm; BC=5cm; AB’=1,5cm; B’C’ =25 cm.
3. Traza una recta que pase por los puntos By B’ y otra recta por los puntos C y C’, ;resultan parale-
las? ;Por qué?
4. ;Ocurrira lo mismo con cualquier otra cuaterna de segmentos proporcionales?

6. Aplicaciones del Teorema de Tales

En la actividad 4 dividiste un segmento en partes iguales aplicando la condicién previa del Teorema
de Tales. Ahora la aplicacién de este teorema te permite lograr geométricamente la divisién de un seg-
mento en dos partes que guarden entre sf una determinada razdn.

a) Usando una hoja rayada y un papel transparente dividi un segmento PQ de 9 cm de longitud en dos par-
tes respectivamente proporcionales a 3y 4 (en el punto a de la actividad 4 resolviste un problema parecido).
1. Explica brevemente cémo procediste para dividir el segmento.
2. Consulta con tu docente acerca de tu procedimiento.

AB — AM
. . — — — . . . . BC x
b) Usa los mismos recursos que aplicaste en la consigna anterior para determinar geométricamente un seg-

mento X que sea el cuarto proporcional de otros tres segmentos. Es decir, que cumpla la proporcién ,
por ejemplo, para AB =3cm, BC = 4cm y AM = 4,5cm.

c) Otra aplicacién interesante del Teorema de Tales es emplear la propiedad para medir la altura de un
arbol o de un objeto cualquiera a cuyo extremo no se puede acceder.
1. Observa el grafico en el que:
* D es la altura de un arbol a medir;
* C es la longitud de la sombra del
arbol en un momento dado;
* A es la altura conocida de otro
objeto, por ejemplo, una persona;
* B es la longitud de la sombra dé@ -
persona en ese mismo momento. P
2. ;Es cierto que la formula D = A -
permite calcular la altura real del arbol?
Por qué? 7
3. Luego de resolver esta actividad, P
compara con tus compaferos las jus- -
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tificaciones que elaboraron y redacten entre todos una breve sintesis.
d) Para medir la altura de una piramide, Tales colocé un bastén PQ en posicidn vertical de modo que la
sombra del bastén terminase en el mismo lugar que la sombra de la piramide como se ve en el grafico.
Analiza el procedimiento que utilizd
Tales y respondé: A
1. ;Qué proporcién planteé Tales?
2. ;Qué segmentos de los que inter-
vienen en la proporcién pudo medir
de manera directa’

Q

Y2lado_ sombra de la pirdmide

Lo interesante del Teorema de Tales es que se puede aplicar para buscar segmentos propor-
cionales cuando la razén es cualquier ndmero y eso incluye los nimeros irracionales.

e) Del mismo modo que construiste segmentos proporcionales en los que las razones son nimeros natu-
rales o nimeros fraccionarios, en este ejercicio la razén es un nimero irracional porque interviene #.
Para rectificar una curva dibujada hay que pensar en un segmento de recta de la misma longitud que la
curva tal como hiciste en la unidad 14 del CUADERNO DE ESTUDIO 1 con la circunferencia.
En esta figura, la circunferencia ha sido rectificada, vale decir, que el segmento L tiene igual longitud que la
circunferencia de radio R.

1. Calcd este gréfico y dibuja lo necesario para

aplicar el Teorema de Tales de modo que R

encuentres el radio de una circunferencia de 10

cm de longitud. L=2 R

2. Dibuja con compas la circunferencia que es + 1

la respuesta del problema.

3. Explica cdmo lograste llegar a la solucién.

4. Consultd con tu maestro y con tus compafieros sobre la solucién que obtuviste y el camino seguido
para ello.

Si querés comprobar que tu construccion sea correcta, podés medir los segmentos que forman
proporcidn_Salvando los errores que naturalmente se cometen al trabajar con instrumentos de

geometria, la razén entre el radio y la circunferencia es 1.

21T

7. El Teorema de Tales y la semejanza de triangulos
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a) Leé el siguiente texto en el que se enuncian las consecuencias del Teorema de Thales y resolvé la
consigna b.

1. Toda paralela a un lado de un tridngulo determina sobre los otros dos lados o sus pro-
longaciones, segmentos proporcionales a ellos.

Y reciprocamente:

2. Si una recta corta a dos lados de un tridngulo (o sus prolongaciones) determinando seg-Hl

mentos proporcionales a ellos, es paralela al tercer lado C

b) En la figura siguiente el triangulo ABC es escaleno acutangulo
y DE // AB entonces CD _ CE
DA EB A B
©) El tridangulo DEC es semejante al triangulo ABC? ;Por qué?
Construi un triangulo ABC escaleno y obtusangulo.
1. Traza por un punto D del lado AB una paralela al lado BC, sombred el triangulo ADD’que determi-
na al cortar a los otros dos lados.
2. ;Los triangulos ABC y ADD’ son semejantes! ;Por qué?

epeti la construccién con otra clase de triangulos para explorar la semejanza.

Tu tarea de exploracion te permitird afirmar que:
0dd _pdardaield d N _(ddo _de N ll Ol“llll

dos lados un triangulo semejante al primero.

Esta propiedad es el teorema fundamental de la semejanza de tridngulos y tal como resulté
de tu exploracién a partir del Teorema de Tales, es vdlida para la figura que se obtiene a partir
de las dos rectas que contienen respectivamente dos lados de un tridngulo cortadas por una
paralela al tercer lado. No importa el punto que se elija para construir esta paralela.

Para finalizar

En esta unidad exploraste la relaciéon enunciada en el Teorema de Tales entre el paralelismo de rectas
y los segmentos que ellas determinan al cortar transversales.

Trabajaste partiendo de la relaciéon de proporcionalidad entre segmentos para llegar a la relaciéon de
paralelismo y, reciprocamente, a partir del paralelismo obtuviste la proporcionalidad entre los seg-

mentos determinados.
Eltrabajo que realizaste te permitié vincular lo que ya sabias acerca de la semejanza entre figuras con

la proporcionalidad entre segmentos.

También apreciaste algunas aplicaciones prdcticas del Teorema de Tales, como medir la altura de
objetos que son de dificil acceso, como el pico de una montaia o la altura de un arbol, tal como hizo Tales
hace catorce siglos.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. El cumpleanos de Cecilia

Maria le dice a una amiga que hace dos dias su hija Cecilia tenia ocho anos, pero el afio que viene cumpli-
ra once. La amiga extranada le dice si no se equivocé en las cifras. Maria afirma que lo que dijo es correc-
to. jPor qué? ;Cudl es el dia del cumpleanos de Cecilia? ;Qué dia se desarrolla la conversacion?

2. Cuadros curiosos

Ya sabés que para calcular el cuadrado de un nimero es necesario multiplicarlo por si mismo. Pero para
los nimeros que terminan en 5 hay un método mas sencillo. Consiste en multiplicar el nimero de dece-
nas enteras por el nimero siguiente y a ese resultado agregarle las cifras 2 y 5.

Por ejemplo, si el nimero fuera 105, hay que multiplicar 10 X 11 = 110 y agregar a ese nimero un 2 y un
5: de modo que 11025 es el cuadrado de 105.

Otro ejemplo: para calcular 725% se multiplica 72 X 73 = 5256 y al resultado se agrega 2 y 5, es decir que
725 = 525625

El desafio consiste en que expliques por qué siempre ocurre eso.

3 . Edades y cuadros

Dentro de 3 anos, la edad de Anita serd un nimero cuadrado perfecto y hace tres anos su edad era pre-
cisamente la raiz cuadrada de ese cuadrado. ;Cuantos afos tiene ahora Anita?.

4. Otro tangrama

a) Construi en cartulina un rompecabezas
como este nuevo tangrama e incorporalo a la
juegoteca.

b) Cada pieza del tangrama, ;qué clase de
triangulo es?

€) ;Qué clase de triangulos no aparecen en el
tangrama?

d) Dibujd uno de cada una de las clases que no
aparecen.

e) Inventa otros rompecabezas.
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Unibap 11

Ecuaciones

En esta unidad vas a volver a trabajar sobre un tema aritmético. Vas a retomar el estudio de las ecua-
ciones como una introduccién al Algebra que comenzaste en la unidad 13 del CuaperNO DE EsTuDIO 2. La
palabra “ecuaciéon” viene del latin a&equare que significa “igualar”. Ya sabés que las ecuaciones son
igualdades en las que hay que descubrir un nimero llamado incégnita, representado por una letra.
Algunas veces las transformaciones necesarias para la resolucion de una ecuacién resultan evidentes.
En otros casos, hay que hacer diferentes intentos antes de lograr el camino mas adecuado.

Los resultados de la Matematica teérica y aplicada con frecuencia se influyen mutuamente. Es
habitual que los descubrimientos de los matematicos teéricos tengan un valor préactico que no habia
sido previsto por ellos. Por ejemplo, el estudio de las propiedades matematicas de acontecimientos
que ocurren al azar condujo al conocimiento que mas tarde hizo posible mejorar el disefio de los
experimentos en las Ciencias Naturales y en las Ciencias Sociales. En sentido inverso, al tratar de
solucionar el problema del cobro justo a los usuarios del teléfono de larga distancia, los especialis-
tas hicieron importantes descubrimientos sobre las matematicas de redes complejas. La
Matematica teérica no siempre esta vinculada con el mundo real, pero a la larga contribuye a
entenderlo mejor.

Se dice que el libro de la naturaleza esta escrito en lenguaje matematico ya que las leyes fisicas y
quimicas que explican el comportamiento de la materia estan expresadas por férmulas y ecuacio-
nes. Lariqueza del lenguaje simbélico radica en brindar la posibilidad de traducir los términos de un
problema enunciado con palabras en expresiones algebraicas y asi poder operar simbélicamente
para resolverlo.

En esta oportunidad avanzaras en el estudio de las ecuaciones y de las estrategias para resolverlas.

TEMA 1: RESOLUCION DE ECUACIONES

En las actividades de este tema vas a analizar los procedimientos que se deben seguir para encontrar
el o los valores que son solucién de una ecuacién.

A partir de un problema enunciado o expresado verbalmente, se debe:

1. Identificar qué se quiere averiguar y expresarlo como incdgnita.

2. Plantear una ecuacién, es decir, escribir una igualdad en la que esté comprendida la incégnita.
3. Resolver una ecuacion transformandola en ecuaciones equivalentes y cada vez mds sen-
cillas, hasta encontrar el valor (o los valores) de la incdgnita. A este proceso se lo llama des-
pejar la incégnita.

4. Verificar que los valores encontrados sean soluciones de la ecuacién planteada, es decir, reem-
plazar la incégnita por el valor (o los valores) hallado. Si se cumple la igualdad, entonces la solu-
cién de la ecuacion sera la respuesta al problema.
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Si no recordds alguno de estos contenidos, tu docente te indicara qué actividades de la unidad 13 del CUADERNO
DE ESTUDIO 2 te conviene revisar para estudiar el tema.

A ] = Resolucién de ecuaciones con una incégnita

En esta actividad explorards distintos tipos de ecuaciones de primer grado y algunos métodos de reso-
lucién. Si bien los problemas pueden resolverse de diversas maneras, y a veces en forma intuitiva, en esta
oportunidad vas a aprender un tipo de resolucién que incluye las expresiones algebraicas, para seguir
aprendiendo sobre ellas.

a) Leé el siguiente enunciado y analiza, paso a paso, las resoluciones a través de escrituras algebraicas que
se presentan en el cuadro.

Una sefiora trajo de su huerta una cesta con manzanas. A una hija le dio la mitad mas media
manzana, a otra hija le dio la mitad de lo que le quedaba mas media manzana y le quedd una
manzana para ella. ;Cuantas manzanas traia en la cesta?

Manzanas que

tiene en la cesta entrega le quedan
Una hija X x, 1 (x4 1
272 < (3+3)
Otra hija (x. 1 Ix-(x+1 1 1
~(3+31) 1[G+l
Para ella 1 1 0

Si se suma el nimero de manzanas que le quedan a la madre y las hijas, el total de esa suma
es la cantidad de manzanas que la madre tenfa al principio en la cesta. Recurriendo a expre-

‘siones algebraicas esieX Ll
2

Xl L =
5 2[x—z+2)]+2_+l—x

De este modo el problema quedé planteado en la forma de una ecuacién que se puede resol-
ver mediante sucesivos pasos o transformaciones.
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Transformacién aplicada
Ecuacién por resolver:

Suprimir paréntesis:
Efectuar operaciones de adicién:

Suprimir corchetes aplicando la propiedad
distributiva de la multiplicacién con respecto a la resta:

Quitar denominadores multiplicando ambos miembros
por el menor denominador comun entre 4 y 2:

Efectuar operaciones:
Sumar el opuesto en ambos miembros:

Sumar:

Igualdad equivalente

o e B el il i
2*2“2_[X (2+9]-+2+1"X
il Sl s sl wes =
2*2*2[X 2 2]-*2 s
X+l+l_[§-l]+l+l=x

D DA% D), 2

semelinox Sl S

R il

2x+2+x—1+;6:4x
3x + 7 = 4x
3x + -3x + 7 = 4x + -3x

Fe—5x.

Cada uno de los pasos indicados permite transformar una ecuacién en otra ecuacién equi-
valente mds sencilla. Se forma asf una cadena de ecuaciones en la que la dltima es la solucién

de la ecuacién porque brinda el valor de la incégnita.

o

L 5x=30=35x=30_4x=-6
X=R=T =T

R
III. x=(-2-9) - 11

IV. x=12-x

V. 5x =3+ 2x-3

VI. x> = 81
VII. 12x-4=3x+5

b) Observen los dos primeros ejemplos de resolucién de ecuaciones y resuelvan los demas.

1. ;En todas las ecuaciones tuvieron que efectuar las mismas transformaciones para despejar la incdgnita?

2. ;En todas obtuvieron como respuesta un Unico resultado?

3. Comparen el trabajo con el de sus compafieros.

Habras notado que en las ecuaciones en que la incégnita estd sélo en un miembro de la igual-
dad, por ejemplo en I, II, III y VI, la resolucién es sencilla: se realizan los calculos numéricos o
bien se aplican las operaciones inversas de las indicadas respetando también el orden inverso en

su aplicacion.
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Lo mas importante es que cuando en una ecuacién se opera en ambos miembros la misma trans-
formacion (ya se trate del opuesto aditivo o del inverso multiplicativo), se obtiene una ecuacién
equivalente.

Recorda que dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién.

Por ejemplo, para resolver la ecuacién:

=x+13=5 se la puede transformar en:

=x+ I3 +=-5=5+ -5 sumando a ambos miembros el opuesto aditivo de 5,
luego operar la suma:

x+8=0 y por Ultimo sumar a ambos miembros el opuesto de X
X +x+8=x para obtener
8=x que es la solucién de la ecuacién.

A 2 Ecuaciones equivalentes

En la actividad anterior viste que para obtener una ecuacién equivalente a otra se pueden aplicar algunas
transformaciones a la ecuacién original, por ejemplo, aplicar las propiedades de las operaciones directas.

Dada una ecuacién, se obtiene una ecuacion equivalente si en cualquiera de los dos miembros de
la igualdad original se efectia alguna de las siguientes transformaciones o sus reciprocas:

1. aplicacién de una propiedad de las operaciones directas;

2. expresion de una multiplicacién como suma abreviada;

3. expresion de una potenciacion como una multiplicacion reiterada.

“ a) Copia en tu carpeta la tabla siguiente. Revisa las transformaciones que figuran en el cuadro anterior e
indica si son del tipo 1, 2 o 3. Siguiendo los ejemplos que estan resueltos, completa con la trasformacién
que se aplicé en cada caso vy justifica tu decision.

Igualdad original Igualdad transformada Transformacion aplicadg
2¢(b+d)=7 b+d+b+d)=7 Definicién de multiplicacion.
2¢(b+d)=7 2b+2d=7
asaca=27 a*=27 Definicion de potenciacién.
2ex—3=3¢(x+2) 2ex—3= 3ex+6 Propiedad distributiva

de la multiplicacion.
3eat2ea=-1 B3+2)ea=-1 Sacar factor comun.
2¢3¢a¢5=-15 30ea=-15
x +30=-10 30=-10 + x
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b) En esta ecuacidn se usan nimeros racionales no enteros.
2-x_3x-2
6 3
1. Resuélvanla en la carpeta, siguiendo las transformaciones que se indican en cada paso del cuadro.

Transformacion a aplicar Ecuacion equivalente

Multiplicar ambos miembros por el inverso de 1.
6

Resolver 1§ °6

Aplicar la propiedad distributiva

de la multiplicacion.

Sumar en ambos miembros el opuesto de -4.
Sumar en ambos miembros el opuesto de -x.

Multiplicar ambos miembros por el inverso de 7.

Verificar si 6 es la solucién de la ecuacion.
7

2. Comparen el trabajo con el de sus compafieros.

3. Escriban una breve conclusién orientandose por la siguiente pregunta: ;Para resolver esta ecuacion se
podrian haber aplicado otras transformaciones diferentes de las que se indicaron? ;Cudles? Fundamenten
la respuesta.

€) ResolVvé las siguientes ecuaciones indicando lo realizado en cada paso y verifica las soluciones. Ademas
indica en cada caso qué ecuaciones tienen solucién en el conjunto de los nimeros naturales (N), en el con-
junto de los nimeros enteros (Z) y en el conjunto de los nimeros racionales (Q). Justifica tus respuestas.

1.8 (x-1)= 320 4.(x—4):7=3x+12):28
2.x:1xﬁ 5.x+9(x-2)=4-6(2-4x)

3. 5x = 2x +L'7
26

“’ d) Compara tus procedimientos con los de tus compaferos.

e) Transforma la siguiente ecuacion para obtener el valor de x.

=iy

Si operaste correctamente, con seguridad obtuviste x —x = 4; o sea 0 x = 4. Esta expresién no tiene
solucién porque no hay ningin nimero que multiplicado por 0 dé por resultado 4 ya que O es ele-
mento absorbente en la multiplicacién y por lo tanto, cualquier nimero multiplicado por 0 da 0.
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a 3. Distintos caminos

Para lograr despejar una incégnita y hallar su valor numérico, las ecuaciones se pueden transformar
en otras equivalentes, es decir, que tienen el mismo conjunto de soluciones. En esta actividad vas a com-
parar distintos caminos para resolver una situacién usando simbolos algebraicos.

a) Leé el siguiente problema y resolvelo como te parezca. Verifica si el resultado es razonable, es decir, si
el nimero de camisas estampadas que hallaste tiene sentido en este problema.

En una tienda el precio de las camisas estampadas es de $150 y el de las lisas de $100.
Cierto dia se vendieron 30 camisas y lo recaudado fue $3600. Se desea saber cuantas camisas
estampadas se vendieron ese dia.

.

b) Te presentamos a continuacién dos soluciones alternativas del mismo problema para que luego las
compares con la tuya.

Solucion 1
Se trata de encontrar una cantidad desconocida que es la cantidad de camisas de $150 a la que llamamos x.
* nimero de camisas de $150: x
* importe de las camisas de $150: 150 x.
Escribimos las otras cantidades del problema, empleando x:
* nimero de camisas lisas: 30 — x
* importe de las camisas de $100 = 100 (30 - x)
Traducimos al lenguaje algebraico la suma de ambos importes:
* 150 x + 100 (30 - x ) = 3600

Solucioén 2
Si las camisas hubieran sido todas estampadas, el importe cobrado hubiera sido de 30 x = 4500

Como se vendieron algunas camisas de $100 el importe fue menor. La diferencia es:_____ -3600 = _____
Con cada camisa de $100 se recibieron $50 menos. Los $900 corresponden a tantas camisas como dife-
rencias de $50. Para saber cudntas camisas lisas se vendieron se efectda la divisidon _____ :50=___ ; luego
si de las 30 camisas, son lisas, las estampadas fueron 12.
1. Verificd que la solucién de la ecuacion sea adecuada al problema.

2. Resolvé la ecuacion 150 x + 100 (30 - x ) = 3600 y verificd el resultado que encuentres.

3. Compara tu resolucién y las soluciones 1 y 2. ;Cual te parece mas clara?
t“ €) Reunite con tus compaferos, comparen las diferentes resoluciones del problema planteado en la consig-

na a, revisen los comentarios que escribieron como conclusién en el punto 3 de la consigna b de la activi-
dad 2y escriban entre todos un comentario breve acerca de las posibilidades de resolucion de problemas.
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4. Mas problemas

a) Resolvé los siguientes problemas.
I

1. Tres amigos vendieron una propiedad en $200 000. ;Cuanto le corresponde cobrar a cada uno
sabiendo que cuando la compraron el primero puso el doble que el segundo y este el triple que
el tercero? (Ayuda: llama x a la cantidad que le corresponde al tercero).

2. De un tanque de combustible se gasté la mitad del contenido, después la mitad de lo quedaba
y aun restan 36 litros. Calcula la capacidad del tanque.

3. El docente le dice a un nifio que agregue 12 a un nimero dado y divida el resultado por 13.
Pero el nifio, que no presta atencion, resta 13 del nimero dado y divide el resultado por 12. Lo
extraio es que obtiene la respuesta correcta. ;Cudl es el nimero dado?

b) Sustitui la X por su valor para decidir a qué ecuacién corresponde cada una de estas soluciones: -3, 2,
4, 0. Justificd tus respuestas.

2=02x+5) (x+1) 25+3x=2x+35

18=10x-6 3x2-6=(x-3)(2+x)

5 - Reglas para obtener ecuaciones equivalentes

En la resolucién de problemas aplicaste ecuaciones y pusiste en préctica muchas de las propiedades de las
operaciones con las que trabajaste en la unidad 8 de este Cuaderno. El siguiente listado de reglas es una herra-
mienta que te va a facilitar la resolucién de ecuaciones, te conviene tenerlo siempre a mano.

a) Reunite con tus compaferos para leerlo. A medida que avancen en la lectura busquen ejemplos para
ilustrar cada una de las reglas. Si les parece conveniente, copien las reglas en un papel afiche y péguenlo en
la pared del aula.

1. En una multiplicacién se puede cambiar el orden de los factores.

2. En un producto se puede omitir el signo e (“por”): a « b = ab.

3. La factorizacion o extraccién del factor comin ax + bx = (a + b)x permite pasar de una expre-
sién con X como sumando a una expresién que tiene X como factor.

4. En una adicién se puede aplicar la propiedad conmutativa de la adicién a expresiones algebraicas:
x+2+y:y+x+2.

5. Se puede transformar una sustraccién en adicién: a = b = a + (=b), por ejemplo: 3 -5 = 3 + (-5).
6. El opuesto de una suma se puede escribir como la suma de opuestos:

=(a + b) = (-a) + (-b) = -a - b; porejemplo: -(4 +6) =-4+-6=-4-6

7. Aplicar la distributividad de la multiplicacién sobre el producto x (a+ b) =xa + x b

permite transformar un producto con x como uno de sus factores en una suma de términos en x.

8. La misma estrategia se repite con el cociente: (@+ b) +x=a+x+ b + x.

9. El nimero 1 es neutro para el producto y el cociente: 1 e x = 1 X = xy también x + 1 = x.

10. El nimero 0 es absorbente en el producto: 0 « x = x « 0 = 0.
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TEMA 2: RESOLUCION DE ECUACIONES CON LA CALCULADORA

Aunque se puede trabajar haciendo los cdlculos con ldpiz y papel, resulta muy dtil aprender a usar la
calculadora para resolver una ecuacién, por ejemplo, cuando los nimeros son muy grandes o cuando se
necesita obtener el resultado rdpidamente. Los métodos consisten en aproximarse a la solucién reempla-
zando sucesivamente la incégnita por valores que se acerquen cada vez mds al valor solucién. Verds un
método de iteracién y otro de tanteo.

a) Vas a analizar el método llamado de iteracion a partir de un problema enunciado en el Papiro de
Rhind. Actualmente, este papiro se encuentra en el Museo Britanico. Es un documento que fue escrito en
Egipto en el afio 1650 a.C. y contiene 87 cuestiones basicas de matematica. Comienza con la frase:
"Célculo exacto para entrar en conocimiento de todas las cosas existentes y de todos los oscuros secre-
tos y misterios". El enunciado dice:

( “Un montdn y una séptima parte de este es igual a 24.” )

Esta ecuacién se puede resolver por el método de iteracidn. ;
Vas a representar con una x al llamado montén. En lenguaje algebraico se escribe: X + = X = =24

En el primer paso se despeja una de las x: x'= 24 - 7 X

En el segundo paso se da a x un valor cualquiera como una primera aproximacién al valor
verdadero. No importa si la aproximacién es buena o no. Se elige aqui, por ejemplo, x = 10 y
sustituimos 10 sélo en el segundo miembro de la igualdad, para calcular el resultado que se
obtiene para x en el primer miembro: x = 24 - 7 10

Para resolverlo con la calculadora elemental se puede efectuar: -10 + 7 + 24 y se obtlene

x = 22,571429 que se toma como segunda aproximacién de x.

Este valor x = 22,571429 se sustituye en el segundo miembro de la igualdad y se obtiene asi
x = 24= 7 22,571429 y al resolver con la calculadora % =20:77551 1

Se continda iterando el mismo proceso con sucesivas aproximaciones. _
En este caso las aproximaciones de x fueron:
Primera (valor inicial): 10

Segunda 22,571429
Tercera 20,775511
Cuarta 21,03207

Quinta : 20,995419
Sexta 21,000655
Séptima ‘ * 20,999907

Los valores que se obtienen se aproximan cada vez mds al niimero 21. Por tanto x = 21 es la

solucién de x + 1 x = 24; porque 21 + 121-24.

% 7 -
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b) Ahora vas a analizar el método de tanteo. Se usa cuando se tiene una idea aproximada del valor
de la solucién.

Por ejemplo, para calcular el valor de a: a® = 2, se sabe que a debe ser un nimero entre 1y
2, es decir 1 < a < 2 puesto que 1° = 1 y 2° = 8. Se puede tomar por ejemplo, el primer valor
de la aproximacién como: a = 1,5 entonces 1,53 = 3,375. Este nimero es mayor que 2, por lo
tanto 1,5 es mayor que la solucién

Para acercarnos al valor verdadero de a, debemos tomar un nimero menor comprendido
entre 1 y 1,5 por ejemplo 1,2: 1,23 = 1,728.

En la siguiente tabla se registran los valores aproximados.

a esta entre Valor Cubo del valor El valor
aproximado aproximado aproximado de a es
Ty2 1,5 3,375 Mayor que X
1y 1,5 1,2 1,728 Menor que x
1,2y 1,5 1,3 2,197 Mayor que x
1,2y1.3 1,25 1,953125 Menor que x

1,25y 1,3 1,26 2,000376 Casi igual que x

Después de los cinco pasos realizados se obtiene el nimero 1,26 cuyo cubo es 2 000376

muy préximo a 2. Es dec1r, que-a es aproximadamente 1,26.
.

€) Usa los procedimientos que aprendiste para resolver con la calculadora.
1. =5 2.b°=6 3.y= @3

El trabajo algebraico sobre expresiones que vinculan nimeros y letras —constantes y varia-
bles— permite operar con ellas para determinar los valores de las variables que verifican una
igualdad. Los diversos caminos que facilitan la resolucién de ecuaciones ponen de relieve que
se pueden transformar las ecuaciones en otras equivalentes, es decir, que tienen el mismo con-
junto de soluciones, hasta lograr “despejar” la incégnita y hallar su valor numérico.

Conviene destacar que cuando se aplica a un miembro de la igualdad un opuesto aditivo o
el inverso multiplicativo de un nlimero, para que se mantenga la igualdad es necesario aplicarlo
a ambos miembros y operar convenientemente en cada uno aphcando las propledades de las

operaciones involucradas.
.
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Para finalizar

En esta unidad dedicada al Algebra analizaste los posibles pasos que deberias sequir para resolver
una ecuacion que tiene una tnica incégnita, desde el planteo hasta llegar a la verificacién que te permi-
te aseqgurar la razonabilidad del resultado obtenido. También aprendiste que la calculadora puede fun-
cionar como una herramienta potente para resolver ecuaciones por iteracién o por sucesivos tanteos.

Este tipo de trabajo cobra sentido cuando la expresién algebraica sobre la que se trabaja resulta de la
formulacién de un problema planteado en lenguaje coloquial y se la va transformando en otras expre-
siones equivalentes para poder encontrar la solucién del problema. En sintesis, las ecuaciones constitu-
yen una herramienta muy valiosa para la resolucién de problemas, tanto de la Matematica como de
otras ciencias.



DESAFIOS MATEMATICOS

1. Los negocios de Juan

Juan hace negocios con objetos usados. En una ocasién comproé dos sillones y a la semana siguiente los
vendié a 60 pesos cada uno. Si al vender uno gand el 20% y al vender el otro perdié el 20 % ;Gano, per-
di6 o recuperd lo que habia pagado por ambos sillones?

2. Los calculos de Mora

La pequefia Mora se queja de la vida que lleva porque dice: “Duermo ocho horas al dia y eso hace 2920
horas, que son 122 dias al afo. Los sabados y los domingos suman 104 dias mas. Si dedico tres horas al
dia a las comidas, son otros 45 dias. Las vacaciones de verano duran 65 dias y, si me concedo 2 horas al
dia para ver la tele y otras distraccciones, eso supone 30 dias. Y todo esto sin incluir las fiestas de fin de
afio”. ;Qué resultado dan los calculos de Mora? ;Qué falla en el razonamiento de Mora?

3 « Sudoku

En la unidad 5 de este Cuaderno resolviste algunos rompecabezas numéricos llamados sudokus. El obje-
tivo del juego es colocar en los cuadrados vacios los nimeros que faltan de modo que en cada cuadro de
3 X 3 estén todos los nimeros del 1 al 9, con la condicién de que cada nimero aparezca solamente una
vez en cada fila horizontal y en cada columna vertical del cuadro 9 X 9.

(o]
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(0 0]
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UNipap 12 Funciones 2

En el CuADERNO DE ESTUDIO 2 empezaste a estudiar las funciones matematicas. Se trata de un tema muy
amplio que continuards aprendiendo en esta unidad.

La idea de funcién nace a partir del estudio de los fenémenos de cambio y se expresa a través de
diversos lenguajes: verbal, algebraico, grafico, tablas. Cada uno de esos lenguajes permite poner en
evidencia o destacar ciertas caracteristicas de las funciones.

Por otro lado, en el mundo actual, y en particular en los medios de comunicacién, existe una gran
variedad de informacién sobre diversos fenémenos de cambio, en campos tan diversos como la econo-
mia o la meteorologia, que se presenta mediante tablas y, especialmente, por medio de graficos.

En esta unidad vas a analizar las representaciones grdaficas de algunas funciones que ya conociste en
unidades anteriores. Las actividades que se te plantean te permitiran sequir integrando los conocimien-
tos que vas aprendiendo y asi podras desenvolverte cada vez con mayor seguridad y autonomia.

1. Comportamiento de funciones

En esta actividad vas a analizar el crecimiento de las imdgenes en algunas funciones.
En libros, revistas y periddicos se presentan con frecuencia gréficos de funciones. Estos gréficos brin-
dan mucha informacién acerca del comportamiento funcional; por eso es importante que aprendas a

interpretarlas.

a) Cuando se desea mostrar la variacién de un dato a lo largo de un periodo de tiempo, generalmente se
usan segmentos y se unen los extremos de esos segmentos formando una poligonal. Se obtienen asi gra-

ficos lineales.

PRODUCCION DE PETROLEG CRUDO EN ARABIA SAUDITA
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Una funcién se caracteriza por tener una variable que puede tomar ciertos valores, llamada varia-
ble independiente; tiene una sequnda variable que recibe el nombre de variable dependien-
te, cuyos valores dependen de los de la primera. Finalmente, ademds de las variables, una funcién
tiene asociada una regla que permite asignar a cada valor de la variable independiente un unico
valor de la variable dependiente.

b) En las siguientes tablas de funciones, elegi dos elementos distintos del dominio, teniendo en cuenta que
el primero sea menor que el segundo. Compara los respectivos valores correspondientes.
eN > N/gkx) =x

Bl 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B11 8 27 64 125 216 343 512 729 1000

fZ - Z/fix)=2x+2

n-5-4-3-2-1o123 4 5
—8—6—4—2024681012

Habras observado que en estas funciones, siempre que se
toman dos valores del dominio de modo que uno sea menor y
que el otro, entre las imagenes se mantiene el mismo sentido
de la desigualdad. Por ejemplo si @a y b son elementos del
dominio de la funcién g(x) y @ es menor que b, entonces g(a)
es menor que g(b).

(0.2)

Por ejemplo, las funciones:

gegN-N/gxX)=xyfeZ-> Z/f(x) =2x+ 2son
funciones crecientes porque al crecer los elementos del
dominio también crecen las respectivas imagenes.

Por lo tanto se puede dfirmar:

Una funcién es creciente cuando para todo par de elementos a y b del dominio se verifica que si
a es menor que b, entonces la imagen de a es menor que la imagen de b.

En simbolos:a < b  f(a) < f(b).
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€) A continuacién analizaras si la funcion valor absoluto es, o no, una funcion creciente.
1. Leé la siguiente informacién que estudiaste en las unidades 1y 2 del CUADERNO DE ESTUDIO 2.

El valor absoluto de un nimero indica su distancia al nimero cero. Cualquier numero, positivo o
negativo, y su opuesto tienen el mismo valor absoluto porque tienen posiciones simétricas con res-
pecto a 0. Por tratarse de una distancia, el valor absoluto es siempre positivo.

En los nimeros racionales se define la funcién h que a cada ndmero racional x le asigna su
valor absoluto, es decir que h es una funcién racional con imdgenes en los racionales positivos.

hr Q= O b= x|

2. Observa el grafico que la representa y respondé:

* El nimero racional -2, jes mayor, menor o igual 4
que -1,5? ;Por qué?

* El valor absoluto de -2, jes mayor, menor o igual 37
que -1,5? ;Por qué!?

* Si un ndmero negativo a es menor que otro
numero negativo b, jqué signo tiene la desigual-
dad entre los correspondientes valores absolutos?

y = x|

Escribi la desigualdad. T T T T T T T
* La funcién valor absoluto, jes creciente en el 4 -3 -2 -1 o 1 2 3
dominio de los nimeros racionales negativos (Q~)?
{Por qué?

El grifico de la funcién valor absoluto muestra una pendiente negativa en el cuadrante de la
izquierda y una pendiente positiva en el cuadrante de la derecha.

La funcién valor absoluto es decreciente en Q (racionales negativos) y creciente en Q"
(racionales positivos). Por ejemplo, -3 es menor que -0,5 y, en cambio, el valor absoluto de -3
es mayor que el valor absoluto de -0,5.

Es decir, que para dos nimeros racionales negativos a y b, tales que a < b, los correspon-
dientes valores absolutos no conservan el sentido de la desigualdad ya que |a| > |b].

En simbolos: -3 <-0,5y |-3|> |-0,5| puesto que 3 > -0,5. -

La funcién h(x) = x| es decreciente en el dominio de los niimeros racionales negativos y cre-
ciente para los ndmeros racionales positivos.
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Una funcién es decreciente cuando para todo par de elementos a y b del dominio se verifica que

si a es menor que b, entonces la imagen de a es mayor que la imagen de b.
En simbolos: a < b — f(a) > f(b).

d) Al estudiar las funciones de proporcionalidad aprendiste que:

Si al doble, triple, cuddruple, etcétera, de cualquier valor de x le corresponde el doble, el triple, el
cuddruple valor de y, entonces se trata de una funcién de proporcionalidad directa.

1. Las funciones de proporcionalidad directa, json funciones crecientes?
2. Justifica tu respuesta.

€) Busca el grafico de una funcién de proporcionalidad inversa, por ejemplo en la unidad 3 del CUADERNO
DE ESTUDIO 2, y decidi si es 0 no creciente aplicando lo que acabas de aprender sobre crecimiento de fun-
ciones. Si no lo tenés, podés buscar en un libro de la biblioteca del aula el grafico de una funcién de pro-
porcionalidad inversa, por ejemplo la grafica de k = gf( en la que Kk es un valor constante, y respondé:

1. Las funciones de proporcionalidad inversa, json crecientes? ;Por qué?

2, Para verificar si tu respuesta es correcta decidi si es o no creciente aplicando lo que acabas de apren-

der sobre crecimiento de funciones.

A 2 Grdficas de las funciones lineales

En esta actividad continuards analizando gréficos de funciones lineales.

En la actividad 3 de la unidad 4 de este Cuaderno trabajaste con funciones lineales y aprendiste que:
* Una funcién lineal esta dada por una férmula f(x) = ax + b.
* El grdfico de una funcién lineal es una recta de ecuacién y = a x + b en la que el nimero a es
el valor de la pendiente y el nimero b es la ordenada al origen.

a) Representa la recta correspondiente a la funcién que le asigna como imagen a cualquier nimero racio-
nal el nimero 5, es decir £ Q = Q; f (x) = 5.

1. ;Qué valor tiene la pendiente de la recta?

2. ;Cual es la ordenada al origen de esa recta?

3. La grafica, jcorresponde a una funcién creciente? ;Por qué?
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Como acabas de comprobar:

Si una funcién esta definida por la ecuacién de una recta: y = f(x) = a, (siendo a; una cons-
tante), se verifica que para todo par a y b del dominio, sia < b es f(a) = f(b) = a,.

La grafica de esta funcién corresponde a una recta paralela al eje x, ubicada a, unidades por
encima o por debajo del eje x dependiendo de que el signo de a, sea positivo o negativo.

Ay Ay
y =2
} a, >0 0
> >
0 X }a, <0 X
y = a
Por ejemplo, al representar la velocidad (metros) A
? \'%

de una particula en funcién del tiempo(seglin
dos), si se desplaza con una velocidad constan-
te de 2 gm), la grafica que se obtiene es
una semirrecta paralela al eje x ubicada a 2 uni- 2 >

dades de distancia de ese eje.

Entonces,

Una funcion es constante si a todos los elementos del dominio les asigna la misma imagen a < b
es f(a) = f(b). Una funcién constante no es creciente ni decreciente.

b) Escribi tres funciones lineales que no sean constantes y sus correspondientes ecuaciones de rectas.
1. Sefald en cada ecuacién la pendiente y la ordenada al origen.
2. Representa las tres rectas.
3. Indica, en cada caso, cudl es el valor de y que corresponde al valor x = 0.

Entonces,

Se llaman ceros de una funcion f a los valores x del dominio que satisfacen a la ecuacion f(x) = 0.
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€) Grafica la funcién f(x) = 2 x + 1 indicando pendiente y ordenada al origen.
1. Busca la interseccién de la rectay = 2 x +1 con el eje x, reemplazando y por 0. Verificalo en el gra-
fico que hiciste.
2. Los pares (2, 5); (-1, 3), (- 12 0) ¢son algunas de las posibles soluciones de la ecuaciony = 2x + 17
{Por qué?

d) Escribi pares de valores que sean soluciones de cada una de las ecuaciones de las rectas que elegiste en la
consigna b. ;En qué punto cortan, cada una de esas rectas, el eje de las abscisas? ;Y el eje de las ordenadas?

ﬁ e) ;Se pueden hallar los ceros de las funciones observando su grafico sin usar la férmula? Justifica tu res-
puesta y comparala con las de tus compaferos.

f) Busca los ceros de las siguientes funciones lineales observando los graficos y verificd tus respuestas
usando las férmulas.

1. Area de un triangulo

de 5 cm de base en funcidn de su altura: y

f(x):%x

Eh MM WwE S LGK

2.h(x)=6-2x h:Q~-Q

Hasta ahora analizaste el comportamiento de funciones lineales y aprendiste a distinguir funciones
crecientes, decrecientes y constantes y cémo hallar analitica y grdficamente los ceros de una funcién.
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3 « Grdfica de funciones trigonomeétricas

En la actividad siguiente analizards la representacién grifica de funciones trigonométricas reali-
zando un estudio similar al que hiciste con las funciones anteriores.
En la unidad 7 de este Cuaderno aprendiste que:

y
En una circunferencia trigonométrica el seno de un
angulo estd dado por la medida de la ordenada del
extremo de su lado libre, representada por el cateto 1
. sena=y
opuesto al dngulo central.
Si un dngulo o esta ubicado en el primero o segundo Cos a =X X

cuadrante, el seno de O es positivo y si pertenece al ter-
cero o cuarto cuadrante, el seno de & es negativo.

a) La grafica siguiente, en la que los angulos se miden en radianes, corresponde a la funcién f(x) = sen x.
Observa la gréfica y respondé en tu carpeta:
1. ;Qué valor de x corresponde a un angulo recto?

2.
3.
4.

{Qué valor de x corresponde a un angulo llano?
{Qué valor de x corresponde a un angulo de un giro completo!
{Qué valor de x corresponde a un angulo de 450°?

y A

-o0o< X <oo 14

y =senx,

Habras observado que si el lado mévil del angulo gira en sentido contrario al de las agujas de un
reloj, manteniéndose en el primer cuadrante, su ordenada va creciendo. Cuando el angulo es
recto (‘_f)la ordenada vale 1 y coincide con el radio de la circunferencia.
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5. ;Cuanto vale el seno del angulo 0? ;Y del 4ngulo #? ;Y del 4ngulo #?

6. ;Qué valores de X representan a los angulos mayores que un giro completo?

7. ;Qué valores de x son ceros de la funcién sen x?

8. ;Cudl es la diferencia que existe entre dos angulos para los que la funcién toma los mismos valores!?
9. ;Entre qué valores de x la funcién sen X es creciente?

10. ;Entre qué valores de x la funcién sen x es decreciente!?

b) A continuacién se presenta una sintesis de las caracteristicas de la funcién seno de un angulo que se
pueden observar a partir de la grafica.

* La funcién circular y = sen x se puede representar en un sistema de ejes coordenados: en el
eje x se representa la amplitud de los dngulos expresada en radianes y sobre el eje y el valor de
la funcién.

* La representacién de la funcién es una curva continua.

* El dominio de la funcién y = sen x es el conjunto de los niimeros reales; los valores de las
imdgenes estdn comprendidos entre un valor minimo (-1) y un valor mdximo (+1), vale decir,
que el conjunto imagen es el intervalo cerrado [-1, 1].

* La interseccién con el eje y es el punto origen de coordenadas (0,0).

* Las intersecciones de la curva con el eje x son los puntos (-#,0), (0,0), (#,0), (2#,0), ...

* La funcién toma los mismos valores cuando entre los dngulos existe una diferencia de 2.

Esto significa que la funcidén es periddica y que el periodo es 2.

c) Observa el grafico correspondiente a la funcién y = €os X y repeti para esta funcién el andlisis que
hiciste en la consigna a para la funcién y = sen x. Ademas, observa cuanto hay que trasladar la funcion
coseno para que su grafica coincida con la de la funcién seno.

y =COS X y

1=
=

“ d) Teniendo en cuenta la sintesis la consigna b, elabora con tus compaferos un breve informe acer-
ca de las caracteristicas de la funcion coseno de x.
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Para finalizar

En esta unidad analizaste el comportamiento de algunas funciones que ya conocias y las clasificaste en
crecientes, decrecientes o constantes y aprendiste a determinar analitica y graficamente los ceros de
distintas funciones.

Con estos nuevos conocimientos sobre funciones retomaste el andlisis particular de las funciones tri-
gonométricas.

También aprendiste que para interpretar la grafica de una funcién conviene fijarse en:

e cudles son las variables y en qué unidades estan descriptas;

® para qué valores esta definida la funcién y para qué valores no tiene sentido;

e cudles son los puntos notables: intersecciones con los ejes, maximos y minimos;

e en qué intervalos la funcién crece o decrece.

Los graficos de las funciones lineales y trigonométricas que analizaste tienen variadas aplicaciones en
los medios grdficos, tecnolégicos y cientificos. Todas las ciencias actuales tratan de expresar ciertas
caracteristicas de los fenémenos estudiados en funcién de otras y cuanto més cuantitativo y medible sea
este estudio, mayor sera la utilidad de sus resultados.

Esta idea de funcién que hoy nos parece tan facil y natural tardé varios siglos en constituirse a través
del trabajo de grandes matematicos y cientificos. Tené siempre presente que las funciones describen
fenémenos de cambio; su conocimiento te permitira avanzar en el estudio de otros temas de Matematica
y también en el de otras disciplinas.

MINISTERIO DE EDUCACION @



UNIDAD 12

DESAFIOS MATEMATICOS

1. Equipos rivales

Dos equipos de futbol A y B llevan jugados 13 parti-
dos entre si, jugando alternadamente en una y otra
cancha. En 7 partidos el ganador fue el equipo local.
El equipo A gand 9 partidos en total. No hubo ningtin
empate.

(Es posible saber con esta informacién en qué cancha
se jugara el proximo partido?

En caso afirmativo, jen qué cancha se hara? Justificar
la respuesta.

2. Trenes en movimiento

Dos trenes salen de una misma estacion, uno hacia el
Sury el otro hacia el Oeste. ;Qué distancia en linea recta
los separa cuando cada uno lleva recorrido 80 kiléme-
tros? ;A qué distancia se encuentran de la estacion de
salida cuando ambos estan a 100 kilémetros uno del
otro y llevan recorridas distancias iguales?

3 . Las monedas de Francisco

El abuelo le entregd a su nieto Francisco 15 monedas
de un peso para que las acomodara formando pilas.
Le dijo que, cuando terminara la tarea recibiria tantas
monedas como el producto que resulta de multiplicar
el nimero de monedas de todas las pilas. ;Cémo
puede Francisco organizar las pilas de monedas para
obtener la mayor cantidad de dinero posible?




Unipap 13

Sistemas de ecuaciones

Una linea fundamental del trabajo matematico es identificar, en cada campo de estudio, un pequefio
conjunto de ideas y reglas basicas a partir de las cuales puedan deducirse, aplicando cierta l6gica, todas
las demas ideas y reglas de interés en ese campo.

Cuando estas buscando conexiones entre las ideas y las reglas basicas de un campo de estudio y las
que pueden deducirse de ellas, estds pensando matemdaticamente. Eso te permite adquirir nuevos cono-
cimientos sobre la base de conocimientos previos. Ponés en juego ese tipo de pensamiento cuando, a
partir de lo que ya sabés, seguis avanzando en tus estudios.

En esta unidad retomards aspectos vinculados con las funciones lineales sobre las que trabajaste en la
unidad 4 de este Cuaderno. Analizards la posibilidad de describir una recta a partir de su ecuacién o de su
representacion grafica en el plano. Abordaréas problemas en los que las variables estan ligadas por més
de unarelacién y que implican la resoluciéon de ecuaciones lineales y sistemas de ecuaciones lineales.

Seguramente recordards el trabgjo realizado en las unidades &4 y 11 de este Cuaderno con funciones lineales y
con ecuaciones. Es conveniente que tengas a mano los materiales de dichas unidades para que recurras a ellos
cada vez que lo necesites.

1. Resolucion grafica de sistemas de dos ecuaciones lineales

Tomando como base la ecuacién general de una recta y sus expresiones equivalentes, vas a resolver
situaciones en las que las condiciones del problema se vinculan a través de mds de una ecuacién.

En la unidad 4 de este Cuaderno estudiaste que:

La expresion general de la ecuacién de una recta:y = a* x + b en la que el nimero a es la pen-
diente y el nimero b la ordenada del punto (0, b) en el que la recta corta el eje y.

Al estudiar ecuaciones en la unidad 11, trabajaste con expresiones equivalentes de una ecuacion.

‘ a) Leé la siguiente situacion y a partir de los datos que se presentan en el problema, resolvela en tu car-
‘ peta tal como lo indican las consignas.
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Para organizar una fiesta de egresados, se pidieron dos presupuestos. En el primero, la entra-
da cuesta $ 18 por personay en el otro, cobran un costo general por la fiesta de $ 300 y, ade-
mas, $ 15 por persona.
1. Copia en tu carpeta y completa la tabla siguiente, segin el primer presupuesto, con el
importe que se deberia abonar teniendo en cuenta el nimero de personas invitadas o bien
con la cantidad de personas que corresponden al importe indicado.

30 540
60

1620
120

2700

Si X representa el nUmero de personas que concurriran a la fiesta, e y el importe correspon-
diente, se puede afirmar que 18 ¢ x es la expresién matematica que permite obtenery.
En otras palabras, y = 18 ¢ x es la formula de la relacidén que existe entre el nimero de asis-
tentes a la fiesta y el gasto correspondiente teniendo en cuenta el primer presupuesto.

b) Considerando ahora el segundo presupuesto, completa la tabla siguiente en tu carpeta.

Numero de personas (x) Importe (y)

30 750
60

1650
120

2550

Verificar que los valores encontrados sean soluciones de la ecuacién planteada es reemplazar la
incdgnita en la ecuacion por el valor (o los valores) hallado. Si se cumple la igualdad, entonces la
solucion hallada es la respuesta al problema.
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1. Verifica que la férmula que expresa la relacién entre el nimero de asistentes y el importe que debe-
ria abonarse sea: y = 15 « x + 300.

2, ;Existird un niUmero de personas (X) tal que para ambos presupuestos el gasto o importe demanda-
do (y) sea el mismo? Pensa un modo de encontrar respuesta a esta pregunta. Probalo.

3. Compara lo que pensaste con la opinién de tus compafieros y el docente.

Un recurso posible para responder a la pregunta del punto 2 es utilizar el método grafico.
Consiste en representar graficamente ambas relaciones, en un mismo sistema de ejes cartesia-
nos ortogonales y hallar, si existe, el Unico punto del plano que pertenezca a ambos gréficos.

€) Grafica las relaciones que corresponden a los dos presupuestos para buscar, si existe, el Unico punto
que pertenece a ambos graficos.

“ Podés consultar la unidad 12 o a tu docente si no recordds este tema.

1. Primero elegi una escala adecuada para el eje x (niUmero de personas) que te permita representar los
datos con comodidad y otra adecuada para el eje y (importe en pesos). En el mismo sistema de ejes,
representa graficamente las relacionesy = 18 e x ey =15 « x + 300.

Los puntos que obtuviste para cada ecuacién pertenecen a una recta y representan su conjun-
to solucién porque son los puntos cuyas coordenadas verifican la ecuacion.

2. Observa el grafico que hiciste en la actividad 1. Copia en tu carpeta las preguntas que aparecen a
continuacién y respondelas:
* ;Hay alglin punto que pertenezca a las dos rectas!
* ;Cuales son sus coordenadas?
* ;Qué cantidad de personas podrian asistir a |a fiesta si se abonaran 1800 pesos, segin el primer pre-
supuesto!?
* ;Qué cantidad de personas podrian asistir a la fiesta si se abonaran 1800 pesos, segln el segundo
presupuesto?
¢ ;Cuanto se deberia abonar si asistieran 100 personas a la fiesta, segln el primer presupuesto?
¢ ;Cuanto se deberia abonar si asistieran 100 personas a la fiesta, seglin el segundo presupuesto?
* ;Qué significa el par ordenado (100;1800), de acuerdo con el problema que estamos estudiando?

En el ejemplo del primer presupuesto, los pares (x, y) que verifican y = 18 « x pertenecen a una
recta. Los pares que verifican y = 15 ¢ x + 300 (segundo presupuesto) pertenecen a una recta
distinta de la anterior.

Entonces, se puede pensar que si estamos buscando un nimero de personas (X) y un importe
(y) que verifique ambos presupuestos, este par (X, y) debe pertenecer a ambas rectas.
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El par ordenado (100;1800) representa al punto cuyas coordenadas (x, y) son, respectiva-
mente, 100 y 1800, y es la solucién del sistema que forman las dos ecuaciones por ser la inter-
seccién de ambas y satisfacer a las dos.

x+y =340
5x + 10y = 2500

La llave que abarca las dos ecuaciones significa que las dos deben verificarse simultdnea-

mente, es decir, que forman un sistema.
Las dos ecuaciones consideradas forman un sistema de dos ecuaciones lineales con dos

incégnitas (x, y).

.
A 2. Otro problema
t‘ a) Copia en tu carpeta el siguiente problema:
I
En una caja hay tornillos pequenos que pesan 5 g y tornillos grandes que pesan 10 g. En total
hay 340 tornillos. El peso total de los tornillos que hay en la caja es 2,5 kg. ;Cuantos tornillos
de cada tipo hay en la caja?
L

1. A medida que vayas leyendo la resolucién paso a paso del problema anterior, copia en tu carpeta los
datos del problema y las ecuaciones que se van deduciendo.

Paso 1 Paso 2 Paso 3
Podemos llamar x a la cantidad Segln el enunciado del pro- Como cada tornillo pequeno
de tornillos pequenos e y a la blema se cumple que pesa 5 gramos, 5x representa el
cantidad de tornillos grandes. x + y = 340. peso de los tornillos pequefios.
Paso 4 Paso 5
Como cada tornillo grande pesa 10 También debe cumplirse, seglin el enun-
gramos, 10y representa el peso de los ciado del problema, que el peso de
tornillos grandes. todos los tornillos sea 2,5 kg que es equi-

valente a 2500 g: o sea que también se
cumple que 5x + 10y = 2500.

2. ;Es necesario que el nimero de tornillos de cada tamafno que buscamos verifique X + y = 340 y también
5x + 10y = 25007 ;Por qué? Escribi tu respuesta en la carpeta y comparala con la de otros compafieros.
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t b) Para resolver este otro sistema vas a recurrir otra vez al método grafico. En este caso, el sistema de
ecuaciones que debe resolverse es:

x +y =340
5x + 10y = 2500

Como ya sabés, las ecuaciones lineales se corresponden graficamente con rectas en el plano.
Para hacer el dibujo necesitas dos o tres puntos de cada una de ellas.

1. Escribi tres pares (X,y) ordenados de modo que verifiquen: x + y = 340. Si te resulta mas facil, para
hallarlos podés usar ecuaciones equivalentes, por ejemplo: y = 340 — x 6 x = 340 —y.

2, Escribi tres pares ordenados que verifiquen que 5x + 10y = 2500.

Si lo creés conveniente podés recurrir a otras expresiones de la misma ecuacién. Dado que en este caso
no es tan sencillo hallar expresiones equivalentes, deberas trabajar con cuidado. Si en la ecuacién
5x + 10y = 2500 despejas y correctamente obtendras y = 250 — 0,5x.

3. Elegi una escala adecuada para el eje x (cantidad de tornillos pequefios) y otra adecuada para el eje
Y (cantidad de tornillos grandes). En el mismo sistema de ejes representa graficamente las relaciones
y =340 -xey =250-0,5x.

Recordd que cada ecuacién estd representada por una recta.

4. Observa el grafico. jSe puede leer a través del grafico cuantos tornillos pequenos y cuantos grandes
hay en la caja? ;Por qué? Compara tu respuesta con las de tus compaiieros. Si tienen alguna duda, con-
sulten con su docente.

A 3 = Tres situaciones para graficar

En esta actividad encontrards tres situaciones que se pueden solucionar grificamente resolviendo un
sistema de ecuaciones.

t‘ a) Resuelvan las situaciones planteadas. Para hacerlo:
* |éanlas con atencion;
* nombren las incognitas;
* escriban las dos ecuaciones lineales que forman el sistema;
* hallen pares ordenados que verifiquen cada una de las ecuaciones;
* representen graficamente cada ecuacién, después de elegir convenientemente la escala para cada eje;
* hallen la solucién del sistema.
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1. El perimetro de un rectangulo es 24 cm. La base mide 2 cm mas que la altura. ;Cudles
pueden ser las dimensiones del rectangulo?

2. Un teatro tiene 180 butacas, entre platea y pullman. La entrada para pullman cuesta $12
y para platea cuesta $20. Si la recaudacion total de |a funcién de ayer, a sala llena, fue $2800,
jcuantas butacas en platea y cuantas en pullman tiene el teatro?

3. La familia Quispe —madre, padre y tres nifnos— fueron a presenciar un espectaculo y
pagaron $31 por las entradas de todos. Los Oneto —madre, padre, abuela y dos nifios—
pagaron $34. ;Cuanto costé la entrada de cada adulto y la de cada nifio?

Ademds del método grifico, existen otros procedimientos matemdticos que permiten resolver sistemas
de ecuaciones.

4. Resolucion analitica de un sistema de dos ecuaciones lineales

En la siguiente actividad, vas a conocer otras herramientas para resolver sistemas de ecuaciones. A con-
tinuacién, encontrards una sintesis de algunas ideas importantes acerca de las ecuaciones lineales que
estuviste trabajando en esta y otras unidades sobre funciones.

a) En la siguiente actividad, van a conocer otras herramientas para resolver sistemas de ecuaciones.
1. Luego consulten las unidades 4 y 11 de este Cuaderno y decidan si les parece necesario agregar a
esta lista otras ideas importantes sobre funciones y sistemas.

* Las expresiones de la forma y = mx + b, con m y b constantes, se llaman ecuaciones linea-
les. Por ejemplo, y = 2x + 3 es una ecuacion lineal (lo mismo que cada una de las que consi-
deraste en las actividades anteriores).

* El gréfico de una ecuacidn lineal es una recta. Los pares ordenados (0; 3); (-1; 1); (1; 5) y
(2; 7) son algunos de los puntos del plano que pertenecen a la recta cuya ecuacién es y = 2x + 3.
Las coordenadas de los infinitos puntos de la recta forman el conjunto solucién de la ecuacién
y=2x+3.

* Si se multiplican ambos miembros de la ecuacién y = 2x + 3 por un mismo nimero real, por
ejemplo 2, la nueva expresion 2y = 4x + 6 es una ecuacién equivalente a la dada, porque tiene
el mismo conjunto solucién que y = 2x + 3. Entonces, hay muchas otras ecuaciones equiva-
lentes a y = 2x + 3.

* Las coordenadas (x; y) del punto que pertenece a las dos rectas que forman un sistema, hacen
verdadera —verifican— las dos ecuaciones del sistema.
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b) Copia en tu carpeta el siguiente problema:
]

iLlegd el circo al pueblo de San Lorenzo! En la funciéon de ensayo hubo precios especiales. La
entrada para los adultos se cobré $24 y para los menores $12. Asistieron 100 personas y se recau-
daron $1560. Se desea conocer el nimero de adultos y de menores que asistieron a la funcién.

.
1. Planted las dos ecuaciones posibles, llamando x a la cantidad de adultos e y a la cantidad de menores.

Es posible que hayas obtenido el sistema x +y =100
24x + 12y = 1560

También se puede obtener otro sistema formado por ecuaciones equivalentes, distinto al que
se propone aqui. Si obtuviste un sistema equivalente consulta con tu docente para transformar
convenientemente tus ecuaciones y poder asi seguir el razonamiento aqui propuesto.

A partir del sistema x +y =100
24x + 12y = 1560

Si se multiplican por 12 ambos miembros de la primera ecuacion, se obtiene 12x + 12y = 1200,
que es una ecuacién equivalente a la ecuacién x + y = 100; es decir, con las mismas soluciones.
Se logra asi que los coeficientes de y en ambas ecuaciones resulten iguales.

2, Escribi el sistema que resulta con esta modificacion.
3. ;Qué otra operacion se puede hacer para que los coeficientes de X resulten iguales? ;Cual de las ecua-
ciones modificarias? j;Da lo mismo elegir cualquiera de las opciones? ;Por qué?

Suponiendo que el nuevo sistema obtenido sea 12x + 12y = 1200
24x + 12y = 1560

Se resta a la segunda ecuacién la primera, miembro a miembro, para lograr una ecuacién con
una sola incégnita: 12x + Oy = 360, de donde se obtiene que x = 30. Es ahora facil deducir que
y = 70, dado que a partir de las condiciones iniciales del problema se sabe que x +y = 100.

4. Hacé las cuentas necesarias para comprobar que (30; 70) es, efectivamente, la solucidn del sistema.
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El método con el que resolviste este problema es de tipo analitico, esto significa que no es grafi-
co, sino escrito. Con él resolviste este sistema mediante las operaciones de adicidn y sustraccién.
En las actividades anteriores resolviste graficamente algunos sistemas de ecuaciones en los que
se pudo encontrar la solucién a partir de observar las coordenadas de la interseccién de dos
rectas. Este método es cdmodo cuando la lectura del grafico no ofrece dificultades. Pero pensa,
por ejemplo, que si la solucion de un sistema fuera el par ordenado (1 ; 2 serfa imposible leer-
la con precisién en un grafico porque se trata de fracciones. 79

5. Resolvé analiticamente todos los problemas propuestos en las actividades anteriores: actividad 1
(fiesta de egresados), actividad 2 (tornillos en la caja) y las tres situaciones de la actividad 3.

5 . Otros problemas, otros sistemas

El método analitico por operaciones de sustraccién y adicién no es el tnico posible. Vas a completar
este tema consultando otros métodos en los textos de Matemdtica.

a) Busca en algln libro de Matematica de la biblioteca, problemas que se resuelvan a través de un siste-
ma de dos ecuaciones lineales.
1. Elegi un problema y realiza un afiche con:

* el enunciado del problema;

* el nombre y significado de las variables que intervienen;

* la resolucién analitica;

* la resolucién grafica;

* la respuesta o solucion.

b) Resolvé graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones. Representa cada uno en graficos cartesia-
nos distintos.

D 3x-5=y II) |-3x=y III) | 3x-2y=2
y=3x+4 y = 2x —4dy=6x+4



€) Leé la informacion que aparece a continuacion y tenela en cuenta para clasificar los sistemas dados en
la consigna anterior seglin el nimero de soluciones que tengan: una, ninguna o infinitas soluciones.

Queé sucede en el grafico Cantidad de soluciones Clase de sistema
Las rectas se cortan en un punto.  Una Compatible
determinado.
Las dos ecuaciones representan Infinitos Compatible
la misma recta. indeterminado.
Las rectas son paralelas. Ninguna Incompatible.

d) El punto A = (3; 4), es la solucién de un sistema de ecuaciones.
1. Escribi la ecuacion de la recta ¥ que pasa por (0; 0) y por A.
2. Escribi la ecuacion de otra recta s tal que el sistema que forman las rectas r y s tengan como Unica
solucién el punto A.
3. ;Es Unica la ecuacion de la recta s? jPor qué?

En un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incognitas, cada ecuacion se representa por una
recta.

- Si el sistema tiene una sola solucion, esta resulta ser un punto (x, y) cuyas coordenadas satisfa-
cen las dos ecuaciones del sistema.

- Si las ecuaciones son equivalentes, el sistema tiene infinitas soluciones.

- Si las ecuaciones corresponden a rectas paralelas, el sistema no tiene solucion.

Para finalizar

Importantes contenidos matematicos como los niimeros racionales, la proporcionalidad y las relacio-
nes lineales estdn todos intimamente conectados, por eso, cuando se abordan contenidos matematicos
nuevos, se tienen muchas oportunidades de usar y hacer conexiones con lo que ya se sabe.

Cuando algun problema concreto demanda encontrar los valores de las variables que satisfacen
simultdéneamente a dos ecuaciones, decimos que se trata de un sistema. Estas expresiones simbélicas
tienen su correlato en tablas y graficos que permiten visualizar las posiciones relativas de dos rectas y su
punto de interseccién que, en este caso, es la solucién del problema.

Los temas que corresponden a la programacion lineal que veras en la préxima unidad te ayudaran a
ampliar este espacio de problemas que tienen aplicacién en la economia, la administracion y la activi-
dad industrial.
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UNIDAD 13

DESAFIOS MATEMATICOS

1. Numeros y triGngulos

Dibuja un triangulo equilatero cualquiera. Dividilo en cuatro tridngulos, también equilateros, uniendo los
puntos medios de cada lado del tridngulo original. Quedan determinados nueve segmentos que son los
lados de los triangulos mas pequenos. Distribui los nimeros 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8,y 9 en los lados de los trian-
gulitos, sin repeticiones, de modo que la suma de los tres nimeros correspondientes a cada triangulito sea
siempre la misma.

2. Una relacién pitagérica

En el triangulo ABC, C = 90°, AC = 20, y AB = 101. D es el punto medio de BC. Halla el area del trian-

gulo ADB.
3. Sudoku
5 9
El objetivo del juego es colocar en los cuadrados 2 8
vacios los nimeros que faltan de modo que en cada
cuadro de 3 X 3 estén todos los nimeros del 1 al 9, 8 4 3
con la condicién de que cada nimero aparezca sola- 51711 3 2
mente una vez en cada fila horizontal y en cada
columna vertical del cuadro 9 x 9.
2 9 5(3|8
9 1 5
7 6 811
2 7 9
4. sudoku exprés 6 113
Este juego es similar al Sudoku, pero se juega sola- 5 56
mente con los nimeros del 1 al 6.
6 1
3 416
3
6 11534




Unipabp 14

Sistemas de inecuaciones

Los problemas de administracion y economia estan relacionados frecuentemente con la necesidad de
optimizar una funcién matematica. Puede ser necesario, por ejemplo, optimizar ganancias, costos, tiem-
pos de espera, en situaciones en las que se presentan algunas restricciones. En este tipo de problemas,
optimizar puede significar tanto la busqueda del médximo como del minimo de una funcién o variable de la
economia, por ejemplo, los insumos, la mano de obra, el capital disponible o el tiempo de produccién.

Las restricciones que presentan los problemas de ese tipo se pueden expresar, en general, a través
de inecuaciones lineales. En la unidad 13 estudiaste sistemas de dos ecuaciones lineales. Por la impor-
tancia que adquieren como una herramienta matematica que se aplica en diversos campos como la
industria o la administracion, en esta oportunidad ampliaras el trabajo realizado mediante el estudio
de inecuaciones y sistemas de inecuaciones lineales.

Las relaciones que se establecen entre las variables puestas en juego en el momento de optimizar un
recurso dan lugar a una aplicacién de inecuaciones al método matematico denominado programacion
lineal. Se trata de problemas que involucran gran cantidad de variables y para ser resueltos general-
mente requieren de la ayuda de las computadoras. En esta unidad verds algunos ejemplos sencillos de
este tipo de problemas.

Seguramente recordards el trabgjo realizado en unidades anteriores con funciones lineales y sistemas de ecua-
ciones lineales. Es conveniente que tengas a mano los materiales de dichas unidades para que recurras a ellos
cada vez que lo necesites.

A 1. ¢COomo se representa un semiplano?

La resolucién de problemas se apoya frecuentemente en la representacién grifica de zonas del plano
limitadas por rectas; por eso, es importante que distingas esas zonas.

a) Representa graficamente la recta ¥4, cuya ecuacion A
es y = x + 3. Indica sus puntos de interseccién con los y
ejes, (0; 3) y (-3; 0) y también un punto C = (2; 8) que 8| _ _IC (2;8)
no pertenece a ¥4. Sombred con diferentes colores las |

zonas S; y S, del plano del papel, cada una de las cua- [

les esta limitada por ry. ,
Observa el esquema de la situacion:

S:
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b) Escribi cuatro pares ordenados correspondientes a puntos que verifiquen la ecuacion de la recta ry.
Representalos en el grafico.

¢) La recta r4 divide al plano en dos zonas o semiplanos: S; y S,. La inecuacién y > x + 3 corresponde al
semiplano S;, al que pertenece, entre otros, el punto C = (2; 8).
* Pensa cdémo se puede verificar esta afirmacién y hacelo.
* Escribi las coordenadas de otros puntos que pertenezcan a S; y comproba si esos puntos, en efec-
to, hacen verdadera la inecuacién de la recta dada.
d) ;Qué inecuacién corresponde a S,? Verificalo.

e) Los puntos de ry, jpertenecen a §4? ;Por qué?

f) Los puntos de rq ;jpertenecen a S,? ;Por qué?

El andlisis de las coordenadas de puntos ubicados en las dos zonas del plano, que quedan deter-
minadas por una recta, fundamenta la siguiente definicién:

Se dice que la recta ry que divide a los semiplanos S; y S, es la recta borde de uno de los semi-
planos S;0 S,.

g) ;Qué relacioén satisfacen las coordenadas de los puntos del plano que pertenecen a §4 0 a Fq! Respondé
escribiendo la inecuacion correspondiente.

h) Copid en tu carpeta y completa:

La inecuaciény " x + 3 es la relacion que verifican las coordenadas de los puntos del plano que
pertenecen a .........

Observa que la diferencia entre escribiry " x + 3y escribir y < x + 3 consiste en que en el pri-
mer caso los puntos de la recta satisfacen a la inecuacién y " x + 3, en cambio, en el segundo
caso, al excluirse la igualdad, la recta y = x + 3 no pertenece al conjunto solucién de la inecua-
cion y < x + 3. Por eso se adopta la convencién de representar a la recta borde con linea de
puntos para indicar que no pertenece al semiplano.

i) Representa en distintos sistemas de ejes cada una de las siguientes inecuaciones.
I. y<-5x+2 IV. 3x > 2y

II. y>-6x-4 V. -3y + 9 < 6x
IIL.- y < 2x VL. -4y " 5x
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Comenza representando la recta borde, cuya ecuacién conviene que esté expresada en la
formay = mx + b. Luego indica claramente qué convencidn elegis para mostrar el semiplano
que se obtiene en cada caso. En general, se sombrea el conjunto de los puntos que verifican la
inecuacion pero en algunos libros, los autores prefieren dejar en blanco dicha zona.

j) Verificd que el semiplano obtenido en cada caso sea el correcto reemplazando en la inecuacién origi-
nal las coordenadas de algiin punto del semiplano indicado.

La reflexion sobre las caracteristicas de los puntos que pertenecen a uno u otro semiplano te permitird analizar
cémo se vinculan con las respectivas inecuaciones.

2. Reconocimiento de inecuaciones

En esta actividad vas a formular inecuaciones a través del reconocimiento de semiplanos representados
gréficamente.

a) Copia en tu carpeta los siguientes esquemas.

b) Escribi la relacion que satisfacen las coordenadas de los puntos del semiplano que se muestra som-
breado en cada esquema.

e~

Recordd que en la unidad 4 aprendiste que las intersecciones de una recta con los ejes coordenados son los
datos que permiten escribir la ecuacion de la recta.
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3 « Zonas en el plano grafico

En las actividades anteriores ubicaste los puntos del plano que satisfacen a una inecuacién o indicaste
la inecuacién correspondiente partiendo del gréfico de un semiplano. En esta actividad, vas a determinar
la zona del plano cuyos puntos satisfacen simultdneamente a dos inecuaciones.

a) Halla graficamente la solucién de los siguientes sistemas de inecuaciones y verificala. Explica en forma
completa cémo procedés para llegar a mostrar el resultado.

I y" 2x+1 III) | 3y > 6x
y<1 x 2x-6y" 9
3
Il) |y”3x+5 IV) | 6x-9 <3y
y<2x+1 y+x<10

Hallar gréficamente la solucién de un sistema de dos inecuaciones lineales es representar en
un mismo sistema de ejes los puntos cuyas coordenadas verifican simultineamente ambas
inecuaciones. Para ello es conveniente representar por separado el semiplano solucién de cada
una de las inecuaciones vy, luego, analizar si existe alguna zona que sea comtin a ambos semi-
planos. La zona comun, si existe, es la solucién del sistema dado.

b) Sin realizar el gréfico, investiga si el punto (2, 4) pertenece a la solucién del sistema.

x+y>3
y>3
x" 2

€) Antes de realizar la actividad 4, resolvé graficamente aplicando el método que aprendiste en las activi-
dades anteriores, dos o tres sistemas con mas de dos inecuaciones. Podés buscar en los libros de la biblio-
teca del aula sistemas para resolver o solucionar los siguientes:

2x +y =80 x—y<1 3x+y=>0
x +y =48 x+yz=5 x+y<b5
x>0 y<7 X <3
y>0

En las actividades anteriores trabajaste con inecuaciones y aprendiste a resolver grificamente sistemas
de inecuaciones lineales. Ahora vas a aplicar esos conocimientos a la resolucién de problemas de pro-
gramacioén lineal. En este tipo de problemas, los sistemas estdn formados por mds de 2 inecuaciones, a
veces 3 o incluso mds.
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A 4 « Programacion lineal

En esta actividad vas a encontrar desarrollado en forma completa un problema de programacién lineal.

» o«

‘ a) Copia el problema en tu carpeta. Antes de continuar, conversa con tu docente y con tus compafieros
acerca de qué significa “utilidad”, “pies” de madera y “maximizar”.

La empresa de muebles Canuelas fabrica mesas y sillas de comedor. En la industria maderera
el volumen de madera disponible se mide en pies.*

Para fabricar cada silla se necesitan 20 pies de madera y 4 horas de trabajo.

Para fabricar cada mesa, 50 pies de madera y sélo 3 horas de trabajo.

El fabricante dispone de 1980 pies de madera y personal a su disposicion para trabajar hasta
380 horas.

El fabricante desea obtener una utilidad de $30 por cada silla vendida y $60 por cada mesa
vendida.

iCuantas mesas y sillas se deben producir para maximizar las utilidades, suponiendo que se
vende todo objeto producido?

* El pie de madera es una medida inglesa de uso tradicional en carpinteria, que corresponde a 1 pie (30,48
cm) de ancho, por 1 pie de largo, por 1 pulgada (2,54 cm) de grosor.

b) Para responder a la pregunta de la situacion planteada, debés seguir varios pasos.
1. El primero es volcar en un cuadro toda la informacién disponible, para ello copid la siguiente tabla y
completala con los datos indicados en el enunciado.

Cantidad necesaria Total

por cada unidad dispondible

Madera (pies)
Mano de obra (horas)
Utilidad por unidad ($)

2. Si llamas x al nimero total de sillas que se producen, ;jcudl es la cantidad de madera necesaria para
construir X sillas?

3. Si llamas y al nimero total de mesas producidas, jcudl es la cantidad total de madera necesaria para
producir las y mesas?

4., Expresa los datos de los dos primeros renglones de la tabla relacionados con x e y mediante las
inecuaciones respectivas.
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5. ;Tiene sentido que X o y tomen valores negativos! ;Por qué?

6. Escribi las dos inecuaciones que indican que X e y sélo pueden tener valores que no sean negativos.
7. Representa en un mismo sistema de ejes coordenados el sistema que forman las inecuaciones que
escribiste en los puntos 2, 3 y 6. Elegi convenientemente la escala de cada eje; pensa, por ejemplo, que
si sélo se fabricaran sillas, la madera disponible alcanzaria para hacer 99 sillas.

Seguramente el sistema de inecuaciones que representaste es:

x>0

y>0

20x + 50y " 198
4x + 3y " 380

Este sistema de inecuaciones se denomina conjunto de restricciones del problema porque indica las

condiciones que no se pueden exceder.
El conjunto solucién del sistema se llama poligono de soluciones posibles. Los puntos interiores al
poligono pueden ser las soluciones del problema que lo originé.

8. Colorea en tu gréafico el conjunto solucién del sistema. Nombra los vértices del poligono y escribi sus
coordenadas.
9. ;Qué utilidad obtiene, es decir, cuanto gana el fabricante...

* si fabrica 10 sillas y ninguna mesa’

* si fabrica 6 sillas y 2 mesas?

* si no fabrica sillas y si 5 mesas?

Los pares sillas-mesas: (10; 0), (6; 2), (0; 5) verifican la ecuaciéon 30x + 60y = 300.

Todos los distintos pares de nimeros que verifican esta ecuacién, representan la cantidad de
mesas Y sillas que se deben fabricar para que, al ser vendidas, produzcan una ganancia de $300.
30 x + 60 y = 300 es una de las rectas de isoutilidad (“isos” signfica “igual”).

Llamaremos ry a esa recta “asociada” con $300 de utilidad.

10. ;Cudl es la ecuacién de la recta de isoutilidad r,, que corresponde a $600? Escribila y halld dos pares
de valores (X3 y) que la verifiquen.
* Escribi la recta r3 de isoutilidad correspondiente a $1500 de utilidad.
* Dibuja en el mismo sistema de ejes donde representaste el poligono de soluciones posibles, las rec-
* ;Cémo resultan ¥y, ¥y y 5 entre si? ;Por qué?
* ;En cudl de ellas, los pares (X3 y) resultan mas convenientes para el fabricante? En otras palabras,
icudles pares representan la cantidad de mesas y de sillas que producen mayor utilidad?
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11. Copia en tu carpeta las siguientes afirmaciones y decidi si son verdaderas o falsas con relacion al
problema anterior.

Todas las rectas de isoutilidad tienen pendiente — 1
- 2

A medida que las utilidades aumentan, las rectas se alejan del (0;0).

Para encontrar el punto de mayor utilidad, se debe trazar la recta de isoutilidad que se
encuentre lo mas lejos posible de (0;0) y que tenga interseccidn con el poligono de solucio-
nes posibles.

12. Mostra en el grafico algunas otras rectas de isoutilidad y la que proporciona la mayor de las utili-
dades, es decir, la recta con pendiente -1 que pasa por (65;40).
2

13. Ahora, respondé la pregunta del problema propuesto: jcuantas sillas deben producirse para maxi-
mizar el beneficio? jcuantas mesas? jqué utilidad obtendra el fabricante?

Para responder a las preguntas planteadas por este problema se ha maximizado la funcién
30x + 60y = u. Esta funcion es la funcién objetivo del problema. Es decir, que es la funcidn
que se debe optimizar (maximizar o minimizar) segln la situacién.

El punto que corresponde a la mayor utilidad es uno de los vértices del poligono de soluciones
posibles.

Para encontrar cudl de los vértices del poligono de soluciones posibles es el punto de utilidad
maxima, hay que evaluar en cada vértice la funcién utilidad: u =30x+ 60y.

Podemos mostrarlo en un cuadro:

coord. del vértice (0;0) (0;66) (95;0)  (65;40)

u=30x+60y 0 3960 2850 4350

En un problema de programacién lineal hay que identificar:

* el conjunto de restricciones;

* el poligono de soluciones posibles;

* la funcién objetivo.

El problema se resuelve encontrando cudl de los vértices del poligono de soluciones posibles opti-
miza la funcién objetivo.
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UNIDAD 14

€) Para revisar lo que aprendiste, copia este sistema en tu carpeta y, luego, respondé a las preguntas que
siguen. Si tenés alguna duda, revisa el trabajo que realizaste en las consignas a y b.
Supongamos que en un problema de programacion lineal es necesario minimizar

x" 0
)/ ” X +5

la funcion z = 2x + 4y sujeta a las restricciones:y | 4 y" 10
y" -5x+5

1. ;Cudl es la funcién objetivo?

2. ;Cual es el conjunto de restricciones?

3. Representa graficamente el poligono de soluciones posibles.
4. Halla el par (x3y) que minimiza la funcién z.

Para finalizar

Los sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales se aplican en la resolucién de problemas de pro-
gramacion lineal. Se usan en muchos problemas de la industria, el comercio o la economia cuando se
trata de encontrar un conjunto de datos que maximice o minimice, segtin el caso, una funcién que se
denomina funcién objetivo.

Las funciones de ganancia y de costo son ejemplos de funciones objetivos. El sistema de igualdades o
desigualdades a las que esta sujeta la funcién objetivo refleja las restricciones; por ejemplo, las limita-
ciones sobre recursos como insumos o mano de obra, impuestas a la solucién del problema.

Estos modelos de optimizacién son usados en casi todas las areas de toma de decisiones. Cuando se
manejan muchas variables, el mayor o menor éxito de estos procedimientos depende de la cantidad de
informacién que posea quien toma las decisiones. No cabe duda de que el uso de las nuevas tecnologias
de la informacioén contribuye al éxito en la resolucion de este tipo de problemas



DESAFIOS MATEMATICOS

1. Montones de piedras

Hay cinco montones de piedras. Se quita 1? de las piedras del primer montdn y se agregan al segundo mon-
ton. Luego se quita1— de las piedras que hay ahora en el segundo montén y se agregan al tercer montén.
A continuacién, se quita 3 de las piedras que hay ahora en el tercer montén y se agregan al cuarto mon-
ton. Finalmente, se quita 3 de las piedras que hay ahora en el cuarto montén y se agregan al quinto
montén. De este modo, todos los montones finalizan con 124 piedras cada uno. ;Cuantas piedras habia
inicialmente en cada montén?

2 « Un nimero de seis cifras

Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6, se puede formar un nimero de seis cifras distintas abecdef, tal que el
numero de tres cifras abe sea multiplo de 4, el nimero de tres cifras bed sea multiplo de 5, el nimero
de tres cifras cde sea multiplo de 3 y el niUmero de tres cifras def sea multiplo de 11.

3. Sudokus

Te ofrecemos un sudoku exprés y otro tradicional.
El sudoku exprés es un juego similar al sudoku, pero se juega en un tablero de 6 por 6, solamente con los
numeros del 1 al 6. No deben repetirse en ninguna fila y ninguna columna.

1]5 76 413
6 4 3 o]
52 5 9/8]6
23 9 5
1 6 3 2] [4
411 4 7
1198 2
3|9 1 4

2|8 4|7
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Unipapb 15 Funciones cuadraticas

En esta unidad vas a continuar trabajando con funciones. Ampliards el trabajo que realizaste en la uni-
dad 12 acerca de las funciones lineales representadas gréaficamente mediante rectas, con el estudio de
otras funciones cuya representacion grafica es una curva.

Mediante algunos ejemplos sencillos, estudiaras las caracteristicas de estas relaciones en las que la
incégnita estda elevada al cuadrado, y de sus correspondientes representaciones grdficas.

Frecuentemente, estas funciones, denominadas cuadraticas, describen ademdas de situaciones mate-
maticas, fenémenos propios de otras disciplinas como la Fisica o la Economia. Su aplicacién a otras ramas
del conocimiento es util para representar, por ejemplo, movimientos con aceleracién constante, trayec-
torias de proyectiles, ganancias y costos empresariales, etcétera.

Podras comprobar que el estudio de estas graficas permite obtener informacién mediante el andalisis de
las funciones sin necesidad de recurrir a la experimentacion.

A ] « Una huerta escolar

A partir de un problema concreto, investigards la relacién funcional drea-perimetro en una familia de
rectdngulos del mismo perimetro.

a) Leé el siguiente problema. Al terminar la actividad, estaras en condiciones de responder a la pregunta
que plantea.

En la escuela de Tres Cruces van a construir una huerta de forma rectangular. Con el dinero dis-
ponible se pueden comprar 60 metros de alambre tejido romboidal para el cerco. La directora
propone que, con esa cantidad de alambre, la huerta tenga la mayor superficie posible para sem-
brar. ;Qué medidas debe tener la huerta?

Responder a esta pregunta es equivalente a encontrar la respuesta a otra pregunta que podemos
expresar de la siguiente manera: ;Cual es el rectangulo de mayor superficie que se puede rodear
con 60 m de cerco?

b) Reunite con tus compafieros para explorar qué dimensio-
‘ nes pueden tener los distintos rectangulos de 60 m de peri-
metro, por ejemplo, un rectangulo de 20 m por 10 m. 10m

20m
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Para facilitar |a tarea, trabajen con la suma del largo y del ancho de cualquiera de esos rectan-
gulos. Prueben al menos cuatro ejemplos con largos y anchos diferentes.

‘ c) Copien en sus carpetas la siguiente tabla y complétenla con todos los casos que hayan encontrado. Mas
‘ adelante, completaran la columna libre.

Dimensiones de los rectangulos

20 10

d) Antes de continuar, respondan entre todos a las siguientes preguntas sobre las huertas rectangulares que
‘ propusieron.
1. ;Pensaron en las dimensiones de una huerta cuadrada?
2. ;Colocaron en la tabla algiin caso que tenga 10 m de base y 20 m de altura?
3. ;Tuvieron en cuenta los casos de los rectangulos rotados, es decir, los que se obtienen si se inter-
cambian la base y la altura?

e) Tal como plantea el problema, el objetivo es construir una huerta de la mayor superficie posible. Entonces,
completd la columna que quedd vacia en el cuadro del punto € escribiendo el 4rea correspondiente a cada
rectangulo, expresada en metros cuadrados.

f) Ahora estds en condiciones de responder a la pregunta del problema:
*;Qué medidas debe tener la huerta? O lo que resulta equivalente, jcudl es el rectangulo de mayor area
que se puede rodear con 60 m de cerco? Escribi la respuesta en tu carpeta.

A 2. Las funciones cuadraticas y las pardbolas

Para introducirte en el tema de las funciones cuadrdticas y sus grdficos, vas a analizar los resultados de
la actividad 1, desde el punto de vista matemdtico. Revisards los valores de la tabla que construiste en el
punto ¢ de esa actividad.

a) Llama x a la base de los rectangulos e y al area.

Para cada valor de la base, X, mayor que cero y menor que 30, existe un rectangulo que tiene una cierta
superficie, y. Completa la tabla siguiente, con los datos que calculaste en la actividad 1.
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20 200
10 200
15

b) Representa graficamente en un sistema de ejes la relacién que vincula la superficie de los rectangu-
los de perimetro 60, y, en funcién de la base, X. Elegi con cuidado la escala conveniente para cada uno
de los ejes de coordenadas. Si te parece necesario, buscd otros pares de coordenadas para obtener una
curva mas precisa.

€) Teniendo en cuenta la tabla y el grafico que acabas de realizar, copia en tu carpeta las siguientes afirma-
ciones y escribi si son verdaderas o falsas.

4 N

1. La relacién que vincula la superficie de los rectangulos de perimetro 60 (y) en funciéon de la

base X no es lineal.

2. Hay pares de rectangulos con la misma superficie. Por ejemplo, el de base 20 y el de base 10.

3. Existe un Unico valor de la base para el que no hay dos superficies iguales.

4. Existe un valor méaximo de la superficie y = 225 correspondiente a x = 15.

5. La curva es simétrica respecto de una recta que pasa por el punto (15; 225).

K 6. La curva es concava hacia abajo. /

Es posible obtener la férmula que corresponde a esta relacién que vincula la superficie de los
rectangulos de perimetro 60, y, en funcién de la base, X, procediendo del siguiente modo:

y=x"h Aplicacién de la férmula para obtener la
superficie de un rectangulo.

y =x (30 —x) Se reemplaza la altura de los rectangulos
por la diferencia entre 30 y la longitud de
la base.

y =30x-x Se aplica la propiedad distributiva de la
multiplicacién con respecto a la resta y se

obtiene una ecuacién de segundo grado.
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Habras observado que:

* La férmula que vincula la base X con el area y de los rectangulos de perimetro 60 es:

y =30 x - x%

* La variable independiente X esta elevada al cuadrado por lo que es una ecuacién de segundo
grado, la expresién f(X) = y corresponde a una funcién cuadratica.

* La curva que representa a la funcién cuadratica es una parabola.

d) Copia las siguientes ecuaciones y realiza las operaciones necesarias para indicar cuéles son ecuaciones
de segundo grado. Reunite con tus compaferos para comparar los resultados.

‘|.3+x=i

2-x
2. x3-1=x(x+2)
3.x.54x =6

4.10x3=5x2+ 60

T(x)
iy 5 EL S
8
-+ |
7 |
P |
La funcién cuadrdtica més sencilla es f(x) = x* porque mL '
) : 3 . : |
la expresién x2 no estd modificada por coeficientes ni iE |
otros términos. Su gréfica es esta curva simétrica: PR oy o
!
| __3 | |
| 2 | |
| = | |
| 1 | |
I Jd [ I
[T [ ST
I I T T I
=2 L 23
|
e) Copié en tu carpeta la tabla de la funcién f(x) = x* y completé los espacios en blanco.
_ _3 _1 O 0’5 2
f(x)=x2 4 025 0 1 9
Se puede afirmar que:
- las férmulas que caracterizan a las funciones cuadrdticas son ecuaciones de segundo grado;
- las funciones cuadrdticas se representan mediante pardbolas.
|
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3. Férmula general de las funciones cuadraticas

Después de analizar la funcién y = x* trabajards con la expresién simbélica general de las funciones
cuadrdticas.

a) Copia en tu carpeta la siguiente situacién. Podras resolverla al terminar la actividad.
[

En un negocio de venta de celulares, para decidir a qué precio vender los teléfonos y obtener la
mayor ganancia posible, realizaron algunas consultas y se informaron de que la ganancia y (en miles
de pesos) en funcidn del precio x (en cientos de pesos) esta determinada por la férmula:

y =-2x*+12x - 10

La férmula permite afirmar que, por ejemplo, si se vende cada teléfono a $200 (x = 2), la ganan-
cia es de $6000 (y = 6).

b) Copia la siguiente tabla y completala segiin los datos del problema.

Precio x (en cientos de pesos) Ganancia y (en miles de pesos)

6

U AN W N =

1. ;Cudl es el precio de cada teléfono que permite obtener la ganancia maxima?

2. ;Para qué precios la ganancia es nula?

3. Representa graficamente en un sistema de ejes la relacion que vincula la ganancia y, en funcién del
precio de los teléfonos celulares x. Elegi con cuidado la escala conveniente para cada uno de los ejes de
coordenadas. Si lo necesitas, busca otros pares coordenados para obtener una curva mas precisa.

Habras observado que sabiendo que la férmula'y = -2x*> + 12x - 10 correspondiente a la ganan-
cia () que se obtiene en funcion del precio (x) de los teléfonos celulares es la ecuacion corres-
ponde a una funcién cuadratica y la representacién grafica es una parabola.
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La expresién simbélica general de las ecuaciones correspondientes a funciones cuadrdticas puede
tener ademds del término de segundo grado, uno de primer grado y un término independiente.

Una funcién cuadratica es toda funcion que puede escribirse en la forma f(x) =a x2 + b x + c,
donde a, b y c son numeros cualesquiera, con la condicion de que a sea distinto de 0.A esta expre-
sion se la conoce como expresién polinémica de la funcion cuadrdtica.

Si b = 0, la ecuacién es de la forma y = a x* + c.
Si ¢ = 0, la ecuacién es de la forma y = a x* + bx.
Sib =0y ademds c = 0, la ecuacion es de la forma y = a x*.

“ ) En el gréfico siguiente, se han representado seis

funciones del tipo y = ax2 en las que a tiene dis-
tintos valores, b =0y c = 0.

1. Observa el grifico y respondé:
* ;Qué relacion encontrds entre el valor
absoluto de a en cada ecuacién y la abertu-
ra de las parabolas?

Habras observado que:

* Todas las parabolas de ecuacién y = ax? tienen por vértice el punto V = (0, 0).

* La pardbola y = ax* tiene un minimo si @ > 0y tiene un méximo sia < 0.

» Cuanto mayor es el valor absoluto de a, mas cerrada es la parabola correspondiente.

d) Revisd los graficos que corresponden a las ecuaciones y = =2x2 + 12x =10 e y = 30 x — x2 (obte-
nida en punto b de la actividad 2 y comparalos con el grafico de la ecuacién y = x2.
1. Anota las semejanzas y diferencias que observas en cuanto a:
e Las intersecciones de la curva con el eje x.
e Las intersecciones de la curva con el eje y.
* El eje de simetria de la curva.
* La existencia de maximo o de minimo.
* La concavidad hacia arriba o hacia abajo.
* El nimero de términos de las ecuaciones.
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2. Compara tus observaciones con las de tus compaieros y conversen sobre ellas con el docente.

Habras observado que:
sila férmula es del tipo y = ax?, la pardbola es simétrica con respecto al eje y.

e) En este punto trabajards con expresiones equivalentes.
1. Hacé todas las cuentas que necesites para verificar que la férmula y= -2 (x -3)? + 8 es equivalente a:

y = 2x* + 12x -10

Las dos férmulas representan la misma funcién cuadrdtica, sélo que en la primera se pueden
leer las coordenadas del punto mdximo o vértice de la pardbola, en este caso (3; 8). A las expre-

siones de este tipo se las conoce con el nombre de expresion candnica de la funcion cuadritica.
]

2. Hacé todas las cuentas que necesites para verificar que la férmulay = =2 (x = 1) « (X = 5) es equi-
valenteay = 2x* + 12 x -10.

Las dos férmulas representan la misma funcién cuadrdtica, sélo que en la primera se pueden
leer los valores 1 y 5 de x que anulan la funcién cuadrdtica (son los valores de x cuya imagen
por la funcién es cero, vale decir los valores de x que hacen y = 0). A las expresiones de ese tipo

se las conoce con el nombre de expresién factorizada de la funcién cuadritica.
.

En la consigna e de esta actividad pudiste observar que una misma funcién cuadratica, como la
del ejemplo, se puede expresar de tres formas distintas.

cy=-2(x-1)(x-5)

ey =-2x*+12x - 10.

cy=-2(x-3)+38

«“ f) A partir de la funcién cuadratica cuya ecuacién es y = 2x* + -lx + 2, realiza su representacién gréfica,
% sabiendo que:
* (1; 0) es el punto donde la funcién es minima;

* (0; 2) es el punto de interseccidn con el gje y.
1. Para hacerlo, completa una tabla con los valores que necesites y recorda las caracteristicas de las para-

bolas que observaste en las actividades anteriores.
2. Segln lo que observaste en la consigna @ para una misma funcién cuadratica se pueden escribir dife-
rentes ecuaciones. Escribi las correspondientes a la funcién dada y después controld con tus compane-

ros y tu docente para ver si lo hiciste bien.
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4 . Para sequir avanzando

Hasta acd estudiaste distintas funciones cuadrdticas a partir del andlisis de gréficos. Pero también
existen formulas muy dtiles que posibilitan conocer con rapidez el vértice y las raices, sin necesidad
de graficarlas.

a) Leé las siguientes férmulas y verifica que se cumplan en las funciones cuadraticas de los problemas que
resolviste anteriormente.

Dada una funcién cuadrdtica en la forma

= —% permite hallar la abscisa del vértice (x,, y,) de la pardbola.

(X, X,)= b b - dac permite obtener las raices de la pardbola de ecuacién
2a

y=ax*+bx+c

Conversd con tu docente para decidir si es conveniente que profundices en este tema utilizando los libros de
Matematica de la biblioteca del aula.

Para finalizar

En esta unidad aprendiste que una funcién de la forma y= ax® + bx + ¢, cona = 0, es una funcién cua-
dratica porque el término en el que la variable tiene el mayor exponente es un término cuadratico y su
grdfico es una curva llamada pardbola.

El anadlisis de las representaciones grdaficas de las funciones brinda mucha informacién acerca de
ellas. En el caso de las pardbolas, el punto de corte con el eje y se obtiene haciendo x = 0 en la ecuacién
de la pardbola. Los puntos de corte con el eje x son de la forma (x,0). Sustituyendo y por 0 en la formula
y = ax? + bx + ¢ se obtiene la ecuacion de segundo grado ax?+ bx + ¢ = 0, cuya solucién es el o los valores
de x en los que la curva corta al eje horizontal.

También aprendiste que el trabajo con las ecuaciones correspondientes te puede brindar informacioén,
por un lado, acerca de las coordenadas del vértice y, por otro lado, acerca de los puntos en los que la
pardbola se corta con el eje de las abscisas. Es decir, que si una ecuacién esde laformay=a (x- ). (x-B)
los numeros ot y B son los valores de x que anulan la funcién, o bien que si la ecuacién tiene la forma
y =a(x-m)*+ n el par de nimeros (m, n) indica las coordenadas del punto vértice de la parabola que pre-
senta un méaximo o un minimo.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1.m producto de dos factores

a) Te proponemos una forma interesante para multiplicar, por ejemplo, 37 x 41.

En la primera columna figuran los resultados que se obtienen de dividir sucesivamente 37 por 2 (sélo la
parte entera de cada resultado).

En la segunda, figuran los resultados que se obtienen de multiplicar sucesivamente 41 por 2.

37 all

8 82
164
328
656
1312

=N [D[O =

La suma 41 + 164 + 1312 es el resultado de la multiplicacién: 1517
Para elegir los sumandos, entre los nimeros de la segunda columna, se descartan aquellos que se “corres-
ponden” con resultados pares de las divisiones. En nuestro ejemplo, no se suman 82, ni 328, ni 656.

b) Resolvé otras multiplicaciones segin el método explicado en el punto anterior.

) ;Te atrevés a descubrir el “truco™?

2. Los paquetes de café

En un negocio venden el paquete de

500 gramos de café a $20 el paquete.

Han traido paquetes nuevos al mismo CAfe %
precio que contienen 10% mas de café AHORA 1107 ,vf'/*v
gratis. Los clientes se llevan estos W"{
paquetes nuevos y dejan los otros pero Holido

al duefio se le ocurre que si ofrece los 5009

paquetes que no tienen café gratis con &

el 10% de descuento en el precio va a ; i

poder venderlos todos. ; Te parece que
tiene razén? ;Por qué?
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3 = Untiro porelevaciéon

“Donde pone el ojo, pone la bala” es una descripcion de un muy buen tirador, aunque no siempre ocurre
asi porque si el tirador pretende que el proyectil recorra grandes distancias, su trayectoria sera una para-
bola: el impulso inicial lo lleva hacia arriba y la gravedad lo atrae hacia abajo. Para que llegue, entonces, al
destino que se quiso darle, hay que lanzarlo con cierto angulo. Este antiguo esquema ilustra el tiro de un
cafion. La altura y la distancia estan medidas en metros y el tiempo en segundos. El desafio consiste en que
con esos datos establezcas la ecuacién correspondiente.

Altura (m) 80 128 144 128 80 0
. & | A S N
-, I I I N
A N
7, | | | N
s I I I N
, * I I I Y‘ &
I I I I N

[ [ [ [ [ N .

I I I I I \

I I I I I \

| | | | | (")
Distancia (m) 64 128 192 256 320 384
Tiempo (s) 1 2 3 4 5 6



Unipap 16 Numeros reales

Cuando se realizan mediciones, por ejemplo de longitud, se pueden efectuar aproximaciones tan pre-
cisas como se desee, usando para expresarlas inicamente nimeros fraccionarios. Esto es posible porque,
por pequeiia que sea su distancia sobre la recta numérica, entre dos niimeros racionales existen infinitos
otros racionales, y siempre existird alguno que brinde la aproximacién deseada.

Los niimeros que pertenecen al conjunto de los racionales estan tan préximos entre si en la recta numé-
rica que puede parecer que alli no caben mas puntos que los racionales. Sin embargo, ya conocés otros
nuimeros que también tienen su ubicacién en la recta numérica como 7 (pi) o \E (raizcuadrada de 2) y que
no son nuimeros racionales, porque no pueden expresarse como cociente entre dos niimeros enteros.
Esos nimeros reciben el nombre de nimeros irracionales.

Los numeros racionales junto con los irracionales constituyen el conjunto de los nimeros reales que
estudiards en esta ultima unidad.

A ] « Sobre la recta numérica

Ya aprendiste a representar nimeros racionales en la recta numérica. Valiéndote de ese tipo de repre-
sentacién, podrds determinar las relaciones de orden que existen entre los nimeros racionales.

a) Dibuja en una hoja cuadriculada (apaisada), una familia de rectas de la siguiente manera:
1. En la primera de ellas, tomando como unidad 12 lados de cuadraditos, representa los nimeros racio-
nales enteros -2, -1, 0, 1 y 2. Marca claramente el punto sobre la recta que corresponde a cada uno de
ellos.

2. Debajo de la recta que dibujaste, hacé otra recta igual a la anterior marcando, ademas, los puntos medios
de cada unidad de modo que correspondan a los nimeros racionales, . 4,_3, 2, 1,0,1,2,3 ,4.

2 2 2 2 272 272

Deben quedar alineados verticalmente los puntos que corresponden a los mismos nimeros en ambas
rectas, por ejemplo,0y 0,-2y - % 1y %

3. De esta manera, dibuja en la misma hoja otras rectas con unidad un tercio, un cuarto, un quinto, un
sexto, un séptimo, un octavo, un décimo, un doceavo y, por Ultimo, un veinteavo. Tenés que trabajar con
mucha precisién para lograr que queden encolumnadas las fracciones equivalentes.
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b) Observando las rectas que dibujaste, copia y respondé las siguientes preguntas en tu carpeta.
1. Si apoyas la regla verticalmente sobre el nimero racional 1 (recordd que ademas de racional, el
numero 1 también es entero y natural) ;qué otros nimeros aparecen alineados verticalmente con él?
2. ;Y si hacés lo mismo de manera que la regla pase por el racional %?
3. g-% es mayor, menor o igual que _T?

4. g%es mayor, menor o igual que %?

5. g% es mayor, menor o igual que %?
6. Dadas dos fracciones de igual denominador, jcudl es la mayor?

7. Y de dos fracciones de igual numerador, jcual es la mayor?

8. jEs verdadero o falso que un nimero racional negativo es siempre menor que uno positivo?
Fundamenta tu respuesta.

9. ;Qué nimero racional se puede encontrar entre 17 y% Y entre

ANIEN

5
i ?
10. ;Existe un Unico nimero racional entre esos pares de fracciones?
4
€) Reunite con otro compafiero para comparar las respuestas a las preguntas anteriores. Escribi otras pre-

” guntas que puedan contestarse observando todas las rectas numéricas que dibujaste. Intercambialas con
las de tus companeros y controlen las respuestas con el docente.

Habras observado que entre dos nlimeros racionales que no sean equivalentes, por ejemplo
a # b, siempre se puede establecer una relacion de orden, vale decir, que a es menor que b,
o bien que a es mayor que b.

- 2. é¢Siempre se puede encontrar un niumero racional que esté entre otros dos?
Para responder a la pregunta del titulo de esta actividad debés realizar los siguientes ejercicios.

a) Copia en tu carpeta los siguientes pares de fracciones.

e = < < = o = < .. < =2
.........

¢ — < < O ° __11 < eeees <'_:
..............

o — < < L ° _—,I < e < 1—
.........

« L < < =2 ° _1_ < s < 1_
......... 1

<z
]
kS
>
=
0
>
w



1. Teniendo en cuenta las rectas numéricas que dibujaste en la actividad 1, intercald una fraccién entre
cada par. Si no encontras una fraccion intermedia en una misma recta, fijate en las otras.
* Te podés ayudar colocando verticalmente dos tiras de papel en cada una de las fracciones que tenés
que comparar de modo que quede a la vista el intervalo entre ambas.

Habras observado que, a veces, se puede intercalar una fracciéon entre otras dos de igual
denominador, por ejemplo: vy <% <2 En otros casos basta buscar una fracaon que esté a

la derecha de la primera y a la izquierda de la segunda Por ejemplo, entre L y 2L se pueden
intercalar 5, 6, 9 10 12 13 15 24 25
45 7 810 10 127720 0

2. Verifica la afirmacién que acabas de leer usando la calculadora.
3. Respondé en tu carpeta: jse podria seguir intercalando fracciones con mayor denominador? ;Por qué?
4, Escribi en tu carpeta seis o siete fracciones de las que pueden intercalarse entre Y

b) Explora algunos ejemplos para ver si entre dos fracciones cualesquiera, la fraccion que se obtiene cal-
culando el promedio entre ambas, se sita en el punto medio del segmento que tiene por extremos a esas
fracciones. Podés ayudarte usando nuevamente las rectas numéricas.

Por pequefio que sea el intervalo entre dos numeros racionales, es decir, por pequena que sea la
distancia entre ellos, siempre existen entre ambos, otros niimeros racionales. Es decir, que entre dos
numeros racionales cualesquiera, por proximos que estén, se pueden intercalar tantos racionales
como se quiera. Esta propiedad caracteristica de los nimeros racionales se llama densidad.
Significa que entre dos numeros racionales cualesquiera hay infinitos otros. Por eso se dice que el
conjunto de los nimeros racionales es denso.

La densidad del conjunto de los niimeros racionales s6lo se puede concebir a través de un razo-
namiento, es decir, que no es una propiedad que se pueda visualizar. Se trata de pensar que una
recta numérica no estd completa con los puntos que corresponden a los niimeros racionales. Esto
se debe a que existen otros niimeros, los irracionales, que no se pueden expresar como cociente
entre dos niimeros enteros y, sin embargo, corresponden a puntos de la recta numérica.
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3. Numeros que no son racionales

En esta actividad vas a trabajar con la expresién decimal de los nimeros racionales. Esto te permitira
distinguirlos de aquellos nUmeros que no son racionales.

a) Observa los siguientes ejemplos,
% = 1,2500000... . j; =0,1313131313... . 142 = 3,000000... . ;33 = 1,45555555...

Seguramente, recordaras que una fraccion siempre indica una divisién. Al efectuarla, se obtie-
ne el desarrollo decimal correspondiente a ese nimero racional.

En los ejemplos que observaste, todos estos desarrollos de nimeros racionales tienen una
caracteristica en comun, son expresiones periddicas, porque tienen una o mas cifras decimales
que se repiten indefinidamente y se denominan periodo.

Los dos primeros ejemplos son expresiones decimales exactas, porque su periodo es cero. El
tercer ejemplo es un desarrollo decimal periddico con periodo 13. El dltimo ejemplo es un
desarrollo decimal periddico con periodo 5.

Esta periodicidad distingue a los nimeros racionales de aquellos otros que no lo son.

b) Usa la calculadora o hacé las cuentas de dividir necesarias para hallar el desarrollo decimal de las

siguientes fracciones: 3 , A , E, ﬂ, PE] , i, A Luego completa en tu carpeta la siguiente tabla:
8 2 6 7 9 100

m Desarrollo decimal Periodo de desarrollo decimal

3,285714285714 285714

§|$ o|x 4B olg v|E ofN vifw

Existen numeros para los que es imposible encontrar una expresion decimal exacta o periddica, con
periodo distinto de cero: son los nimeros irracionales. Por ejemplo, v 2.
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€) Ya trabajaste sobre la recta numérica para representar nimeros racionales, incluidos los niUmeros natu-
rales y los nimeros enteros. Ahora, aprenderas a ubicar sobre la recta real a los nimeros irracionales. Leé
el siguiente parrafo y copialo en tu carpeta.
Para hallar la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 1 (la llamaremos X) se puede aplicar la pro-
piedad pitagdrica:

P+1P=1+1=x

2 =x

V2 =x

El valor de la diagonal x es entonces un nimero mayor que 1y menor que 2;
se escribe vV 2, se lee raiz cuadrada de dos y es un ndmero irracional cuyo cua-
drado es 2.

d) Para ubicar en la recta numérica el punto que corresponde a v 2 podés recurrir a un procedimiento
geomeétrico.

1. Traza en tu carpeta una recta numérica tomando como unidad el lado del cuadrado.

I0 T _I I2 I3 ;
2. Usa el compas para transportar sobre la 1 N
recta, a partir de 0O, la longitud de la diagonal. \
Observa que la diagonal es mayor que 1 vy |
X \
menor que 2 y el punto que corresponde a V2 \
esta ubicado entre 1y 2. \
|
o : >
0 1 2 2

En el punto 2 de la consigna anterior comprobaste geométricamente que el punto correspon-
diente a ¢2 se encuentra entre los que representan a 1y 2.

e) En la recta siguiente se han representado los puntos que corresponden a los nimeros irracionales
V5y -/ 10. Describi con tus palabras la justificacién del procedimiento empleado.

1
\
| z y \
| \
| |
| L L L | »
10 -3 -2 -1 0 ] 25 -
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f) El trabajo con los instrumentos de Geometria puede ser poco preciso, por ejemplo, el ancho del trazo
del Iapiz es un factor importante de imprecisién. Pero existen otras maneras de obtener nimeros irracio-
nales, por ejemplo, mediante procedimientos numéricos. Esto se explica en el siguiente texto.

Para determinar exactamente el lugar que corresponde a un nimero irracional sobre la recta
numérica, por ejemplo V2, conviene encontrar su valor numérico con mayor precisién. El
punto correspondiente a V2 se encuentra con seguridad sobre la recta numérica, entre los que
representan a 1y 2, yaque 12 =1, (V2 )2 =2y 22 =4,

Se puede encontrar un intervalo mds pequefo que [1, 2] en el que también se encuentre v 2. Si se consi-
deran los nimeros entre 1y 2, el limite inferior del intervalo buscado debe ser tal que su cuadrado sea menor
que 2. Realizando los cdlculos que aparecen a continuacién encontramos los nuevos limites del intervalo:

1,3 = 1,69 demasiado pequefio.
1,4* = 1,96 demasiado pequefio.

1,5% = 2,25 demasiado grande.

Entonces, el punto v 2 se encuentra entre los que corresponden a 1,4y 1,5.

/ \

/
Se puede encontrar un ingérvalo todavia mds pequefio en el cual tambigr{ se encuentre v 2:
/ \
II \\
,/ 1,41 x1,41 = 1,9881 demasiado pequefio. \

V4 1,42 x1,42 = 2,0164 demasiado grande. \
/
/ \‘\
/ \
Entonces, el pfinto correspondiente a V2 se encuentra entre los que corresponden a1,41y1,42.
/ \
! \
/ \
4 I \
I 2

| |
1,4 1,5

1,41]1,42
2

>
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1,414 y 1,415;
1,4142 y 1,4143;

1,41421 y 1,41422.

La sucesién de intervalos es ilimitada y define a un tnico punto correspondiente a la raiz cuadra-
da buscada.

Con tiempo, paciencia y la ayuda de una calculadora, se puede continuar este proceso de estrechamiento del
intervalo tanto como se quiera.

4. Calculo de la raiz cuabica de un nimero

El mismo procedimiento de determinacién de intervalos que aprendiste en la actividad anterior y te
permitié calcular la rafz cuadrada de un ndmero que no es un cuadrado perfecto, se puede aplicar al cdl-
culo de una raiz ctbica. Es suficiente disponer de una calculadora. Verds un ejemplo.

a) Calcular la raiz cibica de 5,23.
1. Si tu calculadora tiene una tecla xr se obtiene el resultado marcando la
siguiente secuencia: 5/ ¢ 2| 3| x| 3] yl =|. En el visor se leerd 1,7358035.
X

2. Si tu calculadora no tiene ninguna tecla para potencia, podés hacer el cal-
culo por tanteo determinando intervalos cada vez mas pequefios empezando
por limites enteros.

Por ejemplo, el intervalo [1,2]: 1 <¥523 <2 porque 13=1 <523y
2°=8>5723.

En la seguridad de que SM estd entre 1y 2 se pueden averiguar los décimos también por
tanteo:

1,5% = 3,375 se ve que es menor que 5,23, entonces se puede probar con 1,7.

1,7> = 4,913 que es también menor que 5,23.

1,8° = 5,832 que es mayor que 5,23, por lo tanto:

17<°523<18

3. Ya sabés que 35,23 = 1,7. Calcul4 la cifra de los centésimos aplicando el mismo procedimiento.
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b) Calcula por tanteo.

TEE o VA

Aunque no seamos capaces de representar exactamente por medios geométricos, todos los
ndimeros irracionales a partir de su expresién decimal, es posible determinar aproximadamen-
te, su ubicacién sobre la recta numérica real.

La construccién geométrica y la determinacién del valor numérico que acabds de estudiar
permiten representar sobre la recta cualquier raiz irracional. Los puntos que ocupan estos
nimeros irracionales estdn vacios en la recta racional, es decir, que no estdn ocupados por nin-
glin punto racional. Por eso se dice que la recta racional es densa, pero no estd completa. Todos
los infinitos huecos que dejan libres entre si los ndmeros racionales son ocupados por los
ndmeros irracionales que de este modo completan la recta real. Esta propiedad de la recta real
se conoce con el nombre de completitud.

5. Numeros reales

Ademds de los ejemplos que estudiaste en la actividad anterior, en el CUADERNO DE ESTUDIO 2, tuvis-
te oportunidad de conocer otros nimeros irracionales: # (pi) y @ (fi) conocidos por los griegos desde la
época cldsica.

a) Cuando se usan nimeros irracionales en la resolucién de problemas, es frecuente usar sus aproxima-
ciones, con la precision que requiera el problema en cuestién. Reunite con tus compaferos para decidir
si la siguiente afirmacién es verdadera o falsa.

Las aproximaciones de nlimeros irracionales son nimeros racionales.

El ndmero # define la relacién entre la longitud de la circunferencia y su didmetro vy, el
ndmero de oro, @, fue obtenido por los griegos como la relacién entre la diagonal de un pen-
tdgono regular y su lado. Cuando los griegos llegaron a la conclusién de que esta relacién no
se podia expresar como cociente de dos nimeros enteros, se quedaron tan conmovidos y les
parecié algo tan contrario a la légica que lo llamaron irracional y 1o mantuvieron en secreto.
Lo mismo sucedié con el nimero #.

Al trabajar con # seguramente usaste alguna de sus aproximaciones: 3,14; 3,141592; 3,1416
0 22 , por mencionar solo algunas. La aproximacién que se lee en algunas calculadoras es

7

3,141592654.
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b) Conversen con el docente sobre
cémo razonaron en la consigna a
para tomar su decisién.

) En el diagrama se muestran todos
los conjuntos numéricos que cono- Rl Q YA
cés. Las letras R, Q, Z y N nombran,
respectivamente, al conjunto de los
numeros reales, racionales, enteros y
naturales.

El conjunto formado por todos los nimeros racionales y todos los numeros irracionales, forma el
conjunto de los numeros reales.

1. A modo de sintesis del trabajo realizado en esta unidad, ubica en el diagrama los siguientes nimeros
reales:

5;6.0,345; 3,555555; -34; 0;v3; V2% o
2

Tené en cuenta que los nimeros reales pueden considerarse como estructuras intelectuales. La nece-
sidad de su creacién no nace de una imposicién de la prictica, porque trabajando con los nimeros
racionales la recta numérica aparece densa y sélo se advierte su incompletitud cuando se conciben los
ndmeros irracionales. A la humanidad le llevé veinticinco siglos llegar al estado de conocimiento que
hoy tenemos acerca de los niimeros reales.

Para finalizar

En la prdctica, los nimeros sirven para expresar medidas y operar con ellas. Las medidas son siem-
pre aproximadas, por eso los nimeros decimales que se usan para resolver situaciones practicas
deben tener una cantidad de cifras decimales adecuada a lo que se quiere expresar y a la exactitud de
las medidas que se usen. Por ejemplo, para expresar la superficie de un terreno no tiene sentido decir
que mide 2850,97125334 m2 es mas adecuado decir que tiene 2851 m2. Un nimero es racional si se
puede representar como cociente entre a y b, donde a es un entero y b un entero distinto de cero. Los
numeros racionales se pueden escribir con expresiones decimales exactas o bien como decimales
periédicas. En cambio, los nimeros irracionales no se pueden escribir como decimales exactos ni
periodicos porque tienen infinitas cifras decimales no periédicas. Si bien la recta racional constituye un
conjunto denso, la recta real sélo se completa cuando se consideran, ademas de los racionales, los
numeros irracionales. El conjunto de los niimeros reales se caracteriza por las propiedades de densi-
dad y completitud.
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DESAFIOS MATEMATICOS

1. Productos curiosos
a) Multiplica el numero 76 923 por 2,7, 5,11, 6 y 8.
Anotd los resultados y observa sus caracteristicas.
b) Hacé lo mismo para 76 923 por 1, 10, 9,12, 3 y 4.
€) Describi tus observaciones en la forma mas completa posible.
2. Potencias curiosas
> 22 o 32 B 62 — 72
. P +4+122 =132
o 4+ 52+ 20 =217
a) ;Coémo continuarias esta sucesion?
b) ;Siempre se verifica esta regularidad? ;Por qué?

3 « Unrompecabezas cuadradode 6 x 6

Este cuadrado esta formado por figuras de tres tipos:

r B

a b c

a) ;Qué fraccion del rompecabezas corresponde a cada
una?

b) ;Qué fraccion del total queda cubierta por las 4 piezas
del tipo b?

c) ;Qué fraccién del total quedaria cubierta por la suma
de una pieza a y una pieza c?

El desafio consiste en proponer la particién de un cua-
drado de 6 x 6 en cuatro trozos iguales formados, cada
uno, por tres piezas del tipo b.




A modo de despedida

Desde que comenzaste a trabajar con estos Cuadernos hasta hoy habrds aprendido mucho sobre
Matematica. Los conocimientos que adquiriste te permitieron resolver muchos problemas prdcticos y
otras cuestiones interesantes especificas de la Matematica aunque no les hayas encontrado una aplica-
cién prdactica inmediata.

La Matematica depende tanto de la l6gica como de la creatividad, y esta regida por propésitos
prdacticos y por su propio interés interno. Para algunas personas, y no sélo para los matematicos
profesionales, la esencia de esta disciplina se encuentra en su belleza y en su reto intelectual.

Gran parte de la belleza que muchas personas han percibido en esta ciencia no radica en encontrar la
mayor perfeccion o complejidad, sino al contrario, en proporcionar un gran ahorro y sencillez en la
representacion y la comprobacioén de sus ideas. La Matema@tica teérica no esta restringida por los pro-
blemas del mundo real, pero a la larga contribuye a entenderlo mejor. A medida que la Matematica
avanza, se han encontrado mads y mds relaciones entre partes que se habian desarrollado por separa-
do, por ejemplo, entre las representaciones simbélicas del Algebra y las representaciones espaciales de
la Geometria.

Através del trabajo con estos Cuadernos esperamos que hayas descubierto que la Matematica forma
parte del quehacer cientifico, que el lenguaje simboélico matematico es en extremo valioso para expre-
sar las ideas cientificas sin ambigiiedad y que hayas podido disfrutar de la naturaleza del pensamiento
matematico.
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