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Los secretos del hombre
del renacimiento

Theoni Pappas

Este famoso dibujo de Leonardo da Vinci aparecié en el libro De Divina
Proportione, que ilustr6 para el matematico Luca Pacioli en 1509. En uno de
sus cuadernos, Leonardo escribioé una exten- i
sa seccion sobre las proporciones del cuerpo
humano. Alli determiné medidas y propor-
ciones para todas las partes del cuerpo, inclu-
yendo la cabeza, los ojos, las orejas, las ma-
nos y los pies, basandose en numerosos estu-
dios, observaciones y mediciones. Ademas,
hizo referencia a los trabajos de Vitruvio, el
arquitecto romano (alrededor de 30 a.C.) que
también se ocup6 de las proporciones del cuer-
po humano. Leonardo escribe sobre la manera

en que Vitruvio ejerci6 influencia sobre él:

“Vitruvio, el arquitecto, dice en sus trabajos sobre arquitectura que las medidas del
cuerpo humano han sido distribuidas por la naturaleza de la siguiente manera: ... Si se
abren las piernas de tal modo de disminuir la propia estatura en un cuarto y se abren y
alzan los brazgo hasta que los dedos medios lleguen al nivel de la parte superior de la
cabeza, se sabe que el centro del los miembros extendidos estd en el ombligo, y el espacio

bl

entre las piernas serd un tridngulo equildtero.”

Y luego agrega Leonardo: “La longitud de los brazos extendidos de en

1

hombre es igual a su altura”.

' Richter, Jean Paul, editor. The Notebooks of Leonardo da Vinci, vol. 1, Dover Publications,
1970, New York.
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Matematizando el cuerpo humano

Theoni Pappas

Presion sanguinea: 120 /80

Colesterol: 180
Triglicéridos: 189
Glucosa: 80
Temperatura: 36,7° C.

En la medicina actual, nosotros, los pacientes, nos vemos bombardeados
por nimeros y porcentajes que analizan nuestra salud y la manera en que
estan funcionando nuestros cuerpos. Los médicos han tratado de definir los
espectros numéricos que son normales. Los nimeros y la matematica pare-
cen estar en todas partes. En realidad, en nuestros cuerpos las redes de nues-
tro sistema cardiovascular, los impulsos eléctricos que nuestros cuerpos usan
para producir movimientos, las maneras en que se comunican las células, el
disefio de nuestros huesos, la misma estructura molecular de los genes... to-
dos ellos poseen elementos matematicos. En consecuencia, en un esfuerzo
destinado a cuantificar las funciones del cuerpo humano, la ciencia y la medi-
cina han recurrido a los nimeros y a otros conceptos de la matematica. Por
ejemplo, se han disefilado instrumentos para traducir los impulsos eléctricos
del cuerpo a curvas sinusoides, haciendo de este modo factible la compara-
cién de resultados. Los resultados de un electrocardiograma, un
electromiograma, un ultrasonido, muestran la forma, amplitud y cambio de
fase de una curva. Todo esto proporciona informacion al técnico entrenado.
Numeros, porcentajes y graficos son aspectos de la matematica adaptados a
nuestros cuerpos. Consideremos ahora otros conceptos matematicos y la for-
ma en que se relacionan con el cuerpo.

Stusted cree que el descifrado de codigos, cifras y jeroglificos mayas es un
desafio excitante, imaginese lo excitante que es poder develar los codigos
moleculares que el cuerpo usa para comunicarse. La ciencia ha descubierto
ahora que los globulos blancos de la sangre estan relacionados con el cerebro.
La mente y el cuerpo se comunican por medio de un vocabulario de sustan-
cias bioquimicas. El descifrado de estos cédigos intercelulares ejercera un
impacto asombroso sobre la medicina, del mismo modo que nuestra creciente
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comprension de los codigos genéticos esta revelando muchisimas ramifica-
ciones dentro del campo de la salud. El descubrimiento de la doble hélice del
ADN fue otro fenémeno matematico. Pero la hélice no es la Gnica espiral
presente en el cuerpo humano. La espiral equiangular se encuentra en muchas
zonas de crecimiento... posiblemente porque su forma no cambia a medida
que crece. Busquela en la estructura de crecimiento de su cabello, en los hue-
sos de su cuerpo, en la coclea del oido interno, en el cordon umbilical y tal vez
hasta en sus huellas digitales.

Los aspectos fisicos y fisiologicos del cuerpo también nos conducen a
otras ideas matematicas. El cuerpo es simétrico, lo que le da equilibrio y un
centro de gravedad. Ademas de permitir el equilibrio, las tres curvas de la
columna vertebral son muy importantes para el buen estado fisico y para
conferir al cuerpo la capacidad fisica de sostener su propio peso y otras cat-
gas. Artistas como Leonardo Da Vinci y Alberto Durero trataron de ilustrar
la concordancia del cuerpo con diversas proporciones y medidas, tales como
la seccion aurea.

Por sorprendente que pueda parecer, la teorfa del caos también tiene un
lugar en el cuerpo humano. Por ejemplo, se esta investigando la teorfa del
caos en relaciéon con las arritmias. El estudio de los latidos del corazon y el
motivo por el cual el corazén de algunas personas late irregularmente parece
referimos a la teoria del caos.

Por sorprendente que pueda parecer, la teorfa del caos también tiene un
lugar en el cuerpo humano. Por ejemplo, se esta investigando la teorfa del
caos en relaciéon con las arritmias. El estudio de los latidos del corazon y el
motivo por el cual el corazén de algunas personas late irregularmente parece
referimos a la teorfa del caos. Por anadidura, las funciones del cerebro y de las
ondas cerebrales y el tratamiento de los desordenes cerebrales también estan
relacionados con la teoria del caos.

St exploramos el cuerpo a nivel molecular, también encontramos relacio-
nes con la matematica. Hay formas geométricas, como poliedros y ciapulas
geodésicas, presentes en las formas de varios virus invasores. En el virus del
SIDA (HTLV-1) encontramos simetria icosaédrica y una estructura de cipula
geodésica. Los nudos que aparecen en las configuraciones del ADN han lle-
vado a los cientificos a usar descubrimientos matematicos de la teoria de nu-
dos para el estudio delas formas adoptadas por las cadenas delos acidos nucleicos.
Los hallazgos de la teorfa de nudos y las ideas procedentes de diversa geometrias
han probado ser invalorables para el estudio de la ingenierfa genética.

La investigacion cientifica y la matematica son una combinacién esencial
para descubrir los misterios del cuerpo humano y para analizar sus funciones.

12
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Definitivamente la 16gica y la matematica van de la mano. Pero la mayoria

de las personas no consideran matematicos a los juegos. Sin embargo, los

juegos y las recreaciones son parte integral de la matematica. El desarrollo de

muchas ideas fue resultado de la obstinacion por resolver algun acertijo. Cier-
tas personas parecen empujadas por una fuerza invisible que los lleva a resol-

ver pasatiempos y problemas. Esas personas forman parte del grupo que
disfruta de la matematica y se sienten fascinadas por ella. Sin darse cuenta,
pueden pasar horas, e incluso dias, explorando diferentes ramificaciones de
algo que ostensiblemente empez6é como un sencillo pasatiempo. La historia
da testimonio de que a veces los acertijos, juegos y pasatiempos han conduci-
do a notables descubrimientos, e incluso a la creacién de nuevos campos de la
matematica. En realidad, el famoso matematico griego Arquimedes murid
por estar absorto en un problema matematico. Las paginas que siguen revela-

ran algunos de los juegos, acertijos y ejercicios de calistenia mental que son
favoritos de los matematicos.

Theodore Cook publicd este andlisis de E]1 nacimiento de Venus de Sandro Boticell:.

En su libro Curvas de la vida, ¢/ antor afirma: “la linea que contiene la figura desde

el tope de la cabeza hasta la planta de los pies estd dividida a la altura del ombligo en
proporciones exactas dadas por...la seccion durea (@)... Tenemos siete términos

consecutivos de la seccion durea en la composicion completa”.
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El jardin matematicamente anotado

Theoni Pappas

“Buen dia, dial, exclam¢ la jardinera para saludar al sol naciente y a sus
plantas. Para nada se imaginaba que cosas muy extranas acechaban en las
hojas y en el rico suelo. En la profundidad de las raices de las plantas habia
fractales y redes y, desde litios, caléndulas y margaritas, la miraban nimetros
de Fibonacci.

La jardinera se embarcé en el diario ritual de atender su jardin. En cada
lugar aparecia algo inusual, pero ella no reparaba en ello, cautivada solamente
por las maravillas obvias que le ofrecia la naturaleza.

Primero fue a limpiar los helechos. Quitando las hojas muertas para expo-
ner los brotes nuevos, no reconocié las espirales equiangulares que la salu-
daban, ni la formacion fractal de las hojas de los helechos. De repente, al
cambiar el viento, la invadié la adorable fragancia de la madreselva. Al obser-
varla, vio como estaba pasando por encima del cerco e invadiendo los guisan-
tes. Decidié que ya no podtia evitar podarla juiciosamente. No advirtid que las
hélices estaban en accion, ni que las hélices hacia la izquierda de la madreselva se
habfan entedado en algunas de las hélices hacia la detecha de los guisantes. Ten-
dria que tener mucho cuidado para no danar su nueva cosecha de guisantes.

Los fractales pueden aparecer como objetos simétricamente cambiantes/ crecientes. En cualquier
caso, los fractales cambian de acuerdo con reglas o esquemas matematicos usados para describir y
excpresar el crecimiento de un objeto inicial. Pensemos en un fractal geométrico como en una
estructura que se genera infinitamente.., la estructura es una constante réplica de si misma, pero en
una version mas pequeiia. Asi, cuando se magnifica una porcion de fractal geométrico, tiene
exactamente el mismo aspecto que la version original. Como contraste, cuando se magnifica un
objeto euclideano, como por ejemplo un circulo, empieza a parecer menos curvo. Un helecho es un
ejernplo ideal de replicacion fractal. St se amplifica cualguier parte del helecho fractal, aparece
como la hoja original del helecho. Se puede crear un helecho fractal con un ordenador.

15



Miradas sobre el mundo de la Matemidtica

Después se dirigio a desmalezar el terreno debajo del arbol de palma que
habia plantado para datle a su jardin un toque un poco exoético. Sus ramas se
movian con la brisa, y la jardinera no tenfa idea de que lo que le rozaba los
hombros eran curvas involutas.

Miré con satisfaccion sus plantas de maiz. “{Muy bien!”, pensé. Habia
vacilado en plantar maiz, pero se sentia estimulada por el buen crecimiento de
las mazorcas jovenes. Sin que ella lo supiera, los granos formarfan triples
junturas dentro de sus vainas.

Las redes son diagramas matematicos que presentan un cuadro simplificado de un cierto
problema o situacion. Euler redujo un problema famoso conocido como Los Puentes de
Konigsberg (cdmo recorrer las dos riberas de un rio y dos islas pasando por cada uno
de los siete puentes de la ciudad de Konigsberg y sin pasar dos veces por el mismo puente)
a un diagrama simple de red, gue analizd y resolvid. En la actualidad, las redes se usan
como herramientas en la topologia.

{Qué bien andaba el jardin, estallando en nuevos brotes! Admirando las
nuevas hojas verdes del arbol de arce, reconocié que habia algo absolutamen-
te agradable en su forma... las lineas naturales de simetria habian hecho bien
su trabajo. Y la filotaxis de la naturaleza sélo resultaba evidente para el ojo
entrenado en los brotes de las hojas en las ramas y los tallos de las plantas.

Echando un vistazo a su alrededor, la jardinera se concentré en el cantero
de las zanahorias. Estaba orgullosa de su crecimiento y advirtié6 que debia
podarlas para asegurarse de que serfan uniformes y de buen tamano. No que-
ria confiar a la naturaleza el teselado del espacio con zanahotias.
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Espirales y bélices:

Las espirales son formas matemdticas que aparecen en muchas facetas de la naturaleza,

como por ejemplo en la curva del helecho lira, las enredaderas, las conchas, los tornados, los
buracanes, las pinas, la Via Ldctea, los remolinos. Hay espirales planas, espirales
tridimensionales, espirales hacia la igquierda y hacia la derecha, equiangulares, logaritmicas,
hiperbolicas, arquimedianas y hélices. Estos son tan solo algunos tipos de espirales descritas
por los matemiticos. La espiral equiangular aparece en formas de la naturalesa tales como
la concha del nantilius, las semillas del centro del girasol, las telas de las araias. Algunas de
las propiedades de las espirales equiangulares son: los dngulos formados por tangentes y
radios de la espiral son congruentes (de alli el término equiangular); crece en proporcion
geométrica, por lo que cualguier radio es cortado por la espiral en secciones que forman una
progresion geométrica; y su forma no se altera a medida que crece.

No tenia idea de que en el jardin abundaban las espirales equiangulares.
Estas se hallaban en las semillas de las margaritas y de diversas flores. Muchas
cosas que crecen forman esta espiral por la manera en que conservan su for-

ma mientras aumenta el tamafio.

Empezaba a hacer calor, de modo que la jardinera decidié continuar con
su cultivo cuando bajara un poco el sol. Mientras tanto, hizo una evaluacién
final... admirando la combinacion de flores, vegetales y otras plantas que ha-
bia elegido con tanto cuidado. Pero una vez mas, algo se le escap6. Su jardin
estaba lleno de esferas, conos, poliedros y otras formas geométricas que ella

no reconocio.

17
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Los nitmeros de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,... (cada nimero es la
suma de los dos anteriores). Fibonacci (Leonardo da Pisa) fue uno de los principales mate-
mdticos de la Edad Media. Aunque higo nna contribucion significativa en los campos de la
aritmeética, el dlgebra y la geometria, es popular en la actualidad por su secuencia de niime-
ros, que son la solucion de un problema intrincado que aparecia en su libro Liber Abaci.
En el siglo XIX, el matemdtico francés Edouard Lucas editd una obra de matematica
recreativa que incluia este problema. Fue en esa época cuando se ligd el nombre de Fibonacci

a la secuencia numérica. En la naturaleza, la secuencia aparece en:

* Flores que #zenen un numero de Fibonacci de pétalos
(lirio, azucena, rosa silvestre, sanguinaria, trillo, iris).

Aunque la naturaleza exhibe sus maravillas en el jardin, la mayoria de las
personas no reparan en la enorme cantidad de calculos y de trabajo matema-
tico que se ha vuelto tan rutinario en la naturaleza. La naturaleza sabe muy
bien como trabajar con restricciones de materia y de espacio, y como produ-
cir las formas mas armoniosas. Y asi, durante cada dia de primavera, la jardi-
nera entrara a su dominio con los ojos brillantes. Buscara los nuevos pimpo-
llos y brotes que produce cada dia, ajena a las bellezas matematicas que tam-
bién florecen en su jardin.

La disposicién de bojas, ramitos y tallos,
conoctda como filotaxis. Elja una hoja de un tallo y
cuente el niimero de hojas (suponiendo que ninguna ha
sido arrancada) hasta que llegne a una gue esti
exactamente en linea con la elegida. E/ niimero total de
hojas (sin contar la primera que usted eligid) suele ser,
en muchas plantas, un nimero de Fibonacci, como
ocurre en el caso del olmo, el cerezo o el peral.

18
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Los niimeros de la pifia: Si se cuentan las espirales a la derecha y a la izquierda
de un cono de pino, los dos niimeros son con frecuencia nimeros de Fibonacci consecutivos.

Esto también ocurre en el caso de las semillas de girasol y de otras flores. Lo mismo

sucede con el anand o pifia tropical. Si miramos la base del anand y contamos el nimero
de espirales a la izquierda y a la derecha, compuestas de escamas de forma hexagonal,
veremos que son niimeros de Fibonacci consecutivos.

La curva evolvente: a medida que nun
hilo se enrolla y desenrolla alrededor de una
curva (por ejemplo, la circunferencia que
limita a un circulo), el extremo libre
describe una curva, llamada evolvente de la
primera (en este caso es usual denominarla
evolvente de circulo, cuando lo correcto seria
evolvente de circunferencia; y ésta la evoluta
de la otra). Evolvente de circulo es la forma
que encontramos en el pico del dguila, la
aleta dorsal de un tiburdn y la punta de
una hoja de palmera, cnando pende.

19

La triple juntura: Una triple juntura es
el punto en que se encuentran tres
segmentos de lineas, y los dngnlos de
interseccion son de 120°. Muchos
fendmenos naturales se producen a partir
de restricciones impuestas por los limites o
la dispontbilidad de espacio. La triple
Juntura es un punto de equilibrio hacia el
que tienden ciertos procesos. Entre otros
casos, se lo encuentra en los racimos de
burbujas de jabin, en la formacion de los
granos de la mazorca de maiz, y en el
resquebrajamiento de la tierra seca o de
las piedras.
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La simetria: La simetria es ese equilibrio perfecto que vemos y percibimos en el
cuerpo de una mariposa, en la forma de una hoja, en la forma del cuerpo bumano, en la
perfeccion de un circulo. Desde un punto de vista matemdtico, se considera que un objeto
posee simetria axial cuando podemos encontrar una linea que lo divide en dos partes idén-
ticas, de manera que si pudiéramos doblarlo siguiendo esa linea, ambas partes coincidirian
exactamente al ser superpuestas. Un objeto tiene simetria puntual o central cnando excisten
infinitas de esas lineas que pasan por un punto en particular; por ejemplo, un circulo tiene
simetria puntual con respecto a su punto central.

En el jardin aparecen muchos tipos de simetria. Por ejemplo, en esta
fotografia podemos encontrar simetria puntual en las flores del brocolr,
y simetria axial en las hojas.

El teselado: Teselar un plano signi-
fica simplemente poder cubrirlo con baldo-
sas planas de modo que no dejen intersti-
cios libres y que no se superpongan, como
ocurre en el caso de los hexdgonos regula-
res, cuadrados u otros objetos. El espacio
es teselado o llenado por objetos
tridimensionales tales como cubos u
octaedros truncados.

20
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Disefios matematicos y arte

Theoni Pappas

Bordados matematicos

Los entusiastas de la matematica han estado “bordando” curvas matema-
ticas durante siglos. Siempre es fascinante descubrir una curva formada a
partir de una serie de segmentos de linea recta. Los “puntos” (segmentos de
linea) terminan siendo tangentes de la curva que forman. Es posible “bor-
dar” matematicamente un circulo, una elipse, una parabola, una hipérbola,
una cardioide, una deltoide, etc. En el proceso de bordado de estas curvas, se
pueden descubrir algunas de sus caractetisticas especiales. He aqui como puede
hacetse una astroide.

Cuando se trazan las diagonales de un poligono de 24 lados

aparecen clrculos concéntricos.

21
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Una manera de hacer una astroide es pensar en ella como una escalera que
se desliza. Los circulos, cuyos radios son la escalera, se usan para marcar la
base de cada nueva posicion.

Variaciones de pardbolas

Espirales de lineas rectas

22
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Cuatro aranias empiezan a avanzar desde los cuatro vértices de un cuadrado. Cada una
se desplaza hacia la que estd a su derecha, avanzando a velocidad constante. Asi, estdan
siempre situadas en los vértices de un cuadrado. Las curvas formadas por el recorrido son
espirales equiangulares. 2/ tamano del cuadrado inicial y la velocidad de las aranas deter-
mina cuanto tiempo les levard encontrarse.

]

Tols | |
/720 21 2

2h, 23"

Esta espiral se forma con las raices cnadradas de los niimeros,
empleando el teorema de Pitdgoras.

Las espirales son objetos matematicos que parecen expresar movimiento.
Abarcan una familia de curvas que va desde las espirales bidimensionales —la
espiral equiangular (logaritmica) y la de Arquimedes— hasta las espirales
tridimensionales como la helicoide y la concoide. Las espirales se relacionan
con muchas areas de nuestras vidas y muchos objetos vivos. Unos pocos
ejemplos son: las astas de clertos clervos, algunas semillas de flores, muchas
conchas marinas, el crecimiento de clertas enredaderas, el ADN, la arquitec-
tura, el arte, el disefio grafico. Las espirales de lineas rectas se forman anidan-
do poligonos regulares: cada poligono reducido se forma conectando los
puntos medios de los lados del anterior. Observando un nido de poligonos
resulta dificil distinguir la espiral hasta que no se la sombrea. Arriba se ve un
interesante disefio producido por una de estas espirales de lineas rectas.

Hay muchas variantes de estas espirales. Algunas han sido relacionadas
con la resolucion de problemas, como el de las cuatro arafas.

Otra famosa espiral de lineas rectas es la que se forma construyendo rai-
ces cuadradas mediante el teorema de Pitagoras.
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Geometria no euclidea

John Allen Panlos

Enla confusion de propiedades relativas a los triangulos y paralelogramos,
semejanza y congruencia, areas y perimetros, se olvida a veces el caracter
deductivo de la geometria. Muchas de esas propiedades fueron descubiertas
por los egipcios y los antiguos babilonios a partir de rutinas practicas de la
agrimensura, el comercio y la arquitectura. Los griegos demostraron que to-
das podian deducirse a partir de unas pocas de ellas. Es facil formular la idea
fundamental. Se escogen algunas suposiciones geométricas “evidentes” que
se llaman axiomas y a partir de ellas se deducen, con la Gnica ayuda de la
logica, toda una setie de enunciados geométricos que se llaman teoremas. En
su tratamiento del tema, Euclides escogi6 cinco axiomas (en realidad son
diez, pero solo cinco de ellos eran geométricos) y dedujo el bello y prestigio-
so cuerpo de teoremas que se conoce como geometria euclidea. (Véase la
entrada acerca del Teorema de Pitdgoras).

Uno de los cinco axiomas de Euclides es el conocido como postulado de
las paralelas. Decia (y sigue diciendo) que por un punto exterior a una recta
dada se puede trazar una recta paralela a la dada, y s6lo una. Una conocida
consecuencia del postulado de las paralelas es el teorema que dice que la
suma de los angulos intetiores de un triangulo es siempre 180°.

Como no parecia tan intuitivo como los otros cuatro axiomas, a lo largo
de la historia los matematicos han tratado esporadicamente de deducirlo a
partir de ellos. Se inventaron todos los métodos que uno pueda imaginar
pero nunca dieron con una demostracion. Este fracaso, unido a la naturalidad
de los otros axiomas, parecia conferir a la geometria euclidea un cierto carac-
ter absoluto. A lo largo de un par de milenios reiné como un monumento al
sentido comun y la verdad eterna. Immanuel Kant llego a decir incluso que la
gente solo podia pensar el espacio en términos euclideos. Por fin, en el siglo
XIX los matematicos Janos Bolyai, Nicolai Lobachevski y Katl Friedrich Gauss
se dieron cuenta de que el quinto postulado de Euclides es independiente de
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los otros cuatro y no se puede deducir de ellos. Es mas, comprendieron que
se puede sustituir el quinto postulado por su contratio y tener también un
sistema geométrico consistente.

La suma de los dngnlos de un tridgngulo es 180°. Por P pasa una recta
paralela a 1, y una sola

Para ver esto, obsérvese que es perfectamente posible interpretar los tér-
minos fundamentales de la geometria de un modo completamente distinto
sin salirse, no obstante, de los limites de la logica mas estricta. Exactamente
igual que “todos los A son B y C es un A, luego C es un B” nos sirve de
justificacion para los argumentos mas dispares, segun sean las interpretacio-
nes de A, B y C, también los términos de la geometria euclidea se pueden
interpretar de un modo nada convencional sin dejar de llevarnos a teoremas
validos. Por ejemplo, en vez de las interpretaciones habituales podemos lla-
mar “plano” a la superficie de una esfera, “punto” a un punto sobre una
esfera y “linea recta” a los circulos maximos de la esfera (cualquier arco de
circunferencia alrededor de la esfera que la divide en dos mitades). St adopta-
mos estos significados, la “linea recta” sigue siendo el camino mas corto entre
dos puntos (sobre la superficie de la esfera) y tenemos una interpretacion de
la geometria que cumple todos los axiomas de Euclides excepto el postulado
de las paralelas. También se cumplen todos los teoremas deducibles a partir
de estos cuatro axiomas.

Comprobando los axiomas, observamos que por dos “puntos” cuales-
quiera pasa una “linea recta”, pues dados dos puntos cualesquiera sobre la
superficie de una esfera hay un circulo maximo que pasa por ellos. (N6tese
que el circulo maximo que pasa por Los Angeles y Jerusalén cruza por
Groenlandia y es la distancia mas corta entre ambas ciudades). Dado un “pun-
to” y una distancia cualesquiera, hay un “circulo” sobre la superficie de la
esfera con centro en ese punto y cuyo radio es esa distancia (que no es mas
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que un circulo normal sobre la superficie de la esfera). Y también, dos “angu-
los rectos” cualesquiera son iguales, y cualquier “segmento de recta” (un pe-
dazo de circulo maximo) se puede prolongar indefinidamente.

g

AN

No hay ninguna “linea recta” paralela a la “linea recta” 1 que pase por P.
En esta interpretacion se cumplen todos los demds axiomas de Enclides

Los “Segmentos de recta” que unen Kenia, Ecuador y el Polo Norte forman
un “trigngulo” cuyos dngulos suman mas de 180°
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Sin embargo, el axioma de las paralelas no es valido en esta interpretacion
particular de los términos, pues dada una “linea recta” y un punto exterior a
ella, no hay ninguna “linea recta” paralela a la dada que pase por dicho punto.
A modo de ejemplo, tomemos el ecuador como la “linea recta” y la Casa
Blanca en Washington como “punto” exterior a la misma. Cualquier “linea
recta” que pase por la Casa Blanca sera un circulo maximo que divida la Tie-
rra en dos mitades y, por tanto, cortara necesariamente el ecuador, con lo que
no podra serle paralela. Otra anomalia de esta interpretacion es que la suma
de los angulos de un triangulo es siempre mayor que 180°. Para demostratlo,
podemos sumar los angulos del “triangulo” formado por la parte del ecuador
comprendida entre Kenia y Ecuador y los “segmentos de recta” que unen
“puntos” de estos paises con el Polo Norte. El triangulo esférico asi formado
tiene dos angulos rectos en el ecuador.

Hay otras interpretaciones no estandar de los términos “punto”, “recta” y
“distancia” en los que son validos los cuatro primeros axiomas de la geome-
tria euclidea y el postulado de las paralelas es falso, aunque por otro motivo:
por un punto exterior a una recta dada hay mas de una paralela. En estos
modelos (que podtian consistir, por ejemplo, en supetficies en forma de silla
de montar) la suma de los dngulos de un tridngulo es menor que 180°. El
matematico aleman Bernhard Riemann concibié superficies mas generales
todavia y geometrias en las que el concepto de distancia varfa de un punto a
otro de un modo parecido a como le ocurre a un viajero que se mueve por un
terreno muy irregular y accidentado.

Cualquier modelo que, por la razén que sea, no cumpla el postulado de las
paralelas se dice que es un modelo de geometfa no euclidea. Cada una de las
geomettias presentadas es un conjunto consistente de proposiciones (exacta-
mente igual que las constituciones de distintas naciones son diferentes con-
juntos de leyes consistentes entre si). Cual de ellas es la verdadera en el mun-
do real es una cuestion que depende de qué significado fisico demos a los
términos “punto” y “recta”, y se trata de una cuestién empirica que se ha de
dilucidar mediante la observacion y no por proclamas de salén. Localmente al
menos, el espacio patrece tan euclideo como un campo de maiz de Iowa, pero
como ya han descubierto los partidarios de la tierra plana de cualquier parte
del mundo, es peligroso extrapolar demasiado lejos la propia estrechez de
miras. Si tomamos la trayectoria de un rayo de luz como interpretacion de
linea recta, obtenemos una geometria fisica no euclidea.
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87 en esta superficie en forma de silla de montar interpretamos “linea recta” como la distancia
mds corta entre dos puntos, son vdlidos todos los axiomas de la geometria enclidea excepto e/
postulado de las paralelas. Por P pasa mds de una paralela a 1

St cmamrE

Los dngulos de un triangulo sobre esta superficie suman menos de 180°

Para terminar, me gusta pensar en el descubrimiento de la geometria no
euclidea como una especie de chiste matematico —chiste que Kant no enten-
di6. Muchos acertijos y chistes son de la forma “:Qué tiene esta propiedad,
aquélla y la de mas alla?”. Al oirlos, la respuesta que se le ocurre a uno inme-
diatamente es completamente distinta de la interpretacion inesperada de las
condiciones que constituye la esencia del chiste. As{ ocurre con la geometria
no euclidea. En vez de “:Qué es negro, blanco y rojo por todas partes?”
tenemos “:Qué cumple los primeros cuatro axiomas de Euclidesr”. La nueva
esencia de este chiste nos la dieron Bolyai, Lobachevski y Gauss: grandes
humoristas del Club Universo.
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Metalenguajes

Martin Gardner

Las paradojas semanticas se resuelven intro-
duciendo metalenguajes. Los enunciados relati-
vos al mundo, tales como “las manzanas son
rojas” o “las manzanas son azules”, se formu-
lan en un /lenguaje objeto. Los enunciados relati-
vos a valores de verdad tienen que hacerse en
un metalenguaye.

En este ejemplo no puede haber paradoja,
porque la frase A, que se supone escrita en
metalenguaje, habla del valor de verdad de la
frase B, que esta escrita en lenguaje objeto.

¢Coémo hablar de valores de verdad para
enunciados de un metalenguaje? Es preciso uti-
lizar un metalenguaje de nivel superior. Cada
peldano de esta escala infinita es metalenguaje
del peldano inferior inmediato, y es lenguaje
objeto del peldafio situado sobre €L

La nocién de metalenguaje fue ideada y de-
sarrollada por el matematico polaco Alfred
Tarski. En el peldano mas bajo se encuentran
los enunciados relativos a objetos, tales como
“Marte tiene dos lunas”. En este lenguaje no
pueden aparecer calificativos como verdadero o

A-El e;unciado B e

also

B: las manzanas
son azvles

\ J
4 )
A
A
J

falso. Para hablar de la veracidad o falsedad de frases formuladas en este len-
guaje tenemos que emplear un metalenguaje, situado en el peldano inmediata-

mente superior de la escala. El metalenguaje engloba la totalidad del lenguaje
objeto, pero es mas “rico”, porque permite referirse a los valores de verdad de
los enunciados del lenguaje objeto. Por citar uno de los ejemplos favoritos de
Tarski, “La nieve es blanca” es un enunciado del lenguaje objeto. En cam-
bio, “El enunciado ‘La nieve es blanca’ es verdadero” es una proposicion

de un metalenguaje.
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¢Puede hablarse de veracidad o falsedad de enunciados de un metalenguaje?
Si, pero solo ascendiendo hasta el tercer peldafio de la escala, y hablando en
un metalenguaje aun mas alto, capaz de aludir a todos los situados bajo él.

Cada peldafio de la escala es un lenguaje objeto del peldafio situado
inmediatamente sobre ¢l. Cada peldafio, a excepcidon del mds bajo, es
metalenguaje del inmediatamente inferior. La escala continda hacia arriba
tanto cuanto deseemos.

Ejemplos de enunciados correspondientes a los cuatro primeros peldafios son:
A. La suma de los angulos exteriores de un triangulo es 180 grados.

B. El enunciado .4 es verdadero.
C. El enunciado B es verdadero.
D. El enunciado C es verdadero.

El lenguaje de nivel .4 enuncia sencillamente teoremas relativos a objetos
geométricos. Un manual de geometria que contenga demostraciones de los
teoremas esta escrito en un metalenguaje de nivel B. Los libros que tratan de
teoria de demostracion estan escritos en metalenguaje de nivel C. Afortuna-
damente, en matematicas, raras veces es necesario ir mas alla del nivel C.
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El ubicuo niimero 9

Martin Gardner

El nimero 9 tiene muchas misteriosas propiedades. ;Sabia usted que el
numero esta escondido tras el natalicio de toda persona famosa? Fijémonos
en la fecha de nacimiento de George Washington, que fue el 22 de febrero de
1732. Escribamos tal fecha con un solo niimero; 2221732. Ahora reordenamos
las cifras y formamos con ellas otro niimero distinto cualquiera. Restemos el
menor del mayor. Sumemos todas las cifras de la diferencia. En este caso la
suma es 36. {Y 3 mas 6 son 9! Haciendo lo mismo con el natalicio de John F
Kennedy (29 de mayo de 1917), o de Charles De Gaulle (22 de noviembre de
1890), o de cualquier otro hombre o mujer famoso, siempre se obtiene 9.
¢<Habra alguna curiosa relacion entre el 9 y los natalicios de las personas
famosas? ¢Ha probado el lector con su propia fecha de nacimiento?

Al sumar todas las cifras de un numero, y luego sumar todas las cifras de
la suma, y continuar asi hasta lograr un nimero de una sola cifra, lo que se
obtiene es la rasz digital del numero de partida. La raiz digital de un numero es
igual al resto de su division por 9, y por esta razon el procedimiento se llama
a veces “expulsion de los nueves”, y en Espana, “prueba del nueve”.

La forma mas rapida de calcular la raiz digital consiste en ir separando los
nueves, desechandolos conforme se van sumando las cifras del numero. Por
ejemplo, st las dos primeras cifras fuesen 6 y 8, que suman 14, inmediatamen-
te se suman 1y 4, y se conserva el 5. Dicho de otra forma, cada vez que una
suma parcial tenga mas de una cifra, sumaremos las cifras de la suma, y lleva-
remos solo la suma. La Gltima de las obtenidas sera la raiz digital del nimero.
Se dice también que la raiz digital es congruente, o equivalente, médulo 9 al
numero de partida, lo que suele abreviarse “moéd. 9”. Como al dividir 9 entre
9 el resto es 0, en aritmética de modulo 9, el 0 y el 9 son equivalentes.

Antes de la llegada de las maquinas de calculo, los contables solian valerse
de esta aritmética de modulo 9 para verificar sumas, diferencias, productos y
cocientes de nameros grandes. Por ejemplo, st hemos de multiplicar .4 por B,
y obtenemos C, podemos comprobar nuestro trabajo multiplicando la raiz
digital de .4 por la de B y viendo si este producto, o su raiz digital, es igual a
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la raiz digital de C. Si el producto C esta bien calculado, forzosamente los
resultados deberan coincidir. La coincidencia 7o basta para demostrar que el
producto esta bien calculado, pero de no producirse, si podremos asegurar
que hay un error. Cuando hay coincidencia es bastante probable que el resul-
tado sea correcto. Las “pruebas de los nueves”, basadas en el calculo de las
raices digitales de los operandos y resultado de sumas, diferencias, productos
y divisiones son parecidas.

Estamos ahora en condiciones de comprender por qué funciona el truco
de las fechas de nacimiento. Imaginemos un nimero N formado por muchas
cifras. Reordenandolas obtendremos un segundo numero, N Como es ob-
vio, N y N’ tendran iguales raices digitales. Por tanto, al restar una de otra
estas raices la diferencia sera O (que es igual a 9 en aritmética mod. 9). Este
numero, 009, tiene que ser la rafz digital de la diferencia entre N y N En
resumen: tomando un numero cualquiera, reordenando sus cifras y restando
el menor del mayor, la diferencia tendra raiz digital iguala 0 6 a 9.

A causa del procedimiento con que se calcula la raiz digital, s6lo podra
darse la diferencia final 0 si N y N’ son nimeros idénticos. Por tanto, al ensa-
yar el procedimiento con sus fechas de nacimiento, nuestros amigos deberan
comprobar que al desordenar las cifras resulta nimero distinto. En tanto N y
N’ no sean idénticos, su diferencia tendra raiz digital 9.

Hay muchos trucos de magia basados en el ubicuo nimero 9. Pidimosle a
alguien que anote el numero de un billete, permaneciendo nosotros de espal-
das para no ver lo que esta persona escribe. La persona reordena las cifras,
construyendo otro ndmero, y en seguida resta el nimero menor del mayor.
Pidale a su amigo que tache en la diferencia una cifra cualquiera distinta de
cero, y que nos dé a continuacion las cifras restantes, en cualguier orden. Aunque
seguimos de espaldas, jno deberfamos tener dificultad en decir cual era la cifra
tachadal

El secreto del truco deberia ser evidente. La diferencia tendra raiz digital 9.
Conforme nuestro amigo va nombrando las cifras nosotros las sumamos
mentalmente, despreciando los nueves. Al terminar de darnoslas, nosotros
restaremos de 9 el dltimo digito calculado, y la diferencia es la cifra tachada.
(81 nuestro dltimo digito fuese 9, la cifra tachada fue un 9.)

Los trucos del billete y de la fecha de nacimiento son excelentes introduc-
ciones al estudio de las congruencias, que algunos llaman “aritmética modular”.
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Matrices magicas

Martin Gardner

Copie esta matiz de 4 por 4 en una hoja, y numere de 1 a 16 sus casillas.
Voy a hacerle una exhibicion de fuerza psiquica que le dejara atonito. {Voy
a dirigir y controlar una seleccién de cuatro niimeros realizada por usted
en la matriz!

Rodee con un circulo un nimero cualquiera, a su capricho. En el dibujo
se ha marcado el 7; lo mismo puede tomarse otro cualquiera. Tache con una
barra vertical la columna que lo contiene, y otro tanto con la fila.

Ahora rodee otro numero cualquiera de los no tachados todavia. Vuelva a
tachar la fila y columna de éste. Elija a su capricho un tercer nimero no
tachado, y suprima también su fila y columna. Finalmente, rodee el unico
nimero restante.

Si usted ha seguido mis indicaciones, el casillero presentara mas o menos
este aspecto. Sume ahora los cuatro numeros seleccionados.

¢Preparado? Voy a decitle cuanto vale la suma que usted ha calculado.
Es..., es... ;34! :Es correcta? :Como he podido yo sabetlo? ¢Sera que he in-
fluido sobre usted en el momento de elegir?

¢Por qué nos obliga esta matriz a que la suma de los nimeros elegidos sea
siempre 34? Su secreto es tan sencillo como ingenioso. En el encabezamiento
de una matriz de 4 por 4 escribamos los numeros 1, 2, 3, 4; a la izquierda de
cada hilera ponemos los nameros 0, 4, 8, 12:

37



Miradas sobre el mundo de la Matemdtica

1 2 3 4

12

Estos ocho numeros se llaman generadores de la matriz magica. En cada
casilla se escribe ahora el nuimero suma de sus dos generadores, a saber, la
suma del situado a la cabeza de la columna con el escrito al costado de su fila.
Una vez rellenado de este modo el casillero encontraremos una matriz que
contiene los numeros de 1 a 16 en orden cotrelativo.

2

I

N

(0]

1
1
516 7
9110|1112
12 |13 |14 |15 |16

Veamos ahora qué sucede al ir sefialando cuatro nimeros segun el proce-
dimiento indicado. Tal procedimiento garantiza que #o serdn elegidos dos nimeros
de una misma fila o columna. Cada nimero de la matriz es suma de un unico par
de generadores; por consiguiente, la suma de los cuatro nimeros senialados
sera igual a la suma de los ocho generadores. Y como los generadores suman
en total 34, también los cuatro nimeros elegidos habran de sumar 34.

Una vez comprendido el funcionamiento de la matriz, se pueden cons-
truir matrices mayores de tamafio arbitrario. Fijémonos, por ejemplo, en la
matriz de orden 6 siguiente, con sus 12 generadores. Observemos que en este
caso los generadores han sido elegidos de manera que los numeros del casille-
ro parezcan dados al azar. Queda asi oculta la estructura subyacente de la
matriz, haciendo que parezca ain mas misteriosa:
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4 15 2 0 3
115(2|6|3]|1]|4
5916|101 7]|5]|8
21 6|13|71412]|5
41 8(5|9(614]|7
ol4|1|5|2|0]3
3| 7|4|8]|5[3]6

Los generadores suman 30. Elegidos seis numeros por el procedimiento
explicado, con certeza sumaran 30. El niimero magico (la suma) podra ser,
desde luego, cualquier nimero que se desee.

Es posible construir una matriz de 10 por 10 que implique suma 100 o
cualquier otro nimero curioso, como el afio en curso, o el ano de nacimiento
de una persona. sPodran construirse matrices magicas que contengan en al-
gunas casillas numeros negativos? {Claro que si! En realidad, los generadores
pueden ser numeros cualesquiera, positivos o negativos, racionales o
irracionales.

¢Podran construirse matrices donde el calculo del nimero magico se haga
multiplicando los elegidos, en vez de sumarlos? Si; y ello sugiere otro camino a
explorar. La construccion fundamental sigue siendo exactamente la misma.
El nimero impuesto, en este caso, resulta ser producto del conjunto de genera-
dores. Tal vez le interese averiguar qué sucede st las casillas son ocupadas por
nimeros complejos. Puede encontrarse mas material sobre matrices magicas
consultando el segundo capitulo de mi Scientzfic American Book of Mathematical
Puzzles and Diversions.
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Las curiosas alfombras de Randi

Martin Gardner

Randi, mago famoso conocido en todo el mundo, tiene una alfombra de
13 por 13 decimetros, y la quiere transformar en otra de 8 por 21. Para ello,
Randi llev6 su alfombra a Omar, un especialista.

Randi: Omar, amigo mio, quiero que cortes esta alfombra en cuatro pie-
zas, y luego montes con ellas una alfombra rectangular de 8 por 21 decimetros.

Omar: Lo lamento, sefior Randi, Es usted un gran mago, pero no anda
bien de aritmética. 13 por 13 son 169, mientras que 8 por 21 son 168. No
podra ser.

Randi: Querido Omar, el gran Randi jamas se equivoca. Ten la bondad
de cortar la alfombra en cuatro piezas como éstas.

Omar hizo como se le dijo. Después Randi reagrup6 las piezas, y Omar
las cos16, formando una alfombra de 8 por 21.

Omar: {No puedo creetlo! {El area se ha contraido, de 169 a 168 dm?!
¢Qué ha ocurrido con el decimetro cuadrado que falta?

Esta clasica paradoja es tan sorprendente y dificil de explicar que vale la
pena tomarse la molestia de dibujar el cuadrado en papel milimetrado, recor-
tar las cuatro piezas y reagruparlas en forma de rectangulo. A menos que las
piezas sean muy grandes y hayan sido recortadas y dibujadas con gran preci-
si6n, sera imposible observar la leve superposicion que se produce a lo largo
de la diagonal principal del rectangulo. Esta ligera imperfeccion del ajuste de
las piezas a lo largo de la diagonal explica la desaparicion de una unidad de
superficie. Si duda usted de la existencia de traslapado tiene un método sen-
cillo para convencerse: calcule usted la pendiente de la diagonal del rectangu-
lo, y comparela con las pendientes de las piezas.

¢Qué sucederia si dibujasemos el rectangulo en papel milimetrado, recot-
tasemos las piezas, y construyéramos el cuadrado? Tal vez le entren deseos
de averiguatlo.

En esta paradoja intervienen cuatro numeros: 5, 8, 13, 21. Seguramente
haya usted reconocido en ellos cuatro términos de una famosa sucesion.
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¢Sabria usted dar la regla recursiva que va generando los términos? La suce-
si6n es conocida por sucesion de Fibonacci, y en ella cada término resulta de
sumar los dos precedentes: 1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34,...

Otras variantes de esta paradoja se basan en otros grupos de cuatro térmi-
nos consecutivos de la sucesion de Fibonacci. En cada caso descubrimos que
el rectangulo tiene distinta area que el cuadrado; unas veces es una unidad de
mas; otras, de menos. El paso siguiente es descubrir que cuando hay pérdida
al pasar del cuadrado al rectangulo es a causa de un “solapamiento” de forma
réombica sobre la diagonal principal, a lo largo de la cual se produce la super-
posicion, mientras que cuando hay ganancia es a causa de una rendija, tam-
bién rombica, que ensancha la diagonal.

Dados los cuatro términos de la sucesion de Fibonacci en que se basa
alguna de estas versiones, ;podremos predecir si habra pérdida o ganancia?
La paradoja sirve para ilustrar una de las propiedades fundamentales de la
sucesion de Fibonacci. Al elevar al cuadrado uno cualquiera de los términos
de la sucesion, el cuadrado resultante es igual al producto de los términos
adyacentes por cada lado a dicho término, mas o menos una unidad.
Algebraicamente,

[2n :(tnfl . tn+1) + 1

El primer miembro de la igualdad equivale, como es obvio, al area del cuadra-
do, mientras que el segundo da el area del rectangulo. Los signos “mas” y
“menos” van alternandose a lo largo de toda la sucesion. Todo nimero de
Fibonacci que ocupe lugar impar en la sucesion (por ejemplo, 2,56 13 enla
sucesion de Fibonacci dada arriba) tiene un cuadrado una unidad mayor que
el producto de los términos de lugar par adyacentes a él. Reciprocamente,
todo numero situado en lugar par (por ejemplo, 3, 8, 21, ... en la sucesion)
tiene un cuadrado que es una unidad menor que el producto de los términos
adyacentes, ambos de lugar impar, que lo escoltan. Sabiendo esto, es facil
predecir si el rectangulo asociado a un cuadrado dado ganara o perdera una
unidad de superficie.

La sucesion de Fibonacci empieza 1, 1; pero una “sucesiéon de Fibonacci
generalizada” puede comenzar con dos numeros cualesquiera. Pueden enton-
ces explorarse variantes de la paradoja basadas en otras sucesiones mas gene-
rales. Por ejemplo, la sucesion 2, 4, 6, 10, 106, 20, ... da pérdidas y ganancias de
cuatro unidades de area. La sucesion 3, 4, 7, 11, 18, ... da pérdidas y ganancias
de cinco unidades.

Sean a4, b, ¢ tres términos consecutivos cualesquiera de una sucesion de
Fibonacci generalizada, y sea x la pérdida o ganancia. Se verifican las siguien-
tes relaciones:
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atb=c
b* =ac + x

En lugar de x podemos tomar cualquier pérdida o ganancia que deseemos,
y en lugar de 4, la longitud que nos parezca conveniente para lado del cuadra-
do. Resolviendo el sistema de ecuaciones tendremos los valores de ¢ y . Em-
pero, puede ocurrir que las soluciones no sean nimeros racionales.

¢Podremos cortar el cuadrado de forma tal que al redisponer las piezas el
rectangulo tenga area exactamente zg#a/a la del cuadrado?

Para responder a esto, pongamos x 0 en la segunda de las ecuaciones ante-
riores, y despejemos & en funcion de 4. La tnica solucion positiva es

b:(1+\/5)a

2

La expresion (1 + 05)/ 2 es la famosa razén 4urea, ordinariamente deno-
tada f (phi). Es éste un nimero irracional de valor 1,618033... Dicho de otra
forma, la tnica sucesion de Fibonacci en la que el cuadrado de cada término
es exactamente igual al producto de sus dos términos adyacentes es

1, 0, 0%, &% ¢°, ...

Con cierto trabajo de manipulacion de los radicales podriamos demostrar
que la sucesion anterior es una verdadera sucesion de Fibonacci, viendo que
es equivalente a la sucesion

Lo, 0+1,20+1,30+2,...

Tan solo st se descompone el cuadrado en longitudes que sean nimeros
consecutivos de la sucesion anterior podremos conseguir que las areas del
rectangulo y el cuadrado sean idénticas (aunque, claro, scual es ahora la para-
doja?). Para saber mas acerca de la raz6n aurea, y de su relacion con la parado-
ja del cuadrado y el rectangulo, véase el capitulo dedicado a en mi Second Scientific
American Book of Mathematical Puzzles and Diversions.
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Pocos meses después. Randi retorné con una alfombra de 12 por 12
decimetros.

Randi: Omar, viejo amigo, mi estufilla eléctrica se cayo sobre esta precio-
sa alfombra y la ha quemado. Yo creo que cortandola y recosiéndola sera facil
reparar el agujero.

Aunque Omar no lo veia nada claro, sigui6 al pie de la letra las instruccio-
nes de Randi. Después de cosidas las piezas, la alfombra seguia midiendo 12
por 12 jy el agujero habia desaparecido!

Omar: Se lo ruego, sefior Randi, jdigame como lo ha conseguido! :De
dénde ha salido el decimetro cuadrado necesario para llenar el hueco?

¢Coémo podran cuadrados idénticos
tener areas diferentes? En la segunda
de estas paradojas, la pérdida de area
viene en forma de agujero real y mani-
fiesto. A diferencia de la paradoja ante-
rior, el ajuste a lo largo de la linea obli-

cua es perfecto. ¢Qué habra podido su-

cederle a la unidad cuadrada que falta?
Para dar con la respuesta, haga us-

ted dos ejemplares del cuadrado sin

agujero; cuanto mayores, tanto mejor.

Uno de los cuadrados debe ser recot-
tado con la maxima precision, descom-
puesto, y sus piezas reagrupadas con
objeto de que aparezca el agujero. Una
vez en esta disposicion, situemos so-
bre ella el cuadrado no descompuesto,
ajustandolo cuidadosamente por arri-

ba y los costados. Se vera entonces que
el “cuadrado” del agujero no es un ver-
dadero cuadrado, sino un rectangulo
cuya altura es 1/12 de decimetro ma-
yor que la base. Esta tira que sobresale
por la parte baja mide 12 por 1/12,y

tiene la misma superficie que el aguje-

ro del interiot.
Tenemos asi explicado dénde ha ido
a parar el cuadrado unidad. Pero spor
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qué aumenta la altura del cuadrado? El secreto es que el vértice situado sobre
la hipotenusa de la pieza rectangular no se encuentra en un punto reticular, es
decir, sus coordenadas no son ambas enteras. Sabiendo esto podra usted cons-
truir variantes del cuadrado en las cuales la pérdida o ganancia superficial sea
mayor de una unidad cuadrada.

Esta paradoja es conocida por “paradoja de Curry”, en recuerdo de su
inventor, Paul Curry, mago aficionado neoyorquino. La paradoja admite nu-
merosas variantes, incluidas formas triangulares. Si se quiere saber mas sobre
cuadrados y triangulos de Curry, véase el capitulo 8 de mi libro Mathematics, Magie
and Mysteryy el capitulo 11 de mis New Mathematical Diversions from Scientific American
(version espafiola, Nuevos pasatiempos matemdticos. Alianza Editorial, 1982).
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Distintos tipos de infinito

Adridn Paenza

Contar

Un nifio, desde muy pequefio, sabe contar. Pero ¢qué quiere decir contar?
En realidad, dado un conjunto de objetos cualquiera, digamos los discos que
alguien tiene en su coleccidn, scomo hace para saber cuantos tiene? La res-
puesta parece obvia (y en realidad, parece porque lo es). Pero quiero contes-
tarla. La respuesta es: para saber cuantos discos tiene uno en su coleccion, lo
que tiene que hacer es ir y contarlos.

De acuerdo. Es un paso que habia que dar. Pero squé quiere decir contar?
Van al sitio donde tienen guardados los discos y empiezan: 1, 2, 3,... etcétera.

Pero:

a) Para poder contar se necesita conocer los nimeros (en este caso, los

numeros naturales).

b) Los numeros que usamos estan ordenados, pero a nosotros e/ orden no
nos interesa. ;Se entiende esto? A ustedes solo les importa saber cudntos
tienen y no en qué orden esta cada uno. Si yo les pidiera que los ordena-
ran por preferencia, entonces siimportatia el orden. Pero para saber cuan-
tos hay, el orden es irrelevante.

¢) Ustedes saben que el proceso termina. Es decir, su coleccion de dis-
cos, por mas grande que sea, en algin momento se termina.

Ahora supongamos que estamos dentro de un cine. Todavia no ha llegado
nadie para presenciar la proxima funciéon. Sabemos que hay mucha gente en
la calle haciendo cola y esperando que se abran

las puertas.

¢<Coémo harfamos para saber silas butacas que tiene el cine alcanzaran para
poder sentar a las personas que esperan afuera? O, en todo caso, scémo ha-
riamos para saber si hay mas butacas que personas, o mas personas que buta-
cas, o si hay la misma cantidad? Evidentemente, la respuesta inmediata
que todo el mundo esta tentado a dar es: “Vea. Yo cuento las butacas que
hay. Después cuento las personas. Y para terminar el proceso, comparo
los nimeros”.
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Pero eso requiere contar dos conjuntos. Es decir: hay que contar las butacas y
lnego (0 antes) hay que contar las personas.

¢Bs necesario saber contar para poder contestar si hay mas butacas que per-
sonas, o personas que butacas o la misma cantidad? La respuesta que podria-
mos dar es la siguiente: abramos las puertas del cine, permitamos a la gente
que entre y se siente en el lugar que quiera, y cuando el proceso termine,
repito, cuando el proceso termine (ya que tanto las butacas como las personas son
conjuntos finitos), nos fijamos si quedan butacas vacias; eso significa que habia
mas butacas que personas. Si hay gente parada sin asiento (no se permite mas
de un asiento por persona), entonces habia mas gente que lugar. Y sino sobra
ninguna butaca y nadie esta parado, eso quiere decir que habia el #zismo niimero
de butacas gue de personas. Pero lo notable de esto es que uno puede dar la
respuesta sin necesidad de haber contado.

Sin necesidad de saber cudl es ni el nimero de personas ni el numero de
butacas.

Este no es un dato menor en este contexto: lo que uno esta haciendo es
aparear a los dos conjuntos. Es como st tuviéramos dos bolsas: una en donde
estan las personas y otra en donde estan las butacas. Y lo que hacemos es
trazar “flechitas” que le “asignen” a cada persona una butaca. Seria el equi-
valente a cuan- do uno compra una entrada en el cine. Si sobran entradas
o si faltan entradas o si hay la misma cantidad, es en realidad una manera
de haber trazado las flechitas. Pero lo bueno de este proceso es que no hace
falta saber contar.

El segundo paso importante es que cuando yo quiera comparat el numero
de elementos de dos conjuntos, no necesito saber contar. Lo que tengo que
hacer es aparearls, establecer flechitas entre uno y otro.

Solo para ponernos de acuerdo con las notaciones, vamos a llamar cardinal
de un conjunto A (y lo vamos a notar #(A)) al nimero de elementos de ese conjunto.

Por ejemplo,

* (el cardinal del conjunto “jugadores titulares de un equipo de futbol profesional”)
= # {jugadores titulares de un equipo de futbol profesional} = 11,

* (el cardinal del conjunto “presidentes de la nacion”) = # {presidentes de la
naciéon} =1,

* (el cardinal del conjunto “universidades nacionales en la argentina”) = #
{universidades nacionales en la argentina} = 30,

* (el cardinal del conjunto “puntos cardinales”) = # {puntos cardinales} = 4.
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Como hemos visto, si quetemos comparar los cardinales de dos conjuntos no
hace falta saber e/ cardinal de cada uno para saber cudl es el mds grande o si son iguales.
Basta con aparear los elementos de cada uno. Debe quedar claro, entonces,
que para comparar cardinales uno se /Zbera del proceso de contar. Y esto
sera muy importante cuando tengamos que “generalizar” la nocidén de
contar, justamente.

Una ultima observacion antes de pasar a los conjuntos infinitos. Los na-

meros naturales son los conocidos e hipermencionados en este libro:
N={1,2,3,45...}
Vamos a lamar segmento de los naturales de longitud n al subconjunto {1, 2, 3,...,

(n-2), (n-1), n}. A este segmento lo vamos a denotar [1, n].
Por ejemplo, el segmento natural de longitud cinco,

[1,5] = {1,2,3,4,5}

[1,35] = {1,2,3,4,5,6,7,..., 30, 31, 32, 33, 34, 35}
[1,2] = {1,2}

[1, 1] = {1}

Creo que se entiende entonces que todos estos “segmentos naturales” o
“segmentos de nimeros naturales” comienzan con el ndimero uno; la defini-
cién entonces es:

[1,n] = {1, 2,3,4,5,..., (n-3), (n-2), (n-1), n}.

En realidad podemos decir que contar los elementos de un conjunto finito signi-
fica “apareat” o coordinar o “poner las flechitas” entre los elementos del con-
junto que nos dieron y algun segmento natural. Dependiendo del # vamos a
decir que el conjunto tiene cardinal n. O, lo que es lo mismo, vamos a decir que

el conjunto tiene # elementos.

Una vez entendido esto, ya sabemos entonces lo que son los conjuntos
finitos. Lo bueno es que también podemos aprovecharnos de esta definicion
para entender lo que significa un conjunto znfinito.

¢Qué definicion dar? Intuitivamente, y antes de que yo escriba una defini-
ci6n tentativa, piensen un instante: scuando dirfan que un conjunto es infini-
tor Y por otro lado, cuando piensan en esa definicion, sen qué conjunto pien-
san?, ¢qué ejemplo tienen a manor
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La definicién que voy a dar de conjunto zxfinito les va a parecer sorpren-
dente, pero lo curioso es que es la mas obvia: vamos

a decir que un conjunto es finito si no es finito. sQué quiere decir esto?
Que sinos dan un conjunto A y nos piden que decidamos st es finito o infini-
to, lo que uno tiene que tratar de hacer es buscar un segmento natural para coor-
dinarlo o aparearlo con é/. Siuno encuentra algan nimero natural n, de manera tal
que el segmento [1, n] y el conjunto A se pueden aparear, uno tiene la res-
puesta: el conjunto es finito. Pero, si por mas que uno trate, no puede encontrar
el tal segmento natural, o lo que es lo mismo, cualquier segmento natural que
uno busca siempre se queda cor7o, entonces es porque el conjunto A es znfinito.

Ejemplos de conjuntos infinitos:

a) Los numeros naturales (todos)
b) Los numeros pares

¢) Los nimeros multiplos de cinco
d) Los puntos de un segmento

e) Los puntos de un triangulo

f)  Los nameros gue no son miiltiplos de 7.
Los invito a que busquen otros ejemplos.'

Hablemos ahora un poco de los conjuntos infinitos. En este mismo libro
hay varios ejemplos (hotel de Hilbert, cantidad y distribucion de los numeros
de primos) que atentan contra la intuicién. Y eso es maravilloso: la intuicion,
como cualquier otra cosa, se desarrolla, se mejora. Uno intuye distinto cuanto mas
datos tiene. Cuanto mas acostumbrado esta a pensar en cosas diferentes, #ejor
se prepara para lener ideas nuevas.

Agarrense fuerte entonces, porque empezamos ahora un viaje por el
mundo de los conjuntos znfinitos. Abrochense el cinturén y preparense
para pensar distinto.

1. El conjunto vacio es el unico que tiene “cardinal” cero. Esto, para salvar el “bache”
logico que se generaria, ya que como el “conjunto vacio” no se puede “aparcar” con
ninglin segmento natural, entonces, no serfa “finito”. Luego, serfa “infinito”. Ese obsta-
culo logico se salva o bien excluyendo al “vacio” de la discusion o bien, como elijo hacer,
diciendo que el “conjunto vacio” es el tnico que tiene “cardinal cero”.
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Problema

Unos parrafos mas arriba vimos cémo hacer para decidir cual de dos con-
juntos tiene mas elementos (o si tienen el mismo cardinal). Decimos, para
fijar las ideas, que dos conjuntos son coordinables si tienen e/ mismo cardinal. O
sea, si tienen el mismo nimero de elementos. Como vimos, ya no necesitamos
contar en el sentido clasico. Por ejemplo, el conjunto de todos los numeros
naturales sabemos que es un conjunto z#finito.

¢Qué pasara con los numeros pares? Les propongo que hagan el ejercicio
de demostrar que también son infinitos, o lo que es lo mismo, los numeros
pares son un conjunto infinito.

Pero la pregunta cuya respuesta parece atentar contra la intuiciéon es la
siguiente: si N son todos los nimeros y P son los nimeros pares, sen qué
conjunto hay mas elementos? Yo sé que esto invita a una respuesta inmediata
(2odos los nimeros tienen que ser mds, porque los niimeros pares estin contenidos entre
todos). Pero esta respuesta esta basada en algo que no sabemos mas si es
clerto para conjuntos infinitos: es verdad que por el simple hecho de gue los
pares forman parte de todos los nimeros entonces son menos? ;Por qué no trata-
mos de ver si podemos usar lo que aprendimos en el ejemplo de las buta-
cas y las personas? ¢:Qué habria que hacer? Deberfamos tratar de coordinar
0 aparear o unir con flechitas a todos

los nimeros y a los numeros pares. Eso nos va a dar la respuesta correcta.

Veamos. De un lado, en una bolsa, estan todos los nimeros naturales, los
que forman el conjunto N. Del otro lado, en otra bolsa, estan los numeros
pares, los que forman el conjunto P.

Si yo hago la siguiente asignacion (teniendo en cuenta que a la izquierda
estan los numeros del conjunto N y a la derecha, los elementos del conjunto P):

S~

<« 10
<« 12
“ 14

~N &N U KA W N~
o]

(¢Entienden lo que estoy haciendo? Estamos asignando a cada nimero de N
un nimero de P)

51



Miradas sobre el mundo de la Matemdtica

Es decir, a cada numero de la izquierda, le hacemos corresponder su doble.
Si siguiéramos asi, al nimero 7 le hacemos corresponder el numero 2z Por
ejemplo, al nimero 103 le corresponde el 206. Al nimero 1.751, le corres-
ponde el 3.502, etcétera.

Ahora bien: gesta claro que a todo numero de la 1zquierda le corresponde
un numero de la derecha? ;Y que cada nimero de la derecha es par? ;Y esta
claro también que a cada nimero par (de la derecha) le corresponde un niime-
ro de la izquierda (justamente la mitad)? :Queda claro que hay #na correspon-
dencia biunivoca o una coordinacion entre ambos conjuntos? ;Queda claro que este
proceso muestra que bay la misma cantidad de niimeros naturales que de nimeros
pares? Esta afirmacion es algo que en principio atenta contra la intuiciéon. Pero
es asi. Liberados del problema de tener que contar, ya que en este caso no
podriamos hacetlo porque el proceso no terminatia nunca en la medida en
que los conjuntos son infinitos, lo que acabamos de hacer es mostrar que N y
P son coordinables. O sea, que tienen el mismo numero de elementos.

En el camino queda destruido un argumento que sélo es valido para
conjuntos finitos: aunque un conjunto esté contenido en otro, eso no significa que
por eso tenga menos elementos. Para conjuntos infinitos, eso no necesariamen-
te es clerto, como acabamos de ver en el ejemplo de todos los numeros y
los numeros pares.”

Este es ya un juguete nuevo. Con esto podemos divertirnos un rato y
empezar a preguntar: ¢y los impares? Bueno, supongo que cualquiera que
haya seguido el argumento de los parrafos anteriores esta en condiciones de
decir que también hay tantos impares como nimeros todos. Y por supuesto
que hay tantos impares como pares.

A esta altura, conviene que diga que al cardinal de estos conjuntos infinitos
que vimos hasta aca (naturales, pares, impares), se lo llama “aleph cero”. (Aleph
es la primera letra del alfabeto hebreo, y aleph cero es la notaciéon que se usa
universalmente para zndicar el nimero de elementos de conjuntos infinitos coordinables
con el conjunto de los niimeros naturales).

¢Qué pasara ahora si consideramos los nimeros enteros? Recuerden que
los ntimeros enteros son fodos los naturales, pero a los que se les agregan e/ cero
y todos los nimeros negativos. A los enteros se los denomina con la letra Z (del
aleman Zahl) y son:

{...-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5, ...}

2. Es mas: en algunos libros se da como definicion de conjunto infinito a un conjunto que tiene
subconjuntos propios (o sca, que no o fodo el conjunto) coordinables con el zodb.
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Esta claro, entonces, que los enteros forman un conjunto infinito. De
paso, es bueno observar que si un conjunto contiene como subconjunto a un
conjunto infinito, éste tiene que ser infinito también (¢no les dan ganas de
pensarlo solos?).

Pero volvamos al problema original. ;Qué pasa con Z? Es decir, ¢qué pasa
con los enteros? sSon mas que los naturales?

Para mostrar que el cardinal de ambos conjuntos es el mismo, lo que tene-
mos que hacer es encontrar una correspondencia biunivoca (es decir, flechitas
que salgan de un conjunto y lleguen al otro sin dejar “libre” ningin elemento
de ninguno de los dos conjuntos).

Hagamos las siguientes asighaciones:

Al 0 le asignamos el 1
Al -1 le asignamos el 2
Al +1 le asighamos el 3
Al -2 le asignamos el 4
Al +2 le asighamos el 5
Al -3 le asignamos el 6
Al +3 le asignamos el 7

Y asi podremos asignarle a cada niimero entero un nimero natural. Esta claro
que no quedara ningun entero sin que le corresponda un natural, ni recipro-
camente, ningin natural sin que tenga un entero asignado a su vez. Es decir,
hemos comprobado con esto gue e/ conjunto Z de los numeros enteros y ¢/
conjunto N de los nimeros naturales tienen el mismo cardinal. Ambos tienen
cardinal aleph cero. Es decir, los enteros y naturales

tienen la misma cantidad de elementos.

Como ejercicio, los 1nvito a que prueben que también tienen cardinal aleph
cero (y por lo tanto tienen la misma cantidad de elementos que los enteros o
los naturales) los numeros maultiplos de cinco, las potencias de dos, de tres,
etcétera. Si llegaron hasta aca y todavia estan interesados, no dejen de pensar
los distintos casos y como encontrar la correspondencia que demuestra que to-
dos estos conjuntos (aunque parezca que no) tienen todos el mismo cardinal.

Ahora peguemos un pequeno salto de calidad. Consideremos los nzimeros
racionales, que llevan el nombre de Q (por “quotient”, o “cociente” en inglés).
Un numero se llama racional si es el cociente de dos nimeros enteros: a/b
(excluyendo el caso, obviamente, en que b sea cero). Ya sabemos, como he-
mos visto en otra parte del libro, que #o se puede dividir por cero.
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En realidad, los nimeros racionales son los que se conocen como “las
fracciones”, con numerador y denominador nimeros enteros. Por ejemplo, (-
7/3),(17/5), (1/2), 7, son nimeros racionales. Es interesante notar, que cual-
quier nimero entero es fambién un niimero racional, porque todo numero entero
a se puede

escribir como una fraccién o como cociente de él mismo por 1. O sea:

a=a/l

Lo interesante es tratar de ver que, aunque paregcan muchisinos mds, los racio-
nales también tienen a aleph cero como cardinal. O sea, también son coordinables
con los naturales. Asi, en el lenguaje comuin (que es el util), bay tantos racionales
como naturales.

La demostracion es interesante porque lo que vamos a hacer es una asig-
nacion que ira en espiral. Ya se va a entender.

Hacemos asi:

Al 0 le asighamos el 1

Al 1/1 le asighamos el 2
Al 1/2 le asighamos el 3
Al 2/1 le asighamos el 4
Al 2/2 le asighamos el 5
Al 3/1 le asighamos el 6
Al 3/2 le asighamos el 7
Al 3/3 le asighamos el 8
Al 4/1 le asighamos el 9
Al 4/2 le asighamos el 10
Al 4/3 le asighamos el 11
Al 4/4 le asighamos el 12
Al5/1 le asighamos el 13
Al 5/2 le asighamos el 14

Como se ve, a cada nimero racional 7o negativo (o sea, mayor o igual que cero)
le asighamos un nimero natural. Esta asighacion es biunivoca, en el sentido
de que a todo racional le corresponde un natural y viceversa. La Gnica obser-
vacion que habria que considerar es que hice todo esto para los racionales
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positivos. Si uno quiere agregar los negativos, la asighacion debe ser diferente,
pero creo que el lector sabra ingeniarse para hacerla (en todo caso, en la pagi-
na de soluciones hay una propuesta para hacerlo).

Una observacion que surge es que en la columna de la 1zquierda yo estoy
pasando varias veces por el mismo numero. Por ejemplo, el 1 en la columna de
la izquierda apatece como 1/1,2/2,3/3, 4/4, etcétera; o sea, aparece muchas
veces. ¢Afecta esto la cardinalidad? Al contrario. En todo caso, st uno tiene
que conjeturar algo a priori, es que el conjunto de los racionales parece tener
mds elementos que los naturales y, sin embargo, la asighacion que acabo de ofre-
cer muestra que zenen el mismo cardinal. En todo caso, muestra que a pesar de
repetir varias veces el mismo racional, sigue habiendo naturales para todos
ellos. Lo cual es un hecho francamente notable y antiintuitivo.

Y ahora llegamos al punto central. La pregunta que uno tiene que hacerse
es la siguiente: da la sensacion de que fodos los conjuntos infinitos tienen el mismo
cardinal. Es decir, hemos revisado los naturales, los pares, los impares, los
enteros, los racionales, etcétera. Todos los ejemplos que hemos visto de con-
juntos infinitos resultaron ser coordinables a los naturales, o lo que es lo
mismo, tienen todos el mismo cardinal: aleph cero.

Con todo derecho, entonces, uno podria decir: “Bueno. Ya sabemos cua-
les son los conjuntos infinitos. Habra muchos o pocos, pero todos tienen el
mismo cardinal”. Y aqui es donde aparece un punto central en la teoria de
conjuntos. Hubo un sefior que hace muchos afios, alrededor de 1880, se tro-
pezo6 con un problema. Tratando de demostrar que todos los conjuntos infi-
nitos tenian el mismo cardinal, encontré uno que no. El sefior, por mas es-
fuerzos que hacia por encontrar “las flechitas” para poder coordinar s« conjun-
to con los numeros naturales, 7o podia. Tal era su desesperacion que en un
momento cambi6 de idea (e hizo algo genial, claro, porque tuvo una idea
maravillosa) y penso: ¢
posible encontrarlas? ¢No sera preferible que trate de demostrar que no se pueden
encontrar las flechitas porgue no existen?”.

¢y si no puedo encontrar las flechitas porque no es

Este sefior se llamé Georg Cantor. Van a encontrar una breve resefia bio-
grafica de él en otra parte del libro, pero al margen de lo que alli diga, a Cantor
lo volvieron loco. La comunidad cientifica especialista en el tema lo enloque-
cio, literalmente.

Cuando Cantor descubri6 que habia infinitos mds grandes gue otros, dijo: “Lo
veo y no lo creo”.

Pero squé es lo que hizo Cantor? Para entenderlo, necesito recordar aqui
por un momento qué es el desarrollo decimal de un nimero (sin entrar en
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demasiados detalles). Por ejemplo, cuando defini los nimeros racionales,
digamos el numero 1/2, quedo claro que este nimero también se puede
escribir asi:

1/2=0,5

Y agrego otros ejemplos:

1/3 =0,33333...
7/3 = 2,33333...
15/18 = 0,8333...
37/49 = 0,75510204...

Es decir, cada nimero racional tiene un desarrollo decimal (que se obtie-
ne, justamente, haciendo el cociente entre los dos nimeros enteros). Lo que
sabemos de los numeros racionales es que al hacer el cociente, el desarrollo
decimal es, o bien finito (como en el caso de 1/2 = 0,5, porque después
vendrian s6lo ceros a la derecha de la coma), o bien es periddico, como 1/3 =
0,33333..., en donde se repite un numero (en este caso el 3), o podria ser un
conjunto de numeros (que se llama periodo), como en el caso de (17/99) =
0,17171717... en donde ¢/ periodo es 17, o bien, en el caso de (1743/9900) =
0,176060606... en donde

el periodo es 60.

Es mas: podemos decir que todo numero racional tiene un desarrollo de-
cimal finito o periddico. Y al revés: dado un desarrollo decimal finito o peri6-
dico cualquiera, eso corresponde a un Gnico numero racional.

A esta altura, yo creo que puedo suponer que los lectores entienden lo que es
e/ desarrollo decimal.

Con todo, hay nameros que 7o son racionales. Son ndmeros que tienen un
desarrollo decimal pero que se sabe que no son racionales. El ejemplo mas fa-
moso es T (pi). Se sabe (no lo voy a probar aqui) que T no es un numero
racional. Si siguen interesados en mas ejemplos, en este mismo libro esta la
demostracion que “enloquecio” a los pitagoricos de que “la raiz cuadrada de
27 (02) no es racional. Y por otro lado, por alli también anda el numero ¢, que
tampoco es racional.

Ustedes saben que el niimero T tiene un desarrollo decimal que empieza asi:

T =3,14159...
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El nimero O2 tiene un desarrollo decimal que empieza as:
O2 = 1,41421356. ..
El nimero ¢ tiene un desarrollo decimal que empieza asi:

e =271828183...

La particularidad que tienen Zodos estos niimeros es que tienen un desarrollo
decimal que #o fermina nunca (en el sentido de que no aparecen ceros a la
derecha de la coma a partir de ningin momento) y fampoco son periddicos (en el
sentido de que no hay un lugar del desarrollo a partir del cual se repita indefini-
damente un segmento de nimeros). Estos dos hechos estan garantizados porque
los nzimeros en cuestion no son racionales. Es mas: las cifras de cada nimero son
imposibles de predecir en funcién de las anteriores. No siguen ningin patron.

Creo que se entiende entonces cuales son esta clase de numeros. Mas aun:
todo nimero rea/ que no sea racional se lama srracional. Los tres ejemplos que
acabo de poner son tres nimeros irracionales.

Cantor propuso entonces: “voy a probar que hay un conjunto infinito que
no se puede coordinar con los naturales”. Y para eso, sigui6 diciendo: “el conjunto
que voy a tomar es el de 2odos los nsimeros reales que estan en el segmento [0,1]7.2

Un momento: tomen una recta, marquen un punto cualquiera y llamenlo
cero. Los puntos que estan a la derecha se llaman posizzvos y los que estan a la

izquierda se laman negativos.

Cero

Negativos | Positivos

Cada punto de la recta corresponde a una distancia del cero. Ahora marquen
un punto cualquiera mas a la derecha del cero. Ese va a ser el nimero 1 para

3. Aqui conviene decir que los numeros reales consisten en la unién del conjunto de los
racionales y ¢l de los irracionales (o sca, los que no son racionales).
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ustedes. A partir de alli, uno puede construir los numeros reales. Cualquier
otro punto de la recta esta a una distancia del cero que esta medida por la
longitud del segmento que va desde el cero hasta el punto que usted eligio.
Ese punto es un numero real. Si esta a la derecha del cero, es un nimero real
positivo. Si esta a la izquierda, es un nimero real negativo. Por ejemplo el 1/
2 es el punto que esta a la mitad de la distancia de la que usted marc6 como 1.
El (4/5) esta a cuatro quintas pattes del ceto (es como haber partido el seg-

cero 1/5 2/5 3/5 4/5 uno

mento que va desde el 0 hasta el 1 en cinco partes iguales, y uno se queda con
el punto que queda al elegir las primeras cuatro).

Esta claro, entonces, que a cada punto del segmento que va entre el 0 y el
1, le corresponde un numero real. Ese numero real, puede ser racional o irracio-
nal. Por ejemplo, el nimero (¢O2 - 1) = 0.41421356.... es un nimero irracio-
nal que esta en ese segmento. El numero (p/4), también. Lo mismo que el
numero (¢ - 2).

Cantor tomé entonces el segmento [0,1]. Son todos los nimeros reales del
segmento unitario. Este conjunto es un conjunto #nfinito de puntos. Piénsenlo
asi: tomen el 1, dividan al segmento por la mitad: tienen el 1/2. Dividanlo
ahora por la mitad: tienen el nimero (1/4). Dividanlo por la mitad: tienen el
(1/8). Como se advierte, dividiendo por la mitad cada vez, uno obtiene siem-
pre un punto que esta en la mitad de la distancia del que

tenfa antes. Eso va generando una sucesion snfinita de puntos: (1/2n), todos
los cuales estan en el segmento [0,1].

Falta poco. Cantor dijo entonces: “voy a suponer que este conjunto (seg-
mento unitario) se puede coordinar con los naturales”. O sea, supuso que fenian el
mismo cardinal. Si esto fuera cierto, entonces deberia haber una asignacion (o lo
que llamamos “las flechitas”) entre los elementos del segmento [0,1] y los
numeros naturales. Resultaria posible, como en los ejemplos anteriores, que
podriamos poner en una /sta a todos los elementos del segmento [0,1].
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Y eso hizo:

1 0,a,,a,a,a, 2a,2a,...
2 0’ aﬁl aZZ 323 a24 325 326. o
3 0, Ay Ay g3 A5, Ay Ay -
4 0,a, a_2a_a, a

>3y dp A2, 2,52,

n O’ anl anl anS an4 an5 a'n()' o
En este caso, lo que representan los distintos simbolos dela formaa_, son
los digitos del desarrollo de cada nimero. Por ejemplo, supongamos que és-
tos son los desarrollos decimales de los primeros numeros de la lista:

1 0,783798099937...
2 0,523787123478. ..
3 0,528734340002...
4 0,001732845...
Es decir,
0,a,2,a,a, a;,a, ... =0,783798099937...
0,2, a,a,2,a,a,... =0,523787123478...

y asi siguiendo.

O sea, lo que Cantor hizo fue suponer que existe una manera de “poner
flechitas”, o de hacer “asighaciones”, de manera tal que Zodos los nimeros reales
del segmento [0,1] estuvieran coordinados con los naturales.

Y ahora, la genialidad de Cantor: “voy a construir un nimero que e en el
segmento [0,1], pero que #o estd en la lista”.

Y lo fabrico asi: se construy6 el nimero

A=0,bb, bbb b,bb,..

Uno sabe que este numero esta en el segmento [0,1], porque empieza con 0,. ..
¢Pero quiénes son las letras b ? Bueno, Cantor dijo:
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Tomo
b, de manera que sea un digito diferente de a |

b, de manera que sea un digito diferente de a_,

b3 de manera que sea un digito diferente de a,

b de manera que sea un digito diferente de a
n nn

De esta forma, tengo garantizado que el nimero A no esta en la lista. ¢Por
qué? No puede ser el primero de la lista, porque el b, difiere de a . No puede
ser el segundo, porque el b, difiere de a,,. No puede ser el tercero, porque el b,
difiere de a,,. No puede ser el enésimo, porque el b_difiere de a_*. Luego,
Cantor se fabric6 un numero rea/ que esta en el segmento [0,1] gue no estd en la
lista. Y esto lo pudo construir independientemente de cual fuera la lista.

Es dectr, si viene cualquier otra persona y le dice “yo tengouna lista dife-
rente de la suya, y la mia si funciona y contiene fodoslos niimeros reales del intervalo
10,17, Cantor puede aceptarle cualguier desafio, porgue él puede construir un nimero
real que deberia estar en la lista, pero gue no puede estar.

Y eso culmina la demostracion, porque prueba que si uno quiere hacer
una correspondencia biunivoca entre los nimeros reales y los numeros natu-
rales, va a fracasar. Cualquier lista que presuma de tenerlos a todos pecara por dejar
alguno afuera. Y no hay manera de arreglarlo.

Este método se conoce con el nombre de #étodo diagonal de Cantor, fue uno
de los saltos cualitativos mas importantes de la historia, en términos de los
conjuntos infinitos. A partir de ese momento, se supo entonces que habia
infinitos mas grandes que otros.

La historia sigue y es muy profusa. Darfa para escribir muchisimos libros
sobre el tema (que de hecho estan escritos). Pero solo para dejarnos a todos
con un sabor bien dulce en la boca, quiero proponetles pensar algunas cosas:

4. DPara poder usar este argumento hay que saber que la eseritura decimal de un ndmero es sinica,
pero se requerirfa el uso de una herramienta un poco mas sutil.

5. El namero 0,0999999... y el ndmero 0,1 son iguales. Es decir, para que dos nimeros
racionales scan iguales, no es necesario que lo sean digito a digito. Este problema se genera
cada vez que uno “admite” que haya “infinitos” numeros #zeve en el desarrollo decimal.
Para que la “construccion” que hice del nimero que “no figura” en la lista sca estrictamente
correcta, hay que elegir un niimero que sea diferente de all y de 9 en cada paso. Eso “evita”, por
cjemplo, que siuno tiene el nimero 0,1 en lalista, y empicza poniendo un 0 en el lugar all
y luego elige siempre ntimeros 9, termina por construir el mismo nimero que figuraba en el
primer lugar.
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a) Supongamos que uno tiene un “dado” con diez caras y no seis, como los
habituales. Cada cara tiene anotado un digito, del 0 al 9. Supongamos que uno
empieza a tirar el dado hacia arriba. Y va anotando el numerito que va salien-
do. Empieza poniendo 0,... de manera que el resultado termine siendo un
numero real del intervalo [0,1]. Piensen lo siguiente: para que el resultado sea
un numero racional, el “dado” de diez caras tiene que empezar a repetirse a
partir de un determinado momento, ya sea porque da siempre cero, o bien
potrque repite un periodo. En cualquier caso, si no repite o 7o empieza a dar cero
constantemente, es porque dio un nimero irracional. Si repite o empieza a dar
siempre cero es racional. sQué les parece que es mas posible que pase? De las
dos alternativas, ¢cual les parece mas factible? Esto sirve para que intuitivamente
advirtamos cudntos mds son los irracionales que los racionales.

b) Si uno tuviera una recta, y pudiera excluir los racionales, no se notarian
virtualmente los agujeros. En cambio, si excluyéramos a los irracionales, casi
no se verian los puntos que quedan. Tanto mas grande en tamano es el con-
junto de los reales comparado con el de los naturales. (La palabra cas esta
usada adrede, porque no es que #o se verian los racionales sino gue la idea que quiero
dar es que los irracionales son muchisimos mds que los racionales.)

¢) Hay muchas preguntas para hacerse, pero la mas inmediata es la siguien-
te: ses el conjunto de nimeros reales el que tiene infinito mas grande? La
respuesta es no. Uno puede construirse conjuntos arbitrariamente grandes y
con un cardinal infinito “mas grande” que el anterior. Y este proceso no
termina nunca.

d) Otra direccion de pregunta podria ser la siguiente: vimos recién que los
reales son mds que los naturales, pero ¢hay algun conjunto infinito que tenga
cardinal mas grande que el de los naturales y mas chico que el de los reales?
Este problema es un problema abierfo de la matematica, pero se supone que
no hay conjuntos infinitos en e/ medio. Sin embargo, la hipdtesis del continno dice
que la matematica seguira siendo consistente, se pruebe que hay o no hay
conjuntos con infinitos mas grandes que el de los naturales y mas chicos que
el de los reales.

Segmentos de distinta longitud

Como hemos visto reiteradamente en este libro, todo lo que tenga que ver
con los conjuntos infinitos es ciertamente fascinante. La intuicioén es puesta a
prueba y los sentidos también. La famosa frase de Cantor (“lo veo, pero no lo
creo”) caracteriza bien lo que nos ocurre cuando tropezamos con ellos (los
conjuntos infinitos) las primeras veces.

Otro ejemplo muy ilustrativo es el de los segmentos.
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Tomemos dos segmentos de distinta longitud. Llamémolos [A,B] y [C,D].
Uno sabe (35abe?) que todo segmento tiene infinitos puntos. St necesitan una
confirmacién, marquen el punto medio del segmento. Ahora tienen dos
segmentos iguales. Tomen cualquiera de ellos, marquen el punto medio y
continden con el proceso. Como advierten, siezpre hay un punto en el
medio de dos y, por lo tanto, el nimero de puntos que contiene un seg-
mento es siempre infinito.®

Lo interesante es preguntatse, ;como se comparan los infinitos? Es decir,
¢quién tiene mas puntos si dos segmentos tienen distintas longitudes como
[A,B] v [C,D]? La respuesta es sorprendente también y es que ambos tienen el
mismo nimero de puntos. Infinitos, ciertamente, pero el mismo nimero. :Codmo conven-
cerse de esto?

Como ya hemos visto en el capitulo de los distintos tipos de infinitos, es
imposible tratar de contar. Necesitamos otros métodos de comparacion. Y la
herramienta que usé en otras partes, es la de las “asignaciones” o “flechitas”
que unen los elementos de uno con los elementos de otro (recuerden el apa-
reamiento de numeros naturales con los enteros, o con los racionales, etcéte-
ra). En este caso, entonces, hago lo mismo.”

Este hecho, naturalmente, atenta contra la intuicion, porque se desprende
que un segmento que una la parte externa de la pagina que ustedes estan
leyendo con la patte interna, tiene /z misma cantidad de puntos que un segmento que
una la Cindad de Buenos Aires con la de Tucumdn. O un segmento que una la
Tierra con la Luna.

6. Este argumento ya lo utilicé en el capitulo sobre los diferentes infinitos de Cantor.

7. Excluyo los segmentos que contienen un solo punto, lo que podriamos llamar un segmento
degenerado |A,A]. Este segmento contiene #n solo punto: A.
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Un punto en un segmento

Les propongo el siguiente ejercicio para comprobar su familiaridad con
los grandes niimeros.
1) Tomen una hoja y algo con qué escribir.
2) Tracen un segmento (haganlo grande, no ahorren papel justo aho-
ra, aunque el ejemplo funciona igual).
3) Pongan el niimero cero en el extremo izquierdo de su segmento.
4) Pongan el numero un billon en el extremo derecho. Es decir, uste-
des van a suponer que el segmento que dibujaron mide un billon. Marquen en
el mismo segmento el nimero mil millones. ¢:Dénde lo pondrian?
La respuesta, en las paginas de soluciones.
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El método axiomatico
Cesar A. Trejo

1. Sistemas deductivos y axiomas

1.1 Una teoria cientifica no es un simple catalogo o lista de proposiciones.
El conocimiento cientifico se alcanza s6lo cuando nuestras proposiciones se
estructuran de modo sistematico, de suerte que podamos advertir sus mutuas
relaciones.

Ahora bien, squé relaciones mutuas importa percibir?; scomo se estructuran
las proposiciones en una disciplina cientifica? En una ciencia, algunas propo-
siciones se pueden deducir o demostrar a partir de otras: por ejemplo, tanto
las leyes de Kepler sobre el movimiento de los planetas como las de Galileo
sobre la caida de los graves, pueden deducirse de las leyes generales de la
Dinamica y la ley de gravitacion de Newton; la relaciéon mutua entre estas
leyes es una parte de la ciencia fisica.

Una disciplina matematica (y también la Logica) se estructura en un con-
junto de proposiciones llamadas teoremas, cada uno de los cuales se deduce
de otros anteriores (de alli el nombre de sistema deductivo aplicado a una
teoria matematica), utilizando ciertas reglas llamadas reglas de la Logica.

Puesto que para demostrar una proposicion o teorema hay que partir de
otras proposiciones ya establecidas, siempre hemos de partir de unas propo-
siciones primeras que deben aceptarse sin demostracion. No es que exista en
una teoria matematica alguna proposicion que no pueda demostrarse a partir
de otras, sino que no pueden demostrarse TODAS ELLAS ala vez, pues por
fuerza ha de partirse de algunas (que acaso puedan elegirse de varias maneras
posibles). De igual modo, los teoremas de la teoria enuncian propiedades de
ciertos objetos o entes ideales, algunos de los cuales podran definirse (1. 2)
mediante otros, pero también es forzoso partir de clertos conceptos primitivos u
objetos primitivos no susceptibles de definicion, y designados por ciertas
palabras o signos primitivos como ‘proposicion’, ‘punto’, ‘recta’; ‘nume-
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ro’, etc. Entre los conceptos primitivos puede haber predicados o atribu-
tos de relaciones y operaciones primitivas, que se indicaran por signos o
expresiones primitivas tales como: I pertenece a; I , incluido en; ’, no; [j, 03
U, y ; etcétera.

Los conceptos primitivos y las proposiciones primitivas se rednen en un
sistema de axiomas o postulados (ambas palabras significan lo mismo) que
definen el sistema deductivo, y constituyen a la vez la base sobre la cual se de-
muestran los teoremas y se elaboran los conceptos no primitivos de la teorfa.

1.2 En el desarrollo de una teoria deductiva se presentan clertas proposi-
ciones tales como ésta:

Diremos que los puntos A, B, C estan alineados si (y sélo si) existe una
recta a la cual pertenecen todos ellos.

Estas proposiciones no se demuestran ni tendria sentido intentatlo, pues
no expresan hechos ni contienen nada por demostrar, simplemente asignan
un significado a una palabra, expresiéon o simbolo nuevos. Se llaman defini-
ciones e importa mucho (lo mismo en la ensefianza) distinguirlas claramente
de las demas. Estas y otras definiciones basadas en principios mas elaborados
se estudian en el § 11: conceptuaciéon matematica.

2. Un ejemplo de sistema deductivo

2.1 Para concretar las consideraciones generales anteriores demos un ejem-
plo de un sistema deductivo muy sencillo.

Consideraremos ciertos objetos que llamaremos ‘puntos’ y otros que lla-
maremos ‘rectas’, sin que los nombres que usamos nada impliquen sobre la
naturaleza a significado de estos objetos, lo que, por otra parte, no interesa
para la construccion de la teorfa deductiva. Indicaremos los puntos por letras
mayusculas y las rectas por minusculas.

Entre estos objetos primitivos introducitemos una relacion primitiva: da-
dos un punto 0 y una recta r, puede ocurrir que estén en una ‘cierta relacion’
entre si, llamada ‘de incidencia’ y que se expresa por uno cualquiera de los

enunciados
El punto P es incidente con la recta r , 1)
La recta r es incidente con el punto P, @)

que supondremos equivalentes (es decir, la relacion de incidencia es simétrica).

Resumiendo, tenemos tres conceptos primitivos:
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punto, recta, incidencia. (3)

2.2 De los conceptos primitivos (3), lo inico que interesa a la teorfa abs-
tracta es que cumplan las dos condiciones siguientes:

Axioma 1. Dados dos puntos diferentes, existe una y solo una recta inci-
dente con ambos.

Axioma 2. Dadas dos rectas diferentes, existe al menos un punto incidente
con ambas.

2.3 Con lo dicho en 2. 1y 2. 2 tenemos ya definido un sistema deductivo.
Demos ahora un ejemplo de un teorema del mismo, aunque debemos adver-
tir que lo que titularemos demostraciéon no constituye una formalizacion de
acuerdo con las reglas de la Logica que recién veremos en el § 7.

Teorema. Dadas dos rectas diferentes, no existe mas de un punto inciden-
te con ambas.

Demostracion

Supongamos que hubiera mas de un punto incidente con ambas rectas.
En tal caso podriamos elegir de entre ellos dos diferentes. Como por el axio-
ma 1 hay sé6lo una recta incidente con esos dos puntos, las rectas dadas debe-
rian coincidir o ser la misma, contra lo afirmado en la hipotesis del teorema.
Luego la suposicion que hemos hecho es falsa, es decir, no hay mas de un
punto incidente con ambas rectas, y el teorema queda demostrado.

3. Modelos e interpretaciones

3.1 En algunas teorfas deductivas, como por ejemplo en una exposicion
axiomatica de la Geometria elemental, el sistema axiomatico se construye a
partir de un modelo preexistente en forma de una teorfa ya ‘conocida’ en un
sentido general intuitivo, que guia la eleccion de los conceptos primitivos y de
los axiomas. Es muy deseable que tanto éstos como aquéllos tengan un fuerte
y claro contenido intuitivo. En el lenguaje comun suele entenderse por ‘axio-
matico’ lo que es muy evidente; pero debemos cuidarnos de creer que los
axiomas son tales porque su grado de evidencia nos exime de demostrarlos.
Son simplemente proposiciones primeras que se adoptan convencionalmente
como punto de partida para la construccion de la teoria.
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Hasta la excesiva familiaridad con el material que ha de integrar o motivar
una teorfa deductiva puede conducir a errores en el desarrollo de ésta. En
efecto, s1 una cadena de razonamientos incluye nociones familiares, existe el
peligro de admitir o usar en forma inadvertida mas que lo explicitamente
formulado en los axiomas o bien ya demostrado. Un error de esta naturaleza
se presenta en la primera demostraciéon de los Elementos de Euclides.

3.2 En teorfas matematicas menos elementales, la exposicién axiomatica
no siempre se propone formalizar una teoria ya conocida en el sentido gene-
ral intuitivo arriba sefialado. En tales casos suele ser muy conveniente e ilus-
trativo obtener un conjunto de objetos que se llamara un modelo del sistema
deductivo, en el cual dando un significado (mediante definiciones auxiliares
llamadas correlativas) a los conceptos y relaciones primitivos a que se refieren
los axiomas, resultan verificados todos ellos. En tal caso se dice que se tiene
una interpretacion o una aplicacion de la teorfa matematica abstracta. El sig-
nificado que dan las definiciones correlativas puede referirse a conceptos de
otra teoria abstracta, o sobre el mundo fisico, pero siempre en forma tal que
las relaciones expresadas por los axiomas sean verificadas por el criterio de
certeza (16gico, intuitivo, descriptivo, etc.) usual en el dominio en el cual se ha
de aplicar la teorfa.

Por lo contratio, el sistema deductivo en si, o sea una rama de la Matema-
tica pura, debe considerarse como un ‘molde 16gico’ vacio de toda ‘interpreta-
ci6n o aplicacion’ y sin referencia a ningin modelo particular.

3. 3 Veamos ahora tres modelos del sistema deductivo visto en 2.

Modelo 1. Demos a los conceptos primitivos (3) el significado habitual en
la Geometria elemental, pero consideremos como puntos y rectas solamente
los vértices y los lados de un triangulo (fig. 22). Se verifican los axiomas 1y 2,
y por consiguiente se tiene una interpretacion del sistema abstracto, sobre un
modelo finito.
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Modelo 2. Llamemos ‘puntos’ a tres objetos cualesquiera A, B, C, y ‘rectas’
a otros tres objetos cualesquiera a, b, e, y convengamos en que un punto y una
recta son ‘incidentes’ si y so6lo st existe una marca x en la casilla correspon-
diente de esta tabla de doble entrada que llamaremos matriz de incidencia:

“ b c
A X X
B X X
C X X

Se cumple el axioma 1, pues dos filas cualesquiera tienen un par de marcas
y s6lo uno en una misma columna. Se cumple el axioma 2, pues dos columnas
cualesquiera tienen al menos un par de marcas en una misma fila. En virtud
del teorema demostrado en 2. 3, dos columnas no pueden tener dos pares de
marcas en dos filas.

Modelo 3.3. Dando a los conceptos primitivos (3) el significado habitual,
en el plano proyectivo se verifican los axiomas 1 y 2, de modo que se tiene
otra interpretacion de la teorfa abstracta. En este sentido el sistema deductivo
formaliza una parte de la Geometria plana proyectiva.

4. Consistencia

4.1 Los axiomas de un sistema deductivo deben cumplir la siguiente con-
dicion, llamada de consistencia o de no contradiccion:

De los axiomas no deben poder deducirse una proposiciéon p y su nega-
ci6én p’.

Si un sistema deductivo no es consistente, o, como también se dice, es
contradictorio, ‘al ser deducibles en él una proposicion p y también su nega-
c16n p’, es teorema la proposicion

pAp 4)
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Pero esta proposiciéon p A p’ es falsa, cualquiera sea p. Por consiguiente,
cualquiera sea la proposicion q es verdadera la implicacion

PAP)Pq, ®)

por ser falso el antecedente (ver cap. I - 3. 12). En consecuencia, por set
teorema de la teorfa p A p’, lo es también q. En otras palabras:

En un sistema contradictorio, toda proposicion es teorema.

En virtud de este caracter trivial de los sistemas contradictorios o no con-
sistentes, al considerar un sistema deductivo lo supondremos consistente.

Otra manera de formular la conclusion anterior es el llamado criterio de
consistencia de E. L. Post:

Un sistema deductivo es consistente si y solo st contiene (es decir, puede
expresarse en €l) una proposicion que no es demostrable en él como teorema.

Ahora bien, dado un sistema de axiomas jcomo puede establecerse su
consistencia? Por mas teoremas que hayamos probado sin llegar a una con-
tradiccion, por este camino nunca estaremos seguros de no tropezar con una
mas adelante.

Por ahora senalaremos dos maneras de probar la consistencia de una

teoria matematica, mediante modelos.

4.2 Modelos finitos. En algunos sistemas deductivos la consistencia puede
probarse construyendo un modelo que consista en un numero finito de obje-
tos, cada uno de los cuales se exhibe explicitamente y se designa por un sim-
bolo, como hicimos en el modelo 2 de 3. 3. La comprobacion de que se
cumplen los axiomas se hace por un numero finito de pasos o verificaciones
como las senaladas a proposito de la matriz de incidencia de 3. 3.

4.3 Consistencia relativa. Para probar la consistencia de una teoria abstrac-
ta puede también darse de ella una interpretacion en el marco de otra teoria
matematica. Asi, por ejemplo, mediante la interpretacion aritmética de la Geo-
metria elemental dada por la Geometria analitica, se prueba la consistencia de
la Geometria a partir de la consistencia de la teoria del numero real (o sea del
Analisis), y a su vez se demuestra que ésta resulta si se admite la consistencia
de la teoria del nimero natural, construida por ejemplo a partir de los axio-
mas de Peano como veremos en § 10.

Con esta reduccion vemos que toda contradiccion en la Geometria ele-
mental mostraria la existencia de una contradiccion en la Aritmética. El pro-
blema queda reducido al de probar la consistencia de la Aritmética, pero aun
no lograda esta demostracion, la reduccién importa un apreciable avance
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epistemolégico debido a que la nocidon de nimero es mas basica que los con-
ceptos geométricos.

5. Independencia

5.1 Si uno de los axiomas de una teoria pudiera deducirse de los demas,
conviene eliminarlo del sistema de axiomas, pues de todos modos entra en la
teorfa como teorema, y el sistema de axiomas se simplifica. Por eso es impot-
tante (aunque no sea necesario desde el punto de vista logico) que los axio-
mas sean independientes, o sea que ninguno de ellos pueda deducirse a partir
de los demas.

La independencia de un axioma respecto de los demas de un sistema com-
patible, queda demostrada si se prueba que su negacion es compatible con
ellos, y asi el problema de la independencia se reduce al de consistencia (ver 4).

5. 2 El ejemplo mas notable de la importancia de este concepto de inde-
pendencia lo proporciona el axioma de las paralelas o quinto postulado de
Euclides. Durante mas de veinte siglos los matematicos sospecharon que podtia
demostrarse a partir de los demas postulados y se esforzaron por lograr una
tal demostracion, hasta que en el siglo XIX K. E Gauss, N. I. Lobatchewski y
J. Bolyai iniciaron el camino para probar su independencia con la construc-
c16n de las geometrias no euclidianas, que contienen los mismos axiomas con
excepcion del de las paralelas. Lobatchewski lo reemplaza por otro contradic-
torio con ¢él, y Bolyai estudia las propiedades geométricas independientes del
postulado de Euclides, a las que llama propiedades absolutas; es estudio de
estas propiedades es el objeto de la llamada Geometria absoluta.

Pero la demostracion de independencia solo fue lograda mas tarde, prime-
ro por E. Beltrami en 1868 y tres anos después por F. Klein, quien usando
métodos de la Geometria proyectiva construyd modelos euclidianos de las
geometrias no euclidianas, probando asi que si éstas no fueran consistentes
no lo serfa tampoco la geomettia euclidiana. No trataremos estos temas, peto
daremos informacién bibliografica en nota IV-2 de este capitulo.

6. Plenitud

6.1 La palabra plenitud (o completidad) se usa en varios sentidos con refe-
rencia a sistemas deductivos. Con frecuencia el sistema deductivo se constru-
ye con miras a un modelo particular (ver 3. 1), y una vez construido cabe
preguntar si es 0 no apto para expresar toda proposicion referente a ese mo-
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delo. En caso afirmativo se dice que el sistema deductivo en cuestion es
expresivamente completo respecto de ese modelo. Mas precisamente:

Definicion

Un sistema deductivo es expresivamente completo respecto de un modelo
dado, si asignando a sus términos primitivos una interpretaciéon adecuada,
toda proposicion sobre el modelo puede expresarse mediante una formula
del sistema deductivo.

6.2 En la definicion anterior no se distingue entre proposiciones verdade-
ras y falsas. Esta distincidén corresponde al concepto de plenitud (o
completidad) deductiva:

Definicion

Un sistema deductivo es deductivamente completo respecto de un mode-
lo dado, st asignando a sus términos primitivos una interpretacion adecuada,
toda proposicion verdadera sobre el modelo corresponde a un teorema del
sistema deductivo.

6. 3 Sobre esta definicién cabe hacer dos importantes observaciones:

(i) Todo sistema contradictorio resulta deductivamente completo, pues
en ¢él toda proposicion es teorema (ver 4. 1). Por ello restringiremos la
definicion anterior a los sistemas consistentes.

(if) La definicién de 6.2 es todavia muy imprecisa, pues no se especifica
cudl es el criterio de verdad, ajeno al sistema deductivo, en base al cual
las proposiciones sobre el modelo se clasifican en verdaderas y falsas.
Una definicién de completidad deductiva de un sistema, sin referencia
a modelo alguno, resulta asi:

Toda foérmula del sistema deductivo (es decir toda férmula bien for-
mada expresable con los simbolos primitivos del sistema y los de la
Lobgica) pertenece a uno al menos de estos tres conjuntos:

(a) las deducibles en el sistema (teoremas);
(b) aquellas cuya negacion es deducible;

(e) todas las demas.
Sty sélo si el sistema es consistente, los conjuntos (a) y (b) son disjuntos y

el conjunto (e) puede no ser vacio; si ademas (c) es vacio, el sistema se llama
deductivamente completo.
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¢Puede pensar una maquina?

A. M. Turing

Proverbio
Ten cuidado cuando el gran Dios deja suelto
un pensador sobre este planeta.

Emerson
Porque es un deporte coger a la tropa de ingenieros
con sus propias bombas...

Shakespeare (Hamlet)
1. El juego de imitacion

Propongo que consideremos la siguiente pregunta: “;Pueden pensar las
maquinas?” Fsta debetfa ir precedida de definiciones sobrte el significado de
los términos “maquina” y “pensar”. Deberiamos escoger las definiciones de
modo que reflejaran en lo posible el uso normal de las palabras, pero esta
actitud es peligrosa. Si hemos de encontrar el significado de las palabras “ma-
quina” y “pensar” examinando coémo se usan habitualmente, es dificil esca-
par ala conclusion de que el significado y la respuesta a la pregunta: “;Pueden
pensar las maquinas?”, se han de buscar mediante un equipo de estadistica
como el Gallup. Pero esto es absurdo. En vez de buscar una definicién de
este tipo voy a reemplazar la pregunta por otra, que esta muy relacionada con
ella, y se expresa con palabras relativamente poco ambiguas.

Podemos describir la nueva forma de presentar el problema en funcién de
un juego que llamaremos el “juego de imitacion”. Intervienen en él tres pet-
sonas, un hombre (A), una mujer (B) y un interrogador (C) que puede ser de
cualquiera de los dos sexos. El interrogador permanece en una habitacion,
separado de los otros dos. El objeto del juego para el interrogador es deter-
minar cual de los otros dos es el hombre y cual es la mujer. Los distingue
mediante las letras X e Y, y al final del juego dice “X es AeY es B” 0 “Xes B
e Y es A”. El interrogador puede formular a A y B preguntas de este tipo:

C: ¢Podria decirme, X, la longitud de su pelo?
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Supongamos que X es 4, luego .4 ha de contestar. A4 trata de conseguir
que C'se equivoque al identificarla. Su respuesta por lo tanto ha de ser:

“Mi pelo esta rapado y los mas largos tienen unos 20 cm”.

Para que el tono de la voz no ayude al interrogador, las respuestas debe-
rian ser escritas, o mejor, escritas a maquina. La disposicion ideal es un teleti-
po que comunique las dos habitaciones. Las preguntas y |as respuestas pue-
den ser repetidas alternativamente por un intermediario. El objeto del juego
para el tercer jugador (B) es ayudar al interrogador. La mejor estrategia para
ello es probablemente dar respuestas verdaderas. Puede anadir a sus pregun-
tas respuestas como “Yo soy la mujer, No le haga caso!”, pero no aseguraran
nada puesto que el hombre puede decir cosas similares.

Preguntamos ahora, “sQué sucedera cuando una maquina se encargue del
papel de A en este juego?”. :Se equivocara el interrogador tan a menudo
cuando el juego es asi, como cuando intervienen un hombre y una mujer? Estas
preguntas sustituyen a nuestro anterior”. ;Pueden pensar las maquinas?”.

2. Critica del nuevo problema

Tanto como “;Cual es la respuesta a esta nueva forma de la pregunta?”
podemos preguntarnos, “:Vale la pena investigarla?”. Vamos a investigar sin
mas esta ultima pregunta, cortando una serie infinita de regresiones.

El nuevo problema tiene la ventaja de dibujar una linea separadora entre la
capacidad fisica y la capacidad intelectual de un hombre. Ningun quimico o
ingeniero pretende ser capaz de producir un material que no se pueda distin-
guir de la piel humana. Es posible que esto pueda hacerse en alguna época,
pero incluso suponiendo posible este invento tendriamos la impresion de que
nos importa poco tratar de hacer mas humana una “maquina pensante” cons-
truyéndola con esta carne artificial. La forma de plantear el problema refleja
este hecho en la condicién que impide al interrogador ver o tocar a los otros
contrincantes, u oir sus voces. Otras ventajas del criterio propuesto pueden
verse con un ejemplo de preguntas y contestaciones:

Escribame por favor un soneto sobre el Forth Bridge.

No cuente conmigo. Nunca he podido escribir una poesta.
Sume.

(Pausa de 30 segundos y entonces da la respuesta).

¢Juega al ajedrez?

Si.
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P:  Tengo R en mi Rl, y ninguna otra pieza. Usted tiene solamente R en
R6y T en TT. Juega usted. ;Qué hara?
C:  (Después de una pausa de 15 segundos) T-T8 mate.

El método de pregunta y respuesta parece adecuado para introducir cast
todos los campos de actividad humana que deseemos. No queremos penali-
zar a la maquina por su falta de habilidad para relucir en un concurso de
belleza, ni penalizar al hombre por perder en una carrera contra un aeroplano.
Las condiciones de nuestro juego hacen que estos fallos no tengan importan-
cia. Los “testigos” pueden jactarse todo lo que quieran, si les parece util,
sobre sus encantos, fuerza o heroismo, pero el interrogador no puede pedir
demostraciones practicas.

Podemos criticar quizas el juego en el sentido de que las desventajas pesan
demasiado contra la maquina. Si el hombre intentara y pretendiera ser una
maquina daria claramente un espectaculo muy pobre. Se le eliminaria inme-
diatamente por lentitud y falta de precision en aritmética. ¢:No pueden las
maquinas realizar algo que deberia describirse como pensamiento, pero que
es muy diferente de lo que hace el hombre? Esta objecion es muy importante,
pero sin embargo, al menos podemos decir que si puede construirse una
maquina que juegue el juego de imitacion satisfactoriamente, no nos ha de
preocupar esta objecion.

Se nos puede aconsejar que la mejor estrategia para la maquina en el “jue-
go de imitacion” puede ser posiblemente distinta de la imitacion de la con-
ducta de un hombre. Quiza si, pero pienso que no es probable que se dé un
efecto importante de este tipo. En todo caso no tratamos de investigar ahora
la teoria del juego, y supondremos que la mejor estrategia es intentar dar las
respuestas que daria naturalmente un hombre.

3. Las maquinas implicadas en el juego

La pregunta planteada en 1 no sera del todo diferente hasta que no haya-
mos especificado qué queremos decir con la palabra “maquina”. Es natural
que intentemos permitir el uso de toda clase de ingenierfa técnica en nuestras
maquinas. Queremos aceptar también la posibilidad de que un ingeniero o un
equipo de ingenieros pueda construir una maquina que dé resultado, pero
cuyo proceso operativo no pueda ser descrito por sus constructores porque
han aplicado un método que sea en gran parte experimental. Finalmente, de-
seamos excluir de las maquinas los hombres nacidos de la manera habitual. Es
dificil construir las definiciones de modo que satisfagan estas tres condiciones.
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Uno insistirfa por ejemplo en que el equipo de ingenieros fuera todo del mis-
mo sexo, pero esto no seria realmente satisfactorio, porque probablemente se
puede construir un individuo completo a partir de una sola célula de la piel,
por ejemplo, de un hombre. Hacer esto seria un logro de la técnica biologica
que mereceria las mas altas alabanzas, pero no nos sentiriamos inclinados a
considerarlo como un caso de “construccion de una maquina pensante”. Esto
nos induce a abandonar la condicién de que se permita todo tipo de técnica.
Estamos muy dispuestos a esto en vista de que el presente interés en las
“maquinas pensantes” ha sido provocado por un tipo particular de maquina,
llamada normalmente “calculadora electronica” o “calculadora digital”. Si-
guiendo esta sugerencia solamente permitimos calculadoras digitales en nues-
tro juego.

A primera vista esta restriccidn parece importante. Voy a intentar hacer
ver que en realidad no es asi. Para ello se necesita un corto resumen de la
naturaleza y propiedades de estas calculadoras.

Se nos puede decir también que esta identificacion de las maquinas con
calculadoras digitales, del mismo modo que nuestro criterio para “pensar”
solamente dejara de ser satisfactorio si (al revés de lo que creo) resulta que las
calculadoras digitales son incapaces de hacer un buen papel en el juego.

Existe ya un cierto numero de calculadoras digitales que pueden funcio-
nar, y se nos podria preguntar, “spor qué no empezar de una vez el experi-
mento? Seria facil satisfacer las condiciones del juego. Podria usarse una can-
tidad dada de interrogadores, y reunir las estadisticas que mostrarian el por-
centaje de identificaciones acertadas”. La respuesta mas breve es que no nos
estamos preguntando si todas las calculadoras digitales datfan buen resultado
ni silos calculadores disponibles en este momento lo harfan, sino si hay calcu-
ladoras imaginarias que tendrian éxito. Pero ésta es sélo la respuesta mas
corta. Mas tarde veremos la cuestién bajo una luz diferente.

4. Calculadoras digitales

Podemos explicar la idea subyacente a las calculadoras digitales diciendo
que con estas maquinas se trata de hacer operaciones que podrian realizarse
mediante un calculador humano. Se supone que el calculador humano sigue
unas reglas fijas; no tiene autoridad para desviarse en ningtin detalle de ellas.
Podernos suponer que un libro proporciona estas reglas, y que este libro se
cambia cada vez que empieza un nuevo trabajo. Puede hacer también sus
multiplicaciones y sumas en una “maquina de escritorio”, pero esto no es
importante.
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Siusamos la explicacién anterior como una definicién corremos el peligro
de hacer una peticion de principio. Esto lo evitamos dando un esquema de los
medios con que se logra el efecto deseado. Una calculadora digital puede
considerarse compuesta normalmente de estas tres partes:

(D) Almacén
(IT) Unidad ejecutiva
(III) Control

El almacén es un depdsito de informacién, y corresponde al papel del
calculador humano, tanto si éste es el papel sobre el cual hace sus calculos o el
papel sobre el cual esta impreso su libro de reglas. En tanto en cuanto el
calculador humano hace calculos con su cabeza una parte del almacén corres-
pondera a su memotia.

La unidad ejecutiva es la parte que realiza las diversas operaciones indivi-
duales implicadas en un calculo. El tipo de estas operaciones individuales
variara de una maquina a otra. Normalmente pueden hacerse operaciones de
gran longitud como “Multiplica 3540675445 por 7076345687, pero en algu-
nas maquinas s6lo son posibles operaciones muy simples como “Apunta 0.

Hemos indicado que el “libro de reglas” que se proporciona al calculador
viene reemplazado en la maquina por una parte del almacén. Se llama enton-
ces “tabla de instrucciones”. La obligacion del control consiste en ver si estas
instrucciones son obedecidas correctamente y en el orden adecuado. El con-
trol esta construido de tal manera que esto ha de suceder por necesidad.

Se divide la informacién en el almacén normalmente en paquetes de un
tamafio moderadamente pequeno. Por ejemplo, en una maquina un paquete
puede consistir en diez digitos decimales. Se asighan nimeros a las partes del
almacén donde estan los diversos paquetes de informacion, de alguna manera
sistematica. Una instruccion tipica puede decir:

“Suma el nimero situado en la posicion 6809 al de la 4302 e introduce el
resultado en esta Gltima posicion del almacén”.

No hay que decir que en la maquina esto no estarfa expresado en castella-
no. Estaria codificado mas probablemente en una forma tal como 6809430217.
El 17 mndica aqui cual de las diversas operaciones posibles se ha de hacer
sobre los dos numeros. En este caso la operacion es la descrita anteriormen-
te: “Suma el nimero...” Hay que tener en cuenta que la instruccion toma 10
digitos y por lo tanto forma convenientemente un paquete de informacion.
El control habitualmente hara que se obedezcan las instrucciones en el orden
de las posiciones en que han sido depositadas, pero en clertos casos se pue-
den presentar instrucciones tales como: “Ahora obedece la instruccion situa-
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da en la posicion 5600, y continta a partir de aqui”, o también: “Si la posicién
4505 contiene 0 obedece a continuacion la instruccion depositada en 6707, si
no continta adelante”. Instrucciones de estos ultimos tipos son muy impot-
tantes porque permiten repetir una y otra vez toda una serie de operaciones
hasta que se cumpla alguna condicion, y sin embargo obedeciendo al hacerlo
no a nuevas instrucciones en cada repeticién, sino una y otra vez las mismas.
Tomemos una analogia doméstica. Supongamos que mama quiere que Tommy
pase por el zapatero cada dia en su camino hacia la escuela para ver si sus
zapatos estan a punto. Para ello puede decirselo de nuevo cada mafana. Pue-
de también clavar en el recibidor un aviso una vez por todas de tal modo que
lo vea cada vez que marche a la escuela diciéndole que pase a por los zapatos,
y también que rompa el aviso cuando vuelva con los zapatos.

El lector ha de aceptar como un hecho que pueden construirse calculado-
ras digitales, y que realmente se han construido, de acuerdo con los principios
que hemos descrito, y que pueden imitar de una manera muy precisa las accio-
nes de un calculador humano.

El libro de reglas que hemos dado a nuestro calculador humano es, por
supuesto, una ficcién apropiada. De hecho los calculadores humanos recuet-
dan realmente lo que han de hacer. Si se quiere que una maquina imite la
conducta de un calculador humano en algunas operaciones complejas, se le
ha de preguntar como lo ha hecho, y entonces trasladar la respuesta en forma
de tabla de instrucciones. La construccion de tablas de instrucciones se deno-
ta normalmente por “programacion”. “Programar una maquina para que rea-
lice la operacion 4" significa poner en la maquina la tabala adecuada de ins-
trucciones de modo que haga 4.

Una variante interesante sobre la idea de una calculadora digital es una
“calculadora digital con un elemento de azar”. Estas calculadoras tienen ins-
trucciones que implican lanzar un dado o algin proceso electronico equiva-
lente; una instruccion de este tipo tendria que ser por ejemplo: “Tira el dado
y pon el nimero resultante en la posicion 1.000”. A veces se dice de esta
maquina que tiene libre albedtio (aunque yo no usaria esta frase). Normal-
mente no es posible determinar, a partir de la observacion, si una maquina
tiene un elemento de azar, puesto que se puede producir un efecto similar
mediante dispositivos como que la eleccion en los digitos dependa del deci-
mal de p.

La mayoria de las calculadoras digitales actuales tienen solamente un alma-
cén finito. No hay ninguna dificultad teérica en la idea de una calculadora con
un almacén ilimitado. Por supuesto en un momento dado sélo se puede usar
una parte finita. De igual manera so6lo se puede haber construido una canti-
dad finita, pero podemos imaginar que vamos anadiendo mas a medida que lo
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necesitamos. Estas calculadoras tienen un especial interés teérico y las llama-
remos calculadoras de capacidad infinita.

La idea de una calculadora digital es antigua. Charles Babbage, catedratico
lucasiano de Matematicas en Cambridge de 1828 a 1839, plane6 una maquina
de este tipo, llamada maquina analitica, y que nunca complet6. Aunque Babbage
poseia todas las ideas esenciales, su maquina no tenfa en aquel tiempo una
petspectiva muy atractiva. La velocidad que se hubiera podido obtener habtfa
sido mayor que la de un calculador humano pero, en definitiva, unas cien
veces menor que la de la maquina de Manchester, que es una de las mas lentas
maquinas modernas. El almacenamiento tenfa que ser puramente mecanico,
usando solamente ruedas y tarjetas.

El hecho de que la maquina analitica de Babbage debiera ser enteramente
mecanica nos ayudara a librarnos de una supersticiéon. Se da importancia fre-
cuentemente al hecho de que las calculadoras digitales modernas son eléctri-
cas, y que el sistema nervioso también es eléctrico. Como la maquina de
Babbage no era eléctrica y como en cierto sentido todas las calculadoras digitales
son equivalentes, vemos que este uso de la electricidad no puede ser de im-
portancia teérica. Por supuesto, aparece la electricidad cuando se necesita una
sehal rapida; por lo tanto, no es sorprendente que la encontremos en estos
casos. En el sistema nervioso los fenémenos quimicos son al menos tan im-
portantes como los eléctricos. En algunas calculadoras el sistema de almace-
namiento es principalmente actstico. Vemos pues que el hecho de usar elec-
tricidad es una similitud muy superficial. Si queremos encontrar semejanzas
de este tipo tendriamos que buscar mas bien analogias matematicas de fun-
clonamiento.

79






Decidir...

¢qué variables considerar?






Decidir.. ;qué variables considerar?

Programacion lineal

John Allen Panlos

La programacion lineal es un método para maximizar (o minimizar) una
cierta cantidad asegurando al mismo tiempo que se cumplen ciertas condicio-
nes sobre otras cantidades. Generalmente estas condiciones son lineales (sus
graficas son lineas rectas), de ahi el nombre de la disciplina: programacion
lineal. Es una de las técnicas mas utiles de la investigacion operacional, que es
como se conoce el conjunto de instrumentos matematicos desarrollados des-
pués de la segunda guerra mundial para mejorar el rendimiento de los siste-
mas economicos, industriales y militares, y desde entonces se ha convertido
en un ingrediente habitual de los cursos de matematicas de las escuelas de
empresariales.

En vez de seguir invocando inexpresivos términos matematicos para acla-
rar su significado, lo ilustraremos reflexionando sobre un simple calculo del
punto muerto. Un pequefio taller fabrica sillas metalicas (o artefactos si pre-
fiere las formulaciones genéricas). Sus costes son 80.000 ptas. (en bienes de
equipo, por ejemplo) y 3.000 ptas. por cada silla producida. Asi pues, el coste
total T contraido por el taller viene dado por la formula T = 3.000X + 80.000,
donde X es el numero de sillas producidas. Si suponemos ademas que el pre-
cio de venta de estas sillas es de 5.000 ptas. la pieza, los ingresos totales R del
taller vienen dados por la ecuacion R =5 000 X, donde X es el ndmero de
sillas vendidas.

Representando ambas ecuaciones sobre el mismo par de ejes coordenados,
encontramos que se cortan en un punto en el cual los costes y los ingresos
son iguales. El punto muerto, o de beneficio cero, es el (40, 200.000 ptas.), de
modo que si se venden menos de 40 sillas, los costes superan los ingresos; si
se venden mas, los ingresos superan los costes: y si se venden exactamente 40
sillas, tanto los ingresos como los costes son 200 000 ptas. Maximizar los
beneficios en este caso se reduce a vender tantas sillas como sea posible. (Para
obtener algebraicamente el punto de beneficio cero, 40, se resta la ecuacion Y
=3.000 X + 80. 000 de la Y = 5.000X. ILa ecuacién resultante, 0 = 2.000 X —
80.000, se resuelve facilmente y da X = 40).
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La region sombreada satisface todas las designaldades

Después de este preliminar consideremos el siguiente problema, que es un
caso auténtico de programacion lineal. Sin dejar las aplicaciones de la econo-
mia, supondremos que una empresa fabrica dos tipos de almohadas, Producir
una almohada cara cuesta 1.200 ptas. y se vende a 3.000 ptas., mientras que
una barata cuesta 500 ptas. y se vende a 1.800 ptas. La compania no puede
fabricar mas de 300 almohadas al mes y no puede gastar mas de 250 000 ptas.
al mes en su produccién (son normas impuestas por la subvencion).* Si la
compafiia ha de fabricar al menos 50 almohadas de cada tipo scuantas ha de
fabricar de cada clase para maximizar sus beneficios?

Stllamamos X al nimero de almohadas caras que la compania fabrica cada
mes e Y al de almohadas caras, podemos convertir las condiciones sobre X e
Y del problema en: X + Y < 300; X 2 50; Y 2 50; y 1.200 X + 500 Y <
250.000. La dltima desigualdad se debe a que si fabricar una almohada cara
cuesta 1 200 ptas., producir X costara 1.200X ptas.; y andlogamente, hacer Y
almohadas baratas costara 500 Y ptas. Obsérvese que estas condiciones se

* Chiste intraducible: featherbed, “subvencion excesiva”, pero también “plumén”. (N. del T.)
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expresan como desigualdades lineales, cuyas graficas son regiones del plano
delimitadas por lineas rectas (o, en problemas mas complicados, por sus ana-
logos en espacios de mas dimensiones).

La cantidad que hay que maximizar es el beneficio, que en términos de X
e Y vale P = 1.800X + 1.300Y. Esto es asi porque el beneficio que se tiene por
cada almohada cara es de 1.800 ptas. (3.000 ptas. — 1.200 ptas.), y por cada
almohada barata 1.300 ptas. (1.800 ptas. — 500 ptas.), con lo que X de las
primeras dan un beneficio de 1.800X ptas., e Y de las segundas dan 1.300Y
ptas. Una vez tenemos el problema planteado asi, hay varias técnicas para
hallar la solucién. Una es grafica y consiste en encontrar los vértices y los
lados de la region permitida —la parte del plano en la que son validas todas las
desigualdades— y luego probarlas para encontrar en cual de ellas se tiene el
maximo beneficio. Con este método, y un poco de geometria analitica, descu-
brimos que la compafiia de almohadas deberia fabricar 143 almohadas caras y
157 baratas al mes si quiere obtener el maximo beneficio.

Otra técnica, llamada método simplex, debida al matematico norteameri-
cano George Danzig, desarrolla y formaliza esta estrategia geométrica de modo
que un ordenador pueda examinar rapidamente estos puntos en el caso de
que haya mas de dos variables. Usado durante mas de cuarenta anos, el méto-
do simplex ha ahorrado una cantidad incalculable de tiempo y dinero. Sin
embargo, si el problema de optimizacion tiene varios miles de variables y
desigualdades lineales, como ocurre por ejemplo al establecer el horario de
unas lineas aéreas o los recorridos de las llamadas telefonicas, la comproba-
ci6n puede ser un poco lenta, incluso para un ordenador. Para estas ocasiones
existe un algoritmo, inventado recientemente por Narenda Karmarkar, inves-
tigador de los AT&T Bell Laboratories, que a menudo es mas rapido en la
determinacion del horario mas eficaz o el recorrido mas corto.

Cuando las condiciones no son lineales, los problemas son mucho mas
dificiles de tratar. Me es grato informarles de que los problemas de programa-
ci6n no lineal frecuentemente colapsan los superordenadores mas potentes.
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